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May 13, 2022

Abstract

二次割当問題は線形緩和が弱いことが知られ，強化のため多様な緩和手法が考案されている
が，その一つである二重非負値計画緩和（ DNN 緩和）及びその解法として近年研究が進んでい
るニュートン・ブラケット法を紹介し，それらに基づく分枝限定法の実装及び数値実験結果につ
いて報告する．

Keywords: Quadratic assignment problems, Branch-and-bound method, Newton-bracketing,
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1 はじめに
二次割当問題 (QAP)は、代表的な組合せ最適化問題の一つとして知られている．その応用分野

は設備配置などが知られ，組合せ最適化問題として有名な巡回セールスマン問題なども二次割当問
題として定式化されることが知られている．
正の整数 n に対して、設備の集合及び場所の集合を N = {1, . . . , n} とし，設備間の輸送量を表

す行列A = [aik] 及び場所間の距離を表す行列 B = [bjℓ]が与えられた時，QAP は総輸送量を最小
化する問題

min
π

∑
i∈N

∑
k∈N

aikbπ(i),π(k)

として記述される．ここで置換 π は施設 i が場所 π(i) に割り当てられることを表す．この問題は
NP 困難として知られていて，n = 35 程度の問題でも依然として最適解が求められていない問題が
ある ([6])．

QAPに対する厳密解法として一般的な分枝限定法においては，各部分問題に対する緩和手法が
重要になってくる．QAP においては多くの緩和手法による下界値計算の手法が研究されている．先
行研究としては線形計画緩和 ([11])，Gilmore-Lawler（[5], [9]) ，動的計画法 ([2])，凸二次計画緩和
([1])，半正定値計画緩和 ([14]) など多種多様にある．例えば Anstreicher らは凸二次計画緩和に基
づく分枝限定法を実装し，QAPLIB のインスタンスの一つである nug30 を初めて解いた ([1])．
近年 QAP の緩和問題として盛んに研究されている二重非負値計画緩和（DNN緩和）は

min
{
〈Q, X〉 : X ∈ K1 ∩K2, 〈H, X〉 = X00 = 1

}
. (1)

という形で得られる．ここで K1 は半正定値行列錐を表し，K2 は非負条件が課された多面錐を表
す．DNN 緩和は汎用解法である主双対内点法等も適用できるが，n ≥ 30 程度の大規模 QAP の緩
和解を繰り返し求めるのは現実的ではない．伊藤らは二分探索法に基づいた手法で大規模 QAP の
DNN 緩和を求めることに成功している ([7])．小島らは，ニュートン・ブラケット法（NB 法）と言

1



う，ニュートン法及びセカント法を用いた手法により，さらに安定性を上げている ([8])．本稿では
DNN 緩和と NB 法に基づく分枝限定法の実装及び QAP のベンチマークに対する数値実験結果に
ついて述べる．

2 ラグランジュ DNN 緩和に対するニュートン・ブラケット法
本章では QAP のラグランジュ DNN 緩和を導入し，その解法であるニュートン・ブラケット法

（NB 法）を紹介する．

2.1 QAP の部分問題
二次割当問題 (QAP)は，非凸二次計画問題として

QAP(∅, ∅): min


〈Q0, uuT 〉 :

u ∈ R1+n2

+ , u0 = 1,

uij(u0 − uij) = 0 ((i, j) ∈ N ×N)),∑
k∈N

uik − u0 = 0 (i ∈ N),∑
k∈N

ukj − u0 = 0 (j ∈ N)


と定式化される．今，Πr を N の部分集合の順列とし，r ≥ 1 に対して F = (i1, . . . , ir) ∈ Πr 及び
L = (j1, . . . , jr) ∈ Πr とする．このとき施設 ip ∈ F 及び場所 jp ∈ L (p = 1, . . . , r) に対して QAP

の部分問題は

ζ(F,L) = min



〈Q0, uuT 〉 :

u ∈ R1+n2

+ , u0 = 1,

uij(u0 − uij) = 0 ((i, j) ∈ F c × Lc),∑
k∈Lc

uik − u0 = 0 (i ∈ F c),∑
k∈F c

ukj − u0 = 0 (j ∈ Lc)

uipjp = 1 (p = 1, . . . , r),

uijp = 0 (i ∈ N\{ip}, p = 1, . . . , r),

uipj = 0 (j ∈ N\{jp}, p = 1, . . . , r)


と定式化される．変数 uipj 及び uijp を消去することにより，問題は

QAP(L,F ): ζ(F,L) = min


〈Q(F,L), xxT 〉 :

x ∈ R1+(n−r)2

+ , x0 = 1,

xij(x0 − xij) = 0

((i, j) ∈ F c × Lc)∑
k∈Lc

xik − x0 = 0 (i ∈ F c),∑
k∈F c

xkj − x0 = 0 (j ∈ Lc)


(2)

と書き換えることができる．NB 法を述べるにあたっては，QAP のルート問題である QAP(∅, ∅) に
対して議論するが，部分問題 QAP(F,L) ((F,L) ∈ Πr × Πr (r = 1, . . . , n)) に対しても議論はその
まま適用される．

2



2.2 QAP のラグランジュ DNN 緩和
まず QAP が 2n の線形等式制約 ∑

k∈N uik = u0 (i ∈ N) 及び∑k∈N ukj = u0 (j ∈ N) を含む
ことに注意する．これは

∑
i∈N

(∑
k∈N

uik − u0

)2

+
∑
j∈N

(∑
k∈N

ukj − u0

)2

= 0. (3)

という単一の二次等式制約に変換される．Lagrange 緩和を適用することにより，パラメータ λ ∈ R
付きの 0-1 二次計画問題

QOP : ζλ = min

{
〈Q0

λ, uu
T 〉 :

u ∈ R1+n2

+ , u0 = 1,

uij(u0 − uij) = 0 ((i, j) ∈ N ×N)

}
(4)

が得られる．ここで λ ∈ R は二次等式制約に付随するラグランジュ乗数であり，Q0
λ ∈ S1+n2 は

〈Q0
λ, uu

T 〉 = 〈Q0, uuT 〉+ λ

∑
i∈N

(∑
k∈N

uik − u0

)2

+
∑
j∈N

(∑
k∈N

ukj − u0

)2
 (5)

で定義される．第二項は等式の違反量に対するペナルティとして見なすことができ，目的関数値は
λ → ∞ に伴い QAP 最適値 ζ に収束していく．
対称行列の空間集合 S1+n2 に対して K1,K2,K,H を

K1 := S1+n2

+ =
{
X ∈ S1+n2

: X � 0
}
,

K2 :=

{
Xpq ≥ 0 (0 ≤ p, q ≤ n2),

X0p = Xp0 = Xpp (1 ≤ p ≤ n2),

}
,

K := K1 ∩K2 =

{
X ∈ S1+n2

+ :
Xpq ≥ 0 (0 ≤ p, q ≤ n2),

X0p = Xp0 = Xpp (1 ≤ p ≤ n2)

}
,

H =
{
X ∈ S1+n2

: X0,0 = 1.0
}

と定義する．解 u ∈ R1+n2 が QOP (4) の実行可能解であるならば，すなわち

QOP : ζ̄λ = inf
{
〈Q0

λ, uu
T 〉 : uuT ∈ K = K1 ∩K2, 〈H, uuT 〉 = u2

0 = 1
}
. (6)

の実行可能解とも言える．
QOP (4)及び (6)は共通の二次目的関数 〈Q0

λ, uu
T 〉を有しているため，ここでは不等式 ζλ ≥ ζ̄λ

が得られる．今 u ∈ R1+n2 は QOP (6) の実行可能解とすると 〈H, uuT 〉 = u2
0 = 1 が成立するた

め，〈Q0
λ, uu

T 〉 = 〈Q0
λ, (−u)(−u)T 〉　が成立する．したがって，一般的に u0 = 1 を仮定すること

ができる．今 uuT ∈ K2 が成立するため，uij = u0uij ≥ 0 及び u0uij = u2
ij ((i, j) ∈ N ×N)　が

成り立つことがわかる．すなわち，u は QOP (4) の実行可能解であり，不等式 ζλ ≤ ζ̄λ が従う．以
上の議論により QOP (4) 及び QOP (6) は ζλ = ζ̄λ として目的関数値が一致することが示せた．変
数 uuT ∈ S1+n2 を行列変数 X ∈ S1+n2 で置き換えることにより QAP のラグランジュ DNN 緩和
問題及びその双対問題

ηpλ = inf
{
〈Q0

λ, X〉 : X ∈ K = K1 ∩K2, 〈H, X〉 = X00 = 1
}
. (7)

ηdλ = max
{
y : y ∈ R, Y 1 ∈ K∗

1, Y 2 ∈ K∗
2, Q0

λ −Hy = Y 1 + Y 2

}
. (8)

が得られる．ここで K∗
1,K

∗
2 はそれぞれ K1,K2 の双対錐である．
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2.3 ニュートン・ブラケット法
ニュートン・ブラケット法（NB 法）とは， Lagrangian DNN 緩和（DNN 緩和）を一次元関数

の最適化問題とみなし，一次元関数にニュートン法を適用する解法である．本節ではそのアルゴリ
ズム概要について述べる．

2.3.1 DNN 緩和の再定式化
任意の y ∈ R に対して関数 g を

g(y) := min
{∥∥Q0

λ −Hy − (Y 1 + Y 2)
∥∥ : Y 1 ∈ K∗

1, Y 2 ∈ K∗
2

}
(9)

と定義すると g(y) ≥ 0 が成立し
g(y) = 0 ⇔ Q0

λ −Hy = Y 1 + Y 2, Y 1 ∈ K∗
1, Y 2 ∈ K∗

2

が成立する．この時 (y,Y 1,Y 2) は DNN緩和双対 (8) の実行可能解となる．したがって DNN 緩
和（の双対）を解くことは，g(y) = 0 を満たす最大の y を求めることに帰着される．そのような y

を求めるためには y に対して関数値 g(y) を求める必要があるが，そのためには最適化問題 (9)を
解く必要がある．NB 法においては，各反復において近接勾配法を適用することにより (9)のKKT

条件
Q0

λ −Hy = Y 1 + Y 2 −X, Y 1 ∈ K∗
1, Y 2 ∈ K∗

2,

X ∈ K1 ∩K2, 〈X, Y 1〉 = 0 かつ 〈X, Y 2〉 = 0.

}
(10)

を満たす変数対 (X,Y 1,Y 2) = (X̂(y), Ŷ 1(y), Ŷ 2(y)) を求めている．

2.3.2 上界値 ubk の算出
ある ȳ ∈ R に対して g(ȳ) > 0 と仮定する．この時 g(y∗) = 0 となる y∗ を求めるニュートン法

の反復は

ubk+1 = ubk − ‖X̂(ubk)‖2

〈H, X̂(ubk)〉
(11)

で得られる．このニュートン反復によって得られる数列 ubk (k = 0, 1, . . .) は単調に減少し y∗ へ収
束する．

2.3.3 下界値 lbk の算出
u0 = 1 及び行列 U = [uij ] は QAP 実行可能解 u ∈ R1∗n2 の置換行列に対応するため

〈I, uuT 〉 = u2
0 +

∑
(i,j)∈N×N

u2
ij = 1 + n,

が成立する．ここで I は (1 + n2)× (1 + n2) の恒等行列を表す．冗長な不等式 〈I, uuT 〉 ≤ 1 + n

を追加すると

η̃pλ = inf

{
〈Q0

λ, X〉 : X ∈ K = K1 ∩K2, 〈H, X〉 = X00 = 1,

〈I, X〉 ≤ 1 + n

}
.

η̃dλ = max

{
y + (1 + n)t :

y ∈ R, t ≤ 0, Y 1 ∈ K∗
1, Y 2 ∈ K∗

2,

Q0
λ −Hy − It = Y 1 + Y 2

}
. (12)

4



はそれぞれ QAP の Lagrangian DNN 緩和問題の主問題・双対問題と見なすことができる．任意の
(y,Y 2) ∈ R×K2 に対して

ṽ(y,Y 2) := max
{
0, Q0

λ −Hy − Y 2の最小固有値
}
, (13)

Ỹ 1(y, Y2) := Q0
λ −Hy − Y 2 − I ṽ(y,Y 2) ∈ S1+n2

+ . (14)

と定義をすると (ṽ(y,Y 2), y, Ỹ 1(y, Y2),Y 2) は DNN 問題 (12) の実行可能解となる．したがって対
応する目的関数値 y + (1 + n)ṽ(y,Y 2) は最適値 y∗ の下界を与える

2.3.4 ニュートン・ブラケット法のアルゴリズム
上界値 ubk 及び下界値 lbk の算出を NB 法のアルゴリズムとしてまとめる．

Algorithm 2.1 ニュートン・ブラケット法

STEP 0: 初期設定として lb0 = −∞ かつ k = 0 とする．上界値 ub0 > y∗ を設定する．

STEP 1:

上界値 y = ubk についてKKT条件 (10)を満たす (X̂(y), Ŷ 1(y), Ŷ 2(y)) ∈ (K1∩K2)×K∗
1×K∗

2

を近接勾配法によって得る．

STEP 2: 上界値 ubk+1 を ubk 及びニュートン反復公式 (11) から更新する．

STEP 3: 下界値 lbk+1 = max{lbk, ubk+1 + (1 + n) ṽ(ubk+1, Ŷ 2(ub
k))} を更新する．

STEP 4: k を k + 1 に更新し，STEP1 に移行する．

上のアルゴリズムについて，以下が成立する．

Theorem 2.2 ([8, Theorem 3.3])

(i) k → ∞ に伴い ubk 及び lbk は y∗ に収束する．

(ii) Q0
λ −H z̄0 が K∗

1 +K∗
2 の内点になるような z̄0 が存在するとする．この時 ubk は y∗ に二次

収束する．

上界値 ubk を求める際はニュートン法を適用すると二次収束が得られるが，実用上は安定性の
ために k ≥ 1 の反復ではニュートン法の代わりにセカント法を用いている．
分枝限定法の実装において NB 法を用いるケースにおいては，正確な y∗ を計算することを負荷

が高すぎるため極力避ける．具体的には「 (a) ζ̂ ≤ lbk 」あるいは「 (b) ubk < ζ̂」 のようなケー
スが検知されたら計算を中断する．ここで ζ̂ は QAP の大域的上界を表す．ケース (a) においては，
該当ノードは枝刈りされる．ケース (b) においては，y∗ ≤ ubk < ζ̂ が成立し，さらなる分枝が必要
となる．これら二つの判定を使うことにより，より効率的に NB 法を分枝限定法に組み込んでいる．

3 ニュートン・ブラケット法と分枝限定法
3.1 分枝限定法におけるノード生成
分枝限定法において構築される木のノードは，QAPの部分問題に対応する．初期段階では部分問題

リストには QAP(∅, ∅) が設定される．ノード QAP(F,L) (F = (i1, . . . , ir) ∈ Πr, L = (j1, . . . , jr) ∈
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Πr) が生成されると，下界値 ζℓ(F,L) 及び暫定最小値 ζu(F,L) が計算される．暫定最小値と下界
値に対して ζu(F,L) ≤ ζℓ(F,L) が成立するとノードは削除される．成立しない場合は，n− r 個の
子ノードが生成される．その場合は，施設 i+ ∈ F c あるいは場所 j+ ∈ Lc が選択される（分枝変数
選択）．
分枝限定法で生成される木の深さは高々 n となる．ルートノード QAP(F,L) は深さ 0 に位置

し，深さ n では QAP(F,L)(|F | = |L| = n, F c = Lc = ∅) は全ての施設が場所に割当てられている
自明な QAP となる．
実装においては，木の深さが十分深い部分問題に対しては単純列挙で解を求められうるため，木

の深さが一定以下になったら緩和問題を解くのを避け単純列挙に切り替えている．

3.2 分枝変数の選択及びノード選択
分枝変数の選択戦略として，average branchingと primal DNN branchingの二つを実装している．

分枝戦略 average branching は，設備 f 及び 場所 l を固定した時の部分問題 QAP (F ∪ f), (L∪ ℓ))

上の実行可能解の目的関数の平均値を正確に計算し，これを分枝スコアとして用いている．分枝戦
略 primal DNN branching は DNN 緩和問題の主実行可能解 X̂ := X/〈H0, X〉 を用いる．この解
の部分問題への射影 X̂ 7→ X̂(f, ℓ) を得て，射影先での目的関数値 〈Q0((F ∪ f), (L ∪ ℓ)), X̂(f, ℓ)〉
を算出し，これを分枝スコアとして用いる．分枝変数選択に関しての詳細は ([3])を参照されたい．
ノード選択においては最良値に基づく選択（ best bound method ）を採用している．通常対比

される戦略として挙げられる「深さ優先探索」のメリットは早期の実行可能解の発見で，厳密解法
の対象となるような規模の二次割当問題においてはそれほど課題ではない．このため best bound

method を採用している．

3.3 実行可能解の算出
現状の DNN 緩和に基づく分枝限定法においては，DNN 緩和はあくまでも「下界値計算」に用

いている．そのため，実行可能解の算出については Tailard ら（[13]）によるタブーサーチ法を適用
している．タブーサーチ法は調整すべきパラメータが少ないのが特徴で，小規模から中規模程度の
問題であればルートノードにおいて実行可能解を発見する．実装では各ノードでタブーサーチ法を
実行し実行可能解を探索している．

3.4 並列化分枝限定法
二次割当問題は分枝限定法のノード数が膨大になることが知られており，DNN 緩和による強力

な下界値を求められたとしてもグリッド・コンピュータあるいはスーパーコンピュータの援用は欠か
せない．先行研究においてもグリッド・コンピュータを利用した計算で新記録を樹立している ([1])．

DNN 緩和に基づく分枝限定法は，メニーコア環境で動作するよう，品野の開発する並列分枝限
定法フレームワーク UG([12])を用いて並列化している．UG はスーパーコンピュータで多くの未解
決問題を解いている実績があり，スケーラブルで信頼性が高い．

4 数値実験結果
本章では QAP に対する NB 法を用いた分枝限定法の数値計算結果を述べる．実験のベンチマー

クとしては QAPLIB ([6]) を，計算環境としては Mac mini 3.0GHz Intel Core i5 メモリ 32GB を
用いた．表中の「 problem 」列は問題名を，「 #node 」列はノード数，「 time(s) 」は計算時間（秒）
を表している．
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まずは小規模インスタンス（n ≤ 18）に対する結果を述べる．比較結果として Liao による QAP

の DNN緩和を ADMMで解いた数値実験結果 ([10])及び二分探索を用いて DNN緩和を解いた数値
実験結果を用いる ([4])．結果を Table 1に示す．表中 ADMMとあるのが [10]からの引用，BBCPOP

が二分探索法，NewtonBracket が NB 法の結果となる．ただし BBCPOP と NewtonBracket は同
一の計算環境を用いていて，ADMM は異なる．結果をみると NB 法に基づいた結果が二分探索法
を用いた結果と比較してノード数・計算時間の面で優位であり，ADMM と比較してもノード数で優
位であることがわかる．

ADMM BBCPOP NewtonBracket

problem #node time(s) #node time(s) #node time(s)

nug12 23 43.74 35 31.39 35 5.80

nug14 14 49.56 28 73.64 15 6.34

nug15 15 147.85 72 138.59 16 8.51

nug16a 16 144.84 46 194.35 17 13.63

nug16b 31 419.06 197 384.59 50 72.34

nug17 188 1151.46 191 541.90 50 72.34

nug18 805 5,071.32 355 1,532.24 104 127.31

Table 1: 小規模 QAP ベンチマークにおける各手法の比較結果

次に中規模インスタンス（n ≤ 25）に対する二つの分枝戦略 average branching 及び primal

DNN branching の比較について述べる．結果を Table 2 に示す．どちらの分枝戦略が優位かはイン
スタンスに依存するが，nug 系の問題に対しては primal DNN branching が優位であることが観察
できる．
最後に大規模問題 (n ≥ 30) に対する NB 法に基づく並列分枝限定法の結果を述べる．結果を

Table 3 に示す．表中の「Opt.val」列は最適値を表し．「No. of CPU cores used」と記載された列は
利用したコア数を記している．計算環境として統計数理研究所の HPE SGI 8600 (384 nodes，13,824
cores，144TB) を用いている．分枝変数選択には average branching を採用している．大規模イン
スタンスの内 tai30a と sko42 は今回の数値実験によって初めて解かれていて NB 法に基づく並列
分枝限定法の高速性及び安定性を示している．

5 まとめ
本稿では QAP に対する DNN 緩和及び NB 法に基づく分枝限定法の実装を述べ，数値実験結果

について報告した．既存研究との比較及び最適解が求められていなかったベンチマーク問題を解い
たことを考慮すると二次割当問題に対する現時点での最も良い性能を示す解法の一つと言える．今
後の課題としては，QAP は一部問題が高い対称性を持つことが知られており，対称性を利用した
NB 法及び分枝限定法の改良が挙げられる．
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