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üÒö
÷Düâý;�>���C�nô%øDö:�¤ô;ö�ý�ø�ü��nô^÷Dó²ô^ü��Åú�ù�ø�÷Dõ��_ýPô^ù���÷�ó_ô^ö�ù��_øDý�ô!÷Dô�ø.�Qö�õ��"�l��ô��²ô�ø5õ)þ��Gô%õ)÷��²øDô%ö
ý�õ��Éõ�þ�øDô%õ��¤û!��ô��¤ô�øDü * ô��l� û�ü�� * ô%ö>÷�ü��xõ+÷Dü��"�Ñ÷Dó²ô��¤ü���ô��_ö�ü�ù��²þ�ô;ö�ö��>���C�nô%øDö��Gùxø�ú²ó û ö�üÒý�õ)þ�Åô%õ��²ü��"�����²þ�øDô��Gô%ø�ô��_ýPô * õ)þ��²ô%ö�&
�Z¾+½|¿�¹�¸DÔ à�� ò9ó²ôÚö�ú�ô%ýPü�ÿný%õ+÷�üâù��zù��²÷Dó²ô9ö>ù��²øDý�ôZ÷Dô�ø.�Åö�ü��I÷Dó²ô9ô�FG�_õ+÷Dü�ù��_öBù��"�Åù��Åô��x÷.���
õ��D�tô��²ô%ø��xû�ý�ù��_ö�ô�ø * õ+÷�üâù��søDô%ö��²þ�÷DöÐü��t÷Dó²ô��Gùxþ�þâù���ü����h�¤ü���ô��_ö�ü�ù��²þ�ô;ö�ö!ö>û¤ö>÷�ô�� ù���ô�FG�_õ�)
÷�üâù��nö���ó_üâý5ó9�¤ô%öDýPøDü���ôZ÷Dó²ô�4"�²ü��Lÿ_ô%þ��Ñü��Åõ|ö����_ö>÷�ô%þ�þÒõ)øEõ+÷.�Åùxö�ú²ó²ô�øDô1��ó_üâý5ózüâö�ü���4"�²ô��_ýPô��
� ûQ÷�ó_ôIö
÷Dô�þâþâõ�ø�øDõ��¤üâõ)÷�üâù���ÿ_ô�þ��#O c;�7Y

+
U � ^3�

(ρ)t + ∇ · (ρv) = 0
2 � 5

Sr (ρv)t + ∇ · (ρv ◦ v) = − 1

γM2
∇P − 1

Fr2
ρg

2 � 5

(ρe)t + ∇ · (v[ρe + P ]) = Rd1 κ(T 4
RE − T 4),

2e]�5
��ü�÷�óÉ÷�ó²ôIý%õ)þâù�øDüâý!ô�FG�_õ)÷�üâù��Éù���ö
÷5õ+÷Dô

ρ e = γM2

(
ρv2

2
+

1

Fr2
ρgy

)

+
P

γ − 1

2��G5

�



��ü�÷�ó
g = {0, g, 0} &��Ðõ��¤üâõ)÷�ü * ô!ó²ô%õ)÷�ü����>�)ýPù ù�þâü��"�IüâöC÷Dø�ô;õ+÷�ô��!� û�õ���øDô�þÒõ��²õ)÷�üâù���õ��nö�õ)÷��2Gø�& ó-& ö�&jb1F�&�]�5�&j�_ù�ø�÷Dó²ô|ý5ó_õ�øDõxý�÷Dô�øDüâö>÷�üÒý1�>���C�nô%øDö

M
,
Fr
,
Sr
,2õ��"�

Rd1

,���ó²üâý5óÅøDô�þÒõ+÷Dô
ýPô%ø>÷5õ)ü���ú_ó2û¤ö�üâý%õ)þXú²øDù¤ýPô;ö�ö�ô%ö�,¤ö>ô%ô^ò�õ��_þ�ô � &
�Z¾+½|¿�¹�¸DÔh� � ò9ó²ô!���nö
÷;�Gù�ø.�Qõ+÷Dü�ù��Óú²øDù¤ýPô%öDöÜüâöLý�ù��_ö�ü��¤ô�øDô��Þõ�ö^õ�÷@�Cùsö
÷Dô�ú¦ú²øDù¤ýPô%öDö�&
kÚ÷Åÿ_ø5ö
÷�,Cö�ô�ô���ú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô;ö��Gùxø��rù��¤÷Qù��!÷�ó²ô`�2õ�ö�ú²ó_õxö>ô$2 În´_ÌP¹�¸5»)·�Ä�¾)Î 59��ó²üÒý5ó�ú_ø�ù * ü��¤ô÷�ó_ô�ÿ_ø5ö>÷Åö��²ø���õ�ýPô;ö�&�<����_ö�ô�FG�²ô��2÷���øDù��9÷�óK� û ö��²ø%��õxýPô�ø�ô;õ�ý�÷Dü�ù��_özø�ô;ö%�²þ�÷Dözü��Ï÷Dó²ôJ�Gùxø%)
�Qõ+÷Dü�ù�� ù��l2�ý5ó²ô��ÅüÒý�õ�þ�þâû�5h�Qõ�ý�ø�ù2ö�ý�ù�ú²üÒý

µ
�9)Oö�ü���ô�� ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%ö�&��
�_ý�þ�ô;õ+÷�üâù��Z,(��øDù��9÷�óZ,

ô * õ�únùxøDõ)÷�üâù��-,1�²ø�ü��º÷�õ��"�Ïô�þâô��Åô��2÷h�¤ô�ú_þ�ô�÷�üâù����+ô��²øDüâý5ó"��ô��2÷Åõ�ø�ô�ú²ó û ö�üÒý�õ)þ�õ��"��ý5ó_ô��Åü6)ý�õ�þEú²ø�ù¤ý�ô%öDö>ô;ö(��ó²üÒý5óÓù¤ý%ý��²øLö�ü��C�²þá÷5õ��²ô%ù��_ö�þâûÉü��¦õ��Þõ)÷��Åùxö�ú²ó²ô%ø�üÒýC�xõ�ö(4_ù�� õ��"�T�Qõ�û
��ôÑö
÷Dø�ù�����þâû�ý�ù��²ú_þ�ô��'&��_ù�þâþ�ù���ü����Å÷Dó²ôÑýPþÒõ�öDö�üâý%õ)þ'�Úù�ø ? ù���Os[0<�����^m,�ú_õ)ø�÷�üÒõ)þZ�²ü6r0ô�øDô��2÷�üÒõ)þ
ô�FG�_õ)÷�üâù��_öB��ó²üÒý5ól�¤ô;ö�ý�ø�ü���ô|÷Dó²ô!ô * ùxþ��¤÷Dü�ù���ù���÷�ó²ô;���_ö>÷ÐýPù���ú�ù��_ô��2÷B� û!�Åô%õ��_öÚù��Z�Åù�)�Åô��2÷Dö�ù��Xü�÷DöÚö>ü���ô(�²üâö>÷�øDü��"�¤÷�üâù��������ný�÷�üâù��Z,

f(V )
,>�Úô�øDô
�¤ô�øDü * ô���ü��TO ��c+U�]xõ�^nô�� ú_þ�üÒýPü�÷�þâûõ)þâþâù���ü����J�Gù�ø

vgas 6= vdust

&Ñò9ó²ôQýPù��_ö�ô�ø * õ)÷�üâù��`�Gùxø�� ù���÷�ó_ô9���nö
÷0�Åù��¤ô�þEô�FG�_õ)÷�üâù��_ö
õ)þâþâù��Ðö=�Gù�øÚõ;��õ�ö>÷1�>���Åô�øDüâý%õ)þ�ö>ùxþ��¤÷Dü�ù��Qü���÷�ó²ô��Gø5õ��ÅôÐù���ô�� ÷�ô��_ö�ü * ô
�Åù>�²ô�þnö�ü����²þÒõ+÷Dü�ù��_ö��

∂

∂t

(
ρLj

)
+ ∇

(
~vgas ρLj

)
=

∞∫

V`

∑

k

Rk V j/3dV

︸ ︷︷ ︸

Aj

− ∇
∞∫

V`

f(V ) V j/3 v
◦

dr(V ) dV

︸ ︷︷ ︸

Bj

,
2���5

��ó²ô%ø�ô�÷Dó²ô
j
)&÷�ó��Åù��Åô��x÷Bù�� ÷�ó²ôB���_ö>÷�ö�ü��%ô1�¤üÒö
÷Dø�ü����¤÷Dü�ù��;�����_ý�÷Dü�ù��

Lj [cm
j
/g]

üÒöZ�¤ô�ÿ"�²ô��
� û

ρLj(~x, t) =

∞∫

V`

f(V, ~x, t) V j/3 dV .
2���5

ò9ó²ô/ö�ù��²ø5ýPô�÷�ô%ø�� Aj
ô��¤ú²øDô%öDö>ô;öÑ÷Dó²ô/ô�r�ô;ý�÷Dö�ù��+�>�_ý�þ�ô;õ+÷Dü�ù��ãõ��"��ö%�²ø���õ�ý�ôtý5ó²ô��ÅüÒý�õ)þ

øDô%õ�ýP÷�üâù��_öÜù��Ó÷Dó²ô!���_ö>÷���ù��Åô��2÷Dö�&!\Cù��Åú_õ)øDô��/÷�ùÉ÷�ó²ô�ý�þâõxö�ö�üÒý�õ)þj�Åù��Åô��2÷Lô�FG�_õ)÷�üâù��_ö
Os[0<�����^m, Bj

üÒö|õ��/õ����²üá÷Dü�ù��_õ)þ3,nõ�� * ô;ý�÷�ü * ô^÷Dô�ø.�vü��s÷�ó_ô��²ô������_ö
÷+��ù��Åô��2÷|ô�FG�_õ)÷�üâù��_ö
��ó²üÒý5óIýPù���ú_ø�üÒö>ô;ö�÷�ó²ôCô�r0ô%ýP÷Dö-ý%õ��_ö�ô��7� û^õ�ö>ü���ô�)m�¤ô%únô��"�¤ô��x÷j�¤ø�ü��º÷Z�Åù)÷Dü�ù��Lù�� ÷�ó_ôE��ø5õ)ü��_ö�&
ò9ó²ô0�Åô%õ��²ü����Åù��-÷Dó²ô����_ö>÷ * õ)øDüâõ��²þâô%öÚüâö|ö%�����Qõ)øDü���ô%öÚü��tòBõ��²þ�ô � &
ò9ó²ô:�Åù)÷Dü�ù��Ñù��0õ+���_ö
÷N�xøDõ�ü��C��üá÷Dó�õ * ô%þ�ù¤ýPü�÷
û vdust

üÒöN�¤ô�÷�ô�ø.�Åü��_ô���� ûÑõ��Ñô�F��_ü�þâü��_ø�ü����
��ôP÷@�Úô�ô��s÷Dó²ô��GùxøDý�ôIù��N�xøDõ * ü�÷
û�, F grav

,0õ��D�s÷�ó²ô��Gø�üÒý�÷Dü�ù��_õ)þZ�Gù�ø5ýPô�,
F fric

,j2 ¸f�P´¤Äº¹ÈÄ�µ�¼�Äº´¤½
Â+¼�Ä Ê5·3� ö>ô%ô��¤üÒöDý��_öDö>üâù��Ñü��/O ��c+U�]xõ�^�5�&jA!ô�ú�ô��D�¤ü��"�Üù��Ñ÷Dó²ôÚú_õ)ø�÷�üÒýPþâôÚö�ü���ô9õ��"�Ñ÷�ó²ô��¤ô��_ö�üá÷
û
ù���÷�ó²ôQö��²ø�øDù��"�"�¤ü����h4"�_ü��',�÷�ó²ôQý5ó_õ�øDõxý�÷�ô%ø|ù���÷�ó_ôzó û��¤øDù>�²ûG�nõ��Åüâý�ö�üá÷.�_õ+÷Dü�ù��Þý5ó_õ�����ô;ö
��ó²üÒý5ó�õ�þâö�ùÞü���4"�_ô��_ý�ô%öz÷�ó²ô`�xø�ù��9÷Dó ú²øDù ý�ô%öDö�ù��Ð÷Dó²ôsú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%ö�&Ïò9ó²ô`�¤ü���ô��_ö�ü�ù��²þ�ô;ö�ö
���_ö>÷h�Åù��Åô��2÷Qô�FG�_õ)÷�üâù��_ö9�Gùxø!�>�_ýPþâô%õ)÷�üâù��-,B��øDù��9÷�ó-,Cô * õ)ú�ù�ø5õ+÷Dü�ù��-,�õ��D�Ïô�F��_ü�þâü��_ø�ü�����¤øDü6�º÷
��øDü�÷�ô�,¤ô�&%�D&>�Gù�ø9÷�ó_ôIý�õ�ö�ô^ù���õ����" ��f¡�¢�£e¤�¥�¦�§�§(¨J¡�©�§�¤���©�ª�¦:«�¡�¬�,²õ)øDô

[
Sr

](
ρLj

)

t
+ ∇(~vgas ρLj) =

[
Sr · Danuc

d · Sej

]
J(V`)

23­�5

+
[

Sr · Dagr
d,lKn

] j

3
χnet

lKn ρLj−1

+

[(πγ

32

)1/2 Sr · M · Dr

KnHD · Fr

]

ξlKn∇
(

Lj+1

cT
~er

)

,

��ü�÷�ó
j = 0, 1, 2 . . .

÷�ó²ô^ù�øf�¤ô%øÚù��-÷Dó²ô����_ö>÷���ù��Åô��2÷Dö�&Zò9ó²ôÜÿ_ø5ö
÷Ðö�ù��²ø5ýPô!÷�ô%ø��cù���÷Dó²ô
ø�& ó-& ö�&=�²ô%öDýPøDü���ô%ö�÷�ó²ô^ö�ô�ô��h�Gù�ø.�Qõ+÷�üâù��X2��>�_ýPþâô%õ)÷�üâù��D5�,2÷�ó²ô^ö>ô;ýPù��"�Q÷Dó²ô+�xø�ù��9÷Dó�ú²øDù¤ýPô%öDö�,
õ��D�Q÷�ó_ô|÷Dó²ü�øf�J�²ô%öDýPøDü���ô%ö�÷�ó²ô!÷�ø5õ��nö>ú�ù�ø�÷�ù���õ)þâø�ô;õ��¤û�ô��¤üÒö
÷Dü��������_ö>÷9ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%ö1�2ûh�²ø�ü��º÷�&

]



ò�õ��²þâô � �EA!ôPÿ"�²ü�÷�üâù��nö�,��Åô;õ��²ü����xö�,²õ��D�J���_üá÷5ö�ù��B÷�ó²ô����nö
÷|õ��"�sý5ó²ô��ÅüÒý�õ)þ-FG�_õ��2÷�ü�÷�üâô%ö
23\Bb¯® ý5ó²ô��ÅüÒý�õ�þXô�FG�²üâþ�ü��²øDü����h5�&

° �_õ��2÷�ü�÷
û ±(�²üá÷ Rtô;õ��²ü����
² °¤¯�³�°¤¬=´eµ ­

~vgas

O ý��ãö −1
^ ó û��¤ø�ù��¤û>�_õ��Åüâý7�xõxö * ô�þâù¤ýPü�÷
û

vdust

O ý��ãö −1
^ ó û��¤ø�ù��¤û>�_õ��Åüâý;���_ö>÷ * ô%þ�ù¤ý�üá÷
û

f(V )
O ý�� −6

^ ��ø5õ)ü��sö>ü���ô0�¤üÒö
÷Dø�ü����¤÷Dü�ù��/�����_ý�÷Dü�ù��
V

O ý��
3
^ * ùxþ��"��ô^ù��B÷Dó²ô����_ö>÷Ðú_õ)ø�÷�üÒýPþâô

Rk

O ö −1
^ ö��²ø%��õxýPôLý5ó²ô���üÒý�õ�þXø�ô;õ�ýP÷�üâù���ø5õ+÷Dô%ö

Lj

O ý��
j
� −1
^ ���_ö>÷
�Åù��Åô��2÷5ö

(j ∈ N)
ρL0 = nd

O ý�� −3
^ �>������ô�ø|ù��j���_ö
÷Ðúnõ)ø�÷�üÒýPþâô%ö

3

√
3
4π

L1

L0
= 〈a〉 O ý��9^ �Åô%õ��sø5õ��¤ü��_öÚù��N���_ö>÷Ðú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô;ö

3
√

36π L2

L0
= 〈A〉 O ý��

2
^ �Åô%õ��`���_ö
÷|ö��²ø���õ�ý�ô

L3

L0
= 〈V 〉 O ý��

3
^ �Åô%õ��`���_ö
÷ * ù�þ����Åô

εx
O 
�^ ô�þâô��Åô��x÷|õ������"�_õ��_ý�ôÜøDô�þÒõ+÷Dü * ô|÷DùQó û>�²ø�ù���ô��

nr

O ý�� −3
^ �>������ô�ø+�¤ô��_ö�ü�÷
û�ù��=�xõxöÚö�ú�ô%ýPüâô%ö

r
n〈H〉 = ρ

1.427 amu

O ý�� −3
^ ÷�ù�÷Dõ�þ�ó û>�²ø�ù���ô��/�¤ô��nö>ü�÷
û

vrel,x
O ý��ãö −1

^ ÷�ó_ô�ø.�Åõ�þ�øDô�þÒõ+÷�ü * ô * ô%þ�ù¤ý�üá÷
ûù���÷�ó_ô0�xõ�ö9ö�únô;ýPüâô%ö
x¶�·�¸�­�®;°�¸0®%­

νi,0
ö>÷�ù�üÒý5ó²üâù��ÅôP÷Dø�üÒýÅø5õ+÷�üâùxö^ù���ó²ù��Åù��xô��²ô%ù��_ö;�>�_ý�þ�ô�)
õ+÷Dü�ù��

νi,r
ö>÷�ù�üÒý5ó²üâù��ÅôP÷Dø�üÒýÜøDõ)÷�üâùxöÚù��Eö%�_ø%��õxýPô^ø�ô;õ�ýP÷�üâù��

r

io��÷�ó²ô;ö>ô^ý�õxö>ô;ö�,>��ó²ô%ø�ô7���_ö>÷�õ��"�h�2õ�ö9õ)øDô|ú�ùxö�ü�÷�üâù��_õ�þ�þâû�ýPù��²ú²þâô���õ��"�J�²ø�ü��º÷�ô�r0ô%ý�÷5ö9õ)øDô
�²ô���þâü��xü��²þâô�,�bBFD&�23­�59ö�ü���ú_þ�ü�ÿ_ô%öÚ÷Dù

[
Sr

](
ρLj

)

t
+∇(~vgas ρLj) =

[
Sr·Danuc

d · Sej

]
J(V`)+[Sr· Dagr

d ]
j

3
χnet ρLj−1.

2e��5
�²ùxø9÷�ó²ô��²ôPÿ"�²ü�÷�üâù��sù��-÷�ó_ôIý5ó_õ)ø5õ�ýP÷�ô�øDüÒö
÷Düâý+�>������ô�ø5ö9ü��tö.FG�_õ)øDô+�_øDõxý ? ôP÷5ö9ö>ô%ô^ò�õ��_þ�ô � &

ò9ó²ô^ô�þâô��Åô��x÷(�²ô�ú²þâôP÷Dü�ù���üÒö9÷Dõ ? ô���ü��2÷�ùQõ�ý%ýPù��"�x÷�� û�ô * õ�þ��nõ+÷�ü�����÷�ó_ôIýPù��nö%���Åú¤÷Dü�ù��ù��Xô;õ�ý5óÅü�� * ù�þ * ô���ô%þ�ô���ô��2÷ i
��ü�÷�ó�ø�ô%þâõ)÷�ü * ôÐõ��"���"�²õ��_ýPô9÷DùIó û>�²ø�ù���ô�� εi

� û9�G�nýPþâô%õ+÷Dü�ù��
õ��D�J�xø�ù��9÷Dó

[
Sr

]
(ρεx)t + ∇ · (v ρεx) = −

[
Sr· El

]
R∑

r=1

(νnuc
x,r Danuc

d NlJ∗

+ νgr
x,r Dagr

d αrnx,rvrel,x ρL2).
2eS�5

εx
üâö�÷Dó²ôÞô%þ�ô��Åô��2÷sõ������"�_õ��_ý�ôÓù��Ñ÷�ó²ô¦ý5ó²ô��ÅüÒý�õ�þÜô%þ�ô��Åô��2÷l�_2�ô�& �"& ò9ü3,;< ü3,;�;5�ü��
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2�ö�ô%ý�ù��"�Ó÷�ô%ø��`,Xø�& óZ& ö�& 5 ��üá÷DóÓ÷Dó²ô�ö>÷�ù�üÒý5ó²üâù��ÅôP÷Dø�üÒý0��õxý�÷Dù�ø

νx,r
���²ô�÷�ùÉ÷�ó²ôÅøDô%õxý�÷�üâù��Þø�&

�+�²ô9ô�FG�_õ)÷�üâù��9�²ô�ô��²öE÷Dù0�nôÐö�ù�þ * ô��0�Gù�ø�ô;õ�ý5ó�ô�þâô��Åô��2÷Zü�� * ù�þ * ô��Iü���÷�ó²ô
���nö
÷N�Gùxø��Qõ+÷Dü�ù��ú²øDù¤ýPô%öDö�&
¶C¹B°²¯�°_±)®�µ2¯�³�­%®�³�±Í¬1µ>¹B°�º-³e·n¯ k��¤ùxú¤÷�ü�����÷
û ú²üâý%õ)þ * õ)þ��²ô%ö+�Gù�ø^õl�²ø�ù����X���Úõ�ø%��õ)÷��Åù�)ö�ú²ó²ô�øDô9÷�ó_ô:�Gù�þâþ�ù���ü����0��ô��²ô�ø5õ)þ¤ý5ó_õ�øDõxý�÷Dô�øDüâö>÷�üÒý�ö�ù���õ0���nö
÷N�Gùxø��Åü����;4"�²ü��Qý�õ��9��ô
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ù���ö�ù��Åô * õ�ø�üÒõ��_þ�ô α(x, t)
ö��_ý5ó�÷�ó_õ)÷

α(x, t) = α0(x, t) + δα(x, t).
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α(x, t) ε {u(x, t), P (x, t), S(x, t)} 2 u(x, t)
) * ô�þâù¤ýPü�÷
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kmax =

2π/(3∆x)
,

lmax = 5 × 104 ý�� 
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Nx−1(t)
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Tref = 2100
q�,

ρref = 3.16 10−4 ��ý�� −3 , vref =
cS/10

&:2 〈α(t)〉x + σα
Nx−1(t)
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Nx−1(t)
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�²ú²ú�ô�ø|ú_õ)ø�÷Dö9ù��B÷Dó²ôÑýPþâù��D��þÒõ�û�ô%ø�,���ó²ô%ø�ôÜ÷Dó²ô^÷�ô���ú�ô�ø5õ+÷.�²øDô%öÐõ�ø�ô^ö%��HQý�ü�ô��2÷�þâû�þâù�� õ��"�
÷�ó_ô�ô%þ�ô���ô��2÷Dõ)þ9øDô�ú²þâô��_üâö�ó��Åô��2÷��2ûK�Åü��¤ü����ÍüÒö�ö���H�ýPüâô��2÷Dþ�ûÝô�r�ô;ý�÷�ü * ô�& kÐþ�÷�ó²ù�����óÏ÷�ó²ô�xõxöQüÒö�ö>÷�øDù����xþ�ûM�¤ô�ú²þâôP÷Dô�� ü�� ó²ô;õ * û�ô�þâô��Åô��x÷5ö�ü��ã÷�ó²ô;ö>ôÞþâõ�ûxô�ø5ö�,Úü�÷�üâöl�²ô * ô�ø�÷�ó_ô�þâô%öDöó²ü���ó²þâû¦ö%�²ú�ô�ø5öDõ+÷��_øDõ)÷�ô��M2
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,�ü��"�¤üÒý�õ+÷Dü��"��÷Dó_õ+÷^÷�ó_ô!��øDù��9÷�ó/ú²øDù¤ýPô;ö�öÜøDô��Qõ)ü��_ö!ü��_ý�ù��Åú²þâôP÷Dô�,�ü3&>ô�&0÷�ó²ô

ýPù��"�¤ô��_ö>ü��²þâô|ô%þ�ô���ô��2÷DöCú²ø�ù * ü��¤ô���� ûz÷�ó²ô7�Åü6�¤ü����zõ�ø�ô(�²ù)÷Úô��¤ó_õ��nö
÷Dü * ô�þâû�ý�ù��_ö����Åô��!� û��øDù��9÷�óZ&sò9ó_ôl���_ö>÷�ý�ù��Åú�ù��²ô��x÷zü�� øDô��xü�ù��$i%iLüÒöÑý5ó_õ�øDõxý�÷�ô%ø�ü���ô��#�2û¦õ�� õ�þ��Åù2ö
÷zý�ù���)
ö>÷Dõ��2÷��¤ô��xø�ô%ô|ù���ýPù��"�¤ô��_ö�õ)÷�üâù��H2 ∝εdust

Ti ∝L3≈const
5n,���ó²üâþâô!÷Dó²ô;�Åô%õ���ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô^ö>ü���ô

〈a〉 õ��"�/÷�ó²ô9�Åô%õ��X�¤øDü6�º÷ * ô%þ�ù¤ý�üá÷
û 〈vdr〉
ü��nýPøDô%õ�ö�ôÑü��>�Úõ�ø.�-&�\Cù��_ö�ô�FG�²ô��2÷Dþ�û�,n÷Dó²ô�÷�ù�÷Dõ)þ

�>������ô�ø�ù��j���nö
÷Ðú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô;öÚúnô%ø��Åõxö�ö02
L0

5Cõ��"��÷�ó²ô%ü�ø9÷Dù)÷Dõ�þ�ö%�_ø%��õxýPô^únô%ø��Qõ�öDö72 ∝L2

5
�¤ô;ýPøDô%õ�ö�ô�&
s}s}s ÌLÍ Ô«ßãá§ÏFÇuÓ�ð£ßãà«Å�ÏlÕhÇFÔ«Õh×{ß�Ó�à¢Ù � ü�÷�óÉ÷Dó²ô0�¤ô%ý�ø�ô;õ�ö�ü����Ñ÷�ù�÷Dõ)þ�ö��²ø���õ�ý�ô!ù��-÷�ó_ô;���_ö
÷
ú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô;ö12 ∝L2

5n,�÷Dó²ôCý�ù��_ö����Åú¤÷Dü�ù��Iù��_ý�ù��"�¤ô��_ö�ü��²þâôZô%þ�ô���ô��2÷DöZ�Gø�ù��ß÷Dó²ôB�2õ�ö-ú²ó_õ�ö�ô * üÒõ���_ö>÷B�xø�ù��9÷DóC��ô%ý�ù��Åô%ö�þ�ô;ö�ö�ô�r0ô%ýP÷�ü * ô�&NkÚ÷Z÷Dó²ô!öDõ��Åô9÷Dü��Åô�,����_ô�÷�ùL÷Dó²ô|ü��_ý�ø�ô;õ�ö�ô�ù��0÷�ó²ô�Åô%õ��Ñú_õ�ø>÷Düâý�þ�ôÚö>ü���ô 〈a〉 ,�÷Dó²ô��¤ø�ü��º÷ * ô�þâù¤ýPü�÷�üâô%öBü��nýPøDô%õ�ö�ô�&�� ó²ô��Ñ÷�ó²ô:���_ö>÷�ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%öBó_õ * ôøDô%õ�ý5ó_ô��/õÉýPô%ø>÷5õ)ü��ÞýPøDü�÷�üÒý�õ)þEö�ü��%ô�, 〈a〉cr ≈ 15 µ
� ÷�ù

50 µ
�`,0÷Dó²ô!�¤ø�ü��º÷7��ô%ý�ù��Åô%ö7�Åù�øDô

ü���ú�ù�ø�÷Dõ��2÷�÷�ó_õ��Å÷�ó²ô
�xø�ù��9÷Dó-,�õ��"��÷�ó²ô+F��nõ)þâüá÷5õ+÷�ü * ô���ô�ónõ * üâù�ø�ù��0÷�ó²ô(���_ö
÷ÚýPù��Åú�ù��²ô��2÷ý5ó_õ�����ô;ö�&Qò9ó²üÒöLó_õ�ú²únô��_öLõ+÷L÷Dó²ô!��ù�øf�¤ô�øDþ�ü��²ô���ôP÷@�Úô�ô��¦øDô��xü�ù��Hi%i^õ��D�Xi�i%in,-��ó_üâý5ó$�Úô
�¤ô��²ù)÷Dô7� ûQø5õ)ü���ô�����ô�&=k|þá÷Dó²ù��"��ó�÷Dó²ô;�xõxöCüÒö9ö
÷Dü�þâþXó²ü���ó²þâû�ö��²ú�ô�ø5ö�õ)÷��²ø5õ+÷Dô��

S≈1 ... 10
,

÷�ó_ôÑü���)Oö�ü�÷��`�Gù�ø.�Qõ+÷Dü�ù��Éù��E���_ö>÷+��ø5õ)ü��_ö9üÒöÐü��²ô�r0ô%ýP÷�ü * ô�õ�ö�ü��/øDô���üâù��/i%in&0ò9ó²ô��²ô�ú²þâôP÷Dü�ù��ù��B÷�ó²ô0�2õ�öÚú²ó_õxö>ô * õ��_üâö�ó²ô%ö9ü��Éø�ô���üâù��Ji�i%in,²ü3&>ô�&¤÷�ó_ô7�2õ�ö�õ������"�²õ��_ýPô;ö9õ)ú²ú²øDùxõxý5ó�ý�þ�ù2ö>ô�)÷�ù�)Oö�ù�þÒõ)ø * õ�þ��_ô%ö�&�ò9ó²ô+��ø5õ)ü��_ö�øDô%õxý5óÅ÷�ó²ô%ü�øB�Åõ��¤ü��C��� øDõ��¤ü�ü�õ+÷Z÷Dó²ô|þâù��Úô�ø1��ù��"�"�²õ)øDûÑù��
øDô���üâù��Ji%i%i+2º÷�ó_ô^ý�þ�ù��"�!�_õxö>ô�5n� 〈a〉 ≈30 µ

� ÷�ù
400 µ

� õ)÷��Qõ��¤ü������ �²ø�ü��º÷ * ô�þâù¤ýPü�÷�üâô%ö�&
sn² ÌLñ�ò Å�ÑhÓ{ÔlÅ�Ïlßãà{×Á×{ÔlÅ�ßãà�Î¿Ù ò9ó²ô`��ø5õ * üá÷5õ+÷�üâù��nõ)þâþ�û¦ö>ô�÷>÷Dþ�ü����K���_ö>÷�ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%özÿ"�nõ)þâþ�ûýPøDùxöDö�÷�ó_ô|ýPþâù��"���nõ�ö�ôÐõ��"�Qö�ü�� ? ü��x÷DùL÷�ó_ô
���"�¤ô%øDöDõ+÷.�²ø5õ+÷�ô����2õ�öZö�ü�÷��_õ)÷�ô�����ô�þâù��0,���ó_ô�øDô
S < 1

&hcÐô�øDô�,-÷�ó²ôh���_ö
÷C��ø5õ)ü��_öÜøDõ�ü��²ü����sü��X�GøDù�� õ���ù * ô�ô * õ)ú�ù�ø5õ+÷Dô�÷�ó²ô%ø��Qõ)þâþâû�&�ò9ó²ôô * õ�únùxøDõ)÷�üâù��Üù�� ÷�ó²ô;ö>ôB���_ö>÷-ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%ö�,;ó²ù��Cô * ô%ø�,��¤ù ô%ö'�²ù�÷�÷Dõ ? ô�ú²þÒõ�ý�ôZü��_ö
÷5õ��2÷Dõ��²ô�ù��_ö�þ�û�,���¤÷�ú_ø�ù����_ý�ô%öÅõ¦ö>únõ+÷�üÒõ)þâþâûÝô�� ÷�ô��"�¤ô���ô * õ�únùxøDõ)÷�üâù��ÏøDô��xü�ù�� i½� ��ü�÷�óãõÓ÷Dó²üÒý ? �_ô%öDözù��

� �



õ���ù��²÷ � ? �/& � ü�÷�ó �¤ô;ýPøDô%õ�ö�ü����Íõ�þá÷Düá÷.�"�¤ô�,C÷Dó²ôtú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô;ö���ôP÷�ö��Qõ)þâþ�ô%ø
d〈a〉/dz < 0õ��D��ö�þâù��Cô%ø

d〈vdr〉/dz < 0
&�\Cù��nö>ô�F��_ô��2÷�þâû�,C÷�ó²ô%ü�ø�ø�ô;ö>ü��¤ô��_ýPôÉ÷�ü��Åô%ö�ü��_ý�ø�ô;õ�ö�ô�,9õ��"�

õ�ø�����)Oõ��9õ�û�ú²øDù¤ýPô;ö�öÜö>ô�÷DöÜü��X��ó²üÒý5ó/ÿD�_õ)þâþ�ûtú_ø�ù����_ý�ô%öÜõ * ô�øDûtö
÷Dô�ô�ú#�¤ô%ý�ø�ô;õ�ö�ôÑù��Z÷�ó²ô�¤ô���øDô�ô�ù��nýPù��"�¤ô��_ö�õ)÷�üâù��-,�÷Dô�ø.�Åü��_õ)÷�ô���� û^÷�ó²ôÚú�ù�ü��x÷N��ó²ô%ø�ôÚô * ô��L÷Dó²ô:�²ü�����ô;ö
÷�ú_õ)ø�÷�üÒýPþâô%öó_õ * ôÑô * õ�únùxøDõ)÷�ô��ÓýPù��Åú²þâôP÷Dô�þâû�&0�ÍôC�_ù)÷�ôz÷�ónõ+÷^ø�ô���üâù��Ti½�C,Xü��Þú_õ)ø�÷�üÒý��²þÒõ)ø�,0ý�õ��"�²ù)÷;�nô���"�²ô�ø5ö
÷Dù2ù��!� û�ö>÷Dõ��²ü�þâü�÷
ûÅõ�ø������Åô��2÷Dö�,G���¤÷�ø�ô�FG�²ü�øDô%öCõ ? ü��²ôP÷Düâý|÷�øDô%õ)÷��Åô��2÷Úù���÷Dó²ô7���_ö
÷
ýPù��Åú²þ�ô��'&

ó ô íÑê�ð�zPï/}-ñPíIê/}
ò9ó²ô����_ö>÷=�Gù�ø.�Qõ+÷�üâù��Ñü��9�²øDù����C���9õ)ø���öBõ)÷��Åùxö�ú²ó²ô%ø�ô;ö-üÒö�õ+���²þ�÷�ü�)OöDý�õ�þ�ôÚú²øDù��²þâô�� ��ó_ô�øDô
�¤ü�r�ô%ø�ô��2÷Ðú²ó û ö�üÒý�õ)þV�Åô%ý5ónõ��²üÒö%�Qö�ý5ó_õ�øDõxý�÷Dô�øDü��%ôÐ÷�ó_ô��¤ü6r0ô�øDô��2÷|öDý�õ�þ�ô^øDô���ü��Åô%ö��
õG5lio�Ï÷Dó²ô ½zÄ�Ì�¼�¾�¶�Ì5¾D¿0Ä�Ìt¶�Ì5»+¹â¸t¼�¸OÆ�Äº½Å¸ ,Úö�ü�����þâôÉõxýPù��_ö
÷Düâýl�9õ * ô%özü��x÷Dô�ø5õ�ýP÷�,Z÷Dó²ô�øDô�� ûü��²ü�÷�üÒõ+÷Dô0���_ö>÷��Gù�ø.�Åõ)÷�üâù��-&
�D5Éò9ó²ôQö%�²ú�ô�øDú�ùxö�üá÷Dü�ù��Óù��9õ/��ó²ù�þâô�ö�ú�ô%ý�÷Dø��"� ù��C÷��²ø.���²þâô��_ý�ôÅô�þâô��Åô��2÷��¤ôP÷Dô�ø.�Åü��²ô

÷�ó²ô ½Q¸�¶�¾+¶PÌ5¾5¿�Ä�ÌÑ¶�ÌD»)¹�¸Ñ¼�¸OÆ)Äº½Q¸ øDô%ö��²þá÷Dü��"��ü��tõ�ó²ü��xó²þâûh4"�_ýP÷��_õ)÷�ü����94"�²ü���ÿ_ô�þ��'&
ý�5Éò9ó²ôQü��2÷Dô�øDú²þâõ�ûÓù�����ø5õ * üá÷5õ+÷�üâù��nõ)þ�ö>ô�÷>÷Dþ�ü����tù������_ö>÷��xøDõ�ü��_öLõ��"�Þ÷�ó²ô�ýPù�� * ô%ý�÷Dü * ô�²ú�)m��ü��¤ü��"�Ñù������_ýPù��"�¤ô��_ö>ô��!�Qõ+÷Dô�øDüâõ�þD�xù * ô�ø.�_öE÷Dó²ô ½Å»xÌP¼�¾+¶�ÌD¾5¿�Ä�ÌI¶�ÌD»)¹�¸L¼D¸&Æ�Äº½Q¸ &

��ü����²øDôC���:��ô��xü��Åô;öÐù��E÷.�²ø��"�²þ�ô��2÷7���_ö>÷(�Gùxø��Qõ)÷�üâù��-&
TS
�:�>�_ý�þ�ô;õ+÷�üâù��É÷Dó²ø�ô;ö>ó_ù�þ��É÷�ô��9)

ú�ô�ø5õ+÷��_ø�ô!2�ö��²ú�ô�ø5ö�õ)÷��²ø5õ+÷Dü�ù��
S � 1

ø�ô�FG�²ü�øDô��D5n,
Tsub

�Zö%���_þ�ü��Qõ+÷�üâù��É÷Dô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô�&

ò9ó²ôX�Åõ�ü��äö�ý�ô��_õ�ø�üâùÝô�� * üâö�üâù��²ô��ãüâö�õÏýPù�� * ô%ýP÷�ü * ô%þ�û�õ�öDýPô��D�¤ü��"�K4"�²ü�� ô�þâô��Åô��x÷Éü��äõ�²øDù��������9õ)ø��_õ+÷.��ù2ö>ú_ó²ô�øDô�,���ó²üÒý5óÑüÒö�ô��²ýPü�÷�ô���� ûÜ÷��²ø.���²þâô��2÷=��ù�÷�üâù��_öEõ��"��	@�_ö>÷Eø�ô;õ�ý5ó²ô;ö
ö���H�ýPüâô��2÷�þâû�þâù�� ÷Dô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô%ö��GùxøÐýPù��"�¤ô��nö�õ)÷�üâù��-&�ò9ó²ô����nö
÷��Gùxø��Qõ+÷Dü�ù���ü��tõz÷��²ø.����)
þâô��2÷/�2õ�ö�üâöJ�Gù����D� ÷�ùL�nô¦ö>÷�øDù����xþ�û�ü���4"�²ô��nýPô��¯� û�÷Dó²ôÍô��¤üâö>÷�ô��_ýPôÞù��Ñõ��G�nýPþâô%õ+÷Dü�ù��
÷�ó_ø�ô;ö>ó²ùxþ���÷Dô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô

TS
&�ò9ó²ôÑþ�ù¤ý�õ�þ�÷Dô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô

T
���_ö>÷!õ)÷|þ�ô;õ�ö>÷Ð÷�ô��ÅúnùxøDõ�ø�üâþ�û

�¤ô;ýPøDô%õ�ö�ô(��ô�þâù�� ÷Dó²üâöC÷Dó²ø�ô;ö>ó_ù�þ���ü���ù�øf�¤ô%ø�÷Dùzú²øDù * ü��²ôÐ÷�ó_ô7�_ô%ýPô;ö�öDõ)øDûÅö%�²ú�ô�ø5öDõ+÷��_øDõ)÷�üâù���Gù�ø��>�_ý�þ�ô;õ+÷Dü�ù��-,¤ô�& �"&=� û�ô����¤û�ü��2÷�ô�ø5õ�ýP÷�üâù��-&

� �



A!ô�ú�ô��"�¤ü����Éù��Ó÷�ó²ô�ø�ô%þâõ)÷�üâù��T��ôP÷@�Úô�ô��/÷Dó²ôÅþ�ù¤ý�õ�þ��Åô;õ��/÷Dô��Åú�ô�ø5õ+÷��_ø�ô
T
õ��D�

TS
,

÷�ó_ø�ô%ô��¤ü6r0ô�øDô��2÷|øDô��xü��Åô;ö�ý�õ��`��ô��¤üÒö
÷Dü��"���²üÒö>ó_ô��$2�ö�ô�ôIþ3& ó-& ö�&�ù��E�Bü��"&���5n�+2Gü�5Ú÷�ó²ô Â�¸�·O¸�¼�×
½�ÄºÎ_ÄÒ¶�·�Ä�Ì øDô��xü��Åô`2

T < TS
5+��ó²ô%ø�ô����_ö>÷;�Gù�ø.�QöÜõ�� ûG�9õ�û�,=2Güâü�5!÷�ó²ô ¶�·O¾;Ì5À²»�¶�·&Ä�Ì ø�ô���ü��Åô

2
T > TS

5l��ó²ô�øDô
T < TS

ý�õ��ßù��_þ�û ��ôÍõxý5ó²üâô * ô�� þâù ý%õ)þâþ�û õ��"� ÷Dô��ÅúnùxøDõ�ø�üâþâûM� û÷��_ø����_þ�ô��x÷Ü÷�ô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô04"�_ýP÷��_õ)÷�üâù��_ö�,Xõ��"��2Güâü�ü�5|õ�ø�ô���ü��Åô���ó²ô%ø�ô����_ö
÷7�Gù�ø.�Qõ+÷Dü�ù��tüâö
Äº½|¿²¾+¶D¶�Ä�µ�¹�¸ &Éò9ó²ô�ö�ü���ôQù��Ú÷�ó_ô�ö
÷Dù¤ý5ó_õ�ö>÷�üÒý�ø�ô���ü���ô!�¤ô%únô��"�²öLù��Í÷�ó²ô�õ * õ�ü�þÒõ��²þâôz÷��²ø.����)þâô��2÷�ô��²ô%ø��xû�&�ò9ó²üÒö9ú²üâýP÷��²øDôLù�� ·�´¤¼�µ�´¤¹�¸�Î_·CÂ)´ ¶�·nÊP¾+¼�½Q»+·&Ä�¾+Î üâö�FG�²ü�÷�ô��¤ü�r0ô�øDô��2÷:�Gø�ù�� ÷�ó²ô
�_ö��_õ)þâþâûÍõ�ú²ú²þâü�ô�� ·ºÀ_¸P¼�½Q¾;Â+Ç+Î�»)½zÄ�Ì5»)¹�¿�Ä�Ì�·�´¤¼�¸ 2Gø�& ó-& ö�&/ü��L��ü��"&j��50��ó²ô%ø�ô/���_ö>÷züÒözö�ü��C)
ú²þâûÞõxö�ö����Åô��Ó÷�ù8��ôQú²øDô%ö�ô��2÷���ó²ô��_ô * ô%ø T < Tsub

,���ó_ô�øDô
Tsub

üÒö^÷Dó²ô�ö����²þâü��Qõ+÷Dü�ù��
÷�ô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô^ù���õ�ý�ù��_ö�ü��¤ô�øDô��l���_ö>÷
�Åõ)÷�ô%ø�üÒõ)þ3&
k��º÷Dô�øIü��²ü�÷�üÒõ+÷Dü�ù��-,-÷Dó²ôh���_ö>÷zý�ù��"�¤ô��_öDõ+÷�üâù��Þú²øDù ý�ô%öDö^üâöÑýPù��Åú²þâôP÷Dô��#� ûÞõsú²ónõ�ö�ô�ù��

õ�ýP÷�ü * ôtú_õ�ø>÷Düâý�þ�ôH��øDù��9÷�ó ���2÷�üâþÐ÷Dó²ôÞý�ù��"�¤ô��_ö�ü��²þâôtô�þâô��Åô��x÷5ö�õ�ø�ô/ý�ù��_ö����Åô��',9÷Dó²ô�øDô�� ûú²øDô%ö�ô�ø * ü����Ó÷�ó²ôT���_ö
÷Qú_õ�ø>÷Düâý�þ�ô`�>���C�nô%øh�¤ô��_ö�ü�÷
ûK�Gù�øÅþâù����Í÷�ü��Åô%ö�&Mc|ù��Cô * ô%ø�,Zø5õ��²üâõ�)÷�ü * ô^ýPù ùxþ�ü����l2�õ�öB�Gù�þâþâù��:)3�²ú�ô�r0ô%ý�÷n5CüâöB�Gù��"�"�Q÷Dùzó_õ * ô!õ���ü���ú�ù�ø�÷Dõ��2÷Úü���4"�²ô��_ýPôÜù���÷�ó²ôö����_ö�ô�FG�²ô��2÷;���_ö>÷+�Gùxø��Qõ+÷Dü�ù��-,0ü6��÷�ó²ô����_ö>÷Üùxú_õ�ý�üá÷
ûÉøDô%õ�ý5ó_ô%ö|õÉýPô%ø>÷5õ)ü��ÓýPøDü�÷�üÒý�õ)þ * õ)þ��²ô�&ò9ó²üÒöIýPù ùxþ�ü����tþâô%õ��_ö^÷�ù/õ8�¤ô;ýPøDô%õxö>ôÅù��
T (t)

��ó_üâý5óK�Qõ�û/øDô�)Oü��_üá÷Düâõ)÷�ôÅ÷�ó_ôh�>�_ýPþâô%õ)÷�üâù��-&
ò9ó²üÒö|øDô%ö��²þ�÷Dö!ü��Þõ�ø.���_õ��9õ�û�ú²øDù¤ýPô%öDö�2e���_ö>÷Dõ��²þ�ôC�Gô�ô����_õxý ? þâù ù�úD5
���2÷�üâþ�ø5õ��²üâõ)÷�ü * ôÑõ��"�ú²ó_õxö>ôÑô�FG�²üâþ�ü��²øDü���� üÒö|õ�ý5ó_ü�ô * ô��-&:A!ô�ú�ô��D�¤ü��"��ù��s÷Dó²ôC�²ü6r0ô�øDô��_ý�ô���ôP÷@�Úô�ô��s÷Dó²ôÑü��²ü�÷�üÒõ)þ�Åô%õ��Ó÷Dô��Åúnô%øDõ)÷��²øDô

T (t = 0)
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