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Zusammenfassung 

Das Institut für Chemie und Biochemie der Freien Universität Berlin verwendet 

Polymerbürsten um Gewebeproben zu wachsen. Das temperaturabhängige Haftverhalten 

auf Basis von Biomolekularen-Simulationsergebnissen zu analysieren ist Ziel dieser 

Arbeit. Hierzu wurde ein Markov-Modell für die gegebene Polymerschicht aufgebaut, 

Konformationszustände des Systems und deren Wahrscheinlichkeiten ermittelt. Um 

adäquate Ergebnisse mit der Simulation zu erzielen, muss diese für hohe Temperatur 

durchgeführt werden. Die Simulationsergebnisse werden anschließend auf reale 

Bedingungen mit Hilfe einer statistischen Umgewichtungstechnik skaliert. Aus den 

skalierten Intensitätsmatrizen werden die Konvergenzgeschwindigkeiten des Markov-

Modelles zu den jeweiligen stationären Verteilungen des Polymerkettensystems berechnet. 

Die Differenz der potenziellen Energien, Entropien und Enthalpien der Zustände des 

Markov-Modells mit dem jeweiligen Referenzzustand wird analysiert. 
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1. Einleitung 

Viele Chemiker arbeiten auf dem Gebiet der Polymerchemie. Der Grund dafür ist die noch 

immer zunehmende Bedeutung von Polymeren im Alltagsleben. Die Polymerchemie, derer 

Wurzeln bis ins 19. Jahrhundert zurückgehen, ist ein verhältnismäßig junges Gebiet der 

Chemie.  In diesem Fachbereich findet die  Mathematik oft Anwendung zur Modellierung 

und Analyse der Molekularsysteme. 

Als Polymer wird ein Makromolekül bezeichnet, das sich aus mehreren gleichartigen 

Bausteinen (Monomeren) zusammensetzt [1]. Das Verhalten eines Polymers kann mithilfe 

moderner Software simuliert werden. Solch eine Simulation basiert auf einer Reihe von 

Modellen, die die molekularen Wechselwirkungen beschreiben. Die Modelle werden 

angewandt, um die sich ergebenden räumlichen Bewegungen der Polymere iterativ auf 

Basis der Newtonschen Bewegungsgleichungen zu berechnen [2]. Die sich ergebenen 

räumliche Bewegungen können im Anschluss mit mathematischen Tools analysiert 

werden. In der klassischen Molekulardynamik ist die Bewegungsgleichung eines 

N-Atomaren Molekularsystems im Positions- und Impulsraum definiert. Eine große 

Herausforderung bei der Simulation von molekularen Systemen  ist der gravierende 

zeitliche Unterschied zwischen den schnellsten atomaren Schwingungen und der Zeitskala 

des zu untersuchenden Prozesses [3]. Eine Schrittweite sollte so gewählt werden, dass 

diese ungefähr einem Zehntel der Zeit des schnellsten Bewegungsablaufs in einem 

Molekül (Streckschwingung, 10
-14 

s) entspricht [4]. Die Simulationsdauer sollte auch die 

deutlich langsameren strukturellen Veränderungen der Molekularsysteme erfassen. Solche 

Veränderungsprozesse können Millisekunden benötigen [5]. Ein Kompromiss zwischen 

optimaler zeitlicher Auflösung und angemessener Simulationsdauer ist unumgänglich.   

Für die Analyse der Simulationsdaten werden stochastische Werkzeuge angewendet, so 

zum Beispiel Markov-Modelle. Diese stehen im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit. Die 

Kinetik eines molekularen Systems wird als ein Markov-Sprung-Prozess oder als Markov-

Kette beschrieben. Die Zustände werden durch eine Diskretisierung des Konformations-

raumes bestimmt, die Übergangsmatrix wird im Anschluss aus den Daten berechnet. 

Hiermit werden zwei Fragen beantwortet. Erstens, wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 

dass sich das System in einem bestimmten Zustand befindet und zweitens, wie groß ist die 
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Wahrscheinlichkeit, dass das System in einem bestimmten Zustand verbleibt beziehungs-

weise in einen anderen Zustand springt. 

Markov-Modelle werden im Allgemeinen für die Analyse von Faltungsverhalten von 

Proteinen [6], Bindungsdynamik [7, 8, 9] oder Konformationsänderung [10, 11] 

angewendet. 

Die Ergodenhypothese besagt, dass Gelichgewichtseigenschaften aus Langzeitsimula-

tionen abgeleitet werden können [12, 13]. Mit den aktuell verfügbaren Techniken müssten 

Proteinsimulationen bei Raumtemperatur jedoch mehrere Jahre lang berechnet 

werden [12, 14]. Um die Simulation zu beschleunigen, wurden Methoden wie die 

Hyperdynamik [12], Replica Exchange Methode [14] oder die temperaturbeschleunigte 

Dynamik [15] entwickelt.  

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden zwei Molekülsysteme betrachtet, die aus 9 

bzw. 49 jeweils auf einer Oberfläche im Wasser befestigten Polymerketten (Poly(glycidyl 

ether)) bestehen. Die Konformationszustände werden basierend auf einem fünfdimen-

sionalen Vektor bestimmt. Um diesen Vektor zu berechnen wird die Simulationsbox in 

fünf Schichten aufgeteilt. Der Vektor enthält jeweils die Anzahl der Atome pro Schicht, er 

ist ein Maß für den Grad der Faltung der Ketten. Für dieses System wird ein Markov-

Modell aufgebaut und anschließend werden die Ergebnisse auf die realitätsnahe 

Temperaturen skaliert. 

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen erläutert, diese beinhalten unter anderem 

die klassische und statistische Molekulardynamik sowie Grundlagen der Markov-Modelle. 

In Kapitel 3 wird der chemische Prozess der Gewebepflanzung beschrieben, dessen 

Analyse Ziel dieser Masterarbeit ist. In Kapitel 4 wird der Aufbau der Simulation näher 

erläutert, die im Anschluss in Kapitel 5 ausgewertet wird. In Kapitel 6 werden die 

Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und die Schlussfolgerungen werden präsentiert.  
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2. Theorie 

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zu den in dieser Arbeit verwen-

deten Werkzeugen erläutert.  

 

2.1 Klassische Molekulardynamik  

Die Simulation der Molekulardynamik (MD) ist eine effektive Technik für das Abtasten 

des Zustandsraumes von Polymeren oder anderen Biomolekülen. Die MD-Simulation 

eignet sich besonders gut für die Untersuchung der lokalen Minima in der freien 

Energielandschaft, die so genannten metastabilen Zustände, sowie zur Beschreibung der 

Übergänge zwischen diesen Minima im Verlauf der Zeit. Die MD-Simulation wird oft für 

Schätzung der Übergangswahrscheinlichkeiten im Zustandsraum verwendet.  

Das Paar (𝑞, 𝑝) ∈ ℝ6𝑁 definiert die Konfigurationen eines Systems, das aus 𝑁 Atomen 

besteht. Der Vektor 𝑞 ∈ S ⊂ ℝ3𝑁 bezeichnet die Positionskoordinaten der Atome, der 

Vektor 𝑝 ∈ Γ ⊂ ℝ3𝑁 beschreibt die Impulskoordinaten aller im System vorhandenen 

Atome. Die Entwicklung der Koordinaten und Geschwindigkeiten aller Atome mit der 

Zeit, heißt Trajektorie. Die Trajektorie sollte hinreichend lang sein, damit sie repräsen-

tative ist, um die strukturellen Veränderungen zu erfassen [4]. Die strukturellen Verände-

rungen von Proteinen liegen im Bereich von Nanosekunden bis Millisekunden [5]. 

Die Gesamtenergie des Systems, kann durch den so genannten Hamiltonian 𝐻 dargestellt 

werden, dieser wiederum ist eine Funktion von 𝑞 und 𝑝. Der Zusammenhang zwischen 𝐻, 

𝑞 und 𝑝 ist in Formel (1) gezeigt [15].  

 𝐻(𝑞, 𝑝) = 𝑉(𝑞) + 𝐾(𝑝), (1) 

wobei 𝑉(𝑞) die potentielle Energie des Systems bezeichnet und die kinetische Energie 

𝐾(𝑝) geschrieben werden kann als [15]: 

 

𝐾(𝑝) =
1

2
∑

1

𝑚𝑖
(𝑝𝑖𝑥

2 + 𝑝𝑖𝑦
2 + 𝑝𝑖𝑧

2 )

𝑁

𝑖=1

. (2) 

Hierbei sind 𝑥, 𝑦, 𝑧 die entsprechenden Komponenten des Impulses und 𝑚𝑖 bezeichnet die 

Masse eines Atoms. 
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Nach Festlegung der Anfangsbedingungen (𝑞0, 𝑝0) ist die Trajektorie (𝑞, 𝑝) eindeutig aus 

den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zu berechnen [15]: 

 
�̇� = −

𝜕𝐻(𝑞, 𝑝)

𝜕𝑞
= −

𝜕𝑉(𝑞)

𝜕𝑞
, (3) 

 
�̇� =

𝜕𝐻(𝑞, 𝑝)

𝜕𝑝
=
𝜕𝐾(𝑞)

𝜕𝑝
= 𝑀−1𝑝, (4) 

wobei 𝑀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚1, … ,𝑚𝑁) ist. 

Nach Einsetzten der Formeln (3) und (4) in die Ableitung der Hamiltonfunktion ist 

ersichtlich, dass der Hamiltonian konstant über die Zeit ist  [15]: 

 d𝐻(𝑞, 𝑝)

d𝑡
= 0 (5) 

Die direkte Analyse der Bewegungen der einzelner Atome und ihrer Impulse ist für die 

hier verwendeten Molekularsysteme zu aufwändig. Stattdessen wird die makroskopische 

Betrachtungsweise der statistischen Molekularsimulation angewandt. 

 

2.2 Statistische Molekularsimulation  

In der statistischen Molekularsimulation ist, im Gegenteil zur deterministischen Molekular-

simulation, die gesamte Dynamik des Systems von Interesse und nicht die Koordinaten 

sowie die Geschwindigkeiten der einzelnen Atome. Das bedeutet, dass makroskopische 

Eigenschaften, wie z.B. die potentielle Energie oder die Entropie des Molekularsystems, 

von der detaillierten Bewegung einzelner Atomen unabhängig sind [15]. Lediglich die 

Bewegung des gesamten Kollektivs bestimmt die Wahrscheinlichkeiten, mit der das 

System in einem bestimmten kinetischen Zustand ist. 

Für die Analyse dieser Wahrscheinlichkeiten kann eine Boltzmann-Statistik angewandt  

werden. Die Wahrscheinlichkeit 𝜇𝑐𝑎𝑛, dass ein kanonisches Ensemble den Zustandes 

𝑥 = (𝑞, 𝑝) bei einer konstanten Temperatur 𝑇 annimmt, wird durch Formel (6) 

beschrieben. Ein kanonisches Ensemble bezeichnet ein System mit festgelegter 

Teilchenzahl in einem konstanten Volumen, mit vorgegebener Temperatur, in einem 

Wärmebad [16]. 
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𝜇𝑐𝑎𝑛(𝑥) =

1

𝑍
exp(−𝛽𝐻(𝑥)), (6) 

wobei 𝑍 eine entsprechende Normierungskonstante ist, und 𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇, mit der 

Bolzmannkonstante [17]  𝑘𝐵 = 1,38064852(79) ∙ 10
−23 J/K gilt [15]. 

Für trennbare Hamiltonfunktionen, so wie in Formel (1), kann die kanonische Boltzmann 

Verteilung in zwei Komponenten getrennt werden, und zwar Impulsverteilung 𝜂(𝑝) und 

Verteilung der Zustände des Systems 𝜋(𝑞) [15]. 

Im Allgemeinen gilt dann: 

 𝜇𝑐𝑎𝑛(𝑥) = 𝜂(𝑝) ∙ 𝜋(𝑞). (7) 

Aus Gleichung (6) und (1) ergeben sich die folgenden Ausdrücke für 𝜂(𝑝) und 𝜋(𝑞): 

 
𝜂(𝑝) =

1

𝑍𝑝
exp(−𝛽𝐾(𝑝)), (8) 

 
𝜋(𝑞) =

1

𝑍𝑞
exp(−𝛽𝑉(𝑞)). (9) 

Die Zustände des Molekularsystems werden in dieser Arbeit als geometrische Strukturen 

interpretiert. Somit sind sie Elemente des Positionsraums 𝑆 und enthalten keine 

Impulsinformationen [15]. 

Die potentielle Energie ist abhängig von der räumlichen Konstellation der Atome in einem 

Zustand. Für die Annahme, dass die Temperatur konstant ist und das Molekularsystem 

ausreichend Zeit zur Stabilisierung hatte, ist die potentielle Energie zur Ermittlung der 

Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Molekularsystems in diesem Zustand anwendbar.  

 

2.3 Markov Modell 

Die Markov-Zustandsmodelle (engl. Markov State Modell − MSMs) beschreiben die 

stochastische Dynamik eines biomolekularen Systems durch zwei mathematische Objekte. 

Zum einen eine Diskretisierung des hochdimensionalen molekularen Zustandsraumes in 𝑚 

disjunkte Konformationszustände und zum anderen eine Übergangsmatrix mit den 

Wahrscheinlichkeiten der Übergänge zwischen diesen diskreten Zuständen.  
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Man betrachtet die Dynamik eines Molekularsystems, das unter einer bestimmten 

Temperatur im Gleichgewicht ist. Es wird angenommen, dass der gesamte Konformations-

raum bereits in einen Satz von nicht überlappenden Regionen von Zuständen zerlegt 

wurde. Diese Regionen bilden zusammen eine vollständige Zerlegung des Konformations-

raumes Ω = {Ω1, … , Ω𝑚}, Ω = ⋃ Ω𝑖
𝑚
𝑖=1 . Die Methode, mit der diese Zustände identifiziert 

werden, wird in Abschnitt 2.6 beschrieben.  

Wenn die Trajektorie dieses Systems zu den diskreten Zeitpunkten 𝑡 = 0, 𝜏, 2𝜏, …, 

beobachtet wird, so kann diese Sequenz von Beobachtungen auf den Konformationsraum 

projiziert werden, dies ist beispielhaft in Abbildung 1 dargestellt. 

 

Abbildung 1. Schematische Darstellung der Projektion der Trajektorie auf den 

Konformationsraum. Die reale kontinuierliche Dynamik 

(gepunktete Linie) ist auf den diskreten Konformationsraum Ω 

projiziert. MSMs approximiert den resultierenden Sprung-

prozess mit dem Markov-Sprungprozess. Dies ist im Kurven-

verlauf des unteren Grafen abgebildet [18].  

Eine wichtige Annahme in dem Markov-Modell ist die so genannte Gedächtnislosigkeit. 

Insbesondere bedeutet dies für Markov-Modelle, dass die Wahrscheinlichkeit für einen 

Sprung in einen speziellen Zustand lediglich vom Ausgangszustand abhängt, nicht jedoch 

von den vorher eingenommenen Zuständen. 

Ein stochastischer Prozess 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} mit abzählbarem Zustandsraum heißt 

Markov-Prozess, wenn für ∀𝑛 ≥ 0, ∀𝑡 > 𝑠 > 𝑠𝑛 > ⋯ > 𝑠0 ≥ 0 gilt [19]: 

 ℙ(𝑋(𝑡) = 𝑗 |𝑋(𝑠) = 𝑖, 𝑋(𝑠𝑛) = 𝑖𝑛, … , 𝑋(𝑠0) = 𝑖0) = ℙ(𝑋(𝑡) = 𝑗| 𝑋(𝑠) = 𝑖) (10) 

für beliebige 𝑗, 𝑖, 𝑖𝑛, … , 𝑖0 ∈ Ω. 
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Ein Markov-Prozess heißt homogen, wenn [19]: 

 ℙ(𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗 |𝑋(𝑠) = 𝑖) =  ℙ(𝑋(𝑡) = 𝑗| 𝑋(0) = 𝑖). (11.1) 

Das bedeutet, dass die Übergangswahrscheinlichkeit von der Zeit unabhängig ist, jedoch 

von der Zeitperiode abhängt. Im Folgenden werden nur homogene Markov-Prozesse 

betrachtet. Die Übergangswahrscheinlichkeiten werden als die Wahrscheinlichkeit des 

Übergangs aus dem Zustand 𝑖 in den Zusatnd 𝑗 für den Zeitschritt 𝜏 ∈ ℝ0+ definiert [19]: 

 𝑝𝑖𝑗(𝜏) = ℙ(𝑋(𝜏) = 𝑗 |𝑋(0) = 𝑖). (11.2) 

Für die Übergangswahrscheinlichkeiten gilt ∀𝜏 ∈ ℝ0+ und ∀𝑖: 

 𝑝𝑖𝑗(𝜏) ≥ 0, ∑ 𝑝𝑖𝑗(𝜏) = 1.

𝑗∈Ω,𝑗≠𝑖

 
(12) 

Es wird vorausgesetzt, dass ein Übergang aus 𝑖 in 𝑗, 𝑖 ≠ 𝑗 eine positive Zeitspanne 

beansprucht: 

 
𝑝𝑖𝑗(0) = lim

ℎ→0
𝑝𝑖𝑗(ℎ) = {

1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

 (13) 

Die Markov-Kette hat eine stationäre Verteilung 𝜋 = (𝜋1, … , 𝜋𝑚), falls 𝜋 = 𝜋𝑃. 

Eine hinreichende Bedingung für die Existenz der stationären Verteilung ist das Erfüllen 

der so genannten Detailed Balance Eigenschaft [20], die in Formel (14) beschrieben ist: 

 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗(𝜏) = 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖(𝜏). (14) 

Wobei 𝜋𝑖 die Gleichgewichtswahrscheinlichkeit des Zustandes 𝑖 bezeichnet. Die Detailed 

Balance Eigenschaft impliziert, dass ein Übergang aus dem Zustand 𝑖 in 𝑗 gleichwahr-

scheinlich dem Übergang aus dem Zustand 𝑗 in 𝑖 ist. 

Außerdem sorgt die Detailed Balance Eigenschaft zusätzlich dafür, dass alle Eigenwerte 

der Übergangsmatrix real sind [21]. 

Für homogene Markov-Prozesse wird die Chapman-Kolmogorov-Gleichung [22] definiert: 

 𝑝𝑖𝑗(𝜏1 + 𝜏2) = ∑𝑝𝑖𝑘(𝜏1)𝑝𝑘𝑗(𝜏2).

𝑘∈Ω

 (15) 

In der Matrixform sieht die Chapman-Kolmogorov-Gleichung wie folgt aus: 
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 𝑃(𝜏1 + 𝜏2) = 𝑃(𝜏1)𝑃(𝜏2). (16) 

Formel (16) impliziert auch für ∀𝑛 ∈ 𝑁 und ∀𝜏 ∈ ℝ0+: 

 𝑃(𝑛 ∙ 𝜏) = 𝑃(𝜏)𝑛. (17) 

Es wird angenommen, dass für den im Abschnitt 2.5 beschriebenen Transferoperator 𝒫(𝜏), 

der die Konfigurationsänderungen innerhalb eines Zeitschrittes 𝜏 > 0 beschreibt, die 

Chapman-Kolmogorov-Gleichung gilt [22]. 

2.3.1 Intensitätsmatrix 

Eine Intensitätsmatrix erfasst das stochastische Verhalten des Prozesses in infinitesimaler 

Zeit [23]. Die (Übergangs-) Intensitätsraten werden im Folgenden definiert. 

Für 𝑖, 𝑗 ∈ Ω, 𝑖 ≠ 𝑗 gilt [19]: 

 𝑞𝑖𝑗 = lim
ℎ→0

𝑝𝑖𝑗(ℎ)

ℎ
= lim

ℎ→0

ℙ(𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑗 | 𝑋(𝑡) = 𝑖)

ℎ
= 𝑝𝑖𝑗

′ (0). (18) 

Im allgemeinen Fall sei [19]: 

 𝑞𝑖𝑗 = {
lim
ℎ→0

𝑝𝑖𝑗(ℎ)

ℎ
, 𝑖 ≠ 𝑗

lim
ℎ→0

𝑝𝑖𝑗(ℎ) − 1

ℎ
, 𝑖 = 𝑗

 . (19) 

Matrix 𝑄 heißt Intensitätsmatrix [19] und wird in der Literatur auch als Q-Matrix [24], 

infinitesimaler Generator [24], Generatormatrix [24] oder als Ratenmatrix [24] bezeichnet. 

Außerdem gelten für die Elemente der Matrix 𝑄 folgende Bedingungen [24]: 

1. 𝑞𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 ≠ 𝑗 und  

2. 𝑞𝑖𝑖 = −∑ 𝑞𝑖𝑗𝑗≠𝑖 < 0.  

Aus diesen Bedingungen folgt, dass die Zeilensumme der Matrix Q immer Null ergibt. Die 

Übergangsmatrix wird als Lösung der „Kolmogorovschen Differentialgleichungen“ aus der 

Generator-Matrix berechnet [25]. Die „Kolmogorovschen Differentialgleichungen“ sind 

wie folgt formuliert: 

𝑃′(𝑡) = 𝑄𝑃(𝑡)  Rückwärtsgleichung, 

𝑃′(𝑡) = 𝑃(𝑡)𝑄 Vorwärtsgleichung,  
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mit 𝑃(0) = 𝐼. 

Die formale Lösung dieser Differentialgleichungen lautet: 

 𝑃(𝑡) = exp(𝑄𝑡). (20) 

Bei gegebener Matrix 𝑄 kann das Matrixexponential durch Diagonalisierung berechnet 

werden: 𝑄 = 𝐴𝐷𝐴−1, mit einer Diagonalmatrix 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, … , 𝜆𝑚) und einer invertier-

baren Matrix 𝐴. Dann gilt [26]:  

 𝑃(𝑡) = 𝐴 𝑑𝑖𝑎𝑔(exp(𝑡𝜆1) , … , exp(𝑡𝜆𝑚)) 𝐴
−1. (21) 

Die Übergangsmatrix 𝑃 hat die Eigenwerte 𝜇𝑘(𝜏). Die Intensitätsmatrix 𝑄 hat die 

Eigenwerte 𝜆𝑘. Nach Formel (20) und (21) sind die entsprechenden Rechtseigenvektoren 

der Matrix 𝑃 und Matrix 𝑄 gleich [21].  Es gilt [21]:  

 𝜇𝑘(𝜏) = 𝑒
𝜆𝑘𝜏. (22) 

Die Intensitätsmatrix 𝑄 wird mit der so genannten „Square Root Approximation“ [27] 

(SRA) geschätzt. Dies wird genauer in Abschnitt 2.5 beschrieben. 

 

2.3.2 Klassische Berechnung der Übergangsmatrix 

Der klassische Weg bei der Analyse einer Molekularsimulation mit der Anwendung der 

Markov-Modelle ist, die Übergangsmatrix aus den MD-Simulationsdaten direkt zu 

berechnen. Hierzu wird eine Übergangszählmatrix 𝐶 erstellt, die die Anzahl der Sprünge 

zwischen den Zuständen beinhaltet. Die Erfüllung der Detailed Balance Eigenschaft ist 

eine Annahme für den in dieser Arbeit zu untersuchenden Prozess [27]. Daher gilt die 

Gleichung (14), woraus folgt, dass eine Übergangszählmatrix für eine Gleichgewichts-

verteilung symmetrisch sein muss [28]. In der Realität werden die Gleichgewichts-

verteilungen meistens nicht erreicht. Die Übergangszählmatrix kann jedoch durch die 

Verwendung der folgenden Formel symmetrisiert werden [28]:  
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 𝐶𝑠𝑦𝑚𝑚 =
𝐶 + 𝐶𝑇

2
. (23) 

Die Übergangsmatrix wird daraufhin aus der Übergangszählmatrix wie folgt berechnet: 

 𝑝𝑖𝑗 =
𝐶𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝑚

∑ 𝐶𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝑚

𝑗

. (24) 

Durch die Verwendung von Formel (25), was der Lösung des Eigenwertproblems der 

Matrix P zum Eigenwert 1 entspricht, wird die stationäre Verteilung 𝜋 berechnet.  

 𝜋𝑇𝑃 = 𝜋𝑇 ,  (25) 

wobei 𝜋 die stationäre Verteilung der Zustände des Systems bezeichnet. 

 

2.4 Die Methodik der statistischen Umgewichtungstechnik 

Die Simulation wurde für 𝑇0 = 400 𝐾 durchgeführt, was 126,85 °C entspricht. Um die 

Ergebnisse auf die Temperaturen 𝑇 = [293 𝐾, 311 𝐾] zu skalieren, wird die 

thermodynamische Energieumgewichtung angewendet.  

Der folgende Abschnitt 2.4 wurde nach Vorlage von Quelle [15] verfasst. Die angegebenen 

Formeln und Abbildungen sind, sofern nicht anders gekennzeichnet, aus Quelle [15] 

entnommen.  

Die freie Energie des Molekularsystems wird wie folgt definiert. Unter der Annahme, dass 

die kinetische Energie für alle Zustände derselben Temperatur gleich ist, gilt: 

 𝐴(𝛽) = −
1

𝛽
ln (∫ exp(−𝛽𝑉(𝑞)) d𝑞),

𝑆

 (26) 

 

wobei 𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇, mit der Bolzmannkonstante 𝑘𝐵 = 1,38064852(79) ∙ 10−23 J/K [17] 

ist, und Vektor 𝑞 die Positionskoordinaten der Atome bezeichnet.  
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Nach [15] ist es nicht möglich die freie Energie mit den Simulationsdaten zu 

approximieren. Die Differenz der freien Energien ∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) zwischen zwei Zuständen 𝑖 und 

𝑗 kann mit dem folgenden Ausdruck annähernd berechnet werden [15, 29]: 

 ∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) ≈ −
1

𝛽
𝑙𝑛 (

𝑁𝑖
𝑁𝑗
), (27) 

wobei 𝑁𝑖 und 𝑁𝑗  die Anzahl der Konfigurationen des jeweiligen Zustandes sind. 

Die durchschnittliche potenzielle Energie wird als eine Funktion der Temperatur definiert: 

 〈𝑉〉(𝛽) = ∫ 𝑉(𝑞)
exp (−𝛽𝑉(𝑞))

∫ exp(−𝛽𝑉(𝑞)) d𝑞
𝑆

d𝑞

𝑆

. (28) 

Diese kann durch die Mittelwertbildung aller potenziellen Energien einer Konformation 

aus der Simulation approximiert werden. 

In [15] wird eine lineare Abhängigkeit der durchschnittlichen potenziellen Energie von der 

Temperatur für die Berechnungen angenommen. Diese lineare Abhängigkeit ist in 

Abbildung 2 dargestellt. 

 

Abbildung 2. Grafische Darstellung des Prinzips des linearen Modells für die 

thermodynamische Umgewichtung der potentiellen Energie 

durch Anwendung der Zweipunktform für die Simulationswerte 

bei 0 K und 1500 K [15].  
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Nach Anwendung der Zweipunkteform für eine durch zwei Punkte verlaufende Gerade 

ergibt sich für die Differenz der mittleren Energien zwischen den Konformationen 𝑖 und 

𝑗 folgende Formel: 

 ∆𝑖𝑗〈𝑉〉(𝛽) =
𝛽0
𝛽
[∆𝑖𝑗〈𝑉〉(𝛽0) − ∆𝑖𝑗𝑉(∞)] + ∆𝑖𝑗𝑉(∞), (29) 

In der Formel (29) steht ∆𝑖𝑗𝑉(∞) für die Differenz zwischen den globalen Minima der 

jeweiligen Zustände bei 𝑇 = 0 𝐾. Die Differenz ∆𝑖𝑗𝑉(∞) wird für die im Rahmen dieser 

Arbeit durchgeführten Berechnungen als der Unterschied der globalen potenziellen 

Energieminima von Konformationen bei der Simulationstemperatur 𝑇 = 400 𝐾 berechnet.  

Gleichung (26) wird nach 𝛽 differenziert und anschließend wird Gleichung (28) in 

Gleichung (26) eingesetzt: 

 
d

d𝛽
∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) = −

1

𝛽
∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) +

1

𝛽
∆𝑖𝑗〈𝑉〉(𝛽). (30) 

Im Anschluss wird Formel (29) angewandt, woraus die gewöhnliche Differentialgleichung 

folgt: 

 
d

d𝛽
∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) = −

1

𝛽
∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) +

𝛽0
𝛽2
[∆𝑖𝑗〈𝑉〉(𝛽0) − ∆𝑖𝑗𝑉(∞)] +

∆𝑖𝑗𝑉(∞)

𝛽
. (31) 

Die Lösung der Gleichung (31) ist: 

 

∆𝑖𝑗𝐴(𝛽) =
𝛽 − 𝛽0
𝛽

∆𝑖𝑗𝑉(∞) +
𝛽0
𝛽
𝑙𝑛 (

𝛽

𝛽0
) [∆𝑖𝑗〈𝑉〉(𝛽0) − ∆𝑖𝑗𝑉(∞)]

+
𝛽0
𝛽
∆𝑖𝑗𝐴(𝛽0).  

(32) 

 

Formel (32) wird für die Interpolation der Differenz von Freien Energien bei niedrigeren 

Temperaturen angewandt. 
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2.5 Square Root Approximation von Übergangsraten eines Markov-Modells 

Die so genannte “Square Root Approximation” (SRA) Methode wurde im August 2013 

von Lie, Fackeldey und Weber in „A square root approximation of transition rates for a 

Markov State Model“ [27] vorgestellt. Der folgende Abschnitt bezieht sich hauptsächlich 

auf diese Quelle. Bei der SRA Methode geht es um die Approximation des Generators 

eines Markov Modells der Molekulardynamik und die Identifikation von metastabilen 

Zuständen mit den entsprechenden Übergangsraten.  

Als Ausgangsdaten werden zufällige Punkte der molekularen Energielandschaft sowie 

zufällig ausgewählte Diskretisierungen des molekularen Konformationsraumes verwendet. 

Es wird eine Matrix zur Beschreibung der Übergangsraten von benachbarten Zuständen 

konstruiert. 

Nach der Diskretisierung des Raumes wird eine Matrix der Nachbarschaftsbeziehungen 

aufgebaut und die jeweiligen Boltzmann-Gewichte werden berechnet. Diese werden für 

das Schätzen der Intensitätsmatrix angewandt. Die geschätzte Übergangsratenmatrix ergibt 

ein Markov-Modell der Molekulardynamik. 

Die Autoren haben als Diskretisierungsmethode ein Voronoi-Diagramm angewendet, da 

diese Methode gitterfrei ist. Gitterfreie Methoden betrachten ausschließlich die Knoten 

(Partikel) ohne in dem Konfirmationsraum Ω ein Gitter zu konstruieren [26].  

Ein Transferoperator 𝒫(𝜏) wird betrachtet, der die Konfigurationsänderung für einen 

Zeitschritt 𝜏 > 0 beschreibt. Unter einer Konfiguration wird ein Vektor von räumlichen 

Koordinaten der Atome eines Systems verstanden, so wie er in Abschnitt 2.1 beschrieben 

wurde. Dieser Operator wird auf den diskretisierten Raum kleiner Dimension projiziert. 

Diese Projektion liefert die mit der Diskretisierung assoziierte Wahrscheinlichkeitsmatrix 

𝑃(𝜏), die die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen den Zuständen 𝑖 und 𝑗 nach der Zeit 

𝜏 beschreibt.  

In der Praxis müssen viele Simulationsdaten erzeugt werden, um daraus die 

Übergangswahrscheinlichkeiten, wie in Abschnitt 2.3.2 beschrieben, zu berechnen. Der 

rechnerische Zeitaufwand steigt exponentiell mit der Größe des Molekularsystems [27]. 

Die SRA ermöglicht, die Übergangsraten zwischen den benachbarten Regionen mit Hilfe 

der Funktion der potentiellen Energie direkt zu schätzen. 
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Theorem. Es ist ein Voronoi-Diagramm Ω = ⋃ Ω𝑖
𝑛
𝑖=1  gegeben und die damit assoziierte 

Matrix 𝑃(𝜏) ∈ ℝ𝑛×𝑛 von einem Transferoperator 𝒫(𝜏),  die Matrix 𝑄 ≔
𝜕

𝜕𝜏
𝑃(𝜏)|𝜏=0 

erfüllt: 

 𝑄𝑖𝑗 = ∫ 𝑧(𝑞)𝜋𝑖(𝑞)𝑑𝑆(𝑞)

Ω𝑖∩Ω𝑗

 (33) 

für 𝑖 ≠ 𝑗, wo 𝑑𝑆(𝑞) das Oberflächenmaß von Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 ist, 𝜋𝑖: Ω → [0,∞) die Boltzmann 

Dichte, und 𝑧(𝑞) bezeichnet den Fluss von Konfigurationen durch den Punkt 𝑞 ∈ Ω𝑖 ∩ Ω𝑗. 

Die Größe 𝑄𝑖𝑗 beschreibt die momentane Rate des Flusses von molekularen Konforma-

tionen durch die Oberfläche Ω𝑖 ∩ Ω𝑗. Gegeben ist, dass die Zustände Ω𝑖 der 𝜋𝑖(∙) Dichte 

entsprechend verteilt sind. 

Man erweitert die Formel (33) mit dem Term [22]:  

 ∫ 𝜋𝑞(�̃�)𝑑𝑆(�̃�).

Ω𝑖∩Ω𝑗

 (34) 

Durch Umformen wird die Formel (33) dann zum Ausdruck [22]:  

 

𝑄𝑖𝑗 =
∫ 𝜋𝑞(𝑞)𝑑𝑆(𝑞)Ω𝑖∩Ω𝑗

∫ 𝕝Ω𝑖(�̃�)𝜋𝑞(�̃�)𝑑�̃�Ω

∙ ∫ 𝑧(𝑞)
𝜋𝑞(𝑞)

∫ 𝜋𝑞(�̂�)𝑑𝑆(�̂�)Ω𝑖∩Ω𝑗

𝑑𝑆(𝑞) =

Ω𝑖∩Ω𝑗

 

=:
𝑠𝑖𝑗

𝜔𝑖
∙ 〈𝑧〉𝑖𝑗 

(35) 

wobei 𝜔𝑖 das Boltzmann Gewicht von Ω𝑖 ist, 𝑠𝑖𝑗 Boltzmann-Gewicht von der Oberfläche 

Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 ist, und 〈𝑧〉𝑖𝑗 Fluss pro Flächeneinheit von Ω𝑖 nach Ω𝑗 durch Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 ist. 

Es wird angenommen, dass 〈𝑧〉𝑖𝑗 konstant gleich �̂� ist. Dies bedeutet einen konstanten 

Fluss pro Flächeneinheit zwischen den Benachbarten Bereichen unabhängig von der  

Diskretisierung. 

Die Boltzmann Dichte auf dem Konfigurationsraum 𝜋𝑞: Ω → [0,∞)  ist gegeben durch 

𝜋𝑞(∙) = 𝑍−1exp [−𝛽𝑉(∙)], wobei 𝑍 die Normalisierungskonstante ist, 𝛽 = (𝑘𝐵𝑇)
−1 und 

𝑉:Ω → ℝ  die potentielle Energie des Systems ist. Das Voronoi-Diagramm mit 𝑛 Regionen 

{Ω𝑖}𝑖=1
𝑛  wird durch 𝑛 zufällige Punkte 𝑔𝑖 mit der Euklid’schen Metrik generiert [27]: 



15 
 

 Ω𝑖 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑑: ‖𝑥 − 𝑔𝑖‖ ≤  ‖𝑥 − 𝑔𝑗‖, 𝑖 ≠ 𝑗}. (36) 

Die Voronoi-Regionen überschneiden sich nur auf den Grenzen Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 = 𝜕Ω𝑖 ∩ 𝜕Ω𝑗  für 

𝑖 ≠ 𝑗.   

Es wird ein Eindimensionaler Konfigurationsraum mit dessen Voronoi-Regionen in [27]   

betrachtet. Der Schnittpunkt von den zwei benachbarten Regionen 𝑞 = Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 liegt in der 

Mitte zwischen den diese Regionen generierenden Punkten 𝑔𝑖 und 𝑔𝑗. Durch die 

Approximation der Funktion der potentiellen Energie durch die lineare Interpolation 

zwischen 𝑔𝑖 und 𝑔𝑗: 

 𝑉(𝑞) ≈
1

2
(𝑉(𝑔𝑖) + 𝑉(𝑔𝑗)) (37) 

ergibt sich der folgende Ausdruck [27]: 

 𝑠𝑖𝑗 =
1

𝑍
exp [−𝛽𝑉(𝑞)] ≈

1

𝑍
√exp(−𝛽𝑉(𝑔𝑖)) exp (−𝛽𝑉(𝑔𝑗)) (38) 

Wenn die Energiewerte in den jeweiligen Regionen vorhanden sind, kann die Formel (38) 

umgeschrieben werden zu: 

 𝑠𝑖𝑗 ≈ √�̅�𝑖�̅�𝑗𝑁𝑖𝑗, (39) 

wobei 𝑁𝑖𝑗 ein Indikator der benachbarten Zustände ist. Es gilt 𝑁𝑖𝑗 = 1 wenn Ω𝑖 und Ω𝑗 

benachbart sind, andernfalls gilt 𝑁𝑖𝑗 = 0. Das Element �̅�𝑖 beschreibt den arithmetischen 

Mittelwert der Boltzmann Dichten der Punkte, die zu der 𝑖-ten Voronoi-Region gehören.  

Die Elemente �̅�𝑖 werden mit der Formel (40) geschätzt [27]: 

 �̅�𝑖 ≔ 𝑀𝑖
−1 (∑ 𝕝Ωi(𝑞𝑘)𝜋𝑞(𝑞𝑘)

𝑀

𝑘=1

) ≔ (∑𝕝Ωi(𝑞𝑘)

𝑀

𝑘=1

)

−1

(∑𝕝Ωi(𝑞𝑘)𝜋𝑞(𝑞𝑘)

𝑀

𝑘=1

), (40) 
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wobei {𝑞𝑘}𝑘=1
𝑀  die Elemente aus dem Konformationsraum 𝑆 sind, 𝑀 die Anzahl der Punkte 

ist, 𝑀𝑖 der Anzahl der  Elemente 𝑞𝑘 entspricht, die sich in der Voronoi-Region Ωi befinden. 

Des Weiteren gilt 𝕝Ωi(𝑥) = 1 wenn 𝑥 ∈ Ω𝑖, sonst 0. 

Die Abschätzung �̅�𝑖 konvergiert in der Wahrscheinlichkeit zu den statistischen Gewichten 

𝜔𝑖 auf Grund des Gesetzes der großen Zahlen. 

Es seien Ω𝑖 und Ω𝑗 zwei benachbarte Voronoi-Regionen. Aus der Definition von 𝑠𝑖𝑗 in 

Formel (35) für die beliebig kleinen Voronoi-Regionen gilt, dass die Boltzmann Dichte der 

Punkte auf dem 𝜕Ω𝑖 ∩ 𝜕Ω𝑗 beliebig nah zu den Werte der Boltzmann Dichte von den 

Generatoren 𝑔𝑖 und 𝑔𝑗 ist [27]. Dies gilt auf Grund der Kontinuität der Energiefunktion. 

Aus demselben Grund sind die Werte der Boltzmann Dichte von den Generatoren 𝑔𝑖 und 

𝑔𝑗 auch beliebig nah zu �̅�𝑖 und �̅�𝑗. 

In Formel (35) werden 𝑠𝑖𝑗 mit √�̅�𝑖�̅�𝑗𝑁𝑖𝑗 und 𝜔𝑖 mit �̅�𝑖 ersetzt. Ein konstanter Fluss 

�̂� zwischen den Voronoi-Regionen wird angenommenen. Somit wird die Übergangsrate 

von Ω𝑖 nach Ω𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗 approximiert durch: 

 𝑄𝑖𝑗 =
�̂�√�̅�𝑖�̅�𝑗𝑁𝑖𝑗

�̅�𝑖
= �̂�√�̅�𝑗/�̅�𝑖𝑁𝑖𝑗. (41) 

Die Detailed Balance Eigenschaft ist somit auch erfüllt: 

 �̅�𝑖𝑄𝑖𝑗 = �̅�𝑗𝑄𝑗𝑖. (42) 

Die Diagonalelemente der Intensitätsmatrix 𝑄, die als Konzentration der Sprünge, die in 

dem Zustand 𝑖 verbleiben, interpretiert werden können, werden so definiert, dass 

Gleichung (43) gilt: 

 𝑄𝑖𝑖 = −∑𝑄𝑖𝑗

𝑛

𝑗≠𝑖

. (43) 

Die Intensitätsmatrix 𝑄 beschreibt auch die Änderung der Zustandsverteilung durch die 

folgende Formel: 
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d

dt
𝑥𝑇(𝑡) = 𝑥𝑇𝑄. (44) 

Da die Boltzmann Verteilung die Equilibriumsverteilung der diskretisierten Dynamik 𝜔 ist 

[27], gilt dann: 0 = 𝜔𝑇𝑄. 

 

Lema 1. Es sei 𝑣 ∈ ℝ𝑛 ein streng positiver Vektor und 𝑅 = 𝑅(𝑣) ∈ ℝ𝑛×𝑛 eine Matrix, mit 

den Einträgen: 

 𝑅𝑖𝑗 =

{
 
 

 
 
  √
𝑣𝑗

𝑣𝑖
,              𝑖 ≠ 𝑗

−∑𝑅𝑖𝑘,

𝑘≠𝑖

      𝑖 = 𝑗

 (45) 

Dann erfüllt der Vektor 𝑣: 0 = 𝑣𝑇𝑅. 

Für die Intensitätsmatrix Q bedeutet dies, dass die Approximation �̅�𝑖 von dem Boltzmann 

Maß invariant zu der Matrix Q: 0 = 𝜔𝑇𝑄 ist.  

Im Rahmen der vorliegenden Masterarbeit wird statt Voronoi-Diagramm der so genannte 

„k-Means Clustering Algorithmus“ angewandt. Der k-Means Algorithmus ist auch 

gitterfrei. Dieser Algorithmus wird in folgendem Abschnitt 2.6 genauer beschrieben. 

 

2.6 K-Means-Algorithmus 

Wie bereits in Abschnitt 2.5 erwähnt, ist der k-Means-Algorithmus ist ein Verfahren, das 

zur Clusteranalyse verwendet wird. Die Anzahl der Cluster 𝑘 wird zu Beginn festgelegt. 

Als nächstes werden die 𝑘 Clusterzentren (Zentroide) 𝜇𝑖, 𝑖 = 1: 𝑘, zufällig erstellt und 𝑘 

Cluster werden gebildet. Die Zugehörigkeit eines Punktes 𝑥𝑗 , 𝑗 = 1:𝑚 wird aufgrund der 

Entfernung zu dem jeweiligen Clusterzentrum bestimmt [30]: 

 𝑐𝑖 ≔ argmin
𝑗

‖𝑥𝑖 − 𝜇𝑗‖
2
. (46) 

Danach werden die Zentren, auch Schwerpunkte genannt, der Cluster neu berechnet [30]: 
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 𝜇𝑗 ≔
∑ 𝕝{𝑐𝑖 = 𝑗}𝑥𝑖𝑚
𝑖=1

∑ 𝕝{𝑐𝑖 = 𝑗}𝑚
𝑖=1

. (47) 

Formel (46) und (47) werden als Schleife so lange wiederholt, bis sich die Schwerpunkte 

der neu verteilten Clustern nicht mehr ändern.  

 

Abbildung 3. Veranschaulichung des K-Means-Algorithmus [30]: die 

Elemente des Datensatzes werden als Punkte dargestellt, die 

Mittelpunkte der Cluster als Kreuze. (a) Ursprünglicher nicht 

clusterisierter Datensatz; (b) zufällige Positionierung der 

Anfangs-Clusterzentren; (c) erste Zuordnung der Elemente zu 

Clusterzentren; (d) Neuberechnung der Clusterzentren; (e) 

zweite Zuordnung der Elemente zu Clusterzentren; (f) zweite 

Neuberechnung der Clusterzentren. 
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3. Beschreibung des chemischen Prozesses 

In dieser Arbeit wird eine thermoresponsive Oberfläche mit hoher Zellverträglichkeit und 

kurzen Reaktionszeiten untersucht. Das Experiment ist wie folgt aufgebaut. Es werden 𝑛 

Polymerketten betrachtet die aus Ethyl- und Methylgruppen im Verhältnis 1:3 bestehen. 

Diese Gruppen sind in Abbildung 4 schematisch dargestellt. Die Polymerketten gehören 

zur Klasse der Poly(glycidyl ether)  und sind auf einer Goldfläche im Wasser befestigt. Die 

Struktur solcher Ketten ist in Abbildung 5 dargestellt. 

                     

(a) (b) 

Abbildung 4. (a) Methylgruppe CH3 [31] und (b) Ethylgruppe CH2CH3 [32]. 

 

 

Abbildung 5. Darstellung einer Poly(glycidyl ethern) Kette. Mit Methyl-

gruppen der Häufigkeit x, Ethylgrupppen der Häufigkeit y und 

einem Anker Z, der die Kette auf der Oberfläche befestigt (nicht 

abgebildet). 

 

Gold wurde als Material für die Oberfläche verwendet, um chemische Reaktionen 

zwischen den Polymerketten und der Fläche zu minimieren [25]. Bei 37 °C, dies entspricht 

der Temperatur für die Rechnungen von 311 K, wird ein Gewebe auf die Polymerbürste 

aufgepflanzt. Bei dieser Temperatur haftet das Gewebe gut an den Polymerbürsten. Um 
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das Gewebe von den Polymerketten zu trennen wird die Temperatur auf ca. 20 °C gesenkt, 

was der Rechentemperatur von 293 K entspricht. Die Senkung der Temperatur sorgt dafür, 

dass ein Entfaltungsprozess bei den Polymerketten intensiviert wird. Als Folge der 

Entfaltung der Polymerketten wird das Gewebe von der Polymerschicht abgeschieden, so 

wie in Abbildung 6 dargestellt ist [25]. Darüber hinaus spielt die Dichte der verwendeten 

Polymerketten eine bedeutende Rolle [25]. Bei einer geringen Dichte an Polymerketten 

interagieren sie weniger mit einander und sind stärker gefaltet, als im Falle einer dichten 

Bepflanzung, bei der die Ketten relativ elongiert bleiben [25]. 

 

Abbildung 6. Schematisches Mechanismus Züchtung des Gewebes auf einer 

thermoresponsiven Oberfläche [33]. Bei der Temperatur 37 °C 

wird das Gewebe aufgepflanzt. Bei der Senkung der Temperatur 

auf 20 °C löst sich das Gewebe ab. 
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4. Simulation 

Die Simulation wurde mit der Software Gromacs 4.6.7 (GROningen MAchine for 

Chemical Simulations) durchgeführt.  Das Linux-basierte Programm Gromacs wurde an 

der Universität Groningen zur Durchführung und Analyse molekulardynamischer 

Berechnungen entwickelt. Es gilt heutzutage als eines der schnellsten Programme für MD-

Simulationen [34]. Für die Visualisierung der Polymerketten und der Bewegung des 

Ensembles wurde VMD-Software (Visual Molecular Dynamics)  angewendet. 

 

Abbildung 7. Das dünn besetzte System besteht aus 9 Polymerketten. Das Bild 

zeigt die Konfiguration der Ketten vor der Kalibrierungsphase.  
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Abbildung 8. Das dicht besetzte System mit 49 Polymerketten. Das Bild zeigt 

die Konfiguration der Ketten vor der Kalibrierungsphase.  

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden zwei Molekülsysteme betrachtet, die aus 9 

(Abbildung 7) bzw. 49 (Abbildung 8) auf einer Oberfläche im Wasser befestigten 

Polymerketten bestehen. Die Polymerketten sind aus Repetiereinheiten wie Ethyl- und 

Methylgruppen im Verhältnis 1:3 zusammengesetzt. In Anbetracht der Chiralität von 

bestimmten Bindungen in den Ethyl- und Methylgruppen  wurden vier verschiedene 

Blöcke entworfen: zwei für die Ethylgruppe und zwei für die Methylgruppe. Chiralität 

bedeutet, dass eine Bindung des Moleküls zwei energisch gleiche gespiegelte 

Konfigurationen hat. Diese Gruppen wurden im Anschluss zufällig jedoch unter 

Einhaltung des 1:3 Verhältnisses zu Ketten verbunden. Um in der Simulation die reale 

Schichthöhe von 1,55 nm nach der Faltung der Polymerketten zu erzielen werden jeweils 

24 Bausteine zu einer Kette zusammengesetzt. Als Befestigungsfläche dient ein 

Wasserblock mit nicht-periodischer Grenzbedingung, der die Maße 6 × 6 × 0,5 nm hat. Die 

Oberfläche einer Seite des Wasserblocks ist in Quadrate gleichen Flächenanteils  

aufgeteilt. Die Anzahl der Segmente entspricht der Anzahl der Ketten. In jedem Quadrat 
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wurde eine Kette zufälligerweise platziert, wobei die zwei untersten Atome jeder Kette an 

diesem Block befestigt sind.  Die Ketten befinden sich in einer Simulationsbox mit 

periodischen Grenzbedingungen, was eine periodische Fortsetzung der Boxkopien in alle 

horizontalen Raumrichtungen bedeutet. Die Polymerketten bilden ein nPT-Ensemble. Die 

Simulationsbox ist mit Wassermolekülen aufgefüllt. Nach dieser Methode wurden zwei 

Simulationen aufgebaut: im ersten Fall sind 9 Polymerketten auf einer Fläche von 36 nm
2 

angeordnet. Im zweiten Fall sind 49 Ketten ebenfalls auf 36 nm
2 

angeordnet. Im weiteren 

Verlauf dieser Arbeit werden die Systeme dünn bzw. dicht besetzt genannt. Die Simulation 

wurde mit dem Zeitschritt 𝜏 =0,5 fs durchgeführt. Wie in Abschnitt 2.4 beschrieben wird 

die Simulation nicht für 293 K bzw. 311 K durchgeführt sondern für 400 K.  

 

Abbildung 9. Höhe der Polymerschicht im Fall des dünn besetzten Systems. 

Nach ca. 20·10
3
 Zeitschritten verringert sich die 

Polymerkettenhöhe nicht mehr, sondern schwankt um einen 

Wert von 2,1 nm. Das bedeutet, das System hat sich stabilisiert. 

In der Abbildung 9 ist die Entwicklung der Höhe der Polymerschicht im Fall des dünn 

besetzten Systems dargestellt. Auf Grund der Tatsache, dass nach ca. 20·10
3
 Zeitschritten 

die Höhe der Polymerschicht um einen Wert von 2,1 nm schwankt, lässt sich 
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schlussfolgern, dass das dünn besetzte System nach ca. 20·10
3
 Zeitschritten stabilisiert ist. 

Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben ist die Clusterisierung des Konformationsraumes nur für 

stabilisierte Systeme zulässig. Aus diesem Grund wurde die Clusterisierung für ein 

gekürzte System, welches die Zeitschritte [20.000, 100.000] beinhaltet, angewandt.  

Die potentielle Energie des gesamten Systems sinkt dabei von ca. 37·10
3
 auf ca. 33·10

3
 

kJ/mol. Nachdem das System sich stabilisiert hat, oszilliert es. Diese Oszillation ist in 

Abbildung 10 durch den flachen Verlauf der potentiellen Energie dargestellt.  

 

Abbildung 10. Entwicklung der potentiellen Energie des dünn besetzten 

Systems. In der Stabilisierungsphase sinkt die potentielle 

Energie kontinuierlich, danach oszilliert sie um einen Wert von 

ca. 33000 kJ/mol.  

Aus Abbildung 12 ist ersichtlich, dass das dicht besetzte System erst nach 37·10
3
 Schritten 

stabilisiert ist. Zu erkennen ist dies durch den Verlauf der potentiellen Energie des dicht 

besetzten Systems, denn die potentielle Energie oszilliert deutlich stärker nach der 

Stabilisierung. Das gekürzte System beinhaltet die Zeitschritte [37000, 100000]. 
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Abbildung 11. Höhe der Polymerschicht im Fall des dicht besetzten Systems. 

Lediglich durch die Änderung der Höhe der Polymerschicht ist 

es nicht möglich, das Ende der Stabilisierungsphase zu erken-

nen. 

 

Abbildung 12. Entwicklung der potentiellen Energie des dicht besetzten 

Systems. Nach ca.  37·10
3
 Zeitschritten oszilliert die potentielle 

Energie stark um einen Mittelwert. Die Stabilisierungsphase hat 

37·10
3
 Zeitschritte gedauert. 
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5. Ergebnisse 

Die Analyse der Simulationsdaten wurde mit Hilfe von Octave-4.2.1 durchgeführt. 

 

5.1 Allgemeine Vorgehensweise 

Für die beiden Systeme gilt folgende Vorgehensweise: die Simulationsbox wird auf fünf 

Schichten aufgeteilt, die jeweils gleich hoch sind. Die Atome werden auf jedem Zeitschritt 

pro Schicht gezählt. Daraus ergibt sich für jeden Zeitschritt ein fünf dimensionaler Vektor. 

Dieser Vektor zeigt, wie stark die Ketten zusammengefaltet sind. Mit dem in Abschnitt 2.6 

erläuterten k-Means Clusterisierung-Algorithmus werden die Vektoren in 20  

Konformationszustände gruppiert und aus diesen dann die Intensitätsmatrix berechnet.  

Die Matrix der Differenz der freien Energien wird für eine Temperatur von 400 K 

berechnet. Mit der statistischen Umgewichtungstechnik [15] werden die Ergebnisse auf 

Temperaturen von 293 K bis 311 K skaliert. Aus der skalierten Matrix der Differenz der 

freien Energien werden stationäre Verteilungen für die Temperaturen [293 K, 311 K] 

berechnet und mit der Square Root Approximation [27] die entsprechenden 

Intensitätsmatrizen geschätzt. 

5.2 Das dünn besetzte System 

Die tatsächliche kontinuierliche Dynamik des Molekularsystems wird auf den diskreten 

Zustandsraum projiziert. Das Ergebnis ist in Abbildung 13 zu sehen. Die Besetzung der 

Zustände, die in Abbildung 14 zu sehen ist, wird als arithmetische Mittelwerte der 

Boltzmann Verteilung �̅�𝑖 des jeweiligen Zustandes interpretiert. Diese wurden mit der in 

Abschnitt 2.3.2 beschriebenen stationären Verteilung verglichen. Die Abweichungen sind 

in der Größenordnung 10
−7

, wobei die wesentliche Stelle der stationären Verteilung bei 

10
−4 

ist. 

Die Formel (48) [15, 29] wird angewendet, um die Differenz der freien Energien der 

Zustände ∆𝐹𝑖𝑗 zu berechnen: 

 ∆𝐹𝑖𝑗 = −𝑅𝑇ln(
𝑁𝑖
𝑁𝑗
), (48) 
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wobei 𝑅 = 8,31441 J/(mol ∙ K) [17] die universelle Gaskonstante ist, und 𝑁𝑖 die Anzahl 

der Konfigurationen in dem Zustand 𝑖 ist. Diese Matrix der Differenz der freien Energien 

der Zustände wird wiederum mit Hilfe von Formel (32) auf die Temperaturen 

[293 K, 311 K] skaliert.  

Für die Berechnung der stationären Verteilungen aus den skalierten Matrizen der Differenz 

der freien Energien wurde folgendes Vorgehen angewandt.  

Für die Differenz der freien Energien ∆𝐹𝑖𝑗 zwischen den Zuständen Ω𝑗 und Ω𝑖 gilt folgende 

Formel [35]: 

 ∆𝐹𝑖𝑗 = −
1

𝛽
ln (

𝜋𝑗

𝜋𝑖
), (49) 

wobei 𝜋𝑖 das 𝑖-te Element der stationären Verteilung 𝜋 ist, und 𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇, mit der 

Bolzmannkonstante 𝑘𝐵 = 1,38064852(79) ∙ 10−23 J/K [17] ist. Daraus folgt: 

 𝜋𝑗 = 𝜋𝑖 exp(−𝛽∆𝐹𝑖𝑗). (50) 

Da die Formel (50) für ∀𝑖, 𝑗 ∈ [1, |Ω|] gilt, gilt sie auch für 𝑖 = 1: 

 𝜋𝑗 = 𝜋1 exp(−𝛽∆𝐹1𝑗) (51) 

mit ∑ 𝜋𝑗 = 1.𝑗  

Daraus folgt, dass nach dem Normieren von 𝜋𝑗 der Teil 𝜋1 gekürzt werden kann. Somit ist 

𝜋𝑗 nach folgender Formel zu berechnen: 

 𝜋𝑗 = exp(−𝛽∆𝐹1𝑗). (52) 

Mit Formel (52) werden die in der Tabelle 1 dargestellten skalierten Verteilungen der 

Zustände für die Temperaturen [293 K, 311 K] berechnet. Diese sind nach Lemma 1 aus 

Abschnitt 2.5 gleichzeitig die stationären Verteilungen des Systems zu den jeweiligen 

Temperaturen. Im nächsten Schritt wird die stationäre Verteilung in die Formel (41) für die 
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jeweilige Temperatur eingesetzt und die entsprechenden Intensitätsmatrizen werden 

berechnet.  

 

Abbildung 13. Cluster-Zuordnung im Verlauf der Zeit für das dünn besetzte 

System bei einer Temperatur von 400 K. Blaue Punkte zeigen, 

in welchen Zuständen sich das System in dem jeweiligen Schritt 

befindet. Dabei werden nur die Zeitschritte nach der Stabili-

sierung des Systems clusterisiert. 

 
Abbildung 14. Die Häufigkeit der Zustände des Markov-Modells für das dünn 

besetzte System bei einer Temperatur von 400 K. Diese ergeben 

sich aus der Konformation-Clusteranalyse der MD-Trajektorien. 
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Tabelle 1. Die skalierte stationäre Verteilung der Zustände des dünn besetzten Systems. Markiert sind Zustände deren Wahrscheinlichkeiten 

größer als 0,1 sind. Die Tatsache, dass die Wahrscheinlichkeiten in der Summe nicht genau 1 ergeben, ist durch Rundungsfehler zu erklären.  

 

  Temperatur, °C 

Zustand 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 

1 0,1285 0,1289 0,1292 0,1295 0,1298 0,1301 0,1304 0,1307 0,1310 0,1313 0,1316 0,1319 0,1322 0,1325 0,1328 0,1331 0,1333 0,1336 0,1339 

2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

3 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

5 0,0099 0,0100 0,0101 0,0102 0,0103 0,0105 0,0106 0,0107 0,0108 0,0109 0,0110 0,0111 0,0113 0,0114 0,0115 0,0116 0,0117 0,0118 0,0120 

6 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

7 0,0160 0,0162 0,0163 0,0165 0,0166 0,0168 0,0169 0,0171 0,0173 0,0174 0,0176 0,0177 0,0179 0,0180 0,0182 0,0183 0,0185 0,0187 0,0188 

8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

10 0,0396 0,0399 0,0401 0,0404 0,0406 0,0409 0,0411 0,0414 0,0416 0,0419 0,0421 0,0424 0,0427 0,0429 0,0432 0,0434 0,0437 0,0439 0,0441 

11 0,1060 0,1063 0,1067 0,1070 0,1073 0,1077 0,1080 0,1083 0,1086 0,1089 0,1092 0,1095 0,1099 0,1102 0,1105 0,1108 0,1111 0,1114 0,1117 

12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

14 0,0009 0,0009 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0012 0,0012 0,0012 0,0012 0,0012 0,0013 0,0013 

15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

16 0,0030 0,0031 0,0031 0,0032 0,0032 0,0033 0,0033 0,0034 0,0034 0,0035 0,0035 0,0036 0,0036 0,0037 0,0037 0,0038 0,0038 0,0039 0,0039 

17 0,5898 0,5882 0,5867 0,5851 0,5835 0,5820 0,5804 0,5789 0,5774 0,5759 0,5743 0,5728 0,5713 0,5699 0,5684 0,5669 0,5654 0,5640 0,5625 

18 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

19 0,1062 0,1065 0,1069 0,1072 0,1075 0,1079 0,1082 0,1085 0,1088 0,1091 0,1094 0,1097 0,1101 0,1104 0,1107 0,1110 0,1113 0,1116 0,1119 

20 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Summe 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 1,0000 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 1,0000 0,9999 1,0000 
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Aus den Daten in der Tabelle 1 lässt sich schlussfolgern, dass alle Konformationen außer 

Nummer 17 eine mit der Erhöhung der Temperatur zunehmende Wahrscheinlichkeit 

haben.  

Die Gleichgewichtseigenschaften des Systems werden von denjenigen Bereichen des 

Konfigurationsraumes bestimmt, in denen die potentielle Energie niedrig ist [27]. Die 

Tatsache, dass der Zustand 17 von dem System bevorzugt wird, lässt sich dadurch 

erklären, dass die mittlere potentielle Energie dieser Konformation sehr niedrig ist. Dies ist 

in Abbildung 15 zu sehen. Um einen anderen Zustand einzunehmen, muss das System 

seine potenzielle Energie erhöhen. Die potentielle Energie von Zustand 1 ist von der 

gleichen Größenordnung wie die von Zustand 17, jedoch hat Zustand 1 nur 2 benachbarte 

Zustände. Die Anzahl an benachbarten Zuständen ist in der Adjazenzmatrix, auch 

Nachbarschaftsmatrix genannt, in Abbildung 16 dargestellt.  

 

Abbildung 15. Differenz der potentiellen Energien der Zustände gegenüber 

des Referenzzustandes 17 bei einer Temperatur von 400 K.  
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Abbildung 16. Matrix der benachbarten Zustände. Mit „*“ sind die Elemente 

gekennzeichnet, wo zwischen den entsprechenden Zuständen ein 

Übergang stattgefunden hat. 

 

 

Abbildung 17. Differenz der Entropien und Enthalpien der Zustände des 

Markov-Modells wobei Zustand 17 die Referenz ist. Oben: 

Differenz der Entropien bei einer Temperatur von 293 K 

(Violett) und 311 K (gelb). Unten: Differenz der 

temperaturunabhängigen Enthalpien.  
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In Abbildung 17 sind die Differenzen der Entropien ∆𝑆 und der Enthapien ∆𝐻 des 

Zustandes 17 von anderen Zuständen dargestellt. Im Allgemeinen gilt, dass ∆𝐻 nicht von 

der Temperatur abhängt, solange die Reaktion keine Phasenänderung beinhaltet [36]. ∆𝑆 

und ∆𝐻 sind für alle Konformationsänderungen bis auf Zustand 1 negativ. Ein negatives 

∆𝑆 und ein negatives ∆𝐻 für einen Übergang bedeutet, dass dieser zum Referenzzustand 

bei niedrigen Temperaturen begünstigt ist. 

Der zweitgrößte Eigenwert der Intensitätsmatrix nimmt mit der Erhöhung der Temperatur 

um 0,00182 pro 1 °C ab. Dieser Verlauf ist in Abbildung 18 dargestellt. Der Markov-

Prozess konvergiert demnach mit der Erhöhung der Temperatur schneller gegen die 

stationäre Verteilung [37, 38]. 

 

 

Abbildung 18. Änderung des zweitgrößten Eigenwertes der Intensitätsmatrix. 

Bei der Erhöhung der Temperatur ist ein linear fallendes 

Verhalten zu entnehmen. 

 

In Abbildung 19 ist die Anzahl der Atome pro Polymerschicht gezeigt. Dies ist ein Maß für 

die Verkrümmung der Polymerketten. Das Gewebe haftet auf den obersten besetzten 

Schichten. Schicht 1 und Schicht 2 beinhalten gemeinsam im Durchschnitt 34,5 Atome. 

Das Gewebe kann also mit ca. 1 Atom pro Quadratnanometer binden.  
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Im Durchschnitt befindet sich die Hälfte der Atome (50,3 %) in Schicht 4. Die 

geometrische Struktur der Zustände ist verschieden. Zustand 17 ist für das System der 

bevorzugte Zustand. In Abbildung 20 ist eine Konfiguration des Zustandes 17 gezeigt. 

 

Abbildung 19. Die Anzahl der Atome der Polymerketten pro Schicht. Die 

Polymerketten wurden an der Wasseroberfläche in Schicht 5 

(violett) befestigt. Schicht 1 (gelb) ist die oberste Schicht. Die 

horizontalen Linien entsprechen der  Atomanzahl in Zustand 17. 

Es befinden sich im Durchschnitt 0,92 Atome aus insgesamt 

3198 Atomen in Schicht 1. 

 

 

Abbildung 20. Die Konfiguration des Molekularsystems auf dem Zeitschritt 

20.443, die dem bevorzugten Zustand 17 zugeordnet wurde. Die 

Linien zeigen Bindung zwischen zwei Atomen, die über die 

Simulationsbox hinausgehen. Auf Grund der periodischen 

Grenzbedingungen ist dies zulässig. 
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5.3 Das dicht besetzte System 

Das dicht besetzte System beinhaltet 49 Polymerketten auf einer Fläche von 36 nm². Der 

Unterschied zum dünn besetzten System wurde in Kapitel 4 ausführlich geschildert. In 

Abbildung 21 ist der diskrete Konformationsraum des dicht besetzten Systems abgebildet. 

 

Abbildung 21. Cluster-Zuordnung im Verlauf der Zeit für das dicht besetzte 

System bei einer Temperatur von 400 K. Blaue Punkte zeigen, 

in welchen Zuständen sich das System in dem jeweiligen Schritt 

befindet. Dabei werden nur die Zeitschritte nach der 

Stabilisierung des Systems clusterisiert.  

Die Besetzung der Zustände für das dicht besetzte System ist in Abbildung 22 zu sehen. 

Die Anzahl der Besetzung des jeweiligen Zustandes wird in Formel (48) eingesetzt, um die 

Differenz der freien Energien der Zustände ∆𝐹𝑖𝑗 zu berechnen.  



35 
 

 

Abbildung 22. Die Häufigkeit der Zustände für die Temperatur 400 K für das 

dicht besetzte System. Diese ergeben sich aus der Konfor-

mations-Clusteranalyse der MD-Trajektorien. 

 

Die Matrix der Differenz der freien Energien der Zustände wird gemäß der Formel (32) auf 

die Temperaturen [293 K, 311 K] skaliert. 

Die stationären Verteilungen des dicht besetzten Systems wurden mit Hilfe von Formel 

(52) berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 dargestellt. Im nächsten Schritt werden 

die Verteilungen aus Tabelle 2 in Formel (41) für die jeweilige Temperatur eingesetzt und 

die entsprechenden Intensitätsmatrizen werden berechnet.  

Im Gegensatz zu dem dünn besetzten System, haben zwei Zustände mit den höchsten 

Wahrscheinlichkeiten für 293 K eine mit der Erhöhung der Temperatur abnehmende 

Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit des Zustandes 3 nimmt mit der Erhöhung der 

Temperatur um 0,0011 pro 1 °C ab, und Zustandes 5 nimmt um 0,0002 pro 1 °C ab. Die 

Wahrscheinlichkeiten der anderen markierten Zustände nehmen um 0,0002 pro 1 °C zu. 

In Abbildung 23 ist die mittlere potentielle Energie des jeweiligen Zustandes gezeigt. In 

Zustand 3 erreicht das dicht besetzte System zwar nicht die niedrigste durchschnittliche 

potentielle Energie, aber in diesem Zustand hat die potentielle Energie den minimalen 

Wert. Dies ist in Abbildung 24 zu sehen. 
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Abbildung 23. Die durchschnittliche potentielle Energie des jeweiligen 

Zustandes. 

 

 

Abbildung 24. Die minimale potentielle Energie jeweiligen Zustandes. In dem 

Zustand 3 erreicht das dicht besetzte System die minimale 

potentielle Energie. 

 

Der zweitgrößte Eigenwert der Intensitätsmatrix nimmt mit der Erhöhung der Temperatur 

um 0,0018 pro 1 °C ab. Dieser Verlauf ist in Abbildung 25 dargestellt. Daraus folgt, dass 

der Markov-Prozess mit der Erhöhung der Temperatur schneller gegen die stationäre 

Verteilung konvergiert. 
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Tabelle 2. Die skalierte stationäre Verteilung der Zustände des dicht besetzten Systems. Markiert sind Zustände deren Wahrscheinlichkeiten 

größer als 0,1 ist. Die Tatsache, dass die Wahrscheinlichkeiten in der Summe nicht genau 1 ergeben, ist mit dem Rundungsfehler zu erklären. 

 

  

 

 

Temperatur, °C 

Zustand 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 

1 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 

2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

3 0,4059 0,4048 0,4037 0,4026 0,4015 0,4004 0,3994 0,3983 0,3972 0,3962 0,3951 0,3941 0,3930 0,3920 0,3910 0,3899 0,3889 0,3879 0,3869 

4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

5 0,2247 0,2245 0,2244 0,2242 0,2240 0,2239 0,2237 0,2235 0,2234 0,2232 0,2230 0,2229 0,2227 0,2225 0,2223 0,2222 0,2220 0,2218 0,2216 

6 0,0029 0,0030 0,0030 0,0031 0,0031 0,0031 0,0032 0,0032 0,0033 0,0033 0,0034 0,0034 0,0035 0,0035 0,0035 0,0036 0,0036 0,0037 0,0037 

7 0,0013 0,0013 0,0013 0,0013 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014 0,0015 0,0015 0,0015 0,0015 0,0016 0,0016 0,0016 0,0016 0,0017 0,0017 

8 0,1154 0,1156 0,1157 0,1159 0,1161 0,1163 0,1164 0,1166 0,1168 0,1169 0,1171 0,1172 0,1174 0,1175 0,1177 0,1178 0,1180 0,1181 0,1183 

9 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0012 0,0012 

10 0,0155 0,0157 0,0158 0,0159 0,0160 0,0162 0,0163 0,0164 0,0166 0,0167 0,0168 0,0170 0,0171 0,0172 0,0173 0,0175 0,0176 0,0177 0,0179 

11 0,0076 0,0077 0,0078 0,0078 0,0079 0,0080 0,0081 0,0082 0,0083 0,0083 0,0084 0,0085 0,0086 0,0087 0,0088 0,0089 0,0089 0,0090 0,0091 

12 0,0183 0,0184 0,0186 0,0187 0,0188 0,0190 0,0191 0,0193 0,0194 0,0196 0,0197 0,0198 0,0200 0,0201 0,0203 0,0204 0,0206 0,0207 0,0208 

13 0,0016 0,0016 0,0016 0,0016 0,0017 0,0017 0,0017 0,0018 0,0018 0,0018 0,0018 0,0019 0,0019 0,0019 0,0019 0,0020 0,0020 0,0020 0,0021 

14 0,0993 0,0995 0,0997 0,0999 0,1001 0,1003 0,1005 0,1007 0,1009 0,1011 0,1013 0,1014 0,1016 0,1018 0,1020 0,1022 0,1023 0,1025 0,1027 

15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 

16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

17 0,0008 0,0008 0,0008 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 

18 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 

19 0,0269 0,0271 0,0273 0,0275 0,0276 0,0278 0,0280 0,0282 0,0283 0,0285 0,0287 0,0288 0,0290 0,0292 0,0294 0,0295 0,0297 0,0299 0,0300 

20 0,0786 0,0788 0,0790 0,0792 0,0794 0,0797 0,0799 0,0801 0,0803 0,0805 0,0807 0,0809 0,0811 0,0813 0,0816 0,0818 0,0820 0,0821 0,0823 

Summe 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 1,0000 0,9999 
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Abbildung 25. Änderung des zweitgrößten Eigenwertes der Intensitätsmatrix 

bei der Erhöhung der Temperatur ist ein linear fallendes 

Verhalten zu entnehmen. 

 

Abbildung 26. Differenz der Entropien und Enthalpien der Zustände des 

Markov-Modells wobei Zustand 3 die Referenz ist. Oben: 

Differenz der Entropien bei einer Temperatur von 293 K 

(Violett) und 311 K (gelb). Unten: Differenz der 

temperaturunabhängigen Enthalpien. 

 

In Abbildung 26 ist die Differenz der Entropien ∆𝑆 und Enthalpien ∆𝐻 der Zustände des 

Markov-Modells dargestellt, wobei Zustand 3 die Referenz ist. Die Zustände 2, 4 und 16 
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haben negative ∆𝑆 und negative ∆𝐻. In Abbildung 24 ist zu sehen, dass die Zustände 2, 4 

und 16 die größten minimalen potentiellen Energien besitzen. Der Übergang aus diesen 

Zuständen in Zustand 3 ist bei niedrigen Temperaturen von dem System bevorzugt. Für 

höhere Temperaturen werden hingegen die Übergänge mit positivem ∆𝑆 und ∆𝐻 

intensiviert. Dies trifft unter anderem auf die Zustände 9, 11, 17, 18 zu. 

 

Abbildung 27. Die Anzahl der Atome der Polymerketten pro Schicht. Die 

Polymerketten wurden an der Wasseroberfläche in Schicht 5 

(violett) befestigt. Schicht 1 (gelb) ist die oberste Schicht. Die 

horizontalen Linien entsprechen der  Atomanzahl in Zustand 3. 

Es befinden sich im Durchschnitt 98,5 Atome aus insgesamt 

17469 Atomen in Schicht 1. 

 

In Abbildung 27 ist die Anzahl der Atome pro Polymerschicht gezeigt. Die Verteilung der 

Atome auf die Schichten unterliegt für die verschiedenen Zustände nur kleinen 

Änderungen. Lediglich Zustand 2 und 16 sind hier eine Ausnahme. Die Zustände 2, 4 und 

16 haben, wie oben beschrieben, höhere mittleren potentiellen Energien, dies ist ebenfalls 

daran zu sehen, dass bei diesen Zuständen die zweite Schicht eine höhere Besetzung als bei 

den anderen Zuständen hat.  

In Abbildung 28 ist eine Konfiguration des Zustandes 3 dargestellt. Die Dichte der Atome 

des Systems ist deutlich höher als in dem Fall des dünn besetzten Systems, welches in 

Abbildung 20 gezeigt wurde.  
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Abbildung 28. Die Konfiguration des Molekularsystems auf dem Zeitschritt 

5.777, die dem bevorzugten Zustand 3 zugeordnet wurde. Die 

Linien zeigen Bindung zwischen zwei Atomen, die über die 

Simulationsbox hinausgehen. Auf Grund der periodischen 

Grenzbedingungen ist dies zulässig. 
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6. Schlussfolgerungen und Zusammenfassung 

Die Daten von zwei Simulationen wurden analysiert. Ein System besteht aus dünn 

gepflanzten Polymerketten und eines aus dicht gepflanzten Polymerketten, jeweils auf 

einem Wasserblock der mit nicht periodischer Grenzbedingung definiert wurde. 

Der Unterschied zwischen den Faltungsprozessen des dünn und dich besetzten Systems 

entspricht den realen Laborbeobachtungen, die in „Poly(glycidyl ether)-Based Monolayers 

on Gold Surfaces: Control of Grafting Density and Chain Conformation by Grafting 

Procedure, Surface Anchor, and Molecular Weight“ [25] vorgestellt wurden.  

Der Anker, mit dem die Polymerkette im Rahmen der realen Experimente an der 

Oberfläche befestigt wurde, ist in der Simulation nicht betrachtet worden. Bei der 

Simulation wurden die Polymerketten direkt an den Wasserblock angeheftet. 

Das dünn besetzte System hat bei einer Temperatur von 38 °C einen bevorzugten Zustand. 

Wird die Temperatur auf 20 °C gesenkt, so nimmt die Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes  

zu. Die Wahrscheinlichkeit dass das System diesen Zustand einnimmt liegt bei 59%. 

Niedrige Temperaturen intensivieren den Übergang in diesen Zustand. Die 

Geschwindigkeit, mit der das Markov-Modell zu der stationären Verteilung konvergiert, 

nimmt mit sinkender Temperatur ab.  

Das dicht besetzte System hat bei einer Temperatur von 38 °C ebenfalls einen bevorzugten 

Zustand. Dieser ist nicht identisch zu dem des dünn besetzten Systems.  Durch die 

Verringerung der Temperatur auf 20 °C nimmt die stationäre Wahrscheinlichkeit des 

Zustandes auf 41% zu. Für das dicht besetzte System nimmt die Konvergenz-

geschwindigkeit ebenfalls bei Verringerung der Temperatur zu. Die Konvergenz-

geschwindigkeit des dicht besetzten Systems ist größer als die des dünn besetzten Systems. 

Wie in Abschnitt 5.3 gezeigt ist die obere Polymerschicht des dicht besetzten Systems 

deutlich stärker mit Atomen besetzt als die des dünn besetzten Systems. Die Dichte des 

dünn besetzten Systems ist geringer, wodurch ein größerer Anteil der Atome in den 

energetisch günstigeren unteren Schichten zu finden ist. Aus diesen Beiden Beobachtungen 

folgt, dass das Gewebe an der dicht besetzten Probe besser haftet. 
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Bei einer Temperatur von 400 K ergibt die Simulation für die Höhe des Teppichs aus 

Polymerketten eine durchschnittliche Höhe von 5,9 nm für das dicht besetzte System sowie  

1,9 nm für das dünn besetzte System.  
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