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Zusammenfassung: Dieser Report wurde im Sommersemester 2000 an der
TU Berlin in einer Spezialvorlesung über Triangulierungen von Punktmen-
gen und Polyedern als Skriptum verwendet. Nach einem motivierenden
Kapitel werden grundlegende Begriffe und Konstruktionen in der Theorie
der Triangulierungen von Punktmengen und Polyedern vorgestellt. Danach
werden als weiterführende Themen reguläre Triangulierungen, Sekundär-
polytope, bistellare Operationen, höhere Stasheff-Tamari-Halbordnungen
und Triangulierungen mit wenigen bzw. gar keinen Flips behandelt. Ein
Kapitel über Enumeration und Optimierung beschließt die Zusammenstel-
lung.
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Motivation und Beispiele 1
Wir wollen hier den Begriff der Triangulierungen von
Punktmengen intuitiv einführen und einige Verbindun-
gen zu anderen mathematischen Theorien aufzeigen. Die
allgemeinen grundlegenden Definitionen bringen wir spä-
ter.

1.1 Illustration des Grundproblems
Gegeben sei eine endliche Punktmenge im euklidischen
Raum. Zerlege ihre konvexe Hülle in Simplizes (Drei- Eine Punktmenge in der Ebene
ecke, Tetraeder, . . . ), ohne andere als die ursprüngli-
chen Punkte zu verwenden.

1.1.1 Triangulierung eines n-Ecks
Die konvexe Hülle von n verschiedenen Punkten in der
Ebene ist ein (konvexes) n-Eck. Eine maximale Men-
ge von sich paarweise nicht kreuzenden Diagonalen be-
stimmt eine Triangulierung des n-Ecks. Innere Punkte

Eine Triangulierung eines 5-Ecksdürfen hierbei nicht verwendet werden.

1.1.2 Triangulierung einer Punktmenge
Wenn man auch vorgegebene innere Punkte benutzen
darf, so spricht man von einer Triangulierung einer Punkt-
menge. In der Ebene gehören wieder alle maximalen
Mengen von sich paarweise nicht kreuzenden Diagona-
len dazu. Jedoch müssen die inneren Punkte nicht ver-
wendet werden. Daher gibt es auch noch andere Triangulierungen.Eine Triangulierung muß nicht alle

Punkte benutzenDoppelte Punkte können zugelassen werden; die zur
exakten Definition nötigen Begriffe werden allerdings for-
mal etwas komplizierter.

1.1.3 Triangulierung eines Polyeders
Triangulierungen eines (beschränkten) Polyeders – also
der konvexen Hülle endlich vieler Punkte im euklidi-
schen Raum – sind Triangulierungen der Eckenmenge
des Polyeders. Beispiele für Polyeder sind Würfel, Pris-
ma, Pyramide, Octaeder, . . . . Triangulierung einer Bi-Pyramide

über einem DreieckJede Ecke eines Polyeders muß automatisch in jeder
Triangulierung benutzt werden, da sie sich nach Defini-
tion nicht durch Kanten, Flächen, . . . abdecken lassen.



2 Motivation und Beispiele

1.1.4 Lokale Operationen
Hat man schon eine Triangulierung eines Polygons, so
kann man wie folgt eine neue gewinnen: Man ersetzt die
Diagonale eines konvexen Vierecks der Triangulierung
durch die andere Diagonale.Ein Kantenflip

Auch in höheren Dimensionen gibt es Flips, deren all-
gemeine Definition aber komplizierter ist. Die allgemeine

Ein Flip in Dimension Drei

Idee ist: Man findet eine Teilmenge der Punkte, für die
folgendes gilt:

• Es existieren genau zwei Triangulierungen dieser
Teilmenge.

• Eine der beiden ist in der betrachteten Triangulie-
rung enthalten.

Dann ersetzt man in der betrachteten Triangulierung
auf dieser Teilmenge die vorhandene Triangulierung durch
die andere mögliche. Der Rest der Gesamt-Triangulierung
bleibt erhalten.

1.2 Zusammenhänge mit anderen mathematischen
Objekten

Im folgenden zeigen wir einige auf den ersten Blick über-
raschende Verbindungen von Triangulierungen zu math-
matischen Objekten, die eigentlich nicht aus der Geo-
metrie stammen.

1.2.1 Rotation in Binärbäumen
Ein Binärbaum ist ein graphentheoretischer Baum mit
zwei Arten von Knoten: internen Knoten und externen
Knoten oder Blättern. Es gibt drei Relationen unter den
Knoten: Vorgänger, linker Nachfolger und rechter Nach-
folger. Nur ein (interner) Knoten – die Wurzel – hat kei-
nen Vorgänger; alle anderen Knoten haben genau einen
Vorgänger. Alle internen Knoten haben mindestens ei-
ne Nachfolger, höchstens jedoch einen linken und höch-
stens einen rechten. Der Teilbaum eines Blattes ist nur

W

rN(W)lN(W)

Ein Binärbaum
das Blatt selbst. Der Teilbaum eines inneren Knotens
besteht aus dem Knoten selbst sowie dem Teilbaum sei-
nes linken (linker Teilbaum) und dem seines rechten Nach-
folgers (rechter Teilbaum).

Die symmetrische Ordnung auf den Knoten eines Bau-
mes ist rekursiv wie folgt algorithmisch durch eine Besuchs-
Tour durch den Baum definiert: Trifft man auf ein Blatt,

8

7
53

11

12
102

41
13

6 9

Eine symmetrische Ordnung

so besucht man es einfach. Kommt man an einem inne-
ren Knoten an, so besucht man seinen linken Teilbaum
in symmetrischer Ordnung, besucht dann den inneren



1.2. Zusammenhänge mit anderen mathematischen Objekten 3

Knoten und besucht dann den rechten Teilbaum in sym-
metrischer Ordnung.

Man kann sehr einfach Elemente einer geordneten Men-
ge in den Knoten eines Binärbaums speichern, so daß
die symmetrische Ordnung auf den Knoten gleich der
Ordnung der Elemente in der geordneten Menge ent-
spricht: Beim Einfügen eines Elementes vergleicht man
das Element mit der Wurzel. Ist es kleiner als die Wur-
zel, so speichert man es rekursiv im linken Teilbaum,
sonst im rechten Teilbaum.

Es gilt nun:

Lemma 1.2.1. Die Menge aller Binärbäume auf n Kno-
ten ist bijektiv abbildbar auf die Menge aller Triangulie-
rungen eines (n + 2)-Ecks.

Beweis. Nummeriere die Ecken des (n+2)-Ecks im Uhr-
zeigersinn von 0 bis n + 1. Definiere {0, n + 2} als Wurzel-
kante.

Binärbäume → Triangulierungen: Numeriere die Kno-
ten des Binärbaums in symmetrischer Ordnung durch.
Sei W die Nummer der Wurzel. Füge das Dreieck {0, n +
1,W} in die Triangulierung ein. Dadurch wird das (n+2)-
Eck zerlegt in ein (W + 1)-Eck L, ein Dreick und ein
(n − W + 2)-Eck R. Die Triangulierung von L mit Wurzel-
kante {0,W} wird nun rekursiv gegeben durch den linken
Teilbaum von W, die von R mit Wurzelkante {W,n + 2}
durch den rechten Teilbaum von W.

2
1

3

4
5

6 7

12

11

10
9

13

8

Wurzelkante

11 13

12

10

9

8

2

6
4

1
7

53

Die zugehörige Triangulierung eines
15-Ecks

Triangulierungen → Binärbäume: Der Beweis geht ana-
log in umgekehreter Richtung: Übungsaufgabe.

Eine Rotation in einem Binärbaum ist eine lokale Ver-
änderung der Vorgänger-Nachfolger-Relation, die die sym-
metrische Ordnung fest läßt. Mithilfe von Rotationen

XY

X Y

Eine Links-Rotation an X und Y
kann man Binärbäume balancieren. Die Zeit, die man
benötigt, um ein Element in einen sortierten Binärbaum
einzufügen, ist proportional zur Tiefe des Baums. Spei-
chert man n Elemente z. B. in geordneter Reihenfolge,
so hat der Baum Tiefe n. Durch eine geeignete Folge
von Rotationen kann man erreichen, daß der Baum nur
noch Tiefe log n hat.

Der interessante Zusammenhang mit Triangulierun-
gen eines n-Ecks ist wie folgt:

Lemma 1.2.2. Die Rotationen in einem Binärbaum mit n
Knoten entsprechen genau den Kantenflips in der zuge-
hörigen Triangulierung des (n + 2)-Ecks.

Beweis. Da die Operation lokal ist, reicht eine Skizze als
Beweis.

Y
X

Wurzelkante Wurzelkante

Y
X

X

YX

Y

Eine Rotation im Binärbaum
entspricht einem Kantenflip in der

Zugehörigen Triangulierung
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Wieviele Rotationen braucht man höchstens, um von
einem Binärbaum zu einem anderen zu gelangen? Wir
werden diese Frage später mithilfe des Triangulierungs-
modells entscheiden.

1.2.2 Fixpunkte stetiger Abbildungen
Das d-dimensionale Standardsimplex ist definiert als die
konvexe Hülle der affinend+1 Einheitsvektoren im Rd+1,
also ∆d := conv{e0, e1, . . . , ed}. Jeder Punkt x ∈ ∆d hat
eine eindeutige Darstellung x =

∑d
i=0 xiei mit

∑d
i=0 xi = 1.

Die xi heißen baryzentrische Koordinaten von x.
Sei ∆id := conv{e0, e1, . . . , êi, . . . , ed} die Facette von ∆d,

die die Ecke i nicht enthält. Sei im folgenden Dd eine

e1

∆0d

∆d e2

e0

Das zweidimensionale
Standardsimplex

beliebige Punktkonfiguration mit convDd = ∆d.
Mit Methoden der Abbildungsgrad-Theorie beweist man:

Theorem 1.2.3 (Brouwers Fixpunktsatz). Jede stetige
Abbildung des d-dimensionalen Standardsimplex ∆d auf
sich selbst hat einen Fixpunkt.

Hieraus folgt leicht der Fixpunktsatz für alle steti-
gen Abbildungen einer abgeschlossenen d-Zelle (topolo-
gischer Raum homöomorph zu ∆d) auf sich selbst.

Die elegantesten Beweise dieses Satzes sind leider nicht
konstruktiv. Wie soll man also diesen Fixpunkt finden?

Hier hilft eine konstruktive Beweisidee des Fixpunkt-
satzes von Brouwer, der Triangulierungen benutzt. Da-
zu zitieren wir Sperners Lemma:

Lemma 1.2.4 (Sperners Lemma). Sei T eine Triangulie-
rung von Dd mit folgenden Eigenschaften:

• Jede Ecke ist numeriert mit einer Nummer aus [d]0 :=
{0, 1, 2, . . . .d}, d. h. T ist numeriert.

• Kein Simplex in ∆id enthält eine Ecke mit der Num-
mer i, i = 1, 2, . . . , d, d. h. die Numerierung ist zuläs-
sig.

Dann gibt es ein Simplex mit allen möglichen Nummern
(voll numeriertes Simplex).0 2 2 2 2

111
0

0
1 1

1
0

1

Ein voll numeriertes Simplex
Wir diskutieren hier nicht, warum Brouwers Fixpunkt-

satz aus Sperners Lemma folgt. Wir stellen lieber den
Zusammenhang zu Brouwers Fixpunktsatz über folgen-
de Approximationsmethode für Fixpunkte her.

Lemma 1.2.5. Sei T eine Triangulierung von Dd, in der
der größte Durchmesser eines Simplexes höchstens δ ist,
d. h.

max
�∈T

sup
x;z∈�

||x − z||1 ≤ δ.
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Sei f : ∆d → ∆d stetig mit: ||x − z||1 < δ impliziert ||f(x) −
f(z)||1 ≤ ε. Numeriere jede Ecke y von T mit

`(y) := min { j ∈ [d]0 : fj(x) ≤ xj > 0 }

Dann gilt für jedes voll numerierte Simplex σ und alle
x∗ ∈ σ

||f(x∗) − x∗||1 ≤ d(ε + δ).

Beweis. Sei σ voll numeriert und x∗ ∈ σ. Seien σ0, σ1, . . . , σd

die Ecken von σ, so daß σi die Nummer i hat. Dann gilt
für alle i = 0, 1, . . . , d

fi(x∗) − x∗i = (fi(x∗) − fi(σi))︸ ︷︷ ︸
<�

+(fi(σi) − σii)︸ ︷︷ ︸
≤0

+(σii − x∗i )︸ ︷︷ ︸
≤�

≤ ε + δ.

Auf der anderen Seite gilt wegen
∑d
j=0 x∗j =

∑d
j=0 f(x∗)j =

1, daß

−(fi(x∗) − x∗i ) =
∑
j 6=i

(fj(x∗) − x∗j ) ≤ d(ε + δ).

Bemerkung 1.2.6. Man beachte: man hat damit einen
Punkt gefunden, der nahe bei seinem Bild liegt, nicht
unbedingt einen Punkt, der nahe an einem Fixpunkt
liegt.

0 2 2 2 2

111
0

0
1 1

1
0

1

x∗

�i f(�i)

f(x∗)

Fast ein Fixpunkt

Für die Aufgabe, ein voll numeriertes Simplex zu fin-
den, existieren Algorithmen, die eine Triangulierung durch-
suchen. Es hat sich gezeigt, daß die Effizienz solcher Al-
gorithmen wesentlich von der Triangulierung abhängt.

Manche Algorithmen fassen die abgeschlossene d-Zelle
als Würfel auf und zerlegen diesen Würfel in immer klei-
nere Würfel, die dann (konsistent) trianguliert werden.
Daher sucht man z. B. nach Triangulierungen eines d-
dimensionalen Würfels mit möglichst wenig Simplexen.

Ein anderer Ansatz besteht in Triangulierungen mit
möglichst kleinem Durchmesser des Adjazenzgraphen
der Triangulierung, da besagte Algorithmen i. d. R. von
einem Simplex zu einem benachbarten vorgehen.

1.2.3 Algebraische Kurven
Wir wollen uns nun sehr skizzenhaft Viros Konstruktion
anschauen.

Eine glatte algebraische Kurve vom Grad d „sieht aus
wie“ die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms
vom Grad d in drei Variablen. Diese Nullstellenmenge
liegt in der projektiven Ebene und kann verschiedene
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Gestalt haben: Die Zusammenhangskomponenten der
Kurve sind geschlossene einfache Kreise, die die projek-
tive Ebene zerlegen können oder nicht. Diese Kompo-
nenten können ineinander verschachtelt sein.

Welche „Muster“ können auftreten? Wie kann man
glatte algebraische Kurven kombinatorisch erzeugen, oh-
ne Polynome auszurechnen?

Wir führen anhand eines Beispiels Viros überraschen-
de Konstruktion vor, ohne zu zeigen, warum sie funktio-
niert.

Betrachte für ein k ∈ N in der euklidischen Ebene die
Menge der Gitterpunkte

A++
k :=

{
(i, j) ∈ Z20 : i ≥ 0, j ≥ 0, i + j ≤ d

}
;

A+-
k :=

{
(i, j) ∈ Z20 : i ≥ 0, j ≤ 0, i + j ≤ d

}
;

A-+
k :=

{
(i, j) ∈ Z20 : i ≤ 0, j ≥ 0, i + j ≤ d

}
;

A--
k :=

{
(i, j) ∈ Z20 : i ≤ 0, j ≤ 0, i + j ≤ d

}
.

Verteile Vorzeichen σ++(i, j) aus {−,+} auf die Ecken
von A++

k und konstruiere eine reguläre (s. u.) Triangu-
lierung T von A++

k . Nun spiegeln wir T an den Koordina-
tenachsen und modifizieren die Vorzeichen in den drei
Quadranten A+-, A-+ und A-- wie folgt:

• In A+-: σ+-(i, j) := σ++(i, j)(−1)j.

• In A-+: σ-+(i, j) := σ++(i, j)(−1)i.

• In A--: σ-+(i, j) := σ++(i, j)(−1)i+j.

Wenn wir nun gegenüberliegende Seiten der konve-
xen Hülle in entgegengesetzter Orientierung identifizie-
ren, so erhalten wir eine Triangulierung der projektive
Ebene.

Nun bauen wir einen Graphen GT;� als „Modell einer
Kurve“ wie folgt:

1. Auf die Mitte jeder Kante, deren Ecken unterschied-
liche Vorzeichen haben, setzen wir eine Ecke von GT;�.

2. Zwei Ecken sind adjazent, wenn sie das gleiche
Dreieck beranden.

-

+

-
- +

-++-

- - -
+

+ - +

+
+ +

- +
-

-
++-

-

-++

+

-

-

+ + ++ + - - ++

Viros Konstruktion einer
eindimensionalen Kurve im

projektiven Raum



Grundlagen 2
Wir wollen hier das Fundament für die mathematische
Untersuchung der Kombinatorik von Triangulierungen
bereitstellen. Wir benutzen im folgenden gelegentlich die
Schreibweise

( A
d+1

)

für die Menge aller (d+1)-elementigen
Teilmengen von A.

2.1 Unterteilungen von Multimengen
Nach der anschaulichen Einführung von Triangulierun-
gen wollen wir nun die allgemeinen Definitionen nach-
reichen: sie gelten auch, wenn einige Punkte wiederholt
auftreten, wenn wir also eine Multimenge triangulieren.
Der Nutzen dieser Allgemeinheit wird sich erst später
erschließen.

Definition 2.1.1 (Dimension). Die Dimension einer end-
lichen Multimenge A ⊂ Rd ist die Dimension des von ihr
aufgespannten affinen Teilraums des Rd.

Bei der konvexen Hülle gibt es nichts Neues:

Definition 2.1.2 (Konvexe Hülle einer Multimenge).
Die konvexe Hülle einer endlichen Multimenge A ⊂ Rd
ist

convA :=

{ ∑
a∈A

λaa : 0 ≤ λa ≤ 1,
∑
a∈A

λa = 1

}
.

Die Menge convA heißt Polytop.

Verlangt man, daß alle Koeffizienten der Konvexkom-
bination echt größer als Null sind, so erhält man das
relativ Innere:

Definition 2.1.3 (Relativ Inneres). Das relativ Innere
einer Multimenge A ist die Menge der Punkte

relintA :=

{ ∑
a∈A

λaa : 0 < λa ≤ 1,
∑
a∈A

λa = 1

}
.

Der Begriff der Seite einer Multimenge wird analog zur
Seitenfläche in der Polyedertheorie definiert.
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Definition 2.1.4 (Seite einer Multimenge). Sei ψ ∈
(Rd)∗ ein lineares Funktional auf Rd. Die Seite der Punkt-
menge A in Richtung ψ ist die Menge

A :=
{

b ∈ A : ψ(b) = min
a∈A

ψ(a)
}

.

Ist F eine Seite von A, so schreiben wir F ≤ A. Falls
F 6= A, so heißt F echte Seite von A, und wir schreiben
F < A.

Die Hyperebene

H(ψ) :=
{

x ∈ Rd : ψ(x) = min
a∈A

ψ(a)
}

heißt unterstützende Hyperebene von F .
Für einen Punkt x ∈ convA heißt die (eindeutige) Seite

F von A mit x ∈ relint F der Träger von x in A.
Eine Seite einer Multimenge

Bemerkung 2.1.5. Wenn F eine Seite von A ist, dann ist
conv F eine Seite von conv A.

Hier ist nun die grundlegende, allgemeine Definition:

Definition 2.1.6 (Unterteilung einer Multimenge). Sei
A ⊂ Rd eine Punktmultimenge von n Punkten im d-
dimensionalen euklidischen Raum. Eine Menge T von
affin unabhängigen Teilmengen von [n] := {1, . . . , n}, so-
gennanten Zellen, ist eine Unterteilung von A, wenn gilt:Eine Unterteilung

(UP) Die Vereinigung der konvexen Hüllen der Elemente
von T ist die konvexe Hülle von A (Union Property),
also

⋃

S∈T
conv S = convA.

(IP) Die relativ Inneren der konvexen Hüllen aller Zellen
in T und ihren Seiten schneiden sich nicht (Inter-
section Property), also

relint F ∩ relint F ′ = ∅ ∀F ≤ S; F ′ ≤ S ′; F 6= F ′;S, S ′ ∈ T.
Keine Unterteilung: Simplexe

schneiden sich im Inneren

(FP) Je zwei Elemente S, S ′ ∈ T von T schneiden sich
in einer echten gemeinsamen Seite oder gar nicht
(Face Property), also

S ∩ S ′ < S und S ∩ S ′ < S ′ ∀S, S ′ ∈ T.
Keine Unterteilung: Blaues Viereck
und grünes Dreieck schneiden sich

nicht in gemeinsamer Seite
T ist eine Triangulierung, wenn alle Zellen in T Kardi-

nalität d + 1 haben. Solche Zellen heißen Simplizes.
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Bemerkung 2.1.7. Für Triangulierungen folgt (FP) aus
(IP), da (FP) nur für Zellen mit nicht simplizialen Sei-
ten eine Zusatzbedingung darstellt, Simplizes aber we-
gen der affinen Unabhängigkeit ihrer Ecken keine nicht
simplizialen Seiten enthalten können.

2.2 Beispiele für Triangulierungen
2.2.1 Dimension Null
In Dimension Null besteht A aus n Kopien des Null-
punkts. Die Menge aller Triangulierungen von A ist
dann gleich A. In der Tat: Eine Triangulierung besteht
aus 1-elementigen Teilmengen, also aus Punkten. Jede
Triangulierung muß mindestens einen Punkt enthalten,
da convA wegen (UP) überdeckt werden muß. Da je-
der Punkt gleich seinem relativ Inneren ist, kann jede
Triangulierung wegen (IP) nur einen Punkt enthalten.

2.2.2 Dimension Eins
In Dimension Eins liegen alle Punkte auf einer Geraden.
Eine Triangulierung besteht hier aus 2-elementigen Teil-
mengen. Wir konstruieren eine Triangulierung von A
wie folgt:

1. Durchlaufe convA in einer festen Richtung „von
links nach rechts“. Sei I die Multimengen der in-
neren Punkte in A. Sei L die Multimenge der „ganz
linken“ Punkte und R die Multimenge der „ganz
rechten“ Punkte.

2. Wähle einen beliebigen Punkt i0 ∈ L und einen be-
liebigen Punkt ik+1 ∈ R.

3. Wähle eine beliebige Teilmenge (keine Multimenge)
{i1, i2, . . . , ik} ⊆ I.

4. Setze T := { {ij, ij+1 : 0 ≤ j ≤ k }.

Übung 2.2.1. Zeige, daß durch die obige Konstruktion
alle Triangulierungen in Dimension Eins erzeugt wer-
den.

Gibt es keine Doppelpunkte, so ist die Menge aller Tri-
angulierungen von A isomorph zur Menge aller Teilmen-
gen der inneren Punkte von A.

2.2.3 Dimension Zwei
Wir haben bereits gesehen, daß die Triangulierungen ei-
nes n-Ecks genau den Binärbäumen zuf n + 2 Ecken
entsprechen.
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Übung 2.2.2. Beweise, daß in Dimension Zwei eine ma-
ximale Menge von Kanten mit „konsistent“ gewählten
Eckpunkten eine Triangulierung im Sinne von Defini-
tion 2.1.6 ist. Was muß hier „konsistent“ heißen?

2.3 Eine kombinatorische Charakterisierung von Tri-
angulierungen

Im folgenden wollen wir eine nützliche Charakterisie-
rung angeben, die uns die Überprüfung der Bedingun-
gen (IP) und (UP) für Triangulierungen auf rein kombi-
natorischer Ebene gestattet.

Dazu benötigen wir Kreise in A und Facetten von Sim-
plizes aus T .

Sei im folgenden A eine Punktmenge in Rd.

Definition 2.3.1 (Kreis). Eine affin abhängige Punkt-
menge Z ⊆ A heißt Kreis, wenn jede echte Teilmenge
von Z affin unabhängig ist.

Z+

Z-

Ein Kreis mit grünem Positiv- und
rotem Negativteil

Bemerkung 2.3.2. Jeder Kreis Z hat dim Z + 2 Elemente.
Dieser Begriff kommt aus der Matroid-Theorie. Es exi-

stiert für einen Kreis Z eine bis auf reelle Skalierung ein-
deutige affine Kombination des Nullpunktes des Form

0 =
∑
z∈Z

λzz,
∑
z∈Z

λz = 0, λz 6= 0 ∀z ∈ Z.
z(Z)

Z-

Z+

Ein Kreis in der gleichen
Punktmenge mit blauem

Schnittpunkt

Daraus folgt, daß eindeutige disjunkte Teilmengen

Z+, Z- ⊆ Z, Z+ ∪ Z- = Z

existieren mit

λz > 0 ∀z ∈ Z+, λz < 0 ∀z ∈ Z-.

Die Teilmengen Z+ und Z- heißen Positiv- bzw. Nega-
tivteil von Z.

Wie können Kreise uns bei der Aufgabe helfen, zu prü-
fen, ob eine gegebene Menge von (d+1)-elementigen Teil-
mengen eine Triangulierung von A ist?

Schreiben wir dazu die eindeutige affine Abhängigheit
anders auf:

0 =
∑
z∈Z

λzz ⇐⇒ ∑
z∈Z+

λzz =
∑
z∈Z-

λzz.

Wir sehen nun, daß der Punkt

z(Z) :=
∑
z∈Z+

λz
Λ

z =
∑
z∈Z-

λz
Λ

z, Λ :=
∑
z∈Z+

λz = −
∑
z∈Z-

λz
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im Schnitt der relativ Inneren der konvexen Hüllen von
Z+ und Z- liegt:

z(Z) ∈ relint Z+ ∩ relint Z-.

Kreise sind also in gewisser Weise „minimale Verbre-
cher“ in Mengen von Simplizes, die (IP) verletzen.

Es gilt folgendes Theorem:

Theorem 2.3.3. Sie A eine Multimenge in Rd. Ferner sei
T eine nicht-leere Menge von d-Simplizes aus

( A
d+1

)

. Dann
ist T genau dann eine Triangulierung von A, wenn T die
folgenden beiden Bedingungen erfüllt:

(IP’) Es existiert kein Kreis Z mit Z+ ⊆ S und Z- ⊆ S ′ für
S, S ′ ∈ T .

(UP’) Jede Facette F eines Simplexes S in T ist entweder
in einer Facette von A enthalten oder sie ist Facette
eines weiteren Simplexes S ′ ∈ T .

Beweis. (IP’) und (UP’) sind notwendig: Sei T eine Trian-
gulierung von A.

Angenommen, es existiert ein Kreis Z und Simplexe
S, S ′ ∈ T mit Z+ ⊆ S und Z- ⊆ S ′. Dann liegt der Punkt
z(Z) im Schnitt der relativ inneren konvexen Hüllen von
Z+ ⊆ S und Z- ⊆ S ′; Widerspruch zu (IP).

Sei F eine Facette eines Simplexes S ∈ T , die nicht in
einer Facette von A enthalten ist. Sei H eine unterstüt-
zende Hyperebene von F. Ferner seien H+ der zugehö-
rige offene Halbraum, der S enthält, und H- der gegen-
überliegende offene Halbraum. Betrachte einen Punkt
x ∈ H- ∩ convA. Solch ein Punkt existiert, da F andern-
falls in einer Facette von A enthalten wäre. Sei außer-
dem xF ein Punkt in relint F.

Wir betrachten definieren nun eine unendliche Folge
von Punkten (xi)i∈N in convA:

x1 := x;

xi+1 :=
xi + xF

2
.

xF

FS ′

S

x2

x3

x1 = x

Das rote Simplex enthält xF und
damit F

Diese Folge konvergiert gegen xF. Da es nur endlich
viele Simplizes in T gibt und die Folge konvergiert, gibt
es ein Simplex S ′ ∈ T , in dessen konvexer Hülle conv S ′

unendlich viele der xi liegen. Da conv S ′ abgeschlossen
ist, liegt auch xF in S ′. Sei F ′ der Träger von xF in S ′.
Dann schneiden sich relint F ′ und relint F in xF. Also
muß wegen (IP) F ′ = F gelten, und S ′ ist das gesuchte
Simplex.
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(IP’) und (UP’) sind hinreichend: Sei T eine nicht-leere
Menge von d-Simplizes, die (IP’) und (UP’) erfüllt.

Angenommen, es existieren Seiten F und F ′ von Sim-
plizes in T mit relint F ∩ relint F ′ 6= ∅. Nach Radons Theo-
rem gibt es dann Mengen Z+ ⊆ F und Z- ⊆ F ′ mit relint Z+∩
relint Z- = z(Z) (Radon-Zerlegung), so daß (IP’) nicht er-
füllt sein kann; Widerspruch. Also gilt (IP) für T .

Zwei Simplizes, die sich im Innern
schneiden, definieren mindestens

eine Radon-Partition

Sei x ∈ convA ein beliebiger Punkt und sei S ∈ T ein
beliebiges d-Simplex. Wenn x in conv S liegt, sind wir
fertig. Andernfalls wähle einen beliebigen Punkt xS ∈
relint S in allgemeiner Lage. Ferner sei L die Strecke von
xS nach x. Da xS in allgemeiner Lage gewählt worden
ist, schneidet L das Simplex conv S in genau einer Fa-
cette conv F. Da x und xS auf verschiedenen Seiten von
der unterstützenden Hyperebene H von F liegen, kann
F nicht in einer Facette von A enthalten sein. Also exi-
stiert nach (UP) ein anderes Simplex S ′ mit F ⊂ S ′. Liegt
x in conv S ′, sind wir fertig. Andernfalls schneidet L das
Simplex conv S ′ in genau einer weiteren Facette conv F ′

von conv S ′. Wir fahren fort und erhalten auf diese Weise
eine komplette Überdeckung von L inklusive x mit Sim-
plizes aus T . Also gilt (UP).

xS

F

S

S ′
L

x

Die Linie L ist komplett durch
Simplexe überdeckt, da (UP’) gilt

2.4 Erste Anwendung: Triangulierungen von Krei-
sen

Wir wollen zunächst wissen, was die Facetten eines Krei-
ses sind, damit wir die Menge aller Triangulierungen ei-
nes Kreises bestimmen können. Triangulierungen von
Kreisen spielen die Rolle von lokalen Teilkonfigurationen
von Triangulierungen, auf denen wir lokale Operationen
durchführen wollen.

Facetten eines Kreises in Dimension
Eins, . . .

. . . in Dimension Zwei . . .

. . . und in Dimension Drei.

Lemma 2.4.1. Sei Z ein Kreis in A. Dann ist die Menge
F(Z) aller Facetten von Z wie folgt gegeben:

F(Z) =
{

F ∈
(Z
d
)

: Z+ 6⊆ F, Z- 6⊆ F
}

.

Beweis. Angenommen, eine Facette F von Z würde Z+

oder Z- enthalten. Dann würde conv F den Punkt z(Z),
der in relint conv Z liegt, enthalten; Widerspruch.

Sei nun F ∈
{

F ∈
(Z
d
)

: Z+ 6⊆ F, Z- 6⊆ F
}

. Angenommen,
für die Hyperebene H, die von F aufgespannt wird, exi-
stiert ein Punkt z+ ∈ Z ∩ H+ und ein Punkt z- ∈ Z ∩ H-.
Dann ist Z = z+ ∪ F ∪ z-. Da F weder Z+ noch Z- kom-
plett enthält, ist o. B. d. A. z+ ∈ Z+ und z- ∈ Z-. Das
heißt aber, daß

relint conv Z+ ∩ relint conv Z- ⊂ H+ ∩H- = ∅;
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Widerspruch.

F
z-

z+

Ein
F ∈


F ∈

�Z
d
�
: Z+ 6⊆ F; Z- 6⊆ F

�
muß eine Facette von Z sein

Das folgende Lemma bildet das Fundament für die
Definition bistellarer Operationen im nächsten Kapitel.

Lemma 2.4.2. Sei Z ein Kreis in A der Dimension d.
Dann existieren genau zwei Triangulierungen von Z, näm-
lich

T+(Z) := st( Z
d+1

)(Z+) und T-(Z) := st( Z
d+1

)(Z-).

Beweis. Wir benutzen die Charaketerisierung aus Theo-
rem 2.3.3.

Wir beweisen zunächst, daß T+(Z) und T-(Z) Trian-
gulierungen von Z sind. Da Z Kardinalität d + 2 hat, gilt

T+(Z) :=
{

Z\z : z ∈ Z- }
und T-(Z) :=

{
Z\z : z ∈ Z+ }

.

Seien S und S ′ aus T+(Z). Daher gilt Z+ ⊆ S, S ′. Wegen
S, S ′ 6= Z ist Z- weder in S noch in S ′ enthalten, also gilt
(IP’).

Sei nun F eine Facette eines Simplexes S = Z\z- in
T+(Z) mit z- ∈ Z-, die nicht in einer Facette von Z ent-
halten ist. Nach Lemma 2.4.1 enthält so eine Facette Z+.
Also ist F von der Form F = Z\{z-, z-F } für ein z-F ∈ Z- un-
gleich z-. Wir finden also S ′ := F∪z-, und (UP’) ist erfüllt.

Gäbe es noch eine andere Triangulierung, so würde
sie sowohl ein Simplex S+ aus T+(Z) als auch ein Sim-
plex S- aus T-(Z) enthalten, da T+(Z) ∪ T-(Z) =

( Z
d+1

)

.
Das würde aber bedeuten, daß Z+ ⊆ S+ und Z- ⊆ S+;
Widerspruch zu (IP’).
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Wir zeigen hier einige nützliche Konstruktionen, um Tri-
angulierungen zu erzeugen.

Wir benötigen einige Begriffe stammen aus der Theo-
rie der Simplizialkomplexe: Ein (abstrakter) Simplizial-
komplex ist ein bzgl. der Operation „Teilmenge“ abge-
schlossenes Mengensystem.

Ein Teilkomplex ist eine Teilmenge eines Simplizial-
komplexes, die wieder ein Simplizialkomplex ist.

Nehmen wir zu einer Triangulierung T alle Seiten von
Simplizes aus T hinzu, so erhalten wir einen Simpli-
zialkomplex. Betrachten wir auf der anderen Seite in
einem Simplizialkomplex nur die inklusionsmaximalen
Elemente, die Facetten, so erhalten wir die Darstellung,
die wir für Triangulierungen benutzen.

Einen Teilkomplex werden wir dementsprechend auch
durch die Menge seiner inklusionsmaximalen Seiten no-
tieren. Wir haben uns für diese kompaktere Darstellung
für Triangulierungen entschieden, da wir auch algorith-
mische Fragestellungen im Auge behalten wollen.

Um bistellare Operationen zu definieren, benötigen
wir wieder Kreise und einige Begriffe aus der Theorie der
Simplizialkomplexe. Für eine Seite F eines Simplexes in
einer Menge von Simplizes T heißt der Teilkomplex

stT (F) :=
{

S ∈ T : F ⊆ S ′
}

der Stern von F in T , der Teilkomplex

lkT (F) := { S\F : S ∈ T }

heißt der Link von F in T und der Teilkomplex

delT (F) := T − stT (F)

heißt die Löschung von F in T .

Der Stern (grün), der Link (blau)
und die Löschung (rosa) eines

Simplexes (rot)
Seien T und T ′ Mengen von Simplexen T , deren Ecken-

mengen disjunkt sind. Die Verbindungsmenge von T
und T ′ ist definiert als

T ∗ T ′ :=
{

S ∪ S ′ : S ∈ T, S ′ ∈ T ′
}

.

Zum Beispiel gilt

stT (F) = lkT (F) ∗ {F}.
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3.1 Bistellare Operationen
Wir sind nun in der Lage, bistellare Operationen zu de-
finieren.

Definition 3.1.1 (Bistellare Operation). Sei T eine Tri-
angulierung von A und Z ein Kreis in A, so daß folgen-
des gilt:

(CP) T enthält (o. B. d. A.) T-(Z) als Teilkomplex (Con-
tainment Property).

(LP) Alle maximalen Simplizes in T-(Z) haben densel-
ben Link L in T (Link Property).

Dann heißt das Ersetzen von T-(Z)∗L in T durch T+(Z)∗L
eine bistellare Operation in Z oder ein Flip in Z

Der Typ der bistellaren Operation wird mit (#Z-, #Z+)
bezeichnet.

Diese Operation liefert eine Nachbarschaftsstruktur
auf der Menge aller Triangulierungen einer festen Mul-
timenge. Eine gute mathematische Struktur zur Be-
schreibung bietet ein Graph.Der Flip-Graph eines 5-Ecks

Definition 3.1.2 (Flip-Graph). Der Graph aller Triangu-
lierungen oder der Flip-Graph von A ist definiert als

G(A) := (V, E);

V := {alle Triangulierungen von A};

E :=
{

(T, T ′) : T
Flip7→ T ′

}
.

Eine wichtige Frage ist, welche Zusammenhangsei-
genschaften G(A) hat.

3.2 Beispiele für bistellare Operationen
Wir fahren zunächst wieder mit Beispielen fort. Die
Beispiele in den niedrigen Dimensionen sind zwar geo-
metrisch trivial, zeigen jedoch deutlich den Einfluß der
Mehrfachpunkte auf die kombinatorische Struktur von
Triangulierungsmengen.

3.2.1 Dimension NullEin Flip in Dimension Null
Ein Kreis Z in Dimension Null ist eine Multimenge von
zwei Kopien a+, a- des Nullpunkts. Also sind alle Flips
vom Typ (1, 1). Die beiden Triangulierungen von Z sind
dann T+(Z) = {a+} und T-(Z) = {a-}. Ein Flip ersetzt
einfach eine Triangulierung komplett durch eine andere.
Daher ist G(A) der vollständige Graph auf #A Knoten.
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3.2.2 Dimension Eins
In Dimension Eins entspricht ein Flip dem Hinzuneh-
men neuer oder dem Wegnehmen vorhandener innerer
Punkte von A (Typ (1, 2) bzw. (2, 1)) oder aber dem Aus-
tausch zweier verschiedener Kopien von Punkten in A
(Typ (1, 1)).

Ein Flip in Dimension Eins vom Typ
(1; 1)

Ein Flip in Dimension Eins von Typ
(1; 2)

3.2.3 Dimension Zwei
In Dimension Zwei gibt es folgende Flips:

Typ (2, 2): Kantenflip.

Typ (1, 3): Hinzunahme eines inneren Punktes in einem
Dreieck und sternförmige Triangulierung.

Typ (3, 1): Umgekehrt.

Andere: Stern eines Flips niedrigerer Dimension. Ein Flip in Dimension Zwei vom Typ
(2; 1)

Ein Flip in Dimension Zwei von Typ
(2; 2)

Wir sehen, daß die Strukturen niedriger Dimensio-
nen in höheren Dimensionen wieder auftauchen kön-
nen. Daher wird die Struktur möglicher Flips in hö-
heren Dimensionen sehr schnell unübersichtlich, wenn
die Multimenge nicht in allgemeiner Lage ist. Im Falle
allgemeiner Lage in Dimension d sind alle Flips vom Typ
(#Z+, #Z-) mit #Z+ + #Z- = d + 2.

Ein gelifteter Flip vom Typ (2; 2)

Ein gelifteter Flip vom Typ (1; 2)

3.3 Der Flip-Graph in Dimension Zwei
In diesem Abschnitt zeigen wir, daß in Dimension Zwei
G(A) zusammenhängend ist.

Theorem 3.3.1. Sei A eine Punktmenge in allgemeiner
Lage in der Ebene, und seien T1 und T2 zwei Triangulie-
rungen von A. Dann existiert eine Folge von Kantenflips,
die T1 in T2 überführt.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach
der Anzahl n der Ecken.

Induktionsanfang: Für n ≤ 3 ist nichts zu zeigen.
Induktionsschluß: Sei die Behauptung schon für ein n

bewiesen. Sei A eine Punktkonfiguration in der Ebene
mit n + 1 Punkten, und sei T eine Triangulierung von
A. Wir behaupten, daß T durch eine Folge von Kan-
tenflips so in eine Triangulierung T ′ verändert werden
kann, daß die Menge delT ′(n + 1) aller Dreicke in T ′, die
n + 1 nicht enthalten, A\{n + 1} trianguliert. Dann ist T ′

die Triangulierung die aus delT ′(n + 1) durch Plazieren
von n + 1 entsteht. Diese Konstruktion angewendet auf
T1 und T2 zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
auf A\{n + 1} beweist das Theorem.
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Angenommen, für eine Triangulierung T von A ist die
Löschung delT (n+1) der Ecke n+1 keine Triangulierung
von A\{n + 1}. Dann ist delT (n + 1) nicht konvex. Das
bedeutet, daß zwei benachbarte Dreiecke in der Menge
stT (n + 1) aller Dreiecke in T , die n + 1 enthalten, exi-
stieren, die ein konvexes Viereck bilden. Ein Kantenflip

n+ 1

T(n)

Ein Flip reduziert den Grad
von n + 1 in T

in diesem Viereck reduziert den Grad von n + 1 in T .
Da der Grad von n + 1 mindestens zwei sein muß in je-
der Triangulierung von A, erreicht man spätestens nach
δT (n + 1) − 2 Kantenflips eine Triangulierung T ′, so daß
delT ′(n + 1) eine Triangulierung von A\{n + 1} ist.

Übung 3.3.2. Gilt Satz 3.3.1 auch für Punktmengen, die
nicht in allgemeiner Lage sind? Für Multimengen auch?

3.4 Einfache Methoden zur Triangulierung
Wie kommt man an eine Triangulierung? Wir zeigen hier
einige elementare Methoden zur Konstruktion von Tri-
angulierungen.

3.4.1 Gieriges Triangulieren
In Dimension Zwei kann man die Triangulierungen ei-
ner Punktmenge, die alle Punkte benutzen, durch einen
maximale Menge von sich paarweise nicht kreuzenden
Kanten charakterisieren. Daher kann man einfach eine
Triangulierung erzeugen, indem man solange wie mög-
lich zulässige Kanten einfügt. In allgemeiner Dimension
geht das nicht mehr.

3.4.2 Lexikographische Triangulierungen
Wir erklären nun illustrativ in Dimension Zwei einige
Methoden zur Konstruktion von Triangulierungen von
Punktmengen, die auch in höheren Dimensionen funk-
tionieren. Triangulierungen, die mit einer oder einer
Kombination dieser Methoden erzeugt wurden, heißen
lexikographische Triangulierungen, da ihre Gestalt von
einer festgelegten Reihenfolge der Punkte abhängt.

Übung 3.4.1. Schreibe die Konstruktionen dieses Ab-
schnitts exakt auf und beweise, daß es sich um Trian-
gulierungen handelt.

Wir nehmen hier an, daß unsere Punktmenge sich in
allgemeiner Lage befindet, d. h. keine drei Punkte liegen
auf einer Geraden. Seien die Punkte geordnet durch ihre
Nummern 1, 2, 3, . . . , n.
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Plazieren von Punkten
Beim Plazieren werden entsteht in Schritt i − 2 eine Tri-
angulierung von Ai := {1, 2, 3, . . . , i} für i = 3, 4, . . . , n.

Start: Füge das Dreieck {1, 2, 3} ein.
Plazieren von i+1: Sei Ti die Triangulierung aus Schritt

i − 2. Liegt der Punkt i + 1 in der konvexen Hülle von
Ai, so setze Ti+1 := Ti. Andernfalls sei F die Menge der
von i + 1 aus sichtbaren Kanten von Ai, d. h. die Menge
der Kanten von Ai, die, zu Geraden erweitert, i + 1 von
convAi trennen. Dann setze Ti+1 := Ti ∪ F ∗ {i + 1}.

6

2

3

5

4

1

Plazieren

Übung 3.4.2. Wie kann man die Menge der von einem
Punkt aus sichtbaren Kanten berechnen?

Ziehen von Punkten
Das Ziehen von Punkten erzeugt in jedem Schritt eine
teilweise Triangulierung der Punktmenge, d. h. in Di-
mension Zwei eine Zerlegung der konvexen Hülle in (kon-
vexe) Polygone. Ziehen eines Punktes bedeutet anschau-
lich, daß man den Punkt nach oben aus der Ebene her-
auszieht und sich vorstellt, wie die konvexe Hülle der
betrachteten Punkte nun von oben aussieht. Punkte mit

1

Ziehen
größerer Nummer werden viel weniger weit gezogen, so
daß keine bereits erzeugten Dreiecke verschwinden.

Schieben von Punkten
Das Ziehen von Punkten erzeugt in jedem Schritt eine
teilweise Triangulierung der Punktmenge. Schieben ei-
nes Punktes bedeutet anschaulich, daß man den Punkt
von oben in die Ebene hineindrückt und sich vorstellt,
wie die konvexe Hülle der betrachteten Punkte von oben
aussieht. Punkte mit größerer Nummer werden wieder

1

2

3

Schieben
viel weniger weit geschoben, so daß keine bereits erzeug-
ten Dreiecke verschwinden.

3.4.3 Reguläre Triangulierungen
Lexikographische Triangulierungen werden verallgemei-
nert durch die regulären Triangulierungen: Man ordnet
jedem Punkt eine Höhe zu und betrachtet dann die kon-
vexe Hülle von unten. Wählt man die Höhen ausrei-
chend unabhängig voneinander (keine vier Punkte sind
koplanar im Raum), so erhält man eine Triangulierung,
ansonsten eine Unterteilung. Eine reguläre Triangulierung

Übung 3.4.3. Zeige: Jede Triangulierung eines konve-
xen n-Ecks ist regulär.

Nicht alle Triangulierungen in Dimension Zwei sind
regulär, wie die rotationssymmetrische Triangulierung
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Tnonreg von zwei konzentrischen Dreiecken mit parallelen
Kanten zeigt. Zum Beweis nimmt man an, daß o. B. d. A.
die Punkte des inneren Dreiecks alle Höhe Null bekom-
men. Eine Betrachtung der „Knickkanten“ der äußeren
Dreiecke ergibt, daß die Höhen im Uhrzeigersinn anstei-
gen müssen; Widerspruch.

Tnonreg

Eine nicht-reguläre Triangulierung
von sechs Punkten in Dimension

Zwei Wir bezeichnen die Menge aller Kreise einer Punkt-
menge auch als die Kombinatorik der Punktmenge. (Das
orientierte Matroid der Punktmenge ist durch die Menge
der Kreise bestimmt.) Es gibt dann im allgemeinen meh-
rere Punktmengen (geometrische Realisierungen) mit der
gleichen Kombinatorik. Wegen der rein kombinatori-
schen Charakterisierbarkeit von Triangulierungen ha-
ben Punktmengen mit gleicher Kombinatorik die glei-
chen Triangulierungen.

Während die Nicht-Regularität der obigen Triangulie-
rung in Dimension Zwei von der geometrischen Realisie-
rung abhängt, gibt es in Dimension Drei bereits nicht-
reguläre Triangulierungen, die in jeder geometrischen
Realisierung nicht-regulär sind.

Übung 3.4.4. In welcher geometrischen Realisierung ist
Tnonreg regulär?
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In diesem Kapitel werden wir genauer auf reguläre Un-
terteilungen eingehen und eine spezielle reguläre Trian-
gulierung – die Delaunay-Triangulierung – genauer be-
trachten.

4.1 Konstruktion regulärer Triangulierungen
Hier wollen wir nun die im letzten Kapitel anschaulich
vorgestellten regulären Unterteilungen bzw. Triangulie-
rungen genau definieren. Dazu müssen wir zunächst
wissen, was die unteren Facetten einer Punktkonfigura-
tion sind.

Definition 4.1.1 (Untere Facetten). Sei A eine Mul-
timenge im Rd. Eine Facette F ∈ F(A) ist eine untere
Facette von A, wenn

∃ψ ∈ (Rd)∗ : ψd < 0, F = A .

Mit anderen Worten: conv F ist sichtbar, wenn man convA
von einem Punkt mit stark negativer d-ter Koordinate
aus betrachtet.

Die Menge aller unteren Facetten von A wird mit F l(A)
bezeichnet.

xd

Die Menge der unteren Facetten

Definition 4.1.2 (Reguläre Unterteilung). Sei A eine
d-dimensionale Multimenge im Rd. Ferner sei eine Hö-
henfunktion

α :
{
A → R,
a 7→ α(a);

auf A gegeben.
Dann ist

T(A, α) := F l({ (a, α(a)) : a ∈ A })

die reguläre Unterteilung von A bzgl. α. Ist T(A, α) eine
Triangulierung, so spricht man von der regulären Trian-
gulierung von A bzgl. α.

Bemerkung 4.1.3. Wenn die Höhenfunktion α in allge-
meiner Lage gewählt ist, d. h. keine d + 2 Punkte sind
auf ihrer Höhe affin abhängig, so ist T(A, α) eine Trian-
gulierung.
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4.2 Einfache Beispiele für reguläre Triangulierungen
Bevor wir zu einer speziellen regulären Triangulierung
kommen, schauen wir uns Beipiele in kleinen Dimen-
sionen an.

Dimension Null
In Dimension Null sind alle Unterteilungen regulär. Die
unterschiedlichen Unterteilungen sind bestimmt durch
die Menge der Punkte, die den niedrigsten Wert der Hö-
henfunktion annehmen.

Die Unterteilung ist genau dann eine Triangulierung,
wenn diese Menge nur einen Punkt enthält.

Höhen für eine reguläre
Triangulierung in Dimension Null

Dimension Eins
In Dimension Eins gibt es ebenfalls nur reguläre Unter-
teilungen. Die für die Unterteilung benutzten Punkte
können von links nach rechts geordnet mit einer belie-
bigen konvexen Funktion geliftet werden.

Höhen für eine reguläre
Triangulierung in Dimension Eins

4.3 Die Delaunay-Triangulierung
In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Hö-
henfunktion, die eine Triangulierung definiert, die in der
algorithmischen Geometrie große Bedeutung besitzt.

Das Einheitsparaboloid in
Dimension Eins

Das Einheitsparaboloid in
Dimension Zwei

Definition 4.3.1. Sei A eine d-dimensionale Multimen-
ge im Rd. Definiere

αD :
{
A → R,
a 7→ a2 := a21 + a22 + · · ·+ a2d.

Dann heißt TD := T(A, αD) die Delaunay-Unterteilung von
A. Ist TD eine Triangulierung, so spricht man von der
Delaunay-Triangulierung.

Man projiziert also alle Punkte in A auf das d-dimen-
sionale Paraboloid

Pd :=

{
x ∈ Rd+1 : xd+1 =

d∑
i=1

x2d

}
⊂ Rd+1

und bildet die konvexe Hülle im (d + 1)-dimensionalen
Raum. Die unteren Facetten bilden dann die Delaunay-
Unterteilung von A.

Wir werden nun eine nüzliche Beschreibung dieser
Facetten präsentieren. Wir benutzen dabei die folgende
Eigenschaft von Schnitten des Paraboloiden mit Hyper-
ebenen.
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Lemma 4.3.2. Seien a0, a1, . . . , ad affin unabhängig im
Rd. Dann ist die von a0, a1, . . . , ad aufgespannte Hyper-
ebene Ha0;a1;:::;ad gegeben durch

Ha0;a1;:::;ad =
{

x ∈ Rd : ψa0;a1;:::;ad(x) = 0
}

,

wobei

ψa1;a2;:::;ad(x) := det
[

x a0 a1 . . . ad
1 1 1 . . . 1

]

.
Eine Delaunay-Triangulierung in

Dimension Eins
Im folgenden benötigen wir d-dimensionale Sphären:

Definition 4.3.3 (Sphäre). Eine Punktmenge S im Rd
heißt (d − 1)-Sphäre, wenn es einen Punkt m ∈ Rd gibt
und eine positive Zahl r ∈ R mit

d(x,m) = r ∀x ∈ S,

wobei d(x,m) :=
√∑d

i=1(xi − mi)2 den euklidischen Ab-
stand bezeichnet.

m

r

Eine eindimensionale Sphäre

Lemma 4.3.4. Seien a0, a1, . . . , ad Punkte in allgemeiner
Lage in Rd. Ferner sei a ′i := (ai, αD(ai)) ∈ Rd+1 für i =
0, 1, . . . , d + 1. H := Ha ′0;a ′1;:::;a ′d die von diesen Punkten
aufgespannte Hyperebene im Rd+1.

Dann ist die Projektion von Pd ∩ H auf Rd eine (d − 1)-
Sphäre, die die Punkte a0, a1, . . . , ad enthält.

Der Schnitt des Paraboloiden mit
einer Hyperebene projiziert auf

eine Sphäre

Wir nennen die Sphäre aus dem vorigen Lemma auch
die von a0, a1, . . . , ad aufgespannte Sphäre.

Beweis. Nach Lemma 4.3.2 ist die Hyperebene H ist de-
finiert durch

H :=
{

x ∈ Rd+1 : ψa ′0;a ′1;:::;a ′d(x) = 0
}

,

wobei

ψa ′0;a ′1;:::;a ′d(x) := det
[

x a ′0 a ′1 . . . a ′d
1 1 1 . . . 1

]

.

Für Punkte im Schnitt von H und Pd gilt demnach

ψ ′
a0;a1;:::;ad(x)

:= det





x a0 a1 . . . ad
αD(x) αD(a0) αD(a1) . . . αD(ad)

1 1 1 . . . 1



 .

Es ist nun eine Fleißaufgabe, den Mittelpunkt und
den Radius anzugeben sowie die Abstandsbedingung zu
checken.
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Der Name „Delaunay-Triangulierung“ stammt von dem
russischen Mathematiker Delone. Die Schreibweise „De-
launay“ ist wahrscheinlich durch Veröffentlichung von
Delone in französischer Sprache und die damit verbun-
dene französische Umschrift des kyrillischen Alphabets
verursacht worden.

Lemma 4.3.5. Die Delaunay-Unterteilung ist genau dann
eine Triangulierung, wenn keine d + 2 Punkte in A auf ei-
nem Kreis liegen.

Beweis. Eine Menge von d + 2 Punkten a0, a1, . . . , ad+1
liegt genau dann auf einem Kreis nach Lemma 4.3.4,
wenn

ψ ′
a0;a1;:::;ad(ad+1) = 0.

Das bedeutet aber auch, daß a ′0, a
′
1, . . . , a

′
d+1 genau dann

auf Ha ′0;a ′1;:::;a ′d+1 liegen.

Definition 4.3.6 (Umsphäre). Sei S ⊂ Rd ein d-Simplex.
Dann heißt von von S aufgespannte Sphäre die Umsphä-
re von S.

Theorem 4.3.7 (Umsphären-Charakterisierung). SieA
eine d-dimensionale Multimenge. Sei T eine Unterteilung
von A. Dann ist T genau dann gleich der Delaunay-Unter-
teilung, wenn für jede Zelle S ∈ TD die offenen Umsphären
von je d + 1 Punkten aus S keine Punkte aus A enthalten.

verboten

erlaubt

Wegen des roten Punktes kann das
Dreieck nicht in einer

Delaunay-Triangulierung sein

Beweis. Sei S eine (d + 1)-elementige Teilmenge von A,
und sei HS die von αD(S) aufgespannte Hyperebene im
Rd+1. Ferner sei H-

S der offene Halbraum im Rd+1, der
alle Punkte (0, −M) ∈ Rd+1 für M ausreichend groß ent-
hält. Alle Punkte in Pd ∩ H+

S projizieren dann auf Punk-
te außerhalb der Umsphäre von S, und alle Punkte in
Pd ∩H-

S liegen innerhalb der Umsphäre von S. Die Men-
ge B := HS ∩ A ist genau dann eine untere Facette und
somit eine Zelle in TD, wenn H-

S ∩ A = ∅, wenn also kein
Punkt im Inneren der Umsphäre von S liegt.

H+S

H-S

Liegt ein Punkt auf der „falschen“
Seite der Hyperebene HS, so liegt

er in der Umsphäre

4.4 Die Delaunay-Triangulierung in Dimension Zwei
In Dimension Zwei ist die Delaunay-Triangulierung in
der algorithmischen Geometrie sehr gut untersucht. Wir
zeigen hier einige der wesentlichen Resultate. Im fol-
genden nehmen wir der Einfachheit halber an, daß alle
Punkte in besonders allgemeiner Lage sind, d. h. keine
3 Punkte liegen auf einer Geraden und keine 4 Punkte
liegen auf einem Kreis.
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4.4.1 Die Dualität zu Voronoi-Diagrammen
In diesem Abschnitt zeigen wir den Zusammenhang von
Delaunay-Triangulierungen mit einem anderen wichti-
gen Objekt der algorithmischen Geometrie.

Definition 4.4.1 (Voronoi-Diagramm). Sei A eine Men-
ge von Punkten in der Ebene in allgemeiner Lage, und
sei d(·, ·) der euklidische Abstand. Das Voronoi-Diagramm
Vor(A) von A ist eine Zerlegung der Ebene in #A Zellen
Vor(a), so daß ein Punkt x in R2 genau dann in Vor(a)
für ein a ∈ A liegt, wenn

d(a, x) ≤ d(b, x) für alle b ∈ A mit b 6= a.

Alle Zellen sind wegen des folgenden Lemmas konvexe
Polyeder.

Definition 4.4.2. Die Gerade H(a, b) mit d(a, x) = d(b, x)
für alle x ∈ H(a, b) heißt Bisektor von a und b.

Lemma 4.4.3. Sei H(a, b) die Gerade mit d(a, x) = d(b, x)
für alle x ∈ H(a, b). Ferner sei H+(a, b) die abgeschlosse-
ne Halbebene, die a enthält. Dann ist

Vor(a) =
⋃

b∈A;b 6=a
H+(a, b).

Ferner ist x ∈ Vor(a) genau dann eine Ecke von Vor(a),
wenn

x ∈ Vor(a) ∩ Vor(b) ∩ Vor(c),
a, b, c paarweise verschieden. Ein Voronoi-Diagramm in Dimension

Zwei

Beweis. Die erste Aussage ist nur eine Umformulierung
der Definition.

Die Facetten der Voronoi-Zelle Vor(a) sind wegen all-
gemeiner Lage genau die nicht-leeren Schnitte Vor(a) ∩
Vor(b) für b ∈ A, b 6= a. Nun gilt aber:

x ∈ Vor(a) ∩ Vor(b) ∩ Vor(c),
a, b, c paarweise verschieden⇐⇒ x ∈ (Vor(a) ∩ Vor(b)) ∩ (Vor(a) ∩ Vor(c)),
a, b, c paarweise verschieden.

Also liegt x im Durchschnitt zweier Facetten von Vor(a).
Der Durchschnitt zweier solcher Facetten ist (in Dimen-
sion Zwei) eine Ecke.

Nun läßt sich die Dualität zwischen Delaunay-Trian-
gulierungen und Voronoi-Diagrammen erklären.
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Theorem 4.4.4. Sei A eine Punktmenge in der Ebene in
allgemeiner Lage. Dann ist die Delaunay-Triangulierung
von A gegeben durch

TD(A) = Vor∗(A)

:=
{

{a, b, c} ∈
(A
3
)

: Vor(a) ∩ Vor(b) ∩ Vor(c) 6= ∅
}

.

Das duale Voronoi-Diagramm
(blau) ist genau die

Delaunay-Triangulierung

Beweis. Seien a, b und c aus A belienig. Betrachte den
von a, b und c aufgespannten Kreis C. Dann haben a, b
und c den gleichen Abstand vom Mittelpunkt von C.

Die Menge {a, b, c} ist nach der Umsphäreneigenschaft
4.3.7 genau dann ein Dreieck in TD(A, wenn kein ande-
rer Punkt a ′ ∈ A in C(a, b, c) enthalten ist. Das ist gleich-
bedeutend mit der Eigenschaft, das alle Punkte a ′ ∈ A
vom Mittelpunkt von C(a, b, c) einen größeren Abstand
haben als a, b und c. Das heißt aber nach Definition
der Voronoi-Zellen, daß der Mittelpunkt von C in den
Voronoi-Zellen Vor(a), Vor(b) und Vor(c) liegt.

4.4.2 Die max-min-Winkel-Eigenschaft
Die Überlegungen des vorigen Abschnitts lassen sich
einfach auf höhere Dimensionen verallgemeinern. An-
ders verhält es sich mit der folgenden Eigenschaft der
Delaunay-Triangulierung.

Definition 4.4.5 (Winkelvektor). Sei A eine Punktkon-
figuration in allgemeiner Lage in der Ebene. Sei T eine
Triangulierung von A, die alle Punkte benutzt. Seien die
Innenwinkel aller m Dreiecke in T gegeben durch

ω1 ≤ ω2 ≤ · · · ≤ ω3m.

Dann heißt
ω(T) := (ω1,ω2, . . . ,ω3m)

der Winkelvektor von T .
Für zwei Triangulierungen T, T ′ seien die Winkelvekto-

ren lexikographisch geordnet, also

ω(T) < ω(T ′) : ⇐⇒ ωi(T) < ωi(T ′)

für das kleinste i mit ωi(T) 6= ωi(T ′).

Theorem 4.4.6. Die Delaunay-Triangulierung von A hat
minimalen Winkelvektor.

Beweis. Der Beweis ist einfach mit dem Satz von Thales
und der Umsphären-Eigenschaft.

!min

Eine illegale (rote) Kante: Wird die
grüne Kante gegenüber dem
minimalen Winkel !min mit der

anderen Ecke verbunden, so wird
!min wegen des Satzed von Thales

im Winkelvektor durch einen
größeren Winkel ersetzt; die

Betrachtung der blauen Kante ist
analog



Sekundärpolytop und
Sekundärfächer 5
In diesem Kapitel werden wir eine erstaunliche Darstel-
lung der Menge aller regulären Triangulierungen einer
Multimenge kennenlernen. In dieser Darstellung wird
sich eine überraschende Verbindung zur Theorie hyper-
geometrischer Funktionen offenbaren, die wir allerdings
nur skizzieren können.

Die Ergebnisse dieses Kapitels stellen ein „Highlight“
der Theorie polyedrischer Unterteilungen dar, das viele
andere Untersuchungen erst ausgelöst hat.

5.1 Einige Begriffe aus der Polyedertheorie
Wir benötigen einige Begriffe aus der (geometrischen)
Polyedertheorie. Die Kegelhülle einer Vektormenge

Definition 5.1.1 (Kegelhülle). Die Kegelhülle einer end-
lichen Menge V von Vektoren im Rd ist die Menge

cone(V) :=

{ ∑
v∈V

λvv : λv ≥ 0 ∀v ∈ V

}
.

Die Menge cone(V) heißt dann polyedrischer Kegel.
Ein polyedrischer Kegel C ist spitz, wenn kein linearer

Teilraum in C enthalten ist.
Ein polyedrischer Komplex

Kein polyedrischer Komplex

Beispielsweise kann man sich jedes Polyeder im Rd
vorstellen als den Schnitt eines spitzen polyedrischen
Kegels in Rd+1 mit einer Hyperebene.

Definition 5.1.2 (Polyedrischer Komplex). Eine Men-
ge P von Polyedern ist ein polyedrischer Komplex, wenn

(i) P ∩Q ∈ P für alle P,Q ∈ P.

(ii) P ∩Q ≤ P und P ∩Q ≤ Q für alle P,Q ∈ P.

Ein Fächer in Dimension Zwei

Zum Beispiel ist die Menge der konvexen Hüllen aller
Seiten einer Triangulierung ein polyedrischer Komplex.

Definition 5.1.3 (Fächer). Ein Fächer in Rd ist ein poly-
edrischer Komplex P, in dem alle Elemente polyedrische
Kegel sind.

Ein Fächer P ist vollständig, wenn er Rd überdeckt.
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Definition 5.1.4 (Normalenfächer). Sei P ein Polyeder
im Rd, und sei F ≤ P eine Seite von P. Dann ist

NP(F) :=
{

ψ ∈ (Rd)∗ : F = F < P
}

ein polyedrischer Kegel, der Normalenkegel von F in P im
Rd.

NP

P

Normalenfächer eines 5-Ecks Für einen Punkt p ∈ P ist

NP(p) :=
{

ψ ∈ (Rd)∗ : ψ(p) ≤ ψ(p ′) ∀p ′ ∈ P
}

.

der Normalenkegel von p in P.
Ist [p] der Träger von p in P, so ist natürlich NP(p) =

NP([p].
Die Menge

NP := {NP(F) : F ≤ P }

heißt Normalenfächer von P.
Zwei Polytope P und P ′ sind normalen-äquivalent, wenn

P ∼ P ′ : ⇐⇒ NP = NP ′ .
Zwei normalen-äquivalente 5-Ecke

5.2 Das Sekundärpolytop
Für eine reguläre Triangulierungen gibt es im allgemei-
nen viele äquivalente Höhenfunktionen, die diese Trian-
gulierung erzeugen. In diesem Abschnitt werden wir die
Äquivalenzklassen genau identifizieren.

5.2.1 GKZ-Vektoren
Wir definieren zunächst eine Zuordnung von Triangulie-
rung einer Multimenge A zu Vektoren in RA.

Definition 5.2.1 (GKZ-Vektor). Sei A eine Multimenge
im Rd, und sei T eine Triangulierung von A.

Dann ist

φA(T) :=
∑
a∈A

∑
S∈T;a∈S

vol(S) ea

der Gelfand-Kapranov-Zelevinsky-Vektor von T .

Definition 5.2.2 (Sekundärpolytop). Sei A eine Multi-
menge im Rd. Dann heißt

Σ(A) := conv { φA(T) : T Triangulierung von A } ⊂ RA

das Sekundärpolytop von A.
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5.2.2 Der Sekundärfächer
Den Zusammenhang mit regulären Triangulierungen lie-
fert die folgende Betrachtung. Sei A eine Multimenge im
Rd und T eine Triangulierung von A. Wir betrachten nun
einen beliebigen Höhenvektor α ∈ RA. Dann existiert ei-
ne eindeutige auf Simplizes in T affine Abbildung g�;T
auf convA, die ddie Höhenfunktion a 7→ α(a) erweitert.
Mit anderen Worten:

g�;T :
{

convA → R;∑
s∈S;S∈T λss 7→ ∑

s∈S;S∈T λsα(s).
Die stückweise lineare, konvexe

Funktion induziert von einem
Höhenvektor

Das heißt: Man vergißt alle Höhen auf Punkten, die
nicht in T vorkommen, hebt alle übrigen Punkte ent-
sprechend α an und bildet die konvexen Hüllen entspre-
chend den Simplizes in T .

Der Clou ist nun, daß man der Funktion g�;T ansehen
kann, ob α eine Höhenfunktion ist, so daß T = T(A, α).
Wann ist das der Fall? Da die Menge der Simplizes in
T(A, α) die Menge der unteren Facetten eines (konvexen)
Polytops mit Ecken (a, α(a)) für a ∈ A ist, ist für x ∈
convA der Funktionswert g�;T(A;�)(x) genau der Punkt
in conv { (a, α(a)) : a ∈ A } direkt „über“ x. Der Graph der
Funktion g�;T(A;�) beschreibt also den (geometrischen)
Simplizialkomplex der konvexen Hüllen der unteren Sei-
ten von P. Also ist insbesondere g�;T(A;�) stückweise
linear und (sonst) strikt konvex, und für jeden Punkt
b ∈ A, der in T nicht vorkommt, gilt g�;T (b) ≤ α(b).

Umgekehrt: wenn g�;T diese Eigenschaften hat, so ist
T regulär mit Höhen g�;T (a) für a ∈ A.

Definition 5.2.3 (Konvexe Funtion). Ein Funktion f :
convA → R heißt konvex, wenn

f(tx+(1−t)) ≤ tf(x)+(1−t)f(y) ∀t ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ convA.

Wenn die Funktion f auf jedem Simplex einer Trian-
gulierung T affin ist und

f(tx + (1 − t)) < tf(x) + (1 − t)f(y)

∀t ∈ (0, 1) ∀x ∈ conv S\ conv S ′, y ∈ conv S ′\ conv S, S, S ′ ∈ T,
(5.1)

so nennen wir f streng konvex außerhalb von Simplizes
in T .

Wir stellen diese Eigenschaften in einem Lemma zu-
sammen:

Lemma 5.2.4 (Grundlegende Eigenschaften von g�;T ).
Die Funktion g�;T hat folgende Eigenschaften:
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(i) T ist genau dann regulär, wenn ein α ∈ RA existiert,
so daß g�;T außerhalb von Simplizes in T strikt kon-
vex ist.

(ii) Wenn T = T(A, α) eine reguläre Triangulierung von A
ist, dann ist g�;T ≤ g�;T ′ für alle Triangulierungen T ′

von A.

(iii) Für T = T(A, α) und T ′ = T(A, α ′) gilt:

g�;T = g�;T ′ ⇐⇒ T = T ′.

Beweis. Übungsaufgabe.

Diese Überlegungen motivieren die folgende Definiti-
on:

Definition 5.2.5 (Sekundärfächer). Sei A eine d-dimen-
sionale Multimenge im Rd.

Für eine Triangulierung T sei

CA(T) :={
α ∈ RA : g�;T konvex, g�;T (a) ≤ α(a) ∀a /∈

⋃

S∈T
S
}
.

Der Sekundärfächer von A ist gegeben durch

CA := { CA(T) : T Triangulierung von A } .

Lemma 5.2.6 (Grundlegende Eigenschaften von CA).
CA hat folgende Eigenschaften:

(i) Wenn ein α ′, für das T ′ = T(A, α ′) eine Triangulie-
rung ist, nicht im Sekundärkegel CA(T) der regulären
Triangulierung T = T(A, α) liegt, so gilt

g� ′;T > g� ′;T ′ .

(ii) Für reguläre Triangulierungen T, T ′ von A gilt:

CA(T) = CA(T ′) ⇐⇒ T = T ′.

(iii) Für jede nicht reguläre Triangulierung T von A gilt:

relint CA(T) = ∅.

Beweis. Übungsaufgabe.
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Da für jede Höhenfunktion α in allgemeiner Lage T(A, α)
eine Triangulierung ist, liegt α wenigstens in CA(T(A, α)).
Da jedes α ′ beliebig nahe an einem α in allgemeiner Lage
liegt, überdecken die abgeschlossenen Kegel CA den RA.

Daß CA ein Fächer ist, wird im Beweis des folgenden,
großartigen Satzes gleich miterledigt.

In der Formulierung identifizieren wir RA mit (RA)∗

auf die übliche Weise mithilfe des Skalarproduktes durch

RA 3 α 7→ 〈α, ·〉 ∈ (RA)∗.

Theorem 5.2.7 (Gel’fand, Kapranov & Zelevinsky [5]).
Der Normalenfächer des Sekundäpolytops ist gleich dem
Sekundärfächer.

Wir führen den Beweis nach [2].

Beweis. Sei T eine Triangulierung von A.
CA(T) ⊆ N�(A)(φA(T)). Sei α ∈ CA(T). Wir zeigen, daß

〈α,φA(T)〉 ≤ 〈α,φA(T ′)〉

für alle Triangulierungen T ′ von A.
Da nach Definition von CA(T)

g�;T (x) ≤ g�;T ′(x)

für alle Triangulierungen T ′ von A gilt, wissen wir∫
x∈convA

g�;T (x) dx ≤
∫
x∈convA

g�;T ′(x)dx. (5.2)

Da g�;T stückweise linear ist, können wir die Integrale
ausrechnen. Für eine beliebige Triangulierung T ′ von A
gilt:∫

x∈convA
g�;T ′(x) dx =

∑
S∈T ′

∫
x∈convS

g�;T ′(x)dx

=
∑
S∈T ′

vol(conv S) 1
d+1

∑
s∈S

g�;T ′(s)︸ ︷︷ ︸
=�(s)

= 1
d+1

∑
a∈A

α(a)
∑

S∈T ′;a∈S
vol(conv S)

= 1
d+1〈α,φA(T ′)〉.

Diese Formel zusammen mit (5.2) ergibt

〈α,φA(T)〉 ≤ 〈α,φA(T ′)〉

für alle Triangulierungen T ′ von A.
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CA(T) ⊇ N�(A)(φA(T)). Diese Behauptung beweisen wir
indirekt. Sei α ′ nicht in CA(T) enthalten. Dann besagt
Lemma 5.2.6(i):

g� ′;T > g� ′;T ′ .

Also gilt
〈α ′, φA(T)〉 > 〈α ′, φA(T ′)〉.

Also liegt α ′ nicht in N�(A)(φA(T)).

Aus den Lemmata und dem Satz dieses Abschnitts
folgt leicht:

Korollar 5.2.8. Die GKZ-Vektoren der regulären Triangu-
lierungen von A sind genau die Ecken des Sekundärpoly-
tops Σ(A).

5.3 Der spitze Sekundärfächer
Wir wollen nun die analytische Beschreibung des letzten
Abschnitts durch eine geometrische ergänzen. Hierzu
benötigen wir die sogenannten Gale-Dagramme.

5.3.1 Gale-Transformation
Für eine Multimenge A sei im folgenden n die Anzahl der
Punkte in A.

Definition 5.3.1 (Gale-Transformation). Für eine d-di-
mensionale Multimenge A im Rd betrachten wir die Ma-
trix der homogenen Koordinaten

AA :=
[

a1 a2 . . . an
1 1 . . . 1

]

∈ R(d+1)×n

Sei nun B eine Basis von ker A, d. h. eine Matrix in
Rn×(n-d-1) mit vollem Rang und

A · B = 0.

Dann heißt B eine Gale-Transformierte von AA. Die
Menge aller Zeilenvektoren B von B heißt Gale-Transfor-
mierte oder duale Vektorkonfiguration von A, und wir
schreiben

B ∈ Gale(A).

in kerA

B

in A

AA 0

in B

Ein Schema der bei der
Gale-Transformation beteiligten

Matrizen
Wir können nun noch die folgende Konstruktion vor-

nehmen, die uns ein „semi-affines“ Bild von einer Gale-
Tranformierten verschafft:

Definition 5.3.2 (Gale-Diagramm). Sei B ∈ Gale(A) und
ψ ∈ (Rn-d-1)∗ mit ψ(b) 6= 0 für alle b ∈ B mit b 6= 0.
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Dann heißt

B/ψ :={( b
 (b) , sign(ψ(b))︸ ︷︷ ︸

b= 

)

∈ (Rn-d-2)∗ × {+,−} : b ∈ B, b 6= 0
}

ein Gale-Diagramm von A, und wir schreiben

B/ψ ∈ Galeaff(A).

Die Punkte (b/ψ, +) ∈ B/ψ heißen positive (gewöhn-
lich schwarz gezeichnet), die Punkte (b/ψ,−) negative
Punkte (gewöhnlich weiß gezeichnet). Punkte b ∈ B mit
b = 0 heißen manchmal spezielle Punkte und werden
grau gezeichnet.

0

 (x) = 1

Geometrische Konstruktion des
Gale-Diagramms aus der

Gale-Transformierten

Bemerkung 5.3.3. Die Punkte in B/ψ liegen alle auf der
Hyperebene

H(ψ) :=
{

x ∈ Rn-d-1 : ψ(x) = 1
}

.

Daher können wir uns ein (n−d−2)-dimensionales Bild
von der Situation machen.

5.3.2 Darstellung von regulären Triangulierungen in affi-
nen Gale-Diagrammen

Schauen wir uns eine reguläre Triangulierung T(A, α)
einer Multimenge A an. Sei A ′ die Multimenge der gelif-
teten Punkte (a, α(a)) im Rd+1 und P ihre konvexe Hülle.

Die Addition einer affinen Funktion zu einer Höhe er-
gibt nach Definition eine affin äquivalente Punktkonfi-
guration im Rd+1. Dies ändert nichts an der Facetten-
struktur. Also gilt:

Lemma 5.3.4. Sei A eine Multimenge und α ein Höhen-
vektor aus RA. Ferner sei ψ eine affine reellwertige Funk-
tion auf Rd. Dann ist

T(A, α) = T(A, α + ψ),

d. h.
α + ψ ∼ α.

Zu S ∈ T(A, α) sei ψS die eindeutige affine Höhenfunk-
tion auf A mit ψ(s) = α(s) für alle s ∈ S. Dann ist

αS :
{
A → R,
a 7→ α(a) − ψS(a).
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Nach Konstruktion gilt

αS(a)

{
= 0 für a ∈ S,
> 0 für a ∈ S∗.

(5.3)

Ferner ist nach Lemma 5.3.4 αS ∼ α.
Es gilt sogar folgendes:

Lemma 5.3.5. Die Funktion g�;T ist genau dann strikt
konvex, wenn für alle S ∈ T eine affine Funktion ψS exi-
stiert, so daß für αS = α − ψS die Beziehung (5.3) gilt.

Nun müssen wir nur noch αS mit einer Gale-Trans-
formierten B von AA multiplizieren und die Operation
interpretieren: Betrachte

αS · B =: v ∈ Rn-d-1. (5.4)

Die Beziehungen (5.3) und (5.4) besagen, daß v eine
strikt positive Linearkombination von S∗ ⊆ B ist. Also
liegt v im Innern des von den Zeilen von B mit Indizes in
S∗ erzeugten Kegels cone S∗.

Wir sehen aber noch mehr: Sei T eine Menge von d-
Simplexen in A und sei S ∈ T .

Für ein v in Innern von cone S∗ für alle S ∈ T sei α ein
beliebiges Urbild mit α ·B = v. Für S ∈ T sei ψS wieder die
eindeutige affine Funktion auf A mit ψ(s) = α(s) für alle
s ∈ S. Dann gilt (5.3) für αS = α − ψS. Damit ist wegen
Lemma 5.3.5 g�;T strikt konvex, und es gilt

T = T(A, α) ∀α : α · B = v, v ∈
⋂

S∈T
relint cone S∗.

Es ist leicht zu sehen, daß jedes v im Rn-d-1 in minde-
stens einem Kegel cone S∗ liegt. Wir haben damit (etwas
skizzenhaft) folgendes Theorem bereits bewiesen:

Theorem 5.3.6 ([2]). Sei A eine Multimenge im Rd und
B eine Gale-Transformierte von A. Ferner sei v ∈ Rn-d-1,
so daß v nicht im Rand des Kegels cone U für alle U ∈
( B
n-d-1

)

liegt.
Dann ist

T(v) :=
{

S ∈
( A
d+1

)

: v ∈ cone S∗
}

eine reguläre Triangulierung von A.
Ferner gilt

T(v) = T(A, α) ⇐⇒ α · B = v.
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Die folgende Definition erlaubt eine weitere Umformu-
lierung:

Definition 5.3.7 (Spitzer Sekundärfächer). Der abge-
schlossene Kegel

C ′B(T) :=
⋂

S∈T
cone BS∗

heißt spitzer Sekundärkegel.
Der Fächer

C ′B =
⋃ {

C ′B(T) : T Triangulierung von A
}

heißt spitzer Sekundärfächer von A.

Der Name ist gerechtfertigt durch folgendes Theorem,
das aus den gleichen Überlegungen wie das vorige folgt:

Theorem 5.3.8 ([2]).

α ∈ CA(T) ⇐⇒ α · B ∈ C ′B(T).

5.4 Ein Beispiel
In diesem Abschnitt wollen wir alle regulären Triangu-
lierungen eines Sechsecks bestimmen. Also d = 2 und
n = 6. Die Koordinaten seien

A := {(−1, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0), (0,−1), (−1, −1)}

Wir fassen diese Menge zunächst als Spalten einer
Matrix AA auf.

AA =





−1 0 1 1 0 −1
0 1 1 0 −1 −1
1 1 1 1 1 1



 .

Wir berechnen dann (z. B. mit Mathematika) eine Gale-
Tranformierte B ′. Deren Spalten bilden eine Basis des
Kerns von AA.

B ′ =

















−2 −2 −1
2 3 2

−1 −2 −2
0 0 1
0 1 0
1 0 0

















.

Gale-Transformierte von A
Die Zeilen dieser Matrix definieren Vektoren im R3.

Um ein zweidimensionales Bild zu erhalten (und aus an-
deren Gründen . . . ), addieren wir die Differenz der er-
sten und der zweiten Spalte zur dritten Spalte.

B =

















−2 −2 −1
2 3 1

−1 −2 −1
0 0 1
0 1 −1
1 0 1

















.

Eine nützliche Transformation

Es gilt A · B = 0. Die Menge B ist nun die Menge der
Zeilen von B.

Für ψ = (0, 0, 1) ist B/ψ dann:

B/ψ = {{2, 2, −}, {2, 3, +}, {1, 2, −}, {0, 0, +}, {0,−1,−}, {1, 0, +}}.



36 Sekundärpolytop und Sekundärfächer

Wir wollen die Triangulierung bestimmen, die zum
„Mittelpunkt“ M dieses Gale-Diagramms gehört. Dazu
ermitteln wir:

M ∈ relint cone{1, 3, 5},

M ∈ relint cone{1, 2, 3},

M ∈ relint cone{3, 4, 5},

M ∈ relint cone{1, 5, 6}.

Ferner liegt M nicht im Rand irgendeines anderen posi-
tiven Kegels in B.

1

2
6

3
5

6

4 4

3

2

1

5

Die reguläre Triangulierung eines
6-Ecks gegeben durch den

„Mittelpunkt“ des Gale-Diagramms
Also ist

T(M) = {{2, 4, 6}, {4, 5, 6}, {1, 2, 6}, {2, 3, 4}}.
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Abbildung 5.13: Die positiven Kegel aller möglichen Basen S∗ ∈
( B
n-d-1

)

des Gale-
Diagramms eines Sechsecks
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Mit ein bißchen Mühe (Abbildung 5.13) erarbeitet man
sich die Zerlegung des Gale-Diagramms durch den spit-
zen Sekundärfächer.

1

2

4

6

53

Die durch den spitzen
Sekundärfächer induzierte

Zerlegung des „positiven“ Teils des
affinen Gale-Diagramms eines

6-Ecks

Wir sehen auf der positiven Seite 4 Zellen, die nicht
auf der negativen Seite erscheinen. Ferner existieren
die analogen 4 Zellen auch auf der negativen Seite. Zu-
sätzlich gibt es 6 Zellen, die sowohl auf der positiven als
auch auf der negativen Seite liegen. Das macht zusam-
men 14 maximale Zellen. Also hat unser Sechseck 14
reguläre Triangulierungen.
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bistellare Operationen 6
In diesem Kapitel werden wir bistellare Operationen zwi-
schen regulären Triangulierungen verstehen.

6.1 Kokreise
Kokreise in einer Multimenge A geben an, wie man Amit
Hyperebenen in positive und negative Punkte aufteilen
kann.

Definition 6.1.1 (Kokreis). Sei A eine d-dimensionale
Multimenge. Ferner sei HF die vom (d−1)-Simplex F ⊆ A
aufgespannte Hyperebene im Rd. H+

F und H-
F seien die

beiden durch HF bestimmten offenen Halbräume des Rd.
Definiere

Z∗F := A ∩HF,

(Z∗F)
+ := Z∗F ∩H+

F ,

(Z∗F)
- := Z∗F ∩H-

F .

Dann heißt Z∗F ein Kokreis von A induziert von F mit
Positivteil (Z∗F)

+ und Negativteil (Z∗F)
-.

 F

F

HF

H+F

H-F

Ein durch ein d - 1-Simplex
induzierter Kokreis mit blauem
Postiv- und rotem Negativteil

Während uns die Kreise die Information geben, wel-
che Simplizes sich unzulässig schneiden, geben Kokrei-
se uns u. a. die Information, welche (d − 1)-Simplizes in
Facetten von A liegen.

Lemma 6.1.2. Ein (d − 1)-Simplex F liegt genau dann in
einer Facette von A, wenn ein Kokreis Z∗ in A existiert mit

F ∩ Z∗ = ∅, und (Z∗)- = ∅.

F
 F

H-FH+F

HF
Das Komplement eines positiven

Kokreises ist eine Facette
Beweis. Die Behauptung folgt aus der Definition einer
Facette.

6.2 Beispiele für Kokreise
Wir handeln zunächst die niedrigdimensionalen Fälle ab.

6.2.1 Dimension Null
In Dimension Null gibt es keine Kokreise.
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6.2.2 Dimension Eins
In Dimension Eins bestimmt jeder Punkt in A einen Ko-
kreis mit Positivteil „Punkte zur rechten“ und Negativteil
„Punkte zur linken“. Alle Kopien desselben Punktes be-
stimmen denselben Kokreis.

Die Kokreise in Dimension Eins
entsprechen den

unterschiedlichen Punkten

6.2.3 Dimension Zwei
Hier sind die Kokreise bestimmt durch die Geraden, die
durch mindestens zwei Punkte gehen. Die Punkte in
den zwei offenen Halbräumen bestimmen Positiv- und
Negativteil des Kokreises.

Die Kokreise Dimension Zwei
entsprechen den Geraden durch

mindestens zwei verschiedene
Punkte.

6.3 Kokreise im Gale-Diagramm
Sei F ein (d − 1)-Simplex in A. Ist ψF ein lineares Funk-
tional in (Rd)∗ mit ψF(a) = 0 für alle a ∈ F, so ist der Posi-
tivteil bzw. Negativteil von Z∗F gegeben durch die Menge
aller Punkte in A, für die ψF echt größer bzw. kleiner
als Null ist. Das lineare Funktional kann man sich als
Zeilenvektor ψF vorstellen mit ψF · a = 0 für alle a ∈ F.

Schauen wir uns nun eine Gale-Transformierte B von
A an. Die Punkte aus A stellen wir wieder in homoge-
nen Koordinaten als Spalten einer Matrix A dar, ebenso
betrachten wir die Vektoren von B als Zeilen einer Ma-
trix B mit A · B = 0. Den zu a ∈ A gehörenden Vektor in
B nennen wir ba.

Einen Kokreis Z∗ in B können wir uns nach der obigen
Überlegung vorstellen als einen Spaltenvektor ψ mit b ·
ψ = 0 für alle b ∈ F.

Einen Kreis Z in A können wir darstellen als einen
Spaltenvektor λ aus dem Kern von A mit λa = 0 für alle
a ∈ A\Z.

Genaues Hinsehen liefert das folgende Theorem:

 
�

in kerA

B
in B

in A

AA 0 0

Kokreise in der
Gale-Transformierten als

Spaltenvektoren  und Kreise in der
Multimenge als Spaltenvektoren �

Theorem 6.3.1 (Kreis-Kokreis-Dualität). Sei A eine d-
dimensionale Multimenge mit n Punkten, uns sei B eine
Gale-Transformierte von A. Dann entsprechen die Kreise
in A genau den Kokreisen in B. Genauer gilt:

(i) Sei ψ ein Spaltenvektor in Rn-d-1, der einen Kokreis
in B induziert, d. h. für den die Menge aller b ∈ B mit
b · ψ = 0 mindestens n − d − 2 linear unabhängige
Elemente hat. Setze

λ := B ·ψ,

Z := { a ∈ A : λ 6= 0 } ,

Z+
 := { a ∈ A : λ > 0 } ,

Z-
 := { a ∈ A : λ < 0 } ,
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Dann ist Z ist ein Kreis in A mit Positivteil Z+
 und

Negativteil Z-
 .

(ii) Sei λ ein Spaltenvektor in Rn, der einen Kreis in A
induziert, d. h. λ liegt im Kern von A mit inklusions-
minimalen Support. Wähle ein

ψ� ∈ B-1(λ)

und setze

Z∗� := {b ∈ B : b ·ψ� 6= 0 } ,

(Z∗�)
+ := { b ∈ B : b ·ψ� > 0 } ,

(Z∗�)
- := { b ∈ B : b ·ψ� < 0 } .

Dann ist Z∗� ein Kokreis in B mit Positivteil (Z∗�)
+ und

Negativteil (Z∗�)
-.

Beweis. (i) Wegen A · B = 0 ist A · λ = 0. Wir müs-
sen nur noch zeigen, daß es keine echte affine abhän-
gige Teilmenge von Z gibt. Angenommen, es gibt ei-
ne abhängige Teilmenge Z ⊆ Z . Sei λZ der zugehörige
Spaltenvektor aus dem Kern von A. Betrachte einen be-
liebigen Spaltenvektor ψZ aus B-1(λZ). Dann impliziert
b · ψ = 0 auch b · ψZ = 0 für b ∈ B. Nach Definition eines
Kokreises gilt diese Gleichheit für mindestens n − d − 2
linear unabhängige Elemente b ∈ B. Dadurch ist aber
die Menge aller b ∈ B für die b ·ψZ = 0 bereits festgelegt,
und wir haben

b ·ψZ = 0 ⇐⇒ b ·ψ = 0.

Daraus folgt aber Z = Z , was zu zeigen war.
(ii) Natürlich definiert ψ� eine Hyperebene H� im Rn-d-1.

Wir müssen noch zeigen, daß mindestens n − d − 2 line-
ar unabhängige Vektoren aus B auf dieser Hyperebene
liegen, d. h. b · ψ� = 0 für mindestens n − d − 2 linear
unabhängige Vektoren in B. Sie Z der durch λ defi-
nierte Kreis. Dann ist ba · ψ� = 0 für alle a ∈ A\Z� und
ba ·ψ� 6= 0 für alle a ∈ Z�. Also spannen genau die ba mit
a ∈ A\Z� den Kern von ψ�, aufgefaßt als Abbildung von
Rn-d-1 nach R, auf. Der hat Dimension n − d − 2, und
somit folgt die Behauptung.

Man kann die Kokreise im Gale-Diagramm prima ab-
lesen: Man betrachtet zunächst die Aufteilung der Punk-
te durch alle möglichen Hyperebenen durch mindestens
n − d − 2 affin unabhängige Punkte. Dann modifiziert
man die Einteilung, indem alle negativen Punkte „die
Seite wechseln“.

1
2 5

3 4

1 2 3 4 5

Ein Kreis im Fünfeck und der
zugehörige Kokreis im

Gale-Diagramm
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6.4 Flips im Gale-Diagramm
Wir wollen die Kreis-Kokreis-Dualität nutzen, um in der
Darstellung regulärer Triangulierungen im Gale-Diagramm
bistellare Operationen (Flips) wiederzufinden.

Theorem 6.4.1 (Flips im Gale-Diagramm). Sei A eine
d-dimensionale Multimenge, und sei B eine Gale-Transfor-
mierte von A. Ferner sei T eine reguläre Triangulierung
von A und T∗ :=

⋂

S∈T cone S∗ der zugehörige Kegel in der
Gale-Transformierten. Für eine Facette F von T∗ sei Z∗F der
induzierte Kokreis. Der an F zu T∗ benachbarte Kegel sei
(T ′)∗ und T ′ sei die zugehörige Triangulierung.

Dann induziert der zu Z∗F duale Kreis ZF einen Flip in T
nach T ′.

1
2 5

3 4

1 2 3 4 5T (v)

T(v ′)
Z+

Z- (Z∗)+(Z∗)-

v v ′
Flip

Ein Flip in einer Triangulierung eines
Fünfecks, dargestellt im

Gale-Diagramm

Sekundärkegel

3

4

5

31 2

4

5

3

4

5

21

1

2

Ein degenerierter Flip, dargestellt
im Gale-Diagramm

Beweisskizze. Die Simplizes S aus T\T ′ sind genau von
der folgenden Form: S∗ enthält zunächst n−d−2 Punkte
auf der von F aufgespannten Hyperebene, in deren Ke-
gelhülle F liegt. Außerdem enthält S∗ einen Punkt im
offenen positiven Halbraum H+

F , also genau einen Punkt
aus dem Positivteil von Z∗F und keinen Punkt aus dem
Negativteil von Z∗F. Also enthält S alle Punkte aus dem
Negativteil und alle bis auf einen aus dem Postivteil des
dualen Kreises ZF. Also induziert genau die Simplizes in
T\T ′ die Triangulierung T+(ZF) auf ZF.

Analog induzieren die Simplizes in T ′\T auf ZF die Tri-
angulierung T-(ZF). Somit definiert ZF einen Flip von T
nach T ′.

Bemerkung 6.4.2. Die Link-Bedingung muß nicht ge-
prüft werden, da nachgewiesen wurde, daß T und T ′ Tri-
angulierungen sind, die sich nur auf dem Stern von ZF
unterscheiden.

Wir fassen zusammen und ziehen einige Folgerungen.

Theorem 6.4.3. Sei A eine d-dimensionale Multimenge.
Dann gilt für die Menge aller regulären Triangulierun-

gen von A:

(i) Die regulären Triangulierungen entsprechen genau
den Ecken des Sekundärpolytops.

(ii) Zwei reguläre Triangulierungen unterscheiden sich
genau dann durch eine bistellare Operation, wenn
sie im Sekundärpolytop durch eine Kante verbunden
sind.

(iii) Der Graph aller regulären Triangulierungen ist (n −
d − 1)-zusammenhängend.
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6.5 Bericht: Algebraische Interpretation des Sekun-
därpolytops

Wir betrachten eine Menge A von Monomen xz := xz11 . . . xzdd
in d Variablen. Sei CA der Raum aller Polynome mit
komplexen Koeffizienten, deren Monome alle in A lie-
gen, d. h. alle anderen Terme haben Koeffizienten iden-
tisch Null. Für xz ∈ A sei v(xz) := z = (z1, . . . , zd) der
zugehörige Gitterpunkt in Rd.

Sei nun A die Menge der Punkte v(xz) mit xz ∈ A.
Die A-Diskriminante ∆A(f) eines Polynoms

f =
∑
xz∈A

azxz ∈ CA

ist ein Polynom in den Koeffizienten az von f, das ver-
schwindet, wenn f eine d-fache Wurzel x mit xi 6= 0 für
i = 1, . . . , d.

Die A-Resultante RA(f1, . . . , fm) von f1, . . . , fm ist ein
Polynom in den Koeffizienten a1;z, . . . , am;z von f1, . . . , fm,
das verschwindet, wenn f1, . . . , fm eine gemeinsame Wur-
zel haben.

Die prinzipale A-Determinante EA(f) von f ist die fol-
gende A-Resultante, aufgefaßt als Polynom in den Koef-
fizienten az von f:

EA(f) := RA

(

x1
∂f
∂x1

, . . . , xd
∂f
∂xd

, f
)

.

Das Newton-Polytop von f ist die konvexe Hülle

N(f) := conv { v(xz) : xz ist ein Monom in f } ⊂ Rd

der Gitterpunkte, die zu den Monomen in f gehören.
Der überraschende Zusammenhang ist nun der fol-

gende:

Theorem 6.5.1 ([5]). Das Newton-Polytop der prinzipa-
len A-Determinante ist gleich dem Sekundärpolytop vonA.

Wir können in diesem Rahmen nur ein kleines Bei-
spiel angeben:

Beispiel 6.5.2. Sei A = {1, x, x2}. Dann ist A = {0, 1, 2}
eine Menge von Gitterpunkten im R. Ein Polynom in CA
hat die Form f = ax2 + bx + c. Die Diskriminante von f
ist b2 − 4ac.

Die prinzipale A-Determinante ist gegeben durch

EA = ac(b2 − 4ac) = ab2c − 4a2c2.
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Deren Newton-Polytop ist also

N(EA) = conv{(1, 2, 1), (2, 0, 2)}.

Auf der anderen Seite hat A genau zwei Triangulie-
rungen {01, 12} und {02}. Deren GKZ-Vektoren sind

φA({01, 12}) = (1, 2, 1),

φA({02}) = (2, 0, 2).



Die Tamari-Halbordnung 7
In diesem Kapitel werden wir uns mit einer zusätzlichen
Struktur auf der Menge aller Triangulierungen eines n-
Ecks beschäftigen: der Tamari-Halbordnung.

7.1 Geometrische Idee
Im folgenden sei C(n) ein n-Eck, dessen Ecken gegen
den Uhrzeigersinn durchnumeriert sind.

Die Idee für eine Halbordnung auf Triangulierungen
von C(n) ist die folgende: Die Kantenflips in einer Trian-
gulierung eines n-Ecks können als eine „Rotation“ einer
Kante e angesehen werden. Eine Rotation ist zulässig,
wenn die durch e aufgespannte Gerade während der Ro-
tation die Kante {1, n} nicht schneidet.

Man beobachtet, daß jeder Kantenflip einer eindeu-
tigen zulässigen Rotation und einer eindeutigen unzu-
lässigen Rotation entspricht. Man kann nun einen Auf-
wärtsflip definieren als einen Kantenflip, dessen zuläs-
sige Rotation gegen den Uhrzeigersinn gerichtet ist; ent-
sprechend ist ein Abwärtsflip ein Kantenflip mit Rotati-
on im Uhrzeigersinn.

2
1

3

4
5

6 7
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8

Wurzelkante
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Wurzelkante

Ein Flip ist aufwärtsgerichtet, wenn
der Kantenflip durch eine zulässige

Kantendrehung gegen den
Uhrzeigersinn induziert wird

Dies induziert eine Relation auf der Menge aller Tri-
angulierungen:

T ≺ T ′ : ⇐⇒ T
Aufwärtsflip

−→ T ′.

Daß diese Relation eine Halbordnung definiert, liegt
daran, daß keine Zykel

T1 ≺ T2 ≺ · · · ≺ T1

existieren, wie wir im folgenden sehen werden.

7.2 Einige Begriffe aus der Ordnungstheorie
Wir machen einen kleinen Ausflug in die Theorie der
Halbordnungen [12, Chapter III].

Definition 7.2.1 (Halbordung). Eine Halbordnung auf
einer endlichen Menge S ist eine binäre Relation „≤“
auf S, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Das heißt:

(i) x ≤ x für alle x ∈ S,
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(ii) x ≤ y und y ≤ x impliziert x = y,

(iii) x ≤ y und y ≤ z impliziert x ≤ z.
Das Paar S := (S,≤) wird halbgeordnete Menge oder

wieder Halbordnung genannt.
Definition 7.2.2 (Transitiver Abschluß). Es sei „<“ ei-
ne irreflexive, antisymmetrische, azyklische binäre Re-
lation auf einer endlichen Menge S, d. h.

(i) x 6< x für alle x ∈ S,

(ii) x < y impliziert y 6< x,

(iii) es gibt keine zyklische Kette von Relationen x <
· · · < x.

Dann ist der transitive Abschluß „≤“ von „<“ gegeben
durch

x ≤ y : ⇐⇒ entweder x = y

oder x = x1 < x2 < . . . xr = y

für geeignete x1, . . . , xr ∈ S.

Lemma 7.2.3. Der transitive Abschluß einer irreflexiven,
antisymmetrischen, azyklischen binäre Relation ist eine
Halbordnung.

Beweis. Übungsaufgabe.

Definition 7.2.4 (Grundbegriffe). Sei S = (S,≤) eine
Halbordnung.

Eine Kette in S = (S,≤) ist eine totalgeordnete Teil-
menge von S. Ihre Länge ist die Anzahl der Elemente
minus Eins.Eine Kette der Länge Drei

Das Intervall [x, y] in S ist die Menge aller z ∈ S mit x ≤
z ≤ y, teilweise geordnet mit „≤“. Wenn [x, y] = ({x, y},≤),
dann ist y eine Überdeckung von x, und xly bezeichnet
die entprechende Überdeckungsrelation.

y

x

Das intervall [x; y] besteht aus den
roten und grünen Elementen

S ist beschränkt, wenn es ein eindeutiges minimales
und ein eindeutiges maximales Element in S gibt, d. h,
S = [0̂, 1̂] für geeignete 0̂ und 1̂ in S. S\{0̂, 1̂} ist der eigent-
liche Teil von S.

Eine beschränkte Halbordnung S ist gradiert, wenn
all maximalen Ketten die gleiche Länge haben. Dann
existiert eine Rangfunktion auf S, die jedem x ∈ S den
Rang von x, d. h. die Länge einer maximalen Kette in
[0̂, x], zuordnet. Der Rang von S ist der Rang von 1̂ in S.
S ist ein Verband, wenn es beschränkt ist und für je

zwei Elemente x und y in S sowohl eine eindeutige klein-
ste gemeinsame obere Schranke x ∨ y, der Join von x
und y, als auch eine eindeutige größte gemeinsame un-
tere Schranke x ∧ y, der Meet von x und y, existiert.
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Definition 7.2.5 (Hasse-Diagramm). Sei S = (S,≤) eine
Halbordnung. Das Hasse-Diagramm von S ist ein ge-
richteter Graph G = (S,A) mit (x, y) ∈ A genau dann,
wenn xl y.

Eine beschränkte Halbordnung mit
rotem eigentlichen Teil

Rang 0
Rang 1

Rang 2
Rang 3

Eine gradierte Halbordnung

Ein Verband

Definition 7.2.6 (Ordnungserhaltende Abbildung). Ei-
ne Abbildung von Halbordnungen f : P → Q heißt ord-
nungserhaltend, wenn x ≤ y in P impliziert, daß f(x) ≤
f(y) in Q.

Eine bijektive ordnungserhaltende Abbildung f : P →
Q, deren Umkehrung auch ordnungserhaltend ist, heißt
Isomorphismus von Halbordnungen, und wir schreiben
P ∼= Q.

Eine ordnungserhaltende bikektive
Abbildung, deren Umkehrung nicht

ordnungserhaltend ist

7.3 Drei Definitionen
In diesem Abschnitt werden wir drei äquivalente Defini-
tionen der Tamari-Halbordung kennenlernen. Die erste
ist die Originaldefinition in der Arbeit von TAMARI [13].

Definition 7.3.1 (Binärklammerungen/Assoziativität).
Sei Tn die Menge aller vollständigen binären Klamme-
rungen eines Strings S = x0x1 . . . xn der Länge n + 1 (in-
klusive äußere Klammer). Definiere

(

(AB)C
)

<
(

A(BC)
)

für Teilstrings A, B, C von S.

Dann heißt der transitive Abschluß „≤“ von „<“ die Tamari-
Halbordnung Tn = (Tn,≤) auf Tn.

((x0x1)(((x2x3)x4)x5))

Ein Element in T5

Die folgenden beiden Definitionen haben wir schon im
ersten Kapitel kennengelernt; dort war allerdings von
einer Ordnung auf den lokalen Operationen noch keine
Rede.

Definition 7.3.2 (Binärbäume/Rotationen). Sei Bn die
Menge aller Binärbäume auf n Knoten. Definiere für B
und B ′ in Bn

B < B ′ : ⇐⇒ B ′ entsteht aus B durch Rotation nach rechts.

Der transitive Abschluß „≤“ von „<“ definiert die Halb-
ordung Bn := (Bn,≤).

Definition 7.3.3 (Triangulierungen/Kantenflips). Sei
Sn die Menge aller Triangulierungen eines n-Ecks C(n)
mit gegen den Uhrzeigersinn numerierten Ecken. Defi-
niere für T und T ′ in Sn

T < T ′ : ⇐⇒ T
Aufwärtsflip

−→ T ′⇐⇒ T ′ entsteht durch Ersetzen von{
{a, b, c}, {a, c, d}

}
durch

{
{a, b, d}, {b, c, d}

}
in einem konvexen Viereck {a < b < c < d}.
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Der transitive Abschluß „≤“ von „<“ definiert die Halb-
ordnung Sn = (Sn,≤): Zykel können nicht auftreten, da
die Summe der maximalen Ecken aller Dreiecke in einer
Triangulierung bei Aufwärtsflips stets größer wird.

Theorem 7.3.4. Es gilt:

Tn-2 ∼= Bn-2 ∼= Sn.

Beweis. Um zu zeigen, daß Bn isomorph zu Sn ist, reicht
es zu beobachten, daß die Bijektion aus Kapitel 1 ord-
nungserhaltend ist.

Aus einer Klammerung macht man einen Binärbaum
wie folgt:

• Pro Klammerpaar haben wir einen Knoten.

• Die Wurzel des linken und rechten Teilbaums ist
das äußere Klammerpaar des linken bzw. rechten
Teilstrings.

Diese Zuordnung ist offensichtlich umkehrbar und
ordnungserhaltend.

Der Binärbaum, der zu
((x0x1)(((x2x3)x4)x5)) aus T5

gehört
Man kann die Elemente von Tn zählen:

Theorem 7.3.5. Die Anzahl der Elemente in Tn ist gleich
der n-ten Catalan-Zahl

(2n
n

)

/(n + 1) [Euler, Catalan].

Skizze. Folgende Rekursionformel für die erste Behaup-
tung läßt sich leicht aus der rekursiven Struktur der
Tamari-Halbordnung herleiten:

#Tn =
n-1∑
i=1

#Ti#Tn-i-1.

Die Herleitung der geschlossenen Form erfordert einige
Geschicklichkeit im Umgang mit erzeugenden Funktio-
nen oder etwas Geduld in vollständiger Induktion.

Korollar 7.3.6. Ein n-Eck hat genau
(2(n-2)
n-2

)

/(n − 1) Tri-
angulierungen.

7.4 Die Tamari-Halbordnung ist ein Verband
In diesem Abschnitt skizzieren wir die konstruktiven Ide-
en des Beweises aus [6].

7.4.1 Rechtsklammerung
Wir wandeln eine Binärklammerung in eine Rechtsklam-
merung um, indem wir die öffnende Klammer eines Klam-
merpaares an die Stelle der „Multiplikation“ verschie-
ben, also zwischen die Faktoren.

((x0x1)(((x2x3)x4)x5))

−→
x0(x1)(x2(x3)(x4)(x5))

Die Umwandlung einer
vollständigen binären Klammerung

in eine Rechtsklammerung
Dann steht zwischen benachbarten Elementen genau

eine öffnende Klammer.
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7.4.2 Klammerfunktionen
Wir können nun ein Element aus Tn darstellen als ei-
ne Funktion, die jedem Index i ∈ [n], aufgefaßt als die
Position der öffnenden Klammer links von xi, i ∈ [n],
die Posititon der schließenden Klammer in Form des
Elementes links von ihr zuordnet. Wir definieren eine
Klammerfunktion axiomatisch wie folgt:

Definition 7.4.1 (Klammerfunktion). Eine Funktion B :
[n] → [n] heißt Klammerfunktion, wenn gilt:

(i) B(i) ≤ i für alle i ∈ [n];

(ii) i ≤ j ≤ B(i) impliziert B(j) ≤ B(i).

x0 x1 x2 x3 x4 x5) ) ))( ( ( ()(

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

Eine Klammerungsfunktion zu einer
Rechtsklammerung

Für eine Klammerfunktion B ist für alle i ∈ [n] der
Teilstsrings Bi von S definiert durch Bi := {i, . . . , B(i)}.

Spezielle Klammerfunktionen sind die konstante und
die identische Funktion:

n :
{

[n] → [n],
i 7→ n;

id :
{

[n] → [n],
i 7→ i;

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x0 (x1 (x2 (x3 (x4 (x5)))))

Die konstante
Klammerungsfunktion

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x0(x1)(x2)(x3)(x4)(x5)

Die identische
Klammerungsfunktion

Das folgende Lemma ist leicht zu sehen:

Lemma 7.4.2. Tn ist bijektiv abbildbar auf die Menge al-
ler Klammerfunktionen auf [n].

Der Einfachheit halber werden wir die Menge der Klam-
merfunktionen auf [n] wieder mit Tn bezeichnen.

7.4.3 Multiplikation
Die Multiplikation von Klammerfunktion modelliert das
Zusammenhängen zweier vollständig geklammerter Strings
zu einem neuen String.

Definition 7.4.3 (Multiplikation). Seien A : [k] → [k]
und B : [l] → [l] Klammerfunktionen, und sei n = k+l+1.
Dann ist C := A + B : [n] → [n] wie folgt definiert:

C(i) :=


A(i) für 1 ≤ i ≤ k,
n für i = k + 1,
B(i − (k + 1)) + (k + 1) für k + 2 ≤ i ≤ n.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

A B
x0 (x1 (x2))(x3 (x4)(x5))

Das Produkt von A und B
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7.4.4 Kofinale
Klammerpaare, deren schließende Klammer ganz rechts
steht, heißen Kofinale. Das äußerste kofinale Klammer-
paar in einem Teilstring Bi heißt maximale Kofinale von
Bi.

In der Sprache der Klammerfunktionen sieht das wie
folgt aus:

Definition 7.4.4 (Kofinale). Sei B : [n] → [n] eine Klam-
merfunktion und i ∈ [n].

Die maximale Kofinale von Bi ist der Teilstring Bj mit
j = min {k > i : B(k) = B(i) }.

x0 x1 x2 x3 x4 x5) ) ))( ( ( ()(

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

Die maximale Kofinale ist die
Klammer, die zum roten Pfeil gehört

7.4.5 Faktorisierung
In einer vollständigen binären Klammerung ist die Fak-
torisierung einer Klammer in zwei Faktorklammern ab-
lesbar. Dies kann man ebenfalls in der Sprache der
Klammerfunktionen ausdrücken.

Definition 7.4.5. Sei C : [n] → [n] eine Klammerfunktion
mit maximaler Kofinale Cj. Dann gibt es eine eindeutige
Faktorisierung C = A · B

A(i) :
{

[j − 1] → [j − 1],
i 7→ C(i);

B(i) :
{

[n − j] → [n − j],
i 7→ C(i + j) − j.

Eine entsprechende eindeutige Zerlegung gibt es für
alle Ci, i = 1, . . . , n.

7.4.6 Das Semi-Assoziativgesetz
Nun müssen wir nur die Operation des Umklammerns
in einem vollständig binär geklammerten String simulie-
ren. Dies geht wie folgt:

Definition 7.4.6 (Semi-Assoziativgesetz). Das Semi-
Assoziativgesetz angewendet an der Stelle i auf eine Klam-
merfunktion B : [n] → [n] ist die Transformation, die Bi
durch das Komplement der maximalen Kofinalen in Bi
ersetzt.

A )(( C)B

A )(( C )B

Bi Bj

Bj{Bji j

B(j)B(i)

i j

B(i) = B(j)

Die Anwendung des
Semi-Assoziativgesetzes entspricht
einer Umklammerung wie in der

Definition der Tamari-Halbordnung

7.4.7 Eine „neue’"Halbordnung auf Klammerfunktionen
Dieser Abschnitt ist der Witz der Konstruktion: Wir de-
finieren eine „neue“ Halbordnung auf der Menge aller
Klammerfunktionen, die mehr oder minder offensicht-
lich ein Verband ist. Natürlich wird sich später her-
ausstellen, daß diese „neue“ Halbordnung in Wahrheit
gleich der alten ist.
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Definition 7.4.7 (Intrinsische Halbordnung). Für Klam-
merfunktionen A,B : [n] → [n] definiere:

A � B ⇐⇒ Ai ⊂ Bi ⇐⇒ A(i) ≤ B(i) ∀i ∈ [n];

A ≺ B ⇐⇒ A � B und A(j) < B(j) für mindestens ein j.

In dieser Halbordnung können wir sofort den Meet
zweier Elemente definieren.

Definition 7.4.8 (Meet). Der Meet A ∧ B von Klammer-
funktionen A,B : [n] → [n] ist definiert als

(A ∧ B)(i) := min{A(i), B(i)}

Lemma 7.4.9. (Tn,�) ist eine beschränkte Halbordung
mit maximalem Element n und minimalem Element id.

Lemma 7.4.10. Für A,B ∈ Tn ist A ∧ B wieder in Tn.

Beweis. Man muß nur die beiden Axiome für Klammer-
funktionen nachprüfen.

Damit haben wir:

Korollar 7.4.11. (Tn,�) ist ein Verband.

Beweis. Dies ist folgt im allgemeinen aus den Aussagen
der Lemmata 7.4.9 und 7.4.10: Man muß zeigen, daß je
zwei Elemente eine eideutige gemeinsame obere Schran-
ke besitzen. Da (Tn,�) beschränkt ist, existiert minde-
sten eine gemeinsame obere Schranke. Annahme: es
existieren zwei minimale gemeinsame obere Schranken,
die nicht vergleichbar sind, dann ist ihr Meet auch eine
gemeinsame obere Schranke: Widerspruch.

Lemma 7.4.12. Es gilt für A,B ∈ Tn:

A � B ⇐⇒ A ≤ B.

Beweis. Man muß das Semi-Assoziativitätsgesetz anwen-
den.

Korollar 7.4.13 ([6]). Tn ist ein Verband.

Korollar 7.4.14. Die Menge aller Triangulierungen eines
n-Ecks halbgeordnet durch Aufwärtsflips ist ein Verband.





Zyklische Polytope:
Grundlagen 8
In diesem Kapitel sammeln wir Grundlagen über kom-
binatorische Eigenschaften zyklischer Polytope. Diese
werden in den folgenden Kapiteln zur Erlangung interes-
santer Ergebnisse über Triangulierungen zyklischer Po-
lytope benötigt.

8.1 Definition und Eigenschaften
In diesem Abschnitt einigen wir uns zunächst darüber,
was wir unter zyklischen Polytopen verstehen wollen.

Definition 8.1.1 (Momentenkurve). Für d ≥ 0 ist die
d-dimensionale Momentenkurve definiert als

νd :
{
R → Rd,
t 7→ (t0 : t1 : t2 : · · · : td)T .

Hierbei sind (x0 : x1 : · · · : xd) die homogenen Koordinaten
eines Punktes im d-dimensionalen affinen Raum Rd.

Definition 8.1.2 (Zyklisches Standard-Polytop). Die
d-dimensionale zyklische Standard-Punktmenge mit n Punk-
ten ist für alle n > d ≥ 0 definiert als

C(n, d) := {νd(1), νd(2), . . . , νd(n)}.

Der Punkt νd(i) wird dabei einfach mit i numeriert für
i = 1, . . . , n.

Für eine Teilmenge A ⊆ [n] schreiben wir C(A,d) für
die Menge der Punkte mit Nummern in A.

Die konvexe Hülle von C(n, d) heißt d-dimensionales
zyklisches Standard-Polytop. Sie wird mit C(n, d) be-
zeichnet.

Zur Beschreibung der Facettenstruktur benutzen wir
den Begriff der Lücke: Ein Index, der nicht in einer Teil-
menge der zyklischen Punktmenge ist.

Definition 8.1.3 (Lücken). Sei F ⊆ C(n, d) eine Teilmen-
ge der Ecken des zyklischen Standard-Polytops C(n, d).

Ein Element i ∈ C(n, d)\F heißt Lücke von F in C(n, d).
Eine Lücke i von F in C(n, d) heißt gerade, wenn

# { j ∈ F : j > i } ≡ 0 mod 2,

ansonsten ungerade.
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Leicht zu sehen ist die folgende Eigenschaft.

Lemma 8.1.4. Die Punkte in C(n, d) sind in allgemeiner
Lage, d. h. keine d+1 Punkte liegen auf einer Hyperebene
im Rd.

Das folgende Theorem ist berühmt unter dem Namen
„Gale’s Evenness Criterion“ (siehe z. B. [14]).

Theorem 8.1.5 (Facetten). Die Facetten von C(n, d) sind
genau die Teilmengen von C(n, d) mit nur geraden oder
nur ungeraden Lücken.

Mithilfe der Lücken lassen sich die Facetten noch in
zwei Klassen einteilen.

Definition 8.1.6 (Obere/untere Facetten). Die Facet-
ten mit nur ungeraden Lücken sind die oberen Facetten,
und werden mit Fu(n, d) bezeichnet. Facetten mit nur
geraden Lücken sind die unteren Facetten, und werden
mit F l(n, d) bezeichnet.

(a)

1 3 4 5 6 7 8 9

o
e
o

e e
o o

e∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗

S1
S2

2

(b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
e e

o o∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗∗
S1
S2

Eine übersichtliche Darstellung von
Lücken: Gerade Lücken sind mit e,
ungerade mit o gekennzeichnet.

Ein Sternchen bezeichnet ein
Element. Man liest ab, daß S1 (bzw.

S2) eine untere (bzw. obere)
Facette von C(9; 5) ist (a); in (b) liest

man ab, daß S1nf1; 4; 5g (bzw.
S2nf1; 4; 5g) eine untere (bzw.

obere) Facette von
C(f2; 3; 6; 7; 8; 9g; 5) ist.

Beinahe noch einfacher ist die Struktur der Kreise,
die wir hier ebenfalls nicht beweisen wollen.

Theorem 8.1.7 (Kreise). Die Kreise in C(n, d) sind genau
die alternierenden Paare (Z+, Z-) mit Kardinalität d + 2,
d. h.

Z+, Z- ⊆ C(n, d),

#(Z+ ∪ Z-) = d + 2;

sowie

Z+ = {z1, z3, . . . },

Z- = {z2, z4, . . . };

oder

Z- = {z1, z3, . . . },

Z+ = {z2, z4, . . . }.

Diese Eigenschaft ist kennzeichnend für das sogenann-
te alternierende orientierte Matroid, und dieses wollen
wir in Wahrheit untersuchen.

Definition 8.1.8 (Zyklische Punktmenge). Eine Multi-
menge im Rd mit n Punkten heißt zyklisch, wenn sie die
gleichen Kreise wie C(n, d) hat.

Definition 8.1.9 (Kreisrichtung). Die Kreise (Z+, Z-)
mit maximalem Element zd+2 in Z+ (bzw. Z-) heißen Auf-
wärtskreise (bzw. Abwärtskreise) und werden mit Z+(n, d)
(bzw. Z-(n, d)) bezeichnet.

(a)

S1
S2

1 2 3 4 5 6 7 8 9
∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗∗∗

(b)

2 3 4 5 6 7 8 9

S2

S1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗∗∗∗∗

1

Eine übersichtliche Darstellung von
unzulässigen Simplizes:

„Verbotene“ Kreise entsprechen
Zick-Zack-Pfaden der Länge d + 2,
die die Sternchen (Elemente der

Simplizes) verbinden.
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8.2 Beispiele für zyklische Polytope
Wir fahren mit Beispielen fort.

8.2.1 Dimension Null
C(n, 0) ist die Multimenge aus n Kopien des einzigen
Punktes in R0. Damit sind alle nulldimensionalen Mul-
timengen zyklisch.

8.2.2 Dimension Eins
C(n, 1) besteht aus den n Punkten 1, 2, . . . , n im R ohne
Repetitionen. Alle eindimensionalen Punktmengen ohne
Repetitionen sind zyklisch.

Die Facetten von C(n, 1) sind {1} (untere Facette) und
{n} (obere Facette).

Aufwärtskreise sind genau die Paare ({i, k}, {j}) mit i <
j < k.

Ein zyklisches Polytop in Dimension
Eins, . . .

8.2.3 Dimension Zwei
C(n, 2) sind n Punkte ohne Repetitionen in konvexer La-
ge, also die Ecken eines n-Ecks. Alle solche Punktmen-
gen sind zyklisch.

Die Facetten von C(n, 2) sind {1, n} (obere Facette) und
{i, i + 1} (untere Facetten) für 0 < i < n.

Aufwärtskreise sind genau die Paare ({j, l}, {i, k}) mit
i < j < k < l. . . . in Dimension Zwei . . .

8.2.4 Dimension Drei
C(n, 3) ist nicht mehr „universell“ in irgendeinem ver-
nünftigen Sinne.

Die oberen Facetten von C(n, d) sind die Mengen {i, i +
1, j} mit 0 < i < j − 1 < n, die unteren Facetten sind die
Mengen {i, j, j + 1} mit 1 < i + 1 < j < n.

. . . und in Dimension Drei.8.2.5 Kodimension Null
C(d + 1, d) ist ein d-Simplex.

Die oberen (bzw. unteren) Facetten sind genau die
{1, 2, . . . , î, . . . , n} mit n − i ungerade (bzw. gerade).

Kreise gibt es keine.

8.2.6 Kodimension Eins
C(d + 2, d) ist ein „Kreis“ in Dimension d.

Das heißt, es gibt genau zwei (entgegengesetzt orien-
tierte) Kreise in C(d + 2, d). Der Aufwärtskreis ist gege-
ben durch den Positivteil {. . . , d, d + 2}, der Abwärtskreis
durch den Positivteil {. . . , d − 1, d + 1}.
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8.3 Höhere Stasheff-Tamari-Halbordnungen
In diesem Abschnitt werden wir die beiden Verallgemei-
nerungen der Tamari-Halbordnung auf höhere Dimen-
sionen kennenlernen.

8.3.1 Die kanonische Projektion
Die folgende Abbildung liefert einen einfachen Zusam-
menhang zwischen zyklischen Punktmengen verschie-
dener Dimension.

Definition 8.3.1 (Kanonische Projektion). Diejenige Ab-
bildung zwischen zyklischen Polytopen, die die letzte Ko-
ordinate vergißt, also

pn;d :
{
C(n, d) → C(n, d − 1),

νd(i) 7→ νd-1(i),

heißt kanonische Projektion.

C(n; d+ 1)

C(n; d)

p

Die kanonische Projektion

8.3.2 Der charakteristische Schnitt
Haben wir bereits eine Triangulierung eines zyklischen
Polytops gegeben, so können wir sie uminterpretieren
als eine stückweise lineare Hyperfläche in einer Dimen-
sion höher. Die genaue Formulierung lautet wie folgt:

Definition 8.3.2 (Charakteristischer Schnitt). Sei T
eine Triangulierung von C(n, d). Dann heißt die eindeu-
tige Abbildung

T : C(n, d) → C(n, d + 1)

mit

• pn;d+1 ◦ T = idC(n;d),

• T ist affin auf Simplexen in T ,

der charakteristische Schnitt von T in C(n, d + 1).T

T

T

Der charakteristische Schnitt

8.3.3 Aufwärtsflips
Nun wird unsere Einteilung der Kreise in Aufwärts- und
Abwärtskreise gerechtfertigt.

Definition 8.3.3 (Fliprichtung). Sei T ∈ S(n, d). Ferner
sei Z ein Kreis in C(n, d) mit

T-(Z) ⊆ T.

Dann heißt die Operation

T 7→ T ′ := T\T-(Z) ∪ T+(Z)

ein Aufwärtsflip (bzw. ein Abwärtsflip), wenn Z ein Auf-
wärtsflip (bzw. ein Abwärtsflip) ist.
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Der Zusammenhang mit oberen und unteren Facet-
ten ist gegebene durch die folgende alternative Beschrei-
bung:

Lemma 8.3.4. Sei T ∈ S(n, d). Ferner sei C(S̃, d + 1) ein
(d + 1)-Simplex in C(n, d + 1) mit F l(S̃, d + 1) ⊆ T . Dann ist

T 7→ T ′ := T\F l(S̃) ∪ Fu(S̃)

ein Aufwärtsflip.

S̃

T2
T1

T1 kann durch einen Aufwärtsflip S̃
in T2 überführt werden.

Beweis. Betrachte die kanonische Projektion C(S̃, d) von
C(S̃, d + 1) unter pn;d+1; wir bezeichnen sie kurz mit Z.
Diese Menge hat Kodimension Eins und ist somit ein
Kreis in C(n, d).

Wir schließen

T-(Z) =
{

Z\z+ : z+ ∈ Z+ }
=

 F ∈
( Z
d+1

)

: das größte, drittgrößte, . . .
Element von Z fehlt in F


=

{
F ∈

( Z
d+1

)

: Z\F gerade Lücke in Z
}

= F l(S̃, d + 1).

Genauso gilt T+(Z) = Fu(S̃, d + 1), und die Behauptung
ist bewiesen.

8.3.4 Zwei Halbordnungen
Nun können wir endlich zwei Halbordnungen ernten.

Definition 8.3.5 (S1(n, d)). Seien T, T ′ ∈ S(n, d). Definie-
re

T < T ′ : ⇐⇒ T
Aufwärtsflip7→ T ′.

Der transitive Abschluß von „<“ heißt erste höhere Stash-
eff-Tamari-Halbordnung, und wird mit S1(n, d) bezeich-
net.

Definition 8.3.6 (S2(n, d)). Die zweite höhere Stasheff-
Tamari-Halbordnung ist definert durch

T ≤ T ′ : ⇐⇒ T(x)d+1 ≤ T ′(x)d+1 ∀x ∈ C(n, d).

C(n; d + 1)

Der rote Schnitt ist höher als der
blaue, daher sind die zugehörigen

Triangulierungen in S2(n; d)
entsprechend geordnet

8.4 Beispiele
Wir schließen dieses Kapitel mit Beispielen.

8.4.1 Dimension Null
Die Halbordnung S12(n, 0) ist isomorph zur total geord-
neten Menge {1, 2, . . . , n}<.
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8.4.2 Dimension Eins
Eine Triangulierung von C(n, 1) ist – da es keine Mehr-
fachpunkte gibt – gekennzeichnet durch eine Auswahl
der inneren Punkte des Intervalls [1, n] := {1, 2, . . . , n},
die zur Triangulierung verwendet werden. Daher ist
S(n, 1) isomorph zur Menge aller Teilmengen von ]1, n[:=
{2, 3, . . . , n − 1}.

Ein Aufwärts-Flip ist ein Übergang zu einer Triangu-
lierung mit einem inneren Punkt weniger. Daher ist
S12(n, 1) anti-isomorph zur Halbordnung der Teilmengen
von ]1, n[ bzgl. „⊆“.Eine Darstellung von S12(6; 1)

8.4.3 Dimension Zwei
S1(n, 2) ist nach Definition gleich der Tamari-Halbordnung
Tn. Ob S2(n, 2) ebenfalls gleich der Tamari-Halbordnung
ist, ist nicht so einfach zu sehen (siehe [4]).

Eine Darstellung von S12(6; 2)

8.4.4 Kodimension Null
Es gibt nur eine Triangulierung, daher besteht S12(d +
1, d) nur aus einem Punkt, und es gibt nichts zu ordnen.

8.4.5 Kodimension Eins
Da C(d+2, d) genau einen Aufwärts- und einen Abwärts-
kreis enthält, ist S12(d+2, d) isomorph zur Totalordnung
zweier Elemente.
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In diesem Kapitel werden wir die Struktur der ersten hö-
heren Stasheff-Tamari-Halbordung (HST-Halbordnung)
klären. Dies ist ein weiterer Höhepunkt in der kombina-
torischen Theorie der Triangulierungen von Punktmen-
gen.

9.1 Die Struktur der ersten HST-Halbordnung
Anders als in den vorigen Kapiteln werden wir den we-
sentlichen Satz gleich zu Anfang präsentieren.

Theorem 9.1.1. Für alle n > d ≥ 0 ist die erste höhere
Stasheff-Tamari-Halbordnung S1(n, d) beschränkt.

Außerdem gibt es eine eineindeutige Zuordnung

Flip-Ketten in S1(n, d)
mod. Flip-Reihenfolge ←→ Triangulierungen in

S1(n, d + 1).

Eine Kette (grün) in S1(6; 1)
bestimmt eine Triangulierung von

C(6; 2)

Es ergeben sich sofort einige Folgerungen.

Korollar 9.1.2. Für alle n > d ≥ 0 gilt:

(i) Der Flip-Graph von C(n, d) ist zusammenhängend.

(ii) Die Anzahl der Simplizes in einer Triangulierung von
C(n, d) liegt zwischen der Anzahl der oberen Facetten
und der Anzahl der unteren Facetten von C(n, d + 1).

(iii) Die Länge einer maximalen Kette in S1(n, d) liegt zwi-
schen der Anzahl der oberne Facetten und der An-
zahl der unteren Facetten von C(n, d + 2).

(iv) Für gerades d haben alle Triangulierungen gleichvie-
le Simplizes.

(v) Für ungerades d haben alle maximalen Ketten in S1(n, d)
die gleiche Länge.

(vi) Für gerades d liegt der Durchmesser des Flip-Graphen
von C(n, d) zwischen

(n-d=2-2
d=2

)

und 2
(n-d=2-2

d=2
)

.

(vii) Für ungerades d ist der Durchmesser des Flip-Graphen
von C(n, d) gleich

(n-(d+1)=2-1
(d+1)=2

)

.
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9.2 Das Beweisprogramm
Schon im letzten Kapitel haben wir gesehen, daß man
einen Aufwärtsflip in einer Triangulierung einer zykli-
schen Punktmenge ansehen kann als das Ersetzen der
unteren Facetten eines (d + 1)-Simplexes durch seine
oberen Facetten.

Angenommen, wir könnten von der Triangulierung von
C(n, d) bestehend aus allen unteren Facetten von C(n, d+
1) mithilfe von Aufwärtsflips bis zur Triangulierung aus
allen oberen Facetten von C(n, d + 1) gelangen. Dann ist
plausibel, daß die dabei benutzten (d+1)-Simplizes eine
Triangulierung von C(n, d + 1) bilden.

Umgekehrt definiert eine Triangulierung von C(n, d+1)
eine Menge von Aufwärtsflips, die prinzipiell in der rich-
tigen Anordnung eine maximale Kette in S1(n, d) definie-
ren könnten.

Um zu zeigen, daß S1(n, d) beschränkt ist, werden wir
die Richtigkeit der folgenden Behauptungen zeigen.

(i) Es reicht zu zeigen, daß für jede Triangulierung T
von C(n, d) ungleich der Menge der oberen/unteren
Facetten von C(n, d + 1) ein Aufwärts-/Abwärtsflip
existiert.

(ii) Zu jeder Triangulierung T von C(n, d) konstuieren
wir eine Triangulierung δT von C(n, d + 1), die den
charakteristischen Schnitt von T als Teilkomplex
enthält.

(iii) Der sukzessive Übergang von einem Simplex S einer
Triangulierung von C(n, d) auf ein anderes S ′, das
an einer unteren Facette von S an S adjazent ist,
erzeugt keine Zykel.

(iv) Dadurch kann man durch „Abwärts-/Aufwärtssuchen“
in den Simplexen von δT „oberhalb“/“unterhalb“ von
T einen Aufwärts-/Abwärtsflip finden.

�T

T

C(n;d+ 1)

Durch die Zykelfreiheit des
Übergangs auf ein Simplex direkt

unter einem anderen in der
Triangulierung �T kann man einen

Aufwärtsflip in T finden

9.3 Konstruktionen auf zyklischen Punktmengen
Wir betrachten nun, was mit Facetten und Kreisen pas-
siert, wenn man zu zyklischen Punktmengen anderer
Parameter übergeht. Dazu betrachten wir zunächst ei-
nige Standardkonstruktionen, die aus der Theorie der
orientierten Matroide stammen.

Definition 9.3.1 (Löschung). Die (kombinatorische) Lö-
schung von n in C(n, d) ist die zyklische Punktmenge

C(n, d)\n := C(n − 1, d).
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Im folgenden benutzen wir die Notation F = {f1, f2, . . . , fd}
für die geordneten Elemente von Facetten von C(n, d);
ebenso notieren wir die geordneten Elemente eines Krei-
ses von C(n, d) mit Z = (z1, z2, . . . , zd+2).

Proposition 9.3.2. Es gelten folgende Formeln für die
Facetten von zyklischen Punktmengen verschiedener Pa-
rameter:

Fu(n + 1, d + 1) = F l(n, d) ∗ {n + 1},

F l(n + 1, d + 1) = Fu(n, d) ∗ {n + 1}

∪ { F\n ∪ {j, j + 1} : F ∈ Fu(n, d), j ∈]fd-1, n[ } ,

Fu(n − 1, d) = dellkFu(n;d)(n)(n − 1) ∗ {n − 1},

F l(n − 1, d) = delFl(n;d)(n).

n

n1

1 n + 1

n + 1

j, j + 1

Fl

Fl

Fu

Die unteren Facetten in
Fl(n + 1; d + 1) ergeben sich aus
den Facetten in F(n; d) entweder
durch Hinzufügen von n + 1 oder

durch Streichen von n und
Anhängen eines Paares j; j + 1 zu
einer oberen Facette; die unteren

Facetten in Fl(n + 1; d + 1)

entstehen durch Hinzufügen von
n + 1 zu einer oberen Facette

n1 n − 1Fu

Fl

Die oberen Facetten in
Fu(n - 1; d) ergeben sich aus
denjenigen oberen Facetten in

Fu(n; d), die n- 1 nicht enthalten,
durch Ersetzen von n durch n - 1;

die unteren Facetten in
Fl(n - 1; d) sind genau

denjenigen unteren Facetten in
Fl(n; d), die n nicht enthalten

Proposition 9.3.3. Es gelten folgende Formeln für die
Kreise von zyklischen Punktmengen verschiedener Para-
meter:

Z+(n + 1, d + 1) =
{

(Z+ ∪ {j}, Z-) : (Z+;Z-)∈Z-(n;d);
j>zd+2

}
,

Z-(n + 1, d + 1) =
{

(Z+, Z- ∪ {j}) : (Z+;Z-)∈Z+(n;d);
j>zd+2

}
,

Z+(n − 1, d) =
{

(Z+, Z-) ∈ Z-(n, d) : n /∈ Z+ ∪ Z- }
,

Z-(n − 1, d) =
{

(Z+, Z-) ∈ Z+(n, d) : n /∈ Z+ ∪ Z- }
.

Z+

Z-

j

zd+2
Die Kreise in Z(n + 1; d + 1)

ergeben sich aus den Kreisen in
Z(n; d) einfach durch Anhängen

eines Elements

Z+

Z-

n

zd+2
Die Kreise in Z(n - 1; d) ergeben

sich aus den Kreisen in Z(n; d)
einfach durch Anhängen eines

Elements

9.4 Konstruktionen auf Triangulierungen zyklischer
Punktmengen

Wie benutzen im folgenden wieder die Schreibweise S =
{s1, s2, . . . , sd+1} für die geordneten Elemente eines Sim-
plexes in einer Triangulierung von C(n, d). Zur Erinne-
rung: Die Menge aller Triangulierungen von C(n, d) be-
zeichnen wir mit S(n, d); die Schreibweise ]i, j[ bezeichnet
die Menge {i + 1, i + 2, . . . , j − 1}.

Die folgenden Konstruktionen sind Meilensteine auf
dem Weg zum Beweis von Satz 9.1.1.

Definition 9.4.1 (Extension). Sei T ∈ S(n, d). Dann
heißt

T̂ := T ∗ {n + 1} ∪ { S\sd+1 ∪ {j, j + 1} : S ∈ T, j ∈]sd, sd+1[ }

die Extension von T .

Definition 9.4.2 (Löschung). Sei T ∈ S(n, d). Dann
heißt

T\n := delT (n) ∪ dellkt(n)(n − 1) ∗ {n − 1}

die Löschung von n in T .
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Die folgende geometrische Charakterisierung von Tri-
angulierungen von Punktkonfigurationen in allgemeiner
Lage zeigt, das das Leben ohne Degeneriertheit erheb-
lich einfacher ist.

Theorem 9.4.3. Sei A ein d-dimensionale Punktkonfigu-
ration in allgemeiner Lage. Ferner sei T ⊆

( A
d+1

)

eine Men-
ge von d-Simplizes in A. Dann ist T genau dann eine
Triangulierung, wenn

(i) Das totale d-dimensionale Volumen der Menge der
Punkte in convA, die in mehr als einem Simplex aus
T liegen, ist Null Wir sagen auch, die Mehrfachüber-
deckung hat Volumen Null.

(ii) Das totale d-dimensionale Volumen der Menge der
Punkte in convA, die in weniger als einem Simplex
aus T liegen, ist Null. Wir sagen auch, die Über-
deckungslücke hat Volumen Null.

vol > 0

mehrfach überdeckt

Das d-dimensionale Volumen des
mehrfach überdeckten Bereichs

darf in einer gültigen Triangulierung
nicht größer als Null sein

nicht überdeckt

vol > 0

Das d-dimensionale Volumen des
nicht überdeckten Bereichs darf in

einer gültigen Triangulierung
ebenfalls nicht größer als Null sein

Beweis. Übungsaufgabe.

Theorem 9.4.4. Sei T ∈ S(n, d). Dann gilt für alle sinn-
vollen Parameter:

T̂ ∈ S(n + 1, d + 1),

T\n ∈ S(n − 1, d).

Beweis. Wir beweisen diesen Satz mit unterschiedlichen
Methoden. Ein rein kombinatorischer Beweis befindet
sich in [9] und in [8].

Beweis von (i). Wir zeigen für T̂ , daß die Bedingungen
(IP’) und (UP’) erfüllt sind.

Wir benutzen die folgenden Abkürzungen:

A := T ∗ {n + 1},

B := { S\sd+1 ∪ {j, j + 1} : S ∈ T, j ∈]sd, sd+1[ } .

Dann ist T̂ = A ∪ B, und wir müssen

• (IP’) für die möglichen Kombinationen von Simpli-
zes aus A und B zeigen und

• (UP’) für Facetten von Simplizes aus A und B nach-
weisen.

(IP’). Die Bedingung (IP’) für R, S ∈ A ist klar.
Wir zeigen nun Bedingung (IP’) für Simplizes R, S ∈ B.

Angenommen, es existiert ein Kreis Z ∈ Z(n + 1, d + 1)
mit Z+ ⊆ R und Z- ⊆ S. Nach Konstruktion ist

R = R ′\r ′d+1 ∪ {j, j + 1} für R ∈ T, j ∈]rd, rd+1[,

S = S\s ′d+1 ∪ {k, k + 1} für S ∈ T, k ∈]sd, sd+1[.
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O. B. d. A. ist k ≤ j und zd+3 = rd+2 = j + 1. Nach Pro-
position 9.3.3 ist Z ′ := (Z+\{zd+3}, Z-) ein Kreis in Z(n, d)
mit

(Z ′)+ ⊆ R\{j + 1},

(Z ′)- ⊆ S.

Außerdem ist
z ′d+2 ≤ k + 1 ≤ s ′d+1.

Aber dann ist

z ′d+1 < j, z ′d < k.

Mit anderen Worten:

z ′d+1 ∈ R ′, z ′d ∈ S ′.

Also können wir in Z ′ das größte Element z ′d+2 durch
das mindestens ebenso große s ′d+1 ersetzen, und wir er-
halten einen weiteren Kreis Z ′′ in Z(n, d) mit

(Z ′′)+ := (Z ′)+ ⊆ R ′,

(Z ′′)- := (Z ′)-\{z ′d+2} ∪ {s ′d+1} ⊆ S ′.

R

S

zd+3 = j + 1zd+1

zd zd+2

R ′

S ′

zd+1 = r ′d

zd = s ′d

R ′

S ′

zd+1 < j

zd < kzd+2 ≤ s ′d+2

s ′d+2

Z

Z ′

Z ′′

Die Konstruktion des Kreises Z ′′ aus
Z, der wegen der Zulässigkeit von
R ′ und S ′ nicht existieren kann,

also kann Z nicht existieren, und R
und S sind zulässig

Das widerspricht allerdings der Tatsache, daß R ′ und
S ′ aus derselben Triangulierung T in S(n, d) stammen:
Widerspruch.

Für R ∈ A, S ∈ B geht der Beweis analog.
(UP’). Dieser Beweis ist sehr mühsam und erfordert

viele Fallunterscheidungen. Wir werden an jeder Stelle,
an der eine Fallunterscheidung auftritt, nur einen Fall
exemplarisch verfolgen. Die anderen Fälle kann man
mehr oder weniger analog abarbeiten.

Sei F = {f1, f2, . . . , fd+1} mit f1 < f2 < · · · < fd+1 eine
Facette eines Simplexes S aus T̂ , also F ∈ A oder F ∈ B.
Wir verfolgen F ∈ A.

Falls F ∈ F(n + 1, d + 1) so ist nichts zu zeigen. Also
sei F keine Facette von C(n+1, d+1). Man muß nun drei
Fälle unterscheiden: Entweder

• fd+1 = n + 1, der einfachste Fall, oder

• nicht der vorige und fd+1 − fd > 1 oder

• nicht der erste Fall und fd+1 − fd = 1, der schwie-
rigste Fall.
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Wir zeigen den dritten Fall. Aus Proposition 9.3.2
kann man schließen, daß F\{fd} keine Facette von C(n, d)
ist (Übung). Die Eigenschaft (UP’) für T besagt daher,
daß ein Simplex F ′ = {f ′1, f

′
2, . . . , f

′
d+1 in T existiert mit

F\fd ⊆ F ′ und F ′ 6= F. Nun impliziert (IP’) für T , daß
entweder

f ′d+1 = fd+1 f ′d-1 = fd (∗)

oder

f ′d+1 > fd+1 f ′d-1 = fd.

Im ersten Fall ist

F ⊆ F ′\f ′d+1 ∪ {fd+1 − 1, fd+1}︸ ︷︷ ︸
6=S da n + 1 ∈ S

∈ T̂ ,

wie verlangt. Im zweiten Fall löscht man wieder das d-
te Element aus F ′ und verfährt mit F ′\{f ′d} wie oben mit
F\{fd}. Und so weiter, bis man schließlich zwangsläufig
in Fall (∗) landet.

. . . . . . . . . . . f ′d−1 : : : f ′d : : : f ′d+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . f(2)
d−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(2)

d : : : f(2)
d+1 . . . . . . . . . . . . . . . .

...

. . . . . . . . . . . f(r−1)
d−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(r−1)

d : : : f(r−1)
d+1

f ′′k : : : f ′′d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f ′′d+1

Auffinden eines benachbarten
Simplexes durch das im Text

beschriebene Verfahren

Beweis von (ii). Auch hier kann man rein kombinato-
risch vorgehen. Anschaulicher ist jedoch eine geometri-
sche Methode:

Wir betrachten die Löschung von n in C(n, d) wie folgt
als einen kontinuierlichen Prozeß: Lasse den Punkt n
in C(n, d) kontinuierlich im Zeitintervall [0, 1] entlang der
Momentenkurve auf den Punkt n−1 zugleiten, so daß er
zum Zeitpunkt 1 den Punkt n−1 erreicht. Dies liefert ei-
ne Familie Ct von zyklischen Punktmengen (als Mengen,
nicht als Multimengen betrachet) mit

C0 = C(n, d),

Ct ∼= C(n, d) ∀t ∈ [0, 1),

C1 = C(n − 1, d).

Analog definieren wir durch die Triangulierung T von
C(n, d) eine Familie von Simplizialkomplexen Tt, deren
Simplexe durch die Eckennumern der Simplexe in T und
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den zugehörigen Koordinaten der Punkte in Ct gegeben
sind.

Die Simplexe aus Tt bilden somit für alle t ∈ [0, 1) ei-
ne Triangulierung von Ct. Daher ist das totale Volumen
sowohl der Mehrfachüberdeckung als auch der Úber-
deckungslücke Null für alle t ∈ [0, 1).

Da das Volumen eine stetige Funktion der Koordina-
ten ist, sind diese Volumina auch für T1 = T\n gleich
Null. Also ist T\n eine Triangulierung von Ct = C(n −
1, d).

Die Darstellung der Löschung als
ein kontinuierlicher Prozeß

9.5 Die Stapel-Halbordnung
Im diesem Abschnitt werden wir den letzten Baustein
für den Beweis von Satz 9.1.1 liefern.

Zunächst erinnern wir an eine Standarddefinition aus
der Ordnungstheorie.

Definition 9.5.1 (Lexikographische Ordnung). Sei A
eine totalgeordnetes Alphabet und sei S die Menge der
Zeichenketten mit Zeichen aus A. Die lexikographische
Ordnung „<A“ auf S ist die folgende Totalordnung:

a1a2a3 · · · <A a ′1a
′
2a

′
3 . . . : ⇐⇒ a1 < a ′1 oder

a1 = a ′1 und a2a3 · · · <A a ′2a
′
3 . . .

Die folgende Relation ist der Schlüssel zum Auffinden
von Flips:

Definition 9.5.2 (Stapel-Relation). Sei T ∈ S(n, d), und
seien S, S ′ ∈ T . Definiere

S < S ′ : ⇐⇒ S ∩ S ′ ∈ Fu(S) ∩ F l(S ′).

Wir sagen in diesem Falle, S liegt direkt unter S ′.

Damit die Stapel-Relation nützlich ist, brauchen wir
die folgende Aussage.

Proposition 9.5.3. Die Stapel-Relation ist azyklisch.

Beweis. Wir beweisen die Aussage, indem wir eine spe-
zielle lineare Erweiterung der Stapel-Relation angeben.

Dazu definieren wir die folgende Abbildung, die jedem
Simplex S ∈

(C(n;d)
d+1

)

das n-Tupel seiner „Lückenbeschrei-
bung“ zuordnet. In Formeln:

γ :



(

C(n, d)
d + 1

) → {o, ∗, e}d+1,

γi(S) 7→


o falls i ungerade Lücke in S
∗ falls i ∈ S
e falls i gerade Lücke in S.

Wir behaupten:
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Behauptung 9.5.4. Die lexikographische Ordnung „<o∗e“
der γ(S) mit S ∈ T bzgl. o < ∗ < e induziert eine Erweite-
rung der Stapelrelation, d. h.

S < S ′ =⇒ γ(S) <o∗e γ(S ′) ∀S, S ′ ∈ T.

Um diese Behauptung zu beweisen, muß man nur be-
trachten, was mit Lücken passiert, wenn man von einem
Simplex S zu einem direkt darüberliegenden S ′ übergeht:

• Wir betrachten die Tabelle der Lücken von S und S ′

beschränkt auf S ∪ S ′.

• S und S ′ sind adjazent an einer oberen Facette F
von S. Das bedeutet, wir müssen, um diese Facette
zu erzeugen, ein Element aus S herausstreichen,
das eine ungerade Lücke i von F in S hinterläßt.

• Um S ′ zu erhalten, müssen wir ein Element j 6= i zu
F hinzufügen. Das Entnehmen dieses Elementes
hinterläßt eine gerade Lücke von F in S ′, da F eine
untere Facette von S ′ ist.

• Mit den Lücken passiert beim Übergang von S zu
direkt darüberliegenden S ′ folgendes:

S

S

S ′

S ′

e

o

o

e

i

j

i

j

Lücken beim Übergang zu einem
direkt über einem Simplex S

liegenden Simplex S ′

– Wenn j > i, dann ist die Parität von i in S ∪ S ′

anders als die von i in S, während die Parität
von j in S∪ S ′ die gleiche ist wie die von j in S ′.
Somit gilt: i ist eine gerade Lücke von S ′ in
S ∪ S ′ und j ist eine gerade Lücke von S ′ in
S ∪ S ′.

– Wenn j < i, dann ist analog i eine ungerade
Lücke von S ′ in S ∪ S ′ und j eine ungerade
Lücke von S in S ∪ S ′.

• Mit anderen Worten: Beim Übergang von einem
Simplex zu einem direkt darüberliegenden bewe-
gen sich

– gerade Lücken nach links und
– ungerade Lücken nach rechts.

Das beweist die Behauptung und damit die Propositi-
on.

Die Stapelrelation
Mit anderen Worten: Wir haben eine nützliche Halb-

ordnung auf der Menge der Simplexe einer Triangulie-
rung von C(n, d).

Definition 9.5.5 (Stapelhalbordnung). Der transitive
Abschluß der Stapelrelation „<“ heißt Stapelhalbordnung.
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9.6 Beweis des Hauptsatzes
In diesem Abschnitt beantworten wir nun endgülitg die
Fragen aus Abschnitt 9.2.

Behauptung (i) ist richtig, da man durch sukzessi-
ves Anwenden von Aufwärts-/Abwärtsflips zur maxima-
len/minimalen Triangulierung gelangen muß.

Behauptung (ii) ist richtig mit

δT := T̂\(n + 1).

Nach Konstruktion ist δT eine Triangulierung von C(n, d+
1), die die Triangulierung T als Teilkomplex enthält.

Behauptung (iii) ist richtig, da die Stapelrelation eine
Halbordnung ist.

Beahuptung (iv) ist richtig wegen der folgenden Be-
trachtung: Um z. B. einen Aufwärtsflip in T zu finden,
konstruiert man δT und betrachtet die Zerlegung von δT
in die Simplizes über und unter dem charakteristischen
Schnitt von T . Sie A die Menge der Simplizes über dem
charakteristischen Schnitt von T . Ist A leer, so sieht
man leicht, daß T schon die Menge aller oberen Facet-
ten von C(∗n, d + 1) gewesen sein muß. Sei also A nicht
leer. Angenommen, es gäbe kein Simplex in A mit al-
len unteren Facetten in T . Sei S ein kleinstes solches
bzgl. der Stapelhalbordnung. Sei F eine untere Facet-
te von S, die nicht in T liegt. Da F noch über T liegt
kann F keine untere Facette von C(n, d + 1) sein. Wegen
(UP’) finden wir also ein weiteres Simplex S ′ neqS in A
direkt unterhalb von S. Da S das kleinste Simplex mit
der Eigenschaft war, daß nicht alle unteren Facetten in
T liegen, definiert S ′ einen Aufwärtsflip.

Abwärtsflips findet man genauso.
Damit ist bewiesen, daß S1(n, d) stets beschränkt ist.
Um aus einer Triangulierung in S(n, d + 1) eine ma-

ximale Ketten in S1(n, d) zu konstruieren, wendet man
einfach das Finden von Aufwärtsflips auf die minimale
Triangulierung von C(n, d) an.

Um aus einer maximalen Kette in S1(n, d) eine Tri-
angulierung in S(n, d + 1) zu konstruieren, betrachten
wir einfach die Menge der Flips der Kette als Menge von
Simplizes, für welche nach Konstruktion (IP’) und (UP’)
gelten.

Damit ist der Hauptsatz dieses Kapitels bewiesen.





Flipdefizit 10
In diesem Kapitel starten wir die Untersuchung von Tri-
angulierungen, die weniger Flips haben, als jede regulä-
re Triangulierung mindestens haben muß. Das Material
stammt aus [3].

10.1 Flipdefizit
Aus der Theorie der Sekundärpolytope wissen wir, daß
jede reguläre Triangulierung einer n-punktigen, d-dimen-
sionalen Multimenge mindestens n−d−1 Flips hat. Gilt
das auch für nicht-reguläre Triangulierungen?

Hat eine Triangulierung T einer n-punktigen, d-dimen-
sionalen Multimenge k < n − d − 1 Flips, so sagen wir, T
hat ein Flipdefizit von n − d − 1 − k.

10.2 Fälle ohne Flipdefizit
Es gibt Fälle, in denen zwar nicht reguläre Triangulie-
rungen existieren, diese jedoch kein Flipdefizit haben
können. Diese werden wir im folgenden besprechen.

Zum Beweis ist die sogenannte Euler-Formel nütz-
lich. Wir fassen die Fälle, die uns interessieren, zusam-
men.

Theorem 10.2.1 (Euler-Formel). Sei A eine d-dimensi-
onale Punktmenge. Sei T eine Triangulierung von A. Fer-
ner sei (fb)k die Anzahl der k-dimensionalen Seiten von
Simplizes in T , die im Rand von A liegen und fk die An-
zahl aller k-dimensionalen Seiten in T . Dann gilt:

f0 − f1 + f2 ∓ · · ·+ (−1)dfd = 1,

(fb)0 − (fb)1 + (fb)2 ∓ · · ·+ (−1)d-1(fb)d-1 = 1 + (−1)d-1.

Die Euler-Formel für die
Triangulierung ist ausgeschrieben
7 - 13 + 7 = 1; die Formel für den

Rand ist in diesem Beispiel
5 - 5 = 1 + (-1)1

Beweis. Siehe z. B. [14].

Hier ist der erste Fall ohne Flipdefizit:

Theorem 10.2.2. Jede Triangulierung einer zweidimen-
sionalen Multimenge mit n Punkten hat mindestens n − 3
Flips.
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Beweis. Sei T eine Triangulierung einer Multimenge A
mit n Punkten, und sei k die Anzahl der Flips in T .

Wir können o. B. d. A. annehmen, daß A keine Doppel-
punkte hat: Enthält A einen Doppelpunkt a, a ′, so kann
nur einer der beiden Punkte, sagen wir a, in T vorkom-
men (IP’). Dann existiert aber in jedem Fall der Flip, der
a durch a ′ in allen Simplizes ersetzt, in denen a vor-
kommt. Löschen wir also den Doppelpunkt so löschen
wir einen Flip und einen Punkt, und die Behauptung
folgt nach Induktion nach der Anzahl der Punkte.

Ein Doppelpunkt induziert immer
einen Extra-Flip

Wir können ferner aus dem gleichen Grund o. B. d. A.
annehmen, daß kein Flip einen Punkt in T entfernt.

Eine Kante e in T heißt flipbar, wenn ein Flip existiert,
der e entfernt.

Seien eb, ef, enf die Anzahlen der Randkanten, flipba-
ren Kanten bzw. nicht-flipbaren Kanten, und sei t die
Anzahl der Dreiecke in T . Nach Eulers Formel 10.2.1
und Doppeltzählen der Dreieck-Kanten-Inzidenzen gilt:

n − ef − enf − eb + t = 1,

3t = 2(ef + enf) + eb.

Somit gilt:

3n − 3 − (enf + 2eb) = ef. (10.1)

Wir zählen nun die nicht flipbaren Kanten. Sie a eine
solche. Dann ist die Vereinigung der beiden Dreiecke,
die a in T enthalten, ein nicht-konvexes Viereck Q. Wir
ordenen nun a den konkaven Punkt dieses Viereckes zu,
den Reflexpunkt von Q.

Ein Punkt, der in mehr als drei
Dreiecken liegt, kann nur für
höchstens zwei Paare von
Dreiecken Reflexpunkt sein

Nun kann eine Ecke v in T , die in mehr als drei Drei-
ecken liegt (ansonsten kann man sie „wegflippen“), nicht
Reflexpunkt von mehr als zwei Vierecken in T sein: die
beiden Dreiecke eines Vierecks, von dem v Reflexpunkt
ist, überstreichen einen Winkel von mindestens 180 Grad.
Die unterschiedlichen Dreiecke dreier solcher Vierecke
würden also mindestens 360 Grad überstreichen. Falls
alle Dreiecks-Winkel genau 90 Grad betragen, können
wir v „wegflippen“ : Widerspruch. Sonst überstreichen
die Dreiecke in T , die v enthalten, mehr als 360 Grad:
Widerspruch.

Gleichzeitig können nur innere Punkte Reflexpunkte
sein. Da die Anzahl der Ecken von convA gleich eb ist,
gilt:

enf ≤ 2(n − eb).

Zusammen mit (10.1) gilt also

ef ≥ n − 3,

und die Behauptung ist bewiesen.



10.2. Fälle ohne Flipdefizit 71

Auch in Dimension Drei können wir noch ein positives
Resultat zeigen:

Theorem 10.2.3. Jede Triangulierung einer dreidimen-
sionalen Punktmenge in allgemeiner, konvexer Lage hat
mindestens n − 4 Flips.

Beweis. Sei A eine Punktkonfiguration in allgemeiner,
konvexer Lage, und sei T eine Triangulierung von A.
Daraus folgt, daß es nur zwei Arten von Flips geben
kann: Ein möglicher Flip ersetzt die zwei Tetraeder einer
Bipyramide, die das mittlere Dreieck teilen, durch die
die drei, die die mittlere Diagonale teilen (Aufwärtsflip);
der andere mögliche Fliptyp entspricht dem umgekehr-
ten Prozeß (Abwärtsflip). Ein Aufwärtsflip

Ein Abwärtsflip

Sei nun t die Anzahl der Tetraeder in T , und sei fi
bzw. fb die Anzahl der Tetraeder im Innern bzw. im Rand
von A. Ferner seien ei und eb die entsprechenden An-
zahlen für Kanten von T .

Wir starten wieder mit Eulers Formel 10.2.1 für T und
den Rand von T :

fi + fb + n = t + ei + eb + 1,

fb + n = eb + 2.

Zählen der Tetraeder-Dreieck-Inzidenzen ergibt

2fi + fb = 4t.

Zählen der Dreieck-Kanten-Inzidenzen im Rand von T
ergibt

2eb = 3fb.

Auflösen nach fi bzw ei ergibt:

fi = 2t − n + 2, (10.2)
ei = t − n + 3. (10.3)

Betrachte ein inneres Dreieck c in T . Es gibt genau
zwei Tetraeder in T , die c enthalten. Da A in allgemei-
ner, konvexer Lage ist, bilden diese beiden Tetraeder ei-
ne möglicherweise nicht konvexe Bipyramide B. Falls B
konvex ist, so existiert ein eindeutiger Flip, der T genau
auf B ändert und somit c aus T entfernt. Falls nicht, so
ist mindestens eine Kante von c konkav in B. Sind zwei
Kanten konkav, so liegt ihr gemeinsamer Punkt im Inne-
ren von B; das geht aber nicht, da A in konvexer Lage ist.
Daher hat jedes innere Dreieck, das nicht „weggeflippt“
werden kann, eine eindeutige konkave – und damit auch
innern – Kante bzgl. T , die Reflexkante von B.
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Umgekehrt: Eine innere Kante a kann die konkave
Reflexkante von höchstens drei Dreiecken in T sein: Wie-
der beträgt der zylindrische Winkel um a nämlich höch-
stens 360 Grad. Falls a tatsächlich die Reflexkante von
genau drei Dreiecken ist, so bilden die beteiligten Te-
traeder einen Abwärtsflip. Umgekehrt enthält jeder Ab-
wärtsflip genau eine Kante dieser Art, die Diagonale.

Eine innere Kante, die in mehr als
drei Tetraedern liegt, kann

Reflexkante von höchstens 2
Bipyramiden sein.

Wir zählen nun die inneren Kanten getrennt, je nach-
dem von wievielen Dreiecken sie die Reflexkante sind.
Sei also e(j)i die Anzahl der inneren Kanten in T , die Re-
flexkante von j Dreiecken sind. Die Anzahl der Aufwärts-
flips sei z+, die der Abwärtsflips sei z-. Dann gilt:

fi = z+ + e(1)i + 2e(2)i + 3e(3)i
= z+ + z- + e(1)i + 2e(2)i + 2e(3)i
≤ z+ + z- + 2ei.

Also

z+ + z- ≥ 2ei + fi
≥ n − 4. (wegen (10.2) & (10.3))

10.3 Flipdefizit in Dimension Drei
Dieser Abschnitt wird zeigen, daß die im vorigen Ab-
schnitt erzielten Resultate das beste sind, was man er-
hoffen kann.

Theorem 10.3.1. Es gibt eine Triangulierung einer drei-
dimensionalen Punktmenge in allgemeiner Lage mit neun
Punkten, einer davon im Inneren, mit nur 4 Flips.

Beweis. Wir skizzieren eine Konstruktion in spezieller
Lage. Durch leichtes Verschieben der Punkte in allge-
meine Lage und Anpassen der Triangulierung kann ge-
hen die Eigenschaften der Triangulierung nicht verlo-
ren.

Die Punktkonfiguration sieht wie folgt aus: Man neh-
me zwei Dreiecks-Prismen – d. h. Produkte eines Drei-
ecks mit einem Intervall – und klebe sie entlang einer
viereckigen Seite so zusammen, daß die dreieckigen Sei-
ten nicht benachbart sind. Die Punktkonfiguration A
entsteht, indem wir den Mittelpunkt der Konstruktion
hinzunehmen.Ein Dreiecks-Prisma

Die Triangulierung von Interesse entsteht wie folgt:
Die viereckigen Seitenflächen von A werden so durch
Diagonalen trianguliert, daß sich je zwei Diagonalen nicht
berühren. Dann wird jedes Dreieck auf dem Rand mit
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dem Mittelpunkt zu einem Tetraeder ergänzt, wodurch
eine Triangulierung von A entsteht.

Eine Konstruktion in Dimension Drei
mit Flipdefizit

Wir behaupten, daß die vier Flips, die die Diagonalen
auf den viereckigen Seiten tauschen, die einzigen sind.
Wir gehen alle Fälle durch:

• Der Mittelpunkt kann nicht „weggeflippt“ werden,
da er in mehr als drei Tetraedern liegt.

• Innere Kanten können nicht „weggeflippt“ werden,
da sie stets in mehr als drei Tetraedern liegen.

• Innere Dreiecke können nicht „weggeflippt“ wer-
den, da die adjazenten Tetraeder stets nicht kon-
vexe Bipyramiden formen.

10.4 Flipdefizit in Dimension Vier in konvexer Lage
Ein Standardverfahren, um aus einer nicht konvexen
Punktmenge eine konvexe zu erzeugen ohne die ent-
scheidenden kombinatorischen Eigenschaften zu verän-
dern, ist die sogenannte Lawrence-Erweiterung. Hier
werden innere Punkte durch Punktpaare ersetzt, die in
eine zusätzliche Dimension hineinragen.
Definition 10.4.1 (Lawrence-Erweiterung). Sei A eine
d-dimensionale Punktmenge mit n Punkten, von denen
k im Inneren liegen. Für einen Punkt a0 im Inneren von
A sei

A(a0) := { (a, 0) : a ∈ A\{a0} } ∪ {(a, 1), (a,−1)} ⊆ Rd+1.

Dann ist A(a0) eine (d + 1)-dimensionale Punktmenge
mit n+1 Punkten, von denen k−1 im Innern liegen, und
wird als Lawrence-Erweiterung im Punkt a0 bezeichnet.

Die Punktmenge L(A), die durch sukzessive Lawrence-
Erweiterungen entsteht, heißt Lawrence-Polytop von A.

Die entscheidende Eigenschaft der Lawrence-Erweite-
rung ist, daß die Kombinatorik der neuen Punktmenge
stark mit der der alten verknüpft ist.

a0

(a0; 1)

(a0;-1)

Ein Kreis, der a0 enthält, in der
Lawrence-Erweiterung

Theorem 10.4.2. Es gibt eine eineindeutige Zuordnung
von Kreisen von A zu Kreisen von A(a0):

Z(A) → Z(A(a0)),

(Z+, Z-) 7→


((Z+\{a0})× {0} ∪ {(a0, 1), (a0,−1)}, Z-)
falls a0 ∈ Z+,

(Z+, (Z-\{a0})× {0} ∪ {(a0, 1), (a0,−1)})
falls a0 ∈ Z-,

(Z+, Z-)
sonst.
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Beweis. Übungsaufgabe.

Auch die Menge aller Triangulierungen T (A) bleibt
inklusive Flip-Adjazenz beim Übergang zur Lawrence-
Erweiterung erhalten:

Theorem 10.4.3. Es gibt eine eineindeutige Zuordnung
von Triangulierungen vonA zu Triangulierungen vonA(a0):

T (A) → T (A(a0)),

T 3 S 7→


{
(S\{a0})× {0} ∪ {(a0, 1), (a0, −1)}

}
falls a0 ∈ S,{

S× {0} ∪ {(a0, 1)}, S× {0} ∪ (a0, −1)
}

sonst.

Diese Zuordnung erhält die Nachbarschaft bzgl. bistel-
larer Flips.

a0

(a0; 1)

(a0;-1)

Simplizes, die a0 enthalten, in der
Lawrence-Erweiterung

Beweis. Übungsaufgabe.

Wenden wir diese Konstruktion auf die dreidimensio-
nale Punktmenge mit einem inneren Punkt an, so erhal-
ten wir sofort:

Korollar 10.4.4. Es existiert eine Triangulierung einer
vierdimensionalen konvexen Punktmenge mit 10 Punkten
in allgemeiner, konvexer Lage mit nur 4 Flips.



Die
Santos-Triangulierung 11
Die Santos-Triangulierung wurde in 1999 von Francisco
Santos konstruiert. Ihre verblüffende Eigenschaft: Sie
hat keine Flips.

In diesem Kapitel werden wir die Konstruktion der
Santos-Triangulierung [11] skizzieren und plausibel ma-
chen, warum sie so besonders ist.

c ′

a ′

b ′

a

b

c

Deckel

Boden

Die Bezeichnung der Ecken eines
Dreiecksprismas

c ′

a ′

b ′

a

b

c

Das erste Simplex, . . .

c ′

a ′

b ′

a

b

c

. . . das zweite Simplex . . .

11.1 Triangulierungen von Dreiecksprismen
Zum Einstieg wollen wir Triangulierungen von Dreieck-
sprismen anschauen. An diesen Objekten kann man im
Prinzip schon die wesentliche Eigenschaft der Santos-
Triangulierung ablesen.

Wir benennen die Ecken eines Dreiecksprismas wie
folgt:

• Die untere Dreiecksseite („Boden“) hat die Ecken
a, b, c.

• Die obere Dreiecksseite („Deckel“) hat die Ecken
a ′, b ′, c ′, so daß {a, a ′}, {b, b ′} und {c, ’̧} die senkrech-
ten Kanten sind.

Um ein Dreiecksprisma zu triangulieren, kann man
folgendermaßen vorgehen:

• Man nimmt das Basisdreieck her und fügt eine Ecke
des „Deckeldreiecks“ hinzu, um das erste Simplex
zu konstruieren.

• Der noch nicht triangulierte Teil ist nun ein „schie-
fes“ Dreiecksprisma, dessen Boden der oberen Drei-
ecksseite des ersten Simplexes entspricht.

• Diese Dreiecksfläche muß also auch mit einem Te-
traeder abgedeckt werden. Dazu wählen wir einen
weiteren Punkt aus dem „Deckel“, der mit dem au-
genblicklichen Boden ein Tetraeder bildet.

• Nun ist nur noch Platz für ein Tetraeder, welches
die Triangulierung komplettiert.

Also sind Triangulierungen von Dreiecksprismen in
Wahrheit einfache Objekte.
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Beobachtung 11.1.1. Die Triangulierungen des Dreieck-
sprismas entsprechen den Permutationen von drei Ele-
menten.

c ′

a ′

b ′

a

b

c

. . . und das dritte Simplex der
Triangulierung induziert von

a < b < c.

Flips in Triangulierungen von Dreiecksprismen haben
ebenfalls eine einfache Form.

Beobachtung 11.1.2. Jeder Flip in einer Triangulierung
eines Dreiecksprismas hat die folgende Form:

• Der zugrundeliegende Kreis ist einer von den folgen-
den:

– ({a ′, b}, {a, b ′}),
– ({b ′, c}, {b, c ′}) oder
– ({c ′, a}, {c, a ′}).

• Der Flip entspricht einer Transposition in der Permu-
tation.

• Der Flip induziert einen Flip auf genau einer der drei
viereckigen Seiten des Dreiecksprismas.

Alle Kreise im Dreiecksprisma sind
von dieser Gestalt

Alle Flips im Dreiecksprisma sind
von dieser Gestalt

Nun kommt die entscheidende Eigenschaft der Drei-
ecksprismen: Es gibt Triangulierungen des Randes, die
nicht induziert sein können von einer Triangulierung
des ganzen Prismas. Das sieht man so: Bei der Kon-
struktion des ersten Simplexes nach der „Permutations-
methode“ existieren auf jeden Fall zwei Randkanten, die
die neue Ecke enthalten. Das heißt, zwei Randkanten
haben in jeder beliebigen Triangulierung eine gemein-
same Ecke. Das heißt nun wieder, daß eine der beiden
Triangulierungen des Randes des Prismas, in der je zwei
Randkanten sich nicht berühren, nicht durch eine Tri-
angulierung des ganzen Prismas induziert sein kann.

Betrachte nun zwei triangulierte Dreiecksprismen und
klebe sie an einer Viereckseite so zusammen, daß ei-
ne zulässige Gesamttriangulierung entsteht. Dann sind
alle Flips, die in einem Prisma möglich waren und die
Diagonale des Klebevierecks so drehen, daß sie für das
andere Prisma zu einer der unzulässigen Randtriangu-
lierungen führen würde, in der Gesamttriangulierung
nicht möglich.

Dieses Phänomen nennen wir Flipblockade durch Kle-
ben.Ein blockierter Flip

11.2 Produkte von Simplizes
Eine Verallgemeinerung der Überlegungen zu den Drei-
ecksprismen bieten Produkte von Simplizes. Betrach-
ten wir ein Dreiecksprisma als ddas Produkt von einem
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Zwei-Simplex mit einem Eins-Simplex, so entspricht die
Permutation einer azyklischen Orientierung der Kanten
des Dreiecks, während die Konstruktionsreihenfolge „vom
Boden zum Deckel“ einer azyklischen Orientierung der
Kante entspricht.

In dieser Formulierung kann man die Konstruktion
auf beliebige Produkte von Simplizes verallgemeinern.

Lemma 11.2.1. Die Triangulierungen von Sk×Sl können
wie folgt erzeugt werden:

• Wähle Permutationen ρ der Ecken s1, s2, . . . , sk von
Sk und σ der Ecken s ′1, s

′
2, . . . , s

′
l von Sl.

• Numeriere die Ecken von Sk und Sl neu, so daß s1 <
s2 < · · · < sk und s ′1 < s ′2 < · · · < s ′l bzgl. der Permu-
tationen ρ bzw. σ.

• Die Menge aller Ketten in der Produkthalbordnung
ρ×σ der Ecken von Sk×Sl bilden eine Triangulierung
von Sk × Sl.

Diese Triangulierung nennen wir auch Treppentrian-
gulierung bzgl. ρ und σ.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Ein Simplex der
Treppentriangulierung von S8 × S8
entspricht einem monotonen Pfad

im (9× 9)-Gitter
Flips sehen auch genau wie bei den Dreiecksprismen

aus:

Lemma 11.2.2. Ein Flip in einer Triangulierung von Sk×
Sl hat die folgende Gestalt:

• Der zugehörige Kreis ist von der Form

({(a, b ′), (a ′, b)}, {(a, b), (a ′, b ′)}).

• Der Flip entspricht einer Transposition in der Permu-
tation der Ecken von Sk und einer Transposition in
der Permutation der Ecken von Sl.

• Der Flip induziert Flips auf den nicht simplizialen
Facetten von Sk×Sl, die sowohl (a, b ′) als auch (a ′, b)
enthalten.

Die Transposition ist inder Sprache der azyklischen
Orientierungen einfach die Umkehrung der Orientierung
auf einer Kante. Das wird noch nützlich sein.

Und wieder gibt es Randtriangulierungen, die nicht
durch eine volle Triangulierung induziert sein können,
so daß auch hier Flipblockade von Flips innerhalb eines
Produktes von Simplizes möglich ist.
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11.3 Ein Programm zur Konstruktion einer Triangu-
lierung ohne Flips

Hier ist nun die Strategie zur Erzeugung einer Trian-
gulierung, die keine Flips zuläßt. Natürlich wollen wir
aufgrund der Erkenntnisse des vorigen Abschnitts eine
Produkttriangulierung konstruieren und irgendwie eine
geschlossene Kurve von Flipblockaden erzeugen.

11.3.1 Lokal azyklisch orientierte Triangulierungen
Zunächst benötigen wir einen Begriff, der die Richtung
von Flipblockaden beschreibt.

Definition 11.3.1 (Lokal azyklische Orientierung). Sei
T eine Triangulierung einer Punktmenge A. Eine azykli-
sche Orientierung von T ist eine Orientierung jeder Kante
von T , die azyklisch auf jedem Simplex in T ist.

Quelle

Senke

Eine lokal azyklische Orientierung
Interessant sind Orientierungen, die sich lokal nicht

ändern lassen.

Definition 11.3.2 (Irreversible Kanten). Eine orientier-
te Kante in einer lokal azyklischen Orientierung von T
ist irreversibel, wenn die umgekehrte Orientierung die-
ser Kante in T nicht mehr lokal azyklisch ist.

Wir suchen also zunächst eine Triangulierung mit ei-
ner lokal azyklischen Orientierung mit nur irreversiblen
Kanten. Unsere Intuition sagt dann, daß ein Produkt
zweier solcher Triangulierungen zumindest auf inner-
halb der Produkte ihrer Simplizes keine Flips mehr ha-
ben kann.

11.3.2 Die Treppenverfeinerung
Ein Produkt von zwei Triangulierungen ist eine Menge
von Produkten von Simplizes. Wie man diese „Produkt-
zellen“ mithilfe einer Ordnung auf den Ecken der Fakto-
ren triangulieren kann, wissen wir bereits. Lokal azykli-
sche Orientierungen liefern nun eine globale Vorschrift,
wie die Ecken jedes Simplexes geordnet werden müs-
sen. Dadurch sind die Triangulierungen der Produkt-
zellen automatisch „kompatibel“.

Definition 11.3.3 (Treppenverfeinerung). Seien A und
A ′ Punktmengen und T und T ′ Triangulierungen von A
bzw. A ′. Ferner seien lokal azyklische Orientierungen
auf T und T ′ gegeben.

Die Treppenverfeinerung von T ×T ′ bzgl. der lokal azy-
klischen Orientierungen ist eine Triangulierung von A×
A ′, die aus den Treppentriangulierungen bzgl. der indu-
zierten Orientierungen der Mengen S × S ′ mit S ∈ T und
S ′ ∈ T ′ besteht.
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Daß dies wirklich auf den Rändern der Simplex-Pro-
dukte – „Produktzelle“ – konsistent ist, liegt also dar-
an, daß die global vorgegebenen azyklischen Orientie-
rungen auf den Rändern der Simplex-Produkte jeweils
identische Permutationen und damit identische Trian-
gulierungen erzeugt.

Hier ist die Hauptaussage dieses Abschnitts, die be-
sagt, das man für einen Flip im Inneren einer Produkt-
zelle der Treppenverfeinerung reversible Kanten in bei-
den Ursprungsorientierungen braucht.

Lemma 11.3.4. Seien A und A ′ Punktmengen und T und
T ′ Triangulierungen von A bzw. A ′. Ferner seien lokal
azyklische Orientierungen auf T und T ′ gegeben, von de-
nen mindestens eine nur irreversible Kanten enhält.

Dann „projiziert“ jeder Flip in der Treppenverfeinerung
von T × T ′ entweder auf einen Flip in T oder einen Flip in
T ′.

11.3.3 Sandwich-Kreise
Was nun noch an Flips übrigbleibt, kann durch die fol-
gende Betrachtung erledigt werden:

Definition 11.3.5 (Sandwich-Kreis). Sei A eine Punkt-
menge. Sei ferner T eine Triangulierung von A, die alle
Punkte benutzt, und Z = (Z+, Z-) ein Kreis, der einen
Flip in T induziert. Außerdem sei eine lokal azyklische
Orientierung auf T gegeben.

Dann Z heißt Sandwich-Kreis, wenn die lokal azykli-
sche Orientierung auf T eine Ordnung der Form

Z+
1 < Z- < Z+

2 , Z+
1 ∪ Z+

2 = Z+,

induziert.
Ein Sandwich-Kreis

11.3.4 Der Hauptsatz
Hier ist nun die Grundlage für die Eigenschaft der San-
tos-Triangulierung:

Theorem 11.3.6. Sei A0 eine ebene Punktmenge beste-
hend aus einem Dreieck {p, q, r} und einem inneren Punkt o.
Ferner sei T0 die Triangulierung vonA0 mit drei Dreiecken.
Die Kanten von T0 seien von o weg und gegen den Uhrzei-
gersinn orientiert. Diese Orientierung ist lokal azyklisch.

Sei A eine beliebige Punktmenge und T eine Triangulie-
rung mit folgenden Eigenschaften:

• T benutzt alle Punkte von A.

• T hat eine lokal azyklische Orientierung mit nur irre-
versiblen Kanten.
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• Diese Orientierung hat keine globale Senke, d. h. aus
allen Ecken geht mindestens eine Kante heraus.

• Alle Kreise, die Flips induzieren, sind Sandwich-Krei-
se.

Dann hat die Treppenverfeinerung von T0 × T keinen
Flip.

Beweisskizze. Wegen 11.3.4 reicht es zu zeigen, daß kein
Flip in der Treppenverfeinerung auf einen Flip in T oder
in T0 projizieren kann. Dies kann man mit Fallunter-
scheidung und der Eigenschaften von Sandwich-Kreisen
zeigen.

11.4 Die Konstruktion
Wir berichten hier noch schnell über ein paar Eigen-
schaften der Punktmenge A und deren Triangulierung
T , die Santos entsprechend Theorem 11.3.6 gebaut hat.

Theorem 11.4.1. Es gibt eine vierdimensionale Punkt-
menge mit 81 Punkten und 64 Symmetrien mit einer Tri-
angulierung, die eine lokal azyklische Orientierung mit
ausschließlich irreversiblen Kanten und ohne eine globale
Senke besitzt.

Es folgt mit Theorem 11.3.6:

Korollar 11.4.2. Es gibt eine seschsdimensionale Punkt-
menge mit 324 Punkten und 192 Symmetrien mit einer Tri-
angulierung ohne Flips.

Bemerkung 11.4.3. Mit dem Programm TOPCOM [10]
kann man die Santos-Triangulierung konstruieren und
aus alle möglichen Flips testen lassen. Die große Anzahl
von 25920 Simplizes wird dabei durch Ausnutzung der
Symmetrien bewältigt. Glücklicherweise kommt auch
dort heraus, daß in der Santos-Triangulierung keine Flips
existieren.



Enumeration und
Optimierung 12
In diesem Kapitel wollen wir über Ansätze berichten, die
es erlauben Triangulierungen zu enumerieren oder über
allen Triangulierungen zu optimieren.

Die Enumerationsmethoden aus den Abschnitten 12.1
und 12.2 sind in dem frei verfügbaren Paket TOPCOM
[10] realisiert worden. Diese wollen wir näher beschrei-
ben.

Unter der Home-Page von Jesús de Loera1 befindet
sich unter „Recent Work“ ein Link auf den universal buil-
der, der Ungleichungen für das Universal-Polytop 12.4
zur Weiterverarbeitung in einem LP/IP-Solver generiert.

12.1 Enumeration der Sekundärkomponente
Die Sekundärkomponente ist ein Teilgraph des Flip-Gra-
phen einer Multimenge. Er enthält die Zusammenhangs-
komponente des Flip-Graphen aller Triangulierungen,
in der die regulären Triangulierungen liegen.

Auf dieser Komponente kann man im Prinzip alle be-
kannten Graphen-Enumerationsverfahren benutzen. Es
hat sich gezeigt, daß trotz großen Speicherbedarfs soge-
nannte Breadth-First-Search-Verfahren (BFS) am besten
funktionieren. Hier kann man am besten Symmetrien
der Multimenge ausnutzen.

12.1.1 Kombinatorische Symmetrien
Wir wissen bereits, daß die Menge aller Triangulierun-
gen einer Multimenge nur von der Menge ihrer Kreise
abhängt, also der Kombinatorik der Multimenge. Daher
sind wir auch an allen kombinatorischen Symmetrien
interessiert.

Definition 12.1.1 (Symmetrie). Sei A eine Multimen-
ge, deren #A = n Punkte mit den Elementen von [n] =
{1, 2 . . . , n} bezeichnet sind.

Eine Permutation π von n Elementen heißt kombinato-
rische Symmetrie von A, wenn π einen Automorphismus
der Menge Z(A) aller Kreise induziert, mit anderen Wor-
ten:

(π(Z+), π(Z-)) ∈ Z(A) ⇐⇒ (Z+, Z-) ∈ Z(A)

1http://math.ucdavis.edu/ deloera/

http://math.ucdavis.edu/~deloera/


82 Enumeration und Optimierung

Wir wollen nun nicht mehr alle Triangulierungen enu-
merieren, sondern nur noch die verschiedenen Symme-
trieklassen.

Definition 12.1.2 (Symmetrieklasse). Sei A eine d-di-
mensionale Multimenge und S die Gruppe aller kombi-
natorischen Symmetrien von A. Sei ferner T eine Trian-
gulierung von A.

Für eine Permutation π ∈ S sei

π(T) := { {π(s1), π(s)2, . . . , π(sd+1)} : {s1, s2, . . . sd+1} ∈ T } .

Definiere folgende Äquivalenzrelation ∼S auf der Men-
ge T aller Triangulierungen von A:

T ∼S T ′ ⇐⇒ ∃π ∈ S : π(T) = T ′.

Die Äquivalenzklassen von ∼S heißen Symmetrieklas-
sen. Die Restklassenmenge T / ∼S aller Äquivalenzklas-
sen wird mit T /S bezeichnet. Die Äquivalenzklasse [T ],
die T enthält, ist die Symmetrieklasse von T .

12.1.2 Breitensuche (BFS)

v

N(W)

Die Nachbarschaft eines Knotens

W

N(W)

Die Nachbarschaft einer
Knotenmenge

v

�(v)

Der Schnitt eines Knotens

Die Breitensuche angepaßt auf Enumerierungsproble-
me funktioniert grob beschrieben wie folgt:

1. Gegeben ist (implizit) ein Graph G = (V, E). Die
Menge der Nachbarn von v ∈ V in G sei N(v), die
Menge der Nachbarn einer Teilmenge W ⊆ V sei

N(W) :=
⋃

v∈W
N(v).

Die Menge der Kanten adjazent zu v ∈ V sei mit δ(v)
bezeichnet, die Menge der Kanten von W ⊆ V in
das Komplement von W in V (der Schnitt definiert
durch W in G) sei

δ(W) :=
⋃

v∈W
δ(v).

2. Initialisiere zwei Mengen U = U ′ = ∅, deren Ele-
mente Paare (v, E(v)) aus Knoten und zugehörigen
Kanten (ein Teil der Kanten aus dem Schnitt von v)
sein werden.

3. Wähle einen beliebigen Knoten v aus V und setze
U := {(v, E(v) := δ(v))} sowie N := 1. Bezeichne mit
U1 die Menge aller Knoten v mit (v, E(v)) ∈ U.

4. Für alle v ∈ U1 und für alle e ∈ E(v)
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• füge (w,E(w)\{e}) mit {vw} = e in U ′ ein, falls
w /∈ U ′

1 ∪U1.
• entferne e von E(w), falls w ∈ U ′

1 ∪U1.

5. Wenn U ′ = ∅, gib N aus, sonst setze N auf N + #U ′.

6. Setze U = U ′, U ′ := ∅ und gehe zu 4.

W
�(W)

Der Schnitt einer Knotenmenge
Dadurch, daß man alle „Rückwärtskanten“ entfernt,

kann kein Knoten mehr als einmal gezählt werden.

v
U1

U2

U4

U3

Schema der bei der Breitensuche
entstehenden „Fronten“

12.1.3 Equivariante Breitensuche
In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man in diesem
Verfahren Nutzen aus Symmetrien einer Gruppe S zie-
hen kann. Die Idee ist, daß man in die Menge U ′ für
jede Symmetrieklasse nur einen Knoten einfügt. Aber
wie verhindert man, daß man über verschiedene Sym-
metrieklassen am selben Knoten nocheinmal ankommt?

Folgendes Verfahren zeigt, wie es geht. (Die Bezeich-
nungen sind wie oben, mit S(U) sei die Spur von U unter
S bezeichnet.)

1. Wähle v ∈ V beliebig.

2. Setze U := {(v, δ(v))} und N := 1.

3. Für alle v ∈ U1 und für alle e ∈ E(v)

• füge (w,E(w)\{S(e)}) mit {vw} = e in U ′ ein, falls
w /∈ S(U ′

1∪U1). Die Kante e nennen wir benutzt.
• entferne π(e) aus E(w ′) für π ∈ S, falls π(w) =

w ′ ∈ U ′
1 ∪U1.

4. Wenn U ′ = ∅, gib N aus, sonst setze N auf N + #U ′.

5. Setze U = U ′, U ′ := ∅ und gehe zu 3.

Folgendes Lemma zeigt, das das Verfahren wirklich
alle Symmetrieklassen zählt. Sei dazu

{(v, δ(v))} = U1, U2, . . . , Uk

die Folge der im obigen Verfahren als U bezeichneten
Mengen.

Lemma 12.1.3. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

V/S ∼= U1 ]U2 ] · · · ]Uk.

Mit anderen Worten: Für jedes v ∈ V existiert genau ein
w in genau einem Ui mit v ∼S w.
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Beweis. Da Kanten nur gelöscht werden, wenn schon
ein äquivalentes Element in einem der Ui vorhanden ist,
gibt es zu jeder Symmetrieklasse einen Representanten
in einem der Ui.

Annahme, es existieren v ∈ Ui und w ∈ Uj mit v ∼S w,
o. B. d. A. i ≤ j und j − i minimal mit dieser Eigenschaft.

Fall j − i ≤ 1: Dies ist unmöglich, da dieser Fall durch
Abfrage im Verfahren verhindert wird.

Fall j − i > 1: Sei π ∈ S der Automorphismus mit v =
π(w). Ferner sei e = {w ′, w} die Kante, über die w erreicht
worden ist, also w ′ ∈ Uj-1.

Betrachte die Kante π(e) = {π(w ′), π(w)}. Das heißt,
daß π(e) in N(π(w)) = N(v) liegt. Betrachte die Kon-
struktion von Ui+1:

Angenommen, π(e) ist benutzt worden, dann ist aber
π(w ′) in Ui+1 und w ′ ∈ Uj-1: Widerspruch zur Minimali-
tät von j − i.

Angenommen, es existiert ein π ′ ∈ S mit π ′(π(w ′)) =
w ′′ für ein w ′′ ∈ Ui. Dann ist π ′ ◦ π(w ′) ∈ Ui und w ′ ∈
Uj-1: Widerspruch zur Minimalität von j − i.

Anderfalls ist π(e) vor der Benutzung aus E(v) entfernt
worden. Das heißt, daß vorher eine Kante e ′ = {v,w ′′}
aus E(v) benutzt worden ist mit w ′′ = π ′(π(w ′)). Daher
ist π ′ ◦ π(w ′) ∈ Ui+1 und w ′ ∈ Uj-1: Widerspruch zur
Minimalität von j − i.

Ui

Ui+1

Uj-1
Uj

�

e

�(e)

�

v

w ′′

w ′ w

Es kann nicht passieren, daß man
eine Spur mehrfach besucht

12.2 Enumeration aller Triangulierungen
Um alle Triangulierungen einer beliebigen Multimenge
zu enumerieren, kann man sich wegen Kapitel 10 offen-
sichtlich nicht mehr auf Flips verlassen. Hier man je-
doch die kombinatorische Charakterisierung von Trian-
gulierungen benutzen, um jede Triangulierung Simplex
für Simplex aufzubauen.

Das Verfahren funktioniert wie folgt:

1. Initialisiere für jedes d-Simplex S eine Menge von
zulässigen Simplizes Z(S), die alle d-Simplizes ent-
hält, die sich mit S zulässig schneiden.

2. Setze
T := { {S} : S ist d-Simplex in A }

3. Setze N := 0.

4. Für alle T ∈ T und für alle Simplizes S in Z(T)

(a) T ′ := {S, S ′}

(b) Z(T ′) := Z(T) ∩ Z(S).
(c) Setze T := T ′ und Z(T) := Z(T ′).
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• Wenn (UP’) für T gilt, so setze N := N + 1.
• Wenn T(Z) 6= ∅, gehe zu 3.

Es stellt sich die Frage, ob auch hier Symmtrien effizi-
ent eingebaut werden können, so daß Symmtrieklassen
gezählt werden können. Diese Frage ist noch offen.

12.3 Bericht: Ausnutzung des Sekundärpolytops
Um reguläre Triangulierungen zu enumerieren, kann
man jedes bekannte Ecken-Enumerationsverfahren auf
Polytopen benutzen. Ein Beispiel ist das sogenannte
„Reverse-Search“-Verfahren von Avis and Fukuda. Es
benutzt die Tatsache, daß bei gegebenem linearen Funk-
tional in allgemeiner Lage und einer festen Pivot-Regel
der Kantenpfad von einer beliebigen Ecke zur optima-
len Ecke eindeutig ist. Alle diese Pfade bilden also einen
Baum, in dem man mit der sogannten Depth-First-Search-
Methode (DFS) „rückwärts“ alle Ecken wiederfindet [1].

Da im Sekundärpolytop die Kanten Flips entsprechen,
kann man ohne Kenntnis der Facetten des Sekundärpo-
lytops diese Suche durchführen.

Befindet man sich an einer Ecke, so fragt man, von
welchen Nachbarecke diese Ecke pivotisiert worden wä-
re. DFS bedeutet, daß man hiervon zunächst eine Ecke
auswählt und den Teilbaum unter dieser Ecke zunächst
zuende numeriert, bevor man mit der nächsten Ecke
fortfährt.

Der große Vorteil der DFS-Methode ist, daß von Be-
ginn an Ecken berechnet werden, so daß man, sollte
das Verfahren zu lange dauern, nach einem Abbruch
wenigstens einige Ecken berechnet hat.

Der Nachteil ist, daß man nach jedem Flip die Re-
gularität der neuen Triangulierung checken muß. Die-
se Rechnung entspricht der Lösung eines linearen Pro-
gramms und dominiert die Zeitkomplexität dieser Enu-
merationsmethode.

12.4 Bericht: Das Universal-Polytop
Das Universal-Polytop ist ein 0-1-Polytop, in dem Trian-
gulierungen 0-1-Indikator-Vektoren im Raum aller mög-
lichen Simplizes entsprechen [7].

Ungleichungen ergeben sich im Prinzip durch die kom-
binatorische Charakterisierung von Triangulierungen.

Relaxiert man jedoch die Ganzzahligkeitsbedingungen,
so erhält man i. A. gebrochene Ecken.

Trotzdem hat sich das Universalpolytop für die Be-
stimmung optimaler Triangulierungen in hohen Dimen-
sionen durchgesetzt.
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