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1 Einführung

Zahlreiche Sachverhalte in den Naturwissenschaften lassen sich durch partielle Diffe-
rentialgleichungen modellieren. Entsprechende Numerische Verfahren bieten somit die
Möglichkeit zur Simulation dieser Vorgänge, was häufig eine kostengünstige Ergänzung
oder Alternative zu realen Experimenten darstellt. Daher verhilft die in den letzten
Jahrzehnten enorm vorangeschrittene Entwicklung der Computertechnik der Numerik
partieller Differentialgleichung zu einem hohen Stellenwert. Eine bedeutende Technik
aus diesem Bereich ist die Finite-Elemente-Methode.

Angestrebt wird neben der Simulation von Vorgängen der Natur oft auch deren gezielte
Beeinflussung. Das führt zu der Problematik der Suche nach einer optimalen Steuerung.
Zur Berechnung dieser sind finite Elemente ebenfalls hilfreich. Deren Verwendung führt
wie bei den meisten numerischen Verfahren zu einer Abweichung der später berechneten
von der exakten Lösung des Problems. Es versteht sich von selbst, dass dieser Fehler nicht
zu groß sein sollte und dass die Fähigkeit diesen einzuschätzen essentiell zur Beurteilung
der Aussagekraft der Berechnung ist. Außerdem ermöglicht eine Fehlerschätzung die
Verwendung einer adaptiven Strategie, bei der die Diskretisierung nach und nach so
verfeinert wird, dass die eingesetzten Freiheitsgrade eine möglichst große Genauigkeit
zulassen.

Da es sich bei den Lösungen der angesprochenen Probleme um Elemente meist unend-
lichdimensionaler Vektorräume handelt, wird die Festlegung auf einen Abstandsbegriff
benötigt, um Fehler vergleichen zu können. Für partielle Differentialgleichungen bietet
sich dazu die Verwendung der Sobolew- beziehungsweise Energienorm an, wobei jede
Komponente der Lösung gleichwertig gewichtet berücksichtigt wird. In konkreten An-
wendungen kann es allerdings der Fall sein, dass nur gewisse Teilaspekte von Interesse
sind. Bei der zielorientierten Vorgehensweise werden die interessierenden Teile der Lö-
sung (und damit auch des Fehlers) mithilfe eines Funktionals herausgefiltert. Ein sich
auf natürliche Weise anbietender Kandidat dafür ist bei Optimalsteuerungsproblemen
das Zielfunktional, wobei zwei verschiedene Möglichkeiten der Formulierung existieren.

Prinzipiell hängt der Wert des Zielfunktionals von zwei Größen ab, dem Zustand und
der Steuerung, wobei der Zustand die Lösung einer partiellen Differentialgleichung mit
der Steuerung als Parameter ist. Bei der All-At-Once-Formulierung werden die numeri-
schen Approximationen beider Größen zur Berechnung des Funktionalwerts verwendet
und dessen Abweichung als Fehler betrachtet. Mithilfe der Technik des dual gewichteten
Residuums gelingt es, diese Differenz zu schätzen ([3], [2]).

Um ausschließlich die Qualität der berechneten Steuerung, welche in Anwendungen die
vorrangig interessierende Größe sein kann, zu beurteilen, sollte allerdings die Abweichung
des Werts des reduzierten Funktionals betrachtet werden. Bei der reduzierten Formu-
lierung werden die rechnerisch ermittelte Steuerung und als Zustand die sich daraus
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ergebende exakte Lösung der Differentialgleichung zur Berechnung des Zielfunktional-
werts verwendet. Wie die entsprechende Differenz geschätzt werden kann, wird in [22]
beschrieben. Weiterhin wird dort anhand numerischer Beispiele gezeigt, dass sich für den
Fall, dass der Fehler in der Steuerung relativ klein gegenüber dem Diskretisierungsfehler
der Differentialgleichung ist, wesentliche Unterschiede für den Verlauf des Fehlers im
Zielfunktional und für die Effektivität der adaptiven Verfeinerung ergeben, je nachdem
ob die All-At-Once- oder die reduzierte Formulierung betrachtet wird.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Vorgehensweisen zur zielorientierten Fehlerschätzung für
einige Probleme der Topologieoptimierung, die sich als Optimalsteuerungsprobleme for-
mulieren lassen, anzuwenden. Insbesondere soll anhand numerischer Berechnungen die
ausgearbeitete Theorie überprüft werden. Das dafür ausgesuchte Beispielproblem, wel-
ches auch in [23] betrachtet wird, weist eine einspringende Ecke auf, was zu relativ großen
Diskretisierungsfehlern in der Differentialgleichung führt. Daher erwarten wir deutliche
Unterschiede für die Schätzung des Fehlers im All-At-Once- und im reduzierten Funk-
tional.

Wir stellen im zweiten Kapitel einige Möglichkeiten der a posteriori Fehlerschätzung
bei der Verwendung finiter Elemente zur numerischen Lösung partieller Differentialglei-
chungen vor und zeigen im dritten Kapitel wie sich diese Techniken zur zielorientierten
Fehlerschätzung bei Optimalsteuerungsproblemen anpassen lassen. Im vierten Kapitel
wird ein grober Überblick über die Topologieoptimierung gegeben und und eine spezielle
Problemklasse, von der auch das betrachtete Beispiel ist, beschrieben und untersucht.
Die durchgeführten numerische Experimente und die Ergebnisse präsentieren wir im
fünften Kapitel.

Der restliche Inhalt dieses Kapitels dient dazu, benötigte grundlegende Theorie an-
zugeben und die in dieser Arbeit verwendete Notation einzuführen. Die Darstellungen
im ersten, zweiten und vierten Abschnitt dieses Kapitels beruhen zum größten Teil auf
Kapitel 2 und 6 von [6].

1.1 Lineare elliptische partielle
Differentialgleichungen

Beginnen wir diesen Abschnitt mit einem häufig betrachteten Beispiel einer linearen ellip-
tischen partiellen Differentialgleichung, welches später als exemplarisches Modell dienen
wird. Im Folgenden ist Ω ⊂ Rd für d = 2 oder d = 3 stets ein beschränktes Gebiet,
das bedeutet, Ω ist offen, nichtleer und zusammenhängend. An einigen Stellen werden
wir zusätzliche Regularitätseigenschaften (zum Beispiel polygonales Gebiet, stückweise
glatter Rand, Einhaltung einer Kegelbedingung oder Lipschitz-Gebiet) benötigen, von
denen wir annehmen, dass sie erfüllt sind, ohne sie jeweils konkret anzugeben. Der Rand
∂Ω wird in zwei disjunkte Teile ΓN und ΓD untergliedert, wobei ΓD eine positive Länge
beziehungsweise Fläche besitzt. Wir führen folgende bekannte Räume ein: Die Räume
C(Ω) und C(Ω̄) der in Ω beziehungsweise in Ω̄ (dem Abschluss von Ω) stetigen reellwer-
tigen Funktionen, den Raum Ck(Ω) der in Ω k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
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für k ∈ N, den Raum Ck(Ω̄) der Funktionen aus Ck(Ω) mit stetiger Fortsetzung aller
Ableitungen auf den Rand, den Raum C∞0 (Ω) der in Ω beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Träger, den Lebesgue-Raum L2(Ω) der über Ω quadrat-
integrierbaren Funktionen, den Raum L∞(Ω) der in Ω wesentlich beschränkten Funk-
tionen und den Raum L2(ΓD) der auf ΓD bezüglich des Oberflächenmaßes quadrat-
integrierbaren Funktionen. Diese Räume sind auch für andere (offene) Mengen als Ω
beziehungsweise deren Abschluss oder Teile deren Randes definiert.

In Ω betrachten wir die Poisson-Gleichung

−∆y = f (1.1)

mit gemischten Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

∂y

∂n
= g auf ΓN, y = 0 auf ΓD, (1.2)

für die eine Lösung y : Ω→ R gesucht wird. Die Funktionen f : Ω→ R und g : ΓN → R
sind gegebene Daten, n ist der nach außen gerichteten Normaleneinheitsvektor an ∂Ω und
∂y
∂n

= n · ∇y. Die Differentialoperatoren ∆ und ∇ bezeichnen den Laplace-Operator und
den Gradienten. Damit die Gleichungen (1.1), (1.2) wohldefiniert sind und das Problem
sinnvoll gestellt ist, wird bei dieser klassischen Formulierung gefordert, dass eine Lösung
y in Ω zweifach stetig differenzierbar sein muss und dass y auf ∂Ω und y′ auf ΓN stetig
fortsetzbar sein muss. Dementsprechend kann eine Lösung nur existieren, wenn f und g
stetig sind.

Um auch unter weniger starken Voraussetzungen das Problem betrachten zu können,
wird meist die schwache Formulierung verwendet, die sich ergibt durch Multiplizieren von
Gleichung (1.1) mit einer geeigneten Testfunktion v (für den Moment sei v ∈ C1(Ω̄) und
v(x) = 0 für x ∈ ΓD), Integration der Gleichung über Ω, Anwendung der ersten Formel
von Green und Einsetzen der Randbedingungen. Das Problem ist nun, eine Lösung y
aus einem geeigneten Raum zu finden, sodass∫

Ω

∇y · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx+

∫
ΓN

gv ds (1.3)

für alle geeigneten v erfüllt ist. Die Frage was mit „geeignet“ gemeint ist, führt zu den
Sobolew-Räumen. Um diese zu definieren, wird der Begriff der schwachen Ableitung
benötigt. Für einen Multiindex µ ∈ Nd

0 und eine entsprechend glatte Funktion v (zum
Beispiel v ∈ C |µ|(Ω)) ist der Differentialoperator Dµ der Ordnung |µ| =

∑d
i=1 µi gegeben

durch

Dµv =
d∏
i=1

∂µiv

∂xµii
.

Definition 1.1. Existiert für eine Funktion v ∈ L2(Ω) und einen Multiindex µ ∈ Nd
0 ein

w ∈ L2(Ω), sodass∫
Ω

v(Dµϕ) dx = (−1)|µ|
∫

Ω

wϕ dx für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω)

gilt, dann wird w als die schwache Ableitung vom Typ µ von v bezeichnet, kurz w = Dµv.
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Definition 1.2. Für m ∈ N ist der Sobolew-Raum Hm(Ω) definiert als die Menge aller
Funktionen aus L2(Ω), für die alle schwachen Ableitungen bis zur Ordnung m existieren.

Mit dem Skalarprodukt

(v, w)Hm(Ω) =
∑
|µ|≤m

∫
Ω

(Dµv)(Dµw) dx für alle v, w ∈ Hm(Ω)

und der zugehörigen Norm

‖v‖Hm(Ω) =
√

(v, v)Hm(Ω) =

√∑
|µ|≤m

‖Dµv‖2 für alle v ∈ Hm(Ω),

wobei wir mit ‖ · ‖ stets ‖ · ‖L2(Ω) (oder ‖ · ‖L2(Ω)d) bezeichnen, ist Hm(Ω) ein Hilbert-
Raum. Außerdem definiert

|v|Hm(Ω) =

√∑
|µ|=m

‖Dµv‖2 für alle v ∈ Hm(Ω)

eine Halbnorm. Der Abschluss von C∞0 (Ω) bezüglich der Norm ‖ · ‖Hm(Ω) liefert den
Unterraum Hm

0 (Ω) von Hm(Ω), welcher im Folgenden für m = 1 charakterisiert werden
soll.

Da es sich bei den Elementen des Lebesgue-Raums L2(Ω) streng genommen um Äqui-
valenzklassen von Funktionen handelt, ist es bekanntlich nicht sinnvoll, Funktionswerte
in Mengen vom Maß null zu betrachten. Der Spursatz zeigt, dass dies hingegen für
Elemente von Sobolew-Räumen möglich ist, zumindest auf dem Rand.

Satz 1.3. Es existiert eine lineare, beschränkte Abbildung τ : H1(Ω) → L2(∂Ω) (Spur-
operator), sodass τv = v|∂Ω für alle v ∈ C1(Ω̄).

Es ist zu bemerken, dass C1(Ω̄) dicht in H1(Ω) liegt. Es lässt sich nun zeigen, dass ein
y ∈ H1(Ω) genau dann auch in H1

0 (Ω) liegt, wenn τy = 0. Dies motiviert die Definition

H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω) | τv = 0 auf ΓD}.

Der Unterraum H1
D(Ω) von H1(Ω) ist der gesuchte Raum, der sich für die schwache

Formulierung des Modellproblems (1.1), (1.2) eignet. Eine weitere Aussage, die wir be-
nötigen, ist die folgende Variante der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

Satz 1.4. Es existiert eine Konstante C > 0, sodass für alle v ∈ H1
D(Ω)

‖v‖ ≤ C|v|H1(Ω)

gilt.
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Positive Konstanten, deren genaue Werte nicht von weiterem Interesse sind, werden
in dieser Arbeit durchgehend mit C bezeichnet. Wir bedienen uns dabei dem Konzept
der generischen Konstante, das heißt, kommt C in mehreren Termen einer Abschätzung
vor, so kann ihr Wert jedes Mal ein anderer sein.

Aufgrund der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung ist |·|H1(Ω) eine zu ‖·‖H1(Ω) äquivalente
Norm auf H1

D(Ω). Wir betrachten sie im weiteren Verlauf als die Standardnorm in diesem
Raum und bezeichnen sie mit ‖ · ‖H1

D(Ω). Das zugehörige Skalarprodukt ist

(v, w)H1
D(Ω) =

∑
|µ|=1

∫
Ω

(Dµv)(Dµw) dx =

∫
Ω

∇v · ∇w dx für alle v, w ∈ H1
D(Ω).

Liegt jede Komponente einer Funktion mit Werten in Rd in dem Raum L2(Ω) oder
H1

D(Ω), dann fassen wir sie als ein Element des Raumes L2(Ω)d beziehungsweise H1
D(Ω)d

auf. Mit dem Skalarprodukt

(v, w)H1
D(Ω)d =

d∑
i=1

(vi, wi)H1
D(Ω) für alle v, w ∈ H1

D(Ω)d

ist H1
D(Ω)d ebenfalls ein Hilbert-Raum. Analog ist die Norm auf L2(Ω)d durch

‖v‖ = ‖v‖L2(Ω)d =

√√√√ d∑
i=1

‖vi‖2 für alle v ∈ L2(Ω)d

definiert. Das erlaubt folgende Darstellung der Norm in H1
D(Ω):

‖v‖H1
D(Ω) = |v|H1(Ω) = ‖∇v‖ für alle v ∈ H1

D(Ω).

Der Raum L2(Ω)d kann mit dem Bochner-Lebesgue-Raum L2(Ω,Rd) identifiziert werden.
Die schwache Formulierung (1.3) ist der Anlass, das abstrakte Problem, finde ein

y ∈ V , sodass
a(y, v) = l(v) für alle v ∈ V (1.4)

für einen Hilbert-Raum V , eine Bilinearform a : V×V → R und eine Funktional l ∈ V ∗,
zu betrachten. Durch a ist implizit ein linearer Operator A : V → V ∗ gegeben per

(Av)(w) = a(v, w) für alle v, w ∈ V. (1.5)

Wir gehen im Folgenden stets davon aus, dass die Bilinearform a und der Operator A
auf diese Weise verknüpft sind. Gleichung (1.4) kann damit noch kürzer als Ay = l
geschrieben werden. Die folgende abgeschwächte Variante des Satzes von Lax-Milgram
(auf die Symmetrie kann verzichtet werden) trifft eine Aussage über die Lösbarkeit dieser
Aufgabe:
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Satz 1.5. Sei V ein Hilbert-Raum und a : V×V → R eine stetige, symmetrische Biline-
arform, die außerdem stark positiv ist, das heißt, es gilt für ein C > 0 die Ungleichung
a(v, v) ≥ C‖v‖2

V für alle v ∈ V . Dann hat die Gleichung

a(y, v) = l(v) für alle v ∈ V

für jedes l ∈ V ∗ genau eine Lösung y ∈ V .

Beweis: Aufgrund der Eigenschaften der Bilinearform a ist durch

(v, w)a = a(v, w) für alle v, w ∈ V

ein Skalarprodukt gegeben, mit dem V ebenfalls ein Hilbert-Raum ist (Vollständigkeit
ergibt sich aus der wegen a stark positiv geltenden Äquivalenz der Norm ‖ · ‖V mit der
durch a gegebenen Energienorm ‖ ·‖a). Daher folgt die Behauptung mit der Aussage des
Darstellungssatzes von Riesz, dass zu jedem Funktional l ∈ V ∗ ein eindeutig bestimmtes
y ∈ V existiert, sodass

l(v) = (y, v)a = a(y, v) für alle v ∈ V.

Wir zeigen nun, dass das Modellproblem in den Rahmen der abstrakten Formulierung
passt und die Anwendung des letzten Satzes zulässt. Dazu setzen wir V = H1

D(Ω),

a(v, w) =

∫
Ω

∇v · ∇w dx, l(v) =

∫
Ω

fv dx+

∫
ΓN

gv ds

für v, w ∈ V . In diesem Fall ist a also sogar identisch mit dem Skalarprodukt von V
und erfüllt somit alle Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram. Damit bleibt zu
zeigen, dass l ∈ V ∗ ist, was durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und des
Spursatzes gelingt, wenn wir f ∈ L2(Ω) und g ∈ L2(ΓD) voraussetzen:

l(v) =

∫
Ω

fv dx+

∫
ΓN

gv ds ≤ ‖f‖‖v‖+ ‖g‖L2(ΓD)‖τv‖L2(ΓD) ≤ C‖v‖.

Somit besitzt die schwache Formulierung des Modellproblems genau eine Lösung.

1.2 Die Finite-Elemente-Methode

Ausgehend von der (abstrakten) schwachen Formulierung bietet sich für die numeri-
sche Lösung elliptischer partieller Differentialgleichungen auf natürliche Weise an, den
Vektorraum V durch einen endlichdimensionalen Unterraum V h zu approximieren und
die Gleichung (1.4) nur in diesem zu betrachten. Das führt zu dem Problem, finde ein
yh ∈ V h, das

a(yh, vh) = l(vh) für alle vh ∈ V h (1.6)

erfüllt. Diese Vorgehensweise wird als Galerkin-Verfahren bezeichnet. Der Einschränkung
von a auf V h wird analog zu (1.5) der Operator Ahh : V h → (V h)∗ zugeordnet und die
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Einschränkung von l wird mit lh ∈ (V h)∗ bezeichnet. Damit ist das Problem (1.6)
äquivalent zu Ahhyh = lh.
Mit der Wahl einer Basis lässt sich der Raum V h auf kanonische Weise mit dem

Rdim(V h) identifizieren und es ergibt sich die Darstellung von Ahh als Matrix, welche in
dieser Arbeit als Galerkin-Matrix bezeichnet wird, und von lh als Vektor des Rdim(V h).
Somit kann Ahhyh = lh als lineares Gleichungssystem aufgefasst werden. Wenn wir im
Folgenden das abstrakte Problem betrachten, so setzen wir stets voraus, dass a und l
die Eigenschaften wie im Satz 1.5 besitzen, also insbesondere dass Konstanten C1 und
C2 existieren, sodass

a(v, w) ≤ C1‖v‖V ‖w‖V für alle v, w ∈ V und a(v, v) ≥ C2‖v‖2
V für alle v ∈ V.

Wie bereits erwähnt, ist dann die Energienorm ‖ · ‖a äquivalent zu ‖ · ‖V , denn es gilt√
C2‖v‖V ≤ ‖v‖a ≤

√
C1‖v‖V .

Die Differenz zwischen der Lösung des ursprünglichen Problems und der Galerkin-
Lösung ist der Fehler e = y − yh ∈ V . Er genügt der Gleichung

a(e, v) = a(y, v)− a(yh, v) = l(v)− a(yh, v) für alle v ∈ V.

Aufgrund von (1.6) gilt die Galerkin-Orthogonalität

a(e, vh) = 0 für alle vh ∈ V h,

die wir häufig ausnutzen werden. Zum Beispiel folgt aus ihr

‖y− yh‖2
a = a(e, y− yh) = a(e, y) = a(e, y− vh) ≤ ‖y− yh‖a‖y− vh‖a für alle vh ∈ Vh,

also ‖y − yh‖a ≤ ‖y − vh‖a. Das heißt, bezüglich der Energienorm ist yh die beste
Approximation an y aus Vh. Für die Standardnorm ergibt sich

‖y − yh‖V ≤
1√
C2

‖y − yh‖a ≤
1√
C2

‖y − vh‖a ≤
√
C1

C2

‖y − vh‖V für alle vh ∈ Vh.

Das ist die Aussage des Cea-Lemmas, die auch für nicht symmetrische Bilinearform
a gilt, allerdings dann mit der größeren Konstanten C1

C2
. Aus dieser Abschätzung wird

ersichtlich, dass die Wahl des endlichdimensionalen Unterraum V h entscheidend ist. Der
Abstand von V h zur Lösung sollte möglichst gering sein.
Bei der häufig verwendeten Finite-Elemente-Methode erfolgt die Konstruktion des

eindlichdimensionalen Unterraums mithilfe eines Gitters, einer Zerlegung von Ω in Teil-
gebiete, zum Beispiel in Dreiecke oder Vierecke beziehungsweise in Tetraeder oder Qua-
der. Als Elemente von Vh werden Funktionen gewählt, deren Einschränkung auf jedes
der Teilgebiete ein Polynom ist. Konkret wollen wir nur einen Spezialfall betrachten.
Zusätzlich zu den bisher geforderten Eigenschaften sei Ω ein zweidimensionales, poly-
gonales Gebiet. Eine zulässige Triangulierung (Zerlegung in Dreiecke) von Ω ist eine
endliche Menge T abgeschlossener Dreiecke K mit folgenden Eigenschaften:
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• Ω̄ =
⋃

K∈T K,

• Ki ∩ Kj für i 6= j ist entweder leer, oder ein Eckpunkt oder eine Kante sowohl von
Ki als auch von Kj.

Die Weite hK eines Dreiecks K ∈ T ist die Länge der längsten Kante. Die Gitterweite der
Triangulierung ist h = maxK∈T hK. Die Form eines Dreiecks K wird durch den Parameter
κK = hK/ρK, dem Verhältnis von der Weite des Dreiecks zu seinem Innenkreisradius,
bewertet. Die Formregularität der Triangulierung gibt entsprechend κ = maxK∈T κK an.
Durch die Wahl des Gitters sind auch Mengen von Kanten und Eckpunkten gegeben.
Um Eckpunkte N beziehungsweise Elemente K definieren wir die Umgebungen

ωN =
⋃

K∈T ,N∈K

K und ωK =
⋃
N∈K

ωN,

die als Patches bezeichnet werden.
Mithilfe der Zerlegung von Ω wird der Raum

Hm = {v ∈ C(Ω) | v|K ist ein Polynom vom Grad m für jedes K ∈ T }

stetiger finiter Elemente der Ordnung m ∈ N definiert. Es gilt Hm ⊂ H1(Ω). Für Hm

lässt sich leicht eine Lagrange-Basis finden. In jedem Dreieck werden auf die gleiche
Weise geeignet Interpolationspunkte x1, x2, . . . , xdim(Hm) festgelegt, wobei Punkte auf
dem Rand mit den entsprechenden Interpolationspunkten der benachbarten Dreiecke
übereinstimmen, wodurch die Stetigkeit gewährleistet wird. Für H1 sind die Interpolati-
onspunkte die Eckpunkte N, und für H2 sind es die Eckpunkte N und die Mittelpunkte
der Kanten E. Durch die Eigenschaft φi(xj) = δij, wobei δij das Kronecker-Delta bezeich-
net, ist die Lagrange-Basis {φ1, φ2, . . . , φdim(Hm)} eindeutig bestimmt. Die Basiselemente
werden auch Ansatzfunktionen genannt. Die Funktion φi hat fürm = 1 gerade das Patch
ωNi als Träger, wobei Ni = xi ist. Es ergibt sich, dass für das Modellproblem der Eintrag
in der Zeile i und Spalte j der Galerkin-Matrix, der sich durch

(Ahhφj)(φi) =

∫
Ω

∇φi · ∇φj dx

berechnet, null ist, wenn sich die Träger der Funktionen φi und φj nicht überlappen,
was für die meisten Kombination von Indexen der Fall ist. Das ist eine sehr vorteilhafte
Eigenschaft dieser Basis, denn somit ist die Galerkin-Matrix dünnbesetzt, lässt sich also
effizient im Computer aufstellen und speichern, und das entsprechende Gleichungssystem
kann verhältnismäßig schnell gelöst werden.
Die Menge {φ1, φ2, . . . , φdim(Hm)} kann auch leicht zu einer Basis von Hm ∩ H1

0 (Ω)
oder Hm ∩ H1

D(Ω) umgeformt werden, indem die Ansatzfunktionen zu Interpolations-
punkten, die auf dem Rand ∂Ω beziehungsweise ΓD liegen, weggelassen werden. Die
Repräsentation der Basiselemente erfolgt über die sogenannten Formfunktionen. Diese
werden jeweils über den einzelnen Dreiecken definiert. Sie sind Polynome vom Grad m
und besitzen ebenfalls die Eigenschaft, dass sie auf dem ihnen zugeordneten Interpo-
lationspunkt den Wert eins annehmen und in allen anderen Interpolationspunkten des
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Dreiecks den Wert null. Mittels linearer Transformationen können die Formfunktionen,
nachdem sie einmalig auf dem Referenzdreieck Kref = {(x1, x2) ∈ (0, 1)2 | x1 + x2 < 1}
mit den entsprechenden Interpolationspunkten erzeugt wurden, auf die Gitterelemen-
te übertragen werden. Sie lassen sich leicht zu den Ansatzfunktionen zusammensetzen,
siehe Abbildung 1.1.

Abbildung 1.1: Links: Formfunktion über dem Referenzdreieck, die zur Konstruktion von
H1 benötigt wird. Rechts: Ansatzfunktion aus H1 zu einem Interpolations-
punkt, in dem sich sechs Dreieckselemente berühren.

Für die Approximation weniger regulärer Funktionen (zum Beispiel der Steuerung bei
Optimalsteuerungsproblemen) kann der Raum

Lm = {v ∈ L∞(Ω) | v|K ist ein Polynom vom Grad m für jedes K ∈ T }

unstetiger finiter Elemente für m ∈ N0 hilfreich sein. Für diesen ergeben die Formfunk-
tionen direkt eine Basis.

Aufgrund der Aussage des Cea-Lemmas interessiert uns, wie gut H1 den Raum H1(Ω)
approximiert. Dies beantwortet der folgende Satz, siehe auch Satz 1.3 und Abschnitt 3.5
in [20]:

Satz 1.6. Es existieren eine lineare Abbildung Ih : H1(Ω)→ H1 (Interpolationsoperator)
und Konstanten C > 0 mit den Eigenschaften

‖v − Ihv‖L2(K) ≤ ChK‖∇v‖L2(ωK)d ,

‖v − Ihv‖L2(∂K) ≤ Ch
1/2
K ‖∇v‖L2(ωK)d

für alle v ∈ H1(Ω) und K ∈ T .

Die Konstanten C in dieser Aussage hängen nur vom Formparameter κ der Triangu-
lierung ab.
Für die Approximation von H1(Ω)d bietet sich das kartesische Produkt Hd

1 an. Die
entsprechenden Ansatzfunktionen ergeben sich dann leicht aus der Lagrange-Basis von
H1.
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1.3 Optimale Steuerung mit partiellen
Differentialgleichungen

1.3.1 Linear-quadratische Probleme

Wir betrachten zunächst Optimalsteuerungsprobleme in Banach-Räumen V und P der
Form

min
y∈V,ρ∈P

J(y, ρ) u.d.N. (unter der Nebenbedingung) Ay +Bρ = lλ. (1.7)

Dabei treffen wir die folgenden Annahmen. Das Zielfunktional J : V×P→ R ist von der
Gestalt

J(y, ρ) =
1

2
(Hyyy)(y)− ly(y) +

1

2
(Hρρρ)(ρ)− lρ(ρ) + k

mit Hyy : V → V ∗ und Hρρ : P→ P∗ linear, beschränkt, symmetrisch und positiv semi-
definit. Der lineare Operator A : V → V ∗ besitzt eine beschränkte Inverse, B : P→ V ∗

ist ebenfalls linear und stetig und es sind ly, lλ ∈ V ∗, lρ ∈ P∗, k ∈ R. Die Nebenbedin-
gung werden auch als Zustandsgleichung, y als Zustand und ρ als Steuerung bezeichnet.
Das quadratische Zielfunktional soll also über die Zustands- und die Steuerungsvaria-
ble minimiert werden unter der Einschränkung, dass der Zustand eine lineare partielle
Differentialgleichung erfüllt, deren rechte Seite von der Steuerung abhängt.

Ein an das Modellproblem (1.1), (1.2) einer elliptischen Differentialgleichung ange-
lehntes Beispiel für eine Optimalsteuerungsaufgabe, die in diesen Rahmen passt, ist

min
y∈V,ρ∈P

1

2
‖y − 1‖2 +

ν

2
‖ρ‖2

mit der Nebenbedingung∫
Ω

∇y · ∇v dx =

∫
Ω

ρv dx+

∫
ΓN

gv ds für alle v ∈ V,

wobei Ω, ΓN, ΓD = ∂Ω\ΓN und g wie im Modellproblem definiert sind und V = H1
D(Ω),

P = L2(Ω) und ν eine positive Konstante ist. In diesem konkreten Fall ist dann also für
alle v, w ∈ V und ρ, π ∈ P

(Hyyv)(w) =

∫
Ω

vw dx (Hρρρ)(π) = ν

∫
Ω

ρπ dx

(Av)(w) =

∫
Ω

∇v · ∇w dx (Bρ)(v) = −
∫

Ω

ρv dx

lλ(v) =

∫
ΓN

gv ds ly(v) =

∫
Ω

v dx

lρ = 0 k = |Ω| =
∫

Ω

1 dx.
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Unter den oben angegebenen Voraussetzungen ist für jedes Paar (y, ρ), das der Ne-
benbedingung genügt, der Zustand y eindeutig durch die Steuerung ρ bestimmt: y =
A−1(lλ −Bρ). Deshalb lässt sich das Optimalsteuerungsproblem (1.7) auch in der redu-
zierten Form

min
ρ∈P

J̃(ρ) = min
ρ∈P

J(A−1(lλ −Bρ), ρ) (1.8)

schreiben. Zur Unterscheidung bezeichnen wir die ursprüngliche Formulierung (1.7), bei
der das Zielfunktional von beiden Variablen abhängt, als All-At-Once-Formulierung.
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Steuerung beantwortet
folgender Satz:

Satz 1.7. Unter den zusätzlichen Voraussetzungen, dass P reflexiv und die konstante
zweite Ableitung

J̃ ′′(ρ) = Hρρ +B∗A−∗HyyA
−1B (1.9)

stark positiv ist, hat das Problem (1.8) eine eindeutig bestimmte Lösung.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis nur kurz. Eine ausführliche Darlegung liefert der
Beweis zu Theorem 1.1 in [13]. Aufgrund dessen, dass J̃ ′′ stark positiv ist, und wegen der
Beschränktheit der beteiligten linearen Funktionale und Operatoren existieren positive
Konstanten C1, C2, sodass

J̃(ρ) ≥ C1‖ρ‖2
P − C2‖ρ‖P.

Eine das Funktional J̃ minimierende Folge (ρk)k∈N ⊂ P ist daher beschränkt und be-
sitzt eine schwach konvergente Teilfolge (ρk′)k′ , deren Grenzwert mit ρ̄ bezeichnet wird.
Außerdem ist J̃ stetig, streng konvex (da J̃ ′′ stark positiv) und somit schwach unter-
halbstetig. Deshalb ist ρ̄ ein Lösung des Problems:

J(ρ̄) ≤ lim inf J̃(ρk′) = lim J̃(ρk) = inf
ρ∈P

J(ρ).

Die strenge Konvexität von J̃ garantiert die Eindeutigkeit der optimalen Steuerung,
denn angenommen ρ1, ρ2 ∈ P, ρ1 6= ρ2, wären zwei verschiedene Lösungen, so würde

J̃(1
2
(ρ1 + ρ2)) < 1

2
(J̃(ρ1) + J̃(ρ2)) = J̃(ρ1) = J̃(ρ2)

gelten, was der Annahme, dass ρ1 und ρ2 optimal sind, widerspricht.

Das Optimum ρ̄ aus Satz 1.7 wird durch die Bedingung

0 = J̃ ′(ρ̄) =
d

dρ
J(A−1(lλ −Bρ̄), ρ̄) = Jρ(ȳ, ρ̄)−B∗A−∗Jy(ȳ, ρ̄)

charakterisiert. Dabei sind Jρ und Jy Kurznotationen für die partiellen Ableitungen ∂J
∂ρ

und ∂J
∂y
. Führen wir die Lagrange-Funktion L : V×P×V → R ein als

L(y, ρ, λ) = J(y, ρ) + (Ay +Bρ− lλ)(λ), (1.10)
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so liefert auch die Lösung der Gleichung L′(ȳ, ρ̄, λ̄) = 0, ausführlich

Jy(ȳ, ρ̄) + A∗λ̄ = 0

Jρ(ȳ, ρ̄) +B∗λ̄ = 0

Aȳ +Bρ̄− lλ = 0,

(1.11)

eine optimale Steuerung. Der Lagrange-Multiplikator λ wird als adjungierte Variable
bezeichnet. Da die erste Gleichung von (1.11) wegen der Invertierbarkeit von A∗ =
A nach λ umgestellt werden kann, wird sie adjungierte Gleichung genannt. Die dritte
Gleichung von (1.11) ist gerade die Zustandsgleichung.
Zur Abkürzung der Notation definieren wir den Produktraum X = V ×U×V mit

Elementen χ = [y, ρ, λ]. Aufgrund der linear-quadratischen Form des Problems ist die
erste Ableitung L′ als Abbildung von X nach X∗ affin linear und die zweite Ableitung
ist an jeder Stelle χ die gleiche lineare Abbildung von X nach X∗

L′′(χ) = H =

Hyy 0 A∗

0 Hρρ B∗

A B 0

 ,
die wie bereits gesehen auch als Bilinearform über X×X aufgefasst werden kann. Wir
werden beide Sichtweisen verwenden. Allerdings ist zu beachten, dass üblicherweise bei
der Identifikation einer zweiten Ableitung mit einer bilinearen Abbildung im Vergleich
zu (1.5) die Argumente vertauscht werden. So ist beispielsweise

Lρλ(π,w) = (B∗w)(π) für alle π ∈ P, w ∈ V.

Diese beiden verschiedenen Varianten werden aber zu keinen Zweideutigkeiten führen, da
die in dieser Arbeit vorkommenden Abbildungen stets entsprechend symmetrisch sind.
Die Gleichungen (1.11) besitzen die Darstellung Hχ̄ = l mit l = [ly, lρ, lλ] ∈ X∗.

Zur Lösung dieser kann ebenfalls das Galerkin-Verfahren verwendet werden, was auf das
Problem führt, finde χh ∈ Xh, sodass

L′(χh)(ξh) = 0 für alle ξh ∈ Xh

beziehungsweise
Hhhχh = lh (1.12)

mit Hhh und lh definiert im letzten Abschnitt. Zur Approximation werden endlichdi-
mensionale Teilräume V h ⊂ V , Ph ⊂ P und Xh = V h×Ph×V h benutzt.

1.3.2 Nichtlineare Probleme

Als Verallgemeinerung des bisher untersuchten linear-quadratischen Optimalsteuerungs-
problem betrachten wir nun

min
y∈V,ρ∈P

J(y, ρ) u.d.N. c(y, ρ) = 0 (1.13)
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bei folgenden abgeschwächten Annahmen. Das Problem habe eine Lösung (ȳ, ρ̄). Das
Zielfunktional J : V×P→ R sei zweimal stetig differenzierbar (damit ist in dieser Arbeit
immer Fréchet-differenzierbar gemeint) mit Jyρ = Jρy = 0. Die Funktion c : V×P→ V ∗

sei zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von (ȳ, ρ̄) und der Operator cy(ȳ, ρ̄) :
V → V ∗ sei invertierbar. Dann gibt es nach dem Satz über implizite Funktionen eine
Umgebung der Lösung der Form V̂×P̂, V̂ ⊂ V , P̂ ⊂ P und eine eindeutig bestimmte
zweimal stetig differenzierbare Abbildung G : P̂ → V̂ , sodass alle Steuerungen ρ ∈ P̂
zusammen mit dem Zustand G(ρ) die Bedingung c(G(ρ), ρ) = 0 erfüllen.
Betrachten wir die Abbildung φ : P̂→ V ∗ mit φ(ρ) = c(G(ρ), ρ), so ist diese konstant

null, was somit auch für ihre Ableitungen gilt. Deshalb erhalten wir durch Anwendung
der Kettenregel

0 = φ′(ρ) = cy(G(ρ), ρ) ◦G′(ρ) + cρ(G(ρ), ρ)

die Vorschrift
G′(ρ) = −cy(G(ρ), ρ)−1cρ(G(ρ), ρ) (1.14)

zur Berechnung der ersten Ableitung vonG. Die gleiche Vorgehensweise liefert die Formel

G′′(ρ)(π1, π2) = −cy(G(ρ), ρ)−1(cyy(G(ρ), ρ)(G′(ρ)π1, G
′(ρ)π2)

+ cyρ(G(ρ), ρ)(G′(ρ)π1, π2) + cρy(G(ρ), ρ)(π1, G
′(ρ)π2) + cρρ(G(ρ), ρ)(π1, π2))

(1.15)

zur Auswertung von G′′(ρ) für π1, π2 ∈ P. Dabei fassen wir die zweiten Ableitungen von
G und c ausgewertet an ρ beziehungsweise (G(ρ), ρ) als bilineare Abbildungen nach V
beziehungsweise V ∗ auf.
Die Funktion G ermöglicht es, das Optimalsteuerungsproblem wieder mithilfe des

reduzierten Funktionals J̃ zu formulieren, zumindest in der Umgebung P̂ der Lösung:

min
ρ∈P̂

J̃(ρ) = min
ρ∈P̂

J(G(ρ), ρ).

Die Abbildung J̃ : P̂→ R ist ebenfalls zweimal differenzierbar mit

J̃ ′(ρ) = Jy(G(ρ), ρ) ◦G′(ρ) + Jρ(G(ρ), ρ)

= −cρ(G(ρ), ρ)∗cy(G(ρ), ρ)−∗Jy(G(ρ), ρ) + Jρ(G(ρ), ρ)

und

J̃ ′′(ρ)(π1, π2) = Jyy(G(ρ), ρ)(G′(ρ)π1, G
′(ρ)π2) + Jy(G(ρ), ρ)G′′(ρ)(π1, π2)

+ Jρρ(G(ρ), ρ)(π1, π2)

für π1, π2 ∈ P. Die optimale Steuerung erfüllt die notwendige Bedingung J̃ ′(ρ̄) = 0, die
wieder aus L′(ȳ, ρ̄, λ̄) = 0 folgt. Das Lagrange-Funktional ist definiert als

L(y, ρ, λ) = J(y, ρ) + c(y, ρ)(λ) (1.16)

und besitzt die Ableitungen

Ly(x) = Jy(y, ρ) + cy(y, ρ)∗λ,
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Lρ(x) = Jρ(y, ρ) + cρ(y, ρ)∗λ,

Lλ(x) = c(y, ρ).

Wir fassen die zweite Ableitung ausgewertet an einer Stelle χ ebenfalls als Bilinearform
auf und definieren die Abbildung H : V̂×P̂×V → L(X,X∗) durch

(H(χ)ξ2)(ξ1) = L′′(χ)(ξ1, ξ2).

Die Notation L(X,X∗) bezeichnet den normierten Raum der linearen stetigen Operato-
ren von X nach X∗. Die zweite Ableitung besitzt die kompakte Darstellung

H(y, ρ, λ) =

Jyy(y, ρ) + cyy(y, ρ)∗λ cyρ(y, ρ)∗λ cy(y, ρ)∗

cρy(y, ρ)∗λ Jρρ(y, ρ) + cρρ(y, ρ)∗λ cρ(y, ρ)∗

cy(y, ρ) cρ(y, ρ) 0

 ,
wobei die Bilinearform cyρ(y, ρ)∗λ über V×P, definiert durch

(cyρ(y, ρ)∗λ)(v, π) = (cyρ(y, ρ)(v, π))(λ) für alle v ∈ V, π ∈ P,

als linearer Operator P → V ∗ aufgefasst wird (analog für cyy(y, ρ)∗λ, cρρ(y, ρ)∗λ und
cρy(y, ρ)∗λ).

Zur numerischen Bestimmung einer optimalen Steuerung kann wie im linear-quadrati-
schen Fall versucht werden, die Gleichung L′(χ) = 0, die nun allerdings nichtlinear ist, in
einem endlichdimensionalen Teilraum Xh zu behandeln. Bei Verwendung des Newton-
Verfahrens zur Bestimmung der Lösung χh von

L′(χh)(ξh) = 0 für alle ξh ∈ Xh (1.17)

führt die Berechnung des Newton-Schritts δχhk für die Iterierte χhk auf das lineare Glei-
chungssystem

(H(χhk))
hhδχhk = −(L′(χhk))

h.

1.4 Elastizitätstheorie

Ziel der Elastizitätstheorie ist es, die Verformung von Körpern unter dem Einfluss äu-
ßerer Kräfte zu untersuchen. In diesem Abschnitt sollen kurz die dazu benötigten phy-
sikalischen Größen eingeführt und zwischen diesen bestehende Zusammenhänge gezeigt
werden. Wir beschränken uns dabei auf den statischen Fall, das heißt, wir suchen eine
Gesetzmäßigkeit, die zu gegebenen äußeren Belastung eine Verformung liefert, sodass
der Körper sich im Gleichgewicht befindet. Wir werden eine lineare partielle Differenti-
algleichung angeben, die diese Abhängigkeit grob beschreibt. Da wir ausschließlich auf
die Herleitung dieser Gleichung abzielen, sind die Erläuterungen unvollständig und an
manchen Stellen etwas ungenau (wie die lineare Theorie an sich). Beispielsweise wird
auf die Unterscheidung verschiedener Spannungstensoren, die über dem Referenzgebiet
oder dem verformten Gebiet definiert sind, verzichtet und der weitaus realistischere Fall,
dass die äußeren Kräfte von der Verformung abhängen, wird nicht betrachtet.
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Wichtig ist zunächst einmal die Kinematik, das heißt die (Veränderung der) Lage der
Punkte eines Körpers, beschreiben zu können. Es wird die Ausgangslage des Körpers
als der Abschluss eines Gebiet Ω ∈ Rd, d = 2 oder d = 3, definiert. Häufig, und so
auch hier, wird davon ausgegangen, dass diese Referenzkonfiguration ein natürlicher
Zustand ist, das bedeutet, dass auf den Körper keine inneren Kräfte wirken, er also
vollständig entspannt ist. Eine Deformation des Körpers lässt sich nun als eine Abbildung
φ : Ω̄→ Rd definieren. Die Verschiebung y(x) ist Veränderung der Lage: y(x) = φ(x)−x.
Wir gehen davon aus, dass der Körper auf einem Teil ΓD des Randes mit positivem Maß
fest gelagert ist, also y(x) = 0 für alle x ∈ ΓD. Den Rest ∂Ω \ΓD des Randes bezeichnen
wir wie bisher mit ΓN.

Die erste Ableitung von φ in einem Punkt x, also die Jacobi-Matrix, wird meist als
Deformationsgradient ∇φ(x) bezeichnet. Multipliziert mit dem Abstand x̃ − x in der
Ausgangslage zu einem Punkt x̃ gibt sie in erster Näherung diesen Abstand im verform-
ten Zustand an. Für eine Deformation wird det(∇φ(x)) > 0 für alle x ∈ Ω̄ gefordert.
Üblicher Weise wird für die Matrix C = ∇φ(x)T∇φ(x) die Bezeichnung Cauchy-Green-
Verzerrungstensor verwendet. Diese Größe dient dazu, einen Zusammenhang zwischen
Verformung und daraus resultierenden inneren Kräften (Spannungen) herstellen zu kön-
nen. Für aus Translationen und Rotationen zusammengesetzte Verformungen (Starrkör-
perbewegungen) sollte der resultierende Zustand ebenfalls ein natürlicher sein. Solche
Deformationen sind von der allgemeinen Gestalt φ(x) = Qx+b mit Q ∈ Rd,d, Q−1 = QT ,
det(Q) = 1 und b ∈ Rd und es ist ∇φ(x)T∇φ(x) = QTQ = I, wobei I die Einheitsmatrix
ist. Daher wird für die Linearisierung der Theorie zunächst die Abweichung

E =
1

2
(C − I) =

1

2
(∇φ(x)T∇φ(x)− I) =

1

2
((I +∇y(x))T (I +∇y(x))− I)

=
1

2
(∇y(x)T +∇y(x) +∇y(x)T∇y(x))

der Cauchy-Green-Verzerrung von der Identität betrachtet, und zur Definition des linea-
risierten Verzerrungstensors der in ∇y(x) quadratische Term weggelassen:

ε(x) = ∇s y(x) =
1

2
(∇y(x)T +∇y(x)).

Im Gegensatz zu E hat die linearisierte Verzerrung aber nicht die Eigenschaft, dass sie
für alle Deformationen, die Starrkörperbewegungen sind, verschwindet, denn es gilt für
diese: ∇s y = 1

2
((Q− I)T + (Q− I)) = 1

2
(QT +Q)− I. Damit die durch die Verwendung

der linearisierten Verzerrung eingebrachte Ungenauigkeit nicht zu groß wird, sollte der
Verschiebungsgradient ∇y(x) klein sein.
Die durch Verformungen hervorgerufenen inneren Kräfte werden als Spannungsvek-

toren t(x, n) für einen Punkt x ∈ Ω̄ und einen Normaleneinheitsvektor n eingeführt.
Wird in x ein Freischnitt in einer Ebene mit Normalenvektor n vorgenommen, so gibt
t(x, n) die Kraft pro Fläche an, die auf x wirkt. Die äußeren Kräfte, die auf einen
Körper wirken können, teilen wir in Volumenkräfte f : Ω → Rd und Oberflächenspan-
nungen g : ΓN → R3 ein. Nun können wir folgende wichtige Annahme formulieren. Ein
(deformierter) Körper befindet sich im Gleichgewicht, wenn sein Spannungsvektorfeld
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t von der Gestalt ist, sodass für jedes Teilgebiet von φ(Ω) sich die Spannungsvektoren
t(x, n) am Rand des Teilgebiets zusammen mit den im Teilgebiet wirkenden Volumen-
kräften f und sich die jeweils resultierenden Momente aufheben, und sodass auf ΓN die
Spannungsvektoren und die Oberflächenkräfte g übereinstimmen. Daraus lässt sich fol-
gern, dass in jedem Punkt ein symmetrischer Spannungstensor σ(x) ∈ Rd,d existiert, der
σ(x)n = t(x, n) und

−
d∑
j=1

∂

∂xj
σij(x) = fi(x) für i = 1, . . . , d.

erfüllt. Die letzte Gleichung wird auch kurz − div σ = f geschrieben, wobei gemeint ist,
dass die Divergenz von jeder Zeile des Matrixfeldes σ gebildet wird.

Um zur gesuchten Differentialgleichung zu gelangen muss noch ein Zusammenhang
zwischen Verformung und inneren Kräften hergestellt werden. Diese Eigenschaft ist ma-
terialabhängig. Wir nehmen an, dass der betrachtete Körper sich linear elastisch verhält,
das bedeutet die Abhängigkeit der Spannung von der linearisierten Verzerrung kann
durch

σij(x) =
d∑

k,l=1

Eijkl(x)εkl(x) für i, j = 1, . . . , d

oder kurz durch σ = Eε = E∇s y beschrieben werden. Die lineare Abbildung E(x) :
Rd,d → Rd,d wird Steifigkeitstensor genannt. Hängt diese nicht von x ab, so heißt das Ma-
terial homogen. Aufgrund der Symmetrie von σ(x) und ε(x) kann Eijkl(x) = Ejikl(x) und
Eijkl(x) = Eijlk(x) angenommen werden. Dadurch reduziert sich die Anzahl unabhängi-
ger Einträge des Steifigkeitstensors im Fall d = 3 von 81 auf 36. Unter der zusätzlichen
Voraussetzung, dass das Material hyperelastisch ist, folgt Eijkl(x) = Eklij(x), wodurch
nur 21 unabhängige Einträge verbleiben und für isotrope Materialien gilt sogar, dass
E(x) nur von zwei Variablen abhängt. Wir nehmen außerdem an, dass E gleichmäßig
positiv definit ist, das heißt, es existiert ein C > 0, sodass für alle x ∈ Ω

(E(x)ε : ε) ≥ C(ε : ε) für alle ε ∈ Rd,d,

wobei (· : ·) : Rd,d×Rd,d → R,

(ε : ϕ) =
d∑

i,j=1

εijϕij für alle ε, ϕ ∈ Rd,d,

das zur Frobenius-Norm gehörende Skalarprodukt im Rd,d ist.
Fügen wir nun alles zusammen, so erhalten wir die lineare Differentialgleichung

− div(E∇s y) = f in Ω

y = 0 auf ΓD

(E∇s y)n = g auf ΓN
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aus deren Lösung y sich die gesuchte Deformation ergibt. Auch dieses Problem lässt sich
in einer schwachen Formulierung angeben: Zu f ∈ L2(Ω)d und g ∈ L2(ΓN)d finde ein
y ∈ H1

D(Ω)d, das∫
Ω

(E∇s y : ∇s v) dx =

∫
Ω

f · v dx+

∫
ΓN

g · v ds für alle v ∈ H1
D(Ω)d (1.18)

erfüllt. Die schwache Formulierung wird durch das abstrakte Problem (1.4) repräsentiert,
wenn wir V = H1

D(Ω)d,

a(v, w) =

∫
Ω

(E∇s v : ∇sw) dx und l(v) =

∫
Ω

f · v dx+

∫
ΓN

g · v ds

für v, w ∈ V setzen. Dass die Bilinearform a dann stark positiv ist, kann aus der gleich-
mäßigen positiven Definitheit von E und der folgenden Variante der Korn-Ungleichung,
die in [6] zu finden ist, gefolgert werden.

Satz 1.8. Es existiert eine Konstante C > 0, sodass∫
Ω

(∇s v : ∇s v) dx ≥ C‖v‖H1
D(Ω)d

gilt.

Damit ist die Verschiebung y aus der schwachen Formulierung (1.18) eindeutig be-
stimmt, denn die Gültigkeit der weiteren Voraussetzungen von Satz (1.5) lässt sich leicht
überprüfen.
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2 A posteriori Fehlerschätzer für die
Finite-Elemente-Methode

Als bedeutendes Hilfsmittel zur numerischen Lösung partieller Differentialgleichungen
findet die Finite-Elemente-Methode breiten Einsatz in der naturwissenschaftlichen For-
schung und bei vielen technischen Anwendungen, die auf der Simulation physikalischer
Vorgänge beruhen. Ein notwendiger Schritt des Verfahrens ist die Diskretisierung eines
kontinuierlichen Modells, was in der Regel zu Fehlern führt. Somit ist die Kenntnis von
Methoden, diesen Diskretisierungsfehler zu schätzen, von wesentlicher Bedeutung, wenn
die Qualität berechneter Lösungen beurteilt werden soll. Darüber hinaus sind Fehler-
schätzer wichtig zur Anpassung der Diskretisierung in adaptiven Verfahren für einen
effizienten Einsatz der Freiheitsgrade.

Auch Optimalsteuerungsprobleme, wie sie bei der Topologieoptimierung auftreten,
beinhalten partielle Differentialgleichungen und lassen sich mithilfe der Finite-Elemente-
Methode lösen. Deshalb bilden die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren die Grund-
lage für die Erarbeitung von Fehlerschätzern in der Topologieoptimierung. Konkret be-
trachtet werden Methoden, die auf einer elementweisen Auswertung des Residuums oder
auf einer hierarchischen Erweiterung des Ansatzraums beruhen. Im letzten Abschnitt des
Kapitels erwähnen wir weitere Möglichkeiten der a posteriori Fehlerschätzung. Mit „a
posteriori“ wird die Eigenschaften aller dieser Verfahren bezeichnet, dass zur Bestim-
mung einer Approximation des Fehlers die zuvor berechnete diskrete Lösung verwendet
wird.

Der Inhalt dieses Kapitels orientiert sich an [1] und [20]. Für die Herleitung der Verfah-
ren betrachten wir ganz konkret das Modellproblem (1.1), (1.2) beziehungsweise (1.3),
verwenden jedoch auch oft die Notation der abstrakten Formulierung (1.4) einer linea-
ren elliptischen partiellen Differentialgleichung. Dadurch wird ersichtlich, welche Schritte
bei der Betrachtung eines anderen Problems einfach übernommen werden können oder
aber angepasst werden müssen. In diesem Kapitel beschränken wir uns darauf, die Ener-
gienorm ‖e‖a = a(e, e) des Fehlers zu schätzen, und weisen nur darauf hin, dass auch
Methoden zur Schätzung der L2- oder der L∞-Norm existieren. Der Fall, dass der Fehler
gemessen in einem Funktional von Interesse ist, wie er zum Beispiel bei Optimalsteue-
rungsproblemen vorkommt, wird im nächsten Kapitel behandelt.

Bezeichnen wir mit E die tatsächliche interessierende Fehlergröße und mit η die ge-
schätzte, dann sollte jeder Fehlerschätzer den Ungleichungen

C1E ≤ η ≤ C2E

mit Konstanten C1 und C2 genügen. Wie bereits gesagt, wird in diesem Kapitel E = ‖e‖a
sein. Die Einhaltung der ersten Schranke wird als Zuverlässigkeit und die der zweiten
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als Effizienz bezeichnet. Die Qualität eines Fehlerschätzers wird oft durch den Effekti-
vitätsindex Ieff = η/E bewertet. Er sollte nahe bei eins liegen. Asymptotisch Exaktheit
liegt vor, falls Ieff → 1 für h→ 0 gilt.
Für die Steuerung einer adaptiven Gitterverfeinerung ist es nötig, einen Indikator ηK

für den lokalen Beitrag auf jedem Element K zum globalen Fehler zur Verfügung zu
haben. Für den Fall der Energienorm im Modellproblem zum Beispiel wäre eine erste
Idee,

η2
k = ‖e‖2

aK
= aK(e, e) =

∫
K

∇e · ∇e dx

zu schätzen und anschließend den globalen Fehlerschätzer durch

η =

(∑
K∈T

η2
K

)1/2

(2.1)

zu berechnen. Es zeigt sich allerdings, dass aufgrund des Fehlertransports eine Verfeine-
rung der Diskretisierung an einer Stelle mit großem Fehler nicht automatisch zu einer
Reduzierung dieses Fehlers führt.

2.1 Residuum-Fehlerschätzer

Das Residuum r = Ae = Ay − Ayh = l − Ayh der abstrakten Formulierung ist ein
Element des Dualraums V ∗. Für das betrachtete Modellproblem ist die Energienorm
mit der Norm des Raums V = H1

D(Ω) identisch. Daher und aufgrund von

sup
v∈V,‖v‖a 6=0

a(e, v)

‖v‖a
≤ sup

v∈V,‖v‖a 6=0

‖e‖a‖v‖a
‖v‖a

= ‖e‖a

und
sup

v∈V,‖v‖a 6=0

a(e, v)

‖v‖a
≥ a(e, e)

‖e‖a
= ‖e‖a

ist die Norm des Fehlers gleich der Norm des Residuums im Dualraum.
Für die weitere Abschätzung ist es das Ziel, eine L2-Darstellung für das Residuum zu

finden. Dazu wird die Residuumsgleichung mit einer Funktion v ∈ V getestet:

a(e, v) = l(v)− a(yh, v)

=

∫
Ω

fv dx+

∫
ΓN

gv ds−
∫

Ω

∇yh · ∇v dx.

Im letzten Term soll nun die erste Formel von Green angewendet werden. Allerdings
besitzt yh nur im Inneren der Gitterelemente die dazu nötige Regularität. Deshalb wird
die Integration auf die einzelnen Elemente aufgespalten. Wir erhalten

a(e, v) =
∑
K∈T

(∫
K

(fv −∇yh · ∇v) dx+

∫
∂K∩ΓN

gv ds
)

=
∑
K∈T

(∫
K

(f + ∆yh)v dx+

∫
∂K∩ΓN

(
g − ∂yh

∂nK

)
v ds−

∫
∂K\ΓN

∂yh

∂nK
v ds

)
.
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Im dritten Term wird über die inneren Kanten des Gitters summiert. Einer solchen
Kante wird ein Normaleneinheitsvektor n mit beliebiger Orientierung zugeordnet und
sie liegt auf dem Rand von genau zwei Elementen bezeichnet mit K und K′, sodass
n = nK = −nK′ . Dann ist der Sprung der Normalenableitung von yh in einem Punkt x
auf der Kante gegeben durch[

∂yh

∂n

]
(x) = n · lim

t↓0
∇yh(x+ tn)− n · lim

t↓0
∇yh(x− tn).

Weiterhin definieren wir für alle Elemente K das Elementresiduum als

R1 = f + ∆yh in K (2.2)

und das Kantenresiduum als

R2 =


g − ∂yh

∂n
on ∂K ∩ ΓN,

1
2

[
∂yh

∂n

]
on ∂K \ ∂Ω,

0 on ∂K ∩ ΓD.

(2.3)

Anzumerken ist, dass im Fall linearer finiter Elemente ∆yh = 0 gilt. Für das mit einer
Testfunktion multiplizierte Residuum ergibt sich damit die Darstellung

a(e, v) =
∑
K∈T

(∫
K

R1v dx+

∫
∂K

R2v ds
)
. (2.4)

Zur weiteren Abschätzung wird der Interpolationsoperator Ih : V → V h aus Satz 1.6
benötigt, der die Approximationseigenschaften

‖v − Ihv‖L2(K) ≤ ChK‖v‖aωK ,

‖v − Ihv‖L2(∂K) ≤ Ch
1/2
K ‖v‖aωK

für alle v ∈ V besitzt. Wegen der Galerkin-Orthogonalität ist a(e, Ihv) = 0 und somit
a(e, v) = a(e, v − Ihv), woraus

a(e, v) =
∑
K∈T

(∫
K

R1(v − Ihv) dx+

∫
∂K

R2(v − Ihv) ds
)

≤
∑
K∈T

(
‖R1‖L2(K)‖v − Ihv‖L2(K) + ‖R2‖L2(∂K)‖v − Ihv‖L2(∂K)

)
unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Eine erneute Anwendung die-
ser auf die Summe führt zu

a(e, v) ≤ C
∑
K∈T

(
hk‖R1‖L2(K)‖v‖aωK + h

1/2
K ‖R2‖L2(∂K)‖v‖aωK

)

≤ C

(∑
K∈T

(
‖v‖2

aωK
+ ‖v‖2

aωK

))1/2(∑
K∈T

(
h2
K‖R1‖2

L2(K) + hK‖R2‖2
L2(∂K)

))1/2
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≤ C‖v‖a

(∑
K∈T

(
h2
K‖R1‖2

L2(K) + hK‖R2‖2
L2(∂K)

))1/2

.

Nun wird v = e gesetzt, die Ungleichung durch ‖e‖a geteilt und anschließend quadriert:

‖e‖2
a ≤ C

∑
K∈T

(
h2
K‖R1‖2

L2(K) + hK‖R2‖2
L2(∂K)

)
. (2.5)

Ein Wert für die Konstante kann unter Verwendung des Formparameters κ des Gitters
angegeben werden, siehe [20]. Damit lässt sich die rechte Seite der letzten Abschätzung
aus der berechneten Lösung yh, aus den Daten f und g und den Weiten hK der Gitterele-
mente bestimmen. Das liefert den Residuum-Fehlerschätzer η, der wegen (2.5) zuverlässig
ist. Als lokale Indikatoren lassen sich

η2
K = h2

K‖R1‖2
L2(K) + hK‖R2‖2

L2(∂K) (2.6)

definieren, die dann der Gleichung (2.1) genügen. Als Schätzer für ‖e‖aK sind diese aller-
dings nicht zuverlässig, da aufgrund des Fehlertransports ein kleines Residuum auf einem
Element K trotzdem zu einem großen Fehler auf diesem führen kann, wenn die Residuen
auf anderen Elementen entsprechend groß sind. Die Verwendung dieser Indikatoren zur
angepassten Gitterverfeinerung erscheint aber plausibel, weil in ihre Berechnung (2.6)
die lokale Gitterweite mit einfließt und somit eine Reduzierung dieser den Beitrag zur
globalen Fehlerschranke senkt, zumindest wenn die Element- und Kantenresiduen dabei
in diesem Gebiet nicht zunehmen.
Die Effizienz des Residuum-Fehlerschätzer gilt sogar lokal, und damit auch global,

zumindest wenn die Daten auf dem gegebenen Gitter ausreichend gut durch elementweise
konstante Funktionen bezüglich der L2-Norm approximiert werden können. Der Beweis
dieser Aussage findet sich in Abschnitt 2.3 von [1] und Unterabschnitt 1.4.5 von [20].
Der folgende Satz fasst die bisherigen Resultate zusammen:

Satz 2.1. Es seien die lokalen Fehlerindikatoren ηK definiert wie in (2.6), und f̄ und ḡ
stückweise konstante Funktionen gegeben durch

f̄(x) =
1

|K|

∫
K

f dx für x ∈ K,

ḡ(x) =
1

|E|

∫
E

g ds für x ∈ E.

Dann gelten die Abschätzungen

‖e‖2
a ≤ Cη2 = C

∑
K∈T

η2
K

und

η2
K ≤ C

(
‖e‖2

aωK
+ h2

K‖f − f̄‖2
L2(ωK) +

∑
E⊂∂K∩ΓN

hK‖g − ḡ‖2
L2(E)

)
,
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η2 ≤ C

(
‖e‖2

a +
∑
K∈T

h2
K‖f − f̄‖2

L2(K) +
∑
E⊂ΓN

hK‖g − ḡ‖2
L2(E)

)

für den Fehlerschätzer η, wobei die Konstanten C jeweils nur vom Formparameter des
Gitters abhängen.

Der Umstand, dass die Effizienz des Residuum-Fehlerschätzers lokal, aber die Zuver-
lässigkeit nur global gilt, lässt sich auch anschaulich begründen. Der Fehler e und das
Residuum r = Ae sind durch den Operator A verknüpft, der einer Differentiation ent-
spricht. Dies ist eine lokale Operation, denn der Wert der Ableitung in einem Punkt,
hängt nur von den Funktionswerten der Umgebung ab. Daher bedeutet ein kleiner lokaler
Fehler ein kleines lokales Residuum. Im Gegensatz dazu entspricht die Umkehrabbildung
A−1 einer Integration, einer globalen Operation. Somit hängt der Fehler in einem Punkt
auch von Residuumswerten an entfernten Stellen ab.

Die obige Herleitung (der Zuverlässigkeit) des Residuum-Fehlerschätzers lässt sich
auch auf den Fall, dass die L2-Norm des Fehlers betrachtet wird, übertragen. Ähnlich
wie bei der a priori Fehlerschätzung ist dazu ein Dualitätsargument hilfreich (siehe Ab-
schnitt 2.4 in [1]). Die Dualitätstechnik werden wir später auch bei der zielorientierten
Fehlerschätzung einsetzen.

2.2 Hierarchischer Fehlerschätzer

Ein generelles Konzept zur Fehlerschätzung in der numerischen Simulation kontinuier-
licher Systeme ist die Betrachtung der Differenz zweier Lösungen, die mithilfe unter-
schiedlich stark verfeinerter Diskretisierungen ermittelt wurden. Dabei tritt folgendes
Problem auf: Ist eine Lösung näherungsweise berechnet, so muss, um den Fehler zu
schätzen, mit relativ betrachtet großem Aufwand eine bessere Approximation auf ei-
ner feineren Diskretisierung bestimmt werden. Auf diese Weise erhalten wir nicht nur
eine Schätzung des Fehlers für die gröbere Approximation, sondern gleichzeitig auch
eine vermutlich bessere Lösung, für deren Fehler aber keine Schätzung vorhanden ist.
In einem adaptiven Verfahren stellt sich außerdem die Frage, welche Diskretisierung auf
Grundlage der Fehlerindikatoren angepasst werden soll. Ein möglicher Ausweg aus die-
sem Dilemma im Fall der Finite-Elemente-Methode wird in diesem Abschnitt dargelegt.
Zur Fehlerschätzung wird der Ansatzraum V h hierarchisch um einen Erweiterungsraum
V e vergrößert und es wird, um den Aufwand zu reduzieren, statt des ursprünglichen
Problems in V + = V h ⊕ V e die Residuumsgleichung nur grob in V e gelöst.
Zur theoretischen Betrachtung bezeichnen wir mit yh und y+ die Lösungen der end-

lichdimensionalen Probleme

a(yh, vh) = l(vh) für alle vh ∈ V h

und
a(y+, v+) = l(v+) für alle v+ ∈ V +,
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und definieren ê1 = y+ − yh als einen ersten Schätzer für den Fehler e = y − yh, dessen
Berechnung wie bereits gesagt in der Regel aufwendig ist. Wichtig für die Zuverlässigkeit
ist, dass die Sättigungsannahme

‖e+‖a ≤ ς‖e‖a (2.7)

für ein ς < 1 erfüllt wird, wobei e+ = y − y+ der Fehler der Galerkin-Lösung auf dem
erweiterten Raum ist. Für die Fehlergrößen gilt die Gleichheit

e = y − yh = y − y+ + y+ − yh = e+ + ê1

und aufgrund der Galerkin-Orthogonalität a(e+, v
+) = 0 für alle v+ ∈ V + auch

‖e‖2
a = a(e, e) = a(e+, e+) + 2a(e+, ê1) + a(ê1, ê1) = ‖e+‖2

a + ‖ê1‖2
a. (2.8)

Eine gute Schätzung ist somit dann zu erwarten, wenn e+ deutlich geringer als e, also ς
möglichst klein ist. Außerdem gelten die Ungleichungen ‖e+‖a ≤ ‖e‖a und ‖ê1‖a ≤ ‖e‖a.
Das Einsetzen der Sättigungsannahme in Gleichung (2.8) führt zu der Abschätzung

‖e‖2
a ≤ ς2‖e‖2

a + ‖ê1‖2
a

und schließlich zu
‖e‖a ≤

1√
1− ς2

‖ê1‖a.

Für den Fall V h = Hm (oder auch V h = Lm) bestehen die Möglichkeiten V + durch
eine Erhöhung des Polynomgrads oder eine Verfeinerung des Gitters zu konstruieren.
Beispielsweise lassen sich die Ansatzfunktionen des H1 durch die sogenannten quadrati-
schen Bubble-Funktionen zu einer Basis des H2 erweitern. Die Bubble-Funktionen sind
die Elemente der Lagrange-Basis des H2, deren zugeordneter Interpolationspunkt auf
dem Mittelpunkt einer Kante des Gitters liegt. Die beiden Dreiecke, die sich an dieser
Kante berühren, bilden den Träger der zugeordneten Bubble-Funktion (siehe Abbildung
2.1).

Bei hinreichender Regularität der Lösung y haben wir folgende Approximationsei-
genschaft des Finite-Elemente-Raums Hm: Es existiert ein Interpolationsoperator Ih :
Hm+1(Ω)→ Hm, sodass die Abschätzung

‖y − Ihy‖H1(Ω) ≤ Chm|y|Hm+1(Ω)

gilt (vergleiche Satz 6.4 in [6]). Tatsächlich wird in Finite-Elemente-Verfahren häufig ein
Verhalten der Form ‖e‖a ≈ Chm des Fehlers für abnehmende Gitterweite beobachtet.
Daher kann im Fall der Fehlerschätzung durch Erhöhung der Ansatzordnung um eins
erwartet werden, dass der bestmögliche Wert für die Konstante ς sich asymptotisch wie
O(h) verhält. Im Fall, dass V + über eine uniforme Gitterverfeinerung erhalten wird,
führt diese Schlussweise auf ς ≈ 2−m. Allerdings ist die besagte Regularität in Anwen-
dungsproblemen, für die adaptive Verfahren besonders geeignet sind, oft nicht gegeben.
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Abbildung 2.1: Links: Quadratische Bubble-Formfunktion über dem Referenzdreieck.
Rechts: Bubble-Funktion über einer Kante.

Wie bereits erwähnt möchten wir den verhältnismäßig großen Aufwand, der zur Be-
rechnung von y+ nötig ist, reduzieren. Eine erste Möglichkeit dazu liefert die Aufspaltung
des Raumes V + in V h und V e. Wir betrachten die Residuumsgleichung im Raum (V +)∗.
Es ist für alle v+ ∈ V +

r(v+) = a(e, v+) = a(e, v+)− a(e+, v
+) = a(ê1, v

+).

Mit ê1 = êh1 + êe1, êh1 ∈ V h, êe1 ∈ V e lässt sich dies auch schreiben als

a(êh1 , v
h) + a(êe1, v

h) = r(vh) = 0 für alle vh ∈ V h (2.9)
a(êh1 , v

e) + a(êe1, v
e) = r(ve) für alle ve ∈ V e. (2.10)

Wir führen die Operatoren Ahh : V h → (V h)∗, Ahe : V h → (V e)∗, Aeh : V e → (V h)∗,
Aee : V e → (V e)∗ und das lineare Funktional re ∈ (V e)∗ ein, wobei Ahe beispielsweise
definiert ist über (Ahevh)(we) = a(vh, we) für alle vh ∈ V h und we ∈ V e, und re über
re(ve) = r(ve) für alle ve ∈ V e. Die Vorschriften für die übrigen Operatoren ergeben
sich analog. Das ermöglicht die kompakte Darstellung der beiden Gleichungen (2.9) und
(2.10) als [

Ahh Aeh

Ahe Aee

] [
êh1
êe1

]
=

[
0
re

]
. (2.11)

Wie auch der wirkliche Fehler e ist ê1 orthogonal zum Raum V h bezüglich des durch
a(·, ·) gegebenen Skalarprodukts. Der Teil êe1 ist es aber meist nicht. Die Gleichung (2.9)
besagt gerade, dass êh1 die negative Projektion von êe1 auf den Raum V h ist. Durch Bilden
der Summe ê1 = êh1 + êe1 wird also der Anteil von êe1, der parallel zu V h liegt, eliminiert.
Angenommen die Räume V h und V e wären orthogonal zueinander, also êh1 = 0 und
ê1 = êe1, so wären die beiden Gleichungen in (2.11) aufgrund von

(Ahevh)(we) = (Aehwe)(vh) = a(vh, we) = 0 für alle vh ∈ V h, we ∈ V e
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entkoppelt und es folgte êe1 = (Aee)−1re. Wir könnten uns also auf den Raum V e be-
schränken.

Auch wenn diese Orthogonalität bei den zumeist verwendeten Ansatz- und Erweite-
rungsräumen nicht gegeben ist, so werden die Nebendiagonalblöcke Ahe und Aeh den-
noch weggelassen und die Kopplung der Gleichungen dadurch vernachlässigt. Die so
eingebrachte Ungenauigkeit wird mithilfe des Winkels zwischen den Räumen in der ver-
stärkten Cauchy-Schwarz-Ungleichung abgeschätzt. Für die weitere Herleitung nehmen
wir an, dass eine Konstante θ < 1 existiert, sodass für alle vh ∈ V h, we ∈ V e

|a(vh, we)| ≤ θ‖vh‖a‖we‖a (2.12)

erfüllt ist. Der kleinste mögliche Wert für θ ist der Cosinus des besagten Winkels. Be-
trachten wir als eine zweite Schätzung des Fehlers

ê2 = (Aee)−1re, (2.13)

so gilt für diese das folgende Lemma:

Lemma 2.2. Unter der Annahme der Gültigkeit der verstärkten Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung (2.12) genügt der Fehlerschätzer ê2 den Abschätzungen

‖ê2‖a ≤ ‖ê1‖a ≤
1√

1− θ2
‖ê2‖a.

Beweis: Zunächst liefert die Anwendung der verstärkten Cauchy-Schwarz-Ungleichung

‖ê1‖2
a = ‖êh1‖2

a + 2a(êh1 , ê
e
1) + ‖êe1‖2

a ≥ ‖êh1‖2
a − 2θ‖êh1‖a‖êe1‖a + ‖êe1‖2

a

= (‖êh1‖a − θ‖êe1‖a)2 + (1− θ2)‖êe1‖2
a ≥ (1− θ2)‖êe1‖2

a.

Aufgrund von Gleichung (2.9) gilt a(ê1, ê
h
1) = 0, und (2.10) und (2.13) ergeben die

Identität
a(ê1, v

e) = r(ve) = re(ve) = a(ê2, v
e) für alle ve ∈ V e. (2.14)

All diese Resultate ermöglichen die Abschätzung

‖ê1‖2
a = a(ê1, ê

h
1) + a(ê1, ê

e
1) = a(ê2, ê

e
1) ≤ ‖ê2‖a‖êe1‖a ≤

1√
1− θ2

‖ê2‖a‖ê1‖a.

Das beweist die rechte Ungleichung. Die erneute Verwendung von (2.14) mit ve = ê2

führt zu
‖ê2‖2

a = a(ê2, ê2) = a(ê1, ê2) ≤ ‖ê1‖a‖ê2‖a,

was die linke Ungleichung zeigt.

Zur Ermittlung von ê2 muss ein lineares Gleichungssystem aufgestellt und gelöst wer-
den, was einen ähnlich großen Aufwand, abhängig von der Dimension und der Wahl der
Basis des Raumes V e, erfordert wie die Berechnung von yh. Deshalb werden häufig alle

28



Einträge der zu dem Operator Aee gehörigen Galerkin-Matrix, die nicht auf der Diago-
nalen stehen durch Nullen ersetzt. Dem entspricht die Einführung einer weiteren stark
positiven, symmetrischen Bilinearform b : V e×V e → R, die eine äquivalente Norm ‖ · ‖b
auf V e definiert. Das heißt, es existieren positive Konstanten λ und Λ, sodass

λ‖ve‖a ≤ ‖ve‖b ≤ Λ‖ve‖a (2.15)

für alle ve ∈ V e.
Der so geschätzte Fehler ê3 genügt der Beziehung

b(ê3, v
e) = re(ve) = a(ê2, v

e) für alle ve ∈ V e.

Daher gelten die Abschätzungen

‖ê2‖2
a = a(ê2, ê2) = b(ê3, ê2) ≤ ‖ê3‖b‖ê2‖b ≤ Λ‖ê3‖b‖ê2‖a

und
‖ê3‖2

b = b(ê3, ê3) = a(ê2, ê3) ≤ ‖ê2‖a‖ê3‖a ≤
1

λ
‖ê2‖a‖ê3‖b.

Damit erfüllt der Fehlerschätzer ê3 die Ungleichungen

λ‖ê3‖b ≤ ‖ê2‖a ≤ Λ‖ê3‖b.

Würde zur Schätzung von ‖e‖a die Energienorm von ê3 verwendet werden, so wären die
Konstanten weiter entfernt von eins:

λ2‖ê3‖a ≤ ‖ê2‖a ≤ Λ2‖ê3‖a.

Die bisherigen Resultate finden sich zusammengefasst in dem folgenden Satz:

Satz 2.3. Der Fehler e, die Räume V h, V e, V + und die Bilinearform b seien definiert
wie bisher. Es gelte die Sättigungsannahme (2.7), die verstärkte Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung (2.12) und die Abschätzung (2.15). Die Funktion ê3 genüge der Beziehung
b(ê3, v

e) = r(ve) für alle ve ∈ V e. Dann gelten für den hierarchischen Fehlerschätzer
η = ‖ê3‖b die Abschätzungen

1

Λ

√
(1− θ2)(1− ς2)‖e‖a ≤ η ≤ 1

λ
‖e‖a.

Um lokale Fehlerindikatoren für eine Anpassung der Diskretisierung zu erhalten, be-
trachten wir eine konkrete Basis {φ1, φ2, . . . , φdim(V e)} des Erweiterungsraums V e. Dann
lässt sich der geschätzte Fehler darstellen als ê3 =

∑
i ê
i
3φi. Aus der Gleichung

η2 = b(ê3, ê3) = re(ê3) =
∑
i

êi3r
e(φi)

ergeben sich die möglichen Fehlerindikatoren ηk =
√
êk3r

e(φk), die erstmal den Basisfunk-
tionen zugeordnet sind. Da diese meist nur lokale Träger besitzen, können die Indikatoren
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auch auf einzelne Gitterelemente übertragen werden. Die Größe η2
k ergibt sich als einfa-

ches Produkt der zu φk gehörenden Einträge der Koeffizientenvektoren von re und ê3.
Wird die Bilinearform b wie oben beschrieben konstruiert, also so, dass die zugehöri-
ge Galerkin-Matrix diagonal ist, dann sind die Basisfunktionen orthogonal zueinander
bezüglich des durch b(·, ·) gegebenen Skalarprodukts und es gilt b(φk, φk) = a(φk, φk).
Damit erhalten wir

η2
k = êk3r

e(φk) = êk3b(ê3, φk) =
∑
i

êk3 ê
i
3b(φi, φk) = (êk3)2b(φk, φk) = (êk3)2a(φk, φk),

also ηk = ‖φk‖aêk3.
Die ursprüngliche Idee war es, die Residuumsgleichung global in einem erweiterten

Raum zu lösen. Das Ersetzen der Bilinearform a durch b hat zu einer Entkopplung der
Gleichungen des Systems geführt, was bei entsprechender Wahl der Basisfunktionen eine
Lokalisierung des Problems bedeutet. Das wird deutlich, wenn wir zur Berechnung von
ηk das etwas umständlich formulierte Problem, finde ek ∈ Vk = span{φk}, sodass

a(ek, vk) = r(vk) für alle vk ∈ Vk,

betrachten, welches die Lösung

ek =
r(φk)

a(φk, φk)
φk =

r(φk)(ê
k
3)2

η2
k

φk = êk3φk

mit ‖ek‖a = êk3‖φk‖a = ηk besitzt. Diese Sichtweise kann zur Herleitung weiterer Verfah-
ren verwendet werden, wie im nächsten Abschnitt kurz gezeigt wird.

Die vollständige Lokalisierung bedeutet aber auch, dass der Fehlertransport vernach-
lässigt wird. Soll dieser zumindest teilweise berücksichtigt werden, so ist eine Alternative
zu der exakten Berechnung von (2.13) in Gleichung (2.11) nur den unteren Nebendiago-
nalblock Ahe wegzulassen, also [

Ahh Aeh

0 Âee

] [
êh4
êe4

]
=

[
0
re

]
(2.16)

zu lösen. Die Projektion êh4 von êe4 = ê3 auf V h ergibt sich durch Anwendung des globalen
Operators (Ahh)−1. Der so geschätzte Fehler ê4 = êh4 + êe4 ist wie ê1 orthogonal zu V h.
Nebenbei bemerkt wäre das Weglassen des Blocks Aeh anstatt von Ahe wirkungslos, da
sich dann êh4 = −(Ahh)−1rh = 0 und êe4 = (Aee)−1re ergäbe, was somit gleichbedeutend
mit dem Streichen beider Nebendiagonalblöcke wäre.

Aus den bisherigen Approximationen der Fehlerfunktion ê1, ê2 und ê3 konnte eine
Schätzung der Energienorm des Fehlers immer leicht durch Multiplikation mit dem Re-
siduum erfolgen. So ist beispielsweise

r(ê3) = re(ê3) = b(ê3, ê3) = ‖ê3‖2
b .

Die gleiche Verfahrensweise für die Lösung ê von (2.16) würde aufgrund von

r(ê4) = re(êe4) + rh(êh4) = re(ê3)
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an der Schätzung nichts ändern. Es kann hingegen

‖ê4‖2
a = a(ê4, ê4) = (Ahhêh4)(êh4) + 2(Aehêe4)(êh4) + (Aeeêe4)(êe4)

= (Ahhêh4)(êh4)− 2(Ahhêh4)(êh4) + (Aeeêe4)(êe4)

= (Aeeêe4)(êe4)− (Ahhêh4)(êh4)

≈ (Âeeêe4)(êe4)− (Ahhêh4)(êh4)

= re(êe4)− (Ahhêh4)(êh4)

berechnet werden.

2.3 Weitere Verfahren zur a posteriori
Fehlerschätzung

An dieser Stelle sollen noch weitere Möglichkeiten zur Fehlerschätzung kurz dargelegt
werden. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass das Lösen der globalen Residuums-
gleichung mit einem großen Aufwand verbunden ist. Bei lokalen Residuumsmethoden ist
daher die Idee, diese Gleichung zu lokalisieren und in (Erweiterungs-) Räumen zu lösen,
die jeweils auf ein kleines Gebiet beschränkt sind und deshalb nur eine geringe Dimen-
sion haben. Ziel ist es also, ein großes Problem durch eine Vielzahl kleiner Probleme zu
ersetzen, die in der Summe immer noch schneller zu lösen sind.

Im ersten Abschnitt des Kapitels haben wir in Gleichung (2.4) eine elementweise
Darstellung des Residuums hergeleitet. Davon ausgehend kann beispielsweise auf jedem
Gitterelement K folgende Aufgabe formuliert werden: Finde ein φK ∈ VK = {v ∈ H1(K) :
v = 0 auf ∂K ∩ ΓD}, für das∫

K

∇φK · ∇v dx =

∫
K

R1v dx+

∫
∂K

R2v ds

=

∫
K

(f + ∆yh)v dx+

∫
∂K∩ΓN

(
g − ∂yh

∂n

)
v ds+

1

2

∫
∂K\∂Ω

[
∂yh

∂n

]
v ds

(2.17)

für alle v ∈ VK gilt. Auf Elementen, die keine Kante auf ΓD haben, muss die Lösbar-
keit allerdings nicht gegeben sein, da dann ausschließlich Neumann-Randbedingungen
vorliegen. Dieses Problem verschwindet jedoch, ersetzten wir bei der Diskretisierung
VK geeignet durch einen endlichdimensionalen Raum. Als Basiselemente bieten sich die
Formfunktionen an, die auch zur Konstruktion des Erweiterungsraums V e im letzten
Abschnitt verwendet wurden.

Eine mögliche Alternative ist, die Residuumsgleichung für jedes Element K oder jeden
Knoten N auf Patches ωK oder ωN mit ausschließlich homogenen Dirichlet-Randbedin-
gungen für φK bzw. φN zu lösen. Als Fehlerindikatoren ergeben sich

η2
K =

∫
K

∇φK · ∇φK dx, η2
K =

∫
ωK

∇φK · ∇φK dx bzw. η2
N =

∫
ωN

∇φN · ∇φN dx

31



und als Fehlerschätzer

η2 =
∑
K∈T

η2
K bzw. η2 =

∑
N

η2
N.

Bei der Balancierte-Residuen-Methode, wie sie in [1] beschrieben ist, werden Kanten-
flüsse nach bestimmten Kompatibilitätsbedingungen so konstruiert, dass, wenn diese als
Randbedingung in (2.17) verwendet werden, die Neumann-Randprobleme auch in VK
eine Lösung besitzen.

Als letztes wollen wir noch die Methode der Fehlerschätzung mittels Gradientenrekon-
struktion erwähnen. Wie bereits bei der Herleitung der L2-Darstellung des Residuums
festgestellt, ist die diskrete Lösung yh wie alle Funktionen des Finite-Elemente-Raums
Hm nur im Inneren der Gitterelemente differenzierbar und der Gradient ist an den Kan-
ten unstetig. In dem Verfahren zur Fehlerschätzung wird aus der berechneten Lösung yh
eine stetige Approximation Gyh des Gradienten konstruiert, die voraussichtlich besser
ist als ∇yh. Die L2-Norm der Differenz von Gyh und ∇yh dient als Schätzer η für die
Energienorm des Fehlers e. Mögliche lokale Fehlerindikatoren sind

η2
K =

∫
K

(Gyh −∇yh) · (Gyh −∇yh) dx mit η2 =
∑
K∈T

η2
K.

In dem Fall, dass yh und Gyh stetig und elementweise linear sind, ist die stetige Approxi-
mation des Gradienten durch die Werte an den Gitterknoten N bestimmt. Die Ermittlung
von Gyh(N) kann dann durch die Berechnung des mit den Elementgrößen gewichteten
Mittels der Werte des Gradienten ∇yh auf den an N grenzenden Elementen erfolgen.
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3 Zielorientierte Fehlerschätzer

Bei der Herleitung der Verfahren zur Fehlerschätzung im letzten Kapitel wurde stets
der Abstand der approximierten zur exakten Lösung der partiellen Differentialgleichung
in der globalen Energienorm betrachtet. In Anwendungen kann es aber vorkommen,
dass das eigentliche Interesse auf anderen Größen liegt, die von der Lösung oder von
deren Ableitungen abhängen. Im Falle der Simulation elastischer Verformungen könn-
ten dies zum Beispiel Verschiebungen, Verzerrungen oder Spannungen in Teilbereichen
des betrachteten Gebiets sein. Um die Qualität der Lösung in Bezug auf solche Teil-
aspekte zu beurteilen, werden Verfahren zur zielorientierten Fehlerschätzung benötigt.
Außerdem sollten lokale Fehlerindikatoren die Anpassung der Diskretisierung auf eine
Weise ermöglichen, dass die Berechnung der Zielgröße so exakt wie möglich mit den zur
Verfügung stehenden Freiheitsgraden erfolgen kann.

In diesem Kapitel wird zunächst die Dual-Gewichtetes-Residuum-Methode (kurz DWR-
Methode) für den Fall betrachtet, dass sich die Abhängigkeit der interessierenden Größe
von der Lösung des Modellproblems (1.1) durch ein lineares Funktional beschreiben lässt.
Bei diesem Verfahren wird der Einfluss des Residuums auf den Fehler in der Zielgröße
dadurch erfasst, dass es mit der Lösung eines sogenannten dualen Problems gewichtet
wird. Anschließend übertragen wir die Vorgehensweise auf lineare und nichtlineare Op-
timalsteuerungsprobleme in der All-At-Once-Formulierung, bei denen J(y, ρ) als die in-
teressierende Größe betrachtet wird. Zuletzt wird gezeigt, wie die Funktionen, mit denen
das Residuum gewichtet wird, angepasst werden können, um den Fehler im reduzierten
Funktional J̃(ρ) = J(G(ρ), ρ) zu schätzen.

3.1 Die Dual-Gewichtetes-Residuum-Methode

3.1.1 Für lineare elliptische partielle Differentialgleichungen

Wir beschreiben die Vorgehensweise wieder anhand des Modellproblems (1.1). Zusätzlich
ist nun noch ein lineares Funktional J ∈ V ∗ gegeben. In Bezug auf dieses soll der Fehler
betrachtet werden, das heißt, uns interessiert die Schätzung des Werts E = J(e) =
J(y)−J(yh). Um das Funktional in Beziehung zur schwachen Formulierung der partiellen
Differentialgleichung (1.3) setzen zu können, betrachten wir das dazu duale Problem,
finde z ∈ V , sodass

a(v, z) = J(v) für alle v ∈ V, (3.1)

beziehungsweise
A∗z = J.
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Da die Bilinearform a(·, ·) symmetrisch ist, gilt a(v, z) = a(z, v) für alle v ∈ V bezie-
hungsweise A∗z = Az. Somit ergibt sich für den Fehler in der Zielgröße die Darstellung

J(e) = a(e, z) = l(z)− a(yh, z) = r(z)

über das Residuum r = l − Ayh.
Der Einfluss des Residuums auf J(e) lässt sich also durch die Lösung z des dualen

Problems beschreiben. Dieses kann mithilfe der Finite-Elemente-Methode genauso wie
die ursprüngliche Differentialgleichung gelöst werden. Wird dabei allerdings derselbe
Raum V h verwendet, so folgt für die Lösung zh ∈ V h von

a(vh, zh) = J(vh) für alle vh ∈ V h

die Identität r(zh) = a(e, zh) = 0 aufgrund der Galerkin-Orthogonalität. Es ist somit
nur der Teil von z von Interesse, der im zu V h bezüglich a(·, ·) orthogonalen Komplement
liegt, also der Fehler e∗ = z − zh. Es ist r(z) = r(z − zh) = r(e∗) und es gilt sogar

J(e) = r(z) = r(e∗) = a(e, e∗) = a(y − yh, e∗) = a(y, e∗) = l(e∗).

Wird das Residuum der dualen Gleichung als r∗ = J − A∗zh definiert, so lassen sich
die Rollen auch vertauschen und dieses Residuum kann mit der Lösung beziehungsweise
dem Fehler des ursprünglichen Problems gewichtet werden:

J(e) = r(z) = r(e∗) = a(e, e∗) = r∗(e) = r∗(y).

Um eine elementweise Auswertung von r(z − zh) zu ermöglichen, wird in Abschnitt
3.1 von [2] die Anwendung partieller Integration wie bei der Herleitung von Gleichung
(2.4) vorgeschlagen. Das führt zu

J(e) = a(e, e∗) =
∑
K∈T

(∫
K

R1e∗ dx+

∫
∂K

R2e∗ ds
)

mit den Element- und Kantenresiduum definiert wie in (2.2) und (2.3), und lässt sich
abschätzen durch

|J(e)| ≤
∑
K∈T

∣∣∣∣∫
K

R1e∗ dx+

∫
∂K

R2e∗ ds
∣∣∣∣ .

Um aus dieser Ungleichung einen Fehlerschätzer zu erhalten, muss der Fehler e∗ der
dualen Variablen durch eine Schätzung ê∗ ersetzt werden. Dann erhalten wir

|J(e)| ≈ η =
∑
K∈T

ηK

mit den Fehlerindikatoren

ηK =

∣∣∣∣∫
K

R1ê∗ dx+

∫
∂K

R2ê∗ ds
∣∣∣∣ .
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Eine Möglichkeit ê∗ (beziehungsweise ẑ) zu berechnen, wäre dem hierarchischen Konzept
entsprechend das duale Problem in einem Erweiterungsraum V e zu lösen. Andere, zum
Teil weniger aufwendige Methoden zur Schätzung der dualen Gewichtung e∗ finden sich
in Abschnitt 4.2 von [2].
Einen Ausgangspunkt für eine alternative Vorgehensweise zur zielorientierten Fehler-

schätzung bietet die Gleichung J(e) = a(e, e∗). Um lokale Fehlerindikatoren zu erhalten,
wird die Integration aufgespalten:

|J(e)| = |a(e, e∗)| =
∣∣∣∣∫

Ω

∇e · ∇e∗ dx
∣∣∣∣ ≤∑

K∈T

∣∣∣∣∫
K

∇e · ∇e∗ dx
∣∣∣∣ ≤∑

K∈T

‖e‖aK‖e∗‖aK .

Werden das eigentliche und das duale Problem gelöst und die Schätzungen ηy und ηz

für die Fehler mit einem Verfahren aus dem letzten Kapitel berechnet, so ist eine nahe-
liegende Idee, ‖e‖aK und ‖e∗‖aK durch die entsprechenden Fehlerindikatoren zu ersetzen.
Das liefert den zielorientierten Schätzer

η =
∑
K∈T

ηK =
∑
K∈T

ηyKη
z
K.

Stärker ausgereifte Vorgehensweisen zur Kombination der Schätzungen ηy und ηz für die
zielorientierte Fehlerschätzung werden in [15] dargelegt.

Bei Anpassung der hierarchischen Fehlerschätzung ergibt sich eine einfache Möglich-
keit der Auswertung von r(z), die kaum Mehraufwand gegenüber der Schätzung des
globalen Fehlers bedeutet. Sind die zu (Aee)∗ beziehungsweise (Âee)∗ gehörende Galer-
kin-Matrix und die zu re und Je gehörenden Vektoren aus dem Rdim(V e) aufgestellt,
wobei Je ∈ (V e)∗ definiert ist durch Je(ve) = J(ve) für alle ve ∈ V e, dann ergibt sich
der Fehlerschätzer η = re((Âee)−∗Je) durch Lösen des adjungierten Problems in V e und
einer Auswertung des Funktionals re, was der Berechnung des Skalarprodukts zweier
Vektoren des Rdim(V e) entspricht.

Eine Schätzung des Fehlers in der dualen Variablen der Form (2.16) würde keine
Verbesserung bringen, denn durch die Multiplikation mit dem Residuum hätte der Teil
des Fehlers, der in V h liegt, keinen Effekt. Die hierarchische Vorgehensweise besitzt den
Vorteil, dass die Fehlergröße E = J(e) direkt geschätzt wird, und nicht eine Beschränkung
für deren Betrag.

3.1.2 Für linear-quadratische Optimalsteuerungsprobleme

Bei der zielorientierten Fehlerschätzung für Optimalsteuerungsprobleme kann der Fehler
bezüglich des All-At-Once-Funktionals J oder des reduzierten Funktionals J̃ gemes-
sen werden. Die entsprechenden Fehlergrößen lauten dann E = J(yh, ρh) − J(ȳ, ρ̄) oder
Ẽ = J̃(ρh)− J̃(ρ̄). Der Grund dafür, dass wir die Definition der Fehlergröße etwas abge-
ändert haben, also die umgekehrte Differenz, numerisch berechnete Lösung minus exakte
Lösung, betrachten, ist, dass so Ẽ immer positiv ist. Wie bereits gesagt, wollen wir in
diesem Abschnitt die DWR-Methode für die Schätzung von E anpassen.
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Wir erinnern an das Lagrange-Funktional (1.10)

L(y, ρ, λ) = J(y, ρ) + (Ay +Bρ− lλ)(λ) (3.2)

und die Optimalitätsbedingung (1.11)

L′(χ̄) =

Jy(ȳ, ρ̄) + A∗λ̄
Jρ(ȳ, ρ̄) +B∗λ̄
Aȳ +Bρ̄− lλ

 = 0, (3.3)

welche eine Lösung χ̄ = [ȳ, ρ̄, λ̄] erfüllt. Die erste Komponente von Gleichung (3.3)
weist eine gewisse Ähnlichkeit mit dem dualen Problem (3.1) auf. Eine Darstellung der
Fehlergröße E bezüglich des Residuums von (3.3) und des entsprechenden Fehlers in der
Variablen χ, liefert der folgende Satz:

Satz 3.1. Für das linear-quadratische Optimalsteuerungsproblem sei das Lagrange-Funk-
tional definiert wie in (3.2). Dann gilt für die Fehlergröße E die Gleichung

E = J(yh, ρh)− J(ȳ, ρ̄) = −1

2
L′(χh)(χ̄− χh) =

1

2
r(e)

mit Residuum r = −L′(χh) ∈ X∗ und Fehler e = χ̄− χh.

Beweis: Da die Lösungen χ̄ und χh die dritte Gleichung von (3.3) in V ∗ beziehungsweise
(V h)∗ erfüllen, gelten

(Aȳ −Bρ̄− lλ)(λ̄) = 0 und (Ayh −Bρh − lλ)(λh) = 0.

Somit ist wegen der linear-quadratischen Form des Problems

J(yh, ρh)− J(ȳ, ρ̄) = L(χh)− L(χ̄) = L′(χ̄)(χh − χ̄) +
1

2
(L′′(χ̄)(χh − χ̄))(χh − χ̄).

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet aufgrund der Optimalitätsbedin-
gung L′(χ̄) = 0. Um den zweiten zu ersetzen, betrachten wir die Identität

L′(χh) = L′(χ̄) + L′′(χ̄)(χh − χ̄) = L′′(χ̄)(χh − χ̄).

Das liefert
E =

1

2
L′(χh)(χh − χ̄).

Der Fehler und das Residuum bestehen aus den Komponenten e = [ey, eρ, eλ] und
r = [ry, rρ, rλ]. Damit lässt sich der Fehler im Zielfunktional auch schreiben als

E =
1

2
(ry(ey) + rρ(eρ) + rλ(eλ)). (3.4)

Im ersten Summanden wird das Residuum in der adjungierten Gleichung mit dem Feh-
ler in der Zustandsvariablen gewichtet und im letzten Summanden das Residuum in
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der Zustandsgleichung mit dem Fehler in der adjungierten Variablen. Der Lagrange-
Multiplikator λ spielt also in gewisser Weise die Rolle der dualen Variablen für die Zu-
standsgleichung.

Wie in dem im letzten Abschnitt betrachteten Fall für partielle Differentialgleichungen
wird zur Auswertung von r(e) in [3] der Weg über elementweise partielle Integration
vorgeschlagen. So können wir für das bereits in der Einleitung beschriebene Beispiel

min
y∈V,ρ∈P

1

2
‖y − 1‖2

Ω +
ν

2
‖ρ‖2

Ω

mit der Nebenbedingung∫
Ω

∇y · ∇v dx =

∫
Ω

ρv dx+

∫
ΓN

gv ds für alle v ∈ V

die Umformungen

ry(ey) =

∫
Ω

(1− yh)ey dx−
∫

Ω

∇ey · ∇λh dx

=
∑
K∈T

(∫
K

(1− yh + ∆λh)ey dx−
∫
∂K

∂λh

∂nK
ey ds

)
=
∑
K∈T

(∫
K

Ry1(ȳ − yh) dx+

∫
∂K

Ry2(ȳ − yh) ds
)
,

rρ(eρ) = −ν
∫

Ω

ρheρ dx+

∫
Ω

eρλ
h dx =

∑
K∈T

∫
K

(λh − νρh)eρ dx

=
∑
K∈T

∫
K

Rρ(ρ̄− ρh) dx,

rλ(eλ) =

∫
ΓN

geλ ds+

∫
Ω

ρheλ dx−
∫

Ω

∇yh · ∇eλ dx

=
∑
K∈T

(∫
K

(ρh + ∆yh)eλ dx+

∫
ΓN∩∂K

(
g − ∂yh

∂nK

)
ey ds−

∫
∂K\∂Ω

∂yh

∂nK
ey ds

)
=
∑
K∈T

(∫
K

Rλ1(λ̄− λh) dx+

∫
∂K

Rλ2(λ̄− λh) ds
)

vornehmen, wobei

Ry1 = 1− yh + ∆λh, Rρ = λh − νρh, Rλ1 = ρh + ∆yh

Ry2 =


−∂λh

∂n
on ∂K ∩ ΓN,

1
2

[
∂λh

∂n

]
on ∂K \ ∂Ω,

0 on ∂K ∩ ΓD,

Rλ2 =


g − ∂yh

∂n
on ∂K ∩ ΓN,

1
2

[
∂yh

∂n

]
on ∂K \ ∂Ω,

0 on ∂K ∩ ΓD.
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Daher lässt sich der Fehler im Zielfunktional abschätzen durch

|E| ≤ 1

2

∑
K∈T

∣∣∣∣∫
K

Ry1(ȳ − yh) dx+

∫
∂K

Ry2(ȳ − yh) ds+

∫
K

Rρ(ρ̄− ρh) dx

+

∫
K

Rλ1(λ̄− λh) dx+

∫
∂K

Rλ2(λ̄− λh) ds
∣∣∣∣ .

(3.5)

Somit erhalten wir als Fehlerschätzer

|J(e)| ≈ η =
∑
K∈T

ηK

mit den Fehlerindikatoren

ηK =
1

2

∣∣∣∣∫
K

Ry1êy dx+

∫
∂K

Ry2êy ds+

∫
K

Rρêρ dx+

∫
K

Rλ1êλ dx+

∫
∂K

Rλ2êλ ds
∣∣∣∣ .

Für dessen Anwendung müssen wie im Fall der partiellen Differentialgleichung aber noch
die Schätzungen êy, êρ und êλ der Fehler berechnet werden, mit denen die Residuen
gewichtet werden.
Eine Möglichkeit E = r(e) direkt zu schätzen, bietet erneut die Anpassung der hier-

archischen Vorgehensweise. Ist die Gleichung Hhhχh = fh gelöst, so kann anschließend
analog zu (2.11) das Problem [

Hhh Heh

Hhe Hee

] [
êh

êe

]
=

[
0
re

]
(3.6)

betrachtet werden, um eine Approximation des Fehlers in X+ = Xh⊕Xe zu bestimmen.
Dabei ist Xe = V e×Pe×V e mit geeignet gewählten hierarchischen Erweiterungsräumen V e

und Pe. Die Operatoren Hee : Xe → (Xe)∗, Heh : Xe → (Xh)∗ und Hhe : Xh → (Xe)∗

sind wie gewohnt definiert. Zum Beispiel für alle χe, ξe ∈ Xe ist (Heeχe)(ξe) = (Hχe)(ξe).
Das Residuum re ∈ (Xe)∗ ergibt sich aus re = f e −Hheχh mit f e ∈ (Xe)∗.
Um den Aufwand zur Lösung des linearen Gleichungssystems zu reduzieren, ist ein

Weg, die Nebendiagonalblöcke und einige Einträge der zu Hee gehörigen Galerkin-Ma-
trix zu vernachlässigen. Betrachten wir Heeêe = re, so können beispielsweise durch Weg-
lassen des Blocks Bee die Komponente êey = (Âee)−1reλ berechnet und dann nachein-
ander êeλ und êeρ bestimmt werden durch das Lösen von (Âee)∗êeλ = rey − Hee

yyê
e
y und

Ĥee
ρρê

e
ρ = rρ − (Bee)∗êeλ. Mit Âee und Ĥee

ρρ werden dabei die Operatoren bezeichnet, die
sich ergeben, wenn die zu Aee beziehungsweise Hee

ρρ gehörigen Galerkin-Matrizen auf ihre
Diagonalen reduziert werden. Eine anschließende Berechnung des Anteils eh aus Xh ana-
log zu (2.16) wäre aufgrund der Verwendung des Fehlers als Gewicht für das Residuum
wieder effektlos. Als Fehlerschätzer kann schließlich

E ≈ η =
1

2
(rey(ê

e
y) + reρ(ê

e
ρ) + reλ(ê

e
λ)).

berechnet werden.
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3.1.3 Für nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme

Mit leichten Änderungen behält der Satz 3.1 für den Fehler im All-At-Once-Zielfunktio-
nal seine Gültigkeit auch im Nichtlinearen.

Satz 3.2. Für das nichtlineare Optimalsteuerungsproblem sei das Lagrange-Funktional
definiert wie in (1.16). Zusätzlich zu den Annahmen in Unterabschnitt 1.3.2 seien die
Funktionen J und c dreimal stetig differenzierbar. Dann gilt für die Fehlergröße E die
Gleichung

E = J(yh, ρh)− J(ȳ, ρ̄) = −1

2
L′(χh)(χ̄− χh) +R(χ̄, χh)

mit dem Restglied R(χ̄, χh), das der Abschätzung

|R(χ̄, χh)| ≤ C sup
t∈[0,1]

|L′′′(χh + t(χ̄− χh))(χ̄− χh, χ̄− χh, χ̄− χh)|

genügt.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum linearen Fall. Die Lösungen χ̄ und χh erfüllen
die Optimalitätsbedingungen und somit insbesondere die Zustandsgleichung in V bezie-
hungsweise V h. Daher gilt L(χ̄) = J(ȳ, ρ̄) und L(χh) = J(yh, ρh). Die Anwendung des
Satzes von Taylor liefert

L(χh)−L(χ̄) = L′(χ̄)(χh− χ̄)+
1

2
L′′(χ̄)(χh− χ̄, χh− χ̄)+

1

6
L′′′(χ̃)(χh− χ̄, χh− χ̄, χh− χ̄)

und

L′(χh)(χh− χ̄) = L′(χ̄)(χh− χ̄)+L′′(χ̄)(χh− χ̄, χh− χ̄)+
1

2
L′′′(χ̂)(χh− χ̄, χh− χ̄, χh− χ̄)

wobei χ̃ und χ̂ auf dem Liniensegment zwischen χh und χ̄ liegen. All das zusammen
liefert die gewünschte Gleichung mit

R(χ̄, χh) =
1

4
L′′′(χ̂)(χ̄− χh, χ̄− χh, χ̄− χh)− 1

6
L′′′(χ̃)(χ̄− χh, χ̄− χh, χ̄− χh).

Zur Fehlerschätzung wird das Restglied, da es kubisch im Fehler χ̄−χh ist, meist ver-
nachlässigt und es lässt sich wie bisher der Ausdruck 1

2
r(e) mit Residuum r = −L′(χh)

und Fehler e = χ̄ − χh berechnen. In Abschnitt 8.2 von [2] wird dazu die gleiche Vor-
gehensweise wie im linearen Fall vorgeschlagen, also eine Auswertung der Form (3.5),
wobei die Residuumsterme Ry, Rρ und Rλ an das konkrete Problem angepasst werden
müssen.
Das hierarchische Konzept führt zu den Aufgaben, L′(χ+) = 0 in einem erweiterten

Raum X+ = Xh ⊕ Xe zu lösen und r+ ∈ X+, definiert durch r+(ξ+) = −L′(χh)(ξ+)
für alle ξ+ ∈ X+, zu bestimmen, um r+(χ+ − χh) = r+(χ+) als Schätzung des Feh-
lers berechnen zu können. Betrachten wir stattdessen, um den Aufwand zu reduzieren,
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L′(χe) = 0 in Xe und nehmen ausgehend von χh lediglich einen Newton-Schritt mit ver-
einfachter Galerkin-Matrix vor, so entspricht dies mehr oder weniger der Vorgehensweise
des letzten Abschnitts für das um χh linearisierte Problem.

Es bleibt festzustellen, dass zur numerischen Lösung der betrachteten Optimalsteue-
rungpsrobleme mit einem adaptiven Verfahren eine Reihe nichtlinearer Gleichungen der
Form (1.17) zu lösen ist, wobei von Schritt zu Schritt die Diskretisierung, das heißt
der Raum Xh, anzupassen ist. Dabei erscheint es sinnvoll, um unnötigen Aufwand zu
vermeiden, auf groben Gittern die nichtlinearen Probleme nicht allzu exakt zu lösen,
da hier schnell der Diskretisierungsfehler überwiegt. Andererseits sollte, um eine gute
Anpassung des Gitters zu ermöglichen, der Fehler erst geschätzt werden, wenn der Ein-
fluss der Nichtlinearität ausreichend reduziert wurde. Wir werden auf diese Problematik
nochmals im nächsten Abschnitt zurückkommen.

3.2 Schätzung des Fehlers im reduzierten Funktional

Wir wollen uns weiterhin mit Optimalsteuerungsproblemen befassen und nach Möglich-
keiten suchen den Fehler Ẽ = J̃(ρh)−J̃(ρ̄) im Zielfunktional der reduzierten Formulierung
zu schätzen. Dies erscheint sinnvoll, denn in Anwendungen liegt sicherlich oft das Augen-
merk mehr auf der Berechnung einer Steuerung, deren Verwendung im kontinuierlichen
Modell zu einem Wert im Zielfunktional möglichst nah am Optimum führt, und weniger
auf der exakten Berechnung des zugehörigen Funktionalwerts. Es kann aber sein, dass
eine Diskretisierung zwar die Berechnung einer optimalen Steuerung mit Ẽ sehr klein zu-
lässt, aber der Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung trotzdem zu einer großen
Abweichung von J(yh, ρh) führt. Daher sollte die Diskretisierung in Hinblick auf das
reduzierte Funktional J̃ angepasst werden. Besteht aber doch ein Interesse am genauen
Optimalwert, so kann nach Bestimmung der optimalen Steuerung die Zustandsgleichung
nochmals separat auf einem feineren Gitter gelöst werden und der so berechnete Zustand
als bessere Approximation von G(ρ) in das All-At-Once-Funktional J eingesetzt werden.
In diesem Abschnitt werden wir nur noch das hierarchischen Konzept zur Fehlerschät-

zung verfolgen.

3.2.1 Für linear-quadratische Optimalsteuerungsprobleme

Wir betrachten also zunächst einmal wieder linear-quadratische Optimalsteuerungspro-
bleme. Diese Struktur ermöglicht folgende Darstellung des Fehlers im reduzierten Funk-
tional:

Ẽ = J̃(ρh)− J̃(ρ̄) = J̃ ′(ρ̄)(ρh − ρ̄) +
1

2
(J ′′(ρ̄)(ρh − ρ̄))(ρh − ρ̄) =

1

2
(H̃eρ)(eρ). (3.7)

Dabei führen wir die Abbildung H̃ : P→ P∗ ein als den Wert der zweiten Ableitung von
J̃ an einer beliebigen Stellen ρ ∈ P. In (1.9) wurde bereits die Darstellung

H̃ = Hρρ +B∗A−∗HyyA
−1B (3.8)
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angegeben. Wir nehmen dennoch an, dass zur numerischen Lösung des Problems von der
Optimalitätsbedingung L′(χ̄) = 0 ausgegangen wird und dass H̃, genauer gesagt H̃hh,
nicht explizit zur Verfügung steht.

Wir erinnern an die Gleichung L′(χ) = Hχ − l mit der Abbildung H : X → X∗ von
der Gestalt

H = L′′(χ) =

Hyy 0 A∗

0 Hρρ B∗

A B 0

 . (3.9)

Aus dem folgenden Lemma resultiert eine zu (3.7) alternative Gleichung für die Fehler-
größe Ẽ.

Lemma 3.3. Es seien Abbildungen H : X → X∗ und H̃ : P→ P∗ der Form (3.9) bezie-
hungsweise (3.8) gegeben, wobei Hyy, Hρρ, A und B definiert seien wie bisher. Weiterhin
sei χ = [y, ρ, λ] ∈ X beliebig und ξ = [ξy, ξρ, ξλ] ∈ X erfülle

ξy = −A−1Bξρ und ξλ = −A−∗Hyyξy.

Dann gilt
(H̃ρ)(ξρ) = (Hχ)(ξ).

Beweis: Einsetzen und umformen zeigt:

(Hχ)(ξ) = (Hyyy)(ξy) + (A∗λ)(ξy) + (Hρρρ)(ξρ) + (B∗λ)(ξρ) + (Ay)(ξλ) + (Bρ)(ξλ)

= −(B∗A−∗Hyyy)(ξρ)− (B∗A−∗A∗λ)(ξρ) + (Hρρρ)(ξρ) + (B∗λ)(ξρ)

+ (B∗A−∗HyyA
−1Ay)(ξρ) + (B∗A−∗HyyA

−1Bρ)(ξρ)

= (B∗A−∗HyyA
−1Bρ)(ξρ) + (Hρρρ)(ξρ)

= (H̃ρ)(ξρ).

Damit erhalten wir

Ẽ =
1

2
(H̃eρ)(eρ) =

1

2
(He)(w) =

1

2
r(w) =

1

2
(ry(wy) + rρ(wρ) + rλ(wλ)), (3.10)

wenn wir die Gewichtsfunktionen als

wy = −A−1Beρ, wρ = eρ und wλ = A−∗HyyA
−1Beρ

wählen. Der Unterschied in der Darstellung (3.10) des Fehlers im reduzierten Funktio-
nal zu der des Fehlers im All-At-Once-Funktional (3.4) liegt darin, dass das Residuum
anstatt direkt mit den Fehlerfunktionen mit Gewichtsfunktionen, die vom Fehler in der
Steuerung abhängen, multipliziert wird.
Der Vergleich von Fehler- und Gewichtsfunktionen zeigt

ey = A−1(rλ −Beρ) = A−1rλ + wy, (3.11)
eρ = wρ,

eλ = A−∗(ry −Hyyey) = A−∗(ry −HyyA
−1(rλ −Beρ))
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= A−∗ry − A−∗HyyA
−1rλ + wλ. (3.12)

Betrachten wir die erste Gleichung, so stellen wir fest, dass sich der Fehler in der Zu-
standsvariablen zusammensetzt aus dem Diskretisierungsfehler der Zustandsgleichung
und einem Anteil, der vom Fehler in der Steuerungsvariablen stammt. Letzterer wird ge-
rade durch das Gewicht wy angegeben. Bei dem Fehler in der adjungierten Variablen ist
die Situation ähnlich. Dieser ist die Summe von Diskretisierungsfehler der adjungierten
Gleichung und dem Anteil, der aus dem Fehler der Zustandsvariablen resultiert, wobei
dieser wie eben beschrieben zusammengesetzt ist. Bedeutende Unterschiede zwischen E

und Ẽ beziehungsweise den Gittern, die aus der Verwendung der verschiedenen Fehler-
indikatoren resultieren, sind also nur dann zu erwarten, wenn der Fehler, der aus der
Diskretisierung von Zustands- und adjungierter Gleichung stammt, groß gegenüber dem
Einfluss des sich daraus ergebenden Steuerungsfehlers ist.
Um eine Approximation des Fehlers e und somit der Gewichte berechnen zu können,

verwenden wir den Erweiterungsraum Xe und betrachten Gleichung (3.6) erneut:[
Hhh Heh

Hhe Hee

] [
êh

êe

]
=

[
0
re

]
.

Dementsprechend ergeben sich[
Ahh Aeh

Ahe Aee

] [
ŵhy
ŵey

]
= −

[
Bhh Beh

Bhe Bee

] [
êhρ
êeρ

]
(3.13)

und [
Ahh Aeh

Ahe Aee

]∗ [
ŵhλ
ŵeλ

]
= −

[
Hhh
yy Heh

yy

Hhe
yy Hee

yy

] [
ŵhy
ŵey

]
. (3.14)

Da die Gewichtsfunktionen mit dem Residuum multipliziert werden und rh = 0 ist, sind
vor allem ŵey, ŵeρ = êeρ und ŵeλ von Interesse.
Die exakte Lösung der Probleme (3.13) und (3.14) ist abermals recht aufwendig. Des-

halb berechnen wir die Schätzung des Fehlers in Xe durch Lösen von Ĥeeêe = re. Analog
könnten ŵey = −(Âee)−1Beeêeρ und ŵeλ = −(Âee)−∗Hee

yyŵ
e
y bestimmt werden. Für eine bes-

sere Schätzung erscheint es aber diesmal sinnvoll auch êhρ zu berücksichtigen, denn dieser
hat Einfluss auf ŵey und ŵeλ wie in den Gleichungen (3.13) und (3.14) zu sehen ist. Um
diesen Einfluss nicht zu verlieren, darf allerdings in (3.13) und (3.14) jeweils nur der
Block Aeh = (Ahe)∗ weggelassen werden. Also sind zur ungefähren Bestimmung der
Fehler- und Gewichtsfunktionen nacheinander die Probleme[

Hhh Heh

0 Ĥee

] [
êh

êe

]
=

[
0
re

]
,[

Ahh 0

Ahe Âee

] [
ŵhy
ŵey

]
= −

[
Bhh Beh

Bhe Bee

] [
êhρ
êeρ

]
,[

Ahh 0

Ahe Âee

] [
ŵhλ
ŵeλ

]
= −

[
Hhh
yy Heh

yy

Hhe
yy Hee

yy

] [
ŵhy
ŵey

]
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zu lösen. Dann kann der Fehlerschätzer berechnet werden durch

Ẽ ≈ η̃ =
1

2
(rey(ŵ

e
y) + reρ(ŵ

e
ρ) + reλ(ŵ

e
λ)). (3.15)

Bei der Betrachtung nichtlinearer Probleme im nächsten Abschnitt wird sich zeigen,
dass wir eine Vorgehensweise zur Fehlerschätzung benötigen für den Fall, dass die Ab-
bildungen H und H̃ von der allgemeineren Gestalt

H = L′′(χ) =

Hyy Hyρ A∗

Hρy Hρρ B∗

A B 0

 (3.16)

beziehungsweise

H̃ = B∗A−∗HyyA
−1B −HρyA

−1B −B∗A−∗Hyρ +Hρρ (3.17)

sind, mit Hyρ : P → V ∗ linear und beschränkt und Hyρ = H∗ρy. Diese ergeben sich als
zweite Ableitungen von L beziehungsweise J̃ , wenn für das quadratische Zielfunktional
auch Mischterme zugelassen sind:

J(y, ρ) =
1

2
((Hyyy)(y) + (Hρρρ)(ρ) + (Hyρρ)(y) + (Hρyy)(ρ))− ly(y)− lρ(ρ) + k. (3.18)

Die Darstellung (3.10) des Fehlers im Zielfunktional bleibt gültig, wenn die Gewichts-
funktion wλ wie folgt angepasst wird:

wλ = −A−∗(Hyywy +Hyρeρ).

Das folgt aus der folgenden Verallgemeinerung von Lemma 3.3, die sich genauso wie
dieses beweisen lässt.

Lemma 3.4. Es seien Abbildungen H : X → X∗ und H̃ : P→ P∗ der Form (3.16) bezie-
hungsweise (3.17) gegeben. Weiterhin sei χ = [y, ρ, λ] ∈ X beliebig und ξ = [ξy, ξρ, ξλ] ∈
X erfülle

ξy = −A−1Bξρ und ξλ = −A−∗(Hyyξy +Hyρξρ).

Dann gilt
(H̃ρ)(ξρ) = (Hχ)(ξ).

Auch alle anderen Betrachtungen dieses Abschnitts lassen sich leicht an diesen verall-
gemeinerten Fall anpassen. Insbesondere der Zusammenhang (3.12) von Fehler eλ und
Gewicht wλ,

eλ = A−∗ry − A−∗HyyA
−1rλ + wλ,

bleibt gültig.
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3.2.2 Für nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme

In diesem Abschnitt sollen die bisher gewonnenen Erkenntnisse für die Schätzung von
Ẽ auf nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme der Form (1.13) übertragen werden. Wir
gehen davon aus, dass zur Lösung dieses das Newton-Verfahren und die Finite-Elemente-
Methode auf die nichtlineare Gleichung L′(χ) = 0 angewendet werden.

Variante 1
An dieser Stelle nehmen wir an, dass das Problem

L′(χh)(ξh) = 0 für alle ξh ∈ Xh (3.19)

für eine Diskretisierung des RaumesX (nahezu) exakt gelöst ist. Wie schon im nichtlinea-
ren Fall für die Fehlerschätzung des All-At-Once-Funktionals ist die Idee, das Problem
um ρh linearisiert zu betrachten und dann wie für den linearen Fall zu verfahren.

Das folgende Lemma rechtfertigt diese Vorgehensweise, allerdings zunächst nur für den
Fehler in der Norm des Raums P. Wir treffen die Annahme, dass die zweite Ableitung
von J̃ , die wir weiterhin mit H̃ bezeichnen, in P̂ gleichmäßig stark positiv und beschränkt
ist. Das bedeutet, es existieren Konstanten C1 > 0 und C2 > 0, sodass für alle ρ ∈ P̂

(H̃(ρ)π1)(π2) ≤ C1‖π1‖P‖π2‖P für alle π1, π2 ∈ P

und
(H̃(ρ)π)(π) ≥ C2‖π‖2

P für alle π ∈ P

gilt. Damit folgt, dass für alle ρ ∈ P̂ die Normen ‖ · ‖H̃(ρ) =
√

(H̃(ρ)·)(·) äquivalent zu
‖ · ‖P sind. Als Erinnerung sei darauf hingewiesen, dass P̂ eine Umgebung der Lösung ρ̄
bezeichnet, in welcher zu jeder Steuerung ρ ein eindeutig bestimmter Zustand y = G(ρ)
existiert, sodass ρ und y die Zustandsgleichung erfüllen.

Lemma 3.5. Es sei (ρk)k ⊂ P̂ eine Folge die gegen ρ̄ konvergiert mit ρk 6= ρ̄ für alle
k ∈ N. Weiterhin bezeichnen ek = ρ̄ − ρk und êk = −H̃(ρk)

−1J̃ ′(ρk) die Fehler des
ursprünglichen und des linearisierten Problems. Die zweite Ableitung H̃ von J̃ sei in P̂
gleichmäßig stark positiv und beschränkt. Dann gilt

‖êk‖P

‖ek‖P

→ 1.

Beweis: Es ist∣∣∣∣‖êk‖P

‖ek‖P

− 1

∣∣∣∣ =
1

‖ek‖P

|‖êk‖P − ‖ek‖P| ≤
1

‖ek‖P

‖êk − ek‖P

=
1

‖ek‖P

∥∥∥−H̃(ρk)
−1J̃ ′(ρk)− ek

∥∥∥
P

≤
‖H̃(ρk)

−1‖L(P∗,P)

‖ek‖P

∥∥∥−J̃ ′(ρk)− H̃(ρk)ek

∥∥∥
P∗
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=
‖H̃(ρk)

−1‖L(P∗,P)

‖ek‖P

∥∥∥J̃ ′(ρ̄)− J̃ ′(ρk)− H̃(ρk)ek

∥∥∥
P∗

=
‖H̃(ρk)

−1‖L(P∗,P)

‖ek‖P

∥∥∥∥∫ 1

0

H̃(ρk + t(ρ̄− ρk))(ρ̄− ρk) dt− H̃(ρk)ek

∥∥∥∥
P∗

≤ ‖H̃(ρk)
−1‖L(P∗,P)

∫ 1

0

∥∥∥H̃(ρk + t(ρ̄− ρk))− H̃(ρk)
∥∥∥
L(P,P∗)

dt→ 0.

Dabei wurden J̃ ′(ρ̄) = 0 und der Mittelwertsatz in Integralform verwendet. Dass beim
Grenzübergang der Integralausdruck gegen null strebt, folgt mit dem Satz von Lebesgue
und der Stetigkeit der zweiten Ableitung H̃ von J̃ . Die Existenz einer integrierbaren
Majorante ergibt sich aus der gleichmäßigen Beschränktheit von H̃ in P̂. Außerdem ist
zu beachten, dass H̃(·)−1 in P̂ ebenfalls gleichmäßig beschränkt ist, da H̃ gleichmäßig
stark positiv ist.

Dieses Resultat lässt sich auf den Fehler im reduzierten Zielfunktional übertragen.
Zu beachten ist, dass sich das reduzierte Zielfunktional für das linearisierte Problem,
welches wir mit J̃ρh bezeichnen, etwas unterscheidet. Es gilt

J̃ρ
h

(ρ) = J̃1(ρ− ρh) mit J̃1(δρ) = J̃(ρh) + J̃ ′(ρh)δρ+
1

2
J̃ ′′(ρh)(δρ, δρ). (3.20)

Satz 3.6. Es seien (ρk)k, ek und êk so definiert wie im letzten Lemma und H̃ sei gleich-
mäßig stark positiv und beschränkt in P̂. Dann gilt

J̃ρk(ρk)− J̃ρk(ρk + êk)

J̃(ρk)− J̃(ρ̄)
→ 1.

Beweis: Es ist

J̃1(0)− J̃1(êk)

J̃(ρk)− J̃(ρ̄)
=
−J̃ ′(ρk)êk − 1

2
(H̃(ρk)êk)(êk)

J̃ ′(ρ̄)ek + 1
2
(H̃(ρ̂k)ek)(ek)

=
‖êk‖2

H̃(ρk)

‖ek‖2
H̃(ρ̂k)

=
‖êk‖2

H̃(ρ̂k)

‖ek‖2
H̃(ρ̂k)

+
((H̃(ρk)− H̃(ρ̂k))êk)(êk)

‖ek‖2
H̃(ρ̂k)

. (3.21)

Dabei haben wir den Satz von Taylor angewendet. Die Variable ρ̂k liegt also auf dem
Liniensegment zwischen ρk und ρ̄. Der zweite Summand von (3.21) lässt sich abschätzen
durch

1

‖ek‖2
H̃(ρ̂k)

∣∣∣((H̃(ρk)− H̃(ρ̂k))êk)(êk)
∣∣∣ ≤ ‖êk‖2

P

C2‖ek‖2
P

∥∥∥H̃(ρk)− H̃(ρ̂k)
∥∥∥
L(P,P∗)

→ 0,

da der Quotient ‖êk‖
2
P

‖ek‖2P
nach der Aussage von Lemma 3.5 beschränkt und H̃ stetig ist.

Der erste Summand von (3.21) strebt gegen eins, denn es gilt∣∣∣∣∣‖êk‖H̃(ρ̂k)

‖ek‖H̃(ρ̂k)

− 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣‖êk‖H̃(ρ̂k) − ‖ek‖H̃(ρ̂k)

∣∣∣
‖ek‖H̃(ρ̂k)

≤
‖êk − ek‖H̃(ρ̂k)

‖ek‖H̃(ρ̂k)

≤
√
C1‖êk − ek‖P√
C2‖ek‖P

.
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Dass der Quotient auf der rechten Seite gegen null konvergiert, folgt wie im Beweis zu
Lemma (3.5).

Die im Beweis benötigte Voraussetzung, dass H̃ gleichmäßig stark positiv ist, deutet
darauf hin, dass sich die Aussage des Satzes nicht einfach auf den Fehler im All-At-Once-
Funktional übertragen lässt, denn schließlich ist die zweite Ableitung des Lagrange-
Funktionals indefinit. So kann es beispielsweise vorkommen, dass der Fehler E für das
eigentliche oder das linearisierte Problem null ist, obwohl χh von der exakten Lösung
verschieden ist.

Wir suchen nun ein linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem, für welches das
reduzierte Funktional J̃1(ρ) = J1(A−1(lλ − Bρ), ρ) von der Gestalt (3.20) ist. Dazu
betrachten wir J̃1 etwas genauer:

J̃1(δρ) = J(G(ρh), ρh) + Jy(G(ρh), ρh)(G′(ρh)δρ) + Jρ(G(ρh), ρh)(δρ)

+
1

2
Jyy(G(ρh), ρh)(G′(ρh)δρ,G′(ρh)δρ) +

1

2
Jρρ(G(ρh), ρh)(δρ, δρ)

+
1

2
Jy(G(ρh), ρh)(G′′(ρh)(δρ, δρ)).

(3.22)

Für eine übersichtlichere Darstellung werden die zu ρh gehörenden Lösungen der Zu-
standsgleichung c(y, ρ) = 0 und der adjungierten Gleichung Jy(y, ρ) + cy(y, ρ)∗λ = 0 mit
yh und λh bezeichnet und wir lassen das Argument (G(ρh), ρh) = (yh, ρ

h) der nichtlinea-
ren Funktionen im Folgenden an einigen Stellen weg. Der letzte Summand der Gleichung
(3.22) besitzt unter Berücksichtigung von (1.15) die ausführlichere Darstellung

Jy(G
′′(ρh)(δρ, δρ)) = −Jyc−1

y (cyy(G
′(ρh)δρ,G′(ρh)δρ)

+ cyρ(G
′(ρh)δρ, δρ) + cρy(δρ,G

′(ρh)δρ) + cρρ(δρ, δρ))

= (cyy(G
′(ρh)δρ,G′(ρh)δρ) + cρρ(δρ, δρ)

+ cyρ(G
′(ρh)δρ, δρ) + cρy(δρ,G

′(ρh)δρ))(λh).

Somit entspricht die rechte Seite von (3.22) dem reduzierten Zielfunktional des linear-
quadratischen Problems mit Funktional J1 der Form (3.18), wobei

(Hyyv)(w) = Jyy(yh, ρ
h)(w, v) + cyy(yh, ρ

h)(w, v)(λh) für alle v, w ∈ V
(Hρρπ1)(π2) = Jρρ(yh, ρ

h)(π2, π1) + cρρ(yh, ρ
h)(π2, π1)(λh) für alle π1, π2 ∈ P

(Hρyv)(π) = cρy(yh, ρ
h)(π, v)(λh) für alle v ∈ V, π ∈ P

(Hyρπ)(v) = cyρ(yh, ρ
h)(v, π)(λh) für alle π ∈ P, v ∈ V

ly = Jy(yh, ρ
h), lρ = Jρ(yh, ρ

h), lλ = 0, c = J(yh, ρ
h), A = cy(yh, ρ

h) und B = cρ(yh, ρ
h)

gelten. Werden Hyy, Hρρ, Hρy und Hyρ genau wie die zweiten Ableitungen von J und c
als bilineare Abbildungen aufgefasst, so können die soeben genannten Identitäten auch
kompakt als

Hyy = Jyy + c∗yyλh, Hρρ = Jρρ + c∗ρρλh, Hρy = c∗ρyλh, Hyρ = c∗yρλh
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geschrieben werden.
Wie wir sehen, unterscheidet sich das Funktional J1 von der direkten quadratischen

Approximation des nichtlinearen Zielfunktionals J . Ersteres enthält zusätzliche Ter-
me, die von der zweiten Ableitung der Nebenbedingung stammen. Die Einschränkung
Aδy + Bδρ = 0 entspricht hingegen genau der Linearisierung von c(y, ρ) = 0 an der
Stelle (yh, ρ

h). Zur Schätzung des Fehlers J̃1(0)− J̃1(êk) sollte also die Technik zur Feh-
lerschätzung des reduzierten Funktionals für den linearen Fall auf das Problem

min
δy∈V,δρ∈P

J1(δy, δρ) u.d.N. cy(yh, ρ
h)δy + cρ(yh, ρ

h)δρ = 0 (3.23)

angewendet werden. Die Berechnung der Lösung dieses Problems über die Ermittlung
der Nullstelle des zugehörigen Lagrange-Funktionals führt zu der Gleichung

H1ê = l1 ⇔

Jyy + c∗yyλh c∗yρλh c∗y
c∗ρyλh Jρρ + c∗ρρλh c∗ρ
cy cρ 0

 ê =

JyJρ
0


⇔ H(yh, ρ

h, λh)ê = L′(yh, ρ
h, λh)−

c∗yλhc∗ρλh
c

 .
Es zeigt sich, dass genauso gut die Gleichung

H(yh, ρ
h, λh)ē = L′(yh, ρ

h, λh) (3.24)

betrachtet werden kann, denn ê und ē unterscheiden sich dann nur in der λ-Komponente,
da

H1ê = l1 ⇔

Jyy + c∗yyλh c∗yρλh c∗y
c∗ρyλh Jρρ + c∗ρρλh c∗ρ
cy cρ 0

 êy
êρ

êλ + λh

 =

Jy + c∗yλh
Jρ + c∗ρλh

0


und c = c(yh, ρ

h) = 0 gelten. (Nebenbei bemerkt liefert die Argumentation bis hier auch
einen Beweis für Lemma 3.8.) Die Lösung ē von (3.24) ist Nullstelle der um [yh, ρ

h, λh]
approximierten Lagrange-Funktion

L2(δχ) = L(yh, ρ
h, λh) + L′(yh, ρ

h, λh)δχ+
1

2
L′′(yh, ρ

h, λh)(δχ, δχ)

= J + c(λh) + Jy(δy) + (cyδy)(λh) + Jρ(δρ) + (cρδρ)(λh) + c(δλ)

+
1

2
(Jyy(δy, δy) + cyy(δy, δy)(λh) + 2cyρ(δy, δρ)(λh) + 2(cyδy)(δλ)

+ Jρρ(δρ, δρ) + cρρ(δρ, δρ)(λh) + 2(cρδρ)(δλ))

=: J2(δy, δρ) + (c+ cyδy + cρδρ)(δλ)

und somit die Lösung der linear-quadratischen Aufgabe

min
δy∈V,δρ∈P

J2(δy, δρ) u.d.N. cy(yh, ρ
h)δy + cρ(yh, ρ

h)δρ = 0. (3.25)
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Ein Vergleich der Funktionale J2 und J1 zeigt

J2(δy, δρ)− J1(δy, δρ) = (c+ cyδy + cρδρ)(λh).

Die Differenz ist die um (yh, ρ
h) linearisierte Nebenbedingung multipliziert mit λh. Da

die linearisierte Nebenbedingung die Gleichungsrestriktion für die Probleme (3.23) und
(3.25) bildet, verschwindet die Differenz im reduzierten Funktional.
Leider können wir in einem realen Verfahren das Optimalsteuerungsproblem (3.25)

nicht aufstellen, geschweige denn lösen (auch nicht das Problem (3.23)), da yh und λh
nicht zur Verfügung stehen. Die naheliegende Alternative ist, stattdessen yh und λh zu
verwenden. Das bedeutet, wir werten zur Fehlerschätzung den Ausdruck (3.15) für das
Problem

H(χh)ê = −L′(χh)
aus, wobei wir dieses wie gewohnt in einem Erweiterungsraum V e betrachten.

Variante 2
Wie bereits festgestellt, erscheint es unnötig aufwendig, die Probleme (3.19) für grobe
Diskretisierungen sehr genau zu lösen. Viel mehr sollten Diskretisierungs- und Nichtli-
nearitätsfehler aufeinander abgestimmt werden. Eine Vorgehensweise die das versucht
zu erreichen, soll in diesem Abschnitt vorgestellt werden. Die direkte Anwendung des
Newton-Verfahrens auf das Problem J̃(ρ̄) = 0 führt auf die Gleichungen

H̃(ρk)δρk = −J̃ ′(ρk) (3.26)

für k = 0, 1, . . . zur Bestimmung der Iterierten ρk+1 = ρk + δρk ausgehend von einem
Startwert ρ0.
Die exakte Berechnung von δρk ist allerdings in der Regel unmöglich, zum einen auf-

grund der nichtlinearen Abhängigkeit des Zustands y = G(ρk) von der Steuerung und
zum anderen wegen des Diskretisierungsfehlers. Daher können wir nur davon ausgehen,
dass Gleichung (3.26) näherungsweise erfüllt wird:

H̃(ρk)δρ
h
k = −J̃ ′(ρk)− r̃k.

Als Fehler wird hier die Differenz des exakten und des berechneten Newton-Schritts
betrachtet: eρ = δρk − δρhk. Als zugehörige Residuen ergeben sich r̃k = H̃(ρk)eρ. Unsere
Hoffnung ist nun, dass, wenn der Fehler in Bezug auf δρk geeignet beschränkt ist, die
Iterierten ρk+1 = ρk + δρhk trotzdem gegen die Lösung ρ̄ konvergieren. Das bestätigt der
folgende Satz, der mit Beweis in [22] zu finden ist:

Satz 3.7. Angenommen die zweite Ableitung von J̃ ist gleichmäßig stark positiv und
beschränkt in P̂. Weiterhin erfülle die Abbildung H̃ für ein ω ∈ R die Bedingung

‖(H̃(ρ)− H̃(π))σ‖H̃(θ)−1 ≤ ω‖ρ− π‖H̃(ρ)‖σ‖H̃(ρ) für alle σ ∈ P

für alle kollinearen ρ, π, θ ∈ P̂, das heißt für alle ρ, π, θ, für die ein t ∈ R existiert,
sodass θ = ρ + t(π − ρ). Außerdem sei ein Startwert ρ0 ∈ P̂ gegeben, für den die
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Niveaumenge {ρ ∈ P̂ : J̃(ρ) ≤ J̃(ρ0)} abgeschlossen ist. Erfüllen die Fehler eρ = δρk−δρhk
und die Newtonschritte δρhk die Bedingungen

(H̃(ρk)δρ
h
k)(eρ) ≤ d̂‖δρhk‖2

H̃(ρk)
und ω‖δρhk‖H̃(ρk) ≤

Θ(1− d̂)− dk
dk + 1/2

, (3.27)

wobei 0 < Θ < 1, 0 < d̂ < 1 und dk =
‖eρ‖H̃(ρk)

‖δρk‖H̃(ρk)
, dann gilt

‖δρhk+1‖H̃(ρk+1) ≤ Θ‖δρhk‖H̃(ρk),

das heißt, die Iterierten ρk konvergieren linear gegen ρ̄, und der Fehler im reduzierten
Funktional genügt der Abschätzung

J̃(ρk)− J̃(ρ̄) ≤
(

1

2
+ d̂+

ω

6
‖δρhk‖H̃(ρk)

) ‖δρhk‖2
H̃(ρk)

1−Θ2
.

Mit den Bedingungen (3.27) sind Kriterien gegeben, durch deren Hilfe geprüft werden
kann, ob der nächste Newton-Schritt berechnet oder zuvor die Diskretisierung verfeinert
werden sollte. Dazu muss allerdings in jeder Newton-Iteration die Fehlernorm ‖eρ‖H̃(ρk)

geschätzt werden.
Wir gehen auch in diesem Abschnitt davon aus, dass im numerischen Verfahren zur

Lösung des Optimalsteuerungsproblems die Newton-Methode auf die Gleichung L′(χ) =
0 anstelle von J̃ ′(ρ) = 0 angewendet wird. Daher ist das folgende Lemma hilfreich:

Lemma 3.8. Für ρ ∈ P̂ sei G(ρ) wie bisher gegeben und der Lagrange-Multiplikator
durch

Λ(ρ) = −cy(G(ρ), ρ)−∗Jy(G(ρ), ρ).

Löst δχ = [δy, δρ, δλ] die Newton-Gleichung für das Lagrange-Funktional

H(G(ρ), ρ,Λ(ρ))δχ = −L′(G(ρ), ρ,Λ(ρ)), (3.28)

dann löst δρ die Newton-Gleichung für das reduzierte Zielfunktional

H̃(ρ)δρ = −J̃ ′(ρ).

Beweis: Auch wenn die Aussage weiter oben implizit schon gezeigt wurde, erfolgt der
Beweis hier nochmals auf direktem Wege. Die Argumente G(ρ), ρ und Λ(ρ) werden
wir bei den entsprechenden nichtlinearen Funktionen im Folgenden weglassen. Da δχ
insbesondere die dritte Komponente der Gleichung (3.28) erfüllt, gilt cyδy + cρδρ =
c(G(ρ), ρ) = 0, also G′δρ = −c−1

y cρδρ = δy. Um H̃δρ zu betrachten, testen wir mit einer
beliebigen Funktion π ∈ P:

(H̃δρ)(π) = Jyy(G
′π,G′δρ) + Jρρ(π, δρ) + Jy(G

′′(π, δρ))

= Jyy(G
′π,G′δρ) + Jρρ(π, δρ)

− Jyc−1
y (cyy(G

′π,G′δρ) + cyρ(G
′π, δρ) + cρy(π,G

′δρ) + cρρ(π, δρ))

= Jyy(G
′π, δy) + Jρρ(π, δρ)

+ (cyy(G
′π, δy) + cyρ(G

′π, δρ) + cρy(π, δy) + cρρ(π, δρ))(Λ(ρ)).
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Es zeigt sich, dass dieser Ausdruck identisch ist zu Hδχ getestet mit einem ξ ∈ X, für
das ξy = G′π, ξρ = π und ξλ beliebig gilt:

(Hδχ)(ξ) = Jyy(G
′π, δy) + cyy(G

′π, δy)(Λ(ρ)) + cyρ(G
′π, δρ)(Λ(ρ)) + (cy(G

′π))(δλ)

+ cρy(π, δy)(Λ(ρ)) + Jρρ(π, δρ) + cρρ(π, δρ)(Λ(ρ)) + (cρπ)(δλ)

+ (cyδy)(ξλ) + (cρδρ)(ξλ)

= Jyy(G
′π, δy) + Jρρ(π, δρ)

+ (cyy(G
′π, δy) + cyρ(G

′π, δρ) + cρy(π, δy) + cρρ(π, δρ))(Λ(ρ)).

= (H̃δρ)(π).

Dabei wurde ausgenutzt, dass

(cy(G
′π) + cρπ)(δλ) = (−cyc−1

y cρπ + cρπ)(δλ) = 0

und (cyδy + cρδρ)(ξλ) = 0. Weiterhin gilt

L′ξ = Jy(G
′π) + (cy(G

′π))(Λ(ρ)) + Jρπ + (cρπ)(Λ(ρ)) = Jy(G
′π) + Jρπ = J̃ ′π.

Alles zusammen genommen ergibt

(H̃δρ)(π) = (Hδχ)(ξ) = −L′ξ = −J̃ ′π

für alle π ∈ P, also H̃δρ = −J̃ ′.

Berechnen wir eine Approximation δρh der Lösung der Newton-Gleichung

H̃(ρh)δρ = −J̃ ′(ρh)

für das reduzierte Funktional, indem wir H(χh)δχh = −L′(χh) näherungsweise lösen,
so sagt uns das Lemma 3.8, dass der Fehler eρ gleich der ρ-Komponente der Differenz
δχ− δχh ist, wobei der exakte Lagrange-Newton-Schritt δχ die Gleichung

H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))δχ = −L′(G(ρh), ρh,Λ(ρh)) (3.29)

erfüllt.
Zur Berechnung der Fehlernorm ‖eρ‖H̃(ρh) kann Lemma 3.4 angewendet werden, da

H̃(ρh) und H(G(ρh), ρh,Λ(ρh)) von der Gestalt (3.17) beziehungsweise (3.16) sind mit
A = cy, B = cρ, Hyy = Jyy + c∗yy(Λ(ρh)), Hρρ = Jρρ + c∗ρρ(Λ(ρh)) und Hyρ = c∗yρ(Λ(ρh)).
Somit gilt

‖eρ‖H̃(ρh) = (H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))e)(w),

wobei ey und eλ beliebig und die Gewichtsfunktionen als

wy = −A−1Beρ, wρ = eρ, wλ = A−∗(HyyA
−1Beρ −Hyρeρ)

zu wählen sind. Mit dem zur Aufgabe (3.29) gehörenden Residuum

r = −L′(G(ρh), ρh,Λ(ρh))−H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))δχh = H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))e
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erhalten wir
‖eρ‖H̃(ρh) = r(w).

Analog ergeben sich

(H̃(ρh)δρh)(eρ) = (H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))δχh)(w)

oder
(H̃(ρh)δρh)(eρ) = (H̃(ρh)eρ)(δρ

h) = (H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))e)(u) = r(u)

und
‖δρh‖2

H̃(ρh)
= (H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))δχh)(u)

für uy = −A−1Bδρh, uρ = δρh und uλ = A−∗(HyyA
−1Bδρh −Hyρδρ

h). Zur Berechnung
dieser Terme in einem numerischen Verfahren werden also Schätzungen der Gewichte w
und u, des Residuums r und von H(G(ρh), ρh,Λ(ρh))δχh benötigt.
Wie bereits festgestellt, resultiert der Fehler eρ nicht nur aus der Diskretisierung des

Raumes X, sondern auch aus der Verwendung von χh anstelle von [G(ρh), ρh,Λ(ρh)] als
Argument von H und L′ in der Berechnung des Newton-Schritts. Dabei ist festzustellen,
dass die Fehler G(ρh) − yh und Λ(ρh) − λh sowohl auf die Diskretisierung als auch die
Nichtlinearität des Problems zurückzuführen sind. Wir befinden uns also in dem Dilem-
ma, dass für eine möglichst genaue Fehlerschätzung beide Ursachen zu berücksichtigen
sind, für die Berechnung von Fehlerindikatoren zur Anpassung des Gitters aber nur der
Einfluss der Diskretisierung.
Ein Problem bei der Fehlerschätzung ist, dass Approximationen für G(ρh) und Λ(ρh)

benötigt werden. Bei Verwendung von yh und λh, der einfachsten Variante, entspricht die
Vorgehensweise der für das linear-quadratische Problem, das heißt, in der Schätzung von
eρ wird nur ein Teil des Diskretisierungsfehlers berücksichtigt und der Nichtlinearitäts-
fehler gar nicht. Etwas mehr Aufwand bedeutet die Berechnung eines Newton-Schritts
ausgehend von [yh, λh] für das Problem

F (y+, λ+) =

[
Jy(y+, ρ

h) + cy(y+, ρ
h)∗λ+

c(y+, ρ
h)

]
= 0

für festes ρh. Dies ergibt die sogenannten Quasi-Normalen-Schritte δy+ und δλ+, die
somit die Gleichung

F ′(yh, λh)

[
δy+

δλ+

]
= −F (yh, λh), also

[
Jyy + c∗yyλ

h c∗y
cy 0

] [
δy+

δλ+

]
= −

[
Jy + c∗yλ

h

c

]
erfüllen und der Verbesserung von yh und λh dienen. Bereits das Lösen dieser Gleichung
in Xh ermöglicht eine erste Schätzung der gesuchten Größen, so zum Beispiel

rh = −L′(yh + δyh+, ρ
h, λh + δλh+)−H(yh + δyh+, ρ

h, λh + δλh+)δχh,

wobei dann allerdings der Diskretisierungsfehler komplett vernachlässigt wird. Dies gibt
immerhin die Möglichkeit den Einfluss der Nichtlinearität auf den Fehler eρ zu beurteilen
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und diesen durch Anwendung mehrerer Quasi-Normalen-Schritte zu reduzieren, wenn
allein schon die ρ-Komponente von êh = H(χh)−1rh zur Verletzung der Kriterien (3.27)
führt.

Für eine möglichst genaue Fehlerschätzung wird in [22] vorgeschlagen nach Berech-
nung von δyh+ und δλh+ zusätzlich noch die Diskretisierungsfehler δye+ und δλe+ in diesen
Größen durch Verwendung des Erweiterungsraums V e zu schätzen, um somit gute Ap-
proximationen y+ = yh + δyh+ + δye+ und λ+ = λh + δλh+ + δλe+ für G(ρh) und Λ(ρh) zu
erhalten. Anschließend lässt sich das Residuum näherungsweise als

r = −L′(y+, ρ
h, λ+)−H(y+, ρ

h, λ+)δχh

berechnen. Damit können dann der Fehler e und das Gewicht w, wie für den linear-qua-
dratischen Fall beschrieben, bestimmt werden. Unterschiedlich ist hierbei, dass aufgrund
der Nichtlinearität rh nicht verschwindet und somit auch der Beitrag rh(wh) berücksich-
tigt werden sollte.
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4 Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung ist ein Teilgebiet der Strukturoptimierung, die das Ziel hat,
die Gestalt einer technischen Struktur, also zum Beispiel eines Bauteils, an spezifische
Herausforderungen anzupassen, und so die Eigenschaften zu verbessern oder den Mate-
rialverbrauch zu reduzieren. Andere zugehörige Bereiche sind die Querschnitts- und die
Formoptimierung. Die Einteilung erfolgt in Abhängigkeit der verwendeten Gestaltungs-
parameter, also je nachdem welche Freiheiten bei der Bestimmung des Designs gelassen
werden. In der Problemformulierung wird meist die Minimierung oder Maximierung ei-
ner physikalischen Größe, wie zum Beispiel der Nachgiebigkeit (beziehungsweise Steifig-
keit) oder der maximal auftretenden Spannung, als Ziel vorgegeben. Der Zusammenhang
zur Designvariablen (also der Steuerung) wird über entsprechende physikalische Gesetze
hergestellt. Anwendung findet beispielsweise die Elastizitätstheorie. In diesem Kapitel
wollen wir die Formulierung einer klassischen Aufgabe aus der Topologieoptimierung
entwickeln und einige abgewandelte Varianten angeben. Außerdem untersuchen wir eine
spezielle Problemklasse auf Existenz und Eindeutigkeit der Lösung. Der Inhalt dieses
Kapitels orientiert sich größten Teils an den Darstellungen in [5].

4.1 Klassisches Problem

Bei der Topologieoptimierung soll Material in einem Gebiet Ω ⊂ Rd, d = 2 oder d = 3,
so verteilt werden, dass ein Bauteil von entsprechender Form optimale Eigenschaften
besitzt. Als optimal betrachten wir hier minimale Nachgiebigkeit bei gegebenen Be-
lastungen und Randbedingungen (Lagerung). Die Verformung des Bauteils modellieren
wir durch die lineare Differentialgleichung der Elastizitätstheorie. Wir erinnern an die
schwache Formulierung (1.18):∫

Ω

(E∇s y : ∇s v) dx =

∫
Ω

f · v dx+

∫
ΓN

g · v ds für alle v ∈ V (4.1)

mit V = H1
D(Ω)d.

An dieser Stelle betrachten wir zunächst das Steifigkeitstensorfeld E als die Desi-
gnvariable, die natürlich noch zu spezifizierenden Beschränkungen unterliegt. Diesen
Sachverhalt drücken wir durch die Vorgabe aus, dass E in einer Menge Ez von zu-
lässigen Steifigkeiten liegen muss: E ∈ Ez. Mit der (von E abhängigen) Bilinearform
aE : V×V → R beziehungsweise dem linearen Operator AE : V → V ∗,

(AEv)(w) = aE(v, w) =

∫
Ω

(E∇s v : ∇sw) dx für alle v, w ∈ V
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und dem linearen Funktional l ∈ V ∗,

l(v) =

∫
Ω

f · v dx+

∫
ΓN

g · v ds für alle v ∈ V,

lässt sich das Problem der minimalen Nachgiebigkeit schreiben als

min
y∈V

l(y) u.d.N. E ∈ Ez und AEy = l. (4.2)

Eine äquivalente Formulierung kann hergeleitet werden, wenn die Zustandsgleichung
(4.1) über das Prinzip der minimalen potenziellen Energie ausgedrückt wird. Demnach
minimiert die Verschiebung y das Energiefunktional F : V → R, F (v) = 1

2
aE(v, v)−l(v).

Der Wert im Optimum ist F (y) = −1
2
l(y). Da dies die negative Nachgiebigkeit multi-

pliziert mit einhalb ist, bedeutet das, dass der Minimalwert für die optimale Steifigkeit
am größten wird. Somit lässt sich das Problem (4.2) auch schreiben als

max
E∈Ez

min
y∈V

(
1

2
aE(y, y)− l(y)

)
. (4.3)

Die Designfreiheit, eine begrenzte Menge eines gegebenen homogenen Materials belie-
big im Gebiet Ω verteilen zu können, lässt sich durch

E(x) = ρ(x)E0, ρ(x) ∈ {0, 1},
∫

Ω

ρdx ≤M1

ausdrücken. Dabei ist E0 der Steifigkeitstensor des Materials, ρ : Ω→ {0, 1} eine skalare
Funktion mit diskreten Werten und M1 > 0 die Mengenbegrenzung des Materials. Es
fällt auf, dass dann allerdings die entsprechende zulässige Menge Ez nicht konvex ist,
was oftmals fehlende Existenz einer Lösung zur Folge hat.

Die diskreten Probleme, die sich bei Anwendung der Finite-Elemente-Methode erge-
ben, besitzen dagegen immer eine Lösung, da für diese die Menge zulässiger Steifigkeits-
felder endlich ist. Um diese Lösungen numerisch besser berechnen zu können, wird in
Unterabschnitt 1.1.2 von [5] vorgeschlagen den diskreten Wertebereich {0, 1} der Funk-
tion ρ durch den kontinuierlichen [0, 1] zu ersetzen, also ρ gewissermaßen als eine Dichte
zu interpretieren. Zur Vermeidung von Zwischenwerten in der Lösung wird ein Parame-
ter p eingeführt und E(x) = ρ(x)pE0 gesetzt. Damit erscheinen für möglichst große p
„unphysikalische“ Werte an Materialverbrauch zwischen null und eins unattraktiv, denn
sie führen zu verhältnismäßig geringen Steifigkeiten. Allerdings ist das Problem für ent-
sprechende Werte (p > 1) wiederum nicht konvex und die Existenz einer Lösung des
kontinuierlichen Problems ist oft nicht gegeben. Das äußert sich auch dadurch, dass
dann die Lösungen der diskretisierten Probleme sich für unterschiedliche Gitterverfeine-
rungen qualitativ unterscheiden und beispielsweise immer feinere Strukturen beziehungs-
weise immer mehr Wechsel von Bereichen mit und ohne Material aufweisen. Anschaulich
bedeutet dies, dass in solchen Regionen die Lösung gegen anisotrope Mikrostrukturen
strebt, die so ausgerichtet sind, dass sie bei geringem Materialverbrauch die vorliegenden
Spannungen gut aufnehmen können.
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Das Problem nicht existierender Lösung lässt sich durch weitere Einschränkung der
zulässigen Menge Ez beheben, zum Beispiel in dem die Gesamtvariation von ρ beschränkt
wird. Für reguläre Funktionen ρ kann eine solche Einschränkung von der Gestalt ‖∇ρ‖ <
M2 mit M2 > 0 sein.

4.2 Verwandte Probleme

Mehrere Lasten
Es ist wichtig zu bemerken, dass die Lösung von (4.2), sofern eine existiert, von den
gegebenen Daten abhängt und für eine andere Wahl der Last oder Lagerung die optimale
Materialverteilung stark verschieden aussehen kann. Sollen verschiedene Belastungsfälle
berücksichtigt werden, so ist das Problem zu

min
y1,...,yN∈V

N∑
k=1

wklk(yk) u.d.N. E ∈ Ez und AEyk = lk für k = 1, . . . , N. (4.4)

umzuformen. Dabei sind wk Gewichtsfaktoren und die linearen Funktionale lk ergeben
sich wie bisher aus entsprechenden Kraftdichten fk in Ω und gk auf ΓN. Somit hat sich also
der Zustandsraum vergrößert und es sind mehr Zustandsgleichungen zu berücksichtigen.
Diese unterscheiden sich nur in der rechten Seite, zumindest wenn die Lagerung nicht
variiert wird. Das lässt sich in einem numerischen Verfahren ausnutzen, da die gleiche
Galerkin-Matrix mehrmals verwendet werden kann.

Zusammengesetzte Materialien
Ein kontinuierlicher Wertebereich für die „Dichte“ ρ ergibt sich unter der Annahme, dass
es sich bei dem verwendeten Material um ein Verbundwerkstoff oder ein poröses Medi-
um (Gemisch aus Feststoff und Luft) handelt. Allerdings sind dann bei der Modellierung
der Materialeigenschaften unter Umständen zusätzliche Aspekte, wie zum Beispiel Rich-
tungsabhängigkeit, zu berücksichtigen, sodass sich zumeist ein etwas komplexerer und
insbesondere nichtlinearer Zusammenhang von Materialverbrauch und Steifigkeit ergibt
und die Einführung weiterer Gestaltungsparameter erforderlich wird.

Variable-Thickness-Sheet
Eine lineare Abhängigkeit der Steifigkeit vom Gestaltungsparameter der Form E(x) =
ρ(x)E0 ergibt sich dagegen beim Variable-Thickness-Sheet-Problem, das ansonsten die
gleiche Struktur besitzt wie das klassische Topologieoptimierungsproblem für ρ(x) ∈
[0, 1]. Dabei stellt das Gebiet Ω ⊂ R2 eine Platte dar, für die Belastung und resultieren-
de Verformung in der Plattenebene betrachtet werden. Die Designvariable ρ beschreibt
die Plattendicke, die so im Gebiet verteilt werden soll, dass unter Einhaltung der Be-
schränkung für die Materialmenge die Nachgiebigkeit minimiert wird.

Freie Materialoptimierung
Bei der freien Materialoptimierung wird sich nicht von vornherein auf ein Material festge-
legt, sondern es wird die Menge Ez zulässiger Steifigkeitsfelder so groß wie möglich unter
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Beachtung physikalischer Gesetze gewählt. Auch wenn es dann wahrscheinlich kein rea-
les Material mit dem berechneten optimalen Steifigkeitstensor gibt, so zeigt sich doch,
was im besten Fall erwartet werden kann. Wir nehmen an, dass das betrachtete Material
hyperelastisch ist, aber weder homogen noch isotrop. Damit hätten wir zunächst 21 be-
ziehungsweise sechs Gestaltungsparameter für d = 3 oder d = 2. Außerdem sollte jeder
Steifigkeitstensor positiv semidefinit im folgenden Sinne sein:

d∑
i,j,k,l=1

Eijkl(x)εijεkl ≥ 0 für alle ε ∈ R2,2.

Die Einhaltung dieser Bedingung für alle x ∈ Ω wird im Folgenden durch E ≥ 0 abge-
kürzt.

Als Kostenmaß nehmen wir die Frobenius-Norm (werden die Einträge der Verzerrungs-
beziehungsweise der Spannungsmatrix nacheinander in einem Vektor angeordnet, so lässt
sich die lineare Abbildung E(x) als Matrix mit entsprechenden Einträgen darstellen):

∫
Ω

Ψ(E) dx ≤M1, Ψ(E(x)) =

(
d∑

i,j,k,l=1

E2
ijkl(x)

)1/2

.

Mit

Ez =

{
E ∈ L∞(Ω;L(Rd,d,Rd,d)) | E ≥ 0,

∫
Ω

Ψ(E(x)) dx ≤M1, 0 ≤ Ψ(E) ≤ 1

}
kann das Problem der freien Materialoptimierung wie (4.3) formuliert werden.

Die Anzahl der Gestaltungsparameter kann weiter reduziert werden, indem die Op-
timierung über die lokalen Materialeigenschaften separat und analytisch vorgenommen
wird. Dazu führen wir erneut die „Materialdichte“ ein durch ρ(x) = Ψ(E(x)) und gelan-
gen zu der Formulierung

max
ρ∈L∞, 0≤ρ≤1,∫

Ω ρ dx≤M1

max
E≥0,

Ψ(E)=ρ

min
y∈V

(
1

2
aE(y, y)− l(y)

)

= max
ρ∈L∞, 0≤ρ≤1,∫

Ω ρ dx≤M1

min
y∈V

(
1

2

∫
Ω

(
max

E≥0,Ψ(E)=ρ
(E∇s y : ∇s y)

)
dx− l(y)

)
.

Für eine Rechtfertigung der vorgenommenen Umformungen siehe Satz 2 in [24].
Die innere Maximierungsaufgabe lässt sich nun für eine gegebene Verzerrung ∇s y an

jedem Punkt x direkt lösen. Werden die Faktoren Eijkl(x) und (∇s y)ij(x)(∇s y)kl(x) (die
Argumente x werden im Folgenden der Übersichtlichkeit halber weggelassen) jeweils
nacheinander in Vektoren angeordnet, so entspricht der Ausdruck (E∇s y : ∇s y) dem
Standardskalarprodukt und die Frobenius-Norm Ψ(E) der Standardnorm im entspre-
chenden Vektorraum Rd4 . Daher wird das Maximum angenommen, wenn E als Vektor
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betrachtet ein Vielfaches des Vektors mit den Einträgen (∇s y)ij(∇s y)kl ist:

Eijkl = ϑ(∇s y)ij(∇s y)kl, ϑ = ρ

(
d∑

i,j,k,l=1

((∇s y)ij(∇s y)kl)
2

)−1/2

= ρ

(
d∑

i,j=1

(∇s y)2
ij

)−1

.

Dies kann auch anders beschrieben werden: Wird die Verzerrung ∇s y als Vektor aufge-
fasst und E entsprechend als Matrix, dann ergibt sich E als ein Vielfaches des äußeren
Produkts von ∇s y mit sich selbst. Deshalb erfüllt ein so gebildetes E zusätzlich die Be-
dingung der positiven Semidefinitheit. Gleichzeitig zeigt dies auch, dass E als Matrix
gesehen Rang eins hat. Das bedeutet, dass das Material nur die Verzerrungsfelder ∇s y
(und Vielfache davon) tragen kann, für die die obige Maximierung vorgenommen wurde.
Anders gerichtete Belastungen würden zu unendlich großen Verformungen führen. Das
so bestimmte optimale anisotrope Material ist also höchst instabil.

Durch Einsetzen der optimalen Steifigkeit vereinfacht sich das Problem der freien
Materialoptimierung zu

max
ρ∈L∞, 0≤ρ≤1,∫

Ω ρ dx≤M1

min
y∈V

(
1

2

∫
Ω

d∑
i,j,k,l=1

ϑ(∇s y)2
ij(∇s y)2

kl dx− l(y)

)

= max
ρ∈L∞, 0≤ρ≤1,∫

Ω ρ dx≤M1

min
y∈V

(
1

2

∫
Ω

ρ(∇s y : ∇s y) dx− l(y)

)
(4.5)

Damit ist es identisch mit dem Variable-Thickness-Sheet-Problem, wenn dort

E0
ijkl =

{
1 falls i = k und j = l
0 sonst

gesetzt wird. Es ist somit gelungen, die Gestaltungsfreiheit auf einen einzigen Parameter
zu reduzieren.
Der oben beschriebene Effekt, dass das optimale Material nur entsprechend gerich-

tete Verzerrungsfelder tragen kann, lässt sich vermeiden, indem das Problem der freien
Materialoptimierung für mehrere Belastungsfälle formuliert wird. Die analytische Op-
timierung der lokalen Materialeigenschaften lässt sich auch dann analog vornehmen.
Allerdings ist das resultierende Optimierungsproblem um einiges komplizierter als (4.5),
da dann die Probleme zur Bestimmung der entsprechenden Verschiebungen yk gekop-
pelt sind und nicht wie in (4.4) getrennt betrachtet werden können. Eine ausführlichere
Beschreibung dieser Thematik findet sich in Abschnitt 3.4 von [5]. Dort wird auch die
Möglichkeit behandelt, dass als Kostenmaß die Spur des Steifigkeitstensors verwendet
wird. Dies führt im Fall einer Einzellast zu den exakt gleichen Resultaten wie die Ver-
wendung der Frobenius-Norm.
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4.3 Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit der
Lösung

Wir beweisen zunächst die Existenz einer Lösung für das Problem der freien Materialop-
timierung (4.5) für eine leicht verschärfte Einschränkung der zulässigen Dichtefunktionen
ρ. Das Gebiet Ω und die Randteile ΓN und ΓD besitzen die Eigenschaften wie bisher.

Satz 4.1. Für das Problem

min
y∈V,ρ∈Pz

l(y) u.d.N. a(ρ, y, v) = l(v) für alle v ∈ V, (4.6)

wobei die Trilinearform a : P×V×V → R und das lineare Funktional l ∈ V ∗ definiert
sind als

a(ρ, v, w) =

∫
Ω

ρ(∇s v : ∇sw) dx, l(v) =

∫
Ω

f · v dx+

∫
ΓN

g · v ds

für f ∈ L2(Ω)d und g ∈ L2(ΓN)d, V = H1
D(Ω)d, P = L∞(Ω) und

Pz =

{
ρ ∈ P | α ≤ ρ(x) ≤ für fast alle x ∈ Ω,

∫
Ω

ρ dx ≤M1

}
mit α, β,M1 ∈ (0,∞) und

∫
Ω
α dx < M1 <

∫
Ω
β dx, existiert eine Lösung.

Beweis: Der Satz ist nahezu identisch zu Theorem 2.1 in [8] und lässt sich ebenso wie
dieses beweisen. Der einzige nennenswerte Unterschied ist, dass in [8] die etwas andere
Trilinearform ã : P×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)→ R,

ã(ρ, v, w) =

∫
Ω

ρ∇v · ∇w

betrachtet wird. Das ist aber kein Problem, da in dem hier behandelten Fall aufgrund
der Korn-Ungleichung (Satz 1.8) und der Restriktion ρ(x) ≥ α > 0 ebenfalls der Satz
1.5 angewendet werden kann und somit zu jedem ρ ∈ Pz ein eindeutiges y ∈ V existiert,
das die Zustandsgleichung a(ρ, y, v) = l(v) für alle v ∈ V erfüllt. Daher können wir
eine Abbildung G : Pz → V , die genau diese Zuordnung vornimmt, und das Funktional
J̃ : Pz → R, J̃(ρ) = l(G(ρ)) definieren.
Wir zeigen zunächst, dass J̃ schwach-∗-unterhalbstetig ist. Es seien ρ, ρk ∈ Pz, ρk

∗
⇀ ρ,

y = G(ρ) und yk = G(ρk) für k ∈ N. Dann ist

l(y) = a(ρ, y, y), l(y) = a(ρk, yk, y) und l(yk) = a(ρk, yk, yk),

also

J̃(ρ) = l(y) = 2l(y)− l(y) = 2a(ρk, yk, y)− a(ρ, y, y),

J̃(ρk) = l(yk) = a(ρk, yk, yk).
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Das zusammen ergibt

J̃(ρk)− J̃(ρ) = a(ρk, yk, yk)− 2a(ρk, yk, y) + a(ρ, y, y) + a(ρk, y, y)− a(ρk, y, y)

= a(ρk, yk − y, yk − y) + a(ρ− ρk, y, y) ≥ a(ρ− ρk, y, y),

da
a(ρk, yk − y, yk − y) =

∫
Ω

ρk(∇s(yk − y) : ∇s(y − yk)) dx ≥ 0

wegen ρk(x) > 0 für fast alle x ∈ Ω. Weiterhin gilt

a(ρ− ρk, y, y) =

∫
Ω

(ρ− ρk)(∇s y : ∇s y) dx→ 0

aufgrund von (∇s y : ∇s y) ∈ L1(Ω) und der schwach-∗-Konvergenz von (ρk)k gegen ρ.
Deshalb erhalten wir

lim inf J̃(ρk)− J̃(ρ) ≥ lim a(ρ− ρk, y, y) = 0.

Damit ist die Schwach-∗-Unterhalbstetigkeit von J̃ bewiesen.
Als nächstes zeigen wir, dass Pz schwach-∗-kompakt ist. Die Menge Pz ist beschränkt,

also in einer Normkugel des Raums L∞(Ω) enthalten, der der Dualraum des separa-
blen Banach-Raums L1(Ω) ist. Aufgrund des Satzes von Alaoglu besitzt daher jede
Folge aus Pz eine schwach-∗-konvergente Teilfolge. Deren Grenzwert liegt ebenfalls in
Pz, da Pz auch schwach-∗-abgeschlossen ist. Das wird ersichtlich, wenn wir eine belie-
bige schwach-∗-konvergente Folge aus Pz betrachten und deren Glieder mit Funktionen
χω ∈ L1(Ω) für beliebige messbare Mengen ω ⊂ Ω von positivem Maß testen, wobei

χω(x) =

{
1 falls x ∈ ω,
0 sonst.

Beispielsweise sei angenommen (ρk)k ⊂ Pz, ρk
∗
⇀ ρ und es gilt nicht α ≤ ρ(x) für fast

alle x ∈ Ω. Das führt zum Widerspruch, denn einerseits bedeutet die Verletzung der
unteren Beschränkung, dass eine Menge ω von positivem Maß existiert, sodass ρ(x) < α
für fast alle x ∈ Ω, also ∫

ω

ρ dx < α

∫
ω

1 dx = α|ω|

gilt. Andererseits folgt aus der Schwach-∗-Konvergenz die Ungleichung

α|ω| ≤
∫
ω

ρk dx =

∫
Ω

ρkχω dx→
∫

Ω

ρχω dx =

∫
ω

ρ dx.

Die Einhaltung der Einschränkungen ρ(x) ≤ β für fast alle x ∈ Ω und
∫

Ω
ρ dx ≤ M1

kann analog bewiesen werden.
Ist nun (ρk)k eine Folge, die J̃ minimiert, das heißt

lim J̃(ρk) = inf
ρ∈Pz

J̃(ρ),
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so existiert eine Teilfolge (ρk′)k′ und ein ρ̄ ∈ Pz, sodass ρk′
∗
⇀ ρ̄. Mithilfe der Schwach-∗-

Unterhalbstetigkeit erhalten wir somit

J̃(ρ̄) ≤ lim inf J̃(ρk′) = lim J̃(ρk) = inf
ρ∈Pz

J̃(ρ),

also
J̃(ρ̄) = min

ρ∈Pz

J̃(ρ).

Die Existenz einer Lösung lässt sich auch für α = 0 beweisen. Die Vorgehensweise
dazu ist allerdings eine etwas andere, da die Abbildung G dann nicht definiert werden
kann, das heißt, die zu einer zulässigen Dichtefunktion ρ ∈ Pz gehörige Verschiebung ist
nicht unbedingt eindeutig gegeben. Ein entsprechender Beweis mithilfe eines allgemeinen
Min-Max-Theorems kann in [16] gefunden werden. Dort wird das allgemeinere Problem
des Variable-Thickness-Sheet mit möglicher zusätzlicher Einseitiger-Kontakt-Bedingung
betrachtet.

Ein Existenzbeweis für das klassische Topologieoptimierungsproblem mit kontinuier-
lichem Wertebereich der Dichtefunktion und Beschränkung der Gesamtvariation ist in
Abschnitt 5.2 von [5] angegeben. Im Vergleich zu dem hier betrachteten Problem wird
dort die Trilinearform durch die Abbildung

ã(ρ, v, w) =

∫
Ω

ρp(E0∇s v : ∇sw) dx für 1 < p <
d

d− 2

ersetzt und als Menge zulässiger Dichtefunktionen

P̃z =

{
ρ ∈ H1(Ω) | 0<α≤ ρ(x)≤ β für fast alle x ∈ Ω,

∫
Ω

ρ dx ≤M1, ‖ρ‖H1(Ω) ≤M2

}
gewählt.

Kehren wir nun zu dem Problem der freien Materialoptimierung zurück. In [8] finden
sich einige Zusammenhänge zwischen der Lösung und verschiedenen Maximumprinzipi-
en. Es gilt unter anderem Folgendes:

Lemma 4.2. Eine optimale Dichtefunktion ρ für das Problem (4.6) erfüllt mit y = G(ρ)
die Ungleichungen∫

Ω

π(∇s y : ∇s y) dx ≤
∫

Ω

ρ(∇s y : ∇s y) dx für alle π ∈ Pz,∫
Ω

π(∇s v : ∇s v) dx ≤
∫

Ω

ρ(∇s v : ∇s v) dx für alle π ∈ Pz, v = G(π),

wobei die Abbildung G wie im Beweis zu Satz 4.1 definiert ist und jedem ρ ∈ Pz die
entsprechende eindeutig bestimmte Lösung der Zustandsgleichung zuordnet.
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Beweis: Zunächst zeigen wir die Stetigkeit der Abbildung G : Pz → V . Unter Verwen-
dung der Identität∫

Ω

π(∇s v : ∇s(y − v)) dx = a(π, v, y − v) = l(y − v) = a(ρ, y, y − v)

=

∫
Ω

ρ(∇s y : ∇s(y − v)) dx,

wobei y = G(ρ) und v = G(π), und der Korn-Ungleichung ergibt sich die Abschätzung

‖y − v‖2
V ≤ C

∫
Ω

(∇s(y − v) : ∇s(y − v)) dx

≤ C

∫
Ω

α−1π(∇s(y − v) : ∇s(y − v)) dx

= C

(∫
Ω

π(∇s y : ∇s(y − v)) dx− l(y − v)

)
= C

∫
Ω

(π − ρ)(∇s y : ∇s(y − v)) dx

≤ C‖ρ− π‖L∞(Ω)‖y‖V ‖y − v‖V ,

woraus die Stetigkeit folgt.
Anschließend halten wir fest, dass für π ∈ Pz, t ∈ (0, 1] und δy = G(ρ+ t(π − ρ))− y

die Gleichheit

0 = a(ρ+ t(π − ρ), y + δy, y)− l(y) = ta(π − ρ, y + δy, y) + a(ρ, y, y + δy)− l(y)

= ta(π − ρ, y + δy, y) + l(y + δy)− l(y) = ta(π − ρ, y + δy, y) + l(δy)

gilt. Da ρ eine Lösung des Problems der freien Materialoptimierung ist, erhalten wir

0 ≥ l(y)− l(y + δy) = −l(δy) = ta(π − ρ, y + δy, y)

und somit∫
Ω

(π − ρ)(∇s(y + δy) : ∇s y) dx = a(π − ρ, y + δy, y) ≤ 0 für alle t ∈ (0, 1].

Aufgrund der Stetigkeit der Abbildung G gilt δy → 0 für t→ 0. Da die Trilinearform a
ebenfalls stetig ist, ist die erste Ungleichung des Lemmas bewiesen.

Die zweite erhalten wir aus der Abschätzung

0 ≤
∫

Ω

ρ(∇s(y − v) : ∇s(y − v)) dx = a(ρ, y − v, y − v)

= a(ρ, y, y)− 2a(ρ, y, v) + a(ρ, v, v) = l(y)− l(v)− l(v) + a(ρ, v, v)

≤ a(ρ, v, v)− l(v) = a(ρ, v, v)− a(π, v, v)

=

∫
Ω

ρ(∇s v : ∇s v) dx−
∫

Ω

π(∇s v : ∇s v) dx.
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Nachdem die Existenz einer Lösung bereits gezeigt wurde, wollen wir nun kurz auf
die Frage der Eindeutigkeit eingehen. Dass die optimale Dichtefunktion nicht immer
eindeutig bestimmt sein kann, wird deutlich bei Betrachtung des belastungsfreien Falls
(f = 0 und g = 0). Für diesen ist jede zulässige Funktion ρ optimal, da J̃(ρ) = 0 für alle
ρ ∈ Pz. Mithilfe des letzten Lemmas lässt sich aber zeigen, dass zumindest die zugehörige
optimale Verschiebung eindeutig bestimmt ist.
Satz 4.3. Sind ρ ∈ Pz und π ∈ Pz zwei Lösungen zu dem Problem (4.6), so gilt

G(ρ) = G(π),

wobei die Abbildung G wie bisher definiert ist.
Beweis: Wir setzen y = G(ρ) und v = G(π). Aufgrund des ersten Maximumprinzips
von Lemma 4.2 gilt a(π, v, v) ≥ a(ρ, v, v). Außerdem erhalten wir die Abschätzung

C‖y − v‖2
V ≤ α

∫
Ω

(∇s(y − v) : ∇s(y − v)) dx ≤ a(ρ, y − v, y − v)

= a(ρ, y, y)− 2a(ρ, y, v) + a(ρ, v, v) ≤ l(y)− 2l(v) + a(π, v, v)

= l(y)− l(v) = J̃(ρ)− J̃(π) = 0.

Somit ist y = v.

Aus physikalischer Sicht scheint plausibel, dass durch Hinzufügen von Material, die
Steifigkeit nicht abnehmen kann, also dass immer eine optimale Dichtefunktion ρ mit
maximalem Materialverbrauch existiert. Dies bestätigt der folgende Satz:
Satz 4.4. Es existiert stets eine Lösung ρ ∈ Pz von (4.6), für die

∫
Ω
ρ dx = M1 gilt.

Beweis: Angenommen π ∈ Pz ist eine Lösung des Problems der freien Materialopti-
mierung, für die

∫
Ω
π dx < M1 gilt. Dann existiert eine Dichtefunktion ρ ∈ Pz, die

ρ(x) ≥ π(x) für fast alle x ∈ Ω und
∫

Ω
ρ dx = M1 erfüllt. Aufgrund von ρ ≥ π erhalten

wir ∫
Ω

ρ(∇s v : ∇s v) dx ≥
∫

Ω

π(∇s v : ∇s v) dx,∫
Ω

ρ(∇s y : ∇s y) dx ≥
∫

Ω

π(∇s y : ∇s y) dx,

wobei v = G(π) und y = G(ρ). Wegen der Maximumprinzipien aus Lemma 4.2 gelten
aber auch die umgekehrten Ungleichungen, das heißt, es ist

a(π, v, v) = a(ρ, v, v) und a(π, y, y) = a(ρ, y, y).

Das alles liefert
C‖v − y‖2

V ≤ a(π + ρ, v − y, v − y)

= a(π, v, v)− 2a(π, v, y) + a(π, y, y) + a(ρ, v, v)− 2a(ρ, y, v) + a(ρ, y, y)

= l(v)− 2l(y) + a(π, y, y) + a(ρ, v, v)− 2l(v) + l(y)

= −l(v)− l(y) + a(ρ, y, y) + a(π, v, v) = −l(v)− l(y) + l(y) + l(v)

= 0,

also y = v und ρ ist somit ebenfalls eine Lösung.
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Der soeben bewiesene Satz rechtfertigt, wieso die Beschränkung
∫

Ω
ρ dx ≤ M1 für

die Menge Pz durch
∫

Ω
ρ dx = M1 ersetzt werden kann. Die letztere Form wurde zum

Beispiel in [8] verwendet.
In [17] wird die Konvergenz von Finite-Elemente-Approximationen für das Variable-

Thickness-Sheet-Problem untersucht. Eine Aussage ist, dass bei geeigneter Wahl der Fi-
nite-Elemente-Räume die berechneten Dichtefunktionen und Verschiebungen schwach-∗
beziehungsweise schwach in L∞(Ω) beziehungsweise H1

D(Ω)d gegen exakte Lösungen kon-
vergieren für gegen null gehende Gitterweite. Letztere Konvergenz ist sogar stark, wenn
α > 0 gilt. Außerdem wird gezeigt, dass unter bestimmten zusätzlichen Voraussetzungen
(unter anderem nichtsingulärer Spannungstensor) an die exakte Lösung die Dichtefunk-
tion ebenfalls eindeutig bestimmt ist und die berechneten Dichtefunktionen stark in
Lp(Ω) für 1 ≤ p <∞ konvergieren.
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5 Numerisches Beispiel

In diesem Kapitel wollen wir durch Anwendung eines adaptiven Verfahrens ein Topolo-
gieoptimierungsproblem numerisch lösen. Dazu wird der Fehler des All-At-Once- oder
des reduzierten Funktionals mithilfe der in Kapitel 3 erarbeiteten Theorie geschätzt. Das
Hauptaugenmerk liegt auf dem Vergleich der verschiedenen Vorgehensweisen.

5.1 Beispielproblem

Konkret betrachten wir wie in [23] das Problem der freien Materialoptimierung (4.6)
in dem Gebiet Ω = (0, 0.5)×(0, 0.5] ∪ (0, 1)×(0.5, 1). Das dadurch grob vorgegebene
Bauteil soll unten (x2 = 0) fest gelagert sein und am rechten Rand (x1 = 1) durch
eine vertikale Last beansprucht werden. Das bedeutet, die Ränder sind von der Gestalt
ΓD = {(x1, x2) ∈ R2 | x2 = 0, 0 < x1 < 0.5}, ΓN = ∂Ω \ ΓD und die Kraftdichten sind
f = 0 und

g(x) =

{
(0,−0.015) für x1 = 1, 0.5 < x2 < 0.625,
(0, 0) sonst.

Auf die genauen Beschränkungen an die Dichtefunktion und deren Umsetzung wird
später eingegangen.
Lassen wir diese für einen Moment außer Acht, dann ist das Problem der freien

Materialoptimierung eine nichtlineare Optimalsteuerungsaufgabe der Form (1.13) mit
V = H1

D(Ω)2, P = L∞(Ω),

J(y, ρ) = l(y) und c(y, ρ)(v) = l(v)− a(ρ, y, v) für alle v ∈ V.

Die Abbildungen J und c sind somit linear beziehungsweise bilinear und stetig, also
insbesondere beliebig oft differenzierbar. Der Operator G, der für ρ(x) ≥ α > 0 die
durch c(y, ρ) = 0 implizit vorgegebene Zuordnung von Steuerung zu Zustand vornimmt,
kann explizit angegeben werden:G(ρ) = y = A(ρ)−1l. Dabei definieren wir die Abbildung
A : P→ L(V, V ∗) durch

(A(ρ)v)(w) = a(ρ, v, w) für alle ρ ∈ P, v, w ∈ V.

Das heißt, es ist A(ρ)v = c(ρ, v) für alle ρ ∈ P, v ∈ V . Auf seinem Definitionsbereich {ρ ∈
P | ρ(x) ≥ α > 0 für fast alle x ∈ Ω} ist der Operator G beliebig oft differenzierbar, es
sind

G′(ρ)π = −c−1
y (cρπ) = −A(ρ)−1A(π)y = −A(ρ)−1A(π)A(ρ)−1l,

G′′(ρ)(π1, π2) = −c−1
y (cyρ(G

′π1, π2) + cρy(π1, G
′π2))
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= A(ρ)−1A(π2)A(ρ)−1A(π1)A(ρ)−1l + A(ρ)−1A(π1)A(ρ)−1A(π2)A(ρ)−1l.

Um das Problem zu lösen, wollen wir das Newton-Verfahren auf die Ableitung des
Lagrange-Funktionals

L(y, ρ, λ) = l(y) + l(λ)− a(ρ, y, λ)

anwenden. Die Betrachtung der Optimalitätsbedingung

0 = Ly(ρ, y, λ)(v) = l(v)− a(ρ, v, λ) für alle v ∈ V

ergibt, dass in einem optimalen Punkt die adjungierte Variable mit der Zustandsva-
riablen identisch sein muss. Das heißt, um den Aufwand zu reduzieren, können wir im
Lagrange-Funktional λ einfach durch y ersetzen. Das führt zu dem Funktional L̃(y, ρ) =
2l(y)− a(ρ, y, y), welches bis auf den Faktor −1

2
identisch mit dem Funktional der Min-

Max-Formulierung (4.5) ist. Wir werden im Folgenden 1
2
L̃ betrachten und der Einfach-

heit halber ebenfalls mit L bezeichnen:

L(y, ρ) = l(y)− 1

2
a(ρ, y, y).

Aufgrund der Beschränkungen an ρ (die notwendig für die Existenz einer Lösung sind)
ist der optimale Punkt (ȳ, ρ̄) nicht (zwangsläufig) auch ein stationärer. Das heißt, wir
können das Newton-Verfahren nicht direkt auf L′ anwenden. Generell lässt sich sagen,
dass für (eine schnelle) Konvergenz das Hinzufügen des Terms ν

2

∫
Ω
ρ2 dx zum Funktional

L förderlich ist. Es ließe sich sogar aus physikalischer Sicht rechtfertigen, den Materi-
alverbrauch

∫
Ω
ρ dx, anstatt zu beschränken, als zusätzlichen Kostenterm mit geeignet

gewähltem Parameter ν zum Zielfunktional hinzuzufügen. Jedoch darauf, im Integral
ρ durch ρ2 zu ersetzten, trifft das wohl nicht zu, denn dies führt dazu, dass Werte für
ρ zwischen null und eins verhältnismäßig geringe Kosten bedeuten. Das wäre also der
gegenteilige Effekt, den der Parameter p mit p > 1 im klassischen Topologieoptimie-
rungsproblem bewirkt.

Ein möglicher Ausweg ist, den Term ν
2

∫
Ω
ρ2 dx trotzdem hinzuzufügen, aber ν relativ

gering zu wählen und auch die Beschränkung an den Materialverbrauch beizubehalten.
In den numerischen Experimenten testen wir beide Möglichkeiten, sowohl die Variante
ausschließlich mit großem Parameter ν (= 2.5 · 10−4), als auch die mit Restriktion des
Materialverbrauchs in Form der Gleichung

∫
Ω
ρ dx = M1 und mit ν = 10−7.

Es stellt sich nun die Frage, wie die Steuerungsbeschränkungen im Newton-Verfahren
berücksichtigt werden können. Eine Möglichkeit für Gleichungsrestriktionen ist, diese mit
Lagrange-Multiplikatoren zu multiplizieren und zu L hinzuzufügen oder, noch besser, die
Verwendung der Augmented-Lagrange-Technik. Diese ist auch mit ein paar Anpassungen
für die Ungleichungsrestriktionen anwendbar (siehe Kapitel 17 in [14]). Die Augmented-
Lagrange-Methode verwenden wir zur Einhaltung der Bedingungen ρ(x) − α ≥ 0 und
β−ρ(x) ≥ 0 für fast alle x ∈ Ω. Die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren λ1 und λ2

sind Elemente des L∞(Ω) und müssen somit ebenfalls durch Finite-Element-Funktionen
approximiert werden. Die gewählten Werte für die Schranken sind α = 10−4 und β = 1.
Wir wenden das Newton-Verfahren also auf das Funktional

L(y, ρ) =

∫
ΓN

g · y ds− 1

2

∫
Ω

ρ(∇s y : ∇s y) dx+
ν

2

∫
Ω

ρ2 dx+

∫
Ω

(ψ1 + ψ2) dx (5.1)
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an, wobei

ψ1(x) =

{
−λ1(ρ(x)− α) + 1

2µ
(ρ(x)− α)2 falls ρ(x)− α− µλ2

1 ≤ 0,

−µ
2
λ2

1 sonst,

ψ2(x) =

{
−λ2(β − ρ(x)) + 1

2µ
(β − ρ(x))2 falls β − ρ(x)− µλ2

2 ≤ 0,

−µ
2
λ2

2 sonst.

Der Parameter µ > 0 ist Bestandteil der Augmented-Lagrange-Technik und wird im
Verlauf des Verfahrens reduziert.

Sofern überhaupt, berücksichtigen wir die Beschränkung des Materialverbrauchs in
Form der Gleichungsrestriktion

∫
Ω
ρ dx = M1 einfach, indem wir den Term

λ3

∫
Ω

(0.5− ρ) dx

(also M1 = 0.5 · |Ω| = 0.375) zu L addieren und L auch als von λ3 abhängig betrachten.
Für die benötigte Rechenzeit des numerischen Verfahrens hat dies zwei nachteilige Ef-
fekte. Zwar wird so nur ein weiterer Freiheitsgrad hinzugefügt, aber in der zur zweiten
Ableitung Hhh des diskretisierten Funktionals L gehörenden Galerkin-Matrix kommen
verhältnismäßig viele von null verschiedene Einträge hinzu. Außerdem werden wesentlich
mehr Newton-Schritte benötigt.

5.2 Numerische Verfahrensweise

Die numerischen Experimente werden mithilfe der in C++ geschriebenen Finite-Elemen-
te-Bibliothek Kaskade 7 durchgeführt. Diese liefert alle Funktionalitäten, die zur Diskre-
tisierung des Problems und zur Darstellung und Berechnung der entsprechenden Größen
benötigt werden, teilweise unter Verwendung weiterer Programmbibliotheken. So basiert
Kaskade 7 zum großen Teil auf Dune, vor allem die Gitterverwaltung, und verschiedene
Pakete zur direkten oder iterativen Lösung linearer Gleichungssysteme können einfach
genutzt werden.

Kaskade 7 ermöglicht basierend auf einem Gitter die Erzeugung von Finite-Elemente-
Räumen verschiedener Ordnung bei Festlegung einer Basis (zum Beispiel Lagrange-Ba-
sis oder hierarchische Erweiterungsbasis) und die Repräsentation von Elementen dieser
Räume. Bei einer Veränderung des Gitters werden die Räume und die Finite-Elemente-
Funktionen automatisch angepasst. Weiterhin berechnet Kaskade 7 mithilfe numerischer
Integration den Funktionswert L(χh1), eine Darstellung von (L′(χh1))h ∈ (Xh

2 )∗ als Ko-
effizientenvektor und die zu (L′′(χh1))hh ∈ L(Xh

3 , X
h
2 ) gehörende Galerkin-Matrix eines

Funktionals L : X → R der Form

L(χ) =

∫
Ω

d1(x, χ,∇χ) dx+

∫
∂Ω

d2(x, χ) ds

für χh1 ∈ Xh
1 und möglicherweise verschiedene Finite-Elemente-Approximationen Xh

1 ,
Xh

2 und Xh
3 von X, wenn die Funktionen d1, d2 und die entsprechenden Ableitungen

geeignet definiert werden.
Damit ist es uns möglich den folgenden Algorithmus zu implementieren:
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1. Setze α = 10−4, β = 1, ν = 2.5 · 10−4, µ̄ = 10.

2. Definiere ein Startgitter.

3. Definiere Finite-Elemente-Räume V h, Ph, Xh = V h×Ph und V e, Pe, Xe = V e×Pe.

4. Definiere das Funktional L : X → R wie in (5.1) und die erste und zweite Ableitung.

5. Setze Startwerte für yh ∈ V h, ρh, λ1, λ2 ∈ Ph, χh ∈ Xh und µ ∈ R:
yh ≡ 0, ρh ≡ 0.5, χh = [yh, ρh], λ1 = λ2 ≡ 0, µ = 104.

6. Berechne (L′)h = (L′(χh))h und Hhh = (H(χh))hh.

7. Löse Hhhδχh = −(L′)h.

8. Falls δχh nicht klein genug,

9. setze χh = χh + δχh und stelle ρh > 0 sicher,

10. gehe zu 6.

11. Setze δλ1 = (α− ρ)/µ und δλ2 = (ρ− β)/µ.

12. Falls δλ1 oder δλ2 nicht klein genug,

13. setze λ1 = λ1 + δλ1 und λ2 = λ2 + δλ2,

14. falls µ > µ̄, setze µ = 0.3µ,

15. gehe zu 6.

16. Berechne Hhe, Heh, Hee und (L′)e.

17. Setze re = −(L′)e −Hheδxh.

18. Löse Ĥeeêe = re.

19. Löse Hhhêh = −Hehee.

20. Setze ŵeρ = êeρ.

21. Löse Ahhŵhy = −Bhhêhρ −Behêeρ.

22. Löse Âeeŵey = −Bheêhρ −Beeêeρ − Aheŵhy .
23. Setze η̃ = re(ŵe).

24. Falls eine vorgegebene Anzahl an Gitterelementen überschritten, beende Berechnung.

25. Verfeinere das Gitter entsprechend der Fehlerindikatoren.

26. Gehe zu 6.

In diesem Algorithmus wird auf jeder Stufe der Gitterverfeinerung das Newton-Verfah-
ren mit der Augmented-Lagrange-Technik ausgeführt bis das diskretisierte nichtlineare
Problem nahezu exakt gelöst ist. Anschließend erfolgt die Fehlerschätzung für das li-
nearisierte Problem (die Operatoren H, A, B und ihre Einschränkungen auf die Finite-
Elemente-Räume sind dabei definiert wie in Kapitel 3) und das Gitter wird angepasst
verfeinert. Die Strategie dabei ist, die 25% der Elemente mit den größten Fehlerindika-
toren zu unterteilen, oder genauer gesagt zur Unterteilung zu markieren. Um hängende
Knoten zu vermeiden müssen meist noch weitere Elemente verfeinert werden.
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Zur Finite-Elemente-Approximation wählen wir für die Dichtefunktion ρ den Raum
(unstetiger) stückweise konstanter Funktionen, Ph = L0, und für die Verschiebung y den
Raum stetiger Funktionen, die auf jedem Element Polynome vom Grad höchstens zwei
sind, V h = H2

2. Für V h = H2
1 treten für die berechneten Lösungen ρh, wie in [17] und [5]

beschrieben, in einigen Teilen von Ω sogenannte Schachbrettmuster auf (siehe Abbildung
5.1 links), wodurch die Konvergenz verschlechtert oder verhindert wird. Daher sollte die
Polynomordnung für V h mindestens zwei sein.

Für V e wird die in Kaskade 7 implementierte Variante eines hierarchischen Erweite-
rungsraums (stetiger Funktionen) dritter Ordnung (wobei einige Formfunktionen Poly-
nome vierter Ordnung sind, siehe [12] und [25]) gewählt. Eine hierarchische Erweiterung
von L0 zu L1 ist in Kaskade 7 nicht vorhanden. Stattdessen können wir für Pe entwe-
der L1 oder die hierarchische Erweiterung von L1 zu L2, die die quadratischen Bubble-
Formfunktionen als Basis hat, verwenden.

In Schritt 23 des Algorithmus wird der Fehler Ẽ im reduzierten Funktional geschätzt.
Soll stattdessen oder zusätzlich die Schätzung η ≈ E für das All-At-Once-Funktional
berechnet werden, so können in diesem Schritt einfach re(êe) ausgewertet und die Schritte
19 bis 22 gegebenenfalls weggelassen werden.

Um die Schätzungen mit exakten Werten (oder genauer gesagt besseren Schätzungen)
vergleichen zu können, lösen wir für die zu jedem Gitter berechnete Steuerung ρh die
Zustandsgleichung nochmals separat mit größerer Genauigkeit und setzen den so erhal-
tenen Zustand in das Zielfunktional ein. Der entsprechende Wert liefert ungefähr J̃(ρh).
Der Wert zu dem feinsten Gitter wird für J̃(ρ̄) verwendet. Als Zielfunktional setzen wir
J(y, ρ) = 1

2
l(y)+ ν

2

∫
Ω
ρ dx. Zwar enthält L noch einige weitere Terme aufgrund der Ver-

wendung der Augmented-Lagrange-Technik, jedoch ist die Überlegung, dass, wenn die
Lagrange-Multiplikatoren nahezu exakt berechnet sind, dann ρh die Steuerungsbeschrän-
kungen fast erfüllt und somit der Diskretisierungsfehler in ρh nur einen sehr geringen
Einfluss auf diese Terme hat. In den Experimenten, in welchen die Vorgabe des Mate-
rialverbrauchs berücksichtigt wird, passen wir ν, L und Xh wie im letzten Abschnitt
beschrieben an. Als All-At-Once-Zielfunktional wird J(y, ρ) = 1

2
l(y) verwendet.

Bevor wir zu den beobachteten Ergebnissen kommen, werden wir die Größen Ẽ und E

für das Beispielproblem noch etwas genauer betrachten. Da das reduzierte Zielfunktional
für die optimale Dichtefunktion ρ̄ minimal ist, gilt J̃(ρh) ≥ J̃(ρ̄), der Fehler Ẽ kann also
nicht negativ sein. Der Fehler des All-At-Once-Funktionals lässt sich in

E = J(yh, ρh)− J(ȳ, ρ̄) = J(yh, ρh)− J(yh, ρ
h) + J(yh, ρ

h)− J(ȳ, ρ̄)

= J(yh, ρh)− J(yh, ρ
h) + J̃(ρh)− J(ρ̄) = J(yh, ρh)− J(yh, ρ

h) + Ẽ

aufteilen, wobei yh = G(ρh) die zu ρh gehörende exakte Lösung der Zustandsgleichung
ist. Den ersten Teil J(yh, ρh) − J(yh, ρ

h) von E, der von der ungenauen Lösung der
Zustandsgleichung stammt, bezeichnen wir mit Ê. Es ist

Ê =
1

2
(l(yh)− l(yh)) =

1

2
l(yh − yh) =

1

2
a(ρh, yh, y

h − yh).

Für die exakte Lösung des diskretisierten nichtlinearen Problems gilt L′(χh)(ξh) = 0
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für alle ξh ∈ Xh, also insbesondere die Galerkin-Orthogonalität in der Zustandsglei-
chung:

0 = Ly(yh, ρ
h)(vh)− Ly(yh, ρh)(vh) = −a(ρh, yh, v

h) + a(ρh, yh, vh)

= a(ρh, yh − yh, vh) = a(ρh, vh, yh − yh) für alle vh ∈ V h.

In diesem Fall gilt also

Ê =
1

2
a(ρh, yh, y

h − yh) =
1

2
a(ρh, yh − yh, yh − yh) = −1

2
a(ρh, yh − yh, yh − yh) ≤ 0.

Wie im Linearen ist somit

E− Ẽ = Ê = −1

2
ry(A(ρh)−1ry)

(vergleiche dazu Gleichungen (3.11) und (3.12) und beachte, dass dort y = −λ, ry = −rλ,
ey = −eλ, wy = −wλ, Hyy = 0 und A = 1

2
A(ρh)).

Da wir zu jedem Gitter die nichtlinearen diskreten Probleme mit großer Genauigkeit
lösen, können wir Ê ≤ 0 auch in unseren Experimenten erwarten. Falls Ê ≈ −Ẽ gilt, so
heben sich die beiden Fehleranteile auf und E ist dann betragsmäßig wesentlich kleiner
als Ẽ. Insbesondere kann E = 0 vorkommen, obwohl ρh weit von der exakten Lösung
entfernt liegt. Im Fall, dass Ê stark überwiegt, gilt E ≈ Ê, also insbesondere E < 0. Ist
hingegen Ẽ viel größer als |Ê|, so verhält sich der Fehler für das All-At-Once-Funktional
ähnlich wie der Fehler für das reduzierte. In diesem Fall ist E positiv. Dies sollte in
den Experimenten aber nicht beobachtet werden, da wir unser Beispielproblem bewusst
mit einspringender Ecke gewählt haben. Die Singularität des optimalen Zustands bei
x = (0.5, 0.5) führt zu einem großen Fehler in der Zustandsgleichung, wohingegen die
optimale Dichtefunktion in dieser Region des Gebiets die Beschränkung ρ(x) ≤ β mit
Gleichheit erfüllt, also gut durch L0-Funktionen zu approximieren ist.
Zur Berechnung der Fehlerindikatoren lässt sich die Vorgehensweise aus Abschnitt

2.2 einfach anpassen. Ist {φ1, φ2, . . . , φdim(Xe)} die gewählte Basis von Xe, êe =
∑

i ê
e
iφi

und ŵe =
∑

i ŵ
e
iφi, so ergeben sich ηk = êekr

e(φk) und η̃k = ŵekr
e(φk). Für den Fall,

dass die Verfeinerung des Gitters beruhend auf η vorgenommen wird, kann es wie oben
beschrieben vorkommen, dass sich die verschiedenen Fehleranteile aufheben. Um dies
zu verhindern, addieren wir bei der Berechnung des Beitrags eines einzelnen Gitterele-
ments zum Gesamtfehler die Beträge der Anteile der verschiedenen Ansatzfunktionen.
Die Summe der so erhaltenen Fehlerindikatoren liefert die „pessimistischere“ Schätzung
ηB.

5.3 Ergebnisse

Im ersten Experiment ist der Parameter ν auf den Wert 2.5 · 10−4 gesetzt und die Be-
schränkung des Materialverbrauchs wird nicht explizit berücksichtigt. Die berechnete
optimale Dichtefunktion ist in Abbildung 5.2 (links) zu sehen und die zugehörige Ver-
schiebung in Abbildung 5.1 (rechts). Wir wenden das numerische Verfahren dreimal
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Abbildung 5.1: Links: Auftreten von „Schachbrettmustern“ (Bezeichnung hier nicht ganz
zutreffend wegen Verwendung von Dreiecksgitter) bei V h = H2

1. Rechts:
Aus optimaler Verschiebung y resultierende Deformation.

Abbildung 5.2: Optimale Dichtefunktion ρ. Links: Beschränkung des Materialverbrauchs
unberücksichtigt (ν = 2.5 · 10−4). Rechts: Beschränkung des Materialver-
brauchs berücksichtigt (ν = 10−7).
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an, zuerst mit schrittweiser uniformer Verfeinerung des Gitters, dann mit schrittweiser
adaptiver Verfeinerung entsprechend der Fehlerindikatoren des Schätzers η̃ und zuletzt
mit Anpassung des Gitters beruhend auf ηB. Die zugehörigen Verläufe von Ẽ, E und der
Fehlerschätzer sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Es zeigt sich, dass der Fehler des redu-

Abbildung 5.3: Relative Fehler und Schätzungen für verschiedene Verfeinerungsstrategien,
Beschränkung des Materialverbrauchs unberücksichtigt (ν = 2.5 ·10−4). Ho-
rizontale graue Linie gibt geschätzte Genauigkeit des für J̃(ρ̄) verwendeten
Werts an.

zierten Funktionals mit zunehmender Verfeinerung des Gitters gleichmäßig abnimmt, für
die Verwendung der adaptiven Strategien etwas stärker. Allerdings ist kein bedeutender
Unterschied für die Verfeinerung beruhend auf ηB oder η̃ sichtbar. Die Verläufe von Ẽ

und η̃ für letztere Strategie sind recht ähnlich.
Ganz anders sieht die Situation bei Betrachtung des Fehlers im All-At-Once-Funktio-

nals aus. Das Verhalten von E und η ist viel unregelmäßiger, teilweise nimmt der Fehler
mit steigender Anzahl von Gitterknoten sogar zu. Das liegt daran, dass in diesem Experi-
ment Ẽ und Ê meist von der gleichen Größenordnung sind und sich gegenseitig aufheben.
Für die Verfeinerungsstrategie beruhend auf ηB wird Ê am stärksten reduziert, sodass
auf den feineren Gittern Ẽ als Anteil von E überwiegt. Für die andere adaptive Strategie
ist dagegen zunächst Ê dominierend (außer auf dem gröbsten Gitter), mit zunehmender
Verfeinerung jedoch nähern sich Ê und Ẽ an, was am Vorzeichenwechsel von E (siehe Ta-
belle 5.1) deutlich wird und daran, dass E deutlich geringer ist als Ẽ. Der asymptotische
Verlauf von |E| ist für die uniforme Verfeinerungsstrategie deutlich verschieden von dem
von Ẽ. Daran ist erkennbar, dass in diesem Fall der Fehleranteil, der aus der ungenauen
Lösung der Zustandsgleichung stammt, wesentlich größer ist als Ẽ.

Der Umstand, dass sich Ẽ und Ê teilweise gegenseitig aufheben, erschwert die Fehler-
schätzung erheblich. Das wird bei Betrachtung des Quotienten η/E, der sogar negative
Werte annimmt, in Tabelle 5.1 ersichtlich. Dagegen sind die Schätzungen η̃ und η̂ = η− η̃
der beiden Anteile von E wesentlich zuverlässiger.
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#N Ẽ E Ê η̃ η η̂ η̃/Ẽ η/E η̂/Ê
65 2.2e-02 1.1e-03 -2.1e-02 1.3e-02 3.6e-03 -9.7e-03 0.59 3.16 0.45
123 8.3e-03 -4.2e-03 -1.3e-02 5.4e-03 -1.4e-04 -5.5e-03 0.65 0.03 0.44
241 4.3e-03 -3.8e-03 -8.0e-03 2.8e-03 -6.7e-04 -3.5e-03 0.67 0.18 0.44
408 1.9e-03 -2.0e-03 -3.9e-03 1.3e-03 -4.6e-04 -1.7e-03 0.67 0.23 0.44
730 1.0e-03 -9.1e-04 -2.0e-03 7.1e-04 -1.6e-04 -8.7e-04 0.68 0.18 0.45
1299 5.2e-04 -4.7e-04 -9.9e-04 3.7e-04 -9.6e-05 -4.7e-04 0.71 0.21 0.47
2319 3.0e-04 -1.8e-04 -4.8e-04 2.2e-04 -1.8e-05 -2.4e-04 0.75 0.10 0.50
4137 1.5e-04 -6.7e-05 -2.2e-04 1.2e-04 1.4e-05 -1.1e-04 0.80 -0.21 0.49
7101 8.2e-05 -1.6e-05 -9.8e-05 7.1e-05 2.2e-05 -4.8e-05 0.86 -1.41 0.49
12912 4.4e-05 4.2e-07 -4.4e-05 4.2e-05 2.0e-05 -2.2e-05 0.96 49.01 0.50
22270 2.2e-05 2.4e-06 -2.0e-05 2.4e-05 1.4e-05 -9.9e-06 1.10 5.97 0.50
39460 1.2e-05 3.4e-06 -8.9e-06 1.5e-05 1.1e-05 -4.2e-06 1.24 3.29 0.47

Tabelle 5.1: Effektivität der Fehlerschätzung für Verfeinerung beruhend auf η̃.

Im zweiten Experiment wird die Beschränkung des Materialverbrauchs in Form einer
Gleichungsrestriktion wie oben beschrieben berücksichtigt und der Parameter ν = 10−7

gewählt. Die zugehörige optimale Steuerung ρ ist in Abbildung 5.2 (rechts) dargestellt.
Wie erwartet, sind die Bereiche von Ω, in denen die Einschränkungen ρ(x) ≥ α oder
ρ(x) ≤ β nahezu mit Gleichheit erfüllt werden, größer als zuvor. Die Fehler für das
reduzierte und für das All-At-Once-Funktional verhalten sich qualitativ ähnlich wie im
ersten Experiment (siehe Abbildung 5.4). Für die adaptiven Verfeinerungsstrategien sind

Abbildung 5.4: Relative Fehler und Schätzungen für verschiedene Verfeinerungsstrategien,
Beschränkung des Materialverbrauchs berücksichtigt (ν = 10−7). Horizon-
tale graue Linie gibt geschätzte Genauigkeit des für J̃(ρ̄) verwendeten Werts
an.

die Fehler des reduzierten Funktionals etwas kleiner als für die uniforme. Untereinander
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unterscheiden sich die adaptiven Strategien jedoch nicht wesentlich. Generell ist Ẽ ein
bisschen größer als im ersten Experiment.

Die Verläufe des Fehlers E sind dagegen erheblich verschieden voneinander. Für die
Vorgehensweise der Gitterverfeinerung beruhend auf ηB heben sich Ẽ und Ê gegenseitig
auf, sodass E wesentlich geringer als Ẽ ist. Bei den anderen beiden Verfeinerungsstrategien
überwiegt hingegen der Diskretisierungsfehler der Zustandsgleichung. Die Schätzungen η
weichen stark ab von den tatsächlichen Werten E, was wiederum darauf zurückzuführen
ist, dass sich Ê und Ẽ beziehungsweise η̂ und η̃ teilweise gegenseitig aufheben, wodurch
die Ungenauigkeit der Schätzung verstärkt wird.

In Abbildung 5.5 sind zwei adaptiv verfeinerte Gitter, einmal beruhend auf η̃ und
einmal auf ηB, aus dem ersten Experiment zu sehen. Die Gitter sind sehr ähnlich. Am

Abbildung 5.5: Achtfach adaptiv verfeinerte Gitter, Beschränkung des Materialverbrauchs
unberücksichtigt (ν = 2.5 · 10−4). Links: Verfeinerung beruhend auf η̃.
Rechts: Verfeinerung beruhend auf ηB.

meisten unterscheiden sie sich in der Region um die einspringende Ecke. Wie erwartet,
führt die auf ηb beruhende Strategie dort zu einer stärkeren Verfeinerung. Allerdings ist
das andere Gitter in diesem Bereich ebenfalls stark verfeinert. Auch der Vergleich von
Gewichts- und Fehlerfunktion (Abbildung 5.6) zeigt in der der Nähe der einspringenden
Ecke die größten Unterschiede, wey ist dort wesentlich kleiner als eey. Der Grund dafür,
dass die Verfeinerung beruhend auf η̃ in dieser Region dennoch so stark ist, ist die
Multiplikation der Gewichtsfunktion wey mit dem Residuum rey, das an der Ecke sehr
groß ist.

Eine mögliche weitere Ursache liefert die Betrachtung der Gewichtsfunktion weρ = eeρ.
Unsere Erwartung, dass der Fehler eeρ in Bereichen, in denen die Steuerung ρ am Maxi-
mum angelangt ist, vernachlässigbar gering ist, bestätigt sich nicht ganz, wie Abbildung
5.7 (links) zeigt. Eine Erklärung dafür liefert die Singularität des Lagrange-Multiplika-
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Abbildung 5.6: Gewichtsfunktion wey (links) und Fehlerfunktion eey (rechts) nach drei Ver-
feinerungen beruhend auf η̃. Beschränkung des Materialverbrauchs unbe-
rücksichtigt (ν = 2.5 · 10−4).

Abbildung 5.7: Gewichtsfunktion weρ = eeρ (links) nach sechs und Lagrange-Multiplikator λ2

(rechts, logarithmisch skaliert) nach acht Verfeinerungen beruhend auf η̃,
unterschiedlich stark vergrößerte Bereiche. Beschränkung des Materialver-
brauchs unberücksichtigt (ν = 2.5 · 10−4).
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tors λ2 (Abbildung 5.7, rechts) an der einspringenden Ecke. Da wir bei der Fehlerschät-
zung λ2 ∈ Ph unverändert lassen, wird eeρ ∈ Pe dort zu groß geschätzt. Nach unserer
Beobachtung verstärkt sich der Effekt mit zunehmender Verfeinerung in diesem Bereich
und einhergehendem Anstieg des Maximalwerts des Lagrange-Multiplikators, fällt aber
auf groben Gittern noch nicht so stark ins Gewicht. (Beispielsweise beträgt nach drei
Verfeinerungen der Maximalwert von |eeρ| in der Nähe der Ecke in etwa 8.9 ·10−3 und der
von λ2 ist 3.4 ·10−3.) Dieser nachteilige Einfluss ließe sich sicherlich durch eine Schätzung
des Fehlers in λ2 beziehungsweise durch eine Berechnung eines verbesserten Lagrange-
Multiplikators abschwächen.

Im nächsten Experiment versuchen wir die Vorgaben so abzuändern, dass die Un-
terschiede zwischen den beiden adaptiven Verfeinerungsstrategien vor allem im Fehler
des reduzierten Funktionals deutlicher werden. Da die Differenz zwischen E und Ẽ durch
den Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung hervorgerufen wird, ist unsere Idee,
dies durch Einbringen von Löchern in verschiedene Bereiche des Gebiets, also durch
Hinzufügen von weiteren Singularitäten im optimalen Zustand, zu erreichen. Das ver-
änderte Gebiet Ω und die zugehörige optimale Steuerung sind in Abbildung 5.8 (links)
dargestellt.

Abbildung 5.8: Optimale Dichtefunktion ρ. Links: Gebiet mit Löchern, Beschränkung des
Materialverbrauchs unberücksichtigt (ν = 2.5·10−4). Rechts: Hoher Materi-
alverbrauch bei Berücksichtigung der Beschränkung des Materialverbrauchs
(M1 = 0.9|Ω|, ν = 10−7).

Es zeigt sich jedoch (Abbildung 5.9, links), dass die Verfeinerung beruhend auf η̃ auch
in diesem Fall keine stärkere Abnahme des Fehlers im reduzierten Funktional bewirkt als
die Verfeinerung beruhend auf ηB. Wie Tabelle 5.2 (links) zu entnehmen ist, steigt zwar
gegenüber Experiment eins der Fehleranteil Ê, aber auch Ẽ nimmt etwas zu. Außerdem
weist die Steuerung in der Nähe der hinzugekommenen Singularitäten ebenfalls starke
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Abbildung 5.9: Relative Fehler und Schätzungen für verschiedene Verfeinerungsstrategien.
Links: Gebiet mit Löchern, Beschränkung des Materialverbrauchs unberück-
sichtigt (ν = 2.5 · 10−4). Rechts: Hoher Materialverbrauch bei Berücksichti-
gung der Beschränkung des Materialverbrauchs (M1 = 0.9 · |Ω|, ν = 10−7).

#N für η̃ Ẽ für η̃ Ê für η̃ Ê für ηB

225 1.1e-02 -2.3e-02 -2.3e-02
432 5.3e-03 -1.6e-02 -1.1e-02
820 2.7e-03 -9.4e-03 -5.1e-03
1476 1.3e-03 -4.7e-03 -2.4e-03
2639 6.3e-04 -2.3e-03 -1.2e-03
4800 2.9e-04 -1.2e-03 -5.6e-04
8427 1.4e-04 -5.5e-04 -2.7e-04
15237 7.5e-05 -2.7e-04 -1.3e-04
26994 3.7e-05 -1.3e-04 -6.1e-05
47837 1.9e-05 -6.4e-05 -2.9e-05

#N für η̃ Ẽ für η̃ Ê für η̃ Ê für ηB

65 8.8e-03 -2.7e-02 -2.7e-02
120 2.7e-03 -1.2e-02 -1.1e-02
234 1.6e-03 -6.0e-03 -5.2e-03
451 8.8e-04 -2.9e-03 -2.4e-03
895 5.1e-04 -1.6e-03 -1.1e-03
1751 2.2e-04 -7.0e-04 -5.2e-04
3428 2.8e-05 -3.5e-04 -2.4e-04
6550 1.3e-05 -1.5e-04 -1.1e-04
12480 4.1e-06 -7.1e-05 -5.3e-05

Tabelle 5.2: Relative Fehler Ẽ und Ê. Links: Gebiet mit Löchern, Beschränkung des Materi-
alverbrauchs unberücksichtigt (ν = 2.5·10−4). Rechts: Hoher Materialverbrauch
bei Berücksichtigung der Beschränkung des Materialverbrauchs (M1 = 0.9 · |Ω|,
ν = 10−7).
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Schwankungen auf, was vermutlich der Grund dafür ist, dass beide Strategien dort zu
starken Verfeinerungen führen.

Ausgehend von dieser Überlegung ist unsere Idee nun, die Bereiche zu vergrößern, in
denen ρ(x) = β gilt, das heißt, in denen die Steuerung gut zu approximieren ist. Das ge-
lingt durch einen größeren Materialverbrauch, also durch eine Erhöhung des Parameters
M1 (oder Senkung von ν, falls der Materialverbrauch nicht explizit eingeschränkt wird).
Daher wiederholen wir Experiment zwei, diesmal aber mit M1 = 0.9 · |Ω| = 0.675. Die
berechnete optimale Dichtefunktion ρ ist in Abbildung 5.8 (rechts) zu sehen, der Ver-
lauf des Fehlers im reduzierten Funktional in Abbildung 5.9 (rechts). Hier ist erstmals
deutlich zu beobachten, dass die Strategie beruhend auf η̃ den Fehler Ẽ etwas schneller
reduziert.

In Abbildung 5.10 sind zwei Gitter dargestellt, die sich aus der Verwendung der bei-
den adaptiven Verfeinerungsstrategien ergeben. Es ist gut zu erkennen, dass das Gitter

Abbildung 5.10: Neunfach adaptiv verfeinerte Gitter, hoher Materialverbrauch bei Be-
rücksichtigung der Beschränkung des Materialverbrauchs (M1 = 0.9|Ω|,
ν = 10−7). Links: Verfeinerung beruhend auf η̃. Rechts: Verfeinerung be-
ruhend auf ηB.

beruhend auf ηB im oberen Teil des Gebiets in dem Bereich, wo ρ den Maximalwert β
annimmt, stärker verfeinert ist. Die Erhöhung des Materialverbrauchs hat dazu geführt,
dass die Steuerung besser approximiert werden kann, was sich in wesentlich kleineren
Werten für Ẽ äußert (Tabelle 5.2, rechts). Das bewirkt, dass noch stärker als im letzten
Experiment, Ê der dominierende Anteil von E ist.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir bestehende Theorie zur Fehlerschätzung bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen und Optimalsteuerungsproblemen dargelegt. Besondere Aufmerk-
samkeit wurde dabei auf das Konzept der Zielorientierung gerichtet und auf die Unter-
schiede, die sich ergeben, je nachdem ob bei der Suche nach der optimalen Steuerung
die All-At-Once- oder die reduzierte Formulierung betrachtet wird. Weiterhin haben
wir eine spezielle Problemklasse der Topologieoptimierung untersucht und für ein kon-
kretes Beispielproblem daraus die erarbeiteten Vorgehensweisen zur Fehlerschätzung in
numerischen Experimenten getestet.

Es zeigte sich, dass sich der Fehler im All-At-Once-Funktional aufgrund des gegenseiti-
gen Aufhebens der Fehleranteile teilweise unregelmäßig und kaum vorhersehbar verhält,
was seine zuverlässige Schätzung stark erschwert. Diese Schwierigkeiten traten bei der
Fehlerschätzung für das reduzierte Funktional nicht auf. Etwas überraschend hatten die-
se Unterschiede aber nahezu keinen Einfluss (außer in einem sehr speziellen Fall) auf die
Effektivität der entsprechenden Fehlerindikatoren. Wir nehmen an, dass diese nur dann
zu erwarten sind, wenn der Einfluss des Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung
(und der adjungierten Gleichung) auf E = J(yh, ρh) − J(ȳ, ρ̄) noch stärker gegenüber
Ẽ = J̃(ρh)− J̃(ρ̄) ist.
Es zeigen sich Ausgangspunkte zu weiteren Untersuchungen auf. So kann der Ein-

fluss der Steuerungsbeschränkung bei der Fehlerschätzung berücksichtigt werden, indem
zusätzlich die Abweichung der berechneten von den exakten Lagrange-Multiplikatoren
approximiert wird (vergleiche [21]). Weiterhin empfiehlt sich für andere Arten von Topo-
logieoptimierungsproblemen auch die Verwendung anderer nichtlinearer Optimierungs-
verfahren als der Newton-Methode (siehe Kapitel 1.2 in [5]). Für diese Verfahren sollte
ebenfalls die zielorientierte Fehlerschätzung getestet werden, wie dies beispielsweise in
[23] für die Betrachtung des All-At-Once-Funktionals bei Verwendung der Methode der
bewegten Asymptoten ([18]) erfolgt.
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