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1 Einfiihrung

Zahlreiche Sachverhalte in den Naturwissenschaften lassen sich durch partielle Diffe-
rentialgleichungen modellieren. Entsprechende Numerische Verfahren bieten somit die
Moglichkeit zur Simulation dieser Vorgéange, was haufig eine kostengiinstige Ergdnzung
oder Alternative zu realen Experimenten darstellt. Daher verhilft die in den letzten
Jahrzehnten enorm vorangeschrittene Entwicklung der Computertechnik der Numerik
partieller Differentialgleichung zu einem hohen Stellenwert. Eine bedeutende Technik
aus diesem Bereich ist die Finite-Elemente-Methode.

Angestrebt wird neben der Simulation von Vorgéngen der Natur oft auch deren gezielte
Beeinflussung. Das fiihrt zu der Problematik der Suche nach einer optimalen Steuerung.
Zur Berechnung dieser sind finite Elemente ebenfalls hilfreich. Deren Verwendung fiihrt
wie bei den meisten numerischen Verfahren zu einer Abweichung der spéter berechneten
von der exakten Losung des Problems. Es versteht sich von selbst, dass dieser Fehler nicht
zu grok sein sollte und dass die Fahigkeit diesen einzuschétzen essentiell zur Beurteilung
der Aussagekraft der Berechnung ist. Aufserdem ermoglicht eine Fehlerschéitzung die
Verwendung einer adaptiven Strategie, bei der die Diskretisierung nach und nach so
verfeinert wird, dass die eingesetzten Freiheitsgrade eine moglichst grofse Genauigkeit
zulassen.

Da es sich bei den Losungen der angesprochenen Probleme um Elemente meist unend-
lichdimensionaler Vektorrdume handelt, wird die Festlegung auf einen Abstandsbegriff
benotigt, um Fehler vergleichen zu konnen. Fiir partielle Differentialgleichungen bietet
sich dazu die Verwendung der Sobolew- beziehungsweise Energienorm an, wobei jede
Komponente der Losung gleichwertig gewichtet beriicksichtigt wird. In konkreten An-
wendungen kann es allerdings der Fall sein, dass nur gewisse Teilaspekte von Interesse
sind. Bei der zielorientierten Vorgehensweise werden die interessierenden Teile der Lo-
sung (und damit auch des Fehlers) mithilfe eines Funktionals herausgefiltert. Ein sich
auf natiirliche Weise anbietender Kandidat dafiir ist bei Optimalsteuerungsproblemen
das Zielfunktional, wobei zwei verschiedene Moglichkeiten der Formulierung existieren.

Prinzipiell hangt der Wert des Zielfunktionals von zwei Grofen ab, dem Zustand und
der Steuerung, wobei der Zustand die Losung einer partiellen Differentialgleichung mit
der Steuerung als Parameter ist. Bei der All-At-Once-Formulierung werden die numeri-
schen Approximationen beider Grofen zur Berechnung des Funktionalwerts verwendet
und dessen Abweichung als Fehler betrachtet. Mithilfe der Technik des dual gewichteten
Residuums gelingt es, diese Differenz zu schitzen ([3], [2]).

Um ausschliefslich die Qualitét der berechneten Steuerung, welche in Anwendungen die
vorrangig interessierende Grofe sein kann, zu beurteilen, sollte allerdings die Abweichung
des Werts des reduzierten Funktionals betrachtet werden. Bei der reduzierten Formu-
lierung werden die rechnerisch ermittelte Steuerung und als Zustand die sich daraus



ergebende exakte Losung der Differentialgleichung zur Berechnung des Zielfunktional-
werts verwendet. Wie die entsprechende Differenz geschitzt werden kann, wird in [22]
beschrieben. Weiterhin wird dort anhand numerischer Beispiele gezeigt, dass sich fiir den
Fall, dass der Fehler in der Steuerung relativ klein gegeniiber dem Diskretisierungsfehler
der Differentialgleichung ist, wesentliche Unterschiede fiir den Verlauf des Fehlers im
Zielfunktional und fiir die Effektivitat der adaptiven Verfeinerung ergeben, je nachdem
ob die All-At-Once- oder die reduzierte Formulierung betrachtet wird.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Vorgehensweisen zur zielorientierten Fehlerschiatzung fiir
einige Probleme der Topologieoptimierung, die sich als Optimalsteuerungsprobleme for-
mulieren lassen, anzuwenden. Insbesondere soll anhand numerischer Berechnungen die
ausgearbeitete Theorie iiberpriift werden. Das dafiir ausgesuchte Beispielproblem, wel-
ches auch in [23| betrachtet wird, weist eine einspringende Ecke auf, was zu relativ grofen
Diskretisierungsfehlern in der Differentialgleichung fiihrt. Daher erwarten wir deutliche
Unterschiede fiir die Schatzung des Fehlers im All-At-Once- und im reduzierten Funk-
tional.

Wir stellen im zweiten Kapitel einige Moglichkeiten der a posteriori Fehlerschatzung
bei der Verwendung finiter Elemente zur numerischen Losung partieller Differentialglei-
chungen vor und zeigen im dritten Kapitel wie sich diese Techniken zur zielorientierten
Fehlerschatzung bei Optimalsteuerungsproblemen anpassen lassen. Im vierten Kapitel
wird ein grober Uberblick iiber die Topologieoptimierung gegeben und und eine spezielle
Problemklasse, von der auch das betrachtete Beispiel ist, beschrieben und untersucht.
Die durchgefiihrten numerische Experimente und die Ergebnisse préasentieren wir im
fiinften Kapitel.

Der restliche Inhalt dieses Kapitels dient dazu, benétigte grundlegende Theorie an-
zugeben und die in dieser Arbeit verwendete Notation einzufithren. Die Darstellungen
im ersten, zweiten und vierten Abschnitt dieses Kapitels beruhen zum grofsten Teil auf
Kapitel 2 und 6 von [6].

1.1 Lineare elliptische partielle
Differentialgleichungen

Beginnen wir diesen Abschnitt mit einem haufig betrachteten Beispiel einer linearen ellip-
tischen partiellen Differentialgleichung, welches spéater als exemplarisches Modell dienen
wird. Im Folgenden ist Q@ C R? fiir d = 2 oder d = 3 stets ein beschrinktes Gebiet,
das bedeutet, €2 ist offen, nichtleer und zusammenhéngend. An einigen Stellen werden
wir zusétzliche Regularitatseigenschaften (zum Beispiel polygonales Gebiet, stiickweise
glatter Rand, Einhaltung einer Kegelbedingung oder Lipschitz-Gebiet) benotigen, von
denen wir annehmen, dass sie erfiillt sind, ohne sie jeweils konkret anzugeben. Der Rand
0f) wird in zwei disjunkte Teile I'y und I'p untergliedert, wobei I'p eine positive Lange
beziehungsweise Fliche besitzt. Wir fiithren folgende bekannte Réume ein: Die Rédume
C(92) und C(Q) der in Q beziehungsweise in { (dem Abschluss von ) stetigen reellwer-
tigen Funktionen, den Raum C*(Q) der in © k-mal stetig differenzierbaren Funktionen



fir k¥ € N, den Raum C*(2) der Funktionen aus C*(2) mit stetiger Fortsetzung aller
Ableitungen auf den Rand, den Raum C§°(2) der in Q beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger, den Lebesgue-Raum L?(Q) der iiber Q quadrat-
integrierbaren Funktionen, den Raum L>(2) der in 2 wesentlich beschrénkten Funk-
tionen und den Raum L?(T'p) der auf I'p beziiglich des Oberflichenmafes quadrat-
integrierbaren Funktionen. Diese Rdume sind auch fiir andere (offene) Mengen als (2
beziehungsweise deren Abschluss oder Teile deren Randes definiert.
In Q betrachten wir die Poisson-Gleichung

Ay =f (1.1)
mit gemischten Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen
0
gy =g auf Iy, y=0 auflp, (1.2)
on

fiir die eine Losung y : 2 — R gesucht wird. Die Funktionen f: ) - Rund g : 'y = R
sind gegebene Daten, n ist der nach aufsen gerichteten Normaleneinheitsvektor an 02 und
g—z = n - Vy. Die Differentialoperatoren A und V bezeichnen den Laplace-Operator und
den Gradienten. Damit die Gleichungen (1.1), (1.2) wohldefiniert sind und das Problem
sinnvoll gestellt ist, wird bei dieser klassischen Formulierung gefordert, dass eine Losung
y in Q zweifach stetig differenzierbar sein muss und dass y auf 92 und vy’ auf I'y stetig
fortsetzbar sein muss. Dementsprechend kann eine Losung nur existieren, wenn f und g
stetig sind.

Um auch unter weniger starken Voraussetzungen das Problem betrachten zu konnen,
wird meist die schwache Formulierung verwendet, die sich ergibt durch Multiplizieren von
Gleichung (1.1) mit einer geeigneten Testfunktion v (fiir den Moment sei v € C*(Q) und
v(z) =0 fiir x € I'p), Integration der Gleichung iiber 2, Anwendung der ersten Formel
von Green und Einsetzen der Randbedingungen. Das Problem ist nun, eine Losung y
aus einem geeigneten Raum zu finden, sodass

/Vy'Vv dx:/fv dx—l—/ gu ds (1.3)
Q 0 I'n

fiir alle geeigneten v erfiillt ist. Die Frage was mit ,,geeignet” gemeint ist, fithrt zu den
Sobolew-Réumen. Um diese zu definieren, wird der Begriff der schwachen Ableitung
benétigt. Fiir einen Multiindex p € N¢ und eine entsprechend glatte Funktion v (zum
Beispiel v € C#(2)) ist der Differentialoperator D* der Ordnung |u| = S°% | 11; gegeben
durch .

ot
ozt

Dty =
i=1
Definition 1.1. Existiert fiir eine Funktion v € L?(£2) und einen Multiindex p € Ng ein
w € L*(Q), sodass

/U(D”go) dz = (—1) / we dx  fur alle ¢ € C;°(92)
Q Q

gilt, dann wird w als die schwache Ableitung vom Typ p von v bezeichnet, kurz w = D*v.



Definition 1.2. Fir m € N ist der Sobolew-Raum H™({2) definiert als die Menge aller
Funktionen aus L*(f2), fiir die alle schwachen Ableitungen bis zur Ordnung m existieren.

Mit dem Skalarprodukt

(v,w)gm) = Z / (D*v)(DFw) dx  fiir alle v,w € H™(Q)

[p|<m

und der zugehorigen Norm

[vllzm@) = A/ (v, V) Hm@) = | Z | Dro||2 fiir alle v € H™(9),
lpl<m

wobei wir mit || - || stets || - |[z2() (oder || - ||p2(qye) bezeichnen, ist H™(€2) ein Hilbert-
Raum. Auferdem definiert

vlam@) = | Z | Dro||?2 fiir alle v € H™(Q)
lul=m

eine Halbnorm. Der Abschluss von Cg°(2) beziiglich der Norm || - || gm(q) liefert den
Unterraum H{*(€2) von H™(2), welcher im Folgenden fiir m = 1 charakterisiert werden
soll.

Da es sich bei den Elementen des Lebesgue-Raums L?(€2) streng genommen um Aqui-
valenzklassen von Funktionen handelt, ist es bekanntlich nicht sinnvoll, Funktionswerte
in Mengen vom Mafs null zu betrachten. Der Spursatz zeigt, dass dies hingegen fiir
Elemente von Sobolew-Raumen moglich ist, zumindest auf dem Rand.

Satz 1.3. Es ewistiert eine lineare, beschrinkte Abbildung T : H'(S2) — L*(09) (Spur-
operator), sodass Tv = v|aq fiir alle v € C1(Q).

Es ist zu bemerken, dass C1(Q) dicht in H'(€) liegt. Es lisst sich nun zeigen, dass ein
y € H'(Q) genau dann auch in H} () liegt, wenn 7y = 0. Dies motiviert die Definition

HL(Q) ={ve HY(Q) | 7v =0 auf I'p}.

Der Unterraum H{(Q) von H'(Q) ist der gesuchte Raum, der sich fiir die schwache
Formulierung des Modellproblems (1.1), (1.2) eignet. Eine weitere Aussage, die wir be-
notigen, ist die folgende Variante der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

Satz 1.4. Es existiert eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle v € HL(Q)
[oll < Clolan @

qgilt.



Positive Konstanten, deren genaue Werte nicht von weiterem Interesse sind, werden
in dieser Arbeit durchgehend mit C' bezeichnet. Wir bedienen uns dabei dem Konzept
der generischen Konstante, das heifst, kommt C' in mehreren Termen einer Abschétzung
vor, so kann ihr Wert jedes Mal ein anderer sein.

Aufgrund der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung ist || g1 eine zu || -|| g1 (o) dquivalente
Norm auf H} (). Wir betrachten sie im weiteren Verlauf als die Standardnorm in diesem
Raum und bezeichnen sie mit || - || g1 (). Das zugehdrige Skalarprodukt ist

(v, w) g1 () = Z /Q(D“v)(D“w) de = /QVU -Vw dz fiir alle v,w € HL(Q).

=1

Liegt jede Komponente einer Funktion mit Werten in R? in dem Raum L?(Q) oder
HL (), dann fassen wir sie als ein Element des Raumes L?(Q)? beziehungsweise Hp ()¢
auf. Mit dem Skalarprodukt

d

(v, w) g1 (@) = Z(vi,wi)H%(Q) fiir alle v, w € Hp(Q)?
i=1

ist HL ()4 ebenfalls ein Hilbert-Raum. Analog ist die Norm auf L?*(Q)? durch

d
Z |lv;]|>  fiir alle v € L2(Q)d

=1

[oll = lloll 2@y =

definiert. Das erlaubt folgende Darstellung der Norm in H}(9):
HUHH}D(Q) = |v|g @) = || Vo] fiir alle v € H)(Q).

Der Raum L?(2)? kann mit dem Bochner-Lebesgue-Raum L?(Q2, R?) identifiziert werden.
Die schwache Formulierung (1.3) ist der Anlass, das abstrakte Problem, finde ein

y € V, sodass
a(y,v) =1(v) firalleveV (1.4)

fiir einen Hilbert-Raum V', eine Bilinearform a : VXV — R und eine Funktional [ € V*,
zu betrachten. Durch a ist implizit ein linearer Operator A : V' — V* gegeben per

(Av)(w) = a(v,w) fiir alle v,w € V. (1.5)

Wir gehen im Folgenden stets davon aus, dass die Bilinearform a und der Operator A
auf diese Weise verkniipft sind. Gleichung (1.4) kann damit noch kiirzer als Ay = [
geschrieben werden. Die folgende abgeschwichte Variante des Satzes von Lax-Milgram
(auf die Symmetrie kann verzichtet werden) trifft eine Aussage iiber die Losbarkeit dieser

Aufgabe:



Satz 1.5. Sei V' ein Hilbert-Raum und a : VXV — R eine stetige, symmetrische Biline-
arform, die auflerdem stark positiv ist, das heifst, es gilt fiir esn C' > 0 die Ungleichung
a(v,v) > C||v|} fir alle v € V. Dann hat die Gleichung

a(y,v) =1l(v) firaleveV
fiir jedes | € V* genau eine Losungy € V.

Beweis: Aufgrund der Eigenschaften der Bilinearform a ist durch
(v, W), = a(v,w) fir alle v,w eV

ein Skalarprodukt gegeben, mit dem V ebenfalls ein Hilbert-Raum ist (Vollstandigkeit
ergibt sich aus der wegen a stark positiv geltenden Aquivalenz der Norm || - ||y mit der
durch a gegebenen Energienorm ||-||,). Daher folgt die Behauptung mit der Aussage des
Darstellungssatzes von Riesz, dass zu jedem Funktional [ € V* ein eindeutig bestimmtes
y € V existiert, sodass

l(v) = (y,v)s = a(y,v) firalleveV. O

Wir zeigen nun, dass das Modellproblem in den Rahmen der abstrakten Formulierung
passt und die Anwendung des letzten Satzes zulédsst. Dazu setzen wir V = H}(Q),

a(v,w):/VU-Vw dz, l(v):/fv d:v+/ gv ds
Q Q I'n

fir v,w € V. In diesem Fall ist a also sogar identisch mit dem Skalarprodukt von V'
und erfiillt somit alle Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram. Damit bleibt zu
zeigen, dass [ € V* ist, was durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und des
Spursatzes gelingt, wenn wir f € L*(Q) und g € L*(T'p) voraussetzen:

l(v) = /va der/F gv ds < [[f[l[lv]l + lgll 2o IToll 2 0p) < Cllo]l
N

Somit besitzt die schwache Formulierung des Modellproblems genau eine Losung.

1.2 Die Finite-Elemente-Methode

Ausgehend von der (abstrakten) schwachen Formulierung bietet sich fiir die numeri-
sche Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen auf natiirliche Weise an, den
Vektorraum V' durch einen endlichdimensionalen Unterraum V" zu approximieren und
die Gleichung (1.4) nur in diesem zu betrachten. Das fithrt zu dem Problem, finde ein
y" € V' das

a(y™ v") =1(v") fiir alle v" € V" (1.6)

erfiillt. Diese Vorgehensweise wird als Galerkin-Verfahren bezeichnet. Der Einschriankung
von a auf V" wird analog zu (1.5) der Operator A" : Vh — (V")* zugeordnet und die



Einschrinkung von [ wird mit I* € (V")* bezeichnet. Damit ist das Problem (1.6)
Aquivalent zu Ayt = [P

Mit der Wahl einer Basis lisst sich der Raum V" auf kanonische Weise mit dem
RUm(V") jdentifizieren und es ergibt sich die Darstellung von A" als Matrix, welche in
dieser Arbeit als Galerkin-Matrix bezeichnet wird, und von " als Vektor des RAim(V*)
Somit kann A™y" = [* als lineares Gleichungssystem aufgefasst werden. Wenn wir im
Folgenden das abstrakte Problem betrachten, so setzen wir stets voraus, dass a und [
die Eigenschaften wie im Satz 1.5 besitzen, also insbesondere dass Konstanten C; und
(5 existieren, sodass

a(v,w) < Ci||v|lv|jw|ly fiir alle v,w € V und  a(v,v) > Co||v||}  fiir alle v € V.

Wie bereits erwéhnt, ist dann die Energienorm || - ||, dquivalent zu || - ||y, denn es gilt

V Gallvlly < lolla < vV Clv]lv-

Die Differenz zwischen der Losung des urspriinglichen Problems und der Galerkin-
Losung ist der Fehler e = y — y* € V. Er geniigt der Gleichung

ale,v) = a(y,v) — a(y”",v) = 1(v) — a(y",v) fiir alle v € V.
Aufgrund von (1.6) gilt die Galerkin-Orthogonalitét
ale,v™) =0 fiir alle v" € V",
die wir haufig ausnutzen werden. Zum Beispiel folgt aus ihr

ly —unll2 = ale,y —yn) = ale,y) = ale,y —vi) < ||y — ynllally — vnlla fiir alle vy, € V4,

also ||y — ynlla < ||y — vnlle. Das heift, beziiglich der Energienorm ist y;, die beste

Approximation an y aus Vj,. Fiir die Standardnorm ergibt sich

1 1 C
ly = wnllv < —=Ily — valle < —==lly — valla <1/ 5 lly —vnlyv fiir alle v, € V.
Vo Vs Cs

Das ist die Aussage des Cea-Lemmas, die auch fiir nicht symmetrische Bilinearform
a gilt, allerdings dann mit der groferen Konstanten % Aus dieser Abschétzung wird
ersichtlich, dass die Wahl des endlichdimensionalen Unterraum V" entscheidend ist. Der
Abstand von V" zur Loésung sollte mdglichst gering sein.

Bei der haufig verwendeten Finite-Elemente-Methode erfolgt die Konstruktion des
eindlichdimensionalen Unterraums mithilfe eines Gitters, einer Zerlegung von €2 in Teil-
gebiete, zum Beispiel in Dreiecke oder Vierecke beziehungsweise in Tetraeder oder Qua-
der. Als Elemente von V}, werden Funktionen gewéhlt, deren Einschrinkung auf jedes
der Teilgebiete ein Polynom ist. Konkret wollen wir nur einen Spezialfall betrachten.
Zusatzlich zu den bisher geforderten Figenschaften sei €2 ein zweidimensionales, poly-
gonales Gebiet. Eine zuldssige Triangulierung (Zerlegung in Dreiecke) von €2 ist eine
endliche Menge T abgeschlossener Dreiecke K mit folgenden Eigenschaften:

10



b Q:UKETK’

o K;NK; fiir i # j ist entweder leer, oder ein Eckpunkt oder eine Kante sowohl von
K; als auch von K;.

Die Weite hk eines Dreiecks K € 7T ist die Lange der lingsten Kante. Die Gitterweite der
Triangulierung ist h = maxke7 hk. Die Form eines Dreiecks K wird durch den Parameter
kk = hk/pk, dem Verhéltnis von der Weite des Dreiecks zu seinem Innenkreisradius,
bewertet. Die Formregularitit der Triangulierung gibt entsprechend x = maxger Kk an.
Durch die Wahl des Gitters sind auch Mengen von Kanten und Eckpunkten gegeben.
Um Eckpunkte N beziechungsweise Elemente K definieren wir die Umgebungen

WN = U K und wK:UwN,

KeT,NeK NeK

die als Patches bezeichnet werden.
Mithilfe der Zerlegung von €2 wird der Raum

Hy ={v e C(Q) | v|g ist ein Polynom vom Grad m fiir jedes K € T}

stetiger finiter Elemente der Ordnung m € N definiert. Es gilt H,, C H*(Q). Fir H,,
lasst sich leicht eine Lagrange-Basis finden. In jedem Dreieck werden auf die gleiche
Weise geeignet Interpolationspunkte z', 22, ..., z3™*n) festgelegt, wobei Punkte auf
dem Rand mit den entsprechenden Interpolationspunkten der benachbarten Dreiecke
iibereinstimmen, wodurch die Stetigkeit gewéhrleistet wird. Fiir H; sind die Interpolati-
onspunkte die Eckpunkte N, und fiir H, sind es die Eckpunkte N und die Mittelpunkte
der Kanten E. Durch die Eigenschaft ¢;(27) = ;;, wobei d;; das Kronecker-Delta bezeich-
net, ist die Lagrange-Basis {¢1, @2, ..., dim(z,,)} eindeutig bestimmt. Die Basiselemente
werden auch Ansatzfunktionen genannt. Die Funktion ¢; hat fiir m = 1 gerade das Patch
wy, als Triger, wobei N; = 2 ist. Es ergibt sich, dass fiir das Modellproblem der Eintrag

in der Zeile ¢ und Spalte j der Galerkin-Matrix, der sich durch

(A",) (1) = / Vo, Vo, dr
Q

berechnet, null ist, wenn sich die Tréger der Funktionen ¢; und ¢; nicht iberlappen,
was fiir die meisten Kombination von Indexen der Fall ist. Das ist eine sehr vorteilhafte
Eigenschaft dieser Basis, denn somit ist die Galerkin-Matrix diinnbesetzt, ldsst sich also
effizient im Computer aufstellen und speichern, und das entsprechende Gleichungssystem
kann verhéaltnisméafig schnell gelost werden.

Die Menge {¢1, s, ..., Pdimn,.)} kann auch leicht zu einer Basis von H,, N Hj ()
oder H,, N HL () umgeformt werden, indem die Ansatzfunktionen zu Interpolations-
punkten, die auf dem Rand 02 beziehungsweise I'p liegen, weggelassen werden. Die
Reprasentation der Basiselemente erfolgt {iber die sogenannten Formfunktionen. Diese
werden jeweils iiber den einzelnen Dreiecken definiert. Sie sind Polynome vom Grad m
und besitzen ebenfalls die Eigenschaft, dass sie auf dem ihnen zugeordneten Interpo-
lationspunkt den Wert eins annehmen und in allen anderen Interpolationspunkten des
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Dreiecks den Wert null. Mittels linearer Transformationen kénnen die Formfunktionen,
nachdem sie einmalig auf dem Referenzdreieck Kot = {(z1,22) € (0,1) | 71 + 22 < 1}
mit den entsprechenden Interpolationspunkten erzeugt wurden, auf die Gitterelemen-
te ibertragen werden. Sie lassen sich leicht zu den Ansatzfunktionen zusammensetzen,

siehe Abbildung 1.1.

Abbildung 1.1: Links: Formfunktion diber dem Referenzdreieck, die zur Konstruktion von
H1 bendtigt wird. Rechts: Ansatzfunktion aus Hi zu einem Interpolations-
punkt, in dem sich sechs Dreieckselemente beriihren.

Fiir die Approximation weniger reguldrer Funktionen (zum Beispiel der Steuerung bei
Optimalsteuerungsproblemen) kann der Raum

Ly, ={ve L) | vl ist ein Polynom vom Grad m fiir jedes K € T}

unstetiger finiter Elemente fiir m € Ny hilfreich sein. Fiir diesen ergeben die Formfunk-
tionen direkt eine Basis.

Aufgrund der Aussage des Cea-Lemmas interessiert uns, wie gut H; den Raum H'(Q)
approximiert. Dies beantwortet der folgende Satz, siehe auch Satz 1.3 und Abschnitt 3.5
in [20]:

Satz 1.6. Es existieren eine lineare Abbildung I" : H'(Q) — H; (Interpolationsoperator)
und Konstanten C' > 0 mit den Figenschaften

|lv — [hUHL2(K) < Chi || V[ L2y
lv = "] 2aK) < Chy” Vol 22
fiir allev € HY(Q) und K € T.

Die Konstanten C' in dieser Aussage héngen nur vom Formparameter x der Triangu-
lierung ab.

Fiir die Approximation von H'(Q)¢ bietet sich das kartesische Produkt H¢ an. Die
entsprechenden Ansatzfunktionen ergeben sich dann leicht aus der Lagrange-Basis von

Hi.
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1.3 Optimale Steuerung mit partiellen
Differentialgleichungen

1.3.1 Linear-quadratische Probleme

Wir betrachten zunéchst Optimalsteuerungsprobleme in Banach-Raumen V' und P der
Form

r‘l}inp J(y,p) u.d.N. (unter der Nebenbedingung) Ay + Bp = I,. (1.7)
yeV.pe

Dabei treffen wir die folgenden Annahmen. Das Zielfunktional J : VxP — R ist von der
Gestalt

T.p) = 5 (Hyy) ) — 1(0) + 5 (Hopo)(0) — () + &

mit Hy, : V — V*und H,, : P — P* linear, beschrankt, symmetrisch und positiv semi-
definit. Der lineare Operator A : V' — V* besitzt eine beschrankte Inverse, B : P — V*
ist ebenfalls linear und stetig und es sind [,,ly € V*, [, € P*, k € R. Die Nebenbedin-
gung werden auch als Zustandsgleichung, y als Zustand und p als Steuerung bezeichnet.
Das quadratische Zielfunktional soll also iiber die Zustands- und die Steuerungsvaria-
ble minimiert werden unter der Einschriankung, dass der Zustand eine lineare partielle
Differentialgleichung erfiillt, deren rechte Seite von der Steuerung abhéngt.

Ein an das Modellproblem (1.1), (1.2) einer elliptischen Differentialgleichung ange-
lehntes Beispiel fiir eine Optimalsteuerungsaufgabe, die in diesen Rahmen passt, ist

1 v
: - - 1 2 - 2
,Join 2Hy [ 5 ol

mit der Nebenbedingung

/Vy~VU dx—/pv dx—i—/ gv ds fiir allev € V,
Q Q I'n

wobei Q, T'y, I'p = 90\ I'y und ¢ wie im Modellproblem definiert sind und V' = H} (),
P = L*(92) und v eine positive Konstante ist. In diesem konkreten Fall ist dann also fiir
alle v,w € V und p,m € P

(Hyyv)(w) = /va dz (Hppp)(m) = V/Qpﬂ' dz
(Av)(w) = /QVU-Vw dz (Bp)(v) = —/va dz

Ix(v) :/ gv ds ly(v) :/v dz
' Q
l,=0 k:]Q]:/ldx.
Q
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Unter den oben angegebenen Voraussetzungen ist fiir jedes Paar (y, p), das der Ne-
benbedingung geniigt, der Zustand y eindeutig durch die Steuerung p bestimmt: y =
A7Y(ly — Bp). Deshalb lisst sich das Optimalsteuerungsproblem (1.7) auch in der redu-
zierten Form

min J(p) = min J(A"X (I, — Bp), p) (1.8)

peP peP

schreiben. Zur Unterscheidung bezeichnen wir die urspriingliche Formulierung (1.7), bei
der das Zielfunktional von beiden Variablen abhéngt, als All-At-Once-Formulierung.
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Steuerung beantwortet
folgender Satz:

Satz 1.7. Unter den zusdtzlichen Voraussetzungen, dass P reflexiv und die konstante
zweite Ableitung

J'(p) = Hyp+ B*A~ H,, A" B (1.9
stark positiv ist, hat das Problem (1.8) eine eindeutig bestimmte Losung.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis nur kurz. Eine ausfiihrliche Darlegung liefert der
Beweis zu Theorem 1.1 in [13]. Aufgrund dessen, dass .J” stark positiv ist, und wegen der
Beschranktheit der beteiligten linearen Funktionale und Operatoren existieren positive
Konstanten C7, Cy, sodass

J(p) > Cillpllp — Callplle-

Eine das Funktional J minimierende Folge (pr)ken C P ist daher beschrankt und be-
sitzt eine schwach konvergente Teilfolge (pk/)kr deren Grenzwert mit p bezeichnet wird.
Auferdem ist .J stetig, streng konvex (da J” stark positiv) und somit schwach unter-
halbstetig. Deshalb ist p ein Losung des Problems:

J(p) < liminf J(py) = lim J(p;) = inf J(p).

peP

Die strenge Konvexitit von J garantiert die Eindeutigkeit der optimalen Steuerung,
denn angenommen py, po € P, p1 # po, wiren zwei verschiedene Losungen, so wiirde

J(3 (o1 4 p2)) < 3(J(p1) + J(p2)) = J(p1) = J (p2)

gelten, was der Annahme, dass p; und py optimal sind, widerspricht. m

Das Optimum p aus Satz 1.7 wird durch die Bedingung
0=J"(p) = —J(A " (Ix = Bp).p) = J,(y, p) — B*A™"J(5, )

charakterisiert. Dabei sind J, und J, Kurznotationen fiir die partiellen Ableitungen % 8‘]

und a; Fiihren wir die Lagrange-Funktion L : VxPxV — R ein als

L(y,p, ) = J(y, p) + (Ay + Bp — 1) (A), (1.10)
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so liefert auch die Losung der Gleichung L'(y, p, \) = 0, ausfiihrlich

J,(7.0) + AX =0
J,(4,p) + B*A=0 (1.11)
Ag + Bﬁ - l)\ - 07

eine optimale Steuerung. Der Lagrange-Multiplikator A wird als adjungierte Variable
bezeichnet. Da die erste Gleichung von (1.11) wegen der Invertierbarkeit von A* =
A nach A\ umgestellt werden kann, wird sie adjungierte Gleichung genannt. Die dritte
Gleichung von (1.11) ist gerade die Zustandsgleichung.

Zur Abkiirzung der Notation definieren wir den Produktraum X = V xUxV mit
Elementen x = [y, p, A]. Aufgrund der linear-quadratischen Form des Problems ist die
erste Ableitung L’ als Abbildung von X nach X* affin linear und die zweite Ableitung
ist an jeder Stelle x die gleiche lineare Abbildung von X nach X*

) H, 0 A
L'x\)=H=1|0 H, B,
A B 0

die wie bereits gesehen auch als Bilinearform tiber X x X aufgefasst werden kann. Wir
werden beide Sichtweisen verwenden. Allerdings ist zu beachten, dass tiblicherweise bei
der Identifikation einer zweiten Ableitung mit einer bilinearen Abbildung im Vergleich
zu (1.5) die Argumente vertauscht werden. So ist beispielsweise

Lo(m,w) = (B*w)(m) fiir aller € P,we V.

Diese beiden verschiedenen Varianten werden aber zu keinen Zweideutigkeiten fiithren, da
die in dieser Arbeit vorkommenden Abbildungen stets entsprechend symmetrisch sind.

Die Gleichungen (1.11) besitzen die Darstellung Hy = [ mit | = [[,,1,,1,] € X*.
Zur Losung dieser kann ebenfalls das Galerkin-Verfahren verwendet werden, was auf das
Problem fiihrt, finde " € X", sodass

L'(x")(E) =0 fir alle " € X"

bezichungsweise
HMoyh = 1h (1.12)

mit A" und " definiert im letzten Abschnitt. Zur Approximation werden endlichdi-
mensionale Teilriume V* C V|, P" C P und X" = V"xP"xV" benutzt.

1.3.2 Nichtlineare Probleme

Als Verallgemeinerung des bisher untersuchten linear-quadratischen Optimalsteuerungs-
problem betrachten wir nun

i {d.N. = 1.1
JJninJ(y,p) u c(y,p) =0 (1.13)
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bei folgenden abgeschwéchten Annahmen. Das Problem habe eine Losung (g, p). Das
Zielfunktional J : VXP — R sei zweimal stetig differenzierbar (damit ist in dieser Arbeit
immer Fréchet-differenzierbar gemeint) mit J,, = J,, = 0. Die Funktion ¢ : VxP — V*
sei zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von (g, p) und der Operator ¢, (g, p) :
V' — V7 sel invertierbar. Dann gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine
Umgebung der Losung der Form VxP, V C v, P C P und eine eindeutig bestimmte
zweimal stetig differenzierbare Abbildung G : P — V sodass alle Steuerungen p € P
zusammen mit dem Zustand G(p) die Bedingung c(G(p), p) = 0 erfiillen.

Betrachten wir die Abbildung ¢ : P — V* mit ¢(p) = ¢(G(p), p), so ist diese konstant
null, was somit auch fiir ihre Ableitungen gilt. Deshalb erhalten wir durch Anwendung
der Kettenregel

0=¢"(p) =c,(G(p),p) o G'(p) + c,(G(p), p)
die Vorschrift
G'(p) = —c,(G(p), p) " c,(G(p), p) (1.14)

zur Berechnung der ersten Ableitung von G. Die gleiche Vorgehensweise liefert die Formel

G"(p)(m1,m3) = —cy(G(p), p) " ey (G(p), P)(G' (p)m1, G’ (p)T2)

+ ¢yo(G(p), pP)(G'(p)1, T2) + oy (G(p), p) (71, G’ (p)72) + €pp(G(p), p)(?ﬁ(, 7T2)))
1.15

zur Auswertung von G”(p) fiir w1, me € P. Dabei fassen wir die zweiten Ableitungen von
G und ¢ ausgewertet an p beziehungsweise (G(p), p) als bilineare Abbildungen nach V
beziehungsweise V* auf.

Die Funktion G ermdoglicht es, das Optimalsteuerungsproblem wieder mithilfe des
reduzierten Funktionals J zu formulieren, zumindest in der Umgebung P der Losung:

min.J(p) = min J(G(p), p).

peP peP
Die Abbildung J : P — R ist ebenfalls zweimal differenzierbar mit

J'(p) = J,(G(p), p) o G'(p) + J,(G(p), p)
= —c,(G(p), p)"cy(G(p), p) " Jy(G(p), p) + J,(G(p), p)

und

J"(p)(71,72) = Jyy (G(p), p)(G'(p)71, G (p)72) + Jy(G(p), p)G" (p) (1, 2)
+ Jop(G(p), p)(m1, 72)

fiir 71, 72 € P. Die optimale Steuerung erfiillt die notwendige Bedingung J'(p) = 0, die
wieder aus L'(y, p, A\) = 0 folgt. Das Lagrange-Funktional ist definiert als

L(y,p, A) = J(y, p) + c(y, p)(A) (1.16)

und besitzt die Ableitungen

Ly(z) = Jy(y, p) + cy(y, p)" A,
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L,O(x) = Jp(y7 p) + Cp(y7p)*)\7
L(z) = c(y, p)-

Wir fassen die zweite Ableitung ausgewertet an einer Stelle x ebenfalls als Bilinearform
auf und definieren die Abbildung H : VxPxV — L£(X, X*) durch

(H(x)&) (&) = L"(x) (&1, &)

Die Notation £(X, X*) bezeichnet den normierten Raum der linearen stetigen Operato-
ren von X nach X*. Die zweite Ableitung besitzt die kompakte Darstellung

Jyy (Y, p) + cyy (Y, p)* A Cyo(y, p)*A cy(y, p)*
H(y,p,\) = Coy(y, P)* A Top (Y, P) + Cop(y, PN oy, p)* |
cy(y, p) (Y, p) 0

wobei die Bilinearform ¢,,(y, p)*A tiber VxP, definiert durch
(Cyp(ya p)*)\>(’U,7T) = (Cyp(yv p)<va W))()\) fUI' aﬂe CS V>7T € Pa

als linearer Operator P — V* aufgefasst wird (analog fiir ¢y, (y, p)* A, c,p(y, p)*A und
Coy(Y, p)"A).

Zur numerischen Bestimmung einer optimalen Steuerung kann wie im linear-quadrati-
schen Fall versucht werden, die Gleichung L’(x) = 0, die nun allerdings nichtlinear ist, in
einem endlichdimensionalen Teilraum X" zu behandeln. Bei Verwendung des Newton-
Verfahrens zur Bestimmung der Losung x” von

L'(x™M(E =0 firalle ¢ € X" (1.17)

fiihrt die Berechnung des Newton-Schritts oy} fiir die Iterierte x? auf das lineare Glei-
chungssystem

(H ()" ox5 = —(L' (i)™

1.4 Elastizitatstheorie

Ziel der Elastizitdatstheorie ist es, die Verformung von Koérpern unter dem Einfluss au-
ferer Kréfte zu untersuchen. In diesem Abschnitt sollen kurz die dazu benétigten phy-
sikalischen Grofsen eingefiihrt und zwischen diesen bestehende Zusammenhénge gezeigt
werden. Wir beschrinken uns dabei auf den statischen Fall, das heifst, wir suchen eine
Gesetzméfigkeit, die zu gegebenen aufleren Belastung eine Verformung liefert, sodass
der Korper sich im Gleichgewicht befindet. Wir werden eine lineare partielle Differenti-
algleichung angeben, die diese Abhéngigkeit grob beschreibt. Da wir ausschlieflich auf
die Herleitung dieser Gleichung abzielen, sind die Erlauterungen unvollsténdig und an
manchen Stellen etwas ungenau (wie die lineare Theorie an sich). Beispielsweise wird
auf die Unterscheidung verschiedener Spannungstensoren, die iiber dem Referenzgebiet
oder dem verformten Gebiet definiert sind, verzichtet und der weitaus realistischere Fall,
dass die duferen Krifte von der Verformung abhéngen, wird nicht betrachtet.

17



Wichtig ist zunéchst einmal die Kinematik, das heifit die (Verdnderung der) Lage der
Punkte eines Korpers, beschreiben zu kénnen. Es wird die Ausgangslage des Korpers
als der Abschluss eines Gebiet Q € R? d = 2 oder d = 3, definiert. Haufig, und so
auch hier, wird davon ausgegangen, dass diese Referenzkonfiguration ein natiirlicher
Zustand ist, das bedeutet, dass auf den Korper keine inneren Kréifte wirken, er also
vollstandig entspannt ist. Eine Deformation des Korpers léasst sich nun als eine Abbildung
¢ : Q2 — R? definieren. Die Verschiebung y(z) ist Veriinderung der Lage: y(z) = ¢(z) —x.
Wir gehen davon aus, dass der Korper auf einem Teil I'p des Randes mit positivem Mafs
fest gelagert ist, also y(x) = 0 fiir alle x € I'p. Den Rest 02 \ I'p des Randes bezeichnen
wir wie bisher mit I'y.

Die erste Ableitung von ¢ in einem Punkt x, also die Jacobi-Matrix, wird meist als
Deformationsgradient V¢ (z) bezeichnet. Multipliziert mit dem Abstand Z — x in der
Ausgangslage zu einem Punkt T gibt sie in erster Ndherung diesen Abstand im verform-
ten Zustand an. Fiir eine Deformation wird det(V¢(z)) > 0 fiir alle x € Q gefordert.
Ublicher Weise wird fiir die Matrix C = V¢(z)"V¢(x) die Bezeichnung Cauchy-Green-
Verzerrungstensor verwendet. Diese Grofe dient dazu, einen Zusammenhang zwischen
Verformung und daraus resultierenden inneren Kréften (Spannungen) herstellen zu kén-
nen. Fiir aus Translationen und Rotationen zusammengesetzte Verformungen (Starrkor-
perbewegungen) sollte der resultierende Zustand ebenfalls ein natiirlicher sein. Solche
Deformationen sind von der allgemeinen Gestalt ¢(x) = Qz+bmit Q € R4 Q=1 = QT
det(Q) = 1und b € R und es ist Vo(z)'Vo(z) = QT'Q = I, wobei I die Einheitsmatrix
ist. Daher wird fiir die Linearisierung der Theorie zunéchst die Abweichung

£ = %(c ~1) = %<V¢<x>TV¢<x> —1) = %<<I +Vy(@) (I + Vy(2)) - I)
= S (Vy(@)" + Vy(e) + V() Ty(x)

der Cauchy-Green-Verzerrung von der Identitat betrachtet, und zur Definition des linea-
risierten Verzerrungstensors der in Vy(z) quadratische Term weggelassen:

() = Vy(x) = 5 (Vy(e)" + Vy(a).

Im Gegensatz zu £ hat die linearisierte Verzerrung aber nicht die Eigenschaft, dass sie
fiir alle Deformationen, die Starrkérperbewegungen sind, verschwindet, denn es gilt fiir
diese: Yy = 3((Q — T +(Q — I)) = 3(Q" + Q) — I. Damit die durch die Verwendung
der linearisierten Verzerrung eingebrachte Ungenauigkeit nicht zu grofs wird, sollte der
Verschiebungsgradient Vy(z) klein sein.

Die durch Verformungen hervorgerufenen inneren Kréfte werden als Spannungsvek-
toren t(z,n) fiir einen Punkt € Q und einen Normaleneinheitsvektor n eingefiihrt.
Wird in z ein Freischnitt in einer Ebene mit Normalenvektor n vorgenommen, so gibt
t(z,n) die Kraft pro Flache an, die auf x wirkt. Die dukeren Krifte, die auf einen
Kérper wirken kénnen, teilen wir in Volumenkrifte f : Q — R? und Oberflichenspan-
nungen ¢ : I'y — R? ein. Nun kénnen wir folgende wichtige Annahme formulieren. Ein
(deformierter) Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn sein Spannungsvektorfeld
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t von der Gestalt ist, sodass fiir jedes Teilgebiet von ¢(£2) sich die Spannungsvektoren
t(z,n) am Rand des Teilgebiets zusammen mit den im Teilgebiet wirkenden Volumen-
kréften f und sich die jeweils resultierenden Momente aufheben, und sodass auf ['y die
Spannungsvektoren und die Oberflachenkrifte g iibereinstimmen. Daraus lisst sich fol-
gern, dass in jedem Punkt ein symmetrischer Spannungstensor o(z) € R%? existiert, der
o(xz)n = t(z,n) und

9
—Z —o0j(x) = fi(r) firi=1,...,d
= 8xj

erfiillt. Die letzte Gleichung wird auch kurz — diveo = f geschrieben, wobei gemeint ist,
dass die Divergenz von jeder Zeile des Matrixfeldes o gebildet wird.

Um zur gesuchten Differentialgleichung zu gelangen muss noch ein Zusammenhang
zwischen Verformung und inneren Kréaften hergestellt werden. Diese Eigenschaft ist ma-
terialabhéngig. Wir nehmen an, dass der betrachtete Korper sich linear elastisch verhalt,
das bedeutet die Abhéngigkeit der Spannung von der linearisierten Verzerrung kann

durch
d

oij(T) = Z Eiju(r)ep(x) fird,j=1,...,d

k=1

oder kurz durch ¢ = Fe = E\]y beschrieben werden. Die lineare Abbildung E(z) :
R%4 — R4 wird Steifigkeitstensor genannt. Hiingt diese nicht von x ab, so heift das Ma-
terial homogen. Aufgrund der Symmetrie von o(z) und e(x) kann E;jx(z) = Ejiu(x) und
Eiji(z) = Eiji(r) angenommen werden. Dadurch reduziert sich die Anzahl unabhéngi-
ger Eintrdge des Steifigkeitstensors im Fall d = 3 von 81 auf 36. Unter der zusétzlichen
Voraussetzung, dass das Material hyperelastisch ist, folgt E;ju(x) = Eyuj(x), wodurch
nur 21 unabhéngige Eintrdge verbleiben und fiir isotrope Materialien gilt sogar, dass
E(z) nur von zwei Variablen abhéngt. Wir nehmen auferdem an, dass E gleichméfig
positiv definit ist, das heifst, es existiert ein C' > 0, sodass fiir alle z € 2

(E(z)e:€) > C(e:e) fiir alle e € R™,

wobei (- : ) : R¥xR%4 — R,

d
(E : 90) = Z €35 Pi5 fir alle €,p € Rd’d,

t,j=1

das zur Frobenius-Norm gehorende Skalarprodukt im R%< ist.
Fiigen wir nun alles zusammen, so erhalten wir die lineare Differentialgleichung

—div(ENjy)=f inQ
y=0 aufl'p
(ENy)n=g auf 'y
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aus deren Losung y sich die gesuchte Deformation ergibt. Auch dieses Problem lasst sich
in einer schwachen Formulierung angeben: Zu f € L*(Q)¢ und g € L*(T'x)? finde ein
y € HL(Q)4, das

/(EVSy:VSU) dm:/f-v dm—l—/ g-v ds fiir alle v € H5(Q)* (1.18)
Q Q I'n

erfiillt. Die schwache Formulierung wird durch das abstrakte Problem (1.4) représentiert,
wenn wir V = H}(Q)4,

a(v,w):/Q(EVSv:VSw) dz und l(v):/Qf-v d:lc—i—/F g-v ds

fiir v, w € V setzen. Dass die Bilinearform a dann stark positiv ist, kann aus der gleich-
mafigen positiven Definitheit von E und der folgenden Variante der Korn-Ungleichung,
die in [6] zu finden ist, gefolgert werden.

Satz 1.8. FEs existiert eine Konstante C' > 0, sodass

(90300 do > Cllullgon

qgilt.

Damit ist die Verschiebung y aus der schwachen Formulierung (1.18) eindeutig be-
stimmt, denn die Giiltigkeit der weiteren Voraussetzungen von Satz (1.5) ldsst sich leicht
iiberpriifen.
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2 A posteriori Fehlerschatzer fiir die
Finite-Elemente-Methode

Als bedeutendes Hilfsmittel zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen
findet die Finite-Elemente-Methode breiten Einsatz in der naturwissenschaftlichen For-
schung und bei vielen technischen Anwendungen, die auf der Simulation physikalischer
Vorgéange beruhen. Ein notwendiger Schritt des Verfahrens ist die Diskretisierung eines
kontinuierlichen Modells, was in der Regel zu Fehlern fiihrt. Somit ist die Kenntnis von
Methoden, diesen Diskretisierungsfehler zu schiatzen, von wesentlicher Bedeutung, wenn
die Qualitdt berechneter Losungen beurteilt werden soll. Dariiber hinaus sind Fehler-
schétzer wichtig zur Anpassung der Diskretisierung in adaptiven Verfahren fiir einen
effizienten Einsatz der Freiheitsgrade.

Auch Optimalsteuerungsprobleme, wie sie bei der Topologieoptimierung auftreten,
beinhalten partielle Differentialgleichungen und lassen sich mithilfe der Finite-Elemente-
Methode 16sen. Deshalb bilden die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren die Grund-
lage fiir die Erarbeitung von Fehlerschitzern in der Topologieoptimierung. Konkret be-
trachtet werden Methoden, die auf einer elementweisen Auswertung des Residuums oder
auf einer hierarchischen Erweiterung des Ansatzraums beruhen. Im letzten Abschnitt des
Kapitels erwdhnen wir weitere Moglichkeiten der a posteriori Fehlerschatzung. Mit ,a
posteriori“ wird die Eigenschaften aller dieser Verfahren bezeichnet, dass zur Bestim-
mung einer Approximation des Fehlers die zuvor berechnete diskrete Losung verwendet
wird.

Der Inhalt dieses Kapitels orientiert sich an [1] und [20]. Fiir die Herleitung der Verfah-
ren betrachten wir ganz konkret das Modellproblem (1.1), (1.2) beziehungsweise (1.3),
verwenden jedoch auch oft die Notation der abstrakten Formulierung (1.4) einer linea-
ren elliptischen partiellen Differentialgleichung. Dadurch wird ersichtlich, welche Schritte
bei der Betrachtung eines anderen Problems einfach iibernommen werden kénnen oder
aber angepasst werden miissen. In diesem Kapitel beschranken wir uns darauf, die Ener-
gienorm |le||, = a(e,e) des Fehlers zu schétzen, und weisen nur darauf hin, dass auch
Methoden zur Schitzung der L2 oder der L*>°-Norm existieren. Der Fall, dass der Fehler
gemessen in einem Funktional von Interesse ist, wie er zum Beispiel bei Optimalsteue-
rungsproblemen vorkommt, wird im néchsten Kapitel behandelt.

Bezeichnen wir mit E die tatséchliche interessierende Fehlergrofe und mit n die ge-
schatzte, dann sollte jeder Fehlerschétzer den Ungleichungen

CiE <n < CsE

mit Konstanten C; und Cy geniigen. Wie bereits gesagt, wird in diesem Kapitel E = |¢||,
sein. Die Einhaltung der ersten Schranke wird als Zuverlissigkeit und die der zweiten
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als Effizienz bezeichnet. Die Qualitat eines Fehlerschétzers wird oft durch den Effekti-
vitéatsindex I.g = n/E bewertet. Er sollte nahe bei eins liegen. Asymptotisch Exaktheit
liegt vor, falls I.g — 1 fiir h — 0 gilt.

Fiir die Steuerung einer adaptiven Gitterverfeinerung ist es notig, einen Indikator nk
fiir den lokalen Beitrag auf jedem Element K zum globalen Fehler zur Verfiigung zu

haben. Fiir den Fall der Energienorm im Modellproblem zum Beispiel wéire eine erste
Idee,

n? = [le]l2, = ax(e, ) = / Ve.Ve do
K

zu schétzen und anschliefsend den globalen Fehlerschéatzer durch

1/2
n= (Z ni) (2.1)
KeT
zu berechnen. Es zeigt sich allerdings, dass aufgrund des Fehlertransports eine Verfeine-
rung der Diskretisierung an einer Stelle mit grofsem Fehler nicht automatisch zu einer

Reduzierung dieses Fehlers fiihrt.

2.1 Residuum-Fehlerschatzer

Das Residuum r = Ae = Ay — Ay’ = | — Ay" der abstrakten Formulierung ist ein
Element des Dualraums V*. Fiir das betrachtete Modellproblem ist die Energienorm
mit der Norm des Raums V = H}(Q) identisch. Daher und aufgrund von

wp 200 el

vevilolzo 1Vlla ™ vevolzo  [1Vlla

und
ale,v) _ a(e,e)

sup = [lella

veVifollazo [[Vlla — llella
ist die Norm des Fehlers gleich der Norm des Residuums im Dualraum.
Fiir die weitere Abschiitzung ist es das Ziel, eine L2-Darstellung fiir das Residuum zu
finden. Dazu wird die Residuumsgleichung mit einer Funktion v € V' getestet:

ale,v) = 1(v) — a(y",v)

:/fv dm—i—/ qu ds—/Vyh-Vv dz.
Q I'x Q

Im letzten Term soll nun die erste Formel von Green angewendet werden. Allerdings
besitzt 3" nur im Inneren der Gitterelemente die dazu nétige Regularitit. Deshalb wird
die Integration auf die einzelnen Elemente aufgespalten. Wir erhalten

a(e,v) = </K(fv—Vyh-Vv) da:+/KmFNgv ds)

KeT o
h h
IZ(/(f—l—Ayh)v dx—i—/ (g—ai>vds—/ aivds).
KeT WK dKNI'y Ink oK\l Ok
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Im dritten Term wird iiber die inneren Kanten des Gitters summiert. Einer solchen
Kante wird ein Normaleneinheitsvektor n mit beliebiger Orientierung zugeordnet und
sie liegt auf dem Rand von genau zwei Elementen bezeichnet mit K und K’; sodass

n = nk = —ng. Dann ist der Sprung der Normalenableitung von 3" in einem Punkt x
auf der Kante gegeben durch
G_yh (z) = n-lim Vy"(z 4+ tn) — n - lim Vy"(x — tn)
on t10 y 10 y '
Weiterhin definieren wir fiir alle Elemente K das Elementresiduum als
Ry =f+Ay" inK (2.2)
und das Kantenresiduum als
g— %Lh on OK N I'y,
Ry=1q 3 %7} on 0K\ 092, (2.3)
0 on OKNI'p.

Anzumerken ist, dass im Fall linearer finiter Elemente Ay" = 0 gilt. Fiir das mit einer
Testfunktion multiplizierte Residuum ergibt sich damit die Darstellung

ale,v) = é;(/K Riv d:p+/aK Ry ds). (2.4)

Zur weiteren Abschitzung wird der Interpolationsoperator 1" : V' — V" aus Satz 1.6
benotigt, der die Approximationseigenschaften
lv = I"0]|2¢) < Chicl[0 ]l
1
v — I"0|| p2(0k) < ChY v

HawK

fiir alle v € V besitzt. Wegen der Galerkin-Orthogonalitit ist a(e, I"v) = 0 und somit
a(e,v) = a(e,v — ["v), woraus

a(e,v) = (/KRl(v—[hU) dx+/

Ro(v — I"v) ds)

KeT 9K
< Z (||Rl||L2(K)||U - IhUHL?(K) + [ Ral| 22 ary v — ]hU||L2(aK))
KeT

unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Eine erneute Anwendung die-
ser auf die Summe fiihrt zu

1
ale,v) < (ellBallz 10wy, + 11 Ba 20 10 sy )

KeT
1/2 1/2
<c (Z (. Ilvrlin)> (Z (P R 2y + hKnRzu%z(aK))>
KeT KeT
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1/2
< Cllolla (Z (MR 2y + hKHRQH%z(aK))> .

KeT

Nun wird v = e gesetzt, die Ungleichung durch ||e||, geteilt und anschliefend quadriert:

lel2 < &7 (MRl + bl Ralscon ) - (2.5)
KeT

Ein Wert fiir die Konstante kann unter Verwendung des Formparameters « des Gitters
angegeben werden, siehe [20]. Damit ldsst sich die rechte Seite der letzten Abschétzung
aus der berechneten Losung ", aus den Daten f und g und den Weiten hy der Gitterele-
mente bestimmen. Das liefert den Residuum-Fehlerschétzer 7, der wegen (2.5) zuverldssig
ist. Als lokale Indikatoren lassen sich

e = hiHRlué(K) + hKHRQH%Q(BK) (2.6)

definieren, die dann der Gleichung (2.1) gentigen. Als Schétzer fiir ||e||,, sind diese aller-
dings nicht zuverlassig, da aufgrund des Fehlertransports ein kleines Residuum auf einem
Element K trotzdem zu einem grofen Fehler auf diesem fiihren kann, wenn die Residuen
auf anderen Elementen entsprechend grof sind. Die Verwendung dieser Indikatoren zur
angepassten Gitterverfeinerung erscheint aber plausibel, weil in ihre Berechnung (2.6)
die lokale Gitterweite mit einfliekt und somit eine Reduzierung dieser den Beitrag zur
globalen Fehlerschranke senkt, zumindest wenn die Element- und Kantenresiduen dabei
in diesem Gebiet nicht zunehmen.

Die Effizienz des Residuum-Fehlerschétzer gilt sogar lokal, und damit auch global,
zumindest wenn die Daten auf dem gegebenen Gitter ausreichend gut durch elementweise
konstante Funktionen beziiglich der L?-Norm approximiert werden kénnen. Der Beweis
dieser Aussage findet sich in Abschnitt 2.3 von [1] und Unterabschnitt 1.4.5 von [20].
Der folgende Satz fasst die bisherigen Resultate zusammen:

Satz 2.1. Es seien die lokalen Fehlerindikatoren ny definiert wie in (2.6), und f und g
stiickweise konstante Funktionen gegeben durch

f(x)z,—qu/Kf dv  fir z € K,
g(:c):%/Eg ds firxz e E.

Dann gelten die Abschdtzungen

lell; < Cn*=C)  ni

KeT

und

n < C <||e||§w +hgllf = Fliewo + Y hxllg - glliz@) )

ECOKNI'y
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< C (Heng + Y Rl = Flitepo + Y Pllg — !?l!iz(a)

KeT ECTx

fiir den Fehlerschdtzer n, wobei die Konstanten C' jeweils nur vom Formparameter des
Gitters abhdngen.

Der Umstand, dass die Effizienz des Residuum-Fehlerschétzers lokal, aber die Zuver-
lassigkeit nur global gilt, lasst sich auch anschaulich begriinden. Der Fehler e und das
Residuum r = Ae sind durch den Operator A verkniipft, der einer Differentiation ent-
spricht. Dies ist eine lokale Operation, denn der Wert der Ableitung in einem Punkt,
hangt nur von den Funktionswerten der Umgebung ab. Daher bedeutet ein kleiner lokaler
Fehler ein kleines lokales Residuum. Im Gegensatz dazu entspricht die Umkehrabbildung
A~ einer Integration, einer globalen Operation. Somit hingt der Fehler in einem Punkt
auch von Residuumswerten an entfernten Stellen ab.

Die obige Herleitung (der Zuverldssigkeit) des Residuum-Fehlerschétzers lasst sich
auch auf den Fall, dass die L?>-Norm des Fehlers betrachtet wird, iibertragen. Ahnlich
wie bei der a priori Fehlerschéitzung ist dazu ein Dualitdtsargument hilfreich (siche Ab-
schnitt 2.4 in [1]). Die Dualitétstechnik werden wir spéter auch bei der zielorientierten
Fehlerschatzung einsetzen.

2.2 Hierarchischer Fehlerschatzer

Ein generelles Konzept zur Fehlerschétzung in der numerischen Simulation kontinuier-
licher Systeme ist die Betrachtung der Differenz zweier Losungen, die mithilfe unter-
schiedlich stark verfeinerter Diskretisierungen ermittelt wurden. Dabei tritt folgendes
Problem auf: Ist eine Losung ndherungsweise berechnet, so muss, um den Fehler zu
schitzen, mit relativ betrachtet grofsem Aufwand eine bessere Approximation auf ei-
ner feineren Diskretisierung bestimmt werden. Auf diese Weise erhalten wir nicht nur
eine Schétzung des Fehlers fiir die grobere Approximation, sondern gleichzeitig auch
eine vermutlich bessere Losung, fiir deren Fehler aber keine Schétzung vorhanden ist.
In einem adaptiven Verfahren stellt sich aukerdem die Frage, welche Diskretisierung auf
Grundlage der Fehlerindikatoren angepasst werden soll. Ein moglicher Ausweg aus die-
sem Dilemma im Fall der Finite-Elemente-Methode wird in diesem Abschnitt dargelegt.
Zur Fehlerschitzung wird der Ansatzraum V" hierarchisch um einen Erweiterungsraum
Ve vergrofsert und es wird, um den Aufwand zu reduzieren, statt des urspriinglichen
Problems in V* = V" @ V¢ die Residuumsgleichung nur grob in V¢ gelést.

Zur theoretischen Betrachtung bezeichnen wir mit 4" und y* die Losungen der end-
lichdimensionalen Probleme

a(y™ v") =1(v") fiir alle v" € V"

und
a(yt,vt) =1(vt) firalle vt € VT,
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und definieren é; = y* — y" als einen ersten Schitzer fiir den Fehler e = 3 — y", dessen
Berechnung wie bereits gesagt in der Regel aufwendig ist. Wichtig fiir die Zuverlassigkeit
ist, dass die Sattigungsannahme

lella < <llella (2.7)

fiir ein ¢ < 1 erfiillt wird, wobei e, = y — y* der Fehler der Galerkin-Losung auf dem
erweiterten Raum ist. Fiir die Fehlergrofsen gilt die Gleichheit

e=y—y'=y—y +y" -y =e;+é
und aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit a(ey,v™) = 0 fiir alle v* € V' auch
lells = ale, ) = ales, e4) + 2a(ey, é1) + alér, é1) = [lex |5 + [léa 3. (2.8)

Eine gute Schétzung ist somit dann zu erwarten, wenn e, deutlich geringer als e, also ¢
moglichst klein ist. Auferdem gelten die Ungleichungen ||e; ||, < ||€]|o und ||é1]le < |l€]|a-
Das Einsetzen der Sattigungsannahme in Gleichung (2.8) fithrt zu der Abschétzung

lellz < <*llell + el
und schliellich zu

1
elle £ ——|é1]|a-

Fiir den Fall V" = H,, (oder auch V" = L,,) bestehen die Moglichkeiten V* durch
eine Erhohung des Polynomgrads oder eine Verfeinerung des Gitters zu konstruieren.
Beispielsweise lassen sich die Ansatzfunktionen des H; durch die sogenannten quadrati-
schen Bubble-Funktionen zu einer Basis des H, erweitern. Die Bubble-Funktionen sind
die Elemente der Lagrange-Basis des Hs, deren zugeordneter Interpolationspunkt auf
dem Mittelpunkt einer Kante des Gitters liegt. Die beiden Dreiecke, die sich an dieser
Kante beriihren, bilden den Trager der zugeordneten Bubble-Funktion (sieche Abbildung
2.1).

Bei hinreichender Regularitit der Losung y haben wir folgende Approximationsei-

genschaft des Finite-Elemente-Raums #,,: Es existiert ein Interpolationsoperator I* :
H™(Q) — H,,, sodass die Abschitzung

ly = "yl @) < CA™ |yl gm0y

gilt (vergleiche Satz 6.4 in [6]). Tatséchlich wird in Finite-Elemente-Verfahren haufig ein
Verhalten der Form |le|l, = Ch™ des Fehlers fiir abnehmende Gitterweite beobachtet.
Daher kann im Fall der Fehlerschitzung durch Erhéhung der Ansatzordnung um eins
erwartet werden, dass der bestmdgliche Wert fiir die Konstante ¢ sich asymptotisch wie
O(h) verhilt. ITm Fall, dass V' {iber eine uniforme Gitterverfeinerung erhalten wird,
fithrt diese Schlussweise auf ¢ &~ 27, Allerdings ist die besagte Regularitdt in Anwen-
dungsproblemen, fiir die adaptive Verfahren besonders geeignet sind, oft nicht gegeben.
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Abbildung 2.1: Links: Quadratische Bubble-Formfunktion dber dem Referenzdreieck.
Rechts: Bubble-Funktion tiber einer Kante.

Wie bereits erwahnt moéchten wir den verhéltnisméfkig grofen Aufwand, der zur Be-
rechnung von y* notig ist, reduzieren. Eine erste Moglichkeit dazu liefert die Aufspaltung
des Raumes V1 in V" und V¢. Wir betrachten die Residuumsgleichung im Raum (VF)*.
Es ist fiir alle vt € VT
") ") ) - )

r(v") =ale,v") = ale,v aleq,v) =a(éy,v

Mit é; = el + é¢, e € VI, é$ € Ve lisst sich dies auch schreiben als

a(éh, o") + (5, o) = (") =0 fiir alle o” € V" (29)
a(él,v%) + a(é5, v%) = r(v) i alle v* € V. (2.10)

Wir fiihren die Operatoren AM : VP — (Vi) Ahe . Vi (Ve)r Ach . Ve — (Vh)*,
A 1 Ve — (VE)* und das lineare Funktional 7¢ € (V¢)* ein, wobei A"® beispielsweise
definiert ist iiber (A"v")(w®) = a(v", we) fiir alle v" € V" und w® € V¢, und r® iiber
ré(v¢) = r(v®) fir alle v* € V¢ Die Vorschriften fiir die tibrigen Operatoren ergeben
sich analog. Das ermoglicht die kompakte Darstellung der beiden Gleichungen (2.9) und

(2.10) als
) ][] o

Wie auch der wirkliche Fehler e ist é; orthogonal zum Raum V" beziiglich des durch
a(+,-) gegebenen Skalarprodukts Der Teil €5 ist es aber meist nicht. Die Gleichung (2.9)
besagt gerade, dass é? die negative Projektion von é¢ auf den Raum V" ist. Durch Bilden
der Summe é; = é} + ¢ wird also der Anteil von €5, der parallel zu V" liegt, eliminiert.
Angenommen die Riume V" und V¢ wiren orthogonal zueinander, also ¢! = 0 und
é, = €9, so wiren die beiden Gleichungen in (2.11) aufgrund von

(A" (we) = (Aw®) (") = a(v", w®) = 0 fiir alle v" € V" w® € V*
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entkoppelt und es folgte ¢ = (A%)~!r¢. Wir kénnten uns also auf den Raum V¢ be-
schranken.

Auch wenn diese Orthogonalitét bei den zumeist verwendeten Ansatz- und Erweite-
rungsriumen nicht gegeben ist, so werden die Nebendiagonalblocke A" und A" den-
noch weggelassen und die Kopplung der Gleichungen dadurch vernachlassigt. Die so
eingebrachte Ungenauigkeit wird mithilfe des Winkels zwischen den Rdumen in der ver-
starkten Cauchy-Schwarz-Ungleichung abgeschétzt. Fiir die weitere Herleitung nehmen
wir an, dass eine Konstante § < 1 existiert, sodass fiir alle v* € V" w® € V¢

ja(v®, w?)| < 0" |lallwe o (2.12)

erfiillt ist. Der kleinste mogliche Wert fiir 6 ist der Cosinus des besagten Winkels. Be-
trachten wir als eine zweite Schiatzung des Fehlers

6y = (A“)"1re, (2.13)
so gilt fiir diese das folgende Lemma:

Lemma 2.2. Unter der Annahme der Giiltigkeit der verstirkten Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung (2.12) geniigt der Fehlerschitzer éy den Abschitzungen

. . 1 .
E2lla < [lEx]la < \/1—_792||62||a-
Beweis: Zunachst liefert die Anwendung der verstiarkten Cauchy-Schwarz-Ungleichung

lexllZ = llevll7 + 2a(er, e5) + lIE5lls = lleylls — 20l1etlalléflla + [l 17
= (lleylla = 0lleslla)® + (1 = )| = (1 = 0*)l|€].
Aufgrund von Gleichung (2.9) gilt a(é,é?) = 0, und (2.10) und (2.13) ergeben die

Identitat
a(éy,v®) =r(v°) =r°(v°) = a(éy,v®) fir alle v® € V°. (2.14)

All diese Resultate ermoglichen die Abschétzung

lea]lZ = a(ér, é1) + a(ér, €7) = a(éz, é7) < [lézllallés]la <

1 . .
ﬁ”ezHaHelHa-

Das beweist die rechte Ungleichung. Die erneute Verwendung von (2.14) mit v¢ = é,
fithrt zu
el = a(éz, é2) = a(éy, é2) < |lénlalléala,

was die linke Ungleichung zeigt. O

Zur Ermittlung von é; muss ein lineares Gleichungssystem aufgestellt und gelost wer-
den, was einen dhnlich grofsen Aufwand, abhéngig von der Dimension und der Wahl der
Basis des Raumes V¢, erfordert wie die Berechnung von 3". Deshalb werden hiufig alle
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Eintrage der zu dem Operator A gehdrigen Galerkin-Matrix, die nicht auf der Diago-
nalen stehen durch Nullen ersetzt. Dem entspricht die Einfithrung einer weiteren stark
positiven, symmetrischen Bilinearform b : V¢xV¢ — R, die eine dquivalente Norm || - ||,
auf V¢ definiert. Das heifst, es existieren positive Konstanten A und A, sodass

A[olla < [0l < Allv°]la (2.15)

fiir alle v* € V.
Der so geschétzte Fehler é3 geniigt der Beziehung

b(éz,v®) = r°(v°) = a(éy,v®) fur alle v® € V°.
Daher gelten die Abschatzungen
leal2 = a(és, &) = b(és, ) < [lésllslleslls < Allesollealla

und
1

leslls = b(és, &) = a(és, é5) < [leallalléslla < lleallallés]lo
Damit erfiillt der Fehlerschitzer é3 die Ungleichungen

Meslle < [lézlla < Allés]]s

Wiirde zur Schétzung von |le||, die Energienorm von é3 verwendet werden, so wiren die
Konstanten weiter entfernt von eins:

Nléslla < Nléalla < A%lés]]a.
Die bisherigen Resultate finden sich zusammengefasst in dem folgenden Satz:

Satz 2.3. Der Fehler e, die Riume V", V¢, V* und die Bilinearform b seien definiert
wie bisher. Es gelte die Sattigungsannahme (2.7), die verstarkte Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung (2.12) und die Abschitzung (2.15). Die Funktion é3 geniige der Beziehung
b(és,v®) = r(v®) fir alle v¢ € V€. Dann gelten fir den hierarchischen Fehlerschitzer
n = ||és||y die Abschatzungen

1 1
1 —62)(1 - <n<=|el..
A\/(l 0%)(1 —¢?)lefla <n < Allella

Um lokale Fehlerindikatoren fiir eine Anpassung der Diskretisierung zu erhalten, be-
trachten wir eine konkrete Basis {¢1, @2, . . ., agim(ve)} des Erweiterungsraums V¢. Dann
lasst sich der geschétzte Fehler darstellen als é5 = >, é4¢;. Aus der Gleichung

W= b(es,é3) = r(es) = Y é5r° (o)

i

ergeben sich die moglichen Fehlerindikatoren n, = +/é57¢(¢y,), die erstmal den Basisfunk-
tionen zugeordnet sind. Da diese meist nur lokale Trager besitzen, konnen die Indikatoren

29



auch auf einzelne Gitterelemente iibertragen werden. Die Grofe 73 ergibt sich als einfa-
ches Produkt der zu ¢ gehorenden Eintrige der Koeffizientenvektoren von ¢ und és.
Wird die Bilinearform b wie oben beschrieben konstruiert, also so, dass die zugehori-
ge Galerkin-Matrix diagonal ist, dann sind die Basisfunktionen orthogonal zueinander
beziiglich des durch b(-,-) gegebenen Skalarprodukts und es gilt b(¢g, o) = a(dk, Pr)-
Damit erhalten wir

iy = e57°(dr) = e30(é3, 1) = Zé’ééé (i, 1) = (65)°b(dn, o) = (€5)%a( ok, dr),

also i = ||l ach.

Die urspriingliche Idee war es, die Residuumsgleichung global in einem erweiterten
Raum zu 16sen. Das Ersetzen der Bilinearform a durch b hat zu einer Entkopplung der
Gleichungen des Systems gefiihrt, was bei entsprechender Wahl der Basisfunktionen eine
Lokalisierung des Problems bedeutet. Das wird deutlich, wenn wir zur Berechnung von
N das etwas umsténdlich formulierte Problem, finde e;, € Vi, = span{¢y}, sodass

aleg,v) = r(vg) fiir alle vy € Vj,
betrachten, welches die Losung

(¢r)
a(x, d)

mit |lex|la = €5]|dk|la = M besitzt. Diese Sichtweise kann zur Herleitung weiterer Verfah-
ren verwendet werden, wie im néchsten Abschnitt kurz gezeigt wird.

Die vollstandige Lokalisierung bedeutet aber auch, dass der Fehlertransport vernach-
lassigt wird. Soll dieser zumindest teilweise beriicksichtigt werden, so ist eine Alternative
zu der exakten Berechnung von (2.13) in Gleichung (2.11) nur den unteren Nebendiago-

nalblock A" wegzulassen, also
Ahh Aeh éh 0
o G- 1 19

zu 16sen. Die Projektion é? von é§ = é3 auf V" ergibt sich durch Anwendung des globalen
Operators (A")~1 Der so geschitzte Fehler ¢, = el + ¢5 ist wie é; orthogonal zu V.
Nebenbei bemerkt wére das Weglassen des Blocks A" anstatt von A" wirkungslos, da
sich dann éff = —(A"M)~1r" = 0 und é§ = (A°)~1r¢ ergéibe, was somit gleichbedeutend
mit dem Streichen beider N ebendiagonalblocke wére.

Aus den bisherigen Approximationen der Fehlerfunktion é;, és und é3 konnte eine
Schétzung der Energienorm des Fehlers immer leicht durch Multiplikation mit dem Re-
siduum erfolgen. So ist beispielsweise

(d)k)(é )?

— T = —— 2y = ey,

r(és) = r°(és) = b(es, é3) = [|és]l3.
Die gleiche Verfahrensweise fiir die Losung é von (2.16) wiirde aufgrund von

r(éa) = r°(eq) +r(ey) = r(és)
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an der Schétzung nichts dndern. Es kann hingegen

" (é5) + (A7) (e9)
Atteq)(er) — 2(AMeq)(er) + (A*eq)(ed)
ew)( 1) — (A"e)(el)

“ep)(eq) — (A"ep)(en)
“(e5) — (A"™eép)(el)

€4l = a(és, é4) = (A™E}) () + 2(A" )
= (

= (

~ (A0

=r

berechnet werden.

2.3 Weitere Verfahren zur a posteriori
Fehlerschatzung

An dieser Stelle sollen noch weitere Moglichkeiten zur Fehlerschidtzung kurz dargelegt
werden. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass das Losen der globalen Residuums-
gleichung mit einem grofsen Aufwand verbunden ist. Bei lokalen Residuumsmethoden ist
daher die Idee, diese Gleichung zu lokalisieren und in (Erweiterungs-) Rdumen zu lsen,
die jeweils auf ein kleines Gebiet beschréankt sind und deshalb nur eine geringe Dimen-
sion haben. Ziel ist es also, ein groftes Problem durch eine Vielzahl kleiner Probleme zu
ersetzen, die in der Summe immer noch schneller zu l6sen sind.

Im ersten Abschnitt des Kapitels haben wir in Gleichung (2.4) eine elementweise
Darstellung des Residuums hergeleitet. Davon ausgehend kann beispielsweise auf jedem
Gitterelement K folgende Aufgabe formuliert werden: Finde ein ¢k € Vi = {v € H*(K) :
v=0auf 0KNIp}, fiir das

/V¢K~V1} dx:/Rw da:+/ Ryv ds
K K oK
oy" 1 oy"
= +Ahvdx+/ (——)vds+—/ [—vds
/K(f V) OKNI'y on 2 OK\OQ on

fiir alle v € Vi gilt. Auf Elementen, die keine Kante auf I'p haben, muss die Losbar-
keit allerdings nicht gegeben sein, da dann ausschliefslich Neumann-Randbedingungen
vorliegen. Dieses Problem verschwindet jedoch, ersetzten wir bei der Diskretisierung
Vk geeignet durch einen endlichdimensionalen Raum. Als Basiselemente bieten sich die
Formfunktionen an, die auch zur Konstruktion des Erweiterungsraums V¢ im letzten
Abschnitt verwendet wurden.

Eine mogliche Alternative ist, die Residuumsgleichung fiir jedes Element K oder jeden
Knoten N auf Patches wk oder wy mit ausschlieflich homogenen Dirichlet-Randbedin-
gungen fir ¢k bzw. ¢y zu losen. Als Fehlerindikatoren ergeben sich

(2.17)

nZ Z/V(,bK-V(,bK dz, ng :/ Vok -Vox dz bzw. 13 :/ Von - Von do
K WK WN
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und als Fehlerschitzer

=Y nk bow. P =D .
N

KeT

Bei der Balancierte-Residuen-Methode, wie sie in [1] beschrieben ist, werden Kanten-
fliilsse nach bestimmten Kompatibilitdtsbedingungen so konstruiert, dass, wenn diese als
Randbedingung in (2.17) verwendet werden, die Neumann-Randprobleme auch in Vi
eine Losung besitzen.

Als letztes wollen wir noch die Methode der Fehlerschétzung mittels Gradientenrekon-
struktion erwihnen. Wie bereits bei der Herleitung der L2-Darstellung des Residuums
festgestellt, ist die diskrete Losung y" wie alle Funktionen des Finite-Elemente-Raums
H,,, nur im Inneren der Gitterelemente differenzierbar und der Gradient ist an den Kan-
ten unstetig. In dem Verfahren zur Fehlerschitzung wird aus der berechneten Losung 3"
eine stetige Approximation Gy” des Gradienten konstruiert, die voraussichtlich besser
ist als Vy”. Die L?-Norm der Differenz von Gy" und Vy" dient als Schitzer n fiir die
Energienorm des Fehlers e. Mogliche lokale Fehlerindikatoren sind

Tk = /(Gy" —Vy") - (Gy" =Yyt dz omit =) k.
K KeT

In dem Fall, dass " und Gy" stetig und elementweise linear sind, ist die stetige Approxi-
mation des Gradienten durch die Werte an den Gitterknoten N bestimmt. Die Ermittlung
von Gy"(N) kann dann durch die Berechnung des mit den Elementgréfen gewichteten
Mittels der Werte des Gradienten V" auf den an N grenzenden Elementen erfolgen.
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3 Zielorientierte Fehlerschatzer

Bei der Herleitung der Verfahren zur Fehlerschiatzung im letzten Kapitel wurde stets
der Abstand der approximierten zur exakten Losung der partiellen Differentialgleichung
in der globalen Energienorm betrachtet. In Anwendungen kann es aber vorkommen,
dass das eigentliche Interesse auf anderen Grofen liegt, die von der Losung oder von
deren Ableitungen abhéngen. Im Falle der Simulation elastischer Verformungen kénn-
ten dies zum Beispiel Verschiebungen, Verzerrungen oder Spannungen in Teilbereichen
des betrachteten Gebiets sein. Um die Qualitdt der Losung in Bezug auf solche Teil-
aspekte zu beurteilen, werden Verfahren zur zielorientierten Fehlerschitzung bendétigt.
Auferdem sollten lokale Fehlerindikatoren die Anpassung der Diskretisierung auf eine
Weise ermdglichen, dass die Berechnung der Zielgrofe so exakt wie moglich mit den zur
Verfligung stehenden Freiheitsgraden erfolgen kann.

In diesem Kapitel wird zunéchst die Dual-Gewichtetes-Residuum-Methode (kurz DWR-
Methode) fiir den Fall betrachtet, dass sich die Abhéngigkeit der interessierenden Grofe
von der Losung des Modellproblems (1.1) durch ein lineares Funktional beschreiben lésst.
Bei diesem Verfahren wird der Einfluss des Residuums auf den Fehler in der Zielgroise
dadurch erfasst, dass es mit der Losung eines sogenannten dualen Problems gewichtet
wird. Anschlieffend {ibertragen wir die Vorgehensweise auf lineare und nichtlineare Op-
timalsteuerungsprobleme in der All-At-Once-Formulierung, bei denen J(y, p) als die in-
teressierende Grofe betrachtet wird. Zuletzt wird gezeigt, wie die Funktionen, mit denen
das Residuum gewichtet wird, angepasst werden kénnen, um den Fehler im reduzierten
Funktional J(p) = J(G(p), p) zu schétzen.

3.1 Die Dual-Gewichtetes-Residuum-Methode

3.1.1 Fiir lineare elliptische partielle Differentialgleichungen

Wir beschreiben die Vorgehensweise wieder anhand des Modellproblems (1.1). Zusétzlich
ist nun noch ein lineares Funktional J € V* gegeben. In Bezug auf dieses soll der Fehler
betrachtet werden, das heifst, uns interessiert die Schéitzung des Werts E = J(e) =
J(y)—J(y"). Um das Funktional in Beziehung zur schwachen Formulierung der partiellen
Differentialgleichung (1.3) setzen zu kénnen, betrachten wir das dazu duale Problem,
finde z € V, sodass

a(v,z) = J(v) firallev eV, (3.1)

beziehungsweise
Az =
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Da die Bilinearform a(-,-) symmetrisch ist, gilt a(v, z) = a(z,v) fiir alle v € V bezie-
hungsweise A*z = Az. Somit ergibt sich fiir den Fehler in der Zielgrofe die Darstellung

J(e) = ale, z) =U(z) —a(y", ) = 1(2)

iiber das Residuum r = [ — Ay".

Der Einfluss des Residuums auf J(e) lasst sich also durch die Losung z des dualen
Problems beschreiben. Dieses kann mithilfe der Finite-Elemente-Methode genauso wie
die urspriingliche Differentialgleichung gelost werden. Wird dabei allerdings derselbe
Raum V" verwendet, so folgt fiir die Losung 2" € V" von

a(v", 2"y = J(u") fiir alle v € V"

die Identitit r(2") = a(e,2") = 0 aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit. Es ist somit
nur der Teil von z von Interesse, der im zu V" beziiglich a(, -) orthogonalen Komplement
liegt, also der Fehler e, = z — 2" Es ist 7(2) = r(z — 2") = r(e.) und es gilt sogar

J(e) = 1(z) = r(e) = ale,ex) = aly —y",e.) = aly,e.) = I(es).

Wird das Residuum der dualen Gleichung als 7, = J — A*z" definiert, so lassen sich
die Rollen auch vertauschen und dieses Residuum kann mit der Losung beziehungsweise
dem Fehler des urspriinglichen Problems gewichtet werden:

J(e) =r(z) =r(e.) = ale,ex) = 1e(e) = 1ri(y).

Um eine elementweise Auswertung von r(z — z") zu erméglichen, wird in Abschnitt
3.1 von |2] die Anwendung partieller Integration wie bei der Herleitung von Gleichung
(2.4) vorgeschlagen. Das fiihrt zu

J(e) =ale,e) =) (/K Rye, dx+/aK Roe, ds)

KeT

mit den Element- und Kantenresiduum definiert wie in (2.2) und (2.3), und ldsst sich

abschétzen durch
N Y| [ Ries dot [ e, ds
K K

KeT
Um aus dieser Ungleichung einen Fehlerschitzer zu erhalten, muss der Fehler e, der
dualen Variablen durch eine Schitzung é, ersetzt werden. Dann erhalten wir

(el ~n=">

KeT

/Rlé* d$+/ Roe, ds
K oK
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Eine Moglichkeit é, (beziehungsweise 2) zu berechnen, wire dem hierarchischen Konzept
entsprechend das duale Problem in einem Erweiterungsraum V¢ zu 16sen. Andere, zum
Teil weniger aufwendige Methoden zur Schitzung der dualen Gewichtung e, finden sich
in Abschnitt 4.2 von [2].

Einen Ausgangspunkt fiir eine alternative Vorgehensweise zur zielorientierten Fehler-
schitzung bietet die Gleichung J(e) = a(e, e,). Um lokale Fehlerindikatoren zu erhalten,
wird die Integration aufgespalten:

/Ve-Ve* dx /V6~V€* dx
Q K

Werden das eigentliche und das duale Problem gel6st und die Schétzungen 7Y und 7n?
fiir die Fehler mit einem Verfahren aus dem letzten Kapitel berechnet, so ist eine nahe-
liegende Idee, ||€||a und ||es|/o, durch die entsprechenden Fehlerindikatoren zu ersetzen.
Das liefert den zielorientierten Schétzer

n=3 k=Y ki

KeT KeT

|/ (e)] = [ale, ex)| =
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<D lellaclledla-

KeT

Starker ausgereifte Vorgehensweisen zur Kombination der Schétzungen 7Y und n* fiir die
zielorientierte Fehlerschiatzung werden in [15] dargelegt.

Bei Anpassung der hierarchischen Fehlerschétzung ergibt sich eine einfache Mdoglich-
keit der Auswertung von r(z), die kaum Mehraufwand gegeniiber der Schétzung des
globalen Fehlers bedeutet. Sind die zu (A%)* beziehungsweise (A®)* gehérende Galer-
kin-Matrix und die zu ¢ und J¢ gehorenden Vektoren aus dem RI™V®) aufgestellt,
wobei J¢ € (V€)* definiert ist durch J¢(v¢) = J(v°) fiir alle v® € V¢, dann ergibt sich
der Fehlerschitzer n = r¢((A°)~*J¢) durch Losen des adjungierten Problems in V¢ und
einer Auswertung des Funktionals r¢, was der Berechnung des Skalarprodukts zweier
Vektoren des R1™(V) entspricht.

Eine Schéitzung des Fehlers in der dualen Variablen der Form (2.16) wiirde keine
Verbesserung bringen, denn durch die Multiplikation mit dem Residuum hétte der Teil
des Fehlers, der in V" liegt, keinen Effekt. Die hierarchische Vorgehensweise besitzt den
Vorteil, dass die Fehlergrofe E = J(e) direkt geschétzt wird, und nicht eine Beschrankung
fiir deren Betrag.

3.1.2 Fiir linear-quadratische Optimalsteuerungsprobleme

Bei der zielorientierten Fehlerschiatzung fiir Optimalsteuerungsprobleme kann der Fehler
beziiglich des All-At-Once-Funktionals J oder des reduzierten Funktionals J gemes-
sen werden. Die entsprechenden FehlergroRen lauten dann E = J(y", p*) — J(¥, p) oder
E = J(p") — J(p). Der Grund dafiir, dass wir die Definition der Fehlergrofe etwas abge-
andert haben, also die umgekehrte Differenz, numerisch berechnete Losung minus exakte
Losung, betrachten, ist, dass so E immer positiv ist. Wie bereits gesagt, wollen wir in
diesem Abschnitt die DWR-Methode fiir die Schitzung von E anpassen.
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Wir erinnern an das Lagrange-Funktional (1.10)

L(y,p, A) = J(y, p) + (Ay + Bp — 1) (N) (3.2)

und die Optimalitatsbedingung (1.11)

L'(xX) = |Jo(4,p) + B*A| =0, (3:3)

Ay+ Bp — [y
welche eine Lésung Y = [¢,p, ] erfiillt. Die erste Komponente von Gleichung (3.3)
weist eine gewisse Ahnlichkeit mit dem dualen Problem (3.1) auf. Eine Darstellung der
Fehlergrofe E beziiglich des Residuums von (3.3) und des entsprechenden Fehlers in der

Variablen Yy, liefert der folgende Satz:

Satz 3.1. Fiir das linear-quadratische Optimalsteuerungsproblem sei das Lagrange-Funk-
tional definiert wie in (3.2). Dann gilt fir die Fehlergrifie E die Gleichung

E= I, 0"~ J5.0) = —5 LK~ ) = 3r(6)

mit Residuum r = —L'(x") € X* und Fehler e = x — x".

Beweis: Da die Losungen y und x” die dritte Gleichung von (3.3) in V* beziehungsweise
(VM)* erfiillen, gelten

(A7 — Bp—1,)(A\) =0 und (Ay" — Bp" —1,)(\") = 0.

Somit ist wegen der linear-quadratischen Form des Problems

T 0") = J(5,0) = LX) = L) = () (X" = X) + %(L”(i)(xh — )" = x).

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet aufgrund der Optimalitatsbedin-
gung L'(x) = 0. Um den zweiten zu ersetzen, betrachten wir die Identitét

LXM=L+ L"x)0"—x) =L"0)K" — %)

Das liefert

1 _
E= LMK =) O
Der Fehler und das Residuum bestehen aus den Komponenten e = [e,, e,, e,] und

r = [ry,r,,7x]. Damit ldsst sich der Fehler im Zielfunktional auch schreiben als

1

E= §(Ty(ey> +7p(€0) +1a(€r))- (3.4)

Im ersten Summanden wird das Residuum in der adjungierten Gleichung mit dem Feh-
ler in der Zustandsvariablen gewichtet und im letzten Summanden das Residuum in
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der Zustandsgleichung mit dem Fehler in der adjungierten Variablen. Der Lagrange-
Multiplikator A spielt also in gewisser Weise die Rolle der dualen Variablen fiir die Zu-
standsgleichung.

Wie in dem im letzten Abschnitt betrachteten Fall fiir partielle Differentialgleichungen
wird zur Auswertung von r(e) in [3] der Weg iiber elementweise partielle Integration
vorgeschlagen. So konnen wir fiir das bereits in der Einleitung beschriebene Beispiel

1 2
Jmin Sy = 1%+ 2 ol

mit der Nebenbedingung

/Vy-Vv dx:/pv dx+/ gv ds firalleveV
Q Q I'n

die Umformungen
ry(ey) = /(1 —y"e, dz— / Ve, - VA" dz
Q
h
= (/ (=4 AN, dr— [ T, ds)
K

KeT oK nK
= (/ Rlg =) o+ [ Rg =" ds) ,
KeT K oK

ro(e,) = V/Qphep dx—l—/ﬂep)\h dz = Z/ —vphe, dx

KeT

T,\(e,\):/ gex d3+/p ex d:L‘—/Vy - Ve, dx
I'n

h
= (/(ph + AyMey da +/ <g — ai) e, ds —/ aiey ds)
Ker \/K I'NNOK Ink ak\00 0Nk

_Z</RM)\ A da + RM(X—/\h) ds)

KeT

vornehmen, wobei

Ry=1—y"+AN', R,=XN'—vp", Ru=p"+Ay"

—%—/\: on OKN Ty, g—%ih on OKN Ty,
Rp=1q 3 [%] on 0K\ 0Q, Run=1q 3 %—f? on 0K \ 99,
0 on OKNI'p, 0 on OKNI'p.
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Daher lasst sich der Fehler im Zielfunktional abschatzen durch

1
El< 5| [ Aalg— ") da:+/8 Ra(g—9") ds+ [ Ry(p= o) do
K K

KeT K

Somit erhalten wir als Fehlerschatzer

|J(e)] %U:ZW

KeT

mit den Fehlerindikatoren

1
/Ryléy dzx+/ Ryé, ds+/Rpép dr + /RMéA dx+/ Ryoéy ds
K K K K K

K = BY
Fiir dessen Anwendung miissen wie im Fall der partiellen Differentialgleichung aber noch
die Schéatzungen é,, €, und é, der Fehler berechnet werden, mit denen die Residuen
gewichtet werden.

Eine Moglichkeit E = r(e) direkt zu schétzen, bietet erneut die Anpassung der hier-
archischen Vorgehensweise. Ist die Gleichung H"y" = f" gelést, so kann anschliefend

analog zu (2.11) das Problem
Hhh Heh éh 0
|:Hhe Hee:| |:ée:| = |:Te:| (36)

betrachtet werden, um eine Approximation des Fehlers in X, = X" @ X® zu bestimmen.
Dabei ist X¢ = V<PV ° mit geeignet gewéahlten hierarchischen Erweiterungsraumen V¢
und P¢. Die Operatoren H® : X¢ — (X¢)*, H" : X¢ — (X")* und H" : X" — (X¢)*
sind wie gewohnt definiert. Zum Beispiel fiir alle x¢, £¢ € X ¢ ist (H*x¢)(£°) = (Hx®)(£°).
Das Residuum 7¢ € (X©)* ergibt sich aus r¢ = f¢ — H"x" mit f¢ € (X°)*.

Um den Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems zu reduzieren, ist ein
Weg, die Nebendiagonalblocke und einige Eintrage der zu H® gehorigen Galerkin-Ma-
trix zu vernachléssigen. Betrachten wir H¢é¢ = r°, so konnen beispielsweise durch Weg-

lassen des Blocks B* die Komponente é; = (A°)~17¢ berechnet und dann nachein-

ander €5 und €5 bestimmt werden durch das Lésen von (A®)*é§ = ry — Hyoés und

ﬁ;;é; =r, — (B*)*e5. Mit Aee und ]:I;; werden dabei die Operatoren bezeichnet, die
sich ergeben, wenn die zu A° beziehungsweise H;? gehdrigen Galerkin-Matrizen auf ihre
Diagonalen reduziert werden. Eine anschliefende Berechnung des Anteils e aus X" ana-
log zu (2.16) wére aufgrund der Verwendung des Fehlers als Gewicht fiir das Residuum

wieder effektlos. Als Fehlerschatzer kann schlieilich

1 e(se e(se e(ae
E~ n= §(Ty(ey) + Tp(€p> + T/\(e)\))'

berechnet werden.
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3.1.3 Fiir nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme

Mit leichten Anderungen behélt der Satz 3.1 fiir den Fehler im All-At-Once-Zielfunktio-
nal seine Giiltigkeit auch im Nichtlinearen.

Satz 3.2. Fir das nichtlineare Optimalsteuerungsproblem sei das Lagrange-Funktional
definiert wie in (1.16). Zusdtzlich zu den Annahmen in Unterabschnitt 1.3.2 seien die
Funktionen J und c dreimal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir die Fehlergrofie E die
Gleichung

E= J(0" ") = 15.7) = —5 L)X 3 + RO%A)

mit dem Restglied R(X, x"), das der Abschitzung

R(x. X" < C w IL" (" + (v — X" — X" v — ¥ v — x|
telo,1

geniigt.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum linearen Fall. Die Losungen y und x” erfiillen
die Optimalitatsbedingungen und somit insbesondere die Zustandsgleichung in V' bezie-
hungsweise V". Daher gilt L(y) = J(7,p) und L(x") = J(y", p"). Die Anwendung des
Satzes von Taylor liefert

L)~ L) = PO =)+ 5 E 00"~ %X =)+ g LR = 6" =% = X)
und
IO =) = VO =0 + L (0" = x " —x)+%L’”(>Z)(xh—x, X' =% X" = X)

wobei ¥ und ¥ auf dem Liniensegment zwischen " und y liegen. All das zusammen
liefert die gewiinschte Gleichung mit

N 1 L N N 1 N _ _
R(v, X") = 10— Yoy —x"x—x") - ELW(X)(X X" x—x"x—x").

]

Zur Fehlerschiitzung wird das Restglied, da es kubisch im Fehler y — x" ist, meist ver-
nachléssigt und es lésst sich wie bisher der Ausdruck $r(e) mit Residuum r = —L'(x")
und Fehler ¢ = ¥ — x” berechnen. In Abschnitt 8.2 von [2] wird dazu die gleiche Vor-
gehensweise wie im linearen Fall vorgeschlagen, also eine Auswertung der Form (3.5),
wobei die Residuumsterme R,, R, und Ry an das konkrete Problem angepasst werden
miissen.

Das hierarchische Konzept fithrt zu den Aufgaben, L'(x;) = 0 in einem erweiterten
Raum X, = X" @ X¢ zu lésen und r, € X, definiert durch r, (£,) = —L'(x")(&)
fiir alle £, € X, zu bestimmen, um r,(x; — x") = r.(x4) als Schitzung des Feh-
lers berechnen zu konnen. Betrachten wir stattdessen, um den Aufwand zu reduzieren,
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L'(x®) = 0 in X und nehmen ausgehend von x" lediglich einen Newton-Schritt mit ver-
einfachter Galerkin-Matrix vor, so entspricht dies mehr oder weniger der Vorgehensweise
des letzten Abschnitts fiir das um x” linearisierte Problem.

Es bleibt festzustellen, dass zur numerischen Losung der betrachteten Optimalsteue-
rungpsrobleme mit einem adaptiven Verfahren eine Reihe nichtlinearer Gleichungen der
Form (1.17) zu lésen ist, wobei von Schritt zu Schritt die Diskretisierung, das heift
der Raum X", anzupassen ist. Dabei erscheint es sinnvoll, um unnétigen Aufwand zu
vermeiden, auf groben Gittern die nichtlinearen Probleme nicht allzu exakt zu 16sen,
da hier schnell der Diskretisierungsfehler iiberwiegt. Andererseits sollte, um eine gute
Anpassung des Gitters zu ermdglichen, der Fehler erst geschéitzt werden, wenn der Ein-
fluss der Nichtlinearitdt ausreichend reduziert wurde. Wir werden auf diese Problematik
nochmals im néchsten Abschnitt zuriickkommen.

3.2 Schatzung des Fehlers im reduzierten Funktional

Wir wollen uns weiterhin mit Optimalsteuerungsproblemen befassen und nach Moglich-
keiten suchen den Fehler E = .J(p")—J(p) im Zielfunktional der reduzierten Formulierung
zu schétzen. Dies erscheint sinnvoll, denn in Anwendungen liegt sicherlich oft das Augen-
merk mehr auf der Berechnung einer Steuerung, deren Verwendung im kontinuierlichen
Modell zu einem Wert im Zielfunktional moglichst nah am Optimum fiihrt, und weniger
auf der exakten Berechnung des zugehorigen Funktionalwerts. Es kann aber sein, dass
eine Diskretisierung zwar die Berechnung einer optimalen Steuerung mit E sehr klein zu-
lasst, aber der Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung trotzdem zu einer grofsen
Abweichung von J(y", p") fiihrt. Daher sollte die Diskretisierung in Hinblick auf das
reduzierte Funktional J angepasst werden. Besteht aber doch ein Interesse am genauen
Optimalwert, so kann nach Bestimmung der optimalen Steuerung die Zustandsgleichung
nochmals separat auf einem feineren Gitter gelost werden und der so berechnete Zustand
als bessere Approximation von G(p) in das All-At-Once-Funktional J eingesetzt werden.

In diesem Abschnitt werden wir nur noch das hierarchischen Konzept zur Fehlerschét-
zung verfolgen.

3.2.1 Fiir linear-quadratische Optimalsteuerungsprobleme

Wir betrachten also zunédchst einmal wieder linear-quadratische Optimalsteuerungspro-
bleme. Diese Struktur ermdglicht folgende Darstellung des Fehlers im reduzierten Funk-
tional:

E=J(0") ~ J(0) = PG)6" — )+ 5 G)6" ~ )"~ ) = 5(He)e,).  (37)

Dabei fiithren wir die Abbildung H : P — P* ein als den Wert der zweiten Ableitung von
J an einer beliebigen Stellen p € P. In (1.9) wurde bereits die Darstellung

H=H,+BA*H,A'B (3.8)
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angegeben. Wir nehmen dennoch an, dass zur numerischen Losung des Problems von der
Optimalitatsbedingung L'(y) = 0 ausgegangen wird und dass H, genauer gesagt H™.
nicht explizit zur Verfiigung steht.

Wir erinnern an die Gleichung L'(x) = Hx — [ mit der Abbildung H : X — X* von
der Gestalt

H, 0 A
H=L"(x)=| 0 H, B. (3.9)
A B 0

Aus dem folgenden Lemma resultiert eine zu (3.7) alternative Gleichung fiir die Fehler-
grofke E

Lemma 3.3. Es seien Abbildungen H : X — X* und H : P — P* der Form (3.9) bezie-
hungsweise (3.8) gegeben, wobei Hy,,, H,,, A und B definiert seien wie bisher. Weiterhin
sei X = [y, p, \] € X beliebig und § = [§,,&,,\] € X erfille

§y = —A_lBﬁp und = —AT"Hy¢,.

Dann gilt 3
(Hp)(&,) = (Hx)(E)-

Beweis: Einsetzen und umformen zeigt:

(HX)(€) = (Hyyy)(&y) + (A"A)(&y) + (Hppp)(§p) + (B A)(E,) + (Ay)(€x) + (Bp)(€x)
—(B AT Hyyy)(&p) — (BTATTATN)(E,) + (Hppp)(E,) + (B*A)(E))
+ (B*A_*HyyA_lAy)(fp) + (B"A™" Hyy A™ 1BP)<§/J)
= (B A" H,, A7 Bp)(&,) + (Hppp) (&)
= (Hp)(&)- O

Damit erhalten wir

E= %<H6p)<€p> - %(He)(w) - %T(w) - %(Ty(wy) + 1p(wp) + ra(wy)), (3.10)

wenn wir die Gewichtsfunktionen als
= —A_lBep, w,=e, und wy= A_*HyyA_lBep

wéhlen. Der Unterschied in der Darstellung (3.10) des Fehlers im reduzierten Funktio-
nal zu der des Fehlers im All-At-Once-Funktional (3.4) liegt darin, dass das Residuum
anstatt direkt mit den Fehlerfunktionen mit Gewichtsfunktionen, die vom Fehler in der
Steuerung abhangen, multipliziert wird.

Der Vergleich von Fehler- und Gewichtsfunktionen zeigt

ey = _1(7’,\ — Be,) = A7y + Wy, (3.11)
e, = W,

ex = Ai*(ry - Hyyey) = Ai*@”y - HyyAil(T/\ - Bep))
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=A"r, — AT H,, A7y + wy. (3.12)

Betrachten wir die erste Gleichung, so stellen wir fest, dass sich der Fehler in der Zu-
standsvariablen zusammensetzt aus dem Diskretisierungsfehler der Zustandsgleichung
und einem Anteil, der vom Fehler in der Steuerungsvariablen stammt. Letzterer wird ge-
rade durch das Gewicht w, angegeben. Bei dem Fehler in der adjungierten Variablen ist
die Situation dhnlich. Dieser ist die Summe von Diskretisierungsfehler der adjungierten
Gleichung und dem Anteil, der aus dem Fehler der Zustandsvariablen resultiert, wobei
dieser wie eben beschrieben zusammengesetzt ist. Bedeutende Unterschiede zwischen E
und E bezichungsweise den Gittern, die aus der Verwendung der verschiedenen Fehler-
indikatoren resultieren, sind also nur dann zu erwarten, wenn der Fehler, der aus der
Diskretisierung von Zustands- und adjungierter Gleichung stammt, grofs gegeniiber dem
Einfluss des sich daraus ergebenden Steuerungsfehlers ist.

Um eine Approximation des Fehlers e und somit der Gewichte berechnen zu kénnen,
verwenden wir den Erweiterungsraum X ¢ und betrachten Gleichung (3.6) erneut:

Hhh Heh éh 0
i -1

Dementsprechend ergeben sich

Ahh Aeh wh th Beh' 'éh
YVl = — P
|:Ahe Aee] |:w5:| |:Bhe Bee_ _é;:| (313)
und hh h* h hh hl [0
Al Ae wy| H,' Hg | |wy
e ) (i) = [ ] i) 1

Da die Gewichtsfunktionen mit dem Residuum multipliziert werden und r* = 0 ist, sind
vor allem wy, wy = € und w§ von Interesse.

Die exakte Losung der Probleme (3.13) und (3.14) ist abermals recht aufwendig. Des-
halb berechnen wir die Schiitzung des Fehlers in X© durch Losen von H¢¢¢ = r¢. Analog
kénnten wy, = —(Aee)*lBeeéz und w§ = —(Aee)f*Hggw; bestimmt werden. Fiir eine bes-
sere Schitzung erscheint es aber diesmal sinnvoll auch éz zu beriicksichtigen, denn dieser
hat Einfluss auf ; und @ wie in den Gleichungen (3.13) und (3.14) zu sehen ist. Um
diesen Einfluss nicht zu verlieren, darf allerdings in (3.13) und (3.14) jeweils nur der
Block A" = (A")* weggelassen werden. Also sind zur ungefihren Bestimmung der

Fehler- und Gewichtsfunktionen nacheinander die Probleme

Hhh Heh éh_ 0

e e _[o],

e e ] = [ B 2]
Ahe Aee w;_ - Bhe Bee é; s
hh ~hT hh eh ~h

e e ) = [ ]
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zu 16sen. Dann kann der Fehlerschatzer berechnet werden durch

™ ~ 1 e/ ~e el ~e e/ ~e
E~1= i(ry(wy) +ro(ws) + ri(05))- (3.15)
Bei der Betrachtung nichtlinearer Probleme im néchsten Abschnitt wird sich zeigen,
dass wir eine Vorgehensweise zur Fehlerschétzung benotigen fiir den Fall, dass die Ab-

bildungen H und H von der allgemeineren Gestalt

Hy, H,, A
H=1L"(x)= |H, H, B (3.16)
A B 0
beziehungsweise
H=BA"H,A"'B-H,,A"'B-B*A"H,,+H, (3.17)

sind, mit Hy, : P — V* linear und beschrankt und H,, = H; . Diese ergeben sich als

zweite Ableitungen von L beziehungsweise J, wenn fiir das quadratische Zielfunktional
auch Mischterme zugelassen sind:

Sy, p) = %((Hyyy)(y) + (Hppp)(p) + (Hyop) (y) + (Hpyy) () = by(y) — 1o(p) + k. (3.18)

Die Darstellung (3.10) des Fehlers im Zielfunktional bleibt giiltig, wenn die Gewichts-
funktion w, wie folgt angepasst wird:

wy = —AT (Hyywy, + Hye,).

Das folgt aus der folgenden Verallgemeinerung von Lemma 3.3, die sich genauso wie
dieses beweisen lésst.

Lemma 3.4. Es seien Abbildungen H : X — X* und H : P — P* der Form (3.16) bezie-
hungsweise (3.17) gegeben. Weiterhin sei x = |y, p, \] € X beliebig und & = [§,,§,,&)] €
X erfiille
& =—-AT'BE,  und & = —AT(Hy&, + Hyy).
Dann gilt )
(Hp)(&p) = (HX)(E)-

Auch alle anderen Betrachtungen dieses Abschnitts lassen sich leicht an diesen verall-
gemeinerten Fall anpassen. Insbesondere der Zusammenhang (3.12) von Fehler e, und
Gewicht wy,

€\ — Ai*Ty — Ai*HyyAilr)\ + wy,

bleibt giiltig.
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3.2.2 Fiir nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme

In diesem Abschnitt sollen die bisher gewonnenen Erkenntnisse fiir die Schatzung von
E auf nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme der Form (1.13) iibertragen werden. Wir
gehen davon aus, dass zur Losung dieses das Newton-Verfahren und die Finite-Elemente-
Methode auf die nichtlineare Gleichung L'(x) = 0 angewendet werden.

Variante 1
An dieser Stelle nehmen wir an, dass das Problem

L'(™(E) =0 firalle ¢ € X" (3.19)

fiir eine Diskretisierung des Raumes X (nahezu) exakt gelost ist. Wie schon im nichtlinea-
ren Fall fiir die Fehlerschédtzung des All-At-Once-Funktionals ist die Idee, das Problem
um p” linearisiert zu betrachten und dann wie fiir den linearen Fall zu verfahren.

Das folgende Lemma rechtfertigt diese Vorgehensweise, allerdings zunéchst nur fiir den
Fehler in der Norm des Raums P. Wir treffen die Annahme, dass die zweite Ableitung
von J, die wir weiterhin mit H bezeichnen, in P gleichméfig stark positiv und beschrankt
ist. Das bedeutet, es existieren Konstanten C'; > 0 und C5 > 0, sodass fiir alle p € p

(ﬁ[(p)m)(ﬂg) < Cy|lm|lp||me|lp  fiir alle 7wy, 19 € P

und .
(H(p)m)(m) > Cy|n||p fiir alle 7 € P

gilt. Damit folgt, dass fiir alle p € P die Normen || - () = (H(p)-)(-) dquivalent zu

| - ||[p sind. Als Erinnerung sei darauf hingewiesen, dass P eine Umgebung der Lésung p
bezeichnet, in welcher zu jeder Steuerung p ein eindeutig bestimmter Zustand y = G(p)
existiert, sodass p und y die Zustandsgleichung erfiillen.

Lemma 3.5. Es sei (pg)r C P eine Folge die gegen p konvergiert mit pr # p fir alle
k € N. Weiterhin bezeichnen e, = p — pp und é, = —ﬁ(pk)_lj’(pk) die Fehler des
wrspringlichen und des linearisierten Problems. Die zweite Ableitung H von J sei in P
gleichmdf$ig stark positiv und beschrankt. Dann gilt

| éxllp 1
lexllp
Beweis: Es ist
l|éxllp 1 . 1.
— 1] = ——|lléxllp — llexllp| < —IIéx — exllp
ex][p lex]lp ex][p

B R CRACE !

1 (o) " o

lex[le

=T ) = Gor)e |
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_ (o) e v ‘

() = 7o) = H(p)ea |

 lexlle
1 H (o) || ccp- p - _ _ -
= = (pr+ (0 — pi)) (7 — pi) dt — H(py)ey
lexlle o
1
< V) Newery [ [ EHoe 4t~ ) = B, dt =0,
0 E(P,P*)

Dabei wurden J'(5) = 0 und der Mittelwertsatz in Integralform verwendet. Dass beim
Grenziibergang der Integralausdruck gegen null strebt, folgt mit dem Satz von Lebesgue
und der Stetigkeit der zweiten Ableitung H von J. Die Existenz einer integrierbaren
Majorante ergibt sich aus der gleichméfigen Beschrinktheit von H in P. Auferdem ist
zu beachten, dass H ()7t in P ebenfalls gleichméfig beschrinkt ist, da H gleichméfig
stark positiv ist. O

Dieses Resultat lasst sich auf den Fehler im reduzierten Zielfunktional iibertragen.
Zu beachten ist, dass sich das reduzierte Zielfunktional fiir das linearisierte Problem,
welches wir mit J7" bezeichnen, etwas unterscheidet. Es gilt

J7p) = Ti(p—p")  mit Ji(6p) = (") + T (p")dp + %j”(ph)(ép, ip).  (3.20)

Satz 3.6. Es seien (pg)k, ex und éj so Adeﬁm'ert wie im letzten Lemma und H sei gleich-
mafig stark positiv und beschrdnkt in P. Dann gilt

I (o) — ka(ﬂk+€k)_>
J(pr) — J(p)

Beweis: Es ist

Ji(0) - A()::—f@w@—é< wex) @) _ 1ol

(p

Jow) = J(p) — T(Pex + S(H(pew)(er) Nl
@l | (@) — Ap)e) @) (3.21)
el lexll%

Dabei haben wir den Satz von Taylor angewendet. Die Variable py liegt also auf dem
Liniensegment zwischen py und p. Der zweite Summand von (3.21) l&sst sich abschétzen
durch

B = Hp)| =0,

(o) - A )| < ABlE o

2
leel% Collexl?

5. 12 ~
da der Quotient HZ:HE nach der Aussage von Lemma 3.5 beschrankt und H stetig ist.
P

Der erste Summand von (3.21) strebt gegen eins, denn es gilt

€&l 70 ol y = llerll g lléx — ek‘”f[(,}k) VO |ér — exllp
llexll zp) lexll 7 = ledlagy T VCallerllr
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Dass der Quotient auf der rechten Seite gegen null konvergiert, folgt wie im Beweis zu
Lemma (3.5). O

Die im Beweis bendtigte Voraussetzung, dass H gleichmiRig stark positiv ist, deutet
darauf hin, dass sich die Aussage des Satzes nicht einfach auf den Fehler im All-At-Once-
Funktional iibertragen lédsst, denn schlieflich ist die zweite Ableitung des Lagrange-
Funktionals indefinit. So kann es beispielsweise vorkommen, dass der Fehler E fiir das
eigentliche oder das linearisierte Problem null ist, obwohl x" von der exakten Losung
verschieden ist.

Wir suchen nun ein linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem, fiir welches das
reduzierte Funktional Ji(p) = Ji(A~(Ix — Bp),p) von der Gestalt (3.20) ist. Dazu
betrachten wir .J; etwas genauer:

Ji(6p) = J(G(p"), p") + Jy(G("), o) (G (p")0p) + T (G(p"), ") (0p)
+ %Jyy(G(p"), PG (P")3p, G (p")dp) + %Jpp(G(ph), P")0p.dp)  (3.22)

+ %Jy(G(ph), PG (") (0p, bp))-

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung werden die zu p" gehérenden Losungen der Zu-
standsgleichung ¢(y, p) = 0 und der adjungierten Gleichung J,(y, p) + ¢, (y, p)*A = 0 mit
yp, und \j, bezeichnet und wir lassen das Argument (G(p"), p") = (yn, p) der nichtlinea-
ren Funktionen im Folgenden an einigen Stellen weg. Der letzte Summand der Gleichung
(3.22) besitzt unter Beriicksichtigung von (1.15) die ausfiihrlichere Darstellung

Jy(G"(p")(8p,0p)) = —Jyc, ey (G (0")3p, G (p")dp)
Cyp(G'(0™)0p, 0p) + €y (0, G'(0")0p) + ¢4p(6p, 6p))
(ny(G (:Oh)5 G'(p )5/)) + ¢p(6p, 6p)

+¢yo(G'(0")3p, 3p) + ¢y (50, G'(P")3p)) (An)-

Somit entspricht die rechte Seite von (3.22) dem reduzierten Zielfunktional des linear-
quadratischen Problems mit Funktional .J; der Form (3.18), wobei

(Hyy0)(w) = Ty (yn, p") (w, ) 4 cyy(yn, p™) (w, v)(Ny)  fiir alle v,w € V
(Hpom1)(72) = Jop(Yns p") (72, m1) + Cpplyn, p) (2, m1) (A) - fiir alle m, m € P

(Hpyv) () = Cpy(yn, p")(m,0)(\p)  fiir alle v € V, 7 € P

(H,,m)(v) = cyp(yn, p") (v, m)(N)  fiir alle 7 € P,o € V

ly = Jy(yh7ph> l = J, (yha ) l)\ - O c= J(yhap )7 A= Cy(yh, ) und B = Cp(yh,p )

gelten. Werden Hyy, H,, H,, und H,, genau wie die zweiten Ableitungen von J und c

als bilineare Abbildungen aufgefasst so konnen die soeben genannten Identitdten auch
kompakt als

Hyy = Jyy + C )\h, H Jpp + C )\h, pr = C:;y)\h, Hyp = CZ/p)\h
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geschrieben werden.

Wie wir sehen, unterscheidet sich das Funktional J; von der direkten quadratischen
Approximation des nichtlinearen Zielfunktionals J. Ersteres enthélt zusétzliche Ter-
me, die von der zweiten Ableitung der Nebenbedingung stammen. Die Einschrankung
Ady + Bép = 0 entspricht hingegen genau der Linearisierung von c¢(y,p) = 0 an der
Stelle (y, p"). Zur Schitzung des Fehlers J;(0) — J; (&) sollte also die Technik zur Feh-
lerschéitzung des reduzierten Funktionals fiir den linearen Fall auf das Problem

. h hyS ) —
5,0 J1(8y,dp)  wd.N. ¢, (yn, p")0y + c,(yn, p")op =0 (3.23)

angewendet werden. Die Berechnung der Losung dieses Problems iiber die Ermittlung
der Nullstelle des zugehorigen Lagrange-Funktionals fithrt zu der Gleichung

Jyy + c’y‘y)\h <, p)\h o Jy
Hie=1] & CoyAh Jop + o n | €= |Jp
Cy Cp 0 0

C;;)\h

& H(yn, p", Mn)e = L'(yn, 0", M) — | cpn

c
Es zeigt sich, dass genauso gut die Gleichung
H(yhuph7Ah>é - L/(yiwpha)\h) (324)

betrachtet werden kann, denn € und € unterscheiden sich dann nur in der A-Komponente,

da

Jyy + CZy)\h CZp/\h C; éy Jy + CZ)\h
Heé=1, & ChyAh Jop + CopAn € €, = |Jp+ A
Cy Cp O é)\ + )\h 0

und ¢ = ¢(yn, p") = 0 gelten. (Nebenbei bemerkt liefert die Argumentation bis hier auch
einen Beweis fiir Lemma 3.8.) Die Losung € von (3.24) ist Nullstelle der um [y, p, A\
approximierten Lagrange-Funktion

L(0x) = L(yn, p"s M) + L' (yn, 0", Mn)x + %L”(ym " M) (6x, 6X)
= J +c(Mn) + Jy(0y) + (cy0y)(An) + J(0p) + (c,0p) (An) + c(6N)
+ l(Jw(&/, 0Y) + ¢y (0y, 0y) (An) + 2¢,,(y, 6p) (An) + 2(c, 0y) (N

2
+ Jpp(p,6p) + €pp(6p, 8p)(N") + 2(c,0p) (5))
=: Jo(dy, dp) + (¢ + ¢, 0y + ¢,0p)(0N)
und somit die Losung der linear-quadratischen Aufgabe
min  Jy(0y,0p)  wd.N. ¢, (yn, p™)6y + c,(yn, p")p = 0. (3.25)

dyeV,6peP
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Ein Vergleich der Funktionale J, und J; zeigt
J2(0y, 0p) — J1(8y, 0p) = (c+ ¢, 0y + c,0p)(An).

Die Differenz ist die um (yj, p) linearisierte Nebenbedingung multipliziert mit \,. Da
die linearisierte Nebenbedingung die Gleichungsrestriktion fiir die Probleme (3.23) und
(3.25) bildet, verschwindet die Differenz im reduzierten Funktional.

Leider kénnen wir in einem realen Verfahren das Optimalsteuerungsproblem (3.25)
nicht aufstellen, geschweige denn 16sen (auch nicht das Problem (3.23)), da y, und A
nicht zur Verfiigung stehen. Die naheliegende Alternative ist, stattdessen y" und \* zu
verwenden. Das bedeutet, wir werten zur Fehlerschitzung den Ausdruck (3.15) fiir das
Problem

H(x")e = —L'(x")

aus, wobei wir dieses wie gewohnt in einem Erweiterungsraum V¢ betrachten.

Variante 2

Wie bereits festgestellt, erscheint es unnétig aufwendig, die Probleme (3.19) fiir grobe
Diskretisierungen sehr genau zu losen. Viel mehr sollten Diskretisierungs- und Nichtli-
nearitiatsfehler aufeinander abgestimmt werden. Eine Vorgehensweise die das versucht
zu erreichen, soll in diesem Abschnitt vorgestellt werden. Die direkte Anwendung des
Newton-Verfahrens auf das Problem J(5) = 0 fiihrt auf die Gleichungen

H(py)opr = —J'(pr) (3.26)

fir £ = 0,1,... zur Bestimmung der Iterierten py.1 = pr + dpr ausgehend von einem
Startwert pg.

Die exakte Berechnung von dpy ist allerdings in der Regel unmoglich, zum einen auf-
grund der nichtlinearen Abhéngigkeit des Zustands y = G(pg) von der Steuerung und
zum anderen wegen des Diskretisierungsfehlers. Daher kénnen wir nur davon ausgehen,
dass Gleichung (3.26) naherungsweise erfiillt wird:

H(pr)opl = —J (pr) — .

Als Fehler wird hier die Differenz des exakten und des berechneten Newton-Schritts
betrachtet: e, = dp, — dp}. Als zugehérige Residuen ergeben sich 7, = H (pr)e,. Unsere
Hoffnung ist nun, dass, wenn der Fehler in Bezug auf dp, geeignet beschriankt ist, die
Iterierten pgy1 = pi, + dp} trotzdem gegen die Losung p konvergieren. Das bestiitigt der
folgende Satz, der mit Beweis in [22] zu finden ist:

Satz 3.7. Angenommen die zweite Ableitung von J st gleichmdpig stark positiv und
beschrinkt in P. Weiterhin erfille die Abbildung H fiir ein w € R die Bedingung

I(H (p) = H(m)oll gy < wllp = 7l gllollag,)  fir alle o € P

fir alle kollinearen p, m, 6 € f’, das heift fir alle p, m, 0, fir die ein t € R existiert,
sodass 0 = p + t(m — p). Auflerdem sei ein Startwert py € P gegeben, fir den die
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Niveaumenge {p € P : J(p) < J(po)} abgeschlossen ist. Erfiillen die Fehler e, = dp,—dp}
und die Newtonschritte 6pl die Bedingungen

A

O(1 — d) — dy

(B0 e) < Iy, md - ool < g (320)
wober 0 < © < 1, 0<d<1 unddk:W, dann gilt
H(pp

H5PZ+1HH(,D,CH) < 01160kl ()
das heifit, die Iterierten py konvergieren linear gegen p, und der Fehler im reduzierten
Funktional geniigt der Abschdtzung
h|2
~ = 1 AW ||5Pk|‘g( )
T =700 < (5 +0+ 2ol ) — s

Mit den Bedingungen (3.27) sind Kriterien gegeben, durch deren Hilfe gepriift werden
kann, ob der néchste Newton-Schritt berechnet oder zuvor die Diskretisierung verfeinert
werden sollte. Dazu muss allerdings in jeder Newton-Iteration die Fehlernorm [le, |
geschatzt werden.

Wir gehen auch in diesem Abschnitt davon aus, dass im numerischen Verfahren zur
Losung des Optimalsteuerungsproblems die Newton-Methode auf die Gleichung L'(x) =
0 anstelle von .J'(p) = 0 angewendet wird. Daher ist das folgende Lemma hilfreich:

PK)

Lemma 3.8. Fir p € P sei G(p) wie bisher gegeben und der Lagrange-Multiplikator
durch

Ap) = =cy(G(p), )" Jy(G(p), p).
List §x = [0y, dp, 6] die Newton-Gleichung fiir das Lagrange- Funktional

H(G(p), p, A(p))ox = —L'(G(p), p, A(p)), (3.28)

dann lost dp die Newton-Gleichung fiir das reduzierte Zielfunktional

H(p)op =—J'(p).
Beweis: Auch wenn die Aussage weiter oben implizit schon gezeigt wurde, erfolgt der
Beweis hier nochmals auf direktem Wege. Die Argumente G(p), p und A(p) werden
wir bei den entsprechenden nichtlinearen Funktionen im Folgenden weglassen. Da dy
insbesondere die dritte Komponente der Gleichung (3.28) erfiillt, gilt ¢,y + c,6p =
c(G(p), p) =0, also G'dp = —c, ' c,0p = dy. Um Hdp zu betrachten, testen wir mit einer
beliebigen Funktion 7 € P:
(Hop) () = J,(G'1r, G'3p) + J,p(7,6p) + J,(G" (7, 6p))
= Jy(G'm,G'p) + J (7, 0p)
— Jyc, ey (G'm, G'0p) + ¢y (G'm, 0p) + Cpy (0, G'6p) + c,p(, 6p))
= Jyy(G'm, 8y) + J,p (7, 0p)
+ (eyy (G, 0y) + ¢yp(G'm,0p) + ¢y (7, ) + o, 6p)) (A(p))-
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Es zeigt sich, dass dieser Ausdruck identisch ist zu Hdy getestet mit einem & € X, fiir
das & = G'm, {, = ™ und &, beliebig gilt:

(Hox)(&) = Jyy(G/Wa dy) + ny(G/W7 dy)(A(p)) + Cyp(G/Wa dp)(A(p)) + (cy(G/ﬂ'))((s)‘)
+ ¢y (T, 0Y) (A(p)) + Jpp(,6p) + cpp(m, 0p) (A(p)) + (c,m)(0N)
+ (¢,09)(Ex) + (c,0p) (€x)
= Jyy(G'm, 8y) + J,,(m,6p)
+ (ny(G/m (59) + Cyp(lea 50) + pr(7r, (59) + cpp(”a (5p))(A(p)).
= (Hop)(m).
Dabei wurde ausgenutzt, dass
(¢y(G'm) + ¢,m)(0X) = (—¢yey, ey + cpm)(6X) = 0
und (¢, 0y + ¢,0p)(x) = 0. Weiterhin gilt
L'¢ = J,(G'm) + (¢, (G'm)) (A (p)) + J,m 4 (c,m)(A(p)) = J,(G'7) + J,m = J'.
Alles zusammen genommen ergibt
(Hop)(m) = (Hox)(§) = —L'¢ = —J'n
fiir alle 7 € P, also F[(Sp =, O
Berechnen wir eine Approximation ¢ ,oh der Losung der Newton-Gleichung
H(p")op=—J'(p")

fiir das reduzierte Funktional, indem wir H(x")6x" = —L'(x") niherungsweise 15sen,
so sagt uns das Lemma 3.8, dass der Fehler e, gleich der p-Komponente der Differenz
dx — ox" ist, wobei der exakte Lagrange-Newton-Schritt dy die Gleichung

H(G(p"), p", A(p"))ox = =L'(G(p"), p", A(p")) (3.29)

erfiillt.
Zur Berechnung der Fehlernorm ||e,[| 7,n) kann Lemma 3.4 angewendet werden, da

H(p") und H(G(p"), p", A(p")) von der Gestalt (3.17) beziehungsweise (3.16) sind mit
A=cy, B=1cy, Hyy = Jyy + Czy(A(Ph))> Hpyp = Jpp + C;p<A(ph)) und Hy, = CZp(A<ph)>‘
Somit gilt

lepllzpny = (H(G(p"), p", Alp"))e) (w),

wobei e, und ey beliebig und die Gewichtsfunktionen als

w, =—A"Be,, w,=¢, wx=A(H,uA'Be,— Hyye,)

zu wéhlen sind. Mit dem zur Aufgabe (3.29) gehorenden Residuum

r=—L'(G(p"), ", Ap")) — H(G(p"), p", A(p"))dx" = H(G(p"), ", A(p"))e

20



erhalten wir
HepHﬁ(ph) = r(w).

Analog ergeben sich

(H(p")3p")(e) = (H(G(p"), p", Ap"))oX") (w)

oder
(F(p")50")(e0) = (H(pM)en) (56") = (H(G("). o, Alp"))e) (w) = r(w)
und

180" 50y = (H(G(P"), 0", Alp"))X") ()

fiir u, = —A'Bép", u, = 6p" und u) = A~*(H,, A ' Bép" — H,,6p"). Zur Berechnung
dieser Terme in einem numerischen Verfahren werden also Schétzungen der Gewichte w
und u, des Residuums r und von H(G(p"), p*, A(p"))dx" benstigt.

Wie bereits festgestellt, resultiert der Fehler e, nicht nur aus der Diskretisierung des
Raumes X, sondern auch aus der Verwendung von x" anstelle von [G(p"), p", A(p")] als
Argument von H und L’ in der Berechnung des Newton-Schritts. Dabei ist festzustellen,
dass die Fehler G(p") — y* und A(p") — A\* sowohl auf die Diskretisierung als auch die
Nichtlinearitét des Problems zuriickzufiihren sind. Wir befinden uns also in dem Dilem-
ma, dass fiir eine moglichst genaue Fehlerschétzung beide Ursachen zu beriicksichtigen
sind, fiir die Berechnung von Fehlerindikatoren zur Anpassung des Gitters aber nur der
Einfluss der Diskretisierung.

Ein Problem bei der Fehlerschitzung ist, dass Approximationen fiir G(p") und A(p")
benotigt werden. Bei Verwendung von y" und A", der einfachsten Variante, entspricht die
Vorgehensweise der fiir das linear-quadratische Problem, das heifst, in der Schatzung von
e, wird nur ein Teil des Diskretisierungsfehlers beriicksichtigt und der Nichtlinearitéts-
fehler gar nicht. Etwas mehr Aufwand bedeutet die Berechnung eines Newton-Schritts
ausgehend von [y", \"] fiir das Problem

J ’ h +e , h*)\
Fys, Ay) = { o+ pg(er yp(;?;r 7 +] =0

fiir festes p". Dies ergibt die sogenannten Quasi-Normalen-Schritte dy, und §)\,, die
somit die Gleichung

) Jyy + A ] [6 Jy + A
1ok By | OY+ | ek B yy T Cyy vl |99+ = _ |y TG
F 0 LSAJ FWh %), also { ¢ 0} [MJ { c }

erfiillen und der Verbesserung von y" und A" dienen. Bereits das Losen dieser Gleichung
in X" erméglicht eine erste Schitzung der gesuchten Grofen, so zum Beispiel

= —L'(y" 4 oy, p" N+ 0N — H(y" + Syl p, AP+ A6,

wobei dann allerdings der Diskretisierungsfehler komplett vernachléssigt wird. Dies gibt
immerhin die Moglichkeit den Einfluss der Nichtlinearitat auf den Fehler e, zu beurteilen
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und diesen durch Anwendung mehrerer Quasi-Normalen-Schritte zu reduzieren, wenn
allein schon die p-Komponente von é" = H(x")~!r" zur Verletzung der Kriterien (3.27)
fiihrt.

Fiir eine moglichst genaue Fehlerschiatzung wird in [22] vorgeschlagen nach Berech-
nung von 6y" und 6" zusitzlich noch die Diskretisierungsfehler dy¢ und 6% in diesen
Grofsen durch Verwendung des Erweiterungsraums V¢ zu schitzen, um somit gute Ap-
proximationen y; = y" 4+ dy" + 0y und Ay = A" + 0M2 + 6A% fiir G(p") und A(p") zu
erhalten. Anschliefsend lésst sich das Residuum néherungsweise als

r=—L'(yy, 0" Ap) = H(ys, o' A0)0X"

berechnen. Damit konnen dann der Fehler e und das Gewicht w, wie fiir den linear-qua-
dratischen Fall beschrieben, bestimmt werden. Unterschiedlich ist hierbei, dass aufgrund
der Nichtlinearitét r, nicht verschwindet und somit auch der Beitrag r,(wy,) berticksich-
tigt werden sollte.

52



4 Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung ist ein Teilgebiet der Strukturoptimierung, die das Ziel hat,
die Gestalt einer technischen Struktur, also zum Beispiel eines Bauteils, an spezifische
Herausforderungen anzupassen, und so die Eigenschaften zu verbessern oder den Mate-
rialverbrauch zu reduzieren. Andere zugehorige Bereiche sind die Querschnitts- und die
Formoptimierung. Die Einteilung erfolgt in Abhéngigkeit der verwendeten Gestaltungs-
parameter, also je nachdem welche Freiheiten bei der Bestimmung des Designs gelassen
werden. In der Problemformulierung wird meist die Minimierung oder Maximierung ei-
ner physikalischen Grofe, wie zum Beispiel der Nachgiebigkeit (beziehungsweise Steifig-
keit) oder der maximal auftretenden Spannung, als Ziel vorgegeben. Der Zusammenhang
zur Designvariablen (also der Steuerung) wird iiber entsprechende physikalische Gesetze
hergestellt. Anwendung findet beispielsweise die Elastizitatstheorie. In diesem Kapitel
wollen wir die Formulierung einer klassischen Aufgabe aus der Topologieoptimierung
entwickeln und einige abgewandelte Varianten angeben. Aufserdem untersuchen wir eine
spezielle Problemklasse auf Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Der Inhalt dieses
Kapitels orientiert sich grokten Teils an den Darstellungen in [5].

4.1 Klassisches Problem

Bei der Topologieoptimierung soll Material in einem Gebiet  C R¢, d = 2 oder d = 3,
so verteilt werden, dass ein Bauteil von entsprechender Form optimale Eigenschaften
besitzt. Als optimal betrachten wir hier minimale Nachgiebigkeit bei gegebenen Be-
lastungen und Randbedingungen (Lagerung). Die Verformung des Bauteils modellieren
wir durch die lineare Differentialgleichung der Elastizitédtstheorie. Wir erinnern an die
schwache Formulierung (1.18):

/(Evsyzvsv) dx:/f-v dx+/ g-v ds firalleveV (4.1)
Q Q2 I'n

mit V = H}(Q)%

An dieser Stelle betrachten wir zundchst das Steifigkeitstensorfeld E als die Desi-
gnvariable, die natiirlich noch zu spezifizierenden Beschriankungen unterliegt. Diesen
Sachverhalt driicken wir durch die Vorgabe aus, dass F in einer Menge E, von zu-
lassigen Steifigkeiten liegen muss: F € E,. Mit der (von E abhéngigen) Bilinearform
ag : VXV — R beziehungsweise dem linearen Operator Ag : V — V™,

(Apv)(w) = ap(v,w) = /(EVSU :NMw) dz fir allev,w € V
Q

93



und dem linearen Funktional [ € V*,

l(v):/f-v dx—l—/ g-v ds firallev eV,
0 I'n

lasst sich das Problem der minimalen Nachgiebigkeit schreiben als

minl/(y) uwdN. FEe€E, und Agy=I. (4.2)

yeVv

Eine dquivalente Formulierung kann hergeleitet werden, wenn die Zustandsgleichung
(4.1) iiber das Prinzip der minimalen potenziellen Energie ausgedriickt wird. Demnach
minimiert die Verschiebung y das Energiefunktional F : V — R, F(v) = ag(v,v)—1(v).
Der Wert im Optimum ist F(y) = —%l(y). Da dies die negative Nachgiebigkeit multi-
pliziert mit einhalb ist, bedeutet das, dass der Minimalwert fiir die optimale Steifigkeit
am groften wird. Somit ldsst sich das Problem (4.2) auch schreiben als

1
in (= —1 . 4.
max min <2aE(y, y) (y)> (4.3)

Die Designfreiheit, eine begrenzte Menge eines gegebenen homogenen Materials belie-
big im Gebiet 2 verteilen zu kénnen, lasst sich durch

E(z) = p(z)E°, p(x) € {0,1}, /dex < M

ausdriicken. Dabei ist E° der Steifigkeitstensor des Materials, p : Q2 — {0, 1} eine skalare
Funktion mit diskreten Werten und M; > 0 die Mengenbegrenzung des Materials. Es
fallt auf, dass dann allerdings die entsprechende zuldssige Menge E, nicht konvex ist,
was oftmals fehlende Existenz einer Losung zur Folge hat.

Die diskreten Probleme, die sich bei Anwendung der Finite-Elemente-Methode erge-
ben, besitzen dagegen immer eine Losung, da fiir diese die Menge zuléssiger Steifigkeits-
felder endlich ist. Um diese Losungen numerisch besser berechnen zu koénnen, wird in
Unterabschnitt 1.1.2 von [5] vorgeschlagen den diskreten Wertebereich {0, 1} der Funk-
tion p durch den kontinuierlichen [0, 1] zu ersetzen, also p gewissermafsen als eine Dichte
zu interpretieren. Zur Vermeidung von Zwischenwerten in der Losung wird ein Parame-
ter p eingefiihrt und F(z) = p(z)PE° gesetzt. Damit erscheinen fiir moglichst groke p
y,unphysikalische” Werte an Materialverbrauch zwischen null und eins unattraktiv, denn
sie fithren zu verhaltnisméafig geringen Steifigkeiten. Allerdings ist das Problem fiir ent-
sprechende Werte (p > 1) wiederum nicht konvex und die Existenz einer Losung des
kontinuierlichen Problems ist oft nicht gegeben. Das &uflert sich auch dadurch, dass
dann die Losungen der diskretisierten Probleme sich fiir unterschiedliche Gitterverfeine-
rungen qualitativ unterscheiden und beispielsweise immer feinere Strukturen beziehungs-
weise immer mehr Wechsel von Bereichen mit und ohne Material aufweisen. Anschaulich
bedeutet dies, dass in solchen Regionen die Losung gegen anisotrope Mikrostrukturen
strebt, die so ausgerichtet sind, dass sie bei geringem Materialverbrauch die vorliegenden
Spannungen gut aufnehmen kénnen.
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Das Problem nicht existierender Losung lasst sich durch weitere Einschrankung der
zuldssigen Menge E, beheben, zum Beispiel in dem die Gesamtvariation von p beschréankt
wird. Fiir regulére Funktionen p kann eine solche Einschrankung von der Gestalt ||Vp|| <
My mit My > 0 sein.

4.2 VVerwandte Probleme

Mehrere Lasten

Es ist wichtig zu bemerken, dass die Losung von (4.2), sofern eine existiert, von den
gegebenen Daten abhéngt und fiir eine andere Wahl der Last oder Lagerung die optimale
Materialverteilung stark verschieden aussehen kann. Sollen verschiedene Belastungsfille
berticksichtigt werden, so ist das Problem zu

Y1,--YNE

N
min VZwklk(yk) wdN. FeE, und Agy, =1 fir k=1,...,N. (4.4)
k=1

umzuformen. Dabei sind wy, Gewichtsfaktoren und die linearen Funktionale [, ergeben
sich wie bisher aus entsprechenden Kraftdichten f; in Q und g auf I'y. Somit hat sich also
der Zustandsraum vergrofert und es sind mehr Zustandsgleichungen zu berticksichtigen.
Diese unterscheiden sich nur in der rechten Seite, zumindest wenn die Lagerung nicht
variiert wird. Das lasst sich in einem numerischen Verfahren ausnutzen, da die gleiche
Galerkin-Matrix mehrmals verwendet werden kann.

Zusammengesetzte Materialien

Ein kontinuierlicher Wertebereich fiir die ,,Dichte p ergibt sich unter der Annahme, dass
es sich bei dem verwendeten Material um ein Verbundwerkstoff oder ein pordses Medi-
um (Gemisch aus Feststoff und Luft) handelt. Allerdings sind dann bei der Modellierung
der Materialeigenschaften unter Umsténden zusétzliche Aspekte, wie zum Beispiel Rich-
tungsabhéangigkeit, zu beriicksichtigen, sodass sich zumeist ein etwas komplexerer und
insbesondere nichtlinearer Zusammenhang von Materialverbrauch und Steifigkeit ergibt
und die Einfiihrung weiterer Gestaltungsparameter erforderlich wird.

Variable-Thickness-Sheet

Eine lineare Abhéngigkeit der Steifigkeit vom Gestaltungsparameter der Form E(x) =
p(x)E° ergibt sich dagegen beim Variable-Thickness-Sheet-Problem, das ansonsten die
gleiche Struktur besitzt wie das klassische Topologieoptimierungsproblem fir p(x) €
[0, 1]. Dabei stellt das Gebiet 2 C R? eine Platte dar, fiir die Belastung und resultieren-
de Verformung in der Plattenebene betrachtet werden. Die Designvariable p beschreibt
die Plattendicke, die so im Gebiet verteilt werden soll, dass unter Einhaltung der Be-
schrankung fiir die Materialmenge die Nachgiebigkeit minimiert wird.

Freie Materialoptimierung

Bei der freien Materialoptimierung wird sich nicht von vornherein auf ein Material festge-
legt, sondern es wird die Menge E, zulassiger Steifigkeitsfelder so grof wie moglich unter
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Beachtung physikalischer Gesetze gewahlt. Auch wenn es dann wahrscheinlich kein rea-
les Material mit dem berechneten optimalen Steifigkeitstensor gibt, so zeigt sich doch,
was im besten Fall erwartet werden kann. Wir nehmen an, dass das betrachtete Material
hyperelastisch ist, aber weder homogen noch isotrop. Damit hétten wir zunéchst 21 be-
ziehungsweise sechs Gestaltungsparameter fiir d = 3 oder d = 2. Auferdem sollte jeder
Steifigkeitstensor positiv semidefinit im folgenden Sinne sein:

d
Z Eijri(x)e e > 0 fiir alle € € R?2,
i,j,k,l:l

Die Einhaltung dieser Bedingung fiir alle z € 2 wird im Folgenden durch £ > 0 abge-
kiirzt.

Als Kostenmafs nehmen wir die Frobenius-Norm (werden die Eintrage der Verzerrungs-
beziehungsweise der Spannungsmatrix nacheinander in einem Vektor angeordnet, so lésst
sich die lineare Abbildung E(x) als Matrix mit entsprechenden Eintragen darstellen):

d /2
/Q‘IJ(E) dz < M, V(E(r)) = ( Z Eékl(@) :

i,j,kl=1
Mit
E, = {E € L™(Q; LR R™)) | E >0, / U(E(x)) doe < M;, 0<U(E) < 1}
Q

kann das Problem der freien Materialoptimierung wie (4.3) formuliert werden.

Die Anzahl der Gestaltungsparameter kann weiter reduziert werden, indem die Op-
timierung iiber die lokalen Materialeigenschaften separat und analytisch vorgenommen
wird. Dazu fiithren wir erneut die ,Materialdichte” ein durch p(x) = ¥(E(x)) und gelan-
gen zu der Formulierung

in (Lan(y,y) — ()
peroop<t, Beo ey \ 2 EW Y THY

fgpdstl V(E)=p

(1
= e, e (5, (it (90 90) do- ).

fQ p dz<M;

Fiir eine Rechtfertigung der vorgenommenen Umformungen siehe Satz 2 in [24].

Die innere Maximierungsaufgabe lésst sich nun fiir eine gegebene Verzerrung \y an
jedem Punkt z direkt 16sen. Werden die Faktoren E;j(z) und (M y);(2)(My)u(z) (die
Argumente x werden im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen) jeweils
nacheinander in Vektoren angeordnet, so entspricht der Ausdruck (ENMy : My) dem
Standardskalarprodukt und die Frobenius-Norm W(FE) der Standardnorm im entspre-
chenden Vektorraum R?'. Daher wird das Maximum angenommen, wenn F als Vektor

o6



betrachtet ein Vielfaches des Vektors mit den Eintragen (M y);; (M y)w ist:

d —1/2 d -1
Eijii = 9N y)ij (LY, v=p ( Z ((vsy)ij(vsy)kl)2> =p (Z(%y)%) '

1,7,k,1=1 1,j=1

Dies kann auch anders beschrieben werden: Wird die Verzerrung \ y als Vektor aufge-
fasst und E entsprechend als Matrix, dann ergibt sich E als ein Vielfaches des duferen
Produkts von y mit sich selbst. Deshalb erfiillt ein so gebildetes E zusatzlich die Be-
dingung der positiven Semidefinitheit. Gleichzeitig zeigt dies auch, dass E als Matrix
gesehen Rang eins hat. Das bedeutet, dass das Material nur die Verzerrungsfelder Yy
(und Vielfache davon) tragen kann, fiir die die obige Maximierung vorgenommen wurde.
Anders gerichtete Belastungen wiirden zu unendlich grofen Verformungen fiihren. Das
so bestimmte optimale anisotrope Material ist also hochst instabil.

Durch Einsetzen der optimalen Steifigkeit vereinfacht sich das Problem der freien
Materialoptimierung zu

d
: 1 2 2
per i, D (5 32 PO s “y))

pr dZSMl Z’j’kJ:l
1
= max min (5 / p(dy:Ny) do — l(y)) (4.5)
Q

pEL™ 0<p<1, yeV
Jop dz<M;

Damit ist es identisch mit dem Variable-Thickness-Sheet-Problem, wenn dort

5o _ 1 fallsi=~Fkund 5 =1
G710 sonst

gesetzt wird. Es ist somit gelungen, die Gestaltungsfreiheit auf einen einzigen Parameter
zu reduzieren.

Der oben beschriebene Effekt, dass das optimale Material nur entsprechend gerich-
tete Verzerrungsfelder tragen kann, ldsst sich vermeiden, indem das Problem der freien
Materialoptimierung fiir mehrere Belastungsfille formuliert wird. Die analytische Op-
timierung der lokalen Materialeigenschaften lésst sich auch dann analog vornehmen.
Allerdings ist das resultierende Optimierungsproblem um einiges komplizierter als (4.5),
da dann die Probleme zur Bestimmung der entsprechenden Verschiebungen v, gekop-
pelt sind und nicht wie in (4.4) getrennt betrachtet werden kénnen. Eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieser Thematik findet sich in Abschnitt 3.4 von [5]. Dort wird auch die
Moglichkeit behandelt, dass als Kostenmaft die Spur des Steifigkeitstensors verwendet
wird. Dies fiihrt im Fall einer Einzellast zu den exakt gleichen Resultaten wie die Ver-
wendung der Frobenius-Norm.

o7



4.3 Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit der
Losung

Wir beweisen zunéchst die Existenz einer Losung fiir das Problem der freien Materialop-
timierung (4.5) fiir eine leicht verschérfte Einschrankung der zuléssigen Dichtefunktionen
p. Das Gebiet 2 und die Randteile I'y und I'p besitzen die Eigenschaften wie bisher.

Satz 4.1. Fir das Problem

min I(y) w.dN. a(p,y,v)=1v) firaleveV, (4.6)

yeV,peP,

wobei die Trilinearform a : PxV XV — R und das lineare Funktional [ € V* definiert
sind als

a(p,’u,w):/p(vsv:vsw) dr, l(v):/f-'u dx—l—/ g-v ds
Q Q 'y
fiir f € L2(Q)4 und g € L*(I'x)?%, V = HL(Q)?, P = L*°(Q) und
PZ:{pEP | a < p(x) < fir fast alle x € Q, /p dngl}
Q

mit o, B, My € (0,00) und [, dv < My < [, dx, existiert eine Losung.

Beweis: Der Satz ist nahezu identisch zu Theorem 2.1 in [8] und lésst sich ebenso wie
dieses beweisen. Der einzige nennenswerte Unterschied ist, dass in [8] die etwas andere
Trilinearform a : PxHy (Q)xHy(Q) — R,

a(p,v,w) = / pVu - Vw
Q

betrachtet wird. Das ist aber kein Problem, da in dem hier behandelten Fall aufgrund
der Korn-Ungleichung (Satz 1.8) und der Restriktion p(x) > a > 0 ebenfalls der Satz
1.5 angewendet werden kann und somit zu jedem p € P, ein eindeutiges y € V existiert,
das die Zustandsgleichung a(p,y,v) = [(v) fiir alle v € V erfiillt. Daher kénnen wir
eine Abbildung G : P, — V, die genau diese Zuordnung vornimmt, und das Funktional
J:P, =R, J(p) =1(G(p)) definieren.

Wir zeigen zunéchst, dass J schwach-+-unterhalbstetig ist. Es seien p, pr € P, pr — p,
y = G(p) und yr = G(p) fiir k£ € N. Dann ist

W(y) =alp,y,y), (y)=alpr,ye,y) und  Uyx) = alpr, Yr, Ye),

also

(y) = 2l(y) — Uy) = 2a(pk, yr, y) — alp, y,y),
(Yk) = al ks Y Y-

o8



Das zusammen ergibt

J(pr) — J(p) = alpr, Yk, Yx) — 2a(pr, Yr, y) + alp, v, y) + alpr, v, y) — alpr, ¥, )
= a(Pk,yk — Y, Y — y) + a<p — Pk Y, y) Z (I(p — Pk, Y, y))

alpr, Y — Y Yk — Y) = /ka(Vs(yk —y) Ny —yx)) dz >0

wegen pi(z) > 0 fiir fast alle x € Q. Weiterhin gilt

a(p—pk,%y):/Q(p—pk)(vsyrvsy) dz —0

aufgrund von (My : My) € L'(Q) und der schwach-+-Konvergenz von (p) gegen p.
Deshalb erhalten wir

lim inf J(p) — J(p) > lima(p — pr, y,y) = 0.

Damit ist die Schwach-x-Unterhalbstetigkeit von J bewiesen.

Als néchstes zeigen wir, dass P, schwach-x-kompakt ist. Die Menge P, ist beschrankt,
also in einer Normkugel des Raums L>(2) enthalten, der der Dualraum des separa-
blen Banach-Raums L'(Q) ist. Aufgrund des Satzes von Alaoglu besitzt daher jede
Folge aus P, eine schwach-x-konvergente Teilfolge. Deren Grenzwert liegt ebenfalls in
P,, da P, auch schwach-*-abgeschlossen ist. Das wird ersichtlich, wenn wir eine belie-
bige schwach-*-konvergente Folge aus P, betrachten und deren Glieder mit Funktionen
Xo € L'() fiir beliebige messbare Mengen w C  von positivem MaR testen, wobei

(z) = 1 falls x € w,
Xl = 90 sonst.

Beispielsweise sei angenommen (p;)r C P, pr — p und es gilt nicht a < p(z) fiir fast
alle x € (). Das fithrt zum Widerspruch, denn einerseits bedeutet die Verletzung der
unteren Beschriankung, dass eine Menge w von positivem Maf existiert, sodass p(z) < «

fiir fast alle x € €Q, also
/p d$<a/1 dzr = a|w|

gilt. Andererseits folgt aus der Schwach-x-Konvergenz die Ungleichung

a|w|§/Pk dx:/Pka dx%/pxw dx:/p dz.
w Q Q w

Die Einhaltung der Einschrankungen p(x) < g fiir fast alle z € Q und fQ p de < M,
kann analog bewiesen werden.
Ist nun (pg )i eine Folge, die J minimiert, das heifit

lim J(py) = inf J(p),

peP,
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so existiert eine Teilfolge (pg/)r und ein p € P,, sodass ppr — p. Mithilfe der Schwach-*-
Unterhalbstetigkeit erhalten wir somit

J(p) < liminf J(pp) = lim J(pp) = inf J(p),

peP,

also

J(p) = min J(p). O

Die Existenz einer Losung ldsst sich auch fiir &« = 0 beweisen. Die Vorgehensweise
dazu ist allerdings eine etwas andere, da die Abbildung G' dann nicht definiert werden
kann, das heifst, die zu einer zuldssigen Dichtefunktion p € P, gehorige Verschiebung ist
nicht unbedingt eindeutig gegeben. Ein entsprechender Beweis mithilfe eines allgemeinen
Min-Max-Theorems kann in [16] gefunden werden. Dort wird das allgemeinere Problem
des Variable-Thickness-Sheet mit moglicher zusétzlicher Einseitiger-Kontakt-Bedingung
betrachtet.

Ein Existenzbeweis fiir das klassische Topologieoptimierungsproblem mit kontinuier-
lichem Wertebereich der Dichtefunktion und Beschrénkung der Gesamtvariation ist in
Abschnitt 5.2 von [5] angegeben. Im Vergleich zu dem hier betrachteten Problem wird
dort die Trilinearform durch die Abbildung

d
&(p,v,w):/pp(EOVSv:VSw) dz ﬁir1<p<m
0 _

ersetzt und als Menge zuldssiger Dichtefunktionen
P, = {p € H'Y(Q) | 0<a<p(z) < B fiir fast alle 2 € Q,/p de < My, ||pll a1 o) < Mg}
Q

gewdihlt.

Kehren wir nun zu dem Problem der freien Materialoptimierung zuriick. In [8] finden
sich einige Zusammenhénge zwischen der Losung und verschiedenen Maximumprinzipi-
en. Es gilt unter anderem Folgendes:

Lemma 4.2. Eine optimale Dichtefunktion p fir das Problem (4.6) erfillt mit y = G(p)
die Ungleichungen

/W(Vsyzvsy) dxﬁ/,o(vsyzvsy) dr  fir alle m € P,
Q Q

/W(VS’UZVSU) dxg/p(vsv:vsv) dx  fir alle m € P,,v = G(m),
Q Q

wobei die Abbildung G wie im Beweis zu Satz 4.1 definiert ist und jedem p € P, die
entsprechende eindeutig bestimmte Losung der Zustandsgleichung zuordnet.
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Beweis: Zunéachst zeigen wir die Stetigkeit der Abbildung G : P, — V. Unter Verwen-
dung der Identitat

7% V=) de = alm vy = 0) = Uy = 0) = alp.py o)
— [ oy 2 - o) d
wobei y = G(p) und v = G(7), und der Korn-Ungleichung ergibt sich die Abschéitzung
Iy — vl < c/ﬂ(vscy—v) Uy —v)) do
<C [ 0w (W= 0) V=) do
o ([ ays e - ) iy -0)

:c/Qw—p)(vsy Yy —v)) de
< Cllp =l llyllvlly = vllv,

woraus die Stetigkeit folgt.
Anschliefend halten wir fest, dass fir 7 € P,, t € (0,1] und éy = G(p+t(r —p)) —y
die Gleichheit

0=alp+tir—p),y+oy,y) —l(y) =talr — p,y+ dy,y) + alp,y,y + dy) — l(y)
= ta(m — p,y + oy,y) +1(y + 0y) — U(y) = ta(m — p,y + 6y, y) + (6y)

gilt. Da p eine Losung des Problems der freien Materialoptimierung ist, erhalten wir
0> IU(y) — Uy + dy) = —l(dy) = ta(r — p,y + 0y, y)
und somit

/(W—p)(Vs(@/Jréy):Vsy) dz = a(r — p,y +0y,y) <0 fiir alle t € (0,1].
Q

Aufgrund der Stetigkeit der Abbildung G gilt dy — 0 fiir ¢ — 0. Da die Trilinearform a
ebenfalls stetig ist, ist die erste Ungleichung des Lemmas bewiesen.
Die zweite erhalten wir aus der Abschéitzung

os/{zpws(y—v):vs(y—v)) dz = alp,y — v,y —v)

= a(p, y7y) - 2@<p>ya U) + a(p, U?”) = l(y> o l(v) o l(”) + &(IO>U7 U)
< a(p,v,v) —l(v) = alp,v,v) — a(m,v,v)

:/p(st:st) dx—/W(st:VSv) dz. O
0 Q
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Nachdem die Existenz einer Losung bereits gezeigt wurde, wollen wir nun kurz auf
die Frage der Eindeutigkeit eingehen. Dass die optimale Dichtefunktion nicht immer
eindeutig bestimmt sein kann, wird deutlich bei Betrachtung des belastungsfreien Falls
(f =0und g = 0). Fiir diesen ist jede zuléssige Funktion p optimal, da J(p) = 0 fiir alle
p € P,. Mithilfe des letzten Lemmas lésst sich aber zeigen, dass zumindest die zugehdrige
optimale Verschiebung eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.3. Sind p € P, und m € P, zwei Lisungen zu dem Problem (4.6), so gilt
G(p) = G(m),
wobei die Abbildung G wie bisher definiert ist.

Beweis: Wir setzen y = G(p) und v = G(7). Aufgrund des ersten Maximumprinzips
von Lemma 4.2 gilt a(m, v,v) > a(p,v,v). Aukerdem erhalten wir die Abschétzung

cuy—vn%éa/my—v):vs<y—v>> de < alpy — v,y — v)
Q

= a(p,y,y) = 2a(p,y,v) + a(p,v v) < U(y) = 2l(v) + a(x, v, v)
) =

=1(y) —U(v) = J(p) — J(m) =

Somit ist y = v. [

Aus physikalischer Sicht scheint plausibel, dass durch Hinzufiigen von Material, die
Steifigkeit nicht abnehmen kann, also dass immer eine optimale Dichtefunktion p mit
maximalem Materialverbrauch existiert. Dies bestétigt der folgende Satz:

Satz 4.4. Es eaistiert stets eine Losung p € P, von (4.6), fir die [, p dx= M, gilt.
Beweis: Angenommen m € P, ist eine Losung des Problems der freien Materialopti-
mierung, fiir die fQ’ﬂ' dr < M; gilt. Dann existiert eine Dichtefunktion p € P,, die
p(x) > m(x) fiir fast alle x € Q und [, p do = M, erfiillt. Aufgrund von p > 7 erhalten
wir

/p(VSv:VSv) de/W(VS’UZVSU) dz,
Q

Q
/p(Vsy :\y) do > / (N
Q Q
wobei v = G(m) und y = G(p). Wegen der Maximumprinzipien aus Lemma 4.2 gelten
aber auch die umgekehrten Ungleichungen, das heifst, es ist

<

y) du,

a(m,v,v) = a(p,v,v) und a(m,y,y) = alp,y,y).
Das alles liefert
Cllv = ylly < alr+p,v—y,v—y)
= a(m,v,v) — 2a(m,v,y) + a(m, y,y) + a(p,v,v) — 2alp,y,v) + al(p,y, y)
(v) = 2U(y) + a(m, y,y) + alp,v,v) = 2l(v) + I(y)
—l(v) = U(y) + alp.y,y) + a(m,v,v) = =l(v) = (y) + I(y) + (v)
=0,

also y = v und p ist somit ebenfalls eine Losung. O]
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Der soeben bewiesene Satz rechtfertigt, wieso die Beschrankung fQ p dxr < M, fiir
die Menge P, durch fﬂ p dox = M, ersetzt werden kann. Die letztere Form wurde zum
Beispiel in [8] verwendet.

In [17] wird die Konvergenz von Finite-Elemente-Approximationen fiir das Variable-
Thickness-Sheet-Problem untersucht. Eine Aussage ist, dass bei geeigneter Wahl der Fi-
nite-Elemente-Raume die berechneten Dichtefunktionen und Verschiebungen schwach-x
beziehungsweise schwach in L*>(Q2) beziehungsweise Hj(2)? gegen exakte Losungen kon-
vergieren fiir gegen null gehende Gitterweite. Letztere Konvergenz ist sogar stark, wenn
a > 0 gilt. Aulerdem wird gezeigt, dass unter bestimmten zusétzlichen Voraussetzungen
(unter anderem nichtsingularer Spannungstensor) an die exakte Losung die Dichtefunk-
tion ebenfalls eindeutig bestimmt ist und die berechneten Dichtefunktionen stark in
LP(Q) fir 1 < p < oo konvergieren.
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5 Numerisches Beispiel

In diesem Kapitel wollen wir durch Anwendung eines adaptiven Verfahrens ein Topolo-
gieoptimierungsproblem numerisch 16sen. Dazu wird der Fehler des All-At-Once- oder
des reduzierten Funktionals mithilfe der in Kapitel 3 erarbeiteten Theorie geschatzt. Das
Hauptaugenmerk liegt auf dem Vergleich der verschiedenen Vorgehensweisen.

5.1 Beispielproblem

Konkret betrachten wir wie in [23| das Problem der freien Materialoptimierung (4.6)
in dem Gebiet Q = (0,0.5)x(0,0.5] U (0,1)x(0.5,1). Das dadurch grob vorgegebene
Bauteil soll unten (x2 = 0) fest gelagert sein und am rechten Rand (z; = 1) durch
eine vertikale Last beansprucht werden. Das bedeutet, die Rdnder sind von der Gestalt
I'p = {(z1,22) €ER? | 2, =0,0 < 21 < 0.5}, Iy = 90\ I'p und die Kraftdichten sind
f =0 und
(0,—0.015) fir 21 =1, 0.5 < 25 < 0.625,
9(x) = { (0,0) sonst.

Auf die genauen Beschrinkungen an die Dichtefunktion und deren Umsetzung wird
spater eingegangen.
Lassen wir diese fiir einen Moment aufser Acht, dann ist das Problem der freien

Materialoptimierung eine nichtlineare Optimalsteuerungsaufgabe der Form (1.13) mit
V = HL(Q)?, P = L>(Q),

J(y,p) = 1(y) und c(y, p)(w) =1l(v) —a(p,y,v) firallev e V.

Die Abbildungen J und ¢ sind somit linear beziehungsweise bilinear und stetig, also
insbesondere beliebig oft differenzierbar. Der Operator G, der fir p(z) > a > 0 die
durch ¢(y, p) = 0 implizit vorgegebene Zuordnung von Steuerung zu Zustand vornimmyt,
kann explizit angegeben werden: G(p) = y = A(p)~'l. Dabei definieren wir die Abbildung
A:P — L(V,V*) durch

(A(p)v)(w) = a(p,v,w) fir alle p € P,v,w € V.

Das heifst, es ist A(p)v = ¢(p,v) fiir alle p € P, v € V. Auf seinem Definitionsbereich {p €
P | p(x) > a > 0 fir fast alle x € Q} ist der Operator G beliebig oft differenzierbar, es
sind

G (p)7 = —¢;  (eym) = —A(p) " A(m)y = —Alp) P A(m) Alp) 1,

v
G"(p)(m1, m2) = —c; (Cyp(G'm1, m2) + Cpy(m1, G'm2))
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= A(p) " A(m) A(p) T A(m) Alp) 1+ A(p)~ A(my) A(p) ~ A(ma) A(p) 'L

Um das Problem zu 16sen, wollen wir das Newton-Verfahren auf die Ableitung des
Lagrange-Funktionals

anwenden. Die Betrachtung der Optimalitatsbedingung

0=Ly(p,y,\)(v) =1l(v) —alp,v,\) firalleveV

ergibt, dass in einem optimalen Punkt die adjungierte Variable mit der Zustandsva-
riablen identisch sein muss. Das heifst, um den Aufwand zu reduzieren, kénnen wir im
Lagrange-Funktional A einfach durch y ersetzen. Das fiihrt zu dem Funktional Ii(y, p) =
2l(y) — a(p,y,y), welches bis auf den Faktor —3 identisch mit dem Funktional der Min-
Max-Formulierung (4.5) ist. Wir werden im Folgenden %i betrachten und der Einfach-
heit halber ebenfalls mit L bezeichnen:

L(y,p) = U(y) — %a(m Y, y).

Aufgrund der Beschriankungen an p (die notwendig fiir die Existenz einer Losung sind)
ist der optimale Punkt (g, p) nicht (zwangsldufig) auch ein stationérer. Das heifst, wir
konnen das Newton-Verfahren nicht direkt auf L’ anwenden. Generell lédsst sich sagen,
dass fiir (eine schnelle) Konvergenz das Hinzufiigen des Terms § fQ p? dx zum Funktional
L forderlich ist. Es lieke sich sogar aus physikalischer Sicht rechtfertigen, den Materi-
alverbrauch fQ p dz, anstatt zu beschranken, als zusétzlichen Kostenterm mit geeignet
gewahltem Parameter v zum Zielfunktional hinzuzufiigen. Jedoch darauf, im Integral
p durch p? zu ersetzten, trifft das wohl nicht zu, denn dies fiihrt dazu, dass Werte fiir
p zwischen null und eins verhéaltnismafig geringe Kosten bedeuten. Das wére also der
gegenteilige Effekt, den der Parameter p mit p > 1 im klassischen Topologieoptimie-
rungsproblem bewirkt.

Ein moglicher Ausweg ist, den Term % fQ p? dx trotzdem hinzuzufiigen, aber v relativ
gering zu wahlen und auch die Beschrankung an den Materialverbrauch beizubehalten.
In den numerischen Experimenten testen wir beide Moglichkeiten, sowohl die Variante
ausschlieRlich mit grofem Parameter v (= 2.5-107%), als auch die mit Restriktion des
Materialverbrauchs in Form der Gleichung [, p dz = M; und mit v = 10",

Es stellt sich nun die Frage, wie die Steuerungsbeschrinkungen im Newton-Verfahren
beriicksichtigt werden kénnen. Eine Moglichkeit fiir Gleichungsrestriktionen ist, diese mit
Lagrange-Multiplikatoren zu multiplizieren und zu L hinzuzufiigen oder, noch besser, die
Verwendung der Augmented-Lagrange-Technik. Diese ist auch mit ein paar Anpassungen
fiir die Ungleichungsrestriktionen anwendbar (siehe Kapitel 17 in [14]). Die Augmented-
Lagrange-Methode verwenden wir zur Einhaltung der Bedingungen p(z) — a > 0 und
B—p(z) > 0 fur fast alle 2 € Q. Die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren A; und Ag
sind Elemente des L>°(€2) und miissen somit ebenfalls durch Finite-Element-Funktionen
approximiert werden. Die gewihlten Werte fiir die Schranken sind o = 10™* und 8 = 1.
Wir wenden das Newton-Verfahren also auf das Funktional

L(y,p)z/F gy ds—%/Qp(Vsy:Vsy) dx+g/gp2 dfv+/ﬂ(¢1+¢z) dz  (5.1)
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an, wobei

Vi) = { :23(5@) =) + g (p(2) — )” iilrllsstp(z:) —a— A <0,
271 ’

Y() = { “Xa(B = p(@) + 3;(8 = p(a)?  falls § — p(x) — A3 <0,

o _%/\% sonst.

Der Parameter p > 0 ist Bestandteil der Augmented-Lagrange-Technik und wird im
Verlauf des Verfahrens reduziert.

Sofern iiberhaupt, berticksichtigen wir die Beschrinkung des Materialverbrauchs in
Form der Gleichungsrestriktion fQ p dx = M einfach, indem wir den Term

A3/§2(0.5 —p) dz

(also M; = 0.5-|Q| = 0.375) zu L addieren und L auch als von A3 abhéngig betrachten.
Fiir die benotigte Rechenzeit des numerischen Verfahrens hat dies zwei nachteilige Ef-
fekte. Zwar wird so nur ein weiterer Freiheitsgrad hinzugefiigt, aber in der zur zweiten
Ableitung H" des diskretisierten Funktionals L gehérenden Galerkin-Matrix kommen
verhédltnisméfig viele von null verschiedene Eintrdge hinzu. Aufferdem werden wesentlich
mehr Newton-Schritte benotigt.

5.2 Numerische Verfahrensweise

Die numerischen Experimente werden mithilfe der in C++ geschriebenen Finite-Elemen-
te-Bibliothek Kaskade 7 durchgefiihrt. Diese liefert alle Funktionalitdten, die zur Diskre-
tisierung des Problems und zur Darstellung und Berechnung der entsprechenden Gréfien
benétigt werden, teilweise unter Verwendung weiterer Programmbibliotheken. So basiert
Kaskade 7 zum grofsen Teil auf Dune, vor allem die Gitterverwaltung, und verschiedene
Pakete zur direkten oder iterativen Losung linearer Gleichungssysteme kénnen einfach
genutzt werden.

Kaskade 7 ermdglicht basierend auf einem Gitter die Erzeugung von Finite-Elemente-
Réaumen verschiedener Ordnung bei Festlegung einer Basis (zum Beispiel Lagrange-Ba-
sis oder hierarchische Erweiterungsbasis) und die Représentation von Elementen dieser
Réume. Bei einer Verdnderung des Gitters werden die Rdume und die Finite-Elemente-
Funktionen automatisch angepasst. Weiterhin berechnet Kaskade 7 mithilfe numerischer
Integration den Funktionswert L(x"), eine Darstellung von (L'(x"))" € (X)* als Ko-
effizientenvektor und die zu (L”(x}))" € L£L(X}, Xh) gehorende Galerkin-Matrix eines
Funktionals L : X — R der Form

L(x) = /le(a:,x,VX) d:zc—l—/aQ do(x,x) ds

fir x» € X7 und moglicherweise verschiedene Finite-Elemente-Approximationen X,
X2 und X? von X, wenn die Funktionen d;, d; und die entsprechenden Ableitungen
geeignet definiert werden.

Damit ist es uns moglich den folgenden Algorithmus zu implementieren:
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1. Setzea =107%, =1, v=25-10"% = 10.
2. Definiere ein Startgitter.
3. Definiere Finite-Elemente-Riume V" P" X" = VhxP" und V¢, P¢, X¢ = VexPe,
4. Definiere das Funktional L : X — R wie in (5.1) und die erste und zweite Ableitung.
5. Setze Startwerte fiir y" € V", p" A\, Ao € P?, x" € X" und p € R:
y"=0, p" =05 x" =y p", M =X =0, u = 10%
6. Berechne (L')" = (L'(x"))" und H" = (H(x"))"".
7. Lose HMhoy"h = —(L)".
8. Falls 5x" nicht klein genug,
9. setze " = x" + 6x" und stelle p" > 0 sicher,

10. gehe zu 6.
11. Setze 6A; = (v — p)/p und Sy = (p — B) /.
12. Falls A1 oder d Ay nicht klein genug,

13. setze Ay = A1 +0A; und Ay = Ay + 9\,
14. falls u > fi, setze p = 0.3p,
15. gehe zu 6.

16. Berechne H"¢, H°", H® und (L')°.
17. Setze r¢ = —(L')° — H"z".

18. Lose Heee® = re,

19. Lose Hhheh = — Helee,

20. Setze w¢ = é¢.

p o
21. Lése APl = —BMhél — Behee,
Y P o
22. Lose Avw = —Bheeh — Beegs — Aheqph,

23. Setze 7 = r¢(w°).
24. Falls eine vorgegebene Anzahl an Gitterelementen iiberschritten, beende Berechnung.

25. Verfeinere das Gitter entsprechend der Fehlerindikatoren.
26. Gehe zu 6.

In diesem Algorithmus wird auf jeder Stufe der Gitterverfeinerung das Newton-Verfah-
ren mit der Augmented-Lagrange-Technik ausgefiihrt bis das diskretisierte nichtlineare
Problem nahezu exakt gelost ist. Anschliefsend erfolgt die Fehlerschétzung fiir das li-
nearisierte Problem (die Operatoren H, A, B und ihre Einschrankungen auf die Finite-
Elemente-Réume sind dabei definiert wie in Kapitel 3) und das Gitter wird angepasst
verfeinert. Die Strategie dabei ist, die 25% der Elemente mit den grofiten Fehlerindika-
toren zu unterteilen, oder genauer gesagt zur Unterteilung zu markieren. Um hangende
Knoten zu vermeiden miissen meist noch weitere Elemente verfeinert werden.
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Zur Finite-Elemente-Approximation wéahlen wir fiir die Dichtefunktion p den Raum
(unstetiger) stiickweise konstanter Funktionen, P* = £, und fiir die Verschiebung y den
Raum stetiger Funktionen, die auf jedem Element Polynome vom Grad hochstens zwei
sind, V? = H2. Fiir V" = H? treten fiir die berechneten Losungen p”, wie in [17] und [5]
beschrieben, in einigen Teilen von €2 sogenannte Schachbrettmuster auf (siehe Abbildung
5.1 links), wodurch die Konvergenz verschlechtert oder verhindert wird. Daher sollte die
Polynomordnung fiir V" mindestens zwei sein.

Fir V¢ wird die in Kaskade 7 implementierte Variante eines hierarchischen Erweite-
rungsraums (stetiger Funktionen) dritter Ordnung (wobei einige Formfunktionen Poly-
nome vierter Ordnung sind, siehe [12] und [25]) gewéhlt. Eine hierarchische Erweiterung
von Ly zu L, ist in Kaskade 7 nicht vorhanden. Stattdessen konnen wir fiir P¢ entwe-
der £, oder die hierarchische Erweiterung von £, zu Lo, die die quadratischen Bubble-
Formfunktionen als Basis hat, verwenden.

In Schritt 23 des Algorithmus wird der Fehler E im reduzierten Funktional geschitzt.
Soll stattdessen oder zusétzlich die Schiatzung n =~ E fiir das All-At-Once-Funktional
berechnet werden, so konnen in diesem Schritt einfach r¢(é¢) ausgewertet und die Schritte
19 bis 22 gegebenenfalls weggelassen werden.

Um die Schitzungen mit exakten Werten (oder genauer gesagt besseren Schitzungen)
vergleichen zu kénnen, 16sen wir fiir die zu jedem Gitter berechnete Steuerung p" die
Zustandsgleichung nochmals separat mit groferer Genauigkeit und setzen den so erhal-
tenen Zustand in das Zielfunktional ein. Der entsprechende Wert liefert ungefihr J(p").
Der Wert zu dem feinsten Gitter wird fiir J(7) verwendet. Als Zielfunktional setzen wir
J(y,p) = 31(y)+% [, p da. Zwar enthélt L noch einige weitere Terme aufgrund der Ver-
wendung der Augmented-Lagrange-Technik, jedoch ist die Uberlegung, dass, wenn die
Lagrange-Multiplikatoren nahezu exakt berechnet sind, dann p" die Steuerungsbeschréin-
kungen fast erfiillt und somit der Diskretisierungsfehler in p" nur einen sehr geringen
Einfluss auf diese Terme hat. In den Experimenten, in welchen die Vorgabe des Mate-
rialverbrauchs beriicksichtigt wird, passen wir v, L und X" wie im letzten Abschnitt
beschrieben an. Als All-At-Once-Zielfunktional wird .J(y, p) = 3{(y) verwendet.

Bevor wir zu den beobachteten Ergebnissen kommen, werden wir die Grofen E und E
fiir das Beispielproblem noch etwas genauer betrachten. Da das reduzierte Zielfunktional
fiir die optimale Dichtefunktion 7 minimal ist, gilt J(p") > J(p), der Fehler E kann also
nicht negativ sein. Der Fehler des All-At-Once-Funktionals l&dsst sich in

E=J(y" p") = J(G0) = J(",p") = T (yn. p") + I (yn, 0") = T (5, )
= J(y", ") = J(yn. p") + J(0") = T(p) = T (", p") = T (yn, p") + E
aufteilen, wobei i, = G(p") die zu p" gehérende exakte Losung der Zustandsgleichung

ist. Den ersten Teil J(y", p") — J(yn, p") von E, der von der ungenauen Losung der
Zustandsgleichung stammt, bezeichnen wir mit E. Es ist

1 1

E= 50" — ) = 51" — ) = (0" oy — ).

Fiir die exakte Losung des diskretisierten nichtlinearen Problems gilt L'(x")(¢") = 0
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fir alle £ € X", also insbesondere die Galerkin-Orthogonalitit in der Zustandsglei-
chung:

0= Ly(yn, p")(0") = Ly (y", p") (") = —a(p", yn, v") + a(p", y", ")
= a(p", y" —yp,0") = alp", "y — ) fiir alle o € VR

In diesem Fall gilt also

1 1 1,

E=ga(o" yny" —yn) = 50" un =" 9" —yn) = =5a(0"y" —yn,y" —yn) <0.

Wie im Linearen ist somit

(vergleiche dazu Gleichungen (3.11) und (3.12) und beachte, dass dort y = =\, r, = —r),
ey = —ex, wy = —wy, Hy, =0 und A= 1A(p")).

Da wir zu jedem Gitter die nichtlinearen diskreten Probleme mit grofser Genauigkeit
16sen, konnen wir E < 0 auch in unseren Experimenten erwarten. Falls E ~ —E gilt, so
heben sich die beiden Fehleranteile auf und E ist dann betragsméfig wesentlich kleiner
als E. Insbesondere kann E = 0 vorkommen, obwohl p" weit von der exakten Losung
entfernt liegt. Im Fall, dass E stark iiberwiegt, gilt E ~ E, also insbesondere E < 0. Ist
hingegen E viel groker als |E|, so verhélt sich der Fehler fiir das All-At-Once-Funktional
ahnlich wie der Fehler fiir das reduzierte. In diesem Fall ist E positiv. Dies sollte in
den Experimenten aber nicht beobachtet werden, da wir unser Beispielproblem bewusst
mit einspringender Ecke gewéhlt haben. Die Singularitdt des optimalen Zustands bei
x = (0.5,0.5) fithrt zu einem grofsen Fehler in der Zustandsgleichung, wohingegen die
optimale Dichtefunktion in dieser Region des Gebiets die Beschrankung p(x) <  mit
Gleichheit erfiillt, also gut durch Ly-Funktionen zu approximieren ist.

Zur Berechnung der Fehlerindikatoren lasst sich die Vorgehensweise aus Abschnitt
2.2 einfach anpassen. Ist {¢1, @2, ..., daim(x<)} die gewihlte Basis von X¢, = )" éf¢;
und W° = ), Wi¢;, so ergeben sich 1, = é4re(¢x) und 7, = wir(¢y). Fir den Fall,
dass die Verfeinerung des Gitters beruhend auf n vorgenommen wird, kann es wie oben
beschrieben vorkommen, dass sich die verschiedenen Fehleranteile aufheben. Um dies
zu verhindern, addieren wir bei der Berechnung des Beitrags eines einzelnen Gitterele-
ments zum Gesamtfehler die Betridge der Anteile der verschiedenen Ansatzfunktionen.
Die Summe der so erhaltenen Fehlerindikatoren liefert die ,pessimistischere” Schatzung

B-

5.3 Ergebnisse

Im ersten Experiment ist der Parameter v auf den Wert 2.5 - 10~* gesetzt und die Be-
schrankung des Materialverbrauchs wird nicht explizit beriicksichtigt. Die berechnete

optimale Dichtefunktion ist in Abbildung 5.2 (links) zu sehen und die zugehorige Ver-
schiebung in Abbildung 5.1 (rechts). Wir wenden das numerische Verfahren dreimal
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Abbildung 5.1: Links: Auftreten von ,Schachbrettmustern® (Bezeichnung hier nicht ganz
zutreffend wegen Verwendung von Dreiecksgitter) bei VI = H2. Rechts:
Aus optimaler Verschiebung y resultierende Deformation.

Abbildung 5.2: Optimale Dichtefunktion p. Links: Beschrinkung des Materialverbrauchs
unberiicksichtigt (v = 2.5-107*). Rechts: Beschrinkung des Materialver-
brauchs beriicksichtigt (v = 1077).
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an, zuerst mit schrittweiser uniformer Verfeinerung des Gitters, dann mit schrittweiser
adaptiver Verfeinerung entsprechend der Fehlerindikatoren des Schétzers 77 und zuletzt
mit Anpassung des Gitters beruhend auf ng. Die zugehérigen Verldufe von E, E und der
Fehlerschétzer sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Es zeigt sich, dass der Fehler des redu-

Relativer Fehler E Relativer Fehler |E|

le-t = tforan. | &7 ' o |E[ fur uni.
E IUrﬁ |E| fur 7
7 fur 7 Inl fur 7
1e-2 —- E fur ng le-2 —- |E| fur ns
" e o |nl fur ne
1e-3} 1e-3} 2%
I G o.
\ * o,
J w2y
le-4} 1e-4f \ | R
\ R,
\ / e
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Abbildung 5.3: Relative Fehler und Schdtzungen fiir verschiedene Verfeinerungsstrategien,
Beschrinkung des Materialverbrauchs unberiicksichtigt (v = 2.5-10~%). Ho-
rizontale graue Linie gibt geschdtzte Genauigkeit des fiir j(ﬁ) verwendeten
Werts an.

zierten Funktionals mit zunehmender Verfeinerung des Gitters gleichméfig abnimmt, fiir
die Verwendung der adaptiven Strategien etwas starker. Allerdings ist kein bedeutender
Unterschied fiir die Verfeinerung beruhend auf ng oder 7 sichtbar. Die Verldufe von E
und 7 fiir letztere Strategie sind recht dhnlich.

Ganz anders sieht die Situation bei Betrachtung des Fehlers im All-At-Once-Funktio-
nals aus. Das Verhalten von E und 7 ist viel unregelméafiger, teilweise nimmt der Fehler
mit steigender Anzahl von Gitterknoten sogar zu. Das liegt daran, dass in diesem Experi-
ment E und E meist von der gleichen Gréfenordnung sind und sich gegenseitig aufheben.
Fiir die Verfeinerungsstrategie beruhend auf ng wird E am stérksten reduziert, sodass
auf den feineren Gittern E als Anteil von E iiberwiegt. Fiir die andere adaptive Strategie
ist dagegen zunéchst E dominierend (aufer auf dem grébsten Gitter), mit zunehmender
Verfeinerung jedoch nihern sich E und E an, was am Vorzeichenwechsel von E (siehe Ta-
belle 5.1) deutlich wird und daran, dass E deutlich geringer ist als E. Der asymptotische
Verlauf von |E| ist fiir die uniforme Verfeinerungsstrategie deutlich verschieden von dem
von E. Daran ist erkennbar, dass in diesem Fall der Fehleranteil, der aus der ungenauen
Losung der Zustandsgleichung stammt, wesentlich gréfer ist als E.

Der Umstand, dass sich E und E teilweise gegenseitig aufheben, erschwert die Fehler-
schitzung erheblich. Das wird bei Betrachtung des Quotienten 7/E, der sogar negative
Werte annimmt, in Tabelle 5.1 ersichtlich. Dagegen sind die Schatzungen 77 und n = n—1n
der beiden Anteile von E wesentlich zuverléssiger.
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#N E E E Ul U nln/E| n/E| 9/E
65 | 2.2¢-02 | 1.1e-03 | -2.1e-02 | 1.3e-02 | 3.6e-03 | -9.7¢-03 | 0.59 | 3.16 | 0.45
123 | 8.3e-03 | -4.2¢-03 | -1.3e-02 | 5.4¢-03 | -1.4e-04 | -5.5¢-03 | 0.65 | 0.03 | 0.44
241 | 4.3¢-03 | -3.8¢-03 | -8.0e-03 | 2.8¢-03 | -6.7¢-04 | -3.5¢-03 | 0.67 | 0.18 | 0.44
408 | 1.9¢-03 | -2.0e-03 | -3.9¢-03 | 1.3e-03 | -4.6e-04 | -1.7e-03 | 0.67 | 0.23 | 0.44
730 | 1.0e-03 | -9.1e-04 | -2.0e-03 | 7.1e-04 | -1.6e-04 | -8.7¢-04 | 0.68 | 0.18 | 0.45
1299 | 5.2¢-04 | -4.7¢-04 | -9.9e-04 | 3.7¢-04 | -9.6e-05 | -4.7e-04 | 0.71 | 0.21 | 0.47
2319 | 3.0e-04 | -1.8¢-04 | -4.8¢-04 | 2.2e-04 | -1.8¢-05 | -2.4e-04 | 0.75 | 0.10 | 0.50
4137 | 1.5e-04 | -6.7e-05 | -2.2e-04 | 1.2¢-04 | 1.4e-05 | -1.1e-04 | 0.80 | -0.21 | 0.49
7101 | 8.2e-05 | -1.6e-05 | -9.8¢-05 | 7.1e-05 | 2.2¢-05 | -4.8¢-05 | 0.86 | -1.41 | 0.49
12912 | 4.46-05 | 4.2e-07 | -4.4e-05 | 4.2¢-05 | 2.0e-05 | -2.2¢-05 | 0.96 | 49.01 | 0.50
22270 | 2.2e-05 | 2.4e-06 | -2.0e-05 | 2.4e-05 | 1.4e-05 | -9.9¢-06 | 1.10 | 5.97 | 0.50
39460 | 1.2e-05 | 3.4e-06 | -8.9e-06 | 1.5¢-05 | 1.1e-05 | -4.2¢-06 | 1.24 | 3.29 | 0.47

Tabelle 5.1: Effektivitit der Fehlerschitzung fiir Verfeinerung beruhend auf 1.

Im zweiten Experiment wird die Beschrankung des Materialverbrauchs in Form einer
Gleichungsrestriktion wie oben beschrieben beriicksichtigt und der Parameter v = 1077
gewahlt. Die zugehorige optimale Steuerung p ist in Abbildung 5.2 (rechts) dargestellt.
Wie erwartet, sind die Bereiche von €2, in denen die Einschrankungen p(z) > « oder
p(x) <  nahezu mit Gleichheit erfiillt werden, grofer als zuvor. Die Fehler fiir das
reduzierte und fiir das All-At-Once-Funktional verhalten sich qualitativ &hnlich wie im
ersten Experiment (sieche Abbildung 5.4). Fiir die adaptiven Verfeinerungsstrategien sind
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Abbildung 5.4: Relative Fehler und Schédtzungen fiir verschiedene Verfeinerungsstrategien,
Beschrinkung des Materialverbrauchs beriicksichtigt (v = 10~"). Horizon-
tale graue Linie gibt geschitzte Genauigkeit des fir J(p) verwendeten Werts

an.

die Fehler des reduzierten Funktionals etwas kleiner als fiir die uniforme. Untereinander
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unterscheiden sich die adaptiven Strategien jedoch nicht wesentlich. Generell ist E ein
bisschen grofer als im ersten Experiment.

Die Verlaufe des Fehlers E sind dagegen erheblich verschieden voneinander. Fiir die
Vorgehensweise der Gitterverfeinerung beruhend auf 1 heben sich E und E gegenseitig
auf, sodass E wesentlich geringer als E ist. Bei den anderen beiden Verfeinerungsstrategien
iiberwiegt hingegen der Diskretisierungsfehler der Zustandsgleichung. Die Schéatzungen n
weichen stark ab von den tatsidchlichen Werten E, was wiederum darauf zuriickzufiihren
ist, dass sich E und E beziehungsweise 7 und 7 teilweise gegenseitig aufheben, wodurch
die Ungenauigkeit der Schiatzung verstarkt wird.

In Abbildung 5.5 sind zwei adaptiv verfeinerte Gitter, einmal beruhend auf 77 und
einmal auf 7g, aus dem ersten Experiment zu sehen. Die Gitter sind sehr d&hnlich. Am

Abbildung 5.5: Achtfach adaptiv verfeinerte Gitter, Beschrinkung des Materialverbrauchs
unberiicksichtigt (v = 2.5 - 107%). Links: Verfeinerung beruhend auf .
Rechts: Verfeinerung beruhend auf ng.

meisten unterscheiden sie sich in der Region um die einspringende Ecke. Wie erwartet,
fithrt die auf 7, beruhende Strategie dort zu einer starkeren Verfeinerung. Allerdings ist
das andere Gitter in diesem Bereich ebenfalls stark verfeinert. Auch der Vergleich von
Gewichts- und Fehlerfunktion (Abbildung 5.6) zeigt in der der Néhe der einspringenden
Ecke die grokten Unterschiede, wy ist dort wesentlich kleiner als ej. Der Grund dafiir,
dass die Verfeinerung beruhend auf 7 in dieser Region dennoch so stark ist, ist die
Multiplikation der Gewichtsfunktion wy mit dem Residuum rj, das an der Ecke sehr
grofs ist.

Eine mogliche weitere Ursache liefert die Betrachtung der Gewichtsfunktion wj = ef.
Unsere Erwartung, dass der Fehler e in Bereichen, in denen die Steuerung p am Maxi-
mum angelangt ist, vernachléssigbar gering ist, bestétigt sich nicht ganz, wie Abbildung
5.7 (links) zeigt. Eine Erklarung dafiir liefert die Singularitét des Lagrange-Multiplika-
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Abbildung 5.6: Gewichtsfunktion w;, (links) und Fehlerfunktion e (rechts) nach drei Ver-
feinerungen beruhend auf 7). Beschrdnkung des Materialverbrauchs unbe-

riicksichtigt (v = 2.5-1074).

Abbildung 5.7: Gewichtsfunktion wj, = e (links) nach sechs und Lagrange-Multiplikator Ao
(rechts, logarithmisch skaliert) nach acht Verfeinerungen beruhend auf 17,
unterschiedlich stark vergrofierte Bereiche. Beschrinkung des Materialver-

brauchs unberiicksichtigt (v = 2.5-107%).
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tors Ay (Abbildung 5.7, rechts) an der einspringenden Ecke. Da wir bei der Fehlerschét-
zung Ao € P" unveriindert lassen, wird e, € P? dort zu grok geschétzt. Nach unserer
Beobachtung verstarkt sich der Effekt mit zunehmender Verfeinerung in diesem Bereich
und einhergehendem Anstieg des Maximalwerts des Lagrange-Multiplikators, fallt aber
auf groben Gittern noch nicht so stark ins Gewicht. (Beispielsweise betrdgt nach drei
Verfeinerungen der Maximalwert von |e¢| in der Néhe der Ecke in etwa 8.9-107% und der
von )y ist 3.4-1073.) Dieser nachteilige Einfluss liefe sich sicherlich durch eine Schétzung
des Fehlers in Ay beziehungsweise durch eine Berechnung eines verbesserten Lagrange-
Multiplikators abschwéchen.

Im néchsten Experiment versuchen wir die Vorgaben so abzuédndern, dass die Un-
terschiede zwischen den beiden adaptiven Verfeinerungsstrategien vor allem im Fehler
des reduzierten Funktionals deutlicher werden. Da die Differenz zwischen E und E durch
den Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung hervorgerufen wird, ist unsere Idee,
dies durch Einbringen von L&chern in verschiedene Bereiche des Gebiets, also durch
Hinzufiigen von weiteren Singularitdten im optimalen Zustand, zu erreichen. Das ver-
dnderte Gebiet €2 und die zugehorige optimale Steuerung sind in Abbildung 5.8 (links)
dargestellt.

9.94e-05

Abbildung 5.8: Optimale Dichtefunktion p. Links: Gebiet mit Lichern, Beschrinkung des
Materialverbrauchs unberiicksichtigt (v = 2.5-107%). Rechts: Hoher Materi-
alverbrauch bei Bericksichtigung der Beschrinkung des Materialverbrauchs
(My =0.9]Q], v=10"7).

Es zeigt sich jedoch (Abbildung 5.9, links), dass die Verfeinerung beruhend auf 7 auch
in diesem Fall keine stirkere Abnahme des Fehlers im reduzierten Funktional bewirkt als
die Verfeinerung beruhend auf nz. Wie Tabelle 5.2 (links) zu entnehmen ist, steigt zwar
gegeniiber Experiment eins der Fehleranteil E, aber auch E nimmt etwas zu. AuRerdem
weist die Steuerung in der Nahe der hinzugekommenen Singularitédten ebenfalls starke
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Abbildung 5.9: Relative Fehler und Schdtzungen fiir verschiedene Verfeinerungsstrategien.
Links: Gebiet mit Lochern, Beschrinkung des Materialverbrauchs unberiick-
sichtigt (v = 2.5-107%). Rechts: Hoher Materialverbrauch bei Beriicksichti-
gung der Beschrinkung des Materialverbrauchs (My = 0.9-|Q|, v = 1077).

#N fiir 7 | Efiir 77 | Efiir 7 | Efir pg  #Nfiir 7 | E fiir 7 | E fiir 7 | E fiir np

65 | 8.8e-03 | -2.7e-02 | -2.7e-02

120 | 2.7e-03 | -1.2e-02 | -1.1e-02

225 | 1.1e-02 | -2.3e-02 | -2.3e-02 234 | 1.6e-03 | -6.0e-03 | -5.2e-03

432 | 5.3e-03 | -1.6e-02 | -1.1e-02 451 | 8.8e-04 | -2.9e-03 | -2.4e-03

820 | 2.7e-03 | -9.4e-03 | -5.1e-03 895 | 5.1e-04 | -1.6e-03 | -1.1e-03

1476 | 1.3e-03 | -4.7e-03 | -2.4e-03 1751 | 2.2e-04 | -7.0e-04 | -5.2e-04

2639 | 6.3e-04 | -2.3e-03 | -1.2e-03 3428 | 2.8e-05 | -3.5e-04 | -2.4e-04

4800 | 2.9e-04 | -1.2e-03 | -5.6e-04 6550 | 1.3e-05 | -1.5e-04 | -1.1e-04

8427 | 1.4e-04 | -5.5e-04 | -2.7e-04 12480 | 4.1e-06 | -7.1e-05 | -5.3e-05
15237 | 7.5e-05 | -2.7e-04 | -1.3e-04
26994 | 3.7e-05 | -1.3e-04 | -6.1e-05
47837 | 1.9e-05 | -6.4e-05 | -2.9e-05

Tabelle 5.2: Relative Fehler E und E. Links: Gebiet mit Lochern, Beschrinkung des Materi-

alverbrauchs unberiicksichtigt (v = 2.5-107* ). Rechts: Hoher Materialverbrauch
bei Beriicksichtigung der Beschrinkung des Materialverbrauchs (My = 0.9-|€,
v=1077).
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Schwankungen auf, was vermutlich der Grund dafiir ist, dass beide Strategien dort zu
starken Verfeinerungen fiihren.

Ausgehend von dieser Uberlegung ist unsere Idee nun, die Bereiche zu vergréfern, in
denen p(z) = f gilt, das heifst, in denen die Steuerung gut zu approximieren ist. Das ge-
lingt durch einen groferen Materialverbrauch, also durch eine Erhéhung des Parameters
M, (oder Senkung von v, falls der Materialverbrauch nicht explizit eingeschrénkt wird).
Daher wiederholen wir Experiment zwei, diesmal aber mit M; = 0.9 - || = 0.675. Die
berechnete optimale Dichtefunktion p ist in Abbildung 5.8 (rechts) zu sehen, der Ver-
lauf des Fehlers im reduzierten Funktional in Abbildung 5.9 (rechts). Hier ist erstmals
deutlich zu beobachten, dass die Strategie beruhend auf 7 den Fehler E etwas schneller
reduziert.

In Abbildung 5.10 sind zwei Gitter dargestellt, die sich aus der Verwendung der bei-
den adaptiven Verfeinerungsstrategien ergeben. Es ist gut zu erkennen, dass das Gitter

NN
NNV

Abbildung 5.10: Neunfach adaptiv verfeinerte Gitter, hoher Materialverbrauch bei Be-
riicksichtigung der Beschrinkung des Materialverbrauchs (My = 0.9,
v =10""). Links: Verfeinerung beruhend auf 7j. Rechts: Verfeinerung be-
ruhend auf ng.

beruhend auf ng im oberen Teil des Gebiets in dem Bereich, wo p den Maximalwert /3
annimmt, starker verfeinert ist. Die Erhohung des Materialverbrauchs hat dazu gefiihrt,
dass die Steuerung besser approximiert werden kann, was sich in wesentlich kleineren
Werten fiir E duftert (Tabelle 5.2, rechts). Das bewirkt, dass noch stérker als im letzten
Experiment, E der dominierende Anteil von E ist.

7



6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir bestehende Theorie zur Fehlerschitzung bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen und Optimalsteuerungsproblemen dargelegt. Besondere Aufmerk-
samkeit wurde dabei auf das Konzept der Zielorientierung gerichtet und auf die Unter-
schiede, die sich ergeben, je nachdem ob bei der Suche nach der optimalen Steuerung
die All-At-Once- oder die reduzierte Formulierung betrachtet wird. Weiterhin haben
wir eine spezielle Problemklasse der Topologieoptimierung untersucht und fiir ein kon-
kretes Beispielproblem daraus die erarbeiteten Vorgehensweisen zur Fehlerschéitzung in
numerischen Experimenten getestet.

Es zeigte sich, dass sich der Fehler im All-At-Once-Funktional aufgrund des gegenseiti-
gen Aufhebens der Fehleranteile teilweise unregelméfig und kaum vorhersehbar verhalt,
was seine zuverldssige Schatzung stark erschwert. Diese Schwierigkeiten traten bei der
Fehlerschatzung fiir das reduzierte Funktional nicht auf. Etwas {iberraschend hatten die-
se Unterschiede aber nahezu keinen Einfluss (aufser in einem sehr speziellen Fall) auf die
Effektivitdat der entsprechenden Fehlerindikatoren. Wir nehmen an, dass diese nur dann
zu erwarten sind, wenn der Einfluss des Diskretisierungsfehler in der Zustandsgleichung
(und der adjungierten Gleichung) auf E = J(y", p") — J(i, p) noch stirker gegeniiber
E=J(p") — J(p) ist.

Es zeigen sich Ausgangspunkte zu weiteren Untersuchungen auf. So kann der Ein-
fluss der Steuerungsbeschrinkung bei der Fehlerschatzung berticksichtigt werden, indem
zusétzlich die Abweichung der berechneten von den exakten Lagrange-Multiplikatoren
approximiert wird (vergleiche [21]). Weiterhin empfiehlt sich fiir andere Arten von Topo-
logieoptimierungsproblemen auch die Verwendung anderer nichtlinearer Optimierungs-
verfahren als der Newton-Methode (siehe Kapitel 1.2 in [5]). Fiir diese Verfahren sollte
ebenfalls die zielorientierte Fehlerschatzung getestet werden, wie dies beispielsweise in
[23] fiir die Betrachtung des All-At-Once-Funktionals bei Verwendung der Methode der
bewegten Asymptoten ([18]) erfolgt.
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