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Zusammenfassung

Dieser Report enthiilt die Ergebnisse der Untersuchungen, die gemif
dem Forschungs— und Entwicklungsvertrag Gravity zwischen dem Geo-
ForschungsZentrum Potsdam und dem Konrad-Zuse—Zentrum Berlin
vorgenommen wurden.
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1 Einleitung

Zwischen dem GeoForschungszentrum Potsdam (GFZ), Aufgabenbereich Ki-
nematik und Dynamik der Erde, und dem Konrad—Zuse—Zentrum Berlin wur-
de am 7. Juli 1999 ein Forschungs— und Entwicklungsvertrag mit dem Titel
Gravity abgeschlossen. Die damit vereinbarte wissenschaftliche Kooperation
hat die folgenden Ziele:

- die am GFZ vorhandenen Algorithmen und Softwaremodule auf ihre
Effizienz hisichtlich Nutzung der Rechnerresourcen zu untersuchen und
Losungen fiir einen schnelleren Datendurchsatz zu entwickeln und zu
implementieren,

- Methoden zur Regularisierung und Losung schlecht konditionierter Nor-
malgleichungssysteme (fiir Schwerefeldkoeffizienten) kritisch zu unter-
suchen und eine mathematisch objektive Strategie der Regularisierung
zu entwickeln, und

- insbesondere im Hinblick auf die Anforderungen bei GRACE, verschie-
dene Bahnintegrationsverfahren hinsichtlich ihrer numerischen Genauig-
keit und Einsatzmoglichkeiten zu untersuchen.

Hintergrund dieser Problemstellungen sind die fiir 2000 und 2001 geplanten
Geopotentialmissionen CHAMP und GRACE, fiir die das GFZ die wissen-
schaftlichen Auswertungen iibernehmen wird. Diese Missionen sollen das glo-
bale Erdschwerefeld und dessen riumliche uns zeitliche Anderung sehr viel
genauer als bisher vermessen. Die extreme Beobachtungsgenauigkeit erfor-
dert eine erhohte Rechen— und Modellierungsgenauigkeit, die grofile Zahl der
Beobachtungen ( 100 000/ Tag) und die der relevanten Schwerefeldparameter
(10 000 — 30 000) die Verwendung hocheffizienter Verfahren. Die entschei-
denden mathematisch—numerischen Aufgaben, die hierbei auftreten, sind die
folgenden:

- numerische Satellitenbahnintegration,

- Aufstellen und Akkumulation der Normalgleichungssysteme fiir die
Schwerefeldparameter,

- Regularisierung und Lésung der Normalgleichungssysteme.

Der vorliegende Bericht enthilt die Ergebnisse, die fiir diese drei Teilaspekte
bisher erhalten wurden.



2 Untersuchung der vorhandenen Algorithmen und
Softwaremodule auf Effizienz

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden numerischen Verfahren bei der
Aufstellung und Losung der Normalgleichungssysteme hinsichtlich Effizienz
und Robustheit analysiert. Weitherhin werden verschiedene sequentielle und
parallele Varianten vorgeschlagen.

Alle numerischen Methoden, die zur Schwerefeldinversion benétigt werden,
beruhen im Kern auf Basisroutinen der linearen Algebra. Fiir derartige Auf-
gabenstellungen existieren duflerst zuverldssige und vielseitige Bibliotheken.
Hier sind insbesondere die frei verfiigbaren Bibliotheken BLAS [1] und LA-
PACK [2] zu nennen. Die BLAS-Blibliothek umfafit grundlegende Opera-
tionen mit Vektoren und Matrizen. Darauf aufbauend bietet die LAPACK-
Bibliothek eine vielfiltige Sammlung von Programmen etwa zur Faktorisie-
rung von Matrizen, Eigenwertbestimmung, SVD—-Analyse und anderen iibli-
chen Aufgaben der linearen Algebra. Diese Routinen werden zudem von vie-
len Herstellern von Workstations oder PCs in maschinennah optimierter Form
als Teil von Entwicklungsumgebungen angeboten. Dadurch sind Program-
me, die sich solcher Bibliothek bedienen, fast unbeschriankt iibertragbar und
gewihrleisten gleichzeitig optimale Effizienz. Auf Mehrprozessor—Anlagen
sind diese Programme oft auch in parallelisierter Implementierung vorhanden,
so dafl der Benutzer ohne eigene Aufwendungen in Richtung einer Paralleli-
sierung eine weitere erhebliche Beschleunigung erwarten kann. Daher sollten
nach Moglichkeit alle Programme auf der Basis von BLAS— und LAPACK-
Routinen formuliert werden. Dies erh6ht zudem die Fehlersicherheit, da diese
Programme extrem zuverlissig arbeiten. Es sei erwdhnt, dafl es auch andere
gleichwertige, meist aber kommerzielle Bibliotheken gibt, etwa die NAG-
Library [3], die IMSL-Library [4] oder von IBM die ESSL-Routinen [5].

Im folgenden werden daher fiir die wesentlichen Schritte bei der Aufstellung
und Losung der Normalgleichungssysteme Implementationen auf Basis dieser
Bibliotheken vorgeschlagen. Basierend hierauf werden danach auch Moglich-
keiten fiir parallele Realisierungen dieser Verfahren diskutiert.

Alle Programme wurden an einem aktuellen regularisierten Normalgleichungs-
system des GFZ der Groflie n = 3754 getestet. Der Regularisierungsparame-
ter wurde hierbei @ = 100 gesetzt, dieser wird in Abschnitt 3 ausfithrlich
diskutiert.

2.1 Matrix—Block—Reduktion

Die Beobachtungen wihrend einer Schwerefeldmission ergeben ein Normal-
gleichungssystem, dafl neben den Schwerefeldparametern als Unbekannten
auch eine groflere Zahl Bahnparameter enthilt, die vorab eliminiert werden
konnen. Bei geeigneter Numerierung der Unbekannten kann diese Situation
wie folgt beschrieben werden.



Es liegt vor eine symmetrische positiv definite Matrix
Apr A )
A=
( Ay A )7

ein entsprechend aufgeteilter Vektor

sowie das Skalarprodukt [T]. Dieses Skalarprodukt ist spiter wichtig, um
Abschéitzungen iiber das Residuum zu ermdéglichen. Da A symmetrisch ist,
gilt Ajo = AL . Der Rang von A sei n, der von Aj; m. Hieraus sind nun die
folgenden Gréflen zu berechnen:

Ay = Agg— Agi AT} Aya,
by = by — Ay Al'by,
Tl = 1T1-vF A7l .

Zunichst sei angenommen, A liege als untere Dreiecksmatrix vor. Damit hat
man im ersten Schritt die Cholesky—Zerlegung A;; = L LT zu berechnen,
L ist dann ebenfalls eine untere (m x m)-Dreiecksmatrix. Hierfiir dient die
LAPACK-Routine dpotrf. Nun gilt:

Ayy = Agg— Agi(LLT) A
= Aoy — Ay L TL 1AL
= Agy— Ay L7 (Ay L7 )T

Damit wird ersichtlich, dafi im n#chsten Schritt die (n — m x m)-Matrix
A LT benotigt wird. Diese lifit sich effizient mit der LAPACK-Routine
dtrsm berechnen, die auch die Dreiecksgestalt von L beriicksichtigt.

Die anschlieBend nowendige Berechnug von Agy — A9 L™T (A9 L~T)T 148t sich
als Rang—k Update von Aggy interpretieren, hierbei ist k& der Spaltenrang von
A1 L™ also dem Rang von Ajq, d.h. gleich m. Fiir solche Updates steht
nun die LAPACK-Routine dsyrk zu Verfiigung. Damit ist die Berechnung
von Agg vollstindig.

Die Berechnung von by liBt sich folgendermaBen formulieren:

by = by— An Al
= by — (A21L_T) L_1b1 .
Demzufolge mufl man erst L~'b; berechnen, hierzu eignet sich die LAPACK—

Routine dtrsv, danach erhdlt man durch eine Matrix-Vektor Multiplikation
mit der bereits vorliegenden Matrix Ag L~ dann bs.



Das Skalarprodukt {77 schlieBlich ergibt sich sehr einfach aus

Tlo= Mi—vrAgty
= M- L7 TL 'p,
= T1— (@ )T (7)),

d.h. es ist lediglich das Skalarprodukt von L~!b; mit sich selber zu berechnen,
dieser Vektor wurde aber bereits bei der Berechnung von by erhalten.

Die hier skizzierte Vorgehensweise ist im Programm redul.f realisiert. We-
gen m < n wird die meiste Rechenzeit des Verfahrens wihrend der Berech-
nung des Matrix-Updates bendtigt werden, da nur hier auf der ,,groflen“
Matrix Ao operiert wird. Bei der Bildung eines Matrixproduktes der Ge-
stalt A AT wird aber nur auf den Zeilen der Matrix A gearbeitet, dies ist der
Performance vermutlich abtréglich.

orig. Bibl. [ tuned BLAS3 | Perf.—Lib. | ATLAS
Cholesky dec. 0.10 0.11 0.09 0.05
An LT 6.46 3.30 2.35 1.05
Asy 61.51 24.54 16.12 8.47
LT, 0.00 0.00 0.00 0.00
by und 177 0.05 0.08 0.06 0.05

Tab. 1 : Rechenzeiten der einzelnen Schritte des Programms redul . f

Das Programm wurde auf einer Workstation vom Typ SUN Ultra—2 getestet.
Um die moglichen Performance-Gewinne durch die Benutzung maschinennah
optimierter Kerne zu demonstrieren, wurden die Rechnungen einerseits mit
Hilfe der selbst iibersetzten BLAS— und LAPACK-Codes ausgefiihrt. An-
dererseits wurde die sogenannte tuned-BLAS Library [6] eingestzt, die frei
verfiigbar ist und fiir RISC—Prozessoren optimierte BLAS3-Routinen (also
Matrix—Matrix Operationen) enthilt. Weiterhin wurden die Rechnungen auf
Basis der SUN—Performance Library [7] durchgefiihrt, die die vom Hardware—
Hersteller optimierte BLAS— und LAPACK-Bibliothek enthilt. Ahnliche
Programmbibliotheken gibt es auch fiir Hardware anderer Hersteller. Die
neueste Entwicklung in Richtung maschinen—optimierter Kerne fiir die li-
neare Algebra ist das ATLAS-System (Automatically Tuned Linear Algebra
Software) von WHALEY UND DONGARRA [8]. Hierbei werden wihrend der
Installation der Programme alle maschinenspezifischen Griéflen vermessen, so
daf} eine optimale Anpassung des Codes an die Eigenschaften des Prozes-
sors erfolgt. Fiir die Verwendung der verschiedenen Bibliotheken sind an den
Programmen in der Regel keinerlei Anpassungen notwendig.

In Tab. 1 sind die Rechenzeiten (in Sekunden) der wesentlichen Schritte des
Programms redul.f dargestellt, hierbei wurde willkiirlich m = 375 gesetzt.



Das Update von Agy benétigt tatséchlich die meiste Rechenzeit. Offensicht-
lich wird allein durch die Verwendung der tuned-BLAS3 Bibliothek die Be-
rechnung des Matrix—-Updates um den Faktor 5 beschleunigt, eine weitere
Steigerung der Performance etwa um ein Drittel ergibt die Verwendung der
SUN-Perfomance Library, die des ATLAS-Systems reduziert die Rechenzeit
noch einmal um die Hilfte.

Um die Bildung eines Matrixprodukts der Form A AT zu vermeiden, geht
man besser von einer Darstellung der Matrix als obere Dreiecksmatrix aus.
Wiederum wird zuerst die Cholesky—Zerlegung von Ai; berechnet, diesmal
in der Form A;; = UTU, U ist nun entsprechend auch obere Dreiecksmatrix.
Damit lassen sich nun die bené&tigten Groflen wie folgt ableiten:

Ay Agy — (U T AR)TU T A,
by = by— (U TAR)TU Ty,
7 1 — U o))" (U Thy) .

Offensichtlich ist das Matrix-Update jetzt von der Form A’ A, somit wird
dabei nur auf den Spalten von A (bzw. von U~T A;5) gearbeitet. Die Reihen-
folge der Operationen sowie die verwendeten LAPACK-Routinen bleiben bei
dieser Implementation unverindert, dies ist im Programm reduu. f realisiert.
Die erzielten Ergebnisse finden sich in Tab. 2.

orig. Bibl. | tuned BLAS3 | Perf.—Lib. | ATLAS
Cholesky dec. 0.12 0.10 0.08 0.05
Ay LT 7.53 3.16 3.36 1.01
Agy 65.26 25.64 17.00 8.13
L b 0.00 0.00 0.00 0.00
by und [71 0.05 0.06 0.06 0.04

Tab. 2 : Rechenzeiten der einzelnen Schritte des Programms reduu.f

Die Rechenzeiten sind, entgegen den Erwartungen, im wesentlichen unab-
hingig davon, welche Darstellung der Matrix gewéhlt wird. Der Grund
hierfiir liegt in den bereits vom Compiler vorgenommenen Optimierungen.
Lediglich bei Verwendung von LAPACK-Unterprogrammen, die ohne Opti-
mierung iibersetzt wurden, ergeben sich sehr deutliche Unterschiede in den
Rechenzeiten.

Abschlielend sei angemerkt, daf3 die vorgeschlagene Methodik keine zusétzli-
chen Hilfsfelder benétigt, d.h. alle Rechnungen werden auf der Matrix selber
vorgenommen. FEine weitere Effizienzsteigerung auf sequentiellen Rechnern
ist vermutlich schwierig.



2.2 Losung der Normalgleichungssysteme

Die Lésung der regularisierten Normalgleichungssysteme ist der entscheiden-
de und zeitaufwendigste Schritt bei der Berechnung der Schwerefeldparame-
ter. Daher soll im folgenden hierauf besonders eingegangen werden.

Die klassische Methode zur direkten Losung einer voll-besetzten symmetrisch
positiv definiten Matrix der Form AT A, A (m x n)-Matrix A, m > n, ist die
Cholesky—Zerlegung. Innerhalb der LAPACK-Bibliothek steht hierfiir die
Routine dpotrf zur Verfiigung. Diese liefert entweder eine untere Dreiecks-
matrix L fiir die gilt ATA = L LT, oder eine obere Dreiecksmatrix U mit
AT A = UTU. Da die Berechnung von L generell effizienter ist, da dann mehr
Spaltenoperationen durchgefithrt werden kénnen, soll nur hier diese Variante
beriicksichtigt werden. Nach der Faktorisierung liefert die Routine dpotrs
dann die Losung des Normalgleichungssystems.

Geht man von dem linearen statistischen Modell Az = b + € und fiir € von
einer Varianz ¢ aus, also nur von Fehlern in den Beobachtungen b, so erhéilt
man fiir die Korrelationsmatrix der Komponenten der Lésung z

Vo=0?(ATA) =’ L7L7,

o2 kann hierbei durch ||b — Az||2/(m — n) approximiert werden. Somit muf
fiir die Berechnung der Kovarianzmatrix die Dreiecksmatrix L invertiert wer-
den. Dies wird durch der LAPACK-Routine dtrtri ermdoglicht. Daraus
sind die Standardabweichungen fiir z; vermittels der Identitit (L=TL™1); =
> r_;(L™1)k; erhiltlich. Fiir die Berechnung der vollstindigen Kovarianzma-
trix ist dagegen die explizite Matrix-Multiplikation L7 L~! notwendig, dies
kann mit dem LAPACK-Unterprogramm dlauum durchgefithrt werden.

orig. Bibl. | tuned BLAS3 | Perf.—Lib. | ATLAS
dpotrf 320.04 106.41 65.64 41.63
dpotrs 0.53 1.03 1.77 0.78
dtrtri 318.83 108.46 78.01 39.63
dlauum 98.80 101.72 64.50 39.37

Tab. 3 : Rechenzeiten der einzelnen Schritte des Programms chol.f

Damit sind alle notwendigen Schritte als Aufrufe geeigneter Routinen rea-
lisiert, Tab. 3 enthéilt die jeweiligen Rechenzeiten des entsprechenden Pro-
gramms chol.f bei Verwendung der verschiedenen BLAS— bzw. LAPACK-
Bibliothek. Offensichtlich ist hier auch wieder die wesentliche Verringerung
der Rechenzeit bei Verwendung optimierter Bibliotheken.

Zur Erhohung der Genauigkeit der Losung eines linearen Gleichungssystems
als auch zur Abschitzung der bereits erreichten Genauigkeit kann eine ite-
rative Verfeinerung herangezogen werden. Hierbei werden aus einer Nahe-



rungslosung zp und dem folgenden Schema neue, unter gewissen Vorausset-
zungen bessere Losungen z; berechnet:

fir k=1,2,...:
T, = b— Az
0 = A_l’r‘k
Tk41 = Tk + 0k .

Diese Methodik wird im Detail gerade in Hinsicht auf Normalgleichungs-
systeme in BJORCK [9] diskutiert. Realisiert ist sie in der LAPACK-Routine
dposvx, die neben einer moglicherweise genaueren Losung x die folgenden
Groflen und Fehlerschranken liefert:

- die Norm der Matrix A,
- eine Abschitzung der Konditionszahl der Matrix A in der 1-Norm,

- eine Abschitzung fiir den sog. Vorwértsfehler der Losung z, d.h. eine
obere Schranke fiir (z; — Z;)/zi, wobei Z die exakte Losung darstellt.

- eine Abschitzung des sog. Riickwirtsfehlers der Losung z, d.h. die
kleinste relative Anderung in der Matrix A, die x zur exakten Losung
machen wiirde.

Eine weitere Moglichkeit ist die Skalierung der Matrix A. Dies bedeutet, dafl
statt dem Gleichungssystem Az = b das System DAD D'z = Db gelost
wird. Dabei ist D eine i.A. diagonale Skalierungsmatrix. Durch die Skalie-
rung soll erreicht werden, dafl die Matrixelemente eine in etwa gleiche Gréfien-
ordnung haben. Eine sinnvolle Wahl fiir D ist in vielen Fillen die Diagonale
von A selber.

ohne Skalierung | mit Skalierung

Matrixnorm 1.68 - 10%** 9.28 - 10!
Schitzung f. Konditionszahl 2.75 - 107 2.27 - 107
Vorwirtsfehler 8.34-10° 3.42-107°
Riickwiirtsfehler 7.40-10"1 3.15-10714
Zahl der Iterationen 3 4
Reduktion der Norm  von 1.66 - 10° 1.47-107°
des Residuums bis 6.36 - 107! 5.01-10710

Tab. 4 : Ergebnisse von iterativer Verfeinerung und Skalierung

Beide Optionen wurden in das Programm chol.f {ibernommen, wahlweise
kann dort ein Unterprogramm refine aufgerufen werden, das eine iterative



Verfeinerung durchfiihrt bzw. eine Skalierung des Gleichungssystems vorge-
nommen werden. Fiir das hier behandelte Normalgleichungssystem erhéalt
man damit die Ergebnisse in Tab. 4.

Obwohl nun die Norm des Residuums in beiden Fillen durch die iterative
Verfeinerung etwa um einen Faktor 2.5 verringert wird, ist der Einflul auf
die Komponenten der Losung im Vergleich zur abgeschitzten Standardab-
weichung viel zu klein, um eine Anwendung von Skalierung oder iterativer
Verfeinerung zu rechtfertigen. Wihrend die Standardabweichungen ndmlich
zwischen 107! und 10~ liegen, bleibt die maximale Anderung einer Kompo-
nente des Losungsvektors durch Anwendung der iterativen Skalierung unter
2.107". Der EinfluB der Skalierung ist noch geringer. Selbst wenn die
Schitzung der Standardabweichungen unrealistisch sein sollte, so ist der Ein-
flul des Regularisierungsparameters o um Groéflenordnungen stérker, als die
der Verfeinerung. Dies werden die Ausfithrungen im Kap. 3 belegen. Aus
diesem Grund finden beide Methoden im folgenden keine Anwendung mehr.

2.3 Parallele Losung der Normalgleichungssysteme

Die Verwendung optimierter Bibliotheken beschleunig die Losung der Syste-
me bei der Schwerefeldinversion bereits erheblich. Da aber bei den zukiinfti-
gen Geopotentialmissionen die Zahl der Schwerefeldparameter sehr viel grofier
sein wird, ist es wiinschenswert, noch schnellere Methoden zu Verfiigung zu
haben. Aus diesem Grund wurde auch eine parallele Implementation der
Loésung der Normalgleichungssysteme auf der Basis des Cholesky—Verfahrens
entwickelt.

Entsprechend den Bibliotheken BLAS und LAPACK existieren auch fiir par-
allele Anwendungen Sammlungen von Unterprogrammen fiir Anwendungen
der linearen Algebra. Diese sind jedoch weit weniger verbreitet als die sequen-
tiellen Implementation und ihre Benutzung ist zum Teil auflerst umstindlich.
Im wesentlichen ist dies zum einen die ScaLAPACK-Bibliothek [10], die ei-
ne parallele Weiterentwicklung von LAPACK darstellt. Frei verfiigbar ist
weiterhin nur die PLAPACK-Bibliothek [11]. Diese stellt fiir den Benutzer
Schnittstellen auf einer sehr hohen Abstraktionsebene zur Verfiigung und ver-
birgt dadurch Details der Datenverteilung und Kommunikation. Daher sind
Standardaufgaben der linearen Algebra mit dieser Bibliothek sehr viel einfa-
cher zu implementieren. Da auflerdem fiir die hier interessierende Cholesky—
Zerlegung Implementationen auf Basis von PLAPACK-Routinen die besten
Rechenzeitergebnisse erzielten, wurde PLAPACK als Grundlage fiir eine par-
allele Version des Programms chol.f verwendet. Es sei angemerkt, daf} die
parallele Variante des Cholesky—Verfahrens innerhalb PLAPACK gerade auch
in Hinsicht auf Anwendungen der Satellitengeodisie entwickelt wurde, s. et-
wa BAKER [12]. PLAPACK benutzt fiir die Kommunikation die Message—
Passing Bibliothek MPI [13], und ist dadurch auf praktisch allen Parallel-
rechnern einsetzbar.



Die Implementierung der parallelen Programme wurde auf der CRAY T3E
des Konrad—Zuse-Zentrums vorgenommen. Diese hat 384 Prozessoren, da-
von 48 Prozessoren mit einer Taktrate von 600 MHz und 512 MB lokalem
Speicher, 88 Prozesoren mit 600 MHz und 128 MB sowie 264 Prozessoren
mit 450 MHz und 128 MB. Abb. 1 enthilt die die Rechenzeiten nur auf den
600 MHz—Prozessoren. Da der Speicher eines einzigen Prozessors zu klein ist,
konnen keine Rechenzeiten auf einem Prozessor angegeben werden.

Computing times, T3E/600MHz
50

T T
Cholesky-dec.
% Solving lin. system ---—-—-—--—-
45 : Inversion of L ---------- ]
" Calc. covar.-matrix -

40

35

30 |-

25

Sec.

20

15

10

2 4 8 16 32 64
Number of Processors

Abbildung 1: Rechenzeiten des Programms parchol

Bis auf die Inversion von L skalieren alle Programmteile offensichtlich zufrie-
denstellend. Die Berechnung von L~! in der gegenwiirtigen Implementierung
hat noch einen hohen Kommunikations—Aufwand, dieser kann aber ggf. durch
eine detaillierte Analyse noch erheblich gesenkt werden. Damit ist nun die
Moglichkeit gegeben, den Datendurchsatz gegebenenfalls durch den Einsatz
der parallelen Versionen betréichtlich zu erhéhen.

2.4 Eigenwertberechnung

Eine Eigenwert— und Eigenvektorbestimmung kann problemlos mit Hilfe der
LAPACK-Routine dsyev vorgenommen werden, die speziell fiir symmetri-
sche Matrizen geeignet ist. Dies ist im Programm eigen.f realisiert. In
Tab. 5 sind die Rechenzeiten wieder unter Verwendung verschieden optimier-
ter Bibliotheken aufgefithrt. Werden nur die Eigenwerte berechnet, so hat
es nur geringen Einfluf}; ob die Matrix als obere oder untere Dreiecksmatrix
iibergeben wird. Fiir die Berechnung der Eigenvektoren ist aber offensichtlich
die Darstellung als untere Dreiecksmatrix erheblich giinstiger. Etwa iiberra-
schend ist die Tatsache, daf die normalen LAPACK- und BLAS-Bibliotheken
schneller sind als die tuned BLAS3-Bibliothek und diese wiederum deutlich
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schneller als die SUN Perfomance Library ist.

orig. Bibl. | tuned BLAS3 | Perf.—Lib. | ATLAS
nur EW, obere M. 538.43 779.56 1116.46 653.90
nur EW, untere M. 534.39 773.77 1128.95 613.29
EW und EV, obere M. 3883.64 4031.43 5247.67 | 2254.67
EW und EV, untere M. | 2697.88 2861.99 3461.50 | 2280.34

Tab. 5 : Rechenzeit fiir die Eigenwertbestimmung mit dsyev

Fiir die Eigenwert— und Eigenvektorberechnung steht in der neuen LAPACK
Version 3.0 zusitzlich die Routine dsyevd zur Verfiigung, diese arbeitet nach
dem sog. divide and conquer Prinzip. Hiermit erhilt man die folgenden Re-

sultate.

orig. Bibl. | tuned BLAS3 | Perf—Lib. | ATLAS
nur EW, obere M. 582.03 625.36 1253.34 496.18
nur EW, untere M. 568.80 632.18 1168.35 496.84
EW und EV, obere M. 1880.17 1367.62 1569.08 819.93
EW und EV, untere M. 2141.51 1346.52 1637.39 816.29

Tab. 6 : Rechenzeit fiir die Eigenwertbestimmung mit dsyevd

Diese Routine ist zwar um einiges schneller als dsyev, die Ergebnisse sind
aber etwas ungenauer. Aus der Matrix V' der Eigenvektoren und den Eigen-
werten A kann gemi A = VAVT niimlich A zuriickberechnet werden. Tab. 7
zeigt (fiir die skalierte Matrix L= AT PAL™!, L ist die Kaula-Matrix) typi-
sche Ergebnisse dieser Riickberechnung. Offensichtlich ist diese, wohl auch
infolge der schlechten Kondition der Matrix bzw. der Existenz von Eigenwer-
ten iiber einen weiten Bereich von Zehnerpotenzen, nicht fehlerfrei méglich.
Insbesondere mufl hervorgehoben werden, dafl die Berechnung gerade der
kleinsten Eigenwerte recht ungenau ist, schon die Verwendung verschiede-
ner Compiler—-Optionen ergibt hierbei zum Teil signifikante Abweichungen.
Weiter sei darauf hingewiesen, dafl diese Resultate zum Teil auch von der
verwendeten Hardware abhingig sind.

A Ay As Ay
dsyev | 0.072 | 65.97 |[0.0087 | 40.27
dsyevd | 60.77 | 3.40-10° | 0.0234 | 1.20 - 10°

Tab. 7 : A-Werte fiir dsyev und dsyevd
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Hierbei bedeuten:

Ar = D ay — (VAVT )y

ij=1

n

Ny = Z |(aij — (VAVT)ij)/aij|
6,j=1

A3z = maxla;; — (VAVT),l

A4 = max |(az-j — (VAVT)ij)/aij| :

Fiir die nicht regularisierte Matrix (o = 0) ergeben sich mit dsyev numerisch
die folgenden 4 Eigenwerte < 0:

-4.23-10%

-2.24-10%

—2.00- 10

~9.51-10%3,
alle anderen liegen zwischen 10'' und 10?*. Da diese Matrix ein Normal-
gleichungssystem sein soll, ist die Existenz negativer Eigenwerte bereits ein
deutliches Indiz dafiir, dafl eine Regularisierung unumgénglich ist. In Abb. 2
ist die Verteilung der Eigenwerte iiber einer logarithmischen Skala (also ohne
die 4 negativen Eigenwerte) aufgetragen.
Fiir die mit o = 100 regularisierte Matrix erhélt man keine negativen Eigen-
werte mehr, sie liegen zwischen 10'7 und 10?4, In Abb. 2 ist diese Verteilung,

ebenfalls logarithmisch, aufgetragen.

N b f ei I .
4000 umber of elgenvalues Number of eigenvalues

[ 4000 T T T T T T
3500
3500 —
3000 3000 |
2500 2500 // —
2000 2000 / -
1500 1500 / —
1000 1000 / —
500 —
500
o
o 17 18 19 20 21 22 23 24
10 12 14 16 18 20 22 24 R
log10 of eigenvalues log10 of eigenvalues

Abbildung 2: Eigenwertverteilungen fiir « = 0 und a = 100
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3 Untersuchung und Vergleich von Methoden zur
Regularisierung schlecht konditionierter Normal-
gleichungssysteme

3.1 Grundlagen der Regularisierung der Schwerefeldinversion

In diesem Abschnitt sollen die spezifischen Voraussetzungen fiir die Regula-
risierung der Systeme bei der Schwerefeldinversion untersucht werden. An-
schliefend werden verschiedene Verfahren zur Wahl eines optimalen Regula-
risierungsparameters getestet und kritisch verglichen. Im folgenden soll aber
keine detaillierte Einfithrung in die Theorie und Anwendung der Regularisie-
rung gegeben werden, hierfiir sei auf die Literatur, etwa HANKE UND HANSEN
[14], HANSEN [15, 16], ENGL, HANKE UND NEUBAUER [17] verwiesen.

Es sei

Az =b, Ac R™", zeR", beR™, m>n, (1)

ein lineares Ausgleichssystem mit einer schlecht konditionierten Matrix A.
Sowohl A als auch die rechte Seite b seien fehlerbehaftet. Um eine Néhe-
rungslosung eines solchen Systems zu erhalten, mufl es durch ein weniger
schlecht konditioniertes System ersetzt, d.h. regularisiert werden. Die Regu-
larisierung besteht in der Einfiithrung eines Operators L und der Ersetzung
des linearen Systems durch das Minimierungsproblem

min {||Az — b||*> + o|| Lz|*} . (2)
z€R™
Hierbei ist « der sog. Regularisierungsparameter, | - || bedeutet die Euklidi-

sche Norm. Der Operator L soll sicherstellen, dafl die Losung innerhalb eines
Unterraums gesucht wird, innerhalb dem eine Niherungslosung akzeptiert
werden kann, gilt L. = I, so liegt ein Regularisierungsproblem in Standard-
form vor. Fiir die Losung z, von (2) gilt

(A"A—aL"L)z, = A"b, (3)

dies ist die iibliche Formulierung der Tichonov-Regularisierung. Das Mini-
mierungsproblem (2) kann dquivalent formuliert werden als

(var)== ()] @

d.h. z, ist die beste Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems

(var)7= (o) ®

Aus diesem Grund nennt man die in das urspriingliche lineare System (1)
zusitzlich eingefithrten Gleichungen /aLz = 0 auch Pseudobeobachtungen.

min
zeR™
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Im Kontext der Schwerefeldbestimmung ergeben sich nun einige Besonderhei-
ten. Zum einen fithrt man eine Diagonalmatrix P ein, die die unterschiedliche
Gewichtung der Datensitze beriicksichtigt. Da man a priori weifl, daf} sich
die Varianz der Koeffizienten, in Abhéingigkeit vom Grad [ der Koeffizienten
etwa wie 7-107%/i?, z.B. REIGBER [18], verhilt, kann man dies dazu ver-
wenden, einen entsprechenden Operator L zu definieren, L ist ebenfalls eine
Diagonalmatrix (Kaula-Matrix). Weiterhin ist die Bestimmung der Schwe-
refeldparameter eigentlich ein nichtlineares Problem, d.h. F(z) = b. Eine
Linearisierung ergibt

oF

b=F(zo) + 5

dr =by+ Adzx . (6)

mit dr = z — x¢, d.h. es wird eine Ndherungslésung des Gleichungssystems
[:=b— by = Adzx, bzw. unter Beriicksichtigung von P, von

VPAdz =Pl (7)

gesucht. zg ist hierbei ein Standard-Schwerefeldmodell niederer Ordnung.
Damit ergibt sich als Minimierungsaufgabe

min {|[l — Adz|[p + afz]?} . (8)
zeR

Hierzu dquivalent sind die der Formulierung (3) entsprechenden Gleichungen

(ATPA+ al'L)z, = ATP(l+ Axp),
(ATPA+aL"L)dz, = ATPl— oL’ Lz . (9)

.

Anstelle (4) und (5) erhilt man jetzt:

()2~ ()

min
z€R™

()= (ar)

Die Norm des Residuums der letzten Gleichung ist gegeben durch
[Adza — 1B + allzallf

also gleich der Zielfunktion der Minimierungsaufgabe (8). Demgegeniiber gilt
fiir das Residuum von (7)

Irall% := ||l — Adzy||%> = 1T Pl — dal AT Pl — o(Ldxo)T L(dza + o) -

Im folgenden wird unter Residuum immer diese Grofle verstanden.
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Wie bereits angemerkt, ist AT PA ebenfalls fehlerbehaftet und die Eigenwert-
berechnung ergibt 4 negative Eigenwerte. Eine Voraussetzung zur Losbarkeit
des Normalgleichungssystems ist aber eine positiv-definite Matrix AT PA +
aL™ L, daraus 148t sich also ein Minimalwert fiir o ableiten. Hierfiir trans-
formiert man das Regularisierungproblem (9) vermittels der Definition A :=
AL~ in Standardform:

(ATPA + o)Ldz, = ATPl — aLx .

Fiir AT PA erhilt man als kleinsten Eigenwert —5.38-10~2. Demzufolge muf
etwa a > 0.054 gelten, um das System iiberhaupt mit Hife einer Cholesky—
Zerlegung 16sen zu kénnen. Es wird sich sich aber zeigen, da mit einem
solchen a keine sinnvolle Regularisierung erreicht wird.

Die hier skizzierte Methode der Tichonov-Regularisierung ist sicherlich das
am hiufigsten verwendete Verfahren zur Losung schlecht konditionierter Nor-
malgleichungssystem. Eine mathematische Analyse ist auf der Grundlage ei-
ner SVD-Zerlegung der Matrix A moglich, auf diese wird im Abschnitt 3.9
néher eingegangen. Basierend auf der SVD lassen sich nun die verschieden-
sten Regularisierungmethoden definieren, z.B. Truncated SVD oder GSVD,
Damped SVD oder GSVD, HANSEN [15, 16], BOUMAN [19], exponential fil-
tering, CALVETTI, LEWIS UND REICHEL [20]. Diese Methoden sind aber
nur dann anwendbar, wenn eine SVD—Zerlegung von A oder eine Eigenwert—
Zerlegung von AT A zuginglich ist. Eine weitere Klasse von Regularisierungs-
verfahren basiert auf der Tatsache, dafl A und b oft beide fehlerbehaftet sind.
Als Minimierungsaufgabe ergibt sich als Konsequenz daher die sog. ,total
least squares (TLS)“-~Formulierung:

min [[(4,b) — (4,b)[|p mit: b= Az,
Ab,x

GoLuB, HANSEN UND O’LEARY [21]. Es kann aber gezeigt werden, daf}
fiir Probleme in Standardform oder solche, die in diese transformiert werden
kénnen, TLS und Tichonov-Regularisierung im wesentlichen dquivalent sind.
Eine weitere Klasse von Regularisierungs-Methoden sind iterative Verfahren.
Diese basieren auf bekannten Methoden zur Lésung von Gleichungssystemen
auf der Grundlage von Krylov-Verfahren, s. HANSEN [15] fiir eine Ubersicht.
Dies ist zum einen das stationiire Landweber—Verfahren und die daraus ab-
geleitete sog. v—Methode, zum anderen das CG—Verfahren, insbesondere in
der robusten LSQR-Implementation. Besonders attraktiv an diesen Verfah-
ren scheint auf den ersten Blick, daf} sie keinen Regularisierungsparameter
benétigen, sondern die inhdrente Regularisierungseigenschaften des iterativen
Alorithmus nutzen. Dieser Vorteil wird aber aufgewogen dadurch, daf§ kein
eindeutiges Abbruchkriterium zu Verfiigung steht. Tatséichlich iibernimmt
der Iterationsindex die Rolle des Regularisierungsparameters und eine Ent-
scheidung fiir einen spezifischen Index kann nur anhand der gleichen Kriterien
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getroffen werden, die auch zur Wahl eines optimalen « zur Verfiigung stehen.
Weiterhin sind iterative Verfahren effizient und robust nur fiir diinn besetzte
Verfahren einzusetzen, bei der Anwendung des CG—Verfahrens auf positiv—
definite Systeme hingt die Konvergenz zudem entscheidend davon ab, dafl
niemals das Matrixprodukt A7 A benutzt wird, sondern immer nur A selber.
Dies ist aber bei der Schwerfeldbestimmung nicht moglich. Eine Konvergenz
wire fiir ein CG—Verfahren daher nur zu erwarten, wenn die Kondition von
AT A durch ein geeignete Prikonditionierung entscheidend verbessert wiirde.
Allerdings bedingt ein Priakonditionierer, etwa ein sog. sparse approximate
inverse preconditioner (SPAI), HUCKLE [22], weitere Parameter, die in ge-
wissen Bereichen frei gewédhlt werden kénnen und daher eine noch geringere
Eindeutigkeit der Losung ergeben.

Residual norm Norm of solution

1610

/ 200
1600 K

o 50 100 150 200 o 50 100 150 200
Regularization parameter alpha Regularization parameter alpha

Abbildung 3: Norm des Residuums und der Losung

Im Rahmen der Schwerefeldbestimmung bleibt daher der einzig praktikable
Ansatz zur Regularisierung eine Tichonov-Regularisierung wie in (9). Ak-
zeptiert man nun die spezielle Wahl der Matrizen P und L, so bleibt als
freier Parameter nur noch «. Daher wird man nach einer objektiven und
mathematisch fundierten Methode suchen, die ein ,optimales“ « liefert. Im
folgenden werden einige Methoden dargestellt, die unter Grundlegung ver-
schiedener theoretischer Ansdtze versuchen, ein solches a zu ermitteln. Alle
Berechnungen wurden in einem in etwa logarithmisch verteilten Bereich von
770 o~ Werten zwischen 0.054 und 10° vorgenommen. Dabei ist 0.054 in Uber-
einstimmung mit der Eigenwertanalyse tatsdchlich der kleinste Wert, fiir den
eine Cholesky—Zerlegung moglich ist. In Abb. 3 sind die Norm des Residuums
und der Losung, also ||l — Adz,||p und ||z4||z, dargestellt.

Da mit zg bereits ein Schwerefeldmodell niederer Ordnung vorliegt, ist auch
die Abweichung z, — zo, d.h. ||dz4||, von Interesse, diese Grofle ist in Abb. 4
dargestellt. Diese Funktion hat ein Minimum bei o = 79, hier ist also die
[“Jbereinstimmung zwischen zy und z, am groBten.

Es sei hervorgehoben, dafl diese Untersuchungen nur méglich waren mit Hilfe
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ldx| = |x-xO|
0.4

0.35
0.3 \
0.25

0.2

[+ 10%

o 50 100 150 200
Regularization parameter alpha

Abbildung 4: Norm von dz,

der im Kapitel 2 dargestellten effektiven Algorithmen. Die einzelnen Me-
thoden in den folgenden Abschnitten werden der Einfachheit halber an dem
Minimierungsproblem (3) dargestellt.

3.2 L-Kurve Kriterium

Eine der am hiufigsten verwendeten Methoden zur Bestimmung eines Regu-
larisierungsparamters « ist das L-Kurve Kriterium, HANSEN [15, 23], HAN-
SEN UND O’LEARY [24]. Die zugrunde liegende Idee ist die eines Ausgleich
zwischen dem Fehler, der durch die Regularisierung eingefiihrt und dem, der
durch die Fehler in den Daten selber hervorgerufen wird. Ist a zu grof}, wird
also zu stark regularisiert, so wird ||Az, — b|| zu grof§ sein. Ist andrerseits «
zu klein, wird also nur schwach regularisiert, so wird die Losung dominiert
von Fehlern in den Daten und ||z|| zu groB sein, s. als Illustration hierzu
auch Abb. 3. Demnach sollte zur Beurteilung der Lésung sowohl die Norm
des Residuums als die der Lésung herangezogen werden. Bei der Methode der
L—Kurve werden nun diese beiden Gréflen in doppelt—logarithmischer Skala
aufgetragen. Auf Grundlage einer SVD—Zerlegung der Matrix A kann nun
gezeigt werden, daBl diese Darstellung die Form eines L besitzt und der Punkt
mit der stirksten Kriimmung der Kurve das optimale o reprisentiert. Die
theoretischen Voraussetzungen hierfiir sind aber die folgenden:

- Nur die rechte Seite b ist fehlerbehaftet, d.h. b= b+ e.

- Die Kovarianzmatrix des Storungsvektors e ist ein Vielfaches der Ein-
heitsmatrix.

- Es gilt: ||e]| < |B]].

- Die SVD-Koeffizienten |u] b| fallen rascher als die Singulirwerte o; (dis-
krete Picard-Bedingung).
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Ungeachtet dieser restriktiven Voraussetzungen hat sich diese Methode auch
in verschiedenen Anwendungsbereichen u.a. mit stark korrelierten Fehlern
in den Komponenten der rechten Seite bewédhrt. Es sei hervorgehoben, dafl
im Fall der Schwerefeldinversion die ersten beiden Bedingungen nicht erfiillt
sind, die anderen beiden kénnen nicht iiberpriift werden.

Bei der Realisierung dieser Methode fiir die Schwerefeldbestimmung hat man
auf die spezielle Form des Minimierungsproblems (8) zu achten. Aufzutragen
ist demnach log ||l — A dz, | gegen log ||z4]|, s. Abb. 5.

L-curve Curvature of the L-curve

E) 80
8.5 70 /
8 60 /
7.5 50
= s
= 7
= 1 g ”° /
B
6.5 \ 30 /
6 \ 20 {
5.5 10
L — |
5 o
7 7.4 7.8 8.2 o 100 200 300 400 500 600

log|x| Regularization parameter alpha

Abbildung 5: L-Kurve und deren Kriimmung

Um aus dieser Darstellung nun das optimale « zu erhalten, muf} die Kriitmmung
dieser Kurve berechnet werden. Sei hierzu

n=lzall”,  p=1b-Azal?*,
) =logn , p=logp.

N N

und p, p",7',7" die Ableitungen nach «. Dann ist die Kriimmung gegeben
durch

A1 Al A~

A" —p"n
(6% + (i7)2)3/2
Hat man die Berechnungen fiir hinreichend viele a—Werte durchgefiihrt, so
148t sich durch Approximation der Ableitungen durch finite Differenzen der
Ort der maximalen Kriimmung bestimmen, s. Abb. 5.
Allerdings gibt es auch andere Moglichkeiten zur Bestimmung des Maximums
von k(a). Mit Hilfe der SVD—Zerlegung 148t sich ndmlich die einfache Bezie-
hung

k(a) =

pl=—an

ableiten. Diese Relation ist zudem ein guter Test fiir die Konsistenz der
numerisch ermittelten Werte fiir p und n. Im vorliegenden Fall ist sie mit einer



18

Genauigkeit von etwa 0.1 % erfiillt. Auch die Verwendung der 2. Ableitungen
148t sich vermeiden, man kann zeigen, dafl

. — olP amp +2/anp + o’y
n (an? +p?)32

gilt. Von REGINSKA [25] wurde weiterhin abgeleitet, daB das « fiir das x(«)
das Maximum annimmt, gleichzeitig das Minimum von ||z, - ||b — Az,]|
ist; allerdings kann diese Funktion auch ein Minimum haben, ohne daf§ die
(llzall, |6 — Azql||)-Darstellung die Form einer L-Kurve hat, s. etwa FLo-
BERGHAGEN UND BOUMAN [26].

Unabhéngig von den Details der Methode erhélt man im Fall der Schwere-
feldinversion mit der Methode der L-Kurve ein optimales @ = 69. Bei der
Beurteilung dieses Wertes ist aber Vorsicht geboten. Zum einen ist der Werte-
bereich, in dem sich ||z, || und ||b— Az, | bewegen, recht klein. Bei allen in der
Literatur, HANSEN [23, 24, 27] angegebenen Testbeispielen und Anwendun-
gen fiir die L-Kurve variieren beide Funktionen iiber mehrere Zehnerpoten-
zen. Tatséchlich entspricht die dem Augenschein nach wohldefinierte ,, Ecke®
der L-Kurve einem gréflerem Wertebereich fiir a. Innerhalb von o = 16 und
420 andern sich beide Normen nur um weniger als 0.1 %, innerhalb von 56
und 88 um weniger als 0.01 %.

Abschlieflend sei angemerkt, dafl die Methode der L-Kurve verschiedentlich
kritisiert wurde, s. insbesondere HANKE [28], VOGEL [29]. Im wesentlichen
wurde von diesen Autoren gezeigt, daB fiir verschiedene diskretisierte Inte-
gralgleichungen dieser Algorithmus weder fiir eine feiner werdende Diskreti-
sierung noch fiir eine gegen 0 gehende Stérung der rechten Seite das korrekte
asymptotische Verhalten besitzt.

3.3 Generalized cross—validation

Die Methode der generalized cross—validation (GCV) basiert auf statistischen
Verfahren. Sei eine beliebige Gleichung aus Az = b gestrichen. Das optimal
regularisierte reduzierte System sollte dann am besten geeignet sein, das feh-
lende b; zu rekonstruieren. Eine exakte Herleitung findet sich in GOLUB,
HEATH UND WAHBA [30], WAHBA [31], s. auch HANKE UND HANSEN [14],
BJORCK [9]. Als Funktional, dessen Minimum in Abhéingigkeit von « gesucht
ist, ergibt sich dabei:

b — Az

G(a) = — 5 -
(tr [T, — A(ATA + aLTL)-1AT))

Der Spurausdruck 148t sich vereinfachen vermittels

tr [I, — A(ATA+aLTL) 'AT] = m —n+atr [(ATA+oLTL) 7] .
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Dies ergibt speziell fiir die Schwerefeldinversion:

|1 — Adza|}
(m—n+ atr[(ATPA+ oLTL)-1))*

G(a) =

Die numerische Auswertung des Spuraudrucks im Nenner ist effizient auf
folgende Weise moglich. Sei AAT die CholeskyZerlegung von AT PA+oL™L.
Dann gilt:

tr [(ATPA+aL"L)™'] = tr[(AAT)7]
= Zn:(AfTAfl)z‘i

=1

n n
= > > (A

i=1 k=1
Es muf} also fiir jedes « die Dreiecksmatrix A invertiert werden.
Das Ergebnis dieser Berechnungen ist fiir die Schwerefeldinversion in Abb. 6
gezeigt. Offensichtlich weist die Kurve kein Minimum auf, aufler fir « — 0.
Ahnliche Beobachtungen sind bereits von anderen Autoren berichtet worden.
Danach scheint die GCV-Methode dann zu versagen, wenn die Fehler in der
rechten Seit hoch korreliert sind. Dagegen kann die Methode der L-Kurve
solche ausfiltern, auch wenn sie die diskrete Picard—Bedingung verletzen; fiir
eine niahere Diskussion hieriiber s. HANSEN [23]. Das GCV—Verfahren ist also
nicht geeignet, ein optimales « fiir die Bestimmung der Schwerefeldparameter
zu liefern.

GCV criterion
3.66e-07

3.64e-07

3.62e-07

3.6e-07

G(alpha)

3.58e-07

3.56e-07

3.54e-07

O 50 100 150 200 250 300 350 400
Regularization parameter alpha

Abbildung 6: GCV-Funktion G(«)
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3.4 Quasioptimale Losungen

Die Methode der Quasioptimalitéit beruht auf der Annahme, dafl die Funktion
|ze — z*||, mit z* der exakten Losung des ungestorten Problems, bei dem
optimalen « ein Minimum besitzt. Daher wird das a gesucht, das

d 2
a—=T,

Ule) = da

minimiert. Man kann zeigen, s. insbesondere HANSEN [23], daf unter geeig-
neten Voraussetzungen, u.a. wieder der diskreten Picard-Bedingung, nédhe-
rungsweise gilt:

U(a) = |lzg — walli + lloi — zallZ -

Hierbei ist z, die Losung des regularisierten, aber ungestorten Problems.
Demnach versucht dieses Verfahren in &hnlicher Weise wie die Methode der L—
Kurve einen Kompromify zwischen Minimierung des durch die Regularisierung
eingefithrten Fehlers zj — z7, und Minimierung des Storungsfehlers z}, — z,
zu finden.

Quasioptimality criterion

le-07

Se-08

8B8e-08
7e-08 \
6e-08

S5e-08

Psi(apha)

4e-08
200 400 600 800 1000

Regularization parameter alpha

Abbildung 7: Quasioptimale Losungen: U(«)

Sei x4, die Losung des Minimierungsproblems (2). Weiterhin bezeichne z,,
die Losung des Problems

min{[|Az — bl|* + & L(@ — 20"}

Dann 148t sich z,, schreiben als:

Tay = ZToy +(ATA+al"L) 'L L2,,
d
= Tg — & @.’Ea

a=ai
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Speziell fiir die Schwerefeldinversion ergibt sich somit als Zielfunktion, deren
Minimum gesucht ist

U(a) = a|(ATPA+ oLTL) LT Lz, .

Fiir jedes o muf also die Cholesky—Zerlegung von A7 PA+ oL" L nacheinan-
der auf zwei Vektoren angewendet werden. Die Resultate der entsprechenden
Berechnungen zeigt Abb. 7.

Die Funktion ¥(«a) hat ein Minimum bei a = 260, d.h. die Methode quasi-
optimaler Ldsungen ergibt ein erheblich gréferes « als das Kriterium der
L-Kurve. Ein dhnliche Beobachtung wurde auch von BOUMAN [19] gemacht
bei der Simulation von fluggravimetrischen Messungen, ohne dafl dafiir eine
theoretische Erklirung gegeben werden kann.

3.5 Hanke-Raus-Verfahren

Wie bereits bei dem Verfahren der L-Kurve erwdhnt, ist es eine theoretisch
erwiinschte Eigenschaft einer bestimmten Methode, daf fiir einen kleiner wer-
denden Fehler der rechten Seite, die mit dem jeweils optimalen « regulari-
sierte Losung gegen die exakte Losung des ungestorten Problems konvergiert.
Solche sog. ordnungs—optimalen Methoden wurden entwickelt von RAUS [32],
ENGL UND GFRERER [33] und GFRERER [34]. Davon ausgehend entwickelten
HANKE UND RAUS [35] heuristische Regeln zur Bestimmung eines optimalen
« fiir verschiedene Regularisierungsverfahren.

Hanke-Raus method

1680 ‘

1660

hilalpha)

.|
\
R

1600
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Abbildung 8: Hanke-Raus Verfahren: ¢(«)

Fiir die Tichonov—Regularisierung erhilt man auf diese Weise als Zielfunkti-
on, deren Minimum gesucht ist, den Ausdruck

pla) = \/1+ = (b~ Az T (b~ Asay)
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Hierbei sind x4, und z,, die gleichen Gréflen wie sie bereits bei der Methode
quasioptimaler Losungen verwendet wurden. Im Rahmen der Schwerefeldbe-
stimmung hat damit man folgende Funktion auszuwerten

pla) = \/E

[T Pl — d2T ATPI — doT (ATPA + aLTL)(dza, — dza,)] ™"

Die Methode ist vom Aufwand her offensichtlich dquivalent zum Verfahren
quasioptimaler Losungen; die Ergebnisse sind in Abb. 8 dargestellt. Als Mi-
nimum von ¢(«) erhilt man o = 186, aber auch hier ist das Minimum nicht
sehr scharf definiert.

3.6 Generalized—maximum-likelihood Verfahren

NEUMAIER [36] definierte ebenfalls ausgehend von statistischen Annahmen
iiber die Verteilung und Korrelation der Fehler eine Klasse von Verfahren zur
Bestimmung eines optimalen «. Diese Klasse enhilt als Spezialfille zum einen
das GCV—Verfahren, zum anderen ein sog. generalized maximum likelihood—
Ansatz (GML). Dieser liefert, unter einschrinkenden Voraussetzungen, die
klassische maximum likelihood-Abschétzung fiir a. Zielfunktion ist hierbei
das Funktional

1
GML(a) = b7 (b - Az,) {/det(AT A+ aL"L).

Im Fall der Schwerefeldinversion kann dieser Ausdruck umgeformt werden zu

1
GML(e) = —(rall} + ellzal?) {/det(ATPA + aLTL) .

Dieser Ausdruck enthilt gerade den Term |ro||% + af|lzal/%, der fiir ein fe-
stes a durch die Tichonov-Regularisierung minimiert wird; seine numerische
Auswertung ist nicht schwierig. Sei wieder AAT die CholeskyZerlegung von
ATPA + oL L. Dann gilt fiir die Determinante

2
n
det(AT"PA + oLTL) = det(A)? = (H AZ-Z-) :
1=1

Die berechnete Funktion GML(«) ist in Abb. 9 dargestellt.
Das im Vergleich zu den anderen Methoden relativ scharf ausgepréigte Mini-
mum liegt hier bei a = 44, ist also kleiner als bei allen anderen Verfahren.

3.7 Mean square error matrix Analyse

Die mean square error (MSE) Matrix wurde von verschiedenen Autoren in-
nerhalb der Schwerefeldbestimmung eingefithrt, um die verschiedenen Fehle-
reinfliisse zu unterscheiden und ihren Einflufl auf die Losung zu quantifizieren,
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GML criterion
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Abbildung 9: GML—Verfahren

s. hierzu insbesondere BouMAN [19, 37, 38], BouMAN UND KooP [39, 40] so-
wie FLOBERGHAGEN UND BOUMAN [26]. Ziel ist hierbei die Beurteilung der
Qualitdt der Losung fiir ein festes a a posteriori. Wiederum ist der Aus-
gangspunkt eine Annahme iiber die Fehlerverteilung in den Messungen, also
der rechten Seite b:

b = bte
E{e} = 0,
E{ee’} = P!

7

(Kaula—Regel) .

Hierbei kennzeichnet E{-} den Erwartungswert. Damit li8t sich fiir den
Erwartungswert der regularisierten Losung ableiten:

E{z,} = (ATPA+oL"L)"'ATPE{b}
= (ATPA+aLl”L)'ATPAx) .

Damit ist der Einflufl durch die Regularisierung abschéitzbar als
6x := B{zo — x} = —a(ATPA+ oL"L) ' LT Lz} .

Durch Fehlerfortpflanzung, angewandt auf z, = (AT PA + oL L)1 AT Pb,
erhélt man nun fir die Kovarianzmatrix ), der regularisierten Lésung

Qz = (ATPA+ oLTL) 'ATPA(ATPA + oLTL) .

Der gesamte Fehler, gesehen als Summe der Fehler in den Beobachtungen
und der durch die Regularisierung eingefithrten, wird nun definiert durch die
sog. mean square error Matrix

MSEM = Q, + 6zdz” .
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Mit Hilfe dieser Matrix wurde verschiedentlich versucht, den Einflul der Mef-
fehler und der Regularisierung im Detail zu analysieren, s. die Arbeiten von
BOUMAN ET AL. [19, 37, 38, 39, 40, 26]. Der mittlere Fehler (,,mean square
error“ MSE) der Losung ist nun definiert als die Spur dieser Matrix und kann
interpretiert werden als Erwartungswert der Differenz zwischen der wahren
Losung z; und z4:

MSE = tr Q, + tr (6zéz”) .

Der erste Term der rechten Seite dieses Ausdrucks, also die Summe der Va-
rianzen fiir die Losungskomponenten, wird kleiner mit gréfler werdendem c.
Der zweite Term als Mafl des Einflusses der Regularisierung ist 0 fiir o = 0
und wichst dann kontinierlich. Ziel ist nun, die Summe MSE(«) zu minimie-
ren. Dies ist aber direkt nicht méglich, da er offensichtlich zj; selber enthilt.
Damit ist nur eine Abschitzung der MSE moglich, indem man stattdessen
zo verwendet, obwohl dann der Einflul der Regularisierung systematisch un-
terschéitzt wird, s. XU [41].

Die numerische Auwswertung des Spurausdrucks erfordert einen héheren Re-
chenaufwand als die bisher vorgestellten Verfahren. Zur Berechnung von @,
ist die folgende Umformung vorteilhaft.

Q: = (ATPA+aLTL) 'ATPA(ATPA + oL’ L)™!
(ATPA+oL"L)™!
—a(ATPA+ oLl L) ' LT L(ATPA 4 oLTL) 7.

Damit ergibt sich fiir tr Q,:

trQ; = tr[(A"PA+aLl”L)™!]
—atr {[L(ATPA + oL"L) /' [L(ATPA + oLTL) 1]}

n
= Y [(ATPA+aL™L) ],
i=1

—a ZTL:(LTL),C 3 [(ATPA+oL"L) ']}, .
k=1 i=1

Sei AAT wieder die Cholesky—Zerlegung von ATPA + oL™L, die Matrix-
elemente von A~! seien \;;. Damit erhilt man

2
n n

Qe =Y > Mi—a Y (LTLY [ D Nk
post 1

i=1 k=1 i=1 \j=

Damit ist zur Berechnung von MSE(«) fiir jedes « die volle Invertierung der
Matrix A notwendig. tr(dzéz”) liBt sich schreiben als

tr (5z6zT) = ||(ATPA+ oLTL) 'LTLa})|? .
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Setzt man fiir z{; ndherungsweise z, so wird hieraus
tr (6zdz™) = ||dza, — daa, ||, (10)

dies ist genau das Funktional, das bei der Methode quasioptimaler Lésun-
gen, s. Abschnitt 3.4, minimiert wird. Die Rechnungen fiir die Schwerefeld-
inversion ergeben hiermit die in Abb. 10 dargestellten Resultate.

MSE MSE
6e-15 T 2.5e-14 T T T
5 tr(Q) Q) ——
tr(DX,DXT) -------- tr(Dx(0),Dx(0)T) ------—-
MSE = tr(Q) + tr(Dx,DXT) ---------- MSE = tr(Q) + tr(Dx,DXT) ----------

Se-15 |
H 2e-14

4e-15

1.5e-14 [

3e-15

le-14

2e-15

Se-15 |

le-15 i
K ~—

—

o o

o 200 400 600 800 1000 o 5 10 15 20 25 30 35 40
Regularization parameter alpha Regularization parameter alpha

Abbildung 10: mean square error - MSE mit z, und zg

Obwohl die MSE-Funktion ein Minumum bei o = 290 besitzt, ist diese Me-
thode nicht geeignet, ein optimales a zu liefern, da die Funktion tr(dz, dz7)
offensichtlich nicht den korrekten Verlauf fiir o — 0 aufweist. Daher ist es
sinnvoller, zur Berechnung diese Beitrages ein festes z zu verwenden. Eine
Moéglichkeit ist z.B. das vorliegende Schwerefeldmodell niederer Ordnung, al-
S0 xg, zu verwenden. Damit erhilt man die ebenfalls in Abb. 10 gezeigten
Ergebnisse.

Nun besitzen beide Funktionen zwar das theoretisch richtige Aussehen, aber
das Minimum bei a = 2.1 ergibt sicherlich keinen optimalen Regularisierungs-
parameter.

Statt xzp, das wohl nur eine grobe Niherung ist, kann natiirlich jedes be-
liebige x4, nun aber zu einem festen a—Wert, genommen werden. Sei nun
a* derjenige Wert des Regularisierungsparameters, fiir den die Tichonov—
Regularisierung die beste Ndherungslosung liefert. Dann sollte die Funktion
tr(Qy + 0z 5xa*T) bei a* ihr Minimum aufweisen, d.h. o* sollte auf diese
Weise rekonstruierbar sein. Daher wurden fiir alle a—Werte die Funktionen
6xdzT nach (10) berechnet. In Abb. 11 sind die Ergebnisse fiir 4 ausgewihlte
a—Werte dargestellt.

Eine andere Moglichkeit der Beurteilung dieser Ergebnisse besteht darin, das-
jenige a* zu suchen, fiir das das Minimum der MSE-Funktion unter Verwen-
dung von tr(dze- 6z~ ) den kleinsten Wert annimmt. Aus diesem Grund ist
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in Abb. 12 das Minimum und der ensprechende a—Wert der MSE-Funktionen
aufgetragen.

Die Ergebnise der Berechnungen lassen aber beide Interpretationen offen-
sichtlich nicht zu. Einerseits wird das Minimum von MSE(«) mit wachsenden
Wert fiir @ immer kleiner. Zum anderen existiert kein ausgezeichneter Wert
o, bei dem tr(Qg + 0T+ 6xo+ 1) tatsichlich sein Minimum hat. Die Differenz
zwischen o und dem zugehorigen Minimum wird mit wachsendem Wert fiir
a immer grosser. Beide Auslegungen fiithren also zu widerspriichlichen Resul-
taten. Offenbar ist die Methode der Analyse der MSE—Matrix nicht geeignet,
ein optimales « zu identifizieren.
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Abbildung 12: Minimum der MSE-Funktionen u. zugehotrige a—Werte
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3.8 Vergleichende Bewertung der Methoden

Von den vorgestellten 6 Verfahren liefern 4 einen eindeutig bestimmten Wert
fiir a. 2 Verfahren, GCV und MSE—-Analyse ergeben o — 0 bzw. a — o0,
sind also fiir den Fall der Schwerefeldinversion nicht anwendbar. Tab. 8 fafit
die Ergebnisse noch einmal zusammen.

Methode optimales «
L-Kurve 69
Quasioptimale Lésungen 260
Hanke-Raus Verfahren 186
GML 44

Tab. 8 : Optimale a-Werte aus verschiedenen Methoden

Offensichtlich liefert jede Methode ein anderes «. Eine Beurteilung kann aber
nur in Hinsicht auf die Unterschiede in den jeweils optimalen z,, erfolgen. Da-
her sind als Beispiel in Abb. 14 die absoluten und relative Differenze zwischen
den Losungen zg9 und z199 bzw. zogo und z199 dargestellt. Im Zusammen-
hang hiermit muf} die vermittels

Vy =0® (AT A)!

berechenbare Standardabweichung, Abb. 15, der Losung gesehen werden.
Aus den in Abb. 14 und 15 dargestellten Daten folgt, dafl fiir « = 69 und
a = 100 sich in weniger als 3% der Komponenten des Losungsvektors Un-
terschiede ergeben, die grofler als die entsprechenden Standardabweichungen
sind. Fir @ = 260 und a = 100 erhéilt man aber schon in etwa 20% eine
signifikante Differenz. Tatsédchlich unterscheiden sich im Bereich von a = 63
bis a = 156 die Losungen z, in weniger als 5% der Komponenten um mehr
als die Standardabweichung; fiir 10% signifikante Abweichungen erhilt man
sogar einen Bereich von a = 55 bis @ = 182. Demnach ist sinnlos, eine rela-
tive Genauigkeit eines optimalen a—Wertes kleiner als £40 (fiir ein « in der
GréBenordnung von etwa 100) zu fordern. Dennoch ergibt sich aus Abb. 14,
daf} die Verfahren zur Ermittlung eines optimalen « auch unter Beriicksichti-
gung der iiberhaupt moglichen Losungsgenauigkeit deutlich unterschiedliche
Resultate ergeben.

Auch in der Literatur wurden des 6fteren verschiedene Ansétze zur Bestim-
mung eines optimalen Regularisierungsparameters in praktischen Problem-
stellungen verglichen. Von HANKE UND HANSEN [14] wurden umfangreiche
Tests anhand von zwei Anwendungen aus der Sonnenphysik (,,helioseismo-
logy“) und der Bild-Rekonstruktion durchgefiihrt, und zwar sowohl fiir die
Tichonov—Regularisierung als auch fiir iterative Methoden. Die Resultate er-
geben ein sehr uneinheitliches Bild. Fiir das Problem aus der Sonnenphysik
wurden mit der Tichonov-Regularisierung die besten Resultate erhalten mit
GCV oder dem L-Kurve Kriterium.
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Beide Verfahren sind beziiglich Robustheit und Genauigkeit den anderen Me-
thoden iiberlegen, wobei bei normal-verteilten Fehlern in der rechten Seite
GCV am besten abschneidet. Bei Verwendung iterativer Verfahren ist die
Situation aber erheblich weniger eindeutig. Im Fall der Bildrekonstruktion
werden die besten Resultate fiir die Tichonov—Regularisierung mit der Metho-
de von GFRERER UND RAUS [34, 32], dhnlich dem Hanke-Raus Verfahren in
Abschnitt 3.5, der Methode quasioptimaler Losungen und GCV erhalten, die
Anwendung der L-Kurve fithrt dagegen zu deutlich gréfieren Fehlern. Wie-
derum ergeben sich bei Verwendung iterativer Verfahren andere Resultate.

HANSEN [23] verglich am Beispiel einer Fredholm-Integralgleichung GCV und
L—Kurve Kriterium. Nach diesen Ergebnissen sind beide Verfahren bei unkor-
relierten Fehlern in der rechten Seite des Gleichungssystems nahezu dquiva-
lent, dagegen ist die L-Kurve deutlich iiberlegen, wenn starke Korrelationen
dieser Fehler vorhanden sind.

NEUMAIER [36] iiberpriifte fiir eine ganze Klasse von Regularisierungsverfah-
ren und verschiedene Fehler—Verteilungen die Approximationseigenschaften.
GML ist demnach vor GCV das optimale und gleichzeitig am wenigsten auf-
wendige Verfahren. Nach WAHBA [42] ist unter gewissen Voraussetzungen
dagegen GCV robuster als GML.

FLOBERGHAGEN UND BOUMAN [26] schlieBlich untersuchten bei der Rekon-
struktion des Schwerefeldes des Mondes verschiedene Methoden zur Bestim-
mung eines optimalen Regularisierungsparameters, insbesondere auch das L—
Kurve Kriterium und quasioptimale Losungen. Allerdings stand ihnen kein
Wert fiir das Residuum ||74||p zu Verfiigung, lediglich eine Abschétzung tiber
die Matrixnorm. Daher sind die Ergebnisse beziiglich der L-Kurve sicherlich
nur Niherungen, da hier der genaue Wert des Residuums unabdingbar ist.
Die Autoren konstatieren, dal keine Methode geeignet ist, einen zuverléssi-
gen Wert fiir o zu liefern, die ermittelten Werte hierfiir sind wesentlich zu
klein. Sie betonen auch, daf in diesem Fall die Zahl der Entwicklungskoef-
fizienten aulerordentlich grof} ist im Vergleich zu den Verfiigung stehenden
Informationen.

Zusammenfassend ergibt sich, dal kein eindeutig vorzuziehendes Verfahren
zur Bestimmung eines optimalen Wertes fiir o existiert. Dies wird durch
die Rechnungen, die hier fiir die Schwerefeldinversion vorgenommen wurden,
bestétigt. Offensichtlich wird aber die Chance, mit verschiedenen Methoden
zu einem etwa, gleichen Resultat zu gelangen, umso kleiner, je schlechter kon-
ditioniert das Gleichungssystem und je grosser die Fehler in der rechten Seite
bzw. der Matrix selber sind. Die Tatsache, dafl das GCV—Verfahren im vor-
liegenden Fall versagt, ist insbesondere ein starkes Indiz fiir hoch korrelierte
Fehler.

Um die Moglichkeiten und Grenzen der Regularisierung genauer abzuschétzen,
wird im folgenden daher die Regularisierung auf Basis einer Eigenwert—Zer-
legung von AT A analysiert.
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3.9 Eigenwert—Zerlegung und Regularisierung

Wie bereits erwdhnt, kénnen zahreiche Eigenschaften der Regularisierung
anhand einer SVD-Zerlegung der Matrix A untersucht werden. Dies ist eine
Zerlegung der Gestalt

n
A=UzvVT = ZW‘H’%’T .
=1

Hierbei sind U = (u1,... ,u,) und V = (v1,... ,v,) orthogonale Matrizen,
dh. UTU = VTV = I,, und ¥ = diag(o1,... ,0n), 01 > --- > 0, > 0, die
Singulidrwerte von A. Die Spalten von U und V sind die linken bzw. rechten
Singulérvektoren. Hat man eine SVD-Zerlegung vorliegen, so ist die Losung
des nicht regularisierten Gleichungssystems (1) gegeben durch

Diese Gleichung illustriert den starken Einflufl der kleinsten o—Werte auf die
Losung. Eine regularisierte Losung 148t sich demgegeniiber schreiben als

n T
Lreg = ZfZUZ .bvi ’
i1 7
hierbei sind f; die Filterfaktoren, fiir diejenigen der Tichonov—Regularisierung
gilt z.B. f; = 02/(0? + «). Diese Faktoren bewirken offensichtlich eine Ddmp-
fung der Beitrige der kleinsten ;. Diese Dimpfung wird wirksam etwa ab
g; = \/&
Im Fall der Schwerefeldbestimmung liegt nun nur AT A, bzw. AT PA vor. Sei
nun A = UXV7T die SVD-Zerlegung von A, so folgt

n
ATA=VUTUSVT = VS VT =VAVT =) widiw]
=1

Dies ist gerade eine Eigenwert— oder SchurZerlegung von ATA, V ist die
Matrix, deren Spalten die orthonormalen Eigenvektoren sind, A = %2 ist die
Diagonalmatrix der Eigenvektoren von AT A, diese sind also die Quadrate der
Singuldrwerte von A. Das Gleichungssystem AT Az = AT'b 148t sich demnach
schreiben als VAVTz = ATbh. Somit ist die nicht regularisierte Losung z*
gegeben durch

n T AT
e =VATVT ATo =Y v A L

=1

%
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Die Regularisierung ddmpft nun entsprechend den Beitrag der kleinsten Ei-
genwerte von A7 A auf die Losung:

n
fuz-T ATh
Treg = § i v -
i=1 t

A

Die Filterfaktoren der Tichonov—Regularisierung sind nun gegeben durch

_AZ'—I—O('

fi

Mit Hilfe von Filterfaktoren lassen sich nun auch andere Regularisierungs-
methoden definieren, z.B. truncated SVD, HANSEN [15, 16], BOUMAN [19]:

fi= 0, \<a«a
Yl L, N> a

oder exponential filtering, CALVETTI, LEWIS UND REICHEL [20]:

fi=1—exp (—%) .

Die Filterfaktoren von truncated SVD und Tichonov—Regularisierung ké6nnen
dabei als rationale Approximationen an die Faktoren zu exponential filtering
interpretiert werden, s. [20].

Um diese Regularisierungverfahren auf die Schwerefeldinversion anwenden zu
koénnen, ist von der Formulierung

ATPAz = ATP(l + Azy) = ATPI

auszugehen, um der Minimierungsbedingung (8) entsprechende Losungen zu
erhalten. Der Einfluf} der Kaula-Matrix wird beriicksichtigt durch die Trans-
formation in Standardform vermittels A = AL™!:

ATPALz = A"PI.
Man berechnet daher zuerst die Schur—Zerlegung
VAVT = ATPA.
Sei F' die Diagonalmatrix der Regularisierungsfaktoren f;. Dann gilt nun fiir
eine regularisierte Losung

o " fwl LT AT Pl
Treg = L'VFAT'WTATPI = L7 ) %
i=1 '

v; -

Das Residuum von ¢4 ist definiert durch

|7regll® = T Pl — 22, AT Pl 4 .,

reg reg

ATPAD, ey .
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Der Ausdruck a:Z;gATPAxreg kann hierbei effizient folgendermaflen berechnet
werden. Zuerst einmal gilt

ATPAz,e, = LTVAVILL 'WFA VTATP]
L'VFVTATP] .

Damit ergibt sich fiir das Skalarprodukt
~ a7 ~ -
g ATPAzrey = |LWVEATWTATPI| [LTVEVTAT P
~ a7 ~ -
- [A*lFVTATPz] [FVTATPZ]

z": (fivz-TflTPf)Q '
i=1 Ai
Da der Vektor VT AT P auch zur Berechnung von Treg benotigt wird, er-
gibt sich die Norm des Residuums so ohne weiteren Aufwand. Ist eine
Schur—Zerlegung von ATPA gegeben, so erfordert die Berechnung einer re-
gularisierten Losung damit im wesentlichen nur zwei Matrix—Vektor Mul-
tiplikationen, einmal mit V7 und einmal mit V. Sie ist daher dann pro-
blemlos fiir einen variablen Satz von Regularisierungsvarianten durchfithrbar.
Der Gesamtaufwand zur Berechnung von Lésungen zu vielen verschiedenen
a—Werten kann auf diese Weise sogar drastisch reduziert werden, da eine
Eigenwert—Zerlegung nur etwa 20—mal mehr Zeit benttigt als eine Cholesky—
Faktorisierung, s. auch Abschnitt 2.2 und 2.4.

L-curves for different regularizations
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Abbildung 15: L-Kurven fiir verschiedene Regularisierungen

Die Realisierung dieses Verfahrens liefert nun bei Verwendung der Filterfak-
toren der Tichonov-Regularisierung exakt die gleichen Ergebnisse wie die
Losung der entsprechend regularisierten Normalgleichungssysteme, es lassen
sich nun aber auch andere Filterfaktoren anwenden. Da relevante Filter-
faktoren die GroBenordnung der Eigenwerte haben, wurden die Normen der
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Losungen und der Residuen fiir @« = A;, ¢ = 1,... ,n fiir die drei angefiihr-
ten Regularisierungen berechnet. Da die Unterschiede in den Ergebnissen
gering sind, sollen sie hier nur als L-Kurven dargestellt werden, s. Abb. 15.
In dieser Abb. sind die ,,hochaufgelosten Ecken“ der L-Kurven fiir die drei
Filterfaktoren gezeigt, man vergleiche den Mafistab mit dem in Abb. 5.

Die aus diesen Resultaten sich ergebenden optimalen a—Werte sind a =~ 70
fiir die truncated Eigenwert—Regularisierung (infolge der unstetigen Filter-
faktoren nicht exakt lokalisierbar), o = 69 fiir die Tichonov-Regularisierung
und « = 73 fiir die Regularisierung durch exponential filtering. Die sich hier-
mit ergebenden optimalen Filterfaktoren sind in Abb. 16 dargestellt. Hierbei
ist zusétzlich die auf 1 normierte Eigenwert—Verteilung aufgetragen.

Optimal filter factors
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Abbildung 16: Filterfaktoren fiir verschiedene Regularisierungen

Aus Abb. 16 148t sich unmittelbar ablesen, dal durch die ermittelten opti-
malen Filterfaktoren etwa 60% aller Eigenvektoren von ATPA bzw. ATPA
praktisch unberiicksichtigt bleiben, d.h. die Schwerefeldparameter werden et-
wa aus nur etwa 40% aller Eigenwerte und —vektoren berechnet. Setzt man
a = 100, so ist sogar nur etwa 35% der in dieser Matrix enthaltenen , Informa-
tion“ relevant fiir die Losung, dies ist ein auBerordentlich geringer Anteil. Es
erscheint daher unwahrscheinlich, dafl auf Grundlage der vorliegenden Daten
eine Entwicklung des Schwerefelds der Erde in die derzeit aktuelle Zahl von
Koeffizienten (3754) zuverlissig moglich ist.

Dies soll abschlieend durch vergleichende Rechnungen mit einer verringerten
Zahl von Koeffizienten belegt werden.
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3.10 Verringerung der Zahl der Koeffizienten

Gegeben sei wieder das Gleichungssystem (1), also Az = b. Eine Reduktion
der Zahl der Unbekannten ist dquivalent zu der Streichung einer Spalte in
der Matrix A, bzw. der Streichung einer Spalte und einer Zeile in A7 PA.
Als heuristisches Kriterium zur Verringerung der Zahl der Koeffizienten diente
die GréBe des Eintrags in die Kaula-Matrix LTL. Dies bedeutet, daB al-
le Spalten und Zeilen aus A”A bzw. AT PA gestrichen werden, wenn die
entsprechende Komponente von LTL eine gewisse Grenze iiberschreitet. In
gleicher Weise miissen gegebenenfalls Komponenten in A”b, I und in z, ge-
strichen werden. Diese Vorgehensweise soll natiirlich nur zur Demonstration
dienen.

Die obere Grenze des Eintrags in die Kaula—Matrix wurde nun sukzessive
verringert, dies ergab ein immer weiter reduziertes System. Fiir jedes die-
ser Systeme wurde iiber eine Eigenwert—Zerlegung mit Hilfe des Verfahrens
der L-Kurve der optimale Regularisierungsparameter o bestimmt. In den
Abb. 17 und 18 sind die Resultate zusammen mit denen fiir ein festes a« = 100
dargestellt.

Solution norm Residual norm

with alpha = 100 ------—

195.5 1800 T T T T
with optimal alpha
/\’_\/_/—g I
195 et 1750
194.5 4 1700
194 1650

1600

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Number of coefficients Number of coefficients

with optimal alpha
__with alpha = 100

193.5

Abbildung 17: Norm von Lésung und Residuums als Funktion der Zahl der
Koeflizienten

Aus den Abbildungen ergibt sich, daBl die Zahl der Koeflizienten auf etwa
2250 reduziert werden kann, ohne die Norm des Residuums merklich gréfer
werden zu lassen, bzw. die der Losung wesentlich zu verringern. Auch der
optimale Regularisierungsparameter « bleibt in diesem Bereich offensichtlich
nahezu gleich. Als Beispiel sei das System mit 2395 Unbekannten betrach-
tet. Dieses ergibt sich bei einem maximalen Eintrag in die Kaula-Matrix von
5.67-10'6. Als optimalen Regularisierungsparameter berechnet man o = 66.2.
Der kleinste Eigenwert der unregularisierten Matrix ist 0.0039, ist also po-
sitiv, der Anteil der tatsichlich beriicksichtigten Eigenwerte und —vektoren
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Abbildung 18: Optimale a—Werte als Funktion der Zahl der Koeffizienten

betrigt etwa 60 %. Die L-Kurve und deren Kriimmung sind praktisch iden-
tisch mit der aus Abb. 5. Zusammen ergibt sich hieraus, dafl durch diese 2395
Koeffizienten das System ebenso genau gelost wird wie durch das Gesamtsy-
stem mit 3754 Unbekannten. Aus Abb. 17 folgt auch, dafl der Einflul von «
bei mehr als 2250 Koeflizienten grofler ist als die Zahl der Koeffizienten sel-
ber. Angemerkt sei noch, daf eine Bestimmung eines optimalen « durch das
GCV—Verfahren, s. Abschnitt 3.3 auch fiir das System mit 2395 Unbekannten
nicht moglich ist, die Funktion G(«) ist der in Abb. 6 sehr &dhnlich.

3.11 Schluf3folgerungen

Wie bereits dargelegt, kann die aktuelle Zahl von Schwerefeldparametern
n = 3754 aus den gegebenen Daten nicht zuverlissig bestimmt werden. Dies
wird deutlich zum einen durch die uneinheitlichen Resultate der verschie-
denen Methoden zur Bestimmung eines optimalen Regularisierungsparame-
ters. Zum anderen zeigt eine detaillierte Analyse der vorliegenden Daten,
daB durch die Regularisierung etwa 60 % der Information in der Matrix ver-
worfen wird. Demgegeniiber konnen mit einer deutlich geringeren Zahl von
Parametern beziiglich der Norm des Residuums ebenso gute Losungen erzeugt
werden. Alle Folgerungen sind natiirlich auf den vorliegenden Datensatz be-
schrankt.

Letztendlich geht es bei der zugrundeliegenden Problemstellung darum, aus
vermessenen Satellitenbahnen das Schwerefeld der Erde zu rekonstruieren.
Um nun zu einer unbeeinflufften Abschétzung iiber die notwendige und sinn-
volle Zahl von Schwerefeldparametern zu gelangen, wird folgende Vorgehens-
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weise vorgeschlagen. Damit soll ermittelt werden, wie exakt die Parameter
des Schwerefeldes bekannt sein miissen, um die Satellitenbahn mit einem vor-
gegebenen Fehler berechnen zu kénnen.

Hierfiir werden aus Losungen des Schwerefeldsystems mit einer unterschied-
lichen Zahl von Parametern und variablem Regularisierungsparameter rea-
listische Satellitenbahnen berechnet. Dies sollte unter Vernachlissigung al-
ler anderen die Satellitenbahn beeinflussenden Kréifte (Mond, Sonnenwind,
Atmosphire) mit Hilfe eines hochgenauen Integrators unter Kontrolle des
globalen Integrationsfehlers durchgefithrt werden.

Parameterséitze, die hierbei Lésungen liefern, deren Unterschiede in den be-
rechneten Bahnen geringer sind als die Genauigkeit der Bahnvermessung,
miissen demzufolge als ununterscheidbar angesehen werden, auch wenn signi-
fikante Unterschiede in einzelnen Koeffizienten vorhanden sind. Nur solche
Parametersiitze bzw. Regularisierungsparameter, die auch unter diesen idea-
lisierten Verhiltnissen unterscheidbare Satellitenbahnen ergeben, kénnen als
verschiedene Modellierungen des Schwerefelds betrachtet werden. Diese Vor-
gehensweise sollte es ermoglichen, die bei der aktuellen Prizision der Bahn-
messungen sinnvolle Genauigkeit der Bestimmung der Schwerefeldparameter
festzulegen.

Die Frage des hierzu notwendigen Integrators wird im néchsten Kapitel ein-
gehend diskutiert.
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