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Zusammenfassung 

Im vorliegenden Bericht wird die Parallelisierung zweier numerischer 
Algorithmen zur Lösung gewöhnlicher Diiferentialgleichungssysteme 
1.Ordnung (explizite und semi-implizite Euler-Diskretisierung und 
/i-Extrapolation) beschrieben. 

Implementiert wurden die Algorithmen mit 0CCAM2 unter TDS 
(Transputer Development System) mit bis zu 4 Transputern T800. 

Meßwerte für die erreichten Beschleunigungen werden anhand meh
rerer Beispiele von Differentialgleichungssystemen angegeben. 

Schlüsselwörter: Adaptive, parallele Systeme; 0CCAM2; 

Transputer; numerische Gleichungslöser; 

Euler-Diskretisierung; /i-Extrapolation 





Einleitung 

In diesem Bericht werden Parallelisierungsmöglichkeiten für die Differential-
gleichungslöser EULEX und EULSIM - implizite und semi-implizite Euler-
Verfahren - untersucht, mögliche Ansätze diskutiert und für die implementierten 
Versionen die erzielten Werte für die Beschleunigungen dargestellt. Als Imple
mentierungssprache wurde OCCAM2 verwendet. Es standen 8 Transputer T800 
in einem SUN3-Hostsystem zur Verfügung. Für die Parallelisierung wurden bis 
zu 4 Transputer eingesetzt. 

Ausgehend von den sequentiell implementierten adaptiven Algorithmen wurden 
der Zeitbedarf von Subalgorithmen - Berechnung der Jakobi-Matrix, Diskre-
tisierung, Extrapolation - ermittelt, um adäquate Aufwandsabschätzungen für 
mögliche Beschleunigungswerte zu erhalten. 

1. Mathematischer Hintergrund 

Mit den als Unterprogramme implementierten Routinen EULSIM und EULEX 
können die numerischen Lösungen eines Systems steifer bzw. nicht steifer Dif
ferentialgleichungen erster Ordnung ermittelt werden: 

yi = JvJii 1/2-) i y2 i Un-i t) 

V2 = J \1J\I V2y • y • " Uni t) 

yn = JvJi, l}2i -.. i Vn-, t) • 

Als Eingabe-Parameter erhalten EULEX und EULSIM eine Funktion 
F = ( / i , /2 , • . • •/n)? einen nnfangspunkt t, Anfangswerte ei(t)) ^2(^))j • • •Vn(t/n 
einen Endpunkt £enc|, eine-relative Genauigkeit eps und eine initiale und ma
ximale Schrittweite h und hmax. Als Ergebnis werden Lösungswerte £/i(£en<i), 
y2(tend)-> • • • 5 2/•,̂ end) des Differentialgleichungssyssems im Endpunkt tent geliefert 
mit der vorgegebenen relativen Genauigkeit oder eine Fehleranzeige, falls das 
nicht möglich ist. In beiden Fällen wird die numerische Lösung schrittweise 
ermittelt derart, daß auch Lösungen an Zwischenpunkten t\ < t2 < ... < tm 

(t < tittm < tend) entstehen, wobei die Schrittweiten h{ = £t+i — £,-, h\ = h, 
gemäß der in [1] beschriebenen Ordnungs- und Schrittweitensteuerung bes
timmt werden; auf jedem Teilintervall [£{,£t-+i] wird ein Extrapolationsverfahren 
durchgeführt mit Näherungswerten, die bei EULEX durch explizite und bei 
EULSIM durch semi-implizite EULER-Diskretisierung erhalten werden. Im 
ersten Fall ergibt sich bei Vorgabe von y(t) — (y1(t)yy2(t.,.. .yn(t)) für ein 
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kleines t eine Näherung an der Stelle t -f At zu 

y(t -f At) == )(t) + At A F(y, t) 

und im zweiten Fall aus der Lösung des nicht-linearen Gleichungssystems 

(I — At * A) *Ay = A* * F(y,t) , 

mit Ay/ = y{t -+- A)) — ?/(£,, wobei / die (?2 x n)-Einhei tsmatr ix ist und A die 
JACOBI-Matr ix (dF(td/dy), die in EULSIM näherungsweise durch Differenzen-
Approximationen gewonnen wird. Für die Extrapolation über einem Teilinter
vall [ti, t{+i] werden bezüglich einer Ordnung j jeweils auf die beschriebene Weise 
Schätzwerte an den Stützstellen ti-\-{k/n3)*hi, 0 < k < j — 1 , best immt, dabei ist 
(nj = j), 1 < j < imax, die harmonische Folge. Da in eine i71-Auswertung auch 
ein zu einer Stützstelle t gehöriger Wert y eingeht, müssen die bei einer Extra
polationsordnung nötigen F-Auswertungen sequentiell vorgenommen werden, 
und auch die einzelnen "basic steps" müssen sequentiell erfolgen. Die Daten
abhängigkeiten und der Ablauf von Diskretisierung und Extrapolation sind in 
Bild [1] für EULEX dargestellt. In einem (Polynomial-) Extrapolationsschritt 
wird ein Zwischenwert YE^^ berechnet zu 

j ' i Y A?>1 = Vm 

ji Y h v^ tr.. v TP.. _i_ •*' •* ' 
1 ^ifc — -1 -^j.fc-i i 7 \ 

("j/nj-k+lJ - 1 
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4 1 
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^.21 
"TO 

Vm 

j.43 

FE2 22 

\ \ 

F £ 32 YE 33 

\ \ \ 

YE. 42 1 y # 43 YE. 44 

mit: 

^y = F(Vm 1->9 + t) 1 < * < 7 , 0 < j < 6 

y™ = y0 und gij = j i /in 

Bild 1 

Nach Berechnung eines YEjj findet für (koh - 1) < j < (ko/i + 1), j > 2, eine 
Überprüfung auf Konvergenz - Erreichen der geforderten relativen Genauigkeit 
- statt mit koh als optimaler Ordnung aus der Ordnungs- und Schrittweiten-
steuerung (siehe [1]). Im Falle der Konvergenz wird YEjj als numerische Lösung 
des DifFerentialgleichungssystem mit der vorgegebenen Genauigkeit an der Stelle 
ti+1 = ti + h{ betrachtet und das Verfahren wiederholt mit einem Intervall 
[£,+i* £,+2]- Falls keine Konvergenz vorliegt, wird spätestens bei j = koh + 1 das 
Verfahren mit einer kleineren Schrittweite hi wiederholt unter Beibehaltung 
des linken Intervall-Endpunktes £,-. Letzteres geschieht aber nicht beliebig oft, 
sondern nur bis zu einer Grenze, bei deren Überschreiten sich beide Programme 
mit einer Fehlermeldung beenden. 
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Bild l a 

2. Ansätze zur Parallelisierung des Extrapo
lationsschemas 

Wie aus Bild [1] ersichtlich, können die bei den einzelnen Etrapolationsord-
nungen nötigen Berechnungen parallel zueinander ablaufen, so daß dafür mehrere 
Prozessoren einsetzbar sind; bei der Extrapolation benötigte Daten sind dann 
von einem Prozessor zum nächsten zu senden. Würde jedoch jedem Prozessor 
genau ein solcher "Berechnungsstrang" (task) zugeordnet, so wären diese stark 
unterschiedlich ausgelastet (Bild [la]), da der für j = jmXLX = 10 am meisten 
zu tun hä t te und der für .7 = 1 sehr wenig; daher sollten nur wenige Prozes
soren verwendet werden derart, daß die Extrapolationszeilen optimal auf diese 
aufgeteilt sind. Zu beachten ist weiter, daß die Ordnung koh + 1, aus der die 
Anzahl der einzusetzenden Prozessoren zu bestimmen ist, über die "basic steps" 
variiert und auch daß Konvergenz schon bei einer niedrigeren Ordnung (koh — 1, 
auftreten kann. Stellt sich z.B. schon bei der Ordnung zwei Konvergenz ein 
werden Ergebnisse aus höheren Ordnungen nicht mehr gebraucht; die betref
fenden Prozessoren sollten dann laufende Berechnungen abbrechen. Es ist aber 
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in OCCAM und auch in anderen Programmiersprachen nicht möglich, einem 
Prozessor eine asynchrone Abbruch-Nachricht zuzustellen, d.h. die aktive Task 
kann nicht zu einem beliebigen Zeitpunkt unterbrochen werden und daraufhin 
an einer definierten Stelle fortfahren, wie es in diesem Falle erforderlich ist, da 
ja im allgemeinen weitere "basic steps" folgen. Als Ersatz muß an geeigneten 
Stellen im Programm abgefragt werden, ob eine solche Nachricht eingetroffen 
ist, und dasselbe so aufgebaut sein, daß es darauf entsprechend reagiert. Soll 
z.B. eine Wiederholung einer Folge von Anweisungen Ai,A2,..n,An auf diese 
Weise unterbrechbar sein, so kann das betreffende Programmstück in OCCAM 
folgendermaßen formuliert werden: 

CHAN OF BOOL in : 
BOOL loop, break : 
loop := TRUE 
break := FALSE 
WHILE (not break) AND loop 

SEQ 
PRI ALT 

in ? break 
SKIP 

TRUE & SKIP 
SEQ 

Ai 
PRI ALT 

in ? break 
SKIP 

TRUE & SKIP 
SEQ 

A2 

PRI ALT 
in ? break 
SKIP 

TRUE & SKIP 
SEQ 

An 

Die PRI ALT-Konstruktion bewirkt, daß jeweils ein boolescher Wert auf dem 
Kanal "in" eingelesen wird, falls ein solcher aktuell bereit steht, d.h. von einem 
anderem Prozessor gerade gesendet wird, ansonsten aber der Zweig durchlaufen 
wird, der zur Eingabebedingung TRUE & SKIP gehört, die stets erfüllt ist. 

Weitere Synchronisationsmaßnahmen sind erforderlich für das Übermitteln von 
Teilergebnissen YE^tk von einem Prozessor zu einem anderen. Ersichtlich steht 
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z.B. YE31 auf Prozessor A früher für den die Ordnung vier bearbeitenden Pro
zessor (B) bereit, als dieser ihn abholen kann; Prozessor A sollte aber nicht auf 
Prozessor B warten, wie es bei Absetzen einer Maschineninstruktion "Output 
Message" über ein Transputer-Link der Fall ist, sondern mit der Berechnung von 
YE3 2 fortfahren. Derartige Synchronisationsprobleme sind durch Einführung 
zusätzlicher paralleler Prozesse lösbar; die zeitliche Koordinierung erfolgt durch 
den Multi-Tasking-Scheduler auf Hardware-Ebene, d.h. während ein Prozeß 
auf Datentransfer wartet, kann ein anderer weiterarbeiten. Für die Übergabe 
der YEjk ist daher auf jedem Transputer ein parallel zur Berechnung derselben 
laufender Prozeß vorzusehen, der diese auch puffert und erst auf Anforderung 
durch einen anderen Prozessor absendet; eine solche Vorgehensweise wird auch 
durch das Programmiermodell von OCCAM nahe gelegt. Ein Prozeß, der das 
Beschriebene leistet, kann in OCCAM - in etwas vereinfachter Notation - fol
gendermaßen formuliert werden: 

PROTOCOL in IS 
t a g . r e s u l t ; INT:: []REAL64 
tag_end 

CHAN OF in from.comp : 
CHAN OF INT:: ]]REAL64 to_next_ord : 
CHAN OF BOOL r e s u l t . r e q u e s t : 
PROC comm () 

[n]REAL64 Y : 
INT k : 
BOOL busy, r e s u l t . r e q u e s t : 
BEGIN 

result.request := FALSE 
busy := TRUE 
WHILE busy 

ALT 

from,comp ? CASE 
tag.res ; k ; Y 

IF (result.request AND buffer.emptyyO) 
THEN 

to_next_ord ! k ; Y 
result.request := FALSE 

ELSE put.buffer (k, Y) 
from.next.ord ? result.request 

IF (NOT buffer.emptyyO) 
get.buffer (Y, k) 
to.next.ord ! k ; Y 
result.request := FALSE 

END IF 
END. 
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Über den internen Kanal "from.comp" treffen die Yj^ des - hier nicht dar
gestellten - Rechenprozesses auf demselben Prozessor ein und über den Link-
Kanal "from_next_ord" Anforderungen auf Übermittlung derselben durch den 
die nächste Ordnung bearbeitenden Rechenprozeß auf einem anderen Prozes
sor. Die ALT-Konstruktion bewirkt, daß der Kommunikationsprozeß auf bei
den Kanälen gleichzeitig empfangsbereit ist und auf die jeweils zuerst eintref
fende Nachricht reagiert. Treffen beide Nachrichten gleichzeitig ein, so ist die 
Auswahl, welche Nachricht zuerst behandelt wird, beliebig (implementierungs
abhängig). Zum Speichern der Yjtk wird eine Pufferverwaltung gemäß FIFO 
benötigt, die Prozeduren "put .buf fer" , "ge t .buf fe r" und "buff er .empty" zur 
Verfügung stellt. Der Kommunikationsprozeß vermittelt also eine asynchrone 
Kommunikation zwischen den Rechenprozessen; bei Multiprözessor-Systemen, 
die eine asynchrone Kommunikation zwischen den Prozessoren gestatten, entfällt 
die Notwendigkeit der Programmierung solcher Kommunikationsprozesse. Bei 
solchen ist aber für das message passing auch eine Warteschlangenverwaltung 
nötig, die im allgemeinen durch ein zugrunde gelegtes Betriebssystem vorgenom
men wird. Es ist daher für die obige Lösung im Vergleich zu Systemen mit 
synchroner Kommunikation kein EffizienzVerlust zu erwarten. Ein Effizienz
gewinn ist eher dadurch zu erzielen, daß das sequentielle Programm derart in 
parallel ausführbare Moduln zerlegt wird, daß die Kommunikation zwischen 
denselben minimal wird. In diesem Sinne erscheint es vorteilhaft, die Ex
trapolation doch auf einem Prozessor zu belassen und nur die Diskretisierung 
auf verschiedene Prozessoren zu verteilen. Das vereinfacht jedenfalls die Syn
chronisation erheblich insbesondere die Behandlung der erwähnten Abbruch-
Nachrichten. Zur Bestimmung der Anzahl der sinnvollerweise einzusetzenden 
Prozessoren sowie zur Verteilung der Ordnungen auf dieselben wurden einige 
Zeitmessungen durchgeführt und zwar mit den Beispielen FEI bis FE5 aus 
D36.DETEST für EULEX und mit den Beispielen AI bis A4 aus H83.ALL.STITEST. 
In den folgenden Tabellen sind jeweils die Ausführungszeiten der Diskretisierung 
und der Extrapolation je Ordnung und Beispiel in us angegeben wobei durch 
die Hardware bedingte Meßungenauigkeiten vernachlässigt wurden. 
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Eulex 

Beispiel FEI Beispiel FE2 Beispiel FE3 

j Diskr. Extr. Diskr. Extr. Diskr. Extr. 

1 12 30 27 30 27 30 

2 71 419 66 419 123 417 

3 115 478 103 478 219 475 

4 158 536 141 535 328 534 

5 201 593 178 593 482 593 

6 245 651 216 650 596 651 

7 288 708 253 708 709 708 

8 331 766 291 766 821 766 

Beispiel FE4 Beispiel FE5 

j Diskr. Extr. Diskr. Extr. 

1 28 30 27 30 

2 66 417 338 416 

3 105 473 649 474 

4 143 531 965 532 

5 182 590 1276 590 

6 220 648 (1589) (648) 

7 258 704 (1901) (704) 

8 297 761 (2212) (764) 

EULSIM 

Beispiel FA2 Beispiel FA2 

j Diskr. Extr. Diskr. Extr. 

1 701 55 3368 115 

2 989 554 4378 889 

3 1275 666 5393 1139 

4 1560 780 6399 1394 

5 1846 893 7411 1647 

6 2132 1006 8430 1901 

7 2418 1119 9446 2154 
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Beispiel FA3 Beispiel FA4 

j Diskr. Extr. Diskr. Extr. 

1 706 55 3229 127 

2 1012 552 4482 957 

3 1315 665 5732 1239 

4 1619 778 6983 1521 

5 1923 891 8234 1802 

6 2227 1003 9484 2081 

7 2531 1116 — — 

Die angegebenen Ausführungszeiten sind Mittelwerte über alle für die jeweilige 
Ordnung vorkommenden Berechnungen. Die als höchste vorkommende Ord
nung hängt ab von der vorzugebenden relativen Genauigkeit und vom Beispiel; 
in EULEX ist dafür als Maximum zehn vorgesehen und in EULSIM sieben. 
Bei Vorgabe von eps = 10~4, was für technische Genauigkeit ausreicht, wird in 
EULEX für die herangezogenen Test-Beispiele jedoch nicht die Ordnung zehn 
erreicht, sondern neun für FEI und FE3, acht für FE2 und sechs für FE4 und 
FE5. Es erscheinen daher drei oder vier Prozessoren für die Diskretisierung aus
reichend, wenn ein Prozessor mehrere Ordnungen bearbeiten soll. Zur Erzielung 
einer günstigen Auslastung können jedem Prozessor genau zwei Ordnungen 
zugewiesen werden, indem das Dreiecks-Schema gemäß Bild [1] durch horizon
tale Halbierung in der Mitte und Umklappen in ein Rechteck verwandelt wird, 
falls die maximale Ordnung n gerade ist. Das Resultat ist in Bild [2] angegeben: 
Prozessor j bearbeitet die Ordnungen j und n — (j — 1), j' = 1 , . . . (n/2). Die 
Summen der betreffenden Ausführungszeiten sind für EULEX annähernd kon
stant wie aus den Meßwerten hervorgeht. Für die Extrapolation ist dann ein 
weiterer Prozessor einzusetzen der von den anderen die Eingabewerte jymj1 

erhält. Dieses Parallelisierungsschema hat jedoch den Nachteil daß die günstige 
Auslastung der Prozessoren nur für solche "basic steps" erzielt wird bei denen 
tatsächlich bis zu einer vorgegeben Ordnung gerechnet werden muß d.h. bis 
j = JQfa _̂_ i Ist z ß n — 8 und[ jofo = 6 für einen "basic step" vorgegeben und 

stellt sich schon bei j = joh — 1 Konvergenz ein so hat Prozessor vier einen 
höheren Anteil an der Diskretisierung als die Prozessoren eins bis drei zusam
men wie aus den Tabellen für EULEX ersichtlich. Nachteilig ist außerdem 
daß in diesem Falle die anderen Prozessoren zu einem früheren Zeitpunkt mit 
Berechnungen beginnen die dann wieder abgebrochen werden müssen wie oben 
beschrieben als Prozessor vier mit der für die Ordnung fünf die tatsächlich 
gebraucht wird Günstiger wäre es wenn Prozessor eins mit der Ordnung 
fünf fortführe an Stelle von Prozessor vier Da die Extrapolation die Vek
toren ym aus den Diskretisierungen in aufsteigender Reihenfolge sequentiell 
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verarbeitet, sollten jene möglichst auch in dieser Reihenfolge bereitgestellt wer
den, und zwar zum frühest möglichen Zeitpunkt. Diese Forderung führt zu 
einem Parallelisierungsschema gemäß Bild [3], in dem der Prozessor, der die 
Diskretisierungsordnung zwei behandelt, auch die Extrapolation durchführt. 
In den folgenden Diagrammen ist der daraus entstehende zeitliche Ablauf für 
die Beispiele FA1 und FA2 (EULSIM) angegeben unter Vernachlässigung der 
Datenübertragungszeiten und auch der Zeit, die der Konvergenz-Monitor braucht. 

ri 

4, 
*~h 

rtf 

T~H Y E 3* 
X 

yn 
YE. 

N^^v T*\ YE« H 4 Y E « H*f ^ I 

rJ 
YE, 

YE. 

YE. 

YE. 

YE. YE. YE. 

NC=N^X=X YE. YE. YE. YE. 

X=vx=oC=N, YE. YE. YE. YE. 

>*=>C=>C=^ YE. YE. YE. YE 

> 

X 

Bild 2. Rechenschema für geradzahlige * (z.B. i = 8) 
bei Verwendung von i/2 Prozessoren. 

/ 
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y% »i1 Ä1 
y% »i1 Ä1 

•Ie 
2 1 

-ta 
22 31 

y a 
32 

•ia 
33 

.ta. 
41 

vS t> FE22 > K£31 • yj?32 • ^ ^ 3 3 • y# 4 1 > K-#42 vS t> FE22 > K£31 • yj?32 • ^ ^ 3 3 • y# 4 1 > K-#42 

''SI 'Si «? 1 

i / 3 1 -.51 „71 
Vm a ' d i /m 

M2 

Bild 3 
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Beispiel FAl: 

PI 

I I 
j = 1 

701 

P2 

l l 
j = 2 

j = 5 
ex 1 

2547 

ex. 2 

ex. 3 

ex. 4 

H-
ex. 5 

ex. 6 

ex. 7 

989 
1044 

1598 

2264 

3044 

4050 

5056 

6173 

j = 6 

3407 

P3 P4 

I I _ I I 
j = 3 j = _ 4 

1275 

j = 

1560 

7 

3978 

PI 

I 1 
j = 1 

701 

P2 

l I 
j = 2 

3 

j 

= 

= 

4 
ex. 1 

6 

4396 

989 
• 1044 

ex. 2 
|—|— 1598 

ex. 3 
2261 ...—I—I— 2264 

ex. 4 

3044 

P3 

I I 
3 = 3 

j 

ex. 5 
3121 

3997 
j 

= 

—I—I 
ex. 6 

4943 

i i 
ex. 7 

5539 

= 

5 
1275 

7 

6656 
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Beispiel FA2: 

PI 
l l 

j = 1 

j = 5 

3368 
ex 1 

P2 
l I 

3 = 2 

10779 

ex. 2 

H-
ex. 3 

4378 
4493 

5382 

P3 
I l 

3 = 3 

I—I— 6532 
ex. 4 
1—•— 7926 

—I—I 
ex. 5 
L—l— 12420 
I—| 13626 

ex. 6 

ex. 7 
I—I— 17999 

j = 

5393 

6 

P4 

. I—I 
j = 4 

6399 

j = 7 

15845 

PI 
I I 

j = 1 

j = 4 

j = 6 

3368 
ex. 1 

P2 
I I 

j = 2 

9767 

18197 

4378 
4493 

ex. 2 
|—|— 5382 

ex. 3 
L—1— 6532 

P3 
l I 

j = 3 

j 

ex. 4 

I—L 11161 
I—| 12804 

ex. 5 

'—'— 14451 
3 

= 

— I — I 
ex. 6 
I—I— 19203 
,—| 22250 

= 

5 

7 

ex. 7 
24404 

5393 
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Wie die Beispiele zeigen, lohnt sich der Einsatz von vier CPUs nur dann, wenn 
oft bis zur maximalen Ordnung gerechnet werden muß; ansonsten sind drei 
CPUs ausreichend. Die Tatsache, daß der die Extrapolation durchführende 
Prozessor länger beschäftigt ist als die anderen und teilweise auf Eingaben 
warten muß, scheint es nahezulegen, die Diskretisierung und Extrapolation 
nach Ordnungen zusammengefaßt gemäß dem gleichen Schema auf die einzelnen 
Prozessoren zu verteilen, d.h. eine Parallelisierung gemäß Bild [1] vorzunehmen, 
bei der jeder Prozessor mehrere Ordnungen bearbeitet. Ein Vergleich der sich 
daraus ergebenden Ausführungszeiten mit den obigen zeigt für die beiden Bei
spiele jedoch nur geringe Unterschiede, und im allgemeinen ist in einer solchen 
Variante der Synchronisationsaufwand höher, der für diese Betrachtungen ver
nachlässigt wurde. Der Vorteil des obigen Schemas ist, daß eine "master/slave" -
Beziehung besteht zwischen dem Prozessor, der die Extrapolation durchführt, 
und den übrigen Prozessoren, was die Kommunikation vereinfacht, insbesondere 
die Behandlung von Abbruch-Nachrichten. 

Aus Bild [1] ist ersichtlich, daß in EULEX bei der Ordnung eins nur eine Ini
tialisierung stattfindet und die eigentliche Extrapolation erst mit der Ordnung 
zwei beginnt. Da diese Initialisierung im allgemeinen weniger Zeit in Anspruch 
nimmt als die Übertragung eines Vektors yrrij^, die etwa 54 fis dauert, sollte 
sie auf demselben Prozessor ablaufen, der die Ordnung zwei behandelt. Da
raus ergibt sich für die Beispiele FE3 und FE5 folgender zeitlicher Ablauf mit 
denselben Vereinfachungen wie zuvor: 

Beispiel FE3: 

PI 

_ I—l 
j = 3 

P 2 

I l 
j = 1 

ex. 1 ——— 27 
57 

j = 6 
219 

815 

j = 2 

ex. 2 

ex. 3 

ex. 4 

180 

597 

1072 

ex. 5 

H-
ex. 6 

1606 

2199 

2850 
ex. 7 
|—|— 3558 

ex. 8 
4324 

P3 
I I 

j = 4 

j = 

P4 
. I—I 
j = 5 

7 
328 

j 

1037 

= 8 
482 

1303 

14 



Werden nur drei Prozessoren benutzt, von denen P I die Diskretisierungen für 
j' = 3, j' = 5 und j = 7 vornimmt und P3 die für j' = 4, j ' = 6 und j = 8, 
so ändern sich die Zeiten, zu denen ein Extrapolationsergebnis auf Prozessor 
JP2 anfällt, nicht, wie leicht nachprüfbar. Werden jedoch auch die Extrapola
tionen auf die einzelnen Prozessoren verteilt, so ergeben sich rechnerisch kürzere 
Ausführungszeiten, wie im folgenden Diagramm angegeben. 

PI 

. I—I 
j = 3 

ex. 3 

j = 

ex. 

6 

6 

ex. l 

219 

696 

1290 

1941 

P2 

t l—l 
j = 1 

j = 2 

ex. 

j = 

ex. 

3 = 

2 

5 

5 

8 

27 
57 

180 

597 

1079 

1672 

• 2493 
ex. 8 
l—1— 3259 

P3 
. l—l j = 4 

ex. 

j 

4 
328 

862 

= 7 = 

ex. 

7 

7 
1571 

2279 
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Beispiel FE5: 

PI 

I I 
3 = 3 

j 

ex. l 

P2 

I I 
j = 1 

— 5 = 5 
649 

j = 2 

ex. 2 

ex. 3 

27 
57 

395 

811 

P3 

I I 
j = 4 

1925 

1285 

1817 

2515 
ex. 6 
L—1— 3203 

j 

ex. 4 

ex. 5 

= 6 
965 

2554 

Das folgende Diagramm zeigt für dieses Beispiel die rechnerischen Ausführungszeiten 
bezüglich des alternativen Parallelisierungsschema: 

PI 

I I 
j = 3 

ex. 

ex. l 

P2 

l l 
j = 1 

j = 

3 

6 

649 

1123 

j = 2 

e x T - ! 

e ~ 

27 
57 

395 

811 

P3 

I l 
j = 4 

3 = 5 
ex. 4 

ex. 5 

ex. 6 
2712 

2087 

2677 

965 

1497 

3360 
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Die beiden Beispiele unterscheiden sich dadurch, daß bei FE5 die Diskretisierung 
aufwendiger ist als bei FEI; dadurch ist auch das Verhältnis des Aufwan
des zwischen Diskretisierung und Extrapolation bei FE5 größer als bei FEI. 
Das "Master-Slave"-Parallelisierungsschema ist daher auch für EULEX nicht 
ungünstiger als das andere, falls die F-Auswertungen aufwendiger sind als bei 
den Test-Beispielen. 

3. Synchronisation 

Für die Synchronisation der Diskretisierung mit der Extrapolation gibt es beim 
"Masters-Slave"-Schema zwei Möglichkeiten: sie kann auf dem Master erfol
gen oder durch zusätzliche Prozesse auf den Slave-Prozessoren. Im ersten Falle 
sendet ein Slave ein Ergebnis sofort nach Errechnung desselben an den Mas
ter und fährt mit der nächsten Ordnung fort, wie es auch den dargestellten 
zeitlichen Abläufen entspricht. Auf dem Master-Prozessor ist dafür ein Emp
fangsprozeß vorzusehen, der die Ergebnisse solange puffert, bis der Extrapola
tionsprozeß sie braucht. Es kann jedoch vorkommen, daß Ergebnisse nicht mehr 
gebraucht werden, und zwar dann, wenn Abbruch-Nachrichten des Master sich 
zeitlich überschneiden mit Ergebnissen von Slave-Prozessoren; in einem solchen 
Falle kann ein Ergebnis noch in den Puffer des Empfangsprozesses gelangen, das 
vom Extrapolationsprozeß dann nicht mehr abgeholt wird. Damit solche Ergeb
nisse abgefangen werden können, müssen sie von gültigen unterschieden werden. 
Implementiert wurde ein sogenanntes Token-Passing-Verfahren, welches darin 
besteht, daß der Master jeden Auftrag an die Slave-Knoten, d.h. "basic step" 
oder Reduktion, mit einer laufenden Nummer versieht und diese mit den Ergeb
nissen an den Eingabeprozeß zurückgeliefert wird. Der Master setzt außerdem 
parallel zur Abbruch-Nachricht an die Slave-Knoten eine entsprechende Nach
richt an den Empfangsprozeß ab unter Angabe der Nummer bis zu der er 
keine Ergebnisse mehr erwartet woraufhin dieser eventuell im Puffer vorhan
dene überflüssige Nachrichten entfernt. Der Nachteil dieses Verfahrens ist daß 
zusätzliche Kontrolldaten gesendet werden müssen und daß die Pufferverwal-
tung etwas aufwendiger ist. Bei der zweiten Synchronisationsmethode ist auf 
dem Master nur ein Prozeß vorhanden und auf den Slave-Prozessoren jeweils 
drei Prozesse COMP COMM und STOP. COMM ist ein Kommunikations
prozeß der als Puffer zwischen dem Master und dem Rechenprozeß COMM 
wirkt wie oben beschrieben d.h er nimmt die Ergebnisse des Rechenprozesses 
entgegen und Anforderungen des Master auf Absenden derselben. Dieser Prozeß 
ist damit demjenigen Transputer-Link über das Nachrichten des Master ein
treffen fest zugeordnet und muß deshalb auch alle anderen Daten die der Mas-
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ter an den Slave sendet, empfangen und an den Rechenprozeß weiterleiten. 
Eine Abbruch-Nachricht darf aber nicht direkt an den Rechenprozeß weiter
geleitet werden, weil sonst die Möglichkeit eines "deadlock" besteht. Es kann 
nämlich passieren, daß zur selben Zeit eine Abbruch-Nachricht vom Kommu
nikationsprozeß zum Rechenprozeß und ein Ergebnis vom Rechenprozeß zum 
Kommunikationsprozeß zur Übertragung anstehen; in diesem Falle würde der 
Multi-Tasking-Scheduler endlos zwischen beiden Prozessen hin und her schal
ten. Wird die Abbruch-Nachricht dagegen einem anderen Prozeß STOP zu
gestellt, der ständig empfangsbereit ist, so kann in der beschriebenen Situation 
die Abbruch-Nachricht gesendet werden, danach das Ergebnis und schließlich 
das Stop-Signal vom STOP-Prozeß an den Rechenprozeß. Wegen der dabei 
auftretenden Verzögerung kann nun außerdem ein neuer Auftrag des Master 
beim Kommunikationsprozeß eintrefFen, bevor der Rechenprozeß auf das Stop-
Signal reagiert hat, d.h. zur Bearbeitung des nächsten "basic step" bereit ist. 
Daher ist auch eine Quittung des Rechenprozesses für das Stop-Signal nötig, 
nach deren Erhalt der Kommunikationsprozeß den nächsten Auftrag absenden 
kann. Es sind sind also einige Zustände zu unterscheiden, in denen der Kom
munikationsprozeß bei Empfang einer Nachricht unterschiedlich reagiert, so daß 
dieser insgesamt durch ein Zustand-Übergangs-Diagramm beschrieben werden 
kann, wie in Bild [4] angegeben. Ein Vergleich der Ausführungszeiten bezüglich 
beider Synchronisationsmethoden ergab einen leichten Vorteil für die zweite 
Variante. Das Diagramm repräsentiert einen endlichen Automaten der aus 
einer Menge von Zuständen Z = {ZI Z21 Z22 Z23 Z3 ZU Z42 Z5} einer 
Menge von Eingaben E = {El E2 E3 Ei E5 EQ) einer Menge von Aus
gaben A = {AI A2 A3 A4 A5 NIL] und einer Abbildung 6 : D -> Z x A 
D C Z x E besteht wobei der Zustand ZI als initial ausgezeichnet ist. 
Bezüglich der Ausführung des Kommunikationsprozesses kommt den Zuständen 
und den Ein- und Ausgabemengen folgende Bedeutung zu: 

ZI : idle - Grundzustand, 

Z2: comp - ein Auftrag wird bearbeitet, 

Z21: buffer empty = TRUE Sz reqres = FALSE, 

Z22: buffer empty = TRUE &; reqres= TRUE, 

Z23: buffer empty = FALSE 

Z-3: wait stopack - Warten auf Bestätigung eines Stop-Signals, 
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Z4: wait next - Puffern des nächsten Auftrages bis der laufende 

beendet ist, 

Z41: wait next & reqres = FALSE, 

Z42: wait next Sz reqres = TRUE, 

Z5: wait term - Terminationszustand, in dem noch auf die Bestätigung 

eines Stop-Signals gewartet werden muß, 

E l : next task main - neuer Auftrag des MAIN-Prozesses 

("next basic step" oder Reduktion) eingetroffen, 

E2: result COMP - Ergebnis vom Rechenprozeß COMP eingetroffen, 

E3 : result request - Anforderung eines Ergebnisses durch den 

MAIN-Prozeß, 

stop main - Stop-Signal vom MAIN-Prozeß eingetroffen, 

stop ack - Bestätigung des STOP-Signals durch den Rechenprozeß, 

term main - Terminationssignal vom MAIN-Prozeß eingetroffen, 

next task comp - Übergabe eines neuen Auftrages an den 

Rechenprozeß COMP, 

A2: result main - Senden eines Ergebnisses an den MAIN-Prozeß, 

stop STOP - Senden eines Stop-Signals an den STOP-Prozeß, 

skip result - Entfernen eines im Puffer vorhandenen Ergebnisses, 

term comp stop - Senden eines Terminationssignals an den 

Rechen- und an den STOP-Prozeß, 

NIL: leere Ausgabe. 

E4: 

E5: 

E6: 

A I : 

A3 : 

A4: 

A5: 

Die Zustände Z21, Z22, Z23 sind im ersten Diagramm der Übersichtlichkeit 
halber in dem Zustand Z2 zusammengefaßt, ebenso die Zustände Z41 und Z42 
in Z4. Die Numerierung der Pfeile mit runden Klammern gibt die jeweilige 
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Ubergangsregel an; das ist eine der folgenden: 

1) 6(Z1, El) = (Z21,A1), 

2) <5(Z21, E2) = (Z23, NIL) 

3) 8(Z22,E2) = (Z2l,A2) 

4) 8(Z23, E2- = (Z23, NIL) 

5) 6(Z21,E3. = (Z22,NIL) 

6) <!>(Z23, E3) = (221, i42) 

7) 6(Z21,EA- = (Z3,A3) 

8) 8(Z22,E4) = (Z3,/13) 

9) 6(Z23,i?4) = (Z3,A3) 

10) 8{Z3,E)) = (ZI, N )L) 

11) <55Z3, £2) = (Z3,44). 

12) <$(Z3,i?l) = {ZAl^NIL) 

13) <S(Z3,.E6) = {Z5,NIL) 

14)*(Z41,E2) = ( 2 4 1 , J 4 4 ) 

15) <5(Z41,ü?3) = (Z42,NIL) 

16)Ä(Z41,2?5) = (221,AI) 

17) <5(Z42,2?5) = (222,AI) 

18)$(Z5,E2) = (25,A4) 

19)6(25,£5) = (Z1,A5) 

20) 6(241,i?4) = (23,A3) 

21)6(Z1,£5) = (21,A5) 

Die Numerierung der Pfeile mit eckigen Klammern im ersten Diagramm bezieht 
sich auf eine Regelmenge, nach denen die Zustandsübergänge bezüglich der 
Zustände Z2 und Z4 zusammengefaßt sind. Die Regelmengen sind definiert wie 
folgt: 

(2) = {(2), (3), (4), (5), (6)}, 

(3) = {(7), (8), (9)}, 

(4) = {(14), (15)}, 

(5) = {(16), (17)}. 

In den beiden unteren Diagrammen ist auch die Zugehörigkeit eines Zustands-
überganges zu einer Regelmengegekennzeichnet. 
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U21M 

^ V Zl )+—->. X<3> 
\ - y (io) 

<5> (16) 

<3> (6) 

<3> (8) 

<5> (17) 

<5> (16) 

( 2 0 ) y v _ y <4>(15) 
• Z42 <5> (17) 

Bild 4. Zustands-Übergangsdiagramme für den Kommunikationsprozeß 
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4. Meßergebnisse 

In den nachfolgenden Tabellen sind Ausführungszeiten in (is und erreichte Be
schleunigungen angegeben, die gemessen wurden mit einer Implementierung 
des "Master-Slave"-Parallelisierungsschema und Synchronisation gemäß Bild 
[4] bei EULEX bzw. einer etwas vereinfachten Synchronisation bei EULSIM, 
die auch den Abbruch einer Diskretisierung im Falle, daß keine Lösung des Glei
chungssystems ermittelt werden kann, berücksichtigt. Für die Messungen sind 
eine relative Genauigkeit eps, eine Anfangsschrittweite hlni und eine maximale 
Schrittweite hmax vorzugeben; gewählt wurden eps = 1CII4, hlni = eps und 
ftmax = tend - / . 

EULEX (eps = 10 4, hmeiX — tend - i , hmi = eps) 

Bsp. SEQ RED 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs 

FEI 123.4 108.2 90.2 1.37 1.44 90.1 

FE2 356.0 331.5 268.3 1.33 1.36 270.4 

FE3 427.7 394.8 292.5 1.46 1.52 291.9 

FE4 33.9 21.3 26.4 1.28 1.54 26.6 

FE5 70.5 52.5 48.9 1.44 1.92 50.5 

EULSIM (eps = 10 4, hmax = tend — £, h-m{ = eps) 

Bsp. SEQ 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs ACCs ACCr 

FA1 141.3 93.8 1.51 2.01 92.7 1.52 2.06 3 

FA2 438.2 295.4 1.48 1.93 243.0 1.80 2.94 

FA3 182.6 112.2 1.63 2.16 109.6 1.67 2.25 

FA4 560.6 374.0 1.50 2.00 304.1 1.84 3.18 

FBI 740.5 437.6 1.69 2.15 406.6 1.82 2.43 

FB2 212.9 130.9 1.63 2.21 126.2 1.69 2.38 

FB3 228.2 148.8 1.53 2.06 137.9 1.66 2.42 

FB4 362.7 227.0 1.60 2.07 202.4 1.79 2.57 

FB5 1041.1 617.1 1.69 2.16 548.6 1.90 2.66 

Cl 155.1 99.3 1.56 2.09 97.3 1.59 2.18 

C2 169.7 110.4 1.54 2.03 104.9 1.62 2.24 

C3 165.6 104.7 1.58 2.10 100.4 1.65 2.27 

C4 223.0 141.8 1.62 2.06 130.1 1.77 2.40 1 
C5 247.9 149.9 1.65 2.08 135.2 1.83 2.48 
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1Bspp SEQ 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs ACCs ACCr 

Dl 230.7 135.7 1.70 2.09 132.1 1.75 2.18 

D2 105.4 74.0 1.42 1.83 74.0 1.42 1.83 

D3 170.6 109.6 1.56 2.06 104.8 1.63 2.25 

D4 33.8 29.1 1.16 1.38 29.0 1.16 1.38 

D5 27.2 26.0 1.04 1.11 26.0 1.04 1.11 

D6 43.0 35.1 1.22 1.52 35.1 1.22 1.52 

El 32.3 29.6 1.09 1.29 29.6 1.09 1.29 

E2 300.3 201.5 1.49 1.73 201.8 1.49 1.73 

E3 124.3 81.9 1.52 1.94 80.7 1.54 1.99 

E4 418.7 252.7 1.66 2.12 224.6 1.86 2.61 

E5 49.0 40.6 1.21 1.54 40.6 1.21 1.54 

Sl 701.7 503.5 1.39 1.79 485.8 1.44 1.93 

S2 602.7 360.3 1.67 2.03 317.7 1.90 2.49 

S3 354.9 211.4 1.68 2.05 185.6 1.91 2.52 1 

S4 180.9 112.4 1.61 2.00 97.5 1.85 2.56 

S5 741.4 438.6 1.69 2.30 411.6 1.80 2.59 

S6 1126.2 659.2 1.71 2.11 594.0 1.90 2.50 

S7 1224.5 788.7 1.68 2.11 721.6 1.84 2.45 

LSa 455.0 366.4 1.24 1.48 364.7 1.25 1.49 

LS 69.0 52.2 1.32 1.67 52.2 1.32 1.67 1 

Bsp. RED %SEQ JAC %SEQ 

FA1 94.4 66.8 38.7 27.4 

FA2 295.6 67.5 132.6 30.3 

FA3 131.3 71.9 42.7 23.4 

FA4 374.1 66.7 175.0 31.2 

FBI 566.9 76.6 156.5 21.1 

FB2 149.7 70.3 55.6 26.1 

FB3 154.1 67.5 65.8 28.8 

FB4 262.7 72.3 80.4 24.9 

FB5 788.6 75.8 236.2 22.7 
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Bsp. RED %SEQ JAC %SEQ 

CI 106.7 68.8 39.9 25.7 

C2 117.1 69.0 43.7 32.0 

C3 116.4 70.3 40.7 24.6 

C4 179.9 74.3 49.8 21.7 

C5 188.8 76.2 49.7 20.1 

Dl 182.4 79.1 39.4 17.1 

D2 69.1 65.6 27.9 26.5 

D3 118.7 69.5 43.3 25.4 

D4 18.9 50.1 10.6 31.3 

D5 12.1 44.5 8.6 31.8 

D6 22.8 53.0 13.3 31.0 

El 11.7 36.3 14.0 43.2 

E2 233.9 77.9 53.2 17.7 

E3 87.5 70.4 28.5 23.0 

E4 314.5 75.1 90.9 21.7 

E5 23.9 48.8 18.3 37.3 

Sl 448.9 64.0 231.9 33.0 

S2 476.7 79.1 113.8 18.9 

S3 280.6 79.1 65.0 18.3 

S4 136.9 75.7 36.6 20.2 

S5 536.6 72.4 162.2 21.9 

S6 887.8 78.8 219.6 19.5 

S7 1019.6 77.0 280.6 21.2 

LSa 274.2 60.3 148.0 32.5 

LS 42.0 60.8 19.7 28.6 

Bei den EULEX-Beispielen FEI bis FE5 ist die Effizienz der Parallelisierung 
(= erreichte Beschleunigung/CPU-Anzahl ) kleiner als 0.5, was als kritische 
Grenze angesehen werden kann. Es ist jedoch möglich, daß sich für andere 
Beispiele, bei denen die Funktionsauswertungen aufwendiger sind, günstigere 
Werte ergeben, so daß diese Parallelisierung nicht unbedingt zu verwerfen ist. 
Zu beachten ist auch, daß nicht der gesamte Code durch die Parallelisierung 
erfaßt wird; insbesondere gilt dies für die Initialisierung, die bei den Beispielen 
FEI bis FE5 11.2 fis beträgt und bei den für EULSIM herangezogenen 5.6 fis. 
Die sequentielle Ausführungszeit des parallelisierten Code-Anteil wurde auch 
ermittelt und ist für EULSIM unter RED angegeben; die darauf bezogenene re
lative Beschleunigung ist unter ACCr angegeben. Für EULSIM ist zusätzlich die 
Zeit angegeben, die zur näherungsweisen Berechnung aller JACOBI-Matrizen 
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gebraucht wird, was auch in der ersten parallelisierten Version sequentiell ge
schieht. Zu berücksichtigen ist ferner, daß die Meßergebnisse auch von den 
fest vorgegebenen Parametern eps, h und h abhängen, die direkt oder indirekt 
den Rechenaufwand beeinflussen. So ist etwa bei Vorgabe einer geringen rela
tiven Genauigkeit zu erwarten, daß öfter schon mit niedrigen Extrapolations
ordnungen Konvergenz erreicht wird als bei einer höheren relativen Genauigkeit. 
Es wurde daher auch eine Meßreihe mit einer relativen Genauigkeit eps = 10 
vorgenommen unter Beibehaltung der Anfangsschrittweite h — 10 und auch 
die Häufigkeitsverteilung der Ordnungen, bei denen Konvergenz auftritt, über 
alle "basic steps" bzw. Reduktionen ermittelt. Die Ergebnisse sind in den 
folgenden Tabellen angegeben. 

EULEX (eps = 10 7, hm&x = tend - t, hmi = 10 4) 

Bsp. SEQ RED 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs 

FEI 253.2 236.6 175.2 1.34 1.49 174.8 

FE2 726.6 699.4 518.5 1.40 1.42 519.7 

' FE3 1172.2 1104.7 799.7 1.47 1.51 790.5 

FE4 96.3 81.3 73.2 1.31 1.40 73.9 

, FE5 1605.3 1377.9 1207.4 1.33 1.41 1336.6 

EULSIM (eps = 10 7, /imax = tend — t, hm[ = 10 4) 

Bsp. SEQ 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs ACCs ACCr 

FA1 400.9 226.3 1.77 2.21 210.7 1.90 2.48 

FA2 1280.2 722.6 1.77 2.14 586.4 2.18 2.96 

FA3 533.6 294.2 1.81 2.17 268.1 1.99 2.58 

FA4 2144.4 1119.9 1.91 2.40 965.8 2.22 3.04 

FBI 3189.4 1683.3 1.89 2.30 1507.7 2.12 2.71 

FB2 601.2 335.3 1.79 2.38 285.0 2.11 3.42 

FB3 691.8 384.3 1.80 2.21 326.0 2.12 2.89 

FB4 1317.9 713.5 1.85 2.27 606.1 2.17 2.93 

FB5 5011.8 2717.5 1.84 2.25 2229.9 2.25 3.07 
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Bsp. SEQ 3 CPUs ACCs ACCr 4 CPUs ACCs ACCr 

CI 471.9 266.7 1.77 2.21 243.9 1.93 2.56 

C2 488.3 273.6 1.78 2.18 237.9 2.05 2.72 

C3 525.0 296.7 1.77 2.17 259.6 2.02 2.68 

C4 850.1 463.6 1.83 2.22 400.7 2.12 2.76 

C5 1126.4 605.2 1.86 2.23 522.0 2.16 2.78 

D1 724.5 392.6 1.85 2.22 379.7 1.91 2.33 

D2 280.1 161.4 1.74 2.15 156.1 1.79 2.26 

D3 416.8 238.4 1.75 2.16 210.2 1.98 2.65 

D4 60.6 42.5 1.43 1.78 42.1 1.44 1.82 

D5 393.9 258.4 1.52 1.75 258.7 1.52 1.75 

D6 101.0 61.9 1.63 2.06 60.2 1.68 2.16 

E l 171.7 107.3 1.60 2.08 95.6 1.80 2.58 

E2 634.8 377.5 1.68 1.92 377.3 1.68 1.92 

E3 320.7 181.1 1.77 2.18 174.9 1.83 2.30 

j E4 1297.5 705.0 1.84 2.23 593.7 2.19 2.89 

E5 139.2 87.4 1.59 1.99 79.7 1.75 2.34 

Sl 617.7 339.1 1.82 2.17 283.6 2.18 2.82 

S2 773.6 414.5 1.89 2.24 350.0 2.21 2.89 

S3 797.2 445.0 1.79 2.11 369.5 2.16 2.76 

S4 465.4 255.5 1.82 2.22 218.4 2.13 2.82 

S5 1573.3 876.1 1.80 2.10 734.7 2.14 2.70 

S6 4390.2 2553.8 1.72 2.11 2227.2 1.97 2.64 

S7 2713.6 1484.6 1.83 2.16 1262.3 2.15 2.73 

LSa 456.5 244.9 1.86 2.25 240.0 1.90 2.32 

LS 175.5 108.2 1.63 2.01 105.4 1.67 2.10 

Bezeichnungen in den folgenden Tabellen: 

ns: Anzahl der "basic steps", 

fanz: Anzahl der Funktionsauswertungen, 

red: Anzahl der Reduktionsschritte, 

o 2 , . . . , olO: Anzahl der "basic steps" oder Reduktionsschritte, 

bei denen 2 , . . . , 9 bzw 10 als Endordnung auftritt. 
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EULEX (eps = 10 4, /imax = tend - t, h-mi = eps) 

Bsp. FEI FE2 FE3 FE4 FE5 

ns 21 71 83 7 15 

fanz 414 1153 1040 72 93 

red 0 9 29 0 2 

o2 2 1 4 2 8 

o3 1 1 28 0 4 

o4 0 7 46 2 2 

o5 1 31 11 0 1 

06 5 26 11 2 1 

o7 7 8 6 1 1 

08 3 6 3 0 0 

o9 2 0 3 0 0 

olO 0 0 0 0 0 

EULEX (eps = 10 7, /imax = tend - *, /i;ni = 10 4) 

Bsp. FEI FE2 FE3 FE4 FE5 

ns 27 83 216 19 454 

fanz 1062 3018 3039 276 2124 

red 2 17 96 3 224 

o2 1 1 4 1 225 

o3 1 0 89 1 449 

o4 0 5 179 6 02 

o5 1 1 0 5 1 

06 0 4 1 6 1 

o7 1 14 0 1 0 

08 1 29 5 2 1 

o9 12 8 11 0 1 

olO 12 8 11 0 1 
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4 

Bsp. ns fanz red o2 o3 o4 o5 06 o7 

FA1 13 155 0 2 2 2 7 0 0 

FA2 15 227 0 2 1 12 0 0 o 

FA3 14 202 0 0 0 2 12 0 0 

1 FA4 16 275 0 0 2 13 0 1 0 

1 FBI 52 832 0 3 4 10 14 14 7 

1 FB2 11 167 0 1 1 8 0 9 

1 FB3 13 177 0 1 7 4 0 0 

FB4 18 287 0 0 9 4 3 1 

FB5 47 848 0 4 13 11 10 8 

Cl 13 168 0 2 1 9 0 0 

C2 14 163 0 3 0 5 6 0 0 

C3 13 159 0 2 2 1 8 0 0 

C4 16 223 0 2 1 3 6 4 0 

C5 16 240 0 1 0 4 6 5 0 

Dl 18 323 3 3 0 2 2 13 1 

D2 13 123 0 2 3 5 3 0 0 

D3 14 169 0 2 1 4 7 0 0 

D4 5 35 0 3 0 2 0 0 0 

D5 6 30 0 3 3 0 0 0 0 

D6 6 45 0 2 3 0 1 0 0 

El 4 24 0 4 0 0 0 0 0 

E2 38 506 11 2 17 7 12 9- 2 

E3 13 157 0 2 1 5 1 4 0 

E4 26 384 1 4 2 7 4 8 2 

E5 6 42 0 3 3 0 0 0 0 

Sl 57 516 19 45 19 12 0 0 0 

S2 28 459 11 1 4 22 8 3 1 

S3 16 282 4 1 1 7 5 6 0 

S4 9 151 0 1 1 2 0 4 1 

S5 40 582 11 1 31 3 8 3 5 

S6 54 903 18 10 17 15 14 8 8 

S7 69 1044 21 5 38 17 13 13 4 

LSA % 542 29 86 30 3 6 0 0 

LS 9 76 1 4 0 6 0 0 0 
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Das Parallelisierungsschema scheint demnach für höhere Extrapolationordnu
ngen günstiger zu sein als für niedrige, wie auch auf Grund der für die Beispiele 
FEI bis FE5 und FA1 bis FA5 oben angegeben Einzelzeiten für Diskretisierung 
und Extrapolation zu erwarten ist. Als nächstes wurde daher untersucht, ob 
eine Verbesserung der Beschleunigung erzielt werden kann durch Änderung der 
Ordnungs- und Schrittweitensteuerung derart, daß der Aufwand für höhere 
Extrapolationsordnungen geringer bewertet wird, was auch der parallelen Aus
führung angemessen ist. Die optimale Ordnung und die Schrittweite werden 
nämlich auf Grund einer Aufwandsabschätzung festgelegt, die eine sequentielle 
Ausführung der Diskretisierung voraussetzt, wie aus der näherungsweisen Fest
legung des Rechenaufwandes a, für eine Ordnung^ durch 

aj = aj_i -f (rij - 1), a1 = 1 (EULEX), 

bzw. 
aj = a,j.! -f rij5 a = 1 -f- ri! (EULSIM) 

herrvorgeht. Bei EULEX ist aj die Anzahl der bis zur Ordnung j nötigen Funk
tionsauswertungen; bei EULSIM geht in aj außerdem der Aufwand zur Lösung 
des linearen Gleichungssystem ein. Auf Grund des Parallelisierungsschemas ist 
nun der Aufwand bis zur Ordnung j zu definieren als Summe über alle Ord
nungen, die auf demselben Prozessor bearbeitet werden wie Ordnung j : 

• EULEX 

ü\ = 1,^2 = ai ~\~ (n2 - 1), 
aj — nj ~ 1 fa^s 3 < j < 4 (3 Prozessoren) 

bzw. 3 < j' < 5 (4 Prozessoren), 

aj — ÖJ_2 + ip-j ~ 11 falls s > 5 5( 3rozessorenn )zw. 

ÜJ = aj_3 -f (rij — 1) falls j > 6 (4 Prozessoren), 

• EULSIM 

aj = 1 -f rij falls j < 3 (3 Prozessoren) 

bzw. j' < 4 (4 Prozessoren), 

a\ = a\ + n4 (3 Prozessoren) bzw. 

as = ai -f ri5 (4 Prozessoren), 

aj — aj_2 -+ rj fallsji > 5 (3 Prozessoren) bzw. 

aj = flj-3 + nj fallsj > 6 (4 Prozessoren). 
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In EULEX versagt mit der geänderten Folge a,j aber die Ordnungs- und Schriit
weitensteuerung, weil jene für j > 2 nicht streng monoton steigend ist. Abhilfe 
ist möglich durch Verwendung einer nochmals geringfügig geänderten Folge, 
für die die Monotonie-Bedingung erfüllt ist, oder dadurch, daß die geänderte 
Folge nur lokal zur Aufwandsabschätzung herangezogen wird, d.h. daß die in 
beiden Algorithmen vorhandenen und von der Aufwandsfolge ÜJ sowie der re
lativen Genauigkeit abhängigen globalen Fehlergrenzen ah k beibehalten wer
den, wie es auch in EULSIM vorgesehen ist für den Fall, daß der Aufwand 
durch verschiedene Kostenfaktoren für die Lösung des Gleichungssysytems, die 
Diskretisierung und die Funktionsauswertungen erfaßt werden soll. Die glo
balen Fehlergrenzen werden u.a. verwendet bei der Überprüfung, ob die op
timale Ordnung für den nächsten "basic step" erhöht werden kann. Diese 
Überprüfung geschieht, sobald Konvergenz erreicht ist; eine optimale Ordnung 
für den nächsten "basic step" wird zuvor auf Grund einer lokalen Aufwandsab
schätzung mit dem bis zu der betreffenden Ordnung aufgetretenen Fehler er
mittelt. Eine parallele EULEX-Variante mit verschiedenen streng monoton 
steigenden Aufwandsfolgen wurde auch getestet; es ergaben sich aber zumeist 
längere Ausführungszeiten. In den folgenden Tabellen sind die gemessenen 
Ausführungszeiten und erzielten Beschleunigungen angegeben und zwar sowohl 
für parallele als auch für sequentielle Ausführung damit auch der Einfluß der 
Schrittweiten-Steuerung auf die Ausführungszeiten erfaßt werden kann. 

Bezeichnungen 

SEQ*: Ausführungszeit des sequentiellen Algorithmus mit 

geänderter Aufwandsfolge o,-, 

ACCa: auf den ungeänderten sequentiellen Algorithmus 

bezogene absolute Beschleunigung, 

ACCs: auf SEQ* bezogene Beschleunigung, 

ACCr: auf SEQ* bezogene relative Beschleunigung. 
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E U L E X (eps = 10 4 , hmax = tend —£, /iini = eps, 
aj nochmals geändert unter Einbeziehung von aljk) 

mit 3 Prozessoren: 

öl = 1, ctj = rij - 1 für 2 < j < 4, 

aj = aj_2 + ( n j - 1) für jf > 5 . 

Bsp. SEQ* 3 CPUs ACCa ACCs ACCr 

FEI 136.2 99.5 1.24 1.37 1.44 

FE2 484.1 378.1 0.94 1.28 1.31 

FE3 411.7 279.1 1.53 1.47 1.54 

FE4 38.5 29.7 1.14 1.30 1.54 

FE5 71.0 48.9 1.45 1.45 1.73 

mit 4 Prozessoren: 

öi = 1, a = rtj — 1 für 2 < jj < 5, 

cij = aj_3 + (nj — 11 für j > 6 . 

Bsp. SEQ* 4 CPUs ACCa ACCs ACCr 

i FEI 153.1 114.4 1.07 1.34 1.40 

| FE2 358.8 271.2 1.31 1.32 1.36 

FE3 741.2 544.6 0.79 1.36 1.40 

FE4 43.0 33.5 1.01 1.29 1.45 

FE5 95.1 68.8 1.03 1.38 1.53 

E U L E X (eps = 10 , / i m a x = tend —c, nm\ = eps, 
ÜJ geändert, aljk unverändert) 

Bsp. SEQ* 3 CPUs ACCa ACCs ACCr 4 CPUs 

FEI 131.2 97.3 1.27 1.35 1.42 97.2 

FE2 359.6 272.8 1.31 1.32 1.35 275.3 

FE3 405.0 277.0 1.545 1.46 1.52 276.7 

FE4 33.9 25.7 1.32 1.32 1.64 25.9 

FE5 70.8 48.8 1.45 1.45 1.73 50.5 
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EULSIM (eps = 10 4 , hmax = tend — 2, h-mi = eps, ÜJ und aljk geändert) 

Bsp. SEQ* 1 3 CPUs ACCa ACCs ACCr 

FA1 143.4 95.0 1.49 1.51 2.01 

FA 2 447.9 286.6 1.63 1.56 2.14 

FA3 193.3 122.2 1.49 1.58 2.11 

FA4 520.3 338.1 1.66 1.54 2.07 

FBI 716.1 416.7 1.78 1.72 2.16 

FB2 213.2 131.5 1.62 1.62 2.21 

FB3 242.1 152.5 1.50 1.59 2.16 

FB4 346.9 212.8 1.70 1.63 2.54 

FB5 1053.8 619.3 1.68 1.70 2.16 

Cl 169.0 110.5 1.40 1.53 2.06 

C2 171.9 111.4 1.52 1.44 2.03 

C3 177.0 113.1 1.46 1.57 2.05 

CA 236.6 147.7 1.56 1.60 2.05 

C5 257.7 159.5 1.55 1.62 2.06 

Dl 201.0 120.4 1.92 1.67 2.09 

D2 115.8 77.9 1.35 1.49 1.91 

D3 174.0 113.8 1.50 1.53 2.03 

D4 29.9 27.7 1.22 1.08 1.20 

D5 31.4 29.5 0.92 1.06 1.15 

D6 49.0 39.8 1.08 1.23 1.53 

El 55.0 44.0 0.73 1.27 1.77 

E2 298.5 203.4 1.48 1.46 1.70 

E3 130.7 88.1 1.41 1.48 1.92 

E4 420.3 253.4 1.65 1.66 2.12 

E5 49.0 40.7 1.20 1.20 1.53 

Sl 738.0 513.3 1.37 1.44 1.89 

S2 644.1 402.8 1.50 1.60 2.05 

S3 332.5 207.5 1.71 1.60 2.01 

S4 181.4 111.0 1.54 1.63 2.06 

S5 922.8 570.1 1.30 1.62 2.06 

S6 1538.3 919.1 1.28 1.67 2.10 

S7 1405.1 833.7 1.59 1.69 2.10 

LSa 108.2 71.4 6.37 1.51 1.90 

LS 73.1 56.3 1.23 1.30 1.63 
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Bsp. SEQ* 4 CPUs ACCa ACCs ACCr 

FA1 149.0 98.2 1.44 1.52 2.07 

FA2 463.1 257.6 1.82 1.80 2.99 

FA3 177.1 110.9 1.65 1.60 2.20 

FA4 543.8 288.4 1.94 1.89 3.32 

FBI 718.4 392.2 1.89 1.83 2.46 

1 FB2 208.7 124.4 1.71 1.68 2.40 

FB3 230.0 135.9 1.68 1.69 2.42 

FB4 383.6 219.4 1.65 1.75 2.53 

FB5 1041.1 547.3 1.90 1.90 2.70 

Cl 168.9 107.7 1.44 1.57 2.17 

C2 161.9 99.1 1.71 1.63 2.27 

C3 170.6 105.0 1.58 1.62 2.25 

C4 236.7 135.4 1.70 1.75 2.40 

1 C5 264.0 142.9 1.73 1.85 2.52 

DD 224.8 128.8 1.79 1.75 2.20 

D2 138.3 98.2 1.07 1.41 1.81 

D3 171.0 108.0 1.58 j 1.58 2.21 

D4 35.9 32.1 1.05 1.12 1.29 

D5 70.3 59.1 0.46 1.19 1.36 

D6 49.0 39.6 1.08 1.24 1.55 

E l 60.2 48.6 0.66 1.24 1.71 

E2 253.6 168.6 1.78 1.50 1.75 

E3 134.3 86.8 1.43 1.55 2.01 

E4 475.6 258.3 1.62 1.84 2.58 

1 E5 55.3 45.8 1.07 1.21 1.55, 

Sl 570.7 391.8 1.79 1.46 1.95 

S2 758.9 477.5 1.26 1.59 2.13 

S3 308.2 170.1 2.09 1.80 2.52 

S4 195.1 109.8 1.65 1.78 2.51 

S5 784.3 394.8 1.88 1.99 2.53 

S6 1176.8 628.2 1.79 1.87 2.47 

S7 1149.7 593.5 2.23 1.94 2.56 

LSa 114.6 74.9 6.08 1.53 1.94 

LS 75.1 56.8 1.22 1.32 1.68 | 
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EULSIM / 1 A—4 L i. 1 J 1 

[eps = 10 , hmax = tend —£, /ijni = eps, 
aljk unverändert, ctj geändert mit Kossenfaktoren 
COSTLR = 4, COSTS = 1, COSTF = 1) 

mit 3 Prozessoren: 

ax = (COSTF -f COSTS) *(rtj + l) -f COSTLR 

ctj = {COSTF -f COSTS) * ?2j -f (COSTS -f COSTLR) für 2 < ; < 3 

«4 = ai + (COSTF + COSTS) * n4 + (COSTS -f COSTLR) 

aj = aj_2 + (COSTF + COSTS) * nj + (COSTS + COSTLR) für i > 5 

Bsp. SEQ* 3 CPUs ACCa ACCs 

FA1 147.8 95.9 1.47 1.48 

FA2 439.4 296.1 1.50 1.48 

FA3 173.2 108.7 1.68 1.59 

FA4 562.3 374.9 1.50 1.50 

FBI 761.7 447.6 1.65 1.71 

FB2 213.5 131.3 1.62 1.63 ' 

FB3 230.3 142.7 1.60 1.61 

FB4 378.1 240.1 1.51 1.57 

FB5 1093.5 646.3 1.61 1.69 

CI 155.4 99.5 1.56 1.56 

C2 170.0 110.6 1.53 1.54 

C3 169.6 106.5 1.56 1.59 

C4 230.4 142.1 1.62 1.62 

C5 248.3 150.1 1.65 1.65 

Dl 226.8 132.6 1.74 1.71 

D2 104.0 71.1 1.48 1.46 

D3 170.9 109.8 1.55 1.56 

D4 38.0 33.0 1.01 1.15 

D5 27.3 26.1 1.04 1.05 

D6 45.2 38.3 1.12 1.18 

35 



Bsp. SEQ* 3 CPUs ACCa ACCs 

El 32.4 29.7 1.08 1.09 

E2 267.3 178.2 1.68 1.50 1 

E3 124.6 82.0 1.52 1.52 1 

E4 455.9 272.5 1.54 1.67 

E5 49.2 40.7 1.20 1.21 

1 Sl 824.5 589.8 1.19 1.40 

S2 830.7 593.2 1.02 1.40 

S3 355.6 211.7 1.68 1.68 

S4 172.4 108.6 1.66 1.59 

S5 738.1 440.3 1.68 1.68 ! 

S6 1124.3 652.9 1.72 1.72 

S7 1131.3 652.4 2.03 1.73 

LSa 106.9 70.7 6.44 1.51 

1 LS 69.2 52.4 1.32 1.32 

mit 4 Prozessoren: 

ax = (COSTF -f COSTS) * (rij -+ 1) -f COSTLR 

ÜJ = (COSTF + COSTS) * n -+ (COSTS + COSTLR) für 2 < j < 4 

0-5 = 0,1 4- (COSTF -f COSTS) * n5 + (COSTS -f COSTLR) 

aj = aj_3 + (COSTF -f COSTS* * n ; -f (COSTS + COSTLR) für m >Q 

Bsp. SEQ* 4 CPUs ACCa ACCs 

1 FA1 147.8 98.2 1.43 1.50 

1 FA2 466.6 250.8 1.75 1.86 

FA3 209.8 131.4 1.39 1.60 

FA4 540.2 285.0 1.97 1.90 

FBI 708.8 386.5 1.92 1.83 

FB2 218.9 133.7 1.59 1.64 

FB3 235.6 143.5 1.59 1.64 

FB4 353.5 198.3 1.83 1.78 

FB5 1065.6 552.0 1.89 1.93 

Cl 187.8 123.9 1.25 1.52 

C2 171.7 109.1 1.56 1.57 

C3 186.5 117.0 1.42 1.59 

C4 264.6 154.7 1.49 1.71 

C5 247.8 135.2 1.83 1.83 1 
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1 Bspp SEQ* 4 CPUs ACCa ACCs 

DD 223.1 127.0 1.82 1.76 

D2 102.8 70.9 1.49 1.45 

D3 186.2 116.5 1.46 1.60 

D4 33.8 29.1 1.16 1.16 

D5 27.2 26.1 1.04 1.04 | 

D6 42.7 35.1 1.22 1.21 

El 32.3 29.6 1.09 1.09 

E2 283.5 197.1 1.52 1.44 
T>0 125.9 81.6 1.52 1.54 

E4 529.7 277.6 1.51 1.91 

E5 49.1 40.6 1.21 1.21 

Sl 530.9 345.0 2.03 1.54 

S2 599.8 350.9 1.72 1.71 

S3 45.5 193.0 1.84 1.79 

S4 177.2 96.7 1.87 1.83 

S5 769.6 421.0 1.76 1.83 

S6 886.1 440.9 2.55 2.01 

S7 1018.2 515.7 2.57 1.97 

LSa 108.2 70.7 6.43 1.53 

LS 69.0 52.3 1.32 1.32 

Aus den Ergebnissen ist ersichtlich, daß gegenüber der ersten parallelen Version 
höhere oder geringere Ausführungszeiten bedingt sind durch den Eingriff in die 
Ordnungs- und Schrittweiten-Steuerung als Folge der Änderung der Aufwands
koeffizienten. Daß der Parallelisierungseffekt im wesentlichen unverändert ist, 
zeigt sich an den Werten für die (relative) Beschleunigung ACCs bzw. ACCr. 

5. Parallelisierung der JACOBI-Matr ix-Be
rechnung 

In EULSIM kann zusätzlich zu Diskretisierung und Extrapolation auch die 
Berechnung der JACOBI-Matrix dF/dy parallelisiert werden, die bis zu einem 
Drittel der Ausführungszeit beansprucht, wie aus den unter %JAC angegebe
nen Werten in den obigen Tabellen ersichtlich. Eine JACOBI-Matrix wird 
pro "basic step" einmal berechnet; zwischen dieser Prozedur und dem Teil 
"Diskretisierung und Extrapolation" bestehen Datenabhängigkeiten, da einer-
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seits die Elemente der JACOBI-Matrix in die Diskretisierung eingehen und an
dererseits das Resultat der Extrapolation im nächsten "basic step" zur Berech
nung der JACOBI-Matrix gebraucht wird; dieser sequentielle Ablauf muß da
her beibehalten werden. Die JACOBI-Matrix wird durch den sequentiellen 
Code in einer äußeren Schleife spaltenweise aufgebaut, ohne daß zwischen den 
einzelnen Durchläufen Datenabängigkeiten bestehen; diese können daher auf 
mehrere Prozessoren verteilt werden unter Einbeziehung derjenigen, die die 
Diskretisierung und Extrapolation durchführen. Aus Effizienzgründen sollten 
auch nicht mehr Prozessoren verwendet werden, so daß vier Prozessoren ins
gesamt ausreichen. Ein Prozessor hat dann im allgemeinen mehrere - in un
serer Implementierung aufeinander folgende - Spalten der JACOBI-Matrix zu 
berechnen verwendet dazu aber stets dieselben Eingangsdaten, nämlich die 
Nummer der Start-Spalte und Vektoren y dz, sm und eta, bestehend aus 
Näherungen der Lösung bzw. deren Ableitung an der Stelle t und zugehöriger 
Skalierungen; diese werden daher pro "basic step" nur einmal an alle Prozes
soren übermittelt. Als Ergebnis liefert jeder Prozessor eine Teilmatrix; die Teile 
werden auf dem Master zur Gesamt-Matrix zusammengesetzt was einen in 
OCCAM nicht vermeidbaren overhead ergibt da Matrizen elementweise zeilen
weise oder als ganze über Kanäle übertragen werden können nicht aber spal
tenweise wie es hier am günstigsten wäre Zur Implementierung wurde die erste 
Darallelisierte Version erweitert d h die Aufwandsfaktoren wurden aus der se-
auentiellen Version übernommen und es wurden keine speziellen Kostenfaktoren 
herangezogen In der folgenden Tabelle sind die gemessenen Ausführungszeiten 
und Beschleunigungen angegeben insbesondere auch die nur auf die JACOBI-
Matrix-Berechnungen bezogene relative Beschleunigung ACCr sowie für jedes 
Beispiel die Dimension n des Differentialgleichungssystems 

EULSIM (eps = 10~4, hm&x - tend —£, hmi = eps) 

Bsp. n 3 CPUs ACC ACCr 4 CPUs ACC ACCr 

FA1 4 86.2 1.64 1.79 81.2 1.74 1.98 

FA2 9 259.9 1.71 2.12 192.9 2.27 2.61 

FA3 4 103.6 1.76 1.80 96.5 1.89 2.24 

FA4 10 316.6 1.77 2.33 244.3 2.30 2.40 

FBI 4 406.0 1.82 2.05 358.8 2.06 2.23 

1 FB2 6 117.0 1.82 2.05 111.7 1.91 2.07 

FB3 6 132.3 1.72 2.03 120.7 1.89 2.07 

FB4 6 204.1 1.78 2.04 178.7 2.03 2.05 

FB5 6 557.0 1.87 1.81 486.0 2.14 2.06 
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CI 4 91.2 1.70 1.81 85.1 1.82 2.25 

C2 4 101.4 1.67 1.82 91.1 1.86 2.27 

C3 4 96.3 1.72 1.82 87.6 1.89 2.27 

C4 4 131.6 1.75 1.81 114.4 2.01 2.26 

C5 4 139.7 1.77 1.87 119.4 2.08 2.26 

Dl 3 127.8 1.80 1.82 124.5 1.85 1.85 

D2 3 68.4 1.54 1.81 68.8 1.53 1.80 

D3 4 100.7 1.69 1.79 91.4 1.87 2.25 

D4 3 27.4 1.23 1.38 27.5 1.23 1.77 

D5 2 26.2 1.03 1.86 26.3 1.03 1.37 

D6 3 32.5 1.32 1.89 32.6 1.32 1.85 

El 4 26.6 1.21 1.35 25.1 1.28 2.37 

E2 2 201.3 1.49 1.86 202.6 1.48 1.35 

E3 3 75.9 1.64 1.89 75.0 1.66 1.84 

E4 4 232.3 1.80 1.85 194.3 2.15 2.38 

E5 4 36.9 1.33 1.78 35.3 1.39 2.21 

SI 4 460.0 1.53 1.78 417.4 1.68 2.09 

S2 4 339.3 1.78 1.78 284.2 2.12 2.09 

S3 4 199.5 1.78 1.78 166.5 2.13 2.10 

S4 4 105.7 1.71 1.80 88.9 2.08 2.12 

S5 4 408.2 1.82 1.78 363.8 2.04 2.09 

S6 4 617.9 1.82 1.78 529.1 2.13 2.09 

S7 4 735.9 1.80 1.78 639.1 2.07 2.09 

LSa 2 362.4 1.26 1.38 361.6 1.26 1.38 

LS 3 48.4 1.43 1.84 48.9 1.42 1.82 

6. Anwendung auf partielle Differentialglei
chungen 

Nach den Beispielen des Test-Set aus H83.ALL.STITEST wurden zum Testen 
von EULSIM noch zwei etwas umfangreichere Beispiele (Beispiel 1 aus HlND-
MARSH [2] und Beispiel F aus SlNOVEC/MADSEN [3]) herangezogen, bei denen 
das System gewöhnlicher Differentialgleichungen durch Anwendung der Linien
methode auf ein System partieller Differentialgleichungen hervorgeht, das die 
Produktion von Ozon in der Stratosphäre beschreiben soll bzw. den Einfluß auf 
dieselbe durch den NO- und Af02-Ausstoß von Überschallflugzeugen. Mit den 
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Bezeichnungen 

z\ = zi{t,x) für die Oi-Konzentration (in mol /cm ) 

z2 = z2{t,x) für die 03-Konzentrat ion, 

Zz = z${t,x) für die NO-Konzentrat ion, 

zA — z4(2, x) für die iV02-Konzentration, 

t für die Zeit(in s,t > 0, t < 24/i) und 

x für die Höhe (in km bei Beispiel OZl mit 30 < x < 50, 

bei Beispiel 2 normalisiert mit 0 < x < 1) 

sind die Systeme partieller Differentialgleichungen gegeben durch 

O Z l : 

dz1/cft = Dd2zljdx2 + / i 0*1,222 , 

fl(zli Zrl) = k0 - kiZi - k2ZiZ2 -f ^3^2, 

dzijdt = Dd Z2I2x -f- f2{zi->z2) > 

/ ^ ( ^ l , )<l) = ^1^1 - k,2Z\22 - k%Z2 , 

Z) = 3 * 10- , Ao = 1-48 * 10 , &! = 7.4 , 

k2 = 5 * 10~ , k3 = 5 * 10-

mit den Randbedingungen 

dz\/dx(t, 30) = 0 , Ö21 /öx(^,)0) = 0 , 

dz2ddx(t,30) = 0 , dz2ddx[t,50) = 0 

und den Anfangsbedingungen 

10-62ri(0,rc) = 10-1 2z2(0,x) 

= 1 — (rc/l0 — )2 - + ( z / 1 0 - 4 ) / 2 

O Z : 

özi/öt = Dd Zi/2x -f /1 (^1,^2>Z3->ZA) •> 

/ = öl - ö2^1 "f* ö32;2 ~f~ «3^2 + 04^4 ~ d$Z\Z2 - Q>6Z\^4 , 

OZ2/dt = Z)Ö Z2J2x -f /2(2i-> 22,z3, z\) , 

/2 = Wz\ - 6222 *f" k$Zi^2 - h\Z2Z3 

d*3/d* = JDÖ Z2IdD -\- fz\z\)z2-*z3)z4) j 

h3 = -Cl^ß + C224 + Czz\z4 — C4*3 -f- 800 -f 6 o i i 

dz4/d* = Dd z\j2x -f- $A{Z\->Z2,ZZ">ZA) , 

/4 = —&\Z± + C?2̂ 2z3 - dzZ\Z$ -f 800 , 
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D = 10-9, ax = 4 * 105, a2 = 272.443800016, a3 = 10~4, 

«4 = 0.007, a5 = 3.67*10-16, a6 = 4.13*10"12, 

6i = 272.4438, 62 = 1.00016 * 10"4, b3 = 3.67 * 10~16, 

64 = 3.57 * 10-15, ci = 1.6 * 10-8, c2 = 0.007, 

c3 = 4.1283 * 10"1 , c4 = 3.57 * 10"15, dx = 7.000016 * 10"3, 

d2 = 3.57 * 10" , d3 = 4.1283 *10"12 , 

QQTI / ^ ^ fa^s 0.475 < x < 0.575 

[ 360 sonst 

mit den Randbedingungen 

dzi/dx,t,0) = 0, dzi/x(t,1) = 0, 1 < i < 4 

und den Anfangsbedingungen 

zi(U, #J = 1.306028 * 10 , z2(0,x) = 1.076508 * 10 , 
~ /H ~ . \ ß AK.T71K . 1 A l O /n ~ \ O C/tOOOC . 1 nlO 

23(1), x) = D.457 /lo * 1U , z4(0,2) = o.54zzö5 * 1(J . 

In beiden Fällen wird die Höhe x unterteilt in äquidistante Gitterpunkte Xj, 
j = 1 , . . . m, wobei 

z, = 30 -f (j — ))Az, Ax = 20/50, m = 51 für 0Z1 bzw. 

xj = (j — ))A#, Aa: = 1/30, m = 31 für OZ2, 

und an diesen Stellen zum Einsetzen in das gegebene System eine Approxi
mation der Ableitungen durch DifFerenzenquotienten vorgenommen derart, daß 
die erste Ableitung an der Stelle x ersetzt wird durch den DifFerenzenquotien
ten bezüglich der Nachbarpunkte x,_i und Xj+\ und die zweite Ableitung an 
der Stelle Xj durch einen DifFerenzenquotienten aus Näherungen für die er
ste Ableitung an den Halbierungspunkten bezüglich des rechten und linken 
Nachbarpunktes, als Näherungen werden dabei wiederum DifFerenzenquotien
ten bezüglich Xj und des rechten bzw. linken Nachbarpunktes herangezogen. 
Die Randbedingungen werden durch zusätzliche Punkte XQ und xm+i erfaßt, 
für die zAt,Xo) = zA*,x-i) und zAt,xm+)) = <Zi(£,#m-i), i = l , . . . , n (n = 2 
für (9Z1, n = 4 für OZ2) angesetzt wird. Man erhält so das folgende System 
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gewöhnlicher Differentialgleichungen: 

dztj/dt = D/(Ax)z(z{j+i — 2z{j -4- Zij-i) 

-\-fi(zi = z\j-> z2 = z2ji . • z nn = Znj) für 2 < j < m - 1 , 

dzndtt = —2D/(Ax)2(z{ti — 2,2) 

"r/iV^l == zl1, *2 = -^21, • • • *n = *nl ) I u r j = = J- , 

dzim/Vt = 2,JJ/(L\x) ( —^itm-l + ^im) 

"i"/t(*l == -^lm, Z2 = ^ m , . . . zn = 2nm) fUT j = 771 , 

wobei z-j = z,(£, rc = rcj), i = 1 , . . . , n, j = 1 , . . . , m. 

Mit den Bezeichnungen 

y = = {.Vi 5 2/2) • -- > 2/n-m) == (,^11,221, - • • , -^nl , ^12 , 222 , . . . Zn2 ' 

• • • z\m-> z2my , • • > •,m) 1 

/l(zl = ^ n , 22 = Z21, • • • • zn == zn\) 

/2(zi = -2-11) z2 == Z2l,. . . , 2n == 2nl) 

/n\z\ == z \ \ , 22 = 22i, . . . , Zn == Znl) 

f\\z\ = 212-, Z2 = ^22, • • • • zn = zn22 

/2\z\ = z12, 22 = -̂ 22, • • • • ,2 = zn2) 

(j = \$\ 1 92 •> • -- > 9nm ) = 

... 

/n\z\ = 212, 22 = 222, • • • • ,2 = zn2) 

J\\z\ = 2lm, Z2 = 22m, . . . , 2n == Znm) 

/2\zl = = 2im, Z2 = Z2m, • • • • zn n =nm) 

Jn\z\ — z\mt z2 — 22m, • • • izn = z2m) 

sieht das Gleichungssystem in Matrixschreibweise folgendermaßen aus: 

dY/dt = A * Y + G . 
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Die Matrix A ist eine Block-Band-Matrix mit dem Aufbau 

A = 

0 

0 

0 

B = - 2 C , 

B C 

C B 

0 

C 

+ 
0 

* 

+ 
0 

+ 
* 

c 
0 

+ 
B 

c 
0 

c 
B 

C 

0 

0 

0 

C 

B 

c = 

D/Ax4 

0 

0 

0 

0 

D/Ax2 0 

* 

0 

(mXm) , 

0 

0 

* 

D/Ax'd 

0 

0 

D/Ax 
(nxn) . 

In dieser Form können die beiden Beispiele ebenso in das Programm eingefügt 
werden wie die Beispiele des Test-Set H83.ALL.STITST. Wegen der Band-Form 
der Eingangsmatrix und der daraus resultierenden ebensolchen der JACOBi
Matrix wurden die Prozeduren zur Lösung des linearen Gleichungssystems 
(LINGL, SUBST) und zur Berechnung der JACOBI-Matrix ersetzt durch solche 
für Band-Matrizen (DGBFA, DGBSL), die aus dem in der ZIB-Sammlung 
H83.ALL.PROG1 vorhandenem Programm LIMEX übernommen wurden; dazu 
gehört insbesondere die dort beschriebene Form der Abspeicherung von Band-
Matrizen durch rnb Zeilen und n Spalten mit mb = 2 * ml -f mu -\-1, wobei ml 
die untere (ml = 2 für OZ,, ml = 4 für OZ2) und mu die obere Bandbreite 
(mit = 2 für OZly mu — 4 für OZ2) ist. Im übrigen sind Diskretisierung 
und Extrapolation ebenso parallelisiert wie oben beschrieben. In den folgenden 
Tabellen sind Meßergebnisse angegeben; in der betreffenden Implementierung 
wird die JACOBI-Matrix sequentiell berechnet. 
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Beispiel OZl (eps = 10 4 , h — eps, /imax = tend —t, 
aljk und dj unverändert) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

SEQ 4910 4910 5013 5283 

nstep. 13 13 13 14 

fanz 163 163 166 175 

RED 3939 3939 4043 4239 

%SEQ 80.2 80.2 80.6 80.2 

JAC 900 900 900 969 

%SEQ 18.3 18.3 18.0 18.3 

3 CPUs 2691 2691 2786 2907 

ACCs 1.82 1.82 1.81 1.82 

ACCr 2.29 2.29 2.23 2.28 

4 CPUs 2178 2178 2191 2322 

ACCa 2.25 2.25 2.29 2.28 

ACCr 3.26 3.26 3.31 3.32 

Beispiel OZ2 (eps = 10 4 , h = 10 10, hrnax = tend - t , 
aljk und ÜJ unverändert) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

SEQ 3809 8973 15770 153686 

nstep 9 18 29 198 

fanz 104 217 364 3047 

RED 

%SEQ 

2530 6434 11694 125981 RED 

%SEQ 66.4 71.7 74.1 82.0 

JAC 

%SEQ 

1208 2405 3869 26361 JAC 

%SEQ 31.7 26.8 24.5 17.2 

3 CPUs 

[ ACCa 

ACCr 

2381 5330 9094 82025 3 CPUs 

[ ACCa 

ACCr 
1.60 1.68 1.73 1.87 

3 CPUs 

[ ACCa 

ACCr 2.30 2.31 2.33 2.32 

4 CPUs 

ACCa 

ACCr 

2252 5047 8330 72275 4 CPUs 

ACCa 

ACCr 
1.69 1.78 1.89 2.13 

4 CPUs 

ACCa 

ACCr 2.60 2.57 2.75 2.83 

44 



Beispiel OZl (eps = 10 , h = eps, /imax = tend —t, 
aljk und ÜJ ebenso geändert wie für die 
Beispiele des Test-Set H83.ALL.STITST) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

SEQ*3 4910 4910 5014 5014 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2694 2694 2789 2789 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

1.82 1.82 1.80 1.89 J 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.82 1.82 1.80 1.80 

SEQ*4 5432 5432 5702 5703 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2412 2412 2412 2543 4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2.04 2.04 2.08 2.08 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 2.25 2.25 2.36 2.24 

Beispiel OZ2 (eps = 10~4, h = 10 -10 , /*max = tend -t, 
aljk und dj ebenso geändert wie für die 
Beispiele des Test-Set H83.ALL.STITST) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

SEQ*3 3993 6358 9278 18311 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2503 3820 5373 10182 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

1.52 2.35 2.93 15.1 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.60 1.66 1.73 1.80 

SEQ*4 3996 6362 8143 34443 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2503 3692 4452 16798 4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

1.52 2.43 3.54 9.15 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.52 2.28 2.79 2.05 
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Beispiel G>Z1 (eps = 10 , h = eps, /i max = tend —i, 
nur öj geändert mit Kostenfaktoren wie für 
die Beispiele des Test-Set H83.ALL.STITST) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

j SEQ*3 4910 4910 4910 5284 

1 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2693 2693 2789 2910 1 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

1.82 1.82 1.80 1.82 

1 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.82 1.82 1.80 1.82 

SEQ*4 4910 4910 5014 5284 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2180 2180 2192 2324 4 CPUs 

ACCa 

ACCs 
2.23 2.25 2.29 2.27 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 2.25 2.25 2.29 2.27 

Beispiel OZ2 (eps = 10-4, h = 10~10, h max = tend —i, 
nur ÜJ geändert mit Kostenfaktoren wie für 
die Beispiele des Test-Set H83.ALL.STITST) 

tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

SEQ*3 3810 8801 11936 191361 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2382 5297 7058 101058 3 CPUs 

ACCa 

ACCs 
1.60 1.69 2.23 1.52 j 

3 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.60 1.66 1.69 1.89 

SEQ*4 3810 8433 12415 18128 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 

2254 4717 6757 9274 4 CPUs 

ACCa 

ACCs 
1.69 1.90 2.33 16.6 

4 CPUs 

ACCa 

ACCs 1.69 1.79 1.84 1.95 

Die für Beispiel OZ2 mit vier Prozessoren nach Änderung der Aufwandsfak
toren erzielten Beschleunigungen um den Faktor 9 bzw. 16 sind offenbar bedingt 
durch den Eingriff in die Ordnungs- und Schrittweitensteuerung. Eine genauere 
Untersuchung ergab, daß im Algorithmus ohne Änderung der Aufwandsfaktoren 
198 "basic steps" mit 3047 Funktionsauswertungen durchgeführt werden, wobei 
insgesamt 95 mal die Schrittweite reduziert wird. In der Version mit Kostenfak
toren für die parallele Bearbeitung durch vier Prozessoren werden jedoch nur 29 
"basic steps" mit 395 Funktionsauswertungen durchgeführt, wobei nur 7 mal die 
Schrittweite reduziert wird. Da in die Bestimmung der nächsten Schrittweite 
außer der Aufwandsabschätzung auch das Verhältnis h/hm&x eingeht, wur
den mit der Version ohne Änderung der Aufwandsfaktoren weitere Messungen 
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vorgenommen mit verschiedenen Werten für h max. Als Ergebnis stellte sich 
heraus, daß es eine optimale Schrittweite h max gibt, für die die Ausführungszeit 
minimal ist, und zwar gegenüber dem Standard-Fall h max = tend — t um einen 
Faktor, der wesentlich günstiger ist, als durch Parallelisierung erreichbar. Die 
Meßergebnisse sind in der folgenden Tabelle enthalten. 

tend 
[hl 

hmax 
[min] 

SEQ 
[ms] 

3 CPUs ACC 
[ms] 

4 CPUs ACC 

3 180 3809 2381 1.60 2252 1.69 

3 150 4351 2688 1.61 2525 1.72 

3 120 4374 2702 1.58 2539 1.72 

3 90 4168 2515 1.66 2516 1.66 

3 60 5180 2938 1.62 2940 1.62 

6 360 8973 5330 1.68 5047 1.78 

6 180 7759 4572 1.70 4135 1.88 

6 150 5947 3420 1.74 3275 1.82 

6 120 5709 3407 1.68 3080 1.85 

6 90 5892 3410 1.73 3248 1.81 

6 60 6849 3962 1.73 3963 1.73 

9 540 15770 9094 1.73 8330 1.89 

9 180 12017 6878 1.74 6088 1.97 

1 9 150 7488 3879 1.93 3753 2.00 

9 120 7488 4254 1.76 3817 1.96 

9 90 7402 4184 1.77 3857 1.92 

9 60 12387 6783 1.83 6650 1.86 

12 720 153686 82025 1.87 72275 2.13 

' 12 180 144035 77514 1.87 67899 2.13 

12 150 64131 36095 1.78 31485 2.04 

12 140 42612 24490 1.74 21170 2.01 

12 135 8497 4712 1.80 4294 1.98 

12 130 12438 10520 1.75 9293 1.98 

12 120 33621 19229 1.75 16933 1.99 

12 90 127257 67701 1.88 59420 2.14 

12 60 155202 82020 1.89 72879 2.13 

Die Berechnung der JACOBI-Matrix läßt sich auch für die vorliegende Form 
der Band-Matrix-Abspeicherung derart parallelisieren, daß die Erzeugung der 
Spalten auf mehrere Prozessoren verteilt wird. Jeder Prozessor erhält dazu die 
Nummer einer Start-Spalte sco\ und einen Wiederholungsfaktor r und liefert 
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Serien von Spalten als Ergebnis, deren erste mit der Start-Spalte scol beginnt 
und weiter die Spalten scol -f mm, scol -f 2 * mm,..., scol -f k * m enthält, 
wobei k bestimmt ist durch scol -f k * mm < n und mm = ml + mu -f 1 die 
Bandbreite ist. Der Wiederholungsfaktor r gibt an, wie viele Serien von Spalten 
zu berechnen sind, beginnend jeweils mit scol, scol -f 1, . . . ,scol + (r — 11) und 
ist bestimmt durch r < [mm/p] -f 1, wobei p die Anzahl der Prozessoren ist. In 
den folgenden Tabellen sind die mit einer solchen Implementierung gemessenen 
Ergebnisse angegeben mit den Standard-Parametern eps = 10 und h = eps 
für 0 Z 1 , eps = 10~4 und h = 10~10 für OZ2, /imax = tend - t , ajc und a;-
unverändert (Ausführungszeiten in fis). 

Bsp. tend 3 h 6 h 9 h 12 h 

OZ1 3 CPUs 

ACC 

2463 2463 2558 2661 OZ1 3 CPUs 

ACC 1.99 1.99 1.96 1.99 

OZ1 

4 CPUs 

ACC 

1917 1917 1929 2040 

OZ1 

4 CPUs 

ACC 2.56 2.56 2.60 2.59 

OZ2 3 CPUs 

ACC 

1963 4495 7771 72915 OZ2 3 CPUs 

ACC 1.94 2.00 2.03 2.11 

OZ2 

4 CPUs 

ACC 

1788 4126 6865 62254 

OZ2 

4 CPUs 

ACC 2.13 2.17 2.30 2.47 

0Z2 3 CPUs 

ACC 
(/imax = 135 min) 

4050 

2.10 

0Z2 

4 CPUs 

ACC 
(/imax = 135 min) 

3534 

2.40 
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