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1. Einleitung

1. Einleitung

Der Begriff der mathematische Modellierung hat in den letzten Jahren stark an Bedeutung
gewonnen. Die mathematische Modellierung war schon immer Bestandteil der Arbeit von
Mathematikern aufSerhalb der Universitdt. Viele Aufgaben in der Industrie, Wirtschaft und
Verwaltung wurden und werden unter Verwendung mathematischer Modelle unterschied-

lichster Komplexitit bearbeitet.

So ist es nicht verwunderlich, dass Modellierung, Parameteridentifizierung und Simulation
ebenfalls eine wichtige Rolle in der modernen Systembiologie spielen [14]. Ziel der Para-
meteridentifizierung ist hierbei die bestmogliche Wiedergabe experimenteller Daten mittels
Modellkurven, welche erhalten werden durch die Variation der Parameter. Allerdings ha-
ben vor allem grofse Systeme in der Systembiologie hadufig das Problem, dass fiir einige
Modellkurven keine Messdaten vorhanden sind. Daraus ergeben sich Ausgleichsprobleme
mit rangdefekter Jacobimatrix, deren Losung somit nicht eindeutig ist. Aus diesem Grund
muss ein Algorithmus verwendet werden, der diese Problematik beriicksichtigt.

Ziel dieser Arbeit ist die Erweiterung des bestehenden Modells des Sexualzyklus der Kuh
[3,44] unter Einbeziehung metabolischer Faktoren. Motiviert ist diese Erweiterung dadurch,
dass die reproduktive Leistung von Kiithen wegen der steigenden Milchleistung in den letz-
ten Jahren drastisch gesunken ist. Ein tiefergehendes Verstindnis der Ursachen hierfiir fehlt
bislang. Die Modellerweiterung kénnte dabei helfen, die zugrunde liegenden biologischen
Mechanismen herauszuarbeiten. Folgende Fragen sind hierfiir zu klaren: Welche der meta-
bolischen Faktoren sind wihrend des periodischen Zyklusgeschehens dynamisch? Welchen

Einfluss nehmen die metabolischen Faktoren auf das periodische Zyklusgeschehen?

Um die aufgeworfenen Fragen beantworten zu konnen, soll zuerst eine umfangreiche Stu-
die der Literatur durchgefiihrt werden. Es miissen Thesen erarbeitet werden, welche die
Modellbildung ermoglichen, zudem muss das bestehende Modell verstanden werden. Des-
weiteren miissen die Algorithmen erarbeitet werden, welche benutzt werden kénnen, um
das Modell zu simulieren. Dariiber hinaus werden Messdaten benétigt, um die aufgestell-
ten Hypothesen zu testen. Anschlieflend wird ein Optimierungsalgorithmus herangezogen,
um das Modell an die Messdaten anzupassen. Fiir die Validierung der vorgeschlagenen Mo-
dellierung sind Szenarien aus der Literatur zu erarbeiten. Ferner soll das erweiterte Modell

mathematisch analysiert werden.

Der Sexualzyklus der Kuh sowie die metabolischen Einflussfaktoren werden in Kapitel 2 er-
arbeitet. Anschliefflend wird ein konzeptionelles Modell dargestellt und die Szenarien entwi-
ckelt. Das bestehende mathematische Modell fiir den Sexualzyklus der Kuh wird in Kapitel
3 kurz erldutert. Anschlieflend wird in Kapitel 4 das fiir die Losung des Modells und die
Parameteridentifikation notwendige mathematische Hintergrundwissen erarbeitet. Hierbei
werden die verwendeten Algorithmen LIMEX und NLSCON kurz erkldrt. In Kapitel 5
wird das bestehende Modell analysiert. Die im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagenen Mo-
dellerweiterungen und -dnderungen werden in Kapitel 6 abgeleitet. In Kapitel 7 werden die




1. Einleitung

Ergebnisse der Parameteridentifikation und der Szenarien prasentiert. Desweiteren wird
mit dem modifizierten Modell eine erneute Analyse durchgefiihrt. Abschlieffend werden
die Ergebnisse kritisch betrachtet und als Fazit zusammengefasst (Kapitel 8).

Die Nummerierung der Gleichungen in dieser Arbeit wird wie folgt vorgenommen: Inner-
halb eines Kapitels werden die wichtigen Gleichungen mit dem Anfangsbuchstaben des
Kapitels und einer Identifikationsnummer versehen (z.B. Analyse des Modells : A.1). Aus-
genommen hiervon sind die Modellgleichungen des bisherigen Modells, diese werden nor-
mal durchnummeriert. Zur besseren Unterscheidbarkeit werden die neu eingefiigten bezie-
hungsweise verdanderten Gleichungen mit * markiert. In Hinblick auf zukiinftige Publika-
tionen und internationale Zusammenarbeit wurden die Begriffe in den Flowcharts und die
Abkiirzungen fiir die Modellgleichungen in Englisch gewéhlt.




2. Biologisches Hintergrundwissen

2. Biologisches Hintergrundwissen

In diesem Kapitel wird eine kurze Ubersicht iiber den Sexualzyklus gegeben, welcher in
dieser Form bereits im Modell von [44] verwirklicht wurde (Erlauterung des Modells folgt
in Kapitel 3). Desweiteren werden die Hormone und Mechanismen identifiziert, welche die
Auswirkung der Nahrung auf den Sexualzyklus vermitteln. Im Zuge dessen werden The-
sen aus der Literatur erarbeitet, die im darauf folgenden Abschnitt als Grundlage fiir die
Aufstellung eines Konzepts fiir die Modellerweiterung dienen. Zu beachten ist, dass die
Thesen auf Grund der unterschiedlichen Aussagen in der Literatur nicht notwendigerwei-
se widersruchsfrei sind. Um die biologische Tragbarkeit des erweiterten Modells zu testen,
werden Szenarien aus der Literatur entwickelt, welche die gewéhlte Modellierung der Nah-

rungseffekte validieren sollen.

2.1. Sexualzyklus der Kuh

Die folgende Beschreibung des Sexualzyklus wurde zusammengetragen aus [19, 44] und
[23], wobei sie hauptsdchlich zum besseren Verstandnis der wichtigsten bereits modellierten

Mechanismen dient und die verwendeten Fachbegriffe kurz erldutern soll.

Definiert wird der Sexualzyklus (Brunstzyklus) als die Zeitspanne zwischen zwei Brunstpe-
rioden und ist eingeteilt in die vier Zyklusphasen Ostrus (Brunst), Postostrus (Nachbrunst),
Interostrus (Zwischenbrunst), Praostrus (Vorbrunst). Die Brunst ist ein dufSerliches Merk-
mal, das anzeigt, dass die Kuh trachtig werden kann. Der Zyklus dauert im Durchschnitt 21
(18-24) Tage.

Als Anostrus (Brunstlosigkeit) werden die Unterbrechungen des Sexualzyklus, z.B. durch
Trachtigkeit (Gravitit), bezeichnet. Neben dieser nattirlichen Unterbrechung kann es durch
Krankheiten, z.B. Ovarialzysten oder andere Vorgidnge wie Untererndhrung, zum Aussetzen
des Zyklus kommen.

Fiir die Modellierung des Sexualzyklus ist die endokrine Sicht des ovariellen Zyklus von
Bedeutung und wird im Folgenden genauer beschrieben. Die endokrine Sicht ist hierbei

das System der Organe und Hormone, die tiber das Blut interagieren.

Der ovarielle Zyklus ist die Gesamtheit der zyklusabhédngigen Vorgédnge, die am Ovar an-
setzen, und lasst sich aus endokriner Sicht in zwei Phasen einteilen: die Ostrogen- oder
Follikelphase (19./20. - 21. Tag des alten Zyklus und 1./2. Tag des neuen Sexualzyklus) und
die Progesteron- oder Lutealphase (Gelbkorperphase, 2./3. - 18./19. Zyklustag).




2. Biologisches Hintergrundwissen

Hypothalamus

Die Steuerung des Zyklus hat hierarchi-
schen Charakter. Die Spitze bildet der Hy-

pothalamus, in der Mitte ist die Hypophy- * —g—;'h -
ypophysen- }.4
vorderiappen

se, und an der Basis befinden sich die Ova-

rien (Eierstocke). Der Hypothalamus ist ein
FSH, LM

Abschnitt im Zwischenhirn, welcher eine
zentrale Kontrollfunktion bei der Interakti-
on der Organe und Hormone tiber das Blut
einnimmt [19, S.47 und S.68]. Die Hypophy-
se ist eine Hormondriise und verbunden
mit dem Hypothalamus [19, S.516 ff.]. Die- x

se drei Ebenen haben eine fein abgestimmte

Steroidhormaone.
Inhibin

Abb. 1: Schema der Riickkopplungsschleifen
bei der endokrinen Steuerung des
Sexualzyklus. Die Steroidhormone

entnommen und zeigt schematisch die drei hemmen (Ostrogen kann auch for-

Ebenen mit Riickkopplungsschleifen. dern) die Sekretion von FSH und

LH sowie GnRH. FSH und LH hem-

men die Sekretion von GnRH. GnRH

hemmt seine eigene Sekretion [19].

Kommunikation und beeinflussen sich ge-
genseitig. Die Abbildung rechts ist aus [19]

2.1.1. Freisetzungshormon Gonadoliberin (GnRH)

Das wichtigste Hormon, welches aus den Nervenzellen des Hypothalamus direkt an die
Blutbahn weitergegeben wird, ist das Freisetzungshormon Gonadoliberin (engl. Gonadotro-
pin releasing hormone, GnRH). Das GnRH kontrolliert die Freisetzung des luteinisierenden
Hormons (LH) und des follikelstimulierenden Hormons (FSH) aus dem Hypophysenvor-
derlappen (ein Teil der Hypophyse). Da GnRH eine geringe Halbwertzeit hat, hingt die
Aufrechterhaltung des Zyklus von der bestdndigen Freisetzung ab, die in Pulsen erfolgt.
Wihrend der Follikelphase ist die pulsatile GnRH Freisetzung haufiger und niedriger als
wahrend der Gelbkorperphase. Beeinflusst wird die Freisetzung von GnRH selbst und den
ovariellen Steroidhormonen (Ostradiol und Progesteron).

Bemerkung Steroidhormone diffundieren durch die Zellmembran und kénnen sich so in
den Zielzellen an Rezeptoren binden, was bedeutet, dass sie an der DNA agieren.

2.1.2. Luteinisierendes Hormon (L H) und Follikelstimulierendes Hormon (FSH)

LH und FSH sind Gonadotropine, eine spezielle Form von Peptidhormonen. Hierbei ist LH
wichtig fiir die Ovulation und wirkt stimulierend auf die Progesteronsekretion des Gelb-
korpers. FSH hat eine stimulierende Wirkung auf das Wachstum der Follikel und deren
Ostradiolproduktion. LH und FSH hemmen die GnRH Sekretion aus dem Hypothalamus,
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was wiederum ihre eigene Synthese und Freisetzung reduziert. Eine basale Freisetzung von
LH und FSH , die ausreicht um die Follikel bis zu einem Durchmesser von wenigen Milli-
metern wachsen zu lassen, erfolgt unabhéngig von den GnRH Pulsen. Die Follikel (Eiblas-
chen) bestehen aus der Eizelle, Follikelfliissigkeit, Granulosazellen und Thekazellen. Da LH
vorwiegend gespeichert wird, wahrend FSH konstitutiv freigesetzt wird, hat FSH kein pul-
satiles Freisetzungsmuster wie LH und ist in der Follikelphase ausreichend vorhanden. Fiir
LH gilt, dass ein GnRH Puls einem LH Puls entspricht.

Bemerkung Peptidhormone kénnen auf Grund ihrer Verkniipfungen nicht durch die Zell-
membran gelangen und aktivieren ihre Wirkung auf die Zielgewebe durch Bindung an zell-

membranstidndige Rezeptoren.

2.1.3. Follikelwachstum (Foll)

Das Follikelwachstum im Ovar kann als kontinuierlicher Prozess angesehen werden, der
in 1-3 (2-3 [23]) Wellen stattfindet. Jede Follikelwelle hat eine Lebensspanne von 7-10 Ta-
gen, welche abhédngig von der Anzahl der Wellen ist [15]. In jeder Welle werden 3-5 (bezie-
hungsweise 6 [23]) gonadotropinreaktive Follikel durch die Gonadotropine rekrutiert und
entwickeln sich weiter in Richtung Ovulation, wéhrend sich die restlichen Follikel zurtick-
bilden. Aus diesen 3-5 Follikeln wird ein Follikel dominant (selektiert) und reift weiter bis
zur Ovulation. Dabei ovuliert in der Regel der dominante Follikel nur in der letzten Welle.
Die anderen 2 - 4 Follikel atresieren (bilden sich zuriick). In 4-5% der Falle kommt es zu

einer Doppelovulation.

Somit befinden sich im Ovar stdndig heranreifende Follikel, die aus verschiedenen Folli-
kelwellen stammen. Ostrogene werden in den Granulosazellen synthetisiert und fithren in
der Endphase der Reifung des dominanten Follikels zur Ausbildung von LH Rezeptoren.
In klinischen Studien wird eine Einteilung der Follikel in drei Gruppen vorgenommen. Die
kleinen Follikel werden definiert als die Follikel mit einem Durchmesser < 5 mm, als die
mittleren Follikel bezeichnet man Follikel mit einem Durchmesser 5-7 mm und die grofSen
Follikel haben einen Durchmesser > 8 mm [16]. Allerdings ist diese Einteilung nicht standar-

disiert, sodass Abweichungen in der Literatur auftauchen.

Da FSH in der Follikelphase in hoher Konzentration verfligbar ist, konnen die Follikel auf
Grund ihrer FSH Rezeptoren auf den Granulosazellen das FSH binden. Mit zunehmender
Grofle produzieren die Follikel mehr Ostrogen- und Inhibinmengen, welche an das Blut ab-
gegeben werden. Ab einer gewissen Konzentration in der spéten Follikelphase haben diese
Ostrogen- und Inhibinmenge ein negatives Feedback auf die FSH Freisetzung aus der Hy-
pophyse, was zu einem Absinken des FSH Blutspiegels fiihrt.

Es folgt die Selektion eines dominanten Follikels, der LH Rezeptoren auf den Granulosa-
zellen ausgebildet hat, um unter dem Einfluss von LH weiterzuwachsen. Dadurch wird
die Ostrogensynthese aufrecht erhalten und den Insulindhnlichen Wachstumsfaktor (engl.
Insulin-like-growth-factor, IGF) produziert [23]. Das Wachstum der anderen Follikel wird auf
Grund der niedrigen FSH Konzentration gehemmt. Das produzierte Ostrogen iibt ein ne-
gatives und positives Feedback auf die Freigabe von LH und GnRH aus.
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2.1.4. Gelbkorper (CL)

Die Granulosa- und Thekazellen des ovulierten Follikels wandeln sich um in die Lutein-
zellen des Gelbkorpers. Die Ovulation (Eisprung) ist definiert als Tag 1 des Zyklus. Der
Gelbkorper wachst bis zum Erreichen seiner maximalen Grofie von 2-2,5 cm am siebten
oder achten Zyklustag und produziert Progesteron. Progesteron ist das Trachtigkeitsstero-
idhormon und hat ein negatives Feedback auf die GnRH Freigabe aus dem Hypothalamus.
Das Wachstum der Luteinzellen und die Progesteronsynthese werden unterstiitzt von LH.

2.1.5. Prostaglandin (PGF,,)

Wenn es nicht zu einer Trachtigkeit kommt, wird die Lebenspanne des Gelbkorpers begrenzt
durch die Luteolyse (Abbau der Luteinzellen), hauptsichlich ausgelost durch Prostaglandin
Fy (PGFyy,). Die Freisetzung von PGF,, aus der Gebarmutterschleimhaut erfolgt iiber das
Hormon Oxytocin, welches synthetisiert wird in den Luteinzellen des Gelbkorpers.

2.2. Einfluss der Energiebilanz auf die Fruchtbarkeit der Kuh

Bei hochleistenden Milchkiihen steigt mit dem Beginn der Laktation der Bedarf an Energie
und Nahrstoffen enorm an, was sich iiber die Futteraufnahme nicht decken lasst. Aufler-
dem erfahren Kiihe eine Verzehrsdepression um die Zeit der Geburt, sodass sie bis zu 10
Wochen (4-8 Wochen [26]) der Laktation eine negative Energiebilanz aufweisen. Die nega-
tive Energiebilanz beeinflusst die Anzahl und Grofle der grofien Follikel sowie die Ovulati-
on (Haufigkeit des Ausbleibens 13,3%) nachteilig und senkt die Progesteronkonzentration
im Blut [47]. Aulerdem ist die negative Energiebilanz der Hauptgrund fiir die verspétete
Wiederaufnahme des Sexualzyklus, welche wahrscheinlich durch die Unterdriickung der
pulsierenden LH Freigabe verursacht wird [33].

Dieser Effekt ist damit zu begriinden, dass die Milchdriise den anderen Organen vorgezo-
gen wird und alle Néhrstoffe in die Milch gegeben werden, was einen sinkenden Glucose-
spiegel und steigende Konzentration von freien (unveresterter) Fettsduren im Blut nach sich
zieht. AuSerdem bestimmt der Abfall der Insulinkonzentration vor dem Kalben wesentlich
die Milchproduktion. Die niedrige Insulinkonzentration wahrend der Laktation scheint eine
Konsequenz des metabolischen Glucosekonsums zu sein [26]. Desweiteren wird eine niedri-
gere IGF-I Konzentration beobachtet, deren Absinken zusammenfallt mit dem des Insulins
[26]
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2.3. Einfluss der Nahrung auf den Sexualzyklus der Kuh

In den letzten Jahren sank auf Grund von steigender Milchleistung von Kiihen deren repro-
duktive Leistung drastisch. Die verringerte reproduktive Leistung wird daran festgemacht,
dass die hochleistenden Milchkiihe léngere Intervalle bis zur ersten Ovulation nach der
Kalbung (post-partum), ein hoheres Auftreten von Andstrus, unnormaler Lutealphase und
einen hoheren Verlust von Embryos haben [47]. Hierbei wird angenommen, dass der er-
hohte Milchertrag mit der negativen Energiebilanz assoziiert ist und dies fiir die sinkende
Fruchtbarkeit mit verantwortlich sein konnte [47].

Es ist bekannt, dass die Erndhrung der Kuh eine wichtige Rolle bei der Effektivitidt der Re-
produktion spielt [1], welche wiederum einen Einfluss nimmt auf die Produktivitdat und
wirtschaftliche Effektivitdt der Milchproduktion [15]. Aus diesem Grund widmeten sich vie-
le Studien in den letzten Jahren genau diesem Thema, wobei die grofle Herausforderung ist,
Didten und Futterregime zu entwickeln, die die Ausmafle und Lénge der negativen Ener-

giebilanz post-partum minimieren [15].

Hierbei wurden die Einfliisse der Nahrung auf die Reproduktion bisher nur teilweise ver-
standen [6] und es wird angenommen, dass diese in den Ovarien, dem Hypothalamus und
der Hypophyse zum Tragen kommen [26].

2.3.1. Diaten und Diatrestriktionen

In vielen Studien wurden akute Diétrestriktionen in zyklischen Kiihen untersucht und es
zeigte sich, dass sich der Durchmesser des dominanten Follikels, dessen Wachstumsrate
[6] und Volumen [28] reduzierten [15]. Chronische Didtrestriktionen zeigen im Langzeit-
verhalten ebenfalls einen linearen Abfall der Wachstumsrate und des Durchmessers des
dominanten Follikels vor Beginn des Anostrus [28]. Die akuten Diétrestriktionen hatten im
Vergleich zu den chronischen Diitrestriktionen allerdings einen stdrkeren unterdriickenden
,Sofort”-Effekt auf die Wachstumsrate und den maximalen Durchmesser des Follikels [15].
Ein weiterer dieser ,Sofort”-Effekte war das Unvermogen der Follikel zum Eisprung nach
13 — 15 Tagen in 60% der Farsen, der geschlechtsreifen Rinder vor der ersten Kalbung [15].

These 2.1
Akute Diitrestriktionen beeinflussen das Follikelwachstum und konnen zum Aussetzen der Ovula-
tion fiilren.

Realimentation, der Wiederbeginn der Nahrungsaufnahme nach totalem Fasten, fiihrte bei
den brunstlosen Féarsen zu einem allméhlichen Anstieg der Wachstumsrate des dominanten
Follikels und seines maximalen Durchmessers, gefolgt von einem schnelleren Anstieg [15].

Die Begriindung fiir diesen Effekt ist in der Literatur nicht einheitlich. Einerseits wird die
steigende Wachstumsrate und der grofiere maximale Durchmesser des dominanten Follikels
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mit steigender LH Pulsfrequenz, Amplitude und durchschnittlicher Konzentration in Ver-
bindung gebracht [6,15]. Der Anostrus wird assoziiert mit geringer LH Pulsfrequenz [26].
In dem Uberblick von Lucy et al. [27] wurde bemerkt, dass wahrend des Sexualzyklus das
Wachstum und die Lebensspanne des dominanten Follikels von der hohen Frequenz und
pulsativen Freisetzung von LH abhéngen. Desweitern ldsst eine hohe LH Frequenz den do-
minanten Follikel langer bestehen. Da das LH pulsierend aus der Hypophyse als Antwort
auf das pulsierend freigegebene GnRH aus dem Hypothalamus freigesetzt wird, konnte das
Ausbleiben der LH und FSH Welle von dem Hypothalamus oder dem Hypophysevorder-
lappen vermittelt werden [6, 15]. Gestiitzt wird diese Aussage davon, dass exogene Admi-
nistration von GnRH bei durch Untererndhrung brunstlosen Kithen Lutealaktivitat indu-
zierte [6]. Allméahlich steigende LH Pulsfrequenz und Amplitude wihrend der Realimen-
tation [6] fiihrten zu einem Ansteigen der Ostradiolkonzentration [15]. In dem Uberblick
[27] bemerkten Lucy et al., dass die Follikelentwicklung stimuliert wurde und die Ostra-
diolkonzentration im Blut bei Erthchung des LH Pulses durch stiindliche Infusionen von
GnRH wihrend der Lutealphase des Sexualzyklus stieg. Insgesamt wird also eine geringe
Sensitivitdt auf GnRH (Féahigkeit des Systems auf GnRH zu reagieren) wahrend der Un-
tererndhrung angenommen. Wegen des fehlenden positiven Feedbacks kénnte die geringe
Konzentration von Ostradiol den Anstieg des GnRHs wihrend der Follikelphase verhin-
dern und somit die Art der Abgabe des GnRHs dndern, was den Effekt erkldren wiirde
[15].

These 2.2
Akute Diiitrestriktionen konnen den Sexualzyklus beeinflussen, indem sie die LH Konzentration
direkt oder tiber die Wirkung auf die GnRH Freigabe verindern.

In anderen Studien nahmen die Wachstumsrate und der maximale Durchmesser des domi-
nanten Follikels ab, ohne einen Einfluss auf die LH Konzentration, die Progesteronkonzen-
tration und die Ostradiolkonzentration zu haben [28]. Dies stiitzt die These, dass die Diit
keinen Einfluss auf die GnRH Freisetzung hat. Deshalb wird angenommen, dass die Effek-
te der Nahrungsrestriktion von 1.2 auf 0.4 der normalen Menge auf das Follikelwachstum
vermittelt werden tiber IGF-I und seine Bindungsproteine im Follikel oder auf dem Level
der Hypophyse durch den Effekt auf FSH im Blut [28]. Bei chronischer Nahrungsrestriktion
verdnderte sich die LH Konzentration ebenfalls nicht [28]. Dagegen brachten Diskin et al.
[15] das Argument, dass das Fehlen von FSH keinesfalls den Eisprung in nahrungsrestrik-

tierten Farsen verhindert.

These 2.3
Die Effekte der Nahrungsrestriktion konnen tiber das IGF-1 vermittelt werden und die LH Konzen-
tration nicht verindern.

Einigkeit herrscht dartiber, dass sich die IGF-I Konzentration im Blut andert [6,15,25,26,28,
51]. Zusitzlich sorgt Untererndhrung fiir ein Absinken der Blutkonzentration von Insulin
[26,51].

These 2.4
Diitrestriktionen fiithren zu einem Absinken der Blutkonzentration von IGF-1 und Insulin.
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Es gibt viele Beweise, dass die metabolischen Hormone wie das Wachstumshormon (GH),
Insulin [1], IGF-I, nicht veresterte Fettsduren (NEFA) und Leptin eine bedeutende Rolle bei
der Kontrolle der Follikelentwicklung spielen und wichtige Indikatoren fiir die verftigbare
Energie sind [6,15]. Sie signalisieren die Effekte der Didt und/ oder Energiebilanz auf die
Fruchtbarkeit der Kuh.

These 2.5
Insulin und IGF-I nehmen Einfluss auf die Follikelentwicklung.

Nachdem der Einfluss der Nahrung auf die Reproduktion nun verdeutlicht wurde, ist es
Kklar, dass die Didtzusammensetzung eine wichtige Rolle spielt. Fiitterung einer Didt mit
hohem Stédrkegehalt erhoht die zirkulierende Insulinkonzentration, stimuliert das Follikel-
wachstum und erhoht das Auftreten einer Ovulation innerhalb der ersten 50 Tage der Lak-
tation, fassten Thatcher et al. [48] zusammen. Die Diit hatte keine Effekte auf die Blutkon-
zentration von Progesteron, dennoch waren 60% der Kiihe, die diese Diét erhalten hatten,
tragend [48]. In der Studie von Caldari-Torres et al. [7] wurde beobachtet, dass die durch-
schnittliche Insulinkonzentration im Blut {iber die Wochen relativ zur Geburt variierte. Die
hochste Insulinkonzentration hatten Kiihe, die mit Saflor6l Fettsauren (SFL) angereicherte
Nahrung erhielten. Ahnlich verhielt es sich fiir die IGF-I Konzentration im Blut. Diese sank
um die Geburt herum und war hoher fiir die Kiihe, die mit SFL gefiittert wurden. Didten,
die speziell entworfen wurden um die zirkulierende Insulin- und IGF-I Konzentration zu
erhohen, beeinflussten die ovarielle IGF-I Konzentration direkt, fanden Armstrong et al. [1]
in einer fritheren Studie heraus. Es wurde eine Steigerung in der Verfiigbarkeit von IGF-I in
kleinen Follikeln beobachtet, was die Ansprechbarkeit dieser auf FSH erhohte, resultierend
in einer gesteigerten Wachstumsrate der kleinen Follikel. Dies fithrte Armstrong et al. [1] zu
der These, dass die gesteigerte Ostradiolproduktion ein Resultat der durch die Diat auftre-
tenden Veranderungen in dem follikularen IGF System sei. Dem widerspricht der Uberblick
von Diskin et al. [15], welcher annimmt, dass der direkte Nahrungseinfluss auf die Ovari-
en durch das IGF-I im Blut statt durch das IGF-I im Follikel reguliert wird. Eine weitere
Moglichkeit wird von Lucy et al. [26] aufgezeigt, die auf Grund der Effekte des GnRH die
Moglichkeit in Erwagung ziehen, dass Insulin und IGF-I auf dem Level des Hypothalamus
agieren, um die GnRH Freigabe zu stimulieren.

These 2.6
Erhohung der Insulin und 1GF-1 Konzentration im Blut durch Diiiten stimuliert das Follikelwachs-
tum.

These 2.7
Der direkte Nahrungseinfluss auf die Ovarien kann durch das IGF-1 im Blut reguliert werden und/
oder durch das 1GF-1 im Follikel.

In vielen Studien wurde tatsidchlich eine zunehmende Konzentration von Insulin mit den
Leveln der Nahrung beobachtet [6,28]. Wahrend der Realimentation von chronisch unter-
erndhrten Kiihen erreichten die Konzentrationen von Insulin und Glucose innerhalb von 30
Tagen normale Werte [6]. Dabei spielte unter anderem die Futtermenge eine Rolle. Kiihe,
die mehr Futter erhielten, nahmen den Sexualzyklus 23 Tage schneller wieder auf, als Kiihe,
die nur wenig Futter erhielten.
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These 2.8
Die Futtermenge spielt wihrend der Realimentation eine wichtige Rolle.

Allerdings wurde nicht bei jeder Diit, z.B. bei einer mit Aminosduren angereicherten Di-
at, ein Effekt auf die Ovarienfunktion gefunden [48]. In einer Studie von Fahey et al. [20],
in der die Kiihe entweder mit ausgewogener Nahrung nach EU-Standards oder sehr ein-
seitiger Nahrung versorgt wurden, konnte ebenfalls kein Effekt auf Selektion, Entstehung,
Wachstumsrate, maximalen Durchmesser oder Dauer der Dominanz von anovulierenden
oder ovulierenden Follikeln beobachtet werden. Die einzigen signifikante Verdnderungen
in dieser Studie konnten in der zirkulierenden IGF-I Konzentration zwischen den Geno-

typen und Futtersystemen erkannt werden.

These 2.9
Nicht jede Diiit hat einen Effekt auf die Ovarienfunktion. Der Effekt ist abhingig von Menge und
Zusammensetzung der Dit.

Es zeigte sich deutlich, dass Insulin und IGF-I eine grofie Rolle bei der Regulierung der Ef-
fekte der Nahrung auf die Ovarienfunktion spielen. Glucose wurde zwar als Vermittler iden-
tifiziert, dennoch héufig nicht genauer betrachtet. Da die Funktionsweisen nicht eindeutig
bestimmt sind, wird im Weiteren detailliert auf Glucose, Insulin und IGF-I eingegangen.

2.3.2. Glucose (Glucose)

Laut der Zusammenfassung von Diskin et al. [15], ist die Glucosekonzentration im Blut in
Kiihen stabil. Die Energieversorgung des zentralen Nervensystems lduft grofitenteils tiber
Glucose aus dem Blut [19]. Glucose konnte ein metabolisches Signal sein, welches die In-
formation fiir die GunRH Freisetzung liefert und somit auf die LH Freigabe Einfluss nimmt
[15].

These 2.10
Glucose beeinflusst die GnRH Freisetzung aus dem Hypothalamus.

In keiner Studie wurde Glucose wihrend des Sexualzyklus als dynamisch erachtet (z.B. [6]),
sondern stattdessen stets {iber die Zeit gemittelt. In der Studie von Sevaraju et al. [34] wur-
den Kiihe mit Insulin behandelt. Dabei unterschied sich die Konzentration von Glucose
zwischen den mit Insulin behandelten und nicht behandelten Tieren nicht. Die Glucose-
konzentration lag zwischen 48.8 und 60.4 mg/di [34] oder 70-95 mg/di [36]. Der gleiche Effekt
wurde in der Studie von Walsh et al. beobachtet. Hier war die Glucosekonzentration zwi-
schen den Kiihen, die 1.2 und 0.4 der normalen Futtermenge erhielten, nicht verschieden
[51]. In der post-partum Periode lag die Glucosekonzentration in dem Bereich 54.5-58.5 mg/di
[24] beziehungsweise 38-52 mg/di; 48-66 mg/dl; 53-71 mgfdl [7].

These 2.11
Die Glucosekonzentration variiert nicht wihrend des Sexualzyklus und kann als konstant angenom-
men werden.

10
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2.3.3. Insulin (Insulin)

Die Hauptaufgabe des Insulins ist die Regulierung des Glucosestoffwechsels [19]. Es senkt
die Blutglucosekonzentration, indem es die Aufnahme von Glucose in die Zellen fordert.

Analog zur Glucosekonzentration im Blut konnte fiir die Insulinkonzentration im Blut kein
dynamisches Verhalten wéahrend des Sexualzyklus festgestellt werden, weshalb sie tiber die
Zeit gemittelt wurde [6]. Im Allgemeinen, so fassten Spicer und Echternkamp zusammen,
ist die Konzentration von Insulin (0.5 bis 10 n8/m!) gleich oder niedriger in der Follikelfliis-
sigkeit als im Blut [38].

These 2.12
Die Insulinkonzentration variiert nicht wihrend des Sexualzyklus und kann als konstant angenom-
men werden.

In der post-partum Zeit haben Kiihe eine niedrigere Insulinkonzentration (0.5-0.78 ng/mi [24])
[25,26] als vor der Geburt, wobei dieses Absinken der Konzentration in Japanese Black Kii-
hen, die nur ein Zehntel der Milch im Vergleich zu Holstein Kithen produzieren, nicht be-
obachtet werden kann [25]. Somit wird eine niedrige Insulin Konzentration mit Laktation
und negativer Energiebilanz von hochleistenden Kiihen assoziiert. Bei hochleistenden Kii-

hen hat der Genotyp keinen Einfluss auf die Insulinkonzentration [9].

These 2.13
Wihrend des Andstrus/der post-partum Zeit ist die Insulinkonzentration niedriger als wihrend des

Sexualzyklus.

Es gibt unterschiedliche Erklarungen fiir die Auswirkungen der niedrigen Insulinkonzen-
tration. Lucy et al. [26] stellten die Theorie auf, dass die niedrige Insulinkonzentration die
Ansprechbarkeit der Ovarien auf Gonadotropine reduziert und auf die Gonadotropinfreiga-
be Einfluss nimmt. Im Gegensatz dazu fassten Diskin et al. [15] zusammen, dass die geringe
Plasmakonzentration von Insulin die Ostradiolproduktion reduzieren konnte und somit die
Fahigkeit des Follikels LH Rezeptoren zu bilden. Simpson et al. [36] stiitzen diese Aussage,
da sie herausfanden, dass Insulin unabhingig von IGF-I Einfluss auf das Follikelwachs-
tum und die Ostradiolproduktion [38] nimmt. Insulin kénnte ebenfalls die Progesteronpro-
duktion stimulieren [38]. Durchschnittlich 40%-50% der post-partum Kiihe, welche erhchte
steroidogenische Kapazitat (Fahigkeit der Follikel Steroidhormone zu produzieren) in Asso-
ziation mit hdherer Insulinkonzentration haben, ovulieren den ersten dominanten Follikel
[33,49].

These 2.14
Insulin kann die Freigabe von LH und FSH und die Ansprechbarkeit der Ovarian auf diese beein-

flussen.

These 2.15
Insulin kann Einfluss auf die Ostradiolproduktion nehmen.

11
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2.3.4. Insulindhnliche Wachstumsfaktor-l (IGF-I)

Insulindhnliche Wachstumshormone sind IGF-I, IGF-II und Insulin. Von den beiden insu-
lindhnlichen Wachstumsfaktoren wird nur das IGF-I betrachtet, welches ein Peptidhormon
ist.

Die potentiellen Stellen der Aktion und die exakten Mechanismen, durch welche IGF-I die
Reproduktion beeinflusst, sind nicht klar [15]. Sie sind sehr kompliziert oder werden héufig
auf Grund von Diskrepanzen in quantitativen Analyseverfahren zwischen Laboren fehlin-
terpretiert [17]. Offensichtlich ist, dass das IGF System eine grofie Rolle in der Reproduktion
spielt. In der Zusammenfassung von Cummins et al. wird erldutert, dass eine Stérung des
metabolischen Status der Kuh {iber Anderungen in der zirkulierenden IGF-I Konzentration
im Blut ersichtlich wird [28] und dies mit der reproduktiven Effektivitat assoziiert ist [9]. Das
IGF System besteht aus mehreren Faktoren (z.B. zirkulierenden Konzentration, Bindungs-
proteine etc.). Viele dieser Faktoren sind bis heute noch unerforscht. Dennoch haben sich
viele Studien mit einigen Aspekten des IGF Systems beschiftigt und sehr unterschiedliche
Ergebnisse erzielt.

IGF-I aus dem Blut wird hauptsédchlich in der Leber durch das GH freigesetzt. Seine Bin-
dungsproteine (IGFBP), die unter anderem als Transportproteine agieren, um IGF-I aus der
Blutzirkulation zu dem Zielgewebe zu fiihren, werden in der Leber produziert [9]. In der
Blutzirkulation hat freies IGF-I eine Halbwertzeit von weniger als 10 min [9, 15]. Die Halb-
wertzeit wird auf bis zu 12-15 h erhoht, wenn IGF-I an eines seiner sechs verschiedenen
Bindungsproteine gebunden ist [9]. Die IGF Bindungsproteine sind somit ausschlaggebend
in der Regulierung der Verfiigbarkeit von IGF-I und verhindern dessen Bindung an die

Rezeptoren bis auf die in dem Zielgewebe [51].

These 2.16
IGF-1 aus dem Blut wird hauptsichlich in der Leber produziert.

Die Quelle des intrafollikularen IGF-I wurde bisher nicht eindeutig identifiziert. Aller-
dings wurde herausgefunden, dass im Allgemeinen die Konzentration von IGF-I (100 bis
500 ng/mr) gleich oder niedriger [21] in der Follikelfliissigkeit als im Blut ist [38]. Die Prozent-
zahl von Follikelfliissigkeit IGF-I Konzentration zu IGF-I Konzentration im Blut (Plasma)
betrug 74.4% + 3.1% [17] beziehungsweise 79% + 7% [42] in allen Follikelproben. In vielen
Studien wurde eine Korrelation (positive [17]) zwischen IGF-I Konzentration im Blut und
in der Follikelfliissigkeit beobachtet [40,51]. Dies suggeriert, dass IGF-I im Blut eine mogli-
che Quelle fiir das intraovarien IGF-I ist [17,46,51].

These 2.17
Das IGF-1im Blut liefert einen Beitrag zur Konzentration von 1GF-1 in der Follikelfliissigkeit.

In der vielfach zitierten Studie von Echternkamp et al. [17] wurde ein direkter Zusammen-
hang zwischen IGF-I Konzentration in der Follikelfliissigkeit und der Follikelgrofie gefun-
den. Stewart et al. [42] fanden zwar keine Variation der Konzentration zwischen den Fol-
likelkategorien, aber eine Tendenz zur positiven Korrelation zwischen IGF-I in der Folli-
kelfltissigkeit und dem Durchmesser der grofien Follikel. In anderen Studien wurde keine
Korrelation zwischen der IGF Konzentration im Blut oder im Follikel [40] und dem Durch-
messer der Follikel gefunden [36].
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2. Biologisches Hintergrundwissen

These 2.18
Es gibt einen direkten Zusammenhang zwischen Follikelgrofie und der Konzentration von 1GF-1 in
der Follikelfliissigkeit.

Der Konzentrationsverlauf von IGF-I im Blut wahrend des Sexualzyklus ist nicht einheit-
lich in den verschiedenen Studien. Wahrend Funston et al. [21], Bossis et al. [6] keine Va-
riation tiber die Zeit beschreiben, fanden Kawashima et al. [25] einen typischen Verlauf.
Allerdings haben Kiihe mit hoherer Reproduktivitit eine hohere zirkulierende IGF-I Kon-
zentration (34% mehr) als Kiihe mit niedrigerer Reproduktionsleistung [9]. In einer anderen
Studie von Spicer und Echternkamp [38] wurde herausgefunden, dass die IGF-I Produk-
tion in den Ovarien verschiedenen kontrollierenden Mechanismen unterliegt und dass die
Konzentration von IGF-I steigt, wenn sich die Follikel entwickeln. In der Studie von Kawa-
shima et al. wurde dieser Effekt ebenfalls beschrieben. Hier stieg die IGF-I Konzentration
im Blut in der Follikelphase und nahm wihrend der Lutealphase ab. Dies suggeriert laut
Kawashima et al., dass die Blutkonzentration von Progesteron in einer negativen Relation
zur GH Freigabe steht, womit die Abnahme von IGF-I im Blut zu erkldren wére [25].

These 2.19
Die Blutkonzentration von 1GF-1 ist dynamisch wihrend des Sexualzyklus.

These 2.20
Die Blutkonzentration von 1GF-I steigt wihrend der Follikelphase und nimmt wiihrend der Luteal-

phase ab.

Abschliefiend ist der Konsens trotzdem grofs, dass das IGF-I im Follikel sich aus einem Teil
der Blutkonzentration des IGF-I und einem Teil, der lokal in den Ovarien produziert wird,
zusammensetzt [16, 26, 36,40, 51]. Zum Beispiel beobachteten Walsh et al. in ihrer Studie,
in der 15 Kiihe die normale Futtermenge oder nur 0.4 der normalen Futtermenge erhielten,
dass bei anovulierenden Tieren die IGF-I Konzentration in der Follikelfliissigkeit niedriger
war als bei ovulierenden Tieren, die die restriktierte Futtermenge erhielten [51]. Sie stellten
deshalb die Hypothese auf, dass die Follikel die Aufnahme des IGF-I aus dem Blut in die
Follikelfliissigkeit regulieren [51]. Spicer und Echternkamp [38] fanden ebenfalls heraus,
dass nach zweitdgigem Fasten die Konzentration von IGF-I in der Follikelfliissigkeit hoher

ist als im Blut, was ebenfalls fiir eine lokale Regulation spricht.

These 2.21
Der Follikel reguliert die Aufnahme des IGF-1 aus dem Blut in die Follikelfliissigkeit.

These 2.22
Der Follikel produziert IGF-L

These 2.23
Das IGF-1 in der Follikelfliissigkeit setzt sich zusammen aus einem Beitrag aus dem Blut und einem
Teil, der lokal im Follikel produziert wird.

Analog wie Insulin ist die IGF-I Blutkonzentration in post-partum Kiihen (15-70 ng/mi [47])
niedriger als vor der Geburt [9, 26], was wiederum mit der Laktation und der negativen
Energiebilanz in Verbindung gebracht wird. Tamadon et al. [47] fassten zusammen, dass
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2. Biologisches Hintergrundwissen

die niedrige IGF-I Konzentration dazu fithren kann, dass die Haufigkeit inaktiver Ovari-
en, ovarieller Zysten und eines nicht funktionierenden Gelbkorpers in post-partum Kiihen
steigt. Diese These wird ebenfalls von Cerri et al. [8] unterstiitzt. Im Einklang damit beob-
achtete man bei hochleistenden Kithen mit hoherer post-partum [GF-I Blutkonzentration
eine schnellere Wiederaufnahme, normale Lutealaktvitdt und bessere Reproduktionsleis-
tung [47]. Durchschnittlich 40% - 50% der Kiihe, welche eine hohere IGF-I Konzentration
haben, ovulieren den ersten dominanten Follikel [49].

These 2.24

Wiihrend des Andstrus ist die Blutkonzentration von IGF-I niedriger als wihrend des Sexualzyklus.

Wie bereits beschrieben, herrscht kein klares Bild tiber die Wirkungsweise von IGF-I. Den-
noch soll im Folgenden zusammengetragen werden, wie IGF-I Einfluss auf die Reproduk-
tion nehmen kann.

Diskin et al. [15] haben geschlossen, dass eine gesteigerte Konzentration von IGF-I post-
partum einen direkten stimulierenden Effekt auf die Zellteilung (Mitose) oder die steroido-
genische Kapazitdt von Thekazellen und/ oder Granulosazellen haben kénnte [17,41]. Diese
Beobachtung wird unterstiitzt von der Studie von Thatcher et al. [49], die eine erhohte ste-
roidogenische Kapazitdt mit hoherer IGF-I Konzentration assoziierten. Echternkamp et al.
[16] beobachteten, dass die Konzentration von IGF-I in der Follikelfliissigkeit mit steigen-
der Ostradiol Konzentration stieg, wobei hier zwischen Ostradiol aktiven und Ostradiol in-
aktiven Follikeln unterschieden wurde und die aktiven Follikel mehr IGF-I in der Follikel-
fliissigkeit hatten als Ostradiol inaktive (64-70 ng/m! E2 aktive und 46-48 ng/m! E2 inaktive).
Daraus lasst sich auf eine Korrelation zwischen Ostradiol und IGF-I in der Follikelfliissig-
keit schlieflen, ebenfalls beobachtet in einer anderen Studie von Echternkamp et al. [17] und
negativ korreliert in der Studie von Cerri et al. [8]. Die Ergebnisse von Ginther et al. unter-
stiitzen die These, dass IGF-I die Ostradiolproduktion in vivo stimuliert [22]. Echternkamp
et al. [17] fanden keine Korrelation zwischen IGF-I und Progesteron. Demgegentiber stell-
ten Spicer und Echternkamp [38] die Hypothese auf, dass IGF-I die Progesteronproduktion
stimuliert. Dies wird gesttitzt von der Studie von Simpson et al. [36], die eine positive Kor-
relation zwischen den beiden feststellten, und von der in vitro Studie von Stewart et al.
[41], die einen Effekt von IGF-I zusammen mit LH auf die Progesteronproduktion (30 und
100 ng/m1 IGF — I steigerten P4 auf das 1.8- und 2.4-Fache) beobachteten.

These 2.25
IGF-I hat einen direkten stimulierenden Effekt auf die Zellteilung und die steroidogenische Kapazitit
der Follikelzellen.

Laut der Zusammenfassung von Lucy et al. [26] reduziert eine geringe IGF-I Konzentration
die Ansprechbarkeit der Ovarien auf LH und FSH. Diskin et al. [15] fassten zusammen, dass
IGF-I eine Rolle spielt bei der steigenden Ansprechbarkeit der Follikelzellen auf LH, was
wiederum die Ostradiolproduktion der Follikel steigert. Dagegen schlagen Echternkamp et
al. [17] auf Grund der umfangreichen Literatur vor, dass in Anbetracht des dramatischen
stimulierenden Effektes von IGF-I auf die Steroidogenese und Mitose auf Granulosa- und
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2. Biologisches Hintergrundwissen

Thekazellen in Kultur die gesteigerten IGF-I Level in der Follikelfliissigkeit die FSH Stimu-
lation auf die Follikel in den Ovarien erhchen [1]. Hierbei reagieren Granulosazellen sensi-
bler auf die Verdnderungen der lokalen Konzentration von verfiigbarem IGF-I als Theka-
zellen, da sie {iber mehr IGF-I Rezeptoren verfiigen [42]. Cerri et al. [8] fassten zusammen,
dass das erhohte freie IGF-I in der Follikelfliissigkeit auf die Deviation und Entwicklung
des dominanten Follikels Einfluss nimmt. Im Gegensatz hierzu fanden Stanko et al. [40]
heraus, dass die Grofie des dominanten und zweitgrofiten Follikels nicht beeinflusst wur-
den, obwohl die Blutkonzentration von IGF-I in Folge einer Immunisierung gegen den GH
Freigabe Faktor um {iber 60% sank. Eine geringe Blutkonzentration von IGF-I wiirde auf
Grund der kurzen Halbwertszeit von IGF-I die Verfiigbarkeit von IGF-I limitieren und so-

mit das Vermogen, die Follikelzellteilung und Steroidogenese zu stimulieren, hemmen [15].

These 2.26
IGF-1 nimmt Einfluss auf die Stimulation der Follikel durch die Gonadotropine (LH und/ oder FSH).

In dieser Ausfithrung wurde das Wachstumshormon (engl. Growth Hormon, Somatotropin,
GH) und die Milchproduktion, welche ebenfalls mit IGF-I in Verbindung stehen, ausgelas-
sen, da diese nicht modelliert werden sollen. Allerdings konnte in Zukunft das Modell um
diese Aspekte erweitert werden. Dabei ist IGF-I direkt assoziiert mit der Milchmenge von
Rindern und positiv korreliert mit dem Fettgehalt der Milch, fassten Mullen et al. zusam-
men [30].
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2. Biologisches Hintergrundwissen

2.4. Konzeptionelles Modell

Ausgangspunkt fiir das konzeptionelle Modell ist das Modell von [44], in welchem der Se-
xualzyklus (Kapitel 2.1) mittels 15 Komponenten verwirklicht ist. Die explizite Modellbe-
schreibung folgt in Kapitel 3. Hierbei soll das Flowchart des Modells (siehe Abbildung 2)
als Grundlage fiir die konzeptionelle Erweiterung um die metabolischen Einflussfaktoren

dienen.
GnRH Hypothalamus T’ GnRH Pituitary
- |- T
T+
+ . T
—> Estradiol —T T+ +
Tl > o T
Tl T— LH Pituitary > LH Blood -
+ >
¥ Progesterone
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2
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\/ \/ +
Oxytocin Enzymes
T! 17
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Abb. 2: Flowchart des bestehenden Modells von [44]. Es sind die 15 Komponenten und ih-
re funktionalen Wechselwirkungen untereinander (Pfeile) dargestellt. Stimulierende
und hemmende Effekte werden tiber + und - aufgezeigt, und das T steht fiir den
Schwellwert der dazugehorigen Hillfunktion.

Im bisherigen Modell sind die metabolischen Einflussfaktoren Glucose, Insulin und IGF-I
nicht explizit erfasst. Um ein konzeptionelles Modell mit diesen neuen Groflen zu erstellen,
sollen nun vorerst die Thesen aus Kapitel 2.3 in Tabelle 1 klassifiziert werden.

Thesen, die sich mit dem bestehenden Modell von [44] darstellen lassen
2.1,2.2,2.10 (wegen 2.11), 2.13, 2.14 und 2.15 (wegen 2.12)

Thesen, die eine Modellerweiterung erforderlich machen
2.3,24,25,26,2.7,216,2.17,2.18,2.19,2.20,2.21,2.22,2.23,2.24,2.25,2.26

Tab. 1: In dieser Tabelle werden die aus der biologischen Literatur erarbeiteten Thesen nach
der Umsetzbarkeit mit dem bestehenden Modell [44] klassifiziert.
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2. Biologisches Hintergrundwissen

Fir die konzeptionelle Modellerweiterung sind die Thesen 2.3, 2.4, 2.6 und 2.7 uninte-
ressant, da sie die Folgen von Nahrungsrestriktionen und Didten beschreiben. Notwendig
wird die Modellerweiterung wegen These 2.19, die besagt, dass IGF-I wahrend des Sexual-
zyklus dynamisch ist. Demnach wird das System IGF-I als eine neue Spezies in das Modell
eingeftigt. Aus These 2.23 folgt, dass es zwei Spezien sein miissen, da sich IGF-I im Blut
und im Follikel unterschiedlich verhalt.

Insgesamt ergeben sich fiir die Mechanismen des IGF-I ohne Betrachtung der Wechselwir-
kungen zwischen den anderen Stoffen dann die in der Abbildung 3 dargestellten Relationen.
Die Ubersicht ist an die spétere Modellierung angelehnt.

-

N

Progesterone — IGF a

R0

T2.20 T217 & T 2.23 =

—»  IGF Blood P

T2.21 o

T2.22 Q0

-

LH Blood —— Follicles >
| «

T2.26
Abb. 3: Konzeptionelles Modell fiir das IGF-I, mit Thesen belegt.

Fiir Glucose und Insulin besagen die Thesen 2.11 und 2.12, dass die Konzentrationen nicht
iiber die Zeit variieren. Da die Konzentrationen nicht dynamisch sind, ist eine Modellierung
tiber gewohnliche Differentialgleichungen nicht notig. Stattdessen lassen sich mit Hilfe der
Thesen 2.5, 2.10, 2.14 und 2.15 die Modellparameter identifizieren, welche durch Glucose
und Insulin beeinflusst werden.

Schematisch setzt Glucose dann im Modell an folgendem Punkt an:

Glucose

'

GnRH Hypothalamus— GnRH Pituitary

Abb. 4: Schematische Darstellung der Einflussnahme von Glucose auf das Modell.
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Das Schema fiir Insulin nach den Thesen 2.5, 2.14 und 2.15 ist in Abbildung 5 dargestellt.

Insulin

LH Pituitary —» LH Blood

Insulin

FSH Pituitary —%  FSH Blood

T
T +
Estradiol 4 Follicles
T +
Insulin Insulin

Abb. 5: Schematische Darstellung der Einflussnahme von Insulin auf das Modell.

Die genauen Parameter und neuen Modellgleichungen der metabolischen Einflussfaktoren
werden in Kapitel 6 aufgefiihrt.
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2.5. Szenarien

Behandlung mit [nsulin:

In der Studie von Simpson et al. [36] wurden Kithe mit Insulin behandelt. Die Insulinbe-
handlung hatte keinen Einfluss auf die Anzahl der Follikel, aber die Konzentration von
IGF-I im Follikel stieg, wahrend die Blutkonzentration von IGF-I gleich blieb. Ebenfalls
stieg die Konzentration von Ostradiol in der Follikelfliissigkeit sowie der Durchmesser des
dominanten Follikels. Die Progesteronkonzentration in der Follikelfliissigkeit und die Glu-
cosekonzentration im Blut hingegen sanken [36]. Vergleichbares wurde in der Studie von
Selvaraju et al. [34] beobachtet, die ebenfalls Kithe mit Insulin behandelten und feststellten,
dass der Anstieg in der Insulinkonzentration mit dem Anstieg von Ostradiol assoziiert ist,
allerdings fanden sie keine Verdnderung in der Glucosekonzentration.

Szenarium 2.1
Behandlung mit Insulin erhoht die IGF-1 Konzentration im Follikel und den Durchmesser des domi-
nanten Follikels.

In vitro Studien haben einen deutlichen Effekt von Insulin auf die Ostradiolproduktion be-
obachtet [39,41], wobei die Produktion in den Granulosazellen der kleinen Follikeln um
das 15-Fache und in den Granulosazellen der grofsen Follikeln um das 1.7-Fache gesteigert
wurde [39]. Die Insulinbehandlung der Kulturzellen hatte keinen Effekt auf die Progeste-
ronproduktion der Granulosazellen der grofien Follikel [39]. Der stimulierende Effekt von
Insulin auf die Anzahl der Thekazellen und die Steroidogenese (1,10 und 100 78/m! Insulin
steigerten Progesteron auf das 1.9-, 3.3- und 4-Fache) waren unabhdngig und additiv zu den
Effekten von Glucose [41].

Szenarium 2.2

Behandlung mit Insulin erhoht die Ostradiolproduktion und steigert die Progesteronproduktion.

Wie aus Abschnitt 2.3.1 hervorgeht, stimuliert eine hohere Insulinkonzentration die friihe-
re Wiederaufnahme des Sexualzyklus bei post-partum Kiihen, méglicherweise indem die
Follikelrekrutierung stimuliert wird. Dies konnte auf eine optimale Anzahl an zu rekrutie-
renden Follikeln hinauslaufen. Wenn zu wenig Follikel rekrutiert werden, wird nicht genug
Ostradiol und Inhibin produziert, um entweder die GnRH Freigabe zu stimulieren oder
um die FSH Freisetzung zu unterdriicken, und somit das Follikelwachstum gehemmt wird.
Andererseits wird, wenn zu viele Follikel rekrutiert werden, zu viel Ostradiol und Inhibin
produziert und das Follikelwachstum gehemmt [33].

Szenarium 2.3
Untersuchung der Auswirkung von Insulin auf die Follikelrekrutierung. Es gibt eine optimale Re-
krutierung.

Da bei der Fiitterung vieler Didten aus Abschnitt 2.3.1 keine Verdnderung der Blutglucose-
werte beobachtet wurde, ldsst sich die Hypothese aufstellen, dass der Effekt von Insulin auf
den Sexualzyklus unabhingig von Glucose ist.

Aus den Thesen 2.1, 2.4 und 2.13 Isst sich ein Szenarium, welches den Einfluss von akuten
Didtrestriktionen auf den Sexualzyklus tiber Insulin auf das Modell darstellen soll, formu-
lieren.
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Szenarium 2.4
Induziert ein Senken der Insulinkonzentration Anostrus und lisst sich tiber plotzliche Erhohung

(z.B. 60%) wieder ein zyklisches Verhalten erreichen.
Behandlung mit IGF-I:

In der Studie von Spicer et al. [37] wurde iiber eine Pumpe in den Ovarien eine Behandlung
mit IGF-I vorgenommen. Es wurde beobachtet, dass die Anzahl der Follikel gleich blieb,
ebenso zeigte sich keine Verdnderung in der Progesteronkonzentration und Blutkonzentra-
tion von IGF-I. Andererseits erhohte die intraovarielle IGF-I Behandlung die Ostradiol-
konzentration sowie die IGF-I Konzentration in der Follikelfliissigkeit von kleinen, nicht

jedoch von grofien Follikeln, und den Durchmesser des grofsten Follikels.

Im Gegensatz zu Spicer et al. behandelten Shahiduzzaman et al. [35] und Ginther et al. [22]
den zweitgrofiten Follikel direkt und untersuchen, ob die Behandlung Einfluss nimmt auf
die Deviation der Follikel. Die Dosis der Injektion war mit 200 pug dquivalent zum 2000-
Fachen der bekannten IGF-I Menge eines 8.5 mm Follikels (100 ng) [35], beziehungsweise
20 ul [22]. Die Behandlung hatte einen hemmenden Effekt auf den grofiten Follikel (verrin-
gerte Wachstumsrate und geringerer Durchmesser) [35], ohne dass sich die FSH und LH
Konzentration dnderte. Auf den zweitgrofiten Follikel wurde ein stimulierender Effekt an-
hand erhohter Wachstumsrate, Durchmesser [35] und C)stradiolproduktion beobachtet [22].
Die Behandlung hatte keine Auswirkung auf die Progesteron Konzentration des zweitgrof3-
ten Follikels [22].

Szenarium 2.5
Behandlung mit 1GF-1 erhoht die IGF-1 Konzentration im Follikel und den Durchmesser des domi-
nanten Follikels.

Szenarium 2.6
Die Behandlung mit IGF-1 fiihrt in der ersten oder zweiten Welle zur Ovulation des dominanten
Follikels.

Die im Abschnitt 2.3.1 zusammengetragenen Thesen 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 und 2.24 lassen sich zu
einem Szenarium, welches den Effekt der Didtrestriktionen auf den Sexualzyklus {iber das

IGF-I darstellt, zusammenfassen.

Szenarium 2.7
Durch niedrige IGF-1 Konzentration in der Follikelfliissigkeit induzierter Anostrus ist iiber erhdhtes
IGF-1, Ostradiol und LH wieder in zyklisches Verhalten iiberfiihrbar.

Behandlung mit Insulin und IGF-I:

Um die Wechselwirkung zwischen Insulin und IGF-I zu betrachten, werden nun 2.4 und
2.7 zu einem Szenarium zusammengefasst, wobei als Grundlage die gleichen Thesen wie
fiir die beiden Szenarien dienen.

Szenarium 2.8

Darstellung der post-partum Periode in hochleistenden Milchkiihen durch niedrige Insulin- und
IGF-1 Konzentration. Fiihrt allmihliches Erhohen der Konzentration in verschiedenen Zeitfenstern
zur Wiederaufnahme des Zyklus?
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Behandlung mit Glucose:

In vitro Studien mit Glucose zeigten, dass Glucose die Zellteilung und die Progesteronpro-
duktion (25 und 75 mg/al Glucose erhohten Progesteron um das 2.0-, 1.9-Fache) erhoht [41].
Dieser Effekt wurde von Stewart et al. als ,, Alles oder nichts”-Effekt bezeichnet. Hierbei ist
mit , Alles oder nichts”-Effekt gemeint, dass es einen Schwellwert gibt, ab dem eine Erho-

hung der Glucosekonzentration keinen Einfluss auf den Sexualzyklus nimmt.

Da Glucose stabil ist in Kithen und haufig keine direkte Auswirkung der Diit auf die Glu-
cosekonzentration beobachtet wurde, liegt es nahe, anzunehmen, dass Glucose tatsachlich
einen , Alles oder nichts”-Effekt austibt und somit nur dies getestet werden kann.

Szenarium 2.9

Glucose iibt einen , Alles oder nichts“-Effekt auf den Sexualzyklus aus.

Szenarium 2.10
Es wurde beobachtet, dass Firsen, die so gefiittert wurden, dass sie Gewicht verloren, drei Follikel-

wellen haben und Firsen, die Gewicht ansetzten, zwei Wellen [38].
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

Der in Kapitel 2.1 beschriebene Brunstzyklus wird iiber 15 gewohnliche Differentialglei-
chungen mit 60 Parametern modelliert, welche aus [3] und [44] entnommen wurden. Das
System setzt sich aus den vier Teilen Hypothalamus, anterior Hypophyse, Ovarien und Ute-
rus zusammen. Zur Modellierung der stimulierenden und hemmenden Effekte der Hormo-
ne, werden Hillfunktionen verwendet [31]. Hillfunktionen h* (S, T,n),h™ (S,T,n) € [0,1],
sind differenzierbar und sigmodial.

3.1. Hillfunktionen

Die involvierten Mechanismen im System sind oft nicht genau bekannt oder viel spezifi-
scher als notwendig. Deswegen werden im nichtlinearen Fall Hillfunktionen benutzt, um
den stimulierenden und hemmenden Effekt darzustellen. Eine Hillfunktion ist eine sigmo-
dial (s-formige) Funktion zwischen Null und Eins, welche an einem speziellen Schwellwert
(Wendepunkt) von einem zum anderem Level mit einem spezifischem Anstieg wechselt.
Zum Modellieren ist die Hillfunktion besonders durch ihre einfache Differenzierbarkeit ge-

eignet.

Hierbei werden positive Hillfunktionen benutzt, um stimulierende Effekte einzufiigen, die
negativen Hillfunktionen modellieren hemmende Effekte. Im Folgenden sollen die Defini-
tionen fiir beide Hillfunktionen gegeben werden (aus [31] entnommen). Die positive Hill-
funktion definiert sich wie folgt:

+ s"
h (S/ T,Tl) = Tn + Gn
Die negative Hillfunktion wird definiert durch:
- T"
W (S, T,n) = o

Fiir fixes T = 3 wurden die positiven und die negativen Hillfunktionen fiir verschiedene n
in Abbildung 6 und 7 dargestellt.
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Abb. 6: Positive Hillfunktionen fiir fixes Abb. 7: Negative Hillfunktionen fiir fixes
T = 3 und verschiedene Werte fiir n. T = 3 und verschiedene Werte fiir 7.
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In dem Modell werden die obigen Hillfunktionen zusétzlich mit einem konstanten Parame-
ter mg multipliziert, womit die Hohe der Funktion kontrolliert wird. Dieser Parameter gibt
dann das Maximum des hemmenden beziehungsweise stimulierenden Effekts wieder. Zur

besseren Uberschaubarkeit werden im Folgenden die Abkiirzungen

H;(S) = ms(i) * h™ (S, T(i),n(i))
H; (51&152) = mg s, (1) * B* (81, Ts, (i), 15, (1)) * h* (S, Ts, (i), ns, (i)
und H; (81&252) = ms,es, (i) * (h* (81, Ts, (i), 15, (1)) + h* (Sa, Ts, (i), 15, (7))
~h* (81, Ts, (i), ns, (i) » h* (Sa, Ts, (i), 15, (i)))

(analog fiir H™) benutzt.

3.2. Modellgleichungen

Es folgt die Beschreibung der Modellgleichungen im Einzelnen, wobei ihre biologische Zu-
sammensetzung kurz beleuchtet wird (Reihenfolge analog zu Abschnitt 2.1). Die Konzen-
trationen der Hormone werden tiber gewohnliche Differentialgleichungen dargestellt, wo-
bei im Text anstatt der Konzentration lediglich der Name des Hormons genannt wird. Das
Modell ist dimensionslos und somit sind die Hormonkonzentrationen als relative Level zu

verstehen.

3.2.1. GnRH

Die Menge des GnRH in dem Hypothalamus ist das Resultat aus der Synthese in dem Hy-
pothalamus und der Freigabe in der Hypophyse (engl. pituitary).

d
=3 GRHypo (1) = Syncnru (t) - Relgurr (t) D

Hierbei hangt die Synthese von den aktuellen GnRH Leveln in dem Hypothalamus ab und
falls sich dieses Level einem bestimmten Schwellwert anndhert, sinkt die Synthese auf Null.

Dieser Effekt wurde tiber ein logarithmisches Wachstum modelliert. Wahrend GnRH unter

max
Hypo

kleine Wirkung. Der erste Faktor (CG,1 R H,l) ist ein konstanter Parameter.

dem Maximum (Parameter GnRH ) liegt, hat der zweite Faktor in der Synthese eine

GnRHppypo (1) )

GnRH!~X

Synguru(t) = cGnrH,1 * (1 -
Hypo

Relguru(t) = (Hy (P4(1)&E2(t)) + Hy (P4(t))) * GnRHprypo (1)

Wie in der zweiten Gleichung ersichtlich, ist die Freigabe (engl. Release) des GnRH aus dem
Hypothalamus in die Hypophyse ebenfalls abhdngig von den aktuellen Leveln in dem Hy-
pothalamus. Allerdings haben hier Ostradiol (E2) und Progesteron (P4) ein negatives Feed-
back auf die Freigabe des GnRH.
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

Aus Abschnitt 2.1.1 geht hervor, dass die Freigabe des GnRH von P4 und laut [3] wiahrend
der lutealen Phase von E2 gehemmt wird. Dieser Effekt wird iiber Hy (P4&;E2) model-
liert, was der Summe zweier negativen Hillfunktionen minus ihrem Produkt entspricht. P4
und E2 hemmen die GnRH Freigabe nur, falls sie beide tiber ihrem Schwellwert sind. Da
hierbei P4 alleine eine Hemmung bewirkt, wurde dies zusitzlich mit H, (P4) berticksich-
tigt. Um die festgelegte Notation an einem Beispiel zu erldutern, werden die Hillfunktionen
Hj (P4&>E2) und H, (P4) im Folgenden aufgefiihrt.

Hl_(P4&2E2) ‘= MPpA&ED? * (h_ (P4, TE4”RH,1’ 2) + h_(EZ, TEGZnRH,1,2)
~h~ (P4; TSP REA 2y~ (B2, TERHA, 2))
H; (P4) := mSRH2 « = (pa, TSPRH2 2)

Anderungen der Menge von GnRH in der Hypophyse sind abhingig von der freigegebe-
nen Menge aus dem Hypothalamus und aufierdem von der Anwesenheit von E2, denn E2

erhoht die Anzahl von GnRH Rezeptoren in der Hypophyse (ausgedriickt in einer positiven
Hillfunktion).

Die Freisetzung (engl. clearance) des GnRH in das Blut ist proportional zu den GnRH Le-
veln in der Hypophyse (in der Gleichung: cgrpy 2 * GnRHpit(t)). Der Parameter cg,rH 2
entspricht der Abbaurate und ist eine Konstante. Im Folgenden wird die Konstante cgrmon
immer fiir die Abbaurate stehen.

7 CtRHpir(t) = Relgurp (t) * H3 (E2(t)) - cnru,2 * GnRHpy (t) 2)
Die Kurven fiir das GnRH sehen im Modell charakteristisch dann wie folgt aus:
35—

3

25

relative Level

0 —
0 10 20 30 40 50 60
Tage

Abb. 8: Simulierte Kurven des GnRH.
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

3.22. FSHund LH

FSH wird synthetisiert in der Hypophyse und freigegeben in das Blut.

d
EFSHPit(t) = Synrsy(t) - Relpspy(t) 3)

Die Syntheserate des FSH in der Hypophyse hingt nur von Inhibin (Inh) ab. Bei niedrigen
Inh Leveln erfolgt die Synthese (entspricht einer negativer Hillfunktion).

Die Freigabe des FSH von der Hypophyse in das Blut wird unabhéngig stimuliert von P4
und GnRH und gehemmt von E2. Da im Blut zu jeder Zeit eine Basalkonzentration des
FSH beobachtet wird (siehe 2.1.2), wurde ein konstanter Grundwert brsy fiir die Freigabe

angenommen.

Synesp(t) = Hy (Inh(t))
Relpsp(t) = (brsy + Hs (P4(t)) + Hg (E2(t)) + H7 (GnRHpit(t))) * FSHpir(t)

Zusammenfassend ergibt sich fiir das FSH Blutlevel dann die Differenz aus der von der
Hypophyse freigegebenen und im Blut abgebauten Menge.

d
73 FSHBp1a(1) = Relpsy (1) - cpsy * FSHpa(t) 4)

Analog wie das FSH setzt sich das LH zusammen.

S LHpi(t) = Synta(t) - Rely (1) ©)

Hierbei wird die Synthese des LH stimuliert durch E2 und gehemmt durch P4.

Die Freigabe von LH wird angeregt von GnRH, desweiteren wird wie beim FSH eine basale
Grundkonstante by i fiir die Freigabe des LH aus der Hypophyse angenommen.

Synry(t) = Hg (E2(t)) + Hy (P4(t))
Relp () = (brp + Hyg(GnRHpjs(t))) * LHpi(t)

Zusammen folgt nun wieder:

d
aLHBld(t) = Rel g (t) —cry * LHpy(t) (6)
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

Die Kurven fiir das FSHpj; und LHp;; sehen im Modell charakteristisch dann wie folgt aus:

relative Level
o
L&

o |
30
Tage

Abb. 9: Simulierte Kurve von FSH und von LH im Blut.

3.2.3. Follund CL

Die Follikelfunktion wird angeregt von FSH und ihr Abklingen wird stimuliert durch P4
und den LH Anstieg. Die Sensitivitat der Follikel auf FSH zu reagieren, wichst mit ihrer
Grofle. In dem Modell sinkt somit mit wachsender Follikelfunktion der Schwellwert der
Hillfunktion von FSH, die den stimulierenden Effekt modelliert. Dies wird umgesetzt iiber
eine weitere negative Hillfunktion, die den Schwellwert ng% kontrolliert.

2 Foli(t) = Ay (FS Hyna (1)) ~ (HEy(PA(H) + His (LHpna (1)) * Foll(1) %
%CL(t) = SF + Hiz(LHpia(t)) * Foll(t) + Hf,(CL(t)) - His(IOF(t)) » CL(t)  (8)

Die Gleichung 8 modelliert die Grofie des Gelbkorpers (engl. corpus luteum, CL). Die Ein-
leitung des Wachstums des CL wird direkt von dem ovulierenden Follikel beeinflusst, was
durch den LH Peak im Modell abgebildet wurde (vorher keine ovulierenden Follikel). Das
Eigenwachstum des CL wird im Weiteren positiv durch seine Grofse beeinflusst.

Auf den Abbau des CL wirkt der inter-ovarielle Faktor IOF stimulierend, denn der Anstieg
von IOF induziert die Luteolyse. Der Skalierungsfaktor SF wird benutzt um die relativen
Level zwischen 0 und 1 zu halten.
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

Die Kurven fiir die Foll und den CL sehen im Modell charakteristisch dann wie folgt aus:

1—

Foll
09— —CL

relative Level
o o o o o o o
N w S o = ~ @
= T T T

o

o

| | |
20 30 40 50 60
Tage

o
o

Abb. 10: Simulierte Kurve fiir die Foll und den CL.

Im Modell sind die Follikel und der CL die Produzenten von E2, P4 und Inh. Da die P4 Pro-
duktion des CL nicht absolut proportional zu der Grofie des CL ist, wird eine quadratische
Abhiéngigkeit angenommen. Um die Konsistenz zu wahren, wird ebenfalls eine quadrati-
sche Abhiangigkeit zwischen den Follikeln und E2 beziehungsweise Inh angenommen. Wie
bereits erwédhnt, sind hierbei cpy, cp> und ¢y, die konstanten Abbauraten.

;tm(t) =P+ CL(t)%* - cpy * PA(t) )
& E2(1) = cBy » Foll(t)? ~ e « E(1) (10)
;t Inh(t) = ™ « Foll(+)? = cppy * Inh(t) (11)

Die Kurven fiir P4, E2 und Inh sehen im Modell charakteristisch dann wie folgt aus:

1=

——P4
—E2
Inh

0.9

0.8

relative Level
o o o o o o
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o
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o
5

Abb. 11: Simulierte Kurven fiir P4, E2 und Inh.
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3.2.4. PGFEy,

Enzyme (Enz) sind verantwortlich fiir die PGF,, Level und werden stimuliert von P4. Oxy-
tocin (OT) ist ein Initiator der PGF,, Produktion. Hierbei hat E2 einen positiven Effekt auf
die OT Synthese in den Granulosazellen und somit einen Effekt auf PGF,,. Es wird ange-
nommen, dass die OT Produktion quadratisch von der Grofle des CL abhéngt.

%Enz(t) = Hys(P4(t)) - cgnz * Enz(t) (12)
%OT(t) = Hi(E2(t)) * CL(t) - cor * OT(t) (13)
%IOF(t) = Hiy(PGE(t)& CL(t)) - cior * IOF(1) (14)

Die Gleichung 14 setzt sich zusammen aus der konstanten Abbaurate c;or und dem stimu-
lierenden Effekt von PGE,,, der einsetzt, wenn der CL eine bestimmte GrofSe erreicht hat.

Die Kurven fiir Enz, OT und IOF sehen im Modell charakteristisch dann wie folgt aus:

1=

Enz
—OT
— IOF

relative Level
o
o

20 30 40 50 60
Tage

Abb. 12: Simulierte Kurven fiir Enz, OT und IOF.

Zusammen sind OT und Enz verantwortlich fiir den Anstieg von PGF,,. Dieser stimulie-
rende Effekt, wenn Enz und OT Level hoch sind, wird tiber die Hillfunktion H{y(Enz&OT)
erfasst. Somit erhdlt man die folgende Gleichung:

d

“fPGE(t) = Hiy(Enz(t)& OT (1)) - cpc » PGF (1) (15)

Die Liste der Parameter und Hillfunktionen fiir dieses Modell wurde aus [44] iibernommen
und wird in Appendix 1.1 und 1.2 aufgefiihrt.
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3. Mathematisches Modell des Sexualzyklus

Bemerkung Die wichtigsten Eigenschaften dieses Modells sind:
(a) Die Ovulation ist definiert durch den LH Peak.

(b) Das pulsatile Verhalten von GnRH und LH wurde auf Grund der hohen Komplexitat

und dem geringen Beitrag zur quantitativen Aussage nicht modelliert.

(c) LH nimmt im Modell keinen Einfluss auf das Wachstum der Follikel / die Follikel-

funktion.

(d) Die Rezeptoren werden nicht modelliert. Lediglich das Signal, welches der Rezeptor
weitergibt, wenn sich das Hormon an diesen bindet, wird dargestellt.
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4. Mathematischer Hintergrund und Algorithmen in POEM

Im folgenden Kapitel wird die Theorie zusammengetragen, die fiir die Losung des vorlie-
genden Problems notwendig ist. Hierbei wird vorerst auf die allgemeine Theorie zu ge-
wohnlichen Differentialgleichungen eingegangen (Definition, Eindeutigkeit und Existenz
der Losung). Da keine analytische Losung des Problems moglich ist, wird dann das numeri-
sche Verfahren betrachtet, welches zur Losung des gewohnliches Differentialgleichungssys-
tems verwendet wird (linear implizites Euler-Verfahren mit Extrapolation). Anschlieffend
wird das Gauss-Newton-Verfahren beleuchtet, welches fiir die Parameteridentifikation be-
notigt wird. Um die Schétzbarkeit einzelner Parameter vor der Parameteridentifikation zu
beurteilen, wird hieraufhin die Sensitivitdtsanalyse kurz erldutert. Am Ende dieses Kapitels
werden das verwendete Softwarepaket und die darin integrierten Algorithmen vorgestellt.

4.1. Voraussetzungen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Voraussetzungen fiir die Losbarkeit gewohnli-
cher Differentialgleichungssysteme mit der Notation und Reihenfolge aus [12] zusammen-
getragen.

Definition 4.1 (ODE bzw. IVP)
Fiir f e C(D,R") mit D c R x R" offen heifit

At yr(t),- - yn(t))

V(8 = £yt = | 2O yn(D)

. (M.1)
fu(ty1(t), .-, yn(t))

ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen (engl. ordinary differential equation,
ODE) erster Ordnung. Bei Angabe von Anfangswerten

y(t) =y e R"
mit (t,y(t)) € D spricht man von einem Anfangswertproblem (engl. initial value problem, IVP).
Bemerkung
(a) D wird erweiterter Phasen- oder Zustandsraum genannt.

(b) Im Folgenden sei die Variable ¢ die Zeit.

Definition 4.2
Sei I € R ein aus mehr als einem Punkt bestehendes Intervall mit t° € I. Ein Pfad y € C(I, R"™) heifit
Losung des IVP genau dann, wenn Folgendes gilt:

y'(t) = f(ty(t) Vel y(t°) =1° (M.2)
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Um die Eindeutigkeit und Existenz dieser Losung zu garantieren, wird die folgende Defini-
tion benotigt:

Definition 4.3

Die Abbildung f € C(D,R") heifst auf D beziiglich der Zustandsvariablen lokal Lipschitz-stetig,
wenn es zu jedem (t°,y°) € D einen offenen Zylinder Z = 1t° - 7,1 + T[ x Bo(y°) c D mit
Bo(y°) == {y e R"| |y - °|| < p} gibt, in dem eine Lipschitzbedingung der Form

If(ty)-ft2) | <Lly-z| ¥(ty) (tz)cZ

mit einer Lipschitzkonstanten L und beliebiger Vektornorm ||-| : R" — R gilt.

Satz 4.4

Sei die rechte Seite f des Anfangswertproblems 4.1 mit (t°,y°) e D stetig und beziiglich der Zu-
standsvariablen lokal Lipschitz-stetig. Dann besitzt das Anfangswertproblem eine in der Vergangen-
heit und in der Zukunft bis an den Rand von D fortgesetzte Losung. Sie ist eindeutig bestimmt, d.h.
Fortsetzung jeder weiteren Losung.

Der Satz 4.4 erlaubt nun ein maximales Zeitintervall zu definieren

Jonaze (£2,5°) = J£-(8°,9°), £ (£, )]

auf dem die Losung y € C (Jumax (t%,5°), R") des zugehorigen Anfangswertproblems 4.1 exis-
tiert. Der Zustand der Losung zum Zeitpunkt € Jyuqyx (t°, %) wird mit y(t) = it y° beschrie-
ben. Die zweiparametrige Familie @ heifit Evolution der Differentialgleichung y'(t) =
f(t,y(t)). Fiir autonome Anfangswertprobleme y’ = f(y), y(t°) = y° bekommt man statt
@' den Phasenfluss @' und somit y(t) = d'y0.

Der Graph der maximal fortgesetzten Losung

N

heifit Integralkurve durch (t°,°). Fiir autonome Anfangswertprobleme wird die maximal
fortgesetzte Losung

v (1°) = {Y" : t € Jax (v°)}

Orbit oder Trajektorie durch y° genannt. Ein Speziallfall ist der periodische Orbit, bei dem
zusitzlich gilt, dass ®'y® = ®T*10 Vt € 1 (y°) mit T die Periodenlange.
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4.2. Linear implizites Euler-Verfahren mit Extrapolation

In diesem Abschnitt soll ein numerisches Verfahren fiir die Losung von nichtlinearen ge-
wohnliche Differentialgleichungen gefunden werden.

4.2.1. Motivation

Da die analytische Losung von IVPs der Form (M.1) nur in wenigen Féllen moglich ist,
benotigt man numerische Verfahren zur Approximation von y fiir ¢t € [0,T]. Bei diesen
Verfahren wird dabei eine Folge von Tupeln (t',y'),..., (tN,yN) erzeugt. Diese y* stellen
eine Approximation der exakten Losung y* ~ y(t*) (Gitterfunktion) mit Diskretisierung
0=t <t <... <N = T dar. Weiterhin bezeichnet 7¥ die Differenz zwischen zwei Zeitpunk-
ten und wird Schrittweite genannt. Sind die Schrittweiten T konstant, liegt ein dquidistan-
ten Gitter vor und andernfalls ein nichtdquidistantes Gitter.

Die Verfahren werden in verschiedene Gruppen eingeteilt. Man unterscheidet zwischen
Einschritt- und Mehrschrittverfahren, sowie zwischen expliziter und impliziter Verfahrens-

vorschrift. Die folgende Definition fiir Einschrittverfahren ist aus [45] entnommen:

Definition 4.5
Ein Einschrittverfahren (ESV) zur Bestimmung einer Gitterfunktion hat die Gestalt:

yk+1 = yk + Tk(P(tk,yk/Tk)/ k = 0/ e /N - 1
¥ =y(t%)

mit einer Verfahrensfunktion ¢ : [0, T] x R" x Ry — R". Wenn ¢ die obige Gestalt hat, so nennt
man das Verfahren explizit. Hingt ¢ zusitzlich von y**' ab, so handelt es sich um ein implizites
Verfahren.

Bekannte Einschrittverfahren sind die Verfahren nach Euler oder Runge-Kutta.

Da es sich bei dem vorliegenden Anfangswertproblem um ein nichtlineares ODE System
handelt, die in der Regel nur mit speziellen Verfahren gelost werden konnen, wird nun der
Begriff der Stabilitdt der Verfahren charakterisiert. Die folgenden Stabilitdtsbegriffe sollen
geklart werden: A-Stabilitat, L-Stabilitat und A(«)-Stabilitdat sowie der Begriff Steifheit, an-
gelehnt an [12].

Mit Hilfe des Dahlquist Testmodells y* = Ay, y(0) =1, A e C kann die Stabilitat der
Diskretisierung der Einschrittverfahren untersucht werden. Fiir dieses kann die Gitterfunk-
tion mit z = AT in die Form y**! = R(z)y* gebracht werden, wobei R(z) die Stabilitits-
funktion des Verfahrens ist. Das zugehorige Stabilitdtsgebiet wird dann definiert tiber S :=
{zeC:|R(z)| <1}

Damit lasst sich nun der Begriff der A-Stabilitdt definieren. Damit ein Verfahren A-stabil
ist, muss gelten C_ ¢ S mit C_ = {z € C|%3(z) < 0}. Damit ein Verfahren L-stabil ist, muss
zusitzlich die Bedingung R(oo) = 0 erfiillt sein. Ist das Stabilitdtsgebiet S, ein konvexer
Kegel und es gilt S« = S(a) = {z € C:|arg(-z)| < a} mit & € [0,7/2], dann ist das Verfahren
A(a)-stabil. Fiir L(«)-Stabilitdt muss erneut sowohl A («)-Stabilitdt als auch R(o0) = 0 gelten.
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Bemerkung Fiir nichtlineare Probleme werden in der Regel L-stabile Verfahren gewahlt
[12].

Um die Steifheit eines Systems zu charakterisieren, gibt es in der Literatur viele Defini-
tionen. Fiir diese Diplomarbeit soll folgende Beschreibung aus [12] ausreichen. ,Es gibt An-
fangswertprobleme, fiir welche die expliziten Verfahren ,zu kleine” AT mit
AT = maxgc<n TF haben und damit ,,zu grofen” Aufwand benétigen. Solche Anfangswert-
probleme werden in der Literatur steif genannt, alle anderen Anfangswertprobleme heiflen
nicht steif.”

Laut [12] gibt es zwei Moglichkeiten, eine allgemeines Verfahren fiir nichtlineare Probleme
zu erhalten. Die erste Moglichkeit ist ein implizites nichtlineares Gleichungssystem zur Be-
rechnung der Evolution, was auf ein implizites Runge-Kutta-Verfahren hinauslduft. Die an-
dere Moglichkeit ist das Heraustrennen des linearen Taylorpolynoms, um damit ein lineares

Gleichungssystem zu erzeugen, was ein linear implizites Runge-Kutta-Verfahren liefert.

Da fiir die Losung mit dem impliziten Runge-Kutta-Verfahren die Durchfiihrung einer ver-
einfachten Newton-Iteration (d.h. Losung einer Folge linearer Gleichungssysteme) erfor-
derlich ist, wird das linear implizite Einschrittverfahren dem impliziten Einschrittverfah-
ren vorgezogen. Beim linear impliziten Einschrittverfahren wird lediglich der lineare Anteil
implizit behandelt. Damit hat das linear implizite Einschrittverfahren die folgenden Eigen-

schaften :
(i) invariant gegen Linearisierung um den Fixpunkt
(ii) implizit im linearen Fall

(iif) nicht implizit im nichtlinearen Fall

4.2.2. Linear implizites Euler-Verfahren

Die Idee des linear impliziten Euler-Verfahrens, lasst sich fiir das Anfangswertproblem mit
feC(D,R")
=), y(®) =y’ =0

wie folgt darstellen
v =Ty=fW) =Ty, T=Dyf(y)ly-yp

wobei die linke Seite der Gleichung implizit und die rechte Seite explizit behandelt wird.
Sei T > 0 die Schrittweite fiir das implizite und explizite Euler-Verfahren:
VA A

I _T)i
y-Jy - Jy

f) =Ty = f&5 -1y
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Insgesamt folgt dann die Verfahrensvorschrift fiir das linear implizite Euler-Verfahren:
Y-k (-T) T ) k=01, (M.3)

Das linear implizite Euler-Verfahren besitzt die gleiche Stabilitatsfunktion wie das implizite
Euler-Verfahren.

Bemerkung Das linear implizite Euler-Verfahren eignet sich besonders fiir das Losen von
nichtlinearen Problemen, weil es einfach zu implementieren ist [12].

Unabhéngig von den linear impliziten Runge-Kutta-Verfahren (z.B. linear implizites Euler-
Verfahren) wurden von Deuflhard Extrapolationsverfahren fiir steife Anfangswertprobleme
konstruiert. Diese gehoren zur Klasse der linear implizite Einschrittverfahren. Das linear
implizite Euler-Verfahren mit Extrapolation ist eins davon. Dieses beruht auf der linear im-
pliziten Euler-Diskretisierung M.3, wobei hier Ndherungen hoherer Ordnungen durch die
Extrapolation aus der Basis-Diskretisierung erzeugt werden. Die Besonderheit des linear
impliziten Euler-Verfahrens ist, dass es sich zum Losen differential-algebraischer Gleichun-
gen eignet.

In dem ODE System des Modells in Kapitel 3 sind keine differentiell-algebraischen Glei-
chungen enthalten. Da jedoch eine mogliche Steifheit der Modellgleichungen nicht aus-
geschlossen werden konnte, wurde LIMEX (engl. linearly implicit Euler discretisation with
extrapolation) als geeigneter Loser fiir das vorliegende ODE System identifiziert. LIMEX bie-
tet auflerdem die Moglichkeit, die Variationsgleichung fiir die Sensitivitdtsmatrix mit dem
Ursprungsmodell zu l6sen. Auf die Sensitvitdtsmatrix wird in Abschnitt 4.4 niher einge-
gangen. Das ODE System konnte ansonsten mit anderen numerischen Integratoren gelost
werden.

Die Extrapolation startet mit Schrittweite 7 fiir die erste Integration des Intervalls
[t°,t° + 7]. Mit der Extrapolation werden Nzherungen T;y fur y(t° + T) mit der beschrie-
benen Diskretisierung der Schrittweiten W= i, j=1,..., jmax errechnet. Fiir {nf } gilt nach
[18] die harmonische Reihe {nj } ={1,2,...,jmax} als eine gute Wahl. Fiir die Ndherungen
der hoheren Ordnung gilt:

Tix1+Ti141
'rlj _ 1

kAl

Tj,k:Tj,k—l+ ’ k=1,...,j

Wenn fiir die Fehlerabschatzung:
;= Ty~ Tyl

ej < TOL gilt, wird T ; als Néherung fiir y(t° + T) akzeptiert und die Integration wird mit
einer neuen geschitzten optimalen Schrittweite/ Ordnung Kombination fortgesetzt.
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Das linear implizite Euler-Verfahren mit Extrapolation ist L(«)-stabil und besitzt die Stabi-
litatsfunktion

N
~

IRk

|Z|j—k+1 - 0
wobei (j, k) die Position des Extrapolationstableaus beschreibt [12].

k[ 1| 2| 37
w | 90° [ 90° | >89.77°

Tab. 2: L(«)-Stabilitdt der R;x mit (j, k) Position des Extrapolationstableaus.
Aus Tabelle 2 wird ersichtlich, dass R;; und R; sogar L-stabil sind.

In der Gleichung M.3 wurde | fest gewdhlt. Allerdings kann die Bedingungsgleichung fiir
die Konsistenzordnung so aufgestellt werden, dass beliebige | ¢ R™*" akzeptiert werden
konnen, insbesondere inexakte Jacobimatrixen. Diese wird allgemein als W bezeichnet und
deshalb werden die Verfahren, die beliebige | zulassen, W-Methoden genannt. Das linear
implizite Euler-Verfahren mit Extrapolation stellt als W-Methode fiir jede Wahl der Matrix ]

ein wohldefiniertes Einschrittverfahren dar.
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4.3. GauB-Newton-Methode fiir nichtlineare Ausgleichsprobleme

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie das Problem der Parameterschitzung auf ein

Nullstellenproblem zuriickgefiihrt und gelost werden kann.

4.3.1. Motivation

Das vorgeschlagene Modell in Kapitel 6 beinhaltet unbekannte Parameter p ¢ RY. Die Lo-
sungsfunktion y(t, p) von M.1 hdngt somit von p ab. Bisher sind diese Parameter frei ge-
wahlt, d.h. das Modell hat vorerst qualitativen Charakter, ohne durch Daten verifiziert zu

sein.

Nun seien Messpunkte (¢;,b;), t; € R,b; € Rftiri = 1,...,m gegeben, die sich durch die
Modellfunktion y(¢, p) ausdriicken lassen. Hierbei sind aus Griinden der einfacheren Dar-
stellung ¥ € R und b; € R gewdhlt. Das Ziel, die Messwerte mit dem Modell moglichst gut

zu approximieren, ldsst sich folgendermafien formulieren

2
% bi_y(ti/p) o
;(5171‘ = min

wobei 0b; die Fehlertoleranz der Messdaten darstellt und hauptséchlich fiir die statistische

Interpretation von Bedeutung ist.

Bemerkung In der Regel hat man mehr Messwerte als Parameter und somit gilt m > d. Es
gilt zu beachten, dass in diesem Fall eine perfekte Anpassung an die Messdaten im Allge-
meinen nicht moglich ist, da die Messwerte in der Praxis verrauscht beziehungsweise oft
fehlerhaft sind. Es gibt in der Regel keine Parameterwerte p, die die Messwerte exakt repro-

duzieren.
Problemstellung;:

Sei y(t, p) die Modellfunktion mit y € R und p € RY und (t;,b;) die verfiigbaren Messdaten
mit £; € R, b; € R, dann sei die Funktion F : i ¢ RY — R" wie folgt definiert:

F(p) = (bi_ggi'm)‘_l

mit m > d und gesucht ist die Losung p* € U, sodass

IF(p*) 13 =min [F(p)13 (M.4)

Im Weiteren wird statt |-|, nur |-| geschrieben und trotzdem die euklidische Norm gemeint.
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Bemerkung Das Ausgleichsproblem M.4 wird als lineares Ausgleichsproblem (engl. linear
least-squares-problem) bezeichnet, wenn die Parameter linear in y eingehen:

|Ap-b|* =min mitheR"™, AeR"™?
und nichtlinear, wenn alle oder einige Parameter nichtlinear in y eingehen.

Da es sich bei dem Modell in Kapitel 6 um ein nichtlineares Gleichungssystem handelt,
wird im Folgenden nur die Theorie der (unbeschrénkten) nichtlinearen Ausgleichsprobleme
behandelt.

Es gilt, dass

Fl(P) m
IE@IP=E@E@) =]+ [(Fip)- Enp)) = 2 F(p)
Fu(p) =

Fiir die leichtere algebraische Berechnung wird der Faktor 1/2 eingefiigt:
1 T 1& 2
SE(P) E(p) = 5 2 Ei(p) (M.5)
i=1

Wie bekannt gilt es, ein Minimum von M.5 zu finden. Dazu wird die erste Ableitung beno-
tigt und Null gesetzt. Ebenso muss gelten, dass (%F (p")TF (p*))” positiv definit im Mini-
mum p~ ist.

V(3707 F0)) <9 (32 R0R ) - P E)

und damit lasst sich M.4 in ein System von n nichtlinearen Gleichungen umformulieren

G(p) =F'(p)"F(p) =0, (M.6)

Als Losungsmethode bietet sich scheinbar das Newton-Verfahren an. Das allgemeine New-
ton-Verfahren hat fiir das Problem G(p) = 0, wobei G : R" - R" eine stetige differenzierbare
Funktion, die Form:

G'(P)Ap* = -G(pF) mit p**! = pF 4 Ap* k=0,1,...

Die Anwendung der Newton-Methode auf M.6 ergibt:
1
v (SR TEGN) ) At =P MG

F(TF (p 21F<p )O2E >]Ap CFNTRGY) M)

wobei F € C?(U,R™) vorausgesetzt wird, damit G’(p) in der Nahe von p* positiv definit ist,
und v? (%F (p)TE(p)) die Hessematrix von M.5 ist. Die Gleichung M.7 ist eine Folge von
linearen Systemen.

37



4. Mathematischer Hintergrund und Algorithmen in POEM

Fur F(p*) = 0in M.4 (kompatible Probleme) verschwindet der zweite Term auf der linken
Seite im Losungspunkt. In diesem Fall stimmen die Messdaten und das Modell komplett

tiberein. Hier ist G'(p*) genau dann positiv definit, wenn F’(p*) vollen Rang hat.

Die Berechnung der Hessematrix ist in der Regel sehr aufwendig. Im Falle einer verntinfti-
gen Startschatzung p°, sodass die Abweichung zwischen Daten und Modell nicht ,,zu grof”
ist, kann der Tensor F” weggelassen und seine Berechnung und Auswertung eingespart
werden. Mit dieser Modifikation ergibt sich aus M.7 die Gauss-Newton-Methode:

F'(P)TF (pF)Ap* = -F' (") TF(p*) mit p**1 = pF + Ap* (M.8)

Die Gleichung M.8 wird unter anderem Gauss’sche Normalengleichung genannt. Die Lo-
sung der Normalengleichung ist nur méglich, falls F'(p*)TF’(p*) vollen Rang hat. In die-
sem Fall entspricht die Losung der Normalengleichung der Losung des folgenden linearen
Ausgleichsproblems

F'(pk)Apk + F(pk)H = min kar1 = pk + Apk (M.9)

Bemerkung In der Praxis sind Probleme mit vollem Rang in der Regel eher untypisch.

Da die Matrix F/(p) in der Praxis gewdhnlich schlecht konditioniert ist, bedeutet das Lo-
sen der Normalengleichung eine erhebliche Verschlechterung der Kondition (Konditions-
zahl cond(F'(p*)TF'(p*)) = cond(F'(p¥))?), weshalb stattdessen M.9 mittels der Moore-
Penrose-Inversen gelost wird. Die Definition der Moore-Penrode-Inversen folgt im nidchsten
Abschnitt.

Wegen der Vernachlidssigung des Tensors F” geht die quadratische Konvergenz des New-
ton-Verfahrens verloren und die Gauss-Newton-Methode konvergiert in der Regel nur li-
near. Man unterscheidet zwischen lokaler und gedampfter Gauss-Newton-Methode, wobei
die lokale Gauss-Newton-Methode ,gute” Startwerte p° benotigt und die globale Methode
auch bei schlechteren Startwerten p° eine Losung liefert. Allerdings ist die Konvergenz der
gedampften Gauss-Newton-Methode theoretisch nicht abgesichert.

4.3.2. Gauss-Newton-Methode

Im Weiteren wird betrachtet, wann die lokale Gauss-Newton-Methode konvergiert und mit
welcher Geschwindigkeit, sowie die Existenz und Eindeutigkeit der erhaltenen Losung.
Hierbei kann vorerst einmal das Lemma 4.6 fiir lineare Ausgleichsprobleme als Einstieg
herangezogen werden (entnommen aus [11]).

Bemerkung Im Folgenden wird statt der Notation in der Motivation nach der Notation von
[11] F : U c R" - R™ betrachtet.
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Lemma 4.6
Betrachte das folgende Problem:

|Ap-b|* =min  mit A e R™",beR"

Sei q:=rang(A) < n < mder Rang der Matrix A. Dann ist die Losung genau dann eindeutig, wenn
q = n. Wenn q < n, existiert ein (n — q) dimensionaler Losungsunterraum X*. Sei p* die , kiirzeste”
Losung, sodass

Ip*l < [l fir alle p e X*

Die Losung kann dann geschrieben werden als
p=p +z
mit beliebigen z € N'(A), dem Nullraum von A.

Mit der Moore-Penrose-Inversen A, die eindeutig definiert ist durch die folgenden Penrose

Axiome:
() (A*A)T=A%A,
(i) (AAY)T =AAT,
(iii) ATAAT =AY,
(iv) AATA =A
kann die Losung p* eindeutig aus der folgenden Gleichung erhalten werden:
p*=A"b

Aus den Penrose Axiomen konnen dartiber hinaus die folgenden orthogonalen Projektionen

definiert werden:
P:=A*A, Pr=1,-P,
P:=AA*, P :=1,-P.
Es ldsst sich leicht einsehen, dass es sich um orthogonale Projektionen handelt, da gilt
P2= (A A)(AYA) = AT AA* A ata-p, pT O p,
analog fiir P.

In [11] wird neben dieser speziellen generalisierten Inversen die innere Inverse und die
duflere Inverse definiert. Auf diese wird hier verzichtet, da fiir das Konvergenzverhalten der
lokalen Gauss-Newton-Methode die Moore-Penrose-Inverse ausreicht. Die Moore-Penrose-

Inverse ist sowohl innere als auch dufiere Inverse und somit ein Spezialfall.

Bemerkung Falls F/(p) = n vollen Rang hat, gilt F'(p)* = (F'(p)TF'(p)) ' F'(p)".

39



4. Mathematischer Hintergrund und Algorithmen in POEM

Da in der Praxis sowohl die Messdaten als auch die Parameter in unterschiedlichen Groflen-
ordnungen und Einheiten vorliegen, werden Skalierungen notwendig. Daraus folgt, dass
sowohl das Verfahren fiir die Losung des Problems, als auch die Beweistheorie unabhéingig
von Transformationen operieren muss.

Satz 4.7
Seien A, B € R" nichtsingulire Abbildungen. Das System

G(p) = AF(Bp) =0, p=Bp
ist eine affine Transformation des urspriinglichen Systems F(p) = 0 [11].

Beweis:

F(p)=0 < AF(p)=0
F(p)=0 < F(Bp)=0 furp=Bp

Bemerkung Das Newton-Verfahren ist affin-invariant.

Definition 4.8
Invarianz unter Transformationen des Bildraumes (AF(p)) wird affine Kovarianz genannt.

Definition 4.9

Invarianz unter Transformationen der Urbildmenge (Bp) wird affine Kontravarianz genannt.

Bemerkung Eine Theorie, die die affine Kovarianz aufgreift, fithrt zu einem Resultat, wel-
ches Ausdriicke der Iterierten {p*}, der Normkorrektur HApk H oder der Fehlernorm
|Ap* - p°|| enthalt. Eine Theorie, die auf der affinen Kontravarianz aufbaut, gibt ein Re-
sultat, welches in Ausdriicken von || F( pk ) H formuliert ist. In [11] werden zwei weitere affine
Transformationen beschrieben (affine Konjugation (engl. conjugacy) und affine Gleichartig-
keit (engl. similarity)), diese werden fiir diese Diplomarbeit nicht benttigt und weggelassen.
Da der verwendete NLSCON (engl. Nonlinear least square problems with constraints) Algo-
rithmus ein fehlerorientierter Algorithmus ist, wird im Folgenden die Konvergenz unter af-
finer Kovarianz betrachtet. Wéahrend die affine Kontravarianzstruktur leicht gezeigt werden
kann, wird ebenfalls eine versteckte affine Kovarianzstruktur in nichtlinearen Ausgleichs-
problemen gefunden.
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Fir p’ gegeben, erhilt man unter Benutzung der Schreibweise fiir die Moore-Penrose-In-
verse die formale Iterationsvorschrift fiir die Gauss-Newton-Methode

Ap* = -F'(¢) F(p")
mit  pF* = pF+ AApt,

Fiir Ay = 1 entspricht dies der lokalen Gauss-Newton-Methode und fiir 0 < Ay < 1 der ge-
dampften Gauss-Newton-Methode. Hierbei wird Ay Dampfungsfaktor genannt, da fiir die
gedampfte Gauss-Newton-Methode A die Korrektur Ap* dampft. Im Weiteren wird anstatt
der verallgemeinerten Konvergenztheorie aus [11] die spezielle Version der Konvergenz fiir
die lokalen Gauss-Newton-Methode betrachtet.

Satz 4.10

Sei F :U ¢ R" — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung mit U ¢ R" offen und konvex. Sei F'(-)*
die Moore-Penrose-Inverse der moglicherweise rangdefekten Jacobimatrix. Man nehme an, dass ein
Startpunkt p° € U, eine Abbildung x : U — R* und Konstanten a,w,x > 0 gefunden werden
konnen, sodass

Jp°] <

|F'2)* (F'(9)-F'() (F-p)| <wlp-pl,
p-peR(F (p)"),Vz,p,p kollinear ,

|F' ) P () Ew)| <x(p) 1p-pl Vppeus,
k(p)<x Vpel,

h:=aw<2(1-%),

B, (") c U mit ::L.
P(p) 1Y 11— —%h

Dann gilt:

(a) Die Folge {p*} der lokalen Gauss-Newton-Iterierten (A = 1) ist wohldefiniert, bleibt in
B, (p°) und konvergiert zu einem Punkt p* € B,(p°) mit F'(p*)*F(p*) =0

(b) Die Konvergenzrate kann wie folgt abgeschitzt werden:
Hpm B pkH < (K(pk+1) . % Hpk B pk—lH) Hpk B pk—lH

Beweis: Seien pX1,p* ¢ U fiir k > 1 (p° € U laut Voraussetzung ), F'(p)* Moore-
Penrose-Inverse, dann folgt fiir die Projektion :

P(p)=F(p)F'(p)* und P :=1-D

Zu losen ist :
Apt==F' ()Y, P =t apt
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Betrachte die Norm von diesem Ausdruck und erhalte:

k+1 k
-

/(") F(ph)|
F' () (F(p) - F( ) - F (D (- ph)
+ FEY P (=)
F(p))* (FH - F ) - F (0Dt - )|

I

<

+

F'(Pk)+(F(Pk_l) +F'(Y (-
S
=—F/(pF 1) F(p*1)

Der zweite Term ldsst sich mit Hilfe der Annahmen wie folgt abschétzen:

F ) (1-F " HF @) FED| = [ (D (1-PGFH) FG' )|
F'(p) P P | < x (" |p* - 7

Fiir den ersten Term gilt laut Lipschitzbedingung und Mittelwertsatz:

) (FG) - FE) - POk ) | < -1

Zusammen ergibt sich dann die Abschéatzung fiir die Konvergenzrate. Anschlieffend
wird induktiv gezeigt, dass fiir k > 1 die Iterierten {pk} in B, (p°) bleiben.

At e e
—_——

<o
_ W 0
< (7+5) Iar]
Wegen o < Z(Lj folgt

rE<l (M.10)

und somit gilt ||p2 -pt | < HApOH <a<p.

Induktionsschritt (k—1) — k:

T B o ) | sl

—_—
<

X

Wegen ||Ap0|| < &, erhalt man somit die Kontraktion. Dann gilt

HApkH < HApk_lu << |Aapca<p
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o < (v 55 o]
Und somit
e B T e
<Z(K+*) |a¥'|

wgmio [Ap]
S 1-(k+ )’

Wegen des Spezialfalls k = 0 folgt, dass alle Gauss-Newton-Iterierten in B, (p°) mitp >0
bleiben, da

I+1 _

H APO “ < 49 laut Annahme .

pougl—(m%) Sl g_we

: :

Die Resultate zeigen, dass die Abstdnde zwischen zwei benachbarten Iterierten beliebig

klein werden und somit gemafs
k—oo " %
Ap* = =F'(p") F(p") = F'(p) "F(p*) =0
nach endlich vielen Schritten nach p* € Ep(po) konvergieren und lim_,., p* = p*. O

Das Theorem zeigt, dass eine Losung p* existiert, sodass F'(p*)*F(p*) = 0 bei vollem Rang
oder rangdefekter Jacobimatrix solange w < co und x < 1. Um die Eindeutigkeit der Losung

zu erhalten, ist ein voller Rang der Jacobimatrix notwendig.

Satz 4.11

Unter den Annahmen von Theorem 4.10 sei p* eine Losung mit F'(p*)*F(p*) = 0 und F'(-)* die
Moore-Penrose-Inverse mit vollem Rang. Sei v := |p° - p*| < @ := 2(1_2}#*)). Dann gelten die
folgenden Resultate:

(a) Fiir jeden Startpunkt p° € B (p°) bleibt die Gauss-Newton-Iterierte in By (p*) und konver-

p* )Hpk_rﬂ

(b) Die Losung p* ist eindeutig in der offenen Kugel B, (p™).

giert zu p* mit der Rate:

Hpk+1 _ P*

< (x5 |-

(c) Es gilt die folgende Fehlerabschiitzung:

1
By P Hp

k+1 H

|¥*
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Beweis: Vorerst werden die Annahmen von Theorem 4.10 und 4.11 miteinander ver-
glichen und mit x(p*) < ¥ < 1 erhdlt man:

a< %(1—?) < %(1—1{(;9*)) =0

Deshalb ist die Annahme | p° - p*|| = o < @ schirfer als in Theorem 4.10, denn

I -l <p <
1-x- G

Mit dieser Grundlage zur Abschitzung der Konvergenzrate und mit

P(p)=F'(p)*F'(p) = I, Vp eU folgt:

k+1

o Ca AR A COWIUD]
= [F G - ) - PR + F (0N (B () - F(p))|
= [F " B - FGH) - F () (p* = 1) - F (0 TF(p)
<[F N @) - FG) - F ) =)+ [F () E ()

HP p*

Sowohl fiir den ersten Term als auch fiir den Zweiten gilt fiir p* - p*, dass sie ver-
schwinden, da F'(p*)*F(p*) = 0 folgendes impliziert,

| [y - e Re)
<x(p)|p*-p*

F'(P") F(p*)

Nach Lipschitzbedingung und Mittelwertsatz folgt:

2

F'(p) (F(p) = F(P) - F (1) (- )| < 5 |- v

Somit gilt

k+1

2 * k *
+x(ph) [ pF - p

[Pt =p] < 5 P -

Dass die Iterierten in B, (p*) bleiben, wird analog zu Beweis von Theorem 4.10 induktiv
gezeigt. Laut Annahme gilt:

||p0—p*|| =0<0
Fiir k=1 gilt dann:
R A )

[ —
=0<0

( z +x<p*>)||p0-p*||
_20-x(p*))

ST
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) (wZ(l -x(p*))
Z w

ol
= (%aﬂc(p*)) <1

() I

Fiir den Induktionschritt (k- 1) — k folgt:

Hpkﬂ_p* S(ZJHPk—P* +K(P*))Hpk—r7*
<o
s(%a+x(p*))Hpk—p* <Hpk—p*
Insgesamt gilt | p*1 - p* | < |p* - p*| <--- < | - p*| =0 <7 = 2(1—’;&

Die Eindeutigkeit der Losung wird tiber einen Widerspruchsbeweis gezeigt. Seien p** +
p* zwei verschiedene Losungen. Da p**, p* € Bz(p*) sein miissen, gilt dann fiir p° = p**

* % * w * % * * * % * * % *
I w1 < (5 197 =P L)) 19 =7 < 1™ =97
Dies ist ein Widerspruch und somit muss p* eindeutig sein.

Die Fehlerabschitzung

k+1 *
-P

)l

wird fast analog wie in Beweis von Theorem 4.10 hergeleitet.

S(K(fﬁ%Hpk—P*

I

In dem Beweis von Theorem 4.10 wurde Folgendes hergeleitet,

Jop'] < (= < Jart]) o]

und somit

Hpm - pkH < i (“’i’”k“ +K)] HAPkH ' (M.11)

Nach dem Beweis von Theorem 4.10 gilt

2] < Jart] < <Pap’l <a<p,

und somit
k
“JHAP ” _ wp  _ wa _ wa
+K< — +K= — +%K = —
2 2 2(1-x- %2 2-2K-aw
we tR=%<1
2-2k-2(1-%))
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Es gilt somit (wHAPkH)/z +% <1 und die Summe ist eine geometrische Reihe. Dann folgt

o0 ApK| j .
j;)(szP | +K) HApkH Sl—f——%”Apk”HAPkH'

Insgesamt gilt M.11 fiir alle Indices, insbesondere fiir p*, falls die Gauss-Newton-Me-
thode nach endlich vielen Schritten die Losung p* erreicht, und man erhilt:

i} 1
[#* 7] < ”_—%”Apk”HApkH o

In den Sétzen 4.10 und 4.11 wird deutlich, dass x < 1 eine wichtige Voraussetzung fiir die
Konvergenz der lokalen Gauss-Newton-Methode ist. Deshalb wird im ndchsten Abschnitt
der Inkompatibilitdtsfaktor definiert um die Losbarkeit von nichtlinearen Ausgleichspro-
blemen mit der Gauss-Newton-Methode zu charakterisieren.

Definition 4.12

PR
K =sup —mMmMmM@M@M@MM@™
(P2 =sup ) ]

heif$t Inkompatibilititsfaktor.

Definition 4.13
Addiquate nichtlineare Ausgleichsprobleme werden iiber die Bedingung x(p*) < 1 charakterisiert
und fiir kompatible nichtlineare Ausgleichsprobleme ist x(p*) =0

Bemerkung Die Gauss-Newton-Methode konvergiert lokal linear fiir addquate und qua-

dratisch fiir kompatible nichtlineare Ausgleichsprobleme.

Im Weiteren soll diskutiert werden, warum die gedampfte Gauss-Newton-Methode der
lokalen Gauss-Newton-Methode vorgezogen wird. Hierfiir wurde ein kleines Beispiel so-
wohl mit der lokalen Gauss-Newton-Methode als auch mit der geddmpften Gauss-New-
ton-Methode (in POEM) umgesetzt. Das verwendete Beispiel beschreibt eine reversible bi-

molekulare Reaktion.

A+B2c+D
p2
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Es sind vier Konzentrationen A, B, C, D zu modellieren, diese lassen sich tiber die folgenden
Gleichungen beschreiben.

YA =—PL*YA*YB+P2+YC*YD
YB=-P1*YA*YB+P2*YCc*YD
YC =P1*YA*YB—P2*YC*YD
YD =P1*YA*YB—P2+Yc*YD

Um die Gauss-Newton-Methoden anzuwenden, wurden mit p; = 0.1 und p, = 0.2 dquidi-
stante Testdaten fiir ein Zeitintervall von 30 Tagen erzeugt. Anschlieffend wurde die Kon-
vergenz der lokalen Gauss-Newton-Methode und der geddampften Gauss-Newton-Methode
fuir verschiedene Startwerte fiir den Parametervektor p = (p1, p2) untersucht.

Fir p = (0.2,0.3) konvergiert die lokale Gauss-Newton-Methode. Die verwendeten Ab-
bruchkriterien fiir die lokale Gauss-Newton-Methode waren eine maximale Anzahl an Ite-
rationsschritten und eine untere Schranke XTOL = 107* fiir die Norm der vereinfachten
Gauss-Newton-Korrektur (siehe Monotonietest M.13).

k| 0 1 2 3 4
k| (02) [0.068507569) (0.097036171) (0.099984075)  (0.099998592
P21 o3 0.19976257 0.20736968 0.19989308 0.19999682

Tab. 3: Iterierte p fiir die lokale Gauss-Newton-Methode fiir den Startwert p° = (0.2,0.3).

Fiir den Startwert p® = (0.3,0.4) tritt fiir die implementierte lokale Gauss-Newton-Methode
keine Konvergenz ein. Dagegen liefert die geddmpfte Gauss-Newton-Methode: Wie bereits

k| 0O 1 2 3 4
| (0.2 0.198708 0.104510 0.0998756 0.100001
P 0.3 0.299038 0.217221 0.199858 0.200000
Tab. 4: Iterierte p* fiir die geddmpfte Gauss-Newton-Methode fiir den Startwert p° =
(0.2,0.3).
k| o 1 2 3 4
| (03 0.297070 0.112138 0.0993220 0.100003
P 0.4 0.398059 0.244936 0.199309 0.200000

Tab. 5: Iterierte p* fiir die geddmpfte Gauss-Newton-Methode fiir den Startwert p°
(0.3,0.4).

erwahnt, konvergiert die gedampfte Gauss-Newton-Methode haufig fiir Startvektoren, fiir
die die ungeddmpfte Gauss-Newton-Methode nicht konvergiert. Aus diesem Grund wird
die geddmpfte Gauss-Newton-Methode als die globalisierte Gauss-Newton-Methode be-
zeichnet.
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Der Algorithmus NLSCON benutzt die geddmpfte Gauss-Newton-Methode
ApE = —F' () E(ph), P = pt e aapt

mit 0 < Ax <1, wobei der Dampfungsfaktor mit Hilfe einer adaptiven Dampfungsstrategie
gewdhlt wird. Auf die Herleitung der Konvergenztheorie fiir die geddmpfte Gauss-Newton-
Methode wird auf Grund deren Komplexitit verzichtet. Diese kann in [11] nachgelesen wer-
den.

Fiir eine sinnvolle Implementierung der geddmpften Gauss-Newton-Methode ist es wich-
tig, frithzeitig zu tiberpriifen, ob eine Gauss-Newton-Iteration konvergiert oder nicht, da
ansonsten unnotiger Rechenaufwand entsteht. Ein solches Konvergenzkriterium fiir Ver-
fahren ist der Standard-Monotonietest:

HF(pk”)H <0 HF(pk)H fiir ein 0 < 1

Dieser ist allerdings nicht affin-invariant, weshalb in [13] und [11] vorgeschlagen wird, F

mit einer invertierbaren Matrix zu multiplizieren.

Daraus ergibt sich der natiirliche Monotonietest:

Auf der linken Seite steht die vereinfachte Gauss-Newton-Korrektur, die sich als Losung der

F'(p") F(p) | < 8|

F/(p") F(p")|| fiir ein B < 1 (M.12)

vereinfachten Gauss-Newton-Methode ergibt. Die Iterationsvorschrift fiir die vereinfachte
Gauss-Newton-Methode lautet:

Bp = F (P EGET) mit pt = A

Somit lasst sich M.12 umschreiben zu:

prk” H <0 | apt] fir eindy <1 (M.13)

Die Motivation ist, dass die Berechnung der vereinfachten Gauss-Newton-Methode ohne
viel zusitzlichen Rechenaufwand moglich ist, da die Jacobimatrix bereits in der Gauss-
Newton-Routine berechnet wurde. Es ist lediglich eine Vorwérts- und Riickwartssubstituti-
on auszufiihren. Falls dieser Test fiir ein k verletzt wird, wird die Gauss-Newton-Iteration

abgebrochen.
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4.4. Sensitivitatsanalyse

In diesem Abschnitt soll die Storung der Parameter betrachtet werden, denn in zahlreichen
Anwendungsbeispielen hdngt die rechte Seite f des ODE Systems M.1 von Modellparame-
tern p = (p1,...,pq) € R? ab, die nur im Rahmen der Messgenauigkeit bekannt sind. Im
Folgenden wird die Auswirkung dieser Ungenauigkeiten auf die Losung des zugehorigen
Anfangswertproblems (y € R") untersucht.

Bemerkung In diesem Abschnitt wird die Notation von [10] verwendet, sodass x in diesem
Kapitel statt fiir den Inkompatibilitatsfaktor fiir die Kondition steht.

Aus Kapitel 4.3 geht hervor, dass die Losung der lokalen Gauss-Newton-Methode nur dann
eindeutig ist, wenn F’(-) vollen Rang hat. In der Praxis ist dies h4ufig nicht der Fall und
dann muss bestimmt werden, welche und wie viele Parameter durch die Auswertung der
Sensitivitdtsmatrix geschétzt werden konnen.

Die Sensitivitdtsmatrix ist die Ableitung von y nach p:

Wty .. A
S = (52 . gLt = N . e R
O 0)

Dann ist S; ;(t) = g—?(t) die Sensitivitdt der i-ten Losung in Bezug auf den j-ten Parameter.
Die Modellgleichungen liegen in vielen Modellen in verschiedenen Grofsenordnungen vor.
Um die Sensitivitdt der verschiedenen Parameter in den Modellgleichungen vergleichbar
zu machen, miissen diese mit den benutzerdefinierten Schwellwerten pyuay, Yimax normiert

werden:

oy max(lp] P
apj maX(HyiH/ymax)

i,j

Zur Bestimmung der Sensitivitdtsmatrix gibt es verschiedene Methoden. Die Methoden sind
die interne und externe Differentiation, sowie die Losung der Variationsgleichung. An die-

ser Stelle soll nur die letzte Methode betrachtet werden.

Im Weiteren wird die Berechnung der Sensitivitdtsmatrix {iber die Variationsgleichung fiir
das System M.14 betrachtet.

v =fp), y(t°) =y’ eR", p e R? (M.14)

Ist die rechte Seite f nach Zustand und Parameter stetig differenzierbar, so existiert die Jaco-
bimatrix (dy/dp). Durch Differentiation des Anfangswertproblems M.14 nach dem Parameter
p erhélt man Folgendes:

4

- LAy 4
ap W =Fwp] > gy = fup)

dp
= () = fy(Wp)yp + for yp(t) =0
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Somit ergibt sich mit S = y, ein inhomogenes nichtautonomes lineares Anfangswertprobem
S'=f,S+fp, S(t°=0.

Dieses muss gleichzeitig mit dem Originalmodell y’ = f(y,p) gelost werden um f,(-) zu

(9,
s’ fyS+fp

erhalten. Also wird das System

mit Hilfe von LIMEX gelost.

Zur Beurteilung der Schitzbarkeit der einzelnen Parameter und zum Erkennen von Singu-
larititen werden aus der Sensitivitdtsmatrix die Spaltennorm und die Subkondition berech-

net.

Mit der euklidischen Matrixnorm:

_ |AZ]
Izl=1 | %]

[Al

kann die Konditionszahl der Sensitivititsmatrix berechnet werden:

_ max)g-1 |S%|

© ming)_q [ S|

Hierbei gilt x(S) > 1. Falls x(S) einen Wert nahe Eins annimmt, bezeichnet man das Pro-
blem als gut konditioniert. Ist die Konditionszahl x(S) deutlich groBer als Eins, so liegt ein
schlecht konditioniertes Problem vor. Nimmt x(S) den Wert Unendlich an, ist das Problem
schlecht gestellt und die Matrix S singulér. In der Systembiologie wird haufig die Bedingung
K(S) < Kppax ~ 10* gestellt, da im schlimmsten Fall der Eingabefehler sich um die Kondition
verstarkt.

Die Subkondition erhdlt man, indem die QR- Zerlegung auf S angewendet wird.
Sei rang(S) =d.
SIT= QR

mit Permutationsmatrix I, orthogonaler Matrix Q und oberer Dreiecksmatrix R. IT ist so
gewdhlt, dass fiir die Diagonalelemente von R gilt

Iri1| 2 [raa| 2 -+ 2 |rgal-

Falls |ry4] > 0, kann man die Subkondition der Matrix S definieren tiber

sc(S) = m

Erneut gilt s¢(S) > 1, und S # 0 singuldr genau dann, wenn sc(S) = oo. Desweiteren gilt

sc(S) < «x(S) [13].
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Die Subkondition der einzelnen Parameter wird dann wie folgt berechnet:

7
s Cj ( S) _ | 11|
I7jil
Die Parameter werden nach ihrer Subkondition geordnet, mit zunehmender Subkondition
nimmt die Schitzbarkeit der Parameter ab.

Die gewichtete euklidische Norm der j-ten Spalte der Sensitivitdtsmatrix ist

1 nM
- 2
sil =\ == ). (si;
SN Ch
Singularitdt der Sensitivitdtsmatrix kann zusatzlich tiber die Spaltennorm identifiziert wer-

den. Falls ein Hs]' | Nlull oder fast Null ist, kann Singularitit auftreten.

Falls Parameter nicht schitzbar sind oder nur tiber eine geringe Schédtzbarkeit verfiigen,
wird die Sensitivitatsmatrix singuldr oder fast singuldr. Die Sensitivitidtsmatrix hat in diesem
Fall keinen vollen Rang. Die Sensitivitdtsmatrix wird insbesondere dann singulér, falls die

Parameter linear abhédngig sind.
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4.5. Algorithmen in POEM

Die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Algorithmen wurden in das Soft-
warepaket POEM (engl. parameter optimisation and estimation methods) von Mitarbeitern des
Zuse-Instituts Berlin (ZIB) integriert und kénnen vom Nutzer iiber die folgende GUI (engl.
graphical user interface) aufgerufen werden.

. POEM_2.0_Cntl v o) x
File Tools_1 Tools_2 Methods_1 k]

Current Problem = modé&d

InitPro |  datal_..| Mewton | fmincon|  PShows..
ModelE.| odel_w.] NLSCON| Isgnonl. DataCr.|
SensEvall  smat_w.. NSO E|]  fminunc| Save |
SensAnal senso_.| NSO R| sD | Load |
Est/Opt GNO | Ll | WinPring
Statdna|  Refresh| R NM |

Delete Hl | ItBreak |
Exit

Abb. 13: GUI von POEM mit dem Problem modéd initialisiert.

POEM bietet eine Reihe von Funktionalitidten, auf die (in ihrer Vielfalt) in dieser Diplomar-
beit nicht weiter eingegangen werden soll, da dies deren Rahmen sprengen wiirde und nicht
Ziel dieser Arbeit war. Im Weiteren sollen die Aspekte von POEM, welche fiir die Diplomar-
beit eine Rolle gespielt haben, kurz beleuchtet werden. Hierbei sei darauf hingewiesen, dass
POEM ebenfalls die Moglichkeit bietet, verschiedene numerische Integratoren zu wéhlen.
Fiir diese Diplomarbeit wurde, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, der LIMEX als geeigneter
Loser identifiziert.

Die GUI wird tiber das Ausfiithren von poem.m aufgerufen, wobei vorher poem_config.m
erfolgreich durchgefiihrt worden sein muss. In poem_config.m muss der Dateipfad der
Dateien fiir das Problem und der Name des zu lésenden Problems angegeben sein.

Die wichtigen Mentifelder der GUI fiir diese Diplomarbeit waren: InitPro, ModelEval,
SensAna und Est/Opt, sowie die Mentipunkte datal_win, odel_win und senso_win. Im
Weiteren soll auf die Funktionsweise der einzelnen Meniifelder eingegangen werden. Unter
Anderem werden hierbei die Ablaufdiagramme fiir die Implementierung der aufgerufenen
Algorithmen ausgefiihrt.

Fiir die erfolgreiche Durchfiithrung der Initialisierung durch InitPro miissen die folgenden
Dateien eingelesen werden: problem_init.m, problem yinit.m, problem_ode.m,
problem_y2z.m und problem.poe. Hier steht , problem” fiir einen von dem Benutzer
festgelegten Namen fiir das Modellproblem, welches es zu bearbeitet gilt. Dabei muss in
problem.poe in der ersten Zeile problem_init.m aufgefiihrt werden, um eine erfolg-
reiche Initialisierung zu garantieren. In problem. poe kann optional eine Problembeschrei-

bung integriert werden.
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In den anderen Matlab Files, die eingelesen werden, muss das zu losende Anfangswertpro-
blem beschrieben werden. In problem_yinit.m werden die Anfangswerte yo aufgefiihrt.
Die rechte Seite f(t,y, p) wird in problem_ode .meingefiigt und in der problem_init .m-
Datei werden die Parameterwerte, der Zeitraum, tiber den integriert werden soll, sowie die
zu schitzenden Parameter aufgelistet. Die Datei problem_y2z.m ermdoglicht es dem Be-
nutzer, weitere Gleichungen z = g(y) (z.B. algebraische Gleichungen) festzulegen und diese
als z-Komponenten ausgeben zu lassen.

Beim Driicken des Mentipunktes InitPro in der POEM GUI wird im poem.m-File als Erstes
die problem.poe-Datei gedffnet und so das zu losende Problem festgelegt. Anschliefiend
werden die Parameter und die Messdaten eingelesen, einige dieser Daten (Zeitpunkte der
Messwerte, Parameterwerte etc.) werden dem Nutzer im Workspace ausgegeben.

Um das Modell zu 16sen, wird das Mentifeld ModelEval gedriickt. Hierbei wird dann in
poem.m die Funktion simulate.m aufgerufen, welche wiederum die Funktion
limex_p2.m aufruft, wobei 1imex_p2.m die main-Methode fiir das LIMEX Paket dar-
stellt. Tabelle 6 sind die Daten zu entnehmen, die in die 1imex_p2 .m-Methode eingegeben

und von ihr ausgegeben werden.

| Variable im Programm | Erlduterung \
] Inputvariablen \ \
’limex_ode_funs’ Function handle
t Startzeitpunkt fiir die Integration
tend Endzeitpunkt
y Anfangswerte y°
ioin Struktur mit Parameterwerten, relative Toleranz etc.
us Benutzerdefiniert (optional)
| Outputvariablen |
t Endzeitpunkt t,,,4
v Losungsvektor y(t,,4) zu dem Zeitpunkt ¢,,,4
io Struktur mit Parameterwerten, Losungsvektor etc.

Tab. 6: Input- und Outputvariablen der 1imex_p2 .m-Methode.

Fiir LIMEX ergibt sich dann das Ablaufdiagramm, welches in Abbildung 14 zu sehen ist.
In der Implementierung von LIMEX wurden eine Ordnungs- und adaptive Schrittweiten-
steuerung eingefiigt [18].

Das Ergebnis von LIMEX kann iiber datal_win sowie odel_win eingesehen werden. In
datal_win sind die simulierten Modellkurven und die eingelesenen Datenpunkte abgebil-
det. Hierbei kann entweder eine Kurve mit Datenpunkten (falls vorhanden) oder alle Kur-
ven mit vorhandenen Datenpunkten wiedergegeben werden. In odel_win kann der Benut-
zer die Darstellung der Kurven verdndern, z.B. beliebig viele Kurven in einer Abbildung
ausgeben.

Beim Driicken des Meniifeldes SensAna wird erneut der LIMEX fiir die Berechnung von
M.15 aufgerufen. Die Losung der Variationsgleichung kann tiber senso_win eingesehen
werden. In senso_win ist die Spaltennorm der Parameter in einem Balkendiagramm darge-
stellt. Desweiteren besteht die Moglichkeit, die Subkondition der Parameter in einem nach
der Grofie geordneten Balkendiagramm ausgeben zu lassen.
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@put: ‘Iimex_ode_funs‘,t,tend,y,ioin,u9

v

A5 F (D), p)

j=1

k=0 j=j+1

A=y =AW Tia=y
y

k=k+1 ji>1

nein

ja

Berechne Tj ; und tiberpriife Konvergenz

nein¢

nein

Ynew = y(t+7) = Tj;

nein

j = jnmx

thew =t+T

y

nein

thew = tgnd

Output: t,y,io

Abb. 14: Ablaufdiagramm fiir LIMEX fiir den Fall B = I und unter der Annahme, dass mit
Jjmax Konvergenz erfolgt, wobei fiir die Berechnung von (I - h;A) in jedem Schritt
eine LU- Zerlegung durchgefiihrt wird (erstellt mit Hilfe von [18]).
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Die Schidtzung der Parameter, die in problem_init .m festgelegt wurden, wird tiber das
Mentifeld Est/Opt eingeleitet. Hierfiir wird NLSCON aufgerufen.
Die Methode NLSCON_method.m dient als main-Methode, hier werden die Optionen

(kmax, ptol etc.) fiir n1scon.m festgelegt. Anschlieffend wird nlscon.m aufgerufen.

NLSCON: [ x,info,wk ]=nlscon(m,fcn,x,xcal,fi,fscal,rtol,iopt,par,wk)

1. Schritt:  Iteration tber k

2. Schritt:  Berechnung der gewichteten Residuumsnorm ||F ( Pk)||/M

3. Schritt:  Berechnung der gewichteten Norm | D7IApF I

4. Schritt:  Berechnung des Dampfungsfaktors Ay (Dampfungsstrategie)

5. Schritt:  Berechnung der Jacobimatrix

6. Schritt:  Rangstrategie fiir die Jacobimatrix

7. Schritt:  Losung des linearen Ausgleichssystems tiber QR- Zerlegung mit
DECCON/SOLCON entweder fiir Ap* := A71pF, falls A gut konditioniert
ist, oder fiir Ap¥ := A*pF mit A* die rangdefekte Moore-Penrose-Inverse,
falls A schlecht konditioniert ist.

8. Schritt:  Berechnung von p**1

9. Schritt:  Berechnung der vereinfachten Gauss-Newton-Korrektur

10. Schritt:  Uberpriife ”D‘lApk | < xtol, falls ja — 11. Schritt (Abbruch der Iteration)
ansonsten folgt der Monotonietest M.13, bei positivem Ergebnis
wird k = k + 1 gesetzt und weiter mit 2. Schritt

11. Schritt: ~ Ausgabe von p* und dem Inkompatibilitétsfaktor x

Tab. 7: Ablaufdiagramm der NLSCON Methode fiir das Problem M.9.

Es gilt zu beachten, dass im 8. Schritt noch weitere Abbruchkriterien untersucht werden. Der
NLSCON ist somit speziell fiir Ausgleichsprobleme mit rangdefekter Matrix A geeignet.
Die detaillierte Darstellung des Ablaufdiagramms von NLSCON wiirde den Rahmen dieser
Diplomarbeit tiberschreiten. Der NLSCON wurde ebenfalls fiir das vom ZIB entwickelte
Softwarepaket BIOPARKIN verwendet und in [14, S.13-14] als umfangreicher Pseudocode
dargestellt, sowie eingehender beleuchtet.

55



5. Analyse des Modells und Experimente

5. Analyse des Modells und Experimente

In diesem Kapitel wird eine Zusammenfassung der mathematischen Betrachtungen fiir das
bisherige Modell von [44] gegeben. Zudem werden Schwéchen und Stirken des Modells
aufgezeigt. Hierzu wird eine exemplarische Stabilitdtsanalyse in den Anfangswerten fiir P4
und E2 durchgefiihrt. Um die Losbarkeit des Modells zu garantieren, wird dieses daraufhin
auf Lipschitz-Stetigkeit tiberpriift. Desweiteren wird das Modell mit Hilfe von Messdaten
von [8] validiert.

Bei dem mathematischen Modell des Sexualzyklus in Kapitel 3 handelt es sich um ein klas-
sisches Modell (Simulationsmodell). Um die Giiltigkeit eines Modells zu beurteilen, gibt
es laut [5] neben der Ubereinstimmung mit experimentellen Beobachtungen drei weitere
Aspekte. Diese sind Verhaltensgiiltigkeit, Strukturgtiltigkeit und Anwendungsgiiltigkeit.
Bei der Verhaltensgiiltigkeit wird untersucht, ob Modell und beschriebenes System ein dhn-
liches qualitatives Verhalten aufweisen. Fiir die Strukturgiiltigkeit wird tiberpriift, ob sich
die Wirkungsstrukturen von Modell und Original entsprechen. Bei der Anwendungsgiil-
tigkeit wird die Zweckmaéfiigkeit des Modells betrachtet, insbesonderen die Frage, ob das
Modell die gestellten Fragen beantworten kann. Die umfangreicheren Definitionen der ein-
zelnen Begriffe konnen in [5] nachgelesen werden.

Zum Aspekt der Verhaltensgiiltigkeit kann bemerkt werden, dass das Modell das periodi-
sche Verhalten der Hormone des Sexualzyklus sowohl fiir drei Follikelwellen als auch fiir
zwei Follikelwellen erfolgreich simuliert. Der Vergleich mit dem Modell von [33] zeigt, dass
die charakteristischen Verldufe der Hormone iibereinstimmen.

Zur Strukturgiiltigkeit ist festzustellen, dass die innere Konsistenz des Modells gegeben ist.
Das Modell ist dimensionslos und die Einheiten stimmen. Die Skalierung der Funktionen
ist durchfiihrbar, wobei die Kurven anschlieflend Dimensionen haben. Desweiteren wer-
den effiziente Algorithmen zum Losen des Modells verwendet. Da wenig tiber die genauen
Kurven bekannt ist, ist es schwer zu beurteilen, ob alle Systemteile korrekt wiedergegeben
werden. Fiir die Gleichungen, die enthalten sind, werden fast alle Aspekte des Sexualzyklus
aus Abschnitt 2.1 im Modell verwirklicht.

Die Anwendungsgiiltigkeit des Modells ist gegeben, da es die bisher gestellten Fragen kor-
rekt beantworten konnte. Ebenso konnte eine Ubereinstimmung mit experimentellen Be-
obachtungen hergestellt werden. Eine der bisher gestellten Frage war eine Studie zur Syn-
chronisation mit PGF2, [43]. Auflerdem wurden Messdaten fiir die Progesteronkurve in
[44] betrachtet.
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Desweiteren wurde eine Studie zur Robustheit des Modells [2] durchgefiihrt, in der es bio-
logisch darum ging herauszufinden, welche Mechanismen den untypischen Progesteron-
profilen unterliegen. Mathematisch wurde die Stabilitidt der Parameter der Hormonkon-
stellation untersucht, wobei ein spezifisches Progesteronprofil (die Lénge der Lutealpha-
se) als Kriterium benutzt wurde. Dabei wurde die Robustheitsregion des Parameterraums
(c R? mit d die Anzahl der Parameter im Modell) iiber 120 Punkte auf ihrem Rand angend-
hert.

Die Sensitivitdtsanalyse der Parameter in Bezug auf die Lange der Lutealphase zeigte, dass
die Parameter 41 und 51 am sensitivsten waren. Aus diesem Grund wurde fiir diese bei-
den Parameter die Robustheitsregion in R? gesondert betrachtet (siehe Abbildung 15 aus

[2] entnommen).

201
181
16
14}

121

k51

10t
8_
6_
4t Kys
2F

0.02 0.025 0.03 0.035 0.64 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07
k

11

Abb. 15: Dargestellt ist der Querschnitt der Robustheitsregion des Modells in der zweidi-
mensionalen (ky1,ks1) Ebene (grauer Bereich) der Parameter 41 und 51. Die nor-
mierte Parametermenge k ist durch ein () gekennzeichnet. Ein normaler Zyklus
wird simuliert, wenn (ky1,ks;) Werte aus dem grauen Bereich annehmen, wobei
die anderen Parameter fix aus der normierten Parametermenge sind. Man bemer-
ke, dass die Skalen fiir k41 und ks, nicht identisch sind (entnommen aus [2]).
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Um die Stabilitédt in den Anfangswerten zu untersuchen, wurde im Rahmen dieser Diplom-
arbeit eine exemplarische Betrachtung des Grenzzyklus von E2 in Abhéngigkeit von P4
(siehe Abbildung 16) zu verschiedenen Anfangswerten durchgefiihrt. Sei x* ¢ R? der ur-
spriingliche Anfangswert fiir die P4 und E2 Kurve im Modell. Fiir die exemplarische Sta-
bilitatsanalyse wurde x = x* + éx € R? betrachtet. Die restlichen Anfangswerte wurden
konstant gehalten. Die P4 und E2 Kurven wurden {iber einen Zeitraum von 200 Tagen si-
muliert. Da die Kurven zu den verschiedenen Anfangswerten sich stark tiberlagern, wurden
die Kurven in zwei Grafiken (Abbildung 17 und 18) abgebildet.

0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 16: Grenzzyklus des bisherigen Modells von E2 in Abhéngigkeit von P4 fiir den An-
fangswert x* (im Rahmen der numerischen Genauigkeit).

Bei Betrachtung der Vergrofierung des Teilbereichs von Abbildung 17a (Abbildung 17b) lasst
sich erkennen, dass alle Kurven bis zu einer gewissen numerischen Genauigkeit auf dem
Grenzzyklus enden. Folglich endet das System unabhingig von den Anfangswerten in ei-
nem speziellen periodischen Orbit . Dies bedeutet, dass das Modell die zufillige Stérung
in den Anfangswerten von P4 und E2 in der unmittelbaren Umgebung des Grenzzyklus
dampft. Es handelt sich bei dem Grenzzyklus in Abbildung 16 um einen Attraktor fiir das
System, welcher stabil ist. Fiir die Storung der Anfangswerte in hoheren GrofSenordnungen
gilt das Gleiche (bis 10°), wie sich aus Abbildung 18 entnehmen lasst.

Das Ergebnis dieser exemplarischen Storung der Anfangswerte ist, dass das Modell gegen-
tiber Stérungen der Anfangswerte fiir P4 und E2 in einer Grofenordnung von bis zu 10°
stabil ist.
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25 %

N NS

(b)

Abb. 17: (a) Kurven zu den gestorten Anfangswerten von E2 in Abhingigkeit von P4. Hier-
bei sind die Anfangswerte zuféllig in der Umgebung des Grenzzyklus gewahlt. Die
Anfangswerte sind gekennzeichnet mit einem Stern. Der Grenzzyklus ist schwarz
dargestellt. (b) Vergrofierung des orange gekenntzeichneten Ausschnitts aus (a).
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Grenzzyklus
2 / o -—-— Kurve zu Anfangswert 1
7/ e + Anfangswert 1=(10,25)
7/ ' e -~ Kurve zu Anfangswert 2
7 & +  Anfangswert 2=(100,250)
15 /o e — — — Kurve zu Anfangswert 3
iz Z +  Anfangswert 3=(1000,2500)

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 09
P4

Abb. 18: Kurven zu den gestorten Anfangswerten von E2 in Abhangigkeit von P4. Hierbei
sind die Anfangswerte systematisch um eine Zehnerpotenz erhoht worden. Der
Grenzzyklus ist schwarz dargestellt.

Auf Grund seiner Stabilitdt diente das Modell als Grundlage fiir eine Studie zur Model-
lierung der Follikelentwicklung [4]. Hierbei wurde das bestehende Modell dahingehend
modifiziert, dass die Follikelfunktion verdndert wurde. Anstatt einer Differentialgleichung
fur die Gesamtheit der Follikel wurde hier fiir jeden Einzelnen eine Funktion eingefiigt.
Dadurch kommt es zur Differenzierung eines dominanten Follikels, welcher wiederum zu-
sammen mit dem LH das Signal fiir den Aufbau des Gelbkorpers gibt. Die Produktion der
Steroide wird wie bei [44] von der Gesamtheit der Follikel iibernommen. Grafisch sieht dann
jede einzelne Follikelfunktion wie die Follikelfunktion des Modells [44] aus, d.h. jeder ein-
zelne Follikel hat drei Wellen.

Aus biologischer Sicht ist zu kritisieren, dass das Modell die einzelnen Follikelstadien so-
wie die stimulierende Wirkung von LH auf die Entwicklung des dominanten Follikels nicht
modelliert. Durch die Modellierung der Follikel als Follikelfunktion, aus welcher heraus
der Gelbkorper entsteht, werden die drei Wellen modelliert. Allerdings sind die Minima
der Kurve fast Null, was wiederum notwendig fiir die Gelbkorperfunktion ist, da der Gelb-
korper wahrend eines Zyklus komplett verschwindet und im Modell direkt von der Folli-
kelfunktion abhangt (siehe Gleichung 8). Laut Abschnitt 2.1 befinden sich im Ovar stiandig
heranwachsende Follikel, d.h. es gibt eine basale Produktion von Steroiden, und die Folli-
kelfunktion diirfte nicht Null werden. Dies kénnte man als Kritikpunkt unter dem Aspekt

der Strukturgtiltigkeit vermerken.

Aus mathematischer Sicht erfiillt das Modell die Kriterien fiir die Giiltigkeit im bisherigen
Rahmen und ist somit zweckméfliig. Mathematische Eigenschaften wie Stabilitdt in den An-

fangswerten und Robustheit der Parameter konnten beobachtet werden.

60
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Wie in 4.1 beschrieben, wird die Lipschitz- Stetigkeit des ODE Systems benotigt, damit eine
Losung eindeutig existiert. Deshalb wird im néchsten Abschnitt die Lipschitz-Stetigkeit des
ODE Systems des Modells untersucht.

5.1. Lipschitz-Stetigkeit des vorliegenden ODE Systems

Betrachte y'(t) = g(t,y), y(t°) = y°. Laut Definition 4.3 wird eine Lipschitzkonstante M
gesucht, fiir die gilt:
I8t y) —g(t,2)| < My —z|

mit (£°,4°) e Dc RxRY, y/(t), 2/(t) e C(D,R¥) und (t,y), (t,z) € Z mit
Z=]1t-1,1%+7[ xBy(y°) c D, wobei im Folgenden || = ||, sei.

Bemerkung Hierbei ist zu beachten, dass y € RY? ist, da in der Systembiologie keine nega-
tiven Konzentrationen auftreten kénnen.

Sei

y(t) = ( GnRHpyyo (), GnRHpiy (+),FSHpi (), FS g (t), L Hpiy LHpg Foll () CL(t), PA(t), E2(t), Inh(t),

Enz(),0T(t),10F(t),PGF(t) ) | e C(I,R1%)

dann ist das ODE System gegeben durch

V() CGnRH,l*(l—G,,Iyql?(g;xm)‘(H{(y9(t)&ylo(f))+HE(y9(f)))*y1(f)
y2(t) (Hy (yo (D) &y10(£))+Hy (yo(£)))#y1 () * H3 (y10(£))~CGnrm 2 #y2 (£)
y3(8) Hy (y11())—(besu+Hz (yo (1)) +Hg (y10(£))+H7 (y2(£)))*y3(t)
va(t) (brsu+HZ (yo (1)) +Hg (y10(4))+H3 (12(£)))#y3 (D) ~Crspya()
y5(h) H; (y10(8))+Ho (o (£))— (buag+Hiy (v2(£)) )+ (1)
i?gg (bLH+H1+o(y2(f)))*ys(t)—CLH*ya)(t)
, 7 A (ra(0) = (Hi (o (£)) +Hi (6 (£)) ) #7 (1)

yn=f o= SF Hjy (1)) 07 (1) (s (1)~ (14 () s (1) (A1)
yyfo(t) Cgi*ys(t)z—cm*yg(f)
¥i () Cha Y7 ()2 =ce2*y10(t)
Vi () P sy ()2 =Cpup oy (£)
Vis(h) i (49 () =cEnz +y12 (£)
NG) Hy7 (y10(8)) #ys ()2 =cor*y13 ()
yi5(1) H{g(y15 () &ys (1)) —crop*ya(t)

Hiy (y12(1)&y13 (1)) —cper*y15 (£)

Um zu zeigen, dass das ODE System Lipschitz-stetig ist, muss zuerst gezeigt werden, dass
die Hillfunktionen (positive und negative), wie in Abschnitt 3.1 definiert, Lipschitz-stetig
sind.

Die Hillfunktion h* ist monoton wachsend und beschrankt. Dariiber hinaus ist sie als Kom-
position stetiger Funktionen stetig (1* € C1([0, oo[), h* : [0, 00[ - [0,1]). Sei n € N\{co}, T €
R4\{0},y € [0, oof.

n

Y
_t _ Y _.m
fly)=h (y,T,n)—yMTn—ﬂHsl (A2)

61



5. Analyse des Modells und Experimente

Es gilt der folgende Satz aus [29]:

Satz 5.1

Falls f(t,y) auf I x D, mit D konvex, definiert ist und f stetig differenzierbar in y € D ist und die
Jacobimatrix | beschrinkt ist auf I x D mit L := |J(t,y)|,p < oo, dann ist f Lipschitz-stetig mit
Lipschitzkonstante L.

Der Satz 5.1 ist eine allgemeinere Form des Schrankensatzes. Es wird wegen Satz 5.1 fiir
y € [0, oo[ nun im Folgenden die Ableitung von f(y) betrachtet.

, n n—1 n 2n-1
f (y) = ny ny ny n\2
(y"+Tr)  (y"+T")
nyn—l(yn +Tn) _ynnyn—l B nyn—lTn 0
(y"+T")? C(Trrym)?

= f'(y) =

Es ist offensichtlich, dass der Fall n = 1 gesondert betrachtet werden muss. Fiir n > 1 wird
vorerst das Verhalten von f’(y) fiir y - 0 und y — oo betrachtet.

nyn—l T" y—0

f,(y) = m -
, B Tl]/n_lTn y—>o0
f (y)_ (T”-I-y")z

Da f’'(y) > 0, hat f'(y) ein Maximum (da stetig). Deshalb wird fiir n > 1 die zweite Ableitung
betrachtet und Null gesetzt.

gy = MO DY T TR -y T @y ()

(y"+ Ty
" _ n— n(”—l)(]/n+T")—(2”yn)
— f"(y) = ny" T (T
" n—27m (-1 T" - Dy"
<:>f (y) =ny ZT (7’1 ()yn +.1—(.:);)_ )y

n-2 ™ (n B 1)Tn - (n + 1)y?nax

O=n
Ymax (Vo + T3
= 0=ny 2T (n-1)T" = (n+1)y'y)  ,da(T" +y%,,) >0 fiir T 0
= 0=n-1)T"-(n+1)Yu ,da (ny2T™) > 0 fiir T + 0
— (n+ 1)y =m-1)T"
n-1
<:>ynmax: n+1T”

n Tl—]. n 7’1—1
= 7’1—%: T
> Ymax \/n+1 \/n+1
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5. Analyse des Modells und Experimente

Im Folgenden wird tiberpruft, ob es sich tatsachlich um ein Maximum fiir n > 1 handelt:

nT”y”‘3 ((n -2)(n- 1)T2” —4(712 -DT"Y"+(n+1)(n +2)y2”)

EOR Ty

VT
(n+1)(n+2) ((/ET)M
(577

:nT”((n_l)”n_ng 3)((" 2)(n- 1)T2" 4(n? 1)T2"(n+1)
)

4 4

1)) (e (V)

(n=2)(n-1)T* _4(”2‘1”"(" =)
e (/]

—_

+

(+=h)' (AT
n+2) (521 ”TZ”)

((n 2)—4(n - 1)+(n+2)(—%) 1)
((1+ 2y

13 1) (1) "
:TlT4 3(7’1 1)(n+4) ((n_Z)—4(n—l)+(]’l+2)(Z;i) 1)

——
<1

<<1+@>Tn>4

n+1

_ nTHS3(n-1) (&) "

n—
n+

(a+=hT)

n+1

n=3
TR DGR) Ty <o
(=) ——

Es gilt also fiir y,z € [0, 00[,n > 1:

— 12 1;1
If(y)—f(Z)Iies[lggj[f’(xﬂIy—ZI=f’(\"/Z+1T)Iy—ZI e Ga) * g,y

1

(n + 1)2 (n+l) !
anT

Fiir n =1 und y € [0, o[ folgt fiir die Ableitung von f(y):

T T 1
fy) = (T +y)? ﬁ:f

und somit L=1/T




5. Analyse des Modells und Experimente

Fir h(y) = h=(y,T,n) gilt h(y) = 1- f(y),h' (y) = —=f'(y), somit h'(y) < 0 und fiir n > 1
nimmt /' (y) ein Minimum in y,,;,, = {/("-1)/(n+1)T an. Deshalb gilt analog fiir h(y), dass
h(y) Lipschitz- stetig mit y,z € [0, oo[ ist :

Ih(y) —h(z)] < S[UP |[h’(x)| ly-z|=Lly-z|
Xx€[0,00

Da alle Komponenten des Systems:

y'(t)=g(ty)

Lipschitz-stetig sind, ist das Gesamtsystem (siehe A.1) ebenfalls Lipschitz-stetig. Auf die
analytische Berechnung der Lipschitzkonstanten M wird verzichtet.

Bemerkung Entgegen der allgemeinen Angabe in der Literatur, dass der Wendepunkt der
Hillfunktion bei y = T liegt, wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass dies nur fiir den Fall
von n — oo zutrifft und ansonsten der Wendepunkt bei y = {/(n-1)/(n+1)T liegt.
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5. Analyse des Modells und Experimente

5.2. Experiment: Vergleich der Progesteron und Ostradiol Messdaten mit
den Modellkurven

In einer Studie [8], die im Jahr 2011 am Institut fiir Tierwissenschaften der Universitit von
Florida durchgefiihrt wurde, wurde nach Synchronisation der Kiithe durch zwei PGF2« In-
jektionen die Blutkonzentration von Progesteron und Ostradiol an den Tagen 0, 3, 5,7, 10,
12, 14 und 16 der Studie gemessen. Die Messwerte wurden von J.E.P. Santos fiir diese Di-
plomarbeit bereitgestellt und sollen dazu dienen, das vorhandene Modell zu validieren.

Die Messdaten wurden in das Modell tibernommen. Bei den verwendeten Messdaten han-
delt es sich um Mittelwerte, die aus den Messwerten von 27 Kiihen (E2) beziehungsweise
23 Kiihen (P4, hier traten starke Messdiskrepanzen auf, die betroffenen Kurven waren nicht
zur weiteren Verwendung geeignet) berechnet wurden. Vorerst wurden die Modellparame-
ter identifiziert, die fiir die Skalierung der Modellkurven benétigt wurden. Anschlieflend
wurde die Skalierung durchgefiihrt. An dieser Stelle ist zu bemerken, dass nach der Skalie-
rung die Kurven nicht mehr dimensionslos sind und Einheiten erhalten.
.

® Messpkt P4 Cerri et al. 2011
Modell Progesteron

6

o
T
P

IN
T

w
T

Progesteron in ng(ml)"

| | | | | | | ]
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Tage

Abb. 19: Simulierte Progesteronkurve (P4) in 78/m! mit Messpunkten von [8] nach der Ska-
lierung.
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® Messpkt E2 Cerri et al. 2011
Modell Ostradiol

N © »
o w o~ @
7 (I
.
.

N

Ostradiol in pg(ml)™'

2

0.5

L L | L L |
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Tage

Abb. 20: Simulierte Ostradiolkurve (E2) in p/m! mit Messpunkten von [8] nach der Skalie-
rung.

In der Abbildung 19 ist gut zu erkennen, dass die Daten hinreichend gut mit der simulierten
Progesteronkurve iibereinstimmen. Fiir die E2 Messdaten zeigt sich, dass eine Skalierung
der Kurve die Messdaten nicht widerspiegeln kann (siehe Abbildung 20). Die Messdaten
suggerieren eine basale Freisetzung von E2, die bisher nicht im Modell vorhanden ist.

Fazit 5.1
Auf Grund der Messdaten fiir E2 aus der Studie [8] muss das Modell erweitert werden.
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6. Anderung des Modells

In diesem Kapitel wird das bestehende Modell verbessert und erweitert. Hierbei werden die
Modellierungsansétze teilweise kurz mathematisch oder biologisch erldutert. Desweiteren
werden die Parameter herausgearbeitet, auf welche Glucose und Insulin im Modell Einfluss
nehmen.

6.1. Modifiziertes GnRH

Die erste Anderung des Modells wird auf Grund des Papers von Pring et al. [33] vorgeschla-
gen. In dem Paper wird lediglich eine ODE zur Modellierung des GnRH aus der Hypophyse
verwendet:

d

73 GMRH(t) = kguriH (Pa(t), nGurm,py Tonri,py) H (E2(t), nGnre,py TonrH,E, ) — &GnrGnRH(t)

Der Unterschied zwischen dieser Gleichung fiir das GnRH aus dem Paper [33] und der
Gleichung des GnRH,;; (siehe Kapitel 3 Gleichung 2) aus dem Modell von [44] besteht in
den verschiedenen Berechnungen der Freisetzung (Release).

Aus diesem Grund wurde der Relg,ry ohne das GnRHpy;,, im Modell untersucht und fest-
gestellt, dass die negative Hillfunktion von E2 auf Grund der Addition der Hillfunktionen
fiir P4 kaum Auswirkung auf die weiteren Modellgleichungen hat. Der Rels, gy ohne das
GnRHpyp, hat den gleichen charakteristischen Verlauf wie die negative Hillfunktion von
P4, bis auf die Skalierung. Die globalen Minima und Maxima der Kurve stimmen wih-

rend eines Zyklus in Dauer und Zeitpunkt tiberein. Somit besteht die erste vorgeschlagene

— RE\GHRH ahne GnRHHypn

350 ***HQU(P‘U

relative Level

0 1 0 0 40 a0 il
Tage

Abb. 21: Kurve des Relg,ry des bisherigen Modells und skaliertes H™ (P4).
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Modellanderung darin, das vorhandene Modell und das Modell von Pring et al. in den Glei-

chungen fiir das GnRH zu verschmelzen. Die Motivation ist das Einsparen von Parametern.

d
ﬁGnRHHypo(t) = Syngnry (t) — modRelg,rpy (t) (1%
GHRHHypo(t)
Syncguru(t) = CGnRH1 * (1 - T%

modRelgurp (t) = Hy(PA(t)) * GnRHigypo(t)
d

7 GRHpir(t) = modRelgurp () + Hy (E2(t)) — conru * GnRHpj(t) (2%

Die Freisetzung von GnRHpp, aus dem Hypothalamus wird in der modifizierten Variante
nur durch P4 gehemmt. Fiir die Level des GnRH in der Hypophyse gilt weiterhin, dass
der Relg,ry zusétzlich von E2 abhéngt, tibereinstimmend mit der biologischen Theorie aus
Kapitel 2.1. Laut dieser hat P4 ein negatives Feedback auf die Freisetzung von GnRH aus
dem Hypothalamus und E2 ein positives Feedback auf die Aufnahme in die Hypophyse.
Im Folgenden werden die neu enthaltenen Hillfunktionen aufgelistet.

Hyo(P4) == mGiR « b= (P4, TSR, 2)
H3 (B2) = mE R it (B2, TSR, 5)

Durch die Modifizierung des GnRH werden 3 Parameter eingespart.

6.2. Modifiziertes E2

Auf Grund der experimentellen Daten von Cerri et al. [8] wurde in Kapitel 5 die Verdnde-
rung der Ostradiolgleichung (E2) vorgeschlagen. Die Daten suggerieren, dass es eine basale
Freisetzung von E2 gibt. Um diese zu modellieren, zeigen sich zwei Moglichkeiten im Mo-
dell auf. Hierbei wurde die erste Moglichkeit, eine Konstante in die Follikelgleichung ein-
zuftigen, auf Grund der Zusammenhinge im Modell verworfen. Die zweite Moglichkeit,
direkt in die Ostradiolgleichung eine Konstante einzufiigen, wurde umgesetzt.

%EZ(t) = CEZ,l + Clégll * FOZl(i’)z - CE2,2 * EZ(t) (10*)

Da als Folge die Hillfunktionen von E2 sich qualitativ verdndern, mussten die Schwellwer-
te, Vorfaktoren und die Hillkoeffizienten angeglichen werden. Im Folgenden werden die
veranderten Hillfunktionen aufgelistet und eine tabellarische Ubersicht iiber die neuen Pa-
rameterwerte gegeben.

H3 (B2) = m@ R it (B2, TSR, 9)
Hg (E2) = mE3™ ™ (E2, TES™ 4)
Hg (E2) = mE « n* (E2, TE 12)
Hi7(E2) = m@] « i (E2, TS, 12)

68



6. Anderung des Modells

Par.Nr. Symbol Wert Einheit | Par. Nr. Symbol Wert Einheit
103 mEIRH 384135 1/[1] 104 TERE 534576 [E2]
25 mESH 0.470358  1/[1] 26 TESH 3.23831 [E2]
31 mes 0.349436  1/[1] 32 TLH 3.42806 [E2]
91 mgy 156141 1/ 92 T 319940 [E2]

Tab. 8: Modifizierte Parameter des Modells und ihre neuen Werte. Die Parameterbestimm-
mung wird in Kapitel 7.1.2 beschrieben.

6.3. Neue Modellgleichungen: IGF-I

Im bisherigen Modell ist die Leber als Produzent von IGF-I nicht enthalten (These 2.16). Die
Produktion wird hier von P4 und LHp;; gesteuert. P4 und LHp;,; sind beide verantwortlich
fiir den Anstieg der IGF-I Blutkonzentration (These 2.20). Wenn LHp;; Level hoch und P4
Level niedrig sind, wird dieser stimulierende Effekt, tiber die Hillfunktionen 4~ (P4) und
h*(LHpy) erfasst. Somit ist in der Modellerweiterung IGF-I im Blut nicht konstant, was
tibereinstimmt mit den Thesen 2.19 und 2.20. Desweiteren wurde im biologischen Teil 2.3.4
von den meisten Studien beobachtet, dass die IGF-I Konzentration im Blut zwischen 100 -
500 ng/mi schwankt, d.h. es gibt eine basale Freigabe von IGF-I ins Blut, modelliert tiber die
Konstante cjgr,,,,1- Emeut symbolisiert die Konstante ¢y, » die Abbaurate.

d _
T IGFa1a(8) = e1Gry,1 + Haf (P& LHpia(1) = 16ry,2 * IGFaa()  (167)

mit der enthaltenden Hillfunktion:

Ha)~ (P& LHpyg) = mpgt, o h* (LHpg, Tig P, 5) b~ (P4, Tpy4,2)
Wie bereits im konzeptionellen Modell dargestellt, liefert das IGF-I aus dem Blut einen Bei-
trag zu dem IGF-I in der Follikelfliissigkeit (These 2.17, 2.23). Da allerdings das Follikel laut
These 2.22 selbst IGF-I produziert oder laut These 2.21 die Aufnahme des IGF-I aus dem
Blut in die Follikelfliissigkeit reguliert, wird das IGF-I in der Follikelfliissigkeit in direkter
Abhingigkeit von den Follikeln modelliert. Die Aufnahme des IGF-I aus dem Blut wird als
Hillfunktion dargestellt, die stimulierend auf die Regulierung des IGF-I durch die Follikel
wirkt. Die Konstante c;gF ist die Abbaurate von IGF-I im Follikel.

%IGF(t) = Hi3(IGFgi4(t)) » Foll(t) - cjgp * IGE(t) (17%)

mit der enthaltenden Hillfunktion:
H3y(IGFgig) = miGE, + 1" (IGEya, TiGF, , 2)

Auf das bestehende Modell wirkt IGF-I laut These 2.25 und 2.26, indem es die stimulieren-
de Wirkung von LH auf die Follikel erhht. Diese wurde bisher nicht modelliert, da, wie in
Abschnitt 2.1 beschrieben, erst die dominanten Follikel LH Rezeptoren ausbilden und un-

ter deren Einwirkung dann zur Ovulation reifen. Umgesetzt in der Modelldanderung wurde
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die stimulierende Wirkung von LH auf die Follikel durch eine positive Hillfunktion. Der
Schwellwert von LH in der Hillfunktion sinkt mit steigenden IGF-I Leveln, was iiber ei-
ne negative Hillfunktion fiir den Schwellwert Tigp modelliert wurde. Die Effekte, die von
IGF-I auf die Zellteilung und steroidogenische Kapazitit der Follikelzellen beobachtet wer-
den, sind bei dieser Art der Modellierung enthalten, da durch den stimulierenden Effekt
von IGF-I auf die Stimulation der Follikel durch LH die Follikel schneller wachsen und im

Folgenden mehr Steroide produzieren konnen.

d ~ -

ZFOlI() = Fi3y(LHpa(1)) + Fify (FSHyia(1) ~ (Hia(PA(1)) + His(LHpia(1))) * Foll(1) (7%
mit der neu enthaltenden Hillfunktion:

Aify (LHpia) = mfl, o« 1 (LEa, TIE,2)

. #IGF ._ mIGF - LH
mit T{§F = TiGE <™ (IGF, T &P, 2)
6.4. Einfluss von Glucose und Insulin

In Abschnitt 2.4 wurde schematisch dargestellt, wie Glucose und Insulin auf den Sexual-

zyklus Einfluss nehmen. Die korrespondierenden Parameter sind in Tabelle 9 aufgelistet.

Parameter Beschreibung Thesenbelege Hormon
mGnRH Freisetzungsrate von GnRHpyp, T 2.10 Glucose
me ey Freisetzungsrate von LH T2.14 Insulin
FSH FSH . FSH  Fpai :
Menry Mps Mgy reisetzungsrate von FSH T2.14 Insulin
TIGF Follikelsensitivitat auf LH T2.14,T25 Insulin
TEl Follikelsensitivitdt auf FSH T214,T25 Insulin
k2, Proportionalitatsfaktor T215 Insulin

Tab. 9: Parameter des Modells, die von Glucose und Insulin beeinflusst werden.
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7. Experimente und Ergebnisse

In diesem Kapitel wird das modifizierte Modell untersucht. Es werden fiir die Modifizie-
rungen aus Kapitel 6 die Parameterschatzungen durchgefiihrt. Desweiteren werden drei
der entwickelten Szenarien mit dem Modell umgesetzt. Ziel ist es, das Modell nach den Ge-
sichtspunkten Verhaltensgtiltigkeit, Strukturgtiltigkeit und Anwendungsgiiltigkeit zu be-
trachten, um die Giiltigkeit des modifizierten Modells zu beurteilen. Zudem wird das mo-
difizierte Modell auf Lipschitz-Stetigkeit und Stabilitat in den Anfangswerten untersucht.

7.1. Parameterschatzung mit POEM

Fiir das Anfangswertproblem y’ = f(t,y, p) mit y(t°) = y°, wobei y ¢ R", p € R, n die
Anzahl der verschiedenen Spezien und d die Dimension des Parametervektors, wird nun
nach dem Ansatz von Gauss die Parameteridentifikation durchgefiihrt, die in diesem Fall
dquivalent zum Losen des gewichteten Ausgleichsproblems

1M 2
i > HDZ- (y(ti, p) - b;) ” = min (E.1)
i=1
ist, mit der Gewichte-Matrix
Di:diag((ébi)l...(ébi)n)e]R”X” i=1,...,M
In dem Fall, dass keine Fehlertoleranz (éz;) in der Datendatei angegeben ist, wird
(0b;); = max (|(0b;)|, thres(y;)) 1=1,...,n

mit vom Nutzer festgelegter Schwellwertabbildung thres(y;) gesetzt.
Sei F: RY - RL, dann kann E.1 in die kompakte Form

Dy (y(t1, p) - b)
IF(p)I? =min  mit F(p) = :

Dyt (y(tum, p) —bm)

gebracht werden. Es gilt L < nM. Gleichheit wird erhalten, falls zu allen Messzeitpunkten
alle Spezien gemessen wurden [14].

Dieses Problem wird mit der geddmpften Gauss-Newton-Methode innerhalb des
NLSCON gelost (siehe Abschnitt 4.3). Um die Positivitit sicherzustellen, kann eine differen-
zierbare Transformation ¢ : R? - R? auf den Parametervektor angewandt werden, sodass

p=¢(p) und F(¢(p))" = F'(p)¢(p) [14, S.6].

Die globale Positivitdt des Parametervektors kann beim Verwenden einer Exponentialtrans-
formation p; = ¢(p;) = exp(p;), j = 1,...,d erreicht werden. Diese Variation in der Para-
metrisierung fithrt zu Verdnderungen der Sensitivitdt der Parameter. Somit sollte diese nur
angewandt werden, falls die Notwendigkeit besteht.
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7.1.1. Modifiziertes GnRH

Fiir das in Abschnitt 6.1 beschriebene modifizierte GnRH wurde die Parameterschitzung
durchgefiihrt. Als Datenpunkte dienten Werte, die mit dem Ursprungsmodell erzeugt wur-
den. Ziel war es zu tiberpriifen, ob das modifizierte Modell die gleichen Kurven wie das Ur-
sprungsmodell simulieren kann. Die Anfangswerte y° der Differentialgleichungen wurden
so gewdhlt, dass das Modell auf dem Grenzzyklus startet. Desweiteren wurden die Parame-
ter vor der Parameterschitzung getestet und so festgelegt, dass das Modell das periodische
Verhalten (den Zyklus) beibehalt.

Ausgangssituation Das modifizierte GnRH Modell wurde in POEM zusammen mit den
Datenpunkten eingefiigt (POEM/Problems/modéa auf der CD). Die Ausgangssitua-
tion vor der Schédtzung ist in Abbildung 22 dargestellt.

®  Datenpunkte

verdndertes GnRHL,

GnRHF’\t

o 20 40 B0 80 100 120
Tage

Abb. 22: Modifiziertes GnRH mit Datenpunkten aus dem Ursprungsmodell vor der Schit-
zung.

Im ersten Durchlauf wurde fiir eine leichte Modifizierung, in der m§®*" nicht in der
Gleichung fiir das GnRHp;; enthalten war, die Schatzung durchgefiihrt. Im Laufe der
Modellentwicklung wurde klar, dass dieser Parameter fiir die Szenarien wichtig ist.
Deshalb wurde dieser Parameter in die Gleichung fiir das GnRHp;; eingefiigt. Die zu
schiatzenden Parameter lassen sich Tabelle 10 entnehmen.

Par. Nr. Symbol Ausgangswert

101 mSyRH 371804
102 TsrRE 0387
103 mEpRH - 1,05529
104 TeyRH0.673691
105 CGnRH 1.65891

Tab. 10: Ausgangssituation vor der Parameterschiatzung fiir die Parameter m§yRH, TSHRH,

mZRH, TSGR und cgypy -
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Schatzung Der erste Versuch alle 5 Parameter zu schitzen, lieferte nach 5 Iterationsschritten
die Information, dass der NLSCON in einem stationdren Punkt endet. Die erhaltene
Losung ist folglich nicht eindeutig. Der Inkompatibilitatsfaktor «, erfiillt die geforder-
te Konvergenzbedingung «. <1, der Wert von «, betrug 0.2322. Allerdings verlor die
Jacobimatrix bereits nach dem ersten Iterationsschritt den Rang 5. Der Rang sank nach
dem ersten Iterationsschritt auf 4 und stieg wihrend der gesamten Iteration nicht wie-
der an. Somit musste eine Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse
der Sensitivitdtsanalyse sind in Abbildung 23 und 24 zu sehen.
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Abb. 23: Von POEM ermittelte Subkonditionen der Sensitivitdtsmatrix fiir m§yRH, TSR,

mSIRH TCRH ynd cg,rpy. Es ist die relative Grofie jeder Subkondition mit Bezug auf
die grofite Subkondition in % dargestellt, der absolute Wert steht unter dem jewei-

ligen Balken.
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Abb. 24: Von POEM ermittelte Spaltennorm der Sensitivitdtsmatrix fiir m§iRH, TSHRH pmGiRH,
TSRE und cgurp. Es ist die relative GrofSe jeder Spaltennorm mit Bezug auf die grofi-
te Spaltennorm in % dargestellt, der absolute Wert steht unter dem jeweiligen Bal-
ken.
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In Abbildung 23 und 24 ist ersichtlich, dass der Parameter T1§4”RH auf Grund einer
kleinen Sensitivitdt nicht schatzbar ist. Hierbei gilt zu bemerken, dass fiir die neue
GnRHpyp, Kurve keine Datenpunkte in die Schatzung mit eingehen. Dies kénnte die
Ursache fiir die geringe Schitzbarkeit des Parameters T1§4”RH sein.

Ergebnis Nach erneutem Durchfiihren der Schitzung mit 4 Parametern lieferte der
NLSCON nach 5 Iterationen eine Losung fiir das nichtlineare Ausgleichsproblem mit
« = 0.2328 < 1. Die Werte fiir die geschétzten Parameter sind in Tabelle 11 zu sehen.

Par. Nr. Symbol Wert

101 mSIRE 4.12762E+000
103 mSIRE 1.10268E+000
104 TERE 6.87501E-001
105 CGnRH 1.69281E+000

Tab. 11: Ergebnis der Parameterschédtzung fiir die Parameter m§iRH, mGiRH, TERH und cgupp
anhand von Datenpunkte aus dem Ursprungsmodell.

Eine Simulation der Modellkurven mit den neuen Parametern lieferte fast die glei-
chen Kurven wie das Ursprungsmodell. Um den Unterschied zwischen dem modi-
fizierten Modell und dem Ursprungsmodell zu verdeutlichen, wurde in Abbildung
25 die simulierte GnRHp;; aus dem Ursprungsmodell (schwarz gestrichelt) und die
modifizierte GnRHp;; Kurve (rot) dargestellt.

modifiziertes GnRHP"
— — — Ursprungs GnRHP“

o
©

relative Level GnRHP(
o
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I —— e T
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Abb. 25: Simulation der modifizierten GnRHp;; Kurve nach der Parameterschidtzung (rot)
und simulierte Ausgangskurve fiir das GnRHp;; (schwarz gestrichelt).
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Abb. 26: Differenz der modifizierten GnRHp;; Kurve und simulierten Ausgangskurve fiir
das GnRHpj;.

Wie in Abbildung 25 zu erkennen ist, sind die beiden Kurven fast deckungsgleich. Die
Differenz zwischen den beiden Kurven ist in Abbildung 26 dargestellt. Die Differenz
zwischen den beiden Kurven nimmt mit der Zeit zu, was damit zu begriinden ist,
dass die neue Modellkurve eine minimal abweichende Zykluslidnge im Vergleich zur
urspriinglichen Kurve aufweist. Die Modifizierung liefert somit fast exakt die gleichen
Kurven wie das Ursprungsmodell. Lediglich die Kurven fiir das GnRHpy, stimmen

nicht {iberein.

L L L L L
0 W 50 E] 70 E] ) 100 o o E] 3 0
Tage

Abb. 27: Relative Level des GnRHpyp, Abb. 28: Relative Level des GnRHpyp, aus
aus dem Ursprungsmodell. dem modifizierten Modell.

Fazit Da in der Biologie keine genauen Angaben zu den Kurven des GnRH’s bekannt sind,
die Aussagen des Modells jedoch gleich bleiben, kann somit die modifizierte Berech-

nung des Release Relg,ry verwendet werden.

Fazit 7.1

Die Modifizierung des GnRH war erfolgreich. Die neuen Parameter konnten anhand der Da-
tenpunkte aus dem Ursprungsmodell geschiitzt werden und die simulierten Kurven aus dem
modifizierten Modell und Ursprungsmodell stimmen fast genau iiberein. Bei der Modifizie-
rung wurden 3 Parameter eingespart und keine Eigenschaften des Modells eingebiifit. Aus
biologischer Sicht ist diese Modifizierung ebenfalls gerechtfertigt, da keine genauen Angaben
iiber die Verliufe des GnRHyyyp, in der Biologie bekannt sind. Auf Grund des immer noch
geringen Einflusses des Relgnry auf den Verlauf von GnRHpyy konnte in Zukunft iiberlegt
werden, ob die ODE fiir das GnRHpyp, notwendig ist.
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7.1.2. Modifiziertes E2

Fiir das in Abschnitt 6.2 beschriebene modifizierte E2 und modifizierte GnRH wurde die
Parameterschitzung durchgefiihrt. Als Datenpunkte dienten die Messwerte aus der Studie
[8], die bereits in Kapitel 5.2 beschrieben wurden. Fiir die Parameterschédtzung gingen die
Messdaten mit dem Gewicht o ein, wobei ¢ die Standardabweichung der Messpunkte ist.
Ausgenommen davon sind die basalen Werte des P4 (diese erhielten ein htheres Gewicht
(10)) und die E2 Werte, da die Abweichung der Daten hier sehr gering war. Die E2 Werte
gingen mit dem Gewicht 1 in die Berechnung ein. Die Anfangswerte y° der Differentialglei-
chungen wurden so gewéhlt, dass das Modell auf dem Grenzzyklus startet.

Fiir das modifizierte E2 wurden vor der Schidtzung die in Abschnitt 6.2 aufgelisteten Vor-
faktor- und Schwellwertparameter mit Hilfe der kiinstlichen Daten, die bereits in Abschnitt
7.1.1 benutzt wurden, bestimmt. AnschliefSend wurden die Parameter skaliert.

Ausgangssituation Das modifizierte E2 und GnRH wurden in POEM zusammen mit den
Datenpunkten eingefiigt (POEM/Problems/mod6b auf der CD). Die zu schitzenden
Parameter sind in Tabelle 12 mit ihren Ausgangswerten und ihrer Nummerierung im
Programm gegeben.

Par. Nr. Symbol Ausgangswert

71 ctt 2.25
72 cpa 141
75 CE21 2.95559
76 k2, 9.65103
77 CE22 1.23

Tab. 12: Ausgangssituation vor der Parameterschiatzung fiir die Parameter ¢, cps, cpp1, cE2,
und CE22-

Die Ausgangssituation vor der Schatzung und nach der Skalierung ist in Abbildung
29 und 30 zu sehen.

in ngmi)”!

50
Tage

Abb. 29: Simulierte Progesteronkurve in  Abb. 30: Simulierte Ostradiolkurve in pg/mi
ng/ml mit Messpunkten von [8] vor mit Messpunkten von [8] vor der
der Parameterschitzung. Parameterschidtzung.
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Schétzung Die erste Schiatzung der Parameter 2, cps, cpo1, ¢, und cp, lieferte nach 6
Iterationen eine Losung mit RTOL = 0.0001, wobei der Inkompatibilitdtsfaktor x,. =
0.2065 < 1 betrug. Die Modellsimulation mit dem Ergebnis fiir die geschétzten Para-
metern lieferte dann folgende Abbildungen der E2 und P4 Kurve:

L
[

Abb. 31: Simulierte Progesteronkurve in Abb. 32: Simulierte Ostradiolkurve in

ng/ml mit Messpunkten von [8] pg/ml mit Messpunkten von [8]
nach der ersten Parameterschit- nach der ersten Parameterschat-
zung. zung.

Mathematisch ist die erhaltene Losung der Gauss-Newton-Methode nicht falsch, aller-
dings ist das Ergebnis in den Abbildungen 31 und 32 nicht biologisch. Wie in Kapitel
2.1 beschrieben, werden im Durchschnitt 3 Follikelwellen pro Zyklus beobachtet. In
den Abbildungen 31 und 32 sind eindeutig 4 Wellen zu erkennen. Es handelt sich bei
den Daten um den Mittelwert und die Kiihe aus der Studie wiesen laut Ultraschall-
messungen der Follikeldurchmesser auf jeden Fall zwei Wellen in einem Zeitraum von
16 Tagen auf. Der Zyklus dauert im Durchschnitt jedoch 21 Tage, sodass anzunehmen
ist, dass diese Kiihe ebenfalls 3 Follikelwellen hatten.

Um diesem nicht biologischen Ergebnis entgegenzuwirken, wurde ein kiinstlicher Da-
tenpunkt aus dem Ursprungsmodell eingefiigt. Dieser kiinstliche Datenpunkt wurde
am Tag 21.56 eingefiigt und mit einem hohen Gewicht (40, in der Berechnung wird die
Abweichung mit 1/40 multipliziert) versehen, da die Messdaten von P4 ein geringes
basales Level aufweisen, dieses im Modell allerdings nicht vorhanden ist. Anschlie-
end wurde die Parameterschédtzung erneut durchgefiihrt, allerdings konvergierte der
NLSCON nicht fiir die 5 zu schidtzenden Parameter. Deshalb wurden die Anfangs-
werte (Ap; und Apy) hinzugenommen. Die anschliefende Iteration des NLSCON fiir
die 7 Parameter endete in einem stationdren Punkt (Jacobimatrix verlor wahrend der
Iteration den vollen Rang). Aus diesem Grund wurde eine Sensitivitdtsanalyse durch-
gefiihrt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 33 und 34 aufgefiihrt.
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Abb. 33: Von POEM ermittelte Subkonditionen der Sensitivitatsmatrix fiir ¢, cpy, cgp1, cE2,
cr22, Aps und Ap,. Es ist die relative Grofle jeder Subkondition mit Bezug auf die
grofite Subkondition in % dargestellt, der absolute Wert steht unter dem jeweiligen

Balken.
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Abb. 34: Von POEM ermittelte Spaltennorm der Sensitivitatsmatrix fiir c24, cpy, cp21, B3, cp2,
Aps und Ap,. Es ist die relative Grofie jeder Spaltennorm mit Bezug auf die grofste
Spaltennorm in % dargestellt, der absolute Wert steht unter dem jeweiligen Balken.
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Es wird deutlich, dass die Parameter cps; und cg,; die grofsten Subkonditionen und
nicht zu vernachldssigende Spaltennormen aufweisen. Die Werte der Subkondition
sind im Startpunkt der Iteration nicht so hoch, dass man erwarten wiirde, dass dies
zu einer Rangreduktion fiihrt. Allerdings erhchen diese sich wahrend der Iteration.
Aus diesem Grund wurde die Schiatzung ohne den Parameter cp, wiederholt. Erneut
endete die Iteration des NLSCON in einem stationdren Punkt mit reduziertem Rang
(5), woraus sich schlieSen lédsst, dass der Parameter cg,; schlecht schitzbar ist. Aus
diesem Grund wurde die Schatzung fiir ¢4, cps, ¢, cpp» und die Anfangswerte der
beiden Kurven durchgefiihrt.

Ergebnis In Tabelle 13 sind die Ergebnisse der Iteration des NLSCON dargestellt. Die ge-
forderte Genauigkeit RTOL = 0.0001 wurde nach 8 Iterationsschritten erreicht und x,
hatte den Wert 0.3947 < 1.

H Iterationsschritt Norm F Norm x Dampfungsfaktor ‘ Rang H
0 2.7321646¢ - 001 | 1.762¢ + 000 6
1 2.7142527¢ - 001 | 1.569¢ + 000 0.010 6
2 2.5321818¢ - 001 | 1.147e+000 0.087 6
3 2.0690114e - 001 | 2.001e - 001 0.225 6
4 1.7064944e — 001 | 1.348e - 001 0.438 6
5 1.6229088e — 001 | 3.116e - 002 1.000 6
6 1.6175673e — 001 | 6.112¢ - 003 1.000 6
7 1.6170042¢ - 001 | 2.412¢ - 003 1.000 6
8 1.6169666¢ — 001 | 3.291¢ - 005 1.000 6

Tab. 13: Iterationsverlauf der Schiatzung fiir die Parameter c2}, cps, c£2, und cp,, sowie die
Anfangswerte der Ostradiol- und Progesteronkurve. Hierbei entspricht Norm F

|F(p%)|” und Norm x | Apt|.
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Das Ergebnis fiir die zu schitzenden Parameter ist dann:

Par. Nr. Symbol Wert

71 2t 9.99704E+000
72 Cpy 9.94860E-001

76 k2, 1.26004E+000
77 CE22 1.05260E+001
510 Anfangswert P4 4.94130E+000
512 Anfangswert E2  4.20104E-001

Tab. 14: Ergebnis der Parameterschitzung fiir die Parameter ¢}, cpy, 2, und cg,, sowie die
Anfangswerte der Ostradiol- und Progesteronkurve anhand der Messdaten von [8]
und zusitzlichem kiinstlichen Datenpunkt.

Die Modellsimulation der E2 und P4 Kurve mit dem Ergebnis fiir die geschitzten
Parameter liefert dann die folgende Abbildungen:

@® Messpkt P4 Cerri et al. 2011
Modell Progesteron

Progesteron in ng(ml)“

| | | | | | | | | J
0 L 4
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tage

Abb. 35: Simulierte Progesteronkurve in 7g/m mit Messpunkten von [8] und zusatzlichem
kiinstlichen Datenpunkt nach der zweiten Parameterschiatzung.
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Abb. 36: Simulierte Ostradiolkurve in p8/mi mit Messpunkten von [8] und zusitzlichem
kiinstlichen Datenpunkt nach der zweiten Parameterschitzung.

In den Abbildung 35 und 36 ist deutlich zu erkennen, dass die simulierten Kurven die
Messdaten gut widerspiegeln. Da die Messdaten allerdings nicht die volle Zyklusldn-
ge umfassen, ist ungewiss, ob die Hohen der globalen Maxima wahrend eines Zyklus
der simulierten Kurven biologisch korrekte Werte annehmen.

Exemplarische Stabilitatsanalyse Um die Stabilitdt des modifizierten Modells (modifizier-
tes E2 und modifiziertes GnRH) zu untersuchen, wurde an dieser Stelle erneut eine
exemplarische Grenzzyklusbetrachtung von E2 in Abhangigkeit von P4 durchgefiihrt.
Wie zuvor wurden die E2 und P4 Kurven fiir einen Zeitraum von 200 Tagen simuliert.

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
P4

Abb. 37: Grenzzyklus des modifizierten Modells (modifiziert in GnRH und E2) in der E2-
P4-Ebene.
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Abb.

Fazit

P4

38: Kurven zu den gestorten Anfangswerten von E2 in Abhéngigkeit von P4 fiir das
modifizierte Modell. Hierbei sind die Anfangswerte zufillig in der Umgebung des
Grenzzyklus gewéhlt. Die Anfangswerte sind gekennzeichnet mit einem Stern. Ein
Anfangswert (10.5,100.5) ist in der Abbildung nicht zu sehen. Der Grenzzyklus ist
schwarz dargestellt.

In Abbildung 38 ist erst bei ndherer Betrachtung ersichtlich, dass unter Berticksichti-
gung der numerischen Genauigkeit alle Kurven auf dem Grenzzyklus enden. Durch
die Modifizierung geht die Stabilitidt des Modells bei Storungen der Anfangswerte

nicht verloren.

Bei der Anwendung des NLSCON auf dieses Problem wurde deutlich, dass der Para-
meter cgp 1 sich an Hand der Daten schlecht schitzen liefs. Dies konnte unter anderem
an dem kleinen Datensatz liegen. Da im Rahmen dieser Diplomabreit keine anderen
Daten fiir das E2 zu Verfiigung standen und der qualitative Charakter der Kurve sich
nicht dndert, wird im Folgenden mit der ODE von E2 aus dem Ursprungsmodell (Glei-
chung 10) weitergearbeitet. In dem Fall, dass mehr Daten fiir die Parameterschitzung
der Ostradiolkurve vorhanden sind, kénnte die modifizierte Gleichung fiir das E2 ver-
wendet werden.

Fazit 7.2

Die Angleichung der Modellkurven aus dem modifizierten Modell an die Daten war erfolg-
reich. Das erste Ergebnis der Parameterschiitzung erwies sich als nicht biologisch. Uber das
Einfiigen eines kiinstlichen Datenpunkts aus dem Ursprungsmodell konnte dem entgegenge-
wirkt werden. Die Stabilitit des Ursprungsmodells wurde bei der Modifizierung nicht beein-
trichtigt. Der Parameter fiir das basale Level lief$ sich anhand der vorhandenen Daten schlecht
schitzen. Aus diesem Grund wird die Modifizierung fiir das E2 im Weiteren nicht verwendet.
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7.1.3. Neue Modellgleichung : IGF-I im Blut

Fiir die in Abschnitt 6.3 beschriebene neue Modellgleichung fiir das IGFg;; im Ursprungs-
modell wurde die Parameterschidtzung durchgefiihrt. Als Datenpunkte dienten Messdaten,
die von C. Kawashima bereitgestellt wurden. Die Messwerte stammen aus der Studie [25],
in der zweimal wochentlich Blut abgenommen und die Konzentration von P4 und IGF-I
im Blut gemessen wurde. Erneut wurden die Mittelwerte der Messdaten berechnet, und als
Gewichte dienten die Standardabweichungen. Die Gewichte fiir die G Fg;; Messdaten wur-
den auf 1 gesetzt, da die Konzentrationen von Kuh zu Kuh stark variieren und scheinbar
kuhspezifisch sind. Die Anfangswerte y° der Differentialgleichungen wurden so gewihlt,
dass das Modell auf dem Grenzzyklus startet. Vor der Parameterschatzung wurden die Pa-
rameter getestet und so festgelegt, dass das Modell den Zyklus beibehalt.

Ausgangssituation Die Parameter, die anhand der Messdaten geschétzt werden sollen,
sind in der Tabelle 15 zusammengefasst.

Par. Nr. Symbol Wert

71 ctt 9
72 Cps 141
IGF,

111 mpt, 1.2
112 TS 175
113 Ty 0.01
114 CIGFBId,Z 1.3
115 CIGFga,1 0.8

Tab. 15: Ausgangssituation vor der Parameterschitzung fiir die Parameter c, cps, mpei,,
IGF

1d IGFgjq
Tp4 7 CIGFgy,27 TLHBld und CIGFgyy,1+

Hierbei ging es um die Verifizierung der IGFp;; Kurve. Auf die Betrachtung der Pro-
gesteronkurve wurde an dieser Stelle verzichtet, da dies in Abschnitt 7.1.2 bereits vor-

genommen wurde.

Das Ursprungsmodell mit der neuen Modellgleichung fiir das IGFg; wurde in
POEM zusammen mit den Datenpunkten von [25] eingefiigt (POEM/Problems/
modé6d auf der CD). Die Ausgangssituation vor der Schatzung und nach der Skalie-
rung ist in Abbildung 39 zu sehen.
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Abb. 39: Simulierte I GFp;; Kurve in n8/mi mit Messpunkten von [25] vor der Parameterschét-
zung.

Die simulierte Kurve der Ausgangssituation in Abbildung 39 spiegelt die Daten be-
reits gut widerspiegeln. Es ldsst sich erkennen, dass die Hohe des Maximums wih-
rend eines Zyklus schlecht zu bestimmen ist, da das Maximum nur durch einen Punkt
der Messdaten reprasentiert wird.

Schatzung Eine Sensitivitdtsanalyse bestdtigte diese Vermutung und zeigte auf, dass sich
der Parameter m;.2¢, anhand der Messdaten schlecht schitzen ldsst. Das Gleiche galt
fiir den Parameter Ty *¢. Aus diesem Grund wurden 5 der 7 Parameter mit NLSCON

geschatzt.

Ergebnis Innerhalb von 12 Iterationsschritten wurde eine Losung fiir das nichtlineare Aus-
gleichsproblem gefunden mit x, = 0.2269 < 1. Das Ergebnis der Parameterschitzung
fur die Parameter ist in Tabelle 16 gegeben.

Par. Nr. Symbol Wert

71 ct 5.68766E+000
72 Cpy 5.56904E-001
113 T 50 1.04088E-002
114 ClGEy2  1.23541E+000
115 ClGRy1  9-93352E+001

Tab. 16: Ergebnis der Parameterschitzung fiir die Parameter ¢, cpy, cicry, 2, Typ " und eiry, 1
anhand der Messdaten von [25].

Die simulierte Kurve fiir das IGFpj; mit den Messpunkten von [25] nach der Schit-
zung ist in Abbildung 40 zu sehen.
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Abb. 40: Simulierte IGFg); Kurve in ng/mi mit Messpunkten von [25] nach der Parameter-
schitzung.

Fazit Fiir die restlichen Kurven des Modells gibt es in der Literatur kaum Messdaten. Spe-
ziell die IGF-I Konzentration im Follikel ldsst sich schlecht bis gar nicht messen, da
hierfiir Fliissigkeit aus den Follikeln entnommen werden muss, was wiederum die
biologische Situation dndert. Andere Methoden, wie die komplette Entnahme einzel-
ner Follikel, kénnen ebenfalls keine klare Ubersicht iiber die Gesamtsituation schaf-
fen. Um somit die aufgestellte Modellgleichung zu validieren, wurden in Abschnitt
2.5 Szenarien aus der Literatur entwickelt, die mit dem Modell getestet werden sollen.
Das Ziel ist es, die Szenarien mit dem Modell reproduzieren zu kénnen.

Fazit 7.3

Die Angleichung der neuen Modellkurven fiir das IGFg\q aus dem modifizierten Modell an die
Daten war erfolgreich. Da die Daten nur Messwerte im Abstand von 3.5 Tagen beinhalteten,
ist jedoch unklar, ob das Maximum der Kurve wihrend eines Zyklus die richtige Hohe hat. Die
Szenarien werden mit den neuen Modellgleichungen durchgefiihrt.

85



7. Experimente und Ergebnisse

7.2. Experiment: Szenarien

Anschliefiend sollen nun die in Abschnitt 2.5 formulierten Szenarien mit dem Modell umge-
setzt werden. Es wird untersucht wie (dynamische) Variationen der Parameterwerte, welche
in Abschnitt 2.3 identifiziert wurden und die mit der Nahrung in Verbindung stehen, das
Verhalten des Modells verdndern. Fiir die ausgewéahlten Szenarien wurden die Anfangs-
werte des normalen Zyklus gesetzt, sodass eine Anderung der Parameter eine akuten Nah-
rungsrestriktion simuliert. Der normale Zyklus wird als das Zyklusverhalten definiert, in
dem alle 21 Tage die Ovulation stattfindet (periodisches Verhalten) und die Follikelfunktion
wihrend eines Zyklus drei Wellen aufweist.

7.2.1. Szenarium 2.9

Glucose iibt einen ,,Alles oder nichts“-Effekt auf den Sexualzyklus aus.

Um das Szenarium 2.9 mit dem Modell zu verwirklichen, wird der Parameter benétigt, der
von Glucose beeinflusst wird. Dieser wird in Tabelle 9 aufgefiihrt.

Bei dem zu betrachtenden Parameter handelt es sich um m§yRH.

Par. Nr. Symbol Ursprungswert
101 mSyRH 412981

Tab. 17: Parameter fiir das Szenarium 2.9. Angegeben ist die Parameternummer im Pro-
gramm, das Symbol in den Modellgleichungen und der Ursprungswert im Modell.

Hierbei reprasentiert der Ursprungswert fiir m§RH (siehe Tabelle 17) die Glucosekonzentra-
tion einer gesunden zyklischen Kuh. Um den zu betrachtenden Effekt umzusetzen, wurde
dieser Parameter variiert. Bei der Betrachtung werden die restlichen Parameter konstant ge-
halten. Es handelt sich bei diesem Szenarium um ein Abtasten der Robustheitsregion des
Parameters m§;RH. Wie bereits in Abschnitt 2.5 beschrieben, wird ein Schwellwert gesucht,
ab welchem Glucose einen Einfluss auf den Sexualzyklus austibt. Es wird erwartet, dass
iber diesem Schwellwert eine Erhohung der Glucosekonzentration keine Abweichung vom
normalen Zyklus bewirkt. In Abbildung 41 sind die Simulationsergebnisse fiir GnRH, LH,
Foll und CL fiir die verschiedenen Werte von m§;RH dargestellt.
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Abb. 41: Variationen des Parameters m§yRA. Dargestellt sind die simulierten Kurven der

Komponenten GnRHpj;, LHpy, Foll und CL fiir die verschiedenen Werte von

GnRH
mP4 .
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In Abbildung 41 sind zwei Beobachtungen dargestellt. Zum Einen kann beobachtet werden,
dass die Abbildungen 41a und 41b einen normalen Zyklus mit einer kleinen Verschiebung
der Zykluslidnge reproduzieren. Bei einer anndhernden Verdreifachung und einer Reduzie-
rung auf ein Viertel des urspriinglichen Parameterwertes wird somit der normale Zyklus
simuliert.

Im Modell wird die Ovulation tiber den LH Peak definiert. Der genaue Schwellwert von
LH im Modell liegt bei T99%= 0.171. Aus diesem Grund kommt es bei einem LH Peak mit
einer Hohe groBler 1 zur Ovulation (Ausbildung eines Gelbkorpers) und somit zu einem
normalen Zyklus. Das Fehlen einer Ovulation wird als Anostrus bezeichnet.

Desweiteren ist zu sehen, dass unterhalb des kritischen Schwellwertes von 0.46 die LH Kon-
zentration ihre erforderliche Hohe fiir die Einleitung der Ovulation innerhalb der ersten 40
Tage nicht mehr erreicht (siehe Abbildung 41c). Es kam auf Grund der gewahlten Anfangs-
werte zur Ausbildung eines Gelbkorpers. Dieser zerfiel nach 18 Tagen, und fiir ungefahr
weitere 20 Tage bildete sich kein neuer Gelbkorper, da die Konzentration von LH nicht aus-
reichte, um eine Ovulation herbeizufiihren. Nach 40 Tagen kehrt das System in das typische
periodische Verhalten zurtick.
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Abb. 42: mGRH= 0.46.

Bei Werten um den kritischen Schwellwert von 0.46 wurde der Zyklus stirker gestort. Es
kam vorerst zu einem ,normalen” Zyklusverhalten. Nach 40 Tagen blieb die LH Konzen-
tration fiir 60 Tage niedrig und wies keine Maxima auf. Nach 100 Tagen setzte der Zyklus
mit einem erhohten LH Peak wieder ein.
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Abb. 43: mSyRH= 0.1,

Bei Werten unter 0.3 jedoch nahm die Peak-Hohe der LH Kurve im Vergleich zur normalen
Kurve einen deutlich niedrigeren Wert an und kehrte nicht auf die normale Héhe zuriick
(siehe Abbildung 43). Die Follikelfunktion verdanderte sich, da auf Grund der fehlenden LH
Konzentration der Abbau der Follikelfunktion reduziert ist. Dennoch zeigte sich nach einem
ersten zweiwelligem Zyklus ein normales dreiwelliges Zyklusverhalten. Bei Erreichen eines
zweiten kritischen Schwellwertes von 0.043 gab es ebenfalls starke Stérungen des Zyklus.
Bei Werten unter 0.043 kam es zu einem Umschwung. Nach einer anfanglichen Phase ohne
Ovulation wurde ein Zyklus mit nur zwei statt drei Wellen simuliert.
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Abb. 44: mGyRH= 0.025.

In Abbildung 44 ist zu sehen, dass die LH Konzentration wenig ausgeprigte Maxima auf-
weist und die Konzentration von GnRH ebenfalls stark reduziert ist. Desweiteren sind der
LH und GnRH Peak deutlich breiter als im normalen Zyklus (vier Tage im Vergleich zu

zwei Tagen). Trotzdem kam es fiir diese Wert von m§R# in dem Modell zu einer Ovulation.

Die gefundenen Ergebnisse fiir die Robustheitsregion werden in Tabelle 18 aufgefiihrt. Hier-
bei wird das Intervall beziehungsweise der Wert fiir m§#RH gegeben und das mit diesem Wert
simulierte Zyklusverhalten beschrieben.
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mSGpRH Verhalten des Modells

>0.46 normaler Zyklus mit leichten Zyklusldngendnderungen je nach
Parameterwert
0.46 kritischer Wert, starke Storung des Zyklussystems, erst nach

100 Tagen Wiederaufnahme des normalen Zyklus

10.3,0.46[ | Storungen des System in den ersten 40 Tagen (Andstrus),
anschliefiendes Einschwingen auf das normale Zyklusverhalten

]0.043,0.3] | normaler Zyklus mit verringertem LH Peak und verkiirztem

ersten Zyklus

0.043 kritischer Wert, Ubergang zwischen dreiwelligem und
zweiwelligem Zyklus, starke Stérung und anschlieSende

Wiederaufnahme des dreiwelligen Zyklus

<0.043 Storung des Systems in den ersten 40 Tagen (Anostrus) und
anschlielendes Einschwingen auf einen zweiwelligen Zyklus

Tab. 18: Tabellarische Ubersicht iiber die Ergebnisse fiir die Variation des Parameters mGykH.

Diskussion Das beobachtete Zyklusverhalten fiir die Parameterwerte von m§iRH aus
10.3,0.46[ und unter 0.043 dhnelt dem beobachteten Ergebnis von [4]. In dem Paper
[4] wurde ebenfalls das Modell aus Kapitel 3 als Grundlage fiir eine Modellerweite-
rung benutzt. Anschliefend wurde tiber eine Variation der Parameter GnRH}/ , m5;*",
TLH . eine reduzierte LH Konzentration fiir einen Zeitraum von 40 Tagen beobachtet
und dies als Andstrus identfiziert. Es stellte sich nach 40 Tagen ein normales Zyklus-

verhalten ein.

In der Literatur gibt es kein eindeutiges Hormonprofil fiir Anostrus, da Anostrus
durch verschiedene Mechanismen hervorgerufen wird. Einige wurden bereits in Ab-
schnitt 2.1 aufgefiihrt. Einer Meinung ist man sich {iber das Fehlen beziehungsweise
die Reduzierung des LH Peaks, welcher fiir einen normalen Zyklus notwendig ist. Die
in der Puplikation von Peter et al. [32] vorgenommene Einteilung in vier verschiede-
ne Typen eignet sich zur Klassifizierung des beobachteten Typs. Die vier Typen nach
Peter et al. [32] sind in der Tabelle 19 kurz erldutert. Die umfangreichen Definitionen

konnen in [32] nachgelesen werden.

Typ | Beschreibung
Typ1 | Rekrutierung von Follikeln ohne Selektion, reduzierte LH Ausschiittung

Typ I | Rekrutierung, Selektion und Dominanz von Follikeln,

reduzierte LH Ausschiittung

Typ Il | Rekrutierung, Selektion und Dominanz von Follikeln,
Abwesenbheit eines Gelbkorpers, Zysten

Typ IV | verldangerte Lutealphase, Rekrutierung, Selektion

und Dominanz von Follikeln

Tab. 19: Klassifizierung der Anostrus-Typen nach [32].
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Da es in dem Modell keine Unterscheidung zwischen rekrutierten, selektierten und
dominanten Follikeln gibt, konnte das beobachtete Ergebnis sowohl als Typ I als auch
als Typ Il identifiziert werden.

Fazit 7.4

Die Wirkung von Glucose auf den Sexualzyklus kann als ,Alles oder nichts“-Effekt beschrieben
werden. Eine Erhohung der Glucosekonzentration auf annihernd das Dreifache hatte keine Auswir-
kung auf das normale Zyklusverhaletn. Der kritische Schwellwert, ab dem eine Wirkungsinderung
zu beobachten war, lag bei 0.46. Unter diesem Wert konnte in gewissen Intervallen Andstrus fiir
40 Tage beobachtet werden. Dieser wurde hervorgerufen durch eine geringe GnRH Konzentration,
welche eine geringe LH Konzentration nach sich zog. AufSerdem gab es einen zweiten Schwellwert,

unterhalb dessen sich nach einer Zeitspanne von 40 Tngen ein zweiwelliger Zyklus einstellte.

7.2.2. Szenarium 2.4

Induziert ein Senken der Insulinkonzentration Anostrus und lisst sich iiber eine plotzliche
Erhohung (z.B. 60%) wieder ein zyklisches Verhalten erreichen?

Die Parameter, die benotigt werden, um die Insulinkonzentration darzustellen, sind Tabelle
9 zu entnehmen. Die plotzliche Erhchung wird tiber Treppenfunktionen fiir die Parameter
im Modell verwirklicht. Fiir den Parameter mL!, , ist eine Treppenfunktion in Abbildung 45

dargestellt.
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Abb. 45: mk . fiir die erste Parameterkonstellation, bei Erth6hung von 0.888 auf 2.22 nach
40 Tagen.
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Die zu betrachtenden Parameter sind in Tabelle 20 gegeben.

Par. Nr. Symbol Ursprungswert

23 mbsH 0.293
25 mESH 0.396
27 mEH, 123
35 mEl 222
42 TEl 0.57
50 TEH, 0.413
76 k2, 2.19

Tab. 20: Parameter fiir das Szenarium 2.4. Angegeben sind die Parameternummern im Pro-
gramm, ihr Symbol in den Modellgleichungen und der Ursprungswert im Modell.

Die Ursprungswerte der Parameter entsprechen einer gesunden zyklischen Kuh mit norma-
ler Insulinkonzentration. Die restlichen Modellparameter wurden konstant gehalten. Hier-
bei ist unklar, ob Insulin gleich stark auf die verschiedenen Parameter Einfluss nimmt. Es
muss berticksichtigt werden, dass andere Mechanismen ebenfalls auf diese Parameter wir-
ken konnten. Aus diesem Grund wurden die Parameter unterschiedlich stark reduziert. Zu
beachten ist, dass die Parameter 712" und Tt erhoht werden mussten, um eine niedrige In-
sulinkonzentration darzustellen. Erhohtes Insulin steigert die Ansprechbarkeit der Follikel

auf LH und FSH und reduziert somit die Schwellwerte T2}, und T/ZL.

Von den in Tabelle 20 aufgefiihrten Parametern zeigten 72!, und THL den grofiten Einfluf
auf das zyklische Verhalten. Wahrend die anderen 5 Parameter auf ein Zwanzigstel redu-
ziert werden konnten, ohne die Ovulation zu stéren, wurde bei einer Versechsfachung der
Parameter T/2% und T}t keine Ovulation mehr beobachtet. Hierbei trat im Gegensatz zu
Szenarium 7.2.1 kein Anostrus tiber 40 Tage auf, sondern es lief$ sich eine dauerhafte Veran-
derung des Zyklusverhaltens beobachten.

Im Folgenden sollen zwei Parameterkonstellationen, welche eine niedrige Insulinkonzen-
tration reprasentieren, genauer behandelt werden. Es wird versucht, das verdnderte Zy-
klusverhalten tiber Treppenfunktionen fiir die Parameter wieder in einen normalen Zyklus
zu uberfiihren. Die erste gewdahlte Konstellation fiir die Parameter ist in Tabelle 21 gegeben.
Das simulierte Modellverhalten fiir diese Konstellation ohne dynamische Veranderung der
Parameter ist in Abbildung 46 dargestellt.

p(23) | p25) | p(27) | p@35) | p(42) | p(50) | p(76)
0.5%0.293 | 0.5*0.396 | 05123 | 04222 | 5.5°057 | 5.5*0.413 | 0.8°2.19

Tab. 21: Erste Parameterkonstellation.
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relative Level
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Abb. 46: Simulierte Modellkurven GnRHp;;, LHg;4, Foll und CL fiir die Parameterwerte aus
Tabelle 21 ohne dynamische Verdnderung der Parameter.
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(c) Dynamische Verdnderung der Parameter am Tag 40 (d) Dynamische Veranderung der Parameter am Tag
vom Wert in Tabelle 21 auf 4/5 ihres Ursprungswer- 40 vom Wert in Tabelle 21 auf ihren Ursprungswert.
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Abb. 47: Dynamische Verdnderungen (Treppenfunktionen) der Parameter am Tag 40 fiir
die Parameterkonstellation Tabelle 21. Dargestellt sind die simulierten Kurven fiir
GTIRHpit, LHBldr Foll und CL.

In dieser Konstellation ist die LH Freigabe durch Insulin reduziert. Die Zyklusldnge ent-
spricht ungefahr 30 Tagen und es kommt trotz verringerter LH Konzentration zu einer Ovu-
lation (siehe Abbildung 46). Desweiteren ist die letzte Follikelwelle auf Grund des reduzier-
ten LH Peaks erhoht und der Gelbkorper wird wegen des verldngerten Zyklus grofer.

In Abbildung 47 sind die Simulationsergebnisse fiir die verschiedenen Treppenfunktionen
gegeben. Wie deutlich zu erkennen ist, kehrt der Zyklus fiir die verschiedenen Treppen-
funktionen nach bereits 10 Tagen wieder in das normale zyklische Verhalten zurtick. Die
plotzliche Erhohung der Parameter zeigt nur in dem zweiten Peak von LH eine Abwei-
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chung von dem normalen Zyklus. Dieser erreicht allerdings die notwendige Hohe, um eine
Ovulation auszuldsen.

Im Weiteren soll eine zweite Parameterkonstellation untersucht werden (siehe Tabelle 22).

Die simulierte Ausgangsituation fiir diese Konstellation ist in Abbildung 48 gegeben.

p23) | p@5) | p27) | p(35) | p(42) | p(50) | p(76)
0.5*0.293 | 0.5*0.396 | 0.5*1.23 | 0.52.22 | 6*0.57 | 6*0.413 | 0.7°2.19

Tab. 22: Zweite Parameterkonstellation.
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Abb. 48: Simulierte Modellkurven GnRHpj;, LHg,;, Foll und CL fiir die Parameterwerte aus
Tabelle 22 ohne dynamische Verdnderung der Parameter.

In Abbildung 48 kann beobachtet werden, dass keine LH Peaks auftreten. Die LH Konzen-
tration sinkt auf den Wert 0.002 und die GnRH Konzentration wird Null. Die Follikelfunk-
tion weist kein Wellenverhalten auf und nimmt nach 20 Tagen einen konstanten Wert von
0.14 an. Der Gelbkorper, der durch die Anfangskonstellation wichst, wichst bis zum Tag
40 uneingeschréankt. Anschlieflend kommt es zu einem neuen zyklischen Verhalten (fiir den
Gelbkorper). Hierbei wird ein basales Level fiir die Gelbkorperfunktion beobachtet.

Erneut wird tiber den Einsatz der Treppenfunktionen fiir die Parameter versucht, dass ge-
storte Zyklusverhalten in einen normalen Zylus zu iiberfiihren. Die Ergebnisse sind in Ab-
bildung 49 gegeben.
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(a) Dynamische Veranderung der Parameter am Tag 30 vom Wert in Tabelle 22
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(b) Dynamische Verdnderung der Parameter am Tag 30 vom Wert in Tabelle 22
auf 3/4 ihres Ursprungswertes.
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(c) Dynamische Verdnderung der Parameter am Tag 30 vom Wert in Tabelle 22
auf 4/5 ihres Ursprungswertes.
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(d) Dynamische Veranderung der Parameter am Tag 30 vom Wert in Tabelle 22
auf ihren Ursprungswert.

Abb. 49: Dynamische Verdnderungen (Treppenfunktionen) der Parameterwerte aus Tabelle
22 an Tag 30. Dargestellt sind die simulierten Kurven fiir GnRHpj;, LHp;4, Foll und
CL.
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In Abbildung 49 ist zu erkennen, dass Treppenfunktionen fiir die Parameter nach ungefdhr
20 Tagen (Ausnahme Abbildung 49a) wieder zu einem normalen Zyklus fiihren. Hierbei
kann beobachtet werden, dass bei einer Erhohung auf die Ursprungswerte der normale Zy-
klus frither wieder aufgenommen wird als bei einer partiellen Erhohung der Werte. Inter-
essant ist, dass die LH Peaks bei der Aufnahme des normalen zyklischen Verhaltens vorerst
eine Hohe haben, die dem Doppelten ihrer normalen Hthe entspricht. Desweiteren wird
beobachtet, dass ein plotzliches Erhchen der Insulinkonzentration erst nach einer gewis-
sen Zeit zu einem normalen zyklischen Verhalten fiihrt. In den Abbildungen 49b, 49¢c und
49d kommt es in der Ubergangsphase von gestortem Zyklusverhalten zur Wiederaufnahme
des Zyklus fiir einen Zeitraum von 20 Tagen auf Grund der fehlenden LH Peaks zu keiner
Ovulation.

Diskussion Die schnelle Wiederaufnahme des Zyklus fiir die erste Parameterkonstellation
widerspricht den in vivo Beobachtungen. In Abschnitt 2.3.1 wurde herausgestellt, dass
es bei Realimentation in vivo zu einem allmé&hlichen Anstieg der Wachstumsrate des
dominanten Follikels kommt. Dies wird damit begriindet, dass die LH Konzentration
allméhlich zunimmt. Es kommt somit in vivo zu einer Wiederaufnahme des Zyklus
nach 54 + 9 Tagen [15].

Fiir die zweite Parameterkonstellation wurde mit dem Modell ein basales Level fiir
den Gelbkorper beobachtet. Dies wird in der Litatur als persistierender Gelbkorper
bezeichnet. Laut Peter et al. [32] wird dieser Fall als Anostrus Typ IV klassifiziert. Wie
in der ersten Parameterkonstellation kam es bereits nach 20 Tagen zu einer Wieder-
aufnahme des Zyklus. Dies widerspricht ebenfalls den in vivo Beobachtungen. Eine
Ausnahme stellte hierbei die Abbildung 49a dar, hier kam es bereits nach 3 Tagen zu
einer Ovulation. Im Weiteren wurde dann ein unregelméafliges Zyklusverhalten beob-

achtet. Erst nach 116 Tagen wurde der normale Zyklus wieder aufgenommen.

Es zeigte sich, dass sich tiber eine niedrige Insulinkonzentration Andstrus darstellen
lasst, welcher sich iiber eine Erhohung der Parameterwerte wieder in das normale Zy-
klusverhalten tiberfiihren liefs. Hierbei wurde allerdings festgestellt, dass die schnelle
Wiederaufnahme den in vivo Beobachtungen widerspricht. Der nédchste Schritt wire
deshalb zu betrachten, ob eine allmdhliche Verdnderung der Parameter ein besseres
Ergebnis liefert.

Fazit 7.5

Die Simulation einer verringerten Insulinkonzentration iiber das Senken und Erhohen der entspre-
chenden Parameter zeigte deutlich, dass Insulin im Modell einen starken Effekt auf die Follikelsen-
sitivitit gegeniiber FSH und LH hat. Ab einer bestimmten Hohe der beiden Parameter TEY, und T
bleiben sowohl die GnRH Konzentration als auch die LH Konzentration konstant niedrig. AufSerdem
ist eine niedrige Insulinkonzentration im Modell damit assoziiert, dass die Zykluslinge zunimmt. In
Folge einer Reduktion der Insulinkonzentration konnte Andstrus beobachtet werden. Die Mechanis-
men des Modells fiir die Zuriickbildung des Gelbkorpers kommen nicht zum Tragen, weshalb ein
persistierender Gelbkorper fiir die zweite Parameterkonstellation beobachtet wird.
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7.2.3. Szenarium 2.8

Darstellung der post-partum Periode in hochleistenden Milchkiihen durch niedrige Insulin- und
IGF-1 Konzentration. Fiihrt allmihliches Erhohen der Konzentration in verschiedenen Zeitfenstern
zur Wiederaufnahme des Zyklus?

Die zu betrachtenden Parameter fiir Insulin sind die gleichen wie in Szenarium 7.2.2. Dazu
kommt der Parameter m;¢?  fiir die IGF-I Konzentration in der Follikelfliissigkeit. Um eine
niedrige Insulinkonzentration darzustellen, wird die zweite Parameterkonstellation (Tabel-
le 22) gewahlt. Hinzukommt der Parameter mg} , der halbiert wurde, um eine niedrige
IGF - I Konzentration in der Follikelfltissigkeit zu simulieren. Die restlichen Modellpara-
meter wurden wihrend des Szenariums konstant gehalten. Das allmé&hliche Erhohen der
Konzentrationen wird tiber einen linearen Anstieg fiir alle betreffenden Parameter umge-

setzt.
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Abb. 50: m&f . fiir die Parameterkonstellation aus Tabelle 22 und 1/2+m!SE . Dargestellt ist

GnRH 1G fpia
ein linearer Anstieg des Parameters nach 40 Tage iiber einen Zeitraum von 50 Ta-
gen.

Dieses Szenarium stellt die Situation dar, in der untererndhrte Kiihe tiber eine Diét so gefiit-
tert werden, dass sich die zirkulierende Insulin- und IGF-I Konzentration erhoht. Hierbei
wird sich auf die Thesen 2.4, 2.5 und 2.6 aus Abschnitt 2.3.1 bezogen. Die Zeitfenster fiir
die Erhhung sind fiir das Szenarium beliebig gewéhlt, da sie als die unterschiedlichen Dia-
ten angesehen werden konnen. Laut Literatur erreicht Insulin wahrend der Realimentation
innerhalb von 30 Tagen normale Werte (siehe Abschnitt 2.3.1).

Die simulierten Ergebnisse fiir den linearen Anstieg der Parameter mit den Werten aus Ta-
belle 22 und 1/2+mig? —auf ihren Ursprungswert sind in Abbildung 51 gegeben. Es kann
beobachtet werden, dass ein allmihliches Erhohen der Konzentrationen fiir Insulin und
IGF-I in den verschiedenen Zeitfenstern zu einer erfolgreichen Wiederaufnahme des Zy-
klus fiihrt. Hierbei sei besonders auf Abbildung 51a hingewiesen. Dort wird im Vergleich
zu Abbildung 49d deutlich, dass ein allméhlicher Anstieg zu einer 10 Tage fritheren Wie-

deraufnahme des Zyklus fiihrt.
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(a) Linearer Anstieg der Parameter am Tag 30 innerhalb von 10 Tagen vom Wert
in Tabelle 22 und 1/2+m!GE  auf ihren Ursprungswert.
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(b) Linearer Anstieg der Parameter am Tag 30 innerhalb von 30 Tagen auf ihren
Ursprungswert.
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(c) Linearer Anstieg der Parameter am Tag 30 innerhalb von 50 Tagen auf ihren
Ursprungswert.
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(d) Linearer Anstieg der Parameter am Tag 30 innerhalb von 100 Tagen auf ihren
Ursprungswert.

Abb. 51: Linearer Anstieg der Parameter am Tag 30 innerhalb von verschiedenen Zeitfens-

tern. Dargestellt sind die simulierten Kurven fiir GnRHp;;, LHpyy, Foll, CL und
IGFgyy.
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Die Wiederaufnahme des Zyklus erfolgt generell nach 10 Tagen. Es ldsst sich dartiber hinaus
beobachten, dass die Hohe der ersten beiden LH Peaks variiert. In den Abbildungen 51c und
51d ist der erste LH Peak nur halb so hoch wie normalerweise. Im Vergleich zu Abbildung
48 kann beobachtet werden, dass die Reduzierung von IGF in der Follikelfliissigkeit keinen
grofien Einfluss auf das System nimmt.

Diskussion Bei in der Literatur beschriebenen in vivo Studien dauert es bis zur Wiederauf-
nahme des normalen Zyklus linger als im Modell. Dies konnte an dem Schwellwert
Tow! liegen. Ein Erhohen des Schwellwertes behob dieses Problem allerdings nicht.
Aus diesem Grund konnte versucht werden, eine oder zwei Modellgleichungen zu
verdndern, um die Wirkung von LH auf die Follikel zu verandern.

Fazit 7.6

Das allmiihliche Erhohen der Parameter fiihrt deutlich schneller zu einer Wiederaufnahme des Zyklus
als die plotzliche Erhohung. Trotz niedriger LH Peaks zu Beginn setzt der Zyklus nach 10 Tagen
unabhingig von der Steigung des linearen Anstiegs der Parameter ein.

Diskussion der Szenarien Zusammenfassend fiir die Szenarien kann Folgendes bemerkt
werden: Mit dem Modell konnte Andstrus nur in Anséatzen dargestellt werden. Es be-
steht die Moglichkeit, dass im Rahmen dieser Arbeit einige Mechanismen, die durch
die Nahrung beeinflusst werden, nicht identfiziert werden konnten. Auf Grund der
zeitlichen Einschrankung fiir diese Arbeit und der Vielfalt der Literatur musste eine
engere Auswahl getroffen werden. Ein weiteres Studium der metabolischen Einfluss-
faktoren auf den Sexualzyklus der Kuh ist notwendig, um die gefundenen Einfliisse
zu verifizieren und zu erweitern. Hierfiir konnten die Szenarien, die in dieser Arbeit

nicht umgesetzt wurden (Abschnitt 2.5), als Grundlage verwendet werden.

In Zukunft sollte versucht werden, die Ovulation genauer im Modell zu definieren.
Ein Ansatz wére, den Parameterwert 795 und den Hillkoeffizienten fiir die Hillfunk-
tion H;(LHpy) anzuheben. Dadurch kdame eine Anderung im Modell zustande und
somit miissten anschlieffend die Parameterwerte, auf welche die Hillfunktion eine
Auswirkung hat, neu geschitzt werden. In Folge dessen miissten wahrscheinlich die
Anfangswerte neu gesetzt werden.

Eine zweite Moglichkeit bietet die Ummodellierung der Follikelgleichung. Indem hier
die Follikelstufen ,rekrutiert” , ,selektiert “ und , dominant” je eine Gleichung erhiel-
ten, wiirde die Ovulation nur dann stattfinden konnen, wenn es dominante Follikel
gdbe und ausreichend LH vorhanden wire.

Idealerweise wiirden beide Varianten darauf hinausfiihren, dass bei bestimmter redu-
zierter LH Konzentration keine Ovulation stattfindet. Es kann trotzdem geschlossen
werden, dass das Modell eine gute Basis bietet, um Faktoren zu untersuchen, wel-
che von Nahrung und Hormoneinfliissen betroffen sind. Es konnte in Zukunft fiir das
Aufstellen von Didten und pharmakologischen Strategien verwendet werden, um die
Reproduktivitdt der Milchkuh zu steigern.

99



7. Experimente und Ergebnisse

7.3. Analyse des modifizierten Gesamtmodells

In diesem Abschnitt wird das Ergebnismodell unter den gleichen Aspekten wie das Ur-
sprungsmodell in Kapitel 5 betrachtet, sowie die Lipschitz-Stetigkeit und Stabilitit des neu-
en ODE Systems untersucht.
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Abb. 52: Flowchart des modifizierten Modells. Es sind die 17 Komponenten und ihre funk-
tionalen Wechselwirkungen untereinander (Pfeile) dargestellt. Stimulierende und
hemmende Effekte werden tiber + und - aufgezeigt, und das T steht fiir den
Schwellwert der dazugehorigen Hillfunktion.

In Abbildung 52 ist das Flowchart fiir das neue Modell dargestellt. Die Verdnderungen fiir
die neuen Gleichungen wurden in rot hinterlegten Kastchen mit blauen Pfeilen eingefiigt.
Der verianderte Pfeil von Ostradiol und Progesteron zur Verbindung zwischen GnRH Hy-
pothalamus und GnRH Pituitary ist schwach eingezeichnet.

Das neue Modell mit 17 gewohnlichen Differentialgleichungen und 68 Parametern simu-
liert erfolgreich drei Follikelwellen innerhalb von 21 Tagen. Bei Veranderung der Modellpa-
rameter kann das Modell ebenfalls einen Zyklus mit 2 Wellen reproduzieren. Im Vergleich
zu dem bisherigen Modell von [44] hat das erweiterte Modell lediglich 8 Parameter mehr.
Desweiteren sind die simulierten charakteristischen Verldufe der Hormone, mit Ausnahme
der verdnderten GnRHpyyp, Kurve, gleich.
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7. Experimente und Ergebnisse

Die innere Konsistenz des Modell bleibt weiterhin bestehen. Die Skalierung der neuen Kur-
ven kann durchgefiihrt werden. Es ist schwer zu beurteilen, ob die neuen Modellgleichun-
gen die Systemteile korrekt wiedergeben. Dies gilt besonders fiir die Kurve des IGF im Fol-
likel. AuSerdem konnte festgestellt werden, dass das Modell im Vergleich zu dem Modell
von [33] und [4] selbst bei geringer LH Konzentration ovuliert. Hierbei ist in der Litera-
tur nicht eindeutig beschrieben, ab wann eine reduzierte LH Konzentration nicht mehr zur
Ovulation fiihrt. Dennoch muss dieser Aspekt als negativer Punkt unter der Strukturgtiltig-
keit des Modells vermerkt werden.

Die gestellten Fragen konnten grofitenteils erfolgreich mit dem Modell beantwortet werden.
Es konnten Ubereinstimmungen mit experimentellen Beobachtungen hergestellt werden.
Verdnderungen in den Modellparametern, welche mit Nahrung in Verbindung gebracht
wurden, fiihrten auf ein anderes beziehungsweise gestortes Zyklusverhalten. Obwohl vie-
le der Voraussagen zu den Zyklus-Charakteristiken mit den in der Literatur beschriebenen
Beobachtungen konform gehen, miissen in Zukunft mit Hilfe von Messdaten und kleinen
Modellmodifizierungen die Moglichkeiten weiter validiert werden, atypisches Zyklusver-
halten zu modellieren.

Die Kritikpunkte aus Kapitel 5 konnten zum Teil aufgehoben werden. Im neuen Modell hat
LH einen Einfluss auf die Entwicklung des dominanten Follikels. Die basale Produktion
der Steroide wurde lediglich fiir E2 eingearbeitet, da die Notwendigkeit sich in Abschnitt
5.2 ergab. Die Authebung der moglichen Defizite des Modell war nicht Bestandteil dieser
Arbeit, weshalb die basale Konzentration von Progesteron nicht eingefiigt wurde. Aus die-
sem Grund konnte in zukiinftigen Arbeiten ein Schwerpunkt hierauf gesetzt werden. Dabei
bietet sich an, die einzelnen Follikelstadien in das Modell einzuarbeiten. Dies wiirde es dar-
iiber hinaus ermoglichen, eine gezieltere Wirkung von IGF-I auf die dominanten Follikel
zu modellieren, welche in dem erweiterten Modell noch Limitationen hat.
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7.3.1. Lipschitz-Stetigkeit des modifizierten ODE Systems

In diesem Abschnitt gilt es zu tiberpriifen, ob das modifizierte ODE System die Bedingung
fur die Lipschitz-Stetigkeit weiterhin erfiillt. Dabei gilt die Ausgangssituation von Abschnitt
5.1, wobei zu beachten ist, dass das ODE System nun 17 Spezien umfasst. Es gilt (t,1°) ¢
D cRxRY und y/(t) e C(D,R'7).

Sei

y(t) = ( GHRHHW,U(t),GnRHpit(t),FsHpit(t),FSHB[d(t),LHpit,LHB[d,FO”(t),CL(t),P4(t),Ez(t),Ii’lh(t),

Enz(1),0T(£),I0F(t), PGF(t),IGEz(),IGE(t) )| e C(I, RY)

dann ldsst sich das ODE System in die folgende kompakte Form bringen:

t _
conin (1 o | -H (o ()1 ()
Hypo

yi(t)

Vi (1) Hay (yo (£)) *H, (y10(8) 1 () ~CGurm2#y2 ()

y5(t) Hy (y11 (1)) = (bpsu+Hz (yo(t))+Hg (y10(£))+Hy (v2(1))) *y3(t)

yggtg (bp5H+H;(yg(t)>+Hg(ylo(t)>+(H7*<yz(t)))*m(t))—cpswut)

y5(t Hy (y10())+Hy (o (1))~ (brr+Hiy (y2(£)) ) #y5 (1)

ve(t) (bLa+Hi (2(8)) #ys (D) —cLp+y6 (1)

%; 3, (v6 (D) + A7y (va (1)~ (Hiy (yo (1)) + Hi3 (96 (1)) #y7 (1)

8 SFxHis(y6 (1)) #y7 (1) +Hiy (ys (1))~ His (y14(£)) #ys (1)
y'(t) = @((tt)) = P ey (D 2—cpaxyo (t) (E-2)

z}o(t) B2 xy7 (1) ~cpa#y10(F)

yi(f) P w7 ()2 =c oy (£)

V() Hys (v (1)) ~CEnz*y12(t)

yia(t) Hi7 (y10(8) #ys (1) ~cor*y13(t)

Yis(t) His(y15 (1) &1ys (1)) —cror *y14(t)

Yie(t) Hiy (y12(H)&1y13(t) ) ~cpcryi5 ()

o) Cr6rg1+Hs] (v9()&1y6 () ~Cicry,,2*y16(1)

Hyz (y16 (1)) #y7 () —cie*y17 (1)

Im Vergleich zu dem Ursprungsmodell A.1 wurden 5 Gleichungen modifiziert, wobei diese
vom gleichen Typ wie die Ursprungsgleichungen sind und lediglich neue Hillfunktionen
beziehungsweise weniger Hillfunktionen enthalten. In Abschnitt 5.1 wurde nachgewiesen,
dass die im Modell enthaltenen Hillfunktionen Lipschitz-stetig sind. Somit ist das ODE Sys-
tem E.2 Lipschitz-stetig, da alle seine Komponenten Lipschitz-stetig sind.

7.3.2. Stabilitat in den Anfangswerten

Anstelle einer exemplarischen Stabilitédtsanalyse, wie in Kapitel 5, soll in diesem Abschnitt
eine allgemeinere Stabilitdtsbetrachtung des periodischen Orbits durchgefiihrt werden.
Hierfiir werden im Folgenden die Floquet-Multiplikatoren und die Propagationsmatrix ein-
gefiihrt. Die Theorie hierfiir wurde zusammengetragen aus [12] und [50], die Notation wur-
de angepasst.
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7. Experimente und Ergebnisse

In Abschnitt 4.1 wurde die eindeutige Losung des Anfangswertproblem vy’ = f(t,y(t)),
y(t°) = y° mit Hilfe der Evolution umgeschrieben

0
y(t) = @y

Um nun die Storung des Zustands y zu betrachten, wird der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt s durch dy; gestort.

y(s) = y(s) +dys

Die linearisierte Zustandsstorung

y(t) = @(y(s) +dys) - P(y(s))

wird beschrieben durch
oy(t) = W(t,s)dys

mit der Jacobimatrix
W(t,s) = De®C;_go0,0 € R

Die Matrix W(t,s) wird Propagationsmatrix genannt. Sowohl die propagierte Storung als
auch die Propagationsmatrix W(t,s) sind Losung einer Differentialgleichung.

%W(t,s) = £, (1, @ POYW (L, 5) (E.3)

mit dem Anfangswert
W(S,S) = D§®S,S€|§:q}s,toy0 = I

Fiir die Zustandsstorung ergibt sich

5y = £, (t, 05y, Sy(s) =
y = fy(t, Py )dy, Sy(s) =ys

Die Eigenwerte von W(t,s) heiflen Floquet-Multiplikatoren und sind eindeutig bestimmt.
Hierbei gilt es zu beachten, dass die Losung y(t) sowie die Jacobimatrix T-periodisch sind.
Nach [50, 5.82] ist ein periodischer Orbit genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Floquet-
Multiplikatoren im Inneren des komplexen Einheitskreises liegen. Hierbei wird die Matrix
W(t,s) fiir den Zeitraum von s = 0 bis t = T betrachtet, wobei T die Periodenldnge ist. Im
Gegensatz zu anderen Stabilitdtsbetrachtungen in den Anfangswerten ldsst sich die Regu-

laritédt einer periodischen Losung mit Hilfe der Floquet-Multiplikatoren leicht nachweisen.

Fiir das modifizierte Modell wurden mit Hilfe von Mathematica und Matlab die Floquet-
Multiplikatoren berechnet (bov6e_JacNice.nb und bovée_floquet .min Ordner Stabi-
litdtsanalyseNeuesModell auf der CD). Hierzu wurden das Ursprungsmodell und E.3 zu-
sammen mit der Funktion ODE23s geltst. Das Ergebnis fiir die Eigenwerte der Propagati-
onsmatrix fiir die geschétzte Periodenldnge von T ~ 21 ist im Folgenden gegeben.
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~0.9176

M

1 | 04651
1 -0.0407
*/ \-0.0037

Lediglich 4 der 17 Eigenwerte sind deutlich verschieden von Null und wurden aufgefiihrt,
die restlichen As, ..., A17 nehmen betragsmaéfiige Werte < 10~* an und wurden deshalb nicht
dargestellt. Da |A;| < 1 Vi € {1,2,...,17} gilt, dass die periodische Losung stabil in den

Anfangswerten ist.
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8. Fazit

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, eine Erweiterung des Modells [3, 44] zu entwickeln,
die es ermoglicht, den Einfluss von metabolischen Faktoren auf den Sexualzyklus zu un-
tersuchen. Zu diesem Zweck wurden aus verdffentlichten, experimentell gewonnenen Er-
kenntnissen die Mechanismen identfiziert, welche die Einfliisse der Nahrung auf den Se-
xualzyklus vermitteln. Zwar konnten anhand der Literatur Glucose, Insulin und IGF-I als
die wichtigsten metabolischen Faktoren bestimmt werden, doch zeigte sich, dass lediglich
IGF-I als dynamische Grofie in das Modell eingeht.

In der Folge ergab sich, dass trotz des Einfiigens neuer Modellgleichungen in das Modell das
periodische Zyklusverhalten bestehen blieb. Motiviert durch die Absicht, das modifizierte
Modell so einfach wie moglich zu halten, wurden zwei Modellgleichungen des Modells von
[3,44] verandert. Aus diesem Grund umfasst die Modellerweiterung nur 8 Parameter mehr
und ist somit nicht viel komplexer als das Ursprungsmodell, wobei es gleichzeitig weder
die Bedingung fiir die Losbarkeit noch die Stabilitdt in den Anfangswerten einbiifst.

Was die Validierung des modifizierten Modells betrifft, so konnte anhand von Messdaten
aus [8] und [25] gezeigt werden, dass mit dem NLSCON die Modellkurven fiir IGFgj;, E2
und P4 an die Daten angepasst werden konnten. Indes konnte die IGF Kurve nicht {iber
Messwerte belegt werden. Daher wurden Szenarien simuliert, welche die Modellierung der
IGF Kurve verifizieren sollten. Zwar kann mittels der Szenarien darauf geschlossen werden,
dass es teilweise gelingt tiber die metabolischen Einflussfaktoren eine negative Energiebi-
lanz fiir untererndhrte Kiihe darzustellen, doch wurde beobachtet, dass eine Riickfithrung
in das periodische Zyklusverhalten im Vergleich zu in vivo Beobachtungen zu schnell von-

statten ging.

Andererseits musste festgestellt werden, dass auf Grund der bisherigen Modellzusammen-
hinge die Einflussnahme von IGF-I auf den Zyklus moglicherweise zu gering im Vergleich
zu der in der Literatur erwarteten Wirkung ist. Dartiber hinaus zeigte das Modell ein De-
fizit auf, denn es kam trotz (stark) reduzierter LH Konzentration zur Ovulation. Um die-
ses Defizit zu beheben, konnte im Modell die Hillfunktion H{;(LHp;;) bearbeitet sowie die
Modellierung der einzelnen Follikelstadien eingeftigt werden. Hierbei muss beachtet wer-
den, dass der zweite Ansatz deutlich zeitaufwéandiger und schwieriger ist, da zu diesem
Zweck neue Modellgleichungen entwickelt werden miissen. Die neuen Modellgleichungen
wiirden wiederum die Komplexitdt des Modells erhthen, sodass dann ebenfalls versucht
werden sollte die restlichen Modellgleichungen zu vereinfachen. So konnten in Zukunft die
Gleichungen fiir das GnRHpyy,, LHp; und FSHp;; aus dem Modell entfernt werden, da
diese einen geringen Einfluss auf das Zyklusverhalten haben, wie in Abschnitt 7.1.1 fiir das
GnRHpypo gezeigt wurde.
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8. Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die Modellierung und die damit verkniipften
Losungsalgorithmen zur Simulation und Parameteridentifikation eine wichtige Rolle in der
Systembiologie einnehmen. Modelle bieten die Moglichkeit, kostengtinstig Annahmen zu
testen. Insofern steht zu hoffen, dass sie in Zukunft darauf verwendet werden kénnen Dii-
ten und Futterregime zu entwickeln, die Ausmafi und Lénge der negativen Energiebilanz
der Kuh minimieren.
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Hier werden die enthaltenden Hillfunktionen und Parameter aus dem Ursprungsmodell
[44] aufgelistet.

l.1. Liste der Hillfunktionen

H (P4&E2) t= mpagees * (W (P4(t), Ty "™, 2) + ™ (E2(t), TGN, 2)
—h= (PA(H), TSN, 2) ™ (B2(8), Ty R, 2) )

Hy (P4) = mRH2 i (Pa(), THRH2,2)
H3 (E2) _ GnRHZ «ht (EZ(l’), ngnRH,2’5)

Hy (Inh) = mif,? ~ (1mn(e), TS, 5)
HZ (P4) = mpg « i+ (Pa(t), Th5H, 2)
Hg (E2) = mis™ « 1™ (E2(t), TE ", 2)

H; (GnRHpit) = mg gy + h* (G”RHPit(t) TéﬁgH,l)
H (E2) = mgg «h* (E2(), T§',2)
Hg (P4) := mpy <™ (P4(t), Tpy',2)
Hio(GnRHpy) = mEe p + i (GnRHpy (), TE: 11, 5)
H{y(FSHpia) = migy « h* (FSHpia (1), TEH (1), 2)
mit TEQ () = TEQ « 1 (Foll(t) Tt 2)
Hiy(P4) = mpy! < i+ (Pa(t), Ty, 5)
Hi3(LHgyg) = mg" « h* (LHBld(f) T, 2)

Hiy(CL) = m&f » 1" (CL(E), Tgf,z)

Hi5(IOF) := mighe « h* (I0F(£), TG, 5)
Hiy(P4) := m?ZZ +h* (P4(1), T53*,5)
Hi,(E2) = m®] «h* (EZ(t), e 2)

H{3(PGF&;CL) := m{%;&a « It (PG (1), THZE,5) « 1™ (CL(1), TEF, 10)
Hiy(Enz&iOT) = mpShor « I (Enz(t), ThGF,5) + i (OT(t), TESF, 2)
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.2. Parameterwerte

Die Notation [-] steht fiir die Einheit des Stoffes. Typische Einheiten sind [FSH] = [LH] =
j, [P4] = ngfml und [E2] = pg/ml. t steht fir die Zeit und [t] = Tage. Die Tabelle 23 ist
entnommen aus [44].

Tab. 23: Auflistung der Parameter mit Wert und Einheit. Die Nummerierung ist an die Num-
merierung im Programm angelehnt.

Par. Nr. Symbol ~ Wert Einheit

1 GnRHYys, 16 [GnRHpypo]
2 cGnrH1 275 [GnRHypo )t
3 mpygpr  2.05 /11

4 ToRL0.0972 [E2]

5 TSR 035 [P4]

6 e )| /14

7 TSR 0.252 [P4]

8 mSrRE2 099 [GnRHpit]/[GnRHyyypo]
9 TERE2 0,648 [E2]

10 cGnrH2 ~ 1.63 /1t

21 mbSH 421 [FSHI/[1
22 TESH 0118 [Inh]

30 brsy 0.948 1[4

23 mESH 0.293 1[4

24 TESH 0.152 [P4]

25 mESH 0.396 1[4

26 TEH 0.312 [E2]

27 mESH 123 1[4

28 TESH 0.0708 [GnRHpy]
29 CFSH 2.73 /14

31 mEH 0.376 (LH]/[g]

32 TLEH 0.243 [E2]

33 mbkH 2.71 [LH]/[y

34 TLH 0.0269 [P4]

37 bLy 0.0141 1[4

Fortsetzung siehe niichste Seite
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Tab. 23 — Fortsetzung der Tnbelle

35 mEe, 222 /14

36 TLH Y 0.69 [GnRHpy]
38 CLH 12.0 /14

41 mEdl 0562 [Folll/[¢]
42 TE! 0.57 [FSH]
43 TESH 022 [Foll]
45 mEgl! 1.1 1/

46 TEell 0.126 [P4]

47 mOul 349 /[

48 TOo 0.171 [LH]

56 myShor 5391 [PGFI/[4
57 TESE 1.43 [Enz]
58 TEEE 1.087 [OT]

59 CPGE 1.23 /14

62 SF 0.2 [CL1/[y
63 m&h 0.0353 [CLI/[¢
64 TEE 0.1 [CL]

65 mShe 41.39 1/[g

66 Tk 1.32 [IOF]

71 2] 2.25 [P41/[CLP 1
72 Cp4 1.41 1/

76 cE2, 2.19 [E21/[Folll*/jy)
77 CE 1.23 /14

81 chih, 141 [inh]/[Foll /g
82 Crnh 0.475 /11

86 mby* 358 [Enz]/[q
87 TH* 0.77 [P4]

89 CEnz 2.98 1/11]

91 mT 1.59 [OTI/[CLP /g
92 ToT 0.143 [E2]

Fortsetzung siehe nichste Seite
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Tab. 23 — Fortsetzung der Tabelle

94
95
96
97
98

cor
IOF
MpGrecL
IOF
Tocr

IOF
TCL

CIOF

0.644
39.68
1.22
0.6
0.298

/11
[OF1/[¢]
[PGF]
[CL]
/14
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III. Thesen

lll. Thesen

zur Diplomarbeit ,Mathematische Modellierung metabolischer Einflussfaktoren auf den
Milchkuhzyklus “ von Jane Knochel

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, eine Erweiterung des Modells [3, 44] zu entwi-
ckeln, die es ermoglicht, den Einfluss von metabolischen Faktoren auf den Sexualzy-
klus zu untersuchen. Zu diesem Zweck wurden aus veroffentlichten, experimentell
gewonnenen Erkenntnissen die Mechanismen identfiziert, welche die Einfliisse der
Nahrung auf den Sexualzyklus vermitteln.

Die Bedeutung der Modellerweiterung sollte mit Hilfe der Literatur {iberzeugend il-
lustriert und belegt werden.

Zwar konnten anhand der Literatur Glucose, Insulin und IGF-I als die wichtigsten
metabolischen Faktoren bestimmt werden, doch zeigte sich, dass lediglich IGF-I als
dynamische Grofe in das Modell eingeht.

Zur Simulation und Parameteridentifikation wurden zwei Methoden motiviert und
aufgefiihrt. Hierbei wurde auf die Konvergenztheorie der Optimierungsmethode na-
her eingegangen.

Eine Modellerweiterung wurde implementiert und erldutert. Es konnte gezeigt wer-

den, dass das erweiterte Modell Lipschitz-stetig und stabil in den Anfangswerten ist.

Es konnte anhand von Messdaten aus [8] und [25] gezeigt werden, dass mit dem
NLSCON die Modellkurven fiir IGFgjy, E2 und P4 an die Daten angepasst werden
konnten.

Es gelang mittels Szenarien mit dem erweiterten Modell teilweise {iber die metaboli-
schen Einflussfaktoren eine negative Energiebilanz fiir unterernihrte Kiihe darzustel-
len, doch wurde beobachtet, dass eine Riickfiihrung in das periodische Zyklusverhal-

ten im Vergleich zu in vivo Beobachtungen zu schnell vonstatten ging.

Auf Grund der bisherigen Modellzusammenhédnge war die Einflussnahme von IGF-I
auf den Zyklus moglicherweise zu gering im Vergleich zu der in der Literatur erwar-

teten Wirkung.

Das Modell zeigte ein Defizit auf, denn es kam trotz (stark) reduzierter LH Konzentra-
tion zur Ovulation. Um dieses Defizit zu beheben, konnte im Modell die Hillfunktion
H{;(LHp,4) bearbeitet sowie die Modellierung der einzelnen Follikelstadien eingefiigt
werden.

Insgesamt wurde gezeigt, dass die Modellierung und die damit verkniipften Losungs-
algorithmen zur Simulation und Parameteridentifikation eine wichtige Rolle in der
Systembiologie einnehmen. Modelle bieten die Moglichkeit, kostengtinstig Annah-
men zu testen. Insofern steht zu hoffen, dass sie in Zukunft darauf verwendet werden
konnen Didten und Futterregime zu entwickeln, die Ausmafd und Lange der negativen

Energiebilanz der Kuh minimieren.
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