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Der Schnellste Weg zum Ziel
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Zusammenfassung. Wir geben eine Einfithrung in die Mathematik von und mit Wegen.
Nicht auf dem kiirzesten, aber auf einem hoffentlich kurzweiligen Weg!

Schliisselworte. Kiirzeste Wege, Kombinatorische Optimierung, Operations Research
Mathematics Subject Classification (1991). 90C10

1 Historische Ouvertiire

Das Thema “Wege” weckt Assoziationen zu Strafien, Transport, Verkehr ... und Mathematik!
Hier sind vier Beispiele.

Das Koénigsberger Briickenproblem. Der Mathematiker, Physiker und Astronom Leon-
hard Euler (1707-1783) studierte im Jahr 1736 diese einfache und doch geheimnisvolle Skizze:

Figur 1: Das Ko&nigsberger Briickenproblem.

a8 YProblem, da8 siemlidy befannt fein foll, war folgended: Ju Kadnigsberg in Preufen ift eine Infel A, genannt
Hoer Kneiphof, und der Flu, der fie umfliet, teilt fidy in givei Arme, wie died aud Fig. 1 erfidhtlidy ift. Uber
5 die Arme diefe8 Flufed fiibren fieben Briiden a, b, ¢, d, e, f und g. Nun wurde gefragt, ob jemand
4, feinen Spagiergang fo einvidten fonne, dof er jede diefer BDriiden einmal und nidyt mebhr al3 einmal fiberfdreite.
€8 murde mir gefagt, daf einige diefe Mdglicheit verneinen, anbere daran jweifeln, daf aber niemand fie erhdrte. Hieraus
bildete iy mir folgendes hidft allgemeine Problem: Wie audy die Geftalt ded8 Flufed und feine Verteilung in Arme, fowie die
Anzabl der Briiden ift, ju finden, b e8 mdglidy fei, jede Briide genou einmal ju diberfdreiten oder nidt.




Das war das Kdnigsberger Briickenproblem. Das Problem war héchst ungewohnlich! Es war
zweifellos mathematischer Natur, und doch so beschaffen, daf ¢8 weber die Detimmung einer Grige
erforderte, nody eine Ldfung mit Hilfe ded8 OGrogentalfiild geftattete. Geometria situs, Geometrie der Lage,
nennt Euler (der den Begriff einem Brief von Leibniz aus dem Jahre 1679 entnimmt) diese
neue Mathematik ohne Zahlen, in der Grée und Form keine Rolle spielen, sondern nur die
Struktur der Anordnung.

Figur 2: Der 1. Graph. Figur 3: Konigsberg 1736. Figur 4: L. Euler.

Eulers erster Schritt in das unbekannte Gebiet war eine geniale Abstraktion. Aus der Karte in
Fig. 1 hatte er das Diagramm in Fig. 2 gebildet. In diesem Graphen hatten sich die Inseln und
Briicken in formlose Knoten und Kanten verwandelt. Bei der Betrachtung dieser Darstellung
bemerkte Euler, dal die Anzahl der Kanten, die in einen Knoten fithren, der Grad, eine
wichtige Rolle spielte. Diese Grofle war der Schliissel zur Losung nicht nur des Kénigsberger,
sondern iiberhaupt aller Briickenprobleme durch zwei wunderbare Resultate:

1.1 Theorem Die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.

1.2 Theorem FEinen Spaziergang, der jede Kante genau einmal benutzt, gibt es genau dann,
wenn hochstens zwei Knoten ungeraden Grad haben.

Diese Sétze waren die ersten Beitrige zur Topologie, wie die Geometrie der Lage heute heifit,
genauer gesagt zur (topologischen) Graphentheorie.

Die hochste Ehre, die es in der Mathematik gibt, ist die Benennung einer Entdeckung nach
einer Person. Euler ist wahrscheinlich der in dieser Hinsicht beriihmteste Mathematiker aller
Zeiten. Die Bezeichung Fulertour fiir Spazierginge in Graphen, die jede Kante genau einmal
verwenden, ist eine dieser Referenzen, mit denen die Mathematiker noch heute die Arbeit
Eulers wiirdigen.

Es bleibt die Frage an Sie, lieber Leser: Gibt es nun eine Eulertour {iber die Konigsberger
Briicken oder nicht? Mit Eulers Hilfe gelingt Thnen die Antwort sicherlich!

Das Hamiltonsche Kreisproblem. Genau 120 Jahre spiter erfand der irische Mathe-
matiker Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) das auf den ersten Blick sehr dhnliche
“Ikosaederspiel” in Fig. 7. In dem Graphen in Fig. 5, dessen Knoten Orte wie Briissel, Can-
ton, Delhi bis Zanzibar darstellten, sollte der Spieler eine (zyklische) Rundreise bestimmen,
die jeden Ort genau einmal besucht. Versuchen Sie es einmal! Probieren Sie auch die “Bie-
nenwabe” in Fig. 6 daneben, die etwa gleichzeitig von Hamiltons englischem Kollegen Thomas
Penyngton Kirkman (1806-1895) erfunden wurde. Sie werden einen Unterschied feststellen!



Figur 5: Graph zum Ikosaederspiel. Figur 6: Die “Bienenwabe”.

Rundreisen in Graphen nennt man Hamiltonkreise, und die Frage, ob ein Graph eine solche
zuldft, ist das Hamiltonsche Kreisproblem (Hamiltonian Circuit Problem, kurz: HCP). Das
Erstaunliche am HCP ist Folgendes: Obwohl das Problem beinahe wie das Briickenproblem
aussieht, gibt es keine vergleichbare Losungsmethode. Alle bekannten Verfahren miissen sich
im schlimmsten Fall damit retten, alle Moglichkeiten durch Enumeration auszuprobieren.
Der verbliiffende Grund dafiir ist, dafl es hochstwahrscheinlich nicht besser geht! Die Kom-
plezititstheorie zeigt, dafl das HCP zur Klasse der NP-vollstindigen Probleme gehort, die in
einem mathematisch prézisierbaren Sinne schwierig sind. Ein endgiiltiger Beweis fiir die Un-
vermeidbarkeit der Enumeration bei A/P-vollstindigen Problemen ist allerdings trotz grofier
Forschungsanstrengungen bisher nicht erbracht.

Figur 7: Das Ikosaederspiel. Figur 8: W.R. Hamilton. Figur 9: T.P. Kirkman.

Fiir spezielle Graphen kann man mehr tun und besondere Algorithmen entwickeln. Hamilton
wuflte fiir sein Ikosaederspiel eine Losungsmethode, bei der er sogar die Anfangsstiddte vor-
schreiben konnte. Trotzdem war sein Spiel ein Ladenhiiter. Das war allerdings kein Wunder.
Allein der Beginn der Anleitung, in der Hamilton erklirt, warum sein Ikosaederspiel auf ei-
nem Dodekaeder stattfindet (siche Fig. 10), kann einem die Spielfreude verderben. Hamilton
verstand etwas von Mathematik, aber offensichtlich nichts von Marketing!
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Figur 10: Die Platonischen Korper: Tetraeder, Kubus, Oktaeder, Tkosaeder, Dodekaeder.

Das Problem des Handlungsreisenden. Eine Optimierungsvariante des HCPs ist das
Problem des Handlungsreisenden (Travelling Salesman Problem, kurz: TSP). In einem woll-
standigen Graphen (Graph mit allen denkbaren Kanten), dessen Kanten Ldngen haben, ist
die kiirzeste Rundreise gefragt. Niitzlich fiir Handlungsreisende und Bohrautomaten, doch
am wichtigsten ist das TSP als das Benchmarkproblem der kombinatorischen Optimierung.

Im Gegensatz zum HCP liegt die Schwierigkeit beim TSP nicht im Finden einer Rundreise:
In einem vollsténdigen Graphen mit n Knoten stehen (n — 1)! Rundreisen zur Auswahl.
Fig. 11 deutet die wahren Probleme an. Man kann jedes HCP (hier die Bienenwabe) in ein
TSP verwandeln: Eine Rundreise der Lange 0 gibt es genau dann, wenn das Ausgangs-HCP
einen Hamiltonkreis zulidfit. Diese Problemtransformation zeigt, dafl das TSP NP-schwer ist.
(NP-vollstiindige Optimierungsprobleme nennt man A/P-schwer.)

# Stadte_

14000
Applegate et al. (1998) - 13000
Applegate et al. (1998) i }%888
Applegate et al. (1993) L 10000
Applegate et al. (1991) L 9000
Padberg & Rinaldi (1991) - 8000
Grotschel & Holland (1991) i 2888
Padberg & Rinaldi (1987) L 5000
Crowder & Padberg (1980) L 4000
Grotschel (1977) - 3000
Dantzig at al. (1954) - 2000
l - 1000
. Jahr o= T T
Léngen: 1 0 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Figur 11: Das HCP als TSP. Figur 12: TSP Weltrekorde.

NP-schwer heifit trotzdem nicht, daf§ Trivialenumeration die einzige Losungsmoglichkeit ist.
Eine Idee ist, Enumeration mit empirisch effizienten Techniken zu kombinieren, die in der
Praxis bei Problemen bis zu einer gewissen Gréfle zu ertriiglichen Laufzeiten fithren. Branch
& Bound, Branch & Cut und Branch & Price sind die Hauptvertreter dieser Linie von Al-
gorithmen. “Branch” steht fiir Enumeration, “Bound”, “Cut” und “Price” fiir verschiedene
Beschleunigungstechniken. Nur getunte Enumeration? Komplexitétstheoretisch ja, und doch
unendlich wertvoll im konkreten Einzelfall. Fig. 12 zeigt die Entwicklung beim TSP. 1991
war die 666-Stiddte-Reise in Fig. 13 die Grenze des Moglichen. Heute kann man dieses Pro-
blem in 260 Sekunden 16sen, und der Weltrekord, gehalten von dem vierképfigen Team David
Applegate, Bob Bixby, Bill Cook und Vasék Chviatal, steht bei 13.509 Stidten! Gegeniiber



dem 666-Stiidte-Problem sind das 20x mehr Stidte, 412x mehr Kanten und 10%8342x mehr
Rundreisen! Der algorithmische Fortschritt (bereinigt um die 40-fache Steigerung der Rechen-
leistung, die sich nach dem Mooreschen Gesetz seit 15 Jahren alle 18 Monate verdoppelt) ist
natiirlich schwer zu quantifizieren. Eins 148t sich aber nicht abstreiten: Branch & Co ist mehr
als Trivialenumeration.

Eine Alternative zu diesen exakten Verfahren ist, statt der besten auch “gute” Losungen
zu akzeptieren, die vom (unbekannten!) Optimum nicht mehr als einen vorher festgelegten
Prozentsatz abweichen. Gibt es schnelle approzimative Algorithmen mit solchen Giitegaran-
tien fiir NP-vollstéindige Probleme? Manchmal ja! Fiir euklidische TSPs mit geographischen
Kantenlingen (ein N’P-schweres Problem) hat der in Berkeley lehrende indische Mathemati-
ker Sanjeev Arora im Jahre 1996 eine solche Methode entdeckt, bei der sich die Giite sogar
beliebig einstellen 1a8t. Fiir allgemeine (nicht-euklidische) TSPs kann man beweisen, dafl es
ein solches Verfahren nicht geben kann.

Figur 13: Die kiirzeste Reise um die Welt.

Das Kiirzeste-Wege-Problem. Das ilteste uns bekannte Wegeproblem kommt aus einer
klassischen Quelle: Friedrich Schillers (1759-1805) Schauspiel “Wilhelm Tell”. Denn dieser
konnte bereits 1291 nicht nur gut schieen, sondern auch optimieren. Und nur mit dieser
Kombination konnte er die Schweiz befreien! Tell befindet sich nach dem Apfelschuff am Ufer
des Vierwaldstéitter Sees unweit des Ortes Altdorf. Unbedingt mufl er vor dem Reichsvogt
Hermann GeBler die Hohle Gasse in Kiifinacht erreichen, siehe Fig. 15. Schiller berichtet:

Tell. Rennt mir den nddyten Weg nady Acth und Kiifnadt.
Fischer. Die offne Strafe sieht fidy fiber Steinen,

Dody einen tiirgern Weg und heimlidern

Kann Eudy mein Knabe fiber Lowery flihren.
Tell (gibt ihm die Hand). ®ott (obn Eudy Eure Guitat. Lebet wobhl.



O

Lowerz/C

0O

Vierwaldstatter See

Figur 14: F. Schiller. Figur 15: Vierwaldstatter See. Figur 16: W. Tell.

Tell 16st in dieser Szene offensichtlich ein graphentheoretisches Optimierungsproblem. In
einem Graphen (Wegenetz am Vierwaldstéitter See) mit Kantenlingen (Reisezeit) soll der
kiirzeste Weg zwischen zwei vorgegebenen Punkten (Altdorf und Kiifinacht) bestimmt wer-
den. Das ist das Kiirzeste- Wege-Problem (Single Source Shortest Path [Problem], kurz: SSSP,
das zweite P wird weggelassen). Tell behandelt sogar eine kompliziertere Variante mit einer
zusétzlichen Nebenbedingung: Die Summe von “Verhaftungskoeffizienten” mufl unterhalb ei-
nes sicheren Grenzwertes bleiben. Literatur und Mathematik — keineswegs ein Gegensatz!

*

Wegeprobleme treten iiberall im Zusammenhang mit Netzwerken auf: Bei der Routen- und
Personalplanung, in der Logistik, im Projektmanagement, beim Entwurf von integrierten
Schaltungen und in der Telekommunikation beim Netzentwurf, beim Routing von Telefonge-
sprichen und Daten etc. Mathematik kann helfen, Kosten zu verringern, Qualitéit zu erhhen
und Planung zu beschleunigen.

Einige Fragen, Methoden und Méglichkeiten der mathematischen Behandlung von Wegepro-
blemen wollen wir in diesem Artikel beleuchten. Die Beispiele der Fahrgastinformation im
offentlichen Nahverkehr und der Fahrzeugeinsatzplanung in Anrufsammeltaxisystemen bilden
die Grundlage unserer Darstellung. Den Auftakt macht das fundamentale Kiirzeste-Wege-
Problem und seine Behandlung. Zum gleichzeitigen Planen von mehreren Wegen in der Fahr-
zeugeinsatzplanung muf} schweres Branch & Price-Geschiitz aufgefahren werden. Kiirzeste
Wege spielen dort eine wichtige Rolle. Am Ende stehen ein Blick auf das planerische Um-
feld, Auflésungen im Text gestellter Fragen und Hinweise auf weiterfithrende Literatur. Viel
Vergniigen auf Threm Weg durch die Mathematik der Wege!

2 Kombinatorik der Kiirzesten Wege

2.1 Nahverkehr und Graphentheorie

Ein Kiirzeste-Wege-Problem, das jeder kennt, ist die Wahl des Fahrtweges im Nahverkehr.
Fig. 17 zeigt das Beispiel des Berliner Schnellbahnnetzes (U- und S-Bahn). 306 Stationen
und 445 Strecken machen die Entscheidung nicht immer leicht.




Figur 17: Das Schnellbahnnetz von Berlin.

Figur 18: Reduziertes Schnellbahnnetz.
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Was soll optimiert werden: Zeit, Strecke, Umsteigen, Preis? Wir betrachten ein Modell.

2.1 Definition (Kiirzeste-Wege Problem (SSSP))

Gegeben: Graph G = (V, E) (Knotenmenge V, Kantenmenge E)
Nichtnegative Lingen oder Gewichte wy,, fiir alle Kanten wv € E
Zwei Knoten s und t

Gesucht:  FEin kiirzester Weg von s nach t in G

Der Vorteil dieser Abstraktion ist, dafl die Problemdaten eine beliebige Interpretation zulassen.
Die Kantenldngen kénnen Preise, Strecken, Zeiten etc. sein, der Mathematik ist das einerlei.
Die Vielseitigkeit des Modells geht aber noch sehr viel weiter. Durch geschickte Variation der
Langen und Manipulation der Struktur lassen sich ndmlich auch viele Problemvarianten auf
das Grundmodell zuriickfithren. Wir geben drei Beispiele fiir solche Modellierungstricks.

Fahrpreisminimierung in Wabensystemen. Viele Verkehrsbetriebe verwenden Tarife,
bei denen in jeder neuen Wabe eine Zuzahlung fillig wird. Fig. 19 zeigt eine Kantenbe-
wertung fiir konstante (immer gleiche) Aufzahlungen. Praxisndher sind sicher abnehmende
Grenzpreise; auf diesen Fall werden wir in Abschnitt 2.3 eingehen.

Knotengewichte. Gewichte (Kosten, Preise) an den Knoten kann man auf die Kanten
“umlegen”. Die Formeln dazu sind in Fig 20 angedeutet (mit Spezialbehandlung fiir Start
und Ziel).

Umsteigen. Fig. 21 zeigt als Beispiel fiir eine strukturelle Transformation eine Behandlung
von Umsteigezeiten auf Bahnhofen mit sich kreuzenden Linien.

Figur 19: Wabentarif. Figur 20: Knotengewichte. Figur 21: Umsteigen.

Bei aller Begeisterung fiir solche Techniken gilt: Beim Modellieren ist weniger oft mehr.
Es ist weder sinnvoll noch notwendig, jedes unbedeutende Detail auszu-x-en. Oft setzt die
Verfiigbarkeit von Daten engere Grenzen als die Leistungskraft der Algorithmen!

Wir bleiben beim Einfachen und “vervollstéindigen” das Schnellbahnbeispiel, indem wir jeder
Kante in Fig. 17 die Linge 1 zuweisen. Die Linge eines Weges ist dann die Anzahl der
durchfahrenen Strecken. Der durch == markierte Weg in Fig. 17 vom Alexanderplatz nach
Dahlem-Dorf (Standort des Konrad-Zuse-Zentrums) hat z. B. eine Linge von 15 (Kanten).

Solche Weglingenbestimmungen kann man mit geringem Aufwand sehr vereinfachen. Fig. 18
zeigt, wie man durch Zusammenlegen von Streckenfolgen ohne Umsteigemoglichkeit zu Kan-
ten mit entsprechender Linge (eine neue Kante der Linge k entspricht &k alten Kanten) eine
wesentliche Reduktion der Problemgrofle auf 80 Knoten und 122 Kanten erzielt.



Der Preis fiir dieses Preprocessing ist, dafl man kiirzeste Wege nur noch zwischen den End-
und Kreuzungspunkten von Linien direkt berechnen kann. Daraus ergeben sich aber leicht
alle kiirzesten Wege mit Hilfe einiger Fallunterscheidungen. (Der Weg von und zu einem
Knoten zwischen zwei Umsteige-/ Endknoten A und B verlduft entweder iiber A oder iiber
B. Das gleiche gilt fiir das andere Ende mit Knoten C und D. Es ergeben sich vier Fille AC,
AD, BC und BD.)

Die Reduktion 148t sich noch weitertreiben. Man kann die grau/gestrichelt gezeichneten
Bdume in Fig. 18 eliminieren, in denen man keine Wahl hat. Man kann den Graphen an
dem schwarzen Artikulationsknoten auseinandernehmen. Usw. Irgendwo beginnt schlieflich
der Overkill, bei dem der Aufwand fiir Rechnung und Implementation(!) den Nutzen iiber-
steigt. Trotzdem gilt: Die richtige Dosis Preprocessing ist ein Muf}, wenn man praktische
Optimierungsprobleme l6sen will.

2.2 Auf den Spuren des Zufalls

Der einfachste Ansatz zur Bestimmung eines kiirzesten Weges ist Enumeration. Doch welcher
Verkehrsbetrieb wiirde seinen Fahrgisten diesen Rat geben! Die Anzahl der Wege ist zu grof.
Wie grof8? Das wollen wir nun herausfinden. Eine Formel fiir die genaue Wegezahl in einem
beliebigen Graphen gibt es leider nicht. Diese Frage ist zu komplex. Erstaunlicherweise gibt
es aber eine Formel fiir die “ungefihre Anzahl der Wege in einem durchschnittliche Graphen
mit n Knoten”.

Eine einfache Methode, einen “durchschnittlichen” Graphen durch Miinzwiirfe zu erzeugen,
zeigt Fig. 22: Fiir jede der (n?2 —n)/2 moglichen Kanten wird ein Euro geworfen. Zahl zeichnet
die Kante, Adler verwirft sie. (Wir werfen “deutsche Euros” mit Adlern.) Es entsteht eine
Realisierung des Zufallsgraphen G, auf n Knoten. Jede Realisierung enthilt zwar andere
Kanten, aber im Durchschnitt weifl man iiber diese Graphen eine Menge. Z.B. hat G, eine
erwartete Anzahl von (n?—n)/4 Kanten, die Hilfte der méglichen, denn jede einzelne existiert
mit Wahrscheinlichkeit 1/2.

/, "\ n
¢ FS T TED B f(n)

1090.000 i
0 1080000
Vs 70.000
1 /"Pc ].O
ﬁ — 1060.000 i
2 @1{# (Q 1050.000 _
Yo\ 40.000 |
3 |14 |(69 |(69: 10
'}% g% 9 = 1030-000 4
4 (Q 16| 16| 14 1020-000 ]
0o 1 2 3 4 5 10' 102 10% 10* 10° 106 107
Figur 22: Ein Zufallsgraph entsteht. Figur 23: Kombinatorische Explosion.
g



Ahnlich kann man die erwartete Anzahl an Wegen in G,, zwischen zwei zufillig gewihlten
Knoten s und ¢ berechnen. Betrachten wir einmal nur die lingstméglichen (s, t)-Wege. Diese
haben n—1 Kanten. Es gibt (n—2)! solche Wege, einen fiir jede Anordnung der n—2 “inneren”
Knoten. Doch nicht alle diese Wege existieren in jeder Realisierung des Zufallsgraphen G,,.
Die erste Kante existiert in 1/2 der Fille, die erste und die zweite in 1/4 der Félle, usw. Alle
n — 1 Kanten existieren in 1/2"~! der Fille. Im Durchschnitt kann man

-1~ on1 p(p—1)  2»1 p(n—1)

(n—2)! n! 1 _n"e” 27 ( n )n*2 n?y/2mn ( n )R*Q vn
2

L vem
2e 2n(n — 1)e? 2e e

(s,t)-Wege der Linge n — 1 erwarten, wobei der relative Fehler der Approximation durch die
Stirlingformel

nl = n"e "V2mn
fiir n > 10 kleiner als 1% ist. Mit etwas mehr Algebra kann man die erwartete Anzahl E[p,, ,|
aller (s,t)-Wege in G,, wie folgt abschitzen:

n—2
E[Pn,p]“(%) -e'/P7% . p- 21

wobei p die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Kanten ist (beim Miinzwurfist p = 1/2).
Alle diese Anzahlen haben eine Gréfenordnung von mehr als (cn)™ 2 (c eine Konstante).
Fig. 23 zeigt auf einer doppelt logarithmischen Skala das enorme Wachstum solcher Funk-
tionen. Schon in unserem kleinen Schnellbahnbeispiel mit nur 336 Knoten und Kantenwahr-
scheinlichkeit p = 445/ &5336 = 0.008 sind nicht weniger als E[ps360.008] = 1.977 - 10°
Wege zu erwarten! Dieses Wachstumsphidnomen ist bekannt als Kombinatorische Explosi-
on. Entkommen kann man ihr nicht. Der Ausweg besteht darin, den riesigen Ldsungsraum
zielgerichtet zu durchsuchen. Euler hat das seinerzeit sofort erkannt:

% 08 b8 Kdnigsberger Problem von den fieben Driiden betrifit, fo finnte man 8 [(dfen durdy eine genaue
(/ Aufzdblung aller Gdnge, die mdglidy find; denn dann wiifte man, ob einer derfelben der Bedingung geniigt
oer feiner. Oiefe LifungBart ift aber wegen der grogen Jobl von Kombinationen su milhfam und fdhwierig,
und gudem Ednnte fie in anbern Fragen, wo nody viel mehr Briiden vorbanden find, gar nidt mehr angewendet
werden. Wiirde die Unterfudyung in der eben ermdhnten Weife gefiihrt, fo wiirde Vieled gefunden, wonady gar nidyt gefragt
war; died ift pweifellod der Grund, warum diefer Weg fo befdymwerlidy wire. Darum haben idy diefe Methode fallengelafen
unb eine andere gefudst, die nur fo weit reidt, dof fie erweift, b ein folder Spagiergang gefunden werden fann oder nidt;
denn idy vermutete, daf eine folde Methobe bviel einfadyer fein wiirde.

2.3 Miinchhausen versus Archimedes

Eulers Rat, keine iiberfliilssigen Rechnungen durchzufiihren, 148t sich auf das Kiirzeste-Wege-
Problem iibertragen. Offensichtlich kénnen viele Wege keine kiirzesten sein. Uber den dun-
kelgrauen Artikulationsknoten “Lichtenberg” in Fig. 18 fiithrt der kiirzeste Weg vom Alexan-
derplatz nach Dahlem-Dorf nicht, denn sicher ist der Weg Lichtenberg-Dahlem Dorf allein
schon linger als 15 Kanten — oder? Jetzt brauchen wir schon zwei kiirzeste Wege und die
Fortsetzung dieser Argumentation erinnert sehr an die von Freiherr Karl Friedrich Hierony-
mus von Miinchhausen (1720-1796) erfundene Methode, sich an den eigenen Haaren aus dem
Sumpf zu ziehen, siehe Fig. 25.
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Figur 24: Miinchhausen. Figur 25: Methode Miinchhausen. Figur 26: Archimedes.

“Leider” hat der Liigenbaron die Geschichte zur Unterhaltung seiner Giste nur erfunden. Wir
miissen den festen Boden eines wirklichen kiirzesten Weges gewinnen, um aus dem Sumpf zu
entkommen. Hier ist einer: Der “leere Weg” der Lange 0 vom Alexanderplatz zu sich selbst.
Sie finden das ziemlich diirftig? Archimedes von Syrakus (287-212) war anderer Meinung!
“Gebt mir einen Platz, wo ich stehen kann, so will ich die Erde bewegen.” hat er gesagt. Ob
Archimedes Punkt der Methode Miinchhausens vorzuziehen ist?

Das “Daumenkino” Fig. 27-32 zeigt, wie man von einem archimedischen Punkt aus den ganzen
Graphen mit kiirzesten Wegen gangbar macht. Das Verfahren basiert auf dem Konzept einer
Distanzmarke (distance label), die fiir jeden (erreichten) Knoten die Linge des kiirzesten
bisher entdeckten Weges angibt. Die Wege selbst bilden einen Kiirzeste- Wege-Baum.

6/ qu 4>C§5§4>\5 6 Biff\
S Te R R S p% A
A 4\2 2?2’ @, 130 ?
~L \ 0O 1 bﬂ{Q}Q*Q*é‘gO\Li C Q1&2%3O\1 ,Ji\
1

Figur 27: Dijkstras Algorithmus: Schritt 0.  Figur 28: Dijkstras Algorithmus: Schritt

Initialisierung. Der Knoten “Alexanderplatz” wird mit Distanz 0 tempordr markiert.

Fig. 27. Der Knoten Alexanderplatz hat die zur Zeit kleinste temporéiren Distanzmarke
und wird selektiert. Der Knoten kann nicht auf einem kiirzeren Weg erreicht werden. Die
temporire Distanzmarke des Alexanderplatzes wird deshalb permanent gemacht.

Fig. 28. Die Nachbarknoten des Alexanderplatzes werden mit den Entfernungen dorthin
markiert, die Kanten in einen Kiirzeste- Wege-Baum eingefiigt. Markierung und Baum sind
tempordr. (Es kann kiirzere Wege geben, die nicht direkt vom Alexanderplatz kommen.)
Fig. 29. Der Knoten “Jannowitzbriicke” mit der Distanzmarke 1 kann nicht auf einem
kiirzeren Weg erreicht werden. Diese entscheidende Beobachtung liefert den zweiten festen
archimedischen Punkt. Knoten Jannowitzbriicke wird selektiert, Markierung und Kante im
Kiirzeste-Wege-Baum werden permanent gemacht.
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Figur 29: Dijkstras Algorithmus: Schritt
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Figur 30: Dijkstras Algorithmus: Schritt 3.
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Figur 31: Dijkstras Algorithmus: Schritt 4.

Figur 32: Dijkstras Algorithmus: Schritt 5.

Figur 33: Ein Kiirzeste-Wege-Baum.
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Fig. 30. Die temporiren Distanzmarken der Nachbarn des Knotens Jannowitzbriicke wer-
den aktualisiert (label update). Zwei neue Knoten werden entdeckt und tempordr markiert.

Fig. 31. Analog zu Schritt 0 wird der Knoten “Friedrichstrale” mit dem zur Zeit kleinsten
temporiren Label 2 selektiert. Label und Kiirzeste-Wege-Kante werden permanent gemacht.

Fig. 32. Beim Distanz-Update der Nachbarknoten werden drei neue Knoten tempordr mar-
kiert. Die Distanz an einem tempordr markierten Knoten verringert sich von 5 auf 4. Marke
und Kiirzeste-Wege-Baum werden entsprechend aktualisiert.

Ende. Die Rechnung endet, wenn der Zielknoten, hier der (schwarze) “Heidelberger Platz”,
permanent markiert ist (oder wenn alle Knoten permanent markiert sind). Probieren Sie
es einmal aus! Sie erhalten Marken und einen Baum wie in Fig. 33. (Der Kiirzeste-Wege-
Baum kann durch Wahlmoglichkeiten bei gleichen Distanzlabeln ein wenig anders aussehen.)
Der Baum enthilt eine Uberraschung: Statt in 11 Kanten wie in Fig. 17 kann man den
Heidelberger Platz auch in 10 erreichen, und damit Dahlem-Dorf in 14 statt 15 Kanten.

*

Eine allgemeine Beschreibung des Verfahrens gibt der Pseudocode in Fig. 34. d(v) und
pred(v) sind arrays fiir Distanzmarken und Vorgéingerknoten (predecessor) auf dem kiirzesten
Weg zum Start s. T (tree) ist die Menge der permanent markierten Knoten. §(v) ist die Liste
der Nachbarn des Knotens v. w(u,v) ist die Linge der Kante von u nach v.

1 algorithm Dijkstra

2 forall v € V do d(v) <+ oo;

3 d(s) < 0; pred(s) < s; T «+ {s};

4 while (T # () do

5 bestimme v € T mit d(v) = min,cr d(u);
6 T + TU{v};

7 forall u € §(v) do

8 if d(uw) > d(v) + w(v,u) then

9 d(u) < d(v) + w(v,u); pred(u) + v;
10 endif

11 endforall

12  endwhile

13 endalgorithm

Figur 34: Dijkstras Algorithmus. Figur 35: E.W. Dijkstra.

Dijkstras Algorithmus heifit das Verfahren nach seinem Erfinder, dem hollindischen Ma-
thematiker Edsger Wybe Dijkstra, der es 1959 zuerst vorgeschlagen hat. Vorausgegangen
war der erste Knotenmarkierungsalgorithmus iiberhaupt des amerikanischen Mathematikers
L.R. Ford Jr. aus dem Jahre 1956, von dem sich Dijkstras durch das Konzept der perma-
nenten Markierung von Knoten und die Angabe einer Regel zu deren Auswahl abhebt; Fords
Algorithmus markierte in beliebiger Reihenfolge. Ein kleiner aber feiner Unterschied fiir die
Effizienz! Mit den permanenten Marken spart Dijkstras Algorithmus Arbeit gegeniiber der
Enumeration, indem alle Wege verworfen werden, deren Anfinge nicht in dem wachsenden
Kiirzeste-Wege-Baum enthalten sind.

Flezibilitat ist ein weiteres Plus von Dijkstras Algorithmus. Wir geben drei Beispiele.
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Gerichtete Graphen. Das Verfahren funktioniert ohne jede Anderung auch in einem ge-
richteten Graphen (directed graph, kurz: Digraph), dessen Bigen wie Einbahnstrafien nur in
einer Richtung durchlaufen werden kénnen.

Wabensysteme mit abnehmenden Grenzpreisen (Abschnitt 2.1) behandelt man, in-
dem beim Distanz-Update der korrekte Zusatzpreis addiert wird.

Fahrpléne erfordern Zeitmarken und eine darauf gestiitzte Suche nach Anschliissen.

*

Fahrgastinformationssysteme wie die in Tab. 1 genannten basieren alle auf Dijkstras Algo-
rithmus. Das “Mathematics Inside” 148t sich nur vor lauter Oberflichen und Visualisierungen
manchmal kaum erkennen. Das gilt natiirlich nicht fiir die Leser dieses Artikels!

Firma URL (http://)
Berliner Verkehrsbetriebe www.fahrinfo-berlin.de/fahrinfo/de
Deutsche Bahn bahn.hafas.de

Norddeutsche Verkehrsbetriebe www.efa.de

Tabelle 1: Fahrgastinformation im Internet.

2.4 Arbeitszeitgesetz fiir Algorithmen

2.2 Theorem (Rechenaufwand von Dijkstras Algorithmus)

Dijkstras Algorithmus kann auf einer Random Access Maschine (Computertyp mit AdreBarith-
metik, kurz: RAM) so implementiert werden, daff der Rechenaufwand fiir einen Graphen mit
n Knoten O(n?) Operationen betréigt.

Fig. 36 zeigt eine geeignete Implementation. Der Code deutet an, da man den Rechen-
aufwand bestimmt, indem man schlicht Zeile fiir Zeile vorgeht (Wiederholungen in Schleifen
werden mehrfach gezihlt) und zusammenzihlt. Wie diese Rechnung durchgefiithrt wird und
was Theorem 2.2 im einzelnen bedeutet, davon handelt der Rest dieses Abschnittes.

O-Notation ist ein Konzept zum Vergleich des Wachstumsverhaltens von Funktionen.
g(n) = O(f(n)) <= es existiert eine Konstante C mit g(n) < C- f(n) fiir alle n,

d.h. g(n) = O(f(n)) (sprich: g ist von der (GréBen-) Ordnung von f) bedeutet, daB g(n) bis
auf Multiplikation mit einer Konstanten stets < f(n) ist. Die wichtigsten Rechenregeln sind

O1) +0(1) = 0(1), O(1)+0(n) =0(n), OQ)+O0(n)+O0n?) = 0(n?)

usw.; bei einem Polynom bestimmt der héchste Exponent die Ordnung (daher der Name).
Das “Landausche O” wurde von den Zahlentheoretikern Paul Gustav Heinrich Bachmann
(1837-1920) und Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938) erfunden bzw. popularisiert.
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1 algorithm Dijkstra

2 forall v € V do d(v) + oo; T(v) « 0; nx O(1) = O(n)
3 d(s) < 0; pred(s) « s; 0(1)
4 forever do nx

5 mind + o0; 0(1)

6 forall v € V do nX

7 if T(u) = 0 && d(u) < mind then o)

8 mind ¢ d(u); v ¢ u; 0(1)

9 endif

10 endforall nx O(1) = O(n)

11 if mind = oo then break; 0(1)

12 T(v) « 1; 0(1)

13 forall u € 6(v) do nx

14 if d(u) > d(v) + w(v,u) then 0(1)

15 d(u) « d(v) + w(v,u); pred(u) + v; o(1)

16 endif

17 endforall nx O(1) = O(n)

18 endforever nx O(n) = 0(n?)
19 endalgorithm O(n?)

Figur 36: Laufzeit von Dijkstras Algorithmus.
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Figur 37: E.G.H. Landau. Figur 38: Polynomiale Funktionen.

Die Groéfle von Eingabedaten [ifit sich mit der O-Notation messen. Wenn man einen
Graphen in einer Adjazenzmatriz wie in Fig. 22 speichert und dabei Zahl und Adler durch
die ganze Zahlen 1 und 0 vom Typ int ersetzt, dann ergibt sich ein Speicherplatzbedarf
von "22_" - sizeof (int) Bits. Der Wert sizeof (int) ist eine hardwareabhdngige Konstante,
die Bitlinge einer ganzen Zahl. Datenstrukturen und Hardware fithren zu unterschiedlichem
Speicherplatzbedarf. Die meisten Abweichungen betreffen aber nicht die Ordnung des Platz-
bedarfes in Abhéngigkeit von n, sie verdndern nur Konstanten wie sizeof (int). Fiir einen
Graphen mit n Knoten kann man daher von einem Platzbedarf in der Gréfenordnung von

hochstens O(n?) (Bits) ausgehen.

Worst-Case-Analyse. Der Preis fiir das Denken in Gréflenordnungen ist, da man inner-
halb einer Groflenklasse immer mit dem ungiinstigsten Fall, dem Worst Case, rechnen mu#f.
Dies gilt fiir Eingabedaten und Rechenzeit.
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Die Random Access Maschine (RAM) ist ein Computertyp, der nur vier elementare
Operationen kennt: +, — (Addition), %,/ (Multiplikation), <, >,= (Vergleich) und «+ (Zu-
weisung). Random Access bedeutet, dafl es keine Einschrinkungen beim Speicherzugriff gibt.
(Das in den Literaturhinweisen genannte Buch von Mehlhorn erklirt die wichtigen Feinhei-
ten dieser Definition.) Das RAM-Modell nivelliert Hardware- und Systemunterschiede in
der Mikroprogrammierung: Zihlen der elementaren Operationen gibt die Ordnung der dafir
benétigten CPU-Taktzyklen auf einem realen Rechner.

Die Laufzeit eines Programms auf einer RAM ist die Anzahl der durchgefiithrten elemen-
taren Operationen. Man kann zeigen, daf dieses vereinfachende Maf} tatséichlich die Ordnung
der CPU-Taktzyklen bestimmt. (Das gilt allerdings nur auf den heutigen Rechnern, auf den
Parallelrechnern der Zukunft gelten andere Gesetze!) Der grofite Vorteil des Begriffs ist, daf
die Ordnung der Laufzeit auch unabhingig von Implementationsdetails ist: Ein Befehl hin
oder her oder auch zehnmal so viele Befehle machen keinen Unterschied. Diese Invarianz
erlaubt es, von Laufzeiten von Algorithmen statt von Implementationen zu sprechen.

*

Die Anwendung der Worst-Case-Analyse auf Dijkstras Algorithmus zeigt Fig. 36: Als Ge-
samtlaufzeit ergibt sich O(n?). Diese polynomiale Funktion zeigt ein anderes Verhalten als
die (super-)exponentiellen Funktionen in Fig. 23, die die Laufzeit der Enumeration bestim-
men. Dieser Qualititssprung ist die quantitative Begriindung fiir die Uberlegenheit von Di-
jkstras Algorithmus. Daf} es auch im polynomialen Bereich deutliche Unterschiede gibt, zeigt
die lineare Skala von Fig. 38. Die Quantenspriinge im Wachstumsverhalten sind ein grofler
Ansporn zur Reduktion der Laufzeitordnung. Dijkstras Algorithmus bietet dazu Potenzi-
al. Mit besseren Listen- und Heap-Datenstrukturen kann man die Laufzeit relativ leicht auf
O(mInn) driicken (falls m < n?/Inn), wobei m die Anzahl der Kanten ist. Noch ausgefeiltere
Datenstrukturen wie eigens zu diesem Zweck entwickelte “Fibonacci Heaps” setzen weiteres
Potenzial frei. Schueller als O(m) kann man nicht werden, denn soviel Zeit bendtigt man al-
lein zum Einlesen der Daten. Gibt es einen optimalen SSSP-Algorithmus mit dieser Laufzeit?
Der dénische Mathematiker Mikkel Thorup hat 1996 gezeigt, daB das tatséchlich méglich ist!
Es gibt allerdings einen kleinen Haken: Das Verfahren basiert auf einer sog. “Atomic Heap”
Datenstruktur der amerikanischen Mathematiker Michael L. Fredman und Daniel E. Willard,
deren Verwendung n > 212%" yoraussetzt. 212”° = O(1), aber diese Konstante ist doch so grof,
dafl der Algorithmus nicht implementierbar ist! Was nun? Thorup schligt eine “abgespeckte”
Variante vor, bei der sich die Laufzeit auf O(InC+m+nlInlnlnn) “verschlechtert” (C ist das
groBte Kantengewicht). Sie sehen schon: Das Thema SSSP wird noch Fortsetzungen haben!

2.5 Beschrinkte Ressourcen

Kiirzeste-Wege-Probleme treten selten in Reinform auf. Schon bei Tell gab es Bedingungen
an die Form der Wege. Ressourcenbeschrinkungen sind dafiir ein brauchbarer Rahmen. Sol-
che Modelle sehen neben der Zielfunktion eine Anzahl von Ressourcen vor, die entlang der
Kanten verbraucht werden. An den Knoten schrinken Bedingungen an zulissige Zustinde
des Ressourcenverbrauchs die Form der ankommenden Wege ein. Wir geben zwei Beispiele.

Zeitfenster sind Intervalle [a,,b,] an den Knoten v € V', die den Verbrauch einer Zeitres-
source t,, fiir das Durchlaufen der Kanten uv € E einschrinken.
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Wegliangenbeschrinkungen werden wie Zeitfenster behandelt. Wenn der Begriff Linge
von einer Ressource besetzt ist, spricht man bei der Zielfunktion vom Gewicht.

Figur 39: Ressourcen-Graph.

Kiirzeste-Wege-Probleme mit (diskreten) Ressourcenbeschrinkungen lassen sich durch eine
Transformation auf die gerichtete Standartform (vgl. Seite 14) zuriickfithren. Fig. 39 zeigt
das Prinzip an einer Variante des Schnellbahnbeispiels mit Lingenbeschriankung: Gesucht
sind die kiirzesten Wege mit genau 3 Kanten, die am Alexanderplatz starten. Entlang jeder
Kante wird eine Einheit der Kantenressource verbraucht. An jedem Knoten v im Originalgra-
phen gibt es vier mogliche zuldssige Ressourcenzustinde R, = {0, 1,2,3} (ein ankommender
Weg hat bisher 0, 1, 2 oder 3 Kanten “verbraucht”). Die Transformation stellt von jedem
Originalknoten vier Kopien her, eine fiir jeden Ressourcenzustand. In Fig. 39 sind die Kopien
in vier Ebenen 0-3 angeordnet. Gerichtete Bégen verbinden Knotenkopien, deren Originale
benachbart sind; die Bogen verlaufen immer “aufwiirts” von der niedriger zur héher nume-
rierten Ebene, die Gewichte sind dieselben wie bei den Originalkanten. Der so konstruierte
(Ressourcen-) Zustandsdigraph hat die Eigenschaft, dafl die kiirzesten Wege vom Alexander-
platz in Ebene 0 zu den Knoten in Ebene 3 genau den kiirzesten Wegen mit 3 Kanten im
Originalgraphen entsprechen. Die gerichteten Bogen verhindern die Entstehung von ldngeren
Wege durch “Zuriickspringen”.

Diese Konstruktion funktioniert allgemein fiir diskrete Ressourcenzustinde R,. Aus einem
Knoten im Originalgraphen entstehen dabei |R,| Kopien im Zustandsdigraphen, die nach
Mafgabe moglicher Ressourceniiberginge durch Bogen verbunden werden. Die Laufzeit von
Dijkstras Algorithmus betriigt dort O((3,cy [Rv|)?). Diese Gréfe ist im allgemeinen nicht
polynomial in der Anzahl n der Knoten des Ausgangsdigraphen. Nur unter besonderen Be-
dingungen, z. B. wenn ) . |R,| polynomial in 7 ist, ergeben sich polynomiale Laufzeiten.
Man nennt ein solches Laufzeitverhalten pseudopolynomial.

Die Konstruktion des Zustandsdigraphen bietet Raum fiir Verbesserungen. Die Idee ist, die
Transformation nur implizit durchzufiithren und im Originaldigraphen mit mehreren Marken
pro Knoten zu rechnen. Diese Multilabel SSSP Algorithmen bendtigen weniger Speicherplatz,
manchmal (wie im Fahrplanbeispiel von Seite 14) ist auch die Laufzeit giinstiger.

Zuletzt wieder eine Quizfrage: Warum liefert eine n-Ebenen Transformation keine schnellen
Algorithmen fiir das HCP?
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3 Kombinationen von Wegen

Auf die Kiirzesten-Wege-Probleme folgt als nichste Stufe die gleichzeitige Planung mehrerer
Wege. Die typische Schwierigkeit ist, gelegentlich den “richtigen Umweg” zu machen. Wir
versuchen nicht, eine Ubersicht iiber die Uberdeckungs-, Packungs-, und Partitionierungspro-
bleme mit Wegen zu geben, um nur die bekanntesten Typen zu nennen und beschrinken uns
auf ein reprisentatives Beispiel: Branch & Price Verfahren fiir Set Partitioning Modelle der
Fahrzeugeinsatzplanung.

3.1 Telebus Light

Telebus ist der soziale Behindertenfahrdienst der Stadt Berlin, die mit einer Flotte von Klein-
bussen alten und behinderten Biirgern Mobilitét verschafft. Jeder Berechtigte (zur Zeit ca.
27.000 Personen) kann pro Monat bis zu 40 Fahrten bei der Telebus-Zentrale buchen. Zum
gewiinschten Zeitpunkt (mit einer gewissen Toleranz) erscheint der Telebus und bringt den
Fahrgast (u.U. gemeinsam mit anderen Personen) zu seinem Ziel, siehe Fig. 40. Bei Be-
darf leistet das Personal Hilfe. Auf diese Weise werden jeden Tag 1.500 bis 2.000 Fahrten
durchgefiihrt. Telebus ist ein Anrufsammeltazisystem. Es gibt eine Vorbestellzeit, so daf} die
(meisten) Bestellungen am Vorabend vorliegen. Die Zentrale disponiert daraus (Bus-) Touren.
Die Busse werden auf Tagesbasis von karitativen und kommerziellen Anbietern gemietet. Das
planerische Kernproblem ist die Fahrzeugdisposition. Sie bestimmt Kosten und Servicequa-
litét.

Figur 40: Der Telebus trifft ein. Figur 41: Disposition von Telebussen.

Fig. 42 zeigt ein “ereignisorientiertes” graphentheoretisches Modell eines vereinfachten Telebus-
Dispositionsproblems. Es sind 6 Fahrten 0-5 gebucht, die jeweils vom Startknoten ¢ zum Ziel 4’
fithren. Diese Knoten stellen keine Orte dar, sondern die FEreignisse des Fahrtbeginns und
-endes. Zur leichteren Orientierung haben wir aber doch ein (amerikanisch anmutendes)
Straflengitter unterlegt; wir nehmen an, daf§ der zeitliche Abstand zwischen benachbarten
Kreuzungen immer gleich ist (d.h. man fihrt senkrecht doppelt so schnell wie waagerecht,
eine Skalierung aus zeichnerischen Griinden). Aus der Lage der Ereignisknoten kann man so
Fahrzeiten ablesen, die auf den Bogen eingetragen sind. (Zu den Bégen von s und ¢ kommen
wir noch.) Zu jedem Startknoten gehort ein Zeitfenster, das von der gewiinschten Abhol-
zeit 2 Einheiten nach hinten reicht. Telebus verschafft sich damit dispositive Freiheit. Aus
Startfenster plus Fahrzeit ergibt sich ein Zielfenster, das Telebus nochmals um eine Einheit
verldngert, um Spiel fiir das “Einbinden” anderer Fahrten zu gewinnen. Die Busse kénnen
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zwei Personen gleichzeitig beférdern. Der Ein- und Ausstieg geschieht ohne Zeitverlust. Es
gilt die Regel, dal mit einem Fahrgast an Bord nicht auf spéter zusteigende Fahrgiiste gewar-
tet werden darf. Die Kosten fiir die Busse werden nach der Fahrstrecke abgerechnet. Hinzu
kommt eine Anfahrtspauschale von 10 Einheiten. s und ¢ sind Depotknoten, die Anfang und
Ende einer Tour markieren. Die Anfahrtspauschale ist auf die Einsatzbogen gelegt. Das
Telebus-Dispositionsproblem ist eine Frage der kostenminimalen Partitionierung der Ereig-
nisknoten durch Wege (= Bus-Touren): Jeder Knoten muf} auf genau einer Tour liegen.
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Figur 42: Vereinfachtes Telebus-Beispiel.
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Die Probleme der echten Telebus-Disposition kann man sich vorstellen. Abgesehen von mehr
Daten und Regeln tritt dort die Schwierigkeit auf, daf§ sich Regeln und Ziele (durch Verhand-
lungen, politische Vorgaben etc.) dndern. Die Gefahr in dieser Situation ist, daff man mit ad
hoc Methoden ein kompliziertes Modell entwickelt, das sich schwer an Verdnderungen anpas-
sen 1d8t und das Losungen von zweifelhafter Qualitit liefert. Die mathematische Alternative
stellen wir im néchsten Abschnitt vor.

3.2 Set Partitioning Modelle

Der Ausgangspunkt fiir eine bessere Methode ist eine gedankliche Enumeration aller Touren.
Tab. 2 listet die Ergebnisse in einer komprimierten Form. Jede Spalte steht fiir eine von 49
moglichen Touren. Oben ist fiir jede Tour j der Kostenkoeffizient c; aufgefithrt. Es folgt der
Tour-Inzidenzvektor a.; (- ist ein Platzhalter fiir einen Index). Er gibt an, welche Fahrten eine
Tour durchfiihrt (1) oder nicht durchfiihrt (.). Zeile i gehort dabei zu Fahrt é,7 = 0,...,5. Die
Ubersetzung von Inzidenzvektoren in Bustouren ist nicht immer eindeutig. Tour 6 kann man
z. B. “oben herum” (zuerst 0 abholen (Ereignis 0), dann 1 abholen (Ereignis 1), dann 1 ablie-
fern (Ereignis 1') und zuletzt 0 abliefern (Ereignis 0')) und “unten herum” (1,0,0',1’) fahren,
und man kann zwischen Abfahrtszeit 0 und 1 wihlen. Doch diese Wahlmoglichkeiten sind
kostenneutral. Der Inzidenzvektor 148t in diesem Sinne bei der Auswahl eines Tour- Reprdsen-
tanten etwas Spiel. Ausschliefen kann man “dominierte” (d. h. nicht kostenminimale) Touren
mit sinnlosen Umwegen.

Diese Vorbereitung macht es leicht, das Telebus-Dispositionsproblem als ein ganzzahliges Pro-
gramm zu formulieren, einem der Modelltypen der diskreten Optimierung. Fig. 43 zeigt das
Programm in einem von vielen Codes akzeptierten “LP-Format”. Das Programm enthilt
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Tabelle 2: Alle Telebus Touren.

fiir jede Tour eine 0/1 Entscheidungsvariable z; (Binaries, siche auch Tab. 2 unten) fiir
die Durchfithrung einer Tour (z; = 1) oder Nichtdurchfiihrung (z; = 0). Die Zielfunkti-
onszeile (obj) summiert die Kosten der durchgefiihrten Touren, die minimiert werden sollen
(Minimize). Jede der 6 Gleichungen (CO-C5) fordert, dal von allen Touren, die eine Fahrt

iiberdecken, genau eine durchgefiithrt wird (Ci gehoért zu Fahrt 7). Die Léisungen dieses

Pro-

gramms entsprechen genau den moglichen Busdispositionen. Weil dabei die Fahrten in Touren
partitioniert werden, nennt man diesen Typ eines ganzzahligen Programms ein Mengenparti-

tionierungsproblem (Set Partitioning Problem, kurz: SPP).

Minimize

obj:14 x0 + 14 x1 + 14 x2 4+ 14 x3 + 14 x4 + 14 x5 + 16 x6 + 21 x7 + 22 x8 + 28 x9
+29 x10422 x11+ 21 x12+ 29 x13+ 28 x14+ 16 x15+ 21 x16+ 22 x17+ 22 x18+ 21 x19
+ 16 x20+23 x21+ 23 x22+430 x23+ 30 x24+ 23 x25+ 28 x26+ 29 x27+ 30 x28+ 29 x29
+ 30 x30+4-23 x31+ 29 x324-30 x33+ 29 x34+ 28 x35+ 30 x36+ 23 x37+ 23 x38+ 25 x39
+ 30 x40+ 31 x41+ 31 x42+ 30 x43+ 32 x44+ 30 x45+ 31 x46+ 31 x47+ 30 x48

Subject To

CO: x0 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x21 4+ x22 + x23 + x24 + x25 + x26 + x27

+ x28 + x29 + x30 + x39 + x40 + x41 + x42 + x43 + x44 + x45 + x46 =1

x1 + x6 + x11 + x12 + x13 + x14 + x21 + x22 + x23 + x24 + x31 + x32 + x33

+ x34 + x35 + x36 + x39 + x40 + x41 + x42 + x43 + x44 + x47 + x48 = 1

x2 + x7 + x11 + x15 + x16 + x17 + x21 + x25 + x26 + x27 + x31

+ x32 + x33 + x37 + x39 + x40 + x41 + x45 + x47 =1

x3 + x8 + x12 + x15 + x18 + x19 + x22 + x25 + x28 + x29 + x31

+ x34 + x35 + x38 + x39 + x42 + x43 + x46 + x48 =1

x4 + x9 + x13 + x16 + x18 + x20 + x23 + x26 + x28 + x30 + x32

+ x34 + x36 + x37 + x38 + x40 + x42 + x44 + x45 + x46 + x47 + x48 =1

x5 + x10 + x14 + x17 + x19 + x20 + x24 + x27 + x29 + x30 + x33

+ x35 + x36 + x37 + x38 + x41 + x43 + x44 + x45 + x46 + x47 + x48 =1

Binaries
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 %20 %21 %22 %23 %24 X25
x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x39 x40 x41 x42 x43 x44 x45 x46 x47 x48

End

C1:

C2:

C3:

C4:

C5:

Figur 43: Ein ganzzahliges Programm.

Die mathematische Kurzschreibweise fiir solche Modelle ist
T

min Z?:_é CiT; min ¢z
Z]"-:_&aija:j: 1, i=0,...,m—1 oder Az=1
5 {01}, j=0,...,n—1, ze {0,1}7,
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wobei A = (ajj) i=o,...,m— ! die m x n Inzidenzmatriz aus Tab. 2 ist (. wird ersetzt durch 0).
ji=0,...,

Wo ist der Vorteil des Set Partitioning Modells? Wir sehen an zwei Stellen einen Gewinn.

Modelltechnik. Das Modell ist einfach und klar. Die Regeln fiir die Tourbildung sind in
den Daten der Inzidenzmatrix gekapselt. Tourenerzeugung und Optimierung sind getrennt.

Abstraktion erlaubt die Anwendung allgemeiner und hochentwickelter Lésungsmethoden.
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O — i@ 3 (D——1— @ 7
N [0,2] (4,7] [14,16]([18,P1] /
| _—1
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Figur 44: Losung des Telebus-Beispiels.

Probleme mit 49 Variablen und 6 Gleichungen 16st jeder ernstzunehmende Code wie der Blitz.
Unser Solver SPL brauchte keine Millisekunde, um die Lésung zu finden und ihre Optimalitit
zu beweisen. Das Ergebnis zeigt Fig. 44: x99 = z39 = 1, die anderen Variablen sind 0.

So leicht macht es uns der echte Telebus nicht. Bei 1.500-2.000 Fahrten gibt es vermutlich
mindestens (*7°) > 10?° Touren, die man nicht mehr enumerieren kann. War alles Set
Partitioning umsonst? Das nicht! Wir miissen uns aber von der Vorstellung verabschieden,
daB man ein Modell ganz hinschrieben muf}, um es zu lésen. Nur einige wenige Touren der
Optimallosung sind gefragt (im Beispiel nur 2), die unzidhligen anderen (hier 47) sind am
Ende nur Ballast. Wie sagte Euler noch: Wiirbe die Unterfudung in der eben ermdhnten Weife gefiihrt, fo

wiirde Vieled gefunden, wonady gar nidyt gefragt war; died ift sweifellod der Grund, warum diefer Weg fo befdywerlidy wire.

3.3 Plane = Pfade + Preise + Programme

Vor enormen SPPs der Papierindustrie standen Anfang der sechziger Jahre auch die amerika-
nischen Mathematiker P.C. Gilmore und Ralph E. Gomory. Enumeration war “noch unmégli-
cher” als heute. Doch es gab eine neue Wunderwaffe: Lineare Programmierung! 25 Jahre
zuvor von George B. Dantzig (Logistik der USAF im Pazifikkrieg) und Leonid Vitalyevich
Kantorovich (1912-1986) (Produktionsplanung in der UdSSR) erfunden, hatten John von
Neumanns (1903-1957) Spieltheorie, Wassily Leontiefs (1906-1999) Input/Output Analyse,
Kantorovichs Produktionsplanung und Tjalling Charles Koopmans (1910-1985) Transportop-
timierung (Leontief erhielt den Nobelpreis fiir Okonomie 1973, Kantorovich und Koopmans
1975) mit dieser Technik die Okonomie revolutioniert.

Auch ohne Komplexitiatstheorie war bekannt, daf§ die “lineare Programmierung mit ganzzah-
ligen Variablen”, die man zur Behandlung unteilbarer Giter braucht, schwieriger ist. Doch
man konnte Lineare Programmierung benutzen, um solche Ganzzahligen Programme zu l6sen!
Gomory hatte erst 1960 ein bahnbrechendes Schnittebenenverfahren vorgestellt, mit dem er
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ohne Enumeration ganzzahlig optimieren konnte (es stellte sich erst spiter, und zu Gomo-
rys grofer Enttduschung heraus, daf} sich seine Methode algorithmisch wie eine Enumeration
verhilt). Die Idee der Anwendung von Dantzigs Simplezmethode auf die Papier-SPPs lag in
der Luft. In jeder Simplex-Iteration wird eine einzige Spalte betrachtet ... die man nicht
vorher kennen muf}, man kann sie bei Bedarf erzeugen! Die Spaltenerzeugung (column gene-
ration), der wichtigste Bestandteil aller Branch & Price Algorithmen, war erfunden.

Figur 45: G.B. Dantzig. Figur 46: R.E. Gomory. Figur 47: L.V. Kantorovich.

Wie Spaltenerzeugung Set Partitioning Probleme l6st, davon wollen wir einen Eindruck geben.
Was wir an Linearer Programmierung brauchen, ersetzen wir durch “Marktwirtschaft” ...

Initialisierung. Zum Start wird eine Lésung benétigt. Wir wihlen die teure, aber immer
mogliche “Taxidisposition” zg = --- = 5 = 1 mit Kosten 6 - 14 = 84. Die 6 Inzidenzvektoren
a.0—a.5 und die Kosten cg—c5 sind alles, was gegenwirtig vom SPP bekannt ist.

Iteration 1: BTRAN. Die backward transformation (der Name kommt vom Zuriickspulen
eines Bandes in den ersten Simplex-Codes) ist eine Kostenstellenrechnung: Die Gesamtkosten
sollen von den Touren auf die “verursachenden” Fahrten umgerechnet werden. Das Ergebnis
sind (Schatten-) Preise ; fiir die Fahrten. Die Preise ergeben sich als Lésung der Gleichungen
E?:o a;;m; = ¢; fiir alle Touren j mit z; = 1. In Beispiel sind das die Gleichungen

i1 =1d4=c (Preisgleichung Tour 0)
m =ld=¢ (Preisgleichung Tour 1)
D) =1d4=c (Preisgleichung Tour 2)
3 =14=c3 (Preisgleichung Tour 3)
e =1ld=c¢y (Preisgleichung Tour 4)
5 =14=c;5 (Preisgleichung Tour 5).
Die Lésung ist mp = +++ = w5 = 14.

Iteration 1: Pricing ist eine Investitionsrechnung: Es wird nach alternativen Touren
gesucht, deren Kosten den Schattenpreis unterbieten. Die Differenz, die reduzierten Kosten,
tut genau dies. Die Formel fiir die reduzierten Kosten ¢; von Tour j lautet

5
Cji=¢j — Z QTG (1)
=0
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Die Bestimmung einer Tour mit negativen reduzierten Kosten ist — und damit kommen wir
auf die Wege zuriick — ein Kiirzeste-Wege-Problem mit Ressourcenbeschréankungen. Fig. 48
zeigt den Digraphen. Damit die reduzierten Kosten Weglingen entsprechen, haben wir die
Preise dhnlich wie in Fig. 20 auf die Bégen umgelegt, die aus den Startknoten der Fahr-
ten herauszeigen. Die Preise gehen in Formel (1) mit negativem Vorzeichen ein und werden
deshalb abgezogen. Dabei entstehen einige negative Bogengewichte. SSSP Algorithmen ha-
ben Schwierigkeiten mit negativen Gewichten, die die permanente Markierung von Knoten
verhindern (man kann auf einem Weg Kosten senken, und tatséchlich sind SSSPs mit nega-
tiven Gewichten sogar A/P-schwer). In unserem Fall haben wir Gliick: In einem azyklischen
Digraphen (ohne gerichtete Kreise) funktioniert Dijkstras Algorithmus auch mit negativen
Bogengewichten, wenn man die Knoten in der richtigen Reihenfolge (einer topologischen Ord-
nung) “von vorne nach hinten” markiert. Wir iiberspringen in dieser Iteration die Rechnung
und raten Tour 45 (mit Inzidenzvektore a.45 = (1,0,1,0,1,1)T) mit negativen reduzierten
Kosten von ¢45 =10 —10+3 - 10+ 3 — 13 — 10 + 1 + 0 = —26, siehe Fig. 48.
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Figur 48: Iteration 1.

Iteration 1: FTRAN. Die forward transformation ist eine Produktionsrechnung: Die neue
Tour 45 soll einige alte Touren ersetzen. Wie ist klar: Tour 45 ersetzt die Touren 0, 2, 4 und 5,
die neue Losung ist 1 = x3 = x45 = 1. Die Kosten betragen ¢ + c3+c45 = 14+ 14+ 30 = 58,
eine Einsparung von ¢45 = —26.

Iteration 2: BTRAN. Die Preisgleichungen

1 =1ld=c¢ (Preisgleichung Tour 1)
3 =ld=cy (Preisgleichung Tour 3)
T 4wy +my+75=30=cy5 (Preisgleichung Tour 45)

haben mehr als eine Lésung. Wir wihlen m; = w3 = 14 und die “demokratische” Variante
My = Mg = T4 = W5 = 7.5.

Iteration 2: Pricing. Die Preisumrechnung ergibt den Digraph in Fig. 49. Wir raten er-
neut und mit Tour 39 (a.39 = (1,1,1,1,0,0)T) und Tour 48 (a.4s = (0,1,0,1,1,1)T) gleich zwei
Touren mit negativen reduzierten Kosten von ¢39 = —18 und ¢43 = —13. (Die Bestimmung
von zwei Touren dient der Demonstration eines Phinomens im folgenden FTRAN-Schritt.)
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10 0

Figur 49: Iteration 2.

Iteration 2: FTRAN. Die Verwendung der neuen Touren bereitet Schwierigkeiten! Tour
39, 45 und 48 schlieflen sich jeweils gegenseitig aus. Jede Entscheidung fithrt zu nichtiiber-
deckten Fahrten, fiir die neue Touren gefunden werden miissen, bei denen das Problem erneut
auftritt — Miinchhausen 148t griilen. Ein mathematischer Ausweg ist

T39 = T45 — T48 — 0.5.

Ganzzahlig ist diese Variablenbelegung nicht. Abgesehen von dieser “Kleinigkeit” sind drei
halbe Touren aber sehr vorteilhaft! Die Gleichungen CO-C5 von Fig. 43 sind erfiillt und die
Kosten betragen nur 0.5 - 254 0.5 - 30 + 0.5 - 30 = 42.5.

Was soll diese “Lésung” bedeuten? Die Antwort ist: Uberhaupt nichts. Gebrochene Lisungen
von ganzzahligen Programmen haben keine Bedeutung in der wirklichen Welt. Sie sind nur
Zwischenergebnisse in einer Rechnung, an deren Ende eine ganzzahlige Losung steht. Zwei
Parallelen helfen, sich mit gebrochenen Lésungen ganzzahliger Programme anzufreunden.

Irrationale Zahlen gab es bei den alten Griechen lange nicht. Pythagoras von Samos (ca.
580—ca. 520 v.Chr.) und seine Schiiler hatten alle Zahlen zu Gréfienverhéltnissen (Briichen)
von ganzen Zahlen erklirt. Hippasus von Metapont (ca. 500 v.Chr.), selbst Pythagorier,
war der erste, der Zweifel anmeldete. Pikanterweise lieferte gerade der berithmte Satz von
Pythagoras fiir die Linge der Diagonale z im Einheitsquadrat die Beziehung 12 + 12 = z?
und Hippasus hatte entdeckt, daf die Losung = = /2 kein Bruch war. Fiir diesen Frevel soll
er von seinen pythagordischen Kollegen bei seiner Seefahrt iiber Bord geworfen worden sein.
Heute verstehen wir das “Wesen der Zahlen” nicht besser als die Griechen. Wir haben nur
mit der Zahlenmystik aufgehért und uns an die Quadratwurzeln gewdhnt.

Imaginiire Zahlen hatten, wie der Name deutlich zeigt, dasselbe Akzeptanzproblem. Thr
bekanntester Vertreter i sollte die “unmégliche Gleichung” z2 = —1 lésen. Allgemeine An-
erkennung und eine Umbenennung in kompleze Zahlen erfuhren die imagindren Zahlen erst,
als Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) und andere sie mit einer Interpretation in der
Gaujschen Zahlenebene geometrisch veranschaulichten.

Heute reicht es uns, mit /2 und 4 zu rechnen und am Ende das gewiinschte Ergebnis zu
erhalten. Genauso kann man es auch in der ganzzahligen Programmierung halten. Warum wir
trotzdem iiber halbe Touren gesprochen haben? Dieser Versuchung ist schwer zu widerstehen!
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Figur 50: Pythagoras. Figur 51: Satz von Pythagoras. Figur 52: J.C.F. Gauss.
Iteration 3: BTRAN. Die Preisgleichungen

Ty +71 +me +73 =25=c3g (Preisgleichung Tour 39)
0 +79 +74 +75 =30 = 45 (Preisgleichung Tour 45)
m 473 +my +75 =30 = cyg (Preisgleichung Tour 48)

haben (z.B.) die Losung 71y = 71 = 9 = 73 = 6.25 und 74 = 75 = 8.75.

Iteration 3: Pricing. Wir wollen uns nicht ldnger vor der Spaltenerzeugung driicken und
berechnen in Fig. 53 die Tour mit der kiirzesten Linge (= negativsten reduzierten Kosten)
mit einem Multilabel-SSSP-Algorithmus. Neben einer Distanzmarke ¢ benétigen wir an den
Knoten Marken fiir zwei weitere Ressourcen: Eine Liste £ der zur Zeit der Ankunft im Fahr-
zeug befindlichen Personen (die noch ans Ziel gebracht werden miissen) und die Ankunftszeit ¢
(Zeitfenster). £ ist eine diskrete Ressource mit endlich vielen (um genau zu sein 28) Zustinden.
t ist eigentlich keine diskrete Ressource, kann aber wegen der Ganzzahligkeit der Fahrzeiten
als 0,1,2,...,23 ebenfalls diskret angenommen werden. An jedem Knoten ergeben sich auf
diese Weise 2° x 24 mégliche Ressourcenzustinde. Sinnvoll sind nur die in Fig. 53 angegebenen
(Preprocessing). Die Berechnung der Wege erfolgt in der Reihenfolge wachsender Zeitmarken.
Das Ergebnis sind die bereits eingetragenen Distanzmarken (bei ¢ sind Minima durch Warten
nicht eingetragen). Die Distanzmarke ¢ = —1.5 am Depotknoten ¢ zeigt, daf es eine Tour
mit negativen reduzierten Kosten gibt. Es stehen vier symmetrische/zeitverschobene Wege
zur Auswahl, die alle Reprisentanten von Tour 20 (a.o0 = (0,0,0,0,1,1)T) sind.

Iteration 3: FTRAN. Fiir den Austausch der Touren 39, 45 und 48 gegen Tour 20 kann
man ein Gleichungssystem dhnlich wie die Preisgleichungen aufstellen. Es lautet

a20,0 = 0 =y39 +y45
a20,1 = 0 =y39 +yas
a20,2 = 0 =y39 +ys5

a3 =0 =ys39 +y48
ag4 =1= +ys5+Yyss
ages = 1= +ya5 +yss.

Die Losung y3g = —0.5, y45 = y48 = 0.5 zeigt, daBl Tour 20 plus 0.5 Einheiten von Tour 39 je
0.5 Einheiten von Tour 45 und 48 ersetzen. Die neue Losung zo9 = z39 = 1 ist ganzzahlig.
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et c L |t c 2|t c l t c 2|t cl |£ t c 2|t c
-10[10.00 1 [4]7.75 -[ 8[10.00] [3 [12] 7.75] |[-|14]10.00| [5 (18] 5.25] || 4[7.75
0|1 4.75 1 [6]3.50 -] 9] 650 [3 [13] 4.25| |-[15[10.00] [5 [19] 5.25] [-| 6[3.50
0,1[5[2.50 3| 9| 4.75| [3 |14 3.50| |-[16] 7.25| [5 [20[—1.50| |-[12]7.75
3[10] 1.25| [3 [15] 0.00| [4[15] 2.25| |5 |21]—1.50| |-|13[4.25
2,3[13] 2.50| [4[16] 2.25| |4,5|19|—2.50| |-[14|3.50
2,3[14]=1.00 4,5(20|—2.50
10 0
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0
L\t ¢ |L|t c L |t c 2|t c l t c 2|t cl |£ t cl (€ t c
-[00.0] [-]o[T0.00 0 |47.75 -1 8[10.00] [2 [12] 7.75] |-|14]10.00| [4 |18] 5.25| [-[15] 0.00
1[1] 4.75 0 |6]3.50 -1 9] 650 [2 [13] 4.25| |-[15[10.00| [4# [19] 5.25| [-|18] 5.25
0,1[5[2.50 3| 9| 4.75| [2 |14 3.50| |-[16] 7.25| [4 [20[—1.50] [-[19] 5.25
3[10] 1.25| |2 [15] 0.00| [5[15] 2.25| |4 |21]—1.50| [-[20]—1.50
2,3[13] 2.50| [5[16] 2.25| [4,5[19[—2.50| [-[21]—1.50
2,3[14/—1.00 4,5(20|—2.50
Figur 53: Iteration 3.
Iteration 4: BTRAN. Die Preisgleichungen
T +m1 4+ 473 =25 =c3g (Preisgleichung Tour 39)

+7mg 75 =16 = o (Preisgleichung Tour 20)

liefern my = m + 79 = w3 = 6.25, M4 = w5 = 8.

Iteration 4: Pricing. Indem Digraphen in Fig. 53 gibt es keine Wege mit negativer Léinge.
In der Theorie der Linearen Optimierung wird gezeigt: Wenn die reduzierten Kosten aller
Touren nichtnegativ sind, dann ist die gegenwirtige Losung optimal unter allen gebrochenen
und erst recht unter allen ganzzahligen Losungen! Das Eintreten dieses Abbruchkriteriums
ist das Signal zur Einstellung der Rechnung. Die Optimallésung ist gefunden!

*

Nur 6 + 14+ 2+ 1 = 10 der 49 moglichen Inzidenzvektoren hat die Spaltenerzeugung ver-
wendet, um zur Optimallosung zu kommen (die allerdings gebrochene Werte haben hitte
koénnen). Dieses Ergebnis ist kein Zufall. Der zweite Autor hat zusammen mit dem holléndi-
schen Mathematiker Alexander Schrijver und dem ungarischen Mathematiker Laszl6 Lovasz
eine Theorie der polynomialen Aquivalenz von Separierung und Optimierung (hier dual an-
gewandt) entwickelt, die zeigt, dafl sich dieses giinstige Verhalten immer einstellt. Diese
Resultate sind die theoretische Untermauerung fiir die empirische Effizienz der Spaltengene-
rierung.
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et c L |t c 2|t c l t c 2|t cl |£ t c 2|t c
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2,3|13| 2.50 5|16 3.00( |4,5|19|—1.00| |-|21{0.00
2,3|14|—1.00 4,5/20|—1.00

Figur 54: Iteration 4.

Leider 148t sich diese Aussage nicht einfach auf Bestimmung ganzzahliger Losungen durch die
Branch & Price Verfahren iibertragen. Das Problem ist, daf die Spaltenerzeugung (Price) mit
einer gebrochenen Optimallésung terminieren kann. Die Ganzzahligkeit kann nur mit einer
nachgeschalteten Enumeration (Branch) garantiert werden, die i.a. zu einer exponentiellen
Gesamtlaufzeit fiihrt.

Im Beispiel hatten wir Gliick und die Spaltenerzeugung lieferte eine ganzzahlig Losung. Dieses
Ergebnis ist nicht die Regel, aber hiufig kann man mit einfachen Heuristiken aus gebrochenen
Losungen ganzzahlige machen, deren Zielfunktionswerte nahe aneinanderliegen (im Idealfall
stimmen sie iiberein). Dazwischen liegt die Dualititslicke (duality gap), in der sich das
unbekannte Optimum befindet. Die Grofle der Liicke liefert auch bei Unkennitnis des genauen
Optimums ein Maf fiir die Qualitdt einer heuristischen Losung. Aussagen dieser Art sind
wichtig zur Beurteilung von FEinsparpotentialen.

*
Bei Telebus hat ein Set Partitioning System am 3. Juni 1995 die Disposition iibernommen.
Hauptproblem war damals ein Anstieg im Fahrtaufkommen von 30% im Nachgang zur Wie-
dervereinigung. Er konnte kostenneutral aufgefangen werden. Gleichzeitig hat sich die Ser-

vicequalitit verbessert (Piinktlichkeit, Fahrzeiten). Die Planung ist grofiteils automatisiert.
Mathematik konnte so dazu beitragen, dal der Telebus attraktiv und finanzierbar bleibt.

%k k
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4 Ausblick

Seit sechzig Jahren erlebt die Diskrete Optimierung und mit ihr die Mathematik der Wege
einen Aufschwung. Die Entwicklung des Computers und der Linearen Programmierung waren
die Triebkrifte und sind es noch immer. Heute stehen gute Modelle, Algorithmen und eine
allgemeine Theorie zur Verfiigung.

Thr Einsatz entspricht in der Regel leider nicht dem Stand der Mathematik. Im Vergleich zur
Durchdringung der technischen Ingenieursdisziplinen mit Methoden der Differentialrechnung
sind diskrete Methoden in Planung, Logistik, Decision Support und Supply Chain Optimiza-
tion noch Exoten. Es gibt eine Reihe von Griinden: Die Gréfle diskreter Modelle, mangelnde
Kenntnis der hierzu notwendigen Mathematik oder sogar Skepsis gegeniiber der Mathema-
tik in manchen Planungskreisen, fehlendes Interesse an Optimierung durch monopolistische
Strukturen in wichtigen Feldern wie dem 6ffentlichen Verkehr.

Diese Lage édndert sich. Die Leistung von Rechnern und Verfahren ist auf einem nutzbaren
Stand und steigt. Monopole 16sen sich auf. Es besteht die Chance, diskrete Methoden in
die Planung und die Logistik zu bringen. Unsere Vision ist, dal Computer Aided Scheduling
(CAS) denselben Stellenwert in der Logistik bekommt wie CAD und CAM in der Produktion.
Die Moglichkeiten liegen auf der Hand: Kosteneinsparung, Qualitdtsverbesserung, Planungs-
tempo und -flexibilitit, Szenarioanalysen, etc.

Erste Erfolge geben Anlafl zum Optimismus. Beim Telebus haben sich Set Partitioning Model-
le bewdhrt. Im kompetitiven Luftverkehr sind sie bereits Industriestandard. Mit Mehrgiiter-
fluBmethoden ist die Umlaufplanung sdmtlicher Fahrzeuge von Verkehrsbetrieben wie der
BVG (dem viertgrofiten der Welt) moglich. Nicht wegzudenken sind Verfahren zur Lésung
von Wegproblemen aus dem Netzdesign in der Telekommunikation. Wo noch? Das wird die
Zukunft zeigen!

5 Weiterfiihrende Literatur

Sie sind auf den Geschmack gekommen und mdéchten mehr iiber die Mathematik der Wege
wissen? In diesem Abschnitt finden Sie eine thematisch sortierte Liste mit weiterfithrender
Literatur, die Sie zum Teil aus dem Internet herunterladen kénnen.

Transportprobleme. Unser Artikel Alcuin’s Transportation Problems and Integer Pro-
gramming in Band 2 des Buches Charlemagne and his Heritage: 1200 Years of Civilization
and Science in Europe von Paul Leo Butzer, Hubertus Th. Jongen und Walter Oberschelp,
erschienen 1998 bei Brepols, Turnhout, Belgien, gibt eine unterhaltsame Einfiithrung in die
mathematische Transportoptimierung am Beispiel des bekannten Wolf-Ziege-Kohl Problems,
das sich Karl der Grole und sein Chefberater Alkuin von York vor 1200 Jahren ausdach-
ten, um an den frankischen Schulen den Mathematikunterricht zu verbessern. Der Artikel
ist im Internet von http://www.zib.de/ZIBbib/Publications/ als ZIB Preprint SC 95-27
erhiltlich.

Das Konigsberger Briickenproblem. Lassen Sie es sich nicht entgehen, Leonhard Eulers
gleichnamigen Artikel aus dem Jahre 1736 zu lesen! Sie finden ihn auf den Seiten 290-
301 in Dénes Konigs Buch Theorie der Endlichen und Unendlichen Graphen aus dem Jahre
1936, das 1986 als Band 6 des Teubner Archivs zur Mathematik bei B.G. Teubner, Leipzig,
wiederaufgelegt wurde.
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TSP. Martin Grotschels und Manfred Padbergs Artikel Die Optimierte Odysse, erschie-
nen 1999 im Spektrum der Wissenschaft 4, Seiten 76—85, und erhéltlich im Internet von
http://www.spektrum.de/themen/heft210499.html, informiert auf unterhaltsame Weise
iiber das berithmteste Problem der kombinatorischen Optimierung.

Telebus. Mehr zur Optimierung des Berliner Telebusses erfahren Sie in den Artikeln Ber-
liner Telebus bietet Mobilitat fiir Behinderte, erschienen 1997 in der Zeitschrift Der Nahver-
kehr 1-2/97, und Optimierung des Berliner Behindertenfahrdienstes aus den DMV Mittei-
lungen 2 des Jahres 1997, beide von Ralf Borndorfer, Martin Grotschel, Fidolin Klostermeier
& Christian Kiittner, und beide erhéltlich von http://www.zib.de/ZIBbib/Publications/
als ZIB Preprints SC 96-40 bzw. SC 97-10.

Nahverkehr. Die Wagenumlaufplanung im offentlichen Nahverkehr beschreiben Martin
Grotschel, Andreas Lobel & Manfred Volker in dem Artikel Optimierung des Fahrzeugumlaufs
im Offentlichen Nahverkehr in dem Buch Mathematik — Schliisseltechnologie fir die Zukunft,
das von K.-H. Hoffmann, W. Jiger, T. Lohmann und H. Schunck herausgegeben wurde und
1997 im Springer-Verlag erschienen ist.

Die Dienstplanung im o6ffentlichen Nahverkehr beschreiben Ralf Borndorfer, Andreas Lobel,
Uwe Strubbe und Manfred Vélker in dem Artikel Zielorientierte Dienstplanoptimierung, er-
schienen 1999 in dem Proceedingsband Heureka ’99: Optimierung in Verkehr und Transport
der Forschungsgesellschaft fiir Straflen- und Verkehrswesen, Koln.

Die beiden Artikel sind im Internet von http://www.zib.de/ZIBbib/Publications/ als ZIB
Preprints SC 96-08 und SC 98-41 erhiltlich.

Algorithmische Graphentheorie. Dieter Jungnickels (1987) Buch Graphen, Netzwerke
und Algorithmen, erschienen im B.I.-Wissenschaftsverlag, und das schon illustrierte Skript
Graphentheoretische Konzepte und Algorithmen von Sven Oliver Krumke, Hartmut Noltemei-
er und Hans-Christoph Wirth, erhéltlich von http://www.zib.de/ZIBbib/Publications/
als ZIB Preprint 00-19, geben fundierte Einfithrungen.

Lineare Programmierung. Wir empfehlen das spannende Buch Linear Programming von
Vasék Chvital (1980), erschienen bei W.H. Freeman and Company, New York.

Komplexitit, Laufzeit, Rechner. Ein Standartwerk ist Kurt Mehlhorns Buch Daten-
strukturen und Effiziente Algorithmen, Band 1, erschienen 1988 bei B.G. Teubner, Stuttgart.

6 Auflésungen der Fragen

Eulertour. Vier Knoten haben ungeraden Grad. Nach Theorem 1.2 gibt es keine Eulertour.

Ikosaederspiel. Zwei Original-Hamilton-Kreise: BCPNMDFKLTSRQZXWYV
JHGuudBCPNMDFGHXWVJKLTSRQZ.

Bienenwabe. Es gibt keinen Hamiltonkreis. Die Bienenwabe ist bipartit (zweifirbbar):
Alle Kanten fithren von Knoten mit gerade Nummer (g) zu ungeraden (u) Knoten. Ein
Hamiltonkreis hitte die Form g u g u ... g u und also eine gerade Anzahl Knoten. Die
Bienenwabe hat aber 13 Knoten.

HCP als SSSP, Seite 17. Im Originalgraph kann es zu Knotenwiederholungen kommen.

* Ein herzliches Dankeschoén an Regine Kossick fiir Thre Hilfe bei den Literaturrecherchen! *
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