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Zusammenfassung

Bei der numerischen Losung von Optimalsteuerungsproblemen mit el-
liptischen partiellen Differentialgleichungen als Nebenbedingung treten
unvermeidlich Diskretisierungs- und Iterationsfehler auf. Man ist aus
Aufwandsgriinden daran interessiert die dabei entstehenden Fehler nicht
sehr klein wéhlen zu miissen. In der Folge werden die linearisierten Nebenbe-
dingungen in einem Composite-Step-Verfahren nicht exakt erfiillt. In
dieser Arbeit wird der Einfluss dieser Ungenauigkeit auf das Konver-
genzverhalten von Newton-Lagrange-Verfahren untersucht. Dabei sollen
mehrere einschlagige lokale Konvergenzresultate diskutiert werden. An-
schliefend wird ein konkretes Composite-Step-Verfahren formuliert, in
dem die Genauigkeit der inneren Iterationsverfahren adaptiv gesteuert
werden kann. Am Ende der Arbeit wird an zwei Musterproblemen die
hohe Ubereinstimmung der analytischen Voraussagen und der tatsiich-
lichen Perfomanz der dargestellten Methoden demonstriert.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In zahlreichen naturwissenschaftlichen Anwendungen miissen kontinuier-
liche Optimierungsaufgaben gelost werden. Bei Optimalsteuerungsprob-
lemen etwa muss ein Kostenfunktional unter vorgegebenen Nebenbe-
dingungen minimiert werden, welche zum Beispiel physikalische Geset-
zmafigkeiten eines Systems widerspiegeln. Eine praxisnahe Problemstel-
lung ist die therapeutische Hyperthermieplanung. Dabei werden tief-
sitzende Tumoren durch elektromagnetische Strahlung erwérmt, um sie
zu zerstoren oder empfinglicher fiir weitere Therapien zu machen. Es
wird versucht, krankhaftes Gewebe einer Zieltemperatur von 43°C und
héher auszusetzen, gleichzeitig jedoch gesunde Zellen in der Umgebung
zu schonen und deren Temperatur auf ein nicht schiadliches Maf zu
beschranken. Vereinfacht lasst sich diese Aufgabe durch die Optimierung
eines sogenannten Tracking-Type-Funktionals mit PDGL-Nebenbedingungen
modellieren (vgl. [9], [33]). Es bezeichnen Qy das Tumorgebiet und 2 D
Qy das Gebiet in der ndheren Umgebung sowie y die lokale Temperatur
und v die Strahlungsintensitit. Dann stellt sich das Optimierungsprob-
lem

- _ N . [37 mOQ\Q
mth(%u)—/(y—yd) dt+2/u dt, Wobelyd—{ 43 QO

y7
Q Q

mit dem Regularisierungsterm 2 fQ u?dt. Die Nebenbedingung wird durch
die Bio-Wirmeaustauschgleichung von Pennes [25] formuliert:

=V (kVy) + f(y) = g(u).

Dabei modelliert f(y) den Einfluss der Blutperfusion des Gewebes auf die
Temperaturverteilung sowie g(u) die lokale Energieaufnahme abhingig
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von der Strahlungsintensitét.

Die Analysis und Algorithmen fiir konvexe Probleme sind dabei gut
erforscht, sobald die auftretenden Funktionale jedoch nichtkonvex wer-
den, ist die Theorie ungleich schwieriger und das Vorliegen nichtlinearer
Nebenbedingungen erschwert das Problem weiter. Im vorliegenden Fall
ist das Funktional J zwar konvex, im Allgemeinen muss dies fiir das
entstehende Lagrange-Funktional aber nicht mehr gelten.

Fiir die Losung derartiger Optimalsteuerungsaufgaben miissen die kon-
tinuierlichen Probleme diskretisiert und mit iterativen numerischen Ver-
fahren behandelt werden. Die resultierenden Systeme nehmen mit feiner
werdendem Gitter schnell gewaltige Ausmafe an, so dass direkte Los-
er rasch an ihre Grenzen kommen wiirden. Man ist dann gezwungen, fiir
jeden Schritt erneut iterative Verfahren einzusetzen. Es wird die Idee ver-
folgt, die sukzessiv zu losenden gleichungsbeschrinkten Teilprobleme auf
leicht gestorten Unterrdumen zu 16sen. Die Konstruktion dieser Rdume
erlaubt eine deutlich giinstigere Berechnung als es auf den exakten R&u-
men moglich wére. In der vorliegenden Arbeit wird die beschriebene
Vorgehensweise und deren Auswirkungen auf das Konvergenzverhalten
des dufteren Verfahrens analytisch und numerisch untersucht.

1.2 Aufbau

Die Struktur dieser Arbeit soll im Folgenden kurz umrissen werden.
Am Ende dieses Einleitungskapitels werden zunéchst die theoretischen
Grundlagen der unbeschrinkten und der gleichungsbeschriankten Opti-
mierung wiederholt. Im Kapitel 2 wird die Vorgehensweise bei Newton-
Lagrange-Verfahren beschrieben. Es werden lokale und globale Konver-
genzaussagen getroffen und Techniken zur Globalisierung vorgestellt, auch
in Hinblick auf nichtkonvexe Probleme. Im darauf folgenden Kapitel wird
der Einfluss von inexakten Losungen des KKT-Systems auf den Tangen-
tialschritt sowie den gesamten Newton-Schritt analysiert und entsprechende
Konvergenzresultate prisentiert. Im Zentrum von Kapitel 4 steht die nu-
merische Umsetzung des vorgeschlagenen Ansatzes. Dazu werden zunéchst
die notwendigen Werkzeuge wiederholt, insbesondere die Konzepte Finite
Elemente, CG-Verfahren und Vorkonditionierer und anschliefend eine
konkrete Implementierung vorgestellt. Im letzten Kapitel 5 werden zwei
nichtlineare Optimierungsprobleme gelost, um die erarbeiteten Ergeb-
nisse zu veranschaulichen.
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1.3 Grundlagen der Optimierung

Unbeschrinkte Optimierung
Fiir ausreichend glatte Optimierungsprobleme

min J(z)
ist das Newton-Verfahren fiir die Losung von J'(z) =: F(x) = 0 von
grofster Bedeutung, ob seiner hervorragenden Konvergenzeigenschaften.
Ein Grofsteil der existierenden Iterationsverfahren orientiert sich an dessen
Grundidee. Zur Losung einer Gleichung F(x) = 0 werden iterativ die
Nullstellen x4, der Linearisierung F'(xy) + F'(x)(x — 2x) von F an der
Stelle x;, berechnet. Der resultierende Prozess schreibt sich dann

F/<Ik)A$k = —F(l’k), Tt1 = Tk + Al’k, k= 1, 2, (11)

Das Verfahren ist dquivalent zur iterativen Bestimmung der stationéren
Punkte der quadratischen Taylor-Entwicklung 7%(z;) von J an den Stellen
2g. In der Nahe einer Losung z* stimmen die beiden Funktionale sehr
genau iiberein, was die hohe Konvergenzgeschwindigkeit erklart.

Hier wird auch die grofe Bedeutung der durch den Newton-Schritt
definierten Richtung deutlich. Der negative Gradient —V.J ist zwar die
Richtung des steilsten Abstiegs (in der euklidischen Norm), kann aber
bereits fiir konvexe quadratische Probleme zu extrem langsamer Konver-
genz filhren. Wenn diese schlecht konditioniert sind, ist diese Richtung
anndhernd orthogonal zu jener, auf der das eigentliche Optimum liegt und
es kommt zum sogenannten ,Zick-Zacking®. Der Newton-Schritt Az dage-
gen bildet gerade diese optimale Suchrichtung. Fiir quadratische konvexe
Modelle erreicht man mit einem Schritt die exakte Losung. Man kann
den Schritt daher auch als Richtung des steilsten Abstiegs interpretieren,
allerdings in der durch J”(z) induzierten Metrik. Im nichtquadratischen
aber strikt konvexen Fall wird durch den Newton-Schritt lokal Abstieg
garantiert. Dann ist ndmlich die Hesse-Matrix positiv definit und es folgt

AxTVI(z) = =AzT J"(2) Az < —\pin || Az

fiir den kleinsten Eigenwert \,,;, von J"(z).

Ohne Konvexitdt geht diese wiinschenswerte Eigenschaft leider ver-
loren. Ist die Hesse-Matrix J”(z) indefinit (aber invertierbar), dann ist
das Modell nach unten unbeschrinkt und der eindeutige stationére Punkt
ein hochdimensionaler Sattelpunkt. Der Newton-Schritt kann in diesem
Fall eine Aufstiegsrichtung darstellen und es wére von geringem Nutzen,
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dieses teure System zu berechnen. Lokal bildet das quadratische Mod-
ell dennoch eine gute Approximation des Funktionals. Um nicht auf den
minderwertigen Gradienten-Abstieg zuriickgreifen zu miissen, kann da-
her eine Modifikation der Hesse-Matrix in Betracht gezogen werden, in-
dem man eine regularisierende Matrix addiert. Eine beliebte Wahl ist
ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Offensichtlich kann Positiv-Definitheit
erzwungen werden fiir H — 01 fiir beliebige 6 < A\ -

Bei Problemen sehr grofter Dimension kann es von Nutzen sein, den
Newtonschritt nicht mehr exakt zu berechnen, sondern mittels eines (frithzeit-
ig und adaptiv abzubrechenden) iterativen Verfahrens zu approximieren

F’(mk)éx,g) = F(x,) + r,(j).

Unter bestimmten Anforderungen an den Fehler ||5:E§j) — Ay kann lokal
quadratische Konvergenz erhalten werden (siehe Kapitel 3).

Global konvergiert das Newton-Verfahren leider nur fiir sehr schwach
nichtlineare Probleme. Eine intuitive Globalisierung kann durch Damp-
fung der Schritte erreicht werden,

Tpr1 = Tk + TEATY,

mit dem Dampfungsfaktor 7, welcher durch das eindimensionale Opti-
mierungsproblem
min J(zg + 1 Axy)

T >0
bestimmt werden kann. Fiir gleichméfig konvexe Funktionale (Def. A.5)
kann globale Konvergenz des beschriebenen Verfahrens bewiesen werden.

Das Verfahren kann auch fiir nicht konvexe Probleme genutzt werden.
Az sollte dann aber durch eine leicht zu bestimmende Abstiegsrichtung
ersetzt werden, so dass mit einer geeigneten Dampfungsstrategie mono-
toner Abstieg der Funktionswerte J () gewihrleistet werden kann. Dann
kann Konvergenz auch fiir ausreichend regulire (J € C*, J' Lipschitz-
stetig) aber nichtkonvexe Funktionale gezeigt werden, unter der Forderung
des hinreichenden Abstiegs der Funktionswerte:

min J(x) < J(xp) — el (z)]]?, fiir g > ¢ >0

(siche Proposition 2.2.2 in |28]). Einen anderen Ansatz verfolgen Trust-
Region-Methoden, in denen ein Modell zweiter oder geringerer Ordnung
minimiert wird, in einem adaptiv gewdhlten Bereich, in dem das Modell
das Funktional ausreichend gut approximiert.

My, (0zk) = J(x + 0xy), fiir ||dzy| klein,

rglinmxk(&rk), so dass |[oxi] < A.
Tk
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Die Qualitiat des Modells wird durch einen Vergleich der vorhergesagten
und der tatsdchlichen Reduktion des Funktionswertes bewertet und die
Groke des Bereiches entsprechend angepasst.

My, (O> — My, (5xk> ’

falls pp > ¢ verkleinere A

Pr =

falls pr. < ¢ vergrofere A

Diese Verfahren zeigen ein robustes Konvergenzverhalten auch fiir stark
nichtkonvexe Probleme, allerdings gilt zu bedenken, dass die Teilprob-
leme ungleichungsbeschriankt sind und eine approximative Losung auch
bei Modellen geringer Komplexitit recht aufwendig werden kann.

Optimierung mit Gleichungsrestriktionen

In dieser Arbeit sollen Probleme behandelt werden, in denen ein Funk-
tional nur noch auf einer Teilmenge des Definitionsbereichs minimiert
werden soll. Haufig ist diese Menge implizit durch die Niveaumenge einer
Funktion gegeben.

1{161}\1;}] J(z), N°={z€ X|c(x) =0} (1.2)
Ein gingiger Losungsansatz ist die Umformulierung in ein unbeschrank-
tes Optimierungsproblem. Bei (affin-) linearen oder nur leicht nichtlin-
earen Restriktionen sichern manche Verfahren, dass, sobald ein zulis-
siger Punkt 2y € N gefunden wurde, die folgenden Iterierten zulis-
sig bleiben. Dies generell zu fordern, wére jedoch meist sehr kostspielig
und daher nicht unbedingt von Vorteil. Eine alternative Verfahrensklasse
bilden die Penalty-Methoden. Dabei wird die Addition eines Strafterms
benutzt, um die Verletzung der Nebenbedingung direkt in das Funktional
zu integrieren. Wichtige Vertreter sind die exakten und die quadratischen
Penalty-Verfahren

min Jy(z) = J(2) + il e(a)], (1.3)
min Jo(x) = J(x) + ple(z) | (1.4)

Beide Funktionale sind auf N° mit J identisch. Fiir das exakte Penalty-
Verfahren stimmt die (lokale) Losung mit der eigentlichen Losung fiir
hinreichend grofte ;1 < oo iiberein. Leider ist das entsprechende Funk-
tional im Allgemeinen nicht mehr glatt und es miissten kompliziertere
Methoden als fiir glatte Probleme eingesetzt werden. Im Gegensatz dazu
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ist das Funktional in (1.4) differenzierbar. Allerdings stimmen hier die
Optima von Jg und Problem (1.2) im Allgmeinen nur noch im Grenzfall
p — oo iiberein, denn obwohl die Ableitung des Strafterms | c(z)||* auf
N? verschwindet, muss das nicht fiir .J in der Nihe des restringierten Min-
imierers gelten. Mit wachsendem Parameter p entstehen zudem immer
schmalere Téler und zunehmend schlecht konditionierte Teilprobleme.
Aus den genannten Griinden wird eher selten versucht, diese Funktionale
direkt zu minimieren. Sie leisten jedoch gute Dienste als ,merit-function®,
mit deren Hilfe man die Qualitit eines Schrittes bewerten kann. Bei der
beschriankten Optimierung ist das Lagrange-Funktional

L(z,\) = J(z) + (A c(x))

von grofer Bedeutung. Es stellt sich heraus, das fiir optimale Punkte z*
in (1.2) eine Lagrange-Multiplikator A* existiert, so das die Gleichung

L'(z*,\*) =0

erfiillt ist. Anschaulich betrachtet kippt der zusétzliche Term (), c¢(x))
fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator \* die Tangentialebene an J
derartig, dass die Ableitung von L(z, \*) bei z* verschwindet (siehe Ab-
bildung 1.1). Im folgenden Kapitel wird aufgezeigt, wie man sich diese
Erkenntnis zu Nutze machen kann.

Abbildung 1.1: Niveaulinien von J(z) = (z; — 1)? + (25 + 1)? und der
Lagrangefunktion L*(x) = L(z, \*) = J(x) + A*¢(x) unter der Nebenbe-
dingung c(z) = 23 — z».



Kapitel 2

Exaktes
Newton-Lagrange-Verfahren

Fiir das zu betrachtende Minimierungsproblem

i d = 2.1

yEIg},géU J(y7 U), 50 dass C(y7 u) O, ( )

seien J : X =Y XU — Rund ¢ : X — W zweimal stetig Fréchet-

differenzierbar auf den Hilbertrdumen Y, U und W. Dann gilt der fol-
gende wohlbekannte Satz.

Satz 2.1. Ist * = (y*,u*) € X eine Lisung von (2.1) mit surjektiver
Ableitung ' (z*), dann existiert ein Lagrange-Multiplikator X € W*, fir
den die notwendigen KKT-Bedingungen

>l
I

erfillt sind.

Unter Zuhilfenahme des Lagrange-Funktionals
L:Z=XxW*"=>R, L(xz,\) = J(z) + (N, c(x))

mit
Jy(x) + cy(x)*
L'(z,A) = | Ju(2) +( c;<x)*

lasst sich (2.2) und (2.3) kompakter formulieren durch

A
A

L'(z*,)\) = 0.
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Als Kandidaten fiir die Minimierung von (2.1) kommen nur stationire
Punkte des Lagrange-Funktionals in Frage und daher gilt es, die Opera-
torgleichung

F(z):=L'(z) =0,

mit z := (z,\) = (y,u, A) zu 16sen. Die Losung dieser gemeinhin nicht-
linearen Gleichung kann durch ein Newton-Verfahren berechnet werden,
der resultierende Prozess wird als Newton-Lagrange-Verfahren bezeich-
net. Es muss dann iterativ das folgende System gel6st werden.

<Lxgl(<:;,) A) c’(g)*) (ii) N (J’(fv) ; x@)’ (x)*A) = L'(2)Az+ L/(2) = 0.

Setzt man voraus, dass L., positiv definit ist, so existiert ein eindeutiger
Minimierer des linear-quadratischen Optimierungsproblems

Hgn J'(2)p + 3 Law(z, A)(p,p), so dass ¢'(z)p+c(z) =0 (2.4)
und dieser ist identisch mit der primalen Variable Az im exakten Newton-
Lagrange-Schritt. Iteriert man die Losung des Problems (2.4) an Stelle
der direkten Losung des Newton-Systems, erhilt man ein sogenanntes
SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming). Wohlgemerkt stellen
bei konvexen Zielfunktionalen beide Ansdtze zundchst nur verschiedene

Interpretationen ein und desselben Problems dar (bis auf Berechnung der
dualen Variable ).

2.1 Lokale Konvergenzresultate

Die Popularitit des Newton-Verfahren beruht stark auf der lokal guten
Konvergenzgeschwindigkeit, wobei der Begriff lokal sich auf die Annahme
bezieht, bereits einen guten Startwert nah an der Losung parat zu haben.
Der folgende Satz garantiert lokal quadratische Konvergenz des SQP-
Verfahrens (2.4).

Satz 2.2 (Konvergenz des SQP-Verfahrens, Theorem 15.2.11in [8]). Es sei

x* = (y*,u*) ein Minimierer fir (2.1) mit dem entsprechenden Lagrange-
Multiplikator \*. In einer Umgebung @ um (x*, \*) seien J und ¢ zweimal
Frechét-differenzierbar, deren Ableitung Lipschitz-stetig und das entsprechende
KKT-System invertierbar. Dann ezistiert eine Umgebung Q* C Q) um
(x*, \*) so dass fir jede gegen N\* konvergente Folge {\} die durch das
SQP-Verfahren (2.4) definierte Folge {x*} superlinear gegen z* kon-
vergiert fiir beliebige Startwerte in Q*. Fir ||\p — X*|| = O(||zr — x*||) st

die Konvergenz quadratisch.
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Die implizierte Wohldefiniertheit des SQP-Schritts (2.4) garantiert somit,
dass in der Nihe eines Optimums L, (x, \) positiv definit auf dem Kern
der linearisierten Nebenbedingungen ist. In diesem Fall sind SQP und
Newton-Lagrange dquivalent und folglich von gleicher Konvergenzgeschwindigkeit.

Die folgenden Ausfiihrungen bieten Informationen {iber die Grofe der
Bereiche, in denen das Newton-Verfahren quadratisch konvergiert. Die
Argumentation orientiert sich an der Monografie von Peter Deuflhard
[13].

In den vierziger Jahren des letzten Jahrhunderts wurde durch den
Russen Leonid Kantorovich quadratische Konvergenz erstmals in allge-
meinen Banachrdumen gezeigt. Dabei wies er auch Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung unter minimalen Forderungen an Startwerte und
Funktional nach. Zunéfchst wird eine dhnliche Aussage unter stirkeren
Forderungen diskutiert. Der Newton-Algorithmus (1.1) legt nahe, die
beschrénkte Invertierbarkeit von F’(z) zu fordern, das heifst

IF'(2) 7 < B < o0 (2.5)

Weiterhin sind bestimmte Informationen zweiter Ordnung an F' nétig.
Eine sehr einfache M&glichkeit ist die Beschrankung der zweiten Ableitung,

P ()] < 7 < oo. (2.6)

Diese restriktiven Forderungen an die Glattheit von F' garantieren nun
Existenz einer Losung z* von F(z) = 0 und lokal quadratische Konver-
genz der Newton-Iteration gegen diesen Punkt.

Satz 2.3 (Theorem 4.2.4 in Argyros [3]|). Sei F' : D — R zweimal
Fréchet-differenzierbar und D C Z offen und konvex. Fiir die abgeschlossene
Kugel B(zp,7) C D um den Startpunkt zo gelte (2.5) und (2.6) fir alle
z € B(z,r). Die Grifie hg = B||Az|| erfille ho < § und definiere den

Kugelradius
1 —+/1—=2hg
By

Dann ezistiert eine Liosung z* € B(zo,r), die Newton-Iteration {z}
verbleibt in B(zg,r) und konvergiert quadratisch gegen z*.

r =

(2.7)

Beweis. Da aus (2.6) die Lipschitz-Stetigkeit von F” folgt, ist der Satz
ein Spezialfall von Theorem 2.1 in Deuflhard [13]. O

Es stellt sich heraus, dass die zweimalige Differenzierbarkeit von F
nicht gebraucht wird. Die notwendigen Informationen zweiter Ordnung
lassen sich bereits aus einer Lipschitz-Bedingung an die Ableitung

1F'(2) = F'(w)l| < v]lz — wl| (2.8)
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entnehmen, so dass der obere Satz fiir nur stetig Fréchet-differenzierbare
Funktionen giiltig bleibt, wenn man (2.6) durch (2.8) ersetzt. Diese Be-
dingung erlaubt noch eine Vereinfachung der Voraussetzungen. Die punk-
tweise Schranke

1F"(20) 7| < Bo < o0 (2.9)

liefert unter der Verwendung der oben genannten Lipschitzbedingung und
mit Hilfe des Stérungslemmas fiir Operatoren (A.1) bereits eine lokale
Schranke fiir ||F’(2)7!| abhingig von Sy, v und ||z — 2.

Fiir die Entwicklung effizienter Algorithmen ist das Konzept der affinen
Invarianz von grofser Bedeutung. Endlichdimensionale Funktionen F' :
R™ — R™ konnen beliebig schlechte Skalierungseigenschaften haben. Be-
trachtet man die affin transformierte Funktion G4(z) := AF(2) fiir eine
nichtsingulére Matrix A, produziert das Newton-Verfahren fiir F und G 4
identische Iterierte, denn

Azg = —GW(2)'Ga(z) = =F'(2) TATTAF(2) = —F'(2) ' F(2) = Azp.

Der Konvergenzradius r in klassischen Newton-Konvergenz-Theoremen

ist ungefihr proportional zu (y8)~* bzw. (v3)~!. Die darin vorkom-
menden Schranken kénnen abhingig von A beliebig grof werden, so dass
die Kugeln garantierter quadratischer Konvergenz fast verschwinden. Um
dieses Problem zu beheben, kann man die Bedingungen (2.8) und (2.9) in
einer affin-invarianten Lipschitzbedingung koppeln. Fiir den affin-kovarianten
Fall (affin-invariant unter Transformation im Bildraum) kann eine Bedin-
gung der Art

| F'(20) N (F'(2) — F'(w))|| < wollz — w, fir zp,z,w € D (2.10)

formuliert werden, welche die gleichen Resultate wie in Satz 2.3 liefert,
wobei im Konvergenzradius r und der Kantorovich-Grofse hg das Pro-
dukt v durch wg ersetzt wird. Offensichtlich ist wy invariant unter der
Transformation A. Da wy oft deutlich kleiner als Syy bzw. (7 ist erhilt
man grofere Konvergenzradien. Leider kommt in (2.10) noch eine Opera-
tornorm vor. Diese ist numerisch schlecht handhabbar und hingt von den
Normen im Urbild- und im Bildraum ab und kann bei schlechter Wahl
derer stark anwachsen. Es ist aber moglich, ein sogenanntes Newton-
Mysovskikh-Theorem mit einer affin-kovarianten Lipschitzbedingung fol-
gender Art zu versehen:

|F'(2) 7 (F'(w) — F'(2))(w — 2)|| <w|w— 2|7, fir z,w € D.

Offenbar werden hier nur noch Vektornormen benutzt. Folgendes affin-
kovariantes Newton-Mysovskikh-Theorem aus dem Artikel [34] vereint
die bisherigen Ausfiihrungen fiir allgemeine Banachraume.
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Satz 2.4. Es sei F' : D — R stetig Fréchet-differenzierbar auf einem
konvezen Gebiet D C Z. F'(z) sei fiir alle z € D invertierbar. Weiterhin

gelte
1F/(2) 7 (F'(w) — F'(y))vl] < wllw = yll[|v]]

fir kolineare z,w,y € D, versehen mit der Norm || - || des Urbildraums
Z. Fiir zg € D set
hQ = WHAZOH <2

Azg

und die abgeschlossene Kugel B(zo,r) C D fir r = ThoJa" Dann ist die
durch das Newton-Verfahren definierte Folge {z;} wohldefiniert, verbleibt
in B(zg,r) und konvergiert gegen die eindeutige Losung z* € B(zg,r). Die
Konvergenzgeschwindigkeit kann abgeschdatzt werden gemdaf

12k1 = 2ill < Gwllze — 2l

2.2 Globalisierung mit Composite-Step-
Verfahren

Der in (2.4) definierte SQP-Algorithmus setzt voraus, dass das betra-
chtete Funktional auf dem Kern der linearisierten Nebenbedingungen
ker ¢/(z) konvex ist, was in der Néhe des Minimierers eine sinnvolle An-
nahme ist. Im Allgemeinen, weit weg von der Losung, muss diese Be-
dingung natiirlich nicht mehr erfiillt sein. In diesem Fall ist die Hesse-
Matrix des Funktionals nicht mehr positiv definit auf ker ¢'(z) und das
entsprechende Teilproblem nach unten unbeschrankt. In diesem und dem
folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie man diese Schwierigkeit be-
heben kann, um ein global wohldefiniertes Verfahren zu erhalten.

Eine Maoglichkeit zur Globalisierung besteht darin, die Aspekte Op-
timierung und Zuléssigkeit (Einhaltung der Nebenbedingung) zu tren-
nen. Bei sogenannten Composite-Step-Verfahren zerlegt man daher den
Newton-Schritt Az in einen Normalschritt dn und einen Tangentialschritt
0t. Der Normalschritt dient dabei der Verbesserung der Zuldssigkeit in
dem Sinne, dass |[c(z)| > ||c(x 4+ dn)|| ~ 0. Bei der Bezeichnung ,nor-
mal“ denke man an Orthogonalitit beziiglich der Niveaumengen {z €
Xle(x) = 0}. Um Ressourcen zu sparen, soll das entsprechende Teil-
problem nur fiir die Naherung erster Ordnung umgesetzt werden, d.h. in
orthogonal zu {v € X|c(x) + ¢ (x)v = 0}.

Fiir die Optimierung betrachte man die Taylor-Entwicklung der Nebenbe-
dingung,
c(x + 6t) = c(z) + ()0t + O(||5t]|?) .
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Tangentialschritt t

.

Normalschritt n

Abbildung 2.1: Normal- und Tangentialschritt

Der Tangentialschritt sollte daher aus dem Kern von ¢(x) gewéhlt wer-
den, so dass c(x + dt) — c(z) € O(||6t]|?). Im Funktional dagegen bleibt
eine Reduktion des Funktionswertes in der Grofsenordnung O(||0t]]) zu
erwarten. Fiir ausreichend kleine Tangentialschritte optimiert man daher
im Wesentlichen das Problem, dndert aber wenig an der Nebenbedingung.

Fiir die Berechnung des Tangentialschritts kann man sich an dem
eingangs beschriebenen gewohnlichen Newton-Lagrange-Verfahren orien-
tieren. Motiviert durch die Lésung von

n}sitn L(x +6t,\), sodass (z)dt =0,

betrachtet man das Modellproblem
H‘(lsitnm(ét) , so dass ¢(x)0t =0, (2.11)

mit der quadratischen Approximation

m(6t) = L(x, A) + Ly (2, \)6t + 5 Lyo (2, ) (8t, 6t)
~ L(z + 0t, \). (2.12)

Bei dieser Vorgehensweise konnen Schwierigkeiten auftreten. Zum Einen
ist m(dt) nur lokal eine gute Approximation fiir L(x + dt, X). Gegebe-
nenfalls muss daher eine Dampfung des Tangentialschritts erwogen wer-
den. Schlimmer noch kann das Lagrangefunktional bei x nichtkonvex auf
dem Kern der Nebenbedingung sein. In diesem Fall ist (2.11) nicht mehr
wohldefiniert. In Abschnitt 2.3 wird eine Methode beschrieben, mit der
beide Probleme bewéltigt werden konnen.
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Merit-Funktion

Um zu entscheiden, ob die berechneten Schritte in einem iterativen Ver-
fahren akzeptiert oder gegebenenfalls gedampft werden sollten, muss
deren Qualitdt bewertet werden. Bei der unbeschrankten Optimierung
stellt der Wert des Funktionals bereits ein gutes alleinstehendes Kriteri-
um dar. In der beschrinkten Optimierung konkurrieren jedoch Abstieg
des Funktionals und Einhaltung der Zulissigkeit. In diesem Fall kann
eine Merit-Funktion zur Bewertung herangezogen werden, in der beide
Aspekte beriicksichtigt werden. In dieser Arbeit wird die Merit-Funktion

Oz, p) = J () + plle(@)]], (2.13)

mit dem Penalty-Parameter p > 0 benutzt. Der Einsatz dieser nicht dif-
ferenzierbaren Funktion wird besonders dadurch gerechtfertigt, dass fiir
hinreichend grofse p > o der beschrinkte Minimierer und der unbeschrank-
te Minimierer von (2.13) {ibereinstimmen, was auch die Bezeichnung ,ex-
akt“ rechtfertigt (siche Einleitung). Moglichkeiten zur adaptiven Bestim-
mung des Parameters p werden in den Biichern [22] und [8] dargestellt.
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Algorithmisches Konzept

Die vorangegangenen Abschnitte motivieren den folgenden Prototypen
eines Composite-Step-Algorithmus. Eine detaillierte Umsetzung folgt in
Kapitel 4.

Algorithmus 1 Composite-Step Algorithmus (CS)

(.7}, )\) = OS(H?Q, /\U, [LQ)
for £k =0,..., kpnax do
if Abbruchkriterium positiv then
Stop.
else
Berechne Normalschritt on
Minimiere approximativ ||c(xy + on)||
Berechne Tangentialschritt ot
Minimiere approximativ Modell m(dt)
H(lsitn m(dt) = L(zy + dn + ot, \x)

so dass ¢ (xy)0t =0
Finde Dampfungsfaktor 7 > 0
so dass L(xy + dn + 76t, A\) < L(xp + dn, M)
dx = on + 1ot
Finde Dampfungsfaktor a > 0
so dass @ (zy, + adx, ug) < P(vg, )
Tpe1 = Tp + adx
Aktualisiere A\gyq und prgoq
end if
end for

Es wird darauf hingewiesen, dass die vorgestellte Herangehensweise
nicht ausreicht, um globale Konvergenz zu sichern. Zum Einen geniigt
es nicht, nur Abstieg in Funktional und Nebenbedingung zu fordern,
dieser muss auch hinreichend stark ausfallen, da der Algorithmus son-
st fern eines stationiren Punktes zum Stehen kommen kann. Zum An-
deren muss eine Strategie entworfen werden dem sogenannten Maratos-
Effekt vorzubeugen. Damit wird der Effekt bezeichnet, dass die Merit-
Funktion manchmal Schritte abweist, welche eigentlich guten Fortschritt
in Richtung Optimum bedeuten, aber lokal keinen Abstieg in Funktional
oder Nebenbedingung bringen. In [22| werden effektive Gegenmafnah-
men vorgestellt die in dieser Arbeit jedoch nicht thematisiert werden
sollen.

Im néchsten Abschnitt wird ein Werkzeug entwickelt, mit dem der
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Déampfungsfaktor 7 fiir den Tangentialschritt 0t in Algorithmus 1 bes-
timmt werden kann.

2.3 Kubische Regularisierung

Bei globalisierten Optimierungsverfahren kommt der Dampfung der berech-
neten Schritte eine gehobene Bedeutung zu. In Trust-Region-Methoden
wird eine quadratische Ndherung des Funktionals auf einem bereits beschriank-
ten Bereich minimiert und man erhélt ein ungleichungsbeschrinktes Prob-
lem. Mit der Idee der kubischen Regularisierung, welche auf Griewank

[15] zuriickgeht, kann diese zusétzliche Komplexitét vermieden werden.
Dabei versucht man das kubisches Modell

on(82) = J(x) + J'(x)52 + %J”(Q:)(ém, s)+ 2loally  (214)

zu optimieren. Man erhilt ein koerzitives Minimierungsproblem ohne
Nebenbedingungen. Diese Methode wird besonders dadurch motiviert,
dass das Modell ¢, ,(6x) fiir korrekte Wahl des Parameters w (und alle
grokeren) eine obere Schranke des Funktionals darstellt. Besitzt J eine
Lipschitz-stetige zweite Ableitung

177 () = J" ()l < wllz = yll,

erfiillt die Lipschitz-Konstante diese Forderung. Wie sich herausstellt,
geniigt fiir den Beweis eine schwichere und gleichzeitig leichter zugéngliche
affin-invariante Lipschitz-Bedingung.

Lemma 2.5 (Lemma 3.2 in [32]). Sei J : D — Y zweimal Fréchet-
differenzierbar auf einer offenen Teilmenge D des Hilbertraums X. Der
Operator M € L(X, X*) sei symmetrisch und positiv-definit und definiere
die Normen ||z||3; = (z, Mz) auf X und ||y||3,-. = (v, M"'y) auf dem
Dualraum. Es sei die Lipschitz-Bedingung

1(J"(z + dz) — J"())6x||ar—1 < wloz]3, (2.15)

erfillt. Dann bildet das Modell (2.14) eine echte obere Schranke fiir J.
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Beweis. Mit der Taylor-Formel A.7 erhilt man die Abschitzung
|J(z + 0x)—J(z) — J'(x)6z — 2 J"(2) (0, 0z)]

= /0 [J'(x + séx) — J'(x)|6x — sJ"(x)(0x, dx)ds

1 1
= / / J"(x + tsdx)(0x, s0x)dt — sJ"(x)(dz, 0x)ds
o Jo

- /1 /1 s[J"(x + tsox) — J"(x)|(6x, dz)dt ds

1 1

< / / s|[J" (@ + tséx) — J"(2)] (0, 6x)|dt ds
1

< / / s||[J"(x + tsdx) — J"(x)]ox]|,, . [|6x||ardt ds
o Jo

1 1
S/ / 2\ (@ + tsox) — J"(x)]tsbx| |10z ardt ds
o Jo
1 1
g/ / ts*dt ds w||dz3,
0o Jo
< |13,
[

In der Folge liefert ein Schritt, der den Wert des kubischen Modells
reduziert, auch Abstieg im eigentlichen Funktional. Im Allgemeinen ist es
sehr schwierig, den Parameter w exakt zu bestimmen und man ist daher
auf Schétzungen angewiesen. Aus der Ungleichung in obigem Beweis gilt

Walobal = SUD o | (@ 4 0x) = J () = J'(2)dx — 37" (x) (6, d7)|

Durch Einsetzen eines bestimmten Vektors dz, erhilt man die lokale
Schétzung

2

(Wl = i [ @ + 2) = J(2) = J'(2)0x — 1" (@) 8z, 8

Offensichtlich gilt fiir den Schétzer [w]; < w. Eine weitere Méglichkeit ist

[w]a = Hiﬂjl?\z ‘J’(x +0x)dx — J'(x)dz — J"(x)(dz, 5_‘7:)} .
In Weiser [32] wird gezeigt, dass auch hier [w]y < w gilt. Im selben Artikel
werden auch Auswirkungen und Strategien diskutiert, falls [w] deutlich
zu klein ist.
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Kubische Regularisierung fiir die Tangentialschrittberechnung

Die Berechnung globaler Minima des kubischen Modells wire ein sehr
schwieriges Unterfangen, denn 1), , besitzt bis zu 2m+1 stationire Punk-
te, wobei m die Anzahl der negativen Eigenwerte von J”(x) beziffert
([15]). Das Verfahren soll daher vornehmlich der Schrittweitenbestim-
mung einer vorgegebenen (moglicherweise inexakten) Newton-Suchrich-
tung dienen. Nur wenn bei deren Ermittlung Nichtkonvexitit auftaucht,
soll das kubische Modell auf einem zweidimensionalen Unterraum min-
imiert werden. Der Aufwand fiir dieses Problem ist dann vernachl&ssig-
bar. In Abschnitt 4.3.2 wird erlautert, wie dieser Raum definiert wird.

Zunichst soll aber im nédchsten Kapitel die Auswirkung inexakter,
ungedédmpfer Tangentialschritte bei der Optimierung konvexer Probleme
untersucht werden.



Kapitel 3

Inexaktes
Newton-Lagrange-Verfahren

3.1 Der Inexakte Tangentialschritt

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Notwendigkeit fiir die Berechnung
des Tangentialschritts in einem Composite-Step-Verfahren begriindet. Es
wird nun davon ausgegangen, dass dieser Schritt dt = (y, u) Losung eines
konvexen Minimierungsproblems

Jdnin J(y,u) = (3Hyyy = by y) + (3 Huuts = b, u)

unter linearen, homogenen Nebenbedingungen
Ay+ Bu=0 (3.1)

darstellt. Dabei seien Y und U Banachridume, A ein symmetrischer und
beschrankt invertierbarer Operator, B : U — Y* und B* : Y* — U
beschrankt und stetig und H,, : ¥ — Y*, H,, : U — U”* beschrankt,
symmetrisch und auf der Losungsmenge von (3.1) positiv definit. Der
Zustand y kann dann eliminiert werden via y = —A~!Bu und man erhilt
das reduzierte Funktional

Jr(w) = (3Hyy(—A""'Bu) — by, —A™'Bu) + (§ Hyyu — by, u)
(1B*A™'H, A" Bu+ B*A™ by, u) + (1 Hyu — by, w)
(3(B*"A™'HyyA"' B+ Hy,)u — (b, — B*A7'b,), u) .

~ ~ —_———

=:Hp =:b

Der reduzierte Operator Hpy ist nun positiv definit, deshalb gilt fiir die
optimale Steuerung und den zugehdorigen Zustand

u=Hy'b, y=—A"'Bu.
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Bei den Problemen, die hier von Interesse sein sollen, stellt A einen ellip-
tischen Differentialoperator dar. Die Existenz effektiver, spektraldquvia-
lenter und symmetrischer Mehrgittervorkonditionierer fiir das diskretisierte
Problem motiviert die Untersuchung des inexakten Tangentialschritts

i=Hy;'b, §j=—-A"'Bi,

definiert durch den gestorten Operator A~ und die entsprechend definierten
Groken Hp und b. Wie spiiter noch gezeigt wird, erlaubt die i-fach
iterierte Anwendung des besagten Vorkonditionierers, hier mit A; ' beze-
ichnet, die Abschitzung |1 — A; " A|| < g, fiir ein p < 1/2 (siehe Satz 4.2
und Gleichung (4.11), S.38). Das folgende Lemma zeigt, dass der Fehler
des inexakten Tangentialschritts fiir ¢ — oo verschwindet.

Lemma 3.1. Neben den oben genannten Voraussetzungen wird zusdtzlich
gefordert, dass Hg und Hp beschrinkt invertierbar seien. Fir eine Folge
von Operatoren {A; i € N}, gelte ||I — A7 A|| — 0, fiir i — oo. Dann
sind ||u; — u|| und ||g; — y|| ebenfalls Nullfolgen.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Indizes der Operator-
folge weggelassen. Zunéachst gilt

A7 = AT < 1 = AT A AT = 0,
da A~! nach Voraussetzung beschrinkt ist. Weiterhin gilt

i —u| = |Hz'b — Hg'|
< || Hg'b— Hy'v|| + || Hg'd — Hz'b|.

Die linke Seite lsst sich abschitzen gemafs

|Hg'b — Hp'b|| < | Hg (|16~ bl
< |Hg'l BTl AT = AT ol
—_—— —\— — e

beschrinkt beschrankt —0 beschriankt

und die rechte Seite

|Hg'o— Hp'b|| < |Hg'l| |Hr — Hell [[HZ']  I0]
—— ——
beschriankt beschrinkt beschrankt

Fiir den mittleren Teil erhalt man

|Hr — He| < |B*|| AT Hy,A™ = AT H,ATY|||B||
—— ~—~
beschriankt beschriankt
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und schliellich nach einer weiteren Addition von Null
||A_1]']yyA_1 - A_lHyyA_ln
= ”A_lHyyA_l - A_lHyyA_l + A_lHyyA_l - A_lHyyA_IH
- HAilHyyAil(] —AAT) + (AT A - I)AilHyyAAH
g

< AT Hy AT || — AATY || ATTA — || |AT H,, AT
N / \ 7 N o \ /
bescl;;iinkt ;:0 ;:O bescﬁ;iinkt

Analog gilt fiir den Fehler im Zustand

ly — 3l = | A~ Bu — A™' Bi|
< ||A"'Bu — A7'Bi|| + ||[A"'Ba — A Ba
< [[ AT 1Bl Jlu—al+ ATt =AY IB]
—_— N Y= Y =

beschrinkt beschrinkt —0 —0 beschrankt

]

Beispiel 3.2. Das folgende linear-quadratisches Optimalsteuerungsprob-
lem rechtfertigt die oben geforderten Eigenschaften.

min J(y,u) = 3 (y — yq,y — + L(u,u) e,
e HA (@) (y, u) g(y Ya, Y — Yd)L? 2( )L
u€L?(Q)

“Ay=u inQ, n'Vy+y=0 auf 0.

Fiir dieses Problem sind alle obigen Voraussetzungen erfillt. Insbesondere
sind Hyy,, Hy, und B gleich der Identitit auf L*(2), wenn man L*(Q) mit
dessen Dualraum identifiziert. Des Weiteren ist der Operator A definiert

durch
Ay (v > / VyTVvdt+/ yvds).
Q o0

A st beschrinkt invertierbar, denn fir dessen kleinsten Eigenwert X,
gilt
A c(v,v
Amin = Mmin ( UQ)(U> > ( Q)Hl(m
veH(Q) ”UHL2(Q) HUHL2(Q)

> >0, (3.2)

wobei die verallgemeinerte Friedrichs’sche Ungleichung A.3 verwendet
wurde. Zudem ergibt sich die beschrdnkte Invertierbarkeit von Hp au-
tomatisch, da Hr— H,,, = B*A™'H,, A™' B zumindest positiv semidefinit
ist. Unter Verwendung des Rayleigh-Quotienten ldsst sich dann leicht
zeigen, dass | Hyg!|| < |[Hy1.
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3.2 Der Fehler im Newton-Lagrange-Schritt

In der Nahe der Losung sollte das Composite-Step-Verfahren in ein inex-

aktes Newton-Verfahren iibergehen, um dessen hohe Konvergenzgeschwindigkeit
auszuschopfen. Die folgenden Ausfiihrungen dienen der Vorbereitung entsprechen-
der lokaler Konvergenzresultate, welche im anschliefenden Abschnitt be-

wiesen werden. Die Inexaktheit stammt hier ebenfalls aus der Verwen-

dung des gestorten Operators AL, Die obigen Bezeichnungen sollen fiir

die Bestandteile der zweiten Ableitung der Lagrange-Funktion, der KKT-
Operatormatrix {ibernommen werden.

H,, A
"= K = H,, B*

A B

Die gestorte KKT-Matrix K definiert sich analog mit A := (A=1)~! an
Stelle von A. Der exakte und der inexakte Newton-Lagrange-Schritt sind
dann die Losungen von

KAz=r bzw. Kéz=r

Die Konvergenzaussagen im kommenden Abschnitt werden in Abhéngigkeit
der Grofse
oz — Az

O =
[6=]]

formuliert. Es ist nun moglich die Stérung A~! aus § zu isolieren. Dazu
sei zundchst K1 explizit angegeben. Mit der reduzierten Hesse-Matrix

Hyp = B*A_lﬂyyA_lB + H,, und der Hilfsmatrix F' = A‘lBH}ng* gilt

FA™! ~A-'BHR! A"l -~ FA'H,,A™?
K= ~Hy'B*A™? Hp' Hp'B*A~'H,,A™?
A~' - AT 'H,,FA™Y AT'H,AT'BHR' —A'H,(A~'-FA 'H,A")

Dann lisst sich die Matrix K —'K — I faktorisieren durch

N (FA*H,, — I)(I —I) 0 —F(I—1)
K'K—-1= ~Hp'B*A~'H,, (I —I) 0 Hp'B*(I —1)
A7'H, (I -FA'H,)I-1) 0 (A'H,F—-I)I-1)
= RD]—T

mit der von A unabhéingigen Matrix

FA7'H,, —1I 0 —F
R= —Hy'B*A™'H,, 0 Hy'B
A'H,(I-FAH,) 0 A'H,F -1
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und der Diagonalmatrix

wobei I := A™'A. Der relative Fehler § im Newton-Lagrange-Schritt
lasst sich damit abschitzen wie folgt:

R T B [ st
2] 6]
KK ~ 15
Iz
< |KT'K 1| (3.3)
= |RD,
< |RIID, ]
= |RIIT 1.

R besteht nur aus beschrinkten Operatoren und ist somit selbst beschrénkt.
Daher verschwindet ¢ fiir || — I|| — 0.

3.3 Lokale Konvergenzresultate

In diesem Abschnitt bezeichnet (V) die folgenden Voraussetzungen: Die
Abbildung F : D C R" — R”" besitze eine Losung z* der Gleichung
F(z) = 0. In einer Umgebung U C D von z* sei F stetig Fréchet-
differenzierbar und F’(z*) invertierbar.

Lost man das Newton-System inexakt, (3.4), verbleibt ein Fehler §z; —
Az in der Iterierten, welcher sich durch ein nicht verschwindendes Residu-
um rj ausdriickt,

F/(Zk>(52k = —F(Zk) + 7k, Zk4+1 — Rk -+ 5zk, (34)
mit
T = F'(zk)(Szk + F(Zk) = F/<Zk)(52k - AZk). (35)

Ein Ma# fiir die Genauigkeit der Losungen stellt die Folge {n;} oberer
Schranken der relativen Residuen dar,

Il
TFG =™ (3.6)
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Abhéngig von den absoluten Grofen und der Konvergenz dieser sogenan-
nten ,Forcing Sequence” kénnen Aussagen iiber die lokale Konvergenz des
inexakten Newton-Verfahrens getroffen werden. Offensichtlich erhdlt man
fiir n, = 0 das exakte Newton-Verfahren. Um inexakte Schritte 0z = 0
auszuschlieften, soll immer 7, < 1 gelten. Eine leichte Verstiarkung dieser
Forderung garantiert dann bereits lokale Konvergenz.

Satz 3.3 (Theorem 2.3 in [10]). Es gelten die Voraussetzungen (V) sowie
M < Nmae < 1. Dann existiert ein € > 0, so dass fir ||zo — z*|| < e die
durch (3.4) definierte Folge {z} gegen z* konvergiert.

Die Konvergenrate (Def. A.8) des dufseren Verfahrens und der relativen
Residuen hingt wie folgt zusammen:

Satz 3.4 (Theorem 3.3 in [10]). Es gelten die Voraussetzungen (V). Die
inexakte Newton-Iteration {z} konvergiere gegen z*. Superlineare Kon-
vergenz kann genau dann garantiert werden, wenn

li =0.

fi

Ist weiterhin F' Lipschitz-stetig auf U, so ist die Konvergenz quadratisch
genau dann, wenn

me = O(||F(z)|]),  fiir k — oc.

Die vorgestellte Bedingung (3.6) ist leider nicht affin-invariant und
basiert nur auf Grofen im Bildraum. Die resultierenden Konvergenzkri-
terien konnen bei schlecht konditionierten Funktionalen, wie sie insbeson-
dere bei diskretisierten partiellen Differentialgleichungen auftreten, den
Iterationsprozess stark verlangsamen ([12]). In [35] nimmt sich Ypma
dieser Problematik an. Dabei wird {;} durch eine affin-invariante Forc-
ing Sequence {v} ersetzt:

1" (z) " el |16z — Az

= S Vg S Vmax

1F" () P E ()l (A2

Erneut garantiert die Forderung v, < 1 lokal Konvergenz und es kénnen
entsprechende Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit getroffen
werden.

Satz 3.5 (Theorem 3.6 in [35]). Es seien die Voraussetzungen (V) er-
fillt. Die inezakte Newton-Folge {z} konvergiere gegen z*. Weiterhin
sei die Ableitung F' auf ganz U Lipschitz-stetig. Dann konvergiert {z}
superlinear genau dann, wenn

lim v, =0
k—o0
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Die Konvergenz ist quadratisch genau dann, wenn

v = O(||F'(z) " F(z0) ), fiir k — 0.

Ein fiir diese Ausarbeitung passenderer Ansatz wurde von Peter Deu-
flhard in [12| dargestellt. Die Inexaktheit stamme dann nicht mehr vom
frithzeitigen Abbruch eines iterativen Losungsverfahrens, sondern von der
Anwendung einer numerischen Approximation der Inversen der Hesse-
Matrix

Mlgl ~ FI(Zk)il .

Der inexakte Newton-Schritt dz; 16st dann das System
M;ﬁzk = F(Zk) .

In der Literatur wird dieser Ansatz als ,Newton-like Method“ bezeichnet.
Es definiere
9, 1M rall M (M — FY(24)) 02|
1M F (2 [0z

(3.7)
mit dem Residuum 7, wie in (3.5). Die folgende Konvergenzaussage
entstammt [12].

Satz 3.6. Es gelten die Voraussetzungen (V). Die inexakte Newton-
Iteration {z} konvergiere gegen z*. Die Approzimation My der Hesse-
Matriz hdnge stetig von z ab und sei nichtsinguldr. Zudem gelte die
Lipschitz- Bedingung

1M (F (2 + t02k) — F (1)) 0zll S wit [lozl®, ¢ €[0,1], (3.8)

mit Wi < Wpae- Dann wird die Konvergenzrate der inexakten Newton-
Iteration asymptotisch durch den Term ) dominiert:

lim D2 =2l (3.9)
k—o0 sz — Zk—lH k—o0

Beweis. Die Taylor-Formel (A.7) liefert die Abschitzung

1251 — 2xll = l0zall = | M, F ()|
= [ M [F(z) = (F(2k-1) + My—1623-1)] |

1
= HMk_l/ (F/(Zk_l + tézk_l) - Mk_l)ézk_ldtH
0

1
S HMk_l/ (F/(Zk_l + t(SZk_l) - F’(zk_l))ézk_ldtH
0

(1M (F (2m) = My1)52a]
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Unter Verwendung der Identitét (3.7) und der Voraussetzung (3.8) erhélt
man

z —Z 0z — !
[Zra — 2zl _ 110z < || M M| (/ wk_1t||5zk_1||dt+ﬂk_1)
|2k — zk-1ll (|02 0

= (1M Mo | (52152l + 95)

Aus der Stetigkeit von M und der Konvergenz von {z;} folgt schliefslich
die Aussage (3.9). O

Als Konsequenz ergibt sich lineare Konvergenz, falls ¥, < ¢ < 1 fiir
hinreichend grofe k. Fiir ¥, — 0 ist die Konvergenzrate superlinear. Das
folgende Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen dem Kontrak-
tionsfaktor ¢ im linearen Konvergenzmodus und der Approximationsgiite
von M.

Lemma 3.7. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.6 und der Forderung
[F"(2) "My — I|| < e <1 gilt

1; |2kt — 2| €
k—o00 ||Zk — Zk—l” —1—¢ ’

Beweis. Aus ||F'(z) ' My, —I|| < & und dem Stérungslemma von Banach
A.1 ergibt sich

_ 1
M )] <
Daher gilt
o 1M — ()6
. =
162
M F () (F ()~ M — )|
102

<M (i) 1 F (20) ™ My — 1|
<<

“1—c¢

Die Behauptung folgt schlieklich aus Satz 3.6. [



Kapitel 4

Berechnung des
Tangentialschritts

In diesem Kapitel wird das Riistzeug fiir die Entwicklung eines inex-
akten Composite-Step-Verfahrens zusammengetragen. Als Leitfaden di-
ent dabei eine semilineare Differentialgleichung, welche auch spéiter im
Kapitel 5 Numerische Beispiele die Nebenbedingung definiert. Es werden
die wesentlichen Aspekte der Finiten-Elemente-Methoden wiederholt, um
die unendlichdimensionalen Probleme zu diskretisieren. Danach werden
einige Abwandlungen des CG-Verfahrens prisentiert sowie ein adaptives
Abbruchkriterium. Abschlieffend wird die konkrete Implementierung for-
muliert.

4.1 Struktur der Nebenbedingung

Im Folgenden sei immer V := H'(Q) auf einem beschriinkten Lipschitz-
Gebiet Q € R? (Def. A.4). Die Nebenbedingung definiere sich durch das
Randwertproblem mit verteilter Steuerung und Robin-Randbedingungen

—Ay+ f(y) =u in 0

- (4.1)

n'Vy+ay=p auf 0.
Dabei seien y € V, u € L*(Q), 0 < a € L>(09Q), f € L*(09) und
f:V — L*Q) Fréchet-differenzierbar. Robin-Randbedingungen kénnen
als Verallgemeinerung von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen
angesehen werden, da durch geeignete Wahl der Parameterfunktionen
a und S die gewiinschten Randbedingungen erzwungen werden kénnen.
Differentialgleichungen der Art (4.1) bezeichnet man als semilinear, da
die Funktion f(y) moglicherweise nichtlinear, der Term héochster Dif-
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ferentiationsordnung jedoch weiterhin linear ist. Mit dem entsprechend
definierten Operator A : V' — V* lautet die Variationsformulierung

(A(y),v>v*,V:/VyTVvdt+/f(y)vdt+/ ayv ds
Q Q 20
(4.2)
:/uvdt—l— fuds YoeV.
0 G

Im Kontext der in dieser Arbeit untersuchten Newton-Verfahren wird
vorausgesetzt, dass der lineare abgeleitete Operator

A=A(y): V>V~

(Ay, v)v+ v :/VyTVvdt+/f’(yg)yvdt+/ ayv ds
Q Q o0

invertierbar ist. Der nun folgende Satz gewéhrleistet die Bijektivitat, falls
der zweite Integrand die Form f’(yo)y = coy mit 0 < ¢y € L™ besitzt.

Satz 4.1 (Theorem 1.19 in [20]). Sei Q € R ein beschrinktes Lipschitz-
Gebiet. Die auf H () x HY(Q) definierte Bilinearform

a(y,v) :/VyTVvdt—i—/cvadt—l—/ ayvds,
Q Q o9

definiert einen linearen Operator A durch (Ay,v)v«y = a(y,v). Unter
den Voraussetzungen 0 < ¢y € L>(Q), 0 < oo € L*(0Q) und ||col|r2(0) +
|| 2a0) > 0 ist A beschrinkt invertierbar.

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folgerung des Lemmas von Lax und
Milgram A.2. Stetigkeit folgt dabei aus dem Spursatz (siehe etwa [7]) und
V-Elliptizitdt kann mit der verallgemeinerten Friedrichs’schen bzw. der
verallgemeinerten Ungleichung von Poincaré gezeigt werden. Ein leicht
verstandlicher Beweis findet sich in dem Lehrbuch von Tréltzsch [29]. O

4.2 Diskretisierungskonzept - Finite
Elemente

In diesem Abschnitt wird die Art der Diskretisierung diskutiert. Wegen
des Differentialoperators der Nebenbedingung bietet sich die Verwendung
von Finite-Elemente-Methoden an. Diese sind deutlich flexibler als etwa
Finite-Differenzen-Verfahren, da sie auch bei komplizierten Gebieten ()
eingesetzt werden konnen und zudem einfach adaptive Verfeinerungen
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erlauben. Ausgangspunkt bildet dabei die schwache Formulierung des
Randwertproblems

a(y,v) = F(v) Vv e V. (4.3)

Bei den Finiten Differenzen wiirde der Differentialoperator selbst diskretisiert
werden, wohingegen FE-Methoden auf dem Galerkin-Ansatz beruhen,
bei dem man den Losungsraum diskretisiert. Dabei wird V' durch einen
endlichdimensionalen Teilraum V;, C V ersetzt und die Variationsfor-
mulierung auf diesen eingeschréankt:

a(yn, vy) = F(vp) Yo, € V. (4.4)

Um den Raum V}, zu erzeugen, wird das Gebiet (2 in polytope Teilge-
biete T = {T1,Ts, ..., T,,} zerlegt, sehr geeignet sind Simplizes, es wer-
den aber auch d-dimensionale Quader und in 2D Prismen eingesetzt.
Nun definiert man leicht zu handhabende Basisfunktionen ¢; von V},
mit einem moglichst kleinen Tréger. Bei linearen Finiten Elementen mit
Lagrange-Basis wihlt man diese so, dass sie an einem einzigen Knoten
den Wert 1 annehmen, in den angrenzenden Elementen 7T lineare Poly-
nome darstellen und auf allen anderen Knoten und Elementen verschwinden.
Man erhalt

Vi =span{p;} ={v € C(Q) :v|p, €Py, i=1,...,m} C H(Q).

Die Raumdimension entspricht dann der Anzahl n der Gitterknoten. We-
gen der Linearitdt von a und F reicht es aus, (4.4) nur fiir die Basisfunk-
tionen ¢; zu fordern. Stellt man nun die gesuchte diskrete Losung als
Linearkombination der Basisfunktionen dar, y, = > y;;, erhilt man
das lineare Gleichungssystem

Zyia(%a‘ﬁj) = F(p;), 1=1..n,
i=1

..........

Offensichtlich folgt auch hier die eindeutige Losbarkeit aus dem Lemma
von Lax und Milgram. Ein wichtiges Resultat ist die Galerkin-Optimalitéat,
welche besagt, dass die Approximation y;, die bestmogliche im Losungsraum
V. beziiglich der durch die Bilinearform a(., .) induzierte Energienorm ist.
Aus diesem Grund l&sst sich das Finite-Elemente-Verfahren als Projek-
tionsverfahren auffassen. Durch die oben beschriebene Wahl der Basis-
funktionen hat die Systemmatrix A die vorteilhafte Eigenschaft, extrem
diinn besetzt zu sein, da die Integrale a(y;, ¢;) nur fiir unmittelbar be-
nachbarte Knoten i und j nicht verschwinden.
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Diskrete Normen

Damit das diskretisierte Problem das gleiche Konvergenzverhalten wie
das unendlichdimensionale Grundproblem an den Tag legt, wird eine gute
Synchronisation der beiden Ansétze angestrebt. Das heifst, dass das Git-
ter ausreichend fein gewihlt werden sollte und dass die Normen der Funk-
tionenrdume oder zumindest passende Approximationen benutzt wer-
den. Ein entsprechendes Konvergenzresultat findet sich etwa in [34]. Die
Berechnung der L?(Q)- und der H*(Q2)-Normen ist dabei besonders ein-
fach, da bei dem hier angedachten Einsatz Finiter-Elemente-Methoden
ohnehin die Systemmatrizen M und A mit

Mz’j:/%%’ dt, Az‘j:/V%TVSOj dt
Q Q

assembliert werden. Fiir eine diskrete Funktion v, € V}, mit dem Koef-
fizientenvektor v € R" gilt dann bei exakter Integration
||Uh||%2(Q) =o' Mv  sowie HU||%,1(Q) = vl (A + M)v.

Die diskrete duale Norm ||.|
definiert sich iiber

v+ eines linearen Funktionals f : V, — R
h

Il = sup )
'Uhe‘/h ‘/U’ ‘/h

Liegt f als Vektor vor, d.h. f(v,) = b?v, und die Funktionenraumnorm

lasst sich durch eine Matrix S ausdriicken, ||v,|ly, = ||v]|s, so lasst sich
die diskrete duale Norm explizit berechnen, denn es gilt
|/ (vn)] b vl
fllve = sup = sup ——
I£1lv; onevi 0llvi vern VT Sv
[bF (S w)]
= sup
werr \/(S~1w)TS(S~1w)
bES~w
b

= sup
werr [w]ls-

= [bslls—1,
unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Um nicht im-

mer die Berechnung der S-Norm und der noch aufwendigeren S~!-Norm
durchfiihren zu miissen, wurden diese in der algorithmischen Realisierung

durch die Matrixnormen ||.||p2 := ||.||p2; bzw. ||.||n-2 = ||.||n-21 ersetzt,
mit der durch die Gitterweite skalierten Identitdt h*I bzw. h~2I. Ins-
besondere fiir die diskreten Normen ||.||as, ||.][az—1 mit der Massenma-

trix M sind das gute Alternativen, denn ||M| ~ h? und |[M~!|| ~ b2
stimmen wegen des geringen Spektalradius von M sehr genau iiberein
(zumindest bei den hier verwendeten uniformen Gittern).
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4.3 Das Vorkonditionierte CG-Verfahren

Unter den Lésern fiir grofée lineare Gleichungssysteme Hp = b ist das Ver-
fahren der konjugierten Gradienten (kurz CG-Verfahren) ein wichtiger
Vertreter. Fiir quadratische positiv definite Matrizen H € R™"™ ist die
Losung gleichbedeutend mit der Minimierung der quadratischen Form
q(p) = 3p"Hp — b"p. Beim CG-Verfahren wird dieses Funktional in je-
dem Schritt {iber einem affinen Unterraum Uy, beziiglich der Energienorm
|||z = (-, H-)"/? minimiert. Aus diesem Grund kann man das Verfahren
in die Gruppe der Projektionsverfahren einordnen. Bei exakter Arith-
metik liefert die Methode nach hochstens n Schritten die exakte Losung.
Das Verfahren lédsst sich noch deutlich beschleunigen, indem man einen
Vorkonditionierer zwischenschaltet. Dabei 16st man nicht mehr das Orig-
inalproblem Hp = b, sondern das transformierte Problem HH !p = b
mit p = Hp mit dem symmetrischen positiv definiten Vorkonditionier-
er H. Beziiglich des euklidischen Skalarprodukts ist die Matrix HH ™!
zwar nicht mehr selbstadjungiert, wohl aber beziiglich des durch H~! in-
duzierten Produktes (-, ') (|31]). Mit diesem kénnen wir also den nor-
malen CG-Algorithmus auf das transformierte System anwenden. Eine
sparsame Variante, auf die ich mich spéter noch beziehen werde, findet
sich in [31]:

Algorithmus 2 PCG-Algorithmus

pr = PCG(H,b,H)
Po = 0,’/’0 = b,Sl = fo = H_lrg
for k = 1,T...,kzmax do
% = T
Pk = Dk—1 + QkSg
If Abbruchkriterium positiv then Stop.
Tk = Tk—1 — OékHSk

= H
T’Tfk
_ k
5k rg,lfk—l
Sk+1 = Ti + Brsk
end for

Dabei bleibt der Aufwand fiir eine Iteration gleich dem des gewohn-
lichen CG auf dem Originalproblem bis auf eine Anwendung des Vorkon-
ditionierers. Wir brauchen dabei H und H ! gar nicht vorliegen zu haben,
es reicht eine Vorschrift fiir die Anwendung von H !, wie es zum Beispiel
beim Mehrgitteralgorithmus der Fall ist. Der Zusammenhang zwischen
der Wahl des Vorkonditionierers und der Konvergenzgeschwindigkeit ldsst
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sich mit Hilfe der Kondition x = x(HH ') quantifizieren. Der relative
Approximationsfehler des vorkonditionierten CG-Verfahrens nach der k-
ten Iteration lasst sich abschétzen geméls

* k
el (YE-1)
lpo—pllw =\ VA1

Fiir den Beweis siehe etwa [14]. Das nicht vorkonditionierte CG-Verfahren
ist gleichbedeutend mit der Wahl H = I, man hat also x = x(H). Hier
zeigt sich, was einen guten Vorkonditionierer ausmacht. Er verringert den
Quotienten aus groftem und kleinstem Eigenwert und konzentriert somit
das Spektrum.

4.3.1 Diskreter Energiefehler

Fiir gut konditionierte Probleme kann lineare Konvergenz des Energiefehlers
angenommen werden. Aus dieser Erkenntnis l&sst sich wie folgt ein preiswert-
er Fehlerschiatzer herleiten. Fiir den Fehler in der Energienorm e :=

P — p*[|% gelte
€pr1 < O¢€g, flirein © < 1.

Durch die Orthogonalisierung in jedem CG-Schritt gilt fir v, = ||pre1 —
pill% die Tdentitit
€k = €kt1 + Vi -
Aus der oberen Ungleichung erhilt man die Abschitzung
Tk
<
*“=1-6

Die Werte 7, lassen sich mit wenig Aufwand zusitzlich berechnen und
offensichtlich gilt ¢, = Z;:,i ;. Mit dieser Information lésst sich die

. (4.5)

Schranke © =~ © schitzen. Fiir €pp1 N O¢y, ist

€1 — € O — O

QS
€k—s+1 — €k—s €k—s+1 — €k—s
mit s > 1
2. W2V
€k—s+1 — €k—s Z Vi — Z Vi Vk—s
j=k—s+1 j=k—s

und folglich © ~ (5% )s. Fiir s > 1 wird bereits eine Art Mittelung
vollzogen, welche Schwankungen in der Kontraktion ausgleicht. In den
numerischen Beispielen wird s = 2 gewahlt.
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4.3.2 Truncated CG fur Nichtkonvexe Modelle

Die hier zu 16senden Gleichungssysteme stammen aus Minimierungsprob-
lemen, fiir die eine geeignete Abstiegsrichtung zu ermitteln ist. Wie im
Einleitungskapitel beschrieben, stellt der Newtonschritt eine optimale
Suchrichtung dar, falls das Funktional lokal konvex ist. Im Voraus ist
fiir gewohnlich nicht bekannt, ob diese Eigenschaft erfiillt wird, allerd-
ings wird Nichtkonvexitdt im Laufe der Iteration durch das CG-Verfahren
dedektiert. In diesem Fall ist die Hesse-Matrix H = J”(z) indefinit und
man erhilt irgendwann ein negatives Energieprodukt sf Hs, < 0. Auf
Dembo und Steihaug ([11]) geht die Idee zuriick, das normale Verfahren
friihzeitig abzubrechen, sobald entweder

(1) ein bestimmtes Genauigkeitskriterium erfiillt oder

2) eine Richtung negativer Kriimmung s, erreicht wird.
g neg g S

Beziiglich der Bezeichnungen in Algorithmus 2 stellt die Abfrage

75|
[roll —

ein sinnvolles Abbruchkriterium fiir (1) dar. Beachte im Riickblick auf
Abschnitt 3.3, dass dieses Kriterium der Definition der Forcing-Sequence
(3.6) entspricht und sich durch die Wahl von 7 die asymptotische Kon-
vergenzgeschwindigkeit des dufseren Verfahrens steuern lasst. Dembo und
Steihaug weisen darauf hin, dass vor Erreichen einer Richtung negativer
Kriimmung s;® alle Iterierten py, ..., py sowie s, ¢ selbst Abstiegsrich-
tungen darstellen. Sie schlagen vor, in beiden Féllen (1) und (2) die
aktuelle Iterierte py zuriickzugeben. Das garantiert, dass der Algorith-
mus im konvexen Fall nicht in die iterative Berechnung der optimalen
Newton-Richtung eingreift und im nichtkonvexen Fall zumindest eine Ab-
stiegsrichtung liefert. In dieser Arbeit soll die Methode leicht verdndert
eingesetzt werden. Bei Iterationsabbruch (1) wird ebenfalls die Iterierte
pr weiterverwendet, im Fall (2) werden dagegen beide Richtungen py
und s;°® zuriickgegeben. Anschliefend wird ein kubisches Modell des zu
optimierenden Funktionals auf dem ein- bzw. zweidimensionalen Unter-
raum minimiert, der durch die Riickgabewerte aufgespannt wird (siehe
Abschnitt 2.3).

4.4 Mehrgittervorkonditionierer

Bei der Wahl eines geeigneten Vorkonditionierers H muss der Nutzer
entscheiden, wieviel Informationen er neben der Koeffizientenmatrix H
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zur Verfiigung stellen kann und will. Bei der Verwendung von Matrixzer-
legungsmethoden werden keine weiteren Informationen bendtigt, daher
sind diese sehr flexibel einsetzbar. Leider wird bei Anwendungen mit einer
grofen Anzahl an Unbekannten und schlecht konditionierten Matrizen,
wie sie im Bereich partieller Differentialgleichungen auftreten der Iter-
ationsprozess nicht ausreichend beschleunigt, da diese Methoden nicht
spektraliquvialent sind, das heikt, fiir die Kondition gilt k(H1H) > 1.
Eine Klasse von Vorkonditionierern, welche die Forderung nach Spektral-
dquvivalenz erfiillen, bilden die Mehrgitterverfahren, hdufig auch Mul-
tilevelmethoden genannt. Die Entwicklung dieser Techniken begann in
den sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts und sie wurden besonders
durch Wolfgang Hackbusch auf ein stabiles Fundament gestellt (siehe et-
wa [18],[19]). Heutzutage werden sie in praktisch jedem Gebiet eingeset-
zt, bei dem partielle Differentialgleichungen mit numerischen Methoden
gelost werden ([36]).

Fiir die Entwicklung von Mehrgitterverfahren werden die folgenden
Erkenntnisse benutzt. Zum einen stellt sich heraus, dass bestimmte it-
erative Loser, wie zum Beispiel das gedampfte Jacobiverfahren, hochfre-
quente Fehleranteile glatten, die niedrigfrequenten jedoch kaum verén-
dern. Zum anderen sind niederfrequente Anteile auf einem groberen Git-
ter hoherfrequent. Diese Beobachtung ldsst sich ausnutzen, indem man
sukzessive auf immer groberen Rdumen die jeweils hochfrequenten Fehler-
anteile herausglittet und schliefslich auf dem grobsten Gitter direkt 16st,
so dass schlieflich das komplette Frequenzspektrum abgedeckt und somit
der gesamte Fehler erfasst wird. Die folgende Formulierung des klassis-
chen Mehrgitteralgorithmus sowie der entsprechende Konvergenzbeweis
orientieren sich stark an [31]. Vorausgesetzt sei die Existenz einer Folge
geschachtelter FE-Réume Sy C Sy C --- C S; € H'(Q). Die eigentlich
trivialen Einbettungen S;_; < S und S; — S;_, sind aufgrund der ver-
schiedenen Basen durch Prolongationsoperatoren I¥ | bzw. Restriktion-
soperatoren [F~! zu realisieren. Da man S und S} auf kanonische Weise
mit R"* identifiziert, kann man diese Operatoren durch Basiswechselma-
trizen darstellen. Bei den Prolongationen werden den hinzukommenden
Knoten interpolierte Werte der alten Knotenwerte zugeordnet, wohinge-
gen die Restriktionen die Koeffizientenvektoren der Residuen aus dem
Dualraum S}, in den néchst groberen Raum Sj_; iibertragen. Bei konfor-
men finiten Elementen gilt I; ' = (If_,)7. Damit lisst sich rekursiv der
klassische Mehrgitteralgorithmus auf Seite 36 darstellen.

Fiir p = 1 spricht man vom V-Zyklus, fiir 4 = 2 vom W-Zyklus. In der
Praxis hat sich der V-Zyklus als hocheffizient erwiesen, der Beweis fiir
dessen gitterunabhingige Konvergenz (unabhingig vom Elementdurchmess-
er h) ist allerdings auch deutlich komplizierter als jener fiir den W-Zyklus,
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Algorithmus 3 Klassischer Mehrgitteralgorithmus
Ur = MGMk(Vla Vz,M,Tk:)
1. Vorglattung durch v;-maliges Anwenden des Glatters G
o =0
ur — Ye = G (Y, — Yk
2. Grobgitterkorrektur rekursiv durch M GM;,_,
o1 = I (ry — Axlx)
if £k =1 then
16se direkt 0p = Ay 'rg
else
@k—l - 0
fori=1,...,pdo
dv = MGMkfl(Vly Vo, y T—1 — Akflﬁkfl)
f)k,1 = ?}k,1 + dv
end for
end if
3. Nachglattung durch vp-maliges Anwenden von G
?)k =Yk + Il]:—ﬂ}kﬂ
Ye — Uk = G"*(yr. — Ur)

welcher im Folgenden dargestellt wird. Fiir den Beweis braucht man nicht
nur ein Ma# fiir die absolute Groke des Fehlers, etwa die L2-Norm, son-
dern auch fiir dessen Glattheit. Geeignet dafiir ist etwa die H'-Halbnorm
[v[Fnq) = J Vo' Vo, welche in die Energienorm ||.|| 4 eingeht. Diese misst
hoherfrequente Anteile, welche in der L?-Norm nicht erfasst werden kon-
nen. Im Folgenden bezeichnet y;, die Bestapproximation der Unbekannten
y € HY(Q) in V, in der Energienorm. Die Argumentationslinie beruht
nun auf zwei Beobachtungen, welche von Wolfgang Hackbusch erstmals
identifiziert und klar getrennt wurden [36]. Da ist zum einen die Gldt-
tungseigenschaft

c

IG™ (yn — vn)]la < fmlw 1yn — vall 20 (4.6)
nach m-maliger Anwendung des Glétters G. Fiir das CG-Verfahren lisst
sich v = 1, fiir das gedampfte Jacobi- und symmetrische Gaufs-Seidel-
Verfahren v = 1/2 nachweisen. Die Ungleichung verdeutlicht die tran-
siente Glattung hochfrequenter Fehleranteile (offensichtlich bringt der
Term m™" nur fiir kleine m eine starke Reduktion, % / (mTll)/ geht dann
sehr schnell gegen 1). Zum anderen benutzt man die sogenannte Approz-
imationseigenschaft

|y — ynllrz) < c2hllylla, (4.7)
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welche auch als Jackson-Ungleichung bekannt ist. Der folgende Beweis
benutzt die Annahme, dass die Glattung eine Reduktion der Energienorm
mit sich bringt,

1Gynlla < llynlla- (4.8)

Satz 4.2 (Satz 5.19in [31]). Es seien (4.6), (4.7) und (4.8) erfillt. Dann
erfillt Algorithmus 3 mit = 2 die Kontraktionseigenschaft

lye = Glla < prllyrlla (4.9a)

mit dem rekursiv definierten Kontraktionsfaktor

C
pr=—5+ Pty po=0. (4.9b)
2

Die Folge der py, ist unter der Bedingung vq > 4c beschrankt:

C
i < — < (4.10)
2

l\DI»—
e
l\DlH

v

Beweis. Der Beweis geht durch vollstindige Induktion iiber das Gitter-
level k. Fiir pyp = 0 ist wegen der direkten Losung auf dem Grobgitter
nichts zu tun. Fiir £ > 1 und die exakte Losung yp, in Sy gilt mit (4.6)
und (4.8)

1Yne = Glla = 1G™ (yn, — G — Br—1) 4

= G (Y, — Uk — k-1 + V1 — Up—1)] 4

< ||G”2( e = U = ve-1)[la + (|G (vp—1 — Op—1) ][ 2
|

< hu N ns = 9) = ve-allzz@) + o1 = Oralla -

Dabei bezeichne vj,_; die Bestapproximation von y;, — ¥ in Sk_; in der
Energienorm. Die Gleichung (4.7) liefert fiir den linken Summanden

| (Wnye — Ur) — vk—1llz2) < 2P|y, — Urlla-

Fiir den zweiten Term folgt aus der Induktionsvoraussetzung sowie der
Optimalitdt von vy_4

lve—1 — Dr—1lla < Pi_1llve—1lla < pi_illyn, — Tilla -

Zusammen erhilt man
~ & _
o=l < (5 + 21 ) o, = ol
2

mit der neuen Konstante ¢ = cico. Bei der Vorglattung wird g, = 0
initialisiert, daher gilt yn, — gx = G" ug. Mit (4.8) ergibt sich die be-
hauptete Kontraktion (4.9). Mit einer einfachen Induktion zeigt man die
Beschriankung (4.10) des Kontraktionsfaktors, womit alles gezeigt ist. [
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An der obigen Darstellung des Kontraktionsfaktors ldsst sich erken-
nen, wie durch eine grofere Anzahl an Nachglittungen die Qualitat des
Vorkonditionierers verbessert werden kann. Einen vergleichbaren FEinfluss
hat auch die Anzahl der Vorglidttungen, auch wenn das im vorange-
gangenen Resultat nicht abzulesen ist. Schaltet man den beschriebenen
Vorkonditionierer ,in Reihe“, kann das Verfahren auch als eigenstindiger
iterativer Loser betrachtet werden.

Algorithmus 4 Iterierte MGM zur Losung von Ay = b

y():O, r():b
for i =0,..., kna do
d; = MGM<V1>V27U7ri)

Yir1 = Yi + d;
riy1 =1 — Ad,
end for

Unter Verwendung von Satz 4.2 schliefst man

ly —willa = |(y — vi-1) — di—1lla < plly — yi-1lla
< .o <oy —wolla=rllylla, (4.11)

womit die Konvergenz bewiesen ist.

4.5 Das Projizierte CG-Verfahren

Die Ermittlung des Tangentialschritts erfordert die Losung eines Min-
imierungsproblems

1
min ¢(p) = =p’ Hp — b’ p, so dass Cp = 0,
peER™ 2

mit C' € R™*", Das resultierende KKT-System

H C*\ (p\ (b
(e 9)()=0) w2
kurz Kz = b, ist eindeutig losbar, falls C surjektiv und H positiv definit
auf dem Kern von C ist (A.9). K selbst ist aber nicht positiv definit
und l&sst sich daher nicht mit dem gewohnlichen CG-Verfahren 16sen.
Abhilfe koénnte in der Anwendung eines (stabilisierten) bikonjugierten

CG-Verfahrens bestehen. Dabei wird an Stelle von Kz = b das System
KTKz = KTb gelost, welches offensichtlich positiv definit ist. Gegen
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diesen Ansatz spricht aber die drastische Verschlechterung der Kondition
von KTK gegeniiber K und insbesondere H und die entsprechende Ver-
langsamung der Konvergenz. Es gibt zwei intuitive Ansétze, welche die
Teilmatrizen des Systems gesondert betrachten. Die Schurkomplement-
methode fufst auf einer direkten Elimination der Variablen. Unter der
Voraussetzung der Invertierbarkeit von H kann x in der ersten Gleichung
isoliert und in die zweite eingesetzt werden. Der Lagrange-Multiplikator
A 16st dann

CH'C*\=CH™"b. (4.13)

Setzt man diesen wieder in die erste Gleichung ein, kann p aus
Hp=b—-C*\ (4.14)

berechnet werden. In der linearen Algebra wird der Operator CH1C*
als Schurkomplement von H in K bezeichnet. Die Methode eignet sich
fiir Probleme, bei denen die Anzahl der Nebenbedingungen gering und
H gut konditioniert und (leicht) invertierbar ist. In dieser Arbeit soll In-
vertierbarkeit von H nicht vorausgesetzt werden. Die bessere Alternative
ist dann die sogenannte Nullraum-Methode. Fiir eine surjektive Matrix
C bezeichne Z eine Matrix aus Basisvektoren von ker C'. Jedes Element
p € ker C ist dann eindeutig darstellbar durch p = Zp? mit p? € R*™.
Nun kann das gleichungsbeschranktes Problem unbeschrankt formuliert
werden:

Ain a(p”) = a(Zp”)

1
= §(ZPZ)TH(ZPZ) — b Zp?)

1
= WA Ha — (), (4.5

mit der reduzierten Hesse-Matrix H;, = ZTHZ und der reduzierten
rechten Seite by = Z1b. Offensichtlich ist mit H auch H, symmetrisch.
Wenn H auf dem Kern von C' positiv definit ist, gilt das auch fiir H.
Fiir die Wohldefiniertheit von (4.15) gentigt also bereits diese schwéchere
Forderung an H. Das Minimierungsproblem kann nun mit dem gewohn-
lichen vorkonditionierten CG gelost werden, mit einem Vorkonditionier-
er Hy = ZTHZ, der H, approximiert. Bei den Berechnungen am Ende
dieser Arbeit wurde auf den Einsatz eines Vorkonditionierers verzichtet.
Fiir eine mogliche Realisierung wird auf den Artikel [17] von Haber und
Ascher verwiesen.

Der in (4.5) beschriebene Fehlerschétzer kann hier benutzt werden, da
die Fehler in der reduzierten und in der nichtreduzierten Energienorm
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zusammenfallen:
0% = p3ll3, = 1P — pollzrmz
= 12p% — Zpyllu
= " — I3

Leider ist die Berechnung einer Basis Z meist aufwindig, gerade bei
hochdimensionalen Problemen, wie sie bei diskretisierten partiellen DGL
auftreten. Erfreulicherweise hat die Nebenbedingung dann héufig die
Form C'=[A B] mit einer invertierbaren Matrix A. Hier bildet

[

eine Basis von ker C. Wenn dieser niedrigdimensional ist (m ~ n), kann
eine explizite Berechnung in Betracht gezogen werden. Dieser Fall kann
auftreten, wenn zum Beispiel Punkt- oder Randsteuerungen vorliegen.
Das Problem (4.15) ist dann mit besonders wenig Aufwand zu 16sen. Im
Allgemeinen braucht man jedoch Z nicht explizit zu berechnen, es reicht
aus, Z auf einen Vektor anwenden zu kénnen. In jedem CG-Schritt wird
eine Matrixmultiplikation mit der reduzierten Hesse-Matrix bendtigt und
dementsprechend je eine Anwendung von Z und Z7.

Alternativ kann das Problem expandiert im Originalraum betrachtet
werden. Hierfiir kann der CG-Algorithmus 2 verwendet werden, unter der
Voraussetzung, dass py bereits in ker C' liegt. Die Projektion in den Kern
wird dann durch den Vorkonditionierer, angewendet auf die Abstiegsrich-
tung 7y, vollzogen:

e =Z2(Z"MZ) 2Ty, M~ H.

Dieses Problem ist dquivalent zum Minimierungsproblem

min %fTMf — 7T

rg, so dass Cr =0,
FERM

dessen Losung das System

(e 9) ()= ()

erfiillt. Ist (CM~*CT)~! mit verhéltnismikig wenig Aufwand anwendbar
(etwa wenn M Diagonalgestalt hat), ist dieses System deutlich leichter
zu 16sen als das Originalproblem (4.12), zum Beispiel mit dem Schurkom-
plementansatz. Die beiden beschriebenen Prozesse sind dquvivalent und
werden als Projiziertes Vokonditioniertes CG-Verfahren (PPCG) beze-
ichnet. In dieser Arbeit wird wegen der besseren Ubersichtlichkeit der
reduzierte, unbeschrénkte Ansatz (4.15) gewihlt.
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4.6 Projektion in den echten Kern

Mit Hilfe des oben formulierten CG-Algorithmus kann preiswert ein inex-
akter Tangentialschritt auf dem gestorten Unterraum berechnet werden,
der durch den Vorkonditionierer charakterisiert wird.

tekerC =ker[A B].

In Kapitel 2.2 wurde erldutert, wie der exakte Tangentialschritt lokal
optimiert, aber in erster Ordnung nichts an der Zuléssigkeit dndert. Um
das beschriebene Verhalten gewihrleisten zu kénnen, sollte die inexakte
Suchrichtung in den korrekten Unterraum ker ¢/ (x) projiziert werden. Mit
den bereits eingefiithrten Bezeichnungen stellt sich das folgende Problem

mtin%(t —t, M(t —t)), so dass Ct = 0,

mit einer geeigneten Matrix M. Das KKT-System hierfiir

M CT\ [(t\ (Mt
(e ) ()= ()

gleicht dem des Originalproblems (4.12). Die beschriebene Vorgehensweise
macht nur dann Sinn, wenn sich dieses System leichter 16sen lasst. Die
intuitive Wahl der Blockdiagonalmatrix M = diag(M}, M{) aus den
Massenmatrizen der entsprechenden Funktionenrdume Y und U erfiillt
das im Allgemeinen nicht, zum Beispiel ist M) fiir Y = H'(Q) sehr
schlecht konditioniert. Ein Kompromiss zwischen Konvergenzgeschwindigkeit
und Problemangepasstheit bildet die Matrix M = diag(M}**, M) aus
den Massenmatrizen von L*(Q). Weitere Moglichkeiten sind M = Igen
oder die singulire Wahl M = diag(0, Ig~). Bei genauer Betrachtung der
letzten Methode erkennt man, dass die inexakte Steuerung « beibehal-
ten und der projizierten Zustand y schlicht {iber die exakte Gleichung
y = —A~'Bu berechnet wird. Da nur eine einzige Anwendung von A~!
bendtigt wird, erfordert diese Art der Projektion sicher den geringsten
Aufwand. Diese Ersparnis wird aber durch den Verlust der bisherigen
Informationen iiber y erkauft.
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4.7 Aquilibrierung von Iterations- und
Projektions-Fehler

Bei den bisherigen Uberlegungen
stammt die Inexaktheit im Tan-
gentialschritt ausschlieklich von der
Stérung zwischen den Riumen ker C
und ker C' ab. Da der Schritt ¢ aus
einem iterativen Prozess {t;} gewon-
nen wird, welcher aus Aufwands-
griinden moglichst friih abgebrochen
werden soll, entsteht ein weiterer
Beitrag ||t* — #1|| zur Inexaktheit. Bei
der Projektion Pf, von kerC' nach
ker C' entsteht unweigerlich ein Fehler, Abbildung 4.1: Projektion des
darum sollte versucht werden, den jnexakten Tangentialschrittes
Iterations- und den Projektionsfehler

zu dquilibrieren. Offenbar ist ein sin-

nvoller Abbruchzeitpunkt fiir die Iteration {¢;} erreicht, sobald ||t; — ||
in die Gréfenordnung von ||Pt* — t*|| kommt, da jede Verbesserung
dariiber hinaus durch die Projektion groftenteils geschluckt wird. Diesem
Gedanken folgend wurde versucht, eine obere Schranke fiir den Fehler
| Pt* — t*|| zu finden, welche nur von den Gréfen £*, Pt* sowie von der
Metrik H des zu minimierenden Modells m(t) = 3(t, Ht) — (b,t) ab-
hangt. Wie sich herausstellt ist das Problem jedoch unbeschrénkt, was
nun beschrieben werden soll.

Um unnétige Komplexitit zu vermeiden, wird angenommen, dass das
Modell streng konvex ist, so dass H auch wirklich eine Norm ||H'/? - ||
induziert. Aufserdem konnen alle vorkommenden Léngen und Winkel in
der H-Norm und dem entsprechenden Skalarprodukt gemessen werden.
Die Projektion in den echten Kern von C' wird ebenfalls beziiglich dieses
Skalarproduktes ausgefiihrt. Unter diesen Bedingungen kann das Prob-
lem mit kreisrunden Niveaulinien und echten rechten Winkeln skizziert
werden, ohne dabei geometrische Informationen zu verlieren. In Abbil-
dung 4.2 soll der Sachverhalt veranschaulicht werden. Die Skizze soll nicht
nur als restringiertes Minimierungsproblem in R? interpretiert werden,
sondern liefert auch die korrekte Darstellung der Winkel und (gestrichel-
ten) Niveaulinien eines n-dimensionalen Problems, eingeschrankt auf den
zweidimensionalen Unterraum, der durch ¢ und t* aufgespannt wird (vo-
rausgesetzt die Schnittmengen dieses Unterraums und ker C' bzw. ker C
sind tatséichlich eindimensional).
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Abbildung 4.2: Der Fehler |[t* — Pt||y zwischen dem exakten und der
Projektion des gestérten Optimums ist unbeschrankt

Es ist zu erkennen, dass die Inexaktheit ||t* — Pt||g von der Position des
nichtrestringierten Minimierers H~'b abhingt. Je weiter dieser Punkt
entfernt ist, umso grofer wird auch der Fehler. In der Nahe einer Lo-
sung des dufkeren Problems sorgt der optimale Lagrange-Multiplikator
eben dafiir, dass der restringierte und der unrestringierte Minimierer
nah beieinander liegen (vgl. Abb. 1.1, S. 8). Die hier durchgefiihrten
Uberlegungen zum Tangentialschritt sind jedoch eher in globalisierten
Verfahren von Bedeutung, in denen es aufgrund der Nichlinearitit der
Nebenbedingung kaum moglich ist, einen derartigen Zusammenhang zu
beschreiben.

Dessen ungeachtet gilt aufgrund der H-Projektion die Orthogonalitéts-
Beziehung
1tk — Plillz + 1Pl — (5 = 6 — 1%
und folglich
1Ex = Plillar < it — ¢

Dieser Idee folgend, soll die CG-Iteration {#;} abgebrochen werden, sobald
ltx — [l ~ |1tk — Plilln

erreicht wird. Natiirlich ist der Term auf der rechten Seite im Vorhinein
nicht bekannt. Aus diesem Grund sollen Informationen aus der vorherge-
henden Composite-Step-Iteration verwendet werden. Es werden die ana-
log definierten Bezeichnungen P~, H~ und ¢~ benutzt. Bei Verwendung
desselben Vorkonditionierers soll folgende Schitzung angenommen wer-
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den: . ~ N N
Ity — Ptelle It~ — Pt ||u-

x| 111 -

Insgesamt soll die Iteration abgebrochen werden, sobald

=€ . (4.16)

[t — 1l

= <€ .
|| 2

Die Grofe auf der linken Seite ldsst sich bequem mit dem diskreten En-
ergiefehlerschitzer aus Abschnitt 4.3.1 berechnen. In der Praxis zeigt sich
eine sehr gute Ubereinstimmung der beiden Seiten in (4.16). Durch die
zusitzliche Normierung im Nenner hingen diese Quotienten kaum noch
von P und H ab und kénnen als Mak fiir den ,,Winkel“ zwischen den bei-
den Rdumen interpretiert werden. Dieser dndert sich aber kaum, wenn
in jeder Newton-Iteration der gleiche Vorkonditionierer verwendet wird.

4.8 Realisierung Composite-Step-
Algorithmus

An dieser Stelle soll nun gekldrt werden, wie die einzelnen Teilprobleme
in Algorithmus 1 zu l6sen sind.

Berechnung des Normalschritts
Der Normalschritt én soll zum Einen die Zuléssigkeit verbessern, d.h.
0~ [le(zr + on)|| < [le(z)ll, (4.17)

zum Anderen sollte dafiir jedoch nicht zu viel Aufwand betrieben werden,
da der anschlieffende Tangentialschritt ohnehin wieder Einbufsen bringt.
Einen Kompromiss bildet das Minimierungsproblem erster Ordnung

1
rrgin 5“(571”%, so dass ¢ (zg)on + c(xy) = 0, (4.18)
mit einer positiv definiten Matrix M. Das resultierende Gleichungssystem

(vt ) () # (o) =0

kann fiir einfache M iiber den Schurkomplementansatz aus Abschnitt
4.5 berechnet oder umformuliert durch ein Projiziertes CG-Verfahren
gelost werden. Dies soll aber nicht Thema dieser Ausarbeitung sein und
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es wird fiir ndhere Informationen auf das Buch [8] von Conn, Gould
und Toint verwiesen. Fiir stark nichtlineare Nebenbedingungen kann der
berechnete Normalschritt zu grof sein und sogar die Zulassigkeit ver-
schlechtern. Es ist daher ratsam, eine Liniensuche anzuschlieffen, um
(4.17) zu gewéhrleisten. In dem aktuellen Kontext benutzt man héu-
fig eine Armijo-Strategie, wie sie etwa in [22]| diskutiert wird. Fiir unsere
Bediirfnisse soll eine einfache Backtracking-Liniensuche geniigen.

Algorithmus 5 Backtracking-Liniensuche mit 6 € (0, 1)

a=1
while |[c(z + adn)|| > ||c(x)| do
a= 0o
end while
Sofern nicht schon ||c¢(xy)|| = 0 erfiillt ist, terminiert der Algorithmus

nach endlich vielen Schritten und gibt einen Ddmpfungsfaktor a zuriick,
fiir den ||c(xg + adn)|| < ||c(zg)| gilt, da én eine Abstiegsrichtung fiir
||lc(xr)|| darstellt. Mit ¢(xy) = —c(zx)dn gilt ndmlich

le(zx) + ¢'(zx)(adn) + O(a?) |
le(zx) + ac (zx)(0n) + O(a?) |
le(zx) — ac(zx) + O(a?)|

< (1= a)lle(w)l + O(a?)

< |lc

leCzx)ll,

le(zy, + adn)|]

fiir o hinreichend klein.

Berechnung des Tangentialschritts

Nach der Berechnung des Normalschritts dny soll durch den Tangen-
tialschritt dt Abstieg in der Groke L(xy + dng + dt, Ag) iiber dem Kern
von ¢ (xzy,) erzielt werden. Es bezeichnen

g = Lay(zi, )",
H := L.(zx, \x) und

C:=[A B]:=[cy(xr) culzr)].

Zundchst wird Konvexitdt angenommen und versucht, das quadratische
Modell

1
mi(p) = Lz, \e) + g (6ny + p) + 5(57% +p)"H(ény + p)
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zu minimieren, wobei Cp = 0. Um den Aufwand so gering wie mdoglich
zu halten, soll das System nicht auf dem echten Kern von C' gelost wer-
den, sondern auf einem durch einen Mehrgittervorkonditionierer Al
¢, (z1) ! charakterisierten Kern von C' := [A B]. Das resultierende KKT-
System lautet dann

(£ 5)0)- (1)

Fiir die Berechnung wird ein PPCG-Verfahren mit einer Abbruchstrate-
gie, wie in Abschnitt 4.3.2 Truncated C'G versehen. Tritt in dieser Itera-
tion ein negatives Energieprodukt auf, wird nicht nur die aktuelle Tterierte
p, sondern auch die Richtung s"°® negativer Kriimmung zuriickgegeben.
Damit der Tangentialschritt im echten Kern von C' liegt, wie in Paragraph
2.2 iiber Composite-Step-Verfahren verlangt, soll p und gegebenenfalls
s"® in den echten Unterraum ker C' projiziert werden (siche S.41). Die
resultierenden Vektoren seien mit p und s bezeichnet. Abschlieffend wird
ein kubisches Modell des Lagrange-Funktionals, entwickelt an der Stelle
xy =z + ony, auf dem durch p bzw. p und § aufgespannten Unterraum
U minimiert.
0ty := arg min 1),,(0t)
stel
mit w
Vu(0) = La(w, Ae)0t + 3 L (2, M) (01, 0) + (102 [

Der Wert w kann mit einem der Schétzer aus Abschnitt 2.3 approximiert
werden, mit dx = p bzw. p + S.

Berechnung des Lagrange-Multiplikators

Die Berechnung des Lagrange-Multiplikators wird mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate durchgefiihrt:

M, = arg min||J, (2)" + o (z) A3, (4.19)
AER™
mit einer geeigneten Norm ||.|[5; (diese sollte der Norm im Dualraum
entsprechen). Eine Begriindung fiir dieses Vorgehen findet sich in [28]
und [8]. Besitzt die Ableitung c,(zx) vollen Rang, dann ist die Losung
von (4.19) eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist nimlich Cy, M CT positiv
definit, mit Cy = ¢, (xx) und das Funktional

1T ()" + CEARy = (Julzi)T + CENT M (Jo(2x)" + G )
= Jo ()M Ty (2) " + N CLMOEN + 2, (21) MCFE N
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besitzt ein eindeutiges Minimum )\, welches die Gleichung
CeMCEN, = —Cu M J,(z1)" (4.20)

16st. Bei einem Optimum z* des restringierten Minimierungsproblems
stimmt der so berechnete Multiplikator mit jenem, der die KKT-Bedin-
gungen erfiillt iiberein. Die Matrix M kann durch eine passend skalierte
Identitét cl ersetzt werden. Dabei kiirzt sich in (4.20) der Skalierungs-
faktor ¢ heraus. Aus diesem Grund wird M bei der Implementierung
nicht beachtet (d.h. als Identitdt auf R™ angesehen). Die notwendige
Genauigkeit des Lagrange-Multiplikators soll nicht Thema dieser Arbeit
sein. Demnach wird das Problem einfach mit dem gewé6hnlichen CG-
Verfahren ohne Vorkonditionierer ausiteriert.

Abstieg in der Merit-Funktion

In der vorliegenden Implementierung wird die ¢;-Merit-Funktion ®(x, u)
J(x) + plle(x)]|1 benutzt. Um Abstieg zu garantieren, wurde eine Back-
tracking-Liniensuche wie in Algorithmus 5 umgesetzt, d.h.

O (xy + ag(ong + 0ty), ux) < (g, k),

fiir a € (0,1) moglichst grofs. In [22] werden Strategien zur adaptiven
Bestimmung des Penalty-Parameters u; vorgeschlagen. In Beispiel 2 des
folgenden Kapitels hat bereits die Wahl des konstanten Werts 4 = 1 zu
einer akzeptablen Performanz gefiihrt.



Kapitel 5

Numerische Beispiele und
Resultate

Die bisherigen Ergebnisse sollen in diesem Kapitel an zwei Testproble-
men veranschaulicht werden. Als Grundgebiet dient das Einheitsquadrat
Q = (0,1) x (0,1) mit Rand 09. Gesucht wird die Losung des Min-
imierungsproblems

min J(y,u), so dass c(y,u)=0. 5.1
omn (y, u) (y, u) (5.1)
u€L?(Q)

Die Nebenbedingung definiere sich jeweils durch das semilineare Randw-
ertproblem
~Ay+yP+y=u in €2,
n'Vy+y=23 auf 09,

in der schwachen Formulierung

c(y,u)v:/VyTVvdt+/(y3+y)vdt+/yv ,ds—/uvdt—/ﬁvds
Q o9

Q o0 Q
=0, Yo e HY(Q).

Fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung wird € uniform in kongruente
rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Die Réume der Steuerungen U = L?(Q)
und der Zustinde Y = H'(Q2) werden durch den selben Raum linearer
Finiter Elemente dikretisiert, V;, = Y, = Uy, mit der Lagrange-Basis
B, = {pili =1,...,n}. Dessen Elemente werden bezeichnet durch

Un =Y Yipis un= Y wir, yh= Y Yl
=1 =1 =1
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Der Einfachheit halber soll der nichtlineare Teil f(y,) = y; + y, durch
eine stiickweise lineare Funktion f},(yy,) interpoliert werden mit

fn(yn) = Zfz% ,fi=fy) =y + e
i=1
Analog wird der Randterm 3 € L*(Q) ersetzt durch
Brn=">_ Bi @iloa-
i=1

Dieses Vorgehen spart vielfache Neuberechnung der Integrale, geht je-
doch auf Kosten des Diskretisierungsfehlers. Zwischen den Elementen im
Funktionenraum vy, € Vj, und deren Représentanten vy, = (v;)i=1,.
wird nicht unterschieden. Das soll der Ubersichtlichkeit dienen und diirfte
nicht zu Verwirrung fiihren. Die Massenmatrix M, die Steifigkeitsmatrix
A und die Randmassenmatrix B sind definiert durch

M;; = /goigoj at, A= /th?Vgoj dt, B;; = /gpigoj ds
Q Q o0
und offenbar allesamt symmetrisch. Mit v, € V}, kann nun die Nebenbe-
dingung diskret formuliert werden,

cn(yn, up)vp, = y{Avh + y%th + fh(yh)TMvh — ungh — Bngh,
bzw. iiber dem Dualraum

cn(Yn, un)t = (A + B)yn + M fu(yn) — Muy, — BBy,

Die Berechnungen wurden in Matlab, Version R2012a durchgefiihrt.
Die Gittergenerierung sowie die Assemblierung der System- und Pro-
longationsmatrizen wurden mit Hilfe einer Finite-Elemente-Bibliothek
durchgefiihrt, die im Rahmen der Vorlesung ,Inside Finite Elements®
(Martin Weiser, FU Berlin, 2011) entstanden ist. Der verwendete Quell-
code findet sich auf der Homepage des Vortragenden
http://www.zib.de/weiser /FEM-2011/.

Beispiel 1. Zur Demonstration des lokalen Konvergenzverhaltens wird
zundchst ein quadratisches und konvexes Zielfunktional betrachtet:
J(y.u) = 5lly = y’ll7= + §llullze,
Uber den diskretisierten Funktionenriiumen kann das Minimierungsprob-

lem (5.1) nun rein algebraisch formuliert werden:

min_J(yn, un) = Lyn — yi)" M(yn — yit) + Sus. Muy,

Yh,up ER™

so dass ¢ (yn, un) = 0.
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Mit dem Lagrange-Multiplikator A € R" erhilt man das Lagrange-Funk-
tional
Ln(yn, uny \) = J(Yn, un) + cn(yn, un) A

Die Ableitungen nach den Knotenwerten y;, u; sowie den Werten \; lauten

M(yn — yb) + (A+ B+ MD)T\

L}, (yp, up, N = oMuy, — MM ,
(A+ B)yn + M fu(yn) — Muy, — By,
M+Df// 0 (A+B+MDJN)T
Lg(yh,uh,)\) = 0 oM —-M
A+ B+MD; —M 0

mit den Diagonalmatrizen Dy und Dy mit dem i-ten Diagonaleintrag
f'(yi) = 3y7 +1 baw. f'(yi) 32, MijAj = 6y, >, M.

In diesem ersten Beispiel wird das gewohnliche Newton-Verfahren einge-
setzt. Dabei sollen die Effekte einer exakten und einer inexakten Imple-
mentierung verglichen werden, realisiert durch die Verwendung inexakter
Hessematrizen. In jedem Schritt muss ein System der Art

Kéoz=r
gelost werden, mit den Abkiirzungen (im exakten Fall)

6z = (6y,0u, 6N)7T,

r= _L/h<yh,Uh, )\)T = (r177a27703)T
mooocr

K = Lg(yh,uh,)\) = HQ Cg
c, C,

Der folgende heuristische Ansatz ist einem Composite-Step-Verfahren
nachempfunden. Dabei wird der gesuchte Newton-Schritt in zwei Teile
zerlegt, 0z = on + 0t, mit on = (C,'r3,0,0)". Nachdem dn bestimmt
wurde, bleibt das folgende Problem zu l6sen:

r — chy_lrg
Kit=r— Kén = T9
0

Offenbar liegt der Schritt 6¢ im Kern der linearisierten Nebenbedingungen
und kann mit dem Projizierten CG-Verfahren berechnet werden, falls die
Submatrix H = diag(H;, H2) positiv definit auf diesem Unterraum ist.

Fiir den inexakten Newton-Schritt werden dn und 0t analog berechnet,
bis auf die Anwendung von C° 1. welche durch den Mehrgittervorkondi-

tionierer 6’; U ersetzt wird. Dazu wurde der klassische Mehrgitteralgo-
rithmus (S.36) implementiert mit einer gedampften Jacobi-Iteration als



KAPITEL 5. NUMERISCHE BEISPIELE UND RESULTATE 51

Glatter und dem Dampfungsfaktor 1/2. Die notwendigen restringierten
Level-Matrizen CJ, j = 1,..., jmax sind rekursiv definiert iiber

o
crt =i

yrj—1

mit CJ»x = C, = A+B+M Dy und den Prolongationen I]j_1 von Gitter-
level j — 1 nach j bzw. den Restriktionen I]Jf*l = (Ijj_l)T von j nach j—1
(vgl. Abschnitt 4.4). Im Folgenden bezeichne mg(i, j) die i-fach iterierte
Anwendung des Vorkonditionierers mit je j Vor- und Nachglattungen.

Hier muss bemerkt werden, dass die so formulierte Ableitung C,, = A+
B + M Dy nicht symmetrisch ist und die Anwendung des symmetrischen
Mehrgitteralgorithmus nicht das antizipierte Verhalten haben muss. Eine
Alternative stellt die symmetrisierte Matrix C, = A+ B + Djlc// M Djlc,/ 2

dar. Diese Wahl fiihrt jedoch zu keiner nennenswerten Anderung der hi-
er prasentierten Ergebnisse. Das liegt wohl darin begriindet, dass Cy =
A+ B + MDy anndhernd symmtrisch ist. In den durchgefiihrten Ex-
perimenten mit 1089 Knoten lag der Wert ||C, — C;/ || /||C,|| durchschnit-
tlich in der Grokenordnung 1074, bei feineren Gittern deutlich darunter
und es ist zu erwarten dass dieser asymptotisch mit der Gitterweite ver-
schwindet, da der zugrunde liegende Operator ¢/(y,«) im unendlichdi-
mensionalem Raum symmetrisch ist. Das gleiche gilt fiir das hiernach
anschlieffende Beispiel 2.

In Beispiel 1 wurde keine Projektion in den echten Unterraum ker C'
durchgefiihrt. Der Lagrange-Multiplikators wird aus der ersten Zeile des
inexakten KKT-Systems berechnet,

M = Cy (= Hiy).

Das beschriebene Problem hat sich als derart gutartig herausgestellt,
dass das exakte und inexakte ungeddmpfte Newton-Verfahren fiir fast alle
getesteten Startwerte sowie moderat gewéhlte Regularisierungsparameter
o > 107% konvergiert. Insbesondere war das quadratische Modell immer
konvex auf dem Kern der linearisierten Nebenbedingungen. Fiir die fol-
genden Grafiken wurden die Startwerte yo = ug = A\g = 10(1,...,1)" und
o = 1 gewihlt. Eine vollstdndige Auflistung der in Beispiel 1 verwendeten
Parameter findet sich im Anhang B.1.

Die Abbildungen 5.1 - 5.3 zeigen die Reduktion der Residuen || L} (zx)||n-2,
der Langen der Newton-Schritte sowie die Kontraktion der Newton-Schritte
als Mak fiir die lineare Konvergenzgeschwindigkeit. Anfanglich sind kaum
Unterschiede festzustellen. Nach etwa sieben Iterationen geht das exakte
Verfahren in die quadratische Konvergenzphase iiber. Nach wenigen weit-
eren Schritten ist dann bereits die vorgegebene Schwelle || L} (zx)||n-2 <
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10! unterschritten. In Abb. 5.3 kann man den Eintritt der inexakten It-
eration in die lineare Konvergenzphase sehr genau beobachten. Zunéachst
beschleunigt sich dabei die Kontraktion der Schrittweiten, schwécht sich
danach aber rasch wieder ab, um ein weitgehend stabiles Niveau zu erre-
ichen (vergleiche Satz 3.6). Weiterhin ist sehr gut zu erkennen, wie sich
eine grofere Genauigkeit des Vorkonditionierers auf die lineare Konve-
genzgeschwindigkeit auswirkt.

— H— exakt b
"""" mg(L,1)
- - - mg(2,1)
mg(3,2)

Norm des Residuums

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Anzahl Iterationen

Abbildung 5.1: Vergleich der Residuen ||L/(zx)||5-2 des exakten und in-
exakten Newton-Lagrange-Verfahrens.
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— 8- exakt

"""" mg(L,1)
- - - mg21l)
mg(3,2)

Schrittweite lldzll

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Iterationen

50 55

53

Abbildung 5.2: Vergleich ||Azg||nz bzw. ||dzk||n2 des exakten und inexak-

ten Newton-Lagrange-Verfahrens.

Kontraktion der Newton—Schrittweiten
—
S

— # - exakt
------- mg(1,1)
10’4 - - - mg2,1) i
mg(3,2)
107} 1
10_6 3 1 1 1 1 1 1 3
0 5 10 15 20 25 30

Anzahl Iterationen

35

Abbildung 5.3: Vergleich der Kontraktion der Newton-Schrittweiten
|Azks1 || n2/|| Az ||z bzw. [|0zks1][n2/||02k]|n2 des exakten und inexakten

Newton-Lagrange-Verfahrens.
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Beispiel 2. Unter Beibehaltung der bisherigen Nebenbedingungen wird
nun ein nichtkonvexes Zielfunktional herangezogen.

I = [ oty = vt + gl
Q

fir g(y) = In(y/y? + € + 1) mit einem fest gewéhlten ¢ > 0. Wie in der
Nebenbedingung soll auch g hier durch eine lineare Interpolation g, der
Knotenwerte ersetzt werden:
gn(un — i) =Y _gipi s 9= 9y — ).
i=1

Wegen der Identitéit

/gh(yh —yp) dt = Zgi/%’ dt = gj, vg,
=1

Q - Q

mit dem Vektor

UB:Z/gpidt:M(l,...,l)T,
i=1 9
gewinnt man das diskrete Optimalsteuerungsproblem
min J,(yn, un) = glvs + %ufMuh, (5.2a)

Yn,up ER™

so dass ¢, (yp, up) = 0. (5.2b)

Fiir das entsprechende Lagrange-Funktional L, = Jj, + ¢, A ergeben sich
die Ableitungen

Dg/UB + (A + B+ MDf/)T/\
L’h(yh,uh,)\)T = aMuh—M)\
(A+ B)yn + M fu(yn) — Muyn — BBy,
Dg//+Df// 0 (A+B+MDf/)T
LZ(yh,uh,)\) = 0 oM —M (53)
A+B+MD; —M 0

mit den Diagonalmatrizen Dy und Dy mit dem jeweils i-ten Diago-
naleintrag ¢'(y; — y&)vs,; bzw. ¢"(y; — yd)vs,; sowie den oben definierten
Matrizen Dy und D,

Bei der Berechnung des inexakten Tangentialschritts wird analog zu
Beispiel 1 die bendtigte Inverse des linken unteren Teils der KK'T-Matrix
Cy durch den Mehrgittervorkonditionierer C,* ersetzt.
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Fiir die Losung des Optimierungsproblems (5.2) wurde das Composite-
Step-Verfahren aus Abschnitt 4.8 eingesetzt. Mit den Parametern o und
¢ kann die Grofse nichtkonvexer Regionen beeinflusst werden. Es hat
sich herausgestellt, dass fiir alle getesteten e, zuldssigen Startwerte mit
cn (Yo, up) = 0 und o > 10~* das quadratische Modell an allen Iterierten
konvex auf dem Nullraum der Nebenbedingung ist. Nichtkonvexitit kon-
nte erst erreicht werden fiir unzuléssige Startwerte und o < 107%. Aus
diesem Grund wurden yy = uo = 10(1, ..., 1) gewihlt mit ¢y, (yo, ug) > 0
sowie ¢ = 1072 und o = 5 - 107°. Die Iteration wird abgebrochen, sobald
entweder || L} (z)|ln-2 < TOL oder die maximale Anzahl an Newton-
Iterationen K, erreicht wird. Im ersten Fall wird die Lésung als erfol-
greich angesehen. Hier wurde TOL = 107!2 und K.y = 70 gewihlt. Die
Projektion des Tangentialschritts in den exakten Kern wurde aufier in
den Abbildungen 5.8 - 5.10 durch die Projektionsmatrix Ig2. durchge-
fiihrt. Das ein- oder zweidimensionale kubische Minimierungsproblem
fiir die Schrittweitenbestimmung des Tangentialschritts wurde in Matlab
an die Methode fminsearch weitergereicht. Dabei wurde die Lipschitz-
Konstante [w] {ibergeben, mit

[w] = max([ws, [w]s),

fiir die w-Schatzer aus Abschnitt 2.3.

Wie im ersten Beispiel kann man gut die Abhéngigkeit der Konver-
genzrate von der Genauigkeit des Tangentialschritts erkennen. Bei den
Abbildungen 5.4 - 5.6 wurde dabei die Anzahl der Anwendungen und
Glattungen des Mehrgitter-Vorkonditionierers variiert und der Berech-
nung der exakten Newton-Richtungen gegeniibergestellt. In Abbildung
5.7 wurden dagegen der Vorkonditionierer beibehalten aber die Anzahl
der Tterationen im Projizierten CG fiir die Tangentialschrittberechnung
verglichen.

Obwohl das verwendetet Composite-Step-Verfahren nach Konstruk-
tion monoton fallend in der Merit-Funktion ist (Abb. 5.5) gilt das in
der priakonvexen Phase keineswegs fiir die Residuen und die Newton-
Schrittweiten (Abb. 5.4 und 5.6).
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Norm des Residuums

CG-Abbruch,
Modell nichtkonvex|
exakt
— mg(L,1)
— mg(2,2)

25 30 35 40 45 50
Anzahl Iterationen

Abbildung 5.4: Konvergenz der Residuen ||L'(z)||p-2 des exakten und
inexakten Composite-Step-Verfahrens. Die eingekringelten Iterationen
weisen darauf hin, dass das lokale Model nichtkonvex auf der lin-
earisierten Nebenbedingung war, wonach das PPCG-Verfahren abge-

brochen wurde.

Wert der Merit—Funktion
=)
T

CG-Abbruch,
Modell nichtkonvex
exakt
—mg(l,1)
—mg(2,2)

20

1 1
25 30 35 40 45 50
Anzahl Iterationen

55

Abbildung 5.5: Wert der Merit-Funktion ®(xzy, u)—®(z*, ) mit ®(z, u) =

J(2) + plle(a) |y und = 1.
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107 -
100 | CG-Abbruch, i
Modell nichtkonvex
exakt
2| ——— mg(1,1) |
10 — mg.2)

Schrittweite lldzll
=
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Anzahl Iterationen

Abbildung 5.6: Entwicklung der Newton-Schrittweiten |[[Azy|[n2z bzw.
”(52th2.
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Das folgende Bild zeigt die Auswirkungen, wenn man das innere PPCG-

Verfahren friihzeitig und unkontrolliert abbricht. Die Konvergenzgeschwindigkeit

der Residuen bleibt zwar ndherungsweise linear, allerdings mit deutlich
schlechteren Kontraktionsraten, je frither der Abbruch stattfindet.

Norm des Residuums

CG-Abbruch,
Modell nichtkonvex|
exakt
mg(2,2)
200 CG-lIterationen|
mg(2,2)
30 CG-Iterationen
mg(2,2)
20 CG-Iterationen

0 10 20 30

Abbildung 5.7: Konvergenz der Residuen ||L'(zx)]|;-2 des exakten und

1
40 50 60 70 80
Anzahl Iterationen

inexakten Composite-Step-Verfahrens, wobei die CG-Iteration zur Tan-
gentialschrittberechnung auf dem inexakten Kern nach 20, 30 bzw. 200

Iterationen abgebrochen wird.
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2 T T T T
100 7
100k S -4
AN
N
) \
2 10" 7
2 N
510"+ > 1
~ Abbruch CG, AN
_o§ & Modell nichtkonvex \
g 107 F exakt AN T
3 me(1,1) ~~
0t L ohne Projektion N i
_ mg(2,1) AN
ohne Projektion \
107k mg(2,3) N4
ohne Projektion >
107 L . . L . . ! . _

0 5 10 15 20 25 30 35
Anzahl Iterationen

Abbildung 5.8: Je grofer die Ungenauigkeit bei der Berechnung des inex-
akten Tangentialschritts ist, umso mehr Bedeutung kommt der Projek-
tion in den echten Kern der linearisierten Nebenbedingungen zu.

Die Projektion des inexakten Tangentialschritts in den exakten Null-
raum der Nebenbedingungen hatte im vorherigen Beispiel keine sicht-
baren Auswirkungen auf den Iterationsprozess. Beim zweiten Funktion-
al zeigt sich allerdings, dass das Unterlassen der Projektion die Kon-
vergenz zum FErliegen bringen kann. In Abbildung 5.8 ist zu erkennen,
dass das Residuum stagniert, falls der Tangentialschritt nicht schon so
genau berechnet wurde, dass er dem Kern der Nebenbedingung ausre-
ichend nahe kommt. Die Ursache dieses Effekts findet sich in der Ver-
wendung der Merit-Funktion. Liegt der Tangentialschritt nicht im Null-
raum, konnen sich die jeweiligen Verbesserungen des Normal- und Tan-
gentialschritts gegenseitig ausloschen. Das bedeutet, dass nicht einmal
lokal Abstieg in der Merit-Funktion garantiert werden kann und der
kombinierte Schritt iiberméfig geddmpft wird. Es wurde ein maximaler
Diampfungsfaktor 107% durch die Backtracking-Liniensuche implemen-
tiert. Aus diesem Grund sackt die Schrittweite der roten Iteration in
Abbildung 5.9 nur ungefdhr in dieser Gréfenordnung ab und verharrt
dann auf dem gleichen Niveau.
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Schrittweite lldzll
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Abbruch CG,
Modell nichtkonvex|
exakt
mg(1,1)
ohne Projektion
__mg2,h
ohne Projektion
mg(2,3)
ohne Projektion
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Anzahl Iterationen
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Abbildung 5.9: Wird die Projektion des inexakten Tangentialschritts un-
terlassen, sorgt die Merit-Funktion dafiir, dass der Schritt tiberméfig

geddmpft und der Iterationsprozess dramatisch abgebremst wird.
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Im néchste Diagramm ist zu erkennen, dass es von Vorteil ist, proble-
mangepasste Projektionsmatrizen einzusetzen. Die unverdnderlichen Pro-
jektionsmatrizen P = diag(0, Ign) (griin), P = Ig2. (blau) sowie P =
diag(M,fg,MhL?) zeigen kaum Unterschiede im asymptotischen Verhal-
ten. Die problemangepassten Matrizen P = H(k) = Ly.(2x) und P =
diag(H(k)) = diag(L..(zx)) legen dagegen eine etwa doppelt so hohe
Konvergenzgeschwindigkeit an den Tag. Die gute Performanz der Di-
agonalmatrix diag(L,,(zx)) iiberrascht hier wenig, da L,,(zx) nur aus
einer dominanten Diagonalmatrix und einer sehr niedrig skalierten L2-
Massenmatrix besteht (siche Gleichung 5.3).

5 T T T T T T T T T T
100 .
0
10 r exakt i
y=y(u) aus Ay+Bu=0
L 107 F Projektionsmatrix P =1| A
E P = L2-Massenmatrix
3 0tk - - —-P=H(k) |
% - = — P =diag(H(k))
f ohne Projektion
L a6
< 10
g
S 8
Z 107 F
107k
1077 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Anzahl Iterationen

Abbildung 5.10: Hier charakterisiert der Vorkonditionierer mg(1,1) den
inexakten Tangentialschritt. Die griine Linie zeigt den Iterationsprozess,
wenn man den Zustand direkt aus der inexakten Steuerung berechnet,
geméil y = —C LCy 11, was dquivalent zur Verwendung der Projektions-
matrix P = diag(0, Ign) ist.
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Abschliefsend wird das in Abschnitt 4.7 beschriebene adaptive Ab-
bruchkriterium getestet. Dabei wird das PPCG-Verfahren abgebrochen,
sobald der relative Energiefehler den relativen Projektionsfehler des vorge-
henden Tangentialschritts unterschreitet:

ty —t* t—— Pt ||g-
I — Pl - =P )
[FT1a-

[kl
Die H-Normen sind durch Hesse-Matrizen der Lagrange-Funktion an der
aktuellen und der vorhergehenden Iterierten definiert. Als Projektions-
matrix wurde dagegen immer die Identitit in R?" benutzt. Diese Wahl
widerspricht zwar der theoretischen Motivation fiir das Abbruchkriterium
(5.4), bringt aber dennoch eine beachtliche Ersparnis an teueren PPCG-
Iterationen mit sich ohne die Konvergenzgeschwindigkeit merklich zu bee-
influssen.

600 1

w
1=
S

T
1

400

——mg(LD) i
— — —mg(l,1) adaptiv
I —mg2,1)

! — — —mg(2,1) adaptiv 1

300

200

Anzahl Projizierter CG—-Iterationen

100

.
2 S R

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Newton-Iteration

Abbildung 5.11: Die Anzahl innerer PPCG-Iterationen bei der Berech-
nung des Tangentialschritts. Die maximale Anzahl wurde hier auf 1000
gesetzt
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10° b Modell nichtkonve 4
——mg(1,1)
2 107 “ - iy 1
2 adaptiv
Et ——mg(2,1)
73 1074k _ . mg2,) E
5] .
[~ adaptiv
8
o 1 - .
o 0
z
10° F _
107k 4
107" T
1 1 1 1 1 1

1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Newton—Iteration

Abbildung 5.12: Die adaptive Abriegelung des inneren PPCG-Verfahrens
hat trotz der beachtlichen Aufwandsreduktion kaum FEinfluss auf die
asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit.
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Schlussbemerkung

Es hat sich gezeigt, dass die theoretischen Aussagen iiber die lokale Kon-
vergenzgeschwindigkeit des exakten und des inexakten Newton-Verfahrens
in der Praxis sehr gut abgebildet werden. In der Nédhe der Ldsung sollte
daher versucht werden sehr genau zu arbeiten und somit eine hohe lineare
Konvergenzrate zu erzielen. In der prikonvexen Phase bringt es kaum
Vorteile, viel Arbeit in die Bestimmung eines Schritts zu investieren. Es
ist dann nur von Bedeutung, dass der Tangentialschritt im Nullraum der
linearisierten Nebenbedingungen liegt. Die Art und Weise der Projektion
scheint dabei ebenfalls erst in der asymptotischen Konvergenzphase rele-
vant zu werden. Dann zeigt sich, dass problemangepasste Prjektionsma-
trizen die Konvergenzgeschwindigkeit positiv beeinflussen. Eine mogliche
Verbesserung des Composite-Step-Verfahrens konnte darin bestehen, die
Qualitdt des Vorkonditionierers und der Projektionsmatrix adaptiv zu
steuern.



Anhang A

Satze und Definitionen

Lemma A.1 (Storungslemma von Banach, Lemma 2.3.2 in [24]). Seien
A, C .V = V lineare Operatoren auf dem Banachraum V. A sei in-
vertierbar mil der Schranke ||[A7Y| < «. Falls ||A—C|| < 8 und aff < 1,
dann ist C' ebenfalls invetierbar und es gilt

«

1—afB’

Lemma A.2 (Lemma von Lax und Milgram, [20]). Sei V' ein reeller
Hilbertraum auf dem eine stetige und V-elliptische Bilinearform af(.,.)
definiert ist, d.h. es existieren Konstanten ag, Bo > 0, so dass

Ic— <

la(y,v)| < aollyllvv]lv Vy,v eV (Stetigkeit),
a(y,y) > Bollyll Vyev (V-Elliptizitit).

Dann besitzt die Gleichung
a(y,v) = F(v), YveV

fiir jedes stetige, lineare Funktional F' € V* eine eindeutige Lisung y €
V. Diese Lisung erfillt

1
lyllv < =Fllv-, YweV.
Bo
Satz A.3 (Verallgemeinerte Friedrichs’sche Ungleichung, Lemma 2.5 in

[29]). Ist Q C R™ ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit Rand 0S), so ex-
istiert eine von y € H'(Q) unabhingige Konstante c, so dass

||y||§{1(9) §c</VyTVydt+/ y? ds)
Q o0

fiir alle y € HY(QY) erfillt ist.



ANHANG A. SATZE UND DEFINITIONEN 66

Definition A.4 (Lipschitz-Gebiet, [16]). Ein beschrinktes Gebiet Q heifft
Lipschitz-Gebiet, wenn es endlich viele offene Kugeln K; gibt mat:

(a) UK; D 09, K; NS # 0.

(b) Es gibt eine Lipschitz-stetige Funktion y = f@(x), welche die Kugel
K; eineindeutig auf ein Gebiet im R™ abbildet. Dabei geht 0Q N K; in
einen Teil der Ebene y, = 0 und QN K; in ein einfach zusammenhdngen-
des Gebiet im Halbraum {y : y, > 0} dber. Die Funktionaldeterminante

o (x),..., ) ())
O(x1,..., %)

sei von Null verschieden fir x € K.

Definition A.5 (Konvexitit). Die Menge X heifst konvez, falls fir be-
liebige s € (0,1) und x,y € X gilt v + s(y — x) € X. Eine Funktion
f: X — R heift konvex, falls

flsz+ (1 —9)y) <sf(z)+ (1 —39)f(y), Vs € (0,1) und Va,y € X.
f st strikt konvex, wenn die obige Gleichung fir < statt < gilt. f heifst
gleichmdf$ig konvez, falls ein X > 0 existiert, so dass

fly) = fla) + f@)(y —2) + 3Mly — 2> Vo,yeX.

Definition A.6 (Fréchet-Differential). Sei FF : U C X — Y eine Ab-
bildung zwischen Banachrdumen X und Y mat einer nicht leeren, offe-
nen Menge U. F heifst Fréchet-differenzierbar an der Stelle u, falls ein
beschrinkter, linearer Operator A : U — 'Y existiert, so dass
|F'(u+h) — F(u) — Ahlly
17| x

— 0, fir ||h||x — 0

fir h € U gilt.

Satz A.7 (Taylor-Formel fiir Banachraume mit Restglied in Integral-
form). Das Funktional J : U — 'Y sein+1-mal stetig Fréchet-differenzier-
bar auf der offenen, konvexen Teilmenge U des Banachraums X. Dann
qilt fiir alle x, x4+ h e U

J(x+h) = J() =Y & J®(@)h" + R,(z)
k=1
mit dem Restglied
1
R, (z) = / U D) (g th) R dt
0

und der Bezeichnung
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Definition A.8 (Konvergenzrate). Die Folge {x;} konvergiere gegen x*.
Die Konvergenz heifit superlinear, falls

s — 2%l = o(llz — 2*),  fir k — co.
Die Konvergenz ist von Ordnung p (quadratisch fir p =2), falls
lxin — 2*) = Oz — *|P),  fiir k — oo,

Lemma A.9. Fulls C' surjektiv ist und H positiv definit auf dem Kern
von C, dann ist die KKT-Matrix

H CT
()

invertierbar.

Beweis. Sei z = (z,y)’ eine Losung der linearen Gleichungssystems

Kz =0.Dann ist v € ker C. Aus Hz + CTy = 0 folgt
0=a"(Hx+C"y) =2"Hax + (Cx)'y = 2" Hz,

was nur fiir = 0 gelten kann. Es folgt CTy = 0, also auch (CTy,v) =
(y, Cv) = 0 fiir alle v. Die Surjektivitat von C zeigt schlieflich y = 0 und
damit z = 0. ]



Anhang B

Parameterubersicht Beispiele



Zielfunktional und Nebendbedingung

o ‘ Regularisierungsparameter Zielfunktional ‘ 1
‘ y? ‘ Angestrebter Zustand Zielfunktional ‘ sin(2mxy) cos(mxs) ‘
‘ I6; ‘ Rechte Seite Robin-Randbedingung ‘ n!Vye + y? ‘
| Yo, 0, Ao | Startwerte | 10-(1,..., 07 |
| Parameter fiir den Léser |
| TOL | Toleranz Newton-Verfahren [[L'(z)[|p-1/ | 10712 |
‘ Koax ‘ Maximale Anzahl Newton-Iterationen ‘ 70 ‘
| tol | Toleranz Energiefehler PPCG | 10712 |
‘ Kmax ‘ Maximale Anzahl PPCG-Iterationen ‘ 40 ‘
‘ Verwendetes Gitter ‘
R Grundgebiet | (0,1) x(0,1) |
| on | Anzahl Gitterpunkte \ 1089 |
‘ Jmax ‘ Anzahl Gitterebenen ‘ 6 ‘
‘ h ‘ Maximaler Elementdurchmesser ‘ 0,0442 ‘

Tabelle B.1: Parameter fiir Beispiel 1.

HTAIdSTHE LHOISHAHJHHLANVEVd "4 ONVHNY
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Zielfunktional und Nebendbedingung

| |
] o \ Regularisierungsparameter Zielfunktional \ 5-107° ‘
| £ | Parameter Nichtkonvexitiat Zielfunktional | 1072 |
‘ y? ‘ Angestrebter Zustand Zielfunktional ‘ sin(2mxy) cos 71132 ‘
‘ Ié] ‘ Rechte Seite Robin-Randbedingung ‘ nTVyd + ¢4 ‘
| Yo, o, Ao | Startwerte | 10-(1,..., D)7 |
‘ Parameter fiir den Loser ‘
| TOL | Toleranz Newton-Verfahren || L' (zx)||n-1; ‘ 10~ |
| Knax | Maximale Anzahl Newton-Iterationen | 70 |
‘ tol ‘ Toleranz Energiefehler PPCG ‘ 10712 ‘
‘ Kmax ‘ Maximale Anzahl PPCG-Iterationen ‘ 200 ‘
‘ ‘ Projektionsmatrix in echten Kern ‘ Ig2n ‘
‘ 1 ‘ Penalty-Parameter fiir /;-Merit-Funktion ‘ 1 ‘
‘ 0 ‘ Backtracking Parameter Normalschritt/Merit-Funktion ‘ 0,5 ‘
’ ‘ Backtracking Maximale Anzahl Schrittreduktionen Normalschritt/Merit-Funktion ‘ 20 ‘
| Verwendetes Gitter |
| Q | Grundgebiet | (0,1)x(0,1) |
| n ] Anzahl Gitterpunkte | 1089 |
‘ Jmax ‘ Anzahl Gitterebenen ‘ 6 ‘
‘ h ‘ Maximaler Elementdurchmesser ‘ 0,0442 ‘

Tabelle B.2: Parameter fiir Beispiel 2.

HTAIdSTHE LHOISHAHJHHLANVEVd "4 ONVHNY
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