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Vorwort
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Abstract

Dipl� Phys� Wunderling� Roland� Paralleler und objektorientierter Simplex�Algorithmus

In der vorliegenden Arbeit werden neue Implementierungen des dualen und primalen re�
vidierten Simplex�Algorithmus f�ur die L�osung linearer Programme �LPs
 vorgestellt� Dazu
werden die Algorithmen mithilfe einer Zeilenbasis dargestellt� aus der �uber einen Spezial�
fall die �ubliche Darstellung mit einer Spaltenbasis folgt� Beide Darstellungen sind �uber die
Dualit�at eng miteinander verbunden� Au�erdem wird eine theoretische Untersuchung der
numerischen Stabilit�at von Simplex�Algorithmen durchgef�uhrt� und es werden verschiedene
M�oglichkeiten der Stabilisierung diskutiert�

Beide Darstellungen der Basis werden in den Implementierungen algorithmisch ausge�
nutzt� wobei der Einsatz der Zeilenbasis f�ur LPs mit mehr Nebenbedingungen als Variablen
Geschwindigkeitsvorteile bringt� Dar�uberhinaus werden weitere Beschleunigung gegen�uber
anderen state�of�the�art Implentierungen erzielt� und zwar durch den Einsatz eines Phase��
LPs� das eine gr�o�tm�ogliche �Ubereinstimmung mit dem Ausgangs�LPs aufweist� durch ei�
ne dynamische Anpassung der Faktorisierungsfrequenz f�ur die Basis�Matrix und durch die
Optimierung der L�osung linearer Gleichungssysteme f�ur besonders d�unnbesetzte Matrizen
und Vektoren�

Es wurden drei Implementierungen vorgenommen� Die erste l�auft sequentiell auf einem
PC oder einer Workstation� Ihre hohe numerische Stabilit�at und E�zienz durch die Inte�
gration der oben genannten Konzepte machen sie zu einem zuverl�assigen Hilfsmittel f�ur
den t�aglichen Einsatz z�B� in Schnittebenenverfahren zur L�osung ganzzahliger Program�
me� Als Programmiersprache wurde C�� verwendet� und es wurde ein objektorientierter
Software�Entwurf zugrundegelegt� Dieser leistet eine hohe Flexibilit�at und Anpa�barkeit
z�B� f�ur die Integration benutzerde�nierter Pricing�Strategien�

Bei den anderen beiden Implentierungen handelt es sich um parallele Versionen f�ur
Parallelrechner mit gemeinsamem und f�ur solche mit verteiltem Speicher� Dabei wird der
objektorientierte Entwurf so genutzt� da� lediglich die zus�atzlichen Aufgaben f�ur die Par�
allelisierung �Synchronisation� Kommunikation und Verteilung der Arbeit
 implementiert
werden� w�ahrend alle Algorithmen von der sequentiellen Implementierung geerbt werden�

Die Parallelisierung setzt an vier Punkten an� Der erste und einfachste ist die par�
allele Berechnung eines Matrix�Vektor�Produktes� Als zweites wurden beim Pricing und
Quotiententest parallele Suchalgorithmen eingesetzt� Weiter werden beim steepest�edge
Pricing zwei lineare Gleichungssysteme nebenl�au�g gel�ost� Schlie�lich wird ein paralle�
les Block�Pivoting verwendet� bei dem Gleichungssysteme mehrerer aufeinanderfolgender
Iterationen gleichzeitig gel�ost werden� Ob und welche der Parallelisierungs�Konzepte eine
Beschleunigung bewirken� ist problemabh�angig� Es gelingt z�B� mit �� Prozessoren eine
Beschleunigung um mehr als einen Faktor �	 zu erzielen�

Schlie�lich wird die parallele L�osung d�unnbesetzter linearer Gleichungssysteme mit un�
symmetrischen Matrizen untersucht und eine Implementierung f�ur den Cray T�D vor�
genommen� Sie enth�alt ein neues Verfahren des Lastausgleichs� das keinen zus�atzlichen
Aufwand verursacht� Die Implementierung erzielt vergleichsweise g�unstige Laufzeiten�
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Einleitung

Der Anfang der Linearen Programmierung als mathematische Disziplin l�a�t sich genau auf
das Jahr ���� datieren� in dem G�B� Dantzig das erste Lineare Programm �LP
 aufstellte
und den Simplex�Algorithmus als L�osungsverfahren formulierte� Zu dieser Zeit verwendete
man den Begri� Programm noch nicht in seiner heutigen Bedeutung als Ausf�uhrungscode
f�ur Computer� Vielmehr verstanden die Milit�ars unter einem Programm einen Plan zur
Ressourcenverteilung� das erste von G�B� Dantzig aufgestellte Lineare Programm war eben
ein milit�arisches Planungsproblem�

Bereits vor ���� gab es vereinzelte Arbeiten� die heute der Linearen Programmierung
zugeordnet werden m�ussen� Sie blieben jedoch ohne Auswirkung auf die Fortentwicklung
der Mathematik� wie die Arbeiten von Fourier �
�� und de la Vall�ee Poussin ����� oder
wurden aus politisch�ideologischen Gr�unden nicht vorangetrieben �Kantorovich ����
 �����

Lineare Programme sind Optimierungsprobleme� die in die Form

min cTx
s�t� Ax � b�

x � �

gebracht werden k�onnen� Dabei ist A eine Matrix und c� b und x sind dimensionskompatible
Vektoren� Schon bald stellte sich heraus� da� Lineare Programme weitreichende Anwen�
dungen in zahlreichen wirschaftlichen und gesellschaftlichen Gebieten haben� wie bei der
Transport� und Netzwerkplanung� der Ressourcenverteilung oder beim Scheduling� um nur
einige zu nennen� ���� fa�te R� Dorfman diese Gebiete mit dem Begri� der mathematischen
Programmierung zusammen ����� Ein zentraler Teil davon ist die Lineare Programmierung�
deren Gegenstand die algorithmische L�osung von LPs ist� Solche treten oft bei der L�osung
mathematischer Programme auf� Dabei dient der �im Laufe der Zeit weiterentwickelte

Simplex�Algorithums bis heute als

�
Arbeitspferd � Die heutige Bedeutung von LP�L�osern

zeigt sich z�B� darin� da� ���� mindestens �� verschiedene Implementierungen kommerziell
angeboten wurden �

��

Obwohl in vielz�ahligen Anwendungen bew�ahrt� ist der Simplex�Algorithmus besonders
f�ur Mathematiker nicht zufriedenstellend� Dies liegt daran� da� seine Laufzeit nicht be�
friedigend beschr�ankt werden kann� Bereits in den ��er Jahren wurde von A�J� Ho�man
ein LP angegeben� f�ur das der damalige Simplex�Algorithmus nicht terminiert �	��� Dieses

�
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Problem des sog� Kreiselns konnte zwar durch spezielle Varianten umgangen werden� F�ur
die meisten solcher Varianten gibt es aber Problembeispiele� die ein nicht polynomiales
Laufzeitverhalten aufweisen� Alle bekannten Beispiele werden in ��� einheitlich zusammen�
gefa�t� Bei vielen praktischen Problemen zeigt sich hingegen eine polynomiale Laufzeit� was
auch durch statistische Analysen untermauert werden kann ����� Ob es jedoch polynomiale
Simplex�Algorithmen gibt� ist eine bis heute o�ene Frage ���� �����

Deshalb wurde lange der Frage nachgegangen� ob Lineare Programme �uberhaupt in po�
lynomialer Zeit gel�ost werden k�onnen� Diese Frage wurde ���� von L�G� Khachian durch
Angabe der Ellipsoid�Methode positiv beantwortet �	�� ���� Trotz ihrer theoretisch �uberle�
genen Laufzeit konnte die Ellipsoid�Methode oder deren Varianten in realen Anwendungen
nicht mit dem Simplex�Algorithmus konkurieren� und so beschr�ankte sich die Fortentwick�
lung der Linearen Programmierung noch weitere f�unf Jahre i�w� auf Verbesserungen des
Simplex�Verfahrens�

Vielleicht durch die Ellipsoid�Methode angespornt� stellte N�K� Karmarkar im Jahr
��
� mit einem Innere�Punkte�Verfahren einen anderen polynomialen LP�L�oser vor �	���
Innere�Punkte�Verfahren wurden bereits seit den 	�er Jahren zur L�osung nichtlinearer Op�
timierungsprobleme eingesetzt ����� jedoch wurden sie erst seit ��
� f�ur den linearen Fall
spezialisiert und seither zu einer m�achtigen Konkurrenz zu Simplex�Algorithmen fortent�
wickelt ��	� 
��� Derzeit sind die Innere�Punkte�Verfahren und der Simplex�Algorithmus
gleicherma�en etabliert� und f�ur viele Anwendungen ist eine Kombination beider Metho�
den mittels eines sog� Cross�overs die beste Wahl ���� �	��

Unabh�angig von den Erfolgen der Innere�Punkte�Verfahren kommt dem Simplex�
Algorithmus auf absehbare Zeit eine nicht zu vernachl�assigende Bedeutung zu� So liefert er
zus�atzlich zu einer optimalen L�osung des LPs weitere Informationen wie die Schattenpreise�
die� �okonomisch interpretiert� eine bessere Beurteilung der L�osung erlauben� Dar�uberhin�
aus werden Simplex�Algorithmen in Schnittebenen�Verfahren zur L�osung ganzzahliger Op�
timierungsprobleme eingesetzt� Dabei wird eine Folge von jeweils leicht modi�zierten LPs
generiert und gel�ost� Nur der Simplex�Algorithmus ist hierbei in der Lage� auf dem Ergeb�
nis des vorigen LPs aufzusetzen� um das jeweils neue LP schneller zu l�osen� Deshalb bleibt
die Weiterentwicklung des Simplex�Algorithmus! ein st�andig aktuelles Forschungsthema�

Die Verbesserungen des Simplex�Algorithmus! haben seit seiner Er�ndung Beachtliches
zustandegebracht� ���� feierte man die L�osung eines �
 � �� LPs noch mit Wein und
Schmaus �	��� Heute werden auch LPs mit �uber ������ Zeilen und Spalten routinem�a�ig
gel�ost� und die Entwicklung immer ausgekl�ugelterer Verfahren� mit denen immer gr�o�ere
LPs im immer k�urzerer Zeit gel�ost werden k�onnen� h�alt weiter an� Auch die vorliegende
Arbeit tr�agt dazu bei�

G�B� Dantzig formulierte den Simplex�Algorithmus mit dem sog� Simplex�Tableau� Dies
ist im wesentlichen eine Matrix� die in jeder Iteration des Algorithmus! vollst�andig aktua�
lisiert wird� Ein bedeutender Meilenstein bei der Entwicklung des Simplex�Algorithmus!
bestand in der Formulierung des revidierten Simplex�Algorithmus!� bei dem immer nur ein
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Teil des Tableaus� die sog� Basismatrix� aktualisiert wird� Daf�ur m�ussen pro Iteration zwei
Gleichungssysteme mit der Basismatrix gel�ost werden� Dennoch kann gezeigt werden� da�
der Gesamtaufwand geringer ausf�allt�

Ein weiterer wichtiger Vorteil des revidierten Simplex�Algorithmus! gegen�uber der Ta�
bleauform ist� da� er es erleichtert� Datenstrukturen f�ur d�unnbesetzte Matrizen zu verwen�
den� also solche mit vielen Null�Elementen� Typischerweise haben die Nebenbedingungsma�
trizen A heutiger LPs nur ���� Nicht�Null�Elemente pro Spalte oder Zeile� ggf� mit einigen
Ausnahmen� Insgesamt sind weit weniger als ��" der Elemente von Null verschieden� Bei
der Aktualisierung der Tableaus ohne Ausnutzung der D�unnbesetztheit w�urden viele Re�
chenoperationen mit Null�Elementen durchgef�uhrt� ein Aufwand� der vermieden werden
sollte�

Eine weitere Verbesserung bestand in der Einf�uhrung der LU�Zerlegung der Basismatrix
f�ur die L�osung der beiden Linearen Gleichungssysteme in jeder Iteration des revidierten
Simplex�Algorithmus! ����� Urspr�unglich verwandte man die sog� Produktform der Inver�
sen ����� F�ur d�unnbesetzte Matrizen wurde jedoch gezeigt� da� diese zu mehr Nicht�Null�
Elementen f�uhrt als die LU�Zerlegung und somit einen h�oheren Rechenaufwand bedingt
�����

Bereits ���� wurde von C�E� Lemke der duale Simplex�Algorithmus angegeben� Heu�
te ist er fester Bestandteil aller e�zienten Implementierungen� nicht zuletzt weil er eine
wesentliche Grundlage f�ur die Implementierung von Schnittebenenverfahren darstellt�

Eine wichtige Verbesserung des Simplex�Algorithmus! war seine Erweiterung auf LPs�
bei denen die Variablen nicht nur untere� sondern auch obere Schranken aufweisen k�onnen�
Au�erdem werden f�ur die Variablenschranken auch von Null verschiedene Werte zugelassen�
Das Verfahren wurde ���� von G�B� Dantzig selbst aufgestellt und ist als upper�bounding
Technik bekannt�

Das Pricing ist ein wichtiger Schritt beim Simplex�Verfahren� der einige Freiheit zul�a�t�
Daher verwundert es nicht� da� sich eine Vielzahl von Verbesserungsvorschl�agen um eine
Konkretisierung bem�uhen� die die Iterationszahl des Algorithmus! reduzieren oder seine
Termination sicherstellen sollen� Bei der ersten Kategorie sind insbesondere die Arbeiten
von P�M�J� Harris �	�� sowie von D� Goldfarb und J�K� Reid ���� bzw� J�J� Forest und
D� Goldfarb ���� zu nennen� Sie befassen sich mit Varianten des sog� steepest�edge Pri�
cings� f�ur das schon lange bekannt war� da� es zwar zu einer bemerkenswert geringen
Iterationszahl f�uhrt� daf�ur aber eines hohen Rechenaufwandes bedarf ����� Harris stellt ein
approximatives Verfahren vor� das wesentlich weniger Operationen bedarf� Goldfarb und
Reid entwickeln f�ur den primalen Algorithmus Update�Formeln� die den Rechenaufwand
beim steepest�edge Pricing mindern� In ���� wurden diese auch f�ur den dualen Algorithmus
aufgestellt�

Simplex�Varianten� die eine Termination des Simplex�Algorithmus! zusichern� benutzen
meist eine Kombination von Verfahren f�ur den Pricing�Schritt und den sog� Quotiententest�
Beides wird mit dem Begri� Pivot�Regel zusammengefa�t� Erste Ans�atze zur garantierten
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Termination des Simplex�Algorithmus! waren die Perturbationsmethode von Orden und
Charnes ���� sowie die Lexikographische Methode von Dantzig� Orden und Wolfe �����
Mit der Arbeit von Bland ���� begann eine verst�arkte Untersuchung von Pivotregeln� die
eine endliche Laufzeit des Simplex�Algorithmus! garantieren� Eine �Ubersicht �ndet sich in
����� Insgesamt wurde noch kein theoretischer Ansatz gefunden� der auch in der Praxis
befriedigt� Deshalb werden in heutigen Implementierungen Verfahren eingesetzt� die sich
in der Praxis bew�ahrt haben� aber auf keiner theoretischen Grundlage basieren ���� �	��

Der Quotiententest ist auch der Schritt bei Simplex�Algorithmen� der die numerische
Stabilit�at des Verfahrens bestimmt� Wenn auch ohne theoretische Stabilit�atsanalyse� wur�
de der wesentliche Ansatzpunkt zur Gew�ahrleistung der numerischen Stabilit�at in �	��
aufgezeigt� Er ist bis heute die Grundlage f�ur robuste Implementierungen ���� �	��

Ein wichtiges Arbeitsfeld bei der Fortentwicklung von Simplex�Algorithmen ist deren
Spezialisierung auf LPs mit ausgezeichneter Struktur� Wichtigstes Beispiel sind Netzwerk�
probleme� f�ur die der sog� Netzwerk�Simplex entwickelt wurde� der von den Datenstruk�
turen her kaum mehr an Dantzig!s Algorithmus erinnert ��	�� Ein anderer Spezialfall sind
Multi�Commodity�Flow Probleme� Bei diesen Problemen zerf�allt die Nebenbedingungsma�
trix in Diagonalbl�ocke� die durch wenige Zeilen verbunden sind� Hierf�ur wurde von Dantzig
und Wolfe eine Dekompositionsmethode entwickelt� bei der iterativ zu jedem Diagonalblock
ein LP gel�ost wird� um aus diesen Teill�osungen eine verbesserte L�osung des Gesamt�LPs zu
konstruieren ����� Gerade in der Zeit des Aufkommens von Parallelrechnern� bei denen die
Teilprobleme von verschiedenen Prozessoren berechnet werden k�onnen� wurde dies wieder
aufgegri�en �����

Es gibt noch eine Vielzahl weiterer Arbeiten mit Modi�kations� oder Verbesserungs�
vorschl�agen zum Simplex�Algorithmus� Den meisten dieser Arbeiten ist jedoch gemein�
da� die evtl� angegebenen Implementierungen nicht alle oben genannten Verbesserungen
enthalten� sondern oft nur auf dem Grundalgorithmus von Dantzig basieren oder sich mit
diesem vergleichen �siehe z�B� ���� ��� 
�� ��
� Deshalb bleiben diese Ans�atze weitgehend
f�ur die L�osung praktischer Probleme irrelevant�

Um zur Fortentwicklung von Simplex�Algorithmen beizutragen� mu� zun�achst auf dem
bisher geschilderten Stand aufgesetzt werden� Dies leisten die in der vorliegenden Ar�
beit entwickelten Implementierungen� und sie treiben die Fortentwicklung von Simplex�
Algorithmen auf verschieden Ebenen voran�

� Auf konzeptioneller Ebene basieren die Implementierungen auf einer neuen Darstel�
lung des primalen und dualen Simplex�Algorithmus mithilfe einer Zeilenbasis� aus
der die �ubliche Darstellung mit einer Spaltenbasis als Spezialfall folgt� Die gew�ahlte
Darstellung erm�oglicht eine einheitliche Formulierung beider Algorithmen f�ur bei�
de Arten der Basis und wurde den Implementierungen zugrundegelegt� Desweiteren
wird eine theoretische Stabilit�atsanalyse des Simplex�Verfahrens durchgef�uhrt� und
es werden Methoden der Stabilisierung aufgezeigt� Au�erdem verwenden die Imple�
mentierungen ein Phase � LP� das eine gr�o�tm�ogliche �Ubereinstimmung mit dem zu
l�osenden LP aufweist�
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� Auf Implementierungsebene kommt ein verbesserter L�osungsalgorithmus f�ur lineare
Gleichungssysteme mit extrem d�unnbesetzten Matrizen und Vektoren zum Einsatz�
Au�erdem wird der Zeitpunkt der erneuten Faktorisierung der Basismatrix dyna�
misch so festgelegt� da� die Iterationsgeschwindigkeit maximiert wird�

� In software�technischer Hinsicht wird der Simplex�Algorithmus einem objektorientier�
ten Entwurf unterzogen� Dieser bietet eine hohe Flexibilit�at und Anpa�barkeit� durch
die es z�B� m�oglich ist� benutzerde�nierte Pricing� oder Quotiententest�Verfahren ein�
zusetzen�

� Als Hardware kommen auch moderne Parallelrechner zum Einsatz� Dies f�ugt sich in
die Tradition der Entwicklung von Simplex�Algorithmen� die stets eng mit den jewei�
ligen Hardwarevoraussetzungen verbunden war� So entwickelte Dantzig den Simplex�
Algorithmus nur wegen der in Aussicht stehenden Verf�ugbarkeit automatischer Re�
chenmaschinen �����
Die hier untersuchte Parallelisierung setzen an vier Punkten an� Am einfachsten ge�
staltet sich die Parallelisierung elementarer Operationen der linearen Algebra auf
d�unnbesetzten Daten� wie die Berechnung des Matrix�Vektor�Produktes oder die
Vektorsumme� Dies wurde bereits in anderen Arbeiten erfolgreich durchgef�uhrt �����
Au�erdem kommen in dem Pricing� und Quotiententest�Schritt parallele Suchalgo�
rithmen zum Einsatz� Ferner werden mit dem Block�Pivoting mehrere sequentielle
Iterationen zu einer parallelen zusammengefa�t� Schlie�lich werden M�oglichkeiten
zur parallelen L�osung von Gleichungssystemen betrachtet� Dabei wird sowohl die
gleichzeitige L�osung verschiedener Systeme sowie die Parallelisierung eines auf der
LU�Zerlegung basierenden L�osers vorgenommen�

Es werden drei Implementierungen von revidierten Simplex�Algorithmen f�ur verschie�
dene Hardware�Architekturen vorgestellt� Sie hei�en�

SoPlex f�ur
�
Sequential object�oriented simPlex �

DoPlex f�ur
�
Distributed object�oriented simPlex und

SMoPlex f�ur
�
Shared Memory object�oriented simPlex 

SoPlex ist also eine Implementierung f�ur normale PCs oder Workstations mit einem Pro�
zessor� Sie enth�alt alle Konzepte von state�of�the�art Simplex�Algorithmen inclusive der in
dieser Arbeit geleisteten Fortentwicklungen� Wo diese greifen� k�onnen Geschwindigkeitsge�
winne gegen�uber anderen Implementierungen wie CPLEX ���� erzielt werden� Damit eignet
sich SoPlex f�ur die Benutzung im t�aglichen Einsatz�

Der objektorientierte Entwurf erm�oglicht es� alle Eigenschaften von SoPlex den Imple�
mentierungen DoPlex f�ur Parallelrechner mit verteiltem Speicher und SMoPlex f�ur solche
mit gemeinsamen Speicher zu vererben� insbesondere seine numerische Stabilit�at� F�ur beide
parallele Versionen wurden alle o�g� Parallelisierungsans�atze implementiert�
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Die Arbeit ist in vier Kapitel gegliedert� Das erste Kapitel enth�alt eine mathematische
Darstellung der SoPlex zugrundeliegenden Algorithmen� Nach einer kurzen Einf�uhung der
Notation und elementaren S�atzen �Abschnitt ���
 werden zun�achst der primale und der
duale Grund�Algorithmus f�ur eine Zeilenbasis anhand einfacher LPs aufgestellt �Abschnitt
�����
� Anhand eines Spezialfalles werden daraus in Abschnitt ����� die entsprechenden
Algorithmen f�ur die in der Literatur �ubliche Spaltenbasis abgeleitet� Der Zusammenhang
zwischen beiden Darstellungen der Basis wird in Abschnitt ����� hergestellt� Anschlie�
�end werden die Simplex�Algorithmen f�ur allgemeinere LPs f�ur beide Basisdarstellungen
beschrieben �Abschnitt �����
� Abschnitt ��� enth�alt eine Stabilit�atsanalyse der Simplex�
Algorithmen und stellt verschiedene stabilisierte Quotiententest�Methoden vor� Es folgt
eine Beschreibung der Phasen der Simplex�Algorithmen� der Kreiselvermeidung�Strategien
sowie der wichtigsten Pricing�Verfahren �Abschnitte ��� bis ��	
� In Abschnitt ��� wer�
den verschiedene Verfahren zur L�osung von Gleichungssystemen vorgestellt und der f�ur
SoPlex implementierte LU�Zerlegungs�Algorithmus beschrieben� Den Abschlu� dieses Ka�
pitels bildet Abschnitt ��
 mit einer Zusammenstellung verschiedener Tricks� mit denen die
Geschwindigkeit gesteigert werden kann�

Das zweite Kapitel befa�t sich mit den Parallelisierungsans�atzen� die DoPlex und SMo�
Plex zugrundeliegen� Zun�achst wird in Abschnitt ��� eine kurze Einf�uhrung in das Gebiet
des parallelen Rechnens gegeben� Anschlie�end werden die m�oglichen Parallelisierungs�
ans�atze beim Simplex�Algorithmus aufgezeigt �Abschnitt ���
� Einer davon ist die par�
allele L�osung linearer Gleichungssysteme� Wegen der Bedeutung weit �uber die Grenzen
der mathematischen Programmierung hinaus wird dies in einem eigenen Abschnitt ����

behandelt�

Der objektorientierte Software�Entwurf und die Implementierung in C�� werden im
dritten Kapitel behandelt� Zun�achst wird in Abschnitt ��� eine Einf�uhrung in die objekt�
orientierte Programmierung und eine Gegen�uberstellung mit der imperativen Programmie�
rung gegeben� In Abschnitt ��� werden die Klassen� mit denen SoPlex aufgebaut ist� und
deren Zusammenspiel beschrieben� Die Klassen f�ur die parallelen Versionen DoPlex und
SMoPlex werden in Abschnitt ��� vorgestellt�

Im letzten Kapitel werden die mit den Implementierungen anhand verschiedener Bei�
spielprobleme erzielten Testergebnisse ausgewertet� Zun�achst wird die Menge der Test�LPs
vorgestellt� In Abschnitt ��� werden die L�osung der Test�LPs mit SoPlex diskutiert� wobei
der Ein�u� der verschiedenen Methoden und Parameter aufgezeigt wird� Dabei wird auch
ein Vergleich mit den von CPLEX ���� �aktuelle Version von Dez� ���	
 erzielten Ergebnis�
sen vorgenommen� Die Auswertung der parallelen Versionen SMoPlex und DoPlex erfolgt
in den Abschnitten ��� und ���� Eine Zusammenfassung bildet den Abschlu� der Arbeit�
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Revidierte Simplex�Algorithmen

In diesem Kapitel werden Simplex�Algorithmen� genauer revidierte Simplex�Algorithmen�
von der Theorie bis hin zur praktischen Umsetzung beschrieben� Dabei werden sowohl
primale als auch duale Algorithmen jeweils f�ur zwei verschiedene Darstellungen der Basis
behandelt�

Zun�achst wird in Abschnitt ��� die verwendete Notation eingef�uhrt� und es werden
die f�ur Simplex�Algorithmen grundlegenden S�atze der Polyedertheorie zusammengestellt�
Darauf aufbauend werden in Abschnitt ��� Simplex�Algorithmen mit verschiedenen Dar�
stellungen der Basis entwickelt� Um zu lau��ahigen Implementierungen zu gelangen� m�ussen
noch weitere Aspekte ber�ucksichtigt werden� Zun�achst ist dies die numerische Stabilit�at�
die in Abschnitt ��� analysiert wird� Dort werden auch verschiedene Ans�atze vorgestellt� um
Simplex�Algorithmen stabil zu machen� Weiterhin mu� ein geeigneter Start f�ur Simplex�
Algorithmen gefunden werden� Dies geschieht mit der Phase �� die in Abschnitt ��� disku�
tiert wird� Schlie�lich bergen Simplex�Algorithmen das Problem� da� sie evtl� nicht termi�
nieren� Strategien dagegen werden in Abschnitt ��� vorgestellt� Beim sog� Pricing bieten
Simplex�Algorithmen eine gro�e algorithmische Vielfalt� die wichtigsten Strategien daf�ur
werden in Abschnitt ��	 vorgestellt� Auch die numerische L�osung linearer Gleichungssy�
steme ist ein integraler Bestandteil jeder Implementierung von Simplex�Algorithmen� Da
diesem Problem eine Bedeutung weit �uber Simplex�Algorithmen hinaus zukommt� wird es
in einen eigenen Abschitt� n�amlich ���� behandelt� Schlie�lich werden in Abschnitt ��
 ver�
schieden Tips und Tricks f�ur eine e�ziente und zuverl�assige Implementierung beschrieben�

��� Notation und mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wesentliche Begri�e und S�atze der Polyedertheorie zusammen�
gestellt� und es wird die Notation dazu eingef�uhrt� Dies geschieht in enger Anlehnung an
����� worauf auch f�ur die Beweise der hier nur zitierten S�atze verwiesen wird� Zuvor sei auf
folgende Schreibweisen hingewiesen�

�
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� Die Einheitsmatrix wird mit I bezeichnet� Ihre Dimension ist im allgemeinen aus
dem Zusammenhang ersichtlich� andernfalls wird sie durch einen Index angegeben�
Somit bezeichnet In die n�dimensionale Einheitsmatrix�

� F�ur Vektoren� die nur aus den Werten � oder nur aus den Werten � bestehen� wird
kurz � bzw� � geschrieben� wobei die Dimension wiederum aus dem Zusammenhang
ersichtlich ist�

� Ferner bezeichnet ei den i�ten Einheitsvektor� wiederum in der aus dem Zusammen�
hang vorgegebenen Dimension�

Lineare Programme sind Optimierungsprobleme der Form

min cTx
s�t� Dx � d�

����


wobei c� x � Rn � d � Rk und D � Rk�n seien� Falls es f�ur jedes M � R ein x � Rn

gibt� so da� cTx � M und Dx � d gilt� so hei�t das LP unbeschr�ankt� Ist hingegen
fx � Rn � Dx � dg � �� so hei�t es unzul�assig�

Di� bezeichne den i�ten Zeilenvektor der Matrix D� D�j entsprechend ihren j�ten
Spaltenvektor� Jede Nebenbedingung Di�x � di� mit Di� �� � de�niert einen Halbraum
Hi � fx � Rn � Di�x � dig des Rn � und die Hyperebene Gi � fx � Rn � Di�x � dig wird
die zugeh�orige Hyperebene genannt� L�osungsvektoren x von ����
 m�ussen alle Nebenbedin�
gungen erf�ullen und liegen somit im Schnitt aller Halbr�aume Hi� i � �� � � � � k� Der Schnitt
von endlich vielen Halbr�aumen ist ein Polyeder und wird mit

P�D� d
 �
k�
i��

Hi � fx � Rn � Dx � dg ����


bezeichnet� Das Polyeder P�D� d
 hei�t das zum LP ����
 geh�orende Polyeder� Ferner wer�
den sp�ater auch Polyeder P��D� d
 � fx � Rn � Dx � d� x � �g und P�l� D� u
 � fx �
Rn � l � Dx � ug ben�otigt�

Eine wichtige Eigenschaft von Polyedern ist� da� sie nicht nur als Schnitt von Halbr�aum�
en dargestellt werden k�onnen� Vielmehr kann jedes Polyeder aus zwei Grundtypen von
Polyedern aufgebaut werden� Dies sind f�ur X � fx�� � � � xmg

� cone �X
 � fx � Rn �
Pm

i�� �ixi� � � �g und

� conv �X
 � fx � Rn �
Pm

i�� �ixi� � � �� �T� � �g�

wobei x�� � � � � xm Vektoren und ��� � � � � �m Skalare bezeichnen� cone �X
 hei�t der von den
Vektoren xi� � � � � xm aufgespannte Kegel und conv �X
 ihre konvexe H�ulle� Beide Mengen
sind Polyeder� F�ur Polyeder P� und P� bezeichnet P��P� � fx � x��x� � x� � P�� x� � P�g
ihre Minkowski�Summe�
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c

P�D� d


DT
��

DT
��

DT
i�

DT
k�

Abbildung ���� Geometrische Darstellung eines LPs im R
� � Jede Ungleichung Di�x � di� mit Di� �� �

de�niert einen Halbraum� wobei der VektorDi� senkrecht zur Grenzebenen steht� Der unzul�assige Halbraum

ist jeweils grau dargestellt� Der Schnitt aller Halbr�aume bildet das Polyeder P�D� d	� Es gilt den Punkt

x � P�D� d	 zu �nden� der am wenigsten weit in der durch den Zielfunktionsvektor c gegebenen Richtung

liegt�

Satz � �Darstellungssatz�

Eine Teilmenge P � Rn ist genau dann ein Polyeder� wenn es endliche Mengen
von Vektoren V�E � Rn gibt� so da�

P � conv �V 
 � cone �E
� ����


Sofern P Ecken hat� ist dabei conv �V 
 die konvexe H�ulle aller Ecken von P � Zur nach�
folgenden De�nition von Ecken eignet sich die Notation von Indexvektoren I � �i�� � � � � im
�
wobei die Indizes i�� � � � � im paarweise verschieden sein m�ussen� Zur Vereinfachung der Nota�
tion werden Indexvektoren auch als Mengen von Indizes aufgefa�t� und es wird die �ubliche
Mengennotation verwendet� Zu einer Matrix Dm�n und Indexvektoren I � f�� � � � � mg�
J � f�� � � � � ng bezeichnet DIJ die Untermatrix

DIJ �

�
B�

Di�j� � � � Di�jjJj
���

���
DijIjj� � � � DijIjjjJj

�
CA �
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Falls I � f�� � � � � mg oder J � f�� � � � � ng verwendet man abk�urzend auch !�! als Index�

Definition � �Ecken von Polyedern�

Ein Vektor x � P�D� d
 hei�t Ecke von P�D� d
� falls es einen Indexvektor
I � f�� � � � � mg mit jIj � n gibt� so da� DI� regul�ar und DI�x � dI ist�

Ein Polyeder P�D� d
 mit rang �D
 � n ist somit entweder leer� oder es ist spitz� d�h� es
hat eine Ecke�

F�ur spitze Polyeder lassen sich die Vektoren E von ����
 genauer beschreiben� Es sind
Elemente des Rezessionskegels rec �P�D� d

 � P�D� �
 � cone �E
� E wird eine Kegelbasis
genannt� falls f�ur jede echten Teilmenge E � � E gilt� cone �E �
 �� cone �E
� Die Elemente
einer Kegelbasis hei�en Extremalen� Sie sind bis auf Skalierung eindeutig bestimmt�

Satz �

Sei w Extremale eines spitzen Polyeders P�D� �
� Dann gibt es ein � � � und
einen Indexvektor Iw� d�d�

DIw���w
 � e��

Insbesondere ist auch �w � D��
Iw�
e� selbst Extremale von P�D� d
� Statt des Einheitsvektors

e� kann durch geeigneter Permutation von Iw auch jeder andere verwendet werden�

Der folgende Satz f�uhrt die De�nitionen und S�atze dieses Abschnittes zusammen�

Satz � �Darstellungssatz f�ur spitze Polyeder�

Sei P�D� d
 ein spitzes Polyeder� Dann gibt es Ecken v�� � � � � vm und Extremalen
w�� � � � � wl� so da� gilt

P�D� d
 � conv �fv�� � � � � vmg
 � cone �fw�� � � � � wlg
�

Dabei sind die Vektoren vi eindeutig und die Vektoren wj bis auf Skalierung
eindeutig bestimmt�

Schlie�lich wird mit dem folgenden Satz die Grundlage f�ur Simplex�Algorithmen gelegt�
Wegen seiner Bedeutung f�ur die vorliegende Arbeit wird auch ein Beweis angegeben�

Satz �

Gegeben sei ein LP der Form ����	 mit n � k und rang �D
 � n� Hat das LP
eine optimale L�osung� so gibt es eine Ecke von P�D� d
� an der sie angenommen
wird�
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Beweis	

Sei x� optimale L�osung des LPs� Wegen rang �D
 � n ist P�D� d
 spitz� Nach Satz � kann
x� dargestellt werden als

x� �
mX
i��

�ivi �
lX

i��

�iwi�

wobei �� � � � und �T� � � gilt� Die Vektoren vi sind die Ecken von P�D� d
 und die
Vektoren wi bilden eine Kegelbasis von P�D� �
� F�ur alle i mit �i � � ist cTwi � �� denn
sonst g�abe es einen zul�assigen Vektor mit geringerem Zielfunktionswert� Falls cTwi � � gilt
n�amlich f�ur den Vektor x� � x� � wi � P�D� d
 die Ungleichung cTx� � cTx� � cTwi �
cTx�� und falls cTwi � � gilt f�ur den Vektor x� � x� 	 �iwi � P�D� d
 die Ungleichung
cTx� � cTx� 	 �ic

Twi � cTx�� Somit hat auch der Vektor

x� �
mX
i��

�ivi

denselben Zielfunktionswert cTx� � cTx� wie x�� und es gilt x� � P�D� d
� W�ahle nun i�

so� da� f�ur alle � � i � m gilt cTvi � cTvi�� Damit gilt

cTx� �
mX
i��

cT�ivi �
mX
i��

�ic
Tvi� � cTvi� � cTx��

wobei die letzte Ungleichung wegen vi�� x
� � P�D� d
 aus der Optimalit�at von x� folgt�

Insgesamt gilt cTx� � cTvi�� Der optimale Zielfunktionswert wird also auch an der Ecke
vi� � P�D� d
 angenommen� was den Beweis abschlie�t�

Aufgrund dieses Satzes ist es das Ziel von Simplex�Algorithmen eine optimale Ecke des
Polyeders zu �nden�

��� Die Grundalgorithmen

In diesem Abschnitt werden die Grundversionen von Simplex�Algorithmen beschrieben�
Dabei werden sowohl primale als auch duale Algorithmen jeweils f�ur zwei verschiedene
Darstellungen der sog� Basis behandelt�

Zun�achst werden einfache LPs betrachtet� bei denen nicht so viel Notation aufgewendet
werden mu�� daf�ur aber die mathematischen und geometrischen Gegebenheiten deutlicher
hervortreten� F�ur sie wird in Abschnitt ����� die Zeilenbasis eingef�uhrt und daf�ur der pri�
male und duale Simplex�Algorithmus entwickelt� Im n�achsten Abschnitt werden die Algo�
rithmen erneut aufgestellt� diesmal jedoch in der Formulierung mithilfe einer Spaltenbasis�
Dabei zeigen sich gro�e �Ahnlichkeiten zwischen der zeilenweisen und spaltenweisen Dar�
stellung� die in der Dualit�at begr�undet liegen und in Abschnitt ����� erl�autert werden� In
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Abschnitt ����� werden schlie�lich allgemeine LPs behandelt und die Simplex�Algorithmen
in einer weitgehend von der gew�ahlten Darstellung unabh�angigen Form beschrieben� Dies
ist die Form� auf der die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Implementierungen ba�
sieren�

����� Die Zeilenbasis

Betrachte wieder das LP

min cTx
s�t� Dx � d�

����


wobei c� x � Rn � d � Rk und D � Rk�n und k � n gelte und D vollen Rang habe� Wenn
nichts weiter gesagt wird� werden im folgenden diese Setzungen zugrundegelegt�

Die Idee von Simplex�Algorithmen basiert auf Satz �� Wenn das LP ����
 eine optimale
L�osung hat� so gibt es eine Ecke des zugeh�origen Polyeders P�D� d
 � fx � Rn � Dx � dg�
an der sie angenommen wird� Nach De�nition � ist jede Ecke des Polyeders P�D� d
 der
Schnittpunkt von n seiner Hyperebenen� Das Ziel des Simplex�Algorithmus! ist deshalb� n
�linear unabh�angige
 Hyperebenen von P�D� d
 zu �nden� so da� ihr Schnittpunkt x�

� zul�assig� d�h� x� � P�D� d
� und
� optimal� d�h� f�ur alle x � P�D� d
 gilt cTx � cTx�� ist�

Zur Beschreibung einer solchen Menge von Hyperebenen wird der Begri� einer
Simplex�Basis verwendet� Entgegen dem �ublichen Vorgehen in der Literatur zum Simplex�
Algorithmus f�uhren wir zun�achst eine Zeilenbasis ein �auch aktive Menge genannt
� Wir tun
dies aus zwei Gr�unden� Zum einen erlaubt die Verwendung der Zeilenbasis eine geometrisch
anschaulichere Beschreibung der Simplex�Algorithmen� da sinnvolle Beispiele bereits im R�

angegeben werden k�onnen� Zum anderen kommt die Zeilenbasis auch in den hier vorzu�
stellenden Implementierungen zum Einsatz� In Abschnitt ����� wird die �ubliche De�nition
einer Spaltenbasis aus einem Spezialfall abgeleitet�

Definition � �Zeilenbasis�

Ein geordnetes Paar Z � �P�Q
 von Indexvektoren P�Q � f�� � � � � kg hei�t
Zeilenbasis �zum LP ����		� falls folgendes gilt


�� P 
Q � f�� � � � � kg�

�� P �Q � ��

�� jP j � n und


� DP� ist nicht singul�ar�

Gem�a� Bedingungen � und � zerlegt eine Zeilenbasis die Menge von Ungleichungen
in zwei Teilmengen P und Q� Die St�utzhyperebenen DP�x � dP der zu P geh�orenden
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c
DT

Pi�

DT
Pj �

x�Z


Abbildung ���� Eine Zeilenbasis Z � �P�Q	 zu einem LP zeichnet n St�utzhyperebenen des Polyeders

aus� die fett dargestellt sind� Ihr Schnittpunkt ist der Basisl�osungsvektor x�Z	�

Ungleichungen dienen der Bestimmung eines Schnittpunktes als m�ogliche optimale L�osung�
Die Bedingungen � und � postulieren� da� das Gleichungssystem DP�x � dP eindeutig
l�osbar ist �vgl� Abb� ���
�

Zu einer Zeilenbasis werden noch weitere Begri�e und Vektoren eingef�uhrt�

Definition �

Sei Z � �P�Q
 eine Zeilenbasis� Dann hei�en die Ungleichungen Dp�x � dp�
mit p � P � Basisungleichungen �zur Basis Z	� alle anderen hei�en Nichtbasis�
ungleichungen� Die Matrix DP� hei�t die Basismatrix� Ferner wird de�niert


der Basisl�osungsvektor x�Z
 � D��
P� dP � ����


der Vektor der Schlupfvariablen s�Z
 � D � x�Z
 ����


und der Vektor der Dualvariablen y�Z
T � cTD��
P� � ���	


Eine Schlupfvariable wird zur Transformation einer Ungleichung aTx � � in eine Gleichung
aTx	s � � und eine Variablenschranke s � � benutzt �vgl� Abschnitt �����
� Die De�nition
����
 unterscheidet sich von der in der Literatur �ublichen� bietet jedoch den Vorteil der
symmetrischen Erweiterbarkeit auf sog� Bereichsungleichungen �� � aTx � ����
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Simplex�Algorithmen versuchen eine Basis zu �nden� deren Basisl�osungsvektor sowohl
zul�assig als auch optimal ist� Dazu wird� ausgehend von einer bestehenden Basis� iterativ
je ein Index aus P mit einem aus Q ausgetauscht� bis eine Basis gefunden wird� deren
L�osungsvektor beide Bedingungen erf�ullt� Ein solcher Austausch wird ein Pivot�Schritt
genannt� Dabei mu� allerdings die Basismatrix regul�ar bleiben� Wann der Austausch einer
Zeile einer regl�aren Matrix wieder zu einer regul�aren Matrix f�uhrt� wird durch den folgenden
Satz beschrieben�

Satz 
 �Zeilentausch�

Sei D � Rn�n regul�ar� r � Rn und l � f�� � � � � ng� Die Matrix D� � D� el�r
T 	

Dl�
� die durch Austausch der l�ten Zeile von D mit rT entsteht� ist genau dann
regul�ar� wenn

�rTD��
l �� �� ����


Seien in diesem Fall 	 � R und f� f �� #f� #f �� g� g�� #g � Rn� mit f � D�� #f � gT �
#gTD�� und #f � � #f � �		 #fl
el� Dann gilt f�ur f � � D��� #f �


f � � f � 
 �D��
�l � mit ���




 �
		 rTf

�rTD��
l
����


und f�ur g�
T � #gTD���

g�
T

� gT � � � �rTD�� 	 eTl 
� mit �����


� �
	gl

�rTD��
l
� �����


Beweis	

Zun�achst ist zu bemerken� da� D� aus D durch linksseitige Multiplikation mit

V � I � el�r
TD�� 	 eTl 
 �����


hervorgeht� denn damit gilt V D � D � el�r
TD��D 	 eTl D
 � D � el�r

T 	 Dl�
 � D��
Nach dem Determinantenproduktsatz ist det�D�
 � det�V 
 � det�D
� Da D regul�ar und
somit det�D
 �� �� ist D� genau dann regul�ar� wenn det�V 
 �� �� Nun gilt aber nach dem
Determinantenentwicklungssatz j det�V 
j � j�rTD��
lj� woraus Behauptung ����
 folgt�

Die Gleichungen ���

 und ����
 werden durch Einsetzen in D�f � gezeigt�

D�f � � V D�f � 
D��
�l 
 � V �Df � 
DD��el


� Df � el�r
TD�� 	 eTl 
Df � 
el � 
el�r

TD�� 	 eTl 
el

� #f � el�r
Tf 	 #fl
 � 
el � 
�rTD��
lel 	 
el

� #f � �rTf 	 #fl
el � �		 rTf
el

� #f � �		 #fl
el

� #f ��
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Entsprechend gelten �����
 und �����
� denn durch Einsetzen in g�TD� erh�alt man

g�
T
D� � �gT � ��rTD�� 	 eTl 
�V D

� gTV D � ��rTD�� 	 eTl 
V D

� gTD � gTel�r
TD�� 	 eTl 
D � ��rTD�� 	 eTl 
D

���rTD�� 	 eTl 
el�r
TD�� 	 eTl 
D

� #gT � gl�r
T 	Dl�
 � ��rT 	Dl�
 � ��rTD��el�r

T 	Dl�
	 rT �Dl��

� #gT � gl

�
rT 	Dl� 	

�rTD��
l�r
T 	Dl�


�rTD��
l

�
� #gT �

Angewandt auf die Zeilenbasismatrix folgt aus diesem Satz

Satz � �Zeilenbasistausch�

Sei Z � �P�Q
 eine Zeilenbasis zum LP ����	� Seien i � f�� � � � � ng und j � Q�
Dann ist Z � � �P �� Q�
 mit P � � P n fPig 
 fjg und Q

� � Q n fjg 
 fPig genau
dann eine Zeilenbasis von ����	� wenn

�Dj� �D
��
P� 
i �� �� �����


Ferner sind

x�Z �
 � x�Z
 � $�i� j
 � �D��
P� 
�i� �����


s�Z �
 � s�Z
 � $�i� j
 �D�D��
P� 
�i und �����


yT �Z �
 � yT �Z
 � %�i� j
 � �Dj�D
��
P� 	 eTi 
 ����	


wobei

$�i� j
 �
dj 	 sj�Z


�Dj�D
��
P� 
i

�����


und %�i� j
 �
	yi�Z


�Dj�D
��
P� 
i

� ����



Beweis	

Bis auf �����
 folgt alles aus Satz �� und zwar mit D � DP�� D
� � DP ��� 
 � $�i� j
�

� � %�i� j
� f � x�Z
� f � � x�Z �
� #f � dP � g � y�Z
� g� � y�Z �
� #g � c� 	 � dj� r
T � Dj�

und l � i� Gleichung �����
 gilt dann wegen s�Z �
 � Dx�Z �
 � s�Z
 � $�i� j
D�D��
P� 
j�
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Ein Simplex�Algorithmus f�uhrt so lange Pivot�Schritte aus� bis eine Basis gefunden
wird� dessen L�osungsvektor sowohl optimal als auch zul�assig ist� bzw� bis die Unbeschr�ankt�
heit oder Unzul�assigkeit des LPs nachgewiesen werden kann� Wie aber erkennt man die
Optimalit�at und Zul�assigkeit des Basisl�osungsvektors& Letzteres erreicht man leicht durch
Testen der Schranken des Schlupfvektors s�Z
 � D �x�Z
 � d� wobei nach de�nition von s
nur die Elemente sQ �uberpr�uft werden m�ussen� Die �Uberpr�ufung der Optimalit�at geschieht
mit Hilfe von folgendem

Satz � �Simplex
Kriterium f�ur eine Zeilenbasis�

Sei Z � �P�Q
 eine Zeilenbasis zum LP ����	� x�Z
 ist optimal� wenn

y�Z
 � �� �����


Beweis	

Nach De�nition � ist x�Z
 die einzige Ecke von P�DP�� dP 
� Demnach lassen sich gem�a�
Satz � alle x � P�DP�� dP 
 als

x � x�Z
 �
nX
i��

�i � ti

darstellen� wobei die Vektoren ti � D��
P� ei� i � f�� � � � � ng� eine Kegelbasis von P�DP�� �


bilden und ��� � � � � �n � � gilt� Demnach gilt f�ur alle x � P�DP�� dP 
�

cTx � cTx�Z
 � cT
nX
i��

�i �D
��
P� ei

� cTx�Z
 � yT �Z

nX
i��

�i � ei

� cTx�Z
�

wobei die letzte Ungleichung wegen yT �Z
 � � gilt� Da P�DP�� dP 
 
 P�D� d
 folgt die
Behauptung�

Anschaulich besagt das Simplex�Kriterium� da� eine Zeilenbasis optimal ist� wenn es
keine Extremale gibt� entlang der eine Verbesserung des Zielfunktionswertes m�oglich w�are
�vgl� Abb� ���
�

Definition �

Sei Z � �P�Q
 eine Zeilenbasis zum LP ����	� Z hei�t zul�assig� wenn

sQ�Z
 � d �����


und Z hei�t optimal� wenn

y�Z
 � �� �����
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DT
Pj �

DT
Pi�

cti

tj
x�Z


Abbildung ���� Der Kegel einer optimalen Basis hat keine Extremale� entlang der eine Verbesserung des

Zielfunktionswertes m�oglich ist�

Diese De�nition erm�oglicht es� die Ergebnisse dieses Abschnittes mit folgendem Satz
zusammenzufassen�

Satz �

Sei n� k � N� � � n � k� c� x � Rn � d � Rk und D � Rk�n habe vollen Rang�
Sei Z � �P�Q
 eine Zeilenbasis des LPs

min cTx
s�t� Dx � d�

����


Der Basisl�osungsvektor x�Z
 ist eine optimale L�osung von ����	 wenn Z opti�
mal und zul�assig ist�

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den De�nitionen und Satz ��

Der Basistausch bei Simplex�Algorithmen soll  gerichtet� erfolgen� Dabei unterscheidet
man zwei Strategien� Der primale Algorithmus ben�otigt eine zul�assige Basis und versucht
bei jeder Iteration� den Zielfunktionswert zu verbessern� ohne dabei die Zul�assigkeit zu
verlieren� Der entsprechende Algorithmus wird im folgenden Abschnitt entwickelt� Dagegen
arbeitet der duale Simplex auf einer optimalen Basis und versucht bei jeder Iteration� die
Unzul�assigkeit zu verringern w�ahrend die Optimalit�at erhalten wird� Dieser Algorithmus
wird in Abschnitt ������� beschrieben�
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DT
Pp�

DT
Pi�

DT
q�

x�Z


x�Z �
 t

Abbildung ���� Bei einem Schritt des primalen Simplex wird die aktuelle Basisl�osung so weit entlang der

Extremalen t verschoben� wie es ein Beibehalten der Zul�assigkeit erlaubt� Dazu wird eine St�utzhyperebene

der Basis durch die neue ausgetauscht� Beide sind gestrichelt dargestellt�

������� Primaler Algorithmus

Es wird nun der primale Simplex�Algorithmus f�ur eine Zeilenbasis beschrieben und seine
partielle Korrektheit� beweisen� Im allgemeinen kann jedoch nicht gezeigt werden� da� der
Algorithmus terminiert� Auf dieses Problem sowie das Generieren einer zul�assigen Anfangs�
basis wird in den Abschitten ��� und ��� eingegangen�

Der primale Simplex�Algorithmus arbeitet mit einer zul�assigen Basis� Diese wird durch
eine Folge von Pivot�Schritten solange abge�andert� bis eine optimale Basis gefunden wird
oder die Unbeschr�anktheit des LPs nachgewiesen werden kann� Dabei wird die Zul�assigkeit
gewahrt� so da� bei Terminierung im beschr�ankten Fall eine optimale und zul�assige Basis
vorliegt� dessen L�osungsvektor nach Satz 
 eine optimale L�osung des LPs ist� Die jeweils
neue Basis wird so gew�ahlt� da� sich der Zielfunktionswert des Basisl�osungsvektors nicht
verschlechtert�

Sei also Z � �P�Q
 eine zul�assige Zeilenbasis zum LP ����
� Ist Z auch optimal� so ist
x�Z
 bereits ein optimaler L�osungsvektor von ����
� Andernfalls gibt es eine Extremale�

� Ein Algorithmus hei
t partiell korrekt� wenn bei seiner Termination die korrekte L�osung vorliegt� F�ur
die vollst�andige Korrektheit mu
 auch die Termination des Algorithmus� gew�ahrleistet sein�
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etwa t � �D��
P� 
ep� so da� jeder Vektor x�

 � x�Z
 � 
 � t f�ur 
 � � einen besseren

Zielfunktionswert aufweist als x�Z
� d�h� cTx�

 � cTx�Z
� Nun soll 
 maximal gew�ahlt
werden� so da� x�

 noch zul�assig bleibt �vgl� Abb� ���
� Zu jedem Vektor x�

 kann man
einen Schlupfvektor s�

 � D � x�

 � s�Z
 � 
 � Dt einf�uhren� O�enbar kann 
 nur so
gro� gew�ahlt werden� bis die erste Schlupfvariable� etwa s�

q� an ihre Grenze dq st�o�t�
Ein Austausch der p�ten Basisungleichung mit Ungleichung q f�uhrt dann wieder zu einer
zul�assigen Basis� Dies ist der Inhalt von folgendem

Satz � �Primaler Quotiententest f�ur eine Zeilenbasis�

Sei Z � �P�Q
 eine zul�assige Zeilenbasis zum LP ����	� p � f�� � � � � Ng� mit
yp�Z
 � �� und t � D��

P� ep�
Gilt Dt � �� so ist das LP ����	 unbeschr�ankt� Andernfalls ist f�ur

q � argmin

�
di 	 si�Z


Di�t
� Di�t � �� � � i � k

�
�����


Z � � �P �� Q�
� mit P � � P n fPpg 
 fqg und Q� � Q n fqg 
 fPpg eine zul�assige
Zeilenbasis von ����	� Ferner gilt

$ �
dq 	 sq�Z


Dq�t
� � �����


und cTx�Z �
 � cTx�Z
 � $ � yp�Z
� �����


Beweis	

Fall � 
Dt � ���
Es ist zu zeigen� da� es f�ur alle M � R ein x � P�D� d
 gibt� so da� cTx � M � F�ur M �

cTx�Z
 leistet x�Z
 das gew�unschte� Sei also M � cTx�Z
� Setze x � x�Z
 � M���cT x�Z�
yp

t�

Dann ist cTx � cTx�Z
 � M���cTx�Z�
yp

cT t � cTx�Z
 � �M 	 � 	 cTx�Z

 � M 	 � � M

und wegen yp � �� Dt � � und M 	 �	 cTx�Z
 � � gilt Dx � Dx�Z
 � M���cTx�Z�
yp

Dt �

Dx�Z
 � s�Z
 � d�

Fall � 
Dt �� ���
Zun�achst gilt q � Q� denn DP�t � DP�D

��
P� ep � ep � �� Nach Satz 	 ist Z � eine Zeilenbasis

mit Schlupfvariablen s�Z �
 � s�Z
�$Dt� Da Z zul�assig ist� d�h� s�Z
 � d� undDq�t � � gilt
$ � �� Wegen �����
 gilt f�ur i � f�� � � � � kg mit Di�t � �� si�Z

�
 � si�Z
 �$Di�t � si�Z
 �
di�si�Z�
Di�t

Di�t � di� F�ur i � f�� � � � � kg mit Di�t � � gilt si�Z
�
 � si�Z
 � $Di�t � si�Z
 � di�

Damit ist auch die Zul�assigkeit von Z � bewiesen� Gleichung �����
 folgt schlie�lich aus
�����
�
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Satz � bietet die Grundlage f�ur den primalen Simplex�Algorithmus� Bei seiner Dar�
stellung verwenden wir andere Bezeichner f�ur die relevanten Vektoren �vgl� Initialisierung
in Schritt �
� um sp�ater die �Ahnlichkeit der Algorithmen f�ur Zeilen� und Spaltenbasis zu
verdeutlichen�

Algorithmus � �Primaler Simplex
Algorithmus in Zeilendarstellung�

Sei Z � �P�Q
 eine zul�assige Zeilenbasis zum LP ������

Schritt � �Initialisierung��

A � DT

B � P
hT � dTBA

��
B� � xT �Z


gT � hT � A � sT �Z

f � A��

�B c � y�Z


Schritt � �Pricing��
Falls f � � terminiere� h ist optimaler L�osungsvektor des LPs	
sonst w�ahle p
 mit fp � ��

Schritt �� 'hT � eTpA
��
B�

'gT � 'T � hA

Schritt � �Quotiententest��
Falls 'g � � terminiere� Das LP ist unbeschr�ankt�
Sonst w�ahle q � argminf�di 	 gi

'gi � 'gi � �g

Schritt �� 'f � A��
�B A�q

Schritt � �Update��

Bp � q
$ � �dq 	 gq

'gq
% � 	fp
'fp
h � h� � h �$ �'h
g � g� � g �$ �'g
f � f � � f � %�'f 	 ep


Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �Partielle Korrektheit von Algorithmus ��

Algorithmus � arbeitet partiell korrekt�
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Beweis	

Terminiert Algorithmus � in Schritt � dann ist h nach Satz 
 ein optimaler L�osungsvek�
tor von LP ����
� Wenn Algorithmus � in Schritt � terminiert� ist das LP nach Satz �
unbeschr�ankt� Da 'gq � �AT �AT 
��B� ep
q � �AT 
q��A

T 
��B� ep � 'fp gilt schlie�lich nach
den S�atzen 	 und �� da� in Schritt 	 Z wieder eine zul�assige Basis mit dualen Variablen
f � Schlupfvariablen g� und L�osungsvektor h ist� so da� die Voraussetzungen f�ur Schritt �
wieder erf�ullt sind�

Aufgrund von Gleichung �����
 hat nach jeder Iteration der neue L�osungsvektor h�

h�ochstens denselben Zielfunktionswert wie h� F�ur dq �� gq ist er kleiner� w�ahrend sonst
h � h� gilt� d�h� derselbe L�osungsvektor wird von dem neuen Satz von Basishyperebenen
de�niert� Solch ein Pivot�Schritt hei�t degeneriert� Er ist nur m�oglich� wenn sich beim
Basisl�osungsvektor mehr als n St�utzhyperebenen von P�D� d
 schneiden� Solch eine Ecke
hei�t primal degeneriert�

������� Dualer Algorithmus

Im Gegensatz zum primalen Algorithmus arbeitet der duale auf einer optimalen Basis�
d�h� Gleichung �����
 ist erf�ullt� Sofern die Basis nicht auch zul�assig ist� gibt es eine verletzte
Ungleichung� etwa q� Sie soll in die Basis aufgenommen werden� Dazu mu� eine andere die
Basis verlassen und zwar so� da� die neue Basis wieder optimal ist� Anschaulich ist es die
Basisungleichung p� mit der der neue L�osungsvektor einen minimalen Zielfunktionswert
aufweist �vgl� Abb� ���
� Nach den Gleichungen �����
 und �����
 mu� p also so gew�ahlt
werden� da� cTx�Z �
 � cTx�Z
�$�p� q
�cTD��

P� 
p und somit $�p� q
��cTD��
P� 
p � y�Z
p�dq	

sq�Z


�Dq�D
��
P� 
p minimiert wird� Da aber dq � sq�Z
� ist dies gleichbedeutend mit der

Minimierung von y�Z
p
�Dq�D
��
P� 
p� Dies wird von folgenden Satz pr�azisiert�

Satz �� �Dualer Quotiententest f�ur eine Zeilenbasis�

Sei Z � �P�Q
 eine optimale Zeilenbasis zum LP ����	� q � Q der Index einer
verletzten Ungleichung� also s�Z
q � dq� und tT � Dq�D

��
P� �

Gilt t � �� so ist das LP ����	 unzul�assig� Andernfalls ist f�ur

p � argmax

�
	yi�Z


ti
� ti � �� � � i � n

�
�����


Z � � �P �� Q�
� mit P � � P n fPpg 
 fqg und Q
� � Q n fqg 
 fPpg eine optimale

Zeilenbasis von ����	� Ferner gilt

% �
	yp�Z


tp
� � ����	


und

cTx�Z �
 � cTx�Z
 � % � �sq�Z
	 dq
� �����




�� KAPITEL �� REVIDIERTE SIMPLEX�ALGORITHMEN

c

DT
Pi�

DT
Pp�

DT
q�

t

x�Z


x�Z �


Abbildung ���� Bei einem Schritt des dualen Simplex wird eine verletzte Ungleichung in die Basis

aufgenommen� wof�ur eine andere die Basis verlassen mu
� Die beiden betro�enen St�utzhyperebenen sind

gestrichelt dargestellt�

Beweis	

Fall � 
t � ���
Nach Satz � ist x�Z
 die einzige Ecke von P�DP�� dP 
� Demnach lassen sich gem�a� Satz �
und � alle x � P�DP�� dP 
 als

x � x�Z
 �
nX
i��

�i �D
��
P� ei

darstellen� wobei ��� � � � � �n � � gilt� F�ur alle x � P�DP�� dP 
 gilt somit Dq�x � Dq�x�Z
 �Pn

i�� �iDq�D
��
P� ei � dq �

Pn

i�� �iti � dq� d�h� es gibt kein x � P�DP�� dP 
� mit Dq�x � dq�
Da also � � P�DP�� dP 
 � fx � Dq�x � dqg 
 P�D� d
 folgt die Behauptung�

Fall � 
t �� ���
Wegen tp � �Dq�D

��
P� 
p � � ist nach Satz 	 Z � eine Zeilenbasis mit dualen Variablen

yT �Z �
 � yT �Z
 � %�tT 	 eTp 
� Da y�Z
 � � und tp � � ist % � �� F�ur i � f�� � � � � ng n fpg
gilt yi�Z

�
 � yi�Z
 � %ti� Falls ti � � gilt somit yi�Z
�
 � yi�Z
 � �� Andernfalls gilt

wegen �����
 yi�Z
�
 � yi�Z
 � %ti � yi�Z
 � �	yi�Z


ti � ti � �� Ferner gilt yp�Z

�
 �
yp�Z
	yp�Z

tp��tp	�
 � yp�Z

tp � 	% � �� was die Optimalit�at von Z � zeigt� Schlie�lich
gilt nach �����
 cTx�Z �
 � cTx�Z
��dq	sq�Z


tp�cTD

��
P� ep � cTx�Z
	�sq�Z
	dq

tp�yp �

cTx�Z
 � %�sq�Z
	 dq
�
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Mit diesem Satz kann nun auch der duale Simplex�Algorithmus in Zeilendarstellung
aufgestellt werden�

Algorithmus � �Dualer Simplex
Algorithmus in Zeilendarstellung�

Sei Z � �P�Q
 eine optimale Zeilenbasis von ������

Schritt � �Initialisierung��

A � DT

B � P
hT � dTBA

��
B� � xT �Z


gT � hT � A � sT �Z

f � A��

�B c � y�Z


Schritt � �Pricing��
Falls g � d terminiere� h ist optimaler L�osungsvektor des LPs	
sonst w�ahle q
 mit gq � dq�

Schritt �� 'f � A��
�B A�q

Schritt � �Quotiententest��
Falls 'f � � terminiere� Das LP ist unzul�assig	
sonst w�ahle p � argmaxf	fi
'fi � 'fi � �g

Schritt �� 'hT � eTpA
��
B�

'gT � 'T � hA

Schritt � �Update��

Bp � q
$ � �dq 	 gq

'gq
% � 	fp
'fp
h � h� � h �$ �'h
g � g� � g �$ �'g
f � f � � f � %�'f 	 ep


Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �Partielle Korrektheit von Algorithmus ��

Algorithmus � arbeitet partiell korrekt�

Beweis	

Terminiert Algorithmus � in Schritt � dann ist nach Satz 
 h ein optimaler L�osungsvektor
von LP ����
� Wenn Algorithmus � in Schritt � terminiert� ist das LP nach Satz �� un�
zul�assig� Schlie�lich gilt nach den S�atzen 	 und ��� da� in Schritt 	 Z wieder eine optimale
Basis mit dualen Variablen f � Schlupfvariablen g und L�osungsvektor h ist� so da� die Vor�
aussetzungen f�ur Schritt � wieder erf�ullt sind�
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Anstelle die Vektoren g und h in den Schritten � und � zu aktualisieren� kann man
sie ebenso neu berechnen �dies wird auch z�B� bei partiellem Pricing in der Praxis durch�
gef�uhrt
� Die gew�ahlte Darstellung verdeutlicht jedoch besser die �Anlichkeit von primalem
und dualem Algorithmus und ist bei vollst�andigem Pricing auch e�zienter ��	�� Alle nu�
merischen Berechnungen in den Schritten �� � und � treten in beiden Algorithmen in glei�
cher Weise auf� Lediglich die Auswahl der Indizes p und q wurde vertauscht� Der primale
Algorithmus �in Zeilendarstellung
 w�ahlt beim Pricing zun�achst einen Vektor� der die Ba�
sismatrix verlassen soll� w�ahrend der duale Algorithmus im Pricing einen Vektor ausw�ahlt�
der in die Basis eintreten soll� Wir nennen daher Algorithmus � auch den entfernenden
und Algorithmus � den einf�ugenden Algorithmus�

Wie beim primalen Algorithmus �andert sich auch beim dualen der Zielfunktionswert
des Basisl�osungsvektors� falls der Quotiententest einen von Null verschiedenen Wert liefert�
Der Fall % � � tritt auf� wenn der neue und alte L�osungsvektor auf gleicher H�ohe �in bezug
auf c
 liegen� d�h� y�Z
p � �� Solch einen Pivot�Schritt nennt man wieder degeneriert�

����� Die Spaltenbasis

In diesem Abschnitt werden sowohl der duale als auch primale Simplex�Algorithmus erneut
vorgestellt� diesmal jedoch mit einer Spaltenbasis� Dies ist die Darstellung� wie man sie
�ublicherweise in der Literatur �ndet� Sie wird hier als Umformulierung eines Spezialfalls
der zeilenweisen Darstellung der Basis vorgestellt�

Sofern nichts weiteres gesagt wird� sei in diesem Abschnitt folgendes vorausgesetzt�
m�n � N � mit m � n� c� l� x � Rn � b � Rm und A � Rm�n hat vollen Rang� Betrachte das
LP

min cTx
s�t� Ax � b

x � ��
����



Dieses LP ist o�enbar der �umgeschriebene
 Spezialfall eines LPs der Form ����
� mit
k � �m � n� D � �I� AT �	AT 
T und d � ��T � bT �	bT 
T � n�amlich�

min cTx
s�t� Ix � �

Ax � b
	Ax � 	b�

�����


F�ur jede zul�assige Zeilenbasis von �����
 m�ussen die Ungleichungen fn��� � � � � n��mg mit
Gleichheit erf�ullt sein� Da A vollen Rang hat� kann man zu jeder zul�assigen Basisl�osung
x eine zul�assige Zeilenbasis Z � � �P �� Q�
 von �����
 �nden� bei der alle Ungleichungen
Ax � b zur Basis geh�oren� d�h� P � 
 fn� �� � � � � n �mg und x � x�Z �
�
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Satz ��

Sei Z � �P�Q
 eine zul�assige Zeilenbasis von �����	� mit Basisl�osungsvektor
x�Z
� Dann gibt es eine zul�assige Zeilenbasis #Z � � #P � #Q
 von �����	� mit
x� #Z
 � x�Z
 und #P 
 fn � �� � � � � n�mg�

Beweis	

Sei Z � �P�Q
 eine zul�asige Basis von �����
 mit L�osungsvektor x�Z
� Setze M � fn �
�� � � � � n�mg� R�P 
 � P �M und S�P 
 � M nR�P 
� d�h� S�P 
 bezeichnet die Menge aller
Nichtbasisungleichungen von Ax � b� Gilt jS�P 
j � �� so erf�ullt Z bereits das Gew�unschte�
Andernfalls konstruieren wir eine Basis Z � � �P �� Q�
 mit x�Z �
 � x�Z
� f�ur die jS�P �
j �
jS�P 
j 	 � gilt� Durch jS�P 
j�fache Anwendung dieser Konstruktion erh�alt man somit eine
Basis #Z� die das Gew�unschte leistet�

Betrachten wir f�ur ein k � S�P 
 den Vektor xT � Ak�D
��
P� � Wir w�ahlen ein j �

f�� � � � � ng� so da� Pj �� R�P 
 und xj �� �� Ein solches mu� es geben� denn sonst h�atte
wegen Ak� �

P
Pi ��R�P �

xiAi� die Matrix A nicht vollen Rang� Nach Satz 	 ist Z � � �P �� Q�


mit P � � P n fPjg 
 fkg und Q� � Q n fkg 
 fPjg eine Zeilenbasis von �����
 und wegen
sk�Z
 � bk gilt %�j� k
 � �� Somit ist nach �����
 x�Z
 � x�Z �
 und Z � zul�assig� O�enbar
gilt jS�P �
j � jS�P 
j 	 �� was den Beweis beendet�

Dieser Satz erlaubt es� sich bei der Suche nach einer optimalen und zul�assigen Basis von
�����
 auf solche Basen Z � �P�Q
 zu beschr�anken� f�ur die P 
 M gilt� Die Zeilen fn �
�� � � � � n�mg k�onnen somit stets in der Basis verbleiben� w�ahrend die Ungleichungen fn�
m��� � � � � n��mg nie in die Basis gelangen �sie w�urde sonst singul�ar
 und daher ignoriert
werden k�onnen� Beides kann man durch eine angepa�te Verwaltung der Indexvektoren
modellieren� bei der nur noch Zeilen f�� � � � � ng ausgetauscht werden� Um dies e�zient
durchf�uhren zu k�onnen� eignet sich die De�nition einer Spaltenbasis�

Definition 
 �Spaltenbasis�

Ein geordnetes Paar S � �B�N
 von Indexvektoren B�N � f�� � � � � ng hei�t
Spaltenbasis �zum LP �����		� falls folgendes gilt


�� B 
N � f�� � � � � ng�

�� B �N � ��

�� jBj � m und


� A�B ist nicht singul�ar�

Die Indizes aus B hei�en Basisindizes und die Indizes aus N Nichtbasisindizes�
Die Zeilenbasis Z � �P�Q
 zu �����	� mit P � N 
 fn � �� � � � � n �mg hei�t
die zu S geh�orende Zeilenbasis� Die Vektoren x�S
 � x�Z
� s�S
 � s�Z
 und
y�S
 � y�Z
 hei�en der Basisl�osungsvektor� der Vektor der Schlupfvariablen
respektive der duale Vektor von S� Eine Spaltenbasis S hei�t zul�assig� wenn
x�S
 � P��A� b
� und optimal� falls cTx � cTx�S
 f�ur alle x � P��A� b
�
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Die De�nition einer Spaltenbasis zerlegt also die Variablen in Basis� und Nichtbasisvaria�
blen� Die Variablenschranken der Nichtbasisvariablen bilden zusammen mit den Unglei�
chungen Ax � b die Basisungleichungen der zugeh�origen Zeilenbasis zu �����
� Dabei ist a
priori nicht kar� ob Z wirklich eine Zeilenbasis ist� sofern S eine Spaltenbasis ist� Es bedarf
daher des folgenden Satzes�

Satz ��

Die zu einer Spaltenbasis geh�orende Zeilenbasis ist wohlde�niert�

Beweis	

Es mu� gezeigt werden� da� A�B genau dann regul�ar ist� wenn es DP� ist� Nach geeigneter
Permutation hat die Zeilenbasismatrix folgende Gestalt�

DP� �

	
� IjN j

A�B A�N



� �����


Also gilt nach dem Determinantenentwicklungssatz

j det�DP�
j � j det�A�B
j�

woraus die Behauptung folgt�

Die Struktur der Zeilenbasismatrix �����
 l�a�t sich auch f�ur die Berechnung der Vekto�
ren x�S
� s�S
 und y�S
 ausnutzen�

xB�S
 � A��
�B b� mit xN�S
 � �N �����


sT �S
 � �xT �S
� bT �	bT 
 �����


yTB�S
 � cTBA
��
�B und yTN�S
 � cTN 	 yTB�S
A�N �����


Diese Struktur der Vektoren erlaubt es� die Optimalit�at und Zul�assigkeit einer Spaltenbasis
mit einem geringeren Rechenaufwand zu �uberpr�ufen als mit der zugeh�origen Zeilenbasis�

Satz �


Sei S eine Spaltenbasis und

tT �S
 � yTB�S
A� �����


S ist zul�assig� wenn

xB�S
 � �� �����


und S ist optimal� wenn

t�S
 � c� ����	
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Beweis	

Sei Z die zu S geh�orende Zeilenbasis� Die Zul�assigkeitsbedingungen �����
 und �����

sind �aquivalent� weil nach �����
 und �����
 sT �Z
 �perm �xTN�S
� x

T
B�S
� b�	b
 �

��TN � x
T
B�S
� b�	b
 gilt� Dabei bezeichnet �perm Gleichheit bei geeigneter Permutation�

F�ur die Optimalit�atsbedingung betrachten wir yT �Z
 � cTD��
P� �perm �yTB�S
� c

T
N 	

yTB�S
A�N
� Wenn Z optimal also y�Z
 � � ist� gilt nach Gleichung �����
 und �����

cTN	 tTN �S
 � cTN	yTB�S
A�N � yTN�Z
 � � und tTB�S
 � cTBA

��
�BA�B � cTB� woraus Gleichung

����	
 folgt�

Gilt nun ����	
 aber y�Z
 �� �� so konstruieren wir eine optimale Zeilenbasis Z � mit
demselben L�osungsvektor x�Z
 � x�Z �
� Zun�achst gilt nach Voraussetzung ����	
 und
wegen der Gleichungen �����
 und �����
 y�Z
N � �� Setze Z � � �P �� Q�
� mit P � �
P n fi � n � y�Z
i � �g 
 fi � �n � y�Z
i � �g� Z � erh�alt man also aus Z� indem man
alle Zeilen mit negativen dualen Variablen durch die entsprechenden Zeilen aus 	Ax � 	b
ersetzt� Demnach ist DP �� � diag ��
 � DP� und dP � � diag ��
 � dP � wobei �i � 	� f�ur
y�Z
i � � und sonst �i � �� gilt� Z � ist also eine Basis mit L�osungsvektor x�Z �
 �
D��

P ��dP � � D��
P� � diag ��


�� � diag ��
dP � x�Z
� und f�ur den dualen Vektor gilt yT �Z �
 �
cTD��

P� diag ��

�� � yT �Z
 � diag ��
 � � nach der Konstruktion von ��

Es liegt somit eine Asymmetrie zwischen einer Spaltenbasis S und der zugeh�origen
Zeilenbasis Z vor� Mit Z ist stets auch S optimal� die Umkehrung gilt jedoch nicht� Der
obige Beweis legt aber nahe� wie diese Asymmetrie aufgehoben werden kann� Dazu wird in
Abschnitt ����� die De�nition einer Zeilenbasis auch auf Gleichungen erweitert� Wie soeben
gezeigt� unterliegen die zu Gleichungen geh�orenden dualen Variablen keinen Beschr�ankun�
gen�

Eine Spaltenbasismatrix besteht aus Spalten von A� Bei jedem Pivot�Schritt wird eine
Spalte ausgetauscht� Dementsprechend m�ussen auch die Vektoren xB�S
 und t�S
 aktua�
lisiert werden� Wie dies zu geschehen hat� beschreibt der folgende Satz�

Satz �� �Spaltentausch�

Sei S � �B�N
 eine Spaltenbasis von �����	� j � f�� � � � � mg und i � N � Es ist
S � � �B�� N �
� mit B� � B n fBjg 
 fig und N � � N n fig 
 fBjg� genau dann
eine Spaltenbasis von �����	� wenn

eTj A
��
�BA�i �� �� �����


Ferner sind

yTB��S �
 � yTB�S
 � $�i� j
 � eTj A
��
�B � ����



tT �S �
 � tT �S
 � $�i� j
 � eTj A
��
�BA� �����


xB��S �
 � xB�S
 � %�i� j
 � �A��
�BA�i 	 ei
 �����
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wobei

$�i� j
 �
ci 	 t�S
i

eTj A
��
�BA�i

�����


und %�i� j
 �
	xBj

�S


eTj A
��
�BA�i

�����


gilt�

Beweis	

Bis auf �����
 folgen alle Aussagen aus Satz �� wenn man D � �AT
�B
� l � j� r � A�i�

	 � ci� f � yB�S
� f
� � yB��S �
� #f � cB� 
 � $�i� j
� g � xB�S
� g

� � xB��S �
� #g � b
und � � %�i� j
 setzt� Gleichung �����
 folgt damit nach De�ntion �����
� denn es ist
tT �S �
 � yTB��S �
A � yTB�S
A�$�i� j
 � eTj A

��
�B A � tT �S
 � $�i� j
 � eTj A

��
�B A�

������� Primaler Algorithmus

Nunmehr sind die Vorbereitungen f�ur die Formulierung der Simplex�Algorithmen f�ur Spal�
tenbasen abgeschlossen� Beim primalen Algorithmus wird die Zul�assigkeit von S verlangt�
d�h� xB�S
 � � mu� gelten� Solange die Optimalit�atsbedingung nicht gilt� wird ein Vektor
in die Basis hineingetauscht�

Algorithmus � �Primaler Simplex
Algorithmus in Spaltendarstellung�

Sei S � �B�N
 eine zul�assige Spaltenbasis von �������

Schritt � �Initialisierung��

hT � cTBA
��
�B � yT �S


gT � hT � A � tT �S

f � A��

�B b � xB�S


Schritt � �Pricing�� Falls g � c terminiere�
x
 mit xB � fT und xN � � ist optimaler L�osungsvektor des LPs�
Sonst w�ahle q
 mit gq � cq�

Schritt �� 'f � A��
�B A�q

Schritt � �Quotiententest��
Falls 'f � � terminiere� Das LP ist unbeschr�ankt	
sonst w�ahle p � argmaxf	fi
'fi � 'fi � �g

Schritt �� 'hT � eTpA
��
�B

'gT � 'hT � A
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Schritt � �Update��

Bp � q
$ � �cp 	 gp

'gp
% � 	fq
'fq
h � h� � h�$ �'h
g � g� � g �$ �'g
f � f � � f � % � �'f 	 ep


Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �Partielle Korrektheit von Algorithmus ��

Algorithmus � arbeitet partiell korrekt�

Beweis	

Bei Terminierung in Schritt � folgt die Behauptung aus Satz ��� Wegen Satz �	 ist in
Schritt 	 B wieder eine Basis� die wegen Schritt � auch zul�assig ist�

F�ur die Unbeschr�anktheit des LPs bei Terminierung in Schritt � betrachte das LP
�����
 und die zu S geh�orende Zeilenbasis Z � �P�Q
� Wir identi�zieren nun die Gr�o�en
aus Algorithmus � mit denen aus Satz �� Nach �����
 gilt yN�Z
 � cN 	 tN �S
� und somit
ist yq�Z
 � cq 	 gq � �� Ferner gilt nach �����
 f�ur den Vektor t � D��

P� eq� tN � eq und
tB � 	A��

�B A�q � 	'f � Deshalb ist

D � t �

�
� t

At
	At

�
A �

�
� t

A�B�	A
��
�B A�q
 � A�Neq

	A�B�	A
��
�B A�q
	 A�Neq

�
A �

�
� t

�
�

�
A �

Gilt also in Schritt � 'f � �� so folgt Dt � � und damit nach Satz � die Unbeschr�anktheit
des LPs�

Algorithmus � ist mathematisch eine Umformulierung von Algorithmus � in die Notati�
on einer Spaltenbasis� Algorithmisch entspricht Algorithmus � dem dualen Algorithmus ��
Bei entsprechender Initialisierung aller relevanten Vektoren und Schranken unterscheidet
sich lediglich das Terminationskriterium in Schritt � gem�a� der umgekehrten Ungleichungs�
richtung in ����	
�

������� Dualer Algorithmus

Wie zuvor der primale Algorithmus wird nun auch der duale f�ur eine Spaltenbasis umfor�
muliert�

Algorithmus � �Dualer Simplex
Algorithmus in Spaltendarstellung�

Sei S � �B�N
 eine optimale Zeilenbasis von �������
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Schritt � �Initialisierung��

hT � cTBA
��
�B � yT �S


gT � hT � A � tT �S

f � A��

�B b � xB�S


Schritt � �Pricing��
Falls f � � terminiere�
x
 mit xB � fT und xN � � ist optimaler L�osungsvektor des LPs�
Sonst w�ahle p
 mit fp � ��

Schritt �� 'hT � eTpA
��
�B

'gT � 'hT � A

Schritt � �Quotiententest��
Falls 'g � � terminiere� Das LP ist unzul�assig	
sonst w�ahle q � argmaxf�ci 	 gi

'gi � 'gi � �g

Schritt �� 'f � A��
�B A�q

Schritt � �Update��

Bp � q
$ � �cp 	 gp

'gp
% � 	fq
'fq
h � h� � h�$ �'h
g � g� � g �$ �'g
f � f � � f � % � �'f 	 ep


Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �Partielle Korrektheit von Algorithmus ��

Algorithmus 
 arbeitet partiell korrekt�

Beweis	

Bei Terminierung in Schritt � folgt die Behauptung aus Satz ��� Wegen Satz �	 ist in
Schritt 	 B wieder eine Basis� die wegen Schritt � auch dual zul�assig ist�

F�ur den Fall der Termination in Schritt � betrachte das LP

min cTx
s�t� INx � �

Ax � b�
�����


P bezeichne das zugeh�orige Polyeder� und es seien D �
�
IN
A

�
sowie d �

�
�
b

�
� Aus den S�atzen

� und � folgt� da� x�S
 die einzige Ecke von P ist und alle x � P als

x � x�S
 �
n�mX
i��

�iD
��ei�
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mit ��� � � � � �n�m � �� dargestellt werden k�onnen� F�ur alle x � P gilt deshalb xBp � eTBp
x �

xBp�S
�
Pn�m

i�� �i�e
T
Bp
D��
i� F�ur � � i � n	m ist �eTBp

D��
i � 	eTpA
��
�B A�Ni

� 	'gTNi
� ��

so da� eTBp
x � xBp�S
 � � folgt� Nun mu� aber xBq � � f�ur alle x � P��A� b
 gelten� so da�

wegen P 
 P��A� b
 die Unzul�assigkeit P��A� b
 � � bei Termination in Schritt � folgt�

Wiederum sei auf die algorithmische �Ahnlichkeit des dualen Algorithmus! mit Spalten�
basis � zum primalen mit Zeilenbasis � hingewiesen� Bis auf die unterschiedliche Initiali�
sierung der Vektoren und ihrer Schranken liegt der einzige Unterschied in Schritt �� Dieser
ist wieder auf die Ungleichungsrichtung ����	
 zur�uckzuf�uhren�

Somit vertauscht sich beim �Ubergang von der zeilenweisen zur spaltenweisen Darstel�
lung der Basis der Typ der Algorithmen� wie es die folgende Tabelle angibt�

Spaltenbasis Zeilenbasis
einf�ugend primal dual
entfernend dual primal

Tabelle ���� Zusammenhang zwischen der Basisdarstellung und algorithmischem und mathematischem

Typ von Simplex
Algorithmen

Dies liegt am Zusammenhang der Algorithmen mit den entsprechenden Algorithmen
auf dem dualen LP� der im folgenden Abschnitt beschrieben wird�

����� Dualit�at

In Abschnitt ����� wurde eine �Ahnlichkeit der Simplex�Algorithmen in Zeilen� und Spal�
tendarstellung der Basis aufgezeigt� Diese ist in der nun zu er�ortenden Dualit�at begr�undet�
Dazu gehen wir zur�uck auf das LP

min cTx
s�t� Dx � d�

����


Multipliziert man jede Ungleichung i � f�� � � � � kg mit einer nichtnegativen Zahl yi � �� so
da� yTD � cT ergibt� erh�alt man eine untere Schranke f�ur den optimalen Zielfunktionswert
des LPs� n�amlich cTx � yTDx � yTd� Dies gilt f�ur alle y � � mit yTD � cT � also
insbesondere auch f�ur die bestm�ogliche Schranke� die man als L�osung des sog� dualen LPs
erh�alt�

max dTy
s�t� DTy � c

y � ��
�����


Dieses LP hat die geeignete Form� um eine Spaltenbasis S � �B�N
 zu de�nieren�
Wenn �DT 
���B c � � ist S zul�assig �����
� und wenn dT �DT 
���BD

T � dT ist S optimal ����	
�
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Bis auf Transposition sind das dieselben Beziehungen wie die Zul�assigkeits� und Optima�
lit�atsbedinungen f�ur die Zeilenbasis Z � �B�N
 zum LP ����
� Eine Zeilenbasis ist somit
�aquivalent zu einer Spaltenbasis auf dem dualen LP� Diese �Aquivalenz verwenden wir zum
Beweis des folgenden zentralen Satzes der Linearen Programmierung� wobei vorausgesetzt
wird� da� es Simplex�Algorithmen gibt� die vollst�andig korrekt arbeiten �vgl� Abschnitt
���
�

Satz �� �Dualit�atssatz der Linearen Programmierung�

Sei n� k � N� � � n � k� c� x � Rn � d � Rk und D � Rk�n habe vollen Rang�
Das Lineare Programm

min cTx
s�t� Dx � d�

����


hat genau dann eine optimale L�osung� wenn sein duales LP

max dTy
s�t� DTy � c

y � ��
�����


eine optimale L�osung hat� In diesem Fall stimmen beide Zielfunktionswerte
�uberein�

Beweis	

Z � �B�N
 ist genau dann eine optimale� zul�assige Zeilenbasis von ����
� wenn S �
�B�N
 eine optimale und zul�assige Spaltenbasis von �����
 ist� In diesem Fall ist cTx�Z
 �
cTD��

B� dB � dTB�D
T 
���B c � dTB�D

T 
���B c� dTN�N � dTy�S
�

Dieser Satz erkl�art die in Tabelle ��� zusammengestellten �Ahnlichkeiten zwischen bei�
den Simplex�Algorithmen und beiden Basisdarstellungen� Der Vorzeichenwechsel bei dem
Optimalit�atskriterium r�uhrt von der unterschiedlichen Optimierungsrichtung von �����

und ����

�

����� Allgemeine Basis

Die Beziehung zwischen beiden Simplex�Algorithmen mit Zeilen� und Spaltenbasis �uber
die Dualit�at l�a�t die Frage aufkommen� ob zwei verschiedene Darstellungen sinnvoll sind�
Mathematisch gesehen� ist dieser Einwand gerechtfertigt� kann man doch� anstelle eine
Zeilenbasisbasis zu verwenden� zum dualen LP �ubergehen und eine Spaltenbasis benutzen�
Vom Standpunkt der Implementierung f�ur tats�achlich auftretende LPs ergibt sich jedoch
ein anderes Bild�
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Oft tri�t man auf LPs� bei denen obere und untere Schranken sowohl f�ur die Variablen
als auch f�ur

�
echte Bedingungen� sog� Bereichsungleichungen� vorliegen� Betrachte also

das LP

min cTx
s�t� l� � x � u��

l�� � A�x � u���
�����


wobei A� � Rm�n � alle Vektoren dimensionskompatibel seien und l� � u� sowie l�� � u�� gelte�
Dabei seien f�ur l� und l�� auch Werte 	� sowie f�ur u� und u�� auch Werte �� zul�assig� Um
das zu diesem LP duale anzugeben� m�ussen die Bereichsungleichungen l��i � A�

ix � u��i in
ein Paar von Ungleichungen aufgespalten werden� Dann ergibt sich das folgende duale LP

max �l�
T s 	 �u�
T t � �l��
Ty 	 �u��
T z

s�t� s 	 t � A�Ty 	 A�T z � c
s � t � y � z � ��

����	


Die Bedingungsmatrix dieses LPs ist doppelt so gro� wie die des Ausgangs�LPs �����
 und
damit auch der Rechenaufwand in jeder Simplex�Iteration� Dies kann jedoch vermieden
werden� indem man anstelle einer Spaltenbasis auf dem dualen LP ����	
 eine �geeignet
erweiterte
 Zeilenbasis auf dem primalen LP �����
 benutzt�

Im folgenden geht es darum� eine Zeilen� und Spaltenbasis f�ur LPs der Form �����
 zu
de�nieren und daf�ur die Simplex�Algorithmen zu formulieren� Dazu werden Bezeichnungen
eingef�uhrt� die es erm�oglichen� sowohl den einf�ugenden als auch den entfernenden Algo�
rithmus weitgehend unabh�angig von der Basisdarstellung zu formulieren� Dadurch

�
z�ahlt 

jeder Algorithmus gem�a� Tabelle ��� f�ur zwei�

Eine Zeilenbasis kann direkt f�ur ein LP der Form �����
 de�niert werden� Zur Verein�
fachung der Notation hilft es� dieses in

min cTx
s�t� lZ � AZx � uZ

�����


umzuschreiben� wobei lZ �
�
l�

l��

�
� uZ �

�
u�

u��

�
und AZ �

�
I

A�

�
gesetzt wurde� Man nennt �����


das zu ���
�	 geh�orende Zeilen�LP�

F�ur die De�nition einer Spaltenbasis zum LP �����
 mu� es in das LP

min cTx
s�t� A�x 	 s � ��

l� � x � u��
l�� � s � u���

����



durch Einf�uhrung der Schlupfvariablen s � A�x transformiert werden� Hier zeigt sich der
Vorteil dieser De�nition gegen�uber der in der Literatur �ublichen� die sich nicht auf so sym�
metrische Weise auf Bereichsungleichungen erweitern l�a�t� Das LP ����

 ist in folgendem
Sinn �aquivalent zum Ausgangs�LP �����
�
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Satz ��

F�ur jede L�osung
�
x

s

�
von ���
�	 ist x eine L�osung von ���
�	 mit demselben

Zielfunktionswert� Entsprechend ist f�ur jede L�osung x von ���
�	
�
x

s

�
� mit s �

A�x� eine L�osung von ���
�	 mit demselben Zielfunktionswert�

Beweis	

Sei
�
x

s

�
eine L�osung von ����

� Dann ist x auch L�osung von �����
� denn l� � x � u� und

l�� � s � A�x � u��� Sei nun x eine L�osung von �����
� dann gilt f�ur
�
x

s

�
� mit s � A�x�

o�enbar l�� � s � A�x � u��� Au�erdem gilt wieder l� � x � u�� d�h�
�
x

s

�
ist L�osung von

����

� Ferner gilt jeweils f�ur den Zielfunktionswert cTx � �cT � �T 

�
x

s

�
�

Insbesondere folgt aus diesem Satz� da� zur L�osung von �����
 ersatzweise auch das LP
����

 gel�ost werden kann�

Wie f�ur eine Zeilenbasis wird zur Verk�urzung der Notation ����

 umgeschrieben zu

min cS
T
xS

s�t� ASxS � ��
LS � xS � US �

�����


wobei cS
T
� �cT � �T 
� AS � �A��	I
� LS �

�
l�

l��

�
� lZ und US �

�
u�

u��

�
� uZ� Das LP �����


hei�t das zu ���
�	 geh�orende Spalten�LP�

Definition � �Allgemeine Simplex
Basis�

Seien Pf � Pl� Pu� Px� Qf � Ql� Qu� Qx Indexvektoren� Eine geordnete Menge B �
�P�Q
� mit P � �Pf � Pl� Pu� Px
 und Q � �Qf � Ql� Qu� Qx
 hei�t Basis von
���
�	� falls folgendes gilt


�� P 
Q � f�� � � � � n �mg�

�� Pf � Pl� Pu� Px� Qf � Ql� Qu und Qx sind paarweise disjunkt�

�� jP j � n�


� AZ
P� ist nicht singul�ar und

�� i � Pf 
Qf � 	� � lZi � uZi ��
i � Pl 
Ql � 	� � lZi �� uZi
i � Pu 
Qu � lZi �� uZi ��
i � Px 
Qx � 	� � lZi � uZi ���

AZ
P� hei�t die Zeilenbasismatrix �oder Basismatrix in Zeilendarstellung	 und AS

�Q

die Spaltenbasismatrix �oder Basismatrix in Spaltendarstellung	�

Die Matrix AZ hat n � m Zeilen� Somit entsprechen die Bedingungen ��� denen aus
De�nition �� Die Matrix AS hat hingegen n � m Spalten� und man erwartet� da� die
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Bedingungen ��� auch denen aus De�nition � entsprechen� Dies ist der Inhalt von folgendem
Satz�

Satz ��

Seien P � f�� � � � � m � ng und Q � f�� � � � � m � ng n P Indexvektoren mit
jP j � n� Die Matrix AZ

P� ist genau dann regul�ar� wenn es AS
�Q ist�

Beweis	

Setze P� � P � f�� � � � � ng� P� � P n P�� Q� � Q � f�� � � � � ng und Q� � Q n Q�� Damit
ist P� 
Q� � f�� � � � � ng und P� 
Q� � fn� �� � � � � m� ng� F�ur eine Menge von Indizes I
bezeichne I 	 n � fi	 n � i � Ig� Nach geeigneter Permutation hat die Zeilenbasismatrix
die Gestalt

AZ
P� �

	
IjP�j �

A�
P��nP�

A�
P��nQ�



�����


w�ahrend die Spaltenbasismatrix wie folgt aussieht�

AS
�Q �

	
A�
Q��nQ�

	IjQ�j

A�
P��nQ�

�



�����


Nach dem Determinantenproduktsatz gilt

j det�AS
�Q
j � j det�A�

P��nQ�

j � j det�AZ

P�
j�

Da eine Matrix genau dann singul�ar ist� wenn ihre Determinante � ist� folgt die Behauptung�

Somit de�niert eine allgemeine Basis sowohl eine Zeilenbasis auf dem zugeh�origen
Zeilen�LP als auch eine Spaltenbasis auf dem zugeh�origen Spalten�LP� Die Basisbedin�
gung � dient nun dazu� die zu einer Basis geh�orenden Vektoren zu de�nieren� Wir tun dies
zun�achst f�ur eine Basis in Zeilendarstellung f�ur das Zeilen�LP �����
� Die Indizes aus P
werden wie gewohnt zur Bestimmung eines Basisl�osungsvektors herangezogen� Nun de��
niert eine Bereichsungleichung l � aTx � u im allgemeinen zwei parallele Seiten��achen des
LP�Polyeders� von denen aber nur eine zur De�nition des L�osungsvektors herangezogen
werden kann� Deshalb wird P in die vier Teilmengen unterteilt� n�amlich

Px wenn die Bereichsungleichung wegen l � u eine Gleichung beschreibt� die direkt
verwendet werden kann �x steht f�ur �xed
�

Pl wenn die Seiten��ache zu l � aTx verwendet werden soll �l steht f�ur lower
�

Pu wenn die Seiten��ache zu aTx � u verwendet werden soll �u steht f�ur upper
 und
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Pf wenn wegen l � 	� und u � �� keine Seiten��ache de�niert wird �f steht f�ur free
�
Stattdessen wird k�unstlich aTx � � verwendet�

Dies wird in der folgenden De�nition pr�azisiert� in der auch die Teilmengen Q�� � �
fx� u� l� fg f�ur die dualen Variablen verwendet werden�

Definition �

Sei B eine Basis von ���
�	 mit Zeilenbasismatrix B � �AZ
P�� F�ur i �
f�� � � � � m� ng setze

LZ
i �B
 �


���
���

� � falls i � Pf 
Qf

� � falls i � Pl 
Ql

	� � falls i � Pu 
Qu

	� � falls i � Px 
Qx

� �����


UZ
i �B
 �


���
���

� � falls i � Pf 
Qf

� � falls i � Pl 
Ql

� � falls i � Pu 
Qu

� � falls i � Px 
Qx

�����


und

RZ
i �B
 �


�����
�����

� � falls i � Qx

UZ
i �B
 � falls i � Qu

LZ
i �B
 � falls i � Ql

LZ
i �B
 � falls i � Qf

� � sonst�

�����


Setze ferner f�ur i � f�� � � � � ng

rZi �B
 �


���
���

� � falls Pi � Pf
uZPi � falls Pi � Pu
lZPi � falls Pi � Pl
lZPi � falls Pi � Px

� �����


Dann hei�t

yT �B
 �
�
cT 	 RZ�B
AZ

�
B�� ����	


der Vektor der Dualvariablen�

x�B
 � B��rZ�B
 �����


der Basisl�osungsvektor und

s�B
 � AZx�B
 ����



der Vektor der Schlupfvariablen von B�
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O�enbar ist RZ�B
 ein Nullvektor� so da� zT �B
 � cTB�� gilt� Die Form ����	
 zeigt
jedoch deutlich die �Ahnlichkeit zwischen den Vektoren f�ur eine Zeilen� und den noch zu
de�nierenden Vektoren f�ur eine Spaltenbasis� Au�erdem wird in den Abschnitten ���� ���
und ��� gezeigt� da� es f�ur reale Implementierungen sehr wohl n�otig werden kann� RZ�B

von Null verschiedene Werte zuzuweisen� In diesem Fall mu� y�B
 in der Tat gem�a� ����	

berechnet werden�

Es sollen nun das Zul�assigkeits� und das Optimalit�atskriterium f�ur allgemeine LPs auf�
gestellt werden� Dabei ist die Zul�assigkeit wiederum einfach� x�B
 ist genau dann zul�assig�
wenn lZ � s�B
 � uZ� Wegen �����
 und ����

 gilt sP �B
 � rZ�B
� so da� sich die
Zul�assigkeitsbedingung auf

lZQ � sQ�B
 � uZQ� �����


reduziert�

Das Optimalit�atskriterium ist wiederum nicht unmittelbar einsichtig und wird deshalb
in folgendem Satz formuliert�

Satz �� �Allgemeines Simplex
Kriterium�

Sei B eine Basis von ���
�	� Der Basisl�osungsvektor x�B
 ist optimal� wenn

LZ
P �B
 � y�B
 � UZ

P �B
 ���	�


gilt�

Beweis	

Es gelte ���	�
� Sei B � AZ
P�� P� � fi � Px � yi�B
 � �g und P� � Px nP�� F�ur alle F � Pf

setze

PF � fx � Rn � BPlx � lZPl� 	BPux � 	uZPu�

BP�x � lZP�� 	BP�x � 	uZP��

BFx � lZF � 	B
Z
Pf nF

x � 	uZPfnFg�

Nach Satz � und De�nition � gilt f�ur alle F � Pf die Optimalit�at von x�B
 �uber PF �
d�h� cTx�B
 � cTx f�ur alle x � PF � Nun ist aber

�
F�Pf

PF 
 P�lZ � AZ� uZ
�

woraus die Optimalit�at auch f�ur P�lZ � AZ � uZ
 folgt�
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Eine Basis� f�ur die �����
 gilt� hei�t zul�assig und� falls ���	�
 gilt� optimal�

Es werden nun das Optimalit�ats� und Zul�assigkeitskriterium f�ur eine Spaltenbasis auf�
gestellt�

Definition �

Sei B eine Basis von ���
�	 mit Spaltenbasismatrix B � AS
�Q� F�ur i �

f�� � � � � m� ng setze

RS
i �B
 �


�����
�����

� � falls i � Pf
US
i � falls i � Pu

LS
i � falls i � Pl

LS
i � falls i � Px

� � sonst

� ���	�


und

lSi �B
 �


�����
�����

cS � falls i � Pf
cS � falls i � Pu
	� � falls i � Pl
	� � falls i � Px
cS � sonst

���	�


uSi �B
 �


�����
�����

cS � falls i � Pf
� � falls i � Pu
cS � falls i � Pl
� � falls i � Px
cS � sonst�

���	�


Setze ferner f�ur i � f�� � � � � mg

rSi �B
 �


���
���

lSQi
�B
 � falls Qi � Qx

lSQi
�B
 � falls Qi � Ql

uSQi
�B
 � falls Qi � Qu

cS � falls Qi � Qf �

���	�


De�niere schlie�lich die Vektoren

tT �B
 � rS
T
�B
B��� ���	�


dT �B
 � tT �B
AS ���		


und

sQ�B
 � B��
�
�	 ASRS�B


�
� ���	�
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Sofern keine Verwechslung m�oglich ist� wird im Folgenden die Abh�angigkeit von der Basis
�B
 nicht explizit notiert�

Es mu� nun gezeigt werden� da� De�nition ���	�
 nicht im Widerspruch zur fr�uheren
De�nition der Schlupfvariablen ����

 steht�

Satz ��

sQ ist wohlde�niert�

Beweis	

Durch Multiplikation von ���	�
 mit B erh�alt man Bsq � 	ASRS � 	AS
�PR

S
P � woraus

durch Einsetzen von �����


B � sQ �

	
A�
Q��nQ�

	IjQ�j

A�
P��nQ�

�



�

	
sQ�

sQ�



�

	
A�
Q��nQ�

� sQ� 	 sQ�

A�
P��nQ�

� sQ� � �




� 	

	
�AS

�PR
S
P 
Q��n

�AS
�PR

S
P 
P��n



folgt� F�ur die rechte Seite gilt

AS
�PR

S
P � AS

�P�
RS
P�

� AS
�P�
RS
P�

� A�
�P�
RS
P�
	 �eP���n� � � � � eP�jP�j�n


RS
P�
�

Dann kann der �P� 	 n
�Teil geschrieben werden als AS
P��nP

RS
P � A�

P��nP�
RS
P�
	 RS

P�
� so

da�

sQ� � �A�
P��nQ�


���RS
P�
	 A�

P��nP�
RS
P�

 ���	



gilt� Entsprechend folgt aus AS
Q��nP

RS
P � A�

Q��nP�
RS
P�

sQ� � A�
Q��nP�

RS
P�

� A�
Q��nQ�

� sQ�� ���	�


Es werden nun die letzten beiden Beziehungen aus der De�nition des Schlupfvektors f�ur
eine Zeilenbasis hergeleitet� Da B regul�ar ist� folgt daraus die Wohlde�niertheit� Durch
Einsezten von �����
 in rZ � AZ

P�x erh�alt man	
rZP�
rZP�



�

	
IjP�j �

A�
P��nP�

A�
P��nQ�



�

	
xP�
xQ�



�

Somit ist xP� � rZP� und xQ� � �A�
P��nQ�


���rZP� 	A�
P��nP�

rZP�
� F�ur � � i � m gilt deshalb
sQi

� AZ
Qi�
�x � AZ

QiP�
�xP��A

Z
QiQ�

�xQ� � AZ
QiP�

�rZP��A
Z
QiQ�

��A�
P��nQ�


���rZP�	A
�
P��nP�

rZP�
�
F�ur Qi � Q� ist AZ

QiP�
� � und AZ

QiQ�
� eTQi

� so da� gilt

sQ� � �A�
P��nQ�


���rZP� 	 A�
P��nP�

rZP�
�

Damit folgt f�ur sQ�

sQ� � AZ
Q�P�

� rZP� � AZ
Q�Q�

� sQ� �

Nun ist aber RS
i � rZi f�ur � � i � n� was den Beweis der Wohlde�niertheit von ���	�


vollendet�
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Mit den Vektoren zur allgemeinen Spaltenbasis werden nun das Zul�assigkeits� und das
Optimalit�atskriterium aufgestellt� Dazu bedarf es auch des Vektors der Dualvariablen�

Satz ��

Sei B eine Basis von ���
�	� Dann gilt f�ur die Dualvariablen

yT � �rS

T

P 	 dTP � �����


Ferner ist B zul�assig� wenn

LS
Q � sQ � US

Q �����


und optimal� wenn

lSP � dP � uSP � �����


Beweis	

Als erste wird Gleichung �����
 bewiesen� Es gilt rS � cSP � so da� y � cSP 	dP zu zeigen ist�
De�niere #y � Rn�m so� da� #yP � y� Setzt man #yP und �����
 in ����	
 ein und multipliziert
mit B� so gilt wegen RZ � ��

�#yTP�� #y
T
P�

 �

	
IjP�j �

A�
P��nP�

A�
P��nQ�



� �#yTP� � #yTP� � A

�
P��nP�� #y

T
P�
� A�

P��nQ�

 � �cTP� � c

T
Q�

�

woraus die Gleichungen

#yTP� � cTQ�
� �A�

P��nQ�

�� �����


#yTP� � cTP� 	 #yTP� � A
�
P��nP�

�����


folgen� Entsprechend folgt aus ���	�
 mit der Darstellung �����
 der Spaltenbasis nach
Multiplikation mit B

�tTQ��n
� tTP��n
 �

	
A�
Q��nQ�

	IjQ�j

A�
P��nQ�

�



� �tTQ��n

� A�
Q��nQ�

� tTP��n � A
�
P��nQ�

�	tTQ��n



� ��cS
TQ�
� �cS
TQ�


 � �cTQ�
� �
�

woraus tTQ��n
� � und tTP��n � cTQ�

� �A�
P��nQ�


�� folgt� Damit ist dT � tTAS � tTP��nA
S
P��n�

�
und man erh�alt schlie�lich

�cSP�

T 	 dTP� � �	 dTP� � 	tTP��n�	IjP��nj
 � tTP��n � cTQ�

� �A�
P��nQ�


�� � #yTP�
�cSP�


T 	 dTP� � cTP� 	 dTP� � cTP� 	 tTP��nA
�
P��nP�

� cTP� 	 #yTP�A
�
P��nP�

� #yTP��

was nach der De�nition von #y den Beweis von Gleichung �����
 beendet�

Die Zul�assigkeitsbedingung �����
 folgt wegen LS � lZ und US � uZ direkt aus �����
�
Schlie�lich folgt das Optimalit�atskriterium �����
 wegen lSP � cSP 	 UZ

P und uSP � cSP 	 LZ
P

aus Satz ���
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Vergleicht man ����	
 mit ���	�
� �����
 mit ���	�
 und ����

 mit ���		
� so erkennt
man� da� die Rechenoperationen bis auf Transposition jeweils �ubereinstimmen� Diese Be�
obachtung wird von der folgenden De�nition ausgenutzt� mit deren Hilfe alle f�ur Simplex�
Algorithmen relevanten Vektoren in eine m�oglichst darstellungsunabh�angige Form gebracht
werden�

Definition �

Sei B eine Basis von ���
�	 und bezeichne mit D � fZ� Sg eine Darstellung der
Basismatrix� Je nach Wahl von D de�niere die Bezeichungen gem�a� folgender
Tabelle


D Z S
B�Bf � Bl� Bu� Bx P� Pf � Pl� Pu� Px Q�Qf � Ql� Qu� Qx

N�Nf � Nl� Nu� Nx Q�Qf � Ql� Qu� Qx P� Pf � Pl� Pu� Px
A� b �AZ
T � c AS� �
L LZ LS

U UZ US

l lZ lS

u uZ uS

R RZ RS

r rZ rS

Dann hei�t A�B die Basismatrix�

f � A��
�B �b	 AR
 �����


der Zul�assigkeitsvektor�

hT � rTA��
�B ����	


der Hilfsvektor und

gT � hTA �����


der Pricing�Vektor�

Die Namen Zul�assigkeitsvektor f�ur f und Pricing�Vektor f�ur g beziehen sich auf den ur�
spr�unglichen Simplex�Algorithmus� n�amlich den primalen Simplex mit Spaltenbasis� Dort
bezeichnet g die reduzierten Kosten� die beim Pricing ausgewertet werden� wohingegen f
die �primale
 Zul�assigkeit der Basis bestimmt�

Man beachte� da� alle Gr�o�en direkt f�ur LPs der Form �����
 bestimmt werden k�onnen
und keine Datenstrukturen ben�otigen� die von der gew�ahlten Basisdarstellung abh�angen�
Insbesondere brauchen die Matrizen AZ und AS nicht expliziet konstruiert zu werden� Statt
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dessen kann der jeweilige I�Teil der Matrix bei der Berechnung von f und g algorithmisch
ausgenutzt werden� F�ur den Vektor g etwa stimmt dieser Teil direkt mit h �uberein�

Die Bezeichungen wurden so gew�ahlt� da� folgender Satz unabh�angig von der Darstel�
lung gilt�

Satz �


Mit den Bezeichnungen aus De�nition � ist B optimal und zul�assig� wenn

lN � gN � uN und ����



LB � f � UB �����


gilt�

Beweis	

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den S�atzen �� und �� sowie De�nition ��

Nun k�onnen Simplex�Algorithmen formuliert werden� die nur die Gr�o�en aus De�nition
� verwenden und somit i�w� unabh�angig von der gew�ahlten Basisdarstellung sind� Das Ziel
der Algorithmen ist� eine Basis zu �nden� die beide Ungleichungen ����

 und �����
 erf�ullt�
Dabei wird wieder zwischen zwei algorithmischen Varianten unterschieden� Eine arbeitet
mit Basen� die ����

 erf�ullen� w�ahrend die andere Basen ben�otigt� f�ur die �����
 gilt�

Da gN und f in verschiedenen Basisdarstellungen jeweils dualen Vektoren zugeordnet
sind� kann einer algorithmischen Variante erst nach Wahl der Basisdarstellung ein ma�
thematischer Algorithmus zugeordnet werden� Die Zuordnung erfolgt wieder nach Tabelle
���

����
�� Einf�ugender Algorithmus

Es wird nun der einf�ugende Simplex�Algorithmus in den von der Basisdarstellung un�
abh�angigen Gr�o�en aus De�nition � aufgestellt� Er kann weitgehend von Algorithmus �
oder � �ubernommen werden� wobei das Vorhandensein oberer und unterer Schranken ein�
gearbeitet werden mu�� Wenn eine Spaltenbasis verwendet wird� handelt es sich um einen
primalen� andernfalls um einen dualen Simplex�Algorithmus �vgl� Tablelle ���
� Zur Ver�
einfachung der Notation wird bei der Formulierung des Algorithmus die Abh�angigkeit der
Vektoren von der Basis ����B
 nicht explizit aufgef�uhrt� Statt dessen werden Gr�o�en� die
zur aktualisierten Basis einer Iteration geh�oren� mit einem Strich gekennzeichnet�

Algorithmus 
 �Einf�ugender Simplex
Algorithmus�

Sei B eine Basis zum LP ���
�� und es gelte ������� Alle Gr�o�en aus De�nition �
seien entsprechend initialisiert�
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Schritt � �Pricing��
Falls lN � gN � uN terminiere�

xZ ist optimaler L�osungsvektor des LPs�
Sonst w�ahle q derart
 da� gq � � mit � � uq oder gq � � mit � � lq�

Schritt �� Setze
'f � A��

�B A�q und

%� �


���
���
� 
 falls Zeilenbasis und gq � lq
	� 
 falls Zeilenbasis und gq � uq
Lq 	 Uq 
 falls Spaltenbasis und gq � uq
Uq 	 Lq 
 falls Spaltenbasis und gq � lq�

Schritt � �Quotiententest��

Falls %� � � setze�

%� �
UBp�

�fp�
�fp�


 mit p� � argminf
UBi�fi
�fi

� 'fi � �g


%� �
LBp�

�fp�

�fp�

 mit p� � argminf

LBi�fi
�fi

� 'fi � �g und

% � minf%��%��%�g�

Falls %� � � setze�

%� �
LBp�

�fp�
�fp�


 mit p� � argmaxf
LBi�fi
�fi

� 'fi � �g


%� �
UBp�

�fp�

�fp�

 mit p� � argmaxf

UBi�fi
�fi

� 'fi � �g und

% � maxf%��%��%�g�

Ist % � �� terminiere�
Das LP ist unzul�assig oder unbeschr�ankt�

Sonst setze p �

�
p� 
 falls % � %�

p� 
 sonst

und f�ur % �� %� setze 	 derart
 da� % � ��fp
�fp

�

Schritt �� Falls % �� %� setze�
'hT � eTpA

��
�B und

'gT � 'hT �A

Schritt � �Update��

Falls % � %� Setze�
f � f � � f � % �'f und
B � B� � �B�N �

 mit N �

i � Ni
 f�ur i �� q und
N �
u � Nu 
 q und N �

l � Nu n q 
 falls q � Nl

N �
u � Nu n q und N �

l � Nu 
 q 
 sonst�
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Falls % �� %� Setze�
$ � ��	 gq

'gq
h � h� � h �$ �'h
g � g� � g �$ �'g
f � f � � f � % �'f � �Rq 	 %	 	
ep
B � B� � �B�� N �

 mit

B�
i �

�
Bi 
 falls i �� p
q 
 falls i � p

und

N �
i �

�
Ni 
 falls i �� q
Bp 
 falls i � q




wobei die Einordnung in die Mengen B�
f � � � � � N

�
x gem�a� De�nition

erfolgt�

Aktualisiere die Vektoren L� U� l� u� R� r�

Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �partielle Korrektheit von Algorithmus 
�

Algorithmus � arbeitet partiell korrekt�

Beweis	

�� Bei Terminierung in Schritt � folgt die Behauptung aus Satz ���

�� Es wird nun gezeigt� da� B� in Schritt 	 eine Basis mit Vektoren f �� g� und h� ist� f�ur
die L�

B� � f � � U �
B� gilt� Der Beweis erfolgt in vier Teilschritten�

�a
 B� ist eine Basis�
Falls in Schritt � % �� %� ist� gelten die Basisbedingungen ��� und � f�ur B�� da
sie es auch f�ur B tun� Die Basisbedingung � folgt aus Satz �	� da nach Schritt
� 'fp � eTpA

��
�B A�q �� � gilt�

Ist in Schritt � hingegen % � %�� so folgt nach Schritt �� da� es sich um eine
Spaltenbasis mit 	� � Lq �� Uq � � handelt und deshalb q � Nl 
 Nu gilt�
Wie schon B erf�ullt deshalb auch B� die Basisbedingungen ��� und �� Da B� � B
gilt auch die Basisbedingung ��

�b
 Die Vektoren g� und h� geh�oren zu B��
F�ur den Fall % � %� ist r� � r und B� � B� woraus g� � g und h� � h folgt�

Betrachte nun den Fall % �� %�� Da r� � r� ��	 rp
ep gilt nach ���

 und ����


aus Satz � �h�
T � hT � 
eTpA
��
�B � hT � 
'hT � wobei 
 � ��hTA�q

�A��
�B A�q�p

� ��gq
�gp

� $

ist� Schlie�lich ist �g�
T � �h�
TA � hTA�$'hTA � gT �$'gT �
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�c
 Der Vektor f � geh�ort zu B�� d�h� es ist A�B�f � � b	 AR� zu zeigen�
Im Fall von % �� %� sei j � Bp� Damit gilt A�B� � A�B � �A�q 	 A�j
e

T
p � R

� �
R 	Rqeq � 	ej und f � � f � % �'f � �Rq 	 %	 	
ep� Somit ist

A�B�f � � �A�B � �A�q 	 A�j
e
T
p � � �f � % �'f � �Rq 	 %	 	
ep�

� A�Bf � %A�B'f � �Rq 	 %	 	
A�j�
�A�q 	 A�j
fp � �A�q 	 A�j
%'fp � �A�q 	 A�j
�Rq 	 %	 	


� b	 AR � %A�q � �Rq 	 %	 	
A�j�
�A�q 	 A�j
fp � �A�q 	 A�j
�		 fp
 � �A�q 	 A�j
�Rq 	 %	 	


� b	 AR � �% � fp � 		 fp �Rq 	 %	 	
A�q�
�Rq 	 %	 		 fp 	 	� fp 	 Rq � % � 	
A�j

� b	 �AR	 A�qRq � A�j	

� b	 A�R	 eqRq � ej	

� b	 AR��

Im Fall % � %� ist R� � R	 %�eq� B
� � B und f � � f � %�'f � Deshalb gilt�

A�B�f � � A�B�f � %�'f

� b	 AR � %�A�q

� b	 A�R	 %�eq

� b	 AR��

�d
 L�
B� � f � � U �

B� �
Betrachte zun�achst f�ur % �� %� einen beliebigen Index i �� p� Daf�ur gilt L�

i � Li

und U �
i � Ui� und es sind zwei F�alle zu unterscheiden�

i� %� �'fi � ��

f �i � fi � %'fi

�
� fi �

UBi�fi
�fi

'fi � UBi

� fi � LBi

ii� %� �'fi � ��

f �i � fi � %'fi

�
� fi �

LBi�fi
�fi

'fi � LBi

� fi � UBi

Der obere Fall folgt jeweils wegen Schritt �� Dieselben Beziehungen gelten auch
im Fall % � %� f�ur alle Indizes i�

F�ur den verbleibenden Fall i � p und % �� %� gilt zun�achst f �p � fp � %'fp �
Rq 	%	 	 � fp� 		 fp�Rq 	%	 	 � Rq 	%� Bei einer Zeilenbasis ist dabei
Rq � �� so da� f �p � % gilt� F�ur %� � � gilt dann L�

Bp
� � � % � f �p � � � U �

Bp

und f�ur %� � � gilt L�
Bp

� 	� � % � f �p � � � U �
Bp
�

Im Fall einer Spaltenbasis betrachten wir � F�alle� F�ur q � Pf ist 	� � Lq �
f �q � Uq � ��� Falls q � Pu folgt %� � � und Rq � Uq� Deshalb ist f �q �
Rq 	 % � Uq 	 �Uq 	 Lq
 � Lq sowie f �q � Rq 	 % � Uq� Schlie�lich folgt f�ur
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q � Pl� %� � � und Rq � Lq und somit f �q � Rq 	 % � Lq 	 �Lq 	 Uq
 � Uq

sowie f �q � Rq 	 % � Lq�

�� Termination in Schritt ��
Die Interpretation der L�osung bei Termination in Schritt � h�angt von der gew�ahlten
Basisdarstellung ab� f�ur eine Zeilenbasis ist das LP unzul�assig� w�ahrend es f�ur eine
Spaltenbasis unbeschr�ankt ist�

�a
 Zeilenbasis� Es ist die Unzul�assigkeit des LPs zu zeigen�
Betrachte f�ur alle F � Bf das LP

min cTx
s�t� DFx � dF �

���
�


mit DF � R�n����n und dF � Rn�� � Es sei f�ur i � f�� � � � � ng

DF
i� �

�
	AZ

Bi�
� falls Bi � Bu 
 F

AZ
Bi�

� sonst
und dFi �

�
	ri � falls Bi � Bu 
 F
ri � sonst

sowie

DF
n��� �

�
	AZ

q� � falls gq � uq
AZ
q� � sonst

und dFn�� �

�
	uq � falls gq � uq
lq � sonst

�

Da f�ur jedes dieser LPs Z � �f�� � � � � ng� fn��g
 eine zul�assige Zeilenbasis und
n � � eine verletzte Ungleichung ist� sind sie nach Satz �� alle unzul�assig� Weil
P �lZ � AZ� uZ
 �

S
F�Bf

P �DF � dF 
� folgt die Behauptung�

�b
 Spaltenbasis�
In diesem Fall gilt es zu beweisen� da� das LP unbeschr�ankt ist� d�h� da� es
zu jedem M � R ein #x � P��LS� AS� US
 mit �cS
T #x � M gibt� Sei also ein
M � R gegeben� Sei x der Basisl�osungsvektor� also xN � RN und xB � f � Gilt
�cS
Tx � M � so ist nichts zu zeigen�

Andernfalls de�niere 'x gem�a�

'xi �


�
�

'fBj
� falls i � Bj

	� � falls i � q
� � sonst�

Sei � � �cS
Tx und � � M����
gq�cSq

� F�ur den Vektor #x � x� �'x gilt

�cS
T #x � �cS
Tx� ��cS
T'x � � � ���cS
TB'f 	 cSq 

� � � ��gq 	 cSq 
 � � �M 	 �	 �
� M 	 ��

Au�erdem ist nach Schritt � LS � #x � US� da LS und US nicht von der Basis
abh�angen� was den Beweis beendet�
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Dieser Algorithmus ist nicht vollst�andig von der gew�ahlten Basisdarstellung un�
abh�angig� In Schritt � geht sie noch in die De�nition von %� ein� und in Schritt � wird sie
zur Aktualisierung der Vektoren L� U� l und u ben�otigt� In allen andern Schritten tritt sie
jedoch nicht mehr auf� Dies umfa�t insbesondere die f�ur verschiedene Implementierungen
variierbaren Schritte� n�amlich das Pricing und den Quotiententest� Bei SoPlex wird dies
so ausgenutzt� da� jede Implementierung eines Pricing� oder Quotiententest�Verfahrens
f�ur beide Basisdarstellungen funktioniert� und somit gleich f�ur zwei Algorithmen� je einen
primalen und einen dualen� bereitsteht�

Was die �Ubersichtlichkeit von Algorithmus � beeintr�achtigt� ist die De�nition von %�

und die zugeh�orige Fallunterscheidung in Schritt �� Wie im obigen Beweis gezeigt� kann
dieser Fall nur f�ur eine Spaltenbasis� also bei einem primalen Algorithmus eintreten� Hier
kann es n�amlich vorkommen� da� eine Variable von ihrer aktuellen Schranke entfernt wer�
den soll� es aber gerade wieder diese Variable ist� die als erste auf ihre zweite Schranke tri�t�
Die betre�ende Variable wird also nur von ihrer einen Schranke auf ihre andere gesetzt�
w�ahrend die Basismatrix unver�andert bleibt�

����
�� Entfernender Algorithmus

Es wird nun der entfernende Simplex�Algorithmus in den darstellungsunabh�angigen Gr�o�en
aus De�nition � formuliert� Gem�a� Tabelle ��� handelt es sich im Fall einer Zeilenbasis um
den primalen und im Fall einer Spaltenbasis um den dualen Algorithmus�

Algorithmus � �Entfernender Simplex
Algorithmus�

Sei B eine Basis zum LP ���
�� und es gelte ������� Alle Gr�o�en aus De�nition �
seien entsprechend initialisiert�

Schritt � �Pricing��
Falls LB � f � UB terminiere�

xZ ist optimaler L�osungsvektor des LPs�
Sonst w�ahle p
 mit fp � UBp oder fp � LBp �

Schritt �� Setze
'hT � eTpA

��
�B und

'gT � 'hT � A

Falls Spaltenbasis setze�
$� � ��
 	 � Up und lBq � ��
 wenn fp � UBp 
 und
$� � 	�
 	 � Lp und uBq � 	�
 sonst�

Falls Zeilenbasis setze�
$� � 	� und 	 � Up
 wenn fp � UBp 
 und
$� � �� und 	 � Lp
 sonst�

Schritt � �Quotiententest��
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Falls $� � � setze�
$� �

uq��gq�
�gq�


 mit q� � argminfui�gi
�gi

� 'gi � �g


$� �
lq��gq�
�gq�


 mit q� � argminf li�gi
�gi

� 'gi � �g und

$ � minf$��$�g�

Falls $� � � setze�

$� �
lq��gq�
�gq�


 mit q� � argmaxf li�gi
�gi

� 'gi � �g


$� �
uq��gq�
�gq�


 mit q� � argmaxfui�gi
�gi

� 'gi � �g und

$ � maxf$��$	g�

Ist $ � �� terminiere�
Das LP ist unzul�assig oder unbeschr�ankt�

Sonst setze q �

�
q� 
 falls $ � $�

q� 
 sonst

und � derart
 da� $ � ��gq
�gq

�

Schritt �� Falls q �� B setze 'f � A��
�BA�q

Schritt � �Update��

h � h� � h �$ �'h
g � g� � g �$ �'g

Falls q � B setze�
B � B� � �B�� N

 mit B�

i � Bi falls i �� q und
B�
u � Bu 
 Bp und B

�
l � Bu nBp 
 falls Bp � Bl

B�
u � Bu nBp und B

�
l � Bu 
 Bp 
 sonst�

Falls q �� B setze�
% � �		 fp

'fp
f � f � � f � % �'f � �Rq 	 %	 	
ep
B � B� � �B�� N �

 mit

B�
i �

�
Bi 
 falls i �� p
q 
 falls i � p

und

N �
i �

�
Ni 
 falls i �� q
Bp 
 falls i � q




wobei die Einordnung in die Mengen B�
f � � � � � N

�
x gem�a� De�nition

erfolgt�

Aktualisiere die Vektoren L� U� l� u� R� r�

Schritt �� Gehe zu Schritt �

Satz �� �partielle Korrektheit von Algorithmus ��

Algorithmus � arbeitet partiell korrekt�
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Beweis	

�� Bei Terminierung in Schritt � folgt die Behauptung aus Satz ���

�� Es wird nun gezeigt� da� B� in Schritt 	 eine Basis mit Vektoren f �� g� und h� ist� f�ur
die wieder ����

 gilt�

Da� B� eine Basis ist� folgt f�ur q �� B analog zum Beweis von Satz �	� F�ur q � B
beachte man zun�achst� da� q � Bp� denn es gilt 'gTB � 'hTA�B � eTpA

��
�B A�B � eTp �

Ferner ist in diesem Fall 	� � lq �� uq � �� so da� Bq � Bu 
 Bl folgt� Damit ist
B� eine Basis� da B eine Basis ist�

Entsprechend wie im Beweis von Satz �	 folgt nach Satz �� da� die Vektoren f �� g�

und h� zu B� geh�oren�

Da� in Schritt 	 die Ungleichung l� � g� � u� gilt� sieht man f�ur eine Zeilenbasis wie
folgt� Da in diesem Fall l� � l und u� � u� gilt f�ur alle i f�ur $'gi � ��

g�i � gi �$'gi

�
� gi �

ui�gi
�gi

'gi � u�i
� gi � l�i

und f�ur $'gi � ��

g�i � gi �$'gi

�
� gi �

li�gi
�gi

'gi � l�i
� gi � u�i�

F�ur eine Spaltenbasis wird zun�achst lp bzw� up in Schritt � gem�a� der zu erwartenden
neuen Basis B� f�ur den Fall q �� B initialisiert� Daher kann in Schritt 	 der Fall q � B
nicht eintreten� Mit diesen Schranken l und u gelten wieder die obigen Beziehungen
f�ur alle i �� q� Schlie�lich ist g�q � gq�

��gq
�gq

'gp � � und u�q � l�q � �� so da� insgesamt

l� � g� � u� gilt�

�� Zuletzt wird die Termination in Schritt � behandelt� wobei wieder zwischen beiden
Basisdarstellungen unterschieden werden mu��

�a
 Zeilenbasis� Das LP ist unbeschr�ankt�
Es ist zu zeigen� da� es f�ur jede Zahl M � R einen Vektor #x � P�lZ � AZ� uZ

gibt mit cT #x � M � Gilt dies bereits f�ur den Basisl�osungsvektor x � h� so ist
nichts zu zeigen� Andernfalls sei #x � x � 
'h� mit 
 � M���cTx

cT�h
� Damit ist

cT #x � cTx � 
cT'h � M 	 � � M und nach Schritt � gilt l � x � u�

�b
 Spaltenbasis� Das LP ist unzul�assig�
Betrachte zu derselben Basis B � �P�Q
 das Zeilen�LP �����
� Alle dazu
geh�orenden Gr�o�en markieren wir mit dem Exponent ���Z � w�ahrend wir die
Gr�o�en zum Spalten�LP mit ���S kennzeichnen� Nach den De�nitionen �� 
 und
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� gelten folgende Zusammenh�ange�

NZ � BS � Q
BZ � NS � P
UZ
P � cSP 	 lSP

LZ
P � cSP 	 uSP
fZ � cSP 	 gSP
uZ � US

lZ � LS

gZQ � fS�

Demnach gilt f�ur die Zeilenbasis lZQ � gZQ � uZQ ����

 und somit kann sie f�ur
Algorithmus � verwendet werden� Desweiteren gilt gZQp

� fSp � US
Qp

� uZQp

bzw� gZQp
� fSp � LS

Qp
� lZQp

je nach Fall in Schritt � von Algorithmus 	� Somit

eignet sich q � QZ
p als eintretender Index von Algorithmus �� Wenn wir noch

	'gSP � 'fZ zeigen� folgt mit den oberen Beziehungen� da� Algorithmus � in
Schritt � terminiert� da dies auch Algorithmus 	 tut� Nach Satz �	 bedeuted
dies aber die Unzul�assigkeit des LPs und� da Zeilen� und Spalten�LP �aquivalent
sind� die Behauptung�

Es mu� also noch �'fZ
T � AZ
q� ��A

Z
��P�
	
�
	eTp ��A

S
���Q �A
S
�P � 	�'gSP 


T gezeigt
werden� Wir weisen die dazu �aquivalente Beziehung

	 AZ
q� � eTp � �A

S
���Q � A
S
�P � �A

Z
P� ���
�


nach� Dazu berechnen wir nach geeigneter Permutation mit �����


AS
�P � A

Z
�P �

	
A�
Q��nP�

�
A�
P��nP�

	IjP�j



�

	
IjP�j �

A�
P��nP�

A�
P��nQ�




�

	
A�
Q��nP�

�
� 	A�

P��nQ�



� ���
�


Ferner gilt f�ur xT � eTp � �A
S
���Q nach �����


eTp � xT � AS
�Q � �xTQ��n

� A�
Q��nQ�

� xTP��n � A
�
P��nQ�

�	xTQ��n

�

���
�


Nun sind zwei F�alle zu unterscheiden� Falls q � Qp � Q� folgt xTQ��n
�

� und deshalb xTP��n � A
�
P��nQ�

� eTq � Damit ist xT � �AS
�P � AZ

�P 
 �
�xQ��nA

�
Q��nP�

� xP��nA
�
P��nQ�


 � 	eTp � 	AZ
q�� d�h� ���
�
 wurde bewiesen�

Im anderen Fall q � Qp � Q� ist xTQ��n
� 	eTq�n woraus xTP��n � A

�
P��nQ�

�
eTq�n �A

�
Q��nQ�

folgt� Damit gilt nun xT � �AS
�P �A

Z
�P 
 � �	eTq�n �A

�
Q��nP�

�	eTq�n �
A�
P��nQ�


 � 	A�
q�n� � 	AZ

q� was den Beweis beendet�
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Der Beweis zum Fall der Termination in Schritt � f�ur eine Spaltenbasis basiert auf
der Dualit�atsbeziehung zwischen beiden Basisdarstellungen und beiden Algorithmustypen�
Auch der Fall einer Zeilenbasis h�atte so bewiesen werden k�onnen� Dazu w�urde man die
Bedeutung von Zeilen� und Spalten�LP vertauschen� und es m�u�te noch der Fall $ � $�

ausgeschlossen werden� Der direkte Beweis schien da einfacher� zumal �ahnliche Beweise
bereits vorgestellt wurden�

��� Stabilit�at des Simplex�Verfahrens

Die Aufgabe numerischer Algorithmen ist die Berechnung einer Abbildung Rn � Rm �
Bei der Implementierung auf realen Computern ist man stets mit dem Problem endlicher
Genauigkeit konfrontiert� Da ein Rechner nur ein Gitter von endlich vielen Zahlenwerten
darstellen kann� wird jede reelle Zahl durch die n�achstliegende Zahl in diesem Gitter appro�
ximiert� Also repr�asentiert jede im Computer dargestellte Gleitkommazahl ein Intervall und
ist somit a priori fehlerbehaftet� Der relative Fehler heutiger 	��Bit�Gleitkommaarithmetik
liegt in der Gr�o�enordnung von ����
�

Ein numerischer Algorithmus besteht aus einer Reihe von Rechenoperationen� bei denen
sich Fehler akkumulieren k�onnen� Dies kann so gravierende Ausma�e annehmen� da� das
berechnete Resultat keine vern�unftige Aussage �uber die zu l�osende Aufgabe mehr erlaubt�
Auch der Simplex�Algorithmus bleibt von diesem Problem nicht verschont� Deshalb wird
er in diesem Abschnitt auf seine numerischen Eigenschaften hin untersucht�

In den Abschnitten ����� und ����� werden die Begri�e der Kondition eines numerischen
Problems und der Stabilit�at eines numerischen Algorithmus eingef�uhrt� Wir orientieren
uns dabei an den Darstellungen in ���� und ����� Anschlie�end wird in Abschnitt ����� die
Stelle im Simplex�Algorithmus aufgezeigt� die numerische Schwierigkeiten in sich birgt� und
worauf zu achten ist� um eine Instabilit�at zu umgehen� Schlie�lich werden in Abschnitt �����
drei verschiedene Stabilisierungen vorgestellt und diskutiert� die f�ur SoPlex implementiert
wurden�

����� Kondition

Ein numerisches Problem r � f�e
 besteht darin� einen Eingabevektor e � Rn auf einen Re�
sultatvektor r � Rm abzubilden� Nun kann der Eingabevektor auf keinem Computer exakt
dargestellt sondern nur durch Gleitkommazahlen approximiert werden� Also repr�asentiert
jeder Gleitkommavektor in Wirklichkeit eine Umgebung E von Eingabevektoren� die Feh�
lermenge von e� Der Computer ist nicht in der Lage� zwischen verschiedenen Elementen
von E zu unterscheiden� Daher ist es sinnvoll zu studieren� wie E durch f abgebildet wird�
Dies wird von dem Begri� der Kondition eines Problems beschrieben�
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Definition �� �Kondition�

Sei f�e
 ein numerisches Problem� E die Fehlermenge von e � E und R �

f�E
� Dann ist mit der Bezeichnung� �X� � supx��X
kx�x�k
kxk

f�ur x � X

� �
�E�

�R�
� ���
�


die Kondition des Problems f � Ist � � �� so nennt man das Problem gut kon�
ditioniert� f�ur � � � nennt man es schlecht konditioniert und f�ur � � �
unsachgem�a� gestellt�

Ferner de�niere die Kondition einer regul�aren Matrix A als

��A
 � kAk � kA��k� ���
�


Die Kondition eines numerischen Problems h�angt somit nicht von dem gew�ahlten Algo�
rithmus ab� sondern ist eine Eigenschaft des Problems selbst�

Wir betrachten die Kondition der L�osung von linearen Gleichungssystemen� da diese
f�ur Simplex�Algorithmen von zentraler Bedeutung ist �Schritte � und �
�

Satz �� �Kondition einer regul�aren Matrix�

F�ur n � N sei x� b� (x�(b�'x�'b � Rn � A� (A�'A � Rn�n und A nicht singul�ar�
derart da� (A � A � 'A� (b � b � 'b� und (x � x � 'x� sowie Ax � b und
(A(x � (b� Die Gr�o�en mit (� bezeichnen fehlerbehaftete Gr�o�en und die Werte '�
den Fehler� Ferner sei ��x
 � k�xk

kxk
und ��A
 � k�Ak

kAk
� Falls ��A
��A
 � � ist�

gilt

��x
 �
��A


�	 ��A
��A

���A
 � ��b

� ���
	


Beweis	

Nach Voraussetzung gilt �A �'A
�x �'x
 � b �'b und somit k'xk � kA���b �'b 	
Ax	'Ax	'A'x
k � kA��k � k'bk� kA��k � k'Ak � kxk� kA��k � k'Ak � k'xk� Wegen
kA��k � k'Ak � kA��k � kAk � k'Ak
kAk � ��A
 � ��A
 � � gilt ��	 ��A
 � ��A

k'xk �
kA��k � k'bk � ��A
 � ��A
 � kxk� Daraus folgt

��x
 � k'xk
kxk

�
�

�	 ��A
 � ��A


	
kA��k � kAk � k'bk

kAk � kxk
� ��A
 � ��A





�
�

�	 ��A
 � ��A


	
��A


k'bk

kbk
� ��A
 � ��A





�
��A


�	 ��A
 � ��A

���A
 � ��b

�

�Anstelle des hier verwendeten relativen Fehlers kann man f�ur �X � auch ein anderes Ma
 w�ahlen� Man
kommt dann jeweils zu einer etwas anderen De�nition der Kondition�
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Satz �
 gibt eine Absch�atzung f�ur den Fehler des Resultats ��x
 durch den Fehler der Ein�
gabedaten ��A
� ��b
� Insbesondere ist f�ur gut konditionierte Matrizen� mit ��A
 � � und
��A
� �� die Matrixkondition ��A
 eine gute Approximation f�ur die Kondition der L�osung
des linearen Gleichungssystems Ax � b� denn dann ist ��x
 � ��A
 � ���A
 � ��b

� Da die
Kondition ��A
 nicht von der rechten Seite b abh�angt� repr�asentiert sie die Kondition f�ur
alle lineare Gleichungssysteme mit der Matrix A und einer beliebigen rechten Seite b�

����� Stabilit�at

Bei der Implementierung eines Algorithmus zur L�osung eines numerischen Problems� wer�
den im allgemeinen Zwischenresultate berechnet� bei denen zus�atzliche Fehler auftreten
k�onnen� Das bedeutet� da� eine Implementierung eines Algorithmus nicht exakt die Abbil�
dung f berechnet� sondern eine etwas andere Abbildung (f � Diese bildet nun e auf (r � (f�e

statt auf r � f�e
 ab� Wie dieser Fehler zu bewerten ist� wird durch die Stabilit�at eines
Algorithmus beschrieben�

Es gibt zwei Ans�atze zur Behandlung der Stabilit�at von Algorithmen� die Vorw�arts�
und die R�uckw�artsanalyse� Wir beschr�anken uns hier auf den zweiten Ansatz� der f�ur die
Stabilit�atsanalyse der LU�Faktorisierung zur L�osung linearer Gleichungssysteme verwendet
wird� Die Grundidee dabei ist� den Fehler des Algorithmus (f durch einen erweiterten Fehler
der Eingabedaten zu modellieren� Dabei repr�asentiert eine Implementierung des Algorith�
mus eine ganze Familie F von Abbildungen� mit f � F �sonst w�are die Implementierung
nicht korrekt
�

Definition �� �Stabilit�at�

Sei f�e
 ein numerisches Problem und F eine Implementierung zur L�osung von
f � Setze (E � f(e � f�(e
 � (f�e
� e � E� (f � Fg� F hei�t stabil� falls � (E� � �E�
und instabil� falls � (E�� �E��

����� Analyse der Simplex�Algorithmen

Da bei der De�nition einer Basis nur ganzzahligeWerte auftreten� ist die Kondition des Pro�
blems  L�ose ein LP mit dem Simplex�Algorithmus� gerade die Kondition des Gleichungs�
systems der optimalen� zul�assigen Basis�� Die numerisch stabile L�osung von d�unnbesetzten
linearen Gleichungssystemen � und Basismatrizen sind typischerweise d�unnbesetzt � wird
in Abschnitt ��� separat behandelt�

�Dieses numerische Problem ist nicht �aquivalent zu dem Problem �L�ose ein LP�� etwa mit einem
Innere
Punkte Verfahren� Dies liegt daran� da
 der Simplex
Algorithmus stets noch andere Resultate
liefert� n�amlich die Basis und alle damit zusammenh�angenden Vektoren� auch wenn man sich nur den
L�osungsvektor und den Zielfunktionswert ausgeben l�a
t�



�� KAPITEL �� REVIDIERTE SIMPLEX�ALGORITHMEN

Im Laufe des Simplex�Algorithmus werden immer neue Basismatrizen generiert� mit
denen jeweils Gleichungssysteme gel�ost werden m�ussen� Damit der Simplex�Algorithmus
nicht aufgrund explodierender numerischer Fehler zusammenbricht� mu� darauf geachtet
werden� da� alle auftretenden Basismatrizen gut konditioniert bleiben� Dazu untersuchen
wir die Kondition von Basismatrizen nach einem Basistausch �vgl� Satz �
�

Satz ��

Sei D eine Basismatrix und D� � V D� mit V � I � ep�r
TD�� 	 eTp 
� die

Basismatrix nach einem Basistausch� bei dem die i�te Zeile durch rT ersetzt
wird� Dann ist die Kondition von D� beschr�ankt durch

��D�
 �
�

jr�j
� �� � krTD��k
 � �� � krTD��k� jr�j
 � ��D
�

���
�


wobei r� � �rTD��
p ist�

Beweis	

Nach ���
�
 ist die Kondition von D� gegeben durch

��D�
 � ��V D
 � kV Dk � k�V D
��k
� kV kkV ��k � kDkkD��k � ��D
 � ��V 
�

���




Es mu� also die Kondition von V abgesch�atzt werden� Dazu bedarf es der Inversen

V �� � I �
ep

�rTD��
p
�rTD�� 	 eTp 
� ���
�


denn es ist� mit tT � rTD��

V V �� � �I � ep�t
T 	 eTp 
� � �I 	

ep
tp
�tT 	 eTp 
�

� I � ept
T 	 epe

T
p 	

�
tp
�ept

T 	 epe
T
p � eptpt

T 	 eptpe
T
p 	 ept

T � epe
T
p 


� I � ept
T 	 epe

T
p 	 ept

T � epe
T
p

� I�

Also sind

kV k � sup
kxk��

kV xk

� sup
kxk��

kx� epr
TD��x	 xpepk

� sup
kxk��

kx	 xpepk� sup
kxk��

kepr
TD��xk

� � � krTD��k
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und

kV ��k � sup
kxk��

kV ��xk

� sup
kxk��

kx�
�

r�
epr

TD��x	
�

r�
xpepk

� sup
kxk��

kxk�
�

jr�j
sup
kxk��

kxpepk� sup
kxk��

k
�

r�
epr

TD��xk

� � �
�

jr�j
�
krTD��k

jr�j
�

woraus mit ���


 die Behauptung folgt�

Dieser Satz gibt lediglich eine obere Schranke f�ur die Kondition der neuen Basis an�
Damit ist nicht gesagt� da� die Kondition der Basismatrizen stetig anw�achst� Hingegen
nimmt aber die Stabilit�at der Inversen �vgl� Abschnitt �����
 stetig ab� wenn man sie
mithilfe der Updatematrizen V �� berechnet� Deshalb ist es unerl�a�lich� die Inverse �besser
die LU�Zerlegung
 nach einigen Updates immer wieder neu zu berechnen� Wie in Abschnitt
��
�� gezeigt wird� ist dies auch aus Geschwindigkeitsgr�unden sinnvoll�

����� Stabile Implementierungen

Nach Satz �� m�ussen  kleine� Werte r� vermieden werden� Dies leuchtet auch unmittelbar
ein� denn kleine Werte r� k�onnen immer auch von numerischen Fehlern bei der Berech�
nung von r resultieren� In diesem Fall k�onnte in mathematischer Genauigkeit r� � � sein�
was nach den S�atzen � und �	 nicht erlaubt ist� Aber auch schon  kleine� Werte bergen
numerische Schwierigkeiten in sich�

Wird bei den Simplex�Algorithmen ��
 und ��
 der Vektor Dq� mit der p�ten Basis�
zeile getauscht� so f�uhrt dies zu dem Wert r� � �Dq�D

��
P� 
p� Beim einf�ugenden Simplex�

Algorithmus wird p und beim entfernenden wird q beim Quotiententest bestimmt� Ma�
thematisch gesehen� ist die Auswahl �bei Abwesenheit von Degeneriertheit
 eindeutig be�
stimmt� Vom numerischen Standpunkt aus mu� man sich jedoch Alternativen scha�en�
indem man die Optimalit�ats� oder Zul�assigkeitsbedingung leicht relaxiert� Dieser Grund�
gedanke wurde ���� erstmals von P� Harris vorgeschlagen �	���

Im folgenden werden drei Stabilisierungs�Strategien am Beispiel von Algorithmus � vor�
gestellt� ihre �Ubertragung auf andere Simplex�Algorithmen ist o�ensichtlich� Sei dazu s � d
der Vektor der Schlupfvariablen� Er soll zu s� � s � �dq 	 sq

'sq �'s mit 's � DD��

P� ep
aktualisiert werden� so da� anschlie�end weiterhin s� � d gilt� Beim mathematischen Quo�
tiententest erfolgt dies nach Satz � �uber

q � argmax

�
di 	 si
'si

� 'si � �

�
�
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Alle Varianten von stabilisierten Quotiententests ben�otigen einen Toleranzparameter ��
um den s seine Schranken d verletzen darf� Bei SoPlex betr�agt der voreingestellter Wert
� � ���
�

�� Ansatz 

�
Textbook� Quotiententest�

Die einfachste Stabilisierung besteht darin� da� man zur Auswahl des Index q� die Schran�
ken d	 � statt d verwendet��

q � argmax

�
di 	 si 	 �

'si
� 'si � �

�
�

Die Idee dabei ist� da� Indizes mit gro�em j'sij eine gr�o�ere Chance haben� an die um
� erweiterten Schranken zu gelangen� F�ur den Update wird der Wert $ � �dq 	 sq

'sq
wie gewohnt nach �����
 ohne � berechnet� damit s� auch zur neuen Basis geh�ort� Dieser
Quotiententest sichert das Einhalten der Schranken x � d	� zu �vgl� Abb� ��	
� Es k�onnen
jedoch zweierlei Probleme auftreten�

�� Da $ mit den originalen Schranken d gebildet wird� k�onnen Pivot�Schritte geschehen�
bei denen $ � � ist� also ein R�uckschritt bei der L�osung gemacht wird� Dadurch wird
ein Kreiseln als Folge von leichten Verbesserungen und Verschlechterungen m�oglich�
Dieses Problem wird in Abschnitt ��� wieder aufgegri�en�

�� F�ur alle i� f�ur die �nach einigen Iterationen
 si � di 	 � gilt� bietet auch dieser Quo�
tiententest keine Vorz�uge mehr gegen�uber dem mathematischen� Dies tritt allerdings
nicht so h�au�g auf�

Trotz dieser Probleme ist dieser Quotiententest f�ur numerisch unproblematische LPs gut
geeignet� Aufgrund des geringeren Rechenaufwands gegen�uber den folgenden Ans�atzen
sollte er ihnen bei einfachen Problemen vorgezogen werden�

�� Ansatz 
Harris Quotiententest�
Der von P� Harris vorgeschlagenen Quotiententest �	�� besteht aus zwei Phasen� In der
ersten Phase wird ein maximaler Wert $max bestimmt� bis zu dem s� � d	 � bleibt�

$max � max

�
di 	 si 	 �

'si
� 'si � �

�
�

In der zweiten Phase w�ahlt man unter allen Indizes i� die zu einem $ � $max f�uhren�
dasjenige aus� f�ur das j'sij maximal ist �vgl� Abb� ��	
�

q � argmax

�
j'sij �

di 	 si
'si

� $max�'xi � �

�
� �����


�Aus numerischen Gr�unden �Ausl�oschung f�uhrender Stellen	� wird � als letzter Wert im Z�ahler addiert�
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x�Z

'x

c

Abbildung ��	� Stabilisierungen des Quotiententests� Das mathematische Verfahren nach �����	 w�urde

die neue Basisl�osung auf den Kreis positionieren� Aufgrund des geringen Winkels der St�utzhyperebenen an

diesem Schnittpunkt ist die zugeh�orige Basis jedoch schlecht konditioniert� Zur Stabilisierung werden daher

die um einen Betrag � verschobenen Schranken betrachtet� die gepunktet und mit dunklerer Schra�ur dar


gestellt sind� Die Stabilisierung gem�a
 Ansatz � liefert den mit der Raute gekennzeichneten Schnittpunkt

als neue Basisl�osung� da in diesem die zugeh�orige verschobene Schranke als erste erreicht wird� Dieser

Schnittpunkt ist durch das Kreuz gekennzeichnet� Die Ans�atze � und � w�ahlen unter allen Schnittpunkten�

die vor dem Kreuz liegen� den numerisch stabilsten aus� Dieser ist durch das Dreieck markiert�

Dieses Verfahren ist o�enbar das  stabilste�� das mit der Idee der Toleranz � m�oglich
ist� Dennoch birgt auch dieses Verfahren dieselben Probleme wie das zuvor beschriebene�
Varianten des Quotiententests von Harris werden z�B� in MPSX und CPLEX eingesetzt
���� ����

�� Ansatz 
SoPlex Quotiententest�
Es folgt eine Beschreibung des f�ur SoPlex standardm�a�ig empfohlenen Verfahrens� Wie das
von Harris ben�otigt es auch zwei Phasen� wovon die zweite Phase mit der von Harris �uber�
einstimmt� Zur Bestimmung von $max wird jedoch erlaubt� da� sich die Schranken�uber�
schreitung um � versch�arft� Setze also

�i �

�
� � falls si � di

si 	 � sonst�

Damit wird $max bestimmt gem�a�

$max � max

�
di 	 si 	 �i

'si
� 'si � �

�
�

Anschlie�end wird q gem�a� �����
 bestimmt�
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Dieses Verfahren schlie�t das zweite Problem aus� Das erste kann sich jedoch
versch�arfen� Da nun �uber mehrere Pivot�Schritte die Verletzung von Schranken deutlich
gr�o�er als � werden kann� ist es auch m�oglich� da� ein substantieller R�uckschritt auftritt�
Um dies zu vermeiden� wird f�ur den Fall sq � dq die Schranke auf dq � sq geschiftet�
Wie in Abschnitt ��� beschrieben wird� werden solche Shifts u�U� ohnehin zur Vermeidung
von Kreiseln vorgenommen� Dort wird auch erkl�art� wie man dennoch zu einer L�osung des
ungeshifteten LPs gelangt�

��� Die Phasen des Simplex�Algorithmus

Um einen Simplex�Algorithmus starten zu k�onnen� bedarf es im Falle des primalen Algo�
rithmus einer zul�assigen und im Falle des dualen einer optimalen Basis� Es gibt verschiedene
Methoden solche Basen zu generieren� von denen nun einige f�ur eine zul�assige Spaltenbasis
zu folgendem LP vorgestellt werden�

min cTx
s�t� Ax � b

x � ��
�����


Dabei gelte o�B�d�A� b � �� sonst kann man die Zeile mit 	� multiplizieren�

Generell unterscheidet man zwischen Ein� und Zwei�Phasen�Algorithmen� Bei Ein�
Phasen�Algorithmen wird das LP so modi�ziert� da� eine zul�assige Basis direkt angegeben
und aus der L�osung des modi�zierten LPs eine L�osung des Ausgangs�LPs konstruiert wer�
den kann� F�ur eine  geeignet gro�e� Zahl M bildet man das LP �
�

min cTx � M � �T s
s�t� Ax � Is � b

x � �
s � ��

�����


F�ur dieses LP ist die aus den Variablen s bestehende Spaltenbasis zul�assig� da s � b � �
gilt� M mu� so gro� gew�ahlt werden� da� jede zul�assige Basisl�osung von �����
 einen
geringeren Zielfunktionswert aufweist als jede zul�assige Basisl�osung von �����
� f�ur die ein
si � � ist� Terminiert der Simplex�Algorithmus mit s � �� so ist x eine optimale L�osung
von �����
� andernfalls wurde die Unzul�assigkeit des LPs nachgewiesen� Ein konkreter Wert
f�ur M kann z�B� �uber die Kodierungsl�ange von �����
 theoretisch bestimmt werden� Die
Gr�o�e von M f�uhrt jedoch zu numerischen Schwierigkeiten� die dieses Verfahren f�ur eine
praktische Implementierungen ausschlie�en�

Bei praktischen Implementierungen werden deshalb Zwei�Phasen�Algorithmen einge�
setzt� Dabei wird zun�achst ein sog� Phase���LP aufgestellt� f�ur das eine zul�assige Basis
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direkt angegeben werden kann� Anschlie�end wird aus dessen L�osung eine zul�assige Basis
f�ur das Ausgangs�LP konstruiert�

In Lehrb�uchern �ndet man meistens einfache Varianten des Phase���LPs� die zwar eine
numerisch stabile Implementierung erlauben� jedoch eine hohe Iterationszahl bedingen� Der
einfachste Fall eines Phase���Problem zu �����
 ist das LP

min �T s
s�t� Ax � Is � b

x � �
s � ��

�����


Auch hier ist die Basis aus den Variablen s zul�assig� Gilt f�ur die optimale Basis�L�osung
von �����
 s �� �� so ist das Ausgangs�LP unzul�assig� Andernfalls ist die optimale Basis
von �����
 eine zul�assige Basis des zu �����
 �aquivalenten LPs

min cTx
s�t� Ax � Is � b

x � �
s � ��

�����


Der E�zienznachteil dieses Verfahrens ist� da� einmal die Basis komplett ausgetauscht
werden mu�� damit alle  k�unstlichen� Variablen s aus der Basis entfernt werden�

Das composite Simplex�Verfahren arbeitet deshalb direkt auf den Variablen des
Ausgangs�LPs und modi�ziert das LP dynamisch zur jeweils aktuellen Basis ������ Sei
S � �B�N
 eine beliebige Basis von �����
� Dann de�niert man das zugeh�orige Phase���
Problem als

min c�B
TxB
s�t� ABxB � ANxN � b

xB � �
xN � ��

�����


wobei c�B
i � 	xBi
f�ur xBi

� � und c�B
i � � sonst ist� Dieses Verfahren hat sich als e��
zient erwiesen und kommt in kommerziellen Implementierungen zum Einsatz �z�B� CPLEX
��	�
� Trotzdem erscheint es noch verbesserungsbed�urftig� denn dieses Phase���Problem ist
ausschlie�lich mit Blick auf das Erreichen der Zul�assigkeit konstruiert� ber�ucksichtigt aber
nicht die Zielfunktion�

Bei SoPlex wird daher einen andere Strategie verfolgt� die auch in der Phase�� die Ziel�
funktion so gut wie m�oglich mitber�ucksichtigt� Au�erdem werden wieder keine k�unstlichen
Variablen dem LP hinzugef�ugt� Es sei S � �B�N
 eine beliebige Basis von �����
� Als
Phase���Problem wird das LP

min cTBxB � cTNxN
s�t� ABxB � ANxN � b

xB � l
xN � ��

����	
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verwendet� wobei li � xBi
f�ur xBi

� � und li � � sonst ist� Dieses LP beh�alt somit soviel
von der Struktur des Ausgangs�LPs bei� wie es die Basis S zul�a�t� Au�erdem wird die
Schranke l im Laufe der Phase�� weiter hochgesetzt� sofern es die jeweilige Basis zul�a�t�
Dadurch kommt es nicht selten vor� da� ein LP bereits nach der Phase � gel�ost ist�

Per Konstruktion ist S f�ur das LP ����	
 zul�assig� so da� der primale Simplex gestartet
werden kann� Terminiert er mit einer Optimall�osung von ����	
� so ist die optimale Basis
f�ur �����
 immer noch dual zul�assig� und es kann der duale Simplex gestartet werden�
Andernfalls ist mit ����	
 auch das Ausgangs�LP unbeschr�ankt� Entsprechend kann auch
ein Phase���Problem durch Manipulation der Zielfunktion konstruiert werden� f�ur das die
Basis S dual zul�assig ist� In diesem Fall wird zun�achst der duale Simplex verwendet�

Eine Implementierung f�ur allgemeine Basen gem�a� Abschnitt ����� gestaltet sich be�
sonders einfach� Es mu� lediglich eine andere Initialisierung der Schranken erfolgen und
zwischen beiden Algorithmustypen umgeschaltet werden�

��	 Kreiseln und dessen Vermeidung

Wenn der primale oder duale Algorithmus eine unendliche Folge degenerierter Pivot�
Schritte durchf�uhrt� spricht man vom Kreiseln� Das ist die einzige M�oglichkeit daf�ur� da�
ein Simplex�Algorithmus nicht terminiert� Dies sieht man wie folgt� Es gibt maximal

�
n

k

�
verschiedene Basen zum LP ����
� Bei jedem nicht degenerierten Pivot�Schritt �andert sich
der Zielfunktionswert des Basisl�osungsvektors streng monoton fallend f�ur den primalen
und streng monoton steigend f�ur den dualen Algorithmus� Demnach kann die alte Basis
nie wieder angenommen werden� so da� maximal

�
n

k

�
	 � nicht degenerierte Pivot�Schritte

m�oglich sind� Damit ist folgender Satz bewiesen�

Satz ��

Wenn ein Simplex�Algorithmus nicht terminiert� kreiselt er�

Die Vermeidung des Kreiselns ist somit eine wichtige Anforderung f�ur die Brauchbarkeit
von Simplex�Algorithmen� In ��	� wird das Kreiseln zwar als ein rares Ph�anomen beschrie�
ben� das in den meisten Implementierungen aufgrund numerischer Fehler nicht auftrete und
somit nicht ber�ucksichtigt zu werden brauche� Heute werden Simplex�Algorithmen jedoch
vielfach f�ur kombinatorische Optimierungsprobleme eingesetzt� bei denen die Nebenbedin�
gungsmatrix oft nur aus Werten �� � und �� besteht und das LP sowohl primal als auch
dual degeneriert ist� Die dabei auftretenden Basismatrizen sind h�au�g so gut konditioniert�
da� die Degeneriertheit auch numerisch erhalten bleibt� Deshalb kann das Kreiselproblem
nicht mehr unber�ucksichtigt bleiben�

Es gibt eine Reihe theoretischer Ans�atze ���� ��� ��� ����� die �uber spezielle Pricing� und
Quotiententestverfahren ein Kreiseln ausschlie�en� In praktischen Implementierungen wer�
den sie jedoch kaum eingesetzt� Ein Grund daf�ur ist� da� eine strikte Verwendung solcher
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Pivot�Verfahren in der Regel zu wesentlich mehr Iterationen f�uhrt� Dies kann z�B� dadurch
umgangen werden� da�� solange ein Fortschritt bei der L�osung erzielt wird� eine besse�
re Pivot�Strategie verwendet und erst� wenn mehrere degenerierte Schritte nacheinander
ausgef�uhrt worden sind� zeitweise auf eine Kreiselvermeidungsstrategie umgeschaltet wird
�
���

Ein anderer Grund� theoretische Kreiselvermeidungsverfahren nicht in praktischen Im�
plementierungen einzuseztzen� ist� da� sie bei numerisch stabilen Implementierung nicht
mehr anwendbar sind� Sie basieren meist darauf� da� die Basisl�osung w�ahrend des Krei�
selns unver�andert bleibt� Wie in Abschnitt ��� beschrieben wurde� tri�t diese Voraussetzung
bei numerisch stabilen Implementierungen auch im degenerierten Fall nicht immer zu� da
eine leichte Unzul�assigkeit toleriert wird� Dadurch ist es m�oglich� da� ein  numerisches
Kreiseln� mit leicht variierenden L�osungsvektoren und schwankendem Zielfunktionswert
entsteht� Z�B� kann bei Algorithmus � eine Verschlechterung des Zielfunktionswertes auf�
treten� wenn eine Variable di	 � � si � di die Basis verl�a�t� Dies kann durch sog� Shifting
verhindert werden� bei dem die Schranke di z�B� auf si herabsetzt wird�

Das Shifting bildet die Grundlage f�ur die Kreiselvermeidung von SoPlex� die nun anhand
von Algorithmus � beschrieben werden soll� Sie �ahnelt der in ���� vorgeschlagenen Methode�
die bei MPSX zum Einsatz kam� Nach maxcycle Pivot�Schritten ohne Fortschritt wird
beim n�achsten Pivot�Schritt einen Fortschritt erzwungen� indem f�ur alle i� mit si � di � �
und 'si � �� die Schranke di auf di � si	rand������ �����
 geshiftet wird� Dabei ist
rand������ �����
 ein zuf�allig aus dem Intervall ������ �����
 gew�ahlter Wert� F�ur den
Parameter maxcycle hat sich ein Wert in der Gr�o�enordung ��� bew�ahrt �vgl� Abschnitt
����

�

Der Zweck der zuf�alligen Wahl von di ist� die Degeneriertheit auch f�ur zuk�unftige
Pivot�Schritte aufzubrechen� Andere Verfahren perturbieren deshalb das gesamte LP� even�
tuell sogar gleich zu Beginn� Dies erscheint jedoch eher ung�unstig� da so meist mehr
Simplex�Iterationen notwendig werden als ohne Perturbation� Oft hat man n�amlich Gl�uck
und der Simplex�Algorithmus verl�a�t eine degenerierte Ecke ohne weiteres Zutun� Beim
gest�orten LP ist eine solche Ecke in eine Schar von Ecken aufgebrochen� die der Simplex�
Algorithmus nun einzeln traversieren mu�� Entsprechend reicht es v�ollig aus� wenn der
Simplex�Algorithmus eine optimale Basis �ndet � im gest�orten Fall ist dies zwangsl�au�g
auch die einzige und somit schwerer zu �nden�

Handelt es sich um ein Phase���Problem� so ist das Shiften des LPs unproblematisch�
handelt es sich doch ohnehin schon um ein LP mit ver�anderten Schranken� Andernfalls mu�
nach Terminierung mit dem jeweils dualen Algorithmus fortgefahren werden� Dies wird so
lange iteriert� bis ein Algorithmus auf dem unver�anderten LP terminiert�

Es gibt keinen Terminationsbeweis f�ur eine solche Kreiselvermeidungsstrategie� In der
Praxis sind jedoch noch keine F�alle aufgetreten� bei denen der Algorithmus ad in�nitum
zwischen den Phasen umschaltet� weil das LP immer wieder ver�andert wurde� Dies kann
dadurch weiter erschwert werden� indem man die Anzahl maxcycle degenerierter Pivot�
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Schritte vor dem Shiften bei jedem Umschalten hochsetzt�

Ein weiterer Vorteil von Kreiselvermeidungsstrategien mittels Shifting gegen�uber dem
Umschalten auf theoretische Strategien ist� da� die gew�ahlte Pricing�Strategie beibehalten
werden kann� Au�erdem wird ein st�arker modularisierter Softwareentwurf erm�oglicht�

Neben den Arbeiten zur theoretischen Kreiselvermeidung gibt es kaum Literatur �uber
praktikable Strategien� In ���� beschreiben Gill� Murray� Sauders und Wright eine Strate�
gie� bei der der Toleranzparameter � beim Harris�Quotiententest mit jedem Pivot�Schritt
hochgesetzt wird� Wenn anschlie�end in der zweiten Phase des Quotiententests kein Fort�
schritt erzielt wird� shiften sie die Schranke um den aktuellen Wert �� und da � gr�o�er ist
als in der vorigen Iteration� wird so ein Fortschritt erzwungen�

Zwei Nachteile sind bei diesem Verfahren gegen�uber dem zuvor beschriebenen zu ver�
zeichnen� Zum einen w�achst der Toleranzparameter � mit jeder Iteration� Dies entspricht
aber einer gleichzeitigen Relaxierung aller Schranken� auch wenn dies nicht notwendig w�are�
Insbesondere ist nach Terminierung die L�osung bis auf das gerade aktuelle � zul�assig� und
in aller Regel mu� eine weitere Phase angeschlossen werden� Zum anderen f�uhren degene�
rierte Pivot�Schritte i�a� weitere Variablen an die um � relaxierte Schranke heran� Dadurch
schr�ankt man die Wahlfreiheit beim numerischen Quotiententest wieder unn�otig ein� Ins�
besondere ist die Erh�ohung von � essentiell f�ur eine numerisch stabile Implementierung� In
���� wird schlie�lich eine Gegenbeispiel angegeben� f�ur das diese Kreiselvermeidung nicht
funktioniert� Die Konstruktion eines solchen Gegenbeispiels scheitert jedoch f�ur randomi�
sierte Ans�atze� wie sie f�ur SoPlex zugrundegelegt wurden�

��
 Pricing�Strategien

Bei der Aufstellung der Simplex�Algorithmen wurde beim jeweiligen Pricing�Schritt ledig�
lich die Bedingung f�ur w�ahlbare Indizes genannt� Somit sind viele Varianten von Algorith�
men m�oglich� die sich in der konkreten Auswahl� der sog� Pricing�Strategie� unterscheiden�
Dabei ist gerade sie von entscheidender Bedeutung f�ur die Anzahl von Iterationen und
somit f�ur die E�zienz von Simplex�Algorithmen� Es ist jedoch keine Strategie bekannt�
die f�ur alle LP�Probleme am e�zientesten arbeitet� Deshalb werden nun eine Reihe von
Pricing�Strategien vorgestellt�

Der Einfachheit halber gehen wir dazu auf das LP ��� und die Algorithmen � und �
zur�uck� Die Erweiterung auf die Algorithmen mit allgemeiner Basisdarstellung ist problem�
los m�oglich� erfordert jedoch eine kompliziertere Notation� die die zugrundeliegenden Ideen
nur verschleiern w�urde�
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����� Most�Violation Pricing

Dies ist das Verfahren� das urspr�unglich von Dantzig vorgeschlagen wurde� Beim entfer�
nenden Algorithmus wird

p � argminffi � fi � �g

und beim einf�ugenden Algorithmus

q � argminfgi 	 di � gi � dig

gew�ahlt� F�ur einen dualen Algorithmus bedeutet dies� da� die am st�arksten verletzte Un�
gleichung f�ur den Pivot�Schritt herangezogen wird� Beim primalen hingegen wird der In�
dex mit den niedrigsten reduzierten Kosten gew�ahlt� Deshalb ist dieses Verfahren auch als
reduced�cost Pricing bekannt�

����� Partial Pricing

Das partial Pricing stammt aus der Zeit� in der Computer nur �uber wenige Kilobyte
an Hauptspeicher verf�ugten� Um dennoch gr�o�ere Probleme l�osen zu k�onnen� wurde ein
sog� out�of�core�Ansatz verfolgt� Dabei wird jeweils nur ein Teil der Vektoren der Be�
dingungsmatrix im Hauptspeicher gehalten� Wenn dieses Teil�LP gel�ost ist� werden die
nichtbasischen Vektoren durch andere aus dem Massenspeicher ersetzt� Dies wird so lange
iteriert� bis das gesamte LP

�
ausgepriced und das Gesamt�LP gel�ost ist� Als Pricing�

Strategie wird f�ur die Teil�LPs meist das most�violated Pricing eingesetzt�

Auch ohne Hauptspeicherzw�ange hat diese Pricing�Strategie ihre Bedeutung zur Re�
duktion des Rechenaufwands� Statt tats�achlich einen Teil des LPs auszulagern� beschr�ankt
man das Pricing �uber eine gewisse Anzahl von Iterationen auf eine Teilmenge der Nicht�
basisvektoren� Dementsprechend mu� auch der Pricing�Vektor nur f�ur diese Teilmenge von
Indizes berechnet werden� wodurch der Rechenaufwand mitunter stark reduziert werden
kann� Insbesonders f�ur LPs mit m� n f�uhrt dies zu erheblichen Beschleunigungen�

Das partial Pricing kann nur f�ur einf�ugende Algorithmen eingesetzt werden� da f�ur ent�
fernende Algorithmen stets der gesamte Vektor 'g berechnet werden mu�� Damit gewinnt
die Wahlm�oglichkeit zwischen einer zeilenweisen und einer spaltenweisen Darstellung der
Basis zus�atzlich an Bedeutung� denn sie erm�oglicht es� auch den dualen als einf�ugenden
Algorithmus zu verwenden und dadurch das partielle Pricing einzusetzen�

����� Multiple Pricing

Auch das multiple Pricing zielt auf eine Reduzierung des Rechnenaufwandes f�ur die Matrix�
Vektor�Multiplikation beim einf�ugenden Algorithmus� Es basiert auf der Beobachtung� da�
ein beim Pricing w�ahlbarer Index mit hoher Wahrscheinlichkeit auch in der n�achsten Ite�
ration w�ahlbar bleibt�
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Zun�achst wird ein Satz von w�ahlbaren Indizes� sog� Kandidaten� bestimmt� Von ihnen
wir einer �meist nach der most�violated Pricing�Strategie
 f�ur den n�achsten Pivot�Schritt
benutzt� In den folgenden Pivot�Schritten wird das Pricing auf die zuvor gew�ahlte Kandi�
datenmenge beschr�ankt� Dies reduziert wieder den Rechenaufwand zur Berechnung von g�

����� Partial multiple Pricing

Eine wichtige Pricing�Strategie ergibt sich aus der Kombination der beiden zuletzt genann�
ten Methoden� Es ist das partial multiple Pricing� bei dem zur Auswahl der Kandidaten�
menge nur ein Teil der Matrix benutzt wird� Es ist dabei besonders g�unstig� wenn man bei
jedem Pricing�Schritt die Kandidatenmenge wie folgt neu aufbaut� Man nimmt alle noch
w�ahlbaren Indizes der alten Kandidatenmenge und durchsucht einen Teil der Restmatrix
nach weiteren w�ahlbaren Indizes� Diese werden der Kandidatenmenge zugef�ugt�

Mit diesem Verfahren wird schneller als beim multiple Pricing die gesamte Nebenbe�
dingungsmatrix durchsucht� was in der Regel zu einer geringeren Iterationszahl f�uhrt� Der
Rechenaufwand scheint etwas h�oher als beim partial oder multiple Pricing zu sein� was
man jedoch durch Anpassung der Gr�o�e der Kandidatenmenge und der Teile kompensie�
ren kann�

����	 Steepest�edge Pricing

Das steepest�edge Pricing�Verfahren begr�undet sich am besten aus der geometrischen In�
terpretation des Pricings beim primalen Simplex �vgl� Abb� ���
� Betrachte f�ur das LP

min cTx
s�t� Dx � d�

����


den primalen Algorithmus in Zeilendarstellung �Algorithmus �
� Sei S � �P�Q
 eine primal
zul�assige Basis� Beim Pricing soll aus mehreren Richtungen 'x�i� � D��

P� ei� entlang denen
eine Verbesserung m�oglich w�are� eine m�oglichst g�unstige gew�ahlt werden� Die steepest�edge
Pricing�Strategie w�ahlt diejenige aus� die im Sinne des Zielfunktionsvektors am steilsten
ist� Dazu werden die Werte f �i � kcT'x�i�k durch die Norm

	i � k'x�i�k� �����


geteilt� und unter diesen Zahlen wird das Maximum ausgew�ahlt�

p � argmax

�
f �i
	i

� fi � �

�
����



Die Werte
f�i
�i

sind proportional zum Quadrat des Cosinus des Winkels zwischen Zielfunk�

tionsvektor und m�oglicher Fortschrittsrichtung 'x�i� und geben somit die Steilheit an�
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x�Z


DPj �

DPi�

'x�i�

'x�j�

cT'x�i�

cT'x�j�

c

Abbildung ��
� Das steepest
edge
Pricing verhindert� da
 aufgrund unterschiedlicher Normierungen der

Richtungsvektoren �x�i� eine weniger steile Richtung gew�ahlt wird� Diese Situation ist in der Abbildung

dargestellt� Obwohl �x�j� einen geringeren Winkel zum Zielfunktionsvektor �c aufweist als �x�i�� sind die

zugeh�origen reduzierten Kosten h�oher�

Die Berechnung der Werte 	i nach �����
 erforderte einen hohen Rechenaufwand� F�ur
jeden Wert m�u�te ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von 'x�i� gel�ost und
dar�uberhinaus ein Skalarprodukt berechnet werden� Aus diesem Grund galt das steepest�
edge Pricing lange Zeit als zu aufwendig� obwohl bekannt war� da� es zu einer erheblichen
Reduktion der Anzahl der Pivot�Schritte f�uhren kann� Erst als Goldfarb und Reid Update�
Formeln f�ur die Gr�o�en 	i formulierten� wurde es zu einem praktikablen Verfahren ���� ����

Es werden nun die Update�Formeln f�ur 	i f�ur den primalen Simplex in Zeilendarstellung
aufgestellt� Diese Darstellung erlaubt ein besseres geometrisches Verst�andnis als der in ����
beschrittene Weg�

Sei Z � � �P �� Q�
 die Basis nach einem Pivot�Schritt mit Indizes p und q� Nach �����

ist die neue Basismatrix DP �� � V DP�� mit V � I � ep�Dq�D

��
P� 	 eTp 
 und nach ���
�
 gilt

V �� � I 	 ep

�Dq�D
��
P� �p

�Dq�D
��
P� 	 eTp 
� Sei 'x

�i� � D��
P� ei� Dann gilt mit '�x�i� � D��

P ��ei und

tT � Dq�D
��
P� �

'�x�i� � D��
P� V

��ei
� D��

P� �ei 	
ep
tp
�tT 	 eTp 
ei


�

�
D��

P� �ei 	
ti
tp
ep
 � 'x�i� 	 ti

tp
�'x�p� � f�ur i �� p�

D��
P� �ep 	

ep
tp
�tT 	 eTp 
ep
 � �

tp
'x�p� � sonst�
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Daraus ergibt sich

	�p �
�

t�p
	p �����


und f�ur i �� p mit 'x � 'x�p�

	�i � �'�x�i�
T �'�x�i�


� 	i � � ti
tp
'xTD��

P� ei �
�
ti
tp

��
	p�

������


Also mu� f�ur das Aktualisieren der Multiplikatoren 	i bei einem Basistausch ein zus�atzli�
ches Gleichungssystem� n�amlich � � 'xTD��

P� � gel�ost werden� F�ur den allgemeinen entfer�
nenden Algorithmus wird 'x durch 'h und t durch 'f ersetzt�

Um die entsprechenden Formeln f�ur den einf�ugenden Algorithmus aufzustellen� betrach�
ten wir wieder den Spezialfall �����
 und gehen zur�uck auf die Form �����
 der Basismatrix�
Damit kann t � 'x berechnet werden als 'xN � ep und 'xB � 	A��

�B A�p � 	'f � und
f�ur � gilt �TB � 'fTA��

�B und �TN � eTp 	 �TBA�N �

F�ur den einf�ugenden Algorithmus mit Spaltenbasis bezeichne #q den eintretenden und #p
den aus der Basis austretenden Index� Diese entsprechen beim entfernenden Algorithmus
mit Zeilenbasis #q � Pp und B
p � q� Deshalb ist Dq� � eB�p� woraus f�ur t mit �����

tTB � eT
pA

��
�B � 'hT und tTN � 	eTpA

��
�BA�N � 'gTN folgt�

F�ur i � N n f#qg ist deshalb nach ������


	�i � 	i � ��gi
�g�q

�i �
�
�gi
�g�q

��
	
q

� 	i 	 ��gi
�g�q

�BA�i �
�
�gi
�g�q

��
	
q

������


und

	�
q �
	
q
'h�
q

� ������


Der zus�atzliche Rechenaufwand f�ur steepest�edge Pricing beim einf�ugenden Simplex ist
also die L�osung eines Gleichungssystems f�ur �B und die Berechnung der Skalarprodukte
�TBA�i� sofern 'gi �� � ist�

Obwohl die Update�Formeln wegen der besseren geometrischen Anschauung anhand der
primalen Algorithmen entwickelt wurden� k�onnen sie ebenso f�ur die dualen Algorithmen
eingesetzt werden� Dies gilt auch f�ur die Algorithmen mit allgemeiner Basis� Dabei m�ussen
die Werte 	i jedoch nicht aktualisiert werden� wenn kein Basistausch erfolgt� weil eine
Variable von ihrer einen auf ihre andere Schranke verschoben wurde�
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����� Devex Pricing

Beim Devex Pricing handelt es sich um eine Approximation des steepest�edge Pricings�
bei der ein m�oglichst geringer Rechenaufwand anf�allt� indem die Multiplikatoren 	i nicht
exakt bestimmt werden� Es wurde von P� Harris vorgeschlagen �	���

F�ur den einf�ugenden Algorithmus wird f�ur i �� #q anstelle von ������
 folgende Update�
Formel verwendet��

	�i � 	i �

	
'fi
'f
q


�

	
q� ������


f�ur i � #q kann weiter ������
 verwendet werden� Man erh�alt ������
 durch einfaches Weg�
lassen des Summanden in ������
� der die L�osung des zus�atzlichen Gleichungssystems und
die Berechnung der Skalarprodukte erfordern w�urde� Entsprechend erh�alt man f�ur den
entfernenden Simplex f�ur i �� p die Update�Formel

	�i � 	i �

	
ti
tp


�

	�p� ������


wobei f�ur i � p wieder �����
 verwendet wird�

Die Update�Formeln des Devex Pricings f�uhren dazu� da� die Gewichte 	i stetig an�
wachsen� Um dieses Wachstum zu begrenzen� werden sie auf � zur�uckgesetzt� sobald ein
Gewicht einen Schwellwert �uberschreitet� Es hat sich ein Schwellwert von ��
 bew�ahrt�

����
 Weighted Pricing

Wie das steepest�edge oder Devex Pricing� benutzt auch das weighted Pricing Pr�aferenzpa�
rameter 	i f�ur die Pivot�Auswahl� Im Gegensatz zu den erstgenannten werden diese statisch
beim Start des Simplex�Algorithmus festgesetzt und nicht bei jeder Simplex�Iteration ak�
tualisiert� Solch ein Verfahren eignet sich� wenn man �uber eine gute Heuristik verf�ugt�
die Informationen dazu liefern kann� welche Bedingungen bei der optimalen L�osung mit
Gleichheit erf�ullt sein wird� Es k�onnen aber auch Gewichte f�ur allgemeine LPs konstruiert
werden� wie dies in Abschnitt ��
�	 auch f�ur die Konstruktion einer Startbasis beschrieben
wird�

�Von Harris wurde urspr�unglich

��

i � max

�
�i�

�
�fi
�f�q

��

��q

�
�

vorgeschlagen� Diese Approximation erscheint jedoch noch gr�ober als ������	 und hat sich auch bei Tests
mit SoPlex als die schlechtere erwiesen�
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����� Hybrid Pricing

Beim hybriden Pricing versucht man� abh�angig vom zu l�osenden LP� der Basisdarstellung
und des Simplex�Typs den jeweils besten Pricer automatisch einzusetzen� In einer vorl�au��
gen Implementierung f�ur SoPlex wird beim entfernenden Algorithmus das steepest�edge
Pricing eingesetzt� Beim einf�ugenden Simplex wird das partial multiple Pricing verwendet�
wenn die Dimension der Basismatrix klein gegen die Anzahl der sonstigen Vektoren ist�
andernfalls kommt das Devex Pricing zum Einsatz� Besser w�are jedoch ein Verfahren� das
die Strategieauswahl dynamisch anhand von Laufzeitdaten durchf�uhrt�

��� L�osung linearer Gleichungssysteme mit der Basis�

matrix

Dantzig formulierte den Simplex�Algorithmus mit sog� Tableaus� In dieser Formulierung
bedarf es keiner expliziten L�osung von Gleichungssystemen mit der Basismatrix� denn
ein Simplex�Tableau besteht i�w� aus dem Produkt aus der Inversen der Basismatrix und
der gesamten Nebenbedingungsmatrix� Nach jedem Basistausch wird deshalb das gesamte
Simplex�Tableau durch Multiplikation mit V �� nach ���
�
 aktualisiert�

Dieses Vorgehen hat zwei Nachteile gegen�uber dem hier vorgestellten revidierten Sim�
plex� Zum einen akkumulieren sich numerische Fehler� die auch dann nicht behoben wer�
den� wenn sich die Kondition der Basismatrix wieder verbessert� Zum anderen ben�otigt
der Simplex�Algorithmus in Tableauform wesentlich mehr Rechenoperationen und Spei�
cherplatz�

F�ur den revidierten Simplex�Algorithmus stellt sich also das Problem� wie die L�osung
von Gleichungssystemen am besten vorgenommen werden sollte� Basismatrizen beim
Simplex�Algorithmus enthalten typischerweise einen gro�en Prozentsatz von Einheitsvek�
toren� Diese stammen bei einer spaltenweisen Darstellung von Schlupfvariablen und bei
einer Zeilenbasis von den Schranken der Variablen� Die anderen Spalten oder Zeilen der
Basismatrix sind Spalten oder Zeilen der Nebenbedingungsmatrix und enthalten damit
i�a� auch nur wenige von Null verschiedene Elemente �NNEs
�

Basismatrizen sind also i�a� nicht symmetrisch und d�unnbesetzt� was so viel hei�t wie�

�
es lohnt sich aus Geschwindigkeitsgr�unden� beim gegebenen numerischen Problem nur die
NNEs der Matrix statt eines zweidimensionalen Feldes zu speichern �dichtbesetzt
� O�en�
bar handelt es sich hierbei um keine strenge De�nition� Vielmehr h�angt die D�unnbesetztheit
einer Matrix von der gew�ahlten Rechnerarchitektur
 und den gew�ahlten Datentypen zur

	Ein Vektor
 oder Parallelrechner kann linear abgespeicherte Daten wesentlich schneller berechnen als
bei einem unstrukturierten Zugri� auf den Speicher� Dementsprechend kann f�ur derartige Architekturen
ein Algorithmus auf dichten Daten e�zienter ausgef�uhrt werden als ein Algorithmus� der auf d�unnen Daten
operiert und weniger Operationen ausf�uhrt�
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Repr�asentation der NNEs einer Matrix ab� Heute aufgestellte LPs sind fast immer d�unn
besetzt� unabh�angig von der Rechnerarchitektur�

Es gibt zwei Ans�atze zur numerischen L�osung von linearen Gleichungssystemen n�amlich
direkte und iterative L�oser� Wie in Abschnitt ����� aufgezeigt wird� erscheinen letztere auf
den ersten Blick vielversprechend� scheiden jedoch aus� da ihre Konvergenz nicht gen�ugend
abgesichert werden kann� Deshalb werden bei Implementierungen des Simplex�Algorithmus
direkte Methoden eingesetzt� Sie werden in den Abschnitten ����� und ����� diskutiert� In
letzterem wird auch die f�ur SoPlex implementierte Version einer LU�Zerlegung der Ba�
sismatrix beschrieben� In Abschnitt ����� wird die L�osung von Gleichungssystemen bei
gegebener LU�Zerlegung der Matrix beschrieben� Aus E�zienzgr�unden ist es angezeigt�
eine LU�Zerlegung der Basismatrix f�ur eine Folge von Pivot�Schritten zu nutzen� Zwei
Methoden� dies zu tun� werden in Abschnitt ����� vorgestellt�

��
�� Iterative L�oser

Iterative L�oser f�ur lineare Gleichungssysteme verbessern iterativ �daher der Name
 eine
Approximation des L�osungsvektors bis die gew�unschte Genauigkeit erreicht wird� In jede
Iteration geht meist nur die Matrix� der Vektor der rechten Seite und die aktuelle Appro�
ximation des L�osungsvektors ein� wodurch der Speicherbedarf im Gegensatz zu direkten
L�osern f�ur d�unnbesetzte Matrizen beschr�ankt bleibt�

F�ur die Implementierung von Simplex�Algorithmen erscheint ein weiterer Punkt vor�
teilhaft� Gibt es etwa beim dualen Simplex noch

�
sehr stark verletzte Ungleichungen�

so erkennt man diese auch� wenn die Genauigkeit des aktuellen Basisl�osungsvektors noch
gering ist� Mit Fortschreiten der L�osung des LPs kann die Genauigkeit der L�osungsvek�
toren angepa�t werden� Dabei kann der L�osungsvektor der vorigen Simplex�Iteration als
Startwert f�ur die iterative L�osung des Gleichungssystems f�ur den neuen Basisl�osungsvek�
tor benutzt werden� Ferner bieten iterative L�oser bessere Ans�atze zur Parallelisierung als
die Vorw�arts� und R�uckw�artssubstitution� da ihnen weniger Sequentialit�at inh�arent ist
�
�� �
� 		�� Grund genug also� die Anwendbarkeit iterativer Gleichungssystemsl�oser f�ur
den Simplex�Algorithmus zu untersuchen� Dazu geben wir eine kurze Einf�uhrung in die
Materie� F�ur einen umfassenderen �Uberblick sei z�B� auf ���� 	� verwiesen�

Es gibt zwei Ans�atze f�ur iterative Gleichungssysteml�oser� Klassische Iterationsverfahren
basieren auf einer Fixpunktiteration

xk�� � Gxk � g� mit G � I 	Q��B und g � Q��b� ������


wobei Q�� eine �regul�are
 Approximation von B�� ist� O�enbar ist nach Konvergenz x �
xk�� � xk die L�osung des Gleichungssystems� denn aus x � Gx�g � x	Q���Bx	b
 folgt
Bx � b� Verschiedene Iterationsverfahren unterscheiden sich in der Wahl von Q� Schon
beim einfachen Fall symmetrischer positiv de�niter Matrizen B konvergieren derartige
Iterationsverfahren jedoch nur falls der Spektralradius 	�G
 � � ist� Somit scheiden sie
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f�ur die Anwendung in Simplex�Algorithmen aus� denn f�ur allgemeine Basismatrizen kann
keine Konvergenz garantiert werden��

Modernere Iterationsverfahren sind Varianten des Verfahrens der konjugierten Gradien�
ten� Ihr Vorteil ist� da� f�ur beliebige symmetrisch positiv de�nite Matrizen die Konvergenz
nachgewiesen werden kann� Die Konvergenzgeschwindigkeit h�angt jedoch von der Kondi�
tion der Matrix B ab �����

�x	 xk

TB�x	 xk
 � �

�p
��B
	 �p
��B
 � �

�k

�x	 x�

TB�x	 x�
� �����	


Erweiterungen von Konjugierte�Gradienten�Methoden auf unsymmetrische Matrizen ba�
sieren auf der Symmetrisierung des Gleichungssystems zu

BTBx � BT b� ������


Dies verschlechtert jedoch die Konvergenzgeschwindigkeit� denn ��BTB
 � ��B
��

Eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit von Konjugierten�Gradienten�Me�
thoden besteht in der sog� Vorkonditionierung� Dazu wird die Matrix B von beiden Sei�
ten mit einer Vorkonditionierungsmatrix C bzw� CT multipliziert� Die Matrix C wird so
gew�ahlt� da� mit ihr die Gleichungssysteme direkt l�osbar sind� und die Kondition von
CBCT klein ist� F�ur Gleichungssysteme� die aufgrund ihrer Herkunft �etwa der L�osung
partieller Di�erentialgleichungen
 eine vorhersagbare Struktur haben� k�onnen wirkungs�
volle problemspezi�sche Vorkonditionierer entwickelt werden�

F�ur den Einsatz in einem allgemeinen Simplex�Algorithmus bedarf es jedoch eines
verl�a�lichen allgemeing�ultigen Vorkonditionierers� Dieser entspr�ache aber einer Approxi�
mation eines direkten L�osers� Damit sollte� zumal in der Praxis bew�ahrt� ein vollst�andiger
direkter L�oser den Vorzug erhalten�

Auch wenn iterative L�oser f�ur Simplex�Algorithmen ausscheiden� k�onnten sie den�
noch f�ur die Lineare Programmierung von Nutzen sein� Der Hauptaufwand innere�Punkte�
Verfahren besteht in der L�osung von Gleichungssystemen mit der Matrix ATA� wobei A die
Nebenbedingungsmatrix bezeichnet� Diese ist o�enbar symmetrisch� und es bleibt zu unter�
suchen� ob damit gen�ugend Struktur vorhanden ist� um einen geeigneten Vorkonditionierer
zu de�nieren� Ein m�oglicher Vorteil bei der Anwendung iterativer L�oser l�age in der besse�
ren Parallelisierbarkeit und in der M�oglichkeit� inexakte Methoden zu realisieren� d�h� die
Genauigkeit der L�osung von Gleichungssystemen den aktuellen Erfordernissen innerhalb
des inneren�Punkte�Verfahrens anzupassen�


Es gibt sogar eine Publikation ����� die eine Implementierung des Simplex
Algorithmus mit dem Gau


Seidel
Verfahrens �Q ist die obere Dreiecksmatrix von B	 beschreibt� Allerdings ist diese Implementierung
eher ein Kuriosum als ein zuverl�assiger Algorithmus�
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��
�� Direkte Methoden

Bei direkten L�osungsverfahren wird die Matrix B in ein Produkt von Matrizen trans�
formiert� mit denen Gleichungssysteme direkt gel�ost werden k�onnen� Beim Simplex�
Algorithmen kommen dabei zwei Typen von Matrizen zum Einsatz� Rang���Update�
Matrizen und Dreiecksmatrizen� Andere direkte L�osungsmethoden� wie z�B� mit Givens�
Rotationen oder Householder�Re�exionen ���� werden trotz besserer numerischer Eigen�
schaften aufgrund ihres h�oheren Rechenaufwands und der schlechteren Ausnutzung der
Besetzungstruktur nicht verwendet�

Rang���Update�Matrizen haben die Form

V � I � el��
T 	 eTl 
 �����



und wurden bereits f�ur den Basistausch �vgl� �����

 eingef�uhrt� Die Inverse solcher Matri�
zen kann nach ���
�
 direkt angegeben werden� so da� sie sich zur Konstruktion direkter
L�osungsverfahren eigenen� Die linksseitige Multiplikation einer Matrix B mit V ergibt die
Matrix B� � V B � B � el��

TB	Bl�
� die aus B durch Austausch der l�ten Zeile mit �TB
resultiert�

Historisch wurde f�ur den revidierten Simplex�Algorithmus zun�achst die sog� Produkt�
form der Inversen �PFI
 verwendet ���� 	��� Bei der PFI wird die Einheitsmatrix durch das
maximal n�fache Produkt von Rang���Update�Matrizen in die Matrix B transformiert�

B � Vn � � � � � V� � I�

Stimmen dabei einige Zeilen von B mit der Einheitsmatrix �uberein� so bedarf es entspre�
chend weniger Matrixmultiplikationen� Die Reihenfolge der ausgetauschten Zeilen ist dabei
entscheidend f�ur die numerische Stabilit�at und den Speicherverbrauch der PFI�

Beim Simplex�Algorithmus werden die Vektoren � ohnehin f�ur die Updates berechnet�
so da� die PFI als die f�ur Simplex�Algorithmen nat�urliche Wahl erscheint� Im Laufe des
Simplex�Algorithmus nimmt jedoch die numerische Stabilit�at der PFI ab und der ben�otig�
te Speicheraufwand zu� Deshalb mu� die PFI von Zeit zu Zeit neu mit einer besseren
Pivotreihenfolge berechnet werden�

Untersuchungen haben gezeigt� da� die PFI i�a� einen gr�o�eren Speicherbedarf aufweist
als die im n�achsten Abschnitt dargestellte LU�Zerlegung ����� Da der Speicherbedarf et�
wa der Berechungszeit zur L�osung von Gleichungssystemen entspricht� verwenden heutige
Implementierungen des Simplex�Algorithmus die LU�Zerlegung der Basismatrix� Dennoch
bleibt auch die PFI weiterhin interessant� denn Rang���Update�Matrizen werden mitunter
f�ur Basistauschschritte verwendet �vgl� Abschnitt �����
�
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��
�� LU Zerlegung

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

Bx � b ������


oder xTB � bT � ������


wobei B � Rn�n und x� b � Rn � Wenn nichts weiter gesagt wird� seien im folgenden
Matrizen und Vektoren entsprechender Dimensionen vorausgesetzt�

Bei der LU�Zerlegung �oder Faktorisierung
 einer regul�aren Matrix B werden Permu�
tationsmatrizen P und Q sowie regul�are Matrizen L und U bestimmt� derart da�

B � LU ������


gilt� wobei #L � PLQ eine untere und #U � PUQ eine obere Dreiecksmatrix ist� An�
schlie�end k�onnen Gleichungssysteme der Form ������
 mit folgenden Operationen gel�ost
werden�

�� Vorw�arts�Substitution� L�ose Ly � b
�� R�uckw�arts�Substitution� L�ose Ux � y

Entsprechend l�ost man Gleichungssysteme der Form ������
 mit�

�� R�uckw�arts�Substitution� L�ose yTU � bT

�� Vorw�arts�Substitution� L�ose xTL � y

Die Permutation von L und U wird direkt in den Substitutions�Algorithmus integriert�

Die LU�Zerlegung von B geschieht mit Gau�scher Elimination� Dabei wird die Matrix
B einer Folge von Transformationen unterzogen� derart da�

B � B� � B� � � � � � Bn � U� ������


Eine Transformation wird Pivot�Schritt genannt�� Bei jedem Pivot�Schritt werden ein Spal�
te von L erzeugt und die Permutationsmatrizen aufgebaut� Die letzte Spalte von L ist ein
Einheitsvektor�

F�ur jede Transformation s � �� � � � � n 	 � wird zun�achst ein NNE� etwa Bs
isjs� der

aktuellen Matrix� das sog� Pivot�Element� gew�ahlt� Die Zeile is hei�t die Pivot�Zeile und
die Spalte js die Pivot�Spalte der s�ten Transformation� Is respektive Js bezeichnen die
Menge der Zeilen� bzw� Spaltenindizes� aus denen bis zur s�ten Transformation noch kein
Pivot�Element gew�ahlt wurde� Somit gilt I� � f�� � � � � ng � J�� Schlie�lich werden die
Permutationsmatrizen ausgehend von P � Q � � w�ahrend der LU�Zerlegung aufgestellt�

�Es mu
 also zwischen Pivot
Schritten beim Simplex
 und beim LU
Zerlegungs
Algorithmus unterschie

den werden� Urspr�unglich stammt die Bezeichnung Pivot
Schritt jedoch aus der LU
Zerlegung� Der Grund
auch beim Simplex
Algorithmus von Pivot
Schritten zu sprechen� liegt bei seiner urspr�unglichen Formulie

rung in Tableau
Form� wo die Iterationen eine gr�o
ere �Ahnlichkeit zu den Eliminations
Schritten bei der
LU
Zerlegung aufweisen�
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Algorithmus � �LU
Zerlegung�

F�ur s � �� � � � � n�

Schritt � �Pivot�Auswahl��
W�ahle ein Pivot�Element Bs

isjs �� �
 mit is � Is und js � Js�

Schritt � �Permutation��
Setze
Piss � � und
Qsjs � �

Schritt � �L�Loop��
F�ur i � Is�

Setze Lijs � Bs
ijs
B

s
isjs

Schritt �� Setze
Is�� � Is n fisg und
Js�� � Js n fjsg

Schritt � �Update�Loop��
F�ur i � Is��
 j � Js�

Setze Bs��
ij � Bs

ij 	 Lijs �B
s
isj

F�ur i �� Is��
 j � f�� � � � � ng�
Setze Bs��

ij � Bs
ij

Bei Termination von Algorithmus � sind P und Q Permutationsmatrizen� und #U � PBnQ
ist eine obere Dreiecksmatrix� w�ahrend #L � PLQ untere Dreiecksgestalt hat� Falls die
Matrix singul�ar ist� schl�agt bei einer Iteration Schritt � fehl�

Die Matrizen B� bis Bn werden nicht alle neu erzeugt� Stattdessen wird eine Arbeits�
matrix in jeder Iteration manipuliert� die jeweils vorige geht dabei verloren� Deshalb wird
die zweite Schleife in Schritt �� die lediglich alle Elemente� die nicht zur aktiven Submatrix
geh�oren� in die n�achste Matrix �ubertr�agt� nicht explizit durchgef�uhrt� Dasselbe gilt auch
f�ur alle Matrixelemente� die z�B� wegen Lijs � � unver�andert bleiben�

������� Numerische Aspekte bei der Pivot�Auswahl

Zur Untersuchung der numerischen Stabilit�at in R�uckw�artsanalyse �vgl� Abschnitt ���

mu� die Norm der Matrix

H � (L (U 	B ������


abgesch�atzt werden� wobei (L und (U die numerisch gewonnenen Faktoren bezeichnen� F�ur
die Elemente von H kann folgende Absch�atzung gewonnen werden

jHijj � �����nmax
s
fjBs

ijjg� ������
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wobei � die Maschinengenauigkeit bezeichnet ����� Somit mu� das Wachstum der Matrix�
elemente w�ahrend des Eliminationsprozesses kontrolliert werden�

Bei der Pivot�Auswahl bietet sich eine M�oglichkeit� das Wachstum der Koe�zienten
w�ahrend des Eliminationsprozesses zu steuern� O�enbar f�uhren kleine Werte jBs

isjsj in
Schritt � eher zu einem Anstieg der Koe�zienten als gro�e� Verschieden stabile Varian�
ten des LU�Zerlegungsalgorithmus unterscheiden sich daher darin� mit welchem Aufwand
nach betragsgro�en Pivot�Elementen gesucht wird� Beste Stabilit�at bietet nat�urlich die
sog� vollst�andige Pivot�Suche� bei der jeweils das betragsgr�o�te Element der aktiven Ma�
trix Bs

IsJs gew�ahlt wird� Dessen Bestimmung bedeutet aber oft einen nicht akzeptablen
Rechenaufwand� so da� meist weniger strenge Varianten zum Einsatz kommen� Oft wird
das betragsgr�o�te Element einer Spalte oder Zeile gew�ahlt �partielle Pivot�Suche
� Wie
im folgenden Abschnitt beschrieben� werden bei d�unn besetzten Matrizen noch weniger
strenge Anforderungen gestellt�

������� Pivot�Auswahl f�ur d�unnbesetzte Matrizen

W�ahrend eines Eliminationsschrittes kann in Schritt � ein Elemente Bs��
ij �� � werden�

f�ur das Bs
ij � � galt� Derartige Elemente hei�en Fillelemente� Damit auch die Faktoren L

und U d�unnbesetzt bleiben� mu� darauf geachtet werden� da� m�oglichst wenig Fillelemente
entstehen�

Das folgende ist das Standardbeispiel f�ur den entscheidenden Ein�u� der Pivot�Auswahl
auf die Anzahl von Fillelementen� W�ahlt man bei einer Matrix mit der Besetzungsstruktur�

BBB�
� � � � � �
� �
���

� � �

� �

�
CCCA

als Pivot�Element �� so entsteht nach diesem Eliminationsschritt eine dicht besetzte Matrix�
W�ahlt man hingegen ein anderes Diagonalelement� so entsteht kein weiteres Fillelement�
Leider ist die Bestimmung der Folge von Pivot�Elementen� die zur geringsten Menge von
Fillelementen f�uhrt� ein NP�schweres Problem ������ Deshalb wurden verschiedene Heuri�
stiken entwickelt� um den Fill gering zu halten�

Es gibt zwei grundlegende Ans�atze zur Fillminimierung� Der eine besteht darin� die
Matrix vor der Faktorisierung so zu permutieren� da� anschlie�end die Diagonalelemente als
Pivot�Elemente verwendet werden k�onnen und m�oglichst wenig Fillelemente auftreten� Ein
Beispiel hierf�ur sind sog� Skyline Solver� bei denen eine Permutation der Zeilen und Spalten
der Matrix gesucht wird� so da� alle NNEs

�
nahe an der Diagonalen liegen� Dadurch ist bei

der anschlie�enden Faktorisierung gew�ahrleistet� da� sich der Fill auf einen engen Bereich
um die Diagonale �die Skyline
 beschr�ankt� Diese Methode eignet sich besonders f�ur den
symmetrischen Fall� wenn zus�atzlich noch eine spezielle Struktur der Matrix ausgenutzt
werden kann �etwa von Finite�Elemente�Gittern
�
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Der zweite Ansatz ist die lokale Fillminimierung� Dabei werden w�ahrend des Eliminati�
onsvorganges die Pivot�Elemente so gew�ahlt� da� in jedem Schritt nur ein geringer Fill zu
erwarten ist� F�ur Matrizen ohne bekannte Struktur haben sich lokale Methoden als g�unsti�
ger erwiesen� Seien rSi und cSj die Anzahl der NNEs in der i�ten Zeile bzw� der j�ten Spalte
der aktiven Matrix Bs

IsJs im s�ten Eliminationsschritt� Dann ist ms
ij � �rsi 	 �
�csj 	 �


wegen Schritt � eine ober Schranke f�ur die Anzahl von Fillelementen� die bei der Wahl von
Bs
ij als Pivot�Element im s�ten Schritt entstehen kann� Man nennt ms

ij die Markowitz�Zahl
der Elementes Bs

ij� Lokale Pivot�Strategien w�ahlen als Pivot�Elemente solche mit geringer
Markowitz�Zahl� Verschiedene Varianten unterscheiden sich darin� wieviel Aufwand f�ur die
Suche nach Elementen mit niedriger Markowitz�Zahl getrieben wird�

Bei der Fillminimierungmu� jedoch auch die Stabilit�at der LU�Zerlegung ber�ucksichtigt
werden� Wie in ������� beschrieben� m�ussen daf�ur Pivot�Elemente mit m�oglichst gro�em
Betrag gew�ahlt werden� Es gilt also� einen Kompromiss zwischen Fillminimierung �kleinste
Markowitz�Zahl
 und Stabilit�at �betragsgr�o�tes NNE
 zu schlie�en� In der Praxis hat sich
daf�ur die Schwellwertpivotsuche bew�ahrt� F�ur einen vorgegebenen Schwellwert � � u � �
werden als Pivot�Elemente alle NNEs erlaubt� f�ur die

jBs
isjsj � u �max

j�Js
jBs

isjj ������


gilt� F�ur u � � entspricht dies der partiellen Pivot�Suche� Kleinere Werte von u erlauben
die Wahl von Pivot�Elementen mit kleinerer Markowitz�Zahl� m�oglicherweise jedoch auf
Kosten der Stabilit�at� Als g�unstig haben sich Schwellwerte u � ���� erwiesen�

������� Implementierung

In den vorigen beiden Abschnitten wurde der Rahmen f�ur die Wahl des L�osungsverfahrens
f�ur lineare Gleichungssysteme im Simplex�Algorithmus abgesteckt� Nun soll die f�ur So�
Plex gew�ahlte Variante und deren Implementierung vorgestellt werden� Dabei gilt es zwei
Aspekte zu beschreiben� in denen sich Unterschiede verschiedener Implentierungen von
LU�Zerlegungsalgorithmen f�ur d�unnbesetzte nicht symmetrische Matrizen manifestieren�
Dies ist zum einen das zugrundeliegende Datenlayout zur Speicherung der d�unnbesetzten
Matrizen und zum anderen die Strategie bei der Suche nach g�unstigen Pivot�Elementen
im Sinne der Schwellwertpivotsuche�

Es gibt eine Reihe unterschiedlicher Speicherschemata f�ur d�unnbesetze Matrizen
���� 
��� Dabei unterscheidet man zwischen der Speicherung der NNEs in Feldern und ihrer
Speicherung in verketteten Listen� Von der Komplexit�atsabsch�atzung her sind f�ur LU�
Zerlegungsalgorithmen� bei der Fillelemente entstehen und andere Elemente Null werden
k�onnen� doppelt verkettete Listen besonders geeignet �
��� Auf heutigen Cachearchitektu�
ren treten aber bei einem Listenansatz h�au�g sog� Cache�Misses� auf� da kein regul�arer

�Ein Cache
Miss f�uhrt dazu� da
 der Prozessor seine Arbeit einige Taktzyklen unterbrechen mu
�
bis die geforderten Daten vom Hauptspeicher nachgeladen wurden� Dadurch verlangsamt sich die
Bearbeitungsgeschwindigkeit�
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NNE�Feld

start�i� start�j�

num�i�

max�i�

Abbildung ���� Speicherlayout f�ur die NNEs der Zeilen der Arbeitsmatrix beim LU


Zerlegungsalgorithmus von SoPlex� Alle NNEs aller Zeilen werden in einem gemeinsamen NNE
Feld

gehalten� F�ur die i
te Zeile wird jeweils ein Zeiger start�i� auf das erste NNE in dem Feld sowie die

Anzahl num�i� der NNEs der i
ten Zeile gespeichert� Schlie
lich wird die Anzahl der NNEs im Feld bis

zur n�achsten Zeile in max�i� verwaltet�

Speicherzugri� erfolgt�

Deshalb wurde f�ur SoPlex einer Speicherung in Feldern der Vorzug gegeben� �ahnlich der
in ���� beschriebenen� Die Arbeitsmatrix wird zeilenweise abgespeichert� Die NNEs aller
Zeilen werden in einem Feld verwaltet� F�ur Zeile i wird in start�i� ein Zeiger auf das
erste NNE in diesem Feld� in num�i� die Anzahl der NNEs des Zeilenvektors und in max�i�

die Anzahl der im Feld verf�ugbaren NNE�Speicherpl�atze bis zur n�achsten Zeile gespeichert
�vgl� Abbildung ��

�

Es werden also nicht nur die NNEs sondern auch die
�
L�ocher dazwischen verwaltet� Die

Di�erenz max�i� � num�i� beschreibt unbenutzten NNE�Speicher� in dem Fillelemente f�ur
die i�te Zeile erzeugt werden k�onnen� Entstehen hingegen Fillelemente wenn max�i� ��

num�i� gilt� so wird die betro�ene Zeile an das Ende des benutzten Teils des NNE�Feldes
kopiert� wo noch gen�ugend Speicherplatz f�ur die Fill�Elemente bereitsteht �andernfalls
wird das Feld vergr�o�ert
� Dabei wird der von der verschobenen Zeile zuvor beanspruchte
Platz der davor be�ndlichen Zeile als freier NNE�Speicher hinzugef�ugt� Um dies e�zient
durchf�uhren zu k�onnen� werden alle Zeilen in einer doppelt verketteten Liste verwaltet� die
nach der Anfangsaddresse im NNE�Feld sortiert ist�

Schlie�lich werden die Indizes der Matrix�NNEs auch spaltenweise abgespeichert� wobei
dasselbe Layout benutzt wird� Dies erm�oglicht auch einen spaltenweisen Zugri� zumindest
auf die Indizes der NNEs der Matrix�

Das zweite Unterscheidungskriterium f�ur verschiedene LU�Faktorisierungsalgorithmen
ist die Pivot�Auswahl� Auch hier orientiert sich SoPlex an der in ���� beschriebenen Stra�
tegie� die wiederum geringf�ugig abge�andert wurde� Es werden doppelt verkettete Listen
Zi und Si f�ur i � �� � � � � n gef�uhrt� Jeder Zeilenindex i und Spaltenindex j der aktiven
Teilmatrix wird in der Liste Zrsi

bzw� Scsj verwaltet� Wenn sich die Anzahlen der NNEs rsi
oder csj bei einem Pivot�Schritt �andern� werden die Indizes i bzw� j in die entsprechenden
Listen verschoben�
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Die Listen erm�oglichen einen schnellen Zugri� auf Zeilen bzw� Spalten mit genau i
NNEs� Insbesondere kann schnell von kleinen Werten aufw�arts die Zeile oder Spalte mit
der geringsten Anzahl von NNEs gesucht werden� Aus einigen ����
 in diesem Sinne ersten
Zeilen oder Spalten wird dasjenige NNE als Pivot�Element ausgew�ahlt� da� die geringste
Markowitzzahl aufweist und die Schwellwertbedingung erf�ullt�

Zur �Uberpr�ufung der Schwellwertbedingung mu� der gr�o�te Betrag in einer Zeile be�
stimmt werden� Um dies nicht f�ur jedes untersuchte NNE erneut zu bestimmen� wird ein
Feld maxabs verwaltet� Ein Wert maxabs�i� � � zeigt an� da� der gr�o�te Betrag in der
i�ten Zeile nicht bekannt ist� Immer wenn er berechnet wird� wird er in maxabs�i� einge�
tragen� �Andert sich aber etwas an der i�ten Zeile� so wird wieder maxabs�i� � �� gesetzt�
Dadurch wird das Maximum immer nur dann bestimmt� wenn es ben�otigt wird� zuvor aber
noch nicht berechnet wurde�

Eine weitere wesentliche Eigenschaft der Implementierung f�ur SoPlex ist� da� sie gleich�
zeitig ein Ma� f�ur die Stabilit�at der LU�Zerlegung bestimmt� Dazu wird das Maximum
maxsfjBs

ijjg mitgerechnet und auch bei den im folgenden Abschnitt zu beschreibenden Up�
dates der LU�Zerlegung aktualisiert� Falls nach erfolgter Faktorisierung keine hinreichende
Stabilit�at erreicht wurde� wird die LU�Zerlegung mit erh�ohtem Parameter u wiederholt�
Dies wird so lange iteriert� bis entweder eine stabile Zerlegung gefunden oder mit u � �
eine partielle Pivot�Suche verwendet wurde� Letzteres tritt in der Praxis nur sehr selten
ein�

��
�� L�osung von Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen

Wie im vorigen Abschnitt beschrieben m�ussen zur L�osung von linearen Gleichungssystemen
bei gegebener LU�Zerlegung der Matrix B � LU Gleichungssysteme mit den permutierten
Dreiecksmatrizen L und U gel�ost werden� F�ur Gleichungssysteme der Form ������
 sind
dies

Ly � b �����	


und Ux � y� ������


wof�ur nun die zugeh�origen Algorithmen� die Vorw�arts� und R�uckw�artssubstitution� dar�
gestellt werden� Die entsprechenden Algorithmen f�ur Gleichungssysteme der Form ������

erh�alt man einfach durch Transposition und werden deshalb nicht n�aher beschrieben�

Betrachte zun�achst die L�osung des Systems �����	
� wobei L eine untere Dreiecksmatrix
mit Diagonalelementen � sei� Der L�osungsalgorithmus arbeiten in n Schritten� wobei n die
Dimension von L ist� Ausgehend von y � b wird y in jedem Schritt aktualisiert� wobei
jeweils ein weiteres Element des L�osungsvektors von �����	
 berechnet wird� Dabei wird
ausgenutzt� da� es wegen der Dreiecksgestalt von L jeweils eine Zeile mit nur noch einer
Unbekannten gibt�
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Algorithmus � �Vorw�artssubstitution�

Sei y � b � Rn und L � Rn�n eine untere Dreiecksmatrix�
F�ur i � �� � � � � n�

F�ur j � i � �� � � � � n�
Setze yj � yj 	 yi � Lji

Ersichtlich berechnet Algorithmus 
 y gem�a� yj � bj 	
Pj��

i�� Ljiyi� wobei die Summe �uber
mehrer Iterationen von i verteilt ausgewertet wird� Dies erm�oglicht es� D�unnbesetztheit
von b und y algorithmisch auszunutzen� Wann immer in einer Iteration yi � � auftritt�
kann die Schleife �uber j ausgelassen werden� Die Besetzungsstruktur von L wird bei der
Schleife �uber j ausgenutzt� indem man sie auf die NNEs der i�ten Spalte von L einschr�ankt�

Der Algorithmus zur L�osung von ������
 funktioniert analog zu Algorithmus 
�

Algorithmus � �R�uckw�artssubstitution�

Sei x � y � Rn und U � Rn�n eine obere Dreiecksmatrix�
F�ur i � n� � � � � ��

xi � xi
Uii

F�ur j � i	 �� � � � � ��
Setze xj � xj 	 xi � Uji

Bei beiden Algorithmen 
 und � k�onnen die Permutationen P und Q direkt in die Verwal�
tung der Indizes i und j eingearbeitet werden�

Um die Besetzungsstruktur von y bzw� x wie oben beschrieben auszunutzen� m�ussen L
und U spaltenweise abgespeichert werden� Entsprechend bedarf es f�ur Gleichungssysteme
der Form xTB � bT bei L und U einer zeilenweisen Speicherung der Matrizen� Da bei
Simplex�Algorithmen beide Formen von Gleichungssystemen gel�ost werden m�ussen� werden
die Faktoren L und U sowohl zeilen� als auch spaltenweise gespeichert�

Schlie�lich kann bei besonders d�unnbesetzten Gleichungssystemen und Vektoren b eine
weitere Geschwindigkeitssteigerung erzielt werden� Die Algorithmen 
 und � durchlaufen
immer die gesamte Schleife f�ur i von � bis n� Dabei mu� dann jedoch nur f�ur wenige In�
dizes i die Schleife �uber j durchgef�uhrt werden� da meistens yi � � bzw� xi � � gilt� Um
auch die Schleife �uber i zu verk�urzen� kann man in einem d�heap die Indizes der NNE im
Arbeitsvektor x oder y mitf�uhren� Ein d�heap bietet einen direkten Zugri� auf den jeweils
niedrigsten bzw� h�ochsten Index� so da� sofort auf das n�achste NNE in der i�Schleife zuge�
gri�en werden kann� Nat�urlich bedingt die Verwendung eines d�Heaps einen zus�atzlichen
Verwaltungsaufwand� Deshalb schaltet die f�ur SoPlex vorgenommene Implementierung auf
den heaplosen Algorithmus um� sobald der Heap

�
zu voll wird� Bezeichne h die Anzahl

der Indizes im Heap� Es wird auf den originalen Algorithmus � zur�uckgeschaltet� sobald
d � �i� bzw� bei Algorithmus 
� wenn d � ��n 	 i
 gilt� F�ur � hat sich ein Wert von ����
bew�ahrt� Damit wird der d�Heap nur in seltenen F�allen verwendet� Es gibt jedoch Beispiele�
bei denen er eine deutliche Beschleunigung des Simplex�Algorithmus verursacht�
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��
�	 Basis�Updates

In jeder Iteration von Simplex�Algorithmen sind zwei lineare Gleichungssysteme mit der
Basismatrix zu l�osen� wobei sich diese von Iteration zu Iteration �andert� Jedesmal eine neue
LU�Zerlegung zu berechnen w�are zu aufwendig� zumal sich die Basismatrix nur in einer
Zeile oder Spalte gegen�uber der aus der vorigen Iteration unterscheidet und es geeignete
Verfahren gibt� um die alte LU�Zerlegung weiter zu verwenden� Zwei solcher sog� LU�
Updates� n�amlich die Produktform �PF
 ���� und der Forest�Tomlin Update ��	� in der
Implementierung nach ����� werden in diesem Abschnitt am Beispiel des in der Literatur
�ublicheren Falles eines Spaltentausches beschrieben� Beide wurden f�ur SoPlex implemen�
tiert� das zweite wegen seiner besonderen E�zienz ��	� und PF wegen seiner Anwendung
beim parallelen Simplex �vgl� Abschnitt �����
� Nicht implementiert wurde das Verfahren
von Bartels und Golub ���� mit seinen Weiterentwicklungen �
�� 
	� oder spezielle Upda�
teverfahren f�ur Vektorcomputer �����

Betrachte die Matrix B� zu der die LU�Zerlegung B � LU bekannt sei� Die Matrix
B� � BV � mit V � �I � �B��r 	 el
e

T
l 
 geht aus B durch Austausch der l�ten Spalte mit

dem Vektor r hervor� Das Ziel ist es� ein Verfahren zu �nden� mit dem Gleichungssysteme
mit B� unter Verwendung der LU�Zerlegung von B gel�ost werden k�onnen�

Das urspr�ungliche Verfahren� das f�ur Simplex�Algorithmen verwendet wurde� basiert
auf �der transponierten Version von
 Gleichung ���
�
� Damit kann man Gleichungssysteme
der Form B�x � b l�osen� indem man zun�achst Bx� � b mit der bekannten LU�Zerlegung
von B l�ost und anschlie�end

x� � x �
xl

�B��r
l
�B��r 	 el
 � V ��x �����



bestimmt� Dabei wird der Vektor B��r ohnehin als 'f im Simplex�Algorithmus berechnet�
Bei mehreren Updates m�ussen entsprechend viele Korrekturschritte nach �����

 durch�
gef�uhrt werden�

W�ahrend das obige Verfahren die LU�Zerlegung von B aufrechterh�alt� wird diese durch
das nun zu beschreibende Verfahren von Forest und Tomin manipuliert� Betrachte dazu
die LU�Zerlegung von B in folgender von ������
 abgeleiteten Form

L��
n � � � � � L��

� �B � L��B � U�

wobei PUQ eine obere Dreiecksmatrix ist� Da oft viele Spalten von L mit der Einheitsma�
trix �ubereinstimmen� sind meist weniger als n Rang���Matrizen Li n�otig�

Betrachte L��B� � UV �

UV � U�I � �B��r 	 el
e
T
l 


� U � �UB��r 	 U�l
e
T
l

� U � �L��r 	 U�l
e
T
l �
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F�ur die permutierte Matrix PUV Q bezeichne k den permutierten Index l� d�h� eTl Q � eTk �
und x � PL��r� Dann gilt

PUV Q �

�
BBBBBBBBBBB�

u�� � � � u�k�� x� u�k�� � � � u�n
� � �

���
���

uk��k�� xk��
���

xk
���

��� uk��k��

xj
� � �

� unn

�
CCCCCCCCCCCA
�

wobei j � maxfi � xi �� �g� Sofern B� nicht singul�ar ist� mu� dabei j � k gelten�

Im folgenden wird diese Matrix durch geeignete Permutation und Multiplikation mit
Rang���Matrizen )i in eine permutierte Dreiecksmatrix U � transformiert� so da�

)��
j � � � � � )��

k�� � L
��B� � U �

gilt� wobei P �U �Q� eine obere Dreiecksmatrix� mit geeigneten Permutationsmatrizen P � und
Q�� ist� De�niere dazu zun�achst die Permutationsmatrix�

* �

�
BBBBBBBBBBBBBBBBB�

��

� � �

�k��

� �j

�k
� � �
� � � � � �

�j�� �
�j��

� � �

�n

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

die die Indizes k bis j um eins durchrotiert� Damit ist

*��PUV Q* �

�
BBBBBBBBBBBBBBBB�

u�� � � � u�k�� u�k�� � � � u�j x� u�j�� � � � u�n
� � �

���
���

���
���

���
���

uk��k�� uk��k�� � � � uk��j xk�� uk��j�� � � � uk��n
uk��k�� � � � uk��j xk�� uk��j�� � � � uk��n

� � �
���

���
���

���
ujj xj ujj�� � � � ujn

ukk�� � � � ukj xk ukj�� � � � ukn
uj��j�� uj��n

� � �
���

unn

�
CCCCCCCCCCCCCCCCA

�
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Diese Matrix kann mit Gau�scher Elimination in eine obere Dreiecksmatrix #U transformiert
werden�

#U � )j�� � � � � � )k � *
��PUV Q* � ) � *��PUV Q* ������


mit )i � I � �i � eje
T
i und ) �

kY
i�j��

)i � I � ej�
T �

wobei �T � ��� � � � � �� �k��� � � � � �j� �� � � � � �
 ist� Setze nun

P � � *��P�
Q� � Q*�

L��
n�� � �P �
��)P ��
U � � L��

n��UV und
L� � L � Ln���

Dann folgt

B� � BV � LUV � LLn��U
� � L�U �

und

P �U �Q� � P ��P �
��)P �UV Q* � )*��PUV Q* � #U�

Diese Art von LU�Update f�uhrt somit zu neuen Permutationsmatrizen P � und Q�� zu einer
neuen permutierten oberen Dreiecksmatrix U � und zu einer zus�atzlichen Rang���Matrix
Ln��� Da Gleichungssysteme mit L� Ln�� und U � direkt gel�ost werden k�onnen� kann man
damit auch das Gleichungssystem f�ur B� l�osen�

Der Vorteil dieser Update�Methode gegen�uber der zuerst geschilderten ist� da� L��
n��

i�a� weniger NNEs hat als B��r� so da� die L�osung von Gleichungssystemen anschlie�end
eines geringeren Rechenaufwandes bedarf� Der Update selbst bedingt jedoch einen h�oheren
Aufwand� da der Vektor � per Gau�scher Elimination berechnet werden mu�� Der Vektor
x f�allt hingegen w�ahrend des Simplex�Verfahrens an� denn L��r wird bei der Berechnung
von 'f ben�otigt� mu� also lediglich zwischengespeichert werden� Bei geschickter Speicher�
verwaltung erfordert dies nicht einmal einen Kopiervorgang�

Der Forest�Tomlin Update ist eine Vereinfachung des Bartels�Goloub Updates� Bei letz�
terem werden bei der Gau�schen Elimination in ������
 eventuell noch weitere Zeilenpermu�
tationen eingebaut� um eine bessere Stabilit�at zu gew�ahrleisten� Bei Simplex�Algorithmen
bringt dieser zus�atzliche Aufwand in der Regel keinen Vorteil� Ohnehin wird die Stabi�
lit�at der �aktualisierten
 LU�Zerlegung �uberwacht� und gegebenfalls erfolgt eine neue LU�
Zerlegung �vgl� Abschnitt ��
��
�
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��� Tips und Tricks

Nachdem in den vorigen Abschnitten die Grundlagen f�ur eine numerisch stabile Imple�
mentierung von basisdarstellungsunabh�angigen Simplex�Algorithmen zusammengetragen
wurden� sollen nun einige Kni�e vorgestellt werden� mit denen die Geschwindigkeit und
Stabilit�at der Implementierung gesteigert werden kann� Von zentraler Bedeutung f�ur die
E�zienz ist in jedem Fall die sorgf�altige Auswahl und Implementierung der zugrundege�
legten Datentypen� die in Abschnitt ��� dargestellt werden�

����� Skalierung

Die Zahlenwerte in der Nebenbedingungsmatrix eines LPs k�onnen von unterschiedlicher
Gr�o�enordung sein� Dies kann zu LU�Zerlegungen der Basismatrizen mit einer schlechten
Stabilit�at f�uhren� da die Schwellwertbedingung ������
 kaum Wahlm�oglichkeiten zul�a�t�
Durch sog� Skalierung kann die Stabilit�at der LU�Zerlegung verbessert werden� Dazu wird
die Matrix von rechts und links mit Diagonalmatrizen so multipliziert� da� die NNEs der
skalierten Matrix m�oglichst eng beieinander liegen� Dadurch erh�oht sich die Wahlm�oglich�
keit bei der Schwellwert�Pivotsuche� was zu einer besseren Stabilit�at f�uhrt�

Die Berechnung solcher Skalierungsmatrizen f�ur jede Basismatrix und ihre Multiplika�
tion w�urde jedoch einen erh�ohten Rechenaufwand bei der LU�Zerlegung der Basismatrix
und der L�osung der linearen Gleichungssysteme bedeuten� Um diesen zu vermeiden� ver�
sucht man� das gesamte LP skalieren� so da� beliebige Basismatrizen bereits gut skaliert
sind� Dazu multipliziert man je eine Diagonalmatrix R und C von rechts und links an die
Nebenbedingungsmatrix des LPs A� damit Gr�o�enunterschiede der Zahlenwerte in RAC
nivelliert werden�

min cTx
s�t� l � Ax � u

�
min cTCx
s�t� Rl � RACx � Ru

�

Es wurden verschiedene Ans�atze zur Aufstellung der Diagonalwerte von C und R vor�
geschlagen ��	� �
� �
�� Einfache Skalierungsverfahren dividieren jede Zeile des LPs mit
einem aus der Zeile gewonnen Wert� wie den Wert mit maximalem Absolutbetrag �Equi�
librierung
 oder dem geometrischen oder arithmetischen Mittel aller NNEs der Zeile� An�
schlie�end wird jede Spalte entsprechend skaliert� Derartige Verfahren haben einen geringen
Rechenaufwand� denn jedes NNE der Nebenbedinungsmatrix wird nur zweimal verwendet�

Neben solch einfachen Methoden gibt es aufwendigere Verfahren� die die
�
Gleichar�

tigkeit der NNEs optimieren� Das Verfahren von Fulkerson�Wolfe ��
� l�ost ein Optimie�
rungsproblem zur Minimierung der Di�erenz zwischen maximalen und minimalen NNE�
Dagegen bestimmt das Verfahren von Curtis und Reid ��
� die Skalierungsfaktoren so� da�
die Varianz der NNEs des LPs minimiert wird�

Aus verschiedenen Tests schlie�t Tomlin in ��	�� da� die Skalierungsverfahren nur einen
geringen Ein�u� auf die Stabilit�at des Simplex�Algorithmus haben� jedenfalls f�ur

�
wohl
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modellierte LPs� Um den Algorithmus vor schlechten LP�Modellen abzusichern� sollten
hingegen einfache Skalierungsverfahren ausreichen� Deshalb wurde f�ur SoPlex �ahnlich wie
f�ur CPLEX ���� lediglich ein Equilibrierungsverfahren implementiert� das jedoch im Ge�
gensatz zu CPLEX auch abgeschaltet werden kann� Dar�uberhinaus bietet SoPlex die Wahl�
ob zuerst die Zeilen oder zuerst die Spalten skaliert werden sollen� Was g�unstiger ist� h�angt
von dem zu l�osenden LP ab�

�Uber den Stabilit�atsaspekt hinaus wird h�au�g als Argument f�ur eine Skalierung des
LPs noch eine m�ogliche Reduktion der Anzahl der Simplex�Iterationen genannt ��	�� In
der Tat kann die Skalierung einen Ein�u� auf die Anzahl der Simplex�Iterationen haben�
Dieser kann sich jedoch sowohl positiv als auch negativ auswirken �vgl� Abschnitt ����	
�

����� Quotiententest

Wie bereits in Abschnitt ��� bemerkt wurde� ist die stabilisierte Variante des
�
Textbook �

Quotiententests oft hinreichend stabil� Mit nur einer Phase ist sie e�zienter als zweiphasige
Varianten� Die Implementierung des stabilen SoPlex Quotiententest bricht deshalb direkt
nach der ersten Phase ab� wenn das $max bestimmende Element bereits zu einem Pivot�
Schritt hinreichender Stabilit�at f�uhrt� Solch eine Wahl entspricht bis auf das Shifting dem
stabilisierten

�
Textbook �Quotiententest�

Dar�uberhinaus speichert der SoPlex Quotiententest in seiner ersten Phase die Indizes
der NNEs von 'x� Dadurch kann in der zweiten Phase direkt auf die NNEs zugegri�en
werden� und unn�otige Zugri�e auf Nullelemente werden vermieden� Auch wenn keine zweite
Phase ben�otigt wird� wurden die Indizes der NNEs von 'x nicht unn�otig gespeichert� sie
werden in jedem Fall beim Update von x benutzt�

F�ur die meisten LPs liefert der SoPlex Quotiententest mit festem Toleranzparameter
� eine hinreichende Stabilit�at� Dem Autor liegen jedoch LPs�� vor� bei denen erst zwei
weitere Techniken zur erfolgreichen L�osung verhelfen� Dies ist zum einen die dynamische
Toleranzanpassung und zum anderen das Zur�uckweisen von Pivot�Elementen�

F�ur das Zur�uckweisen von Pivot�Elementen wird ein weiterer Parameter minstab ein�
gef�uhrt� F�uhrt der Quotiententest zu einem Pivot�Schritt mit j'sqj �minstab� so wird
kein Basisupdate durchgef�uhrt� denn ein solcher w�urde nach Satz �� zu einer zu schlecht
konditionierten Basis f�uhren� Stattdessen wird direkt zum Pricing�Schritt � �ubergegangen�
wo ein neues Pivot�Element gew�ahlt wird� Dabei werden Vorkehrungen getro�en� die eine
erneute Wahl desselben Elementes vermeiden�

Ein zur�uckgewiesenes Pivot�Element zeigt somit an� da� sich der Simplex�Algorithmus
in einem numerisch problematischen Bereich des zugrundeliegenen Polyeders bewegt� Des�
halb wird der Toleranzparameter � �dynamisch
 heraufgesetzt� um so eine gr�o�ere Wahlfrei�

�
Diese besonders schwierigen LPs d�urfen leider nicht weitergegeben werden und wurden deshalb auch
nicht zur Bewertung der Implementierung in Kapitel � herangezogen�
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heit beim Quotiententest und damit einen numerisch stabilieren Basisupdate zu erm�ogli�
chen� Gleichzeitig wird auch der Parameter minstab herabgesetzt� um nicht wegen �uberzo�
gener Stabilit�atsanforderungen in einer unendlichen Folge zur�uckgewiesener Pivot�Schritte
zu enden� Beide Parameter � und minstab werden wieder gestra�t� wenn die Gr�o�e der
Werte j'sqj anzeigt� da� der numerisch problematische Bereich des Polyeders verlassen
wurde�

����� Pricing

Die Auswahl der f�ur ein Problem
�
richtigen Pricing�Strategie ist essentiell f�ur die L�osungs�

geschwindigkeit von Simplex�Algorithmen� Dabei f�uhrt das steepest�edge Pricing meist zu
signi�kant weniger Iterationen als andere Verfahren� ist jedoch aufgrund des erh�ohten Re�
chenaufwandes dennoch oft langsamer� Insbesondere bei einf�ugenden Algorithmen sollte oft
das partial multiple Pricing oder das Devex Pricing vorgezogen werden� Welche Pricing�
Strategie am schnellsten arbeitet� h�angt �uberdies von der zugrundeliegenden Hardware
ab� Bei Computern mit hoher Gleitkomma�Arithmetik�Leistung kann das steepest�edge
h�au�ger eingesetzt werden als z�B� auf einem �
	er PC�

Beim steepest�edge Pricing kann der Rechenaufwand dadurch in Grenzen gehalten wer�
den� da� beim Start die Werte 	i � � gesetzt werden� anstatt sie korrekt durch L�osung der
entsprechenden Gleichungssysteme zu bestimmen� Dies f�uhrt meist zu keiner nennenswer�
ten Steigerung der Iterationszahl� Insbesondere beim entfernenden Algorithmus und einer
Schlupfbasis ist diese Initialisierung sogar exakt�

Wiederum f�ur das steepest�edge Pricing kann die L�osung des zus�atzlichen Gleichungs�
systems beschleunigt werden� Es kann n�amlich zu jedem beliebigen Zeitpunkt nach der
L�osung des ersten Gleichungsssystems in Schritt � der Simplex�Algorithmen und vor der
Aktualisierung der Basismatrix in Schritt � gel�ost werden� insbesondere auch gleichzeitig
mit dem zweiten System in Schritt �� Dann kann man beide Gleichungssysteme mit nur
einer Traversierung der LU�Zerlegung l�osen� Dabei mu� die Schleife �uber i in den Algo�
rithmen 
 und � nur einmal durchlaufen werden� Gleiches gilt f�ur die j�Schleife� wenn sie
f�ur beide Gleichungssysteme erforderlich ist� Insgesamt ergeben sich dadurch weniger Spei�
cherzugri�e als bei zweifacher Ausf�uhrung der Algorithmen 
 und �� und es gelingt eine
bessere Nutzung des Caches�

Allgemein kann man einen Pricer oft dadurch etwas verbessern� da� man beim einf�ugen�
den Algorithmus Vektoren preferiert� die die Basis nicht wieder verlassen k�onnen� bzw� beim
entfernenden Algorithmus solche� die nicht wieder in die Basis eintreten werden� F�ur eine
Spaltenbasis w�urde man also zun�achst �xierte Variablen aus der Basis entfernen� Dabei ist
jedoch zu bemerken� da� � wie bei allen heuristischen Ans�atzen � auch Problembeispiele
existieren� bei denen diese Strategie verheerende Auswirkungen haben kann�
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����� Zeilen� versus Spaltenbasis

Die M�oglichkeit� sowohl eine Zeilen� als auch eine Spaltenbasis zu verwenden� erlaubt es�
bei der Dimension der Basismatrix zwischen der Anzahl der Spalten oder der Anzahl der
Zeilen der Nebenbedinungsmatrix des LPs zu w�ahlen� Dabei sollte die kleinere Dimension
vorgezogen werden� da so die L�osung der linearen Gleichungssysteme einen geringeren
Rechenaufwand erfordert�

Dar�uberhinaus kann die Wahl der Basisdarstellung einen Ein�u� auf die Wahl der Pricer
haben� Einige Pricing�Strategien� insbesondere das partial multiple Pricing� sind nur f�ur
einf�ugende Algorithmen sinnvoll� Wei� man nun zus�atzlich� da� ein LP g�unstiger mit einem
dualen als mit einem primalen Algorithmus gel�ost wird� so kann dieses Pricing�Verfahren
dennoch eingesetzt werden� indem die Zeilendarstellung verwendet wird�

����	 Refaktorisierung

Wie in Abschnitt ����� dargelegt� wird zur L�osung der bei Simplex�Algorithmen auftre�
tenden Gleichungssysteme eine LU�Zerlegung der Basismatrix vorgenommen� Nach einem
Basistausch wird i�a� nicht wieder eine v�ollig neue LU�Zerlegung berechnet� sondern die Be�
stehende in einer der in ����� beschriebenen Arten manipuliert� Nun stellt sich die Frage�
wie oft solche Updates sinnvoll sind� Dabei ist zweierlei zu ber�ucksichtigen�

�� die Stabilit�at der Faktorisierung und

�� die Gesamtgeschwindigkeit des Simplex�Algorithmus�

Dem ersten Punkt mu� stets Vorrang gew�ahrt werden� Deshalb wird wie in ����� be�
schrieben die Stabilit�at der Faktorisierung �uberwacht und bei �Uberschreiten eines Grenz�
wertes eine neue LU�Zerlegung der Basismatrix berechnet� In der Praxis hat sich ein Grenz�
wert in der Gr�o�enordnung ��
 	 ��� bew�ahrt�

Der zweite Punkt ist immer dann zu beachten� wenn die Stabilit�atsanforderung oh�
nehin erf�ullt ist� und dies ist bei �uber ��" der dem Autor vorliegenden LPs der Fall�
Somit lohnt sich ein genaueres Studium des Geschwindigkeitsaspektes� In ��	� wird dies
unter statischen Voraussetzungen durchgef�uhrt� was zu einer konstanten Faktorisierungs�
frequenz f�uhrt� In �	�� wird die

�
optimale konstante Faktorisierungsfrequenz anhand eines

Testlaufes bestimmt� SoPlex verfolgt hingegen einen dynamischen Ansatz� bei dem der op�
timale Zeitpunkt der erneuten LU�Zerlegung der Basismatrix anhand des jeweils aktuellen
Zustands bestimmt wird�

Da i�a� bei jedem Update der Faktorisierung zus�atzliche Werte gespeichert werden�
die bei anschlie�end gel�osten Gleichungssystemen bearbeitet werden m�ussen� w�achst mit
jedem Update der Aufwand zur L�osung von Gleichungssystemen� Ziel ist es daher� den
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Zeitpunkt der erneuten LU�Zerlegung so zu w�ahlen� da� die Gesamtgeschwindigkeit des
Simplex�Verfahrens optimiert wird�

Sei N die Anzahl der Nicht�Null�Elemente der Basismatrix und ni die der i�fach aufda�
tierten LU�Zerlegung� � � n�
N gibt den Anteil der F�ullelemente bei der LU�Zerlegung an�
Die mittlere Zeit zur L�osung eines Gleichungssystems ti ist proportional zu ni� Ferner setzen
wir die Zeit f�ur die LU�Zerlegung T als proportional zur Anzahl der Nicht�Null�Elemente
der Faktoren L und U an�

ti � 
ni ������


T � �
n� � �
�N� ������


Die Werte 
� � � � sind architekturabh�angige Konstanten� Nat�urlich ist � vor einer Fak�
torisierung nicht bekannt� Statt dessen kann man jedoch den Wert � von der vorigen
Faktorisierung als gute Approximation verwenden�

Optimierung der Geschwindigkeit bedeutet o�enbar die Minimierung der Zeit pro Ite�
ration� Sei f die Anzahl der LU�Updates seit der letzten Faktorisierung� dann ist dies

#��f
 �
T �

Pf

i�� ti
f

� 

��N �

Pf

i�� ni
f

� ������


Der Faktorisierungszeitpunkt f � mu� also so gew�ahlt werden� da� ��f �
 minimal ist�

f � � argmin
f

#��f
 � argmin
f

��N �
Pf

i�� ni
f

� ������


Somit rechnet man w�ahrend des Simplex�Algorithmus die Gr�o�e

��f
 �
��N �

Pf

i�� ni
f

mit� Zun�achst f�allt sie mit wachsendem f � Sobald sie wieder zu steigen beginnt� wird die Re�
faktorisierung der Basismatrix vorgenommen� Der Rechenaufwand f�ur diese Buchf�uhrung
umfa�t lediglich eine Addition und eine Division pro Simplex�Iteration und kann somit
vernachl�assigt werden�

Der Parameter � repr�asentiert das Verh�altnis von dem Rechenaufwand f�ur die Faktori�
sierung zu dem f�ur die L�osung der Gleichungssysteme� Er h�angt sowohl von der Architektur
als auch von dem gew�ahlten Pricer ab� Letzteres liegt daran� da� etwa bei steepest�edge
Pricing ein zus�atzliches Gleichungssystem pro Iteration gel�ost werden mu�� so da� in jeder
Iteration dem L�osen von Gleichungssystemen mehr Aufwand zuzuordnen ist� Dementspre�
chend lohnt sich hier eine h�au�gere Refaktorisierung� was durch einen niedrigeren Wert f�ur
� modelliert wird� F�ur jede Klasse von LPs sollte der beste Wert f�ur �� �uber eine Reihe
von Testl�aufen bestimmt werden �vgl� Abschnitt �����
�
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����� Die Startbasis

F�ur allgemeine LPs der Form �����
 ist Z � �P�Q
� mit P � f�� � � � � ng und Q �
fn � �� � � � � n � mg eine m�ogliche Startbasis zum zugeh�origen Phase���LP� die Schlupf�
basis genannt wird� Es kann jedoch zur Reduktion der gesamten Iterationszahl von Vorteil
sein� auf heuristischem Weg eine bessere Startbasis zu konstruieren� die sich weniger von
einer zul�assigen und optimalen Basis unterscheidet� Solch ein Verfahren hei�t eine Crash�
Prozedur� die generierte Basis eine Crash�Basis�

Auch f�ur SoPlex wurde eine Crash�Prozedur entwickelt� die sich stark an ���� orientiert
und nun f�ur eine Basis in Zeilendarstellung vorgestellt wird� Sie arbeitet in drei Phasen�
In der ersten Phase� wird jeder Zeile von �����
 ein Pr�aferenzparameter �i �i � �� � � � � n�
m
 zugewiesen� der eine Pr�aferenz f�ur die Aufnahme der i�ten Zeile in die Basismatrix
darstellt� Anschlie�end werden alle Zeilen nach abnehmendem Pr�aferenzparameter sortiert
und schlie�lich greedy�artig eine Basis konstruiert�

Die Festsetzung der Pr�aferenzparameter erfolgt auf heuristischem Wege� Dazu �uberlegt
man sich� welche Bedingungen l � aTx � u eher in der Basis sein sollten und welche eher
nicht� So werden Bedingungen mit l � 	� und u � �� eher selten in der optimalen
Basis zu �nden sein� wohl aber Gleichungen �l � u
� Allgemein wird man vermuten� da�
je gr�o�er der Wert l	u ist� desto wahrscheinlicher wird die zugeh�orige Bedingung in einer
zul�assigen und optimalen Basis zu �nden sein�

Dieses heuristische Argument ber�ucksichtigt zwar die Schranken der Bedingungen� nicht
aber die Zielfunktion� Abbildung ��� legt jedoch nahe� da� in einer optimalen Basis eher
Nebenbedingungen zu �nden sind� deren Normalenvektor einen geringen Winkel zum Ziel�
funktionsvektor aufweisen�

Schlie�lich sollten auch die numerischen Eigenschaften der zu konstruierenden Startba�
sis Ber�ucksichtigung �nden� Dabei sind �Vielfache von
 Einheitsvektoren numerisch beson�
ders gutartig und sollten deshalb Vektoren mit mehreren Nichtnullelementen vorgezogen
werden�

Diese drei Aspekte werden durch die folgende Initialisierung der Pr�aferenzparameter
aufgegri�en� Sie verwendet einen Strafwert M � der z�B� auf einen Wert von M � ����

gesetzt wird� F�ur die i�te Nebenbedingung lZi � AZ
i�x � uZi setze zun�achst

��
i �


�����
�����

�M � falls lZi � uZi
�M � lZi 	 uZi � falls 	� � lZi �� uZi ��

lZi � falls 	� � lZi �� uZi ��
	uZi � falls 	� � lZi �� uZi ��
	�M � sonst

und

���
i �

�
M � falls AZ

i� ein �skalierter
 Einheitsvektor ist
� � sonst�
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Damit setze als Pr�aferenzparameter

�i � � � AZ
i�c � ��

i � ���
i � ������


Mit dem Parameter � kann bestimmt werden� wie stark der Ein�u� der Zielfunktion gew�ahlt
sein soll� Ein Wert � � ���� hat sich dabei als g�unstig erwiesen�

Bei der greedy�artigen Konstruktion der Basis mu� darauf geachtet werden� da� die
Basismatrix gut konditioniert bleibt� Dazu wird ein Parameter � � � benutzt� der typi�
scherweise auf einen Wert � � ���� gesetzt wird� Au�erdem sollte der Rechenaufwand in
vertretbaren Grenzen bleiben� denn die Pr�aferenzen basieren ohnehin nur auf heuristischen
�Uberlegungen�

Algorithmus �� �Konstruktion einer Startbasis�

Sei x � Rm�n und � eine Permutation der Indizes �� � � � � m� n
 derart da� ��i �
��i��

f�ur alle i gilt�

Schritt � �Initialisierung��
Setze
x � �

i � � und
P � ��

Schritt �� i � i� ��
Falls i � m� n terminiere�

Schritt �� Sei aT � AZ
�i�

 und � � maxfjajj � � � j � m� ng�

Falls f�ur alle � � j � m � n gilt xj �� � oder jajj � ���
gehe zu Schritt ��

Sonst setze k � argmaxfjajj � xj �� �g�

Schritt �� Setze xk � �

Schritt �� F�ur alle j
 mit aj �� � und xj � ��
Setze xj � �
und P � P 
 fjg�

Schritt �� Setze
P � P 
 f�ig und

Schritt �� Gehe zu Schritt ��

Satz ��

Nach Ablauf von Algorithmus �� ist AZ
P� eine permutierte Dreiecksmatrix� Falls

jP j � n ist diese regul�ar�
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Beweis	

Sei Pe der e�te in den Schritten � oder � zu P hinzugef�ugte Index� Wir zeigen

� � l � e � AZ
PePl

� �� ������


d�h� AZ ist eine permutierte Dreiecksmatrix� Dies gilt in jedem Fall f�ur e � �� Nach jedem
Schritten gilt jeweils �xh � � � AZ

Ph � �
� Nun wird in Schritt � P um einen Index j mit
xj � � erweitert� d�h� ������
 gilt auch nach Schritt �� In Schritt � wird k zu P hinzugef�ugt�
wobei in Schritt � noch ������
 galt� Da in Schritt � j �� k sein mu�� tri�t dies auch noch
in Schritt � zu� Da die Schritte � und � die einzigen Schritte sind� die P manipulieren� gilt
������
 auch nach Termination von Algorithmus ��� d�h� AZP� ist eine Dreiecksmatrix�

Eine Dreiecksmatrix ist genau dann regul�ar� wenn es in jeder Zeile und Spalte mindesten
ein von Null verschiedenes Element �kurz Nicht�Null�Element� NNE
 gibt� Falls jP j � n
tri�t dies f�ur die Zeilen trivialerweise zu� Wird in Schritt � P um einen Index j erweitert�
so enth�alt anschlie�end die Spalte j ein NNE� da AZ

j� � eTj � Da dabei zuvor xj � � galt� gab
es zuvor in dieser Spalte noch kein NNE� Wird in Schritt � �i zu P hinzugef�ugt� so war
nach Schritt � in der Spalte k noch kein NNE� Dies gilt auch noch nach Schritt �� Da aber
nach Schritt � AZ

�ik
�� � ist� gibt es nach Schritt � in der Spalte k ein NNE� Insgesamt gibt

es also stets in jP j Spalten mindestens ein NNE� Terminiert Algorithmus �� mit jP j � n�
so �ndet sich in jeder Zeile ein NNE� was den Beweis beendet�



Kapitel �

Parallelisierung

Aufgrund der wirtschaftlichen Bedeutung der Linearen Programmierung ist es nicht ver�
wunderlich� da� es bereits verschiedene Untersuchungen gegeben hat� wie LPs durch Nut�
zung von Parallelit�at schneller gel�ost werden k�onnen� Einige Autoren beschreiben par�
allele Implementierungen des Simplex�Algorithmus� w�ahrend andere spezielle Varianten
�z�B� Netzwerk�Simplex ���
 oder v�ollig andere Algorithmen zugrundelegen ���� ����� In
���� wird sogar ein spezieller Parallelrechner f�ur LP�Probleme vorgeschlagen�

In der Literatur zur Parallelisierung des Simplex�Algorithmus gibt es Ver�o�entlichun�
gen� die LPs mit spezieller Struktur betrachten� die f�ur eine Parallelisierung nutzbar ge�
macht werden kann ���� ���� Die Mehrzahl der Publikationen befa�t sich jedoch mit dem
�ublichen primalen Simplex�Algorithmus� Allerdings gibt es bis auf ���� keine Arbeit� die zu
einer Implementierung f�uhrt� die mit state�of�the�art sequentiellen Implementierungen kon�
kurrieren k�onnte� Dies liegt zum einen daran� da� entweder vom Simplex�Algorithmus in
Tableau�Form ausgegangen wird ���� ��� 
� oder zum anderen die vorgestellten Implemen�
tierungen auf dichtbesetzten Vektoren und Matrizen operieren ���� �
� ���� Mit d�unnbesetz�
ten Matrizen arbeiten hingegen die in �	�� �
� ��� vorgestellten Implementierungen� Jedoch
ist nicht ersichtlich� ob tats�achlich ein leistungsf�ahiger Code entwickelt wurde� Dies ist nur
f�ur ���� sichergestellt� wobei sich die Parallelisierung jedoch nur auf das Matrix�Vektor�
Produkt beim dualen Simplex�Algorithmus mit Spaltenbasis beschr�ankt �vgl� Abschnitt
�����
�

In diesem Kapitel werden die SMoPlex und DoPlex zugrundegelegten Parallelisierungs�
ans�atze vorgestellt� Zun�achst wird in Abschnitt ��� eine kurze Einf�uhrung in das Gebiet des
Parallelen Rechnens gegeben� wobei den drei zentralen Aspekten� n�amlich der Zerlegung
von Algorithmen in nebenl�au�g bearbeitbare Teilprobleme� den wichtigsten Klassen von
parallelen Hardware�Architekturen sowie den hier zum Einsatz kommenden parallelen Pro�
grammiermodellen je ein Teil�Abschnitt gewidmet wird� Schlie�lich werden in Abschnitt
����� die wichtigsten Grundbegri�e und Zusammenh�ange f�ur die Beurteilung paralleler
Algorithmen vorgestellt�

��
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Die nutzbare Nebenl�au�gkeit im Simplex�Algorithmus wird in Abschnitt ��� heraus�
gearbeitet� In je einem Unterabschnitt werden dort die parallele Berechnung des Matrix�
Vektor�Produktes� die Parallelisierung des Pricings und Quotiententest� das Block�Pivoting
sowie die gleichzeitige L�osung zweier linearer Gleichungssysteme beim steepest�edge Pricing
erkl�art� Abschnitt ����� fa�t die Parallelisierungskonzepte anhand eines Laufzeitdiagramms
noch einmal zusammen� Schlie�lich behandelt Abschnitt ��� die parallele L�osung d�unnbe�
setzter linearer Gleichungssysteme auf Basis eines parallelen LU�Zerlegungs�Algorithmus!�

��� Grundlagen der Parallelverarbeitung

Bis heute h�alt eine intensive Jagd nach immer schnelleren Rechnern an� um damit immer
gr�o�ere Probleme zu l�osen� Als Faustregel gilt eine Verdopplung der Rechengeschwindigkeit
alle �
 Monate� Doch wie lange noch ist diese Entwicklung fortsetzbar&

Vom theoretischen Standpunkt aus ist die Lichtgeschwindigkeit als absolute Grenze
jeder Signal�ubertragung eine � wenn auch noch lange nicht erreichte � Schranke f�ur
die Rechengeschwindigkeit� Technisch wird es jedoch schon heute immer schwieriger� noch
h�ohere Taktfrequenzen zu realisieren� da bei Frequenzen im Mikrowellenbereich die Lei�
terbahnen innerhalb einer integrierten Schaltung induktive und kapazitive Widerst�ande
darstellen� die das logische Verhalten des Chips st�oren k�onnen� Mit immer h�oheren Takt�
frequenzen allein k�onnen also schon heute derartige Beschleunigungen nicht mehr erzielt
werden� Ein Ausweg ist die Ausnutzung von Parallelit�at� d�h� das gleichzeitige Zusammen�
arbeiten mehrerer Funktionseinheiten� um so mehr Resultate pro Zeit zu berechnen�

Vom normalen PC� oder Workstation�Nutzer unbemerkt� wird schon heute bei allen
moderen Computern Parallelit�at ausgenutzt� n�amlich innerhalb von RISC �reduced in�
struction set computer
 Prozessoren� Vereinfacht sind zur Ausf�uhrung eines RISC�Befehls
vier Teilschritte� die sog� RISC�Pipeline� erforderlich �	
��

�� fetch� Laden des Befehlsbytes
�� decode� Bestimmung des auszuf�uhrenden Befehls
�� execute� Ausf�uhrung der Operation
�� write back� R�uckschreiben der Ergebnisdaten

Jeder dieser Schritte erfordert einen Taktzyklus� so da� ein einzelner Befehl erst nach
� Zyklen tats�achlich abgearbeitet ist� Beim Pipelining werden die Teilschritte aufeinander�
folgender Prozessorbefehle so ineinander verschachtelt� da� nach den ersten � Taktzyklen
mit jedem Takt ein neues Resultat produziert wird �vgl� Abb� ���
�

�Ahnliche Prinzipien werden bei modernen Prozessoren immer weiter ausgenutzt� Mehre�
re Pipelines arbeiten parallel �superpipelined architecture
� es werden mehrer arithmetische
Einheiten parallel eingesetzt �superscalar
� bei Verzweigungsanweisungen wird jeder Zweig
in einer Pipeline weiter bearbeitet� wobei nicht ben�otigte Ergebnisse dann verworfen wer�
den �specular execution
 und vieles mehr� Auf all dies soll nicht tiefer eingegangen werden�
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Eingabedaten

Zeittakt

fetch

decode

execute

write back

Ergebnisdaten

Abbildung ���� Das Prinzip des Pipelining moderner RISC
Architekturen� Jeder Befehl ist in vier Mi


crobefehle unterteilt� die jeweils einen Zeittakt beanspruchen� Sie werden zeitversetzt abgearbeitet� so da


nach einer Startzeit in jedem Takt ein Ergebnis gewonnen wird�

da hier nur verdeutlicht werden soll� wieviel Parallelit�at derzeit schon bei der Ausf�uhrung
 rein sequentieller� Programme intern ausgenutzt wird�

Auch auf einer  groben� Ebene ist die Nutzung von Parallelit�at zur unbemerkten
Allt�aglichkeit geworden� Bei jeder Multiprozessor�Workstation regelt das Betriebssystem
die parallele Bearbeitung verschiedener Prozesse auf verschiedenen Prozessoren� Jeder ein�
zelne Prozess wird jedoch weiterhin sequentiell ausgef�uhrt�

Das parallele Rechnen besch�aftigt sich mit der Nutzung von Parallelit�at� die zwischen
den beiden o�g� Ebenen anzusiedeln ist� der algorithmischen Parallelit�at� die bei der L�osung
mancher Probleme nutzbar gemacht werden kann� W�ahrend die Nutzung von Nebenl�au�g�
keit auf Microcode� und Betriebssystemebene ohne Zutun des Benutzers gew�ahrleistet wird�
mu� der Programmierer f�ur die Nutzung algorithmischer Parallelit�at selbst sorgen�

Um algorithmische Parallelit�at nutzbar zu machen� m�ussen drei Voraussetzungen erf�ullt
sein� Es mu� eine geeignete Zerlegung des Problems in unabh�angige Teilprobleme erfolgen�
es bedarf geeigneter paralleler Programmiermodelle zur Formulierung des parallelen Pro�
gramms� und schlie�lich braucht man geeignete Hardware� auf der parallele Programme
ausgef�uhrt werden k�onnen� Diese drei Aspekte werden in den folgenden drei Abschnit�
ten beleuchtet� Anschlie�end werden in Abschnitt ����� einige grundlegende Begri�e und
Zusammenh�ange f�ur die Bewertung von parallelen Programmen vorgestellt�
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����� Zerlegung in nebenl�au�ge Teilprobleme

Um einen parallelen Algorithmus zu entwerfen� mu� das Problem in voneinander un�
abh�angig berechenbare Teilprobleme zerlegt werden� Man unterscheidet zwei grundlegende
Zerlegungsprinzipien� zwischen denen jedoch eine Vielzahl von Mischformen m�oglich sind�

Funktionale Dekomposition
Bei diesem Zerlegungsprinzip werden unabh�angige Teilfunktionen identi��
ziert� Ein Beispiel daf�ur sind die Teilschritte beim Pipelining in RISC Prozes�
soren� O�enbar erlaubt dieses Prinzip nur die Nutzung von so viel Prozessor�
Elementen �PEs
� wie Teilfunktionen identi�ziert werden�

Datenparallelismus
Dieses Zerlegungsprinzip �ndet oft Anwendung� wenn gleichartige Funktio�
nen auf einem gro�en Datensatz ausgef�uhrt werden m�ussen� etwa bei der Be�
rechnung einer Vektorsumme� Jedes PE bearbeitet dabei eine Teilmenge des
Datensatzes� wobei alle PEs dieselbe Funktion �z�B� die Summenberechnung

ausf�uhren� Gen�ugend Daten vorausgesetzt� erm�oglicht dieses Dekompositions�
schema die e�ziente Nutzung einer gro�en Anzahl von PEs�

Nur in einfachsten F�allen sind Compiler in der Lage� bestehende �sequentielle
 Pro�
gramme auf Daten� und Kontroll�u�abh�angigkeiten zu untersuchen und in entsprechende
parallele Programme umzuwandeln� Oft ist es jedoch m�oglich und n�otig� den Programma�
blauf zu modi�zieren� um mehr Nebenl�au�gkeit zu erschlie�en� Derartiges wird jedoch nie
von einem Compiler geleistet werden k�onnen� denn woher sollte dieser wissen� ob das modi�
�zierte Programm das urspr�ungliche Problem immer noch l�ost& Dies kann bereits an dem
einfachen Problem der Maximumsbestimmung verdeutlicht werden� Bestimmt man das ma�
ximale Element in einem Feld mit einem sequentiellen Computer� so wird dies �ublicherweise
mit einer Schleife �uber alle Elemente implementiert� Gibt es nun in dem Feld mehrere Ele�
mente von denen der maximale Wert angenommen wird� so �ndet der Algorithmus je nach
Implementierung das erste oder letzte maximale Element� Ein parallelisierender Compiler
m�u�te dies genau nachbilden� auch wenn f�ur die Korrektheit des Programmes die Bestim�
mung eines beliebigen maximalen Elements hinreichend w�are� Ein paralleler Algorithmus�
bei dem jedes PE ein maximales Element aus einer Teilmenge aller Elemente bestimmt�
von denen anschlie�end eines ausgew�ahlt wird� k�onnte z�B� das zeitlich zuerst oder das von
dem PE mit der kleinsten Nummer gefundene ausw�ahlen� Dementsprechend kann auch
der Ablauf des parallelen Programmes von dem des sequentiellen abweichen� In Kapitel �
wird dies bei den Testl�aufen der parallelen Implementierungen des Simplex�Algorithmus
erkennbar�

Unabh�angig von dem gew�ahlten Dekompositionsprinzip bedarf es zur Koordinierung
der Arbeit geeigneter Kommunikation und Synchronisation� Beides f�uhrt i�a� zu einem
zus�atzlichen Zeitaufwand zum reinen Rechenaufwand� Au�erdem k�onnen Wartezeiten ent�
stehen� wenn einige Prozessoren auf das Eintre�en von Daten oder die Synchronisation mit



�� KAPITEL �� PARALLELISIERUNG

anderen PEs warten m�ussen� Deshalb ist die mittlere Rechenzeit zwischen aufeinanderfol�
genden Kommunikationen bzw� Synchronisationen eine wichtige Kenngr�o�e von parallelen
Algorithmen� die man die Granularit�at eines parallelen Algorithmus nennt� Man unter�
scheidet zwischen feiner� mittlerer und grober Granularit�at� wobei jedoch keine de�nierte
Zuordnung vorliegt�

����� Parallele Hardware

Erste Computer� die Parallelit�at nutzen� wurden in Form von Vektorrechnern entwickelt�
Sie trugen der Tatsache Rechnung� da� h�au�g Operationen auf Vektoren hoher Dimension
ausgef�uhrt werden� was sich gut zum Pipelining eignet� Daf�ur wurden sog� Vektoroperatio�
nen in den Prozessor�Befehlssatz aufgenommen� die eine Pipeline�Bearbeitung initiieren�
Dies verhalf Vektorrechnern zu einem beachtlichen Geschwindigkeitsvorteil gegen�uber se�
quentiell arbeitenden Mikroprozessoren� der nun aber durch die Verbesserung von RISC�
Prozessoren immer weiter dahinschwindet �����

Die Idee lag also �nicht zuletzt auch aus Kostengr�unden
 nahe� viele leistungsf�ahige
RISC�Prozessoren zu einem Parallelrechner zusammenzuschlie�en� Damit erschlie�t man
�uber vektorartige hinaus noch anders strukturierte Parallelit�at� zumal moderne Algorith�
men oft kompliziertere Datenstrukturen statt dicht besetzter Vektoren verwenden� was eine
Vektorisierung ausschlie�t�

Es gibt eine Vielzahl technischer M�oglichkeiten� einen Zusammenschlu� von Mikropro�
zessoren zu einem Parallelrechner auszuf�uhren� die jeweils Vorz�uge f�ur gewisse Anwen�
dungsgebiete aufweisen� Die wichtigsten Unterscheidungsmerkmale verschiedener Parallel�
rechnerarchitekturen bestehen beim Kontroll�u� und dem Speicherlayout�

������� Kontroll�u�

Flynn f�uhrte folgende grobe Klassi�zierung des Kontroll�usses von �Parallel�
Rechner�
Architekturen ein �����

SISD �single instruction�stream single data

Hierbei handelt es sich um einen normalen sequentiellen Computer�

SIMD �single instruction�stream multiple data

Alle PEs eines solchen Parallelrechners f�uhren in jedem Takt dieselbe In�
struktion aus �oder �uberspringen diese
� allerdings jede auf eigenen Daten�
Beispiele f�ur solche Parallelrechner sind MASPAR und die Connection Ma�
chine CM�� von Thinking Machines Inc�� Heute gibt es jedoch keine aktuellen
Implementierungen dieses Modells mehr� da es sich als zu restriktiv erwiesen
hat�
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MIMD �multiple instruction�streams multiple data

Bei solchen Parallelrechnern verf�ugt jedes PE �uber einen eigenen Kontroll�u�
und bearbeitet eigene Daten� Insbesondere kann jedes Workstation�Cluster
als MIMD�Rechner aufgefa�t werden� was Ende der 
��er Jahre dazu f�uhrte�
spezielle MIMD�Rechner als unn�otige Dinosaurier des Supercomputing abzu�
tun� Es hat sich jedoch herausgestellt� da� nur solche Speziel�Rechner auch
�uber gen�ugend Kommunikationsleistung verf�ugen� um weite Applikationsfel�
der abzudecken�

In dieser Notation bleibend� hat man mit SPMD �single program multiple data
 eine
besondere  Betriebsart� von MIMD�Rechnern benannt� bei der alle PEs dasselbe Pro�
gramm bearbeiten� Dies ist eine gute Modellierung eines SIMD�Rechners auf einer MIMD�
Maschine� Sie bietet sowohl Vor� als auch Nachteile gegen�uber einem echten SIMD�Rechner�
Der Nachteil besteht darin� da� keine implizite Synchronisierung aller PEs vorliegt� so da�
explizit synchronisiert werden mu�� Daf�ur kann aber im SPMD�Fall bei einer Verzwei�
gung� die bei verschiedenen PEs unterschiedlich ausf�allt� jedes PE einen eigenen Zweig
ausf�uhren entsprechend dem lokalen Ergebnis der Testbedingung� w�ahrend dies bei einer
SIMD�Maschine zu einer gewissen Sequentialisierung f�uhrt� Die damit verbundenen Ge�
schwindigkeitseinbu�en haben die Abkehr von SIMD weiter bef�ordert�

������� Speichermodelle

Neben dem Kontroll�u� ist das Speicherlayout ein wichtiges Unterscheidungskriterium f�ur
Parallelrechner� Man unterscheidet grob zwischen Parallelrechnern mit

� gemeinsamem Speicher� bei denen alle PEs auf den gesamten Speicher zugreifen
k�onnen� und solchen mit

� verteiltem Speicher� bei denen jedes PE �uber eigenen Speicher verf�ugt� auf das es
auch als einziges zugreifen kann�

Wichtig ist diese Unterscheidung aus zweierlei Hinsicht� Vom technischen Standpunkt
ist es �in �nanziell realistischen Grenzen
 nicht m�oglich� Parallelrechner mit gemeinsamem
Speicher f�ur mehr als heute etwa �	 Prozessoren zu realisieren� Noch mehr Prozessoren
blockieren sich gegenseitig beim Zugri� auf die Daten im Speicher� was die Skalierbarkeit
�vgl� Abschnitt �����
 beeintr�achtigt�

Dagegen k�onnen Parallelrechner mit verteiltem Speicher aus mehreren tausend PEs
zusammengesetzt werden� die mit einem Kommunikationsnetzwerk verbunden sind� Somit
sind Parallerechner mit verteiltem Speicher besonders f�ur solche Algorithmen geeignet� die
gut skalieren�

Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher gelten als die leichter zu programmierenden
Computer� Dies gilt besonders f�ur die Parallelisierung bestehender Programme� denn bei
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gemeinsamem Speicher ist es m�oglich� ausgehend vom sequentiellen Programm� die Par�
allelisierung schrittweise zu vollziehen� Die gute Skalierbarkeit von Parallelrechnern mit
verteiltem Speicher gegen�uber der einfacheren Programmierbarkeit von Architekturen mit
gemeinsamem Speicher hat zu vielerlei Entwicklungen gef�uhrt� physikalisch verteilten Spei�
cher logisch als gemeinsamen Speicher addressierbar zu gestalten �virtual shared memory
�

����� Parallele Programmiermodelle

Die Nutzung algorithmischer Parallelit�at erfordert neue Programme� bei der die Arbeit
mehrerer Funktionseinheiten geeignet koordiniert wird� Zur Formulierung derartiger Pro�
gramme� wurden verschiedene sog� parallele Programmiermodelle entwickelt� Darunter ver�
steht man die Menge der bereitgestellten M�oglichkeiten zur Formulierung von

� Nebenl�au�gkeit�

� Kommunikation und

� Synchronisation�

Prinzipiell sind die verschiedenen Programmiermodelle gleich m�achtig� Sie unterscheiden
sich jedoch erheblich in dem Komfort bei ihrer Anwendung f�ur verschiedene Algorithmen
und der e�zienten Implementierbarkeit f�ur verschiedene Parallelrechnerarchitekturen� Ins�
besondere k�onnen sie deshalb nicht losgel�ost von der jeweils zugrundeliegenden Architektur
betrachtet werden�

Bei verteiltem Speicher m�ussen Daten von einem PE zum anderen gelangen� sie m�ussen
kommuniziert werden� Message�Passing ist ein Programmiermodell� das die Kommunika�
tion explizit dem Programmierer �uberl�a�t� Die Synchronisation erfolgt dann implizit �uber
die Kommunikation� indem ein PE auf die eintre�enden Daten wartet� Bei diesem Pro�
grammiermodell unterscheidet der Programmierer explizit zwischen schnellen lokalen Spei�
cherzugri�en und dem langsameren Zugri� auf entfernte Daten� Dies f�ordert die Lokalit�at
und damit die E�zienz solcher parallelen Programme auf Parallelrechnern mit verteiltem
Speicher�

Dasselbe Programmiermodell k�onnte auch f�ur einen Parallelrechner mit gemeinsamem
Speicher verwendet werden� Allerdings bedeutet das Packen und Verschicken von Nach�
richten zwischen den Prozessen einen unn�otigen Aufwand gegen�uber dem direkten Zugri�
auf die Daten� der ja f�ur alle PEs m�oglich ist� Solch ein direkter Zugri� mu� allerdings
aus Gr�unden der Datenkonsistenz synchronisiert werden� Das Shared�Memory Program�
miermodell stellt daher explizite Synchronisationsm�oglichkeiten zur Verf�ugung� w�ahrend
eine Kommunikation implizit �uber Synchronisation realisiert wird� Tabelle ��� fa�t die
Eigenschaften beider parallelen Programmiermodelle zusammen�
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Programmiermodell Synchronisation Kommunikation

Message�Passing implizit explizit
Shared�Memory explizit implizit

Tabelle ���� Realisierung von Synchronisation und Kommunikation bei verschiedenen parallelen Pro


grammiermodellen�

Dar�uberhinaus gibt es noch eine Vielzahl anderer paralleler Programmiermodelle� auf
die nicht n�aher eingegangen wird� da sie f�ur die Parallelisierung des Simplex�Algorithmus
ungeeignet sind oder f�ur die verf�ugbaren Parallelrechner nicht bereitstehen�

����� Grundbegri
e zur Bewertung paralleler Algorithmen

Es bezeichne Ts die Ausf�uhrungszeit eines Algorithmus auf einem Prozessor und Tp die
Zeit die der Algorithmus auf p Prozessoren ben�otigt� dann nennt man

S �
Ts
Tp

����


die Beschleunigung �speedup
 des Algorithmus f�ur p Prozessoren� Beschr�ankt man sich
auf Algorithmen� bei denen alle parallelen Algorithmen dieselbe Arbeit verrichten�� und
vernachl�assigt Caching�E�ekte� so ist o�enbar p die maximal erreichbare Beschleunigung�
Doch wie nahe kommt man an diese Schranke& Das Amdahl!sche Gesetz gibt eine obere
Schranke f�ur die erreichbare Beschleunigung an ����

Satz �� �Amdahl�sches Gesetz�

Sei Ts � T� � Tk die Zeit f�ur die sequentielle Ausf�uhrung eines Algorithmus�
wobei der Anteil T� im Gegensatz zu Tk nicht parallelisierbar sei� Dann ist die
maximal erzielbare Beschleunigung �unabh�angig von der Anzahl der PEs	

S �
Ts
T�
� ����


Beweis	

F�ur p Prozessoren gilt Tp � T� � Tk
p woraus mit ����
 f�ur p�� die Behauptung folgt�

�Anders ist es z�B� bei manchen Suchalgorithmen wie Branch
and
Bound� Wenn im parallelen Fall das
erste PE das gesuchte Element �ndet� so terminiert der Algorithmus evtl� schon� nachdem insgesamt weni

ger Elemente untersucht wurden als im sequentiellen Fall� Somit leisten der parallele und der sequentielle
Algorithmus nicht dieselbe Arbeit � ein superlinearer Speedup� d�h� S � p� ist m�oglich�
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Diese Schranke ist nur theoretisch zu verstehen� Im Normalfall wird sie nicht erreicht�
weil durch zus�atzlichen Aufwand bei der Parallelisierung �etwa zur Kommunikation oder
Synchronisation
 zus�atzlich Zeit vergeht� in der kein Beitrag zur L�osung geleistet wird�

Die Schranke kann aber auch �uberschritten werden� ja sogar eine superlineare Beschleu�
nigung ist m�oglich� Dies liegt am Cache heutiger Computerarchitekturen� Typischerweise
verf�ugt jeder Prozessor eines Parallelrechners auch �uber eigenen Cache �dies gilt nicht f�ur
den T�D von CRAY
� Dadurch k�onnen bei mehreren Prozessoren mehr Daten im Cache
liegen und somit schneller bearbeitet werden� als es ein einzelner Prozessor �mit seinem
beschr�ankten Cache
 in der Lage w�are�

Dem etwas entmutigenden Amdahl!schen Gesetz� da� die Skalierbarkeit stark ein�
schr�ankt� setzte Gustavson eine Beziehung entgegen� die die N�utzlichkeit des parallelen
Rechnens f�ur die Berechnung gr�o�erer Probleme beschreibt �scale�up
 ��	�� Dabei geht er
davon aus� da� sich beim �Ubergang zu gr�o�eren Probleminstanzen i�a� der parallele Anteil
der Arbeit erh�oht� sein sequentieller Anteil jedoch konstant bleibt� Wenn also auch die Be�
schleunigung bei der L�osung eines Problems beschr�ankt bleibt� so erm�oglicht Parallelit�at
die L�osung gr�o�erer Probleminstanzen�

Satz �� �Gustavson�s Gesetz�

Sei N ein Ma� f�ur die Gr�o�e einer Probleminstanz� Sei Ts � T� � Np die
Zeit die ein einzelner Prozessor zu dessen L�osung beansprucht� wobei Tk � Np
den parallelisierbaren Anteil bezeichnet und der inherent sequentielle Anteil T�
konstant sei� Dann ist die mit p Prozessoren erreichbare Beschleunigung

S � p� ��	 p

T�
N
�

Beweis	

F�ur p Prozessoren gilt Tp � T��Tk
p � T��N woraus mit ����
 S � �T��Np

�T��N
 �
p� ��	 p
T�
�T� �N
 � p� ��	 p
T�
N wegen p � � folgt�

Ende der 
�er Jahre versuchte Gustavson mit seiner Beziehung einen
�
mental block ge�

gen
�
massive Parallelit�at zu bek�ampfen ��	�� Zu dieser Zeit erwartete man f�ur die Zukunft

Parallelrechner� die aus tausenden bis millionen Prozessoren zusammengesetzt sind� Heu�
te hat man von diesen Vorstellungen weitgehend Abstand genommen und versteht unter

�
massiver Parallelit�at eher einige Hundert PEs�

Man de�niert ferner die E�zienz eines parallelen Algorithmus als

E �
S

p
� ����


Sie ist ein Ma� daf�ur� in wie weit die PEs eines Parallelrechners tats�achlich genutzt wer�
den� Der Begri� der Skalierbarkeit beschreibt� wie sich die E�zienz mit zunehmender Pro�
zessoranzahl verh�alt� Ein paralleles Programm hei�t skalierbar� wenn seine E�zienz bei
Hinzunahme weiterer PEs nur  wenig abnimmt��
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Es gibt noch eine Vielzahl weiterer Ma�e zur Bewertung von parallelen Algorithmen�
Sie alle vorzustellen� ist nicht das Ziel dieser Einf�uhrung� Stattdessen haben wir uns auf
die in dieser Arbeit relevanten Gr�o�en beschr�ankt�

��� Nebenl�au
gkeit in Simplex�Algorithmen

Das Amdahl!sche Gesetz �Satz ��
 gibt eine obere Schranke f�ur die maximal erreichbare
Beschleunigung durch Nutzung von Nebenl�au�gkeit� Vor einer Parallelisierung des Simplex�
Algorithmus sollte man deshalb untersuchen� wo der Algorithmus wieviel Zeit verbraucht
und ob die f�ur den Hauptanteil verantwortlichen Teile �uberhaupt parallelisiert werden
k�onnen� Tabelle ��� zeigt die Aufteilung der Laufzeit f�ur zwei verschiedene Test�LPs�

Problem �t�d stocfor�
Anzahl Zeilen �� �		��

Anzahl Spalten ����� ��	��
Pricing �����" ���	"

Quotiententest ����" ���"
Matrix�Vektor�Produkt 		�	" ���"

LU�Faktorisierung �����" ���"
Lineare Gleichungssystem ����" �
��"

Tabelle ���� Zeitverbrauch des dualen Simplex
Algorithmus mit steepest
edge Pricing f�ur zwei Beispiel


probleme bei Verwendung einer Spaltenbasis�

O�enbar unterscheidet sich die Zeitverteilung f�ur beide LPs erheblich� so da� zu erwar�
ten ist� da� es bei der Parallelisierung unterschiedlicher Konzepte bedarf� Pricing� Quoti�
ententest und Matrix�Vektor�Produkt eignen sich aufgrund ihrer mittleren Granularit�at zu
einem datenparallelen Ansatz� F�ur das LP �t�d nehmen diese Teile insgesamt �uber ��"
des gesamten Zeitverbrauchs in Anspruch� Damit kann f�ur eine geeignete Hardware nach
dem Amdahl!schen Gesetz eine gute Skalierbarkeit erwartet werden�

Dagegen wird man f�ur das Problem stocfor� bei dieser Art der Parallelisierung nach dem
Amdahl!schen Gesetz die L�osungszeit auf maximal ��" reduzieren k�onnen� Um dar�uber
hinaus zu kommen� mu� eine Parallelisierung auch bei der L�osung linearer Gleichungssyste�
me ansetzen� Dazu werden zwei Wege unterschiedlicher Granularit�at verfolgt� Auf mittler�
er bis grober Granularit�at wird der Simplex�Algorithmus so umstrukturiert� da� mehrere
Gleichungssysteme gleichzeitig gel�ost werden �vgl� Abschnitte ����� und �����
� Als zwei�
ter Weg wird ein paralleler L�oser f�ur lineare Gleichungssysteme entwickelt �vgl� Abschnitt
���
� Dabei ist die Granularit�at f�ur LP�Probleme jedoch so fein� da� keine Beschleunigung
erzielt wird� F�ur Matrizen aus anderen Bereichen hingegen erreicht die Implementierung
eine gute Beschleunigung�

In den folgenden Abschnitten wird die Nebenl�au�gkeit aufgezeigt� die sich zur Paralle�
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lisierung der im ersten Kapitel beschriebenen Simplex�Algorithmen bietet� Dies geschieht
exemplarisch f�ur Basen in Spaltendarstellung� wobei jedoch alles auf die Verwendung einer
Zeilenbasis �ubertragbar ist� Dabei bezeichnet p die Anzahl der zur Verf�ugung stehenden
PEs� die von � bis �p 	 �
 durchnumeriert seien� Ferner seien n und m die Anzahl der
Spalten bzw� Zeilen der Nebenbedingungsmatrix A des zu l�osenden LPs�

����� Paralleles Matrix�Vektor�Produkt

In Schritt � oder � der Simplex�Algorithmen wird das Matrix�Vektor�Produkt

'gT � 'hTA ����


berechnet� Diese Operation kann ohne Kommunikation oder Synchronisation nebenl�au�g
durchgef�uhrt werden� indem jedes PE das Produkt f�ur eine Teilmenge der Spalten von A
berechnet� Im einfachsten Fall bearbeitet PE i die Spalten b�i	 �
 �n
pc� ���� bi �n
pc� Dies
f�uhrt i�a� jedoch nur f�ur eine dichtbesetzte Matrix A zu einer e�zienten Implementierung�
Im d�unnbesetzten Fall k�onnen die NNEs ungleichm�a�ig auf die Spalten von A verteilt sein�
so da� einigen PEs mehr Arbeit zuf�allt als anderen� Dadurch warten letztere auf die� denen
mehr Arbeit zugewiesen wurde�

Dieses Problem wird durch den Begri� des Lastausgleichs �load balancing
 umschrieben�
Die Aufgabe des Lastausgleichs ist es� allen PEs in etwa gleich viel Arbeit zuzuweisen� da�
mit keine unn�otigen Wartezeiten auftreten und so die Arbeit insgesamt m�oglichst schnell
bew�altigt wird� Man unterscheidet zwischen statischem und dynamischen Lastausgleich�
W�ahrend im ersten Fall die Arbeit zu Beginn aufgeteilt wird und diese Aufteilung anschlie�
�end unver�andert bleibt� wird beim dynamischen Lastausgleich anhand von Laufzeitdaten
die Aufteilung dynamisch angepa�t�

F�ur das Matrix�Vektor�Produkt im Simplex�Algorithmus wird ein statisches Vertei�
lungsschema gew�ahlt� um keinen zus�atzlichen Aufwand zu erzeugen� Die Zerlegung der
Indexmenge ist jedoch f�ur beide Rechnerarchitekturen unterschiedlich�

Bei der Parallelisierung f�ur Multiprozessoren mit verteiltem Speicher� erfolgt die Vertei�
lung durch Aufteilung der Nebenbedingungsmatrix auf die Prozessoren� Die dabei gew�ahlte
Aufteilung hat jedoch noch Implikationen f�ur die Parallelisierung anderer Operationen im
Simplex�Algorithmus als das Matrix�Vektor�Produkt� n�amlich beim Update des Vektors g
und beim Pricing� bzw� Quotiententest �vgl� Abschnitt �����
� aber auch bei der Aktualisie�
rung der Werte 	i beim steepest�edge Pricing� Daher kommt der Verteilung eine besondere
Bedeutung zu�

F�ur DoPlex hat sich eine zyklische Verteilung als g�unstig erwiesen� Diese ist durch

pe�i
 � i mod p ����


bestimmt� wobei pe�i
 die Nummer des PEs angibt� das die i�te Spalte von A speichert�
Durch die Verteilung der Daten auf die PEs wird implizit die Parallelisierung der Arbeit
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vorgenommen� Jedes PE berechnet den Teil des Matrix�Vektor�Produktes� zu dem es die
Vektoren von A speichert�

Das mit der Verteilung des LPs und damit der Arbeit gem�a� ����
 ein vern�unftiger Last�
ausgleich erzielt wird� entspricht der Beobachtung� da� meist �ahnliche Strukturen des LPs
in der Nebenbedingungsmatrix nahe beieinander zu �nden sind� Jede Struktur wird daher
gleichm�a�ig auf alle PEs verteilt� so da� jedes PE von jeder Struktur einen Teil verwaltet�
Dadurch wird insbesondere auch vermieden� da� einige PEs nicht an dem L�osungsprozess
teilnehmen� weil sie zuf�allig an den relevanten Strukturen nicht partizipieren� Davon wird
in Abschnitt ����� noch die Rede sein�

Die Version f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher� SMoPlex� arbeitet auf der�
selben Datenstruktur wie die sequentielle Implementierung SoPlex� Dadurch wird eine Ver�
teilung der Arbeit von ����
 gem�a� ����
 nicht mehr sinnvoll m�oglich� Sie w�urde es erforder�
lich machen� da� die Matrix spaltenweise traversiert wird� und jedes 'gi als 'gi � 'hT �A�i

berechnet wird� Da aber 'h in der Regel d�unnbesetzt ist� werden so mehr Rechenopera�
tionen durchgef�uhrt� als wenn man

'g �
X
�hi ���

'hiAi�

berechnet�

Um solch eine zeilenweise Berechnung auch im parallelen Fall durchzuf�uhren� ist es
sinnvoller� A in Bl�ocke zu unterteilen� die jeweils zeilenweise bearbeitet werden� Die Bl�ocke
werden dabei so erzeugt� da� in jedem Block etwa gleichviel NNEs sind� In der Regel
entstehen so Bl�ocke mit unterschiedlich vielen Spalten von A�

����� Paralleles Pricing und Quotiententest

Beim Pricing und Quotiententest handelt es sich um einen einfachen Suchalgorithmus� bei
dem aus einer Menge von Werten ein maximales �bzw� minimales
 Element bestimmt wird�
Die Parallelisierung solch eines Suchalgorithmus liegt auf der Hand� Man zerlegt die Men�
ge in Teilmengen� aus denen jeweils ein PE das maximale �minimale
 Element bestimmt�
Anschlie�end wird von den p Elementen das beste ausgew�ahlt� Diese Auswahl kann mit ver�
schiedenen Algorithmen erfolgen� wobei der g�unstigste jeweils von der zugrundeliegenden
Hardware abh�angt�

Im verteilten Fall� ist die Aufteilung des Suchraumes bereits durch die Verteilung des
LPs und damit einhergehend von den Vektoren g und 'g vorgegeben� Hat nun jedes PE
das lokale maximale bzw� minimale Element bestimmt� gilt es� aus diesen p Kandidaten
das global beste zu �nden und allen PEs bekanntzugeben� Einen Algorithmus der solches
leistet nennt man Gossiping� Eine optimaler Algorithmus f�ur dieses Problem ���� ist als
Algorithmus �� f�ur das i�te von p � �
p PEs angegeben� Die anderen PEs f�uhren gleichzeitig
denselben Algorithmus aus� wobei i die jeweilige PE�Nummer ist� Die Operation c � a xor
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b berechnet bitweise das ausschlie�ende Oder von den im Dualsystem dargestellten Zahlen
a und b� Sie wird von heutigen Prozessoren direkt unterst�utzt�

Algorithmus �� �Gossiping�

Sei g das lokale Datum des i�ten PEs�
F�ur j � �� � � � � #p	 ��

Schritt �� Setze
k � �i xor �j


Schritt �� Sende g zu PE k und
Empfange l von PE k

Schritt �� Setze
g � l � g

Nach Termination enh�alt g auf allen PEs das globale Ergebnis� F�ur den Fall der Maxi�
mumsbildung berechnet die Operation l � g � maxfl� gg� Allgemein kann f�ur

�
� jedoch

jede kommutative und assoziative Operation verwendet werden� Andere m�ogliche Opera�
tionen w�ahren z�B� die Berechung einer Summe oder eines Produktes� Die Assoziativit�at
der Gossiping�Operation

�
� ist wichtig� da die Operationsreihenfolge von der Kommuni�

kationsstruktur und nicht von der Operation vorgegeben wird�

Die Arbeitsweise des Gossiping�Algorithmus ist in Abbildung ��� dargestellt� Er arbei�
tet in #p Phasen� die jeweils aus einer zweiseitigen Kommunikation und einer Berechnung
der Gossip�Operation

�
� besteht� In Schritt � w�ahlt PE i einen Partner k f�ur die Kommu�

nikation� Dies geschieht so� da� PE k gerade PE i als Partner w�ahlt� Beide PEs tauschen
in Schritt � ihre lokalen Daten g aus und f�uhren mit den eigenen und den vom Partner
empfangenen Daten die Gossip�Operation aus� Da diese kommutativ ist� ist das Ergebnis
f�ur beide PEs dasselbe� In der n�achsten Iteration w�ahlen sich i und k neue Partner so� da�
die jeweiligen PEs gerade in der vorigen Iteration ihre Daten abgeglichen haben� Dadurch
haben anschlie�end schon vier PEs dasselbe Ergebnis bestimmt� Dies wird fortgesetzt� bis
die Daten aller �
p PEs abgeglichen sind�

Die Struktur des Gossiping�Algorithmus besteht aus p ineinander verschachtelten Fan�
in� und Fan�out�B�aumen� Von jedem PE geht ein bin�arer Fan�out�Baum los� der nach #p
Schritten alle PEs erreicht hat� Gleichzeitig ist jedes PE der Endpunkt eines bin�aren Fan�
in�Baumes� der sich von allen PEs nach #p Schritten auf das eine zusammenzieht� Somit
erreicht die Information jedes PEs jedes andere�

F�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher k�onnte im Prinzip ein �Aquivalent zum
Gossiping�Algorithmus implementiert werden� wobei an die Stelle der Kommunikation
die Synchronisation tritt� Da solche Rechner nur aus wenigen PEs bestehen �vgl� Ab�
schnitt �������
 mu� das beste Element nur unter wenigen Kandidaten ausgew�ahlt wer�
den� Diese Aufgabe wird aber schneller von einem einzigen PE mit einer sequentiellen
Schleife ausgef�uhrt� in der keine �zeitaufwendige
 Synchronisation notwendig ist� Deshalb



���� NEBENL�AUFIGKEIT IN SIMPLEX�ALGORITHMEN ���

PE �

PE �

PE �

PE �

PE �

PE �

PE 	

PE �

t

Abbildung ���� Kommunikations
 und Bearbeitungsstruktur von Gossiping
Algorithmen f�ur p � � PEs�

Jede S�aule repr�asentiert den Zeitverlauf eines PEs� Graue Bereiche darin symbolisieren die Berechnung

der Gossip
Operation
�
��� w�ahrend wei
e Bereiche die durch Kommunikation bedingten Wartezeiten dar


stellen� Die Nachrichten sind durch Pfeile dargestellt� Die Kommunikationsstruktur wird am besten als p

ineinander ver�ochtene bin�are B�aume beschrieben� Bei jeder Kommunikation werden zwei PEs synchroni


siert� so da
 am Ende alle PEs synchronisiert sind�

schreibt jedes PE sein Maximum in eine Variable und wartet an einem sog� Barrier�
Synchronisationspunkt� bis alle diesen erreichen� Dann w�ahlt ein PE das globale Maximum
aus�

����� Block�Pivoting

Das nun vorzustellende Block�Pivoting unterscheidet sich grunds�atzlich von den in den vo�
rigen Abschnitten beschriebenen Parallelisierungsans�atzen� die einen datenparallelen An�
satz verfolgen� Beim Block�Pivoting handelt es sich hingegen um eine Umformulierung des
Simplex�Algorithmus derart� da� auf funktionaler Ebene mehr Nebenl�au�gkeit entsteht�
Eine solche Parallelisierung wird nie von einem Compiler erbracht werden k�onnen�

Das Block�Pivoting begegnet dem Problem� da� mit den Parallelisierungen aus den vo�
rigen Abschnitten zwar gute Beschleunigungen der L�osung von LPs mit �ahnlicher Struktur
wie

�
�t�d zu erwarten sind� jedoch nicht� wenn die L�osung von linearen Gleichungssyste�

men einen gro�en Anteil des Rechenaufwandes beansprucht� F�ur diesen Fall erschlie�t es
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zus�atzliche Nebenl�au�gkeit� bei der mehrere Gleichungssysteme parallel gel�ost werden�

Grundlage ist eine Beobachtung� die bereits f�ur das multiple Pricing ausgenutzt wurde�
da� n�amlich beim Pricing w�ahlbare Indizes nach einer Simplex�Iteration oft w�ahlbar blei�
ben� Nach jedem Pricing�Schritt wird zu dem gew�ahlten Index ein Gleichungssystem mit
der aktuellen Basismatrix gel�ost� W�ahlt man statt eines einzigen Index eine Menge von p
Indizes� so k�onnen alle Prozessoren je ein lineares Gleichungssystem f�ur jeden Index l�osen�
Anschlie�end wird zun�achst nur ein Index f�ur die Simplex�Iteration verwendet� Ist beim
n�achsten Pricing einer der Indizes der vorigen Iteration weiterhin w�ahlbar� so wurde das
zugeh�orige Gleichungssystem bereits �fast
 gel�ost� wenn auch mit der Basismatrix aus der
vorigen Iteration� Die L�osung mu� also lediglich auf die neue Basismatrix aktualisiert wer�
den� was i�a� einen wesentlich geringeren Arbeitsaufwand erfordert� Die Aktualisierung wird
gleich f�ur alle noch w�ahlbaren Indizes durchgef�uhrt� damit weniger Wartezeiten anfallen
wenn in den folgenden Iterationen andere Indizes gew�ahlt und f�ur diese die L�osungen ak�
tualiesiert werden� Dies wird so lange fortgesetzt� bis kein w�ahlbarer Index mehr verf�ugbar
ist� In diesem Fall wird eine neue Indexmenge bestimmt�

Der folgende Satz stellt die Gleichungen f�ur die Aktualisierung der L�osungsvektoren
bei einer Zeilenbasis auf� Die entsprechenden Resulate f�ur eine Spaltenbasis folgen einfach
durch Transposition� Da f�ur den einf�ugenden und den entfernenden Simplex unterschiedli�
che Typen von Gleichungssystemen gel�ost werden m�ussen� werden beide Typen betrachtet�

Satz ��

Sei D � Rn�n regul�ar� 'fT � rTD�� und 'h � D��ep� Dann gilt f�ur die
Matrix D� � D � ep�r

T 	Dp�
� die aus D durch Austausch der p�ten Zeile mit
rT hervorgeht� und j �� p

�D�
��ej � D��ej �
'fj
'fp

'h ���	


dT �D�
�� � dTD�� �
	�dTD��
p

'fp
�'f 	 eTp 
 ����


Beweis	

Gleichung ����
 enspricht �����
 aus Satz �� wurde also bereits bewiesen� Dort wurde auch
gezeigt� da� D� � V D f�ur V � I � ep�r

TD�� 	 eTp 
 gilt� Nach ���
�
 ist demnach

�D�
��ej � D��V ��ej

� D��
�
ej �

�fj
�fp

ep
�

� D��ej �
�fj
�fp

'h�

was Gleichung ���	
 beweist�
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Die Vektoren 'f und 'g werden bei dem Pivot�Schritt ohnehin berechnet� Damit
beschr�ankt sich der Rechenaufwand auf die Addition des Vielfachen eines Vektors und ist
damit wesentlich niedriger als der f�ur die L�osung eines Gleichungssystems� Gleichung ����

wird f�ur den einf�ugenden Simplex ben�otigt� w�ahrend ���	
 beim entfernenden Algorithmus
angewendet wird�

Um �uberhaupt gen�ugend w�ahlbare Pivot�Indizes zu �nden� mu� die Suche nach den ein�
zelnen Indizes geeignet aufgeteilt werden� Hier hat sich die Verteilung gem�a� ����
 bew�ahrt�
Dagegen wurde bei einer blockweisen Verteilung oft nur ein w�ahlbarer Index gefunden�
denn alle w�ahlbaren Indizes liegen h�au�g nah beieinander und somit in einem Block� Des�
halb wird auch bei der Implementierung f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher
die Arbeit nach ����
 verteilt und somit anders als f�ur die Berechnung des Matrix�Vektor�
Produktes�

Damit im verteilten Fall die PEs �uberhaupt die Gleichungssysteme l�osen k�onnen� ist
es notwendig� da� jedes PE auch die Basis�Matrix samt ihrer LU�Zerlegung lokal zur
Verf�ugung hat� Dazu mu� der jeweils in die Basis eintretende Vektor allen PEs zug�angig
gemacht werden� Dies verursacht einen zus�atzlichen Kommunikationsaufwand�

Man beachte� da� Block�Pivoting den Ablauf des Algorithmus beein�u�t� W�ahrend
im sequentiellen Fall das Pricing in jeder Iteration den �im Sinne der jeweiligen Pricing�
Strategie
 besten Index ausw�ahlt� werden beim Block�Pivoting zun�achst die p besten In�
dizes gew�ahlt� In der �p 	 �
�ten Iteration danach� wird somit der pt�beste Index einer
fr�uhreren Iteration als Pivot�Index verwendet� Der sequentielle Pricer w�urde wahrschein�
lich einen anderen Index pr�aferieren� Inwieweit sich dies auf die Anzahl der Iterationen
auswirkt� h�angt von dem zu l�osenden LP ab� Im allgemeinen wird man eine Erh�ohung
erwarten� aber auch Verbesserungen werden beobachtet�

Einen nicht zu vernachl�assigen Nachteil hat das Block�Pivoting in Bezug auf die LU�
Updates der Basismatrix� Da beim einf�ugenden Simplex nicht mehr vor dem Einf�ugen
eines Vektors r in die Basis das Gleichungssystem B��r gel�ost wird� steht auch der Vektor
L��r nicht zur Verf�ugung� der f�ur den Forest�Tomlin Update notwendig ist� Diesen Vektor
explizit neu zu berechnen� impliziert einen nicht vertretbaren Rechenaufwand� so da� beim
Block�Pivoting f�ur den einf�ugenden Simplex�Algorithmus der PF Update benutzt werden
mu��

M� Padberg gibt in �
�� eine andere Interpretation f�ur das Block�Pivoting� Dabei steht
die Frage im Vordergrund� wie der einf�ugende Simplex�Algorithmus umzuformulieren w�are�
wenn pro Iteration statt nur einem Pivot�Index eine Menge C von Pivot�Kandidaten
gew�ahlt w�urde� Am Ende der Iteration erwartet man eine optimale und zul�assige Basis
f�ur das LP� das aus der Anfangsbasis und der Kandidatenmenge besteht� F�ur jCj � �
entspricht dies gerade den �ublichen Gegebenheiten� w�ahrend f�ur jCj � n das gesamte LP
mit nur einem Block�Pivot gel�ost w�are� Die gesuchte Basis erh�alt man� indem man das aus
der aktuellen Basis und C bestehende LP l�ost� f�ur das die aktuelle Basis als Startbasis ver�
wendet werden kann� Zur L�osung dieses Sub�LPs schl�agt Padberg das Simplex�Verfahren
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in Tableau�Form vor� zu dessen Aufstellung lineare Gleichungssysteme f�ur alle Vektoren
aus C gel�ost und in jeder Iteration aktualisiert werden m�ussen� Dies entspricht genau dem
oben beschriebenen� das jedoch auch f�ur entfernende Algorithmen erweitert wurde�

����� Paralleles L�osen verschiedener linearer Gleichungssysteme

In jeder Simplex�Iteration sind zwei lineare Gleichungssysteme zu l�osen� Beim Block�
Pivoting wird das jeweils erste von mehreren Iterationen zusammengefa�t und parallel
gel�ost� Dadurch ergibt sich eine Parallelisierung bei der L�osung des ersten Gleichungssy�
stems� Der Rechte�Seite�Vektor des zweiten zu l�osenden Gleichungssystems wird jedoch
erst von dem Quotiententest festgelegt� so da� ein entsprechender Parallelisierungsansatz
nicht durchf�uhrbar ist�

F�ur den wichtigen Spezialfall des steepest�edge Pricings mu� jedoch noch ein drittes
Gleichungssystem pro Iteration gel�ost werden� Hier setzt nun eine funktionale Dekompo�
sition an� bei der das zweite und dritte Gleichungssystem nebenl�au�g gel�ost werden� Im
verteilten Fall l�ost dazu je eine H�alfte der PEs das zweite und die andere H�alfte das dritte
Gleichungssystem� und anschlie�end werden die Ergebnisvektoren paarweise ausgetauscht�
Dagegen l�osen im Fall von gemeinsamem Speicher nur zwei PEs nebenl�au�g die beiden
Gleichungssysteme� w�ahrend alle anderen PEs warten� bis nach L�osung der Gleichungssy�
steme eine Barrier�Synchronisation erfolgt�

Wie bei einer funktionalen Dekomposition von Algorithmen �ublich� f�uhrt dieser Ansatz
zu keinem skalierbaren Programm� es k�onnen lediglich � Prozessoren mit sinnvollen Aufga�
ben besch�aftigt werden� Allerdings �ndet man heute immer �ofter Workstations mit gerade
� Prozessoren� wof�ur dieser Ansatz vom Prinzip her besonders gut geeignet ist�

����	 Zusammenfassung

Abbildung ��� zeigt die Wirkung der in den vorigen Abschnitten dargestellten Paralle�
lisierungsans�atze mit Hilfe von �nachempfundenen
 Laufzeitdiagrammen f�ur den entfer�
nenden Simplex�Algorithmus� F�ur den parallelen Algorithmus werden zwei volle Simplex�
Iterationen dargestellt� w�ahrend der entsprechende sequentielle Algorithmus in derselben
Zeit lediglich ��� Iterationen bewerkstelligt� Die Teilaufgaben sind mit den Buchstaben a
bis e bezeichnet� wobei der Index die Iterationen numeriert� Die Diagramme zeigen zwar
den verteilten Fall� jedoch ergeben sich auch f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher
kaum Unterschiede� An die Stelle des Gossiping tritt dann jeweils eine Synchronisation mit
entsprechendem Aufwand�

Betrachten wir zun�achst den sequentiellen Algorithmus� Er beginnt mit dem Pricing�
Schritt �a�
� innerhalb dessen das lineare Gleichungssystem aus Schritt � von Algorithmus
	 gel�ost wird� Dies wird zum Pricing dazugerechnet� um sp�ater den E�ekt des Block�
Pivoting im parallelen Fall deutlicher zu machen� Es folgt die Berechnung des Matrix�
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t

a� b� c� d� e� a� b� c� d� e�e� a�

PE �

PE �

seq

Gossiping Quotiententest Pricing Vektor�Operationen Lineares Gleichungssystem

Abbildung ���� Laufzeitdiagramme f�ur den entfernenden Simplex
Algorithmus mit steepest
edge Pricing

f�ur ein bzw� zwei PEs�

Vektor�Produktes 'gT � 'hTA �b�
 und der Quotiententest �c�
� Anschlie�end werden
die beiden linearen Gleichungssysteme f�ur 'f und f�ur die Aktualisierung der Normen 	i
gel�ost �d�
� Schlie�lich werden alle relevanten Vektoren aktualisiert �e�
 und die n�achste
Iteration beginnt �a�
�

Wir betrachten nun den parallelen Fall� Die Index�Auswahl im Pricing�Schritt �a�
 be�
ansprucht etwas weniger Zeit als im sequentiellen Fall� da jedes PE nur einen Teil der
Indexmenge durchsucht� Jedoch mu� am Schlu� mit einem Gossip der tats�achlich zu be�
nutzende Index ausgew�ahlt werden� Beide PEs l�osen nun mit ihrem Kandidaten ein linears
Gleichungssystem� wobei anschlie�end der L�osungsvektor zum Pivot�Index dem anderen
PE �ubermittelt wird� Dies geschieht mit dem Gossip am Ende des Pricing�Schrittes� Man
erkennt� da� der Kommunikationsaufwand den Geschwindigkeitsgewinn durch die Paralle�
lisierung der Index�Auswahl wieder zunichte machen kann� Die genauen Verh�altnisse sind
problem� und architekturabh�angig�

Nun kann jedes PE seinen Teil des Matrix�Vektor�Produktes berechnen �b�
� Hierf�ur ist
keinerlei Kommunikation erforderlich� so da� die Laufzeit bei einem gutem Lastausgleich
gegen�uber dem sequentiellen Algorithmus halbiert werden kann�

Beim Quotiententest ergibt sich ein �ahnliches Bild wie beim Pricing� Zwar wird die Zeit
f�ur die Index�Auswahl auf beide PEs verteilt� jedoch kann die notwendige Kommunikation
zur Bestimmung des wirklich in die Basis eintretenden Vektors den Zeitgewinn wieder
relativieren� Dabei sind zwei Gossips n�otig� je einer f�ur jede Phase des stabilen SoPlex�
Quotiententests�

Im Anschlu� an den Quotiententest werden die beiden weiteren linearen Gleichungssy�
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steme gel�ost �c�
� Zuvor wird jedoch mit einem weiteren Gossip der in die Basis eintretende
Vektor allen PEs zugeschickt� Nun l�ost je eines PE eines der beiden Gleichungssysteme und
schickt den L�osungsvektor dem jeweils andern PE� Bei mehr als zwei PEs werden die PEs
dazu zu Paaren gruppiert� Auch in diesem Schritt ist f�ur die Nutzung der Parallelit�at ein
zus�atzlicher Kommunikationsaufwand n�otig�

Nach erfolgreicher L�osung der Gleichungssysteme k�onnen alle involvierten Vektoren ak�
tualisiert werden �e�
� Diese Operation ben�otigt keine weitere Kommunikation oder Syn�
chronisation� so da� wieder eine gute E�zienz erwartet werden kann�

In dem Pricing�Schritt der folgenden Iteration wirkt sich das Block�Pivoting aus� Kein
PE mu� nun noch einen Index ausw�ahlen� da jedes PE ja bereits in der vorigen Iterati�
on einen Kandidaten bestimmt hatte� Einer davon wurde f�ur den vorigen Pivot�Schritt
benutzt� Sind die anderen �im Fall von � PEs der andere
 immernoch w�ahlbar� und die�
ser Fall wird in Abbildung ��� dargestellt� so mu� der in der vorigen Iteration bestimmte
L�osungsvektor lediglich aktualisiert und zu den anderen PEs �ubertragen werden� So wird
der Pricing�Schritt �uber mehrere Iterationen hinweg beschleunigt�

Die folgenden Schritte unterscheiden sich nicht weiter von der vorigen Iteration� Ledig�
lich bei Schritt �c�
 wurde angedeutet� da� h�au�g beide Gleichungssysteme unterschiedlich
viel Zeit f�ur die L�osung beanspruchen� was die E�zienz weiter reduziert� Insgesamt bleibt
festzustellen� da� der Kommunikations� �oder Synchronisations�
 Aufwand sowie Lastaus�
gleichsprobleme die E�zienz des parallelen Algorithmus beeintr�achtigen k�onnen� Je gr�o�er
die zu l�osenden Problem� desto gr�ober wird die Granularit�at� und damit die erreichbare
E�zienz�

��� Parallele L�osung d�unnbesetzter linearer Glei�

chungssysteme

Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Ans�atze zur Beschleunigung der L�osung von Glei�
chungssystemen im Simplex�Algorithmus befriedigen nicht vollst�andig� da sie zu keinem
skalierbaren Algorithmus f�uhren� Deshalb wurde auch ein datenparalleler L�oser f�ur d�unn�
besetzte Gleichungsssyteme entwickelt�

Um es gleich vorweg zu sagen� Wegen der besonders d�unnbesetzten Struktur von Basis�
Matrizen und Rechte�Seite�Vektoren� die bei derzeit behandelten LPs auftreten� konnte
damit keine weitere Beschleunigung des Simplex�Verfahrens erzielt werden� Aufgrund der
zentralen Bedeutung der L�osung d�unnbesetzter linearer Gleichungssysteme weit �uber den
Rahmen der Linearen Programmierung hinaus� wird in den folgenden Abschnitten den�
noch der parallele LU�Zerlegungs�Algorithmus f�ur d�unnbesetzte Matrizen und der darauf
basierende verteilte L�oser vorgestellt� F�ur Matrizen aus anderen Bereichen arbeitet er per�
formanter als eine vergleichbare Implementierung �vgl� Abschnitt ���
�

Die Implementierung wurde f�ur den T�D von Cray Research Inc� vorgenommen�
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ein Parallelrechner mit verteiltem Speicher� Da die Synchronisationszeiten derzeitiger
Multiprozessor�Workstations die Kommunikationszeit des Cray T�D �ubertre�en� wurde
auf eine Implementierung f�ur Architekturen mit gemeinsamen Speicher verzichtet� Im fol�
genden wird deshalb direkt der Algorithmus f�ur Architekturen mit verteiltem Speicher
vorgestellt�

����� Parallele LU�Zerlegung

Das Verfahren der LU�Zerlegung wurde bereits mit Algorithmus � beschrieben� Dabei liegt
der haupts�achliche Rechenaufwand im Update�Loop� aber auch die Pivot�Auswahl und
der L�Loop ben�otigen eine gewisse Zeit� Die nutzbare Parallelit�at in diesen drei Schrit�
ten h�angt von der Verteilung der Daten auf die PEs ab� Sie wird in Abschnitt �������
vorgestellt� �Ahnlich dem Block�Pivoting beim Simplex�Algorithmus k�onnen auch bei der
LU�Zerlegung d�unnbesetzter Matrizen bei gewissen Gegebenheiten mehrere Iterationen zu
einer

�
Block�Iteration zusammengefa�t werden� die zus�atzliche Nebenl�au�gkeit bietet� Die

dazu n�otige Kompatibilit�at von Pivot�Elementen und deren Ausnutzung wird in Abschnitt
������� erl�autert� Schlie�lich wird in Abschnitt ������� ein neues Verfahren zum dynami�
schen Lastausgleich vorgestellt� da� ohne zus�atzliche Kommunikation oder Synchronisation
auskommt�

������� Datenverteilung

Die Verteilung der Daten auf die PEs bestimmt die nutzbare Nebenl�au�gkeit und sollte so
erfolgen� da� alle PEs in etwa dieselbe Last erhalten� Es gibt zwei gunds�atzliche Ans�atze
f�ur die Datenverteilung� Bei einem wird die Beseztungsstruktur der Matrix analysiert und
auf dieser Grundlage eine g�unstige Verteilung ermittelt� die ein Maximum an Parallelit�at
und in Minimum an entfernten Datenzugri�en gew�ahrleistet �	��� Dieser Ansatz �ahnelt den
Verfahren der Fillminimierung bei der LU�Zerlegung� bei denen die Permutationsmatrizen
vor der Faktorisierung ermittelt werden� Deshalb eignet er sich auch besonders f�ur solche
Verfahren�

Beim zweiten Ansatz wird eine feste Verteilung der Daten auf die PEs zugrundegelegt
���� 
��� Dies erfordert ggfs� einen dynamischen Lastausgleich� Da beides ohne zus�atz�
lichen Rechen� und Kommunikations� bzw� Synchronisationsaufwand erfolgen �vgl� Ab�
schnitt �������
 kann� wurde dieser Ansatz verfolgt� In �
�� wurden verschiedene �feste

Verteilungsschemata von Zeilen und Spalten auf PEs untersucht� wobei eine gitterartige
Verteilung zu einem besonders geringen Kommunikationsaufwand f�uhrt� Deshalb wurde sie
wie in �
�� auch f�ur die hier vorgestellte Implementierung verwendet�

Sei p � r �c die Anzahl der verf�ugbaren PEs� Die PEs werden logisch als ein r�c Gitter
angeordnet �vgl� auch Abb� ���	
� und deshalb mit �k� l
 f�ur � � k � r und � � l � c
bezeichnet� Jedem Matrixelement Bij wird einem PE zugeordnet� das es speichert� sofern
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es von Null verschieden ist� Die Zuordnung von Matrixelementen zu PEs erfolgt gem�a�

pe�i� j
 � �i mod r� j mod c
 ���



d�h� das Matrixelement Bij wird auf dem PE �i mod r� j mod c
 gespeichert� Jedes PE
verwaltet also eine �d�unnbesetzte
 Submatrix� wobei dieselben Datenstrukturen wie bei
der sequentiellen Implementierung verwendet werden� Die Verteilung ���

 erschlie�t Par�
allelit�at beim Update�Loop� beim L�Loop� bei der Pivot�Auswahl und bei der Berechnung
der maximalen Absolutbetr�age pro Zeile�

In ����� wurde eine Implementierung vorgestellt� bei der lediglich die Zeilen auf die
PEs verteilt wurden� jedes PE aber alle Spalten verwaltet� Diese Verteilung ben�otigt we�
niger Kommunikationen als ���

 da u�a� die Maxima in jeder Zeile von jedem PE ohne
Kommunikation mit anderen bestimmt werden k�onnen� Deshalb eignet sich diese Imple�
mentierung besonders f�ur Parallelrechner� die eine hohe Latenzzeit bei der Kommunikation
aufweisen� Die Reduzierung der Anzahl von Kommunikationen erfolgt jedoch auf Kosten
der nutzbaren Nebenl�au�gkeit� was die Skalierbarkeit dieser Implementierung einschr�ankt�

������� Kompatible Pivot�Elemente

Bei der LU�Zerlegung dichtbesetzter Matrizen ist die nutzbare Parallelit�at vollst�andig
durch die Verteilung vorgegeben� Es ist nicht m�oglich� mehrer Pivot�Schritte nebenl�au�g
zu bearbeiten� da sich die aktive Submatrix mit jedem Schritt �andert�

F�ur d�unnbesetzte Matrizen gilt diese Aussage nicht mehr� Sofern kompatible Pivot�
Elemente benutzt werden� st�oren sich die �Anderungen der aktiven Submatrix nicht ge�
genseitig� so da� solche Pivot�Elemente parallel eliminiert werden k�onnen� �Ahnlich dem
Block�Pivoting beim Simplex�Algorithmus werden so mehrer Iterationen zu einer paralle�
len Iteration zusammengefa�t�

Definition ��

Die Elemente Bi�j�� � � � � Bicjc einer Matrix B � Rn�n mit c � n hei�en kompa�
tibel� falls f�ur � � k �� l � c gilt

Biljk � �� ����


Die Submatrix aus den Zeilen und Spalten von kompatiblen Elementen bilden also eine
Diagonalmatrix� Die Bedeutung von kompatiblen Elementen f�ur die parallele LU�Zerlegung
d�unnbesetzter Matrizen wird von dem folgenden Satz beschrieben�

Satz �


Seien Bi�j� �� � und Bi�j� �� � kompatible Elemente einer n�n Matrix B � B��
Nach Elimination beider Elemente gilt

B� � B 	
B�j�Bi��

Bi�j�

	
B�j�Bi��

Bi�j�

�����
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unabh�angig von der Eliminationsreihenfolge von Bi�j� und Bi�j��

Beweis	

Wir zeigen �����
 f�ur die Eliminationsreihenfolge Bi�j�� Bi�j� � Nach Schritt � und � von
Algorithmus � gilt�

B� � B� 	
B�
�j�

B�
i��

B�
i�j�

�
�
B� 	

B�
�j�

B�
i��

B�
i�j�

�
	

�
B�
�j�

�
B�
�j�

B�
i�j�

B�
i�j�

��
B�
i��

�
B�
i�j�

B�
i��

B�
i�j�

�

B�
i�j�

�
B�
i�j�

B�
i�j�

b�
i�j�

� B 	
B�j�

Bi��

Bi�j�

	
B�j�

Bi��

Bi�j�

�

wobei die letzte Gleichung aus der Kompatibilit�atsbeziehung Bi�j� � � � Bi�j� folgt�
Gleichung �����
 zeigt man analog f�ur die umgekehrte Pivotreihenfolge� wobei die Indizes
� und � jeweils vertauscht werden m�ussen�

Nach Satz �� k�onnen kompatible Elemente in einer beliebigen Reihenfolge eliminiert
werden� ohne da� dies zu einer �Anderung der aktiven Submatrix f�uhrt� Insbesondere k�onnen
verschiedene PEs eine unterschiedliche Reihenfolgen bei der Elimination w�ahlen� Dies kann
man sich f�ur einen parallelen LU�Zerlegungs�Algorithmus zunutze machen� der weniger
stark synchronisiert und somit von gr�oberer Granularit�at ist�

Das Konzept der Kompatibilit�at wurde zun�achst in ���� f�ur die Implementierung ei�
nes parallelen LU�Zerlegungs�Algorithmus auf Multiprozessoren mit gemeinsamen Speicher
eingef�uhrt� In �
�� wurde es f�ur Transputer�Systeme eingesetzt� F�ur symmetrische Matri�
zen hat die Kompatibilit�at eine einfache Darstellung als sog� elimination Trees� die bereits
fr�uher die Grundlage bei der parallelen Choleski�Zerlegung symmetrischer d�unnbesetzter
Matrizen bildete ���� 	��� Sie wurden durch �Ubergang zur symmetrisierten Matrix B�BT

oder BTB auch auf den unsymmetrischen Fall erweitert ��
�� In ���� wird jedoch gezeigt�
da� diese Matrizen meist dichter besetzt sind als B� so da� mehr Arbeit bei der LU�
Zerlegung anf�allt und die durch D�unnbesetztheit gebotene Parallelit�at reduziert wird� Aus
diesem Grund wird hier �ahnlich zu �
�� die Kompatibilit�at direkt auf der unsymmetrischen
Besetzungsstruktur der zu faktorisierenden Matrix ausgenutzt�



��� KAPITEL �� PARALLELISIERUNG

Algorithmus �� �Parallele LU
Zerlegung�

Setzte s � ��
Solange s � n�

Schritt � �Pivot�Auswahl��
W�ahle eine Menge von e kompatiblen Pivot�Elementen�

Schritt �� Berechne L�Loop f�ur lokale Teile der Pivot�Spalten�

Schritt �� Schicke lokalen Teil der L�Vektoren den anderen PEs derselben Prozes�
sorzeile
 und
schicke lokalen Teil der Pivot�Zeilen den anderen PEs derselben Pro�
zessorspalte�

Schritt � �a�� F�ur alle lokalen Pivot�Elemente�
Berechne lokalen Update�Loop

Schritt � �b�� F�ur alle weiteren Pivot�Elemente�
Berechne lokalen Update�Loop

Schritt �� Zeilen�Gossip�
Aktualisiere die Werte maxabs und die Anzahl der NNEs pro Zeile�

Schritt �� Spalten�Gossip� Aktualisiere Anzahlen der NNEs pro Spalte�

Schritt 	� s � s� e

Der Update�Loop f�ur die kompatiblen Pivot�Elemente wurde in zwei Teile zerlegt� In
Schritt ��a werden die lokalen Pivot�Elemente eliminiert und in Schritt ��b die von den an�
deren PE erhaltenen� Dadurch kann Schritt ��a gleichzeitig mit Schritt � erfolgen� G�angige
Parallelrechner mit verteiltem Speicher verf�ugen �uber geeignete Hardware� die Kommu�
nikation ohne Prozessorbeteiligung abwickeln kann� Der Prozessor initiiert lediglich die
Kommunikation� die anschlie�end asynchron zur weiteren Ausf�uhrung des Programms er�
folgt� Damit gelingt es in Grenzen� den Kommunikationsaufwand zu verbergen�

In den Schritten � und 	 wird jeweils ein Gossiping�Algorithmus auf Teilmengen der
Prozessoren ausgef�uhrt� n�amlich jeweils die Menge der Prozessoren einer Zeile bzw� Spalte
des r�c Prozessorgitters� Sie sind n�otig� damit jede PE f�ur die Pivot�Auswahl der folgenden
Iteration die korrekte Information der globalen Matrix hat� Die Anzahl der NNEs pro Zeile
und Spalte wird f�ur die Berechnung der Markowitzzahlen ben�otigt� Da Fill�Elemente auf an�
dern PEs entstehen k�onnen� m�ussen diese Zahlen nach jeder paralleln Iteration aktualisiert
werden� Um das Kommunikationsvolumen gering zu halten� werden nur die �Anderungen
kommuniziert�

Auch die Werte des betragsgr�osten NNEs pro Zeile in maxabs m�ussen aktualisiert wer�
den� Im Gegensatz zum sequentiellen Algorithmus k�onnen diese Werte nicht erst bei Bedarf
berechnet werden� da zu ihrer Bestimmung jeweils alle PEs einer Prozessorzeile kooperie�
ren m�ussen� Wenn ein PE einen neuen Wert ben�otig� w�are ein aufwendiges Protokoll n�otig�
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damit die anderen involvierten PEs davon erfahren und bei der Bestimmung mitarbei�
ten� Statt dessen werden die Maxima zu Anfang f�ur alle Zeilen bestimmt und nach jeder
parallelen Iteration aktualisiert� Dabei werden wieder nur die �Anderungen kommuniziert�

Algorithmus �� ben�otigt eine Synchronisation aller PEs lediglich am Anfang einer par�
allelen Iteration bei der Auswahl kompatibler Pivot�Elemente �s�u�
 und am Ende� wenn
die Zeilen� und Spalteninformation aktualisiert wird� Also erfolgt nur alle e Eliminations�
schritte eine Synchronisation und damit wesentlich seltener� als wenn ohne Nutzung von
Kompatibilit�at nach jedem Eliminationsschritt synchronisiert werden m�u�te� Da bei jeder
Synchronisation alle PEs auf den letzten warten m�ussen� erwartet man durch die selteneren
Synchronisationsoperationen insgesamt k�urzere Wartezeiten�

������� Auswahl kompatibler Pivot�Elemente

Zu den beiden Zielen bei der Pivot�Auswahl f�ur die sequentielle LU�Zerlegung� n�amlich
der numerischen Stabilit�at und der Fill�Minimierung� mu� f�ur den parallelen Fall ein
weiteres Kriterium hinzugezogen werden� n�amlich das Au�nden einer m�oglichst gro�en
Menge kompatibler Pivot�Elemente� Gl�ucklicherweise ist letzteres gut vereinbar mit der
Fill�Minimierung� denn Pivot�Elemente mit niedriger Markowitz�Zahl haben wenige NNEs
in derselben Zeile oder Spalte und sind somit eher kompatibel zu anderen Elementen als
solche mit einer h�oheren Markowitz�Zahl� Aus diesem Grund kann die Auswahl der Pivot�
Elemente weitgehend von der sequentiellen Version �ubernommen werden�

Der Algorithmus �� f�ur die Auswahl kompatibler Pivot�Elemente erfolgt in drei Pha�
sen� In der ersten Phase w�ahlt jedes PE aus seinen lokalen NNEs eine Menge von Pivot�
Kandidaten aus� die zu einer globalen Kandidatenmenge zusammengefa�t wird� Zu jedem
Paar von Pivot�Kandidaten wird in der zweiten Phase die Kompatibilit�at �uberpr�uft und
gespeichert� Schlie�lich wird in der letzten Phase greedy�artig eine Teilmenge kompatibler
Pivot�Elemente aus der Kandidatenmenge extrahiert�

Algorithmus �� �Bestimmung kompatibler Pivot
Elemente�

Phase � �Kandidaten�Auswahl��
Bilde lokale sortierte Liste L von Pivot�Kandidaten

Gossip � Bilde globale sortierte Liste G von Pivot�Kandidaten

Phase � �Inkompatibilit�atsbestimmung��
Bilde lokale Liste von Paaren inkompatibler Pivot�Kandidaten

Gossip � Bilde globale Liste von Paaren inkompatibler Pivot�Kandidaten

Phase � �Kompatiblen�Auswahl��
Setze C � ��
Solange jGj nicht leer�
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Schritt �� Sei G� das erste Element in G�
Setze C � C 
 fG�g

Schritt �� Entferne G� und alle zu G� inkompatiblen Elemente aus G

C ist die Menge kompatibler Pivot�Elemente

In der ersten Phase w�ahlt zun�achst jedes PE eine lokale Menge von Pivot�Kandidaten
aus� wobei jeder Kandidat nach derselben Strategie bestimmt wird wie die Pivot�Elemente
im sequentiellen Fall� Diese Kandidaten werden lokal nach aufsteigender Markowitz�Zahl
sortiert� Anschlie�end wird mit einem Gossiping�Algorithmus aus den lokalen sortierten
Kandidatenlisten eine globale sortierte Liste erzeugt� Die Gossiping�Operation ist dabei
die Vereinigung zweier sortierter Listen in eine sortierte Liste und arbeitet in linearer Zeit�

In der zweiten Phase bestimmt jedes PE Paare inkompatibler Pivot�Elemente� indem
es lokal die relevanten Matrix�Elemente �uberpr�uft� Typischerweise treten aufgrund der
niedrigen Markowitz�Zahl der Kandidaten nur wenige Inkompatibilit�aten auf� Mit einem
weiteren Gossiping�Algorithmus wird die Menge alle inkompatibler Pivot�Kandidatenpaare
aufgestellt�

In der dritten Phase wird schlie�lich die Menge der kompatiblen Pivot�Elemente aus der
sortierten Kandidatenliste mit einem Greedy�Algorithmus extrahiert� Das erste Element
der Kandidatenliste wird herausgenommen und der Menge der Pivot�Elemente zugef�ugt�
Anschlie�end werden alle zu diesem Element inkompatiblen Kandidaten aus der Liste ent�
fernt� Mit dem nun ersten Element in der Kandidatenliste wird ebenso verfahren� Dies wird
iteriert� bis die Kandidatenliste leer ist�

Die Bestimmung einer maximalen Teilmenge kompatibler Pivot�Elemente ist ein
Stabile�Mengen�Problem� zu dessen L�osung aufwendigere Algorithmen existieren� die bes�
sere L�osungen versprechen� Sie werden jedoch aus zwei Gr�unden nicht benutzt� Zum einen
wurde die Kandidatenmenge selbst ohne weitere Ber�ucksichtigung von Kompatiblit�at auf�
gestellt� so da� eine etwaige

�
Verbesserung bereits dort ansetzen m�u�te� Zum anderen be�

vorzugt der Greedy�Algorithmen Kandidaten am Anfang der Liste� also solche mit geringer
Markowitz�Zahl� Diese sind aber auch wegen ihrer Fill�Minimierungseigenschaft vorzuzie�
hen�

Es gibt zwei Spezialf�alle� f�ur den sich eine spezielle Implementierung lohnt� n�amlich f�ur
Zeilen oder Spalten mit nur einem NNE� Solche werden Singletons genannt� O�enbar f�uhrt
jede Menge von Zeilensingletons mit paarweise verschiedenen Zeilenindizes zu kompatiblen
Pivot�Elementen� gleiches gilt f�ur Spaltensingletons� F�ur solche Mengen bedarf es also
keiner weiteren �Uberpr�ufung der Kompatibilit�at� Ferner entf�allt der Update�Loop und f�ur
Spaltensingletons auch der L�Loop�

Singletons treten bei den Basis�Matrizen im Simplex�Algorithmus besonders h�au�g auf�
da diese meist auch Schlupfvariablen �bzw� Variablenschranken bei einer Zeilenbasis
 ent�
halten� Aus diesem Grund werden Algorithmus �� zwei Phasen vorgeschaltet� In der ersten
werden alle Zeilen�Singletons und in der zweiten alle Spalten�Singletons eliminiert� Die
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verbleibende aktive Submatrix hei�t der Nukleus der Matrix und enth�alt keine weiteren
Singletons� Im Nukleus k�onnen zwar nach einigen Pivot�Eliminationen neue Singletons ent�
stehen� jedoch geschieht dies i�a� in so niedriger Zahl� da� eine separate Behandlung nicht
mehr lohnt�

������
 Lazy Loadbalancing

Da die zu verrichtende Arbeit mit Abnahme der Dimension der aktiven Submatrix dyna�
misch von Iteration zu Iteration variiert� und zwar wohl m�oglich unterschiedlich auf ver�
schiedenen PEs� mu� ein dynamischer Lastausgleich erfolgen� Dazu bedarf es eines Ma�es
f�ur die Last eines PEs im Vergleich zur Gesamtlast�

Eine M�oglichkeit f�ur solch ein Ma� w�are das Verh�altnis der Anzahl der NNEs der aktiven
Submatrix eines PEs zur Gesamtzahl der NNEs� Letztere zu bestimmen w�urde jedoch einen
weiteren Kommunikationsaufwand erfordern� der vermieden werden sollte� Statt dessen
wird ein approximatives Ma� verwendet� die von einer gleichm�a�igen Verteilung der NNEs
auf die Submatrix ausgeht� Dies ist durch die Verteilung ���

 relativ gut gew�ahrleistet� F�ur
jedes PE �i� j
 bezeichne rs�i� j
 die Anzahl der Zeilen und cs�i� j
 die Anzahl der Spalten
von der s�ten aktiven Submatrix� die von dem PE verwaltet werden� Dann wird die Last
des i�ten PEs als

ls�i� j
 � cs�i� j
 � rs�i� j
 �����


de�niert� Wegen
P

rs�i� j
 � n	 s �
P

cs�i� j
 ist die Gesamtlast

Ls � �n	 s
 � �n	 s
� �����


Die Aufgabe des Lastausgleichs ist es� ls�i
 � LS
p m�oglichst gut zu erreichen� Aktive
Verfahren sp�uren Abweichungen davon auf und transferieren Last von �uberlasteten PEs
zu unterforderten� Bei der LU�Zerlegung w�urde dies durch die �Ubergabe von Zeilen oder
Spalten erfolgen� was zu einem zus�atzlichen Kommunikationsaufwand f�uhrte�

Dieser kann mit einem passiven Lastausgleichsverfahren vermieden werden� der in �����
zuerst vorgestellt wurde� Da in jeder parallelen Iteration Last abgebaut wird� kann die
Lastverteilung ausgeglichen werden� indem PEs mit einer h�oheren Last versuchen in der
folgenden Iteration mehr Last abzubauen als solche mit einer geringern Last� Dies wird

�uber die Anzahl der Pivot�Kandidaten ks�i� j
 erreicht� die jedes PE �i� j
 in der s�ten
Iteration ausw�ahlt�

ks�i� j
 � K �

�
ls�i� j


Ls

�
� �����


Damit werden insgesamt ca� K Kandidaten ausgew�ahlt� wozu jedes PE anteilig zu seiner
Last viele beitr�agt� Abbildung ��� zeigt� da� damit in der Tat eine bessere Lastverteilung
erreicht wird�
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optimale Lastverteilung
ohne Lastausgleich
mit Lastausgleich

Gr�o�e der globalen aktiven Submatrix
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Abbildung ���� E�ekt des lazy load
balancing� Es ist die maximale und minimale Last maxfls�i� j	g�

bzw� minfls�i� j	g �uber der Gesamtlast aufgetragen� Durch das lazy load
balancing wird die Di�erenz

beider Werte kleiner gehalten als ohne�

����� Parallele Vor� und R�uckw�artssubstitution

Bei der Behandlung der parallelen L�osung gesta�elter linearer Gleichungssysteme be�
schr�anken wir uns exemplarisch auf den Fall

Ly � b� �����	


wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalen � sei� Die L�osung von Gleichungssy�
stemen mit einer oberen Dreiecksmatrix gestaltet sich analog� Der L�osungsalgorithmus zu
�����	
 wurde bereits in Abschnitt ����� vorgestellt und sei hier wiederholt�

F�ur i � �� � � � � n�
F�ur j � i � �� � � � � n�

Setze yj � yj � �	yi � Lji
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Die Berechnungen in der Schleife �uber j sind f�ur verschiedene Indizes vollkommen un�
abh�angig� Deshalb kann diese Schleife parallelisiert werden� indem jedes PE eine Teilmenge
der Indizes bearbeitet� Die Schleife �uber i bleibt hingegen inherent sequentiell�

Wie schon bei der LU�Zerlegung bietet die d�unnbesetzte Struktur von L weitere Ne�
benl�au�gkeit� L hat n�amlich nach der parallelen LU�Zerlegung eine besondere Struk�
tur� bei der sich entlang der Diagonalen je�
weils diagonale Submatrizen be�nden� Bezeich�
ne mitB�� B�� � � � � Bk die zugeh�origen Indexmen�
gen� d�h� die Matrizen LBiBi

sind f�ur i � �� � � � � k

Einheitsmatrizen� Dabei gelte bi � bj f�ur alle

bi � Bi und bj � Bj mit i � j �vgl� Abb� ���
�

Wegen der Struktur von L kann f�ur i � Bl

die Schleife �uber j auf j � Bl�� 
 � � � 
 Bk be�
schr�ankt werden� Insbesondere f�allt keine Arbeit
f�ur j � Bl an� Da dies f�ur alle i � Bl zutri�t und
die Operation in der Schleife �uber j assoziativ
und kommutativ ist� bietet sich eine zus�atzliche
Nebenl�au�gkeit innerhalb der Schleife �uber i�

L

B� B�
� � �

B�

B�

���

Abbildung ���� Struktur der Dreiecksmatrix
L nach paralleler LU
Zerlegung mit kompati

blen Pivot
Elementen�

Algorithmus ��

F�ur l � �� � � � � k�
F�ur j � Bl�� 
 � � � 
 Bk�

F�ur i � Bl�
Setze yj � yj 	 yi � Lji

In Algorithmus �� kann wieder die Schleife �uber j parallel ausgef�uhrt werden� Dies gilt
nicht f�ur die Schleife �uber i� da die Schreib� und Lesezugri�e auf yj Synchronisiert werden
m�ussen� Es ist jedoch �bis auf numerische Fehler
 unerheblich� in welcher Reihenfolge die
Elemente von Bl traversiert werden�

Algorithmus �� impliziert eine zeilenweise Verteilung der Matrix L� Dabei legt die
Schleife �uber i eine zeilenweise Speicherung von L nahe� Wie in Abschnitt ����� ist dies
jedoch f�ur d�unnbesetzte Vektoren b ung�unstig� da bei der Schleife �uber i h�au�g unn�otige
Operationen mit yi � � ausgef�uhrt werden� Aus diesem Grund wurde eine spaltenweise
Speicherung beibehalten und L gleichzeitig zeilenweise auf die PEs verteilt� Sind p � k PEs
vorhanden� so verwaltet PE i die Submatrix LBi� mit in einer spaltenweisen Speicherung�
Falls nur p � k PEs verf�ugbar sind� erh�alt das PE i alle Submatrizen L�

j� mit j mod p � i�
Dadurch ergibt sich bei p� k gleichzeitig eine Lastverteilung�
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PE q f�uhrt folgenden Algorithmus aus�

Algorithmus �
 �Parallele Vorw�artssubstitution�

Schritt � �Bearbeitung��
F�ur l � �� � � � � q�

Warte auf PE l
F�ur i � Bl�

F�ur j � Bq�
Setze yj � yj 	 yi � Lji

Schritt � �Synchronisation��
Signalisiere Termination

Dabei wartet jedes PE in Schritt � darauf� da� PE l Schritt � erreicht� Diese Synchronisation
erzwingt die sequentielle Bearbeitung der globalen Schleife �uber l in Algorithmus ��� Die
Schleife �uber j wird wieder nur dann ausgef�uhrt� wenn yi �� � gilt� Dadurch kann die
D�unnbesetztheit von b ausgenutzt werden�

Bei einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher erfolgt die Synchronisation bei der
�Ubertragung des Teil�Vektors yBl

� der f�ur die Berechnungen in Schritt � erforderlich ist� F�ur
eine Shared�Memory�Architektur w�urde hingegen eine explizite Synchronisation benutzt�



Kapitel �

Implementierung in C��

Dieses Kapitel beschreibt den objektorientierten Software�Entwurf f�ur die drei Implemen�
tierungen SoPlex� SMoPlex und DoPlex� Als solcher gliedert er sich in eine Menge von Klas�
sen� Die Klassen f�ur die sequentielle Implementierung werden in Abschnitt ��� vorgestellt�
In Abschnittt ��� werden die zus�atzlichen Klassen beschrieben� die f�ur die Parallelisierung
f�ur Parallelrechner mit gemeinsamen und verteiltem Speicher entwickelt wurden� Zuvor
wird jedoch in Abschnitt ��� eine kurze Einf�uhrung in die Konzepte der objektorientierten
Programmierung gegeben�

��� Grundlagen objektorientierter Programmierung

Seit in den ��er Jahren erste elektronische Datenverarbeitungsanlagen auf dem Markt er�
schienen sind� ist die Hardware einer rasanten Weiterentwicklung unterworfen� Mit dieser
Entwicklung einher geht die M�oglichkeit� immer schwierigere Probleme zu l�osen� Allerdings
bedarf es dazu auch immer komplexerer Software� Dabei traten die Grenzen der jeweils bis
dato entwickelten Entwurfs� und Implementierungstechniken zum Vorschein� was wiederum
Anla� zu Fortentwicklungen auf den Gebieten des Softwar�Entwurfs� der Programmierspra�
chen und der formalen Spezi�kation war� Diesen Entwicklungen gemein ist die Zielsetzung�
folgende allgemeine Qualit�atsanforderungen an Softare zu unterst�utzen�

�� Die Anforderung der Korrektheit verlangt� da� ein Programm seiner Spezi�kation
gen�ugt� Sie ist nat�urlich die wichtigste Anforderung� die an Software zu stellen ist�
Dazu wurden Methoden der formalen Veri�kation entwickelt� mit denen die Korrekt�
heit eines Programms gegen�uber seiner Spezi�kation formal nachgewiesen werden
kann� Der Aufwand f�ur solch einen Beweis ist jedoch so erheblich� da� diese Tech�
niken in der Regel nicht zum Einsatz kommen� Vielmehr wird statt dessen durch
umfangreiches und systematisches Testen die Korrektheit von Software �uberpr�uft�
womit man jedoch nur in der Lage ist� das evtl� Vorhandensein von Fehlern nachzu�

���
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weisen� nicht aber deren Abwesenheit� Mit dem Aufkommen von Nichtdeterminismus
etwa bei parallelen Algorithmen werden die Grenzen des Testens immer deutlicher�
so da� formalen Methoden eine zunehmende Bedeutung beigemessen wird�

�� Erweiterbarkeit beschreibt die M�oglichkeit� die Software an �zuk�unftige
 �Anderungen
und Erweiterungen der Spezi�kation anzupassen�

�� Unter Wiederverwendbarkeit versteht man die M�oglichkeit� die Software oder Teile
davon bei der Programmierung anderer Anwendungen zu benutzen� Dabei ist Kom�
patibilit�at von zentraler Bedeutung�

�� E�zienz beschreibt die
�
gute Nutzung vorhandener Ressourcen� In wissenschaftli�

chen Applikationen wird der Begri� meist mit  Laufzeite�zienz � also der m�oglichst
schnellen Berechnung des gew�unschten Ergebnisses� gleichgesetzt� F�ur nicht wissen�
schaftlichen Anwendungen umfa�t der E�zienz jedoch auch den Einsatz anderer
Ressourcen wie Speicherplatz� Ein� und Ausgabe oder Kommunikationsnetzwerke�

Dar�uberhinaus stellen sich in der Praxis oft weitere wichtige Anforderungen etwa hinsicht�
lich der Benutzerfreundlichkeit� der Fehlertoleranz u�v�m�

����� Programmierparadigmen

Die Entwicklungen auf den Gebieten der Software�Technik und Programmiersprachen ist
durch verschiedene sog� Programmierparadigmen �oder �modelle
 gekennzeichnet� Unter
einem Programmierparadigma versteht man die bereitgestellten abstrakten Ausdrucksmit�
tel zur Formulierung von Programmen� Auf grober Ebene unterscheidet man zwischen
imperativer� funktionaler� logischer und objektorientierter Programmierung�

Im folgenden werden kurz imperative Programmierparadigmen sowie Grundz�uge der
objektorientierten Programmierung skizziert und auf ihre Leistungsf�ahigkeit in bezug auf
die Anforderungen ��� verglichen� Dabei wird kein Anspruch auf Vollst�andigkeit erhoben
sondern lediglich ein �Uberblick verscha�t� der eine Einordung der Programmiersprache
C�� erm�oglicht� da die in dieser Arbeit beschriebene Software in C�� entworfen und
implementiert wurde�

������� Imperative Programmierung

Die imperative Programmierung ist die �alteste Art der Programmierung und wurde einer
Reihe von Strukturierungen unterzogen� Zun�achst bestand sie in der Beschreibung von
Algorithmen als Folge elementarer Operationen auf elementaren Daten� Zur graphischen
Darstellung solcher Programme eignen sich Flu�diagramme�

Die Anforderungen ��� wurden bei dieser Art der Programmierung kaum unterst�utzt� So
kann etwa kein Programmteil frei in einem anderen Zusammenhang verwendet werden� da
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dort Variablen m�oglicherweise anderweitig benutzt werden� Dies widerspricht Anforderung
�� Ebenso kann prinzipiell jeder Punkt in einem Programm von einem beliebigen anderem
angesprungen werden� Dadurch ist eine �Anderung stets mit kaum kalkulierbaren Risiken
verbunden� was wiederum in Widerspruch zu Anforderung � steht �����

Dieser Problematik wurde durch Bereitstellung weiterer Abstraktionsmittel auf Kon�
troll�u�� und Datenebene begegnet� die zur strukturierten Programmierung f�uhrte ��	�� Sie
hat den fr�uheren imperativen Programmierstil vollst�andig abgel�ost� Hierbei wird ein Pro�
gramm als Folge strukturierter Operationen �Ausdr�ucke� Schleifen� Prozeduren� Bl�ocke
 auf
strukturierten Daten �lokale Namensr�aume� strukturierte Datentypen wie Verbunde und
Reihungen
 formuliert� Durch die Strukturierung des Namensraum der Variablen kann
sichergestellt werden� da� Variablen nicht in verschiedenen Zusammenh�angen inkompati�
bel benutzt werden� und durch strukturierte Operationen �Schleifen etc�
 werden Spr�unge
mit den damit verbundenen Risiken vermieden� Zur Darstellung strukturierter Program�
me werden meist Nassi�Schneiderman Struktogramme verwendet ����� Sie erm�oglichen eine
�ubersichtliche Darstellung strukturierter Operationen und sehen keine M�oglichkeit zur Dar�
stellung von Spr�ungen vor�

Zun�achst erscheint die Restriktion bei der Benutzung von Spr�ungen oder beim Zugri�
auf Daten als hinderlich� Es zeigt sich jedoch� da� z�B� Spr�unge generell durch �aquiva�
lente strukturierte Ausdrucksmittel �wie Schleifen
 ersetzt werden k�onnen� Daf�ur gewinnt
man gro�e Vorteile hinsichtlich der Anforderungen ���� �Seitene�ektfreie
 Prozeduren etwa
k�onnen in einem beliebigen anderen Programm eingesetzt werden �Anforderung �
� was
zur Entwicklung umfangreicher Funktionsbibliotheken f�uhrte�

Dennoch unterst�utzt auch die strukturierte Programmierung nicht alle o�g� Anforde�
rungen� Insbesondere zeigten sich M�angel bei der Wiederverwendbarkeit� Man denke etwa
an einen Satz von Funktionen� die Operationen auf einer komplexen Datenstruktur� z�B� ei�
ner d�unnbesetzten Matrix� ausf�uhren� Oft wird diese Datenstruktur global zur Verf�ugung
gestellt� damit alle Funktionen darauf zugreifen k�onnen� Dies kann aber zu Kompatibi�
lit�atsproblemen mit anderen Software�Komponenten f�uhren� die evtl� dieselben globalen
Daten anders verwenden� was zu Inkonsistenzen f�uhren kann�

Diese Problematik hat zur Entwicklung der modularen Programmierung gef�uhrt� Sie
stellt zus�atzliche Ausdrucksmittel zur Trennung von Schnittstelle und der zugeh�origen Im�
plementierung zur Verf�ugung� Die Implementierung eines Moduls umfa�t alle ben�otigten
Datenstrukturen und internen Funktionen zu deren Manipulation� Auf diese kann aber

�
von

au�erhalb des Moduls nicht direkt zugegri�en werden� Vielmehr kann nur die Schnittstelle
benutzt werden� Die Modulschnittstelle ist eine Au�istung aller Deklarationen �Funktionen�
Variablen� etc�
� die von au�erhalb des Moduls angesprochen werden k�onnen� Dementspre�
chend stellt sich ein modulorientiertes Programm als eine Menge von Modulen dar� die nur
�uber ihre Schnittstellen interagieren� Die Darstellung eines solchen Programms geschieht
mithilfe von Modulgraphen� in denen verschiedene Beziehungen zwischen den Modulen wie
Benutztrelationen oder Kontroll�u� dargestellt werden�
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Die Einschr�ankung hinsichtlich des Zugri�es erscheint zun�achst als hinderlich� Wieder�
um zeigt sich jedoch� da� bei sorgf�altiger Wahl der Schnittstellen keine Nachteile erwach�
sen� Daf�ur gewinnt man aber gro�e Vorteile bei der Unterst�utzung der Anforderungen des
Software�Entwurfs�

�� Die Anforderung nach Korrektheit wird von der modularen Programmierung in er�
heblichem Ma�e unterst�utzt� Kapselt man etwa die Datenstrukturen� auf denen ein
Algorithmus arbeitet� in Module ein� so kann bei der Implementierung eines diese
Module nutzenden Algorithmus die Konzentration allein auf dessen Funktionalit�at
gerichtet werden� anstatt stets dabei Sorge tragen zu m�ussen� die Integrit�at der ver�
wendeten Datenstrukturen aufrechtzuerhalten� Diese wird ja von den entsprechenden
Modulen selbst gew�ahrleistet�

�� Die Erweiterbarkeit wird durch eine modulare Strukturierierung der Software insoweit
unterst�utzt� als zum einen die Erweiterung der Schnittstelle eines Moduls� also das
Hinzuf�ugen weiterer Vereinbarungen� keinerlei R�uckwirkungen auf Code au�erhalb
des Moduls hat� Dies tri�t selbst dann zu� wenn die Erweiterung eine vollkommene
Umstrukturierung der Implementierung der internen Datenstrukturen des Moduls
bedingt� Zum ander wird die Erweiterung von Software um zus�atzliche Module �uber
die Kompatibilit�at unterst�utzt�

�� Die Kompatibilit�at verschiedener Module zueinander wird ebenfalls durch die Tren�
nung von Schnittstelle und Implementierung gew�ahrleistet� kein Modul kann die Inte�
grit�at eines anderen beein�u�en� da interne Daten nicht angesprochen werden k�onnen�
Damit ist eine gute Wiederverwendbarkeit gesichert�

�� Wie die �Laufzeit�
E�zienz von der modularen Programmierung ber�uhrt wird� h�angt
im wesentlichen von der Ausgestaltung der Schnittstellen ab� Gleichzeitig erm�oglicht
die geringere Komplexit�at der Software durch die modulare Programmierung ein bes�
seres Verst�andnis� und bietet somit bessere M�oglichkeiten zur Optimierung� z�B� in�
dem man die Datenstrukturen hinter einer Modulschnittstelle durch e�zienter aus�
tauscht�

Module eignen sich besonders zur Implementierung abstrakter Datentypen� Das sind
benutzerde�nierte Datentypen� die ausschlie�lich �uber die Schnittstelle manipuliert werden
k�onnen� Daher kommt der Schnittstelle �und ihrer Semantik
 eine besondere Bedeutung zu�
denn sie de�niert den Datentyp� Die Schnittstelle wird deshalb als Teil des Datentyps an�
gesehen� Zu einem abstrakten Datentyp k�onnen wie bei elementaren Datentypen Variablen
erzeugt werden� Diese werden dann Instanzen oder auch Objekte genannt�

������� Objektorientierte Programmierung

Zur Motivation der objektorierten Programmierung zeigen wir zun�achst am Beispiel des
Simplex�Algorithmus� da� dieser Programmierstil die Wiederverwendbarkeit besser un�
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terst�utzt als die imperative Programmierung� Wie in Abschnitt ��	 dargestellt� gibt es eine
gro�e Vielfalt unterschiedlicher Pricing�Strategien� die jeweils zu einem korrekten Simplex�
Algorithmus f�uhren �eine geeignetes Kreiselvermeidungsverfahren vorausgesetzt
� Um diese
Vielfalt programmtechnisch mit einem imperativen Programmierstil zu erfassen� wird in
der Simplex�Schleife eine Verzweigung eingesetzt� die abh�angig von einem Parameter die
eine oder die andere Pricing�Funktion aufruft� Will man nun eine weitere Pricing�Strategie
hinzuf�ugen� so ist man dazu nur in der Lage� wenn man �uber den Quellcode verf�ugt und die
Verzweigung entsprechend erweitert� Dies widerspricht den Anforderungen nach Erweiter�
barkeit und Wiederverwendbarkeit�

Der Grund f�ur die eingeschr�ankte Wiederverwendbarkeit liegt in Art� wie bei der im�
perativen Programmierung Funktionsaufrufe aufgel�ost werden� Dies geschieht bereits zur
�Ubersetzungszeit� so da� die Integration einer weiteren Pricing�Funktion eine �Anderung
des Aufrufes und eine erneute �Ubersetzung erfordert�

Um eine generische �also allgemein verwendbare
 Simplex�Schleife zu programmieren�
mu� die Au��osung des Funktionsaufrufs f�ur das Pricing erst zur Laufzeit erfolgen� Dies
wird von objektorientierten Programmiersprachen besonders unterst�utzt�� Damit kann
die Simplex�Schleife generisch formuliert werden� so da� sie f�ur alle zuk�unftigen Pricing�
Verfahren ohne �Anderung geeignet ist� Verschiedene Pricing�Strategien werden in ver�
schiedenen abstrakten Datentypen implementiert� die jedoch untereinander gro�e �Ahn�
lichkeiten aufweisen� Die Schnittstelle jedes dieser Datentypen enth�alt z�B� eine Funkti�
on selectEnter��� um den Index der in die Basis eintretenden Variable auszuw�ahlen�
Jeder Datentyp implementiert jedoch bei dieser Funktion eine andere Pricing�Stategie�
Zur L�osung eines LPs wird dem Simplex�Algorithmus eine Instanz eines solchen Pricing�
Datentyps �ubergeben� das wir das Pricing�Objekt nennen� In der Simplex�Schleife wird nun
die zu dem �ubergebenen Objekt geh�orende Funktion selectEnter�� aufgerufen� Dabei hat
der aufrufende Code �also die Simplex�Schleife
 keine Kontrolle dar�uber� welche Funktion
und damit welche Pricing�Strategie tats�achlich ausgef�uhrt wird� Dies ist allein durch das
Pricing�Objekt bestimmt� ihm wird somit eine eigene Autonomie zugesprochen�

Die zentralen Begri�e der objektorientierten Programmierung sind Klasse� Objekt und
Methode� Eine Klasse ist ein �abstrakter
 Datentyp� Ihre Instanzen hei�en Objekte und die
Funktionen ihrer Schnittstelle hei�en Methoden� Zwei zugeh�orige Konzepte unterscheiden
Klassen von ihren imperativen Gegenst�ucken�

Dynamic Typing� Darunter versteht man die M�oglichkeit� beliebige Objekte als Para�
meter von Methoden oder Funktionen zu �ubergeben ohne R�ucksicht auf ihre
Klasse �oder ihren Typ
� Dies steht im Gegensatz zum static Typing� bei
dem der Typ von Parametern zur �Ubersetzungszeit festgelegt ist� Dies ist der
Standard bei g�angigen imperativen Programmiersprachen wie C� FORTRAN
oder PASCAL� F�ur das obige Beispiel bedeutet dynamic Typing� da� der

�Es ist auch m�oglich per Funktionszeiger eine generische Simplex
Schleife zu realisieren� Dies kann
jedoch als eine objektorientierte Strukturierung per Hand angesehen werden�
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Simplex�L�oser jedes beliebige Objekt akzeptieren mu�� Dies gilt insbesondere
auch f�ur Objekte von Pricing�Klassen� die erst sp�ater entwickelt wurden� So�
fern die Methode selectEnter�� korrekt implementiert wurde� erh�alt man
stets einen funktionierenden Simplex�Algorithmus� ohne da� eine �Anderung
des Programmtextes notwendig w�are�

Late Binding� Als late Binding wird die Art des Methodenaufrufs bei der objektorien�
tierten Programmierung bezeichnet� da� n�amlich erst zur Laufzeit anhand
des benutzten Objektes und der gew�ahlten Methode festgelegt wird� welche
Funktion tats�achlich ausgef�uhrt wird� Im imperativen Fall steht dagegen die
auszuf�uhrende Funktion bereits zur �Ubersetzungszeit fest�

Die Folge dieser Konzepte ist der sog� Paradigmenwechsel beim �Ubergang von der im�
perativen zur objektorientierten Programmierung� Bei der imperativen Programmierung
be�ehlt �imperare � befehlen
 stets der aufrufende Code� welche Funktion ausgef�uhrt wird�
Dagegen werden bei der objektorientierten Programmierung Objekte als autonome Instan�
zen angesehen� die eigenst�andig zur Laufzeit

�
entscheiden � welche Aktion sie bei einem

Methodenaufruf ausf�uhren�

Zur Beschreibung eines weiteren Konzeptes der objektorientierten Programmierung�
n�amlich der Ableitung� kehren wir zum Beispiel der Pricing�Klassen zur�uck� O�enbar
�ahneln sich alle Pricing�Klassen insofern� als da� sie �jedenfalls in Teilen
 dieselbe Schnitt�
stelle aufweisen� Um �Ahnlichkeiten zwischen Klassen programmtechnisch auszudr�ucken
und dabei eventuell redundante Implementierungen zu vermeiden� bietet die objektorien�
tierte Programmierung den Mechanismus der Ableitung von Klassen� Sie ist �uber folgenden
Zusammenhang de�niert�� Seien A und B Klassen� wobei B von A abgeleitet sei� Dann kann
jede Methode der Klasse A auch von Objekten der Klasse B ausgef�uhrt werden� Dies hat
zur Folge� da� Objekte von B �uberall dort eingesetzt werden k�onnen� wo Objekte von A
erwartet werden� Man nennt A Basisklasse von B�

A

�

B

Abbildung ���� Ableitungsgraph

Die Ableitung von Klassen kann f�ur zweierlei
Konstruktionen verwendet werden� n�amlich zur Er�
weiterung und zur �Anderung von Klassen� Ben�otigt
man eine Klasse� die zus�atzlich zur Schnittstelle einer
bereits bestehenden Klasse einige weitere Methoden
anbietet� so kann dies durch Ableitung realisiert wer�
den� bei der lediglich die zus�atzlichen Methoden im�

plementiert werden m�ussen� Wird hingegen eine Klasse gebraucht� die bei gleicher Schnitt�
stelle eine andere Implementierung oder Semantik einiger Methoden aufweist� so kann dies
wiederum per Ableitung geschehen� wobei lediglich die zu �andernden Methoden implemen�
tiert werden m�ussen� Nat�urlich sind auch Mischformen beider Konstruktionen m�oglich�

Zur Darstellung von Ableitungsbeziehungen zwischen Klassen werden sog� Ableitungs�

�Genaugenommen erkl�art dies den wichtigen Fall der
�
public� Ableitung�
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graphen eingesetzt �vgl� Abb� ���
� Jede Klasse wird durch einen Kasten repr�asentiert� und
eine Ableitungsbeziehung durch einen Pfeil von der abgeleiteten Klasse zur Basisklasse��

����� Einordnung von C��

Die Programmiersprache C�� erfreut sich derzeit weiter Verbreitung� ist sie doch aufgrund
ihrer �Ahnlichkeit zu C schnell zu erlernen� und bietet dar�uber hinaus ein gen�ugendes Ma� an
Unterst�utzung f�ur objektorientierte Software�Entwicklung� Dabei wurde auf eine vollkom�
mene Unterst�utzung aller Leistungsanforderungen der objektorientierten Programmierung
zugunsten einer �Ubersetzbarkeit in ebenso e�zienten Code wie C verzichtet� Aus diesem
Grund wurde C�� auch f�ur die hier vorgestellten Implementierungen verwendet�

Ableitung von Klassen wird von C�� mittels Vererbung realisiert� Dies bedeutet� da�
der Compiler f�ur die abgeleitete Klasse eine Kopie der Basisklasse erzeugt und dieser die
zus�atzlichen Methoden und internen Daten hinzuf�ugt��

C�� ist wie C eine statisch getypte Sprache und bietet somit kein echtes dynamic
Typing� Es gibt jedoch zwei Ans�atze eine Vereinfachung davon zu unterst�utzen� Zum einen
sind dies parametrisierte �template
 Klassen oder Funktionen� bei der ein Typ Parameter
sein kann� Damit l�a�t sich z�B� ein Stapel f�ur Objekte einer beliebigen aber festen Klas�
se realisieren� Zum anderen geschieht eine automatische Typanpassung� wenn ein Objekt
einer abgeleiteten Klasse als Parameter �ubergeben wird� wo eigentlich ein Objekt seiner
Basisklasse erwartet wird� Dies ist m�oglich� da die abgeleitete Klasse stets eine Kopie der
Basisklasse beinhaltet� Um vom abgeleiteten Typ wieder zum Ursprungstyp eines Objektes
zu gelangen� sieht der C�� Standard das sog� RTTI �runtime type information
 vor� Dies
wird jedoch noch kaum von Compilern unterst�utzt�

Im Normalfall werden nach einer automatischen Typanpassung die Methoden der Ba�
sisklasse benutzt� selbst wenn diese von der abgeleiteten Klasse �uberlagert wurden� Der
Grund daf�ur ist� da� so eine Codeoptimierung mit Method�Inlining� m�oglich ist� Ist es f�ur
die Korrektheit des Programms hingegen wichtig� da� ein late Binding geschieht� d�h� die
�uberlagerten Methoden der abgeleiteten Klasse benutzt werden� so kann dies f�ur jede Me�
thode gesondert spezi�ziert werden �virtual Methoden
� F�ur solche Methoden ist jedoch
oft ein Inlining nicht m�oglich� so da� ein Methodenaufruf etwa den Aufwand eines Funkti�
onsaufrufes in C bedingt�

C�� weist somit Einschr�ankungen sowohl hinsichlich des late Bindings wie auch beim
dynamic Typing auf� Da beides nicht streng unterst�utzt wird� handelt es sich bei C�� auch

�Es herrscht ein erbitterter Streit unter den Informatikern� ob die Pfeile in der oben beschriebenen
oder in der umgekehrten Richtung zu zeichnen seien� Sowohl f�ur als auch gegen beide Varianten sprechen
verschiedene Au�assungen� Die hier verwendete Pfeilrichtung entspricht der Bedeutung

�
erbt von� oder

�
ist ein� �����

�Dies gilt nicht f�ur den Fall von virtual
Vererbung�
�Beim function
inlining wird anstelle eines Unterprogrammaufrufes der Funktionscode direkt in den

aufrufenden Code kopiert� Dadurch entf�allt der Bearbeitungsaufwand f�ur die Parameter�ubergabe�
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nicht um eine
�
echte objektorientierte Programmiersprache� Daf�ur werden aber Appro�

ximationen bereitgestellt� die im �uberwiegenden Teil von Anwendungen� insbesondere aus
dem mathematisch�naturwissenschaftlichen Bereich� den Anforderungen nach Objektorien�
tierung gen�ugen� Sie wurden so ausgelegt� da� der Rechenaufwand eines Methodenaufrufes
auf den Aufwand eines Funktionsaufrufes in einem gew�ohnlichen C�Programm beschr�ankt
bleibt� Damit eignet sich C�� wie C f�ur die e�ziente Implementierung mathematischer
Algorithmen�

��� Klassen und ihre Beziehungen

In diesem Abschnitt wird der SoPlex zugrundeliegende objektorientierte Software�Entwurf
beschrieben� die beiden parallelen Erweiterungen DoPlex und SMoPlex werden im folgen�
den Abschnitt ��� diskutiert�

Einem objektorientierten Entwurf folgend� gliedert sich SoPlex in eine Vielzahl mitein�
ander in Beziehung stehender Klassen� Es werden keine globalen Datenstrukturen verwen�
det� da solche stets das Problem der Inkompatibilit�at zu Datenstrukturen anderer Kom�
ponenten eines komplexen Programms in sich bergen� Dies ist besonders wichtig f�ur einen
LP�L�oser� der in einer Vielzahl von Anwendungen eingesetzt werden soll�

Es werden drei Kategorien von Klassen unterschieden� Ein Satz von elementaren Klas�
sen implementiert grundlegende Datentypen� die auch in anderen Projekten Anwendung
�nden k�onnen� Etwas mehr auf die Implementierung von SoPlex ausgerichtet sind die
Vektor�Klassen� Sie implementieren verschiedene Datentypen zur Repr�asentation von Vek�
toren bis hin zu ganzen LPs� Auch wenn sie �uber umfangreiche Schnittstellen zur Manipu�
lation oder Operation �etwa der Vektoraddition
 verf�ugen� ist ihr prim�arer Charakter doch
der der Einkapselung von Daten� Im Gegensatz dazu dienen die algorithmischen Klassen
der Kapselung von �Teil�
Algorithmen�

����� Elementare Klassen

Es wurden eine Reihe von Klassen implementiert� die grundlegende Datentypen wie dyna�
mische Felder oder verkettete Listen bereitstellen� Entsprechende Klassen �nden sich wohl
in jedem Projekt� weshalb inzwischen eine standardisierte Klassenbibliothek f�ur C�� ent�
wickelt wurde� Sie stand jedoch zu Beginn des Projektes noch nicht zur Verf�ugung�

An dieser Stelle soll exemplarisch die template�Klasse DataArray vorgestellt werden�
um daran den Nutzen auch solch einfacher Klassen bei der Programmentwicklung aufzu�
zeigen� Die Klasse DataArray	T
 dient zur Bereitstellung von Feldern �uber einem festen
Typ T� Somit entspricht ein DataArray	double
 lediglich einem Feld von Gleitkomma�
zahlen� Es bestehen jedoch mehrere Unterschiede in der Nutzbarkeit gegen�uber norma�
len C�Feldern� W�ahrend f�ur ein Feld explizit der Speicherplatz angefordert und schie�lich
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wieder freigegeben werden mu�� kann man ein DataArray	double
 wie eine automati�
sche Variable instantiieren� Dabei wird der verlangte Speicherplatz automatisch alloziiert�
und sobald der Geltungsbereich der Variablen endet� wird der Speicherplatz ohne Zutun
des Programmierers wieder freigegeben� Dies zu vergessen� ist eine h�au�ge Fehlerquelle
bei der Speicherverwaltung

�
von Hand � Ferner kann zur Fehlersuche der Zugri� auf die

Feldelemente mit einer Schranken�uberpr�ufung versehen werden� die man f�ur optimierte
Versionen abschaltet� Die Klasse DataArray bietet somit eine sichere Speicherverwaltung
f�ur Felder eines beliebigen aber festen Typs� Redundanz� die bei Reimplementierung der
Speicherverwaltung f�ur jedes benutzte Feld aufkommt� wird durch die Lokalisierung in der
Klasse DataArray vermieden� Dies zeigt eine grundlegende Vorgehensweise bei der ob�
jektorientierten Programmierung� n�amlich mehrfach verwendbare Konzepte in Klassen zu
implementieren�

Folgende weitere Grundklassen wurden f�ur SoPlex entwickelt�

IsList einfach verkettete Liste
IdList doppelt verkettete Liste
IdRing zu einem Ring geschlossene� doppelt verkettete Liste
DataHashTable Hash�Tabelle
Sorter Sortierklasse
CmdLine Parser f�ur die Argumentenliste von Programmen
Random Zufallszahlengenerator
Timer eine

�
Stoppuhr 

Bis auf die letzten drei Klassen handelt es sich wieder um template�Klassen� die in
unterschiedlichsten Zusammenh�angen eingesetzt werden k�onnen� Die Klassen CmdLine�
Random und Timer entsprechen hingegen einem rein modulorientierten Programmierstil�

����� Vektor�Klassen

Die Vektor�Klassen implementieren abstrakte Datentypen zur Linearen Algebra� und zwar
vom Einheitsvektoren bis hin zum vollst�andigen LP� Sie k�onnen wie Variablen benutzt wer�
den� also als solche instantiiert und in Ausdr�ucken verwendet werden� Dabei beschr�anken
sich jedoch die Schnittstellen auf Zugri�s� und Manipulationsmethoden sowie einfache Ope�
rationen� deren algorithmische Umsetzung kaum Alternativen zul�a�t� Wo dies der Fall ist�
etwa bei der L�osung linearer Gleichungssysteme oder ganzer LPs� kommen hingegen algo�
rithmische Klassen zum Einsatz �vgl� Abschnitt �����
�

Im folgenden werden die wichtigsten Ableitungs�Hierarchien und Benutzt�Relationen
zwischen den Vektor�Klassen skizziert� Dies stellt keine Dokumentation der Klassen dar�
sondern soll lediglich die Struktur des Entwurfes aufzeigen� Dennoch wird in manchen
F�allen auch die interne Verwaltung der Daten aufgezeigt� soweit es dem Verst�andnis der
Implementierung dienlich erscheint�
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������� D�unnbesetzte Vektoren

Wie in Abschnitt ��� beschrieben� bedeutet die D�unnbesetztheit eines Vektors� da� es sich
lohnt� nur die NNEs zu verwalten� Es gibt eine Vielzahl von Vorschl�agen f�ur geeignete
Darstellungen� die sich in der E�zienz f�ur verschiedene Operationen unterscheiden ����� In
Abschnitt ������� wurden verschiedene Speicherschemata f�ur d�unnbesetzte Matrizen vor�
gestellt und bewertet� Dieselben �Uberlegungen tre�en auch f�ur d�unnbesetzte Vektoren zu�
Deshalb verwaltet die Klasse SVector �Sparse Vector
 die NNEs in einem Feld von Wert�
Index�Paaren �Klasse SVector��Element
� Eine andere� wegen fr�uherer Implementierun�
gen in FORTRAN oft eingesetzte L�osung� ist die getrennte Verwaltung der Indizes und
Werte in je einem Feld� Sie wurde aus zwei Gr�unden nicht gew�ahlt� Zum einen ben�otigte
das Verschicken eines SVector�Objektes in diesem Fall zwei Kommunikationen� w�ahrend
bei der verwendeten Darstellung eine Kommunikation ausreicht� Zum anderen kann es
bei zwei Feldern leichter zu Cache�Misses kommen� falls Indizes und Werte auf dieselben
Cachelines abgebildet werden�

SVector

�

DSVector

UnitVector

Abbildung ���� Klassen f�ur d�unnbe

setzte Vektoren

Das NNE�Feld selbst wird nicht von SVector allo�
ziiert� Stattdessen mu� der zu verwendende Speicher�
platz bei der Instantiierung eines SVector�Objektes
�ubergeben werden� Die Gr�o�e des Feldes bestimmt�
wieviele NNEs der SVector maximal aufnehmen
kann� Ben�otigt man einzelne d�unnbesetzte Vektoren�
so ist diese Instantiierung und Restriktion unn�otig
kompliziert� Deshalb wird mit DSVector eine weite�
re Klasse bereitgestellt� die per Ableitung die Funk�
tionalit�at von SVectoren um eine dynamische Spei�

cherverwaltung erweitert� DSVectoren stellen den NNE�Speicher intern zur Verf�ugung und
verwalten ihn dynamisch je nach Anforderung� Somit braucht von au�en kein Speicher
bereitgestellt zu werden� und es k�onnen ohne Beschr�ankungen NNEs hinzugef�ugt werden�

Ben�otigt man jedoch eine Vielzahl von d�unnbesetzten Vektoren� so ist die Instanti�
ierung vieler DSVectoren nicht geeignet� da dabei viele Speicherbl�ocke alloziiert w�urden�
was eine hohen Ressourcenverbrauch bedingt� Stattdessen kann eine Menge von SVectoren
einer gemeinsamen Speicherverwaltung unterworfen werden� die von der Klasse SVSet im�
plementiert wird� Die Details der interne Speicherverwaltung wurden bereits in Abschnitt
������� vorgestellt�

Als zweite von SVector abgeleitete Klasse implementiert UnitVector Einheitsvektoren�
Sie treten in SoPlex f�ur die Darstellung von Schlupf�Variablen oder einfache Schrankenun�
gleichungen auf� An dieser Stelle wird der Ableitungsmechanismus statt zur Erweiterung
einer Klasse zu ihrer Spezialisierung eingesetzt� Ein UnitVector ist ein SVector mit nur
einem NNE� das immer den Wert � hat� Alle mathematischen Operationen von d�unnbe�
setzten Vektoren sind aber auch f�ur Einheitsvektoren sinnvoll� was durch die Ableitungs�
beziehung software�technisch ausgedr�uckt wird�
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������� Dichtbesetzte Vektoren

Abbildung ��� zeigt die Klassenhierarchie f�ur dichtbesetzte Vektoren� Wie schon bei den
Klassen f�ur d�unnbesetzte Vektoren implementiert Vector die Schnittstelle f�ur den Zugri�
auf Elemente sowie f�ur mathematische Operationen auf Vektoren� w�ahrend DVector die
Speicherverwaltung �ubernimmt�

Von DVector sind zwei weitere Klassen abgeleitet� die speziell f�ur die Implementie�
rung des Simplex�Algorithmus konzipiert wurden� Die Klasse UpdateVector wird f�ur die
Simplex�Vektoren f � g und h verwendet� Diesen wer�
den in jeder Iteration das Vielfache eines Vektors
'f � 'h bzw� 'h hinzuaddiert� Deshalb erweitert
UpdateVector die Klasse DVector um Methoden zur
Verwaltung des Faktors und des zus�atzlichen Vektors
sowie eine Methode zur Ausf�uhrung des Updates�

Aus E�zienzgr�unden ist es oft notwendig� so�
wohl einen direkten Zugri� sowohl auf das i�te Ele�
ment als auch auf die NNEs eines d�unnbesetzten
Vektors zu haben� Die erste Anforderung erf�ullt die
Klasse Vector� w�ahrend der Zugri� auf NNEs von
SVectoren unterst�utzt wird� Die Klasse SSVector

�Semi Sparse Vector
 erlaubt beides� indem sie der

Vector

�

DVector

�

SSVector

UpdateVector

Abbildung ���� Klassen f�ur dichtbe

setzte Vektoren

Funktionalit�at ihrer Basisklasse DVector die Verwaltung der Indizes der Nicht�Null�
Elemente hinzuf�ugt� SSVectoren werden in SoPlex f�ur die Vektoren 'f � 'g bzw� 'h
der UpdateVectoren eingesetzt�

������� Von Vektormengen zum LP

Zur Repr�asentation eines allgemeinen LPs der Form �����
 m�ussen folgende Daten gespei�
chert werden�

� Optimierungsrichtung
� Zielfunktionsvektor
� rechte und linke Seite
� obere und untere Schranken
� �d�unnbesetzte
 Nebenbedingungsmatrix

Statt alles in nur eine Klasse zu implementieren� lohnt es sich� dies mit einer Ableitungs�
hierarchie zu realisieren� da die auftretenden Klassen auch in anderen Zusammenh�angen
verwendet werden k�onnen� insbesondere als Parameter bei den Manipulationsmethoden f�ur
das LP� Die Ableitungshierarchie wird von Abbildung ��� gezeigt�

Die Klasse SVSet �Sparse Vector Set
 wurde bereits oben erw�ahnt� Sie implementiert die
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Speicherverwaltung f�ur eine Menge von SVectoren und bietet Methoden zum Hinzuf�ugen
und Entfernen ganzer SVectoren sowie solche zum Hinzuf�ugen und Entfernen von NNEs f�ur
einzelne SVectoren in einem SVSet� Intern speichert ein SVSet die NNEs seiner SVectoren
in einem Feld� das wie in Abschnitt ������� beschrieben verwaltet wird�

Die Klasse SVSet benutzt �durch die gepunktete Linie symbolisiert
 die Klasse DataSet�
die sog� Keys f�ur die in einem DataSet gespeicherte Eintr�age verwaltet� F�ugt man einen Ein�

DataSet 	

SVSet 	

LPColSet 	

DataSet 	

SVSet 	

LPRowSet 	

SPxLP

Abbildung ���� Klassengraph f�ur SPxLP

trag einem DataSet hinzu� so vergibt dieses
ein eindeutiges Key� �uber das der Eintrag je�
derzeit in dem DataSet referenziert werden
kann� Dieses Key bleibt solange g�ultig� wie
sich der Eintrag im DataSet be�ndet� ins�
besondere auch dann� wenn andere Daten
hinzugef�ugt oder entfernt werden� Dagegen
kann sich die Numerierung der Eintr�age bei
solchen Operationen �andern� Diese Funk�
tionalit�at wird bis hin zur Verwaltung der
Zeilen und Spalten des LPs durchgereicht�
Dort eignet sie sich z�B� f�ur die Implementie�
rung von Schnittebenen�Verfahren� bei de�
nen laufend Ungleichungen von einem LP
entfernt bzw� ihm hinzugef�ugt werden� Da�
bei �andert sich zwar stets die Numerierung
der Ungleichungen� ihre Keys �die dann al�
lerdings SPxRowId bzw� SPxColId hei�en

bleiben jedoch unver�andert�

Die Klasse SPxLP dient der Repr�asentation von LPs� Sie ist sowohl von LPColSet als
auch von LPRowSet abgeleitet� Letztere dient der Verwaltung von Bereichsungleichungen
�Klasse LPRow
� und bietet daf�ur umfangreiche Zugri�s� und Manipulationsmethoden� Ent�
sprechend stellt die Klasse LPColSet Methoden f�ur den Zugri� auf LP�Spalten �Klasse
LPCol
� bestehend aus Zielfunktionswert� oberer und unterer Schranke sowie �d�unnbesetz�
tem
 Spaltenvektor� und zu deren Manipulation bereit� Sowohl LPRowSet als auch LPColSet

sind von SVSet abgeleitet� das die Verwaltung der Zeilen� bzw� Spaltenvektoren �ubernimmt�
Somit ist in SPxLP die Nebenbedingungsmatrix zweifach gespeichert� und zwar zeilen� und
spaltenweise� Dies erlaubt eine besonders einfache Implementierung des transparenten Um�
schaltens zwischen beiden Basisdarstellungen und hat dar�uber hinaus Vorteile bei der ef�
�zienten Implementierung des Matrix�Vektor�Produktes�
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������
 Die LP�Basis

Die Klasse SPxBasis verwaltet eine allgemeine LP�Basis �vgl� De�nition 	
� Dies umfa�t
folgende Aufgaben�

� Verwaltung der Basis�Indexvektoren�

� Verwaltung der Basismatrix und

� mathematische Operationen mit der Basismatrix�

Die Basismatrix wird als DataArray von Zeigern auf ihre Vektoren gespeichert� Einfa�
che Operationen� wie die Multiplikation mit einem Vektor werden direkt von SPxBasis

implementiert� Dagegen werden komplexe Algorithmen zur L�osung von Gleichungssyste�
men einem Objekt einer Gleichungssystem�L�oser�Klasse �eine Implementierungsklasse von
SLinSolver� vgl� Abschnitt �������
 �ubertragen�

Jeder Index be�ndet sich zu einem Zeitpunkt in genau einem der Basisindexvekto�
ren Bx� � � � � Nf �Basisbedingung �
� Deshalb wird der Mengencharakter der Indexvektoren
durch eine Abbildung jedes Index auf einen Status �in einem DataArray gespeichert
 im�
plementiert� Lediglich f�ur die Basisindizes ist eine Reihenfolge wichtig� Dies wird erreicht�
indem die Basisindizes zus�atzlich in einem DataArray gespeichert werden�

����� Algorithmische Klassen

Innerhalb eines Simplex�Algorithmus kann eine Reihe von Teilproblemen identi�ziert wer�
den� f�ur die jeweils unterschiedliche Implementierungen denkbar sind� Diese sind�

� das Pricing�

� der Quotiententest�

� das Generieren einer Startbasis�

� die L�osung linearer Gleichungssysteme und

� eventuell ein Preprocessing des LPs�

F�ur jedes dieser Teilprobleme k�onnen verschiedene Algorithmen eingesetzt werden� Dies
soll durch den Software�Entwurf so unterst�utzt werden� da� die Implementierung o�en f�ur
zuk�unftige Varianten ist� Wie in Abschnitt ������� erl�autert� eignet sich daf�ur ein objekt�
orientierter Entwurf besonders gut�

Jedes Teilproblem wird durch eine abstrakte Basisklasse repr�asentiert� Eine solche weist
nur virtual�Methoden auf und beschreibt damit die Schnittstelle� die ein Algorithmus zur
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L�osung eines Teilproblems implementieren mu�� Die Implementierung eines Algorithmus
zur L�osung eines Teilproblems geschieht daher in einer von der jeweiligen abstrakten Ba�
sisklasse abgeleiteten Klasse� Solche Klassen werden Implementierungsklassen genannt�

F�ur jedes Teilproblem gibt es einen eigenen Klassenbaum� Die Wurzel bildet jeweils
die abstrakte Basisklasse� die die Schnittstelle f�ur das Teilproblem de�niert� Verschiedene
abgeleiteten Klassen implementieren diese Schnittstelle mit unterschiedlichen Algorithmen
zur L�osung des Teilproblems�

Die Klasse SoPlex implementiert den Simplex�Algorithmus nur unter Verwendung der
abstrakten Basisklassen f�ur die zu l�osenden Teilprobleme� Zum L�osen der Teilprobleme
werden SoPlex Instanzen der Implementierungsklassen zur jeweils gew�unschten algorithmi�
schen Variante �ubergeben� SoPlex arbeitet mit jeder Implementierungsklasse korrekt� Dies
gilt insbesondere auch f�ur jede in Zukunft entwickelte Implementierungsklasse� Dadurch
ist es m�oglich� z�B� problemspezi�sche Pricer zu entwickeln und mit SoPlex einzusetzen�

LPSolver 	

SoPlex

Abbildung ���� Klassengraph f�ur SoPlex

Da SoPlex in gr�o�eren Programmen� bei denen
LPs gel�ost werden m�ussen� eingesetzt werden soll� ist
es selbst auch nur eine m�ogliche Implementierung ei�
nes LP�L�osers� Deshalb wurde die Klasse SoPlex der�
selben Struktur unterzogen� Sie ist eine Implemen�
tierungsklasse der abstrakten Basisklasse LPSolver�
Algorithmen� die mit Hilfe der Schnittstellenklasse

LPSolver formuliert werden� k�onnen somit ohne �Anderung auf andere Implementierungs�
klassen dieser Schnittstelle umgestellt werden�

������� Quotiententest Klassen

SPxRatioTester

�

SPxDefaultRT

SPxHarrisRT

SPxFastRT

Abbildung ��	� Klassengraph der
Quotiententest
Klassen

Verschiedene Implementierungen des Quotienten�
tests zeichnen sich durch unterschiedliche E�zienz
und numerische Stabilit�at aus� Die optimale Wahl
kann von den zu l�osenden LPs abh�angen� F�ur So�
Plex wurden die drei in Klassengraph ��	 angegebe�
nen Implementierungsklassen der abstrakten Basis�
klasse f�ur den Quotiententest SPxRatioTester ent�
wickelt� Die zugrundeliegenden Algorithmen wur�
den inhaltlich bereits in Abschnitt ����� behandelt�
Klasse SPxDefaultRT implementiert die einfachste
stabilisierte Version� also den

�
Textbook Quoti�

ententest� Die Stabilisierung nach Harris wird von
Klasse SPxHarrisRT implementiert� w�ahrend Klasse

SPxFastRT den f�ur SoPlex entwickelten stabilen Quotiententest realisiert�
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������� Pricing Klassen

Der Klassengraph ��� der Pricing�Klassen weist
SPxPricer als abstrakte Basisklasse f�ur das Pricing
aus� Derzeit existieren 	 verschiedene Implementie�
rungsklassen� Sie implementieren folgende Verfahren
aus Abschnitt ��	�

SPxDefaultPR Most�violation Pricing
SPxSteepPR Steepest�edge Pricing
SPxDevexPR Devex Pricing
SPxParMultPR Partial multiple Pricing
SPxWeightPR Weighted Pricing
SPxHybridPR Hybrid Pricing

SPxPricer

�

SPxDefaultPR

SPxWeightPR

SPxSteepPR

SPxDevexPR

SPxParMultPR

SPxHybridPR

Abbildung ��
� Klassengraph der
Pricing
Klassen

������� Startbasis Klassen

Die Generierung einer geeigneten Startbasis kann einen gro�en Ein�u� auf die Ite�
rationszahl bei der L�osung des LPs haben� Eventuell k�onnen dabei Informationen aus
dem mathematischen Modell� das zu dem LP f�uhrt� ge�
nutzt werden� um so eine bessere Startbasis zu kon�
struieren� Um solch eine problemspezi�sche Startbasis in
SoPlex integrieren zu k�onnen� wurde die abstrakte Ba�
sisklasse SPxStarter eingef�uhrt� Derzeit gibt es ledig�
lich eine Implementierungsklasse� n�amlich SPxWeightST�
Sie versucht� anhand von Gewichten f�ur die Indizes eine

SPxStarter

�

SPxWeightST

Abbildung ���� Klassengraph der
Startbasis
Klassen

m�oglichst
�
leichte Basis zu konstruieren� so wie es in Abschnitt ��
�	 beschrieben wurde�

Mittels abgeleiteter Klassen k�onnen auch andere Gewichte verwendet werden� indem die
Methode zur Berechnung der Gewichte �uberlagert wird�
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������
 L�oser f�ur lineare Gleichungssysteme

SLinSolver

�

SLUFactor

Abbildung ���� Klassengraph der L�oser
f�ur d�unnbesetzte lineare Gleichungssysteme

Die L�osung linearer Gleichungssysteme ist einer
der wichtigsten und rechenintensivsten Teilschritte
von Simplex�Algorithmen� Auch wenn f�ur SoPlex
derzeit lediglich die in ����� beschriebene Imple�
mentierung vorliegt� wurde auch hier das Entwurfs�
konzept f�ur algorithmische Komponenten zugrunde
gelegt �vgl� Klassengraph ���
�

������� Preprocessing Klassen

Oft werden LPs maschinell von anderen Programmen erzeugt� Dabei kommt es z�B� vor�
da� Ungleichungen �oder Spalten
 mehrfach erzeugt werden� Mathematisch ist dies kein
Problem� algorithmisch erh�oht sich damit jedoch der Rechenaufwand bei der L�osung� Aber
auch weniger o�ensichtliche

�
�uber��ussige Zeilen oder Spalten k�onnen auftreten� wenn

z�B� lediglich g�ultige Ungleichungen statt Facetten verwendet werden� In solchen F�allen
kann eine Vereinfachung des LPs zu erheblichen Geschwindigkeitsgewinnen bei der L�osung
f�uhren ��
� ��� Obwohl f�ur SoPlex noch keine Implementierung daf�ur vorliegt� ist mit der
abstrakten Basisklasse SPxSimplifier eine Schnittstelle f�ur ein Preprocessing der LPs
vorgesehen�

��� Klassen f�ur parallele Implementierungen

In diesem Abschnitt werden die zus�atzlichen Klassen f�ur die Implementierungen SMoPlex
f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher und DoPlex f�ur solche mit verteiltem Spei�
cher beschrieben� Beiden parallelen Implementierungen gemeinsam ist� da� sie wesentliche
Teile per Ableitung von der sequentiellen Version SoPlex erben und lediglich die Zus�atze
f�ur die Datenverteilung� Kommunikation und Synchronisation hinzuf�ugen� Dadurch �ubert�
ragen sich wichtige Eigenschaften von SoPlex wie z�B� die numerische Stabilit�at direkt auf
die parallelen Versionen�

����� Gemeinsamer Speicher

Die Parallelisierung des Simplex�Algorithmus f�ur Rechner mit gemeinsamem Speicher SMo�
Plex arbeitet direkt auf den Datenstrukturen der sequentiellen Implementierung SoPlex�
Lediglich die Arbeit mu� zwischen den beteiligten PEs aufgeteilt werden� was einer Syn�
chronisation derselben bedarf� Dazu wurde die Klasse ShmemObj entwickelt� die im fol�
genden Abschnitt beschrieben wird� Anschlie�end wird ihr Einsatz f�ur die Parallelisierung
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beschrieben�

������� ShmemObj

Multiprocessor�Architekturen erfreuen sich z�Z� wachsender Beliebtheit� zumal sie immer
preisg�unstiger angeboten werden� Meist werden sie als Server eigesetzt� jedoch bietet je�
der Hersteller auch eine Bibliothek� mit deren Hilfe parallele Programme entwickelt werden
k�onnen� Eine solche bietet Funktionen zur Erzeugung und Terminierung sog� Threads� sowie
Schlo�variablen� Semaphoren o��a� Primitive zu deren Synchronisation� Threads sind

�
leicht�

gewichtige Prozesse� die alle Ressourcen� also Speicherplatz� File�Descriptoren etc� teilen�

Inzwischen wurde von der Normungskommission POSIX ein Standard f�ur solche Funk�
tionen de�niert� der jedoch bislang nur von wenigen Anbietern implementiert ist� Deshalb
wurde die Klasse ShmemObj entwickelt� die die wesentliche Funktionalit�at in einer objekt�
orientierten Schnittstelle zur Verf�ugung stellt� Dadurch beschr�ankt sich der Portierungsauf�
wand f�ur verschiedene Parallelrechner mit verteiltem Speicher auf eine Anpassung dieser
Klasse�

Die wichtigere Aufgabe der Klasse ShmemObj ist jedoch die Implementierung eines
Programmiermodells� das eine Parallelisierung objektorientierter Implementierungen auf
Multiprozessoren mit gemeinsamem Speicher unterst�utzt� Dabei geht es darum� einzel�
ne Methoden durch Parallelit�at zu beschleunigen� Dazu bietet ShmemObj die Metho�
de doParallel�f� an� mit der eine Funktion bzw� Methode f gleichzeitig von mehre�
ren Threads aufgerufen wird� Dadurch wird folgende
Vorgehensweise bei der Parallelisierung unterst�utzt
�vgl� Abbildung ����
�

Ausgehend von einer sequentiellen Implementie�
rung in einer Klasse SeqClass wird eine abgeleitete
Klasse ParClass implementiert� in der eine zu par�
allelisierenden Methode von einer neuen �uberlagert
wird� Diese veranla�t mit doParallel�f� die paral�
lele Ausf�uhrung der Methode f�thread� mit mehre�
ren �auf unterschiedlichen PEs laufenden
 Threads�
wobei jeweils die zugeh�orige Threadnummer thread
�ubergeben wird� Anhand der Threadnummer und der

ShmemObj 	

SeqClass 	

ParClass

Abbildung ���
� Einsatz der Klasse
ShmemObj zur �Uberlagerung von Methoden
einer sequentiellen Klasse SeqClass mit
parallelen Implementierungen in eine Klas

se ParClass

Anzahl der beteiligten Threads kann die Arbeit in der Methode f aufgeteilt werden� Bei
der Implementierung der Methode f f�ur die Klasse ParClass� wird idealerweise die Fuk�
tionalit�at von SeqClass wiederverwendet� Durch die Ableitung von SeqClass kann die
parallelisierte Klasse ParClass transparent eingesetzt werden� ohne da� andere Teile im
Programm dies

�
bemerken � Dadurch wird eine schrittweise Parallelisierung der rechenin�

tensiven Methoden unterst�utzt�
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�Uber die Bereitstellung der Methode doParallel hinaus ist die Klasse ShmemObj auch
f�ur die Erzeugung� Vernichtung und Synchronisation der Threads verantwortlich� Bei der
Konstruktion eines ShmemObj�Objektes wird die Anzahl der bei doParallel zu verwenden�
den Threads angegeben� Diese werden sofort erzeugt� warten jedoch bis auf einen an einer
Schlo�variablen� Der verbleibende Thread f�uhrt das weitere sequentielle Programm aus�
Erst bei Aufruf der Methode doParallel�f� wird die Schlo�variable freigegeben� so da�
die anderen Threads bei der parallelen Bearbeitung von f kollaborieren� Nach Termination
synchronsisieren sich die Threads wieder �uber eine Schlo�variable�

Eine andere M�oglichkeit die Methode doParallel zu implementieren w�are die Erzeu�
gung der Threads bei jedem Aufruf und deren Vernichtung nach Termination� Da jedoch
die Erzeugung und Vernichtung von Threads einen hohen Aufwand gegen�uber der Synchro�
nisation an einer Schlo�variablen bedeutet� wurde der oben beschriebene Ansatz gew�ahlt�

Mithilfe der Klasse ShmemObj kann somit eine objektorientierte sequentielle Implemen�
tierung auf Methodenaufrufsebene parallelisiert werden� Dabei bleibt die sequentielle Rei�
henfolge der Methodenaufrufe erhalten� so da� bei dieser Parallelisierung zu einem Zeit�
punkt immer nur ein paralleler Methodenaufruf in einem Objekt erfolgen kann� Damit nun
nicht unn�otig viele Threads verbraucht werden� die die meiste Zeit darauf warten� ange�
sto�en zu werden� k�onnen verschiedene ShmemObj�Objekte dieselben Threads verwenden�

������� Die Klassen zu SMoPlex

Die parallele Implementierung SMoPlex f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Spei�
cher st�utzt sich auf die Klasse ShmemObj �vgl� Abbildung ����
� Da SoPlex nur einen
Teil des Simplex�Algorithmus implementiert� bietet SMoPlex auch nur f�ur diesen Teil eine

ShmemObj 	

SoPlex 	

SMoPlex

Abbildung ����� Parallelisierung von
SoPlex

parallele Implementierung� Dies ist die Berechnung
des Matrix�Vektor�Produktes f�ur die Berechnung des
Vektors 'g sowie die Aktualisierung der Vektoren�
Die entsprechenden Methoden von SoPlex werden in
SMoPlex durch parallelisierte Methoden �uberlagert�
die ShmemObj zur Parallelisierung verwenden�

Andere zur Parallelisierung geeignete Funktiona�
lit�at sind wie in Abschnitt ��� beschrieben das Pri�
cing� der Quotiententest sowie die L�osung linearer
Gleichungssysteme� Diese Funktionalit�at wurde ja in

spezielle Klassen ausgelagert� so da� ihre Parallelisierung auch in entsprechend abgeleiteten
Klassen erfolgt�

Abbildung ���� zeigt den Klassengraphen f�ur die parallelisierte Version der steepest�
edge Pricing�Klasse SMxSteepPR� Diese Klasse ist sowohl von SPxSteepPR als auch von
SMxPricer abgeleitet� Die Klasse SMxPricer implementiert die Pricing�Methoden ihrer
Basisklasse SPxPricer� Dadurch sind Objekte von SMxSteepPR als Pricing�Objekte f�ur
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SoPlex oder SMoPlex einsetzbar�

Die Klasse SMxPricer implementiert zwei Parallelisierungskonzepte f�ur das Pricing�
Zum einen ist dies das parallele Ausf�uhren einer Pricing�Operation� Dazu werden die Indi�
zes in soviele Teilmengen wie von ShmemObj bereitge�
stellte Threads unterteilt� so da� jeder Thread einen
Kandidatenindex aus einer Teilmenge ausw�ahlt� Um
dies zu tun� ruft die Pricing�Methode eine weitere
Methode auf� die das Pricing nur auf der Teilmen�
ge durchf�uhrt� Diese wurde bereits in SPxSteepPR

implementiert� so da� die Pricing�Strategie bereits
vollst�andig von der sequentiellen Klasse implemen�
tiert wird� Anschlie�end w�ahlt SMxPricer den besten
Kandidaten aus�

Zum anderen implementiert die Klasse
SMxPricer das Block�Pivoting� Dazu wird f�ur
jeden ausgew�ahlten Kandidaten das zugeh�orige
Lineare Gleichungssystem gel�ost� und der beste
Kandidat dem Simplex�L�oser �ubergeben� In den
folgenden Iterationen werden aber die anderen zuvor
gew�ahlten Kandidaten benutzt� f�ur die die L�osung
der Linearen Gleichungssysteme lediglich aktualisiert

SPxPricer 	

SPxSteepPR 	

SPxPricer 	

ShmemObj 	

SMxPricer 	

SMxSteepPR

Abbildung ����� Parallelisierung des
steepest
edge Pricings

werden mu��

Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist� da� s�amtliche Komplikationen und neuen Prin�
zipien� die durch Parallelit�at ins Spiel gelangen� in der Klasse SMxPricer realisiert wer�
den k�onnen� Dadurch kann mit Hilfe von abgeleiteten Klassen eine neue Pricing�Strategie
einfach hinzugef�ugt werden� ohne da� man sich dabei Gedanken �uber Parallelit�at ma�
chen m�u�te� Existiert bereits eine sequentielle Versi�
on� wie das beim Beispiel des steepest�edge Pricings
mit SPxPricer der Fall ist� kann die dort implemen�
tierte Funktionalit�at direkt verwendet werden�

Der soeben vorgestellten Strukturierung wurden
auch die Quotiententest�Klassen unterzogen� Dabei
wurde jedoch lediglich eine Parallelisierung �uber der
Indexmenge implementiert� da es kein �Aquivalent
zum Block�Pivoting f�ur den Quotiententest gibt�

Auch f�ur die L�osung von linearen Gleichungssy�
stemen wurde mit SmSLUFactor eine parallelisier�
te Klasse bereitgestellt� die die in Abschnitt �����
beschriebene parallele L�osung verschiedener Glei�

SLinSolver 	

SLUFactor 	

ShmemObj 	

SmSLUFactor

Abbildung ����� Klasse SmSLUFactor

bietet die parallele L�osung zwei linearer
Gleichungssysteme

chungssysteme implementiert� Sofern in Zukunft parallele L�oser f�ur d�unnbesetzte lineare
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Gleichungssysteme verf�ugbar werden� die schneller sind als die sequentielle Implementie�
rung� k�onnen sie an dieser Stelle auch zur parallelen L�osung einzelner Gleichungssysteme
eingestetzt werden�

����� Verteilter Speicher

Auch die Implementierung f�ur Parallelrechner mit verteiltem Speicher DoPlex nutzt per
Ableitung den bestehenden sequentiellen Code von SoPlex� Lediglich die f�ur die Verteilung
notwendige Kommunikation wird hinzugef�ugt� Die dazu ben�otigte Funktionalit�at wird von
der Klasse DistrObj bereitgestellt�

������� DistrObj

Die Klasse DistrObj spielt f�ur Implementierungen auf Parallelrechnern mit verteiltem Spei�
cher eine �ahnliche Rolle wie ShmemObj f�ur solche mit gemeinsamem Speicher� Sie bietet eine
Abstraktion von der zu der zugrundeliegenden Architektur gebotenen Kommunikationsbi�
bliothek� so da� sich eine Portierung lediglich auf eine Anpassung dieser Klasse beschr�ankt�

Dar�uberhinaus implementiert die Klasse DistrObj eine wichtige Operation� n�amlich das
Gossiping �vgl� Algorithmus ��
� Dabei wird die Kommunikationsstruktur sowie die Ver�
waltung der Kommunikationspu�er implementiert� lediglich die auszuf�uhrende Gossiping�
Operation mu� von dem Benutzer bereitgestellt werden� Damit eignen sich von DistrObj

abgeleitet Klassen besonders zur Implementierung datenparalleler Algorithmen�

Schlie�lich unterst�utzt die Klasse DistrObj eine Partitionierung des Parallelrechners�
DistrObjs werden SPMD�artig instantiiert� wobei eine Teilmenge von PEs angegeben wer�
den kann� Dabei wird auf jedem PE ein Objekt der Klasse DistrObj erzeugt� die Gesamt�
heit der lokalen DistrObj�Objekte wird verteiltes Objekt genannt� Bei der Implementierung
von parallelen Algorithmen in abgeleiteten Klassen�

�
sehen lokale DistrObj�Objekte nur

die zu ihrem verteilten Objekt zugeh�origen DistrObj�Objekte� So liefert etwa die Methode
nPes�� die Anzahl der zum verteilten Objekt geh�orenden PEs� die als logisch von � bis
nPes���� durchnumeriert erscheinen� Auch die Kommunikation erfolgt lediglich innerhalb
eines verteilten Objektes� Insbesonder kommt es zu keinen Fehlern� wenn Nachrichten ver�
schiedener verteilter Objekte mit derselben Identi�kationssnummer verschickt werden� die
Klasse DistrObj sorgt f�ur eine eindeutige Zuordnung zu den verteilten Objekten� Schlie��
lich arbeitet die Gossiping�Methode nur auf den zu einem verteilten Objekt geh�orenden
PEs� Somit k�onnen als DistrObj formulierte Algorithmen sicher in einem anderen Zusam�
menhang verwendet werden� eine wichtige Anforderung an Software�
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������� DoPlex

Die Klasse DoPlex dient zur Parallelisierung von SoPlex f�ur Parallelrechner mit verteil�
tem Speicher als ein verteiltes Objekt� Als von DistrObj abgeleitete Klasse wird auf jeder
zum verteilten Objekt geh�orende PE eine lokales DoPlex�Objekt instanziiert� Jedes die�
ser lokalen Objekte verwaltet eine Sub�LP bestehend aus einer Teilmenge der Zeilen oder
Spalten des gesamt LPs� Ob eine zeilen� oder spaltenweise Verteilung vorgenommen wird�
richtet sich nach der Wahl der Basisdarstellung� Die
Verteilung der Vektoren auf die PEs erfolgt gem�a�
����
�

Zus�atzlich zum jeweiligen Teil�LP verwaltet jedes
PE die vollst�andige Basis samt ihrer Faktorisierung�
Dadurch wird jedes PE in die Lage versetzt� lineare
Gleichungssysteme mit der Basismatrix zu l�osen� wie
es f�ur das Block�Pivoting erforderlich ist� Dazu ist
es jedoch notwendig� da� jedes PE einen Pu�er f�ur
Basisvektoren verwaltet� die nicht zum lokalen Teil�

DistrObj 	

SoPlex 	

DoPlex

Abbildung ����� Parallelisierung von
SoPlex

LP geh�oren�

Auf jedem PE wird im Prinzip der in SoPlex implementierte Simplex�Algorithmus
ausgef�uhrt� Da der sequentielle Code nur das jeweilige Teil�LP sieht� wird so das
Matrix�Vektor�Produkt implizit parallel ausgef�uhrt�
Das Pricing und der Quotiententest werden ohnehin
von algorithmischen Klassen implementiert� deren
Parallelisierung im Anschlu� diskutiert wird� Dem�
nach m�ussen von DoPlex lediglich die Methoden von
SoPlex �uberlagert werden� die sich auf die Verwal�
tung der Basis beziehen� Wann immer ein auf ei�
nem anderen PE be�ndlicher Vektor in die Basis ein�
tritt� mu� dieser empfangen und in den Pu�er einsor�
tiert werden� Entsprechend verschickt dasjenige PE�
das den in die Basis eintretenden Vektor verwaltet�
diesen an alle anderen PEs des verteilten DoPlex�
Objektes� Diese Funktionalit�at wird durch �Uberla�
gerung der Zugri�smethode auf LP�Vektoren imple�
mentiert� Damit der Pu�er f�ur fremde Basisvektoren
nicht �uberl�auft� m�ussen fremde Vektoren� die die Ba�
sis verlassen� aus dem Pu�er entfernt werden� Dies
wird mittels �Uberlagerung der Basistausch�Methode

SPxPricer 	

SPxSteepPR 	

SPxPricer 	

ShmemObj 	

DPxPricer 	

DPxSteepPR

Abbildung ����� Parallelisierung des
steepest
edge Pricings

implementiert�

Die Implementierung der Pricer� und Quotiententest�Klassen f�ur DoPlex gestaltet sich
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� PE��	
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PE��	�� PE��	�� PE��	�� PE�
	��

PE��	�� PE��	�� PE��	�� PE�
	��

PE��	�� PE��	�� PE��	�� PE�
	��

Abbildung ���	� Beispiel eines ��� Prozessorgitters f�ur die parallele LU
Zerlegung� Die PEs des globalen

verteilte Objekts sind grau hinterlegt� Entsprechend sind zu zeilen
 bzw� spaltenweisen verteilten Objekten

zugeh�orige PEs schra�ert hinterlegt�

analog zu dem Vorgehen bei SMoPlex� wobei die Klasse DistrObj die Rolle von ShmemObj

�ubernimmt �vgl� Abbildung ����
� Dabei wird zur Bestimmung eines maximalen bzw� mi�
nimalen Elementes die Gossiping�Methode von DistrObj benutzt� Die Klasse DPxPricer

dient als abstrakte Basisklasse f�ur mit DoPlex zu verwendende Pricing�Klassen� Sie imple�
mentiert wieder das Block�Pivoting� Entsprechend wird eine Klasse DPxRatioTester f�ur
die Quotiententest�Klassen de�niert� Ferner wird in einer Klasse DSLinSolver eine Glei�
chungssysteml�oser unter Nutzung von SLUFactor implementiert� der die parallele L�osung
zweier Gleichungssysteme mit derselben Matrix unterst�utzt� Wichtig bei dem Einsatz dieser
Klassen mit DoPlex ist� da� alle zugeh�origen verteilten Objekte physikalisch auf derselben
Menge von PEs instantiiert werden�

Die Klasse DoPlex und die zugeh�origen parallelen Pricing� oder Quotiententest�Klassen
wurden von DistrObj abgeleitet� Dies erlaubt es� mehrere LP�Solver DoPlex auf verschie�
denen Teilmengen der PEs eines Parallerechners zu instanziieren� was besonders f�ur die
Realisierung von Branch�and�Cut�Algorithmen geeignet ist�
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������� Parallele LU�Zerlegung

Bei der parallelen LU�Zerlegung f�ur d�unnbesetzte Matrizen nach Abschnitt ��� werden die
Prozessoren logisch als ein Gitter angeordnet� F�ur unterschiedliche Operationen kooperie�
ren jeweils unterschiedliche Gruppen von Prozessoren� So berechnen jeweils die Prozessoren
einer Zeile die globalen Anzahlen der NNEs pro Zeile sowie ihren jeweils gr�o�ten Absolut�
betrag� und die Prozessoren einer Spalte bestimmen die Anzahl NNEs f�ur jede Spalte der
Matrix� Alle Prozessoren gemeinsam bestimmen die Menge der Pivot�Kandidaten und die
Liste der Inkompatiblilit�aten�

All diese Operationen k�onnen als Gossiping�Operationen implementiert werden� Dies
wird von der Klasse DistrObj unterst�utzt� weshalb die PEs in verschiedene verteilte Ob�
jekte unterteilt werden� Alle PEs zusammen bilden das globale verteilte Objekt der LU�
Zerlegung� Zus�atzlich werden alle PEs einer Prozessor�Zeile oder �Spalte in jeweils einem
verteilten �Sub�
Objekt zusammengefa�t �vgl� Abb� ���	
� Dadurch kann jede Operati�
on ohne viel Verwaltungsaufwand in dem verteilten Objekt implementiert werden� dessen
Verteilungschema der Operation entspricht�
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Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Implementierungen anhand von Probel�aufen auf ihren Nut�
zen zur L�osung von LP�Problemen hin untersucht� Die dazu herangezogenen LPs werden
Abschnitt ��� vorgestellt� In den folgenden drei Abschnitten werden die jeweiligen Lauf�
zeiten f�ur die drei Implementierungen SoPlex� SMoPlex und DoPlex angegeben� Dabei
werden auch die Auswirkungen verschiedener algorithmischer Parameter aufgezeigt� Der
letzte Abschnitt steht etwas au�erhalb dieser Betrachtungen� da er die parallele L�osung
von Gleichungssystemen behandelt� die nicht in die parallelen Implementierungen DoPlex
und SMoPlex aufgenommen wurden�

Die folgende Tabelle gibt einen Eindruck �uber den Umfang des Codes samt Dokumen�
tation�

SoPlex SMoPlex DoPlex

Zeilen ����� ����� ������
Umfang ���MB ��kB ���kB

Man erkennt� da� der objektorientierte Entwurf tats�achlich die Mehrfachverwendung
von Code unterst�utzt� Au�erdem wird deutlich� da� die Parallelisierung f�ur einen Parallel�
rechner mit gemeinsamem Speicher weniger aufwendig ist�

��� Die Testprobleme

In Tabelle A�� sind die f�ur die Testl�aufe herangezogenen LPs zusammengestellt und zwar
jeweils mit einigen statistische Werten� Die Anzahl der Zeilen oder Spalten bestimmt je
nach Wahl der Basisdarstellung die Dimension der Basismatrix� Die Anzahl der NNEs in
der Nebenbedingungsmatrix bestimmt in etwa den Rechenaufwand f�ur das Matrix�Vektor�
Produkt bei der Berechung des Vektors 'g� Die Kondition der optimalen Basismatrix gibt
schlie�lich einen Anhaltspunkt f�ur die numerischen Schwierigkeiten� die bei der L�osung des

���
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jeweiligen LPs zu erwarten sind� Sie wurde jeweils mit CPLEX berechnet und bezieht sich
auf die optimale Spaltenbasis des skalierten LPs�

Die Testmenge der LPs besteht aus Problemen aus der Netlib ����� und verschiedenen
am ZIB behandelten Projekten ���	�� Aus der Netlib stammen die LPs ����� Die meisten
wurden in die Testmenge aufgenommen� weil von ihnen die Problembeispiele ����� abge�
leitet wurden� Dies gilt jedoch nicht f�ur

�
stocfor� � das LP mit den meisten Zeilen und

Spalten aus der Netlib�
�
pilots � ein numerisch besonders schwieriges Netlib�Problem� und

�
�t�d � das das Problem mit den meisten Nicht�Null�Elementen der Netlib ist�

Die Probleme ����� mit der Endung
�
�ob� sind LP�Relaxierungen eines verallgemeiner�

ten Packing�Problems� Sie stammen aus dem Wurzelknoten eines Branch�and�Cut Verfah�
rens zur optimalen Dekomposition von Matrizen in unabh�angige Bl�ocke ����� Sie enthalten
bereits Schnittebenen und haben mehr Zeilen als Spalten� Die Namen vor

�
�ob� bezeich�

nen den Namen des Netlib�Problems� dessen optimale Basismatrix dekomponiert werden
soll� bei

�
agg��ob� also die optimale Basis�Matrix von

�
agg� �

Beim Frequenzzuweisungsproblem im Mobilfunk geht es darum� Basisstationen Fre�
quenzen so zuzuweisen� da� sich m�oglichst wenig Interferenzen ergeben� wobei gewisse
technologische und rechtliche Einschr�ankungen ber�ucksichtigt werden m�ussen� Die LPs

�
SM����k�	
a und

�
SM����k�	
b sind LP�Relaxierungen� die im Rahmen eines Branch�

and�Cut Verfahrens zur L�osung dieses Problems entstehen� Sie enthalten reale Daten des
Mobilfunk�Anbieters E�Plus�

Mit
�
kamin�
�� und

�
kamin���� wurden zwei LPs bezeichnet� die einem Projekt zur

Kommissionierung von Gl�uckwunschkarten entstammen� Sie enthalten reale Daten von
dem Kooperationspartner Herlitz AG�

Bei den Problemen
�
chr��c und

�
scr�� handelt es sich um LP�Relaxierungen von

quadratic assignment Problemen aus der QAPLIB ���� 
���

Das Problem
�
stolle hat seinen Ursprung in der Planung von Netzwerken� Es handelt

sich um ein Steinerbaumproblem mit L�angenrestriktionen und Kosten auf den Pfaden�
Auch f�ur diese Problem stammen die Daten aus einer realen Anwendung�

Einem Projekt zur optimalen Fahrzeugumlaufplanung entstammen die LPs
�
hanse�

com� und
�
hansecom�� ����� Die beiden Probleminstanzen entstehen bei der Ausf�uhrung

eines column�generation Verfahrens� Sie enthalten Daten aus realen Anwendung der Ham�
burger Hochbahn AG�

Die LPs ����� stammen von set�partitioning Problemen etwa zur Einsatzplanung von
Crews bei gro�en Flugunternehmen �aa � American Airlines
� Sie wurden bereits in ����
benutzt� um die Parallelisierung des dualen Simplex�Verfahrens zu bewerten�

Die Auswahl der LPs ist etwas voreingenommen� da h�au�ger als �ublich LPs mit mehr
Zeilen als Spalten vorkommen� In diesem Fall sollte sich die Verwendung einer Zeilenbasis
auszahlen� was auch zu beobachten ist� Der Grund daf�ur� da�

�
typische LPs eher mehr

Spalten als Zeilen aufweisen� ist jedoch auch darin zu sehen� bis dato keine Implementie�



��� KAPITEL �� ERGEBNISSE

rungen verf�ugbar waren� die eine Zeilenbasis nutzen� Gute LP�Modellierer haben daher
bereits bei der Modellierung darauf geachtet� da� die LPs mehr Spalten als Zeilen ha�
ben� notfalls durch den �Ubergang zu einer dualen Formulierung� Durch Einf�uhrung der
Zeilenbasis in state�of�the�art Codes ist es jedoch wahrscheinlich� da� zuk�unftig h�au�ger
LP�Modelle entstehen� die mehr Zeilen als Spalten haben�

Tabelle A�� enth�alt die Laufzeiten und die Anzahl der Iterationen die CPLEX ���� f�ur
die L�osung der Test�LPs ben�otigt� und zwar sowohl mit dem primalen als auch mit dem
dualen Algorithmus� CPLEX wurde jeweils mit den Voreinstellungen verwendet� Da diese
Implementierung sicherlich als state�of�the�art angesehen werden darf� dient diese Tabelle
als Referenz f�ur die Bewertung von SoPlex�

F�ur eine bessere Vergleichbarkeit seien nun Informationen �uber CPLEX zusammenge�
fa�t� soweit diese �o�entlich verf�ugbar sind ���� �	� ���� Alle LPs werden vor ihrer L�osung
skaliert� indem zun�achst jede Spalte durch den gr�o�ten darin auftretenden Absolutbetrag
geteilt und anschlie�end jede Zeile entsprechend behandelt wird� CPLEX verwendet aus�
schlie�lich eine Spaltenbasis� Somit ist der duale Algorithmus stets ein entfernender und
der primale ein einf�ugender� Als Pricing�Strategie f�ur den dualen Algorithmus wird das
steepest�edge Pricing eingesetzt� wobei die initialen Normen nicht exakt bestimmt son�
dern auf � gesetzt werden� Beim primalen Algorithmus kommt ein dynamisches Pricing�
das zwischen partial multiple Pricing und Devex Pricing umschaltet� zum Einsatz� Dabei
sind jedoch keine weiteren Informationen �uber die Details beider Pricing�Verfahren oder
der Umschaltstrategie bekannt� F�ur Phase � wird eine Implementierung der Composite
Simplex Methode �vgl� �����

 verwendet� Die von SoPlex benutzte Crashbasis ist der von
CPLEX sehr �ahnlich ����� Dies wird besonders an den Test�Problemen deutlich� bei denen
sowohl CPLEX als auch SoPlex direkt mit Phase � beginnen k�onnen� Diese F�alle eignen
sich besonders f�ur eine vergleichende Beurteilung beider Implementierungen�

��� SoPlex

In den ersten Abschnitten ����� und ����� werden Testl�aufe von SoPlex mit einer Spalten�
basis betrachtet� um so eine besseren Vergleich mit CPLEX zu erm�oglichen� Da sich beide
Implementierungen in der Art der Behandlung von Phase � unterscheiden �vgl� Abschnitt
���
� werden zun�achst nur die Probleme betrachtet betrachtet� bei denen aufgrund der
Startbasis keine Phase � ben�otigt wird�

Die sich anschlie�enden Abschnitte heben die Besonderheiten von SoPlex gegen�uber
anderen Implementierungen hervor� Als erstes ist in diesem Zusammenhang die Zeilen�
basis zu nennen� deren Nutzen in Abschnitt ����� bewertet wird� Anschlie�end wird in
Abschnitt ����� der E�ekt der dynamischen Faktorisierungsfrequenz aufgezeigt� Der Vor�
teil des Gleichungssysteml�osers f�ur besonders d�unnbesetzte Matrizen wird in Abschnitt
����� aufgezeigt�

In den darauf folgenden Abschnitten werden die Auswirkungen verschiedener weiterer
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Abbildung ���� Summe der Iterationen und Laufzeiten beim dualen Simplex �uber Mengen von Test


LPs� Bei den mit
�
Phase � LPs� bezeichneten Werten wurden die Summen �uber alle LPs der Testmenge

gebildet� die keine Phase � ben�otigen� Die mit
�
alle LPs� bezeichneten Werte enthalten die Zahlen zu allen

LPs� sofern diese verf�ugbar waren�

algorithmischer Parameter untersucht� Es beginnt in Abschnitt ����	 mit dem Ein�u� der
Skalierung auf die Anzahl der Iterationen� Als n�achstes wird in Abschnitt ����� der E�ekt
der Crashbasis gegen�uber einer Schlupfbasis studiert� und in Abschnitt ����
 folgt eine
Untersuchung der Kreiselvermeidungsstrategie von SoPlex� Schlie�lich wird in Abschnitt
����� die Wichtigkeit eines numerisch stabilen Quotiententests unterstrichen�

����� Duale Algorithmen mit Spaltenbasis

Es wird nun die Auswirkung der Pricing�Strategie auf die Geschwindigkeit von SoPlex
untersucht und eine Bewertung im Vergleich zu CPLEX beim dualen Simplex vorgenom�
men� Die Testergebnisse zu CPLEX sind in Tabelle A�� aufgelistet� F�ur den Vergleich
mit CPLEX werden zun�achst Testl�aufe betrachtet� bei denen eine gr�o�tm�ogliche �Uberein�
stimmung der algorithmischen Parameter erreicht wird� Es werden also die Ergebnisse f�ur
SoPlex mit Spaltenbasis� Crashbasis und skaliertem LP betrachtet� Sie sind in den Tabellen
A�� bis A�	 aufgef�uhrt�

Ein wichtiger Unterschied zwischen CPLEX und SoPlex ist die Behandlung der Phase
�� Um auch hier eine gute Vergleichbarkeit zu erzielen� beschr�anken wir uns zun�achst auf
die LPs� bei denen beide Implementierungen keine Phase � ben�otigen� weil die gefundene
Startbasis bereits dual zul�assig ist� Dabei handelt es sich um �� Problembeispiele� n�amlich
die LPs mit den Nummern ���� ������ �� und ������ Sie werden im folgenden Phase � LPs
genannt�

Die Summen der Anzahl der Iterationen und der Laufzeiten �uber diese Probleme f�ur
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SoPlex mit verschiedenen Pricing�Strategien sowie f�ur CPLEX sind in den ersten Reihen
von Abbildung ��� aufgef�uhrt und gra�sch dargestellt� Man beachte jedoch� da� solche
Summen immer nur statistische Aussagen erlauben� wogegen bei einzelne Probleme die
Ergebnisse vollkommen anders ausfallen k�onnen�

Beide Implementierungen� CPLEX und SoPlex� starten bei den Phase � LPs mit einer
Schlupfbasis und benutzen beim steepest�edge Pricing mit � initialisierte Normen� Somit
sind die zugeh�origen Werte gut miteinander vergleichbar� SoPlex ben�otigt deutlich weni�
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Iterationen pro Sekunde beim dualen Simplex

Abbildung ���� Durchschnittliche Iterationszahl pro
Sekunde beim dualen Simplex f�ur CPLEX und SoPlex
mit verschiedenen Pricing
Startegien�

ger Iterationen als CPLEX� Dies wirkt sich
auch auf die Laufzeit aus� obwohl CPLEX
etwas weniger Zeit pro Iteration ben�otigt
�vgl� Abb� ���
�

Das Devex�Pricing f�uhrt zu einer gerin�
geren Iterationszahl als das partial multiple
Pricing� Da letzteres ein Pricing�Verfahren
f�ur den einf�ugenden Simplex ist� wurde
f�ur den entfernenden Simplex die most�
violation Pricing�Strategie implementiert�
Die geringf�ugigen Unterschiede in den Ite�
rationen und Laufzeiten kommen von den
einf�ugenden Simplex�Iterationen� die zur
Behebung eines Shiftes notwendig wurden�
sowie aus numerischen Abweichungen�

Eine interessante Beobachtung ist� da� obwohl der Rechenaufwand pro Iteration �bei
gleicher Basis
 beim steepest�edge und Devex Pricing h�oher ist als beim most�violation
Pricing� letzteres weniger Iterationen pro Sekunde erreicht� Dies liegt an der geringeren
Iterationszahl� In den ersten Iterationen ist die Basismatrix fast eine Einheitsmatrix� Dann
werden die anfallenden linearen Gleichungssysteme schneller gel�ost und der L�osungsvektor
hat weniger NNEs als bei einer sp�ateren Basismatrix� die mehr NNEs enth�alt�

In Abbildung ��� �nden sich auch die �uber alle LPs gebildeten Summen der Iterationen
und Laufzeiten� Dabei sind jedoch die Werte f�ur das Devex� partial multiple und most�
violation Pricing untere Schranken� da bei den Testl�aufen einige LPs nicht innerhalb des
Zeitfensters von ���� Sekunden gel�ost werden konnten �vgl� Anhang A
�

W�ahrend CPLEX auch in Phase � einen entfernenden Algorithmus ausf�uhrt� benutzt
SoPlex dabei den primalen und somit einf�ugenden Simplex� Beim steepest�edge Pricing
ist der Rechenaufwand pro Iteration beim einf�ugenden Simplex h�oher als beim entfernen�
den� da ein zus�atzliches Matrix�Vektor�Produkt berechnet werden mu�� Aus diesem Grund
�ubertri�t nun die Laufzeit von SoPlex auch beim steepest�edge Pricing die von CPLEX
geringf�ugig� obwohl die Iterationszahl weiterhin niedriger ausf�allt� Dies wird auch in Ab�
bildung ��� an der nunmehr h�oheren Iterationsgeschwindigkeit von CPLEX deutlich�

Wie bei den Phase � LPs sind die anderen Pricing�Strategien sowohl von der Iterati�
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onszahl als auch von der Laufzeit her weit abgeschlagen� Das Devex Pricing scheint eine
h�ohere Iterationszahl als das most�violation oder partial multiple Pricing zu ben�otigen�
Dies kann jedoch nicht festgestellt werden� da alle drei Pricer einige LPs nicht im vorge�
gebenen Zeitfenster l�osen konnten� Beim Devex Pricing handelt es sich dabei lediglich um
ein LP� w�ahrend mit partial multiple und most�violation Pricing drei bzw� vier LPs nicht
innerhalb von ���� s gel�ost werden konnten�

Insgesamt erwartet man� da� das Devex Pricing weniger Iterationen ben�otigt� als das
partial multiple oder most�violation Pricing� Dies tri�t auch meistens zu� Eklatante Aus�
nahmen sind die LPs �� und �	� O�enbar enthalten diese LPs Strukturen� die sich negativ
auf das Devex Pricing auswirken� Solche

�
�Uberraschungen zeigen� da� es sich bei allen

Pricing�Strategien nicht um Verfahren mit garantierter Iterationszahl handelt� Man kann
also immer Pech � aber auch Gl�uck � haben�

Zusammengefa�t kann folgendes f�ur den dualen Simplex mit Spaltenbasis festgestellt
werden�

� Das steepest�edge Pricing ist die erfolgreichste Pricing�Strategie�

� Phase � von SoPlex unterliegt aufgrund des h�oheren Rechenaufwandes beim steepest�
edge Pricing f�ur den einf�ugenden Simplex dem Composite Simplex ������

� SoPlex �ubertri�t beim entfernenden Algorithmus CPLEX � jedenfalls bei den zu�
grundegelegten Test�LPs�

����� Primale Algorithmen mit Spaltenbasis

Wie im vorigen Abschnitt beschr�anken wir uns bei der Bewertung des primalen Simplex�
Algorithmus zun�achst auf die LPs� f�ur die eine primal zul�assige Startbasis gefunden und
nur der Phase � Algorithmus durchgef�uhrt werden mu�� Dabei handelt es sich um �� LPs�
n�amlich die Probleme mit den Nummern �� � und ������ Die �uber diese LPs gebildeten
Summen der Iterationszahlen und Laufzeiten sind im Vordergund von Abbildung ��� f�ur
CPLEX und SoPlex mit verschiedenen Pricern dargestellt�

Bei den Phase � LPs zeigt SoPlex mit steepest�edge Pricing die geringste Interationszahl
w�ahrend CPLEX die geringste Laufzeit aufweist� CPLEX benutzt beim primalen Simplex
ein dynamisches Pricing�Verfahren� das zur Laufzeit zwischen partial multiple und Devex
Pricing umschaltet� Dabei sind die Umschaltstrategie und die Interna beim partial mul�
tiple Pricing nicht bekannt� Um einen Hinweis darauf zu erhalten� wie SoPlex mit einer
entsprechenden Pricing�Strategie arbeiten w�urde� sind mit

�
MIN die Werte f�ur einen hy�

pothetischen semi�dynamischen Pricer aufgef�uhrt� der zu Beginn der L�osung eines LPs die
jeweils f�ur ein Problem schnellere Pricing�Strategie zwischen Devex und partial multiple
ausw�ahlt� F�ur die Summen wurden also� je nachdem welche Laufzeit niedriger ausf�allt�
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LPs� Bei den mit
�
Phase � LPs� bezeichneten Werten wurden die Summen �uber alle LPs der Testmenge

gebildet� die keine Phase � ben�otigen� Die mit
�
alle LPs� bezeichneten Werte enthalten die Zahlen zu allen

LPs bis auf die Probleme �� und ��� sofern diese verf�ugbar waren� Die beiden LPs wurden weggelassen�

da CPLEX sie nicht innerhalb des vorgegebenen Zeitrahmens von ���� Sekunden l�osen konnte�

jeweils die Werte vom Devex oder vom partial multiple Pricing benutzt� Ein echter dyna�
mischer Pricer� der die Entscheidung w�ahrend der Laufzeit tri�t� k�onnte die Laufzeit noch
weiter senken�

Per De�nition zeigt dieser hypothetische Pricer eine geringer Laufzeit sowohl als das
Devex wie auch das partial multiple Pricing� Jedoch erreicht er noch nicht die Geschwindig�
keit des Pricing�Verfahrens von CPLEX� Dieses scheint meist ein partial multiple Pricing
durchzuf�uhren� wof�ur die hohe Anzahl von Iterationen pro Sekunde spricht �vgl� Abb� ���
�
Jedoch gelingt es CPLEX� dabei signi�kant weniger Iterationen auszuf�uhren als SoPlex
mit partial multiple Pricing�

Interessant ist die Beobachtung� da� das most�violation Pricing zu einer etwa f�unfmal
h�oheren Iterationszahl f�uhrt als das partial multiple Pricing� Eigentlich erwartet man von
einem Pricing�Verfahren� das stets das gesamte LP ber�ucksichtigt� eine geringere Itera�
tionszahl als von einem� das immer nur einen Teil betrachtet� Eine plausible Erkl�arung
f�ur dieses Ph�anomen k�onnte sein� da� das most�violation Pricing immer wieder denselben
Fehler macht� scheinbar

�
gute Pivot�Elemente auszuw�ahlen� die jedoch de facto keinen

Fortschritt bringen� Vor solchen Fehlern ist das partial multiple Pricing gesch�utzt� da es
solche irref�uhrenden Pivot�Elemente gar nicht erst

�
sieht � wenn sie nicht zuf�allig im ak�

tuellen Teil�LP liegen�

Dieser Erkl�arungsversuch tri�t nicht in allen F�allen zu� Bei den Problemen im vorigen
Abschnitt zeigte das partial multiple Pricing eine h�ohere Anzahl von Iterationen als das
most�violation Pricing� Somit liegt es wohl eher an den zugrundeliegenden LPs� welche
Pricing�Strategie am erfolgreichsten ist� Dies gilt auch f�ur das steepest�edge Pricing� Auch
wenn daf�ur die akkumulierte Laufzeit bei SoPlex am geringsten ausf�allt� gilt dies nicht
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bei allen LPs� Ein besonders eklatantes Beispiel hierf�ur ist das Problem � ��t�d
� Mit
steepest�edge Pricing ben�otigt SoPlex f�ur dessen L�osung ������ s� mit partial multiple
Pricing lediglich ����� s�

Insgesamt zeigen diese Ergebnisse
und die des vorigen Abschnittes� da�
die Pricing�Strategie einen extremen
Ein�u� auf die L�osungsgeschwindigkeit
eines LPs hat� Dabei gibt es jedoch keine
allgemeine

�
optimale Pricing�Strategie�

Vielmehr sollte f�ur jede Problemklasse
nach einer optimalen Strategie gesucht
werden� Mit seinem objektorientierten
Software�Entwurf bietet SoPlex hierf�ur
optimale Voraussetzungen�

Wenden wir uns nun den verbleiben�
den LPs zu� bei denen auch ein Phase��
Problem gel�ost werden mu�� Aus dem Ver�
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Abbildung ���� Durchschnittliche Iterationszahl pro
Sekunde beim primalen Simplex f�ur CPLEX und So

Plex mit verschiedenen Pricing
Startegien�

gleich mit den Werten der Phase � LPs k�onnen R�uckschl�usse auf den Unterschiede bei der
Phase � zwischen CPLEX und SoPlex f�ur den dualen Simplex gewonnen werden�

Die �uber alle Test�Beispiele aufsummierten Iterationszahlen und Laufzeiten sind in der
zweiten Reihe von Abbildung ��� angegeben� Dabei wurden jedoch die Probleme �� und
�� weggelassen� da CPLEX sie nicht in dem vorgegebenen Zeitrahmen von ���� Sekun�
den l�osen konnte� Auch sind die Werte f�ur das Devex und most�violation Pricing lediglich
untere Schranken� da einige weitere LPs nicht innerhalb der Zeitbeschr�ankung gel�ost wer�
den konnten� Diese Probleme wurden jedoch nicht aus der Summenbildung ausgeschlossen�
um die Anzahl der Problembeispiele nicht noch weiter zu verringern� Eine aussagekr�aftige
Bewertung der Zahlen ist auch so m�oglich�

Die wichtigste Beobachtung ist� da� sich das Verh�altnis der Iterationszahlen gegen�uber
den Phase � LPs signi�kant zugunsten von SoPlex ver�andert hat� Somit zahlt sich
aus� da� SoPlex bei seinem Phase�� Problem soviel Information des Ausgangs�LPs bei�
beh�alt wie m�oglich� Insbesondere liegt bei einigen Problemen �Tabelle A��� Probleme�
����������������
 die L�osung des Ausgangs�LPs bereits vor� nachdem die Phase � abge�
schlossen ist� CPLEX gelingt dies nur in einem Fall �Tabelle A��� Problem ��
�

Durch die geringere Iterationszahl l�ost SoPlex mit steepest�edge Pricing alle LPs in
deutlich k�urzerer Zeit als CPLEX� Dabei wirkt sich zus�atzlich die Tatsache positiv aus�
da� in der Phase � eine entfernender Simplex benutzt wird� bei dem das steepest�edge
Pricing weniger Rechenaufwand ben�otigt als im einf�ugenden Fall�

Die Phase � von SoPlex scheint f�ur den primalen Simplex also g�unstiger als eine Imple�
mentierung nach ������ Wieder ist dies keine beweisbare Aussage� sondern spiegelt lediglich
die Ergebnisse bei der gew�ahlten Testmenge wider� Es wird immer Probleme geben� bei
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denen sich ein gegenteiliger E�ekt zeigt �z�B� Problem 

�

Sowohl mit Devex Pricing als auch mit partial multiple Pricing bleibt SoPlex hinter
der Geschwindigkeit von CPLEX zur�uck� Der hypothetische Pricer

�
MIN k�onnte hingegen

CPLEX �uberholen� ohne jedoch die Geschwindigkeit des steepest�edge Pricing zu erreichen�

Aufgrund der hohen Iterationszahl pro Sekunde ist anzunehmen� das CPLEX vorwie�
gend ein partial multiple Pricing verwendet� Da� die Iterationsgeschwindigkeit beim partial
multiple Pricing von SoPlex deutlich niedrieger ausf�allt� liegt wieder daran� da� in Phase
� ein entfernender Algorithmus ausgef�uhrt wird� bei dem im partial multiple Pricer eine
most�violation Pricing�Strategie implementiert ist�

����� Zeilen� versus Spaltenbasis

Die Untersuchung der Abh�angigkeit der Simplex�Algorithmen von der gew�ahlten Basis�
darstellung geschieht anhand von Abbildung ���� Jeder Punkt beschreibt das Verh�altnis
von Zeit� Iterationszahl oder Iterationszeit bei der L�osung eines LPs mit einer Zeilenbasis
gegen�uber der L�osung mit einer Spaltenbasis� Dazu wurden die Werte aus Tabelle A�� zu
denen aus A�� in Beziehung gesetzt� wobei sowohl die Ergebnisse vom primalen als auch
vom dualen Algorithmus ber�ucksichtigt wurden�

Als Abszisse ist der Logarithmus �zur Basis ��
 des Verh�altnisses der Anzahl von Zeilen
zur Anzahl von Spalten jedes LPs aufgetragen� log� Zeilen + Spalten 
� Somit repr�asentieren
negative Werte LPs mit mehr Spalten als Zeilen und positive solche mit mehr Zeilen als
Spalten�

Die Ordinate dient dem Vergleich der Laufzeit� Iterationszahl oder Iterationszeit �Zeit
pro Iteration
 zur L�osung eines LPs bei der Verwendung eine Zeilen� oder einer Spaltenba�
sis� Bezeichne z�B� mit tz und ts die L�osungszeit eines LPs f�ur eine Zeilen� bzw� Spaltenbasis�
so wird als Ordinate log�tz+ts
 aufgetragen� Ein Punkt �uberhalb der Achse beschreibt also
eine L�osung� bei der die Verwendung der Zeilenbasis mehr Zeit ben�otigt als bei Verwen�
dung der Spaltenbasis� Entsprechend wurden die Iterationszahlen und die Iterationszeit
aufgetragen�

F�ur die Iterationszeit wurde eine Ausgleichsgerade bestimmt und in Abbildung ���
eingezeichnet� Sie zeigt deutlich den zu erwartenden Zusammenhang zwischen der vorzu�
ziehenden Basisdarstellung und der Gestalt des LPs� Die Darstellung sollte so gew�ahlt
werden� da� die Dimension der Basismatrix geringer ausf�allt�

F�ur die Iterationszahl und L�osungszeit wurden die Ausgleichsgeraden nicht eingetra�
gen� da sie aufgrund der Streuung der Datenpunkte im Gegensatz zur Iterationszeit nur
sehr ungenau bestimmt sind� Daher ist es auch nicht verwunderlich� da� sich die h�ohere
Iterationsgeschwindigkeit bei der Wahl der geeigneteren Basisdarstellung nicht immer bei
der Gesamtlaufzeit auszahlt� Insbesondere f�ur den dualen Simplex bei den Problemen �����
kommt es zu einer drastischen Erh�ohung der Iterationszahl bei Verwendung der Zeilenbasis�
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Abbildung ���� Logarithmisches Verh�altnis der Iterationszahl� L�osungszeit und Iterationszeit f�ur SoPlex

mit Zeilenbasis gegen�uber Spaltenbasis� Alle Werte wurden mit steepest
edge Pricing bestimmt

wodurch bei diesen Problemen die Laufzeiten h�oher als mit einer Spaltenbasis ausfallen�

Unterschiede bei der Iterationszahl kommen zustande� wenn beim Pricing
�
gleich gute 

Pivot�Elemente zur Verf�ugung stehen� Durch die unterschiedliche Traversierung der Indi�
zes in den Schleifen bei Verwendung einer Zeilen� oder Spaltenbasis kommt es zu einer
unterschiedlichen Auswahl und somit zu di�erierenden Iterationszahlen� Diese Unterschie�
de k�onnen sich positiv f�ur den einen oder anderen Fall auswirken� im Mittel ist jedoch
keine Pr�aferenz zu erwarten�

Ein wichtiger Aspekt bei der Wahl der Basisdarstellung wird von Abbildung ��� nicht
beschrieben� n�amlich ihre Auswirkung auf die verwendbaren Pricing�Strategien� Soll ein
LP mit mehr Ungleichungen als Variablen mit dem dualen Simplex gel�ost werden� so wird
bei einer Zeilenbasis ein einf�ugender Algorithmus benutzt� F�ur das steepest�edge Pricing
bedeutet dies einen erh�ohten Rechenaufwand pro Iteration� weshalb es g�unstiger sein kann�
dennoch eine Spaltenbasis zu verwenden�

Die Zeilenbasis erm�oglicht in diesem Zusammenhang auch die Verwendung anderer
Pricing�Verfahren beim dualen Simplex� insbesondere das partial multiple Pricing� Dies
kann zu bemerkenswerten Leistungssteigerungen verhelfen� Beispiele hierf�ur� die einzeln
gerechnet wurden und somit nicht aus den Tabellen im Anhang entnommen werden k�onnen�
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sind �dualer Simplex mit Zeilenbasis
�

Problem steepest�edge partial multiple

� ����� s ����� s
�� ������ s ��
��� s
�� ����
� s �
	��� s
�� ������� s ������ s

����� Dynamische Refaktorisierung

Im Gegensatz zu �	�� darf sich zur Bewertung des Erfolges der dynamischen Faktorisie�
rungsfrequenz der Vergleich nicht auf eine einzelne Faktorisierungsfrequenz beschr�anken�
sondern mu� sich an dem

�
Optimum f�ur eine konstante Faktorisierungsfrequenz messen�

Dazu wurden die Zeiten pro ��� Iterationen f�ur eine Reihe fester Faktorisierungsfrequenzen
zwischen �� und ��� gemessen� Sie sind im einzelnen in Tabelle A��� aufgef�uhrt und die
Summen in Abbildung ��	 dargestellt�

Auch f�ur die dynamische Faktorisierungsfrequenz wurde eine Testreihe �uber verschiede�
ne Werte von �� zwischen � und �� durchgef�uhrt� Die ermittelten Iterationszeiten stehen in
Tabelle A���� Die mittleren Geschwindigkeiten wurden mit in Abbildung ��	 aufgenommen�
obwohl die Werte �� nicht mit den statischen Faktorisierungsfrequenzen vergleichbar sind�
Dennoch bietet die gew�ahlte Darstellung eine gute Gegen�uberstellung beider Ans�atze�
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Abbildung ��	� Summe der Iterationsgeschwindig

keit �uber alle Testprobleme f�ur dynamische und sta

tische Faktorisierungsfrequenz der Basis
Matrix nach
den Tabellen A��� und A����

F�ur die statischen Faktorisierungsfre�
quenz ist ein eindeutiges Minimum der Zeit
pro Iteration bei einer Faktorisierung der
Basismatrix alle 
� Iterationen festzustel�
len� Bei seltenerer oder h�au�gerer Faktori�
sierung sinkt die Iterationsgeschwindigkeit�
weil im ersten Fall der Rechenaufwand f�ur
die Faktorisierung zunimmt und im zwei�
ten Fall der Rechenaufwand f�ur die L�osung
der Gleichungssysteme steigt�

Dagegen zeigt die dynamische Einstel�
lung der Faktorisierungsfrequenz eine deut�
lich geringere Abh�angigkeit von dem Ein�
stellparameter ��� sofern er gr�o�er als etwa
	 gew�ahlt wird� Darunter kommt es zu ei�

nem steilen Anstieg der Zeit pro Iteration� da die Basismatrix zu h�au�g faktorisiert wird�
F�ur �� � 	 ist die Iterationsgeschwindigkeit h�oher als die h�ochste mit fester Faktorisie�
rungsfrequenz erreichbare�

Schlie�lich w�are eine Heuristik denkbar� die vor Beginn des Simplex�Algorithmus



���� SOPLEX ���

z�B� anhand der Anzahl von Zeilen und Spalten des zu l�osenden LPs den optimalen Para�
meter f�ur die statische oder dynamische Faktorisierungsfrequenz einstellt� Wir simulieren
dies� indem wir die mittlere Iterationszeit �uber alle LPs bestimmen� wobei f�ur jedes LP
der jeweils optimale Parameter Wert benutzt wird� Dann erh�alt man als mittlere Laufzeit
pro ��� Iterationen ����� f�ur den statischen und ����� f�ur den dynamischen Fall� d�h� die
dynamische Refaktorisierungsfrequenz f�uhrt auch dann noch zu einer h�oheren Iterations�
geschwindigkeit�

����	 Gleichungssysteml�oser

Es sei nun auf ein einzelnes Problem hingewiesen� bei dem SoPlex von der e�zienten Imple�
mentierung des L�osers f�ur gesta�elte Gleichungssysteme f�ur besonders d�unnbesetzte Vek�
toren pro�tiert� Es handelt sich um das Problem �� �stolle
� das im Schnitt ��� NNEs pro
Spalte enth�alt� Insgesamt sind weniger als �����" der Matrixelemente seiner Nebenbedin�
gungsmatrix von Null verschieden� Die optimale Spaltenbasis�Matrix hat durchschnittlich
sogar nur ��� NNEs pro Spalte�

F�ur derart d�unnbesetzte Matrizen lohnt es sich bei der L�osung der gesta�elten Glei�
chungssysteme �uber die Positionen der NNEs im Arbeitsvektor Buch zu f�uhren� wie es in
Abschnitt ����� beschrieben wurde� Dies zeigt ein Vergleich der Laufzeiten beim dualen
Simplex zwischen CPLEX und SoPlex mit Spaltenbasis� Da keine Phase � n�otig ist� f�uhren
CPLEX und SoPlex mit steepest�edge Pricing denselben Algorithmus aus� Nun ist zwar die
Iterationszahl bei SoPlex deutlich h�oher� die Laufzeit hingegen wesentlich geringer �����	
s
vs� ������s
�

����� Skalierung

Die Auswirkungen der Skalierung des LPs k�onnen durch Vergleich von Tabelle A�� mit A�

untersucht werden� Oft stimmen Iterationszahlen und Laufzeiten mit und ohne Skalierung
�uberein� jedoch gibt es auch Probleme� bei der die Skalierung einen gro�en Ein�u� hat�
Sie kann sich sowohl positiv als auch negativ auf die L�osungszeit niederschlagen� Beispiele
f�ur eine Verschlechterung durch Skalierung sind die Probleme � und ��� w�ahrend sie sich
z�B� bei den Problemen 
 und �� positiv auswirkt� F�ur einzelne Probleme ist es somit nicht
m�oglich� eine Vorhersage �uber den Nutzen der Skalierung des LPs zu machen�

Eine statistische Aussage gewinnen wir wiederum durch Summenbildung� Dazu sind in
der folgenden Tabelle die Summen der Iterationen �uber alle Testl�aufe aufgef�uhrt�

primaler Simplex dualer Simplex

ohne Skalierung ������ ����
�
mit Skalierung �	���� ������

Verh�altnis �����" ����"
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� Laufzeit und Iterationszahl��� beim dualen �links	 und primalen �rechts	 Simplex mit

steepest
edge Pricing f�ur eine Crash
 und eine Schlupfbasis�

Beim primalen Simplex f�uhrt das Skalieren des LPs somit im Schnitt zu ��" mehr Ite�
rationen� w�ahrend es beim dualen Simplex kein signi�kanter Ein�u� ausgemacht werden
kann�

����
 Die Startbasis

In Tabelle A�� sind die Laufzeiten und Iterationszahlen f�ur die L�osung der Test�LPs bei
Verwendung einer Schlupfbasis aufgelistet� Diese Startbasis ist f�ur die Probleme mit den
Nummern ���� ����� sowie ����� dual zul�assig� Aufgrund der Phase � von SoPlex unter�
scheiden sich �bis auf numerische Verschiedenheiten
 der primale und duale Algorithmus
f�ur diese Probleme nicht� In der Sprache des primalen Simplex bedeutet dies� da� die LPs
bereits in der Phase � gel�ost wurden�

Zur statistischen Bewertung des Nutzen der Crashbasis gegen�uber einer Schlupfbasis
wurden wiederum die Summen der Laufzeiten und Iterationen �uber alle LPs bestimmt und
in Abbildung ��� dargestellt� Sowohl f�ur den primalen als auch f�ur den dualen Simplex f�uhrt
die Crashbasis zu einer geringeren Iterationszahl als die Schlupfbasis� wobei der Unterschied
beim dualen Simplex h�oher ausf�allt�

Auf die Laufzeit wirkt sich die Reduktion der Iterationszahl jedoch nur beim dualen
Simplex aus� Beim primalen Algorithmus f�allt die akkumulierte L�osungszeit trotz h�oherer
Iterationszahl f�ur die Schlupfbasis geringer aus als bei der Crashbasis� Der Grund daf�ur
ist wiederum beim steepest�edge Pricing zu suchen� Bei vielen Probleme ist die Schlupf�
basis dual zul�assig� so da� SoPlex sie bereits mit Phase � vollst�andig l�ost� Dabei wird
jedoch der duale Simplex benutzt� Bei der verwendeten Spaltenbasis ist dies der entfer�
nende Algorithmus� bei dem das steepest�edge Pricing einen geringeren Rechenaufwand
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Abbildung ���� Iterationszahl in Abh�angigkeit von der Anzahl maxcycle degenerierter Pivot
Schritten bis

zur Perturbation des LPs� gemessen beim primalen Simplex mit steepest
edge Pricing� Die dick gezeichnete

Linie repr�asentiert die Summe �uber alle Testprobleme�

pro Iteration ben�otigt als beim einf�ugenden� Mit der Crashbasis werden zwar insgesamt
weniger Iterationen ben�otigt� jedoch ist der Anteil von einf�ugenden Iterationen h�oher�

����� Kreiseln

Um den E�ekt der Kreiselvermeidungsstrategie von SoPlex zu beurteilen� wurden die Ite�
rationszahlen f�ur verschiedene Parameter maxcycle �vgl� Abschnitt ���
 gemessen �Tabelle
A���
 und in Abbildung ��
 dargestellt�

An der Summe �uber alle Probleme �fettgedruckte Linie
 ist zu erkennen� da� sich so�
wohl zu h�au�ges als auch zu seltenes Perturbieren im Mittel negativ auf die Iterationszahl
auswirkt� Bei zu h�au�ger Perturbation wird nach Beenden einer Phase ein stark ver�ander�
tes LP vorliegen� so da� f�ur die L�osung des Ausgangs�LPs eine weitere Phase mit den
daf�ur n�otigen Simplex�Iterationen erforderlich wird� Entsprechend k�onnen bei zu seltenem
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Aufbrechen der Degeneriertheit lange Pivot�Sequenzen ohne Fortschritt entstehen� Das
Optimum liegt f�ur die gegebenen Testmenge bei etwa maxcycle � �	� Iterationen�

����� Der Quotientest

In den Tabellen A��� und A��� sind die Test�Ergebnisse von SoPlex bei Verwendung des
Quotiententests nach Harris bzw� des Textbook�Quotiententests verzeichnet� Dabei sind
die Ergebnisse im einzelnen von geringer Bedeutung� Vielmehr soll deutlich werden� da� in
beiden F�allen nicht alle LPs gel�ost werden konnten�

In den F�allen� die von beide Versionen mit gleicher Iterationszahl korrekt gel�ost wer�
den� stellt sich der Textbook�Quotiententest als der e�zientere heraus� Dies ist aufgrund
des geringeren Rechenaufwandes im Vergleich zum zweiphasigen Harris Verfahren auch
zu erwarten� In diesem Zusammenhang ist die Beobachtung interessant� da� bei gleicher
Iterationszahl der Textbook�Quotiententest nur selten e�zienter als der von SoPlex ist
�Ausnahmen bei den Problemen �� und ��
� Dies liegt am Weglassen von Phase �� sofern
in Phase � bereits ein stabiles Pivot�Element gefunden wurde�

Es ist jedoch zu bemerken� da� die drei Implementierungen des Quotiententests nicht
wirklich miteinander vergleichbar sind� Es ist zu erwarten� da� die Stabilit�at auch f�ur
den Harris und den Textbook�Quotiententest durch eine dynamische Toleranzanpassung
und das Zur�uckweisen von Pivot�Elementen �vgl� Abschnitt ��
��
 weiter gesteigert werden
kann� Dergleichen wird vermutlich auch bei CPLEX vorgenommen� dessen Quotiententest
auf dem Ansatz von Harris basiert ���� �	��

��� SMoPlex

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Testergebnisse wurden auf einer SGI Challenge
mit � MIPS ���� Prozessoren a ��� MHz durchgef�uhrt� Die benutzte Maschine wird als
File�Server genutzt� so da� bessere Ergebnisse auf einem ausschlie�lich f�ur SMoPlex zur
Verf�ugung stehenden Rechner zu erwarten sind� Ferner zeigt die Hardware Engp�asse beim
Speicherbus� Die sequentielle L�osung von

�
nw�	 beansprucht ������s� w�ahrend die zwei�

fache sequentielle L�osung von
�
nw�	 auf je einem Prozessor jeweils ����	�s dauerte �user

time
� Somit kann man f�ur einen Parallelrechner� der keinen solchen Engpa� zeigt� eine
Verbesserung der Ergebnisse f�ur � Prozessoren um etwa ��" erwarten�

Die Basisdarstellung wurde bei allen Testl�aufen so gew�ahlt� da� die Dimension der
Basismatrix geringer ausf�allt� Es wurde immer eine Schlupfbasis verwendet und der dua�
le Simplex�Algorithmus ausgef�uhrt� Als Pricing�Strategie wurde das steepest�edge Pricing
verwendet� denn nur f�ur dieses kann die parallele L�osung zweier Gleichungssysteme ver�
wendet werden� Alle Zeiten wurden als

�
wallclock time �real verstrichene Zeit
 gemessen�
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����� Aufteilungsschema

In Abschnitt ����� wurde f�ur die Parallelisierung des Matrix�Vektor�Produktes eine
blockweise Aufteilung der Arbeit und somit der Nebenbedingungsmatrix vorgeschlagen�
Um die optimale Anzahl von Bl�ocken zu bestimmen� wurden die Laufzeiten und Iterationen
f�ur eine Aufteilung in �� �� 
 und �	 Bl�ocke gemessen� sie sind in Tabelle A��� vezeichnet�
Dabei wurden die anderen Parallelisierungsstrategien �Block�Pivoting und das gleichzeitige
L�osen zweier linearer Gleichungssysteme

nicht eingesetzt� In Abbildung ��� sind nun
die daraus gewonnenen Ergebnisse gra�sch
dargestellt� Es wird f�ur jede Anzahl von
Bl�ocken die mittlere Iterationsgeschwindig�
keit als der Quotient aus der Summe al�
ler Iterationszahlen und der Summe der
Laufzeiten �uber alle Probleme aufgetragen�
Ersichtlich wird mit der geringsten Block�
zahl die h�ochste Iterationsgeschwindigkeit
erreicht� Als Grund daf�ur wurde bereits
in Abschnitt ����� auf die D�unnbesetzt�
heit des Vektors 'h angef�uhrt� Schlie��
lich ist festzustellen� da� eine Geschwindig�
keitssteigerung durch die parallele Berech�
nung des Matrix�Vektor�Produktes erzielt
werden kann�
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Abbildung ���� Durchschnittliche Iterationszahl pro
Sekunde in Abh�angigkeit von der Anzahl von Bl�ocke�
in die das LP aufgeteilt wird�

����� Erzielte Beschleunigung

F�ur die Testl�aufe zur Bewertung der in SMoPlex eingesetzten Parallelisierungskonzepte
wurde aufgrund der oben geschilderten Ergebnisse eine Aufteilung in � Bl�ocke benutzt�
Es wurden Testl�aufe f�ur alle vier m�oglichen Kombinationen der Verwendung des Block�
Pivotings und der parallelen L�osung zweier Gleichungssysteme durchgef�uhrt� Die Me�er�
gebnisse sind in Tabelle A��	 aufgef�uhrt�

Abbildung ���� zeigt die Summen der Laufzeiten und der Iterationen sowie das Verh�alt�
nis derselben zueinander in bezug auf die entsprechenden Werte bei der L�osung mit nur
einen Prozessor� Letztere stammen aus Tabelle A����

In bezug auf die Laufzeit kann nur mit den Versionen ohne Block�Pivoting eine Be�
schleunigung erzielt werden� jedenfalls wenn man alle Testprobleme betrachtet� Eine ge�
nauere Untersuchung des Block�Pivoting erfolgt in Abschnitt ������ Der Grund f�ur das
schlechte Abschneiden der parallelen Versionen mit Block�Pivoting liegt in der Erh�ohung
der Iterationszahl� W�ahrend sie ohne Block�Pivoting im Mittel gegen�uber dem sequentiel�
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Abbildung ���
� Summen der L�osungszeit und Iterationszahl sowie beider Quotient f�ur den parallelen

Algorithmus auf � PEs im Verh�altnis zu den entsprechenden Werten bei � PE�

len Algorithmus konstant bleibt� zeigt sich eine durchschnittliche Erh�ohung der Iterations�
zahl von etwa ��" durch das Block�Pivoting� Diese ist o�enbar zu gro�� um dennoch eine
Beschleunigung zu gew�ahrleisten�

Bei der Iterationsgeschwindigkeit �dritte Reihe in Abbildung ����
 ist zweierlei zu be�
obachten� Zum einen zeigt sich eine Beschleunigung durch die parallele L�osung von zwei
Gleichungssystemen� und zwar sowohl f�ur die Testl�aufe mit als auch f�ur die ohne Block�
Pivoting� Den Daten kann jedoch kein Zusammenhang zwischen der erreichbaren Beschleu�
nigung und anderen Gr�o�en wie die Dimension oder die Anzahl von NNEs der Basismatrix
entnommen werden�

Zum anderen zeigt sich ein �ahnlicher E�ekt wie er bereits bei SoPlex festgestellt wurde�
da� n�amlich die Iterationsgeschwindigkeit mit zunehmender Anzahl von Iterationen sinkt�
Aus diesem Grund fallen die Iterationsgeschwindigkeiten mit Block�Pivoting geringer aus
als ohne� Im folgenden Abschnitt wird jedoch gezeigt� da� das Block�Pivoting in der Tat
zus�atzliche Parallelit�at erschlie�t� die sich in einer Beschleunigung auswirken kann�
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Abbildung ����� Beschleunigung durch Block
Pivoting in Abh�angigkeit von �a	 der Dimension der Ba


sismatrix �b	 der Zunahme der Iterationszahl�

����� Block�Pivoting

Abbildung �����a zeigt das Verh�altnis der Laufzeit f�ur die L�osung der Testprobleme mit
Block�Pivoting zu ohne Block�Pivoting in Abh�angigkeit von der Dimension der Basisma�
trix� Die eingetragene Ausgleichsgerade zeigt an� da� je h�oher die Dimension ist� desto eher
eine Beschleunigung durch das Block�Pivoting erzielt werden kann� Wie so oft ist auch dies
kein streng g�ultiger Zusammenhang� Anschaulich leuchtet er ein� denn die L�osungszeit f�ur
die Gleichungssysteme korreliert mit der Dimension der Matrizen� so da� sich eine Paral�
lelisierung mit Hilfe vom Block�Pivoting f�ur gro�e Matrizen eher lohnt�

Die unbefriedigenden Ergebnisse zum Block�Pivoting wurden auf die Zunahme der An�
zahl der Iterationen zur�uckgef�uhrt� Um diese These zu untermauern� wurden aus Tabelle
A��	 verschiedene Teilmengen der LPs betrachtet� bei denen die Iterationszahl um weniger
als einen vorgegebenen Prozentsatz zunimmt� In Abbildung �����b wurden zwei Gr�o�en
f�ur verschiedene Schranken der maximalen prozentualen Zunahme der Iterationszahl auf�
getragen� Die erste Reihe zeigt den Prozensatz der Testprobleme� bei denen sich die Ite�
rationszahl beim Block�Pivoting um weniger als vorgegeben erh�oht� Z�B� erh�oht sich die
Iterationszahl bei �uber ��" der Testprobleme um nicht mehr als ��"�

In der zweiten Reihe von Abbildung �����b wird angegeben� wieviel Prozent der Laufzeit
f�ur die L�osung der jeweiligen Teilmenge von Testproblemen mit gegen�uber ohne Block�
Pivoting ben�otigt wird� F�ur ����" der Probleme nimmt die Iterationszahl nicht zu� und
die Laufzeit kann mit Hilfe des Block�Pivotings auf etwa 
�" herabgesetzt werden� Dies
ist beachtlich� wenn man exemplarisch die Verteilung der Laufzeit bei der L�osung von
stocfor� in Tabelle ��� betrachtet� 	�" wird im sequentiellen Fall auf die L�osung von
Gleichungssystemen verwendet� Davon sind � St�uck pro Iteration zu l�osen� so da� f�ur
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jedes ��" der Laufzeit angesetzt werden kann� Geht man von optimalen Verh�altnissen
aus� so wird durch die anderen Parallelisierungen �Pricing� Quotiententest� Matrix�Vektor�
Produkt und gleichzeitige L�osung von zwei Gleichungssystemen
 
�" der Gesamtlaufzeit
halbiert� so da� ohne Block�Pivoting die Laufzeit auf 	�" � 
�" + � � ��" reduziert wird�
Das Block�Pivoting kann die ��" Laufzeit f�ur das verbleibende Gleichungssystem auf ��"
reduzieren� so da� mit Block�Pivoting idealerweise ein vollst�andig paralleler Algorithmus
nur ��" der sequentiellen L�osungszeit ben�otigt� Gegen�uber den 	�" ohne Block�Pivoting
entspricht dies einer Reduktion auf 
�"� Das dieser Wert sogar unterschritten wird� liegt
an den Beispielen� bei denen die Iterationenszahl mit Block�Pivoting niedriger als ohne
ausf�allt �Probleme �	� �
� �� und �� beim primalen Simplex und �� � ��� �
 und �� beim
dualen Simplex
�

Bei mehr als ��" der Probleme kann im Mittel eine Beschleunigung um knapp �"
erreicht werden� Somit ist das Block�Pivoting zwar nicht f�ur den allgemeinen Einsatz sinn�
voll� jedoch lohnt es sich bei jeder Klasse von LPs zu �uberpr�ufen� wie sehr die Iterationszahl
durch das Block�Pivoting zunimmt� In �uber ��" der F�alle ist damit zu rechnen� da� es
sich lohnt� einen parallelen Algorithmus mit Block�Pivoting einzusetzen�

��� DoPlex

Zur Auswertung der Implementierung f�ur Parallelrechner mit verteiltem Speicher� DoPlex�
wurden die Test�Probleme auf einem Cray T�D jeweils mit verschiedenen Anzahlen von
Prozessoren gel�ost� Die Me�ergebnisse sind in den Tabellen A��� bis A��� aufgelistet� Die
dort auftretenden

�
L�ucken haben mehrer Ursachen� Um den Rechenaufwand in Grenzen

zu halten� wurden immer nur dann mehr PEs eingesetzt� wenn dies eine weitere Beschleu�
nigung versprach� Au�erdem konnten nicht alle LPs in dem von der Systemadministrati�
on vorgegebenen Zeitfenster von �
�� Sekunden gel�ost werden� Schlie�lich konnten einige
Probleme nicht gel�ost werden� weil der Speicherplatz pro PE nicht ausreichte� Ein Beispiel
daf�ur ist das Problem ��� Werden daf�ur � oder mehr PEs eingesetzt� so kann das LP trotz�
dem gel�ost werden� weil das LP auf die PEs verteilt wird� Bei den Problemen �� und ��
hilft auch die Verteilung auf mehrere PEs nicht� weil die Basis�Matrix� die ja auf allen PEs
repliziert wird� zu gro� wird�

F�ur die Me�reihen wurde wie bei SMoPlex der duale Simplex mit steepest�edge Pri�
cing und Schlupfbasis verwendet� F�ur LPs mit mehr Zeilen als Spalten wurde eine Zeilen�
andernfalls eine Spaltenbasis verwendet�

����� Parallele L�osung von Gleichungssystemen

Wir untersuchen zun�achst die Auswirkungen der parallelen L�osung von linearen Glei�
chungssystemen� Dieser Ansatz nutzt lediglich Parallelit�at f�ur zwei PEs aus� so da� keine
Abh�angigkeit von der Anzahl der eingesetzten Prozessoren zu erwarten ist�
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Dies wird best�atigt von der in Abbildung ���� dargestellten durchschnittlichen Laufzeit
pro Iteration mit und ohne parallele L�osung von Gleichungssystemen� Die Nutzung dieser
Parallelit�at reduziert die Arbeit pro Itera�
tion um einen festen Betrag� unabh�angig
von der Anzahl der PEs�

Die Darstellung wurde nur anhand der
LPs gewonnen� f�ur die auch noch mit �	
PEs Me�werte bestimmt wurden� Betrach�
tet man hingegen alle LPs� die mit ei�
nem oder zwei PEs gel�ost wurden� so wird
mit � PEs im Durchschnitt eine Redukti�
on der Laufzeit auf ��" ohne und auf ��"
mit paralleler L�osung von Gleichungssyste�
men erreicht �ohne Block�Pivoting
� Die�
se Werte sind besser als die von SMoPlex
erreichten �

" bzw� 
�" vgl� Abbildung
����
� Das ist darauf zur�uckzuf�uhren� da�
der T�D ein Parallelrechner mit verteiltem
Speicher ist� bei dem der Zugri� auf den
Speicher zu keiner Verstopfung des Busses
f�uhren kann� wie es bei Architekturen mit
gemeinsamem Speicher geschieht�
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Abbildung ����� Summe der Zeit pro Summe der
Iterationen mit und ohne gleichzeitigem L�osen zwei

er Gleichungssysteme in Abh�angigkeit von der Anzahl
der PEs�

����� Block�Pivoting

Das Problem beim Einsatz des Block�Pivotings ist die h�au�g damit verbundene Erh�ohung
der Iterationszahl� Sind mehr als � PEs beteiligt� so werden die Bl�ocke gr�o�er und es kann
eine weiter Versch�arfung des Problems erwartet werden� Die Auswirkungen auf die Laufzeit
werden in Abbildung ���� gezeigt� in der die Zunahme der Laufzeit beim Block�Pivoting
in Abh�angigkeit von der Anzahl der PEs dargestellt ist� Es scheint ein logarithmisches
Wachstum der Laufzeit in Abh�angigkeit von der Anzahl der PEs vorzuliegen�

Bereits bei SMoPlex wurde festgestellt� da� es f�ur das Block�Pivoting auch
�
gutartige 

LPs gibt� bei denen es zu keinem oder nur zu einem geringf�ugigen Wachstum der Itera�
tionszahl kommt� Wir untersuchen daher� wie sich solche LPs bei Hinzunahme weiterer
PEs verhalten�

In Abbildung ���� werden f�ur verschiedene Anzahlen von PEs Mittelwerte �uber die LPs
betrachtet� bei denen sich die Iterationszahl durch das Block�Pivoting um weniger als ��"
erh�oht� Da mit zunehmender Anzahl von PEs die Anzahl der betrachteten Test�LPs sinkt�
w�achst die Unsicherheit bei den beobachteten Ergebnissen� F�ur �	 PEs wurden nur noch
� Testbeispiele betrachtet�
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Der prozentuale Anteil der LPs f�ur die das oben gesagte zutri�t ist in der mittleren Zeile
von Abbildung ���� dargestellt� Es gibt also LPs� bei denen auch bei gr�o�eren Pivot�Bl�ocken
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Abbildung ����� Verh�altnis der Laufzeit mit zu oh

ne Block
Pivoting in Abh�angigkeit von der Anzahl der
PEs� F�ur jede Anzahl von PEs wurde die jeweils ma

ximale Menge von LPs benutzt� f�ur die Me
werte vor

liegen� Es wurden die Zeiten ohne paralleles L�osen von
Gleichungssystemen verwendet�

die Anzahl der Iterationen nicht wesentlich
zunimmt� Der Anteil solcher LPs scheint
sich nicht zu �andern� so da� es es sinnvoll
ist� zwischen gutartigen und und nicht gut�
artigen LPs zu unterscheiden�

Wie die hintere Zeile von Abbildung
���� zeigt� f�uhrt bei gutartigen LPs das
Block�Pivoting auch bei mehreren PEs zu
einer Beschleunigung von 
����"� Die Be�
schleunigung scheint nicht von der An�
zahl der PEs abzuh�angen� Damit kann das
Block�Pivoting bei gutartigen LPs zu ei�
nem skalierbaren parallelen Algorithmus
f�uhren� wie in der ersten Zeile in Abbildung
���� dargestellt ist�

����� Paralleles Matrix�Vektor�Produkt

Schlie�lich betrachten wir die Beschleunigung� die durch Parallelisierung des Matrix�
Vektor�Produktes erzielt wird� Die Parallelisierung geschieht implizit durch die Verteilung
der Daten� die gleichzeitig eine Parallelisierung der Vektor�Updates f�ur g und des Pricings
bzw� Quotiententests bedingt�

Die parallele Ausf�uhrung des Matrix�Vektor�Produktes und der Aktualisierung des Vek�
tors g erfordert keine Kommunikation oder Synchronisation� Deshalb ist daf�ur eine gute
Skalierbarkeit zu erwarten� Sofern diese Operationen den gr�o�ten Anteil der sequentiel�
len Laufzeit einnehmen� kann die Parallelisierung dieser Schritte nach dem Amdahl!schen
Gesetz auch zu einer Beschleunigung des gesamten Algorithmus f�uhren�

In Abbildung ���� wurde die Beschleunigung des Simplex�Algorithmus ohne Block�
Pivoting und paralelles L�osen von Gleichungssystemen f�ur einige Test�Beispiele in
Abh�angigkeit von der Anzahl der PEs aufgetragen� Die Test�Beispiele wurden nach auf�
steigendem Wert

s � log
�
n �

c

d

�
sortiert� wobei n die Anzahl der NNEs der Nebenbedingungsmatrix und d die Dimension
der Basis�Matrix bezeichnen� Bei einer Zeilenbasis ist c die Anzahl der Zeilen der Neben�
bedingungsmatrix� andernfalls die Anzahl der Spalten�
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Abbildung ����� Verschiedene Werte f�ur LPs� bei denen sich die Iterationszahl beim Block
Pivoting nicht

mehr als um �� erh�oht� in Abh�angigkeit von der Anzahl der PEs� Es werden dargestellt� Die Laufzeit

im Verh�altnis zur Laufzeit f�ur � PE� der Anteil der PEs� die diese Bedingung erf�ullt und die Laufzeit mit

Block
Pivoting im Verh�altnis zu ohne�

Insgesamt ist s ein Ma� f�ur die zu erwartende Skalierbarkeit durch Ausnutzung der
oben genannten Parallelit�at bei der L�osung eines LPs� n ist eine Absch�atzung f�ur die
Arbeit zur Berechnung des Matrix�Vektor�Produktes� c

d
gibt den Anteil der Laufzeit f�ur

die Berechnung des Matrix�Vektor�Produktes an der Gesamtlaufzeit an� Je kleiner die
Dimension der Basismatrix gegen�uber c ausf�allt� desto geringer ist der Anteil der Arbeit
f�ur die L�osung der Gleichungssysteme mit der Basis�Matrix� Der Logarithmus wird nur
benutzt� damit die Werte s kleiner ausfallen�

Abbildung ���� best�atigt die zu erwartende gute Skalierbarkeit von LPs mit hohem s�
Bei dem f�unften Beispiel von hinten handelt es sich um das Problem ��� Hier tritt eine
ungew�ohnliche �Anderung der Iterationszahl bei unterschiedlichen Anzahlen von PEs� was
den

�
Zacken verursacht� Bei den LPs mit s � 	 ist eine weitere Beschleunigung durch

Hinzunahme weiterer Prozessoren zu erwarten�

��	 Paralleler L�oser f�ur lineare Gleichungssysteme

Zur Bewertung der Implementierung des parallelen L�osers f�ur unsymmetrische d�unnbesetz�
te lineare Gleichungssysteme wurden Testl�aufe auf einem Cray T�D durchgef�uhrt� Die dazu
verwendete Menge von Test�Matrizen wird in Abschnitt ����� vorgestellt� In Abschnitt �����
wird der parallele LU Zerlegungs�Algorithmus evaluiert und mit der sequentiellen Version
verglichen� die in SoPlex eingesetzt wird� Schlie�lich wird in Abschnitt ����� der parallele
L�osungs�Algorithmus f�ur gesta�elte Gleichungssysteme begewertet� Die Implementierun�
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Abbildung ����� Beschleunigung in Abh�angigkeit von der Anzahl von PEs f�ur einige Test
LPs�

gen dieses Abschnittes wurden von Michael Ganss vorgenommen�

��	�� Test�Matrizen

Die Dimensionen und Anzahlen der NNEs der Test�Matrizen sind in den ersten Spalten
von Tabelle A��� aufgelistet� Die Matrizen stammen von zwei Quellen� Bei den Matri�
zen SM���a bis stocfor� handelt es sich um die mit SoPlex bestimmten optimalen Spal�
tenbasismatrizen der gleichnamigen LPs� Dabei wurden nur Matrizen h�oherer Dimension
ausgew�ahlt� Sie dienen zur Beurteilung der Anwendbarkeit des parallelen L�oseres f�ur den
Simplex�Algorithmus�

Die restlichen Matrizen kommen aus dem Harwell�Boeing Testset ����� Er ist fast schon
ein Standard bei der Evaluierung von Gleichungssysteml�osern und erm�oglicht somit einen
Vergleich mit anderen Implementierungen� Hierbei ist vor allem die in ��� vorgestellte Im�
plementierung f�ur den T�D interessant�
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��	�� Parallele LU�Zerlegung

Tabelle A��� erm�oglicht zun�achst einen Vergleich zwischen der sequentiellen Implemen�
tierung f�ur SoPlex und der auf einem Prozessor laufenden parallelen Version des LU�
Zerlegungs�Algorithmus!� Dieser Vergleich ist interessant� denn durch Kompatibilit�atscheck
und Bereithalten der maximalen Absolutbetr�age f�ur jede Zeile der aktiven Submatrix lei�
sten beide Algorithmen unterschiedlich viel Arbeit�

Es w�are zu erwarten� da� die parallele Version mehr Arbeit leistet und somit h�ohere
Laufzeiten aufweist� Dies tri�t auch f�ur alle Basis�Matrizen zu� die sequentielle Implemen�
tierung f�ur SoPlex ist bis zu einem Faktor ���	 schneller als die parallele Version �bnl�
� In�
teressanterweise gilt dies nicht mehr f�ur alle Probleme aus dem Harwell�Boeing Testset� F�ur

�
watt� ben�otigt der sequentielle Algorithmus doppelt so lange wie der parallele mit einem
Prozessor� Der Grund daf�ur liegt in der verst�arkten Suche nach Pivot�Elementen mit ge�
ringer Markowitzzahl� W�ahrend die sequentielle Implementierung pro Iteration nicht mehr
als ��� Zeilen oder Spalten nach guten Pivot�Elementen durchsucht� versucht die parallele
Implementierung auch bei einem PE eine Menge von kompatiblen Pivot�Elementen zu kon�
struieren� Dazu untersucht sie mehr �hier �
 Zeilen oder Spalten und hat somit eine gr�o�ere
Chance Pivot�Elemente geringerer Marko�
witzzahl zu �nden� O�enbar f�uhrt dies zu
einer Folge von Pivot�Schritten mit weni�
ger Fill� so da� der parallele Algorithmus
insgesamt weniger Arbeit leistet�

Die verbleibenden Spalten von Tabel�
le A��� erlauben eine Beurteilung der Ska�
lierbarkeit des parallelen LU Zerlegungs�
Algorithmus!� Verschiedene Durchschnitte
der erzielten Beschleunigungen sind in Ab�
bildung ���	 dargestellt� Man erkennt� da�
selbst bei den LP Basis�Matrizen eine Be�
schleunigung erzielt werden kann� Sie ist
vornehmlich f�ur die Probleme� bei denen
die parallele Version auf einem PE signi�
�kant langsamer l�auft als die sequentielle
��t�p� grow��� agg�� pilots� bnl�� scfxm��
ganges�ob�� maros� nesm� pilotwe
 zu beob�
achten� Der Geschwindigkeitsgewinn durch
Parallelit�at kann dies kaum wett machen�
Somit bleibt festzustellen� da� der Ein�
satz der parallelen LU�Zerlegung f�ur den
Simplex�Algorithmus inadequat ist � je�
denfalls bei den gew�ahlten Probleminstan�
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Abbildung ���	� Beschleunigung des verteilten LU

Zerlegungsalgorithmus� in Abh�angigkeit von der An

zahl von Prozessoren� Es werden die Beschleunigung
f�ur alle LP
Matrizen� die Harwell
BoeingMatrizen und
alle Matrizen zusammen sowie f�ur die am besten ���	
und die am schlechtesten ��	 skalierende Matrix dar

gestellt�
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zen� Dies gilt umso mehr� als optimale Basis�Matrizen in der Regel die dichtbesetztesten
Matrizen w�ahrend der Ausf�uhrung des Simplex�Algorithmus! sind� Gleichungssysteme mit
zwischenzeitlichen Basen werden somit meist mit weniger Aufwand gel�ost� was den Nutzen
von Parallelit�at f�ur den Simplex�Algorithmus weiter einschr�ankt�

Liegt das unerfreuliche Ergebnis f�ur die parallele L�osung von Basis�Matrizen vielleicht
an einer schlechten Implementierung& Die Antwort ist Nein� was anhand der Testmatrizen
aus dem Harwell�Boeing Testset im Vergleich zu anderen publizierten Ergebnissen auch
nachgeweisen werden kann� R� Asenjo und E�L� Zapata berichten in ��� folgende Laufzeiten
ihres Faktorisierungs�Algorithmus! auf einem Cray T�D�

Problem � PE � PEs �	 PEs
steam� ��
� ���� ����

jpwh��� �	��� 	��� ���	
sherman� ���� ���� ����
sherman� 
���
 ���
� 
���
lns���� ������ 
��
� �
��


Lediglich bei
�
sherman� und �	 PEs �uberholt die Implementierung von R� Asenjo

und E�L� Zapata die hier vorgestellte Version� In allen anderen F�allen sind die Laufzeiten
mitunter erheblich h�oher� Zwar ist ihre E�zienz nach ����
 besser� jedoch ist die Bedeutung
dieser Ma�zahl angesichts der absoluten Laufzeiten in Frage zu stellen�

Insgesamt ist somit festzustellen� da� die im Rahmen dieser Arbeit erstellte parallele
Implementierung vergleichsweise g�unstige Laufzeiten erreicht und somit nicht f�ur den Mi��
erfolg bei den LP Basis�Matrizen verantwortlich gemacht werden kann� Die Skalierbarkeit
der Implementierung steigt mit zunehmender Arbeit� was sie f�ur den Einsatz in anderen
Anwendungsfeldern interessant macht� Der Einsatz f�ur die L�osung partieller Di�erential�
gleichung ist geplant�

Als besonders interessantes Ph�anomen ist in Tabelle A��� eine superlineare Beschleuni�
gung f�ur

�
lns���� bei � PEs zu erkennen� Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren� da� der parallele

Algorithmus f�ur unterschiedliche Anzahlen von PEs meist unterschiedlich viel Arbeit lei�
stet� Je mehr PEs eingesetzt werden desto gr�o�er wird die Menge der Pivot�Kandidaten�
was jeweils zu einer anderen Eliminationsfolge f�uhrt� Durch die gr�o�ere Kandidatenmenge
k�onnen zweierelei E�ekte eintreten� Zum einen k�onnen so Pivot�Elemente mit geringerer
Markowitz�Zahl gefunden werden� was zu einer Verringerung der Gesamtarbeit f�uhrt und
die superlineare Beschleunigung f�ur

�
lns���� erkl�art�

Leider kann zum anderen auch der gegenteilige E�ekt eintreten� was leider h�au�ger
geschieht� In die gr�o�ere Kanidatenmenge werden mangels Alternativen auch NNEs mit
h�oherer Markowitz�Zahl aufgenommen� Fallen diese Kandidaten nicht durch den Kompati�
bilit�atscheck� f�uhren sie zu Eliminationsschritten� bei denen viel Fill erzeugt wird� Dadurch
erh�oht sich die Gesamtarbeit� Beim Problem

�
sherman� zeigt sich dieser E�ekt so deut�

lich� da� die Laufzeit f�ur � PEs die f�ur � PE sogar �ubertri�t� Hier k�onnte eine Begrenzung
der maximalen Markowitz�Zahl weiterhelfen�
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Abbildung ���
� Beschleunigung des verteilten L�osung von Gleichungssystemen mit d�unn
 und dicht


besetztem Rechte
Seite
Vektor in Abh�angigkeit von der Anzahl von Prozessoren� Es werden die Beschleu


nigung f�ur alle LP
Matrizen� die Harwell
Boeing Matrizen und alle Matrizen zusammen sowie f�ur die am

besten ���	 und die am schlechtesten ��	 skalierende Matrizen dargestellt�

��	�� L�osen gesta
elter Gleichungssysteme

Bei der Bewertung der Implementierungen der Gleichungssysteml�oser bei gegebener LU�
Zerlegung m�ussen zwei F�alle unterschieden werden� Der Rechte�Seite�Vektor kann dicht�
oder d�unnbesetzt sein� In letzteren Fall ist weniger Arbeit zu verrichten und somit ei�
ne schlechtere Skalierbarkeit zu erwarten� Die Gleichungssysteme� die im Rahmen von
Simplex�Algorithmen zu l�osen sind� geh�oren fast immer zu dieser Kategorie�

Tabelle A��� enth�alt Laufzeiten f�ur die verteilte L�osung von Gleichungsystemen der
Form

LUx � b ����


f�ur verschiedenen Anzahlen von PEs� In den ersten Spalten wurde f�ur b ein Einheitsvektor
benutzt� Die Ergebnisse werden in Abbildung �����a zusammengefa�t� Bei den LP Basis�
Matrizen zeigt sich in fast allen F�allen eine Verlangsamung schon bei � PEs� Dagegen kann
bei den meisten Harwell�Boeing Matrizen eine Beschleunigung bis zu 
 PEs erzielt werden�
Diese spiegelt jedoch nicht die reine Beschleunigung bei der L�osung von ����
 wieder�
Vielmehr stammen die Faktoren L und U aus einer zuvor verteilten LU�Zerlegung� Wie im
vorigen Abschnitt beschrieben wurde� ist zu erwarten� da� die Faktoren bei verschiedenen
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Anzahlen von PEs unterschiedlich viele NNEs haben� Damit f�allt bei der L�osung von
Gleichungssystemen auch unterschiedlich viel Arbeit an� typischerweise also mehr Arbeit�
je mehr PEs beteiligt sind� Demnach w�urden die Beschleunigungen f�ur eine fest vorgegebene
LU�Zerlegung leicht besser ausfallen als in Abbildung ���� dargestellt�

Dasselbe gilt auch f�ur die L�osung von Gleichungssystemen mit dichtbesetztem Rechte�
Seite�Vektor� Die entsprechenden Ergebnisse sind in Abbildung �����b zusammengefa�t�
Sie unterscheiden sich zu den Ergebnissen mit d�unnbesetztem Rechte�Seite�Vektor lediglich
darin� da� insgesamt eine bessere Skalierbarkeit erreicht wird� Dies ist aufgrund der h�oheren
zu verrichtenden Arbeitsleistung auch zu erwarten�



Zusammenfassung

Es wurden drei Implementierungen des revidierten Simplex�Algorithmus vorgestellt� je ei�
ne f�ur sequentielle Workstations� f�ur Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher und f�ur
solche mit verteiltem Speicher� Sowohl der primale als auch der duale Algorithmus wurden
implementiert� Es werden d�unnbesetzte Vektoren und Matrizen eingesetzt� insbesondere
auch bei der LU�Zerlegung der Basismatrizen� Beim Pricing kommen e�ziente Strategien�
u�a� das steepest�edge Pricing� zum Einsatz� und der auf einer theoretischen Untersuchung
der numerischen Stabilit�at basierende Quotiententest zeichnet sich durch eine hervorragen�
de numerische Stabilit�at aus� Alles zusammen f�uhrt zu einer Implementierung� die sich mit
state�of�the�art LP�L�osern wie CPLEX messen kann und f�ur den t�aglichen Einsatz z�B� in
Schnittebenenverfahren geeignet ist�

Die Implementierungen basieren auf einer neuen Darstellung� die den primalen und
dualen Algorithmus mit einer Zeilen� und Spaltenbasis einheitlich zusammenfa�t� Dadurch
k�onnen beide Algorithmen mit beiden Basisdarstellungen verwendet werden� Der Einsatz
der Zeilenbasis bei LPs mit mehr Nebenbedingungen als Variablen kann den Implementie�
rungen zu einer weiteren Geschwindigkeitssteigerung verhelfen� Dies gelingt auch mit Hilfe
einer neuen Phase �� die durch das Umschalten zwischen primalen und dualem Algorithmus
funktioniert� Dadurch kann in Phase � ein LP verwendet werden� das sich so wenig wie
m�oglich von dem Ausgangs�LP unterscheidet� wodurch insgesamt weniger Iterationen ver�
wendet werden als bei den sonst verwendeten Phase � LPs� Desweiteren wird der Zeitpunkt
der erneuten Faktorisierung der Basismatrix dynamisch so festgesetzt� da� die Iterations�
geschwindigkeit maximiert wird� Schlie�lich kommt ein L�oser f�ur lineare Gleichungssyteme
zum Einsatz� der f�ur extrem d�unnbesetze Matrizen und Rechte�Seite�Vektoren optimiert
wurde�

Den Implementierungen liegt ein objektorientierter Software�Entwurf zugrunde� Dieser
erm�oglicht es� f�ur die parallelen Versionen wesentliche Teile durch Ableitung von der se�
quentiellen Version zu �ubernehmen� Lediglich die zus�atzlichen Aufgaben zur Synchronisati�
on� Kommunikation und Verteilung der Arbeit m�ussen hinzu implementiert werden� Au�er�
dem unterst�utzt der objektorientierte Entwurf die Integration etwa von Pricing�Verfahren�
die vielleicht in Zukunft entwickelt werden�

Bei den parallelen Versionen wurden vier Parallelisierungsans�atze verfolgt� Beim Pricing
und Quotiententest werden parallele Such�Algorithmen zur Bestimmung eines maximalen

�	�
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oder minimalen Elementes eingesetzt� Die Parallelisierung des Matrix�Vektor�Produktes
und der Vektoraddition lohnt sich besonders f�ur Probleme mit einer sehr unterschiedlichen
Anzahl von Zeilen und von Spalten� F�ur derartige LPs k�onnen durch den Einsatz vieler
Prozessoren hohe Beschleunigungen erzielt werden� etwa um den Faktor �� mit �� PEs�

Wird das steepest�edge Pricing verwendet� so f�allt ein zus�atzliches lineares Gleichungs�
system pro Iteration an� Dieses wird parallel zu einem der weiteren Gleichungssysteme
jeder Iteration gel�ost� Die Nutzung dieser Parallelit�at zahlt sich jedoch nicht immer aus�
Dies liegt zum einen an dem damit verbundenen Kommunikations� oder Synchronisations�
aufwand� zum anderen an der e�zienten sequentiellen Implementierung� die beide Glei�
chungssysteme mit einer Traversierung der LU�Zerlegung l�ost� Sie ben�otigt weniger Zeit�
als die zweifache Ausf�uhrung des L�osungs�Algorithmus f�ur ein Gleichungssystem�

Die interessanteste Parallelisierung ist das Block�Pivoting� Dazu wird der Algorithmus
so umstrukturiert� da� Gleichungssysteme aus an sich aufeinanderfolgenden Iterationen
gleichzeitig parallel gel�ost werden� Dies hat jedoch oft eine Erh�ohung der Iterationszahl zur
Folge� was eine Beschleunigung zunichte macht� F�ur die Problembeispiele� bei denen sich die
Iterationszahl jedoch nur geringf�ugig erh�oht� k�onnen f�ur wenige PEs gute Beschleunigungen
erzielt werden�

Schlie�lich wurde die verteilte LU�Zerlegung d�unnbesetzter und unsymmetrischer Ma�
trizen sowie die darauf basierende parallele L�osung linearer Gleichungssysteme untersucht�
Es wurde eine Implementierung f�ur den Cray T�D vorgenommen� die kompatible Pivot�
Elemente f�ur die parallele Elimination verwendet� Au�erdem wird ein neues Lastausgleichs�
Verfahren benutzt� das keinen zus�atzlichen Kommunikations�Aufwand erfordert� Die Imple�
mentierung hat zwar eine geringere parallele E�zienz als vergleichbare Implementierungen�
ben�otigt aber insgesamt weniger Zeit� Im Rahmen des Simplex�Algorithmus kommt sie je�
doch nicht zum Einsatz� da f�ur die extrem d�unnbesetzten Basismatrizen heutiger LPs keine
sinnvolle Beschleunigung erzielt werden konnte� Treten bei der L�osung von LPs dichter be�
setzte Basis�Matrizen auf� so k�onnte der parallele L�oser f�ur lineare Gleichungssysteme auch
eine Beschleunigung des Simplex�Algorithmus bewirken�

Abschlie�end kann festgestellt werden� da� mit dieser Arbeit die Fortentwicklung von
Simplex�Algorithmen auf mehreren Ebenen weiter vorangetrieben wurde� Die Parallelisie�
rung f�ur � PEs scheint f�ur allgemeine LPs einsetzbar zu sein� wobei das Block�Pivoting
jedoch nur f�ur Problemklassen verwendet werden sollte� bei denen es zu keiner gro�en
Erh�ohung der Iterationszahl f�uhrt� Mehr als zwei PEs k�onnen nur f�ur LPs sinnvoll ein�
gesetzt werden� bei denen ein gro�er Unterschied in der Anzahl von Zeilen zur Anzahl
von Spalten vorliegt� Bei solchen Problemen skaliert der parallele Algorithmus gut� und es
k�onnen gro�e Beschleunigungen erzielt werden�



Anhang A

Tabellen

Dieser Anhang enth�alt alle Me�wert�Tabellen� die f�ur die Bewertung der Implementierun�
gen SoPlex� SMoPlex und DoPlex sowie f�ur den parallelen L�oser f�ur d�unnbesetzte lineare
Gleichungssysteme erstellt wurden� Ihre Auswertung und ggfs� graphische Aufbereitung
�ndet sich in Kapitel ��

Die Ergebnisse zu SoPlex und CPLEX wurden auf einer Sun UltraSPARC � Model
���E gemessen� die zu SMoPlex auf einer SGI Challange mit zwei ���MHz MIPS ����
Prozessoren� Die Werte f�ur DoPlex sowie f�ur die parallele LU�Zerlegung und L�osung d�unn�
besetzter linearer Gleichungssysteme wurden auf einem Cray T�D gemessen� Jede PE hat
	� MB Speicher und einen ��� MHz DEC alpha Prozessor ohne �nd level cache�

Bei allen Simplex�Testl�aufen wurde die maximale Berechnungszeit auf ���� Sekunden
beschr�ankt� auf dem Parallelrechner Cray T�D �aus administrativen Gr�unden
 sogar auf
�
��s� Konnte ein LP in dieser Zeit nicht gel�ost werden� so wird dies durch

�
� angezeigt�

Konnte ein LP hingegen aufgrund anderer Probleme� insbesondere aufgrund der numeri�
schen Stabilit�at� nicht gel�ost werden� so wird dies durch

�
� gekennzeichnet� Auf dem

T�D wurde ausgehend von � PE ein LP nur dann mit mehr PEs gel�ost� wenn eine weitere
Beschleunigung erwartet werden konnte�

Bei den Me�ergebnissen zu SoPlex wurden folgende Einstellungen verwendet�

� steepest�edge Pricing

� SoPlex Quotiententest

� Spaltenbasis

� skaliertes LP

� Crashbasis

� maxcycle � ��� �vgl� Abschnitt ���


� �
 � �� �vgl� Abschnitt ��
��


� � � �e�
 �vgl� Abschnitt ���


���
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Nur die Abweichungen davon werden bei den Tabellen aufgef�uhrt� F�ur die Messungen zu
SMoPlex und DoPlex wurden folgende Einstellungen verwendet�

� steepest�edge Pricing

� SoPlex Quotiententest

� Basisdarstellung jeweils so� da� die Dimension niedriger ausf�allt

� unskaliertes LP

� Schlupfbasis

� maxcycle � ��� �vgl� Abschnitt ���


� �
 � �� �vgl� Abschnitt ��
��


� � � �e�
 �vgl� Abschnitt ���




���

Anzahl Anzahl Anzahl Kondition
Nr� Name Zeilen Spalten NNEs der opt� Basis

� agg� ��	 ��� ���� ��� � ���

� bnl� 	�� ���� ���� ��� � ��


� �t�d �� ����� �����
 ��	 � ���

� ganges ���� �	
� 	��� ��� � ���

� grow�� ��� ��� 
��� ��� � ���

	 maros 
�	 ���� �	�� ��� � ���

� nesm 		� ���� ���

 ��
 � ��



 pilots ���� �	�� ���	� ��	 � ���

� pilotwe ��� ��
� ���	 ��� � ���

�� scfxm� 		� ��� ��
� ��� � ���

�� stocfor� �		�� ��	�� 	�
�� ��� � ���

�� agg��ob� ���� ���
 ����� ��� � ���

�� bnl��ob� ���� ���� �	��	 ��
 � ���

�� �t�p�ob� ��		 ���
 ��


�� ��	 � ���

�� ganges�ob� ���� ���� 

�	� 	�� � ���

�	 grow���ob� �	�� ��	� ������ ��
 � ���

�� maros�ob� ���� ��
� ���
�� ��� � ��


�
 nesm�ob� ���� ��

 ��
��
 	�� � ���

�� pilotwe�ob� ���� ���� ������ ��� � ��


�� scfxm��ob� �
�� ���� ���	� ��� � ���

�� SM����k�	
a ����� ���� �	
�� ��� � ���

�� SM����k�	
b ���

 ���� ���
� 	�
 � ���

�� kamin�
�� ����� ����� ��		
 ��� � ���

�� kamin���� ����� ����� 	�

� ��� � ���

�� chr��c ��	� ���� ����� ��	 � ���

�	 scr�� ���� ���� �	��� ��� � ��


�� stolle ����	� ���

 ���	
�
�
 hansecom� ��	� ����� ����� ��� � ���

�� hansecom�� ��	� ����� �		��� ��� � ���

�� aa�������p 
�� 	
��
 ���	�� ��� � ���

�� aa������p 
�� ����� ��	��
 ��� � ���

�� aa������p 
�� ����� ���
�� ��
 � ���

�� aa	�p ��� ���	 ����� ��� � ���

�� osa����p ���� �	��� �	�
�� ��� � ���

�� nw�	 ��� ��
	�� ����
�� ��� � ���

Tabelle A��� Die Test
LPs mit einigen Kenngr�o
en� Die Konditionswerte f�ur die optimalen Basismatrizen

wurden mit Hilfe von CPLEX bestimmt und gelten somit f�ur das von CPLEX skalierte LP� Aufgrund der

hohen Dimension von Problem
�
stolle� konnte die zugeh�orige Konditionszahl von CPLEX nicht in einer

akzeptablen Zeit berechnet werden! sie liegt vermutlich um ����
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L�osung mit CPLEX 
����
Nr� primaler Simplex dualer Simplex

Zeit in Iterationen Zeit in Iterationen
Sekunden gesamt Phase � Sekunden gesamt Phase �

� ���� ��� �	 ���
 ��
 �	
� ��
� ���� �
�� ���� 
�� �
� ��
� ����	 � �
��� ��	� �
� ��	� 	�� ��� ���� ��	 �
� ���� ��	� � 	��� ���� �
	 ���� ���� 	�� ���� ��
� ���
� ���� ���� ���� 
��� �

� ��

 ����
� ���
 ��	� ����� ���� ���
� 
��� ���� ���� ���	 �	�� ����

�� ���� 	
� ��� ���� ��� �	�
�� ������ ����� ���� �
���� ����
 

��
�� ����� �	�� � ���	� ���� 	
�� ������ ���	 �� ��
��	 ��	� �
�� ����� 	�
 � ���	� ���� �
�� ����� ���
 �� 
���� ���� �
�	 ����	 ���� � ����� ���� �
�� ������ ���� � ��
��� �
�� �
�
 ��	��� ����� � ������ ���� �
�� ������ ����� � ������ ���� ��
�� �	���� ����
 � �����	 ���� �
�� ���� ���� 
�	 ���� ��� �
�� ����� ���� ���
 ����� ���� �
�� �	
��� ����� ����� ������ ����� �
�� �����	� ����� ����� 		
��� �
��� �
�� ��	��� ���� ���� ����	 ��
� ���
�	 ��	��� ��	�� ���	 ��	��� �	�� ����
�� � � ����� � ����� ������ ���	 �
�
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Tabelle A���� Zeit f�ur ��� Iterationen von SoPlex bei dynamischer Refaktorisierung in Abh�angigkeit von

dem Parameter ���
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Tabelle A���� Zeit f�ur ��� Iterationen von SoPlex bei statischer Refaktorisierung in Abh�angigkeit von

der Anzahl von Basis
Updates zwischen zwei LU
Zerlegungen�
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Tabelle A���� Laufzeiten und Iterationszahlen bei der L�osung mit SoPlex mit Harris Quotiententest�
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Tabelle A���� Laufzeiten und Iterationszahlen bei der L�osung mit SoPlex mit der stabilisierten Version

des
�
Textbook� Quotiententests�
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Tabelle A���� Laufzeiten und Iterationen von SMoPlex bei � Prozessoren ohne Block
Pivoting und der

parallelen L�osung zweier Gleichungssysteme in Abh�angigkeit von der Anzahl von Bl�ocken� in die die Ne


benbedingungsmatrix f�ur das Matrix
Vektor
Produkt unterteilt wird� Au
erdem wird die Laufzeit und

Iterationszahl f�ur SMoPlex auf einem Prozessor angegeben�
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Tabelle A��	� Laufzeit und Iterationen von SMoPlex auf � PEs f�ur verschiedene Einstellungen f�ur das

Block
Pivoting und die parallele L�osung von Gleichungssystemen �bei � Bl�ocken f�ur das Matrix
Vektor


Produkt	�



�
�

Nr Name Iters� Blocks

� agg� ��� �	

� bnl� 
��	 ���	
� �t�d ��
��� 	���
� ganges ���� ��
�
	 grow�� ����� ����

 maros �
��
 ����
� nesm ����� ��
�

 pilots ������
 

��
� pilotwe ����
	 ��
�
�� scfxm� ���� 
��
�� stocfor� 

��	� ���
�
�� agg��ob� �
���� ����
�� bnl��ob� ������� 	
��
�� �t�p�ob� not enough memory
�	 ganges�ob� 

���
 	���
�
 grow���ob� ������ ����
�� maros�ob� 
�	��
 �



�
 nesm�ob� �
�� pilotwe�ob� �
�� scfxm��ob� 


�
� 	���
�� SM�	��k�

a 
�
� 
		
�� SM�	��k�

b �
��� ���	
�� kamin�
�� 	�
�
	 ����

�� kamin���� �
�	��� �
��

�	 chr�	c �����	 ���

�
 scr�� ����	� 	���
�� stolle not enough memory
�
 hansecom� �
���� ���

�� hansecom�� ������	 ��
	�
�� aa�������p ����
� ���	
�� aa	�����p 	
��
 �
�
�� aa�	����p �	��
	 ��	�
�� aa
�p 
���� �
��
�� osa����p ������
 �	�

�	 nw�
 not enough memory

� PEs

no Block�Pivoting Block�Pivoting
no parallel systems parallel systems no parallel systems parallel systems

Nr Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks

� ��� �	� �	� ��� �	� �	� ��
 �
� �� ��
 �
� ��
� 
��
 ��	 ��	 	�	� �
� �
� 
��� ���� 	
	 	�
� ���� 	��
� ��	��� 	��� 	��� ������ 	��� 	��� ������ ��
� �
�� �����	 ��
� �
��
� ��	� ��
� ��
� ���� ��
� ��
� ���
 �	�� ��� ���� �	�� ���
	 ����� ��
� ��
� ����� ���
 ���� ����� ���� ��
� ����
 �

� 
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��� �
�� �	��
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 ���
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 ����� �

� ��

 ����� ���� ��	�
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�	
 ���
 �
��� 
	�� ��
	 ������� ����� 
�
� �	���� ����
 
���
� �
��

 

�
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��� ���
 ������ 
��� ��	� ��
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 ���� 
	
 
	
 ��
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�� 	����� ���
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	 ���
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 ��
	 ��
	 �
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�
�� ������ ���
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 ���
 ��
��
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 ��
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� �����
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 ��	� ����	� �
�� ��


�� 	
	�		 ���� ���� 	����� ���� ���� �����
� 
��� ���
 ��
���� 
��� ���

�
 ���
�
� 	��� 	��� ���
��
 	��� 	��� � �
�� ������	 	
�� 	
�� ��	���� 	
�� 	
�� � �
�� 
�
��� ��
� ��
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�
� �
�� �
�� ����
� 
��� ���� �����
 
��� ����
�� 
��
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 �
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 �


�� �
��� ���	 ���	 �
��� ���	 ���	 ���
	 ���� 
�
 ���

 ���� 
��
�� ������ ����� ����� ��
��� ��	�� ��	�� �
���� ��	�	 
�	
 �

��
 ����� 
���
�� ������� ��

	 ��

	 ���	��� ��

	 ��

	 ���
��� ��
�� ��
�� ��
���� ��
�
 ��
��
�	 ��
��� �
�� �
�� ����
� ���
 ���
 �����	 ���
 ���� ����
� �

� ����
�
 ��
��
 
��� 
��� ��
��� ��	� ��	� 	�
�		 
��� �

� 	
���� ��
� 	���
��
�
 ��
��
 ���

 ���

 �
��
� ���� ���� �
���	 ���� ���� �

��� ���	 ����
�� �	

��
 ���	
 ���	
 ���
��� ��	�
 ��	�
 


��
 ��	�
 ����� ��

��� ���	
 ���
�
�� ��
��� ���� ���� ������ ���� ���� ����
	 �	�
 �	�� �
���
 �
�� �
��
�� ���
� 
�� 
�� ����� �
	 �
	 ���
� ���� 
	� ����� ���	 
��
�� ����
 ���� ���� 

��� ��

 ��

 
���� ���
 
�� �
��
 �	�� ��

�� ���	� �	�� �	�� �
�
� ���� ���� ���	� �	�� ��	
 ����	 �	�� ����
�� 		���� 	
�� 	
�� 	
���� 
�	� 
�	� ��	��� �
	� ���� ��	��
 ���
 ��
�
�	 not enough memory not enough memory not enough memory not enough memory

Tabelle A��
� Laufzeiten� Iterationen und Anzahl der Block
Pivots f�ur die L�osung der LPs auf einem

Cray T�D mit � und � PEs�



��� ANHANG A� TABELLEN

� PEs
no Block�Pivoting Block�Pivoting

no parallel systems parallel systems no parallel systems parallel systems
Nr Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks

� ��� �	� �	� ��� �	� �	� ��� �
� 	� ��� �
� 	�
� 
��	 ��� ��� 	��� �	� �	� 
��� ���� �	� 	�
� ���� ���
� 		��
 	��� 	��� 		��
 	��� 	��� ��
��� ��
� �	�	 ������ ���� �	��
� ���� ��
� ��
� ��	� ��
� ��
� ���� �	
� ��� ���� �		� ��

	 ����� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ���� 
�� �
��� ��
� 
��

 ���	� ���� ���� ���

 ���� ��	� �
��� ���� ���� �	�
� ��
� ��	

� ����� ���� ���� ����
 ���� ��
� ����
 ��
� ���� �
�
� ���� ���


 ��	���� ����� ����� 
����� ����� ����
 ���
��
 ����� 	�	� �����
� ��	
� 	

�
� �
��	� ����� ���		 �		�	
 

�	 ���� ������ ���
� ����
�� ���	 
�� 
�� ���� 
�� 
�� ���� ���
 ��� ���	 ��

 ���
�� 	���

 ���
� ���
	 	�
�	� ���

 ���
� ������ �	�
� �		� ������ �	
�
 ����
�� ������ ���� ���� �����
 ��

 ��


�� 

���	 ���	 ���	 

���� ���
 ���

��
�	 	���
� ��	� ��	� �
���� �
�
 �
�

�
 ������ ���� ���� ��	��� ���� ���� �
���� ���� ���� ��
���� 
��� ���

��
�

�� �	����� 
�

 
�

 � �
��
�� 	��� 
	� 
	� 	�	� 
	� 
	� ���� 

� �	� ��
� 

� �	�
�� ���
� ���� ���� ����
 ��
� ��
� ���
 ���� �		 ���
 ���� �		
�� ��
�

 ���	� ���	� �	���� ����� ����� ����
� ����� 

�� ������ ����� 
	�

�� ���	��� �
�	
 �
�	
 �����	� �
�	� �
�	� ��	��		 ����� ����� ��
���
 ��
�� ���	

�	 ��	��� ���	 ���	 ����	� ���� ���� ������ ���� ���� ����

 	�

 ���	
�
 �����
 
��
 
��
 �

��� 
��
 
��
 
����� ����� ��
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�
� ����� ��
�
��
�
 
�
��
 ����� ����� ��
��
 �	�
 �	�
 
���
� �
�

 	��� �����
 ���� ����
�� 
����� ���	
 ���	
 
���
� ��

� ��

� 	���
� ���
� 	��
 	�
��� �
��� 	��

�� �	���� ���� ���� ����

 ���
 ���
 �
���� �
�	 ���	 �

��	 ���� ��
�
�� ����
 ��� ��� �
��	 
	� 
	� �	�

 ��

 ��	 �	��� ��

 ���
�� �
��
 ��
� ��
� ����� ���� ���� 
���	 �	�� 
�� 
���� �

	 

	
�� �
��� ���� ���� ���	� �		� �		� 
���	 �
�� ��	� 
���� ���	 ���	
�� ����
� ���� ���� �	���� ���� ���� ����
� ���� ���� ������ ���� ��
�
�	 �	��� 	
� 	
� 	
��� 
�� 
�� ����	� �	�
 �
� 	���
� ��	
 ����

� PEs
no Block�Pivoting Block�Pivoting

no parallel systems parallel systems no parallel systems parallel systems
Nr Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks

�
� 	�	
 �
� �
� 	��� ���� ���� 
��� ���
 ��
 
�	� ��	� ���
� ���
	 	��� 	��� ����	 	��� 	��� ������ ��		� �

� ������ ��		� �

�
� ���� �	�� �	�� ��	� �	�� �	�� ���	 �
�� ��� ��	� �
�� ���
	 ���
� ��

 ��
� ����� ���
 ��	� 	��	
 ���� 	�� ����� ��	� ���


�


�
��
��
��
��
��
�	
�

��
�

��
��
�� ��	� 
�� 
�� ���
 
�� 
�� ���
 
�	 �	� ���� 
�	 �	�
�� ����� ���� ���� ����� ���� ���� 
��� ���
 ��� ���� ���
 ���
�� �����
 ����� ����� ������ ����� ����� �����
 ����� 	��� ������ ���
� 	��	
��
�	 �����
 �

� �

� �	��� �

� �

� ����

 ��	
 ���� ����

 �	�� �	
�
�

��
�
 ����

 
��� 
��� �����
 
��	 
��	 �
���� �
�	 �
�� ��
��� �


 �



�� 
���
� �
	�� �
	�� 	�	��� �
�
� �
�
� �	���
 �	��� ��	� �	���
 �
��	 ���

�� 
���� ���� ���� 
���	 ��
� ��
� �

�	� ���
 ���� �	���� �	�� ���	
�� ����� 
�� 
�� ����
 
�� 
�� ����� �

 �	� ����
 ��
� ��

�� �
��� ���� ���� ����� ���	 ���	 ���	� �
�� �	� 	���� ���� 	��
�� ���	� ��
� ��
� ���

 ��

 ��

 
���� 		�
 ���
 ����
 	��� ���

�� �
��
� �
�� �
�� �
���� 	�
� 	�
� ������ �
�� ��
� ��	��� ���� �
	�
�	 
���� ���� ���� 	���� ���� ���� �
	��
 ���
 	
� �����	 ���� 
��

Tabelle A���� Laufzeiten� Iterationen und Anzahl der Block
Pivots f�ur die L�osung der LPs auf einem

Cray T�D mit � und � PEs�



���

�� PEs
no Block�Pivoting Block�Pivoting

no parallel systems parallel systems no parallel systems parallel systems
Nr Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks

�
�
� ����� ���	 ���	 ����	 	�
� 	�
� ����� ����� ���� ���	� ����� ����
�
	 
	�
� ���� ���� 
���� ��	
 ��
� �
��� ���� ��� ����
 ���� �
�


�


�
��
��
��
��
��
�	
�

��
�

��
��
�� ���	 
�� 
�� ���
 
�� 
�� ��
� 
�� �� ���� 
�� ��
��
��
��
�	 ��	�
� ���
 ���
 �����
 ��
� ��
�
�

��
�
 �	��
� �
�� �
�� ������ ���� ���� �

��� �


 ���� ��
�
� 
�

 ��


�� ����
� �	��� �	��� �		��	 ����� ����� �����	 �	�
� ���� �
���
 ��
�� �
��
�� 
���� ���� ���� 	���
 ���
 ���
 ����

 �	�
 �	
 ��	�
� �

� 
��
�� ����	 
	� 
	� ���	� ��
 ��
 �
�
� ��	� �

 �
�	
 ���� ���
�� �	�

 ���	 ���	 ����
 ��
� ��
� �	�
� �
�
 �
� �
�

 ���� ���
�� ����� ���� ���� ����� ���
 ���
 ��
�
� 
�
� 
�� ������ ��
� 

�
�� ����� ���	 ���	 ��	�

 	��� 	���
�	 ���
� ��	 ��	 ����� 
�� 
�� �	
�	� 
��� 	�� �
	��� 
��� 	�	

�� PEs
no Block�Pivoting Block�Pivoting

no parallel systems parallel systems no parallel systems parallel systems
Nr Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks Zeit Iters� Blocks
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�
	


�


�
��
��
��
��
��
�	
�

��
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�
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�
�� ������ ���

 ���

 ������ ����
 ����
 �

�

 �	��� ���� �	���� �	��
 ��
	
�� ���		 ���
 ���
 ����� ��
� ��
� ������ 	��� ��	 �����	 �

� 
��
�� ����� �	� �	� 
��� ��� ��� �	�	� ���
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 ���
�� ���
� ���
 ���
 �	��
 ���� ���� ���	� ��
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�� ���
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� ��
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�
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��� 
��� ��	��� 
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 ����
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��� ��
 �����	 
��� ���

Tabelle A���� Laufzeiten� Iterationen und Anzahl der Block
Pivots f�ur die L�osung der LPs auf einem

Cray T�D mit �" und �� PEs�



��� ANHANG A� TABELLEN

Anzahl PEs
Problem dim NNEs seq � � 
 � ��

SM���a ���� ���� ���	 ���� ���� ���� ���� ����
SM���b ���� �	�� ���� ���� ���� ���
 ���� ����
chr��c �	�� 	��� ���
 ���� ��� ��� ���� ���

scr�� ���� ���� ���� ���� ��� ���
 ���� ����
�t�p ���
 ��
� ���
 ���� ��� ���� ���� ����

ganges �	
� ���� ���� ���
 ���	 ���� ���
 ���
osa��� ���� 
��� ���� ���� ���� ���	 ���� ���

grow�� ��	� ����� ���� ���� ���	 ���� ���	 ����

hansecom� ��	� ��
�� ���� ��	� ���� ���� ���� ��	
hansecom�� ��	� ����
 ���� ��	 ���� ���� ���
 ����

agg� ���
 ��	�
 ���� ���
 ��� ���
 ���� ���	
kamin�
�� ����� ���	
 ���� ��� ��� ��� ��� ����

pilots ���� �
��	 ��	� ��� ���� ��� ��� ����
bnl� ���� �	
�� ���� ��� ��� ��	� ��� ����

scfxm� ���� ����	 ���� ��� ��� ���� ��
� ��	�
ganges�ob� ���� �
��� ��	� ��� ��� ���� ��	� ����

maros ��
� ����� ��
� ��	 ��� ��� ��
� ����
kamin���� ����� ���
� ���� ���� ��� ��� ��	 ���


nesm ��

 ����� ���� ��	 ��� ��	� ��� ��
�
pilotwe ���� ����� ���� ��� ��� ��
� ���	 ����
stocfor� �		�� ����� ���� ��� ��
 ��	
 ���
 ����
west���� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ���� ���
sherman� ���� ��
	 ���� ��� ��
 ��	 ��� ���

steam� 	�� ���	� ���� ��� ��� ��� ��� ���
sherman� ���� ���� ��	 ��	 ��� ��� ��� ��	

mcfe �	� ���
� ��� ��� ��� ��� ��� ���
jpwh��� ��� 	��� ��� ��� ��� ��� ��
 ���
orani	�
 ���� ����
 ��� ��� ��� ��� ��� ���
orsreg� ���� ����� �	 �� �	 �� � 

watt� �
�	 ���	� �� �	 �	 �� � �
watt� �
�	 ����� �� �� �� �� �� 	�


sherman� ���� ����� �
 �� �� �� 
 �
sherman� ��
� ����� �
 �� �� �	 �� ��
sherman� ���� ����� ��� 	� 	� �	 �� �	
lns���� ���� ����� �� �� �	 �
 �� ��

Tabelle A��
� Statistische Daten zu den Test
Matrizen f�ur die parallele LU
Zerlegung und Laufzeiten f�ur

die verteilte und sequentielle LU
Zerlegung d�unnbesetzter Matrizen auf dem Cray T�D� Die Spalte
�
seq�

enth�alt die Zeiten f�ur den in SoPlex benutzten Solver auf einer PE� Die folgenden Spalten enthalten die

Laufzeiten f�ur den verteilten Algorithmus in Abh�angigkeit von der Anzahl der eingesetzten PEs�



���

d�unnbesetzt � Anzahl PEs dichtbesetzt � Anzahl PEs
Problem � � � 
 �	 � � � 
 �	

SM���a ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��
 ��� ��� ���
SM���b ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��	 ���
chr��c ��� ��� ��� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� ���
scr�� ��
 ��
 ��
 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�t�p ��� ��� ��
 ��� ��� ��� ��	 ��� ��� ���
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Produktform der Inversen� ��
Programmierparadigma� ���
Programmierung

imperative� ���
modulare� ���
objektorientierte� ���
strukturierte� ���

Quotiententest� 
�
dualer� ��
primaler� ��
Stabilisierung� ��

R�uckw�arts�Substitution� ��� �

Rang���Update� ��� ��
RISC� ��� ��

Schlupf�Basis� 
�
Schlupfvariablen� ��� �	� ��� �	
Schnittstelle� ���
Shifting� 	�� 	�
SIMD� ��
Simplex�Algorithmus

dualer� ��� ��
einf�ugender� ��� �
� ��
entfernender� ��� ��� ��
primaler� ��� �

Stabilit�at� ��

Simplex�Basis
darstellungsunabh�angige� ��
in Spaltendarstellung� siehe Spalten�

basis
in Zeilendarstellung� siehe Zeilenbasis
Optimalit�at� ��� ��
Wahl der Darstellung� 
�
Zul�assigkeit� ��� ��

Simplex�Kriterium� �	� ��
Simplex�Tableau� 	




��� INDEX

SISD� ��
Skalierbarkeit� �

Spaltenbasis� ��

Optimalit�at� �	
Zul�assigkeit� �	

Spaltentausch� ��
Speicher

gemeinsamer� ��� �	
verteilter� ��� �	

SPMD� ��
Stabilit�at� ��

bei der LU�Zerlegung� ��
Synchronisation� ��� �	� ���

Thread� ���
Toleranz� �	� 	�� 
�

Vererbung� ���
Verteilung� ���� ���
Vorw�arts�Substitution� ��

parallele� ��

sequentielle� �


Wiederverwendbarkeit� ���� ���

Zeilenbasis� ��
Optimalit�at� �	
Zul�assigkeit� �	

Zeilentausch� ��
Zul�assigkeitsvektor� ��
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