P. Deuflhard, T. Friese, F. Schmidt, R. März, H.-P. Nolting

Effiziente Eigenmodenberechnung für den Entwurf integriert-optischer Chips

Preprint SC 96-2 (Februar 1996)

Table of Contents 1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2 Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2.1 Technologische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2.2 Mathematisches Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 3 Diskussion adaptiver Mehrgittermethoden . . . . . . . . . . 6 4 Simulation einer Kopplerstruktur . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Effiziente Eigenmodenberechnung für den Entwurf integriert-optischer Chips

P. Deuflhard^1, T. Friese^1, F. Schmidt^1 und R. März^2, H.-P. Nolting^3

1 Konrad-Zuse-Zentrum für Informationstechnik Berlin 2 SIEMENS AG München 3 Heinrich-Hertz-Institut für Nachrichtentechnik Berlin GmbH

Efficient eigenmode computation for the design of integrated optical chips. The paper deals with adaptive multigrid methods for 2D Helmholtz eigenvalue problems arising in the design of integrated optical chips. Typical features of the technological problem are its geometric complexity, its multiscale structure, the possible occurrence of eigenvalue clusters, and the necessity of quite stringent required relative error tolerances. For reasons of sheer computational complexity, multigrid methods must be used to solve the discretized eigenvalue problems and adaptive grids must be automatically constructed to avoid an undesirable blow-up of the required number of nodes for these accuracies. In view of the problem specifications, an adaptive multigrid method based on Rayleigh quotient minimization, simultaneous eigenspace iteration, and conjugate gradient method as smoother is carefully selected. Its performance in the numerical simulation of a component of a rather recent optical chip (heterodyne receiver of HHI) is documented.

1 Einleitung

Die bekannteste und wichtigste Komponente der modernen optischen Nachrichtentechnik ist die Glasfaser. Heutzutage werden nahezu alle globalen Nachrichtennetze und sogar viele lokale Netze auf Glasfaser-Basis aufgebaut. Diese bieten gegenüber dem konventionellen Kupferkabel viele technische Vorteile, vor allem die kleineren Dämpfungsverluste (kleiner als 0.5 dB/km) und die höhere Übertragungsbandbreite, von deren physikalischer Grenze im 1000 GBit/s–Bereich in heutigen Netzen etwa 2.5–10 GBit/s genutzt werden.

Anfang der 70er Jahre entstand die Idee, die Vorteile der optischen Signalübertragung mit dem großen Potential einer rein optischen Signalverarbeitung zu verbinden. Dem Vorbild elektronischer Halbleiterbauelemente folgend, sollten sowohl aktive als auch passive optische Komponenten gemeinsam auf einem Chip integriert werden.

Bis heute jedoch sind solche weitgehenden Konzeptionen nicht realisiert worden. Dafür gibt es im wesentlichen zwei Ursachen. Zum einen sind die rein elektrischen Realisierungen immer besser geworden, so daß sie den steigenden

Ansprüchen der Anwender durchaus genügen konnten, zum anderen taten sich erhebliche, vorher unterschätzte Schwierigkeiten in der planaren Herstellungstechnologie auf. Diese basiert nicht auf dem bekannten Silizium, sondern auf dem weniger erforschten Materialsystem In_xGa_{1−x}As_y P_{1−y} /InP. Nachdem aber im letzten Jahrzehnt wesentliche technische Probleme gelöst werden konnten, erhält die Idee des integriert-optischen Chips neue Bedeutung und einige Experten erwarten einen Durchbruch in naher Zukunft (’Fiber to the Home’).

Fig. 1. Montierter optischer Chip des HHI, Frühjahr 1995 (siehe Farbtafeln im Anhang)

Neben der Lösung der technologischen Probleme stehen die Entwicklung geeigneter physikalischer Modelle und deren numerische Simulation als Hauptaufgaben der aktuellen Forschung im Vordergrund. Prinzipiell wäre es wünschenswert, das gesamte Design mit einem einzigen Simulationswerkzeug durchzuführen, aufgrund der extremen Komplexität des Problems ist man davon allerdings heute noch weit entfernt. Eine entscheidende Voraussetzung für den Entwurf von Kopplern, Schaltern, Modulatoren usw. ist die Kenntnis der niedrigsten Eigenlösungen der in der Komponente verwendeten Wellenleiter. Innerhalb der Vielfalt der optischen Komponenten gibt es solche mit sehr einfacher Geometrie, wie z. B. die Stufenindex-Faser, und solche mit sehr komplexer Geometrie, wie z. B. manche Arten von Multi-Quantum- Well-Schaltern. Es ist das Ziel dieser Arbeit, Prinzipien und Anwendung von adaptiven Mehrgittermethoden auf die entstehenden Multiskalen-Probleme zu demonstrieren. Die entwickelten Algorithmen sind erste Bausteine für ein zu schaffendes universelles Simulationswerkzeug für die integrierte Optik.

2 Problemstellung

2.1 Technologische Grundlagen

Das typische Vorgehen beim Entwurf eines integriert-optischen Chips soll am Überlagerungsempfänger des HHI dargestellt werden, der gegenwärtig die Komponente mit der weltweit höchsten technologischen und funktionellen Komplexität darstellt. Fig. 1 zeigt ein Foto des fertig im Gehäuse montierten Schaltkreises. Auf der linken Seite führt eine Glasfaser die vom Sender stammenden optischen Signale zum Chip. Diese Faser kann aufgrund ihrer sehr großen Bandbreite viele, spektral dicht benachbarte Kanäle gleichzeitig übertragen. Die Aufgabe des Überlagerungsempfängers besteht nun darin, einen gewünschten Kanal herauszufiltern und in ein elektrisches Signal umzuwandeln, das dann direkt z. B. in Fernsehempfängern verwendet werden kann. In Fig. 1 ist dieser elektrische Ausgang auf der rechten Seite des Chips zu sehen. Das Neue am Konzept des integriert-optischen Überlagerungsempfängers ist nun, daß der gesamte Prozeß des Herausfilterns und Nutzbarmachens eines Signals auf rein optischer Basis beruht. In Fig. 2 ist der Aufbau des

Fig. 2. Schematische Darstellung des Chips in Fig. 1

Überlagerungsempfängers schematisch dargestellt. Der Chip besitzt einen aktiven Baustein (lokaler Laser) und passive Komponenten (Wellenleiter, Koppler, Polarisationsfilter). Beim Entwurf muß jeder einzelne Baustein zunächst für sich und dann im Zusammenhang mit den übrigen Komponenten optimiert werden. Es werden Schnittstellen zwischen den Komponenten festgelegt und die einzelnen Bauelemente bezüglich dieser Schnittstellen optimiert. Die Pfeile in Fig. 2 markieren Stellen, an denen eine festgelegte Intensitätsverteilung des Lichtes herrschen muß. Zu deren Berechnung wird eine 2D-Eigenmodenanalyse der an der Schnittstelle gegebenen Wellenleiterstruktur benötigt. Dieses Vorgehen ist immer dann gerechtfertigt, wenn sich die Brechzahl-Geometrie in Ausbreitungsrichtung bezogen auf die Wellenlänge des Lichtes wenig ändert. Ein darüber hinausgehender Zugang, der auch zur Analyse z. B. der Wellenleiter-Kreuzung genutzt werden kann, besteht in der Anwendung von Propagationsmethoden. Entsprechende Algorithmen für den eindimensionalen Fall wurden in einer früheren Kooperation mit dem HHI entwickelt [14], [16].

Ein wesentlicher Aspekt bei der Eigenmodenanalyse ist, daß abhängig vom Funktionsprinzip der zu untersuchenden Strukturen sehr verschiedene Genauigkeitsanforderungen an die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren gestellt werden. So müssen auch Strukturen mit dicht benachbarten Moden (z. B. Richtungskoppler, rechter Pfeil in Fig. 2) ausreichend genau analysiert werden können, was praktischen Forderungen von 10^{−6} bis 10^{−8} bezüglich des relativen Fehlers im Eigenwert entspricht.

2.2 Mathematisches Modell

Die Ausbreitung von Licht in den oben dargestellten optischen Komponenten wird durch die Maxwellschen Gleichungen für nichtmagnetische und ladungsfreie Medien beschrieben:

rot H = iϵωE rot E = −iμ_0 ωH div H = 0 div ϵE = 0 .

Dabei wurde für die magnetische Feldstärke H und für die elektrische Feldstärke E jeweils eine harmonische Zeitabhängigkeit exp (iωt) vorausgesetzt. Die Dielektrizitätszahl ϵ hängt vom Ort ab und kann für verlustbehaftete Medien komplex werden. In der ersten Phase des Projektes beschränken wir uns jedoch auf verlustfreie, reine Dielektrika. Die Permeabilität μ ist reell und im gesamten Raum konstant.

Eliminiert man aus den ersten beiden Maxwellschen Gleichungen die elektrische Feldstärke, erhält man die stationäre vektorielle Wellengleichung für die magnetische Feldstärke H ∇ × 1 ϵ ∇ × H = μ_0ω^2H .

Dazu äquivalent ist die Gleichung ϵ∇ 1 ϵ × ∇ × H + ∇(∇ · H) − ΔH = μϵω^2H .

Streng genommen, erfordert die Lösung dieser vektoriellen Gleichung als Nebenbedingung, die Divergenzfreiheit von H zu sichern. In der Regel sind aber für die Untersuchung der interessierenden optischen Strukturen vereinfachte Modelle ausreichend. Da die Dielektrizitätszahl im allgemeinen nur sehr schwach ortsabhängig ist, ist ∇ϵ sehr klein. Daher kann der erste Term in obiger Gleichung vernachlässigt werden. Man erhält so die vektorielle Helmholtzgleichung −ΔH − μϵω^2H = 0 . Diese Gleichung wird von jeder Vektorkomponente von H einzeln erfüllt. Damit braucht zwischen den einzelnen Komponenten nicht mehr unterschieden zu werden und es genügt, die skalare Gleichung −ΔH − μϵω^2H = 0 mit H stellvertretend für eine beliebige Vektorkomponente zu lösen. Wegen der Translationsinvarianz der optischen Strukturen in z-Richtung werden Lösungen der Form H(x, y, z) = u(x, y)e^{−iλ̃z} gesucht. Einsetzen dieses Separationsansatzes in die skalare Wellengleichung, Normierung und Einführung der Bezeichnung λ = −λ̃^2 führen schließlich auf das Eigenwertproblem der skalaren Helmholtzgleichung −Δu(x, y) − ϵ_D(x, y) u(x, y) = λ u(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ IR^2 . (1) Dabei entsprechen Eigenfunktionen mit Re(λ) < 0 geführten Moden, Eigenfunktionen mit Re(λ) ≥ 0 evaneszenten (exponentiell gedämpften) Moden.

Im Kontext von Finite-Elemente-Approximationsmethoden ist es üblich, das Eigenwertproblem (1) mit zugehöriger Randbedingung in Variationsformulierung zu betrachten [2]. Dabei soll Ω eine offene, beschränkte und zusammenhängende Teilmenge des IR^2 mit Lipschitz-stetigem Rand sowie ϵ_D eine reellwertige, stückweise stetige, positive und beschränkte Funktion auf Ω̄ sein. In der Variationsformulierung lautet die Problemstellung dann: gesucht sind eine Funktion u ∈ IH\{0} und eine Zahl λ, welche der Beziehung a(u, v) = λ (u, v), ∀v ∈ IH, (2) mit a(u, v) = (∇u, ∇v)−(ϵ_Du, v) genügen, wobei IH bei Dirichlet-Randbedin-gung der reelle Sobolevraum IH^1_0(Ω), bei Neumann-Randbedingung der reelle Sobolevraum IH^1(Ω) ist. Das innere Produkt (·, ·) ist das gewöhnliche L^2- Skalarprodukt, die Bilinearform a(·, ·) ist symmetrisch, da ϵ_D nur reelle Werte annimmt. Daher sind alle Eigenwerte reell und verschiedene Eigenfunktionen orthogonal zueinander. Wegen der Beschränktheit des Gebietes Ω und der Funktion ϵ_D bilden die Eigenwerte eine Folge

− max (x,y)∈Ω̄ ϵ_D(x, y) < λ_1 ≤ λ_2 ≤ . . . → ∞ .

Die Eigenwerte λ_j und die korrespondierenden Eigenfunktionen u_j sind durch das Courantsche Minimumprinzip [4]

λ_j = min u∈IH\{0} (u,u_k)=0 k=1,...,j−1 R(u) = R(u_j), j ∈ IN, (3)

mit dem Rayleigh-Quotienten R(u) = a(u, u)/(u, u) charakterisiert.

3 Diskussion adaptiver Mehrgittermethoden

Um den in der Einleitung erwähnten komplexen Geometrien und dem Multiskalencharakter der betrachteten optischen Strukturen gerecht zu werden, ist es erforderlich, die näherungsweise Berechnung von Lösungen der Eigenwertaufgabe (2) mit adaptiven Gittern durchzuführen. Damit erhält man auch die gewünschte Flexibilität bezüglich der Genauigkeit der approximativ bestimmten Eigenwerte und Eigenvektoren. Die Anzahl der Freiheitsgrade erreicht trotz eines dem Problem angepaßten Gitters immer noch eine Größenordnung von 10^3 bis 10^5, so daß eine Lösung der entstehenden diskreten Probleme in realistischen Rechenzeiten die Anwendung von Mehrgittermethoden erforderlich macht. Obwohl Mehrgittermethoden für Eigenwertprobleme seit längerem bekannt sind, stellt Adaptivität, Multiskalencharakter und das Auftreten dicht benachbarter Eigenwerte zusätzliche Anforderungen an Robustheit und Effizienz der Algorithmen.

Simultane Iteration. Das mögliche Auftreten dicht benachbarter Eigenwerte erfordert eine simultane Iteration der zugehörigen Eigenvektoren (Unterraum-Iteration). Diese sichert eine verbesserte Kondition des Problems und vernünftige Konvergenzraten der verwendeten iterativen Lösungsverfahren [8], [18].

Finite-Elemente-Approximation. Eine erste Möglichkeit zur approximativen Berechnung der p kleinsten Eigenwerte und korrespondierenden Eigenfunktionen ist die direkte Diskretisierung von Gleichung (2), d. h. man löst diese in einem endlichdimensionalen Unterraum V_h ⊂ IH, sucht also u_h ∈ V_h\{0} und λ_h, so daß a(u_h, v_h) = λ_h (u_h, v_h), ∀v_h ∈ V_h . Unter Verwendung von Finite-Elemente-Ansatzfunktionen geht dies über in die algebraische Eigenwertaufgabe

(A_h − λ_hM_h)x_h = 0 (4)

mit der Systemmatrix A_h und der Massenmatrix M_h. Die Komponenten von x_h sind dabei die Koeffizienten in der Basisdarstellung bezüglich der gewählten Ansatzfunktionen.

Lineares Mehrgitterverfahren. Dem Verfahren von Hackbusch [9] liegt die Idee zugrunde, die Relation (4) als lineares Gleichungssystem mit dem Parameter λ_h zu betrachten und dieses mit einem Mehrgitterverfahren für lineare Probleme zu lösen. Im üblichen Zweigittermodell treten dabei lineare Korrekturprobleme der Form

(A_H − λ_H M_H )y_H = d_H (5)

auf, wobei λ_H einen Eigenwert λ_{j,H} zum Matrixpaar (A_H , M_H ) approximiert. Um die eindeutige Lösbarkeit des linearen Systems (5) auch im Fall λ_H = λ_{j,H} sichern zu können, sind Projektionen von d_H und y_H bezüglich des Eigenvektors x_{j,H} zu λ_{j,H} erforderlich, d. h. d_H → d^⊥_H = Q^T_H d_H = d_H − ⟨d_H , x_{j,H}⟩ M_H x_{j,H} y_H → y^⊥_H = Q_H y_H = y_H − ⟨y_H , M_H x_{j,H} ⟩ x_{j,H} mit dem Euklidischen Skalarprodukt ⟨·, ·⟩. Bei simultaner Iteration werden die Projektionen bezüglich des durch die Vektoren x_{1,H}, . . . , x_{p,H} aufgespannten Unterraumes durchgeführt. Eine Beschleunigung der Konvergenz gegen die gesuchten Eigenvektoren wird durch eine Ritz-Projektion [12] nach jedem Zyklus erreicht.

Rayleigh-Quotienten-Minimierung. Ein zweiter Ansatz zur Lösung der Eigenwertaufgabe (2) ergibt sich aus dem Minimumprinzip (3). Die näherungsweise Berechnung der p kleinsten Eigenwerte und Eigenfunktionen wird dabei durch Minimierung des Rayleigh-Quotienten in einem endlichdimensionalen Unterraum V_h ⊂ IH durchgeführt: anstelle von (3) hat man jetzt

λ_{j,h} = min u_h∈V_h\{0} (u_h,u_{k,h})=0 k=1,...,j−1 R(u_h) = R(u_{j,h}), j = 1, . . . , p . (6)

Unter Benutzung entsprechender Ansatzfunktionen ergibt sich hierbei für den Rayleigh-Quotienten R(u_h) = ⟨x_h, A_hx_h⟩/⟨x_h, M_hx_h⟩. Die Lösung der diskreten Minimierungsaufgabe (6) im Feingitterraum kann mit dem simultanen Rayleigh-Quotienten-cg-Verfahren [10], [13] oder dem Gauß-Seidel-Ver-fahren [17] erfolgen. Dabei werden jeweils Feingitterkorrekturen v_{j,h} ∈ V_h in Richtung globaler bzw. lokaler Ansatzfunktionen w_{j,h} ∈ V_h so bestimmt, daß R(u_{j,h}) = R(ũ_{j,h} + v_{j,h}) = min_{vh∈} span{wj,h} (ũ_{j,h}+v_h,u_{k,h})=0 k=1,...,j−1 R(ũ_{j,h} + v_h) (7)

gilt, wobei ũ_{j,h} die aktuellen Iterierten bezeichnen. Der Ritz-Schritt erfolgt gemäß R(u_{j,h}) = R( p∑ l=1 ϕ_{jl}ũ_{l,h}) = min (ϕ1,...,ϕ_p)≠0 ( ∑_{ϕlũl,h,uk,h)=0} k=1,...,j−1 R( p∑ l=1 ϕ_lũ_{l,h}) . (8)

Rayleigh-Quotienten-Mehrgitter-Minimierung. Die dem Mehrgitterverfahren von McCormick [11] zugrundeliegende Idee besteht in der Bestimmung von zusätzlichen Grobgitterkorrekturen v_{j,H} ∈ V_H ⊂ V_h derart, daß R(u_{j,h}) = R(ũ_{j,h} + v_{j,H} ) = min_{vH ∈VH} (ũ_{j,h}+v_H ,u_{k,h})=0 k=1,...,j−1 R(ũ_{j,h} + v_H ) (9)

gilt. Unter der (nicht einschränkenden) Voraussetzung, daß die Feingittervektoren nicht im Grobgitterraum liegen, können die Schritte (8) und (9) verknüpft werden. Dadurch erhält man als zu minimierende Funktionale wiederum Rayleigh-Quotienten. Das entstehende Mehrgitterverfahren realisiert so eine Rekursion in Form von Rayleigh-Quotienten (oder äquivalent von Eigenwertproblemen), im Fall der getrennten Behandlung der Gleichungen (8) und (9) eine Rekursion in Form von allgemeineren gebrochenen Funktionalen mit quadratischem Zähler und Nenner [15].

Durch die konsequente Anwendung des Minimumprinzips bei sukzessiver Erweiterung des Ansatzraumes ergibt sich eine monoton fallende Folge von Rayleigh-Quotienten. Diese Eigenschaft verleiht dem Algorithmus hohe Robustheit.

Wahl des Glätters. Zur Minimierung der Rayleigh-Quotienten bzw. rational gebrochenen Funktionale in jedem Level des oben beschriebenen Mehrgitterverfahrens können prinzipiell lokale Verfahren (Gauß-Seidel-Minimierung [6]) oder globale Verfahren (cg-Minimierung [7]) angewandt werden. Bei dicht zusammenliegenden Eigenwerten und Iteration mit nur einem Vektor ergaben Experimente eine geringere Sensitivität des cg-Verfahrens verglichen mit dem Gauß-Seidel-Verfahren. Bei simultaner Iteration ermöglicht die Verwendung globaler Suchrichtungen im cg-Verfahren zudem in natürlicher Weise die strikte Einhaltung der geforderten Orthogonalitätsbedingung.

Fehlerschätzer. Während der Rechnung ist durch lokale Verfeinerung ein dem Problem angepaßtes Gitter automatisch zu erzeugen. Dazu ist eine lokale Fehlerschätzung durchzuführen. Der verwendete Fehlerindikator sollte dabei passend zur numerischen Lösungsmethode sein. Im Zusammenhang mit Eigenwertproblemen bietet sich im Kontext der vorherigen Abschnitte eine Fehlerschätzung mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten an. Darauf aufbauend führt man die Gitterverfeinerung bezogen auf den gesamten iterierten Unterraum, nicht auf die einzelnen Vektoren durch. Im folgenden sollen nur Triangulierungen betrachtet werden, da diese im IR^2 durch eine einfache Strategie adaptiv erzeugt werden können.

Hat man auf einem Gitter mit einem der besprochenen Lösungsverfahren eine Näherung der kleinsten Eigenwerte und Eigenfunktionen bestimmt, so nimmt man analog zu dem in [5] beschriebenen Konzept für lineare Systeme eine kantenorientierte hierarchische Basiserweiterung des Finite-Elemente- Raumes vor. Die so entstehenden hierarchisch erweiterten Rayleigh-Quotien-ten werden nun durch einen Iterationsschritt mit dem cg- oder Gauß-Seidel- Verfahren approximativ minimiert. Als Fehlerindikator kann sowohl die Änderung der Rayleigh-Quotienten durch die Hinzunahme jeder einzelnen hierarchischen Basisfunktion als auch die Änderung in den erweiterten Komponenten der Eigenvektoren benutzt werden. Überschreitet der so geschätzte lokale Diskretisierungsfehler einen vorgegebenen Wert, wird der entsprechende Kantenmittelpunkt markiert. Die anschließende Verfeinerung des Gitters erfolgt gemäß den Verfeinerungsregeln aus [3], [5].

Illustrationsbeispiel. Der Einfachheit halber wählen wir ein simples 1D- Problem, das leicht nachzurechnen ist. Zu lösen ist die Eigenwertaufgabe −u^{′′}(x) − ϵ_D(x) u(x) = λ u(x), x ∈ (−3, 3) u^′(−3) = u^′(3) = 0,

wobei ϵ_D(x) = { (3.2 k_0)^2 , x ∈ (−3, −1) ∪ (1, 3) (3.4 k_0)^2 , x ∈ (−1, 1) mit der Wellenzahl k_0 = 2π/1.55 von Licht der Wellenlänge 1.55 μm im Vakuum. Die Rechnungen wurden jeweils mit der nested-iteration-Methode

Fig. 3. Anzahl der Iterationen der Rayleigh-Quotienten-Mehrgitter-Minimierung und des linearen Mehrgitterverfahrens über Anzahl der Knoten pro Level

zu dem Startgitter I {−3, −1, 1, 3} welches das Problem bereits eindeutig beschreibt, und zusätzlich zu dem verfeinerten Startgitter II {−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3} durchgeführt. Als Glätter kommt bei beiden Algorithmen eine entsprechende Variante des ungedämpften Gauß-Seidel-Verfahrens zur Anwendung, als Fehlerindikator wird die relative Änderung des Rayleigh-Quotienten durch hierarchische Basiserweiterung über jedem Teilintervall benutzt. Bei relativer Änderung größer als die vorgegebene Toleranz 10−7 wird das Intervall halbiert. In Fig. 3 ist die Anzahl der Iterationen für beide Verfahren über der Knotenanzahl pro Level jeweils für beide Grundgitter aufgetragen. Bei Verwendung des gröberen Startgitters I stellt sich beim linearen Mehrgitterverfahren zunächst keine Konvergenz ein. Die Iteration wurde daher nach 20 Schritten willkürlich abgebrochen und mit dem aktuellen Vektor weitergerechnet. Das Endgitter zu der vorgegebenen relativen Genauigkeit besteht aus 95 Knoten. Der gesuchte Eigenwert ergibt sich dabei zu λ_1 .= −188.2913, die zugehörige (harmlose) Eigenfunktion u_1 ist in Fig. 4 dargestellt.

Fig. 4. Eigenfunktion zum kleinsten Eigenwert mit adaptivem Gitter

An diesem simplen Testbeispiel zeigt sich bereits die größere Robustheit der Rayleigh-Quotienten-Mehrgitter-Minimierung im Vergleich zum linearen Mehrgitterverfahren. Bei Verwendung von adaptiven Gittern im zweidimensionalen Fall und wegen dem Multiskalencharakter der betrachteten Probleme ist diese Eigenschaft von entscheidender Bedeutung. Deshalb wurde bei der Simulation optischer Bauteile die simultane Rayleigh-Quotienten-Mehrgitter- Minimierung mit dem bei simultaner Iteration vorteilhafteren cg-Verfahren als Glätter ausgewählt.

4 Simulation einer Kopplerstruktur

Als eines von mehreren tatsächlich behandelten Anwendungsbeispielen soll hier die Kopplerstruktur aus Fig. 2 (rechter Pfeil) betrachtet werden. Ihr Querschnitt ist in Fig. 5 aufgetragen ist. Diese Komponente besteht aus

Fig. 5. Schnitt durch den Überlagerungsempfänger: Kopplerstruktur (siehe Farbtafeln im Anhang)

einem III-V-Mischhalbleitersystem (InP, GaInAsP). Die Werte für die Dielektrizitätszahlen ϵ_D mit der Wellenzahl k_0 von Licht wie im vorigen Abschnitt sind [1] entnommen:

ϵ_D = k^2_0 , Luft: blau (3.17 k_0)^2 , InP: gelb (3.38 k_0)^2 , GaInAsP: rot

Wie die Symmetrie der Struktur erwarten läßt, sind die beiden niedrigsten Eigenwerte dicht benachbart (gerade und ungerade Eigenfunktion). Daher wurde eine Unterraum-Iteration mit p = 2 durchgeführt. Ausgehend von einem mit dem Gittergenerator TRIGEN [3] erzeugten Startgitter mit 60 Knoten kam die nested-iteration-Methode zur Anwendung, als Fehlerindikator wurde die relative Änderung der Rayleigh-Quotienten durch eine kantenorientierte hierarchische Basiserweiterung benutzt. Als relative Genauigkeit war 10^{−7} gewünscht. Das nach 11 Leveln erreichte Endgitter ist in Fig. 6 dargestellt und besteht aus 4550 Knoten (bei uniformer Verfeinerung hätte man ca. 2 · 10^8(!) Knoten zu erwarten). Pro Level und Eigenvektor waren asymptotisch 5–8 Iterationen durchzuführen. Die CPU-Zeit für die gesamte

Fig. 6. Adaptives Gitter für die Kopplerstruktur

Simulation betrug 8 Minuten auf einer Workstation SUN SPARC 20. Die niedrigsten Eigenwerte ergaben sich zu λ_1 .= −168.1938 und λ_2 .= −168.1491, dies entspricht effektiven Brechungsindizes von n_1 .= 3.1993 und n_2 .= 3.1989. Der Betrag der geraden Eigenfunktion u_1 ist in Fig. 7 dargestellt.

Fig. 7. Fundamentalmode der Kopplerstruktur (siehe Farbtafeln im Anhang)

References

1. Accornero, R. et al: Finite Difference Methods for the Analysis of Integrated Optical Waveguides. Electronics Letters 26, No. 3 (1990) 1959–1960 2. Babuška, I., Osborn, J.: Eigenvalue Problems. in:

Ciarlet, P. G., Lions, J. L.: Handbook of Numerical Analysis, Volume II. Finite Element Methods (Part 1). Elsevier Science Publishers B. V. (North-Holland) Amsterdam, New York, Oxford, Tokyo (1991) 3. Bank, R. E.: PLTMG User’s Guide, Edition 5.0. Technical Report, Department of Mathematics, University of California at San Diego (1988) 4. Courant, R., Hilbert, D.: Methoden der mathematischen Physik. Springer- Verlag Berlin (1937) 5. Deuflhard, P., Leinen, P., Yserentant, H.: Concepts of an Adaptive Hierarchical Finite Element Code. IMPACT Comp. Sci. Eng. 1 (1989) 3–35 6. Faddejew, D. K., Faddejewa, W. N.: Computational Methods of Linear Algebra. Freeman & Co. San Francisco (1963) 7. Fletcher, R., Reeves, C. M.: Function Minimization by Conjugate Gradients.

Comp. J. 7 (1964) 149–153 8. Golub, G. H., Van Loan, C. F.: Matrix Computations (Second Edition). The Johns Hopkins University Press Baltimore, London (1989) 9. Hackbusch, W.: Multi-Grid Methods and Applications. Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York (1985) 10. Longsine, D. E., McCormick, S. F.: Simultaneous Rayleigh-Quotient Minimization Methods for Ax = λBx. Lin. Alg. Appl. 34 (1980) 195–234 11. McCormick, S. F.: Multilevel Projection Methods for Partial Differential Equations. CBMS-NSF 62, SIAM Philadelphia, Pennsylvania (1992) 12. Ruge, J. W.: Multigrid Methods for Differential Eigenvalue and Variational Problems and Multigrid Simulation. Doctoral thesis, Colorado State University Fort Collins (1981) 13. Sartoretto, F., Pini, G., Gambolati, G.: Accelerated Simultaneous Iterations for Large Finite Element Eigenproblems. J. Comput. Physics 81 (1989) 53–69 14. Schmidt, F.: An Adaptive Approach to the Numerical Solution of Fresnel’s Wave Equation. IEEE J. Lightwave Technol. 11, No. 9 (1993) 1425–1435 15. Schmidt, F.: Simultaneous Computation of the Lowest Eigenvalues and Eigenvectors of the Helmholtz Equation. Technical Report TR 95-13, Konrad-Zuse- Zentrum für Informationstechnik Berlin (1995) 16. Schmidt, F., Deuflhard, P.: Discrete Transparent Boundary Conditions for the Numerical Solution of Fresnel’s Equation. Computers Math. Applic. 29, No. 9 (1995) 53–76 17. Schwarz, H. R.: Simultaneous Rayleigh-Quotient Iteration Methods for Large Sparse Generalized Eigenvalue Problems. in:

Hinze, J. (ed.): Lecture Notes in Mathematics, Volume 968. Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York (1982) 384–398 18. Wilkinson, J. H.: The Algebraic Eigenvalue Problem. Oxford University Press Oxford (1965)

This article was processed using the L^ATEX macro package with LMAMULT style