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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz zur Modellierung von thermal signifikanten Geféf3-
striangen im Hyperthermie-Kontext betrachtet. Ausgehend von einer Konvektions-Dif-
fusions-Gleichung wird durch Reskalierung des Massenflussterms eine Reduktion des
Adergebietes auf eine 1D-Struktur erreicht. Nach numerischen Vorbetrachtungen wird
die Grenzgleichung innerhalb einer verallgemeinerten Sobolev-Algebra formuliert. Die
Untersuchung der Losungsfamilie in klassischen Funktionenrdumen zeigt, dass deren
schwacher Grenzwert die Losung der korrespondierenden Diffusions-Gleichung ist. Die
Diskretisierung einer formalen Grenzgleichung mit Linienstromanteil stellt jedoch eine
gute Approximation an die Diskretisierung des urspriinglichen Problems dar, wenn man
die lokale Maschenweite an die Gefédfiradien koppelt und bei erhohtem Genauigkeitsbe-
darf auf ein vollstdndiges 3D-Modell umschaltet.
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1 Einfiihrung

Der Wirmetransport innerhalb von Lebewesen zeichnet sich durch das komplizierte Zu-
sammenspiel physikalischer und physiologischer Wechselwirkungen aus. Allein die phy-
sikalische Beschreibung — ohne die Beriicksichtigung physiologischer Riickkopplungsme-
chanismen — ist schwierig, da man sich bei komplexeren Lebewesen mit einem tempera-
turregulierenden Geféafsystem konfrontiert sieht. Dessen Dominanz fiir den lokalen und
globalen Wirmetransport ist zwar vielfach belegt und unbestritten, aber die konkrete
Modellierung héngt in mannigfacher Weise von dem gewé&hlten Simulationsszenario ab.
Dies soll hier im Kontext der regionalen Hyperthermie ndher untersucht werden. Dabei
verwenden wir den Begriff Hyperthermie in seiner speziellen Bedeutung einer Krebs-
therapieform, meist in Kombination mit einer Strahlen- oder Chemotherapie, die auf
Erwérmung des kanzerogenen Gewebes mit Hilfe eines Mikrowellen-Applikators basiert.
Bei den hierfiir durchzufithrenden Simulationen muss ein Ausschnitt des Patienten be-
trachtet werden, der sich durch das Auftreten unterschiedlicher Gewebearten und Skalen
hinsichtlich des Geféafisystems auszeichnet und somit insbesondere patientenspezifische
Charakteristika aufweist. Da weg von der mikrolokalen Ebene die Blutperfusion des
Gewebes eine dominierende Stellung bei der resultierenden Temperaturverteilung ein-
nimmt, ist es erforderlich, ein Modell zu entwickeln, das einerseits die wesentlichen,
insbesondere individuellen Merkmale des Systems beriicksichtigt, andererseits aber nu-
merisch umsetzbar und mit den nétigen physikalischen und geometrischen Daten tech-
nisch versorgbar ist. Dies bedingt die Notwendigkeit einer Mehrskalenmodellierung, die
eine numerisch behandelbare Kopplung zwischen lokalen und globalen Einflussgréfien
ermoglicht. Gefafistringe der ,,Mesoskala“ zeichnen sich durch ihre thermale Signifikanz
fiir ein breites Anwendungsfeld und ihre computertomografische Auflosbarkeit aus, je-
doch verbietet ihre Vielzahl und ihre im Verhiiltnis zum gesamten Simulationsgebiet
geringe Ausdehnung eine vollstdndige Auflésung im unterliegenden Gitter. In dieser Ar-
beit soll daher ein neuer Modellierungsansatz fiir solche Aderstrange unter dem Anwen-
dungsaspekt der Hyperthermie und dessen mogliche numerische Umsetzung entwickelt
werden.

1.1 Regionale Hyperthermie

Das weite Anwendungsfeld hyperthermischer Therapieformen kann grob nach lokaler, re-
gionaler und Ganz-Korper-Hyperthermie klassifiziert werden. Eine stark lokal begrenzte
Erwdrmung kann beispielsweise durch Einsatz von Laser- oder Ultraschalltechnologien
erreicht werden, die oft invasiv angewendet werden miissen. Bei der regionalen Form
dieser Therapie erreicht man die gezielte Temperaturerh6hung des erkrankten Gewebes
nicht-invasiv mittels eines Mikrowellen- Applikators.
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Abbildung 1.1: Mikrowellen-Applikator mit Patienti

*Charité, Berlin-Buch.

Am Konrad-Zuse-Institut Berlin existiert eine etablierte Forschungsgruppe, die sich
mit den zahlreichen Aspekten dieser Therapieform auseinandersetzt. Grob skizziert um-
fassen diese:

e Erstellung eines 3D-Patientenmodells mittels Computertomographie-Daten

e Modellierung des Applikators und Losung der Maxwell-Gleichungen

Modellierung der Warmeleitung in blutdurchstromtem Gewebe und Losung der
zugehorigen Bio-Wéarmeleitungsgleichung

Optimierung der Antennenansteuerung

Visualisierung

Ziel ist es, durch Erzeugung eines geeigneten Interferenzmusters in der betrachteten
Korperregion die Temperatur im erkrankten Gewebe auf ein therapeutisch wirksames
Niveau anzuheben ohne dabei innerhalb des gesunden Gewebes ein kritisches Level zu
iiberschreiten. Mathematisch bedeutet dies, ein geeignetes Funktional zu minimieren, bei
der eine Bio-Wirmeleitungsgleichung als Nebenbedingung auftritt. Hieraus folgt, dass
der thermalen Modellierung eine zentrale Bedeutung zukommt und deren Realitétsnihe
einen Grundstock fiir die Berechnung einer — im Sinne eines positiven Therapieergebnis-
ses — ,optimalen“ Temperaturverteilung darstellt. Gerade im Hinblick auf sensible Re-
gionen scheint es erstrebenswert, Temperaturverlaufe lokal fein genug aufzulésen. Dabei




1.2 Wesentliche Merkmale fiir die thermale Modellierung

ist es sicherlich rechen- und messtechnisch weder moglich noch sinnvoll, die anatomi-
schen Daten von Kapillaren, Arteriolen und Venolen im vollen Umfang zu erfassen und
als Einzelobjekte ,, wahrzunehmen®. Insbesondere stellt sich die Frage nach der nétigen
Detailgenauigkeit des zugehorigen versorgenden Geféafibaums. Da sich die virtuellen Pa-
tientenmodelle, die fiir die Simulationen benutzt werden, in der Groéflenordnung von
Dezimetern befinden, sind einerseits die ,, Netto“-Effekte auf den kleinsten Skalen zu
beriicksichtigen, andererseits miissen jedoch die im relevanten Bereich noch erkennba-
ren ,diskreten“ Strukturen eingefangen werden, um die sich daraus ergebenen lokalen
Temperaturschwankungen aufzulésen. Daher stellen sich folgende Fragen:

i) In welchem Umfang ist das Gefifisystem computertomographisch erfassbar?
ii) Bis zu welcher Ebene sind die thermalen Einfliisse lokal wirklich aufzulésen?

iii) Wie ist dieses gegebenenfalls numerisch zu bewerkstelligen?

In dieser Arbeit werden insbesondere der 2. und 3. Punkt ndher betrachtet.

1.2 Wesentliche Merkmale fiir die thermale Modellierung

Wie bereits angedeutet, existieren bei der Beschreibung des Wérmetransports innerhalb
biologischer Strukturen in ,, hoheren®“ Lebewesen eine Vielzahl von Aspekten wie

e heterogene Gewebestrukturen, die auf Grund relativ scharfer Gewebsabgrenzung-
en zu diskontinuierlichen physikalischen Kenngrofien wie Dichte, Warmekapazitit,
Wirmeleitfahigkeit, etc. fithren,

e Prisenz eines Gefésystems, welches neben der Diffusion einen zusétzlichen, schnel-
leren, konvektiven Mechanismus zum Transport thermischer Energie bereitstellt,

e Existenz physiologischer Riickkopplungsmechanismen, die eine Zeit- und Tempe-
raturabhéngigkeit biologischer Materialgrofien nach sich ziehen.

Wihrend die Handhabung unstetiger Koeffizienten mittels Finiter-Element-Methoden
(FEM) prinzipiell weniger problematisch ist, erweist sich der Weg hin zur genauen
und dennoch rechenbaren Beriicksichtigung der Aderstrukturen als wesentlich schwie-
riger. Dies liegt insbesondere in der Mehrskaligkeit und der fraktalen Struktur des
Gefaflsystems begriindet. Es ist klar, dass zunéchst die Frage nach einer sinnvollen
Modellierung bzw. numerischen Umsetzung hinreichend zu kléren ist, bevor in einem
néchsten Schritt vorhandene Feedback-Mechanismen quantitativ beriicksichtigt werden
konnen. Thermale Modelle fiir blutdurchstrémtes Gewebe erfreuen sich daher einer brei-
ten Nachfrage in den unterschiedlichsten Gebieten. Einen guten Eindruck iiber das weite
Anwendungsfeld sowie die damit verbundenen Fragestellungen vermitteln Shitzer und
Eberhart [69, [70].

Neben der hier betrachteten Konduktion und Konvektion kénnen weitere Warme-
transportmechanismen wie Abstrahlung und Evaporation vorliegen, die im Wesentli-
chen iiber geeignet formulierte Randbedingungen abgehandelt werden und nicht weiter
Gegenstand dieser Arbeit sein sollen.
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Abbildung 1.2: Fraktalitit eines Geféiﬁbaum

*Bereitgestellt von Johanna Gellermann, Kooperationspartner an der Charité, Berlin-Buch.

1.3 Bio-Heat-Transfer-Modelle

Dank der dominierenden Rolle des Gefifisystems bei der Regulation des thermischen
Haushaltes war es seit der fundamentalen Arbeit von Pennes [62] aus dem Jahr 1948 zur
Wairmeleitungsmodellierung in blutdurchstromten Geweben ein Hauptanliegen, deren
thermischen Effekt quantitativ zu beschreiben. Nach ersten grundlegenden Vereinfachun-
gen wie der Vernachlissigung des Pulses und der Elastizitdt von Gewebe und Geféiflen
und der Annahme von Blut als Newton’sche Fliissigkeit bestiinde ein mogliches Basismo-
dell aus der Kopplung einer Diffusions-Gleichung fiir das Gewebe mit einer Konvektions-
Diffusions-Gleichung innerhalb des Gefifigebiets (vgl. Abschnitt [2.1.2)):




1.3 Bio-Heat-Transfer-Modelle

—ry, ATy, = Sy, in Q,,
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Dies ist aber aus zwei wesentlichen Griinden nicht praktikabel:

e Die technischen Moglichkeiten zur Auflésung und Darstellung mittels CT- oder
MRT-Aufnahmen beschrinken die Beschreibungstiefe des Gefdflbaumes €2, auf
Adern mit einem Durchmesser gréfier 0.5 mm.

e Selbst die erhaltenen, unvollstdndigen Daten zur separaten Beschreibung von Ge-
féaflen fithren, bedingt durch die Vielzahl und die geringen Abmessungen der Adern,
auf ein numerisch nicht umsetzbares Problem, was sowohl die Rechenzeit als auch
die Speicherkapazitéit anbelangt.

Die Folgerung hieraus ist die Entwicklung unterschiedlicher , Bio-Wé&rmeleitungsglei-
chungen“ (Bio-Heat-Transfer-Equations), die die Vielzahl an Vereinfachungsméglich-
keiten, abhéingig vom gewéhlten Szenario und der Gewichtung der thermalen Effekte ver-
schiedener Mechanismen, widerspiegeln. Dabei wurden unterschiedliche Wege beschrit-
ten, die sich u. a. in kontinuierliche und diskrete /vaskulidre Modelle einteilen lassen. Unter
der kontinuierlichen Version verstehen wir hier die Beschreibung via partieller Differenti-
algleichungen, die in ihrem Kern eine klassische Warmeleitungsgleichung représentieren
und modifizierte bzw. zusétzliche Koeffizienten aufweisen, um den thermalen Einfluss des
Gefaflsystems zu beriicksichtigen, ohne explizit zwischen dem eigentlichen Gewebe und ei-
ner eingebetteten Gefafistruktur zu differenzieren. Dies geschieht meist durch Methoden
wie lokale Mittelung, Homogensierung, etc. Diskrete Modelle hingegen beriicksichtigen
zusétzlich direkt eine konkret gegebene Aderstruktur in den beschreibenden Gleichungen
und den Geometriedaten des Gebietes. Die Wahl der Modellklasse hédngt vom gewé&hlten
Simulationsszenario ab. Gilt es lokale, gefiflbedingte Temperaturschwankungen aufzu-
16sen und nicht nur einen Netto-Effekt zu beriicksichtigen, sollten vaskuldre Modelle das
Mittel der Wahl darstellen. Insbesondere im Kontext der Hyperthermie erscheint dies
wichtig, da eine feinere lokale Auflosung vorteilhaft fiir eine genauere Therapieplanung
ist.

Kontinuumsmodelle werden u.a. in den Arbeiten von Pennes [62], Wulff [86], Klin-
ger [44H47] vorgestellt. Der wesentliche Unterschied dieser Modelle besteht in der Ord-
nung des hinzugefiigten Korrekturterms. Pennes Annahmen leiteten ihn zu einer Glei-
chung, in der der thermale Effekt mittels eines nicht-direktionalen Terms 0. Ordnung
als zusétzliche Energiesenke modelliert wird. Kritik an diesem isotropen Perfusionsterm
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fiihrte Wulff zu einer alternativen Formulierung, die stattdessen einen konvektiven, lokal
gemittelten Blutflussgeschwindigkeitsterm 1. Ordnung enthélt. Als dritte Variante stellte
Klinger in seinen Arbeiten als erster die Moglichkeit vor, mittels eines Storungsansatzes
die Perfusion durch eine ,effektive* Konduktivitét, also einer Modifikation des fithrenden
Terms 2. Ordnung, zu modellieren. Weitere Alternativen wurden von Weinbaum, Jiji et
al. in einer Serie von Artikel [I3], [71), [7T8-83], 9] und aus neuerer Zeit [84] [88] vorgestellt.
Der Kern der unter dem Schlagwort ,,New Simplified Bioheat Equation“ verdcffentlichten
Gleichung bestand ebenfalls in der Einfithrung einer ,effektiven“ thermalen Kondukti-
vitdt, die gefispezifische Daten beriicksichtigt, sich aber in ihrer Herleitung deutlich
von Klingers Ansatz unterscheidet. Deuflhard und Hochmuth verwendeten in [27, [3§]
Homogenisierungstechniken, um eine mogliche, strikte mathematische Herleitung der
Pennes-Gleichung mit einem zusétzlichen Korrekturterm vorzufithren. All diese Modelle
sind gut geeignet, um einen gemittelten Netto-Effekt der Blutperfusion auf die Tempe-
raturverteilung zu beschreiben, ohne dabei konkret lokal vorhandene Gefaflstrukturen
zu beriicksichtigen.

Vaskuldre Modelle lassen sich grob in zwei Klassen unterteilen. Eine Moglichkeit be-
steht in der Beriicksichtigung des konvektiven Einflusses durch eine pro Aderquerschnitt
gemittelte Temperatur und deren Transportgleichung. Anhand zylindersymmetrischer
Modellprobleme werden unter stark vereinfachten Annahmen Kopplungsparameter wie
beispielsweise der thermale Widerstand eines Gewebezylinders oder die Wérmeiiber-
gangszahl abgeleitet und in einem Modell fiir das gesamte Gebiet integriert. Die hierbei
zum Einsatz kommenden Techniken stammen vorwiegend aus der Theorie konvektiver
Transportmechanismen und sind oft von semiquantitativ begriindeten Reduktionen ge-
prigt, s. Abschnitt Da auf Grund der komplexen Geometrien eine analytische Losung
meist nicht zur Verfiigung steht, wurden vielfach numerische Losungsalgorithmen ent-
wickelt. So haben u.a. Lagendijk et al. [52] Implementierungsideen zur Temperatur-
berechnung in vaskularisiertem Gewebe mit Blick auf die Anwendung in der Hyper-
thermie préasentiert. Diese wurden iiber die Jahre bis hin zu einem recht vollstédndigen
Programmcode weiterentwickelt [50], der sich auf eine modifizierte Finite-Differenzen-
Methode (FDM) stiitzt. Weiterhin présentierten Chen und Roemer [17], Huang et al.
[39] FDM basierte numerische Simulationen zur Demonstration thermaler Effekte grofier
Blutgefifle wihrend der Hyperthermie. Die geringe Flexibilitét finiter Differenzen Me-
thoden beziiglich komplexer Geometrien lief Roemer, White et. al. jedoch ein Hybrid
FD-FM-Verfahren entwickeln, das sie 1999 in [8] vorstellten. Gerade die in der Simulation
der Bio-Wiérmeleitungsgleichungen zum Teil anhaltende Verwendung Finiter-Differenz-
Methoden ist aber unter dem Gesichtspunkt des verwendeten Modellansatzes zu begrei-
fen (s. Kap. fiir eine Kurzbeschreibung), der sich wesentlich einfacher innerhalb
einer FDM numerisch umsetzen lésst. Weiterhin ist zu bemerken, dass, trotz einer au-
genscheinlichen Reduktion des Adereinflusses auf ein 1D-Problem, die tatsédchliche Im-
plementierung teilweise Gitterweiten in der Groflenordnung der Aderradien bedingt, vgl.
[50].

Im Gegensatz zu diesen Anséitzen verwendeten Kolios, Shera und Hunt in einer nume-




1.3 Bio-Heat-Transfer-Modelle

rischen Studie [49] ein konjugiertes Wirmetransport-Modell, in dem die Energievertei-
lung innerhalb des Blut transportierenden Gebiets vollstandig mit einer 3D-Konvektions-
Diffusions-Gleichung beschrieben wurde und trafen gleichzeitig kritische Aussagen {iber
den Gebrauch mittlerer Adertemperaturen und deren Kopplung mit der Umgebungs-
temperatur des Gewebes. Trotz eines moglichen Einsatzes effektiver FEM-Codes ist die
Verwendung eines Verfahrens aus dieser Problemklasse bei einer gehduften Anzahl ther-
mal signifikanter Aderstringe, wie sie in realistischen Anwendungsszenarien vorkommt,
zu rechen- und speicherintensiv, da hierbei ein vollstindiges Auflosen des Temperatur-
profils in der Ader erfolgt.

Grundidee der Mehrskalen-Modellierung. Der Reichtum bisheriger Modelle zeigt, dass
es eine Fiille von Mechanismen und Details gibt, die je nach Anwendungsaspekt eine
unterschiedliche Bedeutung besitzen. Insbesondere spielen hierbei Gefédfiparameter wie
Lénge, Radius und auch Dichte innerhalb eines Gewebetyps eine gewichtige Rolle. Wie
bereits dargelegt wurde, konnen diese — abhéingig von den Modellannahmen — sowohl
durch nicht-direktionale Groflen wie der Perfusion als auch durch anisotrope Parameter
wie einem effektiven Blutfluss oder einer Konduktivitéit beschrieben werden. Zusammen
mit den oben erwdhnten ausfithrlichen Analysen, den numerischen Experimenten sowie
den in den Abschnitten und genannten Kritikpunkten kristallisiert sich zur ef-
fektiveren numerischen Simulation die Notwendigkeit eines Mehrskalen-Ansatzes in der
regionalen Hyperthermie heraus. Hierbei versucht man die wesentlichen Punkte einer
Skala herauszuarbeiten. Die Erforschung dieses Modellansatzes ist ein Bestandteil des
von P. Deuflhard, F. Troltzsch und M. Weiser gefiihrten Mathon-A1-Projektes innerhalb
des DFG-Forschungszentrums Matheon. Eine Moglichkeit besteht in der Unterteilung in
drei relevante Skalen:

e Makroskala (3D): Darstellung der Gefdfle als vollsténdige 3D-Strukturen

e Mesoskala (1D): Reduktion der Adern auf eine Lingenskala zur Beriicksichtigung
des thermalen Effektes bei gleichzeitiger Vernachlissigung des Querschnittprofils
der Temperatur innerhalb der Ader

e Mikroskala (0D): Homogensierte Variante zur Berechnung einer gemittelten Tem-
peratur ohne direkte diskrete Darstellung von Aderstrukturen

Die Beschreibung der Gefifle auf der Makroskala erfolgt hierbei geméfl der Beriicksich-
tigung eines vorgegebenen Geschwindigkeitsprofils des Blutflusses, was innerhalb der
Adern auf ein Konvektions-Diffusions-Problem fiihrt. Dieses ist, bedingt durch die gerin-
ge Anzahl und groflen Gefafidimensionen, mit — gegebenfalls fiir konvektionsdominante
Probleme angepassten — Finite-Element-Methoden numerisch zu handhaben.

Deuflhard und Hochmuth présentierten in [27), B8] eine mathematisch rigorose Ablei-
tung der Original Pennes Gleichung unter Erhalt eines Korrekturterms in der Konduk-
tivitét und stellen somit ein weiteres mogliches Modell auf Mikroskala zur Verfiigung.

Ein-dimensionale Modelle fiir Gefifle fulen bisher, wie bereits erwahnt, auf der Be-
schreibung des Wiarmeflusses durch Kopplung einer ,mittleren“ Adertemperatur mit




1 Einfiihrung

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung eines Mehrskalen-Modells

der Umgebungstemperatur unter Einfithrung einer Wéarmeiibergangszahl h, siche Ab-
schnitt Hierbei erweist sich die quantitative Erfassung dieser Warmeiibergangszahl
als problematisch. Daher wird in dieser Arbeit ein anderer Ansatz gewihlt, der sich
nur auf die Erhaltung des bekannten Massenflusses innerhalb eines Geféafles stiitzt. Die
Idee besteht darin, die Blut transportierenden Gebiete auf der Mesoskala durch ent-
lang der Aderachse parametrisierte Kurven unter Beibehaltung des Massenflusses zu
ersetzen. Dies scheint gerade unter dem Gesichtspunkt einer beabsichtigten Vermeidung
der Auflésung des Temperaturprofils quer zur Ader eine mogliche Herangehensweise.
Zu klaren, inwieweit diese sich sowohl analytisch als auch numerisch als sinnvoll und
umsetzbar erweist, ist das Ziel dieser Diplomarbeit.

1.4 Uberblick

In Kapitel [2| wird zunéchst in aller Kiirze auf den biologischen bzw. physikalischen Hin-
tergrund und die daraus abgeleiteten Grundannahmen zur Modellierung eingegangen.
Daran schliet sich ein kurzer Uberblick bisheriger kontinuierlicher , BHT“-Modelle (vgl.
an, in denen der hier zu entwickelnde Ansatz eingebettet werden soll. Die Vorstel-




1.4 Uberblick

lung der wesentlichen bisherigen Arbeiten und Implementierungen zur Gefifleinbettung
erfolgt in Abschnitt Dabei werden die Kernpunkte wie Modellierungsansatz und nu-
merische Implementierung einer kritischen Durchsicht unterzogen. Ein neuer Ansatz wird
in Kapitel |3| vorgestellt, der auf einer Reskalierung des Massenflussterms einer vollstén-
digen Konvektions-Diffusions-Gleichung beruht. Numerische Testrechungen einer for-
malen Grenzgleichung werden in prasentiert. Deren mathematische Analyse widmen
wir Kapitel [4] Diese gestaltet sich in sofern recht anspruchsvoll, da ,,verallgemeinerte
Funktionen* /Distributionen als Koeffizienten innerhalb der beschreibenden partiellen
Differentialgleichung auftreten. Daher wird kurz deren mathematisch korrekter Rahmen
priisentiert. Zum Schluss stellt Abschnitt [4.3] analytische Ergebnisse in klassischen Funk-
tionenrdumen vor, die belegen, dass die Grenzgleichung eine reine Diffusions-Gleichung
ist. Das letzte Kapitel |b| umfasst abschlieend kurz die Interpretation der analytischen
und numerischen Resultate und zeigt auf, weshalb und in welchem Rahmen die Diskre-
tisierung der rein formalen Grenzgleichung ein gute Naherung an die Diskretisierung der
anfanglichen Konvektions-Diffusions-Gleichung sein kann.




2 Modellierung der Warmeleitung in Geweben

Die Intention dieses Kapitels besteht in einer Ubersicht bisheriger verwendeter Modelle
und ihren zu Grunde liegenden Annahmen. Die Fiille an vorhandener Literatur und der
hier zur Verfiigung stehende Raum erlauben nur eine knappe Beschreibung der wesent-
lichen Aspekte. Einen ausfithrlichen Uberblick iiber die Vielzahl bis 1992 erschienener
Ansitze bietet Charny [10]. Die wenigen neueren Modelle werden an geeigneter Stelle
wiedergegeben.

2.1 Biologische und physikalische Grundlagen

Am Anfang der Modellierung sollte eine Auseinandersetzung mit der Biologie und ei-
ner hieraus ableitbaren physikalischen Beschreibung des Systems stehen. Daher sei an
dieser Stelle der Aufbau und die Funktion des Blutkreislaufs skizziert, um dann anschlie-
Bend den physikalischen Rahmen abzustecken. Die hierbei verwendeten Bezeichnungen
physikalischer Gréfien sind in zusammenfassend erklart.

2.1.1 Aufbau des GefdBsystems

Das Blutkreislaufsystem hat die Funktion eines rasch einstellbaren Transportsystems,
das neben der Oz-Ver- und COsq-Entsorgung, Beférderung von Metaboliten und diver-
sen anderen physiologisch relevanten Stoffen auch der Regulation des thermalen Haus-
haltes dient. Hierbei ist der Konvektionsmechanismus der Blutstromung beim globalen
Stoff- und Wirmeaustausch dominierend. Das Gefifisystem umfasst verschiedene Re-
gulationsmechanismen, um eine zurechtgeschnittene lokale Versorgung zu garantieren.
Dies spiegelt sich in der Existenz einer ausgeprigten Gefdflhierarchie und den damit
verbundenen charakteristischen Eigenschaften eines jeden Abschnitts wider. Eine grobe
Zusammenfassung bietet Tab. fiir eine detaillierte Ubersicht sei auf [77] oder [56]
verwiesen.

In der Hyperthermie interessiert in erster Linie der sogenannte Korperkreislauf, der
von dem fiir den Gasaustausch zustdndigen Lungenkreislauf zu unterscheiden ist. Sehr
grob konnen die vom Herzen , wegfithrenden* Gefiafle mit absteigendem Durchmesser
nach Aorta, abzweigenden Arterien und Arteriolen kategorisiert werden. Der Stoffaus-
tausch findet hauptséchlich in den Kapillaren statt, die wiederum in die Venolen miinden,
von denen aus das Blut iiber die Venen und der abschlielenden Vena Cava zuriick zum
Herzen transportiert wird. Eine schematische Darstellung des prinzipiellen Aufbaus ist
in Abb. 2.1a] wiederzufinden. Die proximalen Arterien bewirken mit ihrer Elastizitit eine
Glattung des auf Grund des Herzschlags sich ruckartig éndernden Blutstroms (Wind-
kesselfunktion). Die Arterien in der Korperperipherie sowie die Arteriolen dienen als
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2.1 Biologische und physikalische Grundlagen

Gefa3typ Diameter | Lédnge | Massenfluss | Anzahl
(mm) (cm) (cm/s)
Aorta 10 40 50 1
Grofle Arterien 3 20 13 40
Hauptzweige 1 10 8 600
Sekundére Zweige 0.6 4 8 1800
Tertisire Zweige 0.14 1.4 3.4 7.6-10%
Terminale Zweige 0.05 0.1 2 106
Terminale Arterien 0.03 0.15 0.4 1.3-107
Arteriolen 0.02 0.2 0.3 4 -107
Kapillaren 0.008 0.1 0.07 1.2-10°
Venolen 0.03 0.2 0.07 8 -107
Terminale Zweige 0.07 0.15 0.07 1.3-107
Terminale Venen 0.13 0.1 0.3 106
Tertisire Venen 0.28 1.4 0.8 7.6-10%
Sekundére Venen 1.5 4 1.3 1800
Hauptvenen 2.4 10 1.5 600
Grofle Venen 6 20 3.6 40
Vena cava 12.5 40 33 1

Tabelle 2.1: Gefaf3iibersicht mit charakteristischen Lé’mgendimensionen

*Entnommen aus [54} S. 13].

sogenannte Widerstandsgefidfie der Regulation des Blutzulaufs in die nachgeschalteten
Kapillaren mittels Vasokonstriktion und Vasodilatation. Dabei zeichnet sich diese arte-
rielle Geféaflgruppe durch eine mit wachsendem Abstand zum Herzen zunehmende Starr-
heit und ihre hauptséchliche Funktion als Leiterbahnen aus. Der stetig ansteigende Ge-
samtquerschnitt erreicht in den Kapillarnetzen sein Maximum, s. Abb. 2.1b um einen
langsamen Durchfluss und den damit resultierenden wirkungsvollen Stoffaustausch zu
garantieren. Der ventse Teil des Blutkreislaufsystems {ibernimmt mit der groflien Dehn-
barkeit seiner Gefidfle und der geringen Elastizitdt die Funktion eines Blutreservoirs.
Entsprechend der Vielfalt der zu transportierenden Stoffe stellt das Blut eine komplexe
Suspension dar, was sich auf die fluiddynamischen Eigenschaften des Blutes auswirkt,
die mitunter stark von dessen Lokalisation innerhalb des Gefiaflsystems abhéingen. Einige
Effekte, wie beispielsweise der Fahraeus-Lindqvist-Effekt, sind in [67] erldutert. Es zeigt
sich jedoch nach den folgenden physikalischen Grundlagen sowie der thermalen Klassifi-
zierung der Geféfe in[3.1] dass die Annahme des Blutflusses als eine stationéire Stromung
einer Newton’schen Fliissigkeit durch ein starres Rohrensystem sinnvoll erscheint in dem
uns interessierenden Kontext der Hyperthermie und der betrachteten Skala.

11



2 Modellierung der Wirmeleitung in Geweben
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(a) Schematische Darstellung des Blutkreislaufs[*| (b) Verteilung der Gesamtquerschnittsfliche und Ge-
schwindigkeit

“Entnommen aus [41], Beschriftung angepasst.
"Entnommen aus [32].

Abbildung 2.1: Aufbau und Charakteristika des Gefiaflsystems

2.1.2 Fluid- und thermodynamische Annahmen zur Formulierung eines
Ausgangsmodells

Nach dem Abriss des biologischen Hintergrundes rekapitulieren wir nun die relevanten
fluid- und thermodynamischen Gleichungen und formulieren das Modell, das als Aus-
gangspunkt fiir die Entwicklung unseres Ansatzes und der dazu passenden Numerik
dient. Dabei basieren alle Betrachtungen im Wesentlichen auf den folgenden

Annahmen 2.1.
i) Stationéres Problem
ii) Inkompressibilitdt des Blutes
iii) Blut als Newton’sches Fluid

iv) Konstanz der Viskositit
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2.1 Biologische und physikalische Grundlagen

v) Vollstandig entwickeltes, axiales Geschwindigkeitsprofil innerhalb der Geféfle

Es ist klar, dass fiir mégliche Verbesserungen einige dieser Restriktionen schrittwei-
se aufgehoben werden sollten. Die Annahmen sind in der Skala, in der wir die
Geféfle noch als diskrete Strukturen wahrnehmen méchten, sicherlich weniger kritisch als
die Voraussetzung eines stationéiren Modells. Diese Annahme zieht einerseits den Wegfall
der Pulsivitdt und Anpassungsfihigkeit des Kreislaufsystems nach sich, bietet anderer-
seits aber auch die Mdoglichkeit, die Gefifie als unelastische, starre Rohren zu modellie-
ren. Letzteres kann noch mit Blick auf eine thermale und nicht hdmodynamische Pro-
blemstellung gerechtfertigt werden, wihrend zur Beriicksichtigung ersterer, insbesondere
der physiologisch bedingten Anpassung an den Wirmestress einer Hyperthermiesitzung,
schlichtweg noch quantitative Modelle fehlen. Das weniger interessante Vorhandensein
eines rein periodischen Pulses mag durch Einfithrung gemittelter stationérer Druckdiffe-
renzen, wieder mit Orientierung auf eine thermale Fragestellung, erlaubt sein, wie schon
anhand numerischer Simulationen in [22] belegt wurde. Somit setzt sich der Startkanon
der Gleichungen aus

Massenerhaltung

divv=0 (2.1)
Impulserhaltung
pV3iv = Vp (2.2)
Energieerhaltung
-V (kVT)+cpv-VT =5 (2.3)

zusammen. Man beachte, dass die vorausgesetzte Konstanz der Viskositdt p eine Ent-
kopplung des Drucks p und der Stromungsgeschwindigkeit v von der Temperatur T
bewirkt. Daher haben wir es mit dem Fall einer gerichteten, ,,erzwungenen“ Konvektion
zu tun, im Gegensatz zur freien Konvektion, bei der die Temperaturverhéltnisse das
Geschwindigkeitsfeld mit beeinflussen.

Eine Konvektions-Diffusions-Gleichung als Ausgangsmodell. Nach Abkldrung aller
wesentlichen Voraussetzungen fahren wir mit der Formulierung des analytisch und nu-
merisch zu lésenden Grundproblems fort. Das Ausgangsgebiet 2 = Q,, U €); unterteilen
wir in Gefélabschnitte 2, und reine, hochstens ein Kapillarnetz enthaltene Gewebe-
bereiche €, die sich wiederum nach Gewebetyp in ; = Uf\; 1 £, untergliedern. Die
Modellierung der Adergefifle als starre Rohren mit Radius r, erlaubt lokal und fern von
Verzweigungspunkten die strukturelle Beschreibung via glatter 1D-Mannigfaltigkeiten
C = v(I) mit geeignet parametrisierten Kurven

v:I=(a,b) —Q, mitye C®(,Q)

entlang der Aderachse und deren r,-Tuben-Umgebung Z(~(I),r,), vgl. Abb. und
S. Im Fall nicht-verschwindender Kriimmung der Kurve -y ist ein lokales Koordina-
tensystem durch das zugehorige Frenetsche Dreibein gegeben. Unter Beriicksichtigung
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

U, = E(T), 1)

v(I)

Abbildung 2.2: Gefif3 als lokale Tuben-Umgebung

aller Annahmen stellt sich innerhalb des Geffles das bekannte parabolische Geschwindig-
keitsprofil nach Hagen-Poiseuille ein, das in lokalen Zylinderkoordinaten von der Gestalt
v = v(r)e, mit
—ZZ(r2 —r?) fiirr <7y,
( ) v 2.0
0 fir r > 7,

ist. Es verbleibt daher eine stationdre Wéarmeleitungsgleichung mit einem gebietsabhén-
gigen Konvektionsanteil als zu 16sendes Problem:

-V -kVT +pcv - VT =5 auf

T="T auf 0Qp,

ma—T = auf 0Qy, (2.5)
on
oT

587 = B(Tbol - T) auf 8QR

Der Einfachheit halber schreiben wir wiahrend unserer analytischen Untersuchungen aus-
schliefflich Dirichlet-Randdaten vor. Geméaf ihrer physikalischen Herkunft haben die Ko-
effizienten bis auf das parabolische Geschwindigkeitsprofil stickweise konstanten Cha-
rakter. Aus diesem Grund kann je nach ZweckméBigkeit das Problem (2.5) in einer
Gebietszerlegungsformulierung (s. Abb. beschrieben werden:

(—ky, AT, = Sy, in Q, (2.6a)
Ty, = Tog, auf 08, N 09, (2.6b)
—kp ATy + pyeyv - VT, = S, in Q,, (2.6¢)
Ty =To, auf 00, N o1, (2.6d)
T, =T, auf 00, N OYy,, (2.6e)
Kt 381;;1. = nva;;; auf 0, NOQY,. (2.6f)

Die Randbedingungen (2.6e|) und (2.6f) garantieren die Stetigkeit der Temperatur und
des thermalen Flusses iiber die Gebietsgrenzen hinweg. Daher wird das Problem ([2.6a))—
(2.6€) auch als Transmissions- bzw. konjugiertes Wirmeleitungsproblem bezeichnet, des-

14



2.1 Biologische und physikalische Grundlagen

Abbildung 2.3: Gefafibett in heterogener Gewebsstruktur

sen Variationsformulierung im Sobolev-Raum H!(f)) unter Verwendung des Spuroper-

ators v : HY(Q) — HY2(0Q)

Jo VT -V +pev-VTo = [ Se Ve e Hi(Q),

(2.7)
1T) =Ty

lautet.

2.1.3 Standardmodell zum konvektiven Warmetransport

Fast alle gidngigen Bio-Wirmeleitungsmodelle verwenden die klassische Theorie zu kon-
vektiven Transportprozessen, um die thermalen Effekte der Gefifie quantitativ zu be-
schreiben. Daher sei an dieser Stelle ein kurzer Blick in die wesentlichen Annahmen und
Schlussfolgerungen dieser Theorie erlaubt. Fiir eine vertiefende Lektiire verweisen wir
auf die Werke [40] und [0, 25]. Physikalischer Ausgangspunkt ist ein Hagen-Poiseuille-
Fluss durch eine starre Rohre, die in einem Zylinder homogenen Materials eingebettet
ist, in dem der Warmetransport nur konduktiv bewerkstelligt wird. Die thermische Bi-
lanzierung dieses Systems wird in Zylinderkoordinaten durch die Gleichung

(SMP)

—V - kVT + pcvd, T =S in Q,
T=g auf 02

mit v geméB [2.4] beschrieben. Das Gebiet ist in Abb. [2.4] dargestellt und wird im Laufe
dieser Arbeit zusammen mit Gleichung (SMP) als ,,Standard-Modellproblem® und da-
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

mit als geeignetes Testszenario fiir analytische und numerische Untersuchungen dienen.

Thermale Eingangszone
s

e

Abbildung 2.4: Gewebezylinder mit eingebetteter Ader und Hagen-Poiseuille-Profil

Konvektiver Warmetransport in Rohren. Zunichst betrachten wir ausschliefllich die
energetischen Geschehnisse innerhalb der als starre Rohre angenommenen Ader. Die
Wechselwirkung mit dem umbhiillenden Gewebe wird hier ausschliefilich durch die Festle-
gung der (an sich unbekannten) Temperatur der Gefiwand bzw. des Warmeflusses durch
diese beschrieben. Das zylindersymmetrische Problem wird zudem als konvektionsdomi-
nant betrachtet, was sich in der Forderung Pe > 1 widerspiegelt. Die dimensionslose

Péclet-Zahl
Pe = vr, - <pc> (2.8)
K v

schitzt die Gewichtung der Transportmechanismen Konduktion und Konvektion gegen-

einander ab. Auf Grund einer groflen Péclet-Zahl vernachlissigt man meist die axiale
Konduktion x; ‘?9552 in erster Ndherung. Dies entspricht wiederum einer ausschlielichen
Betrachtung der fiithrenden Ordnung innerhalb eines singuldren stérungstheoretischen
Ansatzes [66]. Nach Definition einer pro Querschnittsfliche A gemittelten Geschwindig-

keit v,, und der beziiglich der Flussgeschwindigkeit gemittelten Temperatur 7;,,

i)
Uy = — | vdS 2.9
A /4 (29)

bzw.

1
Th = /TUdS, 2.10
oml Al | (2.10)

wird zur thermalen Charakterisierung des Systems noch die sogenannte konvektive Leit-
fahigkeit oder auch Wiarmeiibergangszahl h eingefiihrt, die den lokalen thermalen Fluss
durch die Gefawand mit der globalen Temperaturdifferenz vermoge

T,

it or

= MT|r=r, — Tim) (2.11)

=Ty
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2.1 Biologische und physikalische Grundlagen

verkniipft und durch (2.11)) definiert ist. Wihrend diese im Allgemeinen eine z-abhéngige
Grofle darstellt, kann unter der Forderung einer konstanten Wandtemperatur T, =
T|,—r, bzw. eines konstanten Wirmeflusses ¢ und eines vollstindig entwickelten Tem-

peraturprofils

0 Ty—T,

g (u) ~0 (2.12)
0z \T,, — T,

gezeigt werden [6], 40], dass die konvektive Leitfihigkeit jeweils iiber die dimensionslosen

Nusselt-Zahlen Nu

_»2T0h

K
2T0h

Nu

~ 4.364, T, konstant, (2.13)

Nu =

~ 3.658, ¢ konstant, (2.14)

charakterisiert werden kann. Von dem Geféflabschnitt mit einer angenommenen z-In-
varianz des entdimensionalisierten Temperaturprofils ist die thermale Eingangs-
zone zu unterscheiden, in deren Bereich sich die Anderung der Energie-Parameter ent-
lang der Wand bei Einstromen des Fluids noch nicht bis auf die Temperatur 7'(0, 2)
auswirken konnte, wie in Abb. veranschaulicht. Innerhalb dieses Bereiches muss die
Wairmetibergangszahl ihrer Definition nach variieren. Unabhéngig hiervon kann aus der
energetischen Bilanzierung eine gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung

dT,
Me,—= = hP(T, —T,) + 7r2S,,
4

jln(o) = 1Im,0

(2.15)

unter Verwendung des Massenflusses M = vy, 7r2p und des Perimeters P = 277, fiir die
gemittelte Temperatur T, abgeleitet werden. Deren Losung ldsst sich im Fall S, = 0
und einer z-unabhéngigen Wandtemperatur T;, in der Form

roy =g =en(- gt - )

darstellen. Diese motiviert wiederum die Einfithrung der thermalen Aquilibrierungslinge

- Me, _ r%vmpvcv
“ pP Nux

(2.16)

Sie charakterisiert also, nach welcher Linge z — z1 eine Temperaturdifferenz T, (z1) — Ty,
um den Faktor e™! geddmpft wurde und stellt daher ein Maf fiir die ,,Schnelligkeit*
der thermalen Wechselwirkung zwischen Wand und Fluid dar. Somit wird eine wichtige
Kennzahl zur Verfiigung gestellt, die in dieser und verwandten Formen zur thermalen
Klassifizierung der Gefifle dient. Als Zuordnungskriterium fiir eine Ader der Lénge I,
kann dann die Relation loq < Iy, leq > 1, oder loq = [, verwendet werden. Es sei bemerkt,
dass die Grofle gerade invariant unter der in Kapitel |3| beschriebenen Reskalierung
des Massenflusses ist.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

Bemerkung 2.2. An dieser Stelle sei ein kurzer Verweis auf die bestehende Litera-
tur gestattet. Ein Teil der Forschung zum Wirmetransport innerhalb von Blutgeféifien
konzentriert(e) sich auf die Bestimmung und Abschéitzung der Wérmetibergangszahl h
in weniger spezialisierten bzw. idealisierten Situationen. In diesen Bereich fallen u.a.
die thermale Eingangszone [4, [0, [76] und/oder die Beriicksichtigung der rheologischen,
nicht-Newton’schen Eigenschaften des Blutes [4} [75] [76], wobei die Warmeiibergangszahl
sowohl numerisch [5] als auch analytisch [21] einer Untersuchung unterzogen wurde. Ins-
gesamt muss man jedoch resiimieren, dass in dem hier gegebenen Szenario der Hyperther-
mie weniger der Einfluss dieser verallgemeinerten Bestimmungen von h relevant ist, als
vielmehr die Einbeziehung des einbettenden Gewebes in die thermale Modellierung und
die wechselseitige Beeinflussung von Adern und Gewebe hervorgehoben werden muss.

Die Beriicksichtigung des Warmeaustausches mit dem einbettenden Gewebe er-
folgt auf Basis einer reinen Diffusionsgleichung im Gewebe, einer Dirichlet-Rand-
bedingung und unter Verwendung einer Robin-artigen Randbedingung auf
0, N Oy zur Beriicksichtigung der Konvektion. Diese Warmetransportgleichung wird
auf ihren rein radialen Anteil durch Wegfall der azialen Konduktion im Gewebe redu-
ziert, was entweder durch die Annahme r; < [,, oder einer zu analogen Forderung
gerechtfertigt wird. Unter Beachtung der Randbedingungen ergibt sich die Lésung zu

T — Tio — Sero/(2R) + Sp(r? — 12) /(4kt) r Sy(r? —r?)
kit / (hro) +1n(ry /re) ln<*> A P

Fir das homogene Problem S; = 0 lidsst sich diese in ihrer dimensionslosen Form
iibersichtlicher durch

T — +Tho.  (2.17)

Tt

T —Tio _ In(ry/r) (2.18)
T —Tio  ke/(hory) +In(re/Ty)
wiedergeben, so dass fiir den Wérmefluss pro Perimeter (, Warmestrom®) g,
oT 2Ky Tm - Tl
qp, = —K — mr = T —T7) = —_—, 2.19
P ! or /ft/(hTO) + ln('rt/'rv) ( " 1) Reonw + Rcond ( )

geschlussfolgert werden kann. Analog dem Ohmschen Gesetz kann der Proportiona-
litatsfaktor 1/(Reony + Reond) vor der ,Potenialdifferenz“ T,,, — T} als aus einem konvek-
tiven und konduktiven Anteil bestehenden Gesamtwiderstand verstanden werden. Die
Anderung der gemittelten Bluttemperatur kann damit alternativ ganz &hnlich
durch

dTm, T —T1

Me, = 2.20
¢ dz Reonv + Reond ( )

ausgedriickt werden. Prinzipiell wird hierbei die klassische Warmeiibergangszahl h aus
der Betrachtung des reinen Rohrensystems durch einen Gesamtwiderstand ersetzt, der
mit dem Speziallfall r, = r; den klassischen Fall beinhaltet.

Insgesamt lédsst sich sagen, dass das urspriingliche Transmissionsproblem mit seinen
Kopplungsbedingungen und fiir einen Gewebezylinder durch die Warme-
flussbedingung und durch die Einfiihrung einer Wirmeiibergangszahl h in zwei
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2.2 Kontinuumsmodelle

separat voneinander losbare Probleme umgewandelt wurde, was jedoch unter starken
Vereinfachungen geschah, die in einem komplexeren Modellierungsszenarium wie der
Hyperthermie nur schwierig quantitativ zu rechtfertigen sind.

2.2 Kontinuumsmodelle

Bevor wir uns im Kapitel [3| der Betrachtung eines neuen Ansatzes widmen, rekapitulieren
wir die wesentlichen Aspekte bisheriger Kontinuumsmodelle, da sie einen entsprechenden
Einbettungsrahmen fiir diskrete Gefdfimodelle bieten. Den interessierten Leser verweisen
wir fiir eine detaillierte Darstellung von bis 1992 publizierter Arbeiten auf den 136-
seitigen Ubersichtsartikel von Charny [I0] und fiir eine kiirzere Abhandlung auf die
Zusammenfassung [1] von Arkin, Holmes et al.

2.2.1 Das urspriingliche Modell von Pennes

In seinen 1948 erschienenen Untersuchungen [62] verwendete Pennes als Erster eine ,,lo-
kale*, sprich differentielle Wérmetransporttheorie zur Formulierung seiner spéter als
BioHeat-Transfer-Equation bekannt gewordenen Gleichung. Wesentlich war die Annah-
me einer vollstindigen thermalen Aquilibrierung des Blutes mit dem umgebenden Ge-
webe im Kapillarbett (Gefaradius 0.005-0.0015 mm), also der kleinsten Skala der Blut-
zirkulation. Dabei vernachléssigte Pennes jedweden pra- oder postkapillaren Wérmeaus-
tausch. Auf Grund der diffusen Kapillarstrukturen postulierte er, dass der totale Energie-
Austausch @ durch das Blut vermoge eines nicht-direktiven Terms

Qv = (pc)pwp (T, — Ty)

beschrieben werden kann. Als Resultat leitete Pennes die BHTE

pc%f =V .- (kVT)+ (pc)pwp(Te, — T) + Qm, (2.21)
als klassische Warmeleitungsgleichung mit einem zusétzlichen helmholtz-artigen Term
0. Ordnung her.

Trotz der bis heute anhaltenden Verwendung gibt es wesentliche Kritikpunkte an
den Pennesschen Annahmen. Insbesondere die Annahme der ausschliefilich im Kapill-
arbett stattfindenden vollstindigen thermalen Aquilibrierung und die damit verbunde-
ne Isotropie der ,Perfusions-Wéarmesenke* stand im Mittelpunkt der Kritik, wobei es
heute als nachgewiesen gilt, dass dies eine physikalisch nicht haltbare Annahme ist, vgl.
[15 79, 82} [86]. Die Anpassung der Pennes-Gleichung an experimentelle Ergebnisse durch
geeignete Wahl des Perfusionsparameters w;, und der Mangel an mit dem Experiment
deutlich besser iibereinstimmenden und dennoch relativ leicht umzusetzenden Modellen
machen jedoch die anhaltende verbreitete Verwendung versténdlich.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

2.2.2 Das Kontinuumsmodell mit gerichteter Perfusion nach Wulff

Die erste direkt an das Pennessche Modell gerichtete Kritik erschien in einer Arbeit von
Waulff [86], deren Punkte mitunter die fehlende Trennung lokaler und globaler Kontroll-
parameter und die Isotropie des Perfusionterms betrafen. Ersterer bezog sich auf den
Umstand, dass Warmekapazitit, Diffusion und Wéarmeerzeugung auf ein lokales Kon-
trollvolumen bezogene Groflen darstellen, hingegen die Differenz T, i, — Ty out, die in
Pennes Herleitung vor der Annahme eines kompletten Wérmetausches im Kapillarbett
auftritt, eine globale Kontrollgrole darstellt. Die Isotropie des Perfusionterms erschien
Wulff wegen der Moglichkeit des Warmetransports entgegen dem lokalen Temperatur-
gradienten (bedingt durch den konvektiven Transportmechanismus) fragwiirdig.

Auf Grund seiner Uberlegungen stellte Wulff 1974 ein alternatives Modell vor, das
sich durch die Existenz eines konvektiven Terms 1. Ordnung auszeichnet, der einen lokal
gemittelten Blutfluss v repréisentiert:

or
Pep o = V- (kVT) — pcpyv - VT + Q.

Damit brachte Wulff eine der ersten Alternativen zur Pennes BHTE hervor, die u. a. die
Wichtigkeit der Blutflussrichtung fiir das globale thermale Profil unterstrich.

2.2.3 Multipol-Modell von Klinger

In seiner Dissertation [44] bzw. den Artikeln [45H47] stellt Klinger einen auf einem
Storungsansatz basierenden Zugang vor, in dem die Greensche Funktion G der Kon-
vektions-Diffusions-Gleichung

HG+v-VG—AG=06(x—2)o(t —1t)
Gloa =0

in eine Neumann-Reihe entwickelt wird,

G = i G,
=0

die die Losung der Integro-Differential-Gleichung vom Volterra-Typ mit singuldrem Kern
Gyv - V reprisentiert. Die Summanden Gy konnen iterativ durch

(A —8)Go =6z —2)5(t — )
(A - (9,5)G1 = VVGZ'_l 1= 1, 2, AP (222)

gewonnen werden, wobei G der klassischen Fundamentallosung einer rein konduktiven
Wairmeleitungsgleichung entspricht. Die n6tige Theorie zur Konvergenz dieses Reihenan-
satzes wird in [63] bereitgestellt. Die Darstellung erlaubt, nach einer rdumlichen
Mittelung unter Beachtung vorhandener Symmetrieelemente wie parallel laufende Geféf3-
paare, die Entwicklung der Losung in ,,Multipole“ (vgl. [48]), analog zu den bekannten
Darstellungen aus der Elektrostatik.
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2.2 Kontinuumsmodelle

2.2.4 Die Multiskalenbetrachtung von Chen und Holmes

Das Ziel der Arbeit [15] bestand in einer detaillierten theoretischen Analyse des Beitrags
des , kleinskaligen“ Gefafisystems zum Wiarmetransport. Ausgehend von einem differen-
tiellen Kontrollvolumen und dessen Separation in einen festen Gewebs- und einen Vas-
kuldranteil, wird eine volumenanteilig gewichtete und lokal gemittelte Temperatur T}
des Gesamtgewebes eingefiihrt und insbesondere deren Zusammenhang zum Wiarmeaus-
tausch und zur Aquilibrierung der eingebetteten GefiaBen untersucht. Diese semiquan-
titative Analyse vollzieht sich unter Einsatz der Energie-Bilanzierung von Ty,
der thermalen Aquilibrierungslinge leg und der Verwendung des thermalen Wi-
derstands (2.19)), welche in [I5] fiir eine Reihe konkret gegebener Blutgefifie tabelliert
wurden.

Ein weiterer Schritt war eine auf Gleichung basierende Unterteilung des Wérme-
iibergangs zwischen Gefiafien und Gewebe in drei Modi. Wihrend der erste Modus die An-
gleichung zwischen Bluteingangstemperatur 7,7 und Gewebetemperatur T in der Form

Gpo = wjppey(Ty — Ts)
widerspiegelt, stellt der Ausdruck
Gy = (pc)yui - VT

den konvektiven Beitrag des bereits angeglichenen Blutes dar. Der dritte Modus in Ge-
stalt einer ,,Perfusionskonduktivitét*

q;Q =-V- HpVT

beschreibt unter Beriicksichtigung der lokalen Geféfligeometrie den thermalen Beitrag,
der den kleinskaligen Temperaturfluktuationen des nahezu &quilibrierten Blutes entlang
des Temperaturgradienten des Gewebes zuzuschreiben ist.

Chen und Holmes summieren schliellich die unterschiedlichen Anteile zu einer modi-
fizierten Bio-Wirmeleitungsgleichung

8T * *
Peor = V-kVT +V - kp,VT — (pc)pti - VT + (pe)pw™ (T, —T) + Qm (2.23)
auf, in der somit Korrekturen in jeder Ordnung auftreten.
Die Quintessenz, die sie aus ihren Untersuchungen zogen, lisst sich wie folgt zusam-
menfassen:

e Die thermale Aquilibrierung findet hauptséchlich zwischen den terminalen arteri-
ellen Zweigen und den préakapillaren Arteriolen statt und nicht im Kapillarbett.

o  Groflere GefdaBe sollten individuell behandelt werden, da ihre charakteristische
Dimension der des betrachteten Gesamtgewebeauschnitts ent- und somit einer
Kontinuumshypothese widerspricht. Um Mehrfachwertungen auszuschliefien, miis-
ste der Perfusionterm q;() auf der Flussrate und Temperatur der zuletzt separat
beriicksichtigten Gefifle basieren.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

Somit stellen Chen und Holmes erstmals eine sich ergédnzende mehrskalige Betrachtungs-
weise inklusive angedeuteter Kopplungsforderungen zwischen den verschiedenen Skalen
vor und legen damit eine wichtige Grundlage fiir zukiinftige Untersuchungen.

2.2.5 Die Bio-Heat-Transfer Modelle nach Weinbaum und Jiji

Ein vertieftes Verstdndnis schufen Weinbaum, Jiji et al. in ihren zahlreichen Arbeiten zur
Bio-Wirmeleitungsgleichung [13, [71), [78-84], 88, [89]. Ausgehend von detaillierten anato-
mischen Untersuchungen und hochauflésenden Temperaturmessungen identifizierten sie
sorgfaltig die fiir den Warmetransport jeweils relevanten Strukturen, mit einer starken
Gewichtung sogenannter gegenldufiger Aderpaare, deren thermaler Effekt bis dato nur
in [42, 57] isoliert vom Umgebungsgewebe untersucht wurde. Unter Zuhilfenahme der
Theorie portser Medien formulierten sie in [82], [83] einen Satz von vier gewthnlichen
und zwei partiellen Differentialgleichungen zur Beschreibung ihres 3-Schichten-Modells.
Dessen fiir eine konkrete Anwendung nicht handhabbare Komplexitit motivierte die
Autoren zur Vorstellung [79] einer vereinfachten Bio-Wérmeleitungsgleichung

_ory 0 <( ij )8Tt> B 772717"12;7421362” olt OT,

Peor = aa \ e g7 o0 7@

doky oxt OxI
zusammen mit einer effektiven Konduktivitat
2 2
.. .. T“NT K .
o 1] v 27177
Kop = Ke| 0% + ———=—>Pe®l’] )
L t( 40/@% ’
die eine durch die Existenz der Gegenstrompaare hervorgerufene, anisotrope Verstarkung
der eigentlichen Konduktivitat x; darstellt.
Die Préasentation der Weinbaum-Jiji-Gleichung zog eine Reihe von detaillierten Aus-
einandersetzungen [80, 80l 8], 85] mit der zu Grunde liegenden approximativen Annahme

T, + 1T,
2

nach sich. Insbesondere im Kontext der Hyperthermie wurde deren Giiltigkeit u. a. in
Charny et al. [13] und Charny und Levin [I1} 12] evaluiert. Dabei schétzten die Autoren
die Brauchbarkeit des Modells fiir Gefaldurchmesser kleiner als 500 ym unter normalen
und 200 pm unter hyperthermen Bedingungen ein. Dieser Skalenbereich offenbart einen
wesentlichen Nachteil im patientenspezifischen Einsatz der Hyperthermie: Zum einen ist
es im Rahmen einer Therapieplanung technisch mit den {iblichen bildgebenden Verfahren
nicht moglich, derart detaillierte Informationen iiber das Geféinetzwerk des Patienten
zu erhalten, zum anderen ist der betrachtete Bereich zu grofiskalig fiir das Auftreten
regelméfiger, periodischer Strukturen, die eine Modellierung im Rahmen der Theorie
poroser Medien [43] [74] oder Homogenisierungstechniken [27, 38] ermoglichen wiirden.
In zwei spéter erschienenen Artikeln [84) [88] prisentierten Weinbaum et al. nach Identi-
fikation einer Warmetransport-Basiseinheit [59], die sich durch ein breites Vorkommen
und wiederkehrendes Auftreten in allen quergestreiften Muskeln auszeichnet, eine BHTE
fiir Muskelgewebe, jedoch ohne Verwendung der eben genannten, rigoroseren mathema-
tischen Methoden.

T, ~
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2.3 Vaskuldre und numerische Modelle

2.2.6 Homogenisierungsmethoden nach Deuflhard und Hochmuth

Mit der Absicht einer Einbettung in ein Mehrskalenmodell demonstrierten Deuflhard und
Hochmuth [27, B8] und Hochmuth [37], dass Pennes Original-BHTE als homogenisierte
Variante

—0;(a¥9;T;) + ad(T — Tp) = 0S  in Q,

T=0 auf 02

des periodischen Modellproblems

—ATE == Sg in QEv
7. =0 auf 09,
T:

e ea(Ty —T:) auf 0Q:

verstanden werden kann, vgl. Abb. Dabei tritt ein Korrekturterm in der Kondukti-
vitat auf, ‘
y 1 A ' OV |
av = 06" — / dy mit 6 = ,
Y] Jy+ Oy Y]

bei der x ein periodisches Randwertproblem auf der Zelle () 16st. Weiterhin leiteten sie
aus einem asymptotischen Ansatz

T = To(w,y) +eTi(z, ) + 2T (x, )+

formal die Gleichungen zur Bestimmung von Korrektoren 1. und 2. Ordnung her und
wiesen die starke Konvergenz in H' der korrigierten Losung mit der Ordnung O(el/ 2
bzw. O(e) nach.

2.3 Vaskuldre und numerische Modelle

Eine getrennte Behandlung von Gewebe und Gefidflen trat erstmal 1968 in der Ar-
beit von Mitchell und Myers [57] in Erscheinung, um die geometrischen Besonderhei-
ten der vaskuldren Architektur wie gegenldufige Geféflpaare zu beriicksichtigen. Dies
wurde drei Jahre spéter von Keller und Seiler [42] durch die Behandlung der zuvor
unberiicksichtigten Wirmeleitung im betrachteten Gewebe ergénazt.

Etwa zeitgleich mit der Arbeit von Chen und Holmes untersuchte Chato in [I4] den
Wairmeiibergang zu individuellen Geféflen u. a. in der geometrischen Konstellation einer
einzelnen Ader. Das Blut behandelte er unter der Annahme der Cassons’schen Regel
fiir den viskosen Stress (s. [14, p. 110]) als Nicht-Newton’sche Fliissigkeit. Den hieraus
resultierenden Effekt auf die Grofie der Nusselt-Zahl und ihre funktionale Beschrei-
bung in der thermalen Eingangszone hatten bereits Victor und Shah [75] [76] untersucht.
Durch Verwendung der dort berechneten Nusselt-Zahl in Gleichung und einer ge-
forderten Wirmeiibergangseffektivitit von 95 % konnte Chato das Ausmaf} thermaler
Aquilibrierung durch die der thermalen Aquilibrierungslinge analogen dimensi-
onslosen Graetz-Zahl Gz, ausdriicken.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

{2

Abbildung 2.5: Zu homogenisierendes Modellproblem

Eine weitere Kenngrofle mit Augenmerk auf Gegenstrompaare wurde in den Arbeiten
von Baish, Ayyaswamy und Foster [2] [3] eingefiihrt, die sie zur thermalen Klassifizierung
typischer Gefée nutzten [3, Tab. 1 und 2].

Damit stellen eine Vielzahl von Autoren Parameter zur Verfiigung, die aus bekannten
oder experimentell ermittelbaren Daten berechenbar sind und die eine Vorab-Kategori-
sierung der Gefdfle in unterschiedlich thermal signifikante Skalenbereiche erlauben. Es
verbleibt fiir uns die Frage nach einer moglichst sinnvollen Modellierung und numeri-
schen Umsetzung der Simulationsaufgaben auf der Mesoskala. Bevor wir uns auf die
Entwicklung unseres Ansatzes konzentrieren, mochten wir daher einen kurzen Abrifl
zweier gingiger Modelle und Implementierungen geben.

2.3.1 Ansitze nach Roemer

Beginnend mit der Arbeit [I7] widmete sich Roemer mit seinen Kooperationspartnern
verstiarkt der Untersuchung des thermalen Effekts diskreter Gefafistrukturen mit Blick
auf die Hyperthermieanwendung. Das Simulationsszenario bestand aus einem Gewebe-
block mit einem eingelagerten Tumorkubus und diversen Gefafistrangen. Innerhalb des
Gewebes wurde die BHTE nach Pennes angenommen, deren Perfusion mit einem linear
variierenden Massenfluss in der Ader gekoppelt wurde. Basierend auf einer finiten Dif-
ferenzen Methode diskretisierten die Autoren die Gleichung der Bluttemperatur ([2.15))
in Form eines up-wind Schemas

dva,k va,k - va,kfl
p——— =~ Mgy, .

M
dz Az
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2.3 Vaskuldre und numerische Modelle

Der Vorteil der gewdhlten FDM besteht in der einfachen Verkopplung der beiden Glei-
chungen und die sich daraus ergebende Einbettung der Geféafle als 1D-Strukturen. Dies
geschieht unter Verwendung des in beschriebenen thermalen Widerstandes R =
Reona + Reonv, welcher der Gitterweite und der Anzahl der Gitterpunkte auf dem Ge-
fafiring entsprechend angepasst wird. Zusammengenommen resultiert fiir die thermale
Bilanzierung eines Knotens innerhalb der Ader die Gleichung

Tivrjk — Tijk  Tigr —Tic1jk

. Tijrik —Tigr  Tijk —Tij—1k
Rit1)2 Ri_1/2 Rji1/0 R; 1/
— Mcy(Tiji — Tijr—1) +vQap = 0,
mit v als Bezeichnung fiir das korrespondierende Gefaflabschnittsvolumen. Eine Finite-

Differenzen-Methode wurde in [64] verwendet, um die BHTE nach Pennes und das
Keff -Modell anhand experimenteller Daten zu evaluieren. Eine Weiterentwicklung zur

Finite-Element

4 T(z41)
Il fa nodc__,®
\

Q(z.0)

Abbildung 2.6: Ring-Element um ein Gefaf§ zur Kopplung von FEM und FD

*Entnommen aus [8, S. 345].

Berticksichtigung von bis zu sieben Adergenerationen erschien in [39]. Wéhrend die mo-
dellierten Gefafibdume #hnlich in bestimmten Muskelpartien wiederzufinden sind, zeich-
nen sich jedoch die vorgestellten numerischen Modelle auf Grund der Verwendung finiter
Differenzen durch eine gewisse ,,Starrheit“ aus, was sich im Kontext der Hyperthermie
und der dort auftretenden irreguldren Geometrien als sehr nachteilig fiir eine flexible,
adaptive und damit effiziente Behandlung des Wirmeleitungsproblems erweist. Dieser
Umstand motivierte Blanchard et al. [§] ein hybrides finite-Element-finite-Differenz-
Verfahren vorzustellen. Die Idee bestand darin, einerseits die durch FDM einfache Dis-
kretisierung der mittleren Adertemperatur und andererseits die Flexibilitat der FEM fiir
komplexere Geometrien miteinander zu kombinieren. Dies geschieht durch eine gebiets-
zerlegungsartige Iterationsmethode, bei der um jede Ader ein ,Ring-Element“ gemifl
gelegt wird, das zur Berechnung des Wérmeaustausches zwischen Gefifl und Ge-
webe vermoge dient. Mit Dirichlet-Werten auf dem Ring-Element startend wird
iterativ der Warmetransfer, die mittlere Bluttemperatur und die anschliefend korrigierte
Gewebetemperatur nahe des Gefifies bestimmt.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

2.3.2 Das diskrete vaskulire Modell nach Kotte, Lagendijk und Leeuwen

Beginnend mit [52] entwickelte die Arbeitsgruppe um Lagendijk am Universitétskran-
kenhaus Utrecht ein numerisches Programmpaket namens DIscrete VAsculature mit
Einbettung diskreter Gefiafistrukturen innerhalb eines kontinuierlichen, 3-dimensionalen
Bio-Wéarmeleitungsmodells zur Anwendung in der Hyperthermie. Eine detaillierte Dar-
stellung enthélt Kottes Dissertation [50]. Als Grundlage dient eine im Geiste von Chen
und Holmes modifizierte BHTE mit Verwendung einer effektiven Konduktivitdt und
Kopplung der Perfusion an den Blutfluss der terminalen Gefafe.

Numerische Behandlung des kontinuierlichen Modells. Das Gesamtvolumen wird
uniform in sogenannte Voxel unterteilt und mittels FD-Verfahren behandelt. Basierend
auf einer Warmeflussbilanzierung der einzelnen Voxel stellt sich die verwendete, explizite
2-Stufen Methode nach [23] beispielhaft im 1-dimensionalen durch

PtisCtis i1 n 1 2KiKit1 2KiKi—1 p
Tl oy — : _Silvizl o
At ( (3 1 ) AI’2 <l‘€i + ﬂi—}—l i+1 K + Ki_1 i—1

_< 2KiKit1 n 2KiKi—1 >Tzn)

Ki + Kit1  Ki+ Ki-1

dar. Dies ist nichts anderes als eine Zeitdiskretisierung mittels eines expliziten Euler-
Verfahrens und eines, bzgl. der Konduktivitidten gewichteten, zentralen Differenzenquo-
tienten in den Raumkoordinaten, so dass das Verfahren einen Konsistenzfehler O(At, A?)

besitzt. Um die Stabilitéit des Verfahrens zu sichern, ist zudem die sogenannte ,,Fourier-
Bedingung*

At < PtisCtis

Ax? — 2k
zu erfiillen, um das fiir ein explizites Verfahren und parabolische Gleichungen typische
oszillatorische Verhalten der numerischen Losung zu unterbinden, s. [34]. Um bessere
Stabilitétseigenschaften zu erhalten, wurde in [58] als Alternative ein implizites 3-Stufen-
Schema

PtisCtis (T ey 1 < 2KiKit1 2Kiki—1 ™,

2At v v - Az? \ k; + Kit+1 t+l Ki + Ki—1
_( 2/%/%4.1 i 2:%1'/{2'_1 )Tin—H + Tin_1>

Ki + Kit1 K T Kio1 2

auf der Basis von [31] vorgeschlagen. Dieses resultiert im Wesentlichen aus einer Mo-
difikation, um ein FD-Schema 2. Ordnung in der Zeitableitung zu erhalten, und der
Ersetzung der momentanen Temperatur eines Zeitschritts durch die Mittlung des vorhe-
rigen und des nichsten Zeitschritts. Wahrend dieses Verfahren hinsichtlich der Stabilitét
keiner Zeitschrittweitenbeschréinkung auferlegen ist, diskretisiert das angegebene Schema
nicht die eigentliche Bio-Wérmeleitungsgleichung, sondern korrespondiert nach [50, 65]
stattdessen zu

or o or At? 52T

isCtis—, — 3 M3 — YD) A A2'
pusciis 5 = g ko — kR mge T O(AT) +O(AL)
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2.3 Vaskuldre und numerische Modelle

Um die schlechtere Genauigkeit bei der Wahl von Zeitschrittgroflen bis zum 50-fachen
eines Fourier-Schritts zu verbessern, werden die 2- und 3-Stufen Verfahren alternierend
angewendet.

Diskretes GefaB-Modell und Kopplung. Der Kiirze halber wird hier nur auf die Be-
handlung eines einzelnen Geféfsegmentes aus [50] eingegangen. Fiir die komplette Dar-
stellung sei auf die Dissertation [50, Kapitel 4] bzw. die Artikel [51] [73] verwiesen.

Ein Gefafl wird vermoge einer parametrisierten Kurve und eines assozierten Radius
dargestellt, woriiber eine zugehorige Familie Syes von Ader-Voxeln identifiziert wird. Zur
thermalen Beschreibung des Blutes wird auf die gew6hnliche Differentialgleichung
fiir die gemittelte Temperatur zuriickgegriffen. Die durch Gleichung be-
schriebene Temperatur verwenden die Autoren zur Abschitzung des Warmeaustausches
zwischen Gewebe und Ader. Dies geschieht durch Einfithrung sogenannter ,,Exchange
sets“ Sexe und ,,Estimation sets“ Sqg. Durch die Voxel-Familie Ses; wird die Dirichlet-
Bedingung des Modellproblems auf dem duferen Geweberand bedient, d.h. in
welchem Umkreis eines Gefédfles das vereinfachte Modell mit der Losung zur Er-
mittlung des Warmefluss angenommen wird. Der Warmeaustausch erfolgt iiber die Se,.c
Voxel und berechnet sich basierend auf dem Abstand zwischen den Mittelpunkten der
Sest und der Aderachse. In Abb. sind die verschiedenen Gebiete veranschaulicht.

-

1
\ . BxChange e voxe l . Exchange set voxel

Estimation set voxel

\ Estimation set voxel

T I I I

(a) Drei Geféf-Buckets mit zugehérigen Regionen Sez.c (b) Querschnitt des gleichen Gebiets
und Sest

Abbildung 2.7: Projektionen eines Gefifl-Segmentes auf das Gewebe—Gitte

*Entnommen aus [50].

Einschrankungen der derzeitigen Implementierung. Das Programm gehort sicher-
lich zu den ausgearbeitetsten, derzeit verfiigharen Simulationspaketen, was die Inte-
gration diskreter Aderstrukturen betrifft. Neben der Einbettung einzelner Aderstringe
ermoglicht es, einen komplexen Geféalbaum unter Beriicksichtigung verschiedener Kopp-
lungsmechanismen in die Rechnungen mit einzubinden, s. [51], [73]. Dennoch verbleiben
einige Einschriankungen und damit Raum fiir Verbesserungsmoglichkeiten:

e Die Verwendung eines uniformen Gitters ist verbunden mit einem hohen Speicher-
und Rechenzeitaufwand.
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2 Modellierung der Wéirmeleitung in Geweben

FDM besitzen hinsichtlich irregulérer Geometrien, wie sie typisch in der Hyperther-
mie-Anwendung sind, eine geringere Flexibilitéit als beispielsweise FEM.

Das verwendete explizite Verfahren zur Losung der parabolischen Gleichung fehlen
wiinschenswerte Stabilitéitseigenschaften.

Das algorithmisch stabilere implizite Verfahren diskretisiert nicht die urspriingliche
Gleichung.

Die thermale Kopplung zwischen Gewebe und Gefiflien beruht auf einem recht
stark vereinfachten Modell.

Das Programm besitzt keine Fehlerschéitzer und daher nicht die Moglichkeit einer
adaptiven Steuerung.

Es liegt keine echte 1D-Diskretisierung entlang des Gefdlbaumes vor, da sich die
Gitterweite bereits a priori nach dem Geféfldurchmesser richtet. Dies ist in Hinsicht
auf der Verwendung uniformer Gitter und fehlender Adaptivitét bzgl. Speicherplatz
und Rechenzeit ungiinstig.

Diese Verbesserungsmoglichkeiten motivieren iiber einen alternativen Ansatz zur ana-

lytischen und numerischen Behandlungen diskreter Gefastrukturen nachzudenken. Dies
soll in den verbleibenden Kapiteln geschehen.
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3 1D-Modellierung

Wie die vorherige Betrachtung existierender Modelle und deren numerische Umsetzung
belegt, ist die in der Einfiihrung vorgestellte Mehrskalenmodellierung sinnvoll und not-
wendig zur Verbesserung bisheriger Simulationen in der Hyperthermie-Anwendung. Nach
der u.a. am ZIB [27, 28|, 28430, [53], [68] getétigten Forschung existieren bereits Ansitze
fiir die ,,Makro-“ und ,,Mikro“-Skala. Daher soll hier nun ein neuer Ansatz untersucht
werden, der thermal signifikante Gefaflstringe der ,,Mesoskala“ auf ,,Linien“ reduziert,
da diese Gefifle zu klein und zu zahlreich sind, um einer vollen 3D-Diskretisierung un-
terzogen zu werden.

Nach einer heuristischen Auseinandersetzung mit den Ausgangsgleichungen —
wird eine mogliche Reduktion dieses Problems vorgestellt. Diese besteht aus einer
einfacheren, geometrischen Reduktion des Geféaflbaums auf eine 1D-Baumstruktur und
einer schwieriger zu untersuchenden, ,,passenden* analytischen Reduktion der partiellen
Differentialgleichung.

3.1 Thermale Klassifizierung und Heuristik

Nachdem die Begriffe Makro-, Meso- und Mikroskala schon mehrfach gefallen sind, soll
an dieser Stelle diese Unterteilung ndher quantifiziert werden. Dazu bedienen wir uns
der thermalen Aquilibrierungslinge leq aus Gleichung und legen die Kategorien,
in die eine Ader der Lénge [, einzuordnen ist, iiber die folgende Einteilung fest:

Makroskala: l.,/l, > 1,

Mikroskala: [.,/l, < 1

und insbesondere die fiir diese Arbeit relevante
Mesoskala: I.,/l, ~ 1.

Die in die Klasse der Mesoskala fallenden Gefifle sind in der Tab. hervorgehoben,
(vgl. hierzu Tab. . Technisch auflsbar (bspw. mittels Computertomographie, oder
Rontgenangiographie) sind Gefiafie mit einen Durchmesser grofer 0.5 mm. Dies betrifft
auf arteriellen Seite die Hauptzweige bis teilweise runter zu den tertidren Zweigen, auf
der venosen Seite fillt der Bereich der terminalen Venen bis hin zu den Hauptvenen in
diese Klasse.

Ein typischer Patientenausschnitt zeichnet sich dadurch aus, dass die Lénge eines
Gefifles in der Mesoskala in der Grofienordnung des Durchmesser des zu betrachtenden
Korpersegmentes liegt,

l, = diam(Q),
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3 1D-Modellierung

Gefafityp Durch- | Lénge [, | Massen- | Anzahl leg leg/ly
messer fluss
(mm) | (em) | (cm/s) (cm)
Aorta 10 40 50 1 12500 310
Grofle Arterien 3 20 13 40 290 15
Hauptzweige 1 10 8 600 20 2.0
Sekundéire Zweige 0.6 4 8 1800 7.2 1.8
Tertiire Zweige 0.14 1.4 3.4 7.6-10% 0.17 0.1
Terminale Zweige 0.05 0.1 2 106 0.013 0.1
Terminale Arterien 0.03 0.15 0.4 1.3-107 | 0.0009 | 0.006
Arteriolen 0.02 0.2 0.3 4 -107 0.0003 | 0.002
Kapillaren 0.008 0.1 0.07 1.2-10° | 0.00001 | 0.0001
Venolen 0.03 0.2 0.07 8-107 | 0.00016 | 0.001
Terminale Zweige 0.07 0.15 0.07 1.3-107 | 0.0009 | 0.006
Terminale Venen 0.13 0.1 0.3 106 0.013 0.1
Tertiire Venen 0.28 1.4 0.8 7.6-10% 0.16 0.1
Sekundire Venen 1.5 4 1.3 1800 7.3 1.8
Hauptvenen 2.4 10 1.5 600 22 2.2
Grofle Venen 6 20 3.6 40 320 16
Vena cava 12.5 40 33 1 12900 320

Tabelle 3.1: GeféBiibersicht mit thermalen Aquilibrierungslange

*Entnommen aus [54], S. 13].

30




3.1 Thermale Klassifizierung und Heuristik

jedoch der Aderradius klein im Vergleich zu den Gesamtabmessungen ist,
ry < diam(Q).

Nach einer geeigneten isotropen Reskalierung von {2 kénnen wir o. B. d. A. die Gebietspa-
rameter
diam(Q)~1 und 7r, <1

annehmen. Der Abstand zweier benachbarter Gefifle gleicher Zweckart — im Gegensatz
zu gegenliufigen Gefidfipaaren — liegt fern von Verzweigungspunkten nach [I5] in der
Groflenordnung von 10 bis 50 Aderradien. Damit dient fiir die weiteren Betrachtungen
als Ausgangsgebiet ein einzelnes Gefafisegment €1, das in einem Gewebe-,, Zylinder“ (2
entsprechender Ausmafle eingebettet ist, mit Volumenverhéltnisse in der Gréfenordung
1/10% £ |Q,]/]€] < 1/503. Diese in der Mesoskala anzutreffenden Dimensionsverhéltnisse
sind in Abb. [3.TJund Abb. [3.2] schematisch dargestellt und motivieren in Verbindung mit
der hohen Anzahl an relevanten Gefaflen einen Modellierungsansatz der Ader als Linie.
Dies soll hier zunéchst am einfachsten Fall des zylindersymmetrischen Beispiels
mit einem Hagen-Poiseuille-Geschwindigkeitsprofil ndher erldutert werden. Hierzu be-
trachten wir ein Testvolumen V mit einem C'-Rand, der iiberall orthogonal zum Vek-
torfeld b|ynq, (also den Charakteristiken des Operators b-V) verlduft. Der stromungsbe-
dingte Energiefluss gcony,y- durch die Oberfliche OV kann dann formal durch ein Linien-
integral approximiert werden:

Jeonv,V = / cpTv -dS(z) = / cpdiv (Tv)dx
ovVNo VNQy,

/ / Py, r)dSdz

0 32’

Dahinter steckt die Vorstellung, dass fiir vollstindig entwickelte Temperaturprofile, s.
([2.12)), die Ableitung von 7' entlang der Geféilachse auf Grund des kleinen Aderradi-
us quer zum Gefal nur vernachléssigbar variiert und durch die Temperatur auf der
GeféBachse angendhert werden kann. Dieses Prozedere entspricht wiederum einer Erset-
zung der Stromung durch einen ,,Stromfaden* bzw. einen Linienfluss unter Beibehaltung
des Massenflusses m = pr2v,, (mit der Verwendung der gemittelten Geschwindigkeit v,,
aus ) Heuristisch sei dies nochmals durch zwei Sichtweisen ergénzt:

3.1.1 Taylor-Entwicklung

Auf Grund der Axialsymmetrie des Problems und damit der dazugehérigen, als geniigend
glatt angenommenen Losung T' muss fiir die Ableitung in Richtung v wegen

oT orT

o _ o -
v @)=0 = 9(=v)

a(_v) | (z,y)=0

} (z,y)=0
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3 1D-Modellierung

folgen, dass

oT
ol mar=o =0
gilt. Daraus ergibt sich fiir die Funktion T'(r, z) das Verschwinden der 1. Ableitung
% = 0, womit sich nach Taylor-Entwicklung in r die Approximation
!
oT
Geonv = / / pc——uv(r)dS(r)dz
[ regeenase)
! 2 42
or0,z) rc 0° T(& z)}
- ———t oA d d 3.1
/0 /A(z) pc{ 0. T mar g, Jrnasd: (3.1)
l
T
= cprg . vm/ 820’2) dz + cpup, - O(rﬁ) -0(1)
0 z

fiir den konvektiv bedingten Energiefluss schlussfolgern lidsst. Dies gibt Anlass zu der
Hoffnung, dass fiir kleine Aderradien die Verwendung eines Linienflusses eine gute An-
niherung an das Ausgangsproblem darstellt.

3.1.2 Geschwindigkeitsfeld als Faltung einer Linienstromung

Eine etwas andere Sichtweise besteht in der Interpretation des Flusses v(r)e, als einen
quer zur Gefiflachse ,,schwach verschmierten®, d. h. mit einer stark lokalisierten Ge-
wichtsfunktion in den (z,y) Koordinaten gefalteten Linenfluss:

v(r,z) =v(r) e, = <(r§vm%(5(r) * ¢p(r)) @ 1) g

Dabei bezeichnet ® das Tensorprodukt zwischen Funktionen bzw. Distributionen und
15(r) die in Polarkoordinaten dargestellte Dirac-Distribution. Somit stellt §(z,y)®1 das
Radonmaf

[ ru - /R £(0.0, 2)dz

dar. Die Funktion ¢, représentiert das normierte parabolische Geschwindigkeitsprofil
mit [z ¢(x,y) dzdy = 1. Wihrend man iiblicherweise eine Dirac-Familie {d * ¢ }e>0 als
eine Approximation der ,Identitéit 6 bzgl. des Faltungsoperators * versteht, nehmen
wir hier in gewisser Weise den umgekehrten Standpunkt ein: Wir betrachten Tgvm%(s als
eine Annéherung an den Koeffizienten v(r).

3.2 Analytische und geometrische Reduktion des
Ausgangsproblems
Nach der ausfiihrlichen Motivation soll nun das resultierende Modell formalisiert werden.

Ausgangspunkt bildet hierzu ein in €2, lokalisierter Geféiflbaum, der in einem Gewebeseg-
ment ); eingebettet ist, und dem entsprechende fluid- und thermodynamische Groéflen

32



3.2 Analytische und geometrische Reduktion des Ausgangsproblems

Abbildung 3.1: Gefilbaum eingebettet in einem Gewebekompartiment

wie Stromungsfeld, Warmekapazitéit und Dichte zugeordnet werden. Letztere werden un-
ter Vernachldssigung der komplexen rheologischen Eigenschaften des Blutes als konstant
angenommen.

3.2.1 Geometrische Reduktion

Der Gefa8baum €, unterteilt sich in einzelne Adersegmente €2, ; und Verzweigungsge-
biete. Letztere werden zusammen mit den Start- und Endpunkten des Baums raumlich
iiber eine Abbildung P : J = {1,...,n} — R3, j s p; beschrieben. Zu- und Abfliisse ei-
nes Gefifisegmentes werden durch die (gerichteten) Kanten e; = (py(;), p;) représentiert,
wobei die Abbildung f : J — J U {0} von einem Knoten p; auf den Vaterknoten py(;
die Verzweigungshierarchie des Geféafibaums widerspiegelt. Jeder einzelne Aderabschnitt
sei geometrisch charakterisiert durch eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 mit
einer Einbettung v; : I; = [a;,bj] C R — ~(I) C R3, ¢; = (v;(a;),7;(b;)) und da-
zugehoriger rj-Tuben-Umgebung Z(v;(1;),7;), wobei 0.B.d. A. I; = I Vj gelte. Dies
ermoglicht es, jeden Punkt p € €, ; durch lokale Koordinaten (&, 7, () {iber den Zusam-
menhang p = v;(¢) + £e¢ + ne, darzustellen, vgl. Abb. Fern von den Verzweigungs-
punkten p; induziert dieses lokale Koordinatensystem (&,7,() eine Retraktion R; des
GefaBsegmentes auf dessen Achse ~;(1):

R;j :[0,1] x E(y(I),75) — R?, (3.2)
Rj : (6’ (§>777’>’3(C))) = (€£75777’7j(g)) (33)

Man beachte, dass Rj(e, ) : Qy; — Qyep; fiir € > 0 ein Diffeomorphismus ist.

Der Zusammenzug des Gefédlbaums auf eine 1D-Struktur erfolgt in der Umgebung
eines Verzweigungspunktes durch die in Abb. angedeutete Retraktion. Wir ersparen
an dieser Stelle eine langatmige und wenig erhellende analytische Beschreibung dieser
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3 1D-Modellierung

Abbildung 3.2: Einzelner Aderstrang als Tuben-Umgebung und Reskalierung

Abbildung. Zusammenfassend wird das Gebiet eines Aderbaums geometrisch durch die
Knotenmenge {p;};cs und den durch I' : j — ~; zugeordneten Kurven ersetzt.

3.2.2 Analytische Reduktion

Das Stromungsfeld innerhalb eines Geféafiabschnitts sei in lokalen Koordinaten durch

V= v§(€7 7, C)ef =+ vn(fv n, C)en + UC(§7 7, C)eCa mit |(§7 77)‘ < T, C € I? (34)

gegeben. Dann wird das reskalierte Vektorfeld v, fiir € > 0 iiber die Beziehung

Ve = Toeg(RZN(Em O)ec + v (R (Em, Oy + oec(REm Oec (39)

eingefiihrt. Dabei ist die Skalierung so gewéhlt, dass der Massenfluss

/ pv6~dS—/ pv-dS Ve>0
8Qv,57‘ BQ’U,T

erfiillt, also durch die Oberfliche eines zusammengezogenen Gefifles erhalten bleibt. Fiir
den restlichen Abschnitt beschrinken wir uns auf den Fall einer rein axialen Strémung
wie sie z.B. durch ein Hagen-Poiseuille-Profil gegeben ist. Dann vereinfacht sich die
Reskalierung zu

ve(&,m, C)ec = e Pu(e ¢, e, Qe (3.6)

Die Reduktion der Konvektions-Diffusions-Gleichung (2.7]) bedarf somit neben der geo-
metrischen Beschreibung noch der Zuordnung V' : I — R (bzw. M : I — R) der mittleren
Stromungsgeschwindigkeiten v; (bzw. der korrespondierenden Massenfliisse m; = prjz-vj)
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3.2 Analytische und geometrische Reduktion des Ausgangsproblems

Yy ()
Mf (i)
Mt .
(a) Urspriingliche Geféflanatomie (b) Reduziertes Gefidfimodell

Abbildung 3.3: Retraktion eines Verzweigungsbereiches auf eine 1D-Baumstruktur

zu den einzelnen Segmenten «;(I). Die Massenerhaltung fithrt auf Giiltigkeit der Kirch-
hoffschen Regel fiir den Massenfluss m; in jedem Verzweigungspunkt v;:

m; = Z m;. (37)
i€J:f(i)=7

Die Kontraktion des Gefalbaums fithrt zusammen mit der Reskalierung des Stromungs-
feldes auf eine in € parametrisierte Familie von Konvektions-Diffusions-Problemen:

—V - (kVT.) +cpve - VI, =S in Q, (3.8)
T, =1Tj auf 00 '
bzw. in der schwachen Formulierung
Jo 5VTN o+ cpve - VIzpds = [, Spdr Vo € Hy(Q), (3.9)
T. =Ty auf 092. .

Das Ziel besteht darin, das urspriingliche Problem durch ein Grenzwertproblem
zu ersetzen, das aus dem Ubergang ¢ — 071 in bzw. resultiert, bei dem die
Gefifle auf dessen Achsen zusammengezogen wurden und gleichzeitig der fiir die Kon-
vektion verantwortliche Massenfluss hochskaliert wurde. Entlang einer einzelnen Ader
wird das Stromungsfeld v formal durch einen ,,Stromfaden* rgvm&,e( ersetzt, so dass
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3 1D-Modellierung

der Konvektionsanteil der potenziellen Grenzgleichung einen distributionswertigen Ko-
effizienten besitzt,
Ve 1(I(OT: = rivmdyec - VT

in dem das Radonma#f ¢,

[ evav = / ol = [ @)l Ol

auftritt. In Tuben-Koordinaten kann dieses Maf} durch

&y = 6(£,1) @ Xy(1)(C)

beschrieben werden. Entsprechend wird in der Bilinearform (2.7) formal vom Konvekti-
onsanteil

/ cpv -VTpdV
Q

zu

/Q cm@eC Topdy dV

mit dem entsprechenden Massenfluss m = pr2uv,, iibergegangen.

Die Reduktion innerhalb der Verzweigungsgebiete vernachléssigen wir an dieser Stelle
mit dem Argument, dass diese Areale bereits kubisch in r, skalieren (s. Abb. [3.3al), so
dass wir uns allein auf die Massenerhaltung in den Verzweigungspunkten in Form des
Kirchhoffschen Gesetzes beschrianken.

Insgesamt besteht die Hoffnung, dass fiir kleine Aderradien die Charakteristika des
Ausgangsproblems im Wesentlichen erhalten bleiben und sich das Grenzproblem gleich-
zeitig als numerisch handhabbar erweist, was den Speicher- und Rechenaufwand betrifft.
Es ist jedoch zu betonen, dass alle bisherigen analytischen Betrachtungen rein formaler
Natur waren, die einem exakten Unterbau und mathematischer Prézisierung bediirfen.
Dies soll Thema des kommenden Kapitels [4] sein.

3.3 Numerische Vorbetrachtungen

Vor der analytischen Auseinandersetzung mit der Losungsfamilie T aus fithren wir
einige erste numerische Testrechnungen durch. Dabei soll zunéchst der Fall einer rein
axialen Stromung betrachtet werden wie es z. B. beim Hagen-Poiseuille-Profil auftritt.
Der Tangential- und Stromrichtungsvektor e; wird mit e, bezeichnet, um dessen Zu-
gehorigkeit zur Kurve v zu betonen. Es werden homogene Dirichlet-Randbedingungen
auf 02 angesetzt. Unter diesen Voraussetzungen wiirde man rein formal von aus-
gehend fiir ¢ — 0T zu der ,, Variationsformulierung®

ao(To,go):/Q/@VTOVgde—i—/cmep-VTo(pdl:/QSLpdac (3.10)
r

a(To,) bo (To,p)
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3.3 Numerische Vorbetrachtungen

iibergehen. Dabei ist der Integral-Ausdruck fF ... lber den reduzierten Geféafbaum I'
als Summation {iber die einzelnen Kurvenintegrale f,y ... zu verstehen:

7

/ cmer - VIppdl = Z/ cme., - VIppdl.
r i

iel

bo,i (To,»)

3.3.1 Diskretisierung und Lésbarkeit des resultierenden Gleichungssystems

Fiir das Ausgangsgebiet () existiere eine zuldssige Zerlegung T von Tetraedern. Im Hin-
blick auf die Reduktion des Blutflusses auf , Linienstrome* V(i) : t — vp,e,, (t) bzw. Mas-
senstrome M (i) : t — me.,(t) bietet sich die Einbettung der BlutgeféBe als Polygonziige
entlang der Kanten der Tetraeder an. Die Knoten {xz}f\i , des Gitters werden unter-
teilt in solche, die auflerhalb und solche, die innerhalb eines 1D-Aderkantenzuges liegen,
{%}f\i | bzw. {x,}f\i ni1- Als FEM-Ansatzraum werden fiir die Testrechnungen Stan-

Abbildung 3.4: Mogliche Einbettung der 1D-Geféfle als Kantenziige im Gitter

dard P;-Elemente {sz}f\i , verwendet. Obgleich wir nur rein formal von zZu
iibergegangen sind und die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Losungsfamilie
{T:}. im néchsten Kapitel noch bevorsteht, ist anzumerken, dass zumindest auf dem
Unterraum P; C H'(Q) die Bilinearform bg(-,-) wohldefiniert ist. Das Einsetzen der
Ansatz- und Testfunktionen in liefert

AR = / KV ¢V, dV + / cmer - Voo dl
Q r

AKkl bkt

bzw. im speziellen Modellfall (SMP))

L
ARl / KV SV b dV + / emd (0,0, 2)1,(0,0, 2) d.
Q 0
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3 1D-Modellierung

Die Eintriage der rechten Seite weisen keinerlei Besonderheiten auf:

Sl:/quﬁldx.

Fordert man als letztes fiir die Punkte p € P(J)
pedQUT  mitF ={p; € P(J)|Fi,k: f(j)=1iAf(k)=j}, (3.11)

d. h. anschaulich gesprochen, dass der Geféfibaum in €2 nicht ,,abrupt® endet, dann fasst
der folgende Satz die Struktur und Losbarkeit des resultierenden linearen Gleichungs-
systems zusammen.

Satz 3.1. Unter den genannten Voraussetzungen besitzt die Steifigkeitsmatriz Aoy die

Struktur
_ Ay C 0 O
AO[CT AM}JF[O BJ
A

mit der symmetrisch positiv definiten (spd) Matriz A und der schiefsymmetrischen Ma-
trix By, welche aus der Diskretisierung der Linienstréome entlang des reduzierten Gefdfs-
baums I' entspringt. Somit ist das Gleichungssystem

Ay C on] [y
cT Ay + Byl [Py o S

stets eindeutig ldsbar.

BEWEIS. Es ist klar, dass AF = fQ kVr - Vo dr eine spd-Matrix ist. Kurz skizziert
ergibt sich die Schiefsymmetrie von By aus der Divergenzfreiheit der ,,Stromfdden, par-
tieller Integration und dem Verschwinden der dabei auftretenden Randterme auf Grund
der Massenerhaltung in jedem Knoten bzw. der verschwindenden Daten am Rand 0f2.

Fiir ein einzelnes Kurvensegement v; mit dem Tangentialfeld M; : t — m;e,, gilt nach
dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenzsatz fiir allgemeine Mannifgfaltigkeiten:

(b4 .
Wk@lmi’::igai)) =/ divy, (ererMi)
Yi

= / (¢r grad.,, w1, M;) + / (or grad.,, @1, M;)
(3.12)
+/ prpr div M;.
Yi
N—_————
=0
Das letzte Integral verschwindet wegen der Quellfreiheit der Stromung. Um nun die
Schiefsymmetrie nachzuweisen, reicht es aus zu zeigen, dass bei der Aufsummation aller
Kurvenbeitréige > . ; fy_ ... die Randterme der linken Seite wegfallen. Fiir v;(a) € 0Q V

38



3.3 Numerische Vorbetrachtungen

~i(b) € 0N ist der einzelne Beitrag auf Grund der Randdaten gleich 0. Die Kirchhoffsche
Regel (3.7) fiir unser Gefé-Netzwerk bedingt dann fiir die Summe der Randbeitrige

> oo ) =3 {%(pz‘)w(pi)mz‘ - > ‘Pk(pi)wl(pi)mj} =0

i€l €T JEF~1(5)

Damit folgt aus (3.12]) die gewiinschte Gleichung bo(pk, w1) + bo(¢1, ¢x) = 0.
Sei nun x eine Losung des homogenen Gleichungssystems

(A+ B)x =0.
Bildet man das Skalarprodukt mit x und transponiert die entstandene Gleichung
xI'(A+B)x=0
unter Beriicksichtigung der Symmetrie von A und der Schiefsymmetrie von B,
xT(A-B)x =0,
so folgt durch Addition beider Gleichungen, dass
xTAx =0

sein muss. Die spd-Eigenschaft der Matrix A impliziert nun x = 0 und damit die ein-
deutige Losbarkeit des System (A + B)x = b.

Bemerkung 3.2. Die Eigenschaften des Systems stellen in gewisser Weise die diskreten
Analogien einiger analytischer Charakteristika der Gleichungen dar, insbesondere,
was die Schiefsymmetrie ,,des Konvektionsanteil* By und die sich daraus ergebene Sta-
bilitdt und eindeutige Losbarkeit anbelangt.

Bemerkung 3.3. Eine mogliche Einbettung der Kurven +; entlang der Kanten einer
Triangulierung ist nicht zwingend notwendig. Der Beweis ist so angelegt, dass im all-
gemeineren Fall einer vom Gitter gelosten Realisierung des Gefaflbaums die Aussagen
giiltig bleiben, so lange man die Bedingung beibehilt und stetige Ansatzfunktio-
nen verwendet. Bei einer Realisierung entlang der Kanten des Gitters und Benutzung
von Pi-Elementen hingegen verschwindet jeder Randterm aus der partiellen Integration
fiir sich, da die nodale Basis {(;Sl}f\i , die Identitét ¢;(x;) = d;; erfiillt.

3.3.2 3D-Testproblem

Nachdem die Losbarkeit des aus der Diskretisierung resultierenden Gleichungssystems
belegt wurde, sollen einige Testsimulationen zur prinzipiellen Uberpriifung des Ansat-
zes an dem 3D-Standardmodell mit ¢ = 0 durchgefithrt werden. Dieses wird
einerseits mit einem herkémmlichen FEM-Ansatz unter Verwendung der Standard P;-
Elemente und andererseits durch den dazu korrespondierenden Linienfluss-Ansatz ((3.10))
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3 1D-Modellierung

diskretisiert. Die beiden Modelle wurden mittels FreeFem++ umgesetzt, einer in C++
implementierten Sprache zur Losung partieller Differentialgleichungen mittels finiter
Elemente. Das Programm steht unter der Gnu Public Licence Version 2 (GPLv2), ist
frei unter http://www.freefem.org/ff4++ verfiighar und bietet mit dem Manual [36] eine
ausfithrliche Anleitung und zahlreiches Demonstrationsmaterial. Das axialsymmetrische
Problem kann vermoge der Variationsformulierung

lv Tt lv Tt
/ / (0, TOp + 0, TO,p)rdrdz = / / Serdrdz
o Jo o Jo

als 2D-Problem in FreeFem++ aufgefasst werden. Fiir das Simulationsgebiet werden

Gewebe Wirme Elektrische Dichte Wiérme-
Leitfahigkeit | Leitfahigkeit kapazitit
K o P c

W/m/K] [1/m/Q] | [kg/m?] | [J/kg/K]
Fett 0.210 0.04 900 3,500
Tumor 0.642 0.80 1,000 3,500
Blase 0.600 0.60 1,000 3,500
Niere 0.577 1.00 1,000 3,500
Leber 0.640 0.60 1,000 3,500
Muskel 0.642 0.80 1,000 3,500
Knochen 0.436 0.02 1,600 1,000
Aorta 0.506 0.86 1,000 4,186
Darm 0.550 0.60 1.000 3,500

Tabelle 3.2: Materialeigenschaften verschiedener Gewebetypen

die Geometrie- und Fluss-spezifischen Daten gem&fl Tab. gewdhlt, wobei hier bei-
spielhaft ein arterieller Hauptzweig zu Grunde gelegt wird: r, = 0.5mm, I, = 10cm
und r; = 20 - 7, = 1cm. Eine passende Starttriangulierung ist in Abb. zu sehen.
Zur Verdeutlichung des konvektiven Einflusses auf die Temperaturverteilung wird die
Stromungsgeschwindigkeit v, = 8 ¢m/s in einem Bereich von zwei Zehnerpotenzen va-
riiert.

Die Taylor-Entwicklung sagt bei Verkleinerung von r, grob eine quadratische
Reduktion des relativen Fehlers voraus. Um dies numerisch zu untersuchen, wird die
gleiche Problemklasse nochmals mit einem Radius 7,/10 bei ansonst gleichbleibenden
Parametern betrachtet. Stellvertretend fiir die verschiedenen Typen wurden hier als ein-
bettendes Gewebe Fett-, Darm- und Tumor- bzw. Muskelgewebe herausgegriffen. Die
physikalischen Parameter aus Tab. (Lang et al. [53, Tab. 1]) werden verwendet.
Die elektrische Feldstérke |E| des Mikrowellenfeldes E ist mit |E| = 315000.0 V/m so
gewahlt, dass der Quellterm S = %|E2| eine hyperthermietypische Temperaturerhohung
von 5°C im Tumorgewebe bewirkt.
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3.3 Numerische Vorbetrachtungen

Simulationsergebnisse. Die FEM-Losung sei mit 7', die Linienfluss-Losung hingegen
mit T, bezeichnet. Um beide Anséitze miteinander vergleichen zu kénnen, bedienen wir
uns der L?- und H'-Norm des Absolutfehlers 8,7 = T — T; und des entsprechenden
relativen Fehlers 8,47, der durch 0, = ||8ansT||x /||| x mit X = HY(Q), L?(Q2) definiert
ist. Des Weiteren fithren wir eine ,,cutt-off“ Version dieser Fehler ein,

Lo ¢
H5abST”%2(Qt\Qu,2rv) :/0 /2 ((5absT)27“d7’dz

bzw.

ly I
WasT o ) = / / Ve T Prdrds,
o 0 Jor,

da einerseits der Natur des Linienflussansatzes geméfl ein grofler Fehleranteil in oder
,nahe* €, lokalisiert sein sollte, andererseits aber dieser Anteil im gegebenen Anwen-
dungsfall irrelevant ist, da man nicht an einer Feinauflosung des Temperaturprofils in-
nerhalb der Ader interessiert ist, sondern nur an dem durch die Konvektion bedingten
Temperatureffekt im umliegenden Gewebe.

Gewebe | 7, Umn, L?>-Fehler  H'-Fehler | L?-Fehler = H'-Fehler
mit cutoff mit cutoff

Fett 1071 | 1.70495¢-3  7.95254e-3 | 1.37982e-3  2.98274e-3
-1 -1 1.60058e-2 7.93733e-2 | 1.44364e-2 2.15919e-2

-10 7.22307e-2  3.00559%-1 | 6.51652e-2 9.95862¢-2

1071 | 1.34522e-5  5.54308e-5 | 1.12465e-5 5.48599e-5

1070 1 1.80364e-4 5.96657e-4 | 1.57523e-4 5.92231e-4

-10 1.58482e-3  4.96397e-3 | 1.40772e-3 4.87597e-3

Darm 1071 | 7.38049e-4  2.20239e-3 | 5.82597e-4  1.62666e-3
-1 -1 6.34451e-3  3.50688e-2 | 5.53942e-3 9.36718e-3

-10 4.54583¢-2 1.97611e-1 | 4.12283¢-2 6.16478e-2

1071 | 1.66252e-6  6.42089¢-6 | 1.38475e-6 6.35587e-6

1070 1 6.58652e-5  2.43403e-4 | 5.69556e-5 2.40723e-4

-10 7.38368e-4  2.22926e-3 | 6.08684e-4 2.21836e-3

Tumor 1071 | 5.59693e-4  2.12826e-3 | 4.44676e-4  1.09912¢-3
-1 -1 5.44939¢e-3  3.04104e-2 | 4.70836e-3 8.20863e-3

-10 4.08236e-2 1.80368e-1 | 3.69257e-2 5.54077e-2

1071 | 4.36439¢-6  1.79686e-5 | 3.66466e-6 1.78051e-5

1070 1 5.30081e-5 1.95094e-4 | 4.53706e-5 1.92728e-4

-10 5.79328e-4 1.91251e-3 | 4.83037e-4 1.89889¢-3

Tabelle 3.3: Relativer L2- und H!-Fehler zwischen Standard FEM- und Linienflussdis-
kretisierung

Die prinzipielle Temperaturverteilung ist exemplarisch in [3.6]dargestellt, wihrend man
in und einen vergroferten Ausschnitt mit der dazugehorigen Temperaturskala
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3 1D-Modellierung

findet. Die in den Grafiken présentierten Ergebnisse sind alle auf einem Testgebiet mit
Gefafiradius r, = 0.5 mm errechnet worden. Fiir v,,, und v,,-10 ist der konvektive Einfluss
auf das Temperaturprofil deutlich zu sehen.

In Tab. ist der relative Fehler in den unterschiedlichen Maflen wiedergegeben. Es
ist klar zu erkennen, dass die Fehler dem Anstieg der Durchflussgeschwindigkeit von
U - 1071 zu vy, - 10" entsprechend linear um jeweils eine 10er Potenz wachsen.

Betonenswert ist die Tatsache, dass man — unter Beibehaltung aller anderen Pa-
rameter — bei Verkleinerung des Radius um eine Zehnerpotenz die von der Taylor-
Approximation vorhergesagte Reduktion des relativen Fehlers um einen Faktor
von 1072 in allen Normen beobachtet. Damit scheint sich die Asymptotik und die damit
verbundene Brauchbarkeit des Ansatzes fiir kleine Adern zu bestétigen.

Waihrend die ,,cut-off“-Variante bei dem L2-Fehler und insgesamt fiir 7, = 0.05mm
keine nennenswerte Reduktion bewirkt, ist der Einfluss in der H!'-Norm fiir den Fall
ry, = 0.5mm klar ersichtlich. Das Abschneiden reduziert den Fehler jeweils auf ca.
ein Drittel, obwohl das Volumen des ausgeschnittenen Gebietes nur ein Hundertstel
des Gesamtvolumens ausmacht. Im ,, Extremfall“ einer zehnfach héheren Durchflussge-
schwindigkeit als der physiologisch vorkommenden erweist sich die Linenfluss-Variante
mit einem relativen Fehler zwischen 5.5 % und 9.9 % noch als ausreichende Ni#herung.
Bei Verwendung der physiologischen Stromungsrate sind die Abweichungen in der Regel
kleiner als 2% in der H'-Norm und stellen somit eine gute Anniherung an das Origi-
nalmodell dar. Die aus Abb. [3.9] ablesbare, punktweise Temperaturabweichung beider
Modelle bewegt sich im relevanten Gewebegebiet innerhalb des fiir eine Hyperthermie-
Anwendung akzeptablen Bereiches von 5- 1074 °C bei vy, - 107! bzw. 2.5 - 1072°C bei
Um - 101 . Somit scheint das diskretisierte reduzierte Modell ein brauchbarer Ersatz
fiir die vollstéindige Diskretisierung einer stationédren Diffusions-Konvektions-Gleichung
zu sein.
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3 1D-Modellierung

(a) FEM-Diskretisierung

(b) Linienapproximation

Abbildung 3.6: Prinzipielle Temperaturverteilung im Darmgewebe mit v, - 10!
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IsoValue

W2.4612

W2.58743
W2 71364
M2 83986
W2 96608
W3.09229
W3.21851
W3.34472
W3.47094
W3.59716
W3.72337
W3.84959
W3.9758

M4 10202
W4 20824
W4.35445
M4 48067
W4.60689
W4.7331

W5.04864

(a) FEM-Diskretisierung

IsoValue

W4.22536
W4.35175
W4.47814
W4.60453
M4 73092
W5.0469

(b) Linienapproximation

Abbildung 3.7: Temperaturverteilung im Darmgewebe — Vergroflerter Ausschnitt
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3 1D-Modellierung

IsoValue

(a) FEM-Diskretisierung

IsoValue

4.10124
W4.22744

M4.35363
W4.47982
M4.60601
W4 7322

W5.04768

(b) Linienapproximation

Abbildung 3.8: Temperaturverteilung im Tumorgewebe mit vy, - 107!
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4 Mathematische Analysis

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die heuristischen Uberlegungen und numerischen Testrech-
nungen zur 1D-Reduktion kleiner Geféfle mathematisch zu beleuchten. Als erstes stellt
sich sicherlich die Frage nach der exakten Formulierung der angedeuteten Grenzgleichung
von bzw. in einem geeigneten Funktionenraum. Dies erweist sich insofern als
nicht-trivial, als dass die Koeffizienten des Konvektionsoperators v, - V nicht beschriankt
bleiben, sondern stattdessen gegen eine Liniendistribution bzw. -mafl in D’(Q2) konver-
gieren. Fiir das Standardmodell gilt beispielsweise

lim e 2v(e71r) = r2v,,0;  in D'(Q), (4.1)

e—0t

mit der in (2.10]) definierten mittleren Geschwindigkeit vy, und

l
51(f):/0 £(0,0,2)dz fiir f € C(Q).

Da im restlichen Verlauf dieses Kapitels das Hauptaugenmerk auf die Erlangung des
mathematisches Versténdnisses fiir die Losungsfamilie {7 }_ gelegt werden soll, wechseln
wir von der physikalisch motivierten Bezeichnungsweise hin zu einer in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen iiblichen Notation. Innerhalb von Abschétzungsketten
wird eine generische Konstante C' zur Vermeidung zusétzlicher Indizes verwendet.

Das Gebiet €2 sei ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, so dass die klassischen Randin-
tegralsitze und die wichtigen Sétze iiber Spuren, Fortsetzungen, Einbettungen etc. fiir
Funktionen aus dem Sobolev-Raum H'(f) zur Verfiigung stehen. Mit Blick auf die
Integration des hier vorgestellten Ansatzes innerhalb einer Mehrskalenmodellierung be-
trachten wir eine Familie von partiellen Differentialgleichungen der Art

Leue = _8i(aij8jua) + béazua + cue = fv (4'2)

mit dem Operator L. in Divergenzform (man beachte die Einsteinsche Summenkonven-
tion). Dies gestattet es, je nach Anforderung verschiedene Modelle in der Mikroskala
einzubinden, beispielsweise eine klassische Pennes-Gleichung mit ¢ = (pc)pwp und
a” = k6% oder eine Gleichung nach Klinger, Weinbaum oder Deuflhard und Hochmuth

mit einem effektiven, anisotropen Konduktivititstensor a¥ = /-igf.

Annahmen 4.1. Die Koeffizienten des Operators L. erfiillen folgende Bedingungen:
i) a¥, b, ce L>®(Q) (Messbarkeit und Beschrinktheit),
ii) (a%);; sei symmetrisch und es existiere ein A > 0 mit
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iii) divb, =0 (Quellfreiheit /Inkompressibilitét),
iv) va,s|bg\ de <C Ve>0 (L*-Beschriinktheit),
v) ¢>0,

wéihrend fiir die rechte Seite f
vi) f e L>®(Q), L*(Q) oder € H1(Q)

gelte.

Falls zwischenzeitlich modifizierte Voraussetzungen notwendig sein sollten, gehen wir
darauf an gegebener Stelle ein.
In den kommenden Ausfithrungen konzentrieren wir uns auf den Fall

Louc.=f in Q,
Ue = ¢ auf 0§2,

mit Dirichlet-Randbedingungen g € H'/2(dQ). Der fiir Lipschitz-Gebiete surjektive
Spur-Operator T' : H'(Q) — H'/?(9Q) erméglicht es durch Verwendung einer geeig-
neten Spur 7(§) = g fiir § € H'(Q), das Dirichlet-Randwertproblem in der schwachen
Formulierung

{as(usa U) = <f7v>(H—1(Q),Hé(Q)) Vv € Hol (9)7 (43)

Us — § € HS(Q)

unter Verwendung der Bilinearform

as(u,v) = / aijﬁiué?jv d:v—i—/ bé@iuv + cuv dx
Q 0

-~

=:a9(u,v) =:be (u,v)

zu beschreiben. Dieses Randwertproblem kann iiber

(4.4)

Leiie = f—Lg=f- inQ,
=0 auf 092,

auf den Fall verschwindender Randdaten reduziert werden, deren Variationsformulierung

{@e(f"aav) = <.]E57'U>(H—1(Q),Hé(ﬂ)) Vo € H(KQ)’ (4.5)

. € HY(Q)

lautet.

Eine entscheidende Annahme in fast allen nachfolgenden Betrachtungen ist die Inkom-
pressibilitidt der Transportfliissigkeit, vgl. Abschnitt da sie fiir homogene Dirichlet-
Randbedingungen die Elliptizitat der zu L. assoziierten Bilinearform sichert (de facto
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4 Mathematische Analysis

reicht die Annahme —% divb + ¢ > 0 auf Q). Mittels partieller Integration erhélt man
fiir den Anteil b.(u,v) die Identitét

/bé@iuvdx:/ bg-nuvdS—/béﬁwudw, (4.6)
Q [2/9] Q

wodurch a(+,-) als Summe

g 1 . , 1
as(u,v) = / a" Ojudjv dx + / (béaiuv dx — bé@ivu) dx + / b. -nuvdS (4.7)
Q 2 Ja 2 Joo
einer symmetrischen, e-unabhéngigen, einer schiefsymmetrischen Form und eines Rand-

terms darstellbar ist. Dank dieser Zerlegung und der Annahme ist wegen
)\/ \Vu|?dz < ag(u,u) = a(u, u)
Q

die Bilinearform-Familie a.(-,-) beziiglich e gleichm#fig elliptisch auf H{(Q) x H(Q).
Daher sichert der Satz von Lax-Milgram die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
il € HE(Q) des Problems (4.5) und damit die eindeutige Losbarkeit von (4.3)).

Mit diesen Voraussetzungen wird die Randwertaufgabe bzw. in den kom-
menden Abschnitten aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet. Zunéchst wird in
die gleichméBige Beschrianktheit der Losungsfamilie {u.}. nachgewiesen. Abschnitt
stellt einen theoretischen Rahmen vor, der benutzt wird, um den geeignet interpretierten
Grenzwert ug als Losung einer partiellen Differentialgleichung mit distributionswertigen
Koeflizienten zu formulieren. Abschlielend wird in das Konvergenzverhalten im klas-
sischen Funktionenraum H'(£2) untersucht.

Zu Beginn der analytischen Untersuchungen seien noch zwei Sétze aus der Funktio-
nalanalysis zitiert, von denen im weiteren Verlauf des Ofteren Gebrauch gemacht wird.

Satz 4.2. FEs sei H ein Hilbert-Raum und {xy}, eine beschrinkte Folge in H. Dann
gilt:

i) Es existiert eine schwach konvergente Teilfolge {xy, } von {xy}n,

Ty, — T.

i1) Besitzt jede schwach konvergente Teilfolge den gleichen Grenzwert x, so konvergiert
die gesamte Folge {xy}, schwach in H gegen x,

H
Ty — .
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4.1 GleichmiBige Beschrinktheit der Losungsfamilie

BEWEIS. Fiir den Beweis vonfi)[s. [33, S. 85]. Die 2. Aussage ergibt sich aus der Tatsache,
dass bei angenommener Nicht-Konvergenz eine Teilfolge {zy, }, extrahiert werden kann,
so dass fiir ein y € H die Ungleichung

(zp, —z,y)| >0>0, VkeN

gelten muss. Da {xy,, } als beschrankte Folge nach undebenfalls eine zu x schwach
konvergente Teilfolge besitzt, ist dies ein Widerspruch zur vorherigen Ungleichung.

Im Hinblick auf die Betrachtungen in [4.3] wappnen wir uns noch mit dem folgenden Satz:

Satz 4.3. Es sei F' ein separabler Banach-Raum, E = F' und {l.}. eine beschrinkte
Familie in E. Dann gilt:

i) Es existiert ein lg € E und eine Teilfolge {l, }, mit

le, = o (schwach-* in E).

it) Besitzt jede schwach-x konvergente Teilfolge denselben Grenzwert ly, so konvergiert
die gesamte Familie gegen ly in der schwach-x Topologie.

BEWEIS. Yosida []7].

4.1 GleichmaBige Beschranktheit der Losungsfamilie

loc

Trotz der Tatsache, dass lim+bé € D'(Q)\ L (Q) bleibt {u.}. in HY() und L>®(Q)
e—0

beschréankt. Dies soll in den folgenden zwei Abschnitten dargelegt werden.

4.1.1 Beschrinktheit in H'(Q)

Dazu notieren wir zunéchst die

Feststellung 4.4. Die schwache Losung ii. € HE(Q) der Gleichung (4.5) erfiillt

e || 110y < Cllfell 10
mit einer von € unabhdngigen Konstanten C.

BEWEIS. Dies ist eine einfache Folgerung aus der Darstellung (4.7)):

ey ~ A [ (VP do = aniie 52 + b (e )
Q N——

= (f, te) (1), 12 ()

< el -1 (e - el ay

o1



4 Mathematische Analysis

Korollar 4.5. Die Losungsfamilie {u.}, fir das (homogene) Dirchlet-Problem (4.3) mit
g = 0 ist beschrinkt in H'(Q), da f. = f ist.

Bei inhomogenen Randdaten folgt dies nicht automatisch aus dem bisher Gesagten,
da die Reduktion (4.4)) auf das homogene Randwertproblem (4.5)) die Anwendung des
Operators L. auf die nicht-verschwindende Funktion g beinhaltet. Es gilt jedoch die

Feststellung 4.6. Es sei g € CY*(Q) und Q sei ein CH*-Gebiet mit o € (0,1). Ist
f € L™(Q) mit r > np/(n + p), dann bildet {u.}. eine beschrinkte Menge in H(Q).
Insbesondere existiert eine Teilfolge {uc, }1 und ein ug € H*(Q), so dass

Ug, — Uup Schwach in Hl(Q)

BEWEIS. Die Annahmen des Satzes an g und Jf) garantieren dank [33, Thm. 8.34] die
Existenz einer Losung des Problems

AUy =0 in Q,
Uolpo=g  auf o0,

mit |Up|1,0,0 < Clgl1,a,00, insbesondere |[|[VUp|[| () < 0. Somit ist v := ue — Uy €
H} (). Dies erméglicht uns unter Verwendung von ([4.3]) und (4.6) die Abschitzung

)\/ ’vva’2 < aD(Uaava) = aa(va,va)
Q
= ae(uz-:yvs) - CLE(U(), Uz—:)

SHmeWﬂw@+CWMMWM%an+LWwV%%W$

R

zu erhalten. Satz aus dem kommenden Abschnitt zeigt, dass unter den gemach-
ten Voraussetzungen [|uc|| () gleichmiBig beschréinkt bleibt, so dass mit der Annah-

me (L]
Rsrw%mmmw%—%mwmémwmsc

geschlussfolgert werden kann. Hieraus ergibt sich fiir eine geeignete Konstante C' insge-
samt die Abschitzung

lvell7r (@) < Clllvell ) +1)

und somit die gleichméBige Beschrénktheit von {v.}. und damit wegen der Dreiecksun-
gleichung [Juc || g1(0) < [|Uoll g1 (o) + lvell g1 () sogleich die von {uc .. Die Existenz einer
schwach konvergenten Teilfolge kann nun aus gefolgert werden.

Bemerkung 4.7. Die Voraussetzungen 992 € C1 und g € C1*(Q) dienten nur dazu,
die Existenz einer Losung der Laplace-Gleichung mit beschrdnkter Ableitung zu sichern.
Jede andere Bedingung, die die Existenz einer solchen Losung garantiert, wéire dhnlich
zweckdienlich.
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4.1 GleichmiBige Beschrinktheit der Losungsfamilie

4.1.2 Beschranktheit in L>°(0)

Um einige erste instruktive Einsichten zu erhalten, untersuchen wir zunéchst fiir das
Modellproblem unsere Familie {u. }_ mit dem reskalierten Hagen-Poiseuille-Fluss
b-es. Als weitere Vereinfachung nehmen wir xk; = k, = const an, was gemifl der Abwei-
chung der Koeffizienten nach Tabelle und angesichts der Voraussetzung || > ||
sicherlich eine sinnvolle Ndherung ist. Das Standardparadigma zur Herleitung der steti-
gen Abhéngigkeit von den Ausgangsdaten besteht aus der Kette

Maximumsprinzipen

l

Konstruktion von Barrierefunktionen

l

Stetige Abhéngigkeit von den Ausgangsdaten.

Auf Grund der Unbeschriinktheit der Netze {b’}. in L°°(£2) ist es zuniichst nicht moglich,
{uc}e gleichmifig in L*°(2) zu beschrinken, geschweige denn fiir ¢ — 0 auf eine
gleichméflige Stabilitéit fiir u. von den Ausgangsdaten g und f zu schlieen. Es ist nicht
klar, ob die Schranken ||b}]| der Koeffizienten b. in die Stabilititskonstanten in der Art

. 0t . .
und Weise eingehen kénnen, dass ||b%]~ 2%, o nicht deren ,Blow-Up* bewirkt. Das
dem jedoch so ist, besagt die

Feststellung 4.8. Es sei u. €C?*(Q) N C(Q) die Losung des Randwertproblems

Lous = —kAuz +b:0z5u. = f in
Ue = ¢ auf 01,

mit f € C(2), g € C(0Q). Dann gilt

uellLoe (@) < lgllee o) + Cll fllLoo ()
mit einer von € unabhéngigen Konstanten C.

BEWEIS. Im Wesentlichen fufit dieser auf einer genauen Beobachtung des Beweises im
e-unabhingigen Fall, hier aus [35] entnommen, unter Verwendung einer angepassten
Barrierefunktion w mit

L.ow > |Loug|  in
w > |ug auf 0€.

Mit Hilfe der aus dem schwachen Maximumsprinzip resultierenden inversen Monotonie
des Operators L. (s. [35]) folgt

w > |ue| auf Q,
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so dass nur ein geeignetes w gefunden werden muss. Mit den Bezeichnungen F' = || f|| o,
G = ||g|loc wéhlen wir
w= G+ (e — ea(x”d))F

mit d = ry, a > ﬁ und insbesondere x; mit e; | e3. Die Anwendung des Operators L.

fithrt auf
Low = pale®@itd) p b€6z3ea(“+d) > F.
— —_—
>1 =0

Definitionsgeméf gilt w|spq > +uclgq, so dass w eine Barrierfunktion darstellt, d. h.
w > |ug| auf Q bzw.
Jue(@)] < G + (e — X,

insbesondere
|luelloo < G+ (ead —1)F.

In der vorherigen Betrachtung haben wir weniger von der Bedingung divb. = 0 als
mehr von der Existenz einer geeigneten Barrierefunktion w mit b, L Vw Gebrauch
gemacht. Nach diesem kurzen instruktiven Ausflug kehren wir zuriick auf unsere Aus-
gangsbedingungen i) hv) |und weisen die gleichméfige Beschranktheit von u. in Form
eines e-unabhéngigen Stabilitdtsresultats nach. Fiir dessen Formulierung und Beweis er-
innern wir noch an die fiir eine H'-Funktion v mogliche Zerlegung in u = ut — u™,
ut € HY(Q).

Definition 4.9. Fiir u, v € H*(Q) definieren wir
i) u<wvauf 9Q, wenn (u—v)T € H}(Q) erfiillt,

ii) supu =inf{k |u <k, k€ R},
o0

S infu— — B
iii) infu sgg)( u),

iv) |Jull Lo a0y = sup |ul.
o0
Satz 4.10. Die Operatorfamilie L. erfille die Bedingungen [4.1}, [i) Jv) ]| und u. ldse das

Randwertproblem ([£.3) mit f € L™(Q) fiir r > np/(n + p) und g € H*(Q). Fiir jedes
p > n geniigt us der Abschdtzung

|tell oo () < Nl oo (a0 + CHfHan/<n+p>(Q)|Q|1/n_1/p (4.8)

mit einer von e-unabhdngigen Konstante C.

BEWEIS. Der Beweis besteht wiederum in einer griindlichen Inspektion des Beweises des
»Kklassischen“ schwachen Maximumsprinzips fiir schwache Losungen, s. [16, S. 9], deren

Darstellung wir im Wesentlichen folgen. Ausgehend von einer Unterlosung uS, die durch
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4.1 GleichmiBige Beschrinktheit der Losungsfamilie

as(us,v) < (f,v) Yo € C§°(2), v > 0 definiert ist, zeigt man die Giiltigkeit einer oberen
Schranke in der Form

supus < supus + Cll £l prwsnrm gy |27,

mit einer e-unabhéngigen Konstante C, was automatisch durch Betrachtung von —u.
eine analoge Aussage fiir eine Oberlosung uZ impliziert. Dies liefert dann wegen sup |u| =
max{sup u, —inf u} die gewiinschte Abschétzung fiir eine Losung u.. Daher setzen wir
im Folgenden u. als Unterlésung voraus.

Es sei l. = supuZ. Wir nehmen sup vl > [ an und setzen fiir k¥ > [, die Testfunktion

o0 Q
e = (ue — k)T in ac(+,-) ein. Da
Ue = e — (ue — k)" +k und |[{p:>0}N{(u—k)” >0} =0,

folgt hieraus unter Beachtung von (4.6)) und der Ellipitizitéit

ac(ue, pe) = / (a" 010200 + b.Oipepe + cp?) da + k/ cpe da
Q Q

= / aij(?icpgaj% + C(k + (Pa)SOa dx
Q —

>0
1 . . 1
+ / (béai@aSDa - béai@a%s) dr + / b: ' n (pg ds
2 Q 7 2 90 \_,0./

ZA/\V%]?dag.
Q

Der Randterm fillt wegen u. < k auf 9, also . € H} () nach Definition |4.9| weg. So-
mit liegt keine e-Abhéngigkeit mehr in den folgenden Abschétzungskonstanten vor. Der
Rest des Beweises folgt der Darstellung [35], wobei mit der schon gezeigten eindeutigen
Losbarkeit einige Vereinfachungen einhergehen.

Aus der Definiton einer Unterldosung folgt unter Anwendung der Holder-Ungleichung
aus Anhang und des Sobolev’schen Einbettungssatzes die Abschétzung

3 [ 196l o < (Fr) < Ul el e A2

Dabei wurde von den Bezeichnungen p, = np/(n + p), 2* = 2n/(n — 2) und
A(k) ={z € Q| u(z) > k}

Gebrauch gemacht. Nach Multiplikation mit A und der § Version der Cauchy-Ungleichung
aus erhalten wir die Abschétzungskette

IVe|2s < 8llpell p2r + CsF2|A(k)|*2/P
< 8C|| Vel 2 + CsF2|A(k)| 2,
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wobei F' = ||f||zr- gesetzt wurde. Nach Wahl von § = 2/C haben wir einerseits die
Ungleichung W n
H Y ‘P5HL2 < CFQ‘A(k)yl/Qfl/p

bzw. nach einer erneuten Anwendung des Sobolev’schen Einbettungssatzes
el 2+ < CF?|A(R)|M/27 1P, (4.9)

Andererseits folgt aus der Definition von ¢, und A(k) fir h > k

AN Vo e — )22 -
</A<h)(h B)? dr) s</ (e — B2)Y2) < [l

A(k)
und somit
el o > (h — k)| AR Y fir h > k. (4.10)
Aus (4.9) und (4.10]) resultiert die Beziehung
2*
|A(h)| < mm(m”/(“?)'p/@” fiir b > k> 1.

Nach Lemma [A.3] ist damit
|A(l4+d)| =0 fiir d = CF|A(l)|Y/" 1o/ (n=2)-(0=2)/p,
Dies ergibt unsere gewiinschte Abschitzung

esssupu <l +d <supu-+ CF|Q|1/7’L—1/p,
Q o0

mit einer von e-unabhdngigen Konstanten C.

Bemerkung 4.11. Insbesondere im Anwendungsfeld der Hyperthermie, bei der nur
Leistungsdichten f € L>®(Q) C L™/(+P)(Q) vorkommen, ist die gleichmiBige, stetige
Abhéangigkeit von den Ausgangsdaten gesichert.

4.2 Formulierung der Grenzgleichung in einer Sobolev-Algebra

Nach den Untersuchungen des Netzes {u.}. in den klassischen Funktionrdumen L>(2)
und H'(Q) widmen wir uns nun dem Rahmen zur Formulierung einer geeigneten Grenz-
gleichung. Problematisch erweist sich hierbei der durch die Konvektion bedingte Anteil
be(-,-) in der Variationsformulierung, da mit Satz einerseits und andererseits,
nicht miteinander vertrégliche Konvergenzen vorliegen. Da b, ein Radon-Mafl mit Tréger
auf einer Mannigfaltigkeit der Kodimension n—1 = 2 darstellt und somit keine Spur von
vOjug auf dieser sinnvoll definiert werden kann, ist es a priori nicht méglich, von dem

Ausdruck ac(ue,v) in (4.3) zu

ao(up,v) = /Qaijaiuoﬁjv dx + /Q by Oyuov do = (f0)m-1(@),m11 )
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4.2 Formulierung der Grenzgleichung in einer Sobolev-Algebra

iiberzugehen. Ein wesentliches Problem bei der Herleitung einer Grenzgleichung besteht
darin, ein sinnvolles Produkt der beiden Distribution b € D'(2) und ug € H(Q)
zu definieren. Es ist bekannt, dass im Rahmen der klassischen Distributionentheorie
eine Multiplikation mit ,natiirlichen Eigenschaften“ wie Assoziativitit, passende Ver-
triglichkeit mit Ableitungsoperatoren usw. nicht existiert (vgl. auch Satz . Um also
eine mogliche Grenzgleichung mit einer Liniendistribution als Koeffizient in dem Opera-
tor formulieren zu kénnen, ist es notig, den traditionellen Rahmen von Sobolev-Riumen
und Distributionen zu verlassen. In dieser Arbeit besteht jedoch kein Platz, um auf die
Theorien ,,verallgemeinerter Funktionen®, die einer mdoglichen, sinnvollen Multiplikati-
on von Distributionen zu Grunde liegen, in all ihren Details einzugehen. Wir skizzieren
daher an dieser Stelle nur die Problematik und versuchen ein heuristisches Versténdnis
fiir die Ansétze dieser Theorien zu schaffen, um anschliefflend den fiir uns notwendigen
Minimal-Apparat bereitzustellen. Fiir eine tiefergehende Lektiire zu den verschiedenen
Facetten und Anwendungsfeldern sei auf Colombeau [I8, 19], Oberguggenheimer [61]
und Nedeljkov [60] verwiesen. Die Master-Arbeit [72] bietet eine schnelle Einfithrung in
die Thematik, wihrend [20] einen mehr intuitiven Zugang zur Theorie bereitstellt.

4.2.1 Problematik bei der Multiplikation von Distributionen

Zunéchst seien nochmals exemplarisch die Schwierigkeiten zur Definition einer sinnvollen
Multiplikation von Distributionen veranschaulicht. Der Unmoglichkeitssatz von Schwarz
am Ende dieses Abschnitts zeigt dann auf, das es keine die Distributionen enthaltende
Differential-Algebra geben kann, die zugleich C° als Unter-Algebra enthélt.

Beispiel 4.12 (Assoziativitét). Die Produkte der Distributionen

(p.v.l,gp) = lim / de
xz [—e,elc

e—0t X

(@) = [ apla) da

und
(6, 0) = ¢(0)
sind in der Form
1
pv.—-x=1
T
und
z-0=0

moglich. Die Annahme einer assoziativen Multiplikation innerhalb des Raums der Dis-
tributionen fithrt dann jedoch auf die absurde Schlussfolgerung

1 1
5—(p.v.;-x)'é—p.v.;-(x-é)—0.
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Beispiel 4.13 (Potenzen der Heaviside-Funktion). Die Heaviside-Funktion als ‘In-

stantan-Impuls“ ist durch
1 falls >0
H(z) = alls >0,
0 falls <0

gegeben.  Naives“ Multiplizieren und Ableiten zeigt die Unvertriglichkeit dieser Opera-
tionen:

H"=H (klassische Multiplikation)
nH" 'H = H' (Leibniz’sche Produkregel)

ergibt fiir n = 2 und nach Multiplikation mit H

H*H' = %HH’

was unter Verwendung der 1. und 2. ,Identitéat* auf
1 1
*H/ — 7H,
3 4
fithrt. Das kann wiederum wegen
H' =6+#0 inD'(R)
nicht gelten.

Die in den vorgehenden Beispielen sich herauskristallisierenden Schwierigkeiten finden
in dem Unmoglichkeitsresultat von Schwartz ihren vorerst theoretischen Abschluss, der
an dieser Stelle der Vollstédndigkeit halber zitiert werden soll:

Satz 4.14 (Unmédglichkeitsresultat von Schwartz). Gegeben sei eine Algebra A,
die die Algebra C°(R) aller stetigen Funktionen auf R als Unteralgebra enthilt. Die
Funktion 1 € C°(R) sei das Einheitselement in A. Weiterhin existiere eine lineare Ab-
bildung 0 : A — A, die eine Fortsetzung des Ableitungsoperators 0 : C*(R) — C°(R) auf
A darstelle und die Leibniz’sche Regel O(a - b) = (0a) - b+ a- (0b) erfille. Dann muss
0%(|z|) = 0 gelten.

Korollar 4.15. Es kann keine Algebra A geben, die die Distributionen D'(R) und gleich-
zeitig C°(R) als Unteralgebra enthdlt und in der gleichzeitig die Leibniz’sche Regel giiltig
ist, da 0(|z|) = 6 # 0 in D'(R) ist.

Nach diesem Negativresultat herrschte bis Anfang der 80er die allgemeine Meinung, keine
halbwegs verniinftige Multiplikation zwischen Distributionen definieren zu kénnen. Es
stellte sich jedoch heraus, dass dies doch moglich ist, wenn man auf Forderung von C°(R)
als Subalgebra verzichtet und sich stattdessen mit C*°(R) begniigt.
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4.2 Formulierung der Grenzgleichung in einer Sobolev-Algebra

Was ist nun eines der Kernprobleme bei der ,,naiven“ Anwendung von Operationen in
Beispiel und insbesondere Betrachtet man Distributionen als Grenzwerte von
Funktionenfolgen, so besteht ein Grund der Problematik in der Sichtweise der Distribu-
tionen als Funktionale auf einen Raum von Testfunktionen, bei der — salopp gesprochen
— die ,,Herkunft“ oder die Art der Funktionenfolge , vergessen* wird. Das wird im Fall
der Heaviside-Funktion besonders deutlich. W&hlt man als Approximationsfolge

3

. 1 =z
H., = Hx*¢. mit ¢, = 7¢(g)7 / qb(.%') dr =1,
R
so offenbart sich der Unterschied zwischen H und H" in der Form
Hx¢e vs. (Hxo¢)" # H" ¢,

was insbesondere die am 2. Beispiel zu Tage geforderte Unvertriglichkeit mit der Dif-
ferentiation erkldrt. Die Idee zu einer Verallgemeinerung von Distributionen besteht in
der Auffassung als ,,Grenzwert“ einer geeigneter Folge , gutartiger Funktionen, dhnlich
wie irrationale Zahlen als Cauchy-Folge von rationalen (sprich ,,gutartigen*) Zahlen auf-
gefasst werden kénnen. Dabei muss man in der Lage sein, Folgen, die in einem gewissen
Sinn das ,,gleiche Verhalten® besitzen, iiber eine geeignete Aquivalenzrelation miteinan-
der zu identifizieren. Eine solche sollte beispielsweise in einem strengeren Sinn als die
Interpretation als Funktional (,,dem Grenzwert*) zwischen H und H" unterscheiden, so
dass zwar H und H™ nicht gleich, aber (via der Interpretation als Funktional) mitein-
ander ,,assoziiert” sind.

4.2.2 N-verallgemeinerte und Sobolev-Algebren

Nach diesen etwas nebulésen Andeutungen gehen wir auf eine konkrete Realisierung ein.
Es sei bemerkt, dass es eine Vielzahl sich im Detail subtil voneinander unterscheidender
Theorierahmen gibt. Uber diese Thematik gibt [60, Kap. 1] und [26] ausfiihrlich Aus-
kunft. Hier folgen wir dem Zugang aus dem Artikel [7] iber sogenannte verallgemeinerte
Sobolev-Algebren. Dabei leuchtet es ein, dass als Grundbaustein fiir eine Theorie zur Mul-
tiplikation von Distributionen eine Algebra als wesentliches Strukturelement benttigt
wird. Der hier aus [7] wiedergegebene Zugang stellt einen Spezialfall von Algebren verall-
gemeinerter Funktionen A(C,E,P) dar, bei denen C einen Faktorring verallgemeinerter
Zahlen, &£ einen lokal konvexen Vektorraum und P die Topologie definierende Familie
von Halbnormen darstellt.

Im weiteren Verlauf bezeichne K den Korper der reellen R oder komplexen C Zahlen,
I = (I.)e mit I. = 1 Ve. Wir betrachten einen Unterring A des Ringes K der Ab-
bildungen s : (0,1] — K, € — s(¢), von dem noch die folgende zusétzliche Eigenschaft
verlangt sei:

Definition 4.16. A wird stabil genannt, falls aus (s:). € A und |tc| < [s:|Ve € (0,1]
folgt, dass (t.). € A ist.
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Zur spéteren Identifikation gleicher Grenzwerte betrachten wir zudem ein ebenfalls sta-
biles Ideal T4 von A mit der Eigenschaft

V(re)e € Ia, liI%T‘g =0.
E—
Definition 4.17. Es sei E ein normierte Algebra, d. h. ein normierter Raum mit einer

Algebra-Struktur, bei der die Norm ||-||g beziiglich der Multiplikation die Ungleichung
llabl|r < ||la||g||bl|g erfiillt. Eine Faktoralgebra

A(C,€) = HA(E)/T1,(E)
heifit N-verallgemeinerte Algebra, wobei die Bezeichnungen
Ha(E) = {(uc)- € EOU | (Juc|p)- € AT}

und

Z14(B) = {(ue)e € EOV | (Juellp)- € I3}

verwendet wurden, mit AT = {(r.). € A| Ve >0, r. € Ry} und I} = {(re): € 14 |
Ve >0, r. € Ry}. Der Ring der verallgemeinerten Zahlen ist definiert als Faktorring

HA(K) /T, (K) = C = A/I4.

Anschaulich gesprochen legt der Ring A das ,, Wachstumsverhalten“ fiir das moégliche
»Divergieren® eines Netzes (ue). ,aus“ dem Funktionenraum E fest, wihrend das Ideal
14 der Identifizierung von Netzen gleichartiger Divergenz dient.

Beispiel 4.18 (IN-verallgemeinerte Algebra mit polynomialen Wachstum).
Hierfiir verwendet man

A= {(7“5)6 c RO | k€ Z, |re| = O(Ek)}
und

Iy = {(re)e € ROV | VE e N, |re| = O(M)).

In diesem Rahmen wire beispielsweise fiir ¢ in der Sobolev-Algebra L>°(R) und dem
Integral [, ¢(z)dz = 1 die Dirac-Folge 1¢(%) in H4(L>*(R)) mit ¢l oo r) = O(™H).
Dies deutet schon eine mégliche Einbettung der Distributionen in A(C, L*°(2)) an.

Fiir den weiteren Verlauf werden wir uns auf die Sobolev-Algebren E = W™+LP(Q)N
Wm22(Q) mit der Norm ||ul|g = ||ullyym+1.0(0) + [[ullwm.~ ) stiitzen, in der die Multi-
plikation dank der Ungleichung

[uollym+1o) + uvllwme ) < ([[ullwmere@) + lullpwmo o)
- (lvllwmre@) + ollwmee @)

mit der Norm vertriglich ist. Insbesondere der Fall p = 2, m = 0 wird hier von Interesse
sein.
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Einbettungen und schwache Gleichungen. Weiterhin der Darstellung aus [7] folgend,
gilt es als nichstes zu kliren, wie z. B. der Dualraum D’ in eine geeignete verallgemeinerte
Algebra eingebettet werden kann und auf welche Arten es moglich ist, die verallgemeiner-
ten Funktionen miteinander zu identifizieren. Zuerst betten wir die zu Grunde liegende
Algebra E in A(C, E) ein:

Feststellung 4.19. Die Abbildung ip : E — A(C, E) vermdge
Yu € F, ’Lo(u) = Cl(uHE)E

ist fir alle uw € E definiert, linear und injektiv. Sie wird die triviale Finbettung von A
in A(C, E) genannt. Der Ausdruck cl(ul.). bezeichnet hierbei die Aquivalenzklasse zu
(ule)s in A(C,E).

Bewers. [7, S. 377].

Es sei eine stetige, lineare Abbildung j : (E,||:|g) — (G,7) in einen topologischen
Vektorraum (G,7) mit Hausdorffscher Trennungseigenschaft gegeben, dann gestattet
dies, ein Netz (u.). mit Elementen aus G zu ,assoziieren“ bzw. Netze untereinander in
einem schwiicheren Sinn als der via Z;, definierten Aquivalenzrelation zu identifizieren:

Definition 4.20.

i) Die Elemente T' € G und U = cl(ue)e € A(C, E) heiflen (G, T)-assoziiert, U @
geschrieben, wenn
jue) > Tin (G,7) fire — 0

gilt. Diese Definition hingt auf Grund der Stetigkeit von j und dem Fakt lin% lleclle =
E—>
0 fiir (ec): € Z1, nicht von der Wahl des Représentanten von U ab, vgl. [7, S. 378].

ii) Zwei Elemente U = cl(u;)e, V = ¢l(ve)e werden schwach (G, 7)-gleich oder (G, 7T)-
G, T . .
assoziiert genannt, U ~ V, wenn die Beziehung
w-v)<o
erfiillt ist.

Die néchste Feststellung belegt die Moglichkeit einer Einbettung von (G,7) in A(C, E)
vermoge der Abbildung j.

Feststellung 4.21. Fir jedes T € G existiere (uz). € H(C, E) derart, dass
jue) =T in (G,T) fire— 0.

Dann existiert wenigstens eine Einbettung iq von (G,7T) in die N-verallgemeinerte Al-
gebra A(C, E). Gibt es weiterhin ein (ug)e € Ha(E) mit (ue —v): € I1,(E), so gilt

Vue B, (igoi)u) = iyw).

Bewers. S. [7, S. 378].

61



4 Mathematische Analysis

Abbildungen auf N-verallgemeinerten Algebren. Die Familie von Losungsoperatoren
LE_1 zu dem Dirichlet-Problem soll nun im Kontext verallgemeinerter Funktionen
interpretiert werden. Der folgende Satz liefert hierfiir ein hinreichendes Kriterium:

Satz 4.22. Es seien E und F' zwei normierte Algebren und (0:)e eine Familie von Ab-
bildungen von E nach F. Folgende Annahmen seien erfillt

i) ACBundIyClIp.

it) Es gebe eine Familie polynomialer Funktionen (V). einer Variablen mit Koeffizi-
enten in AT, so dass

Ve >0,Vz € E: [|0.(z)||r < V.(||lz|E)

erfillt sei.

iii) Zusitzlich gebe es noch weitere Familien polynomialer Funktionen (¥1). und (¥2).
mit Koeffizienten in AT, so dass W2(0) = 0 fiir alle ¢ > 0 und

Ve >0, Va,E € B [|0c(z +€) = 0(2):|lr < Wi(l|lz]|2)P2(E]lp)

gilt.

Dann ezistiert eine Abbildung © : A(C, E) — A(D, F), welche dem Element cl(x.). das
Bild cl(0:(x.))s zuordnet.

4.2.3 Formulierung der Grenzgleichung in einer Sobolev-Algebra

Nach der Vorarbeit des letzten Abschnitts kann nun die die Familie von Losungen {u. }-
als die Losung einer verallgemeinerten partiellen Differentialgleichung in einer Sobolev-
Algebra aufgefasst werden. Als zu Grunde liegender Unterring von K(%1) bietet sich hier
die Algebra A und das Ideal I4 aus Beispiel an. Wir wenden Satz auf die
Riume E = Ey x By mit By = L®(Q), By = HY/2(0Q) N L>®(09Q), F = HY(Q) N L>®(Q)
und die Abbildung

0.: FE—F
(fvg)*_)gs(fvg) = Ug

an. Damit ist es moglich, vollig analog zu [7, Thm. 2] den folgenden Satz zu formulieren:

Satz 4.23. Es gehére (F,G) = (cl(f2)e, cl(ge)s) zu A(C, L‘X’(Q)X(H1/2(8Q)HL°°(E)Q))),
dann existiert genau eine verallgemeinerte FunktionU = cl(u.). € A(C, H'(Q)NL>®(Q)),
die

cd[Leus] =F in A(C,L>(Q)),

T(U) =G in A(C,L>*(00Q))

erfillt, wobei definitionsgemdfs T(U) = cl(ue|sq)e = cl(ge)e gilt.
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BEWEIS. Dieser besteht in der Anwendung des vorherigen Satz Die Wahl von A und
14 erfiillt offensichtlich die Bedingung[i) | Nach Satz ist u. € F. Aus Gleichung
kénnen wir dank [|b2]| () = O(¢™?) die a-priori Abschétzung

[uellzr@) = lte + gl < 1fllzz@) + 1 Ledlla-1@) + 19l a1 @)
< C (122 + €213l m(0))

ableiten. Zusammen mit aus Satz wird die Bedingung mit Y.(||z]|g) =

Ce™?||z||g erfiillt. Die Voraussetzung ist wegen der Linearitdt der Abbildung 6.
trivialerweise erfiillbar.

4.3 Schwache Konvergenz in H'()) und Formulierung der
Grenzgleichung

Nachdem auf Grund des distributiven Grenzwertes des Koeffizientennetzes {b'}. die
Grenzgleichung zunéchst nur in einer Sobolev-Algebra formuliert wurde, soll nun geklart
werden, ob bzw. in welchem Sinne die Familie der Losungen {u.}. in H'(£2) konvergiert
und ob gegebenenfalls der Limes einer aus L. ableitbaren partiellen Differentialgleichung
geniigt. Diese Hoffnung begriindet sich in soweit, als dass nach Feststellung bzw.
zumindest eine schwach konvergente Teilfolge {u,, }, existiert. Der Einfachheit halber sei
zu Beginn wieder der Modellfall mit homogenen Dirichlet-Daten fiir das Gebiet
aus Abb. 2.4 betrachtet.

4.3.1 Grenzgleichung im Modellproblem

Die Konvergenz des Netzes {u.}_ in H'(Q2) und die resultierende Grenzgleichung werden
durch den folgenden Satz beschrieben:

Satz 4.24. Gegeben sei fir f € L>®(Q) die Familie von Konvektions-Diffusions-Pro-
blemen

{Lsus = -V kVu. +b0u. = f in Q, (4.11)

us =0 auf 082,

die durch Reskalierung aus dem Modellproblem (SMP)) hervorgeht und somit fiir alle
e € (0,1] die Bedingungen

divb. = 0, (4.12)
supp be C Z(y(1),ery) (4.13)

mit 7y : [0, L] — R3, y(2) = (0,0, 2) erfiillt. Dann gilt:

ue — ug  schwach in H(Q),

ue — ug  stark in L*(9),
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wobei ug die reine Diffusions-Gleichung

_v. - in Q
{ V- -kVug=f inQQ, (4.14)

ug =0 auf 0N
lost.

BeEwEeIs. Nach Feststellung ist u. in H'(Q) und wegen auch in L>°(Q) gleich-
méafig beschrénkt. Dies impliziert mit Satz und (wg. L = (L'(2))’) nach evt.
zweimaligem Ubergang zu einer Teilfolge die Existenz einer Folge, wieder {u.} . genannt,
und eines Elements ug € HiQ N L%°(Q) mit

u. — ug schwach in H(€),

ue — ug schwach-* in L>().

Da sich der Tréager von b, auf eine Linie zusammenzieht, mse(o,l] supp b C y(I), erfiillt

ug die Poisson-Gleichung ([4.14) auf Q \ v(I): Fiir v € C}(Q\ v(I)) gilt auf Grund der
schwachen Konvergenz und supp v N supp b. = () fiir alle geniigend kleinen &:

/f’l)dV:/HVUE'VUdV+/bEOZUdV—>/KVUo-vvdV, e—0".
Q Q Q Q

Daher ist ug auf Q\ v(I) eine schwache Losung der Poisson-Problems (4.14]). Wir zeigen
nun, das ug eine behebbare Singularitit entlang der Kurve ~v(I) besitzt. Hierzu sei Uy
die Losung der Poisson-Gleichung (4.14)) auf ganz €. Definiere die Funktion

Us = Uy — ug + d log|z’| mit 2’ = (z,y).

Nach einer geeigneten Reskalierung kann o. B.d. A. r; = 1 angenommen werden. Die Be-
schrianktheit von Uy und ug hat zur Konsequenz, dass fiir alle geniigend kleine ¢ < g¢ die
Funktion Us < 0 auf 9(Q\=(y(!), ery)) erfiillt und zudem harmonisch auf Q \ Z(y(I), ery)
ist. Das schwache Maximumsprinzip fiir schwache Lésungen impliziert nun Us < 0
auf Q \ v(I). Fiir § — 0 schlussfolgert man daraus, dass Uy — up < 0 sein muss. Durch
Vertauschen der Rollen von Uy und ug schlieffit man ebenso ug — Uy < 0, also insgesamt
upg = Up auf Q \ v(I). Wegen

/ Vug - VodV = lim Vug - VodV
Q e=0F JO\E(y(1).er0)

= lim VU - VodV
e JANE(y (D) er0)

:/VUO-VvdV:/fvdV
Q Q

erfiillt ug die Poisson-Gleichung . Daher besitzen alle konvergenten Teilfolgen den-
selben Limes und die Konvergenz u:. — wug ist eine Folgerung aus dem Satz
Die starke Konvergenz in L?(€2) resultiert nun aus der kompakten Einbettung H'(Q) «—
L?(Q) fiir Lipschitz-Gebiete.
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4.3.2 Grenzgleichung im allgemeinen Fall

Der vorhergehende Satz beschreibt die Grenzgleichung der Losungsfamilie {u. }. im Fall
des Modellproblems . Da auf Grund der Geometrie und der Koeflizienten des Ope-
rators L. im allgemeinen Fall[4.T]die log-Funktion keine Losung des homogenen Problems
mehr darstellt, muss man sich eines anderen Mittels bedienen. Wir ndhern uns dem Pro-
blem daher von einem abstrakteren Standpunkt, in dem wir zeigen, dass alle Funktionale
aus dem H~1(R™) mit Triger in einem affinen Unterraum der Kodimension 2 verschwin-
den miissen und beweisen dann nach einer geeigneten Reduktion des Ausgangsproblems
auf diesen Fall, dass b-(ue,v) — 0 fiir € — 07 und v € HE (). Zuniichst sei ein entspre-
chendes Standardresultat fiir Kodimension 1 aus [55] zitiert, bei dem wir fiir eine be-
liebige abgeschlossene Menge F' die Menge Hj, durch Hj. = {u € H*(R") | suppu C F'}
definieren.

Satz 4.25. Gegeben sei die Hyperebene F = {x € R" | x,, = 0}. Dann gilt:

1
i) Wenn s> —g 80 ist Hy, = {0}.

1
ii) Wenn s < —5 dann besitzt jedes Element aus Hy. die Darstellung einer Distribu-
tion auf R™ der Gestalt

u= > 0;®69  mitv; e HHT2R), (4.15)
0<j<—s—1/2

BEWEIS. McLean [55, S. 104].

Bemerkung 4.26. Die Trivialitiat von Hy, fiir s > —1/2 ist im gewissen Sinn dual zu der
Nicht-Existenz einer Spur auf F' fiir H°. Dieses Resultat suggeriert bereits eine analoge
Aussage fiir codim F' = 2, ..., n, wenn man bedenkt, dass beim Ubergang einer Sobolev-
Funktion u € H*(R") zu einer Spur y4(u) € H*~Y/2(R"~9) ein , Regularititsverlust“ von
d/2 auftritt.

Lemma 4.27. Gegeben sei der Unterraum G = {zx € R" | zp,—1 = x, = 0}. Analog zu
Satz[{.25 hat man folgende Charakterisierung:

i) Wenn s> —1, soist H, = {0}.

i) Wenn s < —1, dann besitzt jedes Element aus H, die Darstellung einer Distribu-
tion auf R™ der Gestalt

u= > P @il  mitvy e HIET (R, (4.16)

0<j<—s5—-1
0<k<—5s—5—-1
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BEWEIS. (Durch iterative Anwendung von Satz [4.25) Es sei F,, = {x € R" | 2, = 0}
und F,,—1 = {x € R" | 2,1 = 0}. Da suppu C F, ist, besitzt u nach dem vorherigen

Satz eine Darstellung

U= Z v © W) mit v; € HHHY2(RAL), (4.17)
0<j<—s-1/2

Wiihle nun ein ¢ € C°(R"~1\ F,,_1) und setze xi(w,) = x - % /i! mit einer geeigneten
Abschneidefunktion x € C°(R) und x = 1 nahe 0. Die Testfunktion ¢; = ¢ ® x; besitzt
einen Trager in G¢, weswegen aus

0= (uyi)= D> ()9 x) = (vi, 9)

0<j<—s—1/2 M
K2

folgt, dass fir 0 < j < —s —1/2 die Funktionen v; in H;ff Tml{;b,l(R”_l) enthalten sind.

Eine erneute Anwendung der Charakterisierung erlaubt die Schlussfolgerung
i) v; =0, wenn s+ j +1/2 > —1/2, also insbesondere fiir s > —1 und

i) v =Y gche s jo1 vk ©6® mit vy, € HFTTRHYR2) fiir s 4 j < —1.

Einsetzen in (4.17) fiihrt unter Beachtung der richtigen Index-Einschréinkungen

auf bzw.

Bemerkung 4.28. Es ist klar, dass die iterative Fortfiihrung des Beweisgedankens
iiber die Kodimension von F' eine Charakterisierung des Hy ermdglicht. Dies sei der
Vollstandigkeit halber in dem folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 4.29. Es sei codimG =d mit G = {zx € R" | z,, = -+ = z,_q41 = 0}. Dann gilt:
i) Wenn s > —d/2, so ist Hf, = {0}.

ii) Wenn s < —d/2, dann besitzt jedes Element aus HE, die Darstellung einer Distri-
bution auf R™ der Gestalt

U= Z Vg ® 8

aeN?
0<a;<—s— ];11 o;—d/2
0<i<d
mit
Vo € HEHOFd/s(Rr=d) ypg §(@) = 55&31—)d+1 R ® 59(&1)_

Mit Lemma geriistet, formulieren wir nun das Hauptresultat dieses Kapitels in

66



4.3 Schwache Konvergenz in H'(Q) und Formulierung der Grenzgleichung

Satz 4.30. Gegeben sei eine Familie von partiellen Differentialgleichungen

{—ai(aijaju) FbOutcu=f inQ, (418)

u=g auf 02

bzw. in der schwachen Formulierung (4.3)), die den Vomussetzungen geniigen. Wei-

terhin seien
i) im homogenen Fall g =0 das Gebiet Q ein Lipschitz-Gebiet und f € H~1(f),
ii) 1m inhomogenen Fall die Bedingungen des Satzes

erfillt. Wie in Abschnitt dargelegt, mége das Teilgebiet €, . beschrieben werden
durch die Knotenmenge {p; }jeJ’ die Finbettungen {~; }jeJ und thren zugehdrigen Tuben-
Umgebungen Z(v;(I),erj), so dass die Bedingungen

divb. =0,
suppbe C | J E(v;(1), er)) (4.19)
jeJ

erfillt seien und die folgende ,,Gefdfs- Trennungseigenschaft® fiir die Verzweigungspunkte
p; gelte:

Je > 0Vj € JVe € (0,1)Vk, 1 € f1(H) U {j}:
(E(w(@).em) NE(uT).m) ) \ Beelpy) = 0. (4.20)
Dann qilt:

ue —ug  schwach in H'(Q), (4.21)
ue — ug  stark in L*(Q), (4.22)

wobei ug die Reaktions-Diffusions-Gleichung

9.(ai . _r
{ 0i(a0ju) +cu=f 1inQ, (4.23)

u=g auf 092
lost.

Bemerkung 4.31. Die Trennungseigenschaft der Gefdafle besagt anschaulich, dass bei
Reskalierung des Gefafigebietes diejenigen Umgebungen der Verzweigungspunkte ent-
sprechend mitskalieren, die ,ausgeschnitten“ werden miissen, um den Gefaflbaum in
einzelne Segmente zu ,zerlegen®.

BEWEIS. Beweisskizze: Wir zeigen, dass das Funktional b.(u.,-) dank des sich zusam-
menziehenden Tréigers und des Charakterisierungssatzes (4.16) in der schwach-x Topo-
logie gegen 0 konvergiert.
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1. Schritt: Beschrinkung des Funktionals b.(u.,-). Dank der Voraussetzungen
Ibzw. und den Sétzen bzw. ist die Menge {uc}. in H'(Q) gleichméBig be-
schriinkt und enthilt eine in H'(2) schwach konvergente Teilfolge, der Einfachheit halber
wieder mit {u.}_ bezeichnet. Folglich ist die Familie der Funktionale I.(-) = b.(u.,-) in
H~Y(Q) beschrinkt: Mit

|be (e, )| = lao(ue, v) = (f,v)ol < C(lluellm @) + 1 llL2@) V]l )

folgt dies dank

sup [[le|lg-1() = sup  sup  |be(uc,v)|] < C.
€€(0,1] e€(0,1] veH(Q),
HUHHl(SZ)Sl

Als Dualraum von H{(Q) gibt es nach Satz eine schwach-* konvergente Teilfolge
{le}e = {b(ue,-)}e, der Bequemlichkeit halber wieder unter Wegfall eines Subindizes,

mit einem Grenzwert [
l. =1y in HY(Q).

Das Grenzfunktional [y, aufgefasst als Element in D’(Q), besitzt auf Grund von (4.19)

und
N UE),ery) = w0

e€(0,1] jeJ jedJ

einen Tréger im reduzierten Gefalbaum (J;c;v;(1)-

2. Schritt: Trennung in Adersegmente und Verzweigungsgebiete. Da in der
Nihe der Verzweigungspunkte der reduzierte Gefafibaum keine Mannigfaltigkeitsstruk-
tur aufweist, konnen die Betrachtung innerhalb eines solchen Gebietes nicht ohne Wei-
teres durch eine bloBe Koordinatentranformation auf das Lemma .27 reduziert werden.
Wir nutzen daher die Skalierungs- und Trennungseigenschaft aus, um das Funktio-
nal [ in Segment- und Verzweigungsanteile zu separieren. Zu jedem Verzweigungspunkt
pj definiere man die Abschneidefunktionen x5 € Cg°(Bse:(p)) mit 0 < x5 < 1 und
XilB.. (p) = 1. Die Funktion xj ist hierbei so wihlbar, dass der Gradient durch

IVXillLee (o) < Ce!

abgeschitzt werden kann (vermoge einer Faltung der charakteristischen Funktion des
Balls Ba:(p) mit einer Funktion ¢(e7!|x|) und ¢ € C ((0,1)).) Entsprechend sind zu
jeder Kante e; = (pf(j),pj) = (vj(a),v;(b)) die Funktionen 1/)5 =(1- X?) (1 - ch(j))
zu konstruieren. Somit liefert { Xjs 1/15-}]. . €ine glatte Zerlegung von €2 in Verzweigungs-
gebiete und Gebiete, die voneinander getrennte Segmente des reskalierten Geféalbaums
enthalten. Dies hat wiederum eine Partition des Funktional I,

le(v) = Y (l(x5v) + L(¥5v) (4.24)

jedJ

zur Folge. Es gilt nun den Nachweis zu erbringen, dass jeder einzelne Summand in ({4.24))
gegen 0 in der schwach-+ Topologie konvergiert. Hierfiir gehen wir zunéchst den
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3. Schritt: Beschrianktheit der einzelnen Summanden. Fiithren wir die Bezeich—
mngen X5 = {z € R® | Vx5 # 0}, Y7 = {z € R® | Vo5 # 0} und I-(xv) = i£'(v),

le(Y50) = 122 (v) ein, so kénnen wir

12 (v) = —/ aklakugal)é ~vdx —/
X¢
J

aMopu-op - X; dz + / fux;dx
Q Q

schreiben (entsprechend fiir 12%(v)). Der erste Terms muss nun geeignet kontrolliert
werden. Die Tatsache, dass auf Grund der Konstruktion |X;|, |Y;| ~ &3 erfiillt ist, ver-
setzt uns in die Lage, den ersten Summanden mittels der verallgemeinterten Holder-
Ungleichung und des Einbettungssatzes wie folgt abzuschétzen:

1/n
/Xsfaklakuaazxi v|de < Cl|Vuel 2 - [[vll 2+ (o) - (/X €n>
J J

~1
< O Vel p2(o) - [0l e
—_— ——
<C <1
<C

Eine analoge Ungleichung ergibt sich, wenn man xj durch ¢7 und X7 durch Y ersetzt.
Daher konzentrieren wir uns fiir den restlichen Verlauf auf die Betrachtung des Funk-
tionals lg’l. Dank der letzten Abschiatzungskette ist die H _1(9)-Norm von lg’l und lg’l
gleichméflig in € beschrankt.

4. Schritt: Konvergenz und Reduktion auf den Modellfall. Die letzte Feststel-
lung erlaubt wiederum den Ubergang zu einer konvergenten Teilfolge 12" - 17 i = 1,2,
ein weiteres Mal unter Wegfall eines zusétzlichen Indizes. Dank der Konstruktion der
Abschneidefunktionen und der Gleichung gilt fiir die Triger der einzelnen Sum-
manden:

"
supply” € {p;},
supp lg’Q C y;(I).

Durch den Ubergang zu Tuben-Koordinaten und der Invarianz von H(Q) unter C>-
Diffeomorphismen haben wir uns auf ein Zylindergebiet Z und die Betrachtung ei-
nes Funktionals Iy auf Hole(Z) mit T(v)|sznx = 0 und supp lp C {z € R3z = 0}
zuriickgezogen. Unter Einfithrung des Restriktionsoperators R : H& K(R3) — H& x(Z),
R : v — v|z und der Projektion II : H!(R?) — H&K(R?’) erweitern wir lg zu einen
Funktional Iy auf ganz H'(R3) vermége lo(v) = (R o I)*(Iy)(v) = lo (R(II(v))). Nach
Satz ist lp = 0. Wegen der Gebietsannahmen und der daraus folgenden Existenz
eines Fortsetzungsoperators E : H& x(2) — Hol, (R3) ist die Abbildung R oIl surjektiv,
die duale Abbildung (R o II)* also injektiv, was mit lp = 0 das Verschwinden von I
nach sich zieht. Analog schlieft man im Fall lj’l, ohne jedoch hier auf ,,flachmachen-
de* Tuben-Koordinaten iibergehen zu miissen, da der Tréger sich auf einen einzelnen
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Punkt reduziert. Daher besitzt jede schwach-* konvergente Teilfolge von lé’i den gleichen
Grenzwert 0, so dass wir mit Satz die Konvergenz des Netzes 12" und damit die von
l: nachgewiesen haben.

Letzter Schritt: Zusammenfassung. Die vorhergehenden Teilschritte haben gezeigt,
dass fiir jede konvergente Teilfolge von {u.}, das Funktional b.(us,v) — 0 Vo € H} ()
erfiillt und somit die Identitét

lim a.(ue,v) = agp(ug,v) Vo € HY(Q)

e—0
abgeleitet werden kann. Dies bedeutet, das der Grenzwert eindeutig bestimmt und ei-
ne Losung der reduzierten Reaktions-Diffusions-Gleichung (4.23)) ist, was den Nachweis
der Behauptung (4.21]) erbringt. Aussage (4.22)) ist eine Folgerung aus der kompakten
Einbettung H'(Q) — L?() fiir die hier betrachteten Gebiete.

Bemerkung 4.32. Eine etwas modifizierte Beweismdoglichkeit bestiinde darin, statt der
,» GefaB-Trennungseigenschaft“ (4.30]) eine Zerlegung von ) = Uf\i 0§ in geeignete Ge-
biete zu fordern, so dass jedes einzelne hiochstens eine GeféaBachse +;(I) enthélt.

Bemerkung 4.33. Das Resultat des vorigen Satzes ist zunéichst erniichternd, da er
zeigt, dass trotz der Hochskalierung des Massenflusses im Gefiafl der konvektive Einfluss
im Grenzfall verschwindet und somit die Grenzgleichung nicht geeignet ist, um ein re-
duziertes analytisches Modell der Konvektions-Diffsions-Gleichung zu erhalten, das den
Stromungseffekt beriicksichtigt. Der genauen Interpretation dieses Ergebnisses hinsicht-
lich Analysis und Numerik wird das abschliefende Kapitel gwidmet.
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Die mathematischen Untersuchungen des vorangegangenen Kapitels zeigen, dass die
aus einem Reskalierungsansatz motivierte Grenzgleichung keinen Konvektionsterm mehr
beinhaltet und daher nicht als sinnvolles (analytisches) Ersatzproblem der vollen Kon-
vektions-Diffusions-Gleichung dienen kann. Jedoch lassen die numerischen Simulatio-
nen aus Abschnitt den aus der formalen Grenzgleichung gewonnenen An-
satz einer Linienfluss-Diskretisierung innerhalb des physiologisch relevanten Szenario
brauchbar erscheinen. Bevor wir zu unserem Fazit kommen, soll daher am Anfang dieses
letzten kurzen Kapitels Verstdndnis fiir die Zusammenhéinge und ihre unterschiedlichen
Auspriagungen in Analysis und Numerik geschaffen werden, gerade in Hinsicht auf eine
mogliche Verwendung bzw. Erweiterung einer Linienfluss-Diskretisierung. Insbesonde-
re soll nach den handfesten mathematischen Tatsachen ein weitergehendes intuitives
Verstéindnis fiir die verschiedenen Sachverhalte entwickelt werden.

5.1 Diskussion der Ergebnisse

Der Satz zeigt auf, dass die analytische Grenzgleichung von eine reine Reak-
tions-Diffusions-Gleichung ist. Sehr grob umrissen gibt es hierfiir zwei Ursachen. Einer-
seits bedingt die Divergenzfreiheit des Flusses mit der daraus resultierenden (fast) schief-
symmetrischen Bilinearform, dass die Losungsfamilie in H! (und L°°) beschrinkt bleibt.
Andererseits zeigt das Strukturtheorem dass es keine nicht-trivialen Funktionale
mit Triger in einem Unterraum der Kodimension 2 auf dem H' geben kann, oder, dual
dazu gesehen, dass eine H'-Losung (wegen der Nicht-Existenz einer geeigneten Spur)
eine ,Rand“-Bedingung auf einer Linie nicht respektieren kann. Die Reskalierung des
Massenflusses fiihrt jedoch — wohlgemerkt geparrt mit der Losung u. — im Grenzfall
gerade auf genau eine solche Art von Funktionalen. Dies ,erzwingt“ das Verschwinden
des konvektiven Anteils im Grenzfall.

Betrachtet man das Ganze von der physikalischen Seite aus und bedenkt, dass zum
Wirken der Konvektion als Transportmechanismus zunéchst per Diffusion thermale
Energie aus dem Gewebe iiber die Gefilwand transportiert werden muss, so bemerkt
man, dass durch die Beschrinkung von {u.}. in H! bzw. L und die Beschriinktheit der
Koeffizienten a% einer sich verkleinernden Austauschfliche nicht ein erhthter Wirme-
strom durch die Oberfliche entgegengesetzt werden kann. Anschaulich formuliert 1dsst
sich zusammenfassen: , Die Skalierung des Massenflusses innerhalb der Ader kompen-
siert nicht die sich verkleinernde Austauschfliche des Gefifles. “ Aus diesem Dilemma
ergeben sich im Wesentlichen zwei Moglichkeiten fiir weitere Modellansétze:

e Ansitze, die ein singuldres Verhalten des Temperaturgradienten V7T nahe der
Gefdflachsen nach sich ziehen
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e Ansitze, die in eine lokal singuldre Warmeleitfahigkeit x miinden

Sowohl eine singulére Erhohung des Temperaturgradienten als auch der Warmeleitfihig-
keit wiren geeignet, um den Warmefluss kVT - n durch die Gefifiwand entsprechend
heraufzusetzen. D’Angelo [24] verfolgt in seiner Dissertation ein Modell, in dem die
resultierende Temperatur eine logarithmische Singularitidt entlang der Aderachse auf-
weist. Ein Ansatz in Richtung der zweiten Moglichkeit bestiinde in der Untersuchung
einer durch einen parametrisierten Koordinatenwechsel entstammenden Losungsfamilie
T. =T o H.. Dabei ist H. eine Homotopie des gesamten Gewebezylinders und einer ein-
gebetteten Ader mit Radius r, auf einen gleichgrofien Gewebezylinder und Geféfiradius
ery. Dieser Ansatz soll Gegenstand weiterer Forschungen am Zuse-Institut Berlin sein.

Hingegen bestand die heuristische Idee am Anfang unserer Arbeit darin, dass Adern
mit sehr kleinem Radius durch ,,Stromfdden® ersetzt werden koénnten, da von einem
makroskopischen Blickpunkt aus, die rdumliche Ausdehnung quer zur Ader nicht ,, wahr-
nehmbar* ist. ,, Wahrnehmbar® heifit konkret, dass fiir geeignete Testfunktionen, ndmlich
solche, die die Ader quer zur Achse nicht fein genug auflésen (also ,makroskopisch*
in Adernihe sind), der Unterschied zwischen einer Rohrenstrémung und einer Linien-
stromung nicht zu ,,bemerken® ist. Genau hierin besteht das Problem der Grenzlésung
und der scheinbare Widerspruch zur Numerik, die — wie die Abb. verdeutlichen —
durchaus einen Konvektionsanteil beriicksichtigen. In ihrer Variationsformulierung muss
die analytische Grenzgleichung allen Testfunktionen geniigen, also auch solchen, die ,,mi-
kroskopisch* wirken, sprich das Gebiet und damit die Losung in Achsennéhe , beliebig
fein“ auflésen konnen. Gerade dann offenbart sich jedoch der Unterschied zwischen ei-
gentlicher 3D-Ader und 1D-Ader und die damit verbundene fehlende Oberfléche fiir den
Wiérmeaustausch. Hingegen muss die diskrete formale Grenzgleichung nur fiir die
zum Gitter gehorigen Ansatzfunktionen gelten, weshalb klar wird, wie die geringen Ab-
weichungen der beiden numerischen Losungen zustande kamen: Solange das Gitter in
Néhe der Gefiaflachse grob genug ist, 16sen die dazu korrespondierenden finiten Elemente
den Unterschied zwischen beiden Ansétzen nur geringfiigig auf (die FE sind ,,makrosko-
pisch“). Dies sei kurz in der folgenden Betrachtung verdeutlicht.

Skalenanalyse eines finiten Elements. Ausgehend von einem Standard P finiten Ele-
ment vergleichen wir die Beitréige des Konvektionsterms zur (lokalen) Steifigkeitsmatrix
zwischen beiden Diskretisierungen. Hierzu kann eine Skalenanalyse hinsichtlich der Pa-
rameter h und & gewinnbringend genutzt werden. Ausgangspunkt sei der in Abb.
abgebildete Tetraeder T', der von einem Gefafl durchzogen wird, und den dazu passen-
den Formfunktionen fiir die nodale Basis. Die Problemskala wird so gewéhlt, dass der
Gefafiradius 7, in der GroBenordnung ¢ < 1 liegt. Dabei seien die zwei verschiede-
nen, durch die Querschnittsabbildungen und dargestellten Lagebeziehungen
gegeben. Diese beiden Konfigurationen stellen in einem gewissen Sinn zwei Extremfille
hinsichtlich der ,, Abweichungsordnung* beider Ansétze dar. Um dies néher zu erldutern,
nehme man zwei Formfunktionen ¢(x) = a + b -x und ¢(x) = ¢+ d - x. Legt man ein
quasiuniformes Gitter J5, zu Grunde, so skaliert jede der Seiten des Tetraeders mit hp
und die Gradienten der Formfunktionen erfiillen |b|, |[d| ~ h;.'. Eine Voraussetzung fiir
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5.1 Diskussion der Ergebnisse

2e |

(a) Nahezu gerader Zylinderschnitt (b) Extrem schriger Zylinderschnitt

Abbildung 5.2: Unterschiedliche Lagekonfigurationen zwischen Tetraeder und Gefaf im
Querschnitt

die Taylor-Entwicklung war der senkrechte Verlauf des Randes zu den Charakteris-
tiken von b - V, um auf dem gesamten Gefafschnitt zu Zylinderkoordinaten iibergehen
zu konnen. Diese fehlende Orthogonalitéit des Tetraederrandes zur Stromungsrichtung
bewirkt hier nun eine Gebietszerlegung des Zylinders in I; und I mit dazu korrespon-
dierenden Anteilen im Eintrag der lokalen Steifigkeitsmatrix:

/Tvazwqﬁdx—/l v@zwﬁdx—i—/ v0, o dx.

Ip)
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5 Diskussion und Fazit

Wegen der Symmetrie des Stromungsprofils fillt in der Integration iiber den geraden
Zylinderschnitt I; der lineare Anteil in z- und y-Richtung heraus,

/ 00 dx = / vb,(c+ dpx + dyy + d.z) dx
Il Il

:/ vb,(c+d,z)dx

11
l

:52vm/ 9.9(0,0,2)1(0,0, 2) dz,
0

so dass sich hier kein Unterschied zwischen beiden Diskretisierungsansétzen offenbart.
Anders sieht es beim zweiten Anteil aus. Die Tatsache, dass es sich bei Io um einen
schrig abgeschnittenen Zylinder handelt, fiithrt

e in Situation wegen

/ vO, Y dx = / vb,(c+ dpx + dyy + d.2)

12 12

= / vby(c+d,z) + / vb, (dyx + dyy)

I I

l
= 2y, / 8.6(0,0, 2)(0,0, 2) dz + / vb, (dor + dyy),
0 Iz

und der Skalierung |I3| ~ €2 auf den Fehler im Matrixeintrag in der GréBenordnung
von

/ vb, (dyx + dyy) ~ 5?’vmh;25 = 54vmh;2
Iz

e in Situation mit |I3| ~ e2hy auf die Abweichung

/ vb, (dyx + dyy) ~ EQthmh;2hT = 20,
Iz

Zusammenfassend kénnen wir damit sagen: Solange das Gitter in Nihe der Gefidflachse
grob genug ist, hy > &, und die Tetraeder geeignet zur Ader orientiert sind, bewirkt
der Ubergang von einer vollen Diskretisierung hin zum Linienstrom-Ansatz einen relati-
ven Fehler in der Steifigkeitsmatrix in der Gréfenordnung O(e?) = O(|Q,|/|€2]). Genau
diese Reduktion haben wir auch im relativen Fehler der numerischen Losung beobach-
tet, vgl. Abschnitt [3.3.2] Die finiten Elemente lésen den Unterschied zwischen beiden
Ansétzen nur geringfiigig auf (m.a.W. die FE sind ,,makroskopisch*). Dies deckt sich
mit dem beabsichtigten Ziel zur Beriicksichtigung der Konvektion in der Mesoskala ohne
eine tatséchliche Auflésung des Temperaturprofils eines jeden einzelnen Gefafles.

Im Hinblick auf eine mogliche Implementierung sind somit folgende Konsequenzen zu
ziehen:
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5.2 Zusammenfassung und Fazit

e Anpassung der Triangulierung an die Gefaflausrichtung und Realisierung der Adern
als Kantenziige im Gitter. Dies ist einerseits implementierungstechnisch von Vorteil
(keine zusitzliche Einfiihrung neuer Gitter, sondern Nutzung bestehender Infor-
mationen) und gestattet andererseits mit der ohnehin natiirlichen Forderung von
nach unten beschrinkten Innenwinkeln im Gitter die Vermeidung pathologischer

Fille wie

e Umschalten von einer 1D- auf eine 3D-Diskretisierung, falls die gewiinschte vorge-
gebene Fehlertoleranz eine zu hohe Auflésung des Temperaturprofils in Adernéhe
erfordert und somit in einer zu starken Gitterverfeinerung in diesem Bereich miin-
det. Dieser Wechsel wird zudem durch die Verwirklichung der Geféfle als Kan-
tenziige erleichtert.

5.2 Zusammenfassung und Fazit

In dieser Arbeit wurde ein Ansatz zur Modellierung von thermal signifikanten Gef&f3-
stringen im Anwendungsfall der Hyperthermie betrachtet, der auf der Reskalierung des
Massenflussterms in der Konvektions-Diffusions-Gleichung beruht. Dieser Ansatz redu-
ziert das zu beriicksichtigende Adergebiet auf die korrespondierenden Gefiaflachsen und
eine Losungsfamilie {u. }. mit dazugehoriger Grenzgleichung. Dabei fiithrt die numerische
Umsetzung des formalen Grenzwertproblems auf eine brauchbare Approximation des ur-
spriinglichen Problems. Der distributive Charakter der Koeffizienten motivierte die For-
mulierung der Gleichung innerhalb einer verallgemeinerten Sobolev-Algebra. Eine tiefer-
gehende Untersuchung in klassischen Funktionenriumen zeigt zunsichst die L°- und H'-
Beschrinktheit und deckt unter Verwendung eines Struktursatzes fiir H'-Funktionale
auf, dass der schwache Grenzwert des Netzes {u.}, die Losung der entsprechenden rei-
nen Diffusions-Gleichung ist. Eine abschlieBende Skalenanalyse verdeutlicht jedoch, dass
die Diskretisierung der formalen Grenzgleichung mit Linienstromanteil fast der Diskreti-
sierung des urspriinglichen Konvektions-Diffusions-Problems entspricht, wenn die lokale
Maschenweite in Nihe der Gefifle an deren Durchmesser gekoppelt wird. Der hierbei
eingefiihrte relative Fehler liegt in der Groflenordnung des Volumenverhéltnisses von
Gewebegebiet zu Gefdflbaum. In Zusammenhang mit adaptiven Verfahren erlaubt dies,
den Konvektionsanteil als Linenintegral zu implementieren, solange die Fehlerschétzer
in Adernihe nur Tetraeder fordern, die einen wesentlich gréfleren Durchmesser als die
eigentlichen Geféfle auf der Mesoskala haben. Dies liegt innerhalb der beabsichtigten Ziel-
stellung, da die Temperaturprofile innerhalb der Adern a priori nicht aufgelést werden
sollen. Falls eine entsprechende Genauigkeitsvorgabe eine zu starke Gitterverfeinerung
im urspriinglichen Geféfigebiet bedingt, sollte in einer moglichen adaptiven Implemen-
tierung lokal auf ein vollstdndiges 3D-Modell umgeschaltet werden. Dies lésst sich im
Rahmen der vorgeschlagenen Realisierung der 1D-Strukturen als Kantenziige im Gitter
unproblematisch umsetzen.
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A Anhang

A.1 Physikalische GréBen

e v: Strémungsgeschwindigkeit, [v] = =

& v,,: mittlere Stromungsgeschwindigkeit, S.

e 4: dynamische Viskositéit, [u] = %

e p: Druck, [p] = %

e p.: Druckgradient bzw. Druckdifferenz in z-Richtung

e r: Wirmeleitfihigkeit, [] = miK
e ¢: Wirmekapazitit, [c] = %’(
e p: Dichte, [p] = %

e S: spezifische Absorptionsrate, [S] = #

e o: elektrische Leitfdhigkeit, [0] = 5

e |E|: Feldstéirke des elektrischen Feldes E, [[E|] = £
e |A|: Aderquerschnittsfliiche, [|A|] = m?

e h: Wirmeiibergangszahl, [h] = sm%K’ S.

e Nu: Nusselt-Zahl, dimensionslos, S.

e Pe: Péclet-Zahl dimensionslos, S.

e M: Massenfluss, [M] = %
e P: Perimeter eines Gefafles, [P] = m

o [oq: thermale Aquilibrierungslinge, dimensionslos, S.

kg
sm3 ]

e wy: Perfusionsrate pro Gewebevolumeneinheit, [wp] =

° wi: Anteilige Perfusionsrate pro Gewebevolumeneinheit, Beitrag des j-ten Gefdfles

w
m3

Qm: metabolische Wirmeentwicklung, [Q,,] =
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A.2 Ungleichungen

A.2 Ungleichungen

Cauchy-Ungleichung mit §.

b2 .
ab§6a2+£, (a,b,0 € RY).

Aligemeine Holder-Ungleichung. Es sei 1 < py,...,pp < co mit 37, L = 1 und

i=1p;
u; € LPi(Q). Dann gilt:
m
/Q|“1 c | d < T Jllwill 2 )
i=1

A.3 Sobolevscher Einbettungssatz

Satz A.1. Es sei Q offen, beschrinkt und u € Wol’p(Q). Dann ist u € LP (), fiir

* np

P =0 und erfillt die Ungleichung

[ull o () < ClIVullLe()
mit einer Konstante C' = C(p,n).
Bewers. [33, Thm. 7.10].

A.4 Maximumsprinzipen — Hilfssdtze

Satz A.2.

Es sei Q offen und beschrinkt und der Operator L aus (4.2)) mit fest gewihltem e
erfiille die Bedingungen und Ferner sei u € H'(Q2) L-subharmonisch

(L-superharmonisch), d.h. Lu < 0 (Lu > 0). Dann gilt das schwache Maxiums-Prinzip
(Minimums-Prinzip):
supu < supu’ (i%fu > iéléu*). (A.1)

Q o0
Beweris. Gilbarg und Trudinger [33, Thm. 8.1].

Lemma A.3. Es sei@(t) eine nicht-negative, monoton wachsende Funktion auf [k, o),
die die Ungleichung

o) < G ) firh> k> hy

erfille, wobei a > 0,3 > 1 gelte. Dann besitzt ¢ eine Nullstelle bei ko 4+ d mit
d = CVepB=D/a(f)28/(5=1) (A.2)

Bewers. Chen und Wu [16, S. 8].
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