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Zusammenfassung

In der Bildv erarb eitung spielen Segmen tierungsalgorithmen, b ei denen die Art der zu

segmen tierenden Menge sc hon im V oraus festgelegt w erden k ann und n ur no c h ihre

Gr

•

o�e und Lage angepa�t w erden m u�, eine eher un tergeordnete Rolle. Gr

•

unde hierf

•

ur

sind v or allem k omplizierte Zielfunktionen und daraus resultierende lange Rec henzei-

ten, die zudem meist k ein optimales Ergebnis liefern. Dab ei k ann eine mengen basierte

Segmen tierung durc haus sinn v oll eingesetzt w erden, w enn gewisse Rahmen b edingungen

eingehalten w erden. In dieser Arb eit wird eine Theorie zur allgemeinen mengen basierten

Segmen tierung v orgestellt und un tersuc h t, un ter w elc hen Bedingungen optimale Segmen-

tierungsergebnisse erreic h t w erden k

•

onnen. Die ansc hlie�enden An w endungen b est

•

atigen

die N

•

utzlic hk eit dieser Theorie.
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Symb olverzeichnis

N Menge der nat

•

urlic hen Zahlen, N = f 1 ; 2 ; 3 ; : : : g

R Menge der reellen Zahlen

P ( X ) P otenzmenge v on X

A ( X ) Menge der abgesc hlossenen T eilmengen v on X

K ( X ) Menge der k ompakten T eilmengen v on X

�

X Absc hlu� v on X

B ( X ) Menge der Borelsc hen T eilmengen v on X

�

d

( A ) d -dimensionales Leb esgue-Ma� auf A

L

2

( A; B ) V ektorraum der quadratin tegrierbaren F unktionen v on A nac h B

L

2

( A; B ) Quotien ten v ektorraum der quadratin tegrierbaren F unktionen v on

A nac h B

L

1

�

( A; B ) Quotien tenraum der � -in tegrierbaren F unktionen v on A nac h B

= ( f ) Bildraum der F unktion f : X ! Y , = ( f ) � Y

1

A

Indik atorfunktion auf A

r f Gradien t der F unktion f : R

n

! R

dist ( A; B ) Distanzfunktion, Abstand v on A und B

dim ( X ) Dimension des V ektorraumes X

pro j

U

y Orthogonalpro jektion des V ektors y auf den Un terraum U

h x j y i Sk alarpro dukt v on x und y

k x k Norm v on x

linH f x

1

; : : : ; x

n

g lineare H

•

ulle der V ektoren x

1

; : : : ; x

n

Hom ( E ; F ) Menge der linearen Abbildungen v on E nac h F

sup ( f ) Supp ort (T r

•

ager) der F unktion f
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1 Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arb eit w ar ein Segmen tierungsproblem aus dem Bereic h der zer-

st

•

orungsfreien Pr

•

ufung. Gegeb en w ar ein Aluminiumst

•

uc k, das aus zw ei miteinander

v ersc h w ei�ten T eilen b estand. Die Aufgab e b estand n un darin zu b estimmen, wie b e-

lastbar dieses St

•

uc k ist. Dazu m u� man wissen, da� der w esen tlic he Sc h w ac hpunkt in

der Stabilit

•

at in dem Bereic h liegt, an dem die b eiden einzelnen T eile miteinander v er-

sc h w ei�t wurden. Eine Pr

•

ufung der Stabilit

•

at des Aluminiumst

•

uc k es b esteh t daher im

w esen tlic hen in der Un tersuc h ung der G

•

ute des Sc h w ei�nah tb ereic hes. V on b esonderem

In teresse b ei dieser Un tersuc h ung ist dab ei die sogenann te Ein brandtiefe, die b esc hreibt

wie w eit die Sc h w ei�nah t in das Aluminium hineinreic h t. Nur eine ausreic hende Ein-

brandtiefe gew

•

ahrleistet eine dauerhafte Belastbark eit.

Im industriellen Umfeld ist eine G

•

utek on trolle der Ein brandtiefe bisher n ur zerst

•

orend

m

•

oglic h. Dazu wird das v ersc h w ei�te Aluminiumst

•

uc k auseinanderges

•

agt und die zer-

s

•

agten Fl

•

ac hen ansc hlie�end einer sp eziellen c hemisc hen Behandlung un terzogen. Nac h

dieser Behandlung ist der Sc h w ei�nah tb ereic h als sc harf abgegrenzter Bereic h sic h tbar

und die Ein brandtiefe k ann n un b egutac h tet und v ermessen w erden. Diese zerst

•

orende

Pr

•

ufung arb eitet sehr zuv erl

•

assig. Ihr gr

•

o�ter Nac h teil liegt ab er auf der Hand, denn

nat

•

urlic h ist ein zers

•

agtes Aluminiumst

•

uc k f

•

ur die W eiterv erarb eitung un brauc h bar ge-

w orden. Eine zerst

•

orungsfreie Pr

•

ufungsm

•

oglic hk eit w

•

are daher ein w

•

unsc hensw ertes Ziel.

Diese angedac h te Pr

•

ufung sollte als Ergebnis ein Bild des Aluminiumquersc hnittes lie-

fern in dem der Sc h w ei�nah tb ereic h eb enso deutlic h abgegrenzt v om Rest des Alumini-

umst

•

uc k es ersc hein t wie nac h einer zerst

•

orenden Pr

•

ufung, so da� am Bild eine V ermes-

sung der Ein brandtiefe m

•

oglic h ist.

Aus Gr

•

unden der Wirtsc haftlic hk eit k omm t als einzige Pr

•

ufungsmetho de, die das Innere

eines W erkteils sic h tbar mac hen k ann, die R

•

on tgen-T omographie in F rage. Neb en medizi-

nisc hen T omographen existieren auc h f

•

ur den Einsatz in der Materialpr

•

ufung zahlreic he

Ger

•

ate in div ersen Gr

•

o�en und mit v ersc hiedenen Strahlenergien. Zur Rek onstruktion

des Bildmaterials wird dab ei | wie auc h im medizinisc hen Bereic h | eine ge�lter-

te R

•

uc kpro jektion v erw endet. F

•

ur die hier erw

•

ahn ten Aluminiumst

•

uc k e lieferte diese

Rek onstruktionsmetho de jedo c h nic h t die gew

•

unsc h ten Ergebnisse, denn in den rek on-

struierten Bildern w ar der Sc h w ei�nah tb ereic h v om restlic hen Aluminiumst

•

uc k nic h t

un tersc heidbar. Es sc hien daher zun

•

ac hst so, als ob eine zerst

•

orungsfreie Pr

•

ufung v on

v ersc h w ei�ten Aluminium teilen nic h t m

•

oglic h w

•

are.

An dieser Stelle k am die Idee ins Spiel, den Sc h w ei�nah tb ereic h nic h t in den b ereits

rek onstruierten Bildern zu suc hen, sondern in den no c h nic h t rek onstruierten Rohdaten
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Kapitel 1. Einleitung

des T omographen nac h Hin w eisen auf die Ein brandtiefe zu sc hauen. Im Laufe der Pro-

blemanalyse wurde dann klar, da� dieses Problem einen | nic h t o�ensic h tlic hen ab er

denno c h deutlic hen | Zusammenhang zur Zw ei-Niv eau-P assung aufw eist, die v om F or-

sc h ungsgrupp enleiter Prof. Donner en t wic k elt wurde und b ei F OR WISS b ereits mehrfac h

eingesetzt wurde. Zu dieser Zeit wurde ein w eiteres Segmen tierungsproblem aktuell |

eine subpixelgenaue Kreissc heib enpassung. Ob w ohl dieses Problem mit dem ob en b e-

sc hrieb enen Problem der Sc h w ei�nah terk enn ung k einerlei Ber

•

uhrungspunkte zu hab en

sc hien, k onn te auc h hier ein Zusammenhang zur Zw ei-Niv eau-P assung nac hgewiesen w er-

den. Die En t wic klung einer Theorie, die diese Zusammenh

•

ange herausarb eitet, wurde

dann zum Thema dieser Dissertation.

P arallel zu dieser Arb eit wurde | eb enfalls b ei F OR WISS | v on T obias Hanning in

seiner Dissertation eine Theorie en t wic k elt, die eb enfalls auf der Zw ei-Niv eau-P assung

aufbaut ([Han01]). Ab er ob w ohl seine vektoriel le Mehrnive aup assung und die hier v orge-

stellte semilineare Appro ximation dieselb e Basis b esitzen, gehen sie do c h v on Anfang an

getrenn te W ege. In [Han01] liegt der Sc h w erpunkt auf der Segmen tierung v on Bildern

in sinn v olle Bereic he, ohne da� a-priori genauere Informationen

•

ub er das gegeb ene Bild

v orhanden sind. Dagegen b esc h

•

aftigt sic h diese Arb eit damit, wie ein v orher b ek ann tes

Ob jekt | zum Beispiel ein Rec h tec k o der auc h ein Kreis | in einem Bild wiedergefun-

den w erden k ann. Diese V orgehensw eise k ann auc h als Objektse gmentierung b ezeic hnet

w erden, im Gegensatz zur allgemeineren Bildse gmentierung aus [Han01].

Die v orliegende Arb eit gliedert sic h wie folgt: Kapitel 2 b efa�t sic h mit der Zw ei-Niv eau-

P assung und stellt die St

•

ark en und Sc h w

•

ac hen dieses algorithmisc hen Prinzips her-

aus. Au�erdem w erden m

•

oglic he V erallgemeinerungen angespro c hen so wie b estehende

v ergleic h bare Algorithmen aus der Literatur v orgestellt, die im Hin blic k auf ihre V er-

w endbark eit in der Ob jektsegmen tierung un tersuc h t w erden. In Kapitel 3 wird dann

ein allgemeines Prinzip zur Bildsegmen tierung v orgestellt, das auf im V oraus b ereitge-

stellten Mengensystemen basiert. Die Ein bindung dieses Segmen tationsprinzips in eine

v orhandene (Kamera-)Sensorik wird in Kapitel 4 b espro c hen. Ein V orsc hlag f

•

ur ein im

V oraus b ereitgestelltes Mengensystem wird in Kapitel 5 un terbreitet. Auf einem der-

artigen Mengensystem basiert eines der in Kapitel 6 v orgestellten V erfahren zur sub-

pixelgenauen Kreissc heib enpassung. Kapitel 7 sc hlie�lic h b ehandelt die ob en erw

•

ahn te

Ein brandtiefen b estimm ung und zeigt, w elc he Kompromisse aufgrund der Komplexit

•

at

der Aufgab enstellung eingegangen w erden m u�ten, um

•

ub erhaupt brauc h bare Ergebnis-

se erzielen zu k

•

onnen. Absc hlie�end w erden in Kapitel 8 die Ergebnisse dieser Arb eit

zusammengefa�t so wie ein Ausblic k auf m

•

oglic he W eiteren t wic klungen gegeb en.
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2 Bildsegmentierung durch

F unktionsquantisierungen

Wie b ereits in der Einleitung b esc hrieb en wurde, liegt der Sc h w erpunkt dieser Arb eit in

der Ob jektsegmen tierung. Daher w ar ein w esen tlic her Ausgangspunkt dieser Arb eit die

in [Don91 ] b esc hrieb ene Zwei-Nive au-Passung . Dieses Segmen tierungsv erfahren b esitzt

im Gegensatz zu den meisten anderen Segmen tierungsalgorithmen den V orteil, da� die

Art der zu segmen tierenden Menge durc h ein v orher gew

•

ahltes Mengenmo dell b ereits im

V oraus festgelegt w erden k ann. Die Zw ei-Niv eau-P assung ordnet sic h in den Kon text der

F unktionsquantisierungen ein, wie sie zum Beispiel in [K

•

am00 ] f

•

ur eindimensionale F unk-

tionen b esc hrieb en w erden. Allerdings wird dort das zw eidimensionale Mengenmo dell

aufgrund seiner Komplexit

•

at n ur sehr eingesc hr

•

ankt v erw endet. Auc h in die Metho den

der V ariationsrec h ung l

•

a�t sic h ein derartiges Mengenmo dell k aum ein binden. Gerade

dieses Mengenmo dell k ann ab er in der Praxis eine deutlic he Hilfestellung darstellen, da

sic h damit V orwissen

•

ub er die Art des zu segmen tierenden Bereic hes form ulieren l

•

a�t.

Ein w eiteres V erfahren, das auf der V erw endung eines Mengenmo dells basiert, ist die

in [Dre98 ] v orgestellte Grau w ertmo delladaption, die eine Subpixelpassung auf der Basis

v on Mengenmo dellen b esc hreibt. Im folgenden wird ein

•

Ub erblic k

•

ub er diese V erfahren

gegeb en.

2.1 Zw ei-Niveau-P assung

V ereinfac hend gespro c hen b esteh t die Zw ei-Niv eau-P assung darin, f

•

ur eine gegeb ene

F unktion h eine

"

m

•

oglic hst gut \ passende T repp enfunktion mit n ur zw ei Stufen | den

Nive aus | zu �nden. Dab ei sind die H

•

ohen der Niv eaus frei w

•

ahlbar, w

•

ahrend die Ni-

v eaugrenzen durc h ein Mengenmo dell v orgegeb en sind. Die Zw ei-Niv eau-P assung k ann

allgemein auf R

d

, d 2 N durc hgef

•

uhrt w erden, auc h w enn der zw eidimensionale F all in

der Bildsegmen tierung der b edeutendste ist.

Sei also d 2 N und M eine k ompakte T eilmenge des R

d

. W eiterhin sei A � B ( M )

ein System v on T eilmengen v on M . Die Aufgab e b esteh t n un darin, f

•

ur eine gegeb ene

F unktion h 2 L

2

( M ; R ) eine Menge A 2 A so wie zw ei Zahlen � ; � 2 R zu �nden, so da�

der W ert

Z

M

( h � � 1

A

� � 1

M n A

)

2

d�

d

(2.1)

13



Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

a

b

= [0,6]

h

f

M

A

Abbildung 2.1: Zw ei-Niv eau-P assung einer F unktion h : M ! R (rot) durc h eine F unk-

tion f = � 1

A

+ � 1

M n A

(gr

•

un). Das In terv all A so wie die Niv eaus � und

� der T repp enfunktion f sind willk

•

urlic h gew

•

ahlt.

minimal wird. F

•

ur B 2 B ( M ) wird dab ei mit 1

B

die Indik atorfunktion v on B auf M

1

B

: M ! R ; 1

B

( x ) :=

�

1 ; x 2 B

0 ; x 62 B

b ezeic hnet. A steh t f

•

ur das gew

•

ahlte Mengenmo dell (Mengensystem), das je nac h Kon-

text allgemeiner gew

•

ahlt o der auc h st

•

ark er eingesc hr

•

ankt sein k ann. Ein sehr allge-

meines Mengenmo dell w

•

are zum Beispiel das System aller zusammenh

•

angenden T eil-

mengen v on M . W eiter eingesc hr

•

ankte Mengenmo delle im zw eidimensionalen F all sind

dagegen Rec h tec k

•

ac hen, Kreissc heib en o der auc h die in [Don91 ] v orgesc hlagenen k egel-

sternf

•

ormigen Mengen. In der Regel ist die W ahl eines zu allgemeinen Mengenmo dells

nic h t zu empfehlen, ein extremes Beispiel in dieser Ric h tung stellt A = P ( M ) f

•

ur dis-

kretes M dar. Dieser F all en tspric h t dem g

•

anzlic hen F ehlen eines Mengenmo dells, denn

es gelten k einerlei Einsc hr

•

ankungen mehr an A | jede W ahl ist m

•

oglic h. Die eigen tli-

c he St

•

ark e des Mengenmo dells, die F orm des zu �ndenden Bereic hes b ereits im V oraus

b estimmen zu k

•

onnen, geh t dab ei v

•

ollig v erloren.

Eine b eispielhafte An w endung v on (2.1) an einer eindimensionalen F unktion zeigt Abbil-

dung 2.1. Das Mengenmo dell A b esteh t hier aus den zusammenh

•

angenden abgesc hlos-

senen T eilmengen v on M = [0 ; 6]. Das In terv all A 2 A in Abbildung 2.1 ist willk

•

urlic h

gew

•

ahlt, die H

•

ohen � und � der T repp enfunktion f eb enfalls. Es stellt sic h n un die

F rage, ob f

•

ur dieses In terv all A die W erte � und � so angepa�t w erden k

•

onnen, da� sic h

die P assung v erb essert (d.h. da� der W ert v on (2.1) kleiner wird) und ob sogar optimale

14



2.1 Zw ei-Niv eau-P assung

W erte �

0

, �

0

und A

0

b estimm t w erden k

•

onnen. Gesuc h t wird also eine optimale P assung,

d.h. zumindest ein lok ales Optim um der F unktion

e' : R

2

� A ! R ; e' ( � ; � ; A ) :=

Z

M

( h � � 1

A

� � 1

M n A

)

2

:

Um

•

ub erhaupt

•

ub er lok ale Optima sprec hen zu k

•

onnen, wird als Erstes ein Abstands-

b egri� auf A b en

•

otigt. Dazu sei zun

•

ac hst

� : A � A ! R ; � ( A; B ) := �

d

( ( A n B ) [ ( B n A ) ) ;

w ob ei �

d

das d -dimensionale Leb esgue-Ma� b ezeic hnet. Allerdings bildet � auf A n ur

eine Pseudometrik, denn f

•

ur zw ei Mengen A; B 2 A , die sic h n ur durc h �

d

-Nullmengen

un tersc heiden, gilt � ( A; B ) = 0. Um dies zu umgehen, wird die

•

Aquiv alenzrelation

� � A � A ; A � B : ( ) � ( A; B ) = 0

de�niert und statt A die Quotien tenmenge A

�

:= A =

�

b etrac h tet. Bezeic hnet man n un

mit �

�

die v on � auf A

�

induzierte Metrik, wird ( A

�

; �

�

) zu einem metrisc hen Raum.

Bemerkung 2.1.1

Die W ahl der Metrik und die daraus resultierende W ahl der Quotien tenmenge A

�

als

grundlegendes Mengenmo dell wird im w esen tlic hen dadurc h b eeinu�t, da� das Men-

gensystem n ur indirekt |

•

ub er Indik atorfunktion und In tegral | in die Optimierung

eingeh t. In diesem Sinne k ann (2.1) als unsensib el gegen

•

ub er

•

Anderungen v on A , die

v om In tegral un terdr

•

uc kt w erden, b ezeic hnet w erden. Im F alle der Zw ei-Niv eau-P assung

handelt es sic h dab ei n ur um �

2

-Nullmengen, die durc h den W ec hsel v on A auf A

�

eliminiert w erden (vgl. dazu auc h Abbildung 4.4 auf Seite 61).

Mit diesen V oraussetzungen k ann man n un nac h lok alen Minima der jetzt nic h t mehr

auf A , sondern auf A

�

de�nierten F unktion

' : R

2

� A

�

! R ; ' ( � ; � ; A ) :=

Z

M

( h � � 1

A

� � 1

M n A

)

2

suc hen. Die Optimierung l

•

auft zun

•

ac hst

•

ub er T rip el ( � ; � ; A ) 2 R

2

� A

�

, wird jedo c h

durc h den folgenden Satz, der das Kernst

•

uc k der Optimierung in der Zw ei-Niv eau-

P assung bildet, auf eine Optimierung n ur

•

ub er A

�

reduziert:

Satz 2.1.2

Bezeic hne im folgenden ; diejenige

•

Aquiv alenzklasse aus B ( M ) =

�

, f

•

ur die �

d

( ; ) = 0 gilt

und sei 

h

: B ( M ) =

�

n f;g ! R de�niert durc h



h

( B ) :=

1

�

d

( B )

Z

B

h d�

d

:
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

Ist un ter diesen V oraussetzungen f

•

ur A

�

� B ( M ) =

�

die F unktion  : A

�

n f; ; M g ! R

durc h

 ( A ) := 

h

( A )

Z

A

h + 

h

( M n A )

Z

M n A

h

gegeb en, ist ein T rip el ( �

0

; �

0

; A

0

) genau dann ein lok ales Minim um der F unktion ' ,

w enn �

0

= 

h

( A

0

) , �

0

= 

h

( M n A

0

) und A

0

ein lok ales Maxim um v on  ist.

V on der Optimierung dreier P arameter ist man durc h Satz 2.1.2 b ei einer Optimierung

n ur

•

ub er A

�

n f; ; M g angelangt. Statt nac h einem lok alen Minim um v on ' suc hen zu

m

•

ussen, gen

•

ugt es n un ein lok ales Maxim um v on  zu b estimmen. Die optimalen Niv eaus

� und � zu jedem A 2 A ergeb en sic h dann automatisc h als

� = 

h

( A ) und � = 

h

( M n A ) :

F

•

ur den Bew eis v on Satz 2.1.2 sei auf [Don91 ] v erwiesen, hier gen

•

ugt ein Hin w eis auf

den folgenden zen tralen Zusammenhang v on ' und  :

'

�



h

( A ) ; 

h

( M n A ) ; A

�

=

Z

M

h

2

�  ( A ) :

F

•

ur den Optimierungsproze� selbst existiert ein w eiteres Kriterium, das ausgehend v on

einer b ereits segmen tierten Menge A

0

die Suc he nac h einer neuen Menge A

1

inso w eit

einsc hr

•

ankt, da� n ur no c h die Di�erenzmenge A

1

n A

0

(bzw. A

0

n A

1

) zwisc hen b ereits

segmen tierter und neuer Menge b ei der Berec hn ung v on  b er

•

uc ksic h tigt w erden m u�

([Don98 ]). Seien dazu drei Mengen A; B ; C 2 A

�

n f; ; M g so gew

•

ahlt, da� sie eine

P artition v on M bilden. Angenommen, der Optimierungsproze� hat b ereits die Menge

A gefunden und es soll n un gepr

•

uft w erden, ob eine Erw eiterung v on A auf A [ B eine

V erb esserung in der P assung bringt

1

d.h. ob

 ( A [ B ) >  ( A )

gilt. Da sic h f

•

ur alle Mengen D 2 A

�

n f; ; M g der Ausdruc k 

h

( D )

R

D

h als



h

( D )

Z

D

h = �

d

( D ) 

2

h

( D )

sc hreib en l

•

a�t, ergibt sic h f

•

ur  ( A [ B ) �  ( A ) zun

•

ac hst

2

 ( A [ B ) �  ( A ) = 

A [ B

Z

A [ B

h + 

C

Z

C

h � 

A

Z

A

h � 

B [ C

Z

B [ C

h

= �

A [ B



2

A [ B

+ �

C



2

C

� �

A



2

A

� �

B [ C



2

B [ C

:

1

In diesem F all m u� 8 A; B 2 A

�

: A [ B 2 A

�

zus

•

atzlic h v orausgesetzt w erden

2

im folgenden Absc hnitt w erden zur b esseren

•

Ub ersic h t f

•

ur D 2 A

�

n f; ; M g die Abk

•

urzungen 

D

statt 

h

( D ) und �

D

statt �

d

( D ) v erw endet
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2.1 Zw ei-Niv eau-P assung

W eiter gilt w egen A \ B = ; f

•

ur 

A [ B



A [ B

=

R

A [ B

h

�

A [ B

=

R

A

h +

R

B

h

�

A

+ �

B

=

�

A



A

+ �

B



B

�

A

+ �

B

und analog f

•

ur 

B [ C



B [ C

=

�

B



B

+ �

C



C

�

B

+ �

C

;

so da� sic h  ( A [ B ) �  ( A ) n un in der F orm

 ( A [ B ) �  ( A ) =

( �

A



A

+ �

B



B

)

2

�

A

+ �

B

+ �

C



2

C

� �

A



2

A

�

( �

B



B

+ �

C



C

)

2

�

B

+ �

C

darstellen l

•

a�t. F

•

ur die w eiteren

•

Ub erlegungen wird die Symmetrie zwisc hen den b eiden

T ermen �

A [ B



2

A [ B

� �

A



2

A

und �

B [ C



2

B [ C

� �

C



2

C

ausgen utzt. Aus

 ( A [ B ) �  ( A ) > 0

k ann dann

( �

A



A

+ �

B



B

)

2

�

A

+ �

B

� �

A



2

A

>

( �

B



B

+ �

C



C

)

2

�

B

+ �

C

� �

C



2

C

;

hergeleitet w erden, w as sic h zu

�

B

( �

B



2

B

+ 2 �

A



A



B

� �

A



2

A

)

�

A

+ �

B

>

�

B

( �

B



2

B

+ 2 �

C



C



B

� �

C



2

C

)

�

B

+ �

C

und w egen �

B

6= 0 w eiter zu

�

B



2

B

+ 2 �

A



A



B

� �

A



2

A

�

A

+ �

B

>

�

B



2

B

+ 2 �

C



C



B

� �

C



2

C

�

B

+ �

C

(2.2)

umformen l

•

a�t. Die b eiden Z

•

ahler v on (2.2) lassen sic h w eiter v ereinfac hen: Zun

•

ac hst

gilt f

•

ur den Z

•

ahler �

B



2

B

+ 2 �

A



A



B

� 

2

A

�

A

der link en Seite

�

B



2

B

+ 2 �

A



A



B

� 

2

A

�

A

= �

B



2

B

+ 2 �

A



A



B

� 

2

A

�

A

+ �

A



2

B

� �

A



2

B

| {z }

Nullterm addiert

= 

2

B

( �

A

+ �

B

) � �

A

( 

A

� 

B

)

2

Analoges ergibt sic h f

•

ur den Z

•

ahler der rec h ten Seite v on (2.2). Setzt man diese Ergeb-

nisse in (2.2) ein, ist  ( A [ B ) �  ( A ) > 0 genau dann w enn

�

A

�

A

+ �

B

( 

A

� 

B

)

2

<

�

C

�

B

+ �

C

( 

B

� 

C

)

2

: (2.3)

Um 2.3 w eiter v ereinfac hen zu k

•

onnen, m u� an dieser Stelle eine w eitere Annahme getrof-

fen w erden. Diese Annahme b eruh t auf der T atsac he, da� so w ohl das gesuc h te Ob jekt als

auc h der Hin tergrund in der Zw ei-Niv eau-P assung durc h k onstan te Niv eaus appro ximiert
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

w erden. Man k ann daher da v on ausgehen, da� sic h der b ereits gefundene Ob jektb ereic h

A in seinem Grau w ertmittel 

A

deutlic h v om Grau w ertmittel 

C

des Hin tergrundes un-

tersc heidet. Im folgenden wird 

A

> 

C

angenommen, w as einem hellen Ob jekt auf

dunklem Hin tergrund en tspric h t. F

•

ur den fraglic hen T eilb ereic h B k ann dann angenom-

men w erden, da� sein Mittel 

B

zwisc hen 

A

und 

C

liegt, also 

A

> 

B

> 

C

gilt. N

•

ahme

man n

•

amlic h 

B

> 

A

an, w

•

urde daraus sofort 

A [ B

> 

A

so wie 

C

< 

B [ C

folgen, w as

im w eiteren V erlauf der

•

Ub erlegungen automatisc h zu  ( A [ B ) >  ( A ) f

•

uhren w

•

urde.

Eine Hinzunahme v on B zu A b ed

•

urfte in diesem F all k einer w eiteren Un tersuc h ung.

Analoge

•

Ub erlegungen gelten, w enn 

B

< 

C

angenommen wird.

Ist also 

A

> 

B

> 

C

l

•

a�t sic h (2.3) zu

p

�

A

p

�

B

+ �

C

( 

A

� 

B

) <

p

�

C

p

�

A

+ �

B

( 

B

� 

C

)

und w eiter zu



B

>



A

p

�

A

( �

B

+ �

C

) + 

C

p

�

C

( �

A

+ �

B

)

p

�

A

( �

B

+ �

C

) +

p

�

C

( �

A

+ �

B

)

(2.4)

v ereinfac hen. Um n un zu

•

ub erpr

•

ufen, ob un ter den obigen Bedingungen das Hinzuf

•

ugen

einer Menge B zu der b ereits gefundenen P a�menge A eine V erb esserung in der Ziel-

funktion  ergibt, m u� man nic h t mehr die gesam te F unktion  ausw erten, sondern

k ann sic h auf Kriterium (2.4) zur

•

uc kziehen. Analoge Kriterien ergeb en sic h, w enn b e-

reits A [ B gefunden wurden und gepr

•

uft w erden soll, ob eine En tfern ung v on B aus A

eine V erb esserung ergibt.

Die gesam ten

•

Ub erlegungen lassen sic h nat

•

urlic h auc h durc hf

•

uhren, w enn ein dunkles

Ob jekt auf einem hellen Hin tergrund gefunden w erden soll. In diesem F all wird 

A

< 

C

v orausgesetzt, der Rest ergibt sic h analog.

In der v orliegenden F orm mag Kriterium (2.4) nic h t viel handlic her sein als eine direkte

Ausw ertung v on  . Eine w eitere gro�e V ereinfac h ung ergibt sic h ab er, w enn �

B

im

V ergleic h zu �

A

und �

C

v ernac hl

•

assigt w erden k ann. In diesem F all v ereinfac h t sic h (2.4)

zu



B

>

1

2

( 

A

+ 

C

) : (2.5)

Kriterium (2.5) ist sehr einfac h anzu w enden und b ewirkt b ei einer Implemen tierung

des V erfahrens einen deutlic hen Gesc h windigk eitsv orteil gegen

•

ub er einer direkten Aus-

w ertung der Zielfunktion  . Es sollte ab er b eac h tet w erden, da� die Annahme einer

in�nitesimalen Gr

•

o�e v on B in praktisc hen Bildsegmen tierungsproblemen nic h t erf

•

ullt

w erden k ann: W enn b ereits die Grundmenge M durc h eine Pixelmenge repr

•

asen tiert

wird, k ann die kleinste f

•

ur B erreic h bare Gr

•

o�e ob erhalb der leeren Menge n ur 1 Pi-

xel sein. Denno c h k ann Kriterium (2.5) als gute N

•

aherung an den realen Sac h v erhalt

angew endet w erden.

In [Don91 ] w erden zw ei w eitere F orderungen an A

�

gestellt, die un ten v orgestellt w er-

den. Der dab ei im folgenden b en utzte Op erator � ist b ez

•

uglic h der

•

Aquiv alenzklassen

zu v erstehen: F

•

ur A; B 2 A

�

gilt A � B falls A 6= B ist und Mengen A

1

aus der

•

Aqui-

v alenzklasse v on A und B

1

aus der

•

Aquiv alenzklasse v on B existieren so da� A

1

� B

1

gilt. Analoges gilt f

•

ur die Op eratoren [ und \ so wie f

•

ur die In terv allbildung:
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2.1 Zw ei-Niv eau-P assung

p
1

p
2

Abbildung 2.2: Zw ei Diskretisierungsm

•

oglic hk eiten einer Linie v om Pixel p

1

zum Pixel

p

2

durc h den Bresenham-Algorithm us f

•

ur M = f 1 ; 2 ; 3 g

2

.

1. 8 A; B 2 A

�

: A [ B 2 A ^ A \ B 2 A und

2. 8 A; B 2 A

�

; A � B : � ( B ) = sup

C 2 ] A;B [

� ( C ) ^

� ( A ) = inf

C 2 ] A;B [

� ( C ) (Dic h teeigensc haft).

Diese zw ei F orderungen dienen der leic h teren Klassi�k ation m

•

oglic her lok aler Optima.

Gleic hzeitig wird ab er v or allem durc h die erste F orderung auc h das Mengensystem A

�

sehr stark eingesc hr

•

ankt. In [Don91 ] w erden k egelsternf

•

ormige Mengen v orgesc hlagen,

die den F orderungen gen

•

ugen und v or allem zur P assung kreisf

•

ormiger Ob jekte v er-

w endet w erden k

•

onnen. Die V erw endung rotierbarer Strukturen ist ab er durc h die erste

F orderung n ur sehr eingesc hr

•

ankt m

•

oglic h, so da� b eide F orderungen im folgenden nic h t

w eiter v erw endet w erden.

Ohne die obigen F orderungen b esitzt man zun

•

ac hst einen sehr gro�en V orrat an m

•

ogli-

c hen Mengenmo dellierungen. Da diese Mengenmo delle in der praktisc hen Bildv erarb ei-

tung ab er stets auf einer diskreten Grundmenge M basieren, st

•

o�t man sehr sc hnell

auf Probleme. Das folgende Beispiel v erdeutlic h t eins dieser Probleme, n

•

amlic h das der

Mehrdeutigk eit:

Beispiel 2.1.3

Ein m

•

oglic hes Mengensystem

•

ub er einem diskreten Bildraum M = f 1 ; : : : ; n g

2

, n 2 N

ist die Menge aller geraden Linien zwisc hen zw ei Pixeln p

1

; p

2

2 M . Da dieses Men-

gensystem

•

ub er M de�niert ist und M diskret ist, handelt es sic h b ei den Linien im

Mengensystem eb enfalls um diskrete Linien. Zur Erzeugung diskreter Strec k en zwisc hen

zw ei Pixeln eignet sic h der Bresenham-Algorithm us (siehe dazu zum Beispiel [FDF

+

94 ]).

Die allgemeinste F orm v on A | im diskreten F all iden tisc h zu A

�

| ist damit die fol-
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

Abbildung 2.3: Ein Bildaussc hnitt mit einer diskreten Bildk an te. Die k on tin uierlic he

Kan te, die der Diskretisierung im link en Bild zugrunde lag, ist im rec h ten

Bild als Gerade einskizziert.

gende:

A = f A � M j es existieren Punkte p

1

; p

2

2 M , so da� A alle Pixel

einer durc h den Bresenham-Algorithm us erzeugten Linie

zwisc hen p

1

und p

2

en th

•

alt g :

Ist A n un eindeutig in dem Sinne, da� zwisc hen zw ei Punkten p

1

und p

2

innerhalb v on M

eine eindeutig b estimm te Linie existiert? Leider ist das nic h t der F all wie Abbildung 2.2

v erdeutlic h t. Beide Diskretisierungen in Abbildung 2.2 sind optimal b ez

•

uglic h des b eim

Bresenham-Algorithm us v erw endeten Quadratmittelfehlers. Und je nac hdem, w elc her

der b eiden Punkte b ei der Berec hn ung als Start- und w elc her als Endpunkt v erw endet

wird, w erden durc h den Algorithm us auc h tats

•

ac hlic h b eide V ersionen erzeugt. Um Ein-

deutigk eit im Mengensystem zu erreic hen, m u� A also w eiter eingesc hr

•

ankt w erden. Dies

l

•

auft in der Praxis auf eine zus

•

atzlic he

•

Ub erpr

•

ufung jeder erzeugten Pixellinie hinaus,

w as den algorithmisc hen Aufw and | und damit die Laufzeit des V erfahrens | deutlic h

erh

•

oh t.

Das in Beispiel 2.1.3 dargestellte Nic h teindeutigk eitsproblem v ervielfac h t sic h, w enn als

Mengenmo dell k omplexere Strukturen wie et w a P olygonz

•

uge angedac h t w erden. Die

Zw ei-Niv eau-P assung wird durc h diese Problematik in ihrer Algorithmik unn

•

otig auf-

gebl

•

ah t, denn gerade ein P olygonzug ist sehr einfac h

•

ub er die Menge seiner Ec kpunkte

b esc hreibbar. Einen w eitaus einfac heren Zugang w

•

urde daher ein Mengenmo dell bieten,

das nic h t auf dem Grundraum M aufsetzt und daher nic h t auf Pixelbasis b esc hrieb en

w erden m

•

u�te. Diese Art der k on tin uierlic hen Mo dellierung w

•

urde einen zus

•

atzlic hen

V orteil bieten, der in der folgenden Bemerkung aufgezeigt wird:

Bemerkung 2.1.4

Betrac h tet man die R

•

ander nic h t-ac hsenparalleler Kan ten in digitalen Bildern, f

•

allt auf,

da� die Grau w erte am Rand die

"

Sc hr

•

aglage \ der Kan te im Subpixelb ereic h angeb en.

Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel f

•

ur eine derartige digitale Kan te. Die un tersc hiedlic hen

Grau w ertabstufungen v on sc h w arz zu grau sind im link en Bild deutlic h sic h tbar. Mit
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2.1 Zw ei-Niv eau-P assung

Originalbild (diskret) Originalbild mit eingeblendetem optimalen Rechteck (weiß)

Abbildung 2.4: Rec h tec k mit inhomogenem Grau w ert (links) mit dem Ergebnis der Zw ei-

Niv eau-P assung (rec h ts). Als A

�

wurde die Menge aller ac hsenparallelen

Rec h tec k e gew

•

ahlt. Das gefundene optimale Rec h tec k wurde rec h ts w ei�

in das Originalbild eingeblendet.

dem V orwissen, da� es sic h b ei der b eobac h teten Kan te urspr

•

unglic h um eine gerade

Linien handelte, sollte sic h diese Information n utzen lassen k

•

onnen, um die urspr

•

unglic he

P osition der Kan te im Bild v or ihrer Digitalisierung zu b estimmen (wie im rec h ten Bild

v on Abbildung 2.3 einskizziert). Da die Zw ei-Niv eau-P assung auf digitalen (und damit

diskreten) Bildern ab er n ur diskrete Mengenmo delle erlaubt, l

•

a�t sic h dieser W unsc h so

zun

•

ac hst nic h t realisieren.

Bemerkung 2.1.4 f

•

uhrt zur Problematik der Ob jektpassung im Subpixelb ereic h. O�en-

sic h tlic h geb en die Grau w erte im Kan ten b ereic h v on Abbildung 2.3 einen Hin w eis auf

die optimale Lage einer k on tin uierlic hen Kan te. Beobac h tungen dieser Art lassen sic h in

das Mengenmo dell der Zw ei-Niv eau-P assung nic h t ein b eziehen, w

•

unsc hensw ert w

•

are da-

her eine Erw eiterung der Zw ei-Niv eau-P assung, die k on tin uierlic he Mengenmo delle mit

b er

•

uc ksic h tigt.

Ein w eiteres Problem der Zw ei-Niv eau-P assung ist, da� in jedem zu segmen tierenden

Bild h 2 L

2

( M ; R ) nac h V oraussetzung so w ohl Ob jekt als auc h Hin tergrund w eitgehend

homogene Grau w erte b esitzen m

•

ussen, damit sie durc h den P a�proze� gefunden w erden

k

•

onnen. Diese Einsc hr

•

ankung ist b ereits in Gleic h ung (2.1) v on Seite 13 v erank ert, denn

h wird durc h eine st

•

uc kw eise k onstan te F unktion � 1

A

+ � 1

M n A

appro ximiert. Abbildung

2.4 zeigt ein Beispiel f

•

ur einen F all, b ei der das zu �ndende Ob jekt (ein ac hsenparalleles

Rec h tec k) einen in x -Ric h tung inhomogenen Grau w ertv erlauf aufw eist. Die Zw ei-Niv eau-

P assung k ann hier naturgem

•

a� nic h t das gew

•

unsc h te Ergebnis, n

•

amlic h das gesam te

Rec h tec k, liefern. Das in Abbildung 2.4 im rec h ten Bild eingeblendete w ei�e Rec h tec k

en tspric h t der F unktion 1

A

0

der optimalen Menge A

0

, die Hin tergrundmenge M n A

0

wurde nic h t einskizziert.

Eine V erallgemeinerung v on (2.1) auf die Appro ximation eines Bildes h 2 L

2

( M ; R )

durc h nic h t-k onstan te F unktionen w

•

are relativ einfac h: Die Indik atorfunktionen der

st

•

uc kw eise k onstan ten F unktion � 1

A

+ � 1

M n A

m

•

ussten n ur durc h allgemeinere F unktio-

nen e

(1)

A

; e

(2)

A

2 L

2

( M ; R ) ersetzt w erden. Allerdings ist k aum zu erw arten, da� Satz 2.1.2

dann no c h in der v orliegenden F orm g

•

ultig ist. Ob und un ter w elc hen V oraussetzungen
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

Originalbild (diskret) Originalbild mit eingeblendetem Paßergebnis
ohne Verwendung eines Mengenmodells (weiß)

Abbildung 2.5: P a�ergebnis des Bildes aus Abbildung 2.4, w enn A

�

= P ( M ) gew

•

ahlt

wird (w ei� eingeblendet in das rec h te Bild). Au�allend ist hier der aus-

gefranste link e Rand im segmen tierten Bereic h.

an die F unktionen e

( i )

A

diese Idee trotzdem funktioniert, ist Thema v on Kapitel 3.

Do c h auc h w enn die P assung in Abbildung 2.4 nic h t das gew

•

unsc h te Ergebnis lieferte,

zeigt sie do c h die Wic h tigk eit des zugrundegelegten Mengenmo dells auf. Als Mengen-

mo dell in Abbildung 2.4 wurde die Menge aller ac hsenparallelen Rec h tec k e gew

•

ahlt.

Diese V oraussetzung sc hein t zun

•

ac hst

•

ub erzogen zu sein, da das Originalbild b ereits ei-

ne sehr homogene Struktur b esitzt. Auc h ohne sp ezielles Mengenmo dell k ann man daher

durc haus erw arten, als P a�ergebnis ein Rec h tec k zu erhalten. Das Ergebnis dieser

•

Ub er-

legungen ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Im Un tersc hied zur P assung aus Abbildung 2.4

wurde hier A = P ( M ) gew

•

ahlt, w ob ei M die diskrete Pixelmenge b ezeic hnet die dem

Bild zugrunde liegt. Da A nic h t w eiter eingesc hr

•

ankt wurde, en tspric h t diese W ahl dem

g

•

anzlic hen F ehlen eines Mengenmo dells. Der unregelm

•

a�ige Rand auf der link en Seite

der in Abbildung 2.5 segmen tierten Menge zeigt, da� der Grau w ertv erlauf im Original-

bild dann do c h nic h t so gleic hm

•

a�ig w ar, wie urspr

•

unglic h angenommen. Um aus der

so segmen tierten Menge nac h tr

•

aglic h ein Rec h tec k zu extrahieren sind w eitere Sc hrit-

te wie L

•

uc k enf

•

ullung und Kan tengl

•

attung n

•

otig. Sc hr

•

ankt man dagegen A gleic h b ei

der Segmen tierung en tsprec hend ein, sind diese Sc hritte

•

ub er

•

ussig. Eine Erw eiterung

der Zw ei-Niv eau-P assung sollte daher m

•

oglic hst nic h t auf Kosten des Mengenmo dells

gesc hehen.

2.2 F unktionsquantisierungen

Die Zw ei-Niv eau-P assung reih t sic h in die Klasse der F unktionsquantisierungen ein, wie

sie in [K

•

am00 ] f

•

ur F unktionen f : D ! R , D � R b esc hrieb en w erden. Bei Quan tisie-

rungsproblemen dieser Art ist eine Menge S v on F unktionen s : D ! R gegeb en. F

•

ur

eine gegeb ene F unktion f : D ! R wird dann das In�m um

inf

s 2S

k f � s k

p

gesuc h t. Mit k � k

p

wird dab ei die Standard- p -Norm b ezeic hnet ( p 2 [1 ; 1 ]). Die Menge S

wird Quantisierungsmenge genann t und b esteh t normalerw eise aus st

•

uc kw eise de�nierten
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2.3 Metho den der V ariationsrec hn ung

F unktionen mit n > 0 St

•

utzstellen. In [K

•

am00 ] w erden F unktionen

s

n

:=

n � 1

X

i =1

y

i

1

] x

i

;x

i

+1]

; n > 2

v erw endet, f

•

ur die x

1

< � � � < x

n

2 R und y

1

; : : : ; y

n � 1

2 R gilt. F

•

ur x < x

1

und

x > x

n

wird s

n

( x ) = 0 gesetzt. Statt dem allgemeinen S w erden n un die Mengen

S

n

b etrac h tet, die n ur F unktionen s

n

mit h

•

oc hstens n St

•

utzstellen en thalten. Das so

de�nierte Quan tisierungsproblem lautet dann

inf

s

n

2S

n

k f � s

n

k

p

:

Dieses Quan tisierungsproblem wird in [K

•

am00 ] f

•

ur p 2 f 1 ; 2 ; 1g und f 2 C ( D ; R ) \

L

p

( D ; R ) ( D 2 f R ; R

�

; [ a; b ] g ) b etrac h tet. Es w erden Ergebnisse zur Existenz lok aler

Optima gegeb en und Algorithmen zur optimalen Quan tisierung f

•

ur den F all p = 2 en t-

wic k elt. Allerdings b esc hr

•

ankt sic h die Arb eit in [K

•

am00 ] auf die Betrac h tung eindimen-

sionaler F unktionen. Sollten die hier en t wic k elten V erfahren b ei der Segmen tierung eines

zw eidimensionalen Bildes angew endet w erden, m

•

u�te das v orliegende Bild erst in eine

eindimensionale V ersion umgew andelt w erden.

•

Ublic herw eise gesc hieh t dies durc h Histo-

gramm bildung. Es liegt auf der Hand, da� das Ein bringen v on a-priori-Informationen

•

ub er die F orm des zu �ndenden Ob jektes (eine zw eidimensionale Mengenmo dellierung)

auf diese W eise k aum m

•

oglic h ist. Auc h eine eindimensionale Mengenmo dellierung |

denkbar w

•

aren zum Beispiel zusammenh

•

angende Mengen | ist auf Histogrammfunk-

tionen nic h t sehr sinn v oll, da nic h t un b edingt ein Zusammenhang zwisc hen zusam-

menh

•

angenden Mengen im Bildhistogramm und dem originalen Bild b estehen m u�.

Nat

•

urlic h ist es denno c h m

•

oglic h, Segmen tierungsalgorithmen auf Basis der V erfahren in

[K

•

am00 ] zu en t wic k eln, wie die Arb eit in [KK98] zeigt. Im Gegensatz zu [K

•

am00 ] wird

die Ausgangsfunktion f hier v on v ornherein als diskret angenommen. Ab er auc h in dieser

Arb eit wird f als eindimensional v orausgesetzt, w as b edeutet, da� wiederum als erster

Sc hritt die F unktion f aus einem gegeb enen Bild extrahiert w erden m u�. Damit en th

•

alt

dieses V erfahren im Hin blic k auf eine zw eidimensionale Mengenmo dellierung dieselb en

Nac h teile wie die Arb eit in [K

•

am00 ].

In den T ermini der Einleitung b edeutet dies: F

•

ur eine Objektse gmentierung sind die Ar-

b eiten in [K

•

am00 ] und [KK98] eher w eniger geeignet. Sie bieten ab er gute M

•

oglic hk eiten

in einer Bildse gmentierung , die k ein w eiteres V orwissen

•

ub er das zu �ndende Ob jekt in

einem Bild v erlangt.

2.3 Metho den der V a riationsrechnung

Die V ariationsrec hn ung ist eine in der Bildv erarb eitung h

•

au�g v erw endete Metho de.

Ihr Ziel ist es, die R

•

ander v on Bildregionen m

•

oglic hst genau durc h st

•

uc kw eise stetige

F unktionen zu appro ximieren. Die Appro ximation erfolgt dab ei

•

ub er die Minimierung
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

eines Energieterms, in den Eigensc haften wie Gl

•

atte und Kr

•

umm ung der Bildfunktion

einie�en. Dieser Energieterm wird in [MS85] o der auc h in [BZ87] wie folgt de�niert:

Bezeic hne h 2 L

2

( M ; R ) das

•

ub er einem k ompakten Aussc hnitt M � R

2

gegeb ene Bild

und U � L

2

( M ; R ) einen geeigneten Raum st

•

uc kw eise di�erenzierbarer F unktionen v on

M nac h R . Gesuc h t ist n un eine F unktion u 2 U , f

•

ur die das folgende F unktional

E ( u ) = D ( u ) + S ( u ) + P ( u )

minimal wird. Dab ei ist

� das F unktional D ( Data ), de�niert durc h

D ( u ) =

Z

M

( u � f )

2

d�

2

;

ein Ma� f

•

ur die Bildtreue der gesuc h ten F unktion,

� das F unktional S ( Spine ), de�niert durc h

S ( u ) = �

2

Z

M

kr u k

2

2

d�

2

;

ein Ma� f

•

ur die Steigungen der gesuc h ten F unktion u und

� das F unktional P ( Penalty ) ein

"

Strafma� \ f

•

ur jede Disk on tin uit

•

at der gesuc h ten

F unktion.

Der P arameter � im F unktional S ist ein v om Ben utzer zu w

•

ahlender P arameter, der

den Einu� der Steigungen der zu suc henden F unktion auf das Optim um festlegt. F

•

ur

den Strafterm P existieren mehrere V arian ten. In [BZ87 ] wird er auf

P ( u ) = � length ( K )

gesetzt, w ob ei K die Menge aller Unstetigk eitsstellen b ezeic hnet und � ein w eiterer v om

Ben utzer zu w

•

ahlender P arameter ist. P ist n un ein Ma� f

•

ur die gesam te Kon turl

•

ange,

d.h. eine F unktion u , die den Energieterm E minimiert, minimiert dann auc h die Kon-

turl

•

ange. V on Mumford und Shah wurde ein anderer Strafterm v orgestellt ([MS85]),

in den die Kon turl

•

ange K

•

ub er ihr (eindimensionales) Hausdor�ma� H

1

eingeh t. Der

gesam te Energieterm hat dann die F orm

E ( u; K ) =

Z

M

( u � f )

2

d�

2

+ �

2

Z

M

kr u k

2

2

d�

2

+ � H

1

( K )

Beiden V orsc hl

•

agen ist gemein, da� P | und damit die Disk on tin uit

•

at der gesuc h ten

F unktion u |

•

ub er den P arameter � v om Ben utzer gesteuert w erden k ann.

Dieser eigen tlic h k on tin uierlic he Ansatz m u� f

•

ur die An w endung auf digitale Bilder durc h

eine geeignete diskrete V ersion appro ximiert w erden. Es stellt sic h dab ei heraus, da� die
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2.4 Adaption parametrisc her Grau w ertmo delle

Optimierung der Energiefunktion zw eistu�g v erlaufen k ann: Zuerst w erden die Unstetig-

k eitsstellen v on u b estimm t, die das Bild in v ersc hiedene Segmen te aufteilen, und in ei-

nem zw eiten Sc hritt die F unktion u innerhalb der Segmen te eingepa�t. Die Sprungh

•

ohen

so wie die Glattheit v on u innerhalb der v ersc hiedenen Segmen te w erden dab ei

•

ub er die

b eiden P arameter � und � v om Ben utzer v orgegeb en.

Im Hin blic k auf diese Arb eit ist der letzte Satz en tsc heidend: Zw ar bieten die P arameter �

und � eine gute M

•

oglic hk eit, die Eigensc haften v on u zu steuern, allerdings k ann dar

•

ub er

hinaus k ein w eiteres V orwissen

•

ub er eine m

•

oglic he Ob jektform

•

ub ergeb en w erden. F

•

ur

die Metho den der V ariationsrec hn ung gelten damit die gleic hen

•

Ub erlegungen, die b ereits

zur F unktionsquan tisierung angestellt wurden: Sie sind f

•

ur eine Bildse gmentierung sehr

gut, f

•

ur eine Objektse gmentierung dagegen eher w eniger geeignet.

2.4 Objektlok alisation durch Adaption pa rametrischer

Grau w ertmo delle

Ein V erfahren zur subpixelgenauen Ob jektpassung | die Objektlokalisation dur ch A d-

aption p ar ametrischer Gr auwertmo del le , hier im folgenden mit Gr auwertmo del ladaption

b ezeic hnet | wird v on Christian Drewniok in seiner Dissertation b esc hrieb en ([Dre98 ]).

Dieses V erfahren wurde v on ihm prim

•

ar dazu en t wic k elt, um Kanaldec k el aus Luft-

bildaufnahmen zu extrahieren, daher der Begri� der Objektlokalisation . W egen der gro-

b en Au

•

osung der Luftbilder ist eine P assung der Kanaldec k el auf diskreter Pixelbasis

nic h t m

•

oglic h und es m u� auf eine Subpixelpassung ausgewic hen w erden. Daher basiert

die Grau w ertmo delladaption auf k on tin uierlic hen Mengenmo dellierungen, w as in Bemer-

kung 2.1.4 als w

•

unsc hensw erte Erw eiterung in der Zw ei-Niv eau-P assung herausgestellt

wurde. Der Algorithm us setzt auf Arb eiten in [Hue71], [NB86] und [Roh92] auf, die

sic h mit der Rek onstruktion v on Grau w ertk an ten und Grau w ertec k en durc h Minimie-

rung eines quadratisc hen F ehlers b efassen und wird in der Grau w ertmo delladaption auf

rec h tec kige und kreisf

•

ormige Ob jekte (so wie deren

•

Ub erlagerungen) erw eitert.

Die grundlegende

•

Ub erlegung der Grau w ertmo delladaption ist die folgende: In ein dis-

kretes Luftbild I soll ein gegeb enes Mo dell M ( ~p ) so eingepa�t w erden, da� der F ehler

E ( ~p ) =

X

k

( I

k

� M

k

( ~p ))

2

minimal wird. Der reelle V ektor ~p b esc hreibt dab ei die freien P arameter eines (no c h zu

sp ezi�zierenden) Mo dells M ( ~p ) und I

k

= I ( ~ x

k

) die an den Bildp ositionen ~ x

k

v orliegenden

Grau w erte des Bildes I . Eine Ob jektlok alisation b esteh t dann in der Minimierung v on

E ub er die P arameter ~p .

Da eine subpixelgenaue P assung angestrebt wird, m u� das Mo dell M ( ~p ) eine h

•

ohere Ge-

nauigk eit aufw eisen als das gegeb ene diskrete Bild. Ein solc hes (k on tin uierlic hes) Mo dell

wird in [Dre98] als p ar ametrisches Gr auwertmo del l b ezeic hnet. Zur F orm ulierung eines
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

Intensität

Abbildung 2.6: M

•

oglic hes ideales In tensit

•

atspro�l

~

I . Die H

•

ohe der einzelnen Niv eaus ist

v ariab el, n ur die Anzahl der Stufen ist en tsc heidend.

solc hen Grau w ertmo delles wird zun

•

ac hst angenommen, da� es sic h aus mehreren homo-

genen T eil

•

ac hen zusammensetzt.

"

Homogen \ b edeutet dab ei, da� pro T eil

•

ac he k on-

stan te Reexionseigensc haften gelten, T exturen o der Spiegelungen w erden nic h t b er

•

uc k-

sic h tigt. Jede T eil

•

ac he reektiert un ter dieser Annahme einen k onstan ten An teil der

einfallenden Lic h tstrahlung. Im Idealfall ergibt sic h dadurc h f

•

ur jedes Ob jekt je nac h

Anzahl der T eil

•

ac hen ein stufenf

•

ormiges In tensit

•

atspro�l

~

I wie in Abbildung 2.6 skiz-

ziert.

Alle w eiteren E�ekte im Bilden tsteh ungsproze� wie zum Beispiel Streuung in der A tmo-

sph

•

are, V ersc hmierungen durc h Linsenoptik und Digitalisierungsproze� (siehe zum Bei-

spiel [Bur96] f

•

ur eine ausf

•

uhrlic here Besc hreibung), w erden in der p oint-spr e ad function

(PSF) zusammengefa�t. Das resultierende Signal

^

I ergibt sic h dann durc h eine F altung

der PSF mit dem idealen Signal

~

I . Die PSF selbst wird im allgemeinen als Gau�f

•

ormig

(mit Mittelw ert 0) angenommen, eine Anpassung an die jew eils aktuelle Situation erfolgt

•

ub er deren Standardab w eic h ung. Das so erhaltene v ersc hmierte Signal wird sc hlie�lic h

an diskreten Stellen abgetastet (Abbildung 2.7), man erh

•

alt ein diskretes Bildsignal I .

Der letzte Sc hritt in der Bilden tsteh ung nac h [Dre98] ist die additiv e

•

Ub erlagerung des

diskreten Signals mit einem normalv erteilten Rausc hen. Dieser Sc hritt ist ab er f

•

ur die

Mo dellbildung nic h t w esen tlic h, so da� er hier nic h t n

•

aher ausgef

•

uhrt wird.

Die in [Dre98] en t wic k elten parametrisc hen Grau w ertmo delle folgen dem ob en b esc hrie-

b enen Bilden tsteh ungsproze�: Ein k on tin uierlic hes, zw eidimensionales Signal wird durc h

eine Gau�sc he PSF v ersc hmiert und das Ergebnissignal diskret abgetastet. Die PSF ist

dab ei gegeb en durc h

G

�

( x; y ) := g

�

( x ) � g

�

( y )

f

•

ur

g

�

( x ) :=

1

�

� g

�

x

�

�

und g ( x ) :=

1

p

2 �

e

�

x

2

2

:

Der freie P arameter � > 0 in G

�

(bzw. g

�

) gibt dab ei den Grad der V ersc hmierung an.

26



2.4 Adaption parametrisc her Grau w ertmo delle

Intensität

x .     .     .     .     . x1 n

Abbildung 2.7: V ersc hmiertes (mit PSF gefaltetes) In tensit

•

atssignal

^

I mit diskreten Ab-

tastpunkten x

1

; : : : ; x

n

.

Jedes Grau w ertmo dell l

•

a�t sic h n un als F altung v on G

�

mit einer en tsprec henden F unk-

tion, die das ideale Signal darstellt, mo dellieren. Eine v ertik ale Stufe an P osition x

0

2 R

zum Beispiel l

•

a�t sic h also mit Hilfe v on

U

x

0

( x ) := u ( x � x

0

) ; w ob ei u ( x ) :=

�

0 f

•

ur x < 0

1 f

•

ur x � 0

als U

x

0

� G

�

darstellen. U

x

0

b esitzt als freien P arameter die P osition x

0

der Kan te, so da�

das Gesam tmo dell zun

•

ac hst zw ei freie P arameter (die V ersc hmierung � und die P osition

x

0

) b esitzt. Diese Mo dellfunktion U

x

0

� G

�

l

•

a�t sic h v ereinfac hen zu

( U

x

0

� G

�

)( x; y ) =

1

Z

�1

1

Z

�1

G

�

( x � a; y � b ) � U

x

0

( a ) da db

=

1

Z

�1

1

Z

�1

g

�

( x � a ) � g

�

( y � b ) � u ( a � x

0

) da db

=

1

Z

�1

g

�

( y � b ) db

1

Z

�1

g

�

( x � a ) � u ( a � x

0

) da

=

Z

1

x

0

g

�

( x � a ) da

=

Z

x � x

0

�

�1

g ( a ) da =: �

�

( x � x

0

) :
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Kapitel 2. Bildsegmen tierung durc h F unktionsquan tisierungen

F

•

ur die F unktion �

�

gilt

�

�

( z ) :=

1

�

Z

z

�1

g

�

a

�

�

da

=

Z

z

�1

g

�

( a ) da =: �

�

z

�

�

:

Die F unktion � wird auc h F ehlerfunktion genann t.

Die durc h die Mo dellfunktion U

x

0

� G

�

de�nierte Stufe hat bis jetzt die H

•

ohe 1. Um das

zu k orrigieren, w erden zw ei lineare F aktoren h

0

(f

•

ur das Grundniv eau) und h

1

(f

•

ur die

H

•

ohen

•

anderung zum Stufenniv eau) eingef

•

uhrt. Das Gesam tmo dell

M

step

( x; y ) := h

0

+ h

1

� �

�

x � x

0

�

�

b esc hreibt dann eine (mit Standardab w eic h ung � ) Gau�v ersc hmierte v ertik ale Stufe im

Punkt x

0

, die den

•

Ub ergang zwisc hen zw ei Grau w ertplateaus der H

•

ohen h

0

so wie h

0

+ h

1

bildet. Die b eiden F aktoren h

0

und h

1

sind zus

•

atzlic he freie P arameter des Gesam tmo-

dells M

step

, das insgesam t | zusammen mit den b eiden b ereits v orhandenen freien P a-

rametern � und x

0

|

•

ub er vier freie P arameter v erf

•

ugt. M

step

en tspric h t dem Signal

^

I

aus Abbildung 2.7.

Soll n un in einem gegeb enen Bild | bzw. einem gegeb enen Bildaussc hnitt | I eine

v ertik ale Stufe gefunden w erden, wird die zugeh

•

orige F ehlerfunktion

E : R

+

� R

3

! R ; E ( � ; x

0

; h

0

; h

1

) :=

X

( x;y )

�

I ( x; y ) � M

step

( x; y )

�

2

•

ub er ein nic h tlineares Abstiegsv erfahren (siehe dazu zum Beispiel [Sp e93]) minimiert

und dadurc h die freien Mo dellparameter v on M

step

optimiert. In der F ehlerfunktion E

stec kt implizit die Punktausw ertung v on M

step

an diskreten Punkten ( x; y ).

Mit Hilfe v on M

step

lassen sic h einfac he Rec h tec kstrukturen zusammensetzen. In [Dre98]

w erden au�erdem Mo delle f

•

ur gedreh te Rec h tec kstrukturen angegeb en. Alle diese Grund-

mo delle lassen sic h additiv zu k omplizierteren Strukturen

•

ub erlagern. Die auf diese W eise

en tstandenen Mo delle hei�en Sup erp ositionen .

Ein w eiteres wic h tiges Grundmo dell neb en dem eb en b esc hrieb enen Stufenmo dell ist das

Kreissc heib enmo dell. Eine Kreissc heib e mit Radius R > 0 und Zen trum im Nullpunkt

b esitzt das ideale Signal

D

R

: R

2

! R ; D

R

( x; y ) :=

�

1 ; x

2

+ y

2

� R

2

0 ; sonst

Zur Berec hn ung des Gau�v ersc hmierten Bildmo dells brauc h t man aus Symmetriegr

•

un-

den n ur Punkte en tlang der x -Ac hse zu b er

•

uc ksic h tigen, denn f

•

ur alle Punkte ( x; y ) 2 R

2

gilt

( D

R

� G

�

)( x; y ) = ( D

R

� G

�

)(

p

x

2

+ y

2

; 0) : (2.6)
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2.4 Adaption parametrisc her Grau w ertmo delle

Das mit G

�

gefaltete Signal hat dann die F orm

( D

R

� G

�

)( x; 0) =

Z

R

� R

Z

p

R

2

� a

2

�

p

R

2

� a

2

G

�

( x � a; � b ) db da

.

.

.

= 2

Z

R

� R

g

�

( x � a ) �

�

�

p

R

2

� a

2

�

da � ( �

�

( x + R ) � �

�

( x � R ))

([Dre98 , Kap. 3.6]). Diese Mo dellfunktion k ann eb enso wie das Stufenmo dell zu einem

Gesam tmo dell mit Grundniv eau h

0

und H

•

ohen

•

anderung h

1

zum Kreisniv eau ausgebaut

w erden. Eine Sup erp ositionsbildung mit anderen Mo dellen ist eb enfalls mac h bar.

Zum Sc hlu� no c h ein W ort zur Implemen tierung: Die F unktion � ist analytisc h nic h t

b estimm bar und m u� daher n umerisc h appro ximiert w erden. Das k ann

•

ub er eine Appro-

ximation der F unktion

erf : R

+

! R ; erf ( x ) :=

2

p

�

Z

x

0

e

� t

2

dt

erfolgen, denn es gilt der Zusammenhang

� ( z ) =

1

2

�

1 + erf

�

z

p

2

��

:

Zur Bestimm ung des T eilterms

Z

R

� R

g

�

( x � a ) �

�

�

p

R

2

� a

2

�

(2.7)

aus dem Kreissc heib enmo dell wird in [Dre98 ] eine Rom b erg-In tegration v erw endet. Ein-

zelheiten zur Implemen tierung der F unktion erf bzw. der In tegrationsmetho de �nden

sic h zum Beispiel in [PTVF96].

Im Gegensatz zu den in den Absc hnitten 2.2 und 2.3 v orgestellten V erfahren legt die

Grau w ertmo delladaption viel W ert auf eine zugrundeliegende zw eidimensionale Struk-

tur. Diese Struktur ist in et w a dem Mengenmo dell in der Zw ei-Niv eau-P assung v er-

gleic h bar. Allerdings w erden hier k eine diskreten Mengenmo delle v erw endet, sondern

jede Struktur wird durc h reelle P arameter b esc hrieb en, w as zu k on tin uierlic hen Mengen-

mo dellen und dadurc h zu Subpixelpassungen f

•

uhrt.

F

•

ur inhomogen b eleuc h tete Ob jekte (wie in Abbildung 2.4) bietet die Grau w ertmo dell-

adaption jedo c h k eine L

•

osung. Das liegt an der Grundv oraussetzung an die Mo dellbil-

dung, die b esagt da� jede einzelne T eil

•

ac he einen homogenen Grau w ert b esitzen m u�.

Eine Erw eiterung auf nic h t-homogene T eil

•

ac hen w

•

are prinzipiell m

•

oglic h, d

•

urfte ab er

durc h die F altung mit einer Gau�funktion sehr sc hnell zu k aum no c h handhabbaren

Mo dellfunktionen f

•

uhren.

Das folgende Kapitel stellt einen allgemeinen Ansatz zur mengen basierten Ob jektseg-

men tierung v or.
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3 Semilinea re App ro ximation auf

euklidischen V ekto rr

•

aumen

Kapitel 2 b esc h

•

aftigte sic h mit v ersc hiedenen V erfahren zur Bildsegmen tierung, w ob ei

der Sc h w erpunkt auf der Bereitstellung eines Mengenmo dells zur Besc hreibung der Ob-

jektform lag. Bei der Zw ei-Niv eau-P assung (Kapitel 2.1) basiert dieses Mengenmo dell

nac h V oraussetzung auf dem gegeb enen Bildraum. Als F olge da v on ist die Genauigk eit

des Mengenmo dells direkt v on der Au

•

osung dieses Bildraumes abh

•

angig. So sind b ei

diskreten Bildern n ur diskrete Mengenmo delle v erf

•

ugbar, eine w eitere V erfeinerung ist

nic h t m

•

oglic h. Auc h die Mo dellierung k omplexerer Grau w ertv erl

•

aufe innerhalb eines Bil-

des (Abbildung 2.4) k ann nic h t realisiert w erden. Die Grau w ertmo delladaption (Kapitel

2.4) b eseitigt zw ar das Problem der Subpixelpassung, da sie explizit auf k on tin uierlic hen

Mengenmo dellen b eruh t. Eine Mo dellierung k omplexerer Grau w ertv erl

•

aufe wurde ab er

auc h hier nic h t angedac h t.

Im folgenden wird ein allgemeiner Ansatz zur mengen basierten Ob jektsegmen tierung |

die semilineare Appro ximation | v orgestellt. Dieses V erfahren k ann als theoretisc her

•

Ub erbau f

•

ur mengen basierte Segmen tierungsalgorithmen angesehen w erden und umfa�t

je nac h Sp ezi�zierung auc h die Mo dellierung inhomogener Grau w ertv erl

•

aufe so wie Sub-

pixelpassungen. Zudem lassen sic h Zusammenh

•

ange zur Zw ei-Niv eau-P assung so wie (in

Kapitel 6) zur Grau w ertmo delladaption herstellen.

3.1 Semilinea re F unktionen

De�nition 3.1.1

Sei E ein R -V ek torraum, A eine Menge und k 2 N . Eine F unktion g : R

k

� A ! E hei�t

dann semilinear , falls f

•

ur alle A 2 A die Abbildung x 7! g ( x; A ) linear ist.

Ist g eine semilineare F unktion und A 2 A , hei�t im folgenden die Abbildung

G

A

: R

k

! E ; G

A

x := g ( x; A )

die line ar e T eilfunktion von g f

•

ur A 2 A . Eine Reihe v on Eigensc haften v on g , die aus

der Linearit

•

at v on G

A

folgen, sind in dem folgenden Korollar zusammengefa�t:

Korollar 3.1.2

Seien die V orraussetzungen v on De�nition 3.1.1 gegeb en. Dann gilt:
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

� Jede semilineare F unktion g de�niert eine Abbildung v on A in die Menge E

k

der

h

•

oc hstens k -dimensionalen Un terr

•

aume v on E .

� Ist A 2 A gegeb en, existiert ein Erzeugendensystem f e

( A )

1

; : : : ; e

( A )

k

g v on = ( G

A

) , so

da� sic h die lineare T eilfunktion G

A

in der F orm

G

A

x =

k

X

i =1

x

i

e

( A )

i

f

•

ur x 2 R

k

sc hreib en l

•

a�t.

Bew eis Mit A 7! G

A

= g ( � ; A ) de�niert jede semilineare F unktion zun

•

ac hst eine Ab-

bildung v on A in die Menge Hom ( R

k

; E ) der linearen Abbildungen v on R

k

nac h E . Da

G

A

linear ist, ist w eiterhin der Bildraum = ( G

A

) � E v on G

A

ein linearer Un terraum

v on E mit Dimension l � dim ( R

k

) = k . Wird n un mit E

k

die Menge der h

•

oc hstens

k -dimensionalen Un terr

•

aume v on E b ezeic hnet, leistet die Abbildung

G : A ! E

k

; G ( A ) := = ( G

A

)

das Gew

•

unsc h te.

Sei im folgenden A 2 A . Dann existiert w egen der Linearit

•

at v on G

A

ein Erzeugenden-

system f e

( A )

1

; : : : ; e

( A )

k

g v on = ( G

A

), so da� sic h G

A

als

8 x 2 R

k

: G

A

x =

k

X

i =1

x

i

e

( A )

i

sc hreib en l

•

a�t. 2

Man k ann eine semilineare F unktion also im gewissen Sinne als zw eigeteilt auf fassen:

Zuerst wird durc h die W ahl v on A 2 A ein h

•

oc hstens k -dimensionaler Un terraum v on E

b estimm t, in den dann die lineare T eilabbildung G

A

abbildet. Da sic h der so festgelegte

Un terraum alleine durc h die W ahl eines x 2 R

k

nic h t mehr

•

andern k ann, k ann A auc h

als eine P arametrisierung der h

•

oc hstens k -dimensionalen Un terr

•

aume v on E angesehen

w erden.

Der folgende Satz b esc h

•

aftigt sic h mit der Darstellung semilinearer F unktionen.

Satz 3.1.3

Un ter den V orraussetzungen v on De�nition 3.1.1 existieren f

•

ur jede semilineare F unktion

g Abbildungen e

1

; : : : ; e

k

: A ! E , so da� sic h g in der F orm

g ( x; A ) =

k

X

i =1

x

i

e

i

( A )

sc hreib en l

•

a�t.
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3.1 Semilineare F unktionen

Bew eis Nac h Korollar 3.1.2 existiert f

•

ur jedes A 2 A ein Erzeugendensystem

f e

( A )

1

; : : : ; e

( A )

k

g v on = ( G

A

) mit

8 x 2 R

k

: G

A

x =

k

X

i =1

x

i

e

( A )

i

:

Setzt man n un f

•

ur alle i 2 f 1 ; : : : ; k g

e

i

: A ! E ; e

i

( A ) := e

( A )

i

erh

•

alt man das Gew

•

unsc h te. 2

Satz 3.1.3 ist die Basis, auf der die im folgenden auftretenden F orm ulierungen semilinea-

rer F unktionen b eruhen. Statt direkt eine semilineare F unktion g zu de�nieren, w erden

zun

•

ac hst k V ektoren e

1

; : : : ; e

k

2 E zusammen mit einer geeigneten P arametrisierung

gesuc h t, die im n

•

ac hsten Sc hritt zu Erzeugendenfunktionen e

1

; : : : ; e

k

: A ! E ausge-

baut w erden. Diese Erzeugendenfunktionen b esc hreib en dann eine semilineare F unktion

und nac h Satz 3.1.3 existiert f

•

ur jede semilineare F unktion eine derartige Darstellung.

Wird zus

•

atzlic h mit G

A

wieder die auf Seite 31 de�nierte lineare T eilfunktion einer

semilinearen F unktion b ezeic hnet, gilt au�erdem f

•

ur den Bildraum = ( G

A

):

= ( G

A

) = linH f e

1

( A ) ; : : : ; e

k

( A ) g :

Das folgende Beispiel v erdeutlic h t, wie die semilinearen F unktionen als V erallgemeine-

rung der in der Zw ei-Niv eau-P assung v erw endeten zw eistu�gen F unktionen aufgefa�t

w erden k

•

onnen.

Beispiel 3.1.4

Sei eine k ompakte Menge M � R

2

gegeb en, die im folgenden der Aufnahmeraum genann t

wird. Die Menge A wird | wie b ereits in der Zw ei-Niv eau-P assung in Kapitel 2.1 | als

Quotien tenraum

A := B ( M ) =

�

de�niert, w ob ei die

•

Aquiv alenzrelation � durc h

� � A � A ; A � B : ( ) �

2

(( A n B ) [ ( B n A )) = 0

gegeb en ist. �

2

b ezeic hnet dab ei das zw eidimensionale Leb esgue-Ma�.

Als V ektorraum E wird der Quotien tenraum L

2

( M ; R ) gew

•

ahlt. Setzt man dann zw ei

Erzeugendenfunktionen e

1

; e

2

: A ! E ,

e

1

( A ) := 1

A

und

e

2

( A ) := 1

M n A

;
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

M

A

Abbildung 3.1: Skizzierter rec h tec kiger Aufnahmeraum M mit grauem Ob jekt A auf

w ei�em Hin tergrund M n A .

ist die F unktion g : R

2

� A ! E mit

g ( x; A ) := x

1

e

1

( A ) + x

2

e

2

( A ) = x

1

1

A

+ x

2

1

M n A

semilinear und g en tspric h t genau der in der Zw ei-Niv eau-P assung v erw endeten T rep-

p enfunktion in (2.1).

Neb en g existiert ab er no c h eine andere M

•

oglic hk eit, eine semilineare F unktion in Ana-

logie zur Zw ei-Niv eau-P assung zu de�nieren. Dazu wird eine neue Erzeugendenfunktion

e

0

2

( A ) := 1

M

b en

•

otigt. Ersetzt man n un e

2

in g durc h e

0

2

, erh

•

alt man

g

0

( x; A ) = x

1

1

A

+ x

2

1

M

:

Der Un tersc hied in b eiden F unktionen b esteh t n ur in ihrer In terpretation: In g repr

•

asen-

tiert x

1

den Grau w ert eines Ob jektes A , w

•

ahrend x

1

in g

0

f

•

ur die Grau w ert

•

anderung

zwisc hen Ob jekt und Hin tergrund steh t.

Bemerkung 3.1.5

Die F orm ulierung der semilinearen F unktion g in Beispiel 3.1.4 ist auc h m

•

oglic h, ohne da�

f

•

ur A und E Quotien tenr

•

aume gew

•

ahlt w erden. An dieser Stelle der Arb eit existiert no c h

k ein Grund, w arum der Quotien tenraum A = B ( M ) =

�

der Menge B ( M ) v orzuziehen

w

•

are. Eb enfalls k ein Grund existiert, w arum L

2

( M ; R ) eine b essere W ahl als L

2

( M ; R )

sein sollte und nat

•

urlic h sind auc h

~g : R

2

� B ( M ) ! L

2

( M ; R ) ; ~g ( x; A ) = x

1

1

A

+ x

2

1

M n A

bzw.

~g

0

: R

2

� B ( M ) ! L

2

( M ; R ) ; ~g

0

( x; A ) = x

1

1

A

+ x

2

1

M
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3.1 Semilineare F unktionen

M

A

Abbildung 3.2: In x -Ric h tung inhomogener Aufnahmeraum M mit eb enfalls in x -

Ric h tung inhomogenem Ob jekt A .

semilineare F unktionen. Gr

•

unde, w arum diese W ahl nic h t gesc hic kt ist (Metrik auf A

bzw. Sk alarpro dukt auf E w

•

urden b en

•

otigt) sind zw ar | zum T eil eher implizit |

b ereits in Kapitel 2 erw

•

ahn t w orden, w erden hier ab er erst in Kapitel 3.2 und 3.3 f

•

ur die

F orm ulierung des Appro ximationsproblems bzw. f

•

ur Aussagen

•

ub er die Existenz lok aler

Optima b en

•

otigt. Die W ahl v on B ( M ) =

�

und L

2

( M ; R ) stellt in diesem Sinne einen

V orgri� auf die folgenden Absc hnitte dar.

Abbildung 3.1 zeigt b eispielhaft einen rec h tec kigen Aufnahmeraum M mit einem grauen

Ob jekt A auf hellem Hin tergrund M n A . Will man Ob jekt und Hin tergrund aus die-

ser Abbildung durc h eine semilineare F unktion b esc hreib en, sind die in Beispiel 3.1.4

form ulierten Erzeugendenfunktionen so wie die daraus resultierenden semilinearen F unk-

tionen g bzw. g

0

sehr gut geeignet. Man ist b ei der F orm ulierung semilinearer F unktionen

ab er w eder in der Anzahl k der Erzeugendenfunktionen e

1

; : : : ; e

k

no c h in deren F orm

b esc hr

•

ankt, so da� sic h auc h k ompliziertere Zusammenh

•

ange form ulieren lassen. Das

folgende Beispiel zeigt, wie die in Abbildung 3.2 gezeigten Grau w ertv erl

•

aufe durc h eine

semilineare F unktion mo delliert w erden k

•

onnen.

Beispiel 3.1.6

Abbildung 3.2 zeigt das gleic he Ob jekt wie Abbildung 3.1. Allerdings w eisen n un so w ohl

Ob jekt als auc h Hin tergrund eine (in x -Ric h tung) monotone

•

Anderung des Grau w ertes

auf, w as zum Beispiel als inhomogene Beleuc h tungssituation in terpretiert w erden k ann.

Zum einfac heren V erst

•

andnis wird die Mo dellierung dieser Situation im folgenden als

eindimensionale V ersion f

•

ur eine isolierte Bildzeile durc hgef

•

uhrt.

Sei also f

•

ur a > 0 der Aufnahmeraum M = [0 ; a ] gegeb en. A wird wieder (wie in

Beispiel 3.1.4) als Quotien tenraum A = B ( M ) =

�

de�niert, w ob ei die

•

Aquiv alenzrelation

�� B ( M ) � B ( M ) durc h

A � B : ( ) � (( A n B ) [ ( B n A )) = 0

de�niert ist. Der V ektorraum E sei die Menge L

2

( M ; R ) .
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•
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c

e

1

e

2

0 d a

Ob jekt:

e

1

([ c; d ])( x ) =

�

a � x; x 2 [ c; d ]

0 x 62 [ c; d ]

Hin tergrund:

e

2

([ c; d ])( x ) =

�

0 ; x 2 [ c; d ]

x; x 62 [ c; d ]

Abbildung 3.3: Mo dellierung linearer Beleuc h tung ohne k onstan ten An teil.

Bis jetzt un tersc heidet sic h sic h diese Mo dellierung nic h t w esen tlic h gegen

•

ub er der aus

Beispiel 3.1.4. Die einzige gro�e

•

Anderung erfolgt n un in der W ahl der Erzeugendenfunk-

tionen e

i

. Geh t man da v on aus, da� es sic h b ei Abbildung 3.2 um lineare

•

Anderungen

der Grau w erte handelt, eignet sic h die F unktion

e

1

: A ! L

2

( M ; R ) ; e

1

( A ) := ( a � id )1

A

;

um das Ob jekt und die F unktion

e

2

: A ! L

2

( M ; R ) ; e

2

( A ) := id � 1

M n A

um den Hin tergrund zu b esc hreib en. Abbildung 3.3 zeigt e

1

und e

2

, w ob ei das Ob jekt

durc h das In terv all [ c; d ] 2 A und der Hin tergrund durc h die Restmenge [0 ; c ] [ [ d; a ] 2 A

repr

•

asen tiert wird. Die sc hein bare Dopp elde�nition in den Punkten f c g und f d g ist in

Wirklic hk eit k ein Problem, da die Elemen te in A n ur bis auf � -Nullmengen eindeutig

sind.

Die so de�nierte semilineare F unktion

g

1

: R

2

� B ( M ) =

�

! L

2

( M ; R ) ; g

1

( x; A ) := x

1

( a � id)1

A

+ x

2

id � 1

M n A

ist in den Randpunkten 0 und a no c h sehr sp eziell, denn der Grau w ert des so erzeug-

ten Bildes ist b eide Male auf 0 festgelegt. Eine allgemeinere Mo dellierung ohne feste

Randpunkte erh

•

alt man, w enn die b eiden

"

k onstan ten \ Erzeugendenfunktionen

e

3

( A ) := 1

A

f

•

ur das Ob jekt und

e

4

( A ) := 1

M n A

f

•

ur den Hin tergrund

zur Mo dellierung hinzugef

•

ugt w erden. Damit

•

andert die resultierende semilineare F unk-

tion ihren De�nitionsb ereic h. Sie hat n un die F orm g

2

: R

4

� B ( M ) =

�

! L

2

( M ; R ) ,

g

2

( x; A ) := x

1

( a � id

A

) + x

3

1

A

| {z }

Ob jekt

+ x

2

id

M n A

+ x

4

1

M n A

:

| {z }

Hin tergrund
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3.2 Semilineare Appro ximation

Durc h g

2

w erden die in Abbildung 3.2 v orhandenen linearen Abh

•

angigk eiten mo delliert

ohne da� zus

•

atzlic he Annahmen (wie Randpunktfestlegungen) getro�en w erden m

•

ussen.

In Beispiel 3.1.6 wurden die Grau w ert

•

anderungen in Ob jekt und Hin tergrund durc h

lineare Abh

•

angigk eiten mo delliert, da Abbildung 3.2 k

•

unstlic h erzeugt wurde und da-

her b ereits a-priori die b estm

•

oglic he Art der Mo dellierung b ek ann t w ar. In praktisc hen

Situationen ist ein solc hes V orwissen eher w eniger v orhanden, die k onkrete Art der Mo-

dellierung sollte daher b ei jeder An w endung sorgf

•

altig abgew ogen w erden. Dies setzt

eine m

•

oglic hst genaue Analyse des v orliegenden Problems als zen tralen Sc hritt v or die

eigen tlic he Mo dellierung. V ernac hl

•

assigt man diese Analyse, k ann die Anzahl der Erzeu-

gendenfunktionen und damit die maximale Dimension k der auftretenden Un terr

•

aume

sehr sc hnell zu gro� w erden. Die Mo dellierung wirkt dann umst

•

andlic h und ist f

•

ur die im

folgenden b esc hrieb ene Appro ximation zu langsam. Eine Einsc hr

•

ankung auf n ur w enige

Erzeugendenfunktionen ist allerdings auc h nic h t immer die L

•

osung. W erden zu w eni-

ge o der zu sp ezielle Erzeugendenfunktionen ausgew

•

ahlt, k ann die v orliegende Situation

meist nic h t ad

•

aquat b esc hrieb en w erden. In diesen Kon text f

•

allt die F unktion g

1

aus

Beispiel 3.1.6, die in ihren Randpunkten festgelegt w ar ohne da� dazu ein Hin w eis in der

Ausgangssituation gegeb en w ar. Auc h Abbildung 2.4 v on Seite 21 zeigt ein Beispiel f

•

ur

eine zu sp ezielle W ahl der Erzeugendenfunktionen. Hier wurde die im Ausgangsbild v or-

handene lineare Grau w ert

•

anderung durc h die

"

Erzeugendenfunktionen \ 1

A

und 1

M n A

der Zw ei-Niv eau-P assung nic h t nac hgebildet, so da� der P a�proze� an sic h in einem

un b efriedigenden Optim um endete.

3.2 Semilinea re App ro ximation

Bis jetzt wurden semilineare F unktionen an sic h b etrac h tet. Die Beispiele in 3.1.4 und

3.1.6 gab en dab ei einen kleinen Ein blic k in die M

•

oglic hk eiten der Mo dellierung un ter-

sc hiedlic her Ausgangssituationen. Der n

•

ac hste Sc hritt ist der V ergleic h eines gegeb enen

Elemen ts y 2 E mit einem durc h eine semilineare F unktion en tstandenem Elemen t

g ( x; A ) =

P

k

i =1

x

i

e

i

( A ) 2 E und nat

•

urlic h die F rage, f

•

ur w elc hes P aar ( x; A ) 2 R

k

� A

die F unktion g ( x; A ) dem gegeb enen y 2 E

"

am n

•

ac hsten \ liegt. Diese P arameter-

optimierung wird in der Bildv erarb eitung als Bildr ekonstruktion angesehen, w ob ei das

rek onstruierte Bild hier durc h die jew eilige semilineare F unktion b estimm t wird. Der

T ermin us

"

am n

•

ac hsten \ erfordert einen Abstandsb egri�, so da� E in der folgenden

De�nition als euklidisc her V ektorraum v orausgesetzt wird.

De�nition 3.2.1

Sei E ein euklidisc her V ektorraum, ( A ; d ) ein metrisc her Raum und k > 0 . Sei fer-

ner y 2 E gegeb en. F

•

ur jede semilineare F unktion g : R

k

� A ! E hei�t dann das

Minimierungsproblem

inf

A 2A

inf

x 2 R

k

k y � g ( x; A ) k

ein semilineares Appro ximationsproblem .
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

Eine direkte F olgerung, w as die Darstellung semilinearer Appro ximationsprobleme b e-

tri�t, ergibt sic h aus Satz 3.1.3: Da jede semilineare F unktion g als Lineark om bination

v on Erzeugendenfunktionen e

1

; : : : ; e

k

: A ! E dargestellt w erden k ann, l

•

a�t sic h auc h

jedes semilineare Appro ximationsproblem in der F orm

inf

A 2A

inf

x 2 R

k











y �

k

X

i =1

x

i

e

i

( A )











sc hreib en.

Bemerkung 3.2.2

In De�nition 3.2.1 ist E als euklidisc her V ektorraum v orausgesetzt, w as b edeutet, da� auf

E ein Sk alarpro dukt h� j �i de�niert ist und die Norm k � k auf E durc h das Sk alarpro dukt

induziert wird. In De�nition 3.2.1 wird das Sk alarpro dukt selbst jedo c h nic h t b en

•

otigt.

Prinzipiell ist De�nition 3.2.1 also auc h denkbar, w enn die Norm in E nic h t

•

ub er ein

Sk alarpro dukt de�niert wird. Im Rahmen dieser Arb eit w ar jedo c h k eine Not w endigk eit

v orhanden, E v on einem euklidisc hen V ektorraum auf einen allgemeinen normierten

Raum zu v erallgemeinern, so da� dieser allgemeinere Ansatz hier nic h t w eiter v erfolgt

wird.

Die T atsac he, da� jede semilineare F unktion einen linearen An teil b esitzt, l

•

a�t sic h f

•

ur

die Appro ximation sehr gut n utzen. Das folgende Korollar zeigt den dab ei w esen tlic hen

Zusammenhang auf:

Korollar 3.2.3

Seien die V oraussetzungen v on De�nition 3.2.1 gegeb en und sei A

0

2 A fest. Dann

existiert ein eindeutig b estimm ter V ektor y

A

0

2 linH f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g , f

•

ur den gilt:

inf

x 2 R

k

k y � g ( x; A

0

) k = min

x 2 R

k

k y � g ( x; A

0

) k = k y � y

A

0

k

Bew eis Sei G

A

0

: R

k

! E f

•

ur festes A

0

2 A die auf Seite 31 de�nierte lineare T eilab-

bildung einer semilinearen F unktion g . Dann b esc hreibt das T eilproblem

inf

x 2 R

k

k y � G

A

0

x k

ein lineares Ausgleic hsproblem. F

•

ur diese Problemklasse existiert in euklidisc hen V ek-

torr

•

aumen stets ein eindeutig b estimm ter V ektor y

A

0

2 = ( G

A

0

) mit

k y � y

A

0

k = min

x 2 R

k

k y � G

A

0

x k = dist( y ; = ( G

A

0

)) :

In diesen F

•

allen ist y

A

0

ein Punkt minimaler Distanz v on y an den Bildraum = ( G

A

0

) =

linH f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g :

y

A

0

= pro j

linH f e

1

( A

0

) ;::: ;e

k

( A

0

) g

y :

2
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3.2 Semilineare Appro ximation

1: Gegeb en sei ein semilineares Appro ximationsproblem gem

•

a� Def. 3.2.1

2: c ho ose A

0

2 A

3: compute x

0

2 R

k

with k y � G

A

0

x

0

k = min

� 2 R

k

k y � G

A

0

� k

4: i := 0

5: rep eat

6: c ho ose A

i +1

2 A

7: �nd x

i +1

2 R

k

with k y � G

A

i +1

x

i +1

k = min

� 2 R

k

k y � G

A

i +1

� k

8: if k y � G

A

i +1

x

i +1

k < k y � G

A

i

x

i

k then

9: i := i + 1

10: un til (Abbruc hkriterium erreic h t)

Algorithm us 1: Lok ale Minimierung eines semilinearen Appro ximationsproblems. Als

Abbruc hkriterium wird in der Regel k y � G

A

i +1

x

i +1

k � k y � G

A

i

x

i

k < " f

•

ur " > 0

v erw endet.

Korollar 3.2.3 zeigt, da� zumindest f

•

ur das lineare T eilproblem eines semilinearen Ap-

pro ximationsproblems sofort die Existenz eines Minim ums garan tiert w erden k ann. Da

dieses T eilproblem ein lineares Ausgleic hsproblem b esc hreibt, l

•

a�t sic h dar

•

ub er hinaus

dieses Minim um auc h leic h t b erec hnen (siehe dazu zum Beispiel [LH79]). Algorithm us

1 zeigt sc hematisc h, wie diese T atsac he in einer Implemen tierung aussehen k

•

onn te. Die

Zeilen 3: und 7: b eziehen sic h dab ei auf die L

•

osung dieses linearen Ausgleic hsproblems.

Die Minimierungssc hleife v on Zeile 5: bis Zeile 10: wird

•

ublic herw eise v on einem nic h t-

linearen Abstiegsalgorithm us

•

ub ernommen.

Durc h Korollar 3.2.3 k ann ein semilineares Appro ximationsproblem sehr viel einfac her

form uliert w erden, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.2.4

Un ter den V oraussetzungen v on De�nition 3.2.1 b esitzt jedes semilineare Appro ximati-

onsproblem die F orm

inf

A 2A





y � pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y





:

Bew eis Der Bew eis folgt direkt aus Korollar 3.2.3: Jedes semilineare Appro ximations-

problem l

•

a�t sic h sc hreib en als

inf

A 2A

min

x 2 R

k

k y � g ( x; A ) k = inf

A 2A

k y � y

A

k ;

mit y

A

= pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y . 2

Satz 3.2.4 f

•

uhrt endg

•

ultig zu einer neuen Betrac h tungsw eise semilinearer Appro ximatio-

nen, die b ereits in Algorithm us 1 angedeutet wurde: Statt des urspr

•

unglic hen Problems

v on De�nition 3.2.1 gen

•

ugt es n un, die F unktion

 

g ;y

: A ! R ;  

g ;y

( A ) :=





y � pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y





(3.1)
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

zu minimieren

1

. Der in De�nition 3.2.1 zus

•

atzlic h v orhandene P arameter x 2 R

k

im

Minimierungsproze� f

•

allt w eg,

•

ubrig bleibt die alleinige Optimierung

•

ub er A .

Lemma 3.2.5

Die in (3.1) de�nierte F unktion  

g ;y

ist durc h 0 nac h un ten und k y k nac h ob en b e-

sc hr

•

ankt.

Bew eis O�ensic h tlic h ist  

g ;y

durc h 0 nac h un ten b esc hr

•

ankt. W eiterhin gilt der Zu-

sammenhang

 

2

g ;y

( A ) = k y k

2

�





pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y





2

und w egen k y k � k pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y k ist  

g ;y

durc h k y k nac h ob en b esc hr

•

ankt. 2

Algorithm us 1 und Satz 3.2.4 lassen eine F rage au�en v or, n

•

amlic h die ob

•

ub erhaupt ein

lok ales Minim um existiert. Dieser F rage wird im F olgenden nac hgegangen.

3.3 Existenz lok aler Optima

Um Aussagen

•

ub er die Existenz lok aler Optima v on  

g ;y

tre�en zu k

•

onnen, m u� zuerst die

Stetigk eit v on g sic hergestellt w erden. Dar

•

ub er lassen sic h ab er relativ einfac h Aussagen

tre�en, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.3.1

Sei ein semilineares Appro ximationsproblem nac h De�nition 3.2.1 gegeb en. L

•

a�t sic h

dann die semilineare F unktion g : R

k

� A ! E durc h stetige Erzeugendenfunktionen

e

1

; : : : ; e

k

darstellen, ist auc h g stetig auf dem Pro duktraum R

k

� A .

Bew eis Bezeic hnet d

A

die Metrik auf A und w

•

ahlt man auf R

k

zum Beispiel die eukli-

disc he Metrik d , bildet R

k

� A zusammen mit der durc h d : ( R

k

� A ) � ( R

k

� A ) ! R ,

d (( x

1

; A

1

) ; ( x

2

; A

2

)) := max ( d ( x

1

; x

2

) ; d

A

( A

1

; A

2

))

de�nierten Pro duktmetrik einen metrisc hen Raum. Die Pro jektionsabbildungen �

R

k :

R

k

� A ! R

k

mit �

R

k ( x; A ) := x und �

A

: R

k

� A ! A mit �

A

( x; A ) := A sind dann

stetig bzgl. d . Eb enso ist auc h die F unktion f : R

k

� E

k

! E mit

f ( x

1

; : : : ; x

k

; y

1

; : : : ; y

k

) :=

k

X

i =1

x

i

y

i

stetig bzgl. der en tsprec henden Pro duktmetrik.

1

Der Index g in  

g ;y

deutet an, da� sic h  

g ;y

auf eine semilineare F unktion b ezieh t, der Index y steh t

f

•

ur das zu appro ximierende Elemen t y 2 E
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3.3 Existenz lok aler Optima

Wird mit �

i

: R

k

! R die Pro jektion v on R

k

auf die i -te Ko ordinate v on R

k

b ezeic hnet

und g als

g = f � ( �

1

� �

R

k
; : : : ; �

k

� �

R

k
; e

1

� �

A

; : : : ; e

k

� �

A

)

=

k

X

i =1

( �

i

� �

R

k ) � ( e

i

� �

A

)

dargestellt, ist g als V erkn

•

upfung stetiger F unktionen selbst stetig. 2

W

•

ahlt man also un ter den V oraussetzungen v on Satz 3.3.1 stetige Erzeugendenfunktio-

nen e

1

; : : : ; e

k

: A ! E , ist die aus ihnen gebildete semilineare F unktion g eb enfalls

stetig. W egen der Stetigk eit v on Sk alarpro dukten ist dann auc h die Abbildung

( x; A ) 7!









y �

k

X

i =1

x

i

e

i

( A )









= k y � g ( x; A ) k

stetig.

Bemerkung 3.3.2

Betrac h tet man an dieser Stelle no c h einmal die Beispiele 3.1.4 und 3.1.6, wird deutlic h,

w as in Bemerkung 3.1.5 b ereits angedeutet wurde. Durc h die F estlegung v on A als

Quotien tenraum B ( M ) =

�

hat man Zugri� auf die durc h

d ( A; B ) := �

2

(( A n B ) [ ( B n A ))

auf B ( M ) =

�

de�nierte Metrik. Die Not w endigk eit daf

•

ur zeigte sic h b ereits in Kapitel

2.1.

•

Ahnlic h liegt der F all b ei der W ahl v on L

2

( M ; R ) statt L

2

( M ; R ) als V ektorraum E ,

auc h w enn dies in Kapitel 2.1 n ur implizit zur Sprac he k am: Nac h De�nition 3.2.1 m u�

E ein euklidisc her V ektorraum sein. Die Abbildung

h� j �i : E

2

! R ; h f j g i :=

Z

M

f � g

bildet ab er n ur dann ein Sk alarpro dukt, w enn sie auf L

2

( M ; R ) und nic h t auf L

2

( M ; R )

de�niert ist.

Die in den Beispielen 3.1.4 und 3.1.6 de�nierten Erzeugendenfunktionen | und damit

auc h die daraus resultierenden semilinearen F unktionen | sind mit diesen

•

Ub erlegungen

stetig.

Die Stetigk eit v on ( x; A ) 7! k y �

P

k

i =1

x

i

e

i

( A ) k impliziert allerdings nic h t die Stetigk eit

der in (3.1) v on Seite 39 de�nierten F unktion

 

g ;y

( A ) =





y � pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y





:
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

Da dies die eigen tlic he Zielfunktion eines semilinearen Appro ximationsproblems ist, sind

v or allem Aussagen

•

ub er ihr V erhalten v on gro�er Bedeutung. V on In teresse ist dab ei v or

allem, ob und w enn ja un ter w elc hen Bedingungen sic h  

g ;y

stetig v erh

•

alt und nat

•

urlic h

ob sic h m

•

oglic he Unstetigk eitsstellen eingrenzen lassen.

Betrac h tet man zun

•

ac hst den F all k = 2, stellt sic h die Situation wie folgt dar: Jede

stetige semilineare F unktion g : R

2

� A ! E hat die F orm

g ( x; A ) = x

1

e

1

( A ) + x

2

e

2

( A ) ;

w ob ei e

1

; e

2

: A ! E stetige Erzeugendenfunktionen b ezeic hnen. Ist w eiterhin ein Ele-

men t y 2 E gegeb en, stellt sic h das en tsprec hende semilineare Appro ximationsproblem

als

inf

A 2A

inf

x 2 R

2

k y � x

1

e

1

( A ) + x

2

e

2

( A ) k ;

bzw. mit Satz 3.2.4 als

inf

A 2A

 

g ;y

( A ) = inf

A 2A





y � pro j

linH f e

1

( A ) ;e

2

( A ) g

y





dar.

Sei n un A

2

� A so gew

•

ahlt, da� A

2

alle Elemen te en th

•

alt, f

•

ur die der Bildraum

linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g v olle Dimension b esitzt:

8 A 2 A : A 2 A

2

, dim (linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g ) = 2 :

F

•

ur jedes A 2 A

2

l

•

a�t sic h dann eine Orthonormalbasis f e

0

1

( A ) ; e

0

2

( A ) g des Raumes

linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g k onstruieren, mit deren Hilfe sic h  

g ;y

als

 

g ;y

( A ) = k y � h y j e

0

1

( A ) i e

0

1

( A ) � h y j e

0

2

( A ) i e

0

2

( A ) k

darstellen l

•

a�t. Daraus folgt direkt, da�  

g ;y

stetig auf A

2

ist, denn f

•

ur alle A 2 A

2

lassen sic h die V ektoren e

0

1

( A ) und e

0

2

( A )

•

ub er stetige T ransformationen aus e

1

( A ) und

e

2

( A ) k onstruieren (Sc hmidtsc hes Orthogonalisierungsv erfahren).

F

•

ur A 2 A n A

2

reduziert sic h die Dimension des Bildraumes linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g auf

8 A 2 A n A

2

: dim (linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g ) � 1 :

F

•

ur A 2 A n A

2

mit e

1

( A ) 6= 0 gilt

 

g ;y

( A ) =





y � pro j

linH f e

1

( A ) g

y





=









y �

h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

2

e

1

( A )









:

und f

•

ur A 2 A n A

2

mit e

1

( A ) = 0 en tsprec hend

 

g ;y

( A ) =

(







y �

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

2

e

2

( A )







; falls e

2

( A ) 6= 0

0 sonst :
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3.3 Existenz lok aler Optima

Man k ann n un erk ennen, da� die Stetigk eit der F unktion  

g ;y

n ur v on der Stetigk eit ihrer

T eilabbildung A 7! pro j

linH f e

1

( A ) ;e

2

( A ) g

y abh

•

angt. Insgesam t stellt sic h diese Pro jektions-

abbildung als st

•

uc kw eise de�nierte F unktion wie folgt dar:

A 7! pro j

linH f e

1

( A ) ;e

2

( A ) g

y =

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

h y j e

0

1

( A ) i e

0

1

( A )

+ h y j e

0

2

( A ) i e

0

2

( A ) ; falls A 2 A

2

h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

2

e

1

( A ) ; falls A 2 A n A

2

und e

1

( A ) 6= 0

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

2

e

2

( A ) ; falls A 2 A n A

2

; e

1

( A ) = 0

und e

2

( A ) 6= 0

0 sonst

e

0

1

( A ) und e

0

2

( A ) w erden dab ei aus e

1

( A ) und e

2

( A )

•

ub er das Sc hmidtsc he Orthogonalisie-

rungsv erfahren b estimm t. Da die einzelnen T eilabbildungen v on A 7! pro j

linH f e

1

( A ) ;e

2

( A ) g

y

stetig sind, bleib en n ur die

•

Ub erg

•

ange zwisc hen den einzelnen T eilabbildungen als m

•

ogli-

c he Unstetigk eitsstellen

•

ubrig.

Bemerkung 3.3.3

Der F all k = 2 l

•

a�t den Zusammenhang zur Zw ei-Niv eau-P assung b esonders deutlic h

w erden. Gilt n

•

amlic h h e

1

( A ) j e

2

( A ) i = 0 f

•

ur alle A 2 A

2

, ist f

•

ur A 2 A

2

 

g ;y

( A ) =









y �

h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

2

e

1

( A ) �

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

2

e

2

( A )









:

In diesem Sp ezialfall hat  

g ;y

einen engen Bezug zu  aus Satz 2.1.2. Zun

•

ac hst l

•

a�t sic h

 

2

g ;y

umformen zu

 

2

g ;y

( A ) =









y �

h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

2

e

1

( A ) �

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

2

e

2

( A )









2

= k y k

2

� 2

*

y

�

�

�

�

�

h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

e

1

( A ) +

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

e

2

( A )

+

+









h y j e

1

( A ) i

k e

1

( A ) k

e

1

( A ) +

h y j e

2

( A ) i

k e

2

( A ) k

e

2

( A )









2

= k y k

2

�

h y j e

1

( A ) i

2

k e

1

( A ) k

�

h y j e

2

( A ) i

2

k e

2

( A ) k

:

Im F all der Zw ei-Niv eau-P assung v on Kapitel 2.1 mit M � R

2

wird als euklidisc her

V ektorraum E der Raum L

2

( M ; R ) zusammen mit dem (nic h t explizit de�nierten) In te-

gralsk alarpro dukt h f j g i :=

R

f � g v erw endet. Die Erzeugendenfunktionen ergeb en sic h

zu e

1

( A ) = 1

A

und e

2

( A ) = 1

M n A

und daher gilt der folgende Zusammenhang:

 

2

g ;y

( A ) =

Z

M

y �

� R

A

y

�

2

�

2

( A )

�

�

R

M n A

y

�

2

�

2

( M n A )

=

Z

M

y

2

�  ( A )

w ob ei �

2

das zw eidimensionale Leb esgue-Ma� und  die in Satz 2.1.2 de�nierte F unktion

b ezeic hnet.
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

F

•

ur b eliebiges k stellt sic h die Pro jektionsabbildung analog zum F all k = 2 dar. Hier

existiert f

•

ur jeden Un terraum, der durc h die Erzeugendenfunktionen e

1

; : : : ; e

k

erzeugt

w erden k ann, eine eigene Pro jektions-T eilabbildung. En tsprec hend h

•

au�ger k

•

onnen dann

auc h p oten tielle Unstetigk eitsstellen auftreten.

Eine einfac he M

•

oglic hk eit, die Stetigk eit v on  

g ;y

zu garan tieren wird in [Han01] v er-

w endet und b esteh t darin, A so w eit einzusc hr

•

ank en, da� k eine p oten tiellen Unstetig-

k eitsstellen mehr v orhanden sind. Dies ist Thema des folgenden Korollars:

Korollar 3.3.4

Seien die V oraussetzungen v on De�nition 3.2.1 gegeb en und seien zus

•

atzlic h die Erzeu-

gendenfunktionen e

i

: A ! E stetig f

•

ur alle i = 1 ; : : : ; k . Sei A

0

� A . Gilt dann

8 A

0

2 A

0

: dim (linH f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g ) = k ;

ist  

g ;y

stetig auf A

0

f

•

ur alle y 2 E . Ist A

0

zus

•

atzlic h k ompakt, existiert ein (sogar

globales) Minim um v on  

g ;y

•

ub er A

0

.

Bew eis Wird mit G

A

wieder die auf Seite 31 de�nierte lineare T eilabbildung v on g b e-

zeic hnet, gilt: F

•

ur alle A

0

2 A

0

bildet nac h V oraussetzung die Menge f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g

ein minimales Erzeugendensystem des k -dimensionalen Raumes = ( G

A

). Aus den V ekto-

ren e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) k ann daher eine Orthonormalbasis f e

0

1

( A

0

) ; : : : ; e

0

k

( A

0

) g des Raum-

es linH f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g k onstruiert w erden. Da dies f

•

ur alle A

0

2 A

0

m

•

oglic h ist,

sind auc h die en tsprec henden Abbildungen e

0

1

; : : : ; e

0

k

: A

0

! E , w ohlde�niert. Sie sind

w eiterhin stetig, da die e

i

b ereits nac h V oraussetzung stetig sind und das Sc hmidtsc he

ON-V erfahren die Stetigk eit nic h t b eein tr

•

ac h tigt. Damit ist f

•

ur jedes y 2 E auc h

 

g ;y

( A

0

) =







y �

k

X

i =1

h y j e

0

i

( A

0

) i e

0

i

( A

0

)







stetig. Ist A

0

zus

•

atzlic h k ompakt, existiert ein (sogar globales) Minim um v on  

g ;y

•

ub er

A

0

, da stetige F unktionen

•

ub er k ompakten De�nitionsmengen ihre Extrempunkte an-

nehmen. 2

Eine zw eite einfac he M

•

oglic hk eit zur Sic herstellung der Stetigk eit v on  

g ;y

bietet das

folgende Korollar 3.3.6, f

•

ur das zun

•

ac hst eine Hilfsde�nition b en

•

otigt wird.

De�nition 3.3.5 (Hilfsde�nition)

Sei E ein R -V ektorraum und U � E ein Un terraum v on E so wie n 2 N . Dann hei�t die

Menge f e

1

; : : : ; e

n

g � E eine erw eiterte Orthonormalbasis v on U , falls

� linH f e

1

; : : : ; e

n

g = U , so wie

� eine P erm utation � : f 1 ; : : : ; n g ! f 1 ; : : : ; n g und ein n

0

� n existiert so da�

f e

� (1)

; : : : ; e

� ( n

0

)

g eine Orthonormalbasis v on U bildet und e

� ( i )

= 0 f

•

ur alle i > n

0

ist.
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3.3 Existenz lok aler Optima

Korollar 3.3.6

Seien die V oraussetzungen v on De�nition 3.2.1 gegeb en und sei A

0

� A . Existieren

dann stetige F unktionen e

0

1

; : : : ; e

0

k

: A

0

! E derart da� f

•

ur alle A

0

2 A

0

die Menge

f e

0

1

( A

0

) ; : : : ; e

0

k

( A

0

) g eine erw eiterte Orthonormalbasis v on linH f e

1

( A

0

) ; : : : ; e

k

( A

0

) g bil-

det, ist auc h  

g ;y

stetig auf A

0

f

•

ur alle y 2 E .

Bew eis Da E ein euklidisc her V ektorraum ist und f e

0

1

( A

0

) ; : : : ; e

0

k

( A

0

) g nac h V orausset-

zung eine erw eiterte Orthonormalbasis bildet, l

•

a�t sic h f

•

ur alle y 2 E die T eilabbildung

A

0

7! pro j

linH f e

1

( A

0

) ;::: ;e

k

( A

0

) g

y v on  

g ;y

durc h

pro j

linH f e

1

( A

0

) ;::: ;e

k

( A

0

) g

y =

k

X

i =1

h y j e

0

i

( A

0

) i e

0

i

( A

0

)

darstellen. Diese Abbildung ist stetig, da b ereits die e

0

i

nac h V oraussetzung stetig auf A

0

sind. Damit ist auc h  

g ;y

stetig auf A

0

. 2

So w ohl Korollar 3.3.4 als auc h Korollar 3.3.6 basieren auf der Stetigk eit der Erzeugen-

denfunktionen e

i

bzw. ihrer normalisierten V ersionen. Viele An w endungsf

•

alle k

•

onnen

durc h diese b eiden Korollare abgedec kt w erden; so w

•

are eine einfac he Ma�nahme zur

An w endung v on Korollar 3.3.4 im k onkreten F all die Einsc hr

•

ankung v on A auf einen

geeigneten k ompakten Aussc hnitt. Allerdings k ann eine derart radik ale V orgehensw eise

auc h nac h teilig sein, denn gleic hzeitig m u� sic hergestellt w erden, da� das zu erw artende

Optim um auc h innerhalb dieses eingesc hr

•

ankten Bereic hes zu �nden ist. Ist dies nic h t

der F all, erh

•

alt man Ergebnisse, die zw ar optimal bzgl. der Zielfunktion sind die ab er

denno c h

"

unerw

•

unsc h t \ sind in dem Sinne da� das eigen tlic h erw artete Optim um nic h t

erreic h t wurde.

Das folgende Beispiel zeigt einen F all, b ei dem dieses Problem auftritt.

Beispiel 3.3.7

Sei f

•

ur a > 0 der euklidisc he V ektorraum E als L

2

([0 ; a ] ; R ) zusammen mit dem In te-

gralsk alarpro dukt h f j g i :=

R

f � g gegeb en und sei A := [0 ; a ] .

Als Erzeugendenfunktionen seien w eiterhin

e

1

( r ) := 1

[0 ;r ]

und

e

2

( r ) := id

[0 ;a ] n [0 ;r ]

= id

] r ;a ]

gegeb en. F

•

ur diese Erzeugendenfunktionen ist die Bedingung

dim

�

linH

�

1

[0 ;r ]

; id

] r ;a ]

	�

= 2

aus Korollar 3.3.4 n ur f

•

ur r 2 A

0

:= ]0 ; a [ erf

•

ullt. A

0

ist allerdings nic h t mehr k ompakt.

Sc hr

•

ankt man sic h jetzt w eiter auf eine k ompakte T eilmenge A

00

� A

0

ein, tritt f

•

ur

y := 1

[0 ;a ]
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•

aumen

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

Abbildung 3.4: V erlauf der Zielfunktion  

g ;y

aus Beispiel 3.3.7 f

•

ur y = 1

[0 ;a ]

und a = 1

genau der F all ein, da� das eigen tlic h

"

erw

•

unsc h te \ Optim um r = a nic h t in A

00

en thalten

ist. Wie leic h t zu sehen ist, ist der Punkt a in diesem F all das einzige (lok ale und globale)

Optim um v on  

g ;y

•

ub er [0 ; a ] , denn es gilt

e

1

( a ) = 1

[0 ;a ]

= y und

e

2

( a ) = 0 ;

w oraus  

g ;y

( a ) = 0 folgt. W eiterhin ist ab er e

2

( r ) 6= 0 f

•

ur alle r 2 [0 ; a [ . In diesen F

•

allen

wird durc h e

2

( r ) der W ert v on  

g ;y

erh

•

oh t, w oraus  

g ;y

( r ) > 0 f

•

ur alle r 2 [0 ; a [ folgt.

Abbildung 3.4 zeigt den V erlauf v on  

g ;y

f

•

ur a = 1 .

Das eigen tlic h erw

•

unsc h te Optim um der Zielfunktion  

g ;y

aus Beispiel 3.3.7 wird also

genau dann angenommen, w enn die Dimension des Bildraumes linH f e

1

( r ) ; e

2

( r ) g um

eins zusammenf

•

allt. Jede Einsc hr

•

ankung des urspr

•

unglic hen In terv alls A = [0 ; a ], um

(gem

•

a� Korollar 3.3.4) die Dimensionsproblematik zu umgehen, f

•

uhrt in diesem Beispiel

zwingend zu einem un b efriedigenden Optim um. Die Optimierung m u� daher

•

ub er das

v olle In terv all [0 ; a ] laufen k

•

onnen. Allerdings ist auc h Korollar 3.3.6 f

•

ur dieses Beispiel

nic h t an w endbar, denn f

•

ur die Erzeugendenfunktion e

1

gilt

k e

1

( r ) k =

p

r f

•

ur r 2 ]0 ; a ] ;

d.h. die Norm v on e

1

geh t f

•

ur r ! 0 gegen Null und nimm t n ur f

•

ur r = 0 den W ert Null

an. Die normalisierte V ersion e

0

1

v on e

1

m u� daher wie folgt de�niert w erden:

e

0

1

( r ) =

�

1

p

r

1

[0 ;r ]

; r 6= 0

0 ; r = 0 :
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3.3 Existenz lok aler Optima

Man b eac h te ab er, da� der Ansc hlu� im Punkt r = 0 nic h t stetig ist. Der einzige Grenz-

w ert der als stetiger Ansc hlu� in F rage k

•

ame, w

•

are eb en die Nullfunktion, ab er da f

•

ur

alle " > 0

k e

0

1

( " ) � 0 k

2

= 1

unabh

•

angig v on " ist, f

•

allt auc h die Nullfunktion als Limes w eg. Damit l

•

a�t sic h e

0

1

( r )

im Punkt r = 0 nic h t stetig fortsetzen.

Die F rage nac h der Stetigk eit v on  

g ;y

im Randpunkt r = 0 m u� daher auf direktem

W eg gekl

•

art w erden. Der V ollst

•

andigk eit halb er gesc hieh t dies im F olgenden f

•

ur b eide

Ansc hlu�stellen r = 0 und r = a .

Beispiel 3.3.7 (F ortsetzung)

F

•

ur r 2 ]0 ; a [ gilt zun

•

ac hst

 

2

g ;y

( r ) =









1

[0 ;a ]

� 1

[0 ;r ]

�

1

2

( a

2

� r

2

)

1

3

( a

3

� r

3

)

id

] r ;a ]









2

=









1

[ r ;a ]

�

3( a

2

� r

2

)

2( a

3

� r

3

)

id

] r ;a ]









2

=

Z

a

r

�

1 �

3( a

2

� r

2

)

2( a

3

� r

3

)

x

�

2

dx

=

Z

a

r

1 � 3

( a

2

� r

2

)

( a

3

� r

3

)

x +

9( a

2

� r

2

)

2

4( a

3

� r

3

)

2

x

2

dx

= ( a � r ) � 3

( a

2

� r

2

)

( a

3

� r

3

)

�

1

2

( a

2

� r

2

) +

9( a

2

� r

2

)

2

4( a

3

� r

3

)

2

�

1

3

( a

3

� r

3

)

= a � r �

3( a

2

� r

2

)

2

4( a

3

� r

3

)

W eiterhin hat  

g ;y

in den Randpunkten 0 und a die F orm

 

g ;y

(0) =







1

[0 ;a ]

� pro j

linH

f

id

]0 ;a ]

g

1

[0 ;a ]







=









1

[0 ;a ]

�

1

2

a

2

1

3

a

3

id

]0 ;a ]









=

r

a �

3

2

a +

3

4

a

=

1

2

p

a:

und

 

g ;y

( a ) =







1

[0 ;a ]

� pro j

linH

f

1

[0 ;a ]

g

1

[0 ;a ]







=





1

[0 ;a ]

� 1

[0 ;a ]





= 0
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•

aumen

Es fehlt n un no c h die Un tersuc h ung der

•

Ub erg

•

ange in die Randpunkte. F

•

ur r ! a gilt

dab ei

lim

r ! a

 

2

g ;y

( r ) = lim

r ! a

a � r �

3( a

2

� r

2

)

2

4( a

3

� r

3

)

= lim

r ! a

� 6( a

2

� r

2

) � 2 r

12 r

2

= lim

r ! a

r

2

� a

2

r

= 0

bzw. f

•

ur r ! 0

lim

r ! 0

 

2

g ;y

( r ) = a �

3 a

4

4 a

3

=

1

4

a:

Damit ist  

g ;y

stetig in b eiden Randpunkten (wie Abbildung 3.4 b ereits v erm uten lie�).

Nat

•

urlic h k ann in der Praxis nic h t f

•

ur jedes v orliegende y 2 E zuerst die Stetigk eit

der Zielfunktion

•

ub erpr

•

uft w erden. Ab er dieses eine p ositiv e Stetigk eitsergebnis l

•

a�t

ho�en, da� sic h die Zielfunktion  

g ;y

auc h f

•

ur andere F unktionen aus E gutartig an den

Randpunkten v erh

•

alt. Der folgende Absatz zeigt, da� das auc h tats

•

ac hlic h der F all ist:

Ersetzt man das bisherige y = 1

[0 ;a ]

durc h eine b eliebige F unktion h 2 L

2

([0 ; a ] ; R ) ,

f

•

uhrt das f

•

ur r 2 ]0 ; a [ zu der Zielfunktion

 

g ;h

( r ) =







h � pro j

linH

f

1

[0 ;r ]

; id

] r ;a ]

g

h







=









h �

1

r

h 1

[0 ;r ]

j h i 1

[0 ;r ]

�

3

a

3

� r

3

h id

] r ;a ]

j h i id

] r ;a ]









:

Im

•

Ub ergang r ! 0 gilt dann f

•

ur den ersten Ko e�zien ten

1

r

h 1

[0 ;r ]

j h i der Pro jektions-

abbildung:

lim

r ! 0

1

r

h 1

[0 ;r ]

j h i = lim

r ! 0

1

r

Z

r

0

h ( x ) d� ( x )

= lim

r ! 0

H ( r ) � H (0)

r

(Stammfunktion)

= lim

r ! 0

h ( r )

1

= 0 ;

w as insgesam t zu

lim

r ! 0

 

g ;h

( r ) =







h � pro j

linH

f

id

] r ;a ]

g

h







=  

g ;h

(0)

f

•

uhrt. Damit ist  

g ;h

im Punkt 0 stetig f

•

ur alle h 2 L

2

([0 ; a ] ; R ) . Die Stetigk eit im Punkt

a zeigt man analog.
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3.3 Existenz lok aler Optima

Die Zielfunktion in Beispiel 3.3.7 v erh

•

alt sic h also v

•

ollig unproblematisc h bzgl. ihrer

Stetigk eit im Nullpunkt, ob w ohl die normalisierte Erzeugendenfunktion e

0

1

unstetig in

eb en diesem Nullpunkt ist. Das folgende Beispiel dagegen zeigt eine Mo dellierung, b ei

der im Dimensions

•

ub ergang k eine Stetigk eit mehr v orhanden ist.

Beispiel 3.3.8

Sei der V ektorraum E = R

2

zusammen mit dem Standardsk alarpro dukt gegeb en und

sei A = [0 ;

�

2

] . Es sei n ur eine einzige Erzeugendenfunktion

e ( � ) :=

�

�

2

� �

�

�

cos �

sin �

�

v orhanden. Die zugeh

•

orige semilineare F unktion g : R � [0 ;

�

2

] ! R

2

hat dann die F orm

g ( x; � ) = x

�

�

2

� �

�

�

cos �

sin �

�

:

Wird als Metrik auf A et w a die Absolutb etragsmetrik gew

•

ahlt, ist e stetig und daraus

folgt nac h Satz 3.3.1 die Stetigk eit v on g .

F

•

ur y = (0 ; 1)

0

2 R

2

und � 6=

�

2

gilt dann

pro j

linH f e ( � ) g

�

0

1

�

= sin �

�

cos �

sin �

�

und damit

 

g ;y

( � ) =









�

0

1

�

� pro j

linH f e ( � ) g

�

0

1

�









=

q

sin

2

� cos

2

� + (1 � sin

2

� )

2

In teressan t an diesem Beispiel ist der Randpunkt � =

�

2

. F

•

ur � 2 [0 ;

�

2

[ gilt zun

•

ac hst

lim

� !

�

2

 

g ;y

( � ) = lim

� !

�

2

q

sin

2

� cos

2

� + (1 � sin

2

� )

2

= 0 ;

d.h.  

g ;y

n

•

ahert sic h f

•

ur � !

�

2

dem W ert 0 an. Andererseits ist ab er nac h V oraussetzung

e (

�

2

) = 0 und daraus folgt f

•

ur  

g ;y

im Punkt

�

2

 

g ;y

�

�

2

�

= k y k = 1 6= 0 :

 

g ;y

ist also unstetig im Punkt � =

�

2

. Diese Unstetigk eit resultiert aus der in  

g ;y

en thaltenen Pro jektionsabbildung � 7! pro j

linH

f

(

�

2

� � )

(

cos �

sin �

) g

y der F orm

pro j

linH

f

(

�

2

� � )

(

cos �

sin �

) g

y =

8

<

:

sin �

�

cos �

sin �

�

; � 6=

�

2

0 ; � =

�

2

;

die einen unstetigen Ansc hlu� im Punkt � =

�

2

aufw eist.
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

Im Gegensatz zu Beispiel 3.3.7 ist in Beispiel 3.3.8 die Pro jektionsabbildung an den An-

sc hlu�stellen nic h t stetig. Das zeigt, wie leic h t Unstetigk eitsstellen in der Zielfunktion

en tstehen k

•

onnen, selbst w enn b ei der Mo dellform ulierung stetige Erzeugendenfunktio-

nen gew

•

ahlt wurden.

Beispiel 3.3.8 (F ortsetzung)

Bisher wurde die Unstetigk eit der Zielfunktion  

g ;y

n ur f

•

ur ein b estimm tes y 2 R

2

nac hgewiesen. Im folgenden geh t es um das V erhalten v on  

g ;y

f

•

ur allgemeines y 2 E .

Zun

•

ac hst steh t fest, da� die Stetigk eit dieser F unktion v on der Stetigk eit ihrer T eilab-

bildung

� 7! pro j

linH

f

(

�

2

� � )

(

cos �

sin �

) g

y

abh

•

angt. Um die Notation zu v erk

•

urzen, wird der darin en thaltene lineare Pro jektions-

op erator im folgenden mit

P

�

:= pro j

linH

f

(

�

2

� � )

(

cos �

sin �

) g

2 R

2 � 2

abgek

•

urzt. F

•

ur y 2 R

2

und � 2

�

0 ;

�

2

�

gilt dann

P

�

y =

*

�

cos �

sin �

�

�

�

�

�

�

y

+

�

cos �

sin �

�

= : : : =

�

cos

2

� sin � cos �

sin � cos � sin

2

�

�

y ;

d.h.

P

�

=

�

cos

2

� sin � cos �

sin � cos � sin

2

�

�

:

Die Abbildung � 7! P

�

ist also stetig f

•

ur alle � 2

�

0 ;

�

2

�

und es gilt

lim

� !

�

2

P

�

=

�

0 0

0 1

�

:

F

•

ur � =

�

2

dagegen folgt aus e (

�

2

) = 0 direkt

P

�

2

= 0 ;

w as b edeutet, da� die Abbildung � 7! P

�

unstetig im Punkt

�

2

ist. Damit ist  

g ;y

unstetig

im Punkt

�

2

f

•

ur y 2 R

2

, y 6=

�



0

�

,  2 R .

Statt der Pro jektionsabbildung y 7! pro j

linH f e ( � ) g

wurde im obigen Beispiel zum Sc hlu�

der Pro jektionsop erator P

�

b etrac h tet. Dies f

•

uhrt zu einer anderen Sic h t w eise der se-

milinearen Appro ximation, die statt der Erzeugendenfunktion e

i

die v on ihr erzeugten

linearen Op eratoren b etrac h tet.

Satz 3.3.9

Sei E ein euklidisc her V ektorraum, ( A ; d ) ein metrisc her Raum so wie y 2 E . Bezeic hne

w eiterhin

�

P

A

2 Hom( E ; E )

�

�

A 2 A und P

A

ist Pro jektionsop erator
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3.3 Existenz lok aler Optima

eine Menge linearer Pro jektionsop eratoren. Dann sind die folgenden b eiden Aussagen

•

aquiv alen t:

1. Durc h inf

A 2A

k y � P

A

y k wird ein semilineares Appro ximationsproblem mit h

•

oc hstens

k Erzeugendenfunktionen b esc hrieb en

2. 8 A 2 A : dim = ( P

A

) � k .

Bew eis Wird durc h inf

A 2A

k y � P

A

y k ein semilineares Appro ximationsproblem mit

h

•

oc hstens k Erzeugendenfunktionen b esc hrieb en, existieren k Erzeugendenfunktionen

e

1

; : : : ; e

k

: A ! E mit der Eigensc haft

8 A 2 A 9 x

1

; : : : ; x

k

2 R

:

P

A

y =

k

X

i =1

x

i

e

i

( A ) :

F

•

ur jedes A 2 A bilden diese Erzeugendenfunktionen ein Erzeugendensystem v on = ( P

A

).

Daraus folgt direkt dim = ( P

A

) � k .

Gilt andererseits dim = ( P

A

) � k , dann existiert eine k -elemen tige erw eiterte Ortho-

normalbasis f v

1 ;A

; : : : ; v

k ;A

g v on = ( P

A

) im Sinne v on De�nition 3.3.5. Setzt man n un

e

i

( A ) := v

i;A

f

•

ur i = 1 ; : : : ; k , erh

•

alt man k Erzeugendenfunktionen e

i

: A ! E . Da die

P

A

nac h V oraussetzung lineare Pro jektionsop eratoren sind, gilt w eiterhin

P

A

y = pro j

= ( P

A

)

y = pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

y =

k

X

i =1

h v

i;A

j y i v

i;A

und daraus folgt k y � P

A

y k =











y �

k

X

i =1

h e

i

( A ) j y i e

i

( A )











f

•

ur alle y 2 E . 2

Satz 3.3.10

Sei ein semilineares Appro ximationsproblem gem

•

a� De�nition 3.2.1 gegeb en. W erden

dann f

•

ur A 2 A mit

P

A

:= pro j

linH f e

1

( A ) ;::: ;e

k

( A ) g

die in der Zielfunktion  

g ;y

en thaltenen linearen Pro jektionsop eratoren b ezeic hnet, gilt:

1. Ist die Abbildung A 7! P

A

unstetig im Punkt A

0

und y 2 E derart, da�

lim

A ! A

0

P

A

y =2 = ( P

A 0

) , so ist auc h  

g ;y

unstetig im Punkt A

0

.

2. Existiert A

0

� A derart, da�  

g ;y

stetig

•

ub er A

0

und die Menge f P

A

j A 2 A

0

g aller

Pro jektionsop eratoren

•

ub er A

0

k ompakt

2

ist, existiert ein (sogar globales) Minim um

v on  

g ;y

•

ub er f P

A

j A 2 A

0

g .

2

Um f P

A

j A 2 A

0

g zu einem metrisc hen Raum zu mac hen, w

•

ahle man hierf

•

ur die norminduzierte

Metrik f

•

ur eine geeignete Op eratornorm.
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Kapitel 3. Semilineare Appro ximation auf euklidisc hen V ektorr

•

aumen

Bew eis Aus den V oraussetzungen des ersten Un terpunktes folgt direkt die Unstetigk eit

der Abbildung A 7! P

A

y im Punkt A

0

. Damit ist auc h die Gesam tabbildung  

g ;y

unstetig

in A

0

.

F

•

ur den Bew eis des zw eiten Un terpunktes b etrac h te man die F unktion

~

 

g ;y

: f P

A

j A 2 A

0

g ! R ;

~

 

g ;y

( P

A

) := k y � P

A

y k :

W

•

ahlt man auf f P

A

j A 2 A

0

g eine geeignete Op eratornorm, ist

~

 

g ;y

zusammen mit der

norminduzierten Metrik auf f P

A

j A 2 A

0

g stetig und es gilt

inf

A 2A

 

g ;y

( A ) = inf

A 2A

k y � P

A

y k = inf

f P

A

j A 2A

0

g

k y � P

A

y k = inf

f P

A

j A 2A

0

g

~

 

g ;y

:

Ist n un f P

A

j A 2 A

0

g k ompakt, existiert ein sogar globales Minim um v on

~

 

g ;y

(und damit

v on  

g ;y

)

•

ub er f P

A

j A 2 A

0

g . 2

Dieser Satz b einhaltet eine Kernaussage

•

ub er die semilineare Appro ximation: Zw ar ist

 

g ;y

die zu minimierende Zielfunktion, ab er v on eigen tlic hem In teresse ist n ur die F unk-

tion

~

 

g ;y

aus dem obigen Bew eis zusammen mit der Menge f P

A

j A 2 Ag der Pro jekti-

onsop eratoren. Bereits Beispiel 3.3.7 zeigte, da� die F orm dieser Menge nic h t v on der

F orm der Erzeugendenfunktionen abh

•

angen m u�, denn die Zielfunktion aus diesem Bei-

spiel v erhielt sic h gutartig ob w ohl die normalisierte Erzeugendenfunktion e

0

1

unstetig

im Nullpunkt w ar. In Beispiel 3.3.8 wird die Situation no c h deutlic her: Die Menge

f P

�

j � 2 [0 ;

�

2

] g w

•

are n ur dann k ompakt, w enn P

�

2

die F orm

P

�

2

=

�

0 0

0 1

�

b es

•

a�e. Dies ist nic h t der F all, wie auf Seite 50 gezeigt wurde.

Man b eac h te, da� f

•

ur den zw eiten Un terpunkt v on Satz 3.3.10 w eder die Stetigk eit

der Abbildung A 7! P

A

no c h die Kompaktheit v on A v erlangt wird. Es ist also nic h t

sic hergestellt, da� das im Satz garan tierte Minim um auc h existiert, w enn

•

ub er A und

nic h t

•

ub er f P

A

j A 2 Ag optimiert wird. Da ab er die Minimierung der Zielfunktion  

g ;y

eb en nic h t

•

ub er f P

A

j A 2 Ag , sondern

•

ub er A erfolgt, wird in den An w endungen in

Kapitel 6 der 1. Un terpunkt v on Satz 3.3.10 (die Stetigk eit v on A 7! P

A

) zusammen mit

der Kompaktheit v on A als Kriterium f

•

ur die Zielfunktion herangezogen.

Bemerkung 3.3.11

Zum Sc hlu� soll no c h eine informelle ab er denno c h sehr ansc haulic he Erkl

•

arung ge-

geb en w erden, w ann ein unstetiges V erhalten in der Zielfunktion  

g ;y

erw artet w er-

den k ann: Dazu w erden nic h t die Erzeugendenfunktionen e

1

; : : : ; e

k

bzw. die Pro jekti-

onsop eratoren f P

A

j A 2 Ag an sic h, sondern n ur die v on ihnen erzeugten Bildr

•

aume

= ( P

A

) = linH f e

1

( A ) ; : : : ; e

k

( A ) g b etrac h tet: In Beispiel 3.3.8 n

•

ahert sic h der v on e ( � )

erzeugte Un terraum v on der x -Ac hse aus f

•

ur � !

�

2

immer w eiter der y -Ac hse an,
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3.3 Existenz lok aler Optima

linH

�

e

1

(

�

2

)

	

= f 0 g

� !

�

2

linH f e

1

( � ) g

Abbildung 3.5: Skizze der v on e

1

aus Beispiel 3.3.8 erzeugten Un terr

•

aume. F

•

ur � ! 0

n

•

ahern sie sic h immer mehr der y -Ac hse an. Die y -Ac hse wird ab er nie

erreic h t, denn genau im Punkt

�

2

f

•

allt der v on e

2

(

�

2

) erzeugte Un terraum

in sic h zusammen.

f

•

allt ab er dann f

•

ur � =

�

2

pl

•

otzlic h in sic h zusammen (Abbildung 3.5). Auc h ohne ei-

ne sp ezielle Un terraummetrik de�niert zu hab en, k ann man hier informell v on einem

"

unstetigen \ V erhalten der v on e ( � ) erzeugten Un terr

•

aume sprec hen. In Beispiel 3.3.7

dagegen n

•

ahert sic h der v on e

1

( r ) erzeugte Un terraum linH

�

1

[0 ;r ]

	

f

•

ur r ! 0 k on tin u-

ierlic h dem f

•

ur r = 0 erzeugten Nullraum an. Im Gegensatz zu Beispiel 3.3.8 liegt hier

ein

"

stetiges \ V erhalten der Un terr

•

aume f

•

ur r ! 0 v or. Die Stetigk eit der T eilfunktion

A 7! P

A

der Zielfunktion  

g ;y

h

•

angt also ansc haulic h gesehen v on der

"

Stetigk eit \ der

Abbildung

A 7! linH f e

1

( A ) ; : : : ; e

k

( A ) g

ab, die jedem Elemen t A 2 A den Un terraum linH f e

1

( A ) ; : : : ; e

k

( A ) g v on E zuordnet.

Diese

•

Ub erlegung ist n ur informeller Natur und basiert nat

•

urlic h auf dem Zusammen-

hang zwisc hen den Pro jektionsop eratoren P

A

und ihren Bildr

•

aumen. Sie k ann ab er den-

no c h eine Hilfestellung daf

•

ur darstellen, w ann Unstetigk eiten in der Zielfunktion eines

semilinearen Appro ximationsproblems zu erw arten sind. Eine genauere Un tersuc h ung

des hier b esc hrieb enen Zusammenhangs k

•

onn te in teressan t sein, d

•

urfte sic h ab er in aller

Allgemeinheit sc h wierig gestalten und w

•

urde den Rahmen dieser Arb eit sprengen.

Mit der semilinearen Appro ximation wird eine sehr allgemeine M

•

oglic hk eit zur men-

gen basierten P assung b ereitgestellt. Im folgenden Kapitel wird b esc hrieb en, wie dieses

V erfahren geeignet in b estehende Aufnahmeprozesse in tegriert w erden k ann.
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4 Senso ren und Senso raufnahmen

Dieses Kapitel b efa�t sic h mit der Ein bindung der semilinearen Appro ximation in Pro-

bleme der Bildv erarb eitung. Dazu ist es v or allem n

•

otig, den Bildaufnahmepr oze� n

•

aher

zu b eleuc h ten.

Die folgenden Betrac h tungen b eziehen sic h n ur auf die En tsteh ung v on eink analigen

Bildern (Graustufen bildern). Der Hauptgrund daf

•

ur ist, da� im Rahmen dieser Arb eit

n ur eink analige Bilder un tersuc h t wurden. Eine Erw eiterung auf mehrk analige Bilder

w

•

are ab er durc h eine k analw eise V erallgemeinerung durc haus m

•

oglic h. In Kapitel 8 �ndet

sic h dazu eine kurze Betrac h tung.

Im allgemeinen wird f

•

ur den Bilden tsteh ungsproze� das u.a. in [Haa99] b esc hrieb ene Mo-

dell v erw endet, das dem prinzipiellen Aufbau einer CCD- bzw. CMOS-Kamera Rec hn ung

tr

•

agt: Ein reales Ob jekt, das Lic h tstrahlen reektiert o der auc h selbst aussendet, wird

durc h ein Sensorarra y in einem diskreten Bild festgehalten. Auf dem W eg v om Ob jekt

zum Sensorarra y passieren die Lic h tstrahlen ein Linsensystem, das f

•

ur die F okussierung

des Ob jektes zust

•

andig ist. Die Menge der einfallenden Lic h tstrahlen k ann durc h ein

Blendensystem geregelt w erden.

Zun

•

ac hst gilt, da� das b eobac h tete Ob jekt zeitabh

•

angig | z.B. durc h Eigen b ew egung

o der durc h v er

•

anderten Lic h teinfall | sein Aussehen

•

andern k ann. Daher sollte das

b eobac h tete Szenario (v or seiner Digitalisierung durc h das Sensorarra y) k orrekterw eise

durc h eine zeitabh

•

angige F unktion

~

f ( x; y ; t ) mo delliert w erden. In der Regel geh t man

ab er da v on aus, da� sic h

~

f im Zeitraum � t einer Aufnahme n ur un w esen tlic h

•

andert. In

diesem F all k ann statt

~

f die v ereinfac h te zeitunabh

•

angige V ersion f : R

2

! R v erw endet

w erden. f wird in der Literatur auc h als Sensorinputfunktion b ezeic hnet (mehr dazu auf

Seite 57).

4.1 Das Senso ra rra y

Im F all einer digitalen Kamera passieren die Lic h tstrahlen auf ihrem W eg zum Sensor-

arra y zun

•

ac hst ein Linsensystem, das f

•

ur die F okussierung eines Ob jektes zust

•

andig ist.

Dieses Linsensystem wird normalerw eise in die Mo dellierung des Bildaufnahmeprozes-

ses mit ein b ezogen. Es existieren ab er auc h Sensorsysteme, die k ein solc hes Linsensy-

stem b esitzen. Die w ohl b ek ann testen V ertreter solc her Sensorsysteme sind (digitale)

R

•

on tgensysteme, wie z.B. die Durc hleuc h tungssysteme f

•

ur Handgep

•

ac k auf Flugh

•

afen.

Im Gegensatz zu analogen R

•

on tgensystemen, b ei denen die Bilderzeugung durc h einen
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

b elic h teten Film gesc hieh t, b esitzen diese Systeme Detektoren, die R

•

on tgenstrahlung

absorbieren und in digitaler F orm w eiterleiten.

Jedes digitale R

•

on tgensystem b esitzt den folgenden Grobaufbau: V on einer Quelle aus

w erden R

•

on tgenstrahlen ausgesendet, die dann das zu un tersuc hende Ob jekt passieren,

innerhalb dessen sie | je nac h Ausgangsenergie der Strahlung und je nac h Ob jektdic h te

| gesc h w

•

ac h t w erden. Mit der so en tstandenen Endenergie tri�t die R

•

on tgenstrahlung

sc hlie�lic h auf die Detektoren, die das Signal aufnehmen und an den Rec hner w eitergeb en

(Abbildung 4.1). Handelt es sic h um ein CT-System, w erden Quelle und Detektor rotiert,

um w eitere Aufnahmen des Ob jektes zu erhalten ([BS96] o der Kapitel 7).

Röntgenquelle

Objekt

Detektorzeile
bzw. Detektorarray

Abbildung 4.1: Sc hematisc he Darstellung eines R

•

on tgensystems.

Bei den Detektoren handelt es sic h (aus Kostengr

•

unden) meist um eine einzige Zeile. Ein

solc hes R

•

on tgensystem k ann auc h als Zeilenk amera aufgefa�t w erden. Ein 

•

ac higes Bild

wird erzeugt, indem das Ob jekt senkrec h t zur Zeile transp ortiert wird und in regelm

•

a�i-

gen Abst

•

anden eine w eitere Zeile aufgenommen wird. Meist abstrahiert man v on diesem

Aufnahmeproze� und mo delliert das System durc h ein zw eidimensionales Sensorarra y .

Abgesehen v on der Art der Strahlung un tersc heidet sic h der prinzipielle Aufbau der

R

•

on tgensensorik also w enig v on dem Sensorsystem einer digitalen Grau w ertk amera. L

•

a�t

man die Art der Strahlung au�er ac h t, bleibt das in Abbildung 4.2 skizzierte einfac he

Mo dell eines Sensorsystems

•

ubrig: Die einfallende Strahlung tri�t auf ein Sensorarra y ,

das f

•

ur die W eitergab e der Information zust

•

andig ist.

Sensorarray

Sensoren

einfallende Strahlung

Abbildung 4.2: Sc hematisc he Darstellung eines Sensorarra ys

Gew

•

unsc h t ist n un eine Mo dellierung der Sensorausw ertung. Dies k ann als Punktausw er-

tung der Sensorinputfunktion f gesc hehen, w as f

•

ur viele An w endungen ausreic hend ist.
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4.1 Das Sensorarra y

Eine allgemeing

•

ultigere Mo dellierung ergibt sic h jedo c h, w enn eine Sensorausw ertung

als eine Linearform aufgefa�t wird, die auf die Sensorinputfunktion angew endet w erden

k ann. In diesem F all k

•

onnen c harakteristisc he Eigensc haften jedes Sensorelemen ts mit

b er

•

uc ksic h tigt w erden.

Der Begri� der Sensorinputfunktion wurde bis jetzt eher in tuitiv b en utzt. Um diesen

Begri� genauer fassen zu k

•

onnen wird zuerst der Begri� des Sensors b en

•

otigt:

De�nition 4.1.1 (Sensorelemen t, Sensor)

F

•

ur eine k ompakte Menge A 2 K ( R

2

) sei ein endlic hes Ma� � : B ( A ) ! R gegeb en.

Dann hei�t das P aar ( A; � ) ein Sensorelemen t . A hei�t die Ap ertur (aktiv e Ob er

•

ac he)

und � die Sensorc harakteristik des Sensorelemen ts.

Ein Sensor(arra y) ist eine endlic he F amilie ( A

i

; �

i

)

i 2 I

v on Sensorelemen ten.

Die Anordn ung der Sensorelemen te, d.h. die Geometrie des Sensors ist in dieser De�niti-

on nic h t w esen tlic h. Theoretisc h k

•

onn ten die Sensorelemen te eines so de�nierten Sensors

neb eneinander ab er auc h

•

ub ereinander o der n ur teilw eise

•

ub erlapp end angeordnet sein.

Die Anordn ung der Ap erturen innerhalb einer Fl

•

ac he wird durc h Lage und Gr

•

o�e der

Ap erturen A

i

� R

2

festgesetzt.

Da die Art der Strahlung, die die Sensorelemen te auf fangen, durc h De�nition 4.1.1 nic h t

festgesetzt ist, erlaubt diese De�nition einen leic h ten Zugang zu Multisensorsystemen.

Multisensorsysteme zeic hnen sic h dadurc h aus, da� v on einem b eobac h teten Szenario

mehrere v ersc hiedenartige Bildinformationen v erarb eitet w erden, also ein v ektorw erti-

ges (bzw. mehrk analiges) Ergebnis v orliegt. Diese un tersc hiedlic hen Bildinformationen

k

•

onnen dab ei v ersc hiedene F arbk an

•

ale, ab er auc h aus Laserlic h tsc hnitt- bzw. R

•

on tenauf-

nahmen gew onnene Daten ein- und desselb en Ob jektes darstellen. In diesem Sinne k ann

auc h eine F arbk amera als Multisensorsystem aufgefa�t w erden. Ist also eine Ap ertur A

nac h De�nition 4.1.1 gegeb en, k ann ein n -k analiges Sensorelemen t auf A durc h n einzel-

ne Sensorelemen te ( A; �

1

) ; : : : ; ( A; �

n

) mo delliert w erden, w ob ei �

1

; : : : ; �

n

die jew eili-

gen Sensorc harakteristik en b ezeic hnen. Die Sensorc harakteristik eines R

•

on tgendetektors

wird sic h im V ergleic h zu der eines Laserlic h tsc hnittsdetektors sic herlic h signi�k an t un-

tersc heiden. W erden dagegen durc h ( A

1

; �

1

), ( A

2

; �

2

), ( A

3

; �

3

) die drei Sensorelemen te

der F arbk an

•

ale Rot, Gr

•

un und Blau einer F arbk amera b esc hrieb en, liegt die Annah-

me nahe da� die Sensorc harakteristik en �

1

, �

2

und �

3

im w esen tlic hen iden tisc h sind.

Iden ti�ziert man n un die Ap erturen A

1

, A

2

und A

3

miteinander, w erden auc h die Sen-

sorelemen te an sic h iden tisc h. Eine Un tersc heidung dieser drei Sensorelemen te k ann also

nic h t im Kon text v on De�nition 4.1.1 gesc hehen. Viel leic h ter (und selbsterkl

•

arender)

funktioniert eine Un tersc heidung

•

ub er die Sensorinputfunktion:

De�nition 4.1.2 (Sensorinputfunktion)

Sei ein Sensorelemen t ( A; � ) laut De�nition 4.1.1 gegeb en. Dann hei�t jede F unktion

f 2 L

1

�

( A; R ) eine Sensorinputfunktion (v on ( A; � )) und der W ert l ( f ) der Linearform

l : L

1

�

( A; R ) ! R ; l ( f ) :=

Z

A

f d�
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

die Aufname o der Digitalisierung (v on f bzgl. ( A; � ) ).

De�nition 4.1.2 setzt die Sensorinputfunktion n ur f

•

ur einzelne Sensorelemen te fest. Ist

dagegen ein ganzer Sensor ( A

i

; �

i

)

i 2 I

gegeb en, k ann man jedem Elemen t ( A

i

; �

i

) dieses

Sensors eine eigene Sensorinputfunktion f

i

zuzuordnen. Man erh

•

alt damit eine F amilie

( f

i

)

i 2 I

v on Sensorinputfunktionen f

•

ur die gilt

8 i 2 I : f

i

2 L

1

�

i

( A

i

; R ) :

Die Aufnahme eines Sensors ( A

i

; �

i

)

i 2 I

b esteh t dann aus den Einzelaufnahmen ( l

i

( f

i

))

i 2 I

der Sensorelemen te.

Abbildung 4.3 zeigt anhand eines ideellen Bildaufnahmeprozesses, wie zw ei v ersc hie-

dene Sensorinputfunktionen eines Ob jektes aussehen k

•

onn ten. Das v orliegende Ob jekt

wird auf einen Tisc h gelegt,

•

ub er dem (parallel zum Tisc h) ein Sensorarra y mon tiert

ist. Das Bild, wie es v on diesem Sensorarra y

"

gesehen \ wird, b ev or es in digitaler F orm

w eitergeleitet wird, en tspric h t der Sensorinputfunktion. Die F orm der Sensorinputfunk-

tion ist abh

•

angig da v on, auf w elc he Strahlungsart die Sensorelemen te reagieren. Zw ei

m

•

oglic he Sensorinputfunktionen sind in Abbildung 4.3 un ten dargestellt: Links ist das

Ob jekt nic h t-transparen t auf dem Hin tergrund zu sehen, wie es zum Beispiel v on einer

Grau w ertk amera w ahrgenommen w erden k

•

onn te. Rec h ts dagegen sc hein t der Hin ter-

grund durc h das Ob jekt durc h, wie es et w a b ei der V erw endung einer R

•

on tgensensorik

der F all sein k

•

onn te. Der Hin tergrund b esitzt in b eiden F

•

allen ein p erio disc hes Muster.

Nat

•

urlic h ist dieses Beispiel et w as ak ademisc h, denn ein Hin tergrund, der v on Grau w ert-

und R

•

on tgensensor iden tisc h w ahrgenommen wird, tritt in der Praxis k aum auf. Zudem

sind in b eiden F

•

allen die Seiten

•

ac hen nic h t mehr erk enn bar, w as eine ideale Anordn ung

der Sensoren senkrec h t zur Ob jektob er

•

ac he v oraussetzt. Derartige Aufnahmen sind in

der Praxis k aum realisierbar. Im v orliegenden F all v erdeutlic hen sie ab er die Art der

Sensorinputfunktion, die dem jew eiligen Bild en tspric h t wie es v on den Sensorelemen ten

"

gesehen \ wird, b ev or die Bildinformation in au�n tegrierter bzw. digitalisierter F orm

w eitergeleitet wird.

Bemerkung 4.1.3

Die Sensorinputfunktion stellt ein eigen tlic h nic h t visualisierbares Konstrukt dar. So sind

auc h die Beispielbilder der Sensorinputfunktion aus Abbildung 4.3 durc h den Druc kpro-

ze� digitalisiert w orden und stellen daher genaugenommen k eine Sensorinputfunktionen

im eigen tlic hen Sinne dar. Als Gedank enst

•

utze ist Abbildung 4.3 jedo c h sehr hilfreic h.

Insgesam t gesehen ist die Sensorinputfunktion ab er h

•

au�g n ur v on ideellem W ert. Sie

wird als Zwisc hensc hritt meist

•

ub ersprungen und v om zu un tersuc henden Szenario direkt

zur digitalen Aufnahme w eitergegangen.

F

•

ur die in Abbildung 4.3 skizzierten Beispiele wird jew eils n ur eine einzige Sensorinput-

funktion v erw endet, die das gesam te Sensorarra y (und damit auc h das gesam te Ob jekt)

ab dec kt. Dies wird ab er in De�nition 4.1.2 so gar nic h t gefordert. Eine Sensorinputfunk-

tion k ann prinzipiell v on Sensorelemen t zu Sensorelemen t v ersc hieden sein | je nac h
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4.1 Das Sensorarra y

Objekt

Tisch

Sensorarray

beispielhafte Sensorinputfunktionen je nach Art der Sensorelemente

Abbildung 4.3: Beispiel f

•

ur zw ei v ersc hiedene Sensorinputfunktionen eines Ob jekts. Das

eigen tlic he Ob jekt b esitzt eine gewisse Dic k e, die Seiten

•

ac hen sind

ab er in b eiden Aufnahmen nic h t mehr zu erk ennen (v or allem | ab er

nat

•

urlic h nic h t n ur | daran erk enn t man, da� das Ob jekt so wie seine

Sensorinputfunktionen k

•

unstlic h generiert sind).
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

Art des Sensorelemen ts. Die Sensorelemen te aus Abbildung 4.3 sind also in der Hinsic h t

sp eziell, als da� sie alle auf die gleic he Art v on Strahlung reagieren. Sensoren, deren Sen-

sorelemen te diese Eigensc haft b esitzen, k

•

onnen bildhomo gen genann t w erden.

•

Ublic her-

w eise sind die meisten Sensoren bildhomogen, eine willk

•

urlic he Misc h ung v ersc hiedener

T yp en v on Sensorelemen ten k omm t in der Praxis am ehesten in Multisensoranlagen v or.

Ab er auc h da w erden gleic hartige Sensorelemen te zu Arra ys zusammengefa�t.

Eine andere Art der Homogenit

•

at b esc hreibt die folgende De�nition:

De�nition 4.1.4

Ein Sensor ( A

i

; �

i

)

i 2 I

hei�t (sensor-)homogen , falls eine Ap ertur A und eine F amilie

( t

i

)

i 2 I

mit t

i

2 R

2

so wie ein Ma� � auf B ( A ) existiert, so da�

8 i 2 I : A

i

= A + t

i

^ �

i

= � ( � � t

i

) :

Sensorhomogenit

•

at b edeutet, da� die Sensorelemen te eines Sensors (bis auf T ranslation)

die gleic he Sensorc harakteristik und die gleic he Ap erturform b esitzen. In der Regel ist

das b ei allen g

•

angigen Systemen der F all.

Bemerkung 4.1.5

Im Allgemeinen k ann man f

•

ur die Sensorc harakteristik en �

i

eines Sensors ( A

i

; �

i

)

i 2 I

v oraussetzen, da� sie eine Dic h te bzgl. �

2

b esitzen, d.h. es existiert eine nic h tnegativ e

B ( A

i

) -me�bare F unktion p

i

: A

i

! R so da� �

i

= p

i

�

2

f

•

ur alle i 2 I ist. Es gilt also

l

i

( f ) =

Z

A

i

f d�

i

=

Z

A

i

f � p

i

d�

2

:

F

•

ur homogene Sensoren nac h De�nition 4.1.4 l

•

a�t sic h dies w eiter zu

l

i

( f ) =

Z

A

i

f � p

i

d�

2

=

Z

A

i

f � p ( � � t

i

) d�

2

v ereinfac hen, w ob ei p : A ! R wiederum eine nic h tnegativ e B ( A

i

) -me�bare F unktion

b ezeic hnet. Dieser Zusammenhang

l

i

( f ) =

Z

A

i

f � p ( � � t

i

) d�

2

wird normalerw eise statt De�nition 4.1.2 als De�nition einer Aufnahme v erw endet. In

dieser Arb eit w erden in Kapitel 6.2 und Kapitel 7 ab er auc h Punktma�e als Sensorc ha-

rakteristik en zugelassen, w as durc h eine derartige De�nition nic h t abgedec kt w

•

are.

In der Regel sind die Ap erturen v on homogenen Sensoren paarw eise disjunkt und im

Rec h tec k neb en- und un tereinander angeordnet, wie es in Abbildung 4.2 b ereits skiz-

ziert wurde. Ein Beispiel daf

•

ur, wie sic h Aufnahmen derselb en Sensorinputfunktion b ei

60



4.1 Das Sensorarra y

entsprechend der
Sensorcharakteristiken
digitalisierte Versionen

Sensorinputfunktion
(ideales Bild vor Digitalisierung,
siehe auch Abbildung 4.3)

(region of interest
 innerhalb der Apertur)

Ausschnittsvergrößerungen

Apertur zusammen mit sensitivem Bereich
Apertur sensitiver Bereich

Abbildung 4.4: V ersc hiedene Sensork on�gurationen mit en tsprec hender Digitalisierung

des Originalbildes. Links wird durc h sup ( � ) = A (hier als sensitiver Be-

r eich b ezeic hnet) f

•

ur alle Ap erturen A die gesam te Sensorinputfunktion

abgetastet. Rec h ts dagegen stellt der sensitiv e Bereic h eine ec h te T eil-

menge der Ap erturen dar. Es wird daher n ur ein signi�k an t kleinerer

T eil des Bildes v on den Sensorelemen ten

"

gesehen \ . Die Un tersc hiede in

b eiden Aufnahmen sind v or allem im Randb ereic h des Ob jektes sic h tbar

(Aussc hnittsv ergr

•

o�erungen un ten).
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

der V erw endung v on Sensoren mit un tersc hiedlic hen Sensorc harakteristik en un tersc hei-

den k

•

onnen, zeigt Abbildung 4.4. Die b eiden Digitalisierungen der Sensorinputfunktion

in Abbildung 4.4 un tersc heiden sic h n ur in ihren Sensorc harakteristik en. Links wurde

f

•

ur jede Ap ertur A

i

des Sensors ( A

i

; �

i

)

i 2 I

als zugeh

•

orige Sensorc harakteristik �

i

= �

2

A

i

gew

•

ahlt. Damit gilt sup( �

i

) = A

i

, d.h. durc h den Sensor wird das gesam te Bild abgeta-

stet. Bezeic hnet n un ( A

0

i

; �

0

i

)

i 2 I

den in der rec h ten Digitalisierung v erw endeten Sensor,

gilt f

•

ur die Sensorc harakteristik einer Ap ertur A

0

i

jetzt �

0

i

= 1

B

i

�

2

, w ob ei B

i

eine ec h te

T eilmenge v on A

0

i

darstellt. In diesem F all wird durc h den v orliegenden Sensor n ur ein

T eil jeder Ap ertur abgetastet. Eine solc he Mo dellierung en tspric h t eher der Realit

•

at einer

CCD-Kamera, b ei der die lic h temp�ndlic he Fl

•

ac he eb enfalls n ur einen T eil der Ap ertur

ab dec kt (siehe dazu auc h [Haa99 ]). Die un tersc hiedlic hen Digitalisierungsergebnisse in

Abbildung 4.4 sind v or allem in den V ergr

•

o�erungen in Abbildung 4.4 un ten deutlic h

sic h tbar. Die Un tersc hiede treten haupts

•

ac hlic h dort auf, w o gro�e Grau w ertun tersc hiede

im Originalbild existieren | also v or allem im Randb ereic h des Ob jektes.

Derartige

•

Ub erlegungen

•

ub er die Art der Sensorc harakteristik en k

•

onnen nat

•

urlic h no c h

w eiter getrieb en w erden: Eine naheliegende Idee w

•

are et w a, jeder Sensorc harakteristik �

i

eines Sensorelemen tes eine Gewic h tung

•

ub er seine Ap ertur A

i

| zum Beispiel in F orm

einer Normalv erteilung | zuzu w eisen. Man sollte sic h allerdings dar

•

ub er im Klaren sein,

da� in der Regel k eine genauere Kenn tnis dar

•

ub er v orhanden ist, wie die in einer Ka-

mera v orliegenden Sensorc harakteristik en ein einfallendes Bildsignal wirklic h gewic h ten.

Allenfalls k ann man den T r

•

ager sup ( �

i

) jeder Ap ertur A

i

•

ub er den Bauplan der Kame-

ra b estimmen. Eine zus

•

atzlic he Gewic h tung der Sensorc harakteristik en ist daher zw ar

ein faszinierendes Thema, wird ab er aus den eb en genann ten Gr

•

unden hier nic h t w eiter

v erfolgt.

4.2 Das Linsensystem

In der Mo dellierung v on CMOS- o der CCD-Kameras wird das Blenden- und Linsen-

system in der Regel mit b er

•

uc ksic h tigt: Die Lic h tstrahlen passieren auf dem W eg v om

Ob jekt zum Sensorarra y ein Linsensystem, das f

•

ur die k orrekte F okussierung des Ob-

jektes b en

•

otigt wird und tre�en erst dann auf das Sensorarra y (Abbildung 4.5). Die

An w endungen in den Kapiteln 6 und 7 b einhalten jedo c h k ein Linsensystem, so da�

hier n ur grunds

•

atzlic he

•

Ub erlegungen zum Zusammenhang v on Sensormo dellierung und

Linsensystem v orgestellt w erden.

T ypisc he St

•

orungen, die durc h das Linsensystem herv orgerufen w erden k

•

onnen (Kissen-

o der T onnen v erzerrungen), k

•

onn ten zun

•

ac hst durc h eine geeignete Kamerak alibrierung

eliminiert w erden (siehe dazu zum Beispiel [Tsa87] o der [SA96]). Auf dem so k alibrierten

Bild k ann dann mit einem einfac hen Sensormo dell w eitergearb eitet w erden.

Denkbar ist im Rahmen dieser Arb eit auc h eine andere V orgehensw eise: Statt eine Ka-

librierung durc hzuf

•

uhren k ann die Kamera v erzerrung direkt in die Erzeugendenfunk-

tionen der v erw endeten semilinearen F unktion mit eingearb eitet w erden. Dies f

•

uhrt zu
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4.3 Ein b ezieh ung v on Sensorarra ys in semilineare F unktionen

Sensorarray
mit Sensorelementen

Blende

Licht

Linse

Abbildung 4.5: Sc hematisc he Darstellung des Linsensystems einer Kamera zur V erdeut-

lic h ung des Bilden tsteh ungsprozesses

Mo dellierungen, in denen jedes urspr

•

unglic h v orliegende Ob jekt (jedes Elemen t A 2 A

gem

•

a� Def. 3.1.1) durc h die Erzeugendenfunktionen gem

•

a� der v orliegenden Linsenop-

tik v erzerrt wird. F

•

ur jedes P aar ( x; A ) 2 R

k

� A w eist dann das Bild g ( x; A ) diesel-

b e V erzerrung wie das v orliegende (mit unk alibrierter Optik aufgenommene) Bild auf.

Diese V orgehensw eise l

•

a�t das urspr

•

unglic he Bild un v er

•

andert, w as in manc hen F

•

allen

v on V orteil sein k ann. Ein Beispiel f

•

ur eine solc he V orgehensw eise ist die Gr auwert-

mo del ladaption v on Kapitel 2.4, in der s

•

am tlic he E�ekte im Bilden tsteh ungsproze� in

der p oin t-spread function (PSF) zusammengefa�t w erden. F

•

ur eine Ein bindung dieser

PSF in eine Erzeugendenfunktion sei auf Kapitel 6.2 v erwiesen.

Ob n un eine Kamerak alibrierung o der eine Ein bindung der V erzerrung in die Erzeugen-

denfunktionen gew

•

ahlt wird, b eide M

•

oglic hk eiten h

•

angen v on der G

•

ute der Kalibrier-

bzw. V erzerrungsfunktion ab. Nur w enn die Kamera v erzerrungen ausreic hend gut k or-

rigiert wurden (bzw. en tsprec hende V erzerrungsfunktionen gefunden wurden), ist ein

w eiteres Arb eiten

•

ub erhaupt m

•

oglic h.

4.3 Einb eziehung von Senso ra rra ys in semilinea re

F unktionen

Die in Kapitel 4.1 de�nierten Sensoren lassen sic h gut in die semilineare Theorie v on

Kapitel 3 in tegrieren: Sei dazu ( A

i

; �

i

)

i 2 I

ein Sensor gem

•

a� De�nition 4.1.1. Beobac h-

tet wird dann eine Aufnahme ( y

i

)

i 2 I

, die als Digitalisierung ( l

i

( f

i

))

i 2 I

en tsprec hender

Sensorinputfunktionen ( f

i

)

i 2 I

in terpretiert wird. Eine erste informelle F orm ulierung ei-

nes Appro ximationsproblems | zun

•

ac hst ohne semilinearem Kon text | lautet daher:
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Gesuc h t wird eine F amilie ( f

i

)

i 2 I

v on Sensorinputfunktionen, so da� die Digitalisierung

( l

i

( f

i

))

i 2 I

der ( f

i

)

i 2 I

durc h den Sensor ( A

i

; �

i

)

i 2 I

sic h

"

m

•

oglic hst w enig \ v on der gege-

b enen Aufnahme ( y

i

)

i 2 I

un tersc heidet.

Sei n un n = # I die Anzahl der Sensorelemen te. F

•

ur eine F orm ulierung des v orliegen-

den Problems als semilineares Appro ximationsproblem wird zun

•

ac hst der euklidisc he

V ektorraum E aus De�nition 3.2.1 als E = R

n

zusammen mit dem Standardsk alarpro-

dukt gew

•

ahlt. E en tspric h t dem Beobac h tungsraum, der die Menge der Digitalisierungen

m

•

oglic her Sensorinputfunktionen en th

•

alt. In diesem Sinne wird im folgenden auc h eine

Aufnahme ( y

i

)

i 2 I

als V ektor y = ( y

1

; : : : ; y

n

)

0

2 R

n

= E und eine F amilie ( f

i

)

i 2 I

v on

Sensorinputfunktionen als F unktionen v ektor

f =

0

B

@

f

1

.

.

.

f

n

1

C

A

2 L

1

�

1

( A

1

; R ) � � � � � L

1

�

n

( A

n

; R )

aufgefa�t. Dieser F unktionen v ektor wird eb enfalls als Sensorinputfunktion b ezeic hnet.

Statt

0

B

@

l

1

( f

1

)

.

.

.

l

n

( f

n

)

1

C

A

wird auc h l ( f ) gesc hrieb en.

Bemerkung 4.3.1

Die lineare Anreih ung der Elemen te in der Indexmenge I wirkt in der Praxis et w as

k

•

unstlic h, w enn reale (zw eidimensionale) Bilder b etrac h tet w erden. Gem

•

a� dieser Index-

menge m

•

ussen die Pixel dieser Bilder als Ein tr

•

age in einem V ektor aufgefa�t w erden,

w as ihrer Bildstruktur eher abtr

•

aglic h ist. Allerdings ist diese lineare Anordn ung n ur

in der Appro ximationsphase v on Bedeutung. Daher k ann in der Mo dellierungsphase ei-

ne passendere Indexmenge gew

•

ahlt w erden, solange die eigen tlic he lineare Anreih ung im

Hin terk opf b ehalten wird. Dies gesc hieh t auc h in Kapitel 6, w o zw ar Bilder aus R

m � n

b e-

trac h tet w erden und die Indexmenge auc h en tsprec hend gew

•

ahlt wurde, ab er eigen tlic h

R

m � n

v erw endet wird.

Gesuc h t wird zun

•

ac hst der minimale Abstand einer gegeb enen Aufnahme y 2 E an

eine Digitalisierung ( l

1

( f

1

) ; : : : ; l

n

( f

n

))

0

2 E . Die Sensorinputfunktionen f

1

; : : : ; f

n

, sind

dab ei un b ek ann t. Es soll also der Abstand

k y � l ( f ) k =

v

u

u

t

n

X

i =1

( y

i

� l

i

( f

i

))

2

(4.1)

minimiert w erden.

(4.1) stellt zw ar ein Appro ximationsproblem, ab er bis jetzt no c h k ein semiline ar es Ap-

pro ximationsproblem dar. Dieser Zusammenhang wird erst durc h die F orm ulierung der
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4.3 Ein b ezieh ung v on Sensorarra ys in semilineare F unktionen

Sensorinputfunktionen

•

ub er semilineare Abbildungen hergestellt, w as Thema der folgen-

den Annahme ist:

Annahme 4.3.2

Je der V ektor ( f

1

; : : : ; f

n

)

0

2 L

1

�

1

( A

1

; R ) � � � � � L

1

�

n

( A

n

; R ) von Sensorinputfunktionen

eines ge geb enen Sensors ( A

i

; �

i

)

i 2 I

, # I = n , b esteht aus mehr er en T eilfunktionen, die

sich additiv

•

ub erlagern:

f :=

k

X

` =1

x

`

g

( ` )

=

k

X

` =1

x

`

0

B

@

g

( ` )

1

.

.

.

g

( ` )

n

1

C

A

;

wob ei die T eilfunktionen g

( ` )

f

•

ur ` = 1 ; : : : ; k eb enfal ls Sensorinputfunktionen des Sensors

( A

i

; �

i

)

i 2 I

sind.

Da die F unktionale ( l

i

)

i 2 I

linear sind, folgt aus Annahme 4.3.2 f

•

ur die Sensorinputfunk-

tion f :

l ( f ) = l

 

k

X

` =1

x

`

g

( ` )

!

=

k

X

` =1

x

`

l ( g

( ` )

)

und damit aus (4.1)

k y � l ( f ) k =







y �

k

X

` =1

x

`

l ( g

( ` )

)







=

v

u

u

t

n

X

i =1

 

y

i

�

k

X

` =1

x

`

l

i

( g

( ` )

i

)

!

2

:

F

•

ur F � L

1

�

1

( A

1

; R ) � � � � � L

1

�

n

( A

n

; R ) ist n un die F unktion g : R

k

� F

k

! R

n

,

g ( x; g

(1)

; : : : ; g

( k )

) :=

k

X

` =1

x

`

l ( g

( ` )

)

semilinear nac h De�nition 3.1.1. Damit w erden f

•

ur ein y 2 E = R

n

alle V oraussetzungen

v on De�nition 3.2.1 erf

•

ullt und

inf

( g

(1)

;::: ;g

( k )

)

0

2F

k

min

x 2 R

k







y �

k

X

` =1

x

`

l ( g

( ` )

)







(4.2)

stellt ein semilineares Appro ximationsproblem dar.

Durc h (4.2) wird jetzt ein semilineares Appro ximationsproblem b esc hrieb en, w ob ei E =

R

n

so wie A = F

k

gilt und

•

ub er die k Erzeugendenfunktionen g

( i )

optimiert wird. Zus

•

atz-

lic h basiert (4.2) auf einem Sensormo dell. Allerdings ist die in (4.2) v erw endete Menge

F (bzw. F

k

) der Sensorinputfunktionen ein zu k omplexes Gebilde, um in einer Appro-

ximation sinn v oll eingesetzt w erden zu k

•

onnen. Leic h ter handhabbar und daher b esser

geeignet w

•

aren abstraktere Mengensysteme wie sie et w a in den Beispielen in Kapitel
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

3 v erw endet wurden. Soll eine derartige Menge A v erw endet w erden, w erden statt der

Sensorinputfunktionen g

(1)

; : : : ; g

( k )

2 F n un k Ein b ettungen g

( ` )

e

b en

•

otigt, die v on A in

die Menge F der Sensorinputfunktionen abbilden. Zusammen mit diesen Ein b ettungen

g

( ` )

e

: A ! F sehen die n un v erw endeten Erzeugendenfunktionen e

( ` )

sc hlie�lic h wie folgt

aus:

e

( ` )

: A ! R

n

; e

( ` )

:= l � g

( ` )

e

; f

•

ur ` = 1 ; : : : ; k :

Damit sind die Sensorinputfunktionen im Appro ximationsproze� zu einem | mehr o der

w eniger impliziten | Zwisc hensc hritt auf dem W eg v on A 2 A zum b etrac h teten digita-

lisierten Bild v on A in E gew orden. Dies en tspric h t dem, w as b ereits in Bemerkung 4.1.3

•

ub er die Sensorinputfunktionen gesagt wurde: Ausgehend v on einer Menge A 2 A wird

letztendlic h n ur no c h die b ereits digitalisierte V ersion (das digitale Bild eines Szenarios)

l ( g

( ` )

( A )) 2 R

n

b etrac h tet. Das semilineare Appro ximationsproblem un ter Ein b ezieh ung

eines Sensormo dells hat n un f

•

ur ein gegeb enes y 2 E und un ter V erw endung eines ab-

strakten Mengensystems die F orm

inf

A 2A

min

x 2 R

k







y �

k

X

i =1

x

i

�

`

i

� g

( ` )

i

�

( A )







:

Das folgende Kapitel b esc h

•

aftigt sic h mit einer m

•

oglic hen W ahl dieses abstrakten Men-

gensystems als T eilmenge v on R

2

zusammen mit einer geeigneten Metrik.
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5 Ein m

•

ogliches Mengenmo dell

Die Beispiele aus Kapitel 3 lassen b ereits ahnen, da� b ei der Mo dellierung eines gegeb e-

nen Problems durc h semilineare F unktionen ein breites Sp ektrum an M

•

oglic hk eiten zur

V erf

•

ugung steh t. F

•

ur den Einsatz in der Praxis d

•

urfen diese Mo dellierungen ab er nic h t

allzu k omplex w erden, damit der zum Appro ximationsproblem geh

•

orige Optimierungs-

proze� in einer nic h t allzu langen Zeitspanne zu einem (lok alen) Optim um f

•

uhren k ann

(vgl. Algorithm us 1 v on Seite 39). Nat

•

urlic h sollte au�erdem das so gefundene lok ale

Optim um nic h t

"

allzu w eit \ v on dem gesuc h ten globalen Optim um en tfern t sein, denn

n ur so k ann ein realit

•

atsnahes Ergebnis garan tiert w erden. Diese Ziele k

•

onnen | und

sollten | zum einen durc h die W ahl eines g

•

unstigen Start w ertes erreic h t w erden, zum

anderen sollte V orwissen

•

ub er die F orm des erw arteten Optim ums gen utzt w erden, um

aus der Menge A aus De�nition 3.1.1

"

unerw

•

unsc h te \ Elemen te so w eit wie m

•

oglic h

auszusc hlie�en.

Ein g

•

unstiger Start w ert A

0

2 A , v on dem aus ein semilinearer Optimierungsproze� star-

ten k ann, k ann zum Beispiel durc h eine V orsegmen tierung durc h einen anderen Algorith-

m us gefunden w erden. So ist et w a die ungef

•

ahre Gr

•

o�e und P osition einer Kreissc heib e

in einem Bild

•

ub er eine pixelbasierte Kan tenextraktion o der eine Zw ei-Niv eau-P assung

segmen tierbar. Derartige pixelbasierte V erfahren b en

•

otigen in der Regel k eine lange Re-

c henzeit und die so gew onnenen Resultate k

•

onnen meist gut als Ausgangsbasis v erw endet

w erden.

Die zw eite ob en erw

•

ahn te Option ist die k onkrete W ahl v on A . Nat

•

urlic h sind die

"

erw

•

unsc h ten \ bzw.

"

unerw

•

unsc h ten \ Elemen te v on A je nac h v orliegendem Problem

v ersc hieden, daher ie�t in die W ahl v on A mehr o der w eniger automatisc h V orwissen

•

ub er die k onkrete Art des Problems mit ein. In diesem Kapitel wird A � A ( R

d

), d 2 N

als m

•

oglic hes Mengenmo dell

1

v orgesc hlagen.

5.1 Die lok ale Hausdo r�-T op ologie

In praktisc hen An w endungen wird normalerw eise ein k ompakter Aussc hnitt M des R

2

bzw. des R

3

b etrac h tet. Das dab ei v erw endete Mengensystem | der metrisc he Raum

( A ; d ) in der semilinearen Appro ximation | k ann dann

•

ub er M de�niert w erden. Dies

ist in den Beispielen aus Kapitel 3.3 auc h so gesc hehen. Ist also ein k ompakter Aussc hnitt

1

Im folgenden wird A auc h Mengenmo del l o der Mengensystem genann t, w enn A T eilmengen des R

d

b ezeic hnet.
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Kapitel 5. Ein m

•

oglic hes Mengenmo dell

M � R

d

f

•

ur d 2 N gegeb en, ist die W ahl v on A � B ( M ) =

�

zusammen mit der durc h das

Leb esgue-Ma� induzierten Metrik d ( A; B ) = �

n

(( A n B ) [ ( B n A )) auf A eine M

•

oglic hk eit.

Eine alternativ e M

•

oglic hk eit stellt die Hausdor�-Metrik dar:

Sei ( X ; � ) ein nic h t-leerer metrisc her Raum und sei K ( X )

�

:= K ( X ) n f;g das System

aller k ompakten nic h t-leeren T eilmengen v on X . Dann bildet die Abbildung

h : K ( X )

�

� K ( X )

�

! R ; h ( A; B ) := max f sup

x 2 A

dist( x; B ) ; sup

y 2 B

dist ( A; y ) g

eine Metrik auf K ( X )

�

, die Hausdor�-Metrik . Ist X k ompakt, gilt f

•

ur alle A; B 2 K ( X )

�

h ( A; B ) � diam ( X )

w ob ei diam ( X ) := sup f � ( x; y ) j x; y 2 X g den Durc hmesser v on X b ezeic hnet Die

Hausdor�-Metrik k ann in diesem F all v on K ( X )

�

auf ganz K ( X ) durc h

h

0

( A; B ) :=

8

<

:

h ( A; B ) A 6= ; und B 6= ;

0 A = ; und B = ;

diam ( X ) sonst

erw eitert w erden.

Je nac h Art der k onkreten An w endung eignet sic h eine der b eiden Metrik en eher als

die andere. Eine dritte M

•

oglic hk eit zur W ahl des metrisc hen Raumes wird im folgenden

v orgestellt. Sie eignet sic h v or allem dann, w enn die zu �ndenen Ob jekte auc h aus dem

Aufnahmeraum M herausragen k

•

onnen. In diesem F all sind die auftretenden Mengen in

ihrer Gr

•

o�e nic h t mehr durc h M nac h ob en b esc hr

•

ankt.

Als Beispiel dazu b etrac h te man das in Abbildung 5.1 skizzierte System: Sei f

•

ur r > 0

C

0

r

:= f ( x; y ) j ( x � r )

2

+ y

2

� r

2

g

ein (in R

2

abgesc hlossener) Kreis mit Radius r und Zen trum ( r ; 0) und sei w eiterhin

A

cir c

:= f C

0

r

j r � 0 g

die Menge aller Kreise dieser Art. Dann ist A

cir c

o�en in K ( R

2

) (bzgl. h ). Der f

•

ur den

Absc hlu� b en

•

otigte Halbraum

H := f ( x; y ) j x � 0 g

k ann jedo c h als nic h t-k ompakte T eilmenge des R

2

nic h t v on der Hausdor�-Metrik erfa�t

w erden.

Es ist zw ar auc h in diesem F all m

•

oglic h, ein zu A

cir c

•

aquiv alen tes Mengensystem als

T eilmenge v on K ( M ) zu de�nieren, indem man den Durc hsc hnitt

A

cir c

\ M := f A \ M j A 2 A

cir c

g
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5.1 Die lok ale Hausdor�-T op ologie

M A

Abbildung 5.1: Aufnahmeraum (o der Kameraaussc hnitt) M mit Kreissc heib e A , die n ur

teilw eise in M sic h tbar ist.

b etrac h tet. Die folgende De�nition der in [Don97 ] en t wic k elten lok alen Hausdor�-T op o-

logie | einer metrisierbaren T op ologie auf A ( R

d

) | zeigt ab er, da� dieser Sc hritt

unn

•

otig ist und man sic h auf die Betrac h tung alleine v on A

cir c

ohne Ber

•

uc ksic h tigung

v on M zur

•

uc kziehen k ann.

Sei dazu ( X ; � ) ein lok al-k ompakter, � -k ompakter, metrisc her Raum und ( K

i

)

i 2 N

eine

F olge k ompakter T eilmengen v on X , f

•

ur die

8 i 2 N : K

i

�

�

K

i +1

und

[

i 2 N

�

K

i

= X (5.1)

gilt. Die Existenz einer solc hen F olge ( K

i

)

i 2 N

ist durc h die � -Kompaktheit v on X sic her-

gestellt.

Sei n un A ( X )

�

:= A ( X ) n f;g das System aller abgesc hlossenen nic h t-leeren T eilmengen

v on X . Dann l

•

a�t sic h f

•

ur jedes i 2 N die Abbildung d

i

: A ( X )

�

� A ( X )

�

! R durc h

8 A; B 2 A ( X )

�

: d

i

( A; B ) := max

�

sup

x 2 A

dist

�

x; B [ X n K

i

�

; sup

y 2 B

dist

�

y ; A [ X n K

i

�

�

de�nieren. Die Distanzfunktion ist dab ei durc h

8 A; B � X : dist( A; B ) =

(

inf

x 2 A

inf

y 2 B

� ( x; y ) ; falls A 6= ; und B 6= ;

1 ; sonst

gegeb en. Nac h [Don97] gilt dann f

•

ur die d

i

:

� d

i

( A; B ) = d

i

( B ; A )

� d

i

( A; A ) = 0

� d

i

( A; C ) � d

i

( A; B ) + d

i

( B ; C )
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Kapitel 5. Ein m

•

oglic hes Mengenmo dell

f

•

ur alle A; B ; C 2 A ( X )

�

und f

•

ur b eliebiges i 2 N . W eil ab er f

•

ur A; B 2 A ( X )

�

b ereits

d

i

( A; B ) = 0 ist, w enn n ur A \ K

i

= B \ K

i

zutri�t, ist die f

•

ur Metrik en zus

•

atzlic h

geforderte Bedingung

8 A; B 2 A ( X )

�

: d

i

( A; B ) = 0 , A = B

hier nic h t erf

•

ullt. Bei den F unktionen d

i

handelt es sic h daher n ur um sogenann te Qua-

simetriken .

Allerdings de�niert die F olge ( d

i

)

i 2 N

gem

•

a� [Don97] eine lok al-k ompakte T op ologie auf

A ( X )

�

, die mit Hilfe der Einpunkt-Kompakti�zierung nac h Alexandro� zu einer T op o-

logie auf ganz A ( X ) ausgebaut w erden k ann, bzgl. derer A ( X ) k ompakt ist. Ist X (wie

hier nac h V oraussetzung) lok al-k ompakt, ist diese T op ologie metrisierbar und A ( X ) wird

zu einem k ompakten metrisc hen Raum. Diese T op ologie wird lokale Hausdor�-T op olo gie

(LH-T op ologie) genann t.

F

•

ur die durc h

8 A; B 2 A ( X ) : �

i

( A; B ) = max

�

sup

x 2 A \ K

i

dist( x; B ) ; sup

y 2 B \ K

i

dist( y ; A )

�

de�nierten Abbildungen �

i

: A ( X ) � A ( X ) ! R [ f1 ; �1g ( i 2 N ) wird in [Don97 ]

au�erdem nac hgewiesen, da� mit

V ( A ) :=

�

f B 2 A ( X )

�

j �

i

( A; B ) � " g

�

�

�

�

i 2 N ; " > 0

�

ein fundamen tales Umgebungssystem f

•

ur A 2 A ( X )

�

bzgl. der LH-T op ologie gegeb en

ist. V ( A ) en th

•

alt also n ur Umgebungen v on A und jede Umgebung U � A ( X )

�

v on A

ist die Ob ermenge eines Elemen ts v on V ( A ).

Wird f

•

ur jedes i 2 N die Menge U

i

� A ( X ) als

U

i

= f A 2 A ( X ) j A \ K

i

= ;g

gew

•

ahlt, ist f U

i

j i 2 N g dar

•

ub er hinaus ein fundamen tales Umgebungssystem der leeren

Menge bzgl. der LH-T op ologie.

Im in dieser Arb eit in teressan ten F all X = R

d

( d 2 N ) zusammen mit der euklidisc hen

Metrik � ist X lok al-k ompakt und � -k ompakt, und damit ist jede abgesc hlossene T eil-

menge A � A ( R

d

) eb enfalls k ompakt (bzgl. der LH-T op ologie). Im F olgenden w erden

daf

•

ur die Abk

•

urzungen LH-abgesc hlossen bzw. LH-k ompakt v erw endet.

Bez

•

uglic h der lok alen Hausdor�-T op ologie ist dann die Menge

�

A

cir c

= f C

0

r

j r � 0 g [ H

abgesc hlossen in A ( R

2

). Als Bew eis b etrac h te man die Abbildung h : A

cir c

[ H !

R [ f1g , die durc h

h ( A ) :=

�

r ; falls A = C

0

r

f

•

ur ein r � 0

1 ; falls A = H
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5.1 Die lok ale Hausdor�-T op ologie

Ki

i r(C', C')t j

j

r

C'

C'

Abbildung 5.2: W ert v on �

i

( C

0

r

; C

0

j

) f

•

ur j < r

de�niert ist. Wie leic h t zu sehen ist, ist

�

A

cir c

das Urbild v on [0 ; 1 ] un ter h . Das b edeutet,

b ei stetigem h ist

�

A

cir c

eb enfalls abgesc hlossen.

Die Stetigk eit v on h zeigt man, indem man die Stetigk eit an jedem Punkt durc h die

V erw endung fundamen taler Umgebungssysteme sic herstellt: F

•

ur r > 0 ist

f [ r � "; r + " ] j " > 0 g

ein fundamen tales Umgebungssystem v on r . Sei also " > 0 und sei [ r � "; r + " ] eine

Umgebung v on r . Dann setzt man zun

•

ac hst

V

r ;"

:=

n

C

0

j

�

�

�

j 2

h

r �

"

2

; r +

"

2

i o

:

V

r ;"

ist Elemen t v on V ( K

0

r

), da f

•

ur alle i 2 N

�

i

( C

0

r

; C

0

j

) � j 2 r � 2 j j � "

gilt, Abbildung 5.2 v erdeutlic h t dies. F

•

ur das Bild v on V

r ;"

un ter h gilt w eiterhin

h ( V

r ;"

) =

h

r �

"

2

; r +

"

2

i

� [ r � "; r + " ] ;

w as die Stetigk eit v on h an jedem Punkt C

0

r

, r > 0 impliziert. F

•

ur r = 0 w

•

ahlt man die

Umgebungen [0 ; " ] und

n

K

0

j

�

�

�

j 2

h

0 ;

"

2

i o

2 V ( K

0

0

) :

Die Stetigk eit v on h folgt dann mit analogen Argumen ten.

Bis jetzt k onn te der Stetigk eitsb ew eis v on h gef

•

uhrt w erden, ohne da� auf die F olge

( K

i

)

i 2 N

k ompakter T eilmengen v on R

2

zur

•

uc kgegri�en w erden m u�te. H ist jedo c h nic h t

b esc hr

•

ankt in R

2

und daher sind die Abbildungen �

i

abh

•

angig v on der k onkreten W ahl

der F olge ( K

i

)

i 2 N

.

Im folgenden wird daher

K

i

:= [ � i; i ]

2
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•

oglic hes Mengenmo dell

i0K

t (H, C' )i r

H
rC'

Abbildung 5.3: Berec hn ung v on �

i

( H ; C

0

r

) f

•

ur K

i

� [ � 1 ; 1] � [ � 1 ; 1].

gew

•

ahlt. Die so de�nierte F olge ([ � i; i ]

2

)

i 2 N

erf

•

ullt die V oraussetzungen v on (5.1) auf

Seite 69: F

•

ur jedes i 2 N ist [ � i; i ]

2

eine k ompakte T eilmenge des R

2

und es gilt

[ � i; i ]

2

� ] � i � 1 ; i + 1[

2

so wie

[

i 2 N

] � i; i [

2

= R

2

:

Sei n un [ r

0

; 1 ] f

•

ur r

0

2 R eine Umgebung v on 1 . Dann existiert f

•

ur jedes i

0

2 N ein

"

0

> 0, so da�

�

i

0

( H ; C

0

r

0

) � "

0

gilt. Aus �

i

0

( H ; C

0

r

0

) � "

0

folgt ab er automatisc h

�

i

0

( H ; C

0

j

) � "

0

f

•

ur alle j � r

0

:

Damit ist

f C

0

j

j j � r

0

g

ein Elemen t v on V ( H ) und das Bild v on f C

0

j

j j � r

0

g un ter h ist eine T eilmenge v on

[ r

0

; 1 ]. Die Abbildung h ist also auc h im Punkt H stetig.

Der Bew eis zur Stetigk eit v on h im Punkt H v erdeutlic h t zusammen mit Abbildung

5.3 einen wic h tigen Asp ekt der lok alen Hausdor�-T op ologie, der auc h in tuitiv leic h t

zu erfassen ist: Ist eine gegeb ene Menge

"

zu gro� \ um sie ganz erfassen zu k

•

onnen,

w erden statt der Gesam tmenge n ur k ompakte Aussc hnitte v on ihr b etrac h tet. Diese

Sic h t w eise k omm t der Mo dellierung eines Kameraaussc hnittes sehr en tgegen, denn auc h

hier k ann ein gegeb enes Ob jekt gr

•

o�er als der aktuell b etrac h tete Aussc hnitt sein, ab er

die Betrac h tung reduziert sic h auf den innerhalb des Aussc hnittes liegenden Bereic hs.

Ein LH-k ompaktes Mengensystem wird in Kapitel 6.1 v erw endet.
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6 Subpixelgenaue Objektpassung auf

Grau w ertbildern

Ein aktuelles Problem in der MR-Angiographie ist die Segmen tierung v on Blutgef

•

a�en

aus den gemessenen Angiogrammen. Probleme mac hen dab ei v or allem die Gef

•

a�e, de-

ren Quersc hnitt n ur w enig gr

•

o�er als die Bildau

•

osung ist. Eine diskrete Segmen tierung

solc her Gef

•

a�e ist zw ar m

•

oglic h, jedo c h sc h w ankt die Anzahl v on derart segmen tierten

Gef

•

a�pixeln v on Aufnahme zu Aufnahme in der Regel viel zu stark, um eine v erl

•

a�li-

c he Aussage

•

ub er den w ahren Gef

•

a�quersc hnitt zu erhalten. Ein Beispiel daf

•

ur, wie

un tersc hiedlic h diskrete Segmen tierungen des quasi gleic hen Ausgangssac h v erhalts aus-

fallen k

•

onnen, zeigt Abbildung 6.1: Eine Kreissc heib e mit festem Radius wird zw eimal

digitalisiert. Dab ei wird angenommen, da� der Kreis einen w ei�en, der Hin tergrund

dagegen einen sc h w arzen Grau w ert b esitzt. Als der Digitalisierung zugrundeliegender

Sensor wird ( A

ij

; �

2

A

ij

)

i;j 2f 1 ;::: ; 9 g

v erw endet. A

ij

b ezeic hnet dab ei das Bildquadrat in Zei-

le i und Spalte j . Im ersten F all (links in Abbildung 6.1) liegt das Kreiszen trum direkt

in einer Pixelmitte, w as zu einer rec h t regelm

•

a�igen Diskretisierung f

•

uhrt. Im zw eiten

F all dagegen wurde das Kreiszen trum et w as aus der Pixelmitte v ersc hob en und demen t-

sprec hend unregelm

•

a�iger ist auc h die dazugeh

•

orige Digitalisierung. Insgesam t sind die

Un tersc hiede in b eiden Digitalisierungen bis jetzt ab er nic h t sonderlic h signi�k an t. Ganz

anders sieh t die Lage ab er aus, w enn man eine diskrete Segmen tierung auf den b eiden

digitalisierten Bildern durc hf

•

uhrt. In Abbildung 6.1 ist dies durc h eine Zw ei-Niv eau-

P assung mit zugrundeliegendem allgemeinem Mengenmo dell A = P ( M ) gesc hehen,

w ob ei M = f A

ij

� R

2

j i; j = 1 : : : ; 9 g die Menge der Bildpixel b ezeic hnet. Die b ei-

den P a�ergebnisse links bzw. rec h ts un ten zeigen nic h t n ur signi�k an t un tersc hiedlic he

Strukturen, auc h die Anzahl der gefundenen Pixel v ariiert v on der link en P assung (25

Pixel) zur rec h ten P assung (28 Pixel) erheblic h. Stellt man sic h b eide Ergebnisse als

aufeinanderfolgende Segmen tierungen in einem Gef

•

a�v erlauf v or, ist klar, da� sie so in

der Praxis k aum v erw endet w erden k

•

onnen.

Geometrisc he V erfahren zur Kreispassung, wie sie zum Beispiel in [ARR99 ], [AR99] o der

auc h [FPF99 ] b esc hrieb en w erden, lassen sic h f

•

ur derartige Probleme nic h t v erw enden,

da diese stets auf einer Punktemenge ( p

i

)

i 2 I

, p

i

2 R

2

aufsetzen. Diese Punkte ( p

i

)

i 2 I

w erden als m

•

oglic he Randpunkte einer geometrisc hen Struktur (wie zum Beispiel einer

Kreissc heib e) aufgefa�t. Bei dem hier v orgestellten Problem k ann ein Pixel ab er einen

ganzen Randb ereic h b einhalten, au�erdem ist a-priori k eine Information dar

•

ub er v or-

handen, w elc he Pixel

•

ub erhaupt als Randpixel dienen k

•

onn ten.

In Kapitel 6.1 wird ein Ansatz zur subpixelgenauen Ob jektpassung

•

ub er eine semilineare

Appro ximation v orgestellt. Dieses V erfahren basiert auf einer Sensorin tegration gem

•

a�
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Ob jektpassung auf Grau w ertbildern

Diskretisierung

Segmentierung

Abbildung 6.1: Zw ei Diskretisierungen v on w ei�en Kreisen auf sc h w arzem Hin tergrund.

Der Radius b eider Kreise ist gleic h, das Kreiszen trum im rec h ten ob e-

ren Bild gegen

•

ub er dem Bild links ob en et w as v ersc hob en. Die Seg-

men tierung der Kreispixel wurde mit einer Zw ei-Niv eau-P assung mit

A = P ( M ) durc hgef

•

uhrt, w ob ei M die diskrete Pixelmenge b ezeic hnet.

Ob w ohl die Ausgangssituation nahezu iden tisc h ist, zeigen die b eiden

diskreten P a�ergebnisse signi�k an te Ab w eic h ungen.

74



6.1 Ein semilinearer Ansatz zur subpixelgenauen Ob jektpassung

Kapitel 4 und b en utzt ein einfac h handhabbares Sensormo dell. Ein w eiterer Ansatz zur

subpixelgenauen Ob jektpassung auf Grau w ertbildern ist die in Kapitel 2.4 v orgestell-

te Grau w ertmo delladaption. Dieses V erfahren ist zw ar prim

•

ar zur Erk enn ung v on Ka-

naldec k eln aus Luftbildern en t wic k elt w orden, ab er Kanaldec k el und Gef

•

a�quersc hnitte

un tersc heiden sic h in der gegeb enen Ansic h t (helle Kreissc heib e auf dunklem Hin ter-

grund in grob er Auf l

•

osung) n ur w enig v oneinander. Kapitel 6.2 b efa�t sic h daher mit

diesem V erfahren und stellt eine W eiteren t wic klung v or, mit deren Hilfe sic h die Grau-

w ertmo delladaption eb enfalls in den semilinearen Kon text einordnet. Beide V erfahren

w erden in Kapitel 6.3 an MR-Bildern v on Sc hlauc hquersc hnitten getestet. Die Segmen-

tierungsergebnisse bilden den Sc hlu� dieses Kapitels.

6.1 Ein semilinea rer Ansatz zur subpixelgenauen

Objektpassung

Im folgenden wird ein V erfahren zur subpixelgenauen Ob jektpassung v orgestellt, b ei

dem die Subpixelstruktur

•

ub er eine Sensorin tegration gem

•

a� Kapitel 4 erreic h t wird.

Die Mo dellierung folgt dab ei der Besc hreibung aus Kapitel 4.3. Die w esen tlic he Idee

dieses V erfahrens wurde b ereits in [LP04] v orab v orgestellt.

Gegeb en sei ein Sensor ( A

k l

; �

k l

)

( k ;l ) 2 I

, w ob ei die Indexmenge I die F orm

I = f ( k ; l ) 2 Z � Z j 1 � k � m; 1 � l � n g

f

•

ur v orgegeb ene Bilddimensionen m; n 2 N b esitzt. Jedes Bild ( a

k l

)

( k ;l ) 2 I

k ann dann mit

den Bezeic hn ungen v on Kapitel 4.3 als Matrix

a =

0

B

@

l

11

( f

11

) � � � l

1 n

( f

1 n

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

l

m 1

( f

m 1

) � � � l

mn

( f

mn

)

1

C

A

2 R

m � n

aufgefa�t w erden, w ob ei die einzelnen Ein tr

•

age die Grau w erte der en tsprec henden Bild-

pixel wiedergeb en. Gem

•

a� Kapitel 4.3 b ezeic hnet f

k l

die auf der Ap ertur A

k l

de�nierte

Sensorinputfunktion und l

k l

( f

k l

) die Digitalisierung bzw. Aufnahme v on f

k l

wiederum

auf A

k l

.

Als Sk alarpro dukt auf R

m � n

wird das Standardsk alarpro dukt auf R

m � n

h a j b i :=

X

( k ;l ) 2 I

a

k l

b

k l

v erw endet. Ein zw eidimensionales Bild wird damit nic h t als Matrix sondern als eindi-

mensionaler V ektor in R

m � n

aufgefa�t, n ur seine Darstellung erfolgt in Matrizenform

(siehe dazu auc h Bemerkung 4.3.1 auf Seite 64).
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Ob jektpassung auf Grau w ertbildern

Die genaue F orm der Ap erturen A

k l

des Sensors ist an dieser Stelle no c h nic h t wic h tig.

In der Regel wird da v on ausgegangen, da� sie eine P artition eines k ompakten Aufnah-

meraumes M � R

2

bilden wie es t ypisc herw eise in einem CCD-Arra y der F all ist. In

den meisten F

•

allen sind die Ap erturen zus

•

atzlic h rec h tec kig bzw. sogar quadratisc h und

damit iden tisc h zu dem en tsprec henden Bildpixel.

Gesuc h t wird zun

•

ac hst eine passende semilineare F unktion g : R

`

� A ! R

m � n

f

•

ur ein

geeignetes ` 2 N . Mit A wird dab ei eine LH-abgesc hlossene T eilmenge v on A ( R

2

) b e-

zeic hnet, die k onkrete Sp ezi�k ation v on A b esc hreibt dann die gew

•

unsc h ten zu passenden

Mengen.

Im Sinne v on Kapitel 4.3 w erden zun

•

ac hst ` Sensorinputfunktionen g

(1)

; : : : ; g

( ` )

b en

•

o-

tigt. Da n ur einfac he Abh

•

angigk eiten (Pixel liegt in Menge A 2 A vs. Pixel liegt nic h t

in A ) v on Bedeutung sind, reic hen die durc h

g

(1)

k l

( A ) := 1

A

k l

\ A

und

g

(2)

k l

( A ) := 1

A

k l

n A

f

•

ur k = 1 ; : : : ; m so wie l = 1 ; : : : ; n

de�nierten Sensorinputfunktionen g

(1)

und g

(2)

f

•

ur die Mo dellierung aus. g

(1)

repr

•

asen-

tiert die gegeb ene Menge (in Kapitel 6.3 dann die Kreissc heib e) und g

(2)

den sic h tbaren

Resthin tergrund.

Ist n un A 2 A gegeb en, hat die Digitalisierung v on g

(1)

k l

( A ) auf der Ap ertur A

k l

die F orm

l

k l

( g

(1)

k l

( A )) = l

k l

(1

A

k l

\ A

) =

Z

A

k l

1

A

k l

\ A

d�

k l

= �

k l

( A \ A

k l

) :

Analog gilt f

•

ur die Digitalisierung v on g

(2)

k l

( A )

l

k l

( g

(2)

k l

( A )) =

Z

A

k l

1

A

k l

n A

d�

k l

= �

k l

( A n A

k l

) :

Auf diese W eise erh

•

alt man die folgenden Erzeugendenfunktionen e

1

; e

2

: A ! R

m � n

:

e

1

( A )

k l

= �

k l

( A

k l

\ A ) (An teil v on A in A

k l

)

e

2

( A )

k l

= �

k l

( A

k l

n A ) (An teil des Komplemen ts v on A in A

k l

)

f

•

ur alle ( k ; l ) 2 I . Die zugeh

•

orige semilineare F unktion g : R

2

� A ! E ,

g ( x; A ) = x

1

0

B

@

�

11

( A \ A

11

) � � � �

1 n

( A \ A

1 n

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

m 1

( A \ A

m 1

) � � � �

mn

( A \ A

mn

)

1

C

A

+ x

2

0

B

@

�

11

( A n A

11

) � � � �

1 n

( A n A

1 n

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

m 1

( A n A

m 1

) � � � �

mn

( A n A

mn

)

1

C

A

76



6.1 Ein semilinearer Ansatz zur subpixelgenauen Ob jektpassung

b esc hreibt dann Lineark om binationen v on Digitalisierungen der F unktionen g

(1)

und g

(2)

en tsprec hend dem gegeb enen Sensor ( �

i

; A

i

)

i 2 I

.

Insgesam t ergibt sic h f

•

ur ein gegeb enes Bild ( a

k l

)

( k ;l ) 2 I

damit das folgende Appro xima-

tionsproblem

inf

A 2A

min

x 2 R

2

X

( k ;l ) 2 I

( a

k l

� x

1

� �

k l

( A

k l

\ A ) � x

2

� �

k l

( A

k l

n A ))

2

;

bzw.

•

aquiv alen t dazu

inf

A 2A

k a � pro j

linH f e

1

( A ) ;e

2

( A ) g

k = inf

A 2A

 

g ;a

: (6.1)

Dab ei b ezeic hnet  

g ;a

: A ! E die in (3.1) v on Seite 39 de�nierte Zielfunktion eines

semilinearen Appro ximationsproblems.

Diese Mo dellierung ist allgemein in dem Sinne, da� die k onkrete Ob jektform n ur durc h

A b estimm t wird. So k ann auf einfac he W eise die Ob jektform ausgetausc h t w erden ohne

da� die gesam te Mo dellierung v er

•

andert w erden m u�. Allerdings w erden so w ohl Ob jekt

als auc h Hin tergrund in dieser Mo dellierung durc h einen k onstan ten Grau w ert repr

•

asen-

tiert. Kompliziertere Grau w ertabh

•

angigk eiten, wie sie et w a in Beispiel 3.1.6 v erw endet

wurden, b ed

•

urfen einer Mo dellerw eiterung. (6.1) k ann als subpixelgenaue Objektp assung

b ezeic hnet w erden.

Bemerkung 6.1.1

Sensorinput- und Erzeugendenfunktionen sollten b ei dieser An w endung nic h t durc hein-

ander gew orfen w erden. Zw ar w erden Ob jekt und Hin tergrund zun

•

ac hst durc h Indik a-

torfunktionen mo delliert, ab er daraus folgt nic h t, da� auc h die Erzeugendenfunktionen

k onstan t sind. Die W ahl v on k onstan ten Erzeugendenfunktionen | also Indik atorfunk-

tionen | w

•

urde im w esen tlic hen in einer V arian te der Zw ei-Niv eau-P assung (Kapitel

2.1) resultieren. Dies ist hier jedo c h nic h t der F all, denn die Erzeugendenfunktionen in

der subpixelgenauen Ob jektpassung repr

•

asen tieren nic h t den Grau w ert einer gegeb enen

Menge A im Bild, sondern den An teil dieser Menge innerhalb eines Pixels und b esit-

zen damit einen v

•

ollig anderen Kon text als die Indik atorfunktionen der Zw ei-Niv eau-

P assung.

Um die subpixelgenaue Ob jektpassung auf die v orhandenen T estbilder an w enden zu

k

•

onnen, m

•

ussen k onkrete Sensor- und Mengenmo delle b estimm t w erden, w ob ei b eide

nic h t unn

•

otig k ompliziert sein sollten. Das folgende Sensormo dell, das die Ap erturen

mit den Bildpixeln iden ti�ziert, erwies sic h als geeignet. Sei dazu f

•

ur ( k ; l ) 2 I

[ [ k ; l ] ] :=

�

k �

1

2

; k +

1

2

�

�

�

l �

1

2

; l +

1

2

�

das quadratisc he Bildpixel mit Mittelpunkt ( k ; l ) und

�

2

k l

:= �

2

( � \ [ [ k ; l ] ] )
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Ob jektpassung auf Grau w ertbildern

das zw eidimensionale Leb esgue-Ma� auf dem Pixel [ [ k ; l ] ] . Das Sensormo dell hat dann

die F orm

([ [ k ; l ] ] ; �

2

k ;l

)

( k ;l )=(0 ; 0) :::; ( m;n )

:

Dieses Sensormo dell k ann auc h als Standardsensormo dell angesehen w erden und wurde

in dieser Arb eit b ereits mehrfac h zur Bildgenerierung v erw endet (Abbildung 6.1 auf Seite

74 o der Abbildung 2.3 auf Seite 20).

Als Mengenmo dell bietet sic h der Absc hlu�

�

A bzgl. der lok alen Hausdor�-T op ologie der

Menge

A :=

�

A � R

2

�

�

9 x; y 2 R ; r � 0 : A = C

0

r

( x; y )

	

an. A en th

•

alt alle (bzgl. der euklid. Metrik) abgesc hlossenen Kreissc heib en im R

2

.

�

A ist

(nac h De�nition) eine LH-abgesc hlossene T eilmenge v on A ( R

2

) und damit LH-k ompakt.

Dieses Mengensystem dec kt auc h die F

•

alle ab, in denen die zu passende Kreissc heib e

n ur aussc hnittsw eise im Bild sic h tbar ist und/o der in denen die Kreissc heib e zum Halb-

raum en tartet. Implemen tationstec hnisc h m

•

ussen die auftretenden Halbr

•

aume nat

•

urlic h

gesondert b ehandelt w erden. Zusammen mit diesem Sensor- und Mengenmo dell wird die

subpixelgenaue Ob jektpassung im folgenden als Kr eisscheib enp assung b ezeic hnet.

Die Erzeugendenfunktionen v on Seite 6.1 hab en f

•

ur ( k ; l ) 2 I und A 2

�

A die F orm

e

1

( A )

k l

:= �

2

([ [ k ; l ] ] \ A ) (Fl

•

ac henan teil v on A im Pixel [ [ k ; l ] ] )

e

2

( A )

k l

:= �

2

([ [ k ; l ] ] n A ) (Fl

•

ac henan teil des Hin tergrundes ohne A in [ [ k ; l ] ] ) :

e

1

und e

2

sind stetig. Da jedes Pixel Fl

•

ac he 1 b esitzt, gilt zus

•

atzlic h

e

2

( A )

k l

= 1 � e

1

( A )

k l

f

•

ur alle ( k ; l ) 2 I .

Es bleibt n un, die Stetigk eit der Zielfunktion  

g ;a

aus (6.1) zu

•

ub erpr

•

ufen. Durc h die

F orm der Erzeugendenfunktionen gilt linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g = 2 f

•

ur alle Mengen (Kreise

o der Halbr

•

aume) A 2

�

A , f

•

ur die �

2

( A ) 6= 0 so wie �

2

([ [ i; j ] ] \ A ) 6= 0 f

•

ur mindestens

ein ( i; j ) 2 I gilt. In diesen F

•

allen ist  

g ;a

stetig. Durc h die sp ezielle F orm der b eiden

Erzeugendenfunktionen gilt in diesen F

•

allen zus

•

atzlic h

0 <

X

( k ;l ) 2 I

e

1

( A )

k l

< m � n:

Bleib en die Mengen A 2

�

A

•

ubrig, f

•

ur die linH f e

1

( A ) ; e

2

( A ) g = 1 gilt. Diese F

•

alle

f

•

uhren im rek onstruierten Bild g ( x; A ) zu gleic hen W erten f

•

ur alle ( i; j ) 2 I unabh

•

angig

v on x 2 R

2

. Das V erhalten v on  

g ;a

an einer derartigen

•

Ub ergangsstelle hin zu einem

k onstan ten Bild k ann am b esten anhand des folgenden Szenarios v erdeutlic h t w erden

1

:

1

L

•

a�t man die �

2

-Nullmengen au�er ac h t, wird ansc haulic h in einem solc hen F all der gesam te Bild-

aussc hnitt durc h A en t w eder v ollst

•

andig

•

ub erdec kt o der ab er

•

ub erhaupt nic h t b er

•

uhrt.
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6.1 Ein semilinearer Ansatz zur subpixelgenauen Ob jektpassung

Sei eine Kreissc heib e C

0

r

( x; y ) 2 A gegeb en. Das Kreiszen trum ( x; y ) liege dab ei im

Inneren eines Pixels [ [ k ; l ] ] . F

•

ur r ! 0 zeigt dann die normierte V ersion

e

0

1

( C

0

r

( x; y )) :=

e

1

( C

0

r

( x; y ))

k e

1

( C

0

r

( x; y )) k

v on e

1

das folgende V erhalten: Da das Kreiszen trum im Inneren v on [ [ k ; l ] ] liegt, existiert

ein "

0

> 0, so da� C

0

"

( x; y ) � [ [ k ; l ] ] f

•

ur alle " < "

0

gilt. Da die Erzeugendenfunktion e

1

den Kreisan teil in den Bildpixeln repr

•

asen tiert, folgt daraus

e

1

( C

0

"

( x; y ))

ij

= 0

f

•

ur alle ( i; j ) 2 I , ( i; j ) 6= ( k ; l ), F

•

ur die normierte V ersion e

0

1

gilt zus

•

atzlic h

e

0

1

( C

0

"

( x; y ))

k l

= 1 :

Daraus folgt da� e

0

1

k onstan t ist f

•

ur alle " > 0, " < "

0

. Ist dagegen " = 0 folgt daraus

�

2

( C

0

0

( x; y )) = 0 und somit auc h e

0

1

( C

0

0

( x; y ))

ij

= 0 f

•

ur alle ( i; j ) 2 I . Das b edeutet,

da� e

0

1

an dieser Stelle unstetig ist. Diese Situation ist im Prinzip iden tisc h zu der in

Beispiel 3.3.8 b esc hrieb enen Situation und daher ist auc h hier | wie in Beispiel 3.3.8

| eine Unstetigk eitsstelle in der Zielfunktion zu erw arten. Die folgenden

•

Ub erlegungen

b est

•

atigen dies: Laut Satz 3.3.9 k ann ein semilineares Appro ximationsproblem statt

•

ub er

die Erzeugendenfunktionen auc h

•

ub er seine Pro jektionsop eratoren b esc hrieb en w erden.

F

•

ur 0 < " < "

0

hat die zu C

0

"

( x; y ) geh

•

orende Pro jektionsmatrix die F orm

P

C

0

"

( x;y )

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

.

.

. 1

0

0 � � � 0 1 0 � � � 0

0

1

.

.

. 1

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 R

m � n � m � n

;

w ob ei die 1 in der Mitte den ( k ; l )-ten Ein trag der Matrix b ezeic hnet. Diese Matrix bleibt

k onstan t f

•

ur alle " > 0, " < "

0

. Die einpunktige Menge C

0

0

( x; y ) dagegen en tspric h t der

Matrix P

;

, die in allen Ein tr

•

agen den W ert 1 b esitzt. Damit ist die Abbildung A 7! P

A

(und mit Satz 3.3.10 dann auc h die Zielfunktion  

g ;a

) im Punkt A = ; tats

•

ac hlic h

unstetig

2

.

Analoge Argumen te lassen sic h f

•

ur s

•

am tlic he

•

Ub erg

•

ange hin zu einem k onstan ten Bild

�nden.

Die hier v orgestellte Kreissc heib enpassung ist ein V erfahren, das ohne gro�en Aufw and

implemen tiert w erden k ann. Die Berec hn ung der Zielfunktion  

g ;a

b en

•

otigt zudem nic h t

2

Die V oraussetzungen v on Satz 3.3.10(1) sind erf

•

ullt, solange das Bild ( a

ij

)

ij 2 I

selb er nic h t-k onstan t

ist, d.h. gleic he W erte in allen a

ij

; ( i; j ) 2 I b esitzt.
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viel Rec henzeit (mehr dazu am Ende dieses Kapitels). Die einzige Einsc hr

•

ankung in der

V erw endbark eit sind die ob en erw

•

ahn ten Unstetigk eitsstellen, w enn die Bilddimension in

sic h zusammenf

•

allt. Daher d

•

urfen n ur Mengen, die den Kameraaussc hnitt n ur teilw eise

•

ub erdec k en, im Mengensystem b er

•

uc ksic h tigt w erden. Das Mengensystem A

0

� A , das

dann no c h

•

ubrigbleibt hat die F orm

A

0

=

�

A 2

�

A

�

�

�

�

0 <

X

( k ;l ) 2 I

e

1

( A )

k l

< m � n

�

:

Eine w eitere Einsc hr

•

ankung v on A

0

hin zu einer LH-k ompakten Menge sollte je nac h

v orliegender Situation gesc hehen.

6.2 Die Grau w ertmo delladaption und ihr

Zusammenhang zur semilinea ren App ro ximation

In Kapitel 2.4 wurde mit der Grau w ertmo delladaption der in [Dre98 ] en t wic k elte Ansatz

zur Ob jektlok alisation un ter Ber

•

uc ksic h tigung eines subpixelgenauen Ob jektmo dells v or-

gestellt. Die Mo dellbildung folgte b ei diesem V erfahren im W esen tlic hen den folgenden

Punkten: Ein ideales stufenf

•

ormiges Signal wird durc h eine p oint spr e ad function (PSF)

v ersc hmiert und sc hlie�lic h durc h einen Scanner an diskreten Punkten abgetastet. Die

PSF wird dab ei durc h eine normalv erteilte F unktion mit Mittelw ert 0 und Standard-

ab w eic h ung � > 0 mo delliert. � ist ein freier P arameter des Mo dells und wird in der

k onkreten An w endung mit optimiert.

Das mit der PSF gefaltete Signal f

•

ur eine v ertik ale Stufe der H

•

ohe h

1

•

ub er einem Grund-

niv eau h

0

ist dann gegeb en durc h

M

step

( x; y ) = h

0

+ h

1

� �

�

x � x

0

�

�

(siehe dazu auc h Kapitel 2.4). F reie P arameter dieses Mo dells sind die Standardab w ei-

c h ung � der PSF, die (Subpixel-)p osition x

0

2 R der Stufe so wie die b eiden Stufenniv eaus

h

0

und h

1

.

Am Beispiel v on M

step

k ann man b ereits erk ennen, da� w ohl ein Zusammenhang zur

semilinearen Mo dellierung aus Kapitel 3 v orhanden sein m

•

u�te, denn h

•

alt man die P a-

rameter x

0

und � fest, ist M

step

linear in h

0

und h

1

. Es bleibt daher, die V oraussetzungen

v on De�nition 3.1.1 zu

•

ub erpr

•

ufen und M

step

gegeb enenfalls anzupassen. Als Allererstes

m u� dazu die F rage der Mengenmo dellierung gekl

•

art w erden. Es ist klar, da� die Mo-

dellfunktionen in der Grau w ertmo delladaption auf Mengenmo dellen basieren, auc h w enn

diese n ur implizit

•

ub er ihre P arametrisierung erw

•

ahn t w erden. F

•

ur das Mo dell M

step

ei-

ner v ertik alen Stufe bietet sic h

A := f ( � ; x

0

) j � > 0 ; x

0

2 R g
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an. A repr

•

asen tiert damit durc h x

0

2 R die in M

step

v erw endeten Halbr

•

aume. Zus

•

atzlic h

wird der Grad der V ersc hmierung b ei der Bildb erec hn ung als freier P arameter b en

•

otigt

und daher in A mit aufgenommen. Man b eac h te, da� A in der v orliegenden F orm nic h t

k ompakt ist,

•

ub erhaupt w erden Kompaktheitsfragen wie auc h T erminierungsfragen des

Abstiegsv erfahrens in [Dre98] nic h t b ehandelt (mehr dazu b ei der Mo dellierung v on

Kreissc heib en w eiter hin ten in diesem Absc hnitt). Als V ektorraum E bietet sic h der

Raum L

2

( M ; R ) der quadratin tegrierbaren F unktionen

•

ub er einem k ompakten Grund-

raum M � R

2

an. Dieser Grundraum M , der als Aufnahmeraum o der Kameraaussc hnitt

angesehen w erden k ann, ist in [Dre98 ] eb enfalls nic h t explizit erw

•

ahn t w orden, eine Ein-

sc hr

•

ankung auf M ist ab er n

•

otig um Quadratin tegrierbark eit f

•

ur die Mo dellfunktionen

zu erreic hen

3

.

Un ter diesen Bedingungen bildet die Mo dellfunktion

M

( s )

step

: R

2

� A ! L

2

( M ; R ) ; M

( s )

step

( h

0

; h

1

; ( � ; x

0

)) := h

0

1

M

+ h

1

� �

�

� � x

0

�

�

eine semilineare F unktion nac h De�nition 3.1.1.

Um die so de�nierten F unktionen in ein semilineares Appro ximationsproblem nac h De-

�nition 3.2.1 einzubinden, wird auf L

2

( M ; R ) ein Sk alarpro dukt b en

•

otigt. Dieses Sk a-

larpro dukt m u� zus

•

atzlic h so gew

•

ahlt sein, da� sic h sc hlu�endlic h die in der Grau w ert-

mo delladaption v erw endete Zielfunktion E : R

2

� A ! R ;

E ( h

0

; h

1

; A ) :=

( m;n )

X

( k ;l )=(1 ; 1)

h

a

k l

� M

( s )

step

( h

0

; h

1

; ( � ; x

0

))( k ; l )

i

2

(6.2)

ergibt, w ob ei mit a = ( a

k l

) k =1 ;:::m

l =1 ;:::n

ein gegeb enes diskretes Grau w ertbild b ezeic hnet wird.

In dieser Zielfunktion E stec kt die Ausw ertung der Mo dellfunktionen an b estimm ten dis-

kreten Bildpunkten ( k ; l ) 2 f 1 ; : : : ; m g � f 1 ; : : : ; n g . Zum Ein binden in eine semilineare

Appro ximation m

•

u�te daher das Sk alarpro dukt auf L

2

( M ; R ) durc h

s : L

2

( M ; R ) � L

2

( M ; R ) ! R ; s ( f ; g ) :=

( m;n )

X

( k ;l )=(1 ; 1)

f ( k ; l ) � g ( k ; l )

de�niert w erden. Allerdings wird durc h

p

s ( � ; � ) k eine Norm auf L

2

( M ; R ) de�niert, denn

f

•

ur jede F unktion f 2 L

2

( M ; R ) mit

f ( k ; l ) = 0 8 ( k ; l ) 2 f (1 ; 1) ; : : : ; ( m; n ) g

ist

p

s ( f ; f ) = 0, ob w ohl f nic h t not w endigerw eise die Nullfunktion ist.

Eine m

•

oglic he L

•

osung dieses Problems w

•

are die Einsc hr

•

ankung v on L

2

( M ; R ) auf eine

T eilmenge S , so da� S zusammen mit s einen euklidisc hen V ektorraum bildet. Im folgen-

den wird eine andere M

•

oglic hk eit v orgestellt, die auf einfac he W eise diese Einsc hr

•

ankung

umgeh t und gleic hzeitig einen Bezug zum Sensormo dell aus Kapitel 4 herstellt:

3

Nat

•

urlic h ist die im Mo dell M

step

v erw endete F unktion ( x; y ) 7! 1 nic h t quadratin tegrierbar

•

ub er R

2

.
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In [Dre98 ] und auc h bisher in diesem Absc hnitt hab en die Mo dellfunktionen in den F unk-

tionenraum L

2

( M ; R ) abgebildet und wurden erst in der F ehlerfunktion E diskretisiert.

Im Gegensatz dazu wurde in Kapitel 4.3 das Sensormo dell aus De�nition 4.1.1 v erw en-

det, mit dessen Hilfe b ereits die Erzeugendenfunktionen in diskrete R

•

aume abbilden.

Diese V orgehensw eise soll hier eb enfalls angew endet w erden. Dazu m u� zuerst ein pas-

sendes Sensormo dell gew

•

ahlt w erden. Das folgende Mo dell

( A

k l

; �

k l

) k =1 ;::: ;m

l =1 ;:::;n

;

w ob ei �

k l

das Dirac-Ma� im Punkt ( k ; l ) b ezeic hnet, bietet sic h dab ei an, denn das

diskrete Bild en tsteh t in dem in der Grau w ertmo delladaption v erw endeten Bildaufnah-

meproze� durc h Ausw ertung an diskreten Punkten.

F

•

ur die Ap erturen A

k l

m u�

( k ; l ) 2 A

k l

8 ( k ; l ) 2 f (1 ; 1) ; : : : ; ( m; n ) g

gelten, die w eitere F orm der Ap erturen ist nic h t v on Bedeutung. V om V ektorraum

L

2

( M ; R ) wird n un auf den diskreten Raum R

m � n

zusammen mit dem Standardsk alar-

pro dukt gew ec hselt

4

. Statt der bisherigen Mo dellfunktion M

( s )

step

wird jetzt ihre diskrete

V arian te

M

( d )

step

: R

2

� A ! R

m � n

; M

( d )

step

( h

0

; h

1

; ( � ; x

0

)) =

0

B

@

� (1) � � � � ( m )

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� (1) � � � � ( m )

1

C

A

b etrac h tet, mit � ( k ) := h

0

+ h

1

� �

�

k � x

0

�

�

.

Ist n un ein diskretes Grau w ertbild a = ( a

k l

) k =1 ;:::;m

l =1 ;:::;n

gegeb en, bildet das so erhaltene

Optimierungsproblem

inf

( � ;x

0

) 2A

min

x 2 R

2

k a � M

( d )

step

k

ein semilineares Appro ximationsproblem nac h De�nition 3.2.1. Der Ausdruc k k a � M

( d )

step

k

en tspric h t dab ei der Zielfunktion E aus (6.2). Eine Optimierung v on E k ann daher

gem

•

a� der Algorithm usskizze v on Seite 39 erfolgen, w ob ei das k onkrete Abstiegsv er-

fahren nat

•

urlic h no c h zu w

•

ahlen ist. Die w esen tlic he Neuerung dieses Algorithm us ge-

gen

•

ub er der urspr

•

unglic hen Grau w ertmo delladaption ist, da� die b eiden linearen An teile

h

0

und h

1

nic h t mehr als zu optimierende P arameter in das lok ale Abstiegsv erfahren ein-

gehen, da sie f

•

ur jede W ahl v on ( � ; x

0

) 2 A b ereits optimal b erec hnet w erden k

•

onnen.

Im folgenden wird diese neue semilineare V arian te des V erfahrens als mo di�zierte Gr au-

wertmo del ladaption b ezeic hnet.

Analoge

•

Ub erlegungen zur

•

Ub ertragung der Grau w ertmo delladaption in die semilineare

Appro ximation lassen sic h f

•

ur alle w eiteren in [Dre98 ] v orgestellten Mo dellfunktionen

4

Statt R

m � n

wird wieder R

m � n

gesc hrieb en, um die Bildstruktur b esser zu v eransc haulic hen.
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durc hf

•

uhren. Hier in teressiert v or allem die P assung durc h Kreissc heib en. In (2.6) auf

Seite 28 wurde das Bildsignal einer Kreissc heib e um den Nullpunkt b ereits auf ihre W erte

en tlang der x -Ac hse reduziert. Analog gilt f

•

ur einen allgemeinen Kreis mit Radius R und

Mittelpunkt ( c

x

; c

y

) im Bildpunkt ( x; y )

( D

R;c

x

;c

y

� G

�

)( x; y ) = ( D

R

� G

�

)(

q

( x � c

x

)

2

+ ( y � c

y

)

2

; 0) :

D

R;c

x

;c

y

b ezeic hnet dab ei die Indik atorfunktion

•

ub er dem nic h t-zen trierten Kreis mit

Radius R und Mittelpunkt ( c

x

; c

y

) (vgl. Seite 28).

An dieser Stelle ein paar W orte zu A , das an die Kreissc heib enmo dellierung angepa�t

w erden m u�. Zus

•

atzlic h zu den P arametern des v erw endeten Mengenmo dells | hier

repr

•

asen tiert durc h die Kreisparameter Radius R und Zen trum ( c

x

; c

y

) | m u� wie b eim

Stufenmo dell der P arameter � der Gau�v ersc hmierung mit aufgenommen w erden. Die

einfac hste W ahl f

•

ur A ist daher

A :=

n

( � ; R ; c

x

; c

y

) 2 R

2

+

� R

2

�

�

�

� ; R � 0 ; c

x

; c

y

2 R

o

:

Da die Mo dellfunktion ( D

R

� G

�

) nic h t v on einer Kreissc heib e an sic h, sondern n ur v on

ihren P arametern abh

•

angt, wird auf eine Erw eiterung v on A hin zu einem LH-k ompakten

System v erzic h tet. Allerdings d

•

urfen n un b ei einer P assung k eine F

•

alle auftreten, in de-

nen die Kreissc heib e w

•

ahrend der Optimierung bzw. im Optim um zu einem Halbraum

en tarten k

•

onn te. Genau diese F

•

alle sind durc h A nic h t abgedec kt. Eine Einsc hr

•

ankung

v on A auf eine k ompakte T eilmenge ist zur V ermeidung dieser Situation nat

•

urlic h jeder-

zeit m

•

oglic h.

Soll zus

•

atzlic h zur Kreissc heib e auc h der Hin tergrund in das Mo dell mit ein b ezogen

w erden, m u� dies zus

•

atzlic h form uliert w erden. Man erh

•

alt dann insgesam t zw ei Erzeu-

gendenfunktionen e

1

; e

2

: A ! R

m � n

, die durc h

e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

)( k ; l ) :=

8

>

>

<

>

>

:

( D

R

� G

�

)

�

p

( k � c

x

)

2

+ ( l � c

y

)

2

; 0

�

; R ; � 6= 0

D

0

R

�

p

( k � c

x

)

2

+ ( l � c

y

)

2

; 0

�

; � = 0 ; R 6= 0

0 ; � = 0 ; R = 0

e

2

( � ; R ; c

x

; c

y

)( k ; l ) := 1

gegeb en sind. Mit D

0

R

wird dab ei eine leic h t mo di�zierte V ersion v on D

R

b ezeic hnet, die

durc h

D

0

R

( x; y ) :=

8

<

:

1 ; x

2

+ y

2

< R

2

1

2

; x

2

+ y

2

= R

2

0 sonst

gegeb en ist. e

1

ist stetig falls � 6= 0 und R 6= 0. Gilt � 6= 0, ist e

1

im Punkt R = 0

eb enfalls stetig, denn aus R ! 0 folgt e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

) ! 0. Setzt man dagegen R 6= 0

v oraus, k on v ergiert e

1

f

•

ur � ! 0 gegen D

0

R

, denn f

•

ur � 6= 0 gilt zun

•

ac hst

( D

R

� G

�

)( x; 0) =

Z

R

� R

Z

p

R

2

� a

2

�

p

R

2

� a

2

G

�

( x � a; � b ) db da
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=

Z

R

� R

1

p

2 � �

e

�

( x � a )

2

2 �

2

 

Z

p

R

2

� a

2

�

p

R

2

� a

2

1

p

2 � �

e

�

b

2

2 �

2

db

!

da

=

Z

R

� R

1

p

2 � �

e

�

( x � a )

2

2 �

2

0

@

Z

p

R

2

� a

2

�

�

p

R

2

� a

2

�

1

p

2 �

e

�

u

2

2

du

1

A

da

=

Z
x + R

�

x � R

�

1

p

2 �

e

�

v

2

2

0

@

Z

p

R

2

� ( x � � v )

2

�

�

p

R

2

� ( x � � v )

2

�

1

p

2 �

e

�

u

2

2

du

1

A

dv :

F

•

ur � ! 0 ergeb en sic h dann die folgenden F

•

alle:

lim

� ! 0

( D

R

� G

�

)( x; 0) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

R

1

�1

1

p

2 �

e

�

v

2

2

�

R

1

�1

1

p

2 �

e

�

u

2

2

du

�

dv = 1 ; j x j < R

R

1

1

1

p

2 �

e

�

v

2

2

�

R

1

�1

1

p

2 �

e

�

u

2

2

du

�

dv = 0 ; x > R

R

�1

�1

1

p

2 �

e

�

v

2

2

�

R

1

�1

1

p

2 �

e

�

u

2

2

du

�

dv = 0 ; x < � R
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Dies b edeutet, da� e

1

f

•

ur � = 0 stetig durc h D

0

R

fortgesetzt wird. Allerdings ist D

0

R

eine Stufenfunktion und damit selb er nic h t stetig. F

•

ur � = 0 zeigt e

1

also ein unstetiges

V erhalten in den restlic hen V ariablen. Eine V erw endung in der Appro ximation ist damit

im F all � = 0 nic h t sehr sinn v oll. Zudem gilt

lim

R ! 0

D

0

R

( x; y ) =

�

1

2

; x = y = 0

0 ; sonst ;

d.h. D

0

R

k on v ergiert f

•

ur R ! 0 nic h t gegen die Nullfunktion und damit existiert k ein

stetiger Ansc hlu� zum F all � = R = 0. Die M

•

oglic hk eit � = 0 sollte daher ausgesc hlossen

w erden. Im folgenden wird � 6= 0 v orausgesetzt.

Nun zur Stetigk eit der Zielfunktion: Ist ein Bild a 2 E gegeb en, hat das zugeh

•

orige

Optimierungsproblem die F orm

inf

( � ;R;c

x

;c

y

) 2A

0

min

x 2 R

2

X
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�

a

k l
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1
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x
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y
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2

�
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inf
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x
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) 2A
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g ;a

( � ; R ; c

x

; c

y

) = inf

( � ;R;c

x

;c

y

) 2A

0







a � pro j

linH f e

1

( � ;R;c

x

;c

y

) ; 1 g







;

w ob ei mit 1 die k onstan te Erzeugendenfunktion e

2

b ezeic hnet wird. Diese Zielfunktion

 

g ;a

ist stetig f

•

ur R 6= 0, w as sic h aus e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

) 6= 0 f

•

ur alle ( � ; R ; c

x

; c

y

) 2 A

mit R 6= 0 wie folgt ergibt: Da e

1

(durc h die F altung mit der Gau�funktion) nic h t

k onstan t ist und die F altung stets alle Pixel b eeinu�t, ist e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

) f

•

ur jede W ahl
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6.3 T est b eider V erfahren

v on ( � ; R ; c

x

; c

y

) 2 A mit R 6= 0 eine nic h t-k onstan te F unktion. Da e

2

k onstan t ist, folgt

daraus dim (linH f e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

) ; 1 g ) = 2.

Bleibt zu pr

•

ufen, ob  

g ;a

im

•

Ub ergang zu dim (linH f e

1

( � ; R ; c

x

; c

y

) ; 1 g ) = 1 stetig ist.

Das ist die F rage nac h der Stetigk eit v on R !  

g ;a

( � ; R ; c

x

; c

y

) im Punkt R = 0. Dazu

b etrac h te man zun

•

ac hst die normierte V ersion e

0

1

v on e

1

. Sie hat die F orm

e

0

1

( � ; R ; c

x

; c

y

)

k l

=

( D

R

� G

�
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p

( k � c
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)
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+ ( l � c

y

)

2

; 0)







( D

R

� G

�
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p

( k � c

x

)

2
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y

)

2
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f

•

ur alle ( k ; l ) 2 I

f

•

ur R 6= 0 so wie f

•

ur R = 0 die F orm

e

0

1

( � ; 0 ; c

x

; c

y

)

k l

= 0 f

•

ur alle ( k ; l ) 2 I :

F

•

ur R 6= 0 ist n un durc h die Normierung die Gesam thelligk eit des durc h e

0

1

erzeugten

Bildes immer gleic h, n

•

amlic h gleic h

X

( k ;l ) 2 I

e

0 2

1

( � ; R ; c

x

; c

y

)

k l

= 1 :

Dieser W ert

•

andert sic h f

•

ur R ! 0, R 6= 0 nic h t. Daraus folgt, da� sic h e

0

1

nic h t der

Nullfunktion ann

•

ahern k ann. e

0

1

ist damit unstetig im Punkt R = 0.

Aus der Unstetigk eit v on e

0

1

folgt zw ar nic h t direkt die Unstetigk eit v on  

g ;a

. Da dieses

Szenario ab er stark denen aus Kapitel 6.1 bzw. Beispiel 3.3.8

•

ahnelt, ist k aum zu erw arten

da� sic h die Zielfunktion  

g ;a

gerade in diesem F all stetig v erh

•

alt. Der F all R = 0 sollte

daher | wie v orher sc hon der F all � = 0 | aus der Optimierung ausgesc hlossen w erden.

Damit ist die urspr

•

unglic he Menge A v on Seite 83 auf

A

0

=

n

( � ; R ; c

x

; c

y

) 2 R

2

+

� R

2

�

�

�

� ; R > 0 ; c

x

; c

y

2 R

o

zusammengesc hmolzen. Eine w eitere Einsc hr

•

ankung auf eine k ompakte T eilmenge v on

A

0

, um die Existenz eines lok alen Optim ums zu garan tieren, sollte | wie b ei der Kreis-

passung im v origen Absc hnitt| abh

•

angig v on der k onkreten Situation gesc hehen.

6.3 T est b eider V erfahren

Im k onkreten An w endungsfall soll der Quersc hnitt v on Blutgef

•

a�en aus MR-Angio-

grammen rek onstruiert w erden. Die Rek onstruktion dieser Quersc hnitte ist wic h tig zur

Erk enn ung v on Stenosen | krankhaften Gef

•

a�v erengungen | die un b ehandelt zu In-

farkten f

•

uhren k

•

onnen. In [Kol95 ] und [Kus92] wurde diese Problematik f

•

ur Gef

•

a�e im

Kopf-Hals-Bereic h b ereits b ehandelt, allerdings b esc hr

•

ankte sic h die Segmen tation der

Gef

•

a�e dort auf die Pixelau

•

osung, eine subpixelgenaue Rek onstruktion fand nic h t statt.

Es zeigte sic h dab ei, da� zur Beurteilung des gr

•

o�ten T eils der Gef

•

a�e eine pixelbasierte
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Ob jektpassung auf Grau w ertbildern

Abbildung 6.2: Maxim um-In tensit

•

ats-Pro jektion des MR-Daten w

•

urfels. Links Seitenan-

sic h t, rec h ts Draufsic h t.

Segmen tierung ausreic h t. Nur Gef

•

a�e mit sehr kleinem Quersc hnitt wurden unzurei-

c hend erfa�t. Da ab er v or allem diese Gef

•

a�e p oten tielle Kandidaten f

•

ur Stenosen sind,

ist gerade ihre m

•

oglic hst exakte Rek onstruktion v on

•

ub erdurc hsc hnittlic her Wic h tigk eit.

Beide v orgestellte V erfahren (Kreissc heib enpassung und mo di�zierte Grau w ertmo dell-

adaption) wurden an 307 Quersc hnittsbildern getestet

5

. Bei den Bildern handelt es sic h

um MR-Angiogramme v on mit Kon trastmittel gef

•

ullten Sc hl

•

auc hen, die um ein w eite-

res Ob jekt (Flasc he) gewic k elt wurden. Die Sc hl

•

auc he hab en einen festen Durc hmesser

v on 2 mm. Abbildung 6.2 zeigt zw ei Ansic h ten des Daten w

•

urfels in einer Maxim um-

In tensit

•

ats-Pro jektion. Man k ann deutlic h den (hellen) T estsc hlauc h so wie die Flasc he,

um die er gewic k elt wurde, erk ennen. Zw ei einzelne Sc hnitte durc h den Daten w

•

urfel zeigt

Abbildung 6.3.

In der in Abbildung 6.3 v orliegenden F orm k

•

onnen diese Daten allerdings no c h nic h t f

•

ur

eine P assung mit zw eidimensionalen Kreissc heib en v erw endet w erden, denn dazu m

•

u�te

sic hergestellt sein, da� das Bildmaterial stets senkrec h te Sc hnitte durc h die Sc hlauc h-

zen trale zeigt. Dies ist zun

•

ac hst nic h t gegeb en | wie v or allem der link e Sc hnitt in

Abbildung 6.3 v erdeutlic h t, der aus dem Randb ereic h des Daten w

•

urfels stamm t. Ab er

auc h im rec h ten Sc hnitt in Abbildung 6.3 aus dem Mittelteil des Daten w

•

urfels ist nic h t

garan tiert, da� die T estsc hl

•

auc he wirklic h senkrec h t zu den Sc hnitteb enen liegen und

somit der Sc hlauc hquersc hnitt wirklic h kreisf

•

ormig ist. Als erste V orv erarb eitung m u�

5

Die urspr

•

unglic he Grau w ertmo delladaption wurde nic h t mehr als V ergleic h hinzugezogen, da ihre

Ergebnisse h

•

oc hstens genauso gut wie die der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption sein k

•

onnen.
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6.3 T est b eider V erfahren

Abbildung 6.3: Zw ei Beispielsc hnitte aus dem MR-Daten w

•

urfel (Sc hnitt Nr. 12 und 43

v on 140 Sc hnitten).

daher eine Redigitalisierung der Daten senkrec h t zur Sc hlauc hzen tralen erfolgen. Eine

solc he Redigitalisierung ist in [Kol95 ] b esc hrieb en. Dab ei wird zun

•

ac hst eine dreidimen-

sionale V orsegmen tierung der T estsc hl

•

auc he durc hgef

•

uhrt. Anhand dieser V orsegmen-

tierung erfolgt dann eine Splinepassung der Sc hlauc hzen tralen, so da� f

•

ur jeden Punkt

im Sc hlauc h seine aktuelle Ric h tung b ek ann t ist. Senkrec h t zu dieser Ric h tung wird

n un der Daten w

•

urfel redigitalisiert. Ein derart redigitalisiertes Bild ist in Abbildung 6.4

dargestellt.

An dieser Stelle k

•

onn te b ereits eine Kreispassung des mittleren Sc hlauc hes erfolgen. Der

Redigitalisierungsaussc hnitt wurde jedo c h so gew

•

ahlt, da� auc h der Flasc henrand, um

den der Sc hlauc h gewic k elt wurde im redigitalisierten Bild sic h tbar ist. Zus

•

atzlic h exi-

stieren zw ei w eitere Sc hl

•

auc he so wie ein sc h w arzer Bereic h auf der rec h ten Seite, der

das Ende des Daten w

•

urfels k ennzeic hnet. W ollte man dieses Bild als Ausgangsbild f

•

ur

eine Kreispassung v erw enden, m

•

usste man diese zus

•

atzlic hen Strukturen in den Hin ter-

grund mit einmo dellieren, w as eindeutig einen zu gro�en und zudem unn

•

otigen Aufw and

darstellt. Man ist also darauf angewiesen, einen en tsprec hend kleinen Aussc hnitt rund

um die (mittlere) Sc hlauc hzen trale zu w

•

ahlen, der einen homogenen Hin tergrund bietet.

Genau dies leistet das in [Kol95 ] v orgestellte V erfahren zur automatisc hen Segmen tation

einer ar e a of inter est , die in [Kol95 ] Se gmentationslup e genann t wird. Eine nac hfolgende

Gef

•

a�segmen tierung | egal ob pixelbasiert o der subpixelgenau | brauc h t dann nic h t

mehr das gesam te Bild, sondern n ur no c h die Pixel innerhalb dieser Lup e zu b er

•

uc ksic h-

tigen.

Abbildung 6.5 zeigt den redigitalisierten Quersc hnitt aus Abbildung 6.4, links ohne und

rec h ts mit zugeh

•

origer Lup enmaskierung. In der nac hfolgenden P assung w erden dann

n ur no c h die Pixel innerhalb dieser Lup e b er

•

uc ksic h tigt. Da alle Pixel des Sc hlauc h-

quersc hnitts innerhalb der Lup e liegen, sollte auc h der gepa�te Ergebniskreis k omplett
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Ob jektpassung auf Grau w ertbildern

Abbildung 6.4: Links ein senkrec h t zur (mittleren) Sc hlauc hzen tralen redigitalisiertes

Bild, rec h ts eine Aussc hnittsv ergr

•

o�erung des mittleren Sc hlauc hes.

innerhalb der Lup e liegen und sie damit insb esondere w eder v

•

ollig ab dec k en no c h k om-

plett aus ihr rausfallen. Damit k

•

onnen die Mengen A aus Kreissc heib enpassung bzw.

mo di�zierter Grau w ertadaption ohne Probleme passend gew

•

ahlt w erden.

F

•

ur den T est b eider V erfahren standen insgesam t 307 redigitalisierte lup enmaskierte

Quersc hnittsbilder zur V erf

•

ugung. Als Abstiegsv erfahren in der Optimierung der Ziel-

funktionen (gem

•

a� Algorithm usskizze auf Seite 39) wurde die downhil l simplex metho d

nac h Nelder und Mead ([NM65]) v erw endet. Dieses Abstiegsv erfahren k omm t ohne w ei-

tere Annahmen an die Zielfunktion aus, insb esondere b en

•

otigt es k eine Gradien tenfunk-

tionen. Au�erdem zeigte es im V ergleic h mit anderen Abstiegsv erfahren k aum Ausrei�er

durc h ein

"

H

•

angen bleib en \ in lok alen Optima und erwies sic h zudem am st

•

orunanf

•

allig-

sten gegen

•

ub er Start w ert

•

anderungen. Die ausf

•

uhrlic hen Ergebnisse der T estdurc hl

•

aufe

�nden sic h in Anhang B.

Im V ergleic h b eider V erfahren erwies sic h die mo di�zierte Grau w ertmo delladaption als

stabiler, wie der Radien v ergleic h in Abbildung B.11 auf Seite 120 zeigt. Diese T atsac he

wird auc h durc h die deutlic h geringere Standardab w eic h ung v on 0,024 im Gegensatz zu

0.065 b ei der Kreissc heib enpassung b elegt. Au�erdem ist der F ehler im Optim um b ei

der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption deutlic h geringer als b ei der Kreissc heib en-

passung (Abbildung B.10). Diese Diskrepanz mag darin liegen, da� die Mo dellierung in

der (mo di�zierten) Grau w ertmo delladaption dem tats

•

ac hlic hen Bilden tsteh ungsproze�

n

•

aher k omm t als die in der Kreissc heib enpassung v erw endete Mo dellierung. Beispielhaft

k ann das in den Abbildungen 6.6 und 6.7 nac h v ollzogen w erden. Neb en den optimalen

P a�ergebnissen w erden dort auc h die mit dem jew eiligen Mo dell (d.h. der jew eiligen se-

milinearen F unktion g ) b erec hneten Bilder der optimalen Kreissc heib e gezeigt. Das auf

Basis der Kreissc heib enpassung diskretisierte Bild wirkt in b eiden F

•

allen gr

•

ob er als das

auf Basis der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption diskretiserte Bild. Alles in allem

steh t die Kreissc heib enpassung hin ten an, w as die Genaugk eit angeh t.

Andererseits existieren w eitere Asp ekte im V ergleic h, die eb enfalls b er

•

uc ksic h tigt w erden

m

•

ussen. So ist die Sc h w ankung der Ergebnisradien b ei der Kreissc heib enpassung nic h t so
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6.3 T est b eider V erfahren

Abbildung 6.5: Der redigitalisierte Gef

•

a�quersc hnitt aus Abbildung 6.4, links ohne,

rec h ts mit Lup enmaskierung. Die sc h w arzen Pixel im rec h ten Bild lie-

gen au�erhalb der Lup e. Bei einer Gef

•

a�passung brauc hen n ur no c h die

Pixel innerhalb der Lup e b er

•

uc ksic h tigt w erden.

ho c h, da� die Ergebnisse nic h t mehr v erw endet w erden k

•

onnen. Abbildung 6.7 zeigt das

Bild innerhalb der un tersuc h ten T estreihe, b ei dem die b eiden P a�ergebnisse die gr

•

o�te

Radiendi�erenz aufwiesen. T rotz dieser gro�en Di�erenz un tersc heiden sic h die b eiden

Ergebnisse visuell n ur w enig. Dazu k omm t ein w eiterer V orteil der Kreissc heib enpassung,

n

•

amlic h der der Sc hnelligk eit. Dieser V orteil resultiert aus der un tersc hiedlic hen Komple-

xit

•

at in der Berec hn ung der F ehlerfunktion. F

•

ur die Kreissc heib enpassung ist pro Pixel

( k ; l ) die Berec hn ung der Sc hnittmenge v on Kreissc heib e mit Pixelquadrat in k onstan ter

Zeit m

•

oglic h. Bei der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption m u� der T eilterm (2.7) v on

Seite 29 jedo c h n umerisc h appro ximiert w erden und darin geh t pro Pixel die Anzahl der

Abtastsc hritte des In terv alls [ � R ; R ] linear in die Berec hn ung ein. Dieser Un tersc hied in

der Komplexit

•

at sc hl

•

agt sic h sehr deutlic h in der Rec henzeit nieder: F

•

ur die v orliegenden

T estbilder b etrug die durc hsc hnittlic he Zeit zur einfac hen Berec hn ung der F ehlerfunkti-

on b ei der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption 13 ms, die gesam te Optimierung einer

Kreissc heib e dauerte durc hsc hnittlic h 7700 ms. Bei der Kreissc heib enpassung dagegen

w ar die gesam te Optimierung f

•

ur ein Bild b ereits in durc hsc hnittlic h 22 ms erledigt, die

Zeit f

•

ur die einzelne Berec hn ung der F ehlerfunktion w ar nic h t mehr me�bar.

Es liegt also an der Ausgangssituation, w elc hes der b eiden V erfahren v erw endet w erden

sollte: Steh t die Sc hnelligk eit im V ordergrund m u� der Kreispassung der V orzug gegeb en

w erden | v orausgesetzt die damit erzielte Genauigk eit ist ausreic hend. W erden h

•

ohere

Genauigk eiten v erlangt, sollte w enn m

•

oglic h die mo di�zierte Grau w ertmo delladaption

v erw endet w erden | w ob ei dann allerdings deutlic h l

•

angere Rec henzeiten in Kauf ge-

nommen w erden m

•

ussen.
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modifizierte
Grauwertmodelladaption

Kreisscheibenpassung

diskretes Bild des optimalen Kreisesdiskretes Bild des optimalen Kreises

Kreis im Optimum Kreis im Optimum

Ausgangsbild

Abbildung 6.6: Das lup enmaskierte Quersc hnittsbild aus Abbildung 6.5 zusammen mit

den Ergebnispassungen b eider V erfahren. Die Ergebnisbilder zeigen f

•

ur

b eide V erfahren die b erec hnete Kreissc heib e in das Originalbild einge-

blendet und darun ter das gem

•

a� der jew eiligen Mo dellierung diskreti-

sierte Bild der Kreissc heib e.
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6.3 T est b eider V erfahren

modifizierte
Grauwertmodelladaption

Kreisscheibenpassung

diskretes Bild des optimalen Kreisesdiskretes Bild des optimalen Kreises

Kreis im Optimum Kreis im Optimum

Ausgangsbild

Abbildung 6.7: Die b erec hneten optimalen Ergebniskreise f

•

ur T estbild Nr. 304. Dieses

T estbild wies b eim V ergleic h b eider V erfahren die gr

•

o�te Radiendi�erenz

im Ergebnis auf. Der b erec hnete optimale Radius links b etrug 1.79 Pixel,

rec h ts dagegen 1.98 Pixel, ein Un tersc hied v on 0.19 Pixel.
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7 Objektrek onstruktion in der

Computer-T omographie

Dieses Kapitel b ehandelt die b ereits in der Einleitung b esc hrieb ene Ein brandtiefen b e-

stimm ung. Im Gegensatz zu der Ausgangssituation in Kapitel 6, w o die Subpixelgenau-

igk eit im V ordergrund stand, geh t es hier darum, sic h tbare Strukturen zu eliminieren

um un tergeordnete Strukturen, die bis dahin

•

ub erdec kt wurden, sic h tbar zu mac hen.

Dieses Problem w ar zw ar der eigen tlic he Ausl

•

oser f

•

ur die hier v orliegende Arb eit. Es

zeigte sic h ab er sc hnell, da� b ei der An w endung der in den v origen Kapiteln en t wic k elten

Konzepte Kompromisse eingegangen w erden m u�ten, um die Komplexit

•

at des Problems

in Grenzen zu halten. Es wurden daher n ur ein paar Asp ekte aus dieser Arb eit v erw endet

und aus diesem Grund (und angesic h ts der geringen Zahl der T estob jekte) sind auc h die

Ergebnisse n ur als Indiz f

•

ur das F unktionieren der angew endeten Metho de und w eniger

als exakte L

•

osung des gestellten Problems zu w erten.

7.1 Problemstellung

Gegeb en sind Aluminium teile, die durc h einen Sc h w ei�v organg miteinander v erbunden

wurden. Die F estigk eit der Sc h w ei�nah t h

•

angt dab ei v or allem da v on ab, wie w eit sie

b eim Sc h w ei�v organg in die Aluminium teile eingedrungen ist. Ein guter Halt ist n ur

gegeb en, w enn der Sc h w ei�v organg die b eiden T eile tief miteinander v erbunden hat.

Haften die Aluminium teile dagegen n ur ob er

•

ac hlic h zusammen, sind sie nic h t b elastbar

und brec hen relativ sc hnell wieder auseinander. V on au�en ist allerdings nic h t ersic h t-

lic h, wie tief | d.h. wie haltbar | eine v orliegende Sc h w ei�nah t ist. Die Pr

•

ufung einer

Sc h w ei�nah t geh t bisher n ur zerst

•

orend, ein v orliegendes St

•

uc k m u� an der gew

•

unsc h ten

Stelle zers

•

agt w erden. Nac h einer en tsprec henden Nac h b ehandlung (

•

Atzen und P olieren)

k ann die Sc h w ei�nah t dann gut v on den urspr

•

unglic hen Aluminium teilen un tersc hieden

w erden. Abbildung 7.1 zeigt ein derart b ehandeltes T estst

•

uc k, das aus zw ei miteinander

v ersc h w ei�ten Aluminium teilen b esteh t. Man sieh t, wie sic h die (mit dem Kreis markier-

te) Sc h w ei�nah t deutlic h heller v om umgeb enden Aluminium abgrenzt. In diesem F all

hat sie sic h relativ tief mit den Aluminium teilen v erbunden.

Es soll n un die G

•

ute dieser Sc h w ei�nah t b estimm t w erden, ohne da� dab ei der T estk

•

orp er

zerst

•

ort wird. Ein R

•

on tgen-CT-V erfahren w ar dab ei die Metho de der W ahl, w eil dadurc h

die meisten inneren Strukturen eines W erkst

•

uc k es sic h tbar gemac h t w erden k

•

onnen. Um

93
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Abbildung 7.1: Ein aufgesc hnittener Aluminium-T estk

•

orp er (L

•

ange der Seiten teile ca. 6

cm). Die Tiefe der hier sic h tbaren V ersc h w ei�ung (heller Bereic h inner-

halb des Kreises) soll im CT-Bild ermittelt w erden.

die Ergebnisse

•

ub erpr

•

ufen zu k

•

onnen, wurden daher v on sieb en T estst

•

uc k en an einer mar-

kierten Stelle CT-Aufnahmen gemac h t und die T estst

•

uc k e nac hher an derselb en Stelle

zers

•

agt. Abbildung 7.2 zeigt das

•

ub er eine ge�lterte R

•

uc kpro jektion rek onstruierte CT-

Bild des T estst

•

uc k es aus Abbildung 7.1. Auf f

•

allig sind die stark en Rek onstruktionsar-

tefakte (dunklen Streifen) im Bereic h der Sc h w ei�nah t. Der Sc h w ei�nah tb ereic h an sic h

ist dagegen nic h t v om restlic hen Aluminium zu un tersc heiden.

In einem anderen T estst

•

uc k (Abbildung 7.3) mit w eitaus k

•

urzeren Seiten teilen ist die

Sc h w ei�nah t dagegen (w enn auc h n ur sc hemenhaft) auc h im CT-Bild zu erk ennen. Diese

Beobac h tung legt nahe, da� die Sc h w ei�nah t auc h in Abbildung 7.2 zu erk ennen sein

m

•

u�te, die relativ geringe

•

Anderung im R

•

on tgensignal ab er durc h das stark e Signal der

b eiden langen Seiten teile v erdec kt wird.

Der Ausgangspunkt f

•

ur die folgenden

•

Ub erlegungen ist also, da� in den CT-Rohdaten die

Sc h w ei�nah t durc haus v orhanden ist, in der Rek onstruktion ab er un ter anderem durc h

Artefaktbildung und

•

Ub erlagerung v erdec kt wird. K

•

onn ten also aus den Rohdaten die

st

•

orenden Signale der b eiden Seiten teile eliminiert w erden, w

•

urde theoretisc h n ur no c h

das Signal der Sc h w ei�nah t

•

ubrigbleib en und sollte in einer ansc hlie�enden Rek onstruk-

tion sic h tbar w erden. Die folgenden Absc hnitte zeigen, wie diese

•

Ub erlegungen durc h

eine semilineare Mo dellierung realisiert w erden k ann.

Das v orliegende Problem ist klar un tersc heidbar v on einem inc omplete data pr oblem .

Bei Problemen dieser Art liegt k ein v ollst

•

andiger (diskreter) CT-Datensatz v or. Das

b ek ann teste Problem dieser Art ist das limite d angle pr oblem , b ei dem die CT-Daten

n ur in einem eingesc hr

•

ankten Wink elb ereic h v orhanden sind (siehe z.B. [Nat86 ] f

•

ur eine

ausf

•

uhrlic here Besc hreibung). F

•

ur diese Art v on Problemen existieren je nac h k onkre-

ter F ragestellung viele Algorithmen (siehe z.B. [LR84 ] o der [Qui93 ]). Im v orliegenden

F all liegen ab er v ollst

•

andige CT-Daten v or, jedo c h sind manc he Strukturen so sc h w ac h

ausgepr

•

agt, da� sie in der ge�lterten R

•

uc kpro jektion unsic h tbar sind.
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7.2 Absorptionsv erhalten v on R

•

on tgenstrahlung

Abbildung 7.2: Das T estst

•

uc k v on Abbildung 7.1 als CT-Bild. Die sc h w arzen Streifen

im Sc h w ei�nah tb ereic h sind Rek onstruktionsartefakte, die Sc h w ei�nah t

selb er ist nic h t sic h tbar.

7.2 Abso rptionsverhalten von R

•

ontgenstrahlung

Abbildung 7.4 zeigt den prinzipiellen Aufbau einer R

•

on tgen-CT-Anlage: Ausgehend v on

der Quelle passiert der R

•

on tgenstrahl den Rek onstruktionsb ereic h, in dem sic h das zu

un tersuc hende Ob jekt b e�ndet und tri�t sc hlie�lic h auf den Detektor. Bei seinem W eg

durc h das zu un tersuc hende Ob jekt wird die Strahlin tensit

•

at en tsprec hend der Art des

Ob jektes gesc h w

•

ac h t, der Detektor registriert die v erblieb ene In tensit

•

at. In der Regel

existiert ein zus

•

atzlic her Referenzdetektor, der die ungesc h w

•

ac h te In tensit

•

at des R

•

on t-

genstrahls mi�t, um auftretende Energiesc h w ankungen in der Quelle zu erk ennen.

F

•

ur einen v ollst

•

andigen (diskreten) Datensatz aus einer Ric h tung m

•

ussen Quelle und

Detektor senkrec h t zur Strahlric h tung transliert w erden, bis der gesam te Rek onstrukti-

onsb ereic h abgedec kt ist (P arallelstrahlgeometrie). Mo derne Anlagen b esitzen meist eine

da v on ab w eic hende Anlagengeometrie: Die R

•

on tgenquelle sendet einen f

•

ac herf

•

ormigen

Strahl aus, der dann v on einer Detektorzeile registriert wird (F

•

ac herstrahlgeometrie). Um

Daten aus v ersc hiedenen Ric h tungen zu erhalten, w erden Quelle und Detektor zus

•

atzlic h

um den Rek onstruktionsb ereic h rotiert.

Zwisc hen der Startin tensit

•

at I

0

an der Quelle und der Restin tensit

•

at I am Detektor wird

normalerw eise der folgende Zusammenhang angenommen:

I = I

0

e

�

R

L

� ( x ) dx

(7.1)

L b ezeic hnet dab ei die Strec k e, die der R

•

on tgenstrahl v on der Quelle bis zum Detektor

zur

•

uc klegt (siehe Abb. 7.4) und � die Sc h w

•

ac h ung des Strahls am Punkt x . F

•

ur den

Sc h w

•

ac h ungsk o e�zien ten � gelten die folgenden Annahmen:

� � ist n ur abh

•

angig v on der Art des durc hstrahlten Materials und
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Abbildung 7.3: Ein w eiteres T estst

•

uc k mit k

•

urzeren Seiten teilen (L

•

ange der Seiten teile

ca. 1,5 { 2 cm). Ob en der aufges

•

agte Quersc hnitt mit deutlic h sic h tba-

rer Sc h w ei�nah t, un ten links der CT-Sc hnitt. Der Sc h w ei�nah tb ereic h ist

hier n ur sc hemenhaft sic h tbar und wird teilw eise v on Rek onstruktions-

artefakten

•

ub erlagert, k orreliert in seinen Abmessungen ab er denno c h

deutlic h mit dem Sc h w ei�nah tb ereic h im F oto. Zur V erdeutlic h ung ist er

im CT-Sc hnitt un ten rec h ts markiert w orden.
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7.2 Absorptionsv erhalten v on R

•

on tgenstrahlung

Detektor

Quelle

Referenz-
detektor

Strecke L des Röntgenstrahls
von der Quelle zum Detektor

Rekonstruktionsbereich

Abbildung 7.4: Skizze einer R

•

on tgen-CT-Anlage (ohne Rotation und T ranslation)

� der R

•

on tgenstrahl wird in der Luft (und damit auc h au�erhalb des Rek onstruktions-

b ereic hes) nic h t gesc h w

•

ac h t, d.h. � ist in diesen Bereic hen gleic h 0.

Be�ndet sic h im Rek onstruktionsb ereic h also ein Ob jekt, das n ur aus einem einzigen

Material mit Sc h w

•

ac h ungsk o e�zien t �

0

b esteh t | wie es f

•

ur die Aluminium teile der

F all ist | ist � k onstan t gleic h �

0

und die Sc h w

•

ac h ung reduziert sic h zu

I = I

0

e

�

R

L

� ( x ) dx

= I

0

e

� �

0

� d

w ob ei d die L

•

ange des W eges angibt, den der R

•

on tgenstrahl im Ob jekt zur

•

uc klegt. W egen

des dadurc h gegeb enen linearen Zusammenhangs

ln

�

I

0

I

�

= � � d (7.2)

hei�t � auc h der line ar e Massenschw

•

achungsko e�zient . Durc h (7.1) wird eine semilineare

Mo dellierung erst m

•

oglic h: d k ann

•

ub er eine Erzeugendenfunktion b erec hnet w erden und

zu jedem d der jew eils passende Sc h w

•

ac h ungsk o e�zien t � optimal b estimm t w erden.

Der in (7.1) zugrundeliegende Zusammenhang und auc h die Annahmen an den Mas-

sensc h w

•

ac h ungsk o e�zien ten � sind allerdings n ur eine Ann

•

aherung an die tats

•

ac hlic hen

V erh

•

altnisse. In W ahrheit strahlt eine R

•

on tgenquelle normalerw eise nic h t ein einzelnes

Energieniv eau sondern ein ganzes Energiesp ektrum aus und auc h die Detektoren rea-

gieren nic h t auf ein einzelnes Energieniv eau sondern wiederum auf ein ganzes Energie-

sp ektrum. Zus

•

atzlic h ist der Massensc h w

•

ac h ungsk o e� zien t nic h t (wie laut Annahme) un-

abh

•

angig v on der Energiein tensit

•

at, w as zu w esen tlic h k omplizierteren Zusammenh

•

angen

f

•

uhrt (siehe dazu auc h [Nat86]). Die V ernac hl

•

assigung dieser Zusammenh

•

ange k ann zu

Rek onstruktionsartefakten, sogenann ten Str ahlaufh

•

artungsartefakten f

•

uhren (siehe dazu
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auc h [Her80 ]). Diese Art der Artefaktbildung in den Rek onstruktionen wird normaler-

w eise hingenommen, da sie in der Regel w enig st

•

orend ist und v or allem in medizinisc hen

An w endungen n ur in v ersc h windend geringem Ma�e auftritt. Gerade in der v orliegen-

den An w endung ab er treten durc h die | im V ergleic h zu W asser | h

•

ohere Dic h te v on

Aluminium stark e Artefakte v or allem auc h im in teressan ten Bereic h der Sc h w ei�nah t

auf, durc h die die Qualit

•

at des Rek onstruktionsergebnisses zus

•

atzlic h v ermindert wird.

Eine w eitere V oraussetzung, die normalerw eise nic h t explizit form uliert wird, in s

•

am tli-

c hen Rek onstruktionsalgorithmen ab er eine wic h tige Rolle spielt, ist die Annahme der

Punktf

•

ormigk eit v on Quelle und Detektor. Dies hat den V orteil, da� en tlang der Strec k e

Quelle{Detektor n ur ein Linienin tegral b er

•

uc ksic h tigt w erden m u�. W

•

urde man f

•

ur die

Detektoren eine 

•

ac hige Ausdehn ung v oraussetzen (wie es in der Praxis der F all ist), w

•

are

die V oraussetzung eines Linienin tegrals nic h t mehr gegeb en und die Rek onstruktionsal-

gorithmen w

•

urden ungleic h k omplizierter w erden. Die Annahme der Punktf

•

ormigk eit

wird daher auc h in den folgenden Absc hnitten v orausgesetzt. Gem

•

a� der Sensormo-

dellierung nac h Kapitel 4 m

•

ussen dann die Sensorc harakteristik en durc h Punktma�e

repr

•

asen tiert w erden.

7.3 Mo dellierung der Objektfo rm

In der hier b esc hrieb enen Mo dellierung wird die CT-Anlage unabh

•

angig v on ihrer k on-

kreten Geometrie (F

•

ac her- bzw. P arallelstrahl) durc h einen Sensor ( A

i

; �

i

)

i

2 I im Sinne

v on De�nition 4.1.1 b esc hrieb en. Da die Punktf

•

ormigk eit v on Quelle und Detektor eine

Grundannahme ist, w erden f

•

ur die Sensorelemen te �

i

Dirac-Ma�e

�

i

= �

x

i

f

•

ur x

i

2 A

i

und i 2 I

gew

•

ahlt. Un ter dieser V oraussetzung k ann auc h die F orm der Ap erturen A

i

durc h

A

i

:= f x

i

g f

•

ur i 2 I

als einelemen tig festgelegt w erden. Durc h diese Punktf

•

ormigk eit der Sensorelemen te k ann

im folgenden der Digitalisierungssc hritt v ernac hl

•

assigt w erden, denn f

•

ur die Digitalisie-

rung l ( f ) gem

•

a� Kapitel 4 einer Sensorinputfunktion f : A ! L

1

�

x

i

( f x

i

g ; R ) gilt

l ( f ) =

Z

f d�

x

i

= f ( x

i

) :

Eine zw eidimensionale CT-Anlage wird somit im folgenden durc h einen Sensor

( f x

i

g ; �

x

i

)

i 2 I

repr

•

asen tiert. Die Aufgab e b esteh t n un darin, aus einer gegeb enen Aufnahme y 2 R

# I

eines Aluminiumob jektes den Sc h w ei�nah tb ereic h zu extrahieren. Man b eac h te dab ei,
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7.3 Mo dellierung der Ob jektform

da� y hier nic h t das b ereits rek onstruierte Bild b ezeic hnet, sondern die v on der Anlage

gelieferten R ohdaten (bzw. ihre logarithmierte V ersion gem

•

a� (7.2)). Ein solc hes V orge-

hen sc hein t ziemlic h umst

•

andlic h zu sein, ist ab er sc hon allein deshalb not w endig, w eil in

den ge�lterten R

•

uc kpro jektionen fast aller Ob jekte der Sc h w ei�nah tb ereic h v ollst

•

andig

v ersc h wunden ist. Ein erfolgv ersprec hendes V erfahren k ann daher n ur auf den Rohdaten

aufsetzen.

Das prinzipielle V orgehen des hier v erw endeten Algorithm us wurde b ereits auf Seite

94 b esc hrieb en: Zun

•

ac hst wird angenommen, da� der Bereic h der Sc h w ei�nah t dieselb e

Dic h te wie das restlic he Ob jekt b esitzt. Dann wird das Signal des gesam ten Aluminium-

ob jektes aus den Rohdaten eliminiert. Das v erblieb ene Signal en th

•

alt n un au�er dem

Hin tergrundrausc hen n ur no c h die Dic h te

•

anderung Aluminium teil{Sc h w ei�nah t, die in

der Mo dellierung des Aluminiumob jektes v ernac hl

•

assigt wurde. Da diese Dic h te

•

anderung

in der Rek onstruktion nic h t mehr v on dem stark en Absorptionssignal der Aluminium teile

•

ub erdec kt wird, b esteh t die M

•

oglic hk eit, da� sie sic h tbar wird, w enn das v erblieb ene

Signal zu einem Bild rek onstruiert wird.

Sei A � A ( R

2

) die Menge der m

•

oglic hen Aluminiumob jekte. Jede Ap ertur f x

i

g

"

sieh t \

einen Strahl ausgehend v on der R

•

on tgenquelle Q 2 R

2

hin zu x

i

, der dab ei ev en tuell

durc h das zu un tersuc hende Ob jekt A 2 A hindurc hgeh t. Die L

•

ange dieses Strahls

en tspric h t

Z

Qx

i

1

A

d�:

Da in diesem ersten Sc hritt der Sc h w ei�nah tb ereic h v ernac hl

•

assigt wird, gen

•

ugt eine

einzelne Erzeugendenfunktion, um das Ob jekt v ollst

•

andig zu b esc hreib en:

e

(1)

: A ! R

# I

; e

(1)

i

( A ) :=

Z

Qx

i

1

A

d� f

•

ur alle i 2 I :

Laut Annahme auf Seite 97 wird der R

•

on tgenstrahl durc h die Luft nic h t gesc h w

•

ac h t. Da

in der Praxis denno c h eine leic h te Sc h w

•

ac h ung auftritt, wird eine w eitere Erzeugenden-

funktion

e

(2)

: A ! R

# I

; e

(2)

i

( A ) := L

i

�

Z

Qx

i

1

A

d� f

•

ur alle i 2 I

v erw endet, um dies abzufangen. L

i

2 R b ezeic hnet die L

•

ange der Strec k e Qx

i

. Durc h

diese zw ei Erzeugendenfunktionen sind Ob jekt und Hin tergrund ausreic hend mo delliert.

Bemerkung 7.3.1

Dieses V orgehen stellt einen Kompromiss zwisc hen einer m

•

oglic hst exakten Mo dellierung

der Problematik durc h en tsprec hende Mengensysteme und der Rec hengesc h windigk eit

dar. F

•

ur eine | im Sinne dieser Arb eit | exakte Besc hreibung des Sc h w ei�nah tre-

k onstruktionsproblems m

•

u�te neb en dem Ob jekt selb er auc h der Sc h w ei�nah tb ereic h

gesondert durc h eine Erzeugendenfunktion mo delliert w erden. Das mac h t eine

•

Ande-

rung v on A n

•

otig, denn es w erden n un nic h t mehr n ur ein sondern zw ei Mengen |
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f

•

ur das Aluminiumob jekt so wie f

•

ur seine Sc h w ei�nah t | b en

•

otigt. Zudem gilt f

•

ur jeden

Sc h w ei�nah tb ereic h S � R

2

v on A 2 A not w endigerw eise S � A . Statt A wird dann die

Menge

A

S

:= f ( A; S ) 2 A � A ( R

2

) j S � A g

b en

•

otigt. Die Erzeugendenfunktionen v on Ob jekt und Hin tergrund

•

ub ertragen sic h:

e

(1)

: A

S

! R

# I

; e

(1)

i

( A; S ) :=

Z

Qx

i

1

A

d�

und

e

(2)

: A

S

! R

# I

; e

(2)

i

( A; S ) := L

i

�

Z

Qx

i

1

A

d�:

Zus

•

atzlic h wird no c h eine dritte Erzeugendenfunktion

e

(3)

: A

S

! R

# I

; e

(3)

i

( A; S ) :=

Z

Qx

i

1

S

d�

f

•

ur den Sc h w ei�nah tb ereic h b en

•

otigt. Diese drei Erzeugendenfunktionen stellen eine hin-

reic hende Basis f

•

ur die F orm ulierung eines semilinearen Appro ximationsproblems dar.

Problematisc h an einer derartigen Mo dellierung ist allerdings die Komplexit

•

at der Menge

A

S

. Ein derartig v ariabler Bereic h wie eine Sc h w ei�nah t l

•

a�t sic h algorithmisc h k aum

ad

•

aquat b esc hreib en, so da� dieses V orgehen nic h t realisierbar ist.

Die

•

Ub erlegungen zur Komplexit

•

at v on A

S

aus Bemerkung 7.3.1 gelten leider auc h f

•

ur

die Menge A der Aluminiumob jekte. Zw ar sc hein t ein solc hes Ob jekt auf den ersten

Blic k einfac h b esc hreibbar zu sein, das Problem liegt ab er wiederum im Sc h w ei�nah tb e-

reic h, an dem Ritzen o der gar L

•

oc her auftreten k

•

onnen. Daher wurde die Ob jektform A

anhand seiner ge�lterten R

•

uc kpro jektion

•

ub er eine Kan tenextraktion ermittelt und A

n ur einelemen tig als

A := f A g

gew

•

ahlt. Dadurc h reduziert sic h die semilineare Appro ximation zu einem einfac hen li-

nearen Ausgleic hsproblem:

min

x 2 R

2





y � x

1

e

(1)

( A ) � x

2

e

(2)

( A )





; (7.3)

w ob ei y 2 R

# I

die logarithmierte V ersion der v on der CT-Anlage gelieferten Rohdaten

b ezeic hnet. Abbildung 7.5 zeigt b eispielhaft das Ergebnis dieses Optimierungsproblems

f

•

ur eine T eilmenge v on I .

Mit (7.3) ist b ereits der wic h tigste Sc hritt in der Sc h w ei�nah trek onstruktion gesc hehen.

Bezeic hnet n un ( �

0

; �

0

)

0

2 R

2

den in (7.3) gefundenen optimalen V ektor, k

•

onnen jetzt

die Di�erenzdaten

y

d

:= y � �

0

e

(1)

( A ) � �

0

e

(2)

( A ) 2 R

# I

gebildet w erden. Diese Di�erenzdaten, die laut V oraussetzung n ur no c h die Dic h te

•

ande-

rung zwisc hen Aluminiumob jekt und Sc h w ei�nah t en thalten, k

•

onnen sc hlie�lic h zu einem

neuen Bild rek onstruiert w erden (Abbildungen 7.6 bis 7.14).
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7.3 Mo dellierung der Ob jektform

Abbildung 7.5: Logarithmierte R

•

on tgen-CT-Daten gem

•

a� Gleic h ung (7.2) eines Alumi-

niumob jektes (rot) so wie die b erec hnete P assung x

(0)

1

e

(1)

( A ) + x

(0)

2

e

(2)

( A )

(gr

•

un) gem

•

a� (7.3). x

(0)

1

und x

(0)

2

b ezeic hnen die in (7.3) gefundenen

optimalen Sc h w

•

ac h ungsk o e�zien ten v on Aluminiumob jekt bzw. Hin ter-

grund. Die F orm des Ob jektes wurde v orher durc h eine Kan tenextraktion

ermittelt. Diese Abbildung zeigt n ur eine Durc hstrahlungsric h tung, d.h.

n ur eine T eilmenge der gesam ten Daten.
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Kapitel 7. Ob jektrek onstruktion in der Computer-T omographie

7.4 Ergebnisse und Ausblick

Die Abbildungen 7.6 bis 7.14 zeigen die aufgesc hnittenen T estk

•

orp er zusammen mit den

Rek onstruktionen ihrer Di�erenzdaten. Der Hin tergrund wurde in den Ergebnisrek on-

struktionen ausgeblendet. In allen Ergebnisbildern k ann ein dunkler Bereic h ausgemac h t

w erden, der in et w a dem Sc h w ei�nah tb ereic h en tspric h t. Dies k ann als deutlic her Hin-

w eis gew ertet w erden, da� das v erw endete V erfahren erfolgreic h ist. Allerdings zeigen

die Ergebnisse auc h, da� die P osition dieses dunklen Bereic hes nic h t not w endigerw eise

mit der tats

•

ac hlic hen Lage des Sc h w ei�nah tb ereic hes

•

ub ereinstimm t. Insb esondere f

•

allt

die Ergebnisrek onstruktion v on Ob jekt Nr. 4 (Abbildung 7.11) negativ auf, denn in de-

ren urspr

•

unglic her Ob jektrek onstruktion (Abbildung 7.3) w ar der Sc h w ei�nah tb ereic h

b ereits erk enn bar. Derartige Unk orrektheiten lassen sic h am ehesten durc h eine fehler-

hafte Mo dellierung der Ob jektform erkl

•

aren. Einen deutlic hen Hin w eis darauf bietet

auc h Abbildung 7.6 links, die die Rek onstruktion der Di�erenzdaten v on Ob jekt Nr. 5

v or dem Ausblenden des Hin tergrundes zeigt: Ob w ohl laut Annahme das Ob jekt aus

den CT-Daten eliminiert wurde, sind die Ob jektr

•

ander no c h deutlic h sic h tbar.

Eine W eiteren t wic klung dieses V erfahrens b edeutet zuallererst die Bereitstellung eines

passenden Mengenmo dells f

•

ur die Ob jektform, damit die Artefaktbildung in den Ergeb-

nisrek onstruktionen wie sie Abbildung 7.6 zeigt, minimiert w erden k ann. Eine m

•

oglic hst

exakte Bestimm ung v on P osition und F orm des Aluminiumob jektes ist f

•

ur eine genaue

Bestimm ung der Ein brandtiefe so wieso unerl

•

a�lic h. Erst w enn dann in den Ergebnisre-

k onstruktionen die dunklen Bereic he w eitestgehend mit den tats

•

ac hlic hen Ein brandtiefen

•

ub ereinstimmen, ist das V erfahren an sic h erfolgv ersprec hend.

Ev en tuell ist auc h die Ein b ezieh ung w eiterer ph ysik alisc her E�ekte in den Mo dellie-

rungsproze� not w endig. Hier ist v or allem die Strahlaufh

•

artung zu nennen, die haupt-

v eran t w ortlic h f

•

ur die Artefaktbildung in den urspr

•

unglic hen Ob jektrek onstruktionen

(Abbildung 7.2) sein d

•

urfte.

Absc hlie�end l

•

a�t sic h sagen, da� die im folgenden gezeigten Ergebnisse (Abbildungen

7.6 bis 7.14) k eine gesic herten R

•

uc ksc hl

•

usse auf die tats

•

ac hlic he Leistungsf

•

ahigk eit des

V erfahrens zulassen. Es sind zum einen zu w enig T estob jekte v orhanden und zum ande-

ren lassen sic h Gr

•

o�e und Lage des Sc h w ei�nah tb ereic hes in den Ergebnisbildern nic h t

v ermessen. Dieses Kapitel ist daher eher als v orgezogener Ausblic k auf no c h v orhande-

ne M

•

oglic hk eiten der semilinearen Appro ximation als als k onkrete Bereitstellung eines

V erfahrens aufzufassen.
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7.4 Ergebnisse und Ausblic k

Abbildung 7.6: Ergebnisrek onstruktion v on Ob jekt Nr. 5, links der Gesam tb ereic h,

rec h ts n ur der Bereic h innerhalb des eigen tlic hen Ob jektes. Die Sc h w ei�-

nah t ist im gedruc kten Bild deutlic h sc hlec h ter sic h tbar als auf dem Bild-

sc hirm. Um dies zu k omp ensieren, wurden diese (und alle folgenden)

Ergebnisbilder stark k on trastv erst

•

arkt.

Abbildung 7.7: Ergebnisrek onstruktion v on Ob jekt Nr. 5 mit ausgeblendetem Hin ter-

grund. Im Gegensatz zu Abbildung 7.6 wurde die Strahlaufh

•

artung im

Sc h w ei�nah tb ereic h retusc hiert. Die rec h te Abbildung zeigt den eigen t-

lic h in teressan ten Aussc hnitt.
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Kapitel 7. Ob jektrek onstruktion in der Computer-T omographie

Abbildung 7.8: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 1 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts). Die V erwisc h ungen im gek ennzeic hneten Bereic h des

Ergebnisbildes wurden w ohl durc h eine stark fehlerhafte Mo dellierung

der Ob jektform v erursac h t: das Lo c h im Ob jekt (heller Punkt im Ergeb-

nisbild) wurde nic h t mit b er

•

uc ksic h tigt.

Abbildung 7.9: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 2 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).

Abbildung 7.10: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 3 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).

Abbildung 7.11: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 4 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).
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7.4 Ergebnisse und Ausblic k

Abbildung 7.12: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 5 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).

Abbildung 7.13: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 6 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).

Abbildung 7.14: Der aufgesc hnittene T estk

•

orp er Nr. 7 (links) und seine Ergebnisrek on-

struktion (rec h ts).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arb eit wurde ein V erfahren zur ob jektbasierten Bildsegmen tierung v orgestellt.

Kapitel 2 b esc hrieb V or- und Nac h teile b ereits b estehender V erfahren im Hin blic k auf

ihre M

•

oglic hk eiten nac h einer V orausw ahl der zu segmen tierenden Mengen. In Kapitel 3

wurden die theoretisc hen Grundlagen der semilinearen Appro ximation en t wic k elt. Wie

dieses V erfahren geeignet diskretisiert und so in eine v orhandene Sensorik in tegriert

w erden k ann, wurde in Kapitel 4 dargelegt. Kapitel 5 stellte dann ein Mengenmo dell v or,

das in der Kreissc heib enpassung in Kapitel 6 V erw endung fand. In Kapitel 7 sc hlie�lic h

wurde eine w eitere An w endung v orgestellt, die ab er | b edingt durc h ihre Komplexit

•

at

| nic h t v ollst

•

andig umgesetzt w erden k onn te.

Der Sc h w erpunkt b ei der En t wic klung der in dieser Arb eit v orgestellten semilinearen

Appro ximation lag auf einer v orherigen F estlegung der Art der zu segmen tierenden

Ob jekte. Im Gegensatz zu anderen Segmen tierungsv erfahren k ann dadurc h V orwissen

•

ub er die Art der zu segmen tierenden Mengen eingebrac h t w erden. Dadurc h k ann die

Anzahl der m

•

oglic hen Segmen tierungsergebnisse b ereits b ei der Problemform ulierung

eingesc hr

•

ankt w erden. Auf diese W eise k

•

onnen auc h in sc hlec h ten Ausgangssituationen

| wie der Subpixelpassung aus Kapitel 6 | stabile Segmen tierungsergebnisse erzielt

w erden.

Eine derartige V orausw ahl

•

ub er ein Mengenmo dell k ann sic h allerdings auc h als nac h-

teilig erw eisen, n

•

amlic h genau dann w enn no c h nic h t mal die ungef

•

ahre F orm des zu

segmen tierenden Ob jektes b ek ann t ist. Soll in solc h einem F all trotzdem eine semilineare

Appro ximation zur Ob jekt�ndung v erw endet w erden, m u� das v erw endete Mengenmo-

dell allgemein gen ug gefa�t sein, um s

•

am tlic he ev en tuell v ork ommenden Ob jektformen

zu b einhalten. In dieser Arb eit gesc hah dies b eispielhaft b ei der Berec hn ung des Seg-

men tierungsergebnisses in Abbildung 2.5. Solc he allgemeinen Ans

•

atze sind prinzipiell

m

•

oglic h, f

•

uhren ab er im allgemeinen sc hnell zu algorithmisc h sc hlec h t handhabbaren

Mengensystemen und dadurc h zu einer langwierigen Optimierung mit un ter Umst

•

anden

zu vielen lok alen Optima. Die St

•

ark e der hier v orgestellten semilinearen Appro ximation

liegt daher haupts

•

ac hlic h in der Nac hiteration, w enn b esonders genaue Einpassungen

v on sp eziellen Ob jektformen gew

•

unsc h t w erden.

Den Sc hlu� dieser Arb eit bildet ein Ausblic k auf zw ei m

•

oglic he Erw eiterungen. Die er-

ste Erw eiterung b ezieh t sic h auf die V erarb eitung mehrk analiger Bilder und die zw eite

Erw eiterung ist eine F ortf

•

uhrung der

•

Ub erlegungen v on Bemerkung 7.3.1 aus Kapitel 7.
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Kapitel 8. Zusammenfassung und Ausblic k

8.1 Mehrk analige Bilder

Die An w endungsb eispiele in den Kapiteln 6 und 7 basierten auf eink analigen Bilddaten.

Eine semilineare Mo dellierung mehrk analiger Daten ist ab er eb enfalls m

•

oglic h. Ist zum

Beispiel ein diskretes F arbbild

( B

r

; B

g

; B

b

) ; B

r

; B

g

; B

b

2 R

m � n

gegeb en, lassen sic h die drei F arbk an

•

ale B

r

; B

g

und B

b

zun

•

ac hst zu einem neuen eink a-

naligen Bild

B :=

0

@

B

r

B

g

B

b

1

A

2 R

m � 3 n

zusammenfassen. Der V ektorraum E aus De�nition 3.1.1 ist n un durc h den Raum R

m � 3 n

aller Dr eifach-Bilder gegeb en

1

.

Jede semilineare F unktion g m u� dann so gew

•

ahlt w erden, da� sie der sp eziellen Struktur

dieses V ektorraumes Rec hn ung tr

•

agt. Eine der einfac hsten F ormen, die n ur den ersten

Kanal b er

•

uc ksic h tigt, ist durc h

g : R � A ! R

m � 3 n

; g ( x; A ) = x

0

@

e ( A )

0

0

1

A

f

•

ur eine einkanalige Erzeugendenfunktion e : A ! R

m � n

gegeb en. Will man e eb enfalls

f

•

ur die b eiden restlic hen Kan

•

ale v erw enden, erh

•

alt man durc h

g : R

3

� A ! R

m � 3 n

; g ( x; A ) = x

1

0

@

e ( A )

0

0

1

A

+ x

2

0

@

0

e ( A )

0

1

A

+ x

3

0

@

0

0

e ( A )

1

A

eine gleic hm

•

a�ige Gewic h tung aller Kan

•

ale. In diesem Kon text k ann e ( A ) als ein dreifac h

angew endetes Grau w ertbild angesehen w erden, das durc h x

1

; x

2

und x

3

W erte f

•

ur die

jew eiligen F arbk an

•

ale zugewiesen b ek omm t.

Nat

•

urlic h m u� nic h t f

•

ur jeden Kanal dieselb e F unktion e v erw endet w erden.

•

Ub erlegun-

gen in diese Ric h tung w eisen den W eg zur Mo dellierung v on Multisensoranlagen, denn

wie b ereits in Kapitel 4 erw

•

ahn t k

•

onnen auc h die Bilder einer Multisensoranlage als ein

einzelnes Mehrk analbild aufgef

•

a�t und demen tsprec hend b ehandelt w erden. Durc h die

auf diese W eise m

•

oglic he gleic hzeitige Betrac h tung und Optimierung

•

ub er alle v orliegen-

den Daten k ann theoretisc h eine optimale Datenn utzung erreic h t w erden.

1

Eigen tlic h nat

•

urlic h wieder der Raum R

m � 3 n
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8.2 Erw eiterte Mengensysteme und

•

ub erlapp ende Mengen

M

A

B

Abbildung 8.1: Beispiel f

•

ur zw ei sic h

•

ub erlapp ende Mengen A und B in einem Aufnah-

meraum M . g ( A; B ; ( x

1

; x

2

)) = x

1

1

A

+ x

2

1

B n A

b esc hreibt diese Situati-

on.

8.2 Erw eiterte Mengensysteme und

•

ub erlapp ende

Mengen

Ein w eiterer Punkt b etri�t das Mengenmo dell. In dieser Arb eit wurde | v or allem b e-

dingt durc h die An w endung in Kapitel 6 | als Mengenmo dell A eine LH-abgesc hlossene

T eilmenge v on A ( R

d

) gew

•

ahlt. Das ist nat

•

urlic h b ei w eitem nic h t die einzige m

•

oglic he

| und sinn v olle | W ahl eines Mengenmo dells. Denkbar ist zum Beispiel auc h, A als

Segmen tierung im Sinne v on [Han01] zu w

•

ahlen, w as v or allem in einer pixelbasierten

Segmen tierung v on V orteil sein k ann. Eine w eitere M

•

oglic hk eit k

•

onn te die gleic hzeitige

Betrac h tung eines dreidimensionalen Ob jektes v on mehreren v ersc hiedenen Seiten sein.

Das Mengenmo dell A en thielte in diesem F all die m

•

oglic hen dreidimensionalen Ob jekte.

Auf der Basis dieses Mo dells wird dann f

•

ur festgelegte Ric h tungen die jew eilige zw ei-

dimensionale Ansic h t ermittelt wie sie sc hlie�lic h v on den Sensoren gesehen wird. Die

so gew onnenen Erzeugendenfunktionen b einhalten dann die Berec hn ung der jew eiligen

zw eidimensionalen Ansic h t aus einem 3D-Ob jekt A 2 A , zum Beispiel

•

ub er eine Pro jek-

tion in eine v orgegeb ene Eb ene.

Ausgehend v on LH-abgesc hlossenen T eilmengen v on A ( R

d

) existiert ab er eine durc haus

ins Auge springende V erallgemeinerung die hier kurz skizziert w erden soll: Seien dazu

A

1

und A

2

zw ei LH-abgesc hlossene T eilmengen v on A ( R

d

). Nun w

•

ahlt man Erzeugen-

denfunktionen mit dem Kreuzpro dukt A

1

� A

2

als De�nitionsb ereic h, also b eispielsw eise

als e

1

; e

2

: A

1

� A

2

! E ,

e

1

( A; B ) := 1

A

;

e

2

( A; B ) := 1

B n A

:

Mit der daraus resultierenden semilinearen F unktion

g : A

1

� A

2

� R

2

! E ; g ( A; B ; x ) = x

1

e

1

( A; B ) + x

2

e

2

( A; B ) = x

1

1

A

+ x

2

1

B n A

hat man auf einfac he W eise eine

•

Ub erlappungssituation mo delliert. Abbildung 8.1 zeigt

eine derartige Situation.
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A Algeb raische Grundlagen

De�nition A.0.1

Ein R -V ek torraum V zusammen mit einem Sk alarpro dukt h� j �i hei�t ein euklidisc her

V ektorraum , w enn die Norm in V durc h das Sk alarpro dukt induziert ist k � k :=

p

h� j �i .

Ist V v ollst

•

andig b ez

•

uglic h k � k , hei�t V Hilb ertraum .

F

•

ur den folgenden Satz wird die Distanzfunktion b en

•

otigt, die im allgemeinen

•

ub er einem

metrisc hen Raum ( X ; � ) durc h dist : P ( X ) � P ( X ) ! R [ f1 ; �1g mit

dist ( A; B ) :=

�

inf

a 2 A

inf

b 2 B

d ( a; b ) ; falls A 6= ; und B 6= ;

1 ; sonst

de�niert ist. F

•

ur einen euklidisc hen V ektorraum V ist jedo c h die Abbildung d ( x; y ) :=

k x � y k eine Metrik und somit ist ( V ; d ) auc h ein metrisc her Raum.

Man sc hreibt dist( x; A ) bzw. dist( A; x ) statt dist( f x g ; A ) bzw. dist ( A; f x g ).

Satz A.0.2

Sei V ein euklidisc her V ektorraum, W

n

ein n -dimensionaler Un terraum v on V so wie

b 2 V . Dann existiert ein eindeutig b estimm ter Punkt x

0

2 W

n

k

•

urzesten Abstandes

v on b gegen W

n

, d.h.

k b � x

0

k = dist( b; W

n

) :

Ist f w

1

; : : : ; w

n

g eine Basis v on W

n

, so existieren c

1

; : : : ; c

n

2 R mit

x

0

=

n

X

i =1

c

i

w

i

;

n

X

i =1

c

i

h w

i

j w

j

i = h b j w

j

i f

•

ur alle j = 1 ; : : : ; n

und

k b � x

0

k

2

= h b � x

0

j b � x

0

i = k b k

2

�

n

X

i =1

c

i

h b j w

i

i :

Ist f w

1

; : : : ; w

n

g sogar eine Orthonormalbasis v on W

n

, so gilt c

i

= h b j w

i

i f

•

ur alle i =

1 ; : : : ; n . x

0

wird auc h Lotfu�punkt v on b in W

n

genann t.

Satz A.0.3 (Sc hmidtsc hes Orthonormalisierungsv erfahren)

Ist V ein euklidisc her V ektorraum, W

n

ein n -dimensionaler Un terraum v on V und

f w

1

; : : : ; w

n

g eine Basis v on W

n

, so ist f w

0

1

; : : : ; w

0

n

g mit

w

0

1

:=

w

1

k w

1

k
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Anhang A. Algebraisc he Grundlagen

und

fw

k

0

:= w

k

�

k � 1

X

i =1

h w

k

j w

0

i

i w

0

i

; w

0

k

:=

fw

k

0

k fw

k

0

k

f

•

ur k = 2 ; : : : ; n

eine Orthonormalbasis v on W

n

.

112



B Ergebnisse der P a�verfahren aus

Kapitel 6

Dieser Anhang b einhaltet die Ergebnisse der T estbildsegmen tierungen mit den b eiden in

Kapitel 6 v orgestellten V erfahren. Als Ausgangsdaten wurden 307 redigitalisierte Quer-

sc hnittsbilder aus einem MR-T estdaten w

•

urfel v erw endet (eine genauere Besc hreibung

der Daten �ndet sic h in Kapitel 6.3). Die folgenden Abbildungen zeigen die Ergebnisse

aller T estbilder nac h Optimierung der jew eiligen Zielfunktion

•

ub er die downhil l sim-

plex metho d ([NM65]). Aufgrund der Abbildungsgeometrie b etr

•

agt der Quersc hnitt der

redigitalisierten Sc hl

•

auc he 2 Pixel.

Als Start w ert f

•

ur den Kreismittelpunkt wurde der jew eilige Grau w ertsc h w erpunkt des

Ausgangsbildes gew

•

ahlt. Da die Lage des Kreiszen trums im Optim um nic h t sonderlic h

in teressan t ist, w erden im folgenden n ur die restlic hen P arameter dargestellt.

B.1 Mo di�zierte Grau w ertmo delladaption

Bei der mo di�zierten Grau w ertmo delladaption m u� neb en den Kreisparametern Radi-

us R und Mittelpunkt auc h der P arameter � der Gau�funktion mitoptimiert w erden.

Abbildung B.1 zeigt die so b estimm ten optimalen Radien aller 307 T estbilder b ei Start-

w erten v on R = 1 und � = 0 : 7. Abbildung B.2 en th

•

alt die zugeh

•

origen optimalen W erte

v on � . Die diesen W erten en tsprec henden Quadratmittelfehler sind in Abbildung B.3

dargestellt.

Die Durc hsc hnittsw erte aller T estbilder im Optim um sind:

Durc hsc hnitt Standardab w eic h ung

Radius 1.813360 0.024359

� 0.577689 0.058879

F ehler 46.115735 14.193110

Das V erfahren ist relativ stabil gegen

•

ub er

•

Anderungen des Startradius r . Berec hn ungen

mit R = 0 ; 5; R = 2 und R = 3 b ei � = 0 ; 7 als Start w ert f

•

uhrten zu denselb en Er-

gebnissen. Erst b ei einem Start w ert v on R = 0 : 1 k am es v ereinzelt zu Ausrei�ern im

Optim um.

•

Ahnlic he Ergebnisse erh

•

alt man auc h b ei

•

Anderungen der Start w erte v on �
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Anhang B. Ergebnisse der P a�v erfahren aus Kapitel 6

 1.65

 1.7

 1.75

 1.8

 1.85

 1.9

 0  50  100  150  200  250  300

"normal/.radius"

Abbildung B.1: Die b erec hneten Radien der 307 Quersc hnittsbilder b ei der mo di�zierten

Grau w ertmo delladaption. Start w erte w aren Radius R = 1 und � = 0 ; 7.

 0.4

 0.45

 0.5

 0.55

 0.6

 0.65

 0.7

 0.75

 0.8

 0  50  100  150  200  250  300

"normal/.sigma"

Abbildung B.2: Die mit den Radien mitoptimierten � -W erte zu Abbildung B.1.
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B.1 Mo di�zierte Grau w ertmo delladaption

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 0  50  100  150  200  250  300

"normal/error.r1sigma0.7"

Abbildung B.3: Die zu den Abbildungen B.1 und B.2 zugeh

•

origen F ehler im Optim um.

Abbildung B.4: T estbild Nr. 74. Die W erte im Optim um sind Radius R = 1 : 73, � = 0 : 55

und F ehler = 123 : 77.
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Anhang B. Ergebnisse der P a�v erfahren aus Kapitel 6

Abbildung B.5: T estbild Nr. 75 mit den folgenden W erten im Optim um: R = 1 : 65,

� = 0 : 61 und F ehler = 116 : 55.

(Ausrei�er erst b ei einer Start w ert

•

anderung v on � um mehr als 0 : 5) bzw. des Kreiszen-

trums (Ausrei�er erst b ei einer V ersc hiebung des Start w ertes um mehr als ein Pixel v om

Grau w ertsc h w erpunkt w eg).

Die T estbilder Nr. 74 und Nr. 75 deuten zun

•

ac hst auf eine F ehlpassung hin, denn so w ohl

Radius als auc h F ehler im Optim um w eic hen b ei diesen b eiden Bildern deutlic h v om

Rest ab. Betrac h tet man allerdings die Ergebnispassungen (Abbildungen B.4 und B.5),

ist die Sac hlage nic h t mehr so eindeutig, denn die eingepa�ten Kreissc heib en sind durc h-

aus realistisc h. Der relativ kleine Kreisradius wurde w ahrsc heinlic h durc h den st

•

ark eren

Abfall der Grau w erte in y -Ric h tung im Gegensatz zu anderen Bildern dieser T estreihe

v erursac h t (vgl. dazu auc h Abbildung 6.6 v on Seite 90 und Abbildung 6.7 v on Seite 91).

Allerdings ist der F ehler im Optim um mit 116.55 b ei diesen b eiden Bildern do c h relativ

gro�.

Die Abbildungen B.6 und B.7 zeigen die Ergebnisse, w enn � auf den obigen Durc h-

sc hnittsw ert v on 0.577 �xiert ist. Da die Standardab w eic h ung v on � so wieso rec h t gering

w ar, w eic hen diese Ergebnisse n ur w enig v on den v origen Ergebnissen aus den Abbil-

dungen B.1 und B.3 ab.

F

•

ur die Durc hsc hnittsw erte aus den Abbildungen B.6 und B.7 gilt:

Durc hsc hnitt Standardab w eic h ung

Radius 1.815680 0.028453

� 0.577 fest 0.0

F ehler 47.966906 14.145489
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B.1 Mo di�zierte Grau w ertmo delladaption
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Abbildung B.6: Berec hnete Radien im Optim um f

•

ur � = 0 : 577.
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Abbildung B.7: En tsprec hender F ehler im Optim um zu Abbildung B.6.
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B.2 Kreisscheib enpassung und V ergleich b eider

V erfahren

Die Abbildungen B.8 und B.9 zeigen die Ergebnisse der T estbildsegmen tierungen f

•

ur die

Kreissc heib enpassung. Bei Start mit dem Grau w ertsc h w erpunkt als Kreiszen trum und

einem Radius v on 1 ergeb en sic h die folgenden Durc hsc hnittsw erte im Optim um:

Durc hsc hnitt Standardab w eic h ung

Radius 1.864846 0.065176

F ehler 90.115384 18.212526

Im V ergleic h zur mo di�zierten Grau w ertmo delladaption ist hier der durc hsc hnittlic he

F ehler im Optim um h

•

oher (Abbildung B.10). Zudem sc h w ank en die Resultate v on T est-

bild zu T estbild b ei der Kreissc heib enpassung deutlic h st

•

ark er als b ei der mo di�zierten

Grau w ertmo delladaption (Abbildung B.11), w as sic h auc h in der h

•

oheren Standardab-

w eic h ung zeigt. Der durc hsc hnittlic h b erec hnete Radius liegt dagegen b ei b eiden V er-

fahren um die 1.8 Pixel. Das en tspric h t den Erw artungen, da� der b erec hnete Radius

der T estbilder b ei et w a 2 Pixeln liegen sollte. Dieses V erfahren ist

•

ahnlic h unemp�ndlic h

gegen

•

ub er Start w ertv ersc hiebungen wie die mo di�zierte Grau w ertmo delladaption.
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Abbildung B.8: Ergebnisradien mit Grau w ertsc h w erpunkt als Startzen trum und einem

Startradius v on R = 1 Pixel.
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Abbildung B.9: En tsprec hende Quadratmittelfehler zu Abbildung B.8.
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Abbildung B.10: V ergleic h der Quadratmittelfehler b eider V erfahren (Kreissc heib enpas-

sung rot, mo di�zierte Grau w ertmo delladaption gr

•

un).
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Abbildung B.11: V ergleic h der optimalen Radien b eider V erfahren (Kreissc heib enpas-

sung rot, mo di�zierte Grau w ertmo delladaption gr

•

un).
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