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Zusammenfassung

Die Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung in der Bildsegmentierung stehen
in unmittelbarer Nachbarschaft zum verbreiteten Ansatz, Bilder mit Methoden der Varia-
tionsrechnung iiber einen Energieterm zu segmentieren. Beiden Verfahren ist gemeinsam,
daf sie versuchen, das gegebene Bild durch stiickweise stetige Funktionen zu approximie-
ren. Die maximalen Teilmengen des Definitionsbereichs, auf denen die approximierende
Funktion stetig ist, bilden dann die Segmente. Im Gegensatz zu dem in der Literatur héu-
fig unter dem Schlagwort Mumford-Shah-Modell bekannten Energieminimierungsverfahren
ist der Raum der Funktionen, mit denen das Bild approximiert wird, bei der vektoriellen
Mehrniveaupassung ein endlicher Vektorraum. Ein weiterer Unterschied zu diesem Ansatz
ist das System der erlaubten Mengen. Es werden nur Segmentierungen erlaubt, deren Seg-
mente aus diesem Mengensystem sind. Die durch diese Einschréankung schlankere Theorie
fithrt zu einer gesicherten Existenz einer optimalen Losung des Segmentierungsproblems,
die der géingigen Vorstellung einer Segmentierung geniigt. Die Berechnung lokaler Optima
ist algorithmisch innerhalb der Theorie umsetzbar.

Schlisselwérter: Bildsegmentierung, vektorielle Mehrniveaupassung, Energieminimierung,
stiickweise stetige Approximation, Mumford-Shah-Modell
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einleitung

Die Erkennung von Objekten in Bildern vollzieht das menschliche Gehirn unbewufit und
somit erscheint dieser Prozef selbstverstdndlich. Betrachtet man jedoch die Menge von
scheinbar ungeordneten Zahlen, die das Ergebnis einer digitalen Kodierung eines Bildes
darstellt, wird die hohe Komplexitéit von algorithmischen Bildverarbeitungsprozessen deut-
lich. Es erscheint unméglich, eine Relation zwischen den Daten und den abgebildeten Ob-
jekten im Bild zu erkennen. Tatséchlich ist dies beim heutigem Stand der Technik auch
nur in sehr begrenztem Umfang moglich. Das ist allerdings kein Grund, sich nicht mit der
automatischen Auswertung von Bildern zur Objekterkennung zu beschéftigen.

Die Bedeutung der Segmentierung innerhalb der Bildanalyse 1483t sich vielleicht am besten
anhand eines Zitats aus dem Bildverarbeitungsbuch von Rafael Gonzales und Richard
Woods veranschaulichen:

The first step in image analysis generally is to segment the image ((GW92], S.413)

Bei jeder Art von Bildauswertung ist implizit oder explizit ein Segmentierungsschritt, ein
Schritt, der Pixel sinnvoll gruppiert, gegeben. So einfach die Bildauswertung auch sein
moge, immer wird einzelnen Pixeln eine Objekt-Bedeutung zugewiesen.

Man kann an dieser Stelle zwischen Objekt- und Bildsegmentierung unterscheiden:

Bei der Objektsegmentierung versucht man, ein vorher klar definiertes Objekt, z. B. einen
schwarzen Punkt vor einem weiflen Hintergrund, im Bild zu bestimmen.

Bei der Bildsegmentierung versucht man, ohne detailliertes Objektwissen das gegebene
Bild in sinnvolle Bereiche aufzuteilen. Ziel einer Bildsegmentierung mufl es sein, von der
Ebene der einzelnen Pixel ohne grofleren Informationsverlust zu Objekten mit groflerer
Aussagekraft zu gelangen. Im Gegensatz zu den Pixeln kann man diesen Objekten mehre-
re Eigenschaften wie z. B. Form, Textur oder Ahnlichkeit zu anderen Objekten zuordnen.
Viele High-Level Bildverarbeitungsalgorithmen basieren auf der Interpretation solcher Ob-
jekte.
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Fehler bei der Bildsegmentierung wirken sich in allen nachfolgenden Schritten aus und
konnen das Ergebnis eines Bildverarbeitungsprozesses verfilschen oder gar verhindern.
Daher ist die Bildsegmentierung eines der zentralen Themen der Bildverarbeitung.

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf diesen Bereich, der im folgenden einfach nur
ySegmentierung” genannt wird, und soll mit der vektoriellen Mehrniveaupassung zur Ver-
besserung der vorhandenen Verfahren beitragen.

Diese Arbeit entstand mit Unterstiitzung der Européischen Union im Rahmen des Brite-
Euram Projekts IntelliWood (IMS 29680) am Bayerischen Forschungsinstitut fiir wissens-
basierte Systeme (FORWISS).
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1.2 Aufbau der Arbeit

Im folgenden zweiten Kapitel wird der Begriff der ,,Segmentierung®* beleuchtet, der, ob-
wohl in der Bildverarbeitung sténdig présent, in den meisten Arbeiten zum Thema ,,Seg-
mentierung” iiberhaupt nicht oder nur unzureichend definiert wird. Auch die vorliegende
Arbeit kann nur Denkanstéf8e und den Versuch einer Definition geben. Es sollen aber zu-
mindest notwendige Kriterien entwickelt werden, die Verfahren zur ,Segmentierung® von
Bildern erfiillen sollten. Anschlielend werden im zweiten Kapitel aus der groflen Zahl der
Segmentierungsverfahren einige gingige Methoden und Ansétze zur ,,Segmentierung® von
Bildern vorgestellt. Im Mittelpunkt des Kapitels werden zwei approximierende Verfahren
zur Segmentierung stehen: Auf der einen Seite werden Methoden der Variationsrechnung
in der Bildsegmentierung behandelt, die in der Literatur vor allem durch Mumford und
Shah bekannt geworden sind, auf der anderen Seite wird der Funktionsquantisierungsan-
satz von Kampke und Kober betrachtet. Diese beiden Ansétze stehen in einem direkten
Zusammenhang zu der vorliegenden Arbeit und erfiillen die in dieser Arbeit aufgestellten
Qualitétskriterien besonders gut. Den Ansétzen ist gemeinsam, daf3 sie das Bild durch
stiickweise stetige Funktionen, deren maximale Stetigkeitsbereiche dabei die Segmente bil-
den, approximieren. Die Methoden der Variationsrechnung versuchen ein Energiefunktio-
nal, bestehend unter anderem aus einem Maf} der Bildtreue, durch eine allgemeine stetige
Funktion zu minimieren. Wéahrend im allgemeinen eine Quantisierung iiber den Erwar-
tungswert einer Zufallsvariablen definiert wird, beschéftigen sich die Arbeiten von Kdmpke
und Kober mit der Quantisierung von Funktionen beziiglich des euklidischen Abstands.
Das heifit unter anderem, daf} sie die gegebenen Funktionen mit stiickweise konstanten, al-
so insbesondere stiickweise stetigen, Funktionen approximieren. Allerdings beschrianken sie
sich dabei auf Funktionen mit eindimensionalem Definitionsbereich und nutzen lediglich
Quantisierungen des Histogramms eines Bildes zur Segmentierung desselben.

Die Quantisierung einer Funktion, die auf einem eindimensionalen Intervall definiert ist, lie-
fert implizit eine Segmentierung dieser Funktion durch zusammenhéingende Mengen. Den
Schritt von ein- zu mehrdimensionalen Definitionsbereichen vollzieht die vektorielle Mehr-
niveaupassung, deren theoretische Grundlagen in Kapitel 3 gelegt werden. Dabei wird das
Konzept um das System der erlaubten Segmentierungen erweitert. Dieses Konzept erlaubt
es, Bedingungen an die jeweiligen Segmentierungen heranzutragen: So kann man z. B.
fordern, dafl eine Segmentierung nur aus rechteckigen oder nur aus zusammenhéngenden
Mengen bestehen soll. Viele Ergebnisse, die Kédmpke und Kober fiir die Approximation
durch konstante Funktionen gewonnen haben, lassen sich auch fiir die Approximation
durch Funktionen eines endlich-dimensionalen Vektorraums unter gewissen Bedingungen
aufrecht erhalten. Dabei wird auch deutlich werden, daf3 der Ansatz der Mehrniveaupas-
sung den wesentlichen Kern des Ansatzes von Kdmpke und Kober mit einschliefit und
dem Ansatz von Mumford und Shah nahe kommt, indem er unter anderem die vielen
Freiheiten, die dieser Ansatz bietet, einschréinkt und dadurch auf das Ziel der Bildsegmen-
tierung hin ausrichtet. Ein wesentlicher Teil des dritten Kapitels dieser Arbeit ist auch dem
Beweis der Existenz einer optimalen Segmentierung im Kontext der Mehrniveaupassung
gewidmet. Der Existenzbeweis gestaltet sich dabei sowohl in der Aussage als auch in der
Beweisfithrung einfacher als der innerhalb des Kontexts des Mumford-Shah-Modells.

Jede Theorie sollte sich auch an ihrer praktischen Umsetzung messen lassen: In Kapitel 4
werden zahlreiche Anwendungen der Mehrniveaupassung zu verschiedenen Segmentierungs-
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problemen vorgestellt. Im Gegensatz zum Mumford-Shah-Modell erfolgt bei der vektoriel-
len Mehrniveaupassung die Diskretisierung innerhalb der Theorie. Dies ist ein klarer Vor-
teil des festen Mengensystems und der Einschrénkung auf einen endlichen Vektorraum zur
Approximation. Génzlich unproblematisch ist die Diskretisierung allerdings nicht: Unter
Umsténden ist das globale Optimum einer Mehrniveaupassung nicht in der Diskretisierung
des Mengenmodells enthalten, wie in Kapitel 4 gezeigt wird.

Das Kapitel 5 beschéftigt sich mit einem Thema, das viele Segmentierungsanséitze nur
indirekt angehen oder umgehen. Es handelt sich dabei um die Frage, wieviele Objekte
oder Segmente in einem gegebenen Bild enthalten sind. Innerhalb der Mehrniveaupas-
sung versucht diese Arbeit, einige Denkanst6fe und Heuristiken zu geben, diese Frage als
Mehrzieloptimierungsproblem zu formulieren und zu losen. In zahlreichen Féllen fiihren
die angegebenen Algorithmen zu zufriedenstellenden Losungen, ein allgemeines, mathe-
matisch fundiertes Vorgehen 148t sich jedoch nicht daraus ableiten.

In Kapitel 6 wird dann noch einmal ein Resiimee der Anwendungen der vektoriellen Mehr-
niveaupassung in der Bildsegmentierung gezogen. Auflerdem werden die Methoden der
Mehrniveaupassung in die Welt der Segmentierungsverfahren eingeordnet. Dabei verdienen
die Methoden der Variationsrechnung aufgrund ihrer theoretischen N&he zur vektoriellen
Mehrniveaupassung eine besondere Aufmerksamkeit.
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1.3 Grundlegende Begriffe

Der zentrale Begriff dieser Arbeit ist sicherlich der Begriff der ,,Segmentierung®. Deshalb
wird auf diesen Begriff in einem eigenen Abschnitt, ndmlich in Abschnitt 2.2.1, gesondert
eingegangen.

Um jedoch iiberhaupt von ,Bildverarbeitung® sprechen zu kénnen, miissen zunéchst die
grundlegenden Begriffe wie ,Bild“, , Pixel“ oder ,,Nachbarschaft“ definiert werden, da sie,
je nach Autor, in der Literatur unterschiedlich aufgefafit werden. Besondere Aufmerksam-
keit widmet dieses Unterkapitel dem Thema ,Farbbildverarbeitung* und den besonderen
Schwierigkeiten, die das Arbeiten mit Farbbildern mit sich bringt.

1.3.1 Bild, Pixel und diskretes Pixelbild

Sei fiir my, mo € Ry die Menge M := [0,m1] x [0, mg2] der Definitionsbereich eines Bildes.
M heifit auch Mattscheibe. Auf M sei ein Bild eine quadratisch integrierbare Abbildung
f:M — Roder f: M — R% wobei sich z. B. ein Farbbild durch einen Wertebereich im
R3 auszeichnen kann, wie der Abschnitt 1.3.2 zeigen wird. Ein Computerbild dieses Bildes
kann nur einen endlichen Definitions- und Wertebereich besitzen. Daher bedeutet ein Com-
puterbild immer eine Diskretisierung eines kontinuierlichen Bildes durch eine physikalische
Finheit, z. B. einem Framegrabber. Fin einfaches Modell dieser Digitalisierung ist die In-
tegration iiber ein Pixel. Fiir eine genauere Darstellung des gesamten Aufnahmeprozesses
sei auf [Haa00] oder [Lau03] verwiesen.

Ein Pixel! sei ein quadratischer Bereich? mit Fliche 1 auf der Mattscheibe.

Definition 1.3.1 (Pixel)
Fiir ein [ € N seien my, ..., m; € N. Weiter sei M := [0, m1] x- - -x [0, m;] eine Mattscheibe?.

i. Ein Pizel ist dann eine Region mit Kantenlinge 1, die durch ihre Koordinaten re-
prasentiert wird: Fiir natiirliche Zahlen 71,...,4; mit 0 < i1 < mq,...,0 <4 < my
sei

[i1, ..., 4] := [i1,91 + 1[x -+ X [ig, 4 + 1]

das Pixel mit den Koordinaten i1, ..., 1%;.

ii. Die Menge
P(M) ::{[il,...,il]‘ogil <m1,...,0§il<ml}

heile die Menge aller Pixzel von M.

Lengl. Abkiirzung fiir Picture Element.

Zidealisierte Annahme, die aber o. B. d. A. machbar ist.

3Der Begriff ,,Mattscheibe“ macht anschaulich nur fiir [ = 2, vielleicht noch ! = 1, Sinn. Aber rein
mathematisch 148t sich das Konzept fiir endliche [ kanonisch fortsetzen.
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iii. Es sei
PM) = {|Jpi | pi € P(M),1 < i < n fiir ein n € N} = p(P(M))
=1

die Menge der pizelbasierten Mengen in M.

iv. Fiir eine Menge A € P(M) sei
P(A) :=={p e P(M) [p C A}

die Menge aller Pizel in A.

Definition 1.3.2 (Diskretes Pixelbild)

Eine Funktion g : M — RY heifit diskretes Pizelbild, falls fiir alle p € P(M) die Funktion g|,,
konstant ist. Daher ist es legitim, wenn auch mathematisch nicht ganz korrekt, g(p) statt
glp zu notieren. g ist allerdings immer noch iiber einen kontinuierlichen Definitionsbereich
definiert, obwohl sowohl der Name als auch die Notation g(p) etwas anderes andeuten.

Ist der Wertebereich eines diskreten Pixelbildes g eine Teilmenge der natiirlichen Zah-
len einschlielich der 0, so heifle g ein diskretes Grauwertpizelbild. Ist der Wertebereich
hingegen eine Teilmenge des Ny, so heifie ¢ diskretes Farbpizelbild.

Bemerkung 1.3.3 (Subpixelgenauigkeit)

Nicht immer besteht das Ergebnis eines Bildverarbeitungsprozesses auf einem diskreten
Pixelbild aus einer Pixelmenge. Der Mittelpunkt eines Kreises etwa kann als Ergebnis
einer Kreispassung auf diskreten Pixelkoordinaten durchaus nicht ganzzahlige Koordinaten
haben. Da in diesem Fall das Ergebnis unterhalb der Genauigkeit der Pixelkoordinaten
ermittelt wurde, spricht man von Subpizelgenauigkeit.

Definition 1.3.4 (Histogramm)

Sei g ein diskretes Grauwertpixelbild mit Werten in N, und sei G := r%)ax g(p). Dann
pel’ (M)

heifit

{0,...,G} = N,

i g (i) = {g = i}

das Histogramm des diskreten Pizelbildes g.

hg ==
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) ety | Deyt] et yet]
[=1y1 | [xy] | [x+1,y] I-1y1 | [xy] | Ix+1y]
[xy-1] x=1,y-11| [xy-1] |[x+1,y-1]

N 4([x,y]) Ng([x,y])

Abbildung 1.1: 4-er bzw. 8-er Nachbarschaft eines Pixels [z,y] im Inne-
ren eines Bildes.

Definition 1.3.5 (4-er und 8-er Nachbarschaft)
Sei fiir my, mo € Ry die Mattscheibe M := [0, m1] x [0, mg]. Fiir ein Pixel [z,y] € P(M)
heifit die Menge
Nu([z,y]) = {2/ [o",y/] € P(M), |2 — 2| + |y — y| =1}
die 4-er Nachbarschaft von [z,y].
Die Menge
Ns([z,9]) = {[«",y/] [2".¢'] € P(M), max{|2’ — [, |y’ -y} = 1}

heiit die 8-er Nachbarschaft von [x,y].

Bemerkung 1.3.6
Trivial folgt fiir zwei Pixel p,q € P(M) mit p € Ny(q), daB auch g € Ny(p) liegt. Dies gilt
natiirlich auch fiir die 8-er Nachbarschaft.

Weiter folgt aus der Definition 1.3.5 fiir alle p € P(M) : Na(p) C Ng(p). Liegt das Pixel
p nicht am Rand des Bildes, so hat die Menge Ny4(p) vier und die Menge Ng(p) acht
Elemente. Daher riihrt die Namensgebung fiir diese Pixelnachbarschaften. Abbildung 1.1
veranschaulicht die geometrische Bedeutung der Definition 1.3.5.

Definition 1.3.7 (Pixelzusammenhang)
Eine Pixelmenge P € P(M) heifit pizelzusammenhdngend beziiglich der 4-er bzw. 8-er
Nachbarschaft, falls fiir alle Pixel p1,p2 € P ein Pfad (g;)1<i<n existiert mit

Lgi=p

. gk = p2

ii. Vie{l,...,k—=1}:¢ € P und ¢;+1 € Ny(q;) bzw. Ng(q;)

Die leere Pixelmenge ist per Definition pixelzusammenhéngend.
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Bemerkung 1.3.8

Der Begriff des Pixelzusammenhangs kann zu sprachlichen Paradoxien fithren: Zunéchst
einmal ist klar, daf3, falls eine Pixelmenge P pixelzusammenhéngend beziiglich der 4-er oder
8-er Nachbarschaft ist, die Menge Upe p P zusammenhéngend ist. Auf der anderen Seite
ist es bei der 4-er Nachbarschaft durchaus moglich, dafi eine zusammenhingende Menge
aus Pixeln nicht pixelzusammenhéngend ist. Abbildung 1.1 verdeutlicht die Problematik:
Die aus den dunkel eingefarbten Pixeln bestehende Menge, die die 4-er Nachbarschaft
skizziert, ist beziiglich der 4-er Nachbarschaft nicht pixelzusammenhéngend, obwohl die
Menge bestehend aus diesen Pixeln zusammenhéngend ist.

Bei der 8-er Nachbarschaft tritt dieses Phanomen nicht auf.

Lemma 1.3.9
Sei N, := N4 bzw. N, := Ng.
Sei g : M — R? ein diskretes Pixelbild. Auf P(M) sei eine Relation ~ definiert durch

p1~p2 & g(p1) = g(p2) Ap2 € Nu(p1)

fiir zwei Pixel p1,p2 € P(M).
Dann ist die transitive Hiille der Relation ~ eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
vgl. [Vos93], S. 13

Definition 1.3.10 (Pixelzusammenhangskomponente)

Sei g : M — R? ein diskretes Pixelbild.

Dann heifien die Aquivalenzklassen der transitiven Hiille der Relation ~ aus Lemma 1.3.9
Pizelzusammenhangskomponenten beziiglich der 4-er bzw. 8-er Nachbarschaft. Das heifit,
eine Pixelzusammenhangskomponente in g ist eine maximal pixelzusammenhéngende Men-
ge von Pixeln gleichen Wertes.
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1.3.2 Bemerkungen zur Farbbildverarbeitung

Das physio- und psychologische Phénomen des menschlichen Farbsehens ist in seiner Ge-
samtheit noch nicht entschliisselt. Die physikalischen Grundlagen des Begriffes Farbe kon-
nen allerdings in formalen Begriffen formuliert und durch experimentelle und theoretische
Ergebnisse gestiitzt werden (vgl. [GW92], S. 222).

Grundsiétzlich ist die Farbe eines Objektes, die das menschliche Auge wahrnimmt, da-
durch definiert, welche Wellenldngen des Lichtes von dem Objekt reflektiert und welche
absorbiert werden. Eine unbunte Farbe (Schwarz, Wei und alle Graustufen) 148t sich
durch einen Wert, ihre Helligkeit, beschreiben. Daher haben diskrete Grauwertbilder eine
Teilmenge des N, als Wertebereich.

Fiir die Beschreibung einer bunten Farbe sind jedoch drei Werte nétig. Eine Farbe 1483t
sich also als Vektor eines dreidimensionalen Vektorraums kodieren (vgl. [FBS90]). Eine
Moglichkeit dies zu tun, ist es, alle Farben als Kombination der drei sogenannten Pri-
mdrfarben rot, griin und blau zu kodieren. 1931 hat die CIE (Commision Internationale
de I'Eclairage) die spezifischen Wellenléngen der Primérfarben standardisiert: Blau hat
eine Wellenldnge von 435.8nm, griin 546.1nm und rot genau 700nm. Diese Primérfarben
konnen nun addiert werden und ergeben die sogenannten Sekunddrfarben: Magenta als
Kombination von rot und blau, cyan als griin und blau, und gelb als Addition von rot und
griin. Auf der Grundlage dieser Kodierungsmoglichkeit entstand das RGB-Farbmodell und
das CMY-Farbmodell(vgl. 1.3.2.1.1). Alle anderen Farben ergeben sich in diesen Modellen
als Linearkombinationen der Primérfarben, bzw. — im CMY-Farbmodell — der Sekundér-
farben.

Eine andere Moglichkeit, Farben als dreidimensionale Vektoren zu kodieren, ist die Cha-
rakterisierung der Farben als Mischung aus Farbton (Hue), Séttigung (Saturation) und
Helligkeit (Intensity). Dabei ist der Farbton die dominante Wellenléinge im Wellengemisch
des Lichts, das der Beobachter aufnimmt. Die Séttigung ist ein Wert fiir den Anteil von
weilem Licht, das mit dem Farbton gemischt die Farbe ergibt. Auf der Grundlage dieser
Kodierungsmoglichkeit entstand das HSI-Farbmodell (vgl. 1.3.2.1.2).

1.3.2.1 Farbmodelle

Der Sinn von Farbmodellen in der Bildverarbeitung ist es, standardisierte Methoden be-
reitzustellen, um mit Farbbildern umgehen zu kénnen. Allen Farbmodellen ist gemeinsam,
daf} sie die einzelnen Farben als Punkte in einem dreidimensionalen Koordinatensystem
darstellen. Als Hauptmodelle haben sich dabei in der Geschichte der Bildverarbeitung das
RGB- und das HSI-Modell herauskristallisiert.

1.3.2.1.1 Das RGB-Farbmodell

Der Vorteil des RGB-Farbmodells ist, dafl ihm ein kartesisches Koordinatensystem zugrun-
de liegt. Jede Farbe wird als Linearkombination der Intensitédten der drei Primérfarben
rot, griin und blau dargestellt. Der Farbraum ist dann ein Wiirfel mit Ursprung Schwarz
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und rot, griin und blau als Eckfarbwerte an den Achsen. Die restlichen Ecken des Qua-
drats sind dann magenta (= rot + blau), cyan (= griin + blau), gelb (= rot + griin)
und weifl (= rot + griin + blau). Die unbunten Farben, das heifit die Grautone, liegen
in diesem Farbmodell auf der Geraden durch die Punkte Schwarz und Weif}. Abbildung
1.2 veranschaulicht dieses Farbmodell. Zahlreiche in der Bildverarbeitung bekannte Farb-

Blau

Cyan
Magenta : —Weiss
R R I
.~ Schwarz Griin
Rot Gelb

Abbildung 1.2: Skizze des RGB-Farbwiirfels mit den Ecken rot, griin,
blau, magenta, cyan, gelb sowie schwarz und weif}. Auf der gepunkteten
Linie zwischen Schwarz und Weif} sind die Grauwerte angeordnet.

modelle lassen sich durch eine lineare Abbildung auf dieses Farbmodell zuriickfithren. Als
Beispiele seien die Modelle CMY ( = Cyan, Magenta, Yellow), YIQ oder YUV genannt
(vgl. [GW92] oder [PB99)]).

1.3.2.1.2 Das HSI-Farbmodell

Das HSI-(= Hue, Saturation, Intensity) Farbmodell, oft auch HSV-Farbmodell genannt,
wobei das V fiir ,Value*“ steht, wurde 1978 von Alvy Ray Smith entwickelt. Es spaltet
die Farbinformation in zwei Teile: Einen unbunten (achromatischen) Anteil, ndmlich die
Helligkeit oder Intensitit, und einen bunten (chromatischen) Anteil, ndmlich Sittigung
und Farbton. Diese Aufteilung kommt dem menschlichen Farbsehen néher als die RGB-
Darstellung. Farbton und Séttigung (engl. Hue and Saturation) spannen ein Dreieck auf,
wie es in Abbildung 1.3 skizziert wird.

Alle Farben (= Farbton + Séttigung) liegen in diesem Dreieck, das von Primérfarben
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Blau

Magenta Cyan

'Farbpunkt p

Rot Gelb Griin

Abbildung 1.3: Skizze der Farbton und Séttingungsebene (,Hue* und
ySaturation®). Der Farbton ist der Winkel zur Rotachse, die Séttigung
ist der Abstand des Farbpunkts P zum Zentrum des Dreiecks.

rot, griin und blau aufgespannt wird. Jede Farbe P in diesem Dreieck ist durch zwei
Werte gegeben: dem Farbwinkel, relativ zur Rotachse und dem Abstand des Farbwerts
zum Mittelpunkt des Farbdreiecks. Dieser Abstand wird relativ zur Groéfle des Dreiecks
angegeben, da die Grofle des Farbdreiecks abhéngig ist von der Intensitét (vgl. Abbildung
1.4). Dieser Abstand entspricht dann der Sittigung. Der Farbwinkel kodiert den Farbton.
So entspricht ein Winkel von 0° rot, ein Winkel von 60° gelb und ein Winkel von 120°
griin.

FEin Umrechnungsalgorithmus einer Darstellung beziiglich des RGB-Farbmodells zu ei-
ner Darstellung im HSI-Farbmodell und umgekehrt findet man zum Beispiel in [GW92],
S. 229 — 238. Weitere Farbmodelle, die in analoger Weise der Trennung der chromatischen
und achromatischen Farbanteile folgen sind z. B. das CIEL*u*v*- oder das CIEL*a*b*-
Farbmodell (vgl. [WS82]).

1.3.2.2 Probleme einer Metrik in Farbmodellen

Das Hauptproblem beim Vergleich von Farben ist es, die Perzeption der Farben durch
das menschliche Auge nachzuahmen. Dieses Problem kann grundsétzlich wohl nie geldst
werden, da, wie eingangs erwéhnt, das Farbsehen des Menschen nicht génzlich erforscht
und sicher auch individuell verschieden ist. Trotzdem wére es schon, in den jeweiligen
Farbmodellen eine Metrik definieren zu kénnen, die die folgende Eigenschaft hat:

Seien fi1, fa, f3 drei Werte innerhalb eines Farbmodells und d eine Metrik des Farbmodells.
Dann sollte aus d(f1, f2) < d(f1, f3) folgen, daf$ die Mehrheit der Menschen empfindet,
die Farbe, die fi zugeordnet ist, ist der Farbe von fo dhnlicher, als der von f3.

Diese Forderung ist natiirlich nur ein nicht zu erreichendes Ideal, an dem aber mdogliche
Metriken der Farbmodelle gemessen werden sollten.
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Intensjtat

Rot Grin

Schwarz

Abbildung 1.4: Skizze der Darstellung von Farben im HSI-Farbmodell.
Fiir jede Intensitéit existiert ein Farbdreieck aufgespannt von Farbton
und Séttigung.

Die naheliegendste Metrik fiir das RGB-Farbmodell ist sicherlich die euklidische. Die Nach-
teile dieser Metrik werden u. a. in [PB99] dargelegt. Dort wird zunéchst die Koordinaten-
transformation des RGB-Farbwiirfels in den YUV-Farbwiirfel mittels der Vorschrift

Y 0.299  0.587 0.114 R
Ul =1-0147 -0.289 0.437 G
|4 0.615 —0.515 —0.1 B

vorgeschlagen. In diesem Koordinatensytem ist dann wieder die euklidische Metrik an-
zuwenden, was speziell im Zusammenhang mit der vektoriellen Mehrniveaupassung von
Farbbildern (vgl. speziell Abschnitt 4.6) wiinschenswert erscheint. Eine Ubersicht von ver-
schiedenen Ansétzen einer Metrik, die zumindest versucht, die oben aufgestellte Forderung
zu erfiillen, findet man in [Haf98], Abschnitt 4.3.2, oder in [WS82], Chapter 3.



Kapitel 2

Bildsegmentierungen

2.1 Einleitung

Das Ziel dieses Kapitels ist es, sich zundchst einmal mit der Welt der Bildsegmentierung
auseinanderzusetzen. Dazu ist es no6tig, sich dem Begriff der ,,Segmentierung® zu néhern.
Dies erscheint, da der Begriff in der Bildverarbeitung sehr hiufig anzutreffen ist, einfacher,
als es wirklich ist. Das erste Unterkapitel dieses Kapitels wird die anerkanntesten Defini-
tionen kritisch vorstellen und auch einen eigenen Ansatz présentieren, an dem sich die
Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung in der Bildverarbeitung messen sollen.

Im zweiten Unterkapitel werden die gingigsten Methoden zur Segmentierung von Bildern
prisentiert. Aufgrund der Fiille an Algorithmen und Ansétzen kann im Unterkapitel al-
lerdings nur der Versuch einer einigermafen vollstindigen Ubersicht und Einordnung der
verbreitesten Methoden gemacht werden.

Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt allerdings bei den Methoden der Variationsrechnung
zur Bildsegmentierung, sowie bei den Ansétzen der Segmentierung iiber die Quantisierung
von Funktionen. Die vektorielle Mehrniveaupassung wird Anregungen dieser beiden Seg-
mentierungsanséitze aufnehmen. Aufgrund dieser Nihe ist beiden Ansétzen jeweils ein
eigenes Unterkapitel gewidmet.
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2.2 Der Begriff ,,Segmentierung*

Der Begriff ,,Segmentierung” bzw. ,Bildsegmentierung” ist sicherlich einer der zentralen
Begriffe der Bildverarbeitung iiberhaupt. Es gibt jedoch keine einheitliche Definition des
Begriffes.

Im folgenden werden zunichst einige bekanntere Versuche in der Literatur, den Begriff
»Segmentierung® zu definieren, vorgestellt. Besonders hervorzuheben sind dabei die An-
sétze von Haralick und Shapiro und von Mumford und Shah, wobei letztere ihre Definition
des Begriffes Segmentierung zur Grundlage ihrer Theorie der Segmentierung mit Methoden
der Variationsrechnung machen.

2.2.1 Definitionen von Segmentierungen

Viele Autoren in der Bildverarbeitung umgehen es, den Begriff , Segmentierung” zu defi-
nieren. Denn schon Azriel Rosenfeld und Avinash Kak schreiben 1982:

It should be emphasized that there is no single standard approach to segmentation. ([RK82],
S.56)

In der Tat kann man das, was dem menschlichen Auge und Gehirn so leicht zu fallen
scheint, nicht so einfach in mathematischen Termen ausdriicken.

In [HS92] gehen Robert Haralick und Linda Shapiro dem Problem der Definition des Be-
griffes ,Segmentierung® elegant aus dem Weg, indem sie beschreiben, welche Bedingungen
die meisten Algorithmen, die sich ,,Segmentierungsalgorithmen® nennen, erfiillen ( ,,Instead,
general segmentation procedures tend to obey the following rules* [HS92], S. 509). Als diese
Bedingungen listen sie die folgenden auf:

1. Segmente einer Segmentierung sind uniform oder homogen beziig-
lich einer Charakteristik wie zum Beispiel dem Grau- oder Farb-
wert oder der Textur.

1. Adjazente Segmente haben signifikant unterschiedliche Werte in
der Charakteristik, in der sie uniform sind.

1i. Das Innere der Segmente ist einfach und hat, wenn tberhaupt, nur
wenige kleine ,Ldécher”.

w. Die Rdnder von Segmenten sind ebenfalls einfach und nicht zer-
franst.
(2.1)

Es herrscht Einigkeit dariiber, dal ein Verfahren, das ein Bild ,segmentiert”, dieses in
disjunkte Bereiche, deren Vereinigung wieder das Bild ergibt, aufteilt. Aber welche Ei-
genschaften diese Bereiche haben sollen, 148t sich nicht so leicht festlegen. Der Begriff
»2homogen* in Punkt 7. 148t einigen Interpretationsspielraum zu. Ebenso offen bleibt die
Frage, in wie viele Bereiche ein Bild aufgeteilt werden soll.
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In einigen wissenschaftlichen Veroffentlichungen findet man folgende Definition fiir ein
,Segment*:

Ein Segment ist eine Menge von miteinander verbundenen Pixeln eines Bildes, in der alle
Pizel zueinander dhnlich sein miissen (vgl. etwa [Wol00], S. 66).

Fine solche Definition wird allerdings Bildflichen nicht gerecht, die, weil sie vielleicht beim
Aufnahmeprozef3 schriag beleuchtet wurden, einen Farbwertverlauf haben, der sich konti-
nuierlich in einer Richtung &ndert. Deshalb fordern David Mumford und Jayant Shah von
einer Segmentierung eines Bildes f in n disjunkte Bereiche Ry, ..., Ry,

daf8 sich das Bild f innerhalb eines Bereichs R;, (i € {1,...,n}) nur
sanft (,smoothly“) verindert, an den Grenzen der Bereiche aber sprung-
haft. (vgl. [MS89], S. 578).
(2.2)

Diese Definition — man vergleiche sie mit den Punkten ¢. und #i. der Bedingungen von
Haralick und Shapiro — fiihrt die Autoren dann unweigerlich zu den nach ihnen benannten
Verfahren zur Bildsegmentierung, bei denen Bilder durch stiickweise stetige Funktionen,
die gewissen Glattheitsbedingungen gehorchen, approximiert werden. Die Bereiche, auf
denen die Approximation stetig ist, bilden dann die Segmente. Die Segmentgrenzen sind
durch die Unstetigkeitsstellen charakterisiert. Auf diese Verfahren wird in Abschnitt 2.4
eingegangen. Ein Nachteil dieser Definition ist das Fehlen jeglicher Charakterisierung der
Form der Segmente. Man findet auch in dieser Definition keinen direkten Hinweis auf die
Bestimmung der Anzahl der Segmente. Sie ist — abhéngig von einer geeigneten Parame-
trisierung — gegeben durch die Anzahl der stetigen Teilstiicke der Approximation.

Einen weiteren Nachteil der Definition von Mumford und Shah zeigt Bild 2.1': Der Hinter-
grund dieses Bildes enthilt Pixel, deren Farbwerte denen der Hand néher sind, als denen
der dunkleren Pixel des Hintergrunds. Auflerdem sind die ,,Spriinge* zwischen den Farb-

Abbildung 2.1: Bild mit ,undhnlichen“ und ,;unglatten“ Segmenten.

werten des Hintergrundes gewaltig. Trotzdem unterscheidet man intuitiv zwischen den drei

'Das Bild wurde http://www.caip.rutgers.edu /~comanici/segm_images.html entnommen.
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Bereichen ,,Hand“, ,Ring“ und ,,Hintergrund“. In der Praxis der Variationsrechnung in der
Bildverarbeitung kann man dieses Problem jedoch umgehen, indem man ein Featurebild,
statt eines Grauwert- bzw. Farbbilds, segmentiert (vgl. etwa [KLM94]). Das heifit, es wird
der Segmentierung ein Schritt — ndmlich der der Featureextraktion — vorgeschaltet. Dieser
Schritt wird jedoch nicht in die Definition des Begriffes ,,Segmentierung® aufgenommen.

2.2.2 Eigene Anniherung an den Begriff ,,Segmentierung*

Die eigene Anniherung an den Begriff ,,Segmentierung” folgt zwei Maximen:

e Eine Segmentierung ist immer problemabhéngig. Selbst wenn man ein Bild einfach
,hur in mehrere Segmente unterteilen will, mufl man sich schon Gedanken iiber das
Aussehen dieser Segmente und die Sensoreigenschaften des Bildaufnahmeprozesses
gemacht haben.

e Eine Segmentierung ist ein Approximationsproblem. Zahlreiche Filme glinzen heut-
zutage mit computergenerierten Bildern, die fiir das menschliche Auge kaum vom
Original zu unterscheiden sind. Daher liegt es nahe, Bilder zu segmentieren, indem sie
durch kiinstlich generierte Bilder approximiert werden. Die Segmente zeichnen sich
dabei durch eine einheitliche Représentation der Approximation aus. Insbesondere
ist daher das Segmentierungsproblem mathematisch formulierbar.

Abbildung 2.2: Bild einer hellen Granittranche vor gelbem Hintergrund.

Betrachtet man Bild 2.2 mit der Aufgabe, das Bild in die Bereiche ,,Granitplatte und ,, Hin-
tergrund® zu segmentieren, so erhdlt man ein Problem, das sich klar als mathematisches
Approximationsproblem formulieren 1a8t:

Sei f: M — {0,...,G}3 ein Farbwertbild. Gesucht ist die Zerlegung des Definitionsbe-
reichs M des Bildes in zwei disjunkte, einfach zusammenhdngende > Mengen A, B, so daf8

®Eine Teilmenge des R? heiBt einfach zusammenhingend, wenn ihr Rand zusammenhiingend ist (vgl.
[BS91], S. 244). Vergleiche auch Abschnitt 4.6.8
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der Abstand dist(f, gl + hlp) minimal wird, wobei g und h Funktionen eines Funktio-
nenraums sind, die f auf A bzw. B approximieren.

Dabei spielt der Funktionenraum in der Modellierung eine grofie Rolle. Bei der oben ge-
stellten Aufgabe wird man z. B. g und h aus dem Raum der konstanten Funktionen w#hlen.

Im Beispiel der Abbildung 2.2 war schon vor dem Segmentierungsprozefl bekannt, wieviele
Bereiche zu segmentieren sind. Wie kann man den Segmentierungsproze3 aber definie-
ren, wenn man vorher nicht weif}, wieviele Objekte sich im Bild befinden? Bild 2.3 zeigt
mehrere Stiicke von Granittranchen vor gelbem Hintergrund. Die Anzahl der zu segmen-

Abbildung 2.3: Bild von mehreren Granittranchenstiicken vor gelben
Hintergrund.

tierenden Bereiche ist hier ein weiterer Parameter, den es zu ermitteln gilt. Dabei wird
die Ermittlung dieses Parameters von dem Bestreben bestimmt, ihn moéglichst klein zu
halten. Auf der anderen Seite wird die Minimierung der zu segmentierenden Bereiche den
Fehler der Approximation erhdhen. Bildet jedes einzelne Pixel ein Segment, so ist zwar
der Approximationsfehler gleich 0, aber das Ergebnis wenig aussagekriftig. Das heif3t, die
Minimierung des Approximationsfehlers lduft der Minimierung der Anzahl der Bereiche
entgegen. Man befindet sich also im Kontext einer Mehrzieloptimierung: Approximations-
fehler versus Anzahl der zu segmentierenden Bereiche.

Dabei spielt unter anderem die Sensorcharakteristik eine entscheidende Rolle: Hat man
zum Beispiel einen idealen Sensor, d. h. das Signal ist génzlich unverrauscht, so mufl
man, wenn man von einfarbigen, ideal beleuchteten Objekten ausgeht, fiir jeden unter-
schiedlichen Sensorwert einen unterschiedlichen Bereich segmentieren. Ist das Signal stark
verrauscht, so wird man grofiziigiger mit der Vereinigung von unterschiedlichen Signalen
umgehen.

Fazit

Da, wie schon eingangs erwihnt, eine Segmentierung immer problemabhéngig ist, mufl
fiir jedes praktische Problem eine eigene Definition formuliert werden. Daher sollte ein
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gutes Segmentierungsverfahren immer eine Auswahl von Moglichkeiten und Werkzeugen
bereitstellen, um das jeweilige Segmentierungsproblem formulieren und 16sen zu kénnen.
Trotzdem gibt es einige Bedingungen, denen alle Segmentierungsverfahren unterworfen
sein sollten. Fiir ein Bild f : M — R sollte ein Segmentierungsverfahren den folgenden
Bedingungen gentigen:

Definition 2.2.1 (Notwendige Bedingungen einer Segmentierung)
Sind fiir ein n € N die Mengen A1, ..., A, C M und die Funktionen g1, ..., g, das Ergebnis
eines Segmentierungsverfahrens, so sollte gelten:

AW WA, =M,

ii. Die approximierenden Funktionen g1, ..., g, sind aus einem Funktionenraum V und
n

dist(f, > gila,) ist ein (lokales) Minimum unter allen Ergebnissen mit gleichem n,
i=1

iii. die Segmente Ay, ..., A, gehorchen gewissen Bedingungen an ihr Aussehen, und

iv. n ist das Pareto-Optimum einer Mehrzieloptimierung.

Insbesondere sollte das Segmentierungsverfahren Mittel, d. h. Funktionen bereitstellen, die
das Minimierungsproblem in ii. im Sinne des jeweiligen Segmentierungsprozesses gestalten.

Dabei sollte die Distanz dist in Punkt ii. der Definition 2.2.1 eine geeignete Metrik fiir
den Abstand von Originalbild und Approximation sein. Das Aussehen der Segmente in
Punkt iii. kann z. B. die Forderung nach Zusammenhang oder Konvexitét fiir die Segmente
bedeuten.

Die Forderung in Punkt iv. nach Pareto-Optimalitdt ist wohl der grofite Unterschied zu
anderen Ansétzen der Definition des Begriffes ,,Segmentierung”. Eine Situation einer Mehr-
zieloptimierung heifit pareto-optimal, wenn sich das Optimierungsproblem in keiner Kom-
ponente verbessern 1a8t, ohne es in einer anderen zu verschlechtern (vgl. auch Abschnitt
5.2).

Wie man deutlich sieht, steht bei der Definition 2.2.1 die Zahl n der Segmente im Vor-
dergrund. Sie ergibt sich nicht, wie bei den Definitionen von Haralick und Shapiro bzw.
Mumford und Shah indirekt aus den Eigenschaften der Segmente bzw. Segmentgrenzen,
sondern ist ein Ziel einer Mehrzieloptimierung.

An diesen Kriterien sollte ein Segmentierungsverfahren gemessen werden. Ein nicht zu
vernachléssigender Faktor bei der Beurteilung von Segmentierungsverfahren sollte auch
die algorithmische Umsetzbarkeit bzw. die Laufzeit der jeweiligen Algorithmen auf Rech-
nersystemen sein.
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2.3 Gangige Verfahren zur Segmentierung von Bildern

In diesem Unterkapitel sollen die géngigsten Methoden auflerhalb des Ansatzes der Variati-
onsrechnung zur Segmentierung von Bildern vorgestellt werden. Natiirlich kann eine solche
Ubersicht nur einen Teil sowohl der unzihligen Verfahren und Algorithmen als auch der
Theorien zur Segmentierung von Bildern wiedergeben. Daher werden nur solche Verfah-
ren vorgestellt, die sich in der Literatur durchgesetzt haben. Besondere Aufmerksamkeit
wird dabei dem Schwellwertverfahren von Nobuyuki Otsu in Abschnitt 2.3.1.1 gewidmet
werden, da sich in Abschnitt 4.5 herausstellen wird, dafl es sich auch als Mehrniveaupas-
sungsproblem modellieren 14f3t.

Bemerkungen zur Segmentierung von Farbbildern und zur allgemeinen Bewertung von
Segmentierungsverfahren schliefen dieses Unterkapitel ab.

2.3.1 Schwellwertverfahren

Sei {0, ...,G} der Wertebereich eines diskreten Grauwertpixelbildes g. Bei einem Schwell-
wertverfahren werden zunéchst algorithmisch Werte {ts,...,tx} C {0,..., G}, sogenannte
Schwellwerte, bestimmt. Mit diesen Schwellwerten wird dann die Segmentierung von g
berechnet, indem man alle Pixel, die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schwellwerten
liegen, zusammenfafit. Definiert man S; := {p € P(M) : t; < g(p) < tip1} firi=1,...,k,
wobei tg := 0 und 511 := G + 1 definiert sei, so bildet Sq, ..., Sk eine Segmentierung des
Bildes g bei denen alle Pixel eines Segments einen &hnlichen Grauwert haben. Der Nachteil
eines solches Vorgehens ist, dafl man auf die Form der Segmente keinen Einfluf} hat. Es
befindet sich damit im Widerspruch zu Punkt iii. der Definition 2.2.1 der notwendigen
Bedingungen an einer Segmentierung, bzw. zu Punkt . der Bedingungen von Haralick
und Shapiro (vgl. (2.1), S. 14). Die Segmente Sy, ..., Sk sind im allgemeinen nicht einmal
zusammenhingend.?

Die zentrale Aufgabe bei Schwellwertverfahren ist es, ein geeignetes Verfahren fiir die
automatische Bestimmung der Schwellwerte anzugeben. Das wichtigste Hilfsmittel dazu ist
in den meisten Anwendungen das Histogramm des Bildes. Wenn sich zwei Objekte (meist
ist eines davon der Hintergrund) im Bild klar anhand ihres Grauwertes unterscheiden, so
werden diese Grauwerte im Histogramm des Bildes lokale Maxima sein. Genauer gesagt
wird, da die Grauwerte in einem realen Bild immer auch innerhalb des Objektes ein wenig
variieren, eine Art ,Hiigel* im Graphen des Histogramms rund um den mittleren Grauwert
des Objektes zu sehen sein. Einige Autoren (vgl. etwa [GW92], S. 447ff) gehen davon
aus, dafl dieser ,Hiigel* im Idealfall einer Gaufischen Glockenkurve entspricht (vgl. z. B.
Abbildung 2.4).

Der grofie Vorteil eines histogrammbasierten Schwellwerverfahrens ist die Geschwindigkeit,
da die Algorithmen nur auf dem Definitionsbereich des Histogramms, statt auf dem des
Bildes, arbeiten.

3Diesen Nachteil kann man umgehen, indem man, wie in Abschnitt 4.6, die Pixelzusammenhangskom-
ponenten (vgl. Definition 1.3.10) der Mengen Si, ..., Sk als Segmente definiert.
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Abbildung 2.4: Beispiel eines Histogramms mit einen Definitionsbereich
von 256 Grauwerten. Bei dem Bild handelt es sich um den Blaukanal
der Aufnahme von Bild 2.2.

2.3.1.1 Varianzanalyse, Otsu 1979

Obwohl aus dem Jahre 1979, und damit vergleichsweise alt, findet man das Verfahren von
Nobuyuki Otsu ([Ots79]) als Referenz in zahlreichen Veréffentlichungen iiber histogramm-
basierte Schwellwertverfahren.

Otsu nimmt die Eintrédge des Histogramms als Wahrscheinlichkeiten einer diskreten Zu-
fallsvariablen und bestimmt denjenigen Grauwert, fiir den sich, nach einer Varianzanalyse,
das Histogramm am besten in zwei zusammenhéngende Teile separieren 1ift.

Sei {0, ...,G} die Menge der Grauwerte eines diskreten Grauwertpixelbildes g und hy das
Histogramm des Bildes (vgl. Definition 1.3.2 und 1.3.4). Dann kann man fiir ein belie-
biges Pixel p des Bildes aus hy(i) die Wahrscheinlichkeit schétzen, dafi g(p) den Wert i
hat. Diese Uberlegung rechtfertigt das Vorgehen, das Histogramm hg als Grundlage eines
Wahrscheinlichkeitsmafles zu sehen.

Sei X : Q — {0,...,G} eine Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeit durch das Histo-
gramm h, bestimmt ist. Definiert man N := ZZG:O hg(i), so sei die Wahrscheinlichkeit

P[X = i], die Wahrscheinlichkeit, daf} ein Pixel den Grauwert ¢ trigt, p; := hgT(Z) Es gilt
dann ZZG:O p; = 1 und alle p; sind grofler oder gleich 0, wobei im folgenden alle p; mit
0 <1i < G grofler als 0 angenommen werden, um Fallunterscheidungen zu vermeiden.

Ziel ist es nun, einen Grauwert k* € {0,...,G — 1} zu bestimmen, so daf sich fiir k = k*
die beiden Klassen Cy(k) := {0,...,k} und Ci(k) := {k + 1,...,G} am besten trennen
lassen. Dieser Grauwert k* ist dann ein geeigneter Schwellwert, um die beiden Klassen zu
segmentieren.

Die Wahrscheinlichkeit der Klasse Cy(k) ist wo(k) := P[X € Co(k)] = 32, pi. Analog ist
wi(k) == P[X € Ci(k)] = Zz‘G:k—i—l pi = 1 —wp(k) die Wahrscheinlichkeit der Klasse C (k).
Definiere p(k) == Zf:o ip;. Dann ist E[X]| = p(G) der Erwartungswert von X.
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Der bedingte Erwartungswert der Klasse Cy(k) ist

k

und analog sei

B W@ = k) u(G) - k)
(k) == E[X|X € Cy (k)] = o)) 1—wolk)

Die bedingte Varianz der Klassen Cy bzw. C ist

k

o0(k)? = VAR[X|X € Co(k)] = E[(X — po(k))2|X € Co(k)] = Y (i — Mo(k‘))wa(ik)
=0

(2.3)

bzw. o1(k)? = Ez’G:k—H(i - ”1(14“))2%(1./6)'
Die Gesamtvarianz der Zufallsvariable X ist o2 := Z?:o (i = w(@))*pi

Die Varianzanalyse unterscheidet nun zwischen der Varianz innerhalb der Klassen (im
folgenden oy (k)?) und der Varianz zwischen den Klassen (im folgenden op(k)?).* Sie sind
wie folgt definiert:
ow (k)2 := wo(k)oo(k)? + wi(k)oy (k)?
und
op (k) = wo(k)(no(k) — n(G))? + wi (k) (ur (k) — n(G))?
Es gilt

ow (k)? + op(k)? = o> (2.4)

Die Summe der Varianz innerhalb der Klassen und der Varianz zwischen den Klassen
entspricht also der Gesamtvarianz.

Zwei Klassen sind ,, gut“ zu trennen, wenn die Varianz innerhalb der Klassen gering und
die Varianz zwischen den Klassen hoch ist. Otsu betrachtet in seiner Arbeit nun den Wert

x(k) == ;T‘f/ ((]Z); Dieser sollte maximal sein unter allen moéglichen Schwellwerten k, d. h.

o(k)? soll ein hoher Wert und oy (k)? gleichzeitig ein niedriger Wert sein. Ist oy (k)? = 0,
so sei x (k) := oo definiert. Dieser Fall ist allerdings ein Idealfall, der in den meisten Bildern
nicht auftritt.

Fiir eine effektive Bestimmung des Wertes k, fiir den (k) maximal wird, wird nicht

x(k), sondern % maximiert. Da fiir alle k& gilt x(k) > 0, ist dies zuléssig. Nun ist
aber, wie man durch leichte Umformungen mit Hilfe von Gleichung (2.4) zeigen kann,
x(k) _ op(k)?

O+ ~ 2. Daher geniigt es, nur op(k)?, die Varianz zwischen den Klassen, zu maxi-
mieren, um gleichzeitig auch die Varianz innerhalb der Klassen zu minimieren. Das heifit
als Schwellwert liefert dieses Verfahren einen Wert k* mit

k‘* 2 — k 2
op(k") ke{(fl..?ﬁ)éq}aB( )
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung: Wéhle & so, dafl die Abweichung in-
nerhalb der Klassen gering und zwischen den Klassen grof ist.

Abbildung 2.6: Beispiel der Schwellwertbestimmung nach dem Verfahren
von Otsu (Originalbild 2.4, Histogramm mit eingetragenem Schwellwert,
Ergebnis nach Anwendung des Schwellwertes).

Bemerkung 2.3.1
Es ist

op(k)® = wolk)(uo(k) — (@) + wi(k)(pa (k) — u(@))?
= wo(k)po(k)? — 2wo(k)po(k)u(G) + wo(k)u(G)?
+ wi(k)pa (k)? = 2w1 (k) pn (k) (G) + wi (k) u(G)?
= wo(k)po(k)? + wi (k)p (k)
— 20(G) (wo(k)po(k) + wi (k)1 (k) +1(G)? (wo (k) + wi(k))
—u(G) =1
= wo(k)po(k)* + w1 (k)1 (k) — w(G)?

2

Da p(G)? konstant ist, geniigt es also, um op(k)? zu maximieren, lediglich den Term

4Die Wahl der Indizes ,W* bzw. ,B* folgt dem Originalartikel, d. h. sie sind dem Englischen entlehnt:
»W steht fiir ,,within*“ und ,,B* fiir ,between“.
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Abbildung 2.7: Beispiel der Schwellwertbestimmung nach dem Verfah-
ren von Otsu. Zu sehen ist von links nach rechts das Originalbild, das
Histogramm mit eingetragenem Schwellwert und das Ergebnis nach der
Anwendung des Schwellwertes zur Segmentierung. Das Originalbild ist
die Abbildung einer Granittranche und ihres Schattens vor einem weiflen
Hintergrund. Der weifle Hintergrund hat die hochste Helligkeit, die ein
Pixel bei dieser Aufnahme annehmen kann. Daher entsteht, aufgrund
der groflen Fliche des Hintergrunds, ein unverhéltnisméfig hoher Histo-
grammwert fiir G. Wie man sieht, wird der Schatten, der heller ist als
das Objekt, noch zum Hintergrund gerechnet.

wo (k) o (k)% + w1 (k)1 (k)? zu maximieren. Es ist
. el ,
(Zf:o ipi)? i (Xilhet ipi)°
Zf:o pi Zz‘G:k;—&-l Di

Auf diese Gleichheit wird an spéterer Stelle, ndmlich in Abschnitt 4.5, noch einmal ver-
wiesen werden.

wolk)o(k)? + wr (k) (k)2 = (2.5)

2.3.1.2 Erweiterung der Varianzanalyse auf n > 1 Schwellwerte

Mit Hilfe des oben beschriebenen Ansatzes 1483t sich leicht auch mehr als ein Schwellwert
bestimmen. In dem Originalartikel [Ots79] schldgt Otsu vor, die Varianzanalyse iiber n+ 1
Klassen, statt iiber 2 Klassen, zu machen. Dann héngt allerdings a% von n statt nur von
einem Parameter ab. Man sucht dann Schwellwerte k7, ...k}, mit

2 2
O-B(klrﬂ cee k:rkz) = nglgl-?i{kn<GUB(kjl’ s >kn)

Auf die Berechnung des globalen Maximums von op(kf, ..., k!)? sollte jedoch verzichtet
werden, da (Grfl) Fille zu unterscheiden sind. Bei G = 255 wéren daher schon fiir nur
3 Schwellwerte 2731135 Fille zu untersuchen. Daher sollte man stattdessen das Histo-
gramm, u. U. mit Hilfe des Verfahrens von Otsu, in sinnvolle Teile unterteilen und auf
diese den Algorithmus zur Bestimmung eines Schwellwertes anwenden. Genauso kénnte
man die einzelnen Parameter sukzessive optimieren, bis sich kein Parameter mehr ein-
zeln verbessern 1aft. Dieses Verfahren sichert zwar kein globales Maximum, ist jedoch in
der Laufzeit viel effektiver. Ein Algorithmus der genau dies leistet, ist der Algorithmus
11 (Histogrammanalyse), der in Abschnitt 4.5 als Anwendung der Mehrniveaupassung
prasentiert wird.
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2.3.1.3 Weitere Schwellwertverfahren

Schon 1972 versuchte man, das Histogramm durch eine Summe von Normalverteilungen
zu approximieren ([CK72]). Allerdings zeigen die Beispielhistogramme der Abbildungen
2.6, 2.7 oder auch 4.18 in Abschnitt 4.5 die Grenzen eines solchen Ansatzes, insbesondere
bei ungeglitteten Histogrammen: Zum einen fallen viele nicht-signifikante lokale Optima
der nichtlinearen Approximation an, zum anderen verteilen sich nicht alle Grauwerte von
Objekten gemifl einer Gaufverteilung auf das Histogramm. Es kommt oft vor, daf§ die
ansteigende und absteigende Flanke einer Spitze im Histogramm unterschiedlich schnell
an- bzw. absteigt. Aulerdem stellt sich die Frage, wie bzw. an welcher Stelle man zwei
GauBkurven mit unterschiedlicher Varianz, die sich iiberlagern, trennen soll.

Die meisten histogrammbasierten Schwellwertbestimmungsverfahren versuchen , Téler”
zwischen den markantesten , Hiigeln“ im Histogramm zu detektieren. In [Mat96] wird ein
Verfahren vorgeschlagen, das der Autor ,,Graph-theoretical clustering” nennt. Bei diesem
Verfahren wird ein Histogramm mit Zeigern benutzt. Zusétzlich zum Wert des Histo-
gramms an der Stelle i, befindet sich an dieser Stelle noch ein Zeiger, der auf eine Stelle
zwischen ¢ — § und 7+ § (fiir ein 6 € N) des Histogramms zeigt. Die Grundidee bei diesem
Verfahren ist, dafl jeder Stelle ¢ im Histogramm auf den Nachbarn zeigt, dessen Histo-
grammwert in einer vorgegebenen Nachbarschaft (i — 0 bis ¢ + §) am groBten ist. Lokale
Maxima sind dann Werte, die auf sich selbst zeigen. Alle Grauwerte des Bildes werden nun
in der Segmentierung mit dem lokalen Maximum, auf das sie direkt oder indirekt (nach
Bildung der transitiven Hiille der Zeiger-Relation) zeigen, identifiziert. Man erhélt so ein
segmentiertes Bild.

Auch die Verwendung neuronaler Netze zur Detektion der oben genannten , Téler im
Histogramm findet in der Literatur Beachtung (vgl. z. B. [PSA00]).

Einen interessanten Ansatz bietet auch die Arbeit [KK98]. Dort wird eine Reihe von Funk-
tionsquantisierungen des Histogramms mit abnehmender Anzahl von Quantisierungsstufen
genutzt, um die signifikanten ,, T#ler” im Histogramm zu bestimmen. Im Abschnitt 2.5.3.2
wird auf dieses Verfahren noch néher eingegangen.

Weitere interessante Schwellwertverfahren findet man in Kapitel 7.3 des Buches [GW92]
oder auf den Seiten 520 - 524 inbzw. [HS92]. Eine sehr umfassende Ubersicht von Bina-
risierungsalgorithmen (das heifit Algorithmen, die einen Schwellwert berechnen und mit
diesem ein gegebenes Grauwertbild in ein Bin#rbild umwandeln) findet man in [TJ95].
Dieser Artikel beschrinkt sich allerdings nicht nur auf reine Schwellwertverfahren.

2.3.2 Regionenwachstumsverfahren, ,,Region Splitting and Merging*

Unter dem Begriff ,Regionenwachstumsverfahren“ werden in der Regel Verfahren zusam-
mengefafit, die Pixel oder kleinere Pixelregionen, also zusammenhéingende Mengen von
Pixeln, zu grofieren pixelzusammenhingenden Regionen wachsen lassen. Das grundsétzli-
che Vorgehen ist ein in der Bildverarbeitung immer noch aktuelles Verfahren, das schon
iiber 30 Jahre alt ist. In [BF70] wurde es vermutlich das erste Mal erwéhnt.

Fin géngiger Algorithmus ist folgender:
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e Waihle eine initiale Menge von Pixeln, die einen gewissen Abstand voneinander ha-
ben (im allgemeinen wird diese Menge als ,seed points“ bezeichnet). Jedes solche
Startpixel bildet eine eigene Startregion.

e Lasse alle Regionen wachsen, indem ihnen nach gewissen Ahnlichkeitskriterien (zum
Beispiel der Grau- oder Farbwert, die Textur oder &hnliches) benachbarte Pixel hin-
zugefiigt werden.

Ein solches Verfahren héngt sehr stark von der Auswahl der Startregionen ab. In [AB94]
und in [MJ97] finden sich Hinweise fiir eine gute Auswahl von Startpixeln. Eine Einfithrung
in Regionenwachstumsverfahren findet man in Kapitel 7.4 in [GW92] oder auch in Kapitel
10.3 in [HS92].

Eine Alternative zu den doch recht einfachen Regionenwachstumsverfahren sind die soge-
nannten ,Split and Merge“ Verfahren. Dabei wird ein Bild solange in disjunkte Segmente
weiter aufgeteilt, bis diese innerhalb ihrer Fliche ein vorher festgelegtes Ahnlichkeitskrite-
rium erfiillen. Diese Segmente werden dann anschlieBend nach Ahnlichkeitskriterien wieder
zusammengefiigt: Sind zwei Segmente einander #hnlich (zum Beispiel im durchschnittli-
chen Grau- bzw. Farbwert oder in der Textur), so werden sie zusammengefiigt. Dies wird
solange gemacht, bis vorher festgelegte Nebenbedingungen, wie z. B. die Anzahl der resul-
tierenden Segmente oder der mittlere Fehler pro Segment, erfiillt sind. Ein sehr bekanntes
Verfahren in diesem Bereich ist die Quadtree-Zerlegung, die auch in der ,Image Proces-
sing Toolbox*“ der mathematisch-technischen Entwicklungsplattform ,Matlab“ zu finden
ist.? Sie geht zuriick auf Horowitz und Pawlidis [HP76]. Eine niihere Beschreibung dieses
Verfahrens findet man unter anderem in [GW92] und in [HS92].

2.3.3 Wasserscheidentransformationen

Fine wichtige Gruppe der Segmentierungsverfahren sind die sogenannten Wasserscheiden-
transformationen, die gerade in den letzten Jahren besondere Aufmerksamkeit erhielten.
Die diesen Verfahren zugrunde liegende Idee 148t sich am besten verstehen, wenn man die
Grauwerte eines diskreten Grauwertpixelbildes als Hohenangaben eines topographischen
Reliefs betrachtet. Trifft ein ,,Regentropfen” auf ein solches Relief, so wird er in die Rich-
tung des néchsten lokalen Minimums flielen. Die Einflubereiche lokaler Minima nennt
man ,Wasserbecken“. Unter einer ,Wasserscheide“ versteht man dann Bereiche, bei denen
man nicht entscheiden kann, in welche Richtung der Regentropfen abflieen wird, da meh-
rere Abflulrichtungen moglich sind. Die Wasserscheiden sind dariiber hinaus Trennlinien
zwischen den Wasserbecken. Nicht-signifikante lokale Minima werden eliminiert, indem
man die zwischen ihnen liegende Wasserscheide durch ,,Uberfluten® entfernt. Ein Vorteil
der Wasserscheidentransformation ist die Eigenschaft, Details und Feinheiten zu erhalten.
Eine genaue Einfithrung mit zahlreichen Beispielen findet sich in [Wol00] ab Seite 74. In
jiingerer Zeit gehen immer mehr Autoren dazu iiber, die Wasserscheidentransformation in
einen morphologischen Zusammenhang einzufiithren (vgl. etwa [So0i98]).

Vergleiche http://www.mathworks.com.
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2.3.4 Weitere Methoden zur Bildsegmentierung

Die Liste der heuristischen Verfahren zur Segmentierung von Bildern ist auflerordentlich
grofl. Eine Aufzidhlung zahlreicher géingiger Verfahren, wie z. B. kantenbasierte Verfah-
ren, findet sich unter anderem in [Wol00], [GW92] und [HS92]. Gerade im Bereich der
Regionenwachstumsverfahren aus Abschnitt 2.3.2 sind bei der Auswahl der Ahnlichkeits-
kriterien der Phantasie keine Grenzen gesetzt. In der Literatur findet man Ansétze von
Fuzzy-Methoden (vgl. z. B. [MINT00]) iiber neuronale Netze (vgl. z. B. [WZX92]) bis hin
zu vollkommen heuristischen Methoden.

Fin ebenso grofler Bereich sind die statistischen Methoden zur Bildsegmentierung, die vor
allem aus der Spracherkennung, d. h. aus der Verarbeitung eindimensionaler Signale, ihren
Weg in die Bildsegmentierung — und damit in die Verarbeitung zweidimensionaler Signale
— gefunden haben. Besonders Markov-Felder zur Segmentierung von Texturen sind sehr
weit verbreitet. Eine Einfiihrung zu diesem Thema findet man in [Gim99).

Eine umfassende Ubersicht iiber (Farb-)Bildsegmentierung mit neuronalen Netzen, Fuzzy-
Methoden und Markov-Ketten findet man auch in [PP93].

Bemerkung 2.3.2

Eine eingehende Betrachtung der zahlreichen heuristischen und statistischen Verfahren ist
an dieser Stelle nicht angebracht. Denn bei den meisten heuristischen Ansétzen, zu denen
letztlich auch die Ansitze {iber neuronale Netze zu zéhlen sind, ist mathematisch oft nicht
klar, wonach sie eigentlich suchen bzw. welchen Fehler sie minimieren. Ein Vergleich solcher
Verfahren ist also im allgemeinen recht schwierig, auch wenn es in der Literatur Ansétze
gibt, dieses doch zu tun (vgl. Abschnitt 2.3.6). Trotzdem liefern viele dieser Verfahren gute
FErgebnisse. Dabei wird der Begriff ,, gut“ allerdings mit dem Auge gemessen, er unterliegt
also keiner absoluten Norm.

Bei den statistischen Methoden steht meist die Segmentierung von Bildmerkmalen (,,Featu-
res“) des Bildes im Vordergrund. Es werden dabei zunéchst lokale Bildmerkmale gewonnen,
deren Ahnlichkeit gemessen wird. Es wird also auf einem Metabild, némlich einem Merk-
malsbild, gerechnet. Auf diesem Metabild werden dann wieder herkémmliche Verfahren
angewandt, um Pixel mit dhnlichem Merkmalsvektor zusammenzufassen. Deshalb liegen
diese Verfahren in ihrem Approximationsverhalten beziiglich des Originalbildes auflerhalb
des Punktes ii. der Definition 2.2.1 und damit nicht im Fokus dieser Arbeit.

2.3.5 Bemerkungen zur Segmentierung von Farbbildern

Viele Verfahren der Grauwertbildsegmentierung lassen sich leicht auf Farbbilder iiber-
tragen, indem man Farbbilder als drei-kanalige Bilder betrachtet, die sich in drei Grau-
wertbilder aufspalten lassen (z. B. in ein Rot-, Griin- und Blaubild). Es lassen sich etwa
Schwellwertverfahren auf den Bildern einzeln berechnen und die schwellwertsegmentierten
Bilder wieder zusammenfiigen (vgl. z. B. [OPR79] oder Algorithmus 13 (Initiales Farb-
schwellwertverfahren), S. 201). Auch AhnlichkeitsmafBe fiir Regionenwachstums- oder
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,,oplit and Merge“-Strategien lassen sich iibertragen, indem man statt einer Norm auf R zu
einer Norm auf R? wechselt, mit der die Ahnlichkeit von Pixeln bzw. Regionen gemessen
wird (vgl. z. B. [PB99)).

Fiir die Segmentierung von Farbbildern wurden allerdings auch eigene, nicht von den
Grauwertmethoden iibernommene Verfahren entwickelt, wie z. B. das sogenannte ,,Color
Indexing® tiber Farbhistogramme nach Swain und Ballard [SB91]. Dabei wird eine Funkti-
on bin definiert, die jeder Farbe einen ,Index“ zugeordnet. Ein 3D-Histogramm wird dabei
in sogenannte , bins* aufgeteilt, beispielsweise in 4 x4 x 4 , bins“, und in ein 1D-Histogramm
iiberfiihrt.

Seig: M — {0,...,255}3 ein diskretes Farbpixelbild. Dann ist die Abbildung bin definiert

durch
bin {055255}3 - {0,,84}
" (r,g,b) — 16round(s;) + 4round(&) + round ()
Das Farbhistogramm F}, : {0,...,84} — N, von g ist dann definiert durch

Fy(i) == |{p | bin(g(p)) = i,p € P(M)}|

Auf diesem Histogramm kann man dann wieder Schwellwerte definieren, um Pixel mit
dhnlichem Index zu Farbclustern zusammenzufassen (vgl. z. B. [BR99]), die das Bild seg-
mentieren.

Ein weiterer Ansatz der Farbbildverarbeitung, den die Segmentierung von Grauwertbil-
dern nur duflerst eingeschrinkt bieten kann, ist die Segmentierung durch Farbklassen
oder Farbnamen. Die Grundidee ist einfach: Man fafit einfach alle benachbarten Pixel
mit der gleichen Farbe zu einem Segment zusammen. Dabei ist ein Farbmodell wie das
HSI-Farbmodell eher geeignet als das RGB-Farbmodell, da hier Helligkeit und Farbton
getrennt sind (vgl. Abschnitt 2.3.5). Bei der reinen Klassifikation von Farbpixeln wird fiir
jedes Pixel ein Merkmalsvektor bestimmt, der auch aus mehr als nur der Farbe des Pixels
(z. B. den Farben der Nachbarn) bestehen kann. Auf der Basis dieses Merkmalsvektors
wird das Pixel dann einer Klasse zugeordnet (vgl. z. B. [OKS80] und [CM97]).

2.3.6 Bewertung von Segmentierungsverfahren

Eine Grundlage zur Bewertung von Segmentierungsverfahren bieten natiirlich die Definiti-
onsversuche des Abschnitts 2.2. Y. J. Zhang stellt in dem Artikel [Zha96] weitere gingige
Bewertungsmethoden von Segmentierungsansitzen vor. Hier soll eine kleine Ubersicht ge-
geben werden. Fiir eine genauere Einsicht sei auf den Originalartikel verwiesen.

Die beiden ersten Qualitéitskriterien lassen sich direkt aus der Definition von Haralick und
Shapiro (vgl. S. 14, (2.1)), bzw. von Mumford und Shah (vgl. S. 15, (2.2)) ableiten: Eine
Segmentierung sollte den Definitionsbereich eines Bildes so zerlegen, dafl sich das Bild
innerhalb der Segmente nur sanft und zwischen den Segmenten stark verédndert.

2.3.6.1 Bewertung der Uniformitéit der Regionen

Ein Bewertungskriterium ist die Uniformitét innerhalb der Regionen. In [Zha96] wird zwar
nur ein ,, gray-level uniformity measure®, abgekiirzt GU, vorgestellt, aber der Ubergang zu
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Farbbildern durch den Normwechsel von der Betragsnorm zur euklidischen Norm ist kano-
nisch. In Anlehnung an den Originalartikel soll jedoch die Bezeichnung GU beibehalten
werden.

Sei Ry,...,R, eine disjunkte Zerlegung eines Bildes f : M — R? in n Regionen. Man

betrachte den Fehler N
GU:= Y [ I —mnax
i=1 71

Dabei sei mp, der durchschnittliche Farb- oder Grauwert des Bildes f auf der Region R;.

Dieses Qualitdtsmafl mifit den Abstand der Segmente zum Mittel iiber dem Segment.
Fin Verfahren, das genau diesen Fehler minimiert, ist die 2-Niveaupassung nach Donner
[Don91] (vgl. 3.5.11 i)). Fiir die Approximation des gegebenen Bildes mit stiickweise kon-
stanten Funktionen beziiglich des euklidischen Abstands entspricht die Forderung nach
Minimierung des Fehlers GU genau der Bedingung ii. in Definition 2.2.1. Allerdings ist
diese Definition weder auf die Approximation mit stiickweise konstanten Funktionen noch
auf einen euklidischen Abstand festgelegt. Die Minimierung des Fehler GU hingegen fiihrt
z. B. bei einem affinen Grauwertverlauf zu keinem befriedigenden Ergebnis (vgl. Abbildung
3.4, S. 67).

Man kann innerhalb einer stochastischen Modellierung diesen Fehler auch iiber die Sum-
me bedingter Varianzen beschreiben (vgl. z. B. [LN85]). So eine Modellierung wiirde es
auch erlauben, einen Ansatz, der Texturen segmentiert, d. h. Regionen, deren Grau- bzw.
Farbwert eben nicht durch einen konstanten Wert gegeben ist, zu beurteilen.

2.3.6.2 Bewertung des Kontrastes zwischen den Regionen

Schon Noboyuki Otsu versucht in [Ots79], den Kontrast zwischen zwei Regionen zu ma-
ximieren (vgl. auch Abschnitt 2.3.1.1). Auch die Definition des Begriffes ,,Segmentierung®
durch Mumford und Shah (S. 15, (2.2)) veranlafit, wie bereits eingangs erwéhnt, den Kon-
trast zwischen zwei adjazenten Regionen zu maximieren.

In [Zha96] wird ein ,, gray-level contrast measure“ abgekiirzt GC angeben, das sich zwar
wieder nur auf Grauwertbilder bezieht, aber ebenso wie das ,,gray-level uniformity mea-
sure* kanonisch auf Farbbilder iibertragen werden kann. Fiir eine Objekt/Hintergrund-
Situation bezeichne f, den durchschnittlichen Grau- bzw. Farbwert der Pixel des Objek-
tes und f den des Hintergrundes. Dann sei der Wert des Kontrastes zwischen den beiden
Regionen:

cc . o= hil,

B HfO + fb”2

2.3.6.3 Andere Bewertungskriterien

e Bewertung der Form der Regionen
In [SSWCS88] vergleichen Sahoo, Soltani, Wong und Chen verschiedene Schwellwert-
verfahren, indem sie die Uniformitét der helleren Region bewerten.
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Sei g : P(M) — {0,...,G} ein diskretes Grauwertbild. Weiter sei gy () der mittlere
Grauwert von g iiber alle Nachbarpixel® von [z,y], C € Ry ein Normalisierungsfak-
tor und T ein Schwellwert, den ein Schwellwertverfahren als Segmentierung liefert.
Dann schlagen Sahoo, Soltani, Wong und Chen in [SSWCS8S]| folgenden Wert vor,
den sie als ,shape measure, abgekiirzt SM, bezeichnen.

SM:= Y Ulg(p) — gp)leradh(p) FU(9(p) —T)
pelP(a)

1,z >0
0,r <0
im Pixel p. Der Gradient kann iiber eine kontinuierliche Approximation h des diskre-
ten Bildes, zum Beispiel durch Polynome, in der Umgebung des Pixels p berechnet
werden.

Dabei sei U : R — {0,1}, 2 — { und gradh(p) der Gradient des Bildes g

Der Wert SM ist umso kleiner, je uniformer die Region ist, {iber der der Wert
ermittelt wurde.

e Empirische Diskrepanzmethoden

Die empirischen Diskrepanzmethoden zur Bewertung von Segmentierungsalgorith-
men konnen helfen, etwas zu messen, was sich nicht in mathematischen Termen
ausdriicken 148t. Sie messen einen Fehler, indem sie das vom Segmentierungsalgorith-
mus gelieferte Ergebnisbild mit einem Idealergebnis einer Segmentierung vergleichen.
Dieses Idealbild kann dann auch mit dem Auge gemessen sein. Es mufl also keiner
mathematischen Optimalitdtsbedingung geniigen, sondern kann einer #sthetischen
Optimalitdt Rechnung tragen.

— Bewertung tiber die Anzahl der Objekte im Bild:

Ist das Idealergebnis einer Segmentierung bekannt und liegt das Ergebnis eines
Segmentierungsalgorithmus vor, so ist der Vergleich der Anzahl der segmentier-
ten Objekte ein Kriterium zur Giitebestimmung. Man wird ein Verfahren, das
weniger oder mehr Regionen segmentiert als die ideale Segmentierung, geringer
bewerten als ein Verfahren, das genau diese Anzahl segmentiert. Man sollte bei
einer Bewertung noch die Gréfle der nicht oder zuviel berechneten Segmente
beriticksichtigen.

— Bewertung der falsch segmentierten Pixel:
Gegeben sei ein Objekt O und der Hintergrund B. Fiir ein Pixel p seien zwei
Zufallsvariablen Yjgeqi(p), Yeeg(p) : @ — {O, B} gegeben. Dabei habe Yjgeq die
Verteilung der Idealsegmentierung und Y., die Verteilung des algorithmisch
segmentierten Bildes. In [LCP90] wird nun vorgeschlagen, die Wahrscheinlich-
keit einer Fehlklassifikation (,Probability of error®, abgekiirzt PE) eines Pixels
p zu betrachten. Es ist

PE(p) = P[szeg(p) = B|Yvideal(p) = O]P[}/seg(p) = O}
+ P[}/seg(p) = O’Y;deal(p) = B]PD/seg(p) = B]
Y, gear-fast sicher

5Zur eingehenderen Betrachtung des Begriffes ,,Nachbarpixel“ vgl. Definition 1.3.5.
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Dabei bezeichnet P[Yeq(p) = B|Yidea(p) = O] die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein
Pixel des Objekts filschlicherweise als Pixel des Hintergrunds klassifiziert wird.
P[Yseq(p) = OlYigear(p) = B] bezeichnet den umgekehrten Fall. Im Idealfall,
also wenn die ideale Segmentierung und algorithmische Segmentierung iiber-
einstimmen, gilt PE(p) = 0.

— Bewertung der Position der falsch segmentierten Pixel:
Auch die Positionen der falsch zugeordneten Pixel konnen bei der Bewer-
tung von Segmentierungsalgorithmen eine Rolle spielen. So wird schon 1977
in [YMB77] vorgeschlagen, einen Fehler zu betrachten, der den Abstand fehl-
klassifizierter Pixel zu ihrem eigentlichen Segment mifit. Sei N die Anzahl der
falsch zugeordneten Pixel und d(i) der Abstand des i-ten falsch segmentierten
Pixel zu seinem eigentlichen Segment. Dann sei

D= "d(i)

das Maf3 der raumlichen Fehlsegmentierung.

— Andere empirische Diskrepanzmethoden:
In [Zha96] werden noch eine Reihe weiterer Bewertungskriterien vorgestellt, die
die Diskrepanz zu einer idealen Segmentierung als Grundlage ihrer Bewertung
haben. So kann man z. B. Bildmerkmale, die sich aus den idealen und berech-
neten Segmenten ergeben, vergleichen oder die Fliche der Differenz zwischen
diesen Segmenten messen.
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2.4 Bildsegmentierung mit Methoden der Variationsrech-
nung

Der Begriff ,Variation® wurde 1755 von dem italienisch-franzosischen Mathematiker
Joseph-Louis Lagrange in einem Brief an Leonard Euler eingefiihrt, in dem der erst 20jéh-
rige einige Verbesserungen eines Beweises vorschliagt. Die Variationsrechnung befafit sich
mit der Ermittlung von Extrema von Funktionalen, die auf einer Klasse von Funktionen
definiert sind, und Werte in den reellen Zahlen haben. Analog zur Extremwertbestimmung
bei reellen Funktionen kann man auch in diesem Kontext relative Extrema angeben. In
der Variationsrechnung wird bewiesen, dafl eine Funktion, die einem Funktional ein lokales
Extremum erteilt, unter gewissen Voraussetzungen, die hier nicht weiter erértert werden
sollen, einer Differentialgleichung geniigt. In gleicher Weise, wie die Extremwertrechnung
bei reellen Funktionen den Begriff der ersten und zweiten Ableitung zur Bestimmung re-
lativer Extrema benutzt, fithrt die Variationsrechnung den Begriff der ersten und zweiten
Variation ein, die im wesentlichen den Ableitungen entsprechen und bei der Bestimmung
von Extrema analog genutzt werden.

In der Bildverarbeitung dient die Variationsrechnung dazu, ein gegebenes Bild unter Ne-
benbedingungen moglichst genau durch stiickweise stetige Funktionen zu approximieren.
Im Jahr 1984 verdffentlichten Stuart und Donald Geman einen Artikel mit dem Titel
»Stochastic Relaxation, Gibbs Distributions, and the Bayesian Restoration of Images“, in
dem sie (in einem stochastischen Zusammenhang) den Begriff der Segmentierungsenergie
(segmentation energy) als Funktional einfithrten [GG84]. Dieser Artikel war Bezugspunkt
fiir eine Reihe von Verdffentlichungen in diesem Bereich, von denen [MS85], [MS89] und
[BZ87] zu den am héufigsten zitierten Werken gehoren.

Im wesentlichen soll hier der Ansatz in der Sichtweise von Andrew Blake und Andrew
Zisserman in [BZ87] vorgestellt werden. Die Ausfiihrungen bleiben aber nicht auf dieses
Buch beschriankt, sondern versuchen, einen allgemeinen Einblick in das grofie Feld der
Bildsegmentierung mit Methoden der Variationsrechnung zu geben.

2.4.1 ,, The weak membrane*

Die Bezeichnung ,weak membrane* geht zuriick auf Blake und Zisserman ([BZ87]), die
damit den Approximationsprozef durch stiickweise stetige Funktionen charakterisieren.
Der Begriff soll eine Approximation durch den Vergleich mit einer Membran beschreiben:
Sie ist biegbar, so daf} sie sich der gegebenen Funktion anpafit. Wird sie allerdings zu
stark gebogen, so bricht sie, weil sie schwach (,weak®) ist. Die Bruchstellen der ,weak
membrane“ entsprechen dann den Unstetigkeitsstellen der approximierenden Funktion.

Sei f € L*(B(M),B(R)) das Bild und & c £?(B(M),B(R)) ein geeigneter Raum stiick-
weise differenzierbarer Funktionen von M nach R.”

"Die genaue Definition von U unterscheidet sich von Autor zu Autor. Eine mathematisch korrekte
Version findet man in [MS95], S. 151ff. Da an dieser Stelle nur die Prinzipien der Methoden der Variations-
rechnung zur Bildsegmentierung vorgestellt werden sollen, wurde aus Ubersichtsgriinden auf die aufwendige
korrekte mathematische Formulierung verzichtet.
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Gesucht ist die Funktion v € U, die das Funktional
E(u) = D(u) + S(u) + P(u) (2.6)

minimiert. Dabei ist
e das Funktional D definiert durch
D(u) := / (u — f)2dX (2.7)
M

ein Maf} fiir die Bildtreue der gesuchten Funktion,
e das Funktional S definiert durch
S =7 [ [vulfax (2.8
M
ein Maf fiir die Steigungen der gesuchten Funktion und
e das Funktional P ein ,Strafmaf}“ fiir jede Diskontinuitét der gesuchten Funktion.
Die Namen der Terme sind englisch motiviert: D steht fiir data, S fiir spine und P fiir

penalty. § ist ein zu wihlender Parameter, der den Einflufl der Steigungen der zu suchenden
Funktion auf das Optimum festlegt.

Besondere Aufmerksamkeit verlangt das ,Strafmaf3* P. In den meisten Féllen wird P in
Abhéngigkeit von Menge der Unstetigkeitsstellen der gesuchten Funktion formuliert. Da
die Menge der Unstetigkeitsstellen gleichzeitig auch die Segmentgrenzen bildet, sollte der
gesamte Konturzug aller Segmentgrenzen “bestraft” werden.

Blake und Zisserman schlagen mehrere Varianten vor:

i) P als Mafl der gesamten Konturlinge. Eine Funktion u, die den Energieterm FE
minimiert, minimiert dann auch die Konturldnge der Segmentgrenzen.

ii) P kann zusitzlich einen Term enthalten, der die Kriitmmung der Kontur mift.
iii) Ecken in den Konturverliufen kénnen bewertet werden.

iv) Topologische Eigenschaften, wie etwa Zusammenhang oder Konvexitéit der kontinu-
ierlichen Anteile der gesuchten Funktion, kénnen bewertet werden.

Die Autoren verfolgen nur den ersten Vorschlag und setzen
P(u) = a length(K)

wobei K die Menge aller Unstetigkeitsstellen ist. « ist dabei ein weiterer vom Benutzer zu
wahlender Parameter.

Mumford und Shah sind in [MS85] mathematisch etwas préziser und definieren die zu
minimierende Energie als

E(u,K) = [,,(u— f)?d\ +5° /M\K [Vl 2d\ + aHY (K) (2.9)
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wobei ‘H! das eindimensionale HausdorffmaB bezeichne. Weiter ist K C M eine abge-
schlossene Menge mit Hausdorffdimension 1, die die Menge der Konturrinder, also der
Unstetigkeitsstellen, bestimmt. Das Energiefunktional (2.9) heifit in der Literatur auch
Mumford-Shah-Modell, wie iiberhaupt der gesamte Ansatz der Energieminimierung zur
Bildsegmentierung durch ein Funktional der Form £ = D+ S5+ P meist als Mumford-Shah-
Ansatz bezeichnet wird, da diese beiden Autoren in ihren Veréffentlichungen Pionierarbeit
zu diversen theoretischen Problemen, insbesondere zur Existenz und zum Aussehen der
energieminimierenden Funktion, geleistet haben.

Die Sétze 2.4.4 und 2.4.5 sind zwei der wichtigsten Existenzaussagen zu dieser Form des
Energiefunktionals. Sie charakterisieren auch die Form der Menge der Unstetigkeitsstellen
K.

Definition 2.4.1 (Segmentierung, Segment)
Im Zusammenhang der Bildsegmentierung mit Ansétzen aus der Variationsrechnung heifit
eine Funktion u € U auch Segmentierung. Die Mengen

seg(u) :={A | Aist zusammenhéngend,
u|4 ist stetig

und A ist maximal mit dieser Eigenschaft}

heiflen die Segmente der Segmentierung u. Minimiert u das Energiefunktional (2.6) bzw.
(2.9), so heiit u eine optimale Segmentierung.

Bemerkung 2.4.2

Die Abbildung 2.8 verdeutlicht die Wechselwirkung der Parameter o und S am Beispiel
der Energieminimierung auf einer Hutfunktion: In Abbildung 2.8 i. wurde « so gewé&hlt,
da das Strafmafl P keine Unstetigkeitsstellen der energieminimierenden Funktion zuléft.
Wihrend in Abbildung 2.8 i. a) 3 sehr grofl gewihlt wurde und so starke Steigungen
vermieden werden, erlaubt ein kleineres 3 eine hohere Bildtreue der energieminimierenden
Segmentierung (Abbildung 2.8 i. b)). Absolute Bildtreue erhélt man, wenn a so gewéhlt
wurde, dal P zwei Unstetigkeitsstellen zulafit, wie in Abbildung 2.8 ii. dargestellt.

Definition 2.4.3 (Rektifizierbar)
Eine Kurve c: [0,1] — R? heifit rektifizierbar genau dann, wenn

sup{||c(a1) — c(az)ll, + - - + ||c(an—1) — c(an)|, | n €N, 0 < a1 < -+ <a, <1} < o0

gilt.
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a) Energieminimierende b) Energieminimierende
Funktion mit grolem (3 Funktion mit kleinem [

i. Approximation mit kontinuierlichen Funktionen

ii. Approximation mit
stiickweise kontinuierlichen
Funktionen

Abbildung 2.8: Energieminimierende Funktionen der Hutfunktion.
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Satz 2.4.4
Es existiert ein Tupel (ug, Ky), das den Energieterm E(u, K) in Gleichung (2.9) minimiert,
wobei

i. up € CH(M \ K) und

ii. Fir jedes € > 0 existiert eine endliche Anzahl rektifizierbarer Kurven ¢y, ..., ¢, mit
HY(Ko \ ULy ) < <.

Beweis:
siehe [MS95], Chapter 15

Satz 2.4.5

Fiir den Energieterm E(u, K) in Gleichung (2.9) existiert eine Folge (uy,, K, )nen, die gegen
das optimale Tupel (ug, Ky) konvergiert, wobei fiir alle n die Menge K, eine endliche Menge
von Lipschitz-stetigen Bogen ist.

Die Konvergenz von K, gegen K erfolgt dabei beziiglich des Hausdorff-Abstands.

Beweis:
sieche [MMS92]

Bemerkung 2.4.6

Mumford und Shah &uflerten in ihrer Arbeit [MS89] die Vermutung, dafi die Menge der
Segmentgrenzen der optimalen Segmentierung Ky aus einer endlichen Menge von C!-Bogen
besteht. Diese Behauptung, die in der Literatur auch unter dem Namen , Mumford-Shah
conjecture” bekannt ist, konnte jedoch bislang noch nicht mathematisch bewiesen werden.
Lediglich fiir die Approximation mit stiickweise konstanten Funktionen wurde die Richtig-
keit der Behauptung von mehreren Autoren nachgewiesen (unter anderem auch in [MS95]).
Dennoch zeigen diese Annahme und Satz 2.4.4, dal die Menge K der Unstetigkeitsstellen
einer Segmentierung, d. h. die Menge der Segmentgrenzen, eine regelméfige Struktur auf-
weist, was eine gewisse Nihe zu Charakterisierung iv. des Begriffes ,Segmentierung® von
Haralick und Shapiro (S. 14, (2.1)) anzeigt.
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2.4.2 ,The weak membrane* im Diskreten

Um den Prozel der Funktionalminimierung auf diskreten Daten mit dem Computer be-
rechnen zu konnen, mufl der kontinuierliche Ansatz durch ein diskretes Minimierungs-
problem approximiert und dabei der eigentliche Bereich der Variationsrechnung verlassen
werden. Dies geschieht in Anlehnung an die Methode der finiten Elemente. Diskretisiert
wird im folgenden der Energieterm (2.6).

2.4.2.1 Der eindimensionale Fall: ,,line process*

Sei im folgenden das (eindimensionale) Bild gegeben durch einen Vektor d = (dp, ..., dn).
Eine Funktion % : [0, N] — R, @ € U wird durch einen Polygonzug mit Knoten

(4, u; = u(7))o<i<n interpoliert. Zur besseren Veranschaulichung kann man sich vorstellen,
daBl die Funktionen aus & nur an endlich vielen dquidistanten Stellen ausgewertet werden.

Die interpolierende Funktion u ist dann auf auf jedem Intervall [i—1,4], mit ¢ € {1,..., N},
affin-linear. Diese Funktion u 148t sich nun als endlicher Vektor (ui, ..., uy) darstellen und
148t sich im folgender einfacher handhaben.

u(x)
Uy _//,,—'\
U
7777777777777777 —_—
1 2 3 N-1 N x

Abbildung 2.9: Diskrete Darstellung von u als Polygonzug.

Die Energien D, S und P der Terme (2.7) und (2.8) werden dann folgendermafien umfor-
muliert:

N
D(u) = Z(uz — d;)?
=0 N
S(u,l) = B> (i —ui1)’(1 - 1)
i=1
N

P(u,l) = « Z l;
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Dabeiist I = (Iy,...,Iy) ein Bindrvektor, wobei l; = 1 anzeigt, dal im Intervall |i—1, i[ eine
Unstetigkeit der Funktion @ vorliegt, und [; = 0 anzeigt, dafl die Funktion % im Intervall
|i — 1,4[ stetig ist. Ist [; = 1, so wird der Energieterm des Polygonzuges (i, u;)o<i<n fiir
das Intervall Ji — 1, [ nicht addiert. Stattdessen wird die Strafe o vergeben.

Die Bestimmung der optimalen Belegung des Binérvektors [ nennen die Autoren ,line
process®. Ziel ist es, den ,line process“ moglichst zu isolieren.

Anmerkung:

An dieser Stelle ist es eigentlich nicht mehr gerechtfertigt, von einem Funktional F =
D+ S+ P zu reden. Vielmehr ist £ an dieser Stelle eine Funktion von RY x {0, 1}/ nach
R, definiert durch E(u,l) := D(u) + S(u,l) + P(u,l).

Sei die Funktion h4 g : R x {0,1} — R definiert durch h(t, k) := 82t*(1 — k) + ok, dann ist

N
S(u,l) + Plu,l) =Y hap(u; — uio1,1;)
=1

Diese Darstellung erlaubt es, die Optimierung der Energiefunktion in zwei Optimierungen
zu spalten, da der Term D(u) nicht von [ abhéngt.

u,l ;
=1

N
Ey, = mdn{D(u) —|—mlin{z ha,p(ui —ui_l,li)}} (2.11)
i=1

N
Ey = min {D(u) + ) hap(ui — v, li)} (2.10)

Statt nun Ep iiber eine gemeinsame Minimierung von v € R¥*! und [ € {0,1} zu
berechnen (Gleichung (2.10), kann man den Wert Ej bestimmen, indem man die Unste-
tigkeitsstellen isoliert betrachtet (Gleichung (2.11)).

. L . . . . N o
Definiert man g, g(t) := kgE(I)I,ll} ha (t, k), so ist Ey = ,nin D(u)+ 3.1 ga,p(ui —ui—1).
Die Funktion g, g ist das Minimum zweier Funktionen:

2,2 Vo
gaﬁ(t):{ g7 falls Jt| < 23

a , sonst

Das bedeutet, es ist

l:{ 1 ,falls]t!>%

2.12
0 , sonst ( )

Damit befindet sich im Intervall |i — 1,4[ eine Unstetigkeitsstelle, falls |u;—; — u;| > %

07

Der Wert % ist also ein Schwellwert fiir Unstetigkeitsstellen.

Die Suche nach der minimalen Energie Ey erfolgt mit Methoden der nichtlinearen Op-
timierung, wie z. B. Gradientenabstiegsverfahren mit Schrittweitensteuerung (vgl. z. B.
[Bra86] oder [Spe93]). Weitere Ansétze zur Optimierung finden sich in Abschnitt 2.4.3.
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2.4.2.2 Erweiterung auf den zweidimensionalen Fall

Eine moégliche Erweiterung des Polygonansatzes auf den zweidimensionalen Fall ist die
Darstellung durch Dreieckspaare, auf deren Dreiecken die moglichen Funktionen affin-
linear sind.

Gegeben sei ein diskretes Bild® d = (dij)o<i<n und die Funktionenklasse
0<j<N

U= {uecC(j0,N?*R,) | uln(,j) linear, ulg(; ;) linear, 1 <i,5 < N'}

Dabei ist n(i,j) = {(z,y) ER? | i <z, <y,x+y < (i+1)+ (j+ 1)} und s(i,j) :=
{(z,y) eR? |2 <i,y<j,(i—1)+ (j — 1) <z +y} (vgl. Abbildung 2.10).

(ij+1)

(ii-1)

Abbildung 2.10: Lineare Dreieckselemente n(i, j) (oben) und s(7, j) (un-
ten).

n; ; sei die Boolesche Variable, die anzeigt, ob in n(i, j) eine Unstetigkeitsstelle vorliegt,
s;; der Boolesche Ausdruck gleicher Aussage fiir die Menge s(4, j). Liegt eine solche Un-
stetigkeitsstelle vor, so wird die Energie des entsprechenden Dreiecks nicht aufsummiert,
sondern durch die Strafe « ersetzt.

Eine Unstetigkeitskontur besteht dann aus einer Kette von Dreiecken, die als Unstetig-
keiten enthaltend markiert wurden. Die ,Strafe“ P fiir jede Unstetigkeit in der zu mi-
nimierenden Energie ist dann o multipliziert mit der Anzahl der unstetigen Dreiecke

Pu, (l,m)) = a > lij +mi;.
(4,5)€{1,...,.N—1}2

Analog zum eindimensionalen Fall ergibt sich damit folgende Energiefunktion:

E(u, (I,m)) =
D(u) + Z ha,s (\/(uz] —ui—1,5)% + (wij — uij—1)?, Si,j>

(7/7])6{1,7]\[—1}2

+ > ha,s (\/(um' = tiy15)? + (i — ij1)?, ”w)

(i,5)e{1,...,N—1}2

8Man beachte den Unterschied zum diskreten Pixelbild gem#f Definition 1.3.2.



2. Bildsegmentierungen 39

Auch im zweidimensionalen Fall kann man nun den ,line process® von der Minimierung
des Abstands zum Bild trennen.

2.4.3 Eliminierung nicht-signifikanter lokaler Optima

Bei der Approximation eines Bildes mit stiickweise stetigen Funktionen ergeben sich
zwangslédufig viele lokale Optima, die nur geringen Aussagewert haben und weit vom
globalen Optimum entfernt sind. Ein grofler Teil der Vertffentlichungen im Bereich der
Variationsrechnung zur Bildsegmentierung beschéftigt sich mit der Elimination solcher
nicht-signifikanten lokalen Optima. Einige weit verbreitete Anséitze sollen an dieser Stelle
vorgestellt werden.

2.4.3.1 Der GNC-Algorithmus

Blake und Zisserman schlagen einen zweistufigen Algorithmus zur Eliminierung nicht-
signifikanter lokaler Optima bei der Minimierung der Energiefunktion vor. Sie nennen ihn
,Graduated Non-Convexity Algorithm“. Das Prinzip dieses Algorithmus ist einfach:

Im ersten Schritt approximiert man die gegebene nicht-konvexe Kostenfunktion durch eine
konvexe, deren Minimum man durch ein Gradientenabstiegsverfahren bestimmt.

Im zweiten Schritt definiert man eine Folge von Funktionen, die absteigend gegen die gege-
bene Energiefunktion konvergiert. Dabei sollte jede dieser Funktionen in einer Umgebung
des Mimimums der Vorgéangerfunktion konvex sein. Ausgehend vom Minimum des vorher-
gehenden Energieterms in der Folge bestimmt man das (lokale) Minimum der aktuellen
Funktion.

Ein solches Vorgehen fiithrt nicht immer zwangsldufig zum globalen Optimum einer Kosten-
funktion. Im Zusammenhang mit der Minimierung der Energiefunktion £ kann man jedoch
Aussagen iiber Effektivitdt und Konvergenz machen.

2.4.3.1.1 Konvexe Approximation der Energiefunktion im
eindimensionalen Fall

Die Zielfunktion E(u) = D(u) +Zij\i1 9a,3(u; —u;—1) wird approximiert durch eine konvexe
Funktion E*(u) = D(u) + >N, 9o 5 (Ui — Ui—1).

Eine Funktion f : RV — R ist jedenfalls dann konvex, wenn die Hesse-Matrix der Funktion
positiv semidefinit ist. Fiir die Hesse-Matrix (H; ;)1<i j<n von E* gilt

O2E* N
Hi;= Duidn; (u) = 2045 + ;g;ﬁ(uk — up—1) Qi Qr
wobei .
TS S e

8ui

0 , sonst

definiert sei.
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Sei fiir ein ¢* > 0
H :=21-¢Q'Q
Nun gilt:
H ist positiv definit, wenn H’ positiv definit ist und g;*ﬁ(t) > —c* fir alle ¢ gilt (vgl.
[BZ87], Appendix D.1.). 7
H' ist positiv definit, falls fiir den groBten Eigenwert vmax von Q'Q gilt:

2
'Umax S g (213)
Definiere
B2t? , falls |t] < ¢
Iopt) =9 a— C*M Jfalls g < [t < r
o ,Jt| >

2

wobei r? 1= « (?* + %) und ¢ := ﬁ definiert sei.

Der Hintergrund dieser Transformation ist eine Approximation von unten: g* 3 erhéalt man,

indem man g, g mit einer Parabel der Form ¢ — %c*tQ + bt + a approximiert (Abbildung
2.11 skizziert diese Approximation).

Originalfunktion ga,s Approximation von ga,s durch g, 5

Abbildung 2.11: Skizze zur Definition von g7 3

Nun gilt:

1. Vt: g;ﬁ(t) < Ga,s(t)

*

i gots > —c

Wahlt man ¢* = % um g* ,so nah wie moglich“ bei g zu erhalten, so ist die Gleichung

)
ax

(2.13) erfiillt und H’ ist positiv definit. Man erhilt daher E* als konvexe Approximation
der Energiefunktion E.
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2.4.3.1.2 Konvexe Approximation der Energiefunktion im
zweidimensionalen Fall

Um im zweidimensionalen Fall analog vorgehen zu kénnen, miissen die Wurzeln inner-
halb der Funktion h, 3 beseitigt werden. Statt £ wie in Abschnitt 2.4.2.2 zu formulieren,
schlagen Blake und Zisserman daher folgenden Energieterm vor:

E(u, (l,m)) = D(u) + Z ha”g(ui,j — Ui—1,5, l@j)
(i,9)e{1,....N—1}2
+ Z he, g (i — Wi jp1, M )

(i,§)€{L .., N—1}2
Bei dieser Energie bekommen die Booleschen Variablen /; ; und m; ; neue Bedeutungen:

l;,; = 1 zeigt eine Unstetigkeit im adjazenten linken Rechteck an.

m;; = 1 zeigt eine Unstetigkeit im adjazenten oberen Rechteck an.

Dieses Vorgehen stimmt zwar mit der intuitiven Vorstellung wenig {iberein, ist aber, da
die Wurzeln wegfallen, einfacher zu rechnen. Mit dieser neuen Energiefunktion ist es nun
moglich, dhnlich wie im Eindimensionalen eine Funktion g; 3 und damit eine modifizierte
Energiefunktion E*, die konvex ist, zu bestimmen. Fiir eine genauere Darstellung und fiir
eine Abschétzung der Giite der konvexen Approximation sei auf den Originaltext verwiesen
([BZ87], S. 134 — 141).

2.4.3.1.3 Stufenweise Nicht-Konvexitit

Um im Fall unzureichender Ahnlichkeit der konvexen Funktion F* mit der Originalener-
giefunktion E trotzdem einen Algorithmus zu haben, der das globale Minimum von F
liefert, schlagen Blake und Zisserman ein Verfahren vor, das stufenweise die nicht-konvexe
Funktion F durch lokal konvexe Funktionen E®) annihert (Graduated Non Convexity).

Sei

B2t? , falls |t| < ¢
ggj)g(t) =< a-— CW Jalls g < |t] < r
! , falls [t| > r
wobei ¢ := %, ri=a (% + #) und q := ﬁ definiert sei.
Setze
N
B0 (w) := D(u) + 3 g0 (i — wi-1)
i=1

dann ist £V = E*, da ¢ = ¢* ist und daher g&l)ﬁ =g 3 gilt. Weiter gilt, daf fiir p gegen
0 fallend, die Funktion g((xp )ﬁ gegen g, g strebt.
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Der GNC-Algorithmus

Berechne die Segmentierung v* = u(!), das globale Minimum der konvexen Funktion
EW . Sei fiir ein k € N,k > 0 die Folge (pi)¥_, streng monoton fallend mit py = 0
und p; = 1. Fiir i = 2 wird nun mit «(!) als Startwert ein lokales Minimum «(?) von
E®2) berechnet und so weiter:

w1 ist das lokale Minimum der Funktion E®i+1), berechnet mit (9 als Startwert
der nichtlinearen Optimierung (1 <i <k —1).

Bei diesem Vorgehen ist es zwar nicht ausgeschlossen, dafl der Algorithmus ein falsches —
némlich nur ein lokales — Minimum der Energiefunktion findet. Blake und Zisserman zeigen
jedoch fiir eine ausreichend grofle Klasse von Fillen, dafl der Algorithmus tatséchlich das
globale Minimum der Energiefunktion liefert (vgl. [BZ87], S. 142 — 151). Wichtig dabei ist
auch die geeignete Wahl der Folge (p;)_;.

2.4.3.2 Der Multiskalen-Ansatz

In [Mar82] (S. 46) bemerkt David Marr:

In other words, the primitives of our representation must work at a number of different
scales.

Die in der Literatur unter dem Namen ,Multiskalen-Algorithmen® (engl. ,,multiscale algo-
rithms*) bekannten Verfahren beziehen sich meist auf diese Aussage Marrs. Die meisten
Algorithmen in diesem Bereich verschmieren das gegebene Bild und versuchen, in den ver-
schmierten Bildern stabile Strukturen, d. h. Strukturen, die auch in weniger verschmierten
Bildern vorkommen, zu entdecken.’

Bei den Methoden der Variationsrechnung zur Bildverarbeitung wird in der Regel der
Schwellwert fiir die Unstetigkeitsstellen variiert. Eine gute Beschreibung fiir ein solches
Verfahren findet man in [KLM94]. Der Raum U, der Definitionsbereich des Energiefunk-
tionals, wird dort auf die Menge der stiickweise konstanten Funktionen beschriankt. Daher
ist der Strafterm S fiir die Steigungen immer 0 und kann somit ignoriert werden. Damit
kann als einziger Parameter zur Einstellung des Schwellwertes der Sprunghdéhen nur der
Parameter o des Strafmafles P der Unstetigkeitsstellen variiert werden. Das Strafmafl P
wird in [KLM94] iiber die Gesamtlinge der Segmentgrenzen gemessen. Man beachte, dafl
bei dieser Wahl des Definitionsbereichs die auf einem Segment A approximierende Funk-
tion durch ﬁ S 4 JdA; d. h. dem durchschnittlichen Grauwert des Segments, gegeben
ist.

Begonnen wird mit einer Energieminimierung mit einer geringen Strafe aq fiir die Lénge
der Segmentgrenzen. Das Ergebnis ug dieser Energieminimierung ist dann der Startwert
eines Energieminimierungsalgorithmus mit einer hoheren Strafe a;. Dieses Verfahren wird

9Der Begriff ,Multiskalen-Algorithmus® wird an dieser Stelle sehr pragmatisch verwendet. Fiir eine
detailliertere Einfiihrung des Begriffes, der eigentlich aus dem Modell der Diffusionsrechnung in der Bild-
verarbeitung stammt, vgl. etwa [MS95], S. 7 oder [Wei98].
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mit sukzessiver Erhohung der Strafe o wiederholt, bis ein gewiinschtes Ergebnis erreicht
wird. 1 In [KLM94] wird dazu noch vorgeschlagen, daf, bevor eine Segmentierung als
Startwert verwendet wird, zwei adjazente Segmente, die sich beziiglich eines Ahnlichkeits-
mafles unter allen adjazenten Segmenten am dhnlichsten sind, vereinigt werden. Man erhilt
so eine Segmentierung uj, deren Energiewert E(u;) sehr schnell aus den Energietermen der
einzelnen Segmente berechnet werden kann. Diese Vereinigung wird fiir ein vorgegebenes
a1 > aq solange wiederholt, bis sich keine Segmente mehr finden, deren Vereinigung den
Wert des Energieterms (mit aq als Strafe fiir die Linge der Segmentgrenzen) reduziert.

Sei nun g : M — R ein diskretes Pixelbild, und sei ug die energieminimierende Segmen-
tierung eines Energiefunktionals E definiert iiber g mit Strafmafl aq fiir die Lénge der
Segmentgrenzen. Ist dann w; aus wg durch die Vereinigung zweier adjazenter Segmente
entstanden, so ist das AhnlichkeitsmaB so gewihlt, da8 die Differenz E(u;) — E(up) die
geringste unter allen moéglichen Vereinigungen adjazenter Segmente ist.'! Als Ahnlichkeits-
maB 0 ergibt sich dann fiir zwei pixelbasierte Segmente A, B € seg(u):

(A, B) =

/ (5 (A) — g)%dA+ / (55(B) —g)*dA +aA (Rand(A U B)) - / (55(AUB) — g)?
A B AUB

Dabei bezeichne 7,(A) den durchschnittlichen Grauwert der Funktion g auf der Menge A.!2
Die Menge Rand(A) ist die Menge aller Randpixel des Segments A und daher Lebesgue-
meBbar. Durch Umformungen kann man zeigen, dafl

6p(A, B) = aX(Rand (AU B)) — A(A)7,(A)? — M(B)7,(B)? + A(AU B)7,(AU B)?
(2.14)

gilt. Auf diese Gleichheit wird an spéterer Stelle, ndmlich in Abschnitt 5.3, eingegangen.

2.4.3.3 Andere Methoden

Im Prinzip kénnen sédmtliche Methoden der nichtlinearen Optimierung nicht-konvexer
Funktionen auch bei der Minimierung des Energiefunktionals angewandt werden. Schlag-
worter wie ,,simulated annealing®, , genetische Algorithmen®“ usw. finden jedoch, da die
Zielfunktion genau bekannt ist, in der Literatur nur wenig Beachtung. Weitere Methoden,
das Energiefunktional zu minimieren, finden sich z. B. in [Ric90] und [MS94].

0Der Begriff “gewiinscht” heifit hier, da8 ein optisch zufriedenstellendes Segmentierungsergebnis erzielt
werden soll. Dieses Ergebnis 148t sich also keineswegs mathematisch fassen.

"Da ug das Funktional E minimiert, mufl E(u1) — E(uo) > 0 sein.

2Die Bezeichnung 7, (A) wurde in Anlehnung an die Definition 3.5.9 des Kapitels 3 gewihlt. Das Beispiel
3.5.11 i) rechtfertigt diese Wahl.
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2.4.4 Verwandte Ansitze

Das Prinzip der Minimierung eines Energiefunktionals zur Segmentierung von Bildern
ist nicht auf die Minimierung der Energie des Mumford-Shah-Modells beschréinkt. Von
den zahlreichen anderen Energietermen sollen an dieser Stelle exemplarisch vier weitere
erwahnt werden.

2.4.4.1 Der ,,2.1-D Sketch*

Der Name ,,2.1-D Sketch soll andeuten, dafl zusétzlich zur zweidimensionalen Information
des gegebenen Bildes noch eine Uberdeckungsrelation genutzt wird. Diese Uberdeckungs-
relation ist Tréger dreidimensionaler Informationen wie ,Region A liegt vor Region B*,
liefert jedoch kein komplettes dreidimensionales Bild.

Die Uberdeckungsrelation, genauer gesagt handelt es sich dabei um eine Préordnung, wird
im ,,2.1-D Sketch® mit dem klassischen Mumford-Shah-Modell verbunden. Die Energiemi-
nimierung beziiglich des Energiefunktionals nach Mumford und Shah bzw. Blake und Zis-
serman liefert Segmentierungen durch disjunkte zusammenhingende Mengen. In [NM90]
erweitern Mark Nitzberg und David Mumford das klassische Mumford-Shah-Modell um
das Konzept, auch sich iiberlappende Segmente zuzulassen. Sie modellieren damit Uber-
deckungseffekte.

Ist R die Menge der Regionen, die sich auch iiberlappen kénnen, so sei < eine Praordnung
auf R. Fiir zwei Regionen Ry, Ry € R gelte Ry < Ro genau dann, wenn Ry durch Ro
verdeckt wird.

Ist © die Menge aller solcher Praordnungen, so wird der Energieterm
(pP(R),0) — R4

({R1,...,R}, <) — 2:31 (uQB{(g —m;)? +eN(R;) + aP(Rand(Ri)))

E

mit |J;~; R; = M minimiert.

Dabei ist fiir 1 < ¢ < n der Wert m; := ﬁ f R gd\ der Mittelwert von g auf der Menge

R!. Die Approximation erfolgt also iiber stiickweise konstante Funktionen.

Fiir eine Menge {Ry, ... R,} € P(R) und eine Priordnung < auf R bezeichnet die Menge

R! den unverdeckten Anteil von R; € {R1,...R,} beziiglich der Priordnung. Es ist also

R, :=R; \ U R. P bezeichnet den Strafterm, der die Lange des Randes von
RG{R1,...Rn},Ri<R

R;, also inklusive des verdeckten Anteils, bestraft. Die Formulierung dieses Strafterms fallt

beim ,,2.1-Sketch* wesentlich differenzierter aus als in Abschnitt 2.4.1. Die Abbildung 2.12

soll andeuten, was P leisten sollte.

Die Parameter pu, € und « sind analog zum Abschnitt 2.4.1 freie Parameter, die abhéngig
von der jeweiligen Anwendung gesetzt werden koénnen.

Fiir eine genauere Darstellung dieses Ansatzes sei auf den Originalartikel [NM90] verwie-
sen.
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Abbildung 2.12: Die graue Region wird von der schwarzen Region iiber-
deckt. Der Strafterm P sollte derart sein, dafl der Rand der beiden grau-
en Fldchen stdrker bestraft wird, als Rand der gemeinsamen Flidche (in-
klusive des verdeckten Anteils).

2.4.4.2 Segmentierung iiber die minimale Beschreibungslinge

In [Lec89] formuliert Yvan Leclerc das Segmentierungsproblem iiber die Suche nach der
minimalen Linge der Beschreibung eines Bildes. Dazu ist zunéichst einmal eine formale
Sprache zu definieren, mit der man Bilder kodieren kann. Fin Bild kénnte etwa durch
stiickweise konstante Bildbereiche und einem gleichverteilten Rauschen beschrieben wer-
den.

Um ein Bild in diesem Modell zu kodieren, kann man etwa die einzelnen Regionen durch
ihren Rand im sogenannten ,,Chain-Code* (vgl. [GW92], S. 484) beschreiben. Zusétzlich
muf} noch der Mittelwert der Region notiert werden. Das Rauschen wird dadurch kodiert,
daf} fiir jedes Pixel der Abstand des Mittelwertes seiner Region zum Bild notiert wird.
Dabei sollte die Kodierung eines grofleren Abstands linger sein als die eines kleineren
Abstands. Je weniger Regionen man kodiert bzw. je kiirzer die Kodierung der Regionen
ist, desto grofler wird dann die Kodierung der Abstéinde und umgekehrt.

In [Lec89] werden Energieterme fiir die Approximation sowohl durch stiickweise konstante
als auch durch stiickweise polynomiale Funktionen vorgestellt.

2.4.4.3 Affin invariante Segmentierung

Beim Ansatz von Ballester, Caselles und Gonzales in [BCG96] wird der Bildentstehungs-
prozeB in die Uberlegungen einbezogen. Die Aufnahme eines Bildes entsteht in ihrem
Modell durch eine projektive Abbildung von Objekten. Ein Energiefunktional sollte also
gegeniiber projektiven Abbildungen invariant sein. Eine Naherung der projektiven Inva-
rianz ist die affine Invarianz, was einer Abbildung mit Parallelprojektion entspricht. Eine
Parallelprojektion wird ndherungsweise bei Aufnahmen von Objekten aus grofler Entfer-
nung erreicht.

Als Szenario verwenden die Autoren Luftaufnahmen von Straffen und Feldern. Das Bild,
das von der Linse auf die Bildebene projiziert wird, liegt daher im wesentlichen in einer
Ebene. Sei g ein solches Bild einer Ebene, das durch Parallelprojektion entstanden ist.
Dann sollte ein Energiefunktional E folgende Eigenschaft haben:
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Fiir alle affinen Abbildungen A und optimale Minimierer ug von E gilt: E(ug o A) ist
ebenfalls ein optimaler Minimierer von E auf dem Bild g o A.

Die Autoren schlagen ein Energiefunktional vor, das diese Vorgabe fiir alle affinen Abbil-
dungen mit orthogonalem linearen Anteil erfiillt (vgl. [BCG96]). Eine interessante Eigen-
schaft der affin invarianten Segmentierung von Ballester, Caselles und Gonzales ist, dafl
lange und diinne Regionen kaum bestraft werden. Diese Eigenschaften der affin invarianten
Segmentierung sind z. B. bei der Auswertung von Satellitenbildern niitzlich.

2.4.4.4 Snakes

Auch der inzwischen in der Bildverarbeitung sehr verbreitete Ansatz von Kass, Witkin
und Terzopoulos zur Detektion geschlossener Kantenkurven in Bildern wird in Termen
der Variationsrechnung formuliert. Dieses unter dem Namen ,,Snakes* bekannte Verfahren
wurde 1987 in [KWT87] vorgestellt. Das Energiefunktional dient hier jedoch nicht da-
zu, eine stiickweise stetige Approximation des Bildes zu finden, sondern eine Energie zu
minimieren, die lediglich auf einer geschlossenen Konturlinie definiert ist.

Ein Snake v ist eine parametrisierte Kurve auf der Bildfldche

[0,1] = M
s — (x(s),y(s))

Das Energiefunktional kann in drei Teilenergien aufgeteilt werden:

BE@) = [ Bare(v(s))dA(s) + / Eimage(0(3))dA(s) + / Foon (0())dA(s)
0.1 0.1 0.1

Dabei dient die interne Energie Eg ke dazu, die Kriimmung der geschlossenen Kurve zu
steuern. Hier spielen also wieder Ableitungen der Argumentfunktion eine Rolle.

Die Bildenergie Fjnqg4e dient dazu, diejenigen Merkmale im Bild als besonders giinstig
fiir die Energieminimierung zu setzen, die fiir die Problemstellung als wichtig gesehen
werden. Im Falle einer Kantendetektion wire etwa —||grad(f)(v(s))||, eine gute Wahl. Im
Funktional E,,, werden &uflere Zwinge (engl. constraints), die z. B. der Benutzer vorgeben
kann, kodiert.
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2.4.5 Bewertung

Ausgehend von der Definition des Begriffes ,,Segmentierung® durch Mumford und Shah
als eine Zerlegung eines Bildes in disjunkte Bereiche, auf denen sich das Bild nur schwach
und zwischen denen sich das Bild stark &ndert (vgl. auch Abschnitt 2.2.1, S. 15, (2.2)),
erscheint der Ansatz, das Bild durch eine stiickweise stetige Funktion zu approximieren,
deren Stetigkeitsbereiche die Segmente bilden, als sehr sinnvoll. Dabei mufl die approxi-
mierende Funktion gewissen Glattheitsbedingungen im Inneren der Segmente und Sprung-
bedingungen am Rand der Segmente gehorchen. Daher ergibt sich die Modellierung als
Energieminimierungsverfahren mit dem Energiefunktional £ = D + S + P, wobei D die
Approximationseigenschaften, S die Glattheitseigenschaften und P die Sprungeigenschaf-
ten der Segmentierung steuert, fast zwangslaufig. Die Parameter o und 3 im Energiefunk-
tional (Abschnitt 2.4.1) bieten eine gute Moglichkeit, die Glattheit und die Sprunghdhen
des Bildes, bei deren Uberschreitung eine Segmentgrenze gezogen werden muf), zu steu-
ern. Allerdings bestehen zwischen diesen Parametern Wechselwirkungen, die der ungeiibte
Benutzer nur langsam erschliefen kann (vgl. Abbildung 2.8 oder Gleichung (2.12)).

Die Bedingungen iii. und iv. von Haralick und Shapiro (vgl. S. 14, (2.1)), némlich, da8
das Innere der Segmente nur wenige kleine Locher enthalten soll, und dal die Rénder der
Segmente nicht ausgefranst sein sollen, werden allerdings nur unzureichend erfiillt. Die
Sétze 2.4.4 und 2.4.5 stellen zwar fest, dal das optimale Ergebnis gewissen Bedingungen
an die Form der Segmentgrenzen geniigt, fiir die Praxis sind diese Aussagen jedoch viel zu
vage. Es ist lediglich gesichert, dal Locher und Zerfransungen durch das Energiefunktional
bestraft werden. Die Existenz dieser Phinomene kann man jedoch selbst bei optimalen
Segmentierungen nicht ausschliefen.

Weiter ist der Ubergang von der Theorie zur Praxis bei den Methoden der Variationsrech-
nung zur Bildsegmentierung problematisch, wie insbesondere der Abschnitt 2.4.2.1 und
die Schwierigkeiten mit zweidimensionalen Definitionsbereichen in 2.4.2.2 zeigen. Auch
die Existenzaussagesitze 2.4.4 und 2.4.5 lassen sich nicht diskret formulieren. Ein Grund
fiir diese Schwierigkeiten liegt darin, daf§ die Menge der Unstetigkeitsstellen K in der Theo-
rie die Hausdorff-Dimension 1 hat (vgl. Gleichung (2.9)) und daher keine Vereinigung von
Pixeln, die ja Hausdorff-Dimension 2 haben, sein kann.
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Eingabebild

Ergebnissegmentierung

Abbildung 2.13: Beispiel eines Ergebnisses des GNC-Algorithmus mit
« = 5000 und S8 = 10.
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2.5 Quantisierung von Funktionen und Bildsegmentierun-
gen

Als Quantisierung bezeichnet man die Approximation einer Funktion durch eine stiick-
weise konstante Funktion. Im Zusammenhang mit Bildsegmentierungen ist die zu appro-
ximierende Funktion meist auf einem kompakten Intervall aus R oder einer kompakten
Menge M C R? definiert. Eine Quantisierung des Histogramms kann als Grundlage einer
Segmentierung herangezogen werden (vgl. Abschnitt 2.5.3.2 bzw. Abschnitt 4.5). Der Wer-
tebereich der zur approximierenden Funktion ist entweder diskret (z. B. bei Graustufen-
oder Farbkodierungen) oder positiv reell.

Sei S, = {Z?:l Yillgy oo |71 <  <Tpny1 ER Y1, .. yn € R} die Menge der stiick-
weise konstanten Funktionen mit hochstens n Stufen. Die meisten Autoren (vgl. z. B.
[GGI2]) definieren die skalare Quantisierung beziiglich einer Dichte f einer Zufallsvaria-
blen X. Sie suchen eine Funktion s, € Sy, mit s, = 21" ¥il[, 5,,,[, die den Fehler

— Sn 2uant::Ei X_SnX 2 = ;
If = sall? (X — 50(X))? g/[

T, Ti+1

[(«%’ — i) f(w)dA (2.15)

minimiert.13

Der Ansatz von Thomas Kdmpke und Rudolf Kober in den Artikeln [KK98], [KK99] und
[K&mO0O0] minimiert nicht den erwarteten Fehler einer Approximation einer Dichte. Viel-
mehr wird dort im Sinne der LP-Riume approximiert. Dieser Typ der Quantisierung, der
im folgenden Funktionsquantisierung heiBen soll, wird in diesem Abschnitt vorgestellt.!4

Vereinfachend kann man sagen, daf eine Quantisierung beziiglich des Fehlers |||, dazu
tendiert, die Breakpoints x; dorthin zu setzen, wo die Funktion f grole Werte hat, wihrend
eine Quantisierung beziiglich des Fehlers ||-||, die Breakpoints eher dorthin setzen wird, wo
sich f stark verandert.

Einige Ergebnisse der Theorie der Funktionsquantisierung beziiglich der L?-Norm werden
als Spezialfdlle von grundlegenden Aussagen der Mehrniveaupassung in Kapitel 3 wieder
auftauchen. Die inhaltliche Ndhe zu [Don91] und zur Mehrniveaupassung (vgl. Kapitel
3) soll durch die Wahl der Notation, abweichend von den Originalartikeln, unterstrichen
werden.

Im folgenden Abschnitt 2.5.1 werden die wichtigsten theoretischen Ergebnisse zur Funkti-
onsquantisierung vorgestellt. Im zweiten Abschnitt dieses Unterkapitels wird auf die algo-
rithmische Umsetzung von Funktionsquantisierungen stiickweiser konstanter Funktionen
eingegangen. Abschlieend wird im vorletzten Abschnitt der Bezug zur Segmentierung von
Bildern hergestellt. Abschlieflend wird die Funktionsquantisierung zur Bildsegmentierung
nach den MafBstidben des Unterkapitels 2.2 bewertet.

13Zur Quantisierung beziiglich || f — Il quant v&l. auch Abschnitt 4.5.
14Beide Probleme, das der Quantisierung beziiglich einer Dichte und das der Funktionsquantisierung, las-
sen sich unter bestimmten Voraussetzungen durch Substitution ineinander iiberfithren (vgl. etwa [K4m00]).
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2.5.1 Optimale und fast optimale Quantisierung integrierbarer Funktio-
nen

Alle Resultate dieses Abschnitts sind [K&mO00] entnommen. Dort sind auch alle Beweise
der vorgestellten Sitze und Lemmata zu finden. Viele Ergebnisse werden im Originalar-
tikel fiir LP-Rdume mit p € {1,2,...,00} angegeben. Fiir die vorliegende Arbeit — wie
auch fiir die meisten Anwendungen der Funktionsquantisierung in der Bildsegmentierung
— ist allerdings nur p = 2 von Relevanz. Deswegen wird an dieser Stelle nur dieser Fall
vorgestellt. Fiir die Falle p # 2 sei auf den Originalartikel verwiesen.

In diesem Abschnitt gelte immer f € C([a, b],R).

Definition 2.5.1 (Menge der Funktionsquantisierungen)
S,, definiert durch

n
Sp = {Zyil[ﬁvul‘wl[ ‘ Ylyooosn ER Xy <20+ < g1 € R}
i=1

heifit die Menge der Funktionsquantisierungen durch n Stufen. Ist s, € S, der Form
Sn = D i1 Yillgszia 50 gilt insbesondere s,(z) = 0 fiir 2 < x; oder x > w,11. Die
Punkte x1,...,z,41 heiflen Breakpoints oder Knotenpunkte der Funktionsquantisierung
Sn-

Bemerkung 2.5.2

Sei s, € Sy mit s, = Y1 Yil[g, 2,,,- Dann heiflen die Mengen [x;, ;4 1[ auch Niveau-
mengen der Funktionsquantisierung s,, und y; die Niveauhdhen der Niveaumenge [x;, z;4+1]
fir 1 <i<n.

Man vergleiche zu diesen Bezeichnungen die Einleitung zu den theoretischen Grundlagen
der Mehrniveaupassung in Abschnitt 3.1 und die Definition 3.3.1 (S. 76).

Definition 2.5.3 (Optimale Funktionsquantisierung)
Eine Funktion s9 € S, heifit n-optimale Funktionsquantisierung fiir f beziglich der L-
Norm, falls

0 .
1f = sall, = min IIf = sall,

gilt.

Satz 2.5.4 (Existenz)
Eine n-optimale Funktionsquantisierung existiert unter den Voraussetzungen dieses Ab-
schnitts immer.

Lemma 2.5.5 (Massenerhaltungslemma)
Ist s9 die n-optimale Funktionsquantisierung von f, so gilt:

/ sO(x)d\ = / fdX
[a,b] [a,b]
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2.5.1.1 Funktionsquantisierung mit Nebenbedingungen

Bei der Funktionsquantisierung beziiglich der L?-Norm sind zwei Parameter zu bestim-
men. Ein Parameter ist die Sequenz der Breakpoints x4, ..., 2,11, der andere die Sequenz
der Funktionswerte y1,...,y, der Funktionsquantisierung. In den beiden folgenden Ab-
schnitten werden einige Ergebnisse vorgestellt, die sich ergeben, wenn man einen dieser
Parameter festhilt und nach dem anderen optimiert. Das Resultat des ersten Abschnitts
ist, daf} die Partition, d. h. die Sequenz der Breakpoints, die Funktionswerte eindeutig
bestimmt.

Eine entsprechende Aussage fiir feste Funktionswerte und variable Breakpoints im zweiten
Abschnitt fillt etwas differenzierter aus.

2.5.1.1.1 Feste Partitionen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich bei fest vorgegebener Partition des
Definitionsbereichs die Funktionswerte der optimalen Funktionsquantisierung von f ver-
halten.

Satz 2.5.6
Sei s¥ eine n-optimale Funktionsquantisierung von f und [z;,2;11[ ein Intervall dieser
Funktionsquantisierung mit z; < x;41. Dann ist der Wert y; o von sO auf diesem Intervall

eindeutig bestimmt.

Genauer gilt

1
o= [
Tit1 = Li Sz

Definition 2.5.7
(i) Definiere 75 : B(R) — R durch

1
. 5 |4 fdA , falls A(A) >0
VfZAH{())‘(A)fA (4)

, sonst

(ii) Sei n € N mit n > 2. Dann sei die Menge Z,,(a,b) definiert durch
Zu(a,b) == {(x2,...,2p) |a < 22 < --- <z, < b}. Die Funktion ®5 : Z,(a,b) — R
sei definiert durch

n 2
(I)f((x2’ s 7xn)) = ||f - Z’?f([mivgcﬂrl[)l[wi,xwl[
=1

2

mit 1 :=a und z,41 = 0.
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Bemerkung 2.5.8

Mit der obigen Definition lassen sich die Funktionswerte y; o der n-optimalen Funktions-
quantisierung aus Satz 2.5.6 als 7 ([xj, 541[) schreiben. Weiter zeigt Satz 2.5.6, dal man
das Problem der optimalen Funktionsquantisierung auf ein Problem zuriickfithren kann,
das lediglich von den Partitionen abhéngt. Es geniigt ndmlich ®; zu minimieren.

Man vergleiche hierzu die entsprechenden Lemmata 3.5.3 (S. 93) und 3.5.21 (S. 102) der
vektoriellen Mehrniveaupassung.

2.5.1.1.2 Feste NiveauhShen

Seien nun die Niveauhthen fest gewdhlt. Wiinschenswert wére es, ein Pendant zu Satz
2.5.6 zu haben, das das Problem der Funktionsquantisierung auf das Problem, die richtigen
Niveauhohen zu finden, zuriickfiihrt. Dies 148t sich allerdings nicht in so allgemeiner Weise
formulieren wie im vorangegangenen Abschnitt.

Lemma 2.5.9 (Notwendige Bedingung der Partition)
Sei f € C([a,b],R) N L2(B([a,b]), B(R)) zusitzlich monoton steigend und differenzierbar
auf ]a, b[. Seien weiter die Niveauhshen yy, ..., y, fest gewidhlt mit f(a) <y; < -+ <y, <

f(b).
Dann erfiillt die optimale Partition a = 219 < 2209 < -+ < @p41,0 = b die Gleichung
flaip) = “=52 i i =2,...,n.

Partitionen, die diese Bedingung erfiillen, sind lokale Minima der Funktion ®; aus Defini-
tion 2.5.7.

Bemerkung 2.5.10

Die Losungen ;o im Lemma 2.5.9 miissen nicht eindeutig bestimmt sein. Daher liefert
das Lemma 2.5.9 nur eine notwendige Bedingung an die Partition und keine algorithmisch
so einfach umsetzbare Anweisung, wie es bei Lemma 2.5.6 im Falle der festen Partition
fiir die Niveauhohe der Fall ist.

Das folgende Lemma entfernt die Bedingung der Monotonie.

Lemma 2.5.11
Sei f differenzierbar auf |a, b[. Weiter seien aufeinander folgende Niveaus von unterschied-
licher Hohe (d. h. es gilt y; # y;41 fir i =1,...,n —1).

Dann geniigen die Breakpoints z; o der optimalen Segmentierung der Bedingung

T10=0, Tpt10 =0

und vt
f(zi0) = % Nsgn(f'(xi0)) = sgn(y — yi—1)

firi=2,...,n.
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Definition 2.5.12 (Kritische Punkte)
Punkte x;, die der Breakpointbedingung in Lemma 2.5.11 geniigen, heiflen kritische Punkte
fiir die Funktionsquantisierung von f.

2.5.1.2 Variable Partitionen und variable Niveauh6hen: Algorithmen zur
Funktionsquantisierung ohne Nebenbedingungen

Die Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte werden nun verwendet, um Algorithmen
zur Berechnung der n-optimalen Funktionsquantisierung von f auf einem Intervall [a, b]
beziiglich der ||-||,-Norm bereitzustellen.

2.5.1.2.1 Ein generischer Algorithmus zur Funktionsquantisierung

Der Algorithmus 1 (GenP) nutzt die Ergebnisse der beiden vorangegangenen Abschnitte,
um eine moglichst optimale Partition zu berechnen. Abwechselnd werden zunéchst fiir
eine feste Partition die optimalen Niveauhdhen bestimmt und dann fiir feste Niveauhohen
eine optimale, d. h. eine Partition, die der Breakpointbedingung in Lemma 2.5.11 geniigt,
gewdhlt, bis ein zu wihlendes Stopkriterium erfiillt ist.

Algorithmus 1 (GenP) Berechnung einer Funktionsquantisierung
Input: Funktion f € £2(B([a,b], B(R)),
Anzahl der Niveaumengen n € N

Output: Funktionsquantisierung von f mit n Quantisierungsstufen

: Initialisierung: Wéahle eine beliebige Partition a = :Egl) < l'gl) < e < JL‘SJ)rl =b

k1
while Ein Stopkriterium ist nicht erfiillt do

rem Berechnung der NiveauhGhen yi(k)
k ~ k k .
yl( )= ’yf([xg )7x§+)1[)7 firi=1,...,n.
rem Berechnung der Partition:
Berechne eine Partition xgkﬂ) < xékﬂ) < e <Z xgi:rll) derart, daf
i xgkﬂ) = a und xﬁl’ff) :=b und

(k) (k)
ii. fiir i = 2,...,n f(xgkﬂ)) = % und sgn(f’(xgkﬂ))) = sgn(ygk) - yz@l),

gilt,falls ein solches :zgkﬂ) unterschiedlich von azgk)

(k+1) . (k)

i .

R SR ey

existiert.
Ansonsten sei x

: k—Fk+1
9: end while

k+1
10: return y ;' , yz( )1[$(k+1) Rl
7 "

Anmerkungen zum Algorithmus:

Gilt im Algorithmus xl(k) = :Bl(-i)l fiir ein ¢, so wird y(k

%

) auf f(:cgk)) gesetzt.
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gkﬂ) fiir ein ¢, so wird der Ausdruck Sgn(f/(fﬁgkﬂ))) ersetzt
(k

i

Ist f nicht differenzierbar in x

durch —1 bzw. 1, abhéngig davon, ob f in einer Umgebung von x +1) steigt oder sinkt.

Wihrend die Berechnung der Niveauhdhen in Zeile 5 der Schleife eindeutig ist, trifft dies
fiir die Partition in Zeile 7 im allgemeinen nicht zu. Ein Stopkriterium der while-Schleife

k1)

kann z. B. iiber einen Schwellwert der Differenzen |xl( xgk)] implementiert werden.

Aus den beiden vorangegangenen Abschnitten folgt der Satz 2.5.13.

Satz 2.5.13

Ist ((azgk), . ,xfﬁl))keN eine Folge von Partitionen, generiert durch den Algorithmus 1

(GenP), so gilt:

Die Folge (Qf(xgk), Cee x,(lk)))keN ist monoton fallend.

2.5.1.2.2 Vereinfachung des Algorithmus fiir monotone Funktionen

Fiir monoton steigende Funktionen f vereinfacht sich der Algorithmus 1(GenP) auf tri-
viale Weise im Schritt 7 gemé Lemma 2.5.9. O. B. d. A. sei f([a,b]) C Ry.

Dann ergibt sich aus dem Algorithmus 1(GenP) mit Lemma 2.5.9 der vereinfachte Algo-
rithmus 2 (FP).
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Algorithmus 2 (FP) Berechnung einer Funktionsquantisierung einer monotonen Funk-
tion
Input: Monoton steigende Funktion f € £2(B([a,b], B(R)),

Anzahl der Niveaumengen n € N

Output: Funktionsquantisierung > | y§k+1)1[m(k+1) L(k+D Vo f mit n Quantisierungs-
7 i1

stufen
1: Initialisierung: Wéhle eine beliebige Partition a = xgl) < J:él) << xSJ)rl =b
2 k1
3: while Ein Stopkriterium ist nicht erfiillt do
4:  rem Berechnung der Niveaus yl(k):
k ~ k k .
5: yz( )::’yf([xg ),x§+)1[),furz:l,...,n.
6: rem Berechnung der Partition
7 Berechne eine Partition l'gk—H) < :Eélﬂ_l) << acgﬁ_ll), die der Bedingung
(k) (k)
AT
Jaltt) = H A
genigt
8: k—k+1
9: end while

k+1
10: return y . ; yz( )1[$(k+1) el
7 41

2.5.1.2.3 Monotone Funktionen und zwei Niveaus

Sei wieder f € C([a,b],R) monoton steigend und f([a,b]) C R.

Betrachtet wird nun der Fall n = 2, d. h. man erhélt 2 Niveauhdhen. Aulerdem sei f inver-

tierbar. In diesem Kontext ist xo der einzige zu bestimmende Parameter im Algorithmus 2

(k+1) _ (k))
9 =

(FP). Aus dem Algorithmus ergibt sich eine Folge von Partitionen mit gf(xy

wobei gy : R — R definiert sei durch

)

gf(-%') — f—l <’7f([a7$[) ;"?f([mvb])>

Weiter sei dabei 7¢({a}) := a und 4#({b}) := b definiert.

Lemma 2.5.14

Sei f zweimal differenzierbar auf ]a, b[ und nicht notwendig monoton. Dann sind die Funk-
tionen yi(x) := F¢([a,z[) und ya2(x) := F¢([x,b]) konvex (bzw. konkav), falls f konvex
(bzw. konkav) ist.

Bemerkung 2.5.15
Aus der Konvexitét von f folgt im allgemeinen nicht die Konvexitét von ®;.
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Satz 2.5.16
Sei f zweimal differenzierbar und streng monoton steigend. Dann ist die oben definierte
Funktion g; konvex (bzw. konkav), wenn f konvex (bzw. konkav) ist.

Lemma 2.5.17 (Spezialisierung des Fixpunktsatzes von Brouwer)
Sei h : [a,b] — [a, b] stetig und streng monoton steigend mit h(a) > a und h(b) < b. Weiter
sei h entweder konvex oder konkav. Dann hat h genau einen Fixpunkt & € [a,b], und es
gilt:
Va € [a,b] : lim A" (z) =7
n—oo

Dabei ist h* := ho...oh.
N—_——

k-mal

Lemma 2.5.18
Sei f monoton auf [a,b]. Dann ist jeder kritische Punkt xg ¢ von f beziiglich einer Niveau-
hohe y ein Fixpunkt von gy und umgekehrt.

Korollar 2.5.19
Fiir konvexe (bzw. konkave), streng monoton steigende und zweimal differenzierbare Funk-
tionen f konvergiert der Algorithmus FP gegen eine 2-optimale Funktionsquantisierung.

Ist f wie im Korollar angegeben, aber weder konvex noch konkav, so kann g; mehrere
Fixpunkte haben. Diese kann man in abstoflende und anziehende Fixpunkte unterteilen.

Definition 2.5.20
Sei h : [a,b] — [a,b]. Ein Fixpunkt Z von h heiit anziehend, falls es eine Umgebung U von
x gibt mit:

VeeU: lim h"(z) =%

n—oo

Existiert keine solche Umgebung, so heifit & abstofiend.

Satz 2.5.21
Ist f monoton, so liefert jeder anziehende Fixpunkt von g; ein lokales Minimum von
|| f —-|l,- Jeder abstofende Fixpunkt liefert ein lokales Maximum.
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2.5.2 Quantisierung von stiickweise konstanten Funktionen

Im Gegensatz zur zu quantisierenden Funktion f des vorangegangen Kapitels sind die
Funktionen, die in der Bildverarbeitung betrachtet werden, meist diskret. Speziell Com-
puterbilder sind auf einem Pixelgitter definiert und haben einen endlichen Wertebereich.
Aufgrund dieser Uberlegung ist es sinnvoll, die Funktionsquantisierung von stiickweise kon-
stanten Funktionen mit endlichem Wertebereich noch einmal gesondert zu betrachten. In
[KK99] werden Algorithmen vorgeschlagen, die speziell fiir dieses Problem formuliert wur-
den. Dabei unterscheiden die Autoren zwischen Algorithmen, die die optimale Funktions-
quantisierung exakt berechnen, und Algorithmen, die die optimale Funktionsquantisierung
nur approximieren, dafiir aber in der Laufzeit schneller sind.

Sei im folgenden
[a,b[— R

N
T = Zi:l vil[wi»wi+1[($)
eine stiickweise konstante Funktion mit N Werten {v1,...,vx} und Breakpoints a = w; <
coe < w1 =b.

Um die folgenden Funktionsquantisierungsalgorithmen zu verstehen, mufl man wissen, dafl
im Falle einer Funktionsquantisierung von g die Menge der Breakpoints der n-optimalen
Funktionsquantisierung s, eine Teilmenge der Breakpoints von g ist (vgl. Satz 4.2.9 in
Abschnitt 4.2.2, (S. 155)).

2.5.2.1 Exakte Funktionsquantisierung von stiickweise konstanten Funktio-
nen

Das Funktionsquantisierungsproblem stiickweiser konstanter Funktionen 148t sich iiber die
Suche nach dem billigsten Pfad in einem endlichen gerichteten Graphen exakt 16sen. Die
Knoten des Graphen sind dabei die Breakpoints K := {w;,...,wyy1} der zu quantisie-
renden Funktion g. Es existiert eine gerichtete Kante arc(w;, w;) zwischen w; und wj, falls
i < j gilt. Die Kosten dieser Kante werden mit costy, w; = f[whwj[(g — ¢ ([wi, wi]))2dA
beziffert. Der Graph (K, A, cost) mit A := {arc(w;,w;) | w;,w; € K,w; < w;} 1aBt sich
dann in O(N?) Schritten berechnen.

Sei C;(k) der Preis des billigsten Pfades vom Knoten w; zum Endknoten wy41 = b mit
exakt k& Knoten. Dann kénnen alle Werte C;(k) mit dem Algorithmus 3 (ExaktQ), der
eine Implementierung des Dijsktra Algorithmus (vgl. z. B. [AHUS83]) ist, berechnet werden.
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Algorithmus 3 (ExaktQ) Hilfsalgorithmus zur Berechnung der exakten Funktionsquan-
tisierung einer stiickweise konstanten Funktion
Input: Stiickweise konstante Funktion f : [a,b] — R mit N Stufen,

Anzahl der Quantisierungsstufen n

Output: Hilfsstruktur p zur Berechnung der optimalen Funktionsquantisierung

1: rem Initialisierung:

2: forie{2,...,N+1} do

3: Ci(0) := costuy, wp i,

4: end for

5: 1(0) := coStuw, w4

6: for k=1ton—2do

7:  rem Berechnung des billigsten Pfades von w; nach wyy1 mit exakt k Knoten
8 (k) == minseqo, . Ny1-k) COSbw; w, + Ci(k — 1)

9:  Wabhle p(k,1) € {i | costu, w, + Ci(k — 1) =1(k)}

10: rem Update der Werte, um einen weiteren Breakpoints einfiigen zu kénnen:
11: forie{2,...,.N+1—k+1} do

12: Ci(k) == minjegif1,. N41—k} COStw, w; + Cj(k — 1)

13: Wiihle p(i, k) € {j | costw, w; + Cj(k —1) = Ci(k)}

14: end for
15: end for
16: return p

Satz 2.5.22

Bei Termination des Algorithmus 3 (ExaktQ) gilt in der Notation des Algorithmus:

Ist nun p*(n—1) ;== p(n—1,1) und fiir k € {1,...,n—2} P*k := p(p*(k+1), k) definiert,
so ist das folgende richtig:

i. Setzt man w; g = a,wa0 :=p*(n—1),...,wn0 :=p*(1), wpt1,0 :=b und
n
Sn,0 = Z 'NVf([wi,O’ wi+170[)1[wz‘,07wz’+1,0[

i=1

so ist s, o eine n-optimale Funktionsquantisierung von g.
ii. Esist \/I(n—1) =g — snl,-

Beweis:
vgl. [KK99], S. 621

Satz 2.5.23
Der Algorithmus 3 ExaktQ hat eine Laufzeitbeschrinkung von O(N?).

Die Berechnung der n-optimalen Funktionsquantisierung aus dem Ergebnis ExaktQ ge-
méB Satz 2.5.22 erfolgt in O(n).

Beweis:
vgl. [KK99], S. 621
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2.5.2.2 Approximation der Funktionsquantisierung von stiickweise konstan-
ten Funktionen

Eine Laufzeit in der Komplexititsklasse O(N?) ist in vielen Anwendungen der Bildverar-
beitung, speziell bei der Echtzeitverarbeitung von Videobildern, zu aufwendig. In [KK99]
werden mehrere Algorithmen angegeben, die zwar heuristisch sind, aber zum einen eine
schnellere worst-case-Laufzeit garantieren und zum anderen eine akzeptable — wenn auch
nicht immer die optimale — Losung liefern.

Fine einfache Idee zur Laufzeitverbesserung ist das Unterteilen des Definitionsbereichs
[a,b] in n — 1 Intervalle Iy,...,I,_1, die jeweils etwa % Breakpoints der Funktion g
enthalten. In diesen Intervallen wird dann eine 2-optimale Funktionsquantisierung von g,
eingeschriankt auf das jeweilige Intervall, gesucht. Dies erfolgt mittels des Algorithmus 3
ExaktQ in O(|I; N {w1, ..., wx}|?) fiir das Intervall I;. AnschlieBend werden die auf den
Intervallen bestimmten Breakpoints als Breakpoints der Funktionsquantisierung herange-
zogen. Dieses Vorgehen hat einen Aufwand von O(N?/n) (vgl. [KK99], S. 624).

Ein noch schnellerer Algorithmus nimmt n (im allgemeinen nicht adjazente) Segmente der
Funktion ¢ als Ausgangsbasis und erweitert diese zu einer Funktionsquantisierung s, von
g (vgl. [KK99], S.624).
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2.5.3 Anwendung von Quantisierungsalgorithmen zur Bildsegmentie-
rung

Bisher wurden die Verfahren zur Funktionsquantisierung von Kémpke und Kober noch
vOllig ohne Bezug zum iibergeordneten Thema dieses Kapitels, ,,Bildsegmentierungen®,
vorgestellt. Dieser Abschnitt soll nun die Verbindung zum Thema herstellen.

2.5.3.1 Funktionsquantisierung als direkte Segmentierung

Eine Funktionsquantisierung einer Funktion f : [a,b] — R beziiglich der L?-Norm ||-||, kann
als Approximation dieser Funktion durch eine stiickweise konstante Funktion, die daher
auch stiickweise stetig ist, gesehen werden. Bei eindimensionalen Bildern kann man die
Bereiche, auf denen die Funktionsquantisierung des Bildes konstant ist, als Segmente einer
Segmentierung definieren. An dieser Stelle wird die Verbindung zu Abschnitt 2.4 deutlich.
In [KLM94] geben Koepfler, Lopez und Morel Algorithmen im Rahmen der Methoden der
Variationsrechnung zur Bildsegmentierung an, bei denen zur stiickweisen stetigen Appro-
ximation nur stiickweise konstante Funktionen herangezogen werden. Allerdings steht eine
Ubertragung der wichtigsten Ergebnisse des Abschnitts 2.5.1 auf zweidimensionale Bilder
noch aus.

Als Erweiterung dieses Verfahrens auf zwei- bis beliebig dimensionale Bilder kann auch
die 2-Niveaupassung gesehen werden, die erstmals in [Don91] erwéhnt wurde. In Kapitel 3
wird auf die Analogien der Mehrniveaupassung zur Funktionsquantisierung beziiglich der
Norm ||-||, eingegangen.

Obwohl eine derartige Ausweitung der Funktionsquantisierung zu deutlich besseren Er-
gebnissen fiithrt, hat sich in der Literatur nur die folgende Anwendung durchgesetzt.

2.5.3.2 Funktionsquantisierung des Histogramms als Grundlage von
Schwellwertverfahren

Bei der Suche nach geeigneten Schwellwerten zur Segmentierung eines Grauwertbildes
bietet es sich an, das Histogramm als Hilfe zu nutzen, um Schwellwerte bildabhingig
festlegen zu konnen. Einige Verfahren, die sich auf das Histogramm stiitzen, wurden bereits
in Abschnitt 2.3.1 vorgestellt.

In [KK98] und [KK99] wird — mit leichten Modifikationen — ein Verfahren vorgestellt,
das nicht nur das Ergebnis einer Funktionsquantisierung des Histogramms mit n Stufen,
sondern auch die ,Historie“, d. h. die Zwischenergebnisse der Funktionsquantisierungen
mit m > n Stufen, nutzt. Dabei werden die sogenannten ,inneren lokalen Minima“ der
Funktionsquantisierungen betrachtet.

Definition 2.5.24 (Inneres lokales Minimum)
Ein Segment [z;,x;11] heifit inneres lokales Minimum einer Treppenfunktion s, =
Doim1 Qilig, ooy falls i & {1,n} und a; < a1 und o < ;1.

Nmin(Sn) sei die Anzahl der inneren lokalen Minima von s,,.
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Abbildung 2.14: Beispiel der Bestimmung eines Schwellwertes mit Hil-
fe des Algorithmus 4 (SEG). Im mittleren Bild ist der Schwellwert in
das Histogramm rot eingetragen. Das rechte Bild zeigt das Ergebnis der
Schwellwertsegmentierung mit dem ermittelten Schwellwert. Man ver-
gleiche dieses Ergebnis mit Bild 2.6 (S. 22).

Der Algorithmus 4 (SEG) fiihrt, bei aufsteigendem n, solange n-optimale Funktionsquan-
tisierungen aus, bis eine vorher fest gewéhlte Anzahl (ngyster — 1) von inneren lokalen
Minima erreicht wird. Der Name n¢ygser s0ll andeuten, dafl man nach Beendigung des
Algorithmus n.j,ser Teilstiicke des Histogramms erhélt.

Algorithmus 4 (SEG) Berechnung von Schwellwerten iiber die Funktionsquantisierung
des Histogramms eines diskreten Grauwertbildes g
Input: Diskretes Grauwertpixelbild g,

Anzahl der Schwellwerte n.yster

Output: ngyster Schwellwerte zur Schwellwertsegmentierung von g

1: rem Initialisierung
2:n«— 2

3: Setze sy als die 2-optimale Funktionsquantisierung von hg, dem Histogramm von g
4: repeat

5 n<«—n+1
6:  Berechne s! die optimale Funktionsquantisierung von g
7. until nmzn(sg) > Nejyster — 1

8

: return n.yseer — 1 innere lokale Minima von s

n

Bei der Ausfithrung dieses Algorithmus ist zu beachten, daB ngyster < Tmin(g) gelten
sollte. Bei einer praktischen Implementierung wiirde man die Algorithmen 4 (SEG) und
3 (ExaktQ) verbinden.

Als Schwellwerte fiir die Segmentierung eines Bildes werden nun Werte in den nejysier — 1
inneren lokalen Minima bestimmt. Dies geschieht nach Kdmpke und Kober wieder mit
Hilfe von inneren lokalen Minima.

Mit Hilfe der ngpyster — 1 Schwellwerte kann nun das Bild in nyster Segmente aufgeteilt
werden, wobei die Segmente nicht notwendig pixelzusammenhéngend sind.
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2.5.4 Bewertung

Da die Anwendungen der Funktionsquantisierung zur Segmentierung von Bildern mit zwei-
dimensionalem Definitionsbereich im wesentlichen auf histogrammbasierte Schwellwertver-
fahren (vgl. Abschnitt 2.3.1) hinauslaufen, sind zur Bewertung zunéchst die gleichen Krite-
rien heranzuziehen. Ein Schwellwertverfahren bietet keinerlei Kontrolle iiber die Form der
Segmente und steht damit im Gegensatz zu den Punkten iii. und iv. der Forderungen von
Haralick und Shapiro (vgl. Abschnitt 2.2.1 , S. 14, (2.1)) bzw. Punkt iii. der notwendigen
Bedingungen einer Segmentierung nach Definition 2.2.1.

Beschriankt man sich jedoch auf Bilder mit eindimensionalem Definitionsbereich, so bie-
tet die Funktionsquantisierung einen Ansatz, dessen Erweiterung direkt zur vektoriellen
Mehrniveaupassung fiihrt. Fiir diese Bilder bietet die Funktionsquantisierung nach Kamp-
ke und Kober namlich eine Approximation durch stiickweise konstante Funktionen. Dabei
ist, wie spéter auch bei der Mehrniveaupassung, die Anzahl der Segmente fest vorgege-
ben. In diesem Kontext ist die Funktionsquantisierung durchaus als Segmentierung zu
bezeichnen.

Das Aussehen der Segmente gehorcht der Zusammenhangsbedingung, geniigt also den
Punkten iii. und iv. der Beobachtung von Haralick und Shapiro bzw. Punkt iii. der not-
wendigen Bedingungen einer Segmentierung nach Definition 2.2.1. Weiter sind die Seg-
mente uniform oder homogen beziiglich einer Charakteristik, ndmlich dem Funktionswert,
(vgl. (2.1) i., S. 14), da eine Funktionsquantisierung den Abstand zur Funktion minimiert.
Automatisch ist dadurch auch die Forderung ii. von Haralick und Shapiro erfiillt, da sich
adjazente Segmente durch einen unterschiedlichen Durchschnittsfunktionswert auszeich-
nen. Daher geniigt die Funktionsquantisierung in diesem Zusammenhang sowohl den For-
derungen von Haralick und Shapiro als auch denen von Mumford und Shah (vgl. (2.2),
S. 15) an eine Segmentierung. Auch die Punkte i. — iii. der notwendigen Bedingungen ei-
ner Segmentierung nach Definition 2.2.1 (S. 18) sind bei der Funktionsquantisierung von
Bildern mit eindimensionalem Definitionsbereich erfiillt. Lediglich die Bedingung iv., die
die Anzahl der Segmente als Pareto-Optimum einer Mehrzieloptimierung verlangt, findet
keinen Niederschlag in den Arbeiten von Kampke und Kober.

Viele Ideen dieses Unterkapitels flielen in die vektorielle Mehrniveaupassung mit ein. Zum
Beispiel 148t sich die Zusammenhangsbedingung der Segmente auch auf Bilder mit zwei-
dimensionalem Definitionsbereich iibertragen. Es sind bei der Ubertragung gewisse Forde-
rungen an das System der betrachteten Segmente zu stellen, damit diese den Punkt iii. der
Definition 2.2.1 auch fiir diese Anwendung erfiillen. Es ergibt sich ein weiterer Parameter,
nédmlich der des Mengenmodells, dessen Konzept es erlaubt, mit Bilder mit ein- als auch
mit mehrdimensionalen Definitionsbereich umzugehen.

Ein wesentlicher Unterschied zur vektoriellen Mehrniveaupassung besteht darin, daf sich
die Mehrniveaupassung nicht auf die Approximation durch konstante Funktionen auf den
Segmenten beschrinkt. Um z. B. auch affinen Grau- oder Farbwertverldufen auf den Seg-
menten gerecht werden zu kénnen, wird mit Funktionen eines endlichen Vektorraums ap-
proximiert. Es wird sich aber zeigen, daf} einige grundlegende Konzepte der Arbeiten von
Kémpke und Kober auch mit diesen Erweiterungen ihre Giiltigkeit behalten.



Kapitel 3

Theoretische Grundlagen der
Mehrniveaupassung

3.1 Einleitung

In Abschnitt 2.5.4 wurde die Notwendigkeit, Bedingungen an die Segmente einer Seg-
mentierung herantragen zu kénnen, angedeutet. Auch die Annidherungen an den Begriff
»Segmentierung® im Abschnitt 2.2, sowohl von Haralick und Shapiro (vgl. Abschnitt 2.2.1,
S. 14, (2.1)), als auch die der vorliegenden Arbeit (vgl. Definition 2.2.1), fordern — indirekt
oder direkt — diese Eigenschaft. Im Kontext der Funktionsquantisierung nach Kémpke
und Kober in Abschnitt 2.5 ist diese Moglichkeit allerdings nicht vorgesehen. Das Fehlen
dieser Moglichkeit hat auch zur Folge, dafl die Autoren das Potential, das die Funkti-
onsquantisierung zur direkten Segmentierung von Bildern, d. h. ohne den Umweg iiber
das Histogramm, nicht ausschopfen (vgl. Abschnitt 2.5.3.1). Die 2-Niveaupassung, erst-
mals vorgestellt von Klaus Donner in [Don91], schlieft diese Liicke und er6ffnet so einen
neuen Zugang zum Thema Segmentierung. Der Ausgangspunkt zur Entwicklung der 2-
Niveaupassung war das Projekt ANGIO (vgl. [Kol94]), in dessen Rahmen ein Verfahren
entwickelt wurde, das aus MR-Schnittbildern des Kopfes mit Hilfe eines Gefiflatlasses die
3D-Struktur der Kopfadern rekonstruiert. Ein wichtiger Schritt in diesem Verfahren war
die Segmentierung der Blutgefafie. Daraus ergab sich eine zwei-Niveau-Situation, bei der
das hellere Blutgefafs vom dunkleren Hintergrund getrennt werden sollte.

Gegeben sei eine quadratisch integrierbare Funktion f : M — R, wobei M C R? eine
kompakte Menge, im allgemeinen ein rechteckiger Definitionsbereich eines Bildes, sei. In
[Don91] wurde ein Verfahren vorgestellt, das ein Bild f mit einer 2-wertigen Funktion
s2 = aly + B1yp 4 approximiert (vgl. auch Abbildung 3.2). Dabei heilen die Mengen
A= {s9 =a}und M\ A = {s2 = 8} Niveaumengen und die Werte « und 3 Niveauhihen.
Das Verfahren heifit 2- Niveaupassung .

Um nun einen Segmentierungsprozefl auf einem Bild, d. h. auf einem zweidimensionalen
Definitionsbereich, modellieren zu konnen, ist es wichtig, dafl die Mengen A und B ge-
wissen Bedingungen gehorchen. Man braucht also ein System erlaubter Mengen fiir den
Segmentierungsprozefl. So wurde zum Beispiel im Projekt ANGIO verlangt, dafy die Menge
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A

y f(x)

X

Abbildung 3.1: Funktion f: M — R.

mit der hoheren Niveauhohe, also im Bild das hellere Blutgefa3, kegelsternformig sei. Es
handelt sich dabei um eine Ubertragung des Begriffes ,,sternférmig® auf Pixelmengen (vgl.
hierzu [Kus92]).

Da die 2-Niveaupassung, insbesondere mit dem Mengenmodell der kegelsternférmigen
Mengen, fiir eine spezielle Anwendung entwickelt wurde, sto3t das Konzept bei allgemeinen
Segmentierungsproblemen schnell an Grenzen: Will man mehr als ein Objekt segmentie-
ren, mit Farbbildern oder kontinuierlichen Grauwertdnderungen im zu segmentierenden
Objekt arbeiten, so bietet das klassische Konzept der 2-Niveaupassung kaum Gestaltungs-
moglichkeiten.

Um die gegebene Funktion noch besser approximieren zu kénnen, d. h. um den in der Norm
des L?-Vektorraums gemessenen Abstand von f und der Niherungsfunktion noch mehr
zu verringern, kann man die Anzahl der Niveaumengen erh6hen und den Funktionenraum
erweitern, mit dem auf den jeweiligen Niveaumengen gepafit wird, erweitern. Man hat
also zwei Ansatzpunkte, um die Theorie der klassischen 2-Niveaupassung nach Donner zu
erweitern:

e Erhohung der Anzahl der Niveaumengen
Dies hat zur Folge, dafl man sich tiefere Gedanken iiber die Bedingungen, denen die
Niveaumengen gehorchen sollen, machen mufl. Bei zwei Niveaus macht es oft Sinn,
ein Vordergrund- und ein Hintergrundniveau zu wéhlen, um dann nur Forderungen
— wie z. B. die Kegelsternférmigkeit — an das Vordergrundniveau zu stellen. Aus dem
Vordergrundniveau ergibt sich dann automatisch das Hintergrundniveau. Dies ist bei
mehr als zwei Niveaumengen nicht mehr méglich.

e Erhohung der Dimension des Funktionenraums
Die klassische 2-Niveaupassung ist eine Approximation mit stiickweise konstanten
Funktionen. Auf einer Niveaumenge wird also die auf diese Menge eingeschriankte
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y f(x)
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Abbildung 3.2: Approximation von f mit einer 2-wertigen Funktion.

Funktion mit einer konstanten Funktion gepaf3t. Nimmt man statt diesem eindimen-
sionalen Raum einen hoherdimensionalen Funktionenraum, z. B. einen Polynom-
raum, so erhoht sich die Exaktheit der Passung, wie man in z. B. Abbildung 3.3
deutlich sieht. Ein erfreulicher Nebeneffekt dieser erweiterten Modellierung ist die
Ausdehnung der Niveaupassungsstrategien auch auf mehrkanalige Bilder (etwa Bil-
der im RGB-Farbmodell). Allerdings mufl man in Kauf nehmen, daf einige einfache
und algorithmisch leicht umsetzbare Konzepte der 2-Niveaupassung, insbesondere
bei der Suche nach lokalen Optima, verallgemeinert werden miissen und dabei in
ihrer Darstellung komplizierter erscheinen.

Beziehung zu den Methoden der Variationsrechnung

Auch die in Kapitel 2.4 vorgestellten Konzepte und Problemstellungen motivieren dazu, die
bisherigen Ansétze der 2-Niveaupassung zu erweitern, um flieenden Farbiibergédngen, wie
z. B. in Abbildung 3.4, gerecht werden zu koénnen. Allerdings fiihrt die Erhéhung der An-
zahl der Niveaumengen und der Dimension des approximierenden Funktionenraums aus
mehreren Griinden nicht von der 2-Niveaupassung zu einer Art Mumford-Shah-Modell:
Die Anzahl der Niveaumengen wird ein Parameter der Segmentierung von Bildern mit
vektorieller Mehrniveaupassung. Dies ist ein deutlicher Unterschied zum Ansatz der Seg-
mentierung mit Methoden der Variationsrechnung, wo sich die Anzahl der Segmente aus
der Energieminimierung ergibt und nur indirekt iiber die Parameter o und (3 steuerbar ist
(vgl. Abschnitt 2.4.1, insbesondere S. 31).

Auch die Erhohung der Dimension des approximierenden Funktionenraums wird nicht zu
einer derart allgemeinen Formulierung eines Approximationsproblem fithren, wie es im
Falle der Variationsmethoden der Fall ist. Statt mit beliebigen differenzierbaren Funktio-
nen, wie im Falle des Ansatzes von Mumford und Shah, wird der Raum der Funktionen,
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Abbildung 3.3: Approximation von f mit einer stiickweise affinen Funk-
tion auf drei Niveaumengen.

mit dem die vektorielle Mehrniveaupassung approximiert, immer ein endlich dimensionaler
Vektorraum bleiben.

Schlieflich wird auch das Konzept der 2-Niveaupassung, Bedingungen an die Niveau-
mengen heranzutragen, nicht aufgegeben. Auch dies ist ein deutlicher Unterschied zum
Mumford-Shah-Modell. Der Vorteil dieses Konzepts ergibt sich jedoch direkt aus der Defi-
nition 2.2.1 der notwendigen Bedingungen einer Segmentierung auf Seite 18 dieser Arbeit,
die im Punkt iii. verlangt, dal das Aussehen der Segmente reglementierbar sein sollte.

Ubersicht des Kapitels

Zunéchst einmal ist im folgenden zu klidren, wie Bedingungen an das Aussehen der Seg-
mente zu handhaben sind und wie man die Dimension des Raums der approximierenden
Funktionen sinnvoll erhoht, um das Segmentierungsproblem als Mehrniveaupassungsprob-
lem zu formulieren. Daher gliedert sich das Kapitel wie folgt:

Im zweiten Unterkapitel wird ein System erlaubter Mengen vorgestellt, aus dem spéter die
Segmente einer Segmentierung gewéhlt werden miissen.

Im dritten Unterkapitel wird das System der Segmentierungen durch k erlaubte Mengen
eingefiihrt, das, wie der Name schon sagt, £ Mengen aus dem System der erlaubten Mengen
als Segmente einer Segmentierung zusammenfafit. Dabei ist zu beachten, dafl — im Gegen-
satz zur 2-Niveaupassung nach Donner ([Don91]) — alle Segmente, d. h. nicht nur das Vor-
dergrundniveau, die Bedingungen, die das System der erlaubten Mengen fordert, erfiillen.
Ein wichtiges Ergebnis dieses Unterkapitels wird sein, dal aus der Abgeschlossenheit des
Systems der erlaubten Mengen die Abgeschlossenheit des Systems der Segmentierungen
durch k erlaubte Mengen innerhalb des System aller Segmentierungen folgt.
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Originalbild

Approximation mit stiickweise konstanten Funktionen

Abbildung 3.4: Beispiel eines Segmentierungsproblems, bei dem eine affin
lineare Approximation auf mehreren Niveaumengen sinnvoll ist. Insbe-
sondere die Oberfliche des Buchstabens zeigt einen affinen Farbverlauf.
Die Approximation mit stiickweise konstanten Funktionen fiithrt zu kei-
nem zufriedenstellenden Ergebnis (vgl. auch Abbildung 5.8, S. 234).

Das vierte Unterkapitel widmet sich dem Vektorraum der approximierenden Funktionen.
Es handelt sich dabei um einen endlich dimensionalen Vektorraum mit der Eigenschaft,
dafl die Einschrankung der Funktionen des Raums auf eine erlaubte Menge mit positivem
Lebesgue-Maf nicht zu einem Dimensionsverlust des Vektorraums fithrt. Uber die Definiti-
on einer erlaubten Familie von Skalarprodukten, derart, dafl zu jeder erlaubten Menge ein
Skalarprodukt existiert, wird die Grundlage des Approximationsproblems der vektoriellen
Mehrniveaupassung gelegt.

Dieses Approximationsproblem wird dann im fiinften Unterkapitel formuliert. Dabei wird —
auch aus historischen Griinden — zunéchst einmal das Problem fiir die 2-Niveaupassung neu
formuliert. Es wird sich allerdings zeigen, daf die Ubertragung auf die Mehrniveausituation
vollig unproblematisch ist.

Im sechsten Unterkapitel wird die Existenz einer optimalen Segmentierung innerhalb der
Theorie der vektoriellen Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung nachgewiesen. Die
Theorie der Mehrniveaupassung ist also in sich schliissig.
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Das siebte und letzte Unterkapitel der theoretischen Grundlagen der Mehrniveaupassung
zur Bildsegmentierung versucht, einige Ergebnisse des Funktionsquantisierungsansatzes
von Kdmpke und Kober (vgl. Abschnitt 2.5) zur Berechnung lokaler Optima auf die vek-
torielle Mehrniveaupassung zu iibertragen. Dies wird zwar nur fiir die 2-Niveausituation
durchgefiihrt, ist jedoch fiir die praktische Umsetzung, die fast immer auf iterierte 2-
Niveaupassungen hinausléuft, von zentralem Interesse.

Fiir die Praxistauglichkeit des Konzepts sei auf das Kapitel 4 verwiesen.
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3.2 Das Mengensystem

Das Konzept eines Systems von erlaubten Mengen ist einer der wesentlichen Unterschiede
der vektoriellen Mehrniveaupassung zum Ansatz von Mumford und Shah, mit Methoden
der Variationsrechnung Bilder zu segmentieren (vgl. Abschnitt 2.4). Das System der er-
laubten Mengen bestimmt dabei, welche Segmentierungen erlaubt sind und welche nicht.
Bei einer Segmentierung eines Bildes in zwei ,,Bereiche” wird man z. B. nur zusammenhén-
gende Mengen verwenden wollen. Viele konkrete Anwendungen benétigen noch speziellere
Mengensysteme (vgl. z. B. [Kus92]). Die Auswahl eines geeigneten Mengensystems ist ein
problemabhéngiger Parameter der Mehrniveaupassung.

Alle Mengen sind erlaubt Nur zusammenhéngende
Mengen sind erlaubt

Abbildung 3.5: Segmentierungen mit jeweils zwei Segmenten aus unter-
schiedlichen Systemen erlaubter Mengen.

Das zentrale Anliegen dieses Abschnitts ist es, eine geeignete Metrik auf dem eingeschrénk-
ten Mengensystem zu definieren, die in Abschnitt 3.3 zu einer Metrik auf dem System der
Segmentierungen durch k erlaubte Mengen erweiterbar ist. Eine Metrik ist nétig, um Ste-
tigkeiten von Funktionen, die auf Mengen definiert sind, formulieren zu kénnen.

3.2.1 Der metrische Raum (2,0)

Im folgenden werden Funktionen betrachtet, die auf Mengen definiert sind. Um Begriffe
wie ,lokales Minimum* oder ,,Stetigkeit” festzulegen, ist ein topologischer Mengenraum zu
definieren. Klassische Ansétze, z. B. iiber den Hausdorff-Abstand, wie er etwa in der Theo-
rie der Fraktale verwandt wird (vgl. z. B. [Edg98]), scheiden aus, da sie das Problem der
A-Nullmengen nicht beheben. Es ist ndmlich fiir alle Lebesgue-integrierbaren Funktionen
[ [y fdX = [ fdX =0, falls A(A) = A(B) = 0 ist, obwohl die Hausdorffdistanz dieser
Mengen beliebig sein kann. Bei der Segmentierung von Bildern ist eine solche Topologie
ungeeignet, sollte es doch fiir zwei Mengen, deren Abstand grofler als 0 ist, Funktionen
(d. h. Bilder) geben, auf denen sich ihre Integrale unterscheiden.

In [Don91] fithrt Klaus Donner eine solche Topologie iiber einen metrischen Raum ein. Sie
basiert darauf, dafl Mengen A;, Ao mit A(A;\ A2) =0 = A(A2\ A1) als Vertreter derselben
Aquivalenzklasse identifiziert werden. Es wird nicht eine Metrik auf einem Mengenraum
eingefiihrt, sondern eine Halbmetrik, die durch den Ubergang zum Quotientenraum be-
ziiglich der Aquivalenzrelation, die durch diese Halbmetrik definiert ist, zur Metrik wird.
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Originalbild Zwei beliebige Pixel- Nur zwei pixelzusam-
mengen sind erlaubt menhingende Mengen
sind erlaubt

Abbildung 3.6: Das Ergebnis einer 2-Niveaupassung ist abhéingig von
der Wahl des Systems der erlaubten Mengen: Will man etwa das Rad
im Originalbild vom Hintergrund trennen, so bietet es sich an, nur Seg-
mentierungen durch zwei pixelzusammenhéngende Mengen zu erlauben.

Mit leichten Modifikationen, besonders bei der Definition 3.2.10 in Abschnitt 3.2.2, wird
der Ansatz, der in [Don91] beschrieben wird, iibernommen.

Betrachtet wird im folgenden eine Teilmenge A der Borelschen o-Algebra B(M) von M.

Definition 3.2.1
Seid:B(M) x B(M) — Ry definiert durch

d(Al, AQ) = )\((Al \ Az) () (A2 \ Al))

fiir Mengen A;, Az € B(M).
Weiter sei ~ eine Relation auf B(M) definiert durch

A1 ~ AQ = d(Al,Ag) =0

Bemerkung 3.2.2
Seien A, B € B(M). Einige niitzliche dquivalente Umformungen von d, die durch einfache
Mengenlogik und Eigenschaften des Lebesguemafles gefolgert werden kénnen, sind:

i. d(A,B) = MNA\BWB\ A) = \(A\ B) + A(B\ A)
ii. d(A,B) = A(AUB)\ (AN B)) = A(AUB) — A\(AN B)
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Lemma 3.2.3
d ist eine Halbmetrik! und ~ ist eine Aquivalenzrelation auf B(M).

Beweis:

d ist Halbmetrik:

Die Symmetrie ist trivial zu zeigen. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Isotonie des
Lebesguemafes. Seien A, B,C € A. Dann gilt:

d(A, B) +d(B,C)
MA\BUB\A)+AXB\CUC\ B)
MA\BUB\AUB\CUC\ B)
AMA\ (BUCYU(BNC)\AU(ANB)\CUC\ (AUB))
= MA\BUOUANB)\C)u(BNC)\AUC\ (AUB)))
(
(
(
(A,

(A\VARYS

= M((A\B)\CUANB)\C)U((B\ANC\A)U(C\ANC\ B)))
— M(A\C)U(C\AN(C\BUB\ A))
= MA\O)U(C\A4))

C)

~ ist Aquivalenzrelation:

Reflexivitdt und Symmetrie sind trivial zu zeigen. Zum Beweis der Transitivitit gelte
A~ Bund B ~ C. Dann ist d(A, B) = 0 und d(B, C) = 0. Dann folgt aber mit der Drei-
ecksungleichung der Halbmetrik d, dal d(A, C') = 0 gelten mufl. Daher ist nach Definition
A~C.

= d

g

Bemerkung 3.2.4

Man beachte, dafl d : A x A — Ry keine Metrik ist, sondern nur eine Halbmetrik. Denn
beispielsweise gilt d([0,1],]0,1[") = 0, aber nicht [0,1]™ = ]0,1[*. Um dennoch einen
metrischen Raum zu erhalten, kann man nun die Aquivalenzrelation ~ aus Definition
3.2.1 nutzen, um einen Quotientenraum zu definieren, auf dem d eine Metrik ist.

Definition 3.2.5

Fiir eine Teilmenge A C B(M) ist mit Lemma 3.2.3 die Relation ~ eine Aquivalenzrelation
auf A. Daher ist die Definition

wohldefiniert. O sei im Quotientenraum 2 die Aquivalenzklasse der leeren Menge. Es ist

also O = {A e A| A\(A) = 0}.

Weiter sei 0 : A x A — R, die durch d induzierte Metrik auf 2. Dadurch ist der Quotien-
tenraum (2A,0) ein metrischer Raum, da nun 9(A4, B) = 0 = A = B gilt. Im folgenden sei
2 stets auf diese Weise aus einem Mengensystem A C B(M) entstanden.

'Eine Halbmetrik erfiillt die Eigenschaften einer Metrik, bis auf die Bedingung VA, B € B(M) :
d(A,B)=0& A=B



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 72

Bemerkung 3.2.6 (Quotientenraum 2)

Sei IC(M) die Menge aller kompakten Teilmengen von M. Dann ist (M) beziiglich der
Hausdorfl-Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum (vgl. z. B. [Bar88], S. 37). Diese Tat-
sache kann jedoch im Zusammenhang mit Segmentierungen nur schlecht genutzt werden.
Denn es existiert keine paarweise disjunkte Zerlegung von M durch Mengen aus K(M),
aufler der trivialen Zerlegung von M durch eine Menge, ndmlich M selbst.

Der Ubergang von A zum Aquivalenzklassenmengensystem 2 und die Tatsache, da$ Men-
gen, die sich nur um Nullmengen unterscheiden, fiir alle integrierbaren Funktion das gleiche
Integral haben, erleichtert die Notation von Segmentierungen wesentlich. Denn eine Un-
terscheidung zwischen 0, 1[, [0, 1[, ]0, 1] und [0, 1] ist im Quotientenraum 2 obsolet. Der
Ausdruck f = 131 + 1(1 92 definiert daher eine Funktion aus L3(B([0,2]), B(R)), die an
der Stelle 1 nicht ausgewertet werden kann (und im folgenden auch nicht mu$).

Bemerkung 3.2.7 (Ubertragung der Mengenoperationen)
Da alle Mengen einer Aquivalenzklasse das gleiche Lebesguemafl haben, kann man fiir eine

Aquivalenzklasse Ay € A das Ma$ der Aquivalenzklasse als das MafB eines Reprisentanten,
also A(Ap) := \(A) fiir ein A € Ay, definieren.

Weiter sei fiir Aquivalenzklassen Ag, By € :
AyC By & (Ao#By)ANJA,Be A: (A€ Ay,B € By,AC B)
Fiir den Schnitt von Mengen gilt
AyMBy=Cy & FJA,B,CeA:(AcAy,Be By, CeCy,ANB=C)

Man beachte, dafl es im Fall Ay M By = O durchaus Reprisentanten A € Ay, B € By
geben kann, fiir die AN B = C # () ist. Dann gilt aber A(C') = 0. Damit ist C' in O,
der Aquivalenzklasse der leeren Menge. enthalten. Ahnlich werden die Mengenoperationen
U,N und \ auf 2A iibertragen.

Eine Aquivalenzklasse heifie zusammenhdingend, falls alle Elemente A der Aquivalenzklas-
se, die aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen, nur eine Zusammenhangs-
komponente mit positivem Lebesgue-Mafl haben. Dabei heifle eine Menge Z C A Zusam-
menhangskomponente von A, falls Z zusammenhéngend ist und keine zusammenhéngende
Menge B C A existiert mit Z C B C A.

Im folgenden wird — eigentlich falsch — von ,Mengen*“ A aus 2 gesprochen werden. Man
vergleiche zu dieser verkiirzenden, legeren Sprechweise die allgemein in der Mathematik
iibliche Sprechweise von , Funktionen* f € LP(B(M), B(R)), obwohl f in diesem Fall eine
Aquivalenzklasse bezeichnet und gar nicht punktweise ausgewertet werden kann. Dement-
sprechend wird auch die Notation der Mengenoperationen N, U, C fiir die Aquivalenzklas-
sen beibehalten. Im folgenden wird 2 auch als Mengensystem bezeichnet, obwohl Quoti-
entenraum eines Mengensystems die korrekte Bezeichnung wiire.
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Bemerkung 3.2.8 (Translationseigenschaften der Metrik ?)
Offensichtlich ist die Metrik ? translationsinvariant. Denn es gilt fiir alle A, B € 2 und
teMmit A+tC Mund B+t C M :9(A,B)=0A+t,B+1).

Zusétzlich zu dieser Translationsinvarianz besitzt 0 noch eine bedingte einseitige Transla-
tionsinvarianz:

Es sei M C R™ kompakt. Weiter seien vier Mengen A, As, By, Bs € 2 gegeben, wobei
)\(Al) = A(AQ) und )\(Bl) = )\(Bg) sei. Dann gilt:

)\(Al N Bl) > )\(AQ N BQ) = 0(A1, Bl) < D(AQ, BQ)

Gilt jedoch A(A1 N B1) =0 und A(A2 N By) =0, so ist 9(A1, B1) = 0(A2, B2) unabhingig
von der Entfernung der Mengen im Sinne eines Hausdorff-Abstands oder der Lage der
Mengen.

L] o e

a) (AN B) >0 b) A(ANB) =0 ) AMANB) =0

Abbildung 3.7: Bedingte einseitige Translationsinvarianz der Metrik 0:
Sobald zwei Mengen einen Schnitt haben, der einer A-Nullmenge ent-
spricht, hat die Lage dieser beiden Mengen keine Auswirkung auf ihren
Abstand in der Metrik 0. Der Abstand der Mengen A und B in Skizze
b) und c) ist gleich und groer als der in Skizze a).

Es gilt also fiir alle A, B € A mit A(4) > 0, A\(B) > 0 und A(AN B) = 0:
Vie M,B+teA: NAN(B+1t)=0=0A,(B+t)) =0(A,B)

Man vergleiche dazu auch Abbildung 3.7.

Bemerkung 3.2.9 (Gréflenabhéingigkeit der Metrik 2)

Der Abstand, gemessen in der Metrik 0, ist abhéingig von der Gréfle der beteiligten Men-
gen, da diese Metrik nur iiber das Lebesguemaf3 der Differenz definiert ist. Abbildung 3.8
veranschaulicht den Effekt, der daraus entsteht. Die Tatsache, daff Abstdnde von der Gro-
Be der beteiligten Mengen abhéngig sind, wird insbesondere bei der Diskretisierung der
Mengen in Abschnitt 4.2 Schwierigkeiten bereiten (vgl. Bemerkung 4.2.16, S. 159).
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Abbildung 3.8: Der Abstand gemessen in der Metrik 9 ist abhingig von
der Grofle der verglichenen Mengen: d(A, B) ist grofer als o(C, D).

3.2.2 Bedingungen an das Mengensystem 2l

Fiir die spiteren Beweise ist es notig, dafl 2 die Bedingungen der Definition 3.2.10 erfiillt.

Definition 3.2.10
Erfiillt ein Mengensystem 2 = A/ ~ die Eigenschaften

(OM) O € » und M € 2, und
(A) 2 ist abgeschlossen in (B(M)/ ~,0),

so heifle A ein erlaubtes Mengensystem.

Bemerkung 3.2.11
Aus der Eigenschaft (OM) folgt, dal das erlaubte Mengensystem 2 nicht leer ist. Zuséitz-
lich kann man noch eine weitere Eigenschaft fiir das erlaubte Mengensystem fordern:

(DE) fiir alle A, B € A mit A C B gilt:

MB) = MC d MNA) = inf MO
(B)= b MO) und AA) = ind p MO

Dabei heifle die Eigenschaft (DE) Dichteeigenschaft. Fiir ein erlaubtes Mengensystem mit
Dichteeigenschaft gilt: Ist M # O, so ist || = oco. Denn es gilt: VA, B € 2 : 3C €
A\{A,B} : ACCANCC B.

Die Dichteeigenschaft spielt fiir die spateren Beweise keine Rolle. Dennoch ist es im Sinne
eines Segmentierungsproblems, wenn die erlaubten Segmente die Dichteeigenschaft erfiil-
len. Ist A beispielsweise ein Menge von Rechtecken, so sollte zwischen zwei Rechtecken
A, B mit A C B immer noch ein Rechteck C' liegen, dafy auch im erlaubten Mengensystem
liegt.
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Beispiel 3.2.12

Sei A := {[0,t] | t € [0,1]}. Beim Ubergang zur Quotientenmenge stellt man fest, dafl jede
Aquivalenzklasse nur einen Reprisentanten hat. Daher ist es legitim, A = {[0,#] | t € [0,1]}
zu schreiben. Die Bedingungen (0M), (A) und (DE) der Definition 3.2.10 sind, wie man
leicht nachweist, erfiillt. Man kann sogar zeigen, dafl 2 zu [0, 1] homéomorph ist. Auch fiir
A= {[0,¢[,]0,],]0,¢[ | t € [0,1]} gilt: A" := A"/ ~= 2.
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3.3 Das System der Segmentierungen

Das Mengensystem der erlaubten Mengen nach Definition 3.2.10 ermdglicht es, Bedingun-
gen an die einzelnen Segmente einer Segmentierung heranzutragen. Es bietet sich z. B. an
fiir Segmentierungsprobleme ein erlaubtes Mengensystem von zusammenhéingenden Men-
gen zu benutzen (vgl. auch Abschnitt 2.2, insbesondere (2.1)). Vorsicht ist allerdings beim
Zusammensetzen der einzelnen Mengen aus 2 zu einer disjunkten Zerlegung von M gebo-
ten: Ist A, B mit AUB = M, AN B = O eine Zerlegung der Menge M, so ist B = M \ A,
aber aus dem Zusammenhang von A folgt nicht der Zusammenhang von M \ A = B.
Daher ist eine genauere Definition des Begriffes ,Segmentierung durch erlaubte Mengen*
erforderlich.

Definition 3.3.1 (System der Segmentierungen)
Sei 2 ein erlaubtes Mengensystem, A € 2 und k& € N. Dann sei 6 (2, A) definiert durch

S A):={Becp®@)| [{ B=A4, B|<k B\{0}<k=0cB}
BeB

Sk (A, A) heifle das System der Segmentierungen von A durch k erlaubte Mengen. Eine
Menge heifle dabei erlaubt, wenn sie im Mengensystem 2 enthalten ist.

Ist B € Gx(2A, A), so heiflen die Mengen B € B die Segmente oder Niveaumengen der
Segmentierung B. Ist B # O, so heifle B auch echtes Segment. O heifle das leere Segment.

Meist ist A = M. In diesem Fall wird & () := S (, M) notiert. Bis auf den Abschnitt
3.7.1 wird dies im folgenden fast immer der Fall sein.

Bemerkung 3.3.2

a) Bei 6 (2() handelt es sich um die Menge der disjunkten Zerlegungen von M durch
hochstens k& Mengen aus 2. Enthélt eine Segmentierung weniger als k echte Seg-
mente, so ist das leere Segment O in der Segmentierung enthalten. Diese Vorschrift
muflte gemacht werden, um die Abgeschlossenheit des Systems der Segmentierungen
garantieren zu konnen (vgl. Satz 3.3.13): Konvergiert in einer konvergenten Folge
von Segmentierungen eine Folge von Segmenten gegen das leere Segment, so mufl
dieses auch in der Zielsegmentierung enthalten sein, wenn das System abgeschlossen
sein soll. Da aber O nicht die leere Menge 0 ist, sondern eine Aquivalenzklasse, mufite
die Definition 3.3.1 diese etwas technische Vorschrift enthalten. Man beachte, dafl
aus der Definition folgt: VA € G;() : O ¢ A = |A| = k.

Statt einer Tupelschreibweise wurde die Mengenschreibweise der Zerlegungen ge-
wéhlt, um Identitdtsprobleme bei gleichen Zerlegungen in verschiedener Reihenfolge
zu vermeiden.

b) Gelegentlich wird in dieser Arbeit auch von einer ,Segmentierung einer Funktion
f: M — R% die Rede sein. Gemeint ist dann immer die Segmentierung des Defini-
tionsbereichs M der Funktion f.
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Beispiel 3.3.3
Fir 2 := {[0,¢] | t € [0,1]} — wie in Beispiel 3.2.12 — ist S2(A) = {{[0,1],0}}. Dieses
System der Segmentierungen ist natiirlich akademisch.

Ist A := {[x1, 22| | 1,22 € [0,1]}, so ergibt sich
Go(A) = {{[0 2], [t, 1]} [ £ € [0, 1]} = {{4,[0,1] \ A} | A € 2}

Man beachte bei diesem Beispiel, da$ [0,] und [¢, 1] nur Repriisentanten ihrer Aquivalenz-
klasse sind und im Quotientenraum 2" durchaus [0,¢] N [¢,1] = O gilt.

Bemerkung 3.3.4
Um Absténde zwischen Elementen aus & (2() beschreiben zu kénnen, wird eine von 0
induzierte Metrik auf & () definiert.

Definition 3.3.5 (Metrik der Segmentierungen)
Auf pp(B(M)/ ~) sei T wie folgt definiert:

or(B(M)/ ~) x pr.(B(M)/ ~) — R,
75 (A,B)+— > mind(A, B)
AcA BeB

Mit dieser Definition sei

o or(B(M)/ ~) x pp(B(M)/ ~) — R4
" (A,B) — max{7(A,B),7(B,A)}
definiert.

Die Einschrikung von ?’ auf Sy (2) x & () heiit die Metrik der Segmentierungen Sy ().

Lemma 3.3.6
0’ ist eine Metrik auf pi(B(M)/ ~)

Beweis:

Die Symmetrie ist offensichtlich und die Dreiecksungleichung ergibt sich aus den Metrik-
eigenschaften von 0. Auch ist offensichtlich, dafl 9’ zwei identischen Segmentierungen den
Abstand null zuordnet. Seien also A, B € o (B(M)/ ~) mit 9(A,B) = 0 gegeben. Dann
gilt jedoch mit Definition 3.3.5:

VA€ A:3IBeB:d(A,B)=0= A=B

und
VBeB:dJAcA:B=A

Daher folgt A = B.
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Bemerkung 3.3.7

Fiir £ = 1 ist " auf &;() genau die Metrik 0. Natiirlich ist das System der Segmentie-
rungen von M durch eine Menge trivial: Es ist &;(2) = {{M}}. Allerdings kann man im
Fall k = 1 die Metrik d’ kanonisch zur Metrik 0 auf 2l fortsetzen. Daher wird im folgenden
0’ mit 0 notiert. Die genaue Definition sollte immer aus dem Zusammenhang bekannt sein.

Beispiel 3.3.8

Abbildung 3.9 zeigt einige Beispiele fiir Distanzen gemessen in der Metrik 9 auf G5(2). Es
ist dabei zu beachten, daf}, wenn sich nur zwei Segmente zweier Segmentierungen unter-
scheiden, dieselbe Verdnderung zweimal gezéhlt wird. Denn wenn ein Segment von einer
Segmentierung zur nichsten kleiner geworden ist, muf} ein anderes Segment oder mehrere
andere Segmente aufgrund der disjunkten Zerlegungseigenschaft grofler geworden sein:

In der Beispielskizze von Abbildung 3.9 ist 9(A, A’) = 0(A;, A}) +0(Az, A5) = 545 = 10.
Man vergleiche dazu auch Lemma 3.3.9.

20 20 20

w
£
@
i
%
i

N

10 10 10

u
¢}
[¢)]

10 20 10 20 10 20

Abbildung 3.9: In diesem Beispiel ist 9(A, A’) = 10, 9(A’, A”) = 8 und
0(A,A) =18.

Ebenso wie die Metrik auf 2, verhélt sich auch die Metrik ? der Segmentierungen unge-
wohnt, wenn sich Segmente, die sich minimal unterscheiden, nicht iiberlappen (vgl. Abbil-
dung 3.10).

Lemma 3.3.9
Seien A, B € 2. Dann gilt:

(A, B) =0o(M\ A, M\ B)
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BZ
1 .

A A/ A//

Abbildung 3.10: Es gilt: 9(A, A’) =02(A,A”) =d(A/,A”).

Beweis:
Es ist

d(M\AM\B) = A\M\AUM\B)-XM\ANM\ B)
= MM\ (ANB)) - AM\ (AUB))
= MM)—-XNANB)—AXM)+AAUB)
= MAUB)—-XANB)
(4, B)

|
o

Satz 3.3.10
Geniigt 2 den Bedingungen in Definition 3.2.10, so ist G2(2A) abgeschlossen in

(pr(B(M)/ ~),0).

Beweis:

Sei (Aj,)nen eine Folge in G9(2() mit lim A, = A. Zu zeigen ist, dafl A, € G2(2A) gilt.
n—oo

Nach Definition 3.3.1 muf fiir alle n € N |A,,| = 2 gelten. Sei also A,, = {4,, B, } fir

n € N.

O. B. d. A. gelte fiir alle n € N der Abstand d(A4,, Apnt+1) < 9(An, Bpt1). Dies ist durch
Umbezeichnung immer méglich. Dann folgt mit Lemma 3.3.9 (B, By 1) = 0(An, Ant1)
und (B, Ayt1) = 0(An, Bpt1). Da aber nach Voraussetzung 0( A, Bpt+1) > 9(Ap, Ant1)
gilt, folgt aus der Definition 3.3.5 der Metrik 0:

D({Ana Bn}a {An+17 Bn+1}) = D(Ana AnJrl) + D(Bna Bn+1)
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Aus der Konvergenz von ({A,, By} )nen folgt dann die Existenz von Mengen A, By, €
A mit

1 1
Ve >0:3ng € N:Vn >ng:0(A4A,, Ax) < 55 A(By, Bx) < 55 (3.1)

Daher ist ({A,})nen eine Folge in 2A, die gegen A, konvergiert. Da 2 abgeschlossen
ist, folgt Ao € 2A. Analog ist By, € 2. Daher bleibt nur noch A\(Ay N By) = 0 und
AMAoo U Bs) = AM(M) zu zeigen, um {As, Boo} € G2(21) nachzuweisen.

Aber mit der Aussage (3.1) und der Definition 3.3.5 von 0 folgt fir alle n > ny:

1 1 1 1
AMA,\ Ax) < 26 MAx \ 4p) < 25 A(Bp \ Bx) < 25 AMBx \ Bp) < ¢

Fiir Ao N By gilt

N

Ao N By (A N Bso) \ (A N By)) U (A, N By)
(An N Bn) U ((Aso \ (An N By)) U (Boo \ (4 N By)))

C (Ap N Bn) U (Ao \ An) U (Boo \ B) (3.2)

und daher

AMAx N Bo)

IN

A(An N0 Bp) + A(Aso \ Ap) + A(Boo \ By)
1 1
= 0+ 55"’ 55 =&

Da A, W B, =M D A, U By gelten muf, ist

AxUByx = (AW By)\ (An\ (Aso U Boo) W By, \ (As U Bx))
> (A Ba)\ (An\ AW B, \ Bu) (3.3)
und somit gilt
MAx UBsx) > M(ApWBp)\ (An \ Aeo W By, \ Bxo)
Z /\(An W Bn) - (A(An \ Aoo) + )‘(Bn \ Boo))

— M) — (;a—i- ;) — M) —¢

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.

Lemma 3.3.11
Fiir A, B € 2 gilt:

D(A,B)<)\(2m:>>\(AﬂB)>)\(;U
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Beweis:
Es ist

[A\ B =A\ (AN B)] = MA\(ANB)) <

Lemma 3.3.12

Sei (A(™), oy eine Folge in & (2), die gegen ein A = {A;, ..., A;} konvergiert. Dann ist
{Ay,..., A} paarweise disjunkt und es existiert ein ng € N, so daf gilt:

Fiir alle ¢ € {1,...,1l} mit A; # O 1a8it sich eine Folge (Al(-n)) neN konstruieren, so daf gilt:

n>ngo

i lim A = A
n>no

ii. vne Nyn >ng: Agn) e A™ ist eindeutig bestimmt.
ii. Vie {1,...,l1} : A; e

iv. Fiir alle n € N mit n > ng sind die Agn) fir i € {1,...,1} mit A; # O paarweise
disjunkt.

Beweis:
Sei A = lim,, oo A™ und {A;,..., A} = A\ {O}. Sei € > 0 derart, daf fiir alle A; mit
1<i<lgilte < iN(4).

Dann folgt aus der Konvergenz der Folge {Agn), e ,A,g”)}neN, daf ein ng existiert mit
Yn > ng: U(A(n), {Al, ce. ,Al}) < D(A(n),A) <e€

Sei i € {1,...,l} beliebig. Aus der Definition 3.3.5 von 0 folgt, dal fiir alle n > ng
ein Segment A™ e AW existiert mit D(Ai,AZ(.n)) < ¢e. Insbesondere gilt damit nach

i
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Voraussetzung O(Ai,Agn)) < A(A;). Damit ist aber nach Lemma 3.3.11 )\(A( " A, i) >
A(Aq)
2

Segment in A(™ gelten. Daher folgen mit der Konvergenz von (A("))neN die Behauptungen
i. und ii.

. Dies kann aber, da die Segmente in A paarweise disjunkt sind, nur fiir genau ein

Aus der Abgeschlossenheit von 2 folgt die Behauptung iii.

Weiter gilt fiir A;, A; € {Ay,..., Aj}: A # A; = A;NA; = O Denn: Esist 4,04, D (A™n
Agn)) U(A4;\ Agn)) U (4; \Ag.n)). Daher folgt die Behauptung iv. analog zur Beweisfithrung
von Satz 3.3.10 (vgl. dort Gleichung (3.2)).

O

Satz 3.3.13
Sk (1) ist abgeschlossen in (pg(B(M)/ ~),0).

Beweis:

Sei (A(™),cn eine Folge in &1 (2), die gegen ein {Ay,..., A;} konvergiert. Mit Lemma
3.3.12 sind dann alle Elemente von {A4i,...,A;} paarweise disjunkt und aus 2. Daher
bleibt nur noch

l
Jim A@n A7) =0

n>ngo 1=1
zZu zeigen.
Mit Lemma 3.3.12 existiert ein ng derart, daf fiir jedes i € {1,...,l} eine eindeutig
bestimmte Folge (Agn)) neN existiert, mit Vn > ng : Agn) e A™ und limn—oo Agn) = A,
n>ng n>ngo

Auflerdem sind diese Folgen paarweise verschieden.

Da J cam A=M 2 L+J§:1 A; gelten mufB, ist

Wa — W oA @)

1=1 AcA() AGA(“) i=1

> i a\ U (A" \UA
AcA(n) =

> W 4\ U (47" \ 47))
AcAn) i=1

Daher 148t sich die Behauptung analog zur Beweisfiihrung von Satz 3.3.10 (vgl. dort Glei-
chung (3.3)) zeigen.

Anmerkung: Fiir alle Folgen (B™) ey mit ¥n > ng : B™ € A®™ und ¥n > ng : B™ ¢

n>ngo
{Agn), . ,Al(n)} gilt: linI%I B(™ = 0. Daher muf} in Definition 3.3.1 gefordert werden, daB
ne
n>no

alle Segmentierungen mit weniger als k£ echten Segmenten das leere Segment O enthalten.

|



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 83

Bemerkung 3.3.14

In Bemerkung 3.3.7 wird deutlich, da8 das System der Segmentierungen &;(2) = {{M}}
hochstens von akademischen Interesse ist. Es sei daher im Rest der Arbeit fiir &5 (2() immer
k > 2 gefordert.
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3.4 Die Klasse der erlaubten Funktionen

Die Klasse der erlaubten Funktionen bestimmt in erheblicher Weise das Approximations-
problem. In dieser Arbeit wird das Approximationsproblem auf einer Menge A € 2 durch
orthogonale Projektion gelost. Dafiir benotigt man allerdings ein Skalarprodukt und eine
orthonormale Basis des Funktionenraums. Dieses Skalarprodukt — und damit die Ortho-
normalbasis — sollte abhingig von der Menge A sein. Das Mengensystem bestimmt also
die Basen des Funktionenraums, mit dem stiickweise approximiert wird. Im Mittelpunkt
dieses Abschnitts steht daher weniger der Funktionenraum der erlaubten Funktionen als
vielmehr seine Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis des jeweiligen durch ein Seg-
ment bestimmten Skalarprodukts.

Ist E ein vollsténdiger normierter reeller Vektorraum mit Norm ||-||, so sei im folgenden
f € L3(B(M),B(E)) das Bild, wobei M C R* mit A\(M) > 0 kompakt sei.

Definition 3.4.1
Fiir ein System erlaubter Mengen 2 sei o(2) C B(M)/ ~ die kleinste o-Algebra, die 2
enthélt.

Definition 3.4.2 (Erlaubte Funktionen)
Sei V. C L*(B(M),B(E)) ein Vektorraum stetiger Funktionen mit endlicher Basis £& =
(e1,...,en), so daf fiir allei € {1,...,n} und A € o(2A) mit A(4A) > 0 gilt:

Via:={fla| f €V} ist ein Vektorraum mit dim V|4 = n.
Erfiillt V' diese Eigenschaft, so heifle V' eine Klasse von erlaubten Funktionen.

Es existiert dann zu jedem f € V|4 genau ein g € V mit g|4 = f. AuBlerdem gilt VA €
o) :Vie{l,...,n}: MA)>0= [, [lel,dA >0

Bemerkung 3.4.3

Die Klasse der erlaubten Funktionen ist also nichts anderes als ein endlich dimensionaler
Vektorraum mit gutartigem Verhalten bei Einschrinkungen auf Mengen aus dem Mengen-
system 2. Die Fragen, die sich ergeben, wenn ein solcher Funktionenraum bei Einschrén-
kungen auf Mengen aus 2 nicht gutartig, d. h. mit Dimensionsverlust, reagiert, sind von
zentraler Bedeutung in der Arbeit von Verena Lauren ([Lau03]). Deshalb soll an dieser
Stelle nicht néher darauf eingegangen werden.

Der Rest dieses Abschnitts wird sich mit der Frage einer geeigneten Darstellung dieses
Vektorraums beschiéiftigen.
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Die folgende Definition 3.4.4 stellt den Zusammenhang zwischen dem Mengensystem und
einer Familie von Skalarprodukten her. Grundsétzlich gilt: ,,Die Menge bestimmt das Ska-
larprodukt“. Das heifit, zu jeder Menge A € o(2) existiert genau ein Skalarprodukt, beziig-
lich dessen man eine Orthonormalbasis des Funktionenraums angeben kann. Dabei sollten
die einzelnen Skalarprodukte der einzelnen Mengen nicht beziehungslos nebeneinander
stehen.

Die folgende Definition fiihrt die Familie von Skalarprodukten, die im folgenden das Ap-
proximationsproblem beschreibt, ein.

Definition 3.4.4 (Skalarprodukte auf L?(B(M), B(E)))

Auf L?(B(M), B(E)) sei eine Menge {(:|-) 4 | A € o(2),A(4) > 0} von symmetrischen Bi-
linearformen definiert, derart, daf fiir alle A € o(2) mit A\(4) > 0 genau eine symmetrische
Bilinearform (-|-) , existiert mit

i. (-]-) 4| ist ein Skalarprodukt auf L?(B(A), B(E)).
ii. Fiir alle f,g € L2(B(M),B(E)) ist | (f|g) | < oc.

iii. Fiir alle f,g € L2(B(M), B(E)) gilt:
Ve>0:30>0:VAeco(®): ANA) <d=|(flg)s]|<e.

iv. Fiir alle A, B € () mit A(AN B) = 0 gilt:
Vf.g € L2(B(M),B(E)) : {flg)a + (fl9)p = (F19) aun-

v. Fiir alle A € 0(2) und alle f,g € L*(B(M),B(E)) ist (f1alg) 4 = (flg) -

Eine Familie von symmetrischen Bilinearformen, die diese Eigenschaften erfiillt, heifle er-
laubt.

Bemerkung 3.4.5
a) Die Familie der erlaubten Bilinearformen wurde auf o(2) statt auf 2 definiert, um
einen Mafiraum zu erhalten. Diese Eigenschaft ist in vielen Beweisen niitzlich. Die
zentralen spéteren Aussagen werden jedoch auf 2 formuliert.

b) Die Bedingung iii. formuliert die Stetigkeit von Mafen.
Fiir jede Wahl von f und g aus L*(B(M),B(E)) ist v : o(2) — Ry mit v(A) =
| (f|g) 4| ein MaB. Denn:
Offensichtlich ist v ein Inhalt. Aus der Bedingung iii. folgt die (-Stetigkeit von v.
Daher ist v Pramafl auf einer o-Algebra, also ein Maf (vgl. [Bau92], S. 12f).

Damit ist die Bedingung iii. nichts anderes als die Forderung der Stetigkeit des Mafles
v beziiglich des Lebesgue-Mafles A. Die angegebene Bedingung ist dann dquivalent
dazu, da8 jede A-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist (vgl. [Bau92], S. 113).

%(-|-) 4 ist eigentlich nur auf L*(B(M),B(E)) definiert. Funktionen aus L?(B(A), B(E)) miifien daher
auf M \ A fortgesetzt werden. In diesem Sinne sei (-|-) , |a die Biliniearform (-|-) , betrachtet nur auf
Funktionen aus L*(B(A), B(E)), die durch 0 zu Funktionen auf L?(B(M), B(E)) fortgesetzt werden.
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c)

Die Bedingung v. in 3.4.4 ist fiir viele der spédteren Beweise eigentlich nicht nétig. Sie
soll jedoch die Thematik dieser Arbeit einschréanken und die Beweisfithrung von zahl-
reichen Fallunterscheidungen befreien. In der Arbeit von Verena Lauren ([Lau03])
wird verstiarkt auf die Probleme, die aus dem Auslassen dieser Bedingung folgen,
eingegangen.

Da nach der Definition der Klasse der erlaubten Funktionen V' jede Funktion aus
V auf einem beliebigen Triger A € o(2) mit positivem Lebesgue-Maf eindeutig
bestimmt ist, ist mit Bedingung i. bei A(A) > 0 die Bilinearform (.|.) , ein Skalar-
produkt auf V. Daher wird im folgenden immer vom Skalarprodukt (-|-) , die Rede
sein.

Beim ersten Lesen der Bedingung i. kénnte man sich fragen, warum (-|-) , nicht gleich
als Skalarprodukt auf L?(B(M),B(E)) definiert wird. Das folgende Beispiel zeigt unter
anderem den Sinn dieser Definition.

Beispiel 3.4.6
Ist auf E ein Skalarprodukt (-|-) definiert und sei fir A € o(2() mit A(A) > 0 das Skalar-
produkt (.|.), : L2(B(M),B(E)) x L*(B(M), B(E)) — R definiert durch

(f9) 4 == /A (f]g) d

Dann erfiillt die Familie {(-|-) 4 | A € o(A), A\(A) > 0} die Bedingungen aus Definition3.4.4.

Denn:

i.

ii.

Fiir alle 4 € o(2) mit A(4) > 0 ist (-|-) 4 ist ein Skalarprodukt auf L?(B(A), B(E)).
Distributivitit, Kommutativitdt und Homogenitét ergeben sich aus den Eigenschaf-
ten des Skalarprodukts auf E. Die positive Definitheit folgt aus der Tatsache, dafl
nur Funktionen aus L%(B(A),B(E)) betrachtet werden: Eine Funktion f, fiir die
fA (flfydx = [, [fIZdX = 0 gilt, ist auf A fast iiberall 0, liegt also in derselben
Aquivalenzklasse wie die Nullfunktion. Allerdings ist (-|-) 4 kein Skalarprodukt auf
L*(B(M),B(E)). Denn z. B. fiir die Funktion f := 014 4 11yn4 gilt (f[f)4 = 0,
aber f ist nicht in der Aquivalenzklasse der O-Funktion in L2(B(M),B(E)), falls
A(M \ A) > 0 ist.

Da (:|-), auf dem Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen definiert ist,
folgt die Bedingung ii. Denn mit der Ungleichung von Cauchy und Schwarz gilt fiir
alle f,g € L2(B(A), B(E)):

50 > /M||f|!2 lgldA > / (f]g)] dA
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iii. Der Satz von Radon-Nikodym (vgl. z. B. [Bau92], S. 116) liefert die Erfillung von
Bedingung iii.: Definiert man v(A) := [, | (f|g) | dA, so beschreibt | (f|g) | die Dichte
des MaBles v beziiglich des Lebesgue-Mafles \. Daher existiert nach [Bau92|, 17.8
Satz, S. 113, zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

MA) <8 = v(A)<e

und es gilt | [, (flg) A\ < [, | {flg) ldA < =.
iv. Fiir alle A und B aus 2 mit A(A N B) = 0 sowie fiir alle f,g € V gilt:

<frg>A+<f\g>B—/A<f|g>dA+/B<fg>dA—/ (f]g) d

AUB

v. Die Bedingung v. ist ebenso leicht ersichtlich.

Bemerkung 3.4.7

Das Beispiel 3.4.6 ist die hauptsichliche Anwendung der Definition 3.4.4 im praktischen
Teil dieser Arbeit. Zum Beweis aller Sétze der theoretischen Grundlagen der vektoriellen
Mehrniveaupassung reicht jedoch die abstrakte Definition 3.4.4 vollkommen aus. Damit ist
auch Nicht-Standardanwendungen eine theoretische Grundlage gegeben: So kénnte man
z. B. iiber das Skalarprodukt die Approximation gewichten (vgl. auch Abschnitt 4.6.4 und
Abschnitt 6.4.1.5).

Wenn nicht anders erwihnt, sei jedoch in den folgenden Beispielen dieser Arbeit die je-
weilige Familie von erlaubten Skalarprodukten immer vom Skalarprodukt des Raums E
induziert, wie es in Beispiel 3.4.6 in der Fall ist.

Bemerkung 3.4.8
Mit |||l 4 == /(|-) 4 ist zu jedem A € o(A) mit A(A) > 0 eine Norm auf V' definiert.

Mittels des Skalarprodukts und der Norm auf V' ist es moglich, zu jedem A € o(2A) eine

Orthonormalbasis (ef!,...,es) beziiglich (:|-), anzugeben. Diese ist so allerdings nicht

eindeutig bestimmt. Im Rest der Arbeit sei jedoch bei gegebener Basis (eq,...,e,) von V

die Orthonormalbasis (6’14, ey eﬁ) mit Hilfe des Orthogonalisierungsverfahren von Gram

und Schmidt (vgl. Algorithmus 5 (Gram-Schmidt)) entstanden.?

3Zur Verwendung dieses Verfahrens vgl. auch Lemma 3.6.21 und Bemerkung 3.6.23.
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Algorithmus 5 (Gram-Schmidt) Berechnung einer Orthonormalbasis (ef!, ..., e7}) aus

einer Basis £ = (e1,...,ey) bezliglich des Skalarprodukts (:|-) 4

Input: Basis £ = (ey,...,e,) des Vektorraums V,
Skalarprodukt (-|-) 4 auf V'

Output: Orthonormalbasis (e, ..., e4) von V beziiglich des Skalarprodukts (-|-
1 A

rn

while k£ < n do
~A R k A A
Char = €hr1 — 2oy (€ eri1) 4 €
~A
A . Ck+1

1T e
k—Fk+1

end while

return (ef,... ed)

o

k+1||A

Definition 3.4.9 (Ausgezeichnete Orthonormalbasis)

Sei £ = (e1, ..., ey) eine Basis des Vektorraums der erlaubten Funktionen. Fiir A € o ()
mit A(A) > 0 sei (efl,...,e?}) die eindeutig bestimmte Orthonormalbasis, die durch die
Orthonormalisierung von £ gemifl dem Orthogonalisierungsverfahren nach Gram und

Schmidt (Algorithmus 5 (Gram-Schmidt)) entstanden ist.

EA = (ef,...,e) sei der Bezeichner dieser Orthonormalbasis.
Fiir A € o(A) mit A\(A) =0, d. h. A =0, sei £4:=(0,...,0).*
(ef, ... e) heiBe die ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich des Skalarprodukts (-|-) 4

und der Basis £.

Definition 3.4.10 (Koordinatendarstellung)
Fiir eine Basis B = (v1,...,v,) von V heifit die Abbildung Kp : V' — R definiert durch

)
Ks(f)=1| : |, mit 7" zv; = f

Tn

die Koordinatendarstellung von f beziiglich der Basis B.

Bemerkung 3.4.11
Sei A € o(2) mit A(A) > 0. Ist dann A € R"*" definiert durch A := ({e;|e;) 4)1<i,j<n, SO
gilt

Vg€V (flg)s = Ke(F) AKe(g)

ist im strengen Sinne keine Basis!

450
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£--en)

und insbesondere ist fiir (e1,...,e,) = (ef,..., €5

VEgEV i (flgga = KealH'(((el]ef) Di<ijcn)Kealg)
= Kea(f)'Kealg)

Da £4 eine Orthonormalbasis bildet, gilt

(rlet).

’CEA(f) = :
<f‘e£>,4
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Beispiel 3.4.12
Alle hier aufgefiihrten Beispiele sind Konkretisierungen von Beispiel 3.4.6

i)

i)

iii)

iv)

Sei F := R mit der Multiplikation - als Skalarprodukt und V := {a | a € R} der
Vektorraum der konstanten Funktionen von R nach R. Die Familie der erlaubten
Skalarprodukte sei dann definiert wie in Beispiel 3.4.6. Dann ist (1) eine Basis dieses

.. . . A 1 . . ~
Raums und fiir A € o(2) mit A(A) > 0 ist e = e die ausgezeichnete Ortho

normalbasis beziiglich des Skalarprodukts (-|-) , und der Basis (1) gem&f Definition
3.4.9.

Sei E := R? mit dem Standardskalarprodukt (-|-). Die Familie der erlaubten Ska-

larprodukte sei wieder definiert wie in Beispiel 3.4.6. V := {(«,...,a) | « € R} sei

ein Vektorraum konstanter Funktionen in R? mit Basis ((1,...,1)). Dann ist fiir
——

d-mal

A € o(2) mit positivem Lebesgue-Ma8

H(l,...,l)\?4:A((l,...,l)](l,...,l))d/\:/dd)\:d/\(A)

A

Daher ist e = L 1,...,1) die ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich des
1 JanA) g g

Skalarprodukts (-|-) , und der Basis ((1,...,1)) gemé&fl Definition 3.4.9.

Sei £ := R3 mit dem Standardskalarprodukt (-|-) wie in ii). Mit Hilfe dieses Ziel-
raums lassen sich auch Farbbilder kodieren, indem man sie z. B. in einen Rot-, Griin
und Blaukanal aufspaltet (vgl. Abschnitt 1.3.2). V' sei der Vektorraum aller kon-
stanten Funktionen von M nach R3. Eine Basis dieses Raums ist (eq, ez, e3) mit
e1 == (1,0,0), e2 := (0,1,0) und ez := (0,0, 1). Dann ist fir A € o(A) \ {O} mit
eff = L e, ef = —L—eq, €4 = —L_e3 die Basis (ef!, 4, e4) die ausgezeich-
A(4) A(A) VAA)

nete Orthonormalbasis beziiglich des Skalarprodukts (-|-) , und der Basis (e1, e, €3)
gemif Definition 3.4.9, wie man leicht nachrechnet.’

Sei M :=[0,1] und E := R mit der Multiplikation reeller Zahlen als Skalarprodukt.
Die Klasse der erlaubten Funktionen sei V = {f | f(z) = ax + t,a,t € R}. Dann ist
(e1,e2) mit ey(z) := 1 und ez(x) := x eine Basis von V.

Weiter sei 2 := {[0,¢] | t € [0,...,1]}. Daraus ergibt sich fiir [0,¢] € 2 mit ¢ > 0:

1 3 1
e[lo’t] (x) = 7 und e[QO’t] () =24/ t—3(:v - it)

®Natiirlich 148t sich diese Basis auch fiir beliebige R? mit d # 3 vollkommen analog definieren.
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3.5 Problemstellung

Dieses Unterkapitel dient dazu, das Approximationsproblem, das die vektorielle k-Niveau-
passung darstellt, zu formulieren.

Dabei werden die Konzepte der beiden vorangegangen Abschnitte zusammenflieen: Auf
der einen Seite das System der Segmentierungen von M durch k erlaubte Mengen und
auf der anderen Seite die Klasse der erlaubten Funktionen. Ziel dabei ist es, ein Approxi-
mationsproblem zu formulieren, das ein gegebenes Bild f durch eine stiickweise definierte
Funktion approximiert. Diese Funktion wird auf den einzelnen Segmenten einer Segmen-
tierung des Definitionsbereichs von f durch k erlaubte Mengen durch eine Funktion aus
der Klasse der erlaubten Funktionen beschrieben.

Das wichtigste Ergebnis dieses Abschnitts wird sein, daf} sich das Problem, Mengen und
Funktionen zu finden, die den Abstand zum Bild minimieren, auf ein Problem reduzieren
148t, das nur iiber die Segmentierungen parametrisiert ist. Die Segmentierung wird also
die zu verwendenden Funktionen bestimmen.

Weiter werden verschiedene Formulierungen, die zueinander dquivalent sind, vorgestellt.
Je nach Problem — ob Beweis oder Algorithmus — erlauben es diese unterschiedlichen
Darstellungen des Problems, die jeweils giinstigste zu wéhlen.

Im ersten Abschnitt dieses Unterkapitels wird die Segmentierung mit zwei Segmenten, also
die 2-Niveaupassung, betrachtet, weil dieser Fall eine einfache Parametrisierung erlaubt.
Die Ergebnisse lassen sich dann im zweiten Abschnitt leicht auf den Fall der Segmentierung
mit einer hoheren Anzahl von Niveaumengen iibertragen.

3.5.1 Die Zwei-Niveau-Situation

Im Falle von zwei Niveaus ist Go(A) = {{A, M\ A} | A€ A, M\ A € A}, d. h. bei der
Auswahl von A € 2 ist darauf zu achten, dafl auch M \ A in 2 enthalten ist, um mit
{A, M\ A} eine Segmentierung von M durch zwei erlaubte Mengen zu erhalten.

In diesem Abschnitt soll jedoch zunichst auf die Uberpriifung M\ A € 2 verzichtet werden.
Es werden also Segmentierungen der Form {{A, M \ A} | A € 2} betrachtet. Diese Menge
ist eine Obermenge von G2(2), die eine einfachere Parametrisierung — mit nur einer Menge
als Parameter — erlaubt, da mit A die zweite Menge der Segmentierung M \ A automatisch
gegeben ist. Aus Griinden der Ubersicht wird an dieser Stelle also nur dieses System der
Segmentierungen verwendet. Man beachte daher im folgenden, dal M \ A nicht in 2 sein
muf}. Allerdings mufl M \ A in o(2), der kleinsten o-Algebra, die 2( enthilt, sein.

Ziel der 2-Niveaupassung ist es, eine Menge A € 2l und zwei Funktionen gi,g2 € V so zu
bestimmen, daf sie die Funktion

- AxVxV-R
: 2
(A, g1,92) — Hf —g11a — 921M\AHM
minimieren. ||-||,, sei dabei definiert wie in Bemerkung 3.4.8, also induziert von der Fa-
milie der erlaubten Skalarprodukte (vgl. Definition 3.4.4). Die Existenz eines Minimums

der Funktion ® muB allerdings noch gesichert werden. Dies geschieht im anschlieBenden
Unterkapitel 3.6.
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Bemerkung 3.5.1

a)

Aus den Eigenschaften der Familie der erlaubten Skalarprodukte (vgl. Definition
3.4.2) folgt:

(A, g1,92)

= ||f—gila —921M\AH?\/[

= (f—gila—glypalf — 9114 — g2lana),,

= (f—gila—g@lypa|lf — 9114 —g2lapa)
+(f —g1la— g2lanal f — 114 — g2lana) 4

= (f—alf—g)a+{f—0lf—9)wma

= (flfha—2(flgr1)a+(91191) 4
+ (FLFana = 2{flg2)ana + (92192) 1\ a

= A3 = 2(Flg1)a+ (91l 91) 4 — 2 (Fl 92 ana + (921 92) s

Da HfH?V[ fiir jede Wahl von A € 2 und g1, g2 € V konstant ist, geniigt es also, im
folgenden den Term

(A, 91,92) = é(Aagl,.QZ)_HfH?W
= (91191)4 — 2{f191) 4 + (92]92) a4 — 2(f192) ar\ 2

zu betrachten.

Weil V' eine endliche Basis besitzt, existiert fiir jedes g € V eine Darstellung be-
ziiglich dieser Basis. Da mit Definition 3.4.9 fiir jede erlaubte Menge A € 2\ {O}

bzw. A € o(A) \ {O} eine ausgezeichnete Orthonormalbasis £4 = (ef!,... ed) exi-

’r n
stiert, bietet es sich an, fiir jede Funktion g € V', die nur auf A ausgewertet werden
soll, die Darstellung von g beziiglich dieser Basis zu wihlen: g = Y7 | ozief‘. Da-
her kann man die Funktion ® iiber die Koeffizienten der Darstellung zur jeweiligen

Orthonormalbasis parametrisieren:
A
Q/(A> A, ... 7an7/817 v aﬁn) = q)(A7 Zaiei 7Zﬂiel’ \ )7
i=1 i=1

(Dabei gilt nach Definition 3.4.9 e/ := 0 fiir i € {1,...,n} fiir Mengen A € o(A)
mit leerem Lebesgue-Ma$.)

®’ hat als Definitionsbereich die Menge 21 x R™ x R™. Da eine Unterscheidung von ®
und @’ aus der Parametrisierung eindeutig hervorgeht, wird ® wieder mit ® bezeich-

net. Ebenso bezeichnet in legerer Schreibweise fir a = («,...,ap) € R" und § =
(B1,- .-, 0n) € R™ der Ausdruck ®(A, a, 3) die Funktion ®(A, a1, ..., 0, B1,---,0n)-
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Definition 3.5.2
Fiir f € L*(B(M),B(E)) sei v¢ : 0(2) — R" definiert durch

f‘ 61
, falls A(A) >0

O , sonst

Fiir 1 <14 < n bezeichne v¢(A); den i-ten Eintrag des Vektors v¢(A).

Satz 3.5.3
Fiir alle A € % und «, 8 € R" gilt

(I)(A7O‘7ﬁ) > ¢(A77f(A)t77f(M \ A)t)

Beweis:

Sei M(A) = 0, also A = O. Dann ist ®(A,a,8) = <Z?:1 BieM L ﬁjeé\/[>M -
2 <Z?:1 ﬁielM|f>M = ®(A,z, ) fir beliebige x € R™, also insbesondere auch fir z =
v7(A)" = ~v7(0)" = 0. Weil die Behauptung fiir den Fall A\(A) = A(M), also A = M
vollkommen analog gezeigt werden kann, reicht es nun aus, die Behauptung fiir alle A € 2
mit A(A) > 0 und A\(M \ A) > 0 zu zeigen.

Sei also A € A mit A(A) > 0 und A(M \ A) > 0. Dann gilt mit Bemerkung 3.5.1 a)

(p(Aaala"wan?ﬂlv'”aﬂn) Z q)(A7717"'77n77717"’777n)
-~

n n n n
M\A M\A
f— E Oél'eflA— E ﬂjej \ 1M\A < f— E %ef‘lA— E Ujej \ 1M\A
=1 j=1

v i=1 j=1 v
Daher geniigt es zu zeigen, daf§ das Tupel (v7(A)",v¢(M \ A)") die Funktion
R" x R* — R,
n A n M\A
(aa B) = Hf - Zi:l ae;lg — Zj:l Bjej lM\AHM
minimiert.
Da nach Definition 3.4.4 iv.

2 2

+|f - Zﬁz A

gilt, kann man das Mlmmlerungsproblem fiir @ und B getrennt betrachten. Nach [Die85]

(6.3.1, S. 118) ist aber ||f — Y1, cie; HA genau dann minimal, wenn Y7, a;ef die or-
thogonale Projektion von f auf den Vektorraum V beziiglich des Skalarprodukts ( |-) 4 ist.
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Ist jedoch Y 7", ozief‘ diese orthogonale Projektion, so muf, da (ef,...,e?}) eine Ortho-

normalbasis von V' beziiglich des Skalarprodukts (-|-) 4 ist, fiir alle 1 < j <n

0 <fzai624 > —(fledy,— o
=1 A

eA>A sein. Analog zeigt man, daf 3; = <f

"D

e fir

J
1 < j < n gelten muB. Damit folgt die Behauptung mit Definition 3.5.2.

gelten und daher muB} a; = < f

d

Bemerkung 3.5.4
Bei der Beweisfithrung des Satzes 3.5.3 handelt es sich um ein Beispiel der Optimalitéts-
suche iiber orthogonale Projektion auf den Raum V|4 mit A(A) > 0 beschrieben durch

> i %‘(A)i@? =i <f’ 624>A 624-

v¢(A) ist also der Vektor der orthogonalen Projektion der Einschréinkung von f auf A
beziiglich des Skalarprodukts (-|-) ,. Man kann — streng genommen — nur innerhalb des
Vektorraums L?(B(A), B(E)) von orthogonaler Projektion auf den Raum V|4 sprechen.
(Man siehe auch Fufinote zu 3.4.4 i.). Da aber dim V|4 = dim V' gilt und die Funktion f
nur auf A betrachtet wird, ist das Vorgehen im Beweis mit 3.4.4 v. legitim, wenn auch
mathematisch vereinfacht dargestellt.

Lemma 3.5.5
Fiir alle A € () gilt:

2
= 1% = lvp (A2

W—Zwmmﬁ
=1

A

Beweis:
Weil >0, 'yf(A)ief die Orthogonalprojektion von f|4 auf V4 beziiglich (-|-) 4 ist, folgt:

2

Hf = r(Aief!
i=1

A

= <f — nyf(A)ief f - Z'Yf(A)z€;4>
=1 i=1

= <f| f- Zw(A)ie;“>
=1

A
- <Z vr(A)iel| f - ZVf(A)i€f>
=1 =1

=0 (Orthogonalitét)

A A
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= <f|f2w<
=1

(F1f)a— <f

= (flf)a Zw

n

=1

A)Zef>
A

> (Al >
A

= (flf)a Zw )ivs(A

Definition 3.5.6

Die Funktion ¥ : 24 — R, sei definiert durch

U(A) =

Bemerkung 3.5.7

Iy (A2 + [l (M \ A2

Mit Hilfe von Satz 3.5.3 kann man nun die Anzahl der Parameter der Funktion ¢ zur
Suche relativer Minima reduzieren. Es reicht aus, statt nach Minima der Funktion @ :
2A x R" x R" — R4, nach Maxima der Funktion ¥ : 2 — R, zu suchen, denn fiir A € &
mit A(A) > 0, A(M \ A) > 0 gilt Lemma 3.5.5

(A, v (A, vy (M \ A))

2

= |[F =D (A
i=1

A

= 1% = Il (A + 1 13pa —

= (1F =>4 AlA—Z’YfM\A) M1
=1

=1

|F =S\ Ay

i=1

Fiir A(A) = 0 ist, wie man leicht nachrechnet,

D(A, 0! v (M) = Zryf(M

Analog gilt ®(A,~(A4)!,0") =

U(A) fiir A(M \ A) = 0.

M
2

M\A

s M\ A = 111, —

—T(A).

v(4)
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Bemerkung 3.5.8

Der Vektor 'yf(A) ist gegeben in der Koordinatendarstellung beziiglich der ausgezeichneten
Basis (ef', ..., e/). Diese Basis ist fiir jede Menge A € 2 unterschiedlich. Um dennoch eine
einheitliche Darstellung der Vektoren v;(A) zu haben, sollte der Vektor der orthogonalen
Projektion in der Koordinatendarstellung beziiglich der Ausgangsbasis € = (e1,...,¢ep)
von V betrachtet werden, die unabhéngig vom Mengensystem ist.

Definition 3.5.9
Sei A € o() mit \(A) > 0 die Matrix EA <eA| ej> 1<i j<n definiert.® Dann sei der

)

ey —1
Vektor 77(A) € R™ definiert durch 7;(A) := E: ) (A).

Fir A € A mit A(A) =0, also A = O, sei 7¢(O) := 0 definiert.

Bemerkung 3.5. 10
Fiir die Matrix EA definiert wie in Definition 3.5.9 gilt:

L (teldets
E:’ Ke(e;) = : = Keal(es)

<€i’6£>A

Die Matrix Ejg ist also die Matrix des Basiswechsels von € nach £4. Daher ist 7;(A) fiir
A # O der Vektor v¢(A) in der Koordinatendarstellung von &.

Dieser, von dem jeweiligen Segment A unabhéngigen, Darstellung des Vektors v¢(A) wird
bei der algorithmischen Bestimmung lokaler Maxima der Funktion ¥, insbesondere in den
Algorithmen des Kapitels 4, eine grofie Rolle zukommen.

Beispiel 3.5.11
Alle hier aufgefiihrten Beispiele sind Konkretisierungen von Beispiel 3.4.6. (Vergleiche auch
Beispiel 3.4.12)

Svgl. auch Definition 3.7.27.
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i)

i)

iii)

Sei £ := R mit der Multiplikation - als Skalarprodukt und V' := {a | a € R} der

Vektorraum der konstanten Funktionen. Dann ist (1) eine Basis dieses Raums und

fiir A € o(A) mit A\(A) > 0 ist ef! = —L— die ausgezeichnete Orthonormalbasis

VAA)
beziiglich (-|-) 4 und (1) nach Definition 3.4.9 (vgl. Beispiel 3.4.12 i)).
Damit ist v¢(A) = \/ﬁ [ fdX und nach Bemerkung 3.5.10 4¢(A) = ﬁ S 4 fdA

Also ergibt sich fiir die Funktion W:

U(A) = |lyp(A))2 + vy (M A2

2
- st () wsten (1)

= ﬁf(A)/Afd)\Jrﬁf(M\A) fdA

M\A

Die Maximierung dieser Funktion ist die bereits erwahnte 2-Niveaupassung, die
Klaus Donner in [Don91] einfiihrt.

Bei genauerer Betrachtung von 7¢(.) erkennt man, daf die 2-Niveaupassung genau
den Fehler GU, der in Abschnitt 2.3.6.1 (S. 27) skizziert wurde, minimiert. Sie ist
also beziiglich dieses Qualitdtsmaflies optimal.

Sei E := R? mit dem Standardskalarprodukt (-|-). V := {(a,...,a) | a € R} sei der
Vektorraum der konstanten Funktionen mit Basis ((1,...,1)) (vgl. Beispiel 3.4.12

.. . A 1 . . . .1
ii)). Esist ey = \/M(l, ..., 1) die ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich des
Skalarprodukts (-|-) 4 und der Basis ((1,...,1)) geméafl Definition 3.4.9.

Daher ist fiir A € o(2) mit \(A) >0

1
mm=%MmAumww»u /Zﬁﬂ

und es ergibt sich fiir W:

V(A) = (A + Il (M A

1 d 2 2
T D@ (;/A‘W) T DI A) M\A <Z M\Af““>

Sei E := R3 mit dem Standardskalarprodukt (-|-). Es sei f € L?(B(M), B(R3) mit
f = (f1, f2, f3). Weiter sei V := R? der Vektorraum der konstanten Funktionen
mit der Standardbasis & = ((1 0,0), (O, 1,0) (0,0,1)). Fiir A € o() \ {O} ist mit
ef = xy(1,0,0),e5 = 5(g5(0,1,0), 5 = 3755(0,0,1) die Basis (ef',e3,ef') die
ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich des Skalarprodukts (-|-) , und der Basis
€ nach Definition 3.4.9 (vgl. Beispiel 3.4.12 iii)).

Fir A € o) mit A(4) > 0 ist daher v;(A4); = \/ﬁff‘ JidA, v (A)2 =
71 (A)

Tﬁ Ju fod, vp(A)s = \/ﬁ [ 4 f3dX und damit y¢(A) = ”yfgx;ll;Q
Yria)3
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Also ergibt sich fiir W:

V(A) = [y (A + Iy (M N\ A
1 3 2 1 3 2
- MZUAW) U(M\A)E(/M\Aﬁdg

iv) Sei M := [0,1], £ := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt und V :=
{f | f(x) =azx+tmita,t € R}, dann ist (ej,e2) mit e;(x) := 1 und ez(z) := =
eine Basis von V.

Weiter sei 2 := {[t1,t2] | t1,t2 € [0,1],£1 < t2} (vgl. Beispiel 3.3.3). Dann ist fiir
[0,¢] € A mit ¢t > 0 die ausgezeichnete Orthonormalbasis (e} 1041, [ })
tion 3.4.9 gegeben durch

1 3
e[lo’t] () = NG und 6[20 ](I) =4/ t—3(2a: —t).

Weiter ist (ei\/l\[o’t], eéw\[o’ﬂ) gemifl Definition 3.4.9 gegeben durch

geméafl Defini-

") = el w) = o wnd ") = () =

Daraus ergeben sich

1

w00 = 7 r@aw
3

(0,2 = J; @)= 0a)

Wl = i [ @)

e = [ [, T == D@

und damit als zu optimierende Funktion U:

v ([0,t]) =

2 2
1 12 .
t ( 0,4] f (w)dA(x)> T3 ( 04 f(@)(z — 2t)d)\(a;)>

2
1
T ( - f(x)dk(x)>

2
3
+ m ( [t’l] f(:E)(QZE —t— 1)d)\($)>
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Die Matrix Eijg ist in diesem Fall gegeben durch
J ZdA@) [ Lad\(z)
< 61>[o,t1 < €1>[0,t 3 0. V! o V!

e[lo,t] ‘ e[QO,t] ‘
<e[107t]‘62>[o,t] <e[20’t]‘62>[07t] - [O{t] 3 (20 — t)d\(z) [o,ft} V& (22— HrdA()

(Vi F
=1, e
613

.. . [0,t],&
Fiir die Inverse von E[0 4 gilt

€y - (g
13

24/
Daher ergibt sich fiir 4([0,¢]):

EI 0 - 8 T @6 - 100w
wlom=1 # J 1@~ ae
0,t

Bemerkung 3.5.12

Im vorangegangen Beispiel 3.4.12 iii) wurde die Funktion f aus dem Raum L?(B(M), B(R?)
gewdhlt. Offensichtlich 148t sich das Beispiel auf beliebige endlich dimensionale Wertebe-
reiche R? erweitern. Die Einschrinkung auf den R? erfolgt, weil dieser Fall in der Praxis
der Segmentierung von Farbbildern héufig auftaucht. Denn Farbbilder lassen sich als Funk-

tionen von M in den Rﬁ_ kodieren, indem man sie als 3-kanalige Bilder modelliert (vgl.
Abschnitt 1.3.2).

Man kénnte auch im Beispiel ii) die Dimension des Wertebereichs von f auf d = 3 setzen.
In diesem Fall wiirde man ein Farbbild durch ein stiickweise konstantes Grauwertbild
approximieren, da die Werte (o, o, o) € Ri im RGB-Farbwiirfel die Grauwerte kodieren.

Definition 3.5.13 (fa)
Mit den Bezeichnungen von oben und A € o(2) sei die Funktion f4 : M — E definiert

durch . A
fai= Zi:l Vf(A)iei 1a )‘(A) >0
' 0 , sonst

Bemerkung 3.5.14
Offensichtlich gilt mit Bemerkung 3.5.10 fa = > ; 77(A)ie;14.
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Beispiel 3.5.15
Im Kontext des Beispiels 3.5.11 iv) ist fiir ¢ > 0:

fon@) = (0. )1el (@) + 77 ([0, )2l ()

1 1 3 1 3
= Vitos FOQAG) 7 + 2\/:3 o FOOx = 5HAA () \/;(295 —t)

1 6
= 3 [, 00 = [ 00 (x- ) i

12(/ Flx <x—t)dA< >>

= 7([0,t])1e1 + 7£([0, t])2e2

wie man leicht mit Beispiel 3.5.11 iv) zeigt.

Satz 3.5.16 (Neuformulierung des Problems fiir zwei Niveaus)
(A, g1, g2) ist ein (lokales) Minimum der Funktion

- AXxV xV =R
(B,g1,92) — ||f — 9118 _921M\BH?V[

genau dann, wenn g114 = fa und galpypna = fap 4 gilt, und A € A ein (lokales) Minimum

der Funktion
~ Q[ — R+

: 2
B | f = fs— sl
ist,
genau dann, wenn A ein (lokales) Maximum der Funktion
. A — ]RJ,_
" B (B + (M B)Il

ist.

Beweis:
Folgt aus Bemerkung 3.5.7, Satz 3.5.3 und der Definition von f, in Definition 3.5.13.
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3.5.2 Die allgemeine Problemformulierung — optimale Segmentierung

Die im vorangegangen Abschnitt aufgestellten Konzepte fiir die Zwei-Niveau-Situation
lassen sich leicht auf die k-Niveau-Situation {ibertragen. Allerdings kann man in diesem
allgemeineren Kontext nicht mehr zwischen Vordergrundniveau A € 2, das aus einem
erlaubten Mengensystem 2 stammt, und Hintergrundniveau M \ A, das nicht notwendig
in dem erlaubten Mengensystem 2 enthalten ist, unterscheiden. Daher wird das Optimie-
rungsproblem der k-Niveaupassung nicht auf erlaubten Mengensystemen, sondern auf dem
System der erlaubten Segmentierungen geméfl Definition 3.3.1 definiert.

Definition 3.5.17 (Menge der Segmentierungen auf M)
Sei 6 () ein System von Segmentierungen von M durch k£ Mengen aus 2 nach Definition
3.3.1 und V eine Klasse von erlaubten Funktionen geméfl 3.4.2. Dann heifle die Menge

F(Sr(),V) := {h € L*(B(M),B(E)) | JA € G4(A) : VA€ A, A+ O : hls € V|a)

die Menge der Segmentierungen auf M durch k erlaubte Segmente und Funktionen aus V.

Bemerkung 3.5.18

Im folgenden soll nun der Begriff ,optimale Segmentierung®* definiert werden. An die-
ser Stelle spielt auch die Wahl der Familie der erlaubten Skalarprodukte (vgl. Definition
3.4.4) eine entscheidende Rolle, da der Abstand, beziiglich dessen approximiert wird, von
der Norm |||, = /(|-) s induziert wird. Mit der Bedingung iv. aus der Definition der
erlaubten Skalarprodukte 3.4.4 ist es dann moglich, diesen Abstand auf jedem Segment
einer Segmentierung einzeln zu berechnen bzw. die Approximation auf jedem Segment
einzeln auszufithren. Denn fiir jede Segmentierung A € S () gilt [|-[13; = > 4ca I 1147

Definition 3.5.19 (Optimale Segmentierung)
Sei {(:|-) 4|4 € o(A),A(A) > 0} eine Familie von erlaubten Skalarprodukten geméf Defi-
nition 3.4.4. Ist dann s; ¢ € F (S, (™), V) mit

Sk — = min Sk —
lswo =Sl = _min sk = fllas

so heife sy eine optimale Segmentierung von f durch k erlaubte Mengen des Mengensy-
stem A und Funktionen aus der Klasse der erlaubten Funktionen V.

"Dabei sei || - ||o := 0 definiert.
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Bemerkung 3.5.20

Oft wird in dieser Arbeit vereinfachend von einer ,optimalen Segmentierung® A € G (2)
einer Funktion f gesprochen. Man mache sich aber an dieser Stelle klar, dafl es sich dabei
nur um eine legere, abkiirzende Schreibweise handeln kann, da der zugehorige Vektorraum
der erlaubten Funktionen und die Familie von erlaubten Skalarprodukten weggelassen
wurden. Diese flielen jedoch immer in den Begriff ,optimale Segmentierung* mit ein, wie
in Definition 3.5.19 eindeutig zu sehen ist.

Die Existenz der optimalen Segmentierung wird in Unterkapitel 3.6 gezeigt.

Satz 3.5.21
Sei sg0 € F(Sx(A), V) mit sp0 = Y 4ca hala; eine optimale Segmentierung von f mit
Funktionen aus V beziiglich des Mengensystems 2.

Dann gilt :

VACA:A#£O=ha=Y vp(A)ef
i=1
Fir A € A mit A = O ist die Funktion h4 ohne Bedeutung, da ihr Triager Lebesgue-Maf3
null hat.
Es ist also spo =D 4ca fa-

Beweis:
Der Beweis erfolgt vollkommen analog zum Beweis des Satzes 3.5.3 {iber orthogonale Pro-
jektion beziiglich der Skalarprodukte (-|-), (vgl. auch Bemerkung 3.5.4 und Definition
3.5.13).

O

Bemerkung 3.5.22

Nicht nur Satz 3.5.3, sondern auch die Bemerkungen 3.5.1 und 3.5.7 lassen sich kanonisch
auf die k-Niveau-Situation iibertragen. Die k-Niveau-Situation erfordert allerdings, dafl
alle Segmente aus dem erlaubten Mengenmodell sind. Daher wird die k-Niveaupassung
auf etwas andere Art parametrisiert als die 2-Niveaupassung: Gesucht ist eine Funktion

sk0 € F(6(2A),V), die die Funktion

b - ~7:(€5k(9l)?v)2—> R4
ho— |lf — Ry,

minimiert. Dabei ist eine Segmentierung A € &y (2) und fiir jedes A € A eine Funk-
tion aus V' zu bestimmen, die diese Minimalfunktion s; o beschreiben. Dieses Problem
148t sich nun, vollig analog zur 2-Niveau-Situation, auf ein Problem reduzieren, das nur
iiber die Segmentierungen parametrisiert ist. Die Existenz des Minimums wird dabei im
Unterkapitel 3.6 nachgewiesen.
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Satz 3.5.23 (Neuformulierung des Problems fiir k-Niveaus)

Sei g € F(S,(A), V). Dann existiert eine Segmentierung A € S5 (A) mit g = > galua,
AcA
wobei fiir alle A € A\ {O} die Funktion g4 aus der Klasse der erlaubten Funktionen V'

1st.
Es gilt:
g ist ein (lokales) Minimum der Funktion
&. T(6r®R),V) =Ry
Che llf = b
genau dann, wenn VA € A\ {O} : g14 = f4 gilt und A € S, () (lokales) Minimum der
Funktion

. 6r(R) = Ry
B |- X £l
BeB

ist,
genau dann, wenn A ein (lokales) Maximum der Funktion

Si(A) — Ry ,
Vi B S (B
BeB
ist.
Beweis:

Eine Durchsicht der Beweise aus dem vorangegangen Abschnitt 3.5.1, die zum Beweis des
Satzes 3.5.16 fiihren, zeigt, daf} sich nicht nur der Beweis des Satzes 3.5.3, sondern auch alle
anderen Beweise und Bemerkungen leicht auf die Situation mit & Niveaumengen anstelle
von zwei Niveaumengen iibertragen lassen.

O

Definition 3.5.24 (Zielfunktion einer k-Niveaupassung)

Sei f € L>(B(M),B(E)) ein Bild.

Sei {(:]") 4|4 € o(A),\(A) > 0} eine Familie von erlaubten Skalarprodukten gemé&fl Defi-
nition 3.4.4.

Sei V eine Klasse von erlaubten Funktionen gemé&f Definition 3.4.2.

Sei 2 ein Mengensystem, das die Bedingungen von Definition 3.2.10 erfiillt.

Dann heifle die Funktion

ViBe X (B
BeB

die Zielfunktion einer k-Niveaupassung der Funktion f.
Das Problem, ein (lokales) Maximum der Funktion ¥ zu finden, heile k-Niveaupassungs-
problem. 8

®Die Familie der erlaubten Skalarprodukte ist dabei in der Definition von 5 (Definition 3.5.2) versteckt.
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Bemerkung 3.5.25

Die in Definition 3.5.24 definierte Funktion V¥ ist das Kernstiick dieser Arbeit. Nach Satz
3.5.23 ist das Maximum dieser Funktion die optimale Segmentierung eines Bildes beziig-
lich eines gegebenen Mengen- und Funktionensystems und einer gegebenen Familie von
erlaubten Skalarprodukten. Daher ist die Bezeichnung k-Niveaupassungsproblem fiir die
Maximierung der Funktion ¥ gerechtfertigt.

Das Ziel des néchsten Abschnitts 3.6 ist es, die Existenz dieses Maximums zu zeigen.
Im darauf folgenden Abschnitt wird eine Charakterisierung von lokalen Maxima von ¥
gegeben. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse dieses Kapitels dazu genutzt, Algorithmen
zur Segmentierung von diskreten Pixelbildern zu formulieren.
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3.6 Existenz der Losung

Um die Existenz einer Losung nachzuweisen, wird gezeigt, daf3 die Zielfunktion der k-
Niveaupassung ¥ aus Definition 3.5.24 eine stetige Funktion auf einem kompakten De-
finitionsbereich ist. Daher nimmt die Funktion auf ihrem Definitionsbereich sowohl ihr
Maximum als auch ihr Minimum an.

Es sind also zwei Dinge zu zeigen:

i. 6x(2), der Definitionsbereich von VU, ist kompakt. Bei dem Beweis dieser Behaup-
tung fillt dem Satz von Fréchet und Kolmogorov aus der Funktionalanalysis eine
entscheidende Rolle zu.

ii. Die Funktion W ist stetig beziiglich 0, der Metrik auf dem System der Segmentie-
rungen.

3.6.1 Der Satz von Fréchet und Kolmogorov

Der Satz von Fréchet und Kolmogorov gibt Bedingungen an, unter denen eine Funktio-
nenfamilie relativ kompakt ist. Im Abschnitt 3.6.2 werden einzelne Segmentierungen durch
Funktionen kodiert. Die Menge aller Funktionen, die nach dieser Kodierungsvorschrift eine
Segmentierung bezeichnen, erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes von Fréchet und
Kolmogorov und ist somit relativ kompakt.

Definition 3.6.1 (Relativ kompakt)
Eine Teilmenge A eines topologischen Raums heifit relativ kompakt, wenn der Abschlufl
der Menge A kompakt ist.

Lemma 3.6.2

Sei (M, 0) ein kompakter metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M ist genau dann relativ
kompakt, wenn fiir jedes € > 0 eine endliche Menge {a1,...,a,} in A existiert, so daf} fiir
jedes a € A ein a; € {a1,...,a,} existiert mit d(a,a;) < €.

A kann also durch eine endliche Menge von offenen Kugeln mit Radius € und Zentrum in
A iiberdeckt werden.

Beweis:
vgl. [Yos78], S. 13
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Satz 3.6.3 (Ascoli-Arzeld)
Sei (M, ) ein kompakter metrischer Raum und C(M,R?) der Banachraum der stetigen
Funktionen auf M mit Werten in R?, versehen mit der Supremumsnorm.

Eine Teilmenge F C C(M,R?) ist relativ kompakt in C(M, R?), falls

i. F gleichméBig beschrinkt ist, und
ii. F gleichgradig stetig ist, d. h.

Ve>0:3C>0:VfeF:Vs,teM:0(s,t) <C=|f(s)—f)],<e

Beweis:
vgl. z. B. [Wer95], S. 68f. Die Ubertragung auf den vektorwertigen Fall erfolgt kanonisch.

Satz 3.6.4 (Fréchet und Kolmogorov)
Sei M € B(R¥) kompakt mit A\(M) < 0o. Sei 1 < p < oo und sei F C LP(B(M), B(R%))
eine Menge von Funktionen, wobei fiir alle f € F gilt:

SuprH < o0 (3.4)
| hlm / | f(z+t) = f(x)]fd\(x) =0, gleichméBig in allen f € F (3.5)
t

lim | f(x)|PdN(z) = gleichméBig in allen f € F (3.6)
A7 |zl >

Dann ist F relativ kompakt in LP(B(M), B(R%))

Beweis:

Der Beweis erfolgt vollkommen analog zum Beweis des Satzes in [Yos78], S. 275f. Dort wer-
den allerdings nicht der vektorwertige Fall und der mehrdimensionale Definitionsbereich
untersucht, was insbesondere den Beweis von Behauptung 1 (s.u.) erschwert.

Zuniichst wird ein Translationsoperator T} definiert: Fiir t € R? und f = (f1,..., f4) € F
sei (Tif)(x) = f(x+t). Da f nur auf M definiert ist, wird, um die Arbeit zu vereinfachen,
f(z) =0 fiir alle x € R¥ \ M gesetzt. Mit der Voraussetzung (3.5) folgt dann

Hl”ml T,f = f gleichméBig in f € F (3.7)
t 2

Weiter wird eine Mittelwertfunktion M, : F — LP(B(M), B(R?)) definiert durch

-x':i (z mi = [~a,a)*
(Mo (o)1= g [ D@D (it B = [a,a))
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Behauptung 1:

nw@nm»—ﬂmgsl;@;Uf@+w—f@wﬂxw (3.8)

Bemerkung: Da f aus LP(B(M), B(R?)) ist, kann man f eigentlich nicht eindeutig punkt-
weise auswerten. Daher sei fiir den Beweis dieser Behauptung f eine Funktion aus der
Aquivalenzklasse von f.

Beweis von Behauptung 1:

(Mo f) () = f ()],

/Ra(Maf)i(x)d)\(t) B ﬁ($)> 2

/Ra(l)kf,(azﬂ)d)\ /fl )dAA( >

/‘f@+¢mx> i(w)d u)

Il
—
M=
—_
7N VR VR

. . 2
(ﬁ@+t)ﬁwn>dMﬂ

fx—i—t) f(z) Qd)\(t)

Wobei die Ungleichung (M) mit der kontinuierlichen Version der Ungleichung von Min-
kowski (vgl. [Flo81], S. 225) folgt.
Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Bemerkung: Man beachte, daf} es durchaus Funktionen f aus der Aquivalenzklasse f geben
kann, mit f;(z) = oo fiir ein x € M und ein i € {1,...,d}.

Behauptung 2:

[Maf = fll, < <(261L)k /R /M If(z+ 1) — f(l‘)llfdk(fv)dk(t)> ' (3.9)

Beweis von Behauptung 2: Sei ¢ derart, daf3 % + % = 1. Mit Hilfe der Holderschen Unglei-
chung (H) und des Satzes von Fubini (F) gilt dann:
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[ Maf = [l

- ([ 1m0 - se@izae )>;
(/M (@i)k RUCEUR f(x)HQd)\(t)>pd/\(x)>;
(H) < (zi)k(/M (( . ||f(:v+t)—f(:v)||§d/\(t)>zl7< /alqu)éWS))p)p
(/ ( 1@+ 1) - ()|!2pd>\(t)) () dA(S));
L [ istsn - stzaemne)’
//||fx+t DA )dw));

Daher folgt Behauptung 2.

(3.8)]

IN

[un

F) =

IN
/‘\/\

Mit Gleichung (3.9) folgt

[Maf — fll, < ”tT:lup ITef — £,

. <a

und damit gilt mit Ergebnis (3.7):
lir% M,f = f gleichmifligin f € F. (3.10)

Behauptung 3:
{M.f | feF} ist gleichgradig stetig.

Beweis von Behauptung 3:

Analog zum Beweis der Gleichung (3.9) zeigt man:

[(Maf)(s1) = (Maf)(s2)ll, < (2610,6/]% [ (s1+1) = fls2 +1)[,,dA(?)

1 P
< (W / S0~ St t>||5’dx<t>)

Daher folgt die Behauptung 3 mit der Voraussetzung (3.5).
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Behauptung 4:
{M.f| feF} ist gleichméfig beschriankt.

Behauptung 4 folgt aus der Definition von M, f.

Aus Behauptung 3 und 4 folgt mit dem Satz von Ascoli-Arzeld 3.6.3 die relative Kompakt-
heit von {M,f | f € F} in C(M,R?). Es bleibt noch zeigen, da {M,f | f € F} relativ
kompakt in LP(B(M), B(R?)) ist. Dazu wird Lemma 3.6.2 genutzt: Mit diesem Lemma folgt
némlich, daf fiir jedes a > 0 eine endliche Anzahl von Funktionen M, f1, M, fa, ..., My fn
mit f; € F existiert, so dafl

Ja>0:VfeF:3je{l,....,n}: sup [[(Maf)(s) — (Mafj)(s)|, <e

lIslloe <cx

gilt. Um zu zeigen, daB {M,f | f € F} relativ kompakt in LP(B(M), B(R?)) ist, mufl die
Supremumsnorm des Raums C(M,R?) durch die Norm ]|, des Raums LP(B(M), B(R%))
ersetzt werden.

Wihle fiir f € F beliebig ein j, so dal sup ||(Maf)(s) — (Maf;)(s)], < € gilt.

lIslle <

Damit folgt:

IMof — MofyIP = / 1Maf(s) — Maf;(s)[PdA(s)
M
= [ )~ M)A
+ / 1Mo f(s) — Mafi(s)[PdA(s)
II's]l >cx
< (Qa)er+ / |Maf(s) — Maf;(s)PdA(s) (3.11)
IIs]lo >
Weiter gilt
V£>0:ﬂma)€Rkai/ 1Mo f(s) — Mof;(s)[PdA(s) < & (3.12)
|| e

Denn mit der Ungleichung von Minkowski folgt:
[ IMaf ) = Mg (9N
llslloe >cx

< <HMaf — fl, (3.13)

P

i (/ns||2>a I17() = fj(s)“fdA(s)> (3.14)

+ </”s”2>a I fi(s) — (Mafj)(s)Hf) ;>p (3.15)



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 110

Fiir den Term (3.13) gilt mit Voraussetzung (3.6) und Gleichung (3.10): Ve > 0:3a > 0:
[Mof — fll, < §. Fiir festes a existiert fiir jedes € ein a > 0, so daf die Terme (3.14) und
(3.15) kleiner § sind. Daher folgt die Gleichung (3.12). Und aus Gleichung (3.11) ergibt
sich:

Ve>0:3a>0: ||Mof — Mo fjl <e

Alle Abschitzungen gelten gleichméfig in f € F, woraus die relative Kompaktheit von
{M,f | f € F}in LP(B(M), B(R?)) fiir ein ausreichend kleines a > 0 folgt.

Da mit der Gleichung (3.10) fiir @ — 0 die Menge {M,f | f € F} gleichmiflig gegen F
konvergiert, folgt die Behauptung des Satzes.
O

3.6.2 Der metrische Raum 3;(2l)

Fiir den Beweis der Existenz einer optimalen Segmentierung ist die Kompaktheit von
Sk (1) von zentraler Bedeutung. Um jedoch die Kompaktheit des Systems der Segmen-
tierungen zu zeigen, wird an dieser Stelle das System der geordneten Segmentierungen
eingefiithrt. Im néchsten Abschnitt wird dann gezeigt, daf§ das System der geordneten
Segmentierungen kompakt ist. Aus der Kompaktheit dieses Systems kann man dann die
Kompaktheit von & () folgern.

Definition 3.6.5 (System der geordneten Segmentierungen)
Die Menge 3 () C ¥ definiert durch

k
36(®) = {(Ar,. .., Ap) | [ Ai= M, A e A1 <i < k)
=1

heife das System der geordneten Segmentierungen von M durch k erlaubte Mengen aus 2.

Bemerkung 3.6.6

Man koénnte an dieser Stelle fragen, warum dieses System der geordneten Segmentierungen
von M durch k erlaubte Mengen aus 2 nicht zur Definition des Begriffes optimale Seg-
mentierung 3.5.19 eingefiihrt wurde. Sicher spricht fiir dieses System, daf} sich Dinge wie
Kompaktheit und Stetigkeit der Funktion 3;(A) — Ry, (A41,...,Ax) — Zle |\7f(AZ)||22
leichter zeigen lassen. Der Grund fiir die vereinfachte Beweisfithrung liegt in der Ordnung
der Segmente, die durch die Tupel-Schreibweise induziert wird. Diese Ordnung hat al-
lerdings auch einen entscheidenden Nachteil: Es gilt ([0,1],[1,2]) # ([1,2],[0,1]), obwohl
diese beiden Elemente eines Systems geordneter Segmentierung die gleiche Zerlegung von
[0, 2] beschreiben. Bei diesem speziellen Mengenmodell erscheint es noch einfach, solche
Phénomene durch die Einfiithrung einer Ordnung auf den Segmenten auszuschlielen. Bei
komplexeren Mengenmodellen ist dies jedoch nicht moglich.
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Definition 3.6.7 (Metrik des Systems der geordneten Segmentierungen)
Die Metrik d7 sei durch

(B(M)/ ~)* — Ry .

((Ala ceey Ak)v (Bla ) B/C)) = Zizl D(Ai7 Bl)

definiert. Schrankt man den Definitionsbereich von dz auf ein System geordneter Segmen-
tierungen ein, so heifle

Oz :

() x 3x(A) — Ry

(A1, ey AR, (Buoo, Br)) = 00, 0(As, By)

die Metrik des Systems der geordneten Segmentierungen von M durch k erlaubte Mengen
aus 2.

Oz :

Lemma 3.6.8
87 ist eine Metrik auf (B(M)/ ~)F).

Beweis:
folgt aus den Metrikeigenschaften von d auf (B(M)/ ~).

Beispiel 3.6.9
Um das Beispiel aus der Bemerkung 3.6.6 aufzugreifen: Mit der Metrik 6 gilt

62((10,1],11,2]), ([1,2],10,1])) = 4.

Satz 3.6.10
Die Abbildung

(B(M)/ ~)*,02) — (px(B(M)/ ~),0)
(Al,...,Ak) [d {Aly---aAk}

ist stetig und surjektiv, aber nicht injektiv.

Beweis:

Die Surjektivitat ist trivial zu zeigen. Dafl die Abbildung nicht injektiv ist, zeigt Bemer-
kung 3.6.6. Zum Beweis der Stetigkeit seien (A1, ..., A;) und (Bi,..., By) aus 35 () mit
d7((A1,...,Ar), (B1,...,B)) < e. Dann gilt

k k
> d(A,B)<e = Za (Ai,Bi) + > 0(Bi, Ai) < 2
=1 i=1 =1

k k
min 3(4;, Bj) + min 3(B;, 4;) < 2¢
P 1<j<n P 1<j<n

[Definition 3.3.5] = ?({A1,..., A}, {B1,...,By}) < 2¢

und damit die Behauptung.
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Korollar 3.6.11
Ist 2 abgeschlossen in B(M)/ ~, so ist 3;(2A) abgeschlossen in (B(M)/ ~)¥, 7).

Beweis:
Mit Satz 3.6.10 und Satz 3.3.13 ist 3x(2) das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter
einer stetigen Funktion. Daher ist auch 3;(2A) abgeschlossen nach [Die85], 3.11.4. ¢), S. 53.

d

3.6.3 Kompaktheit von (3;(2),7) und (&;(2A),0)

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Kompaktheit des Systems der geordneten Segmentierungen
von M durch k erlaubte Mengen aus 2 zu zeigen. Dabei wird jedes Element des Systems
durch eine Abbildung kodiert. Die Menge aller dieser Abbildungen wird dann die Voraus-
setzungen des Satzes 3.6.4 von Fréchet und Kolmogorov erfiillen. Mit der Abgeschlossen-
heit des Systems der Segmentierungen folgt dann die Kompaktheit von (3x(2(),07) und
daher auch die Kompaktheit von (& (2),0) als Bild von (3%(2(), ) unter einer stetigen
Abbildung.

Bemerkung 3.6.12
Auf die Analogie der Definition des Mengensystems 2 zur Konstruktion der LP-Riume
wurde schon in Abschnitt 3.2.1 hingewiesen.

Sei A C B(M) ein Mengensystem und sei Z := {14 | A € A} C L%(B(M),B(R)). Sei
weiter ~j, eine Aquivalenzrelation auf Z mit 14 ~7, 1 :& fM |14 — 15[2d)\ = 0 fiir 14
und 15 aus Z. Dann ist

1a~p1p & / 14 —152dA =0 & MA\B)=0AXB\A) =0
M

Daher entspricht jede Aquivalenzklasse in Z/ ~p, einer Aquivalenzklasse in 2 (vgl. Defini-
tion 3.2.1).

Anmerkung: Das Quadrat des Absolutbetragabstands im Inneren des Integrals ist ei-
gentlich nicht nétig, entspricht aber der Aquivalenzbedingung zur Bildung des L2-
Quotientenraums aus dem Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen £? (vgl. z. B.
[Bau92], S.99).

Die Abbildungen
A—T A—-7T/~p

A1y bzw. A1y

sind also bijektiv.
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Definition 3.6.13
Sei 2l ein erlaubtes Mengensystem, dann sei G(2l) C L?(B(M), B(R)) definiert durch

k
) = {Zmi | (A1,...,Ag) € 3,42()}
=1

Lemma 3.6.14
Die Abbildung

(Gr(), [I-[l) — (3x(A), 02)

s Sk i e (A Ay

ist stetig.

Beweis:
Seien (Aj,...,Ag) und (By,..., Bg) beliebige Elemente aus 35 (). Fir f,g € Gi(2A) gilt
dann:

2 b 2
/M(f—g> = ;/Ai(f—g) i
k
_ - 2 - 2
- ;UAZ\BZU 9 d”/Amef 9 dA)
k

(3.16)

W
[~
N
<
|
<)
e
o,
>~

Analog ist [y, (f —g¢)%dx > Zle fBi\Ai (f —g)*dX. Sei & > 0 beliebig. Weiter seien

2
Zle il4, und Zle ilp, zwei Elemente aus G () mit ‘ Zle ila, — Ele ilp, i < 3.
Dann gilt:
k k 2 k k 2
e > )it = dlpl|| +||> ila, — ) ilp,
i=1 i=1 X i=1 i=1 5
k k k 2
[Ungleichung (3.16)] > / <Zzl A=Y il BZ.) d\
i=1 Y A\Bi \j=1 i=1
k
S (S s @
i=1 i
= Z i2X(A; \ B;) + Z P2A(B; \ A;) = Zz‘Qa(Ai, B;)
i=1 i=1 i=1
>

k
> oAy, B))
i=1
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Damit folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.6.15

Die Abbildung j; aus Lemma 3.6.14 definiert eine eineindeutige Kodierung von Funktionen
aus Gy, (2) durch Elemente aus 3, (%), die zudem stetig ist. Es ist dieses Kodierungslemma,
das die Definition 3.6.5 der geordneten Segmentierungen notig macht: Ohne eine Ordnung
der Segmente wéire eine solche stetige Kodierung nicht moglich.

Die Menge Gi(2) wird bendtigt, um mit Hilfe des Satzes von Fréchet und Kolmogorov
(Satz 3.6.4) die Kompaktheit von 35 (1) zu zeigen.

Lemma 3.6.16
Sei

Sk:_{feL2(B(M),B(E))|3A1,.. JAp e B(M), f = UA}

eine Menge von Treppenfunktion mit hichstens k& Stufen. Dann ist S, abgeschlossen in

L2(B(M), B(E)).

Beweis:

Sei (fx)ren eine Cauchy-Folge in Sy, mit limy, .o fr = f. Da der Raum L?(B(M), B(E))
vollstindig ist, gilt f € L2(B(M),B(E)). Zu zeigen ist f € Si. Nach Voraussetzung exi-
stiert fiir alle € > 0 ein ng € N mit

Vn>no:\|f—fn]22:/M||f—fn||22d)\<5 (3.17)

Daher existiert eine Folge (fy)nen in £2(B(M ), R) derart, daf fiir alle n € N gilt: fn € f-
Nach Voraussetzung existiert eine Funktion f € EQ(B(M ),R) und f € f mit hm | fn —

fI?=o0.
Wihle ein § mit 5 > § > 0 beliebig.

Annahme: Es existiert eine Menge A € B(M) mit A(4) > 0 derart, daf fiir alle z € A gilt:
flz) €i—96,i+ 4] firallei € {1,...,k}.

Dann ist aber fiir alle z € A |f(x) — f,| > 6. Nun gilt aber fiir alle n > ng

e lfa—fI2 = /!fn ~ f@)PaAa)

/!fn — f@)PdA(=)

v
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Da ¢ jedoch beliebig war, folgt ein Widerspruch zur Annahme, dgﬁ heif}t, es existiert keine
Menge A € B(M) mit A(A) > 0 derart, daB fiir alle x € A gilt: f(z) & [i — d,i + J] fir alle
i€ {1,...,k}. Vielmehr mu$ in diesem Fall A\(A) = 0 gelten.

Da § €]0, 3 beliebig gew#hlt war, muB A-fast sicher flz) e {1,...,k} fiir £ € M gelten.
Also ist f bis auf ein A-Nullmenge eine Funktion mit héchstens k Stufen. Daher gilt f € S.

|

Satz 3.6.17
Sei A ein erlaubtes Mengensystem. Dann gilt:

i. Gp(2) ist abgeschlossen in L?(B(M), B(R)).
ii. Gr(A) ist kompakt in L2(B(M), B(R)).

Beweis:

i. Offensichtlich gilt Gp(B(M)/ ~) = Sk. Daher ist Gy (B(M)/ ~) nach Lemma 3.6.16
abgeschlossen in L?(B(M), B(R)). Fiir 2 ist Gx(2) nach Korollar 3.6.11 und Lemma 3.6.14
das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Bijektion. Daher ist in diesem
Fall G (2A) abgeschlossen in (Sk, ||.|l,) nach [Die85], 3.11.4 c), S. 53. Mit [Die85] 3.10.3, S.
51, folgt daher die Behauptung.

ii. Da G () abgeschlossen ist, geniigt es zum Beweis von ii. die relative Kompaktheit von
Gr(2) nachzuweisen. Es reicht also zu zeigen, daf§ G () den Voraussetzungen des Satzes
von Fréchet und Kolmogorov (Satz 3.6.4) geniigt. Die Voraussetzungen (3.4) und (3.6) des
Satzes sind trivial erfiillt. Der Nachweis der Giiltigkeit der Bedingung (3.5), ndamlich

| ﬁim 0/ lg(z 4+ t) — g(x)|*d\(x) = 0 gleichmiBig in allen g € Gy (A)

e =0 J M

fallt auch nicht besonders schwer:

Sei g := Zle ila, € Gr(2) beliebig. Fiir t € R¥ und B € B(M) bezeichne B+t die Menge
{b+t|be B,b+te M}. Dann gilt:

k

IN
=
N N N N
M- {9~ §
~. . .
[
b
j< -
=
L
~
[\]
+
]
-~
=
>
N
=
>
N~
[N}
o,
>
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k k
= i2d\ + / i2d\
ZZ; /Ai\(Ait) Zz; (Ai—t)\A;
k k
= D AMAN (A = 1)+ A(A; — 1)\ Ay)i?
i=1 i=1

k

F2) (AN (A = 1) + A(Ai — 1) \ Ai))

i=1

IN

Nun gilt aber fiir 1 <i <k, daf§ | ﬁim 0)\((AZ- —t)\ 4;) = 0 ist. Damit folgt
tloo—

1t/ —0

lim /M 9(z + 1) — g(@)PdA(x)
k

< lim B2 (AN (Ai = 1) A4 — 1)\ A))

o0 &
=0

Also folgt die Voraussetzung (3.5) des Satzes 3.6.4.

Somit sind also sémtliche Voraussetzungen des Satzes von Fréchet und Kolmogorov erfiillt
und es folgt die Kompaktheit der Menge Gy ().
O

Satz 3.6.18
Die Menge 35 (2) ist kompakt beziiglich §.

Beweis:
Mit Bemerkung 3.6.12, Satz 3.6.17 und dem Lemma 3.6.14 ist 3;(2) das Bild einer kom-
pakten Menge unter einer stetigen Abbildung. Daher folgt die Behauptung mit [Die85],
3.17.9., S. 68.

O

Satz 3.6.19
Sk (1) ist beziiglich der Metrik 9 kompakt.

Beweis:
Mit den Sédtzen 3.6.18 und 3.6.10 ist & (2d) das stetige Bild einer kompakten Menge und
daher selbst kompakt nach [Die85], 3.17.9., S. 68.

O



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 117

3.6.4 Stetigkeit der Funktion ¥

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Stetigkeit der Zielfunktion der k-Niveaupassung beziiglich
der Metrik 0 des Systems der Segmentierungen &y (2l) zu zeigen.

Fiir A € 2\ {O} sei (ef,...,ed) die ausgezeichnete Basis beziiglich des Skalarprodukts

’r N

(-|-) 4 und der Basis (e1,...,e,) von V geméf Definition 3.4.9.

Lemma 3.6.20
Fiir alle Funktionen f € L?(B(M),B(R?) ist die Funktion 20\ {O} — Ry, A — [|f]4
gleichméfig stetig beziiglich 0 und der Betragsmetrik auf R.

Beweis:

Mit Definition 3.4.4 iii. existiert fiir jedes e > 0 ein § > 0 mit A(A) < = | (f|f) 4| < e fiir
A € (). Daher folgt fiir alle Mengen A, A’ € o() mit A\(A\A")+A(A'\A) =6(4, A") <4,
daB [ (f[f)a—(f1 P a | =] <f|f>A\A’_<f|f>A’\A | <| <f|f>A\A’ |+ <f|f>A/\A | = 2¢ gelten
muf. Daher folgt die Behauptung.

|
Lemma 3.6.21
Fiir 1 <i <nund f € L*(B(M),B(E)) ist die Abbildung
U\{0} = R, A (f]ef'),
gleichméfig stetig beziiglich 0 und Betragsnorm auf R
Beweis:
Der Beweis erfolgt iiber die Konstruktion der ausgezeichneten Basis (ef,...,es) gemiB

Algorithmus 5 (Gram-Schmidt). Sei dazu f € L?(B(M), B(E)) und A € A\ {0} beliebig.
Induktion iiber ¢:
i = 1: Die Abbildung A — (e1| f) 4 ist gleichméBig stetig. Denn:

Sei ¢ > 0 beliebig. Nach Definition 3.4.4 iii. (S. 85) der Familie der erlaubten
Skalarprodukte gibt es ein § > 0, so daf fiir alle A’ € A mit 0(A, A") < ¢ gilt:

‘<€1|f>A\A/ < 5 und ‘(eﬂf)A,\A‘ < 5. Damit ist aber
el fla— (el flal = ’<€1‘f>A\A’_<€1’f>A’\A‘
< el f)aar |+ (el f)anal
< S4f_
-2 2

Da nach Lemma 3.6.20 die Abbildung A — [le1]| 4 gleichméBig stetig ist, folgt mit
<e‘14‘ f>A = m (e1] f) 4 die Behauptung fiir i = 1.
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i > 1: Nach Induktionsvoraussetzung sind fiir j < ¢ die Abbildungen A +— <e;" f >A gleich-
méifig stetig. Dies gilt insbesondere auch fiir f = e;. Damit ist die Abbildung

i—1
A Z<ef‘f>,4<e34‘ei>,4
j=1

gleichméflig stetig. Somit existiert mit Definition 3.4.4 iii. ein § > 0, so daf} fiir alle
A e A mit (A, A") < ¢ gilt:

‘<€i|f>A\A/ <§, ’<e¢|f>A,\A’<§
i1 i-1

wd 3 (1) s = X (| 7) (o) < 5
i=1 P

A

Damit gilt mit der Konstruktion von é;

(CREEICHI

i—1 i—1
! !
- e Steletaet| ) (S ele, o)
Jj=1 A A’
i—1

= ’<€i|f>A*Z<€i’€f>A<€f‘f>A

j=1
A’ A’
€j > W <€j

i—1
(el D (e
j=1

N

= ’ <€i|f>A\A’ - (ei|f>A’\A

1—1 1—1
DN CICIR NI N
j=1 =1

)

A’ A’
€j > W <€j

< ’<€i|f>A\A’ +‘<ei|f>A’\A‘
i—1 / / i—1
1D (eslel) (e ]1), = Do del ey, et )l
=1 =1
€+€;€ J
= 37373°°¢

Daher folgt die gleichméflige Stetigkeit der Abbildung A — <é’f‘ f > 4+ Mit Lemma
3.6.20 folgt dann die gleichmiBige Stetigkeit von A — (ef!| [, fiir Ae 2\ {0}
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Korollar 3.6.22
Fiir alle f € L?(B(M), B(E)) ist die Abbildung

A =R, A= v (A,

gleichméfig stetig beziiglich 0 und Betragsnorm auf R

Beweis:
Mit Lemma 3.6.21 gilt fiir beliebige f € L*(B(M),B(E)) und i € {1,...,n}, da die
Funktion

A <f‘6§4>,4

gleichmiBig stetig ist auf 20\ {O}. Daher 1d8t sie sich nach [Die85] 3.15.6, S. 62, eindeutig
gleichméflig stetig auf A fortsetzen.
O

Bemerkung 3.6.23

Der Beweis des vorangegangenen Lemmas zeigt, dafi es wichtig ist, auf welche Art und
Weise die einzelnen ausgezeichneten Orthonormalbasen (ef, ..., e2) entstehen. Die gleich-
méfige Stetigkeit der Abbildung A — < f ‘ efl> 4, muf} garantiert sein, wenn man, etwa aus
numerischen Griinden, ein anderes Verfahren als den in Bemerkung 3.4.8 und Definition
3.4.9 festgelegten Algorithmus nach Gram-Schmidt zur Bestimmung der einzelnen Basen

verwenden will.

Satz 3.6.24
Sei N :={(A1,...,Ax) € 3x() | Ji € {1,...,k} : A; = O}. Dann ist die Funktion

(Br@)\N,0) = (Ry, [-])

U
(A1y- oy Ar) = 0 v (A9

gleichméfig stetig.

Bewets:
Da H*yf(A)||22 =3, <f’ ef‘ﬁl ist, folgt aus Korollar 3.6.22 die Behauptung.
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Diskretes Pixelbild g Graph der Funktion ¢ — || ([0, t])||22

Abbildung 3.11: Diskretes eindimensionales Pixelbild g und Verlauf der
Funktion ¢ — ||v4([0, t])||22 aus Beispiel 3.6.25.

Beispiel 3.6.25

Es sei M :=[0,7] und E := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt. 2 sei das Men-
gensystem der zusammenhidngenden Mengen in M. Die Familie der Skalarprodukte sei
gegeben wie in Beispiel 3.4.6. Es ist Go(A) = {{[0,¢],[t,7]} | t € [0,7]} das System der
Segmentierungen von M durch zwei zusammenhéngende Mengen. Die Klasse der erlaub-
ten Funktionen habe die Basis (1,id).

Gegeben sei geméf Definition 1.3.2 ein diskretes Pixelbild g : M — R mit ¢([0]) :=
5,9([1]) == 3,9([2]) := 2,9([3]) = 1,9([4]) := 2,9([5]) := 3,9([6]) := 5. Dann kann
gezeigt werden, daf3 die Funktion

10,7] — R4

£ [l ([0, DI

einen Verlauf hat, wie ihn Abbildung 3.11 skizziert. Insbesondere ist }iH(l) 1v£([0,2]) H22 =0.

Lemma 3.6.26
Es gilt

Jim v (A)], =0
Aed

Beweis:
Nach Lemma 3.5.5 gilt fiir alle A € o(2) mit A(A) > 0:

0<If = falld = 115 = v (A
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Aus der Eigenschaft iii. der erlaubten Skalarprodukte (vgl. Definition 3.4.4, S. 85) folgt

I A=
Jim [ f[3 =0
Aed

Damit folgt die Behauptung.

Satz 3.6.27
Die Funktion
. (Gk(m),b)ﬁ(]&’?l-l)
CA- Y (A
AcA

ist stetig.

Beweis:

Sei A;HE)N eine Folge in & (), die gegen ein {Ay,..., A;} mit [ < k konvergiert. Mit Satz
3.3.13 ist {A;,..., A} € (). Weiter existiert nach Lemma 3.3.12 ein ng derart, daf
fiir jedes 7 € {1,...,(} eine eindeutig bestimmte Folge (Al(")) neN existiert, so daf fiir alle

n>no
n > ng das Folgenglied Agn) e A™ ist und hmn;oo Ag") = A; gilt. Auerdem sind diese
n>ng

Folgen paarweise verschieden.

Dabher folgt aus Korollar 3.6.22, Lemma 3.6.26 und der Anmerkung zum Beweis des Satzes
3.3.13 (S. 82):

lim WAM) = dm (A
AeAM)

i [Sea S
i=1

n—oo
AeA\{A LAy

l
= > Al +0
=1

= U(lim A™)

n—oo

Daher folgt die Behauptung.
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3.6.5 Existenz des Maximums

Aufgrund der Kompaktheit von 3;(2) und der Stetigkeit der Funktion ¥ ist die Existenz
eines globalen Optimums der k-Niveaupassung gesichert.

Satz 3.6.28

Die Funktion

c . de(A) = Ry

U k 9
(Ary ooy Ag) = D00 e (Ad

nimmt auf 3;(2) ihr Maximum an.

Beweis:
Nach Satz 3.6.24 ist die Funktion ¥ gleichméBig stetig auf 3;(2) \ V. Daher existiert
genau eine stetige Fortsetzung von ¥ auf den Abschlufl von 3;(21) \ NV. Diese ist selbst
gleichméBig stetig (vgl. z. B. [Die85], 3.15.6., S. 62). Dieser Abschluf} ist jedoch die Menge
3%(2A). Da 35 () kompakt ist (Satz 3.6.18), folgt die Behauptung, denn stetige Funktionen
auf kompakten Mengen nehmen ihr Maximum an. (vgl. [Die85], 3.17.10., S. 68)

d

Satz 3.6.29
Die Funktion

v
A=Y aea (A2

nimmt auf &(2) ihr Maximum an.

Beweis:
Da die Funktion ¥ stetig ist auf & () (Satz 3.6.27) und & () nach Satz 3.6.19 kompakt
ist, folgt die Behauptung mit [Die85], 3.17.10., S. 68.

O

Bemerkung 3.6.30
Um die Existenz einer optimalen Lésung einer 2-Niveaupassung im Sinne von Abschnitt
3.5.1 zu zeigen, ist die Stetigkeit der Funktion

v A— Ry
: 2 2
A=y (A + g (M A
und die Kompaktheit von 2 zu zeigen, da diese Funktion nicht iiber das System der

Segmentierungen G9(2A) parametrisiert wurde. Beide Eigenschaften sind jedoch mit den
Mitteln dieses Abschnitts leicht zu zeigen.
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3.7 Bestimmung lokaler Maxima der Funktion V¥

Obwohl das vorangegangene Unterkapitel die Existenz eines globalen Maximums der Ziel-
funktion W sichert, werden sich die meisten Algorithmen aus Griinden der Laufzeiteffizienz
auf die Suche nach einem lokalen Maximum beschrinken. Denn in der Regel handelt es
sich bei dem Optimierungsproblem der k-Niveaupassung um ein nichtlineares Optimie-
rungsproblem. In Kapitel 4 werden Algorithmen fiir diskrete Pixelbilder angegeben, die
lokale Maxima bestimmen. Die theoretischen Grundlagen der dort zu findenden Algorith-
men sind allerdings auch fiir beliebige Bilder f € L?(B(M),B(R%)) giiltig. Aus diesem
Griinden werden diese Grundlagen schon in diesem Kapitel vorgestellt.

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, dafl es unter bestimmten Voraussetzungen moglich ist,
das Problem der k-Niveaupassung von Bildern auf iterative 2-Niveaupassungen zu be-
schrinken. Diese Voraussetzungen sind so allgemein, daf§ sich der zweite Abschnitt nur
mit der Suche von lokalen Maxima von 2-Niveaupassungen beschéftigt.

Bemerkung 3.7.1 (Strenges lokales Maximum)
Sei (F,d) ein metrischer Raum. Ein Punkt z¢ € E heifit dann strenges lokales Maximum
einer Funktion f: F — R, falls eine Umgebung U von xq existiert mit

Ve eU: f(x) < f(zo)

Dabher folgt aus dem Satz 3.6.29, also der Annahme des Maximums durch die Zielfunktion
U der k-Niveaupassung, nicht die Existenz eines strengen lokalen Maximums.

3.7.1 Reduktion auf 2-Niveaupassungsprobleme

Dieser Abschnitt definiert zunéchst die Menge der Segmentierungen durch zwei Segmen-
te innerhalb einer schon existierenden Segmentierung. Kann man alle Segmentierungen
innerhalb einer Umgebung einer lokal optimalen Segmentierung durch iterative Verdnde-
rungen von jeweils zwei Segmenten beschreiben, so 148t sich das k-Niveaupassungsproblem
auf iterative 2-Niveaupassungsprobleme reduzieren.

Bemerkung 3.7.2
Sei 2 ein Mengensystem erlaubter Mengen. Sei weiter A € G (2) und seien A4;, A; € A
mit A; # Aj und A; U A; € A. Dann gilt:

V{A;, AJ} € Ga(U, A; U Aj) - (AN {A;, A;}) U{A], AL} € 6(A)
Das heifit, solange die Mengen A; und A} innerhalb der eingeschrinkten Zerlegung
Ga(2A, A; U Aj) moglich sind, sind sie es auch im urspriinglichen System der Segmentie-
rungen.
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Definition 3.7.3 (Segmentierungen innerhalb einer Segmentierung )
Sei 2 ein System erlaubter Mengen. Dann sei fiir alle A € G5(2) und A;, 4; € A mit
A; UA; €2 die Menge Gy, Aj(A) definiert durch

Sa,a,(A) = {(A\{Ai, A;}) U{A;, AT} | Aj, Af € Go(U, AU A;) }

G4;,4,(A) heifle die Menge der Segmentierungen der Menge A; U A; durch zwei Segmente
innerhalb der Segmentierung A.

Mit Bemerkung 3.7.2 gilt &4, 4;(A) C &x().

Beispiel 3.7.4
Sei M := [0,10] und 2 := {[t1,t2] | t1,t2 € M }. Dann ist {[0,1],[1,3],[3,10]} € &3(A).
Und mit Definition 3.7.3 ist die Menge & 3)3,10](2l) gegeben durch

6[1,3],[3,10](20 = {{[O’ 1]7 [17t]7 [tv 10]} | te [1’ 10]}

Bemerkung 3.7.5

Sei A € 65 (2) und A;, A; € A. Dann sind alle A’ € G4, 4,(A) der Form A\ {A4;, 4;} U
{4, A%} fiir ein {A], A%} € G2(/, A; U Aj). Fiir die Zielfunktion der k-Niveaupassung W
gilt

WA = [y (AD|E+ A
+ > I (3.18)

AGA\{A“A7 }

Dabei ist fiir alle A’ € &4, 4;(A) der Wert > s (A)||22 in Term (3.18) gleich. Um
AcA\{A;,A;}

ein lokales Maximum in &4, 4,(A) zu berechnen, ist also lediglich ein lokales Maximum

in G2(A, A; U Aj) zu bestimmen.

Satz 3.7.6
Sei (F,d) ein metrischer Raum. Dann ist fiir jedes a € E und jedes ¢ > 0 die Menge
K.(a) :={x € E | d(z,a) < ¢} eine offene Umgebung von a.

Beweis:
vgl. [Die85], 3.6.1., S. 44



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 125

Bemerkung 3.7.7

Sei M := [0,1] und A := {[z1,22] | 1,22 € [0,1],21 < x2} das Mengensystem der er-
laubten Mengen. Betrachtet wird nun S3(2(), das System der Segmentierungen von [0, 1]
durch 3 Intervalle. {[0,z1],[x1,x2], [z2,1]} sei ein Element aus S3() mit x; > 0. Sei
weiter ein ¢ € Ry mit 21 > ¢ > 0 gegeben. Wihlt man dann 2} := 21 — £, so gilt

D({[O’xl]a [:Ul’xQ]v [$2> 1]}3 {[Oa xll]? ['Tlla mQ]v [mQa 1]} Se. 3

Anhand dieses Beispiels kann man sich leicht iiberlegen, dafl es fiir jedes Element aus
A € G3(2) und jedem e > 0 ein Element A’ € G3(2) mit 9(A, A’) < e gibt, das aus A
nur durch die Verdnderung zweier adjazenter Segmente entstanden ist. Fiir jedes Element
A ={A;, Ay, A3} € G3(2) mit O ¢ A und jeder Umgebung U von A sind also die Mengen
{A" €64, 4,(A)}NU, {A' € G4, 4,(A)}NU und {A’ € &4, 4,(A)} NU nicht leer.

Definition 3.7.8
Fiir A € G5 (2) sei

Us(A) := {AI | HAi,Aj eA: AU Aj e, A€ GAivAj(A)}
Weiter sei fiir ¢ > 0 beliebig die Menge U5 (A) definiert durch

Us(A) :={B elUz(A) | 0(B,A) < ¢}

Bemerkung 3.7.9

Im Kontext der Bemerkung 3.7.7 gilt fiir alle A € & (), wie man sich leicht iiberlegen
kann, U5(A) C K.(A). Diese Inklusion kann jedoch garantiert werden, denn unter Um-
stdnden erlaubt das gewéhlte Mengensystem keine Verdnderungen in nur zwei Segmenten
( vgl. auch Bemerkung 4.2.16).

Satz 3.7.10
Sei 2 derart, daf fiir jedes A € &5 (2() und jedes € > 0 die Inklusion U5 (A) C K (A) gilt.
Dann ist die folgende Aussage richtig:

Ist A € &k () ein lokales Maximum einer k-Niveaupassung ¥, so gilt:
Fiir alle A;, A; € A mit A;UA; € Aist {A;, A;} ein lokales Maximum der 2-Niveaupassung

v, G2 AUA) SRy
©T B (AU A4))\ BY = [y (B} + I (4 U A4) \ B)|]
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Beweis:
Es ist

Us(A) =
{A \ {AZ,AJ} U {A;,A/} | AZ',AJ' €A AU Aj e, {A/ A;} € Go(A, A; U AJ)}

J 79

Dabher folgt die Behauptung aus der Definition 3.7.8 von U5 (A) mit Bemerkung 3.7.5.

Bemerkung 3.7.11
Sei A € &;(A). Weiter sei fiir alle 4;,A; € A mit 4; U A; € A die Segmentierung
{Ai, A;} € 62(A, A; U Aj) ein lokales Maximum der 2-Niveaupassung

o, - GQ(Q[,AZ' UAj) — Ry
27 {B, (AU 4;)\ B} = [[ys(B)IZ + Ilvs (A U 4) \ B)|

Seinun A = {Ay,..., Ax}. Nach Voraussetzung existiert dann ein € > 0, so daf fiir alle B €
U5(A) gilt: U(B) < ¥(A). Seien nun B, C € U5(A) der Form B = {By, By, A3, ..., A}
und C = {A4y,..., Ag_2,Cy_1,Ci}. Da U(B) < W(A) ist, muB [|y;(B1)||2 + ||y (B2)|? <
g (ADIE + v (A2)]; gelten. Analog mu [y, (Chon) [} + v (COIF < [y (Ax-1)l; +
H’yf(Ak)H22 sein. Daher ist auch W({Bi, Ba, As, ..., Ak—2,Cr_1,Cr}) < W(A). Aus dieser
Uberlegung kann man folgern, daf§ fiir alle D € Si(2), die durch Verschmelzung zweier
Elemente aus U5(A) entstanden sind, ¥(D) < WU(A) gelten mus8.

Definition 3.7.12 R
Fiir A € 65() sei die Menge U5 (A) eine Mengen von Segmentierungen definiert durch

Us(A) :={C e G,(A) |VC eC: 3B cU;(A): C € B}

Nach Bemerkung 3.7.11 ist LA{QE (A) die Menge aller Segmentierungen, die durch Verschmel-
zen (im Sinne der Bemerkung) endlich vieler Segmentierungen, die sich in nur zwei Kom-
ponenten von A unterscheiden, entstanden sind.

Beispiel 3.7.13

Wie in Bemerkung 3.7.7 sei M := [0,1] und A := {[z1,x2] | 1,22 € [0,1],21 < x2} das
Mengensystem der erlaubten Mengen. Betrachtet wird wieder G3(2(), das System der Seg-
mentierungen von [0, 1] durch 3 Intervalle. Sei A = {[0, a1], [a1, az], [a2, 1]} ein Element
aus G3(A) mit 0 < a3 < az < 1. Weiter sei € > 0 und £ < min{%,%,%}. Die
Segmentierung B = {[0, b1], [b1, ba], [b2, 1]} sei ein beliebiges Element aus K. (A). Dann ist
0 < b1 < asg und a1 < by < 1. Definiert man nun

B1 = {[0,61],[()1,&2],[&2,1]} und
B2 = {[0,&1],[&1,b2],[b2,1]}
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so gilt B; € U5(A) und By € U5(A). Daher mufi B € Z:{\S(A) gelten. Damit folgt:

K.(A) CU5(A).

Es ist also fiir jedes solche A die Menge LA{QE (A) eine Umgebung von A, da sie mit Satz
3.7.6 eine offene Umgebung von A umschlief3t.

Ist A € G3(2) der Form A = {[0,1],0}, so kann man sich leicht tiberlegen, daf LA{2€ (A)
keine Umgebung von A ist, da alle Elemente in U5(A) der Form {[0,t],[t,1],0} sein
miissen.

Daher kann fiir kein Mengensystem erlaubter Mengen 2 die Menge Z/A{g (A) eine Umgebung
von A € 6(2) sein, wenn |A \ {O}| = k — 2 gilt.

Satz 3.7.14 R
Sei 2 derart, daf fiir alle A € & (A) mit O ¢ A die Menge U5(A) eine Umgebung von A
ist. Dann gilt fiir alle A € S () mit O ¢ A:

A ist ein lokales Maximum der Zielfunktion der k-Niveaupassung ¥ genau dann, wenn fiir
alle A;,A; € A mit A4; U A; € A die Segmentierung {A;, A;} ein lokales Maximum der
2-Niveaupassung

62(%, A; U AJ) — R4

Y2 (B0 A)\ B) s (B + [l ((Ai U A7) \ B)II}

ist.

Beweis:
folgt mit der Definition 3.7.12 von ﬁS(A) und Bemerkung 3.7.11 sowie Satz 3.7.10

Bemerkung 3.7.15

Die Bemerkung 3.7.13 zeigt, dal es Mengensysteme gibt, in denen die Voraussetzungen des
Satzes 3.7.14 erfiillt sind. Die Einschrankung O ¢ A in den Voraussetzungen des Satzes
hat fiir die meisten praktischen Anwendungen keine Bedeutung, weil ein lokales Maximum
der Zielfunktion der k-Niveaupassung in den meisten Fillen aus k Segmenten bestehen
muf. Lediglich wenn das zu segmentierende Bild f € L?(B(M), B(R%)) selbst der Form
f= Zé:l fa, mit A; € A fiir 1 <4 <[ und ! < k ist, kommen lokale Maxima mit weniger
als k Segmenten vor.
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Bemerkung 3.7.16
Wiire die Menge der Segmentierungen der Menge A; U A; durch zwei Segmente innerhalb
der Segmentierung A definiert worden durch

S, (A) = {A €GL(A) |VAE A A# A, A% Aj: Ac A}

so wire die Einschriankung auf Segmentierungen A mit O ¢ A in der Voraussetzung
des Satzes 3.7.14 nicht notig. Denn bei dieser Definition werden nicht automatisch zwei
Segmente durch zwei, sondern unter Umstdnden auch durch mehr Segmente ersetzt. Dies
war bei der Definition 3.7.3 nicht der Fall.

Da in dieser Arbeit jedoch auch auf die algorithmische Umsetzung des Segmentierungsan-
satzes geachtet wird, wurde im Hinblick auf das Kapitel 4 (insbesondere Abschnitt 4.3.2)
der Ansatz der Definition 3.7.3 gewahlt.

3.7.2 Hinweise zur Bestimmung lokaler Minima von 2-Niveaupassungs-
problemen

Der vorangegangene Abschnitt 3.7.1 rechtfertigt es, sich bei der Bestimmung lokaler
Maxima der Funktion ¥ auf die 2-Niveau-Situation einzuschréanken.

Die zentrale Frage dieses Abschnitts kann man wie folgt formulieren:

Zwei Niveaumengen A U B und C' _streiten” sich um die Menge B. Soll das Segment
AU B seine Teilmenge B behalten oder soll es B an die Niveaumenge C' abgeben?

Das heif3t, es soll die Frage beantwortet werden, wann

If = faus — felly > IIf — fa— feuc
gilt.

Die Antwort auf diese Frage ist fiir die zu entwickelnden Algorithmen von zentraler Bedeu-
tung, da diese immer nur Teilmengen B mit positivem Lebesgue-Mafl behandeln kénnen,
sich aber nur in der Theorie mit infinitesimal kleinen Mengen auseinandersetzen konnen.
In Anbetracht der in Abschnitt 2.2.2 (S. 18) geforderten algorithmischen Umsetzbarkeit
einer Segmentierungstheorie, gewinnt diese Frage zusétzlich an Gewicht. Dabei wird bei
der Beantwortung die Ausgangsfunktion f so modifiziert, daf3 die Frage leichter zu beant-
worten ist, die Ergebnisse sich aber auf die Originalfunktion f iibertragen lassen.

Waihrend dieses Abschnitts sei stets A, B, C € 2l eine Zerlegung von M, d. h. AW BW(C =
M, in drei erlaubte Mengen mit positivem Lebesgue-Mafl. Desweiteren sei im gesamten
Abschnitt f € L2(B(M),B(R%)) und sowohl AU B € 2 als auch BUC € 2. Weiter
sei & = (e1,...,e,) eine Basis von V, der Klasse der erlaubten Funktionen und fiir D €
A\ {0} sei EP = (eP,...,el) die ausgezeichnete Basis beziiglich der Basis & und dem

Skalarprodukt (-|-) . Die Familie der Skalarprodukte geméB Definition 3.4.4 sei gegeben
durch {(:|-)p | D € o(A),A\(D) > 0}.
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Definition 3.7.17
Um eine einfache und intuitive Schreibweise in den Beweisen dieses Abschnitts zu haben,
seien die Matrizen A, B, C € R™*" definiert durch

A = (e es) i<izn
B = ((¢ej)phizijn
C = ((¢f|e)p)i<ij<n

Es gilt also mit Definition 3.5.9: 5;(A) = A '~;(A), sowie 7;(B) = B 'v;(B) und
. -1
77(C) = C;(C).

Definition 3.7.18 B
Fiir f € L2(B(M),B(E)) sei f := faBc:=fa+ [+ fc.
Offensichtlich ist fa p.c € L2(B(M),B(E)).

Lemma 3.7.19
Es gilt (falfa), = H’yf(A)Hf und damit

(1) = Fal Fa)a + (Bl fB) g + (fel fe)e = s (D2 + s B)IIZ + v (O))2

Beweis:
Es ist

F\ P = D+ T+ Pe
= (falfa) s+ (fBlfB)p + (fc|fo)c

Fiir die einzelnen Terme gilt nun:

(fal fads = <Z (A)iel’| 2 7r(A)se) >
i=1 J=1 A
= Z’)’f(A)i Z’Yf(A)j <e§4‘63'4>A
i=1 j=1
[(3‘14, e ,e;?) ist Orthonormalbasis] = Z’Yf(A)zZ
i=1

Analog ist (fg|fB)p = Yoryv#(B)? und (fc|fo)e = Yor i v#(C)2. Daher folgt die Be-

hauptung.
O
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Satz 3.7.20 (Verallgemeinertes Massenerhaltungslemma)
Fiir g aus V, der Klasse der erlaubten Funktionen, gilt:

i. VD € {A,B,C}: (fl9)p = {(fpld)p

ii. (flg)a = (fazcla)y

Beweis:
Da fp die Orthogonalprojektion von f|p beziiglich (-|-);, auf V ist (vgl. Bemerkung 3.5.4),
gilt
(f=Iolg)p=0 = (flg)p —(folg)p =0 = (flg)p = ([pl9)p
Damit folgt i.

Aus der Additivitédt des Skalarprodukt folgt

Flay = flaya+ {fla) g+ (flo)e = (falg) s + (fBlo) g + (fclo)c = (fapcl9)

und damit ii.

Bemerkung 3.7.21
Der Satz 3.7.20 ist eine verallgemeinerte Version des Massenerhaltungslemma 2.5.5 von
Kéampke und Kober (vgl. [K&m00]), das in Abschnitt 2.5.1 présentiert wurde.

Ist 1 € V, so gilt mit Satz 3.7.20 (faB,c|1),, = (f|1)a Ist dann (-|-),, definiert wie
in Beispiel 3.4.12 i., d. h. es ist £ := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt und
(flg)a = [4 fgd], so gilt

/ facdN= (fapc|l),y = (fID)y = / fdA
M M

Damit wird die Analogie zum Lemma 2.5.5 deutlich.



3. Theoretische Grundlagen der Mehrniveaupassung 131

Lemma 3.7.22
Es gilt

(f = faus — felf — faus — fo)y = (f1 f)p — (fausl faus) y — (fel fo)p

Beweis:
Zunichst einmal gilt fir D € {A, B, AU B}

D)zez‘D>
D
= ZW )i (flel

[Def. 3.5.2] = Z v¢(D

= <fD|fD>D = (folfp)u (3.19)

<f‘fD>M = <f

Damit kann man nun

(f = fau — fe|f = fauB — fo)u
= <f|f> <fAUB|fAUB>M+<fC|fC>M
2(fl fau) pr — 2(f 1 fe)ar + 2 (fauBl fo) ur
+ (fauB| fau) y + (fel fo) um
2(fauBl fau)y — 2 (fel fe)ar +2(fauBl fo)m
— (faus| faus) y + 2 (fausl fo)y — (felfo) u

[Gleichung (3.19)] = <f|f

\//\\//\

= f1Nu

folgern. Aber mit der Definition 3.5.13 von fo bzw. faup folgt:
(fauBl| fc)y = (fauBl|0) 45 + (0] fo) = 0 und damit die Behauptung.

Lemma 3.7.23
Es gilt
Y (AUB) =v;(AUB) und ~v;(BUC)=v(BUC)

Beweis:
Fiir i € {1,...,n} ist

17(AUB); = <fABC‘eAUB>AuB <fA+fB‘eAUB>AuB
= (fale97) s+ (fole2P)

[Satz 3.7.20] = (f|eB), + (f|ef“P),
= ’}/f(AUB)Z‘

Damit folgt die Behauptung fiir A U B. Der Beweis fiir B U C erfolgt analog.
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Satz 3.7.24
Sei A, B,C € 2 eine Zerlegung von M in drei erlaubte Mengen mit jeweils positivem
Lebesgue-Maf}, dann gilt

1f = fa— feuclly < IIf = faus — felly
& |fec— feucllgue < I1fas — fausll sup

Beweis:
Mit Lemma 3.7.23 und Satz 3.5.16 (S. 100) gilt:

If — fa— fuclar < If — faus — felly
& AN+ v (BUO)E < v (AUB)IE + [lv4(C)|)?
& @l + hBUO; < llvpAu B[ + IOl

& |[f = fa— fooclly <IIf = favs = felly

Aus der Gleichheit Hf— fa —fBUoHM = Hf— fBUCHBUC bzw. Hf—fAuB —fCHM —
Hf— fAUBHAuB folgt dann die Behauptung.

Bemerkung 3.7.25

Der Satz 3.7.24 erlaubt es, sich bei der Beantwortung der Eingangs dieses Abschnitts
gestellten Frage auf f4 p ¢, anstelle der Originalfunktion f, zuriickzuziehen. Da f4 B c
eingeschriankt auf die Menge A bzw. B oder C' aus dem Vektorraum der erlaubten Funk-
tionen ist, wird die Beantwortung der Eingangs des Abschnitts gestellten Frage durch
diesen Satz erheblich vereinfacht.

Bemerkung 3.7.26
Es 148t sich sogar ein genauer Zusammenhang zwischen der Approximation von f und der
von f angeben. Es ist ndmlich

1f = fa— feocldr = A1, = 1715, + 1m0 — feuclbue

Denn:
Mit Lemma 3.7.22 gilt

If = fa—foucllyy = (f = Ffa—feuclf = fa—fBuc)m
<f‘f>M - <fA‘fA>M - <fBUC‘fBUC>M
= (fIf)m — (faclfase)y + (fasclfac)y
—(fal fa)yr — (fBUC| fBUC) M
= I£I3 = IfaBelly
+ (fa,clfasc)y — (fal fa)y — (fBuc| fBUC) M
Lemma 3.7.22] = |f|3, = Ifascli, + 1fasc — fa— foucly,

2 2 2
= flls = lfaselly + 1fs.0 = fBucliy
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Definition 3.7.27 .

Seien A, B,C € 2 mit A(A) > 0, A\(B) > 0 und A(C) > 0. Dann sei E,~ € R™" definiert
durch B

E. " = ((e]eP) i<ien

(&

EA;,? = <e-A

C (2

B
ef >C bezeichne das j-te Element der i-ten Zeile der Matrix E; .

Weiter sei EAyE = <<€7€4|€j>B)1Si1j§n'

B

Lemma 3.7.28
Sind f,g € V, so gilt fiir alle A € A

(f19) 4 Z (f] A>A (g€ >
=1

Beweis:
vgl. [Die85], 6.5.2., S.125.

Lemma 3.7.29
Mit B und C wie in Definition 3.7.17 gilt

ucC, B uc, & uc,c uc, &
EE B:Ei und Ei C:Ei

. . . EB uc, & EB uc, & | .
Insbesondere sind die Matrizen E, und E, invertierbar.

Beweis:
Zunéichst ist

n

(E°°7B) = S (ePlel), (eslef)

I r=1
[Lemma 3.7.28] = <efuc|ej>B

EB uc, &
= Egij

Daher ist Ei R - E]iuc’g. Die Matrix E.~ 7 ist die Matrix der Basis

B
(ePYC ..., eBYCY in der Koordinatendarstellung beziiglich der Basis (e?, ..., e2). Die Ma-

C, &
trix B ist ebenfalls eine Basisdarstellung, daher ist Egu das Produkt zweier invertier-
barer Matrizen und damit selbst invertierbar.
O
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Bemerkung 3.7.30

Der folgende Satz wird in diesem Kapitel nur im Sinne eines Lemmas, d. h. als Zwischener-
gebnis, genutzt. Er wird jedoch bei den praktischen Anwendungen der Mehrniveaupassung
eine herausragende Rolle spielen. Insbesondere wird er innerhalb des Kontexts der Mehr-
niveaupassung das kontrollierte Zusammenfiigen (,Merging®) von Niveaumengen erlauben
(vgl. Abschnitt 5.3). Daher hat er auch in diesem Kapitel den Namen ,,Satz“ verdient.

Satz 3.7.31
Es gilt

BUC EBUCB )+E§uc,07f(c

Beweis:
Zunichst einmal ist nach Lemma 3.7.23 (B U C) = ~¢(B U C). Weiter ist fiir alle
ie{l,...,n}

Y (BUC); = <ﬂ ezBUC>BuC

(fB+ fe|el") 5 e
= (fB|elP) , + (fo| P9, (3.20)

Ferner ist

<fB‘€?UC>B _ <27f B iBUC>
B
_ va B‘eBUC>B

(]

und analog <fc| eBUC>C Z?Zl £(C); <e§3

eBUC>C. Daher gilt mit Gleichung (3.20)

NE

Y(BUC): = Y v5(B);(ef|ef) +Zw Pel Y

<.
Il
—

I

ucC,B uc,c
JEEH + ’Yf(C)jEii,j ) (3.21)

<
I
—

und damit insgesamt:

Y(BUC) =7(BUC) =E," " "7;(B) + E.”“ “7;(C)
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Lemma 3.7.32
Es ist

Hf— > 4 (BUC)ePC

=1

> y(BUC)ePC >
BUC

=1

2
e - <f
BUC

Beweis:
Esist Y ", YF(BUC)ie; BUC — fp ¢ nach Bemerkung 3.5.4 und Lemma 3.7.23 die ortho-
gonale Projektion von f auf V beziiglich des Skalarprodukts (|-) 5 . Daher ist analog zu

Lemma 3.7.22 Hf fBUCHBuC HfHBu(J HfBLJCH%UC. Weiter gilt

2
I feucllBue = (fBuclfBuC)BUC

_ <Z 1 (BUC)RC

i=1

f BUC>
BUC

= va(B uc) <€zBUC‘fBUC>BuC
i=1

[Lemma 3.7.23 + Gleichung (3.20)] = Z (fB + fc e?UC>BUC <6?UC‘ fBUC>BuC
=1
[Lemma 3.7.28] = (fp,c|fBuc)g,c

= <f i’yf(B U C)efuc>
BUC

i=1

Lemma 3.7.33 ' LB BUOE '
Fir 1 < i < n sei B ¢ R™ " durch B( EB und C% ¢ R™™ durch

BZ s
Cf,ll) : Czuzo ‘ ZUTC “ sowie G? ¢ R”X” durch ngl) Czuzc ¢ BiL,JrC’B definiert (fiir
r,le{l,...,n}).
Dann gﬂt:

(7

i=1

> (B)BWyy( +227f B)'GW(C) + > 7, (0)C(0)
i=1 =1

> y(BU C)Z-eiBUC>
BuC
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Beweis:
Es ist
<f S B0 C)eFUC>
i=1 BuUC
- <fB > y(BU C)e?UC> + <fc > y(BU C)e?UG>
i=1 BuC i=1 BuC
= <fB ny—(B U C’)e,LBUC> + <fo va(B U C)eZBUC> (3.22)
=1 B =1 C

Nun ist aber

ol = (Sosto) et
r=1

= > uB)LE" (3.23)

r=1

> =S (B, (B[P,
B

r=1

Fiir den Term (fp| Y1, v7(BU C’)e?UC>B gilt damit

o

= ny(BUC )i { fr|eP )

i=1

[Gleichung (3.21)] = Z (Z Bi’UlC’vi(B)l N Bz‘l:Jlach(C)l) <fB

i=1 \i=1

i=1

Z ’yf(B U C)iefuo>
B

BUC,B>
€;
B

n n
B vos, BUC,B
= B B (fa] 27,
=1 =1
" & wac, BUC,B
uc,
+ZZ ot <fB € >B
=1 [=1
. n n UCB n EBUCB
[Gleichung (3.23)] = SN E,i v(B)i | Y v(B).E i
i=1 I=1 r=1
n n

+ZZ Cucc (C)l (Z_E’Yf EzluTc c)

=1 =

1
LR UCB uc, B
= > ) D (B i (B)y
i=1 =1 r=1
LR EBUC’B ue,c
+Z Z’Yf i il ’)/f(C)l
=1

=1 [=1r=1
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Analog folgt

e

n n uC,Cc_BUC,C
> (B c)efuc> = YYD A ONEL T LT (O
. ‘

=1
D0 D) BTN e (e

und damit die Behauptung durch Einsetzen in die Gleichung (3.22).

Lemma 3.7.34
Es gilt

(7

> yi(BU C)ieiBUC> = 7(B)' (Eiw’B)t E, " y(B)
BuC

i=1
" 2’yf(B)t (Eguc,3>t Eguc,cryf(c)

+ ’)/f(C)t (EEUC,O)t Eiuc,c’yf(c)

Beweis:
Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.7.33 gilt:

n

S BB (B) = 35S 44(B),BY(B),

i1 =1 I=1r=1
= > (B (B (Z B/))
r=11=1 =1

Aber es ist

Zn:Bf"?l) = zn:EZiL,JlCYB Bz'L,JrcyB = ((Eguc’ByEguc,B)
=1

i=1 r,l

Der Rest folgt analog.
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Satz 3.7.35
Sei A, B,C € 2 eine Zerlegung von M.

Dann gilt:

t
i. Die Matrix (E]z Uag) Egu “F st symmetrisch.
ii. Es gilt

|F = Fa = Fouclly = Gir(B) 30 (B2 %) BV (34(B) — 44(0)

Beweis:
Zunichst wird die Behauptung ii. bewiesen: Nach Lemma 3.7.32 folgt mit den Lemmata
3.7.19 und 3.7.34

2

| = Fa— Fouelly, =

Zn: #(BUC);eBUC

BuC
2
= B + I (Ol

— (B! (iUC’B)t E, " (B)
. 2’7f(B)t (E]iuc,B)t Eiuc,c’yf(c)
C)t (EBUC,C)t EBuc, C’yf(C')

= 77(B)'Iy4(B) + 4 (C )l’Yf(C)

o (£ o,
i (A
B ’Yf(C)t (Eiuc,c>t Eiuc,cvf(c)

_ oy (I B (Eiuc,ByEiuc,B) +H(B)
_2y,(BY (EBUC,B)t £ o)
s (C ( (EBUCC> EBucc>7f o)

- (B3, (B)) (l (B BT @)

—2B5(B) (E,"") B (o))
(@i (1- (B77) B eislon
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= e (1 (B77) B ) Bayn) (3.24)
— 25,(B)'B! (EB“C’B)tEB“C’Cnyf(C) (3.25)
agere (1= (B) B ) e (3.26)

Dabei bezeichnet | die n x n Einheitsmatrix. Gezeigt wird nun, daf sich die Terme (3.24)-
(3.26) auf die Form

Y5 (B)'Hy;(B) — 297(B)'Hy;(C) + 3£ (C) ' H7; (C)
= (31(B) = 37 (C)'H(55(B) — 4¢(C))

t
mit H = (Eiucﬂg) Eguc,g bringen lassen.

Mit Lemma 3.7.29 folgt

Bt<E2uc,B>tE§uc,cc _ (E]zuc,BB>tE§uc,cc
_ (Elzzuc,e)tEguc,s (3.27)

Behauptung 1:
Fiiri,j € {1,...,n} gilt

(eilej) g Z(eBUC‘e BUC’ej>B+<e§UC’ej>C) (3.28)

Denn aus der Definition des Skalarprodukts (:|-) 5 folgt

(e les) puc = (67"l es)p + (@™ les)e

Damit gilt
n
(eilej)p = <ei ejleBUC>Buc BUC>
r=1 B
n
= D (e e (el es) puc

=S (P er)y (B e} + (P ) )

Behauptung 2:
Es gilt

Bt<|_(E2Uc,B>tE2Uc,B>B _ (Eiuc,gyEiuc,g (3.29)
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Denn Lemma 3.7.29 gilt:
B! <| _ (E]iuc,3>t E§UC¢B> B
_ B'B_B' (EEUC,B)tEEUC,BB
_ BtB_<E§uc,5>tEZuc,s

c, &

¢
Setzt man (T} j)1<i j<n := B'B — <E§UC’£> Eiu " soist fiir i,5 € {1,...,n}

n n

Ty = Y (ale)p(esler)p =D (eiler™ ) 5 eil e ™) p

r=1 r=1

[Lemma 3.7.28] = (e;|ej)p — Z <ei‘ efucd>B <ej|erC>B
r=1

[Gleichung (3.28)] = Z <efuc‘ ei>B (<e§uc‘ ej>B + <efuc‘ 6j>C)

r=1

=2 (eiler™d) 5 esl )

r=1
n

= D (e e (e es)e

r=1

n
+D_(er e (er e p
r=1

n

=D (&P ei) g (e es)p
r=1

n

= D (e e (e es)e

r=1

_ [(Esuc,s)t Eguc‘,£:|

B
2,

Dabher folgt die Behauptung 2.

Analog zeigt man
Ct (l B (Eguc,c>t Eguc,c) c — (Eiuc,s>t Eguc,g (3.30)

Setzt man nun die Gleichungen (3.29),(3.27) und (3.30) in die Terme (3.24), (3.25) und
(3.26) ein, so folgt die Behauptung ii. des Satzes

t
Mit Gleichung (3.29) folgt die Symmetrie der Matrix (EEUC’S) Eiuc’g und damit die

Behauptung i. des Satzes.
O
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Korollar 3'7'393 Nt AUE e
Die Matrix (E:: ’ ) E77F st positiv definit.

B

Beweis:
Eine Matrix A € R™*" ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle x € R"™ mit x # 0 gilt:

t
z!Az > 0. Fiir die Matrix (E;\UB’S) S gilt aber mit Satz 3.7.35 ii. daf fur alle f

B

- - uB, e\t _AuB, g, _ B
(Gr(A) =3B (E,"7°) E," " (G(4) = 34(B) = 0
gelten muB, da der Abstand || f — faup — fcﬁJ niemals negativ sein kann. Es ist

If = faus — follar = I1f = fauslla + 1If = fausls + IIf — fellz
=0
Daher ist || f — fau — fCH?\/[ genau dann 0, wenn ||f — fAUB||,24 =0und || f — fAuBHQB =0

gilt. In dem Fall mufl also f|aup = faup gelten. Also hat f|4up eine eindeutig bestimm-
te Darstellung beziiglich der Basis £. Es sei diese flaup = Y ;—; cieilaup. Mit dieser

ef>A = Z?Zl a; <ej’e;4>A und mit
a = (ai,...,ay). Daher gilt mit Definition 3.7.17 v7(A) = Aa. Analog ist v¢(B) = Ba.
Nach den Definitionen 3.5.9 und 3.7.17 gilt daher

F1(A) = 37(B) = Ay (A) =B 1yp(B) =a—a =0
¢
Also gilt z! (EZUB"S) I:J;UB’g:c =0 x=0.

Daher ist nur noch zu zeigen, daf sich alle z € R™ durch eine Funktion f € L?(B(M), B(E))
derart kodieren lassen, dal o = (J7(A) — 7¢(B)) gilt. Zunichst einmal wird gezeigt, dafl
sich fiir jedes y € R™ eine Funktion f, € V' konstruieren ldt, mit vy, (A) = y:

Darstellung ergibt sich v¢(A); = <Z§L:1 aje;laun

Da f, aus V ist, hat f, eine Darstellung der Form f, = Y I, ozief‘, wobei fiir alle
i€ {l,...,n} die Skalare a; € R eindeutig bestimmt sind. Setzt man a; = y;, so gilt
nach Definition 3.5.2

(A= (el - <Zy]fef‘> =S (el =
A =l

da (ef!,...,e) eine Orthonormalbasis beziiglich (-|-) , ist.

Fiir ein beliebiges € R" setzt man y := Az und konstruiert ein f, mit 75, (A) = y wie
oben. Definiert man dann f € L*(B(M),B(E)) durch f|4 = f, und f|puc = 0, so folgt
mit Punkt v. der Definition 3.4.4 v¢(A) = y und v¢(B) = 0. Daher ist

77(A) = 45(B) = A"'y4(A) =B lyy(B) = A 'Az —B 0 ==

fiir beliebige = € R™.
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Korollar 3.7.37 Lee Loe e
Sei A, B,C € 2 eine Zerlegung von M. Die Matrizen E 7 und Ei " sowie Ej ’

UB,¢& .. v
und E; seien definiert wie in Definition 3.7.27.

Dann gilt

1f = fa— feuclly < IIf = faus — felly <
(ir(B) = 3,0 (B, ") B (3(B) = 3,(0))
< Giy(A) 3B (B ") B (3 (4) — 34(B))

Beweis:
Der Beweis folgt mit Satz 3.7.24 und Satz 3.7.35.

Beispiel 3.7.38
Alle hier aufgefiihrten Beispiele sind Konkretisierungen von Beispiel 3.4.6. Die Auflistung

der einzelnen Anwendungsbeispiele folgt den Beispielen 3.4.12 und 3.5.11 auf den Seiten
90f und 96{f.

i) Sei F := R mit der Multiplikation - als Skalarprodukt und V' := {a | & € R} der
Vektorraum der konstanten Funktionen. Dann ist (1) eine Basis dieses Raums und fiir
A€ A mit A(A) > 0 ist ef* = —L~— die ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich

VA(A)
der Basis (1) uUn;igﬂ -) 4- Damit ist y(A4) = \/ﬁ Ja fAA und 55 (A) = ﬁ Ja fdA.
. . El 1><1 . BUC — 1 J— )‘(B)
Die Matrix E]z eR ist dann durch <61 ‘€1>B = fB \/md)‘ ~ V/ABUO)

Analog ist Es YOf M9 pann gilt mit Korollar 3.7.37:
NBUC)

|f = fa— feuclly < IIf = faus — folly
& (34(B) =70 (E7"7) BTG (B) - 34(0)

< Gr) - 3B) (B7) B () - 54(m))

o A - o < N G - )y
U
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Sei Y£(A) > 7¢(B) > 3#(C). Dann ist

If = fa —fBuc||M < ||f— faus — fella

A(A U B)A ) < 3
MNANBUC) BUC 74
AAUB)AC) . ) AUB
MAABUC) 7(B BUC

- AAUB)A 0) AUB

M)(BU@ BUC

(AUB)X(

(Ai))\(Bucg Y7(C) + 75 (A

AUB)A
( TEA))\()BLSC; + 1)

Fiir Mengen B € 2 mit A(B) hinreichend klein, mu§ dann ¢ (B) < 3 (7(A4) + 7£(C))
gelten. Man vergleiche zu diesem Ergebnis [Don91], Corollary 2.4, und [Kus92], S.
23f.

= ’S/f(B) <

ii) Sei £ := R? mit dem Standardskalarprodukt (:|-) und V := {(a,...,a) | @ € R}
der Vektorraum der konstanten Funktionen mit Basis ((1,...,1)). Fiir A € 2 mit
AMA) > 0 ist ef! = (1,...,1) die ausgezeichnete Orthonormalbasis beziiglich

1
)
der gegebenen Basis und (-|-) 4. Es ist dann v¢(A) = (\/m L4 (f1(,..01)) d)\>
(vgl. Beispiel 3.4.12 ii)). Leicht zeigt man, da8i 77(A) = (d/\ 7y S (f1(,.1)) d)\)

ist. Fiir EE ves ergibt sich damit
(1,...,1)>d/\

voe 1
E, _lé< dMBuCﬁL””D
! 1)) dA

¢‘zﬂm7/<@“”U“L“

/ d\(B)
\MABUC dNBUC)

Mit Korollar 3.7.37 gilt dann

1f = fa—feuclly < |f = favs — fellu
d\(B)dA(C) , . _ d\(A)d\(B) , . -
W(W(B) - ’Yf(C))z < m(wm) - ’Yf(B))Z
AMAUB)AC
T o Gr(B) = ()P < (iy(4) = 35(B)?
iii) Sei £ := R3 mit dem Standardskalarprodukt (-|-). Es sei f € L?(B(M), B(R?) mit
f = (f1, fo, f3). Weiter sei V := R? der Vektorraum konstanter Funktionen mit der
Standardbasis € := ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)).
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Dann ist mit ef! = XA )(1 0,0). 8" = xix )(0,1,0) = (1)(0 0,1) die Basis
(ef, es', e4') die ausgezeichnete Orthonormalbas1s beziiglich des Skalarprodukts (-|-) 4
und der Basis £ (vgl. Beispiel 3.4.12 iii)).

Dann ist fir A € 2 mit A\(A) > 0 der Vektor 7;(A) gegeben durch 7(A);
ﬁfA fid\, Fp(A)y = ﬁfA f2dX, Y5(A)s = ﬁfA f3dX und damit 7¢(A4) =
ﬁ(IA fld)\afAf2d)"fA f3d)‘)

Fiir die Matrix E}i TOf e R3X3 ergibt sich

(PCler), (PCle), (ePUC]es)
£~ (e, (B ea)? (e ey
(B er)r (eBC|es)r (89| ey)
B 0
A(BUC) \B)
= O S
0 0o A8
/A(BUC)

Mit Korollar 3.7.37 ergibt sich dann

1f = fa— feuclly < IIf = faus — folly
& GrB) =50 (E,"77) E"7N(G5,(B) = 34(C))
< (3r(4) ~ (B (Eﬁ“”)t E,"" " (35(4) — 34(B)

3 3

mem <2 ‘ju 5 £(A); = 77 (B)s)?
=1 i=1

N () = 35 O < I3s(4) = 35(B)

iv) Sei M :=0,1], E := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt und 2 := {[t1, t2] |
ti,ta € [0,1]}. V:={f | f(z) = ax + t mit a,t € R}, dann ist (e, e2) mit ej(x) :=1
und ez(x) := x eine Basis von V.

Dann ist fir ¢ €]0, 1] die Menge [0,t] € 2. Es ist dann 6[10,15] (x) = % und e[o 1 (z) =
[£,1]

2 é(91:— 1t). Ebenso ist die Menge [t, 1] € 2 und es gilt e[lt’l] =~ und ey’ (z) =

Vit
m (2z —t — 1) (vgl. Beispiel 3.4.12 iv)).
Sei fiir 0 < t1 < to < 1 die Menge A := [0,t1], B := [t1,t2] und C := [tg,1]. Dann
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ergibt sich

(P ex) y = (b

(efPlez) = (e

1>[O,t1]

id>[0,t1]

(%) er) = (e

1>[O,t1]

(37| e2) , = (5|1

UB,¢&
Damit ergibt sich als Matrix Ei :

E:o,m],g

0,t = 3

t1] /t?tl
2

Analog zeigt man:

Etu,s [0, ta], &
B - E[tlytz] -

und
EBUC,S [t1,1], €
B - E[t17t2]
ta—t1

V1—ty

/__3 V3
m(t% + tth - t2 + tl) W (4t3

gy -
~ =
—_ N

_ t2) \f

ta—t1

Vgt (t — 1)
2

ty

Viz
1

\/7 0t1

t2

/ - ftgd/\( )
t2 [0,t1]
1
\/ 3 <2t2 t12t2>
[31
2 %itl(tl — t9)
3
—ti(t1 — t2)
\ &2
/ >a:d)\( )
t2 [0,t1]

/ - —a:d/\( )
t2 0t1]

el 1t3 _ %

tg 3t 4

xdA(z)

24ty — 3ty)

13-12
2VE2
= (83 + 3tats — 4t1)
2

6

t2
3t1t§ + 3t — 3t3)

2\/1 t

145
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sowie
uGc,E [t1,1], &
Ei = E[t2, 1] =
1—to l—t%
1—t1 21—t

3 V3
m(tlh +ito — 11 — t%) m (1 - 4t§ — 3t1 + 3t1t% -+ 32%)

Bemerkung 3.7.39 LB et aupe
Mit Satz 3.7.35 und Lemma 3.7.29 ist die Matrix (EA ’ ) E°" symmetrisch und

A B

invertierbar, und nach Korollar 3.7.36 ist sie positiv definit. Daher ist die Abbildung

R" x R*" — R

S vc,eNt _BucC, €
(z,y) — 2t (Eg ) E.""y
ein Skalarprodukt (vgl. z. B. [Fis86], 6.1.8. Bemerkung, S. 186) und die Abbildung

R" x R" — R,

4y o V@ =5 T =)

definiert eine Metrik auf dem R”.
Daher ist die folgende Definition 3.7.40 wohldefiniert.

Definition 3.7.40 (Metrik des Segments A beziiglich des Segments B)
Fiir zwei Mengen A, B € 2 mit \(A) > 0, A\(B) > 0 und \(AN B) = 0 heifle die Metrik

4 RUXRU SR,
AB (ZU,y)H 5(55—%1‘—1/)

die Metrik des Segments A beziiglich des Segments B. Dabei sei s das Skalarprodukt aus
der vorangegangen Bemerkung 3.7.39.

Bemerkung 3.7.41

Die Fille i), ii) und iii) des Beispiel 3.7.38 zeigen, dafl bei Approximation mit konstanten
Funktionen auf den Segmenten d4 p lediglich von den GréBen der Mengen A und B im
Lebesgue-Maf} abhéngt. Diese Tatsache kann algorithmisch ausgenutzt werden, wie man
in Abschnitt 4.6.6.4 des Kapitels 4 auf Seite 206 sehen kann.
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Korollar 3.7.42
Seien A, By, Cy € 2 sowie A, By, Cy € A Zerlegungen von M. Sei weiter ¥ : 2l — R, mit

T(A) = [y (A7 + (M \ A2

die Zielfunktion einer 2-Niveaupassung. Dann gilt:

V(AU By) > V(AU Bs) < dap, (77(A), 77(B1)) < da,B,(Vr(A4), 7¢(B2))

Beweis:
Mit Satz 3.5.16 gilt \I’(AUBl) > \I/(AUBQ) = Hf — fAu31 — f01 H?\/l < ||f — fAuB2 — f02||?v[
Daher folgt die Behauptung mit Satz 3.7.35 und Bemerkung 3.7.39.

Bemerkung 3.7.43

Das Korollar 3.7.42 kann als Grundlage zur algorithmischen Suche nach lokalen Maxima
der Zielfunktion der 2-Niveaupassung dienen. Wie bei vielen nichtlinearen Optimierungs-
algorithmen, hat sich auch in den Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung die
Verbesserung in die Richtung des stirksten Anstiegs bzw. Wertzuwachses als zufrieden-
stellende Strategie zur algorithmischen Bestimmung signifikanter lokaler Maxima heraus-
gestellt. Hat ein Algorithmus ausgehend von einer Segmentierung { A, M \ A} nun mehrere
Mengen B C M\ A zur Wahl, um sie A hinzuzufiigen, so kann man mit Hilfe des Korollars
die Menge B wiéhlen, die den stdrksten Wertzuwachs verursacht. Dabei mufl die Menge
M \ (AU B) nicht betrachtet werden.

Erst in Abschnitt 4.6 wird sich jedoch die Bedeutung des Korollars fiir die Algorithmen
der vektoriellen Mehrniveaupassung zeigen.



Kapitel 4

Algorithmen und Anwendungen
der Mehrniveaupassung im
Bereich der Bildsegmentierung

4.1 Einleitung

Obwohl die theoretischen Grundlagen der vektoriellen Mehrniveaupassung auch Anwen-
dungen iiber den Bereich der Bildsegmentierung hinaus erlauben, soll in dieser Arbeit in
erster Linie auf die vielfaltigen Moglichkeiten, die die Mehrniveaupassung zur Segmen-
tierung von Bildern bietet, eingegangen werden. Es ist selbstversténdlich, dafl dabei der
Aspekt der algorithmischen Umsetzung der vorgestellten Verfahren im Vordergrund stehen
mufl. Gerade diese Umsetzung von theoretischen Resultaten — gewonnen bei der Betrach-
tung von kontinuierlichen Bildern — bereitet dem Ansatz, Bilder iiber Energieminimierung
zu segmentieren, erhebliche Probleme, die letztlich algorithmisch nur iiber die Methode
der finiten Elemente 16sbar sind (vgl. Abschnitt 2.4.2).

Die Approximationsprobleme, die die vektorielle Mehrniveaupassung auf den Segmenten zu
l6sen hat, sind nach Bemerkung 3.5.4 (S. 94) orthogonale Projektionen auf endlich dimen-
sionale Vektorrdume. Da die Menge der diskreten Pixelbilder mit festem Definitionsbereich
M ebenfalls einen endlich dimensionalen Vektorraum definieren, sind die Approximations-
probleme auf Pixelmengen algorithmisch losbar. Eine Anndherung der optimalen appro-
ximierenden Funktion auf einem Segment iiber die Methode der finiten Elemente (d. h.
durch ein Polygon), wie es in Abschnitt 2.4.2.1 beim Mumford-Shah-Modell gemacht wird,
ist an dieser Stelle also unnétig.

Auch die Behandlung der Menge der Unstetigkeitsstellen auf einem zweidimensionalem
Definitionsbereich bereitet den Ansétzen der Energieminimierung grofle Schwierigkeiten
(vgl. Abschnitt 2.4.5, S. 47). Hier zeigt sich ein nicht zu unterschétzender Aspekt des
Ansatzes der vektoriellen Mehrniveaupassung: Das Konzept des Systems der erlaubten
Segmentierung, das im Abschnitt 3.3 eingefiihrt wurde, ermdglicht eine einfache Ubertra-
gung auf diskrete Pixelbilder, indem einfach unter allen moglichen Segmentierungen nur
diejenigen betrachtet werden, die sich auch als Vereinigungen von Pixeln darstellen lassen.
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Natiirlich ist der Ubergang von infiniten zu finiten Mengensystemen auch bei der vektori-
ellen Mehrniveaupassung nicht ganz unproblematisch. So wird sich insbesondere heraus-
stellen, dal ein Maximum der Zielfunktion einer k-Niveaupassung iiber einem diskreten
Pixelbild nicht notwendig selbst pixelbasiert sein muf.

Ubersicht des Kapitels

Im Gegensatz zum vorherigen Kapitel sind die im folgenden betrachteten Systeme von Seg-
mentierungen endlich. Bevor die einzelnen Anwendungsbeispiele vorgestellt werden, zeigt
das zweite Unterkapitel zunéchst einmal das grundsétzliche Vorgehen und die Schwierig-
keiten des Ubergang von infiniten zu finiten Mengensystemen auf. Im Mittelpunkt dabei
steht der Begriff der ,pixelbasierten Segmentierung” und des ,pixelbasierten lokalen Ma-
ximums“. Alle spéter vorgestellten Algorithmen arbeiten mit diesen Begriffen.

Im dritten Unterkapitel werden zunéchst einmal Algorithmen fiir beliebige pixelbasierte
Mengensysteme présentiert. Dabei wird sich fiir pixelbasierte lokale Maxima zeigen, dafl
man unter bestimmten Voraussetzungen das Problem, ein pixelbasiertes lokales Maximum
einer k-Niveaupassung zu finden, auf iterative 2-Niveaupassungen zuriickfithren kann, wie
es bei allgemeinen lokalen Maxima in Abschnitt 3.7.1 gezeigt wurde.

In den nachfolgenden Unterkapiteln werden spezielle Mengensyteme und konkrete Instan-
zen der abstrakten Algorithmen fiir diese speziellen Mengensysteme vorgestellt. Als erste
einfache Anwendung der vektoriellen Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung wird im
viertem Unterkapitel die Segmentierung von diskreten Pixelbildern mit eindimensionalem
Definitionsbereich durch Intervalle betrachtet.

Im fiinften Unterkapitel wird das Mengenmodell der “grauwertbenachbarten” Pixelmengen
definiert. Es wird gezeigt, dafl eine Mehrniveaupassung beziiglich dieses Mengenmodells
nichts anderes liefert als das Schwellwertverfahren von Otsu, das in Abschnitt 2.3.1.1
vorgestellt wurde.

Im sechsten Unterkapitel wird das Mengenmodell der pixelzusammenhéngenden Mengen
betrachtet. Dieses Mengenmodell ist wohl das naheliegendste Mengensystem zur Segmen-
tierung von Bildern mit zweidimensionalem Definitionsbereich. Leider erfiillt jedoch das
infinite Mengensystem der zusammenhingenden Mengen, dessen Diskretisierung das Men-
gensystem der pixelzusammenhéngenden Mengen ergeben sollte, nicht die Voraussetzun-
gen eines Systems erlaubter Mengen (vgl. Definition 3.2.10, S. 74). Der Algorithmus zur
Bestimmung eines pixelbasierten Maximums beziiglich dieses Mengenmodells bleibt jedoch
giiltig.
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4.2 Von infiniten zu finiten Systemen von Mengen

Die Definition des Systems der Segmentierungen in Definition 3.3.1 (S. 76) geht von ei-
nem Mengensystem mit unendlich vielen Elementen aus, was sich direkt aus der Dichte-
eigenschaft (DE) der Definition 3.2.10 der erlaubten Mengensysteme ableiten 1&8t. Dem
gegeniiber steht bei diskreten Pixelbildern eine endliche Anzahl von Pixeln und daher eine
endliche Anzahl von pixelbasierten Mengen, d. h. Mengen, die Vereinigungen von Pixeln
sind. Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten dieses Problem zu 16sen:

a) Einbettung pixelbasierter Mengen innerhalb eines infiniten Mengensystems
Verfolgt man diesen Ansatz, so sind Optima von Funktionen wie zum Beispiel in
Beispiel 3.5.11 iv) mit algebraischen oder numerischen Methoden zu bestimmen.
Ein Beispiel fiir einen solchen Ansatz ist auch die Funktion in Beispiel 4.2.4. Sicher
wiirde es fiir viele Fragestellungen nichtlineare Optimierungsalgorithmen geben, die
gegen ein signifikantes Optimum konvergieren. Allerdings sind solche Verfahren bei
der Segmentierung von Bildern in ihrer Laufzeit oft zu lang.

b) Einschriankung auf pixelbasierte Mengen innerhalb eines infiniten Mengensystems
Dieser Ansatz, bei einem infiniten Mengensystem nur endlich viele Elemente des
Systems zu betrachten, erleichtert die zu entwickelnde Algorithmik. Allerdings ist
hier bei der Definition des Begriffes ,,Optimum* Vorsicht geboten, wie Beispiel 4.2.4
und Bemerkung 4.2.5 zeigen.

Da sich diese Arbeit in erster Linie mit den Anwendungen der vektoriellen Mehrniveau-
passung in der Bildsegmentierung auseinandersetzt, soll hier der Weg b) beschritten wer-
den. Der Weg, der in a) beschrieben wird, ist jedoch keinesfalls uninteressant. Selbst im
Bereich der Segmentierung von Bildern hat er durchaus seine Berechtigung, etwa bei sub-
pixelgenauen Segmentierungen. Allerdings ist fiir diesen Ansatz eine Parametrisierung der
Segmentierungen wie z. B. in Beispiel 4.2.4 nétig. Fiir weitere Anwendungsbeispiele sei
auf [Lau03] verwiesen.

4.2.1 Pixelbasierte Segmentierungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Begriff der ,pixelbasierten Segmentierung®, d. h. der Dis-
kretisierung des Segmentierungsbegriffs aus Abschnitt 3.3 einzufithren. Die Menge der pi-
xelbasierten Segmentierungen ist eine Untermenge des Systems der Segmentierungen durch
erlaubte Mengen. Es kann allerdings vorkommen, dafl selbst bei diskreten Pixelbildern das
globale Maximum der Zielfunktion einer k-Niveaupassung nicht auf einer pixelbasierten
Segmentierung angenommen wird.

Definition 4.2.1 (Pixelbasierte Segmentierungen)
Sei 2 ein System erlaubter Mengen und A € 2(. Dann heifle die Menge Sy (2, A) definiert
durch

Sp(A,A) :=6G(RANP(M),A)

die Menge der pizelbasierten Segmentierungen von A in Si(2). Ist A = M, so werde
Sk (L) := Sk(A, M) notiert. Dies ist, bis auf Abschnitt 4.3, im folgenden immer der Fall.
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Bemerkung 4.2.2

Vergleicht man die Definitionen von 2l und P (M) so kann — streng mathematisch — fiir kein
Mengensystem 2 der Schnitt 2N P(M) # @ sein. Denn 2 besteht aus Aquivalenzklassen
(vgl. Definition 3.2.5, S. 71) und ist somit von einem anderen Typ als P(M). Allerdings
kann man die Elemente aus P(M) auch als Repréisentanten ihrer Aquivalenzklasse schen,
denn ein Ubergang P(M) — P(M)/ ~, wobei ~ wie in Definition 3.2.1 (S. 70) definiert
sei, ist ein einfacher Isomorphismus, der jedes Element auf die Aquivalenzklasse abbildet,
die nur aus diesem Element besteht. Daher ist die Notation 2 N P(M) durchaus legitim.
Im folgenden sei also A NP(M) nur die legere Notation der Menge AN P(M)/ ~.

Bemerkung 4.2.3

Es kann vorkommen, da§ das Mengensystem 2 keine pixelbasierten Mengen enthilt (etwa
bei Kreisen). Mit den Fragestellungen, die sich aus einem solchen Mengensystem ergeben,
beschiftigt sich die Arbeit von Verena Lauren ([Lau03]). Deshalb soll an dieser Stelle
nicht weiter auf solche Mengensysteme eingegangen werden. Aber auch Mengensysteme,
die pixelbasierte Mengen enthalten, kénnen zu optimalen Segmentierungen fithren, die
nicht pixelbasiert sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.2.4

Es sei M :=[0,7] und E := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt. 2 sei das Men-
gensystem der zusammenhéngenden Mengen in M. Die Familie der Skalarprodukte sei
gegeben wie in Beispiel 3.4.6.

Es ist G2(2() = {{[0,¢],[t, 7]} | t € [0,7]} das System der Segmentierungen von M durch
zwel zusammenhéngende Mengen. Die Klasse der erlaubten Funktionen sei der Vektor-
raum, der durch die Funktionen ej, e2 mit e;(z) := 1 und ey(z) := x aufgespannt wird.

Gegeben sei gemifl Definition 1.3.2 ein diskretes Pixelbild g : M — R mit g([0]) :=

5,9([1]) == 3,9([2]) :==2,9([3]) := 1,9([4]) := 2,9([5]) := 3,9([6]) := 5. Abbildung 4.1
zeigt den Graphen dieser Funktion.

Betrachtet wird nun die Zielfunktion der 2-Niveaupassung

. [0’7] — Ry
ot (0 DI + [l (8 7)1

Wie man sieht, 148t sich in diesem Beispiel die Zielfunktion leicht iiber den Parameter ¢ pa-
rametrisieren, so daf} eine analytische Untersuchung der Zielfunktion moglich ist. Es kann
gezeigt werden, dafl die Zielfunktion ihr Maximum bei t = 3 + % annimmt. Die Abbildung
4.2 zeigt den Graphen der Zielfunktion. Abbildung 4.3 zeigt die optimale Segmentierung
des diskreten Pixelbildes g durch zwei zusammenhéngende Segmente. Man beachte zudem,
dafl die Zielfunktion ¥ bei ¢t = 1 und ¢ = 6 lokale Maxima annimmt.
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Abbildung 4.1: Diskretes eindimensionales Pixelbild aus Beispiel 4.2.4.

744

70+

68

66

Abbildung 4.2: Graph der Zielfunktion ¥ aus Beispiel 4.2.4.

Abbildung 4.3: Optimales Ergebnis der 2-Niveaupassung aus Beispiel
4.2.4: Segmentweise Approximation mit linearen Funktionen (griin). Die
Segmentgrenzen sind rot eingezeichnet.



4. Algorithmen und Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung 153

Bemerkung 4.2.5
Das Beispiel 4.2.4 zeigt, dafl eine optimale Segmentierung von diskreten Pixelbildern nicht
pixelbasiert sein mufl. Es verdeutlicht zwei Probleme:

1. Das absolute Maximum der Zielfunktion der k-Niveaupassung muf} nicht pixelbasiert
sein.

2. Unter Umsténden existieren zwar lokale Maxima die pixelbasiert sind, aber bei ei-
ner Auswertung der Zielfunktion nur an Pixelgrenzen keine ,pixelbasierten* lokalen
Maxima sind. (Man vergleiche dazu die Definition 4.2.15 dieses Begriffes, die in Ab-
schnitt 4.2.3 vorgestellt wird.)

Wiirde die Zielfunktion nur an Pixelgrenzen ausgewertet, was bei den spéter vorgestellten
Algorithmen immer der Fall ist, so wiirde man die Werte 3 und 4 als Maximalstellen
erhalten. Es ist daher eine diskrete Version des Begriffes ,lokales Maximum® notwendig,
die die Werte 3 und 4 als Stellen, an denen das diskrete lokale Maximum angenommen
wird, liefert.

4.2.2 Exkurs: Approximation stiickweiser konstanter Funktionen mit
konstanten Funktionen

Fiir eine kleine Untermenge der Mehrniveaupassungsprobleme reicht es aus, nur die pi-
xelbasierten Segmentierungen zu betrachten, um ein globales Optimum der Zielfunktion
einer k-Niveaupassung zu bestimmen. Sind alle Funktionen des Vektorraums V' konstant,
so kann man sich, unter bestimmten Voraussetzungen, auf die Menge der pixelbasierten
Segmentierungen Si(2() beschrinken, wenn man eine optimale Segmentierung aus Sy ()
sucht.

In diesem Abschnitt werden nur Funktionen aus L?(B(M), B(R%)) betrachtet. Als Klasse
der erlaubten Funktionen wird nur der Vektorraum der komponentenweise konstanten
Funktionen zugelassen.

Definition 4.2.6
Fiir E := R? mit dem Standardskalarprodukt sei V, der Vektorraum der komponentenweise
konstanten Funktionen. Das heif3t, es ist

%::{(Cl,...,Cd)‘Cly"'7ck€R}
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Bemerkung 4.2.7
Fiir V. gilt:

i. e;:=(1,0,...,0),...,eq4:=(0,...,0,1) ist eine Basis von V..
ii. VA€ o(A),A\(A) > 0:dimV,|4 = d.

Man beachte, daf in diesem Kontext fiir alle A € o(2) \ {O} die Funktion f4| auf dem
Segment A konstant ist.

Lemma 4.2.8

Sei {(:|)4 | A € o(A),\(A) > 0} eine Familie erlaubter Skalarprodukte definiert wie in
Beispiel 3.4.6 (S. 86). V, sei definiert wie in Definition 4.2.6. Aulerdem sei AW By, BowC
eine Zerlegung von M durch Mengen aus o(2). Ebenso seien die Mengen A und C' aus
U(Q[) Es sei B := By U Bs.

Gilt dann f|p, = f|p, = c fiir eine Konstante ¢ € R?, so folgt:

Entweder es gilt |f — fa— fauclly < If = faus, — fBuclly
oder es gilt ||f — faus — folly < If = faus, — fBuclly
Beweis:
Zunéchst einmal gilt By € o(A) und By € o(A) und daher auch B € o(A) (vgl. [Bau92],
S. 3f).
Nun ist

”f - fAUB1 - fBQUCH?M
2 2 2 2
= |If = faus 4 + IIf = faus, s, + If = fBovells, + IIf = fBouc|c

2 2 2 2
= |f = fauslla + lle = faus I, + llc = fBouclls, + IIf = feaucllc

— / I — Favs|PdA
A
4 / le— Favm A+ / e~ FamuclZdA
B1 Bs

4 /C I — Frucl2dr

Nun kann man zwei Fille unterscheiden: Entweder gilt ||c — faus, |, < |lc — fB,uc]l, oder
es ist |lc — faum, |, > llc — fB,uc|l,- Betrachtet wird zunéchst der erste Fall:
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le = faus, [, < lle = fouell
Dann gilt aber:

J 15 = favmlEan+ [ e faumlEn
A B
[ Nl fmclar+ [ 1f = facla
Bs C
> [ 17 = faom P
A
[ e favmlEans [ e fam 2ax
B1 B2
+/CHf_fB2UC’||22d)‘

Y

/ I = Faos, J2dr + / I — Fraoel2dr
AUB1UB>y C

v

/ \f—fAuBHfdA+/ If = fell2dA
AUB C

= |If - faus — felly

Dabei folgt die letzte Ungleichung mit Satz 3.5.3 zusammen mit Bemerkung 3.5.1. Daher
gilt in diesem Fall: ||f — faus, — f,uclly > If — faus — fellu
Vollkommen analog kann man fiir den Fall ||c — faus,|l, > |lc — fB,uc]l, auf

\f — faus, — fBoucayr > |If — fa — fBuc|l, schlieBen. Damit folgt die Behauptung.
O

Satz 4.2.9

Sei M := [0,m] mit m € N und 2 die Menge der Intervalle in M, E := R? mit dem
Standardskalarprodukt. Weiter sei die Familie erlaubter Skalarprodukte wie in Beispiel
3.4.6. AuBerdem sei V. definiert wie in Definition 4.2.6 und g : M — R% ein diskretes
Pixelbild und ¥ die Zielfunktion der k-Niveaupassung von g. Dann gilt:

Fiir alle A € &, (2) existiert eine pixelbasierte Segmentierung A’ € Si () mit (A') >
U(A).

Bei der Bestimmung lokaler Maxima von k-Niveaupassungen eindimensionaler diskreter
Pixelbilder mit konstanter Approximation auf den Segmenten geniigt es also, sich auf
pixelbasierte Segmentierungen zuriickzuziehen.

Beweis:

Sei A € 65(2) und [z, z2] € A ein Segment mit xo ¢ N. Weiter sei p;, € P(M) das Pixel
mit {za} N py, = {z2}. Dann ist sowohl [z, z2] \ px, € A als auch [z1,x2] Upy, € A. Nach
Voraussetzung ist g auf p,, konstant. Daher existiert nach Lemma 4.2.8 eine Segmentierung
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A’ € &k() mit [x1, 22]\pz, € A’ oder [z1,22]Up,, € A’, die der Funktion ¥ einen hsheren
oder gleichen Wert zuteilt.

Auf diese Art lassen sich alle Segmente, die nicht pixelbasiert sind, in pixelbasierte Seg-
mente umwandeln, ohne dafl der Wert der Funktion ¥ der Segmentierung A sinkt. Damit
folgt die Behauptung.

O

Satz 4.2.10

Sei € C B(M)/ ~ ein System mefbarer Mengen. Weiter sei 2 sei ein Mengensystem
erlaubter Mengen geméfl Definition 3.2.10, so daf fiir alle Mengen A € 2 und B € & mit
ANB#0gilt: AUBeAund A\ B € 2.

Sei {(:|)4 | A€ a(AUE),A\(A) > 0}, eine Familie der erlaubten Skalarprodukte, definiert
wie in Beispiel 3.4.6. V, sei definiert wie in Definition 4.2.6. Existiert dann eine disjunkte
Zerlegung Lﬂézl B; von M durch Mengen aus &, so dafl f auf den einzelnen Segmenten B;
der Zerlegung konstant ist (1 < i <1), so gilt:

Es existiert eine global optimale Segmentierung {A1,..., Ax} € &(A) von f mit

Vie{l,...,k}:3ir,...in€{l,....1}: A= ) B (4.1)
jG{il ..... in}
Beweis:
Sei A = {A;,..., A;} eine optimale Segmentierung von f. Gezeigt wird nun, daf man,

wenn A die Bedingung (4.1) nicht erfiillt, aus A eine Segmentierung A’ konstruieren kann,
die ebenfalls optimal ist.

A € A verletze die Bedingung (4.1). Trotzdem existieren Indizes (0. B. d. A. seien es
1,...,m) mit A C §", B;. Da A die Bedingung (4.1) verletzt, existieren noch andere
Segmente der Segmentierung A, deren Schnitt mit [#J)", B; nicht leer ist. Betrachtet wird
nun zundchst die Menge Bj. Es existieren nun Segmente C1,...,C, € A mit C; # A und
By = (&ngl Bin Cl) W AN B;.

Nun wird zunéchst das Segment C; betrachtet. Genauer gesagt die Mengen A\ By W AN B;
und C1 N By WO\ By. Nun ist fo,nB, = fanp, = c fiir eine Konstante ¢. Dann sind nach
Lemma 4.2.8 fiir Mjiq := A U C; zwei Fille zu unterscheiden:

a) Es gilt
Hf — fawwans, — feinBiwen\s, HMlokal Z Hf — fas — fanBiwcinBrec\ By HMlokal
oder es gilt

b) |f = famwans, = fewnpwens |y, 2 1f = faswansiveins, = fons lly,
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Da A allerdings schon eine optimale Segmentierung war, mufl in dem Fall ( a) oder b) ),
der gilt, sogar Gleichheit gelten.

Im Fall a) kann man dann A’ = A\ By und C] = C; U (AN B;) und damit A’ =
(A\ {A,C1})w{A4’, C1} setzen und erhilt so eine optimale Segmentierung mit A’'NB; = O.

Im Fall b) setzt man A" := A\ BiWw AN By WC; N By und Cf := Cy \ By. Dann ist A’ :=
A\{A, C1}U{A’,C} eine optimale Segmentierung mit C{NB; = O. ! Nun wird statt C; die
Menge C5 betrachtet. Wieder kann man nun die Félle a) und b) unterscheiden. Wendet man
die Ersetzungen nach der Fallunterscheidung sukzessive fiir alle Cs, ..., C), an, so existiert
entweder ein C' € {Cs,...,C,} fir das Fall a) eintritt, oder man kann, falls fiir alle C' €

{Cs,...,Cp} Fall b) eintritt, A’ := AU ( ) C’ﬂBl> und fiir C' € {Cy,...,Cp}
CE{Ca,...,.Cp}

C':= C\ By setzen. Setzt man dann A" := A\ {A,Cy,...,Cp} U{A", Cy,...,Cp}, so ist

A’ eine optimale Segmentierung mit A’ N By = B;. Nach den Voraussetzungen an das

Mengensystem ist A’ wieder eine giiltige Segmentierung aus Sy (2).

Da man dieses Verfahren fiir alle B € {Bj, ..., By, } anwenden kann, kann man also aus A
eine optimale Segmentierung A’ erzeugen, in der das Segment A so verindert wurde, dafl
es die Bedingung (4.1) nicht mehr verletzt. Da A € A beliebig war folgt die Behauptung.

O

Korollar 4.2.11

Sei {(:]")4 | A€ a(A),\(A) > 0} eine Familie der erlaubten Skalarprodukte definiert wie
in Beispiel 3.4.6 und V, wie in Definition 4.2.6. Weiter sei 2 ein Mengensystem erlaubter
Mengen derart, daf§ fiir alle Mengen A € 2 und p € P(M) mit ANp # O gilt

i. Aupel
ii. A\pe

Dann gilt fiir diskrete Pixelbilder:

Ist A € G,() ein lokales Maximum der Zielfunktion ¥ der k-Niveaupassung eines dis-
kreten Pixelbildes, so existiert ein A’ € Si () mit ¥(A') > U(A).

Beweis:
folgt aus Satz 4.2.10, Definition 4.2.1 und der Definition 1.3.2 (S. 6)

Bemerkung 4.2.12

Unter den Voraussetzungen des Korollars 4.2.11, reicht es also aus, zur Bestimmung eines
lokalen Maximums der Zielfunktion der k-Niveaupassung nur pixelbasierte Mengen zu
betrachten. Ein Beispiel eines Segmentierungsproblems, das diese Voraussetzungen erfiillt

findet sich in Abschnitt 4.5.

Leider erfiillt das Mengensystem der zusammenhéingenden Mengen im zweidimensionalen
weder die Voraussetzungen des Satzes 4.2.9 noch die des Korollars 4.2.11.

!Man beachte, da8 es an dieser Stelle des Beweises sein kann, daf die konstruierte Segmentierung kein
Element aus & () ist.



4. Algorithmen und Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung 158

4.2.3 Pixelbasiertes lokales Maximum

In diesem Abschnitt soll der Begriff des pixelbasierten Maximums definiert werden. Dies
geschieht iiber die Definition einer pixelbasierten Umgebung, die nicht mit dem in der
Analysis iiblichen Umgebungsbegriff verwechselt werden sollte, da sie iiber einen festen
Abstand zum Element definiert wird.

Im folgenden ist g : M — R? immer ein diskretes Pixelbild. Und ¥ : &,(A) — R die
Zielfunktion einer k-Niveaupassung von g beziiglich des Mengensystems 2 nach Definition
3.5.24.

Definition 4.2.13 (Pixelbasierte Umgebung)
Sei A € Si(2A). Weiter sei ¢ := min{0(A,B) | B € Si(2) \ {A}}. Dann heie die Menge

(y(A) = {B € S(¥) | 2(A, B) = ¢}

die pizelbasierte Umgebung von A in Si(2).

Bemerkung 4.2.14

Der Begriff der pixelbasierten Umgebung téuscht dariiber hinweg, daf§ es sich hier nicht um
eine Umgebung im eigentlichen mathematischen Sinne handelt. {,(A) muf keine offene
Menge in Si(21), die A enthilt, umfassen, hat also mit dem klassischen Umgebungsbegriff
der Analysis nichts gemeinsam. Auch ist mit der pixelbasierten Umgebung von A genau
eine Teilmenge von S (2A) festgelegt.

Definition 4.2.15 (Pixelbasiertes lokales Maximum)
Eine pixelbasierte Segmentierung A € Si(2() heile pizelbasiertes lokales Mazimum der
k-Niveaupassung ¥ genau dann, wenn

VB € {,(A) : U(A) > T(B)

gilt.
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Bemerkung 4.2.16 (Probleme des diskreten Umgebungsbegriffs)

Sei M = [O, 20]2 und A = {[tl,tg] X [tg,t4] | tl,tg,tg,t4 € [0, 20],751 < t3,t2 < t4}. Das
Mengensystem 2 ist also die Menge aller Rechtecke in M. Man zeigt leicht, daff 2 die
Bedingungen aus Definition 3.2.10 (S. 74) erfiillt. 2 ist also ein Mengensystem erlaubter
Mengen.

A sei eine pixelbasierte Segmentierung von M durch 5 Segmente. Die Segmente seien dabei
A :=10,5] x [0,8], Ag :=[0,5] x [8,20], Az :=[5,9] x [16,20], A4 := [9,20] x [16,20] und
As = [5,20] x [0,16]. Dann ist A := {A;, Ay, Az, Ay, A5} aus S5(A). Abbildung 4.4 a)

zeigt eine Skizze der pixelbasierten Segmentierung A.

Sei nun eine weitere pixelbasierte Segmentierung A’ gegeben durch die Segmente A3, A4, As
und A} :=[0,5] x [0,9] sowie A} := [0,5] x [9,20]. Es sei also A’ := {A], AL, A3, Ay, A5}
definiert. Abbildung 4.4 b) zeigt eine Skizze von A’.

Ein dritte Segmentierung A" sei gegeben durch Aj, Ag, A5 und A% := [5,10] x [16, 20] sowie
Al :=[10,20] x [16, 20]. Es sei also A" := {A;, Ay, A5, A}, As}. Abbildung 4.4 c) zeigt eine
Skizze von A”.

20 20 20

N

10 10 10

al
a1
&)

10 20 10 20 10 20

a) Skizze von A b) Skizze von A’ c) Skizze von A"

Abbildung 4.4: Skizzen der Elemente A, A’ und A” aus S5(2) aus Bei-
spiel 4.2.16.

Es ist nun 9(A,A’) = 10 und d9(A,A”) = 8 Man kann zeigen, dal A” € U,(A) gilt.
Dann kann aber A’ nach der Definition 4.2.13 nicht in $L,(A) sein. Uberpriift man al-
so die pixelbasierte lokale Maximalitit von A, so spielt die Segmentierung A’, wie alle
Segmentierungen die aus Verdnderungen der Segmente A; und A entstanden sind, keine
Rolle, obwohl die Veréinderung A;, Ay — A), A, zu den kleinsten Verdnderungen zihlt,
die diese beiden Segmente in S5(2) machen konnen. Daher ist der Begriff der pixelbasier-
ten Umgebung in diesem Fall nicht zufriedenstellend. Vielmehr wire bei einer Definition
eines Umgebungsbegriffs, die solche Phinomene ausschlieflen soll, auf die minimalen Ver-
dnderung jedes Segments zu achten, statt nur die minimalen Verinderungen der gesamten
Segmentierung in die Definition des Umgebungsbegriffs aufzunehmen. An dieser Stelle
wird nicht weiter auf dieses Problem eingegangen, da sich bei den meisten praktischen
Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung die Definition 4.2.13 als ausreichend
erwiesen hat.
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4.3 Algorithmen zur Bestimmung eines pixelbasierten
lokalen Maximums

Schon in Abschnitt 2.2.2 (,,Eigene Anniherung an den Begriff Segmentierung®) wurde ge-
fordert, zur Beurteilung von Segmentierungsverfahren auch die algorithmische Umsetzbar-
keit heranzuziehen. Dieser Abschnitt kann nun, dank den Vorarbeiten des vorangegangenen
Abschnitts 4.2, Algorithmen zur Segmentierung von Bildern iiber die vektorielle Mehr-
niveaupassung formulieren. Zunéchst wird ein abstrakter allgemeingiiltiger Algorithmus
zur k-Niveaupassung prasentiert. Dieser 148t sich jedoch unter bestimmten Voraussetzun-
gen analog zum Abschnitt 3.7.1 auf iterative 2-Niveaupassungen reduzieren, so daf} sich
der Hauptteil dieses Abschnitts mit der Berechnung lokaler pixelbasierter Maxima der
Zielfunktion der 2-Niveaupassung auseinandersetzt. Zum Abschlufl des Abschnitts wer-
den noch Hinweise zu effektiven Update-Strategien aufgezeigt, die die Modellierung des
Funktionenraums V als endlich dimensionaler Vektorraum mit einer Orthonormalbasis
beziiglich jedes Segments bietet.

In diesem Abschnitt sei g : M — RY ein diskretes Pixelbild. ¥ : &,(A) — R sei die
Zielfunktion einer k-Niveaupassung auf g beztiglich des Mengensystems 2 nach Definition
3.5.24 (S. 103).

4.3.1 Ein abstrakter Algorithmus zur Berechnung eines pixelbasierten
lokalen Maximums einer k-Niveaupassung

Der Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) (161) bietet ein simples allgemeingiiltiges Verfah-
ren zur Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums einer k-Niveaupassung, indem
einfach fiir eine bestehende Segmentierung die pixelbasierte Umgebung der Segmentie-
rung nach einer besseren Segmentierung abgesucht wird. Wird keine solche Segmentierung
gefunden, so ist die bestehende Segmentierung nach Definition 4.2.15 ein pixelbasiertes
lokales Maximum. Andernfalls wird die bessere Segmentierung als die aktuelle Segmentie-
rung gewahlt und man sucht in der pixelbasierten Umgebung dieser neuen Segmentierung
nach einer besseren Segmentierung. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis ein pixel-
basiertes lokales Maximum gefunden wurde.

Da Si(2() endlich ist, terminiert der Algorithmus 6 (k-INiveaupassung) in einem pixel-
basierten lokalen Maximum.

Fiir eine grofie Klasse von Mehrniveaupassungsproblemen 148t sich dieser abstrakte Algo-
rithmus vereinfachen, insbesondere was die Wahl B’ € £1,(B) im Zeile 5 des Algorithmus
angeht.

4.3.2 Reduktion der k-Niveaupassung auf iterative
2-Niveaupassungen

Fine k-Niveaupassung ist ein globales Optimierungsproblem. ,,Global“ heifit dabei, dafl die
Zielfunktion ¥ auf ganz M definiert ist, also eine Funktion auf dem ganzen Bild zu opti-
mieren ist. Um dieses Problem zu vereinfachen, bietet es sich an, immer nur zwei Segmente
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Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums
einer k-Niveaupassung ¥
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,

beliebige Segmentierung A € S (2A)

Output: pixelbasiertes lokales Maximum B

B— A
continue «+— TRUE
while continue = TRUE do
continue +— FALSE
for B’ € 4,(B) do
if ¥(B’) > ¥(B) then
continue <+ TRUE
B — B
end if
end for
: end while
: return B

— = =

zu betrachten und ein lokales Maximum einer 2-Niveaupassung, definiert auf diesen zwei
Segmenten, zu berechnen. Es stellt sich die Frage, ob man ein globales Maximum einer
k-Niveaupassung durch iteratives Ausfithren lokaler 2-Niveaupassungen erhélt.

Diese Frage muf3, wie die Bemerkung 4.3.3 zeigt, im allgemeinen negativ beantwortet wer-
den. Auch die Ergebnisse des Abschnitts 3.7.1 zeigen, dafl eine Reduktion auf iterative 2-
Niveaupassungen, nur durch starke Bedingungen an das Mengensystem 2l erreicht werden
kann (vgl. Satz 3.7.10 und Satz 3.7.14, 125ff ). Ziel dieses Abschnitts ist es, vergleichba-
re Bedingungen fiir die Menge der pixelbasierten Segmentierungen innerhalb der Menge
der Segmentierungen zu konstruieren. Diese Bedingungen werden fiir eine, fiir die mei-
sten Bediirfnisse in den Anwendungen der Mehrniveaupassungen zur Bildsegmentierung
ausreichende, Unterklasse von Mengensystemen erfiillt sein.

Definition 4.3.1
Ist 2 ein Mengensystem erlaubter Mengen und A € Si (). Dann sei fiir alle A4;, A; € A
mit A; U A; € 2 die Menge Sa, 4,(A) definiert durch

Sa;a;(A) = {A \ {4, 4;} U {AQ,A;} | A;,A} € S (A A; U Aj)}
Sa;.a;(A) heile die Menge der pizelbasierten Segmentierungen der Menge A; U A; durch
zwei Segmente innerhalb der pizelbasierten Segmentierung A.

Beispiel 4.3.2

Sei M :=[0,10] und A := {[t1,t2] | t1,t2 € M}. Dann ist {[0,1],[1,
Mit Definition 4.3.1 ist dann S} 3)310/(2) = {{[0, 1], [1, 7], [, 10]}
(Vergleiche auch Beispiel 3.7.4, S. 124.)

3),[3,10]} € Ss(2).
I'n e {1,...,10}}.
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Bemerkung 4.3.3 (Probleme bei der Reduktion auf die 2-Niveau-Situation)
Ist 2, &hnlich wie in Bemerkung 4.2.16, eine Menge von Rechtecken in [0, 10] x [0, 20],
so lafit sich das von diesem Mengensystem induzierte System von Segmentierungen nicht
auf iterative 2-Niveaupassungen reduzieren, um allgemein lokale pixelbasierte Maxima der
Zielfunktion der k-Niveaupassung zu bestimmen. Man kann sich leicht an Abbildung 4.5
vergegenwértigen, dafl sich bei minimalen Verdnderungen einer pixelbasierten Segmentie-
rung unter Umstédnden mehr als ein Segment veréndern muf}, um innerhalb des erlaubten
Mengensystems zu bleiben.

Abbildung 4.5: Beispielskizze eines Falls, in dem sich eine 4-
Niveaupassung nicht auf iterative 2-Niveaupassungen zuriickfithren 1af3t:
Um eine optimale Segmentierung der gegebenen Funktion durch vier
Rechtecke geméfl Beispiel 4.3.3 zu erhalten, miifite das Segment A Pi-
xel von C' und B erhalten. Dies kann jedoch, ohne das Mengensytem
zu verlassen, nur in einem Schritt geschehen: Denn es ist A nicht mog-
lich nur eine Teilmenge von C' aufzunehmen, da es sonst kein Rechteck
mehr sein wiirde. Man beachte, dafl die optimale Segmentierung in der
pixelbasierten Umgebung der dargestellten Segmentierung liegt.

Die folgende Definition 4.3.4 formuliert eine Bedingung an das System von Segmentie-
rungen, die hinreichend ist, um das Problem der Mehrniveaupassung auf die iterative
Ausfithrung von 2-Niveaupassungen zuriickzufiihren,

Definition 4.3.4 (Hinreichende Bedingung fiir die Niveaureduktion)
Si(A) heiBe auf die Zwei- Niveau-Situation reduzierbar, falls fir alle A € Si(A) mit O € A
gilt:

VA € Up(A): A, Aje A AjUA; €A A A" e Sy, n,(A)
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Bemerkung 4.3.5
Man beachte die Analogie der hinreichenden Bedingung 4.3.4 zur Voraussetzung des Satzes
3.7.14 (S. 127).

Die Menge der auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbaren Segmentierungen ist nicht leer,
wie Beispiel 4.3.2 zeigt:

In diesem Beispiel ist fiir alle Elemente A aus S3(2) mit O ¢ A der Wert ¢ = min{d(A, B) |
B € S3(2A) \ {A}} = 2. Dieser kann aber nur durch die Verinderung eines Pixels in der
Segmentierung A erreicht werden: Also kénnen nur zwei Segmente der Segmentierung A
verindert werden: Eines, das das Pixel abgibt, und eines, das das Pixel aufnimmt.

Satz 4.3.6
Ist Si() auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbar und ist A = {4;,..., Ax} € Sp(™A)
mit O € A, so gilt:

Gilt fiir alle ¢ # j mit A; U A; € A, dal {A;, A;} ein pixelbasiertes lokales Maximum der
2-Niveaupassung

\11(2) ) SQ(Q(, Ai @] Aj) — R
AnAi " (B, (AU A\ B} = [l (B)|12 + [l ((A: U A)) \ B)|?

ist (1,7 € {1,...,k}),
so ist A ein pixelbasiertes lokales Maximum der k-Niveaupassung V.

Beweis:
Folgt direkt mit Definition 4.3.4 und der Definition 4.2.15 des pixelbasierten lokalen Ma-
ximums (vgl. auch Bemerkung 3.7.5).

O

Bemerkung 4.3.7

Die Einschrinkung auf Mengen A € Si(2() mit O € A in der Voraussetzung des Satzes
4.3.6 ist in der Praxis ohne grofie Bedeutung. Ist ndmlich eine Segmentierung A mit O € A
ein pixelbasiertes lokales Optimum im Sinne der Definition 4.2.15, so kann man sich leicht
iiberlegen, daf} in der pixelbasierten Umgebung eine Segmentierung A’ existieren muf, fiir
die ¥(A’) = U(A) gilt (vgl. auch Bemerkung 3.7.15, S. 127).
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Algorithmus 7 (Iteration) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums einer
k-Niveaupassung ¥
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,

beliebige Segmentierung A = {A41,..., Ax} € Si(A) mit O ¢ A

Output: pixelbasiertes lokales Maximum {Bjy, ..., B}

1: B= {Bl,...,Bk} — {Al,...,Ak}
2: continue «— TRUE
3. while continue = TRUE do

4:  continue + FALSE
5. rem Schleife iiber alle moglichen 2-Niveaukombinationen
6: for i=1bisi=k—1do
6 for j=1ibisj=kdo
8 if B; UB; € A then
9 Berechne B}, B; mit {B], B}} ist ein pixelbasiertes lokales Maximum von
qJ(Q) ) SQ(Bi U Bj) — R
BBy {C,(Bi U B)j)\ O} = |g(O)I; + Il ((Bi L Bj) \ O)]
10: if B! # B; und B, # B; then
11: continue «+— TRUE
12: B; — B;,Bj — B;
13: end if
14: end if
15: end for

16: end for
17: end while
18: return {Bi,..., By}

Satz 4.3.8

Ist Sk(2A) ein auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbares pixelbasiertes System von Seg-
mentierungen, so berechnet der Algorithmus 7 (Iteration) ein pixelbasiertes lokales Ma-
ximum der Zielfunktion W.

Beweis:
Mit Satz 4.3.6 folgt, dafl bei Termination des Algorithmus VB’ € ,(B) : ¥(B) > ¥(B’)
gilt.

Zu zeigen ist also nur noch, dafl der Algorithmus terminiert. Dies folgt jedoch aus der
Tatsache, dafl nur ein endliches Mengensystem als Definitionsmenge genommen wird und
der Wert ¥(B) in der Doppelschleife des Algorithmus streng monoton steigt. Dies ist
jedoch nur fiir endliche viele Zustéinde moglich.

Bemerkung: Streng genommen miifite in Zeile 9 gefordert werden, dafl B; und Bj nicht
leer sind. Mit Bemerkung 4.3.7 kann diese Forderung immer erfiillt werden.
|
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4.3.3 2-Niveaupassungsalgorithmen

Der vorangegangene Abschnitt motiviert dazu, sich noch einmal gezielt mit Zwei-Niveau-
Situation auseinanderzusetzen. Der Algorithmus zur 2-Niveaupassung, der an dieser Stelle
vorgeschlagen wird, sucht solange in der pixelbasierten Umgebung einer aktuellen Seg-
mentierung, bis eine bessere Segmentierung gefunden wurde. Diese wird dann als aktuelle
Segmentierung gesetzt. Der Algorithmus endet, wenn keine Verbesserung in der pixelba-
sierten Umgebung der aktuellen Segmentierung gefunden wird.

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts stehen unter anderem Hinweise zur Auswahl einer ge-
eigneten Segmentierung aus der pixelbasierten Umgebung der aktuellen Segmentierung
und Anmerkungen zu geeigneten Update-Strategien fiir eine effektive Implementierung
der Algorithmen.

Algorithmus 8 (2-Niveaupassung) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums
einer 2-Niveaupassung U beziiglich eines pixelbasierten Systems von Segmentierungen
Sa(2A)
Input: diskretes Pixelbild ¢ : M — R¢,

Startsegmentierung A = {A, M \ A} € S5(2A)

Output: pixelbasiertes lokales Maximum B

B={B,M\ B} —{A M\ A}
maz — |g(B)I2 + |g(M \ B)|)
continue «+— TRUE
while continue = TRUE do
for {B’,M\ B'} € 4l,(B) do
t — (B + [lg(M \ B
if t > max then
continue <+ TRUE
max <t
B={B,M\ B} {B',M\ B}
end if
12:  end for
13: end while
14: return B

— =
= O

Satz 4.3.9
Der Algorithmus 8 (2-Niveaupassung) terminiert und der Riickgabewert ist ein pixel-
basiertes lokales Maximum einer 2-Niveaupassung.

Beweis:

Sei B = {B, M \ B} das Ergebnis des Algorithmus. Sicher gilt, nach Termination fiir alle
2 2

(B, M\ B} € 1,(B): [rg(B)I2 + Ig(M\ B)|2 > Ig(B)I2 + llvg(M\ B)|2, da sonst
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die for-Schleife nicht terminiert. Auf der anderen Seite muf3 die for-Schleife terminieren,
da das System der pixelbasierten Segmentierungen endlich ist, und die Variable max bei
jedem Durchlauf der Schleife wichst.

O

4.3.3.1 Hinweise zur Auswahl geeigneter Segmentierungen {B, M\ B} € {,(A)

Gegeben sei eine Segmentierung A = {A, M\ A} € S2(). In vielen Féllen, man vergleiche
zum Beispiel das Mengensystem 2" des Beispiels 3.2.12 (S. 75), ist £L,(A) einelementig.
Dabher ist in solchen Fillen, die Wahl {B, M \ B} € il,(A) determiniert.

Aber Beispiele mit zweidimensionalem Definitionsbereich M, wie zum Beispiel in Abschnitt
4.6, erzeugen eine weitaus komplexere pixelbasierte Umgebung iL,(A). Wie schon an ande-
rer Stelle angedeutet, befindet man sich selbst im Falle der vektoriellen 2-Niveaupassung
im Kontext eines nichtlinearen Optimierungsproblems. Fine einfache Methode zur Be-
stimmung eines signifikanten lokalen Maximums einer pixelbasierten 2-Niveaupassung ist
es, immer diejenige Segmentierung aus $,(A) zu wihlen, die den stidrksten Anstieg in
der Zielfunktion verspricht. Das Korollar 3.7.42 (S. 147) kann dabei helfen, diejenige Seg-
mentierung aus il,(A) zu wéhlen, die eine grofitmogliche Wertsteigerung der Funktion
U : Sy(2A) — R verspricht.

2

4.3.3.2 Hinweise zur algorithmischen Bestimmung des Wertes |v,(4)|

Von zentraler Bedeutung fiir eine effiziente algorithmische Umsetzung einer 2- bzw.
k-Niveaupassung ist die schnelle algorithmische Bestimmung des Wertes ||'yg(A)||22 . Da-
bei ist zu beachten, daf} sich die Segmente der gerade aktuellen Segmentierung innerhalb
der Algorithmen (wie z. B. Algorithmus 8 (2-Niveaupassung) ) nur langsam dndern. In
den meisten Fillen wird nur ein Pixel hinzugefiigt oder entfernt. Eine einfache Realisierung
der Berechnung des Wertes ||'yg(A)||22 wire die Umsetzung der Definition 3.5.2 fiir nicht-
leere pixelbasierte Segmente A: v4(A) = (<g‘e‘14>A,...,<g‘e;;‘>A). Dafiir ist allerdings
bei jeder Verdnderung des Segments das Skalarprodukt (-|-) , und die Orthonormalbasis
(e, ..., ed) beziiglich dieses Skalarprodukts neu zu bestimmen. Bei einem uniiberlegten
Vorgehen miifite man fiir jede Verdnderung eines Segments alle Pixel dieses Segments
mehrmals durchlaufen, was zu einem erheblichen Rechenaufwand fithren wiirde. Dieser
ist leicht zu vermeiden, indem man die iterative Rechenvorschrift zur Bestimmung der
Orthonormalbasis geméfl Algorithmus 5 (Gram-Schmidt) abrollt und ausniitzt, daf fiir
das Skalarprodukt (|-} 4,5 gilt: Vf,g € L*(B(M),B(E)) : {f|9) awg = (f19)a + {fl9)5
(vgl. Definition 3.4.4 iv., S. 85). Diese Eigenschaft in der Definition der erlaubten Skalar-
produkte erlaubt es, Werte, die schon einmal fiir das Segment A berechnet wurden, zur

Berechnung des Wertes ||v4(A W p)||22 fiir das Segment A & p heranzuziehen.

Fiir einen Spezialfall soll an dieser Stelle vorgefiihrt werden, welche Werte ein Algorithmus
fiir ein effizientes Updateverfahren zur Bestimmung des Wertes ||, (A) Hf bereitstellen mufl,
und wie diese zu nutzen sind. Das Vorgehen kann dann entsprechend fiir andere Fille
vollkommen analog nachvollzogen werden.

Sei E := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt. Fiir alle Mengen A € 2\ {O} sei
(|-) 4 definiert wie Beispiel 3.4.6. £ := (1,id,id?) sei eine Basis der Klasse der erlaubten
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Funktionen V. Dann sind die durch das Skalarprodukt (:|-) , bestimmten Basisfunktionen
(ef, €4, e4)) auf Linearkombinationen von Funktionen aus € zuriickfithrbar, indem man die
durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren gegebene rekursive Definition

der Orthonormalbasis ausformuliert.

Es ergibt sich geméf Algorithmus 5 (Gram-Schmidt) fir A € 2N P(M) mit A(4) > 0:

e =1
und damit ist e = 1 g4 = 1
e VAm
Weiter ist
& = id— (id|ef')  ef
. 1 .
also ergibt sich 651 = j ég‘
1€2']] 4
Fiir ég‘ gilt
é3A = id®>— <id2‘ e§4>A 6‘24 — <id2|e‘f‘>A 6’14
a2 1 S 12| 2A ~A_1 .12
= id Héé“”i <1d ‘62 >A€2 NA) <1d ‘1>A1
. 12 1 .12, 1 . . 1 .
= id® — HéAH2 id*|id — NA) (id|1) 4 1 ) id — NA) (id|1) 41
2 1A
1 .
- )\(A) <1d2’1>A1
~ 2o 5 <<id2|id>A ! (id*|1) , (id| 1>A) <id ! (id| 1) , 1)
(319 A4) A4)
1 .
- )\(A) <1d2‘1>A1
Dabher ist
A I 4
©TTETL
Setzt man nun
1 .19 . 1 . .
= — W <<1d2‘1d>A — A <1d2‘ 1>A <1d|1)A>
2114
und
._ (id|1) 4 ( - 12] - _ I, . >_ <id2|1>A
= 7)\(14) Hég‘HZ <1d ‘1d>A NA) <1d ‘1>A (id|1) 4 7)\(14)

so ergibt sich eine einfachere Darstellung fiir eé“:

1
el = — id2 + aid + b1
S = e, )
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Fiir die Normen von & bzw. &' gilt:
SAI2 _ /ZAlA
HeQHA = (&]é& >A
1
= (id - id|1) 41
<1d A (id|1) 4

= (id|id) , — 2 <id

. 1,
- 55 (1d1>A1>A

oy GI0a L)+ 5o (D01 G141,

)
= {idlid), ~ 5o (D3 + 5o (AID3 (111,
= {udlid) s 5o (D3 + 5o G115 AA)
= (i), = 55 (1 1)

und

et = (e]ef), = (id> + aid + b1]id? + aid + b1) ,

= (id*|id®) , + a® (id|id) , + b* (1|1) ,
+ 2a (id?[id) , 4+ 2b (id®|1) , + 2ab (id|1) 4
= (id*|id*) , + 2a (id®|1) , + (a® + 2b) (id®|1) , + 2ab (id|1) , + b°A(A)

Nachdem man eine Darstellung der Orthonormalbasis (ef', e4', e4') als Linearkombination
der Basisvektoren aus £ hat, ist es moglich, den Vektor

Yg(A) <g‘ ef‘>A
VQ(A) = 'Vg(A)2 = <g‘ 651>A
Yg(A)3 <g‘e§‘>A

ebenfalls als Linearkombination von Skalarprodukten mit den Basisvektoren aus £ darzu-
stellen. Es ist nédmlich

(glei)s = <9

und

<9}6124>A = | 1” <9
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(9les) s = Héf’;H (9]id® + aid + b1a) ,
A
— iy (ol e o010
A

Da fiir den Algorithmus nur der Wert H’yg(A)Hf = Y23 74(A)? berechnet werden mu8,
ist es an keiner Stelle in einer Implementierung notwendig, die Wurzel aus einem Term zu
ziehen. Damit wird diese, auf den meisten Rechnerarchitekturen in der Laufzeit teure und
numerisch instabile, Operation vermieden.

Ein Algorithmus zur effizienten Bestimmung des Wertes ||79(A)H22 beziiglich der Basis &
sollte also bei jeder Verdanderung des Segments A die folgenden Werte aktualisieren:

A(A) = ZpEAla
(911) 4 =2 pea o)1),
glid) 4 = > pea (9(p)[

( d) : (1id) 4 = >-pea (1]id), ,
(g]id®), = peA<9<p\1 a2) oo (1id%), = peA<1|ld>
(9]1d%) ;= > pca (9(p) \1d3> (1]id®) , = Xpea (1]id%)

(i), = Spen (110",

Dabei sollten die alten berechneten Werte benutzt werden: Nimmt das Segment A ein
Pixel p auf, so ist beispielsweise (g|1) 4, = (9[1)4 + g(p). Vereinigt sich das Segment
A mit einem ganzen Segment B, so konnen ebenfalls die Werte, die fiir das Segment B
gespeichert sind, genutzt werden: (g|1) 4,5 = (g|1) 4 + (9] 1) . Verliert ein Segment A ein
Pixel p, so ergibt sich (g|1) 4,, = (9]1) 4 — g(p), falls p C A ist.
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4.4 Eindimensionale Bilder und das Mengenmodell der
zusammenhingenden Mengen

Um die Algorithmen des vorangegangen Abschnitts 4.3 zu veranschaulichen, soll an dieser
Stelle zunéchst einmal auf eine einfache Anwendung der Mehrniveaupassung eingegangen
werden: Gegeben seien diskrete Grauwertpixelbilder von einem Intervall in R nach R, also
Bilder mit eindimensionalem Definitions- und Wertebereich. Diese sollen im folgenden
durch zusammenhéngende Pixelmengen, also Pixelintervalle, segmentiert werden.

4.4.1 Grundsitzliches Vorgehen

Sei M = [0,m] C R mit m € N. Das System erlaubter Mengen 2 sei das Mengensy-
stem der zusammenhingenden Mengen in [0,m]. Ahnlich wie in Beispiel 3.5.11 iv) ist
dann 2 = {[tl,tQ] ‘ tl S tg,tl,tg S [O,m]}. Dabher ist QlﬂIP’([O,m]) = {[tl,tQ] ’ tl S
to,t1,ty € {0,...,m}}. Und damit ist fir £ € N mit k& < m das System der pixelbasierten
Segmentierungen von M durch k Mengen gegeben durch

Se(R) = {00, t1], ..., [th—1,m]} [0 < t; < -+ <tp_y <m,ty,...,te—1 € No}

Man sieht leicht, dafl sich jedes Element aus Si(2) auch durch seine Breakpoints
t1,...,tg—1 kodieren laBt. Daher sei im Rest dieses Abschnitts mit (¢1,...,t;_1) das Ele-
ment {[0,¢1],..., [tk—1, m]} aus Sk(2A) kodiert. Vereinfachend wird (¢1,...,tx—1) € Sk(A)
notiert und damit die Kodierungsabbildung, die implizit hinter dieser Aussage steht, weg-
gelassen.

Fiir (t1,...,tx—1) aus Sk () 1aBt sich nun leicht zeigen, dafl

Uy ((t1, ..o thm1)) =
{(t, ..t ) €Se(A) 1Fie{l,....k—1}:t; e {ti — L, ts +1},Vj # i ) =t;}

gilt. Das heifit, jedes Element aus der Umgebung der Segmentierung, die durch den Vektor
(t1,...,tx—1) kodiert ist, ist durch das Verschieben eines einzelnen Breakpoints ¢; um +1
entstanden.?

Dies zeigt, dal dieses System der Segmentierungen auf die Zwei-Niveau-Situation redu-
zierbar ist. Daher folgt die Korrektheit des Algorithmus 7 (Iteration) fiir dieses Men-
gensystem. Der Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) auf der nichsten Seite ist eine
auf dieses Mengensystem spezialisierte Version des Algorithmus 7 (Iteration), der insbe-
sondere die einfache Auswahl einer Segmentierung aus der pixelbasierten Umgebung einer
bestehenden Segmentierung durch das Verschieben eines Schwellwertes ausniitzt.

In Zeile 7 des Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) wird ein lokales (oder globales)
pixelbasiertes Maximum der 2-Niveaupassung

\11(2) . S[tn,tn+1][tn+1,tn+2]((tl’ e 7tk—1)) ; R )
[tnstnallbnrtoral © {[t,, o, [, tnra] } = g ([En 2D+ [1vg ([, tnaa]) Il

*In [K&mO1] wird diese Umgebung ebenfalls iiber die Breakpoints definiert und als U; bezeichnet.
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Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) k-Niveaupassung beziiglich der pixelbasierten
Segmentierung eines Intervalls durch & zusammenhéngende Segmente
Input: Diskretes Pixelbild g : [0, m] — R,

ke Nmit k<m

Output: pixelbasierte Segmentierung {[0,¢1],..., [tx—1,m|}

1: Wahle Startsegmentierung 0 =: tp < t; < -+ < tp_1 < tp:=m

2: continue «— TRUE

3: while continue = TRUE do

4 for n=0bisn=%k—2do

5 continue «+ FALSE

6: old «+ tn+1

7: new <« ng, wobei ng ein lokales (oder globales) Maximum der Funktion

(2) . {t’m---;tn—f—Q} —>R+
tnstnalltnsstnizl g ||y ([t 2])IIE + ([, tng2]) 1
ist
8: if (old # new) then
9: continue «+— TRUE
10: tp4+1 < NEw
11: end if

12: end for
13: end while
14: return {[0,¢1],..., [tk—1,m]}

berechnet. Dies kann man einfach durch Ausprobieren aller méglichen pixelbasierten Seg-
mentierungen der Menge [t,, tp+2] durch zwei zusammenhéngende pixelbasierte Mengen
berechnen. Dabei sollte man allerdings bei der Berechnung der Funktionswerte nicht auf
Update-Strategien, wie in Abschnitt 4.3.3.2 vorgeschlagen, verzichten.

Um das Mehrniveaupassungsproblem komplett zu formulieren, ist es noch nétig, sowohl
die Klasse der erlaubten Funktionen V, als auch die Familie der erlaubten Skalarprodukte
zu spezifizieren.

Analog zum Beispiel 3.5.11 iv) (S. 98) sei in diesem Abschnitt E := R mit der Multiplika-
tion reeller Zahlen als Skalarprodukt. Dann ist fiir f,g € L?(B(M),B(R)) und A € 2 mit

A(A) > 0: (f1g) 4 = [ J(@)g(@)aN(@) und damit [|f = gy = \/[3,(/ (@) = 9(x))2dA(a).
Als mogliche Klassen erlaubter Funktionen sollen an dieser Stelle zwei vorgestellt werden:

Zuerst einmal der Raum der konstanten Funktionen und dann der Raum der quadratischen
Funktionen. Es ist also im ersten Beispiel £ := (1) und im zweiten Fall £ := (1,id,id?).

Anmerkung: Streng genommen miifite in Zeile 7 des Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung)
gefordert werden, daf das lokale (oder globale) Maximum der Funktion w2 (brestrtt][Ens 1 tnsa]
in der Menge {t,, + 1, ...t 42 — 1} liegt, um als Ergebnis eine Segmentierung mit k echten
Segmenten zu erhalten. Mit Bemerkung 4.3.7 kann diese Forderung jedoch immer erfiillt
werden.
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4.4.2 Beispiele fiir die Approximation mit konstanten Funktionen

In der ersten Beispielfamilie ist £ = (1). Daher ist V' der Raum der konstanten Funktio-
nen von M nach R, d. h. auf den einzelnen Segmenten wird mit konstanten Funktionen
approximiert.

Beispiel 4.4.1
Das diskrete Pixelbild g : [0,500] — R4 sei gegeben durch

0 ,0<z<100
_J 10 100 <z <200
9®) =1 60 200 < x < 300
120 , 300 < < 500

Abbildung 4.6 skizziert das diskrete Pixelbild g. Da das diskrete Pixelbild g selbst auf

Abbildung 4.6: Skizze des diskreten Pixelbildes g.

4 Intervallen konstant ist, sollte man von einer 4-Niveaupassung erwarten, dafl sie als
Segmentgrenzen genau die Sprungstellen der Funktion g liefert.

Ist nun (100, 300,400) die Kodierung der Startsegmentierung, d. h. das Intervall [0, 500]
wird segmentiert in die Intervalle [0, 100], [100, 300], [300, 400] und [400, 500], wie es Abbil-
dung 4.7 skizziert, so befindet sich der Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) gleich zu
Beginn in einen pixelbasierten lokalen Optimum, aus dem er nicht mehr herauskommen
kann, auch nicht wenn immer das globale Maximum der einzelnen 2-Niveaupassungen be-
rechnet wird. Dieses pixelbasierte lokale Optimum der 4-Niveaupassung ist jedoch nicht
das globale Maximum der Zielfunktion. Abbildung 4.8 visualisiert das Ergebnis des Algo-
rithmus mit der errechneten konstanten Approximation auf den Segmenten.

Bei einer besseren Wahl der Startsegmentierung, ndmlich indem man die Breakpoints zwi-
schen die Spriinge des diskreten Grauwertbildes g legt, wie in Abbildung 4.9 skizziert, fithrt
der Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) zu dem gewiinschten Ergebnis, ndmlich dem
pixelbasierten globalen Maximum der Zielfunktion der 4-Niveaupassung (vgl. Abbildung
4.10).
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o

—ll]

Abbildung 4.7: Breakpoints der Startsegmentierung (rot) von g, die
schon ein pixelbasiertes lokales Maximum ist.

|

I

Abbildung 4.8: Breakpoints der Ergebnissegmentierung (rot) mit stiick-
weiser Approximation (griin) auf den Segmenten.
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]

Abbildung 4.9: Alternative Breakpoints (rot) einer initialen Segmentie-
rung einer 4-Niveaupassung von g.

Abbildung 4.10: Ergebnis des Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung)
ausgehend von der Startsegmentierung in Abbildung 4.9.
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Bemerkung 4.4.2 (Auswahl einer guten Startsegmentierung)

Das vorangegangene Beispiel 4.4.1 zeigt, wie wichtig die Auswahl einer guten Startsegmen-
tierung ist. Es stellt sich die Frage, wie man algorithmisch eine gute Startsegmentierung
generiert. Im Abschnitt 5.3 wird der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung)
(S. 226) vorgestellt, der ausgehend von einer gegebenen Segmentierung mit k; Segmenten,
diese solange iterativ verschmilzt bis ko Segmente (ko < ki) iibrig bleiben. Dabei wird bei
der Auswahl der zu verschmelzenden Segmente darauf geachtet, dafl ihre Verschmelzung
einen moglichst kleinen Fehler in der Funktion ¥ verursacht. Diesen Algorithmus kann man
dann wie folgt anwenden, um eine gute Startsegmentierung fiir eine Mehrniveaupassung
mit k£ Niveaus zu erhalten:

i. Berechne mit dem Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) ein lokales pixelbasiertes
Maximum einer [-Niveaupassung. Dabei sei [ > k.

ii. Verschmelze mit dem Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) solange
Segmente, bis noch k Segmente iibrig bleiben.

iii. Nutze das Ergebnis von ii. als Startsegmentierung einer k-Niveaupassung im Algo-
rithmus 9 (1D-k-Niveaupassung)

Beispiel 4.4.3 (Verrauschtes Eingangssignal)

Gegeben sei wieder das diskrete Grauwertpixelbild g aus Beispiel 4.4.1. Nun jedoch wird
das Signal durch ein Rauschen, das uniform auf [—20, 20] verteilt ist, gestort. Ein typisches
Ergebnis einer solchen Rauschaddition ist in Abbildung 4.11 skizziert.

Abbildung 4.11: Funktion g aus Beispiel 4.4.1 mit additiven Rauschen,
uniform auf [—20, 20].

Das Ergebnis einer 4-Niveaupassung mit pixelbasierten zusammenhéngenden Mengen ist
in Abbildung 4.12 zu sehen. Wie man sieht, ist das Ergebnis mit dem Ergebnis der
4-Niveaupassung des unverrauschten Originals aus Beispiel 4.4.1 durchaus vergleichbar.
Fin Grund dafiir ist, dafl bei der Berechnung der einzelnen Maxima von 2-Niveaupassungen
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in Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) immer das globale Maximum berechnet wur-
de, und so nicht-signifikante pixelbasierte lokale Maxima der einzelnen 2-Niveaupassungen
unterdriickt wurden.

Abbildung 4.12: Ergebnis des Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung)
angewandt auf das verrauschte diskrete Pixelbild g aus Abbildung 4.11.
Die Segmentgrenzen sind rot und die Approximationen mit konstanten
Funktionen auf den Segmenten griin dargestellt.
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4.4.3 Beispiel fiir die Approximation mit quadratischen Funktionen

In der zweiten Beispielreihe der Segmentierung eindimensionaler Bilder mit zusammen-
héingenden Mengen sei die Basis der Klasse der erlaubten Funktionen & := (1,id,id?). Das
heift, auf den einzelnen Segmenten wird mit quadratischen Funktionen approximiert.

Beispiel 4.4.4

Die Funktion pix : R — R sei gegeben durch pix(z) := round(z — 1). Sie ist daher nach
Definition 1.3.1 auf (eindimensionalen) Pixeln konstant. Daher handelt es sich bei der
Funktion g : [0,500] — R gegeben durch

@) =4 = ssPix(z)? 4 2pix(z) , 0 <z < 200
= 320 — 2pix() . 200 < 2 < 500

um ein diskretes Pixelbild.

Dieses diskrete Pixelbild ist auf [0,200] im wesentlichen (d. h. bis auf die round-
Operation) quadratisch und auf [200,500] im wesentlichen linear. Vom Algorithmus 9
(1D-k-Niveaupassung) wird man nun verlangen, dafi er die Segmentgrenze einer 2-
Niveaupassung beziiglich des Mengensystems der zusammenhéngenden Mengen genau an
die Stelle des Wechsels vom quadratischen zum linearen Teil der Funktion legt. Abbildung
4.13 skizziert das diskrete Pixelbild g. Man beachte, daf3 die Skizze eine stetige Funktion
suggeriert, obwohl g durch die round-Operation nicht stetig sein kann.

Abbildung 4.13: Skizze des diskreten Pixelbildes g aus Beispiel 4.4.4.

Die Abbildung 4.14 zeigt das Ergebnis einer 2-Niveaupassung mit quadratischen Funk-
tionen beziiglich des Mengensystems der pixelbasierten zusammenhéngenden Mengen. Im
Gegensatz zum Beispiel 4.4.1 spielt an dieser Stelle die Wahl der Startsegmentierung keine
Rolle, weil es nur ein lokales Maximum der Zielfunktion der 2-Niveaupassung gibt.
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Abbildung 4.14: Ergebnis einer 2-Niveaupassung mit Algorithmus 9
(1D-k-Niveaupassung): Die Segmentgrenze (rot) wird genau dorthin
gelegt, wo der quadratische Teil der Funktion in den linearen umbricht.
Die Approximation auf den einzelnen Segmenten (griin) ist genau die
Funktion (bis auf Rundungsfehler, die zum Teil auf die round-Operation
zuriickzufithren sind).

Die Abbildung 4.15 zeigt die gleiche Pixelfunktion g iiberlagert mit einem starken unifor-
men Rauschen.

Auch in diesem Fall verhilt sich der Algorithmus 9 (1D-k-Niveaupassung) gutartig
und setzt die Grenze der zwei zu ermittelnden Segmente an fast die gleiche Stelle wie im
unverrauschten Fall (vgl. Abbildung 4.16).
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Abbildung 4.15: Skizze der mit einem starkem uniformen Rauschen iiber-
lagerten Pixelfunktion g.

Abbildung 4.16: Ergebnis einer 2-Niveaupassung mit Algorithmus 9
(1D-k-Niveaupassung): Die Segmentgrenze (rot) wird fast genau dort-
hin gelegt, wo der quadratische Teil der unverrauschten Funktion in den
linearen umbricht.
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4.5 Das Mengenmodell der grauwertbenachbarten
Pixelmengen

Dieser und der folgende Abschnitt widmet sich Bildern im herkémmlichen Sinne, also
Bildern mit zweidimensionalem Definitionsbereich. Im Mittelpunkt dieses Abschnitts soll
nun das einfachste aller Mengenmodelle stehen: Es sei im folgenden 2 := B(M)/ ~. Dann
ergibt sich als Si(2) die Menge {{Ay,..., A} | A C P(M),1<i <<k _, A= M}.
Es sei £ := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt. Weiter sei V der Vektorraum
der konstanten Funktionen von M nach R mit Basis £ = (1). Die Familie der erlaubten
Skalarprodukte sei definiert wie in Beispiel 3.4.6 (S. 86).

Eine k-Niveaupassung eines diskreten Grauwertpixelbildes beziiglich S (2() und dem Raum
der konstanten Funktionen ist nicht anderes als ein Schwellwertverfahren, wie der Ab-
schnitt 4.5.1 zeigt. Der zum globalen Maximum einer 2-Niveaupassung beziiglich S (2)
und V korrespondierende Schwellwert entspricht dabei genau dem Schwellwert, den auch
die Varianzanalyse von Otsu (vgl. Abschnitt 2.3.1.1) als Schwellwert liefert. Dies wird in
Abschnitt 4.5.2 gezeigt. Auf der anderen Seite kann man aber auch zeigen, daf} die k-
Niveaupassung iiber ein diskretes Grauwertpixelbild g in diesem Kontext nichts anderes
ist als die Quantisierung des Histogramms des Bildes, wie in Abschnitt 4.5.3 dargelegt
wird.

Sei nun ¢ ein diskretes Grauwertpixelbild mit Wertebereich {0, ..., G}.

4.5.1 Die Mehrniveaupassung als Schwellwertverfahren

Will man auf g beziiglich der Potenzmenge der Pixel eine k-Niveaupassung mit konstanten
Funktionen durchfithren, so bietet es sich an, dal man, wenn man ein Pixel zu einer
Menge hinzunimmt, sofort alle Pixel mit dem gleichen Grauwert hinzufiigt: Denn auf
der einen Seite existiert mit Korollar 4.2.11 eine optimale Segmentierung, die Pixel mit
gleichem Grauwert nicht in verschiedene Segmente verteilt, und auf der anderen Seite gibt
es bei diesem Mengenmodell keine Begriindung, warum ein Pixel mit Grauwert i zu einem
Segment A gehoren soll, ein anderes Pixel mit dem gleichen Grauwert hingegen nicht. Das
heiBit in diesem Fall geniigt es, Vereinigungen von Mengen der Form {g =i} C ANP(M)
zu betrachten.

Das Beispiel 3.7.38 i) auf Seite 142 zeigt dariiberhinaus, daf ein Segment einer optimalen
Segmentierung aus grauwertbenachtbarten Elementen aus &’ bestehen muf. Zwei Mengen
{g = i} und {g = j} heiBlen dabei grauwertverbunden genau dann, wenn |i — j| = 1 gilt.
Denn:

Sei P,={g=1i} € A € ANP(M) ein Segment einer Segmentierung fiir ein i € {0,...,G}.
Soll nun ein Pixel hinzugefiigt werden, so gilt mit Korollar 3.7.37 und Bemerkung 3.7.41,
dafl zwei Konstanten ¢; > 0, ¢ > 0 existieren, derart, daf fiir alle p € P(M \ P;) gilt:

lg = arop — ganow |y < |9 = 9p = 9anvpi | o
& a1(Fg(p) = 39(P))? < ea(39(p) = 79(M \ P2))
Nun ist aber mit Beispiel 3.5.11 i) (S. 96) 74(p) = g(p) und 74(F;) = i. Wenn also ein
Pixel p € M \ P; mit Hg — gpPup — gM\(piUp)HM < Hg — gp; —gM\piHM existiert, so muf}
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entweder ein Pixel mit dem Grauwert 7 + 1 oder ein Pixel mit Grauwert i — 1 diese
Approximationsverbesserung ebenfalls erfiillen.

Zusammenfassend gilt also:

e Es sind nur Vereinigungen von Mengen der Form {g = i} zu betrachten.

e Es sind nur grauwertbenachbarte Pixel auszutauschen.

Daher geniigt es, im folgenden nur das Mengensytem

&:={ | Rl0<m <n <G P={g=i}} CANP(M)

n1<i<ng

zu betrachten. Dies bedeutet aber, dafl man eigentlich gleich auf dem Histogramm h, des
Bildes g arbeiten kann (vgl. Definition 1.3.4, S. 6).

Definition 4.5.1 (grauwertbenachbarte Pixelmengen)
Das Mengensystem &, definiert wie oben, heifle das Mengenmodell der grauwertbenach-
barten Pizelmengen.

Bemerkung 4.5.2
a) Beim Mengenmodell & der grauwertbenachbarten Pixelmengen handelt es sich ei-
gentlich nur um ein Metamengenmodell: Es ist eine Menge sinnvoller Pixelmengen
innerhalb des Mengensystems P(M).

b) Das Mengenmodell & erlaubt ein Arbeiten auf dem Histogramm des Bildes. Da es
fiir die k-Niveaupassung beziiglich dieses Mengenmodells unerheblich ist, wo sich die
Pixel im Bild befinden, handelt es sich bei diesem Ansatz eigentlich um keinen echten
zweidimensionalen Ansatz zur Bildsegmentierung.

4.5.2 Zusammenhang zwischen 2-Niveaupassung und der Varianzanalyse
von Otsu

Sei hy das Histogramm des diskreten Grauwertpixelbildes g : M — {0,...,G} gemi8
Definition 1.3.4 (S. 6). Betrachtet wird nun die Situation fiir zwei Niveaus. Dann ergibt
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sich fiir die Funktion ¥y : & — R, A = ||y, (A)[12 + ||y (M \ A)| )2

" nach Beispiel 3.4.12 i)
(S. 90):

vl P = Al P [ anes0n Y P»/M\U e

USZSTL 0<i<n +O<i<n PZ 0<7l<n
= Wy P ZA )i+ (M ) P Z A(P
0<z<n 0<z<n ] n+1
= Wy P Zh Ni+aMN\ W P Z ol
O<z<n 0<i<n j=n+1
Weiter ist
fU <i<n gd/\ > _ohg(h)i .
Yo L‘H P) = A(U <i<n Py = ng?:ohg(j) , falls 3770 hg(5) >0

0<i<n 0 , sonst

Daher ergibt sich

V(i P (4.2)

0<i<n
( n 2 G 2
(Z hg(i)j) <Z hg(])])
/=0 4 N falls 3 hy(j) > 0 und Z he(7) >0
> hg(h) > he(h) 7=0 j=ntl
Jj=0 ) Jj=n+1
(i hg(])])
_ =0 fallth()>0und Z he(j) =0
> hg(4) J= j=ntl
7=0
c 2
(vzﬂhg(j)j) n G
=t  falls S hy(j) =0und > hy(j) >0
> ho(d) i=0 J=nd
j=n+1
0 , sonst

Definiert man nun o : {0,...,G} — R: o(n) = ¥y(Hy<;<, Pi), so erhélt man als Opti-
mierungsproblem genau den gleichen Term, der auch in der Varianzanalyse von Noboyuki
Otsu (vgl. Abschnitt 2.3.1.1) maximiert wird. Den Beweis dieser Behauptung liefert ein
Vergleich mit Gleichung (2.5) in der Bemerkung 2.3.1 auf Seite 22.

4.5.3 Zusammenhang zwischen Quantisierung und 2-Niveaupassung
Untersucht werden soll zunéchst einmal die allgemeine Quantisierung beziiglich des Fehlers
1f = 'Hquant (vgl. Abschnitt 2.5, S. 49) durch zwei Mengen.

Gegeben sei ein Mengensystem 2’ C B([0,G]) erlaubter Mengen. Fiir eine Funk-
tion f € L?(B([0,G]),B(R;)) sei die 2-optimale Quantisierung beziiglich des Fehlers
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|f = llquans gesucht. Das heifit, gesucht ist eine 2-Niveaufunktion sy € Sy mit Sy :=
{ala +B1ypa | A € A} fiir die E[(f — 52)?] minimal wird. Also sind o, 3 und A € A’
gesucht fiir die Q* : A’ x R x R mit

Q (A o f) = / f(2) (2 — ala(@) + Flap a(z)> dA(x)

minimal wird. Zunéchst einmal gilt:

Q" (4, a,p)
_ / F(2)(@? — 20214 — 280134 + 0214 (@) + B 4 (2))dA (@)

_ / 22 f(2)d\(z) — 20 / sf@)dr@) —28 [ af(@)dr()
A

M\A

2 2
+a /Af(:n)d)\(:v)+ﬁ /M\Af(:n)d)\(:n)

Durch ein Ableitungsargument kann man zeigen, dafl die Werte o und ( allein durch die
Wahl der Menge A bestimmt sind, wenn man das gewiinschte Minimum erhalten will.

Es ist ndmlich, bei festem A fiir

2 2
o /A F(2)dA(@) — 20 /A Pf@N@ S [ S -2 /M\A:L‘f(a:)d)\(a:)

(Oé(), ﬂo) mit
_ Jazf(@)dA(@) Jana 21 (@)dA()
Ja f(@)dA(z) Jaroa F@)dA (@)
das globale Minimum von h, falls es existiert. Es ist ndmlich («y, By) die einzige Nullstelle

der Ableitung von h, bei positiv definiter Hesse-Matrix. Daher ist h konvex und (ayg, 5p)
das globale Minimum von h.

und [y =

Definiert man nun fiir ag, 5y wie oben die Funktion @ : 2’ — R durch

Q(A, a0, Fy) , falls fA fdA > 0 und fM\A fdA >0
(4,0,80) , falls [, fdA=0und [y, , fdX >0
(A,a0,0) , falls [, fdXA >0 und fM\Afd)\:O
(A,0,0)  falls [, fdA=0und [, 4 fdA =0

e =1 o
0
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so ergibt sich fiir alle A € A’ mit [, fdX > 0 und fM\A fdA>0:

an - [ (Y o
—2<M)Axf(:r)d)\(x)

fM\Axf 7\
+< P ($)> PRICIE

fM\Axf )
_ g < NiE (x)) /M\A 2+ f(2)d\()

2
[ pan - | Yaz@d @) (finaf(@)ar@))
- / fe)dA(z) [a f(@)dA(z) - Juna f(@)dA(z)

Statt A — Q(A) zu minimieren, kann man auch, vollig analog zur 2-Niveaupassung (vgl.
Bemerkung 3.5.1, S. 92), die Funktion

WP A) = - Q)+ [ ()@

M

maximieren. Fiir alle A € ' mit [, fdA > 0 und fM\A fdX > 0 ist dann W (A4) =

J /
([yot@dA@)? | (i 2f@dr@)
]A z)dA(z) fM\A f(z)d\(z)

Gleichung (4.2) fiir alle n € {0,...,G}:

st nun A = {[0,¢] | 0 < ¢t < G}, so gilt mit

vt (o) =, | 4 P

0<i<n

Also ist eine 2-Niveaupassung eines Grauwertbildes beziiglich des Mengenmodell der grau-
wertbenachbarten Pixelmengen nichts anderes als eine Quantisierung mit 2 Stufen be-
ziiglich einer Zufallsvariablen, deren Dichte durch das Histogramm h, des Bildes gegeben
ist.

4.5.4 Ein Algorithmus zur Bestimmung von k& Schwellwerten

Obwohl eine 2-Niveaupassung mit konstanten Funktionen beziiglich des Mengenmodells
der grauwertbenachbarten Pixelmengen keine anderen Schwellwerte liefert als die Varian-
zanalyse von Otsu, es also bereits eine Anzahl von Algorithmen in diesem Bereich gibt,
soll an dieser Stelle ein Algorithmus angegeben werden, der ein pixelbasiertes lokales Ma-
ximum einer k-Niveaupassung beziiglich des Mengenmodells der grauwertbenachbarten
Pixelmengen liefert. Es soll nicht zuletzt eine Liicke geschlossen werden, die beim Verfah-
ren von Otsu im Originalartikel [Ots79] offen gelassen wird: die Erweiterung des Verfahrens
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auf mehr als einen Schwellwert (vgl. Abschnitt 2.3.1.2). Im Originalartikel schligt Otsu
zwar eine Erweiterung des Verfahrens vor, bleibt allerdings bei der Forderung das globale
Optimum der Varianzanalyse mit k — 1 Schwellwerten zu berechnen. Dies ist allerdings
mit einem erheblichen Laufzeitaufwand verbunden, der durch die Beschriankung auf die
Ermittlung lokaler Optima in der Praxis ohne groflere Einbuflen deutlich gedriickt werden
kann.

Definition 4.5.3
Mit Fj, : {0,...,G}? — R definiert durch

2
(Zb: hg(j)j> b
~o——— Jfallsa<bund Y hy(j) >0
>

Fhy(a,0) = ho(5) j=a

0 , sonst
sei F,Ej) :{0,...,G}3 — R definiert durch

Fr,(1,t) + F, (t +1,u) ,falls I <t <w
—00 , sonst

F}i)(l, u,t) = {

Algorithmus 10 (2-Niveauquantisierung) Berechnung einer optimalen Quantisierung
fiir einen Ausschnitt eines Histogramms h,

Input: Histogramm h, eines diskreten Pixelbildes g,
lLumit I <wu, l,ue{0,...,G+1}

Output: Schwellwert ¢y mit F,EQ) (l,u,tp) = max F}EQ) (I,u,t)
g nefu,...,.l} Y

max «— —oo
tg «— —1
fort=I0l+1bist=u—1do
if F5(l,u,t) > max then
max «— F}E?(l,u,t)
to A
end if
end for
return ¢t

Satz 4.5.4

Sei fiir ein gegebenes diskretes Pixelbild g definiert auf M mit Wertebereich in {0, ..., G}
die Menge P; definiert als P; := {p € P(M) | g(p) = i}. Ist nun ¢y, das Ergebnis des
Algorithmus 10 (2-Niveauquantisierung), so gilt:
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to u
{W P, W P} ist das pixelbasierte globale Maximum einer 2-Niveaupassung mit kon-
i=l  i=to+1
stanten Funktionen des diskreten Pixelbildes g‘UE‘:l p, beziiglich des Mengensystems der
grauwertbenachbarten Pixelmengen &.

Beweis:
folgt mit Gleichung (4.2) auf Seite 182, Definition 4.5.3 und Bemerkung 4.3.7

Bemerkung 4.5.5

Man beachte, dal im Algorithmus 10 (2-Niveauquantisierung) das globale Maximum
einer eingeschriankten 2-Niveaupassung berechnet wird. An dieser Stelle konnte man sich
auch auf die Berechnung eines lokalen Maximums beschridnken, wie es im allgemeinen 2-
Niveaupassungsalgorithmus 8 (2-Niveaupassung) gemacht wird. Dies fiihrt allerdings bei
ungegliatteten Histogrammen oft zu nicht-signifikanten lokalen Maxima der Zielfunktion
der 2-Niveaupassung.

Bemerkung 4.5.6
Ist A € Sg(®), soist A der Form { i P, & PF,..., & P}. Wobeity :=0

0<i<ty t1<i<t2 te—1<i<tlg
und t; := G + 1 festgelegt ist. Daher 148t sich jedes A € Sk(®) analog zum Abschnitt
4.4.1 durch einen Vektor (tg,...,t;) mit 0 =ty <ty--- < tp_1 < tx = G kodieren.

Leider kodiert jedoch nicht jede Verschiebung eines Schwellwertes ¢; € {¢1,...,tx_1} eine
Segmentierung in il,(A), da die Fliche des minimalen Zuwachses eines jeden Segments
A € A abhingig davon ist, wieviele Pixel einen gleichen, benachbarten Grauwert haben.
Umgekehrt ist es jedoch offensichtlich, daf jedes Element aus $,(A) nur durch die Ver-
schiebung eines einzigen Schwellwertes kodiert sein muf}, da man nur so die minimale
Verdnderung einer bestehenden Segmentierung erhilt. Daher ist Si(®) nach Definition
4.3.4 auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbar.

Satz 4.5.7
Mit der Kodierung der Segmente nach Bemerkung 4.5.6 gilt:

Der Algorithmus 11 (Histogrammanalyse) (S. 187) berechnet ein pixelbasiertes lokales
Maximum einer k-Niveaupassung mit konstanten Funktionen eines diskreten Pixelbildes
g: M — {0,...,G} beziiglich des Mengensystems der grauwertbenachbarten Pixelmengen.

Beweis:
folgt mit Bemerkung 4.5.6 und Satz 4.3.8.

Man beachte, dafl im gesamten Algorithmus 0 = tg < t1--- <ty := G + 1 gilt. Daher wird
fir alle Histogramme hy mit Vi € {0,...,G} : hy(i) > 0 stets eine Segmentierung mit &
echten Segmenten kodiert.

O
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Algorithmus 11 (Histogrammanalyse) Zerlegung des Histogramms in k£ Segmente

Input: Histogramm h, eines diskreten Pixelbildes g,
keNmit k<G

Output: Schwellwerte tg, ...,

1: Wihle Startzerlegung 0 =tp < --- <tp =G+ 1
2: continue «+— TRUE

3: while continue = TRUE do
4 for i=0bisi=k—2do

5: continue <+ FALSE

6 old +— tit1

7 new «— 2-Niveauquantisierung(hg, t;, ti12)
8 if (old # new) then

9 continue «+— TRUE

10: ti41 < new

11: end if

12:  end for

13: end while

14: return tg,..., 1%
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4.5.5 Beispiele

Abschlieend sollen an dieser Stelle noch einige Beispielergebnisse des Algorithmus 11
(Histogrammanalyse) prisentiert werden. Die Abbildungen 4.17 bis 4.21 haben alle den
gleichen Aufbau: Auf der linken Seite ist jeweils das Originalbild zu sehen, in der Mitte
ist das Histogramm, das der Algorithmus als Eingabe verwendet, graphisch dargestellt. In
diese Darstellung des Histogramms werden dann die durch den Algorithmus ermittelten
Schwellwerte als rote Linien eingetragen. Auf der rechten Seite ist das Ergebnisbild, nach
Anwendung der errechneten Schwellwerte und Mittelung der Grauwerte iiber alle Pixel
zwischen jeweils zwei adjazenten Schwellwerten, dargestellt. Das heifit, auf der rechten
Seite ist fiir £ Schwellwerte t, ..., t; das Bild

tit1—1

k—1 k1
;QUEHEIPJ :;79( U Pj)lujiiflpj

J=ti
(wobei tg = 0 und t;, = G + 1 gilt) zu sehen (vgl. auch Beispiel 3.5.11 i), S. 96).

In Abbildung 4.17 wird noch einmal auf das Beispiel in Abbildung 2.7 (S. 23) aus dem
Abschnitt 2.3.1.1 Bezug genommen. Allerdings werden an dieser Stelle zwei Schwellwerte
statt einem verwandt. Das Ergebnis teilt das Bild in drei Bereiche, ndmlich in das Bild der
Granittranche, das Bild des Schattens und den weiflen Hintergrund. Deutlich zu sehen ist
in diesem Beispiel, wie auch in dem der Abbildung 4.21, dafl bei der Aufnahme das Bild
iiberbelichtet wurde. Daher iiberragt der hchste Grauwert, der der Farbe Weif entspricht,
im Histogramm alle iibrigen Werte um ein vielfaches.

Die Beispiele 4.18 und 4.19 sind Bilder einer Granittranche, die eine unregelméflige Textur
aufweist. Hier wird die Quantisierungseigenschaft des Algorithmus 11 (Histogrammana-
lyse) deutlich: Auch mit nur drei verschiedenen Grauwerten der optimalen Segmentierung,
d. h. nach Anwendung von zwei errechneten Schwellwerten, ist die Struktur der Oberflache
noch relativ gut zu erkennen.

Das Beispiel 4.20 zeigt, dal der Algorithmus auch mit bereits quantisierten Bildern um-
gehen kann: Das Fingabebild selbst besitzt nur 20 Graustufen.

Beispiel 4.21 ist ein Beispiel aus einer industriellen Anwendung: In einem ersten Schritt
eines Bildverarbeitungsprozesses soll hier zunichst einmal der Reifen von dem helleren
Hintergrund getrennt werden. Die Abbildung 4.21 zeigt das Ergebnis, wenn man dieses
Problem mit dem Algorithmus 11 (Histogrammanalyse) 16sen will: Einige Pixel, die
nicht zum Bild des Reifens, sondern zum Bild des Hintergrunds gehoren, werden ebenfalls
als ,,dunkler Vordergrund“ eingestuft, wihrend Pixel im Inneren des Bildes des Reifens als
yheller Vordergrund® eingestuft werden.

Dieses Beispiel zeigt, dafl an dieser Stelle das Mengenmodell der grauwertbenachbarten
Pixelmengen nicht ausreicht.

Der Algorithmus 10 (2-Niveauquantisierung) wurde in keinem der Beispielbilder mehr
als 15mal aufgerufen. Der Funktionswert der Funktion Fj,, mufite nie dfter als 2000mal
berechnet werden.
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Abbildung 4.17: Beispiel der Schwellwertbestimmung fiir zwei Schwell-
werte mittels des Algorithmus 11 (Histogrammanalyse) (vgl. auch
Abbildung 2.7, S. 23).

Abbildung 4.18: Beispiel der Schwellwertbestimmung fiir drei Schwell-
werte mittels des Algorithmus 11 (Histogrammanalyse). Bei dem Bild
handelt es sich um die Oberfliche einer Granittranche.

Abbildung 4.19: Schwellwertbestimmung fiir dasselbe Ursprungsbild wie
in Abbildung 4.18 mittels des Algorithmus 11 (Histogrammanalyse)
fiir zwel statt fiir drei Schwellwerte.

Il‘ll‘

Abbildung 4.20: Beispiel der Schwellwertbestimmung fiir zwei Schwell-
werte eines Bildes mit nur 20 Graustufen mittels des Algorithmus 11
(Histogrammanalyse).

1L, |
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Abbildung 4.21: Beispiel der Schwellwertbestimmung fiir einen Schwell-
werte mittels des Algorithmus 11 (Histogrammanalyse).

4.5.6 Ubertragung auf Farbbilder

Sei nun £ :=R3 und g : M — {0,...,G}3 C E ein Farbbild im RGB-Farbmodell. V sei
dabei wie in Beispiel 3.4.12 iii), also der Vektorraum der kanalweise konstanten Funktionen
von M nach R3 mit Basis (e1, es, e3), wobei e1 := (1,0,0), ez := (0,1,0) und e3 := (0,0,1)
sei. Das bedeutet, dafl ein diskretes Farbpixelbild durch ein Farbbild mit & Farben appro-
ximiert werden soll. Betrachtet wird nun die k-Niveaupassung beziiglich des pixelbasierten
Mengensystems S () = {{A1,..., A4} | A; € P(M),1 <i<1<kW_ A =M} aller
Pixelmengen. Dabei sei die Familie der Skalarprodukte von Standardskalarprodukt des R?
induziert wie in Beispiel 3.4.6.

Analog zum Abschnitt 4.5.1 kann man folgern, dafl es geniigt, nur Vereinigungen von Men-
gen der Form P, := {g = ¢} fiir alle Farbwerte ¢ im Wertebereich von g zu betrachten, und
dafl die Segmente einer optimalen Segmentierung in diesem Kontext farbwertverbunden
sein miissen. Zwei Mengen F,,, P., heilen dabei farbwertverbunden, wenn kein diskreter
Farbwert ¢ € g(M)\{c1, ca} existiert mit ||c1 — ¢||, < [|e1 — e2l|, oder |lca — ¢f|, < ||e1 — e2]l,-

Allerdings lassen sich die Farbwerte in {0,...,G}3 nicht so ordnen, da man eine zu &
vergleichbare effektive Kodierung der Segmentierungen beziiglich dieses Mengensystems
durch aufsteigende Folgen angeben kann.

Daher 148t sich im farbigen Fall der abstrakte Algorithmus 8 (2-Niveaupassung) nicht
so einfach darstellen, wie der Algorithmus 10 (2-Niveauquantisierung) im grauwertigen
Fall. Analog zum Abschnitt 4.5.3 kann man jedoch zeigen, dafl eine Segmentierung be-
ziiglich des Systems der farbwertverbundenen Mengen einer Vektorquantisierung mit dem
Farbhistogramm als Dichte entspricht. Dabei ist ein Farbhistogramm in diesem Zusam-
menhang die Funktion ch, : N3 — N, ch,(r, g,b) = |[g7((r, ,b))|.
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4.6 Das Mengenmodell der pixelzusammenhingenden
Mengen

In den meisten Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung in der Bildsegmen-
tierung ist der Definitionsbereich des zu segmentierenden Bildes zweidimensional. Das
Mengensystem der zusammenhéngenden Mengen in einer zwei- oder héher dimensionalen
Obermenge ist jedoch nicht abgeschlossen beziiglich der Metrik 0, wie Bemerkung 4.6.1
zeigt. Das heifit, dafl bei diesem Mengensystem die Voraussetzungen fiir die Existenz ei-
nes globalen Maximums einer k-Niveaupassung nicht gegeben sind, weil die Eigenschaften
eines System erlaubter Mengen gemifl Definition 3.2.10 (S. 74) nicht erfiillt sind.

Beschriankt man sich jedoch auf pixelzusammenhédngenden Mengen, so erhélt man ein
endliches Mengensystem, auf dem die Zielfunktion ¥ der vektoriellen Mehrniveaupassung
ihr globales Maximum annimmt.

Dieses Unterkapitel ist wie folgt aufgebaut:

Zunichst einmal wird das Mengenmodell der pixelzusammenhéngenden Mengen definiert.
Im zweiten Abschnitt wird dann die pixelbasierte Umgebung einer Segmentierung durch
pixelzusammenhéngende Mengen genauer betrachtet. Es wird sich dabei herausstellen, daf3
jedes Element der pixelbasierten Umgebung durch den Austausch eines einzelnen Pixels
zwischen zwei Segmenten der aktuellen Segmentierung charakterisiert ist. Der dritte Ab-
schnitt beschiftigt sich mit der Frage der algorithmischen Uberpriifung des Pixelzusam-
menhangs. Der vierte Abschnitt liefert Anmerkungen zur Segmentierung von Farbbildern
innerhalb der vektoriellen Mehrniveaupassung. Im fiinften Abschnitt wird auf das wich-
tige Thema der effizienten Initialisierung eines Algorithmus zur Segmentierung beziiglich
des Mengenmodells der pixelzusammenhéngenden Mengen eingegangen. Im Mittelpunkt
dieses Unterkapitels steht allerdings der im sechsten Abschnitt préasentierte Algorithmus
zur Segmentierung von Farbbildern beziiglich des Mengenmodells der pixelzusammenhén-
genden Mengen. Ein Abschnitt mit zahlreichen Beispielen, einige davon aus industriellen
Anwendungen, und ein Abschnitt iiber einfach pixelzusammenhéingende Mengen schlieffen
dieses Unterkapitel ab.

Im folgenden sei stets P(M) # .

4.6.1 Definition des Mengenmodells der pixelzusammenhingenden
Mengen

Bemerkung 4.6.1
Sei M := [0, 3] x [0, 1]. Die Aquivalenzrelation ~ sei definiert wie in Definition 3.2.1 (S. 70).
Das Mengensystem 2 sei definiert durch

A:={AeB(M)/~ | A istzusammenhingend}

Dann ist 2 nicht abgeschlossen.

Denn: Sei A, := ([0, 1] x [0,1]) U ([1,2] x [0,1/n]) U (]2, 3] x [0, 1]). Dann ist fiir alle n € N
die Menge A,, € A. Aber es ist nh_)rgo Ap, = (]0,1] x [0,1]) U ([2,3] x [0,1]) & .
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Abbildung 4.22: Skizze der Mengen A,,.

Bemerkung 4.6.2 (V,)

Trotz der erniichternden Erkenntnis der Bemerkung 4.6.1 ist das Mengensystem der pixel-
zusammenhéingenden Mengen fiir viele Anwendungen sehr wichtig. Allerdings ist es nicht
moglich, die pixelzusammenhéngenden Mengen als endliche Untermenge der zusammen-
héngenden Mengen zu sehen. Vielmehr mufl man sich ganz auf die pixelbasierten Mengen
und die pixelbasierte Definition des Begriffes , Pixelzusammenhang” aus Definition 1.3.7
(S. 7) zuriickziehen.

An dieser Stelle mufl man sich fiir eine Nachbarschaftsdefinition entscheiden: Im folgenden
stehe N, entweder immer fiir Ny oder immer fiir Ng. Die Vor- und Nachteile der 8-er
gegeniiber der 4-er Nachbarschaft sowie die Schwierigkeiten der Ubertragung des Begriffes
yzusammenhingend“ auf Pixelmengen soll an dieser Stelle nicht behandelt werden. Viel-
mehr sei dazu z. B. auf [Vos93] verwiesen. Offensichtlich ist, daf§ die 8-er Nachbarschaft
eine groflere Flexibilitéit bereitstellt als die 4-er Nachbarschaft, was je nach Problem Vor-
und Nachteile haben kann. Auch existieren bei der 4-er Nachbarschaft zusammenhéngende
Mengen von Pixeln, die nicht pixelzusammenhéngend sind (vgl. Beispiel 4.6.26).

Es ist keineswegs so, dafl man sich beim Nachbarschaftsbegriff auf die 4-er und 8-er Nach-
barschaft beschranken muf. Ebenfalls in [Vos93] findet man einen abstrakten Ansatz zum
Nachbarschaftsbegriff. Im Rahmen dieser Arbeit soll jedoch nur auf die 4-er und 8-er
Nachbarschaft eingegangen werden. Es ist allerdings im folgenden durchaus moglich N,
durch eine andere Nachbarschaftsrelation zu ersetzen. Es hat auf die Definitionen und
Sétze, bis auf Satz 4.6.6, keine Auswirkungen. Bei den Beispielen wurde allerdings aus
implementierungstechnischen Griinden auf eine weitere Differenzierung verzichtet.

Definition 4.6.3 (System der pixelzusammenhingenden Mengen)
3 C B(M) sei ein System von Mengen, das die Bedingungen der Definition 3.2.10 (S. 74)
fiir ein erlaubtes Mengensytem erfiillt, und fiir das gilt:

3NPM) =
{A € P(M) | Aist pixelzusammenhingend beziiglich der N.-Nachbarbarschaft}

Sk(3) ist durch diese Vorschrift eindeutig bestimmt und heifie das System der pizelzusam-
menhdngenden Mengen
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4.6.2 Die pixelbasierte Umgebung einer Segmentierung mit pixel-
zusammenhingenden Mengen

Sei eine Segmentierung A € Si(3) gegeben. Fiir die Algorithmen der vektoriellen Mehr-
niveaupassung ist es n6tig, moglichst schnell Segmentierungen aus der pixelbasierten Um-
gebung einer bestehenden pixelbasierten Segmentierung zu berechnen (vgl. Algorithmus
6 (k-Niveaupassung), Zeile 5). Im Falle der Segmentierung beziiglich des Mengensy-
stems der pixelzusammenhingenden Mengen unterscheidet sich eine Segmentierung A’
aus ,(A) von A dadurch, dafl genau ein Pixel p eines Segments A € A aus dem Segment
entfernt und einem anderem Segment hinzugefiigt wurde:

YA’ € ﬂp(A) : HA,L',AJ' S A,p C A;: (A\{Az,AJ}) U {Al \p,Aj Up} =A’

Denn offensichtlich ist die Verschiebung eines einzelnen Pixels die Operation, die die klein-
ste Verdnderung von A in der Metrik der Segmentierungen ? ausmacht. Daher miissen
nach der Definition der pixelbasierten Umgebung 4.2.13 alle Segmentierungen aus der
pixelbasierten Umgebung einer Segmentierung aus pixelzusammenhingenden Mengen so
zu erhalten sein. Damit ist Si(3) insbesondere auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbar.

Es ist nur ein solcher Austausch von Pixeln erlaubt, der pixelzusammenhingende Pixel-
mengen in pixelzusammenhéngende Pixelmengen iiberfiithrt. Wird ein Pixel p von Segment
A; zum Segment A; einer Segmentierung durch pixelzusammenhéngende Mengen verscho-
ben, so mul N, (p) NP(A;) # 0 gelten. Daher kann es sich bei dem zu verschiebenden Pixel
p nur um ein Randpixel von A; handeln.

Definition 4.6.4 (Randpixel)

Sei A € Si(3) eine pixelbasierte Segmentierung. Dann heifle ein Pixel p Randpizel des
Segments A € A beziiglich der 4-er Nachbarschaft bzw. 8-er Nachbarschaft, falls p C A gilt
und

Ip’ € Nu(p) : p' € A (4-er Nachbarschaft) bzw.

Jp’ € Ns(p) : p' € A (8-er Nachbarschaft).

Rn(A) sei Menge aller Randpixel des Segments A.

Bemerkung 4.6.5

Man beachte, dafl aus der Definition 4.6.4 und der Definition 1.3.5 (S. 7) der 4-er bzw.
8-er Nachbarschaft folgt, daf§ Pixel, die am Rand des Bildes liegen, nicht automatisch
Randpixel eines Segments sein miissen. Vielmehr miissen sie an der Beriithrungslinie eines
Segments zu einem anderem Segment liegen. Daher existiert fiir alle Randpixel p eines
pixelbasierten Segments A € A ein weiteres Segment A’ € A mit N,(p) NP(A4’) # 0. Es
ist daher die Menge A’ U p pixelzusammenhiingend.
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Lemma 4.6.6
Sei A € Si(3). Dann existiert fiir alle A € A mit A\(A) > 0 ein Pixel py € Rn(A) derart,
dal A\ pa pixelzusammenhéingend ist.

Dies gilt sowohl fiir die 4-er als auch fiir die 8-er Nachbarschaft.

Beweis:
vgl. [Ros70], Theorem 3 und Corollary, S. 152

Lemma 4.6.7
Sei A € Si(3) mit O ¢ A. Dann gilt: Ist A’ eine Segmentierung aus 4,(A), so existieren
zwei Segmente A; und A; aus A, sowie ein Pixel aus Rn(A4;), mit

(AN {A;, A} U{4;\p,AjUp} = A

Daher ist insbesondere Si(3) auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbar.

Beweis:
Nach Lemma 4.6.6 existiert fir alle A; € A mit A; # O ein Pixel p4 € Rn(A4;) derart, dafl
A; \ pa ist pixelzusammenhéngend ist.

Nach Definition 1.3.7 (vgl. auch Bemerkung 4.6.5) folgt aber, daf ein Segment A; # A;
in A mit Ny(pa) NP(A;) # 0 existieren mufl. Daher ist A; Upa ebenfalls pixelzusammen-
hingend. Da der Austausch eines Pixels die kleinste Verinderung einer pixelbasierten
Segmentierung sein muf, folgt die Behauptung.

O

Bemerkung 4.6.8

Wie man sich leicht iiberlegen kann, lassen sich nicht alle Randpixel eines pixelbasierten
Segments entfernen, ohne den Pixelzusammenhang des Segments zu verletzen. Daher muf}
man zwischen Randpixeln und solchen Pixeln unterscheiden, deren Entfernung aus dem
Segment den Pixelzusammenhang nicht zerstort. Aus diesem Grunde wird in der folgenden
Definition 4.6.9 die Menge der ,, Kandidatenpixel“ eingefiihrt.
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Definition 4.6.9 (Kandidatenpixel)
Fiir eine pixelzusammenhingende Menge A heifle die Menge

Kand(A) := {p € Rn(A) | A\ p ist pixelzusammenhéingend}

die Menge der Kandidatenpizel der pizelbasierten Menge A.

Nach Lemma 4.6.6 ist Kand(A) fiir alle nichtleeren pixelzusammenhéngenden Mengen
nicht leer. Fiir eine pixelbasierte Segmentierung A € Si(3) sei

Kand(A) := U Kand(A)
AcA

die Menge der Kandidatenpizel der Segmentierung A. Da im gesamten Unterkapitel
P(M) # 0 gilt, ist Kand(A) nicht leer.

Bemerkung 4.6.10

Sei A € Sk(3) mit O ¢ A. Nach Lemma 4.6.7 ist jede pixelbasierte Segmentierung aus
der pixelbasierten Umgebung durch den Austausch eines Pixels p von einem Segment zu
einem benachbarten Segment in der Segmentierung kodiert. Fiir jedes Kandidatenpixel
p € Kand(A) gilt:

i. 3JA € A,p C A, A\ p ist pixelzusammenhéngend, und

ii. 3IA e A:p ¢ A, P(A) N N.(p) # 0, d. h. A’ U p ist pixelzusammenhingend.
Es gilt sogar, dafl die Menge der Kandidatenpixel maximal in dieser Eigenschaft ist. Daher
ist Kand(A) genau die Menge von Pixeln, deren Austausch zwischen zwei Segmenten die

pixelbasierte Umgebung der Segmentierung A beziiglich des Mengenmodells der pixelzu-
sammenhéngenden Mengen kodiert.
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4.6.3 Algorithmische Uberpriifung von Pixelzusammenhang

Um zu entscheiden, ob ein Pixel p des Randes eines pixelzusammenhéingenden Segments
ein Kandidatenpixel nach Definition 4.6.9 ist, ist es notig, zu priifen, ob die Menge der
Pixel des Segments nach Entfernen des Pixels p immer noch pixelzusammenhéngend ist.
Die Beantwortung der Frage, ob eine Pixelmenge P\ {p} pixelzusammenhéngend ist, f&llt
fiir Pixel p € P algorithmisch nicht leicht aus. Denn wie die Definition 1.3.7 der pixel-
zusammenhéngenden Pixelmengen zeigt, ist die Zusammenhangseigenschaft keine lokale
Figenschaft der Pixelmenge. Es sind vielmehr alle minimalen Pfade von Pixel zu Pixel in
P\ {p} zu iiberpriifen, in denen p enthalten war. Sei (¢;)1<i<n ein Pfad von p; € P nach
p2 € Pin P mit ¢; = p fiir ein j mit 1 < j < n. Dann gilt aber ¢;_1 € N.(p)NP und g;41 €
N.(p) N P. Daher la8t sich das Problem darauf reduzieren, fiir alle p1,p2 € (Ni(p) N P)
einen Pfad in P\ {p} zu finden, der p; und ps verbindet. Obwohl das Problem darauf
eingeschrankt wurde, Pfade zu suchen, die Pixel einer lokalen Pixelmenge verbinden, ist
es immer noch nicht lokal 16sbar, da die Pfade nicht lokal begrenzt sein miissen, wie die
Abbildung 4.23 zeigt. Die Abbildung skizziert eine Pixelmenge, aus der man ein beliebiges
Pixel p entfernen kann, ohne den Pixelzusammenhang der Menge zu verletzen. Bei der
Uberpriifung des Pixelzusammenhangs der Restmenge muf in diesem Beispiel (bei 4-er
Nachbarschaft) fiir jedes Pixel aus der Nachbarschaft des entfernten Pixels ein Pfad iiber
alle anderen Pixel der Restmenge konstruiert werden.

Abbildung 4.23: Beispielpixelmenge, bei der die Uberpriifung des Pixel-
zusammenhangs nicht lokal geschehen kann.

Fiir praktische Anwendungen bedeutet dies einen erheblichen Laufzeitaufwand, da jede
Uberpriifung des Pixelzusammenhangs einer Pixelmenge P \ {p} im schlechtesten Fall
mit O(|P|) abgeschitzt werden mufl. In den meisten Féllen reicht es jedoch aus, nur
Pfade bestehend aus Pixeln der Nachbarschaft des Pixels, das entfernt werden soll, zu
konstruieren, wie die Abbildung 4.24 zeigt.

Bei den realen Implementierungen von Mehrniveaupassungen beziiglich des Mengenmo-
dells der pixelzusammenhingenden Mengen wurde daher im Rahmen dieser Arbeit aus
Laufzeitgriinden auf die globale Uberpriifung des Pixelzusammenhangs der Pixelmenge
P\{p} verzichtet. Das hat zur Folge, daf die betrachteten Segmentierungen zwar aus pixel-
zusammenhéingenden Segmenten bestehen, aber eben nicht alle moglichen pixelzusammen-
héngenden Segmentierungen betrachtet werden.
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Abbildung 4.24: Beispielpixelmengen, bei der die Uberpriifung des Pi-
xelzusammenhangs lokal geschehen kann. Im ersten Fall kann ein Pfad
durch alle Randpixel des zu entfernenden Pixels gelegt werden, im zwei-
ten Fall nicht. Das heller eingefirbte Pixel p in der rechten Pixelmenge
kann nicht entfernt werden, ohne den Pixelzusammenhang zu verletzen.
Im Beispiel gilt die 4-er Nachbarschaft.

Definition 4.6.11 ((Erweiterte) lokale Pixelzusammenhangsiiberpriifung)

Sei P € P(M) eine pixelzusammenhéingende Pixelmenge aus der das Pixel p entfernt wer-
den soll.

Die oben beschriebene Methode zur Uberpriifung des Pixelzusammenhangs von P nur
den Pixelzusammenhang der Menge (N.(p) N P) zu iiberpriifen heile lokale Pizel-
zusammenhangsiberprifung. Die Uberpriifung des Pixelzusammenhangs der Menge

U Me)nP\{p}

P €N (p)

heifle erweiterte lokale Pizelzusammenhangstiberprifung.

Bemerkung 4.6.12
Ist die (erweiterte) lokale Pixelzusammenhangsiiberpriifung erfolgreich, so ist P\ {p} pi-
xelzusammenhédngend. Die Umkehrung gilt nicht.

In praktischen Anwendungen hat sich im Falle der 8-er Nachbarschaft die lokale Pixelzu-
sammenhangsiiberpriifung als ausreichend herausgestellt. Im Falle der 4-er Nachbarschaft
sollte auf die erweiterte Pixelzusammenhangsiiberpriifung zuriickgegriffen werden.

4.6.4 Anmerkungen zur Segmentierung von Farbbildern

Eine grofie Klasse von Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung in der Bildseg-
mentierung ist die Segmentierung von Farbbildern. Natiirlich lassen sich alle Ergebnisse
innerhalb der Segmentierung von Farbbildern auch auf Grauwertbilder tibertragen. Alle
Beispiele des Abschnitts 4.6 bestehen allerdings aus Farbbildern. Bei Farbbildern ist der
Wertebereich eines Bildes f eine Teilmenge des R3 (vgl. Abschnitt 1.3.2). Die Ubertra-
gung der Ergebnisse und Algorithmen auf Bilder mit einem Wertebereich im R¢, mit d € N
beliebig, erfolgt kanonisch, wird aber an dieser Stelle nicht durchgefiihrt.
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4.6.4.1 Anmerkungen zum Approximationsproblem

Die vektorielle Mehrniveaupassung stellt Methoden und Algorithmen zur Verfiigung, um

die Funktion
Sk(3> X Vk — R+

2
({Bl,...,Bk},Ul,...,vk) — ‘

P : k
g— > vilp,
i=1

M

zu minimieren. Der Fehler wird dabei in der vom Skalarprodukt induzierten Norm ||-||,, =
V (-|) 3y gemessen, die in allen Anwendungen dieser Arbeit durch das Skalarprodukt des
Zielraums der Funktion g bestimmt ist (vgl. Beispiel 3.4.6, S. 86). In diesem Abschnitt ist
der Zielraum der R?® und das Skalarprodukt das Standardskalarprodukt des R3. Das heifit,
dafl Abstédnde hier in der euklidischen Metrik gemessen werden.

Im RGB-Farbmodell ist die euklidische Metrik als Diskriminanzmafl von Farben nicht
geeignet (vgl. Abschnitt 1.3.2.2). Es ist jedoch moglich, den RGB-Farbwiirfel so linear zu
transformieren, dafl die euklidische Metrik auf dem Ergebnis der Transformation bessere
Ergebnisse zur Unterscheidung von Farben liefert (vgl. z. B. [PB99], [Haf98] oder Abschnitt
1.3.2.2).

Auf der anderen Seite kann man auch {iber das Skalarprodukt einzelne Kanéle stérker
gewichten. Die Idee zur Approximation von mehrkanaligen Bildern nicht unbedingt die
euklidische Norm heranzuziehen findet sich schon in [KLM94] mit der Definition einer
gewichteten Norm ||-|[,,,,4- Diese kann man nutzen, um die Wichtigkeit der Kanile des
Bildes zu beriicksichtigen. Die abstrakt gehaltene Definition 3.4.4 (S. 85) der Familie der
erlaubten Skalarprodukte zur Mehrniveaupassung erlaubt eine solche Gewichtung auch in
der Theorie der vektoriellen Mehrniveaupassung.

4.6.4.2 Anmerkungen zur Wahl der Basis £ auf mehrkanaligen Bildern

Ein Farbbild wird vielfach auch als ein mehrkanaliges Bild gesehen, das aus 3 Kaniilen,
z. B. dem Rot-, Griin- und Blaukanal, besteht (vgl. Abschnitt .1.3.2.1.1). Da die Pixelwerte
des Bildes auf den einzelnen Kanilen unterschiedlich sein miissen, um Farbwerte, die nicht
Grau sind, kodieren zu koénnen, bietet es sich an, die Basis £ wie in Beispiel 3.5.11 iii) so
zu wéihlen, dafl jede Basisfunktion ihren Wertebereich nur in einem Kanal des Bildes hat.

Fine typische Basis fiir eine Mehrniveaupassung eines RGB-Bildes f : M — ]Ri wére
& = (e1, €2, €3, €4, €5, €6) Mit

ei(z):=(1,0,0), ea(z):=(0,1,0), es(x):=(0,0,1),
es(x) = (2,0,0), es(z):=(0,2,0), eg(z):=(0,0,z)

Allgemein sollte die Basis £ der Klasse der erlaubten Funktionen auf RGB-Bildern also
die folgende Definition erfiillen:

Definition 4.6.13 (Erlaubte Basis zur Farbbildsegmentierung)
Erfiillt eine Basis € eines Vektorraums V' C L?(B(M), B(R?)) von erlaubten Funktionen
die Bedingungen
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i. £ ist der Form (ey,,e1,,€1,,--,€n,s€nys€ny),
ii. Vi€ {1,...,n} e, (2)1 = e, (v)2 = ;, ()3 fiir alle x € M, und

. Vi € {1,...,n} e (x)2 = €. (x)3 = 0,ei,(z)1 = e, ()3 = 0,€;,(z)1 = e (x)2 =0
fur alle x € M,

so heifle £ eine erlaubte Basis zur Farbbildsegmentierung.
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4.6.5 Initialisierung

Wie das Beispiel 4.4.1 (S. 172) zeigt, ist eine gute Initialisierung, d. h. eine gute Auswahl ei-
ner Startsegmentierung, im Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) von zentraler Bedeutung.
Fine Moglichkeit diese zu erhalten, bietet das folgende Vorgehen:

i. Berechne ein vorsegmentiertes Bild g,, entweder als vektorquantisiertes Bild (vgl.
Abschnitt 4.5.6 oder [GG92]) oder als Ergebnis des Algorithmus 13 (Initiales Farb-
schwellwertverfahren).

ii. Die Menge {A1,...,A;} sei die Menge der Pixelzusammenhangskomponenten in g.
Mit Lemma 1.3.9 ist dann {A;, ..., A;} eine Zerlegung von M in [ pixelzusammen-
héngende Mengen. Ist [ < k, so ist Schritt i. mit mehr Schwellwerten anzuwenden,
oder sich auf ! Niveaus zu beschranken.

iii. Verschmelze mit Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) (S. 226) ite-
rativ jeweils zwei Segmente bis k Segmente iibrig bleiben.

Dabei hat sich fiir Schritt i. das zweite Verfahren (Algorithmus 13 (Initiales Farbschwell-
wertverfahren)) als sehr effizient herausgestellt. Es liefert zwar kein optimales Ergebnis
im Sinne einer Vektorquantisierung oder einer k-Niveaupassung beziiglich des Mengenmo-
dells aller Pixelmengen (vgl. Abschnitt 4.5.6), hat sich aber in der Praxis als ausreichend
erwiesen. Es hat gegeniiber den Ansétzen iiber eine Vektorquantisierung einen nicht zu
unterschéitzenden Geschwindigkeitsvorteil. Man kann an dieser Stelle aber auch jedes an-
dere Segmentierungsverfahren als Initialisierung der vektoriellen Mehrniveaupassung be-
ziiglich des Mengensystems der pixelzusammenhéngenden Mengen nutzen.

Der Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) implementiert separate
Histogrammanalysen nach Abschnitt 4.5, wendet die fiir jeden der drei Farbkanéle ein-
zeln berechneten Schwellwerte auf den jeweiligen Kanal an, und fiigt anschliefflend die
segmentierten Kanéle wieder zu einem drei-kanaligen Bild zusammen.

Um den Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) effizient formulieren zu
koénnen, wird zunéchst der Algorithmus 12 (Schwellwertsegmentierung) vorgestellt,
der ein Bild mit vorgegebenen Schwellwerten segmentiert.

Algorithmus 12 (Schwellwertsegmentierung) Segmentierung eines diskreten Pixel-
bildes iiber gegebene Schwellwerte
Input: Diskretes Grauwertpixelbild g,

Schwellwerte tg,...,tp mit 0 =tx < - - <tp =G +1

Output: Schwellwertsegmentiertes diskretes Grauwertpixelbild g mit k& Graustufen

1: Setze fiir alle p € P(M) : gi(p) < max{t € {to,...,tx} | 9(p) <t}
2: return gy
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Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) Berechnung einer Startseg-
mentierung durch ein kanalweises Schwellwertverfahren

Input: Diskretes Farbpixelbild ¢ = (grot, Jeriins Jblau)
ke N

Output: Diskretes Farbpixelbild g, mit in & Stufen quantisierten Farbkanélen

hg,., sei das Histogramm von gret

h sei das Histogramm von ggriin

hgyan s€i das Histogramm von gpiau

... ;%" «— Histogrammanalyse(hyg,, , k)

tgru“, o ’tir‘m — Histogrammanalyse(h k)

t'glau, . tzla“ — Histogrammanalyse(hg,,, ., k)

Jgror — Schwellwertsegmentierung(grot, 5", e ,tz"t) i
Jagran — Schwellwertsegmentierung(gerin, tf s+ - -5 t5 )
Gguien — Schwellwertsegmentierung(gpiau, tBla“, . ,tzlau)

return gq = (QQrot ’ QQgrﬁn’ gqblau)

Jgriin

Jgriin ’

,_.
@

Beispiel 4.6.14

Die Abbildung 4.25 zeigt zwei kleine Granittranchen vor einem gelben Hintergrund. Eben-
falls abgebildet ist fiir jeden Kanal R, G und B das Histogramm, fiir das jeweils mittels des
Algorithmus 11 (Histogrammanalyse) zwei Schwellwerte bzw. ein Schwellwert berechnet
werden bzw. wird.

in L e
. 4 U e

Abbildung 4.25: Beispiel eines Ergebnisses des Algorithmus 13 (Initiales
Farbschwellwertverfahren). Links ist das Eingabebild ¢ zu sehen, in
der Mitte die drei Histogramme hy, ., hg,., und hg = mit den jeweils
algorithmisch ermittelten Schwellwerten. Rechts ist dann das Bild g,
nach Schwellwertsegmentierung der einzelnen Farbkanile zu sehen. In
der oberen Reihe wurde jeweils mit zwei Schwellwerten, in der unteren
mit einem Schwellwert pro Kanal, segmentiert.

Das Ergebnis der Verschmelzung der einzeln quantisierten Kanile ist jeweils auf der rechten
Seite der Abbildung zu sehen. Das untere Ergebnis mit einem Schwellwert pro Kanal sollte
als Initialisierung einer 3-Niveaupassung geniigen.
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4.6.6 Der Algorithmus

Die Segmentierung beziiglich des Mengenmodells der pixelzusammenhingenden Mengen
hat sich in den praktischen Anwendungen der Methoden der Mehrniveaupassung als eine
der wichtigsten Applikationen in diesem Kontext erwiesen. Deshalb soll der abstrakte Al-
gorithmus 6 (k-Niveaupassung) fiir diese Anwendung optimal spezialisiert werden. Im
Mittelpunkt steht dabei der Schritt 5 des abstrakten Algorithmus: Die effiziente Auswahl
einer Segmentierung aus der pixelbasierten Umgebung einer aktuell giiltigen Segmentie-
rung.

4.6.6.1 Bemerkungen zur Auswahl einer pixelbasierten Segmentierung aus

Uy(A)

Wie bereits in Abschnitt 4.6.2 festgestellt, ist die Menge 4,(A), die Menge aller pixel-
zusammenhingenden Segmentierungen aus der pixelbasierten Umgebung der pixelzu-
sammenhingenden Segmentierung A, durch die Menge aller Wechsel von Kandidaten-
pixeln zu einem benachbarten Segment in A gegeben. Um daher eine laufzeit-effiziente
Spezialisierung des abstrakten Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) zu formulieren, ist es
notig die Liste der Kandidatenpixel effizient zu verwalten. Das Korollar 3.7.42 motiviert
dazu, die Liste der Kandidatenpixel eines jeden pixelbasierten Segments A nach ihrem
Abstand in der Metrik d 4\, fiir alle p € Kand(A) zu sortieren, um auf die besten Kan-
didatenpixel in konstanter Zeit, d. h. in O(1), zugreifen zu kénnen.

Fiir jedes Pixel p aus der Menge der Kandidatenpixel kann man ein Nachbarsegment
auszeichnen: das Segment, das nach Bemerkung 3.7.41 die hichste Wertsteigerung beim
Wechsel des Pixels zu dem Segment verspricht. Dieses Segment wird in Definition 4.6.16
als ,,bester Nachbar* des Pixels p bezeichnet.

Fiir eine effiziente Verwaltung der Pixel des Bildes sollte fiir jedes Pixel bekannt sein, zu
welchem Segment es gehort.

Definition 4.6.15 (sega)

Fiir A € Sy(3) sei die Abbildung sega : P(M) — 3NP(M) definiert durch sega (p) := 4,
mit A, € A und p C A,. Da es sich bei A um eine pixelbasierte Segmentierung handelt,
ist diese Definition wohldefiniert.

Definition 4.6.16 (bester Nachbar)
Sei A € Sk(3). Fiir p € Kand(A) sei die Menge Neighbor(p) C 3 definiert durch

Neighbor(p) := {sega(q) | ¢ € Ni(p), sega(q) # sega(p)}
Die Menge BestNeighbor(p) C 3 sei definiert durch

BestNeighb .= { A € Neighb dy a(p, A) = i d, 5(p, B
estNeighbor(p) { eighbor(p) | dp,a(p, A) BeNér;féor@){ p,B(P )}}

BestNeighbor(p) heile die Menge der besten Nachbarn des Kandidatenpizel p.
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Bemerkung 4.6.17

Fiir ein Pixel p erfiillt die Menge der besten Nachbarn zwei Eigenschaften: Zunéchst einmal
ist Verbindung von p mit jedem Segment aus dieser Menge erlaubt, d. h. sie fithrt zu einer
erlaubten Segmentierung. Weiter gilt mit Korollar 3.7.37 und Definition 3.7.40, daf} diese
Verbindung am ehesten zu einer Wertverbesserung der Zielfunktion der k-Niveaupassung
U : Sp(3) — Ry fithrt. Daher geniigt es, wenn — wie im abstrakten Algorithmus 6 (k-
Niveaupassung) — alle moglichen Segmentierungen in der Umgebung einer Segmentie-
rung A zu priifen sind, sich fiir jedes Pixel aus der Menge der Kandidatenpixel auf die
besten Nachbarn zu beschrianken.

Definition 4.6.18 (kritischer Wert)
Sei A € Sk(3) und p € Kand(A). Da nach Definition 4.6.16 fiir alle B € BestNeighbor(p)
der Wert d, p(p, B) gleich ist, ist die Definition

C?"it(p) = dnseg(p)\p(pa Seg(p) \p) - dp,B(pa B)

mit B € BestNeighbor(p) wohldefiniert. crit(p) heifle der kritische Wert von p.

Bemerkung 4.6.19

Sortiert man alle Kandidatenpixel nach ihrem kritischen Wert crit(p), so geniigt es, ledig-
lich das Pixel mit dem héchsten kritischen Wert darauf zu iiberpriifen, ob crit(p) > 0 gilt.
Denn, wenn die aktuelle Segmentierung A € Si(3) kein pixelbasiertes lokales Maximum
ist, so muf ein Pixel p existieren, derart, dafi A \ {sega(p), B} W {sega(p) \ p, B U b},
mit B € BestNeighbor(p), eine bessere Segmentierung ist. Nach Korollar 3.7.37 (S. 142)
und Definition 4.6.18 mufl dann aber crit(p) > 0 sein. Umgekehrt gilt auch, daf}; wenn
ein Pixel p € Kand(A) existiert mit crit(p) > 0, die pixelbasierte Segmentierung A kein
lokales pixelbasiertes Maximum sein kann.

Fine Strategie vieler Optimierungsverfahren ist es, die Richtung des stdrksten Wertzu-
wachses wéhlen. Das Korollar 3.7.42 motiviert daher, die Menge der Kandidatenpixel nach
ihrem kritischen Wert crit(p) zu sortieren und immer das Pixel p € Kand(p) zu wéhlen,
dessen Austauch den stiarksten Wertzuwachs der k-Niveaupassung verspricht.
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4.6.6.2 Der Algorithmus k-NiveaupassungZ

Die vorangegangenen Uberlegungen werden nun im Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ)
zusammengefafit. Bei diesem Algorithmus handelt es sich um eine Konkretisierung des
abstrakten pixelbasierten k-Niveaupassungsalgorithmus 6 (k-Niveaupassung), bei dem
lediglich die Auswahl einer pixelbasierten Segmentierung aus der pixelbasierten Umgebung
der aktuellen Segmentierung zielgerichteter angegangen wird.

Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maxi-
mums einer k-Niveaupassung ¥ beziiglich des Mengensystems Si(3) und der Klasse der
erlaubten Funktionen V.
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,

beliebige Segmentierung {A1,..., A} € Sk(3),

Basis (e1,...,ep)

Output: pixelbasiertes lokales Maximum { By, ..., By} beziiglich der Basis (ey,...,e,)

B={By,...,Br} — {A1,..., A}
Berechne seg = segp und bestimme Kand(B)
continue < TRUE
while continue = TRUE do
continue <+ FALSE
Wihle p € Kand(B) mit crit(p) maximal in Kand(B)
if crit(p) > 0 then
Wiéhle B € BestNeighbor(B)
continue +— TRUE
seg(p) < seg(p) \p, B— BUp
rem Update der Funktion seg
seg(p) — B
rem Update der Kandidatenpixel
Alle Nachbarpixel sind zu iiberpriifen, ob sie Kandidatenpixel sind oder werden
kénnen
15: Alle Nachbarpixel der Nachbarpixel sind zu iiberpriifen, ob sie eventuell aus der
Kandidatenliste zu streichen sind.
16: end if
17: end while
18: return {Bi,..., B}

—_ = = =
W e

Satz 4.6.20

Der Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ) terminiert und liefert ein pixelbasiertes lokales
Maximum einer k-Niveaupassung beziiglich der Klasse der erlaubten Funktionen V' mit
der Basis (e1,...,en).
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Beweis:

Zunichst gilt wihrend des gesamten Algorithmus (bis auf die Zeilen 10 - 12) seg = segp.
Denn die Verschiebung des Pixels p in Zeile 10 des Algorithmus wird in der Zeile 12 fiir
die Abbildung seg nachvollzogen.

Bei dem Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ) handelt es sich um eine Abwandlung des
abstrakten Algorithmus 6 (k-Niveaupassung).

Nach Lemma 4.6.7 besteht die pixelbasierte Umgebung einer bestehenden Segmentierung
B € Si(3) aus Segmentierungen, die sich von B nur durch den Austausch eines Pixels
von einem Segment zu einem benachbarten Segment unterscheiden. Insbesondere 148t sich
S1(3) auf die Zwei-Niveau-Situation reduzieren. Daher geniigt es, sich bei der Uberpriifung
der Wertverbesserung in Zeile 6 des Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) auf diese zwei
beteiligten Segmente zu beschrinken. Nach Korollar 3.7.37 (S. 142) und der Definition
4.6.18 ist die Abfrage crit(p) > 0 in Zeile 6 des Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ) zu
dieser Uberpriifung dquivalent.

Die Wahl p € Kand(B) mit crit(p) maximal in Kand(B) in Zeile 5 kodiert lediglich eine
gezielte Auswahl der zwei Segmente segp(p) und B € BestNeighbor(p), deren Austausch
des Pixels p eine Segmentierung aus der pixelbasierten Umgebung von B kodiert (vgl.
Bemerkung 4.6.19). Existiert kein p € Kand(B) mit crit(p) > 0, so ist keine Wertsteigerung
der Zielfunktion der k-Niveaupassung in der Umgebung von B mehr méglich (vgl. auch
Bemerkung 4.6.19). Daher muf} in diesem Fall B ein pixelbasiertes lokales Maximum der
k-Niveaupassung sein. Aus der Endlichkeit des pixelbasierten Mengensystems folgt die
Termination.

O

Bemerkung 4.6.21

Da sich nach Lemma 4.6.7 das System der Segmentierungen durch pixelzusammenhén-
gende Mengen auf die Zwei-Niveau-Situation reduzieren 1&8t, kann man fiir dieses Men-
gensystem auch den Algorithmus 7 (Iteration) anwenden. Iterativ kann man dann fiir
jeweils zwei Segmente ein lokales pixelbasiertes Maximum einer 2-Niveaupassung berech-
nen, bis fiir keine Kombination von zwei Segmenten eine Wertverbesserung moglich ist.
Nach Satz 4.3.8 terminiert ein solches Vorgehen in einem pixelbasierten lokalen Maximum
der Zielfunktion der k-Niveaupassung.

In der Praxis hat sich allerdings herausgestellt, dal der Ansatz, den der Algorithmus 14
(k-NiveaupassungZ) verfolgt, effektiver ist. Die Auswahlstrategie des stérksten Wertzu-
wachses, die durch die Ordnung der Kandidatenpixel nach ihrem kritischem Wert kodiert
ist, fithrt zu signifikanteren Ergebnissen.
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4.6.6.3 Verwaltung der Kandidatenliste

Eine effiziente Verwaltung der Menge Kand(B) kann im Schritt 5 des Algorithmus 14
(k-NiveaupassungZ) zu deutlichen Laufzeitverbesserungen fiihren.

Liegt die Menge der Kandidatenpixel an dieser Stelle ndmlich als nach ihrem kritischem
Wert geordnete Liste vor, so erfolgt die Auswahl in Schritt 5 in O(1), indem man einfach
das erste Element der Liste nimmt.

Allerdings verdndert jeder Durchlauf der while-Schleife (Zeile 4 — 17) die Menge Kand(B):
Zum einen werden Elemente aus ihr entfernt und hinzugefiigt (Schritt 13 und 14), zum
anderen veréindert sich auch die Ordnung der Elemente beziiglich crit(p), wenn sich die
Segmente verdndern. Ist 7;(B) # 4¢(BUp), so dndert sich fiir jedes Pixel ¢ eines Segments
B, dem gerade ein Pixel p hinzugefiigt wurde, der Wert dp (B, q) in dpupq(B U p, q).
Analoges gilt fiir die Pixel des Segments, das ein Pixel verliert. Daher ist unter Umsténden
die vorherige Ordnung der Liste zerstort.

Allerdings veréndert sich nur der Abstand derjenigen Pixel der Menge Kand(B), deren Seg-
ment verdndert wurde. Fiir alle anderen Pixel &ndert sich der Wert crit(p) nicht. Deshalb
sollte fiir jedes Segment B € B eine eigene geordnete Liste der Kandidatenpixel Kand(B),
geordnet nach crit(p) aufgebaut werden. Damit ist teure Operation des Ordnens einer
Liste, die in jedem Schleifendurchlauf gemacht werden muf, auf die Listen jener Segmente
beschréinkt, die in diesem Durchlauf gedndert wurden. Fiir die Auswahl in Schritt 6 des
Algorithmus miissen dann nur noch & Werte miteinander verglichen werden.

In einer realen Implementierung kann man zudem noch beriicksichtigen, dafl bei grofien
Segmenten die Hinzunahme oder Abgabe eines einzelnen Pixels die Ordnung beziiglich der
Metrik dp, nur unwesentlich &ndern wird und es auch nicht sehr wahrscheinlich ist, dafl
ein soeben hinzugefiigtes Pixel wieder am Anfang der Kandidatenliste des Segments stehen
wird. Daher mufl eine Aktualisierung der Ordnung der Liste nur sporadisch, d. h. nicht
bei jeder Anderung, sondern nur bei einer gewissen Anzahl von Anderungen, durchgefiihrt
werden.

4.6.6.4 Relaxation des Funktionenraums

Je kleiner die Basis ist, desto leichter fillt die Berechnung der fiir den Algorithmus 14
(k-NiveaupassungZ) entscheidenden Werte crit(p). Denn zur Berechnung dieser Werte
bené6tigt man die Orthonormalbasen der jeweils an der Berechnung dieser Werte beteilig-
ten Segmente (vgl. Definition 4.6.19 und die Abschnitte 3.7.2 und 4.3.3.2), die fiir jede
Verdnderung der Segmente neu berechnet werden miissen.

Eine besondere Erleichterung der Berechnung der Werte d,, p(p, B) (vgl. Definition 4.6.18)
erhédlt man, wenn die Basis eine erlaubte Basis fiir die Farbbildsegmentierung ist, die,
wie in Beispiel 3.5.11 iii) (S. 96), aus komponentenweise konstanten Funktionen besteht.
Denn dann ist, wie Beispiel 3.7.38 iii) (S. 142) zeigt, die Berechnung des Werte dj, g(p, B)
unabhéngig von der Position des Pixels p im Bild g.

Diese Uberlegungen motivieren dazu, sich, bei einer Mehrniveaupassung mit einer fiir die
Farbbildsegmentierung erlaubten Basis mit mehr als 3 Basisfunktionen, zunéchst einmal
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auf die Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums einer Mehrniveaupassung mit
den ersten drei Basisfunktionen, die im giinstigsten Fall konstant sind, zu beschrinken, um
mit diesem Ergebnis als Startsegmentierung die Berechnung eines pixelbasierten lokalen
Maximums einer Mehrniveaupassung beziiglich einer um die néchsten drei Basisfunktionen
erweiterten Basis zu starten.

Der Algorithmus 15 (Funktionenraum-Relaxation) skizziert ein solches Vorgehen.

Algorithmus 15 (Funktionenraum-Relaxation) Berechnung eines pixelbasierten lo-
kalen Maximums einer k-Niveaupassung ¥ beziiglich des Mengensystems Sk(3) und der
Klasse der erlaubten Funktionen V', wobei V eine erlaubte Basis zur Farbbildsegmentie-
rung besitzt
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R%,

beliebige Segmentierung {A1,..., A} € Sk(3),

fiir die Farbbildsegmentierung erlaubte Basis

(617‘7 6197 elb7 ct €n7~a eng; enb)

Output: pixelbasiertes lokales Maximum B

1: B= {Bl,...,Bk} — {Al,...,Ak}

2: 11

3: while : < n do

4: B « k-NiveaupassungZ(g, B, (e1,,e1,,€1,, - -, €i,, €y, €i,))
5 1—1+1

6: end while

7: return B
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4.6.7 Beispiele

In allen Beispielen dieses Abschnitts wurde die 4-er Nachbarschaft gewihlt.

Beispiel 4.6.22 (Granitplatten)

Bei der ersten Beispielfamilie handelt es sich um eine industrielle Anwendung der vek-
toriellen Mehrniveaupassung. Im Rahmen eines Projektes erstellte das FORWISS fiir ei-
ne granitverarbeitende Firma ein Programm zur Schnittoptimierung von Granittranchen.
Grundvoraussetzung fiir eine solche Optimierung ist die Bereitstellung der Geometrie der
jeweiligen Tranchen. Dazu werden die zu verarbeitenden Tranchen senkrecht vor einem
gelben Hintergrund in einem Abstand von circa 5 Metern mit einer CCD-Kamera auf-
genommen. In den so gewonnenen Bildern miissen dann die Granittranchen vom gelben
Hintergrund getrennt werden. Die Farbbilder sind dabei beziiglich des RGB-Farbmodells
gegeben. Die Schwierigkeit bei dieser Anwendung liegt darin, dal die Farben der Granit-
tranchen stark variieren und die industrielle Umgebung teilweise wechselnden Lichtver-
héltnissen unterworfen ist.

In diesem Szenario wurde der Vektorraum der kanalweise konstanten Funktionen als Raum
der erlaubten Funktionen gewiihlt. Dabei ist £ := R3 mit dem Standardskalarprodukt
versehen. Als Basis wurde € := {e,,eg4, €5} mit e, := (1,0,0),e4 := (0,1,0) und e, :=
(0,0,1) gewéhlt. Bis auf Abbildung 4.26, die das Ergebnis einer 3-Niveaupassung des
vorsegmentierten Bildes aus Abbildung 4.25 zeigt, sind alle Beispielbilder direkt aus der
Industrieumgebung. Die Ergebnisse sind nach folgendem Verfahren gewonnen:

1. Berechnung eines vorsegmentierten Bildes mit Hilfe des Algorithmus 13 (Initiales
Farbschwellwertverfahren) mit einem Schwellwert pro Kanal. Dabei sollten die
initialen Segmente eine gewisse Mindestgrofle haben. Einzelne Pixel werden dabei
den Nachbarsegmenten, denen sie von Farbwert am #dhnlichsten sind, zugeordnet.

2. Verschmelzung der initialen Segmente iiber den Algorithmus 16 (Iterative Niveau-
verschmelzung) bis zwei Segmente iibrig bleiben.

3. 2-Niveaupassung gemifl Algorithmus 6 (k-NiveaupassungZ)
Man sieht, dafl mit Hilfe dieser zwei Parameter — der Anzahl der Schwellwerte in der Vor-

segmentierung und der Anzahl der Ergebnissegmente — die vektorielle Mehrniveaupassung
ein sehr robustes Verfahren zur Trennung von Tranche und Hintergrund liefert.
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Abbildung 4.26: Ergebnis einer 3-Niveaupassung des vorsegmentierten
Bildes aus Abbildung 4.25.

Abbildung 4.27: Typisches Eingabebild im Kontext des Beispiels 4.6.22.

i

Abbildung 4.28: Kanalweise Histogramme des Eingabebildes aus Abbil-
dung 4.27. Die Schwellwerte, die der Algorithmus 10 (Histogramm-
analyse) fiir einen Schwellwert pro Kanal liefert, sind eingezeichnet.
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Abbildung 4.29: Ergebnis der Vorsegmentierung des Eingabebildes aus
Abbildung 4.27 mit dem Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwert-
verfahren) mit einem Schwellwert.

Abbildung 4.30: Ergebnis des im Beispiel 4.6.22 beschriebenen Verfah-
rens fiir das Eingabebild aus Abbildung 4.27.
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Abbildung 4.31: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens.

Abbildung 4.32: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens.

Abbildung 4.33: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens.
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Abbildung 4.34: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens.

Abbildung 4.35: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens.

Abbildung 4.36: Typisches Eingabe- und Ergebnisbild des in Beispiel
4.6.22 beschriebenen Verfahrens. Man beachte, dafl aufgrund der Re-
duktion auf zwei Segmente nach Algorithmus 16 (Iterative Niveau-
verschmelzung) das innere gelbe Segment verschwunden ist. Auch der
untere Schatten der Granittranche wird zum dunkleren Segment gezéhlt.
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Abbildung 4.37: Transformiert man das RGB-Bild aus Abbildung 4.36 in
den HSI-Farbraum (vgl. Abschnitt 1.3.2.1.2), so erhilt man ein besseres
Ergebnis. Das linke Bild ist die normalisierte RGB-Darstellung der HSI-
Werte des Eingabebildes aus Abbildung 4.36. Dabei wurde der I-Kanal,
also die Intensitét, weggelassen. Man beachte, dafl der Schatten, der das
Ergebnis in Abbildung 4.36 erheblich storte, nun nicht mehr zu sehen ist.
Nimmt man dieses Bild als Eingabebild des im Beispiel 4.6.22 beschrie-
benen Algorithmus, so erhilt man das gewiinschte Ergebnis (rechts).
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Bemerkung 4.6.23 (Laufzeiten)

Die Laufzeit des Algorithmus hingt natiirlich stark von Parametern, wie z. B. die Anzahl
der Schwellwerte im Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) oder die
Mindestgrofle fiir initiale Segmente, ab. Fiir die Beispielanwendung aus Beispiel 4.6.22
ergeben sich im Schnitt (gemittelt iiber alle Bilder von Abbildung 4.32 bis Abbildung
4.36) folgende Werte, die auf einem 500MHz Alpha-Prozessor (EV56) unter RedHat-Linux
2.2.18 gemessen wurden:

’ Mindestgrofle H Initialisierung ‘ Niveaureduktion ‘ Niveaupassung

1 Schwellwert pro Kanal
1 Pixel 0.22s 0.22s - 16s 0.19s
10 Pixel 0.22s 0.10s - 0.20s 0.23s
20 Pixel 0.22s 0.09s - 0.13s 0.24s
2 Schwellwerte pro Kanal
1 Pixel 0.22s 0.22s - 22s 0.23s
10 Pixel 0.22s 0.09s - 0.21s 0.24s
20 Pixel 0.22s 0.08s - 0.15s 0.24s
3 Schwellwerte pro Kanal
1 Pixel 0.22s 10s -80s 0.25s
10 Pixel 0.22s 0.22s 0.24s
20 Pixel 0.22s 0.14s - 0.16s 0.24s

Dabei bestehen die Bilder aus 360 x 245 Pixeln. Die teilweise hohen Laufzeiten bei der Ni-
veaureduktion kommen zustande, weil der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmel-
zung) eine Laufzeit hat, die man quadratisch in Abhéngigkeit von der Anzahl der Start-
segmente abschitzen mufl (vgl. Bemerkung 5.3.10). Die Anzahl der Startsegmente sollte
also nicht zu grofl gewihlt werden.

Die Ergebnisbilder sind trotz der Parameter ,Mindestgrofle der initialen Segmente* und
»Anzahl der Schwellwerte* in gedruckter Form nicht zu unterscheiden.

Beispiel 4.6.24

Das Bild (vgl. Abbildung 4.38) dieses Beispiels ist der Internet-Seite® der Autoren des
Artikels [CM97] entnommen. In diesem Artikel wird ein Verfahren zur Segmentierung von
Farbbildern iiber eine Farbklassifikation von Pixeln préisentiert. In Abbildung 4.39 ist das
Ergebnis des dort vorgestellten Algorithmus zu sehen. Die Abbildung 4.40 zeigt das geméf
Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) vorsegmentierte Bild. Die Abbil-
dung 4.41 zeigt, dafl das Ergebnis einer 7-Niveaupassung mit dem Ergebnis des Originalar-
tikels vergleichbar ist. Dabei kommt die 7-Niveaupassung ohne eine Farbraumtransformati-
on aus, wihrend der in [CM97] vorgeschlagene Algorithmus auf dem CIEL*u*v*-Farbraum
arbeitet. Der CIEL*u*v*-Farbraum ist ein Farbraum, der &hnlich dem HSI-Farbraum den
chromatischen vom unchromatischen Anteil in der Farbdarstellung trennt (vgl. [WS82],
3.3.9).

Shttp://www.caip.rutgers.edu/~ comanici /segm_images.html.
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Abbildung 4.38: Eingabebild.

Abbildung 4.39: Ergebnisbild des in [CM97] vorgeschlagenen Algorith-

mus.
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Abbildung 4.40: Mit einem Schwellwert pro Kanal geméfl Algorithmus
13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) vorsegmentiertes Bild.

Abbildung 4.41: Ergebnis einer 7-Niveaupassung des Bildes aus Abbil-
dung 4.38.
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Beispiel 4.6.25

Das Beispiel 4.43 zeigt ein Problem des Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ): Ange-
nommen es existieren zwei deutlich trennbare Segmente A und B mit durchschnittlichen
Farbwerten c4 und cp. Durch Rauschen existiere in B ein isoliertes Pixel p mit dem
Farbwert c4. Ist nun eine Startsegmentierung {A’, B’} mit p C A’, so ist das Pixel p
in dieser Startsegmentierung dem falschen Segment zugeordnet. Der Algorithmus 14 (k-
NiveaupassungZ) kann dieses Pixel jedoch oft nicht vom Segment entfernen, ohne die
Zusammenhangsbedingung zu verletzen (vgl. Abbildung 4.42). Daher kommt es in sol-

Abbildung 4.42: Nlustration zum Beispiel 4.6.25.

chen Fallen unter Umstédnden zu einem fransigen Segmentrand. Fransige Segmentgrenzen
lassen sich durch nachfolgende Algorithmen beheben. In [Jai89] wird z. B. ein Verfahren
prisentiert, das die Segmentgrenzen iiber eine Approximation durch B-Splines gléttet.

Abbildung 4.43: Eingabebild (Graffiti an einer Wand) und Ergebnis einer
4-Niveaupassung des Eingabebildes.

Laufzeiten fiir das Beispielbild der Abbildung 4.43 (309 x 317 Pixel)

‘ Mindestgrofle H Initialisierung ‘ Niveaureduktion ‘ Niveaupassung ‘

1 Schwellwert pro Kanal
1 Pixel 0.33s 46s 0.33s
10 Pixel 0.33s 0.20s 0.36s
20 Pixel 0.33s 0.10s 0.36s
2 Schwellwerte pro Kanal
1 Pixel 0.33s 226s 0.52s
10 Pixel 0.33s 0.87s 0.39s
20 Pixel 0.33s 0.30s 0.37s

(Gemessen auf einem 500MHz Alpha-Prozessor (EV56) unter RedHat-Linux 2.2.18.)
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Abbildung 4.44: Eingabebild und Ergebnis einer 6-Niveaupassung des
Eingabebildes.

Laufzeiten fiir das Beispielbild der Abbildung 4.44 (375 x 221 Pixel)

| Mindestgrée || Initialisierung | Niveaureduktion | Niveaupassung |

1 Schwellwert pro Kanal
1 Pixel 0.20s 0.30s 0.51s
10 Pixel 0.20s 0.08s 0.54s
20 Pixel 0.20s 0.05s 0.58s
2 Schwellwerte pro Kanal
1 Pixel 0.20s 2s 0.23s
10 Pixel 0.20s 0.12s 0.57s
20 Pixel 0.20s 0.11s 0.52s

(Gemessen auf einem 500MHz Alpha-Prozessor (EV56) unter RedHat-Linux 2.2.18.)
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4.6.8 Einfach pixelzusammenhingende Pixelmengen

Eine Teilmenge des R? heiBt einfach zusammenhdingend (vgl. [BS91], S. 244)*, wenn ihr
Rand zusammenh#ngend ist. Anschaulich heifit das, dafl es keine ,Locher” in der zusam-
menh#ngenden Menge gibt. Ein Mengensystem einfach zusammenhéngender Pixelmengen
ist daher fiir viele Segmentierungsprobleme interessant. Allerdings fithrt der Begriff des
Pixelzusammenhangs in diesem Kontext zu vermeintlichen Paradoxien, wie Beispiel 4.6.26
zeigt.

Beispiel 4.6.26

Gegeben sei die Pixelmenge P = {[0,1], [1,1], [2,1], [1,0], [1,2]}. Die Abbildung 4.45
skizziert diese Pixelmenge. Diese Menge ist dann pixelzusammenhéngend beziiglich der
4-er Nachbarschaft. Weiter kann man sich leicht vergegenwirtigen, dafl die Menge A =
Upe p P nicht nur zusammenhéngend, sondern auch einfach zusammenhéngend ist. Nun
ist R := P\ {[1,1]} die Menge der Randpixel von P nach Definition 4.6.4. Wieder
gilt A’ = Upe D ist zusammenhéngend. Allerdings ist R beziiglich der 4-er Nachbar-
schaft nicht pixelzusammenh#ngend. Daher reicht es nicht aus, fiir eine Definition einfach

Abbildung 4.45: Skizze der in Beispiel 4.6.26 beschriebenen Pixelmenge.

pixelzusammenhéngender Mengen zu fordern, dal der Rand pixelzusammenhéngend ist.
Vielmehr mufl man sich auf die urspriingliche Definition des Begriffes ,,einfach zusammen-
héngend* zuriickziehen.

Definition 4.6.27 (Einfach pixelzusammenhingende Menge)
Eine Menge von Pixeln P heifle einfach pirelzusammenhdngend beziiglich der 4-er bzw.
8-er Nachbarschaft, falls sie pixelzusammenhéngend ist beziiglich der 4-er bzw. 8-er Nach-

barschaft, und falls die Menge Upe p p einfach zusammenhéngend ist.

“Eine allgemeinere Definition des Begriffes findet man in [Die85], S. 208
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Bemerkung 4.6.28

Man kann sich leicht iiberlegen, dafl — eine korrekte Initialisierung vorausgesetzt — eine
Uberpriifung gemif Definition 4.6.11 Verletzungen des einfachen Pixelzusammenhangs
durch Pixelaustauch erkennt. Alle in diesem Unterkapitel vorgestellten Algorithmen und
Verfahren, bis auf die Anmerkungen zur Initialisierung in Abschnitt 4.6.5, behalten also
auch fiir ein Mengenmodell der einfach pixelzusammenhéngenden Mengen ihre Giiltigkeit.
Fine initiale Segmentierung durch einfach pixelzusammenhéingende Mengen kann man
z. B. erhalten, indem man in einer Segmentierung durch pixelzusammenhingende Menge
alle Segmente, die nur ein Nachbarsegment haben und nicht am Rand liegen, entfernt und
die Pixel des Segments dem Nachbarsegment hinzufiigt.



Kapitel 5

Niveaureduktion und Schitzung
der Anzahl der Segmente

5.1 Einleitung

Bis zu dieser Stelle wurde die Forderung iv. der notwendigen Bedingungen einer Segmen-
tierung aus Definition 2.2.1 (S. 18), némlich, dafl die Anzahl der Segmente einer Segmen-
tierung ein Pareto-Optimum einer Mehrzieloptimierung sein sollte, nicht beachtet. Dieses
Kapitel soll nun dieses Versdumnis nachholen. Es soll allerdings gleich an dieser Stelle dar-
auf hingewiesen werden, daf} sich die Ergebnisse dieses Kapitel keineswegs mathematisch
so begriinden lassen wie die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel. Letztlich ist es, nach
der Meinung des Autors dieser Arbeit, nicht moglich, ein allgemeingiiltiges Verfahren, das
die Anzahl der Objekte ohne Nebenwissen in einem Bild berechnen kann, anzugeben. Da-
her kann auch dieses Kapitel nur Anséitze und Hinweise geben, wie man unter Umsténden
die Anzahl der Objekte im Bild schitzen kann.

Das grundsétzliche Vorgehen dabei ist einfach: Man startet mit einer lokal optimalen Seg-
mentierung durch eine grole Anzahl von Segmenten und entfernt solange Segmente, bis
ein auftretender Approximationsfehler zu grof3 ist. Vereinfachend heifit das, daff man ver-
sucht mit so wenig Segmenten wie notig auszukommen. Dabei ist genau zu spezifizieren,
was ,,notig” eigentlich heiflen konnte.

Ubersicht des Kapitels

Im anschlieBenden zweiten Unterkapitel wird der aus der Okonomie bekannte Begriff
des ,,Pareto-Optimums“ eingefithrt. Ein Zustand einer Mehrzieloptimierung heifit dabei
,Pareto-Optimal“, falls man in keiner Komponente eine Verbesserung erreichen kann ohne
eine andere zu verschlechtern. Dabei sind die zwei Komponenten im Falle der Segmentie-
rung klar: Auf der einen Seite ist die Anzahl der Segmente moglichst klein zu halten, auf
der anderen Seite mufl man einen Approximationsfehler minimieren, der mit Abnahme der
Anzahl der Segmente steigt.
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Im dritten Unterkapitel wird ein Algorithmus vorgestellt, der, obwohl er vom theoreti-
schen Standpunkt nicht sonderlich interessant erscheint, in den praktischen Anwendungen
der Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung einen sehr grofien Raum einnimmt. Es ist
dies ein Algorithmus zur sukzessiven Reduktion der Anzahl der Niveaus innerhalb einer
Mehrniveaupassung.

Das vierte Unterkapitel widmet sich dann dem eigentlichen Problem dieses Kapitels, ndm-
lich der Schitzung der Anzahl der Objekte oder besser gesagt der Schiatzung der Anzahl
der deutlich trennbaren Segmente im gegebenen Bild. Im zentralen Algorithmus dieses
Unterkapitels wird die Anzahl der Niveaus als Pareto-Optimum einer Zweizieloptimierung
unter gewissen Nebenbedingungen betrachtet. Eine Teilfunktion der Optimierung ist die
Approximationsgiite bei variierender Anzahl von Segmenten. Dabei wird sich herausstel-
len, daf sich die || - ||as-Norm als Approximationsmafl der Zweizieloptimierung schlechter
geeignet ist, als das Maximum der gemittelten Abstdnde auf den einzelnen Segmenten.
Dieser Fehler ermoglicht es, dafl unter Umsténden bei Abnahme der Anzahl der Niveaus
der Approximationsfehler sinkt, wie die Beispiele in Unterkapitel 5.4 belegen.
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5.2 Pareto-Optima

Der Begriff des Pareto-Optimums ist in der Okonomie weit verbreitet. Man versteht im
allgemeinen darunter eine (gesellschaftliche) Situation, in der es nicht moglich ist, die
Wohlfahrt eines Individuums durch eine Re-Allokation der Ressourcen zu erhthen ohne
gleichzeitig die eines anderen Individuums zu verringern. Anders formuliert: Eine Situation,
in der A besser gestellt werden kann, ohne dafl dabei B gleichzeitig schlechter gestellt
werden mufl. Das Gesamtsystem muf sich in diesem Zustand nicht im Optimum befinden.

Der Begriff Pareto-Optimum geht zuriick auf den italienischen Okonomen Vilfredo Pareto
(1848 - 1923). Er lehrte ab 1893 an der Universitdt von Lausanne und vertffentlichte
1896 - 1897 die Reihe ,,Cours d’Economie Politique®, in der er versucht, in mathemati-
schen Modellen zu beweisen, daf3 die Verteilung von Einkommen und Wohlfahrt in einer
Gesellschaft nicht zuféllig sind, sondern gewissen Regeln unterliegen. Aus dieser Arbeit
leitet sich der Begriff des Pareto-Optimums ab.

Die mathematische Definition des Pareto-Optimums innerhalb einer Mehrzieloptimierung
folgt in dieser Arbeit der Dissertation von Eckard Zitzler [Zit99], ist aber in seiner Notation
allgemein verbreitet. Obwohl allgemein in der Mehrzieloptimierung ein Mehrzielmaximie-
rungsproblem gel6st werden soll, wird an dieser Stelle ein Mehrzielminimierungsproblem
definiert, das der spéteren Verwendung, ndmlich der Minimierung des Approximationsfeh-
lers bei gleichzeitiger Minimierung der Anzahl der Segmente, eher entgegenkommt.

Definition 5.2.1 (Mehrzieloptimierung)

Eine Mehrzieloptimierung (U, N) besteht aus einer Menge von Zielfunktionen

U = (u1,...,ur) und einer Menge von Nebenbedingungen N = (eq,...,ep). Ziel ist es,
den Vektor

y =f(x) = (fi(x),..., fk(x))

unter den Nebenbedingungen
e1(%) <0, em(x) <0

7zUu minimieren.

Den Vektor y zu minimieren, heifft im Zusammenhang der Mehrzieloptimierung, die einzel-
nen Eintrdge des Vektors zu minimieren. Die Minimierung eines einzelnen Vektoreintrages
kann jedoch unter Umsténden der Minimierung eines anderen Vektoreintrags entgegenste-
hen.

Dabei ist x = (z1,...,2,) € X und y = (y1,...,yx) € Y. X heifit der Entscheidungsraum
und Y der Zielraum der Mehrzieloptimierung.
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Definition 5.2.2

Fiir zwei Vektoren u,v des Entscheidungsraums X mit u = (uy,...,ux) und v =
(v1,...,vg) definiere

u=v & Vie{l,....,k}:u =

u<v & Vie{l,...,k}:u <y

u<v & usvAu#v

Definition 5.2.3 (Pareto-Dominanz)

Fiir zwei Vektoren u,v des Entscheidungsraums X mit u = (ug,...,ug) und v =
(v1,...,vg) definiere

u < v (u dominiert v) = f(u) < f(v)

u < v (u dominiert v schwach ) = f(u) <f(v)

u ~ v (u und v sind indifferent zueinander) :& f(u) £ f(v) Af(v) £ f(u)

Definition 5.2.4 (Pareto-Optimum)

Essei N(X) :={x€ X |ni1(x) <0,...,n,(x) <0}.Sei A C N(X). Ein Vektor x aus dem
Entscheidungsraum X heifit nicht dominiert von A genau dann, wenn Aa € A:a < x.

x heit ein Pareto-Optimum genau dann, wenn x nicht von N(X) dominiert wird.

Beispiel 5.2.5

Um die Begriffe Dominanz und Pareto-Optimum zu verdeutlichen, sei als Beispiel auf die
Skizze einer Zweizieloptimierung in Abbildung 5.1 verwiesen. Das Beispiel kommt ohne
Nebenbedingungen N aus. In der Skizze dominiert e den Wert f im Zielraum. Weiter
dominiert b die Werte ¢, d, e, f des Zielraums. Die Werte a und b sind die einzigen Werte,
die von keinem anderen Wert dominiert werden. Sie sind daher Pareto-Optima. Innerhalb
der Menge {c,d, e, f} sind die Werte ¢ und e Pareto-optimal.

Bemerkung 5.2.6 (Formulierung der Mehrzieloptimierung)

Im Kontext der Segmentierung von Bildern durch Approximation des Bildes auf Segmenten
ergibt sich fast kanonisch ein Mehrzieloptimierungsproblem: Die Anzahl der Segmente
versus den Approximationsfehler. Im Rahmen der Definitionen dieses Abschnitts kann
man dies wie folgt formulieren:

Als Entscheidungsraum dient G5 (2) der Raum der Segmentierungen von M durch k er-
laubte Mengen. Die Zielfunktionen U = (Upe, Ugpproz) Seien auf der einen Seite der Ap-
proximationsfehler ugppro, und auf der anderen Seite die Anzahl der echten Segmente w,,,.
Die Menge der Nebenbedingungen erlaubt es beispielsweise, Sensoreigenschaften zu be-
riicksichtigen: Man kann verlangen, dafl der Approximationsfehler auf einem Segment eine
vorher festgelegte Hochstgrenze nicht iiberschreiten darf. Bei dieser Hochstgrenze wiirde
es Sinn machen, den Approximationsfehler unter Umstinden in der Maximumsnorm zu
messen.
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Abbildung 5.1: Beispielskizze einer Mehrzieloptimierung mit zwei Ziel-

funktionen.
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5.3 Niveaureduktion

An mehreren Stellen dieser Arbeit wurde bereits auf den Algorithmus 16 (Iterative Ni-
veauverschmelzung) hingewiesen. Sowohl in der Bemerkung 4.4.2 in Abschnitt 4.4.2,
als auch in Abschnitt 4.6.5, wird der unten stehende Algorithmus dazu verwendet, eine
geeignete Startsegmentierung fiir die jeweiligen Algorithmen zu konstruieren.

Der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) kann als ,Merging“-verfahren
(vgl. Abschnitt 2.3.2) gesehen werden. Denn sukzessive werden jeweils zwei Segmente
A und B vereinigt, die sich beziiglich des AhnlichkeitsmaBes ||v4(A)|l> + [|vy(B)|> —
lvg(AU B)||22 unter allen moglichen Vereinigungen von Segmenten am dhnlichsten sind.
Natiirlich ist bei einer solchen Vereinigung zu iiberpriifen, ob das Ergebnis eine Segmen-
tierung durch erlaubte Mengen ergibt.

Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) Iterative Verschmelzung von ein-
zelnen Segmenten
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,
pixelbasiertes Maximum einer k-Niveaupassung {A1,..., Ay} € Sip(2),
leNmitl <k

Output: Segmentierung {Bj,..., B} € S;(A)

1: 5+ k
2: {B1,...,Bi} — {A1,..., Ax}
3: while ¢ > [ do
4:  Wabhle Indizes 79, i1 mit 1 <ig < i3 <4 derart, dal B;, U B;, € 2 und
g (Bi)IlF + 179 (Bi)l; = llv9(Bio U Biy )12
= min {|[7y(Bjo)[ + [17g(Bj)IF = e(Bjo U B |
BjOUBj1 ceA1<jo<h S}
5: B;, «— B;, U B;,, B;, «— B;,B; +— O
6: 1—1—1
7: end while
8: return {By,...,B;}

Bemerkung 5.3.1

Der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) iiberfiihrt streng genommen Ele-
mente aus Sk () in Elemente aus S (). Das Ergebnis des Algorithmus kann also nicht aus
Si(A) mit [ < k sein. Allerdings wird in jedem Schleifendurchlauf ein Element der gerade
giiltigen Segmentierung auf O gesetzt. Dieses ist in der Nummerierung der Segmentierung
im Algorithmus das letzte Segment. Daher wird es ab Zeile 6 des Algorithmus einfach
ignoriert. Da es ein leeres Segment war, ist die in Zeile 7 giiltige Menge { By, ..., B;} eine
Segmentierung in S;(2).

Mit dieser Bemerkung ergibt sich das folgende Lemma:
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Lemma 5.3.2
Nach Beendigung des Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) gilt:

ii=1

ii. {B1,...,B;} € 5(A)

Beweis:
folgt mit Bemerkung 5.3.1

Bemerkung 5.3.3

Man beachte, dafl man fiir beliebige erlaubte Mengensysteme 2 die Termination des Al-
gorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) nicht sichern kann. Die Bedingung
B;, U B;, € 2 in Zeile 4 des Algorithmus ist unter Umstédnden fiir kein Paar B;,, B;, von
Segmenten aus {Bji, ..., By} erfiillt (vgl. etwa Beispiel 4.3.3).

Man kann jedoch zeigen, dafl der Algorithmus fiir pixelbasierte Systeme von Segmentie-
rungen, die auf die Zwei-Niveau-Situation reduzierbar sind, immer terminiert.

Bemerkung 5.3.4
Fiir die Zielfunktion der pixelbasierten Mehrniveaupassung

Sp(2A) — Ry )
Vi B Y [ly(B);
BeB

bedeutet die Auswahl der zu vereinigenden Segmente in Zeile 4 des Algorithmus 16 (Ite-
rative Niveauverschmelzung), daf§ das Ergebnis der Vereinigung den geringsten Wert-
verlust von ¥ unter allen erlaubten Vereinigungen darstellt. Hier findet man eine starke
Analogie zum Multiskalenansatz im Kontext der Methoden der Variationsrechnung, wo
die zur Vereinigung bestimmten Segmente so ausgesucht werden, dafl ihre Vereinigung
den geringsten Fehlerzuwachs fiir das Energiefunktional bedeutet (vgl. Abschnitt 2.4.3.2).

Sei g ein diskretes Grauwertpixelbild. Ist £ = (1), so ist im Kontext von Beispiel 3.5.11 i)
(S. 96) fiir zwei Segmente A, B das ,,Ahnlichkeitsmaf* gegeben durch

g (A + (B}~ llvg (AU B)I; =

’yg(A)/Agd)\—i—’yf(M\A) /M\Agd)\—’yg(AUB) /AUBgd)\
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Dabei ist 74(A) = ﬁ J 4 9dA der durchschnittliche Grauwert des Bildes g auf dem Seg-
ment A mit A(4) > 0. Es ist daher

) [oan = 5,00 (55 [ o)
— 5y(4)

Damit folgt also, daf} in diesem Fall gilt:

vg (A2 + Iy (B — (AU B)|? =
AA)7g(A)? + A(B)F4(B)? — M(AU B)7;(AU B)?

Dieses AhnlichkeitsmaB hat eine starke Analogie zu dem in [KLM94] propagierten Ahnlich-
keitsmafl. Man vergleiche es mit Gleichung (2.14) in Abschnitt 2.4.3.2 (S. 43). Bis auf den
Term, der den Rand des neuen Segments A U B bewertet sind sie, bis auf das Vorzeichen,
gleich. Das umgekehrte Vorzeichen ist leicht zu erklaren: Im Kontext des Anschnittes 2.4
wird ein Energieterm minimiert und im Kontext der Mehrniveaupassung die Zielfunktion
¥ maximiert. Der Energieterm des Abschnitts 2.4.3.2 minimiert, bis eben auf die Bewer-
tung des Randes, den Abstand einer stiickweise konstanten Funktion zum Bild. Dies ist
aber genau das, was die Mehrniveaupassung beziiglich der Basis £ tut (vgl. auch Abschnitt
6.3.1).

Bemerkung 5.3.5 (Hinweise zur Implementierung)

Mit Hilfe der Hinweise aus Abschnitt 4.3.3.2 (S. 166ff) und dem Satz 3.7.31 (S. 134) ist es
moglich, ein Updateverfahren zu entwickeln, das es erlaubt, fiir zwei Segmente A, B einer
pixelbasierten Segmentierung den Wert ||v4(A W B)H22 in einer Laufzeit in O(1) aus den
Werten v4(A) und v4(B) zu berechnen. Nach Satz 3.7.31 ist némlich

v(AUB) =E," "y (4) + E," " y(B)

Die Matrix E:U 7% st dabei gegeben durch E:i,ujB’A = <ef‘UB‘ 63.4>A (fir 1 <4,5,<n). Da

nach Definition 3.4.4 iv) (:|-) 4o = (|} 4 + (:|) 5 gilt, kann man die Matrix E:UB’A aus
Werten, die fiir die Segmente A und B abgespeichert wurden, in konstanter Laufzeit algo-
rithmisch berechnen. Dies kann man erreichen, indem man — analog zum Abschnitt 4.3.3.2
— die Basisfunktionen 624 der ausgezeichneten Basis £4 nach ihrer iterativen Definition
gemifl dem Algorithmus 5 ,abrollt“. Das heif3t, wenn die fiir diese Berechnung relevanten
Werte mit der Startsegmentierung {Aj, ..., Ar} gegeben sind, miissen in einer effizienten
Implementierung des Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) keine Berech-
nungen mehr auf Pixelebene durchgefiihrt werden. Insbesondere ist die Laufzeit lediglich
davon abhéngig, wie schnell sich die Auswahl der zu vereinigenden Segmente in Schritt 4
durchfiihren 148t. Die Laufzeit dieses Schritts héngt stark von der Wahl des Systems der
erlaubten Mengen ab.
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Bemerkung 5.3.6
Die Auswahl

179 (Bio) I + 179 (Bi )7 = 179 (Bio U Biy)|I?
= min{||vy (Bjo) 2 +179 (Bji) I =179 (Bjo U B2 | BjoUB;, € A, 1 < jo < j1 < i}

in Schritt 4 des Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) und die anschlieflen-
de Vereinigung der Segmente B;, und B;, fiihrt ein pixelbasiertes lokales Maximum einer
k-Niveaupassung nicht immer in ein pixelbasiertes lokales Maximum einer (k — 1)-Niveau-
passung iiber, wie das folgende Beispiel 5.3.7 zeigt.

Beispiel 5.3.7
Sei M := [0, 8], E' := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt und V' der Vektorraum der
konstanten Funktionen von M nach R mit Basis (1). Weiter sei 2 := {[t1,t2] | t1,t2 € M }

und damit
S3(91) - {{[0,”1}7 [n17n2]7 [n378]} ’ 0 S n1 S no S ns3 S 8)”17”27”37 S NS U {O}}

Sei nun g : M — N ein diskretes Pixelbild mit

1, 0<z<3
( ) . 2, 3<x<H4
TN 4, a<w<s
2, 5<z <8
Abbildung 5.2 veranschaulicht g.
.
.
1
1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 5.2: Veranschaulichung des diskreten eindimensionalen Pixel-
bildes g aus Beispiel 5.3.7.

Es ist dann offensichtlich {[0, 4], [4, 5], [5, 8]} nicht nur ein pixelbasiertes lokales Maximum,
sondern auch das globale Maximum einer 3-Niveaupassung.
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Abbildung 5.3: Globales pixelbasiertes Maximum einer 3-Niveaupassung
von g gemif Beispiel 5.3.7. Die griinen Linien skizzieren die approxi-
mierenden stiickweise konstanten Funktionen g 4, gj4,5 bzw. g5 g (vgl.

Definition 3.5.13).

Wie man leicht nachrechnet, ist

a0 DI = G142 =6+ 7,
a(l5D2 = (42 =16,
wnd |5, 812 = 5032 =12

Die Abbildung 5.3 skizziert diese optimale Segmentierung.
Weiter gilt

1 1 1
Iy ([0, DI, = F(3-14+1-2+ 1-4)* =16 + 5 und (4, 8, = 1(1'4+3'2)2 =25

und daher ist

179 (14, 51, + 179 (15, 81 — 179 (14, 8D, = 28 — 25 =3

61— = (6 1)+ 16— (16 + -
< +%—( +) +16—( +5)
= 1rg (10, 4D + g (14, DI = [l ([0, 5D

Es ist daher

g (14, 5D+ g (15, 8D, — [l ([4, 8D

= min{||yg(Bjo) I +179 (Bi) 2= 17 (Bjo U Bjy)IIZ | BjyUB;, € U, 1 < jo < j1 < 3}

Das heifit, der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) wiirde in der Zei-
le 4 die Segmente [4,5] und [5, 8] zur Vereinigung auswihlen, um so die Segmentierung

B = {[0,4],[4, 8]} aus S3() zu erhalten (vgl. Abbildung 5.4).
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Abbildung 5.4: Ergebnis der Verschmelzung der Segmente [4,5] und
[5, 8]: Eine Segmentierung mit zwei Segmenten, die kein lokales pixel-
basiertes Maximum ist.

Es ist aber U(B) = [v,([0,4)[]° + [175([4,8])]]7 = 31 + 1 kein pixelbasiertes lokales
Maximum der Funktion ¥ : S3(A) — R,{B;, B2} — ||'yg(Bl)||22 + ||'yg(Bg)||22. Denn es
gilt 17y ([0, 3D + 17 (3, 8D = 3+ $(2+4+6)* =31+ 2 > 31+ § = ¥(B) und
{[0,3],[3,8]} € 4,(B). Damit existiert eine pixelbasierte Segmentierung aus der pixelba-
sierten Umgebung von B, die der Funktion W, ein htheren Wert zuteilt. Also ist B kein
pixelbasiertes lokales Maximum der Funktion V.

Abbildung 5.5: Pixelbasiertes lokales Maximum einer 2-Niveaupassung
von g geméif3 Beispiel 5.3.7.
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Beispiel 5.3.8 (Konstante Niveaureduktion)

Betrachtet wird ein diskretes Farbpixel g : M — {0,...,255}3 im RGB-Farbmodell. Weiter
sei F := R3 mit dem Standardskalarprodukt und & sei eine erlaubte Basis zur Farbbild-
segmentierung mit

ei(x) :=(1,0,0), ea(z) := (0,1,0), es(x) := (0,0,1)

Die Abbildung 5.6 zeigt ein Ergebnis des Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmel-
zung) fiir das Mengensystem der pixelzusammenhingenden Mengen. Das Eingabebild,
das nach der Vorsegmentierung mit dem Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwert-
verfahren) mit einem Schwellwert pro Farbkanal aus 38 Segmenten besteht, wird auf drei
Segmente reduziert. Dabei werden die roten Buchstaben — trotz des deutlichen Farbun-
terschieds — wegen ihrer geringen Flache mit dem Segment des gelben Schildhintergrunds
vereinigt.

Abbildung 5.6: Eingabebild und Ergebnis des Algorithmus 16 (Iterative
Niveauverschmelzung) gemifl Beispiel 5.3.8.

Beispiel 5.3.9 (Affine Niveaureduktion)
Es sei £ eine Basis zur Farbbildsegmentierung mit

ei1(x) :=(1,0,0), ea(x) := (0,1,0), es(z) := (0,0,1),
eq(x) = (2,0,0), es(z) := (0,2,0), eg(x) := (0,0, z)

Wie man leicht sieht, ist £ eine erlaubte Basis zur Farbbildsegmentierung geméafl Definition
4.6.13 (S. 198). Betrachtet wird wieder das System der pixelzusammenhéngenden Mengen.

Weiter sei g : M — {0,...,255}% das diskrete Farbpixelbild im RGB-Farbmodell, das
durch Abbildung 5.7 skizziert wird. Die Abbildung zeigt den Buchstaben ,W* auf dessen
Oberfléche sich der Farbwert affin von links unten nach rechts oben zu &ndern scheint. Das
Bild wurde mit einem Textverarbeitungsprogramm erstellt, so daffl man davon ausgehen
kann, dafl der Farbverlauf tatséchlich mit Hilfe einer affinen Funktion generiert wurde.

In der Abbildung 5.8 werden die in Zeile 6 des Algorithmus 16 (Iterative Niveauver-
schmelzung) giiltigen Zwischenergebnisse des Algorithmus dargestellt. Man koénnte die
Abbildungen auch als Endergebnisse der Algorithmenaufrufe

Iterative Niveauverschmelzung(g, {A1,..., A17},17)
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Abbildung 5.7: Eingabebild fiir den Algorithmus 16 (Iterative Niveau-
verschmelzung). Auf der linken Seite ist das Originalbild zu sehen,
auf der rechten Seite die Startsegmentierung fiir den Algorithmus. Da-
bei sind die Segmentgrenzen griin eingezeichnet. Dargestellt wird die
approximierende Funktion Zil ga,-

mit ¢ = 17,...,6 sehen. Das Resultat mit 4 Segmenten an den Seiten des Buchstabens,
einem Hintergrundniveau und einem Oberflichensegment auf dem ,W* erscheint als End-
ergebnis eines Segmentierungsverfahrens sinnvoll.

Bemerkung 5.3.10

Das vorherige Beispiel 5.3.9 relativiert die Aussage von Bemerkung 5.3.6. Es zeigt, dafl der
Algorithmus fiir praktische Félle oft auch ohne eine korrekte Nachbehandlung des Ergebnis
z. B. durch den Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) eine optisch ausreichend gute Segmen-
tierung mit der gewiinschten Anzahl von Segmenten liefert. Man kann zwar nicht garantie-
ren, dafl das Ergebnis ein pixelbasiertes lokales Maximum einer k-Niveaupassung ist, aber
in der Praxis hat sich gezeigt, dal der Verzicht auf den Algorithmus 6 (k-Niveaupassung)
zur Nachbesserung des Ergebnisses einen erheblichen Laufzeitgewinn unter der Duldung
optisch zu verschmerzender Fehler bedeutet (vgl. auch [HFKLO01]). Der Laufzeitgewinn bei
diesem System der pixelbasierten Segmentierungen geht darauf zuriick, dafl man nur ein-
mal algorithmisch feststellen muf, welches Segment mit welchem benachbart ist. Danach
sind keine Berechnungen mehr auf Pixelebene erforderlich (vgl. Bemerkung 5.3.5).

Unter der Annahme, daf§ alle Nachbarn eines jeden Segments schon bestimmt sind, kann
man die Laufzeit einer Schleife fiir die Reduktion von k auf k — 1 Niveaus mit O(k?)
abschitzen. Da die Berechnung der Ahnlichkeit zweier Segmente mit Bemerkung 5.3.5 in
O(1) geschehen kann und jedes der k Segmente hochstens k Nachbarsegmente haben kann,
ist die Ahnlichkeit héchstens k%-mal zu iiberpriifen. Dafl k im Vergleich zur Anzahl der
Pixel in P(M) in der Regel sehr klein ist, sollte den Geschwindigkeitsvorteil noch deutlicher
machen.
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Abbildung 5.8: Verlauf des Algorithmus 16 (Iterative Niveauver-
schmelzung). Dargestellt ist jeweils die in Zeile 6 des Algorithmus giil-
tige Segmentierung. Dabei sind die Segmentgrenzen griin eingezeichnet.
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5.4 Schitzung der Anzahl der Segmente

Wie zuvor schon mehrmals erwéhnt, ist die Schiatzung der Anzahl der Segmente in einem
Bild eine Mehrzieloptimierung: Auf der einen Seite ist die Segmentanzahl, auf der anderen
Seite ein Approximationsfehler zu minimieren. Setzt man den zu minimierenden Appro-
ximationsfehler als ||-||,,, so wird der Fehler betrachtet, der bei der Mehrniveaupassung
minimiert wird. Daher wird dieser Approximationsfehler bei sinkender Anzahl von Seg-
menten monoton steigen. Im ersten Abschnitt dieses Unterkapitels wird ein Algorithmus
vorgestellt, der den grofiten Anstieg dieses Fehlers als Schitzgrundlage hat.

Dabei sollte man an dieser Stelle eigentlich, statt von der Schétzung der Anzahl der Seg-
mente, von der Schéitzung der Anzahl der optimal optisch zu trennenden Segmente im
Bild sprechen. Die Trennbarkeit kann man, wie es z. B. Nobuyuki Otsu (vgl. [Ots79] oder
Abschnitt 2.3.1.1) tut, mit Hilfe der Varianz messen. Ein an diesem Ansatz entlehnter
Fehler wird im zweiten Abschnitt vorgestellt.

Im darauffolgenden Abschnitt wird ein Schéitzalgorithmus vorgestellt, der auf der Basis
dieser Fehlerfunktion die Anzahl der zu trennenden Objekte als Pareto-Optimum einer
Zweizieloptimierung schétzt.

5.4.1 Der Approximationsfehler der Mehrniveaupassung

Der naheliegendste Approximationsfehler, den man betrachten kann, ist derjenige beziig-
lich dessen optimiert wird. Betrachtet werden soll daher in diesem Abschnitt der Approxi-
mationsfehler ||-||,,. Dabei ist nach Lemma 3.5.5 (S. 94) fiir eine Segmentierung A € & ()

2 ;
der Fehler ||f =3 4ca fAHM = ||f||?\/[ — D AeA ||'7f(A)||22 Daher geniigt es, den Wert

Yo Aca ||’yf(A)H22 zu betrachten, der sowohl bei der k-Niveaupassung als auch bei der Ni-
veaureduktion gem#f Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) ohnehin be-
rechnet werden muf3. Es ist daher nicht nétig, zur Berechnung des Approximationsfehlers
weitere Algorithmik heranzuziehen. Insbesondere ist es also nicht notig, zur Berechnung
des Approximationsfehlers ||-||,, die Pixel des gesamten Bildes zu durchlaufen.

Da beziiglich des Approximationsfehlers ||-||,, in der Zielfunktion der k-Niveaupassung
optimiert wird, ist es offensichtlich, dafl der Approximationsfehler fiir optimale Segmen-
tierungen bei sinkender Anzahl monoton steigt. Daher ist fast jeder Punkt der Mehr-
zieloptimierung (uno, Uapproz) €in Pareto-Optimum. Unter allen diesen Punkten zeichnet
sich jedoch derjenige des stiarksten Fehleranstiegs bei Reduktion um ein Segment aus.
Der Algorithmus 17 (Stirkster Anstieg) aus Seite 236 berechnet diesen Punkt. Das
anschlieffende Beispiel 5.4.1 zeigt jedoch die Grenzen eines solchen Ansatzes: Bei diesem
Approximationsfehler werden grofie Segmente besonders stark gewichtet.

Beispiel 5.4.1
Gegeben sei der Kontext des Abschnitts 4.5. Das heifit, es wird ein diskretes Grauwertpi-
xelbild betrachtet und es ist £ := R mit dem Standardskalarprodukt. Die Approximation
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Algorithmus 17 (Stdrkster Anstieg) Schéitzung der Anzahl der Segmente iiber den
starksten Anstieg des Approximationsfehler
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,

Startanzahl k& von Segmenten

Output: geschitzte Anzahl von Objekten im diskreten Pixelbild

: for i = k abwirts bis ¢ = 1 do
Berechne ein lokales pixelbasiertes Maximum A; € S;(2) einer i-Niveaupassung des
Bildes ¢

error; = ||g — D AcA, gAH?\/I
. end for

N =

3
4
5: max «— —1

6: estimatedSegments « k

7. for i = k — 1 abwérts bis i = 1 do
8 if error;_; — error; >max then
9 estimatedSegments «— ¢

10: max «— error;_i — error;
11:  end if
12: end for

13: return estimatedSegments

erfolgt mit konstanten Funktionen beziiglich des Mengensystems der grauwertverbundenen
Mengen.

Das zu segmentierende Bild wurde schon im Abschnitt 2.3.1.1 als Beispiel einer Segmentie-
rung iiber einen Schwellwert mit Hilfe der Varianzanalyse prisentiert (vgl. Abbildung 2.7).
Die Abbildung 5.9 (oben) zeigt noch einmal das Eingabebild g, das Bild einer Granittran-
che vor weilem Hintergrund, die einen Schatten auf diesen Hintergrund wirft. Abbildung
5.9 (Mitte) zeigt den Verlauf der durch den Algorithmus 17 (Stérkster Anstieg) definier-
ten Folge (errori)?il. Es ist deutlich zu sehen, daf sich der stéirkste Anstieg (bei fallender
Segmentanzahl) beim Ubergang von zwei zu einem Segmenten befindet. Daher liefert der
Algorithmus zwei zu trennende Segmente als Ergebnis der Schétzung. Abbildung 5.9 (un-
ten) zeigt ein pixelbasiertes lokales Maximum einer 2-Niveaupassung.

Bei genauerer Betrachtung fallt auf, dafl auch der Anstieg des Fehlers bei der Reduktion
von drei auf zwei Segmente im Verhéltnis zu den iibrigen Anstiegen sehr stark ist. Generell
ist zu bemerken, dafl der Approximationsfehler || - || stark von der Griofie der Objekte
abhingt. Daher ist die Uberlegung, diesen Fehler relativ zur GriéBe der jeweiligen Segmente
zu berechnen, wie es im néchsten Abschnitt geschieht, berechtigt.
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Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 17 (Stérkster Anstieg):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 2.

Das Ergebnis einer pixelbasierten 2-Niveaupassung mit konstanten
Funktionen beziiglich des Mengensystems der grauwertverbundenen
Mengen geméf Beispiel 5.4.11

Abbildung 5.9: Ergebnis des Algorithmus 17 (Stérkster Anstieg) auf
einem Bild gemif Beispiel 5.4.1.
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5.4.2 Der groflite normalisierte Fehler

Der Ansatz des grofiten normalisierten Fehlers verbindet zwei grundlegende Ideen:

i. Der Approximationsfehler sollte unabhéingig von der Grofie der Segmente sein.

ii. Es sollte der Fehler des fehlerhaftesten Segments gezihlt werden.

Die Motivation der zweiten Idee ergibt sich aus folgender Uberlegung: Ist A ein lokales Op-
timum einer k-Niveaupassung, so wird die Mehrniveaupassung fiir jedes Segment A € A
den Fehler ||f — fa|l 4 minimal halten. Angenommen, es befinden sich [ durch konstante
Niveaus deutlich trennbare Segmente im Bild. Ist nun k& > [, so ist der Fehler || f — fal| 4
fiir jedes A € A relativ gering. Eine Niveaureduktion iiber den Algorithmus 16 (Itera-
tive Niveauverschmelzung) wird dann iterativ Segmente verschmelzen, die sich sehr
ghnlich sind, d. h. die einen &dhnlichen Niveauverlauf haben. Dies ist nur méglich, wenn
mindestens genauso viele Segmente zur Segmentierung zur Verfiigung stehen, wie trenn-
bare Objekte im Bild sind. Ist dies nicht der Fall, so miissen zwei Segmente, die sich nicht
ghnlich sind, miteinander verbunden werden. Steht dann ein Segment weniger als optisch
trennbare Objekte im Bild zur Verfiigung, so zeichnen sich die mit Hilfe des Algorithmus
16 (Iterative Niveauverschmelzung) als Initialisierung berechneten lokalen Minima
einer k-Niveaupassung in der Regel dadurch aus, dafl sich k — 1 Segmente gebildet haben,
auf denen der Approximationsfehler ||| , gering ist, und das letzte Segment den Rest des
Definitionsbereichs abdeckt. Daher geniigt es, den Fehler des fehlerhaftesten Segments zu
betrachten.

Salopp formuliert sollen also beginnend mit einer ausreichenden Anzahl von Segmenten,
diese solange reduziert werden, bis die Anzahl der Segmente nicht mehr ausreicht und ein
Segment zwei deutlich im Bild trennbare Objekte {iberdecken mu8.

Diese Uberlegungen fiihren zu dem folgendem Fehlermaf.

Definition 5.4.2 (Gréf3ter normalisierter Fehler)
Fiir eine Mengen A € 2 und f,g € L?*(B(M), B(E)) heile der Fehler

o I —glh . AA) >0
0 , sonst

na(f,g) == {

der normalisierte Fehler auf A zwischen f und g. Fiir eine Segmentierung A € G ()
heifle der Fehler

nA(fa g) = gleal)gnA(fag)

der grifite normalisierte Fehler der Segmentierung A zwischen f und g.
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Bemerkung 5.4.3

Betrachtet man das Mengensystem der grauwertverbundenen Mengen und die Klasse der
konstanten Funktionen, wie dies in Abschnitt 4.5 geschieht, so verbirgt sich hinter dem
Begriff des normalisierten Fehlers nichts anderes als die bedingte Varianz. Ersetzt man in
der Gleichung (2.3) des Abschnitts 2.3.1.1 (S. 21) die durch die Varianzanalyse definierten
Begriffe durch die entsprechenden Definitionen der vektoriellen Mehrniveaupassung, so gilt
mit Ay = Lﬂf:o P; (vgl. Abschnitt 4.5):

UO(k)2 = nAk(fa fAk)

Bemerkung 5.4.4

Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 5.4.1 betrachteten Approximationsfehler ||-|| ist es beim
groBten normalisierten Fehler durchaus moglich, dafl der Approximationsfehler bei abneh-
mender Anzahl von Segmenten sinkt. Die Begriindung liegt in der Normalisierung des
Fehlers: Kleine Segmente mit starken Storungen werden stéirker bewertet als beim Appro-
ximationsfehler ||-|| ;. Wird so ein kleines Segment zu einem gréferen Segment hinzugefiigt,
so kann der normalisierte Approximationsfehler des zusammengefiigten Segments kleiner
sein als der des gestorten kleineren Ausgangssegments. Daher kann der grofite normali-
sierte Approximationsfehler bei einer Niveaureduktion kleiner werden, wie die Abbildung
5.10 am Beispiel eines Bildes mit eindimensionalem Definitionsbereich zeigt.

Lemma 5.4.5
Es gilt

. 1 2 A2
Beweis:

folgt mit Lemma 3.5.5 (S. 94) und Definition 3.5.13 (S. 99)

Bemerkung 5.4.6
Das Lemma 5.4.5 ist die Entsprechung des aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannten
Zusammenhangs VAR[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?.

Fiir diskrete Pixelbilder g erlaubt das Lemma 5.4.5 eine Berechnung des Wertes n4(g,94),
ohne alle Pixel des Segments A zu durchlaufen. Vielmehr sollte ein Algorithmus, der ei-
ne optimale Segmentierung A = {A4y,..., Ay} berechnet, bei jedem Pixelaustausch der
Segmente die Werte ||g||% = ZpG]P)(A) ”9”;2, und H'yg(A)H22 aus zuvor berechneten Werten

aktualisieren. Zur Aktualisierung des Wertes ||7g(A)H22 in einer Update-Strategie sei auf
Abschnitt 4.3.3.2 verwiesen.



5. Niveaureduktion und Schétzung der Anzahl der Segmente 240
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Zu segmentierendes Eingabebild.
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1 2 3 4 5 6
Segmentierung durch zwei zusammenhéngende Mengen.
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1 2 3 4 5 6
Segmentierung durch eine zusammenhéngende Menge.

Abbildung 5.10: Der grofite normalisierte Fehler der Segmentierung des
Bildes (oben) durch zwei zusammenhéngende Mengen mit konstanten
Funktionen ist 2 (Mitte), der grofite normalisierte Fehler der Segmentie-
rung durch eine zusammenhéngende Menge ist 1 (unten). Damit ist der
grofite normalisierte Fehler der Segmentierung mit weniger Segmenten
in diesem Fall kleiner.
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5.4.3 Ein Algorithmus zur Schitzung der Anzahl der Segmente iiber
den gréf3ten normalisierten Fehler

Mit Hilfe des im vorangegangenen Abschnitts 5.4.2 eingefithrten grofiten normalisierten
Fehlers ist es nun moglich, ein Pareto-Optimum einer Mehrzieloptimierung zu berechnen,
das einer etwas differenzierteren Bedingung gehorcht als das des Algorithmus 17 (Stérk-
ster Anstieg). Die Heuristik, die der folgende Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) imple-
mentiert, liefert in vielen Féllen ein optisch schoneres Ergebnis, als die des Algorithmus
17 (Starkster Anstieg).

Algorithmus 18 (Anzahlschiitzer) Schitzung der Anzahl der Segmente iiber den grof-
ten normalisierten Fehler
Input: Diskretes Pixelbild g : M — R¢,

Startanzahl £ von Segmenten

Output: geschitzte Anzahl von Objekten im diskreten Pixelbild

1: for ¢ = k abwérts bis 2 =1 do

2:  Berechne ein lokales pixelbasiertes Maximum A € S;(2) einer i-Niveaupassung des
Bildes g

3 gA Do aca 94

4:  error; :=na(g,9A)

5: end for

6: estimatedSegments «— k

7: criticalValue « errory

8: for i = k — 1 abwérts bis i = 1 do

9:  if error; < criticalValue then

10: estimatedSegments «— ¢

11:  end if

12:  if error;_1 < error; und error; > criticalValue then

13: criticalValue «+ error;

14: end if

15: end for

16: return estimatedSegments




5. Niveaureduktion und Schétzung der Anzahl der Segmente 242

Bemerkung 5.4.7
Der Algorithmus 18 (Anzahlschiitzer) wurde fiir Mehrniveaupassungen mit konstanten
Funktionen bereits in [Han00] vorgeschlagen.

Sind fur ¢ € {1,...,k} die Werte error; und criticalValue(:) = max{error; | j > i} wie im
Algorithmus definiert, so berechnet der Algorithmus 18 (Anzahlschéitzer) den Wert

min{i € {1,...,k} | error; < criticalValue(i)}

Satz 5.4.8

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 5.2.6 und des Algorithmus 18 (Anzahlschiit-
zer) seien die Funktionen wne,Uapproz : {1,...,k} — Ry definiert durch wup,(i) = i
und Ugpprog (i) = error;. Weiter sei N, die Menge der Nebenbedingungen, leer und
U = (Uno, Uapproz) analog zu Definition 5.2.1. In diesem Kontext gilt:

Ist ip das Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer), so ist (ig, error;,) ein Pareto-
Optimum der Zweizieloptimierung (U, E).

Beweis:
Der Entscheidungsraum X der Definition 5.2.1 ist X = {(i,error;) | i € {1,...,k}}.
Ein Tupel (ig, error;,) ist genau dann kein Pareto-Optimum, wenn ein Tupel (i, error;)
existiert, mit ¢ < 79 und error; < error;,. Nun betrachtet der Algorithmus der Rei-
he nach die Tupel (k,errory) bis (1,errory). Ist (ig,error;,) kein Pareto-Optimum, so
ist aber der Wert error; des Tupels (i, error;), das die Pareto-Optimalitit verletzt, auch
kleiner als der Wert criticalValue zum Zeitpunkt, an dem das Ergebnis auf iy gesetzt
wird. Da der Algorithmus 18 (Anzahlschitzer) nach Bemerkung 5.4.7 jedoch den Wert
min{i € {1,...,k} | error; < criticalValue(i)} als Ergebnis liefert, folgt die Behauptung.
O

5.4.4 Beispiele

Beispiel 5.4.9

Das erste Beispiel, das das Vorgehen des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) illustrieren
soll, greift das Beispiel 4.4.3 aus Abschnitt 4.4.2 auf. Dort war M = [0,500], E := R mit
der Multiplikation als Skalarprodukt, £ := (1) und g : [0,500] — Ry war gegeben durch

0 ,0<z<100
) 10,100 < @ < 200
9@ =19 60 200 < < 300
120 , 300 < < 500

Abbildung 5.11 zeigt das diskrete Pixelbild g, die Startsegmentierung beziiglich des Men-
gensystems der pixelzusammenhéngenden Intervalle mit 60 Segmenten, die Entwicklung
des Fehler error; im Algorithmus 18 (Anzahlschitzer) und das Ergebnis einer pixel-
basierten Mehrniveaupassung in diesem Kontext mit dem Ergebnis des Algorithmus als
vorgegebene Anzahl von Niveaus. Die Abbildung 5.12 zeigt das diskrete Pixelbild g das
aus g durch Uberlagerung eines auf [—20,20] uniformen Rauschens entstand. Dort sind
ebenfalls die Startsegmentierung, die Entwicklung des Fehler error; und das Ergebnis ab-
gebildet.
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Skizze von g.

“errors”

e

0

Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 18 (Anzahlschétzer):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 4.

Das Ergebnis einer pixelbasierten 4-Niveaupassung gemafl Beispiel 5.4.9.

Abbildung 5.11: Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) auf
einem diskreten Pixelbild geméf Beispiel 5.4.9.
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Skizze von g.
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Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 18 (Anzahlschétzer):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 4, wie im unverrauschten Fall.

WMWMW

Das Ergebnis einer pixelbasierten 4-Niveaupassung geméifl Beispiel 5.4.9.

Abbildung 5.12: Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) auf
einem verrauschten Bild gemé&fl Beispiel 5.4.9.
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Beispiel 5.4.10

Das zweite Beispiel greift das Beispiel 4.4.4 des Abschnitts 4.4.3 auf. Dort war M :=
[0,500], E := R mit der Multiplikation als Skalarprodukt, £ := (1,id, id?) und das diskrete
Pixelbild ¢ : [0,500] — R, war gegeben durch

() =14 .- s00Pix(2)” + 2pix(z) , 0 < < 200
IE= 320 — Epix(a) , 200 < 2 < 500

wobei pix : R — R durch pix(z) := round(z — 3) gegeben ist. Betrachtet wird das Men-
gensystem der pixelzusammenhéngenden Intervalle in [0, 500].

In der Abbildung 5.13 (oben) wird dieses eindimensionale Bild skizziert. Die Entwicklung
des Fehlers error; fiir ¢ = 1,...,60 ist in der Mitte der Abbildung dargestellt. Man be-
achte, daB fiir fallende ¢ mit ¢ > 2 der Fehler na (g,ga ) ebenfalls fillt. Dafl der Fehler fiir
mehr als 2 Segmente nicht null ist, kann man auf die round-Operation und numerische
Instabilitdten zuriickfithren, die sich bei grofleren Segmenten autheben. Der Algorithmus
18 (Anzahlschétzer) liefert als geschitzte Anzahl von Objekten im Bild dem Wert 2.
Unten in der Abbildung 5.13 ist dann die optimale Segmentierung mit zwei Segmenten
skizziert.

In der Abbildung 5.14 wurde die Funktion g mit einem starken uniformen Rauschen {iber-
lagert. Trotzdem kommt der Algorithmus 18 (Anzahlschiitzer) bei der Analyse der Werte
(error;)%9, | die in der Mitte der Abbildung skizziert sind, zum selben Ergebnis wie im
unverrauschten Fall. Der Fehler na (g, ga) hat sich allerdings fiir alle lokal-optimalen Seg-
mentierungen drastisch erhoht.
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Skizze des diskreten Pixelbildes g aus Beispiel 5.4.10.
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Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 18 (Anzahlschéitzer):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 2.

Das Ergebnis einer pixelbasierten 2-Niveaupassung geméif3 Beispiel 5.4.10.

Abbildung 5.13: Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) auf
dem diskreten Pixelbild g gem#fl Beispiel 5.4.10.
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Skizze des verrauschten Bildes g.

Startsegmentierung mit 60 Segmenten.
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Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 18 (Anzahlschétzer):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 2.

Das Ergebnis einer pixelbasierten 2-Niveaupassung gemifl Beispiel 5.4.10.

Abbildung 5.14: Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) auf
dem uniform verrauschten Bild gemifl Beispiel 5.4.10.
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Beispiel 5.4.11

Das dritte Beispiel nimmt Bezug auf das Beispiel 5.4.1, das die Performanz des Algo-
rithmus 17 (Stédrkster Anstieg) verdeutlichen sollte. Der Algorithmus schétzte — bei
Segmentierungen durch grauwertverbundene Mengen und konstanter Approximation auf
den Segmenten — die Anzahl der Objekte im Bild auf zwei. Der Algorithmus 18 (An-
zahlschétzer), der auf der Grundlage des grofiten normalisierten Fehlers, statt auf der
des Fehlers || f — -||,, arbeitet, liefert ein optisch ansprechenderes Ergebnis, ndmlich drei
zu trennende Segmente: den weilen Hintergrund, den grauen Schatten und die dunklere
Granittranche.

Eingabebild g.

Entwicklung des Fehlers error; im Algorithmus 18 (Anzahlschéitzer):
Das Ergebnis des Algorithmus ist 3.

Das Ergebnis einer pixelbasierten 3-Niveaupassung mit konstanten
Funktionen beziiglich des Mengensystems der grauwertverbundenen
Mengen geméf} Beispiel 5.4.11.

Abbildung 5.15: Ergebnis des Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) auf
einem Bild gemif Beispiel 5.4.11.
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5.4.5 Abschitzung iiber den Sensorfehler

Ist der bildgebende Sensor genau bekannt, so kann man die Anzahl der im Bild trenn-
baren Segmente iiber die Sensoreigenschaften ermitteln. Allerdings sind jedoch in den
seltensten Féllen alle Eigenschaften des bildgebenden Sensors (bzw. im Falle einer CCD-
Kamera des bildgebenden Sensor-Arrays) bekannt. Im Falle einer CCD-Kamera etwa ge-
niigt es nicht, das Rauschverhalten des CCD-Arrays zu kennen. Vielmehr miissen auch
die Digital/Analog-Wandlung in der Kamera, die Leitungseigenschaften des Kabels, die
Analog/Digital-Wandlung im Framegrabber, die vielen Beleuchtungsparameter und zahl-
reiche andere duflere Einfliisse bekannt sein. Nur in einer sterilen Laborumgebung kann
man letztlich die Sensoreigenschaften einer CCD-Kamera halbwegs genau bestimmen.
Trotzdem soll — der Vollstandigkeit halber — an dieser Stelle ein Algorithmus zur Bestim-
mung der Anzahl der trennbaren Segmente im Bild iiber einen vorgegebenen Sensorfehler
présentiert werden.

Definition 5.4.12
Sei A€ ANP(M) und g : M — R% ein diskretes Pixelbild. Der Fehler

p(g)a = max {llg(p) — ga(p) |12}
pell’(A)

heifle der mazximale Pizelfehler von g auf dem Segment A. Fiir A € Si(2) sei

p(g)a = max{p(g)a | A€ A}

definiert. p(g)a heifle der grafite maximale Pizelfehler von g auf der Segmentierung A.

Bemerkung 5.4.13
a) Erfolgt die Berechnung des lokalen pixelbasierten Maximums in Algorithmus 19 (Ep-
silon) tiber die Niveaureduktion des Abschnitts 5.3, so wird in dem meisten Fallen
der grofite maximale Pixelfehler bei sinkender Segmentanzahl steigen. Daher wiirde
es in der Praxis im Algorithmus geniigen, solange Segmente zu verschmelzen, bis der
grofite maximale Pixelfehler die vorgegebene e-Schranke iiberschreitet.

b) Obwohl in den seltensten Féllen eine genaue e-Schranke als Sensoreigenschaft fiir
den Algorithmus 19 (Epsilon) angegeben werden kann, ist der Algorithmus in vie-
len praktischen Anwendungen einsetzbar. Ein Benutzer kann dann solange die &-
Schranke verdndern, bis ihm das Ergebnis optisch gefallt.
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Algorithmus 19 (Epsilon) Schétzung der Anzahl der Segmente iiber den Sensorfehler

Input: Diskretes Pixelbild g : M — RY,

Startanzahl k£ von Segmenten,
e>0

Output: geschitzte Anzahl von Objekten im diskreten Pixelbild

Y

11:

: for 1 = k abwérts bis 7 =1 do

Berechne ein lokales pixelbasiertes Maximum A € S;(2) einer i-Niveaupassung des
Bildes g
error; := p(g)A

end for
estimatedSegments «— k
for i = k abwérts bis i = 1 do

if error; < ¢ then
estimatedSegments «— ¢
end if

end for
return estimatedSegments

5.4.6 Andere Fehlerfunktionen zur Abschitzung der Anzahl der Seg-

mente

Die gleichen Kriterien, die bei der Minimierung des Energiefunktionals nach Mumford und
Shah (vgl. Abschnitt 2.4) die Anzahl der Unstetigkeitsstellen direkt oder indirekt bestim-
men, kénnen auch bei Segmentierung mit Methoden der vektoriellen Mehrniveaupassung

angewendet werden.

Im Bereich der Mehrniveaupassung erscheinen beziiglich des Mengenmodells der pixelzu-
sammenhingenden Mengen auch die folgenden Abschéitzungen iiber vom Benutzer defi-

nierte Schwellwerte sinnvoll:

e Abschitzung {iber die Sprunghdhe im Bild

Eine Niveaureduktion erfolgt solange, bis der Abstand ||g(p1) — g(p2)|l, zweier be-
nachbarter Randpixel p1, po adjazenter Segmente einen vorher festgelegten Schwell-
wert iiberschreitet.

Abschétzung iiber die Sprunghthe in der Segmentierung

Eine Niveaureduktion erfolgt solange, bis der Abstand |ga(pa) — g(pB)||, zweier
benachbarter Randpixel pa, pp adjazenter Segmente A, B einen vorher festgelegten
Schwellwert tiberschreitet.

Abschitzung iiber die Steigungen in der Segmentierung

Eine Niveaureduktion erfolgt solange, bis das Integral der Steigungen der approxi-
mierenden Funktion auf einem Segment einen vorher festgelegten Schwellwert iiber-
schreitet.

Natiirlich ist auch eine Linearkombination aller in diesem Unterkapitel vorgestellten Feh-
lerfunktionen als neue Fehlerfunktion denkbar



Kapitel 6

Schlufibemerkungen und Ausblick

6.1 Einleitung

Abschlieflend sollen die Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung in der Bild-
segmentierung sowohl mit den Definitionen von Segmentierung als auch mit den géngigsten
Segmentierungsverfahren verglichen werden.

Im folgenden Unterkapitel werden noch einmal die wichtigsten Konzepte des Ansatzes der
Bildsegmentierung iiber eine vektorielle Mehrniveaupassung zusammengefafit. Anschlie-
Bend wird gepriift, ob diese Konzepte den verschiedenen Definitionen des Begriffes ,,Seg-
mentierung”, die in Abschnitt 2.2 prisentiert wurden, geniigen.

Das dritte Unterkapitel orientiert sich an der Praxis der Bildsegmentierung. Die vektorielle
Mehrniveaupassung wird mit den géngigen Segmentierungsverfahren verglichen. Es ist
offensichtlich, dafl dabei der Vergleich zum Mumford-Shah-Modell und zum Ansatz von
Kampke und Kober im Vordergrund steht.

Der Ausblick im vierten Unterkapitel zeigt, dafi, sowohl in praktischer als auch in theore-
tischer Hinsicht, die vektorielle Mehrniveaupassung nicht auf den Bereich der Bildsegmen-
tierung beschrinkt werden mus.
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6.2 Das Konzept der vektoriellen Mehrniveaupassung als
Segmentierungsverfahren

Die beiden vorangegangenen Kapitel 4 (,,Algorithmen und Anwendungen der Mehrniveau-
passung im Bereich der Bildsegmentierung“) und 5 (,,Niveaureduktion und Schétzung der
Anzahl der Segmente“) zeigen insbesondere in ihren Beispielen die Rechtfertigung fiir
den Einsatz der vektoriellen Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung. Die folgenden
Abschnitte werden zeigen, dal dieser Ansatz der Segmentierung dem Vergleich mit den
notwendigen Bedingungen einer Segmentierung (Definition 2.2.1) oder den Forderungen,
die Haralick und Shapiro bzw. Mumford und Shah an eine Segmentierung stellen (vgl.
Abschnitt 2.2), standhilt. Insgesamt bietet die vektorielle Mehrniveaupassung einen sehr
allgemeinen Ansatz, den man — durch die Wahl eines geeigneten Systems erlaubter Men-
gen bzw. Funktionen — so spezialisieren kann, daf} er der jeweiligen Definition des Begriffes
»Segmentierung® aus Abschnitt 2.2 gentigt.

6.2.1 Zusammenfassung: Vektorielle Mehrniveaupassung — Anwendun-
gen in der Bildsegmentierung

Die vektorielle Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung ist ein Verfahren, das eine Seg-
mentierung eines Bildes durch die Minimierung des Abstands einer segmentweise stetigen
Funktion zum Bild bestimmt. Jede Segmentierung im Kontext der vektoriellen Mehrni-
veaupassung unterliegt dabei starken Nebenbedingungen, was sowohl das Aussehen der
Segmente als auch die Approximation auf den Segmenten angeht. So miissen die Segmente
aus einem System erlaubter Mengen sein und die approximierende Funktion auf jedem
Segment aus einer Klasse erlaubter Funktionen. Beide Mengen, die der erlaubten Mengen
und die der erlaubten Funktionen, sind vor dem Segmentierungsproze3 vom Benutzer je
nach Problemklasse wahlbar. Selbst das Approximationsverhalten 148t sich durch die Wahl
einer erlaubten Familie von Skalarprodukten steuern.

Der Anwender der vektoriellen Mehrniveaupassung kann also an drei Stellen den Segmen-
tierungsprozefl modellieren:

i. Das System der erlaubten Segmentierungen
Das System der erlaubten Segmentierungen gestattet es dem Anwender, problem-
spezifisch ein addquates Aussehen der Segmente der optimalen Segmentierung fest-
zulegen. Der Abschnitt 3.3 stellt allerdings Forderungen an die Eigenschaften des
Systems der Segmentierungen, die z. B. das System der zusammenhéngenden Men-
gen im Zweidimensionalen nicht erfiillt.

ii. Die Klasse der erlaubten Funktionen

Die Klasse der erlaubten Funktionen ist nach Abschnitt 3.4 ein endlich dimensionaler
Vektorraum stetiger Funktionen, der sich ohne Dimensionsverlust auf jedes nichtleere
Segment beschrinken l&8t. Fiir jedes Segment kann das Approximationsproblem als
orthogonale Projektion auf den Raum der erlaubten Funktionen formuliert werden,
was der algorithmischen Umsetzung der vektoriellen Mehrniveaupassung sehr ent-
gegenkommt. Je nach Problem kann ein geeigneter Funktionenraum vom Anwender
gewahlt werden.
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iii. Die Familie der erlaubten Skalarprodukte

Die Familie der erlaubten Skalarprodukte formuliert das Approximationsverhalten
der segmentweise definierten Funktion zum Bild (vgl. Definition 3.4.4). Der zu mi-
nimierende Abstand wird als Norm iiber die Familie der erlaubten Skalarprodukte
induziert. In den meisten Féllen der Praxis ist die durch die Norm induzierte Metrik
die des L2(B(M), B(R?)), so daB die Approximation des Bildes in gewohnter Art und
Weise statt findet. Es ist allerdings auch moglich, iiber das Skalarprodukt Einflufl
auf das Approximationsverhalten zu nehmen. Man koénnte z. B. bei mehrkanaligen
Bildern die einzelnen Kanéle unterschiedlich gewichten.

Ein weiterer Parameter, der dem Anwender der vektoriellen Mehrniveaupassung in die
Hand gegeben wird, ist die Anzahl der Segmente einer Segmentierung. Eine Schitzung
dieses Parameters kann allerdings auch algorithmisch erfolgen, wie das Kapitel 5 (,Ni-
veaureduktion und Schitzung der Anzahl der Segmente®) zeigt. Der Anwender sollte sich
bei der Verwendung von Algorithmen des fiinften Kapitels allerdings immer bewuf3t sein,
daf} es sich dabei lediglich um eine heuristische Schitzung einer plausiblen Anzahl von
Segmenten handelt.

6.2.2 Vergleich mit den Bedingungen von Haralick und Shapiro

Segmentierungen iiber die vektorielle Mehrniveaupassung erfiillen die Bedingungen, die
Haralick und Shapiro fiir Segmentierungen beobachtet haben (vgl. (2.1), S. 14):

i.: Segmente einer Segmentierung sind uniform oder homogen beziglich einer Charakteri-
stik wie zum Beispiel dem Grau- oder Farbwert oder der Textur.

1.: Adjazente Segmente haben signifikant unterschiedliche Werte in der Charakteristik, in
der sie uniform sind.

Die beiden ersten Bedingungen von Haralick und Shapiro lassen sich iiber die Klasse
der erlaubten Funktionen beantworten. Erlaubt man nur konstante Funktionen, so sind
die beiden Bedingungen sicherlich trivial erfiillt. Aber auch fiir hoherdimensionale Réu-
me erlaubter Funktionen verspricht die Definition der erlaubten Funktionen 3.4.2 (S. 84)
Uniformitét auf den Segmenten iiber die Bedingung der Stetigkeit. Die erlaubten Unstetig-
keitsstellen der approximierenden Funktion an den Segmentgrenzen fithren in dem iiber-
wiegenden Teil der Anwendungen zu den geforderten signifikant unterschiedlichen Werten
in der Approximation auf adjazenten Segmenten.

i14.: Das Innere der Segmente ist einfach und hat, wenn tberhaupt, nur wenige kleine
wLocher”.
iv.: Die Rdnder von Segmenten sind ebenfalls einfach und nicht zerfranst.

Die dritte und vierte Charakterisierung einer Segmentierung kann die vektorielle Mehrni-
veaupassung iiber das System der erlaubten Segmentierungen erfiillen. Es ist offensichtlich,
daB nicht jedes System von Segmentierungen durch erlaubte Mengen nach Definition 3.3.1
diese beiden Punkte erfiillt. Das System der grauwertbenachbarten Mengen in Abschnitt
4.5, das zu einem Schwellwertverfahren fiihrt, erfiillt sie beispielsweise nicht. Aber iiber
die Definition der erlaubten Mengen nach Definition 3.2.10 kann man Systeme von Seg-
mentierungen definieren, die die Punkte iii. und iv. der Definition einer Segmentierung von
Haralick und Shapiro erfiillen.
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6.2.3 Vergleich mit den Forderungen von Mumford und Shah

Mit den obigen Ausfithrungen zu den Punkten i. und ii. der Bedingungen, denen nach
Haralick und Shapiro der Begriff ,,Segmentierung” unterliegt, sollte klar sein, daf} die vek-
torielle Mehrniveaupassung durchaus den Forderungen von Mumford und Shah an eine
Segmentierung (vgl. (2.2), S. 15) entspricht: Denn die vektorielle Mehrniveaupassung teilt
den Definitionsbereich eines Bildes in disjunkte Bereiche, auf denen sich das Bild nur stetig,
zwischen denen sich das Bild im allgemeinen jedoch unstetig d&ndert. Da die Definition von
Mumford und Shah untrennbar mit der praktischen Umsetzung durch das Mumford-Shah-
Modell (vgl. Abschnitt 2.4) verbunden ist, sei fiir den Vergleich auch auf den Abschnitt
6.3.1 verwiesen.

6.2.4 Vergleich mit den notwendigen Bedingungen einer Segmentierung

Der eigene Ansatz dieser Arbeit, notwendige Bedingungen einer Segmentierung zu definie-
ren (vgl. Definition 2.2.1, S. 18), ist vor dem Hintergrund der vektoriellen Mehrniveaupas-
sung entstanden. Daher werden alle Forderungen dieser Definition durch die Anwendungen
der vektoriellen Mehrniveaupassung zur Bildsegmentierung erfiillt, wie man an den Punk-
ten i. bis iv. der Definition {iberpriifen kann. Die vektorielle Mehrniveaupassung stellt
dariiber hinaus auch jene Flexibilitéit bereit, die implizit in der Definition 2.2.1 gefordert
wird, insbesondere in den Punkten ii. (Bereitstellung von Funktionen zur Losung eines
segmentweisen Approximationsproblems), iii. (Bedingungen an das Aussehen der Segmen-
te sind formulierbar) und iv. (Die Anzahl der Segmente ist ein Pareto-Optimum einer
Mehrzieloptimierung).
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6.3 Vergleich zu anderen Segmentierungsverfahren

In diesem Abschnitt sollen die Segmentierungsalgorithmen {iber die vektorielle Mehrni-
veaupassung mit anderen Segmentierungsansitzen verglichen werden. Dabei bieten sich
aufgrund der inhaltlichen Néhe die Methoden der Variationsrechnung zur Bildsegmentie-
rung (vgl. Abschnitt 2.4) und der Funktionsquantisierungsansatz von Kdmpke und Kober
(vgl. Abschnitt 2.5) besonders an. Aber auch zur ,,Split and Merge“-Technik 148t sich ein
Bezug finden.

6.3.1 Die vektorielle Mehrniveaupassung im Vergleich mit den
Methoden der Variationsrechnung zur Bildsegmentierung

Die Ahnlichkeit dieser beiden Ansiitze zur Segmentierung von Bildern ist offensichtlich:
Beide, sowohl die bildenergieminimierenden Verfahren {iber die Methoden der Variations-
rechnung als auch die vektorielle Mehrniveaupassung, bestimmen die optimale Segmen-
tierung eines Bildes {iber eine Approximation mit stiickweise stetigen Funktionen, deren
stetige Bereiche die Segmente bilden. Betrachtet man das Energiefunktional £ = D4+S+P,
so fallt auf, dal das Funktional D, das den Abstand der stiickweise stetigen Approximati-
on zum Bild ,bestraft“, auch die Grundlage der vektoriellen Mehrniveaupassung ist (vgl.
Abschnitt 3.1).

Die Funktionale S und P findet man bei der Formulierung der vektoriellen Mehrniveau-
passung nicht. IThre Aufgaben iibernehmen die Klasse der erlaubten Funktionen und das
System der erlaubten Mengen.

6.3.1.1 Vergleich der Segmentgrenzen

Bei der vektoriellen Mehrniveaupassung ist die Gestalt der Segmente direkt iiber die Defi-
nition des System der erlaubten Mengen steuerbar. Im Gegensatz dazu kann der Anwender
des Mumford-Shah-Modells nur wenig Einflufl auf das Aussehen der Segmentgrenzen der
Segmentierung nehmen. Selbst die Theorie dieses Ansatzes bietet nur vage Informatio-
nen iiber die Gestalt dieser Grenzen. Die Sitze 2.4.4 (S. 35) und 2.4.5 (S. 35) und die
Bemerkung 2.4.6 (S. 35) zeigen zwar, dal die Grenzlinien einer Energieminimierung des
Funktionals £ = D + S + P mathematischen Glattheitsbedingungen geniigen, und der
Strafterm P erlaubt dem Anwender, eine zu lange Grenzlinie zu ,,bestrafen”, aber Aussa-
gen iiber das optische Aussehen liefert dieser Ansatz nicht. Dies wére sicherlich auch nicht
im Sinne der Idee der Energieminimierung, die eben auch das Aussehen der Segment-
grenzen als Energieminimierung im Strafterm P, d. h. als freies Spiel der vorgegebenen
,Krifte*, modelliert.

Die vektorielle Mehrniveaupassung bietet kein Aquivalent zu diesem Strafterm P, daher
muf} zwangsldufig ein System erlaubter Mengen eingefiithrt werden, um optisch ansehnliche
Ergebnisse zu erhalten.

Der Vorteil dieses Mengensystems ist es, dafl das Ergebnis einer Mehrniveaupassung ge-
nau den Zielvorstellungen des Benutzers entsprechen mufl. Dies kann allerdings auch ein
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Nachteil sein: Ein Mengensystem kann sich unter Umsténden als zu streng gewéhlt heraus-
stellen. In diesem Fall bietet es keine Spielrdume mehr: Segmentiert man mit rechteckigen
Mengen, kann man keine rundlichen Segmente erwarten. Andererseits kann man auch ein
zu wenig restriktives Mengensystem wéhlen, in dem vielleicht zu starke Zerfransungen des
Randes der Segemte bei einigen Segmentierungen auftreten (vgl. etwa Abbildung 4.43,
S. 217).

6.3.1.2 Vergleich der Approximation auf den Segmenten

Eine grofie Gemeinsamkeit der Segmentierung mit vektorieller Mehrniveaupassung und
der Segmentierung mit Methoden der Variationsrechnung ist die Approximation des Bil-
des durch stetige Funktionen auf den Segmenten. Um dieser Approximation einen sinn-
vollen Rahmen zu geben, d. h. um das Approximationsproblem so zu formulieren, dafl die
Losung des Problems auch in den Rahmen des Begriffes ,,Segmentierung” fillt, gehen beide
Segmentierungsverfahren jedoch unterschiedlich vor.

Waéihrend die vektorielle Mehrniveaupassung den Raum der Funktionen, mit denen appro-
ximiert wird, einschrinkt, lassen die Anséitze der Variationsrechnung diesen Raum weit-
gehend unspezifiziert und ,,bestrafen” grofle Funktionséinderungen der approximierenden
Funktion durch das Funktional S des Energiefunktionals £ = D + S + P (vgl. Abschnitt
2.4.1, Gleichung (2.8), S. 32). Dieser Ansatz erlaubt es der approximierenden Funktion,
dem Verlauf des Bildes zu folgen, wenigstens so weit es das Funktional S ermdglicht. Es
wird nicht der Abstand zum Bild minimiert, sondern eben ein Energiefunktional, in dem
der Abstand zum Bild nur ein Teil einer Zielfunktion ist. Bei der Diskretisierung dieses An-
satzes durch die Methode der finiten Elemente nach Blake und Zisserman (vgl. Abschnitt
2.4.2.1) fithrt dies jedoch dazu, daf es einen durch die Parametrisierung der Strafterme
S und P determinierten Schwellwert fiir eine Sprungstelle des Bildes gibt, bei dem die
Methoden der Variationsrechnung eine Unstetigkeitsstelle haben miissen (vgl. Gleichung
(2.12), S. 37).

Die vektorielle Mehrniveaupassung geht einen anderen Weg um das Approximationspro-
blem auf den Segmenten segmentierungsgerecht einzuschréinken: Bei diesem Verfahren darf
nur ein endlich dimensionaler Vektorraum von Funktionen zur Approximation herangezo-
gen werden.Im Gegensatz zur Energieminimierung nach Mumford und Shah wird nur der
Abstand zum Bild minimiert. Bei einer Approximation durch Funktionen eines endlichen
Vektoraums ist die Sprunghaftigkeit der approximierenden Funktion, auf Pixeln durch die
Einschrinkung auf den Vektorraum stark begrenzt. Denn Pixel haben eine positive Fliache
und daher ist nach Definition 3.4.2 das Approximationsproblem auf einem Pixel eindeutig
16sbar. Dadurch ist die Sprunghaftigkeit der approximierenden Funktion nicht mehr ver-
dnderbar. Das Sprungverhalten hingt also direkt von der Klasse der erlaubten Funktionen
ab. Wahlt man etwa einen Polynomraum mit niedrigem Grad, so ist die Sprunghohe, die
eine approximierende Funktion zwischen zwei Pixeln iiberwinden kann, in der Regel sehr
gering. Auf der anderen Seite kann es auch sein, dafl — etwa bei periodischen Texturen —
Spriinge zwischen Pixeln gewollt sind. Hier bietet die vektorielle Mehrniveaupassung bei
richtiger Auswahl der Klasse der erlaubten Funktionen einen gréfleren Spielraum als das
Mumford-Shah-Modell (vgl. auch Abschnitt 6.3.1.5).

Da das Approximationsproblem auf dem ganzen Segment eindeutig 16sbar ist, kann die
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Losung nicht so flexibel auf lokale Bildverénderungen reagieren, wie beim Ansatz nach
Mumford und Shah. Allerdings miissen lokale Ausreifler der Bildfunktion, die einen ge-
wissen Schwellwert iiberschreiten, nicht zwangslaufig zu einer Segmentgrenze fithren. Die
Abbildung 6.1 (S. 258) verdeutlicht diesen Unterschied im Approximationsverhalten.

Die Bewertung des Verhaltens gegeniiber lokalen Ausreiflern der Bildfunktion muf
problemabhingig sein: Ist der Benutzer nicht gewillt, einen lokalen Wertsprung einer
gewissen Hohe als Rauschen abzutun, so ist das Verhalten der Energieminimierung zur
Bildsegmentierung vorzuziehen.! Will man andererseits einzelne Pixel, die inmitten eines
gleichférmigen Segments plotzlich einen herausragenden Wert haben, nicht iiberbewerten,
so bietet sich die vektorielle Mehrniveaupassung an.

Fin nicht zu unterschétzender Vorteil der Einschrinkung auf einen endlich dimensionalen
Vektorraum ist auch die einfachere algorithmische Umsetzung der Approximation: Hat
man eine Orthonormalbasis des Vektorraums, so ist die optimal approximierende Funktion
aus dem Vektorraum eine orthogonale Projektion (vgl. Bemerkung 3.5.4, S. 94). Dies ist
bei diskreten Pixelbildern eine leicht zu berechnende Operation (vgl. Abschnitt 4.1). Der
algorithmische Aufwand ist daher ungleich geringer als bei der Energieminimierung, bei der
man schnell zu nichtlinearen Optimierungsproblemen kommt, die wesentlich aufwendiger
zu 16sen sind (vgl. Abschnitte 2.4.2.1, 2.4.3.1 und 2.4.3.2).

6.3.1.3 Vergleich der Anzahl der Segmente

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen dem Ansatz von Mumford und Shah und
dem der vektoriellen Mehrniveaupassung ist der Umgang mit der Anzahl der durch die
Segmentierung zu erwartenden Segmente. Wahrend die Anzahl der Segmente bei der Ener-
gieminimierung des Mumford-Shah-Funktionals nur indirekt {iber die Parameter o und /3
der Strafterme S und P gesteuert werden kann, ist sie bei der vektoriellen Mehrniveaupas-
sung ein freier Parameter, der entweder vom Benutzer oder von einem Schétzalgorithmus
(vgl. Kapitel 5) vorgegeben wird.

Der Ansatz der Variationsrechnung schafft immer dann ein neues Segment, wenn das
Energiefunktional es fordert, d. h. wenn das Bild einen Sprung macht, der zu einer hohen
yotrafe“ durch den Term S fithrt. Der Vorteil dieses Vorgehens liegt auf der Hand: Ist
das bildgebende Verfahren in seinen Sensoreigenschaften gut bekannt, und sind daher die
Parameter a und 3 fest vorgegeben, so kann der Variationsansatz mit Bildern, die eine un-
bekannter Anzahl von Objekten enthalten, umgehen. Auf der anderen Seite kann in einem
solchen Fall fiir die vektorielle Mehrniveaupassung jederzeit der Algorithmus 19 (Epsilon)
des Abschnitts 5.4.5 zur Schiatzung der Anzahl der Segmente herangezogen werden. Liegt
jedoch, wie meist in der Praxis, eine solch tiefgehende Kenntnis iiber das bildgebende Ver-
fahren nicht vor, so mufl ein Anwender der energieminimierenden Verfahren die Parameter
a und [ solange variieren, bis er ein ihm verniinftig erscheinendes Segmentierungsergeb-
nis erhélt, obwohl unter Umsténden die Anzahl der zu segmentierenden Objekte in der
Problemstellung klar definiert ist.

FEin weiterer Unterschied bei der Bestimmung der Anzahl der Segmente findet man in der
Bewertung der Form der Segmente. Wiahrend bei den Segmentierungsalgorithmen iiber

! Abschnitt 5.4.6 zeigt jedoch, daB man ein solches Verhalten auch innerhalb der vektoriellen Mehrni-
veaupassung modellieren kann.
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Eindimensionales Originalbild: Man beachte den hohen Funktionswert
ungefiahr in der Mitte des 2. ,Plateaus*.

e
Helelrsdnihe

4-Niveaupassung mit konstanten Funktionen beziiglich des Mengensy-
stems der zusammenhéngenden Mengen.

e o

fholpmdf VA

Variationsansatz: Es ist nicht moglich, die Parameter o und g so zu
wéhlen, daf sich genau die vier Segmente der 4-Niveaupassung ergeben.

Abbildung 6.1: Vergleichendes Beispiel der Approximationseigenschaften
der vektoriellen Mehrniveaupassung und des Energieminimierungsansat-
zes nach Mumford und Shah.
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die Energieminimierung immer die Linge des Randes der Segmente als Parameter in die
Ermittlung der Anzahl der Segmente miteinflieit, ist dies bei den Schétzverfahren der vek-
toriellen Mehrniveaupassung in Kapitel 5 nicht der Fall. Viemehr wird bei diesen Schétz-
algorithmen immer ein Approximationsfehler, der unter Umstédnden iiber die Grofle der
Segmente gemittelt ist (vgl. Abschnitt 5.4.2), als Parameter der Schitzung herangezogen.
Bei keinem der Verfahren spielt die Form der Segmente eine Rolle, wie dies bei einer
Bewertung der Randlénge implizit der Fall ist.

6.3.1.4 Vergleich der Sprunghéhen zwischen den Segmenten

In der Bewertung der Sprunghothen zwischen den Segmenten liegt ein weiterer fundamen-
taler Unterschied zwischen der Bildsegmentierung iiber die vektorielle Mehrniveaupassung
und der iiber die Energieminimierung des Mumford-Shah-Funktionals. Die Parametrisie-
rung der “Strafen* fiir Unstetigkeitsstellen und Steigungen iiber die Parameter o und f
liefert — wie bereits erwéhnt — einen festen Schwellwert fiir die Sprunghohen des Bildes an
den Segmentgrenzen. Uber den Umweg der Niveaureduktion und der Abschiitzung der An-
zahl der Segmente bietet die vektorielle Mehrniveaupassung indirekt auch die Moglichkeit,
die Sprunghchen zwischen den Segmenten zu kontrollieren, wie Abschnitt 5.4.6 zeigt.

6.3.1.5 Segmentierung von Texturen

Die Segmentierung von Texturen mit Hilfe von energieminimierenden Verfahren, gemé&fl
dem Mumford-Shah-Modell, kann nur indirekt erfolgen. Der Term S des Energiefunktio-
nals ,bestraft“ Schwankungen der approximierenden Funktion. Deshalb erzeugen Textu-
ren mit regelméfigen Schwankungen im Grau- oder Farbwertverlauf einen grofien Wert
im Energiefunktional. Es ist dies schliefflich auch im Sinne der Definition des Begriffes
»Segmentierung® von Mumford und Shah (vgl. Abschnitt 2.2.1), in der gefordert wird, dafl
sich das Bild innerhalb eines Segments nur schwach &ndert. Also eignet sich das Mumford-
Shah-Modell nicht zur direkten Segmentierung von solchen Texturen. Stattdessen wird
anstelle des normalen Bildes ein Featurebild, d. h. ein Metabild mit aus dem Originalbild
extrahierten Features, segmentiert. Die aus dem Originalbild gewonnenen Featurevektoren
sollten dabei derart sein, daf sie sich innerhalb eines Segments nur wenig und zwischen
den Segmenten stark unterscheiden. Ein solches Vorgehen findet man z. B. in [KLM94].

Die vektorielle Mehrniveaupassung kennt, wie in Abschnitt 6.3.1.2 bereits erwéihnt, kei-
nen Strafterm fiir Steigungen der Approximation, da lediglich der Abstand der appro-
ximierenden Funktion zum Bild gemessen wird. Daher muf3, bei entsprechender Wahl
der Klasse der erlaubten Funktionen, ein regelméfig schwankender Grau- oder Farb-
wertverlauf nicht zu einem hohen Approximationsfehler auf der Texturfliche und da-
mit unter Umstédnden zur Bildung mehrerer Niveaus auf dieser Fliche fithren. Als Klas-
se der erlaubten Funktionen kénnte man zur Segmentierung von Texturen mit peri-
odischem Grauwertverlauf einen Funktionenvektorraum periodischer Funktionen wéhlen.
€ := (1, cos,sin, ..., cos 2mn, sin 27n) fiir ein n € N wire beispielsweise ein solcher Vektor-
raum.
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6.3.2 Die vektorielle Mehrniveaupassung im Vergleich zu den
Quantisierungsansitzen zur Bildsegmentierung

Bereits in der Bewertung der Ansitze von Kdmpke und Kober zur Bildsegmentierung
iiber Funktionsquantisierung (Abschnitt 2.5.4) wurde darauf hingewiesen, dafl man die
vektorielle Mehrniveaupassung als Erweiterung dieses Ansatzes sehen kann. Ubernommen
wurde die stiickweise Approximation des Bildes. Bei der Quantisierung von Funktionen mit
eindimensionalem Definitionsbereich war implizit das System von Segmentierungen durch
Intervalle gegeben. Dieses wurde fiir die vektorielle Mehrniveaupassung im Abschnitt 3.3
benannt und abstrahiert. Dadurch war es moglich, viele Ergebnisse von Kémpke und Kober
auch fiir Funktionen mit héherdimensionalem Definitionsbereich zu formulieren.

Wihrend bei der Funktionsquantisierung nach Kdmpke und Kober die Funktion (oder das
Bild) auf den Segmenten nur durch konstante Funktionen approximiert wird, erweitert die
vektorielle Mehrniveaupassung den Raum der approximierenden Funktionen auf endlich
dimensionale Vektorrdume von Funktionen, die gewissen Bedingungen unterworfen sind
(vgl. Definition 3.4.2, S. 84). Trotzdem behalten wichtige Ergebnisse des Unterkapitels 2.5
auch in dem erweiterten Kontext der vektoriellen Mehrniveaupassung ihre Giiltigkeit. Der
wichtigste Satz in diesem Zusammenhang ist, dal die Partition (oder Segmentierung) die
approximierende Funktion eindeutig bestimmt. Im Fall der Funktionsquantisierung ist dies
der Satz 2.5.6 (S. 51), der im Satz 3.5.21 (S. 102) seine Entsprechung im Kontext der vek-
toriellen Mehrniveaupassung findet. Auch das sogenannte ,,Massenerhaltungslemma® 2.5.5
(S. 50) hat ein Pendant in Satz 3.7.20 (S. 130). Dies gilt allerdings nicht fiir einige fiir die
Algorithmik der Funktionsquantisierung wichtige Sétze. Das Lemma {iber die notwendige
Bedingung der Partition 2.5.9 (S. 52) liefle sich sicherlich in einer sehr abstrakten Version
auf die Mehrniveaupassung iibertragen, héitte aber algorithmisch wohl keine Bedeutung.
Das Lemma 2.5.21 (S. 56), iiber das sich lokal optimale Partitionen als Fixpunkte der ge-
gebenen Funktion berechnen lassen, gilt nur fiir monotone Funktionen und ist daher fiir
die vektorielle Mehrniveaupassung im allgemeinen uninteressant.

6.3.3 Einordnung der vektoriellen Mehrniveaupassung als
Segmentierungsverfahren

Auch abseits des Mumford-Shah-Modells und der Funktionsquantisierung gibt es verwand-
schaftliche Beziehungen von anderen Segmentierungsverfahren zur vektoriellen Mehrni-
veaupassung. Schon der Abschnitt 4.5 zeigt, dafl es durchaus moglich ist, mit dem Instru-
mentarium der Mehrniveaupassung ein Schwellwertverfahren zu formulieren. Man kénnte
den Algorithmus 14 (k-NiveaupassungZ) in Abschnitt 4.6 auch als Regionwachstumsver-
fahren sehen. Allerdings wachsen die Regionen in diesem Algorithmus nicht nur, sondern
sie schrumpfen unter Umstédnden auch.

Der Algorithmus zur Niveaureduktion, Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmel-
zung) aus Unterkapitel 5.3, ist auch Grundlage eines klassischen ,Split and Merge*“-
Verfahrens, das in den praktischen Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung eine
grofle Rolle spielt:
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i.

ii.

»oplit”

Der Algorithmus 13 (Initiales Farbschwellwertverfahren) bietet ein schnelles
Verfahren, ein gegebenes Farbbild in pixelzusammenhéngende Mengen, die Pixel
dhnlichen Farbwertes zusammenfassen, zu zerlegen.

Merge*

2

Der Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) vereinigt iterativ jeweils
die beiden adjazenten pixelzusammenhéingenden Segmente, deren Vereinigung den
geringsten Fehler in der Zielfunktion der k-Niveaupassung bedeutet.
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6.4 Ausblick

Natiirlich kann in dieser Arbeit nur einer kleiner Ausschnitt der Moglichkeiten und Proble-
me der vektoriellen Mehrniveaupassung présentiert werden. Sowohl bei den praktischen
Anwendungen der Resultate des Kapitels 3 (,Theoretische Grundlagen der vektoriellen
Mehrniveaupassung®) als auch bei der Theorie der Mehrniveaupassung sind noch Liicken
zu schlieflen.

6.4.1 Praktischer Ausblick

Um den Umfang dieser Arbeit zu begrenzen, wurde sie auf die Anwendungen der vektoriel-
len Mehrniveaupassung in der Bildsegmentierung beschrinkt. Dabei wurden in den prak-
tischen Beispielen auch nur Basen zur polynomialen Approximation des gegebenen Bildes
betrachtet. Interessant wére sicherlich in diesem Zusammenhang ebenfalls die Segmentie-
rung von Texturen mit periodischen Funktionen oder Wavelets. Aber auch Anwendungen,
die auf den ersten Blick wenig mit Segmentierung zu tun haben, sind mit den in Kapitel
3 bereitgestellten Grundlagen méglich.

6.4.1.1 Erweiterung auf Subpixelgenauigkeit

Analog zum Abschnitt 4.2 gibt es zwei Moglichkeiten, den pixelbasierten Ansatz der prak-
tischen Anwendungen der Mehrniveaupassung aus Kapitel 4 zu einem subpixelgenauen
Ansatz zu erweitern. Eine einfache Moglichkeit dies zu tun, ist es, die Grofle der Pixel
zu verkleinern. Statt das Pixelgitter als disjunkte Zerlegung des Bildes durch quadrati-
sche Regionen mit der Fliche 1 zu definieren, kann man die Fliche der Pixel auch auf /2
festlegen. Die Seitenldnge der Pixel als quadratische Region ist dann [. Diesen Wert kann
man als Parameter einer subpixelgenauen Segmentierung nutzen, indem man ihn sukzessiv
verkleinert.

Dieser Weg, den pixelbasierten Ansatz zu erweitern, geht allerdings von einem Bild aus,
das nur auf einem Pixelgitter mit Pixelseitenldnge 1 definiert ist. Fiir einen Ansatz mit
parametrisierten Mengenmodellen, der auch den Bildaufnahmeprozel mit in die Modellie-
rung aufnimmt, sei auf [Lau03] verwiesen.

6.4.1.2 Die Mehrniveaupassung zur Kantendetektion

Kantendetektions- und Segmentierungsverfahren sind naturgemif eng miteinander ver-
bunden. Auf der einen Seite kénnen Kanten im Bild dazu genutzt werden, Segmente zu
bestimmen, auf der anderen Seite kann man aber auch Segmentgrenzen als Kanten im Bild
ansehen. Gerade die energieminimierenden Verfahren sind auch als Kantendetektoren an-
wendbar (vgl. Abschnitte 2.4.2.1, 2.12 und 2.4.4.4). In [MS95] werden einige klassische
Kantendetektionsverfahren, wie z. B. der Ansatz von Hildreth und Marr (vgl. [Mar82]), in
einem Variationsmodell beschrieben.

Auch die Segmentgrenzen einer Segmentierung iiber eine vektorielle Mehrniveaupassung
lassen sich als Grundlage einer Kantendetektion nutzen, wie Beispiel 6.4.1 zeigt.
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Beispiel 6.4.1

Im EU-Projekt INTELLIWOOD soll die Maserung von Holzern untersucht werden. Bei
eingescannten Bildern war der Ubergang von der dunkleren Maserung zum helleren Hin-
tergrund flieBend iiber einer Breite von bis zu acht Pixeln. Daher hatten klassische Kan-
tenoperatoren, wie z. B. der Sobeloperator (vgl. [Sob70]), Schwierigkeiten die Kanten zu
finden, da sie meist auf kleinen Bildausschnitten (in der Regel 3 x 3 oder 5 x 5 Pixel)
arbeiten. An dieser Stelle erwies sich eine vorherige Segmentierung iiber die vektorielle
Mehrniveaupassung beziiglich des Mengenmodells der pixelzusammenhéngenden Mengen
(vgl. Abschnitt 4.6) als vorteilhaft. Abbildung 6.2 zeigt ein Beispiel dieser Anwendung.

TR ST PR LY
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Abbildung 6.2: Mit Hilfe des Algorithmus 6 (k-Niveaupassung) be-
rechnete Kanten einer Holzoberfliche. Auf der linken Seite ist das Ein-
gabebild zu sehen, auf der rechten Seite die ermittelten Kanten.

6.4.1.3 Vordergrundniveaus und Hintergrundniveau

In vielen Segmentierungen werden Objekte vom Hintergrund getrennt. In diesem Fall ist
es oft nicht sinnvoll zu verlangen, dafl die Menge der Pixel, die dem Hintergrund zugeord-
net wird, auch den Einschrinkungen des Mengensystems unterworfen ist (vgl. Abbildung
6.3). Gerade im Kontext der Segmentierungen durch pixelzusammenhéngende Mengen er-
scheint es oft hinderlich, auch Pixelzusammenhang vom Hintergrundsegment zu fordern.
Daher bietet es sich an, die Uberpriifung des Zusammenhangs im Algorithmus 14 (k-
NiveaupassungZ) fiir das Segment, das den Hintergrund représentiert, auszusetzen. An
dieser Stelle ist allerdings Vorsicht geboten: Wurde ein Segment einmal als Hintergrund
festgelegt, so muf} es wihrend der gesamten Laufzeit des Algorithmus Hintergrundsegment
bleiben. Daher ist im Vorfeld genau zu priifen, welche Pixel dem Hintergrund zuzuordnen
sind und welche nicht.
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Abbildung 6.3: Deutlich ist im linkem Bild zu sehen, daf der weifle Hin-
tergrund nicht pixelzusammenhéngend ist. Das rechte Bild zeigt eine
2-Niveaupassung, bei der die Zusammenhangsbedingung fiir den Hinter-
grund ausgesetzt wurde.

6.4.1.4 Mehrniveaupassung von Transformationen

In vielen Bereichen der digitalen Bildverarbeitung ist es notig, Transformationen von Pi-
xeln zu behandeln. Fiir ein optisches Fahrassistenzsystem kann es z. B. sinnvoll sein,
(zusammenhéngende) Bereiche in Bildern einer Sequenz zu gruppieren, die sich in diesel-
be Richtung bewegen, um etwa den Hintergrund von anderen sich ebenfalls bewegenden
Verkehrsteilnehmern zu unterscheiden. Statt eines Bildes g : P(M) — R kénnte man dazu
ein Bild von Transformationsvektoren, die fiir bestimmte Gebiete berechnet wurden, be-
trachten. Fiir Transformationsvektoren, die sich durch Vektoren des R? kodieren lassen,
konnte man etwa Bilder der Form ¢ : P(M) — R? untersuchen.

Eine dhnliche Situation liegt beim Entzerren von optisch verzerrten Bildern vor.

Die Arbeit von Georg Pisinger ([Pis02]) wird sich unter anderem mit Problemen dieser
Art auseinandersetzen.

Beispiel 6.4.2 (Entzerrung)

Abbildung 6.4 (links) zeigt das Bild eines Punktmusters, das auf ein regelméfiges Punkt-
gitter transformiert werden soll. Abbildung 6.4 (Mitte) zeigt die Transformationsvektoren
der einzelnen im Bild gefundenen schwarzen Punkte.

Berechnet wird nun zuniichst ein Zwischenbild h. Dafiir wird zunéchst die Voronoi-
Zerlegung beziiglich der schwarzen Bildpunkte ermittelt. Dann wird im Zwischenbild A
jedem Pixel eines Voronoi-Gebietes der Transformationsvektor des schwarzen Bildpunktes
innerhalb des Gebietes zugeordnet. Beginnend mit der Voronoi-Zerlegung als Startsegmen-
tierung werden nun mit dem Algorithmus 16 (Iterative Niveauverschmelzung) solange
adjazente Gebiete miteinander verschmolzen, bis die gewiinschte Anzahl an Transforma-
tionsgebieten erreicht ist. Als Raum der erlaubten Funktionen wurde in diesem Fall der
Raum der quadratischen Polynome genommen. In der Beispielabbildung wurde die ge-
wiinschte Anzahl tiber den Algorithmus 18 (Anzahlschétzer) berechnet. In Abbildung
6.4 (rechts) sind die ermittelten Ergebnissegmente farblich unterschiedlich markiert. Die
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Abbildung 6.4: Beispiel einer Entzerrung mit vektorieller Mehrniveau-
passung: Links ist das Ausgangsmuster zu sehen. In der Mitte sieht man
die Transformationen auf das vorgegebene Punktegitter (gelb). Rechts
ist das Ergebnis des in Beispiel 6.4.2 beschriebenen Verfahrens zu sehen.

dazugehorigen Abbildungen bilden alle schwarzen Bildpunkte auf die dazugehorigen gelben
Rasterpunkte mit einer Genauigkeit im Pixelbereich ab.

In einer industriellen Anwendung hat diese Art der Entzerrung von Mustern ansprechen-
de Ergebnisse geliefert. Es ist dabei allerdings zu bedenken, daf die Ubergiinge an den
Segmentgrenzen unstetig sind. Eine Voraussetzung, die bei den meisten Bildverzerrungen,
auch in diesem Beispiel, nicht gegeben ist.

6.4.1.5 Verwendung anderer Orthonormalbasen von Polynomriumen

Ein grofler Bereich der Numerik beschéftigt sich mit der Approximation iiber orthogonale
Polynombasen. Gerade unter dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilitit, die einige
der in dieser Arbeit vorgestellten Anwendungen der Mehrniveaupassung vermissen lassen
(vgl. etwa Abbildung 5.13, S. 246), bietet sich eine genauere Untersuchung des Approxi-
mationsverhaltens an.

Die Beispiele 3.4.12 iv) und 3.5.11 iv) zeigen die Verwandtschaft der vektoriellen Mehr-
niveaupassung zur Passung iiber orthogonale Polynombasen. Viele Konzepte der Appro-
ximation tiber orthogonale Polynombasen, gerade im algorithmischen und numerischen
Bereich, kénnen auch fiir die Approximation der vektoriellen Mehrniveaupassung auf den
einzelnen Segmenten verwendet werden. Ansétze wie die 3-Term-Rekursion oder Update-
Verfahren in gleitenden Zeitfenstern (vgl. [Fuc99]) lassen sich sicher leicht innerhalb der
Theorie der vektoriellen Mehrniveaupassung umsetzen. Auch Orthonormalbasen zu an-
deren Skalarprodukten als dem Standardskalarprodukt des L?(B(M), B(R)) stehen nicht
unbedingt im Widerspruch zur Definition 3.4.4 der Familie der erlaubten Skalarprodukte.

Auch im Bereich der Approximation iiber orthogonalen Polynome gibt es Ansitze fiir
Update-Algorithmen, die die Zunahme bzw. Abnahme der zu approximierenden Daten
berticksichtigen (vgl. z. B. [EGK91]). Diese Ansétze kénnte man, zumindest fiir Bilder mit
eindimensionalem Definitionsbereich, in die Anwendungen der vektoriellen Mehrniveau-
passung einbringen, um numerische Instabilitédten zu reduzieren.
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6.4.2 Theoretischer Ausblick

Eine Moglichkeit, den theoretischen Ansatz im Rahmen der Bildsegmentierung zu erwei-
tern, besteht darin, wie beim Mumford-Shah-Modell zusétzlich die Lange der Segment-
grenzen der Segmentierungen zu minimieren. Das heifit, bei einem zweidimensionalen De-
finitionsbereich wire die Funktion

F=Yfa

AcA

+ > M (04) (6.1)

616(9[)—>]R:A»—>‘
M A€A

zu minimieren, wobei 0A den Rand der Menge A bezeichne. Dabei sollten die Rénder der
Mengen des Mengensystem 2l Hausdorff-Dimension 1 haben. Die Bemerkungen 3.5.1 und
3.5.7 zeigen, dafl die Minimierung der Funktion (6.1) zur Maximierung der Funktion

Sk = R: A= Y [ly(AIF - Y 1 (04)
AcA AeA

dquivalent ist. Grundsétzlich sollte sich bei dieser neuen Problemstellung in Kapitel 3
nicht viel &ndern. Lediglich das Unterkapitel 3.7.2 miifite sicher noch einmal grundlegend
iiberarbeitet werden. Die Algorithmen des Unterkapitels 4.6 (,Das Mengemodell der pixel-
zusammenhingenden Mengen®) bleiben grundsétzlich auch fiir dieses modifizierte Problem
giiltig. Lediglich der Wert crit(-) der Kandidatenpixel miifite neu definiert werden.

Die Einschrankung auf Anwendungen der vektoriellen Mehrniveaupassung auf Bildsegmen-
tierungen bestimmt auch die Zielrichtung des Kapitels 3, das die theoretischen Grundlagen
der Mehrniveaupassung legt. Insbesondere die Forderungen der Definition der erlaubten
Skalarprodukte 3.4.4 (S. 85) sind eindeutig auf diese Anwendung hin ausgelegt. Die Arbeit
von Verena Lauren ([Lau03]) zeigt hier einen viel allgemeineren Ansatz. Man sollte dabei
allerdings bedenken, dafl sowohl die Existenzaussage als auch die Algorithmik wesentlich
von dieser Definition abhingen. Beides gestaltet sich fiir einen allgemeineren Ansatz un-
gleich schwieriger.

Eine weitere Herausforderung im Bereich der Mehrniveaupassung bedeutet die Erweite-
rung auf Bewegtbilder. Ist (f;)!; eine Sequenz von Bildern, so kénnte eine Aufgabe darin
bestehen, eine Segmentierung {A;, ..., Ax} € 65(2) und eine Folge von Transformations-
vektoren (7)), zu bestimmen, die den Abstand

n k
> Ollfi— Zgle;w(Aj)H?w
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minimiert.

Auflerdem koénnte man stetige Anschliisse an Segmentgrenzen fordern, was zu einer Spli-
nepassung mit freien Breakpoints fiihrt.

In vielen Applikationen der Informatik tauchen Probleme auf, bei denen zwei oder mehr
,Parteien“ verhandeln miissen, um insgesamt ein Optimum zu erhalten. Dabei kénnte es
sich z. B. um mehrere Prozessoren handeln, die Prozesse unter sich aufteilen. Fiir alle diese
Probleme muf} der Ansatz, der in Kapitel 3 (,,Theoretischen Grundlagen der Mehrniveau-
passung®) beschrieben wird, auf einer noch abstrakteren Stufe nachvollzogen werden.
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6.5 Abschlielende Bemerkung

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse machen deutlich, daf} es sich bei dem An-
satz der Bildsegmentierung mit den Methoden der vektoriellen Mehrniveaupassung um
einen wertvollen Ansatz handelt, der sich mit bereits etablierten Anséitzen wie dem der
Energieminimierung des Mumford-Shah-Modells messen kann. Sicher besitzt die Theorie
der vektoriellen Mehrniveaupassung nicht die mathematische Tiefe der Energieminimie-
rung, die ja letztlich auf iiber 200 Jahre Variationsrechnung zuriickgreifen kann, aber das
entscheidende Kriterium zur Bewertung sollte die Praxistauglichkeit sein: Wird das Ver-
fahren den gegebenen Problemen gerecht? Was niitzt eine Modellierung, wenn die daraus
entstehende Theorie an der Anwendung vorbeigeht?

Die Modellierung des Segmentierungsprozesses als Energieminimierung im Sinne von
Mumford und Shah wird dem Problem sicher gerecht. Beim Ubergang von der Theorie
zur Algorithmik hat dieser Ansatz allerdings Probleme durch die sehr allgemein formulier-
te Modellierung und mufl daher Einbufien in der Reichhaltigkeit in Kauf nehmen. Letztlich
befinden sich streng genommen die Algorithmen, die innerhalb der Energieminimierung
prasentiert werden, auflerhalb der eigenen Theorie.

Bei der vektoriellen Mehrniveaupassung ist dies nicht der Fall. Die Einschrankungen wer-
den hier auf der Theorieseite vollzogen: Es wird nur ein eingeschrinktes, erlaubtes System
von Segmentierungen betrachtet. Dieses ist so konzipiert, dafl sich Segmentierungen auf
Pixelebene als Untermenge von Segmentierungen mit kontinuierlichem Definitionsbereich
modellieren lassen. Die Theorie der vektoriellen Mehrniveaupassung ist daher néher an der
Anwendung und der algorithmischen Umsetzung. Dennoch ist diese Theorie so reichhaltig,
dal Segmentierungsalgorithmen von Schwellwertverfahren bis hin zur ,Split and Merge*-
Techniken und letztlich auch energieminimierende mit eingeschrénktem Funktionenraum
innerhalb der Theorie modelliert werden kénnen.



Liste der Algorithmen

10

11
12

13

14

15

(GenP) Berechnung einer Funktionsquantisierung . . . . . . . .. ... ..
(FP) Berechnung einer Funktionsquantisierung einer monotonen Funktion .

(ExaktQ) Hilfsalgorithmus zur Berechnung der exakten Funktionsquanti-
sierung einer stiickweise konstanten Funktion . . . .. . ... ... ... ..

(SEG) Berechnung von Schwellwerten iiber die Funktionsquantisierung des
Histogramms eines diskreten Grauwertbildesg . . . .. .. .. .. ... ..

(Gram-Schmidt) Berechnung einer Orthonormalbasis (ef!, ..., e4) aus ei-

ner Basis € = (ey, ..., ey,) beziiglich des Skalarprodukts (-|-), . . . ... ..

(k-Niveaupassung) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums
einer k-Niveaupassung W . . . . . . . . . ... L oo

(Iteration) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums einer k-
Niveaupassung W . . . . . . . . . e e

(2-Niveaupassung) Berechnung eines pixelbasierten lokalen Maximums
einer 2-Niveaupassung W beziiglich eines pixelbasierten Systems von Seg-
mentierungen So(A) . . ...

(1D-k-Niveaupassung) k-Niveaupassung beziiglich der pixelbasierten Seg-
mentierung eines Intervalls durch k£ zusammenhéngende Segmente . . . . .

(2-Niveauquantisierung) Berechnung einer optimalen Quantisierung fiir
einen Ausschnitt eines Histogramms hg . . . . . . . . . ... ...

(Histogrammanalyse) Zerlegung des Histogramms in k£ Segmente . . . . .

(Schwellwertsegmentierung) Segmentierung eines diskreten Pixelbildes
iiber gegebene Schwellwerte . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...,
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