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Zusammenfassung

In der Bildverarbeitung spielen Segmentierungsalgorithmen, bei denen die Art der zu
segmentierenden Menge schon im Voraus festgelegt werden kann und nur noch ihre
Grofle und Lage angepafit werden muf, eine eher untergeordnete Rolle. Griinde hierfiir
sind vor allem komplizierte Zielfunktionen und daraus resultierende lange Rechenzei-
ten, die zudem meist kein optimales Ergebnis liefern. Dabei kann eine mengenbasierte
Segmentierung durchaus sinnvoll eingesetzt werden, wenn gewisse Rahmenbedingungen
eingehalten werden. In dieser Arbeit wird eine Theorie zur allgemeinen mengenbasierten
Segmentierung vorgestellt und untersucht, unter welchen Bedingungen optimale Segmen-
tierungsergebnisse erreicht werden konnen. Die anschlieBenden Anwendungen bestétigen
die Niitzlichkeit dieser Theorie.
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Menge der natiirlichen Zahlen, N = {1,2,3,...}
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1 Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit war ein Segmentierungsproblem aus dem Bereich der zer-
storungsfreien Priifung. Gegeben war ein Aluminiumstiick, das aus zwei miteinander
verschweifiten Teilen bestand. Die Aufgabe bestand nun darin zu bestimmen, wie be-
lastbar dieses Stiick ist. Dazu mufl man wissen, dafl der wesentliche Schwachpunkt in
der Stabilitéit in dem Bereich liegt, an dem die beiden einzelnen Teile miteinander ver-
schweifit wurden. Eine Priifung der Stabilitdt des Aluminiumstiickes besteht daher im
wesentlichen in der Untersuchung der Giite des Schweifinahtbereiches. Von besonderem
Interesse bei dieser Untersuchung ist dabei die sogenannte Einbrandtiefe, die beschreibt
wie weit die Schweifinaht in das Aluminium hineinreicht. Nur eine ausreichende Ein-
brandtiefe gewéhrleistet eine dauerhafte Belastbarkeit.

Im industriellen Umfeld ist eine Giitekontrolle der Einbrandtiefe bisher nur zerstérend
moglich. Dazu wird das verschweifite Aluminiumstiick auseinandergesigt und die zer-
sdgten Flichen anschliefend einer speziellen chemischen Behandlung unterzogen. Nach
dieser Behandlung ist der Schweifinahtbereich als scharf abgegrenzter Bereich sichtbar
und die Einbrandtiefe kann nun begutachtet und vermessen werden. Diese zerstérende
Priifung arbeitet sehr zuverléssig. Thr grofiter Nachteil liegt aber auf der Hand, denn
natiirlich ist ein zersdgtes Aluminiumstiick fiir die Weiterverarbeitung unbrauchbar ge-
worden. Eine zerstorungsfreie Priifungsmdglichkeit wére daher ein wiinschenswertes Ziel.
Diese angedachte Priifung sollte als Ergebnis ein Bild des Aluminiumquerschnittes lie-
fern in dem der Schweifinahtbereich ebenso deutlich abgegrenzt vom Rest des Alumini-
umstiickes erscheint wie nach einer zerstorenden Priifung, so daffl am Bild eine Vermes-
sung der Einbrandtiefe moglich ist.

Aus Griinden der Wirtschaftlichkeit kommt als einzige Priifungsmethode, die das Innere
eines Werkteils sichtbar machen kann, die Rontgen-Tomographie in Frage. Neben medizi-
nischen Tomographen existieren auch fiir den Einsatz in der Materialpriifung zahlreiche
Gerite in diversen Groflen und mit verschiedenen Strahlenergien. Zur Rekonstruktion
des Bildmaterials wird dabei — wie auch im medizinischen Bereich — eine gefilter-
te Riickprojektion verwendet. Fiir die hier erwidhnten Aluminiumstiicke lieferte diese
Rekonstruktionsmethode jedoch nicht die gewiinschten Ergebnisse, denn in den rekon-
struierten Bildern war der Schweifinahtbereich vom restlichen Aluminiumstiick nicht
unterscheidbar. Es schien daher zunéchst so, als ob eine zerstorungsfreie Priifung von
verschweiffiten Aluminiumteilen nicht méglich wire.

An dieser Stelle kam die Idee ins Spiel, den Schweifinahtbereich nicht in den bereits
rekonstruierten Bildern zu suchen, sondern in den noch nicht rekonstruierten Rohdaten

11



Kapitel 1. FEinleitung

des Tomographen nach Hinweisen auf die Einbrandtiefe zu schauen. Im Laufe der Pro-
blemanalyse wurde dann klar, daf} dieses Problem einen — nicht offensichtlichen aber
dennoch deutlichen — Zusammenhang zur Zwei-Niveau-Passung aufweist, die vom For-
schungsgruppenleiter Prof. Donner entwickelt wurde und bei FORWISS bereits mehrfach
eingesetzt wurde. Zu dieser Zeit wurde ein weiteres Segmentierungsproblem aktuell —
eine subpixelgenaue Kreisscheibenpassung. Obwohl dieses Problem mit dem oben be-
schriebenen Problem der Schweifinahterkennung keinerlei Beriihrungspunkte zu haben
schien, konnte auch hier ein Zusammenhang zur Zwei-Niveau-Passung nachgewiesen wer-
den. Die Entwicklung einer Theorie, die diese Zusammenhénge herausarbeitet, wurde
dann zum Thema dieser Dissertation.

Parallel zu dieser Arbeit wurde — ebenfalls bei FORWISS — von Tobias Hanning in
seiner Dissertation eine Theorie entwickelt, die ebenfalls auf der Zwei-Niveau-Passung
aufbaut ([Han01]). Aber obwohl seine vektorielle Mehrniveaupassung und die hier vorge-
stellte semilineare Approximation dieselbe Basis besitzen, gehen sie doch von Anfang an
getrennte Wege. In [Han01] liegt der Schwerpunkt auf der Segmentierung von Bildern
in sinnvolle Bereiche, ohne daf3 a-priori genauere Informationen iiber das gegebene Bild
vorhanden sind. Dagegen beschéftigt sich diese Arbeit damit, wie ein vorher bekanntes
Objekt — zum Beispiel ein Rechteck oder auch ein Kreis — in einem Bild wiedergefun-
den werden kann. Diese Vorgehensweise kann auch als Objektsegmentierung bezeichnet
werden, im Gegensatz zur allgemeineren Bildsegmentierung aus [Han01].

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Kapitel 2 befa3t sich mit der Zwei-Niveau-
Passung und stellt die Stirken und Schwéchen dieses algorithmischen Prinzips her-
aus. Auflerdem werden mogliche Verallgemeinerungen angesprochen sowie bestehende
vergleichbare Algorithmen aus der Literatur vorgestellt, die im Hinblick auf ihre Ver-
wendbarkeit in der Objektsegmentierung untersucht werden. In Kapitel 3 wird dann
ein allgemeines Prinzip zur Bildsegmentierung vorgestellt, das auf im Voraus bereitge-
stellten Mengensystemen basiert. Die Einbindung dieses Segmentationsprinzips in eine
vorhandene (Kamera-)Sensorik wird in Kapitel 4 besprochen. Ein Vorschlag fiir ein im
Voraus bereitgestelltes Mengensystem wird in Kapitel 5 unterbreitet. Auf einem der-
artigen Mengensystem basiert eines der in Kapitel 6 vorgestellten Verfahren zur sub-
pixelgenauen Kreisscheibenpassung. Kapitel 7 schliellich behandelt die oben erwéhnte
Einbrandtiefenbestimmung und zeigt, welche Kompromisse aufgrund der Komplexitét
der Aufgabenstellung eingegangen werden muf3ten, um tiberhaupt brauchbare Ergebnis-
se erzielen zu konnen. Abschliefend werden in Kapitel 8 die Ergebnisse dieser Arbeit
zusammengefafit sowie ein Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen gegeben.
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2 Bildsegmentierung durch
Funktionsquantisierungen

Wie bereits in der Einleitung beschrieben wurde, liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit in
der Objektsegmentierung. Daher war ein wesentlicher Ausgangspunkt dieser Arbeit die
in [Don91] beschriebene Zwei- Niveau-Passung. Dieses Segmentierungsverfahren besitzt
im Gegensatz zu den meisten anderen Segmentierungsalgorithmen den Vorteil, daf die
Art der zu segmentierenden Menge durch ein vorher gewéhltes Mengenmodell bereits im
Voraus festgelegt werden kann. Die Zwei-Niveau-Passung ordnet sich in den Kontext der
Funktionsquantisierungen ein, wie sie zum Beispiel in [KdmO00] fiir eindimensionale Funk-
tionen beschrieben werden. Allerdings wird dort das zweidimensionale Mengenmodell
aufgrund seiner Komplexitéit nur sehr eingeschrinkt verwendet. Auch in die Methoden
der Variationsrechung 148t sich ein derartiges Mengenmodell kaum einbinden. Gerade
dieses Mengenmodell kann aber in der Praxis eine deutliche Hilfestellung darstellen, da
sich damit Vorwissen iiber die Art des zu segmentierenden Bereiches formulieren l:8t.
Ein weiteres Verfahren, das auf der Verwendung eines Mengenmodells basiert, ist die
in [Dre98] vorgestellte Grauwertmodelladaptlon die eine Subplxelpassung auf der Basis
von Mengenmodellen beschreibt. Im folgenden wird ein Uberblick iiber diese Verfahren
gegeben.

2.1 Zwei-Niveau-Passung

Vereinfachend gesprochen besteht die Zwei-Niveau-Passung darin, fiir eine gegebene
Funktion h eine ,mo6glichst gut® passende Treppenfunktion mit nur zwei Stufen — den
Niveaus — zu finden. Dabei sind die Hohen der Niveaus frei wihlbar, wihrend die Ni-
veaugrenzen durch ein Mengenmodell vorgegeben sind. Die Zwei-Niveau-Passung kann
allgemein auf R?, d € N durchgefiihrt werden, auch wenn der zweidimensionale Fall in
der Bildsegmentierung der bedeutendste ist.

Sei also d € N und M eine kompakte Teilmenge des R?. Weiterhin sei A C B(M)
ein System von Teilmengen von M. Die Aufgabe besteht nun darin, fiir eine gegebene
Funktion h € L?(M,R) eine Menge A € A sowie zwei Zahlen «, 3 € R zu finden, so daf
der Wert

/M(h —ally — Blapa)® d\? (2.1)

13



Kapitel 2.  Bildsegmentierung durch Funktionsquantisierungen

a

2
= -

A
M = [0,6]

A
Y

Abbildung 2.1: Zwei-Niveau-Passung einer Funktion h : M — R (rot) durch eine Funk-
tion f = ally 4+ Bl a (griin). Das Intervall A sowie die Niveaus o und
B der Treppenfunktion f sind willkiirlich gewahlt.

minimal wird. Fiir B € B(M) wird dabei mit 1 die Indikatorfunktion von B auf M

1, € B

]J_BZM—>R, ]lB(x):{O l‘gB

bezeichnet. A steht fiir das gew#hlte Mengenmodell (Mengensystem), das je nach Kon-
text allgemeiner gewihlt oder auch stirker eingeschrinkt sein kann. Ein sehr allge-
meines Mengenmodell wire zum Beispiel das System aller zusammenhéngenden Teil-
mengen von M. Weiter eingeschrinkte Mengenmodelle im zweidimensionalen Fall sind
dagegen Rechteckfldchen, Kreisscheiben oder auch die in [Don91] vorgeschlagenen kegel-
sternférmigen Mengen. In der Regel ist die Wahl eines zu allgemeinen Mengenmodells
nicht zu empfehlen, ein extremes Beispiel in dieser Richtung stellt A = P(M) fiir dis-
kretes M dar. Dieser Fall entspricht dem génzlichen Fehlen eines Mengenmodells, denn
es gelten keinerlei Einschrinkungen mehr an A — jede Wahl ist moglich. Die eigentli-
che Stiarke des Mengenmodells, die Form des zu findenden Bereiches bereits im Voraus
bestimmen zu konnen, geht dabei vollig verloren.

Eine beispielhafte Anwendung von (2.1) an einer eindimensionalen Funktion zeigt Abbil-
dung 2.1. Das Mengenmodell A besteht hier aus den zusammenhéngenden abgeschlos-
senen Teilmengen von M = [0, 6]. Das Intervall A € A in Abbildung 2.1 ist willkiirlich
gewihlt, die Hohen o und  der Treppenfunktion f ebenfalls. Es stellt sich nun die
Frage, ob fiir dieses Intervall A die Werte o und [ so angepafit werden kénnen, dafl sich
die Passung verbessert (d.h. daf§ der Wert von (2.1) kleiner wird) und ob sogar optimale
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2.1 Zwei-Niveau-Passung

Werte aq, 5y und Ay bestimmt werden kénnen. Gesucht wird also eine optimale Passung,
d.h. zumindest ein lokales Optimum der Funktion

FIRXASR BlafA)i= [ (-l Sl
M

Um iiberhaupt iiber lokale Optima sprechen zu kénnen, wird als Erstes ein Abstands-
begriff auf A benétigt. Dazu sei zunéchst

b Ax AR, 5(A,B) = N((A\B)U(B\ A4)),

wobei \? das d-dimensionale Lebesgue-Maf3 bezeichnet. Allerdings bildet 6 auf A nur
eine Pseudometrik, denn fiir zwei Mengen A, B € A, die sich nur durch A%-Nullmengen
unterscheiden, gilt §(A, B) = 0. Um dies zu umgehen, wird die Aquivalenzrelation

~CAx A~ A~DBie= (A B)=0

definiert und statt A die Quotientenmenge A* := A/ betrachtet. Bezeichnet man nun
mit 0* die von § auf A* induzierte Metrik, wird (A*, §*) zu einem metrischen Raum.

Bemerkung 2.1.1

Die Wahl der Metrik und die daraus resultierende Wahl der Quotientenmenge A* als
grundlegendes Mengenmodell wird im wesentlichen dadurch beeinflufit, dafi das Men-
gensystem nur indirekt — iiber Indikatorfunktion und Integral — in die Optimierung
eingeht. In diesem Sinne kann (2.1) als unsensibel gegeniiber Anderungen von A, die
vom Integral unterdriickt werden, bezeichnet werden. Im Falle der Zwei-Niveau-Passung
handelt es sich dabei nur um A\?-Nullmengen, die durch den Wechsel von A auf A*
eliminiert werden (vgl. dazu auch Abbildung 4.4 auf Seite 61).

Mit diesen Voraussetzungen kann man nun nach lokalen Minima der jetzt nicht mehr
auf A, sondern auf A* definierten Funktion

0 R x A* > R, o(a, 5, A) ::/ (h—oz]lA—ﬁ]lM\A)Q
M

suchen. Die Optimierung lduft zunichst iiber Tripel (o, 8, A) € R? x A*, wird jedoch
durch den folgenden Satz, der das Kernstiick der Optimierung in der Zwei-Niveau-
Passung bildet, auf eine Optimierung nur iiber A* reduziert:

Satz 2.1.2
Bezeichne im folgenden () diejenige Aquivalenzklasse aus B(M) /.., fiir die \?(0)) = 0 gilt
und sei v, : B(M)/. \ {0} — R definiert durch

%w):X%§LMM
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Kapitel 2.  Bildsegmentierung durch Funktionsquantisierungen

Ist unter diesen Voraussetzungen fiir A* C B(M)/. die Funktion ¢ : A*\ {0, M} — R
durch

64 = w(4) b0\ 4) [n

M\A

gegeben, ist ein Tripel (v, o, Ag) genau dann ein lokales Minimum der Funktion ¢,
wenn oy = Yu(Ag), Bo = (M \ Ag) und A, ein lokales Maximum von 1) ist.

Von der Optimierung dreier Parameter ist man durch Satz 2.1.2 bei einer Optimierung
nur iiber A*\ {0, M} angelangt. Statt nach einem lokalen Minimum von ¢ suchen zu
miissen, geniigt es nun ein lokales Maximum von ¢ zu bestimmen. Die optimalen Niveaus
a und § zu jedem A € A ergeben sich dann automatisch als

a = 7,(A) und B =m(M\ A).

Fiir den Beweis von Satz 2.1.2 sei auf [Don91] verwiesen, hier geniigt ein Hinweis auf
den folgenden zentralen Zusammenhang von ¢ und :

meMMMMA%jﬁLMM

Fiir den Optimierungsprozef} selbst existiert ein weiteres Kriterium, das ausgehend von
einer bereits segmentierten Menge Ay die Suche nach einer neuen Menge A; insoweit
einschrénkt, daf nur noch die Differenzmenge A; \ Ay (bzw. Ag \ A;) zwischen bereits
segmentierter und neuer Menge bei der Berechnung von ¢ beriicksichtigt werden mufl
([Don98]). Seien dazu drei Mengen A, B,C € A*\ {0, M} so gewihlt, daf sie eine
Partition von M bilden. Angenommen, der Optimierungsprozefl hat bereits die Menge
A gefunden und es soll nun gepriift werden, ob eine Erweiterung von A auf AU B eine
Verbesserung in der Passung bringt! d.h. ob

(AU B) > 4(A)
gilt. Da sich fiir alle Mengen D € A*\ {0, M} der Ausdruck ~,(D) [, h als

%w%f=Wmﬂm

schreiben 148t, ergibt sich fiir ¢)(A U B) — ¢(A) zunichst?

V(AUB) —y¢(A) = VAUBAh+VC/h—7A/4h—vBUc[BGC

= MuBYaur + AcTe — AavA — ABucTauc-

'In diesem Fall muB VA, B € A* : AU B € A* zusitzlich vorausgesetzt werden
%im folgenden Abschnitt werden zur besseren Ubersicht fir D € A* \ {§, M} die Abkiirzungen yp
statt v, (D) und Ap statt A%(D) verwendet
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2.1 Zwei-Niveau-Passung

Weiter gilt wegen A N B = ) fiir y4up

s = Jaush _ Jah+ [ph _ Aava+ BB

und analog fiir vgy¢
e = BB FAove
BUC )\B + )\C )

so daf sich (AU B) — ¢(A) nun in der Form

(ABvB + Acve)?
Ap + )‘C

(Aava + ApyB)?
s+ Ap

V(AUB) —¢(A) = + AcVe — Aava —

darstellen 1i8t. Fiir die weiteren Uberlegungen wird die Symmetrie zwischen den beiden
Termen A yup74,5 — AaYa Und ApucYs o — AcYa ausgenutzt. Aus

Y(AUB) —(4) >0

kann dann )
(ABYB + Ace)

AB + Ac

(Aaya + AyB)?
Aa+ Ap
hergeleitet werden, was sich zu

- )‘C’y%’a

— vy >

As(ABYE + 2247478 — Aa73) - As(ABVE + 2XcvevB — AeVd)
)\A + )\B )\B + )‘C’

und wegen Ag # 0 weiter zu

ABYE + 2M 47478 — AaYi - ABYE + 2 cveB — AcvE
M+ \p Ap + Ao

(2.2)

umformen 148t. Die beiden Zihler von (2.2) lassen sich weiter vereinfachen: Zunichst
gilt fiir den Zihler Apv% + 2A 47478 — 73\ 4 der linken Seite

ABYE + 2247478 — Yara = AV +2Xava7B — Vira+ Aavk — vk
——————
Nullterm addiert
= v5(Aa+ ) = Aa(va —8)°

Analoges ergibt sich fiir den Zéhler der rechten Seite von (2.2). Setzt man diese Ergeb-
nisse in (2.2) ein, ist (AU B) — 9(A) > 0 genau dann wenn

M
)\A+)\B

Ac

— " (v — )2 2.3
o (s =) (23)

(ya—8)? <
Um 2.3 weiter vereinfachen zu kénnen, mufl an dieser Stelle eine weitere Annahme getrof-
fen werden. Diese Annahme beruht auf der Tatsache, dal sowohl das gesuchte Objekt als
auch der Hintergrund in der Zwei-Niveau-Passung durch konstante Niveaus approximiert
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Kapitel 2.  Bildsegmentierung durch Funktionsquantisierungen

werden. Man kann daher davon ausgehen, dafl sich der bereits gefundene Objektbereich
A in seinem Grauwertmittel v, deutlich vom Grauwertmittel v des Hintergrundes un-
terscheidet. Im folgenden wird v4 > v¢ angenommen, was einem hellen Objekt auf
dunklem Hintergrund entspricht. Fiir den fraglichen Teilbereich B kann dann angenom-
men werden, daf} sein Mittel v zwischen v, und ¢ liegt, also y4 > v > ¢ gilt. Ndhme
man ndmlich vg > v4 an, wiirde daraus sofort y4u5 > 74 sowie vo < vguc folgen, was
im weiteren Verlauf der Uberlegungen automatisch zu /(A U B) > 1(A) fiihren wiirde.
Eine Hinzunahme von B zu A bediirfte in diesem Fall keiner weiteren Untersuchung.
Analoge Uberlegungen gelten, wenn vg < ¢ angenommen wird.

Ist also y4 > v > ¢ a8t sich (2.3) zu

\/E\/)\B-i-)\c(VA—WB) < \/%V)‘A'F)‘B(VB_”YC)
< Ya/Aa(AB + Ac) + Yo/ Ac(Aa + AB) (2.4)

VA1(As + Ac) + VAc(Aa + Ap)

vereinfachen. Um nun zu {iberpriifen, ob unter den obigen Bedingungen das Hinzufiigen
einer Menge B zu der bereits gefundenen Pafimenge A eine Verbesserung in der Ziel-
funktion ¢ ergibt, mufl man nicht mehr die gesamte Funktion 1) auswerten, sondern
kann sich auf Kriterium (2.4) zuriickziehen. Analoge Kriterien ergeben sich, wenn be-
reits AU B gefunden wurden und gepriift werden soll, ob eine Entfernung von B aus A
eine Verbesserung ergibt.

und weiter zu

VB

Die gesamten Uberlegungen lassen sich natiirlich auch durchfiihren, wenn ein dunkles
Objekt auf einem hellen Hintergrund gefunden werden soll. In diesem Fall wird v4 < ¢
vorausgesetzt, der Rest ergibt sich analog.

In der vorliegenden Form mag Kriterium (2.4) nicht viel handlicher sein als eine direkte
Auswertung von . Eine weitere grofle Vereinfachung ergibt sich aber, wenn Ap im
Vergleich zu A4 und A¢ vernachlissigt werden kann. In diesem Fall vereinfacht sich (2.4)
zu

1
B > 5(%4-1—70)- (2.5)

Kriterium (2.5) ist sehr einfach anzuwenden und bewirkt bei einer Implementierung
des Verfahrens einen deutlichen Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber einer direkten Aus-
wertung der Zielfunktion . Es sollte aber beachtet werden, dafl die Annahme einer
infinitesimalen Gréfle von B in praktischen Bildsegmentierungsproblemen nicht erfiillt
werden kann: Wenn bereits die Grundmenge M durch eine Pixelmenge repriisentiert
wird, kann die kleinste fiir B erreichbare Groéfle oberhalb der leeren Menge nur 1 Pi-
xel sein. Dennoch kann Kriterium (2.5) als gute Ndherung an den realen Sachverhalt
angewendet werden.

In [Don91] werden zwei weitere Forderungen an A* gestellt, die unten vorgestellt wer-
den. Der dabei im folgenden benutzte Operator C ist beziiglich der Aquivalenzklassen
zu verstehen: Fiir A, B € A* gilt A C B falls A # B ist und Mengen A; aus der Aqui-
valenzklasse von A und B; aus der Aquivalenzklasse von B existieren so dal 4, C B,
gilt. Analoges gilt fiir die Operatoren U und N sowie fiir die Intervallbildung:
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2.1 Zwei-Niveau-Passung
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Abbildung 2.2: Zwei Diskretisierungsmoglichkeiten einer Linie vom Pixel p; zum Pixel
p2 durch den Bresenham-Algorithmus fiir M = {1,2, 3}

1. VABeA*:AUBe ANANBe A und
2. VA Be A", ACB: AB)= sup ANC) A
C€|A,B|

A) = inf Dichteei haft).
A(A) 061}11"3[)\(0)( ichteeigenschaft)

Diese zwei Forderungen dienen der leichteren Klassifikation moglicher lokaler Optima.
Gleichzeitig wird aber vor allem durch die erste Forderung auch das Mengensystem A*
sehr stark eingeschrénkt. In [Don91] werden kegelsternformige Mengen vorgeschlagen,
die den Forderungen geniigen und vor allem zur Passung kreisformiger Objekte ver-
wendet werden kénnen. Die Verwendung rotierbarer Strukturen ist aber durch die erste
Forderung nur sehr eingeschrinkt mdoglich, so dafy beide Forderungen im folgenden nicht
weiter verwendet werden.

Ohne die obigen Forderungen besitzt man zunichst einen sehr grofien Vorrat an mogli-
chen Mengenmodellierungen. Da diese Mengenmodelle in der praktischen Bildverarbei-
tung aber stets auf einer diskreten Grundmenge M basieren, stofit man sehr schnell
auf Probleme. Das folgende Beispiel verdeutlicht eins dieser Probleme, ndmlich das der
Mehrdeutigkeit:

Beispiel 2.1.3

Ein mégliches Mengensystem iiber einem diskreten Bildraum M = {1,...,n}?, n € N
ist die Menge aller geraden Linien zwischen zwei Pixeln py,ps € M. Da dieses Men-
gensystem iiber M definiert ist und M diskret ist, handelt es sich bei den Linien im
Mengensystem ebenfalls um diskrete Linien. Zur Erzeugung diskreter Strecken zwischen
zwei Pixeln eignet sich der Bresenham-Algorithmus (siehe dazu zum Beispiel [FDF*94]).
Die allgemeinste Form von A — im diskreten Fall identisch zu A* — ist damit die fol-
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Kapitel 2.  Bildsegmentierung durch Funktionsquantisierungen

Abbildung 2.3: Ein Bildausschnitt mit einer diskreten Bildkante. Die kontinuierliche
Kante, die der Diskretisierung im linken Bild zugrunde lag, ist im rechten
Bild als Gerade einskizziert.

A={AC M | esexistieren Punkte p;,p; € M, so da} A alle Pixel
einer durch den Bresenham-Algorithmus erzeugten Linie
zwischen p; und p, enthélt} .

Ist A nun eindeutig in dem Sinne, daf8 zwischen zwei Punkten p; und p, innerhalb von M
eine eindeutig bestimmte Linie existiert? Leider ist das nicht der Fall wie Abbildung 2.2
verdeutlicht. Beide Diskretisierungen in Abbildung 2.2 sind optimal beziiglich des beim
Bresenham-Algorithmus verwendeten Quadratmittelfehlers. Und je nachdem, welcher
der beiden Punkte bei der Berechnung als Start- und welcher als Endpunkt verwendet
wird, werden durch den Algorithmus auch tatsédchlich beide Versionen erzeugt. Um FEin-
deutigkeit im Mengensystem zu erreichen, muf3 A also weiter eingeschrinkt werden. Dies
lduft in der Praxis auf eine zusitzliche Uberpriifung jeder erzeugten Pixellinie hinaus,
was den algorithmischen Aufwand — und damit die Laufzeit des Verfahrens — deutlich
erhéht.

Das in Beispiel 2.1.3 dargestellte Nichteindeutigkeitsproblem vervielfacht sich, wenn als
Mengenmodell komplexere Strukturen wie etwa Polygonziige angedacht werden. Die
Zwei-Niveau-Passung wird durch diese Problematik in ihrer Algorithmik unnétig auf-
gebldht, denn gerade ein Polygonzug ist sehr einfach iiber die Menge seiner Eckpunkte
beschreibbar. Einen weitaus einfacheren Zugang wiirde daher ein Mengenmodell bieten,
das nicht auf dem Grundraum M aufsetzt und daher nicht auf Pixelbasis beschrieben
werden miifite. Diese Art der kontinuierlichen Modellierung wiirde einen zusétzlichen
Vorteil bieten, der in der folgenden Bemerkung aufgezeigt wird:

Bemerkung 2.1.4

Betrachtet man die Rénder nicht-achsenparalleler Kanten in digitalen Bildern, fillt auf,
dafl die Grauwerte am Rand die ,Schréiglage” der Kante im Subpixelbereich angeben.
Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel fiir eine derartige digitale Kante. Die unterschiedlichen
Grauwertabstufungen von schwarz zu grau sind im linken Bild deutlich sichtbar. Mit
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2.1 Zwei-Niveau-Passung

Originalbild (diskret) Originalbild mit eingeblendetem optimalen Rechteck (we

Abbildung 2.4: Rechteck mit inhomogenem Grauwert (links) mit dem Ergebnis der Zwei-
Niveau-Passung (rechts). Als A* wurde die Menge aller achsenparallelen
Rechtecke gewihlt. Das gefundene optimale Rechteck wurde rechts weif3
in das Originalbild eingeblendet.

dem Vorwissen, daf} es sich bei der beobachteten Kante urspriinglich um eine gerade
Linien handelte, sollte sich diese Information nutzen lassen kénnen, um die urspriingliche
Position der Kante im Bild vor ihrer Digitalisierung zu bestimmen (wie im rechten Bild
von Abbildung 2.3 einskizziert). Da die Zwei-Niveau-Passung auf digitalen (und damit
diskreten) Bildern aber nur diskrete Mengenmodelle erlaubt, it sich dieser Wunsch so
zundchst nicht realisieren.

Bemerkung 2.1.4 fiihrt zur Problematik der Objektpassung im Subpixelbereich. Offen-
sichtlich geben die Grauwerte im Kantenbereich von Abbildung 2.3 einen Hinweis auf
die optimale Lage einer kontinuierlichen Kante. Beobachtungen dieser Art lassen sich in
das Mengenmodell der Zwei-Niveau-Passung nicht einbeziehen, wiinschenswert wire da-
her eine Erweiterung der Zwei-Niveau-Passung, die kontinuierliche Mengenmodelle mit
beriicksichtigt.

Ein weiteres Problem der Zwei-Niveau-Passung ist, dafl in jedem zu segmentierenden
Bild h € L*(M,R) nach Voraussetzung sowohl Objekt als auch Hintergrund weitgehend
homogene Grauwerte besitzen miissen, damit sie durch den Pafiprozefl gefunden werden
konnen. Diese Einschrinkung ist bereits in Gleichung (2.1) von Seite 13 verankert, denn
h wird durch eine stiickweise konstante Funktion a1l 4+ 3135\ 4 approximiert. Abbildung
2.4 zeigt ein Beispiel fiir einen Fall, bei der das zu findende Objekt (ein achsenparalleles
Rechteck) einen in z-Richtung inhomogenen Grauwertverlauf aufweist. Die Zwei-Niveau-
Passung kann hier naturgeméfl nicht das gewiinschte Ergebnis, ndmlich das gesamte
Rechteck, liefern. Das in Abbildung 2.4 im rechten Bild eingeblendete weifle Rechteck
entspricht der Funktion 14, der optimalen Menge Ag, die Hintergrundmenge M \ Ay
wurde nicht einskizziert.

Eine Verallgemeinerung von (2.1) auf die Approximation eines Bildes h € L?*(M,R)
durch nicht-konstante Funktionen wire relativ einfach: Die Indikatorfunktionen der
stiickweise konstanten Funktion a1l 4 + S1lyp 4 miissten nur durch allgemeinere Funktio-

nen e(Al), e(AQ) € L*(M,R) ersetzt werden. Allerdings ist kaum zu erwarten, dafl Satz 2.1.2
dann noch in der vorliegenden Form giiltig ist. Ob und unter welchen Voraussetzungen
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Kapitel 2.  Bildsegmentierung durch Funktionsquantisierungen

Originalbild (diskret) Originalbild mit eingeblendetem PaRergebni:
ohne Verwendung eines Mengenmodells (we

Abbildung 2.5: Paflergebnis des Bildes aus Abbildung 2.4, wenn A* = PB(M) gewihlt
wird (weif8 eingeblendet in das rechte Bild). Auffallend ist hier der aus-
gefranste linke Rand im segmentierten Bereich.

an die Funktionen e(j) diese Idee trotzdem funktioniert, ist Thema von Kapitel 3.

Doch auch wenn die Passung in Abbildung 2.4 nicht das gewiinschte Ergebnis lieferte,
zeigt sie doch die Wichtigkeit des zugrundegelegten Mengenmodells auf. Als Mengen-
modell in Abbildung 2.4 wurde die Menge aller achsenparallelen Rechtecke gewéihlt.
Diese Voraussetzung scheint zunéchst {iberzogen zu sein, da das Originalbild bereits ei-
ne sehr homogene Struktur besitzt. Auch ohne spezielles Mengenmodell kann man daher
durchaus erwarten, als Pafergebnis ein Rechteck zu erhalten. Das Ergebnis dieser Uber-
legungen ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Im Unterschied zur Passung aus Abbildung 2.4
wurde hier A = P(M) gewihlt, wobei M die diskrete Pixelmenge bezeichnet die dem
Bild zugrunde liegt. Da A nicht weiter eingeschriinkt wurde, entspricht diese Wahl dem
géinzlichen Fehlen eines Mengenmodells. Der unregelméflige Rand auf der linken Seite
der in Abbildung 2.5 segmentierten Menge zeigt, dafy der Grauwertverlauf im Original-
bild dann doch nicht so gleichméflig war, wie urspriinglich angenommen. Um aus der
so segmentierten Menge nachtriglich ein Rechteck zu extrahieren sind weitere Schrit-
te wie Liickenfiillung und Kantengldttung notig. Schrinkt man dagegen A gleich bei
der Segmentierung entsprechend ein, sind diese Schritte iiberfliissig. Eine Erweiterung
der Zwei-Niveau-Passung sollte daher moglichst nicht auf Kosten des Mengenmodells
geschehen.

2.2 Funktionsquantisierungen

Die Zwei-Niveau-Passung reiht sich in die Klasse der Funktionsquantisierungen ein, wie
sie in [KdmO00] fiir Funktionen f : D — R, D C R beschrieben werden. Bei Quantisie-
rungsproblemen dieser Art ist eine Menge & von Funktionen s : D — R gegeben. Fiir
eine gegebene Funktion f : D — R wird dann das Infimum

——
inf || f — s,

gesucht. Mit || - ||, wird dabei die Standard-p-Norm bezeichnet (p € [1, oo]). Die Menge S
wird Quantisierungsmenge genannt und besteht normalerweise aus stiickweise definierten
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2.3 Methoden der Variationsrechnung

Funktionen mit n > 0 Stiitzstellen. In [K&m00] werden Funktionen

—_

n—

Sn = yi]l}xi,xiJrl}a n>2
i=1
verwendet, fiir die z; < --- < 2, € Rund y;,...,y, 1 € R gilt. Fiir x < 2; und
x > x, wird s,(z) = 0 gesetzt. Statt dem allgemeinen & werden nun die Mengen

S,, betrachtet, die nur Funktionen s, mit hochstens n Stiitzstellen enthalten. Das so
definierte Quantisierungsproblem lautet dann

Jnf [1f = sally.

Dieses Quantisierungsproblem wird in [KdmO00] fir p € {1,2,00} und f € C(D,R) N
L*(D,R) (D € {R,R>,[a,b]}) betrachtet. Es werden Ergebnisse zur Existenz lokaler
Optima gegeben und Algorithmen zur optimalen Quantisierung fiir den Fall p = 2 ent-
wickelt. Allerdings beschrinkt sich die Arbeit in [K&m00] auf die Betrachtung eindimen-
sionaler Funktionen. Sollten die hier entwickelten Verfahren bei der Segmentierung eines
zweidimensionalen Bildes angewendet werden, miifite das vorliegende Bild erst in eine
eindimensionale Version umgewandelt werden. Ublicherweise geschieht dies durch Histo-
grammbildung. Es liegt auf der Hand, dafl das Einbringen von a-priori-Informationen
tiber die Form des zu findenden Objektes (eine zweidimensionale Mengenmodellierung)
auf diese Weise kaum moglich ist. Auch eine eindimensionale Mengenmodellierung —
denkbar wéren zum Beispiel zusammenhingende Mengen — ist auf Histogrammfunk-
tionen nicht sehr sinnvoll, da nicht unbedingt ein Zusammenhang zwischen zusam-
menhéngenden Mengen im Bildhistogramm und dem originalen Bild bestehen mu$.
Natiirlich ist es dennoch méoglich, Segmentierungsalgorithmen auf Basis der Verfahren in
[KdmO00] zu entwickeln, wie die Arbeit in [KK98] zeigt. Im Gegensatz zu [K&m00] wird
die Ausgangsfunktion f hier von vornherein als diskret angenommen. Aber auch in dieser
Arbeit wird f als eindimensional vorausgesetzt, was bedeutet, dafl wiederum als erster
Schritt die Funktion f aus einem gegebenen Bild extrahiert werden muf3. Damit enthélt
dieses Verfahren im Hinblick auf eine zweidimensionale Mengenmodellierung dieselben
Nachteile wie die Arbeit in [K&mO00].

In den Termini der Einleitung bedeutet dies: Fiir eine Objektsegmentierung sind die Ar-
beiten in [Kdm00] und [KK98| eher weniger geeignet. Sie bieten aber gute Moglichkeiten
in einer Bildsegmentierung, die kein weiteres Vorwissen iiber das zu findende Objekt in
einem Bild verlangt.

2.3 Methoden der Variationsrechnung

Die Variationsrechnung ist eine in der Bildverarbeitung hiufig verwendete Methode.
Ihr Ziel ist es, die Rénder von Bildregionen mdoglichst genau durch stiickweise stetige
Funktionen zu approximieren. Die Approximation erfolgt dabei iiber die Minimierung
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eines Energieterms, in den Eigenschaften wie Gliatte und Kriimmung der Bildfunktion
einfliefen. Dieser Energieterm wird in [MS85] oder auch in [BZ87] wie folgt definiert:
Bezeichne h € L?(M,R) das iiber einem kompakten Ausschnitt M C R? gegebene Bild
und U C L*(M,R) einen geeigneten Raum stiickweise differenzierbarer Funktionen von
M nach R. Gesucht ist nun eine Funktion u € U, fiir die das folgende Funktional

E(u) = D(u) + S(u) + P(u)
minimal wird. Dabei ist

e das Funktional D (Data), definiert durch

D= [ (u-syax,

ein Maf fiir die Bildtreue der gesuchten Funktion,
e das Funktional S (Spine), definiert durch

S =5 [ |vular,
M

ein Maf} fiir die Steigungen der gesuchten Funktion u und

e das Funktional P (Penalty) ein ,Strafmafl“ fiir jede Diskontinuitit der gesuchten
Funktion.

Der Parameter § im Funktional S ist ein vom Benutzer zu wéhlender Parameter, der
den Einflu} der Steigungen der zu suchenden Funktion auf das Optimum festlegt. Fiir
den Strafterm P existieren mehrere Varianten. In [BZ87] wird er auf

P(u) = alength(K)

gesetzt, wobei K die Menge aller Unstetigkeitsstellen bezeichnet und a ein weiterer vom
Benutzer zu wihlender Parameter ist. P ist nun ein Maf} fiir die gesamte Konturlinge,
d.h. eine Funktion u, die den Energieterm F minimiert, minimiert dann auch die Kon-
turlinge. Von Mumford und Shah wurde ein anderer Strafterm vorgestellt ([MS85]),
in den die Konturlinge K iiber ihr (eindimensionales) Hausdorffmafl H' eingeht. Der
gesamte Energieterm hat dann die Form

E(u,K) = /M(u—f)2dA2+62/M||VU||§dA2+aH1(K)

Beiden Vorschlégen ist gemein, dal P — und damit die Diskontinuitit der gesuchten
Funktion v — iiber den Parameter o vom Benutzer gesteuert werden kann.

Dieser eigentlich kontinuierliche Ansatz muf fiir die Anwendung auf digitale Bilder durch
eine geeignete diskrete Version approximiert werden. Es stellt sich dabei heraus, daf die
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2.4 Adaption parametrischer Grauwertmodelle

Optimierung der Energiefunktion zweistufig verlaufen kann: Zuerst werden die Unstetig-
keitsstellen von u bestimmt, die das Bild in verschiedene Segmente aufteilen, und in ei-
nem zweiten Schritt die Funktion u innerhalb der Segmente eingepafit. Die Sprungh&hen
sowie die Glattheit von u innerhalb der verschiedenen Segmente werden dabei iiber die
beiden Parameter a und 5 vom Benutzer vorgegeben.

Im Hinblick auf diese Arbeit ist der letzte Satz entscheidend: Zwar bieten die Parameter a
und [ eine gute Moglichkeit, die Eigenschaften von u zu steuern, allerdings kann dariiber
hinaus kein weiteres Vorwissen iiber eine mdégliche Objektform {ibergeben werden. Fiir
die Methoden der Variationsrechnung gelten damit die gleichen Uberlegungen, die bereits
zur Funktionsquantisierung angestellt wurden: Sie sind fiir eine Bildsegmentierung sehr
gut, fiir eine Objektsegmentierung dagegen eher weniger geeignet.

2.4 Objektlokalisation durch Adaption parametrischer
Grauwertmodelle

Ein Verfahren zur subpixelgenauen Objektpassung — die Objektlokalisation durch Ad-
aption parametrischer Grauwertmodelle, hier im folgenden mit Grauvwertmodelladaption
bezeichnet — wird von Christian Drewniok in seiner Dissertation beschrieben ([Dre98]).
Dieses Verfahren wurde von ihm priméir dazu entwickelt, um Kanaldeckel aus Luft-
bildaufnahmen zu extrahieren, daher der Begriff der Objektlokalisation. Wegen der gro-
ben Auflésung der Luftbilder ist eine Passung der Kanaldeckel auf diskreter Pixelbasis
nicht méglich und es mufl auf eine Subpixelpassung ausgewichen werden. Daher basiert
die Grauwertmodelladaption auf kontinuierlichen Mengenmodellierungen, was in Bemer-
kung 2.1.4 als wiinschenswerte Erweiterung in der Zwei-Niveau-Passung herausgestellt
wurde. Der Algorithmus setzt auf Arbeiten in [Hue71]|, [NB86] und [Roh92] auf, die
sich mit der Rekonstruktion von Grauwertkanten und Grauwertecken durch Minimie-
rung eines quadratischen Fehlers befassen und wird in der Grauwertmodelladaption auf
rechteckige und kreisformige Objekte (sowie deren Uberlagerungen) erweitert.

Die grundlegende Uberlegung der Grauwertmodelladaption ist die folgende: In ein dis-
kretes Luftbild I soll ein gegebenes Modell M (p) so eingepafit werden, daf§ der Fehler

Ep) = D (I — My(p))*

k

minimal wird. Der reelle Vektor j beschreibt dabei die freien Parameter eines (noch zu
spezifizierenden) Modells M (p) und I, = I(Z}) die an den Bildpositionen 7 vorliegenden
Grauwerte des Bildes /. Eine Objektlokalisation besteht dann in der Minimierung von
& uber die Parameter p.

Da eine subpixelgenaue Passung angestrebt wird, mufl das Modell M (p) eine hohere Ge-
nauigkeit aufweisen als das gegebene diskrete Bild. Ein solches (kontinuierliches) Modell
wird in [Dre98] als parametrisches Grauwertmodell bezeichnet. Zur Formulierung eines
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Intensitat
A

-

Abbildung 2.6: Mégliches ideales Intensitétsprofil 7. Die Héhe der einzelnen Niveaus ist
variabel, nur die Anzahl der Stufen ist entscheidend.

solchen Grauwertmodelles wird zunéchst angenommen, daf} es sich aus mehreren homo-
genen Teilflichen zusammensetzt. ,Homogen* bedeutet dabei, daff pro Teilfliche kon-
stante Reflexionseigenschaften gelten, Texturen oder Spiegelungen werden nicht beriick-
sichtigt. Jede Teilfliche reflektiert unter dieser Annahme einen konstanten Anteil der
einfallenden Lichtstrahlung. Im Idealfall ergibt sich dadurch fiir jedes Objekt je nach
Anzahl der Teilflichen ein stufenférmiges Intensitiitsprofil I wie in Abbildung 2.6 skiz-
ziert.

Alle weiteren Effekte im Bildentstehungsprozefl wie zum Beispiel Streuung in der Atmo-
sphire, Verschmierungen durch Linsenoptik und Digitalisierungsprozef (siehe zum Bei-
spiel [Bur96] fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung), werden in der point-spread function
(PSF) zusammengefaBt. Das resultierende Signal I ergibt sich dann durch eine Faltung
der PSF mit dem idealen Signal 7. Die PSF selbst wird im allgemeinen als GauBformig
(mit Mittelwert 0) angenommen, eine Anpassung an die jeweils aktuelle Situation erfolgt
iber deren Standardabweichung. Das so erhaltene verschmierte Signal wird schlieflich

an diskreten Stellen abgetastet (Abbildung 2.7), man erhilt ein diskretes Bildsignal 1.

Der letzte Schritt in der Bildentstehung nach [Dre98] ist die additive Uberlagerung des
diskreten Signals mit einem normalverteilten Rauschen. Dieser Schritt ist aber fiir die
Modellbildung nicht wesentlich, so daf} er hier nicht nidher ausgefiihrt wird.

Die in [Dre98] entwickelten parametrischen Grauwertmodelle folgen dem oben beschrie-
benen Bildentstehungsprozef: Ein kontinuierliches, zweidimensionales Signal wird durch
eine Gaufische PSF verschmiert und das Ergebnissignal diskret abgetastet. Die PSF ist
dabei gegeben durch
Go(2,y) = g0(2) - 95 (y)
fiir
go(x) = l-g <£> und  g(z) = Le’é.

o o V2T

Der freie Parameter o > 0 in G, (bzw. g,) gibt dabei den Grad der Verschmierung an.
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2.4 Adaption parametrischer Grauwertmodelle

Intensitat
A

Y

X; .. X,

Abbildung 2.7: Verschmiertes (mit PSF gefaltetes) Intensitiitssignal 7 mit diskreten Ab-
tastpunkten x, ..., x,.

Jedes Grauwertmodell 148t sich nun als Faltung von G, mit einer entsprechenden Funk-
tion, die das ideale Signal darstellt, modellieren. Eine vertikale Stufe an Position zy € R
zum Beispiel 148t sich also mit Hilfe von

0 firz<O

Ugo () 1= u(x — x9), wobei u(z) = { 1 fir s> 0

als U,, *x G, darstellen. U, besitzt als freien Parameter die Position x, der Kante, so daf}
das Gesamtmodell zunéchst zwei freie Parameter (die Verschmierung o und die Position
xg) besitzt. Diese Modellfunktion U, * G, 148t sich vereinfachen zu

8
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Fiir die Funktion ¢, gilt

Die Funktion ¢ wird auch Fehlerfunktion genannt.

Die durch die Modellfunktion U, * G, definierte Stufe hat bis jetzt die Hohe 1. Um das
zu korrigieren, werden zwei lineare Faktoren hg (fiir das Grundniveau) und h; (fiir die
Hohenéinderung zum Stufenniveau) eingefiihrt. Das Gesamtmodell

xr—
Mstep(xay) = h0+h1¢< . U)

beschreibt dann eine (mit Standardabweichung o) Gaufiverschmierte vertikale Stufe im
Punkt zg, die den Ijbergang zwischen zwei Grauwertplateaus der Hohen hg sowie hg+ hy
bildet. Die beiden Faktoren hg und h; sind zusétzliche freie Parameter des Gesamtmo-
dells Mep, das insgesamt — zusammen mit den beiden bereits vorhandenen freien Pa-
rametern o und z, — iiber vier freie Parameter verfiigt. Mg, entspricht dem Signal I
aus Abbildung 2.7.

Soll nun in einem gegebenen Bild — bzw. einem gegebenen Bildausschnitt — I eine
vertikale Stufe gefunden werden, wird die zugehorige Fehlerfunktion

& R—F X R3 — Ra 5(07 o, hUahl) = Z(I(:r,y) - ]\4step(xay))2

(z.y)

iiber ein nichtlineares Abstiegsverfahren (siche dazu zum Beispiel [Spe93]) minimiert
und dadurch die freien Modellparameter von Mg, optimiert. In der Fehlerfunktion &
steckt implizit die Punktauswertung von Mg, an diskreten Punkten (z,y).

Mit Hilfe von Mg, lassen sich einfache Rechteckstrukturen zusammensetzen. In [Dre98|
werden aulerdem Modelle fiir gedrehte Rechteckstrukturen angegeben. Alle diese Grund-
modelle lassen sich additiv zu komplizierteren Strukturen {iberlagern. Die auf diese Weise
entstandenen Modelle heiflen Superpositionen.

Ein weiteres wichtiges Grundmodell neben dem eben beschriebenen Stufenmodell ist das
Kreisscheibenmodell. Eine Kreisscheibe mit Radius R > 0 und Zentrum im Nullpunkt
besitzt das ideale Signal

1, 22 +y* < R?

— ._
Dr:R* = R, Dr(z,y) = {0, sonst,

Zur Berechnung des Gaufiverschmierten Bildmodells braucht man aus Symmetriegriin-
den nur Punkte entlang der z-Achse zu beriicksichtigen, denn fiir alle Punkte (z,y) € R?
gilt

(Dr * Gy)(z,y) = (Dg * Gy)(\/2? + y2,0). (2.6)
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2.4 Adaption parametrischer Grauwertmodelle

Das mit GG, gefaltete Signal hat dann die Form

(Dg * G,)(2,0) = / /Rz_a Gy(x — a,—b) dbda

R2—q?

' R
_ 2/ 9olz — ) &y (VR —?) da — (6 (x + R) — 6,(z — R))
-R

([Dre98, Kap. 3.6]). Diese Modellfunktion kann ebenso wie das Stufenmodell zu einem
Gesamtmodell mit Grundniveau Ay und Hohenénderung h; zum Kreisniveau ausgebaut
werden. Eine Superpositionsbildung mit anderen Modellen ist ebenfalls machbar.

Zum Schluf} noch ein Wort zur Implementierung: Die Funktion ¢ ist analytisch nicht
bestimmbar und mufl daher numerisch approximiert werden. Das kann iiber eine Appro-
ximation der Funktion

erf : Ry — R, erf(x) : / Pt
\/_

erfolgen, denn es gilt der Zusammenhang

- (3)

Zur Bestimmung des Teilterms
R
/ go (T — a) ¢ (\/R2 - a2) (2.7)
-R

aus dem Kreisscheibenmodell wird in [Dre98| eine Romberg-Integration verwendet. Ein-
zelheiten zur Implementierung der Funktion erf bzw. der Integrationsmethode finden
sich zum Beispiel in [PTVF96].

Im Gegensatz zu den in den Abschnitten 2.2 und 2.3 vorgestellten Verfahren legt die
Grauwertmodelladaption viel Wert auf eine zugrundeliegende zweidimensionale Struk-
tur. Diese Struktur ist in etwa dem Mengenmodell in der Zwei-Niveau-Passung ver-
gleichbar. Allerdings werden hier keine diskreten Mengenmodelle verwendet, sondern
jede Struktur wird durch reelle Parameter beschrieben, was zu kontinuierlichen Mengen-
modellen und dadurch zu Subpixelpassungen fiihrt.

Fiir inhomogen beleuchtete Objekte (wie in Abbildung 2.4) bietet die Grauwertmodell-
adaption jedoch keine Losung. Das liegt an der Grundvoraussetzung an die Modellbil-
dung, die besagt daf jede einzelne Teilfliche einen homogenen Grauwert besitzen mufl.
Eine Erweiterung auf nicht-homogene Teilflichen wére prinzipiell moglich, diirfte aber
durch die Faltung mit einer Gaufifunktion sehr schnell zu kaum noch handhabbaren
Modellfunktionen fiihren.

Das folgende Kapitel stellt einen allgemeinen Ansatz zur mengenbasierten Objektseg-
mentierung vor.
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3 Semilineare Approximation auf
euklidischen Vektorraumen

Kapitel 2 beschiftigte sich mit verschiedenen Verfahren zur Bildsegmentierung, wobei
der Schwerpunkt auf der Bereitstellung eines Mengenmodells zur Beschreibung der Ob-
jektform lag. Bei der Zwei-Niveau-Passung (Kapitel 2.1) basiert dieses Mengenmodell
nach Voraussetzung auf dem gegebenen Bildraum. Als Folge davon ist die Genauigkeit
des Mengenmodells direkt von der Auflésung dieses Bildraumes abhéngig. So sind bei
diskreten Bildern nur diskrete Mengenmodelle verfiigbar, eine weitere Verfeinerung ist
nicht moglich. Auch die Modellierung komplexerer Grauwertverldufe innerhalb eines Bil-
des (Abbildung 2.4) kann nicht realisiert werden. Die Grauwertmodelladaption (Kapitel
2.4) beseitigt zwar das Problem der Subpixelpassung, da sie explizit auf kontinuierlichen
Mengenmodellen beruht. Eine Modellierung komplexerer Grauwertverldufe wurde aber
auch hier nicht angedacht.

Im folgenden wird ein allgemeiner Ansatz zur mengenbasierten Objektsegmentierung —
die semilineare Approximation — vorgestellt. Dieses Verfahren kann als theoretischer
Uberbau fiir mengenbasierte Segmentierungsalgorithmen angesehen werden und umfaft
je nach Spezifizierung auch die Modellierung inhomogener Grauwertverldufe sowie Sub-
pixelpassungen. Zudem lassen sich Zusammenhiinge zur Zwei-Niveau-Passung sowie (in
Kapitel 6) zur Grauwertmodelladaption herstellen.

3.1 Semilineare Funktionen

Definition 3.1.1
Sei E ein R-Vektorraum, A eine Menge und k € N. Eine Funktion g : R¥ x A — E heifit
dann semilinear, falls fiir alle A € A die Abbildung = — g(x, A) linear ist.

Ist g eine semilineare Funktion und A € A, heifit im folgenden die Abbildung
Gi:RF = E, Gaz = g(z, A)

die lineare Teilfunktion von g fir A € A. Eine Reihe von Eigenschaften von g, die aus
der Linearitdt von G 4 folgen, sind in dem folgenden Korollar zusammengefafit:

Korollar 3.1.2
Seien die Vorraussetzungen von Definition 3.1.1 gegeben. Dann gilt:
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e Jede semilineare Funktion g definiert eine Abbildung von A in die Menge & der
héchstens k-dimensionalen Unterrdume von E.

e Ist A € A gegeben, existiert ein Erzeugendensystem {e(lA), e e,(CA)} von (G y), so
daf sich die lineare Teilfunktion G 4 in der Form

k
Gz = Za:iez(-A) fir z e R
i=1
schreiben 1afit.

Beweis Mit A — G4 = g(-, A) definiert jede semilineare Funktion zunichst eine Ab-
bildung von A in die Menge Hom(R*, F') der linearen Abbildungen von R¥ nach E. Da
G 4 linear ist, ist weiterhin der Bildraum J(G4) C E von G4 ein linearer Unterraum
von E mit Dimension [ < dim(R*) = k. Wird nun mit & die Menge der hochstens
k-dimensionalen Unterrdume von E bezeichnet, leistet die Abbildung

G: A&, G(A) = I(Ga)

das Gewiinschte.

Sei im fol%enden A € A. Dann existiert wegen der Linearitéit von G4 ein Erzeugenden-
system {61A), e e,(CA)} von (G 4), so dafl sich G4 als

k
Vx € RF - Gax = ZL’GZ(A)

=1

schreiben 1afit. O

Man kann eine semilineare Funktion also im gewissen Sinne als zweigeteilt auffassen:
Zuerst wird durch die Wahl von A € A ein hichstens k-dimensionaler Unterraum von E
bestimmt, in den dann die lineare Teilabbildung G4 abbildet. Da sich der so festgelegte
Unterraum alleine durch die Wahl eines € R nicht mehr #ndern kann, kann 4 auch
als eine Parametrisierung der hochstens k-dimensionalen Unterrdume von E angesehen
werden.

Der folgende Satz beschéftigt sich mit der Darstellung semilinearer Funktionen.
Satz 3.1.3

Unter den Vorraussetzungen von Definition 3.1.1 existieren fiir jede semilineare Funktion
g Abbildungen ey, ...,e; : A — F, so daB sich g in der Form

schreiben 1af3t.
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3.1 Semilineare Funktionen

Beweis Nach Korollar 3.1.2 existiert fiir jedes A € A ein Erzeugendensystem
{e(lA), s eECA)} von (G 4) mit

k
Vo €RF . Gur = Z:riez(-A).

i=1

Setzt man nun fiir alle 7 € {1,... k}
€; . A — E, ei(A) = e(A)

erhalt man das Gewiinschte. O

Satz 3.1.3 ist die Basis, auf der die im folgenden auftretenden Formulierungen semilinea-
rer Funktionen beruhen. Statt direkt eine semilineare Funktion ¢ zu definieren, werden
zundchst k Vektoren ey,...,e; € E zusammen mit einer geeigneten Parametrisierung
gesucht, die im néichsten Schritt zu Erzeugendenfunktionen ey, ..., e, : A — E ausge-
baut werden. Diese Erzeugendenfunktionen beschreiben dann eine semilineare Funktion
und nach Satz 3.1.3 existiert fiir jede semilineare Funktion eine derartige Darstellung.
Wird zuséatzlich mit G4 wieder die auf Seite 31 definierte lineare Teilfunktion einer
semilinearen Funktion bezeichnet, gilt aulerdem fiir den Bildraum (G 4):

I(G ) = linH{er (A),. .., ex(A)}.

Das folgende Beispiel verdeutlicht, wie die semilinearen Funktionen als Verallgemeine-
rung der in der Zwei-Niveau-Passung verwendeten zweistufigen Funktionen aufgefaf3t
werden kénnen.

Beispiel 3.1.4

Sei eine kompakte Menge M C R? gegeben, die im folgenden der Aufnahmeraum genannt
wird. Die Menge A wird — wie bereits in der Zwei-Niveau-Passung in Kapitel 2.1 — als
Quotientenraum

A:=B(M)/.
definiert, wobei die Aquivalenzrelation ~ durch
~CAXA, A~ B <= N(A\B)U(B\ A) =0

gegeben ist. \? bezeichnet dabei das zweidimensionale Lebesgue-MaB.

Als Vektorraum E wird der Quotientenraum L*(M,R) gewéihlt. Setzt man dann zwei
Erzeugendenfunktionen ey, e; : A — F,

er(A) = 1y und
BQ(A) = ]lM\A,
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Abbildung 3.1: Skizzierter rechteckiger Aufnahmeraum M mit grauem Objekt A auf
weilem Hintergrund M \ A.

ist die Funktion ¢ : R? x A — E mit
g(SC, A) = 37161(14) + 37262(14) = .731]1,4 + SCQ]J.M\A
semilinear und g entspricht genau der in der Zwei-Niveau-Passung verwendeten Trep-

penfunktion in (2.1).

Neben g existiert aber noch eine andere Mdglichkeit, eine semilineare Funktion in Ana-
logie zur Zwei-Niveau-Passung zu definieren. Dazu wird eine neue Erzeugendenfunktion

6’2 (A) = ]J_M
bendtigt. Ersetzt man nun ey in g durch e}, erhidlt man
g'(x,A) = zills + zollyy.

Der Unterschied in beiden Funktionen besteht nur in ihrer Interpretation: In g représen-
tiert xy den Grauwert eines Objektes A, wihrend xy in ¢' fiir die Grauwertinderung
zwischen Objekt und Hintergrund steht.

Bemerkung 3.1.5

Die Formulierung der semilinearen Funktion g in Beispiel 3.1.4 ist auch mdglich, ohne dafl
fiir A und E Quotientenrdume gewéhlt werden. An dieser Stelle der Arbeit existiert noch
kein Grund, warum der Quotientenraum A = B(M)/. der Menge B(M) vorzuziehen
wéire. Ebenfalls kein Grund existiert, warum L*(M,R) eine bessere Wahl als £?(M,R)
sein sollte und natiirlich sind auch

§iR2 x B(M) = LAM,R),  §(z, A) = 2114 + 2ol 4

bzw.
J R x B(M) — L*(M,R), G (2, A) = 2114 + 221l
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3.1 Semilineare Funktionen

Abbildung 3.2: In z-Richtung inhomogener Aufnahmeraum M mit ebenfalls in x-
Richtung inhomogenem Objekt A.

semilineare Funktionen. Griinde, warum diese Wahl nicht geschickt ist (Metrik auf A
bzw. Skalarprodukt auf E wiirden bendétigt) sind zwar — zum Teil eher implizit —
bereits in Kapitel 2 erwahnt worden, werden hier aber erst in Kapitel 3.2 und 3.3 fiir die
Formulierung des Approximationsproblems bzw. fiir Aussagen iiber die Existenz lokaler
Optima benétigt. Die Wahl von B(M)/. und L?*(M,R) stellt in diesem Sinne einen
Vorgriff auf die folgenden Abschnitte dar.

Abbildung 3.1 zeigt beispielhaft einen rechteckigen Aufnahmeraum A mit einem grauen
Objekt A auf hellem Hintergrund M \ A. Will man Objekt und Hintergrund aus die-
ser Abbildung durch eine semilineare Funktion beschreiben, sind die in Beispiel 3.1.4
formulierten Erzeugendenfunktionen sowie die daraus resultierenden semilinearen Funk-
tionen g bzw. ¢’ sehr gut geeignet. Man ist bei der Formulierung semilinearer Funktionen
aber weder in der Anzahl k£ der Erzeugendenfunktionen ey, ..., e, noch in deren Form
beschrinkt, so dal sich auch kompliziertere Zusammenhinge formulieren lassen. Das
folgende Beispiel zeigt, wie die in Abbildung 3.2 gezeigten Grauwertverldufe durch eine
semilineare Funktion modelliert werden koénnen.

Beispiel 3.1.6

Abbildung 3.2 zeigt das gleiche Objekt wie Abbildung 3.1. Allerdings weisen nun sowohl
Objekt als auch Hintergrund eine (in z-Richtung) monotone Anderung des Grauwertes
auf, was zum Beispiel als inhomogene Beleuchtungssituation interpretiert werden kann.
Zum einfacheren Verstidndnis wird die Modellierung dieser Situation im folgenden als
eindimensionale Version fiir eine isolierte Bildzeile durchgefiihrt.

Sei also fiir a > 0 der Aufnahmeraum M = [0,a] gegeben. A wird wieder (wie in
Beispiel 3.1.4) als Quotientenraum A = B(M)/.. definiert, wobei die Aquivalenzrelation
~C B(M) x B(M) durch

A~B: <= MN(A\B)U(B\A4))=0
definiert ist. Der Vektorraum E sei die Menge L?(M,R).
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Objekt:

m@ﬂM@z{o z ¢ e, d]

Hintergrund:

@de@={x,x¢mﬂ

0 ¢ d a
Abbildung 3.3: Modellierung linearer Beleuchtung ohne konstanten Anteil.

Bis jetzt unterscheidet sich sich diese Modellierung nicht wesentlich gegeniiber der aus
Beispiel 3.1.4. Die einzige groBe Anderung erfolgt nun in der Wahl der Erzeugendenfunk-
tionen e;. Geht man davon aus, daB es sich bei Abbildung 3.2 um lineare Anderungen
der Grauwerte handelt, eignet sich die Funktion

er 1 A— L*(M,R), e1(A) = (a —id)1l 4,
um das Objekt und die Funktion
ey : A— L*(M,R), ea(A) :=id - Upp 4

um den Hintergrund zu beschreiben. Abbildung 3.3 zeigt e, und ey, wobei das Objekt
durch das Intervall [c, d] € A und der Hintergrund durch die Restmenge [0, c] U [d,a| € A
repréasentiert wird. Die scheinbare Doppeldefinition in den Punkten {c} und {d} ist in
Wirklichkeit kein Problem, da die Elemente in A nur bis auf A-Nullmengen eindeutig
sind.

Die so definierte semilineare Funktion
g1 R* x B(M)/.. — L*(M,R), gi(x,A) == zy(a —id) 14 + zoid - Lpp 4

ist in den Randpunkten 0 und a noch sehr speziell, denn der Grauwert des so erzeug-
ten Bildes ist beide Male auf 0 festgelegt. Eine allgemeinere Modellierung ohne feste
Randpunkte erhilt man, wenn die beiden ,konstanten“ Erzeugendenfunktionen

e3(A) = 1y fiir das Objekt und

es(A) = Uypna fiir den Hintergrund

zur Modellierung hinzugefiigt werden. Damit dndert die resultierende semilineare Funk-
tion ihren Definitionsbereich. Sie hat nun die Form gy : R* x B(M)/.. — L*(M,R),

gg(l‘,A) = xl(a — ldA) +;’E3]lé + ;TQldM\A +1‘4]J-M\AJ

(.

Objekt Hint(;lr(rg“rund
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Durch g, werden die in Abbildung 3.2 vorhandenen linearen Abhéingigkeiten modelliert
ohne daf zusétzliche Annahmen (wie Randpunktfestlegungen) getroffen werden miissen.

In Beispiel 3.1.6 wurden die Grauwertdnderungen in Objekt und Hintergrund durch
lineare Abhéingigkeiten modelliert, da Abbildung 3.2 kiinstlich erzeugt wurde und da-
her bereits a-priori die bestmdogliche Art der Modellierung bekannt war. In praktischen
Situationen ist ein solches Vorwissen eher weniger vorhanden, die konkrete Art der Mo-
dellierung sollte daher bei jeder Anwendung sorgfiltig abgewogen werden. Dies setzt
eine moglichst genaue Analyse des vorliegenden Problems als zentralen Schritt vor die
eigentliche Modellierung. Vernachlissigt man diese Analyse, kann die Anzahl der Erzeu-
gendenfunktionen und damit die maximale Dimension £ der auftretenden Unterrdume
sehr schnell zu groff werden. Die Modellierung wirkt dann umsténdlich und ist fiir die im
folgenden beschriebene Approximation zu langsam. Eine Einschrinkung auf nur wenige
Erzeugendenfunktionen ist allerdings auch nicht immer die Losung. Werden zu weni-
ge oder zu spezielle Erzeugendenfunktionen ausgewihlt, kann die vorliegende Situation
meist nicht addquat beschrieben werden. In diesen Kontext fillt die Funktion ¢g; aus
Beispiel 3.1.6, die in ihren Randpunkten festgelegt war ohne daff dazu ein Hinweis in der
Ausgangssituation gegeben war. Auch Abbildung 2.4 von Seite 21 zeigt ein Beispiel fiir
eine zu spezielle Wahl der Erzeugendenfunktionen. Hier wurde die im Ausgangsbild vor-
handene lineare Grauwertinderung durch die ,Erzeugendenfunktionen® 14 und 1yp 4
der Zwei-Niveau-Passung nicht nachgebildet, so dafl der Pafiprozel an sich in einem
unbefriedigenden Optimum endete.

3.2 Semilineare Approximation

Bis jetzt wurden semilineare Funktionen an sich betrachtet. Die Beispiele in 3.1.4 und
3.1.6 gaben dabei einen kleinen Einblick in die Moglichkeiten der Modellierung unter-
schiedlicher Ausgangssituationen. Der néchste Schritt ist der Vergleich eines gegebenen
Elements y € FE mit einem durch eine semilineare Funktion entstandenem Element
g(z,A) = 3% 2,e;(A) € E und natiirlich die Frage, fiir welches Paar (z, 4) € R¥ x A
die Funktion g¢(z, A) dem gegebenen y € E ,jam nichsten® liegt. Diese Parameter-
optimierung wird in der Bildverarbeitung als Bildrekonstruktion angesehen, wobei das
rekonstruierte Bild hier durch die jeweilige semilineare Funktion bestimmt wird. Der
Terminus ,,am néchsten“ erfordert einen Abstandsbegriff, so dafl £ in der folgenden
Definition als euklidischer Vektorraum vorausgesetzt wird.

Definition 3.2.1

Sei E ein euklidischer Vektorraum, (A, d) ein metrischer Raum und k > 0. Sei fer-
ner y € E gegeben. Fiir jede semilineare Funktion g : R¥ x A — E heifit dann das
Minimierungsproblem

inf inf |jy — g(x, A
inf inf lly - g(z, )]

ein semilineares Approximationsproblem.
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Eine direkte Folgerung, was die Darstellung semilinearer Approximationsprobleme be-
trifft, ergibt sich aus Satz 3.1.3: Da jede semilineare Funktion g als Linearkombination
von Erzeugendenfunktionen ey, ..., e, : A — E dargestellt werden kann, 148t sich auch
jedes semilineare Approximationsproblem in der Form
k
inf inf — T;€; A
A€ A gcRE Y z:zl ( )

schreiben.

Bemerkung 3.2.2

In Definition 3.2.1 ist E als euklidischer Vektorraum vorausgesetzt, was bedeutet, daf3 auf
E ein Skalarprodukt (- | -) definiert ist und die Norm ||- || auf E durch das Skalarprodukt
induziert wird. In Definition 3.2.1 wird das Skalarprodukt selbst jedoch nicht benétigt.
Prinzipiell ist Definition 3.2.1 also auch denkbar, wenn die Norm in E nicht iiber ein
Skalarprodukt definiert wird. Im Rahmen dieser Arbeit war jedoch keine Notwendigkeit
vorhanden, E von einem euklidischen Vektorraum auf einen allgemeinen normierten
Raum zu verallgemeinern, so dafl dieser allgemeinere Ansatz hier nicht weiter verfolgt
wird.

Die Tatsache, daf} jede semilineare Funktion einen linearen Anteil besitzt, 148t sich fiir
die Approximation sehr gut nutzen. Das folgende Korollar zeigt den dabei wesentlichen
Zusammenhang auf:

Korollar 3.2.3
Seien die Voraussetzungen von Definition 3.2.1 gegeben und sei A, € A fest. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Vektor ya, € linH{e;(Ay),...,ex(Ao)}, fiir den gilt:

nf fly — g(z, Ao)l| = min [y — g(z, Ao) [ = lly — |
Beweis Sei G, : R¥ — E fiir festes Ay € A die auf Seite 31 definierte lineare Teilab-
bildung einer semilinearen Funktion ¢g. Dann beschreibt das Teilproblem
inf [y = G o]

ein lineares Ausgleichsproblem. Fiir diese Problemklasse existiert in euklidischen Vek-
torrdumen stets ein eindeutig bestimmter Vektor y4, € S(G4,) mit

ly = yall = min [ly — G, 2] = dist(y, 3(Ga)).

In diesen Fillen ist y4, ein Punkt minimaler Distanz von y an den Bildraum (G 4,) =
linH{e;(Ap), ..., er(Ag)}:

Yag = projlinH{e1(Ao),-..,ek(AO)}y'
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1: Gegeben sei ein semilineares Approximationsproblem geméfl Def. 3.2.1
2: choose A; € A
3: compute 15 € RF with ||y — G470 = min lly — G 4|
¢eR
4: 1:=0
5: repeat
6: choose A, € A
7. find 241 € R with |ly — Ga 200 = min ly = Ga &l
8 if [y = Gawin || <|ly — G4l then

9: 1:=1+1
10: until (Abbruchkriterium erreicht)

Algorithmus 1: Lokale Minimierung eines semilinearen Approximationsproblems. Als
Abbruchkriterium wird in der Regel ||y — Ga,, %] — ||y — Ga,zi|| < € fiir € > 0
verwendet.

Korollar 3.2.3 zeigt, dal zumindest fiir das lineare Teilproblem eines semilinearen Ap-
proximationsproblems sofort die Existenz eines Minimums garantiert werden kann. Da
dieses Teilproblem ein lineares Ausgleichsproblem beschreibt, 148t sich dariiber hinaus
dieses Minimum auch leicht berechnen (siehe dazu zum Beispiel [LH79]). Algorithmus
1 zeigt schematisch, wie diese Tatsache in einer Implementierung aussehen kénnte. Die
Zeilen 3: und 7: beziehen sich dabei auf die Losung dieses linearen Ausgleichsproblems.
Die Minimierungsschleife von Zeile 5: bis Zeile 10: wird {iblicherweise von einem nicht-
linearen Abstiegsalgorithmus iibernommen.

Durch Korollar 3.2.3 kann ein semilineares Approximationsproblem sehr viel einfacher
formuliert werden, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.2.4
Unter den Voraussetzungen von Definition 3.2.1 besitzt jedes semilineare Approximati-
onsproblem die Form

lnf Hy DY jintiger (A),..cn (A} Y| -
Beweis Der Beweis folgt direkt aus Korollar 3.2.3: Jedes semilineare Approximations-
problem 143t sich schreiben als

f A)| = inf
inf min |ly — g(z, A)|| = inf ly — yall,

mit y4 = projlinH{el(A),...,ek(A)}y' =

Satz 3.2.4 fithrt endgiiltig zu einer neuen Betrachtungsweise semilinearer Approximatio-
nen, die bereits in Algorithmus 1 angedeutet wurde: Statt des urspriinglichen Problems
von Definition 3.2.1 geniigt es nun, die Funktion

Vgy A= R, Yoy (A) = ||y = Projiinme; (),...cnan ¥ (3.1)
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zu minimieren'. Der in Definition 3.2.1 zusitzlich vorhandene Parameter € RF im
Minimierungsprozef} fillt weg, iibrig bleibt die alleinige Optimierung iiber A.

Lemma 3.2.5
Die in (3.1) definierte Funktion 1,, ist durch 0 nach unten und ||y|| nach oben be-
schrinkt.

Beweis Offensichtlich ist v, durch 0 nach unten beschrénkt. Weiterhin gilt der Zu-
sammenhang

. 2
w;,y(A) = ||y||2 - HprOJlinH{el(A),...,ek(A)}yH
und wegen [|y|| > [[projinnge, (a).....ex (a0 Yl 18t ¥y, durch |y]| nach oben beschréinkt. O

Algorithmus 1 und Satz 3.2.4 lassen eine Frage auflen vor, namlich die ob iiberhaupt ein
lokales Minimum existiert. Dieser Frage wird im Folgenden nachgegangen.

3.3 Existenz lokaler Optima

Um Aussagen iiber die Existenz lokaler Optima von ¢, treffen zu konnen, mufl zuerst die
Stetigkeit von g sichergestellt werden. Dariiber lassen sich aber relativ einfach Aussagen
treffen, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.3.1

Sei ein semilineares Approximationsproblem nach Definition 3.2.1 gegeben. Léft sich
dann die semilineare Funktion g : R¥ x A — E durch stetige Erzeugendenfunktionen
ei, ... e darstellen, ist auch g stetig auf dem Produktraum RF x A.

Beweis Bezeichnet d4 die Metrik auf A4 und wihlt man auf R¥ zum Beispiel die eukli-
dische Metrik d, bildet R* x A zusammen mit der durch d : (R¥ x A) x (R x A) — R,

a((xla Al); (3172, AQ)) = max(d(xl, x?): d.A(AI; A2))
definierten Produktmetrik einen metrischen Raum. Die Projektionsabbildungen 7mgx :

RE x A — RE mit mge (v, 4) := 2 und 74 : R¥ x A — A mit m4(z, A) := A sind dann
stetig bzgl. 9. Ebenso ist auch die Funktion f : RF x EF — E mit

k
f(xla"'axkayla"':yk) = szyz
i=1

stetig bzgl. der entsprechenden Produktmetrik.

'Der Index g in 1,,, deutet an, daf sich ¢, , auf eine semilineare Funktion bezieht, der Index y steht
fiir das zu approximierende Element y € E
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Wird mit 7; : R¥ — R die Projektion von R* auf die i-te Koordinate von R* bezeichnet
und ¢ als

g = fo(m OMRky..., Tk O TRk, €1 OTA,...,CLOT4)

— Z(m o mre) 0 (ej 0 ma)

=1

dargestellt, ist ¢ als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst stetig. 4

Wihlt man also unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.1 stetige Erzeugendenfunktio-
nen eg,...,e; : A — FE, ist die aus ihnen gebildete semilineare Funktion g ebenfalls
stetig. Wegen der Stetigkeit von Skalarprodukten ist dann auch die Abbildung

(%A)F+Hy—§éﬂﬁmw‘zﬂy—ﬂ%Am

=1

stetig.

Bemerkung 3.3.2

Betrachtet man an dieser Stelle noch einmal die Beispiele 3.1.4 und 3.1.6, wird deutlich,
was in Bemerkung 3.1.5 bereits angedeutet wurde. Durch die Festlegung von A als
Quotientenraum B(M) /. hat man Zugriff auf die durch

d(A,B) = N((A\ B)U(B\ 4))

auf B(M)/.. definierte Metrik. Die Notwendigkeit dafiir zeigte sich bereits in Kapitel
2.1. Ahnlich liegt der Fall bei der Wahl von L?(M,R) statt £2(M,R) als Vektorraum E,
auch wenn dies in Kapitel 2.1 nur implizit zur Sprache kam: Nach Definition 3.2.1 muf}
E' ein euklidischer Vektorraum sein. Die Abbildung

(1) E2 SR <fm:Afg

bildet aber nur dann ein Skalarprodukt, wenn sie auf L*(M,R) und nicht auf £?(M,R)
definiert ist.

Die in den Beispielen 3.1.4 und 3.1.6 definierten Erzeugendenfunktionen — und damit
auch die daraus resultierenden semilinearen Funktionen — sind mit diesen Uberlegungen
stetig.

Die Stetigkeit von (z, A) = |ly — 325, @¢;(A)|| impliziert allerdings nicht die Stetigkeit

der in (3.1) von Seite 39 definierten Funktion

Yey(A) = ||y = Projinmge, (a),....cccan | -
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Da dies die eigentliche Zielfunktion eines semilinearen Approximationsproblems ist, sind
vor allem Aussagen iiber ihr Verhalten von grofler Bedeutung. Von Interesse ist dabei vor
allem, ob und wenn ja unter welchen Bedingungen sich 1), , stetig verhélt und natiirlich
ob sich mogliche Unstetigkeitsstellen eingrenzen lassen.

Betrachtet man zunichst den Fall £ = 2, stellt sich die Situation wie folgt dar: Jede
stetige semilineare Funktion ¢ : R? x A — E hat die Form

g(x, A) = z1e1(A) + maes(A),

wobei e, ey : A — E stetige Erzeugendenfunktionen bezeichnen. Ist weiterhin ein Ele-
ment y € F gegeben, stellt sich das entsprechende semilineare Approximationsproblem
als

inf inf |y — zie1(4) + maes(A)]

bzw. mit Satz 3.2.4 als

inf voy(A) = inf [ly — Projuumge, (a).eaayV |

dar.

Sei nun A, C A so gewihlt, dafl A, alle Elemente enthéilt, fiir die der Bildraum
linH{e;(A), es(A)} volle Dimension besitzt:

VAe A: Ae Ay < dim (linH{e; (A),e2(A)}) = 2.

Fiir jedes A € A, ldBt sich dann eine Orthonormalbasis {e|(A),e,(A)} des Raumes
linH{e;(A), e2(A)} konstruieren, mit deren Hilfe sich v, als

You(A) = [ly = (y €l (A)) e1(A) = (y [e2(A)) e5(A)]|

darstellen 148t. Daraus folgt direkt, dafl 1,, stetig auf A, ist, denn fiir alle A € A,
lassen sich die Vektoren €} (A) und e, (A) iiber stetige Transformationen aus e;(A) und
e2(A) konstruieren (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren).

Fiir A € A\ A, reduziert sich die Dimension des Bildraumes linH{e;(A), e2(A)} auf
VA e A\ Ay : dim (linH{e;(A),e2(A)}) < 1.
Fir A € A\ A, mit e,(A) # 0 gilt

Yoy(A) = ||y = Projinge, ayyv|| = Hy - WQM)H :

und fiir A € A\ Ay mit e;(A) = 0 entsprechend

_ (yles()
wg,y(A) = { ‘y le2 (A2 es(A)
0

, falls eo(A) #0

sonst.
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Man kann nun erkennen, daf} die Stetigkeit der Funktion 1, , nur von der Stetigkeit ihrer
Teilabbildung A + Projinnge, (4,e,(4)1¥ abhéingt. Insgesamt stellt sich diese Projektions-
abbildung als stiickweise definierte Funktion wie folgt dar:

((y €} (A))€)(A4)
)e

e
+(yley(A))ey(A), falls A € A
. Wwled) o (4), falls A € A\ Ay und e;(A) #0
A Projiinte, (A).ea(A)}Y = <\Z\/6‘1e(2 )2 e1(4) \ A 1(4)
HeZ(A HZ 62(14); faHS A E A \ AQ, GI(A) — 0

und ey(A) # 0
( 0 sonst

¢ (A) und €, (A) werden dabei aus e; (A) und ey (A) iiber das Schmidtsche Orthogonalisie-
rungsverfahren bestimmt. Da die einzelnen Teilabbildungen von A — projime, (4),e,(4)1Y

stetig sind, bleiben nur die Ubergiinge zwischen den einzelnen Teilabbildungen als mogli-
che Unstetigkeitsstellen iibrig.

Bemerkung 3.3.3
Der Fall k = 2 lafit den Zusammenhang zur Zwei-Niveau-Passung besonders deutlich
werden. Gilt ndmlich (e1(A) |ex(A)) = 0 fiir alle A € A,, ist fiir A € A,

atd) = || 0= e ) - e |

In diesem Spezialfall hat 1,4, einen engen Bezug zu 1) aus Satz 2.1.2. Zunéchst a3t sich

zy umformen zu

s ity e
ia = = o - et

ol ey et
- 2<y Tt ety (A)>

(| en(4)) (] ea(A))
* H Ta@] @ e

||y||2 _ <y|61( )>2 B <y|62( )>2
[lex (A le2(A)]|

Im Fall der Zwei-Niveau-Passung von Kapitel 2.1 mit M C R? wird als euklidischer
Vektorraum E der Raum LQ(M R) zusammen mit dem (nicht explizit definierten) Inte-
gralskalarprodukt (f | g) :== [ f - g verwendet. Die Erzeugendenfunktionen ergeben sich
zu e(A) = 14 und eg(A) Uana und daher gilt der folgende Zusammenhang:

2
2
w? (A) — /y_(fAy) o (fM\Ay> — /yQ—tb(A)
Y M A(A) A(M\ A) M
wobei \? das zweidimensionale Lebesgue-Maf und ¢ die in Satz 2.1.2 definierte Funktion
bezeichnet.
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Fiir beliebiges k stellt sich die Projektionsabbildung analog zum Fall £ = 2 dar. Hier
existiert fiir jeden Unterraum, der durch die Erzeugendenfunktionen ey, ..., e, erzeugt
werden kann, eine eigene Projektions-Teilabbildung. Entsprechend haufiger konnen dann
auch potentielle Unstetigkeitsstellen auftreten.

Eine einfache Moglichkeit, die Stetigkeit von t),, zu garantieren wird in [Han01] ver-
wendet und besteht darin, A so weit einzuschrinken, dafi keine potentiellen Unstetig-
keitsstellen mehr vorhanden sind. Dies ist Thema des folgenden Korollars:

Korollar 3.3.4
Seien die Voraussetzungen von Definition 3.2.1 gegeben und seien zusitzlich die Erzeu-
gendenfunktionen e; : A — E stetig fiir allei =1,... k. Sei A" C A. Gilt dann

VA" € A" dim (linH{e, (A), ..., ex(A)}) =k,

ist 1, stetig auf A’ fiir alle y € E. Ist A" zusitzlich kompakt, existiert ein (sogar
globales) Minimum von 1, tiber A'.

Beweis Wird mit G4 wieder die auf Seite 31 definierte lineare Teilabbildung von g be-
zeichnet, gilt: Fiir alle A" € A’ bildet nach Voraussetzung die Menge {e;(A'), ..., ex(A")}
ein minimales Erzeugendensystem des k-dimensionalen Raumes $(G 4). Aus den Vekto-
ren e (A'), ..., ex(A4’) kann daher eine Orthonormalbasis {€|(A’), ..., e} (A4)} des Raum-
es linH{e (A4"),...,ex(A")} konstruiert werden. Da dies fiir alle A" € A’ mdglich ist,
sind auch die entsprechenden Abbildungen €}, ..., e} : A" = E, wohldefiniert. Sie sind
weiterhin stetig, da die e; bereits nach Voraussetzung stetig sind und das Schmidtsche
ON-Verfahren die Stetigkeit nicht beeintrichtigt. Damit ist fiir jedes y € F auch

k

Yoa(A) = |y = Yoyl el(AN)el(4)

=1

stetig. Ist A’ zusiitzlich kompakt, existiert ein (sogar globales) Minimum von v, iiber
A, da stetige Funktionen iiber kompakten Definitionsmengen ihre Extrempunkte an-
nehmen. 0O

Eine zweite einfache Moglichkeit zur Sicherstellung der Stetigkeit von ,, bietet das
folgende Korollar 3.3.6, fiir das zunéchst eine Hilfsdefinition ben&tigt wird.

Definition 3.3.5 (Hilfsdefinition)
Sei E ein R-Vektorraum und U C E ein Unterraum von E sowie n € N. Dann heifit die

Menge {ey,...,e,} C E eine erweiterte Orthonormalbasis von U, falls
e linH{ey,...,e,} = U, sowie
e cine Permutation = : {1,...,n} — {1,...,n} und ein n' < n existiert so daf}
{ex1), ... €xm} eine Orthonormalbasis von U bildet und e = 0 fiir alle i > n'
ist.
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Korollar 3.3.6

Seien die Voraussetzungen von Definition 3.2.1 gegeben und sei A" C A. Existieren
dann stetige Funktionen e},... e, : A" — E derart daB fiir alle A" € A’ die Menge
{e\(A"),...,e.(A")} eine erweiterte Orthonormalbasis von linH{e,(A"),... ex(A")} bil-
det, ist auch 1), stetig auf A’ fiir alley € E.

Beweis Da E ein euklidischer Vektorraum ist und {e}(A’),...,e,(A")} nach Vorausset-
zung eine erweiterte Orthonormalbasis bildet, 148t sich fiir alle y € E die Teilabbildung

.....

projlinH{el(A’) ..... er(ANY = Z(y ei(AN)ei(A)

=1

darstellen. Diese Abbildung ist stetig, da bereits die €} nach Voraussetzung stetig auf A’
sind. Damit ist auch 1, , stetig auf A'. O

Sowohl Korollar 3.3.4 als auch Korollar 3.3.6 basieren auf der Stetigkeit der Erzeugen-
denfunktionen e; bzw. ihrer normalisierten Versionen. Viele Anwendungsfille kénnen
durch diese beiden Korollare abgedeckt werden; so wére eine einfache Mafinahme zur
Anwendung von Korollar 3.3.4 im konkreten Fall die Einschriankung von A auf einen
geeigneten kompakten Ausschnitt. Allerdings kann eine derart radikale Vorgehensweise
auch nachteilig sein, denn gleichzeitig muf} sichergestellt werden, dafi das zu erwartende
Optimum auch innerhalb dieses eingeschrinkten Bereiches zu finden ist. Ist dies nicht
der Fall, erhélt man Ergebnisse, die zwar optimal bzgl. der Zielfunktion sind die aber
dennoch ,,unerwiinscht“ sind in dem Sinne daf} das eigentlich erwartete Optimum nicht
erreicht wurde.

Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, bei dem dieses Problem auftritt.

Beispiel 3.3.7
Sei fiir a > 0 der euklidische Vektorraum E als L*([0,a], R) zusammen mit dem Inte-
gralskalarprodukt (f | g) := [ f-g gegeben und sei A := [0, a.

Als Erzeugendenfunktionen seien weiterhin

61(7’) = ]J-[O,r} Uﬂd
ea(r) = idpapp, = idja

gegeben. Fiir diese Erzeugendenfunktionen ist die Bedingung
dim (linH{]l[oﬂ, id}r’a} }) =2

aus Korollar 3.3.4 nur fiir r € A’ :=)0,a] erfiillt. A" ist allerdings nicht mehr kompakt.
Schréankt man sich jetzt weiter auf eine kompakte Teilmenge A" C A’ ein, tritt fiir

y = Ljo,q
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Abbildung 3.4: Verlauf der Zielfunktion 1), aus Beispiel 3.3.7 fiir y = 1y, und a =1

genau der Fall ein, daB das eigentlich ,erwiinschte“ Optimum r = a nicht in A" enthalten
ist. Wie leicht zu sehen ist, ist der Punkt a in diesem Fall das einzige (lokale und globale)
Optimum von v, iiber [0, a], denn es gilt

eifa) = LUpa =y und
ea(a) = 0,

woraus g, (a) = 0 folgt. Weiterhin ist aber ey(r) # 0 fiir alle r € [0, a]. In diesen Féllen
wird durch ey(r) der Wert von 1), erhoht, woraus g, (r) > 0 fiir alle r € [0, o[ folgt.

Abbildung 3.4 zeigt den Verlauf von g, fiir a = 1.

Das eigentlich erwiinschte Optimum der Zielfunktion 1), aus Beispiel 3.3.7 wird also
genau dann angenommen, wenn die Dimension des Bildraumes linH{e,(r), ea(r)} um
eins zusammenfillt. Jede Einschrinkung des urspriinglichen Intervalls A = [0, a], um
(gemif Korollar 3.3.4) die Dimensionsproblematik zu umgehen, fiihrt in diesem Beispiel
zwingend zu einem unbefriedigenden Optimum. Die Optimierung mufl daher iiber das
volle Intervall [0, a] laufen kénnen. Allerdings ist auch Korollar 3.3.6 fiir dieses Beispiel
nicht anwendbar, denn fiir die Erzeugendenfunktion e; gilt

lex(r)l =/ fiir r €]0,d],

d.h. die Norm von e; geht fiir r — 0 gegen Null und nimmt nur fiir r = 0 den Wert Null
an. Die normalisierte Version €} von e; mufl daher wie folgt definiert werden:

L r#0
/ _ NG [0,]
elr) { 0 ,7=20.
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Man beachte aber, daf§ der Anschlufl im Punkt r = 0 nicht stetig ist. Der einzige Grenz-
wert der als stetiger Anschlufl in Frage kime, wére eben die Nullfunktion, aber da fiir
allee >0

lei(e) — O] =1
unabhéngig von ¢ ist, fillt auch die Nullfunktion als Limes weg. Damit 148t sich € (r)
im Punkt r = 0 nicht stetig fortsetzen.

Die Frage nach der Stetigkeit von v,, im Randpunkt » = 0 mufl daher auf direktem
Weg gekliart werden. Der Vollstédndigkeit halber geschieht dies im Folgenden fiir beide
Anschlufistellen » = 0 und r = a.

Beispiel 3.3.7 (Fortsetzung)
Fiir r €10, a[ gilt zunéchst

Yyy(r) = H]l[o,a} — Ljop — % idyq
2

o220,

a 2
= /r (1 — g(zz : :z;x> dz
- [l e
= (a—r)— 382 : :z; . %(a2 — 73+ ZEZ; : :z;z 1((13 — )

3(a? — r2)?

Weiterhin hat 1), in den Randpunkten 0 und a die Form

Ygu(0) = H]i[o,a}—ProjnnH{idm,a}}”m,a}

Jton- 15
= |0 — F=idiq
30°

= a— ia + Za
NG
= —Va.
2
und
Ygyla) = H]l[ﬂ,a} - projlinH{JJ_[o,a]}]J‘[O,a}
= | Lpa — Lyo.al]
=0
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Es fehlt nun noch die Untersuchung der Ubergiinge in die Randpunkte. Fiir r — a gilt
dabei

3(a? — 12)?
. 2 T
152 wg’y(r) - lli{lla - 4(@3 — r3)
— lm —6(a? —r?) - 2r
r—a 12r2
r? —a?
= lim
r—a r
= 0
bzw. fiirr — 0 ,
3a 1
. 2 . o 2
i velr) = a- s = 3o

Damit ist 1), stetig in beiden Randpunkten (wie Abbildung 3.4 bereits vermuten lieB3).

Natiirlich kann in der Praxis nicht fiir jedes vorliegende y € E zuerst die Stetigkeit
der Zielfunktion iiberpriift werden. Aber dieses eine positive Stetigkeitsergebnis laf3t
hoffen, daB sich die Zielfunktion v, auch fiir andere Funktionen aus E gutartig an den
Randpunkten verhélt. Der folgende Absatz zeigt, dafi das auch tatséichlich der Fall ist:

Ersetzt man das bisherige y = 14 durch eine beliebige Funktion h € L*([0,a],R),
fiihrt das fiir r €]0, a] zu der Zielfunktion

I (R —

idyy,q) | R)idyr )

1
= Hh — ;<]J-[O,T} ‘ h>]l[097'} o m<

Im Ubergang r — 0 gilt dann fiir den ersten Koeffizienten (1,1 |h) der Projektions-
abbildung:

1 1 [
lim —(Lg, | h) = lim —/ h(z) d\(z)
0

r—0 r r—0 r
H(r) — H(0)
r—0 r

= lim M
r—0 1

(Stammfunktion)

was insgesamt zu
li_r)% hen(r) = Hh - projlinH{id]r,a]}hH = Pgn(0)

fiihrt. Damit ist 1, , im Punkt 0 stetig fiir alle h € L*([0, a], R). Die Stetigkeit im Punkt
a zeigt man analog.
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Die Zielfunktion in Beispiel 3.3.7 verhélt sich also vollig unproblematisch bzgl. ihrer
Stetigkeit im Nullpunkt, obwohl die normalisierte Erzeugendenfunktion €| unstetig in
eben diesem Nullpunkt ist. Das folgende Beispiel dagegen zeigt eine Modellierung, bei
der im Dimensionsiibergang keine Stetigkeit mehr vorhanden ist.

Beispiel 3.3.8
Sei der Vektorraum E = R? zusammen mit dem Standardskalarprodukt gegeben und
sei A = [0, Z]. Es sei nur eine einzige Erzeugendenfunktion

o) = (5 -a) ()

vorhanden. Die zugehdrige semilineare Funktion g : R x [0, 5] — R* hat dann die Form

(2, 0) = (z B ) CoS v

gz, )=z |5 —a sina |-

Wird als Metrik auf A etwa die Absolutbetragsmetrik gewéhlt, ist e stetig und daraus
folgt nach Satz 3.3.1 die Stetigkeit von g.

Fiir y = (0,1)" € R* und o # ¥ gilt dann

. 0 . coS &
PrOJiintie(a)} \ 1 ) =S¥ G4
0 . 0
wg,y(a) - H( 1 ) - proJlinH{e(a)} < 1 )H

= \/sin2 acos? a + (1 — sin® a)?

und damit

Interessant an diesem Beispiel ist der Randpunkt o = 5. Fiir a € [0, 5[ gilt zunéchst

lim ¢,,(a) = lim y/sin’ acos? a + (1 —sin” )2 = 0,
a—=3 a—=%

d.h. v, néhert sich fiir « — 7 dem Wert 0 an. Andererseits ist aber nach Voraussetzung

e(%) = 0 und daraus folgt fiir 1), , im Punkt §

Yoo (2) =yl = 1 # 0

thyy Ist also unstetig im Punkt o = 7. Diese Unstetigkeit resultiert aus der in g,
enthaltenen Projektionsabbildung o+ projlinH{(l_a)(cosa)}y der Form
2

sin o

. cos o
. ) sina ( . ) , aF
PrOJinn{(z—a)(c22)}Y = . s«
Y o =

[SIE NI

die einen unstetigen Anschluff im Punkt oo = § aufweist.
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Im Gegensatz zu Beispiel 3.3.7 ist in Beispiel 3.3.8 die Projektionsabbildung an den An-
schlufistellen nicht stetig. Das zeigt, wie leicht Unstetigkeitsstellen in der Zielfunktion
entstehen konnen, selbst wenn bei der Modellformulierung stetige Erzeugendenfunktio-
nen gewéhlt wurden.

Beispiel 3.3.8 (Fortsetzung)

Bisher wurde die Unstetigkeit der Zielfunktion 1),, nur fiir ein bestimmtes y € R?
nachgewiesen. Im folgenden geht es um das Verhalten von 1),, fiir allgemeines y € E.
Zundéchst steht fest, daf3 die Stetigkeit dieser Funktion von der Stetigkeit ihrer Teilab-

bildung
a— projlinH{(g—a)( o) }Y

abhidngt. Um die Notation zu verkiirzen, wird der darin enthaltene lineare Projektions-
operator im folgenden mit
— : 22
Pa — prOJlinH{(%fa)(Cosa)} S R x

sin a

abgekiirzt. Fiir y € R? und a € [0, Z[ gilt dann

Py — cos v cos (v - cos’a  sinacosa
ol = sin av y sin av S sin o cos o sin’ Y

P _ cos’a  sinacosa
@\ sinacosa sin? o ’

d.h.

Die Abbildung o — P, ist also stetig fiir alle a € [0, 5 [ und es gilt

. 0 0
e (7).

Fiir o« = § dagegen folgt aus e(5) = 0 direkt
P: — 0,

2

was bedeutet, daf} die Abbildung o — P, unstetig im Punkt % ist. Damit ist ¢, , unstetig
im Punkt § firy e R%, y # (1), v € R

Statt der Projektionsabbildung y — proji,pe(a); wurde im obigen Beispiel zum Schluf}
der Projektionsoperator P, betrachtet. Dies fiihrt zu einer anderen Sichtweise der se-
milinearen Approximation, die statt der Erzeugendenfunktion e; die von ihr erzeugten
linearen Operatoren betrachtet.

Satz 3.3.9
Sei E ein euklidischer Vektorraum, (A, d) ein metrischer Raum sowie y € E. Bezeichne
weiterhin

{P, € Hom(E, E) | A € A und Py ist Projektionsoperator}

50



3.3 Existenz lokaler Optima

eine Menge linearer Projektionsoperatoren. Dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent:

1. Durch }i‘an |y — Py y|| wird ein semilineares Approximationsproblem mit hichstens
€

k Erzeugendenfunktionen beschrieben

2. VA e A:dimS(PRy) < k.

Beweis Wird durch infac 4 |ly — Pyy|| ein semilineares Approximationsproblem mit
hochstens k& Erzeugendenfunktionen beschrieben, existieren k& Erzeugendenfunktionen
é1,...,ex: A— E mit der Eigenschaft

k
VAEAE’l‘l,...,l‘k ERqu:ZIEZBZ(A)

=1

Fiir jedes A € A bilden diese Erzeugendenfunktionen ein Erzeugendensystem von S(Py).
Daraus folgt direkt dim ¥(Py) < k.

Gilt andererseits dim $(Py) < k, dann existiert eine k-elementige erweiterte Ortho-
normalbasis {v1 4,..., 0.4} von (PBy) im Sinne von Definition 3.3.5. Setzt man nun
ei(A) :=w; 4 fiir i = 1,..., k, erhilt man k Erzeugendenfunktionen e; : A — E. Da die
P, nach Voraussetzung lineare Projektionsoperatoren sind, gilt weiterhin
k
P1y = projgme)¥ = PIOjiintie; (A),....en(A)}Y = Z(%A | y)via
i=1

k

y— > (ei(4) ) e(A)

i=1

und daraus folgt ||y — Pyy|| = fiir alle y € FE. 0

Satz 3.3.10
Sei ein semilineares Approximationsproblem geméafl Definition 3.2.1 gegeben. Werden
dann fiir A € A mit

Py 1= Projiinnge, (4),...ex (1)}

die in der Zielfunktion 1,, enthaltenen linearen Projektionsoperatoren bezeichnet, gilt:

1. Ist die Abbildung A — Py unstetig im Punkt Ay und y € E derart, daf3
Aling Py ¢ 3(Pyg), so ist auch 1,,, unstetig im Punkt Ay.
—Ao

2. Existiert A" C A derart, daf$ ¢,, stetig iiber A" und die Menge {Py | A € A'} aller
Projektionsoperatoren iiber A’ kompakt? ist, existiert ein (sogar globales) Minimum
von 1), tiiber {Py| A € A'}.

Um {Py|A € A’} zu einem metrischen Raum zu machen, wihle man hierfiir die norminduzierte
Metrik fiir eine geeignete Operatornorm.
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Beweis Aus den Voraussetzungen des ersten Unterpunktes folgt direkt die Unstetigkeit
der Abbildung A — Pyy im Punkt A,. Damit ist auch die Gesamtabbildung 1, , unstetig
in Ao.

Fiir den Beweis des zweiten Unterpunktes betrachte man die Funktion

zZg,y {R|Ae A} =R ig,y(Bl) = |ly — Pyyl|.
Wiéhlt man auf {P;| A € A’} eine geeignete Operatornorm, ist @g,y zusammen mit der
norminduzierten Metrik auf {Py | A € A’} stetig und es gilt

inf ¥, (4) = inf [ly —Byyl| = _ inf } ly — Bayl = Py

inf
AcA {Py | Ac A’ {Py | Ac A’}
Ist nun {Py | A € A’} kompakt, existiert ein sogar globales Minimum von @Q,y (und damit
von 1,,) iiber {P;| A € A'}. O

Dieser Satz beinhaltet eine Kernaussage iiber die semilineare Approximation: Zwar ist
1), die zu minimierende Zielfunktion, aber von eigentlichem Interesse ist nur die Funk-
tion 1), aus dem obigen Beweis zusammen mit der Menge {Py| A € A} der Projekti-
onsoperatoren. Bereits Beispiel 3.3.7 zeigte, dafy die Form dieser Menge nicht von der
Form der Erzeugendenfunktionen abhidngen muf}, denn die Zielfunktion aus diesem Bei-
spiel verhielt sich gutartig obwohl die normalisierte Erzeugendenfunktion e} unstetig
im Nullpunkt war. In Beispiel 3.3.8 wird die Situation noch deutlicher: Die Menge
{P.|a € [0, 3]} wire nur dann kompakt, wenn Pz die Form

00
Pg_(o 1)

beséfle. Dies ist nicht der Fall, wie auf Seite 50 gezeigt wurde.

Man beachte, dafl fiir den zweiten Unterpunkt von Satz 3.3.10 weder die Stetigkeit
der Abbildung A — P, noch die Kompaktheit von A verlangt wird. Es ist also nicht
sichergestellt, dafl das im Satz garantierte Minimum auch existiert, wenn iiber A und
nicht iiber {Py | A € A} optimiert wird. Da aber die Minimierung der Zielfunktion ),
eben nicht iiber {Py| A € A}, sondern iiber A erfolgt, wird in den Anwendungen in
Kapitel 6 der 1. Unterpunkt von Satz 3.3.10 (die Stetigkeit von A — Py) zusammen mit
der Kompaktheit von A als Kriterium fiir die Zielfunktion herangezogen.

Bemerkung 3.3.11

Zum Schluf} soll noch eine informelle aber dennoch sehr anschauliche Erklirung ge-
geben werden, wann ein unstetiges Verhalten in der Zielfunktion 1,, erwartet wer-
den kann: Dazu werden nicht die Erzeugendenfunktionen ey, ..., e, bzw. die Projekti-
onsoperatoren {Py| A € A} an sich, sondern nur die von ihnen erzeugten Bildrdume
S(Py) = linH{e (A),...,ex(A)} betrachtet: In Beispiel 3.3.8 néhert sich der von e(«)

erzeugte Unterraum von der x-Achse aus fiir o« — I immer weiter der y-Achse an,
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Abbildung 3.5: Skizze der von e; aus Beispiel 3.3.8 erzeugten Unterrdume. Fiir a« — 0
niahern sie sich immer mehr der y-Achse an. Die y-Achse wird aber nie
erreicht, denn genau im Punkt 7 fillt der von ey(%) erzeugte Unterraum
in sich zusammen.

féllt aber dann fiir o = % plotzlich in sich zusammen (Abbildung 3.5). Auch ohne ei-
ne spezielle Unterraummetrik definiert zu haben, kann man hier informell von einem
sunstetigen“ Verhalten der von e(«) erzeugten Unterrdume sprechen. In Beispiel 3.3.7
dagegen néhert sich der von e;(r) erzeugte Unterraum linH{]l[gﬂ} fiir r — 0 kontinu-
ierlich dem fiir r = 0 erzeugten Nullraum an. Im Gegensatz zu Beispiel 3.3.8 liegt hier
ein ,stetiges“ Verhalten der Unterrdume fiir r — 0 vor. Die Stetigkeit der Teilfunktion
A — Py der Zielfunktion 4, hingt also anschaulich gesehen von der ,Stetigkeit® der
Abbildung
A — linH{e,(A), ..., ex(A)}

ab, die jedem Element A € A den Unterraum linH{e(A),...,ex(A)} von E zuordnet.

Diese Uberlegung ist nur informeller Natur und basiert natiirlich auf dem Zusammen-
hang zwischen den Projektionsoperatoren Py und ihren Bildrdumen. Sie kann aber den-
noch eine Hilfestellung dafiir darstellen, wann Unstetigkeiten in der Zielfunktion eines
semilinearen Approximationsproblems zu erwarten sind. Eine genauere Untersuchung
des hier beschriebenen Zusammenhangs konnte interessant sein, diirfte sich aber in aller
Allgemeinheit schwierig gestalten und wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Mit der semilinearen Approximation wird eine sehr allgemeine Md&glichkeit zur men-
genbasierten Passung bereitgestellt. Im folgenden Kapitel wird beschrieben, wie dieses
Verfahren geeignet in bestehende Aufnahmeprozesse integriert werden kann.
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4 Sensoren und Sensoraufnahmen

Dieses Kapitel befafit sich mit der Einbindung der semilinearen Approximation in Pro-
bleme der Bildverarbeitung. Dazu ist es vor allem nétig, den Bildaufnahmeprozeff ndher
zu beleuchten.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich nur auf die Entstehung von einkanaligen
Bildern (Graustufenbildern). Der Hauptgrund dafiir ist, dal im Rahmen dieser Arbeit
nur einkanalige Bilder untersucht wurden. Eine Erweiterung auf mehrkanalige Bilder
wire aber durch eine kanalweise Verallgemeinerung durchaus moglich. In Kapitel 8 findet
sich dazu eine kurze Betrachtung.

Im allgemeinen wird fiir den Bildentstehungsprozef§ das u.a. in [Haa99] beschriebene Mo-
dell verwendet, das dem prinzipiellen Aufbau einer CCD- bzw. CMOS-Kamera Rechnung
tragt: Ein reales Objekt, das Lichtstrahlen reflektiert oder auch selbst aussendet, wird
durch ein Sensorarray in einem diskreten Bild festgehalten. Auf dem Weg vom Objekt
zum Sensorarray passieren die Lichtstrahlen ein Linsensystem, das fiir die Fokussierung
des Objektes zustéindig ist. Die Menge der einfallenden Lichtstrahlen kann durch ein
Blendensystem geregelt werden.

Zunichst gilt, dafl das beobachtete Objekt zeitabhéngig — z.B. durch Eigenbewegung
oder durch veriinderten Lichteinfall — sein Aussehen dndern kann. Daher sollte das
beobachtete Szenario (vor seiner Digitalisierung durch das Sensorarray) korrekterweise
durch eine zeitabhingige Funktion f(z,y,t) modelliert werden. In der Regel geht man
aber davon aus, daB sich f im Zeitraum At einer Aufnahme nur unwesentlich findert. In
diesem Fall kann statt f die vereinfachte zeitunabhingige Version f : R? — R verwendet
werden. f wird in der Literatur auch als Sensorinputfunktion bezeichnet (mehr dazu auf
Seite 57).

4.1 Das Sensorarray

Im Fall einer digitalen Kamera passieren die Lichtstrahlen auf ihrem Weg zum Sensor-
array zunéchst ein Linsensystem, das fiir die Fokussierung eines Objektes zusténdig ist.
Dieses Linsensystem wird normalerweise in die Modellierung des Bildaufnahmeprozes-
ses mit einbezogen. Es existieren aber auch Sensorsysteme, die kein solches Linsensy-
stem besitzen. Die wohl bekanntesten Vertreter solcher Sensorsysteme sind (digitale)
Rontgensysteme, wie z.B. die Durchleuchtungssysteme fiir Handgepéck auf Flughifen.
Im Gegensatz zu analogen Rontgensystemen, bei denen die Bilderzeugung durch einen
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

belichteten Film geschieht, besitzen diese Systeme Detektoren, die Rontgenstrahlung
absorbieren und in digitaler Form weiterleiten.

Jedes digitale Rontgensystem besitzt den folgenden Grobaufbau: Von einer Quelle aus
werden Rontgenstrahlen ausgesendet, die dann das zu untersuchende Objekt passieren,
innerhalb dessen sie — je nach Ausgangsenergie der Strahlung und je nach Objektdichte
— geschwécht werden. Mit der so entstandenen Endenergie trifft die Rontgenstrahlung
schlieBlich auf die Detektoren, die das Signal aufnehmen und an den Rechner weitergeben
(Abbildung 4.1). Handelt es sich um ein CT-System, werden Quelle und Detektor rotiert,
um weitere Aufnahmen des Objektes zu erhalten ([BS96] oder Kapitel 7).

Detektorzeile
bzw. Detektorarray

N J
Rontgenquelle

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines Rontgensystems.

Bei den Detektoren handelt es sich (aus Kostengriinden) meist um eine einzige Zeile. Ein
solches Rontgensystem kann auch als Zeilenkamera aufgefafit werden. Ein flichiges Bild
wird erzeugt, indem das Objekt senkrecht zur Zeile transportiert wird und in regelméfi-
gen Abstédnden eine weitere Zeile aufgenommen wird. Meist abstrahiert man von diesem
Aufnahmeprozefl und modelliert das System durch ein zweidimensionales Sensorarray.

Abgesehen von der Art der Strahlung unterscheidet sich der prinzipielle Aufbau der
Rontgensensorik also wenig von dem Sensorsystem einer digitalen Grauwertkamera. L3t
man die Art der Strahlung aufler acht, bleibt das in Abbildung 4.2 skizzierte einfache
Modell eines Sensorsystems iibrig: Die einfallende Strahlung trifft auf ein Sensorarray,
das fiir die Weitergabe der Information zusténdig ist.

Sensoren
-
-
B — einfallende Strahlung

Sensorarray

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung eines Sensorarrays

Gewiinscht ist nun eine Modellierung der Sensorauswertung. Dies kann als Punktauswer-
tung der Sensorinputfunktion f geschehen, was fiir viele Anwendungen ausreichend ist.
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Eine allgemeingiiltigere Modellierung ergibt sich jedoch, wenn eine Sensorauswertung
als eine Linearform aufgefafit wird, die auf die Sensorinputfunktion angewendet werden
kann. In diesem Fall konnen charakteristische Eigenschaften jedes Sensorelements mit
beriicksichtigt werden.

Der Begrift der Sensorinputfunktion wurde bis jetzt eher intuitiv benutzt. Um diesen
Begriff genauer fassen zu kénnen wird zuerst der Begriff des Sensors benétigt:

Definition 4.1.1 (Sensorelement, Sensor)

Fiir eine kompakte Menge A € R(R?) sei ein endliches Maf3 i : B(A) — R gegeben.
Dann heifit das Paar (A, j1) ein Sensorelement. A heifit die Apertur (aktive Oberfliche)
und o die Sensorcharakteristik des Sensorelements.

Fin Sensor(array) ist eine endliche Familie (A;, j1;)ic; von Sensorelementen.

Die Anordnung der Sensorelemente, d.h. die Geometrie des Sensors ist in dieser Definiti-
on nicht wesentlich. Theoretisch kénnten die Sensorelemente eines so definierten Sensors
nebeneinander aber auch iibereinander oder nur teilweise iiberlappend angeordnet sein.
Die Anordnung der Aperturen innerhalb einer Fliche wird durch Lage und Grofle der
Aperturen A; C R? festgesetzt.

Da die Art der Strahlung, die die Sensorelemente auffangen, durch Definition 4.1.1 nicht
festgesetzt ist, erlaubt diese Definition einen leichten Zugang zu Multisensorsystemen.
Multisensorsysteme zeichnen sich dadurch aus, da} von einem beobachteten Szenario
mehrere verschiedenartige Bildinformationen verarbeitet werden, also ein vektorwerti-
ges (bzw. mehrkanaliges) Ergebnis vorliegt. Diese unterschiedlichen Bildinformationen
kénnen dabei verschiedene Farbkanéle, aber auch aus Laserlichtschnitt- bzw. Rontenauf-
nahmen gewonnene Daten ein- und desselben Objektes darstellen. In diesem Sinne kann
auch eine Farbkamera als Multisensorsystem aufgefaflt werden. Ist also eine Apertur A
nach Definition 4.1.1 gegeben, kann ein n-kanaliges Sensorelement auf A durch n einzel-
ne Sensorelemente (A, 1), ..., (A, u,) modelliert werden, wobei py, ..., p, die jeweili-
gen Sensorcharakteristiken bezeichnen. Die Sensorcharakteristik eines Rontgendetektors
wird sich im Vergleich zu der eines Laserlichtschnittsdetektors sicherlich signifikant un-
terscheiden. Werden dagegen durch (A, p1), (A, p2), (As, pg) die drei Sensorelemente
der Farbkandle Rot, Griin und Blau einer Farbkamera beschrieben, liegt die Annah-
me nahe daf} die Sensorcharakteristiken 1, po und p3 im wesentlichen identisch sind.
Identifiziert man nun die Aperturen A;, A; und A3 miteinander, werden auch die Sen-
sorelemente an sich identisch. Eine Unterscheidung dieser drei Sensorelemente kann also
nicht im Kontext von Definition 4.1.1 geschehen. Viel leichter (und selbsterkldrender)
funktioniert eine Unterscheidung iiber die Sensorinputfunktion:

Definition 4.1.2 (Sensorinputfunktion)
Sei ein Sensorelement (A, i) laut Definition 4.1.1 gegeben. Dann heifit jede Funktion
f € L,(A,R) eine Sensorinputfunktion (von (A, 1)) und der Wert I(f) der Linearform

LLLAR) SR I()) ::/Afdu
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die Aufname oder Digitalisierung (von f bzgl. (A, u)).

Definition 4.1.2 setzt die Sensorinputfunktion nur fiir einzelne Sensorelemente fest. Ist
dagegen ein ganzer Sensor (A;, 11;)ic; gegeben, kann man jedem Element (A;, u;) dieses
Sensors eine eigene Sensorinputfunktion f; zuzuordnen. Man erhilt damit eine Familie
(fi)ier von Sensorinputfunktionen fiir die gilt

Viel: f;, e L}”(Ai,R).

Die Aufnahme eines Sensors (A;, 11;);er besteht dann aus den Einzelaufnahmen (;(f;)):er
der Sensorelemente.

Abbildung 4.3 zeigt anhand eines ideellen Bildaufnahmeprozesses, wie zwei verschie-
dene Sensorinputfunktionen eines Objektes aussehen konnten. Das vorliegende Objekt
wird auf einen Tisch gelegt, {iber dem (parallel zum Tisch) ein Sensorarray montiert
ist. Das Bild, wie es von diesem Sensorarray ,,gesehen* wird, bevor es in digitaler Form
weitergeleitet wird, entspricht der Sensorinputfunktion. Die Form der Sensorinputfunk-
tion ist abhéngig davon, auf welche Strahlungsart die Sensorelemente reagieren. Zwei
mogliche Sensorinputfunktionen sind in Abbildung 4.3 unten dargestellt: Links ist das
Objekt nicht-transparent auf dem Hintergrund zu sehen, wie es zum Beispiel von einer
Grauwertkamera wahrgenommen werden kénnte. Rechts dagegen scheint der Hinter-
grund durch das Objekt durch, wie es etwa bei der Verwendung einer Rontgensensorik
der Fall sein konnte. Der Hintergrund besitzt in beiden Fillen ein periodisches Muster.
Natiirlich ist dieses Beispiel etwas akademisch, denn ein Hintergrund, der von Grauwert-
und Rontgensensor identisch wahrgenommen wird, tritt in der Praxis kaum auf. Zudem
sind in beiden Fillen die Seitenflichen nicht mehr erkennbar, was eine ideale Anordnung
der Sensoren senkrecht zur Objektoberfliche voraussetzt. Derartige Aufnahmen sind in
der Praxis kaum realisierbar. Im vorliegenden Fall verdeutlichen sie aber die Art der
Sensorinputfunktion, die dem jeweiligen Bild entspricht wie es von den Sensorelementen
,gesehen wird, bevor die Bildinformation in aufintegrierter bzw. digitalisierter Form
weitergeleitet wird.

Bemerkung 4.1.3

Die Sensorinputfunktion stellt ein eigentlich nicht visualisierbares Konstrukt dar. So sind
auch die Beispielbilder der Sensorinputfunktion aus Abbildung 4.3 durch den Druckpro-
zef} digitalisiert worden und stellen daher genaugenommen keine Sensorinputfunktionen
im eigentlichen Sinne dar. Als Gedankenstiitze ist Abbildung 4.3 jedoch sehr hilfreich.
Insgesamt gesehen ist die Sensorinputfunktion aber hdufig nur von ideellem Wert. Sie
wird als Zwischenschritt meist iibersprungen und vom zu untersuchenden Szenario direkt
zur digitalen Aufnahme weitergegangen.

Fiir die in Abbildung 4.3 skizzierten Beispiele wird jeweils nur eine einzige Sensorinput-
funktion verwendet, die das gesamte Sensorarray (und damit auch das gesamte Objekt)
abdeckt. Dies wird aber in Definition 4.1.2 so gar nicht gefordert. Eine Sensorinputfunk-
tion kann prinzipiell von Sensorelement zu Sensorelement verschieden sein — je nach
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Sensorarray

Objekt

Tisch

beispielhafte Sensorinputfunktionen je nach Art der Sensorelermente

Abbildung 4.3: Beispiel fiir zwei verschiedene Sensorinputfunktionen eines Objekts. Das
eigentliche Objekt besitzt eine gewisse Dicke, die Seitenflichen sind
aber in beiden Aufnahmen nicht mehr zu erkennen (vor allem — aber
natiirlich nicht nur — daran erkennt man, dafl das Objekt sowie seine
Sensorinputfunktionen kiinstlich generiert sind).
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Art des Sensorelements. Die Sensorelemente aus Abbildung 4.3 sind also in der Hinsicht
speziell, als daf} sie alle auf die gleiche Art von Strahlung reagieren. Sensoren, deren Sen-
sorelemente diese Eigenschaft besitzen, kénnen bildhomogen genannt werden. Ublicher-
weise sind die meisten Sensoren bildhomogen, eine willkiirliche Mischung verschiedener
Typen von Sensorelementen kommt in der Praxis am ehesten in Multisensoranlagen vor.
Aber auch da werden gleichartige Sensorelemente zu Arrays zusammengefaflt.

Eine andere Art der Homogenitéit beschreibt die folgende Definition:

Definition 4.1.4
Ein Sensor (A;, pi)icr heifit (sensor-)homogen, falls eine Apertur A und eine Familie
(t;)ier mit t; € R? sowie ein Mafi v auf B(A) existiert, so daf}

Sensorhomogenitiit bedeutet, daf§ die Sensorelemente eines Sensors (bis auf Translation)

die gleiche Sensorcharakteristik und die gleiche Aperturform besitzen. In der Regel ist
das bei allen géngigen Systemen der Fall.

Bemerkung 4.1.5

Im Allgemeinen kann man fiir die Sensorcharakteristiken p; eines Sensors (A;, j1;)icr
voraussetzen, daf} sie eine Dichte bzgl. \* besitzen, d.h. es existiert eine nichtnegative
B(A;)-mefibare Funktion p; : A; — R so daf p; = p;\? fiir alle i € I ist. Es gilt also

li<f>=Afdui=Af-p¢dA2.

Fiir homogene Sensoren nach Definition 4.1.4 ldf3t sich dies weiter zu
W) = [ 1omart= [ £op - n)ax
A; A

vereinfachen, wobei p : A — R wiederum eine nichtnegative B(A;)-meBbare Funktion
bezeichnet. Dieser Zusammenhang

L) = /Af-p(- 1) dN?

wird normalerweise statt Definition 4.1.2 als Definition einer Aufnahme verwendet. In
dieser Arbeit werden in Kapitel 6.2 und Kapitel 7 aber auch PunktmafBe als Sensorcha-
rakteristiken zugelassen, was durch eine derartige Definition nicht abgedeckt wiire.

In der Regel sind die Aperturen von homogenen Sensoren paarweise disjunkt und im
Rechteck neben- und untereinander angeordnet, wie es in Abbildung 4.2 bereits skiz-
ziert wurde. Ein Beispiel dafiir, wie sich Aufnahmen derselben Sensorinputfunktion bei
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Sensorinputfunktion
(ideales Bild vor Digitalisierung,
siehe auch Abbildung 4.3)

Apertur - sensitiver Bereich
(region of interest
innerhalb der Apertur)

Apertur zusammen mit sensitivem Bereich

entsprechend der
Sensorcharakteristiken
digitalisierte Versionen

Ausschnittsvergréf3erungen

Abbildung 4.4: Verschiedene Sensorkonfigurationen mit entsprechender Digitalisierung
des Originalbildes. Links wird durch sup(u) = A (hier als sensitiver Be-
reich bezeichnet) fiir alle Aperturen A die gesamte Sensorinputfunktion
abgetastet. Rechts dagegen stellt der sensitive Bereich eine echte Teil-
menge der Aperturen dar. Es wird daher nur ein signifikant kleinerer
Teil des Bildes von den Sensorelementen ,, gesehen®. Die Unterschiede in
beiden Aufnahmen sind vor allem im Randbereich des Objektes sichtbar
(Ausschnittsvergrofierungen unten).

61



Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

der Verwendung von Sensoren mit unterschiedlichen Sensorcharakteristiken unterschei-
den konnen, zeigt Abbildung 4.4. Die beiden Digitalisierungen der Sensorinputfunktion
in Abbildung 4.4 unterscheiden sich nur in ihren Sensorcharakteristiken. Links wurde
fiir jede Apertur A; des Sensors (A;, 11;)icr als zugehorige Sensorcharakteristik p; = )‘EL-
gewéhlt. Damit gilt sup(y;) = A;, d.h. durch den Sensor wird das gesamte Bild abgeta-
stet. Bezeichnet nun (Al u.);c; den in der rechten Digitalisierung verwendeten Sensor,
gilt fiir die Sensorcharakteristik einer Apertur A’ jetzt ) = 15 A%, wobei B; eine echte
Teilmenge von A} darstellt. In diesem Fall wird durch den vorliegenden Sensor nur ein
Teil jeder Apertur abgetastet. Eine solche Modellierung entspricht eher der Realitét einer
CCD-Kamera, bei der die lichtempfindliche Fliache ebenfalls nur einen Teil der Apertur
abdeckt (siehe dazu auch [Haa99]). Die unterschiedlichen Digitalisierungsergebnisse in
Abbildung 4.4 sind vor allem in den Vergroflerungen in Abbildung 4.4 unten deutlich
sichtbar. Die Unterschiede treten hauptsichlich dort auf, wo grofie Grauwertunterschiede
im Originalbild existieren — also vor allem im Randbereich des Objektes.

Derartige Uberlegungen iiber die Art der Sensorcharakteristiken kénnen natiirlich noch
weiter getrieben werden: Eine naheliegende Idee wire etwa, jeder Sensorcharakteristik p;
eines Sensorelementes eine Gewichtung tiber seine Apertur A; — zum Beispiel in Form
einer Normalverteilung — zuzuweisen. Man sollte sich allerdings dariiber im Klaren sein,
daf} in der Regel keine genauere Kenntnis dariiber vorhanden ist, wie die in einer Ka-
mera vorliegenden Sensorcharakteristiken ein einfallendes Bildsignal wirklich gewichten.
Allenfalls kann man den Tréger sup(u;) jeder Apertur A; iiber den Bauplan der Kame-
ra bestimmen. Eine zusitzliche Gewichtung der Sensorcharakteristiken ist daher zwar
ein faszinierendes Thema, wird aber aus den eben genannten Griinden hier nicht weiter
verfolgt.

4.2 Das Linsensystem

In der Modellierung von CMOS- oder CCD-Kameras wird das Blenden- und Linsen-
system in der Regel mit beriicksichtigt: Die Lichtstrahlen passieren auf dem Weg vom
Objekt zum Sensorarray ein Linsensystem, das fiir die korrekte Fokussierung des Ob-
jektes benotigt wird und treffen erst dann auf das Sensorarray (Abbildung 4.5). Die
Anwendungen in den Kapiteln 6 und 7 beinhalten jedoch kein Linsensystem, so daf
hier nur grundsitzliche Uberlegungen zum Zusammenhang von Sensormodellierung und
Linsensystem vorgestellt werden.

Typische Stérungen, die durch das Linsensystem hervorgerufen werden kénnen (Kissen-
oder Tonnenverzerrungen), kénnten zunchst durch eine geeignete Kamerakalibrierung
eliminiert werden (siehe dazu zum Beispiel [Tsa87] oder [SA96]). Auf dem so kalibrierten
Bild kann dann mit einem einfachen Sensormodell weitergearbeitet werden.

Denkbar ist im Rahmen dieser Arbeit auch eine andere Vorgehensweise: Statt eine Ka-
librierung durchzufithren kann die Kameraverzerrung direkt in die Erzeugendenfunk-
tionen der verwendeten semilinearen Funktion mit eingearbeitet werden. Dies fiihrt zu
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Linse

Sensorarray Licht

mit Sensorelementen

Blende

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung des Linsensystems einer Kamera zur Verdeut-
lichung des Bildentstehungsprozesses

Modellierungen, in denen jedes urspriinglich vorliegende Objekt (jedes Element A € A
gemif Def. 3.1.1) durch die Erzeugendenfunktionen gemifl der vorliegenden Linsenop-
tik verzerrt wird. Fiir jedes Paar (z, A) € R* x A weist dann das Bild g(x, A) diesel-
be Verzerrung wie das vorliegende (mit unkalibrierter Optik aufgenommene) Bild auf.
Diese Vorgehensweise 1df3t das urspriingliche Bild unveréndert, was in manchen Fillen
von Vorteil sein kann. Ein Beispiel fiir eine solche Vorgehensweise ist die Grauwert-
modelladaption von Kapitel 2.4, in der simtliche Effekte im Bildentstehungsprozefl in
der point-spread function (PSF) zusammengefafit werden. Fiir eine Einbindung dieser
PSF in eine Erzeugendenfunktion sei auf Kapitel 6.2 verwiesen.

Ob nun eine Kamerakalibrierung oder eine Einbindung der Verzerrung in die Erzeugen-
denfunktionen gewihlt wird, beide Mdglichkeiten hingen von der Giite der Kalibrier-
bzw. Verzerrungsfunktion ab. Nur wenn die Kameraverzerrungen ausreichend gut kor-
rigiert wurden (bzw. entsprechende Verzerrungsfunktionen gefunden wurden), ist ein
weiteres Arbeiten iiberhaupt maglich.

4.3 Einbeziehung von Sensorarrays in semilineare
Funktionen

Die in Kapitel 4.1 definierten Sensoren lassen sich gut in die semilineare Theorie von
Kapitel 3 integrieren: Sei dazu (A;, y1;);c; ein Sensor geméfl Definition 4.1.1. Beobach-
tet wird dann eine Aufnahme (y;);cs, die als Digitalisierung (I;(fi))icr entsprechender
Sensorinputfunktionen (f;);c; interpretiert wird. Eine erste informelle Formulierung ei-
nes Approximationsproblems — zunéichst ohne semilinearem Kontext — lautet daher:
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Kapitel 4. Sensoren und Sensoraufnahmen

Gesucht wird eine Familie (f;);cr von Sensorinputfunktionen, so daf§ die Digitalisierung
(l;(f:)ier der (fi)ier durch den Sensor (A;, u;)ier sich ,moglichst wenig® von der gege-
benen Aufnahme (y;);c; unterscheidet.

Sei nun n = #I die Anzahl der Sensorelemente. Fiir eine Formulierung des vorliegen-
den Problems als semilineares Approximationsproblem wird zunéchst der euklidische
Vektorraum FE aus Definition 3.2.1 als F = R" zusammen mit dem Standardskalarpro-
dukt gewahlt. E entspricht dem Beobachtungsraum, der die Menge der Digitalisierungen
moglicher Sensorinputfunktionen enthélt. In diesem Sinne wird im folgenden auch eine
Aufnahme (y;);e; als Vektor y = (y1,...,y,) € R* = E und eine Familie (f;);c; von
Sensorinputfunktionen als Funktionenvektor

fi
f=1 : | €L, (A,R) x - xL, (A, R)
[
aufgefafit. Dieser Funktionenvektor wird ebenfalls als Sensorinputfunktion bezeichnet.
Statt
li(f1)
ln(fn)

wird auch [(f) geschrieben.

Bemerkung 4.3.1

Die lineare Anreihung der Elemente in der Indexmenge I wirkt in der Praxis etwas
kiinstlich, wenn reale (zweidimensionale) Bilder betrachtet werden. Gemaf dieser Index-
menge miissen die Pixel dieser Bilder als Fintrige in einem Vektor aufgefafit werden,
was ihrer Bildstruktur eher abtraglich ist. Allerdings ist diese lineare Anordnung nur
in der Approximationsphase von Bedeutung. Daher kann in der Modellierungsphase ei-
ne passendere Indexmenge gewéhlt werden, solange die eigentliche lineare Anreihung im
Hinterkopf behalten wird. Dies geschieht auch in Kapitel 6, wo zwar Bilder aus R™*" be-
trachtet werden und die Indexmenge auch entsprechend gewédhlt wurde, aber eigentlich
R™™ verwendet wird.

Gesucht wird zunéchst der minimale Abstand einer gegebenen Aufnahme y € E an
eine Digitalisierung (I1(f1),...,l.(fn))" € E. Die Sensorinputfunktionen fi,..., f,, sind
dabei unbekannt. Es soll also der Abstand

n

ly = 1A= | Y (i = Li(£:) (4.1)

i=1
minimiert werden.

(4.1) stellt zwar ein Approximationsproblem, aber bis jetzt noch kein semilineares Ap-
proximationsproblem dar. Dieser Zusammenhang wird erst durch die Formulierung der
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4.3 FEinbeziehung von Sensorarrays in semilineare Funktionen

Sensorinputfunktionen iiber semilineare Abbildungen hergestellt, was Thema der folgen-
den Annahme ist:

Annahme 4.3.2

Jeder Vektor (fi,..., fa) € L, (A, R) x --- x L, (A, R) won Sensorinputfunktionen
eines gegebenen Sensors (A;, p;)icr, #I1 = n, besteht aus mehreren Teilfunktionen, die
sich additiv dberlagern:

k k 91
[ o= szgw = ZW : ,
=1 =1 (0)
adn
wobei die Teilfunktionen g9 fir¢ =1,. ..,k ebenfalls Sensorinputfunktionen des Sensors

(Aj, p)ier sind.

Da die Funktionale (I;);c; linear sind, folgt aus Annahme 4.3.2 fiir die Sensorinputfunk-

tion f:
k k
I(f = Z(ZWQ(Z)) = Ziﬁel(g(é))
=1 =1

und damit aus (4.1)

m—wun|:Hy—§:uu¢%H:: ﬁi(%—ﬁimuwﬁﬂ.

=1

Fir F C L} (A, R) x --- x L, (A,,R) ist nun die Funktion g : R* x F* — R",

k
g, gD, g") =D wi(g")
=1

semilinear nach Definition 3.1.1. Damit werden fiir ein y € E = R" alle Voraussetzungen
von Definition 3.2.1 erfiillt und

inf min
(9, g(W) eFk zeRF

y—ﬁiuu¢%u (42

stellt ein semilineares Approximationsproblem dar.

Durch (4.2) wird jetzt ein semilineares Approximationsproblem beschrieben, wobei E =
R” sowie A = F* gilt und iiber die k Erzeugendenfunktionen ¢ optimiert wird. Zusitz-
lich basiert (4.2) auf einem Sensormodell. Allerdings ist die in (4.2) verwendete Menge
F (bzw. F*) der Sensorinputfunktionen ein zu komplexes Gebilde, um in einer Appro-
ximation sinnvoll eingesetzt werden zu konnen. Leichter handhabbar und daher besser
geeignet wiren abstraktere Mengensysteme wie sie etwa in den Beispielen in Kapitel
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3 verwendet wurden. Soll eine derartige Menge A verwendet werden, werden statt der
Sensorinputfunktionen ¢V, ..., ¢*) € F nun k Einbettungen gg) benétigt, die von A in
die Menge F der Sensorinputfunktionen abbilden. Zusammen mit diesen Einbettungen
gg) : A — F sehen die nun verwendeten Erzeugendenfunktionen e} schlieBlich wie folgt
aus:

e A R, el :=10g®, fir ¢t =1,...,k.

Damit sind die Sensorinputfunktionen im Approximationsprozefl zu einem — mehr oder
weniger impliziten — Zwischenschritt auf dem Weg von A € A zum betrachteten digita-
lisierten Bild von A in F geworden. Dies entspricht dem, was bereits in Bemerkung 4.1.3
iiber die Sensorinputfunktionen gesagt wurde: Ausgehend von einer Menge A € A wird
letztendlich nur noch die bereits digitalisierte Version (das digitale Bild eines Szenarios)
1(g"Y(A)) € R" betrachtet. Das semilineare Approximationsproblem unter Einbeziehung
eines Sensormodells hat nun fiir ein gegebenes y € E und unter Verwendung eines ab-
strakten Mengensystems die Form

inf min
A€A geRk

y— ixz <Ei o gy)) (A)H

=1

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit einer moglichen Wahl dieses abstrakten Men-
gensystems als Teilmenge von R? zusammen mit einer geeigneten Metrik.
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5 Ein mogliches Mengenmodell

Die Beispiele aus Kapitel 3 lassen bereits ahnen, dafy bei der Modellierung eines gegebe-
nen Problems durch semilineare Funktionen ein breites Spektrum an Mdoglichkeiten zur
Verfiigung steht. Fiir den Einsatz in der Praxis diirfen diese Modellierungen aber nicht
allzu komplex werden, damit der zum Approximationsproblem gehoérige Optimierungs-
prozef} in einer nicht allzu langen Zeitspanne zu einem (lokalen) Optimum fiithren kann
(vgl. Algorithmus 1 von Seite 39). Natiirlich sollte auflerdem das so gefundene lokale
Optimum nicht ,allzu weit® von dem gesuchten globalen Optimum entfernt sein, denn
nur so kann ein realitdtsnahes Ergebnis garantiert werden. Diese Ziele konnen — und
sollten — zum einen durch die Wahl eines giinstigen Startwertes erreicht werden, zum
anderen sollte Vorwissen iiber die Form des erwarteten Optimums genutzt werden, um
aus der Menge A aus Definition 3.1.1 ,unerwiinschte“ Elemente so weit wie moglich
auszuschlieflen.

Ein giinstiger Startwert Ay € A, von dem aus ein semilinearer Optimierungsprozef star-
ten kann, kann zum Beispiel durch eine Vorsegmentierung durch einen anderen Algorith-
mus gefunden werden. So ist etwa die ungefihre Groflie und Position einer Kreisscheibe
in einem Bild iiber eine pixelbasierte Kantenextraktion oder eine Zwei-Niveau-Passung
segmentierbar. Derartige pixelbasierte Verfahren benotigen in der Regel keine lange Re-
chenzeit und die so gewonnenen Resultate konnen meist gut als Ausgangsbasis verwendet
werden.

Die zweite oben erwihnte Option ist die konkrete Wahl von A. Natiirlich sind die
serwiinschten“ bzw. ,unerwiinschten“ Elemente von A je nach vorliegendem Problem
verschieden, daher flieit in die Wahl von A mehr oder weniger automatisch Vorwissen
iiber die konkrete Art des Problems mit ein. In diesem Kapitel wird A C A(R?), d € N
als mogliches Mengenmodell! vorgeschlagen.

5.1 Die lokale Hausdorff-Topologie

In praktischen Anwendungen wird normalerweise ein kompakter Ausschnitt M des R?
bzw. des R?® betrachtet. Das dabei verwendete Mengensystem — der metrische Raum
(A,d) in der semilinearen Approximation — kann dann {iber M definiert werden. Dies
ist in den Beispielen aus Kapitel 3.3 auch so geschehen. Ist also ein kompakter Ausschnitt

'Im folgenden wird A auch Mengenmodell oder Mengensystem genannt, wenn A Teilmengen des R?
bezeichnet.
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M C R fiir d € N gegeben, ist die Wahl von A C B(M)/. zusammen mit der durch das
Lebesgue-Maf induzierten Metrik d(A, B) = \"((A\ B)U(B\ A)) auf A eine Moglichkeit.
Eine alternative Moglichkeit stellt die Hausdorff-Metrik dar:

Sei (X,0) ein nicht-leerer metrischer Raum und sei K(X)* := &(X) \ {0} das System
aller kompakten nicht-leeren Teilmengen von X. Dann bildet die Abbildung

h:R(X)" x R(X)" = R, h(A, B) := max { sup dist(z, B), sup dist(A4,y)}

TEA yEB
eine Metrik auf 8(X)*, die Hausdorff-Metrik. Ist X kompakt, gilt fiir alle A, B € £(X)*
h(A, B) < diam(X)

wobei diam(X) := sup{d(z,y)|z,y € X} den Durchmesser von X bezeichnet Die
Hausdorff-Metrik kann in diesem Fall von £(X)* auf ganz £(X) durch

h(A,B) A#Qund B#0D
h'(A,B):=¢ 0 A=0und B=1
diam(X) sonst
erweitert werden.

Je nach Art der konkreten Anwendung eignet sich eine der beiden Metriken eher als
die andere. Eine dritte Moglichkeit zur Wahl des metrischen Raumes wird im folgenden
vorgestellt. Sie eignet sich vor allem dann, wenn die zu findenen Objekte auch aus dem
Aufnahmeraum M herausragen konnen. In diesem Fall sind die auftretenden Mengen in
ihrer Grofle nicht mehr durch M nach oben beschriankt.

Als Beispiel dazu betrachte man das in Abbildung 5.1 skizzierte System: Sei fiir r > 0
Cr={(,y) [z —r)* +y* <77}
ein (in R? abgeschlossener) Kreis mit Radius r und Zentrum (r,0) und sei weiterhin
Acire = 1{Cy |1 > 0}

die Menge aller Kreise dieser Art. Dann ist A ;.. offen in &(R?) (bzgl. h). Der fiir den
Abschlufl benétigte Halbraum

H :={(z,y) |z > 0}

kann jedoch als nicht-kompakte Teilmenge des R? nicht von der Hausdorff-Metrik erfaft
werden.

Es ist zwar auch in diesem Fall moglich, ein zu A ;.. dquivalentes Mengensystem als
Teilmenge von R(M) zu definieren, indem man den Durchschnitt

Acire "M 1= {AnM|Ac Acirc}
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5.1 Die lokale Hausdorft-Topologie

Abbildung 5.1: Aufnahmeraum (oder Kameraausschnitt) M mit Kreisscheibe A, die nur
teilweise in M sichtbar ist.

betrachtet. Die folgende Definition der in [Don97] entwickelten lokalen Hausdorff-Topo-
logie — einer metrisierbaren Topologie auf A(R?Y) — zeigt aber, dafl dieser Schritt
unnétig ist und man sich auf die Betrachtung alleine von A ;.. ohne Beriicksichtigung
von M zuriickziehen kann.

Sei dazu (X, 0) ein lokal-kompakter, o-kompakter, metrischer Raum und (K;);cn eine
Folge kompakter Teilmengen von X, fiir die

\V/ZENKZ g}%l‘_H und U}%Z:X (51)
ieN
gilt. Die Existenz einer solchen Folge (K;);cn ist durch die o-Kompaktheit von X sicher-
gestellt.

Sei nun A(X)* := A(X) \ {0} das System aller abgeschlossenen nicht-leeren Teilmengen
von X. Dann 148t sich fiir jedes i € N die Abbildung 9; : A(X)* x A(X)* — R durch

VA, B € %A(X)* : 0:(A, B) := max {Sup dist (x BUX\ Ki>  sup dist (y, AUX\ K2~> }
TEA yEB
definieren. Die Distanzfunktion ist dabei durch

inf inf §(z,y), falls A# Q) und B # ()
VA,B C X :dist(A, B) = { TCAyERB (2:9) 7 7

00, sonst

gegeben. Nach [Don97] gilt dann fiir die 9;:
° DZ(A, B) = DZ(B,A)
e 0;(A,A)=0
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fiir alle A, B,C' € (X)* und fiir beliebiges ¢ € N. Weil aber fiir A, B € A(X)* bereits
0;(A,B) = 0 ist, wenn nur AN K; = BN K; zutrifft, ist die fiir Metriken zusitzlich
geforderte Bedingung

VA, B € AX)*: 0;(A,B)=0& A=B

hier nicht erfiillt. Bei den Funktionen 0; handelt es sich daher nur um sogenannte Qua-
simetriken.

Allerdings definiert die Folge (9;);en geméfl [Don97] eine lokal-kompakte Topologie auf
2A(X)*, die mit Hilfe der Einpunkt-Kompaktifizierung nach Alexandroff zu einer Topo-
logie auf ganz A(X) ausgebaut werden kann, bzgl. derer (X)) kompakt ist. Ist X (wie
hier nach Voraussetzung) lokal-kompakt, ist diese Topologie metrisierbar und (X)) wird
zu einem kompakten metrischen Raum. Diese Topologie wird lokale Hausdorff-Topologie
(LH-Topologie) genannt.

Fiir die durch

VA, B € A(X) : 7;(A,B) = max{ sup dist(z, B), sup dist(y,A)}

T€EANK; yeBNK;

definierten Abbildungen 7; : A(X) x A(X) — RU {oco, —oc} (i € N) wird in [Don97]
auflerdem nachgewiesen, dafl mit

W(A) = {{B € AX) | 7:(A, B) < <}

iEN,5>0}

ein fundamentales Umgebungssystem fiir A € 2A(X)* bzgl. der LH-Topologie gegeben
ist. %U(A) enthilt also nur Umgebungen von A und jede Umgebung { C A(X)* von A
ist die Obermenge eines Elements von U(A).

Wird fiir jedes i € N die Menge U; C 24(X) als
gewdhlt, ist {U; |i € N} dariiber hinaus ein fundamentales Umgebungssystem der leeren
Menge bzgl. der LH-Topologie.

Im in dieser Arbeit interessanten Fall X = R? (d € N) zusammen mit der euklidischen
Metrik ¢ ist X lokal-kompakt und o-kompakt, und damit ist jede abgeschlossene Teil-
menge A C A(R?) ebenfalls kompakt (bzgl. der LH-Topologie). Im Folgenden werden
dafiir die Abkiirzungen LH-abgeschlossen bzw. LH-kompakt verwendet.

Beziiglich der lokalen Hausdorff-Topologie ist dann die Menge
Acire = {Cr[r >0t UH

abgeschlossen in 2A(R?). Als Beweis betrachte man die Abbildung h : A, U H —
R U {00}, die durch

r, falls A =C] fiireinr >0
h(A) = { 0o, falls A=H
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K

Abbildung 5.2: Wert von 7;(Cy, C%) fiir j <r

definiert ist. Wie leicht zu sehen ist, ist A jre das Urbild von [0, oc] unter h. Das bedeutet,
bei stetigem h ist A ;.. ebenfalls abgeschlossen.

Die Stetigkeit von h zeigt man, indem man die Stetigkeit an jedem Punkt durch die
Verwendung fundamentaler Umgebungssysteme sicherstellt: Fiir » > 0 ist

{Ir—e,r+¢]|e >0}

ein fundamentales Umgebungssystem von r. Sei also £ > 0 und sei [r — &,r + £| eine
Umgebung von r. Dann setzt man zunéchst

. ) g
elr—=r+=|}.
J [T 2’T+2]}

V,.c ist Element von U(K]), da fiir alle i € N

Vie == {C’JI

7i(C), C) < [2r — 2j| < ¢
gilt, Abbildung 5.2 verdeutlicht dies. Fiir das Bild von V; . unter h gilt weiterhin

€ €
h(Vie) = [r—§,r+§] C [r—er+eg,

was die Stetigkeit von h an jedem Punkt C), r > 0 impliziert. Fiir r = 0 wahlt man die

Umgebungen [0, £] und
{K]’. jE€ [0,2]} € Y(K,).

Die Stetigkeit von h folgt dann mit analogen Argumenten.

Bis jetzt konnte der Stetigkeitsbeweis von h gefiihrt werden, ohne dafl auf die Folge
(K;)ien kompakter Teilmengen von R? zuriickgegriffen werden mufite. H ist jedoch nicht
beschrinkt in R? und daher sind die Abbildungen 7; abhiingig von der konkreten Wahl
der Folge (K;)ien-

Im folgenden wird daher
K; = [—i,i]?
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Y

Kio

L. G)

Abbildung 5.3: Berechnung von 7;,(H, C}) fiir K; C [—1,1] x [—1,1].

gewiihlt. Die so definierte Folge ([—i,1]?);en erfiillt die Voraussetzungen von (5.1) auf
Seite 69: Fiir jedes i € N ist [—i,4]? eine kompakte Teilmenge des R? und es gilt

[—i,i]> C]—i—1,i+1[? sowie U]—i,i[Q — R?.
iEN

Sei nun [rg, oo] fiir 7y € R eine Umgebung von oco. Dann existiert fiir jedes iy € N ein
g9 > 0, so daf
Tio(H, Cy,) < €0

gilt. Aus 7, (H, C;O) < gq folgt aber automatisch
Tig (H; CJI) < g fiir alle ] > 7g.

Damit ist
{C} 17 > o}

ein Element von 2(H) und das Bild von {C}[j > 7o} unter h ist eine Teilmenge von
[rg, oc]. Die Abbildung A ist also auch im Punkt H stetig.

Der Beweis zur Stetigkeit von h im Punkt H verdeutlicht zusammen mit Abbildung
5.3 einen wichtigen Aspekt der lokalen Hausdorff-Topologie, der auch intuitiv leicht
zu erfassen ist: Ist eine gegebene Menge ,,zu groff“ um sie ganz erfassen zu konnen,
werden statt der Gesamtmenge nur kompakte Ausschnitte von ihr betrachtet. Diese
Sichtweise kommt der Modellierung eines Kameraausschnittes sehr entgegen, denn auch
hier kann ein gegebenes Objekt grofler als der aktuell betrachtete Ausschnitt sein, aber
die Betrachtung reduziert sich auf den innerhalb des Ausschnittes liegenden Bereichs.

Ein LH-kompaktes Mengensystem wird in Kapitel 6.1 verwendet.

72



6 Subpixelgenaue Objektpassung auf
Grauwertbildern

Ein aktuelles Problem in der MR-Angiographie ist die Segmentierung von Blutgefidfien
aus den gemessenen Angiogrammen. Probleme machen dabei vor allem die Geféfle, de-
ren Querschnitt nur wenig grofier als die Bildauflosung ist. Eine diskrete Segmentierung
solcher Gefafle ist zwar moglich, jedoch schwankt die Anzahl von derart segmentierten
Gefidpixeln von Aufnahme zu Aufnahme in der Regel viel zu stark, um eine verl&fli-
che Aussage iiber den wahren Gefaflquerschnitt zu erhalten. Ein Beispiel dafiir, wie
unterschiedlich diskrete Segmentierungen des quasi gleichen Ausgangssachverhalts aus-
fallen konnen, zeigt Abbildung 6.1: Eine Kreisscheibe mit festem Radius wird zweimal
digitalisiert. Dabei wird angenommen, dafl der Kreis einen weiflen, der Hintergrund
dagegen einen schwarzen Grauwert besitzt. Als der Digitalisierung zugrundeliegender
Sensor wird (A, )\iij)i,je{l,m,g} verwendet. A;; bezeichnet dabei das Bildquadrat in Zei-
le 7 und Spalte j. Im ersten Fall (links in Abbildung 6.1) liegt das Kreiszentrum direkt
in einer Pixelmitte, was zu einer recht regelméfligen Diskretisierung fiithrt. Im zweiten
Fall dagegen wurde das Kreiszentrum etwas aus der Pixelmitte verschoben und dement-
sprechend unregelméfiger ist auch die dazugehdorige Digitalisierung. Insgesamt sind die
Unterschiede in beiden Digitalisierungen bis jetzt aber nicht sonderlich signifikant. Ganz
anders sieht die Lage aber aus, wenn man eine diskrete Segmentierung auf den beiden
digitalisierten Bildern durchfiihrt. In Abbildung 6.1 ist dies durch eine Zwei-Niveau-
Passung mit zugrundeliegendem allgemeinem Mengenmodell A = PB(M) geschehen,
wobei M = {4;; C R?|4,j5 = 1...,9} die Menge der Bildpixel bezeichnet. Die bei-
den Paflergebnisse links bzw. rechts unten zeigen nicht nur signifikant unterschiedliche
Strukturen, auch die Anzahl der gefundenen Pixel variiert von der linken Passung (25
Pixel) zur rechten Passung (28 Pixel) erheblich. Stellt man sich beide Ergebnisse als
aufeinanderfolgende Segmentierungen in einem Gefiafiverlauf vor, ist klar, daf} sie so in
der Praxis kaum verwendet werden konnen.

Geometrische Verfahren zur Kreispassung, wie sie zum Beispiel in [ARR99], [AR99] oder
auch [FPF99] beschrieben werden, lassen sich fiir derartige Probleme nicht verwenden,
da diese stets auf einer Punktemenge (p;)icr, p; € R? aufsetzen. Diese Punkte (p;)ics
werden als mogliche Randpunkte einer geometrischen Struktur (wie zum Beispiel einer
Kreisscheibe) aufgefafit. Bei dem hier vorgestellten Problem kann ein Pixel aber einen
ganzen Randbereich beinhalten, aulerdem ist a-priori keine Information dariiber vor-
handen, welche Pixel {iberhaupt als Randpixel dienen kénnten.

In Kapitel 6.1 wird ein Ansatz zur subpixelgenauen Objektpassung iiber eine semilineare
Approximation vorgestellt. Dieses Verfahren basiert auf einer Sensorintegration gemésf
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Diskretisierung

Segmentierung

L] L1
1830

Abbildung 6.1: Zwei Diskretisierungen von weiflen Kreisen auf schwarzem Hintergrund.
Der Radius beider Kreise ist gleich, das Kreiszentrum im rechten obe-
ren Bild gegeniiber dem Bild links oben etwas verschoben. Die Seg-
mentierung der Kreispixel wurde mit einer Zwei-Niveau-Passung mit
A = PB(M) durchgefiihrt, wobei M die diskrete Pixelmenge bezeichnet.
Obwohl die Ausgangssituation nahezu identisch ist, zeigen die beiden
diskreten Paflergebnisse signifikante Abweichungen.




6.1 FEin semilinearer Ansatz zur subpixelgenauen Objektpassung

Kapitel 4 und benutzt ein einfach handhabbares Sensormodell. Ein weiterer Ansatz zur
subpixelgenauen Objektpassung auf Grauwertbildern ist die in Kapitel 2.4 vorgestell-
te Grauwertmodelladaption. Dieses Verfahren ist zwar primér zur Erkennung von Ka-
naldeckeln aus Luftbildern entwickelt worden, aber Kanaldeckel und Gefa3querschnitte
unterscheiden sich in der gegebenen Ansicht (helle Kreisscheibe auf dunklem Hinter-
grund in grober Auflésung) nur wenig voneinander. Kapitel 6.2 befafit sich daher mit
diesem Verfahren und stellt eine Weiterentwicklung vor, mit deren Hilfe sich die Grau-
wertmodelladaption ebenfalls in den semilinearen Kontext einordnet. Beide Verfahren
werden in Kapitel 6.3 an MR-Bildern von Schlauchquerschnitten getestet. Die Segmen-
tierungsergebnisse bilden den Schlufl dieses Kapitels.

6.1 Ein semilinearer Ansatz zur subpixelgenauen
Objektpassung

Im folgenden wird ein Verfahren zur subpixelgenauen Objektpassung vorgestellt, bei
dem die Subpixelstruktur iiber eine Sensorintegration geméfl Kapitel 4 erreicht wird.
Die Modellierung folgt dabei der Beschreibung aus Kapitel 4.3. Die wesentliche Idee
dieses Verfahrens wurde bereits in [LP04] vorab vorgestellt.

Gegeben sei ein Sensor (A, ftg1) (k,)er, wobei die Indexmenge I die Form
I={(k,))eZxZ|1<k<m,1<[<n}

fiir vorgegebene Bilddimensionen m,n € N besitzt. Jedes Bild (ax)k)er kann dann mit
den Bezeichnungen von Kapitel 4.3 als Matrix

lll(fll) e lln(fln)

a = . T . ERmXTL

aufgefafit werden, wobei die einzelnen Eintrige die Grauwerte der entsprechenden Bild-
pixel wiedergeben. Geméifl Kapitel 4.3 bezeichnet fy; die auf der Apertur Ay, definierte
Sensorinputfunktion und Iy, (fx) die Digitalisierung bzw. Aufnahme von f, wiederum
auf Akl-

Als Skalarprodukt auf R™*" wird das Standardskalarprodukt auf R™"

<a\b> = Z aklbkl

(k,1)ET

verwendet. Ein zweidimensionales Bild wird damit nicht als Matrix sondern als eindi-
mensionaler Vektor in R™" aufgefafit, nur seine Darstellung erfolgt in Matrizenform
(siehe dazu auch Bemerkung 4.3.1 auf Seite 64).
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Die genaue Form der Aperturen Ay, des Sensors ist an dieser Stelle noch nicht wichtig.
In der Regel wird davon ausgegangen, daf sie eine Partition eines kompakten Aufnah-
meraumes M C R? bilden wie es typischerweise in einem CCD-Array der Fall ist. In
den meisten Fillen sind die Aperturen zusétzlich rechteckig bzw. sogar quadratisch und
damit identisch zu dem entsprechenden Bildpixel.

Gesucht wird zunichst eine passende semilineare Funktion ¢ : R® x A — R™*" fiir ein
geeignetes / € N. Mit A wird dabei eine LH-abgeschlossene Teilmenge von A(R?) be-
zeichnet, die konkrete Spezifikation von A beschreibt dann die gewiinschten zu passenden
Mengen.

Im Sinne von Kapitel 4.3 werden zunichst ¢ Sensorinputfunktionen ¢, ..., ¢ beno-
tigt. Da nur einfache Abhéngigkeiten (Pixel liegt in Menge A € A vs. Pixel liegt nicht
in A) von Bedeutung sind, reichen die durch
) =1 d
Ik ( ) T ApnA Ul
g,(j)(A) = g4 firk=1,...,msowiel=1,...,n
definierten Sensorinputfunktionen ¢t und ¢® fiir die Modellierung aus. ¢* reprisen-

tiert die gegebene Menge (in Kapitel 6.3 dann die Kreisscheibe) und ¢ den sichtbaren
Resthintergrund.

Ist nun A € A gegeben, hat die Digitalisierung von g,S)(A) auf der Apertur Ay die Form

lm(gﬁ)(z‘l)) = l(La,na) = / Wagnadpg = pg (AN Ag).
Apy

Analog gilt fiir die Digitalisierung von g,(j)(A)

lkl(g](j)(A)) = / Laga ditgy = g (A Agy).

Apt
Auf diese Weise erhilt man die folgenden Erzeugendenfunktionen eq, ey : A — R™*":

61(A)kl = Mkl(Akl N A) (Anteil von A in Akl)
er(A)p = p(Aw \ A) (Anteil des Komplements von A in Ay)

fiir alle (k,1) € I. Die zugehérige semilineare Funktion ¢ : R*> x A — E,

pii(ANAn) o (AN Agy)
g(x,A) = x : :
Pt (AN Apt) o pn (A0 Apy)
(AN An) o (AN Ar)
+ 1y : :
et (AN A1) oo i (A N\ Amn)
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beschreibt dann Linearkombinationen von Digitalisierungen der Funktionen ¢(") und ¢®®
entsprechend dem gegebenen Sensor (p;, A;)icr-

Insgesamt ergibt sich fiir ein gegebenes Bild (ag),)er damit das folgende Approxima-
tionsproblem

inf min (ar — 1 - pua (A M A) = 29 - pa(Ag \ A))?,

bzw. dquivalent dazu
j‘é&”“ N projlinH{e1(A),ez(A)}|| = jg&@bg,a- (6.1)

Dabei bezeichnet 1,, : A — E die in (3.1) von Seite 39 definierte Zielfunktion eines
semilinearen Approximationsproblems.

Diese Modellierung ist allgemein in dem Sinne, dafl die konkrete Objektform nur durch
A bestimmt wird. So kann auf einfache Weise die Objektform ausgetauscht werden ohne
daf} die gesamte Modellierung verdndert werden muf}. Allerdings werden sowohl Objekt
als auch Hintergrund in dieser Modellierung durch einen konstanten Grauwert reprisen-
tiert. Kompliziertere Grauwertabhingigkeiten, wie sie etwa in Beispiel 3.1.6 verwendet
wurden, bediirfen einer Modellerweiterung. (6.1) kann als subpizelgenaue Objektpassung
bezeichnet werden.

Bemerkung 6.1.1

Sensorinput- und Erzeugendenfunktionen sollten bei dieser Anwendung nicht durchein-
ander geworfen werden. Zwar werden Objekt und Hintergrund zunéchst durch Indika-
torfunktionen modelliert, aber daraus folgt nicht, dafi auch die Erzeugendenfunktionen
konstant sind. Die Wahl von konstanten Erzeugendenfunktionen — also Indikatorfunk-
tionen — wiirde im wesentlichen in einer Variante der Zwei-Niveau-Passung (Kapitel
2.1) resultieren. Dies ist hier jedoch nicht der Fall, denn die Erzeugendenfunktionen in
der subpixelgenauen Objektpassung représentieren nicht den Grauwert einer gegebenen
Menge A im Bild, sondern den Anteil dieser Menge innerhalb eines Pixels und besit-
zen damit einen vollig anderen Kontext als die Indikatorfunktionen der Zwei-Niveau-
Passung.

Um die subpixelgenaue Objektpassung auf die vorhandenen Testbilder anwenden zu
kénnen, miissen konkrete Sensor- und Mengenmodelle bestimmt werden, wobei beide
nicht unnotig kompliziert sein sollten. Das folgende Sensormodell, das die Aperturen
mit den Bildpixeln identifiziert, erwies sich als geeignet. Sei dazu fiir (k,[) € T

N

das quadratische Bildpixel mit Mittelpunkt (k,) und

Mo =N N kD)

7



Kapitel 6. Subpixelgenaue Objektpassung auf Grauwertbildern

das zweidimensionale Lebesgue-Mafl auf dem Pixel [k, []. Das Sensormodell hat dann
die Form

(5, 11 A% 1) (k) =(0.0)....(mom)

Dieses Sensormodell kann auch als Standardsensormodell angesehen werden und wurde
in dieser Arbeit bereits mehrfach zur Bildgenerierung verwendet (Abbildung 6.1 auf Seite
74 oder Abbildung 2.3 auf Seite 20).

Als Mengenmodell bietet sich der Abschluf8 A bzgl. der lokalen Hausdorff-Topologie der
Menge
A={ACR*|Iz,y eRr>0: A=C)(z,y)}

an. A enthilt alle (bzgl. der euklid. Metrik) abgeschlossenen Kreisscheiben im R?. A ist
(nach Definition) eine LH-abgeschlossene Teilmenge von 24(R?) und damit LH-kompakt.
Dieses Mengensystem deckt auch die Félle ab, in denen die zu passende Kreisscheibe
nur ausschnittsweise im Bild sichtbar ist und/oder in denen die Kreisscheibe zum Halb-
raum entartet. Implementationstechnisch miissen die auftretenden Halbraume natiirlich
gesondert behandelt werden. Zusammen mit diesem Sensor- und Mengenmodell wird die
subpixelgenaue Objektpassung im folgenden als Kreisscheibenpassung bezeichnet.

Die Erzeugendenfunktionen von Seite 6.1 haben fiir (k,[) € [ und A € A die Form

er(Ap = N[k ] NA) (Flichenanteil von A im Pixel [£,[])
ex( A = N[k, (] \ A) (Flichenanteil des Hintergrundes ohne A in [k, 1]).

e; und ey sind stetig. Da jedes Pixel Fliache 1 besitzt, gilt zusdtzlich
ea( A =1—er (A

fiir alle (k,1) € 1.

Es bleibt nun, die Stetigkeit der Zielfunktion ¢, , aus (6.1) zu iiberpriifen. Durch die
Form der Erzeugendenfunktionen gilt linH{e;(A),es(A)} = 2 fiir alle Mengen (Kreise
oder Halbriume) A € A, fiir die A2(A4) # 0 sowie A*([7,4] N A) # 0 fiir mindestens
ein (i,j) € I gilt. In diesen Fillen ist ¢, , stetig. Durch die spezielle Form der beiden
Erzeugendenfunktionen gilt in diesen Féllen zusétzlich

0 < Z 61(A)kl < m-n.
(

kJ)eT

Bleiben die Mengen A € A iibrig, fiir die linH{e;(A),es(A)} = 1 gilt. Diese Fille
fithren im rekonstruierten Bild ¢g(z, A) zu gleichen Werten fiir alle (i, j) € I unabhéngig
von z € R?. Das Verhalten von 1,, an einer derartigen Ubergangsstelle hin zu einem
konstanten Bild kann am besten anhand des folgenden Szenarios verdeutlicht werden!:

'Lt man die A2-Nullmengen aufler acht, wird anschaulich in einem solchen Fall der gesamte Bild-
ausschnitt durch A entweder vollstindig iiberdeckt oder aber {iberhaupt nicht beriihrt.
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Sei eine Kreisscheibe C!(z,y) € A gegeben. Das Kreiszentrum (z,y) liege dabei im
Inneren eines Pixels [[k,(]]. Fiir r — 0 zeigt dann die normierte Version

(o) e CHE)
e (Crlz,y)) = ler (Cr(z, )]

von e; das folgende Verhalten: Da das Kreiszentrum im Inneren von [[£, []] liegt, existiert
ein g9 > 0, so dafl C(z,y) C [k, 1] fiir alle £ < g4 gilt. Da die Erzeugendenfunktion e;
den Kreisanteil in den Bildpixeln repréisentiert, folgt daraus

er(CL(x, )y = 0

fir alle (4, j) € I, (,75) # (k, 1), Fiir die normierte Version € gilt zusétzlich

e (Cl(z,y))m = 1.

Daraus folgt daf3 €| konstant ist fiir alle ¢ > 0, ¢ < . Ist dagegen ¢ = 0 folgt daraus
N (Ci(z,y)) = 0 und somit auch €| (C{(z,y));; = 0 fiir alle (i,j) € I. Das bedeutet,
dal €] an dieser Stelle unstetig ist. Diese Situation ist im Prinzip identisch zu der in
Beispiel 3.3.8 beschriebenen Situation und daher ist auch hier — wie in Beispiel 3.3.8
— eine Unstetigkeitsstelle in der Zielfunktion zu erwarten. Die folgenden Uberlegungen
bestétigen dies: Laut Satz 3.3.9 kann ein semilineares Approximationsproblem statt iiber
die Erzeugendenfunktionen auch iiber seine Projektionsoperatoren beschrieben werden.
Fiir 0 < € < g9 hat die zu C’(z,y) gehorende Projektionsmatrix die Form

0
1 : 1
0
Pogpy=10 -~ 010 - 0 | e grmxmn
0
1 : 1
0

wobei die 1 in der Mitte den (k, 1)-ten Eintrag der Matrix bezeichnet. Diese Matrix bleibt
konstant fiir alle ¢ > 0, € < gy. Die einpunktige Menge C{(z,y) dagegen entspricht der
Matrix Py, die in allen Eintrdgen den Wert 1 besitzt. Damit ist die Abbildung A — Py
(und mit Satz 3.3.10 dann auch die Zielfunktion v,,) im Punkt A = ) tatséchlich
unstetig?.

Analoge Argumente lassen sich fiir siimtliche Uberginge hin zu einem konstanten Bild
finden.

Die hier vorgestellte Kreisscheibenpassung ist ein Verfahren, das ohne grofien Aufwand
implementiert werden kann. Die Berechnung der Zielfunktion 1), , benétigt zudem nicht

?Die Voraussetzungen von Satz 3.3.10(1) sind erfiillt, solange das Bild (a;j)ijer selber nicht-konstant
ist, d.h. gleiche Werte in allen a;j, (i, j) € I besitzt.

79



Kapitel 6. Subpixelgenaue Objektpassung auf Grauwertbildern

viel Rechenzeit (mehr dazu am Ende dieses Kapitels). Die einzige Einschrinkung in der
Verwendbarkeit sind die oben erwihnten Unstetigkeitsstellen, wenn die Bilddimension in
sich zusammenfillt. Daher diirfen nur Mengen, die den Kameraausschnitt nur teilweise
iberdecken, im Mengensystem beriicksichtigt werden. Das Mengensystem A’ C A, das
dann noch iibrigbleibt hat die Form

A':{AEAO< Z el(A)kl<m-n}.

(kler

Eine weitere Einschrinkung von A’ hin zu einer LH-kompakten Menge sollte je nach
vorliegender Situation geschehen.

6.2 Die Grauwertmodelladaption und ihr
Zusammenhang zur semilinearen Approximation

In Kapitel 2.4 wurde mit der Grauwertmodelladaption der in [Dre98] entwickelte Ansatz
zur Objektlokalisation unter Beriicksichtigung eines subpixelgenauen Objektmodells vor-
gestellt. Die Modellbildung folgte bei diesem Verfahren im Wesentlichen den folgenden
Punkten: Ein ideales stufenformiges Signal wird durch eine point spread function (PSF)
verschmiert und schlieflilich durch einen Scanner an diskreten Punkten abgetastet. Die
PSF wird dabei durch eine normalverteilte Funktion mit Mittelwert 0 und Standard-
abweichung ¢ > 0 modelliert. o ist ein freier Parameter des Modells und wird in der
konkreten Anwendung mit optimiert.

Das mit der PSF gefaltete Signal fiir eine vertikale Stufe der Hohe A iiber einem Grund-
niveau hg ist dann gegeben durch

xr—xT
Mstep(x:y) = h0+h1¢( o 0>

(siehe dazu auch Kapitel 2.4). Freie Parameter dieses Modells sind die Standardabwei-
chung o der PSF, die (Subpixel-)position zg € R der Stufe sowie die beiden Stufenniveaus
hg und hl.

Am Beispiel von Mg, kann man bereits erkennen, dafl wohl ein Zusammenhang zur
semilinearen Modellierung aus Kapitel 3 vorhanden sein miifite, denn hilt man die Pa-
rameter zo und o fest, ist Mo, linear in iy und hy. Es bleibt daher, die Voraussetzungen
von Definition 3.1.1 zu iiberpriifen und Mg, gegebenenfalls anzupassen. Als Allererstes
mufl dazu die Frage der Mengenmodellierung geklédrt werden. Es ist klar, da} die Mo-
dellfunktionen in der Grauwertmodelladaption auf Mengenmodellen basieren, auch wenn
diese nur implizit iiber ihre Parametrisierung erwihnt werden. Fiir das Modell M., ei-
ner vertikalen Stufe bietet sich

A:={(0,20) |0 > 0,29 € R}
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an. A reprisentiert damit durch zy € R die in Mo, verwendeten Halbrdume. Zusétzlich
wird der Grad der Verschmierung bei der Bildberechnung als freier Parameter benotigt
und daher in A mit aufgenommen. Man beachte, dafi A in der vorliegenden Form nicht
kompakt ist, iiberhaupt werden Kompaktheitsfragen wie auch Terminierungsfragen des
Abstiegsverfahrens in [Dre98] nicht behandelt (mehr dazu bei der Modellierung von
Kreisscheiben weiter hinten in diesem Abschnitt). Als Vektorraum FE bietet sich der
Raum L?(M,R) der quadratintegrierbaren Funktionen iiber einem kompakten Grund-
raum M C R? an. Dieser Grundraum M, der als Aufnahmeraum oder Kameraausschnitt
angesehen werden kann, ist in [Dre98| ebenfalls nicht explizit erwiihnt worden, eine Ein-
schrankung auf M ist aber nétig um Quadratintegrierbarkeit fiir die Modellfunktionen
zu erreichen®.

Unter diesen Bedingungen bildet die Modellfunktion

M( 5) R2 % A N L2(M R) Ms(tge)p(hO’hl’ (O’, l‘o)) = hO]lM + hl . d) ( —Jl‘O)

step *

eine semilineare Funktion nach Definition 3.1.1.

Um die so definierten Funktionen in ein semilineares Approximationsproblem nach De-
finition 3.2.1 einzubinden, wird auf L?(M,R) ein Skalarprodukt benétigt. Dieses Ska-
larprodukt muf} zusétzlich so gewihlt sein, daf sich schlufiendlich die in der Grauwert-
modelladaption verwendete Zielfunktion £ : R? x A — R,

2

E(ho, hi, A) = [akl — M (ho, by, (0,2)) (K, 1) (6.2)

ergibt, wobei mit a = (ay,) k=t m ein gegebenes diskretes Grauwertbild bezeichnet wird.

In dieser Zielfunktion £ steckt die Auswertung der Modellfunktionen an bestimmten dis-
kreten Bildpunkten (k,1) € {1,...,m} x {1,...,n}. Zum Einbinden in eine semilineare
Approximation miifite daher das Skalarprodukt auf L?(M,R) durch

(m.n)

s: L*(M,R) x L>(M,R) — R, s(f9) == > fk1)-g(k1)

definiert werden. Allerdings wird durch y/s(-, ) keine Norm auf L?(M, R) definiert, denn
fiir jede Funktion f € L?*(M,R) mit

[k, D) =0 V(1) e{(1,1),...,(m,n)}
ist \/s(f, f) =0, obwohl f nicht notwendigerweise die Nullfunktion ist.

Eine mogliche Losung dieses Problems wiire die Einschrinkung von L?(M,R) auf eine
Teilmenge S, so dafl § zusammen mit s einen euklidischen Vektorraum bildet. Im folgen-
den wird eine andere Moglichkeit vorgestellt, die auf einfache Weise diese Einschrankung
umgeht und gleichzeitig einen Bezug zum Sensormodell aus Kapitel 4 herstellt:

$Natiirlich ist die im Modell My, verwendete Funktion (z,y) — 1 nicht quadratintegrierbar {iber R?.
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In [Dre98] und auch bisher in diesem Abschnitt haben die Modellfunktionen in den Funk-
tionenraum L?(M,R) abgebildet und wurden erst in der Fehlerfunktion £ diskretisiert.
Im Gegensatz dazu wurde in Kapitel 4.3 das Sensormodell aus Definition 4.1.1 verwen-
det, mit dessen Hilfe bereits die Erzeugendenfunktionen in diskrete Rdume abbilden.

Diese Vorgehensweise soll hier ebenfalls angewendet werden. Dazu muf} zuerst ein pas-
sendes Sensormodell gewihlt werden. Das folgende Modell

wobei 0y, das Dirac-Mafl im Punkt (k,[) bezeichnet, bietet sich dabei an, denn das
diskrete Bild entsteht in dem in der Grauwertmodelladaption verwendeten Bildaufnah-
meprozefl durch Auswertung an diskreten Punkten.

Fiir die Aperturen A;; muf
(k:l) EAkl V(k,l) € {(1,1),,(777,,71)}

gelten, die weitere Form der Aperturen ist nicht von Bedeutung. Vom Vektorraum
L*(M,R) wird nun auf den diskreten Raum R™" zusammen mit dem Standardskalar-
produkt gewechselt?. Statt der bisherigen Modellfunktion s(fgp wird jetzt ihre diskrete
Variante

1@

step

: R2 X A — Rmxn, Ms(tde)p(h[)a hla (U: l‘o)) =

betrachtet, mit x(k) 1= ho + hy - ¢ (E=22).

g

.....

Optimierungsproblem |
inf min |la — M
(o,m0)€A TER2 H Step”

ein semilineares Approximationsproblem nach Definition 3.2.1. Der Ausdruck ||a—MS(f?p I
entspricht dabei der Zielfunktion £ aus (6.2). Eine Optimierung von £ kann daher
gemiafl der Algorithmusskizze von Seite 39 erfolgen, wobei das konkrete Abstiegsver-
fahren natiirlich noch zu wéhlen ist. Die wesentliche Neuerung dieses Algorithmus ge-
geniiber der urspriinglichen Grauwertmodelladaption ist, da} die beiden linearen Anteile
ho und Ay nicht mehr als zu optimierende Parameter in das lokale Abstiegsverfahren ein-
gehen, da sie fiir jede Wahl von (o, z9) € A bereits optimal berechnet werden koénnen.
Im folgenden wird diese neue semilineare Variante des Verfahrens als modifizierte Grau-

wertmodelladaption bezeichnet.

Analoge Uberlegungen zur Ubertragung der Grauwertmodelladaption in die semilineare
Approximation lassen sich fiir alle weiteren in [Dre98] vorgestellten Modellfunktionen

4Statt R™™ wird wieder R™*" geschrieben, um die Bildstruktur besser zu veranschaulichen.

82



6.2 Die modifizierte Grauwertmodelladaption

durchfiihren. Hier interessiert vor allem die Passung durch Kreisscheiben. In (2.6) auf
Seite 28 wurde das Bildsignal einer Kreisscheibe um den Nullpunkt bereits auf ihre Werte
entlang der z-Achse reduziert. Analog gilt fiir einen allgemeinen Kreis mit Radius R und
Mittelpunkt (¢, ¢,) im Bildpunkt (z,y)

(Dreve, * Go)(2.9) = (Drx Go)(y/ (2 = €2)? + (4 — ¢,)2.0).

Dg., ., bezeichnet dabei die Indikatorfunktion iiber dem nicht-zentrierten Kreis mit
Radius R und Mittelpunkt (c,,c,) (vgl. Seite 28).

An dieser Stelle ein paar Worte zu A, das an die Kreisscheibenmodellierung angepaf}t
werden muf}. Zusétzlich zu den Parametern des verwendeten Mengenmodells — hier
reprisentiert durch die Kreisparameter Radius R und Zentrum (¢, ¢,) — muf wie beim
Stufenmodell der Parameter o der Gauflverschmierung mit aufgenommen werden. Die
einfachste Wahl fiir A ist daher

A::{(J,R,cx,cy) €eR: xR U,RZU,Cx,CyGR}-

Da die Modellfunktion (Dg x G,) nicht von einer Kreisscheibe an sich, sondern nur von
ihren Parametern abhéngt, wird auf eine Erweiterung von A hin zu einem LH-kompakten
System verzichtet. Allerdings diirfen nun bei einer Passung keine Fille auftreten, in de-
nen die Kreisscheibe wihrend der Optimierung bzw. im Optimum zu einem Halbraum
entarten kénnte. Genau diese Félle sind durch A nicht abgedeckt. Eine Einschrankung
von A auf eine kompakte Teilmenge ist zur Vermeidung dieser Situation natiirlich jeder-
zeit moglich.

Soll zusétzlich zur Kreisscheibe auch der Hintergrund in das Modell mit einbezogen
werden, muf} dies zusétzlich formuliert werden. Man erhilt dann insgesamt zwei Erzeu-
gendenfunktionen ey, e; : A — R™*" die durch

(Dr+ Go) (VE= &7+ (1= ¢)%,0), Roo#0
0. Roen )k 1) = 0 Dy (V= e+ = )%,0) o =0,R+0

0, o=0,R=0
ea(0, R, ¢y, cy) (k1) = 1

gegeben sind. Mit DY, wird dabei eine leicht modifizierte Version von Dp bezeichnet, die
durch

1, 22+9y? < R?
Diy(z,y) =1 5 2*+y’ =R
0 sonst

gegeben ist. ey ist stetig falls ¢ # 0 und R # 0. Gilt ¢ # 0, ist e; im Punkt R = 0
ebenfalls stetig, denn aus R — 0 folgt e;(0, R, ¢;, ¢,) — 0. Setzt man dagegen R # 0
voraus, konvergiert e; fiir 0 — 0 gegen D%, denn fiir o # 0 gilt zunéchst

VRZ—a?
(Dr * G,)( / / G,(x —a,—b)dbda

R27112
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L | _e—a)? VR e
= e 252 e 22 db | da
R\ 210 VR a2 V21O

Nieer
L | _—a)? > 1 22
— e 202 e 2 du da
_r V21O ,VRi—GQ 2T
z4+R VR2—(z—0v)?

g 1 v2 = g 1 u? d d
= — e T T -
ﬁgze Nors / wao? o)

o

Fiir 0 — 0 ergeben sich dann die folgenden Fiélle:

v? 00 7&
( fjooo%ﬂ ez <f700\/%_7re 2 du) dv = 1, |z|<R
v? 00 7&
fozc\/%—ﬂ_€77 <f—OOL27T6 2 du) dv = 0, x>R
lim (D + Go) (2,0) = { [ (f_f’;é 5 du) d = 0, v<-R
fooo \/%7 eT ffooo % e 2 du) dv = %, r=R
Lfi)@ée_ﬂ_(f,oooo\/%e_Q du) dv = %, r=—R.

Dies bedeutet, da} e; fiir 0 = 0 stetig durch D', fortgesetzt wird. Allerdings ist D%
eine Stufenfunktion und damit selber nicht stetig. Fiir 0 = 0 zeigt e; also ein unstetiges
Verhalten in den restlichen Variablen. Eine Verwendung in der Approximation ist damit
im Fall 0 = 0 nicht sehr sinnvoll. Zudem gilt

r=y=0
sonst,

1
: / — 2
IIZILI%) DR (1‘7 y) { 0’
d.h. D% konvergiert fiir R — 0 nicht gegen die Nullfunktion und damit existiert kein
stetiger Anschlufl zum Fall 0 = R = 0. Die Moglichkeit o = 0 sollte daher ausgeschlossen
werden. Im folgenden wird o # 0 vorausgesetzt.

Nun zur Stetigkeit der Zielfunktion: Ist ein Bild a € E gegeben, hat das zugehorige
Optimierungsproblem die Form

2
inf min Z (akl —x1-e1(0, R, cpy¢y) (K, 1) — :c2>

o,R,cz,cy)EA zER2?
(0 Ricascy) (k,1)ET

bzw.

inf Vgalo, R, cy,cy) = inf

(0,R,cq.cy)EA (0,R,cz cy)EA

a— pr0J1inH{61(O',R,Ca;,()y),l} )

wobei mit 1 die konstante Erzeugendenfunktion e, bezeichnet wird. Diese Zielfunktion
1y ist stetig fir R # 0, was sich aus e;(0, R, ¢;,¢,) # 0 fiir alle (0, R, ¢c;,¢,) € A
mit R # 0 wie folgt ergibt: Da e; (durch die Faltung mit der Gaufifunktion) nicht
konstant ist und die Faltung stets alle Pixel beeinflufit, ist e (o, R, ¢,, ¢,) fiir jede Wahl
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von (o, R, ¢z, ¢,) € Amit R # 0 eine nicht-konstante Funktion. Da e, konstant ist, folgt
daraus dim(linH{e, (o, R, ¢;, ¢,), 1}) = 2.

Bleibt zu priifen, ob 1,, im Ubergang zu dim(linH{e,(0, R, c;,¢,),1}) = 1 stetig ist.
Das ist die Frage nach der Stetigkeit von R — v, ,(0, R, ¢;, ¢,) im Punkt R = 0. Dazu
betrachte man zunéchst die normierte Version €] von e;. Sie hat die Form
(Dr*Go)(\/(k — c)? + (1 — ¢,)2,0)
(Dr # Go) (k= e + (1= ,)2.0)|

fiir alle (k1) el

6’1 (Ja Ra Cx, Cy)kl = H

fiir R # 0 sowie fiir R = 0 die Form
€1(0,0,¢,,¢y)p =0 fiir alle (k,1) € I.

Fiir R # 0 ist nun durch die Normierung die Gesamthelligkeit des durch €} erzeugten
Bildes immer gleich, ndmlich gleich

Z el (o, R, cpy ey = 1.
(ker

Dieser Wert éndert sich fiir R — 0, R # 0 nicht. Daraus folgt, daf} sich ¢} nicht der
Nullfunktion anndhern kann. ¢} ist damit unstetig im Punkt R = 0.

Aus der Unstetigkeit von €| folgt zwar nicht direkt die Unstetigkeit von v, ,. Da dieses
Szenario aber stark denen aus Kapitel 6.1 bzw. Beispiel 3.3.8 dhnelt, ist kaum zu erwarten
daf} sich die Zielfunktion ¢, , gerade in diesem Fall stetig verhilt. Der Fall R = 0 sollte
daher — wie vorher schon der Fall 0 = 0 — aus der Optimierung ausgeschlossen werden.
Damit ist die urspriingliche Menge A von Seite 83 auf

A = {(J,R,Cmcy) E]Ri xR |0, R>0,cq, 0 ER}

zusammengeschmolzen. Eine weitere Einschrinkung auf eine kompakte Teilmenge von
A, um die Existenz eines lokalen Optimums zu garantieren, sollte — wie bei der Kreis-
passung im vorigen Abschnitt— abhéngig von der konkreten Situation geschehen.

6.3 Test beider Verfahren

Im konkreten Anwendungsfall soll der Querschnitt von Blutgefaflen aus MR-Angio-
grammen rekonstruiert werden. Die Rekonstruktion dieser Querschnitte ist wichtig zur
Erkennung von Stenosen — krankhaften Gefédfiverengungen — die unbehandelt zu In-
farkten fithren konnen. In [Kol95] und [Kus92] wurde diese Problematik fiir Geféfle im
Kopf-Hals-Bereich bereits behandelt, allerdings beschriankte sich die Segmentation der
Gefédfle dort auf die Pixelauflosung, eine subpixelgenaue Rekonstruktion fand nicht statt.
Es zeigte sich dabei, dafl zur Beurteilung des grofiten Teils der Gefédfle eine pixelbasierte
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Kapitel 6. Subpixelgenaue Objektpassung auf Grauwertbildern

Abbildung 6.2: Maximum-Intensitéts-Projektion des MR-Datenwiirfels. Links Seitenan-
sicht, rechts Draufsicht.

Segmentierung ausreicht. Nur Gefifle mit sehr kleinem Querschnitt wurden unzurei-
chend erfaf3t. Da aber vor allem diese Gefifie potentielle Kandidaten fiir Stenosen sind,
ist gerade ihre moglichst exakte Rekonstruktion von {iberdurchschnittlicher Wichtigkeit.

Beide vorgestellte Verfahren (Kreisscheibenpassung und modifizierte Grauwertmodell-
adaption) wurden an 307 Querschnittsbildern getestet®. Bei den Bildern handelt es sich
um MR-Angiogramme von mit Kontrastmittel gefiillten Schlduchen, die um ein weite-
res Objekt (Flasche) gewickelt wurden. Die Schlduche haben einen festen Durchmesser
von 2 mm. Abbildung 6.2 zeigt zwei Ansichten des Datenwiirfels in einer Maximum-
Intensitéits-Projektion. Man kann deutlich den (hellen) Testschlauch sowie die Flasche,

um die er gewickelt wurde, erkennen. Zwei einzelne Schnitte durch den Datenwiirfel zeigt
Abbildung 6.3.

In der in Abbildung 6.3 vorliegenden Form kénnen diese Daten allerdings noch nicht fiir
eine Passung mit zweidimensionalen Kreisscheiben verwendet werden, denn dazu miifite
sichergestellt sein, dafl das Bildmaterial stets senkrechte Schnitte durch die Schlauch-
zentrale zeigt. Dies ist zunéchst nicht gegeben — wie vor allem der linke Schnitt in
Abbildung 6.3 verdeutlicht, der aus dem Randbereich des Datenwiirfels stammt. Aber
auch im rechten Schnitt in Abbildung 6.3 aus dem Mittelteil des Datenwiirfels ist nicht
garantiert, dal die Testschlauche wirklich senkrecht zu den Schnittebenen liegen und
somit der Schlauchquerschnitt wirklich kreisférmig ist. Als erste Vorverarbeitung muf

Die urspriingliche Grauwertmodelladaption wurde nicht mehr als Vergleich hinzugezogen, da ihre
Ergebnisse hochstens genauso gut wie die der modifizierten Grauwertmodelladaption sein kénnen.
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6.3 Test beider Verfahren

Abbildung 6.3: Zwei Beispielschnitte aus dem MR-Datenwiirfel (Schnitt Nr. 12 und 43
von 140 Schnitten).

daher eine Redigitalisierung der Daten senkrecht zur Schlauchzentralen erfolgen. Eine
solche Redigitalisierung ist in [Kol95] beschrieben. Dabei wird zuniichst eine dreidimen-
sionale Vorsegmentierung der Testschlduche durchgefiihrt. Anhand dieser Vorsegmen-
tierung erfolgt dann eine Splinepassung der Schlauchzentralen, so daf} fiir jeden Punkt
im Schlauch seine aktuelle Richtung bekannt ist. Senkrecht zu dieser Richtung wird
nun der Datenwiirfel redigitalisiert. Ein derart redigitalisiertes Bild ist in Abbildung 6.4
dargestellt.

An dieser Stelle kdnnte bereits eine Kreispassung des mittleren Schlauches erfolgen. Der
Redigitalisierungsausschnitt wurde jedoch so gewihlt, daff auch der Flaschenrand, um
den der Schlauch gewickelt wurde im redigitalisierten Bild sichtbar ist. Zusétzlich exi-
stieren zwei weitere Schliduche sowie ein schwarzer Bereich auf der rechten Seite, der
das Ende des Datenwiirfels kennzeichnet. Wollte man dieses Bild als Ausgangsbild fiir
eine Kreispassung verwenden, miisste man diese zusétzlichen Strukturen in den Hinter-
grund mit einmodellieren, was eindeutig einen zu groflen und zudem unndétigen Aufwand
darstellt. Man ist also darauf angewiesen, einen entsprechend kleinen Ausschnitt rund
um die (mittlere) Schlauchzentrale zu wihlen, der einen homogenen Hintergrund bietet.
Genau dies leistet das in [Kol95] vorgestellte Verfahren zur automatischen Segmentation
einer area of interest, die in [Kol95] Segmentationslupe genannt wird. Eine nachfolgende
Geféfisegmentierung — egal ob pixelbasiert oder subpixelgenau — braucht dann nicht
mehr das gesamte Bild, sondern nur noch die Pixel innerhalb dieser Lupe zu beriicksich-
tigen.

Abbildung 6.5 zeigt den redigitalisierten Querschnitt aus Abbildung 6.4, links ohne und
rechts mit zugehoriger Lupenmaskierung. In der nachfolgenden Passung werden dann
nur noch die Pixel innerhalb dieser Lupe beriicksichtigt. Da alle Pixel des Schlauch-
querschnitts innerhalb der Lupe liegen, sollte auch der gepafite Ergebniskreis komplett
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Abbildung 6.4: Links ein senkrecht zur (mittleren) Schlauchzentralen redigitalisiertes
Bild, rechts eine Ausschnittsvergréfferung des mittleren Schlauches.

innerhalb der Lupe liegen und sie damit inshesondere weder vollig abdecken noch kom-
plett aus ihr rausfallen. Damit kénnen die Mengen A aus Kreisscheibenpassung bzw.
modifizierter Grauwertadaption ohne Probleme passend gewiihlt werden.

Fiir den Test beider Verfahren standen insgesamt 307 redigitalisierte lupenmaskierte
Querschnittsbilder zur Verfiigung. Als Abstiegsverfahren in der Optimierung der Ziel-
funktionen (gemé&f Algorithmusskizze auf Seite 39) wurde die downhill simplex method
nach Nelder und Mead ([NM65]) verwendet. Dieses Abstiegsverfahren kommt ohne wei-
tere Annahmen an die Zielfunktion aus, insbesondere benétigt es keine Gradientenfunk-
tionen. Auflerdem zeigte es im Vergleich mit anderen Abstiegsverfahren kaum Ausreifler
durch ein ,Héngenbleiben* in lokalen Optima und erwies sich zudem am stérunanfillig-
sten gegeniiber Startwertdnderungen. Die ausfiihrlichen Ergebnisse der Testdurchliaufe
finden sich in Anhang B.

Im Vergleich beider Verfahren erwies sich die modifizierte Grauwertmodelladaption als
stabiler, wie der Radienvergleich in Abbildung B.11 auf Seite 120 zeigt. Diese Tatsache
wird auch durch die deutlich geringere Standardabweichung von 0,024 im Gegensatz zu
0.065 bei der Kreisscheibenpassung belegt. Auflerdem ist der Fehler im Optimum bei
der modifizierten Grauwertmodelladaption deutlich geringer als bei der Kreisscheiben-
passung (Abbildung B.10). Diese Diskrepanz mag darin liegen, dafi die Modellierung in
der (modifizierten) Grauwertmodelladaption dem tatséchlichen Bildentstehungsprozefl
ndher kommt als die in der Kreisscheibenpassung verwendete Modellierung. Beispielhaft
kann das in den Abbildungen 6.6 und 6.7 nachvollzogen werden. Neben den optimalen
PaBergebnissen werden dort auch die mit dem jeweiligen Modell (d.h. der jeweiligen se-
milinearen Funktion ¢) berechneten Bilder der optimalen Kreisscheibe gezeigt. Das auf
Basis der Kreisscheibenpassung diskretisierte Bild wirkt in beiden Fillen grober als das
auf Basis der modifizierten Grauwertmodelladaption diskretiserte Bild. Alles in allem
steht die Kreisscheibenpassung hinten an, was die Genaugkeit angeht.

Andererseits existieren weitere Aspekte im Vergleich, die ebenfalls beriicksichtigt werden
miissen. So ist die Schwankung der Ergebnisradien bei der Kreisscheibenpassung nicht so

88



6.3 Test beider Verfahren

Abbildung 6.5: Der redigitalisierte Gefdfiquerschnitt aus Abbildung 6.4, links ohne,
rechts mit Lupenmaskierung. Die schwarzen Pixel im rechten Bild lie-
gen auflerhalb der Lupe. Bei einer Gefifipassung brauchen nur noch die
Pixel innerhalb der Lupe beriicksichtigt werden.

hoch, daf§ die Ergebnisse nicht mehr verwendet werden konnen. Abbildung 6.7 zeigt das
Bild innerhalb der untersuchten Testreihe, bei dem die beiden Paflergebnisse die grofite
Radiendifferenz aufwiesen. Trotz dieser groflen Differenz unterscheiden sich die beiden
Ergebnisse visuell nur wenig. Dazu kommt ein weiterer Vorteil der Kreisscheibenpassung,
ndmlich der der Schnelligkeit. Dieser Vorteil resultiert aus der unterschiedlichen Komple-
xitdt in der Berechnung der Fehlerfunktion. Fiir die Kreisscheibenpassung ist pro Pixel
(k,1) die Berechnung der Schnittmenge von Kreisscheibe mit Pixelquadrat in konstanter
Zeit moglich. Bei der modifizierten Grauwertmodelladaption muf} der Teilterm (2.7) von
Seite 29 jedoch numerisch approximiert werden und darin geht pro Pixel die Anzahl der
Abtastschritte des Intervalls [—R, R] linear in die Berechnung ein. Dieser Unterschied in
der Komplexitit schligt sich sehr deutlich in der Rechenzeit nieder: Fiir die vorliegenden
Testbilder betrug die durchschnittliche Zeit zur einfachen Berechnung der Fehlerfunkti-
on bei der modifizierten Grauwertmodelladaption 13 ms, die gesamte Optimierung einer
Kreisscheibe dauerte durchschnittlich 7700 ms. Bei der Kreisscheibenpassung dagegen
war die gesamte Optimierung fiir ein Bild bereits in durchschnittlich 22 ms erledigt, die
Zeit fiir die einzelne Berechnung der Fehlerfunktion war nicht mehr mefibar.

Es liegt also an der Ausgangssituation, welches der beiden Verfahren verwendet werden
sollte: Steht die Schnelligkeit im Vordergrund muf} der Kreispassung der Vorzug gegeben
werden — vorausgesetzt die damit erzielte Genauigkeit ist ausreichend. Werden hohere
Genauigkeiten verlangt, sollte wenn moglich die modifizierte Grauwertmodelladaption
verwendet werden — wobei dann allerdings deutlich lingere Rechenzeiten in Kauf ge-
nommen werden miissen.
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Ausgangsbild

modifizierte , Kreisscheibenpassung
Grauwertmodelladaptig

&

Kreis im Optimum Kreis im Optimum
. diskretes Bild des optimalen Kreises - diskretes Bild des optimalen Kreis¢

Abbildung 6.6: Das lupenmaskierte Querschnittsbild aus Abbildung 6.5 zusammen mit
den Ergebnispassungen beider Verfahren. Die Ergebnisbilder zeigen fiir
beide Verfahren die berechnete Kreisscheibe in das Originalbild einge-
blendet und darunter das geméfl der jeweiligen Modellierung diskreti-
sierte Bild der Kreisscheibe.
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Ausgangsbild

modifizierte _ Kreisscheibenpassung
Grauwertmodelladaptig

Kreis im Optimum Kreis im Optimum

 diskretes Bild des optimalen Kreis

. diskretes Bild des optimalen Kreises

Abbildung 6.7: Die berechneten optimalen Ergebniskreise fiir Testbild Nr. 304. Dieses
Testbild wies beim Vergleich beider Verfahren die grofite Radiendifferenz
im Ergebnis auf. Der berechnete optimale Radius links betrug 1.79 Pixel,
rechts dagegen 1.98 Pixel, ein Unterschied von 0.19 Pixel.
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7 Objektrekonstruktion in der
Computer-Tomographie

Dieses Kapitel behandelt die bereits in der Einleitung beschriebene Einbrandtiefenbe-
stimmung. Im Gegensatz zu der Ausgangssituation in Kapitel 6, wo die Subpixelgenau-
igkeit im Vordergrund stand, geht es hier darum, sichtbare Strukturen zu eliminieren
um untergeordnete Strukturen, die bis dahin iiberdeckt wurden, sichtbar zu machen.

Dieses Problem war zwar der eigentliche Ausloser fiir die hier vorliegende Arbeit. Es
zeigte sich aber schnell, dafl bei der Anwendung der in den vorigen Kapiteln entwickelten
Konzepte Kompromisse eingegangen werden mufiten, um die Komplexitét des Problems
in Grenzen zu halten. Es wurden daher nur ein paar Aspekte aus dieser Arbeit verwendet
und aus diesem Grund (und angesichts der geringen Zahl der Testobjekte) sind auch die
Ergebnisse nur als Indiz fiir das Funktionieren der angewendeten Methode und weniger
als exakte Losung des gestellten Problems zu werten.

7.1 Problemstellung

Gegeben sind Aluminiumteile, die durch einen Schweiivorgang miteinander verbunden
wurden. Die Festigkeit der Schweifinaht hingt dabei vor allem davon ab, wie weit sie
beim Schweiflvorgang in die Aluminiumteile eingedrungen ist. Ein guter Halt ist nur
gegeben, wenn der Schweifivorgang die beiden Teile tief miteinander verbunden hat.
Haften die Aluminiumteile dagegen nur oberflichlich zusammen, sind sie nicht belastbar
und brechen relativ schnell wieder auseinander. Von auflen ist allerdings nicht ersicht-
lich, wie tief — d.h. wie haltbar — eine vorliegende Schweifinaht ist. Die Priifung einer
Schweifinaht geht bisher nur zerstérend, ein vorliegendes Stiick mufl an der gewiinschten
Stelle zersigt werden. Nach einer entsprechenden Nachbehandlung (Atzen und Polieren)
kann die Schweifilnaht dann gut von den urspriinglichen Aluminiumteilen unterschieden
werden. Abbildung 7.1 zeigt ein derart behandeltes Teststiick, das aus zwei miteinander
verschweifiten Aluminiumteilen besteht. Man sieht, wie sich die (mit dem Kreis markier-
te) Schweiinaht deutlich heller vom umgebenden Aluminium abgrenzt. In diesem Fall
hat sie sich relativ tief mit den Aluminiumteilen verbunden.

Es soll nun die Giite dieser Schweiinaht bestimmt werden, ohne dafl dabei der Testkorper
zerstort wird. Ein Rontgen-CT-Verfahren war dabei die Methode der Wahl, weil dadurch
die meisten inneren Strukturen eines Werkstiickes sichtbar gemacht werden kénnen. Um

93



Kapitel 7. Objektrekonstruktion in der Computer-Tomographie

Abbildung 7.1: Ein aufgeschnittener Aluminium-Testkorper (Lénge der Seitenteile ca. 6
cm). Die Tiefe der hier sichtbaren Verschweiffung (heller Bereich inner-
halb des Kreises) soll im CT-Bild ermittelt werden.

die Ergebnisse iiberpriifen zu kénnen, wurden daher von sieben Teststiicken an einer mar-
kierten Stelle CT-Aufnahmen gemacht und die Teststiicke nachher an derselben Stelle
zersigt. Abbildung 7.2 zeigt das iiber eine gefilterte Riickprojektion rekonstruierte CT-
Bild des Teststiickes aus Abbildung 7.1. Auffillig sind die starken Rekonstruktionsar-
tefakte (dunklen Streifen) im Bereich der Schweifinaht. Der Schweiinahtbereich an sich
ist dagegen nicht vom restlichen Aluminium zu unterscheiden.

In einem anderen Teststiick (Abbildung 7.3) mit weitaus kiirzeren Seitenteilen ist die
Schweifinaht dagegen (wenn auch nur schemenhaft) auch im CT-Bild zu erkennen. Diese
Beobachtung legt nahe, da} die Schweiinaht auch in Abbildung 7.2 zu erkennen sein
miiBte, die relativ geringe Anderung im Réntgensignal aber durch das starke Signal der
beiden langen Seitenteile verdeckt wird.

Der Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist also, da in den CT-Rohdaten die
Schweifinaht durchaus vorhanden ist, in der Rekonstruktion aber unter anderem durch
Artefaktbildung und Uberlagerung verdeckt wird. Konnten also aus den Rohdaten die
storenden Signale der beiden Seitenteile eliminiert werden, wiirde theoretisch nur noch
das Signal der Schweifinaht {ibrigbhleiben und sollte in einer anschliefenden Rekonstruk-
tion sichtbar werden. Die folgenden Abschnitte zeigen, wie diese Uberlegungen durch
eine semilineare Modellierung realisiert werden kann.

Das vorliegende Problem ist klar unterscheidbar von einem incomplete data problem.
Bei Problemen dieser Art liegt kein vollstindiger (diskreter) CT-Datensatz vor. Das
bekannteste Problem dieser Art ist das limited angle problem, bei dem die CT-Daten
nur in einem eingeschréinkten Winkelbereich vorhanden sind (siehe z.B. [Nat86] fiir eine
ausfiihrlichere Beschreibung). Fiir diese Art von Problemen existieren je nach konkre-
ter Fragestellung viele Algorithmen (siehe z.B. [LR84] oder [Qui93]). Im vorliegenden
Fall liegen aber vollstindige CT-Daten vor, jedoch sind manche Strukturen so schwach
ausgeprigt, dafl sie in der gefilterten Riickprojektion unsichtbar sind.
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Abbildung 7.2: Das Teststiick von Abbildung 7.1 als CT-Bild. Die schwarzen Streifen
im Schweiinahtbereich sind Rekonstruktionsartefakte, die Schweiinaht
selber ist nicht sichtbar.

7.2 Absorptionsverhalten von Rontgenstrahlung

Abbildung 7.4 zeigt den prinzipiellen Aufbau einer Rontgen-CT-Anlage: Ausgehend von
der Quelle passiert der Rontgenstrahl den Rekonstruktionsbereich, in dem sich das zu
untersuchende Objekt befindet und trifft schliefflich auf den Detektor. Bei seinem Weg
durch das zu untersuchende Objekt wird die Strahlintensitit entsprechend der Art des
Objektes geschwiicht, der Detektor registriert die verbliebene Intensitit. In der Regel
existiert ein zusitzlicher Referenzdetektor, der die ungeschwéchte Intensitdt des Ront-
genstrahls mifit, um auftretende Energieschwankungen in der Quelle zu erkennen.

Fiir einen vollstindigen (diskreten) Datensatz aus einer Richtung miissen Quelle und
Detektor senkrecht zur Strahlrichtung transliert werden, bis der gesamte Rekonstrukti-
onsbereich abgedeckt ist (Parallelstrahlgeometrie). Moderne Anlagen besitzen meist eine
davon abweichende Anlagengeometrie: Die Rontgenquelle sendet einen ficherférmigen
Strahl aus, der dann von einer Detektorzeile registriert wird (Fécherstrahlgeometrie). Um
Daten aus verschiedenen Richtungen zu erhalten, werden Quelle und Detektor zusétzlich
um den Rekonstruktionsbereich rotiert.

Zwischen der Startintensitit Iy an der Quelle und der Restintensitidt I am Detektor wird
normalerweise der folgende Zusammenhang angenommen:

I=Tye Jon@ds (7.1)

L bezeichnet dabei die Strecke, die der Réntgenstrahl von der Quelle bis zum Detektor
zuriicklegt (siehe Abb. 7.4) und p die Schwichung des Strahls am Punkt z. Fiir den
Schwichungskoeffizienten p gelten die folgenden Annahmen:

e i ist nur abhéngig von der Art des durchstrahlten Materials und
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Abbildung 7.3: Ein weiteres Teststiick mit kiirzeren Seitenteilen (Lénge der Seitenteile
ca. 1,5 — 2 cm). Oben der aufgesiigte Querschnitt mit deutlich sichtba-
rer Schweifinaht, unten links der CT-Schnitt. Der Schweifinahtbereich ist
hier nur schemenhaft sichtbar und wird teilweise von Rekonstruktions-
artefakten iiberlagert, korreliert in seinen Abmessungen aber dennoch
deutlich mit dem Schweifinahtbereich im Foto. Zur Verdeutlichung ist er
im CT-Schnitt unten rechts markiert worden.
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7.2 Absorptionsverhalten von Réntgenstrahlung

Quelle

Rekonstruktionsbereich

Referenz—

detektor Strecke L des Rontgenstrahls

_....-—"von der Quelle zum Detektor

Detektor

Abbildung 7.4: Skizze einer Rontgen-CT-Anlage (ohne Rotation und Translation)

e der Rontgenstrahl wird in der Luft (und damit auch aulerhalb des Rekonstruktions-
bereiches) nicht geschwécht, d.h. p ist in diesen Bereichen gleich 0.

Befindet sich im Rekonstruktionsbereich also ein Objekt, das nur aus einem einzigen
Material mit Schwichungskoeffizient o besteht — wie es fiir die Aluminiumteile der
Fall ist — ist p konstant gleich py und die Schwéichung reduziert sich zu

I = Iye Jor@de — p =

wobei d die Lange des Weges angibt, den der Rontgenstrahl im Objekt zuriicklegt. Wegen
des dadurch gegebenen linearen Zusammenhangs

In (%) —ed (7.2)

hei3t 1 auch der lineare Massenschwichungskoeffizient. Durch (7.1) wird eine semilineare
Modellierung erst moglich: d kann iiber eine Erzeugendenfunktion berechnet werden und
zu jedem d der jeweils passende Schwichungskoeffizient 1 optimal bestimmt werden.

Der in (7.1) zugrundeliegende Zusammenhang und auch die Annahmen an den Mas-
senschwiichungskoeffizienten p sind allerdings nur eine Anniaherung an die tatséichlichen
Verhéltnisse. In Wahrheit strahlt eine Rontgenquelle normalerweise nicht ein einzelnes
Energieniveau sondern ein ganzes Energiespektrum aus und auch die Detektoren rea-
gieren nicht auf ein einzelnes Energieniveau sondern wiederum auf ein ganzes Energie-
spektrum. Zusitzlich ist der Massenschwéchungskoeffizient nicht (wie laut Annahme) un-
abhingig von der Energieintensitit, was zu wesentlich komplizierteren Zusammenhéngen
fiihrt (siehe dazu auch [Nat86]). Die Vernachlissigung dieser Zusammenhénge kann zu
Rekonstruktionsartefakten, sogenannten Strahlaufhdrtungsartefakten fithren (siehe dazu
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auch [Her80]). Diese Art der Artefaktbildung in den Rekonstruktionen wird normaler-
weise hingenommen, da sie in der Regel wenig storend ist und vor allem in medizinischen
Anwendungen nur in verschwindend geringem Mafle auftritt. Gerade in der vorliegen-
den Anwendung aber treten durch die — im Vergleich zu Wasser — hohere Dichte von
Aluminium starke Artefakte vor allem auch im interessanten Bereich der Schweifinaht
auf, durch die die Qualitéit des Rekonstruktionsergebnisses zusétzlich vermindert wird.

Eine weitere Voraussetzung, die normalerweise nicht explizit formuliert wird, in sdmtli-
chen Rekonstruktionsalgorithmen aber eine wichtige Rolle spielt, ist die Annahme der
Punktférmigkeit von Quelle und Detektor. Dies hat den Vorteil, dafl entlang der Strecke
Quelle-Detektor nur ein Linienintegral beriicksichtigt werden mufl. Wiirde man fiir die
Detektoren eine flichige Ausdehnung voraussetzen (wie es in der Praxis der Fall ist), wére
die Voraussetzung eines Linienintegrals nicht mehr gegeben und die Rekonstruktionsal-
gorithmen wiirden ungleich komplizierter werden. Die Annahme der Punktférmigkeit
wird daher auch in den folgenden Abschnitten vorausgesetzt. Gemé&fl der Sensormo-
dellierung nach Kapitel 4 miissen dann die Sensorcharakteristiken durch Punktmafle
reprisentiert werden.

7.3 Modellierung der Objektform

In der hier beschriebenen Modellierung wird die CT-Anlage unabhéngig von ihrer kon-
kreten Geometrie (Fécher- bzw. Parallelstrahl) durch einen Sensor (A;, i;); € I im Sinne
von Definition 4.1.1 beschrieben. Da die Punktférmigkeit von Quelle und Detektor eine
Grundannahme ist, werden fiir die Sensorelemente p; Dirac-Mafle

Wi =06, fir z;, €A, und i€l
gewdhlt. Unter dieser Voraussetzung kann auch die Form der Aperturen A; durch

als einelementig festgelegt werden. Durch diese Punktférmigkeit der Sensorelemente kann
im folgenden der Digitalisierungsschritt vernachléssigt werden, denn fiir die Digitalisie-
rung I(f) gemiB Kapitel 4 einer Sensorinputfunktion f: A — Lj ({z;},R) gilt

1(f) :/fd% = f(:).

Eine zweidimensionale CT-Anlage wird somit im folgenden durch einen Sensor

({LEZ}, 6mi)i61

reprisentiert. Die Aufgabe besteht nun darin, aus einer gegebenen Aufnahme y € R#!
eines Aluminiumobjektes den Schweifinahtbereich zu extrahieren. Man beachte dabei,
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7.3 Modellierung der Objektform

daf} y hier nicht das bereits rekonstruierte Bild bezeichnet, sondern die von der Anlage
gelieferten Rohdaten (bzw. ihre logarithmierte Version geméf (7.2)). Ein solches Vorge-
hen scheint ziemlich umsténdlich zu sein, ist aber schon allein deshalb notwendig, weil in
den gefilterten Riickprojektionen fast aller Objekte der Schweiilnahtbereich vollstéindig
verschwunden ist. Ein erfolgversprechendes Verfahren kann daher nur auf den Rohdaten
aufsetzen.

Das prinzipielle Vorgehen des hier verwendeten Algorithmus wurde bereits auf Seite
94 beschrieben: Zunéchst wird angenommen, dafl der Bereich der Schweifinaht dieselbe
Dichte wie das restliche Objekt besitzt. Dann wird das Signal des gesamten Aluminium-
objektes aus den Rohdaten eliminiert. Das verbliebene Signal enthélt nun aufler dem
Hintergrundrauschen nur noch die Dichteinderung Aluminiumteil-Schweifinaht, die in
der Modellierung des Aluminiumobjektes vernachlassigt wurde. Da diese Dichtedinderung
in der Rekonstruktion nicht mehr von dem starken Absorptionssignal der Aluminiumteile
iiberdeckt wird, besteht die Moglichkeit, daf} sie sichtbar wird, wenn das verbliebene
Signal zu einem Bild rekonstruiert wird.

Sei A C A(R?) die Menge der méglichen Aluminiumobjekte. Jede Apertur {z;} ,sieht*
einen Strahl ausgehend von der Rontgenquelle @ € R? hin zu x;, der dabei eventuell
durch das zu untersuchende Objekt A € A hindurchgeht. Die Linge dieses Strahls

entspricht
/ UadA.
Qz;

Da in diesem ersten Schritt der Schweifinahtbereich vernachléssigt wird, geniigt eine
einzelne Erzeugendenfunktion, um das Objekt vollstindig zu beschreiben:

e AR V4 ::/ Lad\ fiiralle i€l
Qz;

Laut Annahme auf Seite 97 wird der Rontgenstrahl durch die Luft nicht geschwicht. Da

in der Praxis dennoch eine leichte Schwéchung auftritt, wird eine weitere Erzeugenden-

funktion

e AR eP(A) =1L, - / Lyd\ firalle iel
Qz;

verwendet, um dies abzufangen. L; € R bezeichnet die Linge der Strecke Qz;. Durch
diese zwei Erzeugendenfunktionen sind Objekt und Hintergrund ausreichend modelliert.

Bemerkung 7.3.1

Dieses Vorgehen stellt einen Kompromiss zwischen einer méglichst exakten Modellierung
der Problematik durch entsprechende Mengensysteme und der Rechengeschwindigkeit
dar. Fiir eine — im Sinne dieser Arbeit — exakte Beschreibung des Schweifinahtre-
konstruktionsproblems miifite neben dem Objekt selber auch der Schweifinahtbereich
gesondert durch eine Erzeugendenfunktion modelliert werden. Das macht eine Ande-
rung von A noétig, denn es werden nun nicht mehr nur ein sondern zwei Mengen —
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fiir das Aluminiumobjekt sowie fiir seine Schweifinaht — bendtigt. Zudem gilt fiir jeden
SchweiBnahtbereich S C R? von A € A notwendigerweise S C A. Statt A wird dann die
Menge

As ={(4,8) e Ax AR} | SC A}

benétigt. Die Erzeugendenfunktionen von Objekt und Hintergrund iibertragen sich:

eV As >R (4, 9) ::/ 14 dX
Qx;

und

e As > R¥, eP(A,8) =L, - / 1Ly d.
Qz;

Zusatzlich wird noch eine dritte Erzeugendenfunktion

e As R eP(A,9) = / 1Lg dA
Qw;
fiir den Schweiinahtbereich benétigt. Diese drei Erzeugendenfunktionen stellen eine hin-
reichende Basis fiir die Formulierung eines semilinearen Approximationsproblems dar.

Problematisch an einer derartigen Modellierung ist allerdings die Komplexitét der Menge
As. Ein derartig variabler Bereich wie eine Schweifinaht 148t sich algorithmisch kaum
addquat beschreiben, so daf dieses Vorgehen nicht realisierbar ist.

Die Uberlegungen zur Komplexitit von Ag aus Bemerkung 7.3.1 gelten leider auch fiir
die Menge A der Aluminiumobjekte. Zwar scheint ein solches Objekt auf den ersten
Blick einfach beschreibbar zu sein, das Problem liegt aber wiederum im Schweifinahtbe-
reich, an dem Ritzen oder gar Locher auftreten konnen. Daher wurde die Objektform A
anhand seiner gefilterten Riickprojektion iiber eine Kantenextraktion ermittelt und A
nur einelementig als

A= {A}

gewahlt. Dadurch reduziert sich die semilineare Approximation zu einem einfachen li-
nearen Ausgleichsproblem:

min ||y — z1eM(A) — z5eP(A)

reR?

, (7.3)

wobei iy € R*! die logarithmierte Version der von der CT-Anlage gelieferten Rohdaten
bezeichnet. Abbildung 7.5 zeigt beispielhaft das Ergebnis dieses Optimierungsproblems
fiir eine Teilmenge von 1.

Mit (7.3) ist bereits der wichtigste Schritt in der Schweifinahtrekonstruktion geschehen.
Bezeichnet nun (ag, 3y)' € R? den in (7.3) gefundenen optimalen Vektor, kinnen jetzt
die Differenzdaten

i =y —aoeV(A) = foe® (4) € R¥

gebildet werden. Diese Differenzdaten, die laut Voraussetzung nur noch die Dichteéinde-
rung zwischen Aluminiumobjekt und Schweifinaht enthalten, kénnen schliellich zu einem
neuen Bild rekonstruiert werden (Abbildungen 7.6 bis 7.14).
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a o T T ! | G L I
5] 2ag 406 =115 5] 1606

Abbildung 7.5: Logarithmierte Rontgen-CT-Daten gem#fl Gleichung (7.2) eines Alumi-

niumobjektes (rot) sowie die berechnete Passung z\”e® (4) +z{"e® (A)

(griin) gemaf (7.3). xgo) und xgo) bezeichnen die in (7.3) gefundenen
optimalen Schwiachungskoeffizienten von Aluminiumobjekt bzw. Hinter-
grund. Die Form des Objektes wurde vorher durch eine Kantenextraktion
ermittelt. Diese Abbildung zeigt nur eine Durchstrahlungsrichtung, d.h.

nur eine Teilmenge der gesamten Daten.
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7.4 Ergebnisse und Ausblick

Die Abbildungen 7.6 bis 7.14 zeigen die aufgeschnittenen Testkorper zusammen mit den
Rekonstruktionen ihrer Differenzdaten. Der Hintergrund wurde in den Ergebnisrekon-
struktionen ausgeblendet. In allen Ergebnisbildern kann ein dunkler Bereich ausgemacht
werden, der in etwa dem Schweifinahtbereich entspricht. Dies kann als deutlicher Hin-
weis gewertet werden, dafl das verwendete Verfahren erfolgreich ist. Allerdings zeigen
die Ergebnisse auch, dafi die Position dieses dunklen Bereiches nicht notwendigerweise
mit der tatséichlichen Lage des Schweifinahtbereiches iibereinstimmt. Insbesondere fillt
die Ergebnisrekonstruktion von Objekt Nr. 4 (Abbildung 7.11) negativ auf, denn in de-
ren urspriinglicher Objektrekonstruktion (Abbildung 7.3) war der Schweifinahtbereich
bereits erkennbar. Derartige Unkorrektheiten lassen sich am ehesten durch eine fehler-
hafte Modellierung der Objektform erkléren. Einen deutlichen Hinweis darauf bietet
auch Abbildung 7.6 links, die die Rekonstruktion der Differenzdaten von Objekt Nr. 5
vor dem Ausblenden des Hintergrundes zeigt: Obwohl laut Annahme das Objekt aus
den CT-Daten eliminiert wurde, sind die Objektrander noch deutlich sichtbar.

Eine Weiterentwicklung dieses Verfahrens bedeutet zuallererst die Bereitstellung eines
passenden Mengenmodells fiir die Objektform, damit die Artefaktbildung in den Ergeb-
nisrekonstruktionen wie sie Abbildung 7.6 zeigt, minimiert werden kann. Eine moglichst
exakte Bestimmung von Position und Form des Aluminiumobjektes ist fiir eine genaue
Bestimmung der Einbrandtiefe sowieso unerléfilich. Erst wenn dann in den Ergebnisre-
konstruktionen die dunklen Bereiche weitestgehend mit den tatséchlichen Einbrandtiefen
ibereinstimmen, ist das Verfahren an sich erfolgversprechend.

Eventuell ist auch die Einbeziehung weiterer physikalischer Effekte in den Modellie-
rungsprozefl notwendig. Hier ist vor allem die Strahlaufhirtung zu nennen, die haupt-
verantwortlich fiir die Artefaktbildung in den urspriinglichen Objektrekonstruktionen
(Abbildung 7.2) sein diirfte.

Abschliefiend 148t sich sagen, dafi die im folgenden gezeigten Ergebnisse (Abbildungen
7.6 bis 7.14) keine gesicherten Riickschliisse auf die tatséchliche Leistungsfihigkeit des
Verfahrens zulassen. Es sind zum einen zu wenig Testobjekte vorhanden und zum ande-
ren lassen sich Groéfle und Lage des Schweifinahtbereiches in den Ergebnisbildern nicht
vermessen. Dieses Kapitel ist daher eher als vorgezogener Ausblick auf noch vorhande-
ne Moglichkeiten der semilinearen Approximation als als konkrete Bereitstellung eines
Verfahrens aufzufassen.
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Abbildung 7.6: Ergebnisrekonstruktion von Objekt Nr. 5, links der Gesamtbereich,
rechts nur der Bereich innerhalb des eigentlichen Objektes. Die Schweif}-
naht ist im gedruckten Bild deutlich schlechter sichtbar als auf dem Bild-
schirm. Um dies zu kompensieren, wurden diese (und alle folgenden)
Ergebnisbilder stark kontrastverstérkt.

Abbildung 7.7: Ergebnisrekonstruktion von Objekt Nr. 5 mit ausgeblendetem Hinter-
grund. Im Gegensatz zu Abbildung 7.6 wurde die Strahlaufhdrtung im
Schweifinahtbereich retuschiert. Die rechte Abbildung zeigt den eigent-
lich interessanten Ausschnitt.
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"N

Abbildung 7.8: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 1 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts). Die Verwischungen im gekennzeichneten Bereich des
Ergebnisbildes wurden wohl durch eine stark fehlerhafte Modellierung
der Objektform verursacht: das Loch im Objekt (heller Punkt im Ergeb-
nisbild) wurde nicht mit beriicksichtigt.

A =S

Abbildung 7.9: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 2 (links) und seine Ergebnisrekon-

struktion (rechts).

Abbildung 7.10: Der aufgeschnittene Testkérper Nr. 3 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts).

Abbildung 7.11: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 4 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts).

104



7.4 Ergebnisse und Ausblick

T =

. . I I

Abbildung 7.12: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 5 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts).

B A

Abbildung 7.13: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 6 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts).

4 -
Abbildung 7.14: Der aufgeschnittene Testkorper Nr. 7 (links) und seine Ergebnisrekon-
struktion (rechts).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur objektbasierten Bildsegmentierung vorgestellt.
Kapitel 2 beschrieb Vor- und Nachteile bereits bestehender Verfahren im Hinblick auf
ihre Moglichkeiten nach einer Vorauswahl der zu segmentierenden Mengen. In Kapitel 3
wurden die theoretischen Grundlagen der semilinearen Approximation entwickelt. Wie
dieses Verfahren geeignet diskretisiert und so in eine vorhandene Sensorik integriert
werden kann, wurde in Kapitel 4 dargelegt. Kapitel 5 stellte dann ein Mengenmodell vor,
das in der Kreisscheibenpassung in Kapitel 6 Verwendung fand. In Kapitel 7 schlieflich
wurde eine weitere Anwendung vorgestellt, die aber — bedingt durch ihre Komplexitit
— nicht vollstindig umgesetzt werden konnte.

Der Schwerpunkt bei der Entwicklung der in dieser Arbeit vorgestellten semilinearen
Approximation lag auf einer vorherigen Festlegung der Art der zu segmentierenden
Objekte. Im Gegensatz zu anderen Segmentierungsverfahren kann dadurch Vorwissen
iiber die Art der zu segmentierenden Mengen eingebracht werden. Dadurch kann die
Anzahl der moglichen Segmentierungsergebnisse bereits bei der Problemformulierung
eingeschrinkt werden. Auf diese Weise kdnnen auch in schlechten Ausgangssituationen
— wie der Subpixelpassung aus Kapitel 6 — stabile Segmentierungsergebnisse erzielt
werden.

Eine derartige Vorauswahl iiber ein Mengenmodell kann sich allerdings auch als nach-
teilig erweisen, ndmlich genau dann wenn noch nicht mal die ungefihre Form des zu
segmentierenden Objektes bekannt ist. Soll in solch einem Fall trotzdem eine semilineare
Approximation zur Objektfindung verwendet werden, mufi das verwendete Mengenmo-
dell allgemein genug gefafit sein, um sdmtliche eventuell vorkommenden Objektformen
zu beinhalten. In dieser Arbeit geschah dies beispielhaft bei der Berechnung des Seg-
mentierungsergebnisses in Abbildung 2.5. Solche allgemeinen Ansétze sind prinzipiell
moglich, fiihren aber im allgemeinen schnell zu algorithmisch schlecht handhabbaren
Mengensystemen und dadurch zu einer langwierigen Optimierung mit unter Umstédnden
zu vielen lokalen Optima. Die Stirke der hier vorgestellten semilinearen Approximation
liegt daher hauptséichlich in der Nachiteration, wenn besonders genaue Einpassungen
von speziellen Objektformen gewiinscht werden.

Den Schluf} dieser Arbeit bildet ein Ausblick auf zwei mogliche Erweiterungen. Die er-
ste Erweiterung bezieht sich auf die Verarbeitung mehrkanaliger Bilder und die zweite
Erweiterung ist eine Fortfiihrung der Uberlegungen von Bemerkung 7.3.1 aus Kapitel 7.
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8.1 Mehrkanalige Bilder

Die Anwendungsbeispiele in den Kapiteln 6 und 7 basierten auf einkanaligen Bilddaten.
Eine semilineare Modellierung mehrkanaliger Daten ist aber ebenfalls mdglich. Ist zum
Beispiel ein diskretes Farbbild

(BraBgaBb)a BT:Bg:Bb € Rmxn

gegeben, lassen sich die drei Farbkanéle B,, B, und B zunéchst zu einem neuen einka-
naligen Bild

B,
B:=| B, | e R™"
By

zusammenfassen. Der Vektorraum E aus Definition 3.1.1 ist nun durch den Raum R™*3"
aller Dreifach-Bilder gegeben'.

Jede semilineare Funktion ¢ mufl dann so gewéhlt werden, daf§ sie der speziellen Struktur
dieses Vektorraumes Rechnung triigt. Eine der einfachsten Formen, die nur den ersten
Kanal beriicksichtigt, ist durch

g:Rx A— R™" gz, A) =z 0

fiir eine einkanalige Erzeugendenfunktion e : A — R™*" gegeben. Will man e ebenfalls
fiir die beiden restlichen Kanéle verwenden, erhilt man durch

e(A) 0 0
g: R x A — R™3" g(xz, A) =14 0 +xo | e(A) | + a3 0
0 0 e(A)

eine gleichméfBige Gewichtung aller Kaniile. In diesem Kontext kann e(A) als ein dreifach
angewendetes Grauwertbild angesehen werden, das durch z,xy und z3 Werte fiir die
jeweiligen Farbkanéle zugewiesen bekommt.

Natiirlich muB nicht fiir jeden Kanal dieselbe Funktion e verwendet werden. Uberlegun-
gen in diese Richtung weisen den Weg zur Modellierung von Multisensoranlagen, denn
wie bereits in Kapitel 4 erwidhnt konnen auch die Bilder einer Multisensoranlage als ein
einzelnes Mehrkanalbild aufgefifit und dementsprechend behandelt werden. Durch die
auf diese Weise mogliche gleichzeitige Betrachtung und Optimierung iiber alle vorliegen-
den Daten kann theoretisch eine optimale Datennutzung erreicht werden.

!Eigentlich natiirlich wieder der Raum R™ 3"
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8.2 Erweiterte Mengensysteme und iiberlappende Mengen

M

Abbildung 8.1: Beispiel fiir zwei sich iiberlappende Mengen A und B in einem Aufnah-
meraum M. g(A, B, (z1,22)) = 2114 + 221l g\ 4 beschreibt diese Situati-
on.

8.2 Erweiterte Mengensysteme und iiberlappende
Mengen

Ein weiterer Punkt betrifft das Mengenmodell. In dieser Arbeit wurde — vor allem be-
dingt durch die Anwendung in Kapitel 6 — als Mengenmodell A eine LH-abgeschlossene
Teilmenge von A(R?) gewihlt. Das ist natiirlich bei weitem nicht die einzige mogliche
— und sinnvolle — Wahl eines Mengenmodells. Denkbar ist zum Beispiel auch, A als
Segmentierung im Sinne von [Han01] zu wéhlen, was vor allem in einer pixelbasierten
Segmentierung von Vorteil sein kann. Eine weitere Moglichkeit konnte die gleichzeitige
Betrachtung eines dreidimensionalen Objektes von mehreren verschiedenen Seiten sein.
Das Mengenmodell A enthielte in diesem Fall die moglichen dreidimensionalen Objekte.
Auf der Basis dieses Modells wird dann fiir festgelegte Richtungen die jeweilige zwei-
dimensionale Ansicht ermittelt wie sie schliellich von den Sensoren gesehen wird. Die
so gewonnenen Erzeugendenfunktionen beinhalten dann die Berechnung der jeweiligen
zweidimensionalen Ansicht aus einem 3D-Objekt A € A, zum Beispiel iiber eine Projek-
tion in eine vorgegebene Ebene.

Ausgehend von LH-abgeschlossenen Teilmengen von 2((R?) existiert aber eine durchaus
ins Auge springende Verallgemeinerung die hier kurz skizziert werden soll: Seien dazu
A; und A, zwei LH-abgeschlossene Teilmengen von 2A(R?). Nun wihlt man Erzeugen-
denfunktionen mit dem Kreuzprodukt A; x A, als Definitionsbereich, also beispielsweise
als e, eq 1 Ay X Ay — F,

€1 (A, B) = ]J.A,

62(14, B) = ]lB\A-

Mit der daraus resultierenden semilinearen Funktion
g: A x Ay xR* - E, (A, B,z) = z1e1(A, B) + 22e5(A, B) = 211l + 291l g\ 4

hat man auf einfache Weise eine Uberlappungssituation modelliert. Abbildung 8.1 zeigt
eine derartige Situation.
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A Algebraische Grundlagen

Definition A.0.1
FEin R-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt (-|-) heifit ein euklidischer

Vektorraum, wenn die Norm in V' durch das Skalarprodukt induziert ist || - || := /(| -).
Ist V' vollstéindig beziiglich || - ||, heiit V' Hilbertraum.

Fiir den folgenden Satz wird die Distanzfunktion beno6tigt, die im allgemeinen {iber einem
metrischen Raum (X, ¢) durch dist : P(X) x P(X) - RU {oc, —oo} mit

inf,eainfyep d(a,b), falls A# 0 und B # )

oC, sonst

dist(A, B) == {

definiert ist. Fiir einen euklidischen Vektorraum V ist jedoch die Abbildung d(zx,y) :=
||z — y|| eine Metrik und somit ist (V,d) auch ein metrischer Raum.

Man schreibt dist(x, A) bzw. dist(A, x) statt dist({z}, A) bzw. dist(A, {z}).

Satz A.0.2
Sei V' ein euklidischer Vektorraum, W, ein n-dimensionaler Unterraum von V sowie
b € V. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Punkt xo € W,, kiirzesten Abstandes
von b gegen W, d.h.

|b — xol| = dist(b, Wy,).

Ist {wy, ..., w,} eine Basis von W, so existieren cy,...,c, € R mit
n n
Ty = E ciw;, E ci{w; |w;) = (blw;) fiirallej=1,...,n
und

b — l* = (b — 20 | b — 2o} = (B = D es(b|wi).
i=1
Ist {wy,...,w,} sogar eine Orthonormalbasis von Wy, so gilt ¢; = (b|w;) fiir alle i =
1,...,n. xq wird auch Lotfulpunkt von b in W,, genannt.

Satz A.0.3 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)

Ist V' ein euklidischer Vektorraum, W, ein n-dimensionaler Unterraum von V und
{wq,...,w,} eine Basis von W, so ist {w}, ..., w]} mit

w) = 2L
V)
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und
k-1

W' = wp — Y (wi | w))w},

i=1

eine Orthonormalbasis von W,,.
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B Ergebnisse der PalBverfahren aus
Kapitel 6

Dieser Anhang beinhaltet die Ergebnisse der Testbildsegmentierungen mit den beiden in
Kapitel 6 vorgestellten Verfahren. Als Ausgangsdaten wurden 307 redigitalisierte Quer-
schnittsbilder aus einem MR-Testdatenwiirfel verwendet (eine genauere Beschreibung
der Daten findet sich in Kapitel 6.3). Die folgenden Abbildungen zeigen die Ergebnisse
aller Testbilder nach Optimierung der jeweiligen Zielfunktion iiber die downhill sim-
plex method ([NM65]). Aufgrund der Abbildungsgeometrie betrigt der Querschnitt der
redigitalisierten Schlduche 2 Pixel.

Als Startwert fiir den Kreismittelpunkt wurde der jeweilige Grauwertschwerpunkt des
Ausgangsbildes gewéhlt. Da die Lage des Kreiszentrums im Optimum nicht sonderlich
interessant ist, werden im folgenden nur die restlichen Parameter dargestellt.

B.1 Modifizierte Grauwertmodelladaption

Bei der modifizierten Grauwertmodelladaption mufl neben den Kreisparametern Radi-
us R und Mittelpunkt auch der Parameter ¢ der Gauffunktion mitoptimiert werden.
Abbildung B.1 zeigt die so bestimmten optimalen Radien aller 307 Testbilder bei Start-
werten von R = 1 und o = 0.7. Abbildung B.2 enthilt die zugehorigen optimalen Werte
von o. Die diesen Werten entsprechenden Quadratmittelfehler sind in Abbildung B.3
dargestellt.

Die Durchschnittswerte aller Testbilder im Optimum sind:

‘ Durchschnitt ‘ Standardabweichung
Radius | 1.813360 0.024359
o | 0.577689 0.058879
Fehler | 46.115735 14.193110

Das Verfahren ist relativ stabil gegeniiber Anderungen des Startradius r. Berechnungen
mit R = 0,5, R = 2 und R = 3 bei 0 = 0,7 als Startwert fiihrten zu denselben Er-
gebnissen. Erst bei einem Startwert von R = 0.1 kam es vereinzelt zu Ausreiflern im
Optimum. Ahnliche Ergebnisse erhilt man auch bei Anderungen der Startwerte von o
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Abbildung B.1: Die berechneten Radien der 307 Querschnittsbilder bei der modifizierten
Grauwertmodelladaption. Startwerte waren Radius R =1 und 0 = 0, 7.
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Abbildung B.2: Die mit den Radien mitoptimierten o-Werte zu Abbildung B.1.
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Abbildung B.3: Die zu den Abbildungen B.1 und B.2 zugehérigen Fehler im Optimum.

Abbildung B.4: Testbild Nr. 74. Die Werte im Optimum sind Radius R = 1.73, 0 = 0.55
und Fehler = 123.77.
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-

Abbildung B.5: Testbild Nr. 75 mit den folgenden Werten im Optimum: R = 1.65,
0 = 0.61 und Fehler = 116.55.

(Ausreifler erst bei einer Startwertinderung von o um mehr als 0.5) bzw. des Kreiszen-
trums (Ausreifier erst bei einer Verschiebung des Startwertes um mehr als ein Pixel vom
Grauwertschwerpunkt weg).

Die Testbilder Nr. 74 und Nr. 75 deuten zunéchst auf eine Fehlpassung hin, denn sowohl
Radius als auch Fehler im Optimum weichen bei diesen beiden Bildern deutlich vom
Rest ab. Betrachtet man allerdings die Ergebnispassungen (Abbildungen B.4 und B.5),
ist die Sachlage nicht mehr so eindeutig, denn die eingepafiten Kreisscheiben sind durch-
aus realistisch. Der relativ kleine Kreisradius wurde wahrscheinlich durch den stérkeren
Abfall der Grauwerte in y-Richtung im Gegensatz zu anderen Bildern dieser Testreihe
verursacht (vgl. dazu auch Abbildung 6.6 von Seite 90 und Abbildung 6.7 von Seite 91).
Allerdings ist der Fehler im Optimum mit 116.55 bei diesen beiden Bildern doch relativ
grof3.

Die Abbildungen B.6 und B.7 zeigen die Ergebnisse, wenn ¢ auf den obigen Durch-
schnittswert von 0.577 fixiert ist. Da die Standardabweichung von o sowieso recht gering
war, weichen diese Ergebnisse nur wenig von den vorigen Ergebnissen aus den Abbil-
dungen B.1 und B.3 ab.

Fiir die Durchschnittswerte aus den Abbildungen B.6 und B.7 gilt:

‘ Durchschnitt ‘ Standardabweichung
Radius | 1.815680 0.028453
o | 0.577 fest 0.0
Fehler | 47.966906 14.145489
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Abbildung B.6: Berechnete Radien im Optimum fiir 0 = 0.577.
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Abbildung B.7: Entsprechender Fehler im Optimum zu Abbildung B.6.
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B.2 Kreisscheibenpassung und Vergleich beider
Verfahren

Die Abbildungen B.8 und B.9 zeigen die Ergebnisse der Testbildsegmentierungen fiir die
Kreisscheibenpassung. Bei Start mit dem Grauwertschwerpunkt als Kreiszentrum und
einem Radius von 1 ergeben sich die folgenden Durchschnittswerte im Optimum:

‘ Durchschnitt ‘ Standardabweichung
1.864846 0.065176
90.115384 18.212526

Radius
Fehler

Im Vergleich zur modifizierten Grauwertmodelladaption ist hier der durchschnittliche
Fehler im Optimum hoher (Abbildung B.10). Zudem schwanken die Resultate von Test-
bild zu Testbild bei der Kreisscheibenpassung deutlich stirker als bei der modifizierten
Grauwertmodelladaption (Abbildung B.11), was sich auch in der héheren Standardab-
weichung zeigt. Der durchschnittlich berechnete Radius liegt dagegen bei beiden Ver-
fahren um die 1.8 Pixel. Das entspricht den Erwartungen, dafl der berechnete Radius
der Testbilder bei etwa 2 Pixeln liegen sollte. Dieses Verfahren ist dhnlich unempfindlich
gegeniiber Startwertverschiebungen wie die modifizierte Grauwertmodelladaption.
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Abbildung B.8: Ergebnisradien mit Grauwertschwerpunkt als Startzentrum und einem
Startradius von R = 1 Pixel.
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Abbildung B.9: Entsprechende Quadratmittelfehler zu Abbildung B.8.

160 T T T

T T
"CircleFitting/.error.rl" —+—
"Drewniok/normal/error.risigma0.7" --->x---

140 .

120

100

80 F

60

40

20 L

Abbildung B.10: Vergleich der Quadratmittelfehler beider Verfahren (Kreisscheibenpas-
sung rot, modifizierte Grauwertmodelladaption griin).
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Abbildung B.11: Vergleich der optimalen Radien beider Verfahren (Kreisscheibenpas-
sung rot, modifizierte Grauwertmodelladaption griin).
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