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Abstract

Abstract

In dieser Arbeit wird eine neue Integraltransformation, die Roulettransformation, eingeführt.

Diese arbeitet mit anisotropen Skalierungen und Rotationen. Es wird gezeigt, dass die Rou-

lettransformation allgemeine gerichtete Singularitäten im Sinne von temperierten Distributio-

nen auflöst. Die Abklingraten an Punkt- sowie Liniensingularitäten werden explizit angege-

ben.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Zu Beginn dieser Arbeit steht eine konkrete Fragestellung aus der Messtechnik. Es sollen

in zweidimensionalen Bildern von lackierten Autoteilen Rattermarken automatisch detektiert

werden. Sie entstehen, wenn eine der Kaltwalzen in der Blechfertigung nicht richtig eingestellt

oder defekt ist. Da in der Blechfertigung mit Kaltwalzen unterschiedlichsten Durchmessers ge-

arbeitet wird, können Rattermarken von unterschiedlicher Frequenz auftreten. Ein Beispiel ist

in Abbildung 1 zu sehen. Die langwelligen Artefakte sind deutlich mit bloßem Auge zu erken-

nen.

Abbildung 1: Rattermarken auf einem Blech

Die Rattermarken sollen von einer Integraltransformation erkannt werden. Als Modell für die-

se Art von Bildern werden üblicherweise temperierte Distributionen herangezogen. Die Rat-

termarken lassen sich in diesem Konzept als Singularitäten der temperierten Distribution be-

schreiben. Von Interesse ist, ausgehend von diesem Modell, alle Punkte zu charakterisieren,

in denen die zu untersuchende Distribution nicht glatt ist. Da es sich bei den hier betrachte-

ten Bildern um zweidimensionale Funktionen handelt, ist zu einer vollständigen Beschreibung

der kritschen Stellen eine Richtung notwendig. Diese Punkte werden in der sogenannten Wel-

lenfrontmenge zusammengefasst. Sie wird in [41] eingeführt. Alle Punkte mit zugehöriger

Richtung beschreiben in der Anwendung die Rattermarken.

Diese Arbeit stellt eine Integraltransformation vor, die die Wellenfrontmenge einer beliebi-

gen temperierten Distribution durch ihr Verhalten in kleinen Skalen beschreiben kann. Dabei

wird die Integraltransformation durch die quasireguläre Darstellung induziert. Dieses Konzept

aus der Darstellungstheorie steht hinter den meisten bekannten Integraltransformationen, wie

zum Beispiel der Shearlettransformation [36, 46] oder der Wavelettransformation [2]. Diese

hier eingeführte Integraltransformationen wird, im Unterschied zu der Shearlettransformati-

on [36, 46], mit echten Rotationen statt Scherungen und mit anisotroper Skalierung arbei-

ten. Der Vorteil von echten Rotationen gegenüber Scherungen liegt darin, dass die Rotatio-

nen es ermöglichen, beide Achsenrichtungen ohne Fallunterscheidung zu betrachten. Zwei

unterschiedliche Strukturen werden untersucht. Einmal wird das Argument der analysieren-

den Funktion erst gedreht und dann anisotrop skaliert. Bei der anderen Struktur wirkt erst die

anisotrope Skalierung und dann die Drehung. In den Teilkapiteln 3.3.3 und 3.3.5 werden die

entsprechenden Sätze dargestellt.

In [20] wird ein allgemeines Konzept vorgestellt, unter welchen Bedingungen Integraltrans-

formationen, induziert durch die quasireguläre Darstellung, die Wellenfrontmenge von tem-

perierten Distributionen beschreiben können. Hier wird auch begründet, warum Integraltrans-

1



1 Einleitung

formationen durch die Diagonale-Gruppe oder die Similitude-Gruppe induziert werden, die

Wellenfrontmenge nicht mit nur einer zulässigen Funktion beschreiben können. Es ist in die-

sen beiden Fällen notwendig, abhängig von der Richtung, in der die Singularität liegt, die

zulässigen Funktionen passend zu wählen. Es wird mit der neuen Integraltransformation durch

eine Verknüpfung der Diagonalen-Gruppe und der Similitude-Gruppe möglich sein, diese Sin-

gularitäten mit nur einer zulässigen Funktion zu charakterisieren. Dazu wird eine um Anisotro-

pie erweiterte Struktur der Similitude-Gruppe betrachtet. Die daraus induzierte Transformati-

on, im Folgenden Roulettransformation genannt, kann die Wellenfrontmenge einer temperier-

ten Distribution mit nur einer zulässigen Funktion beschreiben und löst somit das Ausgangs-

problem.

Die Roulettransformation zu einer Diagonalmatrix Ds und einer Roationsmatrix Rα ist wie

folgt definiert:

Rψf (α, s, b) = 〈f, πq (α, s, b)ψ〉L2(❘2).

Dabei ist πq (α, s, b)ψ (x) = ψα,s,b (x) = |s1s2|−
1
2ψ (A−1

s R−1
α (x− b)) und ψ ∈ L2 (❘

2) eine

zulässige Funktion der Similitude-Gruppe und f ∈ L2 (❘
2) die zu analysierende Funktion.

Diese Konstruktion der Transformation kommt, wie schon angesprochen, aus der Darstellungs-

theorie. Die Integraltransformation wird von der quasiregulären Darstellung πq induziert. Das

selbe Konzept steht auch hinter der Wavelet- oder Shearlettransformation.

Die Implementierung der Roulettransformation bestätigt das theoretische Konzept. Es werden

in unterschiedlichen Bildern Kanten in jede Richtung detektiert.

Das Kapitel 2 führt in die allgemeinen Konzepte der Darstellungstheorie ein. Dabei wird die

eindimensionale Wavelettransformation als Beispiel mitgeführt. Am Ende des Kapitels werden

die bekannten zweidimensionalen Gruppen, die sinnvolle Integraltransformationen induzieren,

kurz vorgestellt.

Kapitel 3 beschäftigt sich mit der Wahl der erweiterten Struktur und führt in das Paper [20]

ein. Die dort vorgestellte Theorie wird auf die hier betrachtete erweiterte Struktur angepasst.

Weiter wird gezeigt, dass sich die Similitude-Gruppe, erweitert um anisotrope Skalierung, zur

Beschreibung der Wellenfrontmenge eignet. Im Gegensatz dazu erfüllt die Diagonale-Gruppe,

erweitert durch Rotationen, die Voraussetzungen nicht und wird hier nicht weiter untersucht.

Daran schließt sich Kapitel 4 an. Hier wird die Roulettransformation definiert. Weiter werden

Eigenschaften von zulässigen Funktionen beschrieben und genauer auf zulässige Funktionen

als Tensorproduktkonstruktion eingegangen. Zum Schluss dieses Kapitels werden konkrete

Abklingverhalten der Transformation an Punkt- und Liniensingularitäten angegeben.

Die Implementierung der Roulettransformation und konkrete zulässige Funktionen werden zu

Beginn des Kapitels 5 angegeben. Im weiteren Verlauf werden zunächst einfache geometri-

sche Bilder untersucht und in einem nächsten Schritt werden anschließend komplexere Bilder

betrachtet. Die entsprechenden Kanten mit zugehörigen Richtungen werden zuverlässig er-

kannt. In Kapitel 6 wird die Roulettransformation auf das Ausgangsproblem von Bildern mit

Rattermarken angewendet. Auch wenn hier nicht genug Bilder vorhanden sind, um statistisch

signifikante Aussagen zu treffen, sieht es in den hier betrachteten Fällen aus, als wenn die

Roulettransformation Rattermarken und andere Artefakte zuverlässig detektiert.

2



2 Darstellungen und Integraltransformationen

2 Darstellungen und Integraltransformationen

In diesem Kapitel werden die benötigten theoretischen Konzepte eingeführt. Es wird mit lokal-

kompakten topologischen Gruppen begonnen. Dies ist die benötigte Struktur, auf der Darstel-

lungen und ihre Integraltransformationen betrachtet werden. Als Beispiel wird die eindimen-

sionale affine Gruppe durch dieses Kapitel geführt, um die dargestellten Konzepte mit dem be-

kannten eindimensionalen Konzept der eindimensionalen Wavelettransformation zu beleuch-

ten. Das Unterkapitel 2.3 stellt bekannte Aussagen zum Auffinden von Gruppen, die Integral-

transformationen induzieren, vor. Den Schluss des Kapitels bildet ein Überblick der bekannten

Gruppen und ihren Integraltransformationen in 2.4.

2.1 Topologie und Maßtheorie

Dieses Kapitel richtet sich nach [23, 24, 57]. Eine Einführung in das Thema Maßtheorie bietet

zum Beispiel [6, 12, 51].

Definition 2.1 (Topologische Gruppe)

Eine Gruppe G mit einer Topologie T heißt topologische Gruppe, wenn die Abbildungen

G×G→ G

(a, b) 7→ ab (1)

und

G→ G

a 7→ a−1 (2)

bezüglich der Topologie T stetig sind. Wenn G zusätzlich ein lokalkompakter Raum ist, dann

heißt G lokalkompakte topologische Gruppe.

Besitzt eine topologische Gruppe G eine kompakte Umgebung der 1G, dann ist G lokalkom-

pakt, da die Gruppenmultiplikation bezüglich der Topologie stetig ist. Damit kann die Um-

gebung der Eins auf jedes andere Element der Gruppe verschoben werden. Die Gruppe G ist

damit lokalkompakt.

Beispiel 2.2 (Die eindimensionale affine Gruppe oder ax+ b - Gruppe)

Die Menge Gaff := (❘ \ {0} , ·)⋉ (❘,+) ist mit der Verknüpfung

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, ad+ b)

bezüglich der Produkttopologie T = {U1 × U2 | Ui ⊂❘ offen bzgl.❘, für i = 1, 2} eine lo-

kalkompakte topologische Gruppe.

Das inverse Element zu (a, b) ist durch
(
1
a
,− b

a

)
gegeben. Das neutrale Element ist (1, 0). Die

beiden Abbildungen (1) und (2) sind stetig, da es sich um eine Komposition stetiger Funktionen

in❘mit der Standardtopologie handelt. Weiter überträgt sich auch die Eigenschaft der lokalen

Kompaktheit auf die affine Gruppe.
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2.1 Topologie und Maßtheorie

Beispiel 2.3

Es folgen zwei Beispiele zu lokalkompakten topologischen Gruppen.

1) Die allgemeine lineare Gruppe

Gln (❘) =
{
A ∈❘n×n| det (A) 6= 0

}

ist eine lokalkompakte topologische Gruppe mit der von ❘n2
induzierten Topologie.

Die Stetigkeit der Invertierung folgt mit der Anwendung der Leibniz-Formel. Bei dem

Algorithmus werden nur stetige Abbildungen, wie Multiplikation und Summation, zur

Bildung der Inversen benötigt.

2) Die Gruppe

SO (n) =
{
A ∈ Gln (❘) |A−1 = AT und det (A) = 1

}

ist eine kompakte topologische Gruppe mit der von ❘n2
induzierten Topologie. Eine

ausführliche Betrachtung findet sich zum Beispiel in [58].

Sei G im Folgenden immer eine lokalkompakte topologische Gruppe. Über diese Gruppe kann

integriert werden. Ein entsprechendes Maß ist das linke (oder rechte) Haarmaß auf G. Dieses

ist ein nicht triviales Radon-Maß, welches linksinvariant (oder rechtsinvariant) bezüglich der

Gruppenoperation der Gruppe G ist. Dabei bedeutet linksinvariant, dass für alle messbaren

Mengen B ⊂ G und g ∈ G die Gleichung µ (gB) = µ (B) gilt. Die Rechtsinvarianz ergibt

sich entsprechend.

Satz 2.4 (lokalkompakte topologische Gruppe und linksinvariante Haarmaße, [23, 51])

Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe. Dann existiert ein linkes Haarmaß µl auf G,

welches bis auf eine positive Konstante eindeutig bestimmt ist.

Beispiel 2.5 (Die eindimensionale affine Gruppe)

Das linke Haarmaß der eindimensionalen affinen Gruppe Gaff ist durch µl (a, b) = 1
a2
da db

gegeben. Das rechte Haarmaß ist gegeben durch µr (a, b) =
1
a
da db. Dies zeigen die folgenden

Rechnungen:
∫

G

f ((c, d) (a, b)) dµl (a, b) =

∫

G

f (ca, cb+ d)
1

a2
da db

=

∫

G

f (a, cb+ d)
c2

a2
1

c
da db

=

∫

G

f (a, b)
1

a2
da db

∫

G

f ((a, b) (c, d)) dµr (a, b) =

∫

G

f (ac, ad+ b)
1

a
dadb

=

∫

G

f

(
t,
t

c
d+ b

)
c

t

1

c
dtdb

=

∫

G

f (t, s)
1

t
dtds.
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2.1 Topologie und Maßtheorie

Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und µ ein linksinvariantes Haarmaß auf G.

Dieses existiert nach Satz 2.4 immer und ist, bis auf Multiplikation mit einer positiven Kon-

stante, eindeutig. Es wird nun die modulare Funktion definiert. Diese zeigt an, inwieweit ein

linksinvariantes Haarmaß auch rechtsinvariant ist.

Dazu sei A eine messbare Menge und das Maß µb definiert als

µb : B (G) → [0,∞] µb (A) = µ (Ab) .

Dieses Maß ist linksinvariant, da

µb (aA) = µ (aAb) = µ (Ab) = µb (A) .

Da sich zwei linksinvariante Haarmaße auf einer lokalkompakten topologischen Gruppe bis

auf einen positiven konstanten Faktor gleichen, gilt:

µb (·) = ∆ (b)µ (·) . (3)

Sei nun ν ein weiteres linkes Haarmaß auf G. Dann gibt es nach Satz 2.4 ein c, sodass ν (·) =
cµ (·) gilt. Damit gilt weiter

νa (·) = cµa (·) = c∆(a)µ (·) = ∆ (a) ν (·) .

Diese Funktion ∆ ist also unabhängig von der Wahl des Haarmaßes der Gruppe, also wohlde-

finiert.

Die Funktion ∆(b) hängt nur von der Wahl von b ab, da das Maß ∆ für jedes b ∈ G linksinva-

riant ist und somit (3) gilt. Also kann eine Abbildung ∆ definiert werden, die jedem Maß diese

Konstante zuweist.

Definition 2.6 (Modulare Funktion)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Dann heißt die in (3) definierte Funktion ∆ : G → (0,∞)
die modulare Funktion der Gruppe G.

Da für alle g, h ∈ G und alle messbaren Mengen B ⊂ G die folgende Rechnung gilt,

∆(gh)µ (B) = µ (Bgh) = ∆ (h)µ (Bg) = ∆ (h)∆ (g)µ (B) ,

folgt der nächste Satz direkt.

Satz 2.7

Die modulare Funktion einer lokalkompakten topologischen Gruppe ist ein Homomorphismus.

Sei nun A ⊂ G eine messbare Menge bezüglich µ. Dann wird durch

µ
(
Ab−1

)
= ∆

(
b−1
)
µ (A) ⇔ ∆

(
b−1
)
=
µ (Ab−1)

µ (A)

deutlich, dass die modulare Funktion beschreibt, inwieweit ein linksinvariantes Maß auch

rechtsinvariant ist. Wenn das linksinvariante Maß µ ebenso rechtsinvariant ist, dann nimmt

die modulare Funktion den Wert 1 an.
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2.1 Topologie und Maßtheorie

Definition 2.8 (Unimodulare Gruppe)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Die Gruppe G heißt unimodulare Gruppe, wenn ∆ ≡ 1
gilt.

Beispiel 2.9 (Die Modulare Funktion der affinen Gruppe)

Wie bereits gezeigt, gilt:

µl =
1

a2
da db und µr =

1

a
da db.

Sei X ⊂ Gaff eine messbare Menge bezüglich des linksinvarianten Haarmaßes µ. Dann gilt

µl(a,b) (X) = µl (X (a, b)) =
1

a
µl (X) .

Daraus folgt direkt

∆(a, b) =
1

a
.

Damit ist die affine Gruppe nicht unimodular.

Satz 2.10 (Hinreichende Bedingungen für eine unimodulare Gruppe, [23])

Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und ∆ die zugehörige modulare Funktion.

Dann ist G unimodular, sobald eine der folgenden Eigenschaften erfüllt ist:

1) G ist abelsch oder

2) G ist kompakt.

Beispiel 2.11

Die Gruppe SO (2) ist nach Satz 2.10 unimodular, da sie abelsch ist.
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2.2 Darstellungstheorie

2.2 Darstellungstheorie

Im Folgenden wird der Übergang von lokalkompakten topologischen Gruppen zu ihren Dar-

stellungen und weiter zu den Integraltransformationen dargestellt. Dazu werden erst die Dar-

stellungen eingeführt und in einem nächsten Schritt gezeigt, unter welchen Voraussetzungen

Darstellungen sinnvolle Integraltransformationen induzieren. Dieses Kapitel richtet sich nach

[6, 22, 23, 31, 51].

Sei im Folgenden stets H ein nicht trivialer Hilbertraum.

2.2.1 Grundlagen zur Darstellungstheorie

Definition 2.12 (Darstellung)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe und H ein Hilbertraum. Ein Homomorphismus π der Grup-

pe G in die Menge der linear beschränkten Operatoren von H nach H , bezeichnet mit L (H),
heißt Darstellung von G. Wenn

π : G→ L (H) ,

g 7→ π (g) f

für alle f ∈ H zusätzlich stetig ist, wird die Darstellung π in diesem Fall auch stark stetig

genannt.

Beispiel 2.13 1) Sei G < Gln (❘) eine Untergruppe und V ein Vektorraum passender Di-

mension über ❘. Dann ist die natürliche Darstellung π0 für A ∈ G und f : V → V

gegeben durch π0 (A) f (x) = f (Ax).

2) Sei G eine Gruppe, dann ist die triviale Darstellung in einem Hilbertraum V definiert

durch πt (g) = idV für g ∈ G.

Definition 2.14 (Invarianter Unterraum)

Sei U ⊆ H ein Unterraum eines Hilbertraumes H und π eine Darstellung von G. Dann ist U

ein G-invarianter Unterraum, wenn (π (g)) (U) ⊆ U für alle g ∈ G gilt.

Definition 2.15 (Irreduzible Darstellung)

Eine Darstellung π der Gruppe G in den Hilbertraum H heißt irreduzibel, wenn die einzigen

abgeschlossenen invarianten Unterräume von H die Räume {0} und H sind. Sonst heißt die

Darstellung reduzibel.

Beispiel 2.16 (entnommen aus [6])

Sei nun ❘2 der Hilbertraum. Die Darstellung der Gruppe (❘,+) in die Gl2 (❘), gegeben

durch

π (x) =

(
1 x

0 1

)
,

ist reduzibel. Ein invarianter Unterraum ist U = 〈e1〉. Ein weiterer, nicht trivialer, invarianter

Unterraum kann nicht gefunden werden.
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2.2 Darstellungstheorie

Definition 2.17 (Unitärer Operator)

Sei H ein Hilbertraum, 〈·, ·〉 das zugehörige Skalarprodukt und U ein linearer, bijektiver Ope-

rator U : H → H , der für alle f, g ∈ H die Gleichung

〈Uf, Ug〉 = 〈f, g〉

erfüllt. Dann heißt U ein unitärer Operator.

Die Menge U (H) = {U : H → H|U unitärer Operator} bildet mit der Hintereinanderausfüh-

rung als Verknüpfung die unitäre Gruppe von H .

Im Allgemeinen wird als Standard-Hilbertraum der Raum aller quadratintegrierbaren Funk-

tionen mit reellen Argumenten, die bezüglich des Lebesgue-Maßes quadratintegrierbar sind,

gewählt. Dieser wird mit L2 (G) bezeichnet.

Definition 2.18 (Unitäre Darstellung)

Sei G eine Gruppe und π : G → U (H) eine Darstellung von G in die unitäre Gruppe von H ,

dann heißt π eine unitäre Darstellung.

Im Folgenden steht der Begriff ’Darstellung’ für eine unitäre, stark stetige Darstellung. Es wird

weiterhin Hπ für den Hilbertraum mit entsprechender Darstellung π geschrieben. Manchmal

wird der Raum Hπ auch der Darstellungsraum von π und seine Dimension die Dimension oder

der Grad von π genannt.

Beispiel 2.19 (Linke reguläre Darstellung)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit linksinvariantem Haarmaß µ und f ∈ L2 (G), dann

heißt die Darstellung πl : G→ U (L2 (G))

(πl (a) f) (x) = f
(
a−1x

)

mit a, x ∈ G und f ∈ L2 (G), die linke reguläre Darstellung von G.

Es handelt sich um einen Homomorphismus, da für alle g, h, x ∈ G und f ∈ L2 (G)

πl (gh) f (x) = f
(
(gh)−1

x
)
= f

(
h−1g−1x

)
= πl (g) πl (h) f (x)

gilt. Die Abbildung ist unitär, da mit der Standardnorm auf L2 (G), die durch das zugehörige

Skalarprodukt induziert wird, und der Linksinvarianz des Haarmaßes

〈f, f〉 =
∫

G

f (x) f (x)dµ (x) =

∫

G

∣∣∣
∣∣∣f
(
a−1x

) ∣∣∣
∣∣∣
2

2
dµ (x)

=

∫

G

∣∣∣
∣∣∣πl (a) f (x)

∣∣∣
∣∣∣
2

2
dµ (x) =

〈
πl (a) f, πl (a) f

〉

folgt. Damit ist die linke reguläre Darstellung eine unitäre Darstellung.

Definition 2.20 (zyklische Vektoren, [7])

Ein Vektor g ∈ Hπ heißt zyklisch für die Darstellung π, wenn der von der Menge

{π (a) g|a ∈ G} erzeugte Untervektorraum dicht in Hπ liegt.
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2.2 Darstellungstheorie

Dies gilt genau dann, wenn für alle f ∈ H und für alle a ∈ G mit f ⊥ π (a) g die Bedingung

f = 0 folgt.

Satz 2.21 (Zur Irreduzibilität und zyklischen Vektoren, [7])

Eine Darstellung π ist genau dann irreduzibel, wenn jedes 0 6= g ∈ Hπ zyklisch ist.

2.2.2 Darstellung von semidirekten Produkten

Bis jetzt wurde G als beliebige lokalkompakte topologische Gruppe zu Grunde gelegt. In die-

sem Abschnitt wird eine spezielle Art von Gruppen betrachtet. Es handelt sich um eine Gruppe,

die von einem semidirekten Produkt erzeugt wird. Dies ist später, im Hinblick auf waveletarti-

ge Integraltransformationen, der Ausgangspunkt weiterer Überlegungen.

Definition 2.22 (Semidirektes Produkt)

Das semidirektes Produkt M ⋉σ N zwischen zwei Gruppen (N,+) und (M, · ) mit einer Ab-

bildung σ :M 7→ Aut (N) ist definiert über die Verknüpfung

(m1, n1) ∗ (m2, n2) = (m1m2, n1 + σm1 (n2)) .

Mit dieser Multiplikation ist das semidirekte Produkt der beiden Gruppen wieder eine Gruppe.

Das inverse Element ist durch

(m,n)−1 =
(
m−1,−σm−1 (n)

)

gegeben. Wenn die beiden GruppenN undM lokalkompakt sind und die AbbildungM×N →
N, (n,m) 7→ σm (n) stetig bezüglich der Topologie in N ist, dann ist das semidirekte Produkt

eine lokalkompakte Gruppe. Da im Folgenden der Homomorphismus aus dem Kontext eindeu-

tig definiert ist, wird bei semidirekten Produkten M ⋉ N auf Angabe des Homomorphismus

verzichtet.

Satz 2.23 (Maße und semidirekte Produkte, [5, 4])

Sei G = M ⋉σ N eine Gruppe, die bezüglich der Produkttopologie lokalkompakt ist und

µN das linke Haarmaß auf N . Dann gibt es einen stetigen, strikt positiven Homomorphismus

δ :M → (0,∞), sodass für alle messbaren Mengen X ⊂ N

µN (X) = δ (a)µN (σa (X))

gilt.

Beispiel 2.24 (Zur affinen Gruppe)

Bei der affinen Gruppe kann der Homomorphismus δ für eine messbare Menge X ⊂ Gaff

berechnet werden durch

µ❘ (σa (X)) = µ❘ (aX) = |a|µ❘ (X) .

Daraus ergibt sich δ (a) = 1
|a|

.
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2.2 Darstellungstheorie

Dieser Homomorphismus ist für die Verträglichkeit des semidirekten Produktes mit den links-

invarianten Haarmaßen der Gruppen N und M wichtig. Er gibt eine Verbindung der Maße

der einzelnen Gruppen des semidirekten Produktes und dem Maß der semidirekten Gruppe an.

Mit Hilfe des Homomorphismus δ kann ein linksinvariantes Haarmaß auf M ⋉σ N angegeben

werden.

Satz 2.25 (linke reguläre Darstellung von G =M ⋉σ N , [4])

Sei G eine lokal kompakte topologische Gruppe, gegeben durch ein semidirektes Produkt der

Gruppen (M, · ) und (N,+) mit Homomorphismus σ und f ∈ L2 (❘). Dann ist für A ∈ M

und b ∈ N durch

πl (A, b) f (x, y) = f
(
A−1x, σA−1 (y − b)

)

eine Darstellung von G im den Hilbertraum L2 (G, dµG) gegeben. Diese heißt in Anlehnung

an Beispiel 2.19 die linke reguläre Darstellung.

Satz 2.26 (Quasireguläre Darstellung, [4])

Sei G = M ⋉σ N eine lokalkompakte Gruppe und f ∈ L2 (N). Weiter sei N zusätzlich

abelsch. Dann wird für A ∈M und b ∈ N durch

(π (A, b) f) (x) = δ (A)
1
2 f (σA−1 (x− b))

eine unitäre Darstellung, die quasireguläre Darstellung vonG in L2 (N, dµN), definiert. Dabei

ist δ der Homomorphismus aus Satz 2.23.

Beweis: Zeige die Homomorphismuseingenschaft:

π (A1, b1) π (A2, b2) f (x) = π (A1, b1) δ (A2)
1
2 f
(
σA2

−1 (x− b2)
)

= δ (A1A2)
1
2 f
(
σA2

−1

(
σA1

−1 (x− b1)− b2
))

= δ (A1A2)
1
2 f
(
σA2

−1σA1
−1 (x− b1 − σA1b2)

)

= δ (A1A2)
1
2 f
(
σA1A2

−1 (x− b1 − σA1b2)
)

= π ((A1A2, b1 + σA1b2)) f (x)

= π ((A1, b1) (A2, b2)) f (x) .

Zeige die Normeigenschaft bezüglich dem linken Haarmaß dµN :

||π (A, b) f (x) ||22 =
∫

N

|π (A, b) f (x) |2dµN (x)

=

∫

N

δ (A) |f (σA−1 (x− b)) |2dµN (x)

=

∫

N

δ (A) | (x− b) |2dµN (σA (x))

=

∫

N

δ (A) δ (A)−1 |f (x− b) |2dµN (x)

=

∫

N

|f (−b+ x) |2dµN (x)

=

∫

N

|f (x) |2dx = ||f ||22
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2.2 Darstellungstheorie

Beispiel 2.27 (Die Darstellungen der affinen Gruppe)

Die linke reguläre Darstellung der affinen Gruppe für ein f ∈ L2 (❘ \ {0}⋉❘), a ∈❘\{0}
und b ∈❘ ist durch

πl (a, b) f (x, y) = f

(
x

a
,
1

a
(y − b)

)

gegeben. Für die linke quasireguläre Darstellung folgt für f ∈ L2 (❘), a ∈❘\{0} und b ∈❘

πq (a, b) f (x) =
1√
|a|
f

(
1

a
(x− b)

)
.

Somit wird für semidirekte Produkte eine Darstellung gefunden. Diese ist vor allem in Bezug

auf die affine Gruppe wichtig, genauso wie für alle weiteren Gruppen, die in späteren Kapiteln

angesprochen werden. Mit dieser Darstellung werden die Integraltransformationen induziert.

2.2.3 Quadratintegrierbare Darstellungen

Nun gilt es herauszufinden, unter welchen Voraussetzungen Darstellungen auch sinnvolle Inte-

graltransformationen induzieren. Damit befasst sich der folgende Abschnitt. Eine Einführung

in die Thematik ist auch in [38] zu finden.

Definition 2.28 (Quadratintegrierbare Gruppendarstellung, [1, 34])

Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und π eine irreduzible, unitäre Darstellung der

Gruppe G in einen Hilbertraum Hπ. Wenn es einen Vektor 0 6= ψ ∈ Hπ gibt, so dass

0 6=
∫

G

∣∣∣
〈
ψ, π (g)ψ

〉∣∣∣
2

dµ (g) <∞

gilt, dann heißt ψ zulässig. Die zugehörige Darstellung heißt dann quadratintegrierbar bezüg-

lich des Haarmaßes µ.

Für die Berechnung der Zulässigkeit von Funktionen ist es oft hilfreich, die Fouriertransfor-

mation zu betrachten.

Definition 2.29 (Fouriertransformation)

Zu einer Funktion f ∈ L1 (❘
n) ist die Fouriertransformation f̂ von f für alle ξ ∈❘n definiert

durch

f̂ (ξ) =

∫

❘n

f (t) e−2πiξT tdt.

Der inverse Operator ist für g ∈ L1 (❘
n) mit ĝ ∈ L1 (❘

n) definiert durch

g (t) =

∫

❘̂n

ĝ (ξ) e2πiξ
T tdt

für fast alle t ∈❘n.
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2.2 Darstellungstheorie

Die Fouriertransformation ist in diesem Sinne nur für L1 (❘
n) Funktionen definiert. Es ist aber

hilfreich, die Definition auf Funktion in L2 (❘
n) zu erweitern. In diesem Raum steht dann ein

Skalarprodukt zur Verfügung. Im Folgenden wird unter der Fouriertransformation immer die

Fortsetzung auf L2 (❘
n) verstanden.

Satz 2.30 (Parseval Plancherel)

Für f, g ∈ L1 (❘
n) ∩ L2 (❘

n) ist

∫

❘n

f (x) g (x)dx =

∫

❘n

f̂ (ξ) ĝ (ξ)dξ.

Die Fouriertransformation ist ein normerhaltender Operator auf L2 (❘
n). Es folgen weitere

wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation.

Definition 2.31 (Faltung)

Zu zwei Funktionen f, g ∈ L1 (❘
n) ist die Faltung der Funktionen f und g durch

(f ∗ g) (x) =
∫

❘n

f (x− t) g (t) dt

definiert. Es gilt f ∗ g = g ∗ f . Das Integral auf der linken Seite ist für fast alle x ∈❘n absolut

integrierbar.

Satz 2.32 (Fourier und Faltung)

Für zwei Funktionen f, g ∈ L1 (❘
n) ∩ L2 (❘

n) gilt

(f ∗ g)∧ (ξ) = f̂ (ξ) ĝ (ξ) .

Beispiel 2.33 (Zulässigkeit des Mexican-Hat-Wavelet)

Diese Funktion ist auch in [2], [16] oder [44] als zulässige Funktion der eindimensionalen affi-

nen Gruppe zu finden. Die zulässigen Funktionen für diese Gruppe werden Wavelets genannt.

Die Mexican-Hat-Wavelet ist durch die zweite Ableitung der Gaußfunktion definiert, also

ψσ (x) =
2

π
1
4

√
3σ

(
1− x2

σ2

)
e−

x2

2σ2 im Zeitbereich und

ψ̂σ (ξ) =

√
8σ

5
2π

1
4√

3
ξ2e−

ξ2σ2

2 im Frequenzbereich.

Die folgende Rechnung zeigt die Zulässigkeit des Wavelet.

∫

❘

|ψ̂σ (ξ) |2
|ξ| dξ =

8σ5π
1
2

3
e−σ

2

∫

❘

ξ4e−ξ
2

|ξ| dξ =
16σ5π

1
2

3
e−σ

2

∫ ∞

0

ξ3e−ξ
2

dξ

=
16σ5π

1
2

3
e−σ

2

[
−1

2
e−ξ

2

]
=

8σ5π
1
2

3
e−σ

2

.
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2.2 Darstellungstheorie

Es gibt Darstellungen, die keine zulässigen Vektoren besitzen, also auch nicht quadratintegrier-

bar sind ([34]). Diese erzeugen damit keine sinnvollen Integraltransformationen, da sie keine

quadratintegrierbaren Bilder produzieren.

Satz 2.34 (Dichtheit der zulässigen Vektoren, [34], Theorem (4.1))

Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit einer irreduziblen unitären quadratintegrierbaren Dar-

stellung π in einen Hilbertraum H und ψ ein zulässiger Vektor. Dann liegt die Menge der

zulässigen Vektoren dicht in Hπ und der durch

Vψf (a) := 〈f, π (a)ψ〉

definierte Operator Vψ : H → L2 (G, dµ) für f, ψ ∈ Hπ ist ein Vielfaches einer Isometrie.

Oft wird die Wavelettransformation mit einer etwas anderen Zulässigkeitsbedingung einge-

führt. Das nächste Beispiel rechnet nach, dass aus Satz 2.28 die bekannte Zulässigkeitsbedin-

gung (4) folgt.

Beispiel 2.35 (Die Zulässigkeitsbedingung für die mehrdimensionale affine Gruppe, [30])

Im besonderen Fall mit N = (❘n,+) und einer Untergruppe M < Gln (❘) folgt aus der

Zulässigkeitsbedingung eine andere Forderung. Da es sich beiG =M⋉N um ein semidirektes

Produkt handelt, ergibt sich das zugehörige Haarmaß für messbares A ∈M und b ∈ N als

µG (A, b) = | det (A) |−1dµM (A) db.

Sei f ∈ L2 (N) und ψ zulässig, dann folgt mit Definition 2.28:

∫

G

∣∣∣〈f, π (A, b)ψ〉
∣∣∣
2

dµG (A, b)

=

∫

❘n

∫

M

∣∣∣
∫

❘n

f (x) | det (A) |− 1
2ψ (A−1 (x− b))dx

∣∣∣
2∣∣∣ det (A)

∣∣∣
−1

dµM (A) db

=

∫

❘n

∫

M

∣∣∣
∫

❘n

| det (A) |− 1
2ψ ((−A−1) (b− x))f (x) dx

∣∣∣
2∣∣∣ det (A)

∣∣∣
−1

dµM (A) db

=

∫

❘n

∫

M

∣∣∣
∫

❘n

| det (A) |− 1
2ψ−A (b− x)f (x) dx

∣∣∣
2∣∣∣ det (A)

∣∣∣
−1

dµM (A) db

=

∫

❘n

∫

M

∣∣∣
(
ψ−A ∗ f

)
(b)
∣∣∣
2∣∣∣ det (A)

∣∣∣
−2

dµM (A) db

=

∫

❘n

∫

M

∣∣∣ψ̂−A (b) f̂ (b)
∣∣∣
2∣∣∣ det (A)

∣∣∣
−2

dµM (A) db

=

∫

❘n

∣∣∣f̂ (b)
∣∣∣
2
(∫

M

∣∣∣ψ̂
(
−AT b

) ∣∣∣
2

dµM (A)

)
db

=

∫

❘n

∣∣∣f̂ (−x)
∣∣∣
2
(∫

M

∣∣∣ψ̂
(
ATx

) ∣∣∣
2

dµM (A)

)
db.

Damit es sich um eine Isometrie handelt, muss das Integral
∫
M

∣∣∣ψ̂
(
ATx

) ∣∣∣
2

dµM (A) eine Kon-

13



2.2 Darstellungstheorie

stante sein. Es muss
∫

M

∣∣∣ψ̂
(
ATx

) ∣∣∣
2

dµM (A) = 1 (4)

gelten. Mehr zur Zulässigkeitsbedingung findet sich zum Beispiel in [30].

Da es sich bei diesen Darstellungen um Isometrieen zwischen den Räumen handelt, kann eine

Integraltransformationsinvertierungsformel angegeben werden.

Satz 2.36 (Umkehrbarkeit von Integraltransformationen, [34] Anhang C)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit einer irreduziblen unitären quadratintegrierbaren Dar-

stellung π in einen Hilbertraum H . Sei zusätzlich µ ein linksinvariantes Haarmaß auf dem

Hilbertraum Hπ, dann gilt für alle zulässigen Vektoren ψ ∈ Hπ, a ∈ G und beliebiges f ∈ Hπ

f =
1

cψ

∫

G

〈
f, π (a)ψ

〉
π (a)ψ dµ (a) ,

wobei

cψ =
1

‖ψ‖2
∫

G

∣∣∣
〈
ψ, π (a)ψ

〉∣∣∣
2

dµ (a)

ist. Dabei ist die Konvergenz der jeweils rechten Seiten im schwachen Operatorsinne zu lesen.

Beispiel 2.37 (Eindimensionale Wavelettransformation)

Die eindimensionale Wavelettransformation wird von der eindimensionalen affinen Gruppe

durch die linke reguläre Darstellung induziert. Sei ψ ∈ L2 (❘) eine zulässige Funktion im

Sinne der Definition 2.28. Diese wird im Folgenden Wavelet genannt. Weiter sei f ∈ L2 (❘).
Die eindimensionale Wavelettransformation, induziert durch πq aus Definition 2.26, ist durch

Wψf (a, b) = 〈f, πq (a, b)ψ〉 =
∫

❘

f (x)
1√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
dx

definiert.

Die Rücktransformation folgt mit dem Satz 2.36. Sei ψ ∈ L2 (❘) ein normalisiertes, zulässiges

Wavelet und f ∈ L2 (❘) integrierbar. Dann gilt:

f (x) =
1

Cψ

∫

❘

∫

❘

Wψf (s, u)
1√
|s|
ψ

(
x− u

s

)
du
ds

s2
.

Es wird im Folgenden nachgerechnet, dass es sich um die Inverse handelt. Dabei wird davon

ausgegangen, dass eine punktweise Fourierinversion möglich ist.

Sei ψs (x− ·) = ψ
(
x−·
s

)
. Dann folgt

∫

❘

Wψf (s, u)
1√
|s|
ψ

(
x− u

s

)
du =

∫

❘

√
|s|f̂ (α) ψ̂ (sα)

1√
|s|
e2πiαx(ψs)

∧ (α)dα

=|s|
∫

❘

f̂ (α) |ψ̂ (sα) |2e2πiαxdα.

14



2.2 Darstellungstheorie

Mit der Substitution ω = sα und ds = dω
α

gilt:

1

Cψ

∫

❘

∫

❘

Wψf (s, u)
1√
|s|
ψ

(
x− u

s

)
du
ds

s2
=

1

Cψ

∫

❘

|s|
∫

❘

f̂ (α) |ψ̂ (sα) |2e2πiαxdαds
s2

=
1

Cψ

∫

❘

f̂ (α) e2πiαx
∫

❘

|ψ̂ (ω) |2
|ω| dωdα

= f (x) .

Aus dieser Rechnung kann die Zulässigkeitsbedingung abgelesen werden. Diese stimmt mit

dem Satz 2.28 überein. Ein Wavelet ψ ∈ L2 (❘) ist zulässig, wenn

cψ :=

∫

❘

|ψ̂ (ξ) |2
|ξ| dξ <∞.

Diese Bedingung garantiert die Invertierbarkeit der Integraltransformation. Dies wird auf ei-

nem anderen Weg zum Beispiel in [10] bewiesen.

Zusammenfassend ist es mit den Ergebnissen nun möglich, von einer Gruppe mit einer irredu-

ziblen, unitären Darstellung ausgehend, Aussagen über die induzierte Integraltransformation

zu treffen. Der beschriebene Zusammenhang ist in der Physik auch unter den Begriffen “Co-

herent State Expansion” und “Resolution of the Identity” zu finden.

Im konkreten Fall der mehrdimensionalen affinen Gruppe zeigt folgender Satz, dass die Gruppe

M ⊂ Gln (❘) abgeschlossen sein muss:

Satz 2.38 (Eigenschaften der Gruppe M , [27])

Sei M < Gln (❘) und T eine zugehörige lokalkompakte Topologie auf M . Wenn das semi-

direkte Produkt ein topologisches semidirektes Produkt ist und die quasireguläre Darstellung

der Gruppe M ⋉❘n quadratintegrierbar ist, dann ist M eine abgeschlossene Untergruppe der

Gln (❘) und die Topologie T ist die Relativtopologie.

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist jedoch nicht jede abgeschlossene Untergruppe derGln (❘)
zulässig. Gemäß [59] ist die Gruppe SO (2) nicht zulässig. Die Begründung folgt über einen

Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Gruppe ist zulässsig, dann gäbe es ein ψ ∈ L2 (❘
2),

so dass sich folgender Widerspruch ergibt

1 =

∫ 2π

0

∣∣∣ψ̂
(
eiθρeiψ

) ∣∣∣
2

dθ =

∫ 2π

0

∣∣∣ψ̂
(
ρeiθ

) ∣∣∣
2

dθ und damit

||ψ̂||2L2(❘2) =

∫ ∞

0

ρ

∫ 2π

0

∣∣∣ψ̂
(
ρeiθ

) ∣∣∣
2

dθ dρ =

∫ ∞

0

ρdρ = ∞.
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2.3 Orbittheorie

Es wird nicht, wie schon erwähnt, durch jede Gruppe eine sinnvolle Integraltransformation

induziert. Die Orbittheorie gibt einen Hinweis, welche Gruppen in Frage kommen. Da eine

irreduzible Darstellung notwendig ist, soll die Frage nach irreduziblen (Teil-) Darstellungen

von Gruppen der Art G = M ⋉❘n mit Hilfe der Orbittheorie in einem ersten Schritt geklärt

werden.

In dem weiteren Unterkapitel wird ein Resultat vorgestellt, welches zu überprüfen ermöglicht,

ob eine Gruppe zulässig ist, also einen zulässigen Vektor besitzt und damit eine Integraltrans-

formation induziert. Das gesamte Kapitel richtet sich nach [7, 27, 29, 50].

Sei M eine Untergruppe der Gln (❘). Es wird in [27] gezeigt, dass diese Untergruppe abge-

schlossen sein muss. Dieses Resultat wurde hier in Satz 2.38 aufgeführt. Auch ist die ganze

Gln (❘), wie beispielsweise in [50] dargelegt, nicht zulässig. Nun seien die Elemente b ∈❘n

als Spaltenvektoren gegeben und die Elemente aus dem Dualraum ❘̂n als Zeilenvektoren.

Die nachfolgenden Resultate sind entnommen aus beziehungsweise richten sich nach [7, 27,

50].

Satz 2.39 (Linksinvariantes Haarmaß konkreter semidirekter Produkte, [27])

Sei G = M ⋉ ❘n und f (A, b) ∈ CC (G,❘), dann ist das linksinvariante Haarmaß auf G

gegeben durch
∫

G

f (A, b) dµG (A, b) =

∫

M

∫

❘n

f (A, b) δ (A)−1
db dµM (A) .

Wie in Satz 2.26 gezeigt, ist die quasireguläre Darstellung im Konkreten für f ∈ L2 (❘
n),

x, b ∈❘n und A ∈M gegeben durch

(π (A, b) f) (x) := (πq (A, b) f) (x) = δ (A)
1
2 f
(
A−1 (x− b)

)
.

Dies ist eine stark stetige, unitäre Darstellung von M ⋉❘n auf L2 (❘
n).

Aufgabe ist es nun, eine Darstellung π̂ zu konstruieren, die zu π dual ist. Dabei soll π̂ auf ❘̂n

wirken. Durch den Übergang in den Dualraum ist es später möglich, Aussagen über quadrat-

integrierbare (Teil-)Darstellungen zu geben. Dazu heißen zwei Darstellungen π und σ der

Gruppe G äquivalent, wenn es einen Operator T : Hσ → Hπ gibt, der Tσ (a) = π (a)T
für alle a ∈ G erfüllt. Für die Äquivalenz der Darstellungen wird π ∼ σ geschrieben.

Satz 2.40 (Äquivalente Darstellung auf dem Dualraum, [7])

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann eine äquivalente Darstellung π̂ : M ⋉ ❘n →
L2

(
❘̂n

)
für A ∈M und b ∈❘n auf den Dualraum definiert werden durch

̂π (A, b) (g∨) := π̂ (A, b) g (γ) = δ (A)
1
2 e−2πiγbĝ (γA) .

Entsprechend der Konstruktion gilt π̂ ∼ π.

Beweis:

π̂ (A, b) ĝ (γ) =
(
π (A, b) (ĝ (·))∨ (·)

)∧
(γ) =

∫

❘n

π (A, b) g (y) e−2πiγydy

16
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❘
n oder L2 (❘

n) ❘̂
n oder L2

(
❘̂

n
)

U ⊂ ❘̂n, offen

L2 (U) abgeschlossener
UVR

HU

UVR von L2 (❘
n)

P−1 (L2 (U))

Annahme:
U ist G-invariant

Fr alle u ∈ U und alle g ∈ G folgt ug ∈ U

L2 (U) ist
π̂-invariant

HU ist
π-invarianter UVR

π ∼ π̂

U offener,
freier G-Orbit

πU ist
quadratintegrierbare
Darstellung auf HU

π ∼ π̂

Homomorphismus
von g 7→ γg

Abbildung 2: Raum und Dualraum: Überblick über die Raumzugehörigkeiten.

= δ (A)−
1
2

∫

❘n

g
(
A−1 (y − b)

)
e−2πiγydy

= δ (A)
1
2

∫

❘n

g
(
A−1y

)
e−2πiγ(y+b)dy

= δ (A)
1
2 e−2πiγb

∫

❘n

g (y) e−2πiγAydy = δ (A)
1
2 e−2πiγbĝ (γA)

Die Darstellungen wirken auf L2 (❘
n) beziehungsweise L2

(
❘̂n

)
folgendermaßen:

π (A, b) f (x) = δ (A)−
1
2 f
(
A−1 (x− b)

)
, (A, b) ∈ G, f ∈ L2 (❘

n)

π̂ (A, b) ĝ (γ) = δ (A)
1
2 e−2πiγbĝ (γA) , (A, b) ∈ G, ĝ ∈ L2

(
❘̂n

)
.

Nachdem zwei äquivalente Darstellungen konstruiert wurden, wird im Folgenden der Zusam-

menhang zwischen diesen beiden Darstellungen gezeigt und erläutert, inwieweit die Darstel-

lungen die Frage nach irreduziblen Teildarstellungen beantworten können.
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Definition 2.41 (verallgemeinerter Hardyraum, nach [27])

Sei U ⊂ ❘̂n messbar. Der Raum

HU :=
{
f ∈ L2 (❘

n) |f̂ (γ) = 0 für fast alle γ ∈ ❘̂n \ U
}

heißt der verallgemeinerte Hardyraum zu U .

Definition 2.42 (G-Orbits, [7])

Für eine GruppeG ≤ Gln (❘) und einen Vektor γ ∈ ❘̂n heißt die Menge γG = {γg : g ∈ G}
der G-Orbit.

Ein G-Orbit heißt frei, wenn aus γg = γ folgt, dass g = 1G gelten muss.

Es folgen zwei Beobachtungen für g ∈ G und U ⊂ ❘̂n, zu den vorherigen Definitionen und

Sätzen.

1) Der Raum L2 (U) ist wegen Satz 2.40 π̂-invarianter Unterraum. Daraus folgt, dass M

π-invariant ist.

2) Wenn ein G-Orbit nicht nur frei, sondern auch offen ist, dann ist die Abbildung g 7→ γg

ein Homomorphismus von G auf γG. Dies ist in [7] ausführlich dargestellt.

Satz 2.43 (Zentrale Aussage über freie, offene G-Orbits, [7])

Sei M eine abgeschlossene Untergruppe der Gln (❘) und G = M ⋉ ❘n. Sei weiter U ein

freier, offener G-Orbit in ❘̂n. Dann ist die Darstellung π
∣∣
U

eine irreduzible und quadratinte-

grierbare Darstellung der Gruppe G auf Hπ.

Der Beweis richtet sich nach [7]. Dafür wird das folgende Lemma benötigt.

Lemma 2.44 ([7])

SeiM eine abgeschlossene Untergruppe desGln (❘). Sei weiter U ein offener, freierM -Orbit

in ❘̂n. Dann existiert eine borelmessbare Funktion Γ auf U , die folgende Eigenschaften hat:

1) 0 < Γ (γ) <∞ für alle γ ∈ U .

2) Wenn ν entweder eine stetige Funktion oder eine messbare Funktion, die nur positive

Werte annimmt, auf U ist, dann gilt für jedes γ0 ∈ U :

∫

M

ν (γ0t) dt =

∫

U

ν (γ) Γ (γ) dγ.

3) Für jedes m̃ ∈M und jedes γ ∈ U gilt:

Γ (γm̃) =
∆M (m̃)

δ (m̃)
Γ (γ) .
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Beweis: Es wird gezeigt, dass jeder Vektor g ∈ Hπ zyklisch ist. Damit ist die Darstellung π
∣∣
U

nach Satz 2.21 quadratintegrierbar.

Sei dazu f, g ∈ Hπ und Ψ̂d (γ) = f̂ (γ) g (γd). Dann folgt:

∫

G

∣∣∣
〈
f, π
∣∣
U
(a, b) g

〉∣∣∣
2

d (a, b) =

∫

G

∣∣∣
〈
f̂ , π̂

∣∣
U
(a, b) ĝ

〉∣∣∣
2

d (a, b)

=

∫

G

∣∣∣
∫

❘n

f̂ (γ) δ (a)
1
2 e2iπγbĝ (γa) dγ

∣∣∣
2

d (a, b)

=

∫

G

δ (a)
∣∣∣Ψ̂∨

a (b)
∣∣∣
2

d (a, b) =

∫

M

∫

❘̂n

∣∣∣Ψ̂a (γ)
∣∣∣
2

dγ da

=

∫

M

∫

❘̂n

∣∣∣f̂ (γ) ĝ (γa)
∣∣∣
2

dγ da

=

∫

U

∣∣∣f̂ (γ)
∣∣∣
2
∫

M

∣∣∣ĝ (ν)Φ (ν)
∣∣∣
2

dν dγ

= ||f̂ ||2L2(U)||ĝΦ
1
2 ||22 = ||f ||2HU

||ĝΦ 1
2 ||22.

Die ||ĝΦ 1
2 ||22 kann nur Null werden, wenn g = 0 ist, da Φ eine positive Funktion ist. Sei

g 6= 0, dann ist der obige Ausdruck nur Null, wenn f = 0. Hierdurch wird gezeigt, dass die

Darstellung irreduzibel ist, da jeder Vektor g 6= 0 zyklisch ist.

Weiter zeigt dieser Ausdruck, dass die Darstellung quadratintegrierbar ist. Dafür genügt es,

dass es einen Vektor ξ ∈ L2 (U) gibt, so dass ξ auch einen kompakten Träger hat. Dann ist das

obige Integral endlich und nicht Null. Damit ist die Darstellung quadratintegrierbar.

Das übrige Kapitel richtet sich nach [50]. Das Hauptresultat aus diesem Paper beschreibt einen

Weg zu prüfen, ob eine Gruppe zulässig ist oder nicht. Dafür werden zunächst die entsprechen-

den Definitionen und im Anschluss der Hauptsatz vorgestellt.

Definition 2.45 (ε-Stabilisator)

Zu einem x ∈❘n ist der ε-Stabilisator definiert durch

Gε
x :=

{
A ∈ G

∣∣∣ |Ax− x| ≤ ε
}

.

Die Menge

G0
x := {A ∈ G|Gx = x}

heißt Stabilisator von x.

Satz 2.46 (Zulässigkeit von Gruppen, [50])

Sei G =M ⋉❘n eine Gruppe, wobei M ⊂ Gln (❘). Dann gelten folgende Aussagen:

1) WennM eine zulässige Gruppe ist, also die Integraltransformation einen zulässigen Vek-

tor besitzt, dann ist ∆(m) 6≡ | det (m) | und für alle m ∈M und fast alle x ∈❘n ist der

Stabilisator kompakt.
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❘
n oder L2 (❘

n) ❘̂
n oder L2

(
❘̂

n
)

Orbit U1

Orbit U2

Orbit U3

Orbit U4

Darstellung π
zerfällt in irreduzible
Teildarstellungen

π |U1

π |U2

π |U3

π |U4

Abbildung 3: Raum und Dualraum: Orbit und quadratintegrierbare Teildarstellungen
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2) Wenn ∆(m) 6≡ | det (m) | für allem ∈M gilt und es für alle x ∈❘n ein ε > 0 existiert,

so dass der ε-Stabilisator kompakt ist, dann ist M zulässig.

Aus diesem Satz folgt, dass unimodulare Gruppen nicht zulässig sind, da das linke Haarmaß

entsprechend normiert werden kann. Somit sind diese Gruppen Spezialfälle von Satz 2.46, 1).

Daher kann nachgewiesen werden, dass die Gruppen

1) Gln (❘) und

2) SLn (❘)

keine sinnvollen Integraltransformationen induzieren.

Beispiel 2.47 (Die zweidimensionale Galilei-Gruppe, [50])

Diese Gruppe wird unter anderem in [59] und [50] angesprochen. Sie beschreibt die eindimen-

sionale affine Gruppe mit umgekehrter Verknüpfung. Die Gruppe ist gegeben durch

M =

{
A =

(
x 0
y 1

)
|x 6= 0, x, y ∈❘

}
.

Die Begründung der Zulässigkeit folgt der Begründung in [50]. Jetzt wird mit Satz (2.46)

gezeigt, dass die Gruppe M ⋉ ❘2 zulässig ist. Dazu wird in einem ersten Schritt das linke

Haarmaß berechnet. Es ergibt sich

dµ (x, y) = x−1dx dy

und daraus folgt für die modulare Funktion

∆(x, y) =
1

|x| .

Die Orbits ergeben sich für y = (x1, x2) als

Ox =

{
❘ \ {0} ×❘ wenn x1 6= 0
{(0, x2)} wenn x1 = 0

.

Für die zugehörigen ε-Stabilisierer ergeben sich unterschiedliche Fälle. Sei zuerst x1 = 0.

Dann folgt M ε
x =M0

x =M . Die ganze Gruppe stabilisiert das Element.

Nun sei x1 6= 0. Dann gilt

M ε
x =

{(
x 0
y 1

)
∈ H| (x− 1)2 + y2 ≤

(
ε

x1

)2
}

und M0
x = I . Die Menge M ε

x ist kompakt, wenn ε < |x1|, da sie in diesem Fall beschränkt und

abgeschlossen ist. Das Gegenteil tritt auf, wenn ε ≥ x1 > 0. Beschränkt ist der ε-Stabilisierer

immer noch, jedoch kann die Abgeschlossenheit nicht gezeigt werden. Dies zeigt die Folge

an =

(
2−n 0
0 1

)
, n ∈◆.
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Sie liegt zwar in M und ist in M ε
x enthalten, aber der Grenzwert dieser Folge ist nicht in der

Gruppe enthalten. Aus diesem Grund ist für diesen Fall die Menge nicht kompakt.

Dies stellt aber kein Problem dar, da Satz 2.46 2) besagt, dass es genügt, wenn es für jeden Fall

mindestens ein ε gibt, für das die Menge M ε
x kompakt ist. Das ist im oberen ersten Fall immer

gegeben. Das linke Haarmaß berechnet sich als dµD (A) = |x|−2dx dy. Die Zulässigkeit eines

Vektors ist

∫

❘2

|ψ̂ (ξ) |2
|ξ|2 dξ.
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2.4 Waveletartige Integraltransformationen in❘2

Im Folgenden werden Gruppen und Integraltransformationen in zwei Dimensionen betrachtet.

In einer Dimension gibt es zwei Parameter, an denen skaliert und verschoben wird. In zwei

Dimensionen gibt es die Verschiebung, die Skalierung und die Drehung im Raum. Sei dazu im

Folgenden n ∈◆.

Die erste naheliegende Idee ist, die affine Gruppe in zwei Dimensionen zu verallgemeinern

und damit die Wavelettransformation zu definieren. Diese ist aber nicht quadratintegrierbar,

wie zum Beispiel Satz 2.3 oder ([27], S. 29) zeigen.

Sei im Folgenden G < GAff , und zwar so, dass G =M ⋉❘n gilt, wobei M ⊂ Gln (❘) eine,

wie in Satz 2.38 gefordert, abgeschlossene Untergruppe der Gln (❘) ist. Es wird zu Beginn

eine beliebige Gruppe M betrachtet, bevor bekannte Untergruppen und ihre Integraltransfor-

mationen kurz vorgestellt werden.

Als Erstes wird, wie im eindimensionalen Fall, das Haarmaß der Gruppe G berechnet. Der

Homomorphismus δ ergibt sich für eine messbare Menge N ⊂❘n mit Satz 2.23:

µ❘n = δ (A)µ❘n (σA (N)) = δ (A)µ❘n (AN)

⇒ δ (A) = | det (A) |−1.

Die quasireguläre Darstellung kann jetzt konkret angegeben werden.

Im Folgenden sei π : G→ L2 (❘
n) immer die quasireguläre Darstellung der Gruppe G. Diese

wirkt für f ∈ H und (A, b) ∈ G durch

(π (A, b) f) (x) := | det (A) |− 1
2f
(
A−1 (x− b)

)
.

Definition 2.48 (mehrdimensionale Wavelettransformation)

Sei ψ ∈ L2 (❘
n), genannt Wavelet, eine zulässige Funktion im Sinne der Definition 2.28. Die

Wavelettransformation zu ψ und einer Funktion f ∈ L2 (❘
n), induziert durch π, ist fürA ∈M

und b ∈❘n gegeben durch

Wψf (A, b) = 〈f, (π (A, b)ψ) (x)〉 =
∫

❘n

f (x)ψ (A−1 (x− b))
dx√

| det (A) |
.

Die Wavelettransformation ist eine Isometrie zwischen L2 (❘
n) und L2 (G, dµG (A, b)) mit

den entsprechenden Haarmaßen. Betrachte dazu:

||Wψf ||2L2(G) =

∫

H

∫

❘n

∣∣∣〈f, ψA,b〉
∣∣∣
2

db dµ (A)

=

∫

H

∫

❘n

∣∣∣
∫

❘n

f̂ ψ̂ (AT ξ)e2πiξ
tAbdξ

∣∣∣
2

| det (A) |db dµ (A)

=

∫

H

∫

❘̂n

∣∣∣
(
f̂ ψ̂ (AT · )

)∨
(Ab)

∣∣∣
2

| det (A) |db dµ (A)

=

∫

H

∫

❘n

∣∣∣f̂ (ξ) |2|ψ̂
(
AT ξ

) ∣∣∣
2

dξ dµ (A)

=

∫

❘n

∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣
2

∆ψ (ξ) dξ = ||f̂ ||22 = ||f ||22.
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2.4 Waveletartige Integraltransformationen in❘2

Satz 2.49 (Zulässigkeitsbedingung, [50, 59])

Die Transformation aus Satz 2.36) ist genau eine Isometrie auf L2 (❘n), wenn für A ∈M und

für alle ξ 6= 0

cψ =

∫

M

|ψ̂
(
AT ξ

)
|2dµM (A) = 1

gilt.

Hieraus folgt, dass der inverse Operator der Wavelettransformation ein linksinverser Operator

ist. Dies und die Auswirkungen im eindimensionalen Fall sind in [56] zu finden.

Es folgt ein kurzer Überblick über bekannte zulässige Gruppen und ihre Integraltransformatio-

nen. Nach [9] sind diese Gruppen, bis auf Konjugation, die einzigen, die Integraltransforma-

tionen induzieren.

2.4.1 Die Similitude-Gruppe SIM (2) = (SO (2) ·❘+)⋉❘2

Diese Gruppe wird beispielsweise in [2] und [29] besprochen und ist eine Einschränkung der

mehrdimensionalen affinen Gruppe, so dass diese Gruppe zulässig wird. In den meisten Fällen

wird diese Gruppe verwendet, wenn die Literatur, zum Beispiel [3, 54], die zweidimensionalen

Wavelettransformationen behandelt.

Die natürliche zulässige Erweiterung der eindimensionalen affinen Gruppe auf den ❘2 mit

Berücksichtigung von Rotationen und isotroper Skalierung ist gegeben durch die Gruppe❘2⋊
(SO (2) ·❘+) mit der Verknüpfung

(rα, s, b) (rα′ , s′, b′) = (rαrα′ , ss′, b+ srαb
′) .

Das linke Haarmaß ist als 1
s3
dαdsdb und das rechte Haarmaß ist als 1

s
dαdsdb gegeben. Dazu

ergibt sich die quasireguläre Darstellung πq auf L2 (❘
2) durch

(πq (b, rα, s) f) (x) = |s|−1f
(
s−1r−1

α (x− b)
)
.

Der Orbit ist❘2 \ {0}. Ein Vektor ist zulässig, wenn er

∫

❘2

|ψ̂ (ξ) |2
ξ21 + ξ22

dξ <∞

erfüllt. Hervorzuheben ist die folgende Untergruppe:

SO (2) =

{(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)
|α ∈ [0, 2π)

}
.

Hier bildet jeder Orbit einen Kreis mit Radius ||γ||2 um den Ursprung. Dies ist eine Nullmenge

und damit ist die Darstellung nicht quadratintegrierbar. Dieses Resultat ergibt Satz 2.3. Das

selbe Resultat kann auch damit erreicht werden, dass die SO (2) unimodular ist und damit

keine sinnvolle Integraltransformation induziert.
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2.4 Waveletartige Integraltransformationen in❘2

2.4.2 Die Shearlet-Gruppe

Die vermutlich bekannteste unter den zulässigen Gruppen ist die Shearlet-Gruppe. Sie ist bei-

spielsweise in [33, 42, 48, 49] zu finden. Hier wird die ganze Shearlet-Gruppe betrachtet. Eine

ausführliche Beschreibung mit Zulässigkeitsbedingung, Haarmaßen und Gruppeneigenschaft

der Shearlet-Gruppe ist in [42] zu finden.

Die Gruppe M < Gln (❘) für ein c ∈❘ \ {0} ist gegeben durch:

M =

{(
a b

0 ac

)
|a, b ∈❘, a > 0

}
.

Ein Vektor ist zulässig, wenn er

∫

❘2

|ψ̂ (ξ) |2
ξ21

dξ

erfüllt.

Der Orbit der Gruppe für ein γ ∈❘2 ist gegeben durch:

γM =

{(
γ1a+ γ2b

acγ2

)
|a, b ∈❘, a > 0

}
.

Jetzt ergeben sich zwei Orbits.

Sei γ2 > 0, dann gilt

γM = {(d1, d2) |d2 > 0} .

Sei γ2 < 0, dann gilt

γM = {(d1, d2) |d2 < 0} .

Diese Darstellung zerfällt in zwei Teildarstellungen. Für beide Darstellungen kann die gleiche

Zulässigkeitsbedingung angegeben werden.

Das linke Haarmaß berechnet sich als dµM (A) = |a|3dx dy. Die Berechnung der Zulässigkeit

findet sich zum Beispiel in [42] Proposition (2.10). Die Gruppe zum Fall c = 0 wird speziell

in 2.47 betrachtet.

2.4.3 Die Diagonale-Gruppe

Sei die Gruppe M < Gln (❘) gegeben durch:

M =

{(
s1 0
0 s2

)
|s1, s2 ∈❘ \ {0}

}
.

Der Orbit der Gruppe für ein γ = (γ1, γ2) mit γ1 6= 0 6= γ2 ist gegeben durch:

γM =

{(
s1γ1
s2γ2

)
|s1, s2 ∈❘ \ {0}

}
= (❘ \ {0})2 .
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2.4 Waveletartige Integraltransformationen in❘2

Damit induziert die Darstellung eine quadratintegrierbare Integraltransformation nach Satz

2.43.

Das linkes Haarmaß ist dµM (A) = |s1s2|−1ds1 ds2. Die Zulässigkeit ist gegeben als

∫

❘

∫

❘

∣∣∣ψ̂
(
ω1

ω2

) ∣∣∣
2

|ω1ω2|
dω1 dω2 <∞.
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3 Die Wahl der passenden Struktur

Um in zwei Dimensionen Singularitäten von Distributionen zu lokalisieren, ist eine anisotrope

Skalierung notwendig. Da die Wavelettransformation nur mit einer isotropen Skalierung und

einer Drehung arbeitet, ist eine Beschreibung der Singularitäten von Distributionen mit ihr

nicht möglich. Dies wird beispielsweise in [33] gezeigt. Eine Integraltransformation, die Sin-

gularitäten von Distributionen findet, ist die Shearlettransformation. Sie ist induziert durch die

Shearlet-Gruppe, siehe Abschnitt 2.4.2. Dabei wird in der Praxis meistens c = 1
2

gewählt. Sie

arbeitet mit Scherungen und einer Skalierung mit dem Faktor a und
√
a. Die Scherung ist die

Herausforderung in den Anwendungen. Bei einer Scherung des Bildes in Richtung der x-Achse

wird das Bild immer breiter und niedriger. Da es nur aus endlich vielen Datenpunkten besteht,

sind starke Scherungen ohne Artefakte nicht möglich. In zwei Dimensionen gibt es mehr ’Frei-

heitsgrade’, also Möglichkeiten, das Wavelet zu verändern, als in einer Dimension. Es ist in

zwei Dimensionen möglich, das Wavelet in beide Richtungen unterschiedlich zu skalieren,

zu drehen und in beide Richtungen zu verschieben. Es sind alle möglichen Untergruppen der

Gln (❘), die invertierbare Integraltransformationen induzieren, bekannt [7, 27]. Keine dieser

Gruppen verknüpft anisotrope Skalierungen mit Drehungen in alle Richtungen. Ziel ist es nun,

eine Struktur der Gln (❘) zu finden, die alle diese Möglichkeiten erlaubt und zusätzlich, trotz

Verlust der Gruppenstruktur, eine invertierbare Integraltransformation induziert. Weiter soll

diese Transformation Singularitäten über das Abklingverhalten der Koeffizienten lokalisieren

können.

In dem Abschnitt 3.3.3 wird gezeigt, dass es eine Struktur gibt, die Singularitäten von Distri-

butionen über das Abklingverhalten der Distributionen detektiert und trotzdem invertierbar ist.

Die andere betrachtete Struktur wird in 3.3.5 betrachtet. Hier konnte gezeigt werden, dass sie

entsprechende Voraussetzungen der dargestellten Theorie nicht erfüllt. Es wird vermutet, dass

es dadurch auch nicht möglich ist, Singularitäten von beliebigen Distributionen zu finden.

3.1 Die Wahl der geeigneten Struktur

Die Skalierung einer Funktion in beide Richtungen wird durch die Multiplikation des Funkti-

onsargumentes mit der Matrix Ds1s2 erzielt und die Drehung der Funktion durch die Multipli-

kation mit Rα erreicht. Dabei sind Ds1s2 und Rα Gruppenelemente der Gruppen

Gs :=

{
Ds1s2 =

(
s1

s2

) ∣∣∣s1s2 6= 0

}

und

Gα :=

{
Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

) ∣∣∣α ∈ (0, 2π]

}
.

Die Gruppe (❘2,+) führt zu den Verschiebungen im gesamten❘2. Leider ist das Produkt der

Gruppen GsGα keine Gruppe. Dazu wird zum einen das Gruppenelement
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
s1 0
0 s2

)
=

(
s1 cos θ −s2 sin θ
s1 sin θ s2 cos θ

)

und zum anderen das folgende Gruppenelement
(

cosα − sinα
sinα cosα

)(
t1 0
0 t2

)
=

(
t1 cosα −t2 sinα
t1 sinα t2 cosα

)
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3.1 Die Wahl der geeigneten Struktur

gewählt. Die Verknüpfung ergibt
(
s1 cos θ s2 sin θ
−s1 sin θ s2 cos θ

)(
t1 cosα t2 sinα
−t1 sinα t2 cosα

)

=

(
s1t1 cos θ cosα− s2t1 sin θ sinα s1t2 cos θ sinα + s2t2 sin θ cosα
−s1t1 sin θ cosα− t1s2 cos θ sinα −s1t2 sin θ sinα + s2t2 cos θ cosα

)
.

Um dieses Ergebnis wieder als Produkt von GαGs angeben zu können, müssen die Additions-

theoreme von Sinus und Kosinus anwendbar sein. Dies ist aber nur in Spezialfällen möglich.

Damit ist das direkte Produkt von Gs und Gα keine Gruppe. Auch das direkte Produkt GsGα

besitzt keine Gruppenstrukur. Auch ist GαGs * GsGα und umgekehrt. Es handelt sich damit

um zwei unterschiedliche Strukturen und die Theorie über quadratintegrierbare Gruppendar-

stellungen und ihren Integraltransformationen kann auf keine dieser Strukturen direkt ange-

wendet werden.

Im folgenden Kapitel wird eine Möglichkeit dargestellt, trotz Verlust der Gruppenstruktur, eine

Integraltransformation zu definieren. Der Ausweg ist ein Rückzug auf die maximal mögliche

Gruppenstruktur und eine entsprechende Zusammensetzung mit einer Waveletfamilie. Die un-

terschiedlichen Möglichkeiten werden im folgenden Kapitel vorgestellt.

Sei M < Gln (❘
2) eine Matrixgruppe. Es wird auch in diesem Abschnitt das semidirekte

Produkt der Gruppe G =M ⋉❘2 mit der Verknüpfung

(A, b) (C, d) = (AC,Ad+ b)

für A,C ∈ M und b, d ∈ ❘2 betrachtet. Das Einselement ist (I, 0) und das inverse Element

(A−1,−A−1b). Mit dieser Gruppe und der quasireguläre Darstellung wird, unter den in 2.2.3

vorgestellten Annahmen, eine invertierbare Integraltransformation induziert. Es ergibt sich das

linksinvariante Haarmaß der Gruppe als µGl
(A, b) = | det (A) |−2dAdb.

Bemerkung 3.1

Es folgt eine kurze Übersicht über die quasireguläre Darstellung und ihre Integraltransforma-

tion, die im Folgenden herangezogen wird.

1) Darstellung nach Satz 2.26:

(πq (A, b) f) (x) = | det (A) |− 1
2f
(
A−1 (x− b)

)
. (5)

2) induzierte Integraltransformation nach Satz 2.34:

Wψf (A, b) =

∫

❘2

f (x)ψ (A−1 (x− b))
1√

| det (A) |
dx.

3) Zulässigkeitsbedingung nach Satz 2.36:

cψ =

∫

M

|ψ̂
(
A−T ξ

)
|2dµM (A) .

4) Rücktransformation nach Satz 2.36:

f (·) =
∫

G

Wψf (A, b) (πq (A, b)ψ) (·) dµG. (6)
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Die Idee dieser Arbeit ist, trotz der nicht vorhandenen Gruppenstruktur eine Integraltransfor-

mation zu definieren. Diese soll zusätzlich auch invertierbar sein. Ein ähnlichen Ansatz wählen

[37] gewählt. Es wird hier auf die in diesem Paper gewählten Begriffe zurückgegriffen.

Definition 3.2 (Affines System mit zusammengesetzte Dilatationen, [37])

Seien A,B ⊂ Gln (❘) zwei Gruppen, die verträglich hinsichtlich einer Operation · sind. Wei-

ter sei M = A · B, aufgefasst als Teilmenge des Gln (❘). Damit beschreibt G = M ⋉❘n

ein affines System mit zusammengesetzten Dilatationen. Im Folgenden wird auch von derAB-

System bzw. AB-Wavelets gesprochen.

Hier werden die Gruppen A und B die Gruppen Gs und Gα sein. Die Reihenfolge wird dabei

entscheidend sein.

Definition 3.3 (Die Systeme G1 und G2)

Sei G1 ein GαGs-System und G2 ein GsGα-System. Für m ∈ G1 und geeignetes s3 ∈ ❘
werden die Matrizen der Menge folgendermaßen zerlegt:

m =

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)(
s1 0
0 s2

)

=

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)(
s1 0
0 s1

)(
1 0
0 s3

)

∈ Gα ∈ Ds1s1 ∈ D1s3

SIM (2) Zusatz: Anisotropie.

Für das System G2 gilt für die Zerlegung für ein m ∈ G2

m =

(
s1 0
0 s2

)(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)

∈ Ds1s2 Zusatz Rotation.

3.1.1 Das G1-System

Für das G1 -System können die quasireguläre Darstellung und die Integraltransformation kon-

kret angegeben werden. Entsprechendes Einsetzen in Gleichung (5) - (6) führt folgender Be-

merkung.

Bemerkung 3.4

Für das G1-System kann folgende Integraltransformation, in Anlehnung an 3.1, definiert wer-

den.

1) Darstellung:

πq (RαDs, b) f (x) =
1√
|s1s2|

f
(
D−1
s R−1

α (x− b)
)
.
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2) Integraltransformation:

Wψf (RαDs, b) =

∫

❘2

f (x)ψ (D−1
s R−1

α (x− b))
1

|
√
|s2s1||

dx.

3) Zulässigkeitsbedingung bzgl. der maximal möglichen Gruppenstruktur:

cψ =

∫

❘̂2

|ψ̂ (ξ) |
|ξ21 + ξ22 |

dξ.

4) Rücktransformation für ein festes s2:

f (·) =
∫ 2π

0

∫

❘

∫

❘2

Wψf (RαDs1,s1D1,s2 , b) (πq (RαDs1,s1D1,s2 , b)ψ) (·)
1

s41
db ds1 dα.

(7)

3.1.2 Das G2-System

Gleiches kann auch für das G2-System betrachtet werden.

Bemerkung 3.5

Die Diagonale Gruppe wird um Drehungen mit der entsprechenden Matrixmultiplikation mit

Rα erweitert. Dies führt zum G2-System und damit zur folgenden Integraltransformation:

1) Darstellung:

πq (Ds, b) f (x) =
1√
s1s2

f
(
D−1
s1s2

(x− b)
)
.

2) Integraltransformation:

Wψf (Ds1s2Rα, b) =

∫

❘2

f (x)ψ
(
R−1
α D−1

s1s2
(x− b)

) 1

|s1|
dx (8)

3) Zulässigkeitsbedingung:

cψ =

∫

❘2

|ψ̂ (ξ) |2
|ξ1ξ2|

dξ.

4) Rücktransformation für ein festes α

f (·) =
∫

❘

∫

❘

∫

❘2

Wψα
f (Ds1s2 , b) (πq (Ds1s2 , b)ψα) (·)

1

s41
db ds1 ds2.

In dem folgenden Kapitel wird gezeigt, dass die Transformation, induziert durch das G2-

System, definiert in (8), die Eigenschaften für zur Charakterisierung von Singularitäten nicht

erfüllt. Die Bemerkung 3.28 geht darauf genauer ein. Im Gegensatz dazu erfüllt die Integral-

transformation, induziert durch dasG1-System, die entscheidenden Voraussetzungen und kann

somit Singularitäten von Distributionen an Hand des Abklingverhaltens der Koeffizienten lo-

kalisieren.
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3.2 Integraltransformationen und Singularitäten

Es werden in der Definition 3.3 zwei mögliche Gruppen zur Definition einer Integraltransfor-

mation vorgestellt. Es bleibt zu klären, ob es eine Gruppe gibt, die ’besser’ ist als die andere.

’Besser’ meint in dieser Hinsicht, dass die induzierte Integraltransformation Singularität von

Distribution durch ihr Abklingverhalten charakterisiert. Das theoretische Konzept wird in [21]

vorgestellt. Hier wird die Frage der Singularitätendetektion für allgemeine Gruppen beant-

wortet. Dieses Paper wird im Folgenden vorgestellt und in einem weiteren Schritt wird die

Situation der erweiterten Struktur im Zusammenhang mit den Ergebnissen betrachtet.

3.2.1 Schwartzraum und Distributionen

Zu Beginn werden der Schwartzraum und Distributionen kurz eingeführt. Dies richtet sich

nach [25, 61]. Die weiteren Ausführungen zur Definition und Charakterisierung der Wellen-

frontmenge richten sich nach [21, 33, 46].

Der Schwartzraum über❘n wird wie in [25] eingeführt. Er ist definiert durch

S (❘n) =

{
f ∈ C∞ (❘n)

∣∣∣ supp
x∈❘n

|xα
((

d

dx

)β
f

)
(x)
∣∣∣ <∞, ∀α, β ∈◆n

}
.

Beispiel 3.6 (Schwartzfunktion)

Die Funktion f :❘→❘ definiert durch

f (x) =

{
e

2

(1−x2) , für |x| < 1
0 sonst

}
,

liegt in S (❘). Sie ist beliebig oft stetig differenzierbar, da sie aus stetig differenzierbaren

Funktionen zusammengesetzt ist und

lim
x→∞

dkf

(dx)k
= 0

für k ∈◆ gilt. Des Weiteren besitzt sie einen kompakten Träger.

Da die Fouriertransformation ein Automorphismus auf S (❘n) ist, werden im Folgenden im-

mer Funktionen, die im Schwartzraum liegen, betrachtet. Dies ist keine echte Einschränkung,

da S (❘n) dicht in L2 (❘
n) liegt. Dieser Zusammenhang ist zum Beispiel in [61] zu finden.

Definition 3.7 (Raum der temperierten Distributionen)

Der Dualraum S ′ (❘n) zu S (❘n) wird der Raum der temperierten Distributionen genannt.

In diesem liegen alle stetigen linearen Abbildungen T : S (❘n) → ❘ mit φ 7→ T [φ]. Diese

Abbildung T ist stetig, wenn für j ∈◆,

φj −−−−→
S (❘n)

φ folgt T [φj] → T [φ].

Dabei konvergiert eine Funktionenfolge (φj)j∈◆, bzgl. der Schwartz-Norm, aus S (❘n) gegen

eine Funktion φ ∈ S (❘n), wenn es eine kompakte Menge K ⊂❘n gibt, so dass supp (φj) ⊂

31



3.2 Integraltransformationen und Singularitäten

K für alle j ∈◆ gilt und supp (φ) ⊂ K gilt. Weiter muss die Folge der Ableitungen

dαφj

dαx
(x) für j → ∞ gleichmäßig gegen

dαφ

dαx
(x)

konvergieren.

Es folgt eine Einführung in die Definitionen aus [21] und eine Sammlung der für dieses Pro-

blem wichtigen Sätze.

Definition 3.8 (Definitionen aus [21])

Es werden im Folgenden einige benötigte Begriffe definiert.

1) Sei nun M ⊂ Gln (❘) immer eine abgeschlossene Untergruppe der Gln (❘).

2) Mit C (W ) = {rξ′|ξ′ ∈ W, r > 0} ist ein Kegel, der durch W ⊂ Sn−1 erzeugt wird,

bezeichnet.

3) Mit C (W,R) = C (W ) \ BR (0) ist ein abgeschnittener Kegel, der durch W erzeugt

wird, bezeichnet. Dabei ist BR (0) eine abgeschlossene Kugel mit Radius R um den

Mittelpunkt 0.

4) Seien V,O ⊂❘d offene Mengen und sei V ⊂ O eine kompakte Teilmenge von O, dann

wird V ⋐ O geschrieben.

Die in 3.8 definierten Begriffe sind in Abbildung 4 schematisch dargestellt.

Definition 3.9 (Regulärer Punkt)

Sei u eine temperierte Distribution auf ❘2. Ein Punkt t0 ∈ ❘2 ist ein regulärer Punkt, wenn

es eine Umgebung Ut0 von t0 gibt, so dass ϕu ∈ C∞, wobei ϕ ∈ C∞
c (❘2) mit ϕ ≡ 1 auf Ut0

ist.

Definition 3.10 (Singulärer Träger)

Das Komplement der offenen Menge aller regulären Punkte einer temperierten Distribution u

wird singulärer Träger genannt und mit sing supp (u) bezeichnet.

Ein regulärer Punkt einer Funktion, interpretiert als Distribution, beschreibt damit eine Stelle,

an der die Funktion in alle Richtungen glatt sein muss. Dieses Konzept ist nicht ausreichend.

Es kann Punkte geben, in denen die Funktion nur in eine Richtung nicht glatt ist. Der Be-

griff des regulären Punktes und der singuläre Träger muss um eine Richtungsvariable erweitert

werden, um unterschiedliches Verhalten von Funktionen beschreiben zu können. Dazu werden

Punkte mit normierten Richtungen auf der Sphäre Sn−1 verknüpft und die Glattheit über das

Abklingverhalten der Fouriertransformation beschrieben.
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ξ1

ξ2

ξ

R

W

S1

C (W )

C (W,R)

Abbildung 4: Darstellung der unterschiedlichen Kegel C (W ) und C (W,R) aus Definition 3.8

für n = 2.

Definition 3.11 (Regulär gerichteter Punkt, [21])

Sei u ∈ S ′ (❘n) eine temperierte Distribution. Ein Punkt (x, ξ) ∈ ❘n × Sn−1 heißt regulär

gerichteter Punkt von u, wenn es eine Funktion ψ ∈ C∞
c (❘n) mit ψ ≡ 1 in einer Umgebung

um x gibt und eine offene Umgebung W ⊂ Sn−1 um ξ, so dass

|ψ̂u (ω) | ≤ CN (1 + |ω|)−N

für alle ω ∈ C (W ) und N ∈◆ gilt.

Ein regulär gerichteter Punkt (x, ξ) ist damit, im Gegensatz zu einem regulären Punkt t0, ein

Punkt einer Funktion, die an dieser Stelle x nur in eine Richtung glatt sein muss. Diese Rich-

tung wird durch ξ beschrieben. An einem regulären Punkt muss die Funktion in alle Richtungen

glatt sein. Dies ist in Abbildung 5 dargestellt.

Definition 3.12 (Wellenfront-Menge, [21])

Die Menge WF (u) := {(x, ξ) ∈ ❘n × Sn−1| (x, ξ) ist kein regulär gerichteter Punkt} heißt

Wellenfront Menge von u.

Definition 3.13 (Delta-Distribution)

Die Funktion δt (x) :❘→❘ mit t ∈❘ und

δt (x) =

{
1, für x = t

0, sonst
und

δ̂t (x) =

∫

❘

δt (x) e
−2πixξ dx = e−itξ
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ψ
X

ξ

Abbildung 5: Anschauliche Darstellung der Definition eines regulär gerichteten Punktes. Da-

bei stellt die blaue Linie im linken Bild die Singularität der Distribution dar.

heißt Delta-Distribution an der Stelle t. Entstanden ist sie in der Physik als Ableitung der

Sprungfunktion oder Heavyside function, siehe zum Beispiel [61]. Es gilt 〈δt, f〉 = f (t).

Beispiel 3.14 (zu Wellenfront-Mengen, [33])

Es folgen zwei Beispiele zu Wellenfront-Mengen.

1) Die Wellenfront-Menge der Distribution δt ergibt sich als WF (δt) = {t}×❘2. Dies ist

in Abbildung 6 skizziert.

2) Die Wellenfront-Menge der Distribution δx2=p+qx1 (x) ergibt sich als

WF (δx2=p+qx1) = {(x1, x2) : x2 = p+ qx1} ×
{−1

q

}
.

Dies ist in Abbildung 7 zu erkennen.

Nun sind die wichtigsten Definitionen eingeführt, um Glattheit von Distributionen in mehreren

Veränderlichen zu beschreiben. Im Weiteren werden die für diese Arbeit wichtigen Sätze aus

[21] vorgestellt.

Dazu werden folgende Voraussetzungen an die Matrixgruppe gestellt.

Annahme 3.15 (Voraussetzungen an M , [21] Annahme 2.1)

Es existiert eine offene, MT -invariante Teilmenge O ⊂❘n mit den folgenden Eigenschaften:

1) Die duale Wirkung von M auf O ist eigentlich. Für alle kompakten Mengen K ⊂ O ist

auch die Menge

Mk := {(A, ξ) ∈M ×O|
(
AT ξ, ξ

)
∈ K ×K}

kompakt.

2) Für jedes ξ ∈ O gilt:❘+ξ ⊂ O, wobei❘+ := (0,∞).
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x2

x1

t

µ2

µ1

Abbildung 6: Skizze zum Beispiel 3.14 1) Links: Die Deltadistribution δt, aufgetragen im Zeit-

bereich. Sie hat einen singulären Punkt an der Stelle t. Dort ist die Funktion in

keine Richtung glatt. Dieser Punkt liegt in der Wellenfront-Menge. Rechts: Die

Fouriertransformation der Deltadistribution. Die Richtung der Singularität im

Punkt t ist in der Wellenfront-Menge dadurch zu erkennen, dass die Fourier-

transformation in keine Richtung schnell abklingt. Die Funktion ist an diesem

Punkt in alle Richtungen nicht glatt.

x2

x1

µ2

µ1

Abbildung 7: Skizze zum Beispiel 3.14 2) Links: Die Distribution δx2=p+qx1 . Deutlich ist ih-

re Singularität zu erkennen. Die Distribution ist in diesen Punkten in die Rich-

tung senkrecht zu Geraden nicht glatt. Diese Punkte werden in der Wellenfront-

Menge liegen. Rechts: Die Richtungen, in der die Fouriertransformation nicht

schnell abklingt, sind genau die, die senkrecht auf der Geraden stehen. Daher

sind diese Punkte in der Wellenfront-Menge enthalten.
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3) Es existiert eine Schwartzfunktion ψ, so dass ψ̂ kompakten Träger in O hat. Zusätzlich

erfüllt ψ die Zulässigkeitsbedingung

∀ξ ∈ O :

∫

M

∣∣∣ψ̂
(
AT ξ

) ∣∣∣
2

dA = 1.

4) Sei ∅ 6= V ⋐ O und ξ ∈ O. Die Menge

Mξ,V := {A ∈M |AT ξ ∈ V }

ist eine relativ kompakte, offene Menge. Weiter gibt es für jedes ∅ 6= V ⋐ O Konstanten

C, α ≥ 0, so dass

∀ξ ∈ O : µM (Mξ,V ) ≤ C (1 + |ξ|)α

gilt.

Wenn π eine quadratintegrierbare Darstellung ist, dann sind die oben genannten Voraussetzun-

gen erfüllt (Siehe [21] Satz 2.2). Bei den Strukturen G1 und G2 wird die maximal mögliche

Gruppe mit der quasiregulären Darstellung für die Integraltransformation gewählt. Diese ist

eine quadratintegrierbare Darstellung und erfüllt damit die Voraussetzungen.

Definition 3.16 (Die Mengen Ki und Ko, [21], Definition 2.3)

Sei ∅ 6= W ⊂ Sn−1 offen und W ⊂ O. Weiter sei ∅ 6= V ⋐ O und R > 0. Damit ist die innere

Menge Ki definiert durch

Ki (W,V,R) := {A ∈M |A−TV ⊂ C (W,R)}

und die äußere Menge Ko definiert durch

Ko (W,V,R) := {A ∈M |A−TV ∩ C (W,R) 6= ∅}.

Eine Vorstellung für Ki und Ko gibt Abbildung 8.

Die Menge Ki stellt für kleine W fest, ob die Multiplikation mit A ∈ M den Träger V

so verändert, dass er im Kegel C (W,R) liegt. Da dieser Kegel beliebig klein werden kann,

müssen die Träger immer schmaler werden. Da es damit meistens zu schmalen und langen

Trägern kommt, erklärt sich der Begriff ’needlelike strukture’ aus der Shearletliteratur. Diese

Art von Trägern werden benötigt, um auf der Fourierseite das Abklingverhalten in unterschied-

liche Richtungen zu untersuchen. Damit sind dann Aussagen über die Glattheit der Distribution

in diese Richtungen möglich. Die MengeKo hingegen enthält all jene Träger, deren Schnitt mit

dem Kegel nicht leer ist. Diese Träger haben einen Einfluss auf die Rücktransformation. Der

Zusammenhang zwischen diesen Trägern ist entscheidend zur Detektion von Singularitäten.
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Abbildung 8: Beispielelemente der Mengen Ki (links) und Ko (rechts).

3.2.2 Zur Charakterisierung regulär gerichteter Punkte

Es werden die mikrolokale Zulässigkeit und die Kegel-Approximationseigenschaft definiert.

Definition 3.17 (V -mikrolokale Zulässigkeit, [21] Definition 2.5)

Sei ξ ∈ O ∩ Sn−1 und ∅ 6= V ⋐ O. Die duale Wirkung ist V -mikrolokal zulässig in Richtung

ξ, wenn es eine Umgebung W0 ⊂ Sn−1 ∩ O um ξ und ein R0 > 0 gibt, so dass die folgenden

Punkte erfüllt sind:

1) Es gibt Konstanten α1 > 0 und C > 0, so dass für alle A ∈ Ko (W0, V, R0)

||A−1|| ≤ C||A||−α1

gilt.

2) Es existiert ein α2, so dass

∫

Ko(W0,V,R0)

||A||α2dA <∞.

.

Die duale Wirkung heißt mikrolokal zulässig in Richtung ξ, wenn sie V -mikrolokal zulässig

in Richtung ξ für ein ∅ 6= V ⋐ O ist. Sie heißt global V -mikrolokal zulässig, wenn es ein

∅ 6= V ⋐ O gibt, so dass die duale Wirkung V -mikrolokal zulässig in Richtung ξ für alle

ξ ∈ O ∩ Sn−1 ist.

Wenn die Matrixgruppe M nur einen offenen Orbit O = MT ξ0 hat, genügt es, die V -mikro-

lokale Zulässigkeit in eine Richtung zu untersuchen (s. [21] Lemma (2.7)), da die anderen

Richtungen damit V -mikrolokal zulässig sind.

Wenn eine Gruppe die mikrolokale Zulässigkeit erfüllt, kann damit noch keine vollständige

Charakterisierung getroffen werden. Dies ist im folgenden Satz zu sehen.
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Satz 3.18 ([21] Satz 3.5)

Die duale Wirkung sei V -mikrolokal zulässig in Richtung ξ ∈ O ∩ Sn−1. Es sei weiter u ∈
S ′ (❘n) und (x, ξ) ∈❘n × (O ∩ Sn−1).

1) Sei (x, ξ) ein regulär gerichteter Punkt von u. Dann gibt es eine Umgebung U von x, ein

R > 0 und eine Umgebung W ⊂ Sn−1 um ξ, so dass für alle zulässigen ψ ∈ S (❘n)

mit supp
(
ψ̂
)
⊂ V gilt: Für alle k ∈◆ existiert eine Konstante Ck > 0, so dass für alle

Punkte y ∈ U und A ∈ Ki (W,V,R)

|Wψu (y, A) | ≤ Ck||A||k

gilt.

2) Sei ψ ∈ S (❘n) zulässig und supp
(
ψ̂
)
⊂ V . Sei U eine Umgebung von x, R > 0 und

weiter gibt es eine UmgebungW ⊂ Sn−1 um ξ, so dass es für alle k ∈◆ eine Konstante

Ck > 0 gibt, so dass für alle Punkte y ∈ U und A ∈ Ko (W,V,R)

|Wψu (y, A) | < Ck||A||k

gilt, so ist (x, ξ) ein regulär gerichteter Punkt.

Um eine genaue Charakterisierung von regulär gerichteten Punkten von Distributionen anzu-

geben, muss die Gruppe eine weitere Bedingung erfüllen. Es geht dabei um die Möglichkeit,

dass Ko (W
′, V, R′) ⊂ Ki (W,V,R) ist. Damit kann eine scharfe Aussage erzielt werden.

Definition 3.19 (Die V -Kegel-Approximationseigenschaft, [21] Definition 4.1)

Sei ξ ∈ O ∩ Sn−1.

• Sei V = (Vj)j∈◆ eine Familie von Teilmengen mit ∅ 6= Vk ⋐ O und Vj+1 ⊂ Vj für alle

j ∈ ◆. Die duale Wirkung hat die schwache V -Kegel-Approximationseigenschaft an ξ,

wenn für alle Umgebungen W ⊂ Sn−1 um ξ und alle R > 0 ein j ∈◆, R′ > 0 und eine

Umgebung W ′ ⊂ Sn−1 um ξ existiert, so dass Ko (W
′, Vj, R

′) ⊂ Ki (W,Vj, R). Die

duale Wirkung hat die globale schwache V -Kegel-Approximationseigenschaft, wenn es

die schwache V -Kegel-Approximationseigenschaft für alle ξ ∈ O ∩ Sn−1 erfüllt.

• Sei ∅ 6= V0 ⋐ O. Die duale Wirkung hat die V0-Kegel-Approximationseigenschaft an

ξ, wenn es für alle Umgebungen W ⊂ Sn−1 von ξ und alle R > 0 ein R′ > 0 und

eine Umgebung W ′ ⊂ Sn−1 um ξ gibt, so dass Ko (W
′, V0, R

′) ⊂ Ki (W,V0, R) gilt.

Die duale Wirkung hat die globale V0-Kegel-Approximationseigenschaft, wenn es die

V0-Kegel-Approximationseigenschaft an ξ für alle ξ ∈ O ∩ Sn−1 besitzt.

Das Ziel ist die Charakterisierung von regulär gerichteten Punkten durch das Abklingverhalten

der Waveletkoeffizienten, die in den Mengen Ko bzw. Ki enthalten sind. Das folgende Lemma

zeigt, dass die V0-Kegel-Approximationseigenschaft nur von Gruppen mit anisotroper Struktur

erfüllt werden kann.
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Lemma 3.20 ([21] Lemma (4.4))

Sei M eine Matrixgruppe und O = MT ξ0 ihr einziger offener Orbit. Sei weiter ∅ 6= V0 ⋐ O.

Wenn M ∩ (0,∞) I nicht trivial ist und n ≥ 2 gilt, dann besitzt die duale Wirkung die V0-

Kegel-Approximationseigenschaft an ξ für kein ξ ∈ O ∩ Sn−1.

Für die Gruppen SIM (2) und Ds folgt: Die Voraussetzungen, dass es nur einen einzigen

offenen Orbit gibt, ist für beide Fälle erfüllt. Nun wird die Gruppe SIM (2) betrachtet:

SIM (2)∩ (0,∞) Id =

{
s1

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)
| s1 6= 0
α ∈ [0, 2π)

}
∩

{(
k 0
0 k

)
|k ∈ (0,∞)

}
6= I.

Für die zweite Gruppe Ds gilt:

Ds ∩ (0,∞) Id =

{(
s1 0
0 s2

)
|

2∏

j=1

sj 6= 0

}
∩
{(

k 0
0 k

)
|k ∈ (0,∞)

}
6= I.

Also kann für beide Gruppen nur die schwache Kegel-Approximationseigenschaft gezeigt

werden. Die Erweiterung ist in beiden Fällen notwendig, um Singularitäten mit nur einer

zulässigen Funktion zu finden.

3.2.3 Regulär gerichtete Punkte und das Abklingverhalten der Transformation

Wenn eine Matrixgruppe M mikrolokal zulässig ist und die Kegel-Approximationseigenschaft

erfüllt, dann zeigt der folgende Satz den Zusammenhang zwischen Abklingverhalten in kleinen

Skalen der Integraltransformation und regulär gerichteten Punkten einer Distribution.

Satz 3.21 ([21] Satz 4.6)

Sei M < Gln (❘) eine Matrix Gruppe, die die Annahmen aus 3.15 erfüllt und u ∈ S ′ (❘).

1) Die duale Wirkung von M erfülle die schwache V -Kegel-Approximationseigenschaft

an ξ ∈ O ∩ Sn−1 für die Familie V = (Vk)k∈◆ mit ∅ 6= Vk ⋐ O und Vk+1 ⊂ Vk.

Weiter sei die duale Wirkung Vk0-mikrolokal zulässig in Richtung ξ für ein k0 ∈ ◆.

Gibt es zusätzlich eine Familie (ψk)k∈◆ von zulässigen Schwartzfunktionen, für die

supp
(
ψ̂k

)
⊂ Vk gilt, dann sind die folgenden Aussagen für jedes x ∈❘n äquivalent:

1. Der Punkt (x, ξ) ist ein regulär gerichteter Punkt von u.

2. Es gibt eine Umgebung W ⊂ Sn−1 um ξ, ein R > 0, eine Umgebung U ⊂ ❘n

von x und ein k1 ∈ ◆, so dass für alle k ≥ k1 die folgende Ungleichung gilt:

Es existiert für k eine Konstante Ck > 0, so dass für alle y ∈ U und für alle

A ∈ Ko (W,Vk, R)

|Wψk
u (y, A) | ≤ Ck||A||k

gilt.
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3. Es gibt ein k ≥ k0, eine Umgebung U von x, ein R > 0 und eine Umgebung

W ⊂ Sn−1 von ξ, so dass für k eine Konstante Ck > 0 existiert, so dass für alle

y ∈ U und für alle A ∈ Ko (W,Vk, R)

|Wψk
u (y, A) | ≤ Ck||A||k

gilt.

2) Sei die duale Wirkung V -mikrolokal zulässig in Richtung ξ ∈ O∩Sn−1 und habe die V -

Kegel-Approximationseigenschaft an ξ für ein ∅ 6= V ⋐ O. Dann gilt für ein zulässiges

ψ ∈ S (❘n) mit supp
(
ψ̂
)

⊂ V und allen x ∈ ❘n die folgende Äquivalenz: Für

alle u ∈ S ′ (❘n) ist (x, ξ) ein regulär gerichteter Punkt von u, genau dann, wenn eine

Umgebung U von x, ein R > 0 und eine Umgebung W ⊂ Sn−1 existiert, so dass es

für alle K ∈ ◆ eine Konstante CK > 0 gibt, so dass für alle y ∈ U und für alle

A ∈ Ko (W,V,R)

|Wψu (y, A) | ≤ CK ||A||K

gilt.

Folgerung 3.22

Wenn die duale Wirkung global V mikrolokal zulässig ist und die globale V -Kegel-Approx-

imationseigenschaft erfüllt, dann ist es möglich, mit nur einem Wavelet alle regulär gerichteten

Punkte der Distribution u charakterisieren zu können.
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3.3 AB-Systeme und die gemischte

Kegel-Approximationseigenschaft

Es ist bekannt, dass für die Gruppen SIM (2) und Ds nur die schwachen Aussagen gezeigt

werden können. Damit ist es ihnen nur möglich, mit Hilfe von einer Familie von zulässigen

Funktionen Singularitäten zu beschreiben. Im Folgenden wird ein Konzept vorgestellt, wie

entsprechende AB-Systeme in die vorgestellte Theorie passen. Im Anschluss werden für die

konkreten Systeme G1 und G2 diese Eigenschaften nachgewiesen oder widerlegt.

Definition 3.23 (Die gemischte V -Kegel-Approximationseigenschaft für MT -Systeme)

Sei ξ ∈ O ∪ Sn−1. Weiter seien M < Gln (❘) und T < Gln (❘) zwei Matrixgruppen. Sei

V ⋐ O, (Bj)j∈◆ ⊂ T und (Aj)j∈◆ ⊂M zwei Folgen, so dass

(
A−T
j+1B

−T
j+1V

)
⊂
(
A−T
j B−T

j V
)
.

Wenn
(
A−T
j B−T

j V
)
j∈◆

die schwache Kegel-Approximationseigenschaft bezüglich der dualen

Wirkung von M an ξ erfüllt, erfüllt die Gruppe M , erweitert mit der Gruppe T , die gemischte

Kegel-Approximationseigenschaft.

Satz 3.24

Seien M,T < Gln (❘) zwei Matrixgruppen, wobei M zusätzlich die Voraussetzungen 3.15

erfüllt. Habe die Gruppe M , erweitert mit der Gruppe T , die gemischte Kegel-Approxima-

tionseigenschaft an einem ξ ∈ O ∪ Sn−1 bezüglich V ⋐ O und den Folgen (Bj)j∈◆ ⊂ T

und (Aj)j∈◆ ⊂ M . Weiter sei die duale Wirkung von M V -mikrolokal zulässig in Richtung

ξ für zulässiges ψ ∈ S (❘n) mit supp
(
ψ̂
)

⊂ V . Dann gilt für alle x ∈ ❘n die folgende

Äquivalenz:

Für alle u ∈ S ′ (❘n) ist (x, ξ) ein regulär gerichteter Punkt von u, genau dann, wenn eine

Umgebung U von x, ein R > 0 und eine Umgebung W ⊂ Sn−1 existieren, so dass für alle

K ∈ ◆ eine Konstante CK > 0 und ein j ∈ ◆ existiert, für alle y ∈ U und für alle A1 ∈
Ko (W,V,R)

|Wπ(0,Bj)ψu (y, A1Aj) | ≤ CK ||A1||K

gilt.

Lemma 3.25

Sei M < Gln (❘) ein Matrixgruppe, die die Voraussetzungen 3.15 erfüllt. Seien (Vj)j∈◆ und

(Uj)j∈◆ zwei Folgen von Umgebungen, so dass Uj ⊂ Vj und Uj+1 ⊂ Uj sowie Vj+1 ⊂ Vj gilt.

Gilt die schwache Kegel-Approximationseigenschaft der dualen Wirkung vonM für (Vj)j∈setN
an einem ξ ∈ O ∩ Sn−1, dann gilt die schwache Kegel-Approximationseigenschaft der dualen

Wirkung von M auch für (Uj)j∈◆ an ξ.

Beweis. Sei W ⊂ Sn−1 eine Umgebung von ξ und sei R > 0. Dann gilt

Ko (W,Vj, R) ⊃ Ko (W,Uj, R) . (9)
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Abbildung 9: Wirkung der Skalierung in x-Achsen Richtung auf den Träger V . Der Träger

wird, je kleiner der Skalierungsparameter ist, immer länger und immer weiter

hinausgeschoben.

Wenn Uj 6= ∅ gilt, folgt m−TVj ∪ C (W,R) ⊃ m−TUj ∪ C (W,R) und daraus folgt obige

Gleichung.

Des Weiteren gilt

Ki (W,Uj, R) ⊃ Ki (W,Vj, R) (10)

da m−TUj ⊂ m−tVj ∈ C (W,R) wegen Uj ⊂ Vj gilt.

Erfüllt nun die duale Wirkung der Gruppe M mit der Familie (Vj)j∈◆ die schwache Kegel-

Approximationseigenschaft an ξ, dann gilt für geeignetes W ′ ⊂ Sn−1 und R′ > 0, mit (9) und

(10)

Ko (W
′, Un, R

′) ⊂ Ko (W
′, Vn, R

′) ⊂ Ki (W,Vn, R) ⊂ Ki (W,Un, R) .

3.3.1 Beispiele zur Wirkung des G1-Systems

Um eine Vorstellung für die Wirkung des G1-Systems zu entwickeln, werden in den folgenden

Bildern beispielhaft unterschiedliche Fälle der Wirkung des Systems im ❘̂2 betrachtet.

In Abbildung (9) wird als erstes die Skalierung mit der Matrix

(
s−1
1 0
0 1

)

betrachtet. Es ist deutlich zu sehen, dass der Träger in die x-Achsen Richtung länger wird.

Analoges Verhalten ist bei der Skalierung mit

(
1 0
0 s−1

2

)

zu beobachten. Dies ist in Abbildung 10 dargestellt. Werden diese beiden Skalierungen ge-

meinsam betrachtet, ergibt sich ein Verhalten, wie in Abbildung 11 skizziert. Dabei wird hier

s1 klein, wohingegen s2 groß wird. Der Träger wird lang und schmal. Dieses Verhalten, ge-

koppelt mit der Rotation, ist in Abbildung 12 dargestellt. Es fallen die schmalen und langen

Träger auf. Diese zeigen in jede Richtung. Dies kann ein Hinweis auf eine Charakterisierung

von beliebigen Singularitäten sein.
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Abbildung 10: Wirkung der Skalierung mit

(
1 0
0 s−1

2

)
. Der Träger wird auch hier immer

schmaler und immer weiter hinausgeschoben.

43



3.3 AB-Systeme und die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

y
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Abbildung 11: Wirkung der Skalierung in x und y-Achsenrichtung. Der Träger wird immer

weiter vom Ursprung herausgeschoben und zusätzlich schmiegt er sich an die

x-Achse an.

3.3.2 Das G1-System erfüllt die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

In [21] wird gezeigt, dass die SIM (2) nur die schwache Kegel-Approximationseigenschaft

erfüllt. An dieser Stelle wird die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft desG1-Systems

mit entsprechender Erweiterung nachgewiesen. Diese Erweiterung simuliert die Waveletfami-

lie. Im Folgenden meint also A ∈M , dass A ∈ SO2 ×Ds liegt. Zeige: Das G1-System erfüllt

die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft.

Die Winkel werden immer modulo 2π angegeben. Die isotrope Skalierung wirkt bei einem

Punkt in Polarkoordinaten auf den Radius durch Multiplikation.

Dazu bezeichne

Zα = {(r, β) |r > 0, 2π − α < β < α}

.

Zur Trägerwahl: Wähle für die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft die Folgen Aj =

I2 und Bj =

(
1 0
0 1

j

)
und den Träger

U =

{(
x

y

)
∈ (1, 2)×❘|y

x
∈ (−1, 1)

}
.

Damit gilt Bj+1U ⊂ BjU für j ∈ ◆. In Polarkoordinaten kann die anisotrope Skalierung

nicht durch eine Matrixmultiplikation realisiert werden. Daher wird im Folgenden der an die

Folge (Wj = BjU)j∈◆ angelehnte Träger

Vj =
{
(r, α) ∈ Z 7

j
|1 < r < 3

}

gewählt. Beide Mengen sind in Abbildung 14 dargestellt.

Zeige: Wj ⊂ Vj .

Beweis. Dazu sei (x, y)T ∈ Wj . Nun folgt die Umrechnung in Polarkoordinaten. Es ist r =√
x2 + y2. Es gilt x ∈ (1, 2) und −x

j
< y < x

j
. Damit gilt

√
1 + y2 < r <

√
4 + y2,

und − 2

j
< y <

2

j
(11)
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Abbildung 12: Wirkung der Drehung mit einer Drehmatrix und der Skalierung mit einer Ma-

trix, die anisotrop skaliert. Es ist zu sehen, dass der skalierte Träger nun um den

Ursprung gedreht wird. Dabei wird jeweils um π
4

weiter rotiert. Die Skalierun-

gen entsprechen denen aus Abbildung 11.
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x

y

S1

2β

Wβ

2β′

Wβ′

Abbildung 13: Skizze zur Wahl der Kegel aus dem Beweis zur gemischten Kegel-Approxima-

tionseigenschaft.
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Abbildung 14: Skizze der Träger Vn und Wn.
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3.3 AB-Systeme und die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

⇒ 1 < r < 2

√
j2 + 1

j
. (12)

Für j ∈◆>1 ist limj→∞

√
j2+1

j
= 1 und 0 <

√
j2+1

j
< 3

2
. Somit folgt mit (12) die Abschätzung

1 < r < 3.

Es bleibt der Winkel zu betrachten. Dafür gilt y = r sin (α). Eingesetzt in (11) folgt mit 1 <
r < 3

−2

j
< r sin (α) <

2

j

→ −2

j
< sin (α) <

6

j

⇒ arcsin

(
−2

j

)
< α < arcsin

(
6

j

)
.

Da die Arcussinusfunktion punktsymmetrisch und streng monoton steigend ist, genügt es,

α < arcsin

(
6

j

)
<

7

j

zu zeigen. Dies ist für genügend große j ∈◆ erfüllt, da limj→∞ j arcsin
(

6
j

)
= 6.

Es kann auf Grund von Lemma (1.6) die schwache Kegel-Approximationseigenschaft für Vj
gezeigt werden.

Sei α, β ∈ [0, 2π), β′ + 7
j
< 1

2
β, R > 0 und j ∈ N. Weiter seien

Vj =
{
(r, α) ∈ Z 7

j
|1 < r < 3

}
,

Wβ = S1 ∩ Zβ.
Wβ′ = S1 ∩ Zβ′ und

2R′ > R. (13)

Im Folgenden bezeichnet Aα,s1 die Matrix, die den Träger isotrop mit s1 ∈ ❘>0 skaliert und

um den Winkel α rotiert.

Sei Aα,s1 ∈ Ko (Wβ′ , Vj, R
′). Dann gibt es ein ξd = (r, ω) ∈ Vj , so dass
(
s−1
1 r, α + ω

)
= A−T

α,s1
ξd ∈ C (Wβ′ , R′) .

Es gilt für ξd, da es in Vj liegt 1 < r < 3 und −7
j
< ω < 7

j
. Damit folgt

−2β′ < α + ω < 2β′ ⇒ −2β′ − 7

j
< α < 2β′ +

7

j
(14)

und s−1
1 r > R′ ⇒ s−1

1 >
1

3
R′. (15)

Sei nun ξ̃ = (r̃, γ) ∈ Vj beliebig mit −7
j
< γ < 7

j
und 1 < r̃ < 3. Es ist A−T

α,s1
ξ̃ =(

s−1
1 r̃, γ + α

)
. Für A−T

α,s1
ξ̃ folgt mit (14), (13) und (15)

s−1
1 r̃ >

1

2
R′r̃ ≥ 1

2
R′ > R und

−β < −2

(
β′ +

7

j

)
< −7

j
+ α < γ + α <

7

j
+ α < 2

(
β′ +

7

j

)
< β.

Also liegt ξ̃ ∈ C (Wβ, R) und damit ist Ko (Wβ′ , Vn, R
′) ⊂ Ki (Wβ, Vn, R).
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3.3 AB-Systeme und die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

3.3.3 Das G1-System ist V -mikrolokal zulässig

Hier wird der Argumentation von [21] für die Gruppe Ds ⋉❘2 gefolgt. Betrachte

||A−1|| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
s−1
1

s−1
2

)(
cos (α) sin (α)
− sin (α) cos (α)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

=
1

mini=1,2 (si)
.

Wenn das System die V0 Kegel-Approximationseigenschaft hat, dann genügt es, die mikrolo-

kale Zulässigkeit für A ∈ Ki (W,V,R) zu zeigen. Außerdem genügt es, die Eigenschaft für

ein beliebiges ξ zu zeigen, da die Gruppe, wie zum Beispiel in [21], Lemma 6.1 gezeigt wird,

nur einen offenen Orbit hat.

Wähle nun:

W =

{
ξ ∈ S1|i = 1, 2 :

1

2
<

√
2ξi < 2

}
⊂ (0,∞)2

V =

{
ξ ∈❘1|i = 1, 2 :

1

2
< |ξ| < 2 und

ξ

|ξ| ∈ W

}
⊂ (0,∞)2

v0 =
1√
2

(
1
1

)
∈ V

(
da |v0| = 1 und

1

2
< 1 < 2, also v0 ∈ W

)
und

R > 0.

Also gilt

A−Tv0 ⊂ A−TV ⊂ C (W,R) ⊂ (0,∞)2 .

So sind die Diagonaleinträge von A für dieses Ki (V,W,R) positiv. Weiter ist A−T v0
|A−T v0|

∈ W , da

A ∈ Ki (W,V,R). Daraus folgt

A−Tv0

|A−Tv0|
∈ W

⇒ 1

2
<

√
2

1

|A−Tv0|
s−1
i < 2 für i = 1, 2

⇒
√
2

2|A−Tv0|
< si <

2
√
2

|A−Tv0|
für i = 1, 2.

Dementsprechend gilt für die Einträge in A:

max
i=1,2

si <
2
√
2

|A−Tv0|

min
i=1,2

si >

√
2

2|A−Tv0|
.

Dies führt zu

maxi=1,2 si

mini=1,2 si
< 4.
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3.3 AB-Systeme und die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

Nun gilt für alle A ∈ Ki (W,V,R):

||A−1|| = 1

mini=1,2 si
<

4

maxi=1,2 si
= 4||A||−1.

Damit ist das G1-System mikrolokal zulässig. Gemeinsam mit der gemischten Kegel-Approx-

imationseigenschaft erfüllt das G1-System mit entsprechender Erweiterung die Voraussetzun-

gen von Satz 3.24 und somit können Singularitäten im Sinne von temperierten Distributionen

durch die induzierte Integraltransformation beschrieben werden.

3.3.4 Beispiele zur Wirkung von G2

In den Beispielen in [20] wird gezeigt, dass die diagonale Gruppe nur die schwache Kegel-

Approximationseigenschaft erfüllt. Im Folgenden wird gezeigt, dass dagegen die gemisch-

te Kegel-Approximationseigenschaft nicht erfüllt wird. Dazu geben die Abbildungen 15 - 19

einen Überblick über die Wirkung der Struktur. In Abbildung 15 wird ein Träger V um den

Ursprung durch eine Drehmatrix gedreht. Wird nun die Matrix

(
s−1
1 0
0 1

)

vorgeschaltet, werden die gedrehten Träger in Richtung der x-Achse skaliert. Analoge Wir-

kung hat die Skalierung in Richtung der y-Achse. Dies zeigt Abbildung 17. Die Abbildung

18 zeigt Drehungen kombiniert mit unterschiedlichen Skalierungspärchen. Es scheint nicht

möglich zu sein, den Träger in eine beliebige Nicht-Achsen-Richtung lang und schmal werden

zu lassen. Dies legt den Verdacht nahe, dass die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft

nicht gezeigt werden kann.

3.3.5 G2 erfüllt die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft nicht

Satz 3.26

Seien a, b ∈ ❘+ ×❘+, ε > 0, Wε =
{
ξ ∈ S1|1− ε <

∣∣∣ ξ2ξ1
∣∣∣ < 1 + ε

}
und As1s2 ∈ Ds1s2 . Es

liegen A−1
s1s2

a und A−1
s1s2

b in C (Wε), genau dann wenn

∣∣∣a1b2
a2b1

∣∣∣ < 1 + ε

1− ε
<

(
1 + ε

1− ε

)2 ∣∣∣a1b2
a2b1

∣∣∣ (16)

gilt.

Beweis: Es gilt A−1
s1s2

a ∈ C (Wε), genau dann, wenn

1− ε <
∣∣∣a2s

−1
2

a1s
−1
1

∣∣∣ < 1 + ε

⇔ (1− ε)
∣∣∣a1
a2

∣∣∣ <
∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < (1 + ε)
∣∣∣a1
a2

∣∣∣

⇔(1− ε)

(1 + ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣ < 1

(1 + ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ <
∣∣∣a1
a2

∣∣∣ (17)

⇔
∣∣∣a1
a2

∣∣∣ < 1

(1− ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < (1 + ε)

(1− ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣ (18)
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Abbildung 15: Wirkung der Drehung durch eine Drehmatrix auf einen Träger. Die Drehung

um den Ursprung ist deutlich zu sehen. Es wird jeweils um π
4

weitergedreht.
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x-3 -2 -1 0 1 2
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-2

-1

0
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V

Abbildung 16: Wirkung einer Drehmatrix und der Skalierung in Richtung der x-Achse. Es ist

zu sehen, dass der Träger immer weiter nach außen geschoben und entspre-

chend skaliert wird. Dabei wird jeweils um π
4

weiter rotiert und s1 = 7 betrach-

tet.
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y
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Abbildung 17: Wirkung der Drehmatrix und der Skalierung in y-Achsenrichtung. Es ist zu

sehen, dass der Träger durch die Skalierung immer weiter in Richtung der x-

Achse geschoben wird. Dabei wird jeweils um π
4

weiter rotiert und s2 = 20
betrachtet.
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Abbildung 18: Wirkung der Drehungsmatrix und der Skalierung durch die Diagonalmatrix mit

den Einträgen s1 und s2. Dabei wird jeweils um π
4

weitergedreht und die Ska-

lierungspärchen
(
1
7
, 20
)
,
(
7, 1

7

)
,
(
1
5
, 1
5

)
,(5, 5) betrachtet.

52



3.3 AB-Systeme und die gemischte Kegel-Approximationseigenschaft
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Abbildung 19: Zoom in den Ursprung von Abbildung 18.

gilt. Ebenso gilt A−1
s1s2

b ∈ C (Wε), genau dann, wenn

(1− ε)

(1 + ε)

∣∣∣b1
b2

∣∣∣ < 1

(1 + ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ <
∣∣∣b1
b2

∣∣∣ (19)

⇔
∣∣∣b1
b2

∣∣∣ < 1

(1− ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < (1 + ε)

(1− ε)

∣∣∣b1
b2

∣∣∣ (20)

gilt. Wird nun die erste Ungleichung von (17) mit der letzten Ungleichung von (19) verknüpft,

folgt

(1− ε)

(1 + ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣ < 1

(1 + ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ <
∣∣∣b1
b2

∣∣∣.

Die linke Ungleichung von (20) zusammen mit der rechten Ungleichung von (18) ergibt

∣∣∣b1
b2

∣∣∣ < 1

(1− ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < (1 + ε)

(1− ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣.

Werden diese beiden Ungleichungsketten zusammengesetzt, folgt

(1− ε)

(1 + ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣ < 1

(1 + ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ <
∣∣∣b1
b2

∣∣∣ < 1

(1− ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < (1 + ε)

(1− ε)

∣∣∣a1
a2

∣∣∣. (21)

Daraus folgt

∣∣∣a1b2
a2b1

∣∣∣ < 1 + ε

1− ε
<

(
1 + ε

1− ε

)2 ∣∣∣a1b2
a2b1

∣∣∣.
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Dies ist gleichbedeutend mit (16), also dem ersten Teil der Aussage.

Für die Rückrichtung wird die Ungleichungskette (21) betrachtet. Es gibt ein Pärchen s1, s2,

so dass die Punkte a und b in Wε liegen. Damit folgt aus den mittleren Ungleichungen

∣∣∣b1
b2

∣∣∣ < 1

(1− ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ < 1 + ε

1− ε

∣∣∣b1
b2

∣∣∣.

Weiter ergeben die erste und letzte Ungleichung aus (21)

1− ε

1 + ε

∣∣∣a1
a2

∣∣∣ < 1

(1 + ε)

∣∣∣s1
s2

∣∣∣ <
∣∣∣a1
a2

∣∣∣.

Die Wahl von s1 und s2 hängt von den Punkten a und b ab. Für b1
b2
< a1

a2
wähle

s1

s2
=

1

2

(
(1− ε) a1

a2
+

(1 + ε) b1
b2

)
.

Für den anderen Fall b1
b2
> a1

a2
wähle zum Beispiel

s1

s2
=

1

2

(
(1− ε) b1

b2
+

(1 + ε) a1
a2

)
.

Satz 3.27

Sei

Vδ,κ = conv

{
(1− κ)

((
1
1

)
±
(

δ

−δ

))
, (1 + κ)

((
1
1

)
±
(

δ

−δ

))}
,

0 < α < π
4

und ε < 2δ
1+δ2

für 0 < κ < 1 und δ ∈❘+. Dann gilt

{
As1s2

∣∣∣A−T
s1s2

(RαVδ,κ) ⊂ C (Wε)
}
= ∅.

Damit ist Ki (Wε, RαVδ,κ, R) = ∅ für alle R > 0 und es liegt keine Kegel-Approximations-

eigenschaft vor.

Beweis: Betrachte die Punkte

Aδ,κ = (1− κ)

(
1 + δ

1− δ

)
und Bδ,κ = (1 + κ)

(
1− δ

1 + δ

)

mit RαAδ,κ = (1− κ)

(
cos (α) (1 + δ)− sin (α) (1− δ)
sin (α) (1 + δ) + cos (α) (1− δ)

)

und RαBδ,κ = (1 + κ)

(
cos (α) (1− δ)− sin (α) (1 + δ)
sin (α) (1− δ) + cos (α) (1 + δ)

)
.

Diese Punkte sollten nun beide zugleich in C (Wε) liegen. Dann muss nach Satz 3.26 gelten:
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x
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S1

Wε Aδ,κ

Bδ,κ
Vδ,κ
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y

S1
RαAδ,κ

RαBδ,κ

h−1

s1s2
RαVδ,κ

Abbildung 20: Skizze des Trägers Vδ aus Satz 3.27 und seinen rotierten und skalierten Versio-

nen.

(1− κ) (1 + κ) (cos (α) (1 + δ)− sin (α) (1− δ))

(1− κ) (1 + κ) (sin (α) (1 + δ) + cos (α) (1− δ))
×

(sin (α) (1− δ) + cos (α) (1 + δ))

(cos (α) (1− δ)− sin (α) (1 + δ))
<

1 + ε

1− ε
. (22)

Die Punkte RαAδ und RαBδ können nur im ersten Quadranten liegen. Ansonsten ist es mit

positiver Skalierung nicht möglich, den Kegel zu erreichen. Daher können die Beträge ver-

nachlässigt werden.

Das Ausmultiplizieren der Gleichung (22) führt zu dem Widerspruch

cos2 (α) (1 + δ)2 − sin2 (α) (1− δ)2

cos2 (α) (1− δ)2 − sin2 (α) (1 + δ)2
<

1 + ε

1− ε

⇔ (1 + δ)1 − (1− δ)1 < ε
(
cos2 (α)

(
(1 + δ)2 + (1− δ)2

)

− sin2 (α)
(
(1− δ)2 + (1 + δ)2

))

⇔ 2δ

1 + δ2
1

cos2 (α)− sin2 (α)
< ε.

Bemerkung 3.28

Es wurde in diesem Kapitel gezeigt, dass das G2-System keine Kegel-Approximationseigen-

schaft erfüllt. Dabei ist nicht klar ob diese Eigenschaft notwendig für die Beschreibung von

Singularitäten von temperierten Distributionen ist. Jedoch legen die praktischen Ergebnisse

und die Intuition nahe, dass es sich um eine notwendige Bedingung handelt.
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4 Roulettransformation

In diesem Kapitel wird eine neue Transformation vorgestellt. Diese ist an die zweidimen-

sionale Wavelettransformation und Shearlettransformation angelehnt. Damit sind die Trans-

formationen Vorbilder, die aus semidirekten Produkten einer abgeschlossenen Untergruppe

M < Gln (❘) der invertierbaren n × n Matrizen mit der additiven Gruppe ❘n hervorgehen.

Wenn eine Funktion ψ ∈ L2 (❘
n) die Zulässigkeitsbedingung, siehe Satz 2.49, erfüllt, dann

ist die durch die Gruppe induzierte Integraltransformation, definiert durch

(Tψf) (A, b) =
1√

| det (A)|

∫

❘n

f (x)ψ (A−1 (x− b))dx,

ein Isomorphismus zwischen L2 (❘
n) und L2 (M ⋉❘n) mit den entsprechenden Haarmaßen,

siehe 2.1.

Es stehen bei der Konstruktion der neuen Transformation zwei unterschiedliche affine Syste-

me zur Auswahl. Diese sind in Kapitel 3.1.2 vorgestellt. Es ist wird in Kapitel 3.3.3 gezeigt,

dass dieses System zu einer Integraltransformation führt, die Singularitäten von Distributionen

detektieren kann. Dagegen kann über die Transformation, gebildet wie in 3.3.5, keine Aussage

über die Lokalisierung Singularitäten allgemeiner Distributionen getroffen werden.

Die hier vorgestellte Transformation arbeitet, wie in Kapitel 3 beschrieben, mit einem System

aus Rotationen und anisotroper Skalierung. Der Vorteil der Rotationen gegenüber den Scherun-

gen ist die gleichbleibende Größe des Bildes. Die Erweiterung der SIM (2) durch Hinzufügen

einer anisotropen Skalierung ermöglicht die Beschreibung von Singularitäten. Dies wird in

Satz 3.3.1 gezeigt. Daraus geht aber die konkrete Abklingrate an den Singularitäten unter-

schiedlichen Typs nicht hervor. Die konkreten Abklingraten der Transformation für Punkt-

sowie Liniensingularitäten werden in Satz 4.16 und 4.17 angegeben. Das Kapitel startet mit

Eigenschaften der neuen Transformation.

4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Wie in Kapitel 3.1.2 begründet, werden bei der hier eingeführten Transformation die beiden

abgeschlossenen Untergruppen

Gα =

{
Rα =

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)
: α ∈ [0, 2π)

}
und

Gs =

{
As =

(
s1 0
0 s2

)
: s1, s2 ∈❘>0

}

der Gl2 (❘) betrachtet. Es wird die Struktur G1 zu Grunde gelegt. Also arbeitet die Transfor-

mation mit der Wirkung der Matrizen

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)(
s1 0
0 s2

)
.

Dabei ist die betrachtete Gruppe die SIM (2) mit anisotroper Erweiterung.

Bemerkung 4.1

Das linke Haarmaß auf SIM (2) ist durch dµSIM(2) (s1Rα) = |s1|−2ds1 dα db1 db2 gegeben.
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4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Die Berechnung der Zulässigkeit findet sich in Abschnitt 2.4.1. Da die multiplikative Ver-

knüpfung der beiden Gruppen Gs und Gα keine Gruppe bildet, wird mit der maximalen Grup-

penstruktur, der SIM (2), gearbeitet. Damit erklärt sich die Zulässigkeitsbedingung.

Definition 4.2 (Roulet)

Eine Funktion ψ ∈ L2 (❘
2) heißt Roulet, wenn

∫

❘̂2

|ψ̂ (ξ1, ξ2) |2
ξ21 + ξ22

dξ1dξ2 <∞.

Es sind die Funktionen, die für die SIM (2) zulässig sind.

Definition 4.3 (Roulettransformation)

Sei ψ ∈ L2 (❘
2) ein Roulet, f ∈ L2 (❘

2) und s ∈ ❘2
>0, α ∈ [0, 2π) und b ∈ ❘2. Die

Roulettransformation ist definiert durch

Rψf (α, s, b) = 〈f, πq (α, s, b)ψ〉L2(❘)2

mit

πq (α, s, b)ψ (x) = ψα,s,b (x) = |s1s2|−
1
2ψ
(
A−1
s R−1

α (x− b)
)
.

Der Vektor s beschreibt die (an)isotrope Skalierung, der Winkel α die Drehung und der Vektor

b die Verschiebung des Roulets ψ der Roulettransformation. Die Wirkung von unterschiedli-

chen Skalierungen ist schematisch in Abbildung 21 dargestellt.

Satz 4.4 (Fouriertransformation eines Roulets)

Die Fouriertransformation eines Roulet ψα,s,b ∈ L2 (❘
2) ist gegeben durch

ψ̂α,s,b (x) = |s1s2|
1
2 e−2πibT ξψ̂

(
AsR

T
αξ
)
.

Beweis:

ψ̂α,s,b (ξ) =

∫

❘2

ψα,s,b (x) e
−2πiξT xdx = |s1s2|−

1
2

∫

❘2

ψ
(
A−1
s R−1

α (x− b)
)
e−2πiξT xdx

= |s1s2|−
1
2 e−2πibT ξ 1

| det (A−1
s ) | ψ̂

(
AsR

T
αξ
)

= |s1s2|
1
2 e−2πibT ξψ̂

(
AsR

T
αξ
)
.
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4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)
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Abbildung 21: Wirkung der Skalierungsmatrix der Roulettransformation auf einen Träger in

❘̂
2. Der Ausgangsträger ist der blaue Träger, der auf der Diagonalen liegt.
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4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Bemerkung 4.5 (Invertierbarkeit der Roulettransformation)

Für ein festes s2 ist die Roulettransformation eine Isometrie zwischen L2 (❘
2) und dem Raum

L2 (SIM (2)⋉❘2) mit entsprechenden Haarmaßen. So erklärt sich auch die Zulässigkeits-

bedingung an das Roulet. Dieses muss in diesem Fall nur bezüglich der Gruppe SIM (2)
zulässig sein. Damit bleibt die Transformation invertierbar.

Für unterschiedliche s2’s handelt es sich folglich um unterschiedliche Transformationen. Diese

werden separat rücktransformiert.

Definition 4.6 (Tensorprodukt)

Seien V und W zwei Vektorräume und ψ1 : V → ❘ und ψ2 : W → ❘ zwei Funktionen. Das

Tensorprodukt ist eine Abbildung f : V ×W →❘, so dass

f (x1, x2) = ψ1 (x1)ψ2 (x2)

gilt.

Satz 4.7 (Zulässige Roulets)

Seien ψ1, ψ2 ∈ L2 (❘) eindimensionale, zulässige Wavelets der eindimensionalen affinen

Gruppe. Dann ist das Tensorprodukt

ψ (x1, x2) = ψ1 (x1)ψ2 (x2)

ein zulässiges Roulet.

Beweis: Da ψ1, ψ2 zulässige eindimensionale Wavelets sind, erfüllen sie

0 <

∫

❘

|ψi (ξ1) |2
|ξi|

dξi <∞.

Zeige ψ ∈ L2 (❘
2):

‖ψ (x1, x2)‖2 =
√∫

❘

∫

❘

|ψ (x1, x2) |2dx1dx2

=

√∫

❘

|ψ1 (x1) |2dx
√∫

❘

|ψ2 (x2) |2dx2 <∞.

Zeige ψ ist zulässig:

Cψ =

∫

❘

∫

❘

|ψ̂ (ξ1, ξ2) |2
ξ21 + ξ22

dξ1dξ2 =

∫

❘

∫

❘

|ψ̂1 (ξ1) |2|ψ̂2 (ξ2) |2
ξ21 + ξ22

dξ1dξ2

≤
∫

❘

|ψ̂1 (ξ1) |2
|ξ1|

dξ1

∫

❘

|ψ̂2 (ξ2) |2
|ξ2|

dξ2 <∞. (23)

Dabei wird in (23) die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel verwendet:

|a||b| =
√
a2b2 ≤ a2

2
+
b2

2
≤ a2 + b2.
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4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Zeige ψ ist mittelwertfrei:

∫

❘2

ψ (t) dt =

∫

❘

∫

❘

ψ1 (t1)ψ2 (t2) dt1dt2 = 0.

Damit steht der Roulettransformation das gesamte Reportoire an Tensorprodukten von eindi-

mensionalen zulässigen Wavelets zur Verfügung.

Es wird im Weiteren auch ein spezielles Tensorprodukt, bekannt von der Shearlettransforma-

tion (siehe zum Beispiel [33, 46]), betrachtet. Dazu wird die Frequenzebene in zwei Kegel

unterteilt. Für | ξ1
ξ2
| ≤ 1 wird

ψ̂ (ξ1, ξ2) = ψ1 (ξ2)ψ2

(
ξ1

ξ2

)
(24)

betrachtet. Für | ξ2
ξ1
| ≤ 1 wird

ψ̂ (ξ1, ξ2) = ψ1 (ξ1)ψ2

(
ξ2

ξ1

)
(25)

betrachtet. Aussagen über die Zulässigkeit trifft der nächste Satz.

Satz 4.8 (Zulässigkeit der in (24) definierten Roulets)

Seien ψ1, ψ2 ∈ L2 (❘) zulässige eindimensionale Wavelets, dann ist

ψ (ξ1, ξ2) = ψ1 (ξ2)ψ2

(
ξ1

ξ2

)

ein zulässiges Roulet.

Beweis: Einsetzen und entsprechende Substitution der Zulässigkeitsbedingung führt zu

0 ≤
∫

❘̂2

∣∣∣ψ̂ (ξ1, ξ2)
∣∣∣
2

|ξ21 + ξ22 |
dξ1 dξ2 =

∫

❘̂2

∣∣∣ψ̂1 (ξ2) ψ̂2

(
ξ1
ξ2

) ∣∣∣
2

|ξ21 + ξ22 |
dξ1 dξ2

=

∫

❘̂2

|ψ̂1 (ξ2) |2|ψ̂2 (t) |2
|ξ2| (t2 + 1)

dξ2 dt

≤
∫

❘̂2

|ψ̂1 (ξ2) |2
|ξ2|

dξ2

∫

❘̂2

|ψ̂2 (t) |2
|t| dt.

Da Funktionen ψ1 und ψ2 zulässige Wavelets sind, ist
∫
❘̂

|ψ̂i(ξ)|
2

|ξ|
dξ < ∞ für i = 1, 2. Damit

ist ψ ein zulässiges Roulet.

Allgemeiner zeigt folgender Satz, dass es zu jedem Träger Roulets gibt.

60



4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Satz 4.9 (Zulässige bandbeschränkte Funktionen, [20] Lemma II.1)

Sei für eine Matrixgruppe M der Orbit O der einzige, offene Orbit der dualen Wirkung von

M , sei ξ ⊂ O und seien die Stabilisierer der Gruppe kompakt. Dann gibt es für jede offene

Menge ∅ 6= V ⊂ O eine Schwartzfunktion ψ mit ess supp
(
ψ̂
)
⋐ V , die zulässig ist.

Satz 4.10 (Träger der Roulets im Frequenzbereich in Abhängigkeit von α, s und b)

Sei ψ1α,s,0 ∈ L2 (❘
2) ein Roulet mit T ⊃ ess suppξ∈❘̂2 ψ̂ (ξ) und ψ2α,s,0 ∈ L2 (❘

2) ein Roulet

mit Z ⊃ ess suppx∈❘2 ψ (x). Dann gilt

ess supp
ξ∈❘̂2

ψ̂1α,s,0 (ξ) ⊂ RαA
−1
s T und

ess supp
x∈❘2

ψ2α,s,0 (x) ⊂ RαAsZ. (26)

Es folgt die Anwendung von zwei Sätzen aus [36] und [46] auf Roulets. Diese werden zur

Bestimmung der Abklingrate der Singularitäten im nächsten Kapitel benötigt. Es handelt sich

um Aussagen zum Abklingverhalten und zur Lokalisierung der Roulets. Diese sollen in Zeit-

und Freuquenzbereich gut lokalisiert sein. Es ist ψ (x) ∈ C∞
c , wenn ψ unendlich oft stetig

differenzierbar ist und kompakten Träger besitzt.

Satz 4.11 (Funktionen und Abklingverhalten, [46] (Lemma 2.3))

Sei ψ ∈ L2 (❘
n), so dass ψ̂ ∈ C∞

c (T ) gilt. Dabei ist T = ess supp ψ̂ ⊂ ❘̂n. Dann gibt es für

jedes k ∈◆ eine Konstante Ck > 0, so dass

|ψ (x) | ≤ Ck
(
1 + ||x||22

)−k

gilt.

Satz 4.12 (Über Funktionen mit kompaktem essentiellem Träger, [36])

Sei ψ ∈ L2 (❘
n), so dass ψ̂ ∈ C∞

c (T ). Dabei ist T = ess supp ψ̂ ⊂ ❘̂n. Dann gibt es für

jedes k ∈◆ eine Konstante Ck > 0, so dass für jedes x ∈❘n

|πq (m, b)ψ (x) | ≤ Ck| detm|− 1
2

(
1 + ||m−1 (x− t) ||22

)−k

gilt. Dabei ist m ∈ Gln (❘) und damit invertierbar und t ∈❘n.

Satz 4.13 (Abklingverhalten von Roulets)

Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.11 gilt für zulässige Roulets, dass diese für

||x||2 → ∞ im Zeitbereich schnell abklingen. Es gilt für jedes k ∈◆

ψa,α,b (x) = O
(
||x||−k2

)
für ||x||2 → ∞.
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4.1 Roulets (rotational anisotropic wavelet transform)

Satz 4.14 (Übertragung von Satz 4.12 auf Roulets)

Sei ψ ∈ L2 (❘
2) ein zulässiges Roulet mit ψ̂ ∈ C∞

c (T ). Dann gibt es für jedes k ∈ ◆ eine

Konstante Ck, so dass für jedes x ∈❘2

|ψs,α,b (x) | ≤ Ck| detRαAs|−
1
2

(
1 + ||A−1

s R−1
α (x− b) ||22

)−k

= Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + (x1 − b1)

2 (
s−1
1 cos2 (α) + s−2

2 sin2 (α)
)

+ (x2 − b2)
2 (
s−2
1 sin2 (α) + s−2

2 cos2 (α)
))−k

gilt.

Beweis. Die Voraussetzungen, um den Satz (4.12) anzuwenden, sind gegeben. Daher gilt:

|ψs,α,b (x) | ≤ Ck| detRαAs|−
1
2

(
1 +

∣∣∣
∣∣∣
(
A−1
s R−1

α (x− b)
) ∣∣∣
∣∣∣
2

2

)−k

= Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + s−2

1

(
cos2 (α) (x1 − b1)

2 + sin (α) (x2 − b2)
2

−2 cos (α) sin (α) (x1 − b1) (x2 − b2))

+ s−2
2

(
sin2 (α) (x1 − b1)

2 + cos2 (α) (x2 − b2)
2

+2 cos (α) sin (α) (x1 − b1) (x2 − b2)))
−k

= Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + s−2

1

(
cos2 (α) (x1 − b1)

2 + sin (α) (x2 − b2)
2))

+ s−2
2

(
sin2 (α) (x1 − b1)

2 + cos2 (α) (x2 − b2)
2))−k

= Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + (x1 − b1)

2 (
s−1
1 cos2 (α) + s−2

2 sin2 (α)
)

+ (x2 − b2)
2 (
s−2
1 sin2 (α) + s−2

2 cos2 (α)
))−k

.

Nun können mit diesen Sätzen Aussagen über das Abklingverhalten der Koeffizienten der

Transformation an Punkt- und Liniensingularitäten getroffen werden.
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4.2 Abklingverhalten an Punkt- und Liniensingularitäten

4.2 Abklingverhalten an Punkt- und Liniensingularitäten

In diesem Abschnitt werden die genauen Abklingraten der Roulettransformation angegeben.

Die Definitionen zu regulären Punkten und der Wellenfront-Menge mit Beispielen finden sich

in 3.2.1. Im Folgenden wird das Roulet ψ immer im Schwartzraum liegen. Somit ist die Rou-

lettransformation für temperierte Distribution wohldefiniert.

Definition 4.15 (Schnell abklingende Funktionen, [46])

Sei d eine Distribution auf❘2, Rψd (α, s, b) die Roulettransformation zu dieser Distribution d

mit dem Roulet ψ ∈ S (❘2). Die Roulettransformation Rψd (α, s, b) heißt schnell abklingend

an einem Punkt b ∈❘2 für s1s2 → 0 für ein α ∈ [0, 2π) , wenn

Rψd (α, s, b) = O
(
(s1s2)

k
)
, für s1s2 → 0

für jedes k ≥ 0 gilt. Wenn es Konstanten 0 < β ≤ γ ≤ ∞ und k, j ∈❘ gibt, so dass

βsk1s
j
2 ≤ Rψd (α, s, b) ≤ γsk1s

j
2

gilt, dann wird Rψd (α, s, b) ∼ sk1s
j
2 geschrieben.

4.2.1 Die Roulettransformation und Punktsingularitäten

Als Erstes wird das Abklingverhalten der Roulettransformation an Punktsingularitäten cha-

rakterisiert. Gemäß Beispiel 3.14,1) ist bekannt, welche Punkte der Delta-Distribution in der

Wellenfront-Menge liegen. Es ist zu zeigen, dass die Roulettransformation der Punktsingula-

rität genau an der Singularität nicht schnell abklingt.

Satz 4.16 (Verhalten der Roulettransformation an Punktsingularitäten)

Sei δ0 (x) die Punktsingularität an der Stelle p =

(
0
0

)
und ψ ∈ S (❘2) ein zulässiges Roulet

mit ψ (p) 6= 0. Dann gilt für α ∈ [0, 2π)

Rψδ (α, s, p) ∼ (|s1s2|)−
1
2 , für s1s2 → 0.

Überall sonst gilt 〈δ0, ψα,s,t〉 = ψα,s,t (p) = O
(
(|s1s2|)2k−

1
2

)
für s1s2 → 0. Dabei hängt die

Konstante von b und α ab.

Beweis. Es gilt

〈δ0, ψα,s,b〉 = ψα,s,b (p) = (|s1s2|)−
1
2 ψ (p) ∼ (|s1s2|)−

1
2 für s1s2 → 0.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Nun zum zweiten Fall.

Es ist b 6= p. Nun wird das Verhalten von 〈δ0, ψα,s,b〉 = ψα,s,b (p) betrachtet. Mit Ck ∈ ❘ und

Satz 4.14 gilt
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4.2 Abklingverhalten an Punkt- und Liniensingularitäten

ψα,s,b (x) ≤ Ck (|s1s2|)−
1
2
(
1 + (x1 − b1)

2 (
s−2
1 cos2 (α) + s−2

2 sin2 (α)
)

+(x2 − b2)
2 (
s−2
1 sin2 (α) + s−2

2 cos2 (α)
))−k

.

Sei nun b1 6= 0 und b2 = 0. Dies führt zu

ψα,s,b (p) ≤ Ck (|s1s2|)−
1
2
(
1 + b21

(
s−2
1 cos2 (α) + s−2

2 sin2 (α)
))−k

.

Es gilt |ψα,s,b (0) | = O
(
(|s1s2|)2k−

1
2

)
.

Sei nun b1 = 0 und b2 6= 0. Dies führt dann zu

ψα,s,b (0) ≤ Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + b22

(
s−2
1 sin2 (α) + s−2

2 cos2 (α)
))−k

.

Damit gilt |ψα,s,b (0) | = O
(
(|s1s2|)2k−

1
2

)
.

Für b1 6= 0 6= b2 folgt

ψα,s,b (p) ≤ Ck|s1s2|−
1
2

(
1 + b21

(
s−2
1 cos2 (α) + s−2

2 sin2 (α)
)

+b22
(
s−2
1 sin2 (α) + s−2

2 cos2 (α)
))−k

.

Für diesen Fall gilt |ψα,s,b (0) | = O
(
(|s1s2|)2k−

1
2

)
.

4.2.2 Die Roulettransformation und Liniensingularitäten

Als nächstes wird eine lineare Deltadistribution δx2=p+qx1 (x1, x2) betrachtet. Sie nimmt, an-

schaulich gesprochen, überall den Wert Null an, außer auf der Menge

{(x1, x2) |x2 = p+ qx1} .
Es gilt

〈δx2=p+qx1 , f〉 =
∫

❘

f (x1, p+ qx1) dx2

und

δ̂x2=p+qx1 (ξ) = e−2πipξ1δξ1+qξ2=0 (ξ) .

Im Folgenden wird der affine Anteil der Deltadistribution vernachlässigt. Es folgen Aussagen

über die Abklingrate der Roulettransformation dieser Funktion. Dafür wird in einem ersten

Schritt die Distribution v (x) = δx2=qx1 (x) betrachtet. Es gilt damit v̂ (ξ) = δξ1+qξ2=0 (ξ).
Für die Fouriertransformation eines Roulets gilt

ψ̂α,s,b (ξ) = |s1s2|
1
2 e−2πibT ξψ̂

(
AsR

T
αξ
)

= |s1s2|
1
2 e−2πibT ξψ̂

(
s1 cos (α) ξ1 − s1 sin (α) ξ2
s2 sin (α) ξ1 + s2 cos (α) ξ2

)
. (27)
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Satz 4.17 (Verhalten der Roulettransformation an v (x) = δx2=qx1 (x))

Sei v (x) = δx2=qx1 (x) und s2 = sν1 für ein 0 < ν < 1. Dann gilt für b2 = qb1 und α =
arccot (−q)

Rψδ (s, α, b) ∼ |s1|−
1
2
+ ν

2 , für s1 → 0.

Überall sonst klingt Rψδ (s, α, b) schnell ab für s1 → 0. Dabei hängt die Konstante von b und

α ab.

Beweis: Mit der Fouriertransformation, Gleichung (27) und der Voraussetzung, dass es sich

bei dem Roulet um ein Tensorprodukt von zwei Wavelets handelt, ergibt sich:

〈ψα,s,b, v〉 = 〈ψ̂s,α,b, v̂〉 = 〈ψ̂s,α,b, δξ1=−qξ2〉

=

∫

❘̂

ψ̂s,α,b (−qξ2, ξ2) dξ2

= |s1s2|
1
2

∫

❘̂

e−2πi(−qb1ξ2+b2ξ2)ψ̂

(
s1ξ2 (−q cos (α) + sin (α))
s2ξ2 (q sin (α) + cos (α))

)
dξ1. (28)

Es werden nun Roulets , wie in (25) gebildet, betrachtet. Der Fall zu (24) läuft analog.

Das Einsetzen dieses Zusammenhangs in Formel (28) ergibt

|s1s2|
1
2

∫

❘̂

e−2πiξ2(b2−qb1)ψ̂1 (s1ξ2 (−q cos (α) + sin (α)))

ψ̂2

(
s2

s1

ξ2q sin (α) + ξ2 cos (α)

−qξ2 cos (α) + ξ2 sin (α)

)
dξ2

= |s1s2|
1
2

∫

❘̂

e−2πiξ2(b2−qb1)ψ̂1 (s1ξ2 (−q cos (α) + sin (α)))

ψ̂2

(
s2 (q sin (α) + cos (α))

s1 (sin (α)− q cos (α))

)
dξ2.

Mit der Substitution von t = s1ξ2 (−q cos (α) + sin (α)), also dt
s1(−q cos(α)+sin(α))

= dξ2 folgt

|s1s2|
1
2

1

s1 (−q cos (α) + sin (α))
ψ̂2

(
s2

s1

q sin (α) + cos (α)

−q cos (α) + sin (α)

)

∫

❘̂

e
−2πi t

s1(−q cos(α)+sin(α))
(b2−qb1)ψ̂1 (t) dt

= |s2|
1
2 |s1|−

1
2

1

−q cos (α) + sin (α)
ψ̂2

(
s2

s1

q sin (α) + cos (α)

−q cos (α) + sin (α)

)

ψ1

(
b2 − qb1

s1 (−q cos (α) + sin (α))

)
.

(29)

Dabei ist, da der Fall (25) betrachtet wird, s1 (−q cos (α) + sin (α)) 6= 0.
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4.2 Abklingverhalten an Punkt- und Liniensingularitäten

Sei b2 = qb1 und q = − cos(α)
sin(α)

. Dann ergibt sich mit s1 → 0 und s2 = sν1 für das Verhalten von

(29)

|s1|−
1
2
+ ν

2
1

sin (α)− cos2(α)
sin(α)

ψ̂2 (0)ψ1 (0) .

Dieser Ausdruck liegt inO
(
|s1|−

1
2
+ ν

2

)
, da die Funktionen ψ1 und ψ2 im Nullpunkt stetig sind.

Dies folgt mit Satz 4.13.

Sei nun b2 = qb1 und q 6= − cos(α)
sin(α)

. Dann ergibt sich mit s1 → 0 und s2 = sν1 für das Verhalten

von (29)

|s1|−
1
2
+ ν

2
1

sin (α)− q cos (α)
ψ̂2

(
s−1+
1 ν

q sin (α) + cos (α)

sin (α)− q cos (α)

)
ψ1 (0) . (30)

Da ψ̂2 ∈ S (❘) liegt, gilt

∣∣∣ψ̂2

(
s−1+ν
1

q sin (α) + cos (α)

sin (α)− q cos (α)

) ∣∣∣ ≤ Ck
(
1 + s−1+ν

1

)−k
.

Daraus folgt, dass (30) in O
(
|s1|k(1−ν)

)
liegt.

In allen anderen Fällen folgt für (29)

|s1|−
1
2
+ ν

2
1

sin (α)− q cos (α)
ψ̂2

(
s−1+ν
1

q sin (α) + cos (α)

sin (α)− q cos (α)

)
ψ1

(
b2 − b1q

s1 (sin (α)− q cos (α))

)
.

(31)

Da die beiden Funktionen ψ1 und ψ2 im Schwartzraum liegen, liegt der Ausdruck (31) in

O (|s1|)k(2−ν).

Bemerkung 4.18

Der Satz 4.17 fordert für das Abklingverhalten lediglich, dass s1 schneller abklingt als s2. In

Teil 5.4.2 werden verschiedene Winkel α betrachtet. In Teil 6 wird mit ν = 1
2

gerechnet.
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4.3 Roulets im Vergleich zu Wavelets und Shearlets

4.3 Roulets im Vergleich zu Wavelets und Shearlets

In [2] wird die Similitude Gruppe ❘2 ⋊ (SO (2)×❘+) als die natürliche Erweiterung der

eindimensionalen Wavelettransformation in zwei Dimensionen eingeführt. Dies ist nahelie-

gend, da es sich um zwei durch Drehungen erweiterte Kopien der eindimensionalen affinen

Gruppe handelt. Die Similitude Gruppe wird in Abschnitt 2.4.1 mit entsprechender Zulässig-

keitsbedingung vorgestellt. Sie bildet die Grundlage für die betrachtete Struktur der Roulets.

In [33] wird in Beispiel 8 für eine konkrete Liniendistribution gezeigt, dass es nicht möglich ist,

anhand des Abklingverhaltens dieser Integraltransformation die Wellenfront-Menge zu charak-

terisieren. Für allgemeine temperierte Distributionen wird dies in [21], Beispiel 6.1, nachge-

wiesen.

Ein wesentlicher Unterschied zu der Roulettransformation liegt folglich in der Fähigkeit, unter-

schiedliche Singularitäten durch das Abklingverhalten der jeweiligen Transformation zu detek-

tieren. Die Roulettransformation ist dazu mit nur einem Roulet in der Lage, wie in 3.3.1 gezeigt

wird. Dagegen kann die Wavelettransformation diese Charakterisierung nur mit entsprechend

gewählten zulässigen Funktionen durchführen.

Es wird nun die Shearlet-Gruppe, eingeführt in Abschnitt 2.4.2, mit c = 1
2
, mit der Roulettrans-

formation verglichen.

Dabei liegt der erste Unterschied darin, dass die Shearlet-Gruppe die Shearlettransformation

durch die quasireguläre Darstellung induziert. Im Unterscheid zu den Roulets muss hier keine

Struktur betrachtet werden.

Die Shearlettransformation löst die Wellenfront-Menge nach [21] oder [46] mit einer zulässi-

gen Funktion auf. Dies gelingt ebenso der Roulettransformation. In den Aussagen sind diese

Transformationen vergleichbar.

Unterschiede sind jedoch bei der Betrachtung der Implementierung der beiden Transforma-

tionen festzustellen. Bei der Shearlettransformation wird durch die zunehmende Scherung der

Träger der zulässigen Funktion immer schmaler und länger. Dies kann in der Implementierung

zu Problemen führen. Im Gegensatz dazu wird bei der Roulettransformation der Träger des

Roulets passend gedreht. Damit ist die Implementierung robuster als die der Shearlettransfor-

mation.
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5 Roulettransformation und ihre Implementierung

5 Roulettransformation und ihre Implementierung

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Roulettransformation, wie alle anderen waveletar-

tigen Integraltransformationen auch, als Faltung zweier Funktionen dargestellt werden kann.

Damit kann die Roulettransformation mit Hilfe der FFT (Fast Fourier Transform) schnell be-

rechnet werden. Es werden zweidimensionale zulässige Roulets vorgestellt und Möglichkeiten

der Rücktransformation beschrieben. In diesem Zusammenhang wird auch das Problem der

sinnvollen Skalen- und Rotationswahl betrachtet.

5.1 Implementierung der Roulettransformation

Im Folgenden sei f : ❘2 → ❘ ein Signal im L2 (❘
2). Die Roulettransformation kann als

Faltung zwischen Signal und Roulet dargestellt werden. Dazu sei, wie in 4.3 definiert,

ψs,α,b (x) = |s1s2|−
1
2ψ
(
A−1
s R−1

α (x− b)
)

mit der Fouriertransformation aus 4.4

ψ̂s,α,b (ξ) = |s1s2|
1
2 e−2πibT ξψ̂

(
AsR

T
αξ
)
.

Nun kann die Roulettransformation umgeschrieben werden in

Rψf (s, α, b) =

∫

❘2

f (x)ψs,α,b (x)dx

= |s1s2|−
1
2

∫

❘2

f (x)ψ (A−1
s R−1

α (x− b))dx

= |s1s2|−
1
2

∫

❘2

f (x)ψs,α,0 (x− b)dx

=
(
f ∗ ψs,α,0

)
(b) .

Es handelt sich damit um eine Faltung der beiden Funktionen. Mit Hilfe der Fouriertransfor-

mation und ihrer Eigenschaft 2.31 folgt

(Rψf (s, α, ·))∧ (ξ) =
((
f ∗ ψs,α,0

)
(· )
)
(ξ)

= f̂ (ξ) ψ̂s,α,0 (ξ)

= |s1s2|
1
2 f̂ (ξ) ψ̂

(
AsR

T
αξ
)
.

Damit kann die Roulettransformation schnell und effektiv implementiert werden.
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5.2 Zulässige Roulets

0

Abbildung 22: Träger des analytischen Wavelets in ❘̂ für große s

0

Abbildung 23: Träger des analytischen Wavelets in ❘̂ für kleine s

5.2 Zulässige Roulets

Nun werden einige bekannte, zulässige Funktionen vorgestellt. In 4.7 wird bewiesen, dass Ten-

sorprodukte von zwei zulässigen eindimensionalen Wavelets zulässige Roulets beschreiben.

Im Folgenden werden die bekanntesten eindimensionalen zulässigen Wavelets und die daraus

gebildeten Roulets vorgestellt.

Bei der Betrachtung von Tensorproduktroulets, gebildet aus dem Tensorprodukt von zwei ein-

dimensional zulässigen Wavelets, fällt auf, dass der Träger der Roulets im Frequenzbereich aus

mehreren Rechtecken, die die Null nicht enthalten, besteht. Die Anzahl der Rechtecke hängt

von der Wahl der Wavelets für das Tensorprodukt ab. Je nach dem, ob es sich um analytische,

reelle oder andere Wavelets handelt, unterscheidet sich die Anzahl der Träger. Es folgt ein an-

schauliches Beispiel zu den Trägern eines Tensorproduktroulets. Dabei ist ψ1 ein analytisches

Wavelet, zum Beispiel das Morlet-Wavelet, mit Träger T1 im Frequenzbereich. Das Wavelet

ψ2 ist ein reelles Wavelet, wie zum Beispiel das Mexican-Hat-Wavelet mit Träger T2 im Fre-

quenzbereich. Für den Träger T1 des analytischen Wavelets gilt T1 ⊂ ❘>0. Für den Träger T2
des reellen Wavelets gilt T2 = T2,1 ∪ −T2,1, wobei T2,1 ⊂ ❘>0 ist. Dies ist in Abbildung 22 -

25 zu erkennen. Die Träger im Frequenzbereich von Tensorproduktroulets sind schematisch in

Abbildung 26 dargestellt. Allgemeiner gibt der folgende Satz den Zusammenhang allgemeiner

wieder.

Satz 5.1 (Abdeckung der Frequenzebene durch die Roulets)

Seien ψ2, ψ1 ∈ L2 (❘) zulässige eindimensionale Wavelets mit

ess supp
ξ∈❘̂

ψ̂1 (ξ) ⊂ [a, b] ∪ [−a,−b]

und

ess supp
ξ∈❘̂

ψ̂2 (ξ) ⊂ [c, d] ∪ [−c,−d]

für a, b, c, d ∈ ❘. Dann ist die Funktion ψ (x) = ψ1 (x1)ψ2 (x2) ein zulässiges Roulet. Die

Träger für Ds mit s ∈ ❘2 der Funktionen ψ̂ (Asξ) = ψ (s1ξ1)ψ2 (s2ξ2) überdecken den ❘̂2.

0

Abbildung 24: Träger des reellen Wavelets in ❘̂ für große s
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5.2 Zulässige Roulets

0

Abbildung 25: Träger des reellen Wavelets in ❘̂ für kleine s

Die Drehungen des skalierten ξ’s durch die Matrix Rα sorgen für eine Mehrfachüberdeckung

der Ebene.

Beweis: Für den skalierten Träger der Funktion ψ1 gilt mit (26)

ess supp
ξ∈❘̂

ψ̂1 (s1ξ) ⊂
[
a

s1
,
b

s1

]
∪
[
− a

s1
,− b

s1

]
.

Für den skalierten Träger von ψ2 gilt entsprechend

ess supp
ξ∈❘̂

ψ̂2 (s2ξ) ⊂
[
c

s2
,
d

s2

]
∪
[
− c

s2
,− d

s2

]
.

Somit gilt für das Rouletψ:

ess supp
ξ∈❘̂2

ψ̂ (ξ) ⊂ ([a, b] ∪ [−a,−b])× ([c, d] ∪ [−c,−d]) und

ess supp
ξ∈❘̂2

Ψ̂ (Asξ) ⊂
([

a

s1
,
b

s1

]
∪
[
− a

s1
,− b

s1

])
×
([

c

s2
,
d

s2

]
∪
[
− c

s2
,− d

s2

])
.

Für jeden Punkt der Ebene kann eine Skalierung gefunden werden, so dass der essentielle

Träger des skalierten Wavelets diesen Punkt enthält.

Bemerkung 5.2

Durch die Rotationen führt dies in der Roulettransformation zu einer erheblichen Mehrfach-

überdeckung der Ebene. Diese Transformation bildet damit eine sehr redundante Darstellung.

Dies hat keinen Einfluss auf die Roulettransformation. Bei der Implementierung ist die ange-

sprochene Mehrfachüberdeckung hilfreich, da dies die Möglichkeit gibt, numerische Fehler zu

minimieren.

Für Tensorproduktroulets, gebildet nach Formel (24), gilt Satz 5.1 genauso. Die Skalierungs-

matrix wirkt ohne Unterschied. Die Einschränkung an den Träger von ψ2 hat keinen Einfluss

auf die Ebenenüberdeckung.

5.2.1 Zulässige Funktionen der eindimensionalen affinen Gruppe

In Anwendungen der eindimensionalen Wavelettransformation werden hauptsächlich drei Wa-

velets verwendet. Dazu zählen das Morlet-Wavelet, das Mexican-Hat-Wavelet und das Haar-

Wavelet. Das Morlet- und auch das Mexican-Hat-Wavelet haben einen zusätzlichen Waveletpa-

rameter. Die Wirkung dieses Parameters sowie die Wirkung der Skalierung der Wavelets wird

in den folgenden Abbildungen vorgestellt. Der Parameter des Wavelets ist entscheidend für die
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5.2 Zulässige Roulets

1

s2

1

s1

Abbildung 26: Träger eines Tensorproduktroulets, gebildet aus zwei zulässigen eindimensio-

nalen Wavelets der affinen Gruppe, im Frequenzbereich aufgetragen. Dieses

wird aus einem reellen und einem analytischen eindimensionalen Wavelet ge-

bildet. Die Träger der beiden eindimensionalen Wavelets sind auf den entspre-

chenden Achsen aufgetragen. Die unterschiedlichen Farben entsprechen unter-

schiedlichen Skalierungen der Wavelets. Die Träger des Roulets sind für die un-

terschiedlichen Skalierungen in den unterschiedlichen Farben schraffiert. Aus

den Trägern kann abgelesen werden, dass sich die Träger der Roulets für kleine
1
si
, i = 1, 2 an den entsprechenden Achsen entlang weit vom Ursprung entfer-

nen und immer länger und schmaler werden. Für große 1
si
, i = 1, 2 wandern sie

immer näher an den Ursprung und werden immer schmaler und enger.
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5.2 Zulässige Roulets
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(d) σ = 9

Abbildung 27: Das Morlet-Wavelet mit unterschiedlichem σ-Werten, wobei s = 1 in allen

Fällen gewählt wurde. Dabei ist die stärkere Oszillation deutlich zu erkennen.

Eigenschaften des Wavelets. Dazu gehört zum Beispiel die Abklinggeschwindigkeit, die Os-

zillationshäufigkeit und die Lokalisierung im Frequenzbereich. Die Skalierung der Wavelet-

oder Roulettransformation staucht und streckt das entsprechende Wavelet mit festem Wavelet

Parameter. Die Skalierung ändert nicht die zu Grunde liegende Gestalt des zulässigen Roulets.

Morlet-Wavelet Dieses Wavelet ist zum Beispiel in [2, 8, 16, 44] zu finden. Das Morlet-

Wavelet ist im Zeitbereich durch

ψσ (x) = π− 1
4

(
e−iσx − e−

σ2

2

)
e−

x2

2

definiert. Im Frequenzbereich gilt damit:

ψ̂σ (ξ) = π− 1
4

(
e−

(ξ−σ)2

2 − e−
ξ2

2 e−
σ2

2

)
.

Bei diesem Wavelet handelt sich um ein komplexwertiges Wavelet, gebildet aus einer komple-

xen Exponentialfunktion, multipliziert mit einer schnell abklingenden Funktion. Daher hat es

eine gute Zeit- und Frequenzlokalisierung.

Der Parameter σ des Wavelets verändert die Anzahl an Schwingungen. Es gilt: Je größer σ ist,

desto stärker oszilliert das Wavelet. Der Zusammenhang ist in der Abbildung 27 zu sehen.
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5.2 Zulässige Roulets
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Abbildung 28: Das Morlet-Wavelet mit unterschiedlichem σ-Werten im Frequenzbereich, wo-

bei s = 1 in allen Fällen gewählt wurde. Es ist zu sehen, das sich das Maximum

der Funktionen immer weiter verschiebt.
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5.2 Zulässige Roulets
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Abbildung 29: Das Mexican-Hat-Wavelet mit unterschiedlichem σ-Werten, wobei s = 1 in

allen Fällen gewählt wurde.

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4

Im

Re

(a) σ = 1

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4

Im

Re

(b) σ = 3

Abbildung 30: Das Mexican-Hat-Wavelet mit unterschiedlichem σ-Werten im Frequenzbe-

reich, wobei s = 1 in allen Fällen gewählt wurde.

Mexican-Hat-Wavelet Diese Klasse von Wavelets ergibt sich aus den Ableitungen von

Gauß-Funktionen. Die Gauß-Funktion klingt sehr schnell zu Null ab. Diese Eigenschaft ist im

Hinblick auf gute Zeit- und Frequenzlokalisierung erstrebenswert und wird an die Ableitungen,

also die verschiedenen Mexical Hat Wavelets, weitergegeben. Die Definition findet sich in

Beispiel 2.33. Das Wavelet ist in Abbildung 29 dargestellt. Dabei verändert der Parameter σ

bei diesem Wavelet die Abklinggeschwindigkeit. Je größer σ ist, desto langsamer klingt das

Wavelet ab.

Haar-Wavelet Das Haar-Wavelet ist, unter den hier vorgestellten, das einzige Wavelet mit

kompaktem Träger im Zeitbereich, gezeichnet in Abbildung 31. Damit hat es einen unbe-

schränkten Träger im Frequenzbereich. Dies ist für die kontinuierliche Wavelettransformation

nicht sinnvoll, da damit die Lokalisierung im Frequenzbereich so schlecht wie bei keinem an-

deren Wavelet ist. Es findet Anwendungen in der diskreten Wavelettransformation.
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Abbildung 31: Das Haar-Wavelet im Zeit- und Frequenzbereich.

5.2.2 Tensorproduktroulets

In den folgenden Abbildungen sind unterschiedliche Tensorproduktwavelets und ein Aus-

schnitt von einer Roulettransformation dargestellt.

• Abbildung 33: Zwei Tensorproduktwavelets aus eindimensionalen Morlet-Wavelets. Da-

bei handelt es sich um ein isotrop skaliertes Tensorproduktwavelet.

• Abbildung 34: Das Tensorproduktwavelet zweier Mexican-Hat-Wavelets. Auch hier ist

ein Tensorproduktwavelet isotrop skaliert.

• Abbildung 35: Es ist die Roulettransformation von einem Bild mit einem Rechteck be-

rechnet worden. Hier wird das Ergebnis für ein festes Skalenpaar und einen festen Rota-

tionswinkel gezeigt. Dabei ist der Absolutbetrag der Werte farblich codiert.

• Abbildung 32: Hier ist die Roulettransformation mit zwei unterschiedlichen p’s, also

s2 = s
p
1, berechnet worden. Es wurde p1 = 1

1000
und p2 = 999

1000
gewählt. Dabei ist zu

erkennen, dass in beiden Fällen die Kanten des Vierecks deutlich gefunden werden.

Es liegt nahe, bei der Roulettransformation auch an radiale Funktionen als zulässige Roulets

zu denken. Leider ist es hier nicht möglich, Aussagen über die gesamte Klasse von Funktionen

zu treffen. Dies liegt an dem, im Allgemeinen, nicht zu bestimmenden Integral der Fourier-

transformation von radialen Basisfunktionen. Dies wird zum Beispiel in [55] gezeigt.

5.2.3 Rouletrücktransformation

Nachdem zulässige Funktionen bekannt sind, wird in dem folgenden Abschnitt die Rücktrans-

formation aus 7 noch einmal aufgeführt und im Hinblick der Implementierung betrachtet. Die

inverse Roulettransformation ist für ein festes s2 gegeben durch

f (·) =
∫ 2π

0

∫

❘

∫

❘2

Wψf (RαDs1,s1D1,s2 , b) (πq (RαDs1,s1D1,s2 , b)ψ) (·)
1

s41
db ds1 dα.

Dabei ist cψ die Konstante der Zulässigkeitsbedingung aus 2.36.
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(a) p1 = 1

1000
(b) p2 = 999

1000

Abbildung 32: Roulettransformation mit unterschiedlichen p’s.
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(c) σ1 = σ2 = 5, Fouriertransformation

Abbildung 33: Morlet-Tensorprodukt-Roulet mit σ = 5 in beide Richtungen.
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Abbildung 34: Beispiel zum Tensorprodukt aus zwei eindimensionalen Mexican-Hat-

Wavelets. Da es sich bei dem Mexican-Hat-Wavelet um ein reelles Wavelet

handelt, ist nur der Realteil dargestellt.

(a) Roulettransformation mit Morlet-Wavelet (b) Roulettransformation mit Mexican-Hat-Wavelet

Abbildung 35: Ausschnitt aus einer Roulettransformation mit festem Skalierungspaar und fes-

tem Rotationswinkel. Dabei wird links das Morlet-Wavelet gewählt, rechts hin-

gegen das Mexican Hat-Wavelet. Da der Träger des Mexican-Hat-Wavelets sehr

groß ist, muss mit sehr kleinen Skalen gearbeitet werden. Dies macht dieses

Wavelet für die Implementierung der Roulettransformation sehr instabil.
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5.3 Vorstellung der in matlab implementierten Software

Für unterschiedliche Werte von s2 können die zurückgewonnenen Signale f über alle s2 ge-

mittelt werden. So werden numerische Fehler minimiert. Insgesamt ist die Rücktransformation

sehr anfällig für die Skalenanzahl in s1 und α. Wenn die Skalen oder die Drehwinkel ’unge-

schickt’ gewählt werden, gehen viele Informationen verloren. Manche Roulets haben eine Ei-

genschaft, die es unmöglich macht, polynomiale Anteile des Signals zu rekonstruieren. Dies

ist verständlich, da es sich bei der Isomorphie um eine Isomorphie auf dem Raum L2 handelt.

Dieser enthält keine Polynome.

Definition 5.3 (verschwindende Momente)

Eine Funktion f ∈ L2 (❘) hat l verschwindende Momente, wenn

∫

❘n

tkf (t) = 0, für: k = 0, . , l − 1

gilt.

Im Tensorproduktfall ψ = ψ1ψ2 wird die Anzahl der verschwindenden Momente der Wavelets

ψ2 und ψ2 betrachtet. Angenommen diese Wavelets haben l1 und l2 verschwindende Momente,

dann hat ψ = max {l1, l2} verschwindende Momente. Diese Polynome liegen im Kern der

Transformation und gehen bei Hin- und nachfolgender Rücktransformation verloren.

In Abbildung 36 ist ersichtlich, dass der lineare Anteil verloren geht und nur die Kanten erhal-

ten bleiben.

(a) Originalbild (b) Rücktransformation

Abbildung 36: Das Originalbild und die Rücktransformation einer Roulettransformation mit

dem Morlet-Wavelet (σ = 5 und s1 = [−163.4171 − 60.6476 − 22.5076 −
8.3531 − 3.1000 3.1000 8.3531 22.5076 60.6476 163.4171] und s2 =
[6.2000 15.1874 37.2027 91.1308 223.2321]).

5.3 Vorstellung der in matlab implementierten Software

Software mit GUI Die oben eingeführte Roulettransformation wird in Matlab implemen-

tiert. Die Abbildungen 37 - 40 zeigen die erstellte matlab GUI (GUI = general user interface).
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

Abbildung 37: Die GUI der Roulettransformation. Die Transformation ist mit einem

Tensorprodukt-Morlet-Wavelet berechnet worden. Die Transformation lokali-

siert die Singularitäten des Bildes in eine Richtung.

Es kann mit dem Browse Button das zu transformierende Bild ausgewählt werden. Dieses wird

in dem Fenster mit der Überschrift “Originalbild” auf der rechten Seite angezeigt. Links, in

dem großen Fenster, ist die Roulettransformation für die aktuelle Konfiguration aller Parameter

angezeigt. Dabei wird der Absolutbetrag der einzelnen Koeffizienten aufgetragen. Die entspre-

chenden Variablen können mit den unterschiedlichen Schiebern variabel eingestellt werden. In

dem unteren linken Bild wird das zu den ausgewählten Parametern passende Roulet dargestellt.

Rechts davon lassen sich die Waveletparameter einstellen.

Bei der Interpretation der Bilder ist darauf zu achten, dass es sich nur um einen Teil der Trans-

formation handelt. Um alle Singularitäten finden zu können, müssen alle Drehungen und Ska-

lierungen betrachtet werden. Dies ist in der GUI nicht betrachtet worden, da die Rechenzeit zu

lang wird, um eine ruckelfreie Bewegung der Schieber zu garantieren.

5.4 Beispiele zur Kantendetektion

In diesem Abschnitt werden Beispiele zur Kantenerkennung vorgestellt. Anhand dieser wird

die Wirkung der Transformation deutlich und die theoretischen Aussagen können in der Praxis

trotz Diskretisierung des kontinuierlichen Models genutzt werden.

Als erstes werden alle Bilder mit Zeropadding fortgesetzt, bevor die eigentliche Transformati-

on berechnet wird. Dies lässt mehr Freiheiten in der Wahl der Skalierungen und der Drehwinkel

zu, da der Träger des Roulets ohne Zeropadding sehr schnell, gerade durch Rotationen, außer-

halb des Bildes liegen kann. Das führt zu linienförmigen Artefakten, die in jeder Skalierung zu

sehen sind und über die ganze Transformation verlaufen.

Die eigentliche Transformation wird mit einem Tensorprodukt-Morlet-Wavelet mit Waveletpa-

rameter σ = 5 berechnet. Für die Skalierungswahl wird s2 =
√
s1 gewählt. Bei der Darstellung

der transformierten Bilder werden unterschiedliche Anzahlen an Skalierungen und Rotations-
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

Abbildung 38: Die GUI der Roulettransformation. Hier wird im Gegensatz zu Abbildung (37)

das Roulet um 50◦ gedreht. Die Transformation sieht andere Singularitäten des

Bildes.

Abbildung 39: Die GUI der Roulettransformation. Hier wird als Tensorproduktroulet das Me-

xican Hat Wavelet gewählt. Auch dieses Wavelet lokalisiert die Singularitäten

in eine Richtung.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

Abbildung 40: Die GUI der Roulettransformation. Hier ist das Roulet um gute 100◦ weiter

gedreht worden. Somit werden andere Singularitäten gefunden.

winkeln verglichen. Dabei wird immer der Absolutbetrag der Koeffizienten aufgetragen und

ein für jede Transformation angepasstes Thresholding berechnet.

Werden unterschiedlich viele Rotationen betrachtet, dann kann es vorkommen, dass die Lini-

ensingularitäten durch die Mittelung über alle Transformationen weniger deutlich zu erkennen

sind als die Punktsingularitäten. Dies ist auch durch die Sätze 4.16 und 4.17 zu erklären. Die

Punktsingularitäten werden von allen Parametervarianten erkannt, wohingegen die Liniensin-

gularitäten nur von einer Transformation erkannt werden. Dieser Effekt wird durch die Mit-

telungen abgeschwächt. In den hier dargestellten Transformationen wurde die Farbcodierung

entsprechend angepasst.

Zu jedem Bild wird weiterhin ein Bild gezeigt, in dem die Koeffizienten, die für unterschied-

liche Richtungen gefunden werden, abhängig von der Richtung farbcodiert sind. Damit wird

die Abhängigkeit der gefundenen Kanten von dem Rotationswinkel sichtbar.

Zu Beginn werden einfache geometrische Bilder, wie ein Kreis oder ein Viereck, betrachtet.

Später werden auch komplexere Bilder herangezogen.

5.4.1 Geometrische Bilder

In Abbildung 42 und 41 werden unterschiedliche Transformationen des Kreises 42(a) gezeigt.

Dabei ist in Abbildung 42 (b) - (e) deutlich zu erkennen, dass mit unterschiedlichem Rota-

tionswinkel unterschiedliche Richtungen der Singularität gefunden werden. In Abbildung 41

sind diese unterschiedlichen Richtungen farbcodiert. Damit ist genau zu sehen, wo die Kante

in ähnliche Richtungen verläuft. Werden genug dieser Rotationswinkel betrachtet, kann die

ganze Singularität beschrieben werden. Dies ist in 42 (f) dargestellt.

In der Abbildung 43 wird ein Viereck betrachtet. In den Abbildungen 43(b), (c) und (d) werden

drei verschiedene Rotationen berechnet. Es wird hier erneut deutlich, dass die Roulettransfor-

mation abhängig von ihrem Rotationsparameter unterschiedliche Richtungen erkennt. Dieses
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

Abbildung 41: In diesen beiden Bildern sind die unterschiedlichen Richtungen farbcodiert.

Deutlich ist zu erkennen, dass jede Richtung von einer anderen Transforma-

tion erkannt wird. Dabei wurden im rechten Bild weniger Rotationen betrachtet

als im linken Bild.

Verhalten passt zu den Ergebnissen in Kapitel 3.3.3. In 43(e) sind 10 Rotationen zusammen

dargestellt. Es werden natürlich auch die Kanten in horizontale und vertikale Richtung gefun-

den. Dies ist in Abbildung 44(a) mit farbcodierten Richtungen dargestellt. In Abbildung 43(f)

wird ein nicht ausgefülltes Viereck transformiert. Die Transformationen unterscheiden sich

erst deutlich, wenn ein Ausschnitt betrachtet wird. Dort ist zu sehen, dass beide Kanten der

Singularität gefunden werden. Dabei ist es wichtig, dass die Skalen klein genug sind, damit

der Träger des Wavelets nicht zu breit wird und die unterschiedlichen Kanten nicht mehr zu

erkennen sind.

In Abbildung 45 ist ein Fünfeck transformiert worden. Auch hier ist deutlich die Abhängigkeit

von der jeweilig gewählten Richtung zu sehen. Auch werden alle Richtungen erkannt. In Ab-

bildung 44 (b) sind wieder die Richtungen farbcodiert. Dabei weisen Kanten in ähnliche Rich-

tungen ähnliche Farben auf. Die rote und gelbe Kante zeigen in ähnliche Richtungen. Selbes

gilt auch für die blaue und violette Kante. Die grün-gelbe Kante ist deutlich andersfarbig. Die

Punkte entstehen, da die Kante nicht genau parallel zu dem Pixelverlauf liegt. Dadurch findet

die Transformation an den Stellen mit Pixelsprung Punktsingularitäten. Diese treten deutlich

hervor.

5.4.2 Komplexere Bilder

Nun wird die Roulettransformation für unterschiedliche Bilder mit Kanten in viele verschiede-

ne Richtungen berechnet. In der Abbildung 46 sind unterschiedliche Roulettransformationen

des Bildes 46(a) zu sehen. In 47(b) ist die Roulettransformation für einen Rotationsinkel auf-

getragen. Hier werden Kanten in horizontale Richtung gefunden. Im Bild 46 (c) ist dies durch

die selbe Farbe in diese Richtung zu erkennen. Die Kanten in unterschiedliche Richtungen

sind anders gefärbt und zeigen daher in unterschiedliche Richtungen. Das Bild 46 (d) zeigt die

Summe von 15 Rotationen.

Die Linienstärke des Bildes 46(a) ist, im Vergleich zu den bisher betrachteten Bildern, sehr

viel dicker. In der Roulettransformation des Bildes in 46(b) und (d) ist zu erkennen, dass nun
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 42: Das Bild (a) zeigt das Originalbild. In den Bildern (b) - (f) wird jeweils

mit s2 =
√
s1 gearbeitet. Es ist der Absolutbetrag der Roulettransforma-

tion für festes α aufgetragen. In Bild (b) ist die Transformation mit s1 =
[1.0000 0.8400 0.6800 0.5200 0.3600] berechnet. In den anderen Bildern ist

nur der Skalierungsvektor s1 = [0.5 0.35] berechnet. In allen Bildern wird mit

Zeropadding gearbeitet.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 43: In diesen Bildern wird die Roulettransformation des Vierecks (a) betrachtet. Es

ist deutlich zu erkennen, dass je nach betrachtetem Rotationswinkel entweder

die vertikalen Kanten (d), die horizontalen Kanten (c) oder nur die Ecken (c) ge-

funden werden. In (e) sind die selben Skalierungen und 10 Rotationen summiert

dargestellt. Die Kanten sind deutlich zu erkennen. Ein weiteres Phänomen ist

in (f) zu sehen. Sobald die zu detektierende Kante sehr dick wird, werden beide

Kanten gefunden. Es ist in allen Bildern der Absolutbetrag der Roulettransfor-

mation mit s2 =
√
s1 und den Skalierungen s1 = [0.5 0.4 0.3] dargestellt.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

Abbildung 44: In diesen beiden Bildern sind die unterschiedlichen Richtungen farbcodiert.

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 45: Das Bild (a) zeigt das zu transformierende Bild. In den Bildern (b) und (c) ist

jeweils der Absolutbetrag der Roulettransformation für eine feste Rotation dar-

gestellt. Dabei wurde s2 =
√
s1 gewählt und s1 = [0.5 0.4 0.3] betrachtet. Die

Kanten in unterschiedliche Richtungen sind deutlich zu erkennen. Werden meh-

rere Rotationen berechnet, können alle Kanten gefunden werden. Hier werden

15 Rotationen berechnet. Dies ist in (d) zu sehen.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 46: Die Roulettransformationen des Bildes (a). In (b) sind die Absolutbeträge der

Koeffizienten für einen Rotationswinkel berechnet. Die Summe über 15 Rota-

tionen ist in (d) dargestellt. In (c) sind unterschiedliche Richtungen unterschied-

lich farbcodiert.

beide Kanten der Linie gefunden werden. Dasselbe Verhalten tritt außerdem in Bild 48(b) auf.

Das Bild 47 hat sehr dünne Linien. Daher wird hier nur eine Kante erkannt.

Zusammenfassend bestätigen die Ergebnisse der Implementierung der Roulettransformation

die theoretischen Ergebnisse. Die jeweiligen Singularitäten werden in beliebige Richtungen in

allen Bildern zuverlässig erkannt. Dazu sind eine entsprechend große Anzahl an Rotationen

und passend gewählte Skalierungen notwendig.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 47: Die Roulettransformationen des Bildes (a). In (b) sind die Absolutbeträge der

Koeffizienten für einen Rotationswinkel berechnet. Die Summe über 25 Rota-

tionen ist in (d) dargestellt. In (c) sind unterschiedliche Richtungen unterschied-

lich farbcodiert.
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5.4 Beispiele zur Kantendetektion

(a) (b)

(c)

Abbildung 48: Die Roulettransformationen des Bildes (a). In (b) sind die Absolutbeträge der

Koeffizientensummen für 20 Rotationswinkel aufgetragen. In (c) sind unter-

schiedliche Richtungen unterschiedlich farbcodiert.
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6 Roulets in der Praxis - Rattermarken

6 Roulets in der Praxis - Rattermarken

Im folgenden Kapitel wird die Roulettransformation auf Deflektometriebilder angewendet und

erste Ergebnisse und Erkenntnisse zusammengestellt. Ziel dabei ist es, herauszufinden, ob auf

dem aufgenommenen Teil der Karosserie eines Autos bei der Lackierung ein Fehler auftritt.

Es geht um die Lokalisierung von Einschlüssen im Lack, sowie um das Auffinden von lang-

welligen Rattermarken, Kratzern und das Bewerten von Orangenhaut. Abschließend wird ein

kurzer Überblick über Möglichkeiten und Lösungen gegeben.

6.1 Darstellungsvarianten der Roulettransformation

Die Roulettransformation eines zweidimensionalen Bildes erzeugt ein vierdimensionales Er-

gebnisbild. Das erfordert eine besondere Darstellung. Dabei werden folgende Möglichkeiten

in Anlehnung an [3] geprüft:

1) Einzelbild für jedes Skalenpaar: Es ist genau zu erkennen, bei welcher Skalierung der

Fehler gefunden wird und welche Skalen überflüssig sind. Dabei werden jedoch sehr

viele Bilder erzeugt.

2) Mittelwertbild: Es werden für alle gewünschten Skalen Roulettransformationen berech-

net. Ausgegeben werden nur die Mittelwerte über alle berechneten Skalen, in der Hoff-

nung, dass sich dadurch der sehr große Ergebnisraum auf ein Bild reduzieren lässt. Wenn

ein Fehler in nur wenigen Skalen vorkommt, dann ist es möglich, dass er in diesem Bild

nicht mehr erkannt wird. Auch die Randartefakte überlagern gerade die Fehler am Bild-

rand.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) Mittelwert

(c) Morlet-Wavelet, σ = 4, s = 8 (d) Morlet-Wavelet, σ = 4, s = 39

Abbildung 49: Roulettransformation des linken Ausgangsbildes mit 100 Skalen, wobei der

Mittelwert über alle Skalen in Bild (b) aufgetragen ist. Die Delle am oberen

rechten Rand des Werkstückes ist deutlich als großer Koeffizient im rechten

Bild erkennbar. Bei der Betrachtung der einzelnen Skalen fällt auf, dass in den

kleinen Skalen die relativ große Delle nicht sichtbar ist. Das liegt an der Größe

des Trägers der Roulets bei den verschiedenen Skalen.

6.2 Lokale Artefakte

Im Folgenden wurde immer mit dem Morlet-Wavelet mit einem Waveletparameter σ = 4,

σ = 2 oder dem Mexican-Hat-Wavelet gearbeitet. Diese liefern, aus Erfahrungswerten die

besten Ergebnisse. Die betrachteten Skalen sind linear zwischen 0.2 und 40 gewählt. Die Bilder

hatten eine Größe von 1624× 1234 und waren damit 634KB groß.

Die lokalen Fehler lassen sich mit Hilfe der Roulettransformation meistens gut bestimmen,

wie in Abbildung 49, 50, 51, 52. Vor allem das in beide Richtungen gleich skalierte Morlet-

Wavelet hat sich bei den Testbildern bewährt. Gerade in den kleinen Skalen, also den hohen

Frequenzen, werden die lokalen Einschlüsse in großen Koeffizienten sichtbar. Eindellungen

werden eher in großen Skalen sichtbar. Die Maximumbilder sind nicht immer zielführend.

Gerade durch starke Randartefakte kann es zur Überlagerung kommen und der eigentliche

Fehler ist nicht mehr zu erkennen.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 4, s = 1, Morlet-Wavelet

(c) σ = 4, s = 5, Morlet-Wavelet (d) σ = 2, s = 5, Mexican-Hat-Wavelet

Abbildung 50: Roulettransformation des Ausgangsbildes (a). Der Fehler ist der Kratzer in der

oberen linken Bildecke. In den kleinen Skalierungen des Roulets, also in den

hohen Frequenzen, fällt der Kratzer deutlich auf. Bei größeren Skalierungen

geht dieser Fehler jedoch verloren. Noch deutlicher ist der Kratzer bei der

Transformation mit einem isotrop skalierten Mexican-Hat-Wavelet zu sehen.

Dies liegt an den wenigen Schwingungen des Roulets.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 4, s = 3, Morlet-Wavelet

(c) σ = 4, s = 3, θ = 60, Morlet-Wavelet (d) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9, θ = 40, Mexican-

Hat-Wavelet

Abbildung 51: Roulettransformation des Ausgangsbildes (a). Dabei ist klar zu erkennen, dass

die Rotation einen wesentlichen Einfluss auf das Ergebnis hat. Gerade die Kan-

ten in die Richtung des Roulets treten stark hervor. Nach der Drehung liegen

die Kanten nicht mehr in derselben Richtung, in der das Roulet ausgerichtet ist.

Der Kratzer ist nun besser zu erkennen. Trotzdem wird er immer noch von den

Randartefakten überlagert.

Hierbei treten jedoch vor allem zwei Probleme auf:

1. Randartefakte: Sobald die Fehler nahe am Rand liegen, sieht die Roulettransformation

diese Fehler nicht und diese werden zusätzlich von den großen Koeffizienten des Randes

überdeckt. Eine Lösung wäre, die Kanten des Werkstückes zu erkennen und stetig (und

differenzierbar) mit Hilfe von z. B. Polynomen fortzusetzen. Damit verkleinern sich die

Koeffizienten am Rand, da die unstetigen Stellen nicht mehr auftreten, und die eigentli-

chen Fehler können gefunden werden.

2. Werden viele Skalierungen berechnet, kann es sein, dass der Fehler nur in wenigen Ska-

lierungen gefunden wird. Werden nun die Maxima über alle gerechneten Roulettransfor-

mationen gebildet, kann es sein, dass der Fehler nun verloren geht. Hier müssen noch

mehr Tests für eine Bestimmung der Wahl der entsprechenden Skalen durchgeführt wer-

den.

92



6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 4, s = 8, Morlet-Wavelet

(c) σ = 4, s = 18, Morlet-Wavelet (d) Morlet-Wavelet, Mittelwert

Abbildung 52: CWT des Ausgangsbildes (a) mit unterschiedlichen Roulets. Hier fällt die

Überbewertung der Koeffizienten der in der Roulet-Richtung liegenden Kan-

ten auf. Gerade beim Mittelwertbild ist dies deutlich zu erkennen.
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6.2 Lokale Artefakte

6.2.1 Rattermarken

Bei Rattermarken handelt es sich um längliche Vertiefungen bzw. Rillen in eine Richtung auf

dem Blech. Diese werden vor allem von dem Mexican-Hat-Wavelet mit zwei unterschiedlichen

Skalierungen in beide Richtungen gefunden. Dies ist in Abbildung 53, 55 und 56 dargestellt.

Dieses Wavelet ist, wie anfangs definiert, ein reelles Wavelet. Daher findet es die auftretenden

Änderungen sehr gut. Hierbei ist jedoch wichtig, dass es in eine Richtung langgestreckt wird,

also einen großen Träger hat, und in die andere Richtung einen sehr kleinen Träger, also ge-

staucht ist. Damit entspricht es genau der Form der Rattermarken und sobald Rattermarken auf

dem Blech auftreten, werden sie durch große Koeffizienten in der Transformation sichtbar. Je

stärker die Rattermarken ausgeprägt sind, desto größer sind die Koeffizienten der Transforma-

tion.

Es ist zu berücksichtigen, dass bisher bei allen Testbildern die Rattermarken parallel zur un-

teren Bildkante auftraten. Wenn dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, dann müssen mehrere

Transformationen mit unterschiedlichen Rotationswinkeln gerechnet werden.

(a) Ausgangsbild (b) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9, θ = 40, Mexican-

Hat-Wavelet

Abbildung 53: Roulettransformation mit dem Mexican-Hat-Wavelet des linken Ausgangsbil-

des mit einer kleinen Skala in die y-Achsen-Richtung und einer großen Skala

in x-Achsen-Richtung. Die Rattermarken treten deutlich hervor, da das Roulet

von der Gestalt zu den Rattermarken passt.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9, θ = 40, Mexican-

Hat-Wavelet

Abbildung 54: Roulettransformation mit dem Mexican-Hat-Wavelet des linken Ausgangsbil-

des mit einer kleinen Skala in die y-Achsen-Richtung und einer großen Ska-

la in x-Achsen-Richtung. Die Rattermarken treten noch deutlicher hervor. Der

Zusammenhang zwischen Stärke der Marken und Größe der Koeffizienten ist

gewährleistet.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 4, s = 10, Morlet-Wavelet

(c) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9.θ = 40, Mexican-

Hat-Wavelet

Abbildung 55: Roulettransformation des Ausgangsbildes (a) mit unterschiedlichen Roulets.

Hier ist zu erkennen, dass die Ausrichtung des Roulets einen großen Einfluss

auf das Ergebnis hat. Wenn das Roulet nicht in die Richtung des Kratzers aus-

gerichtet ist, dann ist dieser weniger gut zu erkennen. Gerade bei dem Mexican-

Hat-Wavelet fällt auf, dass es die Rattermarken findet und den Kratzer nicht so

deutlich wie das Morlet-Wavelet.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) Morlet-Wavelet, Mittelwert

(c) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9, Mexican Hat

Wavelet

Abbildung 56: CWT des Ausgangsbildes mit unterschiedlichen Skalen. Es wird deutlich, dass

das Morlet-Wavelet gerade die lokalen Fehler findet, wohingegen das Mexican

Hat Wavelet die langwelligen Veränderungen findet.

6.2.2 Kratzer und Schleifspuren

Um Kratzer auf einem Werkstück zu identifizieren, ist es erforderlich, dass sich der Kratzer

nicht am Rand des Werkstückes befindet. Hier ist es zwingend notwendig, ebenso rotierte

Roulets zu betrachten, um auch die Kratzer zu finden, die nicht in der Richtung des Roulets

liegen, wie Abbildung 57 und 58 zeigen.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) σ = 2, s1 = 1, s2 = 9, θ = 40, Mexican

Hat Wavelet

(c) σ = 4, s = 2, Morlet-Wavelet

Abbildung 57: Roulettransformation mit gedrehtem Mexican-Hat-Roulet(b) und nicht gedreh-

tem Morlet-Wavelet (c). Die Auswirkung der Drehung und die Wahl des Rou-

lets sind deutlich zu erkennen.
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6.2 Lokale Artefakte

(a) Ausgangsbild (b) Morlet-Wavelet, Mittelwert

(c) σ = 4, s = 17, Morlet-Wavelet

Abbildung 58: Roulettransformation des Ausgangsbildes (a) mit unterschiedlichen Roulets.

Die Überlagerung an den Rändern ist deutlich zu erkennen. Die leichten

Schleifkratzer sind nicht zu erkennen.
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7 Zusammenfassung

7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine neue Integraltransformation, die Roulettransformation, eingeführt.

Diese wird, wie auch die Wavelettransformation oder Shearlettransformation, durch die quasi-

reguläre Darstellung einer Gruppe induziert. Dies ist in Kapitel 2 beschrieben. In diesem kon-

kreten Fall ist die zu Grunde liegende Gruppe die SIM (2). Ein wesentlicher Unterschied zu

den bekannten Integraltransformationen ist, dass die Gruppe der Roulettransformation durch

anisotrope Skalierungen erweitert wurde. Diese Erweiterung ist notwendig, damit die Rou-

lettransformation Singularitäten im Sinne temperierter Distributionen auflösen kann. In Kapi-

tel 3 wird in einem allgemeinen Konzept gezeigt, dass diese Transformation alle Singularitäten

der temperierten Distributionen durch ihre Abklingrate in kleinen Skalen beschreiben kann. In

Kapitel 4 werden die genauen Abklingraten an Punkt- und Liniensingularitäten angegeben und

zuvor weitere Eigenschaften der Transformation gezeigt.

In Kapitel 5 werden zulässige Funktionen eingeführt und es wird die Implementierung der

Roulettransformation vorgestellt. Diese ist schnell umsetzbar, da sie mit Hilfe der FFT berech-

net werden kann. Es handelt sich hier im Fourierbereich, wie bei anderen Transformationen

dieser Art, um eine Faltung zwischen beiden Funktionen, die gut mit der FFT berechnet wer-

den kann. Die Implementierung findet die Singularitäten von zweidimensionalen Bildern in

allen betrachteten Fällen. Weiter wurde auch eine farbliche Zuordnung der einzelnen gefun-

denen Singularitäten zu den entsprechenden Richtungen umgesetzt. Diese zeigt die Stärke der

Roulettransformation deutlich. Alle Kanten in eine Richtung sind in der gleichen Farbe gefärbt.

Dies zeigt, dass die Roulettransformation nicht nur theoretisch Singularitäten detektieren kann,

sondern diese Ergebnisse auch durch eine entsprechende Implementierung praktisch genutzt

werden können.
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