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Symbolverzeichnis

N Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,...}

N5 Menge der positiven natiirlichen Zahlen {1,2,...}

Z Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R> Menge der nicht negativen reellen Zahlen {z € R|z > 0}
R Menge der positiven reellen Zahlen {z € R|z > 0}

(-] Standardskalarprodukt (-|-) : R® x R™ — R definiert als

-1
[/

P
C*[a, b]

C(R)
F(R,R)
A(R2, R?)
11

gm s Gmax

P
Priau

|A]

lim f(z)
r—ra—

lim f(z)

z—a+

flz+)

rr A}

(z|y) = >0, iy fiir alle z,y € R”
Euklidische Norm ||-|| : R® — R definiert als
lz|| = /(| z) fiir alle z € R”
Maximumsnorm |-|| _ : R — R definiert als
|zl = max{|z;||1 < i< n} fir alle z € R"
Raum der Polynome vom Grad héchstens k
Raum der auf dem Intervall [a, b] k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen
Raum der auf ganz R stetigen Funktionen
Menge aller Funktionen, die von R nach R abbilden
Menge aller affin-linearen Funktionen, die von R? nach R? abbilden
Projektion auf die k-te Komponente eines Vektors
I : K* - K fir K€ {R,Z} und k € {1,...,n}
Menge aller digitalisierten und quantisierten Grauwertbilder auf dem
Bildrechteck {1,...,m} x {1,...,n} mit maximalem Grauwert g,
Splineraum vom Grad k mit Knotenvektor A
Tensorprodukt-Spline-Raum vom Grad k in x- und
vom Grad [ in y-Richtung mit Knotenvektor A in x- und
¢ in y-Richtung
|'] : R = Z definiert als |z] := max {n € Z|n < z}
[-]: R = Z definiert als [z] := min {n € Z|n > z}
rd: R — Z Rundung auf die néchste ganze Zahl definiert als
rd(z) = [z + 1| firallex € R
Miachtigkeit der Menge A
Kurzschreibweise fir {a,a + 1,...,b}
Kurzschreibweise fiir lim f(z)
rz<a
Kurzschreibweise fiir lim f(z)
z>a
Kurzschreibweise fiir lim (z + h)
h—0+

Tr e 3l i eles a0y wnay DR P A



Kapitel 2

Shack-Hartmann-Sensor

2.1 Funktionsprinzip

Ein Shack-Hartmann-Sensor dient zur Vermessung von Wellenfronten. Als
Wellenfront bezeichnet man eine Oberfliche im Raum, die von Punkten
gleicher optischer Weglinge auf den von einer Lichtquelle ausgehenden Strah-
len gebildet wird. Bei einer idealisierten, punktférmigen Lichtquelle breiten
sich die Lichtstrahlen radial und gleichférmig in alle Richtungen aus, damit
ergeben sich konzentrische, im Durchmesser anwachsende Kugeln, als Wel-
lenfronten.

Eine Linse dient dazu eine einfallende Wellenfront in einer bestimmten Art
und Weise zu verformen. Durch geeignete Linsen kann erreicht werden, dafl
die Strahlen einer spharischen oder ebenen Wellenfront in einem Punkt kon-
vergieren. Dieser Punkt wird als Fokuspunkt oder Spot bezeichnet. Die zu
den Achsen der Linse parallele Ebene, in der der Fokuspunkt liegt, nennt
man paraxiale Fokalebene. Als optische Achse einer Linse bezeichnet
man eine Gerade durch den Mittelpunkt der Linse, die senkrecht zur Linse-
nebene steht. Der Auftreffpunkt der optischen Achse in der Fokalebene wird
im Folgenden als Referenzpunkt bezeichnet.

Will man die Steigung einer einfallenden Wellenfront lokal erfassen, so kann
man das durch die Auswertung der lateralen Verschiebung des Fokus einer im
Strahlengang positionierten Linse, erreichen. Diese Fokus-Verschiebung wird
allerdings nur Aussagen iiber die mittlere Steigung der Wellenfront iiber der
Apertur der Linse zulassen. Man wird also die Apertur der Linse moglichst
klein wihlen, um die einfallende Wellenfront méglichst fein aufzulésen. Dabei
ist abgesehen von den physikalischen Problemen der Herstellung einer solchen
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Linse ein Kompromif zwischen méglichst, kleiner Apertur und ausreichender
Helligkeit des Fokuspunkts zu finden. Zur Vermessung einer einfallenden Wel-
le an verschiedenen Punkten kann eine in einer Ebene verschiebbare Linse
verwendet werden. Vorteil ist dabei, dafl die Wellenfront sehr feinaufgelést
werden kann. Nachteil ist die Notwendigkeit einer hochgenauen Verfahrein-
heit, die Notwendigkeit mehrerer Messungen, was natiirlich eine sich in ihrer
Form méglichst konstante einfallende Welle verlangt. Eine Alternative bietet
die Verwendung einer festen Anordnung von mehreren Linsen gleicher Brenn-
weite in einer Ebene. Einen solchen Sensor nennt man Shack-Hartmann-
Sensor oder kurz SHS. Wird anstelle eines Mikrolinsen-Arrays ein Array
von Lochern gleichen Durchmessers verwendet, so spricht man von einem
Hartmann-Sensor. Er wird dann verwendet, wenn die Energie des einfal-
lenden Lichts hoch genug, oder vielleicht sogar zu hoch ist. Dies ist beispiels-
weise bei der Vermessung von Hoch-Energie-Lasern der Fall.

Die Anordnung der Linsen beim SHS ist im Prinzip frei wihlbar. Im In-
teresse schneller Rekonstruktions-Algorithmen hat sich im FMSII-Projekt
Wellensensor eine Anordnung der Linsen auf den Gitterpunkten eines recht-
winkligen, d4quidistanten Gitters bewihrt. Ein solches Array von kleinen Lin-
sen wird als Mikrolinsenarray bezeichnet. Im Projekt wurden Mikrolinsen-
Arrays mit 42 mal 42 kreisrunden Linsen mit Durchmesser 0.15mm verwen-
det. Die Zwischenrdume zwischen den Linsen und die das Mikrolinsen-Array
umgebende Flache sollte durch Blenden abgedeckt sein, um eine Verfalschung
des Meflergebnisses durch das Licht, das nicht durch eine Linse fillt, zu ver-
meiden. Dadurch wird eine einfallende Wellenfront in bestimmte einzelne
Bereiche aufgeteilt. Man erhilt so gleich ein ganzes Array lokaler Fokalver-
schiebungen (Siehe Abb. 2.1.), die Aussagen iber das mittlere Steigungs-
verhalten der einfallenden Wellenfront iiber den Mikrolinsen zulassen. Zum
Zwecke einfacher Digitalisierung kann man das Mikrolinsen-Array auf einen
CCD-Chip aufkleben. Dies zusammen mit der Tatsache, daf keine bewegliche
Teile notwendig sein, gewahrleistet die erwihnte hohe mechanische Stabilitit
des SHS. Jeder Mikrolinse ist ein zwei-dimensonaler Index (Mikrolinsenin-
dex) zugeordnet, der beschreibt in welcher Zeile und Spalte in dem Array
sich diese Mikrolinse befindet. Eine Linse in einem Mikrolinsen-Array be-
zeichnet man auch als Subapertur. Im Folgenden wird, wie in der Literatur
iiblicherweise auch, der durch die Projektion einer Mikrolinse in die Fokal-
ebene definierte Bereich als Subapertur bezeichnet.

Als Resultat der Hindurchleitung einer Wellenfront durch ein Mikrolinsenar-
ray erhilt man je Mikrolinse einen Spot. Diese Anhéufung von Spots wird als
Spotfeld oder Spotbild bezeichnet. Im Falle groBer Wellenfrontsteigungen
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konnen Spots ihre Subapertur verlassen. Das Zuordnungsproblem von Spot
zu Mikrolinse ist dadurch nicht mehr trivial zu lésen.

Ein Shack-Hartmann-Sensor miBt eine Wellenfront, in dem er sie mit ei-
nem Mikrolinsen-Array sampelt. In der Fokalebene der Mikrolinsen zeigt sich
ein charakteristisches Spotmuster. Die horizontale und vertikale Ablenkung
o; € R? eines Spots von der optischen Achse der jeweiligen Mikrolinse gibt,
ein Ma8 fiir die mittlere Wellenfrontsteigung w; € R? iiber dieser Mikrolinse
an. Sie ist definiert als

a;
wy .

. \/f2 + Iy (o;) + H?(O—i)’

wobel f € R die Fokallinge der Mikrolinsen ist und II; : R? — R definiert sei
als die Projektion auf die j-te Komponente eines Vektors. Die Herleitung die-
ser Formel kann in [LPS00] nachgeschlagen werden. Es wird angenommen,
daB die lokalen Kriimmungen der Wellenfront iiber einer Mikrolinse klein
sind. Die mittleren Wellenfrontsteigungen w; werden dem optischen Zentrum
einer Mikrolinse zugeordnet. Aus dem sich ergebenden Feld von partiellen
Ableitungen kann die einfallende Wellenfront entweder lokal oder global re-
konstruiert werden. Verfahren zur lokalen Rekonstruktion werden in (MM92]
beschrieben. Ein Vergleich zwischen lokalen und globalen Rekonstruktions-
Algorithmen ist in [Sou80] zu finden. In dieser Arbeit beschrinken wir uns
auf globale Wellenfront-Rekonstruktions-Algorithmen.

Durch das Anfitten eines Splines oder Polynoms an das Feld von partiellen
Ableitungen kann wiederum eine stetige oder sogar k-mal differenzierbare
Wellenfront rekonstruiert werden, die je nach Wahl des Funktionenraums eine
mehr oder weniger gute N&herung der realen Wellenfront darstellt. Zunichst
ist allerdings eine eindeutige Zuordnung eines jeden Spots zu seiner jeweili-
gen Mikrolinse notwendig.
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Mikrolinsen-Array

¢ _Lokale
Optische
Achse mit

_Referenz-
Punkten

Wellenfront Fokalebene auf CCD

Abbildung 2.1: Schema des Shack-
Hartmann-Sensors

Wenn die lokalen Steigungen einer Wellenfront iiber dem Mikrolinsen-Array
zu grof} sind, verlassen die Spots ihre jeweiligen Subaperturen. Der oben be-
schriebene Effekt stellt sich um so leichter ein, je empfindlicher der Sensor
eingestellt ist, also je grofer die Fokallinge der Mikrolinsen im Verhiltnis zum
Subapertur-Durchmesser gewihlt wird. Bei Vergréfierung der Fokalldnge der
Mikrolinse und gleichbleibendem Subapertur-Durchmesser, vergréflert sich
auch der ,Hebel* einer Mikrolinse, damit werden kleinere Wellenfrontstei-
gungsunterschiede mefibar. In diesem Fall ist eine eindeutige Zuordnung von
Spot zu Mikrolinse nur mit speziellen Techniken durchfithrbar.

2.2 Einsatzgebiete

In den letzten Jahren hat sich der Shack-Hartmann-Sensor (SHS) in der
optischen Mefitechnik etabliert. Die Fortschritte in der Mikrooptik und der
Kamera-Technik haben dem SHS ein weites Anwendungsgebiet erschlossen.
Der SHS zeichnet sich dabei vor allem durch die Einfachheit des Mefprinzips
und eine hohe mechanische Stabilitdt aus (Siehe [PLS+00].).

o Zunichst fand der SHS seine Anwendung in der Kompensation atmo-
sphirischer Stérungen in der Astronomie. Die durch die Atmosphire
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verursachten Wellenfront-Deformationen wurden mit einem SHS ge-
messen und mittels Algorithmen oder adaptiver Optiken eliminiert. Die
hohe Auswerte-Geschwindigkeit des SHS war hier mitentscheidend fiir

seinen Erfolg. Die Anzahl der Mikrolinsen war allerdings klein (ca. 100)
(Siehe [RSWO4]).

e In [Man92] wird ein Verfahren zur Ausrichtung der Elemente zusam-
mengesetzter Spiegel (,Segmented Mirrors“) skizziert, die vor allem
in grofien Teleskopen eingesetzt werden. Jedes Spiegel-Element wird
durch traditionelle Shack-Hartmann-Sensorik vermessen. In einer zwei-
ten Stufe werden Beugungsmuster von Teilen der Wellenfront, die von
der Stufe zwischen zwei Spiegel-Elementen stammen ausgewertet, um
die Ausrichtung der Elemente entlang der optischen Achse durchzufiihren.

® Messung des Brechungs-Index und tomographische Rekonstruktion von
durchsichtigen Korpern oder Gasen z.B. zur Messung von Gas-Stréomungen

[RWGH95] oder von durchsichtigen, mikroskopisch kleinen Objekten
[ZH97].

o Vermessung des Querschnitts von Laserstrahlen (Siehe [LPS99].). Ein
zunehmendes QualitdtsbewuBtsein in der produzierenden Industrie er-
fordert eine standige Uberwachung der Produktionsmittel. Dies gilt ins-
besondere auch fiir die Lasermaterialbearbeitung, bei der eine fortwihrende
Kontrolle der Laserstrahlparameter fiir eine hohe Qualitit des Bearbei-
tungsergebnisses notwendig ist.

e Vermessung rauher Oberflichen in streifender Inzidenz (Siehe [PLS99].).

In den letzten Jahren fand der SHS durch die Entwicklung von CCD-Kameras
mit einer groBen Anzahl von Pixeln zunehmend Anwendung in der Priifung
optischer Oberflichen. Dabei kénnen Mikrolinsen-Arrays mit 1000 Linsen
und mehr verwendet werden. In der optischen Priiftechnik wurde der SHS
nicht zuletzt wegen seiner hohen mechanischen Stabilitit und der Einfachheit
des Mefiprinzips angewendet. Im Rahmen des Forschungsverbunds FORMI-
KROSYS II wurden im Teilprojekt ,Entwicklung eines MeBverfahrens mit
hohem Dynamikbereich fiir die Qualititssicherung von optischen Asphiren
und fiir die in-situ Messung von Wellenfronten (kurz Wellensensor)“ drei
verschiedene optische Aufbauten zur Messung von rotationssymmetrischen
Asphiéren, Toroiden und Gleitsichtglasern entwickelt und getestet.
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viruelles Zwischenbild
Teleskop der Asphire
] ~
L ) e Pt
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Abbildung  2.2:  Asphiren-Mefiplatz
- Prifung von rotionssymmetrischen
Asphdren unter Verwendung einer
sphérischen Kompensation

torisches CGH
AUS[l‘IﬁSPUpI"!y
Strahlaufweitung

=Hg-

Teloskop ¥ Zylinderlinse Achromat

+
‘SHS
Abbildung 2.3: Toroid-Mefiplatz - Priifung

von Toroiden ohne passendes computer-
generiertes Hologramm

Toroid
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Abbildung 2.4: Gleitsicht-Mefiplatz -
100% Kontrolle von Gleitsichtglisern in
der Fertigung
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Mathematische Grundlagen

3.1 Splines

3.1.1 Univariate Splines

Definition 3.1
Eine Funktion s : I — R definiert auf einem kompakten Intervall [ := la, b]

(a,b € R) mit streng monoton steigender Break-Point-Sequenz 7, . . . ' Tn €
R mit 70 := a, 7, := b, n € N5 und Glattheitsbedingungen 1,,... Uy, €
{0,...,k} wird univariater polynomialer Spline (im folgenden kurz Spli-

ne) vom Grad k € N genannt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Auf jedem Knotenintervall [r;, 7;.1[ fiir j = 0,...,n — 1 ist s gegeben
als ein Polynom vom Grad héchstens k.

Bllrsrr s € Py Hr 4 =050~ 1 (3.1)

2. Firi € {1,...,n — 1} ist die Funktion s ist an der Stelle = (v;—1)-mal
stetig differenzierbar, falls v; > 2 und stetig, falls 1; = 1.

&

Fiir £ = 0 handelt es sich bei s um eine stiickweise konstante Funktion. Dieser
Fall interessiert uns aber nicht weiter. Deshalb haben Splines im folgenden
implizit alle einen Grad k& > 0.

Sei g := Y7 ((k + 1) — ). In der Regel werden die Glattheitsbedingungen
durch Knotenvervielfachungen in einem Knotenvektor A = (), ..., Agy1) €

R9*2 kodiert. Die Elemente dieses Vektors heifien Knoten, wobei A, ..., Ay
innere Knoten genannt werden.

13
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Der Einfachheit halber werden Knotenvektoren im folgenden immer als Zei-
lenvektoren notiert. Der Knotenvektor A wird folgendermafen aus den Break-
Points 7y,...,7, und den Glattheitsbedingungen 11, .., vy, generiert: Sel
(r1...,7n)T € R™ rekursiv definiert als

1. ry:i=1

2.rippi=ri+((k+1) —w) firie {1,...,n - 1}.

Dabei entspricht r; fiir 7 € {1,...,n} dem ersten Index, an dem der Knoten
7; im Knotenvektor A auftaucht. Dann wird der Knotenvektor A durch

1. /\0 =To
2. A, == Apy ol IS firse{l,...,n—1}

3. ’\g+1 = Tn
definiert. Siehe [Die93] und [?].

Im folgenden sei, falls nicht explizit anders angegeben, das Definitions-In-
tervall 7, der Splinegrad k, die Anzahl der inneren Knoten g und der Kno-
tenvektor A = (Ag,...,A,11) wie oben definiert.

Definition 3.2

Der Vektorraum der Funktionen, die die Bedingungen aus Definition 3.1
erfilllen, wird Splineraum vom Grad k mit Knotenvektor A genannt.

Er wird mit P ) bezeichnet.

<
Satz 3.3
Der Splineraum Py, , hat die Dimension
dim(P ) =g+ k + 1. (3.2)
Beweis siehe [Die93].
O

Beispiel 3.4

Seien k = 2, n = 3, die Break-Points 7, ..., 73 durch

(70,71, 72, 73) == (0,1,2,3) und die Glattheitsbedingungen vy := 0 und v, :=
I gegeben. Wir berechnen g := 7' ((k 4+ 1) — ;) = 5 und den Vektor
(r1,r2,73) = (1,4,6). Damit ist der Knotenvektor A = (Aose s Aggr) =
(0,1,1,1,2,2,3). Man sieht also, dafl eine parabolische Splinefunktion s €
P3,» wegen der Knotenverdreifachung bei Eins eine Unstetigkeitsstelle bei
Eins haben muf.

4]
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In der Praxis verwendet man meist die B-Spline-Basis. B-Splines werden in
der Literatur iiblicherweise iiber dividierte Differenzen definiert.

Definition 3.5

Die k-te dividierte Differenz einer geniigend oft (siehe unten) differenzier-
baren Funktion f: R — R an den Stellen sq. .. , St € R ist definiert als der
fihrende Koeffizient (d.h der Koeffizient von z*) des eindeutig bestimmten
Polynoms p € Pi(R) fiir das gilt:

FO(s;) = pU(s;) fiiralle 4 € {0,...,k}
F 0oy | {1 € {050 5 k) J8i =} | — 13

Hierbei bezeichnet fU) die j-te Ableitung der Funktion f fiir 7 > 0 und
fO® =7
Die angegebene dividierte Differenz wird mit [so...,s;]f bezeichnet. Siehe
(?].

&

Definition 3.6

Sei k,n € Nmit n > k und A = (Xg,...,A,) € R™! mit )\, < Aigkat
fiir + € {0,...,n — k — 1}. Weiter ist f, : R — R definiert durch Lely) =
(max {0,y — z})*. Dann ist der (normalisierte) B-Spline! N;;4; : R — R
vom Grad k£ mit der Knotensequenz \;, ..., Ay fiiri € {0,...,n — k — 1}
definiert als

Nik+1(2) = (Aigrr — A)[Ais -5 g1 fi

O

Um die Notation knapp zu halten, wird die zu einem B-Spline N 41 gehorige
Knotensequenz A; . .., A;1 1 nicht explizit notiert. Eine solche Funktion N; k1
ist ein Spline vom Grad k mit dem Knotenvektor (X;, ..., Aijxts ). Beweis sie-
he [Die93]. Es handelt sich also streng genommen einfach um einen Vektor
eines Funktionenraums, der iiblicherweise keinen eigenen Namen triagt. Da
die Bezeichnung B-Spline aber in der Literatur durchwegs gebraucht wird,
soll sie auch hier verwendet werden.

Will man einen B-Spline an einer bestimmten Stelle z € R auswerten, wird
man aus Riicksicht auf die numerische Stabilitat des Verfahrens nicht die
obige Definition heranziehen.

'B-Spline ist eine Abkiirzung fiir Basis-Spline.
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Satz 3.7
Sei k,n, A wie in Definition 3.6. Fiir7 € {0,...,n — k — 1} kann ein B-Spline
Nik+1 : R — R vom Grad k € N mit der streng monoton steigenden Kno-

tensequenz A;,..., Aiyx41 an einer Stelle z € R durch die Rekursionsformel
von DE BOOR und Cox

: . 1, falls T € [}\1‘,/\1‘.*.1[
Nz'l(m) a { 0, falls z et [)\i,/\i+1[ (3_3)
Nigri(z) = 3525 Nip(e) + 52855 Ny 4 (2)

berechnet werden. Beweis siehe [Die93].
O

Bemerkung 3.8

Sei k,n, A wie in Definition 3.6. Will man statt der in Satz 3.7 geforderten
streng monoton steigenden Knotensequenz A;, ..., Xippy: fiirs € {0,...,n — k — 1}
auch monoton steigende Knotensequenzen mit \; < Aipgps zulassen, so muB
man die Rekursionsformel 3.3 leicht abwandeln. Um dies einzusehen, ver-
suche man zum Beispiel mit obiger Rekursionsformel fiir k := 2 und A =
(Ao, A1, Az, Ag) == (0,1,1,2) den Wert Nos(3) zu berechnen. Das Ergebnis ist
ein ,, Division durch Null“-Fehler. Eine Tatsache die so explizit in der Litera-
tur nicht erwahnt wird.

FolgendermaBen modifiziert kann die obige Rekursionsformel aber auch fiir
die Auswertung von B-Splines mit monoton steigenden Knotensequenzen

Aiy. ooy Aipksr mit Ay < Ajyp1y verwendet werden.
1 , falls k = 0 und z € [\, Aoy
N,‘JPH(.Z') = 0 . falls k£ = 0 und z Q {/\i, /\,'.H[ (34)
cix(z) + dix(z) , sonst
Dabei sei ¢ : R — R und d;x : R — R definiert durch
. 0 , falls N;4(z) =0
cik(2) = A:_:i')u N;x(z) , sonst 2
und
d L 0 B fa.lls Ni+1,k =0
ik(T) = X%Ni_g_l!k(m) , sonst 2.

Im folgenden seien als Knotensequenz A, ..., Ajjpy1 fiir einen B-Spline N, 4,

immer auch monoton steigende Knotensequenzen mit A; < Ay 54y zugelassen.

2Hier definieren wir also % = O
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Set A; = -+ = Atk < Aigry1, dann hat Ni k41 an A; eine Unstetigkeitsstelle.
Es gilt Ni,k+1(/\i+) = Ni,k-{-l()'i)-
Sei Ai < Aij1+++ = Mijgy1, dann hat N;xyq an Aiy1 eine Unstetigkeitsstelle.
Es gllt Ni,k-l—] ()\i-{-l_‘) = Ni?k-{-l (Ai-i-l) mit
1 , falls k = 0 und = €]\, A\i44]
Ny ile) = 0 , falls £ = 0 und z €]X;, \iyq] (3.5)
c.x(T) +di(z) , sonst
Dabei sei ;xR — Rund d;k : R — R definiert durch
a L 0 , falls N7 (z) =0
Cik(I) = ﬁ%:Nsz(w) ’ sonst 3.
und
0 falls N7 ., =0
HEE Lol s ; 2 _ ’ i1,k
Al { A:i:::—liéu i+14(7) , sonst?.
o
Satz 3.9

Mit dem Knotenvektor A = (Xg,...,A\,41) € R9*? kénnen wir (g—k+1)
linear unabhingige Splines vom Grad k erzeugen, namlich: N; .y fiir 1 €
{07“‘79_k}'
Beweis siche [dB78].

O

Bemerkung 3.10
Der Vektorraum Py, hat nach Satz 3.3 die Dimension g+ k + 1. Fir ei-
ne vollstandige Basis des Vektorraums P fehlen also noch 2k linear un-
abhangige Splines.

Durch Definition zusatzlicher Knoten A_g, ..., A_; € Rund Agips sy A

gtk+1 €
R am Rand von A, mit

/\—kg/\%k+lg S)\—IS/\O:G,

b=Ap1 A2 < ... <A < b (3.6)

die aber ansonsten beliebig sind, kénnen die fehlenden Basisfunktionen als
Nigyr fire = —k,...,~lund i=g—k+1,...,g erzeugt werden [Die93].
In den meisten Fillen wird in der Literatur

/\—k:"':A—lz)\U:a’ und b:Ag:’\g+1:"':)\g~]—k+l

gewidhlt [?].
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Im folgenden seien A_;,..., A_; und Ag+2s - - -3 Agrks1 Wie in Bemerkung 3.10
definiert.

Satz 3.11

B-Spline-Basis

Mit den wie in Bemerkung 3.10 definierten zusitzlichen Knoten, erhilt jeder
Spline s € Py, eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

s(z) = ) &ENigpa(a). (3.7)

1=—k

Beweis siehe [Die93].

Definition 3.12

Die Menge {N; x41]i = —Fk,..., g} nennt man B-Spline-Basis.

Die & (& € R fiir i = —k, ..., g) werden B-Spline-Koeffizienten genannt.
&

Streng genommen ist ein Spline s € Py nur auf [Ag, A1) definiert. Also
miiiten die Basisfunktionen ebenfalls auf dieses Intervall eingeschrankt wer-
den. Um die Notation kurz zu halten, identifizieren wir aber einen Spline
mit der Fortsetzung auf ganz R, die iiber obige Formel gegeben wird, und
behalten im Gedachtnis, daB mit der B-Spline-Basis streng genommen die
Menge der obigen Funktionen eingeschrinkt auf / gemeint ist.

Bemerkung 3.13
Diese Basis hat die interessante Eigenschaft eine Partition der Eins auf I zu

bilden. 4

g
Z Neppilz]=1 firalles &7 (3.8)

1=~k

Siehe [Die93].
Die Zusicherung dieser Eigenschaft, kann unter Umstinden auch Probleme
aufwerfen. Siehe Bemerkung 3.17.

O

Bemerkungen 3.14

Wir wollen noch einige grundlegende Eigenschaften der B-Splines anfiihren.
Die zugehérigen Beweise finden sich in [dB78] und [dB90].

Sei jeweils 1 € {—k,...,g}.

“Deswegen heiflen diese Basisfunktionen auch normalisiert.
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1. Positivitit
Nir41(z) > 0 fiir alle z € R. (3.9)
2. Beschrankter Triger
Nig1(z) = 0 fiir alle z ¢ [\, Aigpga]- (3.10)

3. Randwerte
Seil <r <k+1,dann gilt fir [ =0,... .k —r

I NOa0) =0, falls A= = dipy < Aiys
Ni(,13+1(’\i+k+l) =0, falls Aiprpior < Aigrga—r = = dijan

(3.11)

speziell gilt, falls A; < ..., < 1441 streng monoton steigend ist,
D) = N Giga) =0, firl€0,... k1. (3.12)

Die Funktionen N; 4, fallen also am Rand von [Ais Aipiar] entsprechend
glatt gegen Null ab.

4. Erste Ableitung
Stetige Differenzierbarkeit an der Stelle z € R vorausgesetzt gilt

" _ 0 , fallsk =0
Nigar () = { k(cik(z) — dig(z)) , sonst (3.13)

mit ¢, : R = R und d;x : R = R definiert als

0 , falls N;x(z) =0
OE W E R
und
0 N falls Ni+1!k(3§) =)
dix(z) := Nip1.k(z) SoHEES
e T )

Die erste Ableitung eines B-Spline vomn Grad & ist ein Spline vom Grad
k — 1 mit demselben Knotenvektor.
Ist N;x41 an der Stelle z nicht differenzierbar erhilt man den rechten

SHier definieren wir also % =10.
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bzw. linken Grenzwert der Ableitung an der Stelle z durch Einsetzen

des rechten bzw. linken Grenzwertes der Funktion Nir und N;jq 4 an

der Stelle  in obige Formel. Zur Berechnung dieses Grenzwertes in der
Praxis siche Bemerkung 3.15.

Zur effizienten Berechnung héherer Ableitungen siehe [Die93]. Wir bendtigen

nur die ersten und zweiten Ableitungen. Zu diesem Zweck gentigt obige
Formel.

&

Bemerkung 3.15

Zur Auswertung eines Spline s € Py, an einer bestimmten Stelle z € [Xis Aiga[
fir i € {~k,...,g+k} ist die Berechnung von Nk fiir 5 € {-k,...,g}
notig. Dazu kann folgendes Dreieckschema Verwendung finden [Die93]:

0

Ni—k,k+1($)
(3.14)
: 0 ; :
0 Ni—1,2($) Nz‘—l,k-;-l(I)
Nip(z) =1 Nip(z) Nij1(z)

0 0 0

Wegen Eigenschaft 3.10 ist Vx4 (z) = O fiiralle j € {—k,...,g}\ {i — k,... ik
Jeder Eintrag in einer Spalte berechnet sich gemiB der Rekursionsformel 3.8
als Konvexkombination aus hochstens zwei Eintrigen der vorhergehenden
Spalte. Deshalb ist dieses Verfahren numerisch sehr stabil. Die letzte Spalte
enthélt die gewilinschten Funktionswerte.

Will man einen Spline s an einem Punkt z € R\[Ag, Ay41[ auswerten, muB
man darauf achten nicht das komplette Dreieck zu berechnen. Ein Algorith-
mus, der geméB obigem Schema alle Basisfunktionen an einem bestimmten
Punkt z € [A_g, Agpr41[ auswertet, sieht also folgendermaBen aus:

Algorithmus zur Auswertung aller Basisfunktionen

Eingabe: Knotensequenz A_y, ..., Agyrs1
Anzahl innere Knoten ¢
Splinegrad k
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Auswertungspunkt z € [A_g, Ay prp1]
t€{—k,...,g +k} mit z € [A;, i1 [, bzw. & €)M, Aipa],
siche Bemerkungen weiter unten.

Ausgabe: Alle Basisfunktionen am Punkt z ausgewertet
(N—k,k+1 (:L‘), 5 € wy Ng,k+1($)) c Rotkt1

-----

Initialisiere a;; := 0 fiir alle j € {—k,...,g— &} und € {0,. .. k}
Setze a; 0 := 1
forall (1€ {1,...,k}) do
Berechne Spalte | des Dreieckschemas.
forall (j € {min{i,g+k—1},...,max{i —I,—k}}) do
Berechne Eintrag j in Spalte [ des Dreieckschemas.
Teste, ob erster Summand {iberhaupt berechnet werden mu#:
if (j2(@—-I1+1)undj<:) then
Berechne ersten Summanden gemaf der Rekursionsformel in Bemerkung 3.8.
if (aj'(_l 7’5 0) then

=X,

templ = Sooh G-
else
templ := 0
end if
else
templ ;=0
end if

Teste, ob zweiter Summand iiberhaupt berechnet werden mu8:

if (j>(GE—{)undj<(i~1)) then
Berechne zweiten Summanden gemaB der Rekursionsformel in Bemerkung 3.8
if (aj.{.l’[_] 7£ O) then

temp2 = _Aigrp=®

Siptpr—dge G-l
else
temp2 :=0
end if
else
temp? =0
end if

aj := templ + temp2
end while
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end while
return (a_gy,...,aq,)

Mochte man einen Spline s € P an einer Stelle auswerten, an der k + 1
Knoten zusammenfallen, so hat der Spline dort eventuell eine Unstetigkeits-
stelle. Sei k+1 <l <gund \j_joy < Mg ==\ < A1, dann gilt
wegen Eigenschaft 3.10

!

s(M+) = Z & Ny k1 ().

1=l-k

Der obige Algorithmus angewendet mit ¢ = { liefert alle Werte, die zur Be-
rechnung des Grenzwertes von rechts s(M+) notwendig sind.
Fiir den Grenzwert von links gilt wegen Eigenschaft 3.10

l—k~1

s(=) = D &N (W)

j=l—2k—1

Obiger Algorithmus angewendet mit ¢ = [ —k—1 liefert alles zur Berechnung
des Grenzwertes von links s(A;—) notwendige.

Es gibt noch andere unter Umsténden auch effizientere Algorithmen zur Aus-
wertung eines Splines an einer bestimmten Stelle. Fiir unsere Zwecke ist eine
Implementierung obigen Schemas aber hinreichend effizient.

<&

Beispiel 3.16

Sehen wir uns die Basisfunktionen eines Splineraums etwas niher an.

Seik = 2, g = 3, ()\._2, /\_1, Ao, A], )\2, )\3, Ag;, )\5, ’\6) = (*2, “‘1, 07 1, 1, 1, 2, 3,4),
a:=Xo=0und b:= X =2, dann ist {N;3]i € {-2,. ..;3}} eine Basis von

Pz,(o,l,l,l,z)-

Abbildung 3.1: Basisfunktionen von Pa0.1,1,1,2)

In Bild 3.1 sieht man sehr gut, daf§ die Basisfunktionen aus Parabeln zusam-
mengesetzt sind.

Der Spline N_s 3 hat (—2,—1,0, 1) als Knotenvektor. Es gilt also N_ 3(z) > 0
fiir alle z € [-2,1] und N_;3(z) = 0 sonst. N_, 3 ist auf ganz R einmal stetig
differenzierbar.
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Der Spline N_; 5 hat (—1,0,1,1) als Knotenvektor. Es gilt also N_i3(z) >0
fir alle z € [~1,1] und N_;5(z) = 0 sonst. Er ist an der Stelle 1 zwar stetig,
aber nicht differenzierbar. Der Graph der Funktion hat an dieser Stelle also
einen Knick.

Der Spline Nz hat (0,1,1,1) als Knotenvektor. Es gilt also Nos(z) > 0
fir alle z € [0,1] und Npz(z) = 0 sonst. Diese Funktion ist an der Stelle
1 unstetig. Es gilt Nys(1) = 0. Der Grenzwert von links Nog(1—) ist 1 der
Grenzwert von rechts Ny3(14) ist 0.

Bei der Funktion N 3 ist das genau umgekehrt. Auf diese Weise ist die Eigen-
schaft der Partition der Eins aus Bemerkung 3.13 auf ganz [a, b] gewahrleistet.
Es gilt Ny 3(z) > 0 fiir alle z € [1,2] und N 3(z) = 0 sonst. Diese Funktion
ist an der Stelle 1 ebenfalls unstetig. Es gilt N; 3(1) = 0. Der Grenzwert von
links Ny 3(1—) ist 0 der Grenzwert von rechts Noa(1+) ist 1.

N, 3 ist an der Stelle 1 zwar stetig aber nicht differenzierbar.

N33 ist auf ganz R einmal stetig differenzierbar.

Nehmen wir nun einen Spline s € Py (0,1,1,1,2) definiert als

S(:{:) = Z f,-N,-,g(:c)

=2

it €y == v es g e

Abbildung 3.2: Beispiel eines s € P3(01,1,1,2)

In Abbildung 3.2 sieht man sehr gut, dal N_z3,..., N33 auf [0,2] eine Par-
tition der Eins bilden - auBerhalb dieses Intervalls natiirlich nicht. Siehe Be-
merkung 3.13.

AuBerdem sieht man, daf ein Spline s &€ P2 0,1,1,1,2) an der Stelle 1 eine Un-
stetigkeit aufweisen kann, er muf aber nicht.

Definiert man beispielsweise {_y = £, = == 1 und & = & = & = 3
dann weist der Spline s an der Stelle 1 tatséchlich eine Unstetigkeit auf. Siehe
Abbildung 3.3

Abbildung 3.3: Beispiel eines s € Py 011,12)

Betrachten wir nun die ersten Ableitungen N.lgs,..., Njgin Bild 3.4 und 3.5.
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Abbildung 3.4: N’ 5, N’ 1,3 und Ng,

Abbildung 3.5: Ny, Nj 5 und N},

Wie man sieht, ist die erste Ableitung eines B-Spline vomn Grad k wieder ein
Spline vom Grad k—1 mit demselben Knotenvektor. In unserem Fall handelt
es sich also um stiickweise affine Funktionen.

N’ 3 hat den Knotenvektor (—2,—1,0,1) und ist damit stetig.

NZ, 5 hat den Knotenvektor (—1,0,1, 1) und ist deshalb unstetig an der Stel-
le 1. Fiir den Grenzwert von links gilt N/ 13(1=) = =2, fiir den Grenzwert
von rechts gilt N, s(1+) = 0. Nf 4 hat den Knotenvektor (0,1, 1, 1) und ist
an der Stelle 1 nicht definiert, da Ny 3 dort nicht differenzierbar ist.

Fiir den Grenzwert von links gilt N} 4(1—) = 2, fiir den Grenzwert von rechts
gilt Ny s(14) = 0.

Die zweiten Ableitungen N”,,. ..., N5 sind stiickweise konstante Funktio-
nen. Wie die Graphen dieser Funktionen aussehen, wird wohl bei der Be-
trachtung der ersten Ableitungen hinreichend klar. Deshalb wollen wir hier
auf eine eingehendere Betrachtung verzichten.

&

Bemerkung 3.17

Auf ein Problem, das in der Literatur nicht erwihnt wird, sei an dieser
Stelle noch hingewiesen. Sei k := 2, g := 0, (A2, A1, X0, A1y Az, Ag) =
(=2,-1,0,1,1,1) und I = [0,1] dann gilt Ny3(1) = 0 gemiB der Rekur-
sionsformel in Bemerkung 3.8, weil 1 ¢ [0, 1[. Aufgrund der Bemerkung 3.13
iiber die Bildung einer Partition der Eins und der Randwerteeigenschaft 3.11
muf} aber gelten Ny3(1) = 1. Das heiBt, in diesem Fall muB man den Limes
von links - fiir diesen gilt namlich No3(1—) = 1 - berechnen, wenn man auf
die Giiltigkeit von Bemerkung 3.13 wert legt. Das ist zum Beispiel bei be-
stimmten Problemen in der CAD der Fall. Diese Problematik beriihrt uns
aber nicht, weil wir unsere Knoten am Rand dquidistant mit einem Abstand
groBer Null wihlen, den Algorithmus aus Bemerkung 3.15 verwenden und
im Einzelfall sehr genau unterscheiden, welchen Funktionswert wir gerade
ausrechnen und ob wir im Zweifelsfall den Grenzwert von rechts oder links
benétigen.

<&
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3.1.2 Bivariate Tensorprodukt-Splines

Die Theorie der univariaten Splines (also Splines mit einer Verénderlichen)
kann auf verschiedene Arten auf Funktionen mit mehr als einer Variablen
ausgedehnt werden. Unter all diesen Generalisierungen ist mit Sicherheit das
Konzept der sogenannten Tensorprodukt-Splines dasjenige, welches am
einfachsten zu handhaben ist. Tensorprodukt-Splines haben den Nachteil, daf§
sie auf rechteckige Definitionsbereiche beschrinkt sind. Das beeintrachtigt
uns bei unserer Anwendung aber keineswegs.

Definition 3.18

Sei F(I,R) die Menge aller Funktionen, die auf einem Intervall I ¢ R defi-
niert sind und nach R abbilden. Seien F ¢ F(I,R) und G C F(J,R) zwei
endlich-dimensionale Vektorrdume von Funktionen mit I,J C R.

1. Fir f € F und g € @ ist die Tensorprodukt-Funktion f®g:
I x J — R definiert durch

(f®9)(z,y) = [(z)- g(y).

2. Der Tensorprodukt-Raum F ® G ist definiert durch

k
F®G: {Zf_‘i@gjlkeN?fl’:fkeFaglaagk EG}
i=1

[7]
&
Satz 3.19

Sei {f1,..., fm} eine Basis von F und {gi,... ,9n} eine Basis von @, dann
ist die Menge

M=1fi®g: IxJ o Rlie{l,...,m},j€{l,...,n}}

eine Basis von F & G.
Ein Beweis findet sich in [dB78].
O

Definition 3.20

Seien I := [a,b] C R, J := [c,d] C R zwei kompakte Intervalle. Sei R := I x.J
das Definitions-Rechteck. Eine Funktion s : R — R mit streng monoton
steigender Break-Point-Sequenz o, ..., 7, € R mit 7¢ := a, 7,,, := b,me Ny
und Glattheitsbedingungen v1,...,vm-1 € {0,...,k} in x-Richtung, sowie
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mit streng monoton steigender Break-Point-Sequenz o, . . . , 5, € R mit Iy, ==
¢, kn = d, n € Ny und Glattheitsbedingungen w;,...,w,_; € {0, : : I}
in y-Richtung wird bivariater polynomialer Tensorprodukt-Spline (im
folgenden kurz Spline) vom Grad ¥ € Nin x- und [ € N in y-Richtung
genannt, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Auf jedem Knotenrechteck R;; = [r;, Tiy1[ X[k, £j41]
fir i € {0,...,m —1} und j € {0,...,n — 1} ist s gegeben durch ein
Polynom vom Grad héchstens & in z und vom Grad héchstens [ in Y

SR, €Pr @ P, firi € {0,...,m —1} und j € {0,...,n — 1}.
(3.15)

2. Firee {1,...,m — 1} ist die Funktion s ist an der Stelle (7i,y) fiir alle
y € J (v; — 1)-mal stetig partiell nach z differenzierbar, falls v; > 2
und stetig in x-Richtung, falls v; = 1.

Fiirz € {1,...,n — 1} ist die Funktion s ist an der Stelle (z,&;) fir alle
x € I (w; — 1)-mal stetig partiell nach y differenzierbar, falls w; > 2
und stetig in y-Richtung , falls w; = 1.

Speziell gilt, falls 14 = -+ =y =k und wy = --- = w,_; = I, so ist
die Funktion s und alle ihre partiellen Ableitungen 8*t7s(z,y)/0z'9y’
mit 0 <7 < kund 0 < j </ stetig auf R.

it]
WGC(R) mit 0<i<k und 0<j<l  (3.16)

O

Ganz analog zum univariaten Fall kodiert man die Glattheitsbedingungen
durch Knotenvervielfachungen in den Knotenvektoren.

Sei g:= Y ((k+1) — ;) und h:= 701+ 1) — wy).

Dann kann der Knotenvektor in x-Richtung A = ()g,..., A 41) € Ro+2
und der Knotenvektor in y-Richtung u = (po...,pune1) € RM2 gemaB
dem Schema in Definition 3.1 aus den entsprechenden Break-Point-Sequenzen
und Glattheitsbedingungen gewonnenen werden.

Im folgenden sei das Definitions-Rechteck R, der Splinegrad in x-Richtung
k, die Anzahl der inneren Knoten g des Knotenvektors )\ = (Ags- -3 A1) in
x-Richtung, der Splinegrad in y-Richtung [, die Anzahl der inneren Knoten
h des Knotenvektors = (o, ..., pn1) in y-Richtung wie oben definiert.
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Definition 3.21

Alle Funktionen, die die Bedingungen aus Satz 3.20 erfiillen, bilden einen
Vektorraum der mit Py, , bezeichnet wird.

<
Satz 3.22
Pk hat die Dimension
dim(Pria,.) = dim(Pgy) - dim(PP, ,) (3.17)
= (g+k+1)(h+I1+1). :
Der Beweis folgt direkt aus den Sitzen 3.3 und 3.19.
0O

Wir benétigen nun wieder eine Basis fiir diesen Funktionenraum.

Analog zum univariaten Fall definieren wir am Rand der Knotenvektoren A
und g zusdtzliche Knoten

Ak < Ay < A £ X =a, (3.18)
b= ’\g+1 < Ag-{-? S /\g-}-k < )‘g-l-'k-[-l )
und
Kl S H—i41 S H—1 S Ho = ¢, (3 19)
d=pipy1 < pnge < Hit < [hyiyr- '
Satz 3.23

Damit erhilt jeder Spline s € Py, , eine eindeutig bestimmte Darstellung
der Form

s(z,y) = Y Y iiNigr (2) My (y), (3.20)

i=—k j=—I

wobei Ny fiir 1 € {—Fk,...,g} die gemaB Definition 3.6 definierten B-
Splines auf den Knotensequenzen ;, . .., Aiyiq1 und My, fiir j € {=l;. . s}
die B-Splines auf den Knotensequenzen y;, ..., ;441 sind.

Diec;; € Rfiirs € {~k,...,g}und j € {—I,...,h} werden als Tensorprodukt-
B-Spline-Koeffizienten bezeichnet.

Der Beweis folgt direkt aus Satz 3.19.

o

Hier gelten natiirlich wieder die gleichen Anmerkungen zum Definitionsbe-
reich des Tensorproduktsplines und der Basisfunktionen wie im univariaten
Fall. Siehe Satz 3.11.

Im folgenden seien A_x,...,A_; und Agyo,..., Agyrqr sowie Moty foy und
Pht2y - - - Bh+i+1 Wie oben definiert.
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Definition 3.24

Eine Menge {(Ai,y)ly € R} fiiri € {—k,...,g 4k + 1} bzw. {(z,pu;)|le € R}
fir j € {~,...,h+ 1+ 1} wird als Knotenlinie in x- bzw. y-Richtung
bezeichnet. Die Knotenlinie zu einem inneren Knoten wird als innere Kno-
tenlinie bezeichnet.

&

Bemerkungen 3.25

Die folgenden Eigenschaften der Tensorprodukt-B-Splines Nix1 @ M; 14y
fir i € {—k,...,g} und j € {~1,...,h} kénnen unmittelbar aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der univariaten B-Splines hergeleitet werden.

1. Positivitit und beschrinkter Trager

Nig1(@)Mjp01(y) > 0 firalle (z,y)eR
= 0 firalle (z,y) ¢ [A, Aivrra] X [, tj4044]
(3.21)

2. Partition der Eins

g h
Z Z Nigs1(2)Mjupa(y) =1 fir alle (z,y) € R. (3.22)

i=—k j=—I

&

Satz 3.26
Ist ein Tensorprodukt-Spline s : R — R mit

g h
s(z,9) = D Y eiiNigs (@) Mg (y),

i=—k j=-1

an einer Stelle (z,y) € R p-mal stetig partiell nach z und g-mal stetig partiell
nach y differenzierbar fiir p, ¢ € N, so gilt

Hs(2,y) S (») @
dzrys > Y iV @M%, (). (3.23)

i=—k j=—I

Der Beweis ist offensichtlich.
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Beispiel 3.27

Nun wollen wir noch ein Beispiel eines biquadratischen Tensorprodukt-Spline-
Raums betrachten, wie wir ihn auch spater benétigen werden.
Seik=1:=2,g:=1,kh:=3, (A2, A1, 0, M, A2, A3, Ng) 1= (—=2,—1,0; 1,2 3. 43
und (g2, p1—1, pro, g1, i, 13, s, sy 1) = (—2,—1,0,1,1,1,2,3, 4), dann bil-
det {Niz ® M;sli € {-2,...,1},j € {-2,...,3}} eine Basis von P22,01,2),01,1,1,2)
Sehen wir uns drei dieser Basisfunktionen einmal an.

N_23 ® M_y3 (Abbildung 3.6) ist {iberall stetig differenzierbar.

N_33® M_;3 (Abbildung 3.7) hat bereits eine Unstetigkeit in der ersten
partiellen Ableitung nach y fiir y = 1.

N_23® Mo (Abbildung 3.8) ist unstetig in y-Richtung bei y = 1.

Abbildung 3.6: N_,3M_, 3

Abbildung 3.7: N_y;3M_; 3

Abbildung 3.8: N_5.3Mo 3

Sehen wir uns noch ein Beispiel fiir einen Spline s € P22,00,1.2)

(0,1,1,1,2) @l
definiert als

s(z,y) = Z Z ¢iiNia(2)Mja(y) fiir (z,y) € R

1=—2 j=—2

fir (4,7) € {-2,...,1} x {-2...,3}.
In Abbildung 3.9 sieht man die Unstetigkeit von s in der ersten partiellen
Ableitung nach y bei y = 1.

mit

, firi>0und 57 > 1
, sonst

i Ll

Abbildung 3.9: Tensorprodukt-Spline
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3.2 Beste Approximation im Quadratmittel

Die folgenden Ausfithrungen sind sinngemif aus [Don95] entnommen.
Gegeben seien Messungen y;,...,y,, € Rmit m € Ny aus einer Versuchsreihe
zu den Zeitpunkten ¢, . ..,t,, € I innerhalb des MeBintervalls / := [a, b] mit
a,b € R und a < b. Diese Mefiresultate mogen durch inhirente Ungenauigkei-
ten nur bedingt zuverldssig sein. Andererseits sei - etwa aus physikalischen
Erwagungen, oder weil wir es so bestimmen - klar, daf die zeitabhangige
Beschreibung des MeBvorgangs nur einer Funktion f : I — R gehorchen
konne mit f = Y7  &g; fiir das MeBintervall I, bekannte Basisfunktionen
gi : I = R eines endlich dimensionalen Funktionenraums F mit dim(F) =n
und unbekannte Koeffizienten ¢; € R fiir 7 € {1,...,n}.

Gesucht sind dann &,...,¢,, sodaB

Z&gg(tj) =ft;)=y; Tir j=1,...,m
i=1

gilt. Setzt man fir A € R™" z € R" und y € R™

gi(tl) - ga(th) &1 Y1
A= .t e=]: | wmdy=] :
Gi(tm) - Galtm) €n Ym

lautet diese Gleichung:

Ar=y, (3.24)

ist also ein lineares Gleichungssystem.

In den meisten Anwendungsféllen wird man mit vielen Messungen rechnen
konnen, wahrend die Anzahl n der Basisfunktionen eher klein sein wird. Ist
aber m > n, so handelt es sich bei 3.24 um ein {iberbestimmtes lineares
Gleichungssystem, das nur in Ausnahmefillen noch lésbar ist. Man sucht
deshalb ein zy € R™, fiir das die Differenz

Azg —y

dem Nullvektor moglichst nahekommt. Miit man die ,,Nahe* zur Null durch
die euklidische Norm, gelangt man zum euklidischen linearen Ausgleich-
problem:

Gesucht ist ein Vektor zo € R™ mit

[Azo —y|| = inf{||Az — y|| |z € R"}.
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Mit anderen Worten man sucht eine bestapproximierende Abbildung
[ € F, sodaB die Quadratmittelabweichung Sy (f(t;) — y;)* minimal
wird. Sei f =37  £g;, dann gilt

S (f) —y) = Z (Z §igi(t;) — yj) = ||Az —y|*.

i=1 i=1

Die Beslimmung einer derartigen bestapproximierenden Abbildung iiber die
Losung eines linearen Ausgleichsproblems, wird als Passung bezeichnet.

Es gibt stets ein o € R™ mit
|Azo —yl = inf{[lAz — y] |o € R},
Das Infimum kann also als Minimum geschrieben werden. Beweis siche [Don95].

3.2.1 Losung linearer Ausgleichsprobleme

Die folgenden Ausfithrungen sind sinngeméi8 aus [Don95] entnommen.
Ein Vektor zo € R™ ist genau dann Losung eines linearen Ausgleichsproblems

|Azo — y|| = min{||Az — y|| |x € R™} (3.25)
oder kurz
min [|Az —yl|, (3.26)

wenn er die Normalengleichung

\ AT Az = ATy

erfiillt. Beweis siehe [D0n95].

Das Kernproblem eines Lésungsverfahrens iiber die Normalengleichung ist
seine gelegentlich hohe numerische Instabilitit. Ist die Matrix ATA sehr
schlecht konditioniert (was in der Praxis nicht selten vorkommt), so erhilt
man nur ein sehr ungenaues Resultat.

Die am haufigsten verwendete Methode zur Losung eines linearen Ausgleichs-
problems stiitzt sich auf orthogonale Transformationen.

Da orthogonale Transformationen normerhaltend sind, reicht es eine geeigne-
te unitare Matrix @) zu suchen und das dquivalente Problem der Minimierung
von H(QTAI)SE - (QTb)“ zu l6sen. Die Matrix @ sollte so gewihlt werden,
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daB QT A eine méglichst einfache Struktur bekommt und somit das neue Mi-
nimierungsproblem einfacher zu 16sen ist [Don95).

Die folgenden Ausfithrungen sind sinngemif aus 7] entnommen.
Eine Null-Matrix wird im folgenden jeweils durch eine 0 symbolisiert. Die
Dimensionen werden jeweils aus dem Kontext klar.

Sei A € R™™ mit m > n und y € R™ sowie eine bereits berechnete or-
thogonale Matrix @ € R™*™ gegeben, sodaf

Ry
oaen(5)

eine obere Dreiecksmatrix mit R € R™*" und R, € R"*" ist. Sei

- (3)

mit ¢ € R” und d € R™™", dann gilt

Az —y|I* = ||QT Az — QTb||" = |Ruz — | + ||d||®> fir alle z € R™

Wenn also Rang(A) = Rang(R;) = n dann ist unsere gesuchte Losung zq des
linearen Ausgleichsproblems 3.25 gegeben als die Lésung des oberen Drei-
eckssystems

Rlﬂ’,’g =c

Im folgenden seien @ und R jeweils wie oben definiert. Die Berechnung einer

solchen QR-Zerlegung kann zum Beispiel iiber Householder-Transformationen
erfolgen. Siehe [?], [AB96] oder [Don95].

Der obige Satz bietet eine Lésung fiir lineare Ausgleichsprobleme, falls die
Systemmatrix A vollen Rang hat. In der Praxis muf das aber keineswegs
immer so sein.

Falls die Systemmatrix A € R™*" einen Rangdefekt aufweist, also Rang(A) =
r < n gilt, dann hat das zugehérige lineare Ausgleichsproblem unendlich vie-

le Losungen. Es existiert aber eine Losung 2y mit minimaler Norm. Beweis
siehe [?].

QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung
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Sei A € R™*” mit Rang(A) = r < n, dann existiert eine QR-Zerlegung von
A und eine Permutationsmatrix IT € R"¥" sodafl Al = G R, wobei

_( Bu Ry
(%)

mit Ry € R™ ", Ry, € R™(* "), Damit kann das lineare Ausgleichsproblem
gelost werden.

Fiir alle z € R™ gilt

Az =8l = (QTAIM"2) — (@Ty)|*
= [[Ruy — (¢~ Ruz)|I* + |||,

H%:(g) und QTb:(é)

firy €R", 2z € R*", c € R" und d € R™". Fiir eine Loésung z des linearen
Ausgleichsproblems, muf} also gelten

N ( Ry (c — Rig2) ) ‘

mit

2

Falls man in diesem Ausdruck z auf Null setzt, erhilt man die sogenannte

Basislésung zg ¢ R
=
g = 11 ( OIC ) y

Die Basislésung ist nicht notwendigerweise auch die Losung mit minimaler
euklidischer Norm.
Fiir die Losung mit minimaler euklidischer Norm z75 € R™ gilt

zg — I (RI_IIRIZ) 5 ‘ ,

_'In—r

wobei I, € R*** fir k € N, die Einheitsmatrix bezeichne. Also ist die
Basislosung nur dann auch die Lésung mit minimaler euklidischer Norm,
wenn Ry, die Null-Matrix ist.

Man erreicht eine solche vollstéindige orthogonale Zerlegung, indem man
die Matrix R von rechts mit einem geeigneten Produkt aus orthogonalen
Matrizen multipliziert. Genauer gesagt man berechnet eine QR-Zerlegung
von R'. Seien Z,...,Z, € R**" orthogonale Matrizen, sodaf

R 0 T 0
EEEE T = .. 11 —_ 11
b hB =2 <R'f}0> ( 0 0)

lzzs]| = min
zeRn—r
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mit einer oberen Dreiecksmatrix T); € R™*" ist, dann gilt fiir Z € R»*n
definiert als Z =112, --- Z, und T € R™*»

Ty 0
T _ _ 11
Q AZ_T_(O 0).

Die gesuchte Losung mit minimaler euklidischer Norm ist dann

:CL_S':Z( 16 >

Ein geeigneter Algorithmus, der eine QR-Zerlegung einer Matrix und eine
geeignete Permutationsmatrix IT berechnet, findet sich in [?], [AB96] oder in
[Don95].

3.2.2 Losung linearer Ausgleichsprobleme mit linearen
Nebenbedingungen

Die folgenden Ausfithrungen sind sinngeméB aus [?] entnommen.

Wir haben in Kapitel 3.1.2 gesehen, wie iiber den Knotenentwurf Unstetig-
keiten an bestimmten Stellen eines Tensorprodukt-Splines zugelassen werden
konnen. Will man in bestimmten Bereichen Stetigkeit garantieren und in an-
deren Unstetigkeit und 146t dies der Knotenentwurf so nicht zu, kann dieses
Ziel nachtréglich bei der Passung durch das Aufstellen von linearen Nebenbe-
dingungen erreicht werden. Deshalb fithren wir nun die Theorie zur Lésung
linearer Ausgleichsprobleme mit linearen Nebenbedingungen ein. Wie diese
Nebenbedingungen in der Praxis aussehen miissen, wird in Kapitel 77 niher
erlautert.

Gegeben sei A € R™*", B € R?*" und d € R”. Gesucht ist ein Vektor
z € R", fir den Bz = d gilt und der gleichzeitig eine Losung des linearen
Ausgleichsproblems

Az = b]| = min{|| Ay — b]| |y € R"}
ist. Sei M = {z|z € R*, Bz = d}. Gesucht ist also ein Vektor z € M mit
[Az = b]| = min{|| Ay — b] |y € M} (3.27)

Das Problem 3.27 besitzt eine Losung, falls die linearen Nebenbedingungen
konsistent sind, mit anderen Worten falls Rang(B) = p ist, also das lineare
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Gleichungssystem Bz = d eine Lésung besitzt. Die Losung ist genau dann
eindeutig bestimmt, wenn

Rang(B) =p und Rang (g) & W

ist. Falls Rang(A) = p und Rang(g) < n ist die Lésung nicht eindeutig be-
stimmt. Es existiert aber eine Lésung mit minimaler euklidischer Norm.

Eine einfache Méglichkeit zur Lésung von 3.27 ist es ein dquivalentes niedri-
ger dimensionales Ausgleichsproblem ohne Nebenbedingungen zu berechnen.
Siehe [?]. Dazu eignet sich zum Beispiel die Methode der ,direkten Elimie-
rung®, die im folgenden kurz vorgestellt werden soll.

Vorausgesetzt sei der Einfachheit halber, dafl die Matrizen A und B vollen
Rang haben. Man berechnet zuerst eine QR-Zerlegung der Matrix BT.

Sei
ror_ (R
o= (g)

mit ) € R™", R € R”*? und setzt man

AQ = (A A;) und QTz = (y)
z
mit A, € R™? und A; € R™*("7) dann geniigt es einen Vektor y € R?
mit BTy = d und einen Vektor z € R* 7 zu bestimmen, der das lineare
Ausgleichsproblem ohne Nebenbedingungen

[A22 = (b — Ary)|| = min{]|A2z" — (b~ Asy)|| " € R} (3.28)

~of)

ist dann der gesuchte Losungsvektor fiir 3.27. Beweis siehe [?]. Ist Rang(B) =
p und Rang(A) < n so erhilt man mit Hilfe des in Abschnitt 3.2.1 vorge-
stellten Verfahrens der QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung eine Losung
mit minimaler euklidischer Norm.

16st.



Kapitel 4

Spotdetektion

In Folgenden wird die Entstehung der Spots in der Detektorebene eines SHS
mathematisch modelliert. Die optischen Grundlagen kénnen in [Hec99] nach-
geschlagen werden Eine Einfihrung in die Fourier-Optik ist in [Go096] zu
finden. Die zum Versténdnis dieses Kapitels notigen Grundbegriffe werden
im Folgenden angefiihrt. Falls nicht explizit anders vermerkt gehen wir im
Folgenden von monochromatischem, kohérenten Licht aus, da die im Projekt
verwendete Lichtquelle ein Laser ist.

4.1 Optische Grundlagen

Ein Mikrolinsenarray besteht aus einzelnen Linsen. Uber einer Linse wird eine
einfallende Wellenfront zunichst durch die Linse transformiert. Die Mikro-
linsen haben typischerweise eine Breite von 150um und eine Dicke von lpum
(7), bei einer Fokallange von f = 4mm. Das bedeutet, daB wir mit recht von
diinnen Linsen ausgehen kénnen. Im AnschluB an die Linse, wird die Wellen-
front noch um die Fokallénge weit durch den freien Raum propagiert. Wir
werden uns also zunichst um den Effekt dieser beiden Transformationen auf
eine einfallende Wellenfront kiimmern und anschlieend die Umsetzung auf
ein ganzes Mikrolinsenarray besprechen.

4.1.1 Grundlagen Fourier-Optik

Definition 4.1
Seien f und g zwei Funktionen f, g : R? — C. Dann heifit

(f*g)(ﬂ:,y) = [OO /:OO f(t:u)g(mkt:y - u)du‘ﬁ

36
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Faltung von f und g.
&

Definition 4.2

Seien Lebesgue-integrierbare Funktionen g, G : R? — C gegeben, dann ist die
zweldimensionale Fourier-Transformierte als F {g} und die inverse Transfor-
mierte als F~! {g} notiert.

F {g)= / N / " gla,y) exp2mi(fus + ) dedy

F (G} = ] N / " G, £y exp Rrilhie + fy5)) dfud,

<
Satz 4.3
Fir zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen f,g: R? — C gilt
Fif*gy=F{f} - F{qg}.
Der Beweis kann in [Gra92] nachgeschlagen werden.
<

4.1.2 Das Winkelspektrum

Angenommen eine monochromatische Welle, die sich mit einer Komponente
in positvier z-Richtung fortpflanzt, trifft auf eine (x,y)-Ebene. Sei das kom-
plexe Feld entlang der z = 0-Ebene durch U(z,y,0) reprisentiert. Dann ist
das Feld U(z, y, z) in einer dazu parallelen Ebene in Ausbreltungsmchtung der
Welle gesucht. In der z = 0-Ebene hat die Funktion U eine zweidimensionale
Fourier-Transformierte

A(for £, 0) / f z,,0) exp [=2mi(foz + f,)] dudy

Die Fourier-Transformation kann als Zerlegung einer komplizierten Funktion
in eine Ansammlung einfacherer komplexer Exponential-Funktionen gesehen
werden. Schreiben wir also die Funktion U als eine inverse Fouriertransfor-
mierte ihres Spektrums.

U(z,y,0 / f A(fer £,,0) exp [2milfoz + foy)] dFudf,
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Der Integrand dieses Integrals kann als Planwelle gesehen werden, die sich
mit Wellenvektor & ausbreitet, wobei k den Betrag 27 /) und den Richtungs-
Cosinus (o, 3,~) hat. Eine Planwelle hat in komplexer Schreibweise demnach

folgende Form:
k F> — Zwvt)] ;

wobei ¥ € R® ein Positionsvektor und k = 2 (o, B,7)T € R® der Wellenvektor
ist. LaBt man die Zeitabhéngigkeit weg, so erhilt man entlang einer Ebene
mit konstanter z-Koordinate den komplexen Phasor-Term

p(z,y,2,1) = exp [z (<

P(z,y,2) = exp [z <1‘£| F>] — exp [i%}r(ax + ﬁy)] exp [z%’iyz]
Die Richtungs-Cosinusse hangen iiber die Gleichung
VY ey
zusammen. Also kann entlang einer z = 0-Ebene die komplexe Exponential-

Funktion exp [27i(fzz + f,y)] als Planwelle, die sich in Richtung der Richtungs-
Cosinusse

a=Me B=My v=1/1- 082 - ()

ausbreitet. Die Funktion

( ) / / (2,y,0) exp {—%i (§$+§y>}dmdy

nennt man Winkel-Spektrum der Stérung U(x,y,0).

4.1.3 Propagation des Winkelspektrums

Das Winkel-Spektrum in einer konstanten z-Ebene kann als

A(2) = [ [ vt [ (S )] e

geschrieben werden. Die Stérung U in dieser Ebene kann iiber die inverse
Fourier-Transformierte ihres Winkel-Spektrums geschrieben werden:

oon= [ 234G 2)] 44
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Zusétezlich muB U die Helmholtz Gleichung erfiillen:
VU + kU =0.

Also muB die Differential-Gleichung

&  (af om\ 2 s a
EA(X’X’?:)_F(T) [1—()1 —ﬁ]A(X,X,Z>=0

gelten. Eine elementare Losung dieser Gleichung kann in der Form

A(%,?,z) =A (%,g,()) exp [izTﬂ—\/l ﬁ»az—ﬁQz} (4.1)

geschrieben werden. Dieses Ergebnis zeigt, dafi wenn die Richtungs-Cosinusse

die Bedingung

o+ 4% <1 (4.2)

erfiillen, was alle Richtungs-Cosinusse tun, der Effekt einer Propagation einer
Stérung iiber eine Entfernung z einfach eine Anderung der einzelnen Pha-
senwerte des Winkel-Spektrums ist. Jede Planwellen-Komponente der Welle
pflanzt sich in einem anderen Winkel fort. Demnach legt jede Komponente
zwischen zwei parallelen Ebenen eine andere Entfernung zuriick.

Falls
ot 48> 1

gilt, sind & und 3 nicht mehr als Richtungs-Cosinusse interpretierbar. Die
Waurzel in Gleichung 4.1 ist nun imaginér. Also kann die Gleichung geschrie-

ben werden als
a a f
A (} X’Z) =A (X’ XaO) exp(—pz)

2
p:%\/az—l—ﬁz—l

ist. Da g eine positive reelle Zahl ist, werden diese Wellenkomponenten
schnell durch die Wellenpropagation abgeschwicht. Solche Komponenten wer-
den schwindende Wellen genannt.

Zum SchluB bemerken wir, da die Stérung, die in (z,y, 2) zu beobachten ist,
durch ihr anféngliches Winkel-Spektrum ausgedriickt werden kann, indem wir

wobel
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Gleichung 4.1 auf den Giiltigkeitsbereich von Gleichung 4.2 beschrianken und
invers Fourier-transformieren:

Uewa= [ [ 4(5.50)ee [Fvima—g]
xcire(v/a? + %) exp [2m’ (gm + éy)} d%d? (4.3)

A A

Dabei ist die circ-Funktion definiert als circ : R — R mit

1, a4+ p5r<1
circ<\/—a2+ﬁ2)={ Ny
0

, sonst

4.1.4 Effekt einer beugenden Struktur auf das Winkel-
spektrum

Angenommen es befindet sich ein undurchsichtiger, unendlich ausgedehnter
Schirm mit einer beugenden Struktur in der Ebene z = 0. Wir untersu-
chen nun den Effekt dieser beugenden Struktur auf das Winkelspektrum ei-
ner Stérung. Wir definieren die Amplituden-Durchlissigkeits-Funktion
der Apertur als das Verhaltnis der Amplitude des durchgelassenen Feldes
Ui(z,y,0) und der Amplitude des eintreffenden Feldes Ui(z,y,0) an jedem
Punkt (z,y) in der z = 0-Ebene

Ut(.'ll, Y, 0)

o) = Ge,0)

Daraus folgt, dafi

Ut(ﬂ.’:, Y, D) = []z(ma Y, D)tA{I‘: y)
ist. Nun kann der Faltungs-Satz angewendet werden um das Winkel-Spektrum

Ai(a/X, B/A) des eintreflenden Feldes mit dem Winkelspektrum As(a/X, B/X)
des durchgelassenen Feldes in Beziehung zu setzen,

@Y i (2P ap
w(55) = [+ (55 e (53]
(30)- - -t 2 o

wobei
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ist. Das Winkelspektrum des durchgelassenen Feldes ist demnach eine Fal-
tung des Winkelspektrums des einfallenden Feldes mit einem Winkelspek-
trum, das die beugende Apertur charakerisiert. Im Falle einer einfallenden
Planwelle mit Amplitude 1 ist das Winkelspektrum des durchgelassenen Fel-

des gerade die Fouriertransformierte der Amplituden-Durchlissigkeits-Funktion
der beugenden Apertur.

4.1.5 Das Propagations-Phiinomen als linearer raumlicher
Filter

Eine Welle pflanzt sich von der z = 0 Ebene bis zu einer dazu parallelen Ebe-
ne mit Entfernung > 0 fort. Dabei wird das Feld der einfallenden Stérung
U(z,y,0) in ein anderes Feld U(z,y, z) transformiert. Dies erfillt die Defini-
tion eines Systems. Dafl es sich um ein lineares System handelt folgt direkt
aus der Linearitdt der Wellengleichung. Die Rauminvarianz kann am leich-
testen durch die tatsichliche Herleitung einer Ubertragungsfunktion gezeigt
werden. Sei das Raumspektrum einer Stérung U(z,y, z) wieder reprisentiert

durch A(fs, fy,z) und das Raumspektrum von U(z,y,0 durch A(f., fu,0),
dann kann U(z,y, z) ausgedriickt werden als:

Ve = [~ [ Al oy exslonitin + )it
Zusétzlich kann man es wie aus Gleichung 4.3 folgt auch schreiben als:
O (e 0] ‘27‘,
U('I:y) Z) = / f A (f-r:fyao) exp [tT\/l - ()\fm)z - (/\fy)221|

xcire(y/(M2)? + (Afy)? exp 2mi (foz + fo0)] dfud),
Ein Vergleich der beiden Gleichungen zeigt, daf

Alfer ) = Alfor iy O (JOL + O

2 2 _ 2
X exp [2mm/1 (Afo) (,\fy)]
Die Ubertragungsfunktion des Wellen-Propagations-Phinomens ist also

H(fs fy) = { exp | 2migy/T— (\a)? - ORY|, falls JITTT2 <4,

s sonst.

(4.4)
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Die Intensitét einer skalaren, monochromatischen Welle in einem Punkt P

ist definiert als das Quadrat der komplexen Phasor Darstellung der Stérung
U(P):

I(P) = lU(P)|I"

Sieist direkt proportional zur Energiedichte und ist die GroBe, die wir tatsachlich
physikalisch messen kénnen.

4.1.6 Fresnel Beugung

Angenommen man hat eine beugende Offnung in einem unendlich ausgedehn-
ten Schirm ¥ in der z = 0-Ebene, die in positiver z-Richtung beleuchtet wird
und im Abstand z dahinter eine Beobachtungs-Ebene. Das Huygens-Fresnel-
Prinzip besagt, daff die Stérung in einem Punkt der Beobachtungsebene ge-
geben ist als

U(Py) = }%/LU(P;)EMCOSGOTS (4.5)

To1
wobel P ein bestimmter Punkt in der Beobachtungsebene, ® der Winkel
zwischen Normalenvektor von ¥ und Vektor rg; von P, nach P, ist. Es han-
delt sich also um das Integral aller von Punkten im Schirm ¥ ausgesandten

Kugelwellen, die im Punkt P; ankommen. Der Winkel cos@ ist exakt gegeben
durch

z
cos® = —

To1

deshalb kann das Huygen-Fresnel Prinzip umgeschrieben werden als:

z X k Oli
Uew)= 5 [ [0 m 22 ey

2
To1

wobei der Abstand rg; exakt gegeben ist als

ror = \/22 +(& — P+ =97} (4.6)

In diesemn Ausdruck stecken nur zwei Approximationen: die Annahme, daB die
skalare Theorie anwendbar ist und daf sich die Beobachtungsebene viele Wel-
lenlangen hinter der beugenden Apertur befindet, daff also rg; >> ) ist. Man
kann nun noch weitere Approximationen einfithren um des Fresnel-Huygens-
Prinzips in eine einfachere und leichter benutzbarere Form zu iiberfiihren.
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Se1 b € R mit || < 1, dann kann die Wurzel aus Gleichung 4.6 iiber die
Binomialerweiterung angenihert werden.

1
V1+b:1+§b—%¥+.“,

wobei die fiir eine bestimmte Genauigkeit nétige Anzahl Terme von der GréfBe
von b abhédngt. ro; kann geschrieben werden als

z—€\ | (y-n\’
2 2
Setzen wir b mit dem zweiten und dritten Term unter der Wurzel gleich

und behalten wir nur die ersten beiden Terme der Binomialerweiterung der
Waurzel, dann erhalten wir

1 (z—E\* 1 /(y—n\°

1—!-5( 2 ) +§( 5 ):|

Der Fehler der durch diese Approximation eingefiihrt wird, héangt vom Er-
scheinungsort von rq; ab. Fiir das r2, im Nenner ist der Fehler durch das
Ersetzen von rg; durch den ersten Term seiner Binomialerweiterung in der
Regel akzeptabel klein. Das ro; im Exponenten der exp-Funktion ist dabei
viel kritischer, da es zum ersten mit einer sehr grofien Zahl k multipliziert
wird, die im Falle von sichtbarem Licht gréBer als 107 sein kann. Zweitens
kénnen Phasen Verschiebungen von einem Bruchteil eines Rads den Wert
der Exponential-Funktion signifikant verindern. Hier behalten wir also die

ersten beiden Terme der Erweiterung. Der resultierenden Term fiir das Feld
ergibt sich also zu

Tol ~ 2

Ulz, y) =

eikz o k ) )
Mz[[;U@mkm{gzmﬁf)+@«M]}%®-Hﬁ)
Diese Gleichung kann leicht als eine Faltung der Form

Ue) = [ [ Ut btz - &y ~mdedn
gesehen werden, wobei der Faltungskern

e

hlew) = 55 exp [ (e +7) 43)

1Az 2z
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ist. Eine andere Form der Gleichung 4.7 kann durch Ausklammern des Fak-
tors exp [££(z? + y?)] gefunden werden:

(M)/ / e HEN ] Rty (49)

Dies erkennen wir abgesehen von multiplikativen Faktoren als Fourier-Transformation
des Produkts des komplexen Feldes unmittelbar rechts der Apertur mit ei-

nem quadratischen Phasen-Exponentialfunktion. Wir bezeichnen beide For-

meln 4.7 und 4.9 als Fresnel-Beugungs-Intagrale.

Die Ubertragungsfunktion fiir die Fresnel- Beugung ist die Fourier-Transformierte
des Faltungskerns 4.8.

Ulz,y) =

ikz

H(fes ) = Fihte0) = 7 { o) = S5 exp [ 1516+ 47 } =
e exp [—mhzi(f2 + 18] (4.10)

Dieser Ausdruck besteht aus einer konstanten Phasenverzégerung die vom
Abstand z der beiden Ebenen voneinander abhéngt und einem quadratischen
Phasenverzégerungsfaktor, der vom Winkel abhingt in dem die Planwellen-
komponenten sich von der Aperturebene wegbewegen. Approximiert man in
der Ubertragungsfunktion fiir die Winkelspektrums-Propagation 4.4 den Ex-
ponenten durch die ersten beiden Glieder seiner Binomial-Erweiterung

CYANCYA
O

erhilt man die Ubertragungsfunktion fiir Fresnel-Beugung. Obige Erweite-

rung ist dann zuldssig, wenn |Af;| < 1 und [Af,| < 1 ist. Damit schrinkt
man f, und f, einfach auf kleine Winkel ein.

4.1.7 Fraunhofer Beugung

Gilt fiir die Entfernung z zwischen Apertur-Ebene und Beobachtungsebene,
dafB

k(fz B WZ)max

z > 5

(4.11)

dann wird aus dem quadratischen Phasenterm exp[ik/(2z)(&2 +n*)] ungefihr
1 innerhalb des Beobachtungsausschnitts. Damit kann das Feld der Stérung
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in der Beobachtungsebene abgesehen von einem multiplikativen, konstan-
ten Phasenterm einfach durch die Fourier-Transformation des Feldes in der
Aperturebene erhalten werden. Es gilt dann

€

Ulz,y) =

tkz 0

iAze%(mW) / / U(&,n)e~ 3=+ gegy, (4.12)
Abgesehen von multiplikativen Faktoren, die dem Integral vorangestellt sind,
ist dieser Ausdruck gerade die Fouriertransformierte der Verteilung in der
Aperturebene, ausgewertet an den Frequenzen

_ _ Y
fe= Az Iy Az

4.1.8 Fraunhofer Beugungsmuster einer kreisrunden Aper-
tur

Sei der Radius der beugenden Apertur w gegeben und sei g eine Radiusko-
ordinate in der Apertur, dann ist die Amplituden-Durchlassigkeitsfunktion

talg) = eire (i)

w

Die Kreissymmetrie des Problems impliziert, da8 die Fourier-Transformation
in der Fraunhofer-Beugungs-Formel 4.12 als eine Fourier-Bessel-Transformation

geschrieben werden kann. Sei also r eine Radius-Koordinate in der Beobach-
tungsebene, dann haben wir

tkz k"f‘2

U(r) = Gz emw (1% ) BV

p=r/(Az)

wobei ¢ = /{? 4+ n? den Radius in der Apertur-Ebene reprisentiert und
p = /f2+f; den Radius in der Raumfrequenz-Domane. Fiir eine ebe-
ne Welle mit Amplitude 1, deren Fortpflanzungsrichtung senkrecht auf der
Aperturebene steht, ist das Feld das durch die Apertur hindurchgelassen wird
gleich der Amplituden-Durchléssigkeitsfunktion. Es gilt

B {circ (%)} = AM

TWwpP

mit A = 7w?. Die Amplituden-Verteilung des Fraunhofer-Beugungsmusters

ist demmnach mit & = 27‘”

ke k2 A Ji(kwr/z)
U ikz 15 1
(r) = e™e Azt [2 kwr/z ] '
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Die Intensititsverteilung kann als

geschrieben werden.

4.1.9 Eine Diinne Linse als Phasentansformation

Eine Linse besteht aus optisch dichtem Material, meist Glas mit einem re-
fraktivem Index von ungefihr 1.5, in dem sich Licht mit einer anderen Ge-
schwindigkeit ausbreitet als in der Luft. Eine Linse wird als diinne Linse
bezeichnet, wenn Licht das an den Koordinaten (z,y) an einer Seite in die
Linse eintritt ungefahr an den gleichen Koordinaten an der anderen Seite
der Linse wieder heraustritt, dafi die Translation innerhalb der Linse ver-
nachldssigbar klein ist. Bei den im Projekt verwendeten Mikrolinsen ist dies
sicher der Fall. Eine Linse verzdgert also eine einfallende Wellenfront an ei-
nem bestimmtem Punkt um einen von der Dicke des Glases in diesemn Punkt
abhédngigen Faktor.

Betrachten wir eine Linse zwischen zwei Ebenen mit Abstand Ag. Sei Ag auch
die maximale Dicke dieser Linse in axialer Richtung und sei A(z,y) die Dicke
in einem bestimmten Punkt (z, y). Dann 148t sich die Phasenverzégerung von
Ebene zu Ebene mit Durchschreitung einer dazwischenliegenden Linse in ei-
nem bestimmten Punkt (z,y) schreiben als

®(z,y) = knA(z,y) + k[Ao — A(z,y)].

Dabei sei n der refraktive Index des Materials der Linse. knA(z,y) ist die
Phasenverzogerung durch die Linse. k[Ag—A(z, y)] ist die Phasenverzogerung
durch die freie Luft zwischen den beiden Ebenen. Aquivalent dazu kann die
Phasentransformation durch einen multiplikativen Phasentransformations-
term geschrieben werden

ti(z,y) = expltkAg] exp[ik(n — DA(z,y)]

Das komplexe Feld unmittelbar hinter der Linse steht also in folgender Be-
zeihung zum komplexen Feld unmittelbar vor der Linse:

U{(:B,y) = tl(mvy)UI(:C:y)

Nun miissen wir nur noch eine Dickenfunktion fiir A(z,y) finden. Zunéchst
eine Konvention: Wenn ein Lichtstrahl von links nach rechts geht und auf
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eine konvexe Oberfliche trifft, legen wir einen positiven Krimmungsradius
fest, wihrend wir einen negativen Kriimmungsradius annehmen, wenn er auf
eine konkave Oberfliche trifft. Die Dicken-Funktion einer Linse setzen wir
wie in Abbildung ?? abgebildet aus drei Termen zusammen

Alz,y) = Av(z,y) + Ag(z,y) + As(z,y).

Dabei ist die Dickenfunktion A,(z,y) gegeben durch

o) = o~ (12 - =)

3,:2 _+_ y2
Rt

:A()l—R](l— 1—

Die zweite Komponente besteht aus Region mit konstanter Dicke. Also ist
A2(:I:, y) = Aog.

Die dritte Komponente wird wiederum gegeben durch den Ausdruck

Bu(w,4) = By = (~Fa = /R — 2 =)

2 2
i,

Damit ergibt sich die Gesamtdicke zu

2+ 2 2+ 2
A(Evy):AO“ADlRl(l_ﬂ/l“m—qu‘",-f'Ao:%“FRz(l— 1—$Rzy
1 2

wobei Ag = Agy + Agg + Ags ist. Approximiert man jetzt wieder die beiden
Waurzeln in obigem Ausdruck durch die ersten beiden Glieder ihrer Binomia-
lerweiterung

] $2 + y2 1 ‘,rz + yZ
I R
- $2 R y2 i $2 + yQ
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approximiert man also wiederum spharische Flichen durch parabolische, so
ergibt sich die Linsendickenfunktion zu

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung fiir die Phasentransformations-
funktion der Linse ein, so erhilt man

% il
ti(z,y) = expliknlo) exp [—zk(n — 1)3: ; y (_}%_ _ %)}
1 2

Die physikalischen Eigenschaften einer Linse (n, Ry, R,) kénnen in eine ein-
zelne Formel kombiniert werden, nédmlich die Fokallinge der Linse, die als

-}:(n_n (R%_E};) (4.13)

definiert ist. Vernachlassigt man den konstanten Phasenterm, also die Dicke
der Linse, kann die Phasentransformation der Linse nun als

ti(z,y) = exp {_i%(xz + yz)}

geschrieben werden. Wir gehen also von einer diinnen Linse aus.

Sei eine planare Eingabe mit Durchléssigkeitsfunktion 14(z,y) unmittelbar
vor eine Sammel-Linse mit Fokallinge f gesetzt. Die Eingabe wird also von
einer monochromatischen Planwelle mit Amplitude A senkrecht beleuchtet.
In diesem Fall ist das Eingabefeld iiber der Linse gleich

U;(.T, y) = AtA(:E, y)

Die endliche Ausdehnung der Linse kann durch eine Pupillen-Funktion P (z,vy)
definiert als

1, innerhalb der Linsen-Apertur
Plazyy)= { 0, sonst. ’

modelliert werden. Demnach wire die komplexe Amplitudenverteilung un-
mittelbar hinter der Linse gegeben durch

Ul(z,y) = U(z,y)P(z,y) exp [—i%(zzz - yz)J (4.14)
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Um die Verteilung U (z,y) in der Fokaleben der Linse zu finden wenden wir
die Iresnel-Beugungs-Formel 4.9 an, wobei wir z = f setzen.

ii 2 2
Uy(u,v) = gl 2fz‘()\uf ARLLp

// Ul(z, y)ei%(rz+y2}e_i%($”+y”)da:dy, (4.15)

wobei ein konstanter Phasenterm vernachlissigt wurde. Ersetzt man Ul(z,y)
durch den Term aus Gleichung 4.14, so heben sich die quadratischen Pha-
senterme im Integranden gegeneinander auf, wodurch tibrig bleibt

expli £ (u? + v?
T

// Ui(z,y) Pz, y)e 3 =) drdy, (4.16)

Somit ist das Feld nach der Linse proportional zur zweidimensionalen Fourier-
Transformierten des Eintrittsfeldes innerhalb der Linsen-Apertur. Damit se-
hen wir, daf§ die komplexe Amplituden Verteilung des Feldes in der Fokaleben
der Linse genau das Fraunhofer-Beugungsmuster des Eingabefeldes iiber der
Linse ist, obwohl der Abstand von der Apertur- zur Beobachtungsebene nur
der Fokalldnge f entspricht und nicht unbedingt das tibliche Kriterium fiir
die Validitat der Fraunhofer-Approximation 4.11 erfiillt.

4.1.10 Elektromagnetische Grundlagen

Ein Lichtstrahl kann man als Weg im R® sehen, entlang dem sich ein elek-
tromagnetisches Feld mit Starke ¢ : R* x R — R in sinus-férmiger Art und
Weise mit Geschwindigkeit v € R ausbreitet. In einem homogenen Medium
entspricht dieser Weg einer geraden Linie. 9(z,y, z,t) gehorcht der dreidi-
mensionalen Wellendifferentialgleichung

oy o 1ok
0z?  Oy? = 022 o2 o2

Eine Welle kann man als eine beliebige Losung dieser Wellendifferintialglei-
chung definieren. Mit der Phasenfunktion ¢ : R®xR — R und der maximalen
Amplitude der Welle A € R 18t sich 1 auch schreiben als:

$(r,1) = Asin(e(r,1)).
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In komplexer Schreibweise, seien 3 und ¢ jeweils Funktionen die in die kom-
plexen Zahlen abbilden. Damit 4Bt sich  schreiben als:

Ph(r,t) = A",

Eine ebene Welle im R® mit Anfangsphase ¢ € R, Wellenldnge A € R und
Richtungsvektor k € R® hat z.B. die Phasenfunktion

wlr,t) = (k|r) Fwt+ ¢

wobei w = v ||k| und ||k = 2= ist.
Die Fliche, die zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, alle Punkte gleicher Phase
verbindet, bezeichnet man als Wellenfront.

Sobald Licht auf ein Hindernis trifft und sich dadurch die Amplitude eines
Teils der Wellenfront &ndert, tritt Beugung auf. Die geometrische Optik,
oder Theorie der achsennahen Strahlen, vernachlassigt jegliche Beugungsef-
fekte. Stellt man sich eine Anordnung mit einer Linse mit Fokallange f in
der Linsenebene ¥ und einer Fokalebene o parallel zu dieser Ebene mit Ab-
stand [ vor, so miissten sich gemaf der Theorie der geometrischen Optik die
Strahlen einer eintreffenden ebenen Welle (mit Wellenfronten parallel zu ¥)
in der Fokalebene in einem Punkt biindeln. In der Realitit beobachtet man
allerdings, daf§ die ,,Fokuspunkte* eine gewisse raumliche Ausdehnung haben.
Zur Wellenfrontrekonstruktion ist die Ermittlung von Wellenfrontsteigungen
in bestimmten Punkten notwendig. Das heifit man muB aus der Form dieser
kleinen hellen Scheiben eine Koordinate extrahieren, der dann eine bestimmte
Wellenfrontsteigung zugeordnet wird. Fiir eine gute mathematische Modellje-
rung ist also ein genaues Verstindnis der physikalischen Vorgange notwendig,
die zur Entstehung dieser Fokus-Scheibchen fithrt. Wir begeben uns also auf
das Gebiet der physikalischen Optik und der Fourier-Optik. In unserem Fall
sind die zu beobachtenden Spots in der Detektorebene des SHS aufgrund
der Mikrolinsen mit umgebender Blende als Fernfeld-Beugungsmustern der
Subaperturen zu sehen. Es tritt also der Fall von Fraunhoferbeugung auf.

Gehen wir zunichst auf die physikalischen Vorgénge vor, nach und hinter
einer einzelnen (Mikro-)Linse ein. Die elektrische Feldverteilung kann in-
nerhalb der Blendenéffnung einer Linse mittels der Blendenéflnungsfunktion

A:R? - C mit
A(z,y) := Ao(z,y)e®Ev),

modelliert werden. Dabei beinhaltet A4, : R? -+ R die Amplitudenverteilung
und ¢ : R? — R die Phasenunterschiede von Punkt zu Punkt innerhalb
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der Blendenéffnung. In der Annahme gleichmaBiger Ausleuchtung der Linse
konnen wir A4q als konstant annehmen.

Die elektrische Feldverteilung in der Fokalebene der Linse entspricht der
Fourier-Transformierten der Blendenéffnungsfunktion. Sei f; die Fokallange

der Linsen, dann ist die elektrische Feldverteilung in der Fokalebene gegeben
als

»(Y,Z) = / / Aly, 2)e IO 22)/1 g g,
Mit
IL1RS k|| Z
b= Y. o g e IELE
Yy f[ un fl

wird daraus

bk, k) = / f Aly, z)ebov+e2) gy g
= Fl[A(ky, k:)).

ky und k, werden auch als Raumfrequenzen bezeichnet. Jedem Punkt in der
Bildebene entspricht eine Raumfrequenz.

Die Intensitatsverteilung I ergibt sich bis auf Konstanten, die wir vernachldssigen
wollen, iiber das Quadrat des zeitlichen Mittels der Amplitude des elektri-
schen Feldes ).

I :=< RE(%)* >

wobei das zeitliche Mittel der Funktion f definiert sei als:

< f(t) >= %/f f(@)dz.

Die Lange der Mittelwertbildung hangt in der Realitét z.B. von der Integra-
tionszeit der verwendeten CCD-Kamera ab.

Als Beispiel sei der Fall einer kreisférmigen Apertur aufgefiihrt, auf die eine
ebene Welle derart fillt, daB sich innerhalb der Blendenéffnung keine Pha-
senunterschiede ergeben. Damit ist p(z,y) = 0V (z,y) € R2 Im Fall einer
kreisformigen Offnung mit Radius « € R* mit umgebender undurchsichtiger

Blende entspricht die zugehorige Blendendffnungsfunktion der Zylinderfunk-
tion f: R?2 » R

_t L yE+P RS,
flz,y) = { 0, sonst.
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Die elektrische Feldverteilung in der Fokalebene der Linse entspricht der

Fourier-Transformierten der Blendenéffnungsfunktion, also F' : R? — R
(Abb. 4.2) definiert als

Fz,y) = Fa(+/22 + ¢2)
mit F, : R — R (Abb. 4.1) definiert als
Fu(ka) = 2ra? {%} ,

wobei J, : R — R fiir m € N die Bessel-Funktion (der ersten Art) m-ter
Ordnung bezeichnet. Sie ist definiert als

Z'—m Piid ]
Jm(u) ey ?/ ezucosvdv.
0

AN

-20 =10 0 gm0 20

Abbildung 4.1: Graph der Funktion F, Abbildung 4.2: 3D-Plot der Funktion F
fiir ¢ = 1 und a = 0.5. fir a = 1.

In Abb. 4.1 kann man eine Folge der Eigenschaft der Linse als Fourier-
Transformator ersehen: Je kleiner der Durchmesser der Blendensfinung, desto
grofler wird die raumliche Ausdehnung des Beugungsmusters.

4.2 Mathematische Modellierung der Spotent-
stehung

Die folgenden Ausfiihrungen sind aus [RSNK99] entnommen und wurden um
die notwendigen Anderungen fiir kreisrunde Mikrolinsen erginzt. Sei Tk 2
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R? — R die Zylinderfunktion definiert als

_ )L V<,
Fe(@,y) = { 0, sonst.

Die komplexe Blendenéflnungsfunktion eines Mikrolinsen-Arrays mit kreis-
runden Einzellinsen mit der Fokallange f; € R und mit Durchmesser d € R

fiir eine senkrecht einfallende ebene Wellenfront ist gegeben durch ¢ : R? —
C

ta(z) = Z t(z — z.(s)),

se{1...5}

wobei die Blenden6ffnungsfunktion einer einzelnen Linse ¢ : R2 — C definiert
ist als

—i kw2 T

a) = e g [2]
Dabei sei ky, = 27/X und A € R die mittlere Wellenlinge des verwendeten
Lichts. S € N ist die Anzahl der Subaperturen des Mikrolinsenarrays und
z.:{1...5} = R? das Zentrum der jeweiligen Subapertur.
Die auf den Shack-Hartmann-Sensor eintreffende Wellenfront gelangt vor
dem Auftreffen auf den Sensor durch eine kreisrunde Blende. Die Blen-
denéffnungsfunktion dieser Blende sei gegeben als Uy : R2 — C

Uns(z) i= P(a)e®),

wobel ®,, : R? — R die Phasenunterschiede der eintreffenden Wellenfron-
ten innerhalb der Blende modelliert und P : R? - R die Zylinderfunkti-
on mit Radius der Eintrittsblende ist. Diese Modellierung geht von einer
gleichméBigen Ausleuchtung der Eintrittsblende aus.

Das elektromagnetische Feld unmittelbar hinter den Mikrolinsen ist demnach
gegeben als Uy, : R? — C

Ur(z) := Ugp(z)tu(z).

Die Intensitat des Feldes in der Fokalebene der Mikrolinsen erhalten wir durch
Propagation des Feldes U, eine Fokallinge weit in die Detektorebene. Die
Raumfrequenz-Propagations-Funktion Hy : R? — C fiir diese Propagations-
Lénge ist gegeben durch

Ha(f) = e R a-MisiP»/?.
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wobei f eine Raumfrequenz ist. Also kann das Feld in der Detektorebene des
SHS modelliert werden durch Up : R? — C definiert als

Up(z) := F {FUL(z)]Ha(f)} .

f ist dabei wieder eine Raumfrequenz. Die Intensitit in der Detektorebene
kann man dann durch Ip : R? = R definiert als

Ip(z) := |Up()|*

berechnen.

Sei die zweidimensionale Diracsche Delta-Funktion § : R? — R gegeben
als

__J oo, z=0Ay=0,
Smy) = { 0, sonst,

mit der Zusatzbedingung

Es gilt

ta(z) = ( 3y 5(z_xc(s))) x t(z).
}

s€{l,...,8

Léaft man den Radius der Eintrittsblende gegen unendlich gehen, so ist Uy, =
ty und es gilt nach dem Faltungssatz 4.3

s€{1,...,5}

FlUn(z)] = F { Y Sz :cc(s))j| - Fli()].

Das Fernfeldbeugungsbild des gesamten Mikrolinsenarrays ist also gleich der
Fouriertransformation der Blendenéffnungsfunktion einer einzelnen Mikrolin-
se multipliziert mit der Fourier-Transformierten einer Summe aus Diracschen
Delta-Funktionen mit Peaks an den Stellen der Subaperturzentren.

Klassische rechteckige bzw. runde Mikrolinsen haben eine rechteckférmige
bzw. zylinderformige Blendendffnungsfunktion. Das Beugungsbild einer sol-
chen Subapertur entspricht der Fourier-Transformierten der Blendenéffnungsfunktion.
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Im Falle einer rechteckformigen Subapertur ist dies eine sinc?-Funktion, im
Falle einer runden Mikrolinse im wesentlichen das Quadrat einer Bessel-
Funktion (der ersten Art) erster Ordnung (Siehe [Hec99].). Diese Funktionen
sind sehr wenig lokal. Hinter einem Mikrolinsen-Array entspricht die Wel-
lenfront einer Uberlagerung (kohirente Addition) dieser Einzelfunktionen.
Man kann sich leicht vorstellen, dafi die Wellenfront hinter einer bestimmten
Mikrolinse durch Wellenfronten benachbarter Mikrolinsen nicht unwesent-
lich beeinfluflt wird. In [RH93] wird zwar dargelegt, daB dieser Effekt auf die
Spotzentren in der Fokalebene nur untergeordnete Auswirkungen hat, jedoch
wird in [MBNOO] auch eine Méglichkeit beschrieben Mikrolinsen mit einer
gauBiformigen Blendenéffnungsfunktion herzustellen. Das Beugungsbild einer
solchen Linse ist wiederum eine gauBfsrmige Funktion, die erheblich lokaler

als eine sinc’-Funktion oder Quadrat einer Bessel-Funktion erster Ordnung
ist,

4.3 Schwerpunktsmethode

4.3.1 Schwerpunktsmethode mit statischem Schwell-
wert

4.3.2 Schwerpunktsmethode mit Zwei-Niveau-Passung

4.4 Funktionenpassung

4.5 Vergleich der vorgestellten Verfahren



Kapitel 5

Spotzuordnung

Der traditionelle Ansatz zur Spotzuordnung wie er beispielsweise in 7] ver-
wendet wird, setzt voraus, daf die Spots in ihren jeweiligen Subaperturen
verbleiben miissen. Jeder Subapertur ist damit genau ein Spot zugeordnet.
Das Zuordnungsproblem ist in diesem Fall trivial l6sbar. Der maxima)l me8-
bare Wellenfronthub iiber dem Sensor unterliegt bei Verwendung dieses Algo-
rithmus allerdings einer sehr harten Einschrankung. Im Projekt Wellensensor
sollten mittels spharischer Kompensation Asphéren vermessen werden. Dies
war mit diesem Algorithmus nicht méglich, da bei den auftretenden stark
asphérischen Wellenfronten, die Spots zum Teil weit aus ihren Subaperturen
auswandern.

In diesemn Kapitel werden nun verschiedene bekannte Techniken zur Dynamik-
Erweiterung beschrieben und ihre Vor- und Nachteile erlautert. AnschlieBend
wird ein neuer Algorithmus beschrieben, der erheblich besser ist als der Stand
der Technik. Er ist in der Lage den Dynamikbereich des Sensors hinsichtlich
der meBibaren Wellenfrontsteigungen erheblich zu vergréBern. Die vorgestell-
te Methode ist rein softwarebasiert und erhilt als Eingabe nur ein Spotbild.

5.1 Bekannte Verfahren zur erweiterten Spot-
zuordnung

5.1.1 Hardware-basierte Methoden

e Zwei-Messungs-Methode:
In [WBJ93] und [SL96] wird ein Verfahren prisentiert, das die oben
angefiihrte Einschrénkung ebenfalls umgehen kann. Allerdings werden

o6
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fiir diesen Algorithmus zwei Messungen benétigt um eine Auswertung
zu erhalten. Es ist eine Verfahreinheit notwendig, die den Abstand zwi-
schen Mikrolinsenarray und CCD-Kamera variiert. Dieses Verfahren ist
aufwendiger und langsamer, als das hier vorgestellte Verfahren, da so-
wohl der Preis fiir das MeBgerit, als auch die bendtigte Rechenzeit
pro Auswertung ansteigen. Fiir jede Messung ist das Verfahren der Mi-
krolinsen nétig. Dabei kann es leicht zu Fehlern bei der Einstellung
des exakten Abstands zwischen CCD und Kamera kommen. Das wie-
derum fithrt zu fehlerhaften Mefidaten. Dieses Verfahren wird in den
WaveScope-Sensoren der Firma Applied Optics Associates eingesetzt.

o Zwei-Sensor-Methode:
In [Sch98] wird ein Verfahren beschrieben mittels zweler Sensoren un-
terschiedlicher Empfindlichkeit das Zuordnungsproblem zu lésen. Der
Sensor mit der groben Empfindlichkeit dient dazu im Spot-Bild des

Sensors mit der feineren Empfindlichkeit Suchbereiche fiir Spots zu ex-
trapolieren.

e Signatur-Methode:
In [Sch99] und [LPS00] wird ein Verfahren beschrieben mittels unter-
schiedlich gekennzeichneter Spots die Losung des Zuordnungsproblems
zu erleichtern. Dabei werden benachbarte Spots deutlich unterscheid-
bar gekennzeichnet. Dies kann beispielsweise durch das Versehen der
Mikrolinsen mit astigmatischen Aberrationen deutlich unterscheidba-
rer Hauptachsen geschehen.

o Verwendung von Nebenwissen iiber eintreffende Wellenfron-
ten:
Nebenwissen iiber eintreffende Wellenfronten kann dazu genutzt wer-
den die Anordnung der Mikrolinsen so zu wahlen, daB im Falle des
Eintreffens der erwarteten Wellenfront die Foki der Mikrolinsen auf be-
stimmte Detektoren fallen. Pro Mikrolinse ist dann nur ein Detektor
notwendig. Die Abmessungen der Detektoroberfliche bestimmen den
Grad an Ubereinstimmung zwischen erwarteter und einfallender Welle.

Diese Methode wird in [Inc93] beschrieben.

e Variationen der Linsenanordnung:
In [Opt00] wird ein Verfahren beschrieben, in einem SHS bestimmte
Mikrolinsenarrays einzusetzen, die bestimmte exakt vorherbestimmte
Abweichungen der Anordnung der Linsen vom Gitter enthalten. Die-
se lokalen Abweichungen von der Gitterstruktur miissen in einer Art
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und Weise beschaffen sein, daB sie im resultierenden Spotbild wieder-
erkannt werden kénnen. Die universelle Einsetzbarkeit des Sensors zur
Vermessung beliebiger Wellenfrontformen wird dadurch eingeschrankt.

Der Dynamikbereich aber iiber den mit der statischen Suchbereichsme-
thode erreichbaren hinaus ausgedehnt.

5.1.2 Software-basierte Methoden

¢ Verwendung von Nebenwissen iiber eintreffende Wellenfron-
ten:
Ist Nebenwissen iiber die zu erwartenden Wellenfronten vorhanden, so
kann dieses bei der Spot-Zuordnung entsprechend beriicksichtigt wer-
den. Erwartet man z.B. sphirische Wellenfronten, so kénnen die Spot-
Suchbereiche durch eine entsprechende Skalierung des Referenzrasters

derart gewahlt werden, dal hochstens ein Spot in einen Suchbereich
fallt.

e Auswertung von Spotbild 4 traditionellem Bild:
Ein anderer Ansatz ist die zusitzliche Verwendung eines traditionellen
Grauwert-Bildes der einfallenden Wellenfront, das mit einer einzigen
Linse gebildet wird und mit einer zweiten CCD-Kamera aufgenommen
wird. Siehe [RS98] and [RSNK99]. Die Bildaufnahme wird fiir beide
Bilder (das traditionelle sowie das Spotbild des SHS) mathematisch
modelliert. Die einfallende Wellenfront wird als Liniearkombination von
Zernike-Polynomen modelliert. Die Koeffizienten der Zernike-Polynome
werden mittels nichtlinearer Optimierung iterativ so verbessert, daff die
aufgenommenen Bilder méglichst wenig von den mathematisch berech-
neten abweichen. Dieses Verfahren ist allerdings recht langsam. Au-
Berdem stellt sich das Problem gute Startwerte fiir die Optimierung
zu finden. Im Falle von Subapertur—Uberschreitungen und wenig Ne-
benwissen iiber die eintreffenden Wellenfronten wird es schwierig sein
geeignete Startwerte fiir die Optimierung zu finden. Dieses Verfahren
kénnte als Erginzung zu dem in dieser Arbeit beschriebenen Algo-
rithmus der Spotzuordnung durch iterative Funktionenpassung gesehen
werden. Unklar ist, wofiir das traditionell aufgenommene Grauwertbild

eigentlich gut ist. Dies wird in den oben erwihnten Papers nicht niher
ausgefithrt(?).

e Zuordnung iiber bewegliche 3x3-Fenster:
In [Ltd98] wird ein Verfahren shnlich zu dem in [Gro98] beschriebenen
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verwendet. Die Zuordnung erfolgt lokal in 3x3-Spot-groBen Fenstern.
Die Fenster werden jeweils iiberlappend weiterbewegt. Die Menge kon-
sistent zugeordneter Spots wird damit iterativ vergréBert.

e Unwrapping Algorithmus:
Der nach dem bisherigen Stand der Technik beste Algorithmus der
auf einem modifizierten Unwrapping-Verfahren aus der Interferometrie
beruht, wird in [PLS98] beschrieben. Er wurde ebenfalls im Projekt
Wellensensor entwickelt. Dieses Verfahren funktioniert allerdings nur
bis zu einer bestimmten maximalen lokalen Wellenfrontkriimmung.

5.2 Spotzuordnung durch iterative Funktionen-
Passung

Das hier vorgestellte Verfahren wurde in [GS99] voréflentlicht und in [GSD*00]
mit dem in [PLS98] beschriebenen Kontinuierungs-Verfahren verglichen. Ein
vom Grundsatz her dhnliches Verfahren wird in [Gre87] fiir die Dynamiker-
weiterung von Interferometern vorgestellt.

Im Folgenden wird ein Verfahren beschrieben, das ausgehend von einer kon-
sistent zugeordneten Menge von Spots Positionen benachbarter Spots extra-
poliert und diese dann in einem iterativen ProzeB ebenfalls zuordnet. Mit-
tels einer Spline-Passung wird eine Funktion berechnet, die die jeweiligen
Mikrolinsen-Indizes méglichst gut auf die Koordinaten der bereits konsistent
zugeordneten Spots abbildet. Mittels dieser Funktion werden fiir benachbarte
Mikrolinsen-Indizes Spotpositionen extrapoliert. AnschlieBend wird in loka-
len Umgebungen um diese extrapolierten Spotpositionien nach noch nicht
zugeordneten Spots gesucht. Wird in einem Suchbereich ein Spot gefunden,
so wird er dem entsprechenden Mikrolinsenindex zugeordnet. Sind alle Such-
bereiche abgearbeitet wird eine erneute Spline-Passung auf der nun um einige
zuordenbare Spots erweiterten Menge der konsistent parametrisierten Spots
durchgefiihrt. Dieser iterative ProzeB wird beendet, sobald in einer Iteration
kein neuer Spot mehr zugeordnet werden kann.
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5.2.1 Prinzip

Sel ein Grauwertbild von Spots gegeben, dann wird jede zusammenhingende
Menge von Pixeln, deren Grauwerte iiber einem bestimmten statisch vor-
gegebenen Schwellwert liegen als Spotpixel betrachtet. Es wird fiir zusam-
menhéngende Menge von Spotpixeln der Schwerpunkt berechnet. Dieser Schwer-
punkt stellt im Falle von kleinen Wellenfrontsteigungen eine gute Naherung
fiir den Strahl dar, der genau durch das optische Zentrum einer Mikrolinse
geht. Speziell im Randbereich kénnen allerdings aufgrund von Aberrationen
ellipsoide und kometenschweifartige Spots auftreten. Fiir diesen Bereich kann
mittels des in [Can95] beschriebenen Verfahrens ausgehend vom Spotschwer-
punkt und durch lokale Simulation des Spotbildes und Vergleich mit dem
real vorhandenen eine verbesserte Modellierung des Zentralstrahls gefunden
werden. Da es sich bei dem verwendeten Laser um einen kohirante Licht-
quelle handelt treten Interferenzeffekte auf, d.h. die Spots beeinflussen sich
gegenseitig. Diese Effekte wurden in [RH93] untersucht. Unter bestimmten
Umstanden sind sie allerdings vernachlissigbar klein.

Im Folgenden wird zunéchst von stetigen Wellenfronten und zusammenhéngenden
Feldern von Subaperturen, die ein vollstindiges dquidistantes Gitter bilden
ausgegangen. In unserem Fall handelt es sich eigentlich immer um kreisférmige,
ellipsoide oder rechteckige Subaperturfelder. Fiir jede Zusammenhangskom-
ponente von Spotpixeln wird der Schwerpunkt berechnet. Diese Menge von
Spotschwerpunkten ergibt unsere Eingabemenge von Spot-Koordinaten. Der
Schwerpunkt eines Spots gibt im Falle einer relativ kleinen lokalen Wellen-
frontsteigung iiber einer Mikrolinse eine gute Naherung fiir den Zentralstrahl.
Im Falle starker Wellenfrontsteigungen sorgen spharische Aberrationen, Ko-
ma und Tilt fiir eine zunehmende Verformung des urspriinglich kreisrunden
Spots hin zu einem ellipsoiden oder kometenformigen Spot. In diesem Fall
ist der Schwerpunkt der Zusammenhangskomponente keine gute Néherung
mehr. Abhilfe fiir diesen Fall wird in einem gesonderten Kapitel behandelt.
In diesem Kapitel wollen wir zunichst davon ausgehen, daf die Wellenfront-
stelgungen so sind, daf§ der Schwerpunkt eine gute Modellierung des Zentral-
strahls darstellt.

Fiir die initiale Zuordnung einer kleinen Menge von Spots miissen wir geeigne-
tes Nebenwissen verwenden. Bei der Vermessung von rotationssymmetrischen
Asphéren mit einem sphérischen Kondensor, dessen Scheitelkriimmungsradius
dem der Asphire im zentralen Bereich entspricht, kann dabei das Wissen
herangezogen werden, daff die sich ergebenden Wellenfronten im zentralen
Bereich eines Spotfeldes relativ eben sein werden. Damit ist in diesem Be-
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reich eine initiale Zuordnung mit der weiter unten beschrieben Startheuristik
problemlos moglich. Fiir die Verarbeitung von anders gearteten Spotfeldern,
muB zunéchst durch Analyse ihrer Entstehung geeignetes Nebenwissen er-
mittelt werden. Fiir unseren Fall hat sich die Vorgehensweise, die initiale
Zuordnung im zentralen Bereich der Spotfelder zu beginnen und sich dann
iterativ nach aulen zu arbeiten als sehr zuverlissig und effizient erwiesen.

Wir gehen nun von einer vorhandenen konsistent parametrisierten Spot-
und Mikrolinsenindexmenge aus. Hierbei hat sich eine rechteckige Menge von
neun Spots als sehr geeignet erwiesen. Einerseits ist die Aussicht im zentralen
Bereich eine geeignete Menge von neun Spots zu finden sehr gro8, anderer-
seits reicht sie auch aus um mit Splines von niedrigem Grad (stiickweise affin
lineare Funktionen) eine gentigend stabile Extrapolation benachbarter Spot-
positionen zu erhalten.

Es seien Spotzentren yi,...,y9 € R? und zugeordnete Parameterpunkte
T1,...,2y € Z* gegeben. Ein Parameterpunkt ist eine zweidimensionale Num-
mer, die sich vom Index der zugeordneten Mikrolinse nur um einen bestimm-
ten fiir alle Spots gleichen Faktor z € Z? unterscheidet. Der genaue Wert von
z ist fir den Zuordnungsalgorithmus zunéchst unerheblich. Wichtig ist ledig-
lich, daB die Zuordnung konsistent erfolgt. Daf also Spots von benachbarten
Mikrolinsen auch den entsprechenden benachbarten Parameterpunkten zu-
geordnet werden. Die Zuordnung von Spotzentrum zu Parameterpunkt wird
auch Parametrisierung genannt. In dem Beispiel in Abb. 5.1 (Schritt 1) wird
eine Menge von neun Spots in der Mitte des Spotfeldes als Startmenge aus-
gewihlt. Die Startparametrisierung muB konsistent sein, d.h. durch Addition
des unbekannten Translationsvektors z erhilt man Zeile und Spalte der Mi-
krolinse im Mikrolinsenarray und durch Skalierung mit dem Durchmesser der
Subaperturen erhélt man die Koordinaten des zugehérigen Referenzpunktes.

Die horizontale und vertikale Ablenkung o; = (I (y:) — IIi(r;), T(y:) — T1(r;))
eines bestimmten Spots von der lokalen optischen Achse einer Mikrolinse
(also dem Referenzpunkt r;) wird spiter zur Berechnung der partiellen Ab-
leitungen der Wellenfront an dem Referenzpunkt r; verwendet. Eine gute
Strategie zur Bestimmung einer konsistent parametrisierten Startmenge ist
existentiell wichtig fiir den Erfolg der gesamten Zuordnung.

Ein Startspot p € R? wird ausgewshlt und sein nichster Nachbar ¢ € R2
wird gesucht. Der néachste Nachbar ¢ habe von p den Abstand d € R. Nun
wird ein Gitter mit Seitenlinge 3d und Mittelpunkt p erzeugt. Eine gute
Startmenge von Spots wurde gefunden, wenn jedes d x d groBes Quadrat
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des Gitters genau ein Spotzentrum enthilt (siche Abb. xx). Nebenwissen
iiber die zu vermessenden Wellenfront kann dazu dienen Bereiche des Spot-
feldes auszuwihlen in dem die Suche nach einer Startmenge aussichtsreich
ist. Steht solches Wissen nicht zur Verfiigung miissen nacheinander alle Spots
als Mittelpunkte eines solchen Gitters ausgewahlt werden, bis schlieBlich ei-
ner obiges Kriterium erfiillt. Die Parametrisierung der Startmenge ist ein-
fach. Das Spotzentrum im oberen linken Quadrat des Gitters in Abb xx mit
den Koordinaten y; wird dem Parameterpunkt z; = (a,b) zugeordnet. Das
Spotzentrum im unteren rechten Quadrat mit Koordinaten yo wird dem Pa-
rameterpunkt zo = (a + 2,b + 2) zugeordnet. Die Wahl von (a,b) € Z2 ist
beliebig. In dieser Stufe des Algorithmus ist es nicht wichtig genau zu wissen,
welcher Spot in der Startmenge exakt welcher Mikrolinse zugeordnet ist. Es
reicht aus die Spots zu Parameterpunkten zuzuordnen und sie spater bei der
Tiltkorrektur auf die Mikrolinsen-Numerierung zu verschieben.

In einer Iteration hat man Parameterpunkte z,...,z, und Spotzentren
Y1,--->Ym- Nun wird eine Funktion ® : R? — R? berechnet, die die Spot-
zentren y; an den Parameterpunkten z; moglichst gut approximiert (siehe
Abb. xx Schritt 2) indem wir zwei bivariate Tensorprodukt-Splines an die
Eingabedaten fitten (einen fiir jede Komponente der y;). Es ist ratsam den
Funktionenraum aus dem die Funktion ® ausgewihlt wird nach jeder Itera-
tion der wachsenden Zahl zugeordneter Punktepaare anzupassen. Nach dem
Spline-Fit wird die resultierende Funktion @ an die Eingabemenge umgeben-
den Parameterpunkten z; ausgewertet (Abb 5.1 Schritt 3) um extrapolierte
Spotpositionen §; := ®(x;) fir i € {m+ 1,...,m + 1} zu erhalten in deren
Umgebung dann nach noch nicht zugeordneten Spotzentren gesucht wird.
Im Beispiel in Abb. 5.1 hat man m = 9 Eingabespots und erhilt [ = 16 ex-
trapolierte Spotpositionen in der ersten Iteration und m = 25 Eingabespots
und [ = 24 extrapolierte Spotpositionen in der zweiten Iteration. Nun wird
in jeder Iteration fiir jedes s € {m + 1,...,m + [} das tatsichliche Spotzen-
trum y; in einer kleinen lokalen Umgebung von §; gesucht (Abb. 5.1 Schritt
4). Das Spotzentrum das innerhalb dieser lokalen Umgebung liegt und klein-
sten Abstand zum extrapolierten Spotzentrum hat wird ausgewahlt. Dadurch
wird die Menge der Spotzentren mit zugeordneten Parameterpunkten in jeder
Iteration um mindestens einen Spot erweitert. Der Algorithmus wird abge-
brochen, wenn in einer Iteration keine neuen Spots mehr zugeordnet werden
konnten (Abb 5.2 Schritt 8 und 9). In einem letzten Schritt muB noch der
Verschiebungsfaktor z € Z? ermittelt werden, der die Menge der Parameter-
punkte auf die Numerierung der Mikrolinsen verschiebt. Dies kann in einem
Schritt mit der Tiltkorrektur erfolgen.
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Der Erfolg der oben beschriebenen Strategie hingt von der Wahl eines ge-
eigneten Funktionenraums ab. Splines vom Grad zwei mit Knotenrechtecken
die maximal 6 x 6 Parameterpunkte einschlieBen haben sich im FORMI-
KROSYS II Projekt Wellensensor als eine geeignete Wahl zur Vermessung
der von AGFA zur Verfiigung gestellten Asphiren herausgestellt. Desweite-
ren hangt der Erfolg auch von der Art ab, wie die Menge der parametrisierten
Spotzentren in jeder Iteration erweitert wird. Bei der Vermessung von Wel-
lenfronten mit groBen lokalen Kriimmungen ist es ratsam in einer Iteration
von einer m X m groBen Menge von Parameterpunkten maximal auf eine
Menge von (m + 2) x (m + 2) Punkten zu erweitern. Im Falle von kleinen
lokalen Kriimmungen ist es méglich in einer Iteration von einer m x m grofien
Menge von Parameterpunkten auf eine (m +r) x (m +r) grofen Menge von
Punkten auszudehnen.
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Fir den Fall von nicht rechteckigen Spotfeldern (z.B. kreisférmige) ist es in
einer Iteration nicht immer méglich zu allen extrapolierten Spotzentren auch
zuordenbare Spotzentren zu finden. Im Interesse eines schnellen Algorithmus
ist allerdings ein Arbeiten auf vollstindigen Gittern (Tensorprodukt-Spline-
Passung auf Daten, die auf einem vollstindigen Gitter liegen) anzuraten.
Deshalb besteht die Méglichkeit die berechneten extrapolierten Spotzentren
mit zugeordneten Parameterpunkt wieder als Eingabe fiir die Splinepassun-
gen der néchsten Iteration zu verwenden. Diese miissen nur entsprechend
markiert werden, damit die an die Zuordnung anschlieBende Wellenfrontre-
konstruktion nur auf den real vorhandenen Spots arbeitet.

5.2.2 Mathematische Grundlagen

Sei N, := {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die 0.

Sei K ein Kérper und II; : K* — K fiir ¢ € {1,...,n} die Projektion auf die
i-te Komponente eines Vektors.

Sei (-|-) : R® = R das Standardskalarprodukt auf dem R™ definiert als
(zly) == 3_I_, zyi fir alle z,y € R™ Sei ||-|| : R® = R die euklidische Norm
auf dem R™ definiert als ||z|| = \/(z| z) fiir alle z € R™

Ein parametrisierter Punkt p € R? x R? ist ein Paar bestehend aus dem
Parameterpunkt II; (p) und und dem Datenpunkt ITy(p).

Gegeben sei eine Startmenge P := {(z1,1%1),. .., (Tm,ym)} C Z2? x R? mit
m € N von konsistent parametrisierten Punkten und eine endliche Menge
@ C R? von noch nicht parametrisierten Punkten. Auf geeignete Strategi-
en zur Ermittelung einer konsistent parametrisierten Startmenge wird unten
naher eingegangen.

Es wird vorausgesetzt, daB die Parameterpunkte z1, ..., z,, ein regelmafiges,
vollstindiges Gitter bilden. Sei {z1,...,zm} = {zs,...,25 + da } x{ys, . .., ys + dy}
fiir ein (:Es, ys) € Z? und dm,dy S N;,.

Sei t € N. Anfangs setzten wir ¢ := 0. Sei €pr0r € R der Abstand, den ein
berechneter Punkt von einem noch nicht parametrisierten Datenpunkt haben
darf, um mit ithm identifiziert zu werden !. Sei tstep € N5 die Schrittweite
mit der, die ,rechteckige“ Menge auf der eine Passung durchgefithrt wird in

IEs hat sich gezeigt, daB €prq; = 6 auf dem vorliegenden Bildmaterial gute Ergebnisse
liefert.
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jeder Iteration vergréfert wird 2

L. Sei P = {(z1,41),---,(Tm,Ym)} fiir ein m € N,. Bestimme zu ge-
gebenen Parameterpunkten zy,...,z,,, Datenpunkten yi,... , Ym und
Basisfunktionen ¢1, ..., @, mit n € Ny und m > n eines geeigneten n-
dimensionalen Funktionenraums F(R?, R) eine im Least-Squares-Sinne
bestapproximierende Abbildung ® : R? — R2. Zu diesem Zweck werden
A e R™™ und by, by € R™ wie folgt definiert:

er(z1) ... Pn(T1)
=T SN B B
P1(Tm) ... u(Tm)
H1(y1) HZ(yl)
by 1= : o :
Hl(ym) HZ(ym)

Durch Losung der beiden linearen Ausgleichsprobleme

min [[A€ = bi|, min [|Av — by, (5.1)

kann man die Koeffizienten £, € R™ der gesuchten Abbildung @ :
R? — R? definiert als
e G4 )
O = il ,
( Zi:l Vi
finden, die die Fehlerfunktion

(&v) =) (_Z Gipi(2;) - Hl(yj)) 2, (Z vipi(zj) - Hz(yj)) :

minimiert. Losungsmethoden fiir lineare Ausgleichsprobleme kénnen in

[GL89] und in [ABY6] nachgeschlagen werden.

2. Sei R, R' C Z? definiert als

R = {xg—t,...,$s+dg;+f}X{yS_ta'-':yS-l_dy_‘_t}

%1 5tep kann bei der vorliegenden Anwendung problemlos auf 2 gesetzt werden.
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bzw.

R = {xs—(t+1),...,ms+d$+t+1}><{ys—(t+1),...,y3+dy+t+1}_

Fir alle z € R'\R teste, ob ein noch nicht parametrisierter Punkt
q € Q existiert mit ||f(z) — g|| < €rras. Falls ja, setze Q := Q\{q},
P := P U{(z,q)} ansonsten setze P := P U {(z,®(z))}.

3. Falls im letzten Schritt kein noch nicht parametrisierter Datenpunkt
parametrisiert werden konnte, beende Algorithmus.
Ansonsten setze t := ¢ + tstep. Adaptiere eventuell Funktionenraum
F(R? R) entsprechend der nun gestiegenen Anzahl an parametrisierten

Punkten, die als Eingabe fiir eine erneute Passung dienen.
Gehe zu Schritt 1.

Eine geeignete Startmenge von konsistent parametrisierten Punkten kann
zum Beispiel iiber die i folgenden beschriebene Heuristik gewonnen werden.
Sei @ C R? die Menge aller noch nicht parametrisierten Datenpunkte. Sie
P C Z* x R? die Menge der parametrisierten Punkte. Anfangs ist P = {}.
Eine ,rechteckige* Menge von 3x3 Punkten wird als Startmenge ausgewihlt
und wie in Abbildung 5.3 parametrisiert.

1. Bestimme Schwerpunkt des Spotfeldes. Suche Punkt ¢; € Q mit mi-
nimalem Abstand zum Spotfeldschwerpunkt. Bestimme zweiten Punkt
g2 € @\ {q:} mit minimalem Abstand zu ¢;.

2. Seid € R und (z,y) € R? definiert als d := ||q; — g,|| und
(2,y) := (I(q1) — [d/2], a(gq1) — | d/2]).

Fir alle (z,7) € {—1,0,1} x {—1,0,1} teste, ob genau ein Punkt q € Q
existiert, der im Rechteck R;; C R? definiert als

Rij =z +ide+ (i+1)d x [y +id,y + (i + 1)d

liegt.

Falls nein, suche anderen Startpunkt ¢; bzw. beende Algorithmus falls
bereits alle Punkte auf ihre Féhigkeit als Startpunkt zu dienen iberpriift
wurden.

Falls ja, fiige fiir alle (4,7) € {—1,0,1} x {~1,0,1} den Punkt ¢ €
QN R;; zur Menge der konsistent parametrisierten Punkte hinzu: Setze
P = PU{((1,9),0)}.

Loésche Punkt aus Menge der noch nicht parametrisierten Punkte: Setze

Q@ = Q\{q}.
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Spalte
a atl at2
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Abbildung 5.3: Startheuristik

5.2.3 Basisfunktionen

Eine gute Wahl fiir den in dem iterativen Zuordnungsalgorithmus verwende-
ten Funktionenraum stellen Tensorprodukt-Spline-Raume dar. Zum einfache-
ren Verstdndnis kann man sich Splines vom Grad k als stiickweise Polynome
vom Grad k € N vorstellen. Die Polynome sind an den sogenannten Knoten
zusammengesetzi. An den Knoten gelten bestimmte Glattheitsbedingungen.
Je mehr Knoten man verwendet, desto flexibler werden die Splines. Gesetzt
den Fall wir wollen stiickweise Polynome vom Grad k& € N und wir wollen
g € N Knoten 71,...,7, € R. Sei eine streng monoton steigende Sequenz von
Knoten 7_, ..., Tg4k41 € R gegeben. Der Bedarf nach zusitzlichen Randkno-
ten auBerhalb des Intervalls [y, 7,] wird in [Die93] niher erlautert. =, . .. Ty
werden innere Knoten genannt. Man kann die Basisfunktionen der sogenann-
ten B-Spline-Basis iiber die Rekursionsformel von Cox und DeBoor (Siehe
[Die93].) fiir alle ¢ € {~k,...,g} als Nipq : [, 7, + 1] = R durch

Tit+k wan T
Nigr(2) = ————=Nip(z) + =" Ny 4(2),
Tigk — T2 Titk+1 — Tit1

. _ 1, falls z € |7, 7],
Nia(z) = { 0 , falls z & |7, 744
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definiert werden. Wir benétigen allerdings eine Basis fiir Abbildungen von
R? — R. Das Tensorprodukt f ® g : R? — R zweier Funktionen f,q9:
R — R ist definiert als (f ® g)(z,y) := f(z) - g(y). Nun kénnen wir den
Funktionenraum der von der Tensorprodukt-Spline-Basis

M :={N;js1 ® Njrp1 li € {—g,...,k} ,j € {~g,...,k}}

erzeugt wird fiir die Losung des Approximationsproblems heranziehen. Fiir
jedest € {~k,...,g+k + 1} werden die Mengen {(z,7;) [z € R} und {(m,y) ly € R}
horizontale bzw. vertikale Knotenlinien genannt. Die Zwischenriume zwi-
schen den Knotenlinien werden Knotenrechtecke genannt. Die Tensorprodukt-
Splines sind stiickweise bivariate Polynome die entlang der Knotenlinien
aneinandergestiickelt sind. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir
n = |M| = (g + k + 1)%, eine bijektive Abbildung o : {-k,...,g} x
{—k,..., g} und @, (; ;) := Nigy1 ® Njiy fiir alle 5,5 € {—k, .. .y g} Wegen
der lokalen Tréagereigenschaft der Splines (Siehe [Die93].) muB das Rechteck
[70, Tg41] X [70, Ty41]) alle Parameterpunkte in einer Iteration enthalten. Es muB
also die folgende Ungleichung fiir alle Knoten gelten 7o < IT;(z;) < T, it
Jg=12unds=1,...,m+ . Es ist wichtig, daB diese Ungleichung auch fiir
die Parameterpunkte der extrapolierten Spotzentren gelten muf.

Durch Ausnutzung der speziellen Gitterstruktur der Parameterpunkte (Sie
bilden in jeder Iteration ein vollstindiges Gitter.) kénnen die beiden linea-
ren Ausgleichsprobleme in Gleichung [xxx| in vier kleinere zerlegt werden,
was den Algorithmus in seiner Laufzeit erheblich beschleunigt. Die Details
kénnen in [Die93] nachgeschlagen werden.

5.2.4 Praktische Umsetzung

Fir die Wahl der Funktionenriume F(R? R) haben sich Tensorprodukte
stiickweise affin-linearer Funktionen oder parabolische Splines bewihrt. Manch-
mal ist es auch ratsam fiir die ersten paar Iterationen stiickweise affin-lineare
Funktionen zu verwenden und spater den Grad der Splines um eins zu erhéhen.
Wir verwenden einen adquidistanten Knotenlinienentwurf, bei dem bei ei-
ner Passung maximal 6x6 Parameterpunkte in einem Knotenrechteck liegen.
Dieser Entwurf erscheint geeignet, da die Parameterpunkte gleichmaBig ver-
teilt sind und ein vollstidndiges Gitter bilden. Er hat sich auch in der Praxis
bewdhrt. Die Knotenlinien werden in jeder Iteration neu bestimmt. Die Theo-
rie der Tensorprodukt-Splines kann zum Beispiel in [Die93] nachgeschlagen
werden.
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5.2.5 Spot-Zuordnung bei nicht stetig differenzierba-
ren Wellenfronten

5.2.6 Spot-Zuordnung bei unstetigen Wellenfronten
Ein Vergleich dieser drei Verfahren ist in [CTQ00] zu finden.

Broadband-Phasing
Siehe [CTD*98].

Narrowband Phasing
Siehe [COTO00].

Phase Discontinuity Sensing

Siehe [CTS99].

5.2.7 Komplexitit und Laufzeit

In jeder Iteration des Algorithmus sind die beiden linearen Ausgleichspro-
bleme aus 5.1 zu l8sen. Da die Parameterpunkte ein vollstéindiges Gitter
bilden und wir einen Tensorprodukt-Funktionenraum fiir die Passung ver-
wenden, kénnen diese zwei linearen Ausgleichsprobleme, wie in [Zim97)] dar-
gelegt wird, in vier kleinere zerlegt werden. Dadurch verringert sich die An-
zahl der benétigten Floating-Point-Operationen (Flops) erheblich. Zur Ver-
einfachung gehen wir von quadratischen Parameterpunktmengen aus. Seien
in einer Iteration m Eingabepunkte gegeben, dann hat das zugehorige Pa-
rameterpunktmengenquadrat die Kantenldnge \/m. GemaB dem in Kapitel
5.2.4 gemachten Anmerkungen verwenden wir einen dquidistanten Knotenli-
nienentwurf und lassen eine bestimmte maximale [ - [ mit [ € N Parameter-
punkte in einem Knotenrechteck zu. Das heift die Anzahl der inneren Knoten
g in horizontaler und vertikaler Richtung hingt von der Anzahl der Parame-
terpunkte g = L@J ab. Fiir die Losung eines linearen Ausgleichsproblems
mit Householder-Spiegelungen werden nach [Zim97]

O(@2m(g+k+1)+vm(vm+g+k+1)(g+k+1))
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Flops benétigt. Fiir den Aufwand S; in der i-ten Tteration gilt also

Si = O@m(g+k+1)+4y/m(vVm+g+k+1)g+k+1))

o[ e)s
+z\/?)(ﬂ+L\/fJ+k+l> (l\/—?—J—I-k—l—l))
= O(m?). (5.2)

Sei ein quadratisches Spotfeld mit n Spots gegeben und wird das Parameter-
punktmengenquadrat in jeder Iteration auf jeder Seite um genau eine Punkt-
reihe erweitert, ergibt sich der Gesamtaufwand

3:-3)F+(5-5) - + (V- Vi)
1-1)34+ 228+ + (Va- vn)

i3 (Siehe [GR81].)

3

g s
S

N
Nt N

I

1

(n® +2n

-
Il

e

+n)
(n?). (5.3)

In Abb. 5.4 ist die Laufzeit bei gegebener Anzahl Spots fiir quadratische
Spotfelder aufgetragen. Es ist gut ersichtlich, daB der konstante Faktor, der
sich in der Komplexitats-Abschdtzung O(n?) verbirgt, relativ klein ist. Fiir
kreisférmige Spotfelder mit Durchmesser d Spots ergibt sich der gleiche Re-
chenaufwand wie fiir quadratische Spotfelder mit Kantenlinge d, da der Al-
gorithmus grundsétzlich auf rechteckigen Spotfeldern arbeitet. Bei Nichtvor-
handensein realer Spots in den Randbereichen werden an ihrer Stelle extrapo-
lierte Spotpositionen als Eingabe fiir die nachste Iteration verwendet, damit
sichergestellt ist, daB der Algorithmus immer auf vollstindigen Gittern von
Parameterpunkten arbeitet.

DN | —

G
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Abbildung 5.4: Zuordnung-Laufzeit-Diagramm

5.3 Vergleich mit dem Stand der Technik

Im Folgenden wird der vorgestellte Algorithmus mit dem Stand der Tech-
nik verglichen. Es wird der nach dem Stand der Technik beste Algorithmus
(Kontinuierungs-Algorithmus) als Referenz angenommen. Der nach der sta-
tischen Spotzuordnungs-Methode mégliche Dynamikbereich wird ebenfalls
angegeben.

5.3.1 Statische Spotzuordnung

Die folgende Ausfithrungen sind sinngemaf$ aus [Lin99] entnommen. Wenn
keine Subapertur-Uberschreitungen zugelassen werden, kann der maximal
mefbare Wellenfront-Steigungs-Winkel max Uber einer Mikrolinse durch

D
2f
abgeschitzt werden. Dabei wurden kleine Winkel angenommen, so daf der
Tangens gleich dem Winkel selbst im BogenmafB gesetzt werden darf. D € R

Pmax ~ 811l Pryax R tan YPmax =
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bezeichnet den Durchmesser der Mikrolinsen und f € R deren Fokallange.
Damit ergibt sich fiir verschiedene Wellenfronttypen ein bestimmter maxi-

mal mefibarer Wellenfronthub, im Folgenden als Peak-To-Valley-Wert oder
kurz PTV-Wert bezeichnet.

Eine ebene Welle, die unter einem Winkel o € R auf das Linsenarray trifft,
kann dann eindeutig gemessen werden, wenn gilt: @ < @may. Da die Phasen-
funktion einer ebenen Welle gleich W(z) := az ist und die Ableitung nach =
gleich a, gilt wegen der Eikonalgleichung:

Manax_ SinSoma:rN(PmaxN D
B S U WA T3

A bezeichnet die Wellenldnge des einfallenden Lichts. Da sich die Referenz-
punkt in der Mitte jeder Subapertur befinden wird fiir einen Sensor mit N x N
Mikrolinsen ein auswertbarer Bereich von ﬁgN—_,;-)Q bis LN—_ZIE angenorninen.

Der maximale Wellenfront-Hub fiir ebene Wellen ist damit

_(N=-1)D?
AI’I”manx B T
In paraxialer Naherung 148t sich eine sphirsche Welle mit Kriimmungsradius
It als parabolische Naherung schreiben mit W(z) := z2/(2AR). Die maximale
Steigung dieser parabolischen Welle ergibt sich am Rand des Sensors, d.h.
bel Tmax = L&z—l)gz

Pmax — anax _ Tmax (N_ 1)D

A7 0z ARmin 2MRmin

Der minimal noch meibare Kriimmungsradius R, ist also:
Rmin =5 (N = l)f

Der maximal meBbare Wellenfront-Hub fiir eine sphérische (parbolische) Wel-
le betragt damit also:

AW _ Tma _ (N—172D* (N -1)D
X AR BAN—1)f  8fA

Er ist also 1/4 des Werts fiir eine ebene Welle.

Fiir den im FORMIKROSYS II Projekt Wellensensor verwendeten Sensor
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ergibt sich damit fiir N =42, D = 150um, f = 4mm und A = 0.6328um ein
maximaler Wellenfronthub von

N = P D?
fiir eine ebene Welle und
_ 2
AWia = ﬂg;\i A 46)

fiir eine sphérische bzw, parabolische Welle.

5.3.2 Kontinuierung

Der Kontinuierungs-Algorithmus stellt an den Spotverschiebungs-Unterschied
zwischen benachbarten Subaperturen folgende Bedingung:

D

lO’] = O"zl < ‘:?—

Fiir ebene Wellen gibt es demnach von algorithmischer Seite keine Beschrankung.
Fiir spharische und parabolische Wellenfronten kénnen wir uns wegen Rota-
tionssymmetrie auf einen Schnitt entlang der x-Achse beschrinken. Sei also

Wo : R = R definiert als Wy(z) = W(z,0); Fiir benachbarte Subaperturen

auf der x-Achse amn Rand des Sensors also bei #p., = N’; P muB also gelten
! ! D
|/ Wo(2max) — fWy(2max — D)| < 9
D

IWS(CBmax) = W(;(mmax = D)| < 5]?

Fiir parabolische Wellen ist W konstant und darf nicht gréer sein als 2‘—),
Damit ergibt sich ein maximaler lokaler Kriimmungsradius r = W'%To) = .2F
[}

Fiir den im Projekt verwendeten Sensor ist damit die Vermessung von Wel-
lenfronten mit lokalen Kriimmungsradien bis hinunter auf 8mm méglich. Fiir

eine parabolische Wellenfront der Form Wy(z) = az? mit Kriimmungsradius
r = 8[mm] gilt W"(z) = 2a und wegen r = L =8ista= L. Der maximal

meBbare Wellenfronthub fiir parabolische Wellenfronten ergibt sich also zu

AWpax = 0l = ;V o(Zmax) 934y
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Sei der maximale Wellenfronthub AW,,,, € R einer sphéarischen Wellenfront
gegeben, dann ist mit r = @:2_1)2, rs = (r? + (AWmax)?)/(2AWna), C =

{@.y) eRY/F T < (W=D} die Funktion W : C — R

Wi(z,y) = 4/ri — 22 — 2

eine sphérische Wellenfront mit der Eigenschaft
IWO(J;max) - WO(O)I = AWmax

fir Wo @ [-(N —1)D/2,(N —1)D/2] — R mit Wy(z) = W(z,0). Man
kann nun die erste Ableitung W berechnen und zu gegebener maxima-
ler Spotablenkung den zugehérigen Wellenfronthub ausrechnen, den eine
sphérische Wellenfront haben darf, damit eine Spotzuordnung durch den
Kontinuierungs-Algorithmus noch méglich ist. Dieser betragt 817\,

Bei der Asphéren-Vermessung mit sphérischer Kompensation treten Wel-
lenfronten der Form

aCr? aCr?
W(z,y) = -
1+4/1-(1+K)C? 14/1-C%2
anf ot = \/J:T—I-—y? , mit dem Skalierungsfaktor @ € R, dem Kriimmungsfaktor
C € R und dem konischen Faktor K € R. Fiir K = 0 erhilt man eine Sphare.
Fiir den Kriimmungsradius R € R gilt C = 1/R.
aq = 0.000420517
ag = 4.00605¢ — 005
ag = —1.10217e — 005
a1o = 6.91263e — 007
C = 0.23474
K = —0.485124

Lafit man den Skalierungsfaktor a variieren und erzeugt damit Wellenfronten
mit verschiedenen PTV-Werten, so betrigt der maximale Wellenfronthub,
der noch mit dem Kontinuierungs-Algorithmus vermessbar ist, 78).

5.3.3 Spotzuordnung durch iterative Funktionenpas-
sung

Fir ebene Wellen gibt es genau wie bei der Kontinuierung keine Beschrankungen.
Fir sphérische Wellenfronten kann eine Spotzuordnung bis zu einem PTV-
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Wert von 10002, fiir die oben angegebenen asphirischen Wellenfronten bis
zu einem PTV-Wert von 110A durchgefiihrt werden. Dies bedeutet einen er-
heblichen Fortschritt gegeniiber dem Stand der Technik.



Kapitel 6

Wellenfront-Rekonstruktion

6.1 Bekannte Verfahren zur Wellenfront-Rekonstruktion

Definition Zernike-Polynome
Zy(r,¢) := RL(r)e" (6.1)
mit
n>0,n2>|l] und n—|l| = gerade Zahl.

Definition Radial-Polynome:

RE™(r) = Z(—l)“s[(ﬂ2ﬂ Ensi(si_zm_ = S)!r"‘“, (6.2)

5=0

mit
m = |l.

Eigenschaften:
Orthogonalitdt der Zernike-Polynome auf dem Einheitskreis:

1 27
/ / r(ZL(r, )" Zhi(r, p)drdp = St Oy (6.3)
o Jo

T
Tt 1
Orthogonalitat der Radial-Polynome auf dem Einheitsradius:

' 1
/; s R:?(T‘) ‘ RE(T‘)d'F = m(sﬂnl. (64)

7
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6.2 Wellenfront-Rekonstruktion durch Spline-
Passung

6.2.1 Mathematische Grundlagen

Seien das Definitionsrechteck R C R? definiert als R := [a, ] x [e, d] mit
a,b,c,d € Rund a < bsowie ¢ < d, die MeBstellen T1,...,Tm € R, MeBwerte
Y, Ym € R mit m € N, gegeben. Die MeBwerte y; sollen als partielle
Ableitungen einer zu approximierenden Abbildung W : R — R interpretiert
werden. Dabei sei

2 (z:)
y; = firalle 2€{1,...,m}.

Gegeben sei des weiteren ein endlich-dimensionaler Vektorraum von Funktio-
nen, die von R nach R abbilden, (R, R) und eine Basis {1, . .., ¢, € F(R,R)}
mit n € N5. Es sei sichergestellt, da m > n gilt.

Gesucht ist nun eine Abbildung ® € F(R,R), deren partielle Ableitungen an
den gegebenen Stiitzstellen die gegebenen Mefiwerte méglichst gut approxi-
mieren, die also den Quadratmittelfehler

> (Se-mwn) + 3 (L -mew) 69

minimieren.

Seien A € R*™*" ynd b € R*™ definiert als

o) Pl - B [ i) \
%1 (20) (o) ... 2 () 1, (y)

A = und b:= 5
Bre) B2(m) ... %(2) T, (y1)
% (0,) (s,) .. () | \ M(y) /

dann kénnen wir die Koeffizienten der gesuchten bestapproximierenden Ab-
bildung durch die Lésung des linearen Ausgleichsproblems

min A€ — b| (6.6)
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bestimmen. Die gesuchte Abbildung ® ist dann definiert als
¢ =) Lo (6.7)
=1

6.2.2 Praktische Umsetzung

Seien Spotverschiebungen ¢,...,0, € R? and den Stellen z,...,z,, € R?
gegeben, wobei die erste Koordinate jeweils die Verschiebung in horizontaler
und die zweite Koordinate die Verschiebung in vertikaler Richtung angibt.
Ferner sei der Abstand f € R der Fokalebene vom Mikrolinsenarray bekannt.
Dann konnen durch y; € R? definiert als

1
Yi = ———=—o0; fiiralle 7€ {1,...,m}
2+ ol
die Steigungen der Wellenfront an den Stellen z,,...,z, angenshert wer-

den. Fiir ndhere Erliuterungen des Funktionsprinzips des Shack-Hartmann-
Sensors sei an dieser Stelle auf [Gea95] verwiesen.

6.2.3 Polarkoordinaten-Rekonstruktion

Ein Nachteil von Tensorprodukt-Splines ist, da ihr Definitionsbereich auf
rechteckige Bereiche beschrankt ist. Da es sich bei den im Rahmen des Pro-
jekts Wellensensor zu vermessenden Linsen aber oft um runde Objekte han-
delt, sind auch die Spotfelder eher rund und damit ist auch die Menge der
Stiitzstellen und der Definitionsbereich der zu rekonstruierenden Wellenfront
eher kreisformig. Natiirlich kann man immer einen rechteckigen Bereich fin-
den, der diesen runden Definitionsbereich enthilt und innerhalb dieses recht-
eckigen Bereichs Knotenlinien wahlen, jedoch werden dabei je nach Wahl des
Knotenliniengitters mehr oder weniger viele und mehr oder weniger grofie
Knotenrechtecke keine Stiitzstellen enthalten. Dies erhoht das Risiko eine
rangdefekte Systemmatrix zu erhalten und damit auch das Risiko numeri-
scher Instabilitdt der Approximationsalgorithmen. Eine andere Moglichkeit
ist die Transformation der Stiitzstellen aus dem karthesischen Koordinaten-
system in ein Polarkoordinatensystem. Damit der approximierende Spline
immer noch bestimmte Glattheitseigenschaften erfiillt ist die Einfithrung be-
stimmter Nebenbedingungen unumganglich.

Sei z : € — R eine Funktion mit beschrinkten Ableitungen auf der Ein-
heitskreisscheibe C' := {(z,y)|z? + y* < 1}. Wird sie in Polarkoordinaten
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dargestellt, so hat die Funktion s : R — R definiert als
s(u,v) 1= z(u cos v, usinv) (6.8)

ebenfalls beschrankte Ableitungen auf dem Rechteck R := [0,1] x [—m, 7]
und erfiillt zusétzlich einige Randwerteigenschaften.

Sel o : R = R definiert als
ol z) o= (\/ z? + y?, atn(z, y))

mit atn(z,y) : R? — [—m, 7] definiert als

ﬂ'/2 ,x =0, y 2> 0)
—m /2 =0, y<0,
atn(z,y) := arctan(y/z) ,z > 0,

arctan(y/z)+7 ,z <0, y>0,
arctan(y/z) —m ,z <0, y<O0.

Leider ist o keine bijektive Abbildung, da sie nicht surjektiv ist. Auf die

Menge der Punkte {(0,y) [y € [—m, 7]\ {n/2}} wird nicht abgebildet. Sie ist
allerdings injektiv.

Zunéchst sieht man sehr einfach, daf8 s periodisch in der Variable v sein mub,
da man gerne die Stetigkeit von z entlang der Halbgeraden {(z,0) |z € R,z < 0}
erhalten mochte.

Desweiteren kann man beweisen, dal wenn z stetige partielle Ableitungen
gij € R mit

&F*z(0,0) . S

gm.::w mit ¢,7€N, 14+7<2

bis zur zweiten Ordnung im Ursprung (0,0) hat, folgende Identititen gelten:

s(0,v) = goo, —wr<v<m, (6.9)
Elsg]rﬂ = giocos(v) + goasin(v), —m <v <, (6.10)
u
d%s(0,v)

“Hz | o2 cos’(v) + gozsin?(v) + g1 5in(20), —7 < v < 7£6.11)
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Die Bedingung 6.9 ist trivial. Die Kettenregel
Os 0z Oz 0z Oy

du = Gz u oy ou

0%s 8z (3z\' 8% [o6y\? 0%z Oz Oy

5 = 5o (or) *an (30) *20 5 oo

0z d%z 0z 8%y

angewendet auf 6.8 und fiirr u = 0 ausgewertet, ergibt automatisch die beiden
Bedingungen 6.10 und 6.11. Spéter werden wir versuchen diese Bedingungen
auf einen Tensorprodukt-Spline vom Grad k& mit & > 3 anzuwenden. Deshalb
ist es wichtig, dafl diese Bedingungen ausreichen die C2-Stetigkeit fiir z im

Ursprung zu garantieren. Fiir die Existenz der ersten partiellen Ableitungen
ist es notwendig, daB die Gleichungen

z(x,0) — 2(0,0) z(z,0) — (0, 0)

gio = lim = lim :
z—04 T z—0— T
~ lim s(u,0) — s(0,0) _ Im s(u,0) — (0, 0)’
u—04 U u—04 —Uu
ds(0,0) s(0, )
_ = 12
Ou Ou (6:12)
9s(0, % 5(0,-%)
gog = B o bo (6.13)

gelten. Um die Stetigkeit dieser Ableitungen zu zeigen miissen wir iiberpriifen

daB

?

0z(z,y)
| = ’ .1
(z,y)l—lg%n,o) Oz 10 (6.14)

0z(z,y)

NS 6.1
(z,y)l—I*IEU,OJ dy il (6.15)

gilt. Durch erneute Anwendung der Kettenregel, kénnen wir fiir (z, y) % (0, 0)
schreiben

O0z(z,y) 9s(u,v) Ou u Os(u,v) Ov

Oz Ou Jx dv dz
-l 83(3@; v) smlfv) ‘ 85(81;, v), (6.16)
Bz{zy) Os(u,v) | cos(v) Os(u,v)
oy - ) Tt T, (6.17)
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und folgendes erweitern

Os(u,v) Js(0,v) +u323(0,v)

du - du gz T (6:18)
ds(u,v)  0s(0,v)  9%s(0,v) w2 3Ps(0,v)
g~ v “Toube T2 ouaw T (019

Setzt man 6.10-6.11 in 6.18 ein und setzt man die Ableitungen nach v in
6.19, und bildet dann den Grenzwert von 6.16-6.17 fiir « — 0+, so erhalt
man sofort 6.14-6.15. Auf &hnliche Art und Weise kénnen wir die auch die

Stetigkeit der Ableitungen der zweiten Ordnung beweisen. Deren Wert ist
beispielsweise gegeben durch

9%s(0,0)  9%s(0,m)

92,0 3 = our (6.20)
0%s(0,5) _ 9°s(0,-7%)
o2 = 6u22 = 9z 2 s (6421)
_ 187s(0,0)  18°s(0,7)
I = 3 0wy T 2 Gutdo
8°s(0, % &s(0,
_ _Loe3) 10%(0;—F) (6.22)

2 ouidv 2 Ouldv

Wir wollen nun untersuchen, wie diese verschiedenen Randbedingungen auf
einen Tensorprodukt-Spline s : R? - R mit

g h
s(us0) = Y D €0 Nirr (W) Ny (v) (6.23)

i=—k j=—I

angewendet werden konnen.

6.2.4 Rekonstruktion von nicht stetig differenzierba-
ren Wellenfronten

6.2.5 Rekonstruktion von unstetigen Wellenfronten

6.2.6 Komplexitidt und Laufzeit

6.3 Vergleich der vergestellten Verfahren

Im Folgenden werden vier verschiedene Funktionenriume auf ihre speziel-
le Eignung fiir verschiedene Rekonstruktionsprobleme untersucht. Die Spo-
tablenkungen fiir die verwendeten Wellenfronten wurden mathematisch be-
rechnet. Als Definitionsbereich wird eine Kreisscheibe mit Radius 3.075mm
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verwendet, wie sie durch die im Projekt verwendete CCD-Kamera mit qua-
dratischen Pixeln vorgegeben war. Die Referenzpunkte ergeben sich durch das
im Projekt verwendete Mikrolinsen-Array mit n, x n, = 42 x 42 Mikrolinsen
mit Durchmesser d := 0.15 mm, die auf einem regelmaBigen Gitter liegen.
Die Stittzstellen S := {s) € Rk € {0,1,...,n, — 1},1 € {0,1,...,n, — 1}}
haben also die Koordinaten

skt = (—3.075 + kd, —3.075 + Id).

Eine kreisformige Blende mit Radius 3.15mm wird durch die Auswahl be-
stimmter Stiitzstellen beriicksichtigt. Das heiBt wir verwenden nur die Menge
der Stiitzstellen Sp := {s|||sx|| < 3.15}. Seien an einer Stiitzstelle partielle

Ableitungen d; und dy gegeben, dann berechnen sich die Spotablenkungen
o, und oy, als

d.; 4 f d,
_— un O = —
VT—d2—d2 Y g =l

Nun kann gezielt die Eignung bestimmter Funktionenraume zur Rekonstruk-
tion verschiedener Wellenfront-Typen aufgezeigt werden.

Die Laufzeit fiir die Wellenfront-Rekonstruktion setzt sich im wesentlichen
aus der benétigten Zeit fiir das Aufstellen der Systemmatrix und dem Lésen
des linearen Ausgleichsproblems zusammen. Experimentell konnte ermittelt
werden, daBl dabei der letzte Faktor klar dominiert. Wir kénnen uns daher
auf die Betrachtung des Zusammenhangs der Anzahl der Spalten der System-
matrix mit dem Rekonstruktionsfehler beschranken.

Als erstes wird eine rotationssymmetrische, asphérische Wellenfront, wie sie
im Projekt Wellensensor vorherrschte mit einem PTV-Wert von hier 200\
untersucht. Die ideale Wellenfront hat die Form

dCr? n
14+ +/1—(1+K)C??
+asr® 4 aer® + agr® + ayor'® (6.24)

Gii= 3f 8

Wideat(z,y) :=
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mit

a4 := 0.000420517

ag := 4.00605e — 005
ag ;= —1.10217¢ — 005
a0 1= 6.91263e — 007

C :=0.23474

K :=—0.485124
d :=0.0102736
N

Die partiellen Ableitungen berechnen sich als

amdm,( ) 2dCxz Cr?(—2C?% — 2C*Kz)

R T4 T(ey) 20+ T(2,9)T(o,y)
+da4r’z + 6agric + 8agrfz + 10aior®z
aﬂ/{deal‘ (CE ) . QdCy B CTz("*202y —2C* I('y)
oy Y T4 Ty 20+ T(e, )Tz )+

+da,riy + bagriy + 8agrfy + 10a;0r®y
mit T : R? — R definiert als

T(z,y) = V1 - C?%? — C?y? — C?Ka? — C2Ky2.

Die rekonstruierte Wellenfront ist in Abb. 6.1 abgebildet.
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Abbildung 6.1: Rekonstruktion-asphere-3d
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Approximations-Fehler

Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.2: Rekonstruktion-asphere-Statistik1l

Approximations-Fehler

Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.3: Rekonstruktion-asphere-Statistik2
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Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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s 0257 1 1
|
L 0,2 A
5 \
,5 0,15 1 . —i— Polar-TPS
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®
e
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00s® 50 100 10
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Abbildung 6.4: Rekonstruktion-Statistik3

Als nichstes wird eine Wellenfront mit einem PTV-Wert von 20\ untersucht,
die eine Knickstelle entlang der x-Achse aufweist. Sei

—d, <0,
Widea((may) = { v

dzr  sonst.

mit d; := 20/3.075. Die partiellen Ableitungen sind

amdeal(may) { _da: T < 07

oz - d, sonst,

aWidea[($1 y)
dy

Die rekonstruierte Wellenfront ist in Abb. 6.5 abgebildet. Zur Rekonstrukti-
on eignen sich hierbei besonders Tensorprodukt-Splines, mit entsprechenden
Knotenvervielfachungen entlang der Knickstelle.

= 0.



KAPITEL 6. WELLENFRONT-REKONSTRUKTION

88

Wavefront

Abbildung 6.5: Rekonstruktion-tass-3d
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Abbildung 6.6: Rekonstruktion-tass-Statistik1
Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.7: Rekonstruktion-tass-Statistik2
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Anzahl| Koeffizienten <> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.8: Rekonstruktion-tass-Statistik3

Als letztes wird eine Wellenfront mit einem PTV-Wert von 20X untersucht,
die eine Knickstelle entlang der Linie 1/z? + y? = 2 aufweist. Sei

0 L2,
r—2)® | sonst.

Widear(z,y) := { —d(

mit d := 20/1.075% und r := /x2 + y2. Der Graph dieser Funktion ist in
Abb. 6.9 abgebildet. Die partiellen Ableitungen sind

8mdﬂﬂf($7 y) _ 0 3T S 21
Oz | —2d(r —2)z/r ,sonst,
OWigear(z,y) 0 s L%
dy | —2d(r — 2)y/r ,sonst,

Zur Rekonstruktion dieser Wellenfront eignen sich besonders Polarkoordinaten-
TPS mit einer entsprechenden Knotenvervielfachung entlang der Knickstelle.
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Abbildung 6.9: Rekonstruktion-radialtass-3d
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Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.10: Rekonstruktion-radialtass-Statistik1

Anzahl Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.11: Rekonstruktion-radialtass-Statistik?2
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Anzahl| Koeffizienten <-> Approximations-Fehler
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Abbildung 6.12: Rekonstruktion-radialtass-Statistik3

Es konnte gezeigt werden, daB durch Einbeziehung von ausgewihltem Ne-
benwissen {iber die eintreffende Wellenfront das Rekonstruktionsergebnis ge-
zielt verbessert werden kann. Die in dieser Arbeit besonders untersuchten
Tensorprodukt-Splines bzw. Polarkoordinaten-TPS erwiesen sich als beson-
ders geeignet fiir die Rekonstruktion von Wellenfronten mit Knickstellen.
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Zusammenfassung
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Kapitel 8
Ergebnisse und Ausblick

Die vorgestellten Verfahren ergeben insgesamt ein ermutigendes Resultat.
Durch verschiedene Vorverarbeitungsstufen wurden mégliche Kreuzungspunk-
te des in den Bildern sichtbaren Visiorasters bestimmt. Das eingesetzte mehr-
stufige Parametrisierungsverfahren leistet zusitzlich die gewiinschte Selekti-
on korrekt erkannter Kreuzungspunkte. Die abschlieBende Tensorprodukt-
Spline-Passung berechnet nicht in der Vorverarbeitung erkannte Kreuzungs-
punkte und gibt Aufschluf iiber Parametrisierungsfehler und nicht korrekt er-
kannte Kreuzungspunkte. Auf Kritikpunkte und Verbesserungsméglichkeiten
der eingesetzten Verfahren wurde in den einzelnen Kapiteln bereits eingegan-
gen.

Das Problem der zuverlassigen automatischen Erkennung der Kreuzungs-
punkte eines deformierten Visiorasters erscheint vor diesem Hintergrund als
16sbar. Es wurde auch deutlich, daf dieses Problem sicherlich einen gewis-
sen Aufwand hinsichtlich der Algorithmik erfordert, der aber auch nicht zu
hoch ist. Da es sich nicht um ein in Echtzeit zu lésendes Problem han-
delt, sind auch durchaus komplexere Algorithmen zur Segmentierung und
Parametrisierung in Betracht zu ziehen. Fiir eine zuverlissige und schnelle
Segmentierung von Vorteil wire eine gezielte Bereichsselektion des in einem
Bild sichtbaren Werkstiicks durch den Benutzer. Weitere Arbeit sollte auch
noch in die Erhéhung der Genauigkeit der in der Vorverarbeitung ermittel-
ten Kreuzungspunkte investiert werden. Das vordringlichste Ziel wire aber
die gezielte Verbesserung der Parametrisierung der Kreuzungspunkte. Da-
bei wiire eine iterative Verbesserung der Parametrisierung durch Analyse des
Ergebnisses der Tensorprodukt-Spline-Passung und anschlieBender erneuter
Passung denkbar.
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Anhang A

Laufzeiten der implementierten
Algorithmen

Die folgende Tabelle soll einen Eindruck von den Laufzeiten der vorgestellten
Algorithmen vermitteln. Sie wurden auf einer Sun Ultra Sparc Creator-1 un-
ter SunOS 5.6 ermittelt. Da die Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit kaum
optimiert sind und das System wihrend des Tests auch noch von anderen Be-
nutzern genutzt wurde, sind diese Mefiwerte eher als grobe Anhaltspunkte
zu verstehen. Die Implementierungssprache ist C++. Als Eingabe dienen die
Bilder aus Abbildung ?? bis ?? auf Seite ?7ff. Die Angaben haben das For-
mat ,Minuten:Sekunden®.

| 219-03  219-04 219-05 219-06

Hochpafifilterung 0:01 0:01 0:01 0:02
Maskengenerierung 0:40 0:42 0:44 0:42
Geradenpassung 0:07 0:07 0:07 0:06
Skelettierung 0:02 0:02 0:03 0:02
Polygonzugapproximation 10:17  11:19 9:54 9:37
Kreuzungspunktsuche incl.

Parametrisierung 6:57 9:30 1048 9:13
Iterative Passung 4:25 6:47 5:47 8:15
Konsistenz-Test 1.31 2:46 1:40 2:16
Tensorprodukt-Spline-Passung 0:19 0:11 0:17 b:15
Laufzeit insgesamt | 24:19 27:25  29:21  30:28
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| 219-07 219-08 219-09 219-10

Hochpa8filterung 0:01 0:01 0:01 0:01
Maskengenerierung 0:40 0:41 0:40 0:41
Geradenpassung 0:06 0:07 0:07 0:07
Skelettierung 0:02 0:02 0:03 0:03
Polygonzugapproximation 9:00 8:44 8:46 9:05
Kreuzungspunktsuche incl.

Parametrisierung 9:39  10:24  14:38  10:07
Iterative Passung 11:39  11:57  14:11 7:43
Konsistenz-Test 2:06 2:24 3:00 1:39
Tensorprodukt-Spline-Passung 0:09 0:12 0:15 0:14

Laufzeit insgesamt | 33:22  34:32 41:41  29:41
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