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Zusammenfassung

Das Vergleichen und Aggregieren von Informationen ist ein zentraler Bereich in
der Analyse von Wahlsystemen. In diesen miissen die verschiedenen Meinungen von
Wiéhlern iiber eine Menge von Kandidaten zu einem moglichst gerechten Wahler-
gebnis aggregiert werden. In den meisten politischen Wahlen entscheidet sich jeder
Wihler durch Ankreuzen fiir einen einzigen Kandidaten. Daneben werden aber auch
Rangordnungsprobleme als eine Variante von Wahlsystemen untersucht. Bei diesen
bringt jeder Wahler seine Meinung in Form einer totalen Ordnung iiber der Menge
der Kandidaten zum Ausdruck, wodurch seine oftmals komplexe Meinung exakter
reprasentiert werden kann als durch die Auswahl eines einzigen, favorisierten Kandi-
daten. Das Wahlergebnis eines Rangordnungsproblems ist dann eine ebenfalls totale
Ordnung der Kandidaten, welche die geringste Distanz zu den Meinungen der Wéh-
ler aufweist. Als Distanzmafe zwischen zwei totalen Ordnungen haben sich neben
anderen Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz etabliert.

Durch moderne Anwendungsmoglichkeiten von Rangordnungsproblemen im ma-
schinellen Lernen, in der kiinstlichen Intelligenz, in der Bioinformatik und vor allem
in verschiedenen Bereichen des World Wide Web riicken bereits bekannte, jedoch bis-
lang eher wenig studierte Aspekte in den Fokus der Forschung. Zum einen gewinnt
die algorithmische Komplexitdt von Rangordnungsproblemen an Bedeutung. Zum
anderen existieren in vielen dieser Anwendungen unvollstdndige ,Wéhlermeinungen*
mit unentschiedenen oder unvergleichbaren Kandidaten, so dass totale Ordnungen
zu deren Reprasentation nicht linger geeignet sind.

Die vorliegende Arbeit greift diese beiden Aspekte auf und betrachtet die algo-
rithmische Komplexitdt von Rangordnungsproblemen, in denen Wahlermeinungen
anstatt durch totale Ordnungen durch schwache oder partielle Ordnungen représen-
tiert werden. Dazu werden Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz
auf verschiedene nahe liegende Arten verallgemeinert. Es zeigt sich dabei, dass nun
bereits die Distanzberechnung zwischen zwei Ordnungen ein algorithmisch komple-
xes Problem darstellt. So ist die Berechnung der verallgemeinerten Versionen von
Kendalls Tau-Distanz oder Spearmans Footrule-Distanz fiir schwache Ordnungen
noch effizient moglich. Sobald jedoch partielle Ordnungen betrachtet werden, sind
die Probleme NP-vollstédndig, also vermutlich nicht mehr effizient 16sbar. In diesem
Fall werden Resultate zur Approximierbarkeit und zur parametrisierten Komplexitat
der Probleme vorgestellt. Auch die Komplexitit der Rangordnungsprobleme selbst
erhoht sich. Fiir totale Ordnungen effizient 16sbare Varianten werden fiir schwache
Ordnungen NP-vollsténdig, fiir totale Ordnungen NP-vollstandige Varianten hinge-
gen liegen fiir partielle Ordnungen teilweise aufserhalb der Komplexitatsklasse NP.
Die Arbeit schliefst mit einem Ausblick auf offene Problemstellungen.
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Einleitung

1.1 Einfihrung

Die Suche nach einem guten oder sogar dem besten Wahlsystem ist vermutlich ge-
nauso alt wie der Gedanke der Demokratie selbst und hat von der Philosophie bis
hin zur Mathematik verschiedenste wissenschaftliche Fachrichtungen {iber Jahrhun-
derte hinweg beschiftigt. Selbst in der jiingeren Vergangenheit dauert die Suche
an. So wurden in 27 westlichen Demokratien in der Zeit von 1945 bis 1990 rund
70 verschiedene Wahlsysteme angewandt [Lij94|. Das wesentliche Kriterium fiir die
Giite eines Wahlsystems ist dabei die Frage, wie exakt das Ergebnis der Wahl die
Meinungen der Wéhler repréasentiert. Dabei zeigen sich selbst in den Wahlsystemen
der westlichen Demokratien Schwéichen. So ist es im deutschen Bundestagswahl-
recht moglich durch weniger Zweitstimmen mehr Mandate zu gewinnen oder durch
mehr Zweitstimmen Mandate zu verlieren [Decll]. Bei der Wahl zum Présidenten
der Vereinigten Staaten von Amerika trat im Jahr 2000 sogar der Fall ein, dass der
Kandidat, der im offiziellen Wahlergebnis der Federal Election Commission [ComO01]
mehr Stimmen als jeder andere Kandidat auf sich vereinigen konnte, die Wahl nicht
gewann.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich die informelle Eigenschaft eines Wahlsys-
tems, in seinem Wahlergebnis die Meinungen der Wahler gut zu repréasentieren, for-
mal definieren lédsst. Hierzu existiert eine Vielzahl verniinftig erscheinender Kriterien,
beispielsweise die Bedingung der Nicht-Diktatur, der Nicht-Manipulierbarkeit oder
das Condorcet-Kriterium. Die Forschung auf dem Gebiet der Wahlsysteme erhielt
eine neue Richtung als Arrow [Arr50] und spéter Gibbard [Gib73| und Sattertwaithe
[Sat75] zeigten, dass kein Wahlsystem existieren kann, welches alle diese Kriterien
erfillt, und damit die Suche nach dem einen, besten Wahlsystem als aussichtslos
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darstellten.

Ein zusétzliches formales Kriterium zur Giite von Wahlsystemen wurde 1989
durch eine Arbeit von Bartholdi et al. [BTT89b| eingefiihrt, die vorschlugen, Wahl-
systeme auch aufgrund ihrer algorithmischen Komplexitat zu bewerten. In derselben
Arbeit wurde gezeigt, dass das Problem, einen Wahlsieger im Wahlsystem nach Ke-
meny [Kem59| zu bestimmen, NP-hart ist. Das Kriterium der Komplexitét gewann
nochmals an Bedeutung, als Dwork et al. [DKNSO1a| zeigten, dass die Problemstel-
lung von Wahlsystemen zu vielen Problemstellungen im Bereich des World Wide
Web, speziell in der Metasuche, der Bekimpfung von Spam in Suchmaschinenergeb-
nissen, der Multi-Kriterien-Suche, der Ahnlichkeitssuche und der Mustererkennung
Parallelen aufweist. Anwendungsmoglichkeiten von Wahlsystemen fanden sich wenig
spater auch im maschinellen Lernen und in der kiinstlichen Intelligenz, im Daten-
bankbereich und auch beispielsweise in der Biologie.

An dieser Stelle setzt die vorliegende Arbeit an. Wahlsysteme werden als Rang-
ordnungsprobleme formuliert, in denen die Meinungen von Wahlern zu einem Wahl-
ergebnis in Form einer totalen Ordnung aggregiert werden. Als Teilproblem ergeben
sich Distanzprobleme, also die Frage nach der Ahnlichkeit zweier Wiahlermeinungen.
Die Arbeit untersucht nun diese Distanzprobleme und Rangordnungsprobleme im
Hinblick auf ihre Komplexitat.

Im Folgenden sollen zunéchst die verschiedenen Parameter der betrachteten Dis-
tanzprobleme und Rangordnungsprobleme genauer betrachtet und motiviert werden.

(Partielle) Ordnungen als Wihlermeinungen: Damit ein Wahlsystem in sei-
nem Wahlergebnis die Meinungen der Wahler gut repréasentieren kann, ist es es-
sentiell, diese Meinungen iiberhaupt moglichst exakt zu kennen. Hierfiir eignet es
sich, diese als Ordnungen iiber der Menge der Kandidaten darzustellen. Dies soll
nun am Beispiel einer fiktiven Wahl kurz motiviert werden. Obwohl das Beispiel als
politische Wahl formuliert ist, kann es leicht auch auf andere Anwendungen in den
Bereichen des World Wide Web oder im Sport iibertragen werden.

Man stelle sich das folgende Szenario vor. Es soll ein politisches Amt besetzt
werden. Dazu soll der Amtstrager aus einer Menge von Kandidaten durch direkte
Wahl bestimmt werden. Die Reihenfolge der restlichen Kandidaten im Wahlergeb-
nis ist ebenfalls relevant, da beispielsweise die Besetzung von Stellvertreterposten
anhand des Wahlergebnisses entschieden werden soll. Es stehen die Kandidaten aus
Tabelle 1.1 zur Wahl.

Angenommen die Wahl wird durch Mehrheitsentscheid (plurality vote) durchge-
fiihrt, d.h. jeder Wahler entscheidet sich fiir einen Kandidaten und die Rangfolge
der Kandidaten im Wahlergebnis ergibt sich aus der Anzahl der Stimmen, die jeder
Kandidat auf sich vereint. Es stellt sich nun aber die Frage, ob durch die Auswahl
nur eines Kandidaten die Meinung eines Wahlers bereits hinreichend bekannt ist.

Ein Wahler habe sich beispielsweise fiir Kandidat A entschieden. Das bedeu-
tet, er bevorzugt A gegeniiber den Kandidaten B bis H. Letztere sind fiir ihn da-
mit gleichwertig. Es ist fraglich, ob dieser Sachverhalt tatséchlich der vollstandigen
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Tabelle 1.1. Die Kandidaten des Wahlbeispiels

Kandidat Partei Ausrichtung Schwerpunkte
A “die Béren” demokratisch, konservativ.~ Umwelt, Bildung
B “die Béren” demokratisch, konservativ Umwelt
C “die Béren” demokratisch, konservativ Wirtschaft
D “die Adler” demokratisch, liberal Umwelt, Bildung
E “die Adler” demokratisch, liberal Umwelt
F “die Adler” demokratisch, liberal Wirtschaft
G “die Schlangen” radikal Wirtschaft, Bildung
H “die Schlangen” radikal Umwelt

Meinung des Wahlers entspricht. Ein Wahler mit demokratischer Grundeinstellung
wiirde vermutlich die demokratischen Kandidaten B bis F' den radikalen Kandidaten
G und H vorziehen. Ein Anhénger der “Béren” wiirde wohl die Kandidaten B und
C den Kandidaten D bis H vorziehen. Aus der tatséchlichen Meinung des Wéhlers
wird also nur ein einziger Aspekt herausgegriffen, wihrend seine restliche Meinung
unbekannt und unberticksichtigt bleibt.

Es erscheint also sinnvoller, die Meinung des Wahlers in Form einer totalen Ord-
nung iiber der Menge der Kandidaten einzuholen. Jedoch ergibt sich auch hier ein
Nachteil. Durch die Vollstandigkeit der totalen Ordnung muss der Wahler fiir jedes
Paar von Kandidaten die Entscheidung treffen, welchen er bevorzugt (und dabei
die Transitivitdt und die Zyklenfreiheit seiner Préferenzen beachten). Wéhrend der
Mehrheitsentscheid also davon ausgeht, dass ein Wahler bis auf seinen Favoriten
alle Kandidaten gleich stark préferiert, wird nun davon ausgegangen, dass ein Wah-
ler iiberhaupt keine zwei Kandidaten gleich stark praferiert. Auch dies muss jedoch
keineswegs der Fall sein. Ein demokratisch eingestellter Anhénger der “Adler” wird
wohl die Kandidaten D bis F den Kandidaten A bis C und diese wiederum den
Kandidaten G und H vorziehen. Innerhalb der Kandidaten D bis F entspricht es
aber unter Umstéanden tatsdchlich seiner Meinung, dass diese drei Kandidaten fiir
ihn gleichwertig sind. Ein anderer Wahler méchte die Kandidaten vielleicht nur in
die Kategorien “gut”, “normal” und “schlecht” einteilen, ohne sich innerhalb einer
Kategorie weiter festzulegen. Ein politisch enttduschter Wéhler mdchte vielleicht
seinem Protest dadurch Ausdruck verleihen, dass er alle Kandidaten als gleich gut
bzw. schlecht einstuft. Hier liegt es nahe, die Meinungen der Wahler anhand von
schwachen Ordnungen zu erheben, also beinahe totalen Ordnungen, die jedoch Un-
entschieden zulassen. Bekannt sind diese bereits aus dem Sport, wo beispielsweise
geteilte i-te Plétze oftmals im Regelwerk vorgesehen sind.

Unter Umstéanden wird jedoch die Meinung eines Wéahlers auch durch eine schwa-
che Ordnung nicht exakt dargestellt. Beispielsweise ist es moglich (oder vermutlich
sogar die traurige Realitdt), dass ein Wihler gar nicht alle Kandidaten kennt, die
ihm zur Auswahl stehen. Haufig wird dieses Problem einfach dadurch gelost, dass
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davon ausgegangen wird, dass ein unbekannter Kandidat am wenigsten préferiert
wird. Ein Wahler, der beispielsweise Kandidat C nicht kennt, aber den “Béren” na-
he steht, wiirde diesen aber vermutlich immer noch den Kandidaten der anderen
Parteien vorziehen. Weiterhin kann der Fall eintreten, dass ein Wéahler Kandidaten
bewusst flir unvergleichbar hélt. Die Meinung eines Wéhlers kann beispielsweise ei-
ne vollstandige Reihenfolge der Kandidaten mit Schwerpunkt in Umweltfragen und
eine vollstéandige Reihenfolge der Kandidaten mit Schwerpunkt in Wirtschaftsfragen
enthalten. Da er beide Bereiche fiir wichtig hélt, mochte er zwischen diesen beiden
Gruppen von Kandidaten keine weiteren Préferenzen festlegen, da er nicht “Apfel
mit Birnen” vergleichen méchte. Hier kommen zu den Unentschieden also noch Un-
vergleichbarkeiten hinzu und es liegt nahe die Meinung des Wahlers durch partielle
Ordnungen zu modellieren, die genau dies zulassen und nur die Transitivitdt und
die Zyklenfreiheit der Praferenzen fordern.

Insgesamt konnen also die Meinungen eines Wéhlers mit Hilfe von partiellen Ord-
nungen exakter modelliert werden, wenngleich sich sicher noch Argumente finden
wiirden, auch diese noch weiter zu verallgemeinern. An dieser Stelle sei noch ange-
merkt, dass im deutschen Wahlrecht tatsiachlich seit Langem der Vorschlag existiert,
einen Wahler neben seinem Favoriten (Partei) noch zumindest einen zweitplatzierten
Kandidaten auswéhlen zu lassen [Jes85]. Hintergrund ist hier jedoch die Vermeidung
des Verlustes der Stimme, wenn der Favorit unter der 5%-Hiirde bleibt.

Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz: Rangordnungs-
probleme erhalten nun die Meinungen der Wéhler in Form von Ordnungen und bil-
den daraus ein Wahlergebnis in Form einer totalen Ordnung. Es liegt offensichtlich
nahe als Wahlergebnis eine derjenigen totalen Ordnungen zu wéhlen, die die Summe
der Distanzen zu den Meinungen der Wahler minimiert. Es stellt sich also die Frage,
wie sich die Distanz zwischen zwei Ordnungen tiberhaupt messen lésst. Zur Bestim-
mung der Distanz zwischen totalen Ordnungen bzw. Permutationen iiber der Menge
der Kandidaten existiert bereits eine Vielzahl von Moglichkeiten. In der vorliegenden
Arbeit werden aus diesen Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz
herausgegriffen. Kendalls Tau-Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen ist die An-
zahl der Paare von Kandidaten, die in den beiden Ordnungen in unterschiedlicher
Reihenfolge auftreten. Spearmans Footrule-Distanz (auch L;-Norm) summiert da-
gegen iliber alle Kandidaten die Differenzen zwischen ihren Positionen in den beiden
totalen Ordnungen auf.

Fiir die Wahl von Kendalls Tau-Distanz spricht zunéchst einmal eine Vielzahl
von wiinschenswerten statistischen Eigenschaften (siche [KG90| fiir eine ausfiihr-
liche Betrachtung). Weiterhin erfiillt das Kemeny-Wahlsystem, welches auf Ken-
dalls Tau-Distanz aufbaut, beweisbar als einziges das Condorcet-Kriterium und ist
gleichzeitig neutral und konsistent [YL78|. Ein Wahlsystem erfiillt das Condorcet-
Kriterium, wenn derjenige Kandidat, der von der Mehrheit der Wéhler allen an-
deren Kandidaten gegeniiber im paarweisen Vergleich bevorzugt wird, die Wahl
definitiv gewinnt. Obwohl nicht immer ein solcher Kandidat existieren muss, gilt



1.1. Einfiihrung

das Condorcet-Kriterium als eines der wichtigsten Kriterien fiir ein Wahlsystem.
Die Konsistenz eines Wahlsystems ist wie folgt definiert. Wenn zwei Wahlen mit
Mengen von Wihlern K7 und K, dieselbe Menge von Wahlsiegern ergeben, dann
sind diese auch die Sieger in der Wahl mit den Wahlern K3 U K,. Ein Wahlsystem
heifst neutral, wenn das Vertauschen zweier Wahlermeinungen keinen Einfluss auf
das Wahlergebnis hat. Die Vorteilhaftigkeit von Kendalls Tau-Distanz lasst sich auch
daran erkennen, dass die Giite vieler heuristischer Verfahren anhand von Kendalls
Tau-Distanz zwischen der berechneten und der optimalen Losung bewertet wird
(siche z. B. [DKNSO1a]). Nicht zuletzt ist Kendalls Tau-Distanz in der Praxis weit
verbreitet.

Spearmans Footrule-Distanz wird aufgrund fehlender statistischer Eigenschaften
oft abgelehnt [KG90], ist jedoch in der Praxis aufgrund ihrer Einfachheit und ihrer
Intuitivitat ebenfalls weit verbreitet. Da sie sich nur um einen konstanten Faktor von
Kendalls Tau-Distanz unterscheidet [DG77] und Problemstellungen mit ihr teilweise
effizienter berechenbar sind als mit Kendalls Tau-Distanz [DKNSO1al, hat sie sich
auch als Naherungslosung fiir Problemstellungen mit Kendalls Tau-Distanz bewéhrt.

Insgesamt gesehen sind also die beiden Distanzen, die in der vorliegenden Arbeit
betrachtet werden sollen, jeweils sowohl theoretisch als auch praktisch relevant und
weit verbreitet.

Verallgemeinerungen von Distanzen auf partielle Ordnungen: Es stellt
sich nun die Frage, wie sich Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz
auf partielle Ordnungen tibertragen lassen. In der vorliegenden Arbeit wird dies auf
Grundlage der Menge der totalen Erweiterungen einer partiellen Ordnung durchge-
fiihrt. Eine totale Erweiterung einer partiellen Ordnung ist dabei eine totale Ord-
nung, die ihr nicht widerspricht. Die Menge der totalen Erweiterungen einer par-
tiellen Ordnung (eines Wihlers) wird dabei als die Menge der fiir ihn akzeptablen
Kompromisse aufgefasst.

Es werden nun die Minimal-, die Maximal-, die Zentral- und die Hausdorff-
Version von Kendalls Tau-Distanz bzw. von Spearmans Footrule-Distanz zwischen
zwei Wéhlern (partiellen Ordnungen, Mengen von totalen Erweiterungen) betrach-
tet. Diese wurden fiir schwache Ordnungen teilweise bereits studiert [Cri85|, unter
anderem auch im Zusammenhang mit Rangordnungsproblemen [FKM106, Aill0a].

Haben zwei Wihler eine minimale Distanz von k, so betrigt die Distanz (Ken-
dalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz) zwischen dem besten, d. h. dem
ahnlichsten, Paar von Kompromissen genau k. Haben sie dagegen eine maximale Dis-
tanz von k, so hat das schlechteste, d. h. das undhnlichste, Paar eine Distanz von
k. Haben sie eine Hausdorff-Distanz von k, so hat jeder Kompromiss eines Wahlers
einen besten Partner in der Menge der Kompromisse des anderen Wahlers inner-
halb einer Distanz von hochstens k. Haben sie eine zentrale Distanz von k, so gibt
es zumindest fiir einen Wahler einen Kompromiss, dessen schlechtester Partner sich
innerhalb einer Distanz von k befindet.

Die Minimalversion einer Distanz bewertet die Ubereinstimmungen der beiden
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Wihler (partiellen Ordnungen, Mengen von totalen Erweiterungen). Existiert ein
Kompromiss, der fiir beide Wéhler akzeptabel ist, so betrdgt die minimale Distanz
zwischen den beiden null. Dies erscheint als eine verniinftige Eigenschaft, denn wenn
beide Wahler sich auf einen Kompromiss einigen kénnen, sollte keine Distanz zwi-
schen ihnen bestehen.

Die Hausdorff-Version einer Distanz bringt als einzige der vier Verallgemeine-
rungen die Eigenschaft einer Metrik mit sich, wenn es sich bei der Distanz um eine
Metrik handelt. Dies ist in vielen speziell mathematischen Anwendungen gewiinscht,
besonders deshalb, weil eine Metrik die Dreiecksungleichung erfiillt.

Die Maximalversion einer Distanz bewertet die Widerspriiche zwischen zwei
Wahlermeinungen. Sie bringt den Vorteil mit sich, dass sie in einigen Féllen mit
der Hausdorff-Version der Distanz zusammenféllt, jedoch deutlich intuitiver ist als
diese. Dies wird in der vorliegenden Arbeit genutzt, indem Beweise fiir die Maxi-
malversion einer Distanz gefiihrt und dann auf ihre Hausdorff-Version iibertragen
werden.

Die Minimalversion, die Maximalversion und die Hausdorff-Version einer Dis-
tanz lassen sich jeweils mit zwei Quantoren ausdriicken. Die Zentralversion einer
Distanz stellt die vierte Moglichkeit dar, die durch zwei Quantoren angegeben wer-
den kann. Sie ist gleichzeitig eine eingeschrankte Version des 1-Zentrumsproblems
(siehe [MS84] fiir eine Ubersicht), einem Problem aus der algorithmischen Geometrie
mit Anwendungsmoglichkeiten beispielsweise im Bereich der Standortplanung.

Die vorliegende Arbeit modelliert also Wahlsysteme als Rangordnungsprobleme,
in denen die Meinungen von Wéhlern in Form von totalen Ordnungen, schwachen
Ordnungen, Intervallordnungen oder partiellen Ordnungen iiber der Menge der Kan-
didaten vorliegen. Gesucht ist ein Wahlergebnis in Form einer totalen Ordnung,
welche die Summe der Distanzen zu den Wahlermeinungen minimiert. Als Distanz
zwischen totalen Ordnungen werden Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-
Distanz verwendet, welche in naheliegender Weise durch die Minimal-, die Maximal-,
die Zentral- und die Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans
Footrule-Distanz auf allgemeinere Ordnungen erweitert werden. Als Teilproblem des
Rangordnungsproblems ergibt sich das Distanzproblem, in welchem die Distanz zwi-
schen zwei Ordnungen gesucht ist. Die Arbeit untersucht nun diese Distanzprobleme
und Rangordnungsprobleme im Hinblick auf ihre Komplexitét. Dabei wird festge-
stellt, dass Distanzprobleme fiir alle betrachteten Distanzen effizient l6sbar sind,
solange nur schwache Ordnungen gegeben sind. Sobald jedoch partielle Ordnungen
gegeben sind, stellen sich die Distanzprobleme allesamt als NP-vollstdndig bzw.
coNP-vollstandig dar. In diesem Fall werden die Probleme weiterhin auf ihre Ap-
proximierbarkeit und ihre parametrisierte Komplexitat hin untersucht. Die Komple-
xitdt der Rangordnungsprobleme &ndert sich durch Verallgemeinerung der gegebe-
nen Ordnungen ebenfalls. Fiir totale Ordnungen effizient 16sbare Varianten werden
fiir partielle Ordnungen NP-vollstandig, fiir totale Ordnungen NP-vollstandige Va-
rianten liegen teilweise nicht mehr in der Komplexitétsklasse NP.
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Die Arbeit ist dabei wie folgt aufgebaut. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels
werden die notwendigen Grundbegriffe der Arbeit eingefithrt und Rangordnungs-
probleme und Distanzprobleme formal definiert. In Kapitel 2 werden verwandte Ar-
beiten aufgelistet. Kapitel 3 stellt bekannte und neue, grundlegende Ergebnisse vor,
die in den weiteren Kapiteln Verwendung finden. In Kapitel 4 und Kapitel 5 wer-
den die Distanzprobleme unter den Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz
und Spearmans Footrule-Distanz betrachtet. Entsprechend untersuchen Kapitel 6
und Kapitel 7 Rangordnungsprobleme unter den Verallgemeinerungen von Kendalls
Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz. Die Arbeit schliefst mit einer Zusam-
menfassung und einem Ausblick in Kapitel 8.

1.2 Grundlegende Definitionen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe der Arbeit eingefiihrt. Ne-
ben einigen Grundbegriffen aus der Graphentheorie werden die betrachteten Ord-
nungen und einige Operationen auf diesen definiert. Anschlieffend werden Kendalls
Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz auf totalen Ordnungen eingefiihrt und
verschiedene Mdoglichkeiten, sie auf allgemeinere Ordnungen zu iibertragen, betrach-
tet.

1.2.1 Grundbegriffe

Zunéchst werden einige benétigte Grundbegriffe aus der Graphentheorie eingefiihrt.
Die Definitionen finden sich in dieser oder dhnlicher Form in praktisch allen Biichern
tiber Graphentheorie, beispielsweise in [Har69, Die97, Bol98|.

Ein Graph G ist ein geordnetes Paar (V, E). Dabei sind V' und E endliche Men-
gen, von denen V' als Knoten(menge) und E als Kanten(menge) von G bezeichnet
wird. Die Kantenmenge E besteht dabei entweder aus ungeordneten Paaren von
Knoten, d.h. E C V®, oder aus geordneten Paaren von Knoten, d.h. E C V x V.
Im ersten Fall heifst G ungerichteter Graph, im zweiten Fall gerichteter Graph. Fiir
eine Kante e = {z,y} € F eines ungerichteten Graphen heifen die Knoten x und y
Endknoten von e. Fiir eine Kante e = (z,y) € E eines gerichteten Graphen heifst
Startknoten und y Zielknoten von e. Sowohl in ungerichteten als auch in gerichteten
Graphen werden x und y als zueinander adjazent bezeichnet. Weiterhin sind x und
y zu e inzident. Falls © # y fir alle Kanten {z,y} € E bzw. (z,y) € E gilt, so
spricht man von einem schleifenfreien Graphen. Alle in dieser Arbeit verwendeten
Graphen sind schleifenfrei, deshalb wird auf diesen Zusatz im Folgenden verzichtet.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E), fir den {x,y} € FE fiir alle z,y € V mit
x # y gilt, wird als wvollstindiger Graph (iber |V'| Knoten) bezeichnet und mit Ky
notiert. Ein gerichteter Graph, fiir den entweder (z,y) € E oder (y,x) € F fiir alle
x,y € V mit x # y gilt, heilt Turniergraph (iber |V| Knoten). Es ist zu beachten,
dass in der Literatur auch gewichtete Turniergraphen existieren, die zuséatzlich eine
Gewichtsfunktion auf den Kanten besitzen, und in denen es moglich ist, dass sowohl
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(x,y) € E als auch (y,x) € E gilt.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann heift ein Graph G’ = (V', E)
(von V' induzierter) Subgraph von G, wenn V' C V und E' = {{z,y} : {z,y} €
ENz eV ANy e V'} gilt. Analog dazu existieren auch Subgraphen von gerichteten
Graphen, die jedoch in dieser Arbeit nicht bendtigt werden.

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Ein Pfad in G von x1 nach z; ist eine
Menge von Knoten P = {xy, 2, ..., 2} CV fir die (z;,2;11) € Efir 1 <i<t—1
gilt. Wenn zusétzlich noch (x4, z1) € F gilt, dann spricht man von einem Zyklus (der
Linge t). Falls alle Knoten in P paarweise verschieden sind, so spricht man auch
von einem einfachen Pfad bzw. Zyklus. Alle in dieser Arbeit verwendeten Pfade und
Zyklen sind einfach, deshalb wird auf diesen Zusatz im Folgenden verzichtet. Ein
gerichteter Graph, der keinen Zyklus besitzt, heifst zyklenfrei. Ein Zyklus der Lénge
drei wird auch als Dreieck bezeichnet. Analog zum Pfad und zum Zyklus existieren
in ungerichteten Graphen Wege und Kreise. Diese werden in der vorliegenden Arbeit
jedoch nicht benotigt.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) heifst stark zusammenhéngend, wenn fiir alle
x,y € V ein Zyklus Z existiert, so dass x,y € Z gilt. Als starke Zusammenhangs-
komponente in G wird eine maximale Teilmenge V' C V bezeichnet, so dass fiir alle
x,y € V' ein Zyklus Z existiert mit x,y € Z. Ein stark zusammenhéngender Graph
besitzt also nur eine starke Zusammenhangskomponente.

1.2.2 Ordnungen

Ein Teil der Eingabe der in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen sind Ord-
nungen. Um welche Ordnungen es sich handelt, ist dabei ein entscheidender Parame-
ter der Probleme. Im Folgenden werden nun die betrachteten Ordnungen eingefiihrt.

Sei R eine bindre Relation {iber einer Grundmenge bzw. Doméne D. Fiir x,y € D
wird © < y geschrieben, wenn (z,y) € R ist, und x £g y, wenn (z,y) ¢ R ist.
Aufgrund des Ursprungs der hier behandelten Probleme werden die Elemente der
Domaéne auch als Kandidaten bezeichnet. Mit A, B,C, &, F, ... werden Teilmengen
der Doméne notiert.

Eine bindre Relation s ist eine strikte partielle Ordnung, wenn sie irreflexiv,
asymmetrisch und transitiv ist, d. h. wenn fiir alle x,y, 2 € D gilt © £, x, v <, y =
Yy Aexund x <, y Ay <. 2 = = <, z. Alle Ordnungen in dieser Arbeit sind strikt.
Der Ubersichtlichkeit halber wird dieser Zusatz im Folgenden weglassen.

Die Intuition hinter x <, vy ist, dass k © vor y ordnet bzw. y nach x ordnet, was
einer Préferenz fiir « entspricht. Dabei heifst x <,; y eine Vorgabe von r (beziiglich x
und y). Zwei Elemente x,y € D heien unvergleichbar (in k), wenn © A, y ANy L.
gilt. Dies wird als « %, y notiert.

Eine binédre Relation k ist eine Intervallordnung, wenn eine Abbildung [ von D
in eine Menge von Intervallen existiert, wobei I(z) = [l,,r,] ist. Fir alle z,y € D
gilt dann = <, y, genau dann wenn r, < [, ist. Dabei lésst sich zeigen, dass sich
jede Intervallordnung représentieren lasst, wenn [,,r, € N und 0 < l,,r, < |D| fir
alle z € D gilt (siehe z. B. [Fis85]).
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Eine bindre Relation x ist eine schwache Ordnung, wenn sie irreflexiv, asymme-
trisch, transitiv und negativ transitiv ist, d.h. * <, y = © <, 2V 2z <, y gilt fir
alle z,y, z € D. Die Doméne D wird also in (Rang-)Klassen By, ..., B, partitioniert,
so dass x <, y ist, wenn 4,7 € N mit ¢ < j existieren und z € B; und y € B; ist.
Die Kandidaten x und y befinden sich immer dann in derselben Klasse, wenn sie
unvergleichbar sind. Im Zusammenhang mit schwachen Ordnungen heiffen = und y
dann unentschieden (in k) anstatt unvergleichbar. Dies wird als x =, y notiert.

Eine binére Relation 7 ist eine totale Ordnung, wenn sie irreflexiv, asymmetrisch,
transitiv und vollstéandig ist, wobei Letzteres bedeutet, dass fiir alle x,y € D mit
x # y entweder x <, y oder y <, x gilt. Eine totale Ordnung 7 kann also auch als
Permutation der Elemente aus D oder als Bijektion 7: D — {1,...,|D|} betrachtet
werden. Diese Sichtweise wird wann immer notig verwendet. Fiir z,y € D und ein
i € N wird 7(z) = i bzw. 771(i) = z geschrieben, wenn = von 7 an Position i
geordnet wird. Wenn 7(x) = 7(y) — 1 gilt, dann ordnet 7 x unmittelbar vor y bzw. y
unmittelbar nach xr bzw. x und y direkt nebeneinander.

Im Laufe der Arbeit werden totale Ordnungen mit 7, o, p und 7 (gegebenenfalls
mit Indizes) bezeichnet, allgemeinere Ordnungen mit «, ¢ und v. Im Folgenden wird
aufkerdem die Menge aller totalen Ordnungen bzw. aller schwachen Ordnungen bzw.
aller Intervallordnungen bzw. aller partiellen Ordnungen iiber einer Doméne D mit
M;(D) bzw. M4(D) bzw. M;(D) bzw. M, (D) notiert.

Offensichtlich entspricht eine totale Ordnung einer schwachen Ordnung, in der
jede Klasse genau ein Element aus D enthalt. Weiterhin entspricht eine schwache
Ordnung einer Intervallordnung, in der zwei Intervalle entweder disjunkt sind oder
in ihren Intervallgrenzen exakt iibereinstimmen. Aufgrund der Transitivitdt der <-
Relation auf den natiirlichen Zahlen ist zuletzt jede Intervallordnung eine partielle
Ordnung. Es gilt also M,;(D) C M(D) C M;(D) C M, (D).

Im Laufe der Arbeit werden totale Ordnungen 7 iiber einer Doméne D als Per-
mutationen der Elemente aus D notiert, fiir D = {c, ¢o, ¢3, ¢4, ¢5} also beispielsweise
als

Cqy <y Co <, C <7 C5 <1 C3

oder einfach durch Kommata getrennt als
T = C4,C2,C1,C5,C3.

Zum Angeben einer schwachen Ordnung x iiber D wird jede Klasse als Teil-
menge von D notiert und k selbst als totale Ordnung tiber den Klassen, fiir D =
{c1, ca, c3, ¢4, 5} also beispielsweise als

{01703} '<,.§ {05} -<,i {02,04} .

Die schwache Ordnung, die iiberhaupt keine Vorgaben besitzt, d. h. die alle Kandi-
daten in einer einzigen Klasse ordnet, wird als leere Ordnung bezeichnet.

Fiir eine Intervallordnung oder eine partielle Ordnung « iiber D werden die Vor-
gaben von k einzeln angegeben. Lediglich Vorgaben, die sich aus der Transitivitét
der Ordnung automatisch ergeben, werden nicht explizit angegeben.
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1.2.3 Operationen auf Ordnungen

In diesem Abschnitt werden einige Operationen auf totalen Ordnungen, auf schwa-
chen Ordnungen und auf partiellen Ordnungen eingefiihrt, die im Laufe der Arbeit
héufig verwendet werden.

Sei 7 eine totale Ordnung iiber einer Doméne D und seien x,y € D. Fiir die
totale Ordnung 7', die durch eine Vertauschung von x und y aus 7 hervorgeht, gilt
() = 7(y), 7'(y) = 7(x) und 7'(c) = 7(c) fir alle ¢ € D mit ¢ # x,y. Falls
|7(x) — 7(y)| = 1 ist, d.h. falls 7 die Kandidaten = und y direkt nebeneinander
ordnet, wird von einer lokalen Vertauschung von x und y gesprochen. Abbildung 1.1
illustriert eine Vertauschung.

T Yy
T - —e L4 haFU SRS SR L4 *—
o o
| | | S, L7 | | |
| | | //\\ | | |
| | \// \\\ | |
| | /) ‘k\ | |
/ | | // | | \\ | |
| | - | | ~ | |
T —e ® * o— - - —@ ® ® *—
Y T

Abbildung 1.1. 7/ geht aus 7 durch eine Vertauschung von z und y hervor.

Sei 7 erneut eine totale Ordnung iiber einer Doméne D, sei x € D, sei ¢ € N mit
7(x) <1 < |D|und sei j € Nmit 1 < j < 7(z). Sei weiterhin X; = {c € D : 7(x) <
7(c) < i} und sei Xy = {c € D:j < 7(c) < 7(x)}. Fiir die totale Ordnung 7/, die
durch eine Rechtsverschiebung von x auf Position i aus T hervorgeht, gilt 7/(x) = 1,
7'(c) = 7(c) — 1 fir alle ¢ € &} und 7/(c) = 7(c) fir alle ¢ € D\ (X, U {z}). Fiir
die totale Ordnung 7", die durch eine Linksverschiebung von x auf Position j aus
7 hervorgeht, gilt entsprechend 7"(x) = j, 7"(c) = 7(c) + 1 fiir alle ¢ € &5 und
7"(c) = 7(c) fiir alle ¢ € D\ (XoU{x}). Wenn die Richtung aus dem Zusammenhang
klar ist, dann wird auch einfach von einer Verschiebung von x auf Position i bzw. j
gesprochen. Abbildung 1.2 illustriert eine Rechtsverschiebung.

e

>---—--—-—-9
.
7
j

Abbildung 1.2. 7’ geht aus 7 durch eine Rechtsverschiebung von z hervor.
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Seien x und i schwache Ordnungen iiber einer Doméane D. Die Verfeinerung von
k anhand von u (siehe auch [FKM™06]), die mit p *  notiert wird, ist die schwache
Ordnung, fir die v <, y & ¢ <. yVa =, yAx <,y fiir alle 2,y € D gilt. Zwei
Kandidaten x und y sind also in p* s unentschieden, genau dann wenn sie sowohl in
 als auch in p unentschieden sind. Wenn p eine totale Ordnung ist, dann ist auch
1 * K eine totale Ordnung. Verfeinerungen sind weiterhin assoziativ.

Wiéhrend die Verfeinerung einer schwachen Ordnung durch eine zweite schwache
Ordnung in jedem Fall wieder eine schwache Ordnung liefert, muss dies fiir zwei
Intervallordnungen oder partielle Ordnungen x und p nicht der Fall sein. Zur Ver-
anschaulichung sei D = {z,y, z}. Die Intervallordnung r sei durch die Intervalle
Ly, r2) = [1,1], [y, 7] = [2,2] und [I,,7,] = [1,2] gegeben. Damit besteht x nur aus
der Vorgabe x <, y. Die Intervallordnung p sei durch die Intervalle [I,., .| = [3, 3],
ly,ry] = [1,1] und [l,,7.] = [2,2] gegeben. Damit besteht p aus den Vorgaben
Yy <, 2, 2 <, vund y <, x. Eine Verfeinerung p * £ besteht nun aus den Vorgaben
T <pee Ys Y < 2 Und 2 < @ und ist keine Ordnung mehr. Um diesen Unter-
schied deutlich zu machen, wird bei Intervall- oder partiellen Ordnungen deshalb
nicht von einer Verfeinerung gesprochen. Stattdessen sei die Ableitung von k anhand
von p, die mit gk notiert wird, eine irreflexive und asymmetrische binére Relation,
die wie folgt definiert ist. Fiir alle z,y € D gilt

T <, YNT <, Y= T < Yy (Einigkeit),
TR YNT B, Y= T =<pan Y (Ubernahme),
T < YNY <, T =T < Yy (Uneinigkeit),
TZYNT <, Y =T <pen Y (Ubergabe) und
v Z. YN L,y =%,y (Unvergleichbarkeit).

Falls ;1 eine totale Ordnung und damit vollstindig ist, enthilt u % & keine Uber-
nahmen und Unvergleichbarkeiten. Beispielhafte Ableitungen sind in Abbildung 1.3
dargestellt. Ableitungen lassen sich als gerichtete Graphen interpretieren. Die Defini-
tionen eines Zyklus, eines Dreiecks und des starken Zusammenhangs konnen deshalb
auch auf Ableitungen angewendet werden.

Sei k eine partielle Ordnung iiber einer Doméne D. Fiir die Umkehrung von k,
die mit £ notiert wird, gilt dann = <, y & y <.r zund z Z,_ y & x %, » y fiir alle
z,y € D.

Sei xk wieder eine partielle Ordnung iiber einer Doméne D und sei z € D. Eine
partielle Ordnung x’ entsteht aus x durch Entfernen von x, indem x’ auf die Doméne
D \ {z} eingeschrénkt wird. Intuitiv werden also alle Vorgaben, die x betreffen,
entfernt.

Sei k wieder eine partielle Ordnung iiber einer Doméne D, jedoch gelte nun
x ¢ D. Eine partielle Ordnung ' entsteht aus x durch Hinzufiigen von x, indem &’
auf die Doméne D U {x} erweitert wird. Je nach Zusammenhang werden Vorgaben
fir  zu +' hinzugefiigt. Wird nichts weiter erwéhnt, so wird x %,, y fiir alle y € D
erganzt.
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C1

N

Cs > 2

Cy C3

(a) partielle Ordnung &

PN

A\

(c) Ableitung p* &

oY

(b) partielle Ordnung p

\ \/

(d) Ableitung k *

Abbildung 1.3. Illustration von Ableitungen: Dabei sind Einigkeiten (E), Ubernah-
men (UN), Uneinigkeiten (U) und Ubergaben (UG) angegeben. Unvergleichbarkeiten

sind nicht eingezeichnet.
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1.2.4 Metriken auf totalen Ordnungen

Um die Ahnlichkeit zweier Ordnungen zu messen, wird eine binire Funktion d :
M, x M,, — N benétigt. Dabei wird d als Distanz bezeichnet. Eine Distanz heifst
symmetrisch, falls d(k, p) = d(u, ) fiir alle k, p € M, gilt. Sie heifst weiterhin reguldr,
falls d(k, ) = 0 gilt, genau dann wenn £ = p ist. Eine Distanz, die symmetrisch
und regular ist, bezeichnet man als Distanzmaj$. Erfiillt ein Distanzmaf d zuséatzlich
die Dreiecksungleichung, d.h. gilt d(x,p) + d(p,v) > d(k,v) fir alle &, p, v € M,
dann bezeichnet man d als Metrik.

Um die Ahnlichkeit zweier totaler Ordnungen zu messen, existieren diverse Dis-
tanzen, von denen die folgenden beiden in dieser Arbeit betrachtet werden sollen.
Beide Distanzen sind als Metriken bekannt (siehe z. B. [KG90]).

Definition 1.1 (Distanzen auf totalen Ordnungen). Seien o und T totale Ord-
nungen tber einer Domdne D.

e Spearmans Footrule-Distanz I’ zwischen o und 7 ist definiert als

F(o,7) =) lo(x) = 7(z)] .

€D
e Kendalls Tau-Distanz K zwischen o und 7 ist definiert als
Ko,7) =z, y} CD:z <,y ANy <, x| .

Kendalls Tau-Distanz zwischen o und 7 entspricht auflerdem der minimalen
Anzahl an lokalen Vertauschungen, die nétig ist, um o in 7 zu tuberfihren.

1.2.5 Distanzen auf allgemeineren Ordnungen

Die eben definierten Metriken werden nun auf allgemeinere Ordnungen bis hin zu
partiellen Ordnungen iibertragen, indem eine partielle Ordnung als Menge von tota-
len Ordnungen aufgefasst wird, die ihr nicht widerspricht. Formal ergibt sich damit
die folgende Definition.

Definition 1.2 (Erweiterung einer Ordnung). Sei k eine partielle Ordnung tiber
einer Domdane D. Eine partielle Ordnung p tiber D heifyt Erweiterung von k, wenn
T <,y ==,y firallexz,y €D gilt. Ist pn zusdtzlich eine totale Ordnung, so heifit
1 totale Erweiterung von k. Die Menge aller totalen Erweiterungen von k wird mit
Ext(k) notiert.

Die Menge aller totalen Erweiterungen einer partiellen Ordnung s iiber einer
Doméne D kann dabei zwischen eins und |D|! viele Elemente enthalten. Ersterer Fall
tritt ein, wenn k eine totale Ordnung ist, letzterer Fall, wenn x die leere Ordnung
ist. Fiir eine partielle Ordnung « ist die Ermittlung der Méchtigkeit von Ext(x) als
#P-vollstandig bekannt [BW92].
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Allgemeine Konzepte zur Messung des Abstandes zweier Punktmengen mit Hilfe
der Minimalversion, der Maximalversion, der Hausdorff-Version und der Zentralver-
sion einer Distanz kdnnen nun zur Messung des Abstandes zwischen zwei Ordnungen
iibertragen werden. Die Hausdorf{f-Version ist dabei eine bekannte Methode, um Me-
triken von Punkten auf Punktmengen zu iibertragen [Hau78§].

Definition 1.3 (Distanzen auf Ordnungen). Seien k und p partielle Ordnungen
tber einer Domdne D und sei d Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-
Distanz. Die Minimalversion bzw. die Mazimalversion bzw. die Hausdorff-Version
bzw. die Zentralversion von d zwischen k und p ist dann wie folgt definiert.

o Die Minimalversion von d zwischen k und p ist definiert als

d in\ v,y == i i d 5 .
min(k, p) = min | min  d(r, o)

o Die Mazimalversion von d zwischen k und p ist definiert als

AMaz ) = d ) .
M (KZ /IJ> TenEli}((n) aergst)((u) (T 0>

e Die Hausdorff-Version von d zwischen k und p ist definiert als

d = ma, ) ] d a i d )
a(k,p) =max{ max = min d(r,0), max min d(r,0)}

e Die Zentralversion von d zwischen k und p ist definiert als

dz (K =min{ min max d(7,0), min max d(7,0)}.
Z( 7,“) {TEExt(/{)GGExt(u) (7 )’UEEXt(ﬂ)TGEXt(K) (’ )}

Bevor die Aquivalenz zwischen Distanzen formal eingefiihrt wird, sollen die Mini-
malversion, die Maximalversion, die Hausdorff-Version und die Zentralversion einer
Distanz d an einem Beispiel veranschaulicht werden. Fiir d wird dabei Kendalls
Tau-Distanz gewahlt.

Sei die schwache Ordnung « iiber der Doméne D = {cy, ¢o, c3, ¢4} gegeben als

{Cla 02} —<H {C?n 04} .

Weiterhin sei die partielle Ordnung p ebenfalls iiber D = {cy, ¢s, c3, ¢4} durch die
beiden Vorgaben ¢; <, ¢4 und ¢z <, co gegeben. Eine triviale Moglichkeit die
Minimalversion, die Maximalversion, die Hausdorff-Version und die Zentralversion
von Kendalls Tau-Distanz zwischen x und g zu berechnen besteht nun darin die
Menge aller totalen Erweiterungen von « und die Menge aller totaler Erweiterungen
von 4 zu bestimmen und zwischen den Elementen der beiden Mengen paarweise
Kendalls Tau-Distanz zu berechnen.

Die Menge aller totaler Erweiterungen von x enthélt genau die folgenden totalen
Ordnungen:

Ty :C <y C2 <y C3 <y C4,
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7—2 : 62 <T2 Cl <‘I'Q C3 <7'2 047
T3 1 C1 =<7y C2 =<p3 C4 <55 C3,
Ty Cy =7y C1 <py C4 <7y C3.

Die Menge aller totaler Erweiterungen von p enthélt genau die folgenden totalen
Ordnungen:
01:C1 =gy €3 =0y C2 =gy C4,

02 1 C1 =gy C3 =gy C4 <4, Co2,
03 :C <03 Cq <0'3 C3 <0'3 Ca,
04 C3 -<0'4 C1 —<O'4 Co —<O'4 Cyq,
051 C3 =05 C1 =o5 C4 =g C2,
06 1 C3 =55 C2 =og C1 =gg C4 -

Berechnet man nun paarweise Kendalls Tau-Distanz zwischen den totalen Er-
weiterungen, dann ergeben sich die in Tabelle 1.2 aufgelisteten Distanzen.

Tabelle 1.2. Kendalls Tau-Distanz zwischen totalen Erweiterungen von x und p

01 0Oz O3 04 05 O0g
7| 1 2 3 2 3 3
2 3 4 3 2 2
3] 2 3 2 3 4 4
w3 4 3 4 5 3

Die Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz zwischen x und p entspricht Ken-
dalls Tau-Distanz zwischen 71 und oy, da dies das Paar von totalen Erweiterungen
mit der minimalen Distanz ist. Es gilt also Ky, (k, ) = 1.

Die Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz zwischen x und p entspricht Ken-
dalls Tau-Distanz zwischen 74 und o5, da dies das Paar von totalen Erweiterungen
mit der maximalen Distanz ist. Es gilt also Kpe.(k, 1) = 5.

Fiir der Berechnung der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz zwischen
x und p wird aus beiden Mengen von totalen Erweiterungen dasjenige Element mit
der grofsten minimalen Distanz zu einem Element der anderen Menge bestimmt. Aus
der Menge der totalen Erweiterungen von « ist dies 74 mit einer minimalen Distanz
von 3. Aus der Menge der totalen Erweiterungen von u ist dies o9, 03, 04, 05 oder
0 mit einer minimalen Distanz von jeweils 2. Die Hausdorff-Version von Kendalls
Tau-Distanz zwischen « und p ergibt sich nun als der grofsere der beiden Werte. Es
gilt also Ky (k, 1) = 3.

Fiir der Berechnung der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz zwischen
und g wird aus beiden Mengen von totalen Erweiterungen dasjenige Element mit
der kleinsten maximalen Distanz zu einem Element der anderen Menge bestimmt.
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Aus der Menge der totalen Erweiterungen von k ist dies 7 mit einer maximalen
Distanz von 3. Aus der Menge der totalen Erweiterungen von p ist dies o7 mit einer
maximalen Distanz von ebenfalls 3. Die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz
zwischen x und p ergibt sich nun als der kleinere der beiden Werte. Es gilt also
Kz(k, 1) = 3. )

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird nun ein niitzliches Werkzeug zum Uber-
tragen von Ergebnissen zwischen zwei Distanzen vorgestellt. Das Konzept der Aqui-
valenz zwischen Distanzen bedeutet intuitiv, dass sich zwei Distanzen nur um einen
konstanten Faktor unterscheiden. Formal ist es wie folgt definiert.

Definition 1.4 (Aquivalenz von Distanzen). Seien dy; und d),, zwei Distanzen.
Dabei entsprechen d und d' jeweils Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-
Distanz. Weiterhin seien M und M’ jeweils die entsprechende Minimalversion bzw.
Mazimalversion bzw. Hausdorff-Version bzw. Zentralversion. Dann heiflfen dy; und
dy; dquivalent auf totalen Ordnungen (bzw. schwachen Ordnungen bzw. Intervallord-
nungen bzw. partiellen Ordnungen), wenn fiir zwei beliebige totale Ordnungen (bzw.
schwache Ordnungen bzw. Intervallordnungen bzw. partielle Ordnungen) k und
tiber einer Domane D zwei positive, nicht von D abhdngige Konstanten c; und co
existieren, so dass gilt:

crdp (K, 1) < dypi(k, 1) < cadpr (K, ) -

Die Aquivalenzbeziehung zwischen zwei Distanzen ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv und damit eine Aquivalenzrelation.

1.3 Problemstellungen der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Komplexitit zweier Problemstellun-
gen, der Distanzprobleme und der Rangordnungsprobleme. In diesem Abschnitt
werden nun zunédchst die dazu verwendeten Komplexitatsklassen eingefiihrt. An-
schlieffend werden Distanzprobleme und Rangordnungsprobleme definiert. Zuletzt
werden Feedback-Arc-Set-Probleme, welche in der Arbeit hadufig verwendet werden,
eingefiihrt.

1.3.1 Verwendete Komplexitatsklassen

Eine algorithmische Problemstellung (siehe z. B. [GJ90, Pap94, Weg03|) besteht zu-
nachst aus der Beschreibung einer generischen Instanz des Problems. Diese kann
beispielsweise Graphen oder Ordnungen enthalten. Weiterhin besteht das Problem
aus der Beschreibung einer Funktion, die jeder Instanz eine Menge von korrekten
Antworten zuordnet. Die (einzige) korrekte Antwort auf eine Instanz eines Ent-
scheidungsproblems lautet dabei entweder ,,ja“ (,ja“-Instanz) oder ,nein“ (,nein‘“
Instanz). Antworten auf Instanzen eines Optimierungsproblems besitzen entweder
,Qualitat® oder ,Kosten“ in Form einer rationalen Zahl. Die korrekte Antwort auf
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eine Instanz eines Optimierungsproblems ist nun entweder eine Antwort mit maxi-
maler Qualitét (Maximierungsproblem) oder minimalen Kosten (Minimierungspro-
blem). Ist anstatt nach der korrekten Antwort nur nach dem Wert der maximalen
Qualitdt (der minimalen Kosten) gefragt, so spricht man anstatt von einem Opti-
mierungsproblem auch von einem Wertproblem. Durch Weglassen bzw. Hinzufiigen
einer Schranke fiir den zu optimierenden Wert lésst sich aus den meisten Entschei-
dungsproblemen ein zugehoriges Optimierungsproblem konstruieren und umgekehrt.

Die Problemstellungen der Arbeit werden zunéchst auf ihre (algorithmische)
Komplexitdt hin untersucht. Dazu werden die folgenden Komplexitatsklassen be-
notigt (siehe auch [GJ90, Pap94, Weg03]). Eine Problemstellung gehort zur Klasse
P, wenn ein deterministischer Algorithmus (formaler: eine deterministische Turing-
maschine) fiir die Problemstellung existiert, wobei dieser zur Losung des Problems
hochstens polynomiell (in der Grofe der Instanz) viele Rechenschritte benotigen
darf. Problemstellungen in der Komplexitiatsklasse P werden auch als effizient lds-
bare Probleme bezeichnet. Ein Entscheidungsproblem gehort zur Klasse NP, wenn
ein nicht-deterministischer Algorithmus (formaler: eine nicht-deterministische Tu-
ringmaschine) fiir die Problemstellung existiert, wobei dieser fiir jede ,ja“-Instanz
einen giiltigen Rechenweg besitzt, der die korrekte Antwort in polynomiell vielen
Rechenschritten ermittelt, und wobei dieser fiir jede ,nein“-Instanz in allen giilti-
gen Rechenwegen in polynomiell vielen Rechenschritten die korrekte Antwort lie-
fert. Eine verbreitete Sichtweise auf Probleme in NP bzw. die dazugehorigen nicht-
deterministischen Algorithmen ist das ,Raten und Verifizieren. Dementsprechend
heifsen Probleme in NP auch effizient verifizierbar. Zu jedem Entscheidungsproblem
existiert ein Komplementproblem, welches wiederum ein Entscheidungsproblem ist
und aus denselben Instanzen besteht, jedoch ist jede ,,ja*“-Instanz des urspriinglichen
Problems eine ,nein“-Instanz seines Komplementproblems und umgekehrt. Die Kom-
plexitatsklasse coNP besteht genau aus den Komplementproblemen der Probleme
in NP.

Da jeder deterministische Algorithmus gleichzeitig ein nicht-deterministischer Al-
gorithmus ist, gilt P C NP. Ob P = NP oder P # NP gilt, ist unbekannt, jedoch
wird weitgehend letzterer Fall als wahrscheinlich angesehen. Das bedeutet, es existie-
ren vermutlich Probleme in NP, welche intuitiv schwieriger sind als die Probleme in
P. Zum Vergleich der Schwierigkeit zweier Entscheidungsprobleme existiert das Kon-
zept der (many-one) Reduzierbarkeit. Ein Entscheidungsproblem L; heifst (many-
one) reduzierbar auf ein Entscheidungsproblem Ls, wenn eine Funktion existiert, die
jede ,ja“-Instanz (,nein“-Instanz) von L; auf eine ,ja“Instanz (,nein“-Instanz) von
L4 abbildet, und die von einem deterministischen Algorithmus in polynomiell vielen
Schritten berechenbar ist.

Die intuitiv schwierigsten Probleme innerhalb der Komplexitatsklasse NP sind
die NP-vollstdndigen Probleme, welche wie folgt definiert sind. Ein Entscheidungs-
problem L ist NP-vollstindig, wenn L € NP gilt, und wenn jedes andere Problem
in NP auf L reduzierbar ist. Die letztere Bedingung wird als NP-Hdrte von L
bezeichnet. Aufgrund des Satzes von Cook [Coo71| kann die Definition der NP-
Vollstéandigkeit wie folgt abgewandelt werden. Ein Entscheidungsproblem L ist NP-
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vollstandig, wenn L € NP gilt, und wenn ein bereits als NP-vollstdndig bekanntes
Problem auf L reduzierbar ist.

Im Verlauf der Arbeit werden auch Probleme auftreten, die auferhalb der Kom-
plexitiatsklasse NP aber innerhalb der polynomiellen Hierarchie [Sto76, Wag90,
BHO91]| liegen. Charakteristisch fiir die Komplexititsklassen in der polynomiellen
Hierarchie ist die Benutzung eines Orakels C, wobei C eine Komplexitatsklasse
darstellt. Das Orakel kann dabei fiir ein Entscheidungsproblem aus der Klasse C
in einem Schritt die korrekte Antwort liefern. Ein weiterer Parameter der Kom-
plexitétsklassen ist die mogliche Einschrankung des Zugriffs auf das Orakel. Unter
parallelem Zugriff wird dabei die Tatsache verstanden, dass der Algorithmus nur
zu einem Zeitpunkt eine Menge von Anfragen an das Orakel stellen darf. Loga-
rithmisch beschrinkter Zugriff bedeutet, dass nur logarithmisch (in der Grofe der
Instanz) viele Anfragen an das Orakel erlaubt sind. Konkret werden in der vorliegen-
den Arbeit die beiden folgenden Komplexitiatsklassen aus der polynomiellen Hier-
archie benétigt. In der Klasse PNF liegen alle Entscheidungsprobleme, welche von
einem deterministischen Algorithmus, der parallelen Zugriff auf ein Orakel NP hat,

in polynomiell vielen Schritten gelost werden kénnen. Die Klasse Plll\IP ist aquivalent

NP
Plog n

zu Klasse mit logarithmisch beschrinktem Zugriff auf das Orakel [Wag90].

In der Klasse NP™F liegen alle Entscheidungsprobleme, welche von einem nicht-
deterministischen Algorithmus, der unbeschrinkten Zugriff auf ein Orakel NP hat,
in polynomiell vielen Schritten gelést werden kénnen. Die Klasse NPNF ist dabei
dquivalent zur Klasse NPI'F mit parallelem Zugriff und zur Klasse NPE;’H mit lo-
garithmisch beschranktem Zugriff [Wag90|. Analog zu den NP-vollstéandigen und

den NP-harten Problemen existieren PFP—Vollstétndige und Pﬂlp—harte Probleme,

sowie NPNP_yollstiandige und NPNP-harte Probleme.

Wenn die bereits erwdhnte Vermutung P # NP gilt, dann sind viele fiir die
Praxis relevante Probleme nicht effizient losbar. Fiir zu NP-vollstdndigen Entschei-
dungsproblemen gehorige Optimierungsprobleme, die NP-Optimierungsprobleme,
bedeutet dies, dass eine exakte Losung bzw. eine korrekte Antwort nicht in verniinf-
tiger Zeit gefunden werden kann. In diesem Fall bietet es sich an eine Approximati-
onslosung (siehe [Hoc97, Vaz04|) zu ermitteln, d. h. eine Antwort zu finden, die nur
,kontrollierbar hohere Kosten oder geringere Qualitit als die korrekte Antwort be-
sitzt, und die in der Praxis oft ausreichend ist. Ein NP-Optimierungsproblem heifst
e-approximierbar fiir eine Konstante ¢ > 1, wenn ein deterministischer Algorithmus
existiert, der in polynomiell vielen Rechenschritten eine Antwort liefert, die fiir ein
Minimierungsproblem hochstens die e-fachen Kosten der korrekten Antwort, und fiir
ein Maximierungsproblem mindestens die %—fache Qualitat der korrekten Antwort
besitzt. Dann heifst € die Approximationsgiite des Algorithmus und das Problem bis
auf einen konstanten Faktor approximierbar. Die Komplexitéitsklasse APX enthélt
nun genau die NP-Optimierungsprobleme, fiir die ein solcher Algorithmus mit kon-
stanter Approximationsgiite existiert. Existiert zu einem NP-Optimierungsproblem
sogar fiir jedes € > 1 ein Approximationsalgorithmus mit einer Approximationsgiite
von hochstens €, so bezeichnet man diese Algorithmen als polynomial time appro-
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ximation scheme (PTAS). Genau die NP-Optimierungsprobleme, fiir die ein PTAS
existiert, bilden die Komplexitatsklasse PTAS. In der vorliegenden Arbeit wird fiir
einige Probleme deren Zugehodrigkeit zu APX gezeigt. Fiir einige verwandte Pro-
blemstellungen ist bereits ein PTAS bekannt.

Eine alternative Herangehensweise an NP-harte Probleme ist die Betrachtung
ihrer parametrisierten Komplexitéat [DF99, FG06, Nie06|. Hier wird davon ausgegan-
gen, dass bei vielen dieser Probleme in praktischen Anwendungen einzelne Parame-
ter nur kleine Werte annehmen. Deshalb werden die Probleme daraufhin untersucht,
ob es moglich ist, einen Algorithmus zu entwickeln, dessen Laufzeit zwar exponen-
tiell ist, jedoch ausschlieflich beziiglich eines bestimmten Parameters. Formal ist
ein parametrisiertes Problem also gegeben als (Z, k), wobei k der zu untersuchen-
de Parameter ist und Z die restliche Eingabe des Problems. Das Problem heifit
nun fized-parameter-tractable, wenn ein Algorithmus existiert, der in f(k) - [Z]°W
vielen Schritten eine korrekte Antwort ermittelt. Dabei ist f(k) eine Funktion, die
ausschlieflich von k£ abhéngig ist. Im Laufe der Arbeit werden sich zwei Entschei-
dungsprobleme als fixed-parameter-tractable beziiglich ihrer Schranke herausstel-
len. Parametrisierte Probleme, die nicht fixed-parameter-tractable sind, werden in

die W-Hierarchie eingeordnet. Diese spielt in der vorliegenden Arbeit jedoch keine
Rolle.

1.3.2 Distanzprobleme und Rangordnungsprobleme

In diesem Abschnitt sollen nun die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Pro-
blemstellungen eingefiihrt werden. Ein Rangordnungsproblem fragt intuitiv, ob es
eine totale Ordnung gibt, welche gegebene Ordnungen moglichst gut reprasentiert,
also einen guten Kompromiss darstellt. Die entscheidenden Parameter sind dabei die
Distanz, mit der die Ahnlichkeit zwischen Ordnungen gemessen wird, und welche
Ordnungen als Eingabe erlaubt sind.

Definition 1.5 (Rangordnungsproblem). Sei dy; eine Distanz. Dabei entspricht
d Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz und M sei die entspre-
chende Minimalversion bzw. Maximalversion bzw. Hausdorff-Version bzw. Zentral-
version. Im Rangordnungsproblem (Entscheidungsproblem) ist nun eine Liste von
Ordnungen Kq, ..., k, tber einer Domdne D sowie ein k € N gegeben. Gefragt ist,
ob eine totale Ordnung T tber D existiert, so dass

> dy(ri ) < k
=1

gilt. Je nachdem, welche Ordnungen als Fingabe zugelassen werden, wird auch vom
Rangordnungsproblem unter dy, fiir totale / schwache / Intervall- / partielle Ord-
nungen gesprochen.

Das zugehdrige Optimierungsproblem erhdlt entsprechend eine Liste von Ord-
nungen Ki,...,k, tuber einer Domdne D als Fingabe und fragt nach einer totalen
Ordnung 7*, die Y _;_, dy(Ki, 7*) minimiert. Diese wird dann als Konsens bezeichnet.
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Ein wichtiges Teilproblem bei der Betrachtung eines Rangordnungsproblems ist
die Frage nach der Berechnung der Distanz zwischen zwei Ordnungen.

Definition 1.6 (Distanzproblem). Seidy, eine Distanz. Dabei entspricht d wieder
Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz und M sei wieder die ent-
sprechende Minimalversion bzw. Maximalversion bzw. Hausdorff-Version bzw. Zen-
tralversion. Im Distanzproblem (Entscheidungsproblem) sind nun zwei Ordnungen
k und p Gdber einer Domdne D und ein k € N gegeben. Gefragt ist, ob

dy(kr,p) < k

gilt. Je nachdem, um welche Ordnungen es sich bei k und p handelt, wird auch vom
Distanzproblem unter dy; fiir eine totale / schwache / Intervall- / partielle Ordnung
und eine totale / schwache / Intervall- / partielle Ordnung gesprochen.

Das zugehorige Optimierungsproblem erhdalt entsprechend als Eingabe zwei Ord-
nungen Kk und p tber einer Domdane D und fragt nach totalen Erweiterungen T €
Ext(k) und o € Ext(u), fir die

dM(’ﬁ :U’) = d(Ta U)
qgilt.

Im Verlauf der Arbeit werden sowohl Entscheidungsprobleme als auch Optimie-
rungsprobleme betrachtet. Effiziente Algorithmen und Approximationsalgorithmen
werden fiir die Optimierungsprobleme angegeben, wahrend fiir Beweise der NP-
Hérte und fiir Fixed-Parameter-Algorithmen Entscheidungsprobleme herangezogen
werden.

1.3.3 Feedback-Arc-Set-Probleme

Rangordnungsprobleme und Distanzprobleme weisen hiufig Ahnlichkeiten zu Vari-
anten des Feedback-Arc-Set-Problems auf. Diese werden im Folgenden also héufig
bendtigt und deshalb an dieser Stelle bereits eingefiihrt.

Es werden zunéichst die Entscheidungsprobleme definiert. Das Feedback-Arc-Set-
Problem auf allgemeinen Graphen erhélt als Eingabe einen gerichteten Graphen
G = (V,FE) und ein k € N. Gefragt ist, ob eine Teilmenge der Kanten E’ exis-
tiert, wobei |E’| < k ist, und wobei G' = (V, E'\ E’) zyklenfrei ist. Das Feedback-
Arc-Set-Problem fiir Turniergraphen ist bis auf die Tatsache, dass als Eingabe
ein Turniergraph gefordert ist, analog definiert. Eine Instanz des eingeschrankten
Feedback-Arc- Set-Problems besteht aus einem k£ € N und einem gerichteten Gra-
phen G = (V, Efi, U Eye;), wobei die Kanten aus EY;, eine partielle Ordnung bilden.
Das bedeutet fiir alle u,v,w € V gilt (u,v) € Efiz A (v,w) € Epiy = (u,w) € Epy
(Transitivitdt) und es existiert kein Zyklus, der ausschlieklich aus Kanten aus Ey;,
besteht. Gefragt ist, ob eine Teilmenge E' C Ey,.; existiert, wobei |E’'| < k ist, und
wobei G = (V, Efip U (Efrei \ E')) zyklenfrei ist. Das eingeschrénkte Feedback-Arc-
Set-Problem auf Turniergraphen ist wieder analog definiert. Die Menge E’ wird in
allen Varianten des Problems auch als Feedback-Arc-Set bezeichnet.
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Zu allen eben definierten Varianten von Entscheidungsproblemen des Feedback-
Arc Set-Problems existieren zugehorige Optimierungsprobleme. Diese erhalten als
Eingabe keine Schranke k£ und fragen entsprechend einem Feedback-Arc-Set mit
minimaler Kardinalitéat.
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Verwandte Arbeiten

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten Arbeiten vor, die sich mit demselben Themen-
gebiet wie die vorliegende Arbeit beschéftigen, oder die fiir dessen Entwicklung
mafsgeblich waren.

Historische Arbeiten: Das Problem, Wahlermeinungen zu einem Wahlergebnis
zu aggregieren, wird bereits im 13. Jahrhundert betrachtet. Erste bekannte Arbei-
ten stammen von Lullus [Lul83a, Lul83b, Lul99|. Darin werden Verfahren zur Wahl
von kirchlichen Wiirdentréagern beschrieben, die im Wesentlichen auf Abstimmungen
iiber jedes Paar von Kandidaten beruhen. Inhalt der Arbeiten ist in erster Linie die
praktische Durchfiihrung der Wahl mit dem Ziel der Vermeidung von Wahlfélschung
und Amterkauf. Es werden jedoch auch einige algorithmische Aspekte aufgeworfen,
z.B. die Behandlung von Unentschieden bei Abstimmungen und die Tatsache, dass
eine ungerade Anzahl von Wihlern das Wahlverfahren erleichtert. Im 15. Jahrhun-
dert beschreibt Cusanus [Cus33| ein Verfahren zur Wahl eines Konigs. Er beschreibt
dabei eine Wahl durch Punktevergabe, die im Gegensatz zu den Verfahren von Lul-
lus geheim ablduft. So erstellt jeder Wahler eine totale Ordnung der n Kandida-
ten und vergibt dann die Punktezahlen n bis eins. Borda [Bor81] (1781) greift das
Wahlsystem von Cusanus erneut auf und analysiert dessen Eigenschaften. Dabei er-
wahnt er implizit auch das erst spéater formulierte Condorcet-Kriterium. Cusanus’
Wahlsystem wird heute meist Borda zugeschrieben (Borda-Wahl) und findet z. B.
im Sport Anwendung. Condorcet [Con85] (1785) formuliert in seinem Wahlsystem
das Condorcet-Kriterium, welches die Entwicklung von Wahlsystemen entscheidend
beeinflusst. Eine ausfiihrliche Analyse und teilweise Ubersetzung der Arbeiten von
Borda und Condorcet ins Englische sowie eine Beurteilung weiterer historischer Ar-
beiten finden sich in [Bla71|. Die Behandlung von Unentschieden in den Préferen-
zen der Wahler, die bislang lediglich am Rande erwahnt wird, wird durch Kendall

23
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|[Ken45| ausfiihrlicher studiert.

Bestimmung eines Wahlsiegers: Die folgenden Arbeiten zu Wahlsystemen be-
fassen sich nicht mit dem Aggregieren der Wahlermeinungen zu einem Wahlergebnis
in Form einer totalen Ordnung {iber der Menge der Kandidaten, sondern bestimmen
nur den oder die Wahlsieger, wobei die Reihenfolge der verbleibenden Kandidaten
irrelevant ist. Condorcet [Con85| formuliert das Kriterium, dass derjenige Kandidat
die Wahl gewinnen soll, der allen anderen Kandidaten im paarweisen Vergleich von
der Mehrheit der Wahler vorgezogen wird (Condorcet-Wahlsieger), falls ein solcher
Kandidat existiert. Dieses wird im Folgenden als Condorcet-Kriterium bekannt und
etabliert sich als eine Eigenschaft, die ein gutes Wahlsystem besitzen soll. Viele in
der Folge entworfene Wahlsysteme erfiillen das Condorcet-Kriterium, gehen aber
unterschiedlich mit der Frage um, was zu tun ist, wenn kein Condorcet-Wahlsieger
existiert.

Dodgson |Dod76| schligt vor, dass derjenige Kandidat die Wahl gewinnen soll,
der mit der geringsten Anzahl an lokalen Vertauschungen in den Préferenzen der
Wihler zum Condorcet-Wahlsieger wird. Die Anzahl der lokalen Vertauschungen,
die notig ist, um einen Kandidaten zum Condorcet-Wahlsieger zu machen, wird
auch als dessen Dodgson-Score bezeichnet. Eine Wahl nach Young [You77| gewinnt
dagegen derjenige Kandidat, der durch das Entfernen der geringsten Anzahl an
Wihlern zum Condorcet-Wahlsieger wird. Entsprechend heifst die grofste Anzahl an
Wihlern, die einen Kandidaten zum Condorcet-Wahlsieger machen, Young-Score.
Copeland [Cop51] schlidgt denjenigen Kandidaten als Wahlsieger vor, der die héch-
ste Differenz aufweist zwischen Kandidaten, denen er im paarweisen Vergleich von
der Mehrheit der Wahler vorgezogen wird, und den Kandidaten, die ihm vorgezogen
werden. Kemeny [Kemb9| (genauer spezifiziert in [Lev75]) schldgt als Wahlsieger
diejenigen Kandidaten vor, die in einer totalen Ordnung iiber der Menge der Kan-
didaten, welche Kendalls Tau-Distanz zu den Praferenzen der Wahler minimiert, an
der Spitze stehen. Kemeny formuliert damit also das Rangordnungsproblem fiir to-
tale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz, welches deshalb in der Literatur auch
als Kemeny-Wahlsystem bezeichnet wird. Weitere bekannte Wahlregeln stammen
unter anderem von Nanson [Nan07|, Black [Bla71], Schwartz [Sch72| und Fishburn
[Fis77|. Fiir eine ausfiihrlichere Betrachtung der einzelnen Wahlregeln wird an dieser
Stelle auf die Arbeiten von Black [Bla71] und von Fishburn [Fis73] verwiesen.

Die Probleme, von einem gegebenen Kandidaten festzustellen, ob es sich um
einen Dodgson-, Kemeny- oder Young-Wahlsieger handelt, sind allesamt als P‘ll\IP—
vollsténdig bekannt [HHR97a, HSV05, RSV03] und werden als die natiirlichsten
Probleme dieser Art bezeichnet (z. B. in [HHR97a]). Einen Uberblick iiber die Ana-
lyse von Wahlsystemen und speziell iiber pr—vollsténdige Problemstellungen aus
diesem Bereich liefern Hemaspaandra und Hemaspaandra [HH00|. Approximations-
moglichkeiten in Dodgson- und Young-Wahlsystemen werden von Caragiannis et al.
[CCF109, CKKP10] untersucht. Betzler et al. [BGN10] zeigen, dass das Problem,
den Dodgson-Score eines Kandidaten anzugeben, fixed-parameter-tractable beziig-
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lich des Dodgson-Score ist, wahrend dies fiir den Young-Score nicht der Fall ist.

Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz: Weniger aus dem
Bereich der Wahlsysteme als vielmehr aus statistischen Anwendungen heraus ent-
wickeln sich Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz. Kendalls Tau-
Distanz wird von Kendall [Ken38| fiir Anwendungen in der Psychologie formal defi-
niert und eingefiihrt. Spearmans Footrule-Distanz entwickelt sich aus Arbeiten von
Spearman [Spe04, Spe(6] tiber statistische Untersuchungen in der Psychologie. Sta-
tistische Eigenschaften sowohl von Kendalls Tau-Distanz als auch von Spearmans
Footrule-Distanz, beispielsweise als Rangkorrelationskoeffizient, in der Regressions-
analyse oder als Fehlerreduktionsmafs, wurden ausgiebig studiert (siche [KG90| fiir
einen Uberblick), wobei Spearmans Footrule-Distanz fiir statistische Anwendungen
teilweise als ungeeignet eingestuft wird [KG90|. Wihrend sich die obigen Arbeiten
groftenteils auf Distanzen zwischen totalen Ordnungen beschranken, fithrt Critchlow
[Cri85] Hausdorff-Versionen dieser Distanzen auf schwachen Ordnungen ein. Auch
das Hauptaugenmerk von [Cri85] liegt dabei auf statistischen Eigenschaften.

Die Aquivalenz zweier Distanzen ist ein niitzliches Instrument, z.B. um Ap-
proximationsalgorithmen zu iibertragen. Fiir Kendalls Tau-Distanz und Spearmans
Footrule-Distanz fiir totale Ordnungen besagen die Diaconis-Graham-Ungleichungen
[DG77|, dass die beiden sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. Fagin
et al. [FKM™06] betrachten Distanzen fiir schwache Ordnungen und zeigen, dass
die Diaconis-Graham-Ungleichungen auf die Hausdorff-Version von Kendalls Tau-
Distanz und die Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz fiir zwei belie-
bige Mengen von totalen Ordnungen iibertragen werden kénnen.

Distanzprobleme unter Spearmans Footrule-Distanz und Kendalls Tau-
Distanz: Die Betrachtung von Distanzproblemen beschrankt sich bislang weitest-
gehend auf geeignete Methoden, Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ordnungen zu be-
rechnen, da sich Spearmans Footrule-Distanz fiir totale Ordnungen trivial in Li-
nearzeit berechnen lésst. Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ordnungen kann trivial
in quadratischer Zeit berechnet werden, lasst sich jedoch auch in O(nlogn) Schrit-
ten ermitteln [Kni66|. Dabei bezeichnet n die Groke der Doméne der betrachte-
ten Ordnungen. Durch ausgefeilte Datenstrukturen lédsst sich auch diese Laufzeit
noch leicht verbessern [Die89, AP98|. Fagin et al. [FKM*06] zeigen, dass sich die
Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz und die Hausdorff-Version von Spear-
mans Footrule-Distanz fiir zwei schwache Ordnungen mittels Verfeinerungen charak-
terisieren lassen. Daraus ergibt sich fiir ihre Berechnung eine Laufzeit von O(nlogn)
bzw. O(n). Knight [Kni66]| gibt fiir die Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir
schwache Ordnungen ebenfalls eine Charakterisierung mittels Verfeinerungen (ohne
Beweis) an.

Rangordnungsprobleme unter Spearmans Footrule-Distanz und Kendalls
Tau-Distanz: Die hier betrachteten Rangordnungsprobleme und viele weitere Va-
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rianten werden im Gegensatz zu den Distanzproblemen, besonders auch im Hin-
blick auf ihre Komplexitat, deutlich ausgiebiger studiert. Die NP-Vollstandigkeit
des Rangordnungsproblems fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz wird
von Bartholdi et al. [BTT89b| gezeigt. Dabei wird die Verwandtschaft des Problems
mit dem Feedback-Arc-Set-Problem genutzt und von diesem reduziert. Dwork et al.
[DKNSO1a| reduzieren ebenfalls vom Feedback-Arc-Set-Problem und zeigen dabei,
dass das Rangordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz
bereits fiir eine gerade Anzahl von mindestens vier gegebenen Ordnungen NP-
vollsténdig ist. Kleinere Fehler im Beweis von [DKNSO1a| werden in [BBD09| verbes-
sert. Das Rangordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Spearmans Footrule-
Distanz kann dagegen als bipartites Matching formuliert und effizient gelost werden
[DKNSO1al. Als Knoten im vollsténdigen bipartiten Graphen dienen einerseits die
Kandidaten und andererseits die Positionen im Konsens. Fiir jeden Kandidaten c
und jede Position i werden nun als Gewichte der Kante {c,i} die Beitrége von ¢ zu
Spearmans Footrule-Distanz zu den einzelnen Ordnungen aufsummiert, wenn ¢ im
Konsens an Position ¢ geordnet wird.

Biedl et al. [BBDO09] zeigen, dass die Wahl der besten gegebenen Ordnung als
Konsens im Rangordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz
eine (2 — 2)-Approximation liefert, wobei m die Anzahl der gegebenen Ordnungen
ist. Ailon et al. [ACNO8| geben weitere Approximationsalgorithmen fiir das Rang-
ordnungsproblem unter Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ordnungen an. In [Ail10a]
werden diese auf das Rangordnungsproblem fiir schwache Ordnungen unter der Mini-
malversion von Kendalls Tau-Distanz {ibertragen. Der Approximationsalgorithmus
aus [Aill0a] startet dabei mit der leeren Ordnung als Ausgangslosung. Diese wird
von allen gegebenen schwachen Ordnungen und zuletzt von einer beliebigen tota-
len Ordnung verfeinert. Ailon zeigt, dass dieser Algorithmus eine 2-Approximation
liefert. Ein komplexerer, randomisierter Algorithmus aus [Aill0a|, der die Mini-
malversion von Kendalls Tau-Distanz von Tripeln von Kandidaten in die Analyse
der Approximationsgiite miteinbezieht, liefert sogar eine 1.5-Approximation. Zuletzt
wird gezeigt, dass sich beide Algorithmen auf das Rangordnungsproblem fiir schwa-
che Ordnungen unter weiteren Distanzen, unter anderem die Hausdorff-Version von
Kendalls Tau-Distanz, iibertragen lassen und auch diese bis auf einen konstanten
Faktor approximieren. Durch van Zuylen und Williamson [vZW09| wurde mit einem
%—Approximationsalgorithmus die aktuell beste deterministische Approximation fiir
das Rangordnungsproblem fiir schwache Ordnungen unter der Minimalversion von
Kendalls Tau-Distanz vorgestellt. Durch dieselben Autoren [vZWO09| wird die 2-
Approximation aus [Aill0a] auf eine Variante des Rangordnungsproblems fiir totale
Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz iibertragen, in der eine partielle Ordnung
als Vorgabe fiir den Konsens gegeben ist. Schalekamp und van Zuylen [SvZ09| ver-
gleichen verschiedene, heuristische Algorithmen fiir das Rangordnungsproblem fiir
totale bzw. schwache Ordnungen und zeigen, dass eine Kombination mehrerer Al-
gorithmen einem einzelnen dieser Algorithmen immer iiberlegen ist. In [KMS07]
wird ein PTAS fiir das Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen entworfen
und dieses auf das Rangordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-
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Distanz iibertragen. Die Arbeit stellt als offenes Problem die Frage, ob sich das
PTAS auf das Feedback-Arc-Set-Problem auf allgemeine Graphen, fiir deren Kan-
tengewichte die Dreiecksungleichung gilt, iibertragen léasst. Dies wiirde ein PTAS fiir
das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir
schwache Ordnungen implizieren. Ailon [Aill0b] wandelt das PTAS aus [KMS07]
fiir ein Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen ab, in dem sich die Kosten
eines Algorithmus durch die Anzahl der betrachteten Kanten des Turniergraphen
ergeben und nicht mehr durch die Anzahl der Berechnungsschritte des Algorithmus.
Als Ausblick wird auf eine entsprechende Variante des Rangordnungsproblems fiir
totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz verwiesen.

Die parametrisierte Komplexitat des Rangordnungsproblems fiir totale Ordnun-
gen unter Kendalls Tau-Distanz wird im Zusammenhang mit dem Wahlsystem nach
Kemeny intensiv studiert. Dabei stellt sich heraus, dass das Problem fixed-parame-
ter-tractable unter anderem beztiglich seiner Schranke [BFGT09a|, beziiglich der
Anzahl der Kandidaten [BFG™09a|, beziiglich dem maximalen Wert von Kendalls
Tau-Distanz zwischen zwei gegebenen totalen Ordnungen [BFGT09a], beziiglich dem
durchschnittlichen Wert von Kendalls Tau-Distanz zwischen zwei gegebenen totalen
Ordnungen [BFGT09b] und beziiglich seiner Schranke geteilt durch die Anzahl der
Waihler [Sim09] ist. Karpinski und Schudy [KS10] geben einen Fixed-Parameter-
Algorithmus mit subexponentieller Laufzeit an. Beziiglich des durchschnittlichen
Werts von Kendalls Tau-Distanz zwischen zwei gegebenen Ordnungen wurden qua-
dratische [BGKN11| und lineare [BBN10| partielle Kerne angegeben. Ein partieller
Kern beschrankt dabei nur die Anzahl der Kandidaten, nicht jedoch die Anzahl
der Ordnungen. Beziiglich der Schranke des Problems wird ein linearer Kern so-
wohl in der Anzahl der Kandidaten, als auch in der Anzahl der Wahler angegeben
[BFGT09al.

Conitzer et al. [CDK06] sowie Davenport und Kalagnanam [DK04| betrachten in
experimentellen Studien nicht-effiziente, exakte Verfahren, z. B. Branch-and-Bound
Algorithmen, zur Berechnung eines Konsenses fiir das Rangordnungsproblem unter
Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ordnungen.

NP-harte Varianten von Rangordnungsproblemen unter Spearmans Footrule-
Distanz, die eine Analyse der Approximierbarkeit oder der parametrisierten Kom-
plexitét erfordern wiirden, wurden bislang nicht betrachtet.

Verallgemeinerungen von totalen Ordnungen und Spezialfille von schwachen
Ordnungen, auf die Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz erweitert
wurden, und fiir die Rangordnungsprobleme untersucht wurden, sind Top-k-Listen
[Ail10a, FKS03a] und p-Ratings [Aill0a]. Rangordnungsprobleme mit Top-k-Listen
erhalten als Eingabe totale Ordnungen iiber unterschiedlichen Doménen. Kandi-
daten, die nicht in der Doméne einer Ordnung enthalten sind, werden von dieser
Ordnung am wenigsten préferiert. Ailon [Aill0a| zeigt, dass das Rangordnungspro-
blem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir Top-k-Listen und p-
Ratings NP-vollstdndig ist. Dabei wird vom Feedback-Arc-Set Problem auf Turnier-
graphen reduziert. Eine Alternative zu Top-k-Listen stellt die ,Coherence“-Variante
[CDFZ04] von Rangordnungsproblemen dar, die als Eingabe ebenfalls Ordnungen
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iiber unterschiedlichen Doménen erhélt und die Grofse der Schnittmengen der Doma-
nen in die Berechnung der Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen miteinbezieht.

Eine Maximums-Variante von Rangordnungsproblemen (nicht zu verwechseln
mit der Maximumsversion einer Distanz) wird in [BBDO09| erstmals vorgestellt. Hier
wird nach einem Konsens gefragt, welcher anstatt die Summe der Distanzen zu
den gegebenen Ordnungen zu minimieren, die maximale Distanz zu einer gegebe-
nen Ordnung minimiert. Es wird die NP-Vollstandigkeit der Maximums-Variante
des Rangordnungsproblems fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz, sogar
fiir eine konstante, gerade Anzahl von mindestens vier Ordnungen, gezeigt. Dabei
wird vom Rangordnungsproblem unter Kendalls Tau-Distanz reduziert. Weiterhin
kann das Problem 2-approximiert werden, indem eine beliebige gegebene Ordnung
als Konsens verwendet wird. Fiir den Beweis der Approximationsgiite wird ausge-
nutzt, dass Kendalls Tau-Distanz auf totalen Ordnungen die Dreiecksungleichung
erfiillt. Die ,Popular“-Variante von Rangordnungsproblemen nach van Zuylen et al.
[VZSW11] sucht als Konsens eine totale Ordnung, so dass keine andere totale Ord-
nung existiert, die fiir eine Mehrheit der Wéhler eine geringeren Wert von Kendalls
Tau-Distanz aufweist.

Anwendungen: Die Anwendungsmoglichkeiten von Rangordnungsproblemen be-
schrianken sich bei Weitem nicht auf Wahlsysteme, aus deren Erforschung sie sich
entwickelt haben. Einen wichtigen Schritt in dieser Hinsicht stellt die Arbeit von
Dwork et al. [DKNSO1a| dar, die mehrere Anwendungsméglichkeiten von Rangord-
nungsproblemen in den Technologien des World Wide Web aufzeigt und so Impulse
fiir verschiedene Forschungsrichtungen gibt.

Eine in [DKNSO01a]| vorgeschlagene Anwendung von Rangordnungsproblemen fin-
det sich in der Metasuche. Hier sollen die Suchergebnisse einzelner Suchmaschinen
zu einem einzigen Ergebnis zusammengefasst werden. Im Gegensatz zum klassischen
Wabhlsystem mit meist vielen Wahlern und wenigen Kandidaten findet man hier eine
Situation mit in der Regel wenigen Wéahlern (Suchmaschinen) und vielen Kandida-
ten (Websites) vor. Die Vorteile der Metasuche im Vergleich zur Benutzung einer
einzigen Suchmaschine liegen vor allem darin, dass jeder einzelne Algorithmus zur
Suche im Web jeweils Vor- und Nachteile besitzt und anféllig gegen bestimmte Arten
von Spam ist. Zusétzlich verfolgen einzelne Suchmaschinen kommerzielle Interessen
und passen ihre Suchergebnisse diesen an. Dwork et al. [DKNSOla| gehen davon
aus, dass das optimale Ergebnis einer Metasuche dem Konsens eines Rangordnungs-
problems unter Kendalls Tau-Distanz entspricht. Da ein solcher NP-vollstandig zu
berechnen ist, werden verschiedene Heuristiken vorgestellt und experimentell er-
probt, unter anderem ein Borda Wahlsystem und das Rangordnungsproblem fiir
totale Ordnungen unter Spearmans Footrule-Distanz. Letzteres erweist sich experi-
mentell dem Borda Wahlsystem gegeniiber als iiberlegen. In einer weiteren Arbeit
entwerfen Dwork et al. [DKNSO1b] eine abgeschwichte Version des Rangordnungs-
problems fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz, welche effizient gelost
werden kann, indem sie lokale anstatt globale Optima als Konsens zulésst. Eine to-



29

tale Ordnung ist hier also ein Konsens, wenn es nicht méglich ist, mit einer einzelnen
lokalen Vertauschung die Summe der Werte von Kendalls Tau-Distanz zu den ge-
gebenen totalen Ordnungen zu verringern. Diese Variante wird experimentell in der
Metasuche getestet und stellt sich als geeignet heraus, um Spam in Suchmaschin-
energebnissen zu bekdmpfen. Yager und Kreinovich [YK99| fiihren die Metasuche
mit Varianten des Borda Wahlsystems durch und formulieren Kriterien, die ein sol-
ches erfiillen sollte. Aslam und Montague [AMO01b| vergleichen eine Metasuche mit
Hilfe von Borda-Wahlsystemen (,,Borda-Fuse) mit anderen Metasuchverfahren. Sie
stellen dabei als Vorteil die Einfachheit des Algorithmus, sowie die Tatsache, dass
keine Trainingsdaten und Lernphasen benotigt werden, heraus. Dieselben Autoren
vergleichen in [AMOla| Borda-Fuse experimentell mit anderen Metasuchverfahren
im Hinblick auf Konsistenz, d. h. auf die Fahigkeit, das sich mit der Zeit &ndernde
Verhalten einer Suchmaschine jauszubalancieren”. Ebenfalls Aslam und Montague
[MAO2| entwerfen einen Metasuchalgorithmus, der dem Rangordnungsproblem un-
ter Kendalls Tau-Distanz &hnelt (,Condorcet-Fuse®). Fiir dieses wird eine Losung
angendhert, indem das Problem als Feedback-Arc-Set-Problem formuliert wird, und
anschliefsend Zyklen derart aufgebrochen werden, dass das Condorcet-Kriterium er-
halten bleibt. Experimente der Autoren zeigen, dass Condorcet-Fuse ein besseres
Ergebnis liefert als Borda-Fuse. Wegen der hoheren Laufzeit wird er aber als in der
Praxis schlecht einsetzbar bezeichnet. Renda und Straccia [RS03] vergleichen ex-
perimentell Borda-Fuse mit einem vergleichsbasierten Verfahren auf Grundlage von
Markov-Ketten. Sie stellen dabei fest, dass Letzteres die besseren Ergebnisse liefert.
Fagin et al. [FKM103] analysieren die unterschiedlichen Bediirfnisse von Rangord-
nungsproblemen als Losungsverfahren fiir die Metasuche im Intranet im Vergleich
zum Internet.

Mit der Metasuche eng verwandte Anwendungen von Rangordnungsproblemen
nach [DKNSOla| liegen im Bereich des Information-Retrieval und in der Multi-
Kriterien-Suche. Als Beispiel fiir ein Information-Retrieval-Verfahren [DKNS01a]
werden auf einer Menge von Dokumenten verschiedene Suchanfragen durchgefiihrt.
Dabei existieren verschiedene Methoden, die fiir eine Suchanfrage die passendsten
Ergebnisse liefern. Auch hier stellt sich das Problem, die Ergebnisse verschiede-
ner Methoden zu einem passenden Gesamtergebnis zusammenzustellen. Die Multi-
Kriterien-Suche findet sich beispielsweise bei der Suche im Web anhand mehrerer
Suchbegriffe. Wihrend eine Verkniipfung der Suchbegriffe mit ,UND* oft keine oder
nur sehr wenige Suchtreffer liefert, liefert eine Verkniipfung mit ,ODER" meist ein
zu grofes und uniibersichtliches Suchergebnis. Abhilfe kann hier laut [DKNS01a] ein
Rangordnungsproblem schaffen, welches die Anfragen fiir jeden einzelnen Suchbegriff
stellt, und die Suchergebnisse aggregiert.

Rangordnungsprobleme werden auch in der Ahnlichkeitssuche, beispielsweise in
der Schrifterkennung oder fiir Anfragen in Multimedia-Datenbanken, verwendet.
Hier stehen verschiedene Verfahren zur Verfiigung, die ein gegebenes Muster klassifi-
zieren und dabei eine totale Ordnung iiber der Menge der Klassen liefern. Je hoher ei-
ne Klasse geordnet wird, umso grofer ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Muster zu
dieser Klasse gehort. Fiir eine zuverlédssigere Mustererkennung empfiehlt es sich nun,
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die Ergebnisse von verschiedenen Verfahren zu kombinieren, und damit ein Rang-
ordnungsproblem zu 16sen. In [vES00] werden dazu teilweise abgewandelte Borda-
Wahlsysteme vorgeschlagen, getestet und Vor- und Nachteile erértert. Multimedia-
Datenbanken enthalten oft komplexe Objekte (z. B. Bilder und Videos), die anhand
von verschiedenen Kriterien geordnet werden konnen. Eine Datenbankanfrage nach
Objekten, die mehrere Kriterien ,,gut erfiillen“, stellt ebenfalls ein Rangordnungs-
problem dar. Verschiedene Verfahren zu dessen Losung werden in [Fag99, FLNO3]
vorgestellt, ein Uberblick findet sich in [Fag02]. Fagin et al. [FKS03b| entwickeln
mit Hilfe eines Rangordnungsproblems einen Algorithmus fiir Datenbankanwendun-
gen, der mit nur wenigen Informationen aus den gegebenen Ordnungen bereits ein
Ergebnis liefert.

Auch in lernenden Verfahren treten Rangordnungsprobleme als Teilprobleme auf.
Cohen et al. [CSS99] geben als Beispiel unter anderem ein Verfahren an, welches ei-
nem Kunden eine Liste von Kaufvorschlagen unterbreitet. Diese Liste wird aus den
Ergebnissen diverser Praferenz-Funktionen berechnet, die fiir jedes Paar von Kan-
didaten / Produkten durch einen Wert zwischen 0 und 1 die Wahrscheinlichkeit
fiir die Reihenfolge des Paares angibt. Zusétzlich fliefst auch immer wieder Feed-
back vom Kunden in die Berechnung der Liste mit ein. In [CSS99] wird die NP-
Vollstandigkeit solcher Probleme gezeigt. Verschiedene Losungsansétze finden sich
in [CSS99, LL02, ACNOS|.

Biedl et al. [BBD09| zeigen Zusammenhénge zwischen Rangordnungsproblemen
und dem Zeichnen von Graphen auf. Es werden speziell das Rangordnungsproblem
fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz und Kreuzungsminimierungspro-
bleme in bipartiten Graphen gegeniiber gestellt, sowie der Zusammenhang zwischen
Rangordnungsproblemen und Penaltygraphen beleuchtet.

Rangordnungsprobleme finden weiterhin Anwendung in der Biologie. Sese und
Morishita [SM01] schlagen vor, Ordnungen mit Informationen zur Genexpression, die
auf verschiedene Arten gefunden wurden, mit Hilfe eines Rangordnungsproblems fiir
totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz zu einem Gesamtergebnis zusammen-
zufassen. Die Losung des Verfahrens wird dabei mit einem Sortierverfahren &hnlich
dem Bubblesort-Algorithmus angenéhert. Thr Vorschlag wurde beispielsweise aufge-
griffen, um jeweils verschiedene Forschungsergebnisse iiber das Endocannabinoid-
System beim Menschen bzw. bei der Ratte zu aggregieren [MGP07|. Auch das Zu-
sammenstellen von genetischen Informationen, die aus verschiedenen Populationen
einer Spezies gewonnen wurden, ldsst sich als Rangordnungsproblem formulieren.
Jackson et al. [JSAO8] modellieren dies als ein Rangordnungsproblem fiir partielle
Ordnungen unter einer Variante von Kendalls Tau-Distanz und losen das Problem,
indem ein Branch-and-Bound Algorithmus mit einem heuristischen Verfahren kom-
biniert wird.

Die praktische Relevanz der Erforschung von Rangordnungsproblemen wird nicht
zuletzt auch gut anhand eines Artikels von Aggarwal et al. [AACT 08| deutlich, in
welchem zehn Schwerpunkte in der theoretischen Forschung bei Google aufgelistet
werden. Einer davon ist der Zusammenhang zwischen Rangordnungsproblemen und
dem maschinellen Lernen.
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Feedback-Arc-Set-Probleme: Die in der Arbeit betrachteten Problemstellun-
gen weisen héufig Parallelen zum Feedback-Arc-Set Problem auf allgemeinen Gra-
phen, zum Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen und zum eingeschrankten
Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen auf. Aus diesem Grund soll auch der
aktuelle Stand der Forschung iiber diese Probleme beziiglich ihrer Komplexitét, ihrer
Approximierbarkeit und ihrer parametrisierten Komplexitat hier kurz wiedergege-
ben werden. Im Folgenden sei n die Anzahl der Knoten des gegebenen Graphen
und k die Schranke des Problems. Das Feedback-Arc-Set-Problem auf allgemei-
nen Graphen ist eines der  klassischen NP-vollstéandigen Probleme [GJ90, Kar72|.
Die NP-Hérte des Problems wird durch eine Reduktion vom Vertex-Cover-Problem
gezeigt. Das Problem ist weiterhin als APX-hart bekannt [Kan92|. Der im Mo-
ment beste Approximationsalgorithmus fiir das Feedback-Arc-Set-Problem auf all-
gemeinen Graphen stammt von Even et al. [ENSS98| und besitzt eine Approxima-
tionsgiite von O(lognloglogn). Zuletzt ist das Problem auch als fixed-parameter-
tractable bekannt. Chen et al. [CLL*08] geben hierzu einen Algorithmus mit Laufzeit
O(n*4*k3k!) an. Thr Algorithmus ist urspriinglich fiir das gerichtete Feedback-Vertex-
Set-Problem gedacht, 1asst sich aber auf das Feedback-Arc-Set-Problem iibertragen.
Eades et al. [ELS93| zeigen, dass immer ein Feedback-Arc-Set bestehend aus % — ¢
Kanten existiert.

Ein Spezialfall des Feedback-Arc-Set-Problems auf allgemeine Graphen ist das
Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen. Seine NP-Vollstandigkeit wird zwar
bereits 1992 vermutet [BJT92]|, gilt dann allerdings lange als bekanntes offenes Pro-
blem. Einen entscheidenden Schritt zum Beweis dieser Vermutung stellt eine ran-
domisierte Reduktion vom Feedback-Arc-Set-Problem auf allgemeinen Graphen auf
das Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen dar [ACNO8|. Den endgiiltigen
Beweis der NP-Hérte des Problems liefern unabhéngig voneinander Alon [Alo06]
und Charbit et al. [CTYO07], die diese Reduktion derandomisieren. Nachdem bereits
eine 5-Approximation fiir Spezialfille der gewichteten Version bekannt ist [CFR10],
zeigen Ailon et al. [ACNO08|, dass das Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen
3-approximierbar ist. Sie verwenden dabei einen Algorithmus, der an das Quicksort-
Sortierverfahren angelehnt ist. Die parametrisierte Komplexitat des Feedback-Arc-
Set-Problems auf Turniergraphen ist ein ausgiebig studiertes Problem. Seine Fixed-
Parameter-Tractability wurde von Raman und Saurab [RS06] durch Angeben eines
Algorithmus mit Laufzeit O(2.415%.n°M)) gezeigt. Dom et al. [DGH*10] geben einen
Algorithmus an, der einen Kern, bestehend aus O(k?) Knoten, berechnet. Dieses Re-
sultat wird in [BFGT11] verbessert, indem ein Kern bestehend aus O(k) Knoten er-
rechnet wird. Die aktuell schnellsten Fixed-Parameter-Algorithmen zur Losung des
Feedback-Arc-Set-Problems auf Turniergraphen stammen von Alon et al. [ALS09)
mit einer Laufzeit von O(20(Vk+log” k) 1,01y und von Karpinsky und Schudy [KS10]
mit einer Laufzeit von O(20VF) 4 n0M).

Die NP-Hérte des eingeschrankten Feedback-Arc-Set-Problems auf Turniergra-
phen ergibt sich sofort aus der NP-Hérte des Feedback-Arc-Set-Problems auf Tur-
niergraphen. Das eingeschrinkte Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen ist
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weiterhin 3-approximierbar und in Spezialféllen sogar 2-approximierbar [vZWO09].
Der Approximationsalgorithmus aus [vZWO09| wird im Beweis von Satz 4.4 leicht
abgewandelt verwendet. Beziiglich seiner parametrisierten Komplexitéit wird das ein-
geschrinkte Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen bislang nicht gesondert
untersucht, jedoch lasst sich zumindest der quadratische Kern aus [DGH™10] fur das
Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen leicht iibertragen.

Eine Variante von Rangordnungsproblemen, die nédher mit Feedback-Arc-Set-
Problemen verwandt ist als die in dieser Arbeit untersuchten Probleme, sind Slater-
Rankings. Hier wird fiir ein Paar von Kandidaten x und y nur beriicksichtigt, welcher
von beiden von der Mehrheit der Wihler bevorzugt wird, jedoch nicht die Differenz
zwischen der Anzahl der Wahler, die = bevorzugen, und der Anzahl der Wéhler, die
y bevorzugen. Die Problemstellung ist NP-vollstdndig, kann jedoch in Spezialfillen
effizient gelost werden [Con06|.

Manipulierbarkeit von Wahlsystemen: Ein komplexes Forschungsgebiet im
Bereich der Wahlsysteme, in welchem die Analyse von deren Komplexitat eine zen-
trale Rolle spielt, ist die Frage nach deren Manipulierbarkeit. Hier wird festgestellt,
dass jedes verniinftige Wahlsystem manipulierbar ist [Gib73, Sat75, DS00|. In fun-
damentalen Arbeiten von Bartholdi et al. [BTT89%a, BTT92| und von Bartholdi
und Orlin [BO91| wird deshalb die Frage nach der Komplexitéit einer Manipulation
aufgeworfen. Da sich diese Arbeit nicht mit Fragen der Manipulierbarkeit auseinan-
dersetzt, wird hier auf die Ubersichten {iber dieses Forschungsgebiet von Faliszewski
et al. [FHH10, FHHROG6] verwiesen.

Grundlegende Arbeiten: Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Analyse
von Problemen in mehreren Teilbereichen der Algorithmik, zu denen grundlegende
Arbeiten und eine Vielzahl von Biichern existieren. Die Grundlagen der Algorithmik
und der effizienten Algorithmen finden sich beispielsweise in [CLRS00]. Speziell mit
Approximationsalgorithmen befassen sich beispielsweise [Hoc97, Vaz04|. Fiir einen
Einblick in die parametrisierte Komplexitiat wird auf die Arbeiten von Downey und
Fellows [DF99|, Flum und Grohe [FG06|, sowie Niedermeier [Nie06] verwiesen. Die
Grundlagen der Komplexitéatstheorie werden in |GJ90, Pap94| zusammengefasst.
Die grundlegenden Arbeiten zur polynomiellen Hierarchie stammen von Stockmeyer
[Sto76], Wagner [Wag87, Wag90| sowie Buss und Hay [BH91].

Fazit: Aus der Ubersicht iiber die verwandten Arbeiten ldsst sich feststellen, dass
es sich bei vorliegendem Themengebiet um ein sehr altes und ausgiebig studiertes
Forschungsgebiet handelt. Aufféllig ist, dass sich die Anwendungsgebiete im Laufe
der Zeit stark verschoben haben, was auch der Erforschung des Themengebiets im-
mer wieder neue Impulse gegeben hat. Wahrend urspriinglich die Frage der Fairness
einer (politischen) Wahl im Vordergrund stand, ist durch neue Anwendungen in der
heutigen Zeit die Komplexitit der Probleme zu einem entscheidenden Aspekt gewor-
den. Zu den klassischen Meilensteinen der Analyse von Wahlsystemen beispielsweise
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von Condorcet [Con85|, Borda [Bor81], Arrow [Arr50|, Kemeny [Kem59|, Dodgson
[Dod76] und Young [You77] sind dementsprechend einige neue, entscheidende Arbei-
ten hinzugekommen. So haben z. B. die Arbeiten von Bartholdy et al. [BTT89b| und
von Dwork et al. [DKNSOla| die Erforschung der Komplexitat von Wahlsystemen
angestofien bzw. motiviert.

Als Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit konnen die Arbeiten von Critch-
low [Cri85] und von Fagin et al. [FKM™06| gesehen werden. Hier wurden Kendalls
Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz von totalen Ordnungen auf schwache
Ordnungen verallgemeinert und in den Kontext der Rangordnungsprobleme gestellt,
so dass sich unmittelbar die Frage nach der Betrachtung noch allgemeinerer Ord-
nungen stellte.
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Grundlagen

In diesem Kapitel werden teils bekannte und teils neue Sachverhalte aufgezeigt,
die im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder bendtigt werden, oder die fiir
zukiinftige Arbeiten von Bedeutung sein kénnten.

3.1 Distanzen auf allgemeinen Ordnungen

3.1.1 Alternative Sichtweise auf Distanzprobleme

Eine alternative Sicht auf Distanzprobleme ergibt sich durch die Darstellung der
Minimalversion, der Maximalversion, der Hausdorff-Version nd der Zentralversion
einer Distanz mit Quantoren. Diese Sichtweise wird im Laufe der Arbeit mehrmals
intuitiv verwendet. Thre Korrektheit ergibt sich direkt aus der Definition der Dis-
tanzprobleme (Definition 1.6) und der Definition von Distanzen auf allgemeineren
Ordnungen (Definition 1.3).

Lemma 3.1. Seien xk und p partielle Ordnungen diber einer Domdne D, sei k € N
und set d Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz. Dann gilt

(i) fir das Distanzproblem unter dypy, fir k und p:

dMin(Kﬂ/JJ) <k<s EI EI d(’%la,u/) <k

k' €Ext(k) p' €Ext(u)

(i) fir das Distanzproblem unter dyra, fir k und pu:

Arac(kyp) <k &Y Vo ode W) <k

K’ €Ext(k) p' €Ext(u)

35
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(i1i) fir das Distanzproblem unter dg fir k und p:

dH(KJv M) <k<& V EI d(/i,nu/) < kA \V/ EI d(’%/v :u/) <k

k' €Ext(k) p' €Ext(u) ' €Ext(p) ' €Ext(k)

(iv) fir das Distanzproblem unter dy fir k und pu:

dz(k,p) <k 4 V dw.pW)<kv o Vo ods ) <k

k'€Ext(k) p' €Ext(u) ' €Ext(p) k' €Ext(k)

3.1.2 Die Verallgemeinerungen einer Distanz auf totalen Ord-
nungen

Betrachtet man die Minimalversion, Maximalversion, Hausdorff-Version und Zen-
tralversion einer Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen, so stellt man sofort fest,
dass alle Distanzen zusammenfallen.

Lemma 3.2. Seien o und 7 zwei totale Ordnungen tber einer Domdne D und
sei d Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz. Dann gilt d(o,T) =
dprin(0,T) = dpyjar(0,7) = dy (o, 7) = dgz(o, 7).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass fiir totale Ordnungen
o und 7 offensichtlich Ext(c) = {o} und Ext(r) = {7} gilt. O

Aufgrund dieser Erkenntnis wird im weiteren Verlauf der Arbeit fiir zwei totale
Ordnungen keine Unterscheidung zwischen d, dpsin, dpyrae, dg und dz gemacht und
einfach von der d Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen gesprochen.

Fiir Distanzprobleme, bei denen zumindest noch eine Ordnung total ist, fallen
ebenfalls Distanzen zusammen. Auch hier wird ausgenutzt, dass Ext(c) = {0} fir
jede totale Ordnung o gilt. Betrachtet man die Minimalversion, Maximalversion,
Hausdorff-Version und Zentralversion einer Distanz zwischen einer totalen und einer
partiellen Ordnung, so lasst sich folgendes Ergebnis festhalten.

Lemma 3.3. Sei o eine totale Ordnung und sei k eine partielle Ordnung tiber einer
Domdne D und sei d Kendalls Tau Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz. Dann
gilt dppin(k,0) = dz(k,0) und dyjoz (K, 0) = dg(k, o).

Beweis. Es wird zunéchst dy,(k,0) = dz(k,0) gezeigt. Fir dy,(k,0) und ein
k €N gilt
dyin(k,0) <k< 4 9 d(x,o") <k
k'€Ext(k) o' €Ext(o)

& 3 d(K, o) <k.

k' €Ext(k)

Die erste Aquivalenz gilt aufgrund von Lemma 3.1. Da o eine totale Ordnung
ist, gilt Ext(o) = {0} und daraus folgt die zweite Aquivalenz.
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Fiir dz(k,0) und ein k € N gilt

dy(k,0)<ke T Y dw,o)<kv T VY dK,o)<k

k'€Ext(k) o’ €Ext(o) o’ €Ext(o) k' €Ext(k)
o 3 dW,o)<kv Y d, o)<k

k' €Ext(k) k' €Ext(k)
& 3 d(K,o)<k.

k' €Ext(k)

Die ersten beiden Aquivalenzen gelten analog zu oben. Die dritte Aquivalenz gilt, da
offensichtlich das zweite Argument der Disjunktion das erste Argument impliziert.
Damit gilt dysin(k,0) < k< dz(k,0) < k und damit dyn(k,0) = dz(k, o).

Es wird nun dya.(k,0) = dy(k, o) gezeigt. Die einzelnen Aquivalenzen gelten
analog zu eben. Fir dy..(k,0) und ein k € N gilt

dyvaz(K,0) <k < Y Y d(K,o") <k

k'€Ext(k) o' €Ext(o)

s Y dK,o)<k.

K €Ext(k)

Fiir dy(k,0) und ein k € N gilt

du(k,0) <ke Y 9 dr,0o)<kn Y 9 d(K,d') <k

k' €Ext(k) o' €Ext(o) o' €Ext (o) k' €Ext(k)
& Y dx,o)<kn T dK, o)<k

k' €Ext(k) k' €Ext(k)
< Y dK,0)<k.

k' €Ext(k)

Damit gilt dpjoz(k,0) < k< dy(k,0) < k und damit dyse.(k,0) = dy(k,0). O

3.1.3 Distanzen, Distanzmalfte und Metriken

Bei der Betrachtung von Distanzen kann es aus vielerlei Hinsicht niitzlich sein, dass
diese die Eigenschaften einer Metrik erfiillen. Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ord-
nungen und Spearmans Footrule-Distanz fiir totale Ordnungen sind als Metriken
bekannt [KG90]. Da fiir eine Metrik d ihre Hausdorff-Version ebenfalls eine Metrik
ist [Hau78]|, sind auch die Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz auf partiellen
Ordnungen und die Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz auf partiel-
len Ordnungen Metriken. Durch ein einfaches Gegenbeispiel lasst sich zeigen, dass
die weiteren in dieser Arbeit betrachteten Distanzen keine Metriken sind.

Lemma 3.4. Die folgenden Distanzen sind keine Metriken.:

(i) die Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen,
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(i1) die Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz fir schwache Ordnungen,
(i1i) die Mazimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen,

(v) die Mazimalversion von Spearmans Footrule-Distanz fir schwache Ordnungen,
(v) die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen und
(vi) die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir schwache Ordnungen.

Beweis. Alle Aussagen lassen sich durch Auswerten eines einfachen Gegenbeispiels
zeigen. Sei dazu D = {c¢q, ¢z, 3, ¢4} und seien die Ordnungen £ und g iiber D wie
folgt gegeben.

C1 =g C2 <y C3 <, C4

Cy <y C3 <y C2 <y 1

Zusatzlich sei v die leere Ordnung iiber D.
(i
(ii

Es gilt Kypin(k,v) =0, Kyrin(p,v) = 0 und Ky (k, ) = 6.
Es gilt Frin(k,v) =0, Fayrin(p,v) = 0 und Fipin(k, 1) = 8.

(iii) Es gilt Kpeq(v,v) = 6.
(iv
(v

(vi

Es gilt Fyror(v,v) = 8.

)
)
)
)
) Es gilt Kz (k,v) =0, Kz(u,v) = 0 und Kz(r, 41) = 6.
)

Es gilt Fz(k,v) =0, Fz(pu,v) =0 und Fz(k, pu) = 8.

Aus diesem Beispiel lasst sich sofort ablesen, dass die Minimalversion n die Zentral-
version von Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz sowohl die Be-
dingung der Regularitét als auch die Dreiecksungleichung verletzen. Ebenso verletzt
die Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz die
Bedingung der Regularitdt. Damit ist keine der Distanzen ein Distanzmafs oder eine
Metrik.

Der Vollstandigkeit halber wird noch bewiesen, dass die Maximalversion von
Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz fiir partielle Ordnungen
die Dreiecksungleichung erfiillt. Seien dazu x, p und v beliebige partielle Ordnungen
iiber einer Doméne D. Seien weiterhin " € Ext(x) und ' € Ext(u) totale Erweite-
rungen, so dass gilt Ky, (k, ) = K(x,1'). Sei zuletzt v/ € Ext(v) eine beliebige
totale Erweiterung von v. Da Kendalls Tau-Distanz auf totalen Ordnungen eine
Metrik ist, folgt K(x',p') < K(K',v") + KV, 1'). Da aber K(x',v') < Kyau(k, V)
und K (v, 1) < Kpyae(v, p) gilt, ergibt sich sofort Ky (ki) < Kypae(k,v) +
Krar (v, ). Damit gilt die Dreiecksungleichung fiir die Maximalversion von Kendalls
Tau-Distanz. Fiir den entsprechenden Beweis fiir die Maximalversion von Spearmans
Footrule-Distanz seien " € Ext(x) und p” € Ext(u) totale Erweiterungen, so dass
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gilt Farar(k, n) = F(£”, 1”"). Weiterhin sei v € Ext(v) eine beliebige totale Erwei-
terung von v. Da Spearmans Footrule-Distanz auf totalen Ordnungen eine Metrik
ist, folgt F(x", ") < F(k", V") + F(V', 1"). Da aber F(k",v") < Fyaz(k,v) und
F", 1) < Faax(v, 1) gilt, ergibt sich sofort Fiyaz (K, 1) < Farar (K, V) + Farae (v, 1).
Damit gilt die Dreiecksungleichung fiir die Maximalversion von Spearmans Footrule-
Distanz. 0

3.2 Erweiterung und Anpassung der Ergebnisse von
Fagin et al. iiber Verfeinerungen

Fagin et al. [FKM™06] untersuchen die Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz
und die Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz fiir schwache Ordnun-
gen. Im Laufe der Arbeit werden diese Erkenntnisse auf andere Distanzen fiir schwa-
che Ordnungen iibertragen. In diesem Abschnitt werden nun zwei Aussagen aus
[FKM106] angegeben und fiir die Zwecke dieser Arbeit geeignet abgewandelt, so-
dass insgesamt sechs Aussagen entstehen, die fiir die Berechnung der Minimalversi-
on, der Maximalversion, der Hausdorff-Version und der Zentralversion von Kendalls
Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz von zentraler Bedeutung sein wer-
den.

Lemma 3.7 und Lemma 3.9 befassen sich mit einer totalen Ordnung ¢ und einer
schwachen Ordnung s iiber einer Doméne D. Gesucht ist eine totale Erweiterung
7 € Ext(k), so dass K(7,0) minimal ist unter allen totalen Erweiterungen von
k bzw. F(7,0) minimal ist unter allen totalen Erweiterungen von s bzw. K(7,0)
maximal ist unter allen totalen Erweiterungen von s bzw. F(7,0) maximal ist unter
allen totalen Erweiterungen von x. Lemma 3.7 und Lemma 3.9 ermitteln nun mit
welcher totalen Ordnung x verfeinert werden muss um als Ergebnis 7 zu erhalten.
Die Ergebnisse der beiden Lemmata sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Tabelle 3.1. Ergebnisse von Lemma 3.7 und Lemma 3.9 im Uberblick

Lemma 3.7 | K(7,0) wird minimiert fiir 7 =0%*k
Lemma 3.7 | F(7,0) wird minimiert fiir 7 =0%*k
Lemma 3.9 | K(7,0) wird maximiert fir 7= 0%k
Lemma 3.9 | F(7,0) wird maximiert fir 7 =0 xx

Lemma 3.8, Lemma 3.10, Lemma 3.11 und Lemma 3.12 befassen sich anschlie-
flend mit zwei schwachen Ordnungen p und & {iber einer Doméne D. Gesucht ist eine
totale Erweiterung o € Ext(u), so dass K(o * k,0) minimal ist unter allen totalen
Erweiterungen von p bzw. F'(o * k,0) minimal ist unter allen totalen Erweiterungen
von p bzw. K (o * k,0) maximal ist unter allen totalen Erweiterungen von p bzw.
F(o % k,0) maximal ist unter allen totalen Erweiterungen von u bzw. K(o% x k, o)
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minimal ist unter allen totalen Erweiterungen von p bzw. F(of % k, ) minimal ist
unter allen totalen Erweiterungen von u bzw. K(o® x k, o) maximal ist unter allen
totalen Erweiterungen von p bzw. F(0%xk, o) maximal ist unter allen totalen Erwei-
terungen von p. Lemma 3.8, Lemma 3.10, Lemma 3.11 und Lemma 3.12 ermitteln
nun mit welcher totalen Ordnung p verfeinert werden muss um als Ergebnis o zu
erhalten. Die Ergebnisse der Lemmata sind in Tabelle 3.2 aufgelistet.

Tabelle 3.2. Ergebnisse von Lemma 3.8, Lemma 3.10, Lemma 3.11 und Lemma 3.12
im Uberblick

Lemma 3.8 | K(o*k,0) wird maximiert fir o = px* sl pu
Lemma 3.8 | F(o*k,0) wird maximiert fiir o= pxrft*p
Lemma 3.10 | K(o % k,0) wird minimiert flir o= pxr*p
Lemma 3.10 | F(o % k,0) wird minimiert fir o=p*k*p
Lemma 3.11 | K(of® % k,0) wird maximiert fiir o = p* &% * p
Lemma 3.11 | F(o® % r,0) wird maximiert fiir o = p* %% p
Lemma 3.12 | K(of x k,0) wird minimiert fiir 0 = p* s * p
Lemma 3.12 | F(o® % k,0) wird minimiert fiir o= p*r*pu

Vor den bereits erwahnten zentralen Aussagen dieses Abschnitts werden zwei
Aussagen aus [FKM™06], die fiir deren Beweis benotigt werden, angegeben.

Lemma 3.5. [FKM?" 06] Seien iy, iz, j1,72 € N und gelte iy < j; und iz < jo. Dann
gilt [iy — o] + |j1 — Ja| < lix — Ja| + liz — jul-

Lemma 3.6. [FKM?" 06] Sei o eine totale Ordnung und sei k eine schwache Ordnung
tber einer Domdne D. Weiterhin gelte o # k. Dann ezistieren Kandidaten x,y € D,
so dass o(y) = o(z) + 1 und y <, x oder y =, = gilt. Wenn k ebenfalls eine totale
Ordnung ist, dann gilt y <, x.

Im Folgenden werden nun die oben bereits im Uberblick erwihnten Aussagen
vorgestellt. Die ersten beiden Aussagen sind direkt aus [FKM*06] iibernommen und
werden deshalb ohne Beweis angegeben.

Lemma 3.7. [FKM?* 06] Sei o eine totale Ordnung und sei k eine schwache Ordnung
iber einer Domdne D. Dann wird F(7,0) dber allen 7 € Ext(k) minimiert fir
T =0 * k. Ebenso wird K(1,0) tber allen 7 € Ext(k) minimiert fir 7 = o * k.

Lemma 3.8. [FKM" 06] Seien k und p schwache Ordnungen und sei p eine beliebige
totale Ordnung tber einer Domdne D. Dann wird F(o % k,0) tdber allen o € Ext(u)
maximiert fiir o = pxkfxp. Ebenso wird K (oxk, o) iiber allen o € Ext(u) mazimiert
fiir o = px kT % .

Analog zu Lemma 3.7 und Lemma 3.8 werden nun die weiteren Aussagen bewie-
sen. Dabei lassen sich die Beweistechniken aus [FKM™06] iibertragen.
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Lemma 3.9. (angepasst aus [FKM'06]) Sei o eine totale Ordnung und sei k eine
schwache Ordnung tiber einer Domdne D. Dann wird F(7,0) tber allen 7 € Ext(k)
mazximiert fir = o' x k. Ebenso wird K (7,0) tiber allen 7 € Ext(k) mazimiert fiir
T =0 %K.

Beweis. Fiir eine totale Erweiterung 7 € Ext(k) existiert eine totale Ordnung 7 iiber
D, so dass gilt 7 = mx*k. Die Aussage des Lemmas wird nun bewiesen, indem gezeigt
wird, dass F(o,0fx k) > F(o, 7+ k) und K(0,0% % k) > K (o, x k) fiir alle totalen
Ordnungen 7 iiber D gilt. Sei nun

U={reM/(D): F(o,0%*k) < Flo,7m %K)}

und sei
V={rneM(D): K(o,6"+k) < K(o,m*r)}.

Weiterhin sei S =U U V.

Wenn S leer ist, dann ist das Lemma bewiesen. Deshalb wird nun angenommen,
dass S nicht leer ist und dies zum Widerspruch gefiihrt. Von allen totalen Ordnungen
aus S wird nun 7t derart gewihlt, dass K (o, 7") minimiert wird.

Offensichtlich gilt o ¢ S, denn ot € S wiirde F (o, 0% x k) < F(0,0% * k) oder
K(o,0% % k) < K(0,0! % r) implizieren. Damit ist 0% # 7" und nach Lemma 3.6
existieren z,y € D mit 77 (y) = 71 (z) + 1 und y <,& x. Sei nun 7* diejenige totale
Ordnung, die aus 7" durch eine lokale Vertauschung von x und y entsteht. Dann gilt
K(o® %) = K(o®, %) — 1. Falls also im Folgenden festgestellt wird, dass 7* € S
gilt, so stellt dies einen Widerspruch dar zur Annahme, dass #* von allen totalen
Ordnungen aus S Kendalls Tau-Distanz zu ¢ minimiert. Das Lemma kann also
gezeigt werden, indem 7 € .S gezeigt wird.

Es werden nun zwei Félle unterschieden, je nachdem ob z und y in x unentschie-
den sind oder nicht.

Fall 1: Die Kandidaten x und y sind in x nicht unentschieden, sondern es gilt
entweder x <, y oder y <, x. In beiden Fallen gilt nun 7+ * xk = 7 % k, denn 7"
und 7* unterschieden sich nur beziiglich der Vorgabe fiir x und y voneinander.

Fall 1a: Es gilt 77 € U. Aus 7%k = 7*xk folgt sofort F(o, 7" *k) = F(o, 7" xK).
Damit impliziert F(o, 0% x k) < F(o, 7" * k) auch F(o,0% * k) < F(o,7* * k) und
es gilt 7* € U und damit 7* € S. Damit ergibt sich ein Widerspruch zur Tatsache,
dass 7t von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu o' minimiert.

Fall 1b: Es gilt 77 € V. Aus 1%k = 7% %k folgt nun K (o, 71 xk) = K (0, 7% % k).
Damit impliziert K (o, 0" x k) < K(o,7" % k) auch K(o,0 % r) < K(o, 7 % k) und
es gilt 7* € V und damit 7* € S. Erneut ergibt sich ein Widerspruch zur Tatsache,
dass 7+ von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu o' minimiert.

Fall 2: Die Kandidaten = und y sind in x unentschieden, d.h. es gilt = =, y.
Das bedeutet, dass x und y von x in derselben Klasse geordnet werden. Dann gilt
(7T x k)(x) = (7" x k) (y) und (77 * k) (y) = (7" * k) (). Aus 77 (x) < 71 (y) folgt
nun T <+ Y. Analog folgt y <« @ aus 7*(y) < 7*(z). Weiterhin ist bekannt,
dass of'(y) < of(z) ist, und damit dass o(z) < o(y) gilt.
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Fall 2a: Es gilt 7+ € U. An dieser Stelle wird Lemma 3.5 verwendet mit i; =
o(z), ia = (7t x k)(z), 1 = o(y) und jo = (77 * k)(y). Dann gilt

|o(x) = (7 % s) ()] + |o(y) — (75 =
< [o(@) = (7 % 0)(w)| + |oly) — (= +
Wegen (77 % k)(z) = (7% x £)(y) und (71 x £)(y) = (7* % k)(x) folgt nun

|o(2) = (7F * &) ()| + [o(y) — (77 K)(y)]
<lo(z) = (7" x w)(@)| + |o(y) = (7" * £)(Y)| .

Das bedeutet, der Beitrag von x und y zu F(7* % k,0) ist mindestens so grof wie
ihr Beitrag zu zu F(nt * k,0). Da sich der Beitrag aller anderen Kandidaten zu
F(r*xk,0) und zu F (" xk, o) nicht unterscheidet, folgt F(c%*r,0) < F(nt*k,0) <
F(7* % k,0). Daraus folgt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur
Tatsache, dass 7+ von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu of
minimiert.

Fall 2b: Es gilt 77 € V. Da 7t und n* die Kandidaten 2 und y direkt nebeneinan-
der ordnen, und da z und y von « in einer Klasse geordnet werden, folgt sofort, dass
2z und y auch in 7" % k und in 7* * k direkt nebeneinander geordnet werden. Damit
unterscheiden sich 7" % xk und 7 % k ausschlieklich beziiglich der Vorgabe fiir z und
y voneinander. Da o(y) < o®(x) und damit o(x) < o(y) gilt, folgt K(7* * k,0) >
K(m" % k,0). Damit ergibt sich K(cf x k,0) < K(7 % k,0) < K(7* * ,0) und es
gilt 7* € V und damit 7* € S. Dies ist erneut ein Widerspruch zur Tatsache, dass
7+ von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu ¢ minimiert.

Da beide Falle einen Widerspruch liefern, folgt S = ). Damit ist das Lemma
bewiesen. O

Lemma 3.10. (angepasst aus [FKM*"06]) Seien k und p zwei schwache Ordnungen
und sei p eine beliebige totale Ordnung tiber einer Domdne D. Dann wird F (o, 0 %K)
fir alle 0 € Ext(p) minimiert fir o = p x k x p. Ebenso wird K(o,0 % k) fir alle
o € Ext(p) minimiert fir o = p* Kk * p.

Beweis. Es existiert fiir jedes 0 € Ext(u) eine totale Ordnung 7 iiber D, so dass
o =mx pu gilt.

Es wird nun gezeigt, dass p * x unter anderem die beste Wahl fiir eine totale
Ordnung w ist, wenn F(o,0 % k) bzw. K(0,0 * £) minimiert werden sollen. Das
bedeutet, fiir alle totalen Ordnungen 7 iiber D gilt

Kpsxrsxpu,pxrkxpsr) < K(T*u,mu*K)

und
Flpsrxpu,pxrxpu*xr) < F(T*u, T [L*K).

Aus diesen Aussagen folgt sofort das Lemma.
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Sei nun
U={mneM(D): F(rxpu,mxpu*xr) < FlpxK*xu,pxK*pu*r)}
und sei
V={reM(D): K(nxpu,msxpu*xr) < K(p*xk*p,p*xr*pu*K)}.

Weiterhin sei S = U U V.

Wenn S leer ist, dann ist das Lemma bewiesen. Deshalb wird nun angenommen,
dass S nicht leer ist und dies zum Widerspruch gefiihrt. Von allen totalen Ordnungen
aus S wird nun 7" derart gewahlt, dass K (p * k, 1) minimiert wird. Offensichtlich
gilt pxrx ¢ S, denn pxk € S wiirde F(p*xkxpu, pxkxpu*xr) < F(p*K*, p*K* 1*K)
bzw. K(p* k* p,p*k* k) < K(p*k*u,p*r*p* k) implizieren. Damit ist
p* Kk # 't und nach Lemma 3.6 existieren x,y € D mit 71 (y) = 7" (x) + 1 und
pxk(y) < pxk(x). Sei nun 7* diejenige totale Ordnung, die aus 7+ durch eine lokale
Vertauschung von x und y entsteht. Dann gilt K(p* k,7*) = K(p*k,77) — 1. Falls
nun im Folgenden festgestellt wird, dass n* € S gilt, so stellt dies einen Widerspruch
dar zur Annahme, dass 7% von allen totalen Ordnungen aus S Kendalls Tau-Distanz
zu p * Kk minimiert. Das Lemma kann also bewiesen werden, indem 7* € S gezeigt
wird.

Es werden nun drei Félle unterschieden, je nachdem ob x und y in ¢ und in &
unentschieden sind.

Fall 1: Es gilt © <, y oder y <, . Dann folgt 7* % u = 77 * pu.

Fall 1a: Sei t € U. Wegen n* % . = 71 % p ist nun F(n" * p, 77 % px k) =
F(m* % p, 7 % p* k) und es gilt 7* € U und damit 7* € S. Damit ergibt sich
ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7 von allen totalen Ordnungen in S Kendalls
Tau-Distanz zu p * kK minimiert.

Fall 1b: Sei 7+ € V. Dann folgt aus 7* x . = 7+ x p sofort K(ntsp, ntxpu*k) =
K(m* % p, 7 * p % k) und es gilt 7* € V und damit 7* € S. Erneut ergibt sich
ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7 von allen totalen Ordnungen in S Kendalls
Tau-Distanz zu p * kK minimiert.

Fall 2: Es gilt * =, y und o =, y. Damit werden die Positionen von x und y
sowohl in 7% * u im Vergleich zu 7 %y als auch in 7 x % x im Vergleich zu 7 * pu* k
vertauscht.

Fall 2a: Sei 7+ € U. Aus obiger Uberlegung folgt nun

(7 ) (@) = (7% s k) ()| = (77 5 ) (y) — (77 % pox ) ()]

und

(75 ) (y) — (7 % pxw)(y)| = [(7° % p) (@) — (7% % px w) (2)]
Damit tragen x und y zusammen zu F (77 % pu, 77 % p x k) genauso viel bei wie zu
F(m* % p, 7 * px k). Da alle anderen Kandidaten ebenfalls zu F(7" % p, 7% % pu * k)
genauso viel beitragen wie zu F(7m* % pu, 7 * p * ) folgt F(nt * p, 77 % pu*x k) =
F(m* % p, 7 % u * k). Daraus wiederum folgt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist ein
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* von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau

Widerspruch zur Tatsache, dass m
Distanz zu p * kK minimiert.

Fall 2b: Sei 7™ € V. Da " und 7* die Kandidaten = und y direkt nebeneinander
ordnen, und da x und y von k und von p jeweils in einer Klasse geordnet werden,
folgt sofort, dass x und y auch in 7% * pu, 7 * pu, 7+ * p* k und in 7 * pu * Kk direkt
nebeneinander geordnet werden. Damit folgt, dass sich 77 %y und 7 ausschliefslich
in der Vorgabe beztiglich x und y unterscheiden, und dass sich 77 % u*x und 7 % ux K
ebenfalls ausschliefslich in der Vorgabe beziiglich x und y unterscheiden. Damit gilt
K(rnt s p, "« px k) = K(7* % g, 7™ * u * k). Daraus wiederum folgt 7* € V und
damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7% von allen totalen
Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p % x minimiert.

Fall 3: Es gilt * =, y und entweder x <, y oder y <, . Dann ergibt sich die
folgende Situation. Zunéchst entspricht 7* x u wieder 7 x u bis auf die Tatsache,
dass die nebeneinander geordneten Kandidaten x und y vertauscht sind. Aufserdem
gilt 7" x px Kk = T * pux K, da  und y in x nicht unentschieden sind. Die Kandidaten
2 und y sind weiterhin so gewahlt worden, dass * <.+ y, y <, x und y <, x gilt.
Daraus folgt & <+, ¥, ¥ <nwsn Ty Y <ptapsn T UNA Y < ey T

Fall 3a: Sei 7™ € U. Es wird nun Lemma 3.5 folgendermafen verwendet. Sei
i = (" x pxk)(y), i = ("% p)(y), j1 = (7" % p* £)(z) und j2 = (7" p)(z). Dann
gilt

(5 pox k) (y) — (77 ) ()| 4 [(T" % pox k) (@) — (07 % p) ()]
S| s o w)(y) = (075 p) ()] + (77 1) (y) — (7" % pox ) (2)] -

Aus der Tatsache, dass sich 7* x 4 und 7" * p bis auf die nebeneinander geordneten
und vertauschten Kandidaten x und y nicht unterscheiden, und dass (7* % pu*r)(x) =
(7% % pox k) () sowie (7 % px* k) (y) = (77 * px K)(y) ist, folgt

(% g ) (y) = (0% ) (@) 4 (77 5 ) (y) = (775 ok 1) ()]
=@ pxr)(y) = (7" = ) ()| + (7 p) (@) = (74 s ) ()]

Insgesamt ergibt sich also

(% px k) (y) = (77 ) (W) + (775 ok ) () = (% 5 ) ()|
<|(mF ok k) (y) = (07 p) ()] + | (75 * p) (@) = (77 % px k) ()]

Damit tragen 2 und y zusammen zu F (71 % u, 77 % u* k) mindestens so viel bei wie
zu F(m*xp, m* % px k). Da alle anderen Kandidaten zu F'(7n1*pu, 77 % pu*k) genauso viel
beitragen wie zu F(7m*  p, 7* x pu* k), folgt F(m* s p, m* s« px k) < F(r s p, 1 s p*k).
Daraus wiederum folgt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur
Tatsache, dass 7" von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * k
minimiert.

Fall 3b: Sei 7t € V. Da sich 7* % p und 7" * p bis auf die nebeneinander
geordneten und vertauschten Kandidaten x und y nicht unterscheiden, und da 7+ %
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px k=T % ux K ist, folgt sofort, dass das Paar {z,y} zu K (7" % p, 77 % ux k) eins
beitragt, wiahrend es zu K (7% * p, 7 % p * £) null beitrdgt. Da alle anderen Paare
zu K (7% % p, % % % k) beitragen, genau dann wenn sie zu K (7% * pu, 7 * j1 % K)
beitragen, ergibt sich K (7% p, m*x pu*r) < K(mt*p, 77 % px k) und es gilt 75 € V
und damit 7* € S. Dies ist erneut ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7% von allen
totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * x minimiert.

Da alle Fille einen Widerspruch liefern, folgt S = (). Damit ist das Lemma
bewiesen. 0J

Lemma 3.11. (angepasst aus [FKM"06]) Seien k und pu schwache Ordnungen und
sei p eine beliebige totale Ordnung iiber einer Domdne D. Dann wird F(o® x k, o)
iiber allen o € Ext(p) mazimiert fiir o = p x kT % p. Ebenso wird K(of * k, o) iiber
allen o € Ext(p) mazimiert fiir o = p* kT % p.

Beweis. Der Beweis der Aussage verlduft in weiten Teilen analog zum Beweis von
Lemma 3.8 (aus [FKM106]) und zum Beweis von Lemma 3.10.

Es existiert fiir jedes o € Ext(u) eine totale Ordnung 7 iiber D, so dass 0 = 7
gilt. Es wird gezeigt, dass p * % unter anderem die beste Wahl fiir eine totale
Ordnung 7 ist, wenn F(o, 0 x k) bzw. K (0, o * k) maximiert werden sollen. Das
bedeutet, fiir alle totalen Ordnungen 7 iiber D gilt

K(p*&®xpu, (p* s ) x k) > K(m*p, (7% 1) % k)

und
Flps 5% s 1, (o 5% s )P 5 1) 2 B, (5 ) 5 )

Aus diesen Aussagen folgt sofort das Lemma.
Da (p*x kTt pu)Bxr = pRxrxpulxr = pRxpftxr ist, und da (mxp) sk = mlxplixr
ist, ergibt sich fiir alle totalen Ordnungen 7 iiber D

K(p* 6T p, pf sy x k) > K (7 p, 7% '+ k)
und
Fp* B s p, pft s pfix k) > F(m s p, 7t s pff 5 k).

Zum Beweis dieser Aussagen sei wieder
U={reM/(D): F(m*paspxr)>F(pxr®*pupsp*r)}
und sei
V={r e My(D): K(mx*p, 7% px k) > F(pxrxp,pxp k).

Weiterhin sei S = U U V.

Wenn S' leer ist, dann ist das Lemma bewiesen. Deshalb wird nun angenommen,
dass S nicht leer ist und dies zum Widerspruch gefiihrt. Von allen totalen Ordnungen
aus S wird nun 7t derart gewihlt, dass K(p * <%, ) minimiert wird. Dabei gilt

wieder p * kTt ¢ S. Damit ist p * k' # 77 und nach Lemma 3.6 existieren z,y € D
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mit 77 (y) = 77 (z) + 1 und p * k%(y) < p * k%(x). Wieder sei 7* diejenige totale
Ordnung, die aus 7% durch eine lokale Vertauschung von x und y entsteht. Dann
gilt K(p* r® %) = K(p* k™ 7%) — 1. Analog zum Beweis von Lemma 3.10 kann
das Lemma bewiesen werden, indem 7* € S gezeigt wird.

Es werden wieder drei Félle unterschieden, je nachdem ob x und y in g und in
% unentschieden sind oder nicht.

Fall 1: Es gilt z <, y oder y <, . Dann folgt 7* %y = wF % pund 778« pft sk =
7% % u® % k. Analog zu Lemma 3.10 gilt deshalb F(7t  p, 7t % uf x k) = F(7* *
p, T s pf ok k) und K (7 % p, w8 % pB v k) = K(7* % p, 7B s pf x k). Aus 7t € S
folgt damit 7* € S und es ergibt sich ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7+ von
allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £ minimiert.

Fall 2: Es gilt * =, y und z =, y. Damit werden die Positionen von x und y
sowohl in 7* x y im Vergleich zu 7% % u als auch in 7*% x pf* x k im Vergleich zu
7t % u® % K vertauscht.

Fall 2a: Sei 7+ € U. Aus obiger Uberlegung folgt nun

(77 % ) (@) — (7w g xm) ()| = | (77 % @) (y) — (77 5 0 5 5) (y)]

und

[ 5 ) (y) — (1w k) (9)] = | 5 ) () — (2 ™ x ) ()]

Analog zu Lemma 3.10 folgt damit F'(77 % p, 778 uf x k) = F(m* % p, w5 ufix k).
Damit gilt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass
7+ von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £ minimiert.

Fall 2b: Sei 7™ € V. Da " und n* die Kandidaten z und y direkt nebeneinander
ordnen, und da z und y von x und von p jeweils in einer Klasse geordnet werden, folgt
sofort, dass x und y auch in 7% %y, in 7 * g1, in 7% % ufx k und in 7 % uf x K direkt
nebeneinander geordnet werden. Damit folgt, dass sich 7 % und 7* % ausschliefslich
in der Vorgabe beziiglich  und y unterscheiden, und dass sich 77% % pft x k und
7 % u % k ebenfalls ausschlieRlich in der Vorgabe beziiglich x und y unterscheiden.
Damit gilt analog zu Lemma 3.10 K (77 * pu, 78 % pfi v 5) = K (7% % p, 7% B 5 k).
Daraus wiederum folgt 7* € V und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur
Tatsache, dass 7+ von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £
minimiert.

Fall 3: Es gilt x =, y und entweder x <, y oder y <, . Dann ergibt sich die
folgende Situation. Zunéachst entspricht 7* %, wieder 7% u bis auf die Tatsache, dass
die nebeneinander geordneten Kandidaten x und y vertauscht sind. Auferdem gilt
atixuf sk = 7% ufx K, da x und y in & nicht unentschieden sind. Die Kandidaten
x und y sind weiterhin so gewihlt worden, dass <+ y, y <z z und y <, .r x gilt.
Aus Letzterem folgt, da x und y in £ nicht unentschieden sind, y <,z x, und daraus
wiederum x <, y. Damit ergibt sich insgesamt x < +., ¥, ¥ <zeup T, T <ptRopRun Y
und & < Ry B Y-

Fall 3a: Sei 7+ € U. Es wird nun Lemma 3.5 folgendermafen verwendet. Sei
i = (r e pfar) (@), iz = (77 * p)(2), 1 = (7% 5 w)(y) und jo = (75 p)(y)-
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Dann gilt

(7 p s k) () — (% p) ()| 4 | (75 g 5 k) (y) — (04 5 ) ()]
<@ s pf o r) (@) — (7 = p) ()| + | (7T p) (@) — (7 e w)(y)| -

Aus der Tatsache, dass sich 7**u und 77 % bis auf die nebeneinander geordneten und
vertauschten Kandidaten z und y nicht unterscheiden, und dass (7*% * 2 * k) (x) =
(8 % uf x k) (z) sowie (7 x puf x k) (y) = (778 * pf x k) (y) ist, folgt

|(m sy k) (@) — (% ) ()] + [ (7 % ) () — (s 1) ()|

— (x5 ) () — (7 5 ) ()] 4 (7 ) () — () ()]

Insgesamt ergibt sich also

(7 e ) (@) — (77 p) ()| + [ (5 ) (y) — (75 ) ()]
< (@ ) (@) — (7" 5 ) (@) + [(77 5 ) (y) — (7755 " 5 ) ()]

Damit tragen z und y zusammen zu F (7 * u, 77 % uf* % k) hochstens so viel bei
wie zu F(7* % p, 7B x uf x k). Da alle anderen Kandidaten zu F(7 * p, 7% % u® x i)
genauso viel beitragen wie zu F(7* * p, 7 % u® x k), folgt F(7F  p, w8+ B x k) <
F(m* % p, 78 % puf* % k). Daraus wiederum folgt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist
ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7" von allen totalen Ordnungen in S Kendalls
Tau-Distanz zu p * x® minimiert.

Fall 3b: Sei 7% € V. Da sich 7*xp und 7" % bis auf die nebeneinander geordneten
und vertauschten Kandidaten = und y nicht unterscheiden, und da 7+ * uff x k =

R« u® % i ist, folgt sofort, dass das Paar {z,y} zu K(7* * u, 7% % pft x k) eins
beitrigt, wihrend es zu K (7" % p, 7% % puft % k) null beitréigt. Da alle anderen Paare
zu K (7% p, 78 % i % k) beitragen, genau dann wenn sie zu K (7% * p, 7 % pf )
beitragen, ergibt sich K (77 % p, 7% % pft x k) < K(7* % p, 7% * pf* * k) und es gilt
7* € V und damit 7* € S. Dies ist erneut ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7+
von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £ minimiert.

Da alle Fille einen Widerspruch liefern, folgt S = ). Damit ist das Lemma
bewiesen. 0J

Lemma 3.12. (angepasst aus [FKM"06]) Seien k und p schwache Ordnungen und
sei p eine beliebige totale Ordnung diber einer Domine D. Dann wird F(o®  k, o)
iiber allen o € Ext(u) minimiert fir o = p * k * p. Ebenso wird K(o® x k, o) iiber
allen o € Ext(p) minimiert fir o = p % k * p.

Beweis. Der Beweis der Aussage verlduft wieder in weiten Teilen analog zum Beweis
von Lemma 3.8 (aus [FKM106]) und zum Beweis von Lemma 3.10.

Es existiert fiir jedes o € Ext(u) eine totale Ordnung 7 iiber D, so dass 0 = 7w
gilt. Es wird gezeigt, dass p*x unter anderem die beste Wahl fiir eine totale Ordnung
7 ist, wenn F(o,0% * k) bzw. K(o,0% * k) minimiert werden sollen. Das bedeutet,

fiir alle totalen Ordnungen 7 iiber D gilt
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K(p* s, (pxrxp) k) < K(msp, (% 1) % k)

und
Flpxksp, (pxrxp)fxr) < Flrmsp, (msp)*r).

Aus diesen Aussagen folgt sofort das Lemma.
Da (p*rxp)Bxk = pPxrlixpfxn = pPxplixr ist, und da (mxp) sk = mlxpufixr
ist, ergibt sich fiir alle totalen Ordnungen 7 iiber D

K(p*r*pu,plt s pfxw) < K(ms p, ot pf 5 k)

und
F(px ks, pftxpfxr) < F(mxp, s pf 5 k).

Zum Beweis dieser Aussagen sei wieder
U={r e My(D) : Fms p, 7" 5 pf 5 &) < Fpx ks pu, pf 5 p 5 1)}
und sei
V={reM(D): K(mx*pu, 7% pxr) < Flpxrxpp®*uxk)}.

Weiterhin sei S =U U V.

Wenn S leer ist, dann ist das Lemma bewiesen. Deshalb wird nun angenommen,
dass S nicht leer ist und dies zum Widerspruch gefiihrt. Von allen totalen Ordnungen
aus S wird nun 7t derart gewéhlt, dass K(p * £, 7") minimiert wird. Dabei gilt
wieder p x k ¢ S. Damit ist p * K # 7 und nach Lemma 3.6 existieren x,y € D
mit 77 (y) = 77(z) + 1 und p * k(y) < p * k(). Wieder sei 7* diejenige totale
Ordnung, die aus 7% durch eine lokale Vertauschung von x und y entsteht. Dann
gilt K(p*r,m) = K(p*k,m") — 1. Analog zum Beweis von Lemma 3.10 kann das
Lemma bewiesen werden, indem 7* € S gezeigt wird.

Es werden wieder drei Falle unterschieden, je nachdem ob x und y in g und in
# unentschieden sind oder nicht.

Fall 1: Es gilt z <, y oder y <, . Dann folgt 7* %y = 7t s pund 778« puft sk =
7% % u® % k. Analog zu Lemma 3.10 gilt deshalb F(7t  p, 7t % uf x k) = F(7* *
p, T pf s k) und K (7 % p, w5 pB v k) = K(7* % p, 7B s pf x k). Aus 7t € S
folgt damit 7* € S und es ergibt sich ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7+ von
allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * x£ minimiert.

Fall 2: Es gilt * =, y und z =, y. Damit werden die Positionen von x und y
sowohl in 7* x y im Vergleich zu 7% * u als auch in 7*% x uf* x k im Vergleich zu
7t % u® % K vertauscht.

Fall 2a: Sei 7+ € U. Aus obiger Uberlegung folgt nun

(7% p) (@) = (7 i ) (2)| = (7" 5 ) (y) — (7 o 1) ()

und

(7% s ) () — (T k) ()| = (77 5 ) () = (705 " ) ()]
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Analog zu Lemma 3.10 folgt damit F(77 * p, 77 B % B x k) = F (7% % p, 7B 5 uf 5 ).
Damit gilt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass
7 von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £ minimiert.

Fall 2b: Sei 77 € V. Da 7" und 7* die Kandidaten x und y direkt nebeneinander
ordnen, und da x und y von x und von p jeweils in einer Klasse geordnet werden, folgt
sofort, dass x und y auch in 7% # g, in 7 * p, in 77 % ufx k und in 78 % uf * k direkt
nebeneinander geordnet werden. Damit folgt, dass sich 7y und 7* % ausschlieflich
in der Vorgabe beziiglich  und y unterscheiden, und dass sich 77% * pft x k und
7% u® % k ebenfalls ausschlieflich in der Vorgabe beziiglich x und y unterscheiden.
Damit gilt analog zu Lemma 3.10 K (77 # p, 778 % pft v k) = K (7% % p, 7% % pf 5 ).
Daraus wiederum folgt 7* € V und damit 7* € S. Dies ist ein Widerspruch zur
Tatsache, dass 7" von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * x
minimiert.

Fall 3: Es gilt x =, y und entweder x <, y oder y <, x. Dann ergibt sich die
folgende Situation. Zunéchst entspricht 7* * p wieder % % p bis auf die Tatsache,
dass die nebeneinander geordneten Kandidaten = und y vertauscht sind. Auferdem
gilt 78 % uf 5%k = 78 5 uf % k, da 2 und y in & nicht unentschieden sind. Die
Kandidaten = und y sind weiterhin so gewahlt worden, dass © <+ y, ¥y <.«  und
Y <, T gilt. Aus Letzterem folgt, da 2 und y in & nicht unentschieden sind, y <,
Damit ergibt sich insgesamt & <+, ¥, ¥ <resp T, Y <ptRiphi T UNd Y < sk Ry T

Fall 3a: Sei 7™ € U. Es wird nun Lemma 3.5 folgendermaken verwendet. Sei
i = (s x k)(y), ia = (7 % p)(y), 1 = (7% pf % k)(2) und jp = (7% % ) (y).
Dann gilt

T e k) (y) = (7 ) ()| + | (7 05 k) (2) = (7% 5 o) ()]

|
< (@ s m) (y) — (7 5 ) ()| + | (7 % @) (y) — (75 " 5 6) (2)]

Aus der Tatsache, dass sich 7*u und 7% bis auf die nebeneinander geordneten und
vertauschten Kandidaten z und y nicht unterscheiden, und dass (7*% * u® * k) (x) =
(8 % uf x k) (z) sowie (7 x puf x k) (y) = (778 * pf x k) (y) ist, folgt

|(7* *u « k) (y) — () (@) | + |(7* % ) (y) — (77 5 5 k) (2)|
= (@ s pw s k) (y) — (71w ) (y)| + [(77 % p) (@) — (7% 5w ) ()]

Insgesamt ergibt sich also

(7 o ) (y) — (0% % ) ()| + | (7 0 ) () — (77 o) ()
<|(mH s w)(y) — (7 @) ()] + (77 p) (@) — (7 1w ()]

Damit tragen x und y zusammen zu F (7" % pu, 7%y % k) mindestens so viel bei
wie zu F(7* % p, 7% % uf x k). Da alle anderen Kandidaten zu F (7 * p, 7% puf x )
genauso viel beitragen wie zu F(7* * p, 7 % u® % k), folgt F(mF # p, 7™ % pfx k) <
F(r* % p, 78 x ' % k). Daraus wiederum folgt 7* € U und damit 7* € S. Dies ist
ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7" von allen totalen Ordnungen in S Kendalls
Tau-Distanz zu p * kK minimiert.
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Fall 3b: Seim* € V. Dasich 7**pu und 77 *u bis auf die nebeneinander geordneten
und vertauschten Kandidaten = und y nicht unterscheiden, und da 7+ * uf x k =
7 % pft % K ist, folgt sofort, dass das Paar {x,y} zu K(7 " % p, 7% x uf % k) eins
beitrigt, wihrend es zu K (7 * u, 7 % uf* x k) null beitriigt. Da alle anderen Paare
zu K (7% p, 78 % u® % k) beitragen, genau dann wenn sie zu K (7% * p, 7% % pft x k)
beitragen, ergibt sich K (7* % p, 7 % pf * k) < K(7t % p, 77 % u® x k) und es gilt
7* € V und damit 7* € S. Dies ist erneut ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7"
von allen totalen Ordnungen in S Kendalls Tau-Distanz zu p * £ minimiert.

Da alle Falle einen Widerspruch liefern, folgt S = (). Damit ist das Lemma
bewiesen. U

3.3 Beziehungen zwischen den Distanzen

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Aquivalenz der in der Arbeit betrachteten Va-
rianten von Spearmans Footrule-Distanz und Kendalls Tau-Distanz. Deren Aquiva-
lenz auf totalen Ordnungen ist durch die Diaconis-Graham-Ungleichungen [DG77]
bereits bekannt. Ausgehend von diesen, werden Aquivalenzen zwischen Distanzen
auf partiellen Ordnungen ermittelt. Hier haben Fagin et al. [FKM106] bereits ge-
zeigt, dass die Aquivalenz zweier Distanzen auf totalen Ordnungen die Aquivalenz
ihrer Hausdorff-Versionen auf partiellen Ordnungen impliziert. Die Beweisfithrung
aus [FKM™06| kann hier fiir die weiteren Verallgemeinerungen von Distanzen auf
partielle Ordnungen weitgehend angepasst werden.
Grundlage fiir die Ergebnisse in diesem Abschnitt ist die folgende Aussage.

Lemma 3.13. /[DG77] Fir zwei beliebige totale Ordnungen o und T tber einer
Domdane D gilt
K(o,7) < F(o,7) < 2K(0,7).

Lemma 3.13 stammt von Diaconis und Graham [DG77] und wird daher ohne
formalen Beweis angegeben. Intuitiv muss o durch eine Folge von lokalen Vertau-
schungen schrittweise in 7 iiberfithrt werden. An dieser Stelle sei angemerkt, dass
Kendalls Tau-Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen alternativ auch als die An-
zahl der lokalen Vertauschungen, die nétig ist um eine totale Ordnung in die andere
zu iiberfithren, definiert werden kann (siehe Definition 1.1). Jede einzelne lokale Ver-
tauschung verringert also den Wert von Kendalls Tau-Distanz zwischen ¢ und 7 um
genau eins. In [DG77] wird nun ermittelt, dass jede lokale Vertauschung Spearmans
Footrule-Distanz zwischen o und 7 entweder um zwei verringert oder unverandert
belédsst. Durch das Ermitteln, welcher der beiden Félle wie oft auftritt, ergibt sich
obige Ungleichung.

Die Aquivalenzen zwischen Distanzen auf totalen Ordnungen lassen sich nun wie
folgt auf partielle Ordnungen iibertragen.

Lemma 3.14. (teilweise aus [FKM*06]) Seien k und pu zwei beliebige partielle Ord-
nungen tuber einer Domdne D. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen.
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(1) Knrin(s, 1) < Farin(s, 1) < 2K ppin (5, 1)

(1) Knrax(k; 1) < Frtaz(, 1) < 2K 100 (5 1)

(1)) Ky(k,pn) < Fy(k,p) < 2Ky(k, pn) [FKMT06]
() Kz(k, 1) < Fz(k,p) < 2Kz(k, p)

Beweis.

(i) Seien 7p,7x € Ext(x) und op,0x € Ext(u) totale Erweiterungen, so dass
Fryrin(k, 1) = F(1p,0p) und Ky (K, 1) = K(7k, 0k ) gilt. Dann folgt
Kypin(k, ) = K(1x,0x) < K(7p,08) < F(7p,08) = Farin(k, 1) -

Dabei folgt K(7x,0x) < K(7p,0p) aus der Tatsache, dass Ky, (k, ) =
K(1k,0k) ist, und K(7r,0r) < F(7p,0F) ergibt sich aus Lemma 3.13. Analog
gilt

FMin(K/J M) - F(TFa O-F) S F(TK7 O-K> S 2K(TK7 UK) - ZKM”MI(K) ,LL) .
Die Kombination der beiden Ungleichungen liefert die Aussage (i).

(ii) Seien 7r, 7k € Ext(k) und op, o) € Ext(p) totale Erweiterungen, so dass nun
Frog(k,p) = F(mp,0p) und Kppe(k, 1) = K(7k, 0k ) gilt. Dann folgt

Kpaz(k, 1) = K(1k,0k) < F(Tk,0k) < F(Tp,08) = Faax(k, 1) -

Dabei folgt K(7x,0x) < F(Tk,0k) aus Lemma 3.13. Weiterhin folgt die
Ungleichung F(7x,0x) < F(7p,0p) aus der Tatsache, dass Fyu.(k, 1) =
F(7p,or) gilt, und damit F(7,0) < F(1p,0F) fir alle 7 € Ext(k) und o €
Ext(u) gelten muss. Analog ergibt sich

Frrax (ki 1) = F(1p,08) < 2K(1p, 08) < 2K (7K, 0x) = 2K 00z (K, 1) -
Die Kombination der beiden Ungleichungen liefert die Aussage (ii).

(iv) Seien 7p, 7x € Ext(k) und op, ok, € Ext(u) totale Erweiterungen, so dass gilt

K(Tk,0k) = min max K(1,0)
TEExt(k) o €Ext(1)
und
F(rp,op) = min max F(1,0)
TEExt(k) o €Ext(1)
Weiterhin sei ¢/ € Ext(u) eine totale Erweiterung, fiir welche F(7x,0’) =
maX,crxt(u) F (Ti, o) gilt, und zuletzt sei ¢” € Ext(u) eine totale Erweiterung,
fir die K(7p, 0") = maxyecpxi(u) K(7r, 0) gilt.
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Intuitiv gelten fir 77, 7k, oF, 0k, 0’ und ¢” also die folgenden Sachverhalte.
Von allen totalen Erweiterungen von s besitzt 7 den minimalen maximalen
Wert von Kendalls Tau-Distanz zu einer totalen Erweiterung von p. Diese
wird (evtl. neben anderen totalen Erweiterungen) von og ,verursacht“. Von
allen totalen Erweiterungen von u besitzt o’ den grofsten Wert von Spearmans
Footrule-Distanz zu 7x. Von allen totalen Erweiterungen von k besitzt 77 den
minimalen maximalen Wert von Spearmans Footrule-Distanz zu einer totalen
Erweiterung von p. Diese wird (evtl. neben anderen totalen Erweiterungen)
von o ,yverursacht“. Von allen totalen Erweiterungen von p besitzt ¢” den
grofsten Wert von Kendalls Tau-Distanz zu 7p.

Dann folgt
min  max K(7,0) = K(7x,0k)
rEExt(r) o CExt(1)
< K(7p,0")
< F(rp,0")
< F(1p,0F)

= min max F(r,0).

TE€Ext(k) oc€Ext(p)
Die Ungleichung K (7x,0x) < K(7p,0") ergibt sich dabei wie folgt. Da 7, von
allen totalen Erweiterungen von x den minimalen maximalen Wert von Ken-
dalls Tau-Distanz zu einer totalen Erweiterung von p besitzt, welche K (7, o0k )
entspricht, muss fiir jede andere totale Erweiterung von x, also auch fiir 7z, eine
totale Erweiterung von p mit einem Wert von Kendalls Tau-Distanz, der min-
destens so grofs ist wie K (7x, 0k ), existieren. Da ¢” von allen totalen Erweite-
rungen von u eine derjenigen mit dem grofsten Wert von Kendalls Tau-Distanz
zu T ist, gilt K(7x,0x) < K(7p,0”). Die Ungleichung K (7r,0") < F(7p,0")
ergibt sich aus Lemma 3.13. Zuletzt gilt F(7p,0") < F(7r,0F), da op eine
derjenigen totalen Erweiterungen von p mit dem grofiten Wert von Spearmans
Footrule-Distanz zu 7 ist.

Analog gilt

min  max F(r,0) = F(1p,0r)
TEExt(k) o€Ext(p)

< F(rg,0)

< 2K(7g,0")

S QK(TK, O'K)

= min max K(r,0).
T€Ext(k) o€Ext(p)

Ebenfalls analog lésst sich

min  max K(7,0) < min max F(r,0)<2- min max K(7,0)

o€Ext(p) T€Ext(k) c€Ext(p) T€Ext(k) o€Ext(p) T€Ext(k)
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zeigen.

Da fiir beliebige i1, 42, j1,j2 € N mit ¢; < j; und iy < jo offensichtlich auch
min{iy,io} < min{j;, jo} gilt, lassen sich die obigen Ungleichungen zu Aussage
(iv) kombinieren.

OJ

3.4 Auswirkung der Komplexitat von Distanzpro-
blemen auf Rangordnungsprobleme

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die NP-Hérte einer speziellen Varian-
te des Distanzproblems auf die Komplexitéat des entsprechenden Rangordnungspro-
blems auswirkt. Sei im Folgenden dj; eine Distanz, wobei d Kendalls Tau-Distanz
bzw. Spearmans Footrule-Distanz und damit eine Metrik ist, und wobei M fiir die
Minimalversion, bzw. die Maximalversion bzw. die Hausdorff-Version bzw. die Zen-
tralversion von d steht. Ein einseitiges Distanzproblem unter dp; besteht nun aus
einer partiellen Ordnung x und einer totalen Ordnung o iiber einer Doméne D so-
wie einem k£ € N. Im Unterschied zum allgemeinen Distanzproblem ist hier also
eine der Ordnungen als totale Ordnung festgelegt. Es wird nun gezeigt, dass aus der
NP-Hérte des einseitigen Distanzproblems unter d,; sofort die NP-Hérte des Rang-
ordnungsproblems unter d;; folgt. Dieses Resultat wird zum Beweis der NP-Hérte
einiger in dieser Arbeit betrachteter Rangordnungsprobleme dienen.

Lemma 3.15. Sei dj; eine Distanz, wobei d Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans
Footrule-Distanz und damit eine Metrik ist, und wober M fir die Minimalversion,
bzw. die Mazimalversion bzw. die Hausdorff-Version bzw. die Zentralversion von d
steht. Wenn das einseitige Distanzproblem unter dy; NP-hart bzw. coNP-hart ist,
dann ist auch das Rangordnungsproblem unter dy; NP-hart bzw. coNP-hart. Die
NP-Hdirte bzw. coNP-Harte des Rangordnungsproblems ist dabei bereits ab zwer
Ordnungen gegeben.

Beweis. Das einseitige Distanzproblem unter dj; sei NP-hart. bzw coNP-hart. Die
NP-Hérte bzw. coNP-Harte des Rangordnungsproblems unter dj; lasst sich nun
durch Reduktion vom einseitigen Distanzproblem zeigen. Eine Instanz des einsei-
tigen Distanzproblems bestehend aus einer partiellen Ordnung x und einer totalen
Ordnung o iiber einer Doméne D sowie aus einem k € N wird in eine Instanz des
Rangordnungsproblems transformiert, indem x und o als die einzigen gegebenen
Ordnungen verwendet werden, und k£ unverdndert gelassen wird.

Es wird nun gezeigt, dass dy/(k,0) < k gilt, genau dann wenn ein Konsens 7*
existiert mit dy (K, 7*) + dp (o, 7*) < k, d. h. dass die Instanz des Distanzproblems
eine positive Antwort liefert, genau dann wenn die Instanz des Rangordnungspro-
blems eine positive Antwort liefert.

Es gelte zunéchst dy/(k,0) < k. Es werden entsprechend der Auspragung von M
vier Félle unterschieden.
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Fall 1: Sei M = Min, d.h. es gilt dyn(k,0) < k. Dann existiert eine totale
Erweiterung ' € Ext(x) mit d(x’,0) < k. Wahle nun als Konsens 7* = ¢. Dann gilt
d(k',7*) < k und damit dys,(k, 7°) < k. Da es sich bei d um eine Metrik handelt,
gilt weiterhin d(o,7*) = d(o,0) = 0 und damit ist dps, (o, 7*) = 0. Summiert man
beide Distanzen auf, so ergibt sich dy, (K, 7°) + dpgin(o, 7%) < k.

Fall 2: Sei M = Maz, d.h. es gilt dyjar(k,0) < k. Dann gilt d(x',0) < k fir
alle totalen Erweiterungen x' € Ext(k). Es wird nun wieder 7* = o als Konsens
gewahlt. Dann gilt d(x’, 7*) < k ebenfalls fiir alle totalen Erweiterungen &’ € Ext(k)
und damit ist dpse. (K, 7°) < k. Erneut gilt d(o, 7*) = d(0,0) = 0, da d eine Metrik
ist, und damit ist dpse. (0, 7*) = 0. Das Aufsummieren der beiden Distanzen ergibt
Apraz (R TF) 4 dagae (0, 7°) < k.

Fall 3: Sei M = Z, d.h. es gilt dz(k,0) < k. Nach Lemma 3.3 folgt daraus
dyrin(k,0) < k. In Fall 1 wurde bereits gezeigt, dass in diesem Fall eine totale Ord-
nung 7* existiert mit dy, (K, 7°) + dprin (0, 7F) < k. Durch eine erneute Anwendung
von Lemma 3.3 gilt dann auch dz(k, ) + dz (o, 7") < k.

Fall 4: Sei M = H, d.h. es gilt dy(k,0) < k. Nach Lemma 3.3 folgt daraus
dpraz(K,0) < k. In Fall 2 wurde bereits gezeigt, dass in diesem Fall eine totale Ord-
nung 7" existiert mit dyso. (K, 7°) + daraz (0, 7°) < k. Durch eine erneute Anwendung
von Lemma 3.3 gilt dann auch dy(k, 7*) + du (o, 7%) < k.

Fasst man die Ergebnisse der vier Falle zusammen, dann impliziert eine positive
Antwort fiir das einseitige Distanzproblem unter d,; eine positive Antwort fiir das
Rangordnungsproblem unter d;.

Fiir den zweiten Teil des Beweises existiere ein Konsens 7% mit dy(k,7*) +
dy (o, 7*) < k. Es werden erneut vier Fille unterschieden.

Fall 1: Sei M = Min, d.h. es gilt dyin(K, 7°) + darin(o, 7°) < k. Damit existiert
eine totale Erweiterung «' € Ext(k) mit d(x', 7*) + dpin(o, 7) < k. Da 0 und 7*
totale Ordnungen sind, gilt dpsi, (0, 7%) = d(0o, 7*), und damit d(x', 7%)+d(o, 7*) < k.
Da es sich bei d um eine Metrik handelt, fiir die die Dreiecksungleichung gilt, folgt
d(k',0) < k und damit ist dyn(k,0) < k.

Fall 2: Sei M = Max, d.h. es gilt dyrar(k, 7) + dyrae (o, 7) < k. Damit gilt
d(K', %) + dprar (0, 7) < k fiir alle totalen Erweiterungen x’ € Ext(x). Da ¢ und 7*
totale Ordnungen sind, gilt dyse. (0, 7*) = d(o, 7*), und damit d(x', 7*)+d(o, 7*) < k
fiir alle " € Ext(k). Da es sich bei d um eine Metrik handelt, fiir die die Dreiecksun-
gleichung gilt, folgt d(x', o) < k fiir alle " € Ext(k), und damit ist dys.(k,0) < k.

Fall 3: Sei M = Z, d.h. es gilt dz(k,7*) + dz(o,7*) < k. Nach Lemma 3.3 folgt
daraus dysin (K, 7°) + darin(o, 7)) < k. In Fall 1 wurde bereits gezeigt, dass dann
dyrin(k, 0) < k gilt. Wiederum nach Lemma 3.3 folgt daraus dz(k,0) < k.

Fall 4: Sei M = H, d.h. es gilt dy(k,7") +du (o, 7) < k. Nach Lemma 3.3 folgt
daraus dprer(k, 7*) + darar(0,7%) < k. In Fall 2 wurde bereits gezeigt, dass dann
Aoz (R, 0) < k gilt. Wiederum nach Lemma 3.3 folgt daraus dy(k,0) < k.

Damit sind die Instanz des einseitigen Distanzproblems und die Instanz des
Rangordnungsproblems mit zwei Wahlern dquivalent. Die Tatsache, dass die ver-
wendete Reduktion offensichtlich in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden kann,
vervollstandigt den Beweis. U



Distanzprobleme unter Kendalls
Tau-Distanzen

Dieses Kapitel befasst sich mit Distanzproblemen unter Kendalls Tau-Distanzen.
Kendalls Tau Distanz fiir totale Ordnungen kann trivial in O(n?) Zeit berechnet
werden, ldsst sich jedoch auch in O(nlogn) Schritten ermitteln |[Kni66, BBD09].
Fagin et al. [FKM™*06] zeigen, dass sich die Hausdorff-Version von Kendalls Tau-
Distanz fiir zwei schwache Ordnungen mittels Verfeinerungen charakterisieren lasst.
Daraus ergibt sich fiir die Berechnung dieser Distanz ebenfalls eine Laufzeit von
O(nlogn). Knight [Kni66] gibt fiir die Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fir
schwache Ordnungen eine Charakterisierung mittels Verfeinerungen (ohne Beweis)
an. In den Laufzeiten bezeichnet n jeweils die Gréfse der Doméne der gegebenen Ord-
nungen. NP-harte Varianten von Distanzproblemen unter Kendalls Tau-Distanzen,
die Approximationsalgorithmen oder eine Analyse der parametrisierten Komplexitét
erfordern wiirden, wurden bislang nicht betrachtet.

4.1 Komplexitat

Es werden zunéchst Distanzprobleme fiir schwache Ordnungen betrachtet. Dabei
werden die Ergebnisse aus [FKM™06| iiber das Distanzproblem fiir zwei schwache
Ordnungen unter der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz auf Distanzpro-
bleme fiir schwache Ordnungen unter den anderen Verallgemeinerungen von Kendalls
Tau-Distanz {ibertragen. Insgesamt ergibt sich dann das folgende Resultat.

Satz 4.1. Seien k und p zwei schwache Ordnungen iber einer Domdne D und sei
n = |D|. Dann sind die folgenden Probleme effizient in einer Laufzeit von O(nlogn)
losbar:

95
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(i) das Distanzproblem unter der Hausdorff- Version von Kendalls Tau-Distanz fiir
k und p (aus [FKMT06]),

(i1) das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir
Kk und pv (aus [Kni66] ohne Beweis),

(111) das Distanzproblem unter der Mazimalversion von Kendalls Tau-Distanz fir
Kk und i und

(iv) das Distanzproblem unter der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz fir k
und .

Beweis. Die folgende Behauptung charakterisiert die Hausdorff-Version von Kendalls
Tau-Distanz zwischen « und g mit Hilfe von Verfeinerungen. IThre Korrektheit wurde
von Fagin et al. [FKM106] gezeigt.

Behauptung 4.1. [FKM" 06] Fiir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt
Ky (k,p) = max{K(p* p*nr,p*xrxp), K(pxp sk, p*r*pu)}.

Eine entsprechende Charakterisierung der Minimalversion von Kendalls Tau-
Distanz aus [Kni66| lautet wie folgt.

Behauptung 4.2. [Kni66] Fiir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt
Kuyin(k, 1) = K(p* s K, p* ko p).

Der Beweis der Behauptung kombiniert die Aussagen von Lemma 3.7 und Lem-
ma 3.10. Fir ein beliebiges, aber festes o € Ext(u) wird nach Lemma 3.7 der Wert
K(1,0) tber allen 7 € Ext(x) minimiert fiir 7 = ¢ * x. Nach Lemma 3.10 wird der
Wert K(o * k,0) iiber allen o € Ext(p) minimiert fiir 0 = p % k % p. Damit ergibt
sich

min min K =K(p*xrx*ux* * K% W) .
aEEit(u)TeEi‘c(n) (7.0) (p s A )
Dapxkxpu*xr=pxpxr gilt, ist die Behauptung bewiesen.

Eine entsprechende Behauptung lésst sich fiir die Maximalversion von Kendalls

Tau-Distanz auf dhnliche Weise zeigen.

Behauptung 4.3. Fiir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt
Ktan(ky 1) = K (p™ 5 p 5k, poe w5 1)

Der Beweis der Behauptung kombiniert in diesem Fall die Aussagen von Lem-
ma 3.9 und Lemma 3.11. Fiir ein beliebiges, aber festes o € Ext(u) wird nach
Lemma 3.9 der Wert K(7,0) iiber allen 7 € Ext(x) maximiert fiir 7 = o * x.
Nach Lemma 3.11 wird der Wert K (o x k, o) iiber allen o € Ext(u) maximiert fiir

o = p* k% % . Damit ergibt sich

max max K(1,0) = K((p* k% p) sk, px s p).
o€Ext(p) Te€Ext(k)
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Da (p* kP ) Bxk = pBxrx ufx v = pfx pf 5 i gilt, ist die Behauptung bewiesen.
Zuletzt wird eine entsprechende Behauptung fiir die Zentralversion von Kendalls
Tau-Distanz ebenfalls auf dhnliche Weise gezeigt.

Behauptung 4.4. Fiir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt
Kz(k, 1) = min{ K (p% % pf sk, px % ), K(p* px k, pf 5 655 )}

Der Beweis der Behauptung kombiniert in diesem Fall die Aussagen von Lem-
ma 3.9 und Lemma 3.12. Es wird eine Charakterisierung fiir den Fall Kz(k,p) =
MiN g epxe () MAXrchxe(x) K (7, 0) gezeigt. Die entsprechende Charakterisierung fiir den
Fall Kz(k, 1) = min;cpx(x) MaXoerxt(u) K (7, 0) ergibt sich analog.

Fiir ein beliebiges, aber festes o € Ext(u) wird nach Lemma 3.9 der Wert K (7, o)
iiber allen 7 € Ext(x) maximiert fiir 7 = 0% x 5. Nach Lemma 3.12 wird der Wert
K (o % k,0) iiber allen o € Ext(;) minimiert fiir ¢ = p * x % g. Damit ergibt sich

min  max K(7,0) = K((p*r*p)Txr,p*r*p).
o€Ext(u) T€Ext(k)

Da (pxr*p)Bxr = pfx s uf sk = pBx pftx k gilt, ist die Behauptung bewiesen.

Damit lassen sich alle Versionen von Kendalls Tau-Distanz fiir zwei schwache
Ordnungen mit Hilfe von Verfeinerungen charakterisieren. Die Aussage des Satzes
ergibt sich dann aus der Tatsache, dass sich Verfeinerungen in O(n) Schritten berech-
nen lassen und Kendalls Tau-Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen in O(nlogn)
Schritten berechnet werden kann. O

Im Folgenden befasst sich dieser Abschnitt mit dem allgemeinsten Fall des Dis-
tanzproblems unter Kendalls Tau-Distanz, der Distanzberechnung zwischen parti-
ellen Ordnungen. Es wird gezeigt, dass die Berechnung aller Versionen von Ken-
dalls Tau-Distanz zwischen zwei partiellen Ordnungen entweder NP-vollsténdig oder
coNP-vollstandig ist, selbst wenn eine der beiden Ordnungen eine totale Ordnung
ist.

Zunachst wird die NP-Vollstandigkeit der Berechnung Minimalversion von Ken-
dalls Tau-Distanz zwischen einer totalen und einer partiellen Ordnung durch eine
Reduktion vom OSCM-4-Stern Problem, dem einseitigen Zwei-Level Kreuzungsmini-
mierungsproblem, gezeigt. Die NP-Vollstandigkeit bzw. coNP-Vollstandigkeit fiir
die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz, die Hausdorff-Version von Kendalls
Tau-Distanz und die Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz wird spéater aus
diesem Resultat folgen. Die NP-Vollstandigkeit des OSCM-4-Stern Problems wur-
de durch eine Reduktion vom Feedback-Arc-Set-Problem gezeigt [MUV02].

Satz 4.2. Das Distanzproblem fiir eine totale und eine partielle Ordnung unter der
Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz ist NP-vollstindig.

Beweis. Zum Beweis der Aussage wird das OSCM-4-Stern Problem benétigt. Dabei
ist zunéchst ein 4-Stern wie folgt definiert. Ein 4-Stern ist ein ungerichteter Graph
bestehend aus fiinf Knoten, davon vier Knoten vom Grad 1, die zum fiinften Knoten
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vom Grad 4 adjazent sind. Eine Instanz des OSCM-4-Stern-Problems besteht nun
aus einem ungerichteten Wald von n 4-Sternen, deren Knoten sich auf zwei Level,
dem oberen und dem unteren Level, befinden. Fiir jeden 4-Stern ¢ befinden sich die
vier Knoten a(7), az(7), as(i), as(i) vom Grad 1 auf dem oberen Level und der Kno-
ten a, (i) vom Grad 4 auf dem unteren Level befindet. Dabei wird a. (i) als Zentrum
des 4-Sterns bezeichnet. Weiterhin besteht die Instanz aus einer vorgegebenen Per-
mutation ¢’ der Knoten auf dem oberen Level, sowie aus einem k" € N. Gefragt ist
nun, ob eine Permutation der Knoten auf dem unteren Level existiert, so dass in der

entstehenden Zeichnung des Graphen hochstens k' viele Kantenkreuzungen vorhan-
den sind. Zur Definition des OSCM-4-Stern Problems siehe auch Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1. Zwei-Level Zeichnung einer Instanz des OSCM-4-Stern Problems

In einer Instanz des OSCM-4-Stern Problems sei A(i) = {a1(7), a2(7), as(i), as(i)}
die Menge der Knoten vom Grad 1 aller Sterne und damit die Menge aller Knoten auf
dem oberen Level. Zuletzt bezeichne A, = J;c(; ) a«(i) die Menge aller Zentren
und damit alle Knoten auf dem unteren Level.

Zum Beweis der NP-Vollstandigkeit des Distanzproblems unter der Minimalver-
sion von Kendalls Tau-Distanz wird das OSCM-4-Stern Problem, bestehend aus n
4-Sternen, einer Permutation o’ auf A sowie einem £’ € N, reduziert auf eine Instanz
des Distanzproblems, bestehend aus einer partiellen Ordnung x und einer totalen
Ordnung o iiber einer Doméne D sowie aus einem k € N.

Zunéchst werden alle Zentren a,(i) € A, in vier Knoten vom Grad 1 aufge-
spalten. Jeder der entstandenen Knoten ist zu einem der Knoten aus A(i) adjazent
und wird im Folgenden mit diesem identifiziert. Damit befindet sich nun auf dem
unteren Level eine Knotenmenge mit der selben Kardinalitdt wie A, wobei durch
die Adjazenzbeziehung der Knoten eine Bijektion zwischen den beiden Mengen de-
finiert ist. Das Aufsplitten der Knoten ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Damit lasst
sich das OSCM-4-Stern Problem nun leicht abgewandelt formulieren. Gegeben ist
nun eine Permutation ¢’ auf einer Doméne A und ein k' € N. Gesucht ist weiter-
hin eine Permutation 77 iiber der Doméane A, so dass in einer entstehenden Zwei-
Level-Zeichnung hochstens &’ viele Kreuzungen vorhanden sind, jedoch gilt nun die
Einschrankung, dass fiir jedes i die vier Knoten ay(i), az(i), az(i) und a4(i) in 77F
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unmittelbar aufeinander folgen miissen. Diese Eigenschaft von 7 wird im Folgenden
als Nichtverschachtelung (NV) bezeichnet. NV stellt sich formal wie folgt dar.

(NV) V A@) =+ AG) V AG) <o+ Al)

i,j€{1,....,n}

Die Kreuzungszahl in der Zeichnung entspricht nun Kendalls Tau-Distanz zwi-
schen ¢/ und 7. Eine ausfiihrlichere Betrachtung zum Zusammenhang zwischen der
Kreuzungszahl und Kendalls Tau-Distanz findet sich in [BBD09].

Abbildung 4.2. Die Instanz des OSCM-4-Stern Problems nach dem Aufsplitten
der Zentren

Um nun NV zu erzwingen, wird die Doméne A um Kandidaten erweitert, die
ihrer Funktion entsprechend als Blocker bezeichnet werden. Entsprechend werden
auch in die gegebene totale Ordnung ¢’ an geeigneten Stellen Blocker eingefiigt und
so eine totale Ordnung o konstruiert. Das Ziel dieser Vorgehensweise ist es eine parti-
elle Ordnung x auf der erweiterten Doméne festzulegen. Fiir eine totale Erweiterung
7 € Ext(r) und ein noch geeignet zu wihlendes k soll dann K (7, 0) < k nur méglich
sein, wenn NV von 7 erfiillt wird. Insgesamt soll Ky, (k,0) < k gelten, genau dann
wenn ein 7F € Ext(k) existiert mit K (o, 7*) < k, welches zusétzlich NV erfiillt und,
eingeschriankt auf die bisherige Doméne A, hochstens k' Kreuzungen zu ¢’ in einer
Zwei-Level Zeichnung verursacht. Die Instanz des OSCM-4-Stern Problems ist dann
aquivalent zum Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz
auf k, o und k.

Fir alle ¢ € {1,...,n} werden nun also die Kandidaten (i), l1(3), l2(7), 15(7),
r1(7), r1(2), mo(7) und r4(i) als Blocker eingefithrt. Es wird nun folgende Notation
verwendet. Sei L£(i) = {l1(7),11(4)}, L2(i) = {l2(4),15(0)}, Ri(i) = {r1(d),r (i)}
und Ro(i) = {ro(i),r5(i)}. Weiterhin sei L£(i) = L£41(i) U Lo(3), R(i) = Rq1(i) U

...............

-----

.....
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Problems mit n 4-Sternen wird also eine Doméane D bestehend aus 12n Kandidaten

konstruiert.
Die partielle Ordnung « sei durch die folgenden Vorgaben definiert.

v al(i) <k CLQ(i) <k ag(i) <k a4(i)

V V V i#j=9%.9

i,je{l,..m} g€G(i) g'€G(5)
Jedes Gadget G(i) wird also durch k total geordnet, wihrend Kandidaten aus

zwei verschiedenen Gadgets miteinander unvergleichbar sind.
Die totale Ordnung o auf D ist wie folgt definiert.

Ro <5 R1 <o .A-<U Lo <o Ly

YV a=<yd =a<,d und
a,a’eA

YV o i<j= L) <5 L1(4)

\v/ 7 <]Z>R2(Z) <o RQ(])

Y 0> = La(i) <o La2())

Y i>7=Ri(1) <, Ri())

YV h(i) <o 1)
Vo (i) <o 5(4)
Vo () <. ()
Vo (i) <o (i)

Die Anordnung der Kandidaten eines einzelnen Gadgets durch x und o ist in
Abbildung 4.3 illustriert. Zuletzt sei k = 32n2 + 24n + k'.

Vor dem eigentlichen Korrektheitsbeweis der Reduktion werden nun die Losun-
gen 7 des Distanzproblems beziiglich der Anzahl der Kreuzungen verursacht durch
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Blocker und innere Kandidaten analysiert. Dazu wird folgende Notation verwendet.
Fiir Teilmengen X,Y C D, sei

X7-(X,Y) = [{(z,y) € X XY = (0(x) —a(y))(77(x) — 77 (y)) <0}

und sei 2. (X) = 1x%(X, X). Damit zéhlt also x%.(X,Y) die Paare (z,y) € X x Y,
in denen sich 7" und ¢ widersprechen, d. h. in denen 7* = vor y ordnet und o y vor
x ordnet oder umgekehrt. Dann gilt K(7*,0) = x% (D).

Kendalls Tau-Distanz zwischen 7% und ¢ entspricht wie bereits erwahnt der Kreu-
zungszahl in einer Zwei-Level-Zeichnung (siehe auch [BBD09]). Diese wiederum setzt

sich zusammen aus den Kreuzungen von Kandidaten
e innerhalb eines Gadgets, x2.(G(i)),

e zwischen den Blockern eines Gadgets und den Blockern eines anderen Gadgets,
X7 (B(i), B(7)),

e zwischen den inneren Kandidaten eines Gadgets und den Blockern eines an-
deren Gadgets, x7.(A(7), B(j)), sowie

e zwischen den inneren Kandidaten eines Gadgets und den inneren Kandidaten
eines anderen Gadgets, x7%. (A(i), A(7)).

Behauptung 4.5. x%.(G(i)), also die Anzahl der Kreuzungen innerhalb des i-ten
Gadgets, ist konstant 56 fir alle i € {1,... ,n}.

Da jedes Gadget sowohl durch ¢ als auch durch « total geordnet ist, ist x7.(G (7))
konstant. Der Wert 56 kann anhand von Abbildung 4.3 nachgezéhlt werden.

ra(1) 15(1) 71(4) 71(0) a1(i) a2(7) as(i) aa(i) L(i) 15() L(z) 1(7)

0' —e - @)----0-———--0---0---0 ---06----0---

7_*,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, oo

L(i) 1) L(0) 15() ai(i) ax(i) as(i) as(i) r(i) r1(0) ra(i) ro(i)

Abbildung 4.3. Die Kreuzungszahl innerhalb eines Gadgets

Behauptung 4.6. x7.(B(i),B(j)), also die Anzahl der Kreuzungen zwischen den
Blockern eines Gadgets G(i) und den Blockern eines anderen Gadgets G(j), ist 32
wenn G(i1) und G(j) in 7" nicht verschachtelt auftreten, d.h. wenn gilt G(i) <,
G(J)VG(j) =<+ G(i), also wenn jeder Kandidat aus G(i) von 7* vor jedem Kandidaten
aus G(j) geordnet wird oder umgekehrt. Anderenfalls gilt x2.(B(i), B(j)) > 32.
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O.B.d. A.seii < j. Da jedes Gadget sowohl von ¢ als auch von 7* total geordnet
wird, ist x7%.(B(i), B(j)) ausschlieflich von der Verschachtelung der beiden Gadgets
abhéngig, d. h. welcher Blocker des i-ten Gadgets in welchem Sektor (zwischen wel-
chen Blockern) des j-ten Gadgets platziert wird (siche dazu Abbildung 4.4). Die
Sektoren des j-ten Gadgets seien dabei wie folgt definiert.

Sektor | Beschreibung

SO vor ll (])

S, zwischen [1(7) und 1} (j)
So zwischen I (j) und I5(7)
Sy zwischen l5(j) und 5(7)
Sy zwischen I5(7) und r1(j)
S zwischen 71 (j) und 74 (j)
Se zwischen 7] (j) und ro(j)
S, zwischen ro(j) und r5(j)
Sg nach r5(j)

Die Anzahl der Kreuzungen kann nun fiir jedes Paar von Blocker und Sektor
getrennt berechnet werden.

Das Problem die Verschachtelung zweier Gadgets mit der kleinsten Anzahl an
Kreuzungen zu finden wird nun als Wegeproblem modelliert (siehe Abbildung 4.5).
Enthélt ein Pfad eine Kante (.S,,, ), so entspricht dies dem Platzieren von b in Sektor
Sp. Das Gewicht der Kante (S,,,b) entspricht der zusétzlichen Anzahl an Kreuzun-
gen, die entstehen, wenn b in Sektor S, anstatt in Sektor Sy platziert wird. Wenn
also beispielsweise der Kandidat 7](i) in Sektor Sy platziert wird, d.h. {(j) <,
(i) <7+ lo(j), verursacht er x%2.({ri(i)}, B(j)) = 6 Kreuzungen. Wird r| (i) dage-
gen in Sektor Sy platziert, d.h. (i) <.« l1(j), verursacht er x7.({r1(i)},B(j)) =4
Kreuzungen. Damit wird also das Gewicht der Kante (S, (7)) auf 6 — 4 = 2 ge-
setzt. Jeder Pfad im Graphen entspricht also einer moglichen Verschachtelung der
Gadgets G(7) und G(j). Die Lénge des Pfades entspricht der Differenz zwischen dem
Wert von x%.(B(i),B(j)), wenn die entsprechende Verschachtelung gewéhlt wird,
und dem Wert von x%. (B(i), B(j)), wenn alle Kandidaten aus B(¢) im Sektor Sy, al-
so vor allen Kandidaten aus B(j), platziert werden. Werden nun alle Kandidaten aus
B(i) im Sektor Sy platziert, dann ergibt sich durch Nachzéhlen (siehe Abbildung 4.4)
X2.(B(i), B(j)) = 32. Der Pfadgraph (siche Abbildung 4.5) enthélt nun zwei kiirzeste
Wege der Lange 0, die den Verschachtelungen entsprechen, in denen G(i) und G(j)
von 7* getrennt werden. Diese beiden Verschachtelungen verursachen also jeweils 32
Kreuzungen, wiahrend alle anderen Verschachtelungen echt mehr Kreuzungen verur-
sachen. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Behauptung 4.7. x%.(A(7), B(j)), die Anzahl der Kreuzungen zwischen den inne-
ren Elementen eines Gadgets i und den Blockern eines anderen Gadgets j, betrigt 16,
wenn A(i) und B(j) von 7* getrennt werden. Ansonsten gilt x%.(A(3), B(j)) > 16.
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Jeder innere Kandidat aus A(7) verursacht Kreuzungen entweder mit allen Kan-
didaten aus L(j) oder mit allen Kandidaten aus R(j). Werden A(7) und B(j) von 7*
getrennt, so entstehen keine weiteren Kreuzungen und es gilt x%.(A(4), B(j)) = 16.
Jeder innere Kandidat a € A(7), der von 7* nicht von A(j) getrennt wird, d.h.
L(j) < a <+ R(j), verursacht zusatzliche Kosten von 4, da er Kreuzungen so-
wohl mit den vier Kandidaten aus £(j) als auch mit den vier Kandidaten aus R(j)
verursacht.

ro(i) ra(@) m1(2) 11(0) () (@) () L)

Sy - 0 0 0 0 0 0 0
 SRRks SEEEL SRR SEEEY SEEEL SEEEL SEEEL ST Sy

' t
51*1‘1,1‘1‘1‘1‘1‘1§
52$2‘2‘2‘2‘2‘2‘2'2§
S 434348, 8 L 1 1 1
S4$4'4‘4‘4‘0‘0‘0‘02

: S T O |
S5$5¢50303¢ ® ® ® ®
56*6‘6‘2‘2‘—2‘—2‘—2‘—22
S, . 7 7 1 1 |-3]-3|-3|-3

¢ ® ° 'y 'y 'S 'y ® ®
S ! slolo|—4|—4 -4

Abbildung 4.5. Die Abbildung zeigt einen Pfadgraph, der die Verschachtelung
zweier Gadgets ¢ und j modelliert. Der rote Pfad entspricht der Verschachtelung,
die in Abbildung 4.4 dargestellt ist. Der rote und der griine Pfad sind die beiden
kiirzesten Wege im Pfadgraph und entsprechen G(i) <.+ G(j) bzw. G(j) < G(4).

Mit Hilfe der obigen drei Behauptungen lésst sich nun die Korrektheit der Re-
duktion zeigen.

Zunichst wird angenommen, dass eine Permutation 7 tiber A fiir die Instanz
des OSCM-4-Stern Problems existiert, die hochstens &’ viele Kreuzungen verursacht.
Aus 77 lédsst sich eine totale Erweiterung 7% € Ext(k) iiber D ermitteln, wobei
K(1*,0) < k ist. Sei 7* diejenige totale Ordnung, die die einzelnen Gadgets trennt
und sie dabei entsprechend der Reihenfolge der Zentren der Sterne aus 71 ordnet.
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Die Gesamtzahl der Kreuzungen zwischen 7* und o ergibt sich nun wie folgt.

ie{l,...,n} i,je{l,.'..,n}
1<)
+ 0> XL(AM@BG) + D xZ(A®), A>))
i,j€{1,...,n} i,5€{1,...,n}
i i<

Es werden nun die obigen Behauptungen angewendet, wobei beriicksichtigt wird,
dass G(i) und G () fiir alle 7,5 € {1,...,n} und i # j von 7* getrennt werden. Damit
ergibt sich

> xL(G(0) = 56n,

1€{1,...,n}
S v 00).86) = 32"
i je{l,:..,n}
<]
S (AG), B()) = 16n(n— 1).
i,j€{1,....,n}
i#£]

Aufgrund der Annahme, dass die Losung 77 der Instanz des OSCM-4-Stern
Problems hochstens & Kreuzungen verursacht, folgt zuletzt

ST NG (AG),AG)) < K.

Das Aufsummieren dieser Werte liefert

-1
Kyin(k,0) < K(1%,0) = x2.(D) < 56n + 32% +16n(n—1)+ K =
=32n" +24n+ K =k.

Fiir den zweiten Teil des Korrektheitsbeweises wird nun angenommen, dass
Kyin(k,0) < k gilt. Dann existiert ein 7* € Ext(k) mit K(7*,0) < k. Es wer-
den nun zwei Fille unterschieden, je nachdem, ob 7* NV erfiillt oder nicht.

Fall 1: Die Ordnung 7* erfiillt NV. Dann kann aus 7* eine Losung 771 fiir die
Instanz des OSCM-4-Stern Problems erzeugt werden, indem die Zentren der Ster-
ne in 77 entsprechend der Gadgets in 7* angeordnet werden. Dann verursacht 7+
ebenso viele Kreuzungen wie x7.(A(:),.A(j)), die inneren Kandidaten in 7. Die
Anzahl der Kreuzungen der inneren Kandidaten in 7% wiederum ergibt sich unter
Berticksichtigung der obigen Behauptungen wie folgt.

> XG(A(), A() < k— 320" — 24n = K
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Fall 2: Die Ordnung 7* erfiillt NV nicht. Es wird nun eine totale Ordnung 7** €
Ext(x) aus 7* konstruiert. Dabei trennt 7** die einzelnen Gadgets und ordnet sie in
der Reihenfolge, in der 7* die entsprechenden a;-Kandidaten ordnet, d.h.

Vo G() < GU) & a1(i) <o () -

Nun erfiillt 7** offensichtlich NV. Es bleibt zu zeigen, dass K(7%*,0) < K(7*,0) < k
gilt. Angenommen K(7*,0) > K(7*,0). Aufgrund der obigen Behauptungen ver-
ursacht 7* aber mehr Kreuzungen zwischen Paaren von Blockern und mindestens
genauso viele Kreuzungen zwischen Blockern und inneren Kandidaten wie 7**. Da-
mit muss 7% weniger Kreuzungen zwischen den inneren Kandidaten verursachen als
7**. Sei a ein beliebiger innerer Kandidat und sei j ein Gadget mit a ¢ A(j). Im
Vergleich zu 7** kann 7* hochstens x7..({a}, A(j)) < 4 Kreuzungen einsparen, in-
dem es a zwischen den Elementen von A(j) platziert. Dann gilt jedoch wie oben
gezeigt x%.({a},B(j)) = xZ.({a},B(j)) + 4. Damit kann 7* durch keine Platzie-
rung der inneren Kandidaten weniger Kreuzungen verursachen als 7** und es gilt
K(rt**,0) < K(7*,0) < k. Da 7** zusétzlich NV erfiillt, folgt analog zu Fall 1, dass
eine Losung 7+ fiir die Instanz des OSCM-4-Stern Problems existiert, die hochstens
k' viele Kreuzungen verursacht.

Zusammenfassend wurde also gezeigt, dass aus einer Instanz des OSCM-4-Stern
Problems eine Instanz des Distanzproblems konstruiert werden kann, so dass ei-
ne Losung der Instanz des OSCM-4-Stern Problems mit hochstens & Kreuzungen
existiert, genau dann wenn die Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz héchstens
den Wert £ annimmt. Damit ist das Distanzproblem NP-hart. Da in polynomieller
Zeit eine totale Ordnung 7* geraten werden kann, und da ebenfalls in polynomi-
eller Zeit tberpriift werden kann, ob 7* € Ext(x) und K(7%,0) < k gilt, ist das
Distanzproblem in NP und damit NP-vollstandig. O

Aus der eben gezeigten NP-Vollstandigkeit des Distanzproblems unter der Mi-
nimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung
und der Tatsache, dass die Minimalversion und die Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz identisch sind, wenn zumindest eine der beiden beteiligten Ordnungen total
ist (Lemma 3.3), ergibt sich sofort das folgende Resultat.

Korollar 4.1. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist NP-vollstindig.

Das eben gezeigte Resultat bildet nun den Ausgangspunkt fiir die Analyse der
Komplexitéit des Distanzproblems unter Maximalversion und der Hausdorft-Version
von Kendalls Tau-Distanz.

Satz 4.3. Das Distanzproblem unter Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir
eine partielle und eine totale Ordnung ist coNP-vollstindig.
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Beweis. Die coNP-Vollstandigkeit des Distanzproblems unter der Maximalversion
von Kendalls Tau-Distanz zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung wird
ausgehend vom entsprechenden Distanzproblem unter der Minimalversion von Ken-
dalls Tau-Distanz gezeigt, dessen NP-Vollstandigkeit bereits bekannt ist (Satz 4.2).
Als Zwischenschritt muss dazu die NP-Vollstandigkeit eines modifizierten Distanz-
problems bewiesen werden.

Seien eine partielle Ordnung s und eine totale Ordnung o iiber einer Doméne
D, sowie eine natlirliche Zahl k eine Instanz des Distanzproblems unter der Mini-
malversion von Kendalls Tau-Distanz, in welchem gefragt ist, ob Ky, (k,0) < k
gilt. Dieses wird nun auf eine Instanz des modifizierten Distanzproblems, bestehend
aus einer partiellen Ordnung ' und einer totalen Ordnung ¢’ iiber D, sowie einer
natiirlichen Zahl &’ reduziert. Im modifizierten Distanzproblem ist gefragt, ob eine
totale Erweiterung 7" € Ext(x’) existiert mit K(7/,0) > k. Fiir die Reduktion wird
kK =k, o =cfund k' = ('1;') — k gesetzt.

Zum Beweis der Korrektheit der Reduktion ldsst sich zunéchst feststellen, dass
fir jedes 7 € Ext(k), jedes der (‘3') Paare von Kandidaten genau eins entweder zu
K(r,0) oder zu K(1,0%) beitrigt, d.h. K(r,0) + K(7,0f) = ('g'). Wegen k = &/
folgt dann sofort 37 € Ext(k) : K(r,0) < k < 37" € Ext(x') : K(7/,0') > (‘?') -
k und die NP-Hérte des modifizierten Distanzproblems ist bewiesen. Seine NP-
Vollstéandigkeit ergibt sich nun sofort, da die Zugehorigkeit des Problems zur Klasse
NP offensichtlich ist, und da die obige Reduktion in polynomieller Zeit durchgefiihrt
werden kann.

Aus der NP-Vollstandigkeit des modifizierten Distanzproblems folgt nun die
coNP-Vollstandigkeit des Distanzproblems unter der Maximalversion von Kendalls
Tau-Distanz. Sei eine partielle Ordnung " und eine totale Ordnung 7" iiber D, sowie
eine natiirliche Zahl k" eine Instanz des Distanzproblems unter der Maximalversi-
on von Kendalls Tau-Distanz, in der gefragt ist, ob Kjps..(k",0"”) < k" gilt. Nach
Lemma 3.1 ist gefragt, ob K(7”,0") < k” fur alle 7" € Ext(x”) gilt. Damit ist das
Distanzproblem unter der Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz das komple-
mentére Problem des modifizierten Distanzproblems. Das komplementare Problem
eines NP-vollstandigen Problems ist immer coNP-vollsténdig (siehe beispielsweise

[GJ90, Pap94]). O

Aus der eben gezeigten coNP-Vollstandigkeit des Distanzproblems unter der
Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung
und der Tatsache, dass die Maximalversion und die Hausdorff-Version von Kendalls
Tau-Distanz identisch sind, wenn zumindest eine der beiden beteiligten Ordnungen
total ist (Lemma 3.3), ergibt sich sofort das folgende Resultat.

Korollar 4.2. Das Distanzproblem unter der Hausdorff- Version von Kendalls Tau-
Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist coNP-vollstindig.
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4.2 Approximierbarkeit

Es wird nun die Approximierbarkeit des Distanzproblems unter der Minimalversion
und der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz zwischen einer partiellen und einer
totalen Ordnung betrachtet. Dazu wird gezeigt, dass ersteres Problem ein Spezialfall
des eingeschréankten Feedback-Arc-Set-Problems auf Turniergraphen ist. Dieses wie-
derum ist bereits als 3-approximierbar bekannt [vZW09|. In vorliegendem Spezialfall
ist sogar eine 2-Approximation moglich. Um dies zu zeigen, ist eine Anpassung des
Beweises aus [vZW09| nétig.

Satz 4.4. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz
zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung ist 2-approximierbar.

Beweis. Es wird zunéchst das eingeschrankte Feedback-Arc-Set-Problem auf Tur-
niergraphen betrachtet, dessen 3-Approximierbarkeit bekannt ist, und als dessen
Spezialfall sich das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-
Distanz erweisen wird. Eine Instanz des eingeschrankten Feedback-Arc-Set-Problems
auf Turniergraphen besteht aus einem Turniergraphen 7" = (V, Ay, U Afye;), wobei
die Kanten aus Ay, eine partielle Ordnung bilden. Das bedeutet fiir alle u,v,w € V
gilt (u,v) € Afiz A (v,w) € Apiy = (u,w) € Ay, (Transitivitdt) und es existiert
kein Zyklus, der ausschlieklich aus Kanten aus Ay, besteht. Die von einer partiel-
len Ordnung geforderten Eigenschaften der Symmetrie und der Irreflexivitét gelten
ebenfalls, da alle in dieser Arbeit betrachteten Graphen schleifenfrei sind, und da
es sich bei dem gegebenen Graphen um einen Turniergraphen handelt. Gesucht ist
nun eine totale Ordnung 7* auf V', so dass x <.« y fiir alle Kanten (z,y) € Ay, gilt,
und so dass die Anzahl der Kanten (z,y) € Ay, fiir die y <,«  gilt, minimal ist.

Behauptung 4.8. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls
Tau-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung kann in ein dquivalentes
eingeschrianktes Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen tberfihrt werden.

Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz zwi-
schen einer partiellen Ordnung s und einer totalen Ordnung o iiber einer Doméne
D sucht eine totale Erweiterung 7* € Ext(x), in der so wenige Paare von Kandida-
ten wie moglich widerspriichlich zu o geordnet werden. Dabei werden alle Paare von
Kandidaten z,y € D mit x <, y und y <, = (oder umgekehrt) von 7* in jedem Fall
widerspriichlich zu o geordnet. Die Anzahl dieser Paare ist fiir alle totalen Erweite-
rungen von x gleich und kann effizient berechnet werden. Eine totale Erweiterung,
in der so wenige Paare von Kandidaten wie moéglich widerspriichlich zu o geordnet
werden, ist damit gleichzeitig eine totale Erweiterung, in der so wenige Paare von
Kandidaten z,y € D mit x %, y widerspriichlich zu o geordnet werden.

Um diese totale Erweiterung zu finden werden, nun x und o in einen Turnier-
graphen T = (V, Ay, U Apye;) Uberfithrt. Fithre dazu fiir jeden Kandidaten einen
Knoten ein und fiir jedes Paar von Knoten z,y € V eine Kante (z,y) € Ay, wenn
x <, y gilt, bzw. eine Kante (z,y) € Ay, wenn x %,y und x <, y gilt. Eine Kante
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(,y) € Afre; entspricht also einem Paar von Kandidaten, das in x unvergleichbar
ist, wahrend die Richtung der Kante angibt, auf welche Weise die Unvergleichbarkeit
o entsprechend aufgelost werden sollte.

Da o als totale Ordnung vollstédndig ist, entsteht in jedem Fall ein Turniergraph.
Da es sich bei x um eine partielle Ordnung handelt, bilden die Kanten aus A,
ebenfalls eine solche.

Eine totale Ordnung 7* € Ext(k), die K (7%, ) minimiert, entspricht nun genau
einer Permutation 7* auf V, so dass © <.« y fir alle Kanten (z,y) € Ay, gilt,
und so dass die Anzahl der Kanten (z,y) € Ay, fur die y <+ x gilt, minimal ist.
Umgekehrt entspricht eine Losung des eingeschrankten Feedback-Arc-Set-Problems
einer totalen Erweiterung 7" € Ext(k) mit Ky, (k,0) = K(7%,0). Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Es ist zu beachten, dass in den auf diese Weise konstruierten Instanzen des
eingeschréankten Feedback-Arc-Set-Problems kein Zyklus existiert, der ausschliefslich
aus Kanten aus Ay,; besteht, denn diese gehen aus den (zyklenfreien) Vorgaben der
totalen Ordnung o hervor. Im Folgenden wird diese Eigenschaft als Zyklenfreiheit
von Ayre; bezeichnet.

Behauptung 4.9. (angepasst aus [vZW09]) Eine nach Behauptung 4.8 aus einem
Distanzproblem fiir eine totale und eine partielle Ordnung unter der Minimalversion
von Kendalls Tau-Distanz hervorgegangene Instanz des eingeschrinkten Feedback-
Arc-Set-Problems auf Turniergraphen ist 2-approximierbar.

Das eingeschriankte Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen ist bereits als
3-approximierbar bekannt [vZWO09|. Es wird nun gezeigt, dass eine aus einem Dis-
tanzproblem hervorgegangene Instanz des Problems sogar 2-approximierbar ist. Da-
bei wird der Beweis der 3-Approximierbarkeit aus [vZW09| angepasst. Der folgende
Beweis entspricht also grofitenteils [vZWO09], lediglich am Ende des Beweises wird
eine Erginzung vorgenommen, in der die Zyklenfreiheit von Ay,..; genutzt wird,
um anstatt einer 3-Approximation eine 2-Approximation zu erreichen. Es bleibt
festzuhalten, dass [vZWO09| auch 2-approximierbare Spezialfille des eingeschréankten
Feedback-Arc-Set-Problems auf Turniergraphen ermitteln. Diese haben aber andere
Voraussetzungen als die hier betrachteten Instanzen.

Die Grundidee des Beweises aus [vVZW09] ist, aus der optimalen Losung eines
linearen Programms einen zweiten Turniergraphen abzuleiten, welcher eine unte-
re Schranke fiir das eingeschrinkte Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen
darstellt. Aus diesem wird dann mit Hilfe eines Pivotierungsalgorithmus eine totale
Ordnung 7 auf V berechnet.

Sei also ein Turniergraph 7' = {V, A, U Afpei } entsprechend den Bedingungen
des eingeschrénkten Feedback-Arc-Set-Problems auf Turniergraphen gegeben. Es
werden nun folgendermafen Kantengewichte fiir die Tupel (x, y) und (y, z) mit z,y €
V' definiert. Wenn (z,y) € (Afiz U Afpe;) ist, dann sei w,, = 1 und w,, = 0. Wenn
dagegen (y,z) € (Apix U Apye;) ist, dann sei w,, = 0 und w,, = 1. Die Eingabe des
Pivotierungsalgorithmus ist nun ein zweiter Turniergraph 7" = (V, A’), welcher aus
dem folgenden linearen Programm (LP) abgeleitet wird. LP enthélt Variablen v,
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und vy, fiir alle Tupel (z,y) und (y,x) mit =,y € V. Diese werden benutzt, um A’
zu bestimmen.
LP: min ZKy (Vg Wy + VypWay)
wobel (1) vgy + vy, + U, > 1 fiir alle v £y # 2

(2) gyt vy =1 fir alle x # y
(3) vy =1 fur alle (z,y) € Ay
(4) vy >0 fir alle x # y

Aus einer optimalen Losung von LP lisst sich 7" konstruieren, wobei (z,y) € A’
gilt, wenn v,, > 1. Falls v,y = = v, gilt, kann trotzdem nur entweder (z,y) € A’
oder (y,z) € A’ sein. Diese Entscheidung wird derart getroffen, dass keine Drei-
ecke entstehen, die eine Kante aus Ay;, enthalten. Das bedeutet, es wird kein
{(z,y),(y,2), (z,2)} C A’ existieren, so dass (z,y) € Ay, gilt. Sei dazu p € Ext(k)
eine beliebige totale Erweiterung. Falls v,, = % = vy, gilt, dann sei (z,y) € A’, genau
dann wenn z <, y. Angenommen, es ist nun ein Dreieck {(z,y), (v, 2), (z,2)} C A’
vorhanden, so dass (z,y) € Ay, gilt. Wegen (z,y) € Ayiy, gilt dann wegen den Be-
dingungen (2) und (3) von LP auch v,, = 1 und v, = 0. Weiterhin ist v,,, v, > %,
weil (y, 2), (z,z) € A’. gilt. Da Bedingung (1) von LP auch fiir das entgegengesetzt
gerichtete Dreieck (z,2), (2,v), (y, x) gilt und v,, = 0 ist, ist dann v,, + v,, = 1.
Damit miissen v,, und v, jeweils exakt den Wert % besitzen. Da die Entscheidun-
gen, ob (y,z) € A" oder (z,y) € A’ gilt, bzw. ob (z,z) € A" oder (x,z) € A’ gilt,
anhand von p getroffen wurden, und da {(z,y), (y,2), (z,2)} C A’ ist, muss y <, z
und z <, x gelten. Aufgrund der Transitivitét folgt dann y <, z. Dies ist nun ein
Widerspruch zur Tatsache, dass aus p € Ext(x) unmittelbar <, y folgt. Damit war
die Annahme falsch und es ist sichergestellt, dass A’ kein Dreieck enthélt, welches
eine Kante aus Ay, enthalt.

Der Pivotierungsalgorithmus berechnet 7 aus 7" nun rekursiv, indem er wieder-
holt Pivotknoten bestimmt. Auf die Auswahl des Pivotknotens wird spéter einge-
gangen. Fiir einen Pivotknoten z platziert der Algorithmus einen Knoten y vor oder
nach z, abhéngig davon, ob (y,z) € A’ oder (z,y) € A’ ist. Anschliefsend ruft sich
der Algorithmus jeweils auf der Menge der Knoten, die vor z platziert wurden, und
auf der Menge der Knoten, die nach z platziert wurden, rekursiv auf. Dabei bleibt
T’ wihrend des kompletten Ablaufs des Algorithmus erhalten und LP wird nicht in
jedem Rekursionsschritt neu berechnet.

Fiir ein Paar von Knoten x, y existiert nun eine einzige Moglichkeit, dass obwohl
(x,y) € A" ist, y <+ x gilt. Dazu miissen sich x und y im selben rekursiven Aufruf
befunden haben und es muss ein Pivotknoten z gewéhlt worden sein, so dass (z,x) €
A" und (y, z) € A" ist. In anderen Worten bilden (z,y), (y, z) und (z, ) ein Dreieck
in A’. Damit gilt 77 € Ext(k), da eben sichergestellt wurde, dass keine Kante aus
Ay, (die den Vorgaben von « entsprechen) an einem Dreieck in A" beteiligt ist.

Es werden nun die Kosten der ermittelten Losung 77 im Vergleich zur optima-
len Losung von LP, welche offensichtlich eine untere Schranke darstellt, analysiert.
Dazu werden die Kosten betrachtet, die im ersten rekursiven Aufruf auftreten. Die
Kostenanalyse der weiteren rekursiven Aufrufe erfolgt dann analog. Es werden bei
der Kostenanalyse Paare von Knoten {z,y} betrachtet. Die Kosten von {z,y} in
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7T betragen wy,, wenn x <.+ y ist, oder wy,, wenn y <.+ x ist. Die Kosten von x
und y in der optimalen Losung von LP betragen vg,wy, + vy, W,,. Im Folgenden sei
Coy = VgyWyg + Uy Wy -

Sei z der Pivotknoten. In einem rekursiven Aufruf werden die Kosten fiir Paare
von Knoten {y,z} und fiir Paare {x,y}, bei denen = und y nicht beide vor oder
beide nach z platziert werden, betrachtet. Kosten fiir Paare, die in einem rekursiven
Aufruf betrachtet werden, werden also in spéateren Aufrufen nicht mehr betrachtet.

Betrachte zunéchst die Kosten eines Paares {y, z} in 71, wobel y <,+ z gilt.
Damit ist (y,z) € A’ und damit ist v,, > % Es wird nun gezeigt, dass die Kosten
fiir das Paar {y, 2} in 77 hochstens zweimal so grof sind wie seine Kosten in der
optimalen Losung von LP, d.h. w,, < 2¢,, = 2(vy,w,y + vyw,,). Falls w,, = 0 ist,
gilt die Ungleichung trivialerweise. Falls w,, = 1 und damit w,, = 0 ist, dann erhalt
man durch Einsetzen dieser Werte als Ungleichung 1 < 2v,,. Da v,, > % ist, ist die
Ungleichung auch in diesem Fall erfiillt. Auf analoge Weise lésst sich zeigen, dass
auch die Kosten fiir ein Paar {y, z}, wenn y durch den Algorithmus nach z platziert
wird, sowie die Kosten fiir Paare {z,y}, wenn {(z, 2), (z,y), (z,y)} C A’ gilt, in 7
hochstens zweimal so grof sind wie in der optimalen Losung von LP.

Als einzige problematische Paare bleiben die kritischen Kanten (y,z), die zu-
sammen mit z ein Dreieck bilden, d.h. {(z,z2),(z,9),(y,2)} € A’. Dadurch ord-
net der Algorithmus x vor y obwohl (y,z) € A’ ist. Fiir einen Pivotknoten z
bezeichne A,(A’) die Menge seiner kritischen Kanten, d.h. A,(A") = {(y,z) :
(x,2),(2,9), (y,x) € A’}. Es muss nun in jeder Iteration des Algorithmus mdoglich
sein einen Pivotknoten z zu finden, so dass

Z(y,z)eAz(A’) Wy <9

—_ Y

Z(y,m)EAZ(A’) Cyz

gilt. Damit sind dann die Kosten iiber die Summe der kritischen Kanten fiir z in
7% hochstens zweimal so grof wie in der optimalen Losung von LP. Es wird nun
gezeigt, dass ) . Z(y,x)EAz(A’) Wye < 2-3 o Z(y7x)eAz(A,) Cye gilt, denn wenn
dieses Verhéltnis zwischen den Kosten von 77 und den Kosten der optimalen Losung
von LP fiir die Summe aller Pivotknoten gilt, dann existiert immer auch ein einzelner
Pivotknoten mit diesem Verhéltnis. Jede Kante, die in einem Dreieck in A’ enthalten
ist, ist fiir exakt einen Pivotknoten z eine kritische Kante. Deshalb kann anstatt tiber
alle Pivotknoten und dann iiber alle ihre kritischen Kanten auch iiber alle Kanten in
allen Dreiecken in A" aufsummiert werden. Formal sei A die Menge von Dreiecken
{(z,2),(z,9), (y,x)} € A" und fiir ein Dreieck ¢t € A sei w(t) = > ., w. und sei
c(t) = > .ct Ce- Dann gilt

Z Z Wy Z Z Wyy = Zw(t) und

2€V (y,z)EAL(A) tEA (y,z)Et teA

Yoo = > = )

€V (y0)en. (A)) teA (ya)et teA
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Es wird nun gezeigt, dass w(t) < 2¢(t) fiir jedes einzelne t € A, und damit erst
recht fiir die Summe {iber alle ¢t € A, gilt. Dies stellt die Existenz eines geeigneten
Pivotknotens sicher und komplettiert den Beweis der Behauptung.

Seit = {ey, 2,63} Fiir e = (z,y) sel we = Wy, Ve = Uy, We = Wy, Und T = Vyy.
Es muss also gezeigt werden, dass

W(t) = Wey + Wey + Wey <

< 2 | Ve, We, + Uy Wey + VeyWey + VgyWey + VeyWey + UozWey | = 2¢(t)
N ~~ -~ e N ~~ e
Ceq Cey Ceg

gilt. Es wurde bereits sichergestellt, dass keine Kante aus Ay;, an einem Zyklus
in A’ beteiligt ist, und dass alle Kanten aus Ay;, in A’ vorkommen (Bedingung
(3) von LP). Damit besteht ¢ ausschlieklich aus Kanten (z,y), so dass entweder
(,y) € Ape; oder (y,x) € Ay ist. Wegen der Zyklenfreiheit von Ay,.; muss Ay,
entweder eine oder zwei Kanten von ey, e; und ez enthalten. O.B.d. A. sei ey ¢ Af.;
und sei e3 € Afpe; und damit we, = 0 und w,, = 1. Daraus ergibt sich die folgende
vereinfachte Ungleichung.

W(t) = Wey, + 1 < 2 (Vey + Ve We, + VeoyWe, + Ugy ) = 2¢(t) .

Es bleiben zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem ob e € Ay, gilt oder nicht.
Fall 1: Sei e; € Agye; und damit w,, = 1. Dann ist

w(t) = 2 < 2 (v, + 75, + ) = 2¢(t).

Es gilt nun v,, > %, da e; € A’ ist. Weiterhin gilt v, + v, > % wegen Bedingung
(1) von LP und wegen T, < 3. Damit ist die Ungleichung erfiillt.
Fall 2: Sei e ¢ Ay,; und damit w,, = 0. Dann ist

w(t) =1 < 2(Vey + Vey + Tey) = 2¢(t) .

Es gilt nun wieder v, > % und die Ungleichung ist erfiillt.

Da die Ungleichung in beiden Féllen erfiillt ist, ist die Behauptung bewiesen.
Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz zwischen
einer partiellen Ordnung x und einer totalen Ordnung o iiber einer Doméne D sucht
eine totale Erweiterung 7* € Ext(k), sodass K (7%, o) minimal ist. Im Beweis zu Be-
hauptung 4.8 wurde bereits festgestellt, dass sich K (7, o) fiir jede totale Erweiterung
7 € Ext(k) aus zwei Komponenten zusammensetzt. Zundchst werden alle Paare von
Kandidaten z,y € D mit z <, y und y <, = (oder umgekehrt) von 7 in jedem
Fall widerspriichlich zu ¢ geordnet. Die Anzahl dieser Paare, die im Folgenden mit
X(k, o) bezeichnet wird, ist fiir alle totalen Erweiterungen von r gleich. Die zweite
Komponente sind diejenigen Paare von Kandidaten, die in x unvergleichbar sind,
und die in 7 widerspriichlich zu ¢ geordnet werden, also alle z,y € D mit = %, v,
x <,y und y <, x. Deren Anzahl wird fiir ein 7 € Ext(x) im Folgenden mit x(7, o)
notiert.
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Aufgrund von Behauptung 4.8 und Behauptung 4.9 kann eine totale Erweiterung
7T € Ext(k) effizient berechnet werden, fiir die gilt x(77,0) < 2x(7*,0). Wegen
K(t%,0) = x(k,0)+x(77,0) und K(7*,0) = x(k,0)+x (7%, 0) gilt dann K (77, 0) <
2K (1*,0). Da K(7,0) ebenfalls effizient berechnet werden kann, ist die Aussage
bewiesen. OJ

Aufgrund der Tatsache, dass fiir eine partielle und eine totale Ordnung die Mini-
malversion und die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz zusammenfallen (Lem-
ma 3.3), folgt das entsprechende Resultat fiir die Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz.

Korollar 4.3. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung ist 2-approximierbar.

4.3 Parametrisierte Komplexitat

Als néchstes wird die parametrisierte Komplexitét von Distanzproblemen unter Ken-
dalls Tau-Distanzen betrachtet. Dabei wird gezeigt, dass das Distanzproblem un-
ter der Minimalversion und der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz fiir eine
partielle Ordnung und eine totale Ordnung fixed-parameter-tractable ist. Zunéchst
wird das Problem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz betrachtet.
Die Fixed-Parameter-Tractability des Problems wird durch Angeben eines linea-
ren Kerns gezeigt. Das bedeutet, es existieren effizient ausfithrbare Regeln, die die
Probleminstanz in eine dquivalente Instanz iiberfithren, deren Gréfte nur noch von
einem Parameter, in diesem Fall von der Schranke k, abhéngig ist. Nach Anwen-
dung der Regeln verbleiben im Folgenden nur noch O(k) viele Kandidaten. Obwohl
das Distanzproblem hier nicht explizit in ein Feedback-Arc-Set-Problem iiberfiihrt
wird, lassen sich doch einige Parallelen zum Feedback-Arc-Set Problem auf Turnier-
graphen ausnutzen. Es bleibt festzuhalten, dass fiir letzteres Problem ein quadrati-
scher Kern existiert [DGH™10|, der sich leicht auf das Distanzproblem iibertragen
ldsst. Einige Ansétze aus [DGH'10| werden deshalb fiir den folgenden Beweis iiber-
nommen. Auch einige Ideen aus [BFGT09a] iiber die parametrisierte Komplexitét
von Rangordnungsproblemen unter Kendalls Tau-Distanzen finden Anwendung. Das
Feedback-Arc-Set-Problem auf Turniergraphen besitzt weiterhin einen linearen Kern
[BEG™11], der sich jedoch nicht ohne weiteres tibertragen lisst, und der auch kom-
plexere Regeln benoétigt als die hier folgenden.

Satz 4.5. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz
fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist fived-parameter-tractable beziglich sei-
ner Schranke k, da es einen Kern, bestehend aus O(k) vielen Kandidaten besitzt.
Die Laufzeit fiir die Berechnung des Kerns ist quadratisch in der Grofle der Domdne
der gegebenen Ordnungen.

Beweis. Gegeben seien also im Folgenden eine partielle Ordnung ~ und eine totale
Ordnung o iiber einer Doméne D sowie ein k € N und gefragt sei, ob Ky, (k,0) < k
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ist, d.h. ob eine totale Erweiterung 7 € Ext(x) existiert, so dass K(7,0) < k ist.
Zunachst wird die Ableitung o x k betrachtet. Da ¢ vollstindig ist, enthélt o x &
keine Unvergleichbarkeiten oder Ubernahmen.

Es wird eine einzige Vereinfachungsregel benotigt. Eine solche Regel heifst giiltig,
wenn sie eine Instanz des Distanzproblems in eine beziiglich der Antwort (ja oder
nein) dquivalente Instanz iiberfiihrt.

Zyklenregel: Wenn ein Kandidat x € D existiert, der in o xx in keinem Dreieck
enthalten und an keiner Uneinigkeit beteiligt ist, dann entferne x aus x und o und
belasse k& unverdandert.

Sei x € D ein Kandidat, auf den die Zyklenregel angewendet wird. Dann bezeich-
nen ¢ und A die Ordnungen, die aus ¢ und s durch das Entfernen von x entstehen.
Im Folgenden heifst eine totale Erweiterung 7 € Ext(k) optimal, wenn K(7,0) < k
gilt. Entsprechend heift ein 7 € Ext(#) optimal, wenn K (7,0) < k gilt.

Behauptung 4.10. Die Zyklenregel ist giiltig.

Sei x € D ein Kandidat, auf den die Zyklenregel angewendet wird. Partitioniere
nun D\ {z} in die Menge der Vorginger und der Nachfolger von x in 0 x k, X~ =
{y € D\ {2} : v <pux ¢} und X" = {2z € D\ {2} : © <, 2z}. Dann gilt
Y <oue 2 fir alle y € X~ und z € X", da ansonsten x, y und z ein Dreieck bilden
wiirden. Die Zyklenregel ist nun giiltig, wenn Ky, (K, 0) < k gilt, genau dann wenn
Kyin(R,0) < k gilt.

Angenommen es gilt Ky, (K, 0) < k. Zunéchst wird gezeigt, dass eine optimale
totale Erweiterung 7" € Ext(k) existiert, so dass y <, x fir alle y € X~ und
x <.« z fiir alle z € X' gilt. Von allen optimalen 7 € Ext(k), sei 7" eine derjenigen,
die Kendalls Tau-Distanz zu ¢ minimiert, d. h. fir die gilt K(7',0) = Kyin(k, 0).
Wenn 7" dem gesuchten 7* entspricht, dann ist die Aussage bewiesen. Angenommen
7/ entspricht also nicht dem gesuchten 7, woraus folgt, dass ein y € X'~ existiert
mit z <, y, oder dass ein z € X" existiert mit 2 < x. Es wird nun ersterer Fall
zum Widerspruch gefiihrt. Der zweite Fall liefert analog einen Widerspruch. Von
allen Vorgéngern y € X'~ mit x <, y sei y* derjenige, der von 7" als erstes nach x
geordnet wird. Damit existiert kein y € X~ mit z < y und y <, y*. Es werden
zwei Fille unterschieden.

Fall 1: Die Ordnung 7’ ordnet y* unmittelbar nach x, d. h. es gilt 7/(y*) —7'(z) =
1. Dann sei 7" die totale Ordnung, die aus 7" durch eine lokale Vertauschung von
y* und z hervorgeht. Es kann nun wegen y* <4, « nicht x <, y* gelten. Aufserdem
kann nicht y* <, z gelten, da 7" € Ext(k) und = <, y* gilt. Damit verbleibt als
einzige Moglichkeit « % y*. Daraus folgt sofort 77 € Ext(x), weil sich 7" bis auf
die Vorgabe fiir # und y* nicht von 7’ unterscheidet. Aus = %, y* folgt weiterhin,
dass " <,. = eine Ubergabe ist, die y* <, x geschuldet ist. Damit trigt aber das
Paar {z,y*} zu K(7/,0) bei, wihrend es zu K (7", 0) nicht beitragt. Da alle anderen
Paare von Kandidaten zu K(7/,0) beitragen, genau dann wenn sie zu K(7”,0)
beitragen, folgt K(7/,0) > K(7",0). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass
Kyin(k,0) = K(7',0) gilt.
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Fall 2: Die Ordnung 7’ ordnet y* nicht unmittelbar nach z, d. h. es gilt 7/(y*) —
7'(x) > 1. Betrachte nun den Kandidaten, der von 7/ unmittelbar vor y* geordnet
wird, also den Kandidaten z* € D, fiir den 7/(y*) — 7/(z*) = 1 gilt. Da es keinen
Vorgénger y mit x <, y und y <, y* gibt, muss z* ein Nachfolger von x in 0 x k
sein. Sei 77 die totale Ordnung, die aus 7’ durch eine lokale Vertauschung von z*
und y* hervorgeht. Analog zu Fall 1 kann nun wegen y* <,.. 2* nicht z* <, y*
gelten. Auferdem kann nicht y* <, z* gelten, da 7/ € Ext(x) und z* <. y* gilt,
und es verbleibt als einzige Moglichkeit y* % z*. Damit gilt wieder 7" € Ext(k),
weil sich 7" bis auf die Vorgabe fiir y* und z* nicht von 7’ unterscheidet. Erneut
folgt aus y* %, 2%, dass y* <,u 2 eine Ubergabe ist, die y* <, z* geschuldet
ist. Damit tragt das Paar {y*,2*} zu K(7/,0) bei, wéhrend es zu K(7”,0) nicht
beitragt. Alle anderen Paare von Kandidaten tragen wieder zu K (7', 0) bei, genau
dann wenn sie zu K(7”,0) beitragen, und es folgt K(7',0) > K(7”,0). Dies ist
erneut ein Widerspruch zur Annahme, dass Ky, (k,0) = K(7/,0) gilt.

Da beide Fille zu einem Widerspruch fithren, existiert, falls Kyn(k,0) < k
gilt, eine optimale totale Erweiterung 7" € Ext(k) mit y <« z fir alle y € X'~
und z <.« z fiir alle 2 € X*. Sei dann 7* die totale Ordnung, die aus 7* durch
Entfernen von x hervorgeht. Da die Vorgaben von & bis auf die fehlenden Vorgaben
fiir x den Vorgaben von k entsprechen, und da die Vorgaben von 7* bis auf die
fehlenden Vorgaben fiir z den Vorgaben fiir 7* entsprechen, folgt aus 7 € Ext(k)
sofort 7% € Ext(&). Es bleibt also zu zeigen, dass 7* optimal ist.

Es wurde bereits gezeigt, dass y <, x fiir alle y € X~ und = <, z fiir alle z €
X1 gilt. Das bedeutet, alle Vorgénger (Nachfolger) von z in o%k sind auch Vorgénger
(Nachfolger) von z in 7*. Es wird nun gezeigt, dass alle Vorgéanger (Nachfolger) von
x in 7* bzw. 0 x k auch Vorgénger (Nachfolger) von x in o sind. Sei y € X~. Da
auf x die Zyklenregel angewendet wird, kann y <.,  keine Uneinigkeit sein. Wenn
Y <ou © cine Einigkeit ist, dann gilt y <, 2. Wenn y <., = eine Ubergabe ist, dann
gilt y Z. x und y <, © ist y <, = geschuldet. Damit ist jeder Vorgénger von z in
7* auch ein Vorgénger von x in o. Die entsprechende Aussage fiir die Nachfolger von
x ldsst sich analog zeigen. Vergleicht man nun K (7*,0) und K(7%,6), so existiert
kein Paar von Kandidaten, das = enthélt und zu K (7%, 0) beitrégt. Da x in 7* und
o nicht auftritt, gibt es natiirlich auch kein Paar von Kandidaten, das x enthilt
und zu K(7%,6) beitrigt. Jedes andere Paar von Kandidaten trigt zu K (7%, 0)
bei, genau dann wenn es zu K(7*,6) beitrdgt. Damit gilt K(7*,0) = K(7%,5).
Zusammenfassend folgt aus Ky (k,0) < k also Kyn(k,6) < k.

Der zweite Teil des Beweises verwendet dhnliche Methoden. Angenommen es gilt
Kyin(k,0) < k. Es wird nun gezeigt, dass dann eine optimale totale Erweiterung
7* € Ext(k) existiert, sodass y <3 z fir alle y € X~ und z € X" gilt. Von
allen optimalen 7 € Ext(&) sei 7/ eine derjenigen, die Kendalls Tau-Distanz zu &
minimiert, d. h. es gilt Ky, (%,0) = K(7/,6). Wenn 7" dem gesuchten 7* entspricht,
ist die Aussage gezeigt. Angenommen 7/ entspricht nicht dem gesuchten 7*, woraus
folgt, dass ein y € X~ und ein z € X't existieren mit z <z y. Offensichtlich existieren
dann auch ein y* € X~ und ein 2* € X mit 7/(z*) = 7/(y*) — 1. Sei nun 7" diejenige
totale Ordnung, die aus 7" durch eine lokale Vertauschung von z* und y* hervorgeht.
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Es kann nun nicht z* <; y* gelten, da y* <, 2" gilt. Ebenso wenig kann y* <; 2*
gelten, da 7" € Ext(&) und 2* < y* gelten. Damit verbleibt y* Z. z* als einzige
Moglichkeit. Da sich 7/ und 7”7 nur beziiglich der Vorgabe fiir y* und z* voneinander
unterscheiden, folgt aus 7/ € Ext(k) sofort 7/ € Ext(k). Aus y* %, 2* folgt weiterhin,
dass y* <. 2* eine Ubergabe ist, die y* <5 2* geschuldet ist. Damit trigt das Paar
{y*,2*} zu K(7’,6) bei, zu K(7”,6) jedoch nicht. Da alle anderen Paare zu K (7', )
beitragen, genau dann wenn sie zu K(7”,6) beitragen, folgt K(7/,6) > K(7",5).
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass Ky,(k,0) = K(7/,6) gilt. Damit
existiert, falls Ky, (R, 0) < k ist, eine optimale totale Erweiterung 7* € Ext(&), so
dass y <4 2z fiir alle y € X~ und z € X" gilt. An dieser Stelle bleibt festzuhalten,
dass aus jedem optimalen 7 ein solches 7* effizient berechnet werden kann, indem
- solange vorhanden - Kandidaten y* € X~ und 2* € X' mit 7(z*) = 7(y*) — 1
ermittelt werden und auf diesen eine lokale Vertauschung ausgefiihrt wird.

Sei nun 7* diejenige totale Ordnung, die aus 7* entsteht, indem = zwischen dem
als letzten geordneten y € X~ und dem als erstes geordneten z € X eingefiigt
wird. Damit ist jeder Vorgénger (Nachfolger) von x in o * k auch ein Vorgénger
(Nachfolger) von z in 7*. Im ersten Teil des Beweises wurde bereits gezeigt, dass
jeder Vorgéanger (Nachfolger) von z in o x k auch ein Vorgénger (Nachfolger) von
x in o ist. Vergleicht man nun wieder K(7*,0) und K(7*,6), so existiert deshalb
wiederum kein Paar von Kandidaten, das x enthélt und zu K (7*, ) oder zu K (7*,6)
beitrégt. Jedes andere Paar von Kandidaten tragt zu K (7%, o) bei, genau dann wenn
es zu K(7*,6) beitragt. Damit folgt aus K (7*,6) < k also K(7%,0) < k und es gilt
insgesamt Ky, (k,0) < k, genau dann wenn Ky, (R, 0) < k gilt.

Zusammenfassend ist die Zyklenregel also giiltig und die Behauptung ist bewie-
sen. Wenn das Distanzproblem fiir s, 0 und k£ einen Kandidaten enthélt, auf den die
Zyklenregel anwendbar ist, dann kann stattdessen auch das Distanzproblem fiir &, &
und k betrachtet werden. Es bleibt festzuhalten, dass im Falle einer positiven Ant-
wort des Distanzproblems fiir 4, 6 und k aus einem optimalen 7 € Ext(k) effizient
ein optimales 7 € Ext(k) berechnet werden kann.

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass eine Instanz des Distanzproblems im Falle
einer positiven Antwort immer aus hichstens 2k Kandidaten besteht.

Behauptung 4.11. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls
Tau-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung besitzt einen linearen Kern,
bestehend aus hochstens 2k Kandidaten.

Es wird eine Instanz des Distanzproblems bestehend aus einer partiellen Ordnung
k und einer totalen Ordnung o {iber einer Doméne D sowie einem k € N betrachtet,
auf die die Zyklenregel nicht mehr anwendbar ist. Betrachte erneut die Ableitung
o * k. Die Kandidaten x, y und z seien ein Dreieck in 0 x Kk mit & <gur Yy Y <owr 2
und 2z <, . Es wird zunéchst gezeigt, dass eine dieser Vorgaben eine Uneinigkeit
ist, und dass zwei dieser Vorgaben Ubergaben sind. Offensichtlich sind nicht alle drei
Vorgaben Ubergaben, denn dann wiirde = %, y Ay %, 2 A 2 %, * und damit = <,
YAy <, 2Nz <, x folgen und o wire keine totale Ordnung. Entsprechend sind nicht
alle drei Vorgaben Einigkeiten oder Uneinigkeiten, da dann x <, y Ay <, 2Az <. ®
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folgen wiirde und k keine partielle Ordnung wére. Damit ist zumindest eine der
Vorgaben, o.B.d. A. © <, v, eine Einigkeit oder Uneinigkeit und zumindest eine
der Vorgaben, 0.B.d. A. z <,,,. x, eine Ubergabe. Damit gilt z <, vy, = %, z und
2z <, . Angenommen die verbleibende Vorgabe y <., 2 ist eine Einigkeit oder eine
Uneinigkeit. Dies impliziert y <, z. Da bereits z <, y gilt, folgt nun x <, z aufgrund
der Transitivitdt von x. Dies widerspricht jedoch z %_ 2. Damit ist y <,.. 2 eine
Ubergabe und es gilt y %z zund y <, z. Schlieflich ist <., y eine Uneinigkeit
und keine Einigkeit, da eine Einigkeit z <, y implizieren wiirde. Wegen y <, z,
2z <, x und der Transitivitat von o gilt aber y <, z. Zusammenfassend besteht also
jedes Dreieck aus einer Uneinigkeit und zwei Ubergaben.

Angenommen Ky, (k,0) < k. Dann existiert eine totale Erweiterung 7 €
Ext(x) mit K(7*,0) < k. Damit gibt es hochstens k viele Paare von Kandida-
ten z,y € D mit r <.« y und y <, x. Offensichtlich widerspricht 7* mindestens
einer von drei Vorgaben, die in o xk ein Dreieck bilden. Es widerspricht jedoch nicht
der Uneinigkeit, da aus einer Uneinigkeit x <., y sofort z <, y und damit z <, y
folgt. Damit widerspricht 7* zumindest einer Ubergabe, die im Folgenden als teure
Ubergabe bezeichnet wird. Insgesamt enthilt ein Dreieck also eine Uneinigkeit und
zumindest eine teure Ubergabe. Eine Uneinigkeit 2 <., y trigt zu K (7*,0) bei, da
y <, v und = <, y gelten, wobei letzteres x <, y impliziert. Eine teure Ubergabe
tragt ebenfalls zu K (7*,0) bei, da = <, y und y <. = gelten. Wegen K (7*,0) < k
konnen zusammen hochstens k& Uneinigkeiten und teure Ubergaben in o vorhan-
den sein. Entsprechend konnen hochstens 2k teure Kandidaten, also Kandidaten,
die an einer Uneinigkeit oder einer teuren Ubergabe beteiligt sind, vorhanden sein.
Zum Beweis der Behauptung geniigt es also zu zeigen, dass jeder Kandidat teuer ist.
Wenn ein Kandidat an einem Dreieck beteiligt ist, dann ist er an einer Uneinigkeit
oder einer teuren Ubergabe oder an beidem beteiligt. Wenn ein Kandidat nicht in
einem Dreieck enthalten ist, dann ist er an einer Uneinigkeit beteiligt, da anson-
sten die Zyklenregel auf ihn anwendbar wére. In jedem Fall ist ein Kandidat also
teuer. Damit existieren nur noch héchstens 2k Kandidaten und die Behauptung ist
bewiesen.

Im Folgenden bleibt noch die Laufzeit zu untersuchen, mit der der lineare Kern
berechnet werden kann. Dabei sei |D| = n.

Behauptung 4.12. Der lineare Kern kann in einer Laufzeit von O(n?) berechnet
werden.

Es wird die Ableitung o x r als gerichteter Graph G = (V, E) betrachtet mit
einem Knoten fiir jeden Kandidaten z € D und einer Kante (z,y) € E, genau dann
wenn T <g4 y gilt. Damit ergibt sich sofort |V| = n, und da o vollsténdig ist,
|E| = () € O(n?). Aufgrund der Vollstandigkeit von o ist G also ein Turniergraph.

Gesucht sind nun zunéchst alle Knoten, die in G an keinem Dreieck beteiligt
sind. Da G ein Turniergraph ist, ist ein Knoten an einem Dreieck beteiligt, genau
dann wenn er an einem Zyklus beteiligt ist, und es geniigt alle Knoten zu finden, die
an einem Zyklus beteiligt sind. Aus der Definition einer starken Zusammenhangs-
komponente ergibt sich, dass sich zwei Knoten x,y € V in einer starken Zusammen-
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hangskomponente befinden, genau dann wenn ein Zyklus Z existiert mit =,y € Z.
Umgekehrt besteht eine starke Zusammenhangskomponente nur aus einem einzelnen
Knoten z € V', genau dann wenn fiir keinen Knoten y € V mit y # x ein Zyklus Z
existiert mit z,y € Z. Die Knoten, die an keinem Zyklus beteiligt sind, konnen also
einfach ermittelt werden, indem die starken Zusammenhangskomponenten von G
ermittelt werden. Dafiir existieren mehrere auf der Tiefensuche basierende Algorith-
men (beispielsweise |[Tar72, CM96|) mit einer Laufzeit von O(|V| + |E|), in diesem
Fall also O(n?).

Weiterhin miissen alle Kandidaten bestimmt werden, die an einer Uneinigkeit
beteiligt sind. Dies kann durch eine Suche iiber allen Vorgaben trivial in O(n?)
durchgefiihrt werden.

Da durch die Anwendung der Zyklenregel keine neuen Zyklen oder Uneinigkeiten
entstehen, geniigt es die obigen Verfahren einmal als Vorarbeit auszufithren. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Die Fixed-Parameter-Tractability des Problems folgt unmittelbar aus der Exis-
tenz eines effizient berechenbaren linearen Kerns [DF99, FG06, Nie06]. U

Aufgrund der Tatsache, dass fiir eine partielle und eine totale Ordnung die Mini-
malversion und die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz zusammenfallen (Lem-
ma 3.3), folgt das entsprechende Resultat fiir die Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz.

Korollar 4.4. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist fized-parameter-tractable be-
ziiglich seiner Schranke k, da es einen Kern, bestehend aus O(k) vielen Kandidaten
besitzt. Die Laufzeit fiir die Berechnung des Kerns ist quadratisch in der Gréfle der
Domdane der gegebenen Ordnungen.

4.4 Zusammenfassung

Dieses Kapitel befasste sich mit Distanzproblemen unter Verallgemeinerungen von
Kendalls Tau-Distanz. Dabei wurden im Wesentlichen zwei Ergebnisse erzielt.

e Die Distanzprobleme fiir zwei schwache Ordnungen sind fiir alle Verallgemei-
nerungen von Kendalls Tau-Distanz effizient 16sbar.

e Die Distanzprobleme fiir zwei partielle Ordnungen sind fiir alle Verallgemei-
nerungen von Kendalls Tau-Distanz NP-vollstandig oder coNP-vollstindig.
Dies gilt sogar, wenn eine der beiden Ordnungen total ist. Letzterer Spezial-
fall ist aber zumindest 2-approximierbar und fixed-parameter-tractable fiir die
Minimalversion und die Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz.

Ein offenes Problem, auf dessen Komplexitéit die vorliegenden Ergebnisse keiner-
lei Riickschliisse zulassen, sind Distanzprobleme unter den Verallgemeinerungen von
Kendalls Tau-Distanz fiir Intervallordnungen. Eine Antwort auf dieses Problem wiére
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ein weiterer Schritt, um die Grenze zwischen effizient l16sbaren und NP-vollstandigen
bzw. coNP-vollstandigen Distanzproblemen exakt festlegen zu kénnen.

Offen bleibt sowohl die Frage nach der Approximierbarkeit als auch nach der
parametrisierten Komplexitit der Distanzprobleme unter Kendalls Tau-Distanzen
fiir zwei partielle Ordnungen. Entsprechend dem Ergebnis tiber das Distanzproblem
fiir eine totale und eine partielle Ordnung, das sich fiir die Minimalversion von Ken-
dalls Tau-Distanz als Spezialfall des eingeschrinkten Feedback-Arc-Set-Problems auf
Turniergraphen darstellt (Satz 4.4), stellt sich die Frage, ob hier ein Zusammenhang
zum eingeschrénkten Feedback-Arc-Set-Problem auf allgemeineren Graphen besteht,
und ob sich bekannte Approximationsalgorithmen [ENSS98| oder Fixed-Parameter-
Algorithmen fiir das allgemeine Feedback-Arc-Set Problem [CLL*08| hier iibertra-
gen oder sogar verbessern lassen. Hoffnung macht diesbeziiglich die Tatsache, dass
die entstehenden Graphen sich aus zwei partiellen Ordnungen zusammensetzen und
daher nicht vollig beliebig sind. Obwohl das Feedback-Arc-Set Problem zu den am
intensivsten studierten NP-vollstandigen Problemen zéhlt, scheint dieser durchaus
interessante Spezialfall weder beziiglich seiner Approximierbarkeit, noch beziiglich
seiner parametrisierten Komplexitat betrachtet worden zu sein.

Es muss aber definitiv davon ausgegangen werden, dass auch fiir diesen Spezialfall
die hier verwendeten Techniken zur Ermittlung eines linearen Kerns zum Beweis der
Fixed-Parameter-Tractability nicht ibertragen werden konnen. In der vorliegenden
Arbeit war es dazu im Wesentlichen ausreichend, fiir eine partielle Ordnung x und
eine totale Ordnung o die Ableitung o x x zu betrachten und darin alle Kandidaten,
die nicht an einem Zyklus der Lange zwei (Uneinigkeit) oder der Lange drei (Dreieck)
beteiligt sind, zu entfernen. An einem einfachen Beispiel lasst sich erkennen, dass
das Entfernen aller Kandidaten, die nicht an einem Zyklus in pxx oder kxpu beteiligt
sind, fiir zwei partielle Ordnungen « und g nicht ausreichend sein kann. Sei dazu
D = {cy,...,cn}, wobei n eine gerade Zahl ist. Sei ferner x durch die Vorgaben
¢i < ¢iqq flir alle geraden ¢ mit 1 < ¢ < n — 1 und durch die Vorgabe ¢, < ¢
gegeben. Weiterhin sei 1 durch die Vorgaben ¢; < ¢;; fiir alle ungeraden ¢ mit
1 <@ < n gegeben. Zuletzt sei beispielsweise k = 1. Sowohl p x k als auch k %
entspricht nun einem einzigen Zyklus bestehend aus allen n Kandidaten. Damit kann
kein Kandidat entfernt werden und die Grofe der Instanz des Distanzproblems fiir
x und p bleibt von n abhéngig.
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Distanzprobleme unter Spearmans
Footrule-Distanzen

Dieses Kapitel befasst sich mit Distanzproblemen unter den verschiedenen Varianten
von Spearmans Footrule-Distanz. Fiir totale Ordnungen kann Spearmans Footrule-
Distanz trivial in O(n) Zeit berechnet werden. Fagin et al. [FKM*06]| zeigen, dass
sich die Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz fiir zwei schwache Ord-
nungen mittels Verfeinerungen charakterisieren lasst. Daraus ergibt sich fiir die Be-
rechnung dieser Distanz ebenfalls eine Laufzeit von O(n). In den Laufzeiten bezeich-
net n jeweils die Grofe der Doméne der gegebenen Ordnungen. NP-harte Varianten
von Distanzproblemen unter Varianten von Spearmans Footrule-Distanz, die Appro-
ximationsalgorithmen oder eine Analyse der parametrisierten Komplexitéat erfordern
wiirden, wurden bislang nicht betrachtet.

5.1 Komplexitat

Es werden zunéchst Distanzprobleme fiir schwache Ordnungen betrachtet. Dabei
werden die Ergebnisse von Fagin et al. [FKM106] iiber das Distanzproblem fiir zwei
schwache Ordnungen unter der Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz
auf Distanzprobleme fiir schwache Ordnungen unter den anderen Verallgemeinerun-
gen von Spearmans Footrule-Distanz iibertragen. Insgesamt ergibt sich dann das
folgende Resultat.

Satz 5.1. Seien k und p zwei schwache Ordnungen tiber einer Domdane D und sei
n = |D|. Dann sind die folgenden Probleme in einer Laufzeit von O(n) ldsbar:

(i) das Distanzproblem unter der Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Dis-
tanz fir k und p (aus [FKM' 06]),

81
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(i1) das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz
fur k und p,

(111) das Distanzproblem unter der Mazimalversion von Spearmans Footrule-Dis-
tanz fir k und p und

(iv) das Distanzproblem unter der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz
fir k und .

Beweis. Der Beweis dieser Aussagen lauft weitestgehend analog zum Beweis von
Satz 4.1 ab, in dem die entsprechenden Aussagen fiir die Varianten von Kendalls
Tau-Distanz gezeigt werden.

Die folgende Behauptung charakterisiert die Hausdorff-Version von Spearmans
Footrule-Distanz zwischen x und p mit Hilfe von Verfeinerungen. Ihre Korrektheit
wurde von Fagin et al. [FKM™06| gezeigt.

Behauptung 5.1. [FKM"06] Fiir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt

Fy(k, ) = max{F(p* pux &, px &7 % p), F(ps p 5k, ps ke )}

Eine entsprechende Charakterisierung der Minimalversion von Spearmans Foot-
rule-Distanz lautet wie folgt.

Behauptung 5.2. Fiir eine beliebige totale Ordnung p tber D gilt

Eytin(k, p) = Fp* px K, p* ko p).

Der Beweis der Behauptung kombiniert die Aussagen von Lemma 3.7 und Lem-
ma 3.10. Fir ein beliebiges, aber festes o € Ext(u) wird nach Lemma 3.7 der Wert
F(7,0) iiber allen 7 € Ext(x) minimiert fir 7 = ¢ % k. Nach Lemma 3.10 wird der
Wert F(o * k,0) iiber allen o € Ext(y) minimiert fiir o = p % k % p. Damit ergibt
sich

min  min F = F(p*K*px X Kok L) .
erit(u) TEEit(fi) (7.0) (p pEmp 2
Dapsxk*puxk=pxpx*rk gilt, ist die Behauptung bewiesen.

Eine entsprechende Behauptung fiir die Maximalversion von Spearmans Footrule-

Distanz lasst sich auf &hnliche Weise zeigen.

Behauptung 5.3. Fiir eine beliebige totale Ordnung p iber D gilt
Frgaa (i, 1) = F(p™ s g s r, o k75 )

Der Beweis der Behauptung kombiniert in diesem Fall die Aussagen von Lem-

ma 3.9 und Lemma 3.11. Fiir ein beliebiges, aber festes o € Ext(u) wird nach
Lemma 3.9 der Wert F(7,0) iiber allen 7 € Ext(k) maximiert fir 7 = o * x.
Nach Lemma 3.11 wird der Wert F(c® x k, o) iiber allen o € Ext(u) maximiert fiir

o = p* k% % . Damit ergibt sich

max max F(r,0) = F((px &% ) xr,px sl xp).

o€Ext(p) T€Ext(k)
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Da (p* kP ) Bxk = pBxrx ufx v = pfx pf 5 i gilt, ist die Behauptung bewiesen.
Zuletzt wird eine entsprechende Behauptung fiir die Zentralversion von Spear-
mans Footrule-Distanz ebenfalls auf dhnliche Weise gezeigt.

Behauptung 5.4. Fir eine beliebige totale Ordnung p tiber D gilt
Fy(k,p) = min{F(p® s p x w, px s x p), F(p* p*r, pfx sfxp)}.

Der Beweis der Behauptung kombiniert in diesem Fall die Aussagen von Lem-
ma 3.9 und Lemma 3.12. Es wird eine Charakterisierung fiir den Fall Fj(k,pn) =
MiNgepxt () MaXrcpxi(x) F (T, 0) gezeigt. Die entsprechende Charakterisierung fiir den
Fall Fz(k, ;1) = min epxe(x) MaXeepxt() £'(7,0) ergibt sich analog.

Fiir ein beliebiges, aber festes 0 € Ext(u) wird nach Lemma 3.9 der Wert F/(7, o)
iiber allen 7 € Ext(x) maximiert fiir 7 = 0% x 5. Nach Lemma 3.12 wird der Wert
F(o® x k,0) iiber allen ¢ € Ext(x) minimiert fiir ¢ = p * & * g. Damit ergibt sich

i F = F((p*rxu)®x *Kx ).
,Juin | max (1,0) = F((p* k% p)" x K, p* k= p)

Da (pxr*p)Bxr = pfx s uf sk = px pftx k gilt, ist die Behauptung bewiesen.

Damit lassen sich alle Varianten von Spearmans Footrule-Distanz fiir zwei schwa-
che Ordnungen mit Hilfe von Verfeinerungen charakterisieren. Die Aussage des Sat-
zes ergibt sich aus der Tatsache, dass sich sowohl Verfeinerungen als auch Spearmans
Footrule-Distanz zwischen zwei totalen Ordnungen jeweils in O(n) berechnen lassen.

O

Das Distanzproblem unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spear-
mans Footrule-Distanz fiir eine Intervallordnung und eine totale Ordnung kann eben-
falls in Linearzeit gelost werden. Die zugrunde liegende Idee entstammt dabei ei-
nem Algorithmus von Lawler [Law78]| fiir ein Single-Processor-Scheduling-Problem.
Es wird zunéchst das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans
Footrule-Distanz untersucht. Das Ergebnis fiir die Zentralversion von Spearmans
Footrule-Distanz ergibt sich dann aus Lemma 3.3.

Satz 5.2. Sei k eine Intervallordnung und sei o eine totale Ordnung tiber einer
Domdne D und sein = |D|. Dann ist das Distanzproblem unter der Minimalversion
von Spearmans Footrule-Distanz fiir k und o in einer Laufzeit von O(n) losbar.

Beweis. Sei fiir die Intervallordnung x fiir jeden Kandidaten ¢ € D ein Intervall
[le,7e] gegeben. Der folgende Algorithmus berechnet nun eine totale Erweiterung
7" € Ext(k) mit F(7%,0) = Fayin(k, 0). Der Algorithmus konstruiert 7* in |D| vielen
einzelnen Schritten. Fiir ¢ = 1,...,|D| wird im ¢-ten Schritt derjenige Kandidat
x € D bestimmt, fiir den 7*(x) = ¢ gilt. Dies wird als das Platzieren von x an
Position t bezeichnet. In jedem Schritt ¢ speichert der Algorithmus die Menge der
zuldssigen Kandidaten A;. Dies sind alle noch nicht platzierten Kandidaten x fiir die
alle Kandidaten y mit y <, x bereits an einer Position kleiner als ¢ platziert wurden.
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Dies stellt sicher, dass die berechnete totale Ordnung 7* eine totale Erweiterung der
Intervallordnung « ist.

Algorithmus 5.1. Berechnung der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir eine Intervallordnung und eine totale Ordnung

Input : Intervallordnung s, totale Ordnung o iiber einer Doméne D
Output : Totale Ordnung 7* € Ext(x) mit F(7%,0) = Fyin(k, 0)
foreach z € D do setze 7%(z) +L
fort=1,...,|D| do
Ar={z €D :1"(x) =L AVy<,.7*(y) #L}
Ti={xcA :0(x)<t}
E={xecA:0(x)>t}
if 7; # () then
‘ wéhle einen beliebigen Kandidaten = € T; und setze 7*(z) < ¢

else
wéhle einen beliebigen Kandidaten x € & mit r, = minyecg, 1, und

setze 7 (x) + ¢

end
return 7

Die in Schritt ¢ zuldssigen Kandidaten werden in verspitete Kandidaten 7Ty (fiir
tardy) und in verfrihte Kandidaten & (fiir early) partitioniert. Ein Kandidat ist
verspatet, wenn sein Beitrag zu F(7*,0) sich um eins erhéhen wiirde, wenn er an-
statt im ¢-ten Schritt im ¢ 4 1-ten Schritt platziert werden wiirde. Entsprechend ist
ein Kandidat verfritht, wenn sein Beitrag zu F/(7*,0) um eins sinken wiirde, wenn
er anstatt im t-ten Schritt im ¢ + 1-ten Schritt platziert werden wiirde. Es ist zu
beachten, dass derjenige Kandidat z, fiir den o(z) = ¢ gilt, der also, wenn er im ¢-ten
Schritt platziert wird, nichts zu F(7*,0) beitrigt, zu den verspéteten Kandidaten
gehort. Weiterhin ist anzumerken, dass jeder Kandidat hochstens einmal von einem
verfriithten zu einem verspéateten Kandidaten wird.

Wenn verspétete Kandidaten vorhanden sind, wéhlt der Algorithmus einen belie-
bigen von ihnen aus und platziert ihn an Position ¢. Andernfalls wird ein beliebiger
Kandidat unter denjenigen verfrithten Kandidaten ausgewéhlt, die in s die kleinste
rechte Intervallgrenze besitzen.

Im Folgenden wird die Korrektheit von Algorithmus 5.1 gezeigt. Dabei heifst eine
totale Erweiterung 7 € Ext(x) mit F(7,0) = Fuyun(k, o) optimal.

Behauptung 5.5. Die totale Ordnung 7%, die Algorithmus 5.1 berechnet, ist opti-
mal.

Die Tatsache, dass 7* € Ext(k) gilt, folgt sofort aus der Definition der zulédssigen
Kandidaten.
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Fiir eine optimale totale Ordnung 7 sei nun s(7) die Lédnge des Prifixes, in
welchem 7 mit 7% {ibereinstimmt, d.h. fiir alle ¢ < s(7) gilt 7*7'(i) = 771(i). Es
wird nun mit 7’ eine derjenigen optimalen totalen Ordnungen betrachtet, deren Wert
s(7') maximal ist. Wenn s(7’) = |D| ist, dann stimmen 7* und 7" komplett iiberein
und die Behauptung ist bewiesen. Es wird daher s(7') < |D| angenommen und
zum Widerspruch gefiihrt. Der Ubersichtlichkeit halber sei im Folgenden z = s(7).
Betrachte nun den Kandidaten x mit 7*(z) = 7/(z) = z und den Kandidaten y mit
T™(y) = z4+ 1 und 7'(y) > z + 1. Der Kandidat = ist also der letzte Kandidat im
gemeinsamen Préfix von 7% und 7/, und y ist derjenige Kandidat, der von 7* an
der ersten Position geordnet wird, an der sich 7* und 7’ unterscheiden. Es wird nun
aus 7" durch Verschiebungen und Vertauschungen eine optimale totale Ordnung 7"
erzeugt, fiir die 771 (i) = 771(4) fiir alle i < 2+1 gilt. Dies ist dann ein Widerspruch
zur Tatsache, dass der Wert z = s(7’) maximal ist unter allen optimalen totalen
Ordnungen. Sei X = {c € D : 7'(x) < 7'(¢) < 7'(y)} die Menge aller Kandidaten,
die von 7/ zwischen x und y geordnet werden. Es werden zwei Falle unterschieden.

Fall 1: Als y von Algorithmus 5.1 an Position z + 1 in 7* platziert wurde, war
y verspatet, d.h. y € T.41. Damit gilt o(y) < z + 1. Sei nun 7" diejenige totale
Ordnung, die aus 7" durch eine Linksverschiebung von y auf Position z + 1 entsteht.
Fiir alle ¢ € & gilt dann 77(¢) = 7/(¢) + 1 (siche Abbildung 5.1).

Da 7% € Ext(k) gilt und 7* den Kandidaten y vor jedem Kandidaten ¢ € X
ordnet, kann nicht ¢ <, y gelten. Da auch 7 € Ext(x) gilt und 7" den Kandidaten
y nach jedem Kandidaten ¢ € X ordnet, kann umgekehrt auch nicht y <, ¢ gelten.
Daraus folgt y %, c fiir alle ¢ € X. Da sich 7" von 7/ nur beziiglich der Vorgaben fiir
y und die Kandidaten aus X unterscheidet, folgt aus 7’ € Ext(k) auch 7 € Ext(k).

Abbildung 5.1. o, 7%, 7/ und 7" aus Fall 1 von Behauptung 5.5.

Es werden nun F (7", 0) und F(7’,0) verglichen. Dabei gilt 77(c) = 7/(¢) fiir alle
ce D\ (XU{y}), 7"(c) = 7'(c) + 1 fiir alle ¢ € X, und zuletzt 77(y) = 7'(y) — | X].
Einerseits kann nun fiir jeden Kandidaten ¢ € X sein Beitrag zu F(7”,0) um eins
grofser sein als sein Beitrag zu F'(7,0). Andererseits ist wegen 7"(y) = z+1, 7'(y) =
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241+ |X]| und o(y) < z+ 1 der Beitrag von y zu F(7”,0) um |X| kleiner als sein
Beitrag zu F(7/,0). Da alle verbleibenden Kandidaten zu F(7”,0) genauso viel
beitragen wie zu F(7/,0), gilt F(7”,0) < F(7',0). Damit ist auch 7”7 optimal, was
einen Widerspruch darstellt zur Tatsache, dass der Wert z = s(7') maximal ist unter
allen optimalen totalen Ordnungen.

Fall 2: Als y von Algorithmus 5.1 an Position z 4+ 1 in 7* platziert wurde, war y
verfritht, d.h. 7,1 =0 und y € &.,1.

Zundchst wird X C A,,; gezeigt, woraus zusammen mit der Tatsache, dass
Too1 = 0 gilt, X C &,y folgt. Angenommen es existiert ein ¢ € X mit ¢ ¢ A, ;.
Dann existiert zumindest ein Kandidat ¢/, der zuléssig ist, und der verhindert, dass
¢ ebenfalls zulassig ist. Es gilt also ¢ <, ¢ bzw. ro < [.. Wegen T.,; = () muss
d € &1 gelten. Da der Algorithmus nicht ¢ sondern y an Position z + 1 platziert
hat, muss r, < r. sein (siehe Zeile 9 von Algorithmus 5.1). Dies impliziert jedoch
Y <, ¢, was wegen ¢ < y und 7' € Ext(x) nicht gelten kann. Damit ist die Annahme
zum Widerspruch gefithrt und es gilt X C A, ,, woraus wiederum X C &, folgt.

Aus diesem Zwischenergebnis folgen nun zwei wichtige Tatsachen. Zum einen ist
o(c) > z+1 fiir alle ¢ € X und zum anderen sind alle Kandidaten aus X U {y}
paarweise unvergleichbar in x, da sie ansonsten nicht alle zur gleichen Zeit verfiigbar
sein konnten.

Die totale Ordnung 7" entsteht nun aus 7/ durch mehrere Vertauschungen (siehe
Abbildung 5.2). Sei ¢; € X der Kandidat mit 7/(¢;) = z + 1. Es wird nun eine
Vertauschung von y und ¢; ausgefiihrt. Falls o(c;) > z + 1+ |X] ist, endet die Folge
von Operationen an dieser Stelle. Wenn andernfalls z +1 < o(¢y) < z+ 1+ |X| gilt,
dann sei ¢o € X der Kandidat mit o(c;) = 7/(¢g). Es wird nun eine Vertauschung
von c¢; und ¢y ausgefithrt. Diese Prozedur wird nun so lange wiederholt, bis ein
Kandidat ¢; mit o(¢;) > z+ 1+ |X| in eine Vertauschung involviert ist. Aufgrund
des Schubfachprinzips wird dieser Fall eintreten.

Es wurden nur Vertauschungen durchgefiihrt, die Kandidaten aus X U{y} betref-
fen. Auch die Kandidaten, die jeweils zwischen den betroffenen Kandidaten geordnet
waren, sind ausschlieblich aus X U {y}. Diese Kandidaten sind, wie bereits gezeigt,
in k paarweise unvergleichbar. Damit folgt aus 7" € Ext(k) sofort 77 € Ext(k).

Es werden nun wieder F(7”,0) und F(7/,0) verglichen. Alle ¢ € D\ (X U {y})
und alle ¢ € X, die nicht von einer Vertauschung betroffen waren, tragen zu F (7", o)
genauso viel bei wie zu F (7, 0), da 7"(c) = 7/(¢) gilt. Da y von 77 um |X| Positionen
weiter links geordnet wird als von 7/, d. h. 7"(y) = 7/(y) — | X|, und da o(y) > z gilt,
tragt y zu F(7”,0) um bis zu |X| mehr bei als zu F(7’,0). Fiir jeden Kandidaten
¢ € X, der von einer Vertauschung betroffen ist, gilt nun |7/(c) — 7"(¢)| = i, fur
ein i, > 1. Jeder dieser Kandidaten wird von 7" um 4. Positionen ndher an o(c)
geordnet als von 7/ und triagt damit zu F(7”,0) um i. weniger bei als zu F(7’,0).
Insgesamt gilt > ., 4. > |X|, da mit dem Kandidaten ¢, begonnen wird, fiir den
7'(¢1) = z 4+ 1 gilt, und da in der letzten Vertauschung ein Kandidat an Position
z 4+ 1+ |X| platziert wird. Damit gilt F(7",0) < F(7',0) und 7" ist optimal, was
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Abbildung 5.2. o, 7, 7/ und 7" aus Fall 2 von Behauptung 5.5. In diesem Beispiel
gilt 7"(y) = 7'(e1), 7" (1) = T'(c2), T"(c2) = T'(c3), T"(c3) = 7'(cq) und 7"(cy) =
7' (y).

einen Widerspruch darstellt zur Tatsache, dass der Wert z = s(7') maximal ist unter
allen optimalen totalen Ordnungen.

Damit ist die Behauptung, d.h. die Korrektheit von Algorithmus 5.1, gezeigt.
Zur Vervollstandigung des Satzes muss noch dessen Laufzeit betrachtet werden.

Behauptung 5.6. Algorithmus 5.1 berechnet T* in Linearzeit.

Algorithmus 5.1 benétigt |D| viele Schleifendurchldufe. Fiir eine lineare Laufzeit
darf also ein einzelner Schleifendurchlauf nur konstante Zeit benotigen. Dazu ist es
notig, dass die Mengen A, £ und £ nicht in jedem Durchlauf neu berechnet wer-
den, sondern in konstanter Zeit aus den entsprechenden Mengen im vorhergehenden
Schleifendurchlauf berechenbar sind.

Die Intervalle der Kandidaten werden in einer Hash-Tabelle h[] der Grofe |D|
gespeichert. An dieser Stelle kann ausgenutzt werden, dass die Intervallgrenzen na-
tiirliche Zahlen zwischen 1 und |D| sind. Fiir einen Kandidaten = wird das Intervall
I(x) = [ly, ;] an den Positionen hll,] und hlr,| abgelegt, wodurch der Beginn und
das Ende des Intervalls aus h[] ablesbar sind. Sobald ein Kandidat vom Algorithmus
platziert wurde, werden seine Eintrdge aus h[] geloscht. Insgesamt enthélt A[] also
hochstens 2 |D| viele Eintrége und kann in O(|D]) Schritten initialisiert werden.

Weiterhin wird jedem Kandidaten ein Attribut time vergeben, welches angibt, ob
er verspatet oder verfriiht ist. Initial sind alle Kandidaten verfriiht. In jedem Schritt
t des Algorithmus wird das time-Attribut des Kandidaten z € D mit o~ (z) = ¢
von verfriitht auf verspétet gedndert. Die Initialisierung und das Update von time
konnen also insgesamt in O(|D|) Schritten durchgefiihrt werden.

Die Mengen 7 und £ werden in einer Datenstruktur abgelegt, die ein Einfligen
und Loschen eines Elements in konstanter Zeit erlaubt, z.B. in einer Liste. Die
Menge A wird nicht explizit gespeichert, sondern ergibt sich aus 7 und .
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Die Mengen 7 und &€ werden von einer Sweepline L berechnet, die h[] schrittwei-
se von h[l1] bis h[|D|] durchlauft. Dabei wird L nach folgenden Regeln bewegt. Sei
L = hli] die aktuelle Position von L in h[]. Solange im Hash-Bucket h[i] die rechte
Intervallgrenze r, eines Kandidaten x € D gespeichert ist, wird L nicht bewegt. So-
bald die letzte rechte Intervallgrenze eines Kandidaten aus hli] geloscht wird, wird L
schrittweise weiterbewegt bis zum ersten Hash-Bucket h[j], in dem die rechte Inter-
vallgrenze eines Kandidaten gespeichert ist. Damit ist L immer auf dem Hash-Bucket
platziert, indem die kleinste rechte Intervallgrenze eines noch nicht platzierten Kan-
didaten gespeichert ist. Wird L auf bzw. iiber ein Hash-Bucket bewegt, so werden
alle Kandidaten, deren linke Intervallgrenze darin abgelegt ist, je nach ihrem time-
Attribut zu T oder zu & hinzugefiigt. Auf diese Weise kann kein Kandidat zu T
oder & hinzugefiigt werden, der noch nicht zuléssig ist. Insgesamt wird L also iiber
|D| viele Hash-Buckets bewegt, die zusammen 2 |D| Eintrége enthalten.

Soll nun in einem Schritt ¢ des Algorithmus ein Kandidat platziert werden, so
muss getestet werden, ob 7 = () gilt. Ist dies nicht der Fall, so kann ein beliebiger
Kandidat aus 7 gewihlt werden, der dann an Position ¢ in 7* platziert und aus h[]
geloscht wird. Gilt dagegen 7 = (), so muss einer der Kandidaten aus £ mit der
kleinsten rechten Intervallgrenze platziert werden. Dieser kann nun anhand der Po-
sition von L in konstanter Zeit gefunden werden. Damit 1duft ein Schleifendurchlauf
des Algorithmus in konstanter Zeit ab und fiir das gesamte Verfahren ergibt sich
eine lineare Laufzeit von O(|D|). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus Behauptung 5.5 und Behauptung 5.6 ergibt sich die Aussage des Satzes. [

Da die Minimalversion und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz
und fiir eine Intervallordnung und eine totale Ordnung zusammenfallen (Lemma 3.3),
kann obiges Resultat iibertragen werden.

Korollar 5.1. Sei k eine Intervallordnung und sei o eine totale Ordnung tiber einer
Domdne D und sei n = |D|. Dann ist das Distanzproblem unter der Zentralversion
von Spearmans Footrule-Distanz fir k und o in einer Laufzeit von O(n) ldsbar.

Wiéhrend sich die Distanzprobleme fiir zwei schwache Ordnungen bzw. fiir eine
Intervallordnung und eine totale Ordnung unter der Minimalversion und der Zen-
tralversion von Spearmans Footrule-Distanz effizient 16sen lassen, bietet sich ein
deutlich veréndertes Bild, sobald partielle Ordnungen ins Spiel kommen. So wird im
Folgenden gezeigt, dass die entsprechenden Distanzprobleme fiir eine partielle und
eine totale Ordnung NP-vollstindig sind.

Satz 5.3. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist NP-vollstdndig.

Beweis. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz fragt fiir eine partielle Ordnung s und eine totale Ordnung o iiber einer
Doméne D sowie fiir ein k € N, ob Fy,(k,0) < k gilt. Die NP-Vollsténdigkeit des
Distanzproblems lasst sich durch eine Reduktion vom Clique-Problem, welches als
NP-vollstandig bekannt ist [Kar72, GJ90]|, zeigen. Fiir einen Graphen G = (V, &)
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und ein &’ € N fragt das Clique-Problem, ob eine Teilmenge der Knoten V* C V
existiert, so dass |V*| = k" und {u,v} € & fir alle u,v € V* gilt. Der von V*
induzierte Teilgraph wird dann als Clique der Grif$e k' bezeichnet.

Sei also ein Graph G = (V,€) mit V = {vy,...,v,} und € = {ey,...,e,} sowie
ein k' € N eine Instanz des Clique-Problems. Dieses ist fiir &' < 2 trivial 16sbar, da
hier lediglich nach der Existenz eines Knotens (k' = 1) bzw. einer Kante (k' = 2)
gefragt ist. Damit ist das Clique-Problem fiir £/ > 3 NP-vollstindig und fiir die
folgende Reduktion kann eben diese Tatsache angenommen werden. Der Ubersicht-
lichkeit halber sei auferdem k* = k' + (’“2,) Es lasst sich weiterhin feststellen, dass
das Clique-Problem fiir m > k* NP-vollstandig bleibt, da andernfalls Knoten v}, v/’
und Kanten {v], v/} fiir 1 <i < k*—|€| zu V bzw. £ hinzugefiigt werden, die wegen
k' > 3 die Losung nicht beeinflussen kénnen. Im Folgenden gelte also m > k*.

Eine Instanz des Clique-Problems wird nun auf eine Instanz des Distanzproblems
wie folgt reduziert. Verwende V und &£ als Mengen von Kandidaten. Fiihre aufserdem
zwei weitere Mengen von Kandidaten B = {by,...,b,s} (fiir Blocker) und F =
{fi,.-+, fm—p} (fir Fiillelemente) ein. Damit ist D = YV U £ U B U F. Die totale
Ordnung ¢ wird nun konstruiert als

[€] <o [B] <o [V] <o [F].

Dabei miissen V, £, B und F in beliebiger, aber eindeutiger Weise total geordnet
sein. Der Einfachheit halber seien sie jeweils entsprechend der aufsteigenden Num-
merierung ihrer Elemente total geordnet. Die partielle Ordnung s wird wie folgt
konstruiert. Die Kandidaten aus F sind in s auf dieselbe Weise total geordnet wie
in o, also entsprechend ihrer aufsteigenden Nummerierung. Die Kandidaten aus V
sind paarweise unvergleichbar in k, ebenso die Kandidaten aus £ und B. Weiterhin
ist b Z, cfiralle b € Bund ¢c € {VUEUF} sowie f <, c fir alle f € F und
c € {VUE&}. Der wichtigste Teil der Reduktion ist die Beziehung zwischen V und €
in k. Fiir alle v € V und e € &£ gilt hier v <, e, falls e in G inzident zu v ist, und
anderenfalls v %_ e. Diese Eigenschaft wird im Folgenden als Inzidenzeigenschaft
bezeichnet. Die Spezifikation von ¢ und & ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Zuletzt

sei k = (Qm — 2(1‘;)) n® + 10n.

Eine totale Ordnung 7 € Ext(x) wird als optimal bezeichnet, wenn F(7,0) =
Frrin(k,0) ist. Vor dem eigentlichen Korrektheitsbeweis der Reduktion wird eine
hilfreiche Behauptung gezeigt, die besagt, dass immer eine optimale Ordnung exis-
tiert, die die Blocker an dieselben Positionen ordnet wie o dies tut.

Behauptung 5.7. Es existiert eine optimale Ordnung 7%, so dass 7(b) = o(b) fir
alle b € B.

Fiir eine optimale Ordnung 7 sei s(7) die Lange des Préfixes von by, ..., b,s, die

7 an dieselbe Position ordnet wie o. Fiir alle 1 <14 < s(7) gilt also 7(b;) = o(b;). Von

allen optimalen Ordnungen sei nun 7’ diejenige, die s(7/) maximiert. Falls s(7/) = n8,
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Abbildung 5.3. x und ¢ wie sie in Satz 5.3 konstruiert werden.
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so ordnet 7" alle Kandidaten b € B an dieselbe Position wie o und die Behauptung ist
bewiesen. Es wird also angenommen, dass s(7/) < n® gilt und dies zum Widerspruch
gefithrt. Der Ubersichtlichkeit halber sei z = s(7'). Im Folgenden wird nun gezeigt,
dass aus 7' mittels Verschiebungen und Vertauschungen eine totale Ordnung 7"
erzeugt werden kann, welche ebenfalls optimal ist, und fir die o(b;) = 7"(b;) fiir
alle 1 < i < z+1 = s(7') + 1 gilt. Dies stellt dann einen Widerspruch dar zur
Annahme, dass 7" den Wert s(7’) maximiert. Betrachte dazu nun den Kandidaten
b.y1. Es werden zwei Fille unterschieden.

Fall 1: Es gilt 7/(b,11) > 0(b.41). Sei X = {c € D : 7/(b,) < 7'(c) < 7/(b.41)}-
Damit enthélt X' also alle Kandidaten, die von 7/ zwischen b, und b, geordnet wer-
den. Sei nun 7" die totale Ordnung, die aus 7’ entsteht, indem eine Linksverschiebung
von b, auf die Position 7/(b,) + 1 = o(b,4+1) ausgefithrt wird. Dadurch wird jedes
¢ € X um eine Position in die Gegenrichtung verschoben (siche Abbildung 5.4). Da
b.,1 in K zu allen anderen Kandidaten unvergleichbar ist, und da sich 7" von 7/ nur
in den Vorgaben beziiglich b,,; und den Kandidaten aus X unterscheidet, folgt aus
7" € Ext(k) sofort 77 € Ext(k).

by by b, b1 b3
O- e ———— 99— ————O———O— - - — @ Py

7_/,4).—>._>*>' o ® ._>4>\.—>.—>._>

Abbildung 5.4. o, 7 und 7" wie sie in Fall 1 von Behauptung 5.7 (Satz 5.3)
auftreten

Es werden nun F'(7”,0) und F (7', o) verglichen. Dabei gilt 77(c) = 7/(¢) fiir alle
c € D\ (X U{b.y1}), 7"(c) = 7'(c) + 1 fiir alle ¢ € X, und zuletzt 77(b,11) =
7'(b,41) — |X|. Einerseits trégt also jedes ¢ € X zu F(7”,0) um hochstens eins
mehr bei als zu F(7/,0). Auf der anderen Seite tragt b,.; wegen 7" (b,11) = 0(b,+1)
zu F(7”,0) um |X| weniger bei als zu F(7/,0). Alle weiteren Kandidaten tragen
zu F(7”,0) genauso viel bei wie zu F(7/,0). Damit gilt F(7”,0) < F(7’,0) und
7" ist ebenfalls optimal. Da keiner der Kandidaten by, ...,b, von der Verschiebung
betroffen wurde, gilt o(b;) = 7"(b;) fiir alle 1 < i < z+4 1 = s(7') + 1. Dies stellt
einen Widerspruch dar zur Annahme, dass 7" den Wert s(7') maximiert.

Fall 2: Es gilt 7/(b.41) < o(b,11). Da o(b;) = 7'(b;) fiir alle 1 < i < z gilt,
folgt daraus sofort 7/(b,+1) < 7/(b1). Die Methoden, mit denen dieser Fall zum
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Widerspruch gefiihrt wird, gleichen weitestgehend denen aus Fall 1. Sei X = {c €
D :7'(b,41) < 7'(c) < 7/(b1)}. Damit enthdlt X also alle Kandidaten, die von 7’/
zwischen b, .1 und by geordnet werden. Sei 7" die totale Ordnung, die aus 7’ entsteht,
indem eine Rechtsverschiebung von b, auf Position 7/(b;) — 1 durchgefiithrt wird.
Dadurch wird jedes ¢ € X um eine Position in die Gegenrichtung verschoben (sieche
Abbildung 5.5). Da b,4; in k zu allen anderen Kandidaten unvergleichbar ist, folgt
analog zu Fall 1 aus 7' € Ext(k) sofort 7" € Ext(k).

Es wird nun wieder F(7”,0) und F(7’,0) verglichen. Dabei gilt 7"(c) = 7/(c)
fir alle ¢ € D\ (X U {b.41}), 7"(c) = 7'(c) — 1 fiir alle ¢ € X und 77(b,41) =
7'(boy1) + |X|. Einerseits trégt also jedes ¢ € X zu F(7”,0) um hochstens eins
mehr bei als zu F(7/,0). Auf der anderen Seite gilt |o(b,11) — 7" (b,41)| = z+ 1 und
l0(b41) — 7/(boy1)| = 2+ 1+ |X|, weshalb b, zu F(7”,0) um |X| weniger beitragt
als zu F(7', o). Alle weiteren Kandidaten tragen zu F'(7”, ) genauso viel bei wie zu
F(7',0). Damit gilt F(7”,0) < F(7/,0) und 7" ist ebenfalls optimal. Da keiner der
Kandidaten by, ...,b, von der Verschiebung betroffen wurde, gilt o(b;) = 7"(b;) fiir
alle 1 <7 < z.

Sei nun z derjenige Kandidat mit 7”(z) = o(b,1) und sei 7" die totale Ordnung,
die aus 7" durch eine Vertauschung von b, und z entsteht (siche Abbildung 5.5). Da
7" zwischen b, 1 und = genau die Kandidaten by, ..., b, ordnet, welche in x zu allen
anderen Kandidaten unentschieden sind, und da auch b, und x in k zueinander
unentschieden sind, folgt aus 7" € Ext(x) sofort 7 € Ext(k).

"

b1 b2 bz bz+1 bn8
O- @ o—: -  —@0——@— - - —@—
/ bz+1 X bl b2 bz T
A Sl T L 2 O
2 S S S S A S SR S S
e
b1 bg bz bz+1

Abbildung 5.5. o, 7/, 7" und 7" wie sie in Fall 2 von Behauptung 5.7 (Satz 5.3)
auftreten

Es wird nun F(7"”,0) und F(7”,0) verglichen. Es gilt 7(c) = 7"(c) fiir alle
ce€D\A{b,y1,2}, 7"(x) = 7" () — (2 + 1) und 7""(b.41) = 7"(b,11) + z + 1. Damit
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kann einerseits « zu F(7"”,0) um bis zu z + 1 mehr beitragen als zu F(7”,0). Auf

der anderen Seite tragt b, 1 wegen 7" (b,41) = 0(b,11) zu F(7",0) um genau z + 1
weniger bei als zu F(7”,0). Alle weiteren Kandidaten tragen zu F(7",0) genauso
viel bei wie zu F(7”,¢). Damit gilt F(7"”,0) < F(7",0) < F(7/,0) und 7" ist eben-
falls optimal. Da keiner der Kandidaten by, ...,b, von der Vertauschungsoperation
betroffen wurde, gilt o(b;) = 7" (b;) fir alle 1 < i < 241 = s(7') + 1. Dies stellt
einen Widerspruch dar zur Annahme, dass 7" den Wert s(7’) maximiert.

Damit liefern beide Félle einen Widerspruch und Behauptung 5.7 ist bewiesen.
Mit Hilfe von Behauptung 5.7 lasst sich nun die Korrektheit der Reduktion zeigen,
d.h. G besitzt eine Clique der Grofe £/, genau dann wenn Fipp, (s, 0) < k ist.

Angenommen G enthélt eine Clique der Groke k. Das bedeutet, es existiert ein
vollsténdiger Subgraph G* = (V*,£*), wobei [V*| =k und |£*| = ('g) ist. Daraus
wird nun eine totale Ordnung 7* {iber D konstruiert als

[‘F] s [V*] =g [5*] B [B] =7 [V \ V*] =g [5\5*]7

wobei B und F jeweils entsprechend der aufsteigenden Nummerierung ihrer Elemen-
te total geordnet sind. Die Mengen V*, £*, V \ V* und £ \ £* sind jeweils beliebig
total geordnet (siche Abbildung 5.6).

Es muss nun gezeigt werden, dass 7" € Ext(k) und F(7*,0) < k gilt, woraus
wiederum Fjp;,(k,0) < k folgt. Zundchst wird 7% € Ext(k) verifiziert. Dass 7* bis
auf die Inzidenzeigenschaft alle Vorgaben von x erfiillt, ergibt sich direkt aus der
Spezifikation von k und von 7*. Auch die Inzidenzeigenschaft, d.h. die Tatsache,
dass keine Kante vor einem zu ihr inzidenten Knoten geordnet wird, ldsst sich leicht
verifizieren. Eine Verletzung der Inzidenzeigenschaft wiirde nur dann auftreten, wenn
eine Kante aus £* zu einem Knoten aus V'\ V* inzident wére. Da aber G* = (V*,£*)
eine Clique in G ist, kann dies nicht der Fall sein. Damit gilt 7* € Ext(k).

Als Néchstes wird F (7%, o) betrachtet. Man stellt leicht fest, dass 7% und o beide
jeweils m Kandidaten vor b; ordnen. Da beide die Kandidaten aus B in derselben
Reihenfolge direkt hintereinander ordnen, folgt 7*(b) = o(b) fiir alle b € B. Damit
tragen die Kandidaten b € B nichts zu F(7*,0) bei. Seiner Funktion im Folgenden
entsprechend wird B wieder als Blocker bezeichnet.

Alle Kandidaten ¢ € {V U & U F} werden nun dahingehend unterschieden, ob
sie sowohl von 7* als auch von o vor dem Blocker geordnet werden (Typ 1), ob
sie sowohl von 7* als auch von ¢ nach dem Blocker geordnet werden (Typ 2), oder
ob sie von 7" vor dem Blocker und von o nach dem Blocker geordnet werden oder
umgekehrt (Typ 3). Wie sich aus der Spezifikation von 7* und o (siehe noch einmal
Abbildung 5.6) ergibt, sind alle e € £* vom Typ 1, alle v € V \ V* vom Typ 2 und
alle c € {FUV*U(E\E*)} vom Typ 3. Insgesamt gibt es also n — k' + (’g) <n+m
viele Kandidaten vom Typ 1 und 2 sowie m — k* + k' +m — (’g) =2m — 2(2/) viele
Kandidaten vom Typ 3. Da sowohl 7* als auch o jeweils m Kandidaten vor dem
Blocker und n +m — k* < n 4+ m Kandidaten nach dem Blocker ordnen, tragt ein
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Abbildung 5.6. ¢ und 7* wie sie in Satz 5.3 auftreten
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Kandidat vom Typ 1 oder 2 hochstens n + m zu F(7%,0) bei. Ein Kandidat vom
Typ 3 dagegen kann bis zu [D| =n®+n+m+m —k* <n®+n+2m zu F(r%,0)
beitragen. Unter Beriicksichtigung der Tatsachen, dass &' < n und m < n? gilt,
werden diese Werte nun aufsummiert.

/

F(r*,0) < (n+m)(n+m)+ <2m—2<];)> (n® +n + 2m)

= (n+m)(n+m)+ (2m—2(k2/>>n8—|— (2m—2<l;/)> (n+2m)

k/

< (2m—2(2>) n® + (n+m)(n+m) + 2m(n + 2m)
k/

= (2m—2(2>)n8+n2+2mn+m2+2mn+4m2
k/

< (2m—2(2))n8+5n4+4n3+n2
k/

< (2m—2(2))n8+10n4

=k

Da Fyin(k,0) < F(1%,0) ist, folgt Fain(k,0) < k.

Fiir den zweiten Teil des Beweises wird nun angenommen, dass Fy,(k,0) < k
ist. Dann existiert wegen Behauptung 5.7 eine totale Ordnung 7* € Ext(k), so dass
F(r*,0) < kund 7%(b) = o(b) fiir alle b € B gilt. Damit tréigt jeder Kandidat aus B
null zu F(7*, o) bei. Die Menge B wird wieder als Blocker bezeichnet und es werden
analog zum ersten Teil des Beweises die Kandidaten aus VUE U F in Typ 1, 2 oder

3 eingeteilt. Wegen |B| = n® trigt jeder Kandidat vom Typ 3 mindestens n® zu

F(7*,0) bei. Da F(1*,0) <k = (2m - 2(5)) n® 4+ 10n* ist, kdnnen also hichstens

| £] =2m — 2(];/) Kandidaten vom Typ 3 sein. Da 7% € Ext(k) ist, ordnet 7* alle
Kandidaten aus F vor allen Kandidaten aus V U £. Von diesen wiederum miissen
zumindest einige vor dem Blocker geordnet werden, da [V UE| = n + m ist, 7*
jedoch nur n+m — k* viele Kandidaten nach dem Blocker ordnet (siche noch einmal
Abbildung 5.6). Damit werden alle m — k* Kandidaten aus F von 7* ebenfalls vor
dem Blocker geordnet. Da sie von ¢ jedoch nach dem Blocker geordnet werden, sind
sie vom Typ 3. Daraus folgt, dass hochstens 2m — 2(2/) —(m—k)=m+kK — (lg)
viele Kandidaten aus V U £ vom Typ 3 sein konnen. Aus der Spezifikation von
und o ergibt sich, dass ein v € V vom Typ 3 ist, genau dann wenn v von 7% vor dem
Blocker geordnet wird. Dagegen ist ein e € £ vom Typ 3, genau dann wenn e von
7* nach dem Blocker geordnet wird. Seien nun V* bzw. £* die Mengen derjenigen
Kandidaten aus V bzw. £, die von 7* vor dem Blocker geordnet werden. Damit sind
[V*| + € \ £*| viele Kandidaten aus VUE vom Typ 3. Da 7* nun m Kandidaten vor
dem Blocker ordnet, von denen m — k* aus F sind, gilt |V*| + |€*| = k*. Es wird
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nun gezeigt, dass |[V*| = k' ist, indem alle anderen Falle zum Widerspruch gefiihrt
werden.
Fall 1: Angenommen es gilt |V*| > k', woraus dann |[£*| < (’“2) folgt. Dann sind

V| +IENE| =V +|E|—|E| > K +m— (]g) viele Kandidaten vom Typ 3. Dies
ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass hochstens m+ k" — (’“2/) Kandidaten aus VUE
vom Typ 3 sind.

Fall 2: Angenommen es gilt |V*| < £/, woraus dann |E*| > (g) folgt. Da 7* €
Ext(k) ist, besitzt es die Inzidenzeigenschaft, d.h. jede Kante wird von 7* nach
den beiden zu ihr inzidenten Knoten geordnet. Da die einzigen Knoten, die vor £*
geordnet werden, diejenigen aus V* sind, folgt, dass jede Kante aus £* ausschliefslich
zu Knoten aus V* inzident ist. Das bedeutet, dass mehr als (1“2/) viele Kanten zu
weniger als k' vielen Knoten inzident sind. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

Damit ist nun bekannt, dass |V*| = k' und |€*| = (’g) ist. Da wegen der Inzidenz-

eigenschaft von 7 jede der (kz,) Kanten aus £* zu zwei der &’ Knoten aus V* inzident
ist, ist G* = (V*,&*) eine Clique der Grofe k' in G. Damit ist die Korrektheit der
Reduktion bewiesen.

Die NP-Vollstandigkeit des Distanzproblems folgt nun sofort, da sowohl die poly-
nomielle Laufzeit der Reduktion als auch die Zugehérigkeit des Problems zur Klasse
NP offensichtlich sind. U

Da die Minimalversion und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz
und fiir eine partielle und eine totale Ordnung zusammenfallen (Lemma 3.3), kann
obiges Resultat tibertragen werden.

Korollar 5.2. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Spearmans Foot-
rule-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist NP -vollstindig.

5.2 Approximierbarkeit

Analog zum Distanzproblem unter der Minimalversion und der Zentralversion von
Kendalls Tau-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung kann auch das
Distanzproblem unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans
Footrule-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung bis auf einen konstanten
Faktor approximiert werden. Dabei wird ausgenutzt, dass sich die Varianten von
Kendalls Tau-Distanz und von Spearmans Footrule-Distanz fiir partielle Ordnungen
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden.

Satz 5.4. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung ist 4-approximierbar.

Beweis. In Satz 4.4 wurde gezeigt, dass das Distanzproblem unter der Minimalversi-
on von Kendalls Tau-Distanz fiir eine partielle Ordnung s und eine totale Ordnung
o iber einer Doméne D 2-approximierbar ist. Wegen Kpin(k,0) < Fun(k,0) <
2K yin(k,0) (Lemma 3.14) ist eine 2-Approximation fiir das Distanzproblem un-
ter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz gleichzeitig eine 4-Approximation
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fiir das entsprechende Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans
Footrule-Distanz. O

Aufgrund der Tatsache, dass fiir eine partielle und eine totale Ordnung die Mini-
malversion nd die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz zusammenfallen
(Lemma 3.3), folgt das entsprechende Resultat fiir die Zentralversion von Spearmans
Footrule-Distanz.

Korollar 5.3. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Spearmans Foot-
rule-Distanz zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung ist 4-approximier-
bar.

5.3 Parametrisierte Komplexitat

Der folgende Abschnitt befasst sich mit der parametrisierten Komplexitéit des Dis-
tanzproblems unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir eine
totale und eine partielle Ordnung. Dabei wird die Fixed-Parameter-Tractability des
Problems beziiglich seiner Schranke k£ durch das Angeben eines linearen Kerns be-
stehend aus 2k Kandidaten gezeigt.

Es wird zunéchst das folgende allgemeine Resultat iiber Spearmans Footrule-
Distanz fiir zwei totale Ordnungen benétigt.

Lemma 5.1. Seien o und 7 zwei totale Ordnungen tber einer Domdne D. Seien
weiterhin x,y € D mit o(z) < o(y) und 7(x) = 7(y) + 1. Sei nun 7" diejenige totale
Ordnung, die aus T durch eine lokale Vertauschung von x und y hervorgeht. Dann
gilt F(o,7") < F(o,7).

Beweis. Es wird eine vollstandige Fallunterscheidung bestehend aus drei Fillen
durchgefiihrt (siehe Abbildung 5.7).

Fall 1: Sei 7(z) < o(z). Dann gilt |7'(z) — o(x)| = |7(z) — o(z)| + 1. Wegen
T(y) = 7(x) — 1, 7(z) < o(z) und o(x) < o(y) folgt 7(y) < o(y) und damit
|7 (y) — o(y)| = |T(y) o(y)| — 1. Da fir alle z € D mit z # z,y offensichtlich
7'(2) —o(2)] = |7(2) —o(z )\glt folgt F'(7',0) = F(7,0).

Fall 2: Sei o(z) < 7(x) < o(y). Wegen o(z) < 7(z) gilt |7'(z) —o(x)] =
|7(x) — o(z)| — 1. Wegen T(ZL‘) o(y) und 7(y) = 7(z) — 1 gilt 7(y) < o(y) und
damit |7'(y) — o(y)| = |7(y) —o(y)| — 1. Da wieder fiir alle z € D mit z # z,y
offensichtlich |7/(2) — o(2)| = |7(2) — o(2)| gilt, folgt F(7',0) = F(1,0) — 2.

Fall 3: Sei 7(x) > o(y). Wegen 7(z) > o(y) und o(y) > o(z) gilt 7(x) > o(z) und
damit |7'(z) — o(x)| = |7(z) — o(z)| — 1. Wegen 7(z) > o(y) und 7(y) = 7(z) — 1
gilt 7(y) > o(y) und damit |7'(y) —o(y)| = |7(y) — o(y)| + 1. Da wieder fiir alle
z (E D)mit z # x,y offensichtlich |7/(z) — o(2)| = |7(2) — o(2)] gilt, folgt F(7',0) =
F(r,0).



Kapitel 5. Distanzprobleme unter Spearmans Footrule-Distanzen

T )
0) ® ®
Y x
T —ee
7l —ee
Ty
(a) Fall 1
T )
0) ® ®
Y x
T o9
, ,/ \\
(b) Fall 2
T )
0) ® ®
Y x
T o —
/ oo
(c) Fall 3

Abbildung 5.7. Illustration der drei Falle aus Lemma 5.1
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In allen drei Féllen gilt also F/(7',0) < F(r,0). Damit ist die Korrektheit der
Aussage bewiesen. O

Der nun folgende Beweis der Fixed-Parameter-Tractability des Distanzproblems
unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir eine totale und eine
partielle Ordnung &hnelt stark dem Beweis der Fixed-Parameter-Tractability des
Distanzproblems unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir eine to-
tale und eine partielle Ordnung (Satz 4.5). Die Tatsache, dass das Distanzproblem
unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir eine partielle und eine to-
tale Ordnung einen linearen Kern bestehend aus hochstens 2k Kandidaten besitzt
(Behauptung 4.11), kann im Beweis sogar direkt verwendet werden.

Satz 5.5. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist fixed-parameter-tractable be-
ziiglich seiner Schranke k, da es einen Kern, bestehend aus O(k) vielen Kandidaten,
besitzt. Die Laufzeit fiir die Berechnung des Kerns ist quadratisch in der Gréfle der
Domdne der gegebenen Ordnungen.

Beweis. Seien im Folgenden eine partielle Ordnung s und eine totale Ordnung o
iiber einer Doméne D sowie ein k£ € N eine Instanz des Distanzproblems unter der
Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz. Gefragt ist also, ob Fy,(k,0) < k
ist, d.h. ob eine totale Erweiterung 7 € Ext(k) existiert, so dass F(1,0) < k ist.

Es wird wieder die Ableitung o * k betrachtet. Da o vollstandig ist, enthélt o x x
keine Unvergleichbarkeiten oder Ubernahmen.

Erneut wird die Zyklenregel als einzige Vereinfachungsregel benotigt.

Zyklenregel: Wenn ein Kandidat = € D existiert, der in ox« in keinem Dreieck
enthalten und an keiner Uneinigkeit beteiligt ist, dann entferne z aus x und ¢ und
belasse k unverédndert.

Es wird nun gezeigt, dass die Zyklenregel auch fiir die Minimalversion von Spear-
mans Footrule-Distanz giiltig ist. Sei x € D ein Kandidat, auf den die Zyklenregel an-
gewendet wird. Dann bezeichnen ¢ und & die Ordnungen, die aus ¢ und s durch das
Entfernen von x entstehen. Im Folgenden heifst eine totale Erweiterung 7 € Ext(k)
optimal, wenn F(1,0) < k gilt. Entsprechend heifit ein 7 € Ext(#) optimal, wenn
F(7,0) <k gilt.

Behauptung 5.8. Die Zyklenregel ist giiltig.

Sei x € D ein Kandidat, auf den die Zyklenregel angewendet wird. Partitioniere
nun D\ {z} in die Menge der Vorginger und der Nachfolger von x in 0 % k, X~ =
{y € D\ {2} : y <o z} und Xt = {z € D\ {2} : © <,us 2z}. Dann gilt
Y <oue 2 fiir alle y € X~ und z € X", da ansonsten z, y und z ein Dreieck bilden
wiirden. Die Zyklenregel ist nun giiltig, wenn Fy,(k,0) < k gilt, genau dann wenn
Frin(k,0) < k gilt.

Angenommen es gilt Fi,(k,0) < k. Zunéchst wird gezeigt, dass eine optimale
totale Erweiterung 7% € Ext(k) existiert, so dass y <.~ z fiir alle y € X~ und
x < z fir alle z € X gilt. Fiir eine optimale totale Erweiterung 7 € Ext(k)
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sei s(7) die Anzahl aller Paare {z,y} mit y € &~ und = <, y plus die Anzahl
aller Paare {z, 2} mit z € X" und z <, = plus die Anzahl aller Paare {y, z} mit
y€ X, z€ X' und z <, y. Von allen optimalen totalen Erweiterungen 7 € Ext (k)
sei 7 eine derjenigen mit dem minimalen Wert s(7'). Wenn s(7') = 0 gilt, dann
entspricht 7 dem gesuchten 7% und die Aussage ist bewiesen. Angenommen es gilt
also s(7') > 0, woraus folgt, dass ein y € X'~ existiert mit x <, y, oder dass ein
2z € X" existiert mit z <, z, oder dass ein y € X~ und ein z € X" existieren mit
2z <, y. Es wird nun ersterer Fall zum Widerspruch gefiithrt. Die beiden anderen
Fille liefern analog einen Widerspruch. Von allen Vorgangern y € X~ mit z <. y
sei y* derjenige, der von 7’ als erstes nach z geordnet wird. Damit existiert also kein
y € X~ mit x < y und y <+ y*. Es werden zwei Falle unterschieden.

Fall 1: Die Kandidaten x und y* werden von 7’ direkt nebeneinander geordnet,
also 7/(y*)—7'(z) = 1. In diesem Fall sei 7" diejenige totale Ordnung, die aus 7" durch
eine lokale Vertauschung von x und y* entsteht. Damit gilt s(7”) = s(7’) — 1. Da
Y* <o o gilt, folgt, dass nicht = <, y* gelten kann. Da laut Annahme 7" € Ext(k)
ist und x <, y* gilt, kann auch nicht y* <, x gelten, weshalb x und y* in &
unvergleichbar sein miissen. Da 7" sich nur beziiglich der Vorgabe fiir z und y*
von 7’ unterscheidet, ist dann auch 7 € Ext(x). Wegen y* %, x handelt es sich
weiterhin bei y* <,,.  um eine Ubergabe, die y* <, x geschuldet ist. Damit gilt
nach Lemma 5.1 F(7",0) < F(7',0) < k und 7" ist ebenfalls optimal. Dies ist
jedoch ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7' eine optimale totale Erweiterung mit
minimalem Wert s(7’) ist.

Fall 2: Die totale Ordnung 7’ ordnet y* nicht unmittelbar nach x, d.h. es gilt
7'(y*) — 7'(x) > 1. Betrachte nun den Kandidaten, der von 7 unmittelbar vor y*
geordnet wird, also den Kandidaten z* € D, fiir den 7/(y*) — 7/(2*) = 1 gilt. Da es
keinen Vorganger y mit z <. y und y <, y* gibt, muss z* ein Nachfolger von z
in o x k sein. Sei 77 die totale Ordnung, die aus 7/ durch eine lokale Vertauschung
von z* und y* hervorgeht. Damit gilt wieder s(7”) = s(7') — 1. Analog zu Fall 1
kann nun nicht z* <, y* gelten, wegen y* <,y 2*. Auferdem kann nicht y* <, 2*
gelten, da 7/ € Ext(k) und z* <,/ y* gelten, und es verbleibt als einzige Moglichkeit
y* %, 2. Damit gilt wieder 7" € Ext(x), weil sich 7 bis auf die Vorgabe fiir
y* und z* nicht von 7' unterscheidet. Erneut folgt aus y* %, 2*, dass y* <,u 2
eine Ubergabe ist, die y* <, z* geschuldet ist. Aufgrund von Lemma 5.1 gilt dann
F(r",0) < F(7',0) < k und 7" ist ebenfalls optimal. Dies ist jedoch erneut ein
Widerspruch zur Tatsache, dass 7’ eine optimale totale Erweiterung mit minimalem
Wert s(7') ist.

Da beide Félle zu einem Widerspruch fiihren, existiert, falls Fy, (K, 0) < k gilt,
eine optimale totale Erweiterung 7% € Ext(k) mit y <.« x fiir alle y € X~ und
x <.« z fiir alle z € X", Sei dann 7* die totale Ordnung, die aus 7* durch Entfernen
von x hervorgeht. Da die Vorgaben von & bis auf die fehlenden Vorgaben fiir  den
Vorgaben von k entsprechen, und da die Vorgaben von 7* bis auf die fehlenden
Vorgaben fiir x den Vorgaben von 7* entsprechen, folgt aus 7* € Ext(k) sofort
7* € Ext(#). Es bleibt also zu zeigen, dass 7* optimal ist.

Es wurde bereits gezeigt, dass y <« z flir alle y € X~ und =z <, z fiir alle
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z € X7 gilt. Das bedeutet, alle Vorgédnger (Nachfolger) von z in o x k sind auch
Vorgénger (Nachfolger) von x in 7*. Es wird nun analog zu Behauptung 4.10 gezeigt,
dass alle Vorgénger (Nachfolger) von x in 7* bzw. ok auch Vorgénger (Nachfolger)
von x in o sind. Sei y € X~. Da auf z die Zyklenregel angewendet wird, kann
Y <o«x T keine Uneinigkeit sein. Wenn y <,., = eine Einigkeit ist, dann gilt y <, =.
Wenn y <y, = eine Ubergabe ist, dann gilt y Z. v und y <o T it Yy <, 2
geschuldet. Damit ist jeder Vorgénger von x in 7* auch ein Vorgéanger von x in o.
Die entsprechende Aussage fiir die Nachfolger von x lisst sich analog zeigen.

Vergleicht man nun F(7%,0) und F(7*,5), so gilt 7*(y) = 7*(y) und o(y) = 7(y)
fir jeden Vorgénger y € X'~. Daraus folgt |7*(y) — o(y)| = |7*(y) — 7 (y)|. Weiterhin
gilt 7*(2) — 1 = 7*(2) und o(2) — 1 = 6(2) fiir jeden Nachfolger z € X'*. Daraus
folgt |7(2) — o(2)| = |7*(2) — d(2)|. Zuletzt gilt 7*(x) = o(x). Damit tragt = null
zu F(7*,0) bei. Da der Kandidat = nicht zur Doméne von 7* und & gehort, tragt er
zu F(7*,6) offensichtlich ebenfalls null bei. Insgesamt tréagt also jeder Kandidat aus
D ebenso viel zu F(7%,0) bei wie zu F(7*,6). Damit folgt aus F(7*,0) < k sofort
F(7*,0) <k.

Fiir die Korrektheit der Behauptung bleibt noch zu zeigen, dass Fyn(k,0) <
k = Fyrin(k,0) < k gilt. Dies kann jedoch grofitenteils analog zum bisherigen Beweis
geschehen. Sei also Fyin(R,6) < k. Es wird nun gezeigt, dass dann eine optimale
totale Erweiterung 7* € Ext(k) existiert, so dass y <;« z fiir alle y € X~ und
z € X1 gilt. Fiir eine optimale totale Erweiterung 7 € Ext(#) sei nun s(7) die
Anzahl aller Paare {y,z} mit y € X7, 2z € X" und z <; y. Von allen optimalen
totalen Erweiterungen 7 € Ext(&) sei 7/ eine derjenigen mit dem minimalen Wert
s(7"). Wenn s(7') = 0 gilt, dann entspricht 7" dem gesuchten 7* und die Aussage ist
bewiesen. Angenommen es gilt also s(7') > 0, woraus folgt, dass ein y € X~ und
ein z € X' existieren mit z <3 y. Offensichtlich existieren dann auch ein y* € X'~
und ein z* € X" mit 7/(2*) = 7/(y*) — 1. Sei nun 7" diejenige totale Ordnung,
die aus 7' durch eine lokale Vertauschung von z* und y* hervorgeht. Damit ist
s(7") = s(7')—1. Es kann nun nicht z* <; y* gelten, da y* <, z* gilt. Ebenso wenig
kann y* < 2* gelten, da 7" € Ext(k) und 2* <3 y* gelten. Damit verbleibt y* %, 2*
als einzige Moglichkeit. Da sich 7/ und 7" nur beziiglich der Vorgabe fiir y* und z*
voneinander unterscheiden, folgt aus 7/ € Ext(&) sofort 7 € Ext(k). Aus y* %, 2*
folgt weiterhin, dass y* <y 2* eine Ubergabe ist, die y* <; z* geschuldet ist.
Dann folgt aus Lemma 5.1 F(7”,6) < F(7',6) < k. Dies ist jedoch ein Widerspruch
zur Tatsache, dass 7/ eine optimale totale Erweiterung mit minimalem Wert s(7”)
ist. Damit existiert, falls Fi, (R, 0) < k ist, eine optimale totale Erweiterung 7* €
Ext(k), so dass y <;« z fiir alley € X~ und z € X" gilt. An dieser Stelle kann erneut
festgehalten werden, dass aus jedem optimalen 7 ein solches 7* effizient berechnet
werden kann, indem - solange vorhanden - Kandidaten y* € X~ und 2* € Xt
mit 7(z*) = 7(y*) — 1 ermittelt werden und auf diesen eine lokale Vertauschung
ausgefiihrt wird.

Sei nun 7* die totale Ordnung, die aus 7* durch das Einfiigen von = zwischen dem
von 7* als letztes geordneten y € X~ und dem als erstes geordneten z € X' entsteht.
Analog zu oben lasst sich nun zeigen, dass 7* € Ext(k) gilt. Ebenfalls analog ldsst
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sich durch Berechnung des Beitrags der einzelnen Kandidaten zu F(7*,0) und zu
F(7*,0) zeigen, dass F(7*,0) < k, und damit dass Fiy,(k,0) < k ist.

Damit gilt Fin(k,0) < k, genau dann wenn Fyp, (R, 0) < k gilt, die Zyklenregel
ist giiltig und die Behauptung ist bewiesen. Enthélt also das Distanzproblem fiir ,
o und k einen Kandidaten x, auf den die Zyklenregel anwendbar ist, dann kann es
gelost werden, indem x aus xk und o entfernt wird und das Distanzproblem fiir &,
o und k gelost wird. Es bleibt anzumerken, dass im Falle einer positiven Antwort
des Distanzproblems fiir x, o und k leicht eine totale Erweiterung 7 € Ext(x) mit
F(7,0) < k bestimmt werden kann. Wenn das Distanzproblem fiir #,  und & positiv
beantwortet wird, kann aus einer totalen Ordnung 7 € Ext(k) mit F(7,0) < k
effizient eine totale Erweiterung 7* € Ext(k) mit F(7*,6) < k berechnet werden,
fiir die y <3« z fiir alle y € X~ und alle 2 € X" gilt. Aus dieser wiederum kann
durch geeignetes Einfiigen von x das gesuchte 7 bestimmt werden.

Mit Hilfe der Zyklenregel ldsst sich nun die Fixed-Parameter-Tractability des Dis-
tanzproblems unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz zwischen
einer partiellen und einer totalen Ordnung zeigen.

Behauptung 5.9. Das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spearmans
Footrule-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung besitzt einen linearen
Kern, bestehend aus hochstens 2k Kandidaten.

Aus Fypin(k,0) < k folgt wegen Lemma 3.14 sofort Ky, (k,0) < k. Fiir eine
Instanz des Distanzproblems unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz
zwischen einer partiellen und einer totalen Ordnung, in der die Zyklenregel nicht
mehr anwendbar ist, ist bereits aus Behauptung 4.11 bekannt, dass sie nur aus
hochstens 2k Kandidaten bestehen kann. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Existenz des linearen Kerns folgt aus Behauptung 5.8 und aus Behaup-
tung 5.9. Die Laufzeit, die zur Berechnung des Kerns notig ist, wurde bereits in
Behauptung 4.12 gezeigt.

Aus der Existenz eines effizient berechenbaren, linearen Kerns folgt sofort die
Fixed-Parameter-Tractability des Problems [DF99, FG06, Nie06]. O

Aufgrund der Tatsache, dass fiir eine partielle und eine totale Ordnung die Mini-
malversion und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz zusammenfallen
(Lemma 3.3), folgt das entsprechende Resultat fiir die Zentralversion von Spearmans
Footrule-Distanz.

Korollar 5.4. Das Distanzproblem unter der Zentralversion von Spearmans Foot-
rule-Distanz fiir eine partielle und eine totale Ordnung ist fixed-parameter-tractable
beziiglich seiner Schranke k, da es einen Kern, bestehend aus O(k) vielen Kandida-
ten, besitzt. Die Laufzeit fiir die Berechnung des Kerns ist quadratisch in der Grifie
der Domdne der gegebenen Ordnungen.
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5.4 Zusammenfassung

Dieses Kapitel befasste sich mit Distanzproblemen unter Verallgemeinerungen von
Spearmans Footrule-Distanz. Dabei wurden im Wesentlichen zwei Ergebnisse er-
zielt, die denen iiber Distanzprobleme unter Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-
Distanz beinahe gleichen.

e Die Distanzprobleme fiir zwei schwache Ordnungen sind fiir alle Verallgemeine-
rungen von Spearmans Footrule-Distanz effizient 16sbar. Weiterhin ist das Dis-
tanzproblem unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans
Footrule-Distanz fiir eine totale Ordnung und eine Intervallordnung effizient
l6sbar.

e Die Distanzprobleme fiir zwei partielle Ordnungen sind fiir die Minimalversi-
on und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz NP-vollstandig.
Dies gilt sogar, wenn eine der beiden Ordnungen total ist. Letzterer Spezial-
fall ist aber zumindest 4-approximierbar und fixed-parameter-tractable fiir die
Minimalversion und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz.

Es liegt nahe, zu versuchen Algorithmus 5.1 zur Berechnung der Minimalversion
von Spearmans Footrule-Distanz zwischen einer totalen Ordnung und einer Intervall-
ordnung auf die Berechnung der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz
zwischen einer schwachen Ordnung und einer Intervallordnung zu iibertragen, indem
beispielsweise neben verfrithten und verspateten Kandidaten noch passende Kandi-
daten eingefiihrt werden. Damit ergibt sich die folgende Vermutung.

Vermutung 5.1. Das Distanzproblem fiir eine schwache Ordnung und eine Inter-
vallordnung unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz ist effizient
losbar.

Ein offenes Problem, auf dessen Komplexitit die vorliegenden Ergebnisse kei-
nerlei Riickschliisse zulassen, sind Distanzprobleme unter den Verallgemeinerungen
von Spearmans Footrule-Distanz fiir zwei Intervallordnungen. Ebenfalls offen ist
die Frage, ob sich Algorithmus 5.1 zur Berechnung der Maximalversion und der
Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz abwandeln lasst. Diese Distan-
zen scheinen hier eine zusétzliche Schwierigkeit im Vergleich zur Minimalversion von
Spearmans Footrule-Distanz aufzuweisen. Wéhrend Algorithmus 5.1 fiir jeden Kan-
didaten eine “optimale Position” kennt, an der dieser platziert werden sollte, existiert
beispielsweise bei der Maximalversion von Spearmans Footrule-Distanz stattdessen
eine “ungiinstigste Position”, um einen Kandidaten zu platzieren. Dabei ergibt sich
die Entscheidungsmoglichkeit, den Kandidaten moglichst frith vor oder moglichst
spat nach dieser Position zu platzieren.

Offen bleibt weiterhin die Frage nach der Komplexitéit der Distanzprobleme fiir
partielle Ordnungen unter der Hausdorff-Version und der Maximalversion von Spear-
mans Footrule-Distanz. Die coNP-Hérte der entsprechenden Probleme unter der
Hausdorff-Version und der Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz folgt beinahe
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unmittelbar aus der NP-Hérte der Probleme unter der Minimalversion von Kendalls
Tau-Distanz. Dabei wird im Wesentlichen die Tatsache ausgenutzt, dass fiir zwei to-
tale Ordnungen ¢ und 7 iiber einer Doméne D immer K (o, 7)+ K (0, 7%) = K (7, 7%)
ist. Spearmans Footrule-Distanz weist eine solche Eigenschaft jedoch nicht auf, so
dass sich dieser Weg hier nicht beschreiten lasst. Eine Abwandlung der Redukti-
on vom Clique-Problem (Satz 5.3) scheitert ebenfalls, da Behauptung 5.7 tiber die
Position des Blockers auf die Maximalversion und die Hausdorff-Version von Spear-
mans Footrule-Distanz nicht iibertraghar erscheint. Trotzdem ist nicht zu erwarten,
dass sich die Distanzprobleme fiir partielle Ordnungen unter der Maximalversion
und der Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz effizient 16sen lassen, so
dass folgende Vermutung nahe liegt.

Vermutung 5.2. Das Distanzproblem fiir partielle Ordnungen unter der Maxi-
malversion und der Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz ist coNP -
vollstandig.

Die Frage nach der Approximierbarkeit und der parametrisierten Komplexi-
tat der Distanzprobleme unter den Verallgemeinerungen von Spearmans Footrule-
Distanz ist durch Aquivalenzbeziehungen (Lemma 3.14) eng mit den entsprechen-
den Fragestellungen unter den Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz ver-
kniipft. Eine Beantwortung der offenen Probleme in diesem Bereich sollte sich also
auf die jeweils andere Problemstellung iibertragen lassen.



Rangordnungsprobleme unter
Kendalls Tau-Distanzen

Dieses Kapitel befasst sich mit Rangordnungsproblemen unter den verschiedenen
Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz. Das Rangordnungsproblem fiir to-
tale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz ist NP-vollsténdig [BTT89b]. Die NP-
Vollstandigkeit gilt sogar fiir eine konstante, gerade Anzahl von mindestens vier
gegebenen Ordnungen [BBD09, DKNSO1a|. Wahrend das Problem fiir eine und fiir
zwei gegebene Ordnungen offensichtlich effizient 16sbar ist, ist die Komplexitat fiir ei-
ne ungerade Anzahl von mindestens drei Ordnungen ein offenes Problem. Das Rang-
ordnungsproblem unter Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ordnungen ist weiterhin bis
auf einen konstanten Faktor approximierbar [ACNO0S8, Aill0a, BBD09, vZW09|. Es
existiert aufserdem ein PTAS fiir das Problem [KMS07]. Die Approximationen lassen
sich teilweise auf das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von Kendalls
Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen iibertragen [Aill0a, vZW09]. Das Rangord-
nungsproblem fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz ist zuletzt auch
als fixed-parameter-tractable fiir diverse Parameter bekannt [BFG109a, BFG109b,
BGKNI11, BBN10, KS10, Sim09|.

6.1 Komplexitat

Im Folgenden wird die Komplexitidt der Rangordnungsprobleme unter den Verall-
gemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz fiir partielle Ordnungen untersucht. Aus
den bekannten Ergebnissen fiir totale Ordnungen folgt sofort deren NP-Hérte. Es
wird nun noch gezeigt, dass das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen un-
ter den Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz bereits ab zwei gegebenen
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Ordnungen NP-hart bzw. coNP-hart ist und unter der Maximalversion und der
Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz nicht mehr in der Komplexitatsklasse
NP liegt, aufker wenn NP = coNP gilt.

Satz 6.1. Das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen unter der Minimal-
version und der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz ist NP-vollstindig. Die
NP-Vollstindigkeit gilt sogar fiir eine konstante Anzahl von mindestens zwei Ord-
nungen.

Beweis. Nach Satz 4.2 ist das Distanzproblem unter der Minimalversion von Kendalls
Tau-Distanz fiir eine totale und eine partielle Ordnung NP-hart. Nach Lemma 3.15
folgt daraus sofort die NP-Hérte des Rangordnungsproblems unter der Minimal-
version von Kendalls Tau-Distanz fiir zwei Ordnungen. Entsprechendes gilt wegen
Korollar 4.1 und Lemma 3.15 fiir das Rangordnungsproblem unter der Zentralversion
von Kendalls Tau-Distanz.

Das Rangordnungsproblem mit zwei gegebenen Ordnungen ldsst sich auf die
Rangordnungsprobleme mit jeder grofseren Anzahl an Ordnungen reduzieren, indem
eine entsprechende Anzahl an leeren Ordnungen iiber der Doméne D des Rangord-
nungsproblems hinzugefiigt wird. Eine leere Ordnung « besitzt keine Vorgaben und
die Menge der totalen Erweiterungen von x enthéalt alle Permutationen iiber D. Fiir
jede totale Ordnung 7 gilt damit Ky, (k,7) = K(7,7) = 0. Wegen Lemma 3.3 folgt
daraus auch Kz(k,7) = 0. Damit ist die Minimalversion bzw. die Zentralversion
von Kendalls Tau-Distanz zwischen den zusétzlichen Ordnungen und jeder mogli-
chen totalen Ordnung identisch und erstere haben keinen Einfluss auf die Losung
des Rangordnungsproblems unter der Minimalversion bzw. der Zentralversion von
Kendalls Tau-Distanz

Das Rangordnungsproblem fiir eine beliebige Anzahl an Wéhlern liegt innerhalb
der Komplexitatsklasse NP. Eine Instanz des Rangordnungsproblems bestehend
aus Ordnungen k1, ..., K, und einem k£ € N kann durch eine nicht-deterministische
Turingmaschine wie folgt in polynomieller Zeit gelost werden. Es wird eine totale
Ordnung 7* sowie weitere totale Ordnungen i, ..., k. geraten. Anschliefiend wird
verifiziert, dass &} € Ext(ky), ...,k € Ext(k,) gilt, und dass >_,_; K(x}, 7*) < k ist.
Aus Letzterem folgt >~"_ | Kgin(ki, 7) < k bzw. nach Lemma 3.3 >~/ Kz (k;, 7*) <
k. O

Satz 6.2. Das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen unter der Maximal-
version und der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz ist sowohl NP-hart,
als auch coNP-hart. Die NP-Hdrte gilt auch fir eine konstante, gerade Anzahl von
mindestens vier gegebenen Ordnungen. Die coNP-Hdrte gilt sogar fiir eine kon-
stante Anzahl von mindestens zwei gegebenen Ordnungen. Das Problem liegt in der
Komplezititsklasse NPNY | jedoch nicht in NP, aufer wenn NP = coNP gilt.

Beweis. Die NP-Héarte der Probleme folgt, wie bereits erwahnt, aus Lemma 3.2 und
aus der NP-Hérte des Rangordnungsproblems fiir totale Ordnungen unter Kendalls
Tau-Distanz [BTT89b, BBD09, DKNSO01a).



6.2. Zusammenfassung

107

Nach Satz 4.3 ist das Distanzproblem unter der Maximalversion von Kendalls
Tau-Distanz fiir eine totale und eine partielle Ordnung colNP-hart. Nach Lem-
ma 3.15 folgt daraus sofort die coNP-Hérte des Rangordnungsproblems unter der
Maximalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir zwei gegebene Ordnungen. Entspre-
chendes gilt wegen Korollar 4.2 und Lemma 3.15 fiir das Rangordnungsproblem
unter der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz.

Vom Rangordnungsproblem mit zwei gegebenen Ordnungen lésst sich auf die
Rangordnungsprobleme mit jeder groferen Anzahl an Ordnungen reduzieren, indem
wieder eine entsprechende Anzahl an leeren Ordnungen iiber der Doméne D des
Rangordnungsproblems hinzugefiigt wird. Fiir eine leere Ordnung « und fiir jede be-
liebige totale Ordnung 7 gilt nun 7% € Ext(x) und damit Ky..(k,7) = K(78,7) =
(‘?'). Wegen Lemma 3.3 folgt daraus auch Ky(k,7) = (‘g'). Damit haben die zu-
sitzlichen Ordnungen keinen Einfluss auf die Losung des Rangordnungsproblems
unter der Maximalversion oder der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz.

Das Rangordnungsproblem fiir eine beliebige Anzahl an gegebenen Ordnungen
liegt innerhalb der Komplexititsklasse NP also der Klasse der Probleme, die
durch eine NP-Turingmaschine gelost werden konnen, die Zugriff auf ein Orakel
hat. Das Orakel ist dabei wieder eine NP-Turingmaschine. Eine Instanz des Rang-
ordnungsproblems bestehend aus Ordnungen k1, . .., k, und einem k& € N kann durch
eine solche Turingmaschine wie folgt in polynomieller Zeit gelost werden. Es werden
eine totale Ordnung 7* sowie Zahlen ki, ..., k. € N geraten. Anschliefsend wird mit
Hilfe des Orakels verifiziert, dass Kpsqq(ki, 7°) < k; fiir jedes 1 < i < r gilt. Weiter-
hin wird verifiziert, dass Y, k; < k gilt. Damit folgt dann | Kyge(ki, 7°) < k
bzw. nach Lemma 3.3 >\ Ky (k;, 7*) < k.

Ein Problem, das gleichzeitig NP-hart und coNP-hart ist, liegt bekanntermafsen
nicht in NP, wenn nicht NP = coNP gilt. 0

6.2 Zusammenfassung

Die wesentliche Erkenntnis aus diesem Kapitel ist, dass die NP-Hérte des Rang-
ordnungsproblems, die fiir totale Ordnungen und Kendalls Tau-Distanz ab einer ge-
raden Anzahl von vier gegebenen Ordnungen gilt, fiir partielle Ordnungen und die
Minimalversion bzw. die Zenatralversion von Kendalls Tau-Distanz schon ab einer
geraden oder ungeraden Anzahl von zwei gegebenen Ordnungen gilt. Fiir das Rang-
ordnungsproblem unter der Maximalversion und der Hausdorff-Version von Kendalls
Tau-Distanz gilt entsprechend die coNP-Hérte ab einer geraden oder ungeraden
Anzahl von zwei gegebenen Ordnungen.

Das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-Distanz
fiir nur eine gegebene Ordnung ist trivial losbar, da jede von deren totalen Erwei-
terungen einen Konsens darstellt, und dieser damit leicht mittels eines Topsort-
Verfahrens gefunden werden kann. Umso interessanter ist die Tatsache, dass das
Rangordnungsproblem fiir nur eine gegebene Ordnung unter der Maximalversion
von Kendalls Tau-Distanz offen ist, denn hier miisste eine Art ,Zentrum® fiir alle



108

Kapitel 6. Rangordnungsprobleme unter Kendalls Tau-Distanzen

totalen Erweiterungen gefunden werden.

Die wohl interessanteste offene Frage ist die exakte Einordnung des Rangord-
nungsproblems fiir partielle Ordnungen unter der Maximalversion und der Hausdorff-
Version von Kendalls Tau-Distanz in die polynomielle Hierarchie. Es wurde gezeigt,
dass das Problem nicht in der Klasse NP liegt, auler wenn NP =coNP gilt, und
dass es sicher in der Komplexitiitsklasse NPNF liegt. Es scheint die Struktur eines
NPNP_yollstéandigen Problems zu besitzen [SU02|, daher liegt die folgende Vermu-
tung nahe.

Vermutung 6.1. Das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen unter der
Mazimalversion bzw. der Hausdorff-Version von Kendalls Tau-Distanz ist NPNF -
vollstdndig.

Fiir einen moglichen Beweis dieser Vermutung kann zum einen eine Sammlung
von NP™P_vollstindigen Problemen von Schaefer und Umans [SU02| hilfreich sein
und zum anderen eine Arbeit iber Probleme, die als NP-hart bzw. coNP-hart be-
kannt waren, und die mittlerweile als Pﬁrp—vollstéindige Probleme identifiziert wur-
den [HHR97D].

Offen bleiben die Fragen nach der Approximierbarkeit und der parametrisierten
Komplexitéit des Rangordnungsproblems unter der Minimalversion und der Zentral-
version von Kendalls Tau-Distanz fiir partielle Ordnungen. Die Approximationsal-
gorithmen, die bereits fiir das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von
Kendalls Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen bzw. unter Kendalls Tau-Distanz fiir
totale Ordnungen existieren [ACNO8, Ail10a, BBD09, vZW09], eignen sich hier nicht
ohne Weiteres. So scheitern beispielsweise einfache Algorithmen, wie die Auswahl
einer gegebenen totalen Ordnung als Konsens, schon an der Tatsache, dass kei-
ne totalen Ordnungen mehr gegeben sind. Andere Approximationsalgorithmen fiir
Probleme unter schwachen Ordnungen bauen auf Verfeinerungen auf [Aill0a|. Diese
sind aber fiir partielle Ordnungen nicht mehr definiert bzw. ihre Anwendung liefert
keine Ordnung. Ahnlich verhilt es sich beim Versuch bestehende Fixed-Parameter-
Algorithmen vom Rangordnungsproblem unter Kendalls Tau-Distanz fiir totale Ord-
nungen zu libertragen. Diese bauen beispielsweise auf der Betrachtung von ,wider-
spriichlichen Paaren” in den gegebenen Ordnungen auf [BFG109al. Die Erweite-
rung auf die Betrachtung von Unentschieden oder Unvergleichbarkeiten wird dabei
durch Verwendung einer Profilvektor-Version von Kendalls Tau-Distanz vorgenom-
men. Deren Beziehung zu den in dieser Arbeit verwendeten Varianten von Kendalls
Tau-Distanz ist fiir partielle Ordnungen unbekannt (siche dazu auch Kapitel 8.1).
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Dieses Kapitel befasst sich mit Rangordnungsproblemen unter der Minimalversion
und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz. Wéahrend das Rangord-
nungsproblem unter Spearmans Footrule-Distanz fiir totale Ordnungen als effizient
l6sbares, bipartites Matching-Problem formuliert werden kann [DKNSO1a|, wird hier
gezeigt, dass das Problem fiir schwache Ordnungen unter der Minimalversion und
der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz NP-vollstédndig ist. Sobald par-
tielle Ordnungen ins Spiel kommen, ist die NP-Vollsténdigkeit sogar schon ab zwei
Ordnungen gegeben.

7.1 Komplexitat

Bevor das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir schwache Ordnungen analysiert werden kann, miissen zunéchst Linear-
Arrangement-Probleme betrachtet werden, die im Folgenden fiir Reduktionen beno-
tigt werden.

Eine Instanz des Optimal-Linear-Arrangement-Problems besteht aus einem Gra-
phen G = (V, E) und einem k € N. Gefragt ist, ob eine Permutation 7* iiber V' exis-
tiert, fiir die >, yep |77 (u) — 77(v)| < k gilt. Das Problem ist als NP-vollsténdig
bekannt [GJS76, GJ90|. Das Maximum-Optimal-Linear-Arrangement-Problem ist
eine Abwandlung, in der fiir einen Graphen G = (V, E) und ein k € N gefragt
wird, ob eine Permutation 7 iiber V' existiert, so dass >y, yep |77 (u) — 77 (0)| > k
ist. Es wird nun zunédchst die NP-Vollstandigkeit des Maximum-Optimal-Linear-
Arrangement-Problems durch eine Reduktion vom Optimal-Linear-Arrangement-
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Problem gezeigt.
Lemma 7.1. Maximum-Optimal-Linear-Arrangement ist NP -vollstindig.

Beweis. Seien ein Graph G = (V,F) und ein k € N eine beliebige Instanz des
Optimal-Linear-Arrangement-Problems, wobei n = |V| sei. Diese wird auf eine In-
stanz des Maximum-Optimal-Linear-Arrangement-Problems, einen Graphen G’ =

(V',E’) und ein k' € N, wie folgt reduziert. Setze V' =V, E' = {{u,v} : {u,v} ¢

?"LS—TZ

EAu#v}und k' = "= — k. Der Graph G wird auch als Komplementgraph von
G bezeichnet.

Betrachte fiir die Korrektheit der Reduktion den Graphen G,, = (V, E,,) mit E,, =
{{u,v} : u # v}, also den vollsténdigen Graphen mit n Knoten. Die Korrektheit der
Reduktion folgt nun unmittelbar, da sich leicht durch Induktion zeigen lésst, dass fiir
G, und eine beliebige Permutation 7 tiber V' immer >, \cp |T(v) — 7(v)| = ”36_”
gilt. Da £ und E’ eine Partition von E,, bilden, gilt fiir eine Permutation 7* {iber
Vialso 0, yep IT7(w) = 77(v)| < K, genau dann wenn » ¢, yep |77 (u) — 77 (0)] =
”3g % — gilt. Damit ist eine Losung fiir die Instanz des Optimal-Linear-Arrangement-
Problems immer auch eine Losung fiir die Instanz des Maximum-Optimal-Linear-
Arrangement-Problems, und umgekehrt.

Die NP-Vollstandigkeit folgt, da sowohl die polynomielle Laufzeit der Reduktion,
als auch die Zugehorigkeit des Maximum-Optimal-Linear-Arrangement Problems
zur Klasse NP offensichtlich sind. U

Mit Hilfe dieses Resultats wird nun die NP-Vollstandigkeit des Rangordnungs-
problems fiir schwache Ordnungen unter der Minimalversion von Spearmans Foot-
rule-Distanz gezeigt.

Satz 7.1. Das Rangordnungsproblem fiir schwache Ordnungen unter der Minimal-
verston von Spearmans Footrule-Distanz ist NP -vollstindig.

Beweis. Fiir eine Multimenge K = {k1,...,k,} von schwachen Ordnungen iiber
einer Doméne D und eine natiirliche Zahl k fragt das Rangordnungsproblem unter
der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz, ob eine totale Ordnung 7*
existiert, so dass Y., Fuin(ki, 7) < k gilt. Die NP-Vollstédndigkeit des Problems
wird durch eine Reduktion vom Maximum-Optimal-Linear- Arrangement-Problem
gezeigt. Sei deshalb ein Graph G = (V, E') und ein &’ € N eine Instanz des Letzteren.
Im Folgenden sei n = |V| und m = |E|.

Fiir die Reduktion sei zunéchst & = 4nm + 4m — 2k’. Weiterhin werden zwei
Kandidaten xy und x5, sowie zusétzlich ein Kandidat fiir jeden Knoten des Graphen
eingefithrt, d.h. D = {1, 22} U V. Fiir jede Kante {u,v} € FE werden zwei Wahler
Ky Und Ky, erzeugt. Dabei ist k,, gegeben als

{u} <wu (P\A{u,0}) <s, {0}

und K,, als

{v} < (PN A, 0}) <5, {u}
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Schwache Ordnungen, die auf diese Weise entstanden sind, werden in der Multimen-
ge Kp = {Kku, fou : {u,v} € E} zusammengefasst und werden im Folgenden als
Kantenwdhler bezeichnet. Zusétzlich zu den Kantenwéahlern werden k + 1 identische
Wihler x, eingefiihrt, die gegeben sind als

{21} <0, V <, {22}

Diese schwachen Ordnungen werden in der Multimenge Kg zusammengefasst und
als statische Wihler bezeichnet. Die Menge der gegebenen Ordnungen des Rangord-
nungsproblems sei nun K = K U Kg.

Vor dem Korrektheitsbeweis der Reduktion werden totale Ordnungen iiber D be-
ziiglich der Summe ihrer Werte der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz
zu den schwachen Ordnungen aus K genauer analysiert und zwei Behauptungen be-
wiesen, die dann im Korrektheitsbeweis verwendet werden.

Behauptung 7.1. Sei 7 eine totale Ordnung tiber D. Falls T(x1) = 1 und 7(xq) =

|D| gilt, dann ist ZHSGKS Frin(ks, T) = 0, ansonsten ist ZHSEKS Fryin(ks, 7) > k.

Angenommen es gilt 7(x;) = 1 und 7(z2) = |D|. Nach Satz 5.1 folgt daraus
Friin(ks, 7) = F(p* T % kg, p* ks * T), wobei p eine beliebige totale Ordnung iiber D
ist. Da 7 eine totale Ordnung ist, gilt Fyp,(ks, 7) = F(7 * ks, 7). Wegen 7(x1) = 1
und 7(z2) = |D|, und da alle anderen Kandidaten von k; in einer einzigen Klasse
geordnet werden, ist nun 7 % K, = 7, und damit ist Fy,(ks,7) = F(7,7) = 0. Da
alle statischen Wihler identisch sind, folgt sofort >,y Fusin(ks,7) = 0.

Angenommen es gilt 7(x1) > 1. Der Fall fiir 7(x2) < |D| lésst sich analog
beweisen. Offensichtlich ist x.(x;) = 1 fir alle s, € Ext(k,). Daraus folgt nun
|k (21) — 7(x1)] > 1, und damit ist F(k},7) > 1 fir alle &/, € Ext(ks). Damit ist
wiederum Fyp, (ks, 7) > 1 fiir alle Ky € Kg. Aufgrund der Tatsache, dass |Kg| = k+1
ist, gilt dann ), . ks I win(Ks, T) > k und die Behauptung ist bewiesen.

Behauptung 7.2. Sei 7 eine totale Ordnung tiber D, wobei T(x1) = 1 und 7(x9) =
D[ gilt. Dann ist 3,y Farin(7, ke) = dnm +4m =257 o |7(u) —7(v)|.

Betrachte zunéachst ein einzelnes Paar von Kantenwéahlern s, k., € Kg. Nach
Satz 5.1 gilt Fuin(T, Kuw) = F(p * Kyw * T, p % T * Ky, ), Wobei p eine beliebige totale
Ordnung iiber D ist. Da 7 eine totale Ordnung ist, folgt pxk,,*7 = 7 und px7Tx Ky, =
T*Kyy. Damit ist Fypin (T, Kuy) = F(T, Tk, ). Mit einer analogen Argumentation lasst
sich Fipin (T, Kow) = F(T, T % Ky ) zeigen. O.B.d. A. sei nun 7(u) < 7(v) (andernfalls
werden die Rollen von u und v vertauscht). Es sei nun A die Menge der Kandidaten
aus D\ {z1, x5}, die von 7 vor u geordnet werden, B die Menge der Kandidaten aus
D\{z1, z2}, die zwischen u und v geordnet werden, und C die Menge der Kandidaten
aus D\ {x1, 22}, die nach v geordnet werden, d.h. A={ce D:2<7(c) < 7(u)},
B={ceD:7(u) <7(c) <7(w)}und C ={ceD:7(v) <7(c) <|D| -1}
Entsprechend wird mit [A] im Folgenden 77%(2),...,7 ! (7(u) — 1) bezeichnet, und
[B] und [C] werden analog verwendet. Laut der Definition von k,, und k,, in obiger
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Reduktion ergibt sich

T * Kyy = u, X1, [A]7 [8]7 [C]a T2, v,
T* Ky = v, x1, [A], [B], [C], x2, wu, und
T = x, [A, u, [B], v, [C], x.

Damit ergibt sich ein Beitrag von 2 zu F (7,7 * Ky,) + F(7,T % Ky,) fir jedes
c € AUCU {xy,xs}, ein Beitrag von 0 fiir jedes ¢ € B und ein Beitrag von jeweils
|D| — 1 fiir w und fiir v. Weiterhin gilt |A| = 7(u) — 2, |B| = 7(v) — 7(u) — 1 und
IC| = |D| — 7(v) — 1. Das Aufsummieren dieser Beitrdge unter Beriicksichtigung,
dass 7(u) < 7(v), und dass |D| = n + 2 ist, liefert

Erin (T, Buw) + Fain(7, fou) = 2[A[ + 2[C] + (D] = 1) {u, v} + 2 [{z1, 22}
=2(7(u) —2)+2(|D| —7(v) = 1) +2(|D| = 1) +2- 2
=27(u) —4+2|D| —27(v) —2+2|D| —2+14
=4|D| — 4+ 2(1(u) — 7(v))
=4|D| -4 —2|1(u) — 7(v)|
=dn+4 —2|1(u) — 7(v)| .

Durch Summieren iiber alle m Paare k., kv € Kg, ergibt sich

> Fuin(mre) =4nm+4m =2 > |r(u) — 7(v)]

K/EGKE K/uvﬂﬁ?uueKE

und die Behauptung ist bewiesen.

Die beiden eben gezeigten Behauptungen werden nun verwendet, um die Kor-
rektheit der Reduktion zu beweisen.

Es wird zunédchst angenommen, dass eine Permutation 77 iiber V existiert, so
dass 3 ¢, yep |7 (W) — 77 (v)] = K ist. Aus 77 ldsst sich nun die Permutation 75 =
w1, 7N 1), ..., 777 (n), 2 iiber D konstruieren. Da 73 (z;) = 1 und 75 (z3) = |D|
gilt, folgt aus Behauptung 7.1, dass ZHSGKS Frin(m5, ks) = 0 ist. Wegen Behaup-
tung 7.2 gilt

> Fuin(m3,6) = Y Fuin(73, k) =dnm+4m -2 Y |5(u) —75(v)] .

reEK HeEKE N1Lv7f€1)u€KE

> Fuin(7s, k) =4nm +4m =2 > |7i(u) — 77 (v)] < dnm + 4m — 2K = k.
ke€KE {uv}ek

Fiir den zweiten Teil des Korrektheitsbeweises wird angenommen, dass eine to-
tale Ordnung 75 iiber D existiert mit ), . Farin(75,K) < 4nm + 4m — 2K =
k. Wegen Behauptung 7.1 muss 75(z1) = 1 und 75(22) = |D| gelten. Damit ist
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ZI{SEKS Furin(75, k) = 0 und ZneK Furin(75,K) = ZneeKE Frrin(75, Ke). Aus 75
wird nun eine Permutation 7} iiber V konstruiert, indem 7 (u) = 75 (u) — 1 fiir jedes
u €V gewahlt wird.

Da 75(z1) = 1 und 75 (x2) = |D| ist, gilt nach Behauptung 7.2

Z Frin(75, Ke) = 4nm 4+ 4m — 2 - Z |75 () — 75 (v)] .

HeEKE HuvvﬁquKE

Aufgrund der Annahme, dass 7; eine Losung der Instanz des Rangordnungsproblems
darstellt, ergibt sich

dnm +4m — 2 - Z |75 (u) — 75 (v)| < dnm +4m — 2K =k

Kuv,kou€EKE

und damit
Yo mw) )| =K.
HuvyﬁvueKE

Unter Beriicksichtigung der Tatsachen, dass 75 (u) = 77 (u) + 1 ist, und dass 75 (v) =
71 (v) + 1 ist, ldsst sich zusammenfassen

Y Inw) =) 2K,

{uv}eFr

und die Korrektheit der Reduktion ist bewiesen.
Die NP-Vollstandigkeit des Rangordnungsproblems folgt nun sofort, da sowohl

die polynomielle Laufzeit der Reduktion als auch die Zugehorigkeit des Problems
zur Klasse NP offensichtlich sind. O

Da die Minimalversion und die Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz
fiir eine schwache Ordnung und eine totale Ordnung zusammenfallen (Lemma 3.3),
kann obiges Resultat iibertragen werden.

Korollar 7.1. Das Rangordnungsproblem fiir schwache Ordnungen unter der Zen-
tralversion von Spearmans Footrule-Distanz ist NP -vollstindig.

Im Folgenden wird nun die Komplexitiat der Rangordnungsprobleme unter der
Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir parti-
elle Ordnungen untersucht. Aufgrund der eben gezeigten NP-Vollsténdigkeit der
entsprechenden Rangordnungsprobleme fiir schwache Ordnungen (Satz 7.1 und Ko-
rollar 7.1) folgt sofort die NP-Vollstandigkeit auch fiir partielle Ordnungen. Es wird
nun noch gezeigt, dass das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen unter der
Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz bereits ab
zwei Wahlern NP-vollsténdig ist.

Satz 7.2. Das Rangordnungsproblem fiir partielle Ordnungen unter der Minimal-
verston und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz ist NP -vollstindig.
Die NP-Vollstindigkeit gilt sogar fiir eine konstante Anzahl von mindestens zwei
gegebenen Ordnungen.
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Bewers. Nach Satz 5.3 ist das Distanzproblem unter der Minimalversion von Spear-
mans Footrule-Distanz fiir eine totale und eine partielle Ordnung NP-hart. Auf-
grund von Lemma 3.15 folgt daraus die NP-Hérte des Rangordnungsproblems unter
der Minimalversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir zwei Ordnungen. Entspre-
chendes gilt wegen Korollar 5.2 und Lemma 3.15 fiir das Rangordnungsproblem
unter der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz.

Vom Rangordnungsproblem mit zwei Wahlern lasst sich auf die Rangordnungs-
probleme mit jeder grofseren Anzahl an Wéhlern reduzieren, indem eine entsprechen-
de Anzahl von leeren Ordnungen {iber der Doméne D des Rangordnungsproblems
zu dessen gegebenen Ordnungen hinzugefiigt wird. Eine leere Ordnung s besitzt
keine Vorgaben, und die Menge der totalen Erweiterungen von s enthélt alle Per-
mutationen iiber D. Fiir jede totale Ordnung 7 gilt damit Fy,(k,7) = F(1,7) = 0.
Wegen Lemma 3.3 folgt daraus auch Fyz(k,7) = 0. Damit ist der Wert der Minimal-
version bzw. der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz der zuséatzlichen
Wahler zu jeder moglichen totalen Ordnung identisch, und letztere haben keinen
Einfluss auf die Losung des Rangordnungsproblems unter der Minimalversion oder
der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz.

Das Rangordnungsproblem fiir eine beliebige Anzahl an Wéhlern liegt innerhalb
der Komplexitatsklasse NP. Eine Instanz des Rangordnungsproblems bestehend
aus Ordnungen k1, ..., k, und einem k£ € N kann durch eine nicht-deterministische
Turingmaschine wie folgt in polynomieller Zeit gelost werden. Es werden eine totale
Ordnung 7* sowie weitere totale Ordnungen i, ..., . geraten. Anschliefiend wird
verifiziert, dass &} € Ext(k1),...,x. € Ext(k,) gilt, und dass > ., F(k},7*) < k
gilt. Aus Letzterem folgt >\ | Fain(ki, 7) < k bzw. aufgrund von Lemma 3.3
Z::l Fz(/{i,T*) S k. Ul

7.2 Approximierbarkeit

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Approximierbarkeit des Rangordnungspro-
blems unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir schwache Ordnungen. Die Approximierbarkeit der beiden Probleme folgt
im Wesentlichen aus Ergebnissen von Ailon [Aill0a| sowie van Zuylen und William-
son [vVZW09] tiber die Approximierbarkeit des Rangordnungsproblems unter der Mi-
nimalversion von Kendalls Tau-Distanz fiir schwache Ordnungen.

Satz 7.3. Das Rangordnungsproblem fiir schwache Ordnungen unter der Minimal-
version und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz ist %—appmxz’mier—
bar und randomisiert 3-approximierbar.

Beweis. Das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von Kendalls Tau-
Distanz ist als %—approximierbar [VZWO09] und als randomisiert 1.5-approximierbar
[Ail10a] bekannt. Aufgrund der Tatsache, dass fiir zwei partielle Ordnungen £ und
g (und damit auch fir zwei schwache Ordnungen) Kpypin(k, 1) < Fuyin(k,p) <
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2K ppin (K, p) gilt (Lemma 3.14), stellt die %—Approximation bzw. die randomisier-
te 1.5-Approximation des Rangordnungsproblems unter der Minimalversion von
Kendalls Tau-Distanz gleichzeitig eine %—Approximation bzw. eine randomisier-
te 3-Approximation fiir das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion von
Spearmans Footrule-Distanz dar.

Das entsprechende Resultat fiir das Rangordnungsproblem unter der Zentralver-
sion von Spearmans Footrule-Distanz folgt sofort aus der Tatsache, dass fiir eine
schwache Ordnung und eine totale Ordnung die Minimalversion und die Zentralver-
sion von Spearmans Footrule-Distanz zusammenfallen (Lemma 3.3). O]

7.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass das Rangordnungsproblem unter der Mini-
malversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir schwache
Ordnungen INP-vollstandig ist. Dies ist insofern iiberraschend, da ein Matching-
Algorithmus mit dem das Rangordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Spear-
mans Footrule-Distanz effizient gelost werden kann [DKNSO1lal, auch hier auf den
ersten Blick als ein vielversprechender Losungsansatz erscheint.

Es wurde weiterhin bewiesen, dass das Rangordnungsproblem unter der Minimal-
version und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz fiir partielle Ord-
nungen bereits fiir zwei gegebene Ordnungen NP-vollstédndig ist. Im Gegensatz zu
den Verallgemeinerungen von Kendalls Tau-Distanz konnten jedoch keine Aussagen
iiber die Komplexitat des Rangordnungsproblems unter der Maximalversion und der
Hausdorft-Version von Spearmans Footrule-Distanz getroffen werden. Grund hierfiir
sind die fehlenden Ergebnisse iiber die Komplexitat der Distanzprobleme fiir parti-
elle Ordnungen unter diesen Distanzen. Da aber davon auszugehen ist, dass diese
coNP-hart sind (Vermutung 5.2), ergibt sich die folgende Vermutung.

Vermutung 7.1. Das Rangordnungsproblem unter der Maximalversion und der
Hausdorff-Version von Spearmans Footrule-Distanz fiir partielle Ordnungen ist be-
reits fiir zwei gegebene Ordnungen coNP-hart.

Weiterhin bleibt die Frage nach der Approximierbarkeit der Rangordnungspro-
bleme unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-
Distanz fiir partielle Ordnungen offen. Hier bieten sich im Wesentlichen zwei Lo-
sungsmoglichkeiten an. Zunéchst erscheint der ,,Umweg"* iber Rangordnungsproble-
me unter der Minimalversion und der Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz fiir
partielle Ordnungen vielversprechend. Sollte sich fiir die Probleme unter Kendalls
Tau-Distanzen ein Approximationsalgorithmus finden, so wére dieser auch eine Ap-
proximation fiir die Rangordnungsprobleme unter Spearmans Footrule-Distanzen
(wie dies bereits in Satz 7.3 genutzt wurde). Alternativ wére auch die Frage nach ei-
nem speziell auf Spearmans Footrule-Distanz zugeschnittenen Approximationsalgo-
rithmus interessant. Da in dieser Arbeit jedoch erstmals NP-vollstdndige Varianten
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von Rangordnungsproblemen unter Spearmans Footrule-Distanz betrachtet wurden,
existieren bislang keinerlei Vorarbeiten in diese Richtung.

Zuletzt bietet sich bei der Frage nach der parametrisierten Komplexitat der
Rangordnungsprobleme unter Spearmans Footrule-Distanzen fiir schwache oder noch
allgemeinere Ordnungen ein dhnliches Bild wie bei deren Approximierbarkeit. Es
kénnten sich entsprechende Resultate fiir die Rangordnungsprobleme unter Ken-
dalls Tau-Distanzen finden und {ibertragen lassen, wie dies beispielsweise bei Dis-
tanzproblemen in dieser Arbeit gemacht wurde (Satz 4.5 und Satz 5.5), oder vollig
neue Ansétze sind notig. Es kann jedoch speziell bei Rangordnungsproblemen fiir
partielle Ordnungen natiirlich nicht ausgeschlossen werden, dass diese gar nicht ap-
proximierbar oder fixed-parameter-tractable sind.



Ausblick

8.1 Zukiinftige Arbeiten

Die Analyse von Wahlsystemen im Allgemeinen und von Rangordnungsproblemen
im Speziellen ist ein grokes und sehr aktives Forschungsgebiet mit einer Vielzahl an
offenen Fragestellungen und Problemen. Neben den bereits am Ende eines jeden Ka-
pitels erwahnten offenen Problemen lassen sich die Problemstellungen dieser Arbeit
auf vielerlei Weise variieren, so dass sich neue, interessante Fragestellungen ergeben.
Einige davon sollen hier kurz erortert werden.

Andere Distanzen zwischen totalen Ordnungen: Es liegt nahe auch andere
Distanzen auf totalen Ordnungen zu betrachten, sie auf allgemeine Ordnungen zu
erweitern und die zugehorigen Distanzprobleme und Rangordnungsprobleme zu un-
tersuchen. Neben Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz, die wohl
am héufigsten verwendet werden, existieren weitere Distanzen zwischen totalen Ord-
nungen, wie Cayleys Distanz, Ulams Distanz und Hammings Distanz. Cayleys Dis-
tanz entstammt einer Anmerkung von Cayley tiber Permutationen [Cay49]. Ulams
Distanz wurde von Ulam [Ula72| fiir Anwendungen in der Biologie vorgeschlagen.
Dabei existieren auch leicht abgewandelte Varianten [BSSU74, WSB76|. Hammings
Distanz hat ihren Ursprung in der Fehlererkennung und -korrektur bei Dateniiber-
tragungen [Hamb0|. Fiir zwei totale Ordnungen o und 7 iiber einer Doméne D sind
diese Distanzen wie folgt definiert.

Hammings Distanz ist definiert als

H(o,7)=|{ceD:o(c) #7(c)} -

117
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Cayleys Distanz ist definiert als
C(o,7) = |D| — Anzahl der Zyklen in G .

Dabei ist GG ein gerichteter Graph, der fiir jede Position der totalen Ordnung einen
Knoten besitzt, und der eine Kante von Knoten ¢ nach Knoten j besitzt, genau
dann wenn das Element der Doméne, welches von ¢ auf Position ¢ geordnet wird,
von 7 auf Position j geordnet wird. Formal ist also G = (V, E) gegeben, wobei V' =
{1,2,...,|D]} und E = {(i,j) : o' (i) = 771(j)} ist. Cayleys Distanz entspricht
aufserdem der minimalen Anzahl an Vertauschungen, die nétig ist, um o in 7 zu
iiberfithren.
Ulams Distanz ist definiert als

U(o,7) =|D| — LCS(o,T).

Dabei bezeichnet LC'S(o, 7) die langste gemeinsame Teilsequenz von o und 7.
Die Fragestellungen dieser Arbeit lassen sich analog auf diese Distanzen tiber-
tragen. Dabei liegen folgende Vermutungen nahe.

Vermutung 8.1. Die Distanzprobleme fiir zwei schwache Ordnungen unter allen
Varianten von Hammings Distanz, Cayleys Distanz und Ulams Distanz sind effizient
losbar.

Vermutung 8.2. Das Distanzproblem fiir eine totale und eine Intervallordnung
unter der Minimalversion von Ulams Distanz ist mittels dynamischer Programmie-
rung effizient l6sbar. Die Berechnung der lingsten gemeinsamen Teilsequenz zweier
Zeichenketten [WF74] kann hier tibertragen werden.

Vermutung 8.3. Das Distanzproblem fiir zwei partielle Ordnungen unter der Mini-
malversion von Cayleys Distanz ist NP-vollstindig. Dies kann durch eine Reduktion
vom Vertex-Cover-Problem gezeigt werden. Die Reduktion dhnelt dabei der Redukti-
on vom Vertex-Cover-Problem auf das Feedback-Arc-Set-Problem [Kar72].

Vermutung 8.4. Das Rangordnungsproblem fir totale Ordnungen unter Hammings
Distanz ldsst sich analog zum Rangordnungsproblem fir totale Ordnungen unter
Spearmans Footrule-Distanz [DKNSO01a] als bipartites Matching formulieren und lo-
sen. Als Knoten im vollstindigen bipartiten Graphen dienen einerseits die Kandida-
ten und andererseits die Positionen im Konsens. Fiir jeden Kandidaten ¢ und jede
Position i wird nun als Gewicht der Kante {c,i} die Anzahl der gegebenen Ordnun-
gen verwendet, die den Kandidaten ¢ nicht an Position i ordnen.

Beziiglich Ulams Distanz besteht die Hoffnung, dass sich Resultate iiber das Pro-
blem der Berechnung der lingsten gemeinsamen Teilsequenz zweier Zeichenketten
nicht nur iibertragen, sondern sogar verbessern lassen. Grund hierfiir ist die Tatsa-
che, dass fiir Ulams Distanz die Berechnung der langsten gemeinsamen Teilsequenz
lediglich auf totalen Ordnungen (also auf Permutationen) durchgefiihrt werden muss.
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Ein Beispiel fiir eine solche Verbesserung und eine Diskussion der Unterschiede zwi-
schen den beiden Problemen findet sich in [AN10].

Wahrend Kendalls Tau-Distanz und Cayleys Distanz mit Hilfe von lokalen Ope-
rationen auf Paaren von Kandidaten definiert werden konnen, legen Anwendungen
aus der Biologie, speziell aus der Genetik, globale Operationen nahe.

Zwei globale Operationen sind die Reversion und die Transposition. Sei 7/ die
totale Ordnung, die aus einer totalen Ordnung 7 {iber einer Doméne D durch Re-
version der Positionen i bis j fiir 1 <i < j < |D| hervorgeht. Fiir z,y € D gilt dann
r=,y=>y <z fallsi <7(x) <jundi <7(y) <jist,und z <, y = = < y
ansonsten. Fiir die totale Ordnung 7", die durch Transposition der Positionen ¢ bis
J (fir i < j) um k Positionen nach rechts aus 7 hervorgeht, gilt 7’(z) = 7(x) + k,
falls ¢ < 7(x) < jist, 7"(z) = 7(z) — (j —i + 1), falls j < 7(z) < j + k ist, und
7"(x) = 7(x) ansonsten, fir alle x € D. Die Transposition nach links ist analog
definiert. Die Reversionsdistanz bzw. Transpositionsdistanz zwischen zwei totalen
Ordnungen 7 und o ist dann die minimale Anzahl an Reversionen bzw. Transpo-
sitionen, die notig ist, um 7 in ¢ zu iberfithren. Beide Probleme haben vielfaltige
Anwendungen in der Biologie (siehe beispielsweise [BP96, BP98| und die Referen-
zen darin). Das Problem der Berechnung der Reversionsdistanz wurde erstmals von
Kececioglu und Sankoff [KS95] erwéhnt. Es ist als NP-hart bekannt [Cap99], und es
existieren gute Approximationen [Chr98, BHKO02]|, jedoch kein PTAS [BK99|. Fiir
einen in den biologischen Anwendungen haufig auftretenden Spezialfall von totalen
Ordnungen ist die Berechnung der Reversionsdistanz in polynomieller Zeit moglich
[HP99]. Auch die Berechnung der Transpositionsdistanz ist NP-hart [BFR11], es
existieren aber ebenfalls gute Approximationen [BP98, EH06|.

Andere Wahler: Neben totalen Ordnungen, schwachen Ordnungen, Intervall-
ordnungen und partiellen Ordnungen lassen sich noch einige weitere Moglichkeiten
finden, Wahlerpréaferenzen als Eingaben fiir Rangordnungsprobleme zu definieren.
Neben den bereits gut studierten p-Ratings und Top-k-Listen [Ail10a, FKS03a| wer-
den in vielen Arbeiten, beispielsweise bereits durch Condorcet [Con85|, widerspriich-
liche Wahler erwéhnt, deren Priferenzen Zyklen enthalten diirfen. Widerspriichli-
che Wahler scheinen besonders interessant, wenn sie bereits aggregierte Praferenzen
widerspiegeln, beispielsweise bei der Aggregation von Turnierergebnissen, die im
Jeder-gegen-Jeden-Modus gespielt wurden.

Andere Verallgemeinerungen auf partielle Ordnungen: In der vorliegenden
Arbeit werden Ordnungen als Menge ihrer totalen Erweiterungen betrachtet und
Kendalls Tau-Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz auf diese erweitert.

Eine alternative, verbreitete Moglichkeit der Verallgemeinerung von Kendalls
Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz von totalen Ordnungen auf allgemei-
nere Ordnungen sind Profilvektordistanzen. Fagin et al. [FKM™06| definieren Pro-
filvektorversionen von Kendalls Tau-Distanz und Spearmans Footrule-Distanz fiir
schwache Ordnungen und zeigen, dass diese sich von den Hausdorff-Versionen der
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beiden Distanzen nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. Die Profilvektor-
versionen lassen sich auf mehrere naheliegende Arten auch auf partielle Ordnungen
iibertragen. Offen ist dabei jedoch die Frage, ob die in [FKM*06] gezeigten Aquiva-
lenzen dann noch bestehen. Da Rangordnungsprobleme unter der Profilvektorversion
von Spearmans Footrule-Distanz teilweise analog zum Rangordnungsproblem fiir to-
tale Ordnungen unter Spearmans Footrule-Distanz [DKNSO1a] effizient l6sbar sind,
wiirde eine positive Antwort auf diese Frage neue Approximationsalgorithmen fiir
die hier vorgestellten Probleme liefern.

Eine alternative Variante der Einbeziehung von partiellen Ordnungen in Rang-
ordnungsprobleme wurde von Konczak und Lang [KL05| vorgestellt. Diese unter-
suchen fiir diverse Wahlregeln das Problem einen Wahlsieger zu bestimmen. Als
Wihler sind dabei partielle Ordnungen zugelassen, in einer Wahl entscheidet sich
ein Wéhler dann jedoch fiir eine totale Erweiterung seiner partiellen Ordnung. Ein
Kandidat ist ein zwingender Wahlsieger, wenn er - unabhéngig von der Wahl der
totalen Erweiterungen durch die Wéhler - die Wahl gewinnt, und ein moglicher
Walhlsieger, wenn es zumindest die Moglichkeit fiir die Wahler gibt, sich fiir je ei-
ne totale Erweiterung zu entscheiden, so dass der Kandidat die Wahl gewinnt. In
[KL05, PRVWO07, Wal07, XC08, BD10| wird die Komplexitiat dieser Probleme fiir
verschiedene Wahlregeln untersucht. Betzler et al. [BHN09] untersuchen die parame-
trisierte Komplexitét fiir einige Wahlregeln. Analog zu diesen Arbeiten lassen sich
Rangordnungsprobleme definieren, die zwischen einem zwingenden Konsens und ei-
nem moglichen Konsens unterscheiden. Die Betrachtung aller Konsense eines Rang-
ordnungsproblems erhéht dabei vermutlich dessen Komplexitat. Andererseits kann
die Ermittlung nur eines einzigen Konsenses auch als Nachteil der in dieser Arbeit
vorgestellten Verfahren angesehen werden.

Andere Aggregatoren: Die Maximums-Variante [BBD09| und die ,Popular*-
Variante [vZSW11]| von Rangordnungsproblemen sind bislang kaum untersucht wor-
den. In [vZSW11] wird aufserdem die Frage nach weiteren derartigen Variationsmog-
lichkeiten in der Definition von Rangordnungsproblemen aufgeworfen. Speziell fiir
die Maximums-Variante von Rangordnungsproblemen kénnten Algorithmen, basie-
rend auf lokaler Suche, wie sie beispielsweise fiir das Feedback-Arc-Set-Problem auf
Turniergraphen existieren [FLRS10]|, von Interesse sein.

Geometrische Interpretation: In der vorliegenden Arbeit wird nicht auf die
geometrische Représentation von Wahlsystemen eingegangen. Diese wird in Ar-
beiten von Saari [Saa95, Saa00a, Saa00b, SMO00] unter anderem fiir das Kemeny-
Wabhlsystem entwickelt. Ratliff [Rat01] untersucht mit Hilfe der geometrischen Re-
préasentation die Unterschiede zwischen dem Dodgson-Wahlsystem und dem Rang-
ordnungsproblem fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz und stellt fest,
dass ab vier vorhandenen Kandidaten der Dodgson-Wahlsieger an jeder Stelle im
Konsens des Rangordnungsproblems vorkommen kann. Zukiinftige Arbeiten kénn-
ten sich mit der Frage befassen, inwieweit aus einer moglichen geometrischen Re-
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prasentation der hier vorgestellten Problemstellungen weitere Ergebnisse beziiglich
ihrer Gemeinsamkeiten und Unterschiede erzielt werden konnen.

Andere Approximationstechniken: Homan und Hemaspaandra [HHO09| ent-
werfen einen effizienten Algorithmus, der fiir eine gegebene Menge von Wéhlern und
einen Kandidaten c die Frage, ob ¢ ein Dodgson-Wabhlsieger ist, folgendermafen be-
antworten kann: definitiv ja, definitiv nein, vielleicht ja und vielleicht nein. Die Giite
des Algorithmus héngt dabei von der Anzahl der definitiven Antworten ab. Die Mog-
lichkeit, nach einem solchen Algorithmus auch fiir das Kemeny-Wahlsystem bzw. fiir
die hier vorgeschlagenen Rangordnungsprobleme zu suchen, liegt nahe, scheint aber
bislang nicht betrachtet worden zu sein.

8.2 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Rangordnungsprobleme, deren Ursprung im Be-
reich der Wahlsysteme liegt, betrachtet. Das Interesse an der Komplexitét dieser Pro-
bleme ergibt sich jedoch in erster Linie aus ihren modernen Anwendungen beispiels-
weise im Bereich des World Wide Web. Wéahrend in bisherigen Arbeiten zumeist
totale oder schwache Ordnungen als Eingabe fiir Rangordnungsprobleme betrachtet
wurden, liefs die vorliegende Arbeit auch Intervallordnungen und partielle Ordnun-
gen als Eingabe zu. Zu diesem Zweck wurden Kendalls Tau-Distanz und Spearmans
Footrule-Distanz von totalen Ordnungen in nahe liegender Weise durch die Minimal-
version, Maximalversion, Hausdorff-Version und Zentralversion von Kendalls Tau-
Distanz bzw. Spearmans Footrule-Distanz auf partielle Ordnungen verallgemeinert.
Als in diesem Zusammenhang wichtige Teilprobleme ergaben sich Distanzprobleme,
in welchen die Distanz zwischen zwei Ordnungen gesucht ist. In der vorliegenden
Arbeit wurden Distanzprobleme und Rangordnungsprobleme im Hinblick auf ihre
Komplexitat untersucht.

Zunachst konnte festgestellt werden, dass alle Distanzprobleme effizient 16sbar
sind, solange zwei schwache Ordnungen betrachtet werden. Hierzu wurden die Dis-
tanzen mit Hilfe von Verfeinerungen charakterisiert. Sobald jedoch eine der beiden
betrachteten Ordnungen eine partielle Ordnung war, ergab sich ein véllig ande-
res Bild. Die Distanzprobleme stellten sich in diesem Fall als NP-vollstandig oder
coNP-vollstdandig heraus. Durch erste Ergebnisse in dieser Richtung zeigte sich,
dass Distanzprobleme mit Intervallordnungen wohl im Grenzbereich zwischen ef-
fizient losbaren und NP- bzw. coNP-vollstandigen Distanzproblemen liegen. Die
Spezialfille der Distanzprobleme mit partiellen Ordnungen, in denen eine der bei-
den Ordnungen total ist, stellten sich als gut approximierbar und fixed-parameter-
tractable heraus.

In Bezug auf Rangordnungsprobleme fiir partielle Ordnungen stellte sich nun
eine im Vergleich zu den bisher betrachteten Problemen mit totalen Ordnungen vol-
lig neue Situation dar. Wahrend die Distanzprobleme bisher effizient 16sbar waren,
war nun bereits dieses Teilproblem der Rangordnungsprobleme NP- bzw. coNP-
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vollstandig. Es wurde gezeigt, dass sich dies nur teilweise auf deren Komplexitét
auswirkt. Wéhrend die Rangordnungsprobleme unter der Minimalversion und der
Zentralversion von Kendalls Tau-Distanz nach wie vor in der Komplexitatsklasse
NP liegen, ist dies fiir die Rangordnungsprobleme unter der Maximalversion und
der Hausdorft-Version von Kendalls Tau-Distanz beweisbar nicht mehr der Fall, au-
fer wenn NP = coNP gilt. Zuletzt wurde gezeigt, dass das Rangordnungsproblem
unter der Minimalversion und der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz
bereits fiir schwache Ordnungen NP-vollsténdig ist. Es zeigte sich aber, dass sich
zumindest eine Approximation bis auf einen konstanten Faktor von entsprechenden
Rangordnungsproblemen unter Kendalls Tau-Distanzen [Ail10a, vZW09] iibertragen
lasst.

Wihrend einige der Ergebnisse dieser Arbeit so zu erwarten waren, haben sich
doch auch einige iiberraschende Sachverhalte gezeigt.

Zunéchst einmal ist das Rangordnungsproblem unter der Minimalversion und
der Zentralversion von Spearmans Footrule-Distanz bereits fiir schwache Ordnun-
gen NP-vollstandig. Dies stellt einen starken Kontrast zur effizienten Losbarkeit
des Rangordnungsproblems unter Spearmans Footrule-Distanz fiir totale Ordnun-
gen [DKNSO1a] dar. Wahrend das Rangordnungsproblem unter Spearmans Footrule-
Distanz als nahe liegende, effizient berechenbare Approximation des Rangordnungs-
problems fiir totale Ordnungen unter Kendalls Tau-Distanz verwendet werden kann,
ist dies also fiir allgemeinere Ordnungen nun nicht mehr moglich.

Weiterhin iiberraschend ist die Tatsache, dass einige der betrachteten Rangord-
nungsprobleme nicht mehr in der Komplexitétsklasse NP liegen, sondern vollstandig
beziiglich einer der Komplexitatsklassen aus der polynomiellen Hierarchie, vermut-
lich beziiglich NPNP | sind. Analog zur Tatsache, dass einige Probleme aus dem
Bereich der Wahlsysteme als die natiirlichsten PﬁIP—vollstéindigen Probleme gelten
[HHR97a, HSV05, RSV03], kénnten sich die hier betrachteten Rangordnungsproble-
me als natiirliche NPNP_yollstéindige Probleme herausstellen.

Wiéhrend Probleme unter Spearmans Footrule-Distanz im Vergleich zu Proble-
men unter Kendalls Tau-Distanz bislang tendenziell leichter zu l6sen waren, zeigt
sich hier, dass sich die beiden Distanzen bzw. ihre Verallgemeinerungen von der
Komplexitéit her meist gleich verhalten. Ebenso iiberraschend ist die Tatsache, dass
sich Approximationen von Problemen unter Kendalls Tau-Distanzen auf Probleme
unter Spearmans Footrule-Distanzen iibertragen lassen, wahrend bisher Probleme
unter Spearmans Footrule-Distanz als Approximationen von Problemen unter Ken-
dalls Tau-Distanz dienten.

Fazit: Die Analyse der in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen lésst sich
leicht durch zahlreiche Anwendungen motivieren. Aus theoretischer Sicht ergeben
sich interessante Fragestellungen wie die Suche nach natiirlichen NPNP-vollsténdigen
Problemen oder nach bislang nicht untersuchten Spezialféllen des Feedback-Arc-Set-
Problems. Die praktische Verwendbarkeit der betrachteten Probleme ist im Moment
aufgrund von deren Komplexitat nicht gegeben. Wie erste Ergebnisse zur Approxi-
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mierbarkeit und zur parametrisierten Komplexitit der Probleme zeigen, ist eine
solche jedoch in Zukunft keineswegs auszuschliefsen.
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