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Kurzfassung

Sichtbarkeitsprobleme, wie das Folgende, gehdren zu den grundlegenden Problemen
der algorithmischen Geometrie: Berechne zu einem einfachen Polygon, dem soge-
nannten Kanal, und zu einem darin enthaltenen Punkt die von diesem Punkt aus
sichtbare Punktmenge. Dabei ist ein Punkt von einem anderen Punkt aus sichtbar,
wenn deren Verbindungsstrecke den Kanal nicht verlasst. Wir wollen uns in dieser
Arbeit mit zirkuldrer Sichtbarkeit beschéftigen. Zur Verbindung zweier Punkte sind
dann nicht nur Strecken, sondern auch Kreisbégen zuléssig. Auferdem betrachten
wir als Ausgangspunkt dieser sogenannten Sichtbarkeitskreisbégen und -strecken ei-
ne Kante des Kanals anstatt eines einzelnen Punkts. Konkret liefert diese Arbeit
einen Beitrag zur numerisch robusten Bestimmung der zirkuldren Sichtbarkeitsmen-
ge ausgehend von einer Kante des Kanals.

Hierfiir wird in dieser Arbeit ein Algorithmus vorgestellt, mit dem fiir einen ge-
gebenen Punkt festgestellt werden kann, ob dieser von der Startkante aus sichtbar
ist. Im Fall eines sichtbaren Punkts wird ein Sichtbarkeitskreisbogen berechnet, der
zwei Kanalberiihrungen besitzt. Damit kann der Algorithmus bei geeigneter Wahl
des zu untersuchenden Punkts — der als dritte Kanalberiihrung fungiert — direkt
zur Berechnung von sogenannten Grenzkreisbogen der Sichtbarkeitsmenge benutzt
werden. Diese definieren den Rand der zirkuldren Sichtbarkeitsmenge und zeichnen
sich dadurch aus, dass sie vom Kanal dreimal abwechselnd von links und von rechts
beriihrt werden.

Der beschriebene Algorithmus basiert auf der Untersuchung derjenigen Kreisbo-
gen, die zwar nicht notwendigerweise vollstéandig im Kanal liegen, aber die Startkante
mit dem Punkt verbinden, dessen Sichtbarkeit bestimmt werden soll. Insbesondere
werden dabei die Bereiche untersucht, in denen der jeweilige Kreisbogen den Kanal
verlasst, die sogenannten Verletzungen. Da die ,Schwere” einer solchen Verletzung
quantifizierbar ist, wird ein iteratives Vorgehen ermoglicht. Dabei wird der Kreisbo-
gen iterativ so verandert, dass dieser bei gleichem Endpunkt den Kanal immer ,weni-
ger verlasst“. Ist der Endpunkt und damit der zu untersuchende Punkt nicht sichtbar,
wird im Laufe des Algorithmus festgestellt, dass keine derartige Verbesserung mog-
lich ist. Der vorgestellte Algorithmus ist numerisch robust, einfach umzusetzen und
besitzt eine in der Anzahl der Kanalecken lineare Laufzeit.
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Notation

Allgemeine Notation:

N, Z, R Menge der natiirlichen, ganzen, bzw. reellen Zahlen

[a,b], (a,b) Abgeschlossenes bzw. offenes Intervall

I Das Intervall [0, 1]

[ 1]2 Euklidische Norm

dist(p, M) Abstand von p € R? und M C R%: inf{|[p—q||2 : ¢€ M}

B.(x) Offene Kugel um x € R? mit Radius ¢ > 0: {y € R? : ||y — z||2 < &}
0B:(x) Sphére um z € R? mit Radius e > 0: {y € R? : ||y —z|]s = ¢}

Wege und Kreisbogensplines:

S, 8%, So, Sp Menge beliebiger, einfacher, geschlossener bzw. einfach geschlossener
Kreisbogensplines, vgl. Definition 2.15, Seite 10

Im() Das Bild ([0, 1]) des Kreisbogensplines ; oft wird dafiir auch ~
selbst benutzt, vgl. Definition 2.1, Seite 7

¥ Riickwérts durchlaufener Kreisbogenspline: ¥(t) = v(1 — t),
vgl. Definition 2.4, Seite 8

v (t) Einheitstangente von v im Parameter ¢, vgl. Definition 2.12, Seite 9

’yl(t) Nach links gerichteter Einheitsnormalenvektor von v in ¢,

vgl. Definition 2.14, Seite 10
v~ M), y~Y(x) Urbild von M C R? bzw. z € R? unter v € S, vgl. Definition 2.1, Seite 7
) Eindeutiger zu x € v, v € S, gehorender Parameter, vgl. Definition 2.1,

Seite 7
Y]t ,t2] Einschréankung von « auf [t1,¢2] mit anschliefender Reparametrisierung
auf [0, 1], vgl. Definition 2.16, Seite 11
v1 Uy Konkatenation zweier Kreisbogensplines, vgl. Definition 2.17, Seite 11
I(v),E(v) Inneres bzw. AuReres eines einfach geschlossenen Kreisbogensplines 7,
vgl. Definition 2.27, Seite 13
L(v), R(7) Menge links bzw. rechts eines Kreisbogensplines v € &,
vgl. Definition 2.39, Seite 19
M) Menge lokal einfacher Punkte von v € S, vgl. Definition 2.35, Seite 16

Lc.(v),Reo(y)  Links- bzw. Rechtsumgebung von v in B.(x), vgl. Definition 2.38, Seite 19
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Zirkulare Sichtbarkeit:

K

Ik

Ag, Ak p

viii

Menge der Sichtbarkeitskanéle K, die selbst aus einem
Startkreisbogen o und einem Kanalrand s bestehen,

vgl. Definition 3.1, Seite 37

Das Innere des Kanals K, vgl. Definition 3.1, Seite 37
Teilmenge der Punkte in Iy, die moglicherweise sichtbar sind,
vgl. Definition 3.6, Seite 40

Menge der potenziellen Sichtbarkeitskreisbdgen mit beliebigem
bzw. festem Endpunkt p € Pk, vgl. Definition 3.6, Seite 40



1 Einleitung

1.1 Motivation

In Geoinformationssystemen (GIS) werden zur Speicherung linienhafter Objekte, wie
Strafen, neben Polygonziigen oft auch Kreisbogensplines, also Kurven bestehend aus
Kreisbogen und Strecken, verwendet. Diese erlauben dhnlich einfache Berechnungen
wie Polygonziige und fithren aufgrund ihrer grofseren Flexibilitat zu einer kompak-
teren Représentation, als es mit Polygonziigen moglich ist. Auferdem ermoglichen
Kreisbogensplines einen glatten Verlauf, das heifst, dass an jedem Anschlusspunkt die
Richtung der Tangenten der beiden angrenzenden Kreisbogen iibereinstimmt. Zur Er-
zeugung der Kreisbogensplines werden tiblicherweise Punktsequenzen approximiert.
Wir wollen einen speziellen Algorithmus zur Kreisbogenspline-Approximation ndher
betrachten, den sogenannten ,Smooth Minimum Arc Path®-Algorithmus (SMAP)
aus [16]|. Dieser erwartet als Eingabe einen sogenannten Kanal, der die zu appro-
ximierenden Punkte mit einer vorgegebenen Toleranz umhiillt. Der Kanalrand ist
dabei ein einfach geschlossener Polygonzug, wobei zwei Strecken ausgezeichnet sind,
eine Startstrecke und eine Zielstrecke. Der SMAP-Algorithmus liefert dann einen
glatten Kreisbogenspline, der innerhalb dieses Kanals verlauft, die Startstrecke mit
der Zielstrecke verbindet und unter diesen Einschrénkungen die minimale Anzahl
an Kreisbogen und Strecken besitzt. Wir nehmen den Kanal im Folgenden als gege-
ben an, da es zu dessen Berechnung aus einer Punktsequenz effiziente Algorithmen
gibt, vgl. [13]. AuRerdem kann der SMAP-Algorithmus auch auf Kanéle angewendet
werden, denen keine Punktsequenz zugrunde liegt.

Abbildung 1.1 zeigt ein Beispiel, das wir im Folgenden detailliert betrachten wer-
den. Zu sehen ist der Kanalrand x sowie die Startstrecke o und die Zielstrecke . Das
Ziel ist die Berechnung eines Kreisbogensplines wie in Abbildung 1.1 rechts. Wir
konzentrieren uns auf die zentrale Operation des Algorithmus, die Berechnung der
Punktmengen, die ausgehend von der Startstrecke mit einem glatten Kreisbogenspli-
ne mit ein, zwei, drei, ... Kreisbégen oder Strecken erreicht werden konnen.

Zuerst wird die Menge der Punkte bestimmt, die ausgehend von der Startstrecke
mit nur einem Kreisbogen oder einer Strecke innerhalb des Kanals erreicht werden
konnen. Diese Menge, die sogenannte zirkuldre Sichtbarkeitsmenge, ist links in Ab-
bildung 1.2 schattiert. Wie man sieht, besteht der Rand dieser Sichtbarkeitsmenge
selbst wieder aus Kreisbogen und Strecken. Interessant sind dabei die Kreisbogen
und Strecken, die nicht Teil des Kanalrandes sind, die sogenannten Grenzkreisbogen
bzw. -strecken. Diese zeichnen sich durch drei Kanalberiihrungen aus, wobei entschei-
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Abbildung 1.1: Links: Beispiel eines Kanals mit Kanalrand k, Startstrecke o und

Zielstrecke 0. Rechts ist ein zugehoriger Smooth Minimum Arc Path
~ bestehend aus drei Kreishogen eingezeichnet.
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Abbildung 1.2: Links: Visualisierung der ersten Sichtbarkeitsmenge und eines Grenz-

kreisbogens mit den drei Kanalberiihrungen p;, p2 und p3. Rechts:
Fiir den folgenden Schritt irrelevante Kanalbereiche.
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Abbildung 1.3: Berechnung der zweiten Sichtbarkeitsmenge: Zugeschnittener Kanal
(links), zugehorige Sichtbarkeitmenge (mitte) und fiir den folgenden
Schritt irrelevante Kanalbereiche (rechts).

dend ist, dass der Kanalrand den (orientierten) Kreisbogen abwechselnd von links
und von rechts beriihrt, wenn die Punkte geméf Durchlaufrichtung des Kreisbogens
angeordnet sind. Ein Beispiel eines Grenzkreisbogens ist 1 in Abbildung 1.2 links.
Die drei Kanalberiihrungen sind durch die Punkte p;, ps und ps gekennzeichnet.
Dabei wird der Kreisbogen vom Kanal in den Punkten p; und p3 von links und im
Punkt ps von rechts beriihrt.

Die Berechnung der Punktmenge, die mit einem glatten Kreisbogenspline, beste-
hend aus zwei Kreisbégen oder Strecken, erreichbar ist, fithren wir auf die Berechnung
einer zirkuldren Sichtbarkeitsmenge zuriick. Dazu wird der Kanal um die nicht mehr
relevanten Teile, in Abbildung 1.2 rechts schraffiert, verkleinert. Eine besondere Rolle
spielt dabei der Grenzkreisbogen 71, da er die erste Sichtbarkeitsmenge in Richtung
Zielsegment § abgrenzt. Die Startstrecke o wird durch den Startkreisbogen o2, einem
Teilstiick des Grenzkreisbogens 1, ersetzt. Den Rand des neuen Kanals nennen wir
kg. Der dabei entstandene Kanal ist in Abbildung 1.3 links zu sehen. Im Gegen-
satz zum ersten Fall gilt ein Punkt nun nicht mehr als sichtbar, wenn er mit einem
Kreisbogen, der in oy startet und den Kanal nicht verlasst, erreicht werden kann.
Der Kreisbogen muss zusétzlich eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillen:
Entweder schliett der Kreisbogen im Anfangspunkt tangential an den Startkreisbo-
gen o9 an, oder er besitzt einen zweiten Schnittpunkt mit dem Startkreisbogen und
dieser liegt beziiglich Durchlaufrichtung des Startkreisbogens ,hinter dem ersten
Schnittpunkt. Diese spezielle Forderung an die sogenannten Sichtbarkeitskreisbogen
und -strecken garantiert, dass jeder geméf dieser Definition sichtbare Punkt durch
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Abbildung 1.4: Berechnung der dritten Sichtbarkeitsmenge: Zugeschnittener Kanal
(links) und zugehorige Sichtbarkeitmenge (rechts).

einen tangentenstetigen Kreisbogenspline mit zwei Kreisbogen oder Strecken erreicht
werden kann, vgl. [16]. Die entsprechende Sichtbarkeitsmenge und ein Sichtbarkeits-
kreisbogen o, der den Startkreisbogen oo zweimal schneidet, ist in Abbildung 1.3 in
der Mitte zu sehen. Zur Berechnung der weiteren Sichtbarkeitsmengen wird analog
vorgegangen bis die Zielstrecke ¢ erreicht wird, siehe Abbildung 1.4.

Als Problem stellt sich dabei die robuste Berechnung der Grenzkreisbégen heraus.
Gerade bei langen, schmalen Kanélen mit geringer Kriimmung besitzen auch die
Grenzkreisbogen oft eine sehr kleine Kriimmung. Das fithrt bei einfachen Kreisbo-
gendarstellungen zu grofen numerischen Ungenauigkeiten. Wichtig fiir eine zielge-
richtete Suche und damit einer schnellen und robusten Berechnung von Grenzkreis-
bogen ist die Moglichkeit festzustellen, ob ein einzelner Punkt sichtbar ist. Selbst
diese einfache Fragestellung kann in numerisch problematischen Situationen nicht
ohne Weiteres beantwortet werden.

1.2 Beitrag der Arbeit

Wir stellen einen Algorithmus vor, mit dem zu einem gegebenen Punkt festgestellt
werden kann, ob dieser von einem Startkreisbogen aus sichtbar ist. Der Algorithmus
ist einfach umzusetzen und besitzt eine in der Anzahl der Kanalecken lineare Lauf-
zeit. Aulerdem wurde besonderes Augenmerk auf numerische Robustheit gelegt. Fiir
sichtbare Punkte liefert der Algorithmus einen Kreisbogen mit zwei Kanalberiihrun-
gen. Bei geeigneter Wahl des Endpunkts — der als dritte Kanalberiihrung fungiert —
wird somit direkt ein Grenzkreisbogen der Sichtbarkeitsmenge berechnet.

Die Grundlage fiir den Algorithmus bildet die Untersuchung von Kreisbégen, die
den Startkreisbogen mit dem zu untersuchenden Punkt verbinden, jedoch nicht voll-
standig im Kanal liegen. Insbesondere wurden die Bereiche, in denen ein Kreisbogen
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den Kanal verlésst, die sogenannten Verletzungen, genauer untersucht. Diese stellen
eine Erweiterung der oben angesprochenen Kanalberiihrungen dar. Da die ,Schwere
der Verletzungen quantifizierbar ist, ermdglichen sie ein Update hin zu einem Kreis-
bogen, der den Kanal ,weniger verlasst”. Dieses Update wird im oben angesprochenen
Algorithmus genutzt, um einen Kreisbogen iterativ solange zu verbessern bis er in-
nerhalb des Kanals liegt, sofern das moglich ist. Ist der Punkt nicht sichtbar, dann
wird im Laufe des Algorithmus festgestellt, dass keine Verbesserung des Kreisbogens
moglich ist.

1.3 Verwandte Literatur

Sichtbarkeitsprobleme, wie das oben beschriebene, gibt es in vielen Auspragungen.
Intensiv erforscht wurden in den letzten Jahrzehnten lineare Sichtbarkeitsprobleme,
die eine wichtige Rolle in der Robotik, im maschinellen Sehen und in der Computer-
graphik spielen, vgl. [12]. Darunter fillt zum Beispiel die Berechnung des Sichtbar-
keitspolygons zu einem Punkt: Sind ein einfaches Polygon und ein Punkt p in diesem
Polygon gegeben, dann versteht man darunter den Rand der Punkte, die durch eine
vollstdndig im Polygon liegende Strecke mit p verbunden werden konnen. Fiir uns ist
auferdem das sogenannte Kanten-Sichtbarkeitsproblem interessant: Anstelle von p
ist eine Kante e der Ursprung der Sichtstrahlen. Gesucht wird die Menge der Punkte,
die mit einem beliebigen Punkt in e iiber eine Strecke verbunden werden kénnen. Fiir
beide Fragestellungen gibt es Algorithmen, die eine in der Anzahl der Polygonecken
lineare Laufzeit besitzen, vgl. [12]. Die Unterschiede zwischen linearer und zirkula-
rer Sichtbarkeit sind jedoch zu grofs, als dass diese direkt auf den zirkuldren Fall
erweitert werden konnten.

Zirkulére Sichtbarkeitsprobleme wurden deutlich weniger untersucht. Agarwal und
Sharir [2] stellten 1993 erstmals einen Algorithmus zur Berechnung der zirkuléren
Sichtbarkeitsmenge von einem Punkt in einem einfachen Polygon vor. Der Algo-
rithmus besitzt eine Laufzeit von O(nlogn), wobei n hier wie im Folgenden die
Anzahl der Polygonecken ist. Chou und Woo [8] beschéftigten sich mit derselben
Fragestellung und erreichten sogar einen Algorithmus mit einer in der Anzahl der
Polygonecken linearen Laufzeit.

In [1] wurde eine verwandte Fragestellung, das sogenannte ,circle shooting” be-
trachtet. Mit geeigneter Vorverarbeitung des Polygons soll méglichst schnell der ers-
te Schnittpunkt eines an einem Punkt beginnenden Kreisbogens mit dem Polygon
gefunden werden. In [10] und [11] wurde die zirkuldre Sichtbarkeit verallgemeinert
und die Sichtbarkeit mit Kegelschnitten betrachtet. In [17], [4], [3] wurde ein mit
den Sichtbarkeitsproblemen eng verwandtes Problem betrachtet: Die Trennbarkeit
von Punkten, Strecken oder Streckenziigen durch einen Kreis.

Die einzige Arbeit zur zirkuldren Sichtbarkeit ausgehend von einer Kante ist ein
technischer Bericht von Chou und Woo [7]. Darin wird ein O(n?)-Algorithmus zur
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Berechnung der zirkuldren Kanten-Sichtbarkeitsmenge vorgestellt. Wir werden die-
sen Ansatz nicht weiter verfolgen, da keine Aussagen zur numerischen Robustheit

gemacht werden.



2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Wie schon im Einleitungskapitel erwahnt, wollen wir fiir gewisse Kreisbogen die
Bereiche, in denen der Kanal verlassen wird, genauer untersuchen. Dabei ist vor
allem die Richtung aus der der Kanal den Kreisbogen schneidet von besonderem
Interesse. Nach einem Abschnitt zu Grundlagen werden wir in diesem Kapitel mithilfe
der Windungszahl Schnittpunkten zweier Kreisbogensplines eine Richtung zuweisen.
Die darauf aufbauenden Aussagen bilden die Grundlage fiir die Untersuchung der
zirkuldren Sichtbarkeit.

2.1 Grundlagen

Wir beginnen mit allgemein bekannten, grundlegenden Definitionen und Aussagen.

Wege und Kurven

Definition 2.1. Eine stetige Abbildung
v:la,b] = R?, a,beR, a<b,

nennen wir einen Weg. Das Bild vy([a,b]), das wir auch mit Im(v) bezeichnen, nennen
wir die zugehdrige Kurve und mit v° bezeichnen wir die Menge y((a,b)). Ist M C R?,
dann bezeichnen wir das Urbild von M unter v mit

YN (M) = {t € [a,b] : ~y(t) € M}
und wir schreiben auch

@) =0T ({z}), zeR%

Ist x € v und gibt es genau einen Parametert € [a,b] mit v(t) = x, dann bezeichnen
wir diesen Parameter mit to(x).

Zur Vereinfachung der Notation trennen wir nicht strikt zwischen der Abbildung ~
und deren Bild Im(vy), falls keine Verwechslungsgefahr besteht. Wir schreiben also
etwa p € v statt p € Im(y) oder 1 N2 statt Im(y1) N Im(y2).

Ist « € v und v~ !(z) einelementig, dann gilt also v~ !(x) = {¢,(z)}. Insbesondere
fiir einfache Wege + ist t,(z) fiir jedes # € 7 definiert. Geht der zugehérige Weg ~
aus dem Kontext hervor, schreiben wir t(p) statt ¢,(p). Fiir p,q € Im(vy) schreiben
wir p <4 g, falls t,(p) < t,(q) ist.
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Definition 2.2. Wir nennen einen Weg v : [a,b] — R? einfach, wenn die Abbildung
injektiv ist, geschlossen, wenn vy(a) = 7(b) ist und einfach geschlossen, wenn der Weg
geschlossen und eingeschrankt auf [a,b) injektiv ist.

Definition 2.3. Sind 1 : [a,b] — R?, o : [@/,b'] — R? zwei Wege und gibt es eine
stetige und streng monotone Funktion ¢ : [a,b] — [a/,V], so dass v1(t) = y2(e(t))
fir alle t € [a,b] ist, dann nennen wir ¢ eine Parametertransformation und vy eine
Reparametrisierung von v;. Wir nennen die Parametertransformation orientierungs-
erhaltend, falls sie streng monoton steigend ist und ansonsten orientierungsumkeh-
rend.

Eine besondere Reparametrisierung stellt der riickwérts durchlaufene Weg dar, fiir
den wir eine eigene Notation einfiihren:

Definition 2.4. Sei v : [a,b] — R? ein Weg. Dann sei v : [a,b] — R? der durch
Y(t) == v(a + b —t) definierte Weg. Wir nennen ihn den riickwérts durchlaufenen
Weg zu 7.

Man beachte, dass % = 7 ist. Fiir einen Weg 7 : [0,1] — R? vereinfacht sich die
Definition des riickwérts durchlaufenen Weges zu 7(t) := (1 — t).

Definition 2.5. Ein Weg v : [a,b] — R? heifit rektifizierbar, wenn

len(7y) := sup {Z |v(t:) —v(tic)]]2 : a<to<ti <...<t, <b, ne€ N}
=1

endlich ist. In diesem Fall nennen wir len(vy) die Lénge von ~.

Definition 2.6. Wir sagen ein rektifizierbarer Weg v : [a,b] — R? mit len(y) > 0
wird mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen, falls folgende Bedingung erfiillt

18t
len("}/‘[a,t}) - t—
len(y) b—a

fir alle t € (a,b).

Kreisb6gen

Meistens arbeiten wir mit Strecken, Kreisb6gen und den daraus aufgebauten Kreisbo-
gensplines, die wir im Folgenden definieren werden. Als Parameterintervall benutzen
wir der Einfachheit halber I := [0, 1].

Definition 2.7. Seien p,q € R2%, p # q, dann nennen wir den Weg £ : 1T — R?
definiert durch

() =(1—t)-p+t-q

die (orientierte) Strecke von p nach q.
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Definition 2.8. Einen Weg v : 1 — R? der Form

cos(ut + t*)
sin(ut + t*)

7(t)=c+7~-< ) ceR? r>0, ue(0,2n), t* €0,27),
nennen wir ein positiv orientiertes Kreissegment. Wir bezeichnen v als negativ ori-

entiertes Kreissegment, falls v ein positiv orientiertes Kreissegment ist.

Kreissegmente und Strecken sind rektifizierbare Wege mit Lénge r - u bzw. ||p — q||2
und sie werden mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen. Fiir unsere Betrach-
tungen ist es intuitiv sinnvoll eine Strecke als Grenzfall eines Kreissegments mit
y,unendlich grofem Radius“ anzusehen:

Definition 2.9. Wir nennen einen Weg einen Kreisbogen, falls er ein positiv ori-
entiertes Kreissegment, ein negativ orientiertes Kreissegment oder eine Strecke ist.
Die Menge aller Kreisbogen bezeichnen wir mit A.

Wir kénnen die Parametrisierung einer Strecke ¢ auf R erweitern und erhalten ei-
ne Gerade. Und auch zu jedem Kreissegment kénnen wir einen zugehorigen Kreis
definieren:

Definition 2.10. Seien p,q € R%, p # q und £ : 1 — R? die Strecke von p nach q.
Dann nennen wir die Abbildung [{] : R — R? definiert durch

[[t)=1—-t)-p+t-q tER,
die zugehorige Gerade.
Definition 2.11. Ist v:1 — R?,

cos(ut + t*)
sin(ut + t*)

7(t)—c+r-<

), ce€R? r>0, uec(0,2n), t* €0,27),

ein positiv orientiertes Kreissegment, dann nennen wir [y] : I — R? definiert durch

o =c+r-(Gers)

den zugehorigen (positiv orientierten) Kreis. Entsprechend ist der zugehérige negativ
orientierte Kreis definiert.

Ohne genauer auf differenzierbare Wege einzugehen, definieren wir die Einheitstan-
gente und den Einheitsnormalenvektor:

Definition 2.12. Seivy:1— R?,

N G

R’ om), t* 2
Sin(ut _|_ t*)) 9 cE 9 r > O, u € (0, 7'('), [ [0’ 7]')’



2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

ein positiv orientiertes Kreissegment. Dann ist
Y'(t) := (—sin(ut + t*), cos(ut + t*))T, tel,

die Einheitstangente von v in t. Fiir negativ orientierte Kreissegmente v definieren
wir 7'() = —(7)/ (1 — 1),
Definition 2.13. Sei ¢ eine Strecke von p nach ¢ mit p,q € R?, p # q. Dann ist

. (a—p)
g — pll2

die Finheitstangente von /.

Um eine fiir Strecken und Kreissegmente einheitliche Notation zu erhalten, definieren
wir £'(t) := ¢, t € 1, auch fiir eine Strecke /.

Definition 2.14. Seien v € A, t € I und +/'(t) = (u,v)T. Dann nennen wir

) = (o)

den nach links gerichteten Einheitsnormalenvektor von v in ¢.

Kreisbogensplines

Definition 2.15. Einen Weg v : I — R2?, der mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufen wird, nennen wir einen Kreisbogenspline, falls es eine Unterteilung
0=t <t1 < -+ <t, =1 n €N, gibt, so dass fir alle i € {1,...,n} der
Weg v; : 1 — R? definiert durch

Yi(t) = (L —t) - tica +t- 1),

also die Einschrankung auf [t;—1,t;] reparametrisiert auf I, ein Kreisbogen ist. Wir
bezeichnen die Menge der Kreisbogensplines mit S und die Menge der einfachen,
geschlossenen, oder einfach geschlossenen Kreisbogensplines mit S*, So bzw. S .

Das Parameterintervall eines Kreisbogens oder eines Kreisbogensplines ist also im-
mer I. Das dient der Vereinfachung der Notation. Wir kénnen etwa mit +(0) auf den
Anfangspunkt und mit (1) auf den Endpunkt eines Kreisbogensplines ~y zugreifen.
Eine Unterteilung eines Kreisbogensplines in einzelne Kreishégen werden wir im Fol-
genden so wahlen, dass die Anzahl der Kreisbogen minimal ist. Man beachte, dass
dann neben der minimalen Anzahl an Kreisbdgen auch die Unterteilung in Kreisbo-
gen eindeutig ist. Die Anfangs- und Endpunkte der einzelnen Kreisbogen nennen wir
Anschlusspunkte des Kreisbogensplines.

Fiir Kreisbogensplines sind die Einheitstangente und der Einheitsnormalenvektor
iiber die Kreisbdgen definiert. An den inneren Anschlusspunkten muss explizit be-
stimmt werden, ob man sich auf den Vorgénger- oder Nachfolgerkreisbogen bezieht.

10



2.1 Grundlagen

Wir bezeichnen die linksseitige Einheitstangente in ¢ mit 4’ (¢) und die rechtsseitige
mit 7/, (¢). Ist der Kreisbogenspline y einfach und ist p € , dann schreiben wir auch
7' (p) statt v/ (t,(p)) und *(p) statt v (t,(p)).

Damit ein Teilstiick eines Kreisbogensplines selbst wieder ein Kreisbogenspline
ist und damit insbesondere I als Parameterintervall besitzt, definieren wir dieses
Teilstiick als Einschrankung des Parameterintervalls mit anschlieffender Reparame-
trisierung auf das Intervall I:

Definition 2.16. Sei v € S und seien t1,to € 1, t; < to. Dann bezeichnen wir mit
Y| jt1,t2) den Kreisbogenspline definiert durch

Vit 02) () = (L= t) -t + ¢ L)

Um spatere Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir auch die Einschran-
kung auf das einpunktige Intervall als den auf einen Punkt degenerierten Kreisbogen

’Y‘[t*,t*] : I_>R27 tH’y(t*), t* 6:[

Ist v einfach und sind p,q € v mit p <, ¢, dann schreiben wir auch 7|, , oder
V] o), t(q)] SEALE V] [t (p) 4 ()] Auch fiir die ,Vereinigung“ von Kreisbogensplines fiihren
wir eine Notation ein:

len(11)

Definition 2.17. Seien 71,72 € S mit v1(1) = 12(0) und sei ¢ = oty Hlen(72) -

Dann ist y1 U ya definiert als der Kreisbogenspline mit
" (%) , t€[0,c],

V2 (i;_i) , te [C) 1]

Wir nennen v U~y die Konkatenation von v; und ~s.

y1 Ua(t) ==

Es ist leicht nachzurechnen, dass die Konkatenation zweier Kreisbogensplines wieder
ein Kreisbogenspline ist, der Weg also insbesondere mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufen wird. Fiir die Einschrankung und die Konkatenation von Kreisbogen-
splines gilt folgender Zusammenhang

YNog Uy =7 €S, te(0,1).

Das Einbeziehen der Léngenverhéltnisse der beiden Kurven fithrt aufserdem dazu,
dass die Konkatenation assoziativ ist. Wir wollen auch die Konkatenation eines Kreis-
bogensplines v; mit einem einpunktigen Kreisbogen -5 zulassen und definieren in
diesem Fall v; U yg 1= 1.

Bemerkung 2.18. Die Menge der Kreisbogensplines wird mit der durch die Supre-
mumsnorm induzierten Metrik

|7 = nlleo = sup{||[7v(t) —=n(@®)|[2 : t€Tl}, v,neS,

zu einem metrischen Raum. Um einer Verwechslung mit dem Abstand zweier Mengen
vorzubeugen, benutzen wir in diesem Fall immer die Norm-Schreibweise.

11



2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

gl

\
4

Abbildung 2.1: An den eingezeichneten Punkten ist die Windungszahl von v um den
entsprechenden Punkt angetragen.

Windungszahl

Die Windungszahl beschreibt wie oft ein Weg v : [a,b] — R? einen Punkt p € R?\ v
umrundet, siehe Abbildung 2.1. Dabei werden Umlédufe gegen den Uhrzeigersinn
positiv und solche im Uhrzeigersinn negativ gezihlt. Ublicherweise wird die Win-
dungszahl in der komplexen Zahlenebene definiert. Mit der kanonischen Einbettung
der euklidischen Ebene in die komplexe Zahlenebene, (z,y) — x + iy, konnen auch
wir diese Definition anwenden, vgl. [6]: Ist z € C und 7 : [a,b] — C\ {z} stiickweise
stetig differenzierbar, dann ist die Windungszahl von v um z

w( z)—l/ du
g 27 Va:—z'

Im Folgenden stellen wir einige Aussagen zur Windungszahl zusammen. Details sowie

eine alternative Definition basierend auf Winkelberechnungen konnen in |9}, Kapitel
3, nachgelesen werden.

Proposition 2.19 (Additivitit). Seip € R? und v : [a,b] — R2\ {p} ein stickweise
stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt

O‘)(f%p) - W(’Y\[a,t},P) +w(’7 [t,b}ap)a te (a7 b)

Proposition 2.20. Sei p € R?, v : [a,b] — R2\ {p} ein stiickweise stetig differen-
zierbarer Weg und 1 eine Reparametrisierung von . Dann gilt

w(v,p) = w(n,p),

falls m durch eine orientierungserhaltende Parametertransformation aus -~y hervorgeht
und

w(v,p) = —w(n,p)

im Fall einer orientierungsumkehrenden Parametertransformation.

Laut Korollar 3.8 auf Seite 39 in [9] gilt folgende Aussage:

12



2.1 Grundlagen

Proposition 2.21 (Homotopieinvarianz). Sei p € R? und sei (vs)se1 eine Familie
von stiickweise stetig differenzierbaren Wegen ~vs : [a,b] — R2\ {p}, a < b, die
(beziiglich Supremumsnorm) stetig vom Parameter s € 1 abhdngen. Handelt es sich
um eine Familie geschlossener Wege oder eine Familie mit denselben Anfangs- und
Endpunkten, dann gilt

w(vs,p) = w(v0,p), sel.

Korollar 2.22. Seip € R? und seieny,n : [a,b] — R?\{p}, a < b, zwei geschlossene,
stiickweise stetig differenzierbare Wege, so dass die Strecke zwischen ~y(t) und n(t) fir
kein t € [a,b] den Punkt p enthdlt. Dann gilt

w(v,p) = w(n,p).

Bemerkung 2.23. Die Voraussetzungen von Korollar 2.22 sind insbesondere erfiillt,
falls

|7 = nloo < dist(p,)

1st.

Proposition 2.24 (Lokale Konstanz). Sei v ein geschlossener, stickweise stetig
differenzierbarer Weg. Dann ist w(v,p), p € R?\ v, eine ganze Zahl und w(vy,p) =0,
falls p in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von ~y liegt. Als Funktion
von p ist w(vy,p) konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von R? \ 7.

Jordanscher Kurvensatz und Orientierung
Details zu folgenden Propositionen konnen in [9], Kapitel 5, nachgelesen werden:

Proposition 2.25 (Jordanscher Kurvensatz). Ist v ein einfach geschlossener Weg,
dann besteht R? \ v aus zwei Zusammenhangskomponenten, einer beschrinkten und
einer unbeschrinkten und v ist der gemeinsame Rand der beiden Zusammenhangs-
komponenten.

Proposition 2.26. Ist M eine endliche, disjunkte Vereinigung von isolierten Punk-
ten und einfachen Wegen, dann ist R?> \ M zusammenhdingend.

Definition 2.27. Sei v ein einfach geschlossener Weg, dann bezeichnen wir die
beschrinkte Zusammenhangskomponente von R? \ v mit I1(y) und die unbeschrinkte
mit E(vy). Wir nennen I(v) das Innere von v und E(y) das Aufere von ~.

Proposition 2.28. Ist v ein einfach geschlossener, stiickweise stetig differenzierba-
rer Weg, dann gilt entweder w(vy,p) = 1 fir alle p € I(vy) oder fir alle p € I(y) gilt
w(y,p) = —1.

Definition 2.29. Sei vy ein einfach geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer
Weg. Gilt w(vy,p) =1 fir alle p € 1(~y), dann nennen wir den Weg ~y positiv orientiert,
andernfalls nennen wir v negativ orientiert.

13



2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Man beachte, dass diese Definition konsistent ist mit der Orientierung von Kreis-
segmenten: Ein positiv orientiertes Kreissegment ist Teil eines positiv orientierten
Kreises.

2.2 Gerichtete Schnitte bei Strecken

Zur Motivation der Definition gerichteter Schnitte betrachten wir zuerst gerichtete
Schnitte zweier Strecken.

Definition 2.30. Sei
g:R—>R2, gt)=p+t-v, p e R?, ’UGRQ\{O},

eine (orientierte) Gerade und q € R?\ g. Wir sagen, dass q rechts von g liegt, falls
det[q — p, v] > 0 ist. Andernfalls sagen wir p liegt links von g.

Definition 2.31. Seien {1, (2 zwei Strecken mit |[€3N45] = 1. Wir sagen {2 schneidet
¢y von rechts (nach links), falls £3(0) rechts von [¢1] — und damit €2(1) links von [¢1]
— liegt und wir sagen ¢ schneidet ¢ von links (nach rechts), falls ¢2(0) links von [¢1]
liegt.

Bemerkung 2.32. Sind {1, (s zwei Strecken mit |5 N 45| =1, dann gilt
1. 0y schneidet €1 von rechts, falls det[¢}, ¢5] >0,
2. Uy schneidet ¢ von links, falls det[t), ¢5] < 0.

Da sich das Vorzeichen der Determinante umkehrt, wenn die beiden Spalten wver-
tauscht werden, ist leicht zu sehen, dass fo die Strecke {1 genau dann von rechts
schneidet, wenn €1 die Strecke 5 von links schneidet.

Nach [19], Proposition 3.3.5 gilt folgender Zusammenhang zur Windungszahl:

Lemma 2.33. Sei { =4 UbU---UL,, n €N, ein geschlossener Polygonzug mit
Strecken £1, ..., by, seip € R\ £, seir:[0,00] — R? definiert durch

r(t):=p+t-v, veR*\{0}, teR, U{0},
ein Strahl auf dem kein Eckpunkt von £ liegt und sei

0, iNr = @,
x(li,r) = 1, 4;nr#0 und p liegt links von [¢;],
—1, 4;nr # 0 und p liegt rechts von [¢;].

Dann gilt

n

w(t,p) =Y x(l,r).

=1

14



2.3 Links- und Rechtsumgebungen eines Kreisbogensplines

Dieser Zusammenhang erlaubt es uns die Richtung des Schnitts zweier Strecken iiber
die Windungszahl zu charakterisieren:

Proposition 2.34. Seien {1, {2 zwei Strecken mit [{{NE5] = 1. Sei~y ein Polygonzug
von £1(1) nach ¢1(0) mit v Nty = 0. Dann gilt

1, ¥5 schneidet €1 von rechts,

wﬁu,gl—wgu7€0:
( 11Uy 2( )) ( 11Uy 2( )) {_]_’ by schneidet £1 von links.

Beweis. Sei vy =y Uy U---Uv,, n € N, mit Strecken 71, ...,7, und seien

7o : [0,00] = R%, 7o(t) = £o(0) + 1 - £,

r1:[0,00] = R ri(t) = lo(1) +t - 0.
Wegen der Homotopieinvarianz der Windungszahl, vgl. Proposition 2.21, kénnen wir
annehmen, dass kein Eckpunkt von « auf rg liegt. Aus yN (79 \r1) = vN¥la = O folgt
mit x aus Lemma 2.33

X(visro) = x(vism1), i€ {1,....n}.

Aus |65 N 45| =1 folgt insbesondere ¢1 N7y = €1 N (ro \ £2) = 0 und damit folgt

X(gh Tl) =0
und
—1, ¥#5 schneidet ¢; von rechts,
x(l1,m0) = . .
1, /5 schneidet ¢; von links.

Damit gilt nach Lemma 2.33

w(ly Uy, 6(1)) — w(ly Uy, £2(0))

= (X(fhﬁ) +> X0 7“1)) - (X(fhro) + ZX(%TO))
i=1 i=1

1, ¥¢5 schneidet #; von rechts,

= _X(Elvro) = {

—1, ¥#5 schneidet ¢; von links.

2.3 Links- und Rechtsumgebungen eines
Kreisbogensplines

Den Zusammenhang von Windungszahlen und gerichteten Schnitten in Propositi-

on 2.34 nutzen wir, um gerichtete Schnitte allgemein fiir Kreisbogensplines zu de-

finieren. Dazu muss der Kreisbogenspline jedoch gewissen Anforderungen gentigen,
die wir zu Beginn definieren:

15



2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Abbildung 2.2: Oben: Beispiele lokaler Einfachheitsumgebungen B.(x) von x beziig-
lich v mit lokalem Parameterbereich [t1, t2]; Unten: Beispiele von Um-
gebungen, die keine lokalen Einfachheitsumgebungen von x beziiglich
~ sind.

Definition 2.35. Seiy € S und x € v°. Wir nennen eine offene Kugel B:(x), e > 0,
eine lokale Einfachheitsumgebung von x beziiglich v mit lokalem Parameterbereich
[t1,t2], t1,te € 1, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1.y N Be(®) = 7| (41,42)
2. 7‘[1517752] SRS

Wir nennen ~ lokal einfach in x, falls es eine lokale Finfachheitsumgebung von x
beziiglich v gibt. Auferdem mennen wir ein geschlossenes v € Sy zusdtzlich lokal
einfach im Punkt ~(0), falls

V(e I—'V‘[O,t} f'l):?” emntée (0, 1)

lokal einfach in ~(0) ist. Die Menge der lokal einfachen Punkte von y bezeichnen wir
mit M (7).
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2.3 Links- und Rechtsumgebungen eines Kreisbogensplines

ps3
M
D4 4

Ps

b1 D2
/

Abbildung 2.3: Der Kreisbogenspline ist nicht lokal einfach in pi, po, ps und jedem

Punkt der Verbindungsstrecke von ps und py.

Bemerkung 2.36. Besitzt v € S in x € « eine lokale Finfachheitsumgebung mit
lokalem Parameterbereich [t1,t2], dann ist y(t1),v(t2) € 0B:(x). Anfangs- und End-
punkt eines nicht geschlossenen Kreisbogensplines sind per Definition nicht lokal ein-
fach. Im Fall geschlossener Kreisbogensplines bewirkt der Ubergang zu

Yy U,  fir eint € (0,1)

eine Verschiebung des Anfangs- und Endpunkts. Fiir jeden einfachen Kreisbogenspli-
ne vy € 8* ist M(vy) = ~°, es ist also jeder Punkt bis auf Anfangs- und Endpunkt
lokal einfach: Sei x1 € vy, 1 # x der beziiglich =<, letzte Anschlusspunkt, der vor
liegt und xo € 7, xo # x der erste Anschlusspunkt nach x, dann ist

0 < d = min{dist(z, 7|[0,(x1)))> ST, V| [t(22),11) }-
Und damit gilt fir alle € € (0,d)

YN Be(z) = Yt t2),  t1.t2 € I,

da yNBe(z) aus einem oder zwei Kreisbigen besteht, je nachdem, ob x ein Anschluss-
punkt von v ist. Genauso ist M(y) =, falls v € ;.

Abbildung 2.2 verdeutlicht lokale Einfachheitsumgebungen an einem Kreisbogenspli-
ne . Da ~ einfach ist, ist jeder Punkt des Kreisbogensplines aufser dem Anfangs-
und Endpunkt lokal einfach, vgl. Bemerkung 2.36. Die beiden oberen Beispiele zei-
gen zwei lokale Einfachheitsumgebungen mit verschiedenen Radien €. Wie die beiden
unteren Beispiele zeigen, ist nicht jede Kreisscheibe um einen lokal einfachen Punkt
auch eine lokale Einfachheitsumgebung. Links gilt v(0) € B-(x) und damit gibt es
keine Parameter t1,ts € I, so dass YN B:(x) = 7|, 1,) ist. Im rechten Beispiel besteht
der Schnitt von v mit B.(x) aus zwei Abschnitten von =, es gilt also

v N BE(aj) = ’7‘(t1,t2) U/y‘(t37t4)a t17t27t37t4 € I) t <ty < t3 < ty.
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2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Abbildung 2.3 verdeutlicht fiir einen weiteren Kreisbogenspline die Menge aller lokal
einfachen Punkte. Nicht lokal einfach sind, neben Anfangs- und Endpunkt, der Dop-
pelpunkt ps, sowie jeder Punkt der Strecke von ps nach py. Man beachte, dass der
innere Punkt p3 weder lokal einfach noch ein Doppelpunkt des Kreisbogensplines ist.

Folgende Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen Windungszahlen in ei-
ner Umgebung lokal einfacher Punkte eines geschlossenen Kreisbogensplines her, der
Ahnlichkeiten mit Proposition 2.34 aufweist. Dies rechtfertigt die darauffolgende De-
finition von Links- und Rechtsumgebungen.

Proposition 2.37. Sei v € Sy lokal einfach in © € v° und sei B:(x), € > 0, eine
lokale Einfachheitsumgebung von x beziglich vy mit lokalem Parameterbereich [t1,t2],
ti,to € 1. Sein der positiv orientierte Kreisbogen auf 0B (x) mit Anfangspunkt ~y(t2)
und Endpunkt (t1). Dann ist ¢ 1= 7|, 1,) Un einfach geschlossen, B(x)\ v zerfillt
in die beiden Zusammenhangskomponenten Zy := I(¢) und Zy := E({) N Bs(x) und
es gilt

w(y,p1) —w(v,p2) =1 fiir alle p1 € Z1, p2 € Zs.

Beweis. Sei 1y der positiv orientierte Kreisbogen auf 9B, (x) mit Anfangspunkt (1)
und Endpunkt y(t2). Wegen |, 1) C Be(x), 1N Be(x) = 0 und 9o N B.(z) = () sind
¢ und
C2 = V|[t1,t2) U 2

einfach geschlossen. Aufferdem sind die beiden Kreisbogensplines positiv orientiert
und 7 U 7y ist der positiv orientierte Kreis mit Bild 0B (x). Aufgrund der Additi-
vitdt der Windungszahl und da sich ihr Vorzeichen unter orientierungsumkehrenden
Parametertransformationen umkehrt, vgl. Proposition 2.19 bzw. 2.20, gilt fiir alle

pE Bs(x) \7
w(C,p)+w(Casp) = W it1,0]> ) FW(1, P) +W (V|11 1], P) Fw (N2, p) = w(nUn2, p) = 1.

Wegen w((,p), w(C2,p) € {0,1} gilt damit Zo = E(¢) N B:(x) = I(¢2) und da
nach dem Jordanschen Kurvensatz, vgl. Proposition 2.25, sowohl Z; = I(() als auch
I(¢2) zusammenhéngend sind, folgt, dass v die offene Kugel B:(z) in die beiden
Zusammenhangskomponenten Z; und Zs zerteilt. Seien p; € Z1 und py € Zs. Wegen

c R2\ B.(z)

sind p; und ps in derselben Zusammenhangskomponente von R? \ (3 und damit folgt
aus den Eigenschaften der Windungszahl, vgl. Propositionen 2.19, 2.20 und 2.24,

w(y,p1) — w(7v,p2)

= w ,p1) w(v,p2) +1 —w(C p1) +w(C, p2)

=w 1501) + WV ft1,20]> P1) + WV [t0,1]5 1) — W (V] [t 80], P1) — @ (1, P1)

1:02) + WY |ty 0], P2) + W (V| t21], P2) — W (V| t1,8]5 P2) — W (1, 12)) + 1
w(¢s, pl) —w((3,p2)+1=1.

w(

(
(v
= (
(
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2.3 Links- und Rechtsumgebungen eines Kreisbogensplines

Abbildung 2.4: Links- und Rechtsumgebung eines Kreisbogensplines (links) und glo-
bale Einteilung der Punkte im Fall eines einfach geschlossenen Kreis-
bogensplines (rechts).

O]

Definition 2.38. Sei v € S lokal einfach in x € ~°, sei B:(x), € > 0, eine lokale
FEinfachheitsumgebung von x beziiglich vy mit lokalem Parameterbereich [t1,ts], t1,ts €
1. Sein., der positiv orientierte Kreisbogen auf 0B.(x) mit Anfangspunkt v(t2) und
Endpunkt v(t1). Dann nennen wir

LE@(V) = I(’y‘[tl,tg] U 776,1)

die Linksumgebung von v in B.(x) und

RE@(V) = E(’Y‘ [tl,tg] U ns,m) N Bs(x)

die Rechtsumgebung von 7 in B (x). Fiir jeden geschlossenen Weg v € Sy definieren
wir zusdtzlich Links- und Rechtsumgebungen im Anfangs- bzw. Endpunkt indem wir
wie gewohnt den Anfangspunkt verschieben.

Ein Beispiel einer Links- und einer Rechtsumgebung ist in Abbildung 2.4 links zu
sehen. Fir einfach geschlossene Kreisbogensplines wollen wir global von links und
rechts sprechen kénnen, vgl. Abbildung 2.4 rechts:

Definition 2.39. Sei v € Sj. Ist v positiv orientiert, dann definieren wir L(7y) :=
I(7y) und R(7y) := E(), ist v negativ orientiert, dann sei L(vy) := E(vy) und R(~y) :=
I(v). Wir sagen die Punkte in L(v) liegen links von v und die Punkte in R(~y) liegen
rechts von .

Aus Definition 2.29 und den Propositionen 2.24, 2.25, 2.28 und 2.37 folgt:

Proposition 2.40. Sei v € S§ und sei B:(x), € > 0, = € 7, eine lokale Einfach-
heitsumgebung von x beziiglich v. Dann ist

Lea(v) = L(y) N Be(z) und  Rex(y) = R(y) N Be(z).
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2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Nach Definition 2.39 sind insbesondere fiir ein Kreissegment «y die Mengen L([y]) und
R([v]), also die Punkte links und rechts beziiglich des zugehorigen Kreises definiert.
Um diese Notation allgemein fiir Kreishogen benutzen zu kénnen, definieren wir fiir
Strecken entsprechend:

Definition 2.41. Sei
g:R=R% gt)=p+t-v, peR? veR?\ {0}

eine orientierte Gerade. Wir definieren die beiden offenen Halbebenen

L(g) :={q € R* : det[q —p, v] < 0} und
R(g) == {q € R? : det[qg —p, v] > 0}.

Eigenschaften von Links- und Rechtsumgebungen

Im Folgenden stellen wir fiir den weiteren Verlauf hilfreiche Eigenschaften von Links-
und Rechtsumgebungen zusammen. Da sich das Vorzeichen der Windungszahl un-
ter orientierungsumkehrenden Parametertransformationen umkehrt, vgl. Propositi-
on 2.20, folgt aus Proposition 2.37, dass sich Links- und Rechtsumgebungen vertau-
schen, falls der Kreisbogenspline riickwérts durchlaufen wird:

Proposition 2.42. sty € S und x € M (), dann ist jede Linksumgebung von v in
x eine Rechtsumgebung von 7y in x und umgekehrt.

Folgende Proposition zeigt, dass Links- und Rechtsumgebungen konsistent sind, so-
fern die zugehorigen e-Kugeln in einer Teilmengenbeziehung stehen:

Proposition 2.43 (Konsistenz auf Teilmengen). Seiy € S und seien
Be,(71), Bey(22), 21,22 €7, €1,62 >0,

lokale Einfachheitsumgebungen von x1 bzw. xo beziiglich vy, so dass Be,(x2) C Be, (1)
ist. Dann gilt

Ley 2y (7) C Ly 2y (7)

und
R, 2, (v) C Rey 2y (7)-

Bewets. Wir nehmen an, dass v € &g ist, da wir andernfalls auf v LI yo mit einem
Kreisbogenspline 72 in R? \ B, (z1) mit Anfangspunkt (1) und Endpunkt ~(0)
tibergehen konnten. Seien p; € L, 4,(y) und p2 € R., 2,(7). Nach Proposition 2.37
ist

w(v,p1) —w(v,p2) = 1. (2.1)
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2.4 Schnitte zweier Kreisbogensplines
Wegen B, (x2) C B, (x1) und

BEl (xl) \’7 = L81,961 (’7) U R81,$1 (’7)

gilt
P1,P2 € Le1,m1 (7) U Rel,l?l (7)

Angenommen es seien py,pa € Le, 4, (7) oder p1, pa € Re, », (7). Dann wére

w(Fval) - w(77p2) = 07

da die beiden Punkte in derselben Zusammenhangskomponente von R? \ v wiiren
und die Windungszahl lokal konstant ist, vgl. Proposition 2.24. Wir erhielten also
einen Widerspruch zu (2.1). Damit gilt entweder

p1 € L€1,w1 (7) und p2 € R€171"1 (’7)

oder
p1 € R8175E1 (’7) und D2 € L51,x1 (7)

Im zweiten Fall wiirde aus Proposition 2.37 folgen, dass w(7v,p1) —w(v,p2) = —1 ist,
im Widerspruch zu (2.1). Damit gilt p; € L¢, 4, (y) und p2 € R, 2, (7). O

2.4 Schnitte zweier Kreisbogensplines

Wir werden im Folgenden mithilfe der Links- und Rechtsumgebungen Schnittpunkte
zweier Kreisbogensplines genauer untersuchen.

Definition 2.44. Seien v,n € S und sei t € 1. Wir sagen n verlésst  in ¢ nach links
(vechts), falls n(t) € M(y) ist und es ein € € (0,1 —t] gibt, so dass 1|4 in einer
Linksumgebung (Rechtsumgebung) von v um n(t) liegt. Wir sagen n ndhert sich v in
t von links (rechts) an, falls 7 den Kreisbogenspline ~ im Parameter 1 —t nach links
(rechts) verlisst. Auferdem definieren wir folgende kompakte Schreibweise:

1, n verldsst v in t nach links,
Xt (v,mt) =< =1, n verldsst v in t nach rechts,

0, sonst

und
1, n ndhert sich v in t von links an,

X (y,m,t) =< —1, n ndhert sich v in t von rechts an,

0, sonst.
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2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

v t1 /\ ty ts
NQ t3 \/

Abbildung 2.5: Mlustration von Definition 2.45 und 2.46: In ¢; und t5 beriihrt n den
Kreisbogenspline v von rechts, in ¢t wird ~ von n von rechts geschnit-
ten und in [ts3, t4] wird v von 7 von links geschnitten.

Man beachte, dass sich der Parameter ¢ auf den Kreisbogenspline 7 bezieht und dass
sich links und rechts auf den ,Referenzkreisbogenspline* « bezieht. Zur Illustration
von Definition 2.44 betrachten wir Abbildung 2.5: In ¢1, to und t5 néhert sich n
von rechts an v an, in ¢3 ndhert sich n von links an ~ an, in ¢; und ¢4 verlasst n
den Kreisbogenspline v nach rechts und in ¢y wird v von n nach links verlassen.
Es gibt keine weiteren Parameter, an denen 7 den Kreisbogenspline v verlédsst oder
sich an ihn anndhert. Alternativ lasst sich das eben gesagte auch folgendermafen

formulieren:
1, t=ts,
xFonmt) =1 -1, te{ti,ta},
0, t€I\{t1,ta,ta},
und
]-a t= t37
X_(ﬁy? nvt) = _17 te {tlat27t5}7

0, te I\{tl,tg,tg,t5}.

Definition 2.45. Seien v,n € S, t1,t2 € (0,1), t1 < to. Wir sagen n schneidet +y in
[t1,t2] von links (rechts), falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. 77‘[151,152] - M(ry)7
2. n ndhert sich in t1 von links (rechts) an ~y an,

3. m wverldsst 7y in ty nach rechts (links).

Im Fall t1 = to sagen wir auch n schneidet v in t1 von links bzw. rechts. Auflerdem
sagen wir, dass 1 den Kreisbogenspline ~ im Punkt x von links (rechts) schneidet,
falls n=Y(x) einelementig ist und v von 1 in t,(z) von links (rechts) geschnitten wird.

Man beachte, dass n den Kreisbogenspline v geméfs Definition 2.45 entweder in einem
Intervall oder einem Punkt schneidet, je nachdem, ob ¢ < %9 ist.

Zur Veranschaulichung betrachten wir wieder Abbildung 2.5: In ¢35 wird v von 7
von rechts geschnitten und in [t3,¢4] schneidet n den Kreisbogenspline  von links.
Man beachte, dass diese Definition von gerichteten Schnitten im Fall von Strecken
konsistent ist mit Definition 2.31.
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2.4 Schnitte zweier Kreisbogensplines

v

ZED N

Abbildung 2.6: Beispiele von Kreisbogensplines (schwarz), die v von rechts beriihren,
vgl. Definition 2.46. Die Durchlaufrichtung der schwarzen Kreisbo-
gensplines spielt keine Rolle.

Definition 2.46. Seien y,n € S, t1,t2 €1, t1 < to. Wir sagen n beriihrt « in [t1, t2]
von links (rechts), falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. 77‘[7&1,152] C M(V);
2. t1 =0 oder n ndhert sich in t; von links (rechts) an v an,
3. ta =1 oder n verldsst vy in ta nach links (rechts).

Im Fall t1 = to sagen wir auch n berihrt ~v in t1 von links bzw. rechts. Auflerdem
sagen wir, dass n den Kreisbogenspline v im Punkt x von links (rechts) berihrt, falls
n~1(z) einelementig ist und ~y von 1 in t,(x) von links (rechts) berihrt wird.

Wir sagen n bertihrt v von links (rechts), falls vy N'n # () ist und es fir alle t €
() zwei Parameter ti,to € 1 mit t; <t <ty gibt, so dass 1 den Kreisbogenspline
v in [t1,te] von links (rechts) berihrt.

Eine Veranschaulichung dieser Definition ist in Abbildung 2.6 zu sehen. Man beachte,
dass 1 den Kreisbogenspline v im Fall 7 C « von links und von rechts beriihrt. Eine
gleichzeitige Beriihrung von links und von rechts ist jedoch nur in diesem speziellen
Fall moglich.

Grundlegende Eigenschaften

Aus der Definition von y* und aus Proposition 2.42, die besagt, dass sich Links- und
Rechtsumgebungen vertauschen, wenn der Kreisbogenspline riickwérts durchlaufen
wird, folgen direkt folgende Eigenschaften:

Proposition 2.47. Fir alle v,n € S gilt

1. X+(’Y7ﬁvt) = X_(’Y7777 1- t):

2. Xi(§? 7, t) = _Xi('% m, t)'

Folgende Proposition zeigt, dass sich unter gewissen Voraussetzungen die Parameter,
an denen sich ein Kreisbogenspline an einen zweiten annahert bzw. diesen verlésst,
abwechseln miissen:
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2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Proposition 2.48. Seien y,n € S, so dassyNn C M (7). Gibt est1,ta €1, t1 < to,
so dass

X_('Yana tl) 7£ 07 X_(%ﬁﬂb) 7é 07
dann existiert ein t3 € [t1,t2), so dass

X" (7, m,t3) # 0.

Gibt es t1,19 € 1, t1 < tg, so dass

X+('77777t1) 7£ 0> X+(77777t2) 7& 07

dann ezistiert ein ts € (t1,t2], so dass

X (77 n, t3) 7é 0.

Beweis. Seien t1,ty € I, t1 < to, so dass x ™ (v,n,t1) # 0 und x~ (v,n,t2) # 0 ist.
Dann ist 7(t;) € v und 9| ,—ct,) Ny = 0 fiir ein € > 0, i = 1,2. Damit gibt es ein
t3 € [t1,t2), so dass 1(t3) € v und 9|4, ¢,4) Ny = 0 ist fiir ein € > 0. Da ~ in jedem
Schnittpunkt mit 7 lokal einfach ist, gilt x™(v,7n,t3) # 0. Analog folgt der zweite
Teil der Behauptung. O

Vertauschen der Rollen der beiden Kreisbogensplines

Die folgende Proposition zeigt, dass sich an der Differenz

X+ ('71a 2, t’yz (l‘)) - X ('71a Y2, t’yz (l‘))
nur das Vorzeichen dndert, wenn die Rollen von «; und v, vertauscht werden.

Proposition 2.49. Seien v1,72 € S und sei x € M (1) N M(7y2). Dann gilt

X (7172, 42 () = X7 (71,725 1 (2)) = X7 (72,715 1y (2) — X (72, 715 1, (2)). (2:2)

Beweis. Sei Be(x), € > 0, eine lokale Einfachheitsumgebung von x beziiglich der
beiden Kreisbogensplines 77 und 75 mit lokalem Parameterbereich [ty to], t1,t2 € I,
beziiglich vy baw. [uy,us], ui,us € I, beziiglich y9. Da 75 (1) eine Vereinigung
abgeschlossener Intervalle ist, konnen wir € so wihlen, dass 75 Y(y1) 0 [ug, ug) ent-
weder [u, us], [u1,ty, ()], [ty (), us] oder {t,,(x)} ist. Sei n; der positiv orientierte
Kreisbogen auf 0B.(x) mit Anfangspunkt 7 (¢2) und Endpunkt ~;(¢1) und sei 1o der
positiv orientierte Kreisbogen auf 0Bc(z) mit Anfangspunkt v2(u2) und Endpunkt
v2(u1). Unter diesen Voraussetzungen verlésst o den Kreisbogenspline 7 in z genau
dann nach links, wenn 2 (ug2) € nf ist. Genauer gilt

]-a VZ(UQ) € 77?7
X (72t (2) = 0, y2(u2) € {mi(0),m (1)},
-1, vya(u2) €m,
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2.4 Schnitte zweier Kreisbogensplines

Abbildung 2.7: Fille im Beweis von Proposition 2.49. Zur besseren Visualisierung
sind die beiden Kreisbogensplines leicht versetzt gezeichnet.

und es gelten die entsprechenden Aussagen fiir x ™ (71,72, v, (7)), X (72,71, ty, (@)
und X~ (72,71, ty, (z)). Aufgrund der beiden Formeln in Proposition 2.47 kénnen wir
~v1 und 7 gegebenenfalls durch 77 bzw. 79 ersetzen. Damit ist es ausreichend die
folgenden vier Félle zu unterscheiden, siche Abbildung 2.7:

L y2(u1), y2(u2) € {m(0),m (1)},

(

2(u1) = m(1) und ya(uz) & {m(0), m(1)},
(
(

w
2

- v2(u1),v2(u2) € 7,

4. y2(ur) & n1 und yo(u2) € nf.

Zu 1): Aus der Definition von 7; und 7 folgt in diesem Fall

Y1(t1), 1 (t2) € {n2(0),n2(1)}

und damit ist jeder Wert in (2.2) null.

Zu 2): In diesem Fall ist entweder v2(u2) € 1y oder va(u2) ¢ m1. Da die beiden
Kreisbogen 11 und 72 zwei positiv orientierte Kreisbégen mit demselben Tragerkreis
und demselben Endpunkt sind, gilt im ersten Fall v (t2) € 72 und im zweiten i (t2) €
15. Es gilt also in jedem Fall

X+(’71a Y2, t’yz (l‘)) = _X+(727/717 t’Yl (CL'))

Damit folgt die Behauptung aus

X (71,725t (7)) = 0= X" (2,11, £y, ().

Zu 3): Es gilt entweder v2(u2) <p, 7y2(u1) oder ya(u1) <y, 72(u2). Im ersten Fall folgt
n2 € m und damit gilt v1(t1), 71 (t2) € n2. Im zweiten Fall gilt v (t1), 71 (t2) € n3. In
jedem Fall sind beide Summanden in (2.2) null.
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2 Grundlagen und gerichtete Schnitte

Zu 4): In diesem Fall ist 1 (t1) € n§ und 71 (t2) & n2. Daraus folgt

X (1,72, 10 () = X7 (71,72, t () = 2 = X7 (2,71, Ey () — X T (Y2, 71, By, (1)

O

Im Fall 2) im Beweis von Proposition 2.49 bilden die beiden Kreisbogen eine soge-
nannte Verzweigung und im Fall 4) eine Kreuzung. In diesen Fillen ldsst sich die
Aussage von Proposition 2.49 folgendermafien vereinfachen:

Korollar 2.50. Seien 1,79 € 8* und seien t1,to,ui,us € I mit t1 < ta, uy < us
und Y1 ft1,t2] = V2| [ur us) - Im Fall to,uo < 1 gilt

X (11,72, u2) = —x T (92,71, t2)

und im Fall t1,u; > 0 gilt

X (71,72, u1) = —x (2,71, t1)-

Korollar 2.51. Seien 1,72 € §* und seien t1,to, u1,us € (0, 1), t1 < t2, u1 < ug,
so dass

Im(v1([t1, t2])) = Im(v2([ur, ual)).

Dann schneidet v1 den Kreisbogenspline o in [t1,ta] genau dann von links, wenn o
den Kreisbogenspline 1 in [u1,uz] von rechts schneidet.
Links- und Rechtsumgebungen bei Verzweigungen und Kreuzungen

Wir wollen in bestimmten Situationen Beziehungen zwischen Links- und Rechtsum-
gebungen zweier Kreisbogensplines herstellen. In der folgenden Proposition betrach-
ten wir eine Verzweigungssituation, wie sie etwa in Abbildung 2.8 zu sehen ist.

Proposition 2.52. Seien 71,72 € 8 und sei x € 7] N3, so dass Y1|[ou(z)] =
Y2 [0,¢(2)] Wnd V1| ()] V2] (t(2),1] = D ist. Sei Be(x), € > 0, eine lokale Einfachheits-
umgebung von x beziiglich der beiden Kreisbogensplines 1 und . Verldsst vo den
Kreisbogenspline 1 in x nach links, dann gilt

1. Ls,x(’}’Q) - Ls,x('}’l);

2. Re,m('ﬂ) C Rs,x(’}?)
und mit 3 := V2| [4(x),1] U 11| [t(2),1) 9UE

3. Ls,x('YB) = Ls,x(')/l) N Re,m('YQ)'
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AN

Abbildung 2.8: Illustration der Verzweigung aus Proposition 2.52.

Beweis. Da der Verlauf von ~y; und 72 auferhalb von B.(z) nicht relevant ist, kénnen
wir annehmen, dass y1 N Be(x) = 71| (0,1) und 72 N Be(z) = 72|(0,1) ist. Analog zum
Beweis von Proposition 2.49 sei 7; der positiv orientierte Kreisbogen auf 9B, (z) mit
Anfangspunkt 71 (1) und Endpunkt ~1(0) und 7, der positiv orientierte Kreisbogen
auf 0B.(x) mit Anfangspunkt (1) und Endpunkt v2(0). Da 2 den Kreisbogenspline
v in x nach links verlédsst, gilt v2(1) € n;. Da 1 und 72 zwei Kreisbogen mit
demselben Tragerkreis und demselben Endpunkt sind, folgt daraus ny C 1. Aus
Definition 2.38 folgt, dass dies dquivalent zu L. z(72) C Lex(71) und Rez(y1) C
R +(7y2) ist und damit ist 1) und 2) gezeigt.

Um 3) zu zeigen sei nun n3 der positiv orientierte Kreisbogen auf 0B.(z) mit
Anfangspunkt v3(1) = ~1(1) und Endpunkt v3(0) = v2(1). Dann ist n; = n3Un und
damit ist Le.(71) die disjunkte Vereinigung von Le:(73), Lez(72) und 72| (s(2),1)-
Daraus folgt

Leo(v3) = Leo(m1) \ (Lew(72) U 'Yﬂ(t(:n),l)) = Le (1) N Rew(72)-
O

Analog lassen sich folgende Aussagen im Fall zweier sich schneidender Kreisbogen-
splines beweisen:

Proposition 2.53. Seien v1,v2 € §*, so dass
T Ny2 =71 N7, = {z}

und sei B:(x), € > 0, eine lokale Einfachheitsumgebung von x beziglich der beiden
Kreisbogensplines y1 und 3. Schneidet ~o den Kreisbogenspline 1 von rechts, dann
qgilt:
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1. Le (] 04()) Y 2| t(2),1]) = Lea(71) N Lez(72),
2. Rex(2][0,6()) U 1t(2),1) = Rez(71) N Rez(72),
8. Lez(72|[t(2),1) U 1| [t(2),1]) = Lew(1) N Rez(72),

4o Rea(11][0,6(2)] U 2][0,t(2)) = Rew(71) N Lez(72)-

Charakterisierung iiber Tangenten

In Bemerkung 2.32 wurde fiir Strecken ein Zusammenhang zwischen der Richtung
eines Schnittes und den Tangenten der Strecken hergestellt. Dieser Zusammenhang
lasst sich auch fiir Kreisbogen formulieren:

Proposition 2.54. Seien 1,72 € A und sei x € y{ N~5. Dann gilt
1. 7y schneidet vy in x von rechts, falls det[yi(z), v4(x)] > 0,
2. 7y schneidet vy in x von links, falls det[v](z), v4(x)] <O,
3. 2 schneidet v in x weder von rechts noch von links, falls det[v](x), v5(x)] = 0.

Beweis. Wir beweisen exemplarisch einen speziellen Fall und nehmen an, dass 7; ein
positiv orientiertes Kreissegment und v, eine Strecke ist. Die anderen Fille kénnen
analog bewiesen werden. Da die Einheitstangenten an v; und -9 im Schnittpunkt
von einer Translation des Koordinatensystems nicht beeinflusst werden kénnen wir
annehmen, dass das Zentrum von [v;] im Ursprung liegt. Aufgrund der Eigenschaften
der Determinante kénnen wir aufserdem annehmen, dass x auf der positiven z-Achse
liegt, also dass # = (r,0)7 mit Radius r > 0 ist. Wegen = € 75 konnen wir 72
folgendermafen parametrisieren:

Yo(t) =z 4+vt, t€lab], a<0, b>0, veR? |jv]|s=1.
Damit gilt

det[v](z), 73] = det [O Ul] = —u
1 vy

und fiir den quadrierten Abstand eines Punkts auf 72 zum Ursprung und damit zum
Kreiszentrum gilt

v2 ()13 = (7 +v1t)? + (v2t)? = 72 + 2ruit + (V2 + v3)t?
=72 2rut + 2 =2 +t(2rvy + 1), t € [a,b].

Ist det[v](x), 4] = 0, also v1 = 0, dann gilt

2 @)ll2 = 7.
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Abbildung 2.9: Tllustration der Summanden x* (v, n,t) — x~ (v, 7n,t) zur Berechnung
von A(v,17).

Damit ist v2 C E([m1]) = R([71]) und somit schneidet v2 den Kreisbogen 7, in z
weder von links noch von rechts. Ist det[y](z), 74] < 0, also v; > 0, dann gilt

2@l <7t € (=2rv1,0),
Ihe@ll2 >, t>0,

und damit schneidet v2 den Kreisbogen 1 in z von links. Ist det[v](z), 74] > 0, also
v1 < 0, dann gilt

Ihe@ll2 >, t <0,
[he@ll2 <7, t € (0, =2rv),

und damit schneidet 2 den Kreisbogen 7; in & von rechts. O

2.5 Zahlen gerichteter Schnitte

Wir wollen im Folgenden die Werte von x*(v,7,t), 7,1 € S, t € I, entlang des Weges
7 aufsummieren und diese Summe genauer untersuchen. Da die Menge

{tel: xT(vnt) —x (y,n,t) # 0}
endlich ist, ist folgende Summe wohldefiniert:

Definition 2.55. Fir ~v,n € S definieren wir

Aly,n) =Y xT(vmt) = x~ (1)
tel

Vage formuliert z&hlt A(+y,n) Schnitte mit Vorzeichen in dhnlicher Weise wie wir es
aus der Berechnung der Windungszahl fiir geschlossene Polygonziige aus Lemma, 2.33
kennen. Jedoch wird jeder Schnitt doppelt gezéhlt, um detailliertere Aussagen ma-
chen zu konnen. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.9 zu sehen: In allen Punkten in
denen x*(v,n,t) oder x~(v,n,t) ungleich null ist, sind die entsprechenden Werte
eingezeichnet.
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Grundlegende Eigenschaften

Die folgenden Eigenschaften folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von
x* nach Proposition 2.47 und dessen Lokalitét.

Proposition 2.56. Fir alle v,n € S gilt
1. A(v,m) = =A(v,m),
2. A(y,m) = —A(v,n),
8. A(y,n) = A(y,n|jp,g) + Ay,
Auferdem gilt fir allen € S
4 A(ysm) = A0 o,:m) + A1), YEST, te€(0,1), y(t) €n,
5 A(y,m) = AW m) + A0 ), Y €S, te(0,1), v(0),7(t) €n.

Direkt aus Proposition 2.49 folgt, dass sich das Vorzeichen von A(~,n) umkehrt,
wenn die beiden Argumente vertauscht werden. Man beachte, dass dabei insbeson-

[t,l])a te (07 1)

dere vorausgesetzt werden muss, dass kein Anfangs- oder Endpunkt auf dem jeweils
anderen Kreisbogenspline liegt.

Proposition 2.57. Seien v,n € S lokal einfach in jedem x € vy Nn. Dann gilt

Da die nicht-null-Werte von x*(v,7,t) entweder 1 oder —1 und damit insbesondere
ungerade sind, folgt aus Proposition 2.48 folgender Zusammenhang zwischen dem
Wert von A(y,n) und der Lage des Anfangs- und Endpunkts von 7 relativ zu ~:

Proposition 2.58. Seien v,n € S, so dass yNn C M(vy). Dann ist A(y,n) genau
dann gerade, wenn {n(0),n(1)} C v oder {n(0),n(1)} N~ =0 ist.

Berechnung iiber die Windungszahl

Wir zeigen im Folgenden, dass sich A(y,7n) unter gewissen Umstdnden iiber Win-
dungszahlen des Anfangs- und Endpunkts von 7 beziiglich v berechnen ldsst. Wir
definieren dazu eine auf den Windungszahlen w(+, -) basierende Funktion \,, die den
Definitionsbereich der Windungszahl um die lokal einfachen Punkte von v erweitert.
Ein Beispiel ist in Abbildung 2.10 zu sehen.

Definition 2.59. Sei v € Sy. Fliir jedes x € M () wdhlen wir p1 und pe aus einer
Links- bzw. Rechtsumgebung von ~ in x. Dann definieren wir Ay : (R*\y)UM (y) — Z
durch

M@%:{%hw% z &7,

w(v,p1) +w(v,p2), =€ M(y).
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Abbildung 2.10: Beispiel zu Definition 2.59: Zu jedem Punkt ist der Wert von A, (-)
angetragen. Fiir die Punkte 1 und x5 ist A,(-) nicht definiert.

Da die Windungszahl auf jeder Zusammenhangskomponente konstant ist und Links-
und Rechtsumgebungen in R? \ v zusammenhingend und auf Teilmengen konsistent
sind, vgl. Proposition 2.24 bzw. 2.43, ist A\, wohldefiniert und auferdem folgt direkt:

Proposition 2.60. Sei v € Sy. Dann ist A\, konstant auf jeder Zusammenhangs-
komponente von R? \ v und auf jeder zusammenhingenden Menge lokal einfacher
Punkte.

Ist v ein einfach geschlossener Kreisbogenspline, dann folgt aus der Definition 2.39
von Punkten links und rechts von « und den Eigenschaften der Windungszahl, vgl.
Propositionen 2.24 und 2.28, folgende Aussage:

Proposition 2.61. Sei v € §; und seien q1 € R(7), g2 € v und g3 € L(v). Dann
qgilt
Mlaz) = M(a2) = Mlg2) = M(q) = 1.

Folgende Proposition stellt den oben angesprochenen Zusammenhang zwischen
A(y,7n) und der Funktion A, her:

Proposition 2.62. Seiy € Sy und n € S, so dass yNn C M(y). Dann gilt

Aly,n) = A (1)) = Ay (0(0)). (2.3)

Beweis. Sei 0 =ty < t; < --- < t, = 1 eine Unterteilung, so dass fiir jeden Ab-
schnitt ; == |, , 41,7 € {1,...,n}, die Menge n; ' (7) entweder {0}, {1}, [0,1] oder
() ist. Man beachte, dass das Parameterintervall jedes Abschnitts wieder I ist, vgl.
Definition 2.16. Wir zeigen, dass (2.3) fiir jedes Teilstiick erfiillt ist. Damit folgt die
Behauptung fiir den gesamten Kreisbogenspline mittels Teleskopsumme aus Propo-
sition 2.56, 3). Sei i € {1,...,n}. Wir untersuchen zuerst den Fall n; '(y) = {0} und
bezeichnen 7;(0) mit =. Sei p; aus einer Linksumgebung L. ,(7), € > 0, von 7 und p
aus einer Rechtsumgebung von v in . Wir nehmen an, dass 7; den Kreisbogenspline
~ in 0 nach links verlésst, da der Beweis analog gefithrt werden kann, falls v von »;
in 0 nach rechts verlasen wird. Dann gibt es ein g3 > 0, so dass 7| (g,e,] C Lez(7)-
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Tlo

Abbildung 2.11: Beispiele zu Proposition 2.63.

Wegen 7;|[c,,) Ny = 0 und Le .(y) Ny = 0 liegen p1, 1;(e2) und 7;(1) in derselben
Zusammenhangskomponente von R?\ . Da A innerhalb einer Zusammenhangskom-
ponente konstant ist, vgl. Proposition 2.60, folgt

Ay (mi(1)) = A (1:(0)) = Ay (p1) — Ay (m:(0)) = 2w(v, p1) — w(7,p1) — w(v,p2)
= w(v,p1) —w(v,p2)

und zusammen mit Proposition 2.37 und Definition 2.38 folgt

Ay (mi(1)) = Ay (0i(0)) = 1 = A(y,mi).

Der Fall ;! (v) = {1} folgt durch Ersetzen von 1 durch 7] aus dem eben gezeigten
und Proposition 2.56. In den Fillen n; *(y) = [0,1] und 5; '(y) = 0 ist A, nach
Proposition 2.60 konstant auf 7; und damit gilt

Ay(1i(1)) = Ay (1i(0)) = 0 = A(y, mi)-

Stetige Veranderung der Kreisbogensplines

Proposition 2.62 erlaubt fiir geschlossene Kreisbogensplines v eine Berechnung von
A(~v,n) alleine iiber die Position des Anfangs- und Endpunkts von 7. Eine analo-
ge Aussage fiir nicht geschlossene Kreisbogensplines ist nicht moéglich. Jedoch zeigt
folgende Proposition, dass A(y,7n) unabhingig von gewissen stetigen Verdnderungen
von 7 ist:

Proposition 2.63 (Homotopieinvarianz im zweiten Argument). Sei v € S und
(ns)se1 eine stetige Familie von Kreisbogensplines, so dass die folgenden Bedingungen
erfillt sind:
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1. yNns C M(y), s€],
2. n5(0) € v genau dann, wenn ny(0) € v, s€l,
3. ns(1) € v genau dann, wenn ny(1) € v, sel.

Dann gilt
A(Va 778) = A(’Ya 770)7 sel.

Beweis. Ist « geschlossen, dann folgt die Behauptung aus den Propositionen 2.62
und 2.60. Wir nehmen also im Folgenden an, dass v nicht geschlossen ist. Zur Ver-
einfachung der Notation definieren wir

I(s):==[s—e,s+e]Nl, sel, >0.

Wir wollen zeigen, dass A(7,ns) als Funktion von s in jedem s € I lokal konstant
ist. Sei s € I und sei Mg = v Nns. Da v in jedem Punkt in M, lokal einfach ist, ist
M eine endliche, disjunkte Vereinigung von isolierten Punkten und einfachen Kreis-
bogensplines und es gilt insbesondere v(0),v(1) € M. Damit ist R? \ M offen und
zusammenhéangend, vgl. Proposition 2.26, und wir kénnen einen Kreisbogenspline 7
in R?\ My von 7(1) nach v(0) wihlen. Wegen

(YNy2)Nns =y N (yNn) =vNMs=10

gibt es eine Unterteilung 0 = ¢y < t; < --- < t, = 1, n € N, so dass mit 7y ; :=
N |{t;_1,4,]> 8" € 1, die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

4. ns(ti) €, i=1,...,n—1,
5. vNns; =0 oder oNns; =0, i=1,...,n.

Da (ns)se1 stetig ist, konnen wir e > 0 so wéhlen, dass fiir alle s’ € I.(s) die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

6. Us/(ti)€7, i:1,...,n—1,
T.yNng; =0, fallsyNns; =0, i=1,...,n,
8. yoNny;=0,fallsvonNn,; =0, i=1,...,n.

Nach den Eigenschaften von A, vgl. Proposition 2.56, gilt
n
A<77 775’) = Z A(’YaﬂS’ﬂ‘)? 3/ € 16(5)7
i=1

und damit ist es ausreichend fiir jedes i € {1,...,n} zu zeigen, dass A(vy,7ny ;) als
Funktion von s" € I.(s) lokal konstant ist. Sei also 7 € {1,...,n}. Falls yNns,; =0,
dann ist

YNng =0, s €l(s),
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und damit ist
A(y,ne,4) =0=A(y,ns4), s €I(s).

Sei also vy N ns,; # 0 und damit
Yo Nne; =0, s €l(s). (2.4)
Falls ¢ = 0, dann folgt aus 1), 2) und (2.4) mit Proposition 2.60
Mg (164(0)) = Ay (125(0)) e alle ' € L(s). (25)
Analog folgt (2.5) im Fall 4 # 0 aus 6) und (2.4). Auferdem folgt analog
Aty (157,6(1)) = My, (15,4(1)) - fiir alle 8" € I(s). (2.6)

Aus (2.4), (2.5) und (2.6) und dem Zusammenhang von A und Ay y,, vgl. Proposi-
tion 2.62, folgt schliefslich

A(y,msri) = Ay U2, Ms4) = Ayge (M57,:(1)) — Ayiiye (757,4(0))
= )wuw(nm(l)) — MUy, (775,1‘(0)) = A(y U, 775,1‘) = A(y, Us,z‘)-
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Die Problemstellung ist durch den sogenannten ,Smooth Minimum Arc Path“-
Algorithmus motiviert, vgl. Abschnitt 1.1 bzw. [16]. Wie wir in Abschnitt 1.1 ge-
sehen haben, tauchen zirkuldre Sichtbarkeitsprobleme im Algorithmus in zwei Vari-
anten auf: Einmal fiir die Berechnung der zirkuldren Sichtbarkeitsmenge am Anfang
des Kanals und einmal fiir alle weiteren zirkuldren Sichtbarkeitsmengen ausgehend
vom Rand der letzten Sichtbarkeitsmenge. Letztere wird durch Zurechtschneiden des
urspriinglichen Kanals erreicht. Wie aus Abschnitt 1.1 hervorgeht, unterscheiden sich
die beiden Probleme sowohl in den Anforderungen an den Kanal als auch in der Defi-
nition von Sichtbarkeit. Die Grundkonzepte zur Losung sind in beiden Féllen dhnlich.
Ergebnisse zum ersten Fall konnen in [5] gefunden werden. Wir betrachten im Fol-
genden ausschliefSlich den zweiten Fall, also den der ,zurechtgeschnittenen Kanéle“.
Ein Beispielkanal mit Startkreisbogen ¢ und Kanalrand x ist in Abbildung 3.1 (a)
zu sehen.

Abbildung 3.1: Illustration eines Kanals mit Startkreisbogen o und Kanalrand &, der
Sichtbarkeitsmenge und eines Sichtbarkeitskreisbogens « in (b) und
eines Grenzkreisbogens 75 in (¢). In (d) ist ein Kreisbogen abgebildet,
aus dem direkt folgt, dass p’ nicht sichtbar ist, vgl. Satz 3.23.

Wir wollen im Folgenden die Frage beantworten, ob ein gegebener Punkt p im
Kanal sichtbar ist. Das ist der Fall, wenn ein sogenannter Sichtbarkeitskreisbogen
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gefunden werden kann, also ein Kreisbogen v mit Endpunkt p und v(0) € o, der den
Kanal nicht verldsst und aufferdem genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1. +/(0) = 0'(~(0)),
2. es gibt ein ¢ € ¥° N o mit v(0) <, q.

Abbildung 3.1 (b) zeigt einen sichtbaren Punkt p und einen zugehorigen Sicht-
barkeitskreisbogen . Der schattierte Bereich kennzeichnet die sogenannte zirkulédre
Sichtbarkeitsmenge, also die Menge aller sichtbaren Punkte. Deren Rand wird durch
sogenannte Grenzkreisbogen definiert, vgl. 72 in Abbildung 3.1 (c). Diese zeichnen
sich durch drei Kanalberiihrungen aus, wobei der Kanal den Kreisbogen abwechselnd
von links und von rechts bertihrt, sofern man die Beriihrungen geméf <., anordnet,
vgl. [16]. In der Abbildung beriihrt der Kanal den Grenzkreisbogen 2 im Punkt p;
von links, in ps von rechts und in p3 von links. Damit ist es leicht zu sehen, dass
der Punkt p’ nicht sichtbar ist, da ein entsprechender Sichtbarkeitskreisbogen den
Grenzkreisbogen 5 dreimal schneiden miisste, da er ,rechts von p; und p3“ und ,links
von po verlaufen miisste.

Wir wollen die Frage, ob ein Punkt sichtbar ist, beantworten, ohne Grenzkreisbo-
gen zu berechnen. Dazu betrachten wir den Kreisbogen ~3 mit Endpunkt p’ in Abbil-
dung 3.1 (d): Auch wenn der Kreisbogen den Kanal verlésst, ist leicht zu sehen, dass
jeder Sichtbarkeitskreisbogen mit Endpunkt p’ ,rechts von ¢; und ¢3“ und ,links von
g2 verlaufen muss. Im Gegensatz zu den Kanalberiihrungen des Grenzkreisbogens
kann diese Feststellung nicht alleine aufgrund der lokalen Situation gemacht wer-
den. Die Schnittpunkte g;, ¢ = 1, 2, 3, sogenannte Restriktionen, lassen sich jedoch
mithilfe von

AM: K] pua)

klassifizieren. Sie stellen damit in gewisser Weise eine Erweiterung der obigen Ka-
nalberiihrungen dar. Wir werden sehen, dass der Endpunkt eines Kreisbogens mit
drei abwechselnd linken und rechten Restriktionen genau dann sichtbar ist, wenn
der Kreisbogen selbst ein Sichtbarkeitskreisbogen ist. In diesem Fall impliziert also
der Kreisbogen 73, dass p’ nicht sichtbar ist. Die fiir den Beweis notwendigen Zwi-
schenergebnisse werden in Kapitel 5 auch fiir eine zielgerichtete Suche nach einem
Sichtbarkeitskreisbogen genutzt.

In diesem Kapitel werden wir zuerst die Problemstellung prézisieren, anschlieffend
die wichtigsten Hilfsmittel einfilhren und damit schliefslich die Hauptresultate for-
mulieren.

3.1 Problemstellung Zirkuldre Sichtbarkeit

Ziel dieses Abschnitts ist die genaue Formulierung der Problemstellung. Dazu be-
ginnen wir mit der Definition von Kanélen. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.2 zu
sehen.
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Abbildung 3.2: Beispiel eines Kanals geméfs Definition 3.1.

Definition 3.1. Fin Kanal K besteht aus einem Startkreisbogen o € A und einem
einfachen Kreisbogenspline k € S8*, so dass k(0) = ¢(0), k(1) € 0° und (1) € K°
ist. Wir zerteilen o im Punkt k(1) und k im Punkt o(1) und definieren

01 = 0|04(x1))])s 02 = O|[t(k(1))1]> K1 = K[o,t(o(1))] UNd K2 = K|[1(o(1)),1]

und fordern, dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
1. kUo7 und ke U oo sind einfach geschlossen und positiv orientiert,
9 0y C TR LT,
3. det[o’(0), '(0)] <0,
4. det[o’(1), k4(0)] > 0.

Wir nennen die Menge I := I(k U o1) das Innere des Kanals und bezeichnen die
Menge aller Kandle mit KC.

Bemerkung 3.2 (Weitere Eigenschaften eines Kanals). Aus Definition 3.1, 1) und
2) folgen zusdtzlich die folgenden Kanaleigenschaften:

1. I(/ﬁgl_lag) C Iy,

2. 0'1‘[071) C E(HQ |—|O-2)y
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(@) §? (b) g () al

Abbildung 3.3: Beispiele von Kreisbégen mit Endpunkt p, die die Startbedingung
gegeniiber o erfiillen (a-c) bzw. nicht erfiillen, da 2) aus Definition 3.3
verletzt ist (d,e).

3. Kl‘[O,l) C E(K/Q U 0'2),

Man beachte, dass in 3) der Abschluss der Menge E(k2 U o2) notwendig ist, da kN
o9 # 0 maoglich ist. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.7 (¢) auf Seite 46 zu sehen.

Wir wollen nur die Punkte in (k2 U 02) beziiglich Sichtbarkeit untersuchen, also die,
die ,hinter dem Startkreisbogen liegen®. Ist p € I(kg LU 02) gegeben, dann suchen wir
nach einem Kreisbogen, dessen Endpunkt p ist, der den Abschluss des Kanalinneren
I nicht verlisst und der die sogenannte Startbedingung beziiglich des Startkreisbo-
gens erfiillt, vgl. [16]:

Definition 3.3. Seien 0,7 € A. Wir sagen v erfiillt die Startbedingung beziiglich
o, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. %(0) € o,
2. 4'(0) = o’ (7(0)) oder es gibt ein g € yN o mit v(0) <4 q.

Abbildung 3.3 (a-c) zeigt Beispiele von Kreisbogen, die die Startbedingung erfiillen.
In den Beispielen (d) und (e) wird die Startbedingung nicht erfiillt, da Bedingung
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2) nicht erfiillt wird. Damit kénnen wir nun definieren, was wir unter zirkuldrer
Sichtbarkeit verstehen:

Definition 3.4. Sei K € K. Wir nennen einen Kreisbogen v € A mit
’y(l) € I(ng LJ 0'2) \(72

einen Sichtbarkeitskreisbogen von K, falls v die Startbedingung beziiglich o erfiillt
und vy C I ist. In diesem Fall sagen wir der Punkt (1) ist (zirkulir) sichtbar in
K.

Potenzielle Sichtbarkeitskreisbogen

Aus den Eigenschaften des Kanals und der Sichtbarkeitskreisbégen kénnen wir wei-
tere Eigenschaften von Sichtbarkeitskreisbogen ableiten. Dadurch verkleinert sich die
Menge der moglichen Sichtbarkeitskreisbogen und auch die Menge der moglicherwei-
se sichtbaren Punkte kann weiter eingeschrankt werden.

Proposition 3.5. Sei K € K und v ein Sichtbarkeitskreisbogen mit Endpunkt in
I(k2 U o3) \ 2. Dann gilt

1. yNog #,
2. 7(1) € L([o]),
3. 4(0) # o(1).

Beweis. Zu 1): Da die Behauptung im Fall v(0) € o9 trivialerweise erfiillt ist, nehmen
wir (0) € a1]jo,1) an. Dann gilt v(0) € R(o2 U r2) nach Bemerkung 3.2. Da o2 U k2
positiv orientiert ist, vgl. Definition 3.1, ist

")/(1) € L(UQ (] /12) \0'2
und damit muss sich v von rechts an o9 L ko anndhern. Wegen
v C Ik = L(k Uoy)

kann sich v nicht von rechts an xk bzw. kg anndhern. Damit muss sich v von rechts
an o9 anndhern und damit gilt v N oy # .

Zu 2): Nach 1) ist yNog # 0 und wir wihlen ¢ € v N oy maximal beziiglich <. Aus
(1) € L(ka U oa) \ 02 und « C I folgt

Vit € Lz Uoa). (3.1)

Da ko U oo einfach geschlossen ist und ¢ beziiglich <, maximal gewahlt ist, folgt
im Fall ¢ € 0§ aus (3.1), dass v den Kreisbogen o2 in ¢ nach links verldsst. Da es
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keinen dritten Schnittpunkt zwischen v und [o] geben kann, gilt damit in diesem Fall
+(1) € L([o]).

Bleiben die Félle ¢ = 02(0) und ¢ = o2(1) zu betrachten. Aus Definition 3.1,
Proposition 2.47 und Korollar 2.50 folgt, dass k den Kreisbogen o in 02(0) = x(1)
nach links verldsst und laut Definition 3.1 wird [¢] von k2 in 0 nach links verlassen.
Damit folgt aus den Aussagen zur Verzweigungssituation in Proposition 2.52 und
aus Proposition 2.40

1. (L(o2UkK2) \ 02) N B:(02(0)) C L([o]) fiir ein e > 0,

2. (L(o2 U kg) \ 02) N Be(02(1)) C L(Jo]) fiir ein € > 0.
Damit folgt aus (3.1), dass [¢] von v in ¢ nach links verlassen wird und somit gilt
(1) € L([a]).

Zu 3): Angenommen es gelte v(0) = o(1). Wir zeigen, dass dann bereits v C I
verletzt ist. Aufgrund der Startbedingung in Definition 3.3 ist /(0) = ¢’(1). Nach
Definition 3.1 gilt det[o’(1), k4(0)] > 0. Ist k* der erste Kreisbogen in 2, dann
folgt aus Propositionen 2.54, dass [k*] von 7 in 0 nach rechts verlassen wird und

dass sich o in 1 von links an [k*] anndhert. Damit folgt aus Proposition 2.52; dass
~ den Kreisbogenspline o9 U ko in 0 nach rechts verlasst. Analog zu 1) folgt daraus,
dass sich 7 von rechts an & anndhert. Damit gilt v ¢ Ix und wir erhalten einen
Widerspruch. O

Dies fiihrt zu folgender Definition von potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen.

Definition 3.6. Sei K € K. Wir definieren
Py :=1(ka Uog) N L([o])

und nennen es die Menge der potenziell sichtbaren Punkte. Fiir jedes p € Pg de-
finteren wir Agp als die Menge der Kreisbogen vy, die die folgenden Bedingungen
erfiillen:

1. die Startbedingung beziiglich o, vgl. Definition 3.3,
2. ~(1) =p,

3. yNogy #0,

4. 7(0) # o(1).

Auflerdem definieren wir

Ak = U Ak p,

pEPK

und nennen es die Menge der potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen.
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el

Abbildung 3.4: Hlustration der Punktmenge Py geméf Definition 3.6.

Bemerkung 3.7. Man beachte, dass Py insbesondere Punkte des Kanalrandes ko
enthdlt. Diese sind von besonderem Interesse, da dadurch die Berechnung von Kreis-
bogen mit einer dritten Kanalberihrung im Endpunkt ermdoglicht wird und diese zur
Berechnung der zirkuldren Sichtbarkeitsmenge verwendet werden kionnen, wvgl. Ab-
schnitt 1.1.

Man beachte, dass die Menge Ag, bei gegebenem p nur von o und dem Punkt
k(1) abhdngt. Sie enthdlt alle Kreisbogen, die als Sichtbarkeitskreisbogen nicht ausge-
schlossen werden kénnen, falls nur der Startkreisbogen o und der Punkt k(1) bekannt
sind. Der genaue Verlauf von k ist dabei nicht entscheidend, solange p € Py erfiillt
15t.

Abbildung 3.4 zeigt links einen Kanal, bei dem (k2 U 02) \ 02 ¢ L([o]) ist. Da nach
Proposition 3.5 nur Punkte in L([o]) sichtbar sein kénnen, kann hier die Menge Px
der potenziell sichtbaren Punkte eingeschrankt werden. Oft gilt Px = I(ko U 02)\ 02,
wie etwa im rechten Beispiel zu sehen ist. Beispiele von potenziellen Sichtbarkeits-
kreisbogen sind in Abbildung 3.5 zu sehen, Abbildung 3.6 zeigt Beispiele von Kreis-
bogen, die Dank Proposition 3.5 nicht betrachtet werden miissen.

Eigenschaften potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Wir schlieffen den Abschnitt mit grundlegenden Eigenschaften potenzieller Sichtbar-
keitskreisbogen ab.
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Abbildung 3.5: Kreisbogen in Ag.

Abbildung 3.6: Kreisbogen NICHT in Ag, da yNog = 0 ist (a,b) bzw. dav(0) = o (1)
ist (c).
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Proposition 3.8. Sei K € K, sei p € Px und seien v1,7v2 € Ag,p mit Im([m]) =
Im([v2]). Dann ist vy = 2.

Beweis. Nach den FEigenschaften potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen, vgl. Definiti-
on 3.6 bzw. 3.3, gelten fiir jeden Kreisbogen v € Ak, die folgenden Bedingungen:

1. v(0) € o,
2. 4'(0) = o’ (7(0)) oder es gibt ein ¢ € vy N o mit v(0) <, q.

Ist v1(0) = ¢’'(71(0)), dann gilt [y2] No = [y1] No = {71(0)}. Aus 1) folgt damit
72(0) = ~41(0) und aus 2) folgt v4(0) = o'(72(0)) = ~1(0). Damit ist 41 = 72. Im
Fall 7{(0) # ¢/(71(0)) kénnen wir nach 2) ein ¢; € 73 N o mit 71(0) <, ¢1 wihlen.
Auferdem gilt dann v4(0) # 0/(72(0)) und wir kénnen ein g2 € y2No mit ¥2(0) <4 g2
wihlen. Da es zwischen [;] und ¢ und zwischen [y2] und o genau zwei Schnittpunkte
gibt, folgt aus Im([y1]) = Im([y2])

{1100), 1} = {12(0), g2}

Wegen v1(0) <, g1 und v2(0) <, g2 folgt daraus v1(0) = 72(0) und ¢1 = ¢2. Damit
gilt auch in diesem Fall y; = 7». O

Proposition 3.9. Sei K € K, v € Ax und q € v N o mazimal beziiglich <,. Dann
qgilt

1. v| 09 C R([0]),
2. 7w, € L([o]),
3. 0|ty © L)) und
4- o]\ o] y0).q € R([V])-

Vor dem eigentlichen Beweis betrachten wir gesondert den Fall sich beriihrender
Kreise:

Lemma 3.10. Seien y1,72 € A mit [y1] N [y2] = 711 N2 = {x} und 4 (x) = v4(x).
Dann gilt entweder

(1] € L([72]) und [v2] C R([m])

oder

1] € B([y2]) und [y2] C L([m]).
Beweis. Sowohl R?\ [y1] als auch R?\ [y5] bestehen aus zwei Zusammenhangskompo-
nenten, namlich L([y1]) und R([y1]) bzw. L([y2]) und R([72]), vgl. Proposition 2.25
und Definition 2.39 bzw. 2.41. Falls ; eine Strecke ist, dann folgt aus den Voraus-

setzungen des Lemmas, dass 72 keine Strecke ist und damit ist [v1] \ {z} C E([12]).
Andernfalls ist [y1]\ {z} zusammenhéngend und damit ist [y;]\ {z} auch Teilmenge
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einer Zusammenhangskomponente von R?\ [y2]. Analog ist [y2]\ {«} Teilmenge einer
Zusammenhangskomponente von R? \ [y;] und damit gilt insgesamt

entweder [y2] C L([y1]) oder [y2] C R([1]) (3.2)

und

entweder [y1] C L([v2]) oder [y1] C R([y2]). (3.3)

Wir nehmen zuerst an, dass

[v2] € L([m]) und [n] C L([r2)) (3.4)

gilt und zeigen, dass das zu einem Widerspruch fithrt. Aus [y2] C L([71]) folgt

L([n]) 0 R([r2]) # 0, (3.5)

da [y2] der Rand von R([y2]) ist, vgl. Proposition 2.25, und [y2] \ {z} C L([n]) ist.
Aus [71] C L([y2]) folgt

Ml NR([v2]) =0

und damit liegt R([}2]) in einer Zusammenhangskomponente von R?\ [y;]. Damit ist
entweder L([y1]) N R([y2]) = 0 oder R([y1]) N R([y2]) = @ und wegen (3.5) erhalten
wir

R([n]) N R([r]) = 0. (3.6)

Um zu zeigen, dass (3.6) nicht moglich ist, wéhlen wir eine Strecke ¢, die 41 in x von
rechts schneidet. Nach Proposition 2.54 ist det[y](z), ¢] > 0 und da v{(z) = v4(x)
ist, schneidet ¢ auch o in & von rechts. Damit gilt insbesondere

R([n]) N R([v2]) # 0,

im Widerspruch zu (3.6). Damit folgt, dass (3.4) nicht moglich ist. Analog kann
gezeigt werden, dass

el € R(Im]) und [n] € R([r2])
zu einem Widerspruch fiithrt und damit folgt die Behauptung aus (3.2) und (3.3). O

Beweis (von Proposition 3.9). Im Fall ¢ = 4(0), in dem insbesondere 7/ (0) = o’(v(0))
ist, sind die Punkte 1) und 3) wegen

V] 0,t(0)) = T (x(0),q) =¥

trivialerweise erfiillt und die beiden anderen Punkte folgen aus Lemma 3.10. Sei also
q # 7(0). Nachdem nach Definition v(1) € L([o]) ist, gilt [y] N [o] = {7(0),¢} und
[o] wird von 7 in ¢ von rechts geschnitten. Daraus folgen direkt die Punkte 1) und
2). Da damit [y] von [o] in g von links geschnitten wird, vgl. Proposition 2.57, folgen
auch die Punkte 3) und 4). O
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3.2 Restriktionen und Verletzungen

Die Menge A wurde so gewéhlt, dass Kreisbogen, die den Kanal {iber den Start-
kreisbogen o verlassen, nicht enthalten sind. Folgende Proposition zeigt, dass alle
Kreisbogen in Ak, deren Anfangspunkt nicht auf dem Kanalrand x liegt, ,in den
Kanal starten‘:

Proposition 3.11. Sei K € K und sei v € Ax mit v(0) € k. Dann gilt
Y| (0, C Ik fiir ein e > 0.

Beweis. Aus v € Ag und v(0) € & folgt v(0) € o7 Uos. Im Fall 4(0) € oF gilt
7(0) € Ik und da I offen ist, gibt es ein ¢ > 0, so dass 7y|g C Ik ist. Gilt
v(0) € 09, dann verlédsst v den Kreisbogen o in 0 nach rechts, vgl. Proposition 3.9, 1),
und damit gilt

Y], C L(kUor) = Ik fiir ein e > 0.

3.2 Restriktionen und Verletzungen

Wir wollen nun die gerichteten Schnitte aus Kapitel 2 nutzen, um iiber die Funktion

fH,’Y : (07 1) —Z, t— A(’Yv ’%‘[O,t]) = Z X+(77 K, 3) - X_(’Ya K, 3) (37)
s€[0,t]

zu einem v € Ay alle Punkte des Kanalrandes x in verschiedene Klassen einzutei-
len. K bezeichnet dabei hier wie im Folgenden einen Kanal gemé&f Definition 3.1.
Man beachte, dass f stiickweise konstant ist und nur in den endlich vielen Punkten
springt, an denen sich der Kanal an den Kreisbogen ~ annéhert oder an denen er den
Kreisbogen verlédsst. Der Wert von f lésst sich also mit ,wenig Aufwand“ bestimmen.

Damit sich die Funktion f, , ohne weitere Anpassungen zur Klassifikation der Ka-
nalrandpunkte verwenden lasst, werden wir vorerst einen generischen Fall betrachten:

Definition 3.12 (Generischer Kreisbogen). Wir nennen v € Ag einen generischen
Kreisbogen, wenn

Y(0) ¢k und  k(0), k(1) €~ (3.8)
erfillt ist.

Beispiele von vorerst ausgeschlossenen Randféllen sind in Abbildung 3.7 dargestellt.
Leider konnen wir diese Randfélle nicht generell als irrelevant deklarieren und aus-
schliefen, da wir zur Untersuchung der Sichtbarkeit immer versuchen werden, den
Kanal vollstédndig auszunutzen. Dabei treten insbesondere auch diese Randfélle hau-
fig auf. Wir werden sie jedoch gesondert am Ende von Kapitel 4 behandeln, um die
Beweise nicht unnétig mit Spezialfillen in die Lange zu ziehen.

Im Fall v(1) € w verliert f. ,(t) fiir t € (tx(7v(1)),1) seine Aussagekraft, da v im
Endpunkt nicht lokal einfach ist. Dieses Problem umgehen wir, indem wir in diesem
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3 Problemstellung und Ziele

(a) (b)

Abbildung 3.7: Beispiele nicht generischer Kreisbogen: In (a) und (b) liegt v(0) auf
dem Kanalrand, in (c) gilt k(1) € 7. In (d) liegt v(0) auch auf dem
Kanalrand, da k so verdndert wurde, dass es auf einem Teilstiick mit
o ibereinstimmt.

Fall den Kanal ausgehend vom Startkreisbogen von beiden Seiten durchlaufen. Dazu
definieren wir zur Vereinfachung der Notation die entsprechenden Kanalabschnitte.
Ein Beispiel ist in Abbildung 3.8 zu sehen.

Definition 3.13. Sei K € K, p € Px. Dann definieren wir

H+ — {’{7 p ¢ K,
Klotp)] P EK,
und
_ {E, p &K,
K, =
p —
Kllotp)s P E k-

Aufserdem definieren wir zur Vereinfachung speziell fiir Kanéle folgende Notation:

Definition 3.14. Sei p € Px und v € Ak, ein generischer Kreisbogen. Dann
definieren wir

AL (7,q) == Ay, Ky
AL (7,9) = Ay, K,

otq))> 4€ (Ky)°,
0tq]) € (Ky)%

sowte
Al (y,q9), g€ (K))°,

Ar0,0):= {A;(%Q), q € (K, )°.
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3.2 Restriktionen und Verletzungen

Abbildung 3.8: Ilustration von /ﬁ;r und k, im Fall p € £ geméh Definition 3.13.

Ist p € K, dann definieren wir zusdtzlich

Wir schreiben A(y,q) statt Ax(y,q), falls £ aus dem Kontext hervorgeht. Man
beachte, dass es im Fall p € k ein € > 0 gibt, so dass

entweder k. |1z Cy oder /1;\[1_571) Ny=10

ist und damit gilt

AL (v,p) = Ay, 5 | 0,1-e])-

Die Analoge Aussage gilt auch fiir A (y,p). Da nicht notwendigerweise A (v, p) =
A (v,p) ist, ist Ak(v,p) fiir p € k bewusst nicht definiert. Folgende Proposition
zeigt, dass die Definition von A (7,q), ¢ € k°, im Fall p ¢ k verniinftig ist:

Proposition 3.15. Seip € P und v € Ak, ein generischer Kreisbogen. Ist p € K,
dann gilt

AT(v,q) = A (y,q) fiir alle q € k°.
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3 Problemstellung und Ziele

Beweis. Sei g € k°. Laut den Eigenschaften von A, vgl. Propositionen 2.56 und 2.57,
gilt

AT (y,q) — AT (7,9) = A(y, & a(q)) — Ay, %
= A7,k

0.4(q)
0.6(q)) T A0 Eeg))) = Ay, 5) = —A(k, 7). (3.9)

Laut Proposition 3.11 gibt es ein € > 0, so dass v|(g¢ C Ik ist. Sei vz := 7|[¢,1) und
¢ := kU o1. Aus den Eigenschaften generischer Kreisbogen folgt, dass v|g ¢ Nk = 0
ist, 7. Moy = @ ist und v(g), (1) € Ix = I(¢) ist. Damit folgt aus den Eigenschaften
von A und dem Zusammenhang zu ¢, vgl. Proposition 2.56 bzw. 2.62,

Ak, 7) = Ak Y| jo.g)) + AR 7e) = Al 7e) = A(G ) = Ac(v(1) = Ac(v(e))
=2-2=0

und somit folgt die Behauptung aus (3.9). O

Aufbauend auf Definition 3.14 definieren wir nun Restriktionen. Wir werden in den
folgenden Abschnitten zeigen, dass damit genau die Punkte charakterisiert werden,
an denen ein potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen auf den Kanalrand trifft. Beispiele
zu den verschiedenen Arten von Restriktionen sind in Abbildung 3.9 und 3.10 zu
sehen.

Definition 3.16 (Restriktion). Sei p € Pk und v € Ak, ein generischer Kreisbo-
gen. Wir nennen einen Punkt q € (ﬁ;)" eine rechte Restriktion von ~, falls

At(y,q) =1

[¢]

1st und wir nennen einen Punkt q € (Iﬁ; )° eine linke Restriktion von ~, falls

A_(’% q) =-1
15t.

Fiir den Anfangs- und Endpunkt eines potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens ergeben
sich folgende Spezialfille.

Definition 3.17. Seip € Pi undy € Ak . Wir nennen r,, (0) eine linke Restriktion
von v, falls k, (0) € ° ist und wir nennen v(0) eine linke (Start-) Restriktion, falls
7'(0) = o'(7(0)) ist. Auferdem nennen wir v(0) eine rechte (Start-) Restriktion,
falls v(0) = o(0) ist.

Definition 3.18 (Endrestriktion). Sei p € Pg und v € Ak ein generischer Kreis-
bogen. Wir nennen den Punkt p eine rechte (End-) Restriktion von ~, falls eine der
folgenden Bedingungen erfullt ist:

1. A% (y,p) =0, 7' (1) = k_(p) und x~ (7], K, tu(p)) = —1,
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3.2 Restriktionen und Verletzungen

2. At(v,p) € {1,2}.

Der Punkt p heifit linke (End-) Restriktion von ~, falls eine der folgenden Bedingun-
gen erfillt ist:

1. A (y,p) =0, ¥'(1) =®_(p) und x (7], %, tz(p)) = 1,
2. A~ (v,p) € {—1,-2}.

Eng verwandt mit Restriktionen sind Verletzungen. Beispiele sind in Abbildung 3.11
zu sehen.

Definition 3.19 (Verletzung). Seip € Pi undy € Ak, ein generischer Kreisbogen.
Wir nennen einen Punkt q € (/-@2,‘)0 eine rechte Verletzung von ~, falls

At(vy,9) €1{2,3,...}

st und wir nennen einen Punkt q € (m;)o eine linke Verletzung von ~, falls

A7 (v,q) € {-2,-3,...}

1st.

Bemerkung 3.20. Da im Fall generischer Kreisbdgen v(0) & k ist, kénnen wir
Proposition 2.58 anwenden. Damit ist leicht zu sehen, dass die Teilmenge der Para-
meter in 1, die zu Verletzungen gehdren, eine Vereinigung offener Intervalle ist und
dass sich am Rand der Intervalle Restriktionen befinden. Auferdem folgt, dass jede
Restriktion, wie erwartet, auf dem zugehérigen Kreisbogen liegt.

Wir geben speziellen Folgen von Restriktionen einen Namen, da diese fiir die Sicht-
barkeit eine besondere Rolle spielen:

Definition 3.21 (Alternantenfolge). Sei v € Ag ein generischer Kreisbogen. Eine
Folge (r1,r9,...,m5), n € N, nennen wir eine links-blockierende Alternantenfolge
der Lange n von v, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. m <y T2 <y =y T,

2. r1,73,... sind linke Restriktionen von ~y,

8. 19,74, ... sind rechte Restriktionen von ~.
Sind ry,7s3,... rechte und ro,ry,... linke Restriktionen von -y, dann mennen wir
(r1,...,rn) eine rechts-blockierende Alternantenfolge von ~.
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3 Problemstellung und Ziele

(a) (b) ()
0 0 \ 0
<1 <1
2
<1
<1
0 0 0
o o o
(d) (e) (f)
<0 <2
2
0
<1
0 0
o o o

Abbildung 3.9: Punktmarkierungen zeigen rechte Restriktionen geméfs Definiti-
on 3.16 (a,b,c), rechte Endrestriktionen geméfs Definition 3.18, Bedin-
gung 1 (d) und 2 (e) und eine rechte Startrestriktion (f). Aukerdem
sind die Werte von AT (v, -) angetragen.
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3.2 Restriktionen und Verletzungen

(a) (b) (c)

0 0 0

-1—
-1
-1— )

-2

0 1 -1

0 0

o (2 g

(d) (e) (f)
0— 2
-2 0
0
1—
0

Abbildung 3.10: Punktmarkierungen zeigen linke Restriktionen geméfs Definiti-
on 3.16 (a,b,c), linke Endrestriktionen geméf Definition 3.18, Bedin-
gung 1 (d) und 2 (e) und eine linke Startrestriktion (f). Auferdem
sind die Werte von A~ (7, ) angetragen.
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3 Problemstellung und Ziele

(a)
\

Abbildung 3.11: Beispiele von rechten Verletzungen (a,b) und linken Verletzungen
(c) gemafs Definition 3.19.

Man beachte, dass weitere Restriktionen, die nicht Teil der Alternantenfolge sind,
durch die Definition nicht ausgeschlossen werden. Betrachte etwa Abbildung 3.12:
Die Folge (r1,72,73) ist eine links-blockierende Alternantenfolge der Lange drei von
~. Der Kreisbogen besitzt neben diesen drei Punkten drei weitere Schnittpunkte mit
k — drei rechte Restriktionen. Da jeder dieser Punkte geméf <. zwischen 71 und r3
liegt, kdnnte jeder mit r1 und r3 eine links-blockierende Alternantenfolge der Lange
drei bilden. Es ist jedoch nicht moglich aus den insgesamt sechs Restriktionen eine
Alternantenfolge mit einer Lange grofser als drei zu erzeugen.

3.3 Hauptresultate zu Restriktionen, Verletzungen und
zirkuldrer Sichtbarkeit

Wir sind nun in der Lage die Hauptresultate zur zirkuldren Sichtbarkeit zu formulie-
ren. Diese werden wir im folgenden Kapitel beweisen. Man beachte, dass wir uns bei
den Aussagen nicht nur auf den generischen Fall beschréanken, auch wenn manche
Definitionen aktuell nur den generischen Fall beriicksichtigen. Wie mit den vorerst
ignorierten Spezialfillen umzugehen ist, wird gesondert am Ende von Kapitel 4 be-
handelt.

Der erste Satz liefert ein einfaches Kriterium, um mithilfe von A aus Definiti-
on 3.14 zu priifen, ob v ein Sichtbarkeitskreisbogen ist. Entscheidend ist dabei, die
Charakterisierung eines Sichtbarkeitskreisbogens iiber 3), wonach es im Fall p € &
ausreichend ist den Kanalabschnitt m; auf rechte und den Kanalabschnitt x, auf
linke Verletzungen zu untersuchen. Auch wenn der Unterschied zur einfacheren Cha-
rakterisierung 2) gering erscheinen mag, ergibt sich fiir den spéateren Algorithmus ein
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3.3 Hauptresultate zu Restriktionen, Verletzungen und zirkuldrer Sichtbarkeit

p

(A

Abbildung 3.12: Links: Kreisbogen = mit einer Alternantenfolge der Lénge drei
(r1,72,73) und damit nicht sichtbarem Endpunkt p, vgl. Satz 3.23.
Der Kreisbogen, der den Rand der Sichtbarkeitsmenge markiert, ist
gestrichelt eingezeichnet.
Rechts: Beispiel eines nicht sichtbaren Punkts geméf Satz 3.24: Es
gilt A(~,q) =3.

signifikanter Unterschied: Wie wir sehen werden kann damit eine in der Anzahl der
Kanalkreisbogen lineare Laufzeit erreicht werden.

Satz 3.22. Seip € Px und v € Ak . Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. v ist ein Sichtbarkeitskreisbogen, d.h. es gilt v C I,

2. |A(, g <1 fiir alle g € £°\ {p},
8 AT(v,q) <1 firalleqe (5))° und A (v,q) > —1 fir alle g € (k,)°.

Die Hilfsmittel fiir den Beweis dieses Satzes werden wir in Abschnitt 4.1 entwickeln.
Der eigentliche Beweis ist auf Seite 59 zu finden.

Der folgende Satz zeigt, dass mit jedem einzelnen Kreisbogen, der eine Alternan-
tenfolge der Lénge drei besitzt, entschieden werden kann, ob der Endpunkt sichtbar
ist: Ist ein solcher Kreisbogen kein Sichtbarkeitskreisbogen, dann ist der Endpunkt
des Kreisbogens nicht sichtbar. Kein anderer potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen
mit entsprechendem Endpunkt liegt also vollstindig im Kanal. Ein Beispiel ist in
Abbildung 3.12 links zu sehen.

Satz 3.23. Seip € Px und v € Ak, ein Kreisbogen, der eine Alternantenfolge der
Linge drei besitzt. Ist v kein Sichtbarkeitskreisbogen, dann ist p nicht sichtbar.
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3 Problemstellung und Ziele

Um diesen Satz zu beweisen, untersuchen wir in Abschnitt 4.2 wie sich Erkenntnisse
iiber einen potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen auf andere iibertragen lassen. Den
eigentlichen Beweis fithren wir schlieflich auf Seite 71.

Die Aussagen aus Abschnitt 4.2 ermdglichen ein weiteres Kriterium, das impli-
ziert, dass ein Punkt nicht sichtbar ist: Der Endpunkt eines potenziellen Sichtbar-
keitskreisbogens = ist demnach nicht sichtbar, wenn ~ eine ,schwere Verletzung", also
eine Verletzung ¢ mit |A(y,q)| > 3 besitzt. Ein Beispiel, in dem der folgende Satz
anwendbar ist, ist in Abbildung 3.12 rechts zu sehen.

Satz 3.24. Seip € Pk und v € Ak p. Gilt

|A(y, @)l =23 fiir ein q € £°\ {p},
dann ist p nicht sichtbar.

Der Beweis dieses Satzes findet sich auf Seite 72.
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4 Untersuchung potenzieller
Sichtbarkeitskreisbogen

Wir werden in diesem Kapitel ndher auf potenzielle Sichtbarkeitskreisbégen einge-
hen. Das Ziel ist dabei der Beweis der Hauptresultate aus Abschnitt 3.3. Die Aus-
sagen des Abschnitts 4.2 spielen aufserdem fiir die zielgerichtete Suche nach einem
Sichtbarkeitskreisbogen in Kapitel 5 eine wichtige Rolle.

4.1 Verletzungen und Aussagen iiber den zugehorigen
Kreisbogen

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Satz 3.22. Das folgende Lemma bildet dabei
die Grundlage fiir die Aquivalenz von 1) und 2). Man beachte, dass die Einschrin-
kung 7(0) ¢ ~ zwar notwendig ist, jedoch sehr einfach iiber eine Verschiebung des
Anfangspunkts des einfach geschlossenen Kreisbogensplines 7 erreicht werden kann,
falls es einen Punkt in 7 gibt, der nicht auf v liegt.

Lemma 4.1. Sei v € §* ein einfacher Kreisbogenspline und n € 8§ ein einfach ge-
schlossener Kreisbogenspline, so dass n(0) & ~ ist. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1L.yNLm) #0 und yNR(n) #0,
2. v schneidet n in [t1,ts], t1,t2 € (0,1), von links oder rechts,
3. m schneidet v in [t1,ts], t1,ta € (0,1), von links oder rechts.
Gilt auferdem v(0),v(1) € n, dann sind die drei Aussagen zusdtzlich dquivalent zu

4- 1AM, m|pg)l > 1 fir eint € (0,1)

und falls v(0) € n und x = (1) € ° ist, dann sind sie auch dquivalent zu

5 A, g > 1 fir eint € (0,t)(x)) oder [A(v,7m|j0,)| > 1 fiir ein t €
(O,tﬁ(iﬂ))

Beweis. ,1) = 2)“: Da R? \ n aus den beiden Zusammenhangskomponenten L(n)
und R(n) besteht und 7 deren gemeinsamer Rand ist, vgl. Proposition 2.25, gibt es
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

zwei Parameter t1,ty € (0,1), t1 < t9, und ein € > 0, so dass t; —€,t2 + ¢ € [ sind,
Y| (t1,.2] € 1 ist und entweder

Y/ tr—etr) C L) und |ty 104 € R(n) (4.1)

oder
r)/‘[tlfs,tl) - R(n) und 7‘(t2,t2+€} C L(n) (42)

erfiillt ist. Nachdem der lokale und der globale Links- / Rechtsbegriff ibereinstimmyt,
vgl. Proposition 2.40, und da jeder Punkt in 7 lokal einfach ist, vgl. Bemerkung 2.36,
schneidet v den Kreisbogenspline 7 in [t1, to] im Fall (4.1) von links und im Fall (4.2)
von rechts.

»2) = 1) Wir nehmen an, dass v den Kreisbogenspline 7 in [t1, t2], t1,t2 € (0,1), von
links schneidet, da der andere Fall analog bewiesen werden kann. Seien z1 := (t1),
xp = 7(t2), Le s, (1) eine Linksumgebung von 7 in x; und R, ;,(n) eine Rechtsum-
gebung von 7 in xo. Dann gibt es ein €9 > 0, so dass

’Y‘[tlfeg,tl) C LE,Jfl (77) - L(n)

und
V| (t2,ta4e0] C Beza (n) C R(n).
Damit ist y N L(n) # 0 und v N R(n) # 0.

»2) < 3)“ Aus der Voraussetzung 1(0) ¢ v folgt, dass ein € > 0 existiert, so dass

N0, VY = N1,y Ny = 0.

Damit kann sowohl in 2) als auch in 3) n durch 5| 1_ ersetzt werden. Da 7. 1_q
einfach ist, folgt die Aquivalenz von 2) und 3) direkt aus Korollar 2.51.

»3) < 4) Falls y N = 0 ist, dann sind beide Aussagen trivialerweise nicht erfillt.
Andernfalls sei

O=tg<a1 <hh<ti<...<th1<ap<b,<tp,=1, neN,

eine Unterteilung, so dass
n

n () = lai, bi]-

i=1

Man beachte, dass fiir alle i € {0,...,n} insbesondere 7(t;) & = ist. Sei t € (0,1]
und j € {1,...,n}, so dass t € (tj_1,;] ist. Mit n; := n|f,_, 4, gilt dann nach den
Rechenregeln fiir A, vgl. Proposition 2.56,

j—1

04) = A0 _) + D> A M)

i=1

A(y,n
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4.1 Verletzungen und Aussagen iiber den zugehérigen Kreisbogen

2 m

1o

Abbildung 4.1: Illustration zu Lemma 4.2.

Da v in jedem Schnittpunkt mit n lokal einfach ist, gilt fiir alle i € {1,...,n}

0, t e (ti—1,a:),
A n|irg) = S X (amsai) € {=1,1},  t € [ag, b,
A(%m) € {07 _272}7 te (b’iati]v

und daraus folgt, dass 4) genau dann erfiillt ist, wenn
A(vy,m;) #0 fiireinie {1,...,n} (4.3)

gilt. (4.3) ist genau dann erfillt, wenn ~ fiir ein ¢ € {1,...,n} von 5 in [a;, b;] von
links oder rechts geschnitten wird.

»3) < 5)“ Folgt analog zur Aquivalenz von 3) und 4). O

Das folgende Lemma bereitet den Beweis der Aquivalenz von 2) und 3) in Satz 3.22
vor. Die darin betrachtete Situation ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

Lemma 4.2. Seien v,n0,n1,72 € S*, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

~

. mo Un Ung ist einfach geschlossen,

o

7(0) € ng,
(vmo) \ {7(0)} =0,

. v wverldsst ng in 0 nach links,

5. v(1) =m(1) =n2(1).

RN
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Gilt
A(y,mlp) <1 und A(y,m2|10,4) = =1 fiir alle t € (0,1), (4.4)
dann folgt
A(y,mlp,) €1{0,1} und A(v,m20p04) € {—1,0} fir alle t € (0,1). (4.5)

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein ¢t € (0, 1) gibt, fiir das

A(y,mlpg) = -1

gilt und leiten daraus einen Widerspruch zur zweiten Ungleichung in (4.4) her. Analog
kénnte aus der Annahme A(v,n2|j0) = 1 ein Widerspruch zur ersten Ungleichung
in (4.4) gefolgert werden. Sei also t* € (0,1) minimal, so dass

A(y,mloe) = —1

ist und sei ¢* := 71 (t*). Wir nehmen zunéchst an, dass v N1 | 4+) = 0 ist. Damit ist

C:=m [0,t(g*)] Y 70 |{t(v(0)),1]

[0+ Uy

einfach geschlossen. Da sich 71 in ¢* von links an v annéhert, folgt aus Korollar 2.50,
dass v den Kreisbogenspline ¢ in ¢* nach links verldsst. Aus der Annahme ~ N
M |[+) = 0 und Voraussetzung 3) folgt | ¢(g+),11 N ¢ = 0. Daraus folgt

Y (t(g#)1) € L(C).- (4.6)

und damit ist insbesondere 72(1) = (1) € L({). Analog folgt 172(0) = 19(0) € R(¢),
da v den Kreisbogen 7y in 0 nach links verlasst. Somit kénnen wir ein maximales

t2 € (0,1) wihlen, so dass 1m2][0,¢,] C R(C) gilt. Wegen (4.6) und Voraussetzung 1) ist

m2][0,62) N (V] [t(g*),11 Y M [[0,6] Y 10 (v (0)),17) = @

und damit folgt aus den Eigenschaften von A, vgl. Proposition 2.56, und der Cha-
rakterisierung von A iiber A¢, vgl. Proposition 2.62,

Ay, m2 o) = —AOs M2 [0,t2]) = —A(C M2 [0,t5) = Ac(m2(0)) — Ac(ma2(t2)) = —1.

Da wir t2 maximal gew&hlt haben, verldsst no den Kreisbogenspline v in t9 nach
rechts und somit gilt

A(v,m2](0,ta4¢]) = —2 fiir ein € > 0.

Damit erhalten wir einen Widerspruch und somit ist die Behauptung fiir den Fall
YN oy = O gezeigt. Wir nehmen nun an, dass v N n91|j ) # @ ist. Da der
Parameter t* unter der Bedingung A(%m‘[o,t*]) = —1 minimal gewahlt wurde, ist
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4.1 Verletzungen und Aussagen iiber den zugehérigen Kreisbogen

YO0 |[pr—e ) = O fiir ein € > 0 und damit kénnen wir ein maximales t; € (0,t)

wéhlen, so dass 11 (t1) € v ist. Sei ¢ := n1(¢1). Dann ist

— {771 ‘ [t1,t*] U 7\ lg*,q1]> q- =y 41,

M| ft1,64) U Y] [gr,q#],  SOBSE,

einfach geschlossen. Analog zum ersten Fall kann 72(0) € R({) und 72(1) € L({)
gezeigt werden, da n; den Kreisbogenspline v in ¢; nach rechts verlasst und damit
kann auch die restliche Argumentation analog gefiihrt werden. O

Wir sind nun in der Lage Satz 3.22 auf Seite 53 fiir generische Kreish6gen zu beweisen:

Beweis (von Satz 3.22 fir generische Kreisbogen). Wir nehmen an, dass v € Ak
ein generischer Kreisbogen ist. Seien wie iiblich o1 := 0/|[g 4(x(1))) und 02 := & |[1(x(1)),1];
vgl. Definition 3.1.

»1) < 2)“ Nach Proposition 3.11 kénnen wir ein € > 0 wihlen, so dass

Y06 € Ik-
Damit gilt v C I¢ genau dann, wenn -, := Ve € I ist und es gilt

Ye N Ig # 0. (4.7)
Nachdem + ein generischer Kreisbogen ist, vgl. Definitionen 3.6 und 3.12, folgt

Yo NE=0 und .Noy =0 (4.8)

und damit gilt

A, 658 [0ae)]) = A¥e, Kyt |j0,4(q)) = A(Ves 01 UKL [10.4(g))> a4 € (K,1)°,

A(v,q) =

Ay, 5y [[0,6(a)) = AWVes By [0,t(a)) = A(Ver 01 UKy [0,0(a))s € € (Kp)°-

Aus (4.8) folgt insbesondere 7.(0) ¢ x Uo7 und es gilt x U oy € S;. Damit kénnen
wir im Fall p ¢ s die Aquivalenz von 1) und 4) und andernfalls die Aquivalenz von
1) und 5) aus Lemma 4.1 anwenden und wegen (4.7) folgt damit die Behauptung.

»2) = 3)“ Folgt trivialerweise.

»3) = 2)% Im Fall p € k ist die Implikation trivialerweise erfiillt, da dann

Im(x° \ {p}) = Im(x°) = Im((r;))°) = Im((x,, )°)

ist und
A(v,q) = AT (v,q) = A7 (v,q) fiir alle ¢ € &°
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

ist. Wir nehmen also p € k an. Ist v(0) € of, dann gilt die Behauptung nach
Lemma 4.2 mit

N =01, N = H;_ und 72 1= K,

Ist v(0) € of und damit v(0) € 03, dann gilt o1 N~y = 0 und es gibt ein € > 0, so
dass

Ky | [0.6] N (020 (o)) B ) =0

ist. Wir setzen

no =k, |0 Uo1, mi=k und ng =k,

[e,1]-

Mit 092 1= 02 ‘ [0,t(+(0))] verlésst

Y=o, Uy

den Kreisbogenspline 79 in 0 nach links. Es gilt x, N o2, = {x,(0)} und falls
/1; Nog # 0 ist, dann beriihrt /1;{ den Kreisbogen o3 - von rechts. Damit folgt die
Behauptung wieder aus Lemma 4.2. O

4.2 Restriktionen, Verletzungen und Aussagen iiber
andere Kreisbogen

Ausgehend von einem potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen und dessen Restriktionen
und Verletzungen wollen wir nun Aussagen iiber andere Kreisbogen treffen. Die-
se bilden die Grundlage fiir Satz 3.23 und erméglichen im folgenden Kapitel eine
zielgerichtete Suche nach einem Sichtbarkeitskreisbogen. Wir teilen die Anordnung
zweier Kreisbogen in verschiedene Konfigurationen ein, die wir einzeln untersuchen.
Beispiele zu den verschiedenen Konfigurationen sind in Abbildung 4.2 zu sehen.

Definition 4.3. Sei p € Pk, seien 1,72 € Akp, 11 # Y2, seien q1 € y1 N o und
g2 € v2 N o mazimal beziglich <, und gelte entweder v1(0) = v2(0) und ¢2 <5 @1
oder v1(0) <5 7¥2(0). Wir sagen v und 2 sind in

Konfiguration eins, falls g2 <, q1 und 75 N~3 =0,

Konfiguration zwei, falls v{ N~3 # 0,

Konfiguration drei, falls v1(0) <, ¢1 <o 72(0),

Konfiguration vier, falls v1(0) = q1 <4 72(0).

Bemerkung 4.4. Sind v1,72 € Akp, 71 # 72, dann gilt im Fall v,(0) = 72(0)
entweder q1 <5 q2 oder qa <, q1 und andernfalls gilt entweder v1(0) <, v2(0) oder

v2(0) <5 71(0). Sind also die Voraussetzungen von Definition 4.3 nicht erfillt, dann
sind sie nach einer Umbenennung der Kreisbogen erfiillt.
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(b) 3 ()
!
72 M
a1
T
(d) (e) (f)
ga! 72
ga! 72 ga! 72
x
a1

Abbildung 4.2: Beispiele zu Konfiguration eins (a,b), zwei (c¢,d), drei (e) und vier (f)
in Definition 4.3.

V2
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Damit sind zwei Kreisbégen — bis auf Umbenennung — in genau einer der vier Kon-
figurationen:

Proposition 4.5. Seip € Pk, seien y1,72 € Ak p, so dass diese die Voraussetzun-
gen von Definition 4.3 erfillen. Dann sind 1 und o entweder in Konfiguration eins,
zwet, drei oder vier.

Wir ziehen ein paar technische Details vor:

Lemma 4.6. Sei p € Pg, seien v1,72 € Ag,p mit 71(0) <5 72(0) und seien ¢ €
Y1 N, g € v N o mazimal beziiglich <,. Dann gilt:

1. Ist 1 =5 72(0), dann ist v7 N~5 = 0,

2. Ist v2(0) <o q1 <o G2, dann gibt es ein x € 7Y N5 und es gilt x <, q1 und
X '<'yg q2,

3. Gibt es ein x € 4] N5 mit ¢ <+, & und gz <+, x, dann ist 72(0) =5 ¢2 <5 ¢1.

Beweis. Zu 1): Im Fall ¢ = 72(0) gilt v1 Ny2 = {72(0), p} und damit ist v N~5 = 0.
Im Fall g1 <, 72(0) gilt nach Proposition 3.9 71(0) € R([y2]) und ~2(0) € R([1])-
Angenommen es gébe ein x € 47 N~v5. Nach Korollar 2.51 wiirde entweder y; von 7
oder 42 von 71 in x von links geschnitten. Im ersten Fall gibe es wegen 72(0) € R([1])
ein t € (0,%y,(x)) in dem 72 den Kreis [y1] von rechts schneidet. Damit beséfen [v]
und [2] drei Schnittpunkte, im Widerspruch zu v; # 72, vgl. Proposition 3.8. Analog
erhielten wir im zweiten Fall einen Widerspruch.

Zu 2): Sei

C:=m ‘ [0,t(q1)] U O-H’Yl(o)vql]'

Nach Proposition 3.9, 1) verldsst 72 den Kreisbogen o in 0 nach rechts und damit
verldsst o den einfach geschlossenen Kreisbogenspline ¢ in 0 nach links. Auferdem
folgt aus Proposition 3.9, 3) und Korollar 2.50, dass v2(1) = v1(1) = p € R(().
Daraus folgt 75 N ¢ # 0. Wegen q1 <, 2 gilt 75 N 0|[y,(0),q] = ¥ und damit erhalten
wir 75 0 Y1 0,4(qr)) 7 - Sel € ¥5 N1 (0,4(g1))- Aus Proposition 3.9, 1) und 2) folgt
r € R([o]) und damit = € 2| (0,(gs))-

Zu 3): Nach 1) ist 12(0) <, ¢1 und damit folgt aus 2), dass g2 <, ¢1 ist, da es
zwischen 7 und 5 maximal einen Schnittpunkt geben kann. O

Beweis (von Proposition 4.5). Wir zeigen zuerst, dass jede Anordnung in mindestens
eine Konfiguration fallt. Gilt v1(0) = 72(0), dann gilt nach Voraussetzung gq2 <, ¢
und somit 4§ N5 = 0. Damit sind die Kreisbogen in Konfiguration eins. Im Fall
71(0) <4 72(0) unterscheiden wir nach der Lage von ¢ relativ zu 71 (0), 72(0) und go.
Gilt v1(0) = ¢q1, dann sind die Kreisbogen in Konfiguration vier. Gilt v1(0) <4 ¢1 <o
v2(0), dann sind die Kreisbogen in Konfiguration drei. Gilt 72(0) <4, ¢1 <¢ g2, dann
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4.2 Restriktionen, Verletzungen und Aussagen iiber andere Kreisbégen

gilt 99 N9 # 0 nach Lemma 4.6 2) und damit sind die Kreisbogen in Konfiguration
zwei. Und im Fall g2 <, ¢; sind die Kreisbogen entweder in Konfiguration eins oder
zwei. Damit sind alle Fille abgedeckt.

Bleibt zu zeigen, dass ein Kreisbogenpaar nicht in zwei Konfigurationen sein kann.
In Konfiguration drei und vier gilt insbesondere ¢; <, g2 und damit kann man aus-
schliefen, dass ein Kreisbogen in Konfiguration eins in einer weiteren Konfiguration
ist. Nach Lemma 4.6, 1) gilt in Konfiguration drei und vier v{ N9 = () und damit
kann man ausschliefen, dass ein Kreisbogen in Konfiguration zwei auch in Konfigura-
tion drei oder vier ist. Konfigurationen drei und vier schliefsen sich gegenseitig direkt
tiber die Lage von ¢; relativ zu 71 (0) aus. Damit ist gezeigt, dass die Kreisbégen in
genau einer der vier Konfigurationen sind. O

Folgende Proposition bildet die Grundlage fiir die darauffolgenden Aussagen zu den
einzelnen Konfigurationen:

Proposition 4.7. Sei p € Py, seien v1,72 € Axp, 71 7# Y2, generische Kreisbogen
und gelte ¥1(0) =25 72(0). Seien auflerdem 012 1= 0|4, (0)2(0)) Und

(:=o1Uy U7,

Dann gilt fir alle ¢ € k°\ {p}, die entweder nicht auf ¢ liegen, oder in denen ¢ lokal
einfach ist, dass

Ac(q) — Ac(k(0)), q & 012,

Ac(q) = Ac(k(0)) =1, q € 012

A(72,9) — A(m,q) =

Beweis. Sei zuerst g € (/ﬁ; )° ein Punkt, der entweder nicht auf ¢ liegt, oder in dem
¢ lokal einfach ist und sei ry := £|[g4(g)- Aus Lemma 4.6, 1) und Proposition 3.8
folgt, dass es hochstens einen nicht lokal einfachen Punkt in ¢ gibt, entweder einen
Schnittpunkt von ~7 mit oj2 oder einen Schnittpunkt von 77 mit ~5. Aufgrund
der Homotopieinvarianz von A, vgl. Proposition 2.63, kénnen wir annehmen, dass g
diesen Punkt nicht durchlduft, dass also ¢ in jedem Schnittpunkt mit x4 lokal einfach
ist. Damit erhalten wir aus den Eigenschaften von A, vgl. Propositionen 2.56 und
2.62,

A2,9) = A(y1,9) = A2 U1, Kg) = A2 U1 U 01a, kg) — A(012, Kg)
= Ac(q) — Ae(k(0)) — A(o12, Kg)-

Da entweder k4No12 = () ist, oder kq den Startkreisbogen o2 nach Bemerkung 3.2, 3)
von rechts beriihrt, gilt

17 qe 012,
0, q¢oi2

A(o12, kq) = {

und damit folgt die Behauptung fiir den Fall ¢ € (x,))°.
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Ist ¢ & (n; )°, dann konnen wir analog zum ersten Fall annehmen, dass ¢ in jedem

0N (nU2) =0
ist. Da in diesem Fall £, |[c4q) N o = () ist, folgt analog zum ersten Fall

Schnittpunkt mit &, |[g4(g) lokal einfach ist. Sei € > 0, so dass r,,

A(yv2,9) — A(1,9) = A2 UM, Ky | ea(q)]) = A2 U1 U o12, K | [e,6(0))
= Acla) = Ac(k, (e)).

Es bleibt also zu zeigen, dass A¢(k,, (€)) = A¢(£(0)) ist. Mit ) := o
gilt nach Proposition 2.62 und wegen ¢(0) = x(0)

0,055 (0))] 5 [[0.¢]

Ay (€)) = Ac(r(0)) = A(C 7).

Ist #, (0) <o 71(0), dann gilt ¢ Ny = @ und damit A(¢,7) = 0. Im Fall s, (0) € of,
verldsst 1 den Kreisbogen ¢ in 0 nach rechts, vgl. Definition 3.6 und Proposition 3.9,
und damit nihert sich 7 nach Proposition 2.50 in 71 (0) von links an ¢ an. Da x,, den
Kreisbogen o in 0 nach links verlisst, vgl. Definition 3.1, und da x*(¢,n,-) in allen
anderen Punkten null ist, folgt wieder A(¢,n) = 0. Im Fall 42(0) <, &, (0), verlassen
~v1 und -2 den Startkreisbogen o in 0 nach rechts und es folgt analog A((,n) =
0. Damit gilt in jedem Fall A¢(k, (¢)) = A¢(%(0)) und damit ist die Behauptung
gezeigt. O

Konfiguration eins

Proposition 4.8. Sei p € Py, seien v1,v2 € Ak, generische Kreisbogen in Konfi-
guration eins. Dann ist

(i=oppUyUy

mit 013 1= 0| ()] einfach geschlossen und fiir alle g € k°\ {p} gilt

7 (0)772

0, qe€ L(¢),
A(v2,q) — A(1,9) = {1, g€~} U,
—2, q < R(C) Uoi2.

Beweis. Seien ¢1 € y1Nao, g2 € v2No maximal beziiglich <. Da in Konfiguration eins
YNys = 0 und 2(0) <5 g2 <4 g1 ist, ist ¢ einfach geschlossen und damit lokal einfach
in jedem Punkt. Es gilt insbesondere auch 71(0) <, ¢; und damit verldsst v; den
Kreisbogen ¢ in 0 nach rechts, vgl. Proposition 3.9. Nach der Verzweigungssituation
in Korollar 2.50 néhert sich o in 71(0) von links an ¢ an. Wegen o[ ¢(y, (0))) N (71 U
v2) = 0 gilt damit x(0) € L(¢) und die Aussage folgt aus den Propositionen 4.7 und
2.61. O
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Konfiguration zwei

Proposition 4.9. Seip € Pk, seien v1,72 € Ak, generische Kreisbogen in Konfi-
guration zwei, set v € ¥] Ny und 012 := 0|}y, (0),4(0)]- Dann sind

G =o12U7 [0,¢(x)]

[0,t(z)] HM

C2 = 2|t(2),1] Y 71 |[t(2),1]

einfach geschlossen und fir alle ¢ € k°\ {p} gilt

=1, g €Mlo@) Y20

L g €m|i@),) Y2 )
A(y2:9) —A(1,9) = ¢ =2, q€ R(¢1)Uo,
27 qc L(<2)a

0, q€ (L(G)NR(C))U{z}.
Wir beweisen dazu zuerst folgendes Lemma:

Lemma 4.10. Seip € Pk, seien 1,72 € Ak, generische Kreisbogen in Konfigura-
tion zwei, sei x € Y7 N Y5 und 012 := 0|y, (0)42(0)]- Dann sind

1 = o012 U2jo,¢(x)) U m’

C2 = 72|[t(2),1) U 71| [t(2),1]

einfach geschlossen und es gilt

1. G2 C L(G1),

2. ¢ C R(G2),
3. k(0) € L(G) N R(C2)-
4- k(1) € R(G2).

Beweis. Da in Konfiguration zwei 5 N~§ # 0 ist, folgt aus Definition 3.6 eines poten-
ziellen Sichtbarkeitskreisbogens und dessen Eigenschaften, vgl. Proposition 4.6, 1),
dass

o2 N (1 U2) =0

und damit sind ¢; und ¢, einfach geschlossen und es gilt ¢; N ¢ = {x}. Nach Propo-
sition 3.9 ist 71(0) € R([y2]), damit wird ~2 von 7, in x von rechts geschnitten. Aus
den Aussagen zur Verzweigungssituation in Proposition 2.52 folgt damit 1) und 2).
Wegen 71,72 € Axp und da in Konfiguration zwei insbesondere 71 (0) < 72(0) ist,
ist

[0 (0)) N (G1U ) =10 (4.9)
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und damit folgt aus 2) und ~1(0) € (3, dass
k(0) = 0(0) € R(¢2). (4.10)

Nach Lemma 4.6, 1) und Proposition 3.9, 1) verldsst 7, den Kreisbogen o in 0 nach
rechts. Damit folgt aus Proposition 2.52, dass sich o in 71 (0) von links an ¢; annéhert
und wegen (4.9) folgt daraus

K(0) = 0(0) € L(C1). (4.11)

Aus (4.10) und (4.11) folgt 3).
Aus Definition 3.6 folgt o[ (+(1y)) N (77 U~5) = @ und damit folgt aus 3), dass 4)
gilt. O

Beweis (von Proposition 4.9). Sei
C:=oUyUn.

Dann folgt aus der Additivitdt der Windungszahl, vgl. Proposition 2.19, fiir alle
g €R*\ ¢

W(C, q) = (U(O'lg (W Y2 (W %a q)
= w(o12 U2 [0,4()]> 9) + w(2|ft(e)1]> @) + w01 |ft(2),1) @) + @ (1] [0,4(2))> 2)
= w(o12 U72|j0,4()) Y 1] 0,6(2)) @) + @ (V2] t(2), 1) Y 1 | t(2)1) D)
= W(Clv Q) + W(CQ) Q)
Damit folgt
A(@) =2 (9) + Ao (@), g € R?\ {z},
und zusammen mit Proposition 4.7 folgt fir alle ¢ € k° \ {p, x}
A¢y (q) — Ac (k(0)) + e (q) — )\CQ(H(O)% q ¢ o012,

ALz 0) — Aln9) = {)\Cl(q) =26 (R(0) + A (@) = Ay (5(0)) = 1, g € o2

Mit Proposition 2.61 und Lemma 4.10 ist leicht zu priifen, dass fiir ¢ # x die Be-
hauptung folgt. Sei im Folgenden ¢ = x. Wegen der Homotopieinvarianz von A,
vgl. Proposition 2.63, konnen wir annehmen, dass es ein ¢* € fi; |(0,t(q)) bzW. ein
q" € Ky |(0,(q)) &1Pt, so dass

K |(a).1(a)] © V1 [0.4(a)

bzw.

Kp | [t(q*),t(a)] © V1] [0,t(x)]
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ist, und damit ist

A(y2,q9) — A(11,9) = (A(w, q*) — A(vl,q*))

+ (A(Vz, K g ,t(@) — A0 £ e t(q)ﬂ)

Konfiguration drei

Analog zum Beweis von Proposition 4.9 kann fiir Konfiguration drei folgender Zu-
sammenhang bewiesen werden:

Proposition 4.11. Sei p € Py, seien 71,72 € Axk,p generische Kreisbogen in Kon-
figuration drei, sei x € o N~y maximal beziglich <, und sei o1, = | [71(0),2] und
022 1= O |[z,4,(0)]- Dann sind

C1 = o1z U] [0,4(2)]s

C2 = o2 U2 U1 |[1(a),1]

einfach geschlossen und fir alle ¢ € k°\ {p} gilt

(0,t(z)) Y {2},
1, qe€ 71\@(90) 1y Uns,
A(v2,9) —A(11.9) = -2, g€ R(G1)
2, qe€ L),
q € L(C1) N R(G2).

_17 QG’YI\

1 Uo-lm’

Konfiguration vier

Proposition 4.12. Sei p € Py, seien 71,72 € Axk,p generische Kreisbogen in Kon-
figuration vier und sei 012 := 7 |[y,(0),40(0)]- Dann ist

(:=o0ppUynU

einfach geschlossen und fir alle q € k°\ {p} gilt

2, qe L(Q),
A(y2,9) —A(11,9) =1, ge~) U,
Oa q S R(C) U UTZ'
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Beweis. Da~§No = () ist, gilt nach Proposition 4.6, 1), dass v1 N~y2 = {p} ist. Damit
ist ¢ einfach geschlossen. Aufierdem folgt aus vy N o = (), dass 71 den Kreisbogen o
in 0 nach links verldsst und damit ndhert sich o in 7;(0) von rechts an ¢ an, vgl.
Korollar 2.50. Somit gilt x(0) = ¢(0) € R(¢) und damit folgt die Aussage aus den
Propositionen 4.7 und 2.61. ]

Restriktionen am Endpunkt

Unabhéingig von der konkreten Konfiguration stellen wir auch fiir Endrestriktionen
einen Zusammenhang zwischen zwei generischen Kreisbogen her:

Proposition 4.13. Sei p € Pg Nk, seien 1,72 € Ak, generische Kreisbogen, so
dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Lm0y \{p}#0,
2. [y2] schneidet [y1] in p von rechts.

Sei auflerdem € > 0, so dass entweder

Fop l—ey C1 \ 72 oder k) |n_eny Ch2\ 7 oder k) |n_enyN(nUY2) =0
ist und die entsprechende Bedingunyg fir r, erfillt ist. Dann gilt:

3. Ist der Endpunkt p eine rechte Restriktion von 71, dann ist p eine rechte Re-
striktion von vo und jedes q € H;_ |[1—e,1) 1t eine rechte Verletzungen von 7s.

4. Ist der Endpunkt p eine linke Restriktion von 2, dann ist p eine linke Restrik-
tion von y1 und jedes q € Kk, |[1-c 1) ist eine linke Verletzungen von 1.

Wir ziehen ein Lemma vor den eigentlichen Beweis:

Lemma 4.14. Sei p € Px und seien 1,72 € Ag, generische Kreisbigen, so dass
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

L yny\{p} #90,
2. [y2] schneidet [y1] in p von rechts.

Sei auferdem B:(p), € > 0, eine lokale Einfachheitsumgebung von p beziiglich v2 77,
so dass B:(p) No =0 ist. Dann gilt fir alle ¢ € B:(p) N (k°\ {p}), dass

25 q S LS,P(/yQ I—'%)v
A(y2,q) = A(71,9) =11, g€y UAS,
0, q€ Rep(y2Um).
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Beweis. Sei z € y1N~2\ {p} und seien ¢; € 71 No und g2 € 72 No maximal beziiglich
<. Aus Voraussetzung 1) folgt, dass genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

3.z €97 N5,

4. x =1(0) und = = 2(0),
5. =7(0) und  # 72(0),
6. x # v1(0) und z = ~2(0).

Ist Bedingung 3) erfiillt, dann folgt aus 2), dass 7 von 7, in « von links geschnitten
wird. Damit folgt 71(0) <, 72(0) aus Proposition 3.9, 3) und 4) und damit sind
~v1 und 79 in Konfiguration zwei. Somit folgt die Behauptung in diesem Fall aus
Proposition 4.9. Ist Bedingung 4) erfiillt, dann folgt aus Proposition 3.9, 3) und
4), dass ¢1 <, g9 ist. Damit sind 72 und 73 — man beachte die Reihenfolge der
Kreisbégen — in Konfiguration eins. Damit folgt die Behauptung in diesem Fall aus
Proposition 4.8. Bedingung 5) kann nicht erfiillt sein, da aus Proposition 3.9, 3) und
4) folgen wiirde, dass [y1] von [y2] in & von rechts und damit in p von links geschnitten
wird. Das wére ein Widerspruch zu 2). Ist Bedingung 6) erfiillt, dann sind 77 und 7,
in Konfiguration drei und damit folgt die Behauptung aus Proposition 4.11. O

Beweis (von Proposition 4.138). Wir beweisen nur den ersten Teil der Aussage, da
der zweite analog folgt. Aus den Voraussetzungen an 1 und 7o folgt, dass v L1757 in
p lokal einfach ist. Nach Definition 3.18 ist fiir die Endrestriktion p eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

3. AT (y1,p) =0, v1(1) = - (p) und x~ ([}, 5, tx(p)) = —1,
4. At (y,p) € {1,2}.

Ist p eine Restriktion geméf Bedingung 3), dann nédhert sich H; in p von rechts
an [y1] an und wegen 2) und 7{(1) = &’ (p) ndhert es sich von links an [y2] an,
vgl. Proposition 2.54. Damit folgt aus Proposition 2.53, dass sich Ii; in p von links
an -9 L7y, anndhert und somit folgt aus Lemma 4.14, dass

At (y,q) =2 fiiralleqe m;r\[l,gyl).

Ist p eine Restriktion geméR Bedingung 4), dann ist A™ (1, p) nach Proposition 2.58
genau dann ungerade, wenn /43;_ |[1—e,1) € M ist. Damit folgt aus Lemma 4.14 wieder

At (y2,q) =2 fiir alle ¢ € HZ\[l—a,l)'

+
p

Verletzung von vs. O

Somit ist p = k7 (1) eine rechte Restriktion von 7, und jedes ¢q € n; |[1—,1) st eine
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Korollar 4.15. Sei p € Pg Nk und seien v1,72 € Ak, generische Kreisbogen in
Konfiguration zwei, drei oder vier. Sei aufferdem € > 0, so dass entweder

fop li—eq) €7\ Y2 oder ki |n_eny Cy2\m oder K} |p_c1yN(mU2) =0
ist und die entsprechende Bedingunyg fir r, erfillt ist. Dann gilt:

1. Ist der Endpunkt p eine rechte Restriktion von 71, dann ist p eine rechte Re-
striktion von vo und jedes q € H;; |[1-c,1) ist eine rechte Verletzung von vs.

2. Ist der Endpunkt p eine linke Restriktion von 72, dann ist p eine linke Restrik-
tion von 1 und jedes q € K, |[1_¢ 1) ist eine linke Verletzung von 1.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall einer rechten Endrestriktion, da der andere Fall
analog gezeigt werden kann. Sind die Kreisbégen in Konfiguration zwei, dann wird
[v1] von [y2] in p von rechts geschnitten, vgl. Proposition 3.9 und Lemma 4.6, und da-
mit folgt die Behauptung direkt aus Proposition 4.13. Analog folgt die Behauptung,
falls die Kreisbogen in Konfiguration drei sind und 2(0) € ~7 ist.

Seien die Kreisbogen im Folgenden in Konfiguration drei oder vier und gelte
72(0) € ~7. Falls weder p auf der Verbindungsstrecke von 71 (0) und 2(0) liegt noch
~1(0) auf der Verbindungsstrecke von ~2(0) und p liegt, dann existiert der Kreisbo-
gen 3 mit Anfangspunkt 1(0), Endpunkt p und v2(0) € ~3. Es ist leicht zu priifen,
dass v3 € Ak p ist und dass [y1] von [y3] und [vy3] von [y2] in p von rechts geschnit-
ten werden, vgl. Proposition 3.9 und Lemma 4.6. Aus Proposition 4.13 folgt damit
zuerst, dass p eine rechte Endrestriktion von 73 ist und damit zweitens, dass p eine
rechte Endrestriktion von ~9 ist. Falls p auf der Verbindungsstrecke von ~1(0) und
72(0) oder v1(0) auf der Verbindungsstrecke von 72(0) und p liegt, dann fiigen wir
zwei Kreisbogen ein. Sei x € 0|(4,(0),72(0))- P2 71(0), 72(0) und p kollinear sind und
p & [o] ist, sind weder 71(0),  und p noch 2(0), = und p kollinear. Damit existiert
der Kreisbogen -3 mit Anfangspunkt +;(0), Endpunkt p und = € 3 und es existiert
der Kreisbogen 74 mit Anfangspunkt z, Endpunkt p und 42(0) € 4. Analog zu oben
folgt, dass sowohl das Paar 71, 3 als auch ~s, v4 und =4, 2 die Voraussetzungen von
Proposition 4.13 erfiillen. Somit folgt die Behauptung in diesem Fall analog. O

Beweis der Sitze 3.23 und 3.24 fiir generische Kreisbégen

Wir haben nun alle Hilfsmittel, um die Satze 3.23 und 3.24 auf Seite 53 zu bewei-
sen, sofern nur generische Kreisbogen als Sichtbarkeitskreisbogen zugelassen sind.
Satz 3.23 besagt, dass der Endpunkt eines potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens nicht
sichtbar ist, falls dieser Kreisbogen eine Alternantenfolge der Lénge drei besitzt und
selbst kein Sichtbarkeitskreisbogen ist. Satz 3.24 besagt, dass der Endpunkt eines
potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens ~ nicht sichtbar ist, falls

|A(v,q)] >3 fiir ein g € x°\ {p}

ist.
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4.2 Restriktionen, Verletzungen und Aussagen iiber andere Kreisbégen

Beweis (von Satz 3.23 fir generische Kreisbogen). Sei v € Ak, ein generischer
Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Lange drei und sei y2 € Ak, ein wei-
terer generischer Kreisbogen mit v # 2. Wir zeigen, dass es ein ¢ € k° \ {p} gibt fiir
das |A(7y2,q)| > 1 ist, da damit die Behauptung aus Satz 3.22 folgt. Nach Propositi-
on 4.5 sind die beiden Kreisbogen in einer der vier Konfigurationen aus Definition 4.3.
Wir untersuchen die einzelnen Félle nacheinander. Seien ¢; € o N~y und g2 € 0 Ny
maximal beziiglich <.

Konfiguration eins: Wir nehmen zuerst an, dass

'7(0) ja '72(0) jo‘ q2 <s q1 und 70 N 7; = @

Da damit insbesondere v(0) <, ¢1 ist, besitzt v keine linke Startrestriktion. Enthalt
die Alternantenfolge eine linke Endrestriktion, dann handelt es sich um eine links-
blockierende Alternantenfolge und damit gibt es eine weitere linke Restriktion. Somit
besitzt v eine linke Restriktion ¢ € v° und aus Proposition 4.8 folgt, dass

A(y2,q) = A(v,q) — 1= -2.
Im Fall
12(0) =5 7(0) <5 q1 <5 g2 und ° N5 =10

besitzt v keine rechte Startrestriktion, da der Kreisbogen generisch ist und damit
folgt analog, dass «y eine rechte Restriktion besitzt, die eine rechte Verletzung von v
ist.

Konfiguration zwei: Wir nehmen zuerst an, dass

7(0) <5 72(0) und +°N~3 # 0.

Sei x € v° N ~;5. Ist der Endpunkt p eine rechte Restriktion von v, dann folgt die
Behauptung aus Korollar 4.15. Gibt es eine rechte Restriktion g € 7| (x),1) von 7,
dann ist ¢ nach Proposition 4.9 eine Verletzung von ~s. Ist keiner der beiden Félle
erfiillt, dann gibt es eine linke Restriktion g € |(0,(z)) von 7, da aus Lemma 4.6, 1)
und 7° N5 # 0 folgt, dass v keine linke Startrestriktion besitzt. Damit ist ¢ wieder
nach Proposition 4.9 eine Verletzung von 2. Im Fall

72(0) <5 ¥(0) und ~° N3 #0
folgt die Behauptung analog.

Konfiguration drei: Wir nehmen zuerst an, dass

'7(0> <o ¢1 2o 72(0)~

Analog zu Konfiguration zwei folgt: Der Kreisbogen - besitzt eine linke Restriktion
In Y| (0,¢(q)), €ine rechte Restriktion in 7| (q,),1) oder p ist eine rechte Endrestriktion
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

von v und damit folgt die Behauptung aus Proposition 4.11 bzw. Korollar 4.15. Im
Fall

Y2(0) <o g2 =5 7(0)

besitzt v eine linke Restriktion in 7° oder p ist eine linke Endrestriktion und damit
folgt die Behauptung analog.

Konfiguration vier: Wir nehmen zuerst an, dass

7(0) = q1 <o 72(0).

Analog zu Konfiguration eins folgt, dass es eine rechte Restriktion ¢ € v° von « gibt
und damit folgt die Behauptung aus Proposition 4.12. Im Fall

Y2(0) = g2 <5 7(0)

besitzt v eine linke Restriktion g € v° oder p ist eine linke Endrestriktion von v und
damit folgt die Behauptung aus Proposition 4.12 bzw. Korollar 4.15. O

Beweis (von Satz 3.24 fiir generische Kreisbdgen). Sei v € Ak, ein generischer
Kreisbogen und ¢ € x° \ {p}, so dass

|A(y,q)] >3

ist und sei y2 € Ag ), ein weiterer generischer Kreisbogen mit v # 2. Da v und 72 in
einer der vier Konfigurationen sind, kénnen sie iiber Proposition 4.8, 4.9, 4.11 oder
4.12 miteinander in Beziehung gesetzt werden. Damit ist leicht zu priifen, dass

[A(72,q) — A(y,9)| <2 (4.12)
ist und falls ¢ € 7 ist, gilt sogar
|A(72,9) — A(v,9)| < 1. (4.13)

Ist |A(7,¢)| = 3 und damit insbesondere ungerade, dann folgt aus Proposition 2.58,
dass ¢ € 7 ist. Damit kénnen wir (4.13) anwenden und es folgt

A2, 9)] = 2. (4.14)
Ist |A(y,q)| > 4, dann folgt (4.14) schon aus Ungleichung (4.12). Damit ist 2 kein

Sichtbarkeitskreisbogen. Da -5 beliebig gewéhlt wurde, ist gezeigt, dass es keinen
generischen Sichtbarkeitskreisbogen mit Endpunkt p gibt. O
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4.3 Nicht-generische Kreisbogen

Abbildung 4.3: Beispiel eines potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens, der (4.15) er-
fiillt.

4.3 Nicht-generische Kreisbogen

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, wie sich die Aussagen, die bisher nur fiir
den generischen Fall formuliert oder bewiesen wurden, ohne diese Einschrankung
beweisen lassen. Dazu betrachten wir Kreisbogen v € Ag, fiir die folgende Bedingung
erfiillt ist:

v(0) € kK oder k(0),k(1) € .

Damit ist mindestens eine der folgenden Bedingungen erfillt:

L. 4(0) = 0(0),

3. 7(0) € o5 N Kk° oder
4. k(1) € v°.

Da alle Falle auf ahnliche Weise behandelt werden kénnen, betrachten wir ausschliefs-
lich den ersten Fall und nehmen an, dass

7(0) =0(0) und k(1) &~ (4.15)

ist, sieche Abbildung 4.3. Wir definieren dafiir zuerst AF als Erweiterung von Defini-
tion 3.14. Restriktionen und Verletzungen sind darauf aufbauend entsprechend zum
generischen Fall definiert.
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Definition 4.16. Sei p € P, sei v € Ak, ein Kreisbogen, der (4.15) erfillt und
set wie gewohnt o1 := o

0,¢(x(1))]- Dann definieren wir

A:(% Q) = A(U_ll—] e ﬁ;‘[o,t(q)]) + 17 qc
AL (7.9) == A5y | 0,4()])s

und 1m Fall p € k definieren wir zusdtzlich

Al (y,p) == Alor Uy, K)) + 1,
AL (7,p) == A,k ).

Bemerkung 4.17. Man beachte, dass sich die Definition von A, nicht von der fiir
generische Kreisbogen unterscheidet. Das ist nicht notig, da sich v(0) = o(0) = £(0)
nicht auf die Berechnung von

Ay, 5, o)) € (k)

auswirkt. Um zu erreichen, dass die Definition von AL beziiglich Restriktionen und
Verletzungen konsistent zur generischen Definition verwendet werden kann, wurde sie
an zwet Stellen angepasst: Einmal um die Addition der eins und als zweite Anpassung
wurde vy iber den Anfangspunkt hinaus um oy werlingert, wodurch ~(0) zu einem
lokal einfachen Punkt von o1y wird. Da o1Nk = {k(0), k(1)} ist, ist garantiert, dass
sich die Verlangerung von v* nur im Punkt k(0) auswirkt: Fir Kreisbogen gemdafs
(4.15) gilt also genau wie im generischen Fall

AL (y,a) = AL, ) + AW, K uq) i alle g,4 € (5)°, ¢ <+ a.

Um die Beweise zum nicht-generischen Fall besser auf den generischen Fall zuriick-
fiihren zu konnen, fiihren wir eine Kanalerweiterung ein. Dazu wird der urspriingliche
Kanal in einer Umgebung von o(0) vergrofert:

Definition 4.18. Sei K € K und sei € > 0. Wir nennen einen Kanal K* € K
bestehend aus o* und k* eine e-Erweiterung von K, falls es t1,to,t3 € (0,1) gibt, so
dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Ix C Ik~

2. H‘[Uatl}”{*‘[&tzbg* [0,t3] © B:(a(0)),

3o Kl1) = K t2,1]5
4. O'*Htg’l] =0.

Bemerkung 4.19. FEs ist leicht zu priifen, dass es zu jedem Kanal K und jedem
e > 0 eine e-FErweiterung K* von K gibt und dass Ax C Ag~ ist. Man beachte, dass
ein Kreisbogen v € A, der (4.15) erfillt, beziglich jeder e-Erweiterung generisch
15t.
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4.3 Nicht-generische Kreisbogen

Abbildung 4.4: Rechts ist eine e-Erweiterung des linken Kanals geméf Definition 4.18
dargestellt.

Ein Beispiel einer Kanalerweiterung geméfs Definition 4.18 ist in Abbildung 4.4
zu sehen. Folgende Proposition liefert den entscheidenden Zusammenhang zwischen

AH(FY: q) und AH* ('77 Q)

Proposition 4.20. Sei K € K, sei p € Pk, sei g € °\ {p} und sei v € Ag, ein
Kreisbogen, der (4.15) erfillt. Sei auflerdem q1 € v N o maximal beziglich <, sei
wie Ublich o3 1= 0 |[4(x(1)),1) und sei € >0, so dass

B:(a(0)) N ({a} Uy jt(gr),1 Y o2) = 0. (4.16)

Dann gilt fiir jede -Erweiterung K* von K

AL (1,0) =A%(1a), q€(k,)° (4.17)

und
Af(v,q) =AL(1q), qe () (4.18)

Beweis. Da q ¢ B:(0(0)) ist und da sich x und £* nur in einem Anfangsstiick und
nur innerhalb von B, (0 (0)) unterscheiden, ist £*|[y(g),1] = #|[¢(),1]- Daraus folgt, dass
(4.17) erfiillt ist und wir zeigen im Folgenden, dass (4.18) erfiillt ist. Sei

=7 [0,t(q1)]

0t(q)) U O

und seien t1,ty € (0,1) geméf Definition 4.18. Es gelten also die folgenden Bedin-
gungen:
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

L #lj0.]s % [jo.s) © Be(0(0)),

2. Kl 1) = K [t

Da v ein generischer Kreisbogen beziiglich K* ist folgt aus Bemerkung 4.17, der
Additivitat von A, vgl. Proposition 2.56, und 2), dass

An(7,9) — Aw(7,9) = A(T1 U, K jo,e(g)) + 1 — A, &5 j0,(0))
= A1 U, 8|0,4]) + A0 Bl paq) T 1= A0, j0,6)) — A0 5 ftat(g)) (4:19)
= A(U_ll—l 7, K‘[O,h]) - A(77 K" [O,tg]) +1.

Aus (4.16) und 1) folgt

Elio,) N (Vg Y o2) =0 und &%, O (] ft(gr),) U o2) =0

und aus der Definition 3.1 eines Kanals folgt
R*‘[O,tg] N O'T - @
und damit ist

A(or Uy, klj0,4)) = A Elog)) und  A(y, 55j0,)) = A £ o) (4.20)

Aus 2) folgt insbesondere x(t1) = £*(t2) und damit folgt aus der Charakterisierung
von A((,-) mit A¢, vgl. Proposition 2.62, dass

A(C Bl j0,)) — A K [0,t9)
= Ac(k(t1)) = Ac(k(0)) = Ac (k7 (t2)) + Ac(17(0)) (4.21)
= Ac(7(0)) = A¢(x(0)).
Es gilt k(0) = 0(0) € ¢ und da [o] von « in 0 nach rechts verlassen wird, vgl.
Proposition 3.9, folgt aus Korollar 2.50, dass £*(0) = ¢*(0) € R(¢). Damit folgt aus

Proposition 2.61
Ac(7(0)) = A¢(5(0)) = 1. (4.22)

Aus (4.19), (4.20), (4.21) und (4.22) folgt schliefslich

Ak(7,9) = Ar(7,9) = Alor U, K[ jo,11) — Ay, 55 [o,e2) + 1

= A(Cv’i‘[o,tl]) — A(C, I'{* [0’t2]) + 1= )\C(I{*(O)) - >\<(I€(0)) + 1=-1 + 1=0
und damit ist die Behauptung gezeigt. O

Man beachte, dass fiir generische Kreishogen v stets € > 0 so gewédhlt werden kann,
dass B:(0(0)) Ny = 0 ist. Damit hat der Wechsel zu einer Kanalerweiterung auch
im Fall generischer Kreisbogen keinen Einfluss auf den Wert von A(7y,-).

Mithilfe von Proposition 4.20 ldsst sich fiir viele der Aussagen, die bisher nur fiir
generische Kreisbogen formuliert und bewiesen wurden, direkt zeigen, dass diese auch
fiir nicht-generische Kreisbogen geméf (4.15) gelten. So ergibt sich etwa im Fall von
Proposition 3.15 auf Seite 47:
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4.3 Nicht-generische Kreisbogen

Proposition 4.21 (Proposition 3.15 fiir nicht-generische Kreisbogen geméf (4.15)).
Seip € Pk und v € Ak, ein nicht-generischer Kreisbogen, der (4.15) erfillt. Ist
p & K, dann gilt

Al(y,q) = AL (v,9) fiir alle g € £°.

Beweis. Sei q € k°, sei € > 0, so dass (4.16) erfiillt ist und sei K* bestehend aus o*
und k* eine e-Erweiterung von K. Dann ist v nach Bemerkung 4.19 ein generischer
Kreisbogen beziiglich K* und aus den Propositionen 3.15 und 4.20 folgt, dass

Af(v,q) = AL(7,0) = A (v.9) = AL (7, 9)
O

Auf diese Weise lassen sich auch die entsprechend erweiterten Propositionen in Ab-
schnitt 4.2 beweisen. Darauf aufbauend koénnen wir die Sétze 3.23 und 3.24 auf
Seite 53 analog zu deren Beweisen fiir generische Kreisbogen fiir nicht-generische
Kreisbogen beweisen.

Der Beweis von Satz 3.22 auf Seite 53 lasst sich nicht ohne Weiteres mit der bishe-
rigen Herangehensweise auf den generischen Fall zuriickfiihren, da hier Bedingungen
gestellt werden, die fiir alle ¢ € k°\ {p} erfiillt sein miissen. Wir kénnen die Situati-
on in einer Umgebung B:(c(0)) von ¢(0) jedoch sehr einfach gesondert untersuchen.
Aufkerhalb von B.(c(0)) fiihren wir den Beweis dann wieder auf den generischen Fall
zuriick:

Proposition 4.22 (Satz 3.22 fiir Kreisbogen geméfs (4.15)). Sei p € Pk und vy €
Ak, ein Kreisbogen, der (4.15) erfillt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. v ist ein Sichtbarkeitskreisbogen, d.h. es gilt v C I,

2. |Ak(y,q)| <1 fir alle g € k°\ {p},

3 Af(v,q) <1 firalleqe (5))° und AL (v,q) > =1 fir alle g € (5, )°.

Bewers. Sei € > 0, so dass mit k. := k|[p] die folgende Bedingung erfiillt ist:
ke Cy oder keNvy={k(0)}. (4.23)

Dann ist mit o1 := o

Abbildung 4.5:

0,t(x(1))] genau eine der folgenden Bedingungen erfillt, vgl.

4. k verldsst o1 U~y in 0 nach links,
5. k verldsst oq LI~ in 0 nach rechts,

6. ke C 7.
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4 Untersuchung potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen

Abbildung 4.5: Félle, die in Proposition 4.22 unterschieden werden: Links verlasst
den Kreisbogenspline o1 LI v nach links, in der mittleren Abbildung
verlédsst k den Kreisbogenspline o1 LI~ nach rechts und in der rechten
Abbildung ist k|jg C v fiir ein € > 0.

Wir nehmen zuerst an, dass 4) erfiillt ist. Laut Definition ist dann Aj(v, k(g)) = 2
und aus Korollar 2.50 folgt, dass o7 U k von = in 0 nach rechts verlassen wird und
damit insbesondere vy ¢ I ist. Somit ist die Aquivalenz von 1), 2) und 3) in diesem
Fall erfiillt.

Wir nehmen im Folgenden an, dass 5) oder 6) erfiillt ist. Laut Definition ist dann

AK(’% Q) = An(’% ’i(e)) € {07 1}a qc ’i‘(O,s}‘ (4'24)

Sei q1 € v N o maximal beziiglich <, sei €2 > 0, so dass

Bz, (0(0)) O (K|ie,1] Y] [t(qu)) Y o2) =0 (4.25)
ist und sei K* eine e9-Erweiterung von K. Analog zu oben folgt
7 Boy(0(0)) € Tro (4.26)

und da laut Definition Ix C Ik~ ist, folgt
7 Bey(0(0)) € Trr (4.27)

und

Aws(7,9) €{0,1}, g € (K7)° N Be,(a(0)). (4.28)
Da sich die Bilder von x und x* auferhalb von B.,(c(0)) nicht unterscheiden, folgt
aus (4.26) und (4.27), dass 1) genau dann erfiillt ist, wenn die entsprechende Bedin-
gung fiir K* erfiillt ist, also wenn v C I+ ist. Auferdem folgt aus (4.24) und (4.28)
zusammen mit Proposition 4.20, dass 2) und 3) genau dann erfiillt sind, wenn die
entsprechenden Bedingungen fiir K* erfiillt sind. Daraus folgt die Behauptung, da
beziiglich K* generisch ist und Satz 3.22 fiir generische Kreisbogen bereits bewiesen
wurde. O
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5 Algorithmus zur Entscheidung der
Punktsichtbarkeit

Sei K im Folgenden ein Kanal geméf Definition 3.1 mit Startkreisbogen o und Ka-
nalrand . Wir wollen in diesem Kapitel einen Algorithmus entwickeln, der die Sicht-
barkeit eines vorgegebenen Punkts p € Pk entscheidet, indem iterativ ein Kreishogen
v € Ak p bestimmt wird, der eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt:

1. ~ liegt innerhalb des Kanals und ist damit ein Sichtbarkeitskreisbogen,
2. ~ besitzt eine Alternantenfolge der Lange drei,
3. 7 besitzt eine ,schwere Verletzung®, also einen Punkt ¢ € £ mit |A(~,q)| > 3.

Ist v kein Sichtbarkeitskreisbogen, dann ist der Punkt p nach Satz 3.23 bzw. 3.24
nicht sichtbar.

Die Grundidee des Algorithmus ist folgende: Beginne mit einem beliebigen Kreis-
bogen, der eine links-blockierende Alternantenfolge der Linge zwei besitzt. Uberpriife
anschlieftend den Kanal auf Verletzungen beziiglich dieses Kreisbogens. Sobald eine
Verletzung gefunden wird, wird der Kreisbogen durch einen neuen Kreisbogen er-
setzt, der in diesem Bereich verletzungsfrei ist und wieder eine links-blockierende
Alternantenfolge der Lénge zwei besitzt. Fine der beiden Restriktionen wird dabei
immer beibehalten. Dieser Updateschritt wird wiederholt bis der aktuelle Kreisbogen
eine der drei obigen Bedingungen erfiillt.

Das Kapitel ist folgendermafen gegliedert: Zuerst werden wir mit ausfiihrlichen
Beispielen ein intuitives Verstéindnis des Algorithmus férdern. Anschliefsend wird de-
tailliert auf den Updateschritt eingegangen. Dieser stellt die zentrale Operation des
Algorithmus dar. Zuletzt wird der Algorithmus zur Entscheidung der Punktsicht-
barkeit definiert, dessen Korrektheit bewiesen und es wird gezeigt, dass die Laufzeit
linear in der Anzahl der Kanalkreisbogen ist.

5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

Bevor wir den Algorithmus im Detail definieren, werden wir den Algorithmus anhand
dreier Beispiele durchspielen, um ein intuitives Verstindnis zu erlangen. Die exakte
Definition ist in Abschnitt 5.3 ab Seite 118 zu finden.

Wir betrachten zuerst das in Abbildung 5.1 (a) dargestellte Beispiel: Zu sehen ist
neben dem Kanal K, bestehend aus dem Startkreisbogen o und dem Kanalrand x, der
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.1: Beispiel 1 — Problemstellung und Initialisierung.

zu untersuchende Punkt p € Px. Der Kanalrand ist aufgebaut aus den Kreisbogen
K1, K2, ..., k15, es gilt also

K=k Ukro - --UKys5.

Wir beginnen mit der Berechnung eines initialen Kreisbogens: Entscheidend ist,
dass dieser eine links-blockierende Alternantenfolge der Lénge zwei besitzt. Wir be-
rechnen dazu den Kreisbogen 71 € Ak, der eine linke Startrestriktion besitzt und
von 7, dem ersten Kreisbogen in x|[4((1)),1, von rechts beriihrt wird, sieche Abbil-
dung 5.1 (b). Bertihren ist dabei nicht als tangential zu verstehen, sondern geméf
Definition 2.46 auf Seite 23.

Zur Berechnung der eben genannten Kreisbogen verwenden wir das sogenannte
Apollonische Beriihrproblem, siehe etwa [20]. Hierbei wird nach Kreisen gesucht, die
drei vorgegebene Kreise beriihren, wobei auch die Fille zugelassen sind, bei denen
Kreise zu Punkten oder Geraden degenerieren. Die Berechnung des Kreisbogens mit
linker Startrestriktion, der von n von rechts beriihrt wird, kann auf zwei Apollo-
nische Beriihrprobleme zuriickgefiihrt werden: Eines, in dem der Kreis [o] und die
beiden Punkte p und 7(1) beriihrt werden sollen, siehe Abbildung 5.2 oben, und
eines, in dem die beiden Kreise [¢] und [n] und der Punkt p beriihrt werden sol-
len, siehe Abbildung 5.2 unten. Jeder Loésungskreis fithrt zu zwei Kreisbégen mit
Anfangspunkt in [¢] und Endpunkt p, einen positiv und einen negativ orientierten.
Wir werden sehen, dass maximal einer der Kandidatenkreisbogen alle geforderten
Bedingungen erfiillt, also einen Anfangspunkt in o2 = o/|[(x(1)),1] mit entsprechender
Tangentenrichtung besitzt und von 7 von rechts beriihrt wird. Diese Bedingungen
konnen leicht iiberpriift werden. Entscheidend ist, dass die Berechnung in konstanter
Zeit, also unabhéingig von der Anzahl n der Kanalkreisbogen, durchgefiihrt wird.
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5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

Abbildung 5.2: Apollonische Beriihrkreise zum Kreis [0] und den beiden Punkten
p und 7n(1) (oben) und zu den beiden Kreisen [o] und [n] und dem
Punkt p (unten).
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Kg

Abbildung 5.3: Beispiel 1 — Update des aktuellen Kreisbogens aufgrund von Verlet-
zungen in Kg.

Als zweiten Initialisierungsschritt suchen wir die beziiglich <, grofite rechte Re-
striktion. Dazu durchlaufen wir x ausgehend vom Anfangspunkt und berechnen
Kreisbogen fiir Kreisbogen, ob sich darauf eine rechte Restriktion befindet. Da wir
die Kanalkreisbogen vom Anfangspunkt aus durchlaufen, ist der Wert von A(vy,-)
am Anfangspunkt eines jeden Kanalkreisbogens aus der Betrachtung des vorherigen
Kanalkreisbogens bekannt. Damit kann ein einzelner Kanalkreisbogen in konstanter
Zeit auf Restriktionen gepriift werden und somit ist die Laufzeit dieses Initialisie-
rungsschrittes insgesamt linear in n. Im Beispiel ist die gesuchte rechte Restriktion
der Punkt r3 in Abbildung 5.1 (c¢). Den Ausgangspunkt bildet also der Kreisbogen
~1 mit der links-blockierenden Alternantenfolge (r1,73). Wichtig fiir die Laufzeitbe-
trachtung ist dabei, dass zu jeder Restriktion auch der zugehdrige Kanalkreisbogen
gespeichert wird. Die Suche nach der maximalen linken Restriktion ist nicht notwen-
dig, da diese Rolle die linke Startrestriktion einnimmt.

Damit ist die Initialisierung abgeschlossen und wir kommen zum eigentlichen Algo-
rithmus: Der Suche nach Verletzungen und dem Update des Kreisbogens. Wir priifen
zuerst kg auf rechte Verletzungen, siehe Abbildung 5.3 (a). Da AT (yy,73) = 1 ist,
kann xg alleine mithilfe von lokalen Informationen auf Verletzungen iiberpriift werden
und damit ist diese Operation wieder in konstanter Zeit moglich. Wie wir sehen, kann
die Suche direkt beendet werden, da kg rechte Verletzungen enthélt. Wir bezeichnen
den Kreisbogenabschnitt, der die Verletzungen enthélt, mit g, siehe Abbildung 5.3
(b).

Bevor wir nach weiteren Verletzungen suchen, versuchen wir +; durch einen Kreis-
bogen zu ersetzen, der keine Verletzung in 3% besitzt. Dazu berechnen wir den Kreis-
bogen v2 € Ak, der eine linke Startrestriktion besitzt und von x§ von rechts beriihrt
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5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

K15

Abbildung 5.4: Beispiel 1 — Update des aktuellen Kreisbogens aufgrund von Verlet-
zungen in k7.

wird, siehe Abbildung 5.3 (c). Wie schon den initialen Kreisbogen, kénnen wir auch
~o mithilfe der Apollonischen Beriihrkreise unter Beriicksichtigung lokaler Informa-
tionen und damit in konstanter Zeit berechnen. Da wir mithilfe von Abschnitt 4.2
einen Zusammenhang zwischen A(71,-) und A(~2,-) herstellen kénnen, wissen wir,
dass der Punkt 74 eine rechte Restriktion von -5 ist. Man beachte, dass sich die
Anfangspunkte von 7; und 7, unterscheiden. Der Kreisbogen 7, besitzt die links-
blockierende Alternantenfolge (rj,r4).

Nach dem erfolgreichen Update setzen wir die Suche nach Verletzungen fort, wobei
wir nun Verletzungen beziiglich v2 betrachten. Die Suche nach linken Verletzungen
beginnen wir am Kreisbogen 15, die Suche nach rechten Verletzungen setzen wir bei
r4 fort. Die beiden zu priifenden Kreisbégen sind also k15 und x7, sieche Abbildung 5.4
(a). Dass gleichzeitig nach linken und rechten Verletzungen gesucht wird, wird sich
als entscheidend fiir die Laufzeit des Algorithmus erweisen. Dabei ist es unerheblich,
ob zuerst x15 auf linke oder k7 auf rechte Verletzungen gepriift wird. In den Beispielen
werden wir zuerst auf linke Verletzungen priifen. Wie gerade eben kénnen wir die
Suche direkt beenden, da k7 rechte Verletzungen besitzt, sieche Abbildung 5.4 (b).

Wir versuchen also den Kreisbogen zu berechnen, der eine linke Startrestriktion
besitzt und von k% von rechts beriihrt wird. Wie in Abbildung 5.4 (c) zu sehen ist,
liegt der Anfangspunkt des Kreisbogens +;, der in ¢ mit entsprechender Tangente
startet und von 7 von rechts beriihrt wird, nicht in 2. Damit ist 3 kein potenzieller
Sichtbarkeitskreisbogen. Nachdem nicht entscheidend ist, dass der Kreisbogen eine
linke Startrestriktion besitzt, sondern nur, dass er eine linke Restriktion besitzt,
ersetzen wir die linke Startrestriktion durch eine nicht-tangentiale linke Restriktion
im Punkt r# = k(1) und fordern vom neuen Kreisbogen =3, dass er durch rfé lauft
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.5: Beispiel 1 — Update des aktuellen Kreisbogens aufgrund von Verlet-
zungen in Kiq.

und von k% von rechts beriihrt wird, siehe Abbildung 5.4 (d). Damit besitzt v3 die
links-blockierende Alternantenfolge (T#, Ts5).

Wir setzen die Suche nach Verletzungen fort, diesmal beziiglich 3, und priifen
den Kreisbogen k15 auf linke und kg auf rechte Verletzungen, siche Abbildung 5.5
(a). Die Suche nach linken Verletzungen beginnen wir wieder am Kreisbogen k15, da
durch das Update neue Verletzungen in diesem Kreisbogen entstanden sein kénnten.
Da die beiden Kanalkreisbogen verletzungsfrei sind, werden im Anschluss k14 und k5
gepriift, vgl. Abbildung 5.5 (b). Der Kanalkreisbogen k14 enthélt linke Verletzungen
und damit fithren wir wieder ein Update durch. Da es sich diesmal um linke Ver-
letzungen handelt, ersetzen wir die linke Restriktion rfé und wir fixieren die rechte
Restriktion 75: Der Kreisbogen 74 ist der Kreisbogen in Ag p, der durch 75 geht und
der von k3, von links beriihrt wird, siehe Abbildung 5.5 (¢) und (d). Er besitzt die
links-blockierende Alternantenfolge (¢, 75).

Wir setzen die Suche nach Verletzungen fort. Diesmal beginnen wir mit der Suche
nach linken Verletzungen an der linken Restriktion rg und priifen zuerst die Kreis-
bogen k13 und kg und im Anschluss die Kreisbdgen x12 und k5 siehe Abbildung 5.6
(a) bzw. (b). Der Kreisbogen k5 enthélt rechte Verletzungen, wie in Abbildung 5.6
(c) zu sehen ist. Man beachte, dass dieser Kanalabschnitt vor dem Update, also be-
ziiglich =3, schon einmal gepriift wurde und in diesem Fall verletzungsfrei war. Da
wir rechte Verletzungen gefunden haben, halten wir die linke Restriktion fest. Da
r¢ kein Anschlusspunkt des Kanalrandes ist, wird die Restriktion jedoch nicht als
Punkt festgehalten. Stattdessen wird der bei rg endende Kreisbogen /ﬂi als ,linke
Begrenzung“ zur Berechnung des neuen Kreisbogens ~5 genutzt, sieche Abbildung 5.6
(d) und (e). Der Grund dafir ist, dass ein Festhalten der Restriktion als Punkt un-
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5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

Abbildung 5.6: Beispiel 1 — Update des aktuellen Kreisbogens aufgrund von Verlet-
zungen in ks.
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.7: Beispiel 1 — Illustration der Kanalabschnitte, die nach dem letzten
Update auf linke (a) bzw. rechte (b) Verletzungen untersucht werden.

weigerlich zu neuen Verletzungen in k14 fiithren wiirde. So besitzt 5 keine Verletzung
in k14 und eine gegeniiber 4 leicht veranderte linke Restriktion r§. Der Kreisbogen
75 besitzt also die links-blockierende Alternantenfolge (rg, 7).

Wieder wird die Suche nach Verletzungen, beginnend bei den entsprechenden Re-
striktionen, fortgesetzt. So wird insgesamt der in Abbildung 5.7 (a) hervorgehobene
Kanalabschnitt auf linke Verletzungen und der in Abbildung 5.7 (b) hervorgehobene
Kanalabschnitt auf rechte Verletzungen untersucht. Da die Abschnitte keine Verlet-
zungen enthalten, kann 5 als Ergebnis zuriickgegeben werden. Wie wir sehen ist
~5 ein Sichtbarkeitskreisbogen. Die nach dem letzten Update nicht mehr gepriiften
Kanalabschnitte | [t(r2) 1] bzw. K|[4(r,),1) Sind also verletzungsfrei. Dass diese immer
frei von Verletzungen sind, wird in Abschnitt 5.6 gezeigt.

Die beiden folgenden Beispiele sollen den Algorithmus im Fall eines nicht sicht-
baren Punkts p verdeutlichen. Zuerst betrachten wir die in Abbildung 5.8 (a) dar-
gestellte Situation. Diese unterscheidet sich vom ersten Beispiel nur in der Position
von p. In den ersten Schritten verhélt sich der Algorithmus wie im ersten Beispiel.
Die entscheidenden Kreisbogen sind in Abbildung 5.8 (b) - (e) dargestellt.

Der Unterschied zum ersten Beispiel ergibt sich in der Suche nach Verletzungen
nach dem Update auf v4: Zuerst werden die beiden Kreisbogen k13 und x¢ betrach-
tet, siche Abbildung 5.9 (a). Diese sind frei von linken bzw. rechten Verletzungen,
also wird die Suche mit den beiden Kreisbogen k12 und ks fortgesetzt, siehe Abbil-
dung 5.9 (b). Der Kreisbogen k2 enthélt linke Verletzungen. Im Gegensatz zu den
bisher auftretenden Situationen bildet die Restriktion r7, die an die gefundenen Ver-
letzungen angrenzt, sieche Abbildung 5.9 (c), zusammen mit den Restriktionen r¢ und
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5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

Abbildung 5.8: Beispiel 2 — Darstellung der ersten Schritte analog zu Beispiel 1.
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.9: Beispiel 2 — Finden einer Alternantenfolge der Lénge drei.

r5 eine Alternantenfolge der Lange drei. Damit kann der Algorithmus an dieser Stelle
beendet werden und der Kreisbogen -4 liefert zusammen mit der Alternantenfolge
(re,75,77), dass p nicht sichtbar ist.

Zuletzt betrachten wir ein Beispiel, bei dem der Punkt p nicht sichtbar ist und auf
dem Kanalrand liegt, siehe Abbildung 5.10 (a). Dabei ist zu beachten, dass es laut
Satz 3.22 ausreichend ist, linke Verletzungen nur auf dem Kanalabschnitt s, und
rechte Verletzungen nur auf x, zu betrachten, siche Abbildung 5.10 (b) und (c).

Die Initialisierung und die ersten Updates verlaufen analog zu den ersten beiden
Beispielen, siehe Abbildung 5.11. Zu beachten ist, dass die beziiglich <, grofite rechte
Restriktion r3 hier mit dem Endpunkt p zusammenfllt.

Interessant wird es ab dem dritten Updateschritt, sieche Abbildung 5.12: Da k14
linke Verletzungen enthélt, versuchen wir einen Kreisbogen zu berechnen, der durch
den Punkt r5 lduft und von x7, von links beriihrt wird. Wie der Kreisbogen ~} in Ab-
bildung 5.12 (b) zeigt, besitzt der entsprechende Kreisbogen nur einen Schnittpunkt
mit o und einen mit [o] \ 0. Es ist also nicht méglich alle Bedingungen mit einem
potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen zu erfiillen. In diesem Fall kénnen wir jedoch
den Kreisbogen 74 durch 75 mit Anfangspunkt ¢(0) und Endpunkt p betrachten,
vgl. 74 in Abbildung 5.12 (c¢). Dieser ist ein potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen und
besitzt neben einer rechten Restriktion in rg := ¢(0) eine linke Restriktion in k4.
Damit besitzt v4 mit (rg,77,75) eine Alternantenfolge der Léange drei und beweist
damit, dass der Punkt p nicht sichtbar ist.
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5.1 Darstellung der Algorithmusidee an Beispielen

Abbildung 5.10: Beispiel 3 — Kanalabschnitte x, und n; mit p € k.

Abbildung 5.11: Beispiel 3 — Darstellung der ersten Schritte analog zu Beispiel 1.

89



5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.12: Beispiel 3 — Updateschritt, der zu einer Alternantenfolge der Lénge
drei fiihrt.

5.2 Updates von Kreisbogen

Generelles Vorgehen

Wir wollen in diesem Abschnitt auf die zentrale Operation des Algorithmus eingehen,
die Aktualisierung des Kreisbogens nach dem Finden einer Verletzung. Wir gehen
dabei von folgender Ausgangssituation aus: Gegeben ist ein Punkt p € Pk, ein
Kreisbogen v € Ak ;, eine links-blockierende Alternantenfolge (r1,72) von 7 und ein
Kanalkreisbogen 7, der eine Restriktion und Verletzungen von v enthélt. Das Ziel
des Updateschritts ist die Berechnung eines Kreisbogens ~*, der eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. ~* besitzt eine Alternantenfolge der Lénge zwei und ist in 7 verletzungsfrei,
2. v* besitzt eine Alternantenfolge der Lange drei.

Entscheidend ist, dass dabei nur die lokale Situation verwendet wird, also der Start-
kreisbogen o, der Kreisbogen 7 und die beiden Restriktionen r; und ro inklusive der
zugehorigen Kanalkreisbdgen. Nur hier diirfen sich die angesprochenen Restriktionen
von v* befinden. Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass einer der beiden
Kreisbogen existiert. Dazu werden wir stetige Familien von Kreisbogen betrachten.
Zur konkreten Berechnung der Kreisbdgen im Algorithmus kann, wie im Beispiel am
Kapitelanfang gezeigt wurde, das Apollonische Beriihrproblem verwendet werden.
Gibt es in 7 eine Restriktion von v, die zusammen mit (1, 2) eine Alternantenfolge
der Lange drei bildet, dann erfiillt v selbst Bedingung 2) und es ist keine weitere
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5.2 Updates von Kreisbogen

Berechnung notwendig. Ein Beispiel dazu ist der Updateschritt in Abbildung 5.9 (c).
Von Interesse fiir die folgenden Updates ist also nur ein Kanalkreisbogen 7, fiir den
r1 <~ r fiir jede rechte Restriktion » € n und r <, rp fiir jede linke Restriktion
r € 7 gilt. Je nachdem, ob linke oder rechte Verletzungen gefunden wurden, oder
um welche Art von Restriktion es sich bei 1 bzw. ry handelt, unterscheiden sich die
Updateschritte im Detail voneinander. Wir unterscheiden die folgenden Félle, falls
eine rechte Verletzung gefunden wurde:

1. 71 ist eine Startrestriktion,
2. 11 € (K, )° ist ein Anschlusspunkt von &,
3. 11 € (K, )° ist kein Anschlusspunkt von x.
Waurde eine linke Verletzung gefunden, dann unterscheiden wir die Fille:
1. r9 € (k})° ist ein Anschlusspunkt von &,
2. 19 € (n;{)o ist kein Anschlusspunkt von k,

3. ry ist eine Endrestriktion von 7.

Verletzende und blockierende Kreisbégen

Wir fihren zuerst fiir Updateschritte relevante Begriffe ein. Ein wichtiges Objekt
in einem Updateschritt ist ein Kanalkreisbogen, der Verletzungen enthélt. Es ver-
einfacht spétere Aussagen, wenn wir nur den relevanten Teilkreisbogen im Update
verwenden. Wichtig ist dabei, dass der Kreisbogen neben Verletzungen auch eine
Restriktion enthélt. Nur so kann ohne weitere Informationen festgestellt werden, ob
die Verletzungen behoben werden kénnen, oder ob es sich um einen Kreisbogen mit
einer Alternantenfolge der Linge drei und damit um einen nicht sichtbaren Punkt
p handelt. Im einfithrenden Beispiel entspricht der Ubergang zum relevanten Teil-
kreisbogen etwa dem Ubergang von kg auf kg in Abbildung 5.3 auf Seite 82. Gemafs
folgender Definition nennen wir xg im Folgenden einen von rechts verletzenden Kreis-
bogen:

Definition 5.1 (Verletzender Kreisbogen). Seip € Pk, v € Ak und sein € A mit
n C ki, @ € {1,...,n}, Teil eines Kanalkreisbogens. Wir nennen n einen von links
verletzenden Kreisbogen von +, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. jeder Punkt in n ist entweder eine linke Verletzung oder eine linke Restriktion,
2. es gibt in n eine linke Verletzung und eine linke Restriktion.

Genauso nennen wir 1 einen von rechts verletzenden Kreisbogen von ~, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

1. jeder Punkt in n ist entweder eine rechte Verletzung oder eine rechte Restrikti-
on,

2. es gibt in n eine rechte Verletzung und eine rechte Restriktion.

Ziel des Updateschritts ist die Berechnung eines neuen potenziellen Sichtbarkeits-
kreisbogens, so dass der ehemals verletzende Kreisbogen beziiglich des neuen Kreis-
bogens frei von Verletzungen ist und eine Restriktion enthélt:

Definition 5.2 (Blockierender Kreisbogen). Sei p € Pk, v € Ag, und sein € A
mitn C ki, i € {1,...,n}, Teil eines Kanalkreisbogens. Wir nennen n einen links-
blockierenden Kreisbogen von «, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. es gibt in n eine linke Restriktion von -,

2. es gibt in n keine linke Verletzung von ~y.

Genauso nennen wir 1 einen rechts-blockierenden Kreisbogen von +, falls die fol-
genden Bedingungen erfillt sind:

1. es gibt in n eine rechte Restriktion von v,
2. es gibt in n keine rechte Verletzung von .

Man beachte, dass ein links-blockierender Kreisbogen zusétzlich weder rechte Re-
striktionen noch rechte Verletzungen enthélt, da ansonsten die zu den beiden Kreis-
bogen gehorenden Kreise drei Schnittpunkte besitzen miissten.

Bemerkung 5.3. Ist v € Agx und n ein rechts-blockierender Kreisbogen mit
v(0),y(1) & n, dann berihrt n den Kreisbogen -y von rechts. Ist n ein von rechts
verletzender Kreisbogen von v mit v(0),v(1) € n, dann berihrt n den Kreisbogen ~
von links.

Da verletzende Kreishogen eine Restriktion und damit insbesondere einen Punkt auf
dem zugehorigen Kreisbogen v enthalten, konnen wir verletzende Kreisbogen mit
Restriktionen oder anderen verletzenden oder blockierenden Kreisbogen beziiglich
<~ in Beziehung setzen:

Definition 5.4. Sei v € Ag und seien n1,m2 jeweils blockierende oder verletzende
Kreisbogen von . Wir sagen m liegt beziiglich v vor 1o und schreiben n1 <., 12, falls
esqr €Ny, g €Ny gibt, so dass

Q1 =~ 2.

Analog ist der Vergleich von Restriktionen mit blockierenden oder verletzenden Kreis-
bogen definiert.

Beachte, dass n; oder 12 moglicherweise mehrere Restriktionen besitzt und dass sich
damit 71 <4 72 und 72 <, m nicht unbedingt widersprechen.
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Abbildung 5.13: Illustration eines Updateschritts mit festgehaltener linker Startre-
striktion und des von rechts verletzenden Kreisbogens n: Links ist
der urspriingliche Kreisbogen ~; und der neue Kreisbogen o zu
sehen, rechts ist zusétzlich die stetige Familie von Kreisbogen mit
linker Startrestriktion, die in spéteren Beweisen verwendet wird,
dargestellt.

Entartete Fille

Zu drei paarweise verschiedenen, nicht kollinearen Punkten pi,ps,p3 € R? gibt es
nach unserer Definition genau einen Kreisbogen v mit Anfangspunkt p;, Endpunkt
p3 und ps € ~. Im Fall paarweise verschiedener, kollinearer Punkte existiert der
entsprechende Kreisbogen, der in diesem Fall eine Strecke ist, genau dann, wenn po
auf der Verbindungsstrecke von p; und ps liegt. Genauso gibt es zu zwei Punkten
p1,p2 € R%, p; # p2, und einem Vektor v € R? \ {0} genau dann einen Kreisbogen
~ mit Anfangspunkt p;, Endpunkt py und ~/(0) = v, wenn v und py — p; nicht
antiparallel sind. Auf die Fille, in denen kein Kreisbogen existiert, die sogenannten
entarteten Fille, wollen wir im Folgenden eingehen. Tauchen entartete Félle in den
Berechnungen eines Updateschritts auf, ist gegebenenfalls eine Sonderbehandlung
notwendig. Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, wie sich entartete Félle auf die
Updateschritte auswirken.

Im ersten Beispiel taucht der entartete Fall nur indirekt auf. Der Updateschritt
ist in Abbildung 5.13 dargestellt: Der urspriingliche Kreisbogen 7, besitzt eine linke
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Abbildung 5.14: [lustration eines Updateschritts mit festgehaltener linker Startre-
striktion: Aufgrund eines entarteten Falls kann kein aktualisierter
Kreisbogen berechnet werden.

Startrestriktion und den von rechts verletzenden Kreisbogen 7. Berechnet wird der
Kreisbogen 2, der wieder eine linke Startrestriktion besitzt, fiir den jedoch 7 ein
rechts-blockierender Kreisbogen ist. Der entartete Fall ist dabei nur fiir den Beweis
der Existenz eines aktualisierten Kreisbogens relevant, da wir dazu gewisse stetige
Familien von Kreisbégen betrachten werden, siehe Abbildung 5.13 rechts. Intuitiv
,schieben wir in Beweisen den Kreisbogen +; solange bis dieser in n keine Verlet-
zungen mehr enthélt. Dabei wird beim Wechsel von positiv zu negativ orientierten
Kreisbogen ein entarteter Fall, der gestrichelt angedeutet ist, ,,iibersprungen”. Diese
Definitionsliicke muss in spéateren Beweisen beriicksichtigt werden. Fiir den eigent-
lichen Algorithmus spielt sie keine Rolle, da - direkt mithilfe der Apollonischen
Bertiihrkreise berechnet wird.

Eine direkte Auswirkung eines entarteten Falls auf einen Updateschritt zeigt das
Beispiel in Abbildung 5.14. Wir sehen wieder einen Kreisbogen v; € Ak, mit einer
linken Startrestriktion und einem von rechts verletzenden Kreisbogen 7. Gesucht ist
der Kreisbogen, der eine linke Startrestriktion besitzt und von 7 von rechts beriihrt
wird. Wie rechts zu sehen ist, ist dieser Kreisbogen nicht definiert, da n(1) genau auf
der Tangente an [o] durch p liegt. In der Praxis spielt dieses Problem keine grofie
Rolle, da alle Kreisbogen ohnehin nur mit einer gewissen Genauigkeit berechnet wer-
den konnen. Deshalb werden wir diese Sonderfille in den folgenden Updateschritten
vorerst ausklammern. Wie damit umzugehen ist, wird am Ende des Abschnitts ab
Seite 116 dargestellt.

Update mit festgehaltener linker Startrestriktion

Wir betrachten nun einen ersten Updateschritt und gehen von folgender Ausgangs-
situation aus: Der Kreisbogen v € Ak ), p € Pk, besitzt eine linke Startrestriktion
r1 und 7 ist ein von rechts verletzender Kreisbogen von ~. Mdogliche Beispiele sind
in Abbildung 5.15 zu sehen. Das rechte Beispiel zeigt den Sonderfall eines von rechts
verletzenden Kreisbogens, der den Punkt p enthélt.

Wir betrachten zuerst den Kreisbogen g € Ak mit linker Startrestriktion im
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Abbildung 5.15: Ausgangssituationen zum Updateschritt mit festgehaltener linker

Startrestriktion.

Abbildung 5.16: Updateschritte mit festgehaltener linker Startrestriktion.
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Punkt x(1). Besitzt dieser, wie in Abbildung 5.16 (a), eine rechte Verletzung in 7,
dann besitzt nach Proposition 4.12 jeder Kreisbogen in Ag , mit linker Startre-
striktion eine Verletzung in 7. Aufserdem besitzt der Kreisbogen ~* mit Startpunkt
o(t(k(1)) — €), Endpunkt p und k(1) € v* fiir hinreichend kleines £ > 0 rechte Ver-
letzungen in 7. Damit dient dieser Kreisbogen, der eine linke Restriktion in x(1)
besitzt, als Ausgangspunkt fiir weitere Updateschritte.

Ist vo hingegen, wie in Abbildung 5.16 (b) und (c), frei von Verletzungen in 7,
dann sei wie gewohnt o2 = 0 |[(x(1)),1] und wir definieren die Familie (Vt)te1 von
Kreisbogen in Ak, mit linker Startrestriktion im Punkt o9(t), das heifst fir ¢ € 1
ist 14(0) = o2(t) und 4;(0) = o4(t). In den Beispielen (b) und (c) sind die Men-
gen der Kreisbégen ohne rechte Verletzung in 7 skizziert. Aus der Stetigkeit der
Kreisbogenfamilie folgt, dass es, bis auf entartete Félle, ein t* € I gibt, so dass n
ein rechts-blockierender Kreisbogen von ;- ist, siehe Abbildung 5.16 (b) und (c).
Folgende Proposition formalisiert diese Uberlegungen:

Proposition 5.5 (Updateschritt mit festgehaltener linker Startrestriktion). Seip €
Py, seiy € Ak, ein Kreisbogen mit linker Startrestriktion und sei n ein von rechts
verletzender Kreisbogen von ~. Dann g¢ibt es — bis auf entartete Fdille — entweder
einen Kreisbogen in Ak, mit linker Startrestriktion in o |(.(1)(0) und 1 als rechts-
blockierenden Kreisbogen oder der Kreisbogen in Ag ., mit linker Startrestriktion im
Anfangspunkt k(1) besitzt eine rechte Verletzung in 1.

Wir ziehen die technischen Details zu den oben erwidhnten stetigen Familien von
Kreisbégen vor:

Lemma 5.6. Sei p € Pk, seien a,b € 1, a < b < 1, und sei v, t € [a,b], der
Kreisbogen mit Endpunkt p und linker Startrestriktion im Anfangspunkt oo(t), vor-
ausgesetzt der Kreisbogen existiert. Sei T die Menge der Parameter t € [a,b], fir die
v existiert. Ist a,b € T, dann gilt mit

G =02y U U, teT\{b},
1. (v¢)ter ist eine stetige Familie von Kreisbogen,
2. (Gt)ier\fvy ist eine stetige Familie von einfach geschlossenen Kreisbogensplines,
8. L(Cty) C L(Gy)s  t1,t2 € T\ {b}, t1 <to,
4. fir alle x € L((,) gibt es eint € T\ {b}, so dass © & L((t).

Beweis. Zu 1): Da sich der Anfangspunkt von 4 und dessen Tangente am Anfangs-
punkt stetig beziiglich parameter ¢ € T' dndern, ist (v;)tcr eine stetige Familie von
Kreisbogen.

Zu 2): Aus Lemma 4.6, 1) folgt

Y1 rjfytg = {p}7 t17t2 S T7 tl < t27 (51>
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und damit folgt ¢; € S§, t € T'\ {b}. Die Stetigkeit folgt aus 1).

Zu 3): Seien t1,to € T'\ {b}, t1 < ta. Dann verlésst v, den Kreisbogen o4 und damit
Gy in 0 nach links. Zusammen mit (5.1), v, N og = 0 und 02|, 5 C 02|, 4 folgt

Cty € L((t,) und damit gilt

entweder L((y,) C L({,) oder R((,) C L(Cy).

Da die Links- und Rechtsumgebungen von (;, und (;, in einer lokalen Einfachheits-
umgebung beziiglich beider Kreisbogensplines in Punkten in v, tibereinstimmen,
folgt aus Proposition 2.40, dass L((:,) C L((,)-

Zu 4): Sei x € L((,), sei y € 45 und sei i : [0,1] — L(¢,) U {y} ein Weg von y nach
z. Dann ist

0 < d:=min{||r1 —72ll2 : M €n, r2 €W}

und da (7;)ier nach 1) eine stetige Familie ist, gibt es ein t* € T\ {b}, so dass
17 — Ve |loo < d und damit = Ny = O erfiillt ist. Wegen

G N (02| [a,e¢) U Yal 0,00 U 1) = {02(7) }

und da sich o9 in t* von rechts an (4= annéhert, vgl. Proposition 3.9 und Korollar 2.50,

gilt x € R((;+) und damit = & L((p+). O

Bemerkung 5.7. Man beachte, dass es in Lemma 5.6 im Intervall [a,b] héchstens
einen Parameter gibt, fir den der entsprechende Kreisbogen nicht existiert. Es gilt
also entweder T' = [a,b] oder T = [a,c) U (¢, b] fir ein ¢ € (a,b). Dasselbe gilt auch
fiir die entsprechenden Mengen in den spdteren Lemmata 5.10 und 5.13.

Beweis (von Proposition 5.5). Ist 4(0) = k(1), dann ist die Aussage trivialerweise
erfiillt. Sei b := t,,(v(0)) und sei vy, t € [0,0], der Kreisbogen mit Endpunkt p und
linker Startrestriktion im Anfangspunkt o9 (), vorausgesetzt der Kreisbogen existiert.
Sei T die Menge der Parameter ¢ € [0, ], fiir die 7 existiert. Sei

G =02l Unwtn, teT,

T, ={teT\{b} : nC L(&)}

und

0, sonst,.

. {suan, T, # 0,

Wir nehmen an, dass t* € T ist, dass also t* nicht zu einem entarteten Fall gehort
und zeigen, dass v* := 4+ der gesuchte Kreisbogen ist.

Ist t* # 0, dann ist n C L((). Wegen Lemma 5.6, 3) und 4) ist ¢* # b. Ist
(v*)° Ny # 0, dann ist n nach Proposition 4.12 ein rechts-blockierender Kreisbogen
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"1
n

r1
%

Abbildung 5.17: Ausgangssituationen zum Updateschritt mit festgehaltener linker
Punktrestriktion.

(a)

()

1

von v*. Andernfalls folgt (1) = p, /(1) = v.(1) und n € R([y*]) aus der Stetigkeit
von (Gt)ier\ (b}, vel. Lemma 5.6, 2). Damit ist 7 ein rechts-blockierender Kreisbogen
von 7* mit rechter Restriktion am Endpunkt p.

Ist t* = 0, dann ist v9 N7 # ) und damit gibt es analog eine rechte Restriktion von
~o in 7. Gibt es keine rechte Verletzung von 7y in 7, dann ist 7 ein rechts-blockierender
Kreisbogen von vy und damit ist g in jedem Fall der gesuchte Kreisbogen. O

Update mit festgehaltener linker Punktrestriktion

Wir betrachten nun einen neuen Updateschritt mit folgender Ausgangssituation: Der
Kreisbogen v € Ak, p € Pk, besitzt eine linke Restriktion r; in einem Anschluss-
punkt des Kanalrandes und 7 ist ein von rechts verletzender Kreisbogen von + mit
r1 <~ 7. Abbildung 5.17 zeigt Beispiele.

Wir betrachten zuerst den Kreisbogen vy € Ag , mit einer rechten Restriktion g
am Startkreisbogen ¢ und einer linken Restriktion im Punkt 71, siehe Abbildung 5.18.
Die rechte Restriktion 7 ist dabei entweder der Punkt o(0) oder o(1). Besitzt dieser
Kreisbogen, wie in Abbildung 5.18 (a) und (b), eine rechte Restriktion r2 in 7 mit
71 =4 T2, dann besitzt er eine Alternantenfolge der Lange drei. Damit ist o in
diesem Fall der gesuchte Kreisbogen.

Ist 79 hingegen, wie in Abbildung 5.18 (c¢) und (d), frei von Verletzungen in 7,
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Abbildung 5.18: Updateschritte mit festgehaltener linker Punktrestriktion.

dann gibt es, bis auf entartete Fille, einen Kreisbogen * mit r; als linke Restriktion
und 7 als rechts-blockierenden Kreisbogen. Dass dies gilt, wird im Folgenden wieder
mithilfe stetiger Kreisbogenfamilien gezeigt.

Bemerkung 5.8. Wir gehen in den Updateschritten davon aus, dass linke Restrik-
tionen in L([o]) liegen. Gleiches gilt auch fir linke Verletzungen. Das ist Dank fol-
gender Uberlegung maglich: Sei v € A generisch, ¢ € v N o mazimal beziiglich <,
und sei € >0, so dass K, |0 Ny =0 ist. Dann ist der Kreisbogenspline

¢= ] 0.tan] U ] t(+(0)) 600}

einfach geschlossen und es gilt

Ky (€) € R(C)  und  7|((q),1) C R(C)- (5.2)

Sei r die beziiglich e minimale linke Restriktion von v in 7| (q) = 7 N R([0]).
Da ¢ einfach geschlossen ist folgt aus (5.2), dass sich K, n T von rechts an vy an-
nédhert. Damit gibt es eine linke Restriktion r*, die beziiglich =y vorr liegt. Da r
minimal gewdhlt wurde, ist v € 7|yq),1) C L([o]). Damit kénnen wir zu jeder linken

Restriktion in R([o]) eine weitere finden, die in L([o]) liegt. Man beachte, dass der
auf Seite 119 definierte Algorithmus 1 so konstruiert ist, dass in Updateschritten nur
linke Restriktionen und Verletzungen in L([o]) vorkommen.
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Proposition 5.9 (Updateschritt mit festgehaltener linker Punktrestriktion). Sei
p € Pk, seiy € Ak mit linker Restriktion r € v° N L([o]) und sein ein von rechts
verletzender Kreisbogen von v mit r1 <, 1. Dann gibt es — bis auf entartete Fille
— einen Kreisbogen v* € A, mit v*(0) <5 7(0), so dass r1 eine linke Restriktion
von v* und n ein rechts-blockierender Kreisbogen von «v* mit r1 <+ 1 ist oder es gibt

einen Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Linge drei in o, r1 und 7.
In Anlehnung an Lemma 5.6 ziehen wir die technischen Details wieder vor:

Lemma 5.10. Seip € Pk, v, € Arp, b = ts(1(0)) und sei x € vy N L([o]). Fir
t € [0,b] seiy der Kreisbogen mit Anfangspunkt o(t) und Endpunkt p, der durch x
lauft, vorausgesetzt der Kreisbogen existiert. Seien

T:={te[0,b] : v emistiert und - € Agyp},

Gt 1= ey U el oy, T € TAA{D),
a:=infT.
Dann gilt

1. T = [a,b] oder T = [a,b] \ {t*} mit einem t* € [a,b), das zu einem entarteten
Fall gehort,

2. falls a € T, dann ist a = 0 oder o(1) € 7,,

3. (Vt| ()1 ter ist eine stetige Familie von Kreisbigen,

4. (Ct)teT\{b} ist eine stetige Familie von einfach geschlossenen Kreisbogensplines,
5. L(Ct,) C L(Gy)s  tista € T\ {b}, t1 <to,

6. fir allet; € T\ {b} und alle y € L((,) gibt es ein to € T'\ {b}, so dass t1 < ta
und y & L(C,)-

Beweis. Zu 1): Sei ¢ € T'\ {b}. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle ¢ € (¢, b), fiir die der
Kreisbogen 7, existiert, bereits 74 € Ak, gilt. Sei also t € (¢,b), so dass 7; existiert.
Seien g, € 0 NV, e € 0 N7, und ¢ € o Ny, maximal beziiglich o. Wir zeigen, dass

7(0) <o ¢ und  K(1) 25 g1,
da daraus direkt v; € Ag ), folgt, vgl. Definition 3.6. Im Fall x € o ist
T=qy =dqec = Gqt

und damit folgt
7t(0) <o 1(0) 2o @b = @
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und

K(1) 2o @ = q-
Sei also z ¢ 0. Nach Lemma 4.6, 3) gilt g5 <5 gc. Damit konnen wir den einfach
geschlossenen Kreisbogenspline

C = 0 [t(gn) t(ae)] Y Ve [t(ge) t@)) U 10 [t(g) ()]

definieren und nach Proposition 3.9 gilt

11(0) € L([ve]) 0 R([])- (5-3)

Wegen
Ve N [ve] = v 0 [w] = {=, p} (5.4)

folgt aus (5.3), dass sich y in z von links an 7, und von rechts an -, annéhert.
Daraus folgt mit Proposition 2.53, dass sich «; in « von links an { anndhert. Da
den Kreisbogen o in g, nach links verldsst, ndhert sich o in g von rechts an ¢ an, vgl.
Korollar 2.50, und daraus folgt insbesondere 7;(0) € R({). Wegen (5.4) folgt daraus

Ve N 0 (gy,q0) 7 und damit ist ¢ € 0| (g, q.)- Somit ist

7(0) <o 1(0) 2o @ <o Gt

und
k(1) <o @ <o @

und damit ist v € Ak p.

Da die Gerade durch p und x den Kreisbogen o héchstens in zwei Punkten schnei-
det, gibt es hochstens zwei Parameter ¢ € I, fiir die 7 nicht existiert. Da fiir einen
potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen v entweder 4/(0) = o’(¢(y(0))) ist oder es ein
q € yNo mit v(0) <, ¢ gibt, kann es hochstens um einen der beiden Parameter eine
Umgebung mit potenziellen Sichtbarkeitskreisbégen geben.

Zu 2): Wir zeigen die Behauptung per Widerspruchsbeweis. Angenommen es wire
a=infT €T,0 < aund o(1) &€ ~,. Dann existieren fiir hinreichend kleine £ > 0 die
Kreisbogen v4—c. Sei t € [0,a), so dass ; existiert. Nach Proposition 3.9 ist dann
1(0) € R([7a]) und damit ist v¢| [0 4(x)) C B([7al)- Sei ga € 0 N~ maximal beziiglich
<. Nach Proposition 3.9 verlasst o den Kreisbogen v, in g, nach rechts. Da v, stetig
beziiglich ¢ ist, gilt fiir hinreichend kleine € > 0, dass

Ya—e N0 |ft(ga),1) 7 0

und damit v,—. € Ag, ist. Damit gibt es t € T" mit ¢ < a im Widerspruch zu
a=infT.

Zu 3): Folgt aus der Stetigkeit des Anfangspunkts o(t) beziiglich des Parameters
telT.
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Zu 4): Seit € T'\{b}. Dasich 73 und - in den beiden Punkten z und p schneiden und
es damit insbesondere keinen weiteren Schnittpunkt zwischen den beiden Kreisbogen
gibt, gilt ¢; € Sj. Die Stetigkeit folgt aus 3).

Zu 5): Seien t1,ty € T'\ {b}, t1 < t2. Dann gilt nach Proposition 3.9
111(0),71,(0) € B([w]) und 41, (0) € R([v,])-

Somit schneiden 7, und v, den Kreisbogen 7, in « von rechts und =, schneidet v,

in x von rechts. Damit folgt aus Proposition 2.53, 3), dass 74, den Kreisbogenspline
(t, in x nach links verldsst und damit folgt die Aussage analog zum Beweis von
Lemma 5.6, 3).

Zu 6): Die Behauptung folgt analog zum Beweis von Lemma 5.6, 4). O

Der Aufbau des Beweises von Proposition 5.9 dhnelt dem Aufbau des Beweises von
Proposition 5.5:

Beweis (von Proposition 5.9). Sei wieder b = t,(y(0)), sei v, t € [0, 8], der Kreisbo-
gen mit Anfangspunkt o(¢) und Endpunkt p, der durch r; lduft, vorausgesetzt der
Kreisbogen existiert, und sei T' die Menge der Parameter t € [0, b], fiir die ; existiert
und v € Ak ist. Sei

Gt ==Vl [t(r), 1) Ut ey, tET,

Ty:={teT\{b} : nCL(G)}
und
. {suan, T, #0,
infT,  sonst.

Wir nehmen an, dass t* € T ist, dass also t* nicht zu einem entarteten Fall gehort
und zeigen, dass v* := = der gesuchte Kreisbogen ist.

Ist 7)) = () und damit ¢* = inf 7', dann ist 9 N v*|(4(ry),1) # O, vgl. Bemerkung 5.3.
Die beiden Kreisbégen ~* und ~; sind in Konfiguration zwei und damit folgt aus
Proposition 4.9, dass r; eine linke und jedes ¢ € 7 N ~*|(;, 1) eine rechte Restrik-
tion von v* ist. Nach Lemma 5.10, 2) ist ¢(0) € v* oder o(1) € v* und damit ist
o(0) oder o(1) eine rechte Restriktion von v*. Da r1 € L(o) ist, also insbesondere
0(0),0(1) <4+ 71 ist, bilden die Restriktionen eine Alternantenfolge der Lénge drei
und damit ist v* der gesuchte Kreisbogen.

Ist T;, # 0, dann folgt aus Lemma 5.10, 5) und 6), dass t* # b ist. Analog zum
Fall T;, = 0 folgt, dass r; eine linke Restriktion von ~* ist. Ist Y ), NN #

(), dann folgt aus n C L({4) und Proposition 4.9, dass 7 ein rechts-blockierender
Kreisbogen von 4* mit r; <4+ 7 ist. Andernfalls gibt es nach Lemma 5.10, 1) ein
e >0, so dass [t*,t" +¢] C T ist und damit folgt aus der Stetigkeit von (¢i)ier\ (),
vgl. Lemma 5.10, 4), analog zum Beweis von Proposition 5.5, dass 1 ein rechts-
blockierender Kreisbogen von v* mit rechter Endrestriktion p ist. O
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Abbildung 5.19: Ausgangssituation zum Updateschritt mit festgehaltenem links-
blockierenden Kreisbogen ;.

Update mit festgehaltenem links-blockierendem Kreisbogen

Wir nehmen nun an, dass der Kreisbogen v € Ak, p € Pk, eine linke Restriktion
r1 € k besitzt, die nicht in einem Anschlusspunkt des Kanalrandes liegt und dass 1 ein
von rechts verletzender Kreisbogen von v mit r1 <, 7 ist, siche Abbildung 5.19. Im
Gegensatz zum letzten Updateschritt fordern wir in diesem Fall nicht, dass der neue
Kreisbogen ~* durch ry lauft. Stattdessen fordern wir, dass ein bei r; beginnender
Kreisbogen 71, der Teil eines Kanalkreisbogens ist, ein links-blockierender Kreisbogen
von v* ist, sieche Abbildung 5.20. Der Kreisbogen 7; ist dabei so zu wéhlen, dass
folgende Bedingungen erfiillt werden:

1. m (0) =T,
2. m(0) =~'(t(r1)),
3. m1(1) ist ein Anschlusspunkt des Kanals.

Bedingung 1) kann gefordert werden, da der Kanalabschnitt # | [t(r1),1) fir das Update
nicht relevant ist und Bedingung 2) garantiert, dass der richtige Teil des Kanalkreis-
bogens verwendet wird. Bedingung 3) garantiert, dass der groftmogliche Kreisbogen
verwendet wird, eine Eigenschaft, die fiir die Laufzeit des Algorithmus relevant ist.
Wie im Updateschritt mit festgehaltener linker Punktrestriktion, wird zuerst gepriift,
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Abbildung 5.20: Updateschritt mit festgehaltenem links-blockierenden Kreisbogen
.

ob ein Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Lange drei berechnet werden kann.
Ist das nicht der Fall, wie in Abbildung 5.20 rechts, dann kann ein Kreisbogen mit
links-blockierendem Kreisbogen 7; und rechts-blockierendem Kreisbogen 7 berechnet
werden.

Trotz der groken Ahnlichkeit zum vorherigen Updateschritt, ist der Beweisaufwand
deutlich grofser, weshalb wir mehrere Lemmata vor den eigentlichen Beweis ziehen
werden. Wie in den Updateschritten mit festgehaltener linker Start- oder Punktre-
striktion kénnen auch im aktuellen Updateschritt entartete Falle auftreten. Aufgrund
der geringen Relevanz und da die entarteten Félle hier wieder analog behandelt wer-
den konnen, gehen wir nicht mehr im Detail darauf ein.

Proposition 5.11 (Updateschritt mit festgehaltenem links-blockierenden Kreisbo-
gen). Seip € Py, seiy € Ak, und sei my ein links-blockierender Kreisbogen von ~y
mat
mNy=m(0) und 1(0)=7"(n(0).

Sei 1 ein von rechts verletzender Kreisbogen von v mit m1 <. n2. Dann gibt es — bis
auf entartete Fdlle — einen Kreisbogen v* € Ay, mit v*(0) <5 v(0), so dass n1 ein
links-blockierender und o ein rechts-blockierender Kreisbogen von v* mit 1 < 12
ist oder es gibt einen Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Linge drei in o, m
und ns.
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Abbildung 5.21: Beispiele zur Existenz des Kreisbogens v in Lemma 5.12.

Mit folgendem Lemma wollen wir die Lage zweier Kreisbdgen, die einen gemeinsamen
links-blockierenden Kreisbogen besitzen, untersuchen. Es zeigt insbesondere, dass
der neu berechnete und der urspriingliche Kreisbogen in Konfiguration zwei sind.
Abbildung 5.22 zeigt ein Beispiel mit den entsprechenden Bezeichnungen.

Lemma 5.12. Seien p € Px und v € Ag,p. Sei aufferdem n € A, n C L([o]),
p € n, so dass o von n von links berihrt wird und so dass

n0y2 = {n(0)} =:{z2} und n'(0) =5(n(0)). (5.5)

Sei T € 0[0,4(yo(0)))- Dann gibt es — bis auf entartete Fille — den Kreisbogen v1 € A
mit Anfangspunkt x, Endpunkt p, so dass dieser von n von links berihrt wird und es
qgilt

1. n(0) € m,

2. es gibt ein x1, so dass n N~y = {x1} ist,

3. aus x1 € n° folgt n'(x1) = ~1(z1),

4. es gibt ein x12, so dass v7 Ny5; = {x12} mit x12 =, 21 und T2 <, T12.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz von ;. Dabei nehmen wir an, dass in den
Zwischenschritten keine entarteten Fiélle auftreten, da andernfalls beliebig kleine
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Abbildung 5.22: Beispiel zu Lemma 5.12.

Verdnderungen der Punkte zu nicht-entarteten Fillen fiithren. Sei 3 der Kreisbogen
mit Anfangspunkt x, Endpunkt p, so dass 3 € 73. Da nach Proposition 3.9 73(0) €
R([y2]) ist, schneidet 3 den Kreisbogen ~o in x von rechts. Wegen n/(x2) = ~4(z2)
verldsst 1 den Kreisbogen 3 in x5 nach rechts. Gibt es, wie in Abbildung 5.21 links,
ein x3 # g, so dass y3 NN = {xe, 3}, dann néhert sich 7 in x3 von rechts an -3 an.
Geméf Proposition 2.54 gilt also

det[v5(z2), n'(x2)] <0 und det[+4(x3), n'(z3)] > 0.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass es ein y € 1| (0,(z3)) 81bt, so dass fiir den Kreis-
bogen ~; mit Anfangspunkt x, Endpunkt p und y € ~; gilt, dass

Y1 NN |j04(zs)) = {1y} und  det[y)(y), n'(y)] = 0.

Da ¢ := 3 U7 einfach geschlossen ist und 7|(g(s;) den Kreisbogen ~3 in 0 nach
rechts verlasst und weder 1 noch 3 von links oder rechts schneidet, folgt 7|(0,¢(z5)] C
m. Damit beriihrt 17 den Kreisbogen ~; von links und somit ist «; der gesuchte
Kreisbogen.

Ist hingegen v3 N7 = {n(0)}, dann betrachten wir den Kreisbogen 74 mit Anfangs-
punkt z, Endpunkt p und 7(1) € 4. Gibt es neben 7(1), wie im mittleren Beispiel in
Abbildung 5.21, einen weiteren Schnittpunkt von 4 und 7, dann folgt die Existenz
von 1 wie im ersten Fall. Sei also v4 N7 = {n(1)}, siche Abbildung 5.21, rechts. Mit
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dem einfach geschlossenen Kreisbogenspline ¢ := 3 U754 gilt dann n C R(¢), da n
den Kreisbogen ~3 in 0 nach rechts verlasst. Damit beriihrt  den Kreisbogen ~4 von
links und somit ist y4 der gesuchte Kreisbogen.

Um die Eindeutigkeit des Kreisbogens v zu zeigen, nehmen wir an, dass es einen
Kreisbogen 7} mit Anfangspunkt x, Endpunkt p gibt, so dass dieser von 7 von links
beriihrt wird und 7; # 7 ist. Da n den Kreisbogen 7§ von links beriihrt und den
Kreisbogen ~1 nicht von links oder rechts schneidet, folgt

ne I Um). (5.6)

Umgekehrt beriihrt n den Kreisbogen +; von links und er schneidet den Kreisbogen
1 nicht von links oder rechts und damit folgt

n € R(yiUm)
und wir erhalten einen Widerspruch zu (5.6).

Zu 1): Nach Proposition 3.9 ist

1(0) € R([2])- (5.7)

Angenommen es gelte 7(0) € ;. Dann wiirde 7 wegen 7'(0) = 74(n(0)) den Kreisbo-
gen y; in 0 nach rechts verlassen, vgl. Proposition 2.54. Damit wiirde 1 den Kreis-
bogen v; im Widerspruch zur Voraussetzung nicht von links beriihren.

Zu 2): Da n den Kreisbogen 7, von links bertihrt, ist nur zu zeigen, dass es maximal
einen Schnittpunkt gibt. Nach 1) liegt 7(0) nicht auf v1. Da n den Kreisbogen 77 von
links beriihrt, gilt aukerdem

yi(x) = %n'(z) fiir alle 2 € y N7n°. (5.8)

Damit kann es keine zwei Schnittpunkte zwischen v; und 1 geben, da mindestens
einer in 7° liegen wiirde, damit Im([y1]) = Im([n]) wére und daraus 7(0) € =1, also
ein Widerspruch zu 1) folgen wiirde.

Zu 3): Wegen (5.8) miissen wir nur 74 (x1) = —n/(z1) ausschliefen. Aus Lemma 3.10

folgt v2 C R([n]) und damit insbesondere p € R([n]). Damit fiihrt die Annahme

i (z1) = =n(x1) zu einem Widerspruch, da dann aus Lemma 3.10 71 C L([n]), also
insbesondere p ¢ R([n]) folgen wiirde.

Zu 4): Aus Lemma 3.10 folgt n C L([y2]) und damit folgt aus 1), dass z1 € L([72]).
Wegen (5.7) ist 71 (0,¢(a1)) N [72] 7# (0 und damit ist 71| (t(z1),1) N [72] = (). Daraus folgt
Y1 t(@1),1) € L([r2]) und damit ist

€= N 2] YY1 t(0),1) Y V2 () 1)
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einfach geschlossen. Da sich 7 in x1 von links an -; annéhert, ndhert sich v; in
nach Korollar 2.50 von rechts an ¢ an und es gilt

'Yl‘[t(:m)—e,t(m)) C R(C) fiir ein € > 0. (5.9)
Analog néhert sich v in x4 von links an ¢ an und wegen

0,t(22))) =0

¢ (@] ()0 U2
folgt damit
71(0) € L(¢)- (5.10)
Wegen (5.9) und (5.10) gibt es einen Schnittpunkt zwischen 1| ¢(z,)) und ¢. Tri-
vialerweise gilt
1] ©Ot61)) V71 ltGar).1) = 0,
aus 2) folgt
V1| (0,t(z1)) N1 [z2.0] = @
und somit folgt
Y1|(0,t(21)) N V2] (t(2),1) 7 O

Damit existiert z12 € 71](0,¢(z1)) N V2] (¢(x2),1) und dieses erfiillt insbesondere 12 =<,
x1 und w2 =y, T12. O]

Damit lasst sich folgendes Lemma, dessen Aufbau an Lemma 5.10 angelehnt ist,
beweisen.

Lemma 5.13. Seip € Pk, 1, € Agp, b :=ts(1(0)) und sei n C L([o]) ein links-
blockierender Kreisbogen von -y, mit

NNy ={n0)} und 7'(0) = ~,(n(0)). (5.11)

Fiir t € [0,b] sei vy der Kreisbogen mit Anfangspunkt o(t) und Endpunkt p, der von
n von links berihrt wird, vorausgesetzt der Kreisbogen existiert. Fir t € [0,b], fir die
¢ existiert, sei xy der Schnittpunkt von n und ~y. Seien

T:={te0,b] : v existiert und v € Agp},

G = Yl ftnon ) U e e, U 00> € TN\ b},
a:=infT.
Dann gilt

1. T =a,b], T =[a,b] \ {t*} oder T = [a,b] \ {t],t5} mit Parametern t*,t],t5 €
[a,b), die zu einem entarteten Fall gehoren,
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2. falls a € T, dann ist a = 0 oder o(1) € ~,,

3wy, 2wy, fiir alle ty,ty €T, 1 < to,

4+ (V| [t(ae),1)teT st eine stetige Familie von Kreisbdgen,

5. (Gt)ier\(v} ist eine stetige Familie von einfach geschlossenen Kreisbogensplines,
6. L((,) C L(Cyy)  fiir alle t1,ty € T\ {b}, t1 < ta,

7. fiir alle t; € T\ {b} und alle y € L((y,) gibt es ein ty € T\ {b}, so dass t1 < t2
und y & L(C,)-

Beweis. Nach Lemma 5.12; 2) ist x4, t € T', wohldefiniert. Fiir t € T sei ¢ € v No
maximal beziiglich <. Fiir t1,t3 € T', 1 # t2, sei x4,1, der Schnittpunkt von ~;, und
74, Dieser ist nach Lemma 5.12, 4) wohldefiniert und es gilt x¢,+, € L([0]), t1,t2 € T,
t1 # to. Damit folgt aus den Eigenschaften potenzieller Sichtbarkeitskreisbégen, vgl.
Lemma 4.6, 3),

Tt (O) <o Vt2 (O) 2o Gty <o Q5 t1,t2 €T, t1 <ta. (512)

Mit Proposition 3.9 folgt daraus
11:.(0) € R([v,]) und  7,(0) € L[y, ]), trt2 €T, t1 <to. (5.13)
Zu 1): Sei ¢ € T'\ {b}. Wie im Beweis von Lemma 5.10, 1) zeigen wir zuerst, dass
fir alle t € (c,b), fiir die der Kreisbogen ~; existiert, bereits 74 € Ak, gilt. Sei also

t € (¢,b), so dass 7, existiert und sei ¢ € 4 N o maximal beziiglich <,. Wir zeigen,
dass

7(0) <o ¢ und k(1) 25 g1,
da daraus direkt ¢ € Ak, folgt, vgl. Definition 3.6. Nach (5.12) ist ¢, < ¢, und
damit kénnen wir den einfach geschlossenen Kreisbogenspline
¢ = 01lga) U Vel lgewen) U V0 (a0

definieren. Analog zum Beweis von Lemma 5.10, 1) folgt

1(0) € R(C). (5.14)

Wir zeigen im Folgenden, dass sich =, in xy, von links an ¢ annéhert. Aus (5.13)
folgt Vo |(0,t(zs)) € L([7e]) und da nach Lemma 5.12, 4) gilt, dass zj <, ¢ ist, folgt
insbesondere

1(0) =z € L([7e])-

Da 1 den Kreisbogen . von links beriihrt und es zwischen 7 und [.] hochstens zwei
Schnittpunkte gibt, folgt aus daraus

1 C L([ve))- (5.15)
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Aus (5.13), (5.15) und (1) = v.(1) = p folgt

Velo,t(we)) © L[ve])- (5.16)

Nach Lemma 5.12, 4) ist
Tep <y Tt (517)

und damit folgt aus (5.16), dass zy € L([yc]). Aus (5.13) folgt 7 N L([v]) =
Vo|[0,t(ep)) U damit folgt x4 € Yp|[0,¢(x,))- Nach Lemma 5.12, 4) gilt auferdem
Ty <, T und damit folgt

Tth € Vbl (¢(zp) t(ze))-

Nach (5.13) ist 7:(0) € R([»]) und damit néhert sich 4 in x4 von rechts an ~, an.
Damit néhert sich ~; von links an ¢ an. Aus (5.14) folgt damit 7 |{o¢(z,,)) N ¢ 7 0.
Aus (5.16) und (5.17) folgt V¢|(0,¢(z,)) N Ve = 0 und damit folgt aus v Ny = {4, 1},
dass U‘(t(qb),t(qc)) O Ye|[0,t () # () ist, also dass ¢; € G‘(t(qb),t(qc)) ist. Somit ist

’Yt(o) <o 7b(0> =0 b <o qt

und
"1<1) =o G <o Gt

und damit ist 1 € Ag .
Um zu zeigen, dass es maximal zwei Parameter gibt, die zu einem entarteten Fall
gehoren, kann analog zu Lemma 5.10 vorgegangen werden.

Zu 2): Analog zum Beweis von Lemma 5.10, 2) zeigen wir die Behauptung per Wi-
derspruchsbeweis. Angenommen es wire a = inf7' € T, 0 < a und o(1) & ,. Dann

existieren fiir hinreichend kleine ¢ > 0 die Kreisbogen 7,—c. Sei t € [0,a), so dass
v+ existiert. Nach Proposition 3.9 ist dann v(0) € R([74]). Analog zum Beweis von
Lemma 5.12 kann gezeigt werden, dass es ein z € v N~5 mit z € L([o]) gibt. Damit
ist v
a — ¢ € T fiir hinreichend kleine € > 0 gilt, im Widerspruch zu a — e < a = infT.

0t(x)) C B([7a]) und somit folgt analog zum Beweis von Lemma 5.10, 2), dass

Zu 3): Nach Lemma 5.12, 1) kénnen wir z;, = n(0) ausschliefen und falls z;, = 7(1)
oder t = b, dann folgt die Aussage trivialerweise. Sei also x¢, € 7° und sei ¢t # b.
Wir betrachten den Kreisbogen v*, mit Anfangspunkt v, (0), Endpunkt p, der von

n
wird, also dass v* =y, ist. Sei 2™ € ¥* N 1[0¢(z,)]- Nach Lemma 5.12, 1) gilt

x* # n(0). (5.18)

[0,t(z4,)] VOLL links beriihrt wird und zeigen, dass v* auch von n von links beriihrt

Aus (5.13) folgt
T # g, (5.19)

da sich ansonsten v, und damit N110,t(x,)] in ¢, von rechts an v* annéhern wiirden,
vgl. Proposition 2.54. Aus (5.18) und (5.19) folgt @* € 1|(0 t(z,,))- Damit stimmen
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die Tangenten von 7* und 7 im Punkt z* nach Lemma 5.12, 3) iiberein. Somit
wird v* vom gesamten Kreisbogen 1 von links beriihrt. Aus der Eindeutigkeit des
Kreisbogens, vgl. Lemma 5.12, folgt v* = v;, und damit folgt x4, = 2* <, x4, aus
der Eindeutigkeit des Beriihrpunkts, vgl. Lemma 5.12, 2).

Zu 4): Wir zeigen, dass (z¢)ier stetig ist, da damit aufgrund der Stetigkeit von o(t)
beziiglich ¢ € T folgt, dass v+ und damit v¢|[(4,),1) stetig beziiglich ¢ € T' sind. Sei
dazu tg € T und € > 0 und sei ~; fiir t € T der Kreisbogen mit Anfangspunkt o(t),
Endpunkt p und z;, € 7.

Wir betrachten zuerst den Fall a4, € 7°. Dann ist n'(zy,) = v, (24) und nach
Proposition 3.9 gilt

o0 ¢ {R([%o]), e, t<n,
L([’Yto])7 teT, t>t.

Damit schneidet ~; den Kreisbogen 7 in z;, von rechts, falls t < ¢, und andernfalls
von links. Somit folgt aus der Stetigkeit von +; beziiglich ¢t € T', dass es fiir t € T\ {to}
mit |t — to| hinreichend klein ein x} # x4, gibt, so dass

1. ~vfnn={zy,x}},
2. ||z —myll2 < e

und es gilt x4, <, z7 genau dann, wenn ¢ < tg. Fiir solche ¢ kann wie im Beweis der
Existenz von 1 in Lemma 5.12 gezeigt werden, dass fiir den Beriihrpunkt x; € v Nn
folgt, dass
Tt € Nfi(org) @) DIV Tt € M| [1(ap) b))
Fiir t € T'\{to} mit |t —to| hinreichend klein ist z} der am weitesten von x, entfernte
Punkt in Nty ) )] bzw. Nt by )] und damit kénnen wir ein § > 0 wéhlen, so
dass
||zt — x4||2 < e fiiralle t € [tog — d,t0 + 0] N (T \ {to})-

Damit ist gezeigt, dass (x¢)tcr in jedem Parameter to € T' mit x;, € n° stetig ist.

Sei nun tg € T, so dass xy, = 1(0). Nach Lemma 5.12, 1) ist in diesem Fall to = b
und damit gilt insbesondere 7'(xp) = 7} (xp) und

o(t) € R([wl), teT\{b}.

Analog zum ersten Fall folgt, dass (x4)er in diesem Fall in ¢y stetig ist.
Sei nun to € T, so dass x4, = n(1) und 7/(1) # ~;,(n(1)). Nach Lemma 5.12, 2) ist
Yo N = {n(1)} und da n den Kreisbogen =y, von links beriihrt, gilt

det[n'(1), g, (n(1))] > 0.

Damit folgt aus der Stetigkeit von ;' beziiglich ¢ € T, dass fir ¢t € T \ {to} mit
|t — to| hinreichend klein auch det[n'(1), (v;)'(n(1))] > 0 und ;' Nn = {n(1)} erfiillt

111



5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

sind. Fiir solche ¢ ist damit v = v und z; = x¢,. Damit ist die Behauptung auch in
diesem Fall gezeigt.
Sei zuletzt to € T, so dass x4, = n(1) und 7'(1) = v; (24,). Dann gilt

o(t) € {Ra%on, teT, t<to,
L([%o])’ teT, t>to,

und damit schneidet 7} den Kreis [n] in 7(1) von rechts, falls ¢ < o und andernfalls
von links. Fiir t € T\ {to}, t > to, mit |t — to| hinreichend klein folgt damit analog
zum ersten Fall, dass ||z — n(1)||2 < € ist und fir ¢ € T\ {¢to}, ¢ < to, mit |t — to]
hinreichend klein folgt analog zum letzten Fall, dass x; = n(1) ist. Damit ist die
Stetigkeit von (x¢)ier auch in diesem Fall gezeigt.

Zu 5): Aus Lemma 5.12 folgt ¢, € S§, t € T'\ {b}, und die Stetigkeit folgt aus 4).

Zu 6): Seien t1,ty € T \ {b}, t1 < to, und seien z; := x4, und z3 := x,. Nach
(5.13) ist v:,(0) € R([v)) N L([74,]). Nach Lemma 5.12, 4) ist 77, N vy # 0 und
v, N vy # 0 und damit néhert sich 44, in 1 von links an [y,] und von rechts an [y;,]
an. Aus Proposition 2.53 folgt damit, dass sich 7, in 1 von links an (;, anndhert.
Aus Lemma 5.12, 2) und 4) folgt 74, | (¢(zs),1) N Gty = 0. Man beachte dabei, dass wir
wegen 3) im Fall 2o € n° Lemma 5.12 auch auf das Paar v;,, v, anwenden konnen.

Damit gilt

Ytz | [t(wa)] C L(Cty)-
Nach 3) gilt 1|(0,4(zs)] C 7|[0,t(z1)] Uund damit gilt

Ctz - L(Ctl)'

Der restliche Beweis kann analog zum Beweis von Lemma 5.6, 3) gefithrt werden.

Zu 7): Folgt analog zum Beweis von Lemma 5.6, 4). O

Beweis (von Proposition 5.11). Sei b = t,(v(0)). Fiir t € [0, b] sei ; der Kreisbogen
mit Anfangspunkt o(¢) und Endpunkt p, der von n; von links beriihrt wird, voraus-
gesetzt der Kreisbogen existiert. Sei T' die Menge der Parameter ¢ € [0, b], fiir die 7,
existiert und v, € Ag p ist und fiir ¢t € T sei {z;} := v N1, vgl. Lemma 5.12, 4).
Seien aufserdem

[0,t(z¢)]> teT\ {b}a

Ty :={t € T\{b} : m2 C L(G)}

Gt = Vet )1 U e )11 L

und

£ {SUP Ty, Ty # 0,

inf T, sonst.
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Abbildung 5.23: Fall im Beweis von Proposition 5.11. Links: Ausgangssituation in-
klusive Kanal. Rechts: Beim Update auf den Kreisbogen ~v* entsteht
eine Alternantenfolge der Lénge drei mit zwei rechten Restriktionen
in 72, dem von rechts verletzenden Kreisbogen von . Die Restrik-
tionen sind durch Punkte markiert.

Wir nehmen an, dass t* € T ist, dass also t* nicht zu einem entarteten Fall gehort
und zeigen, dass v* := 7= der gesuchte Kreisbogen ist. Aus Lemma 5.12 folgt, dass
v und ~ fiir alle ¢t € T\ {b} in Konfiguration zwei sind.

Ist T, = 0, dann folgt analog zum Beweis von Proposition 5.9, dass 7* eine
Alternantenfolge der Lange drei mit Restriktionen in o, 77 und 7y besitzt.

Ist T)), # 0, dann folgt analog zum Beweis von Proposition 5.5, dass es in 7 eine
rechte Restriktion von ~* gibt. Wird v* von 1y von rechts beriihrt, dann ist v* der
gesuchte Kreisbogen mit links-blockierendem Kreisbogen 1;, rechts-blockierendem
Kreisbogen 7 und 1y <« 12. Beriihrt 7, hingegen, wie in Abbildung 5.23 dargestellt,
den Kreisbogen v* nicht von rechts, dann gibt es einen Schnittpunkt von 7y mit
Y| 0,t(z))> d& der Kreisbogen v*|(y(z,.),1) laut Konstruktion von rechts bertihrt wird.
Damit gibt es in 72 eine rechte Restriktion vor der linken Restriktion x4+ und eine
nach z;+ und somit besitzt v* eine Alternantenfolge der Lénge drei mit Restriktionen
in 71 und 72. In jedem Fall ist v* der gesuchte Kreisbogen. O

Festhalten der rechten Restriktion

In diesem Fall nehmen wir an, dass der Kreisbogen v € Ak, einen von links verlet-
zenden Kreisbogen 7 und eine rechte Restriktion r mit 7 <, 72 besitzt. Beispiele sind
in den Abbildungen 5.24 und 5.25 zu sehen. Ahnlich wie im Fall mit festgehaltener
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(a) (b)

T2

Abbildung 5.24: Ausgangssituation zum Updateschritte mit festgehaltener rech-
ter Punktrestriktion (a), rechts-blockierendem Kreisbogen (b) und
rechter Endrestriktion (c).

Abbildung 5.25: Updateschritte mit festgehaltener rechter Punktrestriktion (a),
rechts-blockierendem Kreisbogen (b) und rechter Endrestriktion (c).
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linker Restriktion, unterscheiden wir drei Félle:
1. ry € (k})° ist ein Anschlusspunkt von &,
2. 79 € (K, )° ist kein Anschlusspunkt von &,
3. rg ist eine Endrestriktion.

Da die Beweise der folgenden Aussagen analog zu denen mit festgehaltener linker
Restriktion gefithrt werden kénnen, werden diese nicht ausgefiithrt. Angelehnt an
Proposition 5.9 mit festgehaltener linker Punktrestriktion erhalten wir:

Proposition 5.14 (Updateschritt mit festgehaltener rechter Punktrestriktion). Sei
p € Pk, seiy € Ak mit rechter Restriktion ro € 4° und sein C L([o]) ein von links
verletzender Kreisbogen von v mit 1 < r2. Dann gibt es — bis auf entartete Fille
— einen Kreisbogen v* € Ak, mit v*(0) <5 v(0), so dass o eine rechte Restriktion
von v* und n ein links-blockierender Kreisbogen von v* mit n <« ro ist oder es gibt

einen Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Linge drei in o, ro und 1.
Analog zu Proposition 5.11 mit festgehaltenem links-blockierendem Kreisbogen gilt:

Proposition 5.15 (Updateschritt mit festgehaltenem rechts-blockierenden Kreisbo-
gen). Seip € Py, seiy € Ak, und sei ny ein rechts-blockierender Kreisbogen von ~y
mat

Ny =mnl) und nh(1)=~"(n(1)).

Sei m1 ein von links verletzender Kreisbogen von v mit n1 <~ n2. Dann gibt es — bis
auf entartete Fille — einen Kreisbogen v* € Ag, mit v*(0) <5 v(0), so dass 1 ein
links-blockierender und no ein rechts-blockierender Kreisbogen von v* mit 11 <+ 12
ist oder es gibt einen Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Linge drei in o, n1
und 3.

Dazu kann folgendes Lemma analog zu Lemma 5.12 gezeigt werden:

Lemma 5.16. Seip € Pk, sei y1 € A mit v1(0) € o, y1(1) = p und sei v2 € Agp
mit v1(0) <5 ¥2(0). Sei auflerdem n € A, so dass v1 und ~o von n von rechts berihrt
werden und gelte

nNye = {n1)} = {2} und 1'(1) =5(n(1)).
Dann gilt

2. es gibt ein x1, so dass Ny = {x1},

3. aus x1 € n° folgt n'(x1) = vi(z1),
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Abbildung 5.26: Beispiel zu Lemma 5.16.

4. es gibt ein x12, so dass v7 Ny5 = {x12} mit x1 <, x12 und T12 =24, T2.

Handelt es sich bei 79 um eine Endrestriktion, dann wird die Tangente am Endpunkt
festgehalten, siehe Abbildung 5.25 (c). Die Kreisbogen sind dann alle in Konfiguration
eins und damit lasst sich dieser Fall analog beweisen:

Proposition 5.17 (Updateschritt mit festgehaltener rechter Endrestriktion). Sei
p € Pk, seiy € Ak, mit rechter Endrestriktion und sei n C L([o]) ein von links
verletzender Kreisbogen von . Dann gibt es — bis auf entartete Fille — einen Kreis-
bogen v* € Ak mit v*(0) <, v(0), so dass dieser eine rechte Endrestriktion besitzt
und n ein links-blockierender Kreisbogen von v* ist oder es gibt einen Kreisbogen mit

einer Alternantenfolge der Ldnge drei in o, 1 und p.

Sonderbehandlung entarteter Fille

Wir wollen nun zeigen, wie wir die zuvor ausgeklammerten, entarteten Fille auf Sei-
te 93 auf Standardfille zuriickfiihren kénnen: Wir beginnen mit dem Updateschritt
mit festgehaltener linker Startrestriktion, vgl. Proposition 5.5. Gegeben ist ein Kreis-
bogen 1 € Ak p mit einer linken Startrestriktion und einem von rechts verletzenden
Kreisbogen 7. Die Aussage der Proposition ist, dass es — bis auf entartete Félle —
entweder einen Kreisbogen v, € A, mit linker Startrestriktion in o|[(1)4,(0) und
n als rechts-blockierenden Kreisbogen gibt, oder dass der Kreisbogen 3 € Ak, mit
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Abbildung 5.27: Naherungsweise Berechnung des neuen Kreisbogens und ,,{ibersprin-
gen des entarteten Falls mithilfe spaterer Verletzungen.

linker Startrestriktion im Anfangspunkt k(1) eine rechte Verletzung in 1 besitzt.
Existiert der Kreisbogen 79 aufgrund eines entarteten Falls nicht, dann befinden wir
uns im Beispiel aus Abbildung 5.14 auf Seite 94. Wir nutzen, dass der Updateschritt
berechnet werden koénnte, wenn 7 ein wenig kiirzer oder linger wéare. Dann ware
der neue Kreisbogen ,sehr grof* und positiv bzw. negativ orientiert. Der entartete
Fall entspricht also genau dem Ubergang von den positiv zu den negativ orientier-
ten Kreisbogen. Deshalb wahlen wir ~9 als einen ,sehr groffen”, positiv orientierten
Kreisbogen mit linker Startrestriktion und Endpunkt p, siehe Abbildung 5.27 links.
Das entspricht einem Updateschritt, bei dem n am Ende leicht verkiirzt wurde und
damit enthélt v5 eine rechte Restriktion in 7. Sehr groft bedeutet in diesem Fall, dass
die Lange des Kreisbogens deutlich grofser als die Ausdehnung des Kanals ist. Damit
liegen grofse Teile des Kreisbogens aufserhalb des Kanals und somit ist garantiert,
dass es weitere Verletzungen gibt und diese entweder zu einer Alternantenfolge der
Léange drei oder zu weiteren Updateschritten und schliefslich zu einem ,,Umschlagen‘
des Kreisbogens zu einem negativ orientierten Kreisbogen fiihren. In diesem Beispiel
enthalt bereits der ndchste Kanalkreisbogen weitere rechte Verletzungen von 2. Da-
mit kann ein weiterer Updateschritt, der zum Umschlagen des Kreisbogens hin zu
negativ orientierten Kreisbégen fithrt, durchgefithrt werden, siche Abbildung 5.27
rechts.

Fiihrt ein entarteter Fall dazu, dass der oben angesprochene Kreisbogen ~y3 mit lin-
ker Startrestriktion in k(1) nicht existiert, dann kann wie folgt vorgegangen werden:
Falls kein Updateschritt mit festgehaltener Punktrestriktion mit linker Restriktion
(1) und von rechts verletzendem Kreisbogen n durchgefithrt werden kann, berech-
nen wir wie oben einen ,sehr grofen positiv orientierten Kreisbogen. Der zweite Fall
entspricht einem Updateschritt mit leicht verkiirztem 7 und wie oben ist garantiert,
dass weitere Updateschritte folgen, die den hier gemachten Fehler beheben.

Im Updateschritt mit festgehaltener linker Punktrestriktion kénnen &hnliche Me-
thoden angewendet werden. Gegeben ist in diesem Fall ein Kreisbogen ~; mit linker
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Restriktion 1 € 77 und ein von rechts verletzender Kreisbogen 1 von 1 mit r1 < 7.
Gemaéf Proposition 5.9 gibt es — bis auf entartete Félle — einen Kreisbogen v, € Ak,
mit 71 als linke Restriktion und 7 als rechts-blockierenden Kreisbogen mit 1 <, 7
oder es gibt einen Kreisbogen -3 mit einer Alternantenfolge der Lénge drei in o,
r1 und n. Existiert 7o aufgrund eines entarteten Falls nicht, dann kann 7 analog zu
oben verkiirzt werden. Falls 3 aufgrund eines entarteten Falls nicht existiert, dann
kénnen wir den Updateschritt auf einer e-Erweiterung K* von K durchfithren. Fiir
hinreichend kleine & > 0 gibt es einen Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der
Lange drei in o, 1 und n und damit folgt aus Iy C Ix~, dass p in K nicht sichtbar
ist. Fiir alle weiteren Updateschritte konnen dieselben Anpassungen vorgenommen
werden.

5.3 Definition des Algorithmus und seiner
Schleifeninvarianten

Mithilfe der Updateschritte aus Abschnitt 5.2 kénnen wir jetzt einen Algorithmus de-
finieren, mit dem sich entscheiden lésst, ob ein vorgegebener Punkt p € Px sichtbar
ist. Den Korrektheitsbeweis und eine Abschétzung der Laufzeit werden wir in den fol-
genden Abschnitten entwickeln. Erklarungen zum sehr kurz gehaltenen Pseudocode
finden sich in den Bemerkungen 5.18 bis 5.20.

Bemerkung 5.18 (Bemerkung zum initialen Kreisbogen in Algorithmus 1). Fin
initialer Kreisbogen in Zeile 8 kann mithilfe des Updateschritts mit festgehaltener
linker Startrestriktion berechnet werden, vgl. Proposition 5.5. Die Rolle des von rechis
verletzenden Kreisbogens n ibernimmt dabei der erste Kreisbogen in K|[y(o(1)),1]-

Bemerkung 5.19 (Bemerkung zu Kanalindizes in Algorithmus 1). Initial besitzt
eine linke Startrestriktion anstatt einer linken Restriktion in einem Kanalkreisbogen.
Um den Pseudocode kurz und tbersichtlich zu halten, wird dieser Zustand nicht tiber
ein eigenes Flag reprdisentiert, sondern dber den Wert von L. Solange L = n+1 und
damit auflerhalb des Bereichs der Kanalkreisbogenindizes ist, ist die linke Restriktion
in o zu wihlen. Auflerdem kann L — 1 oder R — i null oder negative Werte anneh-
men. In diesem Fall ist der entsprechende Kanalabschnitt vollstindig geprift und die
Bedingung in Zeile 17 bzw. 20 kann direkt als ,nicht erfillt” ausgewertet werden.

Man beachte aufSerdem, dass linke Verletzungen per Definition nur in k, auftreten.
Istp € k und lieglt kp—; nicht in K, , dann ist die Bedingung in Zeile 17 trivialerweise
nicht erfillt.

Bemerkung 5.20 (Bemerkung zum Update von ~ in Algorithmus 1). Seien L, R
und vy die jeweiligen Objekte vor dem Update, sei ro die beziiglich <, minimale rechte
Restriktion von v in kg und falls L # n+ 1, dann sei ry die beziiglich <, minimale
linke Restriktion von v in kr. Unter einem Update in Zeile 18 verstehen wir ein Up-
date gemdf$ Proposition 5.14, 5.15 bzw. 5.17 und wir verwenden darin die Kreisbdgen
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Algorithmus 1

1:

Eingabe: Fin Kanal K mit Kanalrand x = k1 U ko U -+ U Ky, n € N, und ein
Punkt p € Px

2: Ausgabe: Ein Kreisbogen v € Ak ;,, der die Sichtbarkeit von p entscheidet

w

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

25:
26:
27:
28:
29:

Sei v € Ak, ein Kreisbogen mit linker Startrestriktion und einer rechten Re-
striktion

if p€ s und AT (y,p) > 3 then
return vy // p ist nicht sichtbar
end if
Sei L=n+1
Sei R der zur beziiglich <,; grofsten rechten Restriktion gehérende Index in &
if Kk enthilt eine rechte Verletzung von v then
Update v geméfs Abschnitt 5.2
end if
if ~ besitzt in o und kg eine Alternantenfolge der Lange drei then
return - // p ist genau dann sichtbar, wenn v C Iy
end if
Seii=1
while L —i>1oder R—¢>1do

if k_; enthélt eine linke Verletzung von v then
Update v geméfs Abschnitt 5.2
Setze L=L —iund¢=10

else if kp_; enthélt eine rechte Verletzung von v then
Update v geméaft Abschnitt 5.2

Setze R=R—tund ¢ =0
end if
if ~ besitzt in den im Update verwendeten Kanalkreisbogen eine Alternan-
tenfolge der Lénge drei then
return ~ // p ist genau dann sichtbar, wenn v C I
end if
Setze i =4+ 1
end while
return vy // p ist sichtbar
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

KR|[0,t(rs)] Und k—i. Unter einem Update in Zeile 21 verstehen wir ein Update gemdfs
Proposition 5.5, 5.9 bzw. 5.11 und wir verwenden darin die Kreisbégen kr—; und falls
L #n+1 auch KL|j4(r,))- In den meisten Fillen gibt es genau einen Updateschritt,
den man in der aktuellen Situation verwenden kann. Nur falls ein Updateschritt
mit festgehaltenem links- oder rechts-blockierendem Kreisbogen mdglich ist, kénnte
auch ein Updateschritt mit festgehaltener linker bzw. rechter Punktrestriktion durch-
gefihrt werden. Wie schon in den Anfangsbeispielen in Abschnitt 5.1 erwdhnt wurde,
ist dabei stets der Updateschritt mit festgehaltenem links- oder rechts-blockierendem
Kreisbogen zu bevorzugen. Dadurch ist garantiert, dass der aktualisierte Kreisbogen
nach einem Update in Zeile 18 keine rechte Verleztung in KR|[,¢(r,)) und keine linke
Verletzung in kr—; besitzt und dass er nach einem Update in Zeile 21 keine rechte
Verleztung in kr—; und keine linke Verletzung in K1|(0,4(ry)) besitzt.

Zur Uberprifung auf eine Alternantenfolge der Linge drei in Zeile 24 werden neben
Ki—; bzw. kr—; immer auch die beiden Kreisbogen ki und kg betrachtet.

Wir werden im restlichen Teil dieses Abschnitts zeigen, dass Algorithmus 1 korrekt
ist. Die Schwierigkeit liegt dabei an der effizienten Suche nach Verletzungen, wonach
Kanalabschnitte, die einmal auf Freiheit von Verletzungen gepriift wurden, auch
nach einem Update nicht erneut gepriift werden. Wie schon im einfithrenden Bei-
spiel zu sehen ist, konnen im Laufe des Algorithmus neue Verletzungen entstehen.
Dabei konnen neue Verletzungen insbesondere in Kanalabschnitten entstehen, die
schon auf Verletzungsfreiheit gepriift wurden. Wir werden jedoch zeigen, dass diese
Kanalabschnitte am Ende des Algorithmus wieder verletzungsfrei sind, falls der Al-
gorithmus mit der Riickgabe eines Kreisbogens in Zeile 29 endet. Dazu beweisen wir
folgende Schleifeninvarianten:

Schleifeninvarianten des Algorithmus

In den Beweisen zu den einzelnen Updateschritten wurden stetige Familien von po-
tenziellen Sichtbarkeitskreisbégen benutzt. Intuitiv 1dsst sich damit ein Updateschritt
als stetige Verdnderung eines potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens v mit einer Al-
ternantenfolge (r1,72) beschreiben. Folgende informelle Beobachtung liefert eine Mo-
tivation fiir die im Folgenden formulierten Schleifeninvarianten von Algorithmus 1:
Ein Update der linken Restriktion fiihrt dazu, dass sich v|(g¢(r,)] nach rechts und
Y| jt(ro),1) nach links bewegt. Ein Update der rechten Restriktion fihrt dazu, dass
sich v|(0,¢(ry)) Rach rechts und |, ),1) nach links bewegt. In beiden Fillen bewegt
sich 7|(0,¢(r,)] nach rechts und 7|(4(,,),1) nach links und damit wird mit jedem Update
AW o.tr)1> B |[0.60))); 4 € 5, eher groker und A(Y|fury) 1), K5 l[04(0))); € € i, eher
kleiner. Diese Idee findet sich in den folgenden drei Propositionen wieder:

Proposition 5.21 (Schleifeninvariante eins). Sei v; der j-te potenzielle Sichtbar-
keitskreisbogen einer konkreten Ausfihrung von Algorithmus 1. Sei Lj # n+ 1 der
entsprechende Wert von L und sei r; die beziiglich <, minimale linke Restriktion von
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vj i kr,;. Ist vy generisch und besitzt y; in den im Update verwendeten Kanalkreis-
bogen keine Alternantenfolge der Lange drei, dann ist

AWl 0,0 p [o,t()) = =1 fiir alle q € Ky, [ 0,4(r))-

In der entsprechenden Aussage fiir A(y| [(r2),1]> m;' [07,5((1)]), q € /ﬁ,", unterscheiden wir,

ob p € k oder p € k ist. Man beachte, dass im Fall p ¢ x geméfs Definition n; =K

und Ky = K ist.

Proposition 5.22 (Schleifeninvariante zwei — p € k). Seip € Kk und sei ; der j-te
potenzielle Sichtbarkeitskreisbogen einer konkreten Ausfihrung von Algorithmus 1.
Sei v; aupferdem generisch und so dass er keine Alternantenfolge der Linge drei in
den im Update verwendeten Kanalkreisbogen besitzt. Sei R; der entsprechende Wert
von R und r; die beziglich <, minimale rechte Restriktion von v; in kg;. Dann ist

A |y a) B @) < 1 fiir alle q € K| yr)) 1)-

Proposition 5.23 (Schleifeninvariante zwei — p € k). Seip € k und sei v; der j-te
potenzielle Sichtbarkeitskreisbogen einer konkreten Ausfihrung von Algorithmus 1.
Sei 7; aupferdem generisch und so dass er keine Alternantenfolge der Linge drei in
den vm Update verwendeten Kanalkreisbogen besitzt. Sei R; der entsprechende Wert
von R und r; £ p die beziiglich <, minimale rechte Restriktion von V) oin KR;- Fur
Jedes gj > 0 mit

fp |1-e;) N5 =0
und

A, K“;_

0,1-¢;)) =0
gilt

AOG |ty 1 K7 Lt 1—e,0) <1 fiir alle g € 57| 4y 1-¢,)- (5.20)
Bemerkung 5.24. Die Propositionen 5.21, 5.22 und 5.23 gelten genauso fiir nicht-

generische Kreisbogen, falls anstelle des Kanals K eine e-FErweiterung K* von K mit
hinreichend kleinem € > 0 verwendet wird.

Bemerkung 5.25. Ungleichung (5.20) liefie sich auch folgendermajfSen formulieren
Al a1 B |t a—e) = =1 fiir alle g € £ 4(r).1-2):

Der Ubergang zu ﬁ;\[t(qm,s] besitzt jedoch den Vorteil, dass die Propositionen 5.21,
5.22 und 5.23 eine grofere Ahnlichkeit aufweisen und damit der intuitive Zugang
erleichtert wird.

5.4 Vorbereitung des Beweises der Schleifeninvarianten

In diesem Abschnitt legen wir die Grundlagen fiir den Beweis der Propositionen 5.21
bis 5.23 aus Abschnitt 5.3. Der eigentliche Beweis folgt im folgenden Abschnitt ab
Seite 141.
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Abbildung 5.28: Beispiele zu den Vereinfachungen geméf den Definitionen 5.26 bis
5.28. Oben sind die urspriinglichen Kreisbogensplines und relevante
Parameter dargestellt, unten die Vereinfachungen: nj und 73 sind
Vereinfachungen erster Art von 71 bzw. 12, 13 ist eine Vereinfachung
zweiter Art von 73 und 7} ist eine Vereinfachung dritter Art von ny.

Vereinfachungen

Zuerst fiihren wir sogenannte Vereinfachungen von Kreisbogensplines ein. Diese er-

lauben es auf eine weniger komplexe Situation zu wechseln ohne wesentliche FEigen-
schaften zu beeinflussen. Beispiele zu den drei im Folgenden definierten Vereinfa-

chungen sind in Abbildung 5.28 zu sehen.

Definition 5.26. Seien~y,n € §*, so dass {v(0),~v(1)}n = 0 und seien t1,to,t3,t4 €

(0,1), t; < to <ts < t4, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Loy OV ity ta) = M ftosts]s
2. A(%m[thm]) =0.

Ist § € §*, so dass
1.1(0) = n(t1), 1(1) = n(ta),
2. Mo, U UN|e,1) € ST,
3. Ny =0,

dann nennen wir den Kreisbogenspline n|(g ;) UnUn|y, 1) eine Vereinfachung erster

Art von n beziiglich ~ in [t1, t4].
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Definition 5.27. Seien v,n € 8*, so dass {y(0),7(1)} Nn =0 und seien t1,t2,t3 €
(0,1), t; < te < ts, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Loy 00|ity,t5] = N[t ,t2]

2. X~ (vimst1) = =xF (v, 1)
Ist n € 8, so dass

1.1(0) = n(t1), n(1) = n(ts),

2. n

0,t4] U7 N|t5,1) € ST,
3. N~y ={n0)},
4' X+(’Y)ﬁ7 0) = X+(’}/77’],t2),

dann nennen wir den Kreisbogenspline n|jo,;,]UnUN|;, 1) eine Vereinfachung zweiter
Art von n beziiglich « in [t1, t3].

Definition 5.28. Seien v,n € 8* und gelte {v(0),v(1)} Nn = (. Seien auferdem
ti,ta € (0,1), t1 < to, so dass mit x1 := n(t1), xo := n(tz) die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

1. ’Ymn‘[tl,tg] = {[131,.%'2},
2. xT(v,mt) = x" (7, m,t2) =1,

8O | (@) t(z2)) = D b2w0. 1OV (t(20) 4(21)) = 0, Je nachdem ob x1 < w2 ist oder
umgekehrt.

Dann nennen wir den Kreisbogenspline n|jg 1 U1 U n|[,,1) mit

N '7‘[t(ac1),t(m2)], 1 %,Y T2,
n:i=
Y[tz t(z2)],  SONSE,

eine Vereinfachung dritter Art von 7 beziiglich v in [t1, to].

Bemerkung 5.29. Aus den Definitionen folgt direkt, dass die Vereinfachungen ers-
ter, zweiter und dritter Art wieder einfache Kreisbogensplines sind.

Man beachte, dass Definition 5.28 im Gegensatz zu den Definitionen 5.26 und 5.27
nicht symmetrisch ist: Der Kreisbogenspline v wird von n in t; nach links verlassen
und n ndhert sich in to von links an v an. An dieser Stelle wird bewusst auf die
entsprechende Aussage, in der links durch rechts ersetzt wird, verzichtet. Der Grund
dafiir ist eine entsprechende Asymmetrie in Lemma 5.33 auf Seite 127.
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M t1,ta] "
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Abbildung 5.29: Illustration der Beweisidee von Proposition 5.31

Y

Bemerkung 5.30. Die soeben definierten Vereinfachungen fihren folgendermafen
zu einer Verkleinerung® der Schnittmenge: Seien v,n € 8*, so dass {~(0),v(1)}n =
(). Dann gibt es paarweise disjunkte, abgeschlossene Intervalle Jy,Jo,...,J, C 1,
n € N, so dass

Man beachte, dass sowohl echte als auch einpunktige Intervalle auftreten. Mit m €

{0,...,n} bezeichnen wir die Anzahl der echten Intervalle. Sei n* € §* eine Verein-
fachung von n beziglich ~v und seien J{,J5,...,J%, n* € N und m* € {0,...,n*}

entsprechend fiir n* definiert. Dann ist genau eine der folgenden Bedingungen erfillt:
1. n*=n-1,
2. n*=nund m*=m — 1.

Wir werden n iterativ vereinfachen. Da entweder die Anzahl der Intervalle oder die
der echten Intervalle abnimmdt, folgt, dass dabei nur endlich viele Iterationen maoglich
sind.

Die folgende Proposition besagt, dass unter gewissen Voraussetzungen eine Verein-
fachung erster Art existiert. Die zugehorige Beweisidee wird in Abbildung 5.29 ver-
anschaulicht: Da n|j,+,) mit den Bezeichnungen der Proposition kompakt ist und
N|[t2,ts] C 7° ist, konnen wir eine endliche Menge von lokalen Einfachheitsumgebun-
gen beziiglich v wéhlen, die 7|, ,) iberdecken. Mit den Kreisbogen, die den linken
Rand der Einfachheitsumgebungen beschreiben, ldsst sich eine Vereinfachung erster
Art von 7 beziiglich v konstruieren.

Proposition 5.31. Seien v,n € 8* und gelte {~v(0),v(1)} Nn = 0. Seien 0 < t; <
to <tg <ty <1, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

Loy OVt ta) = N[tasts]s

2. A(%Tl\[thu]) = 0.

Dann gibt es eine Vereinfachung erster Art von n beziiglich v in [t1,t4].
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Beweis. Wir nehmen an, dass n den Kreisbogenspline v in [to, t3] von links beriihrt,
da der andere Fall analog bewiesen werden kann und wir nehmen an, dass 7(t2) <
n(ts) ist, da wir andernfalls von 7 zu 7 iibergehen konnen. Fiir jeden Punkt = €
N|[ta,ts) Whlen wir eine lokale Einfachheitsumgebung B, (), €, > 0, von x beziiglich
v mit lokalem Parameterbereich [t{,¢3], so dass die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

b

0B, (z) Ny = {v(t1),v(t3)},

(77\ 0,61] YN [t5,1]) = 0, falls z = n(t2),

z) N
Be, (@) N (n];
) (n‘otg]un‘[t;gl)_@ fausxen‘ (t2,t3)"

Diese Wahl ist moglich, da v einfach ist, {7(0),v(1)} Nn = () ist und da die Bedin-
gungen 3) bis 6) fiir hinreichend kleine ¢, stets erfiillt sind. Damit ist

U B, ()

xén‘

)
5. B (x ) =0, falls z = n(ts),

6. B., (x)

[t2,t3]

trivialerweise eine Uberdeckung von Nt2,t5)- D& 0j,,65) kompakt ist, gibt es eine
endliche Menge J C n([te, t3]), so dass

N|{ta,ts] © U B, (). (5.21)
xeJ

Wir konnen annehmen, dass J frei von Redundanzen ist, also dass fiir alle echten
Teilmengen J' C J gilt, dass

n‘[tz,t:ﬂ gZ U Baz($)
xeJ’

Wir betrachten die lokalen Parameterbereiche genauer. Die Teilmengenbeziehung
(5.21) ist dquivalent zu

'771(77‘[152,1‘/3]) - U( 1:13). (5'22)

zeJ
Da J frei von Redundanzen ist, ist

tf#t, xyeld xz#y,

und damit kénnen wir die Punkte anhand des Parameterwertes ¢{ eindeutig aufstei-

gend sortieren. Sei also n € N und seien x1, 2, ..., Tn € 1|[4,,t5], SO dass
J = {$1,$2,...,xn}
und
7t <t <<t (5.23)
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir e;; mit €; sowie tfj und t;j mit t]i
bzw. ), j =1,...,n. Aus der Redundanzfreiheit folgt, dass

<t jefl,...,n—1} (5.24)
und damit folgt aus (5.22), dass
<, jef{l,...,n—1}. (5.25)
Aus (5.23), (5.24) und (5.25) folgt schlieklich
<t <t <t™ je{1,...,n—1} (5.26)

Fiir jedes j € {1,...,n} definieren wir ¢; als den negativ orientierten Kreisbogen auf
OBc,(x;) mit Anfangspunkt (#]) und Endpunkt ~(t3). Dann folgt aus (5.26) und
Bedingung 3), dass

CJ(O) ¢B€j+1(l‘j+l) und Cj(l) € B€j+1('1"j+1)7 J € {17'--7n_ 1}
und damit ist
C](?maBEjJrl(:L‘jJrl)#@v j € {1,,71-1}
Aus der Konsistenz der Links- und Rechtsumgebungen, vgl. Proposition 2.43, folgt
<;mC]9+l7é®7 Je{l')?n_l}

Damit konnen wir fiir j € {1,...,n — 1} einen Schnittpunkt y; € ¢ N ¢4y wihlen.
Fiir ¢; und ¢, wollen wir zusitzliche Schnittpunkte mit 1|, 1, bzw. 1|, ¢, wihlen.
Aus den Bedingungen 4) bis 6) folgt, dass

ry =n(tz) und =z, =n(t3)

und dass
N (t1te) N OBey (1) D und |, 1) N OB, (v5) # 0.

Da sich der Kreisbogenspline 7 in ¢ von links an v anndhert und er v in ¢3 nach
links verlésst, folgt daraus

n‘(tl,tg) N Cf 7é @ und 77‘(t3,t4) N C;; ;é @

und wir wihlen
Yo € 77‘(t1,t2) N Cf und Yn € n‘(tg,t4) N Cq?b
Fir j € {1,...,n} definieren wir

Ej = {Cj[t(yjl)vt(yj)]’ Yi-1 =¢ Y5>
G | [t(y;),t(yi—1)] sonst,

126
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und
7= et D61 -+ U U gy )

Aus 3), yo € (Gund y; €¢7, j=1,...,n, folgt
nNy=.

Falls 7 einfach ist, ist n|[ ¢, LUnNUN|[1,,1) eine Vereinfachung erster Art von 7 beziiglich
v in [t1,t4]. Andernfalls kann 7] solange um ,Schleifen® verkiirzt werden bis er einfach
ist und wir erhalten damit die gesuchte Vereinfachung. O

Analog zum Beweis von Proposition 5.31 lésst sich folgende Aussage beweisen:

Proposition 5.32. Seien v,n € 8* und gelte {~(0),v(1)} Nn = 0. Seien 0 < t1 <
ty < t3 <1, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

Loy OOy 3] = M [t 2]

2. x~(v,mt1) = =xF(y,m,t2).

Dann gibt es eine Vereinfachung zweiter Art von n beziglich ~ in [t1,t3].

Vorbereitende Lemmata

Als Vorbereitung auf die Beweise der Propositionen 5.21, 5.22 und 5.23 folgen einige
sehr technische Lemmata, die sich in ihrer Struktur sowie in den Beweisen dhneln.
Zentrales Hilfsmittel in den Beweisen sind die soeben definierten Vereinfachungen.

Die Aussage des folgenden Lemmas ldsst sich leicht vereinfacht folgendermafen
formulieren: Seien v,n € S*, so dass x := n(1) € ~° ist, A(y,n) = —1 ist und sie
die folgende Eigenschaft besitzen: Jedes Teilstiick 0|, t € (0,1] von n schneidet
~ hochstens so oft von links wie von rechts. Dann {ibertragt sich diese Eigenschaft
auf die Abschnitte v|(o¢(z)] und ¥|[¢(z),1], das heift jedes Teilstiick i, t € (0,1]
von 7 schneidet v|(g ()] PZW. |[1(2),1) h6chstens so oft von links wie von rechts. Im
Beweis wird der Kreisbogenspline 7 zuerst solange iterativ mit den soeben definierten
Vereinfachungen verédndert, bis die Aussage trivialerweise folgt. Ein Beispiel dieser
Vereinfachungen ist in Abbildung 5.30 zu sehen.

Lemma 5.33. Seien v,n € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. n(0) & v, n(1) €°,
2. nN{y(0),7(1)} =0,

8. A(y,m) = -1
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(a) |7 ®) 17 @ |7 ) 1~

Abbildung 5.30: [lustration der iterativen Vereinfachungen von 7 beziiglich v in
Lemma 5.33: n; ist eine Vereinfachung dritter Art von 7n; 12 und
13 sind Vereinfachungen erster Art von 71 bzw. 19

Ist
A(v,m|p0,4) = —1  fiir alle t € (0,1), (5.27)

dann ist mit x := n(1) sowohl

Ay 04) = —1 fir allet € (0,1) (5.28)

[0,t(z)]> T

als auch
A(’V‘[t(m),l}’m[o,t}) > -1 f’d?” alle t € (0, 1). (5.29)

Beweis. Um den Beweis der eigentlichen Aussage zu vereinfachen werden wir n gege-
benenfalls durch mehrfache Anwendung der Definitionen 5.26, 5.27 und 5.28 soweit
wie moglich vereinfachen. Dazu zeigen wir zuerst, dass die Voraussetzungen des Lem-
mas auch dann noch erfiillt sind, wenn n durch eine Vereinfachung n* beziiglich ~
ersetzt wird: Die Bedingungen 1) bis 3) und dass n* € S* ist, folgen direkt aus den
Definitionen der Vereinfachungen. Aufserdem folgt aus den Definitionen

{A( 7 0g) = e (0,1} C {A(,n|pg) : te(0,1]}.

Damit gilt auch
A(y,n%|j) = —1 fiir alle ¢ € (0,1)

und somit erfiillt n* alle Voraussetzungen des Lemmas.
Als néchstes zeigen wir, dass fiir alle Vereinfachungen die folgende Aussage gilt:
Sei n* eine Vereinfachung von n beziiglich v in [t1,t4], t1,t4 € I, die

Ay [O,t(ac)bn*‘[(),t]) > —1 firallete (0,1) (5.30)
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erfillt. Dann erfiillt n die Ungleichung (5.28). Da aufgrund der unterschiedlichen Pa-
rametrisierung nicht notwendigerweise n*(t1) = n(t1) ist, verwenden wir die Punkte
x1 = n(t1) und z4 := n(ty). Wir betrachten zuerst den Fall, dass n* eine Vereinfa-
chung erster Art ist, das heift, es gibt to,t3 € [t1, 4], 50 dass n|[, 1,) NV = 7| [t,t,] ISt
Man beachte, dass in diesem Fall ¥ 00" |z, ¢(zq)) = 0 ist. Falls 1|, 1 VY| j0,t(2)) = 0
ist, dann ist also

{AQy,7* o) © te (0,1}

und damit ist in diesem Fall (5.30) genau dann erfiillt, wenn (5.28) erfiillt ist. Im

Fall 0|1, 10 N |02y # 0 gilt wegen A(y,m, 1y) = 0 und v 00" [(21) 4(2a)) =
dass

04) ¢ t€(0,1]} ={A(v,n

A0, 7 0smy))s € 10,81) U (s, 1],
AWt M0.40) = § A0 0,60 T 0,410)]) t € [t1,t2) U (t3,t4],  (5.31)
A(Y| 4@ T [0,t)) £ 1t € [t2, t3].

Fiir t € T\[to,t3] ist (5.28) damit also erfiillt. Wegen n*(0) = n(0) ¢ ~ folgt aus
Proposition 2.58, dass A(7y|(0¢(2)], 7" |[0,t(z1)]) gerade ist. Zusammen mit (5.30) folgt,
dass

A |0,t)]) M [0,4(1)]) = 0

und somit folgt aus (5.31), dass (5.28) auch fiir ¢ € [to,t3] erfiillt ist. Ist n* eine
Vereinfachung zweiter Art, dann folgt aus der Definition

{Ay og) : € (0,1} = {Ay

und im Fall einer Vereinfachung dritter Art folgt

A
[o,t]) - {A(fy

Damit ist (5.28) auch in diesen beiden Fillen erfiillt, da n* die Ungleichung (5.30)
erfiillt. Analog kann gezeigt werden, dass (5.29) aus

[O,t]) . te (0, 1]}

0,4)] N

[0,t(x)]> 1

o)) tE 0] Ut 1],
i) T 1 € (t,ta).

0,t(x)]> 1"

Ay

[0,t(z)]> T

0,¢(z)]s 1"

AV |it(@)1): M o) = —1  fiir alle ¢ € (0,1)

folgt. Aus dem bisher gezeigten folgt, dass es ausreichend ist die Behauptung fiir eine
Vereinfachung von 7 beziiglich v zu beweisen.
Als néchstes zeigen wir, dass es eine Vereinfachung von n beziiglich v gibt, falls

xt(y,m,t) = —1 fiireint € [0,1). (5.32)

Wir nehmen an, dass (5.32) erfiillt ist und dass es keine Vereinfachung erster und
zweiter Art gibt und zeigen, dass es dann eine Vereinfachung dritter Art gibt. Da
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keine Vereinfachung erster und zweiter Art existiert, gilt fiir jedes ¢ € I mit n(t) € v
entweder 7|(; 1] C v oder n schneidet v in ¢ von links oder rechts, vgl. Propositio-
nen 5.31 und 5.32. Da (5.32) erfillt ist, konnen wir ein minimales t5 € [0, 1) wéhlen,
so dass xT(v,n,t2) = —1 ist. Damit wird v von 5 in t2 von links geschnitten. Aus
(5.27) folgt, dass es ein t; € (0,t2) gibt, in dem 7 von 1 von rechts geschnitten wird
und wir wahlen ¢; maximal in (0, t2). Seien 1 := n(¢1) und z2 := n(t2). Da die Félle
1 <~ 72 und z2 <, 71 analog gezeigt werden konnen, nehmen wir 1 <, w2 an. Da
t1 maximal und ¢2 minimal gewahlt wurden, gilt

YO [t1,t2) = 171, T2} (5.33)
Falls
MO (t(a1) () =0 (5.34)
ist, dann ist 9|[0,¢,) U V| [t(a1),t(x2)] U N|[t2,1) €ine Vereinfachung dritter Art und die
Behauptung ist gezeigt. Andernfalls betrachten wir den einfach geschlossenen Kreis-
bogenspline L
C =it b)) Ut o)
Da n den Kreisbogenspline « in t; von rechts und in ¢9 von links schneidet, folgt aus
Korollar 2.50 und (5.33)

4. n nahert sich in ¢; von rechts an ¢ an,

5. n verldsst ¢ in t2 nach rechts,

6. Y[[0,t(x1))> V] (t(z2),1] € R(C)-

Da t9 der kleinste Parameter ist, in dem n den Kreisbogenspline « von links schneidet,
folgt aus 1), 4) und der Einfachheit von 7, dass

n(0) € R(C). (5.35)

Wir zeigen zunéchst, dass 7(1) € 7| (y(w1),t(x2)] 8t I8t D) € V|jt(e1) t(22))> T € (t2,1],
dann gibt es wegen 5) ein t’ € (t2,t] und ein € > 0, so dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind

7. g C L(C),

8. N|—epy NL(C) =0,
9. n‘[t’—a,t’) ﬂ ’y = @.
Da sich 7 in ¢ von rechts an vy annéhert, folgt aus (5.27) und 6) zusammen mit den

Propositionen 2.61 und 2.62

A(77 n [O,t]) = A(77 77‘ [O,t/fs]) + A(’Ya 77‘ [t’fs,t]) = A(’Ya 77‘ [O,t’fs]) + A(Ca 77‘ [t’fs,t])

> -1+ A(t)— At —e)>-1+1=0. (5.36)
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5.4 Vorbereitung des Beweises der Schleifeninvarianten

Aus (5.36) und 3) folgt
(L) & V|t(x1) (o) (5.37)

Sei nun #; € I minimal, so dass 7(t]) € V|@(z1)t(z2))- Aus (5.37) folgt #; # 1 und
aus (5.35) und 5) folgt, dass n den Kreisbogenspline ~ in ¢} von rechts schneidet.
Aus 4) bzw. (5.37), 1) und 6) folgt, dass es ein t, € (|,1) gibt, so dass n den
Kreisbogenspline | s(z,),¢(z,)] I t5 von links schneidet und | ) C L(C) ist. Wegen
6) gilt mit 2} := n(t}) und x4 = n(t})

N1 Ny = {21, 25}

Da die Falle 2} <, 24 und % <, 2} analog gezeigt werden konnen, nehmen wir
x| <, x4 an. Falls
N0 e(ap)t(a) = 0

ist, dann ist 7|1 U Y |[e(a) t(as)) U 7][e,.1) eine Vereinfachung dritter Art. Andern-
falls kdnnen wir analog zur Konstruktion von @, z5 ein Paar z7,25 € ¥|((a),1(a}))
bestimmen. Da fiir die so konstruierte Folge von Punktpaaren

[ty (1), 5 (w2)] 2 [ty(), ty(25)] 2 [ty (27), £4(25)] 2 - ..

gilt und da es nur endlich viele Parameter gibt, in denen 1 den Kreisbogenspline ~y
von links oder rechts schneidet, ist es schliefflich moglich eine Vereinfachung dritter
Art zu konstruieren.

Sei n1,m2,...,Mn € S*, n € N, eine Folge sukzessiver Vereinfachungen, sei also n;
eine Vereinfachung von n beziiglich ~, dann ny eine Vereinfachung von 7y beziiglich ~,
etc. Nach Bemerkung 5.30 gibt es keine unendliche Folge sukzessiver Vereinfachungen
und damit folgt aus dem zuletzt gezeigten, dass 11,172, ...,1n, € 8, n € N, so gewihlt
werden kann, dass

Xt (v, g, t) # =1 fiir alle t € 1.

Daraus folgt

Xty 0t()]s M, t) # —1 fiirallet € 1

und
XYty not) # 1 firallet €1

und damit folgt aus der Definition von A und Proposition 2.48, dass

A(Y|[0,t(@)]> M| j0,) = —1 fiir alle t € (0,1)
und

AMY|ft(@),1]s Ml o,g) = —1  fiir alle ¢ € (0,1).
Da oben gezeigt wurde, dass damit die entsprechenden Ungleichungen fiir n,—1,...,m
und schlieflich n gelten, ist die Behauptung gezeigt. O
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Das folgende Korollar unterscheidet sich von Lemma 5.33 im Wesentlichen darin,
dass vorausgesetzt wird, dass der Punkt 7(0) auf dem Kreisbogenspline ~y liegt. Der
Kreisbogenspline n kann um ein Anfangsstiick verkiirzt werden, so dass darauf Lem-
ma 5.33 anwendbar ist.

Korollar 5.34. Seien v,n € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. 1(0),n(1) € 9°,
2. nN{v(0),v(1)} =0,
3. A(vy,n) =0.

A(y,m|0,) =20 fiir alle t € (0,1), (5.38)
dann gilt mit x :=n(1) fir alle t € (0,1), dass

0, n(0) =4 n(1),
Ay (0,2 M [0,8) = { 7 (5.39)
—1, sonst
und dass
A1t 1157 0.) = { ! (5.40)
0, sonst.

Beweis. Wir beweisen nur, dass (5.39) gilt, da die Ungleichung (5.40) analog gezeigt
werden kann. Ist n C ~, dann ist

_ 777 77(0) _<’Y 77(1)7
[0.t(=)] —

N
e {z}, sonst.

In jedem Fall ist
Aly

und damit folgt die Aussage in diesem Fall trivialerweise. Sei also n ¢ . Dann gibt
es einen minimalen Parameter ¢; € [0,1), in dem 1 den Kreisbogenspline + verlésst
und es gibt einen Parameter t3 € (t1,1) mit 7|y, +,) Ny = 0. Nach Voraussetzung

[O,t]) = 07 te (07 1)7

[0,t(z)]> T

verldsst n den Kreisbogenspline « in ¢; nach links und daraus folgt, dass

A(y,n|oe) = 1-

Daraus folgt sowohl

A1 a,17) = Ay 1]j0,1]) — A, |[0i]) =0 — 1= —1

als auch

04)—1>0-1=—1, t€(t1).

AN (t2,7) = AN 0,0) =AM [0,62]) = A(Vs1
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Da ty so gewdhlt wurde, dass insbesondere 1(t2) & « ist, konnen wir Lemma 5.33 auf
7 und 7|[4,,1) anwenden und daraus folgt

A(Y[[04@)]s M[tan) = — 1, t € (t2,1)). (5.41)

Ist 7(0) <, n(1), dann verldsst 7 den Kreisbogenspline 7|(g () in t1 nach links und

andernfalls gilt 1|(o ¢,] N V|(0,4(z)] = 0. Daraus folgt, dass

A(Y|j0,¢(2) M| [0,4) =0, t € (0,t2], (5.42)
sowie
1, n(0) <4 n(1),
Ay [0,t(2)) M [0,t2]) = { K (5.43)
0, sonst.

Aus (5.41) und (5.43) folgt fiir alle ¢ € (to2, 1), dass

07 7](0) —<’Y 77(1)7

—1, sonst.

Ay 04) = Ay [0,2)) FA(Y

[0,t(x)]> n [0,t(x)]> n [0,t(x)]> n ‘ [tg,t]) > {

Zusammen mit (5.42) folgt die Behauptung. O

Analog lassen sich die ,gespiegelten Versionen“ von Lemma 5.33 und Korollar 5.34
beweisen:

Lemma 5.35. Seien v,n € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. n(0) €, n(1) €4°,
2. nN{¥(0),v(1)} =0,
3. A(y,n) = 1.

Ist
A(y,m|o) <1 fiir alle t € (0,1),

dann ist mit © :=n(1) sowohl

A(y [07t(x)],77\[0,t]) <1 firallete (0,1)

als auch
A1 Mpg) <1 fiir alle t € (0,1).

Korollar 5.36. Seien v,n € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. 1(0),n(1) € +°,
2. n0{v(0),7(1)} =0,

3. A(vy,m) = 0.
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Ist
A, 1)0,4) <0 fiir alle t € (0,1),

dann gilt mit x := n(1) fir alle t € (0,1), dass

0, n(0) <~ n(1),
A(Y|0,t(2)] M [0,4) < { (0) =5 (1)
1, sonst
und dass
1, n(0) =4 n(1),
A |[t(2)115 M [0,) < { K
0, sonst.

Die Aussage des folgenden Lemmas lésst sich leicht vereinfacht folgendermafien for-
mulieren: Seien v,71 € §*, so dass x := 71(0) € 7° und 7:(1) = (1) ist und sie
die folgende Eigenschaft besitzen: n; verldsst v in 0 nach links und jedes Teilstiick
Mo, t € (0, 1], von n; schneidet v hochstens so oft von links wie von rechts. Dann
schneidet jeder einfache Kreisbogenspline 7o mit 72(0) = ~(0) und 7 N7z = () den
Kreisbogenspline 7|[(,),1] hochstens so oft von links wie von rechts. Im Detail gilt:

Lemma 5.37. Seien v,m1 € 8%, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. m(0) € 9%, m(1) = (1),
2. mn{y(0)}=90.
Sei aufferdem na € 8*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
3. m2(0) =~(0),
4-mnNng=10.

Ist
A(y,m|jo) =0 fiir alle t € (0,1), (5.44)

dann gilt mit x := n1(0)
AV | (@)1 m2) = 0. (5.45)

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 5.33 wollen wir die Vereinfachungen aus den
Definitionen 5.26, 5.27 und 5.28 anwenden. Dazu zeigen wir zuerst, dass wieder alle
Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind, falls 77; durch eine Vereinfachung 7] von
m beziiglich ~, die nf Nny = O erfiillt, ersetzt wird: Die Bedingungen 1) bis 4) und
dass n] € S* ist, folgen direkt aus den Definitionen der Vereinfachungen. Auferdem
folgt aus den Definitionen

{AM, 01| pg) + te(0,1]} € {A(y,m|py) : t<€(0,1]}

und damit ist auch (5.44) erfiillt.
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Genauso folgt, dass wieder alle Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind, falls 7
durch eine Vereinfachung 75 von 7y beziiglich v, die n; Ny = 0 erfiillt, ersetzt wird.

Als néchstes zeigen wir, dass fiir jede Vereinfachung 75 von 7y beziiglich v die
folgende Aussage gilt: Ist ny Nn5 = 0 und

AV |jt(),1:1m2) = 0, (5.46)

dann erfiillt 72 die Ungleichung (5.45). Sei 75 eine entsprechende Vereinfachung. Aus
n Nn3 = 0 folgt insbesondere {x} Nn5 = () und aus Bedingung 4 folgt insbesondere
{z} N2 = 0. Damit folgt aus den Definitionen der Vereinfachungen, dass

AWV 1t@), 11 m2) = A ()17 72)
und damit folgt aus (5.46), dass 7o die Ungleichung (5.45) erfiillt.

Als weitere Vereinfachung fiihren wir das Verkiirzen von 7o am Ende ein: Ist t* €
(0,1), so dass
A (@)1 M2 = 1 (5.47)
dann nennen wir 72 |[p+ eine Vereinfachung von 7 beziiglich . Offensichtlich sind
auch fiir nz|(g 4+ die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt und aus

[o,t*]) >0

AV |ft(z),1) M2

folgt

0,64]) + AOY| ()]s M2 0]) =0+ 1=1.

A(’Y\[t(m),l], n2) = A(V\[t(x),1]7ﬁ2

Aus dem bisher gezeigten folgt, dass es ausreichend ist die Behauptung fiir entspre-
chende Vereinfachungen von 77 und 72 zu beweisen.
Als néchstes zeigen wir, dass es eine Vereinfachung 7] von 7; oder n5 von n
beziiglich ~ gibt, die
nNne=0 bzw. mnNny =0 (5.48)

erfiillt, falls
xt(y,m,t) = —1 fiirein t € [0,1). (5.49)

Wie im Beweis von Lemma 5.33 nehmen wir an, dass (5.49) erfiillt ist und dass
es keine Vereinfachung erster und zweiter Art von 71 und 79 beziiglich v und kein
t € (0,1), das (5.47) erfiillt, gibt und zeigen, dass es dann eine Vereinfachung drit-
ter Art von 1y oder 72 beziiglich v gibt, die (5.48) erfiillt. Es ist leicht zu sehen,
dass die Umgebungen, in denen sich der urspriingliche Kreisbogenspline und seine
Vereinfachung im Beweis von Proposition 5.31 bzw. 5.32 unterscheiden beliebig klein
gewihlt werden konnen. Damit &ndert die zusétzliche Bedingung (5.48) nichts an der
Existenz einer Vereinfachung erster oder zweiter Art. Da keine Vereinfachung erster
und zweiter Art existiert, folgt aus den Propositionen 5.31 und 5.32, dass fiir jedes
t € I mit n;(t) € v genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
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5. m

0,4 <7

6. m

t,1 <7
7. m1 schneidet v in ¢ von links oder rechts.

Genauso gilt fiir jedes t € I mit n2(t) € v entweder 12|04 C 7, M2|[,1) C 7y oder dass
712 den Kreisbogenspline v in ¢ von links oder rechts schneidet. Da (5.49) erfiillt ist,
konnen wir ¢5 € I minimal wihlen, so dass xT (v, n1,t2) = —1 ist. Aus (5.44) folgt,
dass 7 von 71 in t2 von links geschnitten wird und dass es ein t; € (0, t2) gibt, in dem
~ von 1, von rechts geschnitten wird und wir wéhlen dieses ¢; maximal in (0, t3).
Seien z1 := n1(t1) und x9 := ni(t2). Da die Félle 21 <y 22 und 2 <, x1 analog
gezeigt werden konnen, nehmen wir z7 <, z2 an. Da ?; maximal und ¢ minimal
gewahlt wurden, gilt

YO |jt1,42] = 171, T2} (5.50)
Falls auch

(1M1 UN2) NV (t(1) t(2)) = 0

ist, dann ist 71| (0,4, )Y | [t(21),t(22)] U | [£2,1] €ine Vereinfachung dritter Art. Andernfalls
betrachten wir den einfach geschlossenen Kreisbogenspline

C = V[t (1) t2)] Y M [t ,t0)-

Da 1; den Kreisbogenspline v in ¢; von rechts und in ¢9 von links schneidet und da
(5.50) gilt, folgt aus Korollar 2.50

8. m1 nahert sich in ¢; von rechts an ¢ an,

9. my verldsst ¢ in t9 nach rechts,

10. Y] [0,t(21))2 ¥ | (t(w2),1) € R(C)-

Wegen 72(0) = ~(0) ist also 72(0) € R(¢) und da wir angenommen haben, dass es
keine Verkiirzung von 72 am Ende gibt, folgt aufserdem 72(1) € R(¢). Da sich 7y in ¢
von rechts an ¢ annéhert und 7; den Kreisbogenspline « in [0, ¢1] C [0, t2] aufgrund
der minimalen Wahl von ¢3 nicht nach rechts verlésst, folgt, dass n1|jp4,) C R(() ist
und somit gilt insbesondere, dass 71(0) & | [4(x1),¢(x2)]- D2mit folgt analog zum Beweis
von Lemma 5.33, dass fiir n; oder 1, eine Vereinfachungen dritter Art existiert.

Analog zum Beweis von Lemma 5.33 kénnen wir also im Folgenden annehmen,
dass 71 so lange durch Vereinfachungen ersetzt wurde, dass es keine Vereinfachung
von 1 beziiglich v gibt und dass xT (v, m,t) # —1 fiir alle t € T gilt. AuRerdem
kénnen wir annehmen, dass 1 ¢ « ist, da andernfalls

m2 0 Y|ty =n2Nm =0

ist und damit (5.45) trivialerweise folgt. Aus den Propositionen 5.31 und 5.32 folgt
damit, dass es Parameter 0 < ¢} < t3 < ... < t, < 1, n € N gibt, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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1. 97 (y) = [0, 1) U{ta, .oy tno1} U [t 1],
12. m; schneidet v in ¢; von rechts, i € {2,...,n — 1},

13. mp verlésst ~ in t; nach links.

Seien x1 :=n1(t1), ..., Tpn = n1(tn).
Wir zeigen zunéchst, dass
xi <y i1 firalled e {1,...,n—1}. (5.51)
Angenommen es gébe ein i € {1,...,n — 1} mit z;41 <, 2;. Dann ist

C =Y [t@isn)t@)] B M [titi4)

einfach geschlossen. Wegen 711, 1] = V| [¢(x,),1] und der Einfachheit von n; gilt fir
allei € {1,...,n—1}, dass z; <y x,. Damit ist i4+1 < n und somit schneidet 1; den
Kreisbogenspline « in ;11 von rechts. Auferdem folgt aus 12) bzw. 13), dass n; den
Kreisbogenspline 7 in ¢; nach links verlédsst. Damit folgt aus Korollar 2.50, dass 77 den
Kreisbogenspline ( in ¢;41 nach links und v den Kreisbogenspline ¢ in x; nach rechts
verldsst. Wegen | ((z,),11 N ¢ = 0 folgt damit 71(1) = v(1) € R(¢). Damit schneidet
M |[t141,1) den Kreisbogen |z, )¢z, von links. Dies fiihrt zu einem Widerspruch
mit 12) und damit ist gezeigt, dass (5.51) erfiillt ist.
Wir zeigen nun, dass

A(’Y‘[t(zi),t(zi+1)}7772) >0 firalleie {1, e, = 1}.
Sei dazu i € {1,...,n — 1} und
Gi = Vi) twis)) Bt tiga]

Da m; den Kreisbogenspline « in ¢; nach links verlésst, folgt aus Korollar 2.50, dass
sich v in 2; von rechts an (; annéhert. Aus 7|(o¢(z,)] N ¢ = {z:} folgt damit 79(0) =
7(0) € R(¢;) und damit folgt aus 171 N7z = @) und den Propositionen 2.61 und 2.62

AV i) tzer )] 12) = AGi,m2) = A¢i (12(1)) — A (12(0)) > 0. (5.52)
Da m Nng = 0 ist, ist
A |1t(2)115m2) = AV |{t(@1) t(2n)]> 12)- (5.53)
Aus (5.51), (5.52) und (5.53) folgt schlieklich

AW e@),1 M2) = AV [t(21) k()] T2)
= AV {t@1)t(22)]> 12) T A0V (@) t(2s)]> 12) T - - -+ AV [t(@n) t(@n)]> 12) = 0.

Damit ist die Aussage fiir Vereinfachungen von 71 und 1y gezeigt. Analog zum Beweis
von Lemma 5.33 lisst sich daraus auf die urspriingliche Aussage schliefsen. O
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Analog l&sst sich die ,gespiegelte Version von Lemma 5.37 beweisen:
Lemma 5.38. Seien v,m1 € 8%, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. m(0) €%, m(1) =~(1),
2. mN{y(0)} =0.
Sei auflerdem ng € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
3. 1m2(0) = ~(0),
4. m Nz =0.

Ist
A(fya 771‘[0,15]) <0 fu,’n alle t € (07 1)7

dann gilt mit x := 1(0)
A |t(z) 11, m2) < 0.

Mithilfe von Lemma 5.33 lasst sich Lemma 5.37 abwandeln und die Forderung nach
n (1) = (1) durch A(~,n1) = 0 ersetzen:

Lemma 5.39. Seien v,m1 € 8%, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. m(0),m(1) € v° und m1(0) <y m(1),
2. m N {~(0),y(1)} =0,
8. A(y,m) =0.
Sei aufferdem ny € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
4. m2(0) = 7(0),
5. mNng =0.

Ist
A(y,m|o,) =0 fiir alle t € (0,1), (5.54)

dann gilt mit x1 := n1(0), x2 :=n1(1)

A [ft(21) (o)) M2) = 0. (5.55)

Beweis. Ist 1 C vy, dann folgt aus 5), dass v |[y(z,),1(xz)) N M2 = () ist und damit folgt
die Aussage trivialerweise. Sei also n; ¢ 7. Dann konnen wir ¢1,ty € [0,1), t1 < to,
wahlen, so dass

0,60 €7 und M|y 0 Ny = 0. (5.56)

m
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5.4 Vorbereitung des Beweises der Schleifeninvarianten

Wegen (5.54) und 2) gilt fiir alle ¢ € [0, to]

Ay [O,t]) = A(v,m

[0,t(x2)]> T 1, t€ (t,ta).

07 t S [Oa tl]a
04]) = { (5.57)
Damit folgt aus 3), dass

A1) = Al m) — A(y, M) = —1

und aus (5.54), dass

A, m| o) = A(smlpg) — A0, ml o)) = —1, ¢ € (t2,1]

Somit folgt aus Lemma 5.33, dass

A |0,tw2))s M |fr2) = =1, t € (t2,1). (5.58)
Aus (5.57) und (5.58) folgt
A(Y|[0,t(2))s M |0,g) =0, t€(0,1).

Somit kénnen wir Lemma 5.37 auf die Kreisbogensplines v* := ~
anwenden und erhalten

[0,¢(z2)]> T und n2

A ft(an) b)) 12) = A |{t(21),1), M2) = 0.

Die ,,gespiegelte Version“ kann wieder analog bewiesen werden:
Lemma 5.40. Seien v,m € 8*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. m1(0),m(1) € v° und mi(0) <4 (1),
2. m N{v(0),7(1)} =0,
3. A(y,m) =0.
Sei auflerdem ny € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
4- m2(0) = ~(0),
5. m Nny =0.

Ist

A(y,mlpg) <0 fir alle t € (0,1),

dann gilt mit x1 :=n1(0), x2 :==n1(1)

A t(er) ()]s 12) < 0.
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Die im folgenden Lemma betrachtete Situation ist &hnlich zu Lemma 5.39. Jedoch
[0,¢(n1(1))]

hochstens so oft von links wie von rechts schneidet. Daraus lasst sich schlieklich

wird diesmal zusétzlich fiir 7o vorausgesetzt, dass es den Kreisbogenspline ~y

folgern, dass 72 auch den Kreisbogenspline 7 (g ¢(y, (0))] hochstens so oft von links wie
von rechts schneidet.

Lemma 5.41. Seien v,n1 € 8%, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
1. m(0),m(1) € v° und m(0) <y m(1),
2. m N {~(0),7(1)} =0,
3. Aly,m) =0,
4- Aly,m

Sei auflerdem 1y € §*, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:
5. m2(0) = ~(0),
6. 2N {y(1)} =0,

7. es gibt ein e >0, so dass M| Ny = 0,

04) =0, fir alle t € (0,1).

8 mNny=0.
Sei x1 :=n1(0) und xo :=n1(1). Ist

A(’y [O,t(zg)]anﬂ[o,t]) > —1 f’[iT alle t € (0, 1], (5.59)

dann gilt
Aly

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.37 kénnen wir 7; und 72 so lange durch

04) > —1  fir alle t € (0,1]. (5.60)

[0,t(x1)]> 12

Vereinfachungen beziiglich v ersetzen, bis 77 N~y = @ ist. Wir nehmen also an, dass
ny N~ = 0. Dann ist

C = Y t(wn) b)) U
einfach geschlossen. Aus 4) folgt, dass n; den Kreisbogenspline + in 0 nach links

verldsst und damit folgt aus Korollar 2.50, dass sich v in x1 von rechts an ¢ annéhert.
Damit ist

V(ost(a1)) © R(C)- (5.61)

Insbesondere ist 72(0) = v(0) € R(¢) und somit folgt aus den Propositionen 2.61
und 2.62 fiir alle ¢ € (0, 1], dass

0, na(t) € R(C),
0,4) = Ac(m2(t)) = Ac(n200)) = 41, na(t) €¢,
27 772(t) € L(C)

0,) = A m2

ACY| (@) t(2))s 12
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5.5 Beweis der Schleifeninvarianten
Fiir ¢ € (0, 1] mit 72(t) € R(() folgt daraus zusammen mit (5.59), dass

A(’Y [O,t]) = A(’Y

0)
04) > —1. (5.62)

0,4) = A0V |{t(@1),t(22)]> M2
=Aly

[0,t(z1)]> 712 [0,t(z2)]> 712

[0,t(z2)]> T2

Damit ist gezeigt, dass (5.60) fir ¢ € (0, 1] mit () € R(¢) gilt.
Sei im Folgenden ¢ € (0,1] mit 72(¢) € R(¢). Wegen 12(0) = ~(0) € R({) und
(5.61) folgt, dass es ein t* € (0,t) gibt, so dass

m(t") € RO wnd o= Ny f0.4(a)] = 0-
Daraus folgt mit (5.62), dass
A o) 2104) = A0 |00 M2]044]) = —1
und somit ist gezeigt, dass (5.60) fiir beliebige ¢ € (0, 1] gilt. O

5.5 Beweis der Schleifeninvarianten
Wir sind nun in der Lage die Propositionen 5.21 bis 5.23 auf Seite 120 zu beweisen:

Beweis (von Proposition 5.21). Da vorausgesetzt wurde, dass L; # n+1 ist und da
der initiale Wert von L im Algorithmus n+1 ist, ist j # 1. Es wurde im Algorithmus
also bereits mindestens ein Update durchgefiihrt und damit kénnen wir mit ;, L;
und gegebenenfalls r; die entsprechenden Objekte vor dem letzten Update, also zum
Zeitpunkt ¢ := j — 1, bezeichnen. Wir nehmen an, dass die Behauptung vor dem
Update erfiillt war, also dass L; = n 4+ 1, oder andernfalls

Al Fp [ot@) = =1 4 € Ky |0,tm)): (5.63)
und leiten daraus ab, dass
A1 04001 Bp l0,t@) = =15 @ € Ky | (0,8(ry))- (5.64)

Da Ly = n + 1 ist, ist diese Annahme initial trivialerweise erfiillt und damit ist
es ausreichend einen einzelnen Updateschritt zu betrachten. Man beachte, dass wir
dabei annehmen, dass beide Kreisbogen v; und 7, generisch sind, da wir andernfalls
zu einer Kanalerweiterung von K iibergehen kénnten, vgl. Bemerkung 5.24.

Wir betrachten zuerst einen Updateschritt mit rechter Verletzung, also geméfs
Zeile 21 in Algorithmus 1. Dann ist L; = L; # n + 1. Damit sind 7; und r; definiert
und es handelt sich um ein Update mit festgehaltener linker Punktrestriktion oder
festgehaltenem links-blockierenden Kreisbogen geméafs Proposition 5.9 bzw. 5.11, vgl.
Bemerkung 5.20. Demnach ist 7;(0) <5 v;(0) und da wir r; und r; minimal beziiglich
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

< gewahlt haben folgt daraus aufterdem, dass r; jH; rj. Somit kénnen wir oj; =

T [t(7;(0)),t(v:(0))] und

= i Uil 0,60m)] U B [ e0ra) tr)) Y i [0,80m)

definieren. Folgende Uberlegung zeigt, dass ¢ einfach geschlossen ist: Ist r; = rj,
dann ist 77 N7 = {r;} und &, | (1(r.),t(r))
Sichtbarkeitskreisbogen ist 05N = () und aus Lemma 4.6, 1) folgt, dass 05,0 = 0.
Somit ist ¢ in Fall r; = r; einfach geschlossen. Andernfalls folgt aus Lemma 5.12,
dass 77 N5 # 0 und

) = (). Aufgrund der Definition potenzieller

(0,¢(r5)]

Yil[o,60ri)) Y Ep |e(ro) tcry)) H Vi

einfach ist. Damit folgt analog, dass ( einfach geschlossen ist.
Ist %, (0) € oy, dann folgt aus den Propositionen 2.61 und 2.62 fiir alle ¢ €

Kp | () dass

AMYil 0,t0ra)]> B [0,6(0)]) — AVl (0,605 B [0,4(a))
= AWYiljo.¢0r)]s Fip |0,6@)) — AV 0,605 B [10,6@)]) + A(Tjis By [j0,6(g)) — 1

= A(C Ky [0t(q)) — 1= Ac(q) = Ac(h, (0)) =1 =Ac(q) —0-1<1-1=0.
(5.65)

Andernfalls folgt aus den Eigenschaften potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen, dass
ti, (0) € L(¢) ist und damit folgt analog fiir alle ¢ € £, |(04(r,)), dass

A(%‘

0,r)]» Fip [[0,6(@)) — DOV [0,6(r)10 B | [0,t(a))
= A0il,eron Fp lo.4@1) = A0 0.1 Fp o)) + A0 Ky | 0,4(9)])
= A(C Ky |04(q)) = Ac(@) = Ac(r, (0) = A¢(@) =1 <1-1=0. (566)

Falls r; # r; ist, dann folgt aus Lemma 5.12, dass sich der Wert von A(v;|(0,¢(r,)> ")
auf dem Teilstiick 5, |(¢(r,),¢(r;)) Dicht &ndert und damit folgt aus (5.65) und (5.66),
dass (5.64) im Fall eines Updateschritts mit rechter Verletzung aus (5.63) folgt.
Wir betrachten im Folgenden einen Updateschritt mit linker Verletzung, also ge-
méf Zeile 18 in Algorithmus 1, bzw. gemé&ft den Propositionen 5.14, 5.15 und 5.17,
vgl. Bemerkung 5.20. Damit ist £z, ein von links verletzender Kreisbogen von v;

und rp,; enthélt insbesondere eine linke Restriktion von -;, die beztiglich < wy VOIT;
liegt. Diese bezeichnen wir mit r;. Aufgrund der Definition des Algorithmus gilt

Fp ooy, Li #n+1,

(5.67)
oy Li=nt L

A(vi, )y

o.ta)]) = —1, qe{

Fp

Ist L = n+ 1 oder r; # r}, dann fiigen wir einen Zwischenschritt ein und zeigen
zuerst, dass

AMvil e By lot@)) = =1, 4 € Ky

[0,t(r])) - (5.68)
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5.5 Beweis der Schleifeninvarianten

Wir betrachten also den Kreisbogen vor dem Updateschritt, ersetzen in (5.63) jedoch

r; durch eine beziiglich < "y spatere linke Restriktion ;. Wir beschrianken uns auf
den Fall 4;(0) <, &, (0), da andernfalls im Folgenden lediglich O [t(5(0)) (5 (0))]
durch G‘[t(n;(O))t(%(O))] zu ersetzen ist. Im Fall L; = n 4+ 1 folgt mit v = ~; und
n = Ky |04 direkt aus Lemma 5.33, dass (5.68) erfiillt ist. Sei also L; # n + 1

und r; # r}. Auferdem nehmen wir zuerst an, dass r; <4, 7. Da 7; und 7} linke

Restriktionen von +; sind, ist

0tr]) = —1—(=1) =0 (5.69)

AWYis By it b)) = A0y By |0,60e1) — AV, iy

und wegen (5.67) gilt fiir alle ¢ € £, | (¢(r,) 1(r1)), dass

4r) = A0 Ky [0(g)) +1 20
(5.70)

A0 o) = 406 5 loug)) = 406 5

Damit folgt aus Lemma 5.39 fiir alle g € £, | (0,4(r,)) mit

V=i M= K )] W0 02 = 0000005 o)) H B 0405

dass

AWl e B loa@1) = Al aeDl oo i o)) B 5 lo@]) = 0-

(5.71)
Somit folgt aus (5.63) fiir alle q € K, |(0,4(r,)), dass
AWl o Fp loa@) = A0l 5 [oa@)) + A0 er).ee) Fp lok@)) = —1-
(5.72)
Da
Al Bp |0t@)])s 4 € Ep |[0,4(r0))
nach Proposition 2.58 genau dann gerade ist, wenn ¢q ¢ V][0t st ist
Aviloe)s Fp o) 2 —1 (5.73)

Als niichstes zeigen wir, dass Ungleichung (5.68) fiir alle g € r, | (o) (1) erfiillt ist.
Mit (5.69) und (5.70) ist leicht zu priifen, dass fiir v := v und = K, |[1(,) 1(7)) di€
Voraussetzungen von Korollar 5.34 erfiillt sind. Daraus folgt fiir alle ¢ € £, | (1(r,),¢(+1))5
dass

AWl o) Kp it (@) = 0- (5.74)
Aus (5.73) und (5.74) folgt fiir alle ¢ € K, | (1(r,),¢(r1))> dass

/
[

Ay

i) + A0 |} Bp [t ata) = — 1
(5.75)
Aus (5.72), (5.73) und (5.75) folgt schlieflich, dass (5.68) im Fall r; <., 7} gilt.

0.4(q)]) = Ay

[0,t(r))]> Kp 0,t(+))]> Fp
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Wir zeigen als néchstes, dass (5.68) auch gilt, falls 7, <., ;. Sei also 7} <, ;.
Analog zum Fall ; <., 7} folgt, dass

A(vis iy | [t(m,t(r;)]) =0
und

AGvis By Jitra,a) =05 @ € By [(a(ra),10)]-

Sei ¢* € k), |[0,(r;)) und seien
v =%,
M= R [t )

23 |ty (0)) ey 0))] o 10,4047
Wegen o, o)), 0] 1% = 17i(0)} silt

A(’YH 772) = A(’}/h K:; [O,t(q*)})a
0,t(r)] 12) = A(i| j0,6(r0]> B | [0,()]) 5
0,615 12) = A | 0,61 B |[04(07)])- (5.76)

A(%’
A(%’

Mit (5.63) ist somit leicht zu priifen, dass fiir die Kreisbogensplines v, 1, und 7, alle
Voraussetzungen von Lemma 5.41 erfiillt sind und daraus folgt, dass

A(’Yi

0,6(r)] M2) = —1. (5.77)

Wegen (5.76) und da q¢* € &, |(0,4(r,)) beliebig gewéhlt war, folgt somit, dass

i

AWvil e Fp loa@) = =1 4 € Ky [0, (5.78)
Analog zum Fall r; <., 7} folgt, dass
AW 0,46 Fp | 0,8(ri)) = 0 (5.79)
und
AWl oae) Fp litroa@) = =1 €€ Ry [ ) (5.80)
und daraus, dass
ALl fp low@) = =1 @ € &y [t atr))- (5.81)

Aus (5.78), (5.79) und (5.81) folgt schlieklich, dass (5.68) auch im Fall r; <., r; gilt.
Damit wollen wir nun zeigen, dass (5.64) auch nach einem Updateschritt mit linker
Verletzung aus (5.63) folgt. Sei wieder Oj; = U‘[t(Vj(O)),t('yi(O))} und sei

C 1= 053 Uil o) U ip () ttrp)) D 5 0,80
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Aufgrund der Definition von Tg gilt Kp ‘ [t(r!),t(r5)] Ny = {T;} und Kp ‘ [E(r)),t(r5)] Nvy; =
{r;}. Damit folgt analog zum Updateschritt mit rechter Verletzung, dass ¢ einfach
geschlossen ist. Auferdem folgt analog zu (5.65) bzw. (5.66) fur alle g € Ky | (0,t))>
dass

AWl e B 0,t(0)) — A0y 0,t(q)]) < 0.

Zusammen mit (5.68) folgt, dass

Ay

[0,t(r))]> Kip

0,4 B [0,6(0)]) = AOil[o,e(e)]s p [[o,t(q)) = —1 fiir alle g € K, [ 0,4(1))-

Wegen H;‘[t(T;)vt(rj)] Ny = {rj} gilt die Ungleichung auch fiir alle ¢ € %;‘[t(ré)vt(rj))
und damit ist gezeigt, dass (5.64) auch im Fall eines Updateschritts mit linker Ver-
letzung aus (5.63) folgt. O

Mit dhnlichen Argumenten ldsst sich auch Proposition 5.22 beweisen:

Beweis (von Proposition 5.22). Wir betrachten zuerst den Fall j = 1. Dazu nehmen
wir an, dass kein Update in Zeile 10 notwendig ist, da wir uns andernfalls auf ein
verletzungsfreies Endstiick von kg, beschrénken konnten und den Updateschritt ge-
sondert, analog zum spéter betrachteten Updateschritt mit rechter Verletzung geméf
Zeile 21, beweisen konnten. Damit ist kg, frei von rechten Verletzungen. Gemé&f In-
itialisierung, vgl. Zeile 8 in Algorithmus 1, ist R; der zur beziiglich <, grofsten rechten
Restriktion von 1 gehérende Index. Da v aulerdem generisch ist, gibt es ein € > 0,
so dass K|[1_c1)NM = (), damit folgt aus Proposition 3.15, dass

Ay, 8) = A1, K 0,1-¢) = A7, K| ji—e,1)) =0

und somit folgt, dass
AT (y1,q) = Ay, Kljouq)) <1 fir alle ¢ € & 4ry),1]-
Daraus folgt wieder mit Proposition 3.15, dass
A(’yl,m) = A(71,K|pq)) <1 fiir alle ¢ € K| (ry) -
Da 7y eine rechte Restriktion von v ist, also A(v1, £|[g(ry)) = 1 ist, folgt, dass

A1, B ier,1) = =AM B ) a)) = A0 Bl o)) — A, k) =1-0=1.

Damit ist es leicht zu priifen, dass fiir v = v und 7 = k| }(,),1) alle Voraussetzungen
von Lemma 5.35 erfiillt sind und damit folgt, dass

A1) Flipg) <1 fir alle g € K]g(ry),1)-

Damit ist gezeigt, dass die Behauptung fiir j = 1 erfiillt ist.
Sei nun j > 1 und sei 7 := j — 1. Dann sind r; und r; die beziiglich <, minimalen
rechten Restriktionen von ~; in kg, bzw. von 7; in g, und aufgrund der Definition
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

des Algorithmus gilt r; <, r;. Wie im Beweis von Proposition 5.21 nehmen wir an,
dass
ALl #linaa) <1 4 € K., (5.82)

und leiten daraus ab, dass

AWty a)s Blie@a) <1 @ € Kl ), (5.83)

Man beachte, dass wir dabei annehmen, dass beide Kreisbogen v; und «y; generisch
sind, da wir andernfalls zu einer Kanalerweiterung von K iibergehen koénnten, vgl.
Bemerkung 5.24.

Wir betrachten zuerst einen Updateschritt mit linker Verletzung, also geméafs Zei-
le 18 in Algorithmus 1. Damit ist R; = R; und es handelt sich um ein Update mit fest-
gehaltener rechter Punktrestriktion oder festgehaltenem rechts-blockierendem Kreis-
bogen geméfs Proposition 5.14 bzw. 5.15. Aus den Propositionen 5.14 und 5.15 und
Lemma 5.16 folgt, dass die Kreisbogen 7, und «; in Konfiguration zwei sind und dass
der Kreisbogenspline

€= Efery)ra) Y Vil i) 1) H Vi),
einfach geschlossen ist. Falls r; = r; ist, dann folgt direkt aus Lemma 4.10, 4), dass
k(1) € R((). (5.84)

Ist r; # r;, dann verldsst x den Kreisbogen «; in 7; nach rechts. Damit folgt aus
Korollar 2.50, dass sich 7; in 7; von rechts an ¢ anndhert. Aus Lemma 5.16 folgt, dass
Yil[o,t(r) NC = () ist und aus den Eigenschaften potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen,
vgl. Definition 3.6, folgt, dass

CNO |y 0)),t(s))) =0 bzw. CO 0 [1(1)) 10 (0))] = 0

je nachdem, ob v;(0) <, (1) ist oder umgekehrt. Damit folgt, dass (5.84) auch im
Fall ; # r; erfiillt ist. Da x einfach ist, folgt aus (5.84) und den Propositionen 2.61
und 2.62 fiir alle ¢ € £|((r;),1), dass

AWVl 1)1 B 1t()1) = A ), 100 B ir(a), 1) = AC B rg),1) = Ac(@)=A¢(k(1)) = 0.
Mit (5.82) folgt daraus fiir alle g € K| (t(rs),1), dass
AW iers)a0 Flia) < A0l &l e,) < 1 (5.85)

Ist 7; = rj, dann ist damit gezeigt, dass (5.83) gilt. Im Fall r; # r; ist &) e(r) N
v; = {r;}, vgl. Lemma 5.16, und damit ist (5.83) auch in diesem Fall erfiillt. Damit
ist gezeigt, dass (5.83) im Fall eines Updateschritts mit linker Verletzung geméf
Zeile 18 aus (5.82) folgt.
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Wir betrachten nun einen Updateschritt mit rechter Verletzung, also geméafs Zei-
le 21 in Algorithmus 1. Sei r analog zum Beweis von Proposition 5.21 die rechte
Restriktion von ; in kg,, die beziiglich <; vor 7; liegt. Analog zum Updateschritt
mit linker Verletzung im Beweis von Proposition 5.21 folgt, dass

A(’Yi‘[t(rg),l]a "f‘[t(q),l}) S 1 fiir alle q c ﬁ‘[t(ré),ly (5.86)

Sei nun
€= il e, U Vi ity 11 U B ety )

Da wir einen Updateschritt mit rechter Verletzung betrachten, handelt es sich ent-
weder um ein Update mit linker Startrestriktion, festgehaltener linker Punktrestrik-
tion oder festgehaltenem links-blockierendem Kreisbogen geméf Proposition 5.5, 5.9
bzw. 5.11. Aus diesen Propositionen, Lemma 5.12 und aufgrund der Definition von
r} folgt, dass ¢ einfach geschlossen ist. Auferdem verlésst x den Kreisbogen v; in r;
nach rechts und damit folgt analog zum Updateschritt mit linker Verletzung, dass
r(1) € R(C). Somit folgt aus den Propositionen 2.61 und 2.62 fiir alle g € £ |((1),1),
dass

A ey, 1s Bt ) = A0 1eer) 110 B 1e(0).11) = DG K] t(g),17) = Ac(@)—Ac(k(1)) = 0.

Zusammen mit (5.86) folgt, dass

AW 1t0rs)10 6] ta),1]) < Al 1) B fe)) < 1 fir alle ¢ € £ 1)-

Wegen £| 1) ¢(r) N7 = {r;} gilt die Ungleichung auch fiir alle ¢ € &) ¢(r7)) und
damit ist gezeigt, dass (5.83) auch im Fall eines Updateschritts mit rechter Verletzung
aus (5.82) folgt. O

Vor den Beweis von Proposition 5.23 fiigen wir ein Lemma ein:

Lemma 5.42. Sei p € k und seien y; und v;_1 der j-te bzw. (j — 1)-te potenzielle
Sichtbarkeitskreisbogen einer konkreten Ausfiihrung von Algorithmus 1. Seien ~;_1
und vy; generisch und sei 7y; so dass er keine Alternantenfolge der Linge drei in den
im Update verwendeten Kanalkreisbégen besitzt. Sei R; der entsprechende Wert von
R und sei e > 0, so dass

entweder H;Hl_a,l] Crj oder H;_‘[l_&l) Ny =0

und
entweder ﬁ;‘[lfs,l] C vj-1 oder "i;r‘[lfs,l) Nvyj—1 = 0.

Handelt es sich nicht um ein Update mit festgehaltener rechter Endrestriktion, dann
15t
Ay, j0,1-]) < A(yj-1, 5 [j0,1-e])-
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Beweis. Laut Voraussetzung handelt es sich nicht um ein Update mit festgehaltener
rechter Endrestriktion. Damit handelt es sich aufgrund der Definition des Algorith-
mus um ein Update geméf Proposition 5.5, 5.9, 5.11, 5.14 bzw. 5.15. Aus diesen
Propositionen und Lemma 5.12 bzw. 5.16 folgt, dass v; und ~;_1 in Konfiguration
zwei, drei oder vier sind. Damit folgt aus Proposition 4.9, 4.11 bzw. 4.12, dass

0,1—¢)) > 0.

A(yj-15 Ky [10,1-2) = Ay, Ky
O]

Beweis (von Proposition 5.28). Wir betrachten zuerst den Fall j = 1. Dazu nehmen
wir an, dass kein Update in Zeile 10 notwendig ist, da wir uns andernfalls auf ein
verletzungsfreies Endstiick von kg, beschrénken konnten und den Updateschritt ge-
sondert, analog zum spéter betrachteten Updateschritt mit rechter Verletzung geméf
Zeile 21, beweisen konnten. Damit ist kg, frei von rechten Verletzungen von ;. Ge-
méf Initialisierung, vgl. Zeile 8 in Algorithmus 1, ist R; der zur beziiglich <, grofiten
rechten Restriktion von v, gehdérende Index. Auferdem gibt es laut Voraussetzung
ein 1 > 0, so dass
Fog |1—er, 1y N1 =0

und

A(r)/la ’i;')_ [0,1—61}) =0.

Damit folgt, dass
A, Elpe) <5 4 € Ky o)1)

und fiir alle ¢ € K} |(4(r,),1-¢,) folgt, dass

Ay, 5 ) 1—e1]) = =AM B [jt(g)1-21])

= A(71, k5 | 0.4(q)]) — A1 K [j0,1—e1]) < 1

Da r; eine rechte Restriktion von 7y ist, also A(7yq, K; |(0,t(r1)]) = 11ist, folgt aubkerdem,
dass

A(Pyl)/{;‘[t(rl),l—al]) = _A(717H;‘[t(rl)71—81})

= A(vla F”-;_ [0,15(7‘1)]) - A(vla "/”':7— [0,1—61]) =1L

Damit ist es leicht zu priifen, dass fiir v =y, und n = H;_ |[t(r1),1—,] @lle Vorausset-
zungen von Lemma 5.35 erfiillt sind und damit folgt aus diesem Lemma, dass

A eer) 1) B i) amen]) S L @ € Ky [(tr)1—en)-

Damit ist gezeigt, dass initial

Aty 10 g [fr(@) 1—2a]) < 1 fiir alle ¢ € w5 [ (4r),1-21)-
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Sei nun j > 1 und sei ¢ := j — 1. Dann sind r; und r; die beziiglich <, minimalen
rechten Restriktionen von ~; in kg, bzw. von 7; in g, und aufgrund der Definition
des Algorithmus gilt r; <, r;. Man beachte, dass wir in diesem Fall annehmen, dass
beide Kreisbogen v; und 7, generisch sind, da wir andernfalls zu einer Kanalerwei-
terung von K iibergehen kénnten, vgl. Bemerkung 5.24. Sei € > 0, so dass

entweder H;_‘[l_a’l] C ry; oder H;‘[l_&l) Ny =10

und
entweder K,;—‘[l_s,l] Cy; oder H;Hl_&l) Nvy; =0.

Wir nehmen zuerst an, dass

A(is iy |[0,1—¢)) 7 0 (5.87)

Laut Voraussetzung ist
A(yjs K |0,1-) = 0 (5.88)
und damit folgt aus Lemma 5.42, dass

A(i, Kyt | [0,1-¢)) > 0.

Damit ist p eine rechte Endrestriktion von ~; und somit handelt es sich um einen
Updateschritt mit n;r |t(r;),1) als rechts-blockierenden Kreisbogen von 7;. Zusammen
mit (5.88) folgt, dass

% NV e = {risp}-
Damit folgt insbesondere, dass

% Ny | a-a =05 4 € Ky |10

und damit folgt schliefslich, dass

A litry)]s B lit@ya—e) < Lo @ € Ky 4(ry)1—2)- (5.89)

Damit ist die Behauptung auch gezeigt, falls j > 1 und (5.87) gilt.
Im restlichen Beweis nehmen wir an, dass

0,1-¢) = 0. (5.90)

Wie im Beweis von Proposition 5.21 nehmen wir aufferdem an, dass

A(vi, Ky

Ailpera ) 5y [p@—<) <1 @€ K7 |, 1-e) (5.91)

und leiten daraus ab, dass (5.89) gilt.

Wir betrachten zuerst einen Updateschritt mit linker Verletzung, also geméafs Zei-
le 18 in Algorithmus 1. Damit ist R; = R; und es handelt sich um ein Update mit fest-
gehaltener rechter Punktrestriktion oder festgehaltenem rechts-blockierendem Kreis-
bogen geméfs Proposition 5.14 bzw. 5.15. Aus den Propositionen 5.14 und 5.15 und
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Lemma 5.16 folgt, dass die Kreisbégen 7; und +; in Konfiguration zwei sind und dass
der Kreisbogenspline

C = Bla(ry) ) H Vil )11 H V5 [86ry).1

einfach geschlossen ist. Da die beiden Kreisbégen 7; und «; in Konfiguration zwei
sind, folgt aus (5.88), (5.90) und Proposition 4.9, dass

kiy (1—¢) € R(C). (5.92)

Da k einfach ist, folgt aus (5.92) und den Propositionen 2.61 und 2.62 fiir alle ¢ €
Ky | (4(ri).1—e), dass

Al (o)1) K | @) 1-e1) = DO [t0m), 11 B 1t(a), 1) = A(C K5 [(g),1-¢))
= (@) = Ae(kf (1—¢)) > 0.

Zusammen mit (5.91) folgt daraus fiir alle ¢ € /{; | (¢(ri),1—)> dass

AW t0ry)11 5 [t(a)1—) = AOilfe(ra), 1] B | [t(g)1—2)) < 1.

Ist 7; = r;, dann ist damit gezeigt, dass (5.89) gilt. Im Fall r; # r; ist &|{3(,),60r)) N
v; = {r;}, vgl. Lemma 5.16, und damit ist gezeigt, dass (5.89) auch in diesem Fall
gilt.

Wir betrachten nun einen Updateschritt mit rechter Verletzung, also geméf Zei-
le 21 in Algorithmus 1. Sei r; analog zum Beweis von Proposition 5.21 die rechte
Restriktion von +; in kg;, die beziiglich <,; nach r; liegt. Analog zum Updateschritt
mit linker Verletzung im Beweis von Proposition 5.21 folgt, dass

AVil e 1) By @) 1—e) < 1 fiir alle g € K| 1r)1-0)- (5.93)

Sei nun
¢ = Vil e Dl ey 1 U iy )

Da wir einen Updateschritt mit rechter Verletzung betrachten, handelt es sich entwe-
der um ein Update mit linker Startrestriktion, festgehaltener linker Punktrestriktion
oder festgehaltenem links-blockierendem Kreisbogen geméfs Proposition 5.5, 5.9 bzw.
5.11. Aus diesen Propositionen, Lemma 5.12 und aufgrund der Definition von 7, folgt,
dass ¢ einfach geschlossen ist. Aufierdem folgt daraus, dass die beiden Kreisbogen -y;
und ; entweder in Konfiguration zwei, drei oder vier sind. Damit folgt aus (5.88),
(5.90) und Proposition 4.9, 4.11 bzw. 4.12, dass £} (1 — ) € R(¢). Somit folgt aus
den Propositionen 2.61 und 2.62 fiir alle q € K‘,;'; | (t(r)) 1) dass

A1y, K | (@) 1-e1) = DO 80,11 B | 1t(a),1—]) = A(C K5 [(g),1-¢))
— A@) = Al (1= €)) 2 0.
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Zusammen mit (5.93) folgt fiir alle ¢ € m;\(t(Tm_E), dass

AW t0ry)11 B Ne@)1—]) < D)) 5 | [e(a)1—e]) < 1

Wegen £|(s(r,),¢(r) N7 = {r;} gilt die Ungleichung auch fiir alle g € &) ¢(r7)) und
damit ist gezeigt, dass (5.89) auch im Fall eines Updateschritts mit rechter Verletzung
fiir 7v; und r; erfiillt ist. O

5.6 Korrektheitbeweis und Laufzeitabschatzung

Es ist leicht zu sehen, dass Algorithmus 1 terminiert und dass in jedem Fall ein
potenzieller Sichtbarkeitskreisbogen zuriickgegeben wird. Endet der Algorithmus in
Zeile 5 oder 25, dann besitzt der zuriickgegebene Kreisbogen eine Alternantenfolge
der Lange drei und damit entscheidet dieser nach Satz 3.24 bzw. 3.23 die Sichtbarkeit
des Punkts p. Nicht so offensichtlich ist, dass das Ergebnis ein Sichtbarkeitskreisbogen
ist, falls der Algorithmus in Zeile 29 endet. Die Schwierigkeit dabei ist zu zeigen,
dass die Abschnitte, die zuletzt nicht mehr auf Verletzungen gepriift wurden, frei
von Verletzungen sind. Eine wichtige Rolle spielen dabei die Schleifeninvarianten aus
den Propositionen 5.21, 5.22 und 5.23. Eine Laufzeituntersuchung folgt im Anschluss
ab Seite 160.

Satz 5.43. Terminiert eine konkrete Ausfihrung von Algorithmus 1 in Zeile 29,
dann ist das Ergebnis ein Sichtbarkeitskreisbogen.

Um die Struktur des Beweises besser herauszustellen, ziechen wir ein paar Lemmata
vor den eigentlichen Beweis.

Lemma 5.44. Sei p € k. Wir betrachten eine konkrete Ausfiihrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Seien v und L die entsprechenden Objekte am
Ende der Ausfithrung und sei vy generisch. Ist L # n + 1 dann sei r1 die beziiglich
< minimale linke Restriktion von ~v in k. Dann gilt

AMyEy o) = =1, g€ 8, ey, L#n+1, (5.94)
A,y @) = —1, g€ (k,)°, L=n+1 (5.95)

Ist L #n+ 1, dann ist auflerdem

AV tr),105 Bp [o,t(@)]) = 05 @ € Ky [ (0,60m))- (5.96)

Beweis. Laut Definition von Algorithmus 1 sind die Kanalkreisbogen k1, ko, ..., K1—1
frei von linken Verletzungen von -y, da andernfalls ein weiteres Update von L statt-
gefunden hétte und L verkleinert worden wére. Da im Fall L # n+1 auch &1 |jo4(r)]
flir die Berechnung von v benutzt wurde, vgl. Bemerkung 5.20, enthélt auch der
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Kreisbogen £r,|[0,¢(r,)) keine Verletzung von links von v und damit folgt, dass (5.94)
und (5.95) gelten.

Als néichstes zeigen wir, dass (5.96) erfiillt ist, falls L # n+1 ist. Sei also L # n+1
und sei ¢* € K, |(0,(ry))- Da 71 eine linke Restriktion ist, also A(v, &, [[0¢(r)) = —1

ist, folgt zusammen mit (5.94) fiir alle ¢ € £, | (4(r,),1), dass

otr)) = —1+1=0. (597)

04q)) — A(, K,

Ay, ki [pem) @) = Ay Ky
Damit ist leicht zu priifen, dass fiir
e
M= Ky [[(r).1]>

. |y iy 0 Y B 0,2y 7(0) <o £y (0),
2 1=

|ty () (0] Y B |[0.4(g7))> - SODSE,
die Voraussetzungen von Lemma 5.37 erfiillt sind und daraus folgt, dass
A |ft(ry)175m2) = 0. (5.98)

Da 7y eine linke Restriktion von « ist, gilt v|((r,),1 N0 = (), vgl. Proposition 3.9 und
Bemerkung 5.8. Somit folgt aus (5.98), dass

0.4g9)) = AV [e(r)1) 12) = 0. (5.99)

AWt Ky
Da ¢* € K, |(0,4(r)) beliebig gewihlt wurde, ist gezeigt, dass (5.96) gilt. O

Korollar 5.45. Sei p € k. Wir betrachten eine konkrete Ausfihrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Sei v der potenzielle Sichtbarkeitskreisbogen am
Ende der Ausfiihrung und sei vy generisch. Dann gilt

ALy ko) = =1, g € (k)" (5.100)

Beweis. Sei L der entsprechende Wert am Ende der Ausfithrung. Falls L = n + 1
dann folgt die Behauptung direkt aus Lemma 5.44. Sei also L # n + 1 und sei r; die
beziiglich <, minimale linke Restriktion von « in kj. Laut Proposition 5.21 gilt fiir
alle ¢ € &, [(0,t(r1))

Aly

und damit folgt zusammen mit (5.96) in Lemma 5.44 fiir alle q € K, |(0,4

0,4()]) = —1

[0,t(r1)]> Fp.

r1))> dass

0.t(r)]> Bp | 0,(@)]) F AV )11 B |0,t(g)) = —1+0=—1.

A, Ky |j0,4(a)) = Aly

Zusammen mit (5.94) in Lemma 5.44 folgt schlieflich, dass (5.100) gilt. O
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Lemma 5.46. Sei p € k. Wir betrachten eine konkrete Ausfiihrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Seien v und R die entsprechenden Objekte am
Ende der Ausfiihrung und sei v generisch. Sei ro die beziiglich <, minimale rechte
Restriktion von v in kr und sei € > 0, so dass

entweder H;‘[l_&l) Ny=0 oder K;‘[1_€71) C . (5.101)

Dann st

A o) <1 0 € K5 |04 (5.102)

Ist /'i;r |[t(ro),1] € 7 und damit insbesondere ro # p, dann ist

A7, 6y [j0,1—¢) =0 (5.103)

und

A 040201 55 (@) 1-2) <05 @ € 5 [4(r2),1-2)- (5.104)

Beweis. Analog zum Beweis von (5.94) in Lemma 5.44 folgt, dass die Kanalkreis-

bogen k1, k2, ..., kr—1 und KR|[o(r,) frei von rechten Verletzungen von v sind und
daraus folgt, dass (5.102) gilt.
Im Folgenden gelte

K |itra) 1) & - (5.105)
Aufserdem nehmen wir an, dass

Ky N0 sy, = 0, (5.106)

da wir andernfalls zu einer Vereinfachung erster Art von m;r beziiglich ¢ iibergehen
koénnten, vgl. Bemerkung 3.2. Wir zeigen zuerst, dass

Ay, 55 |(0,1-2) < 0. (5.107)

Initial, also in Zeile 8 in Algorithmus 1, ist p entweder eine rechte Endrestriktion des
initialen potenziellen Sichtbarkeitskreisbogens 1 oder es gilt

A(y1, 657 [j0,1—¢) < 0. (5.108)

Gilt (5.108), dann tritt in dieser Ausfithrung aufgrund der Definition des Algorith-
mus kein Updateschritt mit festgehaltener rechter Endrestriktion auf. Somit folgt in
diesem Fall aus Lemma 5.42, dass (5.107) erfiillt ist. Ist p eine rechte Endrestrikti-
on von ;, dann betrachten wir den ersten Updateschritt ohne festgehaltene rechte
Endrestriktion und wir bezeichnen den potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen vor dem
Update mit 47 und den nach dem Update mit 5. Wird in diesem Updateschritt der
letzte Kreisbogen in Ii;— , den wir mit n bezeichnen, als rechts-blockierender Kreisbo-
gen verwendet, dann folgt aus deren Definition, dass

o

A(y2, 655 o)) =0, g€’
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Wird 7 nicht als rechts-blockierender Kreisbogen verwendet, dann ist dieser frei von
rechten Verletzungen und damit folgt aus Proposition 2.58 fiir alle ¢ € n°, dass

1, nCm,
0,t(q)) < {

_l’_
Aln, "p 0, sonst.

Damit folgt aus Lemma 5.42 und gegebenenfalls Proposition 2.58, dass

A(va, kit o) <0, q€n°.

Da in der weiteren Ausfithrung des Algorithmus kein Updateschritt mit festgehalte-
ner rechter Endrestriktion auftritt, folgt wieder aus Lemma 5.42, dass (5.107) gilt.
Als néchstes zeigen wir, dass

0,1—¢]) = 0. (5.109)

A(y, Ky

Wir nehmen dazu zuerst an, dass v(0) <, #(1) und definieren

7= 0oty U
M= O [((0),t((1)) U Fp -
Da v den Kreisbogen o in 0 nach rechts verlésst, vgl. Definition 3.6 und Propositi-
on 3.9, verlésst 11 nach Korollar 2.50 den Kreisbogenspline v* in 0 nach links. Damit
gilt
AW o lutona@) =1 € Of(t0).4s1));

und wegen o|(o ¢(v(0y) N #, = 0 folgt aus Korollar 5.45 fiir alle ¢ € (x,)°, dass

0,t(a)))

AWM ml o)) = AT oty b)) U sy
=AW, 0|y 0)),ts0)) T AOTS 5y [0,4a))
=1+ A, 55 [jo,4(g)) = 0-

Es ist leicht zu priifen, dass die restlichen Voraussetzungen von Lemma 5.37 fiir v*,
m und 7y = /@;{ |[0,1—¢] erfiillt sind und somit folgt daraus, dass

Ay, 5] [j01—e]) = 0.

Somit ist gezeigt, dass (5.109) im Fall v(0) <, x(1) gilt. Ist k(1) <, v(0), dann folgt
mit

Y= 0o,y YU

m =Ky,
et
M2 = Kp |[0,1—¢]
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analog aus Lemma 5.37 und (5.106), dass

0,1—¢]) = 0.

Ay, 85 [10,1-2) = A0 (1)), U Vs iy

Damit folgt auch im Fall k(1) <, v(0), dass (5.109) gilt.
Aus (5.107) und (5.109) folgt schlieflich, dass (5.103) gilt.
Zuletzt zeigen wir, dass (5.104) gilt. Sei ¢* € /{;—‘(t(TQ),l—E) und seien

7= Ity Y

— et
m = :‘ﬂip

M2 = Ky [[(g) 1)

Aus (5.102) und (5.106) folgt fiir alle ¢ € K} | (0,4(r,)), dass

[0,t(r2)]>

A(0][0,6(x0)) U Vs 8 [0,6a)]) = A1y [o.a@) £ 10 @ € By [ 0.1(r2))5

und

0,t(r2)]) = 1-

Al oa0) U5 1040r2)) = B
Daraus folgt fiir alle ¢ € /i;'_‘((),t(m)), dass

A o) = AT [0,6(:0))] U Vs K |[t(a).t(ra))

= A(0][0,1(5(0))] U Vs K [0,6(ra)) — Al 0,4(a)) = 0.

0,4(v(0)] UV

Es ist leicht zu sehen, dass die Kreisbogensplines v*, 11 und 7y auch die restlichen
Voraussetzungen von Lemma 5.37 erfiillen und damit erhalten wir

A tt(ra)115112) 2 0. (5.110)

Aus der Definition der Kanéle, vgl. Definition 3.1, folgt insbesondere

AV |0,¢0r2)]> M2) = AT ] 0,4(v00)] U Y |[0,8(r0)]> 72)
und damit folgt aus (5.110), dass
A j0,6(r2)15 M2) = AT 0,4(y00)) U Y [[0,t(r2)]s 12) = =AY |[t(r2),1]512) < 0. (5.111)

Da ~ generisch ist, also x(0) & ~ ist, folgt aus Proposition 2.58 und (5.103), dass
Kt (1 —¢) &« ist. Somit folgt aus der Definition von € gemék (5.101), dass

fip [p—en) Ny =0

Daraus folgt insbesondere, dass

[0,t(r2)) =¥

Foy [1—e) Ny

und damit folgt aus (5.111), dass

Ay

Da ¢* € ﬁ; | (¢(ra),1—) Deliebig gewihlt wurde, ist gezeigt, dass (5.104) gilt. O

[0,t(r2)]> 772) <0.

0.(r2)]s Ky [[t(g7)1—<]) = A(y
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Lemma 5.47. Sei p € . Wir betrachten eine konkrete Ausfihrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Seien v und R die entsprechenden Objekte am
Ende der Ausfithrung, sei v generisch und sei ro die beziiglich <, minimale rechte
Restriktion von v in kg. Dann gilt

A Eljos) <1, 4 € K|(04rs)); (5.112)

und
Ay

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.44 folgt, dass die Kanalkreisbégen

0(r2)]s Bp [0,t@) < 05 4 € Bl(t(ry),1)- (5.113)

K1, K2, ..., KRr—1 und KR|[o(ry) frei von rechten Verletzungen von ~ sind und daraus
folgt, dass (5.112) gilt.

Im Folgenden zeigen wir, dass (5.113) gilt. Wir nehmen zuerst an, dass 7(0) <,
#(1) und wir wéhlen ¢* € K| (;(r,),1)- Seien

V"= 0 [t((0)) (1)) U Vs

[0,t(r2)]>

M = 0|[o,t((0) UK
M2 := Ky [j0,t(g7))-

Aus der Definition der Kanéle und der potenziellen Sichtbarkeitskreisbégen und aus
Korollar 2.50 folgt, dass 11 den Kreisbogenspline v* in 0 nach rechts verlasst. Da es
In K|[o,¢(ry)] keine rechte Verletzung von v gibt und rg eine rechte Restriktion von
ist, folgt daraus, dass

A(7*7n1 [O,t]) S 07 le (07 1)7

und
A(y*,m) = 0.

Es ist leicht zu priifen, dass auch die restlichen Voraussetzungen von Lemma 5.40
erfillt sind und damit folgt direkt, dass

Ay

Da q* € K| (4(ry),1) beliebig gewiihlt wurde, folgt daraus, dass (5.113) im Fall (0) <,
k(1) gilt.

Gelte im Folgenden #(1) <, 7(0). Sei ¢ > 0, so dass #, |0 Ny = 0 und sei
9" € Ky |(et(ra))- Mit

[0,t(¢)]) < 0-

[0,t(r2)]s Kp

L B ICCONCTON R

[0,t(r2)]>

M= 0o 4y (0] H B
M2 1= Ky |[e,t(q)]

folgt analog zum ersten Fall aus Lemma 5.40, dass

A0 (1)), t(40))) UV [0,8r2))s B | [et())) < 0
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Wegen k|j1_c 1Ny = () und Ky |e,t(q)] N O t(r(1)),t((0))] = () folgt daraus, dass

Ay Ha)) = Aly Fop | et(a)])

= A0 (1)) 4(+(0))

) Fop
=,t(g%)]) < 0.

t(r2)] Kip

Da ¢* € K, | (c,1(ry)) beliebig gewéhlt wurde und s|_. 1) Ny = () ist, ist auch im Fall
k(1) <, v(0) gezeigt, dass (5.113) gilt. O

Korollar 5.48. Sei p & k. Wir betrachten eine konkrete Ausfithrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Sei v der potenzielle Sichtbarkeitskreisbogen am
Ende der Ausfiihrung und sei v generisch. Dann gilt

A(’y, ”‘[O,t(q)]) <1, gqe€ K°. (5.114)

Beweis. Sei R der entsprechende Wert am Ende der Ausfiihrung und sei ro die be-
ziiglich <, minimale rechte Restriktion von « in xkp. Laut Proposition 5.22 gilt fiir
alle ¢ € K‘(t( 2),1)

AW fpr2).11> Blie(a).1) <1

und damit folgt zusammen mit (5.113) in Lemma 5.47 fiir alle ¢ € | (y(r,),1), dass

AW Elirg)1) = A0 [0,t0r2)] £ 1t(0),1]) T A0 t(ra) 105 B [t(g)1) SO +1=1.

Nach Proposition 3.15 gilt

A, Ejoee)) = A0 K| pg,1)s g € K

und damit folgt zusammen mit (5.112) in Lemma 5.47 schlieflich, dass (5.114) gilt.
O

Lemma 5.49. Sei p € k. Wir betrachten eine konkrete Ausfiihrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert. Seien v und L die entsprechenden Objekte am
Ende der Ausfithrung und sei vy generisch. Ist L # n + 1 dann sei r1 die beziiglich
<, minimale linke Restriktion von v in k. Dann gilt

A("}/,/i;; , (q)]) > —1, , L#*n+1, (5115)
A(’}/,/{I; ,(q)}) > -1, g€k, L:n—l—l. (5.116)

Ist L #n+ 1, dann gilt auflerdem
A 1t(r)11 Bp [0,@) =05 @ € K (1(0),1)- (5.117)

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.44 folgt, dass die Kanalkreisbégen
K1,K2,...,kr—1 und im Fall L # n + 1 auch KL|[0,t(r1)] frei von linken Verletzun-
gen von 7 sind. Daraus folgt, dass (5.115) und (5.116) gelten.
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

Im Folgenden nehmen wir an, dass L # n + 1 ist und wir zeigen, dass (5.117) gilt.

Sei
¢ = | oetvon) U .ty H o)

Wir nehmen an, dass v 0 & [3(r)—c,t(ry)) = () fiir ein € > 0. Andernfalls kénnten wir
r1 durch den beziiglich <, minimalen Punkt r] € k| [0,t(r1)]> TUr den K[y 4(r)) C Y
gilt, ersetzen. Aus Korollar 5.48 und (5.115) folgt, dass K|[0,¢(r)] den Kreisbogen ~y
weder von links noch von rechts schneidet. Da r; eine linke Restriktion von 7 ist, folgt
daraus, dass sich x in r1 von links an v annéhert. Aufterdem folgt daraus, dass wir
K|[0,(ry)) iterativ so lange durch eine Vereinfachung erster Art beziiglich o (g 4(~(0)) U

Y
Wir nehmen im Folgenden also an, dass ( einfach geschlossen ist. Da sich « in rq

0,¢(r1)]> d1€ K|[4(r),1] nicht schneidet, ersetzen konnen, bis ¢ einfach geschlossen ist.

von links an + annéhert, folgt aus Korollar 2.50, dass v den Kreisbogenspline ¢ in
r1 nach rechts verlasst und da ¢ den Kreisbogen v|[(,,),1] weder von links noch von
rechts schneidet, folgt daraus, dass

V@) © R(C)- (5.118)

Aufgrund der Definition der Kanéle und der potenziellen Sichtbarkeitskreisbogen ist
leicht zu priifen, dass

ip |©.0)) N (@ 002001 Y Kl 0r))) = 0 (5.119)
und dass es ein € > 0 gibt, so dass
Ky |0 N(YUQ) =0 (5.120)
und dass fir dieses € aufierdem gilt, dass
Kp | (0,e] C L(C)- (5.121)
Aus (5.119), (5.120) und Proposition 5.21 folgt fiir alle g € &, | (¢ 4(r)), dass
A(C, Ky

Damit folgt aus (5.121) und den Propositionen 2.62 und 2.61, dass

o.te)) = —1.

@) = A [0,00)) B @) = DOV 0,t0r0)]> By

Fip | (0.(m)) © L(C)
und wegen (5.119) gilt sogar
Ky |(0(m)) € L(Q) Uy
Aus (5.118) und (5.122) folgt, dass

[0,t(r1))- (5.122)

i1 0 6y |11y = 0
und daraus folgt, dass (5.117) gilt. O
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5.6 Korrektheitbeweis und Laufzeitabschétzung

Beweis (von Satz 5.43). Wir betrachten eine konkrete Ausfithrung von Algorith-
mus 1, die in Zeile 29 terminiert und bezeichnen mit L, R und v die entsprechenden
Objekte am Ende der Ausfithrung. Aufserdem sei 9 die beziiglich <, minimale rechte
Restriktion von = in kg und falls L # n + 1, dann sei r; die beziiglich <, minimale
linke Restriktion von ~ in &p,.

Wir nehmen an, dass v generisch ist, da wir andernfalls fiir jede e-Erweiterung K*
des Kanals K mit hinreichend kleinem £ > 0 zeigen konnten, dass v ein Sichtbar-
keitskreisbogen beziiglich K* ist. Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann und sich
damit der Kanal und die e-Erweiterung beliebig wenig voneinander unterscheiden
ware damit auch gezeigt, dass v ein Sichtbarkeitskreisbogen beziiglich K ist.

Wir betrachten zuerst den Fall p € k und /@;{ |[t(r2),1] € v und wahlen ein £ > 0, so
dass

entweder /‘6;\[175,1) Ny =0 oder ﬁ;\[l,&l) C . (5.123)

Laut Lemma 5.46 gilt

A7, %5 |10,1-¢)) = 0, (5.124)
A kplfoua) S L 4 € K [040ra)) (5.125)
A o,t(ra)s K5 [r@1-2) <05 € € ) [(t(ra),1-2)- (5.126)

Nach (5.124) ist A(7, £} |(0,1—¢]) insbesondere gerade und damit folgt aus Propositi-
on 2.58 und (5.123), dass
b [1—ey Ny = 0. (5.127)

Somit folgt aus Proposition 5.23, dass

AVt 1)s B N0 1) S 1o @ € By | (1) 1-2)- (5.128)

Aus (5.126) und (5.128) folgt fiir alle ¢ € K,;—‘(t(m),l_s), dass

0.4(r2)]> B | (@) 1—e]) + AV [t 115 K [ 1-e) S O0+1 =1

A, 5 | [(g)a—e]) = Ay

und damit folgt zusammen mit (5.124) fiir alle ¢ € K} | (4(ry),1-¢), dass

A, 5] o)) = A0y gy [01-e]) + A0y 55 () 1—¢) <O+1=1. (5.129)

Aus (5.125), (5.129) und (5.127) folgt schlieklich, dass

A(’Y? H;r [O,t(q)}) <1, qe (H;_)O' (5130)

Laut Korollar 5.45 gilt

Ay ko) = =1, g € (k)% (5.131)
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5 Algorithmus zur Entscheidung der Punktsichtbarkeit

und damit folgt aus Satz 3.22, dass v im Fall p € k und Ii;r |[t(r2),1] € 7 ein Sichtbar-
keitskreisbogen ist.

Ist p € K und Ii;‘[t(m)’l] C 7, dann ist jeder Punkt in ﬁ;'“t(m)ﬂ eine rechte
Restriktion von  und damit folgt mit Lemma 5.46 direkt, dass (5.130) gilt. Laut
Korollar 5.45 gilt auch in diesem Fall (5.131) und damit folgt analog zum ersten Fall,
dass 7 ein Sichtbarkeitskreisbogen ist.

Als néchstes betrachten wir den Fall p € x und L # n + 1. Dann gilt geméaf
Lemma 5.49

AMY, By ou@) = —L 4 € K|o4(m)) (5.132)
A1 p lot@) = 05 @ € Kl aer),1), (5.133)

und geméf Proposition 5.21
A jo,ttr0] Bp [0@]) = =1 @ € Bl ), 1)- (5.134)

Aus (5.133) und (5.134) folgt fiir alle g € k| (1), dass

A, 5y |p4(g)) = ALY o.4@) T A0 5 o)) = —1+0=—1.

[0,t(r1)]> Kip

Da r; eine linke Restriktion von v ist und bereits (5.132) gezeigt wurde, folgt daraus,
dass

A(’y, Iﬁ; [O,t(q)]) > -1, qe K. (5.135)

Laut Korollar 5.48 gilt
Ay Elpua) <1 g €K (5.136)

und damit folgt wieder aus Satz 3.22, dass  ein Sichtbarkeitskreisbogen ist.
Ist p ¢ kund L =n+ 1, dann gilt (5.135) gemék Lemma 5.49 und (5.136) geméfs
Korollar 5.48 und damit folgt analog, dass v ein Sichtbarkeitskreisbogen ist. O

Laufzeituntersuchung

Bevor wir die Gesamtlaufzeit abschétzen, gehen wir auf die Laufzeiten der Grund-
operationen ein:

Bemerkung 5.50. Die folgenden Uberlequngen zeigen, dass das Priifen eines Ka-
nalkreisbogens auf Verletzungen in Zeile 17 und 20 in Algorithmus 1 in konstanter
Zeit maglich ist: Soll ein Kanalkreisbogen auf Verletzungen gepriift werden, dann ist
immer der Wert von A(~,-) an seinem Endpunkt bekannt, da der Kanalrand k Kreis-
bogen fiir Kreisbogen riickwarts durchlaufen wird und dabei insgesamt immer an einer
Restriktion, also an einem Punkt mit bekanntem Wert von A(vy,-), begonnen wird.
Damit muss nur die Differenz auf dem jeweiligen Kanalkreisbogen berechnet werden,
vgl. Proposition 2.56. Da sich der Wert von A(7y,-) innerhalb eines Kanalkreisbogens
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5.6 Korrektheitbeweis und Laufzeitabschétzung

hdchstens an zwei Schnittpunkten mit v dndert, kann die Differenz in konstanter Zeit
berechnet werden.

Eine weitere Grundoperation ist das Update in den Zeilen 18 und 21. Wie am
Anfang von Abschnitt 5.1 angemerkt wurde, kann der gesuchte Kreisbogen mithilfe
des Apollonischen Beriihrproblems nur unter Beriicksichtigung der lokalen Situation
berechnet werden. Damit kann auch diese Operation in konstanter Zeit durchgefiihrt
werden.

Satz 5.51. Die Laufzeit von Algorithmus 1 ist linear in der Anzahl der Kanalkreis-
bagen.

Beweis. Sei k = ki Ukg U ... UK, mit k1,...,k, € A, n € N. Die Initialisierungs-
schritte vor Beginn der Schleife sind offensichtlich linear in n. Dank Bemerkung 5.50
ist es ausreichend zu zeigen, dass die Schleife in Zeile 16 maximal 2n + 1 mal durch-
laufen wird. Wir unterteilen die Schleifendurchléufe in logische Abschnitte: Sei m die
Anzahl der Schleifendurchldufe, in denen ein Update in Zeile 18 oder 21 durchge-
fiihrt wird. Sei n; die Anzahl der Schleifendurchldufe bis zum ersten Update, sei n;,
i =2,...,m die Anzahl der Schleifendurchldufe zwischen Update 7« — 1 und Update
1 und sei n,,11 die Anzahl der Schleifendurchldufe nach dem letzten Update. Die
Gesamtanzahl an Schleifendurchldufen ist damit

m+1

S
i=1
Seien L; und R; die initialen Werte von L und R und seien L., und R,, die entspre-
chenden Werte am Ende des Algorithmus. Dann gilt also
Li=n+1 und 1< R <n
und da im Update i € {1,...,m} entweder L oder R um n; verringert wird, gilt
m
Ly + Ry =L+ Ry —Zni~
i=1
Fiir die Anzahl der Schleifendurchldufe nach dem letzten Update gilt
Nm+1 = maX{Lm? Rm}

und damit erhalten wir fir die Gesamtanzahl an Schleifendurchlaufen

m—+1
Z ni=L1+ R — Ly, — Ry + maX{Lm, Rm}
=1
<2n+1— Ly, — Ry, + max{Ly,, R} < 2n+ 1.
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6 Evaluation und Ausblick

Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dass der in Abschnitt 5.3 vorgestellte Algo-
rithmus liefert, ob ein Punkt p € Py sichtbar ist. Wir wollen in diesem Abschnitt
numerische Aspekte betrachten und mogliche Erweiterungen vorstellen.

6.1 Numerische Stabilitat und Robustheit des
Algorithmus

Stabilitat

Konkrete Aussagen zur numerischen Stabilitdt kénnen auf dem Abstraktionslevel,
auf dem Algorithmus 1 formuliert ist, nicht gemacht werden. Diese hdngen von der
konkreten Umsetzung der Basisoperationen ab. Ein Vorteil des Algorithmus ist dabei
die Einfachheit der benétigten Operationen, die eine flexible Kreisbogendarstellung
zulassen. Wir wollen dieses anhand eines Beispiel erldutern. Angenommen -y ist ein
positiv orientiertes Kreissegment und ¢ ist eine Strecke, deren Anfangspunkt links
von [y] liegt und fiir die v(0),v(1) & ¢ gilt. Dann gibt es zwischen 7 und ¢ maximal
einen Schnittpunkt und es gilt A(~,¢) = 0, falls £(1) € L([y]), A(y,¢) = —1, falls
¢(1) € v und nur im Fall (1) € R([y]) entscheiden wir anhand des Schnittpunkts:
Es gilt A(~, /) = —2, falls vy N £ # () ist und andernfalls gilt A(y,£) = 0.

Eine Moglichkeit zur Beantwortung der Frage, ob der Punkt p = ¢(1) links von
[7], rechts von [y] oder auf [y] liegt, ist Folgende: Ist ¢ das Zentrum und r der Radius
von -, dann gilt

p € L([v]), dist(p,[7]) = |[e —pll2 —r <0,
p €[], dist(p, [7]) = [lc = pll2 — 7 =0,
p € R([y]), dist(p,[7]) = [le —pll2 —7r > 0.

Dieses Vorgehen ist jedoch nur fiir vergleichsweise kleine Radien numerisch stabil. Ist
der Radius r sehr grof im Vergleich zu dist(p, [y]), dann kommt es zu erheblichen Ge-
nauigkeitsverlusten aufgrund von Stellenausloschung. Dabei ist die gewéhlte Art der
Berechnung instabil und nicht das gestellte Problem selbst. In [14] wird eine stabile
Berechnungsmoglichkeit fiir Kreisbogen mit geringer Kriimmung vorgestellt. Alter-
nativ lassen sich hohe Genauigkeiten erreichen, indem NURBS zur Représentation
von Kreisbégen verwendet werden, vgl. [18].
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6 Evaluation und Ausblick

Abbildung 6.1: Beispiel eines Sichtbarkeitskreisbogens v mit einer linken Startre-
striktion und mehreren rechten Restriktionen.

Robustheit

Wir wollen zuerst auf die Berechnung von A(7,-) eingehen. Der Wert von A(v,-)
andert sich, wenn  eine der Mengen L([y]) R([y]) oder [y] verldsst und es einen
entsprechenden Schnittpunkt mit 7° gibt. Der Wechsel zwischen L([y]) R([7y]) und [v]
ldsst sich robust feststellen. Auflerdem kann hier mit Toleranzen gearbeitet werden,
was fiir praktische Anwendungen vorteilhaft sein kann. Fiir Kanalabschnitte, die bis
auf numerische Ungenauigkeiten auf v(0) oder v(1) liegen, kann die Berechnung von
A(7,-) auf numerisch robuste Spezialfille zuriickgefiithrt werden, vgl. Abschnitt 4.3.
Damit lasst sich auch die Frage, ob der Schnittpunkt von x mit [y] in 7° liegt,
robust beantworten. Nachdem am Ende des Algorithmus jeder Kanalabschnitt auf
Verletzungen gepriift wurde, ist damit sichergestellt, dass jede Verletzung entdeckt
und behoben wurde, oder dass ein Kreisbogen mit einer Alternantenfolge der Linge
drei als Ergebnis geliefert wird.

Das Beispiel in Abbildung 6.1 zeigt, dass das einmalige Durchlaufen des Ka-
nals nicht nur fiir die lineare Laufzeit des Algorithmus entscheidend ist, sondern
auch fiir eine zusétzliche Verbesserung der Robustheit sorgt: Offensichtlich ist der
Punkt p sichtbar. Dennoch ist die Bestimmung des Sichtbarkeitskreisbogens mit
links-blockierender Alternantenfolge der Lénge zwei prinzipiell problembehaftet, da
der gesuchte Sichtbarkeitskreisbogen mehrere rechte Restriktionen besitzt. Sei « der
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Abbildung 6.2: Sichtbarkeitsmenge (links) und Grenzkreisbogen mit links-blockie-
render (mitte) und rechts-blockierender Alternantenfolge (rechts).

Kreisbogen mit linker Startrestriktion und rechter Restriktion r und +" der Kreis-
bogen mit linker Startrestriktion und rechter Restriktion . Nach Proposition 4.12
ist es nicht moglich, dass 7, eine rechte Verletzung von v und zugleich r eine rech-
te Verletzung von 7/ ist. Werden numerische Ungenauigkeiten in Betracht gezogen,
kann jedoch trotzdem 74 als rechte Verletzung von 4 und 7o als rechte Verletzung
von 7/ klassifiziert werden. Da in Algorithmus 1 nach einem Update der Restriktion
von rg auf 5, der Punkt rg nicht erneut auf eine Verletzung gepriift wird, ist der Al-
gorithmus robust gegeniiber dieser Art von Fehler. Der Punkt p wird also zuverlassig
als sichtbar mit zugehorigem Sichtbarkeitskreisbogen + klassifiziert.

6.2 Ausblick

Wie im Einleitungskapitel in Abschnitt 1.1 angesprochen, soll mit Algorithmus 1 die
Berechnung der zirkuléren Sichtbarkeitsmenge, also der Menge aller sichtbaren Punk-
te, beschleunigt und robuster gestaltet werden. Abbildung 6.2 zeigt links fiir einen
Beispielkanal die zirkulédre Sichtbarkeitsmenge. Aufserdem sind die Grenzkreisbogen,
die den Rand der zirkularen Sichtbarkeitsmenge beschreiben, abgebildet. Sie zeichnen
sich dadurch aus, dass sie den Kanal nicht verlassen und eine Alternantenfolge der
Lange drei besitzen. Die Grenzkreisbdgen mit links-blockierender Alternantenfolge
der Lange drei sind in der Mitte abgebildet, die mit rechts-blockierender Alternan-
tenfolge rechts.

Mit Algorithmus 1 steht eine schnelle und robuste Methode zur Verfiigung, mit
der gepriift werden kann, ob ein Punkt sichtbar ist. Damit lésst sich eingrenzen, wo
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Abbildung 6.3: Sichtbarkeitsmenge (links) und Grenzkreisbogen mit links-blockie-
render (mitte) und rechts-blockierender Alternantenfolge (rechts).

nach Grenzkreisbogen gesucht werden muss. Auferdem kann der Algorithmus direkt
zur Berechnung gewisser Grenzkreisbogen benutzt werden: Wird Algorithmus 1 mit
Endpunkt 73 verwendet, dann wird der Sichtbarkeitskreisbogen 7o 4(r,) berechnet.
Der Grenzkreisbogen + ist also nur dessen Verlangerung. Der Algorithmus kann ohne
Weiteres so abgedndert werden, dass nach einem Sichtbarkeitskreisbogen mit rechts-
blockierender Alternantenfolge gesucht wird. Damit ist es moglich auch die Grenz-
kreisbogen mit rechts-blockierender Alternantenfolge der Lénge drei zu berechnen.
Indem die Anschlusspunkte des Kanals durchlaufen werden, kann so also der Rand
der zirkuldren Sichtbarkeitsmenge bestimmt werden.

In Abbildung 6.3 ist der Kanal leicht abgedndert. Wieder werden die Sichtbar-
keitsmenge und die Grenzkreisbdgen gezeigt. Diesmal kann zur Berechnung des in
der Mitte abgebildeten Grenzkreisbogens mit links blockierender Alternantenfolge
(r1,72,73) jedoch nicht ohne Weiteres Algorithmus 1 verwendet werden: Da der
Punkt r3 nicht auf einen Anschlusspunkt des Kanals féllt, kann dieser nicht wie
oben ,erraten werden.

Abbildung 6.4 zeigt, wie ein Algorithmus zur Berechnung des Grenzkreisbogens
mit einer Kanalberiihrung in r3 bzw. im Kanalkreisbogen 1 aussehen kénnte. Wir
beginnen in der linken Abbildung mit dem Kreisbogen -7 mit links-blockierender
Alternantenfolge (r1,7r2) und Endpunkt 7(1). Analog zu Algorithmus 1 wird ein von
rechts verletzender Kreisbogen 7; gefunden und angelehnt an die Updateschritte in
Abschnitt 5.2 wird v; durch 2 mit links-blockierender Alternantenfolge (r7],73) er-
setzt, vgl. mittlere Abbildung. Im Gegensatz zu den Updateschritten in Abschnitt 5.2
besitzen die Kreisbégen nicht notwendigerweise den gleichen Endpunkt. Der End-
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Abbildung 6.4: Berechnung eines Grenzkreisbogens durch eine erweiterte Variante
von Algorithmus 1.

punkt des jeweiligen Kreisbogens ist in 1 so zu wahlen, dass n den jeweiligen Tra-
gerkreis von links beriihrt. Analog wird in der Abbildung rechts mit einem von links
verletzenden Kreisbogen verfahren und wir erhalten den gesuchten Grenzkreisbogen
mit links-blockierender Alternantenfolge (r4,73). Praktische Tests zeigen, dass damit
die zirkuldre Sichtbarkeitsmenge zuverlassig berechnet werden kann. Dieses zu be-
weisen wiirde jedoch iiber diese Arbeit hinausgehen, da der gemeinsame Endpunkt
in einigen Aussagen eine zentrale Rolle spielt.

Eine weitere interessante Fragestellung ist die direkte Berechnung gewisser Grenz-
kreisbogen. Es kann gezeigt werden, dass jedem nicht sichtbaren Punkt p ein eindeu-
tiger Grenzkreisbogen zugeordnet werden kann, vgl. [15]. Es wére zu untersuchen, ob
mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden ein Algorithmus entwickelt werden
kann, der diesen Grenzkreisbogen direkt berechnet.
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