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Zusammenfassung

In der Bildverarbeitung wird die beobachtende Kamera meist als Lochkamera
modelliert: ein Modell, das zahlreiche theoretische Vorteile bietet. So kann et-
wa das Abbildungsverhalten als projektive Abbildung aufgefasst werden. In ei-
nem Stereokamerasystem dieses Modells stehen korrespondierende Punkte — das
sind Bildpunkte desselben 3D-Punktes — in einem linearen Zusammenhang, der
auch ohne Kenntnis der Kameraparameter aus beobachteten Korrespondenzen
geschéitzt werden kann.

Fiir die meisten Kameras, insbesondere fiir solche mit Weitwinkelobjektiven, ist
die Modellannahme einer Lochkamera allerdings sichtbar unzureichend. Deshalb
miissen zusétzlich zur Lochkamera noch Verzeichnungsabbildungen ins Modell in-
tegriert werden. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass bei polynomialer radialer Ver-
zeichnung die Parameter der Projektionsabbildung die Verzeichnungsparameter
bestimmen. Dieses theoretische Ergebnis flieit in Algorithmen zur Kamerakali-
brierung, d.h. zur Bestimmung der Parameter eines Kameramodells, ein. Diese
wurden experimentell getestet und mit bestehenden Verfahren verglichen.

Weiterhin wird die radiale essentielle Matrix eingefiihrt, die die Beziehung von
korrespondierenden Punkten im Stereokamerafall bei radialer Verzeichnung be-
schreibt. Es werden vier Algorithmen vorgestellt, die diese theoretische Beziehung
verwerten. Sie geben an, wie aus korrespondierenden Punkten die radiale essentiel-
le Matrix geschétzt werden kann und welche Kameraparameter daraus gewonnen
werden kénnen. Damit ist beispielsweise eine Nachkalibrierung moglich. Auch die-
se Verfahren wurden implementiert und evaluiert. Umgekehrt ist bei bekannter
radialer essentieller Matrix eine Einschrénkung des Suchraums fiir korrespondie-
rende Punkte moglich, die fiir die Rekonstruktion benttigt werden.
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Einleitung

1.1 Motivation und Einfithrung

Kameras spielen eine zentrale Rolle in der Qualitdtsicherung und Prozessiiber-
wachung: optische Messverfahren unterstiitzen oder iibernehmen die Qualitéits-
kontrolle (Abbildung 1.1(a)), Roboter fithren selbstéindig Montagearbeiten durch
(Abbildung 1.1(b)), Fahrerassistenzsysteme weisen auf Sicherheitsrisiken hin oder
steuern das Fahrzeug in Extremsituationen (Abbildung 1.1(c)). In all diesen Fil-
len werden aus digitalen Bildern Informationen iiber die Umgebung oder die be-
obachteten Objekte gewonnen. In der Qualitéitskontrolle wird die Mafihaltigkeit
der Objekte iiberpriift, d.h. die Istmafle des beobachteten Objekts miissen er-
mittelt werden; bei der Roboter- oder Fahrzeugnavigation steht die Ermittlung
der aktuellen Position und der Bewegung der mobilen Gerite im Vordergrund.
Die Bestimmung dieser Werte, also der Istmafle einerseits und der Position an-
dererseits, ist jedoch nur moéglich, wenn der Abbildungsprozess der verwendeten
Kamera bekannt ist. Dazu werden Modelle fiir die Kameraabbildung erstellt und
die zugehorigen Parameter ermittelt, indem eine Fehlerfunktion, die die Giite der
Modellparameter beziiglich der realen Beobachtungen misst, minimiert wird. Die-
ses Vorgehen wird als Kamerakalibrierung bezeichnet. Erst die Parameter einer
Kameraabbildung erméglichen es, aus den Bildern Gréflen der beobachteten Szene
oder der Objekte zu bestimmen.

Das Lochkameramodell stellt ein Basismodell fiir die Kameraabbildung dar,
das theoretische Vorteile bietet: beispielsweise kann die Projektion der 3D-Szene
auf das 2D-Bild als projektive Abbildung gesehen werden, die in der projektiven
Erweiterung der beteiligten Réume als Matrix dargestellt werden kann. Dadurch
ergeben sich lineare Zusammenhinge, die es ermoglichen eine Startlosung fiir die
Parameter der Kameraabbildung im Kalibrierprozess zu erzeugen.

Fiir 3D-Rekonstruktionen werden Stereokamerasysteme eingesetzt. Diese beste-
hen entweder aus zwei Kameras, die eine Szene beobachten, oder einer Kamera
auf einem mobilen Roboter oder Fahrzeug, die nacheinander Bilder aufnimmt.
Aus Beobachtungen desselben 3D-Punktes in verschiedenen Bildern, so genannten
Korrespondenzen, konnen die tatsédchlichen 3D-Koordinaten und daraus Grofien
der beobachteten Objekte ermittelt werden. Im Lochkameramodell beschreibt ei-
ne Matrix den Zusammenhang von Korrespondenzen. Diese kann umgekehrt auch
aus den Korrespondenzen ohne Kenntnis der Kameraparameter ermittelt werden.
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(c) Autofahrt

Abbildung 1.1: Kameras im industriellen Einsatz

Damit kann sogar eine projektive Rekonstruktion — eine 3D-Rekonstruktion, die
nicht lingen- und winkeltreu ist, aber Ebenen und Geraden erhélt — der Korre-
spondenzen erreicht werden. Dies stellt erhebliche Vorteile bei der groben Naviga-
tion dar: ist eine Kalibrierung vorab nicht moglich bzw. éndern sich die Parameter
im Einsatz sténdig, z.B. bei mobilen Fahrzeugen, so kénnen trotzdem Hindernisse,
die nicht in der Untergrundebene liegen, erkannt werden.

Das Modell der Lochkamera ist in der Praxis allerdings unzureichend: fiir viele
Situationen ist es notwendig Weitwinkelobjektive zu verwenden, weil ein grofles
Sichtfeld, wie z.B. bei der Autofahrt, erfasst werden soll. Auch in der Qualitéts-
kontrolle erlauben es die rdumlichen Gegebenheiten oft nicht, die Kamera in so
groflem Abstand zu montieren, dass auch ein Teleobjektiv die zu beobachtenden
Objekte erfassen konnte; darum kommen auch hier Weitwinkelobjektive zum Ein-
satz. Der Vorteil des grofien Sichtfeldes zieht jedoch den Nachteil einer deutlichen
Verzeichnung im Bild nach sich. Geraden am Bildrand erscheinen stark gekriimmt.
Dieses Verhalten kann das Lochkameramodell nicht wiedergeben, da hier Geraden
stets auf Geraden abgebildet werden. Eine Erweiterung des Modells um radiale
Verzeichnungsfunktionen behebt diesen Nachteil. Ein Objektiv besteht in der Re-
gel aus mehreren Linsen, die radialsymmetrisch gefertigt sind. Daher ist es sinnvoll
Verzeichnungen zunéchst radial zu modellieren. Sie gelten in der Literatur als die
signifikantesten Verzeichnungsarten, obwohl durchaus noch weitere auftreten.

Die radiale Verzeichnung muss sowohl in die Algorithmen zur Kalibrierung als
auch in den Zusammenhang von Korrespondenzen integriert werden. In der Lite-
ratur geschieht dies auf dreierlei Art: entweder die aufgenommenen Bilder werden
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in einem Vorverarbeitungsschritt entzerrt oder es werden Startparameter fiir die
Verzeichnung angegeben und diese dann als zusétzliche Parameter in das nichtli-
neare Optimierungsverfahren fiir die Kalibrierung eingefiigt oder die radiale Ver-
zeichnungsfunktion wird so verdndert, dass eine Ubertragung der Methoden aus
dem Lochkameramodell méglich wird.

Die Entzerrung der Bilder vorab hat den Vorteil, dass anschliefend wieder das
Lochkameramodell verwendet werden kann: die vorhandenen Algorithmen und die
bekannten Zusammenhénge konnen eingesetzt werden. Ein Nachteil dieser Vor-
gehensweise ist allerdings, dass jedes einzelne Bild vorab entzerrt werden muss,
was sehr zeitaufwendig werden kann. Zudem wird die Kameraabbildung als Hin-
tereinanderausfithrung verschiedener Abbildung dargestellt. Dabei bildet die Ver-
zeichnung jedoch nicht die letzte Abbildung in dieser Reihenfolge und damit nicht
die erste Abbildung in der Umkehrrelation. Wird ein Bild zuerst entzerrt, so wird
eine Vertauschung der Abbildungen, die die Kameraabbildung beschreiben, vor-
genommen. Dies ist nicht ohne Weiteres mdoglich.

Die Hinzunahme der Verzeichnungsparameter in die nichtlineare Optimierung
des Kalibrieralgorithmus bedeutet eine Vergréflerung des Suchraumes, in dem
optimiert wird.

Die Abénderung der radialen Verzeichnungsfunktion ist nur fiir bestimmte An-
wendungen moglich. Zudem wird auch hier manchmal zusétzlich die Abbildungs-
reihenfolge in der Kameraabbildung gedndert.

In dieser Arbeit wird untersucht, inwieweit die Kalibrieralgorithmen des Loch-
kameramodells und die darin geltenden Zusammenhéinge fiir Korrespondenzen
auf das um radiale Verzeichnungsfunktionen erweiterte Modell iibertragen werden
konnen, ohne dabei die klassische radiale Verzeichnungsfunktion und die Reihen-
folge der Abbildungen in der Kameraabbildung zu dndern.

Im Fall einer einzelnen Kamera wird gezeigt, dass die radialen Verzeichnungspa-
rameter durch die Parameter des Lochkameramodells bestimmt sind. Diese theo-
retischen Ergebnisse werden in Algorithmen umgesetzt, die die Parameteranzahl
der nichtlinearen Optimierung verkleinern. In experimentellen Tests wird gezeigt,
dass die Algorithmen mit Parameterreduktion auch einen Gewinn in der Kali-
brierung liefern: es werden kleinere Fehlerwerte oder identische Fehlerwerte bei
geringer Anzahl von Iterationen in der nichtlinearen Optimierung erreicht.

Fiir ein Stereokamerasystem wird gezeigt, dass iiber die neu eingefiihrte radiale
essentielle Matriz ein linearer Zusammenhang von Korrespondenzen in erweiter-
ten Koordinaten gegeben ist. Durch die radiale essentielle Matrix wird zudem eine
Beschreibung der Menge der moglichen Korrespondenzen, die so genannte epipo-
lare Kurve, als Nullstellenmenge eines Polynoms in zwei Verénderlichen mdoglich.
Die theoretischen Eigenschaften dieser Matrix werden aufgezeigt, und es werden
Algorithmen angegeben, die die radiale essentielle Matrix und weitere Kamera-
parameter aus gegebenen Korrespondenzen schéitzen. Experimentelle Ergebnisse
belegen die Giite dieser Algorithmen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit iibertragt die bestehenden Zusammenhinge und Algorithmen aus
dem Lochkameramodell auf das um radiale Verzeichnungen erweiterte Modell,
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ohne dabei die Verzeichnungsfunktion abzuéindern oder die Reihenfolge der Ab-
bildungen im Kameraabbildungsprozess zu vertauschen. Dies geschieht einerseits
fiir die Kalibrierung im Fall einer einzelnen Kamera und andererseits fiir den
Zusammenhang von Korrespondenzen im Fall eines Stereokamerasystems.

Dazu werden in Kapitel 2 allgemeine mathematische Grundlagen und Verfahren,
insbesondere fiir Koordinatensysteme und Transformationen, genannt.

Die speziellen Grundlagen zum Themengebiet Kameramodellierung und Kame-
rasysteme werden in Kapitel 3 aufgefiihrt. Wichtige theoretische Zusammenhénge
und Definitionen werden dargestellt. Dabei wird besonderes Augenmerk darauf ge-
legt, die bekannten Eigenschaften und Zusammenhénge, insbesondere im Hinblick
auf Randfille und Definiertheit, die dann fiir die praktische Umsetzung wichtig
werden, mit Beweisen anzureichern.

Kapitel 4 widmet sich den bestehenden Verfahren der Kamerakalibrierung und
dem aktuellen Stand der Technik. Die aus der Literatur bekannten Algorithmen
werden vorgestellt und explizit in ihrer jeweiligen Ablaufreihenfolge dargestellt.
Hier werden Vorgehensweisen, die notwendig werden, weil in der Praxis der mo-
dellierte Idealfall in der Regel nicht vorliegt, theoretisch untermauert. Es wird
zudem gezeigt, dass bei der Bestimmung der Position zweier Kameras zueinander
aus Bildern im Idealfall die Auswahl aus vier Moglichkeiten eindeutig ermittelt
werden kann. Dies wurde bisher in der Literatur nur anhand von exemplarischen
Zeichnungen anstatt eines Beweises belegt. Es wird ein Beispiel aufgefiihrt, in
dem eine Rekonstruktionsmethode in Mehrdeutigkeiten resultiert und es wird ei-
ne Moglichkeit genannt, wie dieses vermieden werden kann. Weiterhin werden
Methoden und Vorgehensweisen angegeben, die bisher eingesetzt wurden, um ra-
diale Verzeichnungen in die Kalibrierung zu integrieren. Der direkte Weg, d.h.
die unverdnderte Verzeichnungsfunktion und Kameraabbildung, wurde bisher in
einem Stereosystem nicht beriicksichtigt.

Aber auch im Fall einer einzelnen Kamera konnen auf diesem direkten Weg
Neuerungen fiir die Bestimmung der Verzeichnung erzielt werden, wie in Kapitel 5
beschrieben wird. Theoretische Ergebnisse bei der Minimierung unterschiedlicher
Fehlerfunktionen im Kalibrierprozess mit Beriicksichtigung von Verzeichnungen
und experimentelle Auswertungen hierzu werden vorgestellt. Fiir diese Experimen-
te wurden verschiedene Linsen, Startwerte und Optimierungsverfahren verwendet,
um die Verbesserung unabhéngig von diesen Einflussgrofien zu dokumentieren.

Bei unverénderter Verzeichnungsfunktion und Kameraabbildung kann im Ste-
reokamerafall erstmals ein Zusammenhang von Korrespondenzen bei radialer Ver-
zeichnung iiber die neu definierte radiale essentielle Matrix hergestellt werden, wie
in Kapitel 6 gezeigt wird. Zudem wird die algorithmische Bestimmung dieser und
weiterer Kameraparameter aus Korrespondenzen dargestellt. Eine experimentelle
Auswertung der vorgestellten Verfahren bildet den Abschluss.

Kapitel 7 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick
auf offene Fragen.



Grundlagen Koordinatensysteme und
Transformationen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen von Koordinatensystemen, deren Trans-
formationen sowie weitere verwendete grundlegende mathematische Verfahren und
Methoden dargestellt.

2.1 Affine Raume und Koordinatensysteme

Zunichst werden die Begriffe fiir die verwendeten Koordinatensysteme geklért.

Definition 2.1 Ein affiner Raum ist ein Tripel (E, ﬁ, +) bestehend aus einer nicht-
—
leeren Menge E (von Punkten) und einem Vektorraum E und einer Verkniipfung
—
+: E x E — FE, die folgende Bedingungen erfiillt:

Voe FE:a+0=a,
VaeEVu,veﬁ:(a+u)+v:a+(u+v) und
Va,bEE:H!uGE}:a—i—u:b.

Der eindeutige Vektor! u € E mita + u = b aus der letzten Eigenschaft wird als ab
oder b — a geschrieben.

Definition 2.2 Sei (E,E’),+) ein affiner Raum, ein affines Koordinatensystem mit
Ursprung ag ist eine Familie (ag,...,am,) von m + 1 Punkten aus E, so dass die
Vektoren (apai, ..., apa,,) eine Basis von E bilden. Es heiBt rechtwinklig, falls die
Basisvektoren paarweise orthogonal zueinander sind. Das Paar (ag, (apai, . . ., apan))
heiBt affines Koordinatensystem mit Ursprung ag. Jedes x € F hat dann eine eindeu-
tige Darstellung

— —
T =ag+ x100a1 + ...+ TypaoQm,

fiir eine Familie (x1,...,z,,) von Skalaren, die Koordinaten von x beziiglich dieses
affinen Koordinatensystems (siehe z.B. Gallier (2001)).

Im Folgenden ist meist £ = R™ und E der durch R” definierte Vektorraum.

130 heiBt ,es exisitiert genau ein“

affiner Raum

affines Koordi-
natensystem
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Translation, 7,

orthogonale
Matrix

Rotationsmatrix,
R

2.2 Wechsel von Koordinatensystemen

Affine Koordinaten beschreiben Positionen beziiglich eines Referenzsystems. Der
Wechsel zu einem anderen Referenzsystem, dessen Einheiten erhalten bleiben,
wird {iber Bewegungen erreicht. Bewegungen bestehen aus Translationen und Ro-
tationen.

2.2.1 Translationen

Definition 2.3 Eine Abbildung ¢t : R® — R" fiir n € N heiBt Translation im R",
falls es ein z € R™ gibt mit

t:R" —R":x—z+2.
T, = {t : R" — R"|t ist Translation}

bezeichne die Menge aller Translationen von R"™ in sich.

Lemma 2.4
Die Abbildung

T R*"—T,:2—t,:R" —R':2—a+2
ist eine Bijektion.
BEWEIS. Seien z und 2’ aus R™ mit 7(z) = 7(2’), dann gilt fiir alle z € R" :
x + z =z + 2. Damit folgt insbesondere fiir x = 0, z = 2/. Also ist 7 injektiv.

Sei t aus 7,, dann existiert nach Definition ein z aus R", so dass fiir alle z € R"
gilt t(x) =z + 2, d.h., dass t =t, und 7(z) = ¢ ist. Also ist 7 surjektiv. n

2.2.2 Rotationen
Definition 2.5 Eine Matrix A € R™*" mit n € N heiBit orthogonal, wenn
A7t = A

gilt.

Definition 2.6 Eine orthogonale Matrix R € R™*" fiir n € N heiBt Rotationsmatrix,
genau dann wenn det(R) = 1 ist. R,, bezeichne die Menge aller Rotationsmatrizen.

Eine Rotationsmatrix R ist nach Definition eine orthogonale Matrix, d.h., dass
R~! = R ist. Insbesondere ist || Rz| = ||=|| fiir alle z € R, d.h., dass Rotationen
Isometrien? sind. Die durch R definierte lineare Abbildung wird auch als Drehung
bezeichnet.

2|l |l bezeichne stets die euklidische Norm im R”
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2.2.3 Parametrisierung von Rotationen im R?

Fiir Rotationen im R? gibt es mehrere Moglichkeiten der Parametrisierung.

Lemma 2.7 (Darstellung Drehung)
Jede Drehung im R? kann beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch eine
Matrix der Form

1 0 0
R=10 cosa sina
0 —sina cosa

dargestellt werden.

BEWEIS. siehe z.B. Kowalsky (1974).

Definition 2.8 Sei A = (a;j)1<ij<n € R™*", dann heiBt Spur einer

n Matrix
spur(A) = Za”
i=1

die Spur der Matrix A.
Lemma 2.9
Seien A, B,C € R™" mit C invertierbar und o € R, dann gilt

spur(A") = spur(4) ,

spur(A + B) = spur(A) + spur(B) ,
spur(aA) = aspur(A) und
spur(CAC™1) = spur(A) .

BEWEIS. siehe z.B. Lang (1987) m

Lemma 2.10 (Drehwinkel, Drehachse)

Eine Drehung im R3, verschieden von der Identitit, die beziiglich einer beliebigen
Orthonormalbasis durch die Rotationsmatrix R dargestellt wird, bestimmt eindeutig
eine Drehachse, die vom Eigenvektor zum Eigenwert Eins erzeugt wird und bis auf
das Vorzeichen eindeutig einen Drehwinkel oo mit

1
cos o = i(spur(R) -1)

hat.
BEWEIS. siehe z.B. Kowalsky (1974).

Lemma 2.11 (Rodrigues)
Eine Drehachse w = (w;, wy,w,)! € R? mit [|w|| = 1 und ein Drehwinkel 6 bestimmen
eine Rotationsmatrix R € R3*3 durch

R=1+&sinf+&*(1 — cosb)

cosG+uﬁ(17C050) wrw1(17C050)7wz sin®  wysin® + wpw, (1 — cosh)
= wz sin 6 4+ wgwy (1 — cos 0) c050+w (1 —cos@) wg sin 0 + wywz (1 — cos 6)
—wy sin 0 + wrw (1 —cosh)  wy >m9+wywz(17u)50) cosGerz(lfcosé)
0 —Ww, Wy s
mit o := | w, 0 —w,; | und Einheitsmatrix I € R>*°.

—Wwy Wy 0
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Quaternionen

Ist ||w| # 1, dann gilt:

~ ~2

w w
R =1+ sin(|w]lf) + (1 cos([lw]6))
ol ol

BEWEIS. siehe z.B. Murray u.a. (1994)

Wird der Drehwinkel noch als Lénge der Drehachse kodiert, so bestimmen die
drei Parameter der Drehachse eine Drehung durch Lemma 2.11. Umgekehrt kann
aus jeder Rotationsmatrix nach Lemma 2.10 eine Drehachse und ein Drehwinkel
ermittelt werden, also wieder drei Parameter, weil die Lange der Drehachse nicht
festgelegt ist. Die Darstellung ist allerdings nicht eindeutig, weil fiir w und 6 und
fiir —w und 27 — @ dieselben Rotationen erreicht werden.

Lemma 2.12 (Eulersche Winkel)
Eine 3-dimensionale Rotation sei beziiglich einer Orthonormalbasis {b1, ba, b3} durch
die Rotationsmatrix R € R3**? gegeben. Dann gilt:

cosy siny 0 1 0 0 cosa  sina 0
R=|—siny cosy 0 0 cosfB sing —sina cosa 0
0 0 1 0 —sinfg cospf 0 0 1

«, (8, v sind die Eulerschen Winkel der Drehung. Daraus folgt, dass die Abbildung
E : R3 — R, die den Eulerschen Winkeln die Rotationsmatrix zuordnet, surjektiv
ist.

BeEwEIS. siche z.B. Kowalsky (1974). n

Die Eulerschen Winkel sind nicht eindeutig. Ist beispielsweise der zweite FEuler
Winkel gleich Null, so findet die Drehung nur in der xy-Ebene statt. Diese kann
als Hintereinanderausfithrungen von zwei Drehungen in der xy-Ebene beschrieben
werden, dazu gibt es unendlich viele Moglichkeiten.

Quaternionen liefern eine weitere Darstellungsmoglichkeit von Drehungen:

Definition 2.13 Quaternionen sind Matrizen aus der Menge

H .= {al + b1+ Cj + dk[(a, b, c, d) = R4} , wobei

(30 ) (5 )0

H, := {bi + ¢j + dk|(b,c,d) € R}

heiBt die Menge der reinen Quaternionen. i bezeichne dabei die komplexe Einheit.

Lemma 2.14 (Vektorraum der Quaternionen)

Die Menge der Quaternionen H formen einen Vektorraum der Dimension 4 mit Basis
{1,1i,j,k}. Damit kann ein Quaternion auch durch Koordinaten aus R* beziiglich
dieser Basis dargestellt werden. Reine Quaternionen kdnnen mit ihren Koordinaten
aus R? identifiziert werden.

BEWEIS. siehe z.B. Gallier (2001). n
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Definition 2.15 Fiir Q € H mit Q = (a, b, ¢, d) definiert konjugiertes
Quaternion,

Q = (a,—b, —c, —d) das zu @) konjugierte Quaternion, Norm

1QI* := QQ = a* + b* + ¢ + d* die quadrierte Norm von @ und
H; := {Q € H|||Q|| = 1} die Menge der Einheitsquaternionen.

Lemma 2.16 (Quaternionen und Drehungen im R3)
Ein Einheitsquaternion Q = (a,b,c,d)! € H; definiert eine Drehung in R® und um-
gekehrt definiert eine Drehung einen Einheitsquaternion: Sei (Q € Hy, dann ist mit

6 :=2cos '(a) und

b
1
w sin(0/2) | € 0 7#0
d
0 , sonst

der Drehwinkel und die Drehachse einer Drehung gegeben, da —1 < a < 1 gilt. Fiir
die zugehdrige Rotationsmatrix R gilt:

a? 4+ —c2—d? 2bc — 2ad 2ac + 2ad
R = 2bc + 2ad a2 -2 +c2—d? —2ab + 2cd
—2ac + 2bd 2ab + 2¢d a’? —b% — 2+ d?

Umgekehrt ist fiir einen gegebenen Drehwinkel 6 und normierte Drehachse w durch

Q = (cos(0/2),sin(0/2)w)
ein Einheitsquaternion gegeben.

BeEweEls. vgl. z.B. Gallier (2001). n

Die Parametrisierung von Rotationen mittels Quaternionen liefert wiederum
keine eindeutige Darstellung: fiir ' := —w und 6’ := —6 wird derselbe Einheits-
quaternion wie fiir w und 6 festgelegt.

Fiir die Berechnung der Hintereinanderausfithrung zweier Rotationen bietet sich
die Quaternionenmultiplikation an. Sie ist einfacher zu berechnen als eine Matrix-
multiplikation, weil sie weniger Operationen benétigt. Wahrend andererseits die
Berechnung eines rotierten Punktes schneller iiber die Multiplikation mit der Ro-
tationsmatrix als iiber Quaternionen ermittelt wird.

Insgesamt kann aber eine Rotation mit drei Parametern — wenn auch nicht
eindeutig — beschrieben werden.

2.2.4 Bewegungen

Definition 2.17 Eine Abbildung g : R — R" heiBt Bewegung oder Transformati- Bewegung,

on, falls es ein R € R und t € T existiert, so dass fiir alle z € R" gilt g(x) = t(Rz). Transformation,
G bezeichne die Menge aller Bewegungen. g

Wiahlt man statt ¢ = 7(z) mit z € R"™ und Abbildung 7 aus Lemma 2.4 ¢/ := 7(2/)

mit 2’ = R'z, soist g(z) = t(Rz) = Rx+ 2z = Rx+ RR'z = R(z +72') = Rt/ () fiir

alle x € R™, d.h., dass eine Bewegung auch als Translation gefolgt von einer Rotation

dargestellt werden kann.
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projektiv
adquivalent,
projektiver
Raum, =

projektive
Dimension

homogene
Koordinaten, 7

Da eine Translation durch drei Parameter (Lemma 2.4) und eine Rotation eben-
falls durch drei Parameter beschrieben werden kann, wird eine Bewegung durch
sechs Parameter beschrieben, d.h., dass die Abbildung

I‘:[();27r[3><R3—>g:(a,z)»—>ga72:R3—>R3:x»—>Rax+z

6 Parametern, beispielsweise den drei Eulerschen Winkeln und den drei Koordi-
naten eines Translationsvektors, eine Bewegung zuordnet. Hierbei beizeichne R,,
die zu den Eulerschen Winkeln « := (aq, ag, a3) gehorige Rotationsmatrix aus
Lemma 2.12 und z einen Vektor aus R?.

2.2.5 Projektive Raume und Abbildungen

Lemma 2.18 (projektive Aquivalenzrelation)
Sei V eine reeller Vektorraum. Die Relation

A= {(z,y) € VA{0} x VA{0}3A € R\ {0} : = = Ay}
definiert eine Aquivalenzrelation auf V' \ {0}.

BEWEIS. Seien z,y,z € V\ {0} mit (z,y) € Aund (y, 2) € A, dann ist x = Ay fiir
ein A € R\ {0} und y = pz fiir ein p € R\ {0}. Dann gilt z =1-2 = (z,x) € A.
Also ist A reflexiv. Es ist y = %a:, also ist (y,z) € A. Damit ist A symmetrisch.
Weiter ist z = \y = A\uz, d.h., dass (x, z) € A ist. Dadurch ist A transitiv. n

Definition 2.19 Sei V ein reeller Vektorraum. Zwei Vektoren z,y € V'\ {0} heiBen
projektiv dquivalent, wenn (x,y) € A ist. Die Menge der projektiven Aquivalenzklas-
sen

P(V) —(V'\{0}) /4

heiBt projektiver Raum iiber V. Die Aquivalenzklassen von P(V') heiBen auch projekti-
ve Punkte und sind genau die Geraden in V' durch den Ursprung, ohne den Nullvektor.
Fir x € V bezeichne 7 die zu = gehdrige Aquivalenzklasse.

Definition 2.20 Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N mit n > 0. Die
(projektive) Dimension von P(V') ist

dim(P(V)) =dim(V)—-1=n—-1.

Eine projektive Gerade bzw. eine projektive Ebene ist ein projektiver Raum der Di-
mension 1 bzw. 2.

Definition 2.21 Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N mit n > 0 und
Basis B = {b1,...,b,}. Sei a € P(V). Zu jedem z € V' \ {0} mit T = a heiBt die zu
x gehorige Familie (\;)1<i<yn von Koordinaten auch Familie homogener Koordinaten
von a. Homogene Koordinaten unterscheiden sich um einen skalaren Faktor ungleich
Null. Das heiBt: Sind z,y € V' \ {0} mit £ = a = y mit zugehdrigen Koordinaten
()\i)lgign bzw. (Mi)lgignu dann gibt es ein s € R\ {O} mit
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o

\\\ unendlich ferne Hyperebe ;
\
\

(a) projektiver Punkt und Punkt auf Ebene (b) Unendlich ferne Punkte

Abbildung 2.1: Projektive Ebene

Ist A\, # 0, d.h., dass die letzte Koordinate ungleich Null ist, so kann ein eindeutiger
Repradsentant mit letzter Koordinate 1 gewahlt werden. Die Koordinaten konnen daher
durch ), dividiert werden. Der Reprasentant wird mit z bezeichnet:
AL
An
o=,
An
1
Definition 2.22 Sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. projektive Ver-
vollstandigung,
unendlich ferne
o H :=P(V x {0}) heiBt die unendlich ferne Hyperebene in P. Die Punkte von Punkte
H heiBen unendlich ferne Punkte.

e P:=P(V x R) heiBt projektive Vervollstindigung von V.

e Die Abbildung

—

j:V— Pz (z,1)
heiBt kanonische Einbettung von V in P.

Die projektive Vervollstindigung des R™ entspricht also dem R vereinigt mit
unendlich fernen Punkten in jeder Richtung des R™. Insbesondere ist R vereinigt
mit dem unendlich fernem Punkt die projektive Vervollstindigung von R.

Abbildung 2.1 veranschaulicht die projektive Vervollstindigung des R?, eine
projektive Ebene. Die Elemente sind Geraden durch den Ursprung im R®. Reprii-
sentiert werden koénnen sie z.B. durch einen Schnittpunkt mit einer festen Ebene,
parallel zur zy-Ebene (siehe Abbildung 2.1(a)). Geraden, die keinen Schnittpunkt
mit dieser Ebene haben, liegen in der zy-Ebene, der unendlich fernen Hyperebene.
Sie reprisentieren die unendlich fernen Punkte (siehe Abbildung 2.1(b)). Es gibt
pro Richtung im R? einen unendlich fernen Punkt.

Definition 2.23 Sei V ein reeller Vektorraum und U linearer Teilraum von V. Sei projektiver
. Teilraum
p:V\{0} —P(V):z—=Z

die kanonische Surjektion. Dann heiBt das Bild von U \ {0} unter p, p(U \ {0})
projektiver Teilraum von P(V').
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projektive
Abbildung

Lemma 2.24 (projektiver Teilraum)
Sei V ein reeller Vektorraum und U linearer Teilraum von V. Dann ist der projektive
Teilraum

p(U\{0}) =P(U) ,
wobei p wieder die kanonische Surjektion von V'\ {0} in P(V') bezeichne.

BEWEIS. Bezeichne fiir u € U \ {0} u* die Aquivalenzklasse von u beziiglich des
Raumes U. Dann ist fiir alle w € U \ {0}, da U ein linearer Teilraum von V ist

w={veUlFNeR\{0}:v=Xu}={veV|FAe R\ {0}:v=>Au}=p(u)
= P(U) ={u"lu € U\{0}} = {p(u)|u € U\ {0}} = p(U \ {0}) . m

Definition 2.25 Seien V, V' reelle Vektoriume und X ein projektiver Teilraum von
P(V), dann ist

FiP(V)\ X — P(V)

eine projektive Abbildung, falls es einen Vektorraumhomomorphismus f: V — v’

gibt, so dass P(ker(f)) = )z und f(z) = f({z}) firallex € P(V) \ X gilt.
X heiBt das Zentrum von f.

Lemma 2.26 (Darstellung projektiver Abbildungen durch Matrizen)

Seien m,n € N und (b;)1<i<pn bzw. (b})1<i<m Basen von R™ bzw. R". Dann gibt es
zu jeder projektiven Abbildung f : P(R™)\ X — P(R") eine Matrix A € R"*",
so dass fiir homogene Koordinaten & = (21, ..., 2,,)" von Z € P(R™) \ X beziiglich
(bi)1<i<m y = Az homogene Koordinaten von f(@) sind.

BEWEIS. Sei A € R™™ die darstellende Matrix von f : R™ — R" beziiglich
der beiden Basen, dann ist fir x € R™ f(z) = Az und f(A\x) = AAz fiir alle
A € R\ {0}, d.h., dass f(Z) = Az ist. Damit ist f(Z) = Ax. n

Lemma 2.27 (Bewegungen als projektive Abbildungen)
Seig: R" — R" : z — Rx +t eine Bewegung im R". Dann kann g als projektive
Abbildung in der projektiven Vervollstandigung P(R"™!) des R™ interpretiert werden:

Seien fiir alle z = (1:17 s 7xn)t eR" 7 := (xl’ cee s Ty ]-)t € RnJrl und
_ (Rt (n+1)x (n+1)
A= <0 1) cR ,

dann ist mit
f:PR") — PR : 57— Ay

eine projektive Abbildung definiert und es gilt fiir alle = (z1,...,2,)" € R" mit
T:=(x1,...,2,, 1) € R*TL
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BEWEIS. Es gilt fiir alle x = (z1,...,7,)! € R™
I I
(g(z)) _ (R t) o al
1 0 1 T, T
1 1
und damit folgt die Behauptung. m

Mit Hilfe von projektiven Abbildungen in der projektiven Vervollstéandigung lassen
sich Bewegungen als Matrizen darstellen. Dies vereinfacht in manchen Fillen die
Berechnungen.

Wird die Rotationsmatrix in obigem Lemma durch eine beliebige Matrix ersetzt,
so wird eine Matrixdarstellung fiir affin lineare Abbildungen in der projektiven
Vervollstandigung des Ausgangsraumes gewonnen.

2.3 Weitere mathematische Grundlagen

Fiir diese Arbeit wurden noch weitere mathematische Grundlagen verwendet, die
hier kurz erlautert werden sollen.

Definition 2.28 Sei A = (aij)lgigm,lgjgn € R™*" dann bezeichne

m n
DD laiil

i=1 j=1

1Al F =

die Frobenius Norm der Matrix A. Sie erfiillt die Eigenschaft einer Norm (siehe z.B.
Schwarz (1988)).

Lemma 2.29 (Frobenius Norm und Spur)
Sei A = (aij)1§i§m71§j§n € R™*™ dann gilt

|Al[7 = spur(A‘A) .

BEWEIS.

n n

spur(A'A) = Z(AtA)n‘ = Z Zaliali = Z Za’lzi = [|AlI% L

=1 i=1 [=1 =1 [=1

Satz 2.30 (Singuldrwertzerlegung)
Sei A € R™*", dann existieren orthogonale Matrizen

Uz(ul um)ERmxmundV:(vl vm)GR”X”

sowie eine Matrix
D = diag(oy,...,0p) € R™*"
mit Eintrdgen o1 > ... > 0, > 0 in den Diagonalelementen und p := min{m, n} fiir
die gilt
A=UDV".

Frobenius Norm



14

Grundlagen Koordinatensysteme und Transformationen

BEWEIS. siehe z.B. Golub und Loan (1996) n

Wenn im Folgenden die Singulidrwertzerlegung A = UDV? einer Matrix A ge-
nannt wird, sollen U und V orthogonale Matrizen und D eine Diagonalmatrix
mit Eintrdgen grofler oder gleich Null bezeichnen.

Lemma 2.31 (Punkt kiirzesten Abstands)

Seien a,b,c,d € R? und g := {\a+c|\ € R}, h:= {ub+d|u € R} zwei Geraden im

Raum. Seien

((d—c) x b,a x b)
lla x b]|?

((d—c) x a,a xb)
[la > b][? '

Ao = und pg =
dann gibt
)\oa +c— /L(]b —d

die kiirzeste Verbindung von g und h an. Das heiBt insbesondere, falls sich g und h
in P € R? schneiden, ist P = \ga + ¢ = pob + d.

Verlaufen g und h parallel, d.h., dass a und b parallel sind, so existiert keine ein-
deutige kiirzeste Verbindung. Genau dann ist a X b = 0 und der Nenner in den
Geradenparametern Ay und pg gleich Null.

BEWEIS. Beweis zum Schnittpunkt von zwei Geraden siehe z.B. Goldman (1990),
Beweis zum Punkt kiirzesten Abstands zweier windschiefer Geraden siehe z.B.
Fischer (1986), Seite 198. ]

2.4 Nichtlineare Optimierung

Fiir die Kamerakalibrierung (siehe Kapitel 4) wird es notig sein, eine nichtlineare
Fehlerfunktion zu minimieren, d.h., dass ein nichtlineares Optimierungsproblem
zu 16sen ist:

Gegeben: D C R™, f: D — R stetig differenzierbar, nach unten beschréinkt und
nicht linear

Gesucht: z* := argmin f(z)
zeD

Eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass der Gradient von f an der Stelle x*
grad(f)(z*) = 0 ist.

Als Spezialfall eines nichtlinearen Optimierungsproblems l&sst sich die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate beschreiben. Dabei sollen oft die Parameter z € D so
gewihlt werden, dass daraus berechnete Werte zu beobachteten bzw. gemessenen
Werten y; (i € {1,...,m}) moglichst kleinen Abstand haben:

Gegeben: D C R", f(z) := ||F(x)|? fir alle z € D stetig differenzierbar mit
F : D — R™ nicht linear, wobei F := (Fy,..., Fy,)  und fiiri € {1,...,m}
— Messwerte y; € R¥
-9 D— R”
— F;: D — R mit Fy(z) :=||gi(x) — yil|
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Gesucht: z* := argmin f(x), wobei f(z) = Z Fi(z)* = Z gi(x) — vil*
zeD i=1 i=1

Hierbei sollten die Anzahl der Messwerte (viel) grofler sein als die Anzahl der ge-
suchten Parameter. Das Levenberg-Marquardt Verfahren und Gauss-Newton Ver-
fahren, z.B. unterstiitzen diese spezielle Form der Fehlerfunktion und operieren
mit der Funktion F' anstatt mit f. Wéhrend z.B. die Verfahren nach Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) sowie Nelder-Mead von einer allgemeinen Feh-
lerfunktion ausgehen.

Ein nichtlineares Optimierungsproblem ist im Allgemeinen nicht analytisch 16s-
bar, d.h. ein numerisches Verfahren, ein nichtlineares Optimierungsverfahren ist
notwendig. Ausgehend von einem Startparametersatz xy werden sukzessive neue
Parameterséitze x; generiert, die kleinere Fehlerwerte produzieren. Dazu werden
die Informationen des Gradienten (steilster Abstieg) von f bzw. die Jakobima-
trix von F' verwendet. Diese konnen explizit angegeben werden oder numerisch
bestimmt werden, falls deren Berechnung zu komplex wird. Jedes Verfahren hat
dazu eigene Methoden neue Parameter zu berechnen (Schrittweitenregelung) und
hierbei oft noch verschiedene Varianten.

Die iterative Berechnung von Parametern wird abgebrochen, wenn der Fehler-
wert sich nicht bzw. kaum mehr &ndert, wenn der Gradient (fast) Null wird oder
wenn eine vorgegebene Maximalzahl von Iterationen erfolgt ist.

Da die Verfahren meist versuchen, die notwendige Bedingung einer Minimalstel-
le, der Gradient wird Null, zu erreichen, gibt es keine Garantie, dass das globale
Minimum gefunden wird. Das heif3t, dass die Verfahren oft auch nur lokale Mi-
nima liefern. Dies ist zwar ein erheblicher Nachteil, jedoch ist es oft die einzige
Moglichkeit eine Verbesserung der Startlosung zu erreichen, wenn die Fehlerfunk-
tion zu komplex ist und keine Eigenschaften ersichtlich sind, die das Finden des
Minimums analytisch ermdglichen. Um diesen Nachteil etwas aufzuheben wer-
den oft verschiedene Verfahren angewandt und/oder verschiedene Startlosungen
verwendet. Die Parameter mit dem kleinsten Fehlerwert werden dann gewéhlt.

FEine ausfiihrliche Beschreibung nichtlinearer Optimierung und verschiedener
Verfahren findet sich z.B. in Spellucci (1993) und Alt (2002).
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Grundlagen Kameramodelle und
Kamerasysteme

Dieses Kapitel dient dazu die Grundlagen verschiedener Kameramodelle und die
Zusammenhénge in einem Stereokamerasystem darzustellen. Dabei werden die be-
kannten Eigenschaften und Zusammenhinge, insbesondere im Hinblick auf Rand-
falle und Definiertheit, die dann fiir die praktische Umsetzung wichtig werden,
mit Beweisen ergénzt.

3.1 Kameramodelle und zugehérige Kameraabbildungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Kameramodelle und die resultierenden
Kameraabbildungen erldutert: beginnend beim einfachen Lochkameramodell bis
hin zur Modellierung von Verzeichnungen.

3.1.1 Lochkameramodell

Eine Lochkamera, auch Camera Obscura genannt, ist eine dunkle Schachtel mit
einem kleinem Loch, durch das Licht eindringen kann, das ein auf dem Kopf
stehendes seitenverkehrtes Bild auf die gegeniiberliegende Seite projiziert. Dieser
einfache Apparat war die erste Kamera, dessen Funktionsweise schon Aristote-
les bekannt war (Hecht (1999)). Abbildung 3.1(a) veranschaulicht die Abbildung
eines Objektes mittels einer Lochkamera und Abbildung 3.1(b) verdeutlicht die
Funktionsweise: ein Bildpunkt entsteht, indem man einen Punkt des Objektes mit
dem optischen Zentrum (dem Loch) verbindet und mit der Bildebene (Projekti-
onsfliche) schneidet.

Aus dieser Funktionsweise leitet sich das Lochkameramodell ab: dabei wird an-
genommen, dass das Loch, das Zentrum, infinitesimal klein ist, so dass es ma-
thematisch einem Punkt entspricht. In der Praxis wird dies nie erreicht, was zur
Folge hat, dass das Abbildungsverhalten einer realen Lochkamera nicht ganz dem
Lochkameramodell entspricht, aber von diesem doch gut modelliert wird, falls das
Loch nicht allzu grofl wird.

Um das Lochkameramodell auch fiir Bilder, die mit herkommlichen, Linsenka-
meras erzeugt wurden, anwenden zu kénnen, also um die Seitenverkehrung vermei-
den zu kénnen, wird die Bildebene, die Projektionsfliche zwischen Zentrum und
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Lochkamera

Hauptpunkt

optische Achse

{z =1},
{z =0},

xy-Ebene

Referenz-
koordinaten-
system

Objekt $ A

Zentrum

Bildebene

Kamera

(a) Bild eines Objektes (b) Abbildungsfunktion (c) angepasste Funktion

Abbildung 3.1: Abbilden eines Objektes mit einer Lochkamera

Objekt geschoben, wie in Abbildung 3.1(c) zu sehen ist. Mit dieser verschobenen
Projektionsfliche, wird nun die Lochkamera definiert.

Definition 3.1 Eine Lochkamera besteht aus einem Punkt, dem optischen Zentrum,
und einer Ebene im 3-dimensionalen Raum, auf die das Bild projiziert wird. Diese
Ebene wird als Bildebene bezeichnet. Wenn Bezug auf die Position des optischen
Zentrums genommen wird, wird es nachfolgend auch als Kamerazentrum oder als
Zentrum der Kamera bezeichnet.

Definition 3.2 Die orthogonale Projektion des optischen Zentrums auf die Bildebene
heiBt Hauptpunkt.

Definition 3.3 Der Strahl ausgehend vom optischen Zentrum durch den Hauptpunkt
heiBt optische Achse.

Definition 3.4 Die abkiirzenden Schreibweisen fiir die Ebenen

{z=1}:={(z,y,2)" € R®z =1} und
{z =0} :={(z,y,2)! € R®z =0}

werden im Folgenden verwendet. {z = 0} entspricht der xy-Ebene.

Nun kann der Abbildungsprozess mittels einer Lochkamera mathematisch be-
schrieben werden.

Der erste Schritt jeder Kameraabbildung ist die Umrechnung von Referenzko-
ordinaten in Kamerakoordinaten: Abbildung 3.2(a) veranschaulicht dies schema-
tisch.

Definition 3.5 Ein Referenzkoordinatensystem ist ein rechtwinkliges affines Koordi-
natensystem im R?, beziiglich dessen die Koordinaten aller Objekte im 3-dimensionalen
Raum gegeben sind.

Das Referenzkoordinatensystem ist einmal eindeutig festzulegen. Es kann etwa
durch ein Objekt bestimmt werden. Punkte darauf sind in Koordinaten beziiglich
des Objekts gegeben.
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Definition 3.6 Ein Kamerakoordinatensystem ist ein rechtwinkliges affines Koor-
dinatensystem, das durch eine Bewegung aus dem Referenzkoordinatensystem her-
vorgeht. Dabei sei der Ursprung im optischen Zentrum, die zy-Ebene parallel zur
Bildebene und die positive z-Richtung die optische Achse. Als Einheit wird die Einheit
des Referenzkoordinatensystems, eine metrische Einheit, beibehalten.

Definition 3.7 Sei R € R?*3 ein Rotationsmatrix und t € R? ein Translationsvektor,
so dass die Transformation 1" € G, definiert durch

T:R—R%:2+— Ro+1t,

die Bewegung der Koordinaten des Referenzkoordinatensystems in die Koordinaten
des Kamerakoordinatensystems beschreibt.

Die Einheit eines Koordinatensystems wird durch eine Rotation und eine Trans-
lation nicht gedndert. Darum hat das Kamerakoordinatensystem dieselbe Einheit
wie das Referenzkoordinatensystem.

Definition 3.8 Die Transformation 7' lasst sich mit 6 Parametern beschreiben: 3
Parameter fiir die Rotation, 3 Parameter fiir die Translation (siehe Definition 2.17).
Diese 6 Parameter heiBen extrinsische Parameter.

Der néchste Schritt jeder Kameraabbildung ist eine Projektion auf die Ebene
{z = 1} des Kamerakoordinatensystems. Hier werden 3D-Daten auf 2D-Daten
projiziert (vgl. Abbildung 3.2(b)).

Definition 3.9 Die Abbildung

P, R*x R\ {0} — R?: :yU H< )

ISR IS

heiBt die Projektion auf die {z = 1}-Ebene.

P. ist im projektiven Sinn nur die Auswahl des Repriisentanten in der Aquiva-
lenzklasse.

Lemma 3.10
Die Abbildung P, ist nicht injektiv, das Urbild eines Punktes (u,v)! unter P, ist ein
Gerade durch den Ursprung ohne den Ursprung selbst. Genauer gilt:

(0D -

Der Abschluss des Urbilds eines Punktes (u,v)! unter P, ist dann eine Gerade durch
den Ursprung:

s € R\ {0}

|s € R

Kamera-
koordinaten-
system

T
Transformation
Referenz- nach
Kamerakoordi-
naten

extrinsische
Parameter

P, Projektion
auf {z =1}



Referenzkoordinaten

Kamerakoordinaten

x x

(a) T (b) P.

(c) P

Abbildung 3.2: Abbildung nach dem Lochkameramodell
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BEWEIS. Sei (u,v)! € R?, dann ist

P2 ({(w0)') = {(z.5:2) € Rz £0AZ =un? =)
= {s(u,v,1)"|s € R\ {0}} .
Zum Abschluss dieser Menge kommt dann noch der Ursprung dazu. ]

P_! liefert im projektiven Sinn zu einem speziellen Reprisentanten wieder die
Aquivalenzklasse.

Der Ursprung ist im Urbild nicht enthalten, er kommt erst im Abschluss dazu.
Damit die allgemeine Form des Urbilds, eine Gerade, beschrieben werden kann
wird dieser Punkt oft zum Urbild dazu genommen, ohne vom Abschluss zu spre-
chen. Im Folgenden wird dies, wenn es um die Form von Urbildern geht, auch
verwendet, allerdings bei Fragen nach den Defintionsbereichen wird das Urbild
vom Abschluss unterschieden.

Anschlieflend erfolgt die Umrechnung des metrischen Kamerakoordinatensy-
stems in das Pixelkoordinatensystem. Abbildung 3.2(c) veranschaulicht dieses
Vorgehen.

Definition 3.11 Unter Brennweite versteht man den Abstand (> 0) des optischen
Zentrums von der Bildebene, der xy-Ebene des Kamerakoordinatensystems. Oft wird
sie in der Literatur mit f bezeichnet. Sie legt u.a. fest, wie gro das Objekt im Bild
im Kamerakoordinatensystem erscheint.

Physikalisch gesehen ist ein Pixel ein Bildelement des Sensors, der das Bild erfasst.
Fiir die Modellierung hier ist ein Pixel lediglich ein Punkt im Pixelkoordinatensy-
stems, das nicht ganzzahlig sein muss und dessen Grofie sich von der physikalischen
Gegebenheit des Sensorelements ableitet, wie im Folgenden dargestellt wird.

Definition 3.12 Die Sensorelementbreite d,, > 0 bzw. die Sensorelementhéhe d,, > 0
seien die Breite bzw. die Hohe eines Sensorelements, einer Einheit im Pixelkoordina-
tensystem, gemessen in der metrischen Einheit des Kamerakoordinatensystems.

Definition 3.13 Ein Pixelkoordinatensystem ist ein nicht notwendigerweise recht-
winkliges affines Koordinatensystem in R?. Die Einheiten sind Sensorelementbreite
bzw. Sensorelementhohe. Pixelkoordinaten miissen nicht notwendigerweise ganzzah-
lig sein.

Definition 3.14 Die orthogonale Projektion des optischen Zentrums auf die Bilde-
bene, der Hauptpunkt, in Pixelkoordinaten sei ¢q € R? mit

Abbildung 3.3 skizziert den Ubergang zu Pixelkoordinaten, auch unter Beriick-
sichtigung von Scherungseffekten: eine lineare Verzerrung in einer, hier der ersten,
Koordinate. Diese Verzerrungen entstehen, wenn z.B. die Achsen des Pixelko-
ordinatensystems nicht ganz senkrecht aufeinander stehen. Dies passiert, wenn
beispielsweise die Elemente eines CCD-Arrays durch Fertigungstoleranzen nicht

Brennweite

Sensorelement-
breite und
-hohe

Pixelkoor-
dinatensystem

co Hauptpunkt
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0
{ 2 = 1} ——t
1
Pixelebene ——+— v
dy
f
o
Zentrum u
(a) ohne Scherung (b) mit Scherung

Abbildung 3.3: Von metrischen Koordinaten zu Pixelkoordinaten

absolut rechtwinklig sind. FEine Verkippung der Linsen kann auch zu diesem Effekt
fithren.

In Abbildung 3.3(a) wird schematisch die Umrechnung der ersten Koordinate z
eines Punktes (z,y) von der {z = 1}-Ebene in die erste Koordinate u’ der Pixele-
bene dargestellt. Aufgrund des Strahlensatzes ergibt sich fiir beide Koordinaten:

/

dy
ux :{ :u':Zund
v'dy _ f r_ Ty

S, 1 :>v_dv.

Beriicksichtigt man den Scherungseffekt bei einem Winkel ¢ (vgl. Abbildung 3.3(b)),
so werden die eben errechneten Pixelkoordinaten (u’,v’) noch wie folgt zu (u,v)
transformiert. Aufgrund der Eigenschaften eines rechtwinkligen Dreiecks bei (u, v)
ergibt sich insbesondere fiir u:

v="1v = iy und
o
cot(yp) = Z::((z)) == U/u = u = cot(p)v+u' = C{;x + Cot(go)(‘i};y .

Verschiebt man die so erhaltenen Koordinaten noch um den Hauptpunkt ¢y =
(uo,v0), so erhdlt man die endgiiltigen Pixelkoordinaten.

Die Brennweite f tritt nur in Verbindung mit Sensorelementbreite und Senso-
relementhohe auf, also werden sie zu einer Variablen zusammengefasst.

Definition 3.15 Die Skalierungsfaktoren o und ( sowie der Scherungsparameter ~
seien wie folgt definiert:

a:zc‘l);>0
_

ﬂ._dv>0

L)

dy
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In der Literatur sind beide Versionen, die zusammengefasste mit Skalierungs-
faktoren und Scherungsparameter (z.B. Zhang (1998)) und die ausfiihrliche (z.B.
Tsai (1987)) mit Brennweite und Grofie des Sensorelements, vorzufinden.

Damit ldsst sich die Transformation von der {z = 1}-Ebene in die gescherte
Pixelebene wie folgt zusammenfassen:

Definition 3.16 Seien o, 3 € RT und v € R, dann heiBt Transformation
nach Pixel, P
P :R?> — R?: Y |—>Lu +co = a7 u + uo ’
v ) 0 ,3 v Vo
s (T 2x2
wobei L := <0 ﬁ) eR ist,

Transformation in Pixelkoordinaten oder kurz: Transformation nach Pixel.

Lemma 3.17 (Invertierung P)
P ist invertierbar, weil & > 0 und 3 > 0 sind. Es gilt fiir (u,v)’ € R?

Q=

3 N Ea)) = (u —ug) — 25 (v — o)
P 1((u,v))_L 1((u,v) 0))—( %(v—vﬁo) ) )

Insbesondere ist

BEWEIS.

%(v —vp)

Definition 3.18 Die Teilabbildungen der Kameraabbildung, die nur innerhalb des intrinsische
Kamerasystems stattfinden, werden mit 1I, der intrinsischen Abbildung, zusammen- Parameter, 11
gefasst:

IM:R*x R\ {0} — R%*: 2+ PoP,(z) .

Die Parameter, die diese Abbildung festlegen, «, 3,7, up und vy, heien intrinsische
Parameter der Lochkameraabbildung. Z;, bezeichne die Menge aller intrinsischen Ab-
bildungen. Die Abbildung

A:RT X RT xR xR — I : (a, B, 7, ug, vp) — 1T,

wobei II wie oben definiert ist, ordnet intrinsischen Parameter die zugehorige intrin-
sische Abbildung zu.

Nun kann die vollstindige Lochkameraabbildung definiert werden:
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Lochkamera-
modell

Definition 3.19 Eine (Kamera)-Abbildung gem&B dem Lochkameramodell ist eine
Abbildung

K:RN\T'{2=0})) —R?:2+—ToT(x)=PoP,oT(x).

Sie ist definiert fiir alle z € R mit T(z) € R? x R\ {0}.

Das optische Zentrum in Referenzkoordinaten ist —R't, weil T'(—R't) = —RR't+t =
0 ist.

R bezeichne die Menge aller Kameraabbildungen. Die Abbildung

F:[0;27xR3 x (RT)2x R3 — R&:
()‘17)\25 )\37t13t2;t37a5/ﬁ777u0)00) = A(OZ?ﬂv/yaanUO) OF()\lv)\Za )\37t17t2at3)

~~

II T

ordnet den extrinsischen und intrinsischen Parametern die zugehorige Kameraabbil-
dung zu.

Manchmal wird der Definitionsbereich der Kameraabbildung auch weiter einge-
schriankt: Es sollen nur Objekte vor (und nicht hinter) der Kamera abgebildet
werden, d.h., dass K definiert ist fiir alle 2 € R® mit T'(z) € R? x R"

Die Begriffe intrinsische Abbildung und intrinsische Parameter werden fiir meh-
rere Kameramodelle verwendet, obwohl die Abbildung und die Parameter je nach
Modell variieren. Aus dem Zusammenhang wird aber klar, welche gemeint sind.

Oft wird die Kameraabbildung des Lochkameramodells mittels homogenen Ko-
ordinaten dargestellt (siehe z.B. Faugeras (1993)):

Definition 3.20 Sei T die Transformation von Referenz- zu Kamerakoordinaten
durch die Rotationsmatrix R und den Translationsvektor ¢ gegeben. P bezeichne
die Umrechnung in Pixelkoordinaten, dann werden 1", P und X durch

~ ~ @ 7 Uo o
T:=(R t)eR¥™, P:=[0 8 wvw|eR>*und K:=PT
00 1

definiert.

Lemma 3.21 (Aquivalenz KC und KC)
Sei m := (z,y, 2)! € R3 mit T(m) € R? x R\ {0}, dann gilt:

>
ISEINSI

x
u
_ (¥ Y] -
—<U><:>EISG]R\{O}./C =8
1
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BEWEIS. Seien m € R3, p € R? und T(m) = m/ := (m/, m}, m4)" mit mj # 0
sowie m = (z,y,2,1)!, dann gilt:

a v ug
=Pm' =10 G v (
00 1/ \ml 0 1
my
7 U
) (3)) sy
m | 1
0

Definition 3.22 Die beschreibende Gleichung der Kameraabbildung mittels homoge- Lochkamera-
ner Koordinaten, gleichung

x
s e R\ {0} : K ‘Z =s|v],
1

heiBt Lochkameragleichung (engl. pinhole equation).

In der projektiven Vervollstindigung von R?® bzw. R? ist die Kameraabbildung
damit eine projektive Abbildung und lésst sich als Matrix darstellen. Im Folgenden
wird daher fiir einen 3D-Punkt M := (z,y, z)! der Reprisentant mit letzter Ko-
ordinate Eins aus der projektiven Vervollstindigung des R?® mit M = (2,y,2,1)
bezeichnet. Diese Benennung wird auch bei Punkten in Pixelkoordinaten bzw. in
der {z = 1}-Ebene m := (u,v)! verwendet: m := (u,v, 1)*.

Lemma 3.23 (Invertierung P)
P ist invertierbar, weil o > 0 und 3 > 0 sind. Es gilt

~ i B 1 (B =7 v —Bug
Pl=M:==1]0 % -3 Y 0 « —ag
0 0 1 0 0 af

BEWEIS. Es gilt PM = MP =1 -
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Lemma 3.24 (Urbild eines Pixels)

Das Urbild eines Pixels, eines Punktes (u,v)! in Pixelkoordinaten, unter der Lochka-
meraabbildung K ist eine Gerade im Raum durch (u,v)! in 3D-Koordinaten des Re-
ferenzkoordinatensystems und das Kamerazentrum ohne das Kamerazentrum selbst.
Der Abschluss des Urbilds ist dann diese Gerade im Raum inklusive des Kamerazen-
trums. Genauer gilt:

B(u —up) — (v — o)

K1 ({(u,0)t}) = O%Rt a(v — vo) — R't|s € R\ {0}
af
o, (Blu—ug)— (v )
bzw. K- 1({(u,v)!}) = { —R' a(v —wp) — R't|s€R

af af

BEWEIS.

K {(u,0)}) = (P oP.oT) ! ({(u,0)}) =T "o P o P ({(u,0)})
=T ({L H(u,)" — co)})
B(u = ug) — (v —vo)

=71 B a(v—vo) |s € R\ {0}
B(u — ug) U—Uo)
— ﬁ v—vo) —tls e R\ {0}
Blu —ug) — v—vg)
= —Rt v—vo) — R't|s € R\ {0}

Das Kamerazentrum bzgl. des Referenzkoordinatensystems, —R't, ist darin nicht
enthalten, da s # 0 und der Richtungsvektor der Geraden nicht der Nullvektor
ist. Zum Abschluss kommt dann noch das Kamerazentrum, der Punkt fiir s = 0,
hinzu. Der Punkt (u,v)’ hat folgende 3D-Koordinaten im Referenzkoordinaten-

~1 t
systems: T~! <<P ((1u '0) )>> und liegt somit auch auf der Geraden. ™

Lemma 3.25 (Urbild einer Gerade)

Sei g := {\(u,v)"+(a,b)!|\ € R} eine Gerade im Bild einer Lochkamera, dann ist der
Abschluss des Urbilds dieser Geraden unter der Lochkameraabbildung K eine Ebene,
die das Kamerazentrum und die Gerade (in 3D-Koordinaten des Referenzkoordinaten-
systems) selbst enthalt.

BEWEIS. Sei A € R. Nach Lemma 3.24 ist
“1{Mu,v)t + (a,b)'})
B(Au+ a —up) — y(Av + b — wvg)

_! Rt a(A+b—wv — Rit|lseR
B ( o 0) |

=K-1({g})




3.1 Kameramodelle und zugehorige Kameraabbildungen

27

Bla —ug) —v(b—1vg) \s Bu — yv

s

= —R a(b —wvo + =Rt v — R\, seR
= 4= | |
s Bla —ug) —v(b— 1) i Bu — yv

={ —R a(b — o) + =R av — R'tjy,s €R
ap af af 0

Dies beschreibt eine Ebene im R®. Das Kamerazentrum bzgl. des Referenzko-
ordinatensystems, —R't, liegt darauf (setze s = pu = 0). Da jeder Punkt der
Geraden auf der Urbildgeraden liegt (nach Lemma 3.25), ist die Gerade g in 3D-
Koordinaten des Referenzkoordinatensystems in dieser Ebene enthalten. ]

Lemma 3.26 (Bild einer Geraden)
Sei g eine Gerade im Raum bzgl. des Referenzkoordinatensystems mit 7'(g) N {z =
0} # T'(g). Das Bild der Geraden g unter der Lochkameraabbildung ist

e ein Punkt im Bild, falls die Gerade g durch das Kamerazentrum geht

e oder eine Gerade im Bild, falls g das Zentrum nicht enthalt.

Ist T(g) N {z = 0} einelementig, so ist fiir diesen Schnittpunkt die Abbildung nicht
definiert. Dieser Punkt muss aus der Geraden ausgenommen werden.

Bewels. T(g) N {z = 0} # T'(g) heiBt, dass g nicht in der zy-Ebene des Kame-
rakoordinatensystems ist, denn fiir diese Punkte ist die Kameraabbildung nicht
definiert. Fiir die beiden Félle werden verschiedene Darstellungen einer Geraden
im R? genutzt:

1. Fall: g enthilt das Kamerazentrum, den Ursprung des Kamerakoordinatensy-
stems:

Seien x := (w1, x2,23)!, a = (a1,a2,a3)" € R3 und g = {sz + a|s € R} die
Gerade im Raum, dann 3s € R : T'(sz+a) = 0. Sei s’ € R mit T'(s'z +a) =
s'Rx+ Ra+t=0.

Die transformierte Gerade T'(g) ist wieder eine Gerade im Raum:
T(g) ={T(sx +a)|ls € R} = {sRx+ Ra+t|s € R} .
Die Teilmenge dieser Geraden fiir die die Kameraabbildung definiert ist, sei
T(g)" :={T(sz +a)ls € R\ {s'}} .
Dann gilt
K(g9) = PoP.(T(9)) = PoP. ({sRx+ Ra+t|ls € R\ {s'}})

=PoP, ({sRx — s'Rx|s e R\ {s'}})

=PoP, ({(s—¢)Rz|s e R\ {s'}})

=PoP. ({\y|x e R\ {0} Ay := (y1,92,43)" := Ra})

t
—p (y y) |
Y3 Y3
Dabei ist y3 # 0, weil T'(g) nicht in der {z = 0} Ebene liegen soll. Das Bild
der Geraden ist ein einziger Punkt.
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2. Fall: g enthélt das Kamerazentrum nicht:

In diesem Fall wird die Darstellung der Geraden g als Schnitt zweier Ebenen
genutzt: seien n := (n1,ng,n3)t, m = (my,ma, m3)t € R3 die Normalen-
vektoren dieser Ebenen und seien dp,ds € R die orientierten Abstinde der
Ebenen zum Nullpunkt, dann ist g = {x € R*|nz +d; = 0 Amlz +dy = 0}

Wiederum ist die transformierte Gerade eine Gerade im Raum:

T(g):{Rx+t|x€]R3/\nta:+d1 :0/\mtx+d2:0}
={y eR3n'R'(y —t) +di = 0AmM'R (y — t) + dy = 0}
= {y e R*|(Bn)"y —(Rn)'t + dy = 0 A (Bm)'y —(Rm)'t + dp = 0} .

—n/ — ’
=n . =m ./
=:d} =:d)

Nach Voraussetzung ist 0 ¢ T'(g), d.h. 0.B.d.A. d}, # 0.
Die Menge der Punkte fiir die die Kameraabbildung definiert ist, sei
T(g9) :={y € R* x R\ {0}|nty +d} = 0 Am/ty +dy =0} .
Dann gilt
K(g) = P o P.(T(g))
= P({(%, ?;z) € R%[nyr + nays + njys + di = OA

Y3
miyr + mhys + miys +dh = 0 A ys # 0})

d/
= P({(e1,2)' € R¥ingy+ e+ nf+ £ = 0n
3
U

d
myz1 + mhze +mj + 272 =0 fiir y3 # 0})
3

d/
= P({(21,22)" € R*|nf21 +njyzo +mj + 37 = 0A
3
dl
Y3 = 2 15

—mi 21 — myze — My
= P({(21,22)" € R?|nfz1 + nyzg + niy+

d/
+ = 2 1 (—mlz1 — mhza — mj) = 0})
' 9 d/ /
= P({(z1,22)" € R*| (n} — 2, —m}) 21 + (nh T —mb) z2+
=7 1,
d/
+ nZIS d/ = O}>
\—/—/

—ie1
= P{zeR¥llz4+e=0} = {Lz+co € R?|I""z + e =0}
= {u e RYI"Lu—1"L ey + e =0}
T
= {u € RY((L™H ) u+ e} .
~———

=:
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Die Menge stellt eine Gerade dar. Denn wire [ = 0, so wire I’ = 0, da
I = (L7YH!" ist und L vollen Rang hat, d.h. I’ = (I4,15) = 0. Da I} =
nj — Z—:ml =0und I, =nf, — 3,1 mlb = 0 sind, folgt damit dyn} = djm/ und
dynl, = dymy. Die Gerade g Wurde als Schnitt zweier Ebenen dargestellt,
somit sollen die Ebenen nicht parallel liegen, d.h. n = R'n’ und m = R'm/
miissen linear unabhéngig sein. D.h., dass n’ und m’ linear unabhingig sein
miissen. Insgesamt muss damit dhnf # d}m4 sein. Dann ist aber

T(9)" = {(y1. y2,y3)|ys # 0 Anyy1 + nyys + nzys + d; = OA

/ !

dy
(ﬂmw+%m+%mwwﬂﬂ—@
= T(9)" = {(y1,y2,y3)|ys # OA
d/ d d d/
d/( n3 3_d,+d2m3y3+d/) d/y3( n3+d/m3)_0}

d/
= T(9)" = {(y1,y2,y3)|ys # 0 Ays(— a —2nj +mj) = 0}

i
d?/

d/
= T(g)/ - {(917927,@3)’3}3 7& 0A déné - d1m3}
= T(g)" ist damit die leere Menge.

= T(9)" = {(y1,92,93)lys # 0 Ay =

Dann ist auch 7'(g) und somit auch g die leere Menge, was im Widerspruch
zur Annahme, eine Gerade zu sein, steht. Somit war die Annahme [ = 0
falsch und die dargestellte Menge bildete eine Gerade. ]

Die Tatsache, dass Geraden wieder auf Geraden abgebildet werden ist eine cha-
rakteristische Eigenschaft des Lochkameramodells, die bei Beriicksichtigung von
Verzeichnungen verloren geht, wie in Abschnitt 3.1.2 gezeigt wird.

3.1.2 Kameramodelle mit Verzeichnung

Reale Linsenkameras zeigen Verzerrungen der Geometrie in den Bildern. Diese
Eigenschaften kann das Lochkameramodell nicht wiedergeben, so dass es um die
Modellierung von Verzeichnungen erweitert wurde.

3.1.2.1 Radiale Verzeichnungen

Die Verzeichnung mit dem groitem Einfluss ist die radiale Verzeichnung (vgl. z.B.
Devernay und Faugeras (2001) oder Tsai (1987)). Sie rithrt von der Kriimmung der
Linsen her, die radialsymmetrisch gefertigt werden, und ist oft mit blolem Auge
erkennbar sind: Geraden werden besonders am Bildrand gekriimmt. Je nachdem,
ob die Kriimmung zur Bildmitte oder weg davon verlduft, spricht man von kis-
senformiger oder tonnenformiger Verzeichnung. Abbildung 3.4(a) stellt ein recht-
winkliges Gitter dar, wihrend die Abbildungen 3.4(b) und 3.4(c) das Gitter mit
kissenformiger und tonnenférmiger Verzeichnung veranschaulichen.

Die radiale Verzeichnung ist deutlich bei Weitwinkelobjektiven zu beobachten.
Die Kriimmung wird stéirker, je weiter der Bildpunkt vom Hauptpunkt (bzw.
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(a) Gitter (b) kissenformig (c) tonnenférmig

Abbildung 3.4: Gitter, kissenférmig und tonnenférmig verzeichnet

Abbildung 3.5: Beispiel tonnenférmig verzeichnetes Bild

dem Verzeichnungszentrum) entfernt ist. Bildpunkte, die gleichen Abstand zum
Verzeichnungszentrum haben, werden gleich stark verzeichnet. Die Verzerrungs-
funktion ist also eine Funktion, die vom Abstand des Bildpunktes vom Verzeich-
nungszentrum, dem Radius, und der Position des Bildpunktes abhéngt.

In Abbildung 3.5 ist ein reale Aufnahme einer Szene mit einem Weitwinkelob-
jektiv dargestellt. Die tonnenférmige Verzeichnung ist deutlich in der gekriimmten
Linie zu sehen, die die Wand mit der Decke bildet.

3.1.2.1.1 Klassische radiale Verzeichnungsfunktion Die (klassische) radiale Ver-
zeichnungsfunktion ist eine Funktion abhingig vom Abstand eines Bildpunktes
zum Verzeichnungszentrum, dem Radius, die Punkte ldngs deren radialen Rich-
tungen verschiebt. Die additive Anderung des Radius durch diese Verschiebung
ist eine Potenzreihe

[ee]

Z fyr2it]

i=1

wobei k; € R die (radialen) Verzeichnungskoeffizienten sind (Atkinson (1996) und
Slama (1980)). Diese Reihendarstellung wird von den sog. Seidel Aberrationen
und der Konvergenz der Potenzreihendarstellung der trigonometrischen Funktio-
nen hergeleitet (Atkinson (1996)). Sie kodiert den Tangens des Ausfallwinkels
eines Lichtstrahls, der auf die Linse trifft und nicht gleich dem Einfallswinkel sein
muss (Luhmann (2003)). In der geometrischen Optik wird angenommen, dass die
Potenzreihe fiir die realen Beobachtungen des Radius konvergiert und umkehrbar
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ist, da der Weg des Lichtstrahl umkehrbar ist. Die Funktion
,ooo:R—>R:rn—>r+2k‘ir21+1:r(l—l—ZkirQ’) (3.1)
i=1 i=1

bildet den Radius eines unverzeichneten Bildpunktes auf den Radius eines ver-
zeichneten Bildpunktes ab.
Ein Bildpunkt in Polarkoordinaten (¢, r) wird abgebildet durch

¥
AN =\, '
<7’> r (1 + ;kﬂj) (3.2)

diese Polarkoordinaten entsprechen folgenden kartesischen Koordinaten:

cos(yp) > cos(p)
21
T (Siﬂ(gp)) — 7 (1 + z;k:lr ) <sin(g0)> .
1=
Die radiale Verzeichnungsfunktion lésst sich damit in kartesischen Koordinaten
schreiben:

Sroo i RZ — R ; @) — <1 + i:; i (22 + y2)i> @) (3.3)

In der Praxis ist eine (unendliche) Potenzreihe nicht handhabbar, daher wird die
Potenzreihe an einer bestimmten Stelle abgebrochen.

Die Verzeichnungsfunktion wird in der {z = 1}-Ebene modelliert, deren Koor-
dinatenursprung auch das Verzeichnungszentrum ist:

Definition 3.27 Fir D € Nund kq,...,kp € R definieren

D D
PD: R?2 —R: (Z) — zzkz(u2 + vz)i = Zk‘ﬂ“zi mit 2 := % + v? und
i=1 i=1

D
u+ “Z ki(u® + v?)*

o (-0 -5
v v v .
v+ UZ ki(u? + v?)

i=1

die radiale Verzeichnungsfunktion. Ist D aus dem Zusammenhang bekannt, werden
pp und d, p kurz mit p und 6, bezeichnet. D bezeichne die Menge aller radialen
Verzeichnungsfunktionen und die Funktion

AT:RD—VD:(kl,...,k‘D)H(sr

ordne den Verzeichnungsparametern die zugehdrige radiale Verzeichnungsfunktion
zu.

radiale
Verzeichnungs-
funktion ¢, und

P
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{z=1}
(a) Verzerrung Punkte (b) Verzerrung Gerade
Abbildung 3.6: Radiale Verzerrung eines Punktes und einer Geraden
intrinsische Definition 3.28 Die Abbildung
Parameter, 11
bei radialer

Verzeichnung

M:R?> xR\ {0} — R?: 2+ Pod,oP,(z)

heiBt intrinsische Abbildung. Die Parameter «, 3, v, ug, vo, k1, . . ., kp, die diese Abbil-
dung festlegen, heiBen intrinsische Parameter der Lochkameraabbildung mit radialen
Verzeichnungen. Z bezeichne die Menge aller intrinsischen Abbildungen und

A:RT xRY xR xR2xRP — T :(a, 3,7, u0,v0, k1,...,kp) — 1T,

wobei II wie oben definiert ist, ordnet intrinsischen Parameter die zugehdrige intrin-
sische Abbildung zu.

In Abbildung 3.6 ist dargestellt, wie die Verzerrungsfunktion auf einzelne Punk-
te (Abbildung 3.6(a)) und auf Geraden (Abbildung 3.6(b)) wirkt: die Punkte
werden entlang ihrer Richtungsvektoren verschoben. So bleiben Geraden im All-
gemeinen auch keine Geraden mehr. Geraden durch den Ursprung des Kamera-
koordinatensystems werden aber wieder auf sich selbst abgebildet.

Lemma 3.29 (Verzerrung Geraden durch den Ursprung)
Sei g = {\(z,y)'|\ € R} eine Gerade durch den Ursprung, dann bleibt diese unter
der Verzerrungsfunktion invariant, d.h.

57"(9) =4g.
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BEWEIS.

(1+ Zk 2222 + X292 (A, A\ e ]R}

)\+Z)\27’+1 22 + %)) (2, )|\ € R
h/—/

=ii,x,y

{ +Zk (A2z2 4 )2 2))(:n,y)t])\€R}

D

QN i) (@) ) €R
i=0

()
= {p(z,y)"|p € R}

da p(\) ein reelles Polynom von ungeradem Grad ist und somit surjektiv auf R
ist. u

Zudem werden Kreisen um den Ursprung wieder auf Kreise um den Ursprung
abgebildet werden:

Lemma 3.30 (Verzerrung von Kreisen um den Ursprung)
Sei r > 0, dann gilt:

D
{6, ((u, ) U2 + 02 =12} = {(@ e + 42 = 1+ > kar®)2r2}
=1

BEWEIS. Seien r > 0 und u,v € R, dann ist

D 2
18 ((u, 0))1? = [1(L + p((u, v))) (u, 0)"[|* = <1 +> ki(u® + v2)i> (u® +07)

=1

D 2
= (1 + Z k‘ir%) r?. [ |
=1

Die Verzeichnung wird in der {z = 1}-Ebene durchgefiihrt, d.h. nach der Projek-
tion und vor der Transformation in Pixelkoordinaten:

Definition 3.31 Die Abbildung
K:RN\NT'{z=0}) —R*:2—TloT(z)=Pos.oP,oT(z)

heiBt die Kameraabbildung mit (klassischer) radialer Verzeichnung. Sie ist nur fiir
r € R mit T(z) € R* x R\ {0} definiert.

Kameramodell
mit radialer
Verzeichnung
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R bezeichne die Menge aller Kameraabbildungen. Die Abbildung
F:[0; 27 xR? x (RT)2 x R® x RP — &
()\17 )\2a )\37t17t27t37 a,ﬁ,’y,uo,vo, kla ey kD) =
A(O[, ﬁv Y, Uo, Vo, kl) ey kD) O F()‘la >\2y )\37 tla t?) t3)
Il T

ordnet den extrinsischen und intrinsischen Parametern die zugehorige Kameraabbil-
dung zu.

3.1.2.1.2 Abgeinderte radiale Verzeichnungsfunktionen Obwohl sich diese Ar-
beit auf die (klassische) radiale Verzeichnungsfunktion konzentriert, seien zur Er-
gidnzung noch einige abweichende radiale Verzeichnungsfunktionen genannt. Die
radiale Verzeichnungsfunktion wurde abgeéindert, um extreme Linsen zu model-
lieren oder um bessere Algorithmen zur Kalibrierung oder zur Umkehrung der
Verzeichnungsabbildung zu erhalten.

Das Fisheye-Modell: In Shah und Aggarwal (1996) wurde gezeigt, dass die klas-
sische radiale Verzeichnungsfunktion eine Fisheye-Linse nur unzureichend
modelliert, selbst wenn die Anzahl der Koeffizienten auf drei erhoht wird.
Basu und Licardie (1995) stellten zwei Funktionenarten vor, die diesen Feh-
ler beheben sollten: ein logarithmisches Modell, die Fisheye-Transformation
(FET) mit Koeffizienten s, \ € R und ein polynomiales Modell, die poly-
nomiale Fisheye-Transformation (PFET) mit Koeffizienten a;, 1 < i < n.
Dabei wird der Radius r4 eines verzeichneten Punktes aus dem Radius 7,
des unverzeichneten Punktes , wie folgt bestimmt;:

(FET): rq = slog(1 + Ary) und r, = % <e%d — 1)
n
(PFET): rqg = Z a;rl .

i=1
Bei der FET kann sogar die Umkehrabbildung angegeben werden, jedoch
lieferte die PFET genauere Ergebnisse fiir die Approximation des Kame-
ramodells an Beobachtungen. Devernay und Faugeras (2001) stellten eine
weitere Moglichkeit der Modellierung vor, das FOV-Modell (field of view)
mit Koeffizient w:

1
rqy = — arctan <2ru tan f) und
w 2

tan(rqw)
2tan g

Das FET-Modell beriicksichtigt den Aspekt, dass bei Bildern von Fisheye-
Linsen in der Mitte eine grofle Auflésung vorliegt, die zu den Réndern hin
abnimmt. Das PFET-Modell bietet mehr Freiheitsgrade als die klassische
radiale Verzeichnungsfunktion, da es ein Polynom vom Radius und nicht
vom quadrierten Radius verwendet. Das FOV-Modell verwendet die Beob-
achtung, dass der Abstand eines Bildpunktes zum Hauptpunkt ungefihr
proportional ist zu dem Winkel, den der zugehorige 3D-Punkt und das Zen-
trum mit der optischen Achse bilden.

Ty =
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Das Divisionsmodell: Fitzgibbon (2001) betrachtet die klassische radiale Ver-
zeichnungsfunktion mit einem Parameter ki: g = (1 + k172) und nimmt
fiir die umgekehrte Transformation von unverzeichnetem Radius r, zu ver-
zeichnetem Radius rg mit Koeffizient /; die Funktion

|1 + l1’l‘§| ’

Ty

die keine Approximation der Umkehrabbildung der klassischen radialen Ver-
zeichnungsfunktion sein soll, sondern eine Approximation der Umkehrung
des kompletten Kameraabbildungsprozesses mit Verzeichnungsmodellierung
ist. Allerdings ist dieses Modell nicht gedacht zur genauen Kalibrierung einer
Einzelkamera, sondern findet vielmehr seinen Einsatz im Stereokamerafall
zur schnellen und einfachen Schétzung des Verzeichnungsparameters. Zu-
dem wurde die Reihenfolge der Einzelabbildungen in der Kameraabbildung
vertauscht: die Verzeichnung erfolgt hier erst nach der Transformation in
Pixelkoordinaten.

Das rationale Funktionenmodell: Claus und Fitzgibbon (2005b) benutzen eine
rationale Funktion (ein Quotient aus quadratischen Polynomen) um die
Abbildung von verzeichneten zu unverzeichneten Bildkoordinaten zu be-
schreiben. Wiederum wird dieses Modell hauptséchlich zur Entzerrung von
Bildern und im Stereofall benutzt, da nicht die Kameraabbildung, sondern
deren Umkehrrelation und darin enthaltende Entzerrung, die Umkehrung
der Verzeichnung, spezifiziert wird.

Das bikubische Modell verwendet ein Polynom vom Grad drei um die Abbildung
von verzeichneten zu unverzeichneten Bildkoordinaten zu modellieren (siehe

z.B. Kilpeld (1980)).

3.1.2.2 Weitere Verzeichnungen

Das Augenmerk dieser Arbeit wird auf den radialen Verzeichnungen liegen, weil
sie zum einen am héufigsten verwendet und beobachtet werden und zum zweiten
auch eine gut handhabbare Erweiterung des Lochkameramodells darstellen, die
in der Praxis die realen Kameras gut modellieren. Viele Autoren bestétigen, dass
die radiale die schwerwiegendste Verzeichnungsart ist (vgl. z.B. Devernay und
Faugeras (2001), Tsai (1987)). Es gibt jedoch weitere Verzeichnungsarten, die im
Folgenden kurz vorgestellt werden:

Die tangentiale oder dezentrierende Verzeichnung (engl. decentering ): Die
Elemente in einem Linsensystem sollten idealerweise kollinear mit der opti-
schen Achse ausgerichtet sein. Bei der Fertigung passieren allerdings kleine
Abweichungen (Rotationen und Translationen) der Linsenelemente. Dies hat
eine Verschiebung der Bilder zur Folge, die als tangentiale Verzeichnung be-
zeichnet wird. Représentiert wird diese Verzeichnung iiber eine Potenzreihe,
die abgebrochen folgende Form besitzt:

o (P (3u2 + U2) + 2Pouv
édeC((u7’U) ) - <P2 (u2 + 3U2) + 2P1U'U )
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wobei P, und P, die tangentialen Verzeichnungsparameter sind. (vgl. z.B.
Atkinson (1996), Weng u.a. (1992) oder Bradski (2002)).

Die elliptische Verzeichnung ist eine Erweiterung der radialen Verzeichnung. Die
radialen Verzeichnungsparameter werden hier abhéngig von u- oder v-Ko-
ordinate gewahlt:

o
u Z Kiw(u? +v?)
i=1

o0
v Z ,14:1-71)(u2 + 2?)
i=1

)

6e]]((u7 U)t) =

dabei sind die k;, und k; , die elliptischen Verzeichnungsparameter. Durch
diese Verzeichnungsfunktion sollen Deformationen auf der Linse und Ver-
kippungen der Linse gegeniiber dem Sensorarray modelliert werden.

Die Verzeichnung des diinnen Prismas(engl. thin prism distortion) modelliert
ein diinnes Prisma vor einer einfachen Linse. Dadurch soll der Effekt, den
Verkippungen einzelner Linsenelemente gegeniiber der optischen Achse be-
wirken, wiedergeben werden. Die Verzeichnungsfunktion wird wieder durch
eine Potenzreihe dargestellt, die abgebrochen folgende Form besitzt:

wobei s1 und sy die Verzeichnungsparameter sind (vgl. dazu z.B. Weng u. a.
(1992)).

Gesamtverzeichnung: Die Gesamtverzeichnungsfunktion § ergibt sich als Addi-
tion der einzelnen Verzeichnungsfunktionen (siehe z.B. Luhmann (2003)),
d-h. § = 0 + dgec + 0o + 6thp' Sie kann in das Kameramodell anstatt
0, in Definition 3.31 eingesetzt werden. Es kann auch nur eine Auswahl
der genannten Verzeichnungen betrachtet werden. Allerdings ist bei der Ge-
samtverzeichnung anzumerken, dass manche Verzeichnungen in mehreren
Verzeichnungsfunktionen beriicksichtigt werden. Die radiale Verzeichnung,
z.B., ist ein Spezialfall der elliptischen Verzeichnung. Dadurch werden zu
viele Parameter fiir eine Verzeichnungsart bestimmt, was in der Praxis pro-
blematisch werden kann.

3.1.3 Vor- und Nachteile dieser Modelle

Das Lochkameramodell ist ein erstes einfaches Modell fiir eine Kameraabbildung.
Durch die Darstellung in homogenen Koordinaten (Lemma 3.21) ldsst sich die Ka-
meraabbildung mit einer Matrix darstellen. Dies erleichtert und vereinfacht einige
Berechnungen. Wie aber schon in Abschnitt 3.1.2 erwdhnt wurde, beriicksichtigt
das reine Lochkameramodell keine Verzeichnungen.

Die Erweiterung zu Modellen mit Verzeichnung bieten zwar eine genauere Mo-
dellierung der optischen Abbildung, haben aber den Verlust der Matrixdarstellung
der Abbildung zur Folge.
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Bildebene
p__ Parallelstrahl
R
optische Achse | [T~
Pl
Gegenstandsweite g Bildweite b Schérfeebene
(a) Bedingung fiir Schérfe (b) Unschérfe

Abbildung 3.7: Abbildungsmodell fiir diinne Linsen

Einen wichtigen Aspekt realer Linsenkameras beriicksichtigt aber keines der
vorgestellten Modelle: die Unschérfe. In realen Bildaufnahmen ist stets nur ein
Bereich scharf abgebildet, wihrend andere Bereiche unscharf und verschwommen
wiedergegeben werden. Diese Eigenschaft kann selbst ein um Verzeichnungen er-
weitertes Lochkameramodell nicht umsetzen, weil ein Punkt stets auf einen Bild-
punkt und nicht auf einen Bereich abgebildet wird. Das Modell der dinnen Linse
behebt diesen Nachteil (sieche Abbildung 3.7(a)):

Definition 3.32 Ein Bildpunkt im Modell der diinnen Linse berechnet sich aus drei
Strahlen:

e der Parallelstrahl verlauft vor der Linse parallel zur optischen Achse, hinter der
Linse durch den Brennpunkt F,

e der Brennstrahl geht durch den vor der Linse liegenden Brennpunkt F’ und
verlduft dahinter parallel zur optischen Achse,

e der Hauptstrahl verlauft durch den Mittelpunkt der Linse und verdndert seine
Richtung nicht.

Treffen alle drei Strahlen auf einen Punkt in der Bildebenen, so wird der Punkt scharf
abgebildet. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Abstand des Punktes zur Linse,
die Gegenstandsweite g, der Abstand des Bildpunktes zur Linse, die Bildweite b und
die Brennweite f folgende Bedingung erfiillen:

Punkte, deren Gegenstandsweite nicht diesem ¢ entspricht, d.h., dass Punkte, die
nicht auf der Ebene parallel zur Bildebene im Abstand g zur Linse liegen, werden als
unscharfe Bereiche abgebildet (vgl. z.B. Demant u.a. (1998)).

Abbildung 3.7(b) stellt zwei Punkte R und @ dar, die hinter bzw. vor der
Schérfeebene liegen, und die Unschérfebereiche, auf die sie abgebildet werden.

Die vorgestellten (erweiterten) Lochkameramodelle verwenden fiir die Abbil-
dung nur den Hauptstrahl aus dem Modell der diinnen Linse.
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korrespon-
dierende
Punkte

Lochkamera-
stereosystem

Obwohl das Modell der diinnen Linse ebenfalls ein idealisiertes Modell ist —
reale Kameras bestehen aus einer Vielzahl von verschieden angeordneten Linsen-
systemen — ist es in der Praxis kaum handhabbar und wird daher kaum verwendet,
weil die Abbildungsbestimmung viel zu komplex wird.

Dennoch kann es verwendet werden, um Schérfebereiche zu bestimmen: Alle 3D-
Punkte, deren Bildpunkte einen Unschérfebereich kleiner als ein Sensorelement
haben, erscheinen scharf im Bild.

3.2 Stereokamerasystem

Zwei Kameras — nicht notwendigerweise identisch —, die dieselbe Szene beobachten,
bilden ein Stereokamerasystem. Wie die einzelne Kamera modelliert werden kann,
wurde bereits in Abschnitt 3.1 beschrieben, welche Zusammenhénge aber fiir ein
Stereokamerasystem fiir die einzelnen Modelle gelten, wird in diesem Abschnitt
dargestellt.

Wichtig ist dabei der Zusammenhang korrespondierender Punkte:

Definition 3.33 Die Bildpunkte eines 3D-Punktes in zwei Bildern heien korrespon-
dierende Punkte. Die Pixel (u,v)! im Bild der ersten Kamera K und («/,v’)" im Bild
der zweiten Kamera K’ mit Transformation 7" und 7" in die jeweiligen Kamerako-
ordinatensysteme heiBen korrespondierend, wenn es ein (z,y,2)! € R®\ (T-'{z =
0} UT'~1({z = 0})) im Definitionsbereich von K und K’ gibt, so dass

" x o x
— !
(v) =K Y und <v’> =K Y

z z
ist.

Lésst sich zudem eindeutig ein 3D-Punkt bestimmen, der auf beiden Urbildern
der zugehorigen korrespondierenden Bildpunkte unter den Kameraabbildungen
liegt, gibt dieser eine Rekonstruktion des 3D-Punktes zu den Korrespondenzen
wieder.

3.2.1 Lochkamerastereosystem

Ein Lochkamerastereosystem besteht aus zwei Kameras nach dem Lochkamera-
modell. Es wird zur Vereinfachung angenommen, dass das Referenzkoordinaten-
system gleich dem Kamerakoordinatensystem der ersten (linken) Kamera ist:

Definition 3.34 Seien K und K’ zwei Kameraabbildungen gemiB dem Lochkame-
ramodell mit

K =PoP, und
K'=P oP,oT.

Der Ursprung ist das Zentrum der ersten Kamera, —R’t ist das Zentrum der zweiten
Kamera in Referenzkoordinaten. P und P’ beinhalten die intrinsischen Kamerapa-
rameter der jeweiligen Kamera und 7' beschreibt die Rotation und Translation von
der ersten (linken) Kamera zur zweiten (rechten) Kamera. Dann heiBt (K,K’) ein
Lochkamerastereosystem.
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Kamera 2

Kamera

(a) Stereoaufnahme eines Objekts (b) korrespondierende Pixel (u,v) und (u,v")

Abbildung 3.8: Abbildungen eines Stereosystems und korrespondierende Pixel

Diese beiden Abbildungen konnen auch wieder mittels homogener Koordinaten
dargestellt werden:

Definition 3.35 Die Kameraabbildungen
K=P(r 0)=(P 0) und
K'=PT

definieren ein Lochkamerastereosystem in homogenen Koordinaten. Dabei bezeichne
I die Einheitsmatrix im R3*3.

Abbildung 3.8(a) veranschaulicht wie ein Lochkamerastereosystem ein Objekt ab-
bildet. Zu Pixel (u,v)! im Bild der ersten (linken) Kamera veranschaulicht Ab-
bildung 3.8(b) den korrespondierenden Punkt (Pixel) (u/,v’)! im Bild der zweiten
(rechten) Kamera.

Im Lochkameramodell erfiillen korrespondierende Punkte eine besondere Be-
dingung;:
Lemma 3.36 (Epipolare Einschrankung)
Sei p ein Pixel im Bild der ersten Kamera. Fiir die Menge g aller korrespondierenden
Punkte im Bild der zweiten Kamera gilt

g=K'K({p}) -
Sei G := K~ 1({p}), dann ist g
e eine Gerade ohne K'(0), falls G das Zentrum der zweiten Kamera nicht enthilt.
e cin Punkt, falls G’ das Zentrum der zweiten Kamera enthilt.

Im ersten Fall heiBt g die zu p gehorige epipolare Gerade im zweiten Bild. Im zweiten
Fall heiBt g der korrespondierende Punkt.

Sei weiter p’ ein Pixel im Bild der zweiten Kamera. Fiir die Menge ¢’ aller korre-
spondierenden Punkte im Bild der ersten Kamera gilt

g =KKE{p'}) -
Sei G' := K'"1({p'}), dann ist ¢’

(K, K")
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e cine Gerade ohne K(—R't), falls G’ das Zentrum der ersten Kamera nicht
enthalt.

e ein Punkt, falls G’ das Zentrum der ersten Kamera enthilt.

Im ersten Fall heiBt ¢’ die zu p’ gehdrige epipolare Gerade im ersten Bild. Im zweiten
Fall ist die epipolare Gerade ein Punkt, ndmlich der korrespondierende Punkt.

BEWEIS. Sei I’ die Menge aller Pixelkoordinaten im zweiten Bild, dann gilt nach
Definition 3.33 fiir die Menge g der zu p korrespondierenden Punkte

g={p el'BM eR3: K(M) =pAK'(M)=7p}
={pel'BMecR . MecK*{p) AMecK{p})}
={pel'IMecR®: M ecGnK{p})}
={pel'AIMecG:MeK P}
={pel'IMeG :K'(M)=p'}
=K'(G)
=KK™ ({p}) -

Nach Lemma 3.24 ist G eine Gerade im Raum ohne das Zentrum der ersten
Kamera, den Ursprung.

1. Fall: G enthélt das Zentrum der zweiten Kamera nicht, dann gilt nach Lem-
ma 3.26, dass g = K'(G) eine Gerade im zweiten Bild ist, bei der der Punkt
K'(0) ausgenommen ist.

2. Fall: G enthélt das Zentrum der zweiten Kamera, dann gilt nach Lemma 3.26,
dass ¢ = K'(G) ein Punkt im zweiten Bild ist.

Sei weiter I die Menge aller Pixelkoordinaten im ersten Bild, dann gilt nach
Definition 3.33 fiir die Menge ¢’ der zu p’ korrespondierenden Punkte

d={pell3IMeR®: K(M)=pAK'(M)=p}
—{peIPMeR?: M e K \({p}) AM e K ({p'})}
={pel3MeR®: MeG nNK({p})}
={pel3M e G : M e K '({p})}
={peI3M G : K(M) = p}
= K(G")
=KK™ ({p'}) -

Nach Lemma 3.24 ist G’ eine Gerade im Raum ohne das Zentrum der zweiten
Kamera — R't.

1. Fall: G’ enthilt das Zentrum der ersten Kamera nicht, dann gilt nach Lem-
ma 3.26, dass ¢’ = K(G') eine Gerade im ersten Bild ist, bei der der Punkt
K(—R') ausgenommen ist.

2. Fall: G’ enthilt das Zentrum der ersten Kamera, dann gilt nach Lemma 3.26,
dass ¢’ = K(G") ein Punkt im ersten Bild ist. n
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epipdlare Gerade

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(a) Urbild eines Pixels (b) Projektions des Urbilds

K= ({p})

(c) gemeinsame Ebene

Abbildung 3.9: Epipolare Gerade

Die Tatsache, dass Korrespondenzen auf den zugehorigen epipolaren Geraden
liegen miissen, wird als epipolare Finschrinkung (engl. epipolar constraint) be-
zeichnet. Sie kann ausgenutzt werden, um Korrespondenzen im Bild zu finden: es
muss entlang oder, bei Fehlerbehaftung, in der Néhe der epipolaren Geraden ge-
sucht werden. Die epipolare Gerade ist damit die Projektion einer Geraden, dem
Urbild eines Pixels im ersten Bild, beziiglich der zweiten Kamera. Abbildung 3.9
stellt das Urbild des Pixels p und die zu p gehorige epipolare Gerade im zwei-
ten Bild dar, die mit dem Urbild und den Kamerazentren auf einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Lemma 3.37 (Epipole)
Alle epipolaren Geraden im zweiten Bild

e verlaufen parallel bzw. sind Punkte, falls t3 = 0, d.h. ¢ = (t1,2,0)! bzw. t =0
ist oder

e haben einen Punkt, das Bild (beziiglich der zweiten Kamera) des Kamerazen-
trums der ersten Kamera gemeinsam, d.h.

() K'K-1({p}) = {K£'(0)},
peR?
falls t3 # 0 ist. K'(0) heiBt der Epipol im zweiten Bild.

Alle epipolaren Geraden im ersten Bild
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e verlaufen parallel bzw. sind Punkte, falls —R't € {z = 0}, bzw. —R' = 0 ist
oder

e haben einen Punkt, das Bild (beziiglich der ersten Kamera) des Kamerazentrums
der zweiten Kamera gemeinsam, d.h.

(M CE-I{P}) = {K(-R')} ,

p’€R2
falls —R't ¢ {z = 0} ist. K(—R't) heiBt der Epipol im ersten Bild.

BEWEIS. Sei fiir p € R?, ein Punkt in Pixelkoordinaten, die Menge G, := K~1({p}).
Nach Lemma 3.24 ist G, eine Gerade, die p in Referenzkoordinaten (P~!(p) 1)t
enthilt. Das Kamerakoordinatensystem der ersten Kamera stimmt mit dem Re-
ferenzkoordinatensystem iiberein. Dann folgt mit Lemma 3.24, dass 0 € G, und
damit ldsst sich G, schreiben als G, = {\vp|A € R} mit v, = (P~(p) 1)t #0
fiir alle p € R2.

1. Fall: Sei t3 = 0 und bezeichne 71, 9, r3 die Zeilenvektoren der Rotationsmatrix
R, dann ist fiir p € R? und Av, € G, mit A # 0 und rv, # 0 (da Ruv, +t ¢
{z=0})

)\T’ivp—‘rh
A\ t
K'(Myp) =TI o T(Avp) = P' o Po(ARv, +1t) = L' /\réciﬁtg + ¢
Arfup
1Y
1 t T
- L'( )+L’ | g
t 0
ATV, to :zzi
)
Tp

1

= K/(Gy) = {Atww R\ {0}} — {ny +a,ln € R\ {0}} .
"3Up

Damit haben zwei epipolare Geraden denselben Richtungsvektor y und sind

parallel. Ist ¢t = 0, ist dieser Richtungsvektor der Nullvektor und die Geraden

reduzieren sich zu Punkten.

2. Fall: Sei t3 # 0, dann ist

K'(0)=1T'oT(0) =T'(RO+t) =P oP,(t)=F <tl(t1, tQ)t>

3
definiert und K'(0) € K'(G,) fiir alle p € R% Damit haben alle Geraden
K'(Gp) fiir p € R? einen Punkt gemeinsam. Bei mehr gemeinsamen Punkten
wiren sie identisch, d.h., dass alle K'(G,) auf einer Gerade G = K~!({p}) fiir
alle p € R? liigen. Damit wiren alle Punkte p auf einer Geraden gelegen. Da
p € R? aber diese Einschriinkung nicht hat, ist K’(0) der einzige gemeinsame
Punkt.

Sei weiter fiir p’ € R? die Menge G,y := K'~1({p'}). Nach Lemma 3.24 ist G
eine Gerade, die p in Referenzkoordinaten (P'~*(p’) 1)t enthélt. Dann folgt mit
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Lemma 3.24, dass —R't € Gy und damit ldsst sich G, schreiben als G, =
{\y — RUA € R} mit vy # 0 und Avy — R = (P'71(p)) 1)t fiir ein A € R.
Dies gilt fiir alle p’ € R?. Bezeichnen 7, 79, r3 die Spalten der Rotationsmatrix R,
dann ist —R' = (—rtt, —rkt, —rit)!

1. Fall: Sei —R't € {z = 0}, dann ist —r4t = 0. Sei p’ € R%. Die Koordinaten von
vy # 0 seien vy = (u1(p'), u2(p'), us(p'))". Fiir X # 0 ist My — Rt € Gy
und Av, — R' ¢ {z =0}, d.h. A\vy ¢ {z =0} und

Aui(p')—rit
K(\vy — R't) = TI(Avy = R't) = PoP.(\oy = R't) = L | , 600, | + ¢
Aus(p’)

1 —rlt ulEplg

_ 1 us(p’
= s () ++ (2 +
S— —

u3(p')
Y’ Z,
P
1
= K(Gy) = {)\u3(p/)y’ +xy| A eR\ {0}} ={py' + zy|p e R\ {0}} .

Damit haben zwei epipolare Geraden denselben Richtungsvektor 3’ und sind
parallel. Fiir —R't = 0 ist dieser Richtungsvektor der Nullvektor und die
Geraden reduzieren sich zu Punkten.

2. Fall: Sei —R't ¢ {z = 0}, dann ist —r4t # 0 und

1
—’I"3t

K(—R't) =TI(-R't) = PoP,(—R't) =P <

1
= P <W(T1t, Tét)t)

definiert und K(—R't) € K(G,y) fiir alle p’ € R?. Damit haben alle Geraden
K(Gp) firp’ € R? einen Punkt gemeinsam. Bei mehr gemeinsamen Punkten
wiren sie identisch, d.h., dass alle K(G,) auf einer Gerade G' = K'~1({p'})
fiir alle p’ € R? ldgen. Damit wéren alle Punkte p’ auf einer Geraden. Da p’ €
R? aber diese Einschriinkung nicht hat, ist I(—R't) der einzige gemeinsame
Punkt. m

(—rit, —rét)t>

Der Fall —R' = 0 tritt genau dann auf, wenn ¢ = 0 ist, d.h., dass die zweite
Kamera bzgl. der ersten Kamera nur rotiert wurde, d.h., dass die Kamerazentren
iibereinstimmen.

Lemma 3.38 (Unendlich ferne Epipole)

Verlaufen die epipolaren Geraden parallel, d.h., dass t3 = 0 bzw. —Rt € {z = 0} ist
(siehe Lemma 3.37), ist der Epipol in homogenen Koordinaten im zweiten bzw. ersten
Bild ein unendlich ferner Punkt.

BeEwEIs. Das Bild des Zentrums der ersten Kamera, das Bild des Ursprungs, ist
beziiglich der zweiten Kamera nicht definiert, da K£'(0) = II o P,(¢) nicht defi-
niert ist. Beziehungsweise das Bild des Zentrums der zweiten Kamera, — Rt :=
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epipolare Geraden

""""""""""""""""""""""" R ! 1

(a) Epipolare Geraden (b) Gemeinsame Ebenen

Abbildung 3.10: Epipolare Geraden

(u1,u2,0)" ist beziiglich der ersten Kamera nicht definiert. Wird allerdings die
Darstellung in homogenen Koordinaten benutzt, siecht man, dass die Epipole un-
endlich ferne Punkte sind:

(o) o (o) (e Y (m) (e
Klgl=P@® ) [=(0 8 w||t]= [ty
1 1 0 0 1 0 0
(75} Ul
~ [ us ~ s a7 Ug Uy aul + yus
K 0 ZP(I 0) 0 = 0 ﬂ Vo u2 = QUQ [ ]
1 1 0 0 1 0 0

Mehrere epipolare Geraden und deren gemeinsame Ebene mit den Kamerazen-
tren und den Urbildern sind in Abbildung 3.10 dargestellt.

Epipolare Definition 3.39 Die Menge aller epipolaren Geraden in beiden Bildern wird auch als
Geometrie epipolare Geometrie bezeichnet.

In Abbildung 3.11 ist die epipolare Geometrie bei parallelen epipolaren Gera-
den (parallele Geometrie) und sich schneidenden epipolaren Geraden bei denen
der Epipol im Bild liegt (sternférmige Geometrie) dargestellt. Die sternformige
Situation tritt z.B. auf wenn eine Kamera an einem fahrenden Objekt sitzt und
Bilder aufnimmt.

Dem Zusammenhang zwischen einem Pixel und dessen epipolarer Geraden im
anderen Bild beschreibt die Fundamentalmatrix:

Fundamental- Definition 3.40 Sei K, K’ ein Stereokamerasystem, dann heiBt

matrix, 4 _
essentielle F=(P )QRP'eR>3
Matrix . : o . :
die zugehodrige Fundamentalmatrix. Dabei driickt die antisymmetrische Matrix QQ; :=
0 —t3 to

t3 0 —t; | das Vektorprodukt mit ¢ aus (d.h. Q;z = t x x fiir alle z € R?).
—ty 11 0
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Bildebene 1 M Bildebene 2

Zentrum 1 Zentrum 2

o Zentrum 1

(a) Parallele Geometrie (b) Sternférmige Geometrie

Abbildung 3.11: Epipolare Geometrien

Es ist weiter Q_; = —Q; = Q°.
E = QtR

heiBt essentielle Matrix.

Lemma 3.41 (Folgerung)
Werden die Rollen von erster und zweiter Kamera vertauscht, so ist E! = —R'(Q; die
zugehdrige essentielle Matrix und F* die zugehdrige Fundamentalmatrix.

BEWEIS. Bezeichne K = P o P, die erste Kamera und X' = P’ o P, o T die
zweite Kamera im nichtvertauschten Fall. T" sei dabei durch die Rotationsmatrix
R und den Translationsvektor ¢ gegeben. Dann gibt 7! die Transformation von
Kamerakoordinaten der zweiten in Kamerakoordinaten der ersten Kamera wieder.
Es ist fiir alle z € R?

T Yz) = F(z) :== R'z — R't , da
F(T(z))=F(Rzx+t)=R(Rx+t) -~ Rt=x+R't - R't=2=T(F(z)) .

Das heifit, dass die Rotationsmatrix R' und der Translationsvektor —R't die
Transformation von Koordinaten der zweiten Kamera in Koordinaten der ersten
Kamera beschreiben. Damit sind £ = P' o P, und £/ = PoP, o T7! die ver-
tauschten Kameras, wobei wieder das Koordinatensystem der ersten Kamera mit
dem Referenzkoordinatensystem iibereinstimmt. Fiir die antisymmetrische Matrix
Q_ gt und fiir alle y € R3 gilt

Q_puR'y = —QpuR'y = —(R't) x (R'y) = —R'(t x y) = —R'Qqy , da

das Vektorprodukt rotationsinvariant ist. Damit ist Q_pe, Rt = —R!'Q;. Die zu L
und £’ gehorige essentielle Matrix £’ und Fundamentalmatrix F’ sind dann nach
Definition

E'=Q_pyR' = —R'Q, = R'Q! = (Q;R)! = E

~ —~— —~— t
wd F' = (BYEP = (P YE P N o=rt =
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Satz 3.42 (Fundamentale Bedingung)
Seien m = (u,v)! und m’ = (u/,v')* korrespondierende Pixel in einem Stereosystem,
dann gilt

—~¢
m Fm=20.

BEWEIS. Sei M € R3 der zu m und m’ gehérige 3D-Punkt, dann gibt es s und
s € R\ {0} fiir die gilt:

s'm' = K'M = P’ (R t) M = P(RM +1)
~-1~ 1
=P m'=—(RM+t).
s
Damit gilt weiter
~t o~ t ~1, ~ ~—1~ ~
m! Fin=m (P ){Q,RP Vi = <P’ m',Q;RP m>

1 1

1 1 1
== <RM,t x RM> T <t,t x RM>
S S S

ERM-L ctl

=0 =0

Satz 3.43 (Essentielle Bedingung)
Seien m = (u,v)" und m’ = (u/,v’)" korrespondierende Pixel in einem Stereosystem
und z := P~1(m) und 2’ := P'~1(m/) die zugehdrigen Punkte in der {z = 1}-Ebene,
dann gilt

7' EF=0.

—_~

BEWEIS. Nach Definition ist m = P(z) und damit m = P(z) = PZ. Analoges
gilt fiir m’/. Nach Satz 3.42 ist weiter

—~1

~t ~-1, ~
O0=m' Fm=m' (P )'Q:RP"m
~ ~\t ~—_1 ~ ~

_ (P’x’) (P )'Q.RP~'P%

=2/ QR%

—'EF . a
Lemma 3.44 (Rang der essentiellen Matrix)
Falls ¢ # 0 ist, hat die essentielle Matrix £ den Rang Zwei. —t bzw. R't sind Links-

bzw. Rechtseigenvektoren von E zum Eigenwert Null. Ist ¢ = 0, so ist £/ die Nullmatrix
und hat Rang Null.
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BEWEIS. Ist t = 0, so ist Q; = 0 die Nullmatrix und £ = ;R die Nullmatrix.
Im Fall £ # 0 ist

ERY% = Q,RR't = Qit =t x t =0 und
—t'E = —t'Q:R = (Q{(—t))'R = (Q—¢(—t))'R= (-t x —t))R=0"R=0.

Damit sind —t bzw. R't Links- bzw. Rechtseigenvektoren der Fundamentalmatrix
zum Eigenwert Null. Also hat die Matrix F einen Rang kleiner gleich Zwei. Da R
eine Rotationsmatrix ist, besitzt sie Rang 3. Ist nur ein Eintrag ¢; des Translati-
onsvektors ¢ ungleich Null, so ist rang(Q¢) = 2. Damit hat F den Rang Zwei. m

Lemma 3.45 (Charakterisierung essentieller Matrizen)
Sei E € R3*3. E ist genau dann eine essentielle Matrix E = Q;R, wenn fiir die
Singuldrwerte \; > Ay > A3 von E gilt:

)\1:)\2>Ound)\3:O.

Die Singularwertzerlegung von E hat damit folgende Gestalt:

E=U

o O
o > O

0
0]V, wobei
0

A > 0ist und U und V orthogonale Matrizen sind.

BEWEIS. siehe z.B. Hartley und Zisserman (2000)

Lemma 3.46 (Rang der Fundamentalmatrix)
Die Fundamentalmatrix F' hat den Rang Zwei, falls t # 0 ist. Die beiden Epipole € und

¢ in homogenen Koordinaten sind Rechts- bzw. Linkseigenvektoren zum Eigenwert
Null. Ist t = 0, so ist die Fundamentalmatrix die Nullmatrix, hat also Rang Null.

—~_1 ~
BEWEIS. Die Ringe von P/ und P! sind jeweils 3 und der Rang von E ist fiir
t # 0 immer gleich 2 nach Lemma 3.44. Damit ist

rang(F') = rang ((/ﬁ_l)tEIS_1> =2.

Ist £ =0, so ist F die Nullmatrix und somit ist auch F' = 0.

Der Epipol €' im zweiten Bild ist das Bild des Zentrums der ersten Kamera in
Koordinaten der ersten Kamera, d.h. ¢/ = K'(0) = P o P, o T(0) = P’ o P,(t),
d.h. ¢ = s'P't fiir ein & # 0. Dies gilt auch fiir t3 = 0, der Epipol ist dann ein
unendlich ferner Punkt. Mit Lemma 3.44 gilt:

~—1

¢'F = (P)(P ) EP ' =s#EP ' =0.

Das Zentrum der zweiten Kamera ist der Ursprung in Koordinaten der zweiten
Kamera, d.h., dass es Koordinaten —R't beziiglich der ersten Kamera hat. Der
Epipol e im ersten Bild ist das Bild des Zentrums der zweiten Kamera beziiglich
der ersten Kamera, d.h. e = K(—R't) = P o P,(—R') und ¢ = —sPR't fiir ein
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s # 0. Dies gilt auch fiir R € {z = 0}, der Epipol ist dann ein unendlich ferner
Punkt. Dann gilt wieder mit Lemma 3.44:

—~_1 ~ —~—1
Fe= (P )EP'e=—s(P )YERt=0.

Ist t # 0, so sind ¢ und ¢ Links- und Rechtseigenvektoren der Fundamentalmatrix
zum Eigenwert Null. u

Lemma 3.47 (Fundamentalmatrix und epipolare Geraden)

Sei p ein Pixel (ungleich dem Epipol) im ersten Bild. Dann ist die zugehérige epipolare
Gerade g, im zweiten Bild durch [ := (l1,12,13) := Fp festgelegt, falls [? +13 # 0 ist.
Es gilt:

~t
gp={p =W, V) eR P I=uly + V'l + 13 =0} .

Durch F'p ist also eine nichtnormierte Hessesche Normalform der Geraden g, gegeben.

Sei weiter p’ ein Pixel (ungleich dem Epipol) im zweiten Bild. Dann ist die zugehérige
epipolare Gerade g, im ersten Bild durch I' := (I},15,15) := F'p' festgelegt, falls
U2 412 0 ist. Es gilt:

gy ={p = (u,v) € R = uly +vly + 15 = 0} .

Durch th’ ist also eine nichtnormierte Hessesche Normalform der Geraden g,, gege-
ben.

BEWEIS. Sei p # e := K(—R't), dann ist [ # 0, da F'e = 0 ist und F den Rang
Zwei hat. Sei

M= {p e RY0=p/ Fp} = {(«/,v') € R/l + 'l + I3 = 0} .

Falls 12 +13 # 0 ist, ist M eine Gerade im R? mit Richtungsvektor ﬁ(ll, l2)t und
Abstand —I3. Nach Satz 3.42 sind die korrespondierenden Punkte in M enthalten.
Da p nicht der Epipol ist, enthélt X1 ({p}) das Zentrum der zweiten Kamera — R't
nicht, damit ist nach Lemma 3.36 die Menge der korrespondierenden Punkte eine
Gerade, die epipolare Gerade g,. Damit folgt g, = M.

Sei weiter p’ # ¢’ := K'(0), dann ist I’ # 0, da F'¢/ = 0 und F Rang Zwei hat.
Sei

M = {p € R*|0 :;;’th)'} = {(u,v) € R?|ul} + vlh+ 15 =0} .

Falls I'? +1'3 # 0 ist M’ eine Gerade im R? mit Richtungsvektor m(l’l, 15)t und
Abstand —14. Nach Satz 3.42 sind die korrespondierenden Punkte in M’ enthalten.
Da p’ nicht der Epipol ist, enthélt '~({p'}) das Zentrum der ersten Kamera, den
Ursprung, nicht. Damit ist nach Lemma 3.36 die Menge der korrespondierenden
Punkte eine Gerade, die epipolare Gerade g,y. Damit folgt g, = M. ]
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Lemma 3.48
Seien F' die Fundamentalmatrix, p ein Pixel im ersten Bild mit F'p =: 1 = (Iy, 12, 13)"

und p' ein Pixel im zweiten Bild mit Fip/ =: I’ = (I}, 1},14)", dann ist

lh=1=0AI3#0
K ({p}) c T ({z=0})

& K1 ({p}) liegt komplett auBerhalb des Definitionsbereichs der zweiten Kamera,

C = 0Nl #£0
& K ({p'}) c{z=0}

& K'7H{p'}) liegt komplett auBerhalb des Definitionsbereichs der ersten Kamera.

BewEIS. Seien F' die Fundamentalmatrix, p ein Pixel im ersten Bild mit Fp =:
I = (I1,l2,13)" und p’ ein Pixel im zweiten Bild mit F'p’ =: 1" = (14, 15,14)!, dann
ist

I3

0
l1212:0/\l3750<:>F]7: (0) ¢{Z:0}

0
(P QRP 'p= (0) ¢ {z =10}

o~

3
N ., 0 0 T 0
QR P'p =P 0] =10 z=0letxR|ly|l=1{0 z2=0
t ] | ¢{z=0} / ) ¢{z=0}
=:(z,y,1)t 3 3 3
x x 0
stxsRly|l=s|txR|y =s| 0] ¢{z=0} fir alle s € R\ {0}
1 1 I3
0 T 0
:><t,s 0 >:0/\<SR y]l,s{0 >:0fiirl37$0undalleseR
l3 1 l3

x 0
:>5<5R y|+¢,10 >:()fiirl3;é0undalleseR
1 l3

(ml’yl7z/)t
&2 =0 fiir alle s € R\ {0}

(y) =sR (y) +teR?x {0} = {z =0} fiir alle s € R\ {0}

{o )l e

{ (y) SGR\{O}} ' ({z=0})
1

i SR

8
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o S(P_l(p)>zsl3_lﬁ:8 yl1ser\qoy b c gz =0y
1

, I p-1 -
ok ) =p o ={s (7P ) e Ry} e gz =0
<K ({p}) liegt komplett auBerhalb des Definitionsbereichs der zweiten Kamera

Seien 71, ro und r3 die Zeilen von R. Fiir die Aquivalenz fehlen in obiger Umfor-
mung noch folgende Implikationen:

T 0
s<sR y|+t [0 >:0fﬁralleSERundl37&O
1 l3
——

rtz 0

<:>s<s izl +t, 10 >:0fﬁralles€Rundl35£0
T3z l3

&slz(srhz +t3) = 0 fiir alle s € R und I3 # 0

=sriZ 4+ t3 = 0 fiir alle s € R\ {0}

=sriZ = —t3 fiir alle s € R\ {0}

=riZ=0At3=0

0 T 0
:,<t, 0 >:M<R 21 (o >:
1 1 1

T 0
=txR|[y]|=1[0]firein A\ e R\ {0}
A

=t x Rz = Q,RP™'p = fiir ein A € R\ {0}

0
0
A
0

stxRE=P Fp=P" 0| =0] firts#0

3 I3

~

T x 0
=txsR|y|=s|txR|y =s| 0] ¢{z=0} fiir alle se R\ {0} .
1 1 I3

Fiir den zweiten Teil folgt analog mit vertauschten Rollen der Kameras und F*
als Fundamentalmatrix:

0
L=l =0Al£0=F'p=[0] ¢{z=0}
Iy
~ ~ 1~ 0
S(PYRQP p=|0]|¢{z=0}
Iy
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0 0
e-RQ, P 'y =P |o|l=(0]|¢fz=0)
I I
=:(a',y’,1)t 3 3
! 0
"l =-R| 0| ¢{z=0}
I3
x’ 0
St X s Yy =—sR| 0| fiir alle s € R und I5 # 0
I3
x 0
t—sR —O/\ vy |,—sR|[0 >:Ofﬁralles€]Rundl§7£0
1 I
x x 0
< v | —tR 0 > —s<th v | —R't [0 >:O
1 I 1 1L

fiir alle s € R und I5 # 0

©
/\

)
. S~———

I

~

X
/-~

I

esit (y/) — R't ¢ R? x {0} = {z = 0} fiir alle s € R\ {0}

@{SRt (y’) — R't|s ER\{O}} c{z=0}
1

K ({p'}) =T PP THND)

/—1 - x
= s(P 1(p)>:sP1ﬁ:3 ;g |s € R\ {0}

:E/

={sR' |y | —R't|se R\ {0}y c {z =0}
1

=K {p'}) liegt komplett auBerhalb des Definitionsbereichs der ersten Kamera

Seien nun 71, ro und 73 die Spalten von R. Fiir die Aquivalenz fehlen in obiger
Umformung noch folgende Implikationen:

z 0
—8<8Rt y | =R, |0 >:0fﬁralles€Rundl§7éO
1 1
—
& — sly(srhz —rht) = 0 fiir alle s € R und I5 # 0
&sriZ — rht = 0 fiir alle s € R\ {0}
=srhz = rht fiir alle s € R\ {0}
=rlZ=0A7rit =0
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0
( —0/\ —R%, |0 >:0
1
! 0
0
1

T 0
j< ny >_0A<mo>:o
1 1

x’ 0
=—tx [y | =QZ=R|[0] fiirein A € R\ {0}
1 A
~—1~ O
=R'QLP p/ = |0 | fiir ein A € R\ {0}
A
N 0 0
=P'RIQIP" p=P' [0]| =|0| fiirein A € R\ {0}
A A
~ ~ ~_1~ 0
=F'p =P'RQP" p= (0] ¢{z=0}. n

Lemma 3.49
Seien p und p’ korrespondierende Punkte in zwei Bildern, dann gilt fiir [ := Fp =

(I1,lo,I3) und I := Flp/ = (I}, 1, 14)!
B+i2#£0undl?+1U340.

BEwEIS. Da p und p’ korrespondierende Punkte sind, gibt es ein M € R? mit
K(M) =pund K'(M) = p', d.h., dass M im Definitionsbereich der ersten und der
zweiten Kamera liegt. Damit gilt die Behauptung nach Lemma 3.48. ™

3.2.2 Stereokamerasystem mit Verzeichnung

Werden Verzeichnungen beriicksichtigt, verliert zwar die Kameraabbildung die
einfache Darstellung des Lochkameramodells, allerdings liasst sich das Prinzip
der epipolaren Einschrinkung auch verallgemeinern (siehe Hanning u.a. (2004)
bzw. Hanning u.a. (2005)). Das Urbild eines Pixels unter der Kameraabbildung
enthélt alle 3D-Punkte, die auf dieses Pixel abgebildet werden. Das Bild dieses Ur-
bilds beziiglich der anderen Kamera enthélt dann den korrespondierenden Punkt.
Vorab wird eine dquivalente Beschreibung korrespondierender Punkte angegeben:

Lemma 3.50 (dquivalente Bedingung fiir korrespondierende Punkte)
p und p’ sind korrespondierende Pixel in zwei Kameras K und K’ genau dann, wenn
esein M € R®\ ({z =0} UT~'({z = 0})) gibt mit

M e K ({ph) nK~ ({p'}) -
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BEWEIS. Nach Definition 3.33 sind p und p’ korrespondierende Pixel, genau dann
wenn es ein M € R3\ ({z =0} UT~'({z = 0})) gibt mit

p=K(M)und p' = K'(M)
e Mek'({p}) und M € K1 ({p'})
& Mek ' ({ph)nK'{p'}) . u

Lemma 3.51 (verallgemeinerte epipolare Einschrankung)
Seien p und p’ korrespondierende Pixel in zwei Kameras K und K’, dann muss

€ K'(K~({p})) und

p e KK~ ({p'})
gelten.
BEWEIS. Seien p und p’ korrespondierende Pixel. Aus der Definition 3.33 folgt,
dass es ein M € R*\ ({z =0} UT~*({z = 0})) gibt mit

p=K(M)und p' = K'(M)
= M e K ({p}) und M € K-L({p'})
S of = K/(M) € K'(K™\(p)) und p = (M) € KO () .

K'(K=1({p})) muss dabei keine Gerade im Bild der zweiten Kamera sein wie
beim Lochkameramodell.

Definition 3.52 Sei (K,K’) ein Stereokamerasystem mit Verzeichnung und p ein
Pixel im ersten Bild, dann heiBt

KK ()

epipolare Kurve zu p im zweiten Bild. Sei p’ ein Pixel im zweiten Bild, dann heiBt

KK {p'})))
epipolare Kurve zu p’ im ersten Bild.

Fiir das Stereokamerasystem mit Verzeichnung wird nun nur noch die dominie-
rende und fiir diese Arbeit relevante radiale Verzeichnung betrachtet.

3.2.2.1 Klassische radiale Verzeichnungsfunktion

Wie beim Lochkameramodell wird auch fiir das Modell mit klassischer radialer
Verzeichnung angenommen, dass das Referenzkoordinatensystem mit dem Kame-
rasystem der ersten Kamera zusammenfllt.

Definition 3.53 Seien K und K’ zwei Kameraabbildungen gemiB dem Modell mit
klassischer radialer Verzeichnungsfunktion mit

K=Pod.oP, und

K'=Po§ oP,oT,
dann heiBt (IC, ') ein Stereokamerasystem mit (klassischer) radialer Verzeichnungs-

funktion. Der Ursprung ist das Zentrum der ersten Kamera, —R't ist das Zentrum
der zweiten Kamera in Referenzkoordinaten.

Epipolare Kurve

Stereokamera-
system mit
(klassischer)
radialer
Verzeichnung
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Umkehrrelation
der Kameraab-
bildung mit
(klassischer)
radialer
Verzeichnung

Da korrespondierende Punkte die Bedingung der verallgemeinerten epipolaren
Einschrankung erfiillen miissen und diese Einschrénkung das Urbild einer Menge
unter der Kameraabbildung verlangt, muss die Umkehrrelation der Kameraabbil-
dung zunéchst festgelegt werden. Die Umkehrrelation der Kameraabbildung soll
den inversen Abbildungsprozess einer Kamera mit Verzeichnung modellieren. Da-
zu muss die Umkehrung der radialen Verzeichnungsfunktion bestimmt werden,
denn die Transformation 7" sowie P sind invertierbare Funktionen und die Um-
kehrrelation der reinen Projektion P, ist festgelegt.

Bei der radialen Verzeichnung wurde die additive Anderung des Radius ur-
spriinglich als Potenzreihe modelliert, die fiir die Anwendung in der Praxis an
einer Stelle abgebrochen wurde. Fiir den zur Verzeichnung inversen Prozess, die
Entzerrung, kann die additive Radienénderung wieder als eine Potenzreihe dersel-
ben Art dargestellt werden, jedoch mit anderen Koeffizienten, weil sich die Um-
kehrung einer Potenzreihe in einem Punkt wieder als Potenzreihe darstellen ldsst
(siehe z.B. Whittaker und Watson (1973) 7.32), falls sie umkehrbar ist. Implizit
geht man bei der Kamerakalibrierung davon aus, zumindest fiir den abgebildeten
Bereich, obwohl dies in der Regel in der Literatur nicht explizit erwéhnt wird. Die-
se Potenzreihendarstellung der Inversion kann wieder an einer Stelle abgebrochen
werden, wenn nur endlich viele Koeffizienten verwendet werden sollen. Da die Be-
stimmung der Potenzreihe im praktischen Einsatz nicht moglich ist, werden hier
endlich viele Koeffizienten der Entzerrung so bestimmt, dass sie zu gegebenen Ka-
meraparametern, 3D-Punkten und deren beobachteten Pixeln passen. Dies wird
spéter in Abschnitt 5.4 vorgestellt. Das heifit, dass es keine exakte Umkehrfunk-
tion zu §, gebildet wird, sondern eine Funktion der gleichen Familie mit anderen
Koeffizienten gewéhlt wird, die die Umkehrfunktion der urspriinglichen Potenz-
reihe approximiert.

Um die radiale Verzeichnungsfunktionen der Kameraabbildung und die Entzer-
rungsfunktion der Umkehrrelation zu unterscheiden wird die Entzerrung mit §;
gekennzeichnet.

Definition 3.54 Sei K eine Kameraabbildung mit (klassischer) radialer Verzeich-
nung, d.h. X = Pod,.oP,oT, dann wird die Umkehrrelation K1 von K fiir einen
Pixel p € I in der Pixelebene, d.h. das Urbild von {p} unter K, wie folgt definiert:

K {p}) =T (P ({65 (P~ (p)}))

wobei 07 € D eine radiale Verzeichnungsfunktion ist, die die Umkehrung von ¢,
approximiert.

Beim Lochkameramodell sind Urbilder von Pixeln Geraden im Raum, diese
Eigenschaft bleibt fiir oben definierte Umkehrrelation erhalten:

Lemma 3.55 (Urbild eines Pixels)
Sei K eine Kameraabbildung mit radialer Verzeichnung und 6; mit Koeffizienten
l1,...,lp die Entzerrungsfunktion und p ein Pixel im Bild, dann ist

K~1({p}) eine Gerade im R? durch das Kamerazentrum ohne das Zentrum selbst und

K=1({p}) eine Gerade im R? durch das Kamerazentrum.
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BEWEIS. Sei (u,v)! := P~Y(p) und (z,y)" := 07 (u,v) = (1+Zli(u2+v2)i)(u,v)t
i=1

dann ist

K {ph) =T P {65 ()}) = TP {(z,9)}))
=T ({s(z,y,1)"|s € R\ {0}}) = {sR'(z,y,1)" — R't|s € R\ {0}
= {sR'(x,y,1)" — R't|s € R\ {0}}

eine Gerade im Raum mit Richtungsvektor R!(z,y,1)! ohne den Punkt —R't, das
Kamerazentrum, da T'(—R't) = —RR't +t = 0 ist. Der Punkt ist ausgeschlossen,
da s # 0 sein soll und (z,y,1)" nicht der Nullvektor ist. Der Abschluss dieser
Menge enthélt zusétzlich noch das Kamerazentrum — R (fiir s = 0). m

Das Bild einer Geraden im Raum ist allerdings im Allgemeinen keine Gerade. Ge-
nau aus diesem Grund wurde die radiale Verzeichnung modelliert um die Kriim-
mung von abgebildeten Geraden wiederzugeben. Der lineare Zusammenhang zwei-
er Korrespondenzen iiber die Fundamentalmatrix geht damit verloren.

Lemma 3.56 (Gemeinsamer Punkt von epipolaren Kurven)

Alle epipolaren Kurven in einem Bild haben einen Punkt, das Bild des Zentrums der
anderen Kamera gemeinsam, falls die zweite Kameraabbildung dafiir definiert ist. Das
heiBt fiir einen Pixel p im ersten Bild ist

K'(0) € K'(K~1({p}))) .
falls t5 # 0 und fiir einen Pixel p/ im zweiten Bild ist
K(=R't) e KK=1({p'}))) .
falls —R't ¢ {z = 0}.

BEwEIS. Der Ursprung ist das Zentrum der ersten Kamera und nach Lemma 3.55
ist dieser Element von K~1({p})) und damit ist £'(0) € K'(K~1({p}))), falls 0 in
der Definitionsmenge von K’ liegt, d.h., dass T'(0) = ¢ in der Definitionsmenge
von P, liegen muss, also t3 # 0 sein muss. Das Zentrum der zweiten Kamera
—R't ist nach Lemma 3.55 Element von K'~1({p’})) und damit ist K(—R't) €
K(K'=1({p'}))), falls —R't in der Definitionsmenge von K liegt, d.h., dass —R't ¢

{z =0} ist. ]

Wird nur ein Verzeichnungskoeffizient beriicksichtigt und wird v = 0 gesetzt, so
ist die epipolare Kurve eine kubische Kurve (siche Zhang (1996b)), d.h. die Null-
stellenmenge eines Polynoms in zwei Variablen vom Maximalgrad drei. Hierzu
wurden die Pixelkoordinaten in die {z = 1}-Ebene transformiert, die Verzeich-
nung riickgidngig gemacht mit der Entzerrungsfunktion §; und diese Koordinaten
anschliefend wieder in Pixelkoordinaten umgerechnet. Fiir diese Koordinaten gilt
im Idealfall das Lochkameramodell und somit die fundamentale Bedingung mit
der zugehorigen Fundamentalmatrix. Das allgemeine Vorgehen dazu wird in Ka-
pitel 4.2.2 vorgestellt.
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3.2.2.2 Abgeianderte radiale Verzeichnungsfunktion

Fiir die abgeéinderte Verzeichnungsfunktionen haben die epipolaren Kurven ande-
re Gestalt:

Mit dem Divisionsmodell werden Geraden im R? auf Kreise im Bild abgebildet
(siehe Barreto und Daniilidis (2005)), d.h. insbesondere auch, dass epipo-
lare Kurven Kreise sind. Diese Tatsache zeigt auch, dass dieses Modell fiir
Fisheye-Objektive geeignet ist, da hier Geraden am Bildrand oft deutlich
als Kreise zu erkennen sind. Sind die Pixel nicht quadratisch, so wird man
in der Praxis eher keine Kreise, sondern Ellipsen beobachten.

Beim rationalen Funktionenmodell sind epipolare Kurven Kegelschnitte (siche
Claus und Fitzgibbon (2005a)), da Geraden im R? auf diese abgebildet wer-
den.



Kamerakalibrierung in der Literatur und
Stand der Technik

Kamerakalibrierung bezeichnet den Prozess, das Verfahren, um die Parameter
einer Kamera eines gewihlten Modells (siehe Abschnitt 3.1) zu bestimmen. Ubli-
cherweise wird dazu ein Kalibrierobjekt mit einem genau bekannten Muster ver-
wendet, z.B. ein Wiirfel oder eine Ebene mit Gitterpunkten (siehe Abbildungen
4.1(a) und 4.1(c)), eine Platte mit Schachbrettmuster oder mit isolierten schwar-
zen Rechtecken (siehe Abbildung 4.1(b)).

Die Positionen der Gitterpunkte bzw. der Ecken des Schachbrettmusters oder
der Rechtecke sind genau beziiglich eines (Objekt)-Koordinatensystems bekannt.
Weiterhin muss die Zuordnung dieser 3D-Punkte zu den beobachteten Pixeln aus
der Bildaufnahme gegeben sein. Die Genauigkeit der Extraktion dieser beobach-
teten Pixel darf nicht auf ganze Pixeleinheiten beschrinkt sein. Es werden viel-
mehr subpixelgenaue Extraktionsverfahren benttigt, wie sie z.B. in Hanning u. a.
(2006a), Hanning u.a. (2006b) oder Kellner (2007) vorgestellt werden. Mit den
gegebenen Informationen kénnen die Kameraparameter ndherungsweise ermittelt
werden.

Definition 4.1 Der Prototyp P sei die Menge aller Punkte auf dem Kalibrierobjekt
deren Position beziiglich des Objekt- bzw. Referenzkoordinatensystems bekannt sind.

Im Folgenden werden bestehende Verfahren der Kamerakalibrierung und bis-
herige Methoden zur Integration radialer Verzeichnungen vorgestellt. Sie werden
um Vorgehensweisen ergénzt, die notwendig werden, wenn der theoretisch model-
lierte Idealfall in der Praxis nicht zutrifft. Es wird erstmals gezeigt, dass bei der
Ermittlung der Position zweier Kameras zueinander aus Bildern das Kriterium
zur Auswahl im Idealfall eindeutig ist, nicht aber im praktischen Fall fiir eine
Rekonstruktionsmethode. Fiir diese Situation wird eine Moglichkeit genannt, wie
die Mehrdeutigkeit vermieden werden kann.

4.1 Einzelkamera

Die Parameter einer Kamera werden ermittelt, indem ein Fehlermafl minimiert
wird. Modellparameter, die einen geringen Fehler zur Beobachtung aufweisen,



(a) Schwerpunkte der Gitterpunkte im Kali-
brierwiirfel

(b) Ecken isolierte Rechtecke

(¢) Schwerpunkte der Gitterpunkte auf der Kali-
brierplatte

Abbildung 4.1: Beispiele fiir Kalibrierobjekte und verwendete 3D-Koordinaten
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werden gewihlt. Dabei wird in der Regel das Objektkoordinatensystem des beob-
achteten Objekts als das Referenzkoordinatensystem betrachtet.

Definition 4.2 Seien i), die beobachteten Pixel (Bildpositionen) im Bild der Proto-
typpunkte p € P, dann liefert ein Minimum der Funktion ®

:R—R K> i~ K@) =S iy — Do T(p)|
peP peP

iiber alle Kameraabbildungen K die Parameter einer Kameraabbildung mit kleinsten
Fehlern zu den beobachteten Pixeln.

Geniigt eine Position des Kalibrierobjekts nicht, kann das Objekt in mehreren
Positionen aufgenommen werden. Dabei liefert eine Verschiebung der Kalibrier-
platte innerhalb der Oberflichenebene der Platte, die die zy-Ebene des Referenz-
koordinatensystems bildet, keine neue Information (siehe z.B. Zhang (1998)). Die
intrinsischen Parameter bleiben dann gleich, wihrend die extrinsischen Parameter
— die Parameter der Transformation 1" — pro Position variieren.

Definition 4.3 Fiir N Positionen des Kalibrierobjekts bezeichne i, . das beobachtete
Pixel eines Prototyppunktes p in Position ¢ € {1,..., N}. Die Fehlerfunktion wird
gewdhlt als die Summe der Fehler der einzelnen Positionen:

N
Oy IxGN — R (LT, T) = Y Y lipe — Lo Tu(p)|?
c=1 peP

N
= ®(oT.).
c=1

4.1.1 Lochkameramodell

Wéahlt man das Lochkameramodell, so minimiert die Fehlerfunktion ® die Summe
von quadrierten Abstdnden im Bild iiber die Menge der extrinsischen und intrinsi-
schen Parameter des Lochkameramodells: bei einer Position des Kalibrierobjekts
wird ein Minimum iiber alle Kameraparameter A1, Aa, As, t1,t9, t3, o, 3,7, ug, Vo
von

P (A(a, B, 7, u0,v0) 0 (A1, A2, Az, t1, 12, 13)) = ®(Il o T') = ©(K)
= iy =K®IIP =>_ llip— PoP.oT(p)|?
peP peP
gesucht bzw. bei N Positionen wird das Minimum tiber A1 ¢, A2 ¢, A3c, t1,¢,t2.c, 13,¢
und «, 3,7, ug, vg fiir c € {1,..., N} von
SN (Ala, B,7,u0,v0), T(A1,1, A2,1, A3 1, 11, t2,1,83.1), - - -
L(AL,n, A2, N, A3 N, tL N ta N, E3.N))

N
=ON(IL Ty, ., TN) = Y > [lipe — PoP. o T.(p)|?
c=1 peP

gesucht. Abbildung 4.2 veranschaulicht die Fehlerfunktion. Die Fehlerfunktionen
sind nichtlinear, daher wird fiir die praktische Umsetzung der Minimierung eine
Startlosung bendtigt.

Fehlerfunktion
Kalibrierung, ®

Fehlerfunktion
Kalibrierung,
N
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) /' K(p)

/ L ip

Abbildung 4.2: Darstellung der Fehlerfunktion

4.1.1.1 Finden einer Startlosung

Im Folgenden wird das Verfahren von Zhang (1998) vorgestellt, das die Eigen-
schaften eines planaren Kalibrierobjekts (Kalibrierplatte) und die Orthogonalitéit
der Rotationsmatrix ausnutzt. Zunéchst wird der Fehler einer Position des Kali-
brierobjekts betrachtet.

Im Idealfall ist dieser Fehler Null, d.h., dass fiir alle p € P

ip = K(p)

ist. Fiir homogene Koordinaten gibt es dann fiir alle p € P ein s, € R\ {0}, so

dass
i = (D
(1) = (1)

Wird eine Kalibrierplatte, deren Oberflichenebene die xy-Ebene des Referenzko-
ordinatensystems bildet, verwendet, d.h. eine Ebene mit Kalibrierpunkten, kann
die letzte Koordinate der Punkte Null gesetzt werden. Bezeichne 71,719, 73 die
Spalten der Rotationsmatrix, dann ergibt sich fiir einen Punkt (X,Y,0) auf der
Kalibrierplatte und dem zugehorigen Bildpunkt (u, v) und einen Skalar s € R\{0}:

X X
U |y B v N X
s 111 =K 0 :P(rl ro T3 t) 0 :P(r1 9 t) 11/
1 1 =H

Gesucht ist damit eine Matrix H € R3*3, die die obige Bedingung erfiillt. Sie
ist bis auf einen skalaren Faktor bestimmt und darf nicht die Nullmatrix sein.
Seien hi, ho, hs die Vektoren der Zeilen von H als Spaltenvektoren aufgefasst und
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M = (X,Y, 1)t dann ergibt sich:

_ (MR

= <Mth2> . Also folgt

. t7 'UJMtEg
s = M"hs und (thh3>

O_MtO—thh_XYlOOO—uX—uY—u
“\o M —oM! 217 0 0 0 X VYV 1 —uX —Y —u)%

hs3
——
::xERg

Fiir eine Losung = obigen Gleichungssystems ist auch ein skalares Vielfaches von
x stets eine Losung. Desweiteren sollte die Losung x nicht der Nullvektor sein,

d.h., dass ||z|| = 1 angenommen werden kann.
Seien M; = (X;,Y;, 1)t fiir 1 < i < n Punkte auf der Kalibrierplatte mit zuge-
horigen Bildpunkten (u;,v;) gegeben, dann muss fiir z mit ||z| = 1 gelten:

X1 3/1 1 0 0 0 —u1X1 —u1Y1 —Uul
0 0 0 X1 Y1 1 —’Ule —U1Y1 —V1

xr =
X, Y, 1 0 0 0 —u,X, —u,Y, —up,
0 0 0 X, Y, 1 —u,X, —uvY, —u,
:AGRQnXQ

n n n
x2S xy Y X 0 0 0 =S wx? =Y wXyY = > wX,
st = o =t = =

S X, Sv7 Sy, 0 0 0 =3 w XY, =3 vy -3 wY;

"=a Wt ot =1 Wt it

x? Y xvi YX 0 0 0 S wx? =D wix Y =Y wX
i=1 1=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n

0 0 0 Sx7 S xy Soxi =D ux? ST uxyy; =Y X
i=1 i=1 i=1 =1 i=1 i=1
n n n n n

0 0 0 S XY, Sv? SV = wiXyy, =Sy} =S Y,
i:‘% ‘7;7:1 ifl 1',:7} 3’:1 ifl

0 0 0 SSx7S Xy Y xXs =Y uX] =S uXey, =Y vX;
=1 =1 =1 i=1 =1 i=1

Es sollten mindestens 4 Punkte, die auch nicht auf einer Geraden liegen, gewéhlt
werden, damit der Rang von A nicht zu klein wird.
Die Losungen einer linearen Gleichung hidngen mit Eigenvektoren zusammen:

Satz 4.4 (Zusammenhang lineare Gleichung und Eigenvektoren)
Sei A € R™" mit n > m, dann gilt fiir alle z € R™

Az =0« (v =0)V (v ist Eigenvektor zum Eigenwert Null von A'A) .
BEWEIS. Sei A € R™™ mit n > m und =z € R™.

e Sei Az = 0, dann ist auch A’Azx = A'0 = 0, damit folgt, dass entweder
x = 0 ist oder x Eigenvektor zum Eigenwert Null der Matrix A’A ist.
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e Sei x =0, dann ist Ax = 0.

e Sei z Eigenvektor zum Eigenwert Null der Matrix A'A, dann ist 0 = At Az.
Daraus folgt, dass auch 0 = ' A'Ax = ||Az||? ist und damit Az = 0 sein
muss. n

Der Idealfall, dass der Fehler gleich Null ist, wird in der Praxis kaum auftreten,
daher wird das Minimum von ||Az||? unter der Nebenbedingung ||z|| = 1 gesucht.

Satz 4.5 (Minimum von ||Az|| unter ||z|| = 1)
Sei A € R™™ mit n > m, dann gilt fiir einen Eigenvektor w zum kleinsten Eigenwert
von A'A mit |jw]| =:

argmin  ||Az|| = w .
{zeR"™|||z||=1}
BEWEIS. Seien 0 < A\ < ... < )\, € R die Eigenwerte von A'’A und sei

D = diag(\,..., \y) die Diagonalmatrix aus R"™*™ bestehend aus den Eigen-
werten von A'A. Dann gibt es eine orthogonale Matrix U € R™*"™ bestehend aus
Eigenvektoren von A'A, so dass A'A = U'DU gilt. Dann gilt fiir alle z € R™

m
0 < ||Az||* = ' A’ Az = 2'U' DUz YU Dy = Z N2
i=1
Insbesondere folgt dann fiir y = e; der j-te kanonische Einheitsvektor im R™:

t
0< ejDej

I
&
D
<o~
I
>
<

Fiir alle z € R™ mit ||z|| = 1und Uz =: y = (y1, ..., ym)! € R ist ||y|| = [|Uz| =
|lz|| = 1, weil U orthogonal ist, und

m m
M=l =D =) My
=1 =1

<3 AP = [[Ac|? .

=1

Dieser Wert wird fiir w := Ule; — der ersten Spalte von U? und damit ein Eigen-
vektor zu A\; — angenommen, weil ||AUe;||? = \; ist. Das heiBt, dass das Minimum
von ||Az||? unter ||z|| = 1 gleich \; ist. Damit wird auch das Minimum von || Az||
bei w angenommen. ]

Nach Satz 4.5 liefert ein Eigenvektor w = (w1, ..., wy)! € R? mit ||w|| = 1 zum
kleinsten Eigenwert von A'A (wie in 4.1.1.1 definiert) das Minimum von ||Az||
mit ||z|| = 1. Dieser Eigenvektor liefert dann eine Startlosung fiir die gesuchte
Matrix H. Die Matrix A enthilt sowohl Eintrige konstant Eins als auch Ein-
trage in Pixelkoordinaten oder Referenzkoordinaten oder Produkte von beiden.
Sie ist daher numerisch schlecht konditioniert (vgl. z.B. Zhang (1998)). Deshalb
sollen Referenz- und Pixelkoordinaten so transliert und skaliert werden, dass der
resultierende Schwerpunkt die Null ist und der resultierende durchschnittliche
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Abstand zur Null v/2 betrigt (sieche Hartley (1997) oder Hartley und Zisserman
(2000)). Dies entspricht einer Uminterpretation der Daten: die Einheit und der
Nullpunkt werden geéindert. Die Datenmatrix A*A wird dadurch verindert und
im Allgemeinen wird dadurch ein anderes Minimum (Eigenvektor zum kleinsten
Eigenwert der Datenmatrix) bestimmt. In der Praxis wird dies fiir eine Startlo-
sung in Kauf genommen, da im anderen Fall das Ergebnis durch die numerische
Fehler unbrauchbar wird oder gar nicht bestimmt werden kann. Im Idealfall, der
real kaum auftritt, wiirden Eingangsdaten m und M eine Gleichheit m = HM
erfiillen fiir eine Matrix H. Dann gilt fiir die normalisierten Daten m’ = Sm und
M' = QM die Beziehung m' = H'M' mit H' = SHQ ™', die es erméglicht H aus
H'’ wieder zu bestimmen. Generell wird die Normalisierung in Fillen angewandt,
in denen die Eingangsdaten unterschiedliche Gréflenordnungen aufweisen. Eine
Skalierung um r € R und Translation um (g1, ¢2) € R? kann in R? mit homogenen
Koordinaten mit einer Matrix dargestellt werden:

r 0 q T
f:R2—>R3:(m,y)'—> 0 r ¢ Yy
0 0 1 1

Die darstellende Matrix ist fiir » # 0 invertierbar. Die inverse Matrix stellt den
umgekehrten Prozess der Skalierung und Translation dar, der nach der Bestim-
mung von w durchgefithrt wird.
Mit
wp w2 w3
H:=(ws ws wg
wry wWg Wy
erhélt man eine Losung, die noch iiber eine nichtlineare Optimierung verbessert

werden kann (siche Abschnitt 2.4), was in der Praxis auch gemacht und in der
Literatur auch empfohlen wird (siehe z.B. Zhang (1998)). Dabei wird obiges H

als Startwert verwendet und
, 1 (hM,
Zp - = —t
thp hQMp

minimiert. Dabei seien wieder hi,ho, hy die Zeilen von H und fiir p € P mit
p=(X,Y,0)! sei M, := (X,Y,1)". Ein Minimum dieser letzten Optimierung liefert
erst eine Losung, die einen kleinen physikalischen Abstand zu den Beobachtungen
hat.

Nun wird versucht aus der Darstellung

2

R — Ry H— )
peP

H=sP (frl T9 t) dh. P7'H =5 (rl 79 t)

fiir ein s € R\ {0} die Parameter r1,72,¢ und P zu bestimmen. Dazu muss
P~'H die Nebenbedingung erfiillen, dass 1,75 orthonormal sind, d.h., dass fiir
die Spaltenvektoren hi, ho, hg von H gelten muss:

~ ~ Nt~
0 = s%(r1,m9) = (sr1,879) = (P~ hy, P hy) = A} (P_l) P~1hy und
1= (ri,r1) = (ro,ro) = (sri,sr1) = (srg, sra)

~ t ~ ~ t ~
=ht (P’l) Plhy =i} (P’l) Plhy=s.
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Sel
o Bin B2 Bis
B = (P_l) Pl =By By B
B31 B3y Bss
1 7 voy—uof
a? a?f3 a?p3
N 2 LI _1(woy—uB) _ wo
= 23 25 T 32 252 32 )
voy—uwfB _ Y(woy—woB)  wo (voy—uoB)? | vi +1
012ﬁ a2ﬁ2 52 a2ﬁ2 52

dann ist B symmetrisch und deshalb fest gelegt durch
b:= (B11, Bi2, B2s, B13, Bz, B33)' € R .
Bezeichne h; := (hi1, hi2, hiz)! die i-te Spalte von H fiir i € {1,2,3}. Dann ist

hiihj
hithjz + hizhj1

hizhja
hizhji + hiths
hizhja + hiohj3

hishjs

thh] = ijb mit Zij =

fiir 7,5 € {1,2,3}. Die Orthonormalitdtsbedingungen
hiBhy = 0 und h% Bhy = hsBhs

lassen sich dann als

( 2 ) b=0
(211 — 222)"

schreiben. Sind N Bilder (Positionen) der Kalibrierplatte gegeben, kann man alle
2N Gleichungen als

Zb=0

zusammenfassen, wobei Z € R2V*6 ist. Ist N > 3, d.h., dass mindestens 3 Bilder
bzw. Positionen gewahlt worden sind, so gibt es im Allgemeinen eine bis auf einen
skalaren Faktor eindeutige Losung (Zhang (1998)): einen normierten Eigenvektor
zum kleinsten Eigenwert von Z!Z, d.h., dass ||Zb|| unter der Nebenbedingung
Ib]| = 1 minimiert wird. Aus dem Losungsvektor b kann die Matrix B aufgestellt
werden.
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Lemma 4.6 o
Sei B € R3*3 gegeben mit sB = (P_l) P! fiir ein s € R\ {0}, dann lassen sich
die intrinsischen Parameter der Kameraabbildung wie folgt berechnen:

_ Bi12B13 — By1Bas

vy =
By1Bsy — B},
_ B3y + vg(B12B13 — B11B23)
s = B3z — 5
11
s
a=,/—
B
sB1y
B = N n2
B11Bas — By
v =—a’Biy—
s
w00 a*Bug
0 3 .
falls sB11 > 0 und B11 B9y — B%Q > 0 sind.
BeEwEIs. Fiir die Matrixeintrége gilt:
1
sB11 = 2
5
Bip=——1
sBiz =~ 37
voy — uof3
By = 200 U0P
sB13 25
(voy —uoB)? v}
sB33 = Tﬂz + @ +1
VoY — U
s*B1yB1s = .l 03%2 o
9 _ (voy —wfB) v
2
2 7 1
5°B11Bas = A + PETH
2
22 7
5By = AP
(voy — uoB)?
s’Bi, = el
= 5*(B12B13 — B11Ba3) = 0
o232
1
2 2\ _
5°(B11Ba2 — Biy) = 25
2/ 2 _ (voy — UOﬁ)Q U(Q)
S (313 -+ ’Uo(BuBlg — BllBQS)) = a452 + 0262 .

Daraus ergeben sich die Gleichungen fiir die intrinsischen Parameter. Die Wurzeln
bei der Bestimmung von « bzw. 3 sind dabei nur definiert, falls sBy; > 0 bzw.
Bi11Bos — B%Q > 0 ist. ]
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Haben s und Bj; verschiedene Vorzeichnen, ist die Wurzel fiir die Berechnung von

« nicht definiert! Analoges gilt fiir 5. Tritt dies in der Praxis auf, kann man ver-

suchen durch Hinzu- oder Wegnahme von Bildern (Positionen) dies zu Umgehen.
Fiir jede Position des Kalibrierobjekts konnen nun die extrinsischen Parameter

ermittelt werden.

Lemma 4.7 (Startlésung extrinsische Parameter)

Seien die intrinsischen Kameraparameter mit P gegeben und sei weiter die Matrix H =

(hi ha h3)=AP(r; ro t)fiirein A € R. Dabei bezeichne R = (r; 1y 13) €

R3*3 die Rotationsmatrix und ¢t € R® den Translationsvektor der Transformation.

Dann konnen die extrinsischen Parameter wie folgt bestimmt werden:

r = )\ﬁ_lhl
To = )\ﬁ_th
r3 =171 X1
t = AP 'hy
1 1
mit A = =

P-hy  Plhy

BEWEIS. Folgt aus H = AP (11 75 t) und [|r1]| = ||r2|| = 1. -
Wird die Rotationsmatrix aus zuvor berechneten intrinsischen Parameter nach
obigem Lemma berechnet, so kann in der Praxis nicht davon ausgegangen wer-
den, dass die so berechneten r; und 7o Norm Eins haben. Daher empfiehlt es sich
hier beide zu normieren. Weiter werden im Allgemeinen 1 und 79 nicht senkrecht
aufeinander stehen, d.h., dass R keine Rotationsmatrix ist. Daher wird eine Ro-

tationsmatrix gesucht, die moglichst nahe (beziiglich der Frobenius-Norm) an der
berechneten Matrix liegt.

Satz 4.8 (Approximation einer Matrix durch eine Rotationsmatrix)
Sei Q € R**3, dann ist

UV' = argmin | R — Q||3 unter der Nebenbedingung R'R =T ,
R
wobei I € R**3 die Einheitsmatrix bezeichne und Q = USV* die Singulirwertzerle-
gung von @ ist. Gilt zusitzlich det(Q) > 0, dann gilt weiter

UV?! = argmin || R — Q||% unter der Nebenbedingung R ist Rotationsmatrix.
R

BEWEIS.
IR = Q|7 = spur((R - Q)" (R - Q)) = spur(R'R — R'Q —~ Q'R + Q'Q)
= spur(/) — spur(R'Q) — spur((Q'R)") + spur(Q‘Q)
=3+ spur(Q'Q) — 2spur(R'Q) > 0
= argmin | R — Q||% = argmax spur(R'Q)
R R

ocp 0 0
Sei Q = USV! die Singuldrwertzerlegung von @Q, mit S = | 0 o2 0 | und
0 0 o3

U,V orthogonale Matrizen, dann ist auch Z := V!R!U eine orthogonale Matrix
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und es gilt:

spur(R'Q) = spur(R'USV?) = spur(V IR%WVWU:qdeqFU$
3

= spur(ZS) = Z Zig Uz <ZUz,

11>0 =1

weil die Spaltenvektoren von Z eine orthonormale Basis bilden und daher normiert
sind. Gleichheit gilt, wenn alle z;; = 1 sind, d.h., dass Z die Einheitsmatrix I sein
muss, da Z orthogonal ist, d.h.

I=27=V'RU
= Rl =VU!
= R=UV".

Damit wird ||R — Q||% unter der Bedingung R'R = I fiir R = UV minimiert.
Da U und V orthogonale Matrizen sind, ist | det(U)| = 1 und |det(V)| = 1. Gilt
zusétzlich det(Q) > 0, dann folgt mit

0 < det(Q) = det(USV?) = det(U) det(S) det(V?) = det(U <mtvf<[1m>

——
>0

= 0 < det(U) det(V?) = det(UV?) |

dass det(U) det(V?) = 1 sein muss. Dann ist R := UV! eine Rotationsmatrix, die
das Minimum annimmt. n

Damit konnen auch Startwerte fiir die extrinsischen Parameter bestimmt wer-
den. Allerdings wurden fiir die Bestimmung der intrinsischen Parameter mehr
Daten (alle Bilder bzw. Positionen) verwendet, d.h., dass diese Bestimmung sta-
biler ist. Um die Bestimmung der extrinsischen Parameter noch zu verbessern,
kann

RS — Ry : (A1, A2, A3, t1, t2, t3) —®(TT o T'(A\1, A, A3, t1, o, 13))
=§:Wp—POPzOT@W2

peP

mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren fiir jede Position des Kalibrierob-
jekts minimiert werden und die Ergebnisse als extrinsische Startparameter ver-
wendet werden. Wiederum minimiert erst diese Optimierung einen physikalischen
Abstand zu den Beobachtungen. Der komplette Algorithmus zur Ermittlung von
Startparametern ist in 4.1 zusammengefasst.

Das Verfahren von Zhang (1998) wird hiufig zitiert und verwendet. Es gibt
jedoch noch weitere Moglichkeiten zur Bestimmung einer Startlosung, z.B. wihlt
Tsai (1987) eine Methode, die Beziehungen zwischen Bild- und Objektpunkten
benutzt, die auch bei radialer Verzeichnung noch giiltig bleiben (radial alignment
constraint). Die Startlosung von Zhang beriicksichtigt dies nicht. Die Methode von
Tsai bestimmt in mehreren Schritten externe und interne Parameter, allerdings



Algorithmus 4.1 : Bestimmung von Startparametern fiir das Lochkameramodell
(Zhang)

Eingabe : Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen. Fiir j € {1,...,n} mit
= (X,,Y;,0)" sei M = (XJ,YJ7 1)t sowie N Bilder des Prototyps in
N Positionen. Dabei bezeichne m); . = (uf ., v} )" das Pixel im Bild
ce{l,...,N} des Punktes p; € P.
Ausgabe : Startwerte fiir intrinsische («, 3,7, ug, v9) und extrinsische Parameter

(Ty,...Tv)
1. Normalisiere Prototypkoordinaten: Fiir j € {1,...,n} sei M; := SM] mit
A0 —)\81 n
S:=10 A —Aso und( )iZ( )
0 0 1 -1
P V2

Z \/ —51)2+ (Y; — s2)?

2. forall ced{l,...,N} do
2.1 Normalisiere Pixelkoordinaten mit Matrix @, (analog zu S fiir
Prototypkoordinaten). Daraus ergeben sich (u; ., vj ., 1)" := Qe(uf o, V] ., 1)t
Mlt 0 —ul,ch
0 M} —wv M

22A4.:=] : € R
ML 0 —up M,
0 M fvmchl
2.3 Eigenvektor w, = (wi,...,wg )" zum kleinsten Eigenwert von ALA,

W1,e w2,c w3, ¢

2.4 Setze H, := Q' | wae wse wee| S als Startwert
W7 e We W9
n
L 1 hy M;
2.5 Minimiere R*** — R : H Z m . ( )
j=1 h3 M’ h2
Startwert mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren. hi, hg, hs bezeichnen

dabei die Zeilenvektoren von H. H,. = (hl(-;)

2

mit obigen

)1<i,j<3 sei das Ergebnis dieses

Verfahrens @ (0
(o) (hglhﬂ() (o)
hiy hjy + hay hjy
2.6 Setze fiir i,j € {1,2} z;; = o (e o (o) | und
7 e{1,2} z; h<>h<>+h<>h(>
B ]
his hj3
(@)
N WO BN ON”
end (211 — 239)
3.Z:= (2 ... z§v) € RIVX6
4. Eigenvektor b = (by,...,bg)" € R® zum kleinsten Eigenwert von Z¢Z
by by by
5. B .= (Bij)lgi,jg?) = by b3 bs| € R3%3
by bs bg

6. Bestimme «, 3,7, up, vg mit Lemma 4.6. Daraus ergibt sich P
7. forall ce {1,...,N} do

7.1 Ermittle Rotation R. und Translationsvektor ¢, mit H., P und Lemma 4.7
7.2 Korrigiere R. mit Satz 4.8. Daraus ergibt sich T, (evtl. als Startwert fiir 7.3)

(7.3) Evtl. nichtlineares Optimierungsverfahren: T, — Z i, — PoP,oT.(p)|?

end peP
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wird vorausgesetzt, dass der Scherungsparameter v = 0 ist und das Verhéltnis
der Skalierungsfaktoren a, # bekannt ist. In diesem Fall kénnen interne Parame-
ter auch aus unendlich fernen Punkten von drei orthogonalen Geraden bestimmt
werden (vgl. z.B. Hartley und Zisserman (2000)). Die unendlich fernen Punkte
erhélt man dabei iiber den Schnittpunkt von mindestens zwei parallelen Geraden,
die sich im Bild durch die perspektivische Verzerrungen schneiden. Drei senkrechte
Richtungen ergeben sich z.B. am Eck eines Gebdudes. Weiter kann anschlieend
die Rotation aus zwei Bildern mit korrespondierenden unendlich fernen Punkten
ermittelt werden. Nachteil dieser Methode ist, dass Geraden in verzeichneten Bil-
der nicht als Geraden wiedergegeben werden und damit ein Schnittpunkt nicht
korrekt bestimmt werden kann.

4.1.1.2 Optimierung der Startlosung

Die ermittelte Startlosung kann nun benutzt werden, um mit einem nichtlinearen
Optimierungsverfahren (siehe Abschnitt 2.4) die Parameter gemif3 der Fehlerfunk-
tion zu verbessern. Erst dadurch wird ein kleiner Abstand zu den Beobachtungen
erzwungen, was in der Startlosung nicht beriicksichtigt wurde. Algorithmus 4.2
zeigt die komplette Kalibrierung fiir das Lochkameramodell.

Algorithmus 4.2 : Bestimmung aller Parameter fiir das Lochkameramodell

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen

e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne 4, . das Pixel im Bild
ce€{l,...,N} des Punktes p € P

Ausgabe : Intrinsische Parameter «, 3,7, ug, vg und extrinsische Parameter
Ty,... Ty

1. Bestimme Startwerte fiir «, 3,7, ug, v (Daraus ergeben sich P bzw. II) und
Ty,...Tn (z.B. nach Algorithmus 4.1)
2. Minimiere

N

(O‘7ﬂ77au0av0aTh' .. 7TN) — ‘I)N(Hlea e aTN) = Z Z Hip,c - POPZ OTc(p)||2
c=1peP

mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren

3. return «, 3,7, ug,vo und T, ...Tx

4.1.2 Kameramodelle mit radialer Verzeichnung

Generell gibt es zwei Moglichkeiten eine Kalibrierung unter Einbeziehung von Ver-
zeichnungen durchzufiihren: Startparameter auch fiir die Verzeichnungsparameter
zu finden und anschlieend alle Parameter nichtlinear nachzuoptimieren oder die
aufgenommen Bildern vorab zu entzerren, d.h., dass die Verzeichnung riickgidngig
gemacht wird, und anschlieffend eine Kalibrierung nach dem Lochkameramodell
durchzufiihren.

Letztere Methode kann z.B. iiber so genannte Plumbline Verfahren (siehe z.B.
Devernay und Faugeras (2001) oder Valkenburg und Evans (2002)) durchgefiihrt
werden: ein oder mehrere diinne Lotschniire, die mit einem Lot senkrecht nach
unten gehalten werden, werden im Bild aufgenommen. Oder es werden Szenen,
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in denen Geraden enthalten sind, aufgenommen. Diese erscheinen aufgrund der
Verzeichnung nicht mehr als Geraden, sondern als gekriimmte Kurven, die aus
den Bildern extrahiert werden. Die Bedingung, dass sie Bilder von Geraden sind,
liefert eine algorithmische Entzerrung. Das entzerrte Bild kann dann mit dem
Lochkameramodell behandelt werden.

FEin Nachteil einiger dieser Verfahren ist, dass jedes Bild zuvor entzerrt werden
muss und dass diesem Vorgehen ein anderes Kameramodell entspricht: Bei die-
sen Verfahren wird die Verzeichnung zuerst riickgéngig gemacht. Dabei wird oft
die Verzeichnung als letzter Schritt der Kameraabbildung betrachtet. Die in Ab-
schnitt 3.1 vorgestellten und in der Literatur angefithrten Modelle setzen jedoch
die Verzeichnung als vorletzten Schritt (in der {z = 1}-Ebene) noch vor der Um-
rechnung in Pixelkoordinaten. Bei einer Umkehrung der Kameraabbildung miis-
sten also zuerst die Pixel- in Bildkoordinaten umgerechnet werden und dann erst
entzerrt werden. Dazu miissten aber die internen Parameter schon bekannt sein
oder es werden die Verzeichnungsfunktionen abgeéndert, so dass dies moglich wird
(siehe z.B. Claus und Fitzgibbon (2005a)). Im Folgenden werden die Standard-
verzeichnungsfunktionen und die damit zusammenhédngenden Kalibrierverfahren
betrachtet.

Unter Verwendung der radialen (Standard)-Verzeichnungsfunktion wird die Feh-
lerfunktion ® {iber der Menge der extrinsischen und intrinsischen Parameter mi-
nimiert: bei einer Position des Kalibrierobjekts wird das Minimum {iber alle Ka-
meraparameter A\, Ao, A3, t1,to, t3, o, 3,7, ug, vo, k1, ..., kp von

<I>(A(04, ﬂ, ¥, Uo, Vo, kl, ey kD) e} F(Al, )\2, /\3, tl, tg, t3)) = @(H ©) T) = (I)(,C)
=Y lip=K®I>=>_ llip— Pod, o P.oT(p)|?

peP peP

gesucht bzw. bei IV Positionen wird das Minimum {iber A1 ¢, A2.c, A3.c, t1,¢,t2,c, 3¢
und «, 3,7, ug, v, k1, ..., kp fiir ce {1,..., N} von

DN (Ao, B,7,u0,v0, k1, ..., kp), T (A1, A2, A3 1, 1, t2,1,831), - - - s
L(AN, A2, N, A3 NSt N, to, N E3 N)

N
=ON(IL Ty Th) = 3 ) llipe = Podr o P o To(p)]?
c=1 peP

bestimmt. Wiederum handelt es sich dabei um ein nichtlineares Optimierungspro-
blem, das eine Startlosung benétigt.

4.1.2.1 Finden einer Startlésung

Aus den Startwerten fiir ein Lochkameramodell kénnen Startwerte fiir die radialen
Verzeichnungsparameter gewonnen werden (vgl. z.B. Zhang (1998)). Zhang ver-
wendet dazu zwei radiale Verzeichnungsparameter. Nach Tsai (1987) und Wei und
Ma (1994) fithrt die Verwendung mehrerer Parameter eher zu numerischer Instabi-
litdt, als zu einer Verbesserung des Modells. Im Folgenden wird das Verfahren von
Zhang (1998) vorgestellt, das nur zwei Verzeichnungsparameter beriicksichtigt.
Eine Bestimmung der Startwerte des Lochkameramodells z.B. nach Algorith-
mus 4.1 beriicksichtigt die radiale Verzeichnung nicht, d.h., dass im ersten Schritt



4.1 Einzelkamera

71

angenommen wird, dass keine Verzeichnung vorhanden ist. Dann erst werden die
Verzeichnungsparameter ermittelt. Da dies nur fiir die erste Ermittlung von Start-
werten gilt, ist es unkritisch.

Gegeben seien die Parameter «, 3,7, ug,vg und 17,...,TNy bei N Positionen
des Kalibrierobjekts. Dann gilt fiir alle p € P und fiir alle ¢ € {1,..., N} mit

(z,9)t :== P, o T.(p) und (u,v)! := P((x,y)"):

o - mﬂLﬂE(kl(ﬁvLy )+k:2(x +42)?)
o <y> B <y+y(k1(a:2 4+ y?) + ko (22 + 52 )2)) (4.1)
?)
)

T\ x + z(k1(2? + y?) + ka2 + y?)?) o
= oo (y> =k (y+y(k1(w2 + ) + ka(2® + ¢ 2)) - (vo>
- <“ + (u— o) (k1 (2 +y?) + ko (2® + 3/2)2)) (4.2)
v+ (v —wo) (k1 (22 + y?) + ko (2% + y?)?) '

x u (u—up)(x® +9?) (u—uo)(2®+y%)?\ (k1
Pos. (F) = (Y) = (&
= o (5) () = (0o T o L) () - 09
L bezeichne dabei die Matrix aus P in Definition 3.16. Ist (u/,v")! das beobachtete
Pixel von p im Bild ¢, so gilt im Idealfall P o 6,.((x,y)!) = (u/,v")!. Da fiir jedes
p € P mit |P| = n und fiir jede Position ¢ € {1,..., N} eine Gleichung nach (4.3)

gewonnen werden kann, kénnen diese in einer Matrix A € R*V*2 und einem
Vektor d € R?™V zusammengefasst werden, so dass gilt

A @) _d = A'A <’;;> _ Ald (4.4)
- (Z;) _ (ALA) Al (4.5)

Damit kénnen k1 und ko bestimmt werden (vgl. Algorithmus 4.3). (A*A)~LA? ist
dabei die Pseudoinverse von A, deren Berechnung numerisch instabil werden kann.
Hier sollten numerisch stabile Verfahren verwendet werden, z.B. Householder-
Transformationen (sieche z.B. Golub und Loan (1996)). Unter welchen Bedingun-
gen die Matrix A'A invertierbar ist, und ob diese Berechnung einen Fehler mini-
miert, ist in Zhang (1998) nicht angegeben. In Kapitel 5 wird eine Bestimmung
von beliebigen vielen Verzeichnungsparametern angegeben, die eine Fehlerfunkti-
on minimieren. Bedingungen an die beobachteten Punkte werden angegeben, die
die Existenz des Minimums garantieren.

Als Startwerte fiir die Verzeichnungsparameter wére auch Null méglich. Eine
erste Bestimmung der Werte wiirde dann das folgende nichtlineare Optimierungs-
verfahren iibernehmen.

4.1.2.2 Optimierung der Startlosung

Wie im Fall des Lochkameramodells wird auch fiir das Modell mit radialer Ver-
zeichnung ausgehend von einer Startlosung die Fehlerfunktion ®n mit einem
nichtlinearen Optimierungsverfahren minimiert. Dies muss nicht in einem glo-
balen Optimum resultieren, da das Verfahren in lokalen Optima abbrechen kann.
Algorithmus 4.4 zeigt die Vorgehensweise.

In Kapitel 5 wird ein verbesserter Algorithmus fiir die klassische radiale Ver-
zeichnungsfunktion angegeben. Die Tatsache, dass die Verzeichnungsparameter



Algorithmus 4.3 : Bestimmung von Startparametern fiir radiale Verzeichnung
(Zhang)

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P = {p1,...,pn}
e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne m/; , := (u] ., v} )" das
Pixel im Bild ¢ € {1,..., N} des Punktes p; € P.
e PTy,.... TN
Ausgabe : Startwerte fiir radiale Verzeichnung k1, ko
1. Setze fiir j € {1,...,n} und fiir alle ¢ € {1,..., N} mit (z,.,y;.)" := P, oT.(p;)

und ()¢, v5.6)" = P((%j,¢,Yj,.e)")
2. Setze Datenmatrix A und Datenvektor d

(w11 —wo)(a3 1 +471) (u11 —uo) (2% 1 +474)? uyg — U
(vi1 —vo) (@} 1 + 97 1) (vi1 —wo)(23 ) +471)° Vi1 — V11
Ao | G —uo) (@1 + Yo1)  (ung —uo)(@y  +yp4)? g | na—unn
(Un1 —vo)(zh 1 + i 1) (Un,1 —vo)(zp 1 +yn1)? Up1 — Un,1
(Un,n —u0) (2 x +Yp ) (N —uo) (@) § + o n)? Uy, N = Un,N
2

(Un,N — UO)(J?%,N + y%N) (Un,N — UO)(xi,N + yrZLN) Uy N~ Un,N

3. Bestimme (Zl) = (A'A)~1AYd
2

4. return k; und ko

Algorithmus 4.4 : Bestimmung aller Parameter fiir das Modell mit radialer Ver-
zeichnung (Zhang)

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen

e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne i, . das Pixel im Bild
ce{l,...,N} des Punktes p € P

Ausgabe : Intrinsische Parameter «, 3,7, ug, vo, k1, - - . , kp und extrinsische
Parameter T, ... Ty

1. Bestimme Startwerte fiir «, 3,7, ug, vo (daraus ergibt sich P) und T1,...,Tn
(z.B. nach Algorithmus 4.1)

2. Bestimme Startwerte fiir k1,...,kp (z.B. mit Algorithmus 4.3)

3. Minimiere (o, 3,7, uo, Vo, k1, ..., kp, Th,...,Tn) — On(I1, T4, ..., Ty) =

N
Z Z |ip.. — P od, 0P, oTe.(p)||* mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren
c=1peP
und obigen Startwerten
4. return «, 3,7, ug, v, k1,...,kp und Ty, ... Ty
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durch die anderen Kameraparameter bestimmt sind, kann ausgenutzt werden, um
den Kalibrieralgorithmus eines Lochkameramodells mit verédnderter Fehlerfunkti-
on verwenden zu konnen.

Fiir die abgeéinderten radialen Verzeichnungsfunktionen aus Abschnitt 3.1.2.1.1
finden sich in den dort zitieren Quellen zu diesen Modellen auch Methoden zur
Ermittlung von Startwerten der Verzeichnungsparameter. Teilweise geschieht dies
iitber Entzerrung von Kurven, die Bilder von Geraden sind. Aus diesen Start-
parametern kann analog zu Algorithmus 4.4 ein Kalibrieralgorithmus angegeben
werden, indem in der Fehlerfunktion fiir die nichtlineare Optimierung die radia-
le Verzeichnungsfunktion ersetzt wird, falls in den Modellen die Funktion von
unverzeichneten zu verzeichneten Bildkoordinaten angegeben wurde.

4.2 Stereokamerasystem

Die Algorithmen zur Ermittlung der externen Parameter zweier Einzelkameras,
konnen verwendet werden, um die externen Parameter des zugehorigen Stereosy-
stems zu bestimmen.

Lemma 4.9

Seien I, Ry, t1 sowie IIs, Ro, to die intrinsischen und extrinsischen Parameter zweier
Kameras beziiglich eines Referenzkoordinatensystems. Sei die Transformation T’ durch
die Rotationsmatrix R := RgRt1 und den Translationsvektor t := — Rty + t5 definiert,
dann ist durch K := II; und K’ := Il o T das Stereokamerasystem beziiglich des
ersten Kamerakoordinatensystems als Referenzkoordinatensystem gegeben.

BEWEIS. Seien T} : R? - R3: 2z — Riz+t, und Th : R — R3 : 2 — Rox + to
die Transformationen des Referenzkoordinatensystems in die Kamerakoordina-
tensysteme, dann ist 7' := T o T} ! die Transformation vom ersten in das zweite
Kamerakoordinatensystem und fiir z € R? ist

T(:C) =T50 Tl_l(l') = TQ(Rl_l(l' — tl)) = TQ(R&(Q? — tl)) = RQR%((E — tl) + 12
= RQR%_ X —RgRﬁtl +to .
—R =it

Damit folgt die Behauptung. m

Die Bestimmung der Parameter nach obigem Lemma hat gravierende Nachteile:
Es muss fiir jede Kamera eine vollstdndige Kalibrierung, d.h. intrinsische und ex-
trinsische Parameter, ermittelt werden. Bei jeder Positionsédnderung des Systems
oder der einzelnen Kameras miissen fiir jede Kamera zumindest die extrinsischen
Parameter neu ermittelt werden. Der Zusammenhang, dass beide Kameras die-
selbe Szene beobachten, wurde nicht ausgenutzt. Dies ist problematisch, weil ein
Kameramodell stets eine Approximation der Abbildungsverhalten der realen Ka-
meras darstellt. Wird die gegebene Einschréankung hingegen beriicksichtigt, so ist
eine Verbesserung der Genauigkeit der Approximation des Stereosystems und eine
Reduzierung des Rechenaufwands zu erwarten.

Ein allgemeines Verfahren, d.h. unabhéngig vom gewéhlten Kameramodell, zur
Ermittlung der extrinsischen Parameter eines Stereosystems, also der Transforma-
tion von einem Kamerakoordinatensystem zum anderen, wurde in Hanning u. a.
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Abstand zu
epipolaren
Geraden

(2004) vorgestellt. Die Verbesserung gegeniiber der Einzelkalibrierungen wurde
beispielhaft dargestellt.

In Abschnitt 3.2 wurden die fiir ein Stereosystem geltenden Einschrinkungen
fiir korrespondierende Punkte genannt. Daher soll im Weiteren die Kalibrierung
eines Stereosystems nicht nur die extrinsischen und intrinsischen Parameter der
beiden Kameras umfassen, sondern auch auf die Ermittlung dieser Einschrinkun-
gen eingehen. In der Literatur wird der Begriff der Stereokamerakalibrierung oft
auch ausschlief$lich dafiir verwendet. Ausgangspunkt fiir diese Verfahren sind kor-
respondierende Pixelpaare, die aus den Bildern gewonnen werden miissen. Dies ist
theoretisch nicht eindeutig moglich, weil fiir einen gegeben Punkt in einem Bild
alle Punkte auf der epipolaren Geraden bzw. Kurve zu dem gegebenen Punkt
korrespondieren. Daher miissen heuristische Verfahren, wie z.B. in Zhang u. a.
(1994) beschrieben, angewandt oder Nebenwissen iiber die aufgenommene Szene
miteingebracht werden.

4.2.1 Lochkamerastereosystem

In Satz 3.42 wurde bereits gezeigt, dass der Zusammenhang korrespondierender
Punkte, die epipolare Einschrdnkung, sich in der Fundamentalmatrix kodieren
ldsst. Diese kann bei bekannten Parametern des Stereosystems berechnet werden,
aber sie kann auch aus Korrespondenzen ohne Kenntnis der Kameraparameter
geschiétzt werden. Im Idealfall liegen die Bildpunkte auf den zugehorigen epipola-
ren Geraden, d.h., dass eine Schitzung die Abstéinde von beobachteten Punkten
zu epipolaren Geraden minimieren soll.

Definition 4.10 Seien m und m’ korrespondierende Punkte in zwei Bildern ungleich
den Epipolen und sei F' die zugehdrige Fundamentalmatrix und [ = (I3, 1s,13)" := F'm
und " = (1,15, 15)" :== F'm/. Dann bezeichnen

dist(m/, Fm) = dist(m’, 1) := dist(m/, {(z, y)|l1z + loy + I3 = 0})
= min |lm’ — (x,y)"| und
{(2,)€ER?|ly 2-+1ay+15=0}
dist(m, F'm') = dist(m, I) := dist(m, {(z, y)|[ljz + lby + 15 = 0})
= ,min lm — (z, )|
{(z,y)ER [ z+1Ly+15=0}

die Abstande der Punkte m’ und m zu den jeweiligen zugehérigen epipolaren Geraden
im Bild.

In obiger Definition sind m und m’ korrespondierende Punkte, d.h. unter ande-
rem auch, dass der zugehorige 3D-Punkt von beiden Kameras beobachtet werden
kann und somit im Definitionsbereich beider Kameras liegt. Nach Lemma 3.48
gilt damit (I1,12)" # 0 und (I},15)" # 0, da die Punkte ungleich den Epipolen sind
und damit [ # 0 und I’ # 0 gilt. Die Abstéinde in obiger Definition sind damit
Absténde von Punkten zu Geraden in 2D, daher existieren die genannten Minima.

Lemma 4.11 (Abstand zu epipolaren Geraden)
Seien m = (u,v)" und m’ = (u/,v)! korrespondierende Punkte ungleich den Epipolen
und sei F' die zu den Kameras K und K’ gehdrige Fundamentalmatrix. Dann gilt mit
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den Bezeichnungen aus Definition 4.10

—~t
_ " Fm|
dist(m/, Fm) = L und
( ) vVmtFtZFm
~ ~ 1 00
tFt /
dist(m, Pty = — P i 7z (01 0
V! FZ Pty 000
BEWEIS. Seien m = (u,v), m’' = (u/,v"), | = (I1,l2,l3)" := Fm und ' =
(11,15, 15) == F'm/. Seien n := (n1,n9)" := ———(I1,12)" und n’ := (n},nb)! :=

I3+
——L__(14,15). Dann sind n und n’ normiert. Da m und m’ korrespondieren-
lll2+l/22 10°2

de Punkte sind, gibt es nach Definition 3.33 ein M € R® mit K(M) = m
und K'(M) = m/, d.h., dass M im Definitionsbereich von K und K’ ist und
M € K~Y({m}) sowie M € K'"'({m’'}) ist. Damit liegt weder X~'({m}) voll-
stindig im nichtdefinierten Bereich von K’ noch liegt K'~1({m'}) vollstindig im
nichtdefinierten Bereich von K. Dann gilt nach Lemma 3.48 I; # 0 oder Iy # 0
und 7§ # 0 oder I}, # 0. Weiter ist

dist(m/, Fm) = dist(m/, {(z,y)|l1z + lay + I3 = 0})

l
=dist | («/, "), {(z,y)|mz + nay + % =0}
NCET

~t
B ‘llul+l2?}/+l3| - |m’ l’

- JE+B VItZI

I3

|’\//t |
m! Fm

= ——————— und analog folgt
Vil FI ZFm &l

lidazd

—~t ’ .
\Vm/ FZFtm!

Damit léasst sich eine geeignete Fehlerfunktion zur Bestimmung einer Funda-
mentalmatrix angeben:

nlu’ + ngv’ +

dist(m, F'm’) =

Definition 4.12 Seien m; und m! korrespondierende Punkte fiir i € {1,...,n},
dann gibt die Funktion

n
X:F— ZdistQ(m;, Fin;) + dist?(m;, F'm})
i=1

. 1 1
=> (miFm)* | = — +
;( )\ FE e m',FZ Ftiv]

die Summe der quadrierten Abstdnde zu den epipolaren Geraden an. Ein Minimum
von x bietet eine Schatzung fiir die Fundamentalmatrix.

Die Minimierung von x ist ein nichtlineares Optimierungsproblem, d.h., dass
eine Startlosung, z.B. eine analytische Bestimmung, ben6tigt wird.

Fehlerfunktion
Fundamental-
matrix,

X
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4.2.1.1 Lineare Schatzung der Fundamentalmatrix

Aus der fundamentalen Bedingung (Satz 3.42) kann ein linearer Zusammenhang
fiir korrespondierende Punkte gefunden werden:

Lemma 4.13 (linearer Zusammenhang)

Seien m; = (u;,v;)" und m} = (u},v})" korrespondierende Punkte fiir i € {1,...,n}

und sei F' = (Fjj)1<i j<3 die zu K und K’ gehdrige Fundamentalmatrix, dann gilt:

Iy

/ / / / /
ulul Ulul ul ’U;l'Ul 1}1?}1 Ul (75} V1 1 F21

upul,  vpul, ul o unvl vpvl vl un vy 1 Fos

BewEIs. Da die Punkte korrespondieren, gilt fiir alle i € {1,...,n}:
Fin Fia Fis u;

mFm; = (uj,v],1) | Fo1 Fao Fag v; | =0
F31 F3p Fi3 1

VU U up v 1) Fo | =0.

Daraus folgt die Behauptung. ]

Obiges Lemma liefert eine notwendige Bedingung fiir Fundamentalmatrizen, die
auch die Nullmatrix und Vielfache der Fundamentalmatrix erfiillen. Nach Satz 4.4
ist f € R? genau dann eine Losung der Gleichung aus dem Lemma, wenn f der
Nullvektor oder ein Eigenvektor zum Eigenwert Null der Matrix A'A ist. Der Null-
vektor als Losung soll ausgeschlossen werden. Da Vielfache einer Lésung ebenfalls
die Gleichung erfiillen, kann 0.B.d.A. eine Losung f € R? mit der Nebenbedin-
gung || f|| = 1 gesucht werden. Aber auch unter dieser Voraussetzung ist fiir einige
Positionen der Punkte, der Vektor f nicht eindeutig bestimmbar aus A'A: die
Dimension des Eigenraums zum Eigenwert Null wird hier grofler als Eins. Liegen
z.B. alle 3D-Punkte zu den korrespondierenden Punkten m; und m] auf einer
Ebene, oder ist die Bewegung von einer Kamera zur anderen eine reine Rotation
(ohne Translationsanteil), so gibt es unendlich viele Losungen. Ein oder drei Lo-
sungen existieren, falls die 3D-Punkte mit den Kamerazentren auf einer reguléren



4.2 Stereokamerasystem

7

Quadrik liegen (sieche Hartley und Zisserman (2000) oder Zhang (1996a)). Die
Umkehrung dieser Aussagen wurde in der Literatur leider nicht aufgefiihrt.Diese
degenerierten Konfigurationen sollten bei der Bildgewinnung vermieden werden.

Da mit realen Daten im Allgemeinen die Bedingung aus obigem Lemma nicht
gleich Null sein wird und damit auch kein Eigenwert Null der Matrix A*A exi-
stiert, wird ein Vektor f € R? gesucht, der |Af||> minimiert. Der triviale und
nicht gewiinschte Fall, f = 0, soll ausgeschlossen werden. Da f nur bis auf ein
skalares Vielfaches festgelegt ist, wird ||f|| = 1 als Nebenbedingung festgelegt.
Werden oben genannte degenerierten Konfigurationen vermieden, so wird davon
ausgegangen, dass rang(A) = 8 ist und es folgt mit Satz 4.5, dass ein Eigenvek-
tor zum kleinsten Eigenwert von A’*A das Minimum unter der Nebenbedingung
Il = 1 ergibt. Die Matrix A sollte daher mindestens Rang 8 haben, d.h., dass
mindestens acht korrespondierende Punkte zur Bestimmung nétig sind. Die Ein-
trage dieses Eigenvektors konnen wieder in eine 3x3-Matrix geschrieben werden.
Allerdings erfiillt diese Matrix im Allgemeinen nicht die Eigenschaft einer Funda-
mentalmatrix, Rang Zwei zu haben.

Lemma 4.14 (Ndchste Rang Zwei Matrix) or 0 0
Sei A € R**3 mit Singularwertzerlegung A = UDV*, wobei D = [ 0 o2 0
0 0 o3

mit 0.B.d.A. o1 > 09 > 03 > 0, dann ist:

R R R or 0 0

argmin |A=Bllp=UDV!=A mitD:=[0 o2 0

{BERSXS\ rang(B):Q} 0 0 0
BEWEIS. siehe z.B. Anhang B in Zhang (1996a). n

Kommen die Singuldrwerte nicht der Gréfie nach geordnet in der Diagonalmatrix
vor, so kann das Lemma mit Hilfe von Permutationsmatrizen bewiesen werden.
Es wird dann der kleinste Singuldrwert auf Null gesetzt.

Nach obigem Lemma kann damit eine Matrix vom Rang Zwei minimal beziiglich
der Frobeniusnorm zu der geschitzten Fundamentalmatrix angegeben werden. Die
Epipole kénnen ebenfalls aus der Singulédrwertzerlegung ermittelt werden:

Lemma 4.15 (Epipole aus Singulidrwertzerlegung)

Sei A € R™"™ mit rang(A) = n—1und A = UDV" die Singulirwertzerlegung von A
mit D = diag(A1,...,Ap) und X\j =0 fiireinj € {1,...,n} und U = (u1 un)
sowie V = (v1 vn), dann gilt

AvjzounduzA:O.

BeEwEis. Da V und U orthogonale Matrizen sind, haben die Skalarprodukte aus
verschiedenen Spaltenvektoren einer Matrix den Wert Null, bei gleichen Vektoren
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haben die Skalarprodukte den Wert Eins. Damit gilt

0
vivj 0
AUjZUDVtUj:UD :Udiag()\l,...,/\j_l,O,/\jH,...,)\n) 1
UfL’Uj 0
0
=0 und
’U,E~U1
uwiA=uUDV = | | DV'=0. n

Daher koénnen die Epipole aus der Singuldrwertzerlegung abgelesen werden: ist
der j-te Singulirwert von F = UDV? gleich Null, dann ist die j-te Spalte von
V ein Vielfaches des Epipols im ersten Bild und die j-te Spalte von U ein Viel-
faches des Epipols im zweiten Bild in homogenen Koordinaten, da der Kern der
Fundamentalmatrix eindimensional ist, falls die Translation ¢ # 0 ist.

Wie schon in den Kalibrieralgorithmen in Abschnitt 4.1 kann auch hier wieder
zuvor eine Normalisierung der Daten vorgenommen werden: die Pixelkoordina-
ten werden so verschoben und skaliert, dass der Schwerpunkt die Null ist und
der durchschnittliche Abstand zur Null /2 betrigt. Das in der Literatur als §-
Punkte-Algorithmus (engl. 8-point algorithm) (siche z.B. Hartley (1997)) bekannte
Verfahren zur linearen Schéitzung der Fundamentalmatrix ist in Algorithmus 4.5
zusammengefasst. Wiederum wird bei dieser Startwertbestimmung kein physi-
kalischer Abstand minimiert, sondern die fundamentale Bedingung ausgenutzt.
Wiren die ersten beiden Koordinaten, die die epipolare Gerade kodieren, nor-
miert, wire die Geradengleichung eine Hessesche Normalform. Dann wiirde der
physikalische Abstand gemessen werden, was in der Fehlerfunktion y ausdriickt
wird. Dieses Minimierungsproblem ist allerdings nichtlinear.

4.2.1.2 Lineare Schatzung der essentiellen Matrix

Sind korrespondierende Punkte in der {z = 1}-Ebene gegeben, die wiederum
keine degenerierte Konfiguration darstellen, so kann der Algorithmus 4.5 genutzt
werden, um die essentielle Matrix zu berechnen. Den linearen Zusammenhang
liefert die essentielle Bedingung (Satz 3.43).



Algorithmus 4.5 : Lineare Schitzung der Fundamentalmatrix (8-Punkte-
Algorithmus)

Eingabe : n korrespondierende Bildpunkte aus zwei Bildern. Fiir j € {1,...,n} mit
p; im ersten Bild sei p} der korrespondierende Punkt im zweiten Bild.
Ausgabe : Fundamentalmatrix F', Epipole € und € in homogenen Koordinaten

1. Normalisiere Bildkoordinaten: Fiir j € {1,...,n} sei m; := (u;,v;)" := A(pj — s)
n
und m/j := (uf,vf)" == N (p) — ') mit s = (2;) = %ij, A= ——Y2  und
= w3 lps sl
J=1

/ n
s
/ 1) .1 § : / . V2
s = (Sl) = pj’ No= T
2 j=1 / /
n > ;= sl
i=1
2. Bestimme Datenmatrix
wiu) vy w) o wv] v v owg v 1
A=
Uplll, VUl ul upvlh, vpvL UL un v, 1

3. Bestimme Eigenvektor f := (f1,..., f9) € R? zum kleinsten Eigenwert von A?A

R fi fo f3
4. Setze F .= | fs f5 f¢
fr fs fo

5. Bestimme die Singulirwertzerlegung von F' = U diag(o+, 02, 03) V' mit
01 >09>03>0und U = (u1 U2 u3) sowie V = (U1 Vg Ug). Setze
F* :=U diag(oy,09,0)V?

A0 7A51
6. Normalisierung riickgéingig gemacht: setze S := [ 0 A —As2 | und
0 0 1
N0 =Ns
S'=10 XN —=Ns,| und gib
0 0 1

F:=S8"F*S ¢:= S 'v; und @ = S’ lus als Resultat zuriick.
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Lemma 4.16 (linearer Zusammenhang in der {z = 1}-Ebene)
Seien m; = (u;,v;)" und m} = (u},v})! korrespondierende Punkte in der {z = 1}-

Ebene fiir i € {1,...,n} und E = (E;;)1<; j<3 die essentielle Matrix, dann gilt

/ / / / /
uiuy  viuy Uy wiv; vivy vy up vr 1 o

S
3
:\
:\
I
3
e\
S
c\
c\
S
3
—_
&3
[N}
w

Upn U U,

BEWEIS. Da die Punkte korrespondieren, gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}

Ein Ei2 Egg U;
m;tEﬁlz = (u;, ’U;, 1) E21 EQQ E23 v; = 0
E31 E3zp FEsg 1

VU U, U U 1) Ey» | =0.

Daraus folgt die Behauptung. [

Obiges Lemma liefert eine notwendige Bedingung fiir essentielle Matrizen, die
auch die Nullmatrix und Vielfache der essentiellen Matrix erfiillen. Nach Satz 4.4
ist g € RY genau dann eine Losung der Gleichung aus dem Lemma, wenn ¢
der Nullvektor oder ein Eigenvektor zum Eigenwert Null der Matrix B'B ist.
Der Nullvektor als Losung soll ausgeschlossen werden. Da Vielfache einer Losung
ebenfalls die Gleichung erfiillen, kann 0.B.d.A. eine Losung g € RY unter der
Nebenbedingung [|g|| = 1 gesucht werden. Aber auch unter dieser Voraussetzung
ist, wie im Falle der Fundamentalmatrix, fiir einige Positionen der Punkte der
Vektor g nicht eindeutig bestimmbar aus B!B: die Dimension des Eigenraums
zum Eigenwert Null wird hier grofler als Eins. Diese degenerierten Konfigurationen
sollten bei der Bildgewinnung vermieden werden.

Da mit realen Daten im Allgemeinen die Bedingung aus obigem Lemma nicht
gleich Null sein wird, und damit auch kein Eigenwert Null der Matrix B'B exi-
stiert, wird ein Vektor g € RY gesucht, der ||Bg||?> minimiert. Der triviale und
nicht gewiinschte Fall, g = 0, soll ausgeschlossen werden. Da g nur bis auf ein ska-
lares Vielfaches festgelegt ist, wird [|g|| = 1 als Nebenbedingung gew#hlt. Dann
folgt mit Satz 4.5, dass der Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von BB das



4.2 Stereokamerasystem

81

Minimum ergibt. Die Matrix B sollte daher zumindest Rang 8 haben, d.h., dass
mindestens acht korrespondierende Punkte in der {z = 1}-Ebenen zur Bestim-
mung notig sind. Die Eintridge dieses Eigenvektors konnen wieder in eine 3x3-
Matrix geschrieben werden. Allerdings erfiillt diese Matrix im Allgemeinen nicht
die Eigenschaft einer essentiellen Matrix, Rang Zwei und zwei identische Singu-
larwerte (ungleich Null) zu haben. Vielmehr wird in der Praxis eine Matrix mit
vollen Rang auftreten. Daher wird eine néchste Matrix beziiglich Frobeniusnorm
mit diesen Eigenschaften gesucht. Dieses Resultat wird iiber drei Lemmata und
einem Satz erzielt, deren Beweise Teile aus Hartley (1993) enthalten, die néher
ausgefithrt wurden. Die dort fehlenden Teile wurden erginzt.

Lemma 4.17 (Abschdtzung Singuldrwerte (Teil 1))
Sei A € R3*3 mit Singuldrwerten s; > so > s3. Dann gilt fiir jede Spalte ¢ von A

s3 < | < s1.

BEWEIS. Sei A = UDV* € R**? die Singulirwertzerlegung von A und 0.B.d.A.
D = diag(s1, s2, 53). Sei ¢ die i-te Spalte von DV und v! die i-te Zeile von V.
Dann ist ¢, = (s1vi1, S2vi2, s3vi3)". Es folgt ss||vf|| < |||l < s1]|vf]| und damit
s3 < ||c]| < s1, da ||vf|| = 1 ist. Die i-te Spalte von A = UDV'ist ¢; = Uc,. Da U
eine orthogonale Matrix ist, gilt damit ||¢;|| = ||Uc;|| = ||¢}]|, und die Behauptung
folgt. [ |

Lemma 4.18 (Abschdtzung Singuldrwerte (Teil 2))

Sei
a b c

A =Udiag(r,s,t)V!=|d e f| mitr>s>tund U,V orthogonale Matrizen,
g h j

mit det(A) # 0 dann gilt:

1. 2 <+ f2+ 42 und

2. rs > ae—bd

BEWwWEIS. Die erste Behauptung folgt aus Lemma 4.17 mit s3 = ¢t und ¢; =
(¢, f,7)t. Fiir die zweite Behauptung sei A* := U diag(st, rt,rs)V. Dann ist rs der

grofte Singuldrwert von A*. Weiter ist A*A? = U diag(st, rt, rs)V'V diag(r, s,t)U* =

U diag(rst,rst,rst)U = rstUU" = diag(rst, rst,rst). Bezeichnen ¢; die i-te Spal-
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te von A! (also die i-te Zeile von A) und z; die i-te Zeile von A*, so folgt dadurch:

100 ot
rst [0 1 0] =A*A' = | 2 (cl co 03)
00 1 ok

=rst = xlc; fiir alle i und 0 = 2l cy = 23 = 2bhe) = vhez = 2he; = 2hen
=rst = xlc; fiir alle i und es existieren A, A2, A3 € R mit

x1 = A (c2 X c3) ANzg = Aa(eg X ¢1) Axsg = Az(c1 X ¢2)
=rst = A(ca x 3)'er = Aa(eg x e1)lea = A3(er X eo)les

= A1 det(A) = Ao det(A) = A\gdet(A) fiir A\, A\a, A\3 € R

und z1 = Aj(c2 X ¢3) Axg = Aa(c3 X ¢1) Axg = A3(c1 X ¢2)

=)\ =1firalleiund 1 =co X c3 ANx9g =c3 X c1 ANx3=c1 X Cy

a d bf — ce
=x3=cXca=|b]|x|e|=]|—-af+cd
c f ae — bd

Sei ¢ die dritte Spalte in A*, dann gilt ¢ = (u,v,ae — bd)! fiir u,v € R. Mit
Lemma 4.17 ist dann

rs > ||
=122 > ||d||* = u® 4+ v* + (ae — bd)? > (ae — bd)?
=rs > ae — bd ,
da rs > 0 ist. ]
Lemma 4.19 (fiir Diagonalmatrizen)
Sei Q = diag(r,s,t) mit r > s >t > 0und Q' = diag(\, A,0) mit A = (r+s)/2. Ist
Q* eine Matrix der Form Q* = U'D*V mit D* = diag(u, s1,0) mit x> 0, dann ist

1Q - Q*lFr 2 1Q - Q'llF -

BEWEIS. Da ||Q — Q*||r = [UQV! — UQ*V!||r = [|[UQV? — D*||r ist, geniigt es
fir alle U, V und D*

[UQV' — D*[|p > ||Q — Q'||r zu zeigen.

Sei A = UQV?!, deren einzelne Matrixeintrige, wie in Lemma 4.18 bezeichnet
werden. Sei

. L.
By =|Q — Q'IIF = || diag(r, 5,1) — 5 diag(r + 5,7+ 5,0)|%

1 N2
= H§diag(r—s,s—r,2t)|]% =2 (r 5 8) + 12

2 2 2 2 2 2 2
-2 2t t t
:$+7:%+548md

Er(p) = lUQV" — D*|[ = || A — diag(ps, 1, 0)|
=(@—p?+0?++d+(e—p)’+ fA+g>+h*+47.
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Zu zeigen ist dann fiir alle p > 0: E; < Ea(pu). Dies wird gezeigt durch Ey <
min,~o Fo(p). Dazu wird zundchst das Minimum von Fs bestimmt:

OFE
—Q(M):—2a+2,u—26+2,u:2(2,u—a—6):0<:>u:a+e
ou 2
B,
—5— (1) =4>0
o (1)
. a+te
= argmin Fo(u) = —— , fallsa+e>0.
u>0 2

Ist a+e <0, so ist %—%(,u) =224 —a—e) > 0, d.h., dass das Infimum von Es
gleich

inf By(p) = E2(0) = IUQVIE = 1IQlIF =r* + s* + ¢

ist. In diesem Fall gilt:

P48+t

Elzf—i—i— rs
>0
2 2 2 2 2 2
S#"‘%‘FT ;_S :T2—|—82+t2

= B(0) = inf Ey(u) < Ex(p) -

Ist a+e > 0, so ist

a-+e
FEin := min E =F
min 2(1) 2( 5 )

2 2
— e ec—a .
:<“2 ) +b2+c2+d2+(2> + AP+ R+

2
:2<a26> FP AP+ PR+

Dastets [|[UQV!||r = ||Q||F ist, folgt damit a®4+b?+c2+d?>+ e+ f2+g> +h2+52 =
72 + 52 + 2. Dadurch ergibt sich

R R R e A e M
By = B +5—rs

2
:2<a26> F A+ g R 4+ ae

PP+ PR+ P

5 —i—E—rs

+d® AP+ PR £
= Emin — 5 5 -4 5 tae—rs+ o
4.18 +d® AP+ PR A+ P45

min — - - +ae—rs+ ——mr—
2 2 2 2

b2 d2 2 h2

= Fmin — —{2_ _ 7 _; +ae— 18

>0
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418 2 +d> g%+ h?
=~ min — 2 - 2
B +d> g+ b
2 2

+ ae — (ae — bd)

= Fnin — + bd

2 2 2
< Enin < Eo(p) fiir alle >0 . [ |

Satz 4.20 (Nachste essentielle Matrix)
Sei A € R**3 mit det(A) # 0 und Singulirwertzerlegung A = UDV?, wobei

r 0 0
D=10 s 0] mitoB.dA.r>s>t>0, dann ist
0 0 ¢
argmin |A-B||lp=UD'V'=: A,
{BERSXS\B essentielle Matrix }

$(r+s) 0 0
mit D' := 0 H(r+s) 0
0 0 0

BEWEIS. Sei Q* essentielle Matrix mit Singuldrwertzerlegung Q* = U*D*(V*)!
und D* = diag(A, A, 0) fiir A > 0, dann ist

1Q — Q*|lr = |[UDV' — U*D*(V*)!|
= |D = (U'U*)D*(V*)'V)]|
> ||D — D'||r nach Lemma 4.19
= [UDV' —UD'VY|
= |Q —UD'V!|F . n

Kommen die Singuldrwerte nicht der Gréfle nach geordnet in der Diagonalmatrix
vor, so kann das Lemma mit Hilfe von Permutationsmatrizen bewiesen werden. Es
wird dann der kleinste Singuldrwert auf Null gesetzt. Der Mittelwert der beiden
anderen Singuldrwerte ergibt die beiden restlichen Singuldrwerte.

Nach obigem Satz kann damit eine essentielle Matrix minimal beziiglich der
Frobeniusnorm zu der geschétzten Matrix angegeben werden, die aus der linearen
Bedingung fiir Korrespondenzen ermittelt werden kann. Diese ist nur bis auf ein
skalares Vielfaches eindeutig zu bestimmen, aber daraus kann die Rotation und
die Translation bis auf einen positiven Skalar ermittelt werden.

Lemma 4.21 (mogliche Rotation und Translation aus der essentiellen Matrix)
Sei die Singuldrwertzerlegung einer Matrix £ = U diag(1,1,0)V! gegeben. Seien

0 -1 0 0 1 0
W:= |1 0 0)und Z:=|—-1 0 0], dann gibt es genau zwei mogliche
0 0 1 0 0 0

Faktorisierungen von E = QR als essentielle Matrix:
R=UWV'und Q; =UZU" oder R=UW'"V'und Q;, = -UZU" .

Der Vektor t ist dann t = tug, wobei ug die dritte Spalte der Matrix U ist.
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BEwEIS. Zum Beweis der Faktorisierungen siehe z.B. Hartley und Zisserman
(2000).

Da @t = 0 sein muss, ist ¢ = tug, denn der Kern von Z wird erzeugt von dem
dritten kanonischen Einheitsvektor, der Kern von ); wird dann von us erzeugt
und es gilt ||t]| = 1 wegen

3
201t)* =2 7 = [|Qe]|F = spur(Q:Q}) = spur(QRR'Q}) = | QiR 7 = | E|[%
i=1

= |U diag(1, 1,0)V*||% = spur(U diag(1, 1,0)V*V diag(1,1,0)U")

= spur(U diag(1, 1,0)U") = spur(diag(1, 1,0))

=2. |

Als Folgerung ergibt sich nun:

Lemma 4.22 (Folgerung)

Sei die Matrix E mit Singulirwertzerlegung E = U diag(\, X,0)V! und A > 0 ge-
geben. Seien W und Z wie im Lemma 4.21 definiert, dann gibt es zwei mogliche
Faktorisierungen von E = QR als essentielle Matrix:

R=UWV"'und Q; = \UZU" oder R = UW'V' und Q; = —\UZU" .

Fir den Vektor t gilt dann t = +M\ug, wobei us wieder die dritte Spalte von U
bezeichne.

BEWEIS. Sei B/ = Udiag(1,1,0)V?, dann ist £ = AE’ und nach Lemma 4.21
besitzt B/ = QR zwei mogliche Faktorisierungen. Der Faktor A\ ldsst sich nicht
der Rotationsmatrix R zuordnen, da diese Determinante Eins besitzen muss, daher
fallt der Faktor A der schiefsymmetrischen Matrix @y zu. Daraus ergibt sich weiter,
dass t = +)\ug ist. m

Ist die essentielle Matrix nur bis auf ein skalares Vielfaches bekannt, so ergeben
sich vier Moglichkeiten fiir die Belegung der Rotation und Translation:

Lemma 4.23 (Rotation, Translation aus Vielfachem der essentiellen Matrix)
Sei £ = U diag(A, A,0)V! mit A > 0 gegeben. Seien W und Z wie im Lemma 4.21
definiert, dann gibt es vier mogliche Faktorisierungen von E£ = u@: R als essentielle
Matrix fiir ein € R\ {0}:

R=UWV'und Q; = +UZU" oder R =UW'V und Q; = +UZU" .

Fiir den Vektor ¢ gilt dann t = towusg fiir ein o > 0, wobei uz wieder die dritte Spalte
von U bezeichne.

BEwEIS. Da u sowohl grofier als auch kleiner Null sein kann, folgen mit Lem-
ma 4.22 die moglichen Faktorisierungen. Der Faktor A wurde in p integriert. Da
1 nicht ndher bestimmt werden kann, ist ¢ = +oug fiir ein ¢ > 0 und ug die dritte
Spalte der Matrix U. =
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Die verschiedenen Mdoglichkeiten fiir Rotationsmatrix und Translationsvektor
konnen auch geometrisch interpretiert werden: der Vorzeichenwechsel beim Trans-
lationsvektor bedeutet, dass die Richtung von erster und zweiter Kamera ver-
tauscht wurde. Die beiden moglichen Rotationsmatrizen unterscheiden sich um
eine Drehung um 180 Grad um die Verbindungsgeraden der beiden Kamerazen-
tren:

Lemma 4.24 (Beziehung mdéglicher Rotationen)
Sei Ry := UWV?! und Ry = UW'V? mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.23, dann
ist

Ry = U diag(—1,—1,1)U’R,.

Das heiBt, dass man R; aus Ro durch eine Drehung um 180 Grad um die Achse der
beiden Kamerazentren erhilt.

BeEweEIs. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.23 gilt:
RiR, =UWV'VWU' = UWWU" = U diag(—1, —1,1)U" .

Die Matrix diag(—1, —1, 1) beschreibt eine Drehung um 180 Grad in der zy-Ebene,
also um die z-Achse. Das heift, dass U diag(—1, —1, 1)U" eine Drehung in der Ebe-
ne, die von den ersten beiden Spalten von U aufgespannt wird, beschreibt. Die
dritte Spalte ist die Drehachse, die wiederum ein Vielfaches des Translationsvek-
tors ¢ ist. Dieser Vektor beschreibt die Achse der beiden Kamerazentren. ™

Dieser geometrische Zusammenhang ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Schema-
tisch sind hier die beiden Kameras mit den Zentren und den jeweiligen {z = 1}-
Ebenen als Draufsicht dargestellt. Abbildungen 4.3(a) und 4.3(b) verwenden das
gleiche Vorzeichen fiir den Translationsvektor, wihrend in den Abbildungen 4.3(c)
und 4.3(d) die negierte Translation — eine Vertauschung der beiden Kameras —
verwendet wurde. Die erste mogliche Rotation ist in den Abbildungen 4.3(a) und
4.3(c) verwendet worden, die um 180 Grad um die Verbindungsgerade der Kame-
razentren gedrehte Variante ist in den Abbildungen 4.3(b) und 4.3(d) dargestellt.
Wird in all diesen Moglichkeiten ein korrespondierendes Punktepaar in den bei-
den {z = 1}-Ebenen gewihlt und die beiden zugehorigen Sichtstrahlen (Urbilder
dieser beiden Punkte unter den Kameraabbildungen) ermittelt, so gibt idealerwei-
se der Schnittpunkt dieser Geraden den rekonstruierten 3D-Punkt. Wird nun die
Eigenschaft, dass eine Kamera nur in eine Richtung (nach vorne) abbildet, ver-
wendet, so suggerieren die ersten vier Bilder in Abbildung 4.3, dass aus den vier
moglichen Belegungen nur eine iibrig bleibt, die den rekonstruierten Punkt vor
beide Kameras legt. Fiir den dargestellten Fall ist dies moglich, allerdings zeigt
Abbildung 4.3(e) eine Konstellation und ein korrespondierendes Punktepaar auf
der Verbindungsgeraden der beiden Zentren, so dass beide Rotationen (rot und
griin im Bild) eine Rekonstruktion vor den beiden Kameras ergeben. Das heifit,
dass nicht ein beliebiges korrespondierendes Punktepaar verwendet werden kann,
auch wenn dies in einigen Literaturstellen vorgeschlagen wird. Des Weiteren muss
fiir die Praxis auch der Fall behandelt werden, dass sich die beiden Sichtstrahlen
nicht schneiden. Wird als Rekonstruktion der Punkt kiirzesten Abstands gewéhlt,
so gibt es selbst fiir Punkte, die nicht in spezieller Lage sind, keine eindeutige



rekonstruierter Punkt

{==1)

TL

Kamera 1 Kamera 2 Kamera 1 Kamera 2

korrespondierende Punkte

(a) Punkt vor beiden Kameras (b) Punkt hinter Kamera 1 und vor Ka-
mera 2
Kamer Kamera 1 Kamera 2 Kamera 1

(c) Punkt hinter beiden Kameras  (d) Punkt vor Kamera 1 und hinter Ka-
mera, 2

Kamera 1 %{amera 2

(e) ungeeignete Korrespondenz

Abbildung 4.3: Auswahl der moglichen Rotationen und Translationen aus der essentiellen
Matrix liber die Lage eines rekonstruierten Punktes
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Maogliche
Geraden

Entscheidung. Es wird im Folgenden der fehlende Beweis zur Eindeutigkeit des
Auswahlkriteriums im Idealfall sich schneidender Geraden, falls die Punkte nicht
in einer speziellen Lagen sind, gezeigt. Ein Beispiel fiir die Mehrdeutigkeit der
Entscheidung im praktischen Fall, d.h. dass die Geraden windschief sind, wird
genannt und wie hier die Mehrdeutigkeit umgangen werden kann.

Fiir die weiteren Betrachtungen seien folgende Objekte fest gewéhlt:

Definition 4.25 Sei E € R3*? eine essentielle Matrix mit Singulirwertzerlegung
E = Udiag(\,\,0)V? und X\ > 0. uz bezeichne die dritte Spalte der Matrix U. Mit
o > 0 werde der unbekannte Skalar bezeichnet, so dass cus = ¢ ist. Weiter seien
Ry := UWV?! und Ry = UW'V?! mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.23. X und
X' korrespondierende Punkte in den {z = 1}-Ebenen. Im Folgenden werden fiinf
Geraden betrachtet:

g:={uX'lneR},
g1 = {A\R1 X + ous|\ € R},
g2 = {A\R1 X —ous|\ € R},
g3 := {AR2X + ous|\ € R} und
g4 := {AR2X — ous|A € R} .
Bezeichne u; und \; die Geradenparameter des Schnittpunkts oder kiirzesten Verbin-

dung von g und g; (siehe Lemmata 2.31), falls die Geraden nicht parallel verlaufen.Sind
w; und \; groBer Null, so liegt der zugehorige 3D-Punkt vor den beiden Kameras.

Die Geraden g bis g4 in obiger Definition geben die vier moglichen Lagen (Wahl
der Rotation und Translation) der ersten Kamera beziiglich der zweiten Kamera
wieder (vgl. Lemma 4.23).

Lemma 4.26 (Vorzeichenwechsel)
Wird der Punkt kiirzesten Abstands oder auch der Schnittpunkt betrachtet, so gilt
stets:

A1 = —A2 und pg = —pg sowie
A3 =—Aqund pi3 = —pq .
BeEweEls. Nach Lemma 2.31 gilt:
(—ouz x X', R1 X x X') (ouz x X', R1 X x X')

- _ — — )\ und
1 ||R1X » X/H2 HRlX X X/||2 2 ul
. (—ouz x RiX,RiX x X') _ (oug x Riz, RiX x X') _ i

|[R1X x X2 [ X > X'||2 ‘

Ersetzt man Ry X durch RoX, so folgen die Aussagen A3 = —\y und p3 = —p4.m

Aus obigem Lemma folgt, dass nicht Ay > 0 und A9 > 0 gelten kann. Analoges
gilt fiir A3 und A4 sowie fiir p1 und ps oder ug und uy. Das heifdt: Liefert die erste
Moglichkeit, also die Gerade ¢g;, einen Punkt vor beiden Kameras, so liegt der
Punkt zur Geraden g, die zweite Moglichkeit, hinter beiden Kameras. Die gleiche
Abhéngigkeit liefern die dritte und vierte Gerade bzw. Moglichkeit.

Schneiden sich die Geraden nicht und wird als Rekonstruktion der Punkt kiir-
zesten Abstands gewihlt, so gibt es keine eindeutige Losung der vier moglichen
Positionen:
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Lemma 4.27 (Keine Eindeutigkeit bei windschiefen Geraden)

Seien X und X’ korrespondierende Punkte in den {z = 1}-Ebenen zweier Kameras,
die nicht auf der Gerade durch die beiden Kamerazentren liegen. Die Geraden durch
die zugehdrigen Ortsvektoren und Kamerazentren seien des Weiteren windschief. Be-
trachtet wird der Punkt kiirzesten Abstands der Geraden aus Definition 4.25. Im
Allgemeinen gilt nicht, dass es genau ein i € {1,2,3,4} gibt mit \; > 0 und p; > 0.
Das heiBt im Allgemeinen ist es nicht moglich die Position der Kameras zueinander
eindeutig aus den vier Auswahlmoglichkeiten zu bestimmen.

-1 0
BEWwEIS. Sei X’ := [ 0 | und U = diag(1,1,1) =V, d.h., dass u3 = [ 0 | und
1 1
0
R1X = | —1| sind, dann ist
-1
0 0
RoX = Udiag(—1, -1, ) U'R1 X = diag(—1,—-1,1) | -1 ] = 1
-1 -1

Mit Lemma 2.31 gilt dann:

0 —1 0 ~1
< Of x| O J],|-1]x1]20 >
A= (—oug x X', R X x X') _ . 1 1 ~1 1
|R1X x X2 |RiX x X2
0 ~1 0 1
< 3 (5 > < 3 ( >
0 —1 1 1 0 ~1
== ITNE 03 T937 ¢ L
1 1
—1 -1
0 —1 -1
< 0] % 01, 1 X 0 >
1 1 ~1 1 _ (—ouz x X', ReX x X')
- [R2X x X'|2 - | Ro X x X'||2
=X3>0,daoc>0und
0 0 0 ~1
Ofx|—-1)],1-1] x| 0
<—O'U3 X RlX, RlX X X/> < 1 -1 —1 1 >
= [RiX x X'||2 - [RiX x X'|2
1 —1 —1 1
o], 1 0], 1
< 0 —1 > ~1 1 < 0 ~1 >
= —0 1 5 = —0 3 = 3 = —0 . 5
1 1
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0 0 0 -1
Of x| 1], 1 ]x1]0
< 1 -1 -1 1 > _ (—ouz x RoX, RoX x X')
N |[R2X x X'||2 N |R2X x X'||2
=pu3 >0

Damit liegt der Punkt kiirzesten Abstand sowohl der Geraden g und g1 als auch
der Geraden g und g3 vor beiden Kameras. Eine eindeutige Entscheidung kann in
diesem Fall nicht getroffen werden, obwohl die Geraden weder parallel zueinander
noch parallel zur Achse der Kamerazentren liegen. ]

Um eine der vier Moglichkeiten auswéhlen zu kénnen, miissen sich die Geraden
entweder schneiden oder es wird die Gerade g auf die Ebene, die von der Achse
der Kamerazentren und dem Richtungsvektor aus der Geraden g; aufgespannt
wird, projiziert, so dass ein Schnittpunkt erzwungen wird. Diese Methode lésst
sich dann auch in der Praxis einsetzen, wenn die Geraden sich nicht schneiden.
Im Fall eines Schnittpunktes ist die Wahl der Position eindeutig:

Lemma 4.28 (Eindeutigkeit bei Geradenschnitt)
Seien X und X' korrespondierende Punkte in den {z = 1}-Ebenen. Sei Z’ die or-
thogonale Projektion von X’ auf die von u3 und R1 X aufgespannte Ebene. Weiter
seien Ortsvektoren zu R1 X und Ry X nicht parallel zum Ortsvektor Z’. Zudem seien
alle drei Vektoren nicht parallel zur Achse der Kamerazentren. ¢’ bezeichne die Ge-
rade durch den Ursprung in Richtung Z’. (Diese ist identisch zu g, falls g ein g; fir
i €{1,2,3,4} schneidet.)

Dann gibt es genau ein i, so dass der Schnittpunkt von ¢’ mit g; vor beiden Kameras
liegt. Das heiBt, dass nur eine der vier moglichen Positionen in Frage kommt.

BEWEIS. Zunéchst wird gezeigt, dass Ro X in der von R; X und us aufgespannten
Ebene liegt. Es gilt nédmlich

RiX + RyX = (R + R)X = (UWV'+ UW'WHX = U(W + WHVX
= Udiag(0,0,2)V'X =2(0 0 ug)V'X

0 0
:2<VtX, 0 >U3:2<WVtX,W 0 >u3
1 1
0
0
1

0
:2<WVtX, 0 >u?, :2<UWVtX,U >’LL3

1
= 2<R1X,’U,3>U3
= Ro X = 2<R1X,U3>U3 - R X .

Damit liegen alle Geraden g; in der von ug und R; X aufgespannten Ebene. Schnei-
det g eine dieser Geraden, so liegt g auch in der genannten Ebene, da g zusétzlich
den Ursprung enthélt. In dem Fall des Schnittes ist die orthogonale Projektion
der Geraden ¢ auf die Ebene g selbst.

Betrachtet wird daher die Gerade ¢' := {uZ'|u € R}, wobei Z' := (X', uz)us +
(X', Y{)Y{ die orthogonale Projektion von X’ auf die von uz und R;X aufge-

spannten Ebene ist. Y/ := ID%II ist der zu w3 orthonormale Vektor in der Ebene
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mit V7 := R1 X — (R1 X, u3)us. Da R X nicht parallel zur Achse der Kamerazen-
tren sein soll, ist Y7 # 0.
Im Folgenden werden die Vektoren R X, RoX, ug und Z’' einer Koordinaten-
transformation mittels einer Rotation unterzogen, denn es gilt fiir zwei beliebige
Ceraden Ry := {Aa+c|\ € R} und hy := {ub+d|u € R} mit a,b, ¢,d € R3, die sich
im Punkt P = Aga + ¢ = pgb + d schneiden, dass sich fiir eine Matrix B € R3*3,
die Geraden h} := {A\Ba + Bc|\ € R} und k), := {uBb + Bd|p € R} im Punkt
us

BP = \oBa + Bc = puoBb + Bd schneiden. Sei B := | Y{ |, wobei Yy := u3 x Y/
v

ist. Dann ist B eine Rotation, da B orthogonal ist und

det(B) = (u3, Y] x Y3) = (us, Y{ x (uz x Y{)) = (us, us(¥{, V() — Y{(Y{, u3))
= <’U,3,’U,3 —0) =1

ist. Weiter gilt

<u37 R1X> = <U3, Udlag(_la -1, 1)UtR2X> = <Udlag(_1a -1, I)Ut’LLg,, R2X>

0 0
= <Udiag(—1,—1,1) 0 ,R2X> = <U 0 ,R2X>
1 1

= (u3, R2X) und

IVi)? = (Y1, Y1) = (R X — (R X, uz)ug, Ri X — (R X, uz)us)
= (R X, R X) — 2(R1 X, u3)® + (R1 X, u3)? (u3, u3)
= (X, X) - (R X, u3> >0

1
<Y1,R1X> ||Y H <Yi,R X> ||Y <R1X <R1X, U3>U3,R1X>
1|
1
HYlH [<R1X R1X> (RlX, U3><U3,R1X>]
1 Ak
X, X) — (R X,u3)? = = ||Y1]| > 0 und
= A X us = A
<Y1,R2X> HY H <Yi,R X) HY <R1X <R1X, ’LL3>U3,R2X>
1]
1
HY H [<R1X R2X> <R1X, U3><U3, RQX)]
1
”YIH [(R1X,2(R1 X, u3)us — R1X) — (R1 X, u3)?]
1
||Y1H[ (Ri1X,u3)? — (R X, R1X) — (R1 X, u3)?]
1 —||Y1]?
R1X us R1X, RlX ] =
= (el N=
=—||Y1] = —=(¥{, RiX) < 0 und
R X
<Y2/,R1X> = <U3 X }/I/,RlX> = det us =0 und

Y
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(Y5, RoX) =0, da R1 X und ReX linear abhingig von ug und Y] sind
Z/
Yy, 7"y = (ug x Y{, Z")y = det | | us
Y
=0, da Z' linear abhingig von uz und Y] ist.

Seien a; := (ug, Z'), ag := (Y{,Z'), by := (ug, R1X) und by := (Y{, R X). Nach
obiger Berechnung ist dann by > 0. Weiter ist auch ay # 0, da anderenfalls Z’
senkrecht zu Y] und somit parallel zu us (der Achse der Kamerazentren) wire,
was ausgeschlossen wurde. Mit diesen Benennungen gilt dann:

b1

b:=BRX = | by
0
by

b := BRoX = | —bo

0

ay

a = BZ, = | a2

0

o

c:=Bouz =10
0

Dann gilt fiir die Geradenparameter der Schnittpunkte, die bei Transformation
der urspriinglichen Geraden mit B unveréindert bleiben:

o b1 ay by
< 0 X bg , | as X b2 >
_ (exbaxb) 0 0 0 0

la o> la x b]|?

0 0
< 0 , 0 >
B obsy a1by — agby _ oba(arby — agb)
(CleQ — a2b1)2 (albg — a2b1)2

O'bg

——— und
a1b2 — (Ile -

o al al b1
< 0 X laz2],| a2 X b2 >
/\_<c><a,a><b>_ 0 0 0 0
P laxbr Jax b2
0 0
) L))
. agan a1b2 — CLle B O'ag(albg — agbl)
B (a1by — azbr)? "~ (a1by — aghy)?
aan
= — und

ale — a2b1
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o by ap by
< 0 X —bg , | a2 X —b2 >
(e xV,ax V) 0 0 0 0

MSZ =

lla x v la x b/
0 0
) L))
o —O'bg —albg — CLle - —Jbg(—albg — agbl)
N (—albz — a2b1)2 N (albg — a2b1)2
O'b2
" arby + agh, und
g aq aq bl
< O x(az],laz] x| —bo >
Af(cxa,axb’)i 0 0 0 0
T laxvP T lax |2
0 0
()5
- oay —ai1by — ashy _oaz(—aibs — azby)
N (—a1bs — agby)? "~ (—aiby — asgby)?
o —oay
arby +aghy

Zu beachten ist dabei, dass a x b # 0 ist, weil nach Voraussetzung B'a = Z’ nicht
parallel zu B'b = R X ist. Analoges gilt fiir a x b’. Weiter folgt dann:

\ o2asby d\ —o2ayby
=———"—un ="

L (a1bg — asgby)? sHs (a1b2 + agby)?

Das Vorzeichen dieser Produkte ist dann durch ag bestimmt, da by = ||Y1|| > 0

ist:

sig(A1p11) = sig(az) = —sig(—az) = —sig(Aspus) -

Mit Lemma 4.26 folgt dann, dass A; und p; alle moglichen Vorzeichenkombina-
tionen durchlaufen, d.h., dass genau ein ¢ € {1,2,3,4} mit \; > 0 und x; > 0
existiert. [ ]

Nun kann der 8-Punkte-Algorithmus zur linearen Schétzung der Fundamental-
matrix benutzt werden, um die essentielle Matrix linear zu schétzen. Dazu wird
zuvor eine Normalisierung der Daten vorgenommen, so dass die Eingangsdaten
dghnliche Groflenbereiche abdecken und die Berechnung numerisch stabiler wird:
die Koordinaten werden so verschoben und skaliert, dass der Schwerpunkt die
Null ist und der durchschnittliche Abstand zur Null v/2 betriigt.

Das modifizierte Verfahren zur linearen Schéitzung der essentiellen Matrix ist
in Algorithmus 4.6 zusammengefasst. Wiederum wird bei dieser Startwertbestim-
mung kein physikalischer Abstand minimiert, sondern eine Losung bestimmt, die
die essentielle Bedingung erfiillt. Abschliefend kann dann die Rotation und die
Translation bis auf einen positiven Skalar ermittelt werden.



Algorithmus 4.6 : Lineare Schitzung der essentiellen Matrix (8-Punkte-
Algorithmus)

Eingabe : n korrespondierende Bildpunkte aus der {z = 1}-Ebene von zwei
Kameras. Fiir j € {1,...,n} mit p; in der {#z = 1}-Ebene der ersten
Kamera sei p;. der korrespondierende Punkt in der {z = 1}-Ebene der
zweiten Kamera.

Ausgabe : essentielle Matrix F, Rotationsmatrix R, positives Vielfaches des
Translationsvektors ¢

1. Normalisiere Koordinaten: Fiir j € {1,...,n} sei m; := (u;,v;)" := A(p; — s) und

n
. S1
mly = (u,0})t = N (p, — ') mit s = (52> =13 "pj A= 2 und
j=1

n
n Y llp; = sl
j=1

sh -
’_ 1) .1 / . V2
o () S
59 j=1 / /
n ) |p; =Sl
=1
2. Bestimme Datenmatrix
wiuy  vuy o ouw) wv] o vivp v wp v 1

B = . . . . . . . . .
Upul,  vpul, ul o upvl vpvl v un v, 1
3. Bestimme Eigenvektor g := (g1, ...,g9) € R? zum kleinsten Eigenwert von BB
. g1 92 93
4. Setze E:= | g1 95 s
gr 98 99

5. Bestimme die Singuliirwertzerlegung von E = U diag(o1, 02, 03) V' mit
01 >09>03>0und U = (u1 Us u3) sowie V = (vl Vs ’Ug). Setze
E* :=U%diag(o1 + 02,01 + 02,0)V*

A0 —)\51
6. Normalisierung riickgéngig gemacht: setze S := [ 0 A —Aso | und
0 0 1
N0 =N
S'=10 XN —=Ns,| und gib
0 O 1

E :=S8"E*S ¢:=v3 und & = ug als Resultat zuriick

7. Bestimme die Singulérwertzerlegung von E = U'CV'" und daraus u} (die dritte
Spalte von U’) sowie Ry, Ry aus Lemma 4.24.

8. Wiihle ein korrespondierendes Punktepaar X und X’ in der {z = 1}-Ebene, so
dass R1X und R X nicht parallel zu Z’ (die orthogonale Projektion von X’ auf die
von w4 und Ry X aufgespannten Ebene) seien und alle drei Vektoren zudem nicht
parallel zu w4 seien.

9. Bestimme die Geraden g; aus Definition 4.25 und ermittle die Geradenparameter
des Schnittpunkts der Geraden zu ¢’ aus Lemma 4.28. Wihle die Rotation und das
Vorzeichen der Translation, das zwei positive Geradenparameter im Schnittpunkt
liefert.
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4.2.1.3 Nichtlineare Schitzung der Fundamentalmatrix

Die lineare Schétzung der Fundamentalmatrix kann als Startlosung fiir die Mini-
mierung der Fehlerfunktion y aus Definition 4.12 benutzt werden. Hier wird dann
der physikalische Abstand der Punkte zu den epipolaren Geraden minimiert. Da
die Fundamentalmatrix eine Matrix mit Rang Zwei ist und nur bis auf ein skalares
Vielfaches definiert ist, konnen nicht alle neun Eintréige der Matrix als Parameter
fiir die Optimierung gew#hlt werden. Die lineare Abhéngigkeit der Spalten bzw.
Zeilen muss kodiert werden.

Lemma 4.29 (Epipole und lineare Abhéngigkeit der Spalten von F)

Sei F' € R**3 eine Fundamentalmatrix mit Spaltenvektoren ¢1, ¢2, 3, dann ist

cj+ A +peg=0fir\pcRundl#j#k#I

1 17 Z:]
Sri= x| mita; =<\, i=k
3 py i=1

ein Vielfaches des Epipols im ersten Bild in homogenen Koordinaten ist.
Eine analoge Aussage gilt fiir die Zeilen von F' und dem Epipol im zweiten Bild.

BEWEIS. Seien x := (11, x9,23)", \,u € Rund [ # j # k # [, dann ist

T
cj—{—)\ck—i—,ucl::1:101—|—:U202+3:363:(01 C2 03) x9 | = Fux
r3
1, i=jy
mit x; =< A\, 1=k ,d.h.
p, =1
1, i=j3
citAep+pug =0 Fr=0mitz; =4\, i=k
By =1
1, i=j
S mit x; =<\, i =k ist Vielfaches des Epipols im ersten Bild.
p, =1

Der Beweis fiir die Zeilen in F und dem Epipol im zweiten Bild folgt analog. m

Ist der Epipol kein unendlich ferner Punkt, d.h., dass die letzte Koordinate un-
gleich Null ist, so muss die dritte Spalte bzw. Zeile eine Linearkombination der
beiden anderen Spalten bzw. Zeilen. Fiir diese Fall stellen Zhang und Loop (2001)
eine Parametrisierung der Fundamentalmatrix dar:

Definition 4.30
g:R® — {A € R¥3|rang(A) < 2} :

b —ax — by
(CL, ba ¢, d,ﬂ?,y, xlay/) = c d —CT — dy
—azx' —cy —bx' —dy (ax +by)x' + (cx + dy)y’

Parametrisierung
F
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gibt eine Parametrisierung einer Matrix vom Rang kleiner gleich 2, deren dritte Spal-
te und Zeile eine Linearkombiyation der beiden anderen ist. Der linke bzw. rechte

x x
Eigenvektor ist | y | bzw. [ ¢/
1 1

Kann garantiert werden, dass wihrend der Optimierung die Epipole nicht ins un-
endlich Ferne geraten, kann diese Parametrisierung genutzt werden. Zhang und
Loop (2001) schlagen dazu vor, die Epipole, und damit auch die Fundamental-
matrix, mit Permutationsmatrizen, die verhindern, dass die dritte Koordinate der
Epipole Null wird und dass das grofite Element von F' an der Stelle (0,0) steht,
d.h., dass a der maximale Eintrag ist, zu multiplizieren. Die obige Parametrisie-
rung kann fiir jede Iteration genutzt werden. Dadurch ist die Anwendung eines
nichtlinearen Optimierungsverfahren erst moglich, anderenfalls wiirden die Para-
meter in jeder Iteration variieren.

Insgesamt lisst sich damit eine nichtlineare Schétzung formulieren. Das gesam-
te Verfahren zur Minimierung der Absténde zu den epipolaren Geraden ist in
Algorithmus 4.7 dargestellt.

Algorithmus 4.7 : Nichtlineare Schitzung der Fundamentalmatrix

Eingabe : n korrespondierende Bildpunkte aus zwei Bildern Elementen. Fiir
J €{1,...,n} mit p; im ersten Bild sei p; der korrespondierende Punkt
im zweiten Bild.

Ausgabe : Fundamentalmatrix F', Epipole ¢ und €' in homogenen Koordinaten

1. Ermittle Startlosung fiir F' und €, € z.B. mit der linearen Schitzung aus
Algorithmus 4.5

2. Ermittle Permutationsmatrizen Q, @', so dass Fj; der maximale Eintrag von F
ist und ez # 0 # e5, d.h. die Epipole nicht im Unendlichen liegen

3. Setze F:= Q'FQ' und ¢ = Q¢ = (z,y,1)", & = Q¢ = («/,y/, 1)

4. Ermittle (a,b,¢,d, z,y,2’,y’) aus F

5. Vollziehe einen Optimierungsschritt eines nichtlinearen Optimierungsverfahren
zur Minimierung von y o g mit y aus Definition 4.12. Daraus ergeben sich neue
Parameter (a,b,c,d,x,y, 2, y")

6. Setze F := Q"'g(a,b,c,d,z,y,2',y")Q und € = Q'(z,y, 1)}, & = Q"* (2", y/,1)*
7. Wiederhole 2. bis 6. bis das Optimierungsverfahren keine Verbesserung mehr
liefert, bzw. abbricht und gib F', € und €’ als Resultat zuriick

Bemerkenswert ist, dass alle Algorithmen lediglich Korrespondenzen bendoti-
gen, um daraus Fundamentalmatrix oder — im Falle von Korrespondenzen in der
{z = 1}-Ebene — die essentielle Matrix zu ermitteln. Dabei sollten degenerier-
te Konfiguration, z.B. wenn alle 3D-Punkte auf einer Ebene liegen, verhindert
werden. Im Fall der essentiellen Matrix kann sogar die Rotation und die Trans-
lation bis auf einen positiven Skalar bestimmt werden, ohne ein Kalibrierobjekt
zu verwenden oder Kameraparameter zu kennen. Dies ist durch den lineareren
Zusammenhang der Korrespondenzen (fundamentale bzw. essentielle Bedingung)
moglich. Fiir die Korrespondenzen kann sogar eine projektive Rekonstruktion (sie-
he z.B. Rothwell u.a. (1997)) angegeben werden. Diese ist zwar weder winkel-
noch lingentreu, aber sie erhilt Geraden und Ebene und ist dadurch etwa fiir
eine Hinderniserkennung bei mobilen Robotern mit Kamera einsetzbar. Eine Zu-
sammenfassung iiber die Moglichkeiten der Bestimmung von Korrespondenzen
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und der Fundamentalmatrix bis hin zu einer projektiven Rekonstruktion nur un-
ter Verwendung von korrespondierenden Punkten ist z.B. in Graf u.a. (2004) zu
finden.

4.2.2 Stereokamerasystem mit Verzeichnung

Beim Ubergang zu Verzeichnungen geht der lineare Zusammenhang von Korre-
spondenzen verloren. Dadurch kénnen aus Korrespondenzen nicht so unmittelbar
Informationen gewonnen werden wie beim Lochkameramodell. In der Literatur
(z.B. Hartley und Zisserman (2000)) wird daher vorgeschlagen, die Bilder vorab
zu entzerren, d.h. die Verzeichnung riickgéingig zu machen, und anschliefend mit
dem Lochkameramodell zu arbeiten. Wie schon im Abschnitt 4.1.2 beschrieben,
ist der Nachteil dieser Methoden, dass jedes Bild zuvor entzerrt werden muss
und dass oft eine andere Reihenfolge in der Kameraabbildung gewéhlt wird: die
Verzeichnung nach statt vor der Transformation in Pixelkoordinaten.

Eine andere in der Literatur genannte Methode, um aus Korrespondenzen Infor-
mationen zu gewinnen, ist die Abénderung der radialen Verzeichnungsfunktion.
Dies ergibt einen linearen Zusammenhang von korrespondierenden Punkten in
erweiterten Koordinaten:

Das Divisionsmodell: Barreto und Daniilidis (2005) vertauschen die Reihenfolge
in der Kameraabbildung. Die Verzeichnungsfunktion nach dem Divisons-
modell kommt als letzter Schritt. Dadurch ist fiir die Umkehrrelation der
Kameraabbildung die Entzerrung der erste Schritt. Nach dieser Entzerrung
gilt das Lochkameramodell, in dem wiederum der lineare Zusammenhang
von Korrespondenzen iiber die Fundamentalmatrix gilt. Weiter kann die
Entzerrungsfunktion als lineare Funktion zwar nicht in den homogenen Pi-
xelkoordinaten, aber in erweiterten Koordinaten (,lifted coordinates“) dar-
gestellt werden. Daraus resultiert eine radiale Fundamentalmatrix, die aus
15 Korrespondenzen geschétzt werden kann. Aus dieser wird wiederum der
Entzerrungsparameter ermittelt. In Kapitel 6 wird eine Matrix vorgestellt,
die fiir beliebig viele Entzerrungsparameter ohne Vertauschung der Reihen-
folge in der Kameraabbildung einen linearen Zusammenhang fiir korrespon-
dierende Punkte in der {z = 1}-Ebene in erweiterten Koordinaten herstellt.

Das rationale Funktionenmodell: Claus und Fitzgibbon (2005b) kénnen die Ent-
zerrung mit dem rationalen Funktionenmodell als lineare Funktion von er-
weiterten Koordinaten (Dimension sechs) darstellen und nutzen dann die
essentielle Matrix fiir den linearen Zusammenhang von Korrespondenzen.
Das heifit: Ausgangspunkt sind Punkte in der {z = 1}-Ebene, obwohl die
Matrix, die den Zusammenhang beschreibt “lifted fundamental matrix“ ge-
nannt wird. Mit 36 korrespondierenden Punkten kann diese ermittelt wer-
den. Daraus kann die Entzerrungsabbildung eindeutig bis auf eine projektive
Abbildung bestimmt werden. Damit ist dieses Modell gut geeignet, um Bil-
der zu entzerren und wurde auch in diesem Hinblick entwickelt.

Fiir die klassische radiale Verzeichnungsfunktion fehlt eine solche Untersuchung
bisher. In Kapitel 6 wird ein Zusammenhang der Korrespondenzen dargestellt,
der weder die Verzeichnungsfunktion abzuédndern braucht noch vorher die Bilder
entzerren muss.
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Analytische Bestimmung der
Verzeichnungsparameter

Die iibliche nichtlineare Optimierung bei der Kalibrierung einer Kamera kann
beim Modell mit radialer Verzeichnung verbessert werden. Bei festen internen Pa-
rametern in P und externen Parametern in 77,...,Tx kann das Minimum {iber
die radialen Verzeichnungsparameter einer Fehlerfunktion analytisch bestimmt
werden, wie im Folgenden fiir verschiedene Fehlerfunktionen gezeigt wird. Die-
se Ergebnisse fliefen in Kalibrieralgorithmen ein, die mit bestehenden Verfahren
verglichen werden.

Fiir dieses Kapitel seien die Daten zur Ermittlung einer Kalibrierung gegeben
und fest: P = {pi1,...,pn} sei eine Menge von n 3D-Punkten eines Prototyps
(z.B. Punkte einer Kalibrierplatte) beziiglich des Referenzkoordinatensystems.
Fiir einen Punkt p € P bezeichne i, . den beobachteten Bildpunkt des Punktes p
in Bild ¢ € {1,..., N}. Alle folgenden Funktionen, Algorithmen und Definitionen
sind von diesen Daten abhingig.

Zunéchst wird aber ein allgemeiner Satz vorgestellt, der in den weiteren Unter-
kapiteln benotigt wird.

Satz 5.1 (Rang spezieller Matrizen)
Sei A eine Matrix aus R™*™ mit n > m definiert durch

aobo Ce a6”bo
A= : : , wobei
an_lbn_l a;n_lbn_l
a; und b; fir i € {0,...,n — 1} reellen Zahlen seien mit b; ungleich Null fiir i €
{0,...,m} und ag bis a,, paarweise verschieden seien, d.h. |{ag,...,an}| =m+ 1.
Dann ist
rang(A) =m .

BeEwEIs. Fiir i € {0,...,m} sei ¢; := (abbo,...,al,bm)’ € R™. Dann ist fiir

»'m
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C:i=(cp ... cm)E€ R(m~+1)x (m+1)
b() aobo a6”b0 m 1 agyg ... a()”
det(C) = det : : : =[] b det
b ambm ... allby, =0 1 am ... al
= Hbl H(ak — al) .
i=0 k>l

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Bestimmung der Determinanten einer
“van der Monde Matrix*“ (siche z.B. Kowalsky (1974)). Die Determinante von
C' ist damit ungleich Null, da alle b; fiir ¢ € {0,...,m} ungleich Null sind und
alle a; fir i € {0,...,m} paarweise verschieden sind. Damit sind die Vektoren
{co,...,cm} linear unabhéngig und damit auch die Vektoren {dy, ..., d;,}, wobei
d; definiert ist durch d; := (afbo, . ..,a%,_,b,—1)" € R™ fiir i € {0,...,m}, weil d;
aus den Koordinaten von ¢; und weiteren n — m Koordinaten zusammengesetzt
wird. Insbesondere sind dann auch die Vektoren {dy,...,dy,} linear unabhéngig.
Dies sind die Spalten Vektoren der Matrix A. Da die Anzahl der Spalten kleiner
ist als die Anzahl der Zeilen in A, ist der Rang von A gleich m, rang(A) =m. m

Die Einschrankung in obigem Satz, dass die ersten m + 1 Komponenten der Ein-
trége ungleich bzw. paarweise verschieden sind, kann durch Zeilenvertauschungen,
die den Rang erhalten, auch auf beliebige m + 1 Positionen, an denen die entspre-
chenden Eintrége ungleich Null bzw. paarweise verschieden sind, erweitert werden.

5.1 Fehlerfunktion in der Pixelebene &

Zunéchst soll die urspriingliche Fehlerfunktion in der Pixelebene ®x betrachtet
werden. Das Minimum der Verzeichnungsparameter bei festen anderen Parame-
tern lédsst sich in geschlossener Form berechnen:

Satz 5.2 (Analytische Bestimmung radialer Verzeichnungsparameter)

Seien die Umrechnung in Pixelkoordinaten P eines Kameramodells mit radialer Ver-
zeichnung und die Transformation T7,...,TxN der unterschiedlichen Positionen des
Kalibrierobjekts gegeben und fest. Dann entspricht die Funktion

N

fiRP =R (k1,....kp) = E § lipe — PoAp(ki,... . kp)oP, o T.(p)|?
SN—— —™—
c=1 peP 5

der Fehlerfunktion ® 5 fiir die Kamerakalibrierung bei festen P und T7,...,Ty. Zu-
dem sei I C {(i,c) € {1,...,n} x{1,...N}} mit |[I| = D + 1 gegeben, so dass fiir
alle (i,¢) € I und fiir alle (3,1) € I mit (3,1) # (i, ¢) gilt:

0 # |Ge(p)lI* # 1Gu(pi)I1* -
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Dann ist

argmin  f(k1,...,kp) = —A" N = F(P,T1,...,Ty), mit

(kl,...,kD)ERD
N IGe@)PTH D |2pe = col® -+ NGe@)PHHlarp,e — col?
=2> > . z
LR\ (|G () PP H ) lpe — ol -+ (Ge@) PP |2p,e — col?

1Ge(p)[I* 1(%, — 2pe) (Tpe — o)

N
und )\:—QZZ

c=1peP HG ( )H D(lp c -Tp,c)t(xpyc - CO)

Dabei bezeichne fiir Position (Bild) ¢ € {1,..., N} und Prototyppunkt p € P i, . das
beobachtete Pixel in Bild ¢ des Punktes p und G.(p) := P, o T.(p) den berechneten
Bildpunkt in der {z = 1}-Ebene und z, . := PoP,oT,(p) den berechneten Bildpunkt
jeweils ohne Verzeichnungen.

BEWEIS. Zunéchst wird die radiale Verzeichnung von der Transformation in Pixel-
koordinaten entkoppelt. Dies ist nicht komplett moglich, aber es gilt fiir beliebiges
z € R? mit den Bezeichnungen aus den Definitionen 3.16 und 3.27:

Pr(z)) = P((1 4 p(z))z) = L1 + p(x))x + co
=1+ p(x))Lx+coy=Lx+cy+ p(x)Lx
— P(x) + pla) (P(z) — co) -

Damit kann fiir jedes ¢ € {1,..., N} und beliebiges p € R3\ T, ' ({z = 0}) mit
G. := P, oT, die Kameraabbildung in Position ¢ dargestellt werden als:

Ke(p) := (Pod,oP,oT,)(p) = (PodoG.)(p)
= (PoGe)(p) + p(Gelp)[(P o Ge)(p) — o] - (5.1)

Bezeichne fir c€ {1,...,N} und p € P 1, . := p(G.(p)) und z, . := (P o G.)(p),
dann ldsst sich f schreiben als:

fk1,... . kp ZZ lipe— PoA, (kl,...,kD)oPZ o T.(p)|?
c=1 peP
= Z > lipe = Ke(p)II?
c=1 peP
(51
= Z Z lip.c = (Tp,e + Tpe(@pe — c0))|1?
c=1 peP
N
= Z Z llip,c — %,CHQ = 27p.c(ipe — Tpe) (Tpe — co) + rz,cHl‘p,c — ol
c=1 peP

Um eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum zu erhalten, werden die par-
tiellen Ableitungen von f betrachtet. Es gilt zunéchst fiir [ € {1,...,D} und
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ce{l,...,N}undpeP

Orp.c _ Ip(G.(p)) _ 21 _ 2
Grs =T } G ) = |G und
or? 8
pC _ 21
8k‘l - 2 ak 2TP,CHG ( )H .

Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen und den Gradienten von f:

oy oy
E E t o 2
akl Zp c ﬂfp c (l’p,c ) 8]{3 COH ak

c= 1pEP

l l
= Z Y 2Ge®) I (ipe — 2pe) (@pe = c0) + 2rpl| Ge@) P 12p.c — col®

=1 pEP
= _22 Z [Ge(p ||2 (ip,c = Tpe)' (Tp,e — o)
c=1peP
=\
+ 22 > Z kil Ge(p) [+ [lp,c — col|?
c=1peP i=1
N k1
=N+2> > lwpe —col* (IG) 1P, ..y [Gelp)|*PF)
c=1 peP kp
und
i ki
grad(f)=1 : | =A| ¢ | + A mit
55 kD
N GO [|Ge(p) PP
=2 > llzpe — coll? : : und
slper IGe@)PPHY o || Ge(p) PP
N IGe(p) >
A=-2 Z Z(%C - xp,C)t(l"p,c — o) :
=1 e IGep)|*7

Da der Gradient grad(f) von f eine affin lineare Funktion ist, ist die Hessematrix
H von f die Matrix A.

_of ... _9f
8k18k1 aklakD
H = =A.
_oFr ... _9f
Okp ok okpokp

Sei P = {p1,...,pn} eine Aufzéhlung von P und bezeichne z;. = x, . fiir j €
{1,...,n} und c € {1,..., N}. Die Matrix H bzw. A lisst sich dann als H = B'B
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schreiben mit

G () IPllzn —eoll o [1G1(p1) PP [lz1,1 — col]
1G1(Pa)IPlzna = coll - (G (Pa) PP l|2n,1 = coll
IGN(P)IPllzin = coll - IGNEDIPP 21,8 = coll
IG N ) IPllzny —coll .. [Gn(pa)?P [lzn.n — coll

Nach Voraussetzung gibt es ein I C {(i,c¢) € {1,...,n} x {1,... N}} mit || =
D + 1, so dass fiir alle (i,¢) € I und fiir alle (j,1) € I mit (4,1) # (¢, ¢) gilt:

0 # [P o Te(pi)l|* = [ Ge(pi) |I* # |Gi(p)[I?, d.b
co = P(0) # PoP.oT.(p;) = wi. und [|Ge(pi)|* # |Gi(p;)[* ,d-h.
0 # [[s,c — coll und |Ge(pi)l* # |Gi(ps)|* -
Nach Satz 5.1 hat dann die Matrix B Rang D. Damit ist die Hessematrix H = A

positiv definit. Da H zusétzlich konstant ist, besitzt f ein globales Minimum
(vgl. Spellucci (1993)) an der Stelle

k1
: = A"\ = F(PTy,...,TN) .
kp
Insbesondere ist A damit auch invertierbar. m

Die Bedingung, die an die Punkte gestellt wurde, damit das Minimum existiert,
ist keine starke Restriktion: es werden lediglich D +1 verschiedene Punkte im Ka-
merakoordinatensystem bendétigt, die nicht auf den Hauptpunkt projiziert werden
und deren Projektionen verschiedene Normen haben. Ein Beweis des Satzes fiir
eine Position bzw. eine Bildaufnahme der Kamera — jedoch ohne Angabe der
Bedingung an die Punkte, die ein Minimum garantieren — ist auch in Graf und
Hanning (2005) zu finden. Das theoretische Ergebnis kann nun genutzt werden,
um einen Kalibrieralgorithmus zu definieren: es kann sowohl bei der Berechnung
der Startwerte der Verzeichnungsparameter als auch bei der zu minimierenden
Fehlerfunktion im letzten nichtlinearen Optimierungsschritt genutzt werden.

Definition 5.3 Sei i) . das beobachtete Pixel in Bild ¢ € {1,..., N} von Punkt p €
P. Fi(P,Ty,...,Ty) = —A~'X\ := argmin f(ky,...,kp) bezeichne das Minimum
der Funktion f aus Satz 5.2. Dann hat die neue Fehlerfunktion

Uy Iy x GY - RS

N
(P71, TNn) = Y > lipe = Po Ap(FY(P,Ty,..., Tiy)) oP. o To(p)|?
c=1 peP

=0,

D weniger Parameter als die Funktion ® und modelliert, genau wie ¢y, die Summe
der quadrierten Fehlerabstinde von beobachteten zu berechneten Pixeln.

Fehlerfunktion,
vy
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Algorithmus 5.1 zeigt den daraus resultierenden Kalibrieralgorithmus. Dadurch
wird eine Reduktion des Parameterraumes erreicht, da die radialen Verzeichnungs-
parameter nicht vom Optimierungsverfahren berechnet werden miissen. So werden
Abhéngigkeiten der Parameter in der urspriinglichen Fehlerfunktion vermieden.
Das Verfahren erhélt in jedem Schritt und bei jeder Auswertung der Fehlerfunk-
tion (z.B. fiir die numerische Berechnung des Gradienten) den minimalen Wert
beziiglich der radialen Verzeichnungsparameter.

Algorithmus 5.1 : Bestimmung aller Parametern fiir das Modell mit radialer Ver-
zeichnung (analytisch)

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen

e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne i, . das Pixel im Bild
ce{l,...,N} des Punktes p € P

Ausgabe : Intrinsische Parameter «, 3,7, ug, vo, k1, - - . , kp und extrinsische
Parameter T, ... Ty

1. Bestimme Startwerte fiir «, 3,7, ug, vo (daraus ergibt sich P) und T3, ..., TN nach

Algorithmus 4.1

2. Bestimme Startwerte fiir kq,...,kp mit Satz 5.2

3. Minimiere («, 8,7, u0,v0, T1,--.,ITn) — YN, T1,...,Tn) =

N

Z Z lipe— P o An(Fi(P,Ty,...,Tx)) o P, o T.(p)||* mit einem nichtlinearen
c=1peP

Optimierungsverfahren. Dabei ist die Funktion F} wie in Satz 5.2 zu bestimmen
4. return «, 3,7, ug, v, k1,...,kp und Ty, ... Ty

5.2 Fehlerfunktion in der {z = 1}-Ebene

Eine &hnliche Moglichkeit ergibt sich auch, wenn fiir die Bestimmung der radialen
Verzeichnungsparameter bei festen anderen Parametern nicht der Abstand der
Pixel, sondern der Abstand in der {z = 1}-Ebene minimiert wird, wie dies Zhang
(1998) andeutet (sieche Gleichung 4.1 in Abschnitt 4.1.2.1).

Satz 5.4 (Analytische approximative Bestimmung radialer Verzeichnung)
Seien die Umrechnung in Pixelkoordinaten P eines Kameramodells mit radialer Ver-
zeichnung und die Transformation T7,...,TxN der unterschiedlichen Positionen des
Kalibrierobjekts gegeben und fest. Dann ist

N
g:]RD—MRa“: (k1,...,kp) — g E ||P71(ip,c)—Ar(kl,...,kD)oPZoTc(p)H2
—_——
c=1 peP 5

eine weitere Fehlerfunktion fiir die Berechnung der radialen Verzeichnungsparameter
bei festen P und T4,...,Ty. Zudem sei I C {(i,c) € {1,...,n} x{1,... N}} mit
|I| = D+1 gegeben, so dass fiir alle (i,¢) € I und fiir alle (j,1) € I mit (j,1) # (i,¢)
gilt:

0 # [Ge(p)lI* # 1Gu(pi)I1* -
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Dann ist
argmin  g(k1,...,kp) = =B 'u=: Fy(P,T1,...,Ty), mit
(k1,....kp)eR”
N IGe(p)PAHHD [ Ge(p) PP
B =2 Z Z : : und
SLPER \[|Ge(p) PP | Ge(p)|[PPHPTY

1Ge()I* (yp.e — Ge(p))'Ge(p)

5>

S0 \ | Golp) 2P (e — Golp)) Celp)

Dabei bezeichne fiir Position (Bild) ¢ € {1,..., N} und Prototyppunkt p € P iy
das beobachtete Pixel in Bild ¢ des Punktes p und G¢(p) := P, o T,.(p) und yp . :=
P_1(2p7c)

BEWEIS. Bezeichne fiir c€ {1,..., N} und p € P G¢(p) :=P, o T¢(p) und rp . :=
p(Ge(p)) und y, . := P71(i,.), dann lisst sich g schreiben als:

N
glk, ... kp) =Y > I[P (ipe) — An(ky, ... kp) oP. o Te(p) |
_\,._/

c=1 peP 5
T

=D gpe = A+ )G

c=1 peP

N
ZZ [Yp.c — Ge(p) = 1pcGelp )H2

c=1peP

c=1

Um eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum zu erhalten, werden die par-
tiellen Ableitungen von ¢ betrachtet. Es gilt zunéchst fiir [ € {1,...,D} und
ce{l,...,NtundpeP

Orp.c _ Ip(Ge(p) o 21 _ 21
e = S § G | = G und
or? dry
pc 21
akl - 2T ak - QTP» Gc(p)H .

Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen und den Gradienten von g:

S (e - Gl Geln) T 4 Gl >H28 e
(9161 Pie C Ok ok
c=1 pEP
= —2ZZIIG ) (yp,e — Ge(p) p)||*+2
c=1 peP c=1 peP

=i

N
=D Mpe = Ge” = 2rpc(ypc = Ge(p))' Gelp) + 17 I Ge(p)II? -
peP
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= W +2ZZZI€ ||G |21+2l+2

c=1peP =1
k1
= +2 Z Z HG ’2 42042 HGC(p)HQ-D—l-2l+2) und
c=1 peP kD
0,
e k1
grad(g) = : =B ¢ |+ pmit
D
N IGe(p)[PHHHD - Ge(p) PP
B=2%"%" : : und
SLER \||Ge(p)[PPHHD o [ Ge(p) [P HPHY
N IGe(p)*!
p==23 " (Upe — Ge(p))'Ge(p) :
o=ipep |Gep*

Da der Gradient grad(g) von ¢ eine affin lineare Funktion ist, ist wiederum die
Hessematrix H von g die Matrix B. Sei P = {p1,...,p,} eine Aufzihlung von P.
Die Matrix H bzw. B lisst sich dann als H = C*C schreiben mit

1G1(p)[® ... [|[Gi(py)]*PH!
1Gilp)|I® .. 1Gi(pn)|*P T
GNP ... HGN(Pl)Hw+1
IGn()ll> -.. [IGN(p

H2D+1

)
Nach Voraussetzung gibt es ein I C {(i,c) € {1,...,n} x {1,... N}} mit |I| =
D + 1, so dass fiir alle (¢,¢) € I und fiir alle (j,1) € I mit (j,1) # (4, c) gilt:

0 # ||Ge(pi)|I? # |Gi(pj)||?, d.h.
0 # [|Ge(p)|? und [|Ge(ps)|* # [|Gilpj)|1* -

Nach Satz 5.1 hat dann die Matrix C' Rang D. Damit ist die Hessematrix H = B
positiv definit. Da H zusétzlich konstant ist besitzt g ein globales Minimum an

der Stelle
k1
| =-Blu=R(PT,...,TN) .
kp
Insbesondere ist B damit auch invertierbar. ]

Die Bedingung, die an die Punkte gestellt wurde, damit das Minimum existiert, ist
keine starke Restriktion: es werden lediglich D + 1 verschiedene Punkte im Kame-
rakoordinatensystem bendtigt, deren Projektionen verschiedene Normen ungleich
Null haben.
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Hieraus ergeben sich zwei Anwendungen fiir Kalibrieralgorithmen: zum einen
kann die Losung benutzt werden um Startwerte fiir die Verzeichnungsparameter
zu generieren und dann alle Parameter im nichtlinearen Optimierungsverfahren zu
berechnen (siehe Algorithmus 5.2) oder es kann die Losung als Startwert dienen
und mit der abgeénderte Fehlerfunktion Wy eine nichtlineare Optimierung mit
weniger Parametern laufen (siehe Algorithmus 5.3).

Algorithmus 5.2 : Bestimmung aller Parametern fiir das Modell mit radialer Ver-
zeichnung (approximativer Start)

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen

e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne i, . das Pixel im Bild
c€e€{l,...,N} des Punktes p € P

Ausgabe : Intrinsische Parameter «, 3,7, ug,vg, k1, - . ., kp und extrinsische
Parameter T1,...Tx

1. Bestimme Startwerte fiir o, 8,7, ug, vo (daraus ergibt sich P) und T7,...,Tx nach

Algorithmus 4.1

2. Bestimme Startwerte fiir kq,...,kp mit Satz 5.4

3. Minimiere («, 3,7, uo,vo, k1,...,kp,T1,...,ITn) — On(IL, Ty, ..., Tn) =

N

Z Z llipc —Pod,oP,oT.(p) |* mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren
c=1peP
4. return «, 3,7, ug, v, k1,...,kp und 11, ... Ty

Algorithmus 5.3 : Bestimmung aller Parametern fiir das Modell mit radialer Ver-
zeichnung (approximativ)

Eingabe :
e Kalibrierplatte als Prototyp P mit n Elementen

e N Bilder des Prototyps in N Positionen. Dabei bezeichne 4, . das Pixel im Bild
ce{l,...,N} des Punktes p € P

Ausgabe : Intrinsische Parameter «, 3,7, ug,vg, k1, - . ., kp und extrinsische
Parameter T1,...Tx

1. Bestimme Startwerte fir «, 3,7, ug,vo (daraus ergibt sich P) und T1,...,Tx nach

Algorithmus 4.1

2. Bestimme Startwerte fiir kq,...,kp mit Satz 5.4

3. Minimiere («, 3,7, ug,v0, T1,-..,In) — UnML,T1,...,Tn) =

N
Z Z lip.e — P o An(Fo(P,T,...,Tx)) o P, o T.(p)||* mit einem nichtlinearen
c=1peP
Optimierungsverfahren. Dabei ist F5 wie in Satz 5.4 zu bestimmen
4. return «, 3,7, ug, v, k1,...,kp und 11, ... Ty

Im Allgemeinen werden die Minima der Funktionen f und g aus den Sétzen 5.2
und 5.4 nicht iibereinstimmen. Fiir einen speziellen Fall stimmen sie aber immer
iiberein.
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Lemma 5.5
Seien &« = 3 0 und v = 0, dann ist

F(PTy,...,Ty):= argmin f(k1,...,kD)
(kl,...,kD)GRD
= argmin g(ky,...,kp) = Fo(P,T1,...,TN) .
(kl,...,k)D)GRD

Dabei seien f, g, I und F5 wie in den Satzen 5.2 und 5.4 gewihlt.

BEWEIS. Seien @ = 3 # 0 und v = 0, dann gilt mit den Bezeichnungen aus
Definition 3.16 fiir alle z € R?

P(z) =Lz +co= ((0;

0
N T+ ¢y = ax + ¢g und

1

P—l({p) = L_l(x — CO) = <8 (1)> (.%' — Co) = é(l’ - Co) .

«

Die Matrix L und deren Inverse sind also nur Skalierungen, daraus folgt fiir
(k1,...,kp) € RP:

N
Fhi, o kp) =YY lipe — PoApky,... . kp) o P o Tu(p) |I°
c=1 peP

N
=22 lipe —azpe —col?

c=1 peP

N
=230 i — 2pe — o
a ’ o

c=1 peP

N
=a’ Z Z ”P_l(ip,C) - Zp,0”2

c=1 peP

=Zp.c

N
=2 3 IP i) — Arlhr,- - k) o P o T(p)|
c=1peP

=a?g(k1,...,kp) .

Damit ist f nur ein festes nichtnegatives skalares Vielfache von g und deren Mi-
nima stimmen {iberein. ™

5.3 Experimentelle Ergebnisse

Um die Qualitédt der theoretischen Ergebnisse in der Praxis beurteilen zu kon-
nen, wurde mit drei verschiedenen Kameratypen getestet: eine CCD-Kamera (Te-
li CS8310B) mit einem 8.5 mm Objektiv, Blende 1:1.5 (Cosmicar Pentax), eine
Standardwebkamera und eine CCD-Kamera (Siemens SiColor C810) mit einem
4.2 mm Objektiv, Blende 1:1.6 (Cosmicar Pentax TV Lens). Bezeichnet werden
sie im Folgenden mit nl (normal lens) fiir das Normalobjektiv, wc (webcam)
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CONTROL CENTER

Image Input

Open Fi|e| Show File List [¥] on

Load Imagel Start live mode | Save Image | Save Image (only w. points) | End live mode

Input Device (%) FrameGraber:0 (O FrameGraber:1 (O FireWire:0 () FireWire:1
Video Charnel 0 @1 O 2 O3
Shrink factor O 1 ® 2 (O3

Point andrmg Calibration |Ca}ﬁsﬁattm (RePro) }éﬂﬂmﬁaxultﬁ | anutloutputl

Inner Params (Zha_ng)l Inner Params (Han’n’ing)l Inner Params (Ccnstrained)l Inner Params (Closed Form Open’cv)ll

Refine Transformation (Proj)l Refine Transformatiohl Refine Transformation (Proto]l Refine Rotationl

Calculate Inner Params (NonLinear)l

Calculate All Params (NonLinear}l

Estimate Distortion/Undistortion (Zhang)l Estimate Distortion/Undistortion (Hanning)l Refine Distor‘tionl

Determine Distortion (analytical) | (

Jold ncalibration/kalibbilderfimage

Refine With Distortionl Refine All i

Optimization Method (@ LEWVENBERG-MARQUARDT (O MELDER-MEAD () BFGS () GALUSS-MEWTOMN
Tangential Distortion [] On Disable Gamma [J On Force Alpha = Beta [] On
Number Of Distortion/Undistortion parameters O 0 O1 ®2 O3 Oa

Clear Action | QL.IITI

Abbildung 5.1: Screenshot der entwickelten Software

fiir die Webkamera und wl (wide angle lens) fiir das Weitwinkelobjektiv. Ein re-
gelméBiges Kalibriermuster (20 x 19 Punkte) auf einer Platte wurde damit in
verschiedenen Positionen aufgenommen. Die Kameras wurden mit verschiedenen
Verfahren kalibriert: dem Algorithmus 4.4 von Zhang, im Folgenden als das klassi-
sche Verfahren (kla) bezeichnet, dem Algorithmus 5.1, das analytisches Verfahren
(ana) genannt wird, dem Algorithmus 5.3, das als approximatives Verfahren (app)
bezeichnet wird, und dem Verfahren 5.2, das als Algorithmus mit approximativen
Start (aps) bezeichnet wird. Mit dem Weitwinkelobjektiv wurden zwei Serien von
Aufnahmen gemacht, die mit wll und wl2 unterschieden werden. Abbildung 5.1
zeigt einen Screenshot der Software, die zu diesem Test entwickelt wurde.

Wie am Ende von Abschnitt 5.2 angedeutet wurde, liefern die klassische Fehler-
funktion und die Fehlerfunktion in der {z = 1}-Ebene aus Satz 5.4 im Allgemeinen
nicht dieselben Minima. Mit dem Algorithmus 4.1 wurden Startwerte fiir die Para-
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Tabelle 5.1: Werte der Fehlerfunktion ® 5 in quadrierten Pixeleinheiten fiir Parameter des
Lochkameramodells, die aus verschiedenen Optimierungsverfahren gewonnen wurden, und

analytisch bzw. approximativ bestimmter Startwerte fiir die Verzeichnungsparameter

Wert der Fehlerfunktion @y
Kamera | Opt.-Verf. Analytisch | Approximativ | Differenz
nl 1 875.409386 875.409946 | -0.000560
2 802.764319 802.764765 | -0.000446
3 811.653461 811.653978 | -0.000517
4 811.653463 811.653980 | -0.000517
wce 1 4340.705055 4340.753097 | -0.048042
2 333484.175149 | 333484.201027 | -0.025878
3 365.362197 365.362231 | -0.000034
4 365.362199 365.362232 | -0.000033
wll 1 1442.310109 1442.310274 | -0.000165
2 1451.237008 1451.237027 | -0.000019
3 1412.331746 1412.331852 | -0.000106
4 1412.331663 1412.331770 | -0.000107
wli2 1 3446.115099 3446.130886 | -0.015787
2 3510.667228 3510.682778 | -0.015550
3 3438.973089 3438.988747 | -0.015658
4 3438.973271 3438.988930 | -0.015659

meter des Lochkameramodells erzeugt. Hierbei wurden verschiedene nichtlineare
Optimierungsverfahren verwendet (Levenberg-Marquardt, Nelder-Mead, BFGS,
Gauss-Newton). Anschlielend wurden aus den Parametern die Verzeichnungspa-
rameter mit Satz 5.2 (analytisch) und mit Satz 5.4 ermittelt, d.h. die Minima in
der Pixel- und in der {z = 1}-Ebene gebildet. Tabelle 5.1 zeigt die Werte der
klassischen Fehlerfunktion @ mit analytisch und approximativ ermittelten Ver-
zeichnungsparametern aus den Parametern eines Lochkameramodells, die iiber
vier verschiedene Optimierungsverfahren gewonnen wurden, fiir die verschiedenen
Kameratypen.

Wie zu erwarten war liefert das analytische Verfahren die besseren Werte, was
nicht verwunderlich ist, da dieses Verfahren ja gerade die angegebene Fehlerfunk-
tion minimiert. Jedoch ist die Abweichung nicht allzu grof}, so dass die appro-
ximative Methode durchaus benutzt werden kann, wie spéter im Vergleich der
Fehlerwerte nach der nichtlinearen Optimierung zu sehen sein wird.

In den folgenden Tabellen 5.2 bis 5.3 sind die Werte von @ fiir die vier Verfah-
ren (approximativ, analytisch, approximativer Start und klassisch) und die Anzahl
der benstigten Iterationen des nichtlinearen Optimierungsverfahren aufgelistet.
Jedes der Verfahren wurde mit jedem Startwert aus Tabelle 5.1 und mit drei unter-
schiedlichen nichtlinearen Optimierungsverfahren (Levenberg-Marquardt, BEGS
und Gauss-Newton) zur Optimierung der Startlosung fiir jeden Kameratyp durch-
gefiihrt.

Das klassische Verfahren ergab in allen der 48 Testfille Fehlerwerte, die grofler
oder gleich den Fehlerwerten der anderen Verfahren waren. In lediglich 5 Féllen



Tabelle 5.2: Fehlerwerte der Kameratypen nl und wc der Verfahren analytisch, approxi-
mativ, klassisch und approximativer Start bei verschiedenen Startwerten und verschiedene
nichtlinearen Optimierungsverfahren und deren benétigte Anzahl von Iterationen

Kameratyp nl: Werte der Fehlerfunktion

Levenberg BFGS Gauss
Startwert ‘ Verfahren || It Fehler It | Fehler It | Fehler
1 app 8 | 317.411812 | 115 | 298.277423 | 47 | 298.277423
ana 8 | 317.376866 | 113 | 298.277387 | 42 | 298.277387
kla 9 | 321.249649 | 123 | 298.277387 | 35 | 298.277387
aps 9 | 321.205621 | 117 | 298.277387 | 36 | 298.277387
2 app 6 | 326.155657 | 107 | 298.277423 | 41 | 298.277423
ana 6 | 326.162965 | 108 | 298.277387 | 40 | 298.277387
kla 7 | 340.531229 | 115 | 298.277387 | 33 | 298.277387
aps 7 | 340.538105 | 115 | 298.277387 | 36 | 298.277387
3 app 6 | 326.141634 | 111 | 298.277423 | 40 | 298.277423
ana 6 | 326.189341 | 108 | 298.277387 | 26 | 298.277387
kla 7| 331.727882 | 115 | 298.277387 | 22 | 298.277387
aps 7 | 340.263073 | 120 | 298.277387 | 35 | 298.277387
4 app 6 | 326.157593 | 113 | 298.277423 | 47 | 298.277423
ana 6 | 326.160479 | 111 | 298.277387 | 53 | 298.277387
kla 7 | 331.728341 | 118 | 298.277387 | 30 | 298.277387
aps 7 | 331.749580 | 118 | 298.277387 | 31 | 298.277387
Kameratyp wc: Werte der Fehlerfunktion
Levenberg BFGS Gauss
Startwert | Verfahren || It [  Fehler It | Fehler It [  Fehler
1 app 8 | 255.013530 60 | 224.343783 30 224.343783
ana 8 | 255.024973 57 | 224.343732 33 224.343732
kla 11 | 271.253998 65 | 224.343732 43 224.343732
aps 12 | 245.731880 67 | 224.343732 28 224.343732
2 app 13 | 271.122247 159 | 224.343783 331 224.343783
ana 16 | 248.972906 | 176 | 224.343732 308 224.343732
kla 13 | 265.244190 417 | 224.343732 | 20001 | 94242.998491
aps 13 | 265.038472 | 3204 | 224.343732 | 20001 | 94254.394511
3 app 7 | 234.783422 45 | 224.343783 17 224.343783
ana 7 | 234.778002 45 | 224.343732 25 224.343732
kla 5 | 255.623891 48 | 224.343732 19 224.343732
aps 5 | 255.655851 47 | 224.343732 24 224.343732
4 app 7| 234.783524 42 | 224.343783 23 224.343783
ana 7| 234.777842 43 | 224.343732 20 224.343732
kla 5 | 255.623680 45 | 224.343732 31 224.343732
aps 5 | 255.656478 50 | 224.343732 27 224.343732




Tabelle 5.3: Fehlerwerte der Kameratypen wll und wl2 der Verfahren analytisch, appro-
ximativ, klassisch und approximativer Start bei verschiedenen Startwerten und verschiedene
nichtlinearen Optimierungsverfahren und deren benétigte Anzahl von Iterationen

Kameratyp wll: Werte der Fehlerfunktion

Levenberg BFGS Gauss
Startwert | Verfahren [| It [  Fehler It | Fehler | It [ Fehler
1 app 7| 77.485404 | 55 | 75.218426 | 17 | 75.218426
ana 7| 77498704 | 54 | 75.218425 | 22 | 75.218425
kla 10 | 416.678988 | 102 | 75.218425 | 39 | 75.218425
aps 10 | 416.681826 | 96 | 75.218425 | 40 | 75.218425
2 app 8 | T76.587553 | 57 | 75.218426 | 17 | 75.218426
ana 8 | 76.610715 | 58 | 75.218425 | 22 | 75.218425
kla 9 | 415.734885 | 92 | 75.218425 | 37 | 75.218425
aps 9 | 415.739577 | 94 | 75.218425 | 40 | 75.218425
3 app 9| 76.716846 | 55 | 75.218426 | 19 | 75.218426
ana 9 76.720947 | 60 | 75.218425 | 24 | 75.218425
kla 10 | 458.594086 | 66 | 75.218425 | 70 | 75.218425
aps 10 | 458.594023 | 69 | 75.218425 | 73 | 75.218425
4 app 8 77.492730 | 54 | 75.218426 | 15 | 75.218426
ana 8 | T77.488833 | 59 | 75.218425 | 17 | 75.218425
kla 10 | 458.593237 | 72 | 75.218425 | 73 | 75.218425
aps 10 | 458.592450 | 66 | 75.218425 | 68 | 75.218425
’ Kameratyp wl2: Werte der Fehlerfunktion
Levenberg BFGS Gauss
Startwert | Verfahren || It [  Fehler It | Fehler | It | Fehler
1 app 9 | 167.766881 | 87 | 164.997418 | 16 | 164.997418
ana 9 | 167.423611 88 | 164.997412 | 18 | 164.997412
kla 13 | 170.701261 | 442 | 164.997412 | 24 | 164.997412
aps 13 | 170.694980 | 480 | 164.997412 | 22 | 164.997412
2 app 9 | 170.488529 | 91 | 164.997418 | 25 | 164.997418
ana 9 | 170.655615 | 87 | 164.997412 | 23 | 164.997412
kla 11 | 585.916020 | 431 | 164.997412 | 21 | 164.997412
aps 11 | 585.916020 | 205 | 164.997412 | 19 | 164.997412
3 app 9 | 166.934632 | 85 | 164.997418 | 26 | 164.997418
ana 9 | 166.955854 | 86 | 164.997412 | 20 | 164.997412
kla 13 | 170.412977 | 314 | 164.997412 | 20 | 164.997412
aps 13 | 170.430909 | 321 | 164.997412 | 19 | 164.997412
4 app 9 | 166.935176 | 87 | 164.997418 | 15 | 164.997418
ana 9 | 166.955705 | 86 | 164.997412 | 21 | 164.997412
kla 13 | 170.412983 | 321 | 164.997412 | 23 | 164.997412
aps 13 | 170.430918 | 353 | 164.997412 | 17 | 164.997412
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konnte das klassische Verfahren, bei gleichem Fehlerwert mit anderen Verfahren,
eine geringere Iterationszahl aufweisen, die jedoch wenig von denen der analyti-
schen oder approximativen Verfahren abwich.

Einmal erreichte das Verfahren mit approximativen Start den kleinsten Fehler-
wert, der jedoch nur um 10 Prozent von dem des analytischen Verfahrens entfernt
lag. Bei gleichem Fehlerwert mit anderen Verfahren schaffte der approximative
Start 4 Mal eine kleinere Anzahl von Iterationen, die sich jedoch wenig von den
andern unterschied.

Das approximative Verfahren hatte 9 Mal den kleinsten Fehlerwert, der fast
dem des analytischen Verfahrens glich.

Das analytische Verfahren kam 7 Mal zum kleinsten Fehlerwert und bei gleichem
Fehlerwert mit anderen Verfahren schaffte es das in 22 Fiéllen mit einer kleineren
Anzahl von Iterationen. Vor allem bei den Weitwinkelobjektiven ergaben sich
sehr groBe Abweichung im Fehlerwert (wll mit Levenberg-Marquardt) und in der
Anzahl der Iterationen (wl2 mit BFGS) zum klassischen bzw. approximativen
Startverfahren. Das heif3t vor allem bei deutlicher radialer Verzeichnung schneidet
das analytische und auch das approximative Verfahren gravierend besser ab als
die anderen beiden Verfahren.

Das approximative Verfahren war 10 von 48 Mal ein klein wenig besser als das
analytische Verfahren. Das liegt vermutlich daran, dass die Stérung der klassi-
schen Fehlerfunktion durch die Approximation es ermoglicht aus lokalen Optima
herauszuspringen. Allerdings sind die Unterschiede oft erst in der sechsten Nach-
kommastelle festzustellen.

Generell sieht man, dass die Reduktion der Parameter in der nichtlinearen Op-
timierung (analytisches und approximatives Verfahren) einen deutlichen Vorteil
im Fehlerwert oder in der Anzahl der Iterationen bringt unabhéngig von der Wahl
des nichtlinearen Optimierungsverfahrens.

Ganz deutlich wird dies auch noch in den folgenden Abbildungen 5.2. Hier
wurde zu jedem Tabelleneintrag der Verlauf der Fehlerwerte pro Iteration des
nichtlinearen Optimierungsverfahren dargestellt. Exemplarisch werden hier eini-
ge gezeigt, die vollstdndige Sammlung aller 48 Abbildungen findet sich im An-
hang A. Beim Normalobjektiv sind die Abweichungen der einzelnen Verfahren
nicht allzu grof, dennoch sieht man in Abbildung 5.2(a), dass das analytische und
das approximative Verfahren geringere Fehlerwerte nach Abbruch des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens liefern. Allerdings wurden nicht in jedem Iterationsschritt
kleinere Fehlerwerte erreicht. Abbildung 5.2(b) zeigt, dass das klassische Verfah-
ren bei der Webkamera selbst nach maximaler Anzahl von Iterationen mit dem
Gauss-Newton-Verfahren in einem sehr grofien Fehlerwert resultiert. Geringere
Fehlerwerte bzw. deutlich weniger Iterationen des analytischen und des approxi-
mativen Verfahrens beim Weitwinkelobjektiv ist in den Abbildungen 5.2(c) bzw.
5.2(d) zu sehen.

5.4 Entzerrungsparameter

Fiir die Bestimmung der Entzerrungsparameter einer Entzerrungsfunktion ¢ zu
einer Verzeichnungsfunktion §, einer Kameraabbildung mit klassischer radialer
Verzeichnung bietet sich eine Fehlerfunktion an, die den Abstand von entzerrten
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850 T T T T T 350000 T T T T
kla ------ kla ------
800 f- Kla g kla
N aps - - p APS — - n
750 N\ app e 2 300000 pp
2 . ana 2 na
700 H fﬁ 250000 T
E 650 E
g 2 200000 e
Z
= = 150000 o
£ 500 . < S
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(c) wll, Startparameter 4, Levenberg (d) wl2, Startparameter 2, BFGS

Abbildung 5.2: Verlauf der Fehlerfunktionswerte pro lteration

beobachteten Pixeln in der {z = 1}-Ebene zu den hierauf projizierten Prototyp-
punkten misst. In dieser Ebene finden sowohl Verzeichnung als auch Entzerrung
statt. Bei festen anderen Kameraparametern konnen die radialen Entzerrungspa-
rameter wieder analytisch bestimmt werden:

Satz 5.6 (Analytische Bestimmung radialer Entzerrungsparameter)

Seien die Umrechnung in Pixelkoordinaten P eines Kameramodells mit radialer Ver-
zeichnung und die Transformation 717,..., TN der unterschiedlichen Positionen des
Kalibrierobjekts gegeben und fest. Dann bezeichnet

N
hiRP S RE: (I, 0p) = > Y A, 1p) P (ipe) — P2 o Tu(p)|)?
N————
c=1 peP e

T

eine Fehlerfunktion fiir die Berechnung der radialen Entzerrungsparameter bei festen
Pund Ty,...,Tn. Zudem sei I C {(i,c¢) € {1,...,n} x{1,...N}} mit |[I| =D+1
gegeben, so dass fiir alle (i,¢) € I und fiir alle (3,1) € I mit (j,1) # (4, ¢) gilt:

0 # [lypy.cll* # llyp, all® -

Dann ist

argmin  h(ly,...,lp) = —C v = Fy(P,Ty,...,Ty), mit

(l1,lp)eR”
N Hyp,0’|2(1+1+1) o Ype |2(1+D+1)
c Z Z E : und
Tiper Hyp,CHZ(DHH) Hyp,cHZ(DJFDH)
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Hyfpﬂc”Z'1 (Ype — GC(p))typ,c

)3

=P\ [l el P (e = Gelp)) Y

Dabei bezeichne fiir Position (Bild) ¢ € {1,..., N} und Prototyppunkt p € P i,
das beobachtete Pixel in Bild ¢ des Punktes p und G¢(p) := P, o T,.(p) und y, . :=
P71(2p7c)

BEWEIS. Bezeichne fiir c € {1,..., N} und p € P G.(p) := P, o T,(p) und yp :=
P iy ) und rp . := p*(yp.c), wobei p* die zu §* Abbildung gem#fl Definition 3.27
bezeichne. Dann lésst sich h schreiben als:

hlla-"7 ZZHA ll?"'a ) (ZPC) PZOTC(p>||2

c=1 peP P
N

= Z Z (L +7pe)ype — Ge)?
c=1 peP
N

= Z Z 1Yp.c + TpcYpe — Ge(p)|I?
c=1 peP

= Z Z 1Yp.c — ()I* + 21p,c(Ypc — Ge(D)) Yp,e + rz,cHyp,c ?
c=1 peP

Analog zu den Sétzen 5.2 und 5.4 gilt fiir die partiellen Ableitungen und fiir den
Gradienten von h fir k € {1,...,D}und c€ {1,...,Nfund pe P

D
Orpe _ 9p*(yp,) 9 2i 2k
= = — = g l; T = c d
8lk 8lk 8lk g Hyp, ” ||yp: ” un

or? or 2%
afk’c = 2 = pelunel
Orpe 20750
8lk Z Z (Upe — Ge(p))' yp,cailk + [[Yp.cl ol
c=1 peP
N N
=2 Z Z Hyp,cu%(yp,c - GC(p»typ,c +2 Z Z Tpﬁ”yp70H2k+2
c=1 peP c=1 peP
—
N D '
=y + 2 Z Z Z liHyp,c ‘2z+2k+2
c=1peP i=1
N h
=y + 22 Z (Hyp,c 2-142k+2 Hyp,c||2'D+2kz+2) und
c=1peP lD
oh
o h
grad(h) =1 : | =C| | +v mit

Oh
R Ip
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N Hyp,CH2(1+1+1) Hyp,6H2(l+D+1)
C=2 Z Z : : und
c=1 peP Hyp,c 2(D+1+1) .. Hyp,cH2(D+D+1)
N 1Yp.cl >t
v=2 Z Z(yp,c - Gc(p))typ7c
c=1peP Hyp,c >p

Da der Gradient grad(h) von h eine affin lineare Funktion ist, ist die Hessematrix
H von h die Matrix C. Sei P = {p1, ..., p,} eine Aufzihlung von P und bezeichne
Yje = Yp;,c fir j € {1,...,n} und c € {1,..., N}. Die Matrix H bzw. C lésst sich
dann als H = E'E schreiben mit

lyrall® ooy )P
Hyn,IHS cee ”yn,l 2D+1
lynllP oo ]2
lynnl® o Nyn PP

Nach Voraussetzung gibt es ein I C {(i,¢) € {1,...,n} x {1,...N}} mit |I| =
D + 1, so dass fiir alle (i,¢) € I und fiir alle (j,1) € I mit (j,1) # (i, ¢) gilt:

0% [Ypicll® = I19icl® # llyp; all® = llyzall®, dh.

0 # [[gicll® und [lyicll® # lyll® -

Nach Satz 5.1 hat dann die Matrix £ Rang D. Damit ist die Hessematrix H = C'
positiv definit. Da H zusétzlich konstant ist, besitzt h ein globales Minimum an

der Stelle
L
=—Clv=FR/P1T,...,Ty) .
Ip
Insbesondere ist C' damit auch invertierbar. ™

Die Bedingung, die an die Punkte gestellt wurde, damit das Minimum existiert,
ist keine starke Restriktion: es werden lediglich D + 1 verschiedene Pixel benotigt,
deren Koordinaten in der {z = 1}-Ebene verschiedene Normen ungleich Null
haben.

Mit obigem Satz konnen also entweder zu einer Kalibrierung, d.h. zu den Kame-
raparametern, die Entzerrungskoeffizienten berechnet werden oder es werden in
einem separaten Algorithmus die Parameter des Lochkameramodells und die Ent-
zerrungsparameter bestimmt, indem analog zum Algorithmus 5.1 nur die Lochka-
meraparameter als Parameter fiir das nichtlineare Optimierungsverfahren verwen-
det werden und die Entzerrungsparameter in jeder Auswertung der Fehlerfunktion
berechnet werden.



Die radiale essentielle Matrix

Wie in Kapitel 4.2.2 beschrieben wurde, zerstort die radiale Verzeichnungsfunkti-
on den linearen Zusammenhang von Korrespondenzen. Die in folgenden Kapitel
definierte radiale essentielle Matrix kann diesen Nachteil beheben: sie beschreibt
einen linearen Zusammenhang fiir Korrespondenzen in der {z = 1}-Ebene, wenn
die Koordinaten erweitert werden. Dieser Zusammenhang ermoglicht es, diese
Matrix und weitere Parameter der Kameraabbildung aus Korrespondenzen zu
schétzen, ohne die Bilder vorher zu entzerren oder die Verzeichnungsabbildung
abzuéndern. Die so erhaltenen Kameraparameter werden mit denen aus einer Ka-
librierung verglichen.

Im Folgenden seien stets die Umkehrrelationen mit klassischer radialer Ver-
zeichnung eines Stereokamerasystem gegeben:

Definition 6.1 Es seien die Umkehrrelationen mit klassischer radialer Verzeichnung
zweier Kameras gegeben durch

K =P logioP tund K =T 'oP ogfop !

mit Entzerrungskoeffizienten I = (I1,...,lp) und I" = (1,...,1) zu &} und 0"

Die Koordinatentransformation 7" sei durch die Rotationsmatrix R und den Trans-
lationsvektor ¢ gegeben.

E .= QR sei die essentielle Matrix des zugehdrigen Lochkameramodells.

Parameter des
Stereosystems
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radiale
essentielle
Matrix

6.1 Definition und Eigenschaften

Definition 6.2 Seien!:= (l;,...,lg) und !’ := (1}, ...,1’,) die radialen Entzerrungs-
parameter. £ = Q;R = (e;;)1 < i,j < 3 bezeichne die essentielle Lochkameramatrix
und seien
Ip ... 1 1 0 0O 0 0
Ar=[0 ... 0 0 Ip L 1 0] eR¥>*2PH3) ynd
0O ... 0 0 O 0 0 1
l’D ’1 1 0 0O 0 O
Al’ = 0O ... 0 O lb /1 1 0| € R?’X@DJFB) ,
0O ... 0 0 O 0 0 1
dann heiBt
E = Af/EA‘Al
l’DZD611 e l’Dl1611 ZID611 l/DlD612 e l/Dllelg ZID€12 l/D€13
llllD(-;’n P l/ll1611 l/1811 l/1ZD€12 e l/ll1612 l/1€12 /1613
Ipen cee lien €11 Ipeis cee lierz €12 €13
= llDlDegl . llDl1621 llDegl l/DlD622 . llDl1€22 Z/DGQQ l/D€23
llllD€21 e l/1l1621 1/1621 llllD€22 e l/ll1622 l/1€22 l/1623
Ipea cee liea €21 Ipeas cee liea2 €22 €23
Ipesy cee lies €31 Ipess cee liesz €32 €33

c R(2D+3)x(2D+3)

die radiale essentielle Matrix.

Lemma 6.3
Vertauscht man die Rollen von erster und zweiter Kamera, so ist E! die zugehdrige
radiale essentielle Matrix.

BEWEIS. Bezeichne £7! = K'~! und £'~! = K~! die Umkehrrelationen der ver-
tauschten Kameras mit Entzerrungskoeffizienten " := (I, ..., 1)) fiir £ und Ent-
zerrungskoeffizienten [ := (Iy,...,Ip)" fiir £'. Bezeichne E die zu (K~1, K'~1)
gehorige essentielle Matrix des Lochkameramodells. Nach Lemma 3.41 ist Et die
zu (L1, £/71) gehorige essentielle Matrix des Lochkameramodells. Bezeiche E’ zu
(L1, £'~1) gehorige radiale essentielle Matrix. Dann gilt nach Definition:

N N t
E = AlE'A, = (A}f,EAZ) — E.

Das heifit, dass E! die Rolle der radialen essentiellen Matrix im vertauschten Fall
iibernimmt. m

Im Folgenden werden die Koordinaten der verzeichneten Punkte aus der Ebene
{z = 1} mittels der Koordinaten der entsprechenden unverzeichneten Punkte in
einen Raum mit gréoBerer Dimension eingebettet. Die Erhohung dieser Dimension
abhéngig von der Anzahl der gewéhlten Verzeichnungsparameter. Dies soll iiber
eine Funktion zur Koordinatenerweiterung geschehen:
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Definition 6.4 Sei D die Anzahl der Entzerrungsparameter, dann ist

N Ed

o1 ||

x 1
( ) | walle)2r
352 )
e

T2
1

R2D+3

h:R? — R2PH3 . ¢

eine Funktion zur Koordinatenerweiterung von R? nach

Satz 6.5 (radiale essentielle Bedingung)

Es seien p und p’ Pixel in den beiden Kameras. x := P~1(p) und 2’ := P'~1(p’) seien
die zugehdrigen Punkte in der {z = 1}-Ebene. F sei die radiale essentielle Matrix, die
zu dem gebebenen Stereokamerasystem gehort.

Dann existiert ein M € R3\ ({z =0} UT~({z =0})) mit

M e K ({ph) n K~ ({p'})

genau dann, wenn
0 = h(z")'Eh(x) gilt.

BEWEIS. Es seien p und p’ Pixel in den beiden Kameras. x := (21, 12)" := P~1(p)

und 2’ = (2}, 24)t = P'7(p') seien die zugehérigen Punkte in der {z = 1}-
Ebene. Seien y := ¢ (z) und y' := 6/*(2’) die entzerrten Koordinaten von x und

a2’ sowie z := P(y) und 2’ := P'(y’) die Pixelkoordinaten dieser Punkte. E sei die
radiale essentielle Matrix, die zu dem gebebenen Stereokamerasystem gehort.

Weiter bezeichne K, := PoP, und K/, := P’oP,oT das zugehdorige Stereosystem
im Lochkameramodell. Dann ist

K1 ({p}) =Pl od; o P ({p}) = P o6 ({a}) =PI ({y})
=Pl o PTI(P({y}) =P, o PH({z}) = K ({2}) und
KT {pH) =T oP lodr o PTH{p'}) =T 0PI o b7 ({2'})
=T oPI({y}) =T o P o PI(P/({y')) = K1 ({]) -
Das heifit, dass die Urbilder von p und p’ unter den Kameraabbildungen Urbilder
von Punkten z und 2’ unter der Z}lgehbrigen Lochkameraabbildung sind. Bezeichne
F' die Fundamentalmatrix und E die essentielle Matrix der Lochkameraabbildun-

gen.
Dann gibt es ein M € R3\ ({z =0} UT" ({2 = 0})) mit

Me K Y{pH)nkK~1({p'D)
eMe K () Nk, ' {#Y)

%20, und 2 sind korrespondierende Punkte im Lochkameramodell

~ ot p Nt e~ ptp ANt e
20— 7' pr = Py (P/ ) EP'Ply)=y'P" (P/ ) EP'Py

@;;’tEgj =0
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Sei umgekehrt 0 = ;’th, dann folgt mit Lemma 3.36 und Lemma 3.47, dass z und
2" korrespondierende Punkte im Lochkameramodell sind. Damit gilt mit obiger
Umformung: es gibt ein M € R3\ ({z = 0} UT~!({z = 0})) mit

M e K ({ph) nK''({p'}) (6.1)
ey Bj=0

Weiter kénnen y und 3" wie folgt umgeformt werden:

D
y=06(zra) = |1+ Glz]¥ )«
j=1

D
L+ bl | 2
j=1

D
1+ 32l | 2
j=1

1

wr|z][P
a1 |2|?

Ip L 1 0 ... 000 T

=10 00 Ip ... It 1 0f]|axz|?|=A2R).

0 00 0 0 0 1 :
w2z ||?

Z2

1

Analog gilt i/ = Ayph(x').
Dadurch ldsst sich 6.1 erweitern zu:
es gibt ein M € R*\ ({z =0} UT ' ({z =0})) mit

Me K ({ph) K~ ({p'})
00 =y B = (Avh(z'))' EA(z) = h(z') AL EAA(z)
<0 =h(2)'Eh(z) . n

In Satz 6.5 wurde nur die Struktur der Umkehrrelationen, insbesondere der Ent-
zerrungsfunktionen, der Kameraabbildungen verwendet unabhéingig von der Form
der Kameraabbildungen selbst, speziell unabhéngig aus welcher Funktionenfamilie
die Verzeichnungsfunktionen gew&hlt wurden.

Lemma 6.6 (Folgerung zur radialen essentiellen Bedingung)

Seien die Funktionen K und K’ so gewihlt, dass die gegebenen Relationen X! und
K'~1 Umkehrrelationen dieser Funktionen sind. Sei E die radiale essentielle Matrix,
die zu dem gebebenen Stereokamerasystem gehoren, so gilt:

z und 2’ sind korrespondierende Punkte in den {z = 1}-Ebenen
<0 = h(2') Eh(z) .
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BeEweEis. Da K und £~! bzw. K’ und K'~! zueinander invers sind, kann Lem-
ma 3.50 angewandt werden und es folgt mit Satz 6.5:

z und 2’ sind korrespondierende Punkte in den {z = 1}-Ebenen
©IM e R*\ ({z =0} UT~'({z = 0})) mit M € K~ ({p}) N K ({p'})
=0 =h(2)' Eh(z) . -

Im Folgenden wird nun stets angenommen, dass C und K~! zueinander invers
sind, so dass Lemma 3.50 verwendet werden kann. In der Praxis ist dies nur ap-
proximativ der Fall. Bei der Rekonstruktion von 3D-Punkten aus Stereobildern,
genauer aus Korrespondenzen, wird jedoch auch in der Praxis implizit von der
korrekten Inversen ausgegangen. In den hier definierten Bezeichnungen heif3t das,
dass die Entzerrungsfunktion ¢ das Inverse der Verzeichnungsfunktion 4, hinrei-
chend gut approximiert. Geht man umgekehrt von der Entzerrungsfunktion aus,
so nimmt man an, dass die Verzeichnungsfunktion deren Inverses so gut approxi-
miert, dass fiir die abgebildeten Punkte Lemma 3.50 n&dherungsweise gilt. Diese
Einschriankung ist nicht zu grof}; da der ideale Schnittpunkt in diesem Lemma
oder auch die ideale Bedingung von Korrespondenzen in der Praxis durch die
Ungenauigkeit in der Erfassung und Berechnung nicht erreicht werden kénnen.
Daher ist man allein aus diesen Griinden schon gezwungen, den Suchraum bei
der Rekonstruktionen von 3D-Punkten bzw. bei der Korrespondenzfindung nicht
nur auf die theoretischen Positionen aus dem Modell zu beschrinken, sondern auf
Umgebungen zu erweitern.

Die radiale essentielle Bedingung stellt damit einen linearen Zusammenhang
der erweiterten Koordinaten h(z) und h(z") von Korrespondenzen 2 und 2z’ in der
{z = 1}-Ebene iiber die radiale essentielle Matrix dar.

Obwohl die radiale essentielle Matrix hohe Dimension besitzt, ist ihr Rang klein.
Dazu werden Vektoren definiert, von denen anschliefend gezeigt wird, dass es
Eigenvektoren der radialen essentiellen Matrix zum Eigenwert Null sind.

Definition 6.7 Bezeichne ¢; den j-ten kanonischen Einheitsvektor im R2P+3 und
sei bj = Cj — lD—i—l—jCD—H fUI’j S {1,...,D} und bj =c — l2D+1_]’02D+2 fiir
je{D+1,...,2D} sowie bypi = (0,...,0,w1,0,...,0,ws, w3)" € RZP*+3 mit
w = (wy,wy, ws)! == R, d.h.

1 0 0 0 0
0 : :
1 0 0 0
—Ilp =l 0 0 wy
(bi,... bopy1) = o1, o .1 1 |,..., 1o
. . 0 |
: 0
0 0 _lD —ll w9
0 0 0 0 w3

Weiter seien b :=c; — I, jep4 firj € {1,..., D} und b :=c; =55 ;copia

Eigenvektoren
b, U
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fir j € {D+1,...,2D} sowie b, ; := (0,...,0,t1,0,...,0,t,t3)" € R*’*3 d.h.

1 0 0 0 0

0 : . . .

/ / 0 0 0

—lp -1 0 0 t

(/17"‘7/2D+1): 0 geeey O B 1 B B B 0
. . 0 |

: : : 0

0 0 ~lp ~1 to

0 0 0 0 t3

Lemma 6.8 (Rang der radialen essentiellen Matrix)
Sei E die zum gegebenen Stereokamerasystem gehdrige radiale essentielle Matrix und
sei der Translationsvektor ¢ £ 0, dann ist

rang(F) =2 .

Genauer sind {b1,...,bap+1} Rechtseigenvektoren zum Eigenwert Null der radialen
essentiellen Matrix, genauer gilt:

ker(E) = <{b1, . ,b2D+1}> .

Wahrend {0, ...,byp 1} Linkseigenvektoren zum Eigenwert Null der radialen essen-
tiellen Matrix sind, genauer gilt

ker(E') = ({b, ..., bypia}) -

BEWEIS. Mit den Vektoren [ und I’ aus Entzerrungskoeffizienten des gegebenen
Stereokamerasystems gilt:

E=ALEA,; .

Nach Lemma 3.44 hat E Rang Zwei, falls ¢ # 0 ist. Da A; und Ay jeweils maxi-
malen Rang, ndmlich Rang 3, haben, folgt

rang(E) =2 .

Ist t # 0, so sind {b1,...,b2py1} und {b},...,b55, 1} linear unabhéngig. Sei j €
{1,..., D}, dann ist
Ebj = ALEA|(c; — Ipii1—jepy1) = AV E(Ajej — Ipy1—jAicpy1)
1 1
=ALE [Ipsi—j (0] —lpsij (O] | =0.
0 0

Sei j € {D+1,...,2D}, dann ist

Ebj = AIZE/EAAI(CJ' - 12D+1_jC2D+2) = A?EA(AZCJ' — 12D+1_jAlCQD+2)

0 0
=ALE | bpia—j [ 1] —lepsi—; | 1] | =0.
0 0
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und
0
0
w1 w1

Eb2D+1 == A?/EAl 0 == A?E w2 == At/QtRRtt =0.

: w3
0
w2
ws

Damit sind {by,...,bap+1} Rechtseigenvektoren zum Eigenwert Null der Matrix

E.Seije{l,...,D}, dann ist

Etb; = A;EAtAl/(Cj — llD—i—l—jCD-‘rl) = A;Et(AlICj — ZID_H_]»A[/CD_H)

1 1
0 0

Sei j € {D+1,...,2D}, dann ist

E'W; = AJE' Ap(cj — lhpii_jeanya) = AJEY(Ave; — lhpyy_jArcapya)

) 0 0
=AJE" [lp ;[ 1] —lpiay |1 -0
0 0
und
0
0
t1 11
By =AIE'Ay | 0| = AlE [ to | = AR (Q)'t=0.
. t3
0
t2
i3
Damit sind {b},...,b5,,,} Linkseigenvektoren zum Eigenwert Null der Matrix
E. Es gilt

ker(E) = ({b1,...,baps1}) und ker(E") = ({b},....bhp 1}) ,

weil rang(F) = rang(E") = 2 ist, d.h. dim(ker(FE)) = dim(ker(E')) = 2D +1, und
die Vektoren b; sowie die Vektoren b, linear unabhéingig sind. ]

Satz 6.9 (Entzerrungskoeffizienten aus E)
Sei E € REPHIXCDH3) e zum gegebenen Stereokamerasystem gehdrige radiale
essentielle Matrix mit Singulirwertzerlegung E = U diag(\1, A2,0,...,0)V?, wobei
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A1 > 0 und Ay > 0 seien. Seien die Spalten von U und V gegeben durch U =

(Ul?UQ,...,U2D+3) und V = (’{)1,’[)2,...,’1)2[)4_3). Uy = ('ug])>1§j§2D+3 und ug

(Ugj))lgjgzDJrs sowie vy 1= (U§J))1§j§2D+3 und vy := (Uéj))lﬁjQDJr?r bezeichne die

Koordinaten von u; und wug, bzw. von v; und vo. Dann gilt

i D—+j j D+j

lpars = v@ _ U% 7) _ Ué]) _ vé 7) oy
U§D+1) U§2D+2) véD-ﬁ-l) v§2D+2)
ugj) ugD'H) ugy) B U§D+J)

/
D+1-j = “(D¥1) — _(2D+2) _ _(D+1) _ _(2D+2
PP D T DRy T 2D

1

fur alle j € {1,..., D}, falls

0 % {U§D+1),U§2D+2),U£D+l)

(
7’02 7“1 9

1 2

2D+2) (D+1) u§2D+2) ugDH) uézDH)}.

BeEweis. Es gilt fiir alle j € {3,...,2D + 3}

Evj = U diag(Ai, A2,0, ...

Etuj = Vdiag()\l, )\2, 0, v ,O)

=0 und

=0.

0
0
0
U1
(%] i
,0) . vj:Udiag(/\l,)\g,O,...,O) 0
: U;-’Uj
V2D+3 0
0
0
0
0
U1
U :
Usj :Vdiag(Al,)\g,O,...,O) 0
uéuj
U2D+3 0
0

Da dim(ker(E)) = dim(ker(E")) = 2D +1 ist (wegen A\; > 0 und A2 > 0) und weil

Uy, ..., Usptg sowie die vy, ..
insgesamt:
{ug,...,uepys} und {vs,..

., Vap+3 linear unabhéngig sind, gilt mit Lemma 6.8

ker(E) = ({1}3, . ,U2D+3}> = ({bl, ey b2D+1}> und
ker(Et) = <{U3, cee 7u2D+3}> = <{b/17 SR /2D+1}> :

.,v2p+3} bilden sogar Orthonormalbasen der Kerne.

Daher gibt es fiir jedes j € {1,...,2D + 1} Koeffizienten oy 9, ... asp19) € R
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und ,Bl(j), ..”82D+1( 7 e R, so dass
2D+1
b = Z ;9 v; und
i=3
2D+1
=5 A,
i=3
die Darstellungen von b; bzw. b mittels {vs,...,v2p43} bzw. {us, ..., u2p43}
sind. Unter Verwendung dieser Darstellung folgt fiir alle j € {1,...,2D + 1}
2D+1
= Z ;9 vlv; = 0 und
— -~
=3 -0
2D+1
vhb; = Z o) vbv; = 0 sowie
=3 -0
2D+1
u’ib; = Z 39 ylu; =0 und
=3 -0
2D41
ugb; = Z: 39 ubu; =0 .
=3 -0
Das heift fiir j € {1,..., D} gilt:
0 =vib; = vi(e; —Ippi—jepsr) = o) — Ipa_jol” ™ und
0= ’Uébj = ’Ué(c] lD—|—1—gCD+1) ’Uéj) — lD+1_j112 +1) sowie
j D+1
0= Uﬁb; = uj(cj - l/D+17jCD+1) = Ugj) - llD+1fj g “V und
j D+1
0= ublj = uh(cj — lpy1jcpi1) = uf) — D1 o
und fiir j € {D+1,...,2D} gilt:
0 = vib; = vi(c; — bapi—jeansa) = v — pyr o7 und
0= Uébj = 'Ué( l2D+1 ]02D+2) é) — l2D+1_j’Ué2D+2) sowie
0= Utlb/‘ = uf(cj — l2D+1—jC2D+2) = Ugj) - ,2D+1—j 52D+2) und
j 2D+42
0= U2b, = Ug( l2D+1 JC2D+2) éj) /2D+1 JU( )
Insgesamt folgt daraus fiir j € {1,...,D}
D+1-3 = “(Db+1) — (D+1) D+1-j = “(D¥1) (D+1)
U1 Up Uy
fir j € {D+1,...,2D}
l v](Lj) véj) .y ugj) ugj)
2D+1—-j5 — = 29D+1—j — = .
J v§2D+2) v§2D+2) +1-j ug2D+2) u;2D+2)
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Das heifit fiir i € {1,..., D} gilt

j D+j j D+j
I = U§J) _ vg ) _ U(J) _ vé ) .
U§D+1) v§2D+2) U§D+1) U§2D+2)
/ B ugj) B ugDﬂ’) B u(j) B ugDH)
D+1—j = = = = )
+1—j ugDH) u52D+2) ugD+1) ugzDH)
was die Behauptung war. m

Obiger Satz stellt eine notwendige Bedingung an eine radiale essentielle Ma-
trix dar und gibt somit ein Entscheidungskriterium an: ist eine Matrix gegeben,
so kann an der Singuldrwertzerlegung abgelesen werden, ob die Matrix Rang
Zwei hat und ob die Koeffizienten der Vektoren aus der Singuldrwertzerlegung
die Gleichungen fiir die Entzerrungskoeffizienten erfiillen. Fiir den praktischen
Einsatz konnen die vier Quotienten fiir die radialen Entzerrungsparameter, die
wahrscheinlich nicht identisch sein werden, ermittelt werden. Weichen sie nicht
zu sehr voneinander ab, kann z.B. durch den Mittelwert eine Schitzung fiir die
Entzerrungsparameter angegeben werden.

Um eine hinreichende Bedingung zu erhalten, die festlegt, wann eine gegebene
Matrix eine radiale essentielle Matrix ist, muss noch mehr gepriift werden:

Satz 6.10 (hinreichende Bedingung einer radialen essentiellen Matrix)

Sei £ € REPTIXCED43) it Singulirwertzerlegung E = U diag(A1, Ao, 0, ...,0)V?,
wobei Ay > 0 und A2 > 0 seien. Seien die Spalten U und V' gegeben durch U =
(ul,UQ,...,UQD+3) und V = (1)1,’1)2,... ,U2D+3). uyp = (ugj))1§j§2D+3 und U9 =

(ugj))1§j§2D+3 sowie V1 = (U:(LJ))lngQD+3 und Vg = (véj))1§j§2D+3 bezeichne die
Koordinaten von uq und ug ,bzw. von v1 und vs. Gelte weiter

A D A D
Ipt1-j = (1}1)%1)1) = Uéz:z)) = (vDéi)l) = vé[:;)) und
U1 U1 Vg Ua
/ B ugj) B ugDﬂ‘) B ugj) B u(2D+j)
D+1—-j5 *— U§D+1) - u§2D+2) - ugD+1) - u52D+2)

fiir alle j € {1,..., D}. Sei E definiert durch

A Aaia + Aoasddy A f1a] + Aefecdy  Aiyiad) + Aayedd
E = | Maif]+ Aaaafy MBS+ A2y MNPl + Aoy
Aary] + Aeaoyh  AiB1y) 4 Aefavh Ay + Aaveh

a U§D+l) o UéD+1) 0/1 ugD-i—l)

mit | fi | = U§2D+2) B2 = v§2D+2) B o= u§2D+2) und
" U§2D+3) v U£2D+3) % u§1D+3)

0/2 §D+1)

g | = ug2D+2)

" ug2D+3)

Dann ist rang(E) = 2 und E ist eine radiale essentielle Matrix, falls £ zwei iden-
tische Singuldrwerte ungleich Null besitzt.
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BEWEIS. Seien die Bezeichnungen wie im Satz gewéhlt. Gelten die vier Gleichun-
gen fiir jeden Entzerrungsparameter, so miissen vy, v, u; und us folgende Gestalt
haben:

! / / !
Ipay Ipas DO D%
!/ / ! !
oy ai o} o}
! / ! /
vi=|IpBi | ,v2=|IpBa| ;ur=|1pB | su2=|1p0%
/ / ! /
L1681 L1532 181 155
/ /
B1 B2 1 B
!/ !
Y1 Y2 7 p)

Damit gt walters, o,...o)vt

U1
. U2
= (u1 up uppy3) diag(A1, A2,0,...,0)
V2D+3
U1
V2
:()\1’11,1 /\QUQ 0 ... 0)
V2D+3
/\1['Do¢,1 Agl’Da,Z
Aty Azlfal lpar ... liax a1 Ipfr ... ULP1 B1 M
)xlo/l /\gall Ipag l1ag @ lpBa 1182 B2 Y2
= | MUpB] Xal'p 35 o ... of - v
: : D43
NEANH Aoty Y
Alﬁi Azﬁé
)\1’)’1 >\272

Uplp(Ararod + Aaasab)

Ulp(Maja) + Azagab)
Alalall +)\2a2a’2
Uplp(A1e1B] + AaaapBh)

llllD()qOé}ﬁi +>\2&35§)
, %1041[31+l>\2a252 ,
Uplp(A1a1v] + Aaazys)

llllD<>\10¢}’Yi + Azag“/é)
Ara1y] + A2azys

Uplp(M\1B1a) + XaBaab)

1hip(A1B1a) + A2B2ah)
, A1Brad +,>\2520/2 ,
Uplp(N1B18] + A282083)

11p(X1B818] + X2B285)
X18187 + A2B28)
Uplp(A1B817] + A2B27v5)

lilD<>\1ﬁ}’Yi + Xzﬁg"/é)
A1B17] + A2B27;

Up(A1v1ed + Aovaad)

ll1(>\1’Y1fjé’1 + )\2“/2134'2)
, >\1'y1a1/+ /\2'y2a2/
Up(M17v18] + A27283)

1'1()\1“/16’1 + Az“m@é)
, 17181 ,+ %2'Y2[32/
Up (A17v17] + A2v273)

l'1(>\1’Y1’/Y{ + >\2“/2’/Yé)
A17171 + A2v27s

Mittels Koeffizientenvergleich mit einer radialen essentiellen Matrix (siehe Defini-
tion 6.2) ist damit E eine radiale essentielle Matrix, falls F eine essentielle Matrix
eines Lochkameramodells ist. Da

X Aronay + Asapdy Aifiad + Aoy A1y + Aavacy
E = | Maif]+ Aeaafy MBi1B + AafBefy MiviBl + Ao/
Arary) + Aoy Aif1yy + Aef2yy Ay + A2ves
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of o 0\ [Aaa MBL Aim

=05 B O Aacra Aaf2 Aaye
7o 0 0 0 0
:?El =:F»

ist und rang(E1) < 2 sowie rang(E») < 2 sind, hat auch E maximal Rang Zwei,
d.h., dass E mindestens einen Singuldrwert Null besitzt. Hat E zusitzlich zwei
1dentlsche Singuldrwerte ungleich Null, so ist nach Lemma 3.45 E eine essentielle
Matrix eines Lochkameramodells und somit F eine radiale essentielle Matrix. m

Sowohl die radiale essentielle Bedingung (Satz 6.5) mit deren Folgerung (Lem-
ma 6.6) als auch die notwendige Bedingung an eine radiale essentielle Matrix
(Satz 6.9) werden in Kapitel 6.3 verwendet, um aus Korrespondenzen der {z = 1}-
Ebenen die radiale essentielle Matrix und weitere Kameraparameter zu schétzen.

6.2 Epipolare Kurven bei klassischer radialer Verzeichnung

Die radiale essentielle Matrix ermdoglicht eine Beschreibung der epipolaren Kurven
bei klassischer radialer Verzeichnung. Die méglichen Korrespondenzen zu einem
Punkt der {z = 1}-Ebene sind Elemente von Nullstellenmengen von Polynomen:

Satz 6.11 (epipolare Kurven)
Sei z := (z1,72)" € {# = 1} ein Punkt in der {z = 1}-Ebene der ersten Kamera und

ZD+1
sei | zop42 | := E6F(x) fiir die gegebene essentielle Matrix des Lochkameramodells

22D+3
und die Entzerrungsfunktion ¢ der ersten Kamera. Fiir x sei die Funktion G, mit

Iy =1 definiert durch

J
Ge(y1,2) —zDHZg;Z( >y%z+1y2j —2i

=0 =0
D i ]
’ 2 2j+1—2i
+22D42 Z l; Z <2> Y1 Y + 2243
7=0 =0
fiir alle y := (y1,72)" € R%

Die Menge aller méglichen zu x korrespondierenden Punkte in der {z = 1}-Ebene der
zweiten Kamera ist dann durch

N, = {y € R?|G,(y) = 0}

gegeben. Das heiBt, dass die epipolare Kurve die Nullstellenmenge eines Polynoms in
zwei Variablen vom Grad kleiner oder gleich 2D + 1 ist.

BEWEIS. Sei z := (21,...,2p13)" := Eh(z) und bezeichnen si,...,sop.3 die
Zeilen der radialen essentiellen Matrix F. Dann gilt aufgrund der linearen Ab-
héngigkeiten der Zeilen s; von E fiir j € {1,...,D}:

5j = l/DJrlfjsDJrl und spyiyj = lb+1ij82D+2 und damit auch

! !
zj = lpy1—jzp+1 und 2pt14+j = lpyq_j22p+2 -
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Insbesondere gilt mit F = (€ij)1<i j<3,

ZD+1 SD+1
zop+2 | = | s2p+2 | h(x)
22D+3 S2D+3
2D
1 |||
2
1 |||
Ipeir ... lienn enn Ipeia ... liers ep ei3 1
_ 2D
= |Ilpear ... liear ea1 Ipess ... liean ez ez | | x|
Ipesi ... lies1 esr Ipesa ... liesz e3x e
2
o ||z ||
€2
1
iperizi||lz)|?P + ...+ lienmy|lz)? + er1z1 + Iperpwa||z)?P + .+ lrernwa|z||® + e12m2 + e1s
= lD‘3215”1||zH2D+>><+l162111”z”2+52111+lD€2212||1H2D+-~+l1€2212”ZH2+522Z2+523
lDeslwlllftH2D+ ctliesim||z]|® + es1z1 + Ipesamalz]|?P + ..+ liesamal|x]|? + es2x2 + es3

e1s + (Ipllz)*P + ... + lL||lz]|? + 1) (en121 + e1222)

= | eas + (Ipl|z|*P + ...+ l]|z]|® + 1) (e2121 + e2272)
ess + (Ipl|z||?P + ...+ Ll|z]|® + 1) (es121 + e3272)
eis + (1 + p*(z))(enzr + ernz) el ez eis 5% ()
= | es3 + (1 + p*(x))(eglxl + 622.772) = | ea1 ea2 e93 < Tl )
es3 + (14 p*(z))(es121 + e3272) €31 €32 €33
= E(% s

gemiB Voraussetzung des Satzes. Sei y := (y1,2)! € R?, dann ist mit ) := 1
h(y) Eh(z) = h(y)'
21

’2D ‘2D

= (ullyl wllyl> v ve2llyl wlyl* v 1)
22043
= lylI*” (121 + v22D42) + - - + [l (12D + y222041)
+ Y12D+1 + Y222D42 + 22D+3
= |WlI*P s (y12p41 + y2z2p42) + - - + [[YIP4 (y12D41 + Y222D42)

+ Y12Zp+1 + Y222D42 + 22043

I
.Mb

<
I
<)

Iyl (y12D41 + y222042) + 22043

] .
/ 2i 2#21'
lj(ylzDH + Y222p42) E < > U5 + 2op+3
=0

D J .

Z /Z 2+l 202
j

=0 i=0
D J .
20, 212
+ 22D+2 Z Z( ) ' + 22D+3

=0 =0

I
.MG

<
I
<)
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Das heif3t, dass GG, ein Polynom in zwei Veridnderlichen vom Grad kleiner oder
gleich 2D + 1 ist. Nach der radialen essentiellen Bedingung (Satz 6.5) und deren
Folgerung (Lemma 6.6) muss fiir einen zu = korrespondierenden Punkt y stets

0 = h(y)'Eh(z) = G(y)

gelten. Die Menge aller moglichen korrespondierenden Punkte in der {z = 1}-
Ebene der anderen Kamera ist dann durch

Ny = {y € R*|G.(y) = 0}

gegeben. Die epipolare Kurve zu z ist also die Nullstellenmenge des Polynoms

G;B- |

Lemma 6.12 (Folgerung im vertauschten Fall)
Sei 2’ := (2!, 24)! € {# = 1} ein Punkt in der {z = 1}-Ebene der zweiten Kamera

!
ZD+1 )
und sei | 25y, | := E'0/(a'). Fiir 2’ sei die Funktion H,s mit Iy := 1 definiert
/
#2D+3

durch

] .
l]Z() 2i+1 2] 21

(2

—0
] .
21 2]—1—1 21 /
L E ( > + Zp43

=0

Mb

Hy(y1,y2) :=2p41
J

Mw%

+Z2D+2

<.
I
o

fiir alle y := (y1,92)" € R%.

Die Menge aller moglichen korrespondierenden Punkte in der {z = 1}-Ebene der
ersten Kamera ist dann durch

M, = {y € R}|H,(y) = 0}

gegeben. Das heiBt, dass die epipolare Kurve die Nullstellenmenge eines Polynoms in
zwei Variablen vom Grad kleiner oder gleich 2D + 1 ist.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 6.11:

Sei 2/ := (2,...,2yp, )" := E'h(az’) und bezeichne c1, ..., cop4s die Spalten der
radialen essentiellen Matrix . Dann gilt wegen der linearen Abhéngigkeiten der
Spalten ¢; von FE fiir j € {1,...,D}

¢j = Ip+1—jcpy1 und cpyi4j = Ip41—jcapy2 und damit auch

\

/
2 =lpy1-j2pyr und 2p 1y = Ipp1-j2p4s -
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Insbesondere gilt dann auch mit F = (€ij)1<ij<3:

/
ZD+1 CD+1
/ !
Zopye | = | c2pt2 | W2
/
Z22D+3 C2D+3
I ] I I
p€ir ... t1€e11 €11 tpe2r ... (1€21 €21 €31
/ ! / /
= lD€12 l1€12 €192 lD622 l1€22 €22 €392
/ / / /
lD613 l1613 €13 lDegg l1623 €23 €33

e31 + (l'DHx’HQD + .+ U2+ D) (enna] + earh)
= | esa+ (Ipll'IIPP + ... + 1|2/ |1 + 1) (e12] + eanath)
es3 + l'DH:r’HQD + .+ U2 )? + 1) (e1sz] + eash)

= | es2+ (1+p"(z)

P

E'sp(a')

penizy [P + ... +enah +lpearas |2 + ...+ emnah + ez
= l’Delgx’lﬂx’HQD + ...+ epx] + l’Deggx'2||a:’H2D + ...+ exxh + eso
Inesz)||2'|1?P + ... + esa) + Upeasah||2'||?P + ... + easzh + es3

/ !
e1x] +exxh) | = | e12 ez ez

(
(

e31 + (1 4+ p"(z))(enx] + ea1xh) €11 €21 €31
( z))(

e33 + (1 + p™(x))(e132] + ea3wh) €13 €23 €33

oy |2'[|*P

AL
4l
wy||2'[|*P
|||
y
1

)

gemiif Voraussetzung des Satzes. Sei 3 := (y1,72)" € R?, dann ist mit I := 1

h(y)'E'h(z") = h(y)'z'

= (y1llylI*P villyl®> v yellyl??

= [ylI*P (y121 + y22pya) + - -+ [YI* (12D + y22hp 1)

! ! !
T Y1Zpy1 T Y229p42 T Z2py3

2

vallyll* y2 1)

/
ZoD+3

= yI*Plp(y12p 1 + ¥229p40) + -+ [P (1211 + Y225p40)

! ! !
T Y12py1 T Y223p 40 T Zapgs

D
= Z Y171 (Y1241 + Y22hps2) + Z5pya
J

J
J =0

D 7 .
J\ 2i41 2§—2i
= Z,DHZZJ'Z (i)ylH_ Y22
Jj=0

1=0

=0
< j
2 27—21
= Lizp 1+ v225p10) Y (i)yﬁyzj "+ 2pys
- :
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D i,
J i 2j+1—2i
+ Z5p12 Z L Z <z> viys T+ Zhpas
j=0 i=0

Das heifit, dass H,s ein Polynom in zwei Verdnderlichen vom Grad kleiner oder
gleich 2D + 1 ist. Nach der radialen essentiellen Bedingung (Satz 6.5) und deren
Folgerung (Lemma 6.6) muss fiir einen zu 2’ korrespondierenden Punkt y stets

0= h(a/)' ER(y) = h(y)' E'h(a’) = Hor(y)

gelten. Die Menge aller moglichen korrespondierenden Punkte in der {z = 1}-
Ebene der ersten Kamera ist dann durch

My ={y € R2]Hm/(y) =0}

gegeben. Die epipolare Kurve zu 2’ ist also die Nullstellenmenge des Polynoms
H,. [

Satz 6.13 (Beschreibung epipolarer Kurven)
Sei z := (x1,72)" € {# = 1} ein Punkt in der {z = 1}-Ebene der ersten Kamera,

—

so dass die Gerade {sd*(z)|s € R} nicht vollstandig im nichtdefinierten Bereich der
zweiten Kamera liegt, d.h., dass das Urbild von y = §7(x) unter P, zumindest teilweise
von der zweiten Kamera gesehen werden kann. Sei die zu x gehorige epipolare Kurve
durch das Polynom G, wie in Satz 6.11 definiert. Fiir s € R seien weiter die Polynome

Hy (y) := Gu(y, s) fiir alle y € R und
Hj (y) := Gy(s,y) firalley € R

in einer Verdnderlichen definiert. Dann existiert fiir jedes s € R mindestens ein y; € R
oder yo € R mit

Hlys(yl) =0 oder szs(yg) =0.

Das heiBt, dass es zu jedem s € R einen Punkt M; := (y1,5s)! oder einen Punkt

My := (s,y2)! gibt, der auf der epipolaren Kurve liegt. Dabei sei der héchste Entzer-
rungskoeffizient der zweiten Kamera 17, # 0.

BEWEIS. Sei s € R. Die Polynome in einer Verénderlichen H; s und Hz ¢ haben
jeweils den Grad 2D + 1, falls die fithrenden Koeffizienten oy := l;zp41 und
ag := 'y zap4o nicht verschwinden. Da I, # 0 ist, sind a; = 0 und ap = 0 genau
dann, wenn zpy1; = 0 und z3p49 = 0 werden. Nach Satz 6.11 ist

ZD+1 _— _— _—

zpye | = E6(x) = QRO (x) =t x Ro*(x) .

zZ —
2D+3 —

Alle drei Werte werden Null, wenn y ein Vielfaches eines Eigenvektors zum Ei-
genwert Null von F ist:

0=1tx Ry = FEy< =R fiir ein A #0 .
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Verlduft y = §(x) in Richtung der Achse der beiden Kamerazentren, so verschwin-
den sédmtliche Koeffizienten. G, ist das Nullpolynom, d.h., dass jeder Punkt auf
der epipolaren Kurve liegt. (s,y) und (y, s) liegen fiir alle y € R auf der Kurve.
Betrachtet wird nun der Fall, dass y = 6/ (x) nicht in Richtung der Achse der
beiden Kamerazentren verliuft, d.h., dass y # AR't fiir alle A\ € R ist. Analog zu
Lemma 3.48 wird gezeigt, dass fiir A # 0 gilt:

0 0
txRy=|0] =>VseR:s(txRy)=txRsy=s]0
A A

0 0
:>VSE]R20=<75, 0 >/\0:<Rs§, 0 >
SA SA

0
:>VSER20:<RS§+t, 0 >
SA

={Rsy +tls € R\ {0}} Cc {z =0}
={Rsy +tlsc R} C{z=0}.

Sei rg die dritte Zeile der Matrix R, dann gilt umgekehrt:
0
{Rsy+tlsc R} C{z=0}=VseR:0= <Rs§+t, 0 >
1
=Vs€R:srhy+1t3=0

=VscR:sriy = —t3
=y =0At3 =0

0 0
:0:<Rg, : >A0:<t, : >
1 1

0
=tx Ry=A|0] fiirein A #0
1
ZD+1 R 0
= | zpie| =Ey=txRy=X|[0] firein A\#0
Z2D+3 1

=2p4+1 =0A 29p12 =0A 22p13 #0 .

Verlduft die Gerade {sy|s € R} nicht in Richtung der Achse der beiden Kame-
razentren und liegt sie nicht vollsténdig im nichtdefinierten Bereich der zweiten
Kamera, d.h., dass das Urbild von y = ¢;(z) unter P, von der zweiten Kamera
zumindest teilweise gesehen werden kann, so verschwinden die fithrenden Koeffi-
zienten nicht gleichzeitig.

Ist einer der fithrenden Koeffizienten ungleich Null, so hat das Polynom H; s oder
das Polynom Hs , ungeraden Grad, némlich 2D + 1. Es besitzt damit mindestens
eine reelle Nullstelle, d.h., dass y; oder yo € R mit H; s(y1) = 0 oder Ha 5(y2) =0
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existieren. Da die epipolare Kurve die Nullstellenmenge des Polynoms G, ist und
Gz(y1,8) = His(y1) = 0 sowie Gy(s,y2) = Has(y2) = 0 ist, liegen die Punkte
My = (y1,5)" oder My := (s,y2)" auf der epipolaren Kurve. Dies gilt fiir jedes
s eR. [ ]

Eine analoge Beschreibung von epipolaren Kurven im vertauschten Fall (epi-
polare Kurve im ersten Bild zu einem Punkt im zweiten Bild) ergibt sich aus
Satz 6.13 mit denselben Argumenten fiir die Polynome aus Lemma 6.12.

Lemma 6.14 (epipolare Kurven im Spezialfall D = 1)
Es werde nur ein Entzerrungsparameter pro Kamera betrachtet, d.h. D = 1. Beide
Parameter seien ungleich Null. Sei x = (21, 22)" € {z = 1} ein Punkt in der {z = 1}-
Ebene der ersten Kamera. Sei die zu x gehorige epipolare Kurve durch das Polynom
G, wie in Satz 6.11 definiert, dann ist fiir alle y = (y1,12)" € R?
Ga(y1,y2) = 20u1 + 22li01y3 + 2201y} + 24y + 2aliyTye + 2aliys + 25

Fir s € R sind die Polynome in einer Verdnderlichen definiert und es gilt fiir alle
yeR:

His(y) == Guly, s) = 201y° + zalisy® + za(1 + 115°)y + zas(1 + 11s°) + 25

Hy s(y) := Go(s,y) = zaliy® + zolisy? + z4(1 4+ 1%y + z08(1 4+ 145%) + 25 .
Falls z9 # 0 bzw. z4 # 0 sind, definiere fiir s € R

1+ ls? 12387

Ai(s) == l’l —3 2
Bi(s) = 3221’;3 B 1243(1 —|—,l’132) zas(1+ 1/1;92) ¥
27z 3 2zl 2ol
Q1(s) = % (227 szg _ ;245(27452) L st llll;SZ) + z5>2
2 209 Zoly
1 /1+0"s2 12252\°
+27< l'll —3%) bzw.
1410082 12242
=
2238 1zs(1+1is%)  zos(1411s%) + 25
()= 27 23 z4ly 24l
Qs(s) = % (22725’53 ~ 12os(1 +/l’132) 2a5(1 +l’1;92) +25)2
! 3 z4l} 24}
1 <1+l’152 B 1zgs2>3
27 1 3 23

und definiere weiter
yi(s) = <Bl2(s) - \/QTs))% + ( 312(8) - Ql(s)) bzw.

bls) = < EX - Q2(8)>é " <_B2(S) - Q2(8)>é

-5

e
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fir alle s € R mit Q1(s) > 0 bzw. Q2(s) > 0. Dann sind die Mengen

Ny = {(y1(5),5) € R*|s € RA Qq(s) > 0} C N, bzw.
Ny = {(s,y2(s)) € R?|s € RA Qa(s) > 0} C N,

Teilmengen der epipolaren Kurve N, und kdnnen als Graphen von Funktionen von R
nach R dargestellt werden, falls die Mengen aller s € R mit Q1(s) > 0 bzw. Q2 > 0
nicht leer sind. Fiir alle anderen s € R verzweigt sich die epipolare Kurve in zwei bzw.
drei Aste, d.h., dass in diesen Bereichen keine Beschreibung als Graph einer Funktion
moglich ist. Hier existieren zu jedem s zwei bzw. drei reelle Zahlen y1, 42, y3, so dass
(y1,$), (y2,s) und (ys3,s) oder (s,41), (s,y2) und (s,y3) Punkte auf der epipolaren
Kurve sind.

BEwEIS. Falls z9 # 0 bzw. z4 # 0 ist, definiere fiir festes s € R und fiir alle y € R:

1 1
Pl,s(y) = ;l,lHl,s(y) = ;l/lGx(ya 8)

=y + 2 y* + ! +/l/182 st l’1;92) —— bzw.
<~ ——
=:p1(s) =:q1(s) =r1(s)
Poaly) = — Hauly) = ——Ginls,y)
= —_— = — S
2,5\Y Zglll 2,s\Y Z4l/1 z\$, Y
z 1+1"s? 298(1 +1"8%) + 2
:y3+ *23 y2+ /1 25( 1/) 5'
4 lh 22y
<~ ——
=:pa(s) =:q2(s) =:r2(s)

Seien weiter

C3qu(s) —pi(s)? 1+ 14s? 12252

A : = _
1(s) 3 323
2p1(s)° = 9p1(s)a1(5) + 2771 (s)
Bi(s) := 57
_2288% 1as(14+1635%) | zas(L+11s*) + 25
27z 3 =l 2l
Bi(s)* | Ai(s)’
Q1(s) := TR
_1( 2288 1us(40s?) | s+ +25)
C4\27 2 3 =l zl}
1 (14+1s? 12367
+ = +,l18 - 7z4§ bzw.
27\ [ 3 22
3q2(s) —pa(s)?  1+411s* 1235
1 24
2p2(s)® — 9pa(s)qa(s) + 27ra(s)
BQ(S) = o7

B gzg’sg’ 1298(1 + 11s%)  zos(1+118%) + 25
o 27 Zi’ 3 Z4l/1 Z4l/1
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Bs(s)?  Ay(s)?

Qale) = ==+ =57
_1(288 1as(tls?) | ms(tls) 4z
- 4 \ 27 zi 3 Z4l/1 Z4l/1
1 [(1+1s* 1232 s
27 U 3 22 '

Die Funktionen @; und Q2 sind Polynome vom Grad kleiner gleich sechs. Sind
die Mengen, in denen )1 bzw. Qo grofler Null ist, nicht leer, so existiert wegen
der Stetigkeit der Polynome eine ganze Umgebung, in denen ()1 bzw. Q2 grofer
Null sind, d.h., dass sie mindestens ein nichtleeres Intervall I; bzw. I3 besitzen, in
dem @1 bzw. Q2 grofier Null sind. Sind @ bzw. Q2 grofler Null, so besitzen die
Polynome P; s bzw. P, ¢ und damit auch die Polynome H; , bzw. Hs , in diesen
Bereichen jeweils genau eine reelle Nullstelle

i (s) = (—312(8) + Ql(s)>é + <—Blz(s) - Ql(s)>é _nls)
(

y2(s) = <—B22(3) + \/QT(S))% + <—B228) - Q2(5)> - p238) m

fiir alle s € R mit Q1 (s) > 0 bzw. Q2(s) > 0 (siche z.B. Dérrie (1948) bzw. Spanier
und Oldham (1987)). Fiir alle anderen Bereiche gibt es drei reelle Nullstellen, von
denen unter Umstédnden zwei identisch sein kénnen. Hier gibt es damit zu jedem
s drei reelle Nullstellen y1,y2, y3 von P; ¢ bzw. P54, d.h., dass (y1,s), (y2,s) und
(y3,s) bzw. (s,y1), (s,y2) und (s,ys) Punkte auf der epipolaren Kurve sind. Hier
ist keine Beschreibung als Graph einer Funktion mehr méglich, die epipolare Kurve
verzweigt sich an dieser Nullstelle.

Die obige Argumentation lédsst sich auch auf epipolare Kurven im vertauschten
Fall (epipolare Kurve im ersten Bild zu einem Punkt im zweiten Bild) anwenden.

6.3 Schatzung der radialen essentiellen Matrix

Die in den vorigen Abschnitten vorgestellten Eigenschaften und Zusammenhén-
ge erlauben es, aus gegebenen Korrespondenzen eines Stereosystems die radiale
essentielle Matrix und weitere Parameter zu ermitteln.

6.3.1 Lineare Schitzung

Der erste Ansatz benutzt die radiale essentielle Bedingung, um einen linearen
Zusammenhang herzustellen.

Lemma 6.15 (linearer Zusammenhang in der {z = 1}-Ebene)
Seien z; und y; korrespondierende Punkte in der {z = 1}-Ebene fiiri € {1,...,n} und
E = (E;j)i<ij<2p+3 die radiale essentielle Matrix. Seien die Koordinaten von h(x;)

bzw. h(y;) durch h(z;) = (ugi),...,ué%ﬁ,l)t bzw. h(y;) = (vgi),...,vggﬂ,l)t
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gegeben, dann gilt

Eqa
1) (1 1 1 1) (1 1 1
ug )Ug ) ugD)+3U§ ) ug )v§g+3 u;[))+3véD)+3 1 Ei2p43
ugn)vgn) . ugg+3v§n) ugn)vggH . ug;))+3vgg+3 1 Eapiin
5
Espi32p0+3

=0.

BeEweis. Da die Punkte korrespondieren gilt nach der radialen essentiellen Be-
dingung (Lemma 6.5) und deren Folgerung (Lemma 6.6) fiir alle i € {1,...,n}

(%)

u
' ‘ Ein ... FEigopys 1
W) Bhla) = (0", ofho D) | ' o |~°
Eopi11 --. Eapysa2pys u2€+2
=0=
Eqq
E12p43
(W0 ol P 1)
Espi1a
Eapi32p+3
Daraus folgt die Behauptung. m

Obiges Lemma liefert eine notwendige Bedingung fiir radiale essentielle Matri-
zen, die auch die Nullmatrix und Vielfache der Matrix erfiillen. Nach Satz 4.4 ist
g € R(2D+3)? genau dann eine Losung der Gleichung aus dem Lemma, wenn g
der Nullvektor oder ein Eigenvektor zum Eigenwert Null der Matrix BB ist. Der
Nullvektor als Losung soll ausgeschlossen werden. Da Vielfache einer Losung eben-
falls die Gleichung erfiillen, kann 0.B.d.A. eine Losung g € R?P +3)° mit lgll =1
gesucht werden. Aber auch unter dieser Voraussetzung ist es vermutlich moglich,
wie im Falle der essentielle Matrix des Lochkameramodells, dass fiir spezielle Po-
sitionen der Punkte, der Vektor g nicht eindeutig bestimmbar aus B!B ist. Wenn
die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert Null grofler als Eins wird. Diese
degenerierten Konfigurationen sollten bei der Bildgewinnung vermieden werden.

Da mit realen Daten im Allgemeinen die Bedingung aus obigem Lemma nicht
gleich Null sein wird, wird ein Vektor g € R@P*3)” gesucht der | Bg||* unter der
Nebenbedingung ||¢g|| = 1 minimiert. Der triviale und nicht gewiinschte Fall, g = 0,
soll ausgeschlossen werden. Da g nur bis auf ein skalares Vielfaches festgelegt ist,




138

Die radiale essentielle Matrix

wird [|g]| = 1 als Nebenbedingung gewihlt. Dann folgt mit Satz 4.5, dass ein
Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von B'B das Minimum ergibt. Die Matrix
B sollte daher zumindest Rang (2D + 3)? — 1 haben, d.h., dass mindestens (2D +
3)? — 1 korrespondierende Punkte in der {z = 1}-Ebenen zur Bestimmung nétig
sind. Fiir den sehr hiaufig verwendeten Fall von zwei Verzeichnungskoeffizienten,
heifit dies, dass mindestens 48 Korrespondenzen notwendig sind. Die Eintréige
dieses Eigenvektors konnen wieder in eine (2D +3) x (2D + 3)-Matrix geschrieben
werden. Allerdings erfiillt diese Matrix im Allgemeinen nicht die Eigenschaft einer
radialen essentiellen Matrix, Rang Zwei zu haben. Daher werden, wie im Fall
der essentiellen Matrix fiir das Lochkameramodell, alle aufier die beiden grofiten
Singuldrwerte auf Null gesetzt.

Lemma 6.16 (Nachste Rang Zwei Matrix)
Sein > 2 und A € R™™ mit Singuldrwertzerlegung A = UDV?, wobei D =
g1 0
mit 0.B.d.A. 01 > ... > 0, > 0, dann ist

0 on
01 0
02
argmin |A=B|lp =UDV! =1 A, mit D:=
{BERnxn\rang(B):2}
0 0
BeEWwEIS. siehe z.B. Leon (1990). n

Wie bei der Ermittlung der essentiellen Matrix des Lochkameramodells in Ab-
schnitt 4.2.1.2 wird auch hier zuvor eine Normalisierung der Daten vorgenommen:
die erweiterten Pixelkoordinaten h(z;) und h(y;) von Korrespondenzen x; und y;
in der {z = 1}-Ebene werden so verschoben und skaliert, dass der Schwerpunkt
die Null ist und der durchschnittliche Abstand zur Null /2D + 2 betrégt.

In Algorithmus 6.1 wird die lineare Methode zur Ermittlung der radialen essen-
tiellen Matrix dargestellt. Wie auch schon im Lochkameramodell ist diese Matrix
nur bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmbar.

Aus dem skalaren Vielfachen kénnen dann, wie schon zum Satz 6.9 angedeu-
tet, die radialen Entzerrungskoeffizienten bestimmt werden. In den Eintrégen der
radialen essentiellen Matrix tauchen nach Definition auch die Eintrige der zu-
gehorigen essentiellen Matrix im Lochkameramodell auf. Aus der wiederum (mit
skalaren Vielfachen versehen) Rotation und Vielfaches der Translation bestimmt
werden kann. Algorithmus 6.2 fasst dieses Vorgehen zusammen.

Bei dieser Vorgehensweise wird zwar erzwungen, dass der Rang der radialen
essentiellen Matrix Zwei wird, die weiteren Eigenschaften werden allerdings nicht
beriicksichtigt. So wird die Gleichheit der vier Quotienten aus Satz 6.9 nur durch
den Mittelwert angenéhert. Dies ist auch nur moglich, falls die Werte nicht zu weit
voneinander abweichen. In den folgenden Abschnitten wird die radiale essentielle
Matrix so bestimmt, dass sie auch die geforderte Struktur aufweist.



Algorithmus 6.1 : Lineare Schitzung der radialen essentiellen Matrix

Eingabe : n korrespondierende Bildpunkte aus der {z = 1}-Ebene von zwei
Kameras. Fiir j € {1,...,n} mit p; in der {z = 1}-Ebene der ersten
Kamera sei g; der korrespondierende Punkt in der {z = 1}-Ebene der
zweiten Kamera.

Ausgabe : skalares Vielfaches der radialen essentiellen Matrix F

1. Berechne die erweiterten Pixelkoordinaten h(p;) und h(qg;)

2. Normalisiere die erweiterten Pixelkoordinaten: Fiir j € {1,...,n} sei
T = W, ... ,ué%H, 1)! := A(h(p;) — s) und
S1
vy i= ) e )= N () =) mits = | 5| i= 1Y b)),
S2D+2 j=1
1
s
A V2D+32 und ¢ — : =13 n(gy), N = V2D+32
n o n - ) n
n Y |lh(p;) — s 2042 =t n Y llh(a) = 5|
j=1 j=1
3. Destimape patenmatiiy ) (1), (1) COREY
uy vy S Ugpygly cee Uy Uy 3 oe. UgpisUppig 1
B=| : : z z :
(n), (n) (n) (n) (n), (n) (n) (n)
Uy g cee Ugpygly cee Uy Vopiz -.- UypisgUspiz 1
2
4. Bestimme Eigenvektor g := (g1,...,g@2p+3)2) € REP+3” zum kleinsten
Eigenwert von B!B
91 - 92D43
5. Setze B’ := :
9(2D+3)2—2D-2 -+ Y(2D+3)?2
6. Bestimme die Singuldrwertzerlegung von E’' = U diag(o1, . ..,02p43)V mit
01> 09> ...09p43 > 0. Setze E* := U diag(o1, 02,0, ...,0)V?
A 0 ‘e 7)\81
7. Normalisierung riickgéingig gemacht: setze S := und
A —ASapy2
0o ... 1
N0 ... =Nd
S = / ., und gib
0 A =Ny
0 ... 1

E:=S"E*S = (Eij)i<i,j<2p+3 als radiale essentielle Matrix zuriick.




Algorithmus 6.2 : Parameter aus radialer essentieller Matrix

Eingabe : skalares Vielfaches E einer radialen essentiellen Matrix mit Eintrigen
E = (Eij)i<ij<2p+3
Ausgabe :

e radiale Entzerrungskoeffizienten /; und I} fiir j € {1,..., D},
e Rotationsmatrix R,

e positives Vielfaches des Translationsvektors ¢

1. Bestimme die Singulirwertzerlegung von E = UCV? und daraus u; und us (die
erste und zweite Spalte von U) sowie v; und vy (die erste und zweite Spalte von V)

mit Koordinaten u; := (ugj))1§j§2D+3 und wug 1= (ué]))1§j§2D+3 sowie

v = (0)1<j<2p4s und v = (05))1<j<2p 13-
2. Bestimme fiir alle j € {1,..., D}

L U e A G AN
p+1-j = 3y | "oy T @pre T vy T eory | W
Uy Uy Vg Vg

/ 1 ( O ) ugD”))

D+l—j = 7 + +
+1-5 = 7 u(1D+1) u§2D+2) U§D+1) quD-',-Q)

falls die einzelnen Summanden nicht zu weit von einander abweichen und gib die
Entzerrungskoeflizienten als Ergebnis zuriick.

R Epyi,p+1 Ep+i2p+2  Epii2p43
3. Setze £ := | Eapya,p+1 Eopi22p+2 Fapi22D+3

Espy3.p+1 Eopysapi2 Eopysapss

4. Ermittle aus dem Vielfachen F der essentiellen Matrix des Lochkameramodells
Rotation und Vielfaches der Translation nach den Punkten 7. bis 9. des
Algorithmus 4.6.
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6.3.2 Nichtlineare Schatzung

Das Gewéhrleisten der Eigenschaften der radialen essentiellen Matrix bedeutet
den linearen Zusammenhang der Parameter aufzugeben. Dieser gilt nach Lem-
ma 6.15 nur in den Eintrdgen der Matrix. Da die Eintrdge nicht unabhingig
voneinander sind, kann die Anzahl der Parameter reduziert werden, was aber
den linearen Zusammenhang zerstort und ein nichtlineares Verfahren erforderlich
macht. Das heifit, dass eine Startlosung gegeben sein muss, die dann nichtline-
ar geméf den Figenschaften einer radialen essentiellen Matrix verfeinert werden
kann. Diese Startlosung kann z.B. aus der linearen Schétzung aus Abschnitt 6.3.1
gewonnen werden oder aus der Schitzung der essentiellen Matrix zum Lochkame-
ramodell mit Verzeichnungskoeffizienten, die auf Null gesetzt werden.

Als Parameter fiir das nichtlineare Optimierungsverfahren werden die Entzer-
rungskoeffizienten und die essentielle Matrix des Lochkameramodells gewéhlt.
Letztere wird, wie im Fall der nichtlinearen Schétzung der Fundamentalmatrix
(sieche Abschnitt 4.2.1.3), mit acht Parametern kodiert. Die Eintrége werden wie-
der so permutiert, dass die parametrisierte Form einer Matrix vom Rang Zwei
aus Definition 4.30 verwendet werden kann. Die Rolle der Epipole iibernehmen in
diesem Fall die Links- und Rechtseigenvektoren zur Null, der Translationsvektor
t und der rotierte Translationsvektor Rt (siche Lemma 3.44). Da diese Vekto-
ren ungleich Null sind und nur bis auf ein skalares Vielfaches ermittelt werden
kénnen, kann durch eine Permutation und entsprechende Normierung erreicht
werden, dass die letzte Koordinaten gleich eins wird. In Algorithmus 6.3 wird die
Vorgehensweise zusammengefasst.

Fiir dieses Optimierungsverfahren wurden die linearen Abhéngigkeiten in der
radialen essentiellen Matrix beriicksichtigt und es wurde die Rangbedingung der
essentiellen Matrix des Lochkameramodells eingehalten. Allerdings wurde die Ei-
genschaft zweier gleicher Singuldrwerte ungleich Null nicht umgesetzt. Zu dem
wurden 8 4+ 2D Parameter verwendet, deren Anzahl sich noch reduzieren liefle.

6.3.3 Parameterreduzierte nichtlineare Schatzung

Um zwei identische Singuldrwerte ungleich Null der essentiellen Matrix eines
Lochkameramodells F zu gewihrleisten, muss nach Lemma 3.45 E als Produkt
E = QR dargestellt werden. Da die Matrix nur bis auf ein Vielfaches ermittelt
werden kann, ist die antisymmetrische Matrix @)y durch zwei Parameter festge-
legt. Eine Rotation kann (siehe Abschnitt 2.2.3) auf verschiedene Arten kodiert
werden. Hier wird die Darstellung mittels Eulerscher Winkel verwendet, da dies
nur drei Parameter verlangt, obwohl das Verfahren nicht darauf festgelegt ist.
R, g~ bezeichne im folgenden die zu den Eulerschen Winkeln «, 3 und v gehorige
Rotationsmatrix.

Wiederum werden Startwerte benotigt, die beispielsweise aus der linearen Schét-
zung aus Abschnitt 6.3.1 gewonnen werden koénnen oder aus der Schitzung der
essentiellen Matrix zum Lochkameramodell mit Verzeichnungskoeffizienten, die
auf Null gesetzt werden. In Algorithmus 6.4 ist der Verlauf der gesamten Metho-
de dargestellt.

Dieser Algorithmus beriicksichtigt alle Eigenschaften der radialen essentiellen
Matrix und verwendet nur 5+2D Parameter. Allerdings ist die Fehlerfunktion, die
minimiert wird, ein algebraischer Fehler und kein euklidischer Abstand. Das heif3t,



Algorithmus 6.3 : Nichtlineare Schatzung der radialen essentiellen Matrix

Eingabe :
e n korrespondierende Bildpunkte x;, 2} aus der {z = 1}-Ebene zweier Kameras,
o Startwerte fiir die Entzerrungskoeflizienten [ := (I1,...,Ip) und I’ := (I},...,1}p),
e Startwert fiir die essentielle Matrix des Lochkameramodells E
Ausgabe :
e radiale essentielle Matrix F,
e Entzerrungskoeflizienten ! := (I1,...,Ip) und I' := (I},..., 1),
e Rotationsmatrix R
e positives Vielfaches des Translationsvektors ¢
1. Ermittle aus dem Vielfachen E der essentiellen Matrix des Lochkameramodells
Startwerte fiir die Rotation R und Vielfaches der Translation ¢ nach den Punkten 7.
bis 9. des Algorithmus 4.6.
2. Daraus ergeben sich Startwerte fiir ¢ = (1, t2, ¢3)" und w := (u1,u2,u3)" := Rt bis
auf ein skalares Vielfaches. R
3. Ermittle Permutationsmatrizen Q, Q’, so dass By (Eintrag in der ersten Zeile

und ersten Spalte) der maximale Eintrag von F ist und uz # 0 # t3
4. Setze F:= Q'EQ! und 4 = sQu = (z,y, 1), t = 'Q't = (¢/,4/, 1) fiir s und s in

R
5. Ermittle (a,b,¢,d, z,y,2',y") aus
b —ax — by
F = c d —C«T—dy = g(a,b, c,d,x,y,x’,y')

—ar' —cy —br' —dy (ax+by)x' + (cx + dy)y’
6. Vollziehe einen Optimierungsschritt eines nichtlinearen Optimierungsverfahren
zur Minimierung von

(a, b,c,d,x,y, x/, y/, li,...,lp, lllv cee ,ZID) = Z (h(x;)tAf,g(a, b,c,d,z,y, :E/, y/)Alh(IEi))Q .
l v =1

Daraus ergeben sich neue Parameter (a,b,¢,d,z,y, 2",y l1,...,Ip, 1, ..., l}p)

7. Setze E = Q"%gla,b,c,d,x,y, 2",y )Q und Rt = Q' (z,y, 1), t = Q" (2,4, 1)

8. Wiederhole 3. bis 7. bis das Optimierungsverfahren keine Verbesserung mehr
liefert, bzw. abbricht.

9. Ermittle aus £ = Q" g(a, b, ¢, d, z,y,2',5')Q die Rotation R nach den Punkten 7.
bis 9. des Algorithmus 4.6.

10. Gib folgende Resultate zuriick:

o = Af/ Q/tg(avb7 ¢, daxa yawlay/)QAla

—F

o [:=(ly,....Ip)und I" :=(I},..., 1))
e R

[ ] t:Qlt(mlayl?1>t




Algorithmus 6.4 : Parameterreduzierte nichtlineare Schétzung der radialen essen-
tiellen Matrix

Eingabe :
e n korrespondierende Bildpunkte z; und 2} aus der {z = 1}-Ebene zweier Kameras,
e Startwerte fiir die Entzerrungskoeffizienten [ := (I1,...,Ip) und I' := (I},..., 1),
e Startwert fiir die essentielle Matrix des Lochkameramodells F

Ausgabe :
e radiale essentielle Matrix F,
e Entzerrungskoeflizienten ! := (I1,...,lp) und I’ := (I}, ...,1p),
e Rotationsmatrix R

e positives Vielfaches des Translationsvektors ¢

1. Ermittle aus dem Vielfachen E der essentiellen Matrix des Lochkameramodells
Startwerte fiir die Rotation R und Vielfaches der Translation ¢ nach den Punkten 7.
bis 9. des Algorithmus 4.6.

2. Fiir das Vielfache des Translationsvektors normalisiere ¢t = (z,y,1)" (notfalls
durch Permutation vorab).

3. Ermittle die Startwerte fiir drei Eulersche Winkel «, 3,y der Rotation R.

4. Vollziehe einen Optimierungsschritt eines nichtlinearen Optimierungsverfahren
zur Minimierung von

n

2
(OZ7 57 YT, Y, l17 ey lD7 /17 ey ID) — ; (h(aj:j)tA;’Q(m,y,l)t)Ra,ﬁ,’yAlh(xi)) .
1 v =
Daraus ergeben sich neue Parameter (a, 8,7, z,l1,...,Ip, 1, ...,1p)

5. Setze E = Qzy 1)t Rapy und t = (z,y,1)"

6. Wiederhole 4. bis 5. bis das Optimierungsverfahren keine Verbesserung mehr
liefert, bzw. abbricht.

7. Gib folgende Resultate zuriick:

o E:=ApEA; = ALQuy 1y Rapr A,
o l:=(ly,....Ip)und I := (I},...,1})
e R=Ruz,

o t=(2,y, 1)
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euklidische
Fehlerfunktion

dass die Fehlerfunktion nicht angibt, wie weit, in Langeneinheiten gemessen, die
korrespondierenden Punkte von ihren epipolaren Kurven entfernt liegen.

6.3.4 Gradientennormgewichtete nichtlineare Schitzung

Die bisher verwendete Fehlerfunktion, die minimiert werden sollte, lésst sich auch
mit Hilfe von Polynomen darstellen:

Lemma 6.17 (Darstellung der Fehlerfunktion)
Gegeben seien n korrespondierende Bildpunkte z; und «} aus der {z = 1}-Ebene von
zwei Kameras und die radiale essentielle Matrix E, dann ist

n

ST (M) E(e:)’ =3 (Ga () = (Hx (xi)>2 , wobei

i=1 =1 i=1

G, das zu z; gehorige Polynom aus Satz 6.11 und H,/ das zu z} gehdrige Polynom
aus Lemma 6.12 ist, dessen Nullstellenmengen die zu ; bzw. zu x} gehdrige epipolare
Kurve darstellen.

BeEwEIS. Im Beweis von Satz 6.11 wurde gezeigt, dass

h(@;) Eh(z;) = Gu, (x7)

(2

ist. Im Beweis von Lemma 6.12 wurde gezeigt, dass
h(ay) Bh(zi) = h(z;) E'h(x}) = H,y (x;)
ist. Insgesamt folgt somit die Behauptung. [

Damit besteht die Fehlerfunktion aus aufsummierten quadrierten Auswertun-
gen von Polynomen. Die Auswertungen der Polynome, die im Idealfall Null sein
sollten (siehe Satz 6.11), ergeben einen Wert, der zwar minimiert werden soll,
der aber keine physikalische Bedeutung hat. Insbesondere misst dieser Wert auch
keinen euklidischen Abstand eines Punktes zu der epipolaren Kurve. Sollten die
euklidischen Absténde zu den epipolaren Kurven minimiert werden, miisste fol-
gender Fehler berechnet werden:

Definition 6.18 Gegeben seien n korrespondierende Bildpunkte x; und 2 aus der
{z = 1}-Ebene von zwei Kameras. G, bezeichne das zu x; gehorige Polynom aus
Satz 6.11 und Hz; das zu z} gehdrige Polynom aus Lemma 6.12. Dann ist

Zn: dist(z}, G ({0}))? + dist(z;, 1’“-[;;1({0})2
i=1

n
=Y min le-glPt min fm—l?
i—1 {eR"|G., (y)=0} {yeR |H,,s (y)=0}

die Summe der quadrierten euklidischen Abstinde der korrespondierenden Punkte zu
den epipolaren Kurven.
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Die Ermittlung obiger Fehlerfunktion, bzw. die Bestimmung der einzelnen Feh-
lersummanden, ist jedoch zu komplex. Die Ermittlung eines minimalen Abstandes
zu einer Nullstellenmenge eines Polynoms in zwei Variablen vom Grad 2D + 1 ist
selbst ein nichtlineares Optimierungsproblem. Das heiflt: Wiirde man eine radiale
essentielle Matrix finden wollen, die obigen Fehler minimiert, so miisste fiir jedes
x; und fiir jedes z bei jeder Auswertung der Fehlfunktion in der Optimierung
Startwerte fiir die Abstédnde generiert werden und diese dann nichtlinear verfei-
nert werden. Dies ist in der Praxis zu komplex und langwierig, so dass auf eine
einfachere Fehlerfunktion zuriickgegriffen werden muss, die zumindest unter ge-
wissen Annahmen einem physikalischen Fehler, also einem euklidischen Abstand,
entspricht. Unter gewissen Voraussetzungen kann dieser Abstand einfach ermittelt
werden, wie folgender Satz zeigt:

Satz 6.19 (euklidischer Abstand unter Voraussetzungen)

Sei f: R?> — R eine stetig differenzierbare Funktion. Sei p € R? ein Punkt in der
Ebene mit grad(f)(p) # 0 und sei g, : R*> — R : 2 — |[p — z|?. Es existiere ein
zo € R? mit

min gp(z) = min lp — z||? = ||p — xo||* , so dass
{c€R?|f(z)=0} {xeR?|f(z)=0}

xo in einer Umgebung U von p liegt, in der f durch eine Taylorapproximation bis zum
ersten Glied beschrieben werden kann, d.h., dass

Ve e U: f(x) = f(p) + (p— z) grad(f)(p)

ist und dass
grad(f)(zo) = grad(f)(p)

ist, d.h., dass die Gradienten von f an der Stelle p und an der Stelle xg identisch sind.
Dann gilt
f(p)?
Ip — 2ol = —— =17 -
| grad(f)(p)|I?

BEWEIS. Definiere
L:R* —R:zw|p—zf> —2\f(2)

fiir ein A € R. Da g, ein Minimum o in f~({0}) besitzt, gilt nach dem Prinzip
des Langrangeschen Multiplikators (siehe z.B. Barner und Flohr (1989)), dass

OL(x,
((% ) (z0) = 3 (z0) =0
sein muss. Das heifit es ist
8L($7y) xo)
0= orfi ory | = a1 w0) = ~2(p — 20) — 22 grad () (w0) -
y

Daraus folgt wiederum
p—xo = —Agrad(f)(zo) .
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modifizierte
Fehlerfunktion

Zudem gilt nach Voraussetzungen, da zg € U ist:

0= f(wo) = f(p) + (p — o)’ grad(f)(p) = f(p) — Agrad(f)(xo)" grad(f)(p)
= f(p) — Al grad(f)(p)|
_ f(p)

I grad(f)(p)[I* -

Damit folgt insgesamt

= A

— T 2 = Tra x 2 = ¢2 Tra X 2
I = aulP = [ grad ()P = | T | )l
f(p)?

o f(p)2 ra 2
= Ted (N OO = rma o .

Auch wenn die Voraussetzungen aus obigem Satz in der Praxis nicht exakt
zutreffen werden, so kann doch approximativ angenommen werden, dass der Gra-
dient eines Punkt x; bzw. 2}, der nicht allzu weit weg von den epipolaren Kurven
liegt, und der Gradient der Minimalstelle sich wenig unterscheiden. In einer klei-
nen Umgebung kann auch das Polynom, das die epipolare Kurve beschreibt, durch
eine lineare Funktion (Taylorentwicklung bis zum ersten Glied) angenéhert wer-
den. Existieren Punkte auf den epipolaren Kurven mit kiirzesten Abstand zu z;
bzw. 2, was aufgrund der Beschrinktheit des Bildes angenommen wird, so kann
der euklidische Abstand zumindest anndhernd bestimmt werden.

Diese Methode wird in der Literatur z.B. zum Passen von Ellipsen an gegebene
Punkte verwendet (siehe z.B. Trucco und Verri (1998) oder Hartley und Zisserman
(2000)) und der berechnete Abstand wird auch als ,,Sampson-Fehler® bezeichnet,
da Sampson bereits 1982 diese Approximation zum Passen von Kegelschnitten
verwendet hat (Sampson (1982)).

Selbst wenn die geforderten Voraussetzungen nicht ndherungsweise erfiillt wer-
den konnen, so liefert die Division durch die Norm des Gradienten eine Fehlerfunk-
tion, die weniger ,ungerecht“ wirkt, als der bisher verwendete algebraische Fehler
aus Lemma 6.17. In Abbildung 6.1 soll dies veranschaulicht werden: Die graue Fla-
che stellt den Verlauf des Polynoms G, zu einem Punkt z in der {z = 1}-Ebene
einer Kamera dar. Die weifle Fléche stellt den Verlauf unterhalb der Niveaumenge
zum Niveau Null dar. Die griine Linie sei die Nullstellenmenge von G, die epipo-
lare Kurve. Seien 2’ und x” zwei potentielle korrespondierende Punkte zu . Diese
werden in die Ebene der Niveaumenge zum Niveau Null der Graphendarstellung
gesetzt, da sie in einer Ebene mit der Nullstellenmenge, den epipolaren Kurven,
liegen. Der gelbe Abstand zeigt den euklidischen Abstand der Punkte 2’ bzw. z”
zu der Nullstellenmenge an, der in etwa gleich ist. Allerdings ist der Funktions-
wert an der Stelle 2”7 deutlich gréfier als der Funktionswert an der Stelle z’. Das
heifit, dass " einen groferen algebraischen Fehler produziert als x’, obwohl der
euklidische Fehler gleich bliebe.

Daher wird eine modifizierte Fehlerfunktion vorgeschlagen, die unter gewissen
Voraussetzungen sogar dem euklidischen Fehler entspricht, und im anderen Fall
die euklidischen Abstidnde etwas mehr beriicksichtigt als der algebraische Fehler:

Definition 6.20 Gegeben seien n korrespondierende Bildpunkte z; und z aus der
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Abbildung 6.1: Vergleich von Werten der Fehlerfunktion

{#z = 1}-Ebene von zwei Kameras. G, bezeichne das zu z; gehdrige Polynom aus
Satz 6.11 und H, das zu x, gehdrige Polynom aus Lemma 6.12. Dann ist

z”: G () (e
— || grad(Gy,)(@)|I> | grad(H,)(x:)|?

die modifizierte Fehlerfunktion, falls die verwendeten Gradienten nicht Null werden.

Zu beachten ist, das zwar h(z})'Eh(z;) = Gu,(z}) = Hy(z;) gilt, aber im
Allgemeinen || grad(Gy,)(2})|| nicht gleich || grad(H,)(z;)]| istz(siehe Darstellung
der Gradienten im folgenden Lemma 6.21). '

Lemma 6.21 (Gradienten)

Seien = bzw. 2’ Punkte in der {z = 1}-Ebene der ersten bzw. zweiten Kamera. Seien

G und H, die Polynome, deren Nullstellmengen die epipolaren Kurven beschrei-
ZD+1

ben, wie in Satz 6.11 und in Lemma 6.12 definiert. Mit | zopy2 | = E(% und
22D+3
21 o
ZéD+2 = B (a') gilt dann fiir y := (y1,92)" € R2:
Zpys
D D
Zp+1 Z l}HyH?j +2y1(y12D41 + Y2220 12) Zﬂ;Hyuz(]’q)
grad(Ga)(y1,y2) = =0 i1
22D+2 Z l;HyH?j + 2y2(y1zp+1 —+ y222D+2) Zjl;Hynz(j_l)
i=0 e
und
D D
Zpt1 Z Lillyll® + 2y1 (y12pa1 + Y225 p10) ZﬂijHw‘ﬂ)
grad(Hy)(y1,y2) = =0 i1

#n4a 3 LYY + 2011 + 22hps2) D ilylly) PO
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BEWEIS. Im Beweis von Satz 6.11 und im Beweis von Lemma 6.12 wurde gezeigt,
dass die Polynome G, und H, fiir [y := 1 =: [[) folgende Darstellungen haben:

D
G (y1,92) Z 1YV (y12D41 + y222D42) + 2203

.
[e=)

I
.Mb

<
Il
o

(7 +43)” l;(y12D+41 + y222042) + 22D+ und

‘Mb

Hy(y1,y2) = Hy||2jlj(ylz;:)+1 + Y225p42) + Z5pas

<
Il
o

I
Mb

(91 + y2) i(y12py1 + Y229pya) + Zaps -

<.
Il
o

Fiir die partiellen Ableitungen von G, und H,/ gilt damit:

9Ga(y1,y2) _
o
D
= Zp41t Z]l vi+us) 291 (12Dt + y22ap2) + > U (i + y2) - 2pa1
j=1
D : D B
= ZD-{-IZZ_;‘ (y% +y%)] —|—2y1(y12D+1 +y222D+2 Z yl _|_y2
=0 =
D ' D |
= 2pa1 2 GlyIP + 25112011 + yaz2ps2) Y it lylP0
Jj=0 j=1
und
9Ga(y1,y2) _
dy2
D - D
= zp+2 + Zjl; (yi+v3) " - 2y2(y1zp41 + y2zopso) + Zl (v2 + y2)  ZaDio
Jj=1 j=1
D : D
— zops2 3 U (2 +13) + 202(y12p41 + yozeno Z v +3)’
=0 =
D ' |
— 220203 Bl + 2anpen + meape) 3o I
j=0 j=1
sowie
OHoW1,y2) _
I
D

. —1 i
=2p+ Yl (W +13) T 20 Wizh i+ v22hpye) + D L (Wi +13) - 2hi
j=1 J=1
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D D
j -1
= 2pi1 Z (7 + 5)” + 201 (11211 + Y2?hp o) Z (v + 3/2
=0 i=1
D D
= Zb+1 Z lj||y”2] + 2?J1(ylzb+1 + y2Z§D+2) ZﬂijHQ(]_l)
=0 j=1
und
OHe (y1,42) _
dy2
D - D
= 2pyo + Zﬂj (W +u3)"" - 2p2(n2pyr + Y27hp 1) + Zl (v7 + ?J2) " Zpya
j=1 j=1
D . B
= Zhpia DL (U7 +13) + 2021121 + v22hps) Z (vt +13)’
§=0 =1
D D
= Zhpia O Ll + 202 (12h 1 + v2zhpia) D dlllylIPY Y
j=0 J=1
Mit
9Gz(y1,y2) OH,/ (y1,2)
grad(Ga) (1, 42) = | o (1 4y | u0d grad(Ho) (1, 40) = aHz%ll,yz)>
o1 oY1
folgt dann die Behauptung. m

Fiir die algorithmische Berechnung der Gradienten wird folgende Darstellung
verwendet:

Lemma 6.22 (Gradientenberechnung)

Seien = bzw. 2/ Punkte in der {z = 1}-Ebene der ersten bzw. zweiten Kamera. Seien
G und H, Polynome, deren Nullstellmengen die epipolaren Kurven beschreiben, wie
in Satz 6.11 und in Lemma 6.12 definiert. Dann gilt fiir y := (y1,y2)" € R?:

_ t
[y[I2P=1(2Dy? + ||y||?) [y ||2P- 1)2Dy1y2
2y7 + [lyl? S
1 0
grad(Gz)(y1, y2) = [y[I2P~Y2Dyy, ly2P=D(2Dy3 + ||ylI*) | Eh(z)
2y192 2y3 + |ly|?
0 1

0 0
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und
_ t
Iy~ 2Dyt + [ly[1?) ly[[>P~ 2Dy1y2
2y + [lyll? 211
1 0
grad(Ho)(y1,52) = | [ylIPPV2Dyiy: [lyP P~ (2Dy3 + lylP) | E*h(2) .
2y1y2 2y3 + |lylI?
0 1
0 0
BEWEIS. Seien z := (z1,...,22p43)" := Eh(x) und 2’ = (2,...,2,p,4)" =

E'h(z"). Im Beweis von Satz 6.11 und im Beweis von Lemma 6.12 wurde gezeigt,
dass die Polynome G, und H,s folgende Darstellungen haben:

Gz(y1,12) = Hy||2D(9121 +y2zp42) + ...+ H?/H2(y121) + Y222p41)

+ y12p+1 + Y222p+2 + 22p43
D+1

- Z Iy lI*PHD (y12i + y22p4114) + 22043 und
i=1

Ha(y1,y2) = |ylIPP (n12] + y22pia) + - + |yl (12D + y22hp i)

! ! /
T Y1Zpi1 T Y222p42 T Z2py3
D41

Dl
= Z Iy [IPPH (31 2 + Y22 144) T Zaps -
i=1

Fiir die partiellen Ableitungen von G, und H,/ gilt damit:

0Ga(y1,y2) _
oy

= D|jy)|*P=Y - 21 (y121 + yazpi2) + |[yl|*P 21 +

+2y1(y12D + y2220+1) + |[yl|*2D + 2D41
D+1

= 20+ 1= D2+ ez + PO
= S OO0 + 1= 3 + )+ 2o

D
+ > ulPP 2D +1 = iyiyazn iy
j=1
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_ ¢
Ily|*P=D(2Dy? + |[y]1?) 2
2y + [lyl? Zp
1 ZD+1
= y|IPP=Y2Dy o ZD42
212 22D+1
0 22D+2
0 Z29D+3
—_————
=FEh(x)
und
an(yla y2) _
0yo
= D||y|lP P~V - 2ya(y121 + yozpi2) + WP 2pse + - .
+ 2y2(12D + y222p+1) + [yl * 22041 + 22042
D41
=Y (D +1=0)yl* P 2ya(y12i + y2zpiasi) + [YIIPPT T zp 4
i—1
D
= PP 2D + 1 — jyryaz+
j=
D
+ Z IyIPP=(2(D +1 = i)y3 + |yl 2p414i + 22D+
i=1
¢
ly)|2P=Y2Dy 1y 21
2912 ZD
0 ZD+1
= | IwI*P=D(2Dy3 + |lylI?) ZD+2
2y5 + [lyl1? 22D+1
1 Z2D+2
0 22D+3
———
=FEh(x)
sowie

OHw (y1,42) _
o

= DIyl P~V - 2y (112} + y22pya) + [y*P 2] + ...

+2y1 (12D + y22hp 1) + IYIP2D + b
D+1

= ST (D +1- D) ylIPP D2y (512} + g2z a) + Iyl2PHD2
=1
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D
= D llyIPP7@D + 1 =iyt + Iyl1*) 2 + 2ps
i=1

D
+ > PP 2D + 1= i)yryazir
=1

_ t
lylPP=D2Dy? + [lylI*) z

2y3 + [lyll? ’

<D
= [y P=D2Dy P
212 Z§D+1
/
0 22D+2
0 22D+3
—Eth(z)
und
OHy (y1,y2) _
0y
= D|y|P P - 2ys(y12] + y22p4a) + Y120 + ..
+ 2y2(y12p + y225p41) + ||Z/||2«Z§D+1 + Z5pyo
D+1 . .
= Z (D +1 =)yl PP D20 (y12) + y22ps14d) + [yl P20, 40
=1
D .
=Y yIPP 2D + 1 — j)yryei+
=1
D .
+ Z [yI2P=0(2(D + 1 - i)y3 + |yl1*)2ps14i + Zhp4o
i=1
_ t
[yl|*P=D2Dy,y, 2
291Y2 27
2D—1 0 2 2 Z;jﬂ
= | lyl*P~Y(2Dy3 + |ly||?) ZD42
2y5 + [lylI? ZéDJrl
1 Z%D_FQ
0 Z2D+3
—Eth(z')
Mit

9Gs (y1,y2) OH ./ (y1,y2)
grad(Gz)(y1, y2) = <8Gﬁz&ﬁ,yz)> und grad(Hy)(y1,y2) = (8Hz%/11,y2)>
oy

oY1



6.3 Schatzung der radialen essentiellen Matrix

153

folgt dann die Behauptung. m

In Algorithmus 6.5 ist die nichtlineare Ermittlung der radialen essentiellen Ma-
trix durch Minimierung der modifizierten Fehlerfunktion dargestellt. Fiir Start-
werte kann z.B. die lineare Schitzung aus Abschnitt 6.3.1 verwendet werden oder
es wird die Schétzung der essentiellen Matrix zum Lochkameramodell mit Ver-
zeichnungskoeffizienten, die auf Null gesetzt werden, verwendet. Wird ein Gradi-
ent in einem Summanden der Fehlerfunktion ein Nullvektor, so ist die Division
durch dessen Norm nicht definiert. In diesem Fall kann dieser Summand fiir den
Fehlerbeitrag nicht beriicksichtigt werden. Es konnte hochstens der Funktionswert
selbst als Fehlerbeitrag betrachtet werden.



Algorithmus 6.5 : Gradientennormgewichtete nichtlineare Schiatzung der radialen
essentiellen Matrix

Eingabe :

e n korrespondierende Bildpunkte z;, 2} aus der {z = 1}-Ebene zweier Kameras,
o Startwerte der Entzerrungskoeffizienten [ := (I,...,Ip) und I := (l},..., ),
e Startwert fiir die essentielle Matrix des Lochkameramodells £

Ausgabe :
e radiale essentielle Matrix F,
e Entzerrungskoeflizienten [ := (I1,...,Ip) und I' := (I},..., 1),
e Rotationsmatrix R

e positives Vielfaches des Translationsvektors ¢

1. Ermittle aus dem Vielfachen E der essentiellen Matrix des Lochkameramodells
Startwerte fiir die Rotation R und Vielfaches der Translation ¢ nach den Punkten 7.
bis 9. des Algorithmus 4.6.

2. Fiir das Vielfache des Translationsvektors normiere ¢t = (z,y,1)" (notfalls durch
Permutation vorab).

3. Ermittle die Startwerte fiir drei Eulersche Winkel «, 3,y der Rotation R.

4. Ermittle aus den Parametern («, 3,7, 2,y,l1,...,lp, 17 o ,Zb)

l 14
E = A?Q(m,y,l)tRa,[},'yAl = Af/EA‘Al .

5. forall i € {1,...,n} do
Ermittle Polynome G, und H,/, so dass fiir alle y € R? gilt

Ga,(y) = h(y)" Eh(w;) und Hy(y) = h(y)" E'h(z;) -
nach Satz 6.11 und Lemma 6.12 und bestimme die zugehorigen Gradienten

grad(G,) und grad(H,)

nach Lemma 6.21.
end

6. Vollziehe einen Optimierungsschritt eines nichtlinearen Optimierungsverfahren
zur Minimierung von

L Ga(al)? Hy(2)?
2 Tarad @)@ T Tarad () P

/
i

Falls ein Gradient der Nullvektor wird, ignoriere den Summanden komplett oder gib
den Funktionswert als Fehler an.

Aus dem Optimierungsschritt ergeben sich neue Parameter

(o, B,y 2,0y, Ip 1, 1)

7. Setze E = Qzy 1)t Rapy und t = (x,y,1)"

8. Wiederhole 4. bis 7. bis das Optimierungsverfahren keine Verbesserung mehr
liefert, bzw. abbricht.

9. Gib folgende Resultate zuriick:

o Ei=ApEA; = N,Qyy1)t Ragr A,
L= dp) wd U= (1 )
e R=R,p,

o t= (2,9, 1)
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Image Input

Open Data File| Open ini File | Show File List ] on
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start live mode | End live mode
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Find Points and Correspondences of Filelist ‘

Pinhole Model
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Estimate Fundamental Matrix| Essential Matrix from estimated
Estimate

Estimate Radial Essential Matrix

' Layer 22

Abbildung 6.2: Screenshot der entwickelten Software

6.4 Experimentelle Ergebnisse

Die vorgestellten Algorithmen aus dem Abschnitt 6.3 sollen in praktischen Expe-
rimenten getestet werden. Abbildung 6.2 zeigt einen Screenshot der entwickelten
Software.

Als Testszenario wird ein Stereokamerasystem, bestehend aus zwei hochauflo-
senden Kameras (1280 x 1024 Pixel) mit Pentax Objektiven der Brennweite 6mm,
gewdhlt. Die Kameras stehen ungefiihr einen halben Meter auseinander und beob-
achten eine Kalibrierplatte. Diese enthélt ein Punktegitter mit fast 2500 einzelnen
Punkten. Benachbarte Punkte besitzen einen Abstand von 20mm voneinander.
Die Platte wird in 25 Schritten jeweils um 20mm senkrecht zur Plattenebene
in Richtung der Kameras verschoben. Insgesamt erhilt man durch die Punkte
auf der Kalibrierplatte mit allen Verschiebung mehr als 60000 3D-Punkte, deren
Koordinaten in einem Referenzkoordinatensystem bekannt sind. Mehr als 45000
davon — einige Punkte lagen auflerhalb des Sichtbarkeitbereichs der Kameras —
werden von den beiden Kameras jeweils in 25 Bilderaufnahmen beobachtet. Die
Pixelpositionen werden iiber den Schwerpunkt der Grauwerte aus den Bildern ex-
trahiert. Fiir die Extraktion kann héchstens eine Ortsgenauigkeit von einer zehntel
Pixeleinheit angenommen werden. Abbildung 6.3 stellt den Testaufbau im Refe-
renzkoordinatensystem dar: Der gelbe bzw. rote Wiirfel gibt das Kamerazentrum
der linken bzw. rechten Kamera wieder. Die gelben und roten Ebenen sollen die
{# = 1}-Ebenen der linken und rechten Kamera anzeigen. Die violetten Wiir-
fel symbolisieren die 3D-Punkte auf der Kalibrierplatte fiir die erste und letzte
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Abbildung 6.3: Darstellung des Testszenarios

Verschiebung der Platte.

Die Zuordnung korrespondierender Punkte in den Stereobildern sei gegeben. Die
Koordinaten der Korrespondenzen in der {z = 1}-Ebene bilden die Eingabe fiir
die Algorithmen zur Schitzung der radialen essentiellen Matrix aus Abschnitt 6.3,
aus der die Entzerrungskoeffizienten der beiden Kameras und die Bewegung von
einer Kamera zur anderen bis auf einen positiven Skalar der Translation ermittelt
werden kénnen. Diese Kameraparameter werden mit denen aus einer Kalibrierung
und aus der essentiellen Matrix des Lochkameramodells gewonnen Parameter ver-
glichen. Die Kalibrierung stellt hier die realen Parameter dar, die nicht unmittel-
bar beobachtet werden kénnen. Die vorgestellten Algorithmen zielen nicht darauf
die Kalibrierung zu ersetzen oder zu verbessern. Sie benétigen auch viele weniger
Informationen — nur Korrespondenzen und keine 3D-Koordinaten mit zugehorigen
Pixelkoordinaten — und minimieren keinen euklidischen Abstand. Die Methoden
sind dazu gedacht, in Fillen, in denen keine Kalibrierung moglich ist, Aussagen
iiber die Kameras und die Umgebung zu gewinnen. Bisher war das nur im Falle des
Lochkameramodells iiber die Fundamentalmatrix und essentielle Matrix moglich.
Daher soll auch ein Vergleich damit stattfinden. Die Genauigkeit der Kalibrie-
rung wird kaum zu erreichen sein, jedoch sollten die Fehler nicht allzu weit davon
entfernt liegen. Dies gilt es in folgenden praktischen Testfdllen zu untersuchen.

Die Algorithmen 6.1 und 6.3 zur linearen und nichtlinearen Schétzungen der
radialen essentiellen Matrix bzw. die Bestimmung der Parameter daraus nach
Algorithmus 6.2 erweisen sich, wie am Ende der Abschnitte 6.3.1 und 6.3.2 an-
gedeutet, im praktischen Einsatz als problematisch: Die lineare Schéitzung der
radialen essentiellen Matrix verlangt einen Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert
einer (2D + 3)? x (2D + 3)? Matrix zu bestimmen. Dies ist numerisch instabil
und ist {iberhaupt nur moglich, nachdem die Daten, wie in Abschnitt 6.3.1, nor-
malisiert wurden. Die Bestimmung der Entzerrungsparameter aus der radialen
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essentiellen Matrix scheitert daran, dass die vier Quotienten aus Satz 6.9 zu ei-
nem Entzerrungskoeffizienten in der Praxis zu weit voneinander abweichen: die
Werte unterscheiden sich bis zu einem Faktor hundert. Problematisch ist auch die
Tatsache, dass bei der Bestimmung der Matrix die einzelnen Eintrige der Matrix
unabhéingig voneinander ermittelt werden, obwohl sie sehr hohe Abhingigkeiten
aufweisen. Dies passiert auch bei der nichtlineare Schétzung der radialen essenti-
ellen Matrix nach Algorithmus 6.3. In der Praxis liefert dieses nichtlineare Opti-
mierungsverfahren die Nullmatrix als Losung. Diese stellt zwar ein Minimum der
Fehlerfunktion dar und sie kann auch erreicht werden kann, wenn die Parameter
a, b, c,d Null werden. Dies ist aber keine gewiinschte Losung, zu mal daraus keine
einzelnen Kameraparameter bestimmt werden kénnen. Daher werden diese beiden
Verfahren fiir die weiteren Experimente und Vergleiche nicht mehr berticksichtigt.

Die Kameraparameter aus einer Kalibrierung bilden die “Realitét” gegen die
verglichen wird. Die Kameraparameter werden aus den 3D-Punkten und den be-
obachteten Pixeln ermittelt: die Startwerte fiir das Lochkameramodell werden ge-
méf der Beschreibung fiir parallel verschobene Kalibrierplatten in Zhang (1998)
ermittelt, die Startwerte der Verzeichnung und die nichtlineare Optimierung wird
anschliefend nach Algorithmus 5.1 durchgefiihrt. Die Entzerrungskoeffizienten
werden aus den so ermittelten Parametern durch Minimierung der Funktion in
Satz 5.6 aus Abschnitt 5.4 bestimmt. Die Kalibrierung mit vier Verzeichnungs-
parametern und zwei anschlieBend ermittelten Entzerrungskoeffizienten dient im
Folgenden als Ausgangs- bzw. Referenzkalibrierung. Diese wird abgeéndert, um
i Verzeichnungs- und Entzerrungskoeffizienten mit ¢ € {0,...,4} zu realisieren.
Dabei werden abkiirzende Bezeichnungen fiir die Parameter der verschiedenen
Abénderungen der Kalibrierung verwendet:

orig 4;2 bezeichnet die Parameter der oben genannten Ausgangs- bzw. Refe-
renzkalibrierung mit 4 Verzeichnungs- und 2 Entzerrungskoeffizienten. Die
Pixeltransformationen dieser Kalibrierung werden fiir die anderen Kalibrie-
rungen beibehalten.

oref i;i verfeinert die Verzeichnung und die Entzerrung der Referenzkalibrierung
mit ¢ Verzeichnungs- und ¢ Entzerrungskoeffizienten.

zref i;i setzt die Verzeichnung und Entzerrung der Referenzkalibrierung auf Null
und verfeinert anschlieend ¢ Verzeichnungs- und Entzerrungskoeffizienten,
so wie die Transformationen des Referenzkoordinatensystems in die beiden
Kamerakoordinatensysteme.

Abbildung 6.4 stellt die beobachteten Pixel als blaue Kreuze dar. Die Kalibrie-
rung mit keinem, einem und zwei Verzeichnungskoeffizienten wird durchgefiihrt.
Die Abweichung der daraus resultierenden projizierten 3D-Punkte zu den beob-
achteten Pixeln in zehnfacher Vergroflerung wird durch die roten Geradenstiicke
veranschaulicht. Es ist zu erkennen, dass die Bilder deutliche Verzeichnungen auf-
weisen, d.h., dass die Modellierung mit keinem oder nur einem Verzeichnungspa-
rameter nicht genau genug ist.

Folgende Bezeichnungen stehen fiir Verfahren und daraus gewonnenen Kame-
raparameter, die im Weiteren untersucht und gegen die verschiedenen Kalibrie-
rungen verglichen werden:
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Abbildung 6.4: beobachtete Pixel und projizierte 3D-Punkte
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real bezeichnet die Parameter der jeweiligen Kalibrierung. Sie stellen die Instanz
dar gegen die verglichen wird.

rot bezieht sich auf die ermittelten Parameter aus der parameterreduzierten
nichtlinearen Schéitzung aus Algorithmus 6.4.

grad steht fiir die durch die gradientennormgewichtete nichtlineare Schétzung
aus Algorithmus 6.5 bestimmten Parameter.

fma bezeichnet die Parameter, die aus der nichtlinearen Schéitzung der Funda-
mentalmatrix des Lochkameramodells (Algorithmus 4.7) gewonnen werden.
Dazu wird mit der aus der Kalibrierung bekannten Transformationen nach
Pixel aus der Fundamentalmatrix die essentiellen Matrix des Lochkamera-
modells nach Definition 3.40 bestimmt. Aus der wiederum die Rotation und
die Translation bis auf einen positiven Skalar von einer Kamera zur anderen
ermittelt werden kann (Lemma 4.28).

In den Tabellen 6.1 und 6.2 sind die ermittelten Parameter der Rotation (als
drei Eulersche Winkel im Bogenmaf}) und der Translation (als drei Koordinaten
des Translationsvektors) von einer Kamera zur anderen der untersuchten Metho-
den fiir die verschiedenen Kalibrierungen aufgefithrt. Dabei wurde die Lénge des
ermittelten Translationsvektors ¢’ € R? aus den Methoden rot, grad und fma so
festgelegt, dass dieser moglichst nah an dem Zentrum der zweiten Kamera ¢/ € R3,
das aus der Kalibrierung bekannt ist, liegt. Das heifit, dass ||¢’ + AR'’|| minimal
werden soll fiir A € R, wobei R die ermittelte Rotationsmatrix bezeichnen soll.
Die berechneten Werte zeigen wenig Abweichungen von den tatséichlichen Werten
aus der Kalibrierung, insbesondere auch das Verfahren ohne Beriicksichtigung der
Verzeichnung (fma).

Aus den Verfahren rot und grad konnen zusétzlich die Entzerrungskoeflizi-
enten bestimmt werden. Diese sind fiir die verschiedenen Kalibrierungen in den
Tabellen 6.3 aufgelistet. Beide Verfahren resultieren in Werten, die wenig von den
Koeffizienten aus der Kalibrierung abweichen. Die Methode fma beriicksichtigt
keine Verzeichnungen und ist daher hier nicht aufgelistet.

Um die untersuchten Methoden bewerten zu kénnen, werden Giite- bzw. Feh-
lermafle festgelegt, die die Bewegung von einer Kamera zur anderen und Entzer-
rungskoeffizienten verwenden.

Sei ¢ € R? das Zentrum der zweiten Kamera im Koordinatensystem der ersten
Kamera. R sei die Rotationsmatrix und ¢’ sei der Translationsvektor, die aus den
Verfahren rot, grad bzw. fma ermittelt wurden. Im Idealfall ist ¢ = —AR'
fiir ein A > 0. In der Praxis gibt es Abweichungen, die durch den Abstand des
Punktes ¢’ von der Geraden {—puR''|u € R} und den Winkel, den die Vektoren ¢/
und —R't’ bilden charakterisiert werden kénnen. Die Diagramme in Abbildung 6.5
stellen diese Abweichungen des Abstandes in mm und des Winkels in Grad dar.
Die Parameter aus der Methode real ergeben das tatséchliche Zentrum und haben
daher Abweichung Null. Die Abbildungen 6.5(b) und 6.5(d) zeigen eine Ausschnitt
der Diagramme fiir mehr als einem Entzerrungsparameter. Wie zur Abbildung 6.4
schon erwédhnt wurde, sind nur diese Félle geeignet, um das Verhalten der Kameras
adédquat zu modellieren. Die Methoden rot und grad liefern hier Fehler, die um
einen Faktor zwei bis fast zwanzig kleiner sind, als die Werte der Methode fma.



Tabelle 6.1: Parameter der Bewegung: Eulersche Winkel im BogenmaB und Koordinaten

des Translationsvektors

’ H oref: 4;4
Rotationswinkel Translation
w1 w2 w3 tl tQ t3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00381 | -0,53233 | -0,01513 || -0,43721 | -0,00648 | 0,11758
grad || 0,00381 | -0,53228 | -0,01513 || -0,43723 | -0,00648 | 0,11754
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935
’ H zref: 4;4
Rotationswinkel Translation
w1 w2 w3 31 to i3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00381 | -0,53233 | -0,01513 || -0,43721 | -0,00648 | 0,11758
grad || 0,00381 | -0,53228 | -0,01513 || -0,43723 | -0,00648 | 0,11754
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935
] H oref: 3;3
Rotationswinkel Translation
w1 w9y w3 tq to t3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00381 | -0,53289 | -0,01513 || -0,43719 | -0,00648 | 0,11767
grad || 0,00381 | -0,53284 | -0,01513 || -0,43720 | -0,00648 | 0,11763
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935
’ H zref: 3;3
Rotationswinkel Translation
w1 w2 w3 31 o 3
real || 0,00382 | -0,53284 | -0,01508 || -0,43721 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00381 | -0,53289 | -0,01513 || -0,43721 | -0,00648 | 0,11767
grad || 0,00381 | -0,53284 | -0,01513 || -0,43722 | -0,00648 | 0,11764
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43675 | -0,00650 | 0,11935
’ H orig: 4;2
Rotationswinkel Translation
w1 w2 w3 tl tQ t3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00384 | -0,53076 | -0,01511 || -0,43732 | -0,00648 | 0,11719
grad || 0,00383 | -0,53076 | -0,01512 || -0,43733 | -0,00648 | 0,11716
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935




Tabelle 6.2: Parameter der Bewegung: Eulersche Winkel im BogenmaB und Koordinaten

des Translationsvektors

’ H oref: 2;2
Rotationswinkel Translation
w1 w9 w3 3 to t3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00384 | -0,53076 | -0,01511 || -0,43732 | -0,00648 | 0,11719
grad || 0,00383 | -0,53076 | -0,01512 || -0,43733 | -0,00648 | 0,11716
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935
’ H zref: 2;2
Rotationswinkel Translation
w1 w3 w3 51 to t3
real || 0,00382 | -0,53284 | -0,01508 || -0,43721 | -0,00646 | 0,11767
rot 0,00384 | -0,53076 | -0,01511 || -0,43734 | -0,00648 | 0,11720
grad || 0,00383 | -0,53076 | -0,01512 || -0,43735 | -0,00648 | 0,11716
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43676 | -0,00650 | 0,11935
] H oref: 1;1
Rotationswinkel Translation
w1 w9y w3 t1 to t3
real || 0,00381 | -0,53282 | -0,01508 || -0,43719 | -0,00646 | 0,11768
rot 0,00382 | -0,54238 | -0,01495 || -0,43664 | -0,00643 | 0,11968
grad || 0,00381 | -0,54206 | -0,01496 || -0,43673 | -0,00643 | 0,11934
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,43674 | -0,00650 | 0,11935
’ H zref: 1;1
Rotationswinkel Translation
w1 ) w3 31 to t3
real || 0,00374 | -0,53737 | -0,01526 || -0,44093 | -0,00654 | 0,11948
rot 0,00382 | -0,54238 | -0,01495 || -0,44058 | -0,00649 | 0,12076
grad || 0,00381 | -0,54206 | -0,01496 || -0,44067 | -0,00649 | 0,12042
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,44067 | -0,00656 | 0,12042
’ H zref: 0;0
Rotationswinkel Translation
w1 w2 w3 tl tg t3
real || 0,00342 | -0,52424 | -0,01517 || -0,44926 | -0,00649 | 0,11824
rot 0,00349 | -0,53870 | -0,01528 || -0,44819 | -0,00660 | 0,12222
grad || 0,00348 | -0,53820 | -0,01529 || -0,44828 | -0,00659 | 0,12185
fma || 0,00309 | -0,53822 | -0,01540 || -0,44812 | -0,00667 | 0,12246




Tabelle 6.3: Entzerrungskoeffizienten

H oref: 1;1 H zref: 1;1 H orig: 4;2
links | rechts || links | rechts links rechts
I I l1 I I Iy 1 1

real || 0.188 | 0.190 || 0.188 | 0.190 || 0.260 | -0.206 | 0.260 | -0.206
rot 0.146 | 0.146 || 0.146 | 0.146 || 0.282 | -0.253 | 0.279 | -0.246
grad || 0.148 | 0.149 || 0.148 | 0.149 || 0.282 | -0.252 | 0.279 | -0.246

H oref: 2;2 H zref: 2;2

links rechts links rechts

I Iy ] A I Iy 3 3

real | 0.249 | -0.191 | 0.246 | -0.210 || 0.251 | -0.200 | 0.249 | -0.195
rot 0.282 | -0.253 | 0.279 | -0.246 || 0.282 | -0.253 | 0.279 | -0.246
grad || 0.282 | -0.252 | 0.279 | -0.246 || 0.282 | -0.252 | 0.279 | -0.246

’ H oref: 3;3

links rechts
Iy lo l3 I 1 I
real || 0,242 | -0,192 | 0,001 || 0,250 | -0,209 | -0,001
rot 0,223 | -0,033 | -0,251 || 0,220 | -0,024 | -0,255
grad || 0,224 | -0,035 | -0,250 || 0,221 | -0,027 | -0,252
’ H zref: 3;3

links rechts

I Iy I3 i 5 5
real || 0,229 | -0,056 | -0,216 || 0,236 | -0,109 | -0,131
rot || 0,223 | -0,033 | -0,251 || 0,220 | -0,024 | -0,255
grad || 0,224 | -0,035 | -0,250 || 0,221 | -0,027 | -0,252

H oref: 4;4

links rechts

I s s I 7 0 I I

real || 0,236 | -0,167 | -0,001 | -0,006 || 0,250 | -0,209 | -0,001 | 0,000
rot 0,247 | -0,191 | 0,163 | -0,372 || 0,241 | -0,153 | 0,065 | -0,273
grad || 0,247 | -0,195 | 0,170 | -0,376 || 0,242 | -0,164 | 0,090 | -0,294

H zref: 4;4

links rechts

I Iy I3 s ] ;A 1 A

real || 0,236 | -0,101 | -0,114 | -0,080 || 0,236 | -0,108 | -0,111 | -0,070
rot 0,247 | -0,191 | 0,163 | -0,372 || 0,241 | -0,153 | 0,065 | -0,273
grad || 0,247 | -0,195 | 0,170 | -0,376 || 0,242 | -0,164 | 0,090 | -0,294
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Abbildung 6.5: Winkel und Abstand von geschatzter Kamerarichtung zum realen Zentrum
der zweiten Kamera

Insgesamt ist der maximale Abstand ein halber Millimeter und der maximale
Winkel kleiner als vier Winkelminuten.

Im Folgenden werden die ermittelten Entzerrungskoeffizienten miteinbezogen
und komplette Kameraabbildungen zusammengesetzt: die Transformation von Re-
ferenzkoordinaten in die Kamerakoordinaten der linken Kamera sowie die Trans-
formation in Pixelkoordinaten der linken und der rechten Kamera werden aus den
Kalibrierdaten verwendet. Die Entzerrung wird aus den ermittelten Koeffizienten
gebildet. Die Transformation von der linken zur rechten Kamera wird durch die
ermittelte Rotation und ein Vielfaches der Translation wie den Tabellen 6.1 und
6.2 gewihlt. Damit kann aus den Methode rot, grad bzw. fma ein Stereokame-
rasystem angegeben werden, dessen Umkehrrelationen der Kameraabbildungen
bekannt sind. Der reprojektive und der rekonstruierte Fehler geben Giitemafle fiir
diese Stereokamerasysteme wieder:

Zu einem beobachteten Pixel im Bild kann das Urbild unter der Kameraab-
bildung, ein Strahl vom Kamerazentrum ausgehend, betrachtet werden. Abbil-
dung 6.6 zeigt diese Strahlen fiir beide Kameras und die Punkte einer Position
der Kalibrierplatte.

Der Abstand dieser Strahlen vom tatséchlichen 3D-Punkt soll im reprojektiven
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Abbildung 6.6: Reprojizierte Strahlen in der Szene

Fehler gemessen werden, wie in Abbildung 6.7 veranschaulicht wird.
Die Berechnung des reprojektiven Fehlers und weiteren Groéflen seien wie folgt
definiert:

Definition 6.23 Sei 7, das beobachtete Pixel eines Punktes p € P durch die Kamera
mit Umkehrrelation K1, dann heiBt

Z dist(p, IC_l({ip}))2 quadratischer reprojektiver Fehler,
peP

Z dist(p, K~ ({ip}))? durchschnittlicher quadratischer reprojektiver Fehler,
peP

Z dist(p, K~ ({ip})) reprojektiver Fehler nicht quadriert,
peP

1
P

Z dist(p, K~ ({ip})) durchschnittlicher reprojektiver Fehler nicht quadriert und

1
Pl <5

max dist(p, K~ ({ip})) maximaler reprojektiver Fehler nicht quadriert.
pE

Der reprojektive Fehler kann fiir jede Kamera separat ermittelt werden. Es
wurden sowohl quadrierte Absténde — diese werden iiblicherweise gewahlt — als
auch nicht quadrierte Absténde definiert, um auch Werte in der metrischen (nicht
quadrierten) Einheit des Referenzkoordinatensystems zu erhalten.

Der rekonstruierte Fehler verwendet beide Kameras. Es werden aus den Strahlen
beider Kameras Punkte rekonstruiert, deren Abstand zu den tatséchlichen 3D-
Punkten gemessen wird. Abbildung 6.8 stellt diesen schematisch dar.

Der rekonstruierte Punkt, der rekonstruierter Fehler und weitere Gréfien daraus,
in quadrierter und nicht quadrierter Variante, seien wie folgt definiert:
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Abbildung 6.7: Reprojektiver Fehler

rekonstruierter Definition 6.24 Seien i, bzw. i}, die beobachteten Pixel des Punktes p € P der
Fehler Kamera mit Umkehrrelation =1 bzw. K'~!. Dann sei fiir p € P

rp := argmindist(z, K~ ({ip}))? + dist(z, IC’fl({iJ’n}))2 der rekonstruierte Punkt von p,

zeR?
Z dist(p, rp)2 der quadratische rekonstruierte Fehler,
peP
1

P Z dist(p,rp)2 der durchschnittliche quadratische rekonstruierte Fehler,

peP

Z dist(p, rp) der rekonstruierte Fehler nicht quadriert,
peP

Abbildung 6.8: Rekonstruierter Fehler
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1
P

max dist(p, r,) der maximale rekonstruierte Fehler nicht quadriert.
pE

Z dist(p, rp) der durchschnittliche rekonstruierte Fehler nicht quadriert und
peP

Alle vorgestellten Fehlerwerte wurden fiir alle Methoden (real, rot, grad und
fma) und alle Kalibrierungen berechnet und werden in Diagrammen in den Ab-
bildungen 6.9 bis 6.18 dargestellt. Zu jedem vollsténdigen Diagramm gibt es einen
Ausschnitt, in dem mehr als ein Entzerrungsparameter beriicksichtigt wird und
einen weiteren Ausschnitt, in dem die fiir diese Auswahl die Methode fma nicht
dabei ist. Hier wird der Unterschied zwischen Kalibrierung und den in dieser Ar-
beit vorgestellten Methoden deutlicher.

Fiir die Auswertungen werden die reprojektiven Fehler von linker und rechter
Kamera addiert bzw. das Maximum davon genommen. Die getrennte Aufteilung
der Fehler pro Kamera ist im Anhang in Abschnitt B aufgefiihrt.

In den Diagrammen der Abbildung 6.9 wird der quadratische reprojektive Fehler
in logarithmischer Skala angezeigt. Der Fehler der Methode fma ist um den Faktor
hundert bis zehntausend grofier, als der der anderen Methoden. Die Methoden rot
und grad ergeben fiir die Parameter aus oref 4;4 sogar kleinere Fehler als die
Kalibrierung selbst.

Der durchschnittliche quadratische reprojektive Fehler ist in den Abbildung 6.10
veranschaulicht. Die deutlich grofleren Fehlerwerte der Methode fma zeigen sich
auch hier.

Abbildung 6.11 stellt den nicht quadrierten reprojektiven Fehler dar. Wie im
quadrierten Fall, sind die Werte der Methode fma deutlich grofler. Fiir die Para-
meter aus oref 4;4 und oref 3;3 lagen die Fehler von rot und grad sogar unter
denen der Kalibrierung (real).

Der durchschnittliche nicht quadrierte reprojektive Fehler ist in Abbildung 6.12
veranschaulicht. Die Methode fma liegt bei mehr als einem Entzerrungsparameter
durchschnittlich 12mm neben den tatsédchlichen 3D-Punkt. Da die Punkte auf der
Platte nur 20mm voneinander entfernt liegen, ist dies schon problematisch. Die
Methoden rot und grad liegen in diesen Féllen nur maximal 1,5mm neben dem
3D-Punkt.

Abbildung 6.13 gibt den maximalen nicht quadrierten reprojektiven Fehler wie-
der. Die Methode fma ergibt Abweichungen im Bereich von 29 bis 42mm, d.h.
bis zu zwei Punkte entfernt, da die Punkte einen Abstand von 20mm haben. Bei
zwei Entzerrungsparametern und mehr bleiben die Methoden rot und grad unter
1,5mm und haben fiir die Parameter aus oref 4;4 und oref 3;3 sogar kleinere
Fehlerwerte als die der Kalibrierung.

Der quadratische rekonstruierte Fehler in logarithmischer Skala wird in Abbil-
dung 6.14 aufgefithrt. Fiir die Parameter aus oref 3;3 liefern die Methoden rot
und grad kleinere Fehler als die Kalibrierung. Die Methode fma ergibt deutlich
groflere Fehler als die anderen Methoden. Fiir weniger als zwei Entzerrungspara-
meter liefert selbst die Kalibrierung relativ grofie Fehlerwerte. Dies verdeutlicht,
dass die Kameras deutliche Verzeichnungen aufweisen, die erst ab zwei Entzer-
rungsparameter gut modelliert werden kénnen.

In Abbildung 6.15 wird der durchschnittliche quadratische rekonstruierte Fehler
dargestellt. Die Methode fma ergibt die deutlich gréfiten Fehlerwerte. Die Metho-
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Abbildung 6.9: Quadratischer reprojektiver Fehler in logarithmischer Skala
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Abbildung 6.10: Durchschnittlicher quadratischer reprojektiver Fehler
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Abbildung 6.11: Reprojektiver Fehler (nicht quadriert)
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Abbildung 6.12: Durchschnittlicher reprojektiver Fehler (nicht quadriert)
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Abbildung 6.13: Maximaler reprojektiver Fehler (nicht quadriert)
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Abbildung 6.14: Quadratischer rekonstruierter Fehler in logarithmischer Skala
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den rot und grad erzeugen fiir die Parameter aus oref 3;3 sogar kleinere Fehler
als die Kalibrierung. In den anderen Féllen liegen sie zwar etwas iiber den Fehler
der Methode real, aber zehnmal kleiner als der Fehler der Methode fma.

Der nicht quadrierte rekonstruierte Fehler wird in Abbildung 6.16 veranschau-
licht. Die Methode fma ergibt die grofiten Fehlerwerte. Fiir die Parameter aus
oref 3;3 liegen die Fehlerwerte der Methoden rot und grad sogar unter denen
der Kalibrierung. In den anderen Fillen liegen die Fehler der beiden Methoden
etwas iiber den Fehlern der Methode real, aber deutlich unter denen der Methode
fma.

Abbildung 6.17 stellt den durchschnittlichen nicht quadrierten rekonstruierten
Fehler dar. Die Fehler der Methode fma liegen im relevanten Bereich bei iiber
20mm. Das ist die Entfernung zum néchsten Punkt. Die Methoden rot und fma
bleiben hier bei Fehlern unter 5mm und kénnen fiir die Parameter aus oref 3;3
sogar kleinere Fehler als die der Kalibrierung aufweisen.

Der maximale nicht quadrierte rekonstruierte Fehler ist in Abbildung 6.18 auf-
gefiithrt. Hier ergibt die Methode fma sogar Fehlerwerte bis zu 66mm. Das ist
der Abstand von drei Punkten. Die Methoden rot und grad bleiben bei mehr
als einem Entzerrungsparameter bei bis zu 10mm und im Fall der Parameter aus
oref 3;3 sogar unter den Fehlern der Kalibrierung. Bei weniger als einem Ent-
zerrungsparameter ergibt auch die Methode real relativ grofle Fehlerwerte, was
wiederum die deutliche Verzeichnung der Kamera veranschaulicht, die erst ab zwei
Entzerrungsparameter gut modelliert werden kann.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass zwar alle Methoden, die Rich-
tung zur zweiten Kamera sehr gut ermitteln. Soll jedoch aus Pixeln auf 3D-Infor-
mationen geschlossen werden, — was die reprojektiven und rekonstruierten Fehler-
werte bewerten — so ist die Methode fma ungeeignet. Sie ergibt Fehlerwerte, die
um Groéflenordnungen iiber allen anderen liegen. Lediglich in den Fillen, in denen
nur ein oder kein Entzerrungsparameter verwendet wurde, werden die Fehlerwerte
geringer. Diese Félle modellieren jedoch das Verhalten der Kamera unzureichend.
Die beiden vorgestellten Methoden rot und grad erzeugen deutlich kleinere Feh-
lerwerte als die Methode fma und liegen in einigen Kalibrierungen sogar unter
den Fehlern der Kalibrierung, obwohl beide Methoden keine 3D-Informationen
benutzen und keinen euklidischen Abstand minimieren. Damit stellt die radiale
essentielle Matrix und deren Gewinnung aus Korrespondenzen mittels der Metho-
den rot oder grad eine gute Moglichkeit dar, Informationen der Kameras und
der Umgebung zu gewinnen, wenn keine Kalibrierung mdoglich ist. Sie ist eine
deutliche Verbesserung der Fundamentalmatrix und der essentiellen Matrix des
Lochkameramodells (die Methode fma).
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Abbildung 6.15: Durchschnittlicher quadratischer rekonstruierter Fehler
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Abbildung 6.16: Rekonstruierter Fehler (nicht quadriert)
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Abbildung 6.17: Durchschnittlicher rekonstruierter Fehler (nicht quadriert)
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Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit hat untersucht, wie die Methoden des Lochkameramodells auf das um
radiale Verzeichnungen erweiterte Kameramodell {ibertragen werden kénnen, ohne
dabei die Reihenfolge der Funktionen in der Kameraabbildung oder die radiale
Verzeichnungsfunktion abzuidndern.

Wird eine einzelne Kamera betrachtet, so konnte in dieser Arbeit gezeigt wer-
den, dass die radialen Verzeichnungsparameter durch die restlichen Kamerapa-
rameter bestimmt sind. Das Minimum der Fehlerfunktionen, die in der nichtli-
nearen Optimierung der Kalibrierung verwendet werden, konnte fiir variable Ver-
zeichnungsparameter und feste andere Kameraparameter theoretisch bestimmt
werden. Hierbei wurde die radiale Verzeichnungsfunktion nicht verdndert und die
Abbildungsreihenfolge in dem Kameraabbildungsprozess nicht vertauscht. Diese
Ergebnisse ermoglichten Kalibrieralgorithmen mit unverénderter Anzahl der Pa-
rameter in der nichtlinearen Optimierung gegeniiber den Parametern des Lochka-
meramodells. In experimentellen Tests wurden diese Algorithmen mit bekannten
Kalibrierverfahren verglichen. Es konnten unabhéngig von der Wahl des Linsen-
typs, der Startwerte und des Optimierungsverfahren geringere Fehlerwerte oder
identische Fehlerwerte bei geringerer Anzahl der Iterationen der nichtlinearen Op-
timierung erzielt werden.

Fiir die Korrespondenzen im Stereokamerafall konnte {iber die neueingefiihrte
radiale essentielle Matrix ein linearer Zusammenhang in erweiterten Koordinaten
gefunden werden. Sowohl die radiale Verzeichnungsfunktion als auch die Reihen-
folge der Abbildungen im Kameraabbildungsprozess blieben dabei unveréindert.
Die Eigenschaften der radialen essentiellen Matrix wurden untersucht und verwen-
det, um einerseits epipolare Kurven als Nullstellenmenge eines Polynoms in zwei
Verdnderlichen zu beschreiben und um andererseits eine Bestimmung der Matrix
und weitere Kameraparameter aus gegebenen Korrespondenzen zu erméglichen.
Dazu entstanden verschiedene Algorithmen, die auf Beispielszenarien angewandt
wurden. Damit ist es erstmals moglich, nur aus Korrespondenzen bei klassischer
radialer Verzeichnung und unveréinderter Reihenfolge in der Kameraabbildung
Kameraparameter zu bestimmen. Die daraus ermittelten Parameter wurden mit
denen aus dem reinen Lochkameramodell, d.h. ohne Verzeichnung, und denen aus
der Kalibrierung verglichen. Die Verfahren, die aus Korrespondenzen Kamerapa-
rameter gewinnen, stellen aber, wie auch im Lochkameramodell, keinen Ersatz fiir
die Kalibrierung dar. Sie benttigen nur Korrespondenzen, keine 3D-Koordinaten
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auf einem Kalibrierobjekt mit zugehorigen Pixelkoordinaten und minimieren kei-
nen euklidischen Abstand. Die Genauigkeit einer Kalibrierung kann nicht erreicht
werden, weil aus Korrespondenzen allein nicht alle Kameraparameter ermittelt
werden konnen. Diese vorgestellten Methoden sind fiir Situationen gedacht, in
denen keine Kalibrierung durchgefiihrt werden kann, weil sich z.B. die Parame-
ter stindig &ndern oder keine 3D-Information zur Verfiigung steht. Dann kénnen
diese Verfahren eine grobe Bestimmung der Parameter und damit eine grobe Ori-
entierung und Navigation ermoglichen. Werden die daraus ermittelten Kamera-
parameter vervollstdndigt, und damit verschiedene Fehler der 3D-Rekonstruktion
ermittelt, so zeigt sich sogar, dass in einigen Fallen die vorgestellten Methoden
kleinere Fehlerwerte als die Kalibrierung aufweisen. In den anderen Fillen liegen
sie etwas dariiber. Sie zeigen allerdings einen sehr deutlichen Gewinn gegeniiber
der Verwendung des reinen Lochkameramodells. Die radiale essentielle Matrix und
die daraus gewonnen Kameraparameter eignen sich gut, um Informationen iiber
die Kameras und die Umgebung zu erhalten, wenn eine Kalibrierung nicht moglich
ist und die Kameras Verzeichnungen aufweisen.

Insgesamt wurde damit die Liicke zwischen Lochkameramodell und dem um
radiale Verzeichnungen erweiterten Modell verkleinert: auch im erweiterten Modell
ist es nun moglich im Fall der Einzelkamera eine Kalibrierung ohne Erhéhung der
Parameteranzahl der nichtlinearen Optimierung durchzufiithren und im Fall eines
Stereokamerasystems Kameraparameter aus Korrespondenzen zu bestimmen.

Es gibt jedoch noch offene Fragen und Punkte der Verbesserung, die Gegenstand
kiinftiger Forschungen sein kénnten: bei der Bestimmung der radialen essentiel-
len Matrix aus Korrespondenzen wére es ideal die euklidische Fehlerfunktion aus
Definition 6.18 zu verwenden. Wie dort schon angedeutet wurde, ist es algorith-
misch sehr aufwendig und dann nur ndherungsweise moglich fiir jeden Bildpunkt
den minimalen Abstand zu einer Nullstellenmenge eines Polynoms in zwei Ver-
dnderlichen vom Grad 2D + 1 zu bestimmen. Da so ein Verfahren in der Praxis
im Echtzeitbetrieb, z.B. in einem fahrenden Roboter, eingesetzt werden soll, sind
aber keine zu langen Rechenzeiten erlaubt. Vielleicht kann in dieser Hinsicht noch
ein weiteres effizienteres Verfahren gefunden werden, das der euklidischen Fehler-
funktion nahe kommt, so wie die modifizierte Fehlerfunktion mit Gewichten aus
der Gradientennorm aus Definition 6.20.

Das lineare Verfahren zur Bestimmung der radialen essentiellen Matrix und
die Bestimmung einiger Kameraparameter daraus, Algorithmus 6.1 und Algorith-
mus 6.2, kann nur radiale Entzerrungskoeffizienten ermitteln, falls die vier Quoti-
enten aus Satz 6.9 fiir jeden Entzerrungskoeffizienten nicht zu weit von einander
abweichen. Diese hidngen von der Gestalt der Vektoren vy, v, bzw. u; und wuo,
den zu den beiden grofiten Singuldrwerten der radialen essentiellen Matrix gehori-
gen Spaltenvektoren aus den orthogonalen Matrizen V bzw. U der Singuldrwert-
zerlegung, ab. Hier wére es denkbar, jeweils die beiden Vektoren in der davon
aufgespannten Ebene so zu rotieren, dass die Quotienten weniger von einander
abweichen. Dazu wire ein geeignetes Fehlermafl und ein praktikables Optimie-
rungsverfahren notwendig.

Weiterhin ist es vielleicht mdglich noch mehr Kameraparameter aus Korrespon-
denzen zu bestimmen, z.B. iiber iterative Verfahren, so dass aus zwei Bildern und
Korrespondenzen darin noch mehr Informationen der Umgebung erfasst werden
konnen, wenn keine Kalibrierung moglich oder zu aufwendig ist.



Erganzende Abbildungen

Zu den experimentellen Ergebnissen aus Abschnitt 5.3 sind hier zu jedem Wert in
den Tabellen 5.2 bis 5.3 die Verldufe der nichtlinearen Optimierung wiedergegeben.
Zu jedem Kameratyp und zu jedem Verfahren wurden jeweils drei nichtlineare
Optimierungsverfahren angewandt. Der Verlauf des Fehlerwerts pro Iteration ist
in den folgenden Abbildungen dargestellt.
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Abbildung A.1: Kameratyp nl mit Levenberg-Marquardt optimiert
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Abbildung A.2: Kameratyp nl mit BFGS optimiert
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Abbildung A.6: Kameratyp wc mit Gauss-Newton optimiert
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Abbildung A.7: Kameratyp wll mit Levenberg-Marquardt optimiert
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Abbildung A.8: Kameratyp wll mit BFGS optimiert
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Abbildung A.9: Kameratyp wll mit Gauss-Newton optimiert
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Abbildung A.10: Kameratyp wl2 mit Levenberg-Marquardt optimiert
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Abbildung A.11: Kameratyp wl2 mit BFGS optimiert
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Erganzende Diagramme

Zu den experimentellen Ergebnissen aus Abschnitt 6.4 sind die nach linker und
rechter Kamera getrennt ermittelten reprojektiven Fehler in den folgenden Abbil-
dungen B.1 und B.2 dargestellt.
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Abbildung B.1: Quadratischer reprojektiver Fehler in logarithmischer Skala getrennt nach
linker und rechter Kamera
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Abbildung B.2: Reprojektiver Fehler (nicht quadriert) getrennt nach linker und rechter
Kamera
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