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1. Zusammenfassung / Abstract

Gegeben sei eine Basis b € N, b > 2 und eine Ziffer a¢ € {0,...,b — 1}. Wir untersuchen, ob es
unendlich viele Primzahlen gibt, die in ihrer b-adischen Zifferndarstellung die Ziffer ag nicht

besitzen. Genauer definieren wir fiir X = b* mit k& € Ny die Menge

A(X) = {kz_:lnibi < X|nef0,...b— 1N\ {a}VO0<i<k—1}

1=0

und zeigen {p € P |p € A(X)} = ﬁ;‘;())(() — xb= (12;))(/ %" fiir hinreichend groBe X, falls b > 10.

Um dies nachzuweisen, verallgemeinern wir Maynards Beweis fiir den Fall b = 10 und nutzen
hierzu auch die in [1] verwendeten Werkzeuge. Unter Anderem bendtigen wir die Hardy-
Littlewoodsche Kreismethode sowie diverse Siebmethoden, um die Minor-Arcs zu kontrollieren.
Schlieflich sehen wir, dass wir die Aussage vor allem dann auf beliebige Basen b > 10 und
Ziffern ay € {0, ...,b — 1} tubertragen kénnen, wenn zwei betragsméfig groBte Eigenwerte von
Matrizen, die von b und ay parametrisiert werden, bestimmte Abschatzungen erfiillen. Dass
diese Abschétzungen im Fall b > 102 erfiillt sind, beweisen wir im letzten Kapitel. Fur die Félle
b =10 und b = 11 liegt ebenfalls ein Mathematica-Code vor, der die Abschatzungen bestétigt.

Let b be a base equal to or greater than 2 and g a digit in the set {0,...,b — 1}.
We investigate if there are infinitely many primes that do not have the digit ay in their digit
representation in base b. Explicitly, we define for X = bv* and k € Ny the set

A(X) = {ki:lnibi < X|nef0,...b—1N\{a} VO0<i<k—1}

1=0

and show {p € P |p € A(X)} = ﬁfg(;) = X% ;Z;)(/ “¢° for sufficently large X, if b > 10.

To prove this, we generalize Maynard’s proof for case b = 10 using the tools used in [1]. Among
other things we need the Hardy-Littlewood circle method as well as various sieve methods to
control the minor arcs. Finally, we see that we can transfer the statement to arbitrary bases
b > 10 and digits ag € {0,...,b — 1}, especially if two largest eigenvalues of matrices, which
are parameterized by b and ag, satisfy certain estimates. That these estimates are fulfilled in
the case of b > 102, we prove in last chapter. For the cases b = 10 and b = 11 there is also a

Mathematica code that confirms the estimates.



2. Notation

Wir bezeichnen mit PP die Menge aller Primzahlen und mit N die Menge aller positiven ganzen

(nattirlichen) Zahlen, sodass Ny = NU {0} gilt. Im Folgenden benutzen wir die Funktionen

o(n) = #{m €N|m < n, ggT(m,n) =1}, 7(n) = #{dEN|dln}, i(n):=1,
(—1)* | falls n quadratfrei und w(n) = k
w(n) = #{p € P|pln}, p(n):=1{1 fallsn =1

0 , sonst

fiir n € N. Den Logarithmus von y zur Basis 2 symbolisieren wir durch log, y, fir z,y € R™.

Ist dabei explizit keine Basis x vorgegeben, so meinen wir mit log stets den natiirlichen
Logarithmus zur Basis e und mit exp seine Umkehrfunktion, sodass exp(t) = e fir alle t € R
gilt. Wir setzen e(t) = €™ = cos(2mt) + 1 - sin(27t) fiir alle ¢ € R, wobei 4 die imaginéire Einheit

ist und definieren die Gaufl-Klammern durch
[z] =min{z €Z|z>2z} und |z|=max{z€Z]|z <z}
fir alle € R. Zum Einen symbolisieren wir mit || || eine Norm, zum Anderen durch
. 1
|z} = min{la — 2 [ 2 € Z} € [0, ]

den Abstand von x € R zur néchsten ganzen Zahl. Dabei wird aus dem Zusammenhang klar,

welche Definition gemeint ist.

Fir zwei Funktionen f,g : D — C mit D C R, wobei die Definitionsmenge D nach oben

unbeschrankt ist, schreiben wir

1) f(z) = O(g(x)), falls es eine Konstante c € R mit |f(z)| < ¢-|g(x)| V x € D gibt,

2) f(z) =o(g(x)), falls }L@OM

= 0 gilt.

Héangt die Konstante ¢ in 1), die wir folgend haufig auch als implizite Konstante im O-Glied
bezeichnen, von einem Parameter s ab, so indizieren wir dies durch Oy. Gleiches gilt fiir mehrere

Parameter. Schreiben wir dagegen nur O, so ist die Konstante ¢ absolut und unabhéngig von



allen moglichen Parametern.

Weiter erklaren wir fiir zwei Funktionen f,g: D — R mit D C R die Schreibweisen

3) f < g, falls es eine Konstante c € R™ mit f(z) < c-g(x) V x € D gibt,

5

)

4) >y, fallsg < f,
) fxg,falls f < gund f>g,
)

6) f~g, falls es eine Konstante c € R* mit f(x) =c-g(z) V = € D gibt.

Damit sind f =< ¢g und ¢ < f gleichwertig und symbolisieren, dass zwei Konstanten ¢, c, € R
mit ¢; - f(x) < g(z) < co- f(z) V x € D existieren. In wenigen Ausnahmeféllen verwenden wir
die Schreibweise f < g, um die Existenz einer Konstanten ¢ € R* mit f(z) <c-g(z) V x € D
anzuzeigen. Oder die Schreibweise f =< ¢ als Synonym fir ¢; - f(z) < g(z) < cy- f(z) Vx €D

mit Konstanten ¢, ¢ € R*. Darauf weisen wir dann aber nochmals explizit hin.

Héngt die Konstante ¢ in 3) f < g oder die Konstanten ¢, ¢y in 5) f < ¢ von einem Pa-
rameter s ab, so indizieren wir dies durch <, bzw. =<,. Gleiches auch fiir mehrere Parameter.
Schreiben wir dagegen nur <, > oder <, so sind die jeweiligen Konstanten absolut und unab-

hangig von allen moglichen Parametern.

In der Regel betrachten wir lediglich Funktionen f,g: D — R{ mit D C R, sodass nach 1)
und 3) die Schreibweisen f(x) = O(g(z)) und f < g gleichwertig sind.

Wir nehmen schon vorweg, dass wir die Schreibweisen 1)-6) nur mit D = {X = b* | k € Ny}
verwenden, sodass sich unsere o-Glieder auf X — 0o beziehen und die Funktionen hinter den

o-bzw. O-Termen von X = b* abhingen.

Fiir ein Gitter L € R™ der Dimension dim L = n mit Basis 1, ..., 0, € R™ schreiben wir

i=1
und bezeichnen den Untervektorraum, in dem L enthalten ist, durch

span(L) = span(t, ..., 0,) == {D_Nti | e RV 1 <i <n}.

i=1



3. Einleitung

Gegeben sei eine Menge A C Ny und wir definieren A(x) := {a € A|a < z} fir x € RT.

In der analytische Zahlentheorie haben dann viele Fragestellungen die Form :

1) Gibt es tiberhaupt eine, endlich oder unendlich viele Primzahlen in A 7
2) Konnen wir #{p € A(x)} abschétzen ?
3) Wie grof} ist #{p € A(x) | p = nmod m} fir bestimmte n € Z und m € N ?

Beispielsweise erhalten wir fir A = {p + 2 |p € P} unter 1) gerade die Primzahlzwillings-
vermutung oder fir A=A, = {z € N|n? <z < (n+ 1)?} mit n € N unter 1) die Frage nach

der Existenz einer Primzahl zwischen zwei Quadratzahlen.

Wir gehen fiir eine gegebene Basis b € N, b > 2 und eine gegebene Ziffer ag € {0,...,b — 1} der

Frage 2) nach, wobei wir
k=1
A=AX) =D nb <X |n;€{0,...b—1}\{ao} VO <i<k—1}

1=0

fir X = bv* und k € Ny definieren und schliefflich fiir bestimmte Paare (b,ag), die wir als

ausgezeichnet bezeichnen und in Definition 4.1 erkléren, das folgende Theorem beweisen.

Theorem 1.1:

. . . . . o #A
Sei X eine hinreichend groBe b-Potenz. Dann gilt #{p € P'|p € A} =< {Z5.
Da fiir diese ausgezeichneten Paare (b, ag) stets b > 10 gefordert wird, stellt sich nattrlich
direkt die Frage, ob und gegebenenfalls welche Paare (b, ag) mit b < 10 ebenfalls Theorem
1.1 gentigen. Dieser Frage gehe ich in einem gesonderten Artikel nach. Wir sollten uns der
Schwierigkeit eines Beweises von Theorem 1.1 fiir kleinere b aber bewusst sein: Fiir b = 2 und der

dann einzig interessanten Wahl ag = 0 begegnen wir dem Problem der Mersennschen Primzahlen.

Wegen #A4 = #A(X) = (b — 1)F = Xloe®-1/logb fiiy k ¢ N erhalten wir als einfachere
Folgerung aus Theorem 1.1 insbesondere die Existenz unendlich vieler Primzahlen, welche in

ihrer b-adischen Zifferndarstellung die Ziffer ay nicht enthalten, falls b > 2 ist (vgl. S.315).



Wir wollen kurz den Aufbau des Beweises zu Theorem 1.1 und damit die Struktur dieser
Arbeit skizzieren. Um dem Leser das Analogiedenken zu vereinfachen, haben wir uns an der
Gliederung der Quelle [1] orientiert. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf einer Anwendung

der Hardy-Littlewoodschen Kreismethode. Setzen wir

Sa(0):=> e(ad) und Sp(d):= > e@d) VHeR,

acA peP, p<X

so gilt nach der geometrischen Summenformel

1 a —a
v 2 Salsp) - Se(s0) =2

0<a<X

#{pePlpe A} =

Letzteres zerlegen wir in den Beitrag >~ > der Major-Arcs, welche den Hauptterm liefern und
aeEM

in den Beitrag > > der Minor-Arcs, den wir zu einem Fehlerterm abschétzen :
ag¢ M

2= 22

aeEM ag¢ M

Hierbei ist es wichtig, dass sich einzelne Summanden der Minor-Arcs aufheben bzw. der Fehler-

term nicht zu grofl wird, sodass dieser eben nicht den Hauptterm der Major-Arcs dominiert.

In Kapitel 4 studieren wir die oben definierte Fouriertransformierte S4(#) der Menge A und die

dazu verwandte Funktion

Fx (0 1S4(0)] ¥ 0 €R.

..

#A
Das wichtige Lemma 4.2 gibt uns die Moglichkeit, entsprechende Summen der Form 3 Fx ()"
mit ¢ € R* tiber Eigenwerte abzuschétzen. Fiir den Nachweis bedienen wir uns einigoesraii\)/(erkzeuge
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Linearen Algebra. Um es vorweg zu nehmen, kénnen
wir mit Lemma 4.2 die Giiltigkeit von Theorem 1.1 auf lediglich zwei zu iiberpriifende Abschét-

zungen von Eigenwerten zuriickfithren, die schliefllich in die Definition 4.1 eines ausgezeichneten

Paares (b, ag) einfliefien.

In Kapitel 5 zeigen wir lediglich eine Abschétzung, die wir spater in Kapitel 12 wieder aufgreifen.
Weiter fiihren wir in Kapitel 6 die konvexen logarithmischen Polytope ein und weisen Proposition

6.1 nach. Durch diese bzw. einige dazu dhnliche Hilfssatze konnen wir im Beweis von



Theorem 1.1 Summen der Form

#A
Z S(Wpl--~pk7p1) = O(IOg X)
kontrollieren, falls wir im Produkt p; - .... - p, der Primzahlen einen Faktor abspalten konnen,

der im Typ II-Bereich [ + €, i& — €] liegt. Dabei ist S(Wy,2) mit d € N und z € RT eine
Siebfunktion, die spater im Beweis von Theorem 1.1 eine Rolle spielt und wir wahlen e € QT
vorab als eine hinreichend kleine rationale Zahl. So wird € := 1071 auf jeden Fall geniigen.

Warum dies geschieht und weshalb € rational zu wahlen ist, wird spater klar. Im Beweis von
Proposition 6.1 bendtigen wir vor allem unsere Abschétzung aus Proposition 6.2, die von den
Major Arcs kommt und in Kapitel 7 nachgewiesen wird sowie die Propositionen 6.3 und 6.4,

welche den Beitrag >~  der Minor-Arcs kontrollieren.
0<a<X
a¢ M

Den Beitrag der Minor-Arcs zerlegen wir ferner in den Beitrag >~ der allgemeinen

0<a<X
agM, a¢&
Minor-Arcs und jenen Y. der speziellen Minor-Arcs :
0<a<X
ag M, acl

2. = 2+ D

0<a<X 0<a<X 0<a<X
agM a¢M,a¢l  agM,ac€

Die letzten beiden Summen behandeln wir in Kapitel 8 und 9. Dabei ist

1

a
g:{o§a<X|Fx(§)Zm}

eine Menge mit einigen interessanten Eigenschaften, die uns helfen, den Beitrag der Minor-Arcs

moglichst klein zu halten.

Die Kapitel 10 und 11 dienen vor allem der Herleitung von Lemma 9.1, welches in Proposition
6.4 einfliefit. Dazu verwenden wir einige Aussagen tiber Gitter, um entsprechende Teilsummen

in Proposition 9.3 und 9.4 abzuschatzen. Diese haben namlich die Form

> Fx()Fx(3):

ai,a2

wobei die Summation iiber Paare (a1, a2) € No N[0, X[ geschieht, die ein Gitter L = L,, ,, C Z3

hochstens zweiter Dimension induzieren, also entweder ein Gitter L C Z® mit dim L = 2



(Proposition 9.3) oder eine Gerade L C Z3 (Proposition 9.4).

In Kapitel 12 leiten wir mithilfe von Proposition 5.1 und Proposition 6.1 die Abschatzung

#A
log X

> 1g(d) - SWa, X)) = of

dgxlfel

)

her, wobei R C [e, 1]* ein logarithmisches Polytop ist, 1z eine zugehérige Indikatorfunktion

bezeichnet und 6; = % + 2, 0 = le(Y) — 2¢ — 0, gilt. Dadurch kénnen wir im Beweis von Theorem

1.1 wieder bestimmte Teilsummen der Grofle 0(%) separieren.

Dessen Beweis erfolgt dann endgiiltig in Kapitel 13. Hier fithren wir auch die Buchstab-Funktion

w ein. Die noch tibrigen Summen in diesem Beweis, welche nicht die gewiinschte Form haben und

sich damit als 0(%) kontrollieren lassen, schatzen wir durch bestimmte Integrale tiber w nach

unten ab. Diese Integrale berechnen wir in einem Mathematica-Code, wodurch wir letztlich die

Abschatzung #{p e P|p € A} > % erhalten. Die obere Schranke #{p € P|p € A} <« lj;“;‘(

ist dagegen wesentlich leichter als die untere Schranke mit dem ,,Fundamental Lemma of the
Combinatorial Sieve Theory* nachzuweisen. Somit schliefen wir den Beweis von Theorem 1.1

fir alle ausgezeichneten Paare (b, ag) ab.

Das letzte Kapitel 14 dient der Bestimmung dieser ausgezeichneten Paare (b, ag). Dazu schitzen
wir die Eigenwerte, die in der Definition 4.1 eine Rolle spielen, durch die Zeilensummennorm der
entsprechenden Matrix nach oben ab und erhalten schliellich mit Lemma 14.1 bzw. Korollar 14.2
ein entscheidendes Werkzeug. Wir weisen zunéchst nach, dass jedes Paar (b, ag) fir hinreichend
grofle b ausgezeichnet ist und konnen diese zwar effektive, aber vorerst nicht explizit angegebene

untere Schranke fiir b letztlich auf 102 taxieren. Wir zeigen also

Theorem 1.2:
Jedes Paar (b, ap) mit b € N, b > 102 und ag € {0, ...,b — 1} ist ausgezeichnet.

Insbesondere geniigen diese Paare (b,ap) dann Theorem 1.1. Fiir alle weiteren Paare mit
10 < b <101 koénnen wir keine Schlussfolgerung mehr mit Korollar 14.2 treffen. Diese miissten
einzeln mithilfe eines entsprechenden Mathematica-Code tiberpriift werden, welcher in [30] und
[31] fiir die Falle b = 10 und b = 11 gegeben ist. Fiir b = 10 und b = 11 sowie beliebiges
ag € {0, ...,b — 1} bestétigt dieser Code die entsprechenden Abschatzungen in Definition 4.1.



Der interessierte Leser moge die Anleitung darin nutzen, um weitere ausgezeichnete Paare (b, ag)

zu ermitteln.

Weiter haben wir in Theorem 1.3* eine auf Annahmen beruhende Aussage gefolgert, dass
auch alle Paare (b, ap) mit 50 < b < 101 ausgezeichnet sind. Diese Annahmen kénnen leider
nicht mehr sauber analytisch bewiesen werden, da die auftretenden Funktionen sehr unhandlich
sind. Samtliche beigefiigte Codes wurden mit der Mathematica-Version 11.3.0.0 erstellt und

konnen mit dem kostenlosen Wolfram CD Player 11.3 angesehen werden.

Nachfolgend sei die Basis b € N, b > 10 (falls nicht explizit anders erwdhnt) und die Zif-
fer ag € {0,...,b — 1} fixiert, sodass insbesondere alle Konstanten, die nur von (b, ag) abhéngen,
absolut sind. Die einzige Ausnahme stellt dabei das letzte Kapitel 14 dar. Wir erinnern nochmal
daran, dass ¢ € QT, wenn nicht explizit anders erwiahnt, stets die bereits oben eingefiihrte

hinreichend kleine Konstante bezeichnet.

Ferner sei X = b* mit k € Ny immer eine b-Potenz, die wir als hinreichend grof§ anneh-
men. In einigen Fillen/Beweisen bedarf es dieser Einschrankung ,, X hinreichend groB“ jedoch

nicht. Dies wird dem Leser in besagten Fallen/Beweisen ersichtlich.

Wir werden eine verallgemeinerte Version des von Maynard betrachteten Spezialfall b = 10
beweisen. Als Grundlage dazu dient ausschlieffilich sein Preprint ,,Primes with restricted Digits®,
also Quelle [1], deren grundsétzliche Gliederung wir iibernehmen, um leichter Analogien herstel-

len zu kénnen. In [1] ist dabei per se an jeder Stelle die Basis 10 durch b zu ersetzen.

Die endgiiltige Fassung von ,,Primes with restricted Digits” ist erst nach Anfertigung dieser
Arbeit in den Inventiones Mathematica veroffentlicht worden, worin Mr. Maynard netterweise
meinen Korrekturhinweis fir Proposition 12.1 gewiirdigt hat (siehe [18, Acknowledgements]).

Zur Bequemlichkeit des Lesers sind entsprechende Querbeziehungen zwischen den Aussagen in

[18] sowie jenen dieser Arbeit in einer Tabelle im Anhang hinterlegt.

Des Weiteren schlieBen wir die Liicken in [1], die sich beim Autor in Folge der Auseinan-
dersetzung mit dieser Quelle ergaben. Somit soll dem Leser dieser Arbeit ein einfacheres
Verstandnis der Sachverhalte durch liickenlose Beweise ermdoglicht werden. Dazu werden wir

einige selbst konstruierte Hilfssétze formulieren, deren Nachweis in wenigen Fallen nicht gefiihrt

10



oder nur skizziert wird, ohne dass dabei echte Liicken entstehen. Dies geschieht vor allem dann,
wenn ein Beweis sehr langwierige technische Umformungen beinhaltet oder keine wesentlich
interessanten Ideen enthalt. Einige Beweise und Hilfssatze werden in Teilkapitel untergliedert,

die mit romischen Ziffern nummeriert werden.

Ferner werden die selbst konstruierten Hilfssédtze in der Form HS Lemma oder HS Propo-
sition u.s.w. angegeben, welches bedeutet, dass dies ein Hilfssatz fiir das genannte Lemma oder
die entsprechende Proposition ist, die in dhnlicher Fassung fiir den Spezialfall b = 10 in [1] zu
finden ist. Insbesondere stimmen die Bezeichnungen und Nummerierungen der Aussagen in den

Kapiteln 4-13 dieser Arbeit mit jenen aus [1] iiberein.

Um die teilweise doch recht uniibersichtlichen Zusammenhange zwischen den einzelnen Lemmata

und Propositionen besser zu verstehen, dient dem Leser die folgende Ubersicht:

Prop. 13.2/13.3

/
|

p. 6.1

Lemma 12.2 [Prop. 6'2] [Prop. 6'@ \

Lemma 8.2
[Lemma 9.2] [Prop. 9.3] Prop. 9.4 \

— I
Lemma 4.7 H_emma 4.6] E_emma 10.ﬂ

Prop. 51| = / N

Ubersicht : Implikationen zwischen Lemmata und Propositionen

0
-
o
. — | T |-
N
N
v
=
o

N

¢
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4. Fourier-Transformation

Fir X = 0" (k € Ny) definieren wir
k=1
A=AX)={> nb <X |n;€{0,...0—1}\{ap} V0O <i<k—-1}

1=0

als die Menge aller nicht-negativen ganzen Zahlen (< X), die im b-adischen System mit genau

k-Ziffern # ag geschrieben werden, wobei fithrende Nullen erlaubt sind. Ferner setzen wir

Alz) ={ac AX)|a<z} V2ecR b<zr< X =0"(keN)

sowie ¢ := 10‘?0(;1) € R, sodass sich durch einfache Kombinatorik zunéchst #A4 = (b—1)¥ = X¢

fir X = b* mit k € N ergibt und wir im Fall £ = 0 insbesondere A = () erhalten.

Firzr e RY, b<x < X =bF (ke N) gibtesein s €N, s < k mit b* <z < b und es gilt

A(x) ={a e A(X)|a <z} C{ac AX)|a < b}
Z{lilnibi<bs+1|nie {0,....,0—1\{ap} V0 <i<k-—1}

C {(0...0n4...n0)p | m; € {0, ..., 0 — 1} \{ao} V 0 < i < s},

k Ziffern

was #A(z) < (b— 1) = b+ < pe . pes < 2 liefert, also #.A(7) < ¢

Die Fouriertransformierte der Menge A sei
Sa(t) =) elat) VteR.
acA

log (b—1

Die Funktion Fx : R — C, Fx(t) = ﬁ S Su(t) = X e . > e(at) ist offenbar stetig und
acA

stetig differenzierbar, d.h. ihre Ableitung Fy : R — C ist stetig und wir schreiben

1 _ log(b—1)

Fx(t) = |Fx(t)| = — - |Sa(t)| = X Tsr | > e(at)] sowie
#-’4 acA
’ ’ _ log(b—1)
Fie(t) = |F4(0) = 27 - X5 | Y 0 efa)]
acA

fiir alle t € R, sodass insbesondere Fx, Fy : R — R stetige Funktionen sind, wobei es sich

formal bei Fy natiirlich nicht um die Ableitung von Fy handelt.

12



Dabei besitzen Fy und Fy die folgenden Eigenschaften :

(1) Fx(t) <1 VteR,
(2) Fx und Fy sind periodisch mit der Periodenlénge 1,
(3) Fyuy(t)=Fy(t) - Fv(Ut) VteR U=0"V =0 (u,ve€Ny),
1 L1 e(0t) -1

@ AO=gope OIS et =T =g g — el

i=0 n;e{0,..b—1\{ao} i=0

VteR,

(5) Fx(t) < Fy(t) VteR, fals X >Y =b* (s € Ny).

und wir setzen |% —e(aph't)| := b —1in (4), falls b't € Z.

Die Eigenschaft (4) ergibt sich, indem wir a = (ng_1...ng)p mit ng_1,...,n9 € {0, ..., — 1}\{ao}
fir a € A verwenden und daraus mithilfe e(z) - e(y) = e(z +y) V x,y € R auf
k—1

> e(at) = [ > e(n;b't) V t € R schlieflen.
acA =0 nyef0,..b-1}\{ao}

log(b

Aus (4) folgt leicht (3) und (1) ergibt sich wegen | 3 e(at)] < #A4 =X W W e R
acA
Ferner liefern (1) und (3) die Eigenschaft (5) und (2) kommt wegen e(x) =e(x +1) V z € R.

Im Nachweis von Lemma 4.1 verwenden den folgenden Hilfssatz iiber die Exponentialfunktion.

Darin bezeichnet ||z|| den Abstand von x € R zur néchsten ganzen Zahl.

HS Lemma 4.1:
Es gilt |e(nf) +e((n+1)0)| < 2-exp(—||0||>) VneZ, 0 € R.

Beweis:
Sei n € Z fixiert. Der von den Vektoren e(nf) und e((n + 1)) eingeschlossene Winkel am kom-
plexen Einheitskreis betragt o = 276 und fithren wir uns das von diesen Vektoren aufgespannte

Parallelogramm vor Augen, so gilt nach dem Kosinussatz insbesondere

le(nf) +e((n+ 1)0) > = |e(nd)|* + le((n + 1)0) > — 2 - le(nd)| - |e((n + 1)8)] - cos(T — )

=2+42-cos(a) =2+ 2-cos(2m0).
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Nun weisen wir 2 + 2 - cos(270) < 4 - exp(—2 - [|0]|*) V 6 € R nach.

Aufgrund der Periodizitit der Kosinusfunktion gilt 2 + 2 - cos(27m6) = 2 + 2 - cos(2m(0 — |6])),
sodass wegen ||0|| = ||0 — |#]]| insbesondere 0 € [0, 1] angenommen werden darf.

Nach cos(2m0) = cos(2m(1—6)) und ||0]| = |10 V 6 € [0, 1] darf sogar 6 € [0, 5] vorausgesetzt
werden, sodass nur noch 2+ 2 - cos(2r6) < 4-exp(—2-6?) fiir alle 6 € [0, 5] gezeigt werden muss

(beachte: ||0]| =6 V 6 € [0, 1]). Dies werden wir nun tun, wobei wir dazu 6 € [0, 3] fixieren.

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion liefert

2 — (—2- 92) .- n 2" 2n - n
exp(—2 - 6%) Z => (-1)"- s 0> =Y (=1)" - ay,
n=0 n=0 n=0

wenn wir die Folge a,, := %L -0’ € Ry V n € Ny definieren. Diese ist monoton fallend, weil

(ps1 = Ay - 721:321 < a, fur alle n € Ny gilt (<6 € [0, %]) Daher gilt fiir alle k£ € Ny insbesondere

[e.o] o0

(=" an= > (agm — azms1) > 0,

woraus wir mit £ = 2 leicht die Giltigkeit von
> 8 1
(1) exp(—2-6?) ZZ n:1—2-92+2~94—6-96 vee[o,i]

erhalten. Ahnlich argumentieren wir mithilfe der Reihenentwicklung

00 (27T0)2n 00
cos(2mf) = » (—=1)"- => (=)"-b,
LU T T
der Kosinusfunktion, indem wir hier die Folge b,, := (2(29), € Ry V n € Ny erkliren. Dabei ist
27002 2 2
b = by o) <b,- 4 <by o <b,

2n+1)-2n+2) =" 2n+1)-2n+2) — " 3-4

fur alle n € N, wenn wir 6 € [0

schliefllich die Abschatzung

beachten. Daraus folgt wie oben Z( 1)" b, < 0 und

72] n=3

2
2
(2) cos(2ml) < > (- ”-bn:1—27r292—|—§-7r404 vV 0 elo,

14



Nach (1) und (2) ist
8 2
2-exp(—2-6?) > 2—492+494—§-96 > 1+1—27r292+§-7r494 > 1+ cos(2n0)
fiir alle 6 € [0, 1], denn das mittlere > - Zeichen steht aufgrund

8 2
2—492+404—§-9622—27T292+§-7r494 IEN

—460% + 40" — i-eﬁ > —2n292+§-w494 o
(27r2—4)~02—(§7r4—4)-«94—§-«9620 &
92.(2w2—4—(§w4—4)-62—§-94)zo vee[o,;]

und letzteres ist wegen
(§W4—4)-92+§-04:92-(374—4—1—2-92)§92-(§7r4—4+§)§i-(§7r4—4+§)

1
<155<2m*—4 Vhe [0,5]
erfillt. Damit haben wir
le(nf) +e((n+1)0)|* =2 +2-cos(270) < 4-exp(—2-|0]|>) VneEZ cR

gezeigt, womit sich nach Wurzelziehen auf beiden Seiten das gewiinschte Resultat ergibt.
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Lemma 4.1:
Sei X =b*mit ke Ngund ¢ €N, ¢ < X3, ¢ = q, - o mit q,¢ € N, ggT(q1,b) = 1 sowie
q1 > 2 gegeben. Ferner sei n € R mit || < X~2/3/2. Dann gilt fiir a € Z, gg7T'(a,q) = 1 stets

log X
log q

)

a
FX(& + 1) < exp(—c

mit einer nur von b abhangigen absoluten Konstanten ¢, € R, wobei b € N, b > 4 gelte.

Beweis:
Die Aussage im Spezialfall & = 0 erhalten wir bereits aus Eigenschaft (1), sodass k € N

angenommen werden darf. Wir erinnern an Eigenschaft (4)

1 k—1 ]
Fx(t) = T 111 > e(nb't)] VteR
( - ) =0 n;€{0,..,b—1}\{ao}
und schéitzen zunéchst den Betrag | > e(n;b't)| fiir festes i € Ny und ¢ € R ab.

niE{O,..,b—l}\{ao}

Setze 6 := b't € R. Wegen b > 4 gibt es in der Menge {0,...,b — 1}\{ag} mindestens zwei
Zahlen mit Differenz 1, welche wir mit n und n + 1 bezeichnen. Aus der Dreiecksungleichung

und HS Lemma 4.1 kommt daher

| > e(n;b't)] = | > e(nifl)| =
n:€{0,....0—1 1\ {ao} n:€{0,....0—1 1\ {ao}
le(nd) + e((n+1)0) + Z e(n;0)| <

n:€40,.b— 11\ {ao}
ni#n, ni#n+1

le(nf) + e((n +1)0)| + | ) e(nif)| < le(nb) +e((n+1)0)| +b—3 <
nie{.(;,.‘.,b.—;}\-::{to}

b—3+42-exp(—]0]?).
Ferner ist b — 3 + 2 - exp(—||0]|*) < (b—1) - exp(—@) vV 6 € R, was wir wie folgt sehen.

Setze x := [|6]|* € [0, ;] und definiere f : [0, ] — R durch

fl#) = (b= 1) -exp(~) — (b= 3) ~ 2 exp(~2) ¥z € [0, i].

Dann ist f monoton steigend auf [0, 1], denn es gilt
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/ b—1

f(@) = === exp(=3) = 2+ (=1) - exp(~a)

b—1 1
= exp(—z +log2) — exp(—% + log(T)) >0 Vxelo, Z]

wegen —v +1log2 > —7 + log(b_Tl) VYV elo, i], wobei dies aufgrund —z +log2 > —7 bzw.
log2> 1>z >x-(1—1) fir z € [0, 4] gilt (beachte: log(*71) < 0 A log2 = 0.69).

Also ist 0 = f(0) < f(z) ¥V = € [0, ], was gleichwertig zu der nachzuweisenden Ungleichung ist.
Daraus folgt

ir]12
(4.1.1) | > e(nib't)| < (b—l)-exp(—u) VOo<i<k-—-1,teR.
n;€40,....,b—1}\{ao}
k=1 ,
Setzen wir (4.1.1) in Fx(¢) = ] 7 - | > e(n;b't)| ein, so kommt
i=0 n;€{0,..,b—1}\{ao}
k—1 HbthQ
(4.1.2) ) < H exp(— ZHbZtH VteR.

Wahlen wir darin t = g + n, so liefert dies
(4.1.3) FX(q + 1) < exp(— ZHbZ +77 1%).

k=1
Im Folgenden schitzen wir 3 [[b° - (¢ +n)||® fir a € Z, ¢ € N, ggT'(a,q) = 1 und n € R, die
=0

1=
den Voraussetzungen des Lemmas gentigen, nach unten ab, wobei wir hierzu ¢ := %—H] definieren.

Aus [[bit|| < 5 folgt z — o < bt < z + 5 fiir ein 2z € Z und daraus bz — £ < b < bz +
sodass Hb’“tH =it — bz| =b-|bit — z| = b- ||bt]| gilt, fiir alle i € Ny :
(4.14) vl < 5 = [0l = b [b'el] Vi € No.

Nun zeigen wir [|0°¢| < o- ; VieNy 1< k. Dazu fixieren wir i € Ny, ¢ < £ zunéchst.
Wegen ggT (q1,0") = g9T(a,q1) = 1 (<= ggT(q1,b) = g9T(a,q) =1 A ¢ = q1 - ¢2) gilt auch

99T (q1,b'a) = 1, sodass sich fiir q;|b’a insbesondere ¢; = 1 im Widerspruch zu ¢; > 2 ergibt. Also
ist g1 1 b'a bzw. q1qo  b'a, was bla = quqz-2+7 =q-2+rmit z € Z,r e N, 1 <r < quqo—1=¢gq—1
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impliziert. Verwenden wir || < X~2/3/2 und ¢ < X'/3, so kommt

1 - 1
2. X3 "2

|b277| _ b2|77| < bz i X—2/3/2 _ bz i b—2k/3/2 < bk/S i b—2k/3/2 _ b—k/3/2 _

woraus —2—1(1 <b'n < 4, folgt. Wegen b't =0 - (¢ +n) ="~ ¢ +b'n=z+ 7 + b liefert dies

2r -1 _ 1 ; ; 1 o +1
bl <l +b17—bt<z+ +—=z+
2q q 2q q q 2q 2q

mit 1 <2r—1,2r+1<2¢—-1(=1<r<qg-1) undeZ, also b't € [z, z + 1].
Folglich ist [|b°| = min{|b't — 2], |b’t — (2 + 1)|} > 5=, sodass wir

, 1
4.1.5 b't]| > — V ieNp,
(115) ] > 5 :

w\w

gezeigt haben. Ferner sind die folgenden Félle zu unterscheiden :

1.Fall: ¢ <b
Dann gilt nach (4.1.5) insbesondere |[b't]] > 2—1(1 > 2o Vi €Ny, i <% was die Giiltigkeit von

L&) O
ZHb’ +77 )P =Dl ( q+77)||2 (7)) >

=0

1

b2

w\w

liefert, denn k — 1 > [£] und |%£] +1 > % fiir k € N. Daraus folgt nach (4.1.3) insbesondere

Z 1 k1 1
Fx ( +17) < exp(— ZHb +77 )12 )<eXP(—E'§'ﬁ)_eXP(—@ k)
Wegen ll‘z)gg)(f < kl-(l(;g; (<@ > 2) gilt auch 55 -k > 3555 - i‘;ii : lﬁ)gg)q( > 0, also insgesamt

1 log2 logX
1203 logb logq

(4.1.6) FX(Z 4 1) < exp(— ).

2.Fall: ¢ > b

Dann ist ﬁig > 1 und wegen ¢ < X3 = b*/3 ist & > iogq > 1. Setze m = L%/}ggg] € N und

definiere die paarweise disjunkten Intervalle /; = [ - {Ogb, (7+ 1)

sodass U I; € [0, %] gilt.

0<j<m—1

Z[fiirj:O,l,...,m—l,
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Sei 0 < j < m — 1 fixiert. Wir sehen leicht, dass I; als Intervall der Breite igig > 1 mindestens

247 _ 1 .= n € N aufeinanderfolgende Zahlen aus Ny enthilt, welche wir mit

logb
I,I+1,..,l+n—1€ Ny bezeichnen. Angenommen es gilt [|b"*5¢]| < VO<s<n-—1L.

2b2

Wegen | + s € I; C [0,%] ist insbesondere & < [[b""t|| < 5 < 5 nach (4.1.5), fiir alle

"3 2q 2b

0 < s <n—1. Daraus folgt nach (4.1.4) jedoch induktiv die Giiltigkeit von

1 1
> bH—n—lt _ bn—l X blt > bn—l L
o Ll R

also ¢ > 0" = exp(logb- (n+ 1)) > exp(logb - log q/ log b) = exp(log q) = ¢

(en+1= Hzg‘lﬂ > }Zi ) und damit ein Widerspruch. Folglich gilt

(4.1.7)  Jedes Intervall I; enthilt ein i € I; N Ny mit ||b’¢]| > firj=0,...m—1.

1
202’

Erinnern wir uns an U I; C [0, %] und beachten i < |£] < k —1 fiir i € [0,5] NN,
0<j<m—1

(< k> 1), so kommt nach (4.1.7)

73

) m—1 ) 1
ZW CrnlPz S =Y 3 Pz me g

i€[0,£]NNo J=0 iel;NNo

Nun ist m = Lg/iggl‘ﬂ 5 k/iggz (&=m >1), was

1 1 k-logb 1 1 1 logX

bz 2 > _— . . =
ZH +77 )=z m: 4b* ~ 3 logg b* 24 b* logq

>0

impliziert. Setzen wir dies in (4.1.3) ein, so erhalten wir :

1 logX
24b°  logq

(4.1.8) FX(Z +1) < exp(— )

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen und es gilt Fix (7 + 1) < exp(—c; - lﬁ)gg )q( ) mit der

Konstanten ¢, := min{s;:, 1975 - féi} € R* nach (4.1.6) und (4.1.8).

Dem Nachweis von Lemma 4.1 entnehmen wir, dass dieses nicht nur fiir Basen b > 10, sondern

sogar fir b > 4 gilt. In Lemma 4.2 und danach bendtigen wir mehrmals
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HS1 Lemma 4.2:

b—1
Sei J € N gegeben und G(to, t1,...,t5) == sup 5| X e(n-((0,toty...t )y + )] fiir
0<y<b—J 1 n=0
n#ao

to,t1,...,t; € {0,...,b — 1} definiert. Dann gilt
G(t07t17 "'7tJ) > C(J> b)

mit einer nur von J und b abhingigen Konstanten ¢(J,b) € R™.

Beweis:

b—1
Sei a €]0, 1] zunéchst fixiert. Wir definieren g : R — R{, g(z) = | ¥ e(z)"] V x € R und
n=0
n#ag
sehen, dass g gleichméBig stetig (kurz gl.s.) ist auf R, was im Wesentlichen daran liegt, dass die

komplexe Betragsfunktion | | : C — Ry und die Funktionen x — e(z)" fiir € R und

n€{0,....b0 —1}\{ao} gleichméafBig stetig sind :
(1) gist gleichméBig stetig auf R.

Nach dem Satz tiber das Minimum und Maximum ist dann insbesondere die Funktion

b—1 b—1
fR—RS, f(2)= sup | = e(z+7)"| = max | ¥ e(z+7)" V 2 € R erklirt und es gilt
n=0

0<~v<a n#=0 0<v<a 5
n#ag ntag
f(z) = sup g(z+7v) = qnax g(z + ), fur alle z € R. Nun zeigen wir, dass f stetig ist auf R.
0<v<a <v<a

Sei zp € R und € > 0 gegeben, wobei dieses € nichts mit dem in Kap. 3 fixierten e = 107199 zu
tun hat. Aus der gl. Stetigkeit von g folgt die Existenz von § = d. > 0 mit |g(z9) — g(x)| < €
V x € Us(zo) und |g(z0 +a) — g(y)| < € V y € Us(z0 + a), wobei Us(z) =]z — §, z + §[ mit § > 0
die gewohnliche §-Umgebung von z € R bezeichnet. Fixieren wir zunéchst z € Us(zp), womit

dann auch z = zp 4+ r mit festem — < r < § gilt, so erhalten wir

{9(z4+7)]0<y<a}={g(zo+7r+7)|0<y<a} C{g(z0+s)| —0<s<d+a}=
{9(z0+ ) |0<s<a} U{g(zo+a+s)|0<s<d} U{gzo+0+s)| —d<s<0}C

{90 +7)[0<y<a} Ulg(zo+a)—c¢ glzo+a)+e Ulg(zo) — ¢ g(20) + €.

Die rechten Intervallgrenzen in der letzten Vereinigung haben einen Abstand < € von

sup{g(z0 +7) [0 <7 < a}, was
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f(z) =sup{g(z+7) [0 <y <a} <sup{g(z+7)[0<y<a}+e= f(z)+e

impliziert. Ebenso gilt aufgrund der gl. Stetigkeit von g insbesondere |g(z) — g(x)| < €
V x € Us(z) und |g(z +a) — g(y)| <€ V y € Us(z + a). Ferner ist zyp = z + 1o mit
ro = —r und —0 < r¢ < J, sodass wir analog zu oben auf f(zo) < f(z) + € schlieBen, indem wir

die Rollen von z und zy vertauschen. Insgesamt ist |f(zo) — f(2)| <€ V 2z € Us(2p) und daher
(2) fist stetig auf R.

Ferner besitzt f keine Nullstellen, was wir wie folgt nachweisen. Sei f(zy) = 0 fir ein zy € R.

b—1 b—1
Dann ist insbesondere | > e(zg +7)"| =0 bzw. > e(zp+ )" =0 fir alle 0 <~ < a.
n=0 n=0

n#ag n#ag

Fiir 71,72 € [0, al, y1 # 72 ist auch e(zo +71) # e(20 +72), denn aus e(zg +71) = e(20 + ¥2) folgt
e?™(n=2) = 1 bzw. v, — Y2 € Z, was Wegen Y1 # Yo und |1 — Y| < a < 1 ausgeschlossen ist.

Definieren wir h : C — C, h(x) := Z 2™ ¥V x € C, so sind also alle Elemente der unendlichen

n;éao

Menge {e(zo +7) € C|0 < v < a} Nullstellen von h. Folglich besitzt h als Polynom iiber
C mit Grad < b — 1 unendlich viele Nullstellen in C, was dem Fundamentalsatz der Algebra

widerspricht. Folglich besitzt f keine Nullstellen und es gilt
(3) f(2)>0 V zeR.

Nach (2) ist f insbesondere stetig auf dem kompakten Intervall [0, 1], sodass f nach (3) sowie

dem Satz vom Minimum und Maximum auf [0, 1] ein Minimum ¢, € R™ annimmt :
(4) f(z)>c, ¥V z€]0,1]mite, € RY.

Wihlen wir nun a = b~/~! €]0, 1], so gilt

ca < f(z :sup|z e(z+~)" sup \Z e(z+v)" V ze€[0,1]
0<~<a n7£0 0<y<h=I -1 n7£0
n#ag n#ao

und mit ¢(J,b) =

1 - ¢, € RT schliefen wir daraus
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1 b—1
(5) ¢(J,b) < sup 1 1Y e(z+7)" Vze[0,1].
o n=0

0<y<b—J -1 —
n#ao
J .
Fir tg,...,t; € {0,....,b — 1} setzen wir z = > t; - b= = (0,¢g...t;)p € [0,1] in (5) ein und
i=0
erhalten damit das gewiinschte Resultat.

]

Zudem brauchen wir den nachfolgenden HS2 Lemma 4.2, wobei darin M} die Transponierte zur
Matrix M; bezeichnet, die in Lemma 4.2 definiert wird. In HS8 Lemma 4.2 wird eine Version

des Satzes von Perron-Frobenius aufgefiihrt, die aus [8, S.104 Satz 14.1] stammt.

HS2 Lemma 4.2:
Sei J € N und t € RT sowie die b/ x b/ Matrix M gegeben durch

T G(to,tl, ...7tj)t s falls j —1= (tJ...tl)b und 7 — 1= (tJ_l...tO)b
(M )ij = ,

0 , sonst

wobei G(to, 11, ...,t;) wie in HSI Lemma 4.2 definiert ist. Dann ist M} irreduzibel.

Beweis:

Aus HS1 Lemma 4.2 folgt G(tg,t1,....t5)' >0 V to,t1,....,t; € {0,....,0 — 1}. Wir nehmen M,
als reduzibel an und verwenden die Definition 6.7 in [9]. Es gibt also eine disjunkte Zerlegung
von I = {0,1,...,b7 — 1} der Form I = I, U I, in nicht-leere Teilmengen I; und I, mit der

Eigenschaft
(1) Myl j+1 =0 Vie ]1, ] € ]2,

wobei m;q j41 die Koeffizienten von M/ sind. Fiir z = (t;...t1), € I (beachte: I, C I) muss
y = (tj_1...titg)y € Iy ¥V tog € {0,...,b — 1} sein, denn wire y = (t;_1...t1t0)p € I; fiir ein
to € {0,...,b — 1}, so erhalten wir nach (1) insbesondere 0 = my41,41 = G(to,t1,..., ;)" und

damit einen Widerspruch. Also gilt

(2) xr = (tJ...tl)b el = Yy = (tJ—l---tltO)b el, Vi€ {O, 7b — ]_}
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Da I # () ist, gibt es ein Element ¢ = (¢j...c1), € 5. Nach (2) sind dann die Zahlen

c(i1) = (cj_1...c101)p fiir alle 4, € {0,...,b — 1} in Iy enthalten. Wiederum nach (2) sind dann
auch die Zahlen c(i1,i3) = (cj_o...c1iqi2)p fur alle iy, is € {0,...,b — 1} in I enthalten.

So fortfahrend erhélt man, dass die Zahlen c(iy, io, ..., 15) = (i192...77), fiir alle

Q1,12 ..,07 € {0,...,0 — 1} in I enthalten sind. Damit ist aber I O I bzw. I, = I und folglich
I, = 0. Also ist M irreduzibel.

HS8 Lemma 4.2 /Satz von Perron-Frobenius :

Ist A€ R"™" A >0 und irreduzibel, dann gibt es einen positiven Eigenwert A* von A, sodass
|IA| < A* fir alle Eigenwerte A von A gilt. Ferner gibt es einen positiven Eigenvektor & > 0 zum
Eigenwert \* (d.h. alle Komponenten von # sind > 0) und wir nennen \* den betragsmafig

grofiten Eigenwert von A.

Durch das folgende Lemma konnen wir die Summen Y Fx(%)" mit ¢ € R* iiber eine
0<a<X
Eigenwertberechnung kontrollieren. Es stellt ein wichtiges Werkzeug im Beweis von Theorem

1.1 dar.

Lemma 4.2:
Sei X =b* (k € N)und J € N, t € RT gegeben sowie A = \(¢, J) € Ry der betragsméiBig grofite
Eigenwert der b7 x b/ Matrix M,, welche durch

G(tl,tg, ..-,tJ+]_)t y falls i — 1 = (tJ+]_...t2)b und ] —1= (t]...tl)b
(Mi)i; =

0 , sonst

definiert ist, wobei G(t1,ts, ..., ty41) wie auf S.19 erklért ist. Dann gilt 3> Fx(%)" <y AF.
0<a<X

Beweis:
Nach Definition in HS1 Lemma 4.2 und der Dreiecksungleichung ist G(t1, ta, ..., ty11)" € [0, 1]
fur alle tq,to,...,t741 € {0,...,b — 1}. Wir erkldren eine Markov-Kette (X;);en der Ordnung J

von Zufallsvariablen X; wie folgt :

Fir alle n € N sowie t,ts,....t, € {0,...,0 — 1} setzen wir t; = 0 fiir s € Z, s > n und

definieren
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(4.21) PX,=t|Xpi=ti1 V1<i<n-—1)
G(tl,tQ, ...,t]+1)t , fallsn > J

G(ti,ta, ..., 15, 0,...,0)" | fallsn < J

J+1 Zahlen

G(tl,tg, ...,tJ+1)t , fallsn > J

— =Gt ty, ... t541)" €10,1
G(tr,to, oo tny tugr, o tygn)', fallsn < J Sk 7+1) 0.1

J+1 Zahlen

als die Wahrscheinlichkeit (kurz: Wsk.), dass X,, = ¢; unter der Bedingung

Xpo1 =to, Xp_o =ts,..., X; = t, eintritt. Die Ubergangswsk. fiir den Zustand X,, = ¢; ist also
nur von t; selbst und den vorigen J Zustédnden abhéngig. Folgend bezeichnen wir eine (4.2.1)
gentigende Teilkette X7, ..., X,, von (X;);en aus n Zufallsvariablen als n-elementige Markov-Kette

der Ordnung J und beachten, dass fir n =1 < J in (4.2.1) gerade P(X; = t;)" := G(t4,0, ..., 0)
—

J+1 Zahlen
definiert wird. Gemafl der Wsk.-Theorie erhalten wir durch iteratives Anwenden von (4.2.1)

i,

Xn+1_Z:tZV]_SZSTL)t:

e

(

Xn:tl‘ani:tiqu Y 1§Z§n—1)tP(Xn,1:tl+1 Y 1§2§n—1)t:
G(ti,tayentysn)  P(Xpoi=tia V1<i<n-—1)=

(

G tl,tg, ...,tj+1)t : G(tg,tg, ...,tJ+2)t : P(Xn—l—i = ti+2 V1 S 1 S n — 2)t = ... =
TG tigr, o tivs),s
i=1

mit ¢, := 0 fiir Indizes s € Z, s > n. Zusammenfassend kénnen wir

n

(422) p(tn,tn_l, ..‘,tl) =: P(Xn+1_i = tl V1 S 1 S n)t = H G(tiati—i-l, ...,tH_J)t € [0, 1]

i=1

VneN t,.,t, €{0,.,b—1}mitt,:=0V s€Z, s>n

als Wsk. fiir den Zustand X =1t,, Xo =1, 1,..., X,, = t; der n-elementigen Markov-Kette der

Ordnung J interpretieren, fiir alle n € N. Daraus schliefen wir

(4.2.3) p(tn,tn_1,....t0) = Gto, t1, ..., ty) - pltn, tu 1, ..., t1)

VneN, ty,...t, €{0,..,b—1}mit t,:=0V s €Z, s>n.
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Nach (4.2.3) konnen wir G(to,t1,...,t7)" = p(tn, tn_1, ..., to| tn, tn_1, ..., t1) als Ubergangswsk. der
n-elementigen Markov-Kette Xy = t,,, Xo = t,,_1, ..., X,, = t; zur n+1-elementigen Markov-Kette
X1 =1y, Xo=1,_1,..., X1 = tg der Ordnung J interpretieren oder kiirzer als Wsk. fiir den

Ubergang von Zustand (t,,t,_1, ..., t1) zum Zustand (t,,,t,_1, ..., to), wobei ty := 0 Vs € Z, s > n.

Daher ist die b7 x b/ Matrix M, also die Transponierte zu M;, welche durch

T G(to,tl, ...7tJ)t s falls j —1= (tJ...tl)b und ¢ — 1= (tJfl...t())b
(M) = ,

0 , sonst
mit tg,...,t; € {0,...,b — 1} gegeben ist, eine Art ,Ubergangsmatrix”, denn nach obigem gilt

(424) Fuar j = (tJ...tl)b +1 und ¢ = (tj_l...t())b + 1 ist
(M5)ij = p(ta,tn1, - tol tnstn_1,...,t1) die Wsk. fiir den Ubergang vom Zustand
(tn,tn—1, ..., t1) zum Zustand (t,, t,—1, ..., to),

fir allen € N, to,...,t, €4{0,..,0—1} mit t, =0V s € Z, s > n.

Fiir Vektoren #,y € R™ (m € N) schreiben wir folgend @ > ¢, falls @; > 4, V1 <i <m
1

gilt sowie ¥ > ¢ mit ¢ € R, falls ¥ > ¢- | : | ist. Dabei besteht der letzte Vektor aus m

1
Komponenten mit dem Wert 1 und v; bezeichnet die i.-Komponente im Vektor v. Wir definieren

Py =MD | f | eRY mit | 1 | eRY VieN,

wobei insbesondere p(l), (MI) >0 V I € Ny gilt (beachte: M; > 0).
Mithilfe von (4.2.4) zeigen wir induktiv

(4.2.5) In deri= (t;...to)p + 1. Zeile von p(l) steht der Wert

p(l); > p(ty, ..., o), falls 1 € Ny, | < J ist.
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Fir i =0 (=1 < J) steht in der i = (o), + 1. Zeile von p(0) = (M]I)°

Wert p(0); = 1 > p(ty), denn (M})°? = E und nach Definition gilt insbesondere p(ty) < 1, womit

der Induktionsanfang gesichert ist.

Angenommen (4.2.5) ist fir ein [ € No, [ < J —1 bzw. [+ 1 < J — 1 erfiillt.

Wegen p(l + 1) = (M}) - p(l) steht in der i = (¢;11...t0)p + 1 Zeile von p(l + 1) der Wert
bJ /7 ’ /

pl+1); = X (M), ;-p(l);. Wir wihlen ¢, := ¢/11, ..., t; := ta, t; := ¢; und diirfen dann nach der
j=1

Induktionsannahme (4.2.5) auf die ig := (t;41...t1)s+1 = (¢, ..., t)p + 1. Zeile von §(1) anwenden,

was B0 ay iyt = Bia = Pty s ty) = pltis, o 1) liert.

Aus (4.24) folgt mit n :== [+ 1 < J —1 wegen t, = 0 fir alle s € Z, s >n =1+1
auch i = (tjp1...t0)p + 1 = (0.0t 1...t0)p + 1 := (ty_1...10)p + 1 sowie
j=tdo=(tip1-.t1)p+1=1(0...0t11..t1)p+1:= (ty...t1)p+ 1, wenn wir t; =t; 1 = ... = ;0 =0
wihlen. Damit gilt (M), ; = (M) = p(tiz1, s toltis1, .-, t1) nach (4.2.4) und insgesamt

P(tigts o to) = ptisas - toltisrs s t1) - D(tig1, s t1) <
bJ
(MT)z 10 p < Z MtT z i ﬁ(l) ﬁ(l + 1)z7

7=1

denn das letzte <-Zeichen steht wegen p(l) > 0 und (M) > 0.

Damit ist (4.2.5) induktiv nachgewiesen. Nun verwenden wir (4.2.4) sowie (4.2.5) und zei-

gen ebenfalls induktiv

(4.2.6) Inderi= (tj_i...to)p + 1. Zeile von p(l) steht der Wert
pl); > > p(ti, ..., to), falls [ € N, [ > Jist.
titi—1,..,t7€4{0,..., b—l}

Seil = J und i = (t;_;...to)p + 1, also insbesondere p(l) = p(J) = MI - p(J —1).
Fiir t; € {0,...,b — 1} wihlen wir t, | :=t;,...,t; :=ta, ty := t; und wenden (4.2.5) auf die
io = (ty..t1)y + 1= (t;_ ,..ty)s + 1. Zeile von p(J — 1) an (beachte: J —1 € Ny, J —1 < .J),
sodass p(J — V), tpr1 = D(J — Dig > p(ts_1, e ty) = p(ts, ...n t1) gilt.
Dies ergibt p(J — 1), ..41),41 = p(ts, ..., t1) fur alle t; € {0,...,0 — 1}.
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Aus (4.2.4) folgt mit n := J fir i = (ty_1...t0)p + 1 sowie j = ip = (t,...t1)p + 1 die Giiltigkeit von

(MtT)(tJfL--to)b-i-l, (ty...t1)p+1 = (MtT)lJ = p(t], ...7t0|tj_1, ...,tl), fU.I' alle tJ c {O, ceey b — 1}, was

b—1 b—1
Z p(tlu"'7t0) = Zp(tla'“vto) = Zp(tlw"?tl)'p(tJu'“7t0|tJ7---7t1> <
tl,tl,1,...,tJ{O,...,b—l} tJZO tJZO
b—1 b/
Z p(J - 1)(tj...t1)b+1 . (Mt )(tJ_l....to)b+1, (tg...t1)p+1 S Zp(‘] - 1)] : (Mt )Z,] = p(‘])l = p(l)'l
t;=0 7=1

liefert, wenn wir p(J) = M - p(J — 1) verwenden. Damit ist der Induktionsanfang gesichert.

Angenommen (4.2.6) ist fiir ein | € Ny, [ > J erfillt. Sei i = (t;_1...t0)p + 1 fixiert. Fiir
t;y €40,....,b— 1} wihlen wir ¢, | :=tj,...,t] := lo, y := t; und diirfen dann nach der Indukti-
onsannahme (4.2.6) auf die ig := (t;..t1)y + 1 = (t;_,...t5)s + 1. Zeile von §(I) anwenden, was

schlie3lich

—

P (tgtr)prt = ﬁ(l>(ti]71...t/0)b+l = p(1)iy =

> Pty .. ty) = 3 p(tigts o ty)

t;,t;il,...,tfjé{o,...,b—l} tl+17tl7"'7tJ+1€{07"'7b_1}

liefert, fir alle t; € {0,...,b — 1}. Aus (4.2.4) folgt mit n := [+ 1 fur
i = (tyj_1...to)p + 1 sowie j =iy = (t;...t1), + 1 die Giiltigkeit von
(MtT)(tJ—lmtO)bJrl, (tg...t1)p+1 = (MtT)Z,] = p(tl+1, ...,t0|tl+1, --->t1)7 fU.I' alle t] - {O7 ceey b — 1}

Insgesamt gilt daher

b—1
> pltisr, o to) = D > pltict, - to) =
tl+1,tl,...,tJE{O,...,bfl} t;=0 tl+1,tl,...,tJJrlE{O,...,bfl}

b—1
> > p(tigrs - t1) - pltigas - toltisr, .o t1) =

ty;=0 tH,l,tl,...,t‘]+1€{0,...,b71}

b—1

Z (MtT)(tJ_l...to)bJrl, (tg...t1)p+1 ° Z p(tl+17 ceey tl) S

ty=0 tl+1,tl,~-~7tJ+1E{0,-..,b—1}

b—1 . b7 .

Y (M )yttt ety - DDyt < D (M )iy - (1) = P+ 1),
t;=0 7j=1

denn es ist p(I + 1) = (M) - p(I) und p(I) > 0 sowie (M) > 0, womit die Induktion auf [ + 1

abgeschlossen und (4.2.6) nachgewiesen ist.
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Fir | < J —1 liefert (4.2.5) die Abschétzung

Z p(tb ---atO) < Z ﬁ(l>(t1t171~~to)b+1 <

denn jedes 1 < j < b’ ist eindeutig in der Form j = (t;_1...to)p +1 mit t;_q, ..., € {0,...,b—1}
darstellbar und es gilt p(l) > 0. Fir [ > J erhalten wir

> p(ty, - to) = > > p(ty, . to) <

tit—1,0.,t0€{0,...,b—1} ty—1,t0€{0,...;0—=1} t1,t;1,...,t y€{0,....b—1}
bJ
Z p(l>(tJ—17-~-7t0)b+1 = Zp(l)j
11t €{0,0 =1} =1

nach (4.2.6) analog zu oben. Daraus folgt insgesamt

I
7=1

Da M > 0 und irreduzibel ist (< HS2 Lemma 4.2), besitzt M nach dem Satz von
Perron-Frobenius (HS3 Lemma 4.2) einen positiv-reellen und betragsméflig grofiten Eigen-
wert A = A(¢, J) mit dem Eigenvektor & = Z(A) > 0. Da die Eigenwerte einer Matrix und ihrer
Transponierten stets diesselben sind, ist A € RT auch der betragsméBig grofte Eigenwert von

M;. Ferner gibt es ein r = r(\) € RT, sodass auch §(\) = ¢ = r - & > 1 Eigenvektor zu \ ist.

Aus \- 7= MT - i folgt induktiv A\ - 7 = (MI)! - ¢ V | € Ny, womit

Nog= M g> (MY - | 2 | =) VY 1eN,gilt (< (M) >0).
1

b7 b7 b7

Setzen wir ¢ :=c(\) =c(t,J) = X §; € RT, soist 3 p(1); < (N -9); = N-ce(t, J) g N
j=1 j=1 =1

fiir alle [ € Ny. Daraus schliefen wir

Z P(Xl+1_i = tz V0 S 1 S l)t = Z p(tl; ---,tO) S Z _’(l)j

<<t,J /\l <<t,J /\l+1
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fir alle [ € Ny nach (4.2.2), (4.2.7) und A = A(¢,J) > 0. Also gilt

(4.2.8) > PXi =t V1<i<l) < N VIeN

Fir X =b* (k € N) und 6 = (0, ¢;...t)p mit t1,....t, € {0,...,b — 1} liefert Eigenschaft (4)

FX(;tib—i) 1] - (gﬂi)g) — — e(aph10)| =
nbz»:éé: uji oottt

o e((t jrtjt1-- )b) 1
. ag - (0,t;...t =
jHlb—l | e((0,t;...t5)p) — 1 ~elao- (0, 5-)o)|
k—j )
Eoq 6(,_207fi+jb71) -1 k—j .
H bh—1 ’ | ki; - 6(0’0 : Zti-&-jb_l_ >|7
j=1 e(zo tib 1) — 1 i=0

indem wir e(r) =e(z+7r) V r € R, z € Z benutzen.

Wir setzen t, =0 V s € Z, s > k und fixieren zunéchst 1 < j < k. Dann gilt

J )
> ti+jb7171 , falls J > k —J

k—j

—i—1 __ i=0
Z ti‘f‘jb - ZJ
=0

St b+ mit vy € (0,077 falls <k —
i=0

k—j , J 4
In beiden Fallen ist also 3 t;4;067 = 3 t;,;07 1 + v mit v € [0,67771[, was
i=0 i=0

k—j A
1 6(;) ti+jb_z> —1 k—j -
- - Dt )] <
G(Z,O tips07 1) =1 =0
J .
1 6(;07%3'5_2 +by) -1 J ,
sup g |— —elag- (Q_tib™ ) =
0<y<b~ e(z tiJrjb_i_l + ,y) -1 =0
sup | Z jotirn o )| = Gty ti)

0<y<b=J-1 b -1
n;ﬁao

impliziert, fiir alle 1 < j < k. Daraus folgt
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k k
(4.2.9) Fx(>_t:b H eolivy) Yoty ot €{0,..,0— 1}
=1 7j=1

mit t, =0V s€Z, s> k.

Aus (4.2.2) mit n = k und (4.2.9) erhalten wir
k ' k
Fx(D tb™) < JI Gy, ..otjus) = p(te, ... t1)
j=1

=1

fir alle ¢y, ...t € {0,....,b6— 1} mit £, =0 V s € Z, s > k. Dies liefert

a —i
>, Fx(5)' = > Q) < 3 H Gty tjsg) =
0<a<X thoyeeos t1€{0 ..... b—l} i=1 7 t1€{0 ,,,,, b—l}] 1
> P(te, ... t1) = > P(Xpy1i=1t; V1 <i<hk) < ;N\
tk,e.,t1€40,...,b—1} th,e.,t1€40,...,b—1}

nach (4.2.8) mit [ = k, weil jedes 0 < a < X = b* eindeutig in der Form a = (#;...t3); mit
t1, ..., tx € {0,...,b — 1} darstellbar ist.

Wir erkldren den Begriff eines ausgezeichneten Paares (b, ag) einer Basis b und einer Ziffer

agp € {0,...,b — 1} geméaf der folgenden Definition.

Definition 4.1:

Seibe N, b>10 und ag € {0,....,b — 1}.

Fir J € N, t € R" sei die b/ x b/ Matrix M, entsprechend Lemma 4.2 definiert und
At, J) = Npao(t, J) € RS ihr betragsméBig grofter Eigenwert.

Gibt es ein nur von (b, ap) abhingiges J = J(b,ap) € N, sodass sowohl Ay, (1,J) < b7/ als

235 J

235 J) < b*/433 gilt, so nennen wir das Paar (b, ag) ausgezeichnet.

auch Ao, (52
Diese Definition dient vor allem dazu, eine Verallgemeinerung des Maynardschen Spezial-
falls b = 10 aus [1] nachzuweisen, denn es wird sich herausstellen, dass alle ausgezeichneten
Paare Theorem 1.1 geniigen. Folglich sind spéter alle ausgezeichneten Paare (b, ag) zu ermitteln.

Wir lagern diese Bestimmung aufgrund ihrer Komplexitét ins letzte Kapitel aus.
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Im Folgenden handelt es sich bei dem fixierten Paar (b,aq) stets um ein ausgezeichnetes
Paar und bei J(b, ag) stets um das entsprechende J € N, welches der besagten Eigenschaft in

Definition 4.1 geniigt.

Lemma 4.3:

Sei X = b* mit k € Ny. Dann gilt

(i) Z HG 3 ey ]+Jba0))<<X27/77 mit t, =0V s€Z, s>k,

t1,..,tp €{0,...,0—1} j=1

t
(i)  sup Z FX(X—Fﬁ) < X7

BER o<t<Xx

1
(iii) /FX dt<<X50/77,

(iv) / |Fye(6)] dt < X277,
0

Beweis:
k-1 ; ,

Wir verwenden Fx (0) = [ ;5 - |% —e(agh'0)| (< (4)) und
i=0

Fi(@) =2r - X570 | S n-e(nf)| = 2 e | T nee(nf)| VO ER.
neA neA

Fir k =0 bzw. X = 1 sind die Aussagen (i)-(iv) trivialerweise erfiillt, denn dann verschwindet
die linke Seite in (i) und die linken Seiten in (ii)-(iv) sind wegen Fy(0),|F,(0)] <1 V 6 € R

allesamt < 1, sodass wir folgend k£ € N annehmen diirfen.

Nachweis zu (i): Aus der letzten Abschétzung im Beweis von Lemma 4.2 folgt

Z HG VEREEE J+J) <<t’J )\(t,J)k Il'llttS:O VSEZ7 S>k,

t1,..5tx €{0,...,b—1} j=1

fiur alle J € N, t € R, also insbesondere

> H Gty s tisdbas)) Klbao) M1, J (b, ag))* < (VPR = X2/

t1,...,t€{0,...,b—1} j=1

und daraus (i), denn J(b, ag) ist eine nur von (b, ag) abhéngige absolute Konstante.
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Nachweis zu (ii): Aufgrund der Periodizitat von Fx(t) (vgl. (2)) geniigt der Nachweis von

(*) > Fx(+= +ﬁ ) < X¥TT Y g elo, )1([ [o,l[.

k
0<t<X b

Sei 5 € [0, bik[ fixiert, sodass 8 = (0, 0...0 Bgt1Bk+2---)p Mit Bry1, Pri2, ... € {0,...,0 — 1} gilt.
k-Nullen

k=1
Ferner ist jedes t € Ny, 0 < t < X = b* eindeutig in der Form ¢t = (ty_1...to)p = >, t;b' mit
i=0

t; €{0,....,.b—1} V 0 <i <k —1 darstellbar, WasX:ik:i bR = (0, tp_1tp_o...to), und

CEREDS FX(;(+ B = Y F((0, tstusedoBust Broa)s)

0<t<X to,...,tk—1€40,...,b—1}

liefert.

Fir fixierte tg, ..., tx—1 € {0,...,b — 1} setzen wir

0 .= (O, tk—ltk—2'-‘toﬁk+1ﬁk+2m)b = (0, tk—ltk—Q-utO)b + 6 und schétzen Fx(e) nach oben ab.

Analog zum Beweis von Lemma 4.2 (vgl. Abs. unter (4.2.8)) erhalten wir

o k 1 e(blﬁ + (tk—ia tk—i—lu-t())b) -1 i—1
9) = 1:11 =T e =T e(ap - (BB + (0, tps...to)s))]-

Nun gilt fiir festes 1 <4 < k bzw. fiir den entsprechenden Faktor im Produkt stets

1 G(bzﬁ + (tk—iatk—i—l---to)b) -1

b1 (bi—16+ (0, tg—ivto)s) =1 e(ao - (05 + (0. thi-to)n))| =

-

b_1|2 (b5 + (0, thin-to))") |Z (671 B)" - (0, tiito)| =
n;éa() TL?&GO
1 b—1 b—1 )
E . | Z 6((0,tk_i...t0)b)n —f- Z 6((0,tk_i...t0)b)n . (e(bz_lﬁ)n — 1)| S
n;éao n#ag
1 i—1
ﬁ|2 (0, t—i---t0))| b—1 nZ%|b A" =1
n;éao n#ag

nach der Dreiecksungleichung, wobei aus der Definition von G in HS1 Lemma 4.2 insbesondere
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G (th—i thiz1, --- tkfifJ(b a0)) =

sup b 1 | Z ((0, th—ilp—imt--tr—iz g (bao) )b + )| =
0§,Y<b—J(b,a0) 1 -
n;éao
| Z (0, tg—i---to)s)|

n;éao

fir das Definition 4.1 gentigende J(b, ag) folgt. Dabei ist t, = 0 fiir alle s € Z, s < 0 im Fall

J(b,ap) > k — i zu setzen. Dies liefert insgesamt

L ellB i broiciedo)e) =1 gimig 40,4 to))] <

(4.3.2) b_1 e(b18 + (0, tg_i...to)p) — 1

= N
G(th—isth—io1y s thiz J(bao)) + o1 > e B)" -1

n#ag

V1i<i<kmit t,=0V se€Z, s <0,
b—1 ‘
womit die Abschétzung von = - Y- |e(b8)" — 1| fiir festes 1 < i < k verbleibt.
n=0
#

Fiir o' € Z ist e(b''8) = 1 und daher %5 - i le(b=18)" — 1| = 0, sodass b '3 ¢ Z
n;ré:ao
bzw. e(bi~! ) # 1 angenommen werden darf, also insbesondere 3 # 0 und § €0, z¢[. Damit ist

o
—_

T UL TEP LS o 2O

b n=0
n#a

O

und aus e(b*"13) # 1 sowie der geometrischen Summenformel kommt

e(b B — 1= (e(t1B) — 1) e(fb?)__f = (e(¥'8) ~ 1) - Z_% e(b'15)°, also

le(08)" — 1] < [(e(b'8) — 1)) Zl—” |(e(0"'8) = 1)]

fir alle 1 <n < b — 1. Daraus folgt

=
=
=
]
N
!

R 1
L S e - e S e 1l <
n=0
n#ao

e 8) = DI < [(e(®18) = DI < 641l

l\:)\o‘ (e
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denn allgemein gilt am komplexen Einheitskreis die Abschétzung |e(r) — 1| = |e(]|r]]) — 1] <
27 - ||r|| fir alle r € R, indem wir den Kreisbogen der Lange 2 - ||r|| mit der zugehorigen

Kreissehne vergleichen. Wegen 8 €]0, 5r[und 1 <4 < kist 0 < b1 < b1 5 <3 < 1, also

16°718)| = b1 3, was insgesamt
1= :
1 2 BT =1 <8
n#zo
n#ag

impliziert. Bezeichnet ¢; € R™ die absolute Konstante in <, die also insbesondere nicht von i

abhangt, so gilt nach (4.3.2)

1 e(B'B+ (tpiythiot--to)y) — 1

483 7T e 5+ 0t tolyy =1 (0 O Ot <

G(this thmiv1y ooor thmie J(bao)) + €1 018

V1i<i<kmitt,=0VseZ, s<0.

Einsetzen von (4.3.3) in obige Darstellung von Fx(6) als Produkt liefert eine geeignete Abschat-

zung nach oben, woraus wir nach Definition von 0 auf

t
(4.34) > FX(f +8) = > Fx((0,th_1tgp_9...tg)p + B) <
0<t<X to,...,tk—1€40,...,b—1}
k
Z H[G(tkf’b thim1s oo thieJ(bja)) + C1 * ]

10, tk*le{o 7777 bil} i=1

mit t,=0V se€Z, s <O.

schliefen. Wir fixieren wieder t,...,tx—1 € {0,...,b — 1}. Nach HSI! Lemma 4.2 ist
G(thoi,thiz1, or thmicd(bao)) = ¢(J (b, ag),b) = c(b,ap) € RT fir alle 1 <4 < k und das Definiti-

on 4.1 geniigende J(b, ag), sodass wir wegen 3 € [0, ;| sowie der (absoluten) Konvergenz des

Produktes H 14 ¢c3b™ mit c3 =

n=1

ey € € R* die Giiltigkeit von
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[G(tmis thmioty ooy thi J(biag)) + €1+ 01 8] <

=

<.
Il
_

(I4ec3-071p) <

:w

~
I
—_
.
I
—_

G(th—i, thiz1, - tk—i—J(b,ag)) :

(1 —|—C bi—l—k) S

z?r

G(th—isth—iz1y s thim J(bjao)) *

—

i=1 i=1

k 0o k

T Gty tomioty s thmicaag)) - [T (X4 c3-07") < [ GEhmis thmioty s thmiz g (b))
=1 ne1 =1

erhalten. Dabei ist t;, =0 V s € Z, s < 0. Einsetzen in (4.3.4) liefert

" k
x(l+w 0) K k—is Uk—i—15 -5 Uk—i—J(b,a0)
> Fx(+5) 3 TGt t t )

0<t<X t0ysth_1€40,....b—1} i=1

und durch Umbenennung /Umsortierung der t; erhalten wir geméafl (i) die gewtinschte Abschét-

zung (*), womit (ii) gezeigt ist.

Nachweis zu (iii): Aus (ii) folgt

1 (a+1)/ 1/X

/ Fy(tydt= Y / FX Hdt= Y / Fy(2 +5 s =
0 0<a<X O<a<X 0

1/X 1/X .

/ ST Fy( X+ﬁ B < /X”/”dﬁ o

0<a<X

denn jedes t € [, ‘%1] ist eindeutig in der Form ¢ = ¢ + 3 mit 3 € [0, %] darstellbar.

Nachweis zu (iv): Wir verwenden |Fy(t)| = Fy(t) = 2 - ﬁ | X n-e(nt)] VtekR
neA
Analog zu [6, S.10 ,We note that...”] mit 4 anstatt B oder [1, S.10 ,Writing U = 10“...”] gilt

k—1 k—1
dn-e(nt)=> [V > nje(n;b’t) - [] > e(nib't)] V tE€R,
neA j=0 n;€{0,...,b—1}\{ao} z;g) n;€{0,...,b—1}\{ao}

k=1
indem wir n = Y n;/ mit ng,ny,...,nk—1 € {0,....;0 — 1}\{ao} fiir n € A einsetzen und einige
7=0

Umformungen vornehmen. Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung
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(4.35) |[> n- ent|<ij > ie(n;b't)] H| > e(n;b't)|

ncA njE{O,...b—l}\{ao} ;7&9 n;€{0,....b—1}\{ao}
vV teR.
o . ; bl bl b-(b—1)
Mithilfe der Abschitzung | > nje(nb’t)| < ¥ n; < Yn=" <1
n;€{0,...,b—1\{ao} n]:O n=0
n;j#ao

firalle 0 <j <k —1und t € R sowie Z V= bk 1 < b* = X mit k € N kommt aus (4.3.5)
Jj=

k—1

sup [] | > e(nib't)|

(b— 1)k 0994_15;9 n;€{0,...b—1}\{ao}

(4.3.6) |Fy()| <

k—1
1 .
<X swp [[ito ] Y elnbt) VieR
0<j<k—1 7&0 b—1 n;€{0,....,b—1}\{ao}
J

wenn wir ﬁ < 1 beachten.

Sei t € [0,1] fixiert. Dann ist ¢ eindeutig in der Form ¢ = (0, ¢1...¢;), + 6 mit 5 € [0, [ = [0, 3%

darstellbar und es gilt

1 : 1 e(d) —1
b1 2 bt =31 =m -1 ~
n;€{0,....b—1}\{ao}
I |e(bi+16 + (tig1, tigotr)y) — 1
b—1 e(b’ﬂ + (OatiJrl'-'tk)b) -1

G(tig1s - tiv14(ba0)) + €1 - V'

e(agh't)| =

—e(ag - (V"B +(0,tip1...t1)))| <

mit ts =0 V s € Z, s > k und ¢; € RT, welches wir analog zur Herleitung von (4.3.3) im
Nachweis von (ii) erhalten, fir alle 0 <1i < k — 1. Fir festes 0 < j < k — 1 ist daher

k-1
1 iy i
=1 | > e(nib't)] < H (Cists oos Liv1avan)) + 1 '] =
=0 n;€40,....b—1}\{ao}
#J
k-1

[LGW i1, s tisirsany) + 1 - O8] =[Gt o bjsarspan) + 1 - V] <
i=0
K1

H (G(tig1s s tiv14I(ba0)) +C1 - v,

=0
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denn nach HS1 Lemma 4.2 gilt fir das Defintion 4.1 gentigende J(b, ag) insbesondere

G(thrl, ey tj+1+J(b,zz0)) +cCy - bjﬁ 2 G(tj+1, ey tj+1+‘](b7a0)) Z C(J(b, ao), b) = C(b, ao) mit
c(b,ap) € RT. Analog zum Nachweis von (ii) (Abs. unter (4.3.4)) kommt

k-1 k
HGEis1, o tisisahan)) + b’ Bl = [[IG i, s tivspag)) + b 8] < H G(tis s tiv J(bao))
i=0 i=1 i=1

woraus wir

k-1
1 Z
sup H b_1 : ‘ Z (nlb | < HG Gy eees Z+J(ba0))
0sj<k—1 =0 n:€40,....b—11\{ao} i=1

e B

mit ¢, = 0 fir alle s € Z, s > k schlieBen. Insgesamt erhalten wir mit (4.3.6)

(437) ‘ ( )’ < X- qG iy e z+J(ba0)) Vi= (O,tl...tk)b—Fﬂ, ﬁ € [0, bfk[
mitt, =0V s€Z, s> k.
Nach (i) und (4.3.7) gilt
1 1/X
JIE@la= X [ IF(0 )+ 8)ldf <
0 t1,...,t,€{0,....b—1}
1/X .
3 / X J[GCltivspay) dB= 3 HG oo tir sban)
t1,...,tx€{0,....,b—1} 0 =1 t1yeeey tr€{0,...,b—1} =1

womit (iv) gezeigt ist.

Lemma 4.4:

Sei X = b* mit k € Ny und B € R, B > 1. Dann gilt

(i) #{0<a< X|Fx( > } < B/154 x59/433

X)

@ #0<a<x Fy(3p)

(iif) Z Fx( 235/154 < X9/433

0<a< X

- 7} < B235/154 . X59/433
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Beweis:
Im Fall £ = 0 bzw. X = 1 erhalten wir die Aussagen bereits aus Eigenschaft (1) und B > 1,

sodass k € N angenommen werden darf.

Wir setzen A := {0 < a < X| Fx(%) > +}, sodass fiir a € A insbesondere 1 < B - Fx(%) bzw.
1 < B¥5/154 . Fy (£)235/154 gilt. Dies liefert

YA = Z 1< Z 235/154 FX(%)235/154 < B235/154 Z F( 235/154

acA acA 0<a<X

Verwenden wir Lemma 4.2 mit t = 222 € RT, soist 3 Fy(%)»/1 <, A(22, J)* fiir alle

154 154
0<a<X
J € N. Da (b, ao) ausgezeichnetes Paar ist, gilt A(22, J(b, o)) < 6°”/33 fiir das Definition 4.1
geniigende J(b, ag). Daraus schliefen wir 3 Fix(£)25/150 &y 40y (°7/433)F = X59/433 und

0<a<X
damit (iii), denn J(b, ag) ist eine nur von (b, ag) abhéngige absolute Konstante.

Folglich erhalten wir (i) und (ii), denn (ii) folgt aus (i) aufgrund der Mengeninklusion.

Im Nachweis von Lemma 4.5 benétigen wir HS1 Lemma 4.5. Die Aussage (i) wird auch
in [1, S.10] und [6, S.9] verwendet und (ii) ist lediglich eine leichte Abwandlung von (i), sodass

wir den Beweis nur oberflachlich skizzieren.

HS1 Lemma 4.5:
Sei X = V* (k € Ny) sowie v € RT. Dann gilt

t+y t4y

Q) /FX ds+/yF )| ds ViR,

t+’y t+’y

(i) Fy(t)? <<f /FX ds+/FX(s)-|F)/((s)|ds vV teR.

Beweisskizze:
Nachweis zu (i): Die Funktion Fx : R — C ist stetig differenzierbar, also ist Fy : R — C

0
stetig. Nach [5, S.62 2)] gilt Fx(02) — Fx(01) = ﬁf};(s) ds fiir alle 0y, 0, € R. Verwenden wir
01

diese Identitat fiir 6 = s und 0y = t, so erhalten wir schlieSlich
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t+y t+y t

./]—"()ds—klﬁy //]—"X )dv— Fx(s)]ds ¥ teR

Aus der Dreiecksungleichung, den Definitionen Fx = |Fx|, Fy = |Fyx| sowie der Abschitzung
| [g(z) dz| < [|g(z)| dz fiir Funktionen g : R — C folgt daraus insgesamt

t+y t+y ¢t
<<f /FX ds+— //F Ydvds Y teR.
t—y s

t ’ 1y ’

Fir s € [t —7,t + ] ist insbesondere [ Fiy(v) dv < [ Fy(v) dv, was nach Einsetzen in die
s t—y

letzte Abschéitzung das Resultat (i) liefert.

Nachweis zu (ii): Die Funktion F¢ : R —» C ist stetig. Ferner beachten wir die Stetig-
keit von (F2(t)) =2- Fx(t)- Fx(t) V t € R und kénnen dann analog zu (i) mit F¢ anstatt

Fx argumentieren, womit wir (ii) erhalten.

Lemma 4.5:

Sei Y =" mit r € Ny. Fiir Q,d € N gilt

Q
y'50/77°

(i) sup > sup Fy(z+ﬁ+n)<<6227/77+

9<Q.PER 0<azq Inl<tlg

2 2
(11) sup Z Z Sllp FY(Z +5+77) < (g)27/77+ Q

BER < 0<a<q InI< d d . Y50/

10 Q2
dlq g9T(a,q)=1

Beweis:

Wir merken an, dass die 10 in |n| < und |n| < ﬁ nichts mit der Basis zu tun hat und es

10Q
sich in der dritten Aussage in [1, S.10 Lemma 4.5] bei |n| < Q2 anstatt [n| < Q2 um einen

typographischen Fehler handelt. Ferner erhalten wir die zweite Aussage in [1, S.10 Lemma 4.5]
als Spezialfall von (ii) mit d = 1.

Nachweis zu (i): Sei ¢ € N, ¢ < Q und 8 € R fixiert und X = b* mit k € Ny zunichst beliebig,

aber fest gewéhlt. Definiere A := {a € Ny | a < ¢}. Fir a € A wahlen wir n(a) € R, n(a) < ﬁ
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und setzen t(a) := ¢ + 5+ n(a). Dann gilt fir a,a + 1 € A wegen [n(a + 1) —n(a)| < 2- 10Q

insbesonderet(a—l—l)—t(a):%4—77(@—1—1)—77( )>1—2 m>$—@>ﬁ,also

(45.1) Ha+1)—ta )>222>o VaatleA

Setzen wir ¢ := t(a) und v := % fir a € Ain HS1 Lemma 4.5 (i) ein, so erhalten wir

t(a )+2Q t(a)+2Q
(4.5.2) FX(Z+B+n(a)) <20 / Fy(s) ds + / Fie(s)|ds ¥ a€ A
H(a)— 55 ta)— 55

Summation von (4.5.2) tiber alle a € A liefert

t(a)+ 25 t(a)+55
> Fxl® 4 p+(a) <20 % / Fe(s)ds+ Y [ |Fx(s)lds
acA q acA acA L
t(a)— t(a)— 35
t(a t(a)
—20- % / Fy(s)ds+ Y / |Fe (5)] ds
aeA aGA
t(a) % +%
+20- [ Fx(9)ds+ Y / s)| ds.
(J,EA t((l) CLEA )

Nach (4.5.1) haben je zwei Werte ¢(a) mit a € A einen Abstand grofier 55, sodass fiir a € A die

2Q°

Intervalle [t(a),t(a) + 55] untereinander bzw. [t(a) — @, t(a)] untereinander paarweise disjunkt

2Q
und die Vereinigungen aLgJ [t(a),t(a) + i] sowie aLgJA [t(a) — %, t(a)] jeweils in
[Hgllt( a) — 2Q’ maxt( )+ %] enthalten sind. Fiir stetige Funktionen g : R — R{ gilt daher
@ +% ne t<“>+w ney e
s)ds < / s)ds und > / s)ds < g(s) ds, was
. acA .
t(a) min t(a)—QQ € t(a )_7 min t(a)—i
mex Uo)tag mex Ue)tag
453) 3 Fy(2 +/3+n( )) < 4Q - / Fy(s)ds +2- / | (5)| ds,
acA min t(a)— o min t(a)— 5
acA 2Q a€A 2Q

liefert, wenn wir beide Abschitzungen mit g = Fx bzw. g = |Fi| verwenden. Ferner ist

da |n(a)| < 10Q V a € A ist, sodass

0< max t(a) — min ta) <1+4+2- IOQ’
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25 IOQ +2- 36 < 3 gilt. Aufgrund der Periodizitét

von Fx und |Fy| erhalten wir nach (4.5.3) und Lemma 4.3 (iii) sowie (iv) die Abschitzung

1 : 1
Oérgg}t(a)%—f—(g&lt(a)—@)é1+2

(454) 3 Fy(2 +6+M <Q- /1& ck+/|F )| ds

acA
Q

oo LXTT

<

Fir Y = b > Q wihlen wir X = b so, dass X = 0¥ < Q < V! = b X gilt, was
Xsom + X2 < (bx)som BT L QT < QQ BT 4 QI Q2T/TT < _t / QT

impliziert. Fir Y = b" < ) wahlen wir X =Y, sodass W + X2 < W + Q% st

In beiden Fllen ist X <Y und &= + X777
VteR (<« (5)) und (4.5.4) die Giiltigkeit von

+ Q27/777 was wegen Fy(t) < FX(t)

S G+ 5+ nfa) < Q| g

50/77
a€A Y /

liefert. Wéhlen wir fiir gegebenes a € A das n(a) € R, |n(a)| < 10Q stets so, dass

Fy($+ B8 +n(a)) = sup Fy (4 + B8+ mn) gilt, was aufgrund der Stetigkeit von Fy auf dem
In|< 10Q

kompakten Intervall + £ — , 24+ 0+ 5| nach dem Satz vom Minimum und Maximum
1% 10Q q 10Q

moglich ist, so erhalten wir

a Q
Do sup Fy(C+B4m) < g + Q¥
acA |77|§ﬁ q

und damit schlieBlich (i).

Nachweis zu (ii): Die wesentlichen Ideen wurden bereits im Beweis zu (i) vorgestellt.
Sei B € R fixiert und X = b* mit & € Ny zunéchst beliebig, aber fest gewihlt. Definiere
={(a,9)]a,q e N,0<a<q<Q,g9T(a,q) =1, d|q} und wihle n(a, q) € R, |n(a,q)| <

IOQ2

fir (a,q) € A. Dabei konnen wir d < ) annehmen, denn andernfalls ist A leer und die Summe
auf der linken Seite von (ii) verschwindet, sodass (ii) bereits gilt.

Fir verschiedene (a,q) € A haben die Werte t(a,q) := ¢ + 8 + n(a, q) einen Abstand groBer

d
&
(arg)lgA (a.q) 2Q2 < 1, wobel wir hierzu

denn je zwei der reduzierten Briiche 2 a haben einen Abstand > und wir beachten

2Q2>
n(a, q)| < W' Ferner ist 0 < (crlr;;)lé(At(a’q) + ﬁ
d < @ benutzen.
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Verwenden wir nun HSI! Lemma 4.5 (i) mit ¢t := t(a,q) und v := ﬁ fir (a,q) € A und

argumentieren analog zu (i) mit Q?/d anstatt @, erhalten wir als Resultat (ii).

Lemma 4.6:

Seien Y =0" mit r e Ngund F e R, EF > 1, E < Y gegeben. Fiir ¢, Q),d € N gilt
. F a 27/ qFE
0 2 > B+ < @B+ 5

Osasq |y« g ¢

(n+$)Yez
2B 2p
(ii) B +n) < (—C2 )2 4 _@E
50/77
g<Q 0<a<q ‘77‘<<% q d d-Y

dlq ggT(a,q):l (77+E).Y€Z
q

Beweis:

Nachweis zu (i): Es sind folgende Fille zu unterscheiden, die in [1, S.11-12] fehlen :

LFall: £ > 1
Definiere A := {(n,a) |0 < a < q, 5| < £, m+¢) YeZud T:={t e Z|[t| <Y},

sodass die linke Seite von (i) gerade gleich 3> Fy (¢ 4 ) ist. Fir (n,a) € A setzen wir
(n,a)eA

t(n,a) = (n+¢) Y € Z, womit wegen |+ 2| < [n] + [4] < Z+1< lauchlt(n a) <Y und
folglich t(n, a) € T gilt, wenn wir die Konstante in || < Y aus der Definition von 7" hinreichend
grofi wihlen. Wir erkléren 4, := {(n,a) € A|t(n,a) = (n+¢)-Y =t} ={(n,a) € A[n+¢ = +}
fiir t € T und schatzen folgend # A; nach oben ab.

Sei t € T fixiert. Dann ist #4; = #{a |3 n : (n,a) € A;}, denn fir verschiedene Paare

(n,a),(n,a") € A, gilt a # d', weil aus a = a auch n = + - ¢ = % —

(n,a) = (n',a). Nun ist #{a |35 : (n,a) € A} < #{2 3 < L. n+g= +}, wobei wir

% = n folgt, also
die letzte Menge mit A; bezeichnen, die wir als nicht-leer voraussetzen diirfen, da sonst direkt
#A; = 0 folgt. Offenbar unterscheiden sich je zwei Briiche aus A; um mindestens é.

Wahlen wir ¢ := min A sowie ¢ := max A} und denken uns die Briiche aus Aj kanonisch
geordnet, so kommt insgesamt #A; <1+ (‘;—2 - %) : %.
Aus & 4 = % 4 = § mit |, ] < § folgt |2 — 2| = |y — | < ||+ || < § und

damit #4; < 1+ £: 1<« L (£ %) Dies liefert wegen #A, < #A; die Abschétzung

1
q

E
(4.6.1) #At<<q7 VieT.
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Somit erhalten wir

> FY(Q‘FU): > FY(w;,/a)) > #A FY <<7 ZFY yZOE/W

(ma)eA (ma)eA teT teT

nach Lemma 4.3 (ii) und damit bereits (i) im ersten Fall, denn aufgrund der Periodizitédt von

thZB(K:ZFH)«Wm7

2.Fall: § <1
Wir wahlen U = 0" (u € Ny) und V =0 (v € Ny) mit UV <Y derart, dass

Y
(4.6.2) ¢ - max{ 1} <V < ¢y -max {— 1} sowie

Y Y
(4.6.3) c¢3-max {ﬁ’ 1} <U < ¢4 - max {ﬁ, 1}
mit den positiven Konstanten ¢; = ¢35 = % und ¢y = ¢4 = 1 gilt.
Diese Wahl ist aus dem folgenden Grund moglich :

Es gilt ¢y - max {QLE, 1} > 1 und wegen ¢; = § gibt es eine b-Potenz V = b*, die (4.6.2)
geniigt, denn im Intervall | log(c; - max {QLE, 1}), log,(cy - max {qLE, 1})] € [—1, 4o0[ der Breite
1 liegt eine Zahl v € Ny. Da ¢, E,Y > 1 ist, gilt min {%, 1} <1=¢ <min{qFE,Y}, was

Y Y E Y
V < ¢ - max {q—E, 1} < min {¢F,Y} - max {q—E, 1} =Y - min {q7, 1} - max {q—E, 1} =Y

liefert, denn fir alle x,y € Rt ist min {z,y} = Analog zu oben gibt es wegen

1
max {%,i} '

cq-max {75, 1} > 1 und ¢z = § eine b-Potenz U = b* (u € Np), die (4.6.3) erfiillt. Dabei ist

Y Y Y
VU <V - ¢, - max {ﬁ’l} = max {E’V} < max {E’Y} <Y,

weil V <Y und F > 1. Aus (4.6.2) und (4.6.3) folgt U <
=b0F < FE, also

<
sowie UV < thg%

(464) U<q N Y/UVKE.

Sei k1 € RY die Konstante in || < £, also [n| < £ < |n| <k - £
Nun ist Y/UV ebenfalls eine b-Potenz (<= Y/UV > 1) und wir erhalten mit Eigenschaft (3) und
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FUV(% + 1) < FU(% +n) < sup FU( +7) (<= (5)) fiir alle || < ky - % die Abschétzung

ly|<ki-E

a a a FE
(4.6.5) FY(; +n) < Fyov(UV - (5 +mn))- sup FU(; +79) YacZ, |n <k - v

E
"Y|§k1'7

Dies liefert

> > Fy( )< Y [ swp Fp(taq)- Y FY/UV(UV«ZM))].

0<a<q |p|<k;-E 0<a<q <k £ q In|<ki-Z
(n+%)YeEL (n+$)YeL

Fiir festes a € Z erhalten wir mit s =Y - ¢, n =Y - 2 4+ Y7 sowie m =n — [s — ki - E] weiter

a uv a
> Fyuv(UV-(=+n) = > Fyov(—~— v (Y- —+Yn) =
inl<k-E q —k1-E<Yn<ki-E g
(n+2)-Yez Yn+Y-2€Z
uv Uv uv
> FY/UV(7 n)< Y FY/UV(T'WH‘?' s =k -E]) <
nez meENy
—k1-E<n—s<ki-F 0<m<ko-FE
Uv
su F —m+f ,
w5 A=
0<m<ky E

wenn wir ky := 2k; + 1 € RT wahlen (beachte: £ > 1). Also gilt

(4.6.6) > > Fy(g +1n) < Zl : 22 mit Z > sup FU(Q +7).

0<a<q |y|<ky- B 0<a<q |y|<ki-E q
(n+2)YeL

Nun schatzen wir Y, mithilfe von Lemma 4.5 (i) nach oben ab.

Wegen % < % gibt eseinn € N, n < 1 mit k; - % <n sodass

'10>

> < > sup FU(Z+”Y)

0<a<q |7|<n- 10q

. . e 1 . . . . 1 1
ist. Wir setzen f3; := i Tog firi € Z,—n < i < n, womit [—n- l—oq,n @] C 7n<LiJ<n [@—roq,ﬁrl—foq}

und folglich wegen Fy;(t) > 0 V ¢t € R insbesondere
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sup FU(q+7 ) < Z sup FU(q—l-ﬁrl—’Y) VaecZ

1
|’Y|<7’l 10q =—n |7|< 10q

gilt. Daher ist

Y X sw B asi)

i=—n 0<a<q |V|< Tog

Verwenden wir Q) := ¢, n:=y und U :=Y in Lemma 4.5 (i), so erhalten wir

a a
sup Fy(=+pB+7) < sup Yo osup Fu(-+8+7)<
0<a<q hl<15; q 1=Q:=¢, BER 0<a<q hl<1g q
27/77 Q 27/77 q q
Q [J50/77 q + [J50/77 < []50/77

nach (4.6.4) fir alle 5 € R, also auch fiir jedes 8; mit i € Z,—n <1i <n . Aus n < 1 folgt daher

(4.6.7) Z < Z Z sup FU( + 6 +7) < Z U5g/77 < U5g/77’

i=—n 0<a<q |’Y|<1éq i=—n

Nun schitzen wir noch Y, bzw. 3 Fy/UV(— m + [3) fiir festes 5 € R ab.

mENp
0<m<kz-E
Setze n = Lifovj + 1 € N, sodass insbesondere n - g > ky - E und wegen Y/% > 1

(<= (4.6.4)) auch n =< gilt. Dies liefert die Abschiatzung

Y/UV

uv uv

Z FY/UV(T m+ ) < Z FY/UV(? m+ ) =
0<m<ks-E 0<m<n v
n—1 UV n—1
> FY/UV(7 m+3)=> > FY/UV<Y/UV +B) <
=0 4. 2 <m<(i+1) % =0 0<m< X

n - (Y/Uv)27/77

aufgrund der Periodizitdt von Fy,yy und Lemma 4.3 (i), wobei wir

beachten, dass Y/UV eine b-Potenz ist (<= UV <Y). Aus n < folgt daher

Y/UV

uv E
> FY/UV(T'mﬂL@) < UV

0<m<ka-E

V B ER,
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also insgesamt

(4.6.8) ZL«G%WWW'

Einsetzen von (4.6.7), (4.6.8) und V < max{qLE, 1} liefert schlieflich

q E ) 50/77
Zl ' ZQ < [J50/77 (Y/UV)50/77 T y50/77 v <
qE Y 50/77 4q Y 50/77Y\ _ 27/77 qF
Y'50/77 ’ maX{(;) 71} < y'50/77 ’ (1 + (E) ) - (qE> + y'50/77

und damit nach (4.6.6) die Giiltigkeit von (i) auch im zweiten Fall.
Nachweis zu (ii): Es sind folgende Félle zu unterscheiden, die in [1, S.11-12] fehlen :

LFall: £ > &

Analog zum ersten Fall im Nachweis zu (i) definieren wir T := {t € Z | |[t| < Y} und
A:={(n,a,9) ¢ <Q, d|q, g9T(a,q) =1, 0< a <gq, |n| <€ g, (n+ %) Y € Z}, sodass die
linke Seite von (ii) gerade gleich Y AFY(% +n) ist.

Fiir (1, a,q) € A setzen wir t(n, a, ;7)7(1:7(1—)6(774—3)-}/ € Z, womit wegen [n+¢| < [n]+[7] < i1kl
auch [t(n,a,q)| < Y und folglich t(n,a,q) € T gilt, wenn wir die Konstante in || < Y aus der
Definition von T hinreichend grof3 wéhlen.

Ferner setzen wir 4, := {(n,a,q) € A|t(n,a,q) = (n+ %) Y =t} ={(n,a,q) € A|n+ ¢ =}
fir t € T und folgern #A4; < % mit der gleichen Idee wie in (i) :

Dazu verwenden wir die Teilerfremdheit von a und ¢, um zunéachst von zu zdhlenden

Tripeln (1, a,q) in A; auf zu zdhlende Paare (a,q) mit gg7T'(a,q) = 1 und somit auf zu zéhlende
(reduzierte) Briiche in Af = {g | 3|1 < g Lt e = £, 99T(a,q) =1, ¢ < Q, d|q} zu kommen,
d.h. es gilt wieder #A; < #A;. Nun haben je zwei Briiche aus A} einen Abstand > é und
argumentieren wir weiter analog zu (i) mit & anstatt %, so erhalten wir #A4; < %Z—YE vVteT

und daraus schlieflich ( Z) AFY(% +1) < % YR % nach Lemma 4.3 (ii).
n,a,q)€

2.Fall: § < &

Analog zum zweiten Fall im Nachweis von (i) konnen wir U = b* (u € Ng) und V = 4" (v € Np)
mit UV <Y und den Eigenschaften V' =< max{m, 1} sowie U = {5, 1} wihlen,

wobei %2 gerade ¢ entspricht. Damit gilt insbesondere auch U <« %2 sowie Y/UV <« E.
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Verwenden wir Abschétzung (4.6.5), die unabhdngig vom betrachteten Fall ist, und argumentieren

analog zum Absatz unter (4.6.5), d.h. speziell fixieren wir dann auch ¢ € N, so kommt

2. X ) FY(Z +1n) < 21/'227 wobei

9<Q 0<a<gqg In|<k1-£
d|q ggT(a7Q):1 (77+E)~Y€Z
q

le =y > sup FU(g + ) und 22 =sup Y, FY/UV(U;E/ -m + )

¢<Q 0<a<qg hiskg BER  eN,
dlg ggT(a,q)=1 0<m<ks-E

zu setzen ist und die Konstanten ki, ks € Rt wie im Nachweis zu (i) definiert sind.

Die Abschétzung >, < ( kann aus (i) tbernommen werden, wihrend wir 3, mit der

£
Y/Uv)50/77

gleichen Idee wie >, abschatzen.

WegenE<<%gibteseinn€N,n<<1mitk1-

E
Y s n-

v Nun nimmt %2 die

1
10Q2/d
Rolle von ¢ ein und wir erhalten durch Verwendung von Lemma 4.5 (ii) mit n:=~, Y :=U
schlieBlich ¥, < % analog zum entsprechenden Teil im Nachweis zu (i). Daraus folgern wir
mithilfe von V' <« max{m, 1} die Giiltigkeit von (ii) auch im zweiten Fall.

O

Nun besitzen wir geniigend Mittel, um das wichtige Lemma 4.7 nachzuweisen und damit
das Kapitel 4 abzuschliefen. Dazu werden noch zwei Hilfssdtze angegeben, auf deren Nach-
weis wir allerdings verzichten bzw. ihn nur oberflachlich skizzieren, da hierzu keine wesentlich

interessanten Ideen verwendet werden.
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HS1 Lemma 4.7:
Sei d, q1, g2 € Nund ggT(q1,b) = 99T (q2,b) = 99T(d, q1q2) = 1. Unter denen im Beweis von
Lemma 4.7 gegebenen Definitionen fiir d, d, dy, d3 abhéngig von den b-Potenzen D und V' gilt

(i) Jede prime Restklasse [a]g, 4,4 ist eindeutig in der Form
lard + (b1 + diby + didabs)q1G2]g1goa Mit a1, b1, 00,03 € N, a1 < qigo,
99T (a1, q1q2) = 1, by < dy, by < do, b3 < d3, ggT'(by + diby + dydabs, d) =1
darstellbar und umgekehrt.
(ii) Jede prime Restklasse [as]q,gd1dp 1St €indeutig in der Form
la1 Ddyds + (by + dibe)q1q2 D/ ds) gy godya, it a1,b1,00 € N, a3 < 1o,
99T (a1, q1q2) = 1, by < dy, by < do, ggT'(by + diba, dida) =1
darstellbar und umgekehrt.
(iii) Jede prime Restklasse [a3]q,q0q, 1St eindeutig in der Form
[a1d1 DV + b1q1g2DV/ dad3]g, ga, mit a1,b1 € N, a1 < quqo, 99T (a1, 1q2) = 1,

by < di, ggT(by,d;) =1 darstellbar und umgekehrt.

Beweis: Der elementare Beweis kann mit dem Chinesischen Restsatz gefiihrt werden.

HS2 Lemma 4.7:
Fir X = 0" (k € Ny) gilt

1 2k
(ii) O/F)l((t)Q dt < (bb_ 1)k’

1 k
(iii) 0/ Fx(t) - ’F)l((t)‘ dt < (bi 1)k

Beweisskizze:
Wir verwenden Fx(t) = -t -| 3 e(nt)| und Fy(t) =21+ == -| 3 n-e(nt)] V t € R sowie
=% 1 G=D% Tea

die Tatsache, dass die Funktionen e(nt) ein Orthonormalsystem bilden. So ergibt sich
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1
/|Ze(nt)|2dt:le#A:(b—l)k sowie
0 neA neA
1
/|Zn~ent|2dt Yont < Y v =0 (b—1)N.
0 nEA neA neA

Daraus folgt bereits (i) und (ii). Nun verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in der
1 1 1

Form [ Fx(t) - |Fy(t)] dt < ([ Fx(t)>dt)"/? - (f Fy(t)? dt)'/? und nach Einsetzen von (i) sowie
0 0 0

(ii) erhalten wir (iii).

Lemma 4.7:
Gegeben seien die b-Potenzen D, E, Y, @1, Q2 mit DE <Y und ¢; € N, ¢1 < Q1, 99T (¢q1,0) =1
sowie d € N, d < D, d|b* fur ein u € Ny. Wir definieren

S = S(daQI7Q27E7Y) = Z Z Z FY(d n)
q2=Q2 a<dqiqz \7]|<<E 0192
99T (g2,0)=1 ggT(a,dg1g2)=1 . (dqaq 1n)ez
192
E5/6D3/2Q1Q§

Dann gilt S < (DE)¥/™ . (Q.1Q3)"/?' + V10721

Beweis:

Wegen DE <Y gilt % = b®* mit s € Ny und wir kénnen eine b-Potenz V' = b* (v € Ny) mit
b- L =ptl<V2< bs+2 = b? - 55 finden, d.h. insbesondere ist V? < D
Folglich ist auch X := 5 / DF
Sei d3 := ggT(d,D) € N und dods := ggT'(d,V D), sodass d = dydsds mit dy,ds,ds € N gilt.

E
> b eine b-Potenz mit X =< 1.

Aus d|b* folgt fur ggT(q1,b) = ggT(qe,b) = 1 insbesondere ggT'(d,q1q2) = 1, womit wir die
Voraussetzungen von HS1 Lemma 4.7 erhalten. Fir go < Qa, 99T (q2,b) = 1 setzen wir

ZO(QQ) = > > Fy ( +1)
a<dqiqz \77|<<y
99T (a,dqra2)=1 y( +n)EZ

dq1q2

dql q2

und schliefien aus HS1 Lemma 4.7 (i) und der Periodizitét von Fy auf die Giiltigkeit von
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(A7) Y@= % ) ) Fy(t)

a1<q1q2 b1<d1, ba<da, b3<d3 =1 b71+b72+bg+n
99T (a1,q1g2)=1 ggT(b1+d1ba+d1d2b3,d)=1 a1z didads © dady T d3
In<£Z,Y tez

V g2 < Q2, 99T (q2,0) = 1,

.. ayd+(by+dibatdydab f
wobei wir @dtbitdibatdidsbs)aies a1 | b1 4 b +%beachten.

q1q2d q192 didads dad3

. b b b . E .. .
Sei t = AL+ 7o+ 22+ @ 4+ mit V-t € Z und |n| < § zundchst fixiert.

Aus den Eigenschaften (2) und (3) folgt Fyx(t) = Fy(t) - Fx(Yt) = Fy(t) - Fx(0).

Wegen X <1und | Y e(n-0)]= > 1>1 (<= X >b, Def. A) liefert die Definition von Fx
neA neA

insbesondere Fx(0) > 1, also Fyx(t) > Fy(t). Ferner definieren wir

ap by by +@) nd By =

aq b1 bg
+ +
q192 dydads dads ds

= DV?. + + :
b ( q1492 dydads dads

sodass wir analog zu [1, S.13] mithilfe Fy (t) < Fxy(t) die Abschitzung

(472) Fy(t) < ny(t) = FE(ﬁl + DVQU) . FD(BQ + bj + T]) . FV2 (D/BQ + Dn) S

ds
b
Fg(By + DV?)) - sup [Fp(Bs + — +7) - Fy2(Dpy + Dy)] <
lv|< £ ds
b
F(B, + DV?p) - sup_ Fp(Bs + di +7) - (Fy(DBy + Dv)* 4+ Fy(DV By + DV7)?)]
|’Y|<<[7 3

erhalten, indem wir die Eigenschaften (2) und (3) u.a. mit XY = DEV? sowie ds3|D und
die triviale Ungleichung = -y < 3 - (2> +4?) V x,y € Ry verwenden. Auf mehr Details zur
Herleitung von (4.7.2) verzichten wir, weil die wichtigsten Mittel dazu aufgefiihrt wurden und

die entsprechende Abschétzung auch in [1, S.13] zu finden ist.

Fassen wir (4.7.1) und (4.7.2) unter Beachtung obiger Definitionen sowie

Fy(DV By 4+ DV7y) = Fy (92 1 le‘Zdzdz’ + DV7) (= % € Z) zusammen, so erhalten wir

q192
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S = Z ZO(CD)

q2=Q2

99T (q2,b)=1
= 2 2. b > Fy(t)
q2<Q2 a1<q1q2 b1<d1, ba<d2, b3<d3 t:ail+571+b72+’;3+n
99T (q2,0)=1 ggT(a1,q12)=1 ggT(b1+dibo+didabs,d)=1 ~ 9192 " didads "~ dady " dy
In<Z,y tez
ay by
-y ¥ 5 Y Ry
q2=Q2 a1<q1g2 b1<dy, bp<dz, b3<d3 Inl< £ Nq2
99T (q2,b)=1 ggT(a1,q1q2)=1 ba=bi1+d1ba+d1d2b3 aj | by
99T (ba,d)=1 (Grz TatmY €z
/
2
<> > [Fp(f1+ DV?p)
Inl< ¥

b,
(ot d+mY €L

Csup [Fo(Ba + 2 +7) - (Fy (D + D7)’ + Fy(DV 3y + DV))]

< ¥ ds
' b a1 DV b1 DV/dyd
= [sup [Fp(B: + di’ +9) - (Fy(DBy + D)’ + Fy(——— + — d/ = 4+ DV7)%)]
ly|< & 3 q192 1
SN
indem wir % = dlgi o T d233 + Z—i beachten und
Z = Z Z Z Z sowie
= a1< b1<d1, ba<ds, b3<d _ (@ by
gg%(qz%:l ggT(é;Zigi)zl biibi+5§2idfd§b§ A=DV* (‘“52 +b;)
99T (bs,d)=1 Po=gi+74 -3
. a b
Y= X Fe(B+DVy)  fie =DV (oot )
(5+%44n)Y €z
definieren. Fiir 3 = DV?. (- + bi) setzen wir 3 1= o=+ % und bezeichnet ¢ € RT die
Konstante in || < £, so erhalten wir wegen =% = DTVQ mit z = (8" +n) - Y insbesondere
’ X -z
Y- Y ROV-Gen- Y RED.
—c3- £ <n<cs £ 2€L

(& Ay ez Y3 —es E<z<Y B +c3E

Wegen X =< 1 nimmt der Zahler X - z unter den letzten Summationsbedingungen nur Werte

aus einem Intervall der Form [s,s + ¢4 - E[ mit s € Z, ¢4 € RT an, womit die letzte Summe

aufgrund der Periodizitit von Fy und Lemma 4.3 (ii) durch < 3. Fp(%) < E*/™ nach
0<a<FE

oben beschréinkt ist. Dies in die Abschétzung von S eingesetzt liefert
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’ bs
(4.7.3) S < E*/T. > sup Fp(B+ o +7) - sup Fy(DBy+ Dvy)* +
3

< $ Iy« £
bs a; DV b1DV/dyd
BT Z sup Fp(B2 + - +7)- sup Fy( ! + 2 /dad + DVy)2.
Iy« £ ds lyl< £ 41492 d;

Nun fOlgt aus b4 = b1 + dlbg + dldgbg, ggT(b4,d) = 1 stets ggT(bl + dle,dldg) = 1 und
99T (by,dy) = 1 wegen dids|d, sodass wir durch einfache Supremumsbildung auf

Z sup FD(52+Z +7) - sup Fy (DB + Dv)? <Z Z

|/Y‘<<Y "7‘<<y

' b a1DV b1 DV/dsyd )
Z sup FD(52+di’_|_7). sup Fy( 1 i 1 d/ 2 3+DV7)2§Z4'Z5 mit

ly|< & 3 < E q192 1

b
ZQ =sup Y sup Fp(B+ dj +7),
BER py<ds < £ 3

25= 2 2. 2 > sup Fy(Df + D)?,

q2<Q2 a1<q1q2 b1<d1, ba<da Bo=Ll 4 b1 ba ly<£ v
99T (q2,b)=1 ggT(a1,q192)=1 ggT (bi+d1b2,d1d2)=1 q1q2 d1d2d3 d2 3

b2 + d2 bg

S, msp X sup Fp(s+ )
BER po<dy INI<E 203
b3<d3
DV b;DV/dyd
25 =) > > sup FV(CL1 + - d/ 225 L DVA)?
42=Q2 a1<q192 by <di, < £ 142 1

99T (g2,0)=1 ggT(a1,q192)=1 ggT(b1,d1)=1

schlieBen, wobei wir fiir die zweite Abschitzung zudem Fp(fs + Z—i +7) = Fp(Bs + % +7)

by . . . . . . .
mit [3 = q1q2 + i verwenden und gewisse Summationsbedingungen wie z.B. jene fir f; in

5" fallen lassen kénnen. Auf weitere technische Details zu diesen Abschétzungen verzichten wir.

Dies liefert insgesamt nach (4.7.3)

(474) S<ETT (3 S YD)

welches bereits [1, S.13 (4.1)] dhnelt.
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Fiir festes 8 € R schéatzen wir Z sup FD(B + b3 + 7) und damit >, ab.

Sei k1 € RT die Konstante in || < ¥ E Wegen DE < Y bzw. g < % und ds < d < D
gibt es ein n € N, n < 1 mit kl-? <n- 10d . Also ist
b3 b3
>oswp Fp(B+lH0)< X sw Fp(B+ 2t +9)
b3<ds [y|<k1-§ 0<bz<ds |v|<n- 1Od3 3
und wir definieren «; 1= - ﬁ fir i € Z, —n < i < n, sodass
[—n-ﬁ,n-ﬁ]g U [O‘i_wdg al+10d]undwegenFD()>0VtGRauCh

—n<i<n

b n
sup FD(5+d—3+7)§ > sup Fp(B+
3

. 1
|’Y|Sn~ﬁ i=—n \’Y\S@

b
d—3+ai+7) V0 <bs < ds
3

gilt. Verwenden wir nun Lemma 4.5 (i) mit n := v, @ :=d3 und Y := D, so kommt

;b ;b
> sup Fp(B +di+7) < sup > sup  Fp(p +d—3+7) <
0<b3<ds |’Y|§ﬁ 3 d3<d3:=Q, 8'€R 0<b3<ds Mgﬁ:ﬁ 3
Q27/77 4 Q d27/77 < d27/77

D50/77 D50/77
fiir alle 3 € R, also insbesondere fiir jedes 3 = /3 + a;. Dies in obige Abschéitzungen eingesetzt

liefert wegen n < 1 die Giiltigkeit von > sup Fp(f+ 3 b3 +79) < d27/ ™V B € R und daher
bs<ds |y|<kr- ¢

475) >, <dy™.

Analog dazu erhalten wir 3", < (dads)?”/7 mithilfe Lemma 4.5 (i), wobei wir ausnutzen, dass die

Zahlen by + dobs fiir by < do, by < d3 paarweise inkongruent mod dyds sind bzw. alle Restklassen

mod dods darstellen, also >, =sup > sup Fp(B+ d ot 7v) gilt. Daraus folgt
BER bs<dads |y« E ?

(4.7.6) >, < (dods)*"/™.

a1Ddida+(b1+d1b2)q192D/d3

und wir schlieflen
q1q2d1d2

Unter den Summationsbedingungen in >3 ist Dy =

aufgrund der Periodizitat von Fy nach HS1 Lemma 4.7 (ii)

477 > .= > > sup Fv(i + Dv)>.
’ q2<Q2 a2<q1q2d1d2 |’Y|<<€ Q1q2d1d2
99T (q2,0)=1 ggT(az,q192d1d2)=1
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: b1 DV/dad dy DV +b1q1gsDV/dady  1: -
Ferner liefert HS1 Lemma 4.7 (iii) und “(;IDQQV + = di 243 — ud *qlléljf /4245 (ie Gleichung

+ DVy)2.

(4.7.8) 25 = > > sup Fy(
72=Q2 az<qigadr < 719201
99T (q2,b)=1 ggT(a3,q192)=1
Wegen M := min{V,d;d>@Q,Q3} > 1 liegt im Intervall [log,(; - M), log,(M)] C [—1,+oo[ der
Breite 1 mindestens ein r € Ny, sodass % M <V :=R<M<V gilt. Alsoist R <V und

R = min{V, d1d2Q1Q3}. Aus |7| < g folgt |Dv| < |DV~| <« DV - g <V- % = =<

1
R’

<|=

a2

sup Fy(——— +Dv)? < sup Fr(————— +n)? und
lyl< £ Q1q201dy Inl<4 q1G2d1d

sup Fy( + DV7)? < sup Fg( +n)?

lyl< & (11(]2611 Inl< % Q1Q2d1

nach Eigenschaft (5) impliziert. Dies in (4.7.7) und (4.7.8) eingesetzt liefert

' a
CETND D SRS U SRR N
q2=Q2 a<qiga2dide Inl< % q1q20102
99T (a,q1q2d1d2)=1

Z SZI = Z Z sup Fg(
’ ’ q2=Q a<q1g2d; Inl<% q1G2d4
ggT(aqlqzdl) 1

+1)>.

Im Folgenden schatzen wir Z; und Z; ab. Dazu zeigen wir zunachst

a
(=) > > FR(ﬁ +n(a, 2))* <
2<Q2 a<qiqadids 1420102
99T (a,q192d1d2)=1

1 2 1
Q3 [ Eat? a1+ SN [ Ege) ) ar
0

wobei [1(a, g2)| < ¢1 -  mit ¢; € RT fiir alle (a, ¢2) unter obigen Summationsbedingungen ist.

Letztere schreiben wir in 8 := {(a,q2) € N? | g2 < Qo, a < didoqi1q2, 99T (a, dyd2g1g2) = 1} und

definieren T = {—2— | (a,¢q2) € S} mit #7 =t € N, denn S diirfen wir als nicht-leer

q1 Q2d1d2

voraussetzen. Dabei gibt es aufgrund der Reduziertheit der Briiche in T eine bijektive
Abbildung f: S — T, f(a,q) =
> Fr(f(a,q2) +n(a,q2))? ist.

(a7QQ)€S

coadrdy Womit die Summe in (x) gerade gleich
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. . .. o 1 1
Je zwei (reduzierte) Briche f(a,q), f(a,g,) € T haben einen Abstand > hhand > BHE

also einen Abstand > ¢y - m mit ¢o € RT. Denken wir uns die Briiche b; in
2
T ={b;|t=1,...,t} kanonisch geordnet, d.h. gilt b; < by < ... < b;, so erhalten wir induktiv

aus b1 —b; > co - TH03 fir alle 1 <7 <t —1 die Giiltigkeit von

ddQ
by — b > s =1 —2  V1<sl<t
s—bl >1s—1|- <s, <t
’ 1103
: P Cc1 dldQQng
Wir setzen m := [3- & - (1 + ==5~2)] € Nsowie T; :={b; | 1 <i <, i = j modm}

d1d2Q1Q2

fir j =1,...,m, wobei m < 1+ ist. Damit wird 7 in die m disjunkten Teilmengen 7;

zerlegt und folglich aufgrund der Bijektion f : S — T auch § in die m disjunkten Teilmengen
S;={(a,q) € S| fla,q2) € T;} mit j =1,...,m. Es gilt also U S;=8.

1<j<m
Sei 1 < j < m fixiert. Fiir verschiedene Paare (a,q), (a',q,) € S; sind auch deren Bilder
be := fla,q2) € T; bzw. by := f(a',qp) € T, mit 1 < 5,1 <t, s #1, s=1= jmodm verschieden,

sodass sich wegen |s — [| > m insbesondere

1 1

a,q) — fla,q)| = |bs —b| >m- - 4=
‘f( QQ) f( QQ)‘ | ll dleQlQ% R

3'01‘(

Co >
d1d2Q1Q2 N

ergibt. Dies liefert aufgrund |n(a, ¢)|, |n(a’, ¢y)| < c1 - & nach der Dreiecksungleichung

R
) +n(ag) — F(dgh) —n(d )] 231 (oot o) =2y &
7q2 77 7(]2 7QZ 7] JQZ - 1 dldQQlQ% R 1 R
> cp - ( ! +1) > 0
(== +—5) = .
" Nhd Q3 TR T

Folglich sind die Zahlen f(a, ¢2) + n(a, g2) fir verschiedene (a,g2) € S; verschieden und haben

einen Abstand > ~, woraus

> Fr(f(a,q) +n(a,q2))* = Y Fr(t)

(a,q2)€S; te U,

mit Z/{j = {f(&, QQ) + 7](@, QQ) ’ (a, QQ) € Sj} und ’tl — t2| > fur alle tl, t2 € Z/[j, tl 75 t2 fOlgt

Letzteres impliziert, dass die Intervalle [t — ~,t] bzw. [t,t 4+ v| fiir t € U; paarweise disjunkt
sind und deren Vereinigung U [t —v,t] bzw. U [t,t 4+ 7] jeweils in [min U; — y, max U; + ]

telU; t elU;
enthalten ist. Nach HSI Lemma 4.5 (ii) gilt Fr(t)? < % : f Fg(s)? ds + f Fr(s) - |Fg(s)| ds

t—y t—y
fir alle t € U;, was die Abschatzung
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t+y t+y

S Fr(t)? < Z /FR ds+/FR(s)-\F,;(s)\ds} _

teu, te U,
1 t+y t+y
- /FR ds+/FR 2ds)+ 3 /FR | Fa(s |ds+/FR ) [Fa(s)] ds] <
v tel; 12 tev; 1oy
1 max Uj—+y max Uj+y
LY / Fr(s)?ds +2- / Fa(s) - |[Fa(s)| ds <
v min U;—y min U;—vy
1 1 1
= /FR(S)2 ds + /FR(S) | Fo(s)| ds
0 0

liefert, indem wir zuletzt die Periodizitdt von Fr und Fj ausnutzen sowie

0 <max U; + v — (min U; — ) <

1
2v+ max_ f(a,q2) +1(a,¢2) — ( min_ fla,q) +nla,q)) <2y +1+2-¢- = <1
(a,q2)€S; (a,q2)€S; R

beachten (<~v <1, R>1, f(a,q) = €10, 1]). Daraus schlieflen wir

q192 d1 d2

1 1
1 / .
> (o) (o) < - [ Fa(sfds + [ Fals) - |Fa(s)lds ¥ 1< <m
(a,q2)€S; T 0

sodass wir nach U S; =S und % < d1dyQ, Q3 die Giiltigkeit von

1<j<m

> Fr(f(a,q2) +n(a, q2))? f: > Fr(f(a,q2) +nla, ¢2))* <

(a,q2)€S =1 (a,q2)€S;

1
1 /
7/ )2 ds+m - /FR | FR(s)] ds <
0

1 1
dyd 2 /
@@ [ Fat? dt+ (14 DEDG gy o)
0 0
erhalten und folglich (%) bewiesen ist. Damit haben wir offensichtlich auch
: h dids Qi Q2. |
(47100 Y, < d1d2Q1Q§-/FR(t)2 dt+(1+%)-/ Fr(t) - |Fi(t)] dt
0 0

gezeigt, wenn wir fiir ein gegebenes Paar (a,q2) € S das 1(a, ¢2) € R, n(a,q2)| < % stets so

wéhlen, dass Fr(_—%— + n(a, q2))? = sup Fp(—%—
Inl< %

o v n)? ist, was aufgrund der Stetigkeit
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von Fr nach dem Satz vom Minimum und Maximum moglich ist. Setzen wir die Abschatzungen

(i) und (iii) aus HS2 Lemma 4.7 fiir R = b" ein, so gilt

d1d2Q1 Q3 b’
b-1y -1

1 2 1
@@ [ Falt a1+ P pay ] ar <
0 0

log (b—1
— Ri glo(g b : < R720/21

Offenbar ist fiir b > 10 insbesondere % > % und daher 7(b_11y

sowie ﬁ = (bi)T < RY2' Mithilfe dieser Ungleichungen sowie R =< min{V, d;d»Q:Q3} und

V2= % kénnen wir
dldQQlQ% b" Y

(b—1)r + (b—1) < (d1d2Q1Q§)1/21 + dldQQng . (ﬁ)—lo/m

nachweisen, indem wir die Félle min{V, d;d2Q,Q3} = V und min{V, d1d>Q,Q3} = d1d>Q,Q3
unterscheiden. Auf mehr Einzelheiten dazu verzichten wir, da die Fallunterscheidung kaum

Interessantes beinhaltet. Dies liefert nach (4.7.9) und (4.7.10) die Schranke

Y

Z:3 < 23 < (dlszng)l/m + dldQQng . (ﬁ)*lo/ﬂ_

Nun ist Z; ein Spezialfall von Z; mit dy = 1, sodass analog dazu

Y

25 < 2/5 < (d1Q1Q3)* + (d1Q1Q3) - (ﬁ)flo/m

kommt. Einsetzen unserer Abschétzungen fiir Y5, >3, >, und Y5 in (4.7.4) liefert unter Beach-

tung von d = dydyds < D, % + % < % sowie 1 + % < % das gewtiinschte Resultat.
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5. Typ I-Bereich

S

=
>

=

, falls ggT'(ag,b) # 1

(=l

Wir definieren  := und ko = - K.

_b_
©(b)

1
201 falls ggT (ag, b) = 1

Proposition 5.1:

Sei X > b eine b-Potenz und A > 2 sowie Q > 1, Q < X7 . (log X) ™24 gegeben. Setze

A; ={a € Alqla, ggT(a,b) =1} V qgeN.

Dann gilt Y |#A; — K- #TA | <4 248

i<0 (log X)4
99T (g,b)=1
Beweis:
(—=1)* | falls n quadratfrei und w(n) = k
Die Mébiusfunktion ist definiert durch pu(n) := < 1  fallsn =1 ,

0 , sonst

wobei w(n) die Anzahl der Primteiler von n ist, fiir alle n € N. Wir zeigen nun

#A, =Y pu(d) > 1V q€eN, ggT(q,b) =1, indem wir ein entsprechendes ¢ zunéchst fixieren.
dlb acA

dqla
Fir festes d|b erhalten wir > 1= Y 1= > 1 unter Verwendung von
acA acA acA
dgla dla, gla qla, dlggT'(a,b)

dgla < dla N qla (< ggT(q,b) =1 A d|b), woraus sich direkt

Sud)d1=pd > 1= 3 pd=> > Yud=),

dlb acA dlb acA dlggT(a,b) t|b acA djt
dgla qla

acA
qla, d|lggT (a,b) qla, ggT'(a,b)=t

1, fallst =1,
ergibt. Aus Mobiusinversion bzgl. des Dirichletprodukts kommt Y pu(d) =
dit 0 , sonst
fur alle ¢t € N [7, S.20 Satz 4.4]. Folglich ist >, = > 1= #.,4; und daher

a€A
qla, ggT'(a,b)=1

(5.1.1) #A =>ud) Y. 1 VY qeN, ggT(q,b) = 1.

dlb acA
dqla
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1, falls dg|a
Mithilfe der geometrischen Summenformel schliefen wir = - 3 e(by - y
! o0gbhi<dg ! 0, sonst

fir alle a € Z, d, q € N, sodass nach Definition von S4 auf S.12 und (5.1.1)
wegen S4(0) = S4(1) = #.A insbesondere

1 a
1.2 A 6b1
(5.1.2) #A =3 u(d) > elbyr o) = d|bdq02 > el

dfb a€A g 0<b1 <dg q <bi<dg acA

by p(d) bi,
—d2|b: dq 0<%2qu (dq) Zi Z SA(jq) '_Zz

dlb dq G
VqeN, ggT'(q,b) =1

gilt. Sei ¢ € N, ggT'(q,b) = 1 fixiert. Wir finden

pu(d) by
D=2 2,22, = Zd ZSdZd > Salz)
alby ath dp Y 1<m<d ap M 1<b<dg q
qtb1
und fiir festes d|b kommt mit ¢ = 1 sowie b, = by - L weiter
b1/8
IENCSED DD SHLAID SR SRR
1<b1 <dgq q slq 1<b1<dq S|q 1<b1 <dgq, bl eN q
qtb1 s<q ggT(b1,9)=s s<q ggT(bsl Z) 1

/

:Z 5 SAbl q/q Z Z SA(;;,),

/
a 19 1<y <dg, b L eN q a1, <dq
q>1 q'>1 ggT(b;.q)=1

!
99T (b1-%L-q )=1

was nach (5.1.2) insgesamt

513) #4,-Y 50 T @+ TALY T s = TAY

dlb dq 1<m<d dlb q|q 1<b1<dq
d>1 ggT(q  b)=

VqeN, ggT'(q,b) =1

liefert. Wir halten ¢ € N, ggT'(q,b) = 1 wieder fest und schétzen zunachst Y-, ab.
Verwenden wir [S4(t)| = #A - Fx(t) V t € R und die Dreiecksungleichung, so impliziert dies

by
DINEEL0 3 SID DI NCSE
q
dlb q\q 1<bl<dq
g >1 ggT(q ,b1)=1
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Fiir fixiertes d|b ist s-d = b mit s € N und es gilt

by
SO R P,
q/\q 1§b1§dql q \q 1<b2<bq
!
d>1 g9T(q b1)=1 g >1 ggT(q b2)=1

weil aus 1 < by < dq’, ggT(q¢',b1) = 1 mit ¢'|g, ¢ > 1 stets 1 < by := bys < dg's = bg und
99T (ba,q') = ggT(brs,q ) = 1 folgt (beachte: ggT'(s,q') =1 <= s|b A ¢'|lg A ggT(g,b) = 1), also
jeder Summand der linken Seite auch auf der rechten Seite enthalten ist.

Einsetzen in unsere Abschitzung von | >, | liefert wegen > 1 = 7(b) < 1 insbesondere
dfb

D= Z >, Ex(ys

bq
q |q l<b2<bq
q'>1 99T(q , ba)=

))-

Ferner gilt >3 = % : %b“(dd)K%qSA(’;) = % - #A}, indem wir ¢ = 1 in (5.1.3) einsetzen
und beachten, dass in diesem Fall )", verschwindet. Durch einfache Kombinatorik finden wir
# A, =#{a € A| ggT(a,b) = 1} = k- #A, indem wir verwenden, dass in A alle im b-adischen
System k-stelligen Zahlen mit Ziffern # ag enthalten sind (X = b*), wobei fithrenden Nullen

erlaubt sind, deren Endziffer ng teilerfremd zu b ist (vgl. S.249). Dies liefert nach (5.1.3)

/ .A b
(5.14) A, =T =S Fx<b%>> v qeN, ggT(g.b) = 1
q q |q 1<b2<bq q
q'>1 99T(d ,b2)=

Summation von (5.1.4) iiber alle ¢ € N, ¢ < Q, ggT(q,b) = 1 liefert mit ¢ = ¢'q" die Schranke

) A 1 b
T P VI VI D DR 1O DR

q<Q 1<q' <Q 1<by<bq q <<
q

goT(@h)=1 99T(d b)=1  ggT(q’, bs)=1 99T(q", b)=1
1 b
<#AlogX- Y S % FX(bZ/)’
1<q <Q 1<ba<bq' q
99T(d B)=1  ggT(q,b2)=1
denn es gilt 1 <14 2 4 <« logX fir entsprechendes ¢ unter den Summati-
qN<Q, q 2§q”<Q
997(q" , b)=1

Q

onsbedingungen, indem wir die letzte Summe durch das Integral [ % dr =log ) < log X nach
i

oben abschétzen und log X > 1 sowie () < X verwenden. Dies liefert auch die Existenz eines

s € Ny, s < log X mit 2° < Q < 25" und wir setzen Q; := 2¢ fiir 0 < i < s, womit insbesondere
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Qi<Q < X% . (log X)) V0<i<sund [1,Q]C U [Q: 2Q;[ gilt. Letzteres impliziert
i<s

1 bg 5 1 b2
oo D FX(b/)S DY FX(p)
1<d / q i=0 / q / q
<q <Q 1<ba<bg q €[Q:,2Q;] 0<b2<bg
99T(d b)=1  ggT(q ,b2)=1 99T(q b)=1  ggT(q ,b2)=1
q,>1
<<logX-supi- > > F(bz)
0<i<s @ g

’ i
q €[Q4,2Qq] 0<b/2<bq
!
99T (q ,b)=1 ggT(q ,b2)=1
!
qg>1

wegen s+ 1 < log X und by #bq (<=q >1 A ggT(q, by) = 1). Insgesamt kommt

/ A 1 b
(5.1.5) > #A -k #A | < #A - (log X)* - sup > Y Fx(2).
q 0<i<s Qz / bq
- 4 €Qi2Qi[  0<ba<by
R 99T(q )=1 ggT(q ,bs)=1
q,>1
Im Folgenden schatzen wir > (i) := 2 > Fx (b—Q) fiir festes 0 < i < s mithilfe

q/E[QlﬂQi[ 0<b2<bql
99T(q b)=1 ggT(q , b2)=1
ql>1
Lemma 4.1 und Lemma 4.5 nach oben ab. Fiir ¢ € N, g¢T(q ,b) = 1 ist

b b
S ORGH=Y X (G-
0<b2<bq/ 4 dlb 0<b2<bq/ q
99T(q , b2)=1 99T (g, b2)=1, ggT (b2,b)=d
by
dlb 0<by<tq q b o<by<b.g 4
99T (by-d, ¢ )=1, ggT(by, b)=1 99T(5-q', by)=1

mit by = by - d, denn wegen ggT'(q,b) = 1 gilt ggT(by-d,q) =1 < ggT'(by,q) =1 V d|b.

Somit kommt

by

Z(Z)ZZ Z Z FX(q/_b/d)<<Sup Z Z FX(q/_b/d)a

! !/ d b ! !
b ' €[Qi,2Qi o<, <d a | q-5<Q; 0<ba<t-q
! ! ’
997T(q ,b)=1 99T (b-q , by)= 99T(q ,b)=1 ggT(4-q ,bs)=1
q>1 q/>1

indem wir 3.1 = 7(b) < 1 beachten und bemerken, dass aus d[b bzw. 2 < b < 1 und ¢ < Q;
dlb

insbesondere ¢ - 2 < (); folgt. Nun sind die folgenden Fiélle zu unterscheiden :
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1.Fall: Q; > (log X )/ mit f(A) = 24+ 12

Sei d|b fixiert. Mit ¢ := ¢ - & sowie a := by kommt nach Lemma 4.5 (ii) (wihle darin d = 1)

2
> > Fx( b/d )<Y D>, FX( )<<QS4/77 X%/W’ also
¢ 1< 0<ba<lbog 4<Q;i ggOTf;L;)q )
ggT(t/z/, b)=1 ggT(%-q ,b2)=1
qg>1

. 1 i
Z(z) <Qi- (Q23/77 + ng?)'

Nach Voraussetzung ist A > 2 sowie Q;/X°%™ < (log X)724 < (log X)™~2 und es gilt

1 1 1
Q?3/77 < (log X )/ (A)23/77 - (log X)A+2’

sodass sich insgesamt (i) < (log()‘gﬁ ergibt.
2.Fall: Q; < (log X)/™ mit f(A) =TZA+ 2
Sei d|b fixiert. Setze

! b / ! !
A= {(a,q) eN’|qg=g¢ '&<<Qia 99T (a,q) =1,q¢ €N, ¢ > 1, g9T(q,b) = 1}.

Mit by = a kommt

by a
) 2 (g b/d)<<Q2 sup Fx(2),
q/~§<<Qi 0<b2<§-q' (a,9)€A q
99T(q ,b)=1 ggT(5-q', b2)=1
q/>1

denn es wird iiber < @Q? Summanden summiert. Wir fixieren (a, q) € A.

Aus ¢ < Q; < (log X)X folgt insbesondere ¢ < X'/3 fiir hinreichend grofe X in Abhéin-
gigkeit von A, d.h. fiir alle X > S;(A) mit der unteren Schranke S;(A) € R*.

Einsetzen von n:=0, ¢ :=q > 2, q» := g in Lemma 4.1 liefert die Abschétzung

log X
08 ) mit ¢, € R fiir alle X > S;(A).

a
Fx(—) <exp(—
X(q) ( log q
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Ferner koénnen wir eine untere Schranke Ss(A) € R™ finden, sodass exp(c logg XY > (log X)2/(A)+2
fiir X > Sy(A) gilt, indem wir logq <4 f(A) -log(log X) verwenden (<= ¢ < Q; < (log X)),
Mit S3(A) := max{S1(A), Sa(A)} € R gilt zusammenfassend

F VY X > 55(A).
S P () < (o e A
Fir X < S3(A) erhalten wir (Su)pA Fx($) <1<y W mit Eigenschaft (1). Daher ist
a,q c
> > Fx ( ) < Q7 sup Fx(-)<a L < :
A+ A+27
g t<Qi 0<br<t.q b/d (a,q)€A q (log X) (log X)
99T (¢, b)=1 ggT(%'q/, b2)=1
q/>1

wegen @Q; < (log X))/ und f(A) > A, also (i) <4 (loggﬁ auch im zweiten Fall.

Somit gilt in beiden Féllen Y(i) <4 qor s und folglich
1 ba 1
. Z Z X(bq/)<<A (lOgX)A+2 VO_Z_S,

!
4 €[Qi2Qi[  0<ba<by
!
99T (q ,b)=19gT(q ,b2)=1
!
qg>1

was eingesetzt in (5.1.5) das gewtinschte Resultat liefert.
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6. Konvexe Polytope und Typ |I-Bereich

Wir definieren ein konvexes Polytop R C R! mit [ € N als beschrankten Durchschnitt endlich
vieler abgeschlossener Halbraume H; , = {7 € R'| f(¢) < a}, wobei f eine lineare Abbildung
und a € R ist, gemaf [10, S.209 Definition 3.1.9, S.211 Theorem 3.1.10]. Fordern wir keine
Beschrankheit, so handelt es sich bei R um ein Polyeder. Im Folgenden sei per se ein Polytop
konvex und wir verzichten darauf, zusatzlich das Adjektiv konvex zu nennen.

Es gilt also R = ﬁHf mit n € N sowie f; € hom(R',R), o;; € R, fiir alle 1 <14 < n.
=1

iy Qg
1=
x1
!
Dabei ist f;(7) = leﬂ-xj fiir ¥ = : ER mits;; eRV1<;5<I,1<i<nund wir

]:
Xy

setzen S(R) :={s;;| 1 <j <[, 1<i<n}U{0}. Letzteres erklaren wir auch im
Falle eines nicht beschrédnkten endlichen Durchschnitts R = (TL)H i oy Fiir X = 0% (k € Np)
=1 """

nennen wir ein Polytop R C R! logarithmisch (kurz. log.), falls fiir alle 1 <i <n gilt

1 1 1
(1) ai=- a7 Sy VIsSJs

2 " g X)
(2) a; = —(log(log(log(log X))))™* oder «; ist von X unabhingig,

(3) s, ist von X unabhéngig fiir alle 1 < j <.

Dabei ist Eigenschaft (3) fir alle 1 < ¢ < n gleichwertig mit der Unabhéngigkeit der Menge
S(R) von X. Aus dem Zusammenhang wird spéter stets klar, auf welches X = b* sich ein
logarithmisches Polytop bezieht. Diese Definition ist niitzlich, um einige Liicken in [1] zu schlie-
Ben. Es werden namlich an einigen Stellen stérkere Versionen der Sitze benéotigt als die in [1]

bewiesenen Varianten, welche komplett von X unabhéngige Polytope voraussetzen.

Fiir eine beliebige Teilmenge R C R!, die nicht zwingend ein Polytop sein muss, definieren wir

1, fallsn=p; - -p mit (ﬁi’iév---aigii'@ €R .
1r(n) = sowie
0 , sonst
l
Ar(n) = > [Tlogp:
1 n=p1zl.xpz i=1
(gt Tog )ER
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fiir alle n € Ny. Dabei sind die Primzahlen pq, ..., p; weder notwendigerweise kanonisch geordnet

noch paarweise verschieden und es gilt 1x(0) = Az (0) = 0. Weiter setzen wir

Sr(0) := > Ar(n)-e(nf) = > Ag(n)-e(n) V ecR

n<X 0<n<X

und definieren fiir eine beliebige Teilmenge C' C R deren Indikatorfunktion durch

1 ,fallsneC
10(71) = vV n e Ng.

0 , sonst

Im Folgenden verwenden wir die kanonische Primfaktorzerlegung (kurz: PFZ) der Basis b
in der Form b = f[ pi' mit r = w(b) € N, e, € N V 1 < ¢ < r und schreiben allgemein
P(n) :={peP| pl|7zzl} U {1} fur n € Ny, wobei insbesondere P(0) = PU {1}, P(1) = {1} und
P(b) = {p; |1 <i <r}uU{l} ist. Wenn nicht explizit anders erwahnt, meinen wir folgend mit p

oder p; stets Primzahlen.

Ziel des 6. Kapitels ist der Nachweis von Proposition 6.1 und einiger dhnlicher Hilfssatze,
die wir spater in Kap.12 und 13 bendtigen. Sie stellen ein wichtiges Werkzeug im Beweis von
Theorem 1.1 dar und fulen auf den Propositionen 6.2-6.4, welche ihrerseits die Beitrage der
Major- und Minor-Arcs zur Kreismethode kontrollieren. Der Beweis von Proposition 6.2 wird
erst in Kap.7 erfolgen, wiahrend Proposition 6.3 im Wesentlichen in Kap.8 entwickelt wird. Ferner
verwenden wir im Nachweis von Proposition 6.4 einige noch zu zeigende Aussagen von Kap.9.
Die entsprechenden Hilfssétze fiir die Propositionen 6.1 und 6.4 werden dieses Mal hinter den

Hauptbeweis gestellt.
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Proposition 6.2 (Major Arcs):
Sei X =b* (k € N), 6 := (log(log X))~ und n €]0,1], C € RT von X unabhiingige Konstanten
-1
sowie | € N, 2 <[ <« L. Ferner seien a4, ..., q;_1 € RT mit min a; > gund S:= Y a; <1—1
1 1<i<i—1 i=1
sowie

!
R =TR(ar,....ar-1) ={€€R |e; € [a, a; +*[V1I<i<I—-1AD e €[1-6 1]}

=1

gegeben. Fir hinreichend kleine Konstanten kq, ks € R™, die nur von n und C abhéngen, setze

M = M(C.n) =
1 C
{0<a<X|3geN, deZ ggT(g,d) =1, g < ks (log X)° : ‘;_Z’Skl'wg}?}'
Dann gilt
1 a a #A A
2 Sa(=)Sr(—~) = koLt Ar(n) 4+ Oy c(+—5)s
e ag\/l A X) R( X) 2 X n;{ R( n,C (logX)C)

wobei die von 1 und C abhéangige implizite Konstante im O-Glied effektiv bestimmbar ist.
Beweis: siehe Kap.7 und S.141.

Proposition 6.3 (allgemeine Minor-Arcs):
Sei X =V* (k € N) und 4,7, C sowie R wie in Proposition 6.2 gegeben und die Menge £ wie in
Lemma 8.2 auf S.160 definiert. Dann gilt -+ - > |S4(£)Sr(52)] = O,(£2).

0<a<X
agé

Beweis:

Die Abschétzung folgt direkt aus Lemma 8.2 (iii) sowie |S4(0)| = Fx(0) - #A V 0 € R.
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Proposition 6.4 (spezielle Minor Arcs):
Sei X = V* (k € N), § := (log(log X))~! gegeben und 1 €]0,1] sowie A € R, A > 2 von X

unabhéngige Konstanten. Ferner geniigen [ € N, 2 < | <« % und aq, ...,a;_; € RT den Eigen-

-1 I
S a; < 1—1 sowie Zlai € [%—l—;, }Tg—g] fireinl; € N, [ < L.
- =

schaften min a; >  und S := ;
1<i<i—1 i=1

Die Mengen R sowie M(C,n) seien wie in Proposition 6.2 und £ wie in Lemma 8.2 defi-
niert, wobei C' = C'(A,n) € R hinreichend grof§ in Abhéngigkeit von A und n gewéahlt wird.
. . . a —a A
Insbesondere ergibt sich C'~ | und es gilt % - | Eg Sa(x)Sr(F)| = On((lozkix)fa)-

ag¢g M
Beweis:

Sei a € Ny, 0 < a < X fixiert. Nach [15, S.2] gibt es eine Dirichletapproximation der Form

1

a d 1 )
() =l = e ) S g mitd €2 g €N, goT(d g) = 1, g < | XV,

Unter allen gekiirzten Briichen g, welche die Dirichletapproximation (*) von ¢ erfiillen, be-

trachten wir nur diejenigen mit kleinstem Nenner ¢; und wahlen unter diesen den eindeutig

a

bestimmten Bruch % aus, welcher

am néchsten liegt. Dieser ist deshalb eindeutig bestimmt,
weil aus | — ‘;—H < m und |§ — ‘;—f| < W mit dy # dy der Widerspruch
1 d d ds a d

7§|7_7 =+ |—= =

2 1 a k
< |—= = — ——,also10 <P =X <4
¢ 1 Q1| - |X ¢ X ¢ T qaXV?

folgt. Wir bezeichnen diesen eindeutig bestimmten Bruch mit D(§) = %, wobei stets

di €Z, 1 €N, ggT(di,q1) =1, ¢ < [XV?] < X% und |& — %| < M%/Q ist.

Es gibt ein m € Ny, m < log X mit 2" < X2 < 27+ und wir setzen Q; := 2° sowie

Fp(@Qi)) = {0 <a< X |D(%) = g, Q; < q < 2Q;} fur i = 0,...,m, sodass insbesondere

{0<a<X}= U Fp(Qy) gilt. Dabei ergibt sich die Disjunktheit der Mengen Fp(Q;) aus
0<i<m

jener der Intervalle [Q;, 2Q;[.

Sei 0 < i < m fixiert. Dann ist 2™~ < X222 < om—i+1 ypd aus a € Fp(Qi) mit D(§) = g folgt

Qi
a _ d 1 XYz _ gmoitl a _ dj; : 1 Ej 28
x4 77 < gix < —x  sodass | % — ¢ in genau einem Intervalle [0, %[ oder [F, <[

mit E; := 27 fir j =0, ...,m — ¢ enthalten ist. Setzen wir ferner £_; := 0, so liegt a € Fp(Q;)

folglich in genau einer der Mengen
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Fo(QuBor) = {a € Fol@) Do) = A 1% Z| €0 %[} oder

q
Fo(Qi, Ej) == {a € Fp(Q:) |D(%) — @ A E; 2F;

a d
S Ze 2L A0 i =0,..,m—i
q |X q|€[X7 X [} urj O’ 7m 7/7

und diese Mengen sind paarweise disjunkt, was insgesamt U Fp(Qi, E;) = Fp(Q;) liefert

—1<j<m—1
und zwar fur alle 0 < i < m.

Daraus folgt {0 < a < X} = U Fp(Q:) = U U  Fp(Qi, E;), wobei offenbar
0<i<m 0<i<m —1<j<m—i

1§Qi§2m§X1/2undEj:Ofi'lrj:—lsowiel§Ej:2j§2m*i§%(2fiiraﬂe

0<i<m,0<j<m—igilt. FﬁrnggXl/QundEzOoderlgEg%ﬂdeﬁnierenwir

0,%[ ,falls E=0

Fp(Q,E)={0<a<X| D(%) =
[

SRS

a d
<qg<2Q :|———
, Q< q<20Q ’X q|e

N

E

, 5| sonst

|3

sodass wir nach obigem wegen m < log X und log X > 1 insbesondere

(641) {0<a<X)=|)Fn(QE)
Q,E

gezeigt haben, wobei CJ bedeutet, dass iiber O((log X)?) disjunkte Mengen mit 1 < Q < X/
Q.F

und £ =0oder 1 < F < %/2 vereinigt wird. Wir bendétigen hier zwingend die oben erklarte
Menge Fp anstatt die in Lemma 9.1 [1, S.22] und dem Beweis von Proposition 6.4 [1, S.23]
verwendete Menge F, um die disjunkte Zerlegung (6.4.1) zu gewéhrleisten.

Nach der Definition in Proposition 6.2 ist

M= M(C,n) =

o _d

{0<a<X|3¢geN,deZ, ggT(q.d) =1, g < ky- (log X)° : |§_ | < k-

q ~ X
mit nur von 7 und C' abhdngigen Konstanten ky, k; € R Sei nun a € Fp(Q, £) mit D(§) =
Fir Q + E < ks - (log X)° mit k3 = k3(n, C) := 1 - min{ky, k2} € RT ist 1 < Q < ks - (log X)
und E < ks - (log X)©, sodass aus |& — g] < max{+, 2} < 2k3.(1§<gx)0 < kl'(lﬁ’)%X)c und

q < 2Q < 2ks- (log X)¢ < ky - (log X)¢ insbesondere a € M folgt.

Dies liefert wegen ks = k3(n, C') die Implikation
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(64.2) ae€ Fp(Q,E)\M = Q+FE >0 (IOgX)C.

Angenommen es gilt

1
1 a —a (log X)) . #.A
) =1 2 Sal5p)SR(5) <y :
X a€EFp(Q,E)NE X X (Q + E)=/200
ag¢ M
fiir alle Paare (Q, £) mit 1 <Q < X2 und E =0 oder 1 < £ < X2,
Dann liefern (6.4.1), (6.4.2) und (%) die Abschitzung
1 a —a
5 | > SA |Z > Sa(5)5(57)l =
acf Q,FE acFp(Q,E)NE
agM ag M
1 - a —a
~ | ) > Sal)8r(50)l <
X Q.E weF@ENE X X
Q+E>, c(log X)© a¢ M
1
- 1 * (log X)°W) . #.A
> v I X Sals )SR( ) < ) . <50
Q.E X a€Fp(Q,E)NE X Q.E (Q + E) /200
Q+E>>n,c(10g X)C G¢M Q+E>>n,c(logX)C
* log X)°0) . A A
Z (log X) Z 7 < it

or (log X)CE/QOO & logX)Ce/QOO o(%) (10gX>C~e/200—0(717)_2

Q+E>>71,C(10g X)c

wobei Z*: bedeutet, dass genau iiber die O((log X)?) Mengen summiert wird, iiber die in
QF

L*J disjunkt vereinigt wird. Wahlen wir nun C' in Abhangigkeit von A und 7 derart,
Q.E
dass C' - ¢/200 — O(%) — 2> A gilt, was fiir C = C(n) ~ % mit geniigend grofer Proportionali-

tatskonstante erfillt ist (beachte: A, e sind Konstanten und % > 1), so kommt insgesamt

#A _ #A
| %SA )|<<?7 ma also B | %SA )| ((lOgX)A)
agM ag¢gM

Damit verbleibt der Nachweis von (). Dazu seien Q, E mit 1 < Q < X2 und E = 0 oder

1<FEL XQ nachfolgend fixiert. Wir definieren
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Ri={¢eR" |e; € a0, +6°[ ¥V 1 <i <11} und

/R,;_ = {56 R4 | e; € [all+i,all+i + 52[ Vi<ei<Il—1— 1},

!
sodass Ry x Ry N{e€€ R'| ¥ e; € [1 —4,1[} = R nach Definition von R in Proposition 6.2 ist.
i=1

Durch einfache Anwendung der Definitionen von Az, Az, und AR; erhalten wir daraus

(6.4.3) Ag(n)= > Ar,(nq) - Ars (m) VneN,

X146 <nim=n<X

welches der letzten Gleichung in [1, S.23] dhnelt. Fir ny € N, ny < X ergibt sich wegen der

eindeutigen PFZ von n; bzw. > 1 <[!sowie l; <l <K % insbesondere
nlzpl"“’pll
l1
Ar,(n1) = ) [Tlogp: < > (logm)* <h!-(log X)"* <1 (log X)',
n1=p1----"Ply i=1 n1=p1-..-"Ply
(R pib )R

also Ag, (n1) <, (log X)'. Analog dazu schlieflen wir Ary (m) <, (log X)! firm e N, m < X,

sodass wir insgesamt
(6.4.4) Ag,(n)) <, (log X)" A Agy(m) < (log X)! Vny,meN, n;,m<X

erhalten. Aus Ag, (n1) # 0 folgt ny = py .. -p;, mit (112?)’;, s lﬁagg%) € Ry, also igg’)’g € la;, a; +6%|

I I I
fir alle 1 <1 <, sodass Y fg—gg €[> a, S a;+ 162 C [%, 11177)] ist, denn es gilt
i=1 =1 i=1

!
Z:l a; € [% + £, i—g — £] sowie 0 < [10% < 16 < % -0% bzw. 0 < [;0* < £ fiir hinreichend grofie X,

wenn wir uns an § = (log(log X))~! erinnern. Damit ist n; € [X%/2?°, X17/40] falls Ag,(n;) # 0.
Es existieren 7, s € Ny, 7,5 < log X mit 2" < % < 2"l und 2% < X < 25+,

Setze N; = 2° - X% fiir i = 0,...,r und M; = 2/ fir j = 0,...,s. Folglich ist jedes
ny € [X9% X174 in genau einem Intervall [N, 2N;[ fiir i = 0,...,r enthalten und jedes

m € [1, X] liegt in genau einem Intervall [M;, 20| fiir j =0, ..., s, sodass (6.4.3) insbesondere
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Ar(n) = > A, (m) - Mgy (m) = > Ar,(n1) - Ags(m) =

X1=0<nm=n<X X1-0<nim=n<X
ARl(n1)7éO
Yoo Ar(m)- -yy > Ari(m) - Agg(m)
X1 0<nim=n<X 1=07=0 X1-90<n;m=n<X
n1€[X9/25, X 17/40] n1€[N;,2N;]
mE[l,X] mE[Mj,QM]'[
L X
M;<F

fiir alle n € N liefert, also wegen r, s < log X auch

*

(6.45) Agr(n)= > > A, (nq) - Ars (m) VneN,

N.M x1=5<pim=n<X
M<% n1 <N, m=xM

*

wobei 3> bedeutet, dass iiber die O((log X)?) Paare (N;, M;) = (N, M) mit N € [X9/2% X17/40]
NM
M<x

und 1 < M < % summiert wird und z < y hier und folgend stets y < x < 2y meint.
Verwenden wir (6.4.5) sowie die Definition Sp(5*) = > Agr(n)e(=*
n<X

) ¥ a € Z, so erhalten wir

nach einfachen Umformungen

> Sa(p)S() =

a€Fp(Q,E)NE
ag¢g M
a —anim
YOS S X Awln)Aem) o T
NM a€Fp(Q,E)NE X1=9<nim<X
M<X 5 agé/\/l n1 <N, mxM
Angenommen es gilt
1 a —anym
() ol Y S Y Awm) - Agg(m) o~
a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X
ag¢g M n1=<N, m=xM
(log X)°U) - #A
<n (Q + E)e/200
fir alle Paare (N, M) mit N € [X¥% X'/ 1 < M < £ und alle Paare (Q,E) mit
1<Q< XY E=0o0derl1 <E< X2 Nach der letzten Gleichung folgt daraus

Q
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1 a —a
X Y SA(?)SR( e )| <

a¢/\7/1
1 a —anim
Yol X Sals) X Ar(m) Mg (m)-e(—5 )l <
N,M a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X
M<% agM ni1=<N, m=xM
s Bos %0 A (Qog )0 A (0 )74
=, (Q+E>s/zoo (Q—i—E)E/?OU o (Q+E)5/200

und daher (x), denn 2*: 1
N, M
M<

O((log X)?) und die 2 wird ins O(+) absorbiert (< n €]0, 1]).

1
ul

Es geniigt somit der Nachweis von (#x). Dazu seien N € [X%® X170 und 1 < M < %

sowie 1 < Q < XY2und E=0o0der1 < E < %/2 fixiert. Aus n; < N und m =< M folgt

nym < 4NM < 4X < X3 und wir bezeichnen das Integral aus HS1 Prop.6.4 (ii) mit I(ny,m).

Ferner setzen wir auch hier ¢ := logl < und T':= X 3 analog zu HS1 Prop.6.4, sodass dieser die

1+0(X72), falls X170 <nym < X
Giiltigkeit von I(ny,m) = liefert. Daraus folgt
O(X~%) | sonst

a —anim
S Sals) X Aralm) - Agg (m) - e =) - T, m) =
a€Fp(Q,E)NE n1=xN
ag M mx=M
a —anim _
S Sa) X A Agg(m) e - (14 O(X )+
(ZG.FD(Q,E)QE X1_5Sn1m<X
ag¢g M n1 <N, m=<xM
a —anim _
S OsE)X Ak Agglm) (=5 O(XF) =
a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X (f)
ag¢g M n1=<N, m=<xM
a —anym
S oSl X Arlm) - Agg(m) o=+
a€Fp(Q,E)NE X1=9<nim<X
ag¢g M n1=<N, m=<M

Y Saly) X Aw(m) - Agg(m)-e(—) - O(X )+

a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X X
ag¢g M n1 =N, m=xM
a —anim —
S OSE) Y A Agglm) o~ 0(x),
acFp(Q,E)NE X1 9<nym<X ()
ag¢g M n1=<N, m<xM

wobei die letzten beiden Summanden nach Bildung der jeweiligen Betriage und Addition dieser

insgesamt ein O(y - . (%E)mg 1Sa(5)] - ZN |Ar, (1) - Ags+(m)|) darstellen, sodass
a D ) nix
ag M mx=xM
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> Salsp) X Awi(m) - Ags (m) - e(—) - Im,m) =

a€Fp(Q,E)NE ni<N
ag¢g M m=xM
a —anim
> Salx) Yo Ari(n) - Ags(m) - e( Xl )+
a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X
agM ni=<N, m=xM
1
a€Fp(Q,E)NE nixN
ag M m=M

gilt. Wir schiatzen nun das letzte O-Glied ab. Aus ny < N und m < M folgt n;,m < X fir

hinreichend grofie X, womit wir nach (6.4.4) und > 1x NM < X die Giiltigkeit von
TL1XN
mx=M

a
S ISa X W) A (m)] < 3 ISa(5)| - Gog XY - NM <

a€Fp(Q,E)NE ni <N a€l
ag M mx=M
X - (log X)) - > [Sa(~
acf

erhalten. Aufgrund Fx(0) = i - 1S4(0)] V 6 € R und Lemma 8.2 (ii) ist
Z 1Sa4(£)] < #A - X2/ woraus wir

S 1Sal)l 3 IAry ) Agg (m)] <<y X - X3/ (log X)* - A =

a€Fp(Q,E)NE n1xN
ag M m=xM
1 1
2. (08 X)O A vy (log X)) - #A
X(57/80 (Q + E)</20

folgern, denn es gilt Q + E < X'/ und daher (Q + E)/?0 <« X</400 « X57/80,

o)
Damit ist der untersuchte O-Term ein OW(WL sodass wir
1 a —anim
(646) - > Saly) X Ar(m)-Agp(m)e(——) =
a€Fp(Q,E)NE X1=0<nim<X
ag¢g M n1<N, mxM
1 —anym
T Y SRS Arilm) A m) ("I )+
a€Fp(Q,F)NE ni=<N
ag M m=M

1 (log X)°W) . %A
Oﬂ(y ’ O(Q +E>6/200 )

gezeigt haben. Wir definieren f,g: [-T,T]> — C durch
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fltnt) = % ) 30 Ar,(m) - Agg(m) - (mam) 1) - o(—1),

aE}—D(Q,E) nixN X
ag¢g M m=M
1 . 1. 1 1
t .t I ctity | X_,C+”Lt2. .
9(t1,12) (X1_5—|—7') ( 2) c+it; cH+ity

fiir alle ¢yt € [T, T, wobei das 7 € [—3, 3| aus HSI Prop.6.4 (i) stammt und setzen
Q:={(a,n1,m)|a e Fp(Q,E)YNE, a¢g M, ny < N, m=< M}.

Fiir eine beliebige Funktion A : Q x [T, T|> — C gilt aufgrund der Linearitit des
(Doppel-)Integrals insbesondere

T T

T T
//h(a,nl,m,tl,tg) dt, dt2:// > hla,ng,m,ty,ty) diy dts.
=T -T

(a,n1,m)eN _7 7 (a,n1,m)eN

Durch die Substitution s; = ¢ + ity, sy = ¢ + ity folgern wir zunéchst

Cc— Cc—

S1 . s2 - %2
(2mi)? iT X1 5—1—7') ( nim ) S1 So

T
4

und daraus weiter mithilfe obiger Eigenschaft des Doppelintegrals

I(ny,m) =

~

ﬂ\ﬂ

T T
1
i(t1—ta) 'g(tl,t2) dt, dty = 4772 . / / z(t1 t2) | g(tl,tQ) dt, dts
T -T

1 —anim
T Y S Y Awalm) A m) o™, m) =
a€Fp(Q,E)NE nixN
ag¢ M mx=M
1 —anim
T X Sl Ar () Ay (m) e ™) -y m) =
(a,n1,m)eN
T T

47T2X// 2 SA( )ARI(”l)AR;*(m)e(_a;lm)'(mm)““’t”-g(tl,tg)dtldtzz

1 7 (am1,m)€

~
~

1
oy | [ (tta) - g(ts, 1) dby .
=T

I
~

Nutzen wir | [ [ h(ty,t2) dty dts| < [ [|h(ty,t2)| dty dty fiir Funktionen h : R? — C, so gilt
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1 —anim
647 -1 X ) 2 Ary(m) - Ay (m) - e(—) - I(ny, m)| <
X X
GE}—D(Q,E) 77/1,-\

ag¢ M mx=xM
1 T T
= //!f b ta)| - lg(tr, t2)] dy dto.

-T

T T
Wir schitzen zundchst [ [ |g(t1,t2)| dt; dty ab und verwenden dazu
“r-T

X —-1/2 e 1 1
X1-0 4 7 (2 + 1212 (24 12)1/2

|g(t1,t2)| = ( Yty ts € [-T,T).

Wegen 7 € [—3, 3] gilt 0 < ;(1 ;f < ky - X? mit einer Konstanten k; € RT, woraus
X—-1/2
(‘XH_{{T)C S k?i . Xd'c <K X5-c = eXp(lOgX . 5 . C) = eXp(é) < 1
folgt, indem wir uns an ¢ = @ und ¢ = (log(log X))~! erinnern sowie k§ < 1 beachten.

Also ist |g(t1,t2)| < (CQJF%)UQ . (02+tlg)1/2 Y ty,ty € [T, T]. Dies liefert

T T T T ) T
2
[ [ 1ottty dt2<</ HQ 7y gy i = (/ CQHQ s D)
A 1l -T
und nach der Substitution ¢ = t3 - ¢ (= dt = c- dt3) sowie T = X3, ¢ = bng ist
T/c T/c
T . / 1 . /
/ 02+t2 (2 + 12)1/2 / 1+a)r 73 @ / 1/2
—T/c
1 T/c T/c T
/ e 3+/ Traye ) s 1+/—dt3 2+ (1+1og(~)) =
0

2+ (1 +log(X? - log X)) < log X,

woraus insgesamt

T T
(6.4.8) / / lg(t1, ta)| dty dty < (log X)?

-T-T

folgt.
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Angenommen es gilt

1

(xd) T 2 Saly) X Arilm) - Agg(m) - (mm) @) (=) =
X a€Fp(Q,E)NE nixN X
ag¢ M mx=M
O (log X)°G) - 4.4
7]( (Q+E>e/200 )

fur alle ¢1,t € R sowie fir alle Paare (N, M) mit N € [X9/25 X1 < M < £ und alle

N
Paare (Q,F) mit 1 < Q < X¥2, E=0oder 1 < E < %~ Dann gilt insbesondere auch

Q
Gp). : "
% - |t t2)] <y % V ti,ty € [T, T], was nach (6.4.7) und (6.4.8) die Abschétzung

1 a —anim
TS S Y Ay m) A () el )| <

a€Fp(Q,E)NE n1xN

ag¢ M mx=M

T T T T
1 log X) #A
X / / |f(tr,t2)] - [g(t, t2)] diy diz < ( (gQ+ [)</200 / / 9t t2)| dty by <

T T G

(log X)?W*? # A (log X)W - A
(Q + E)e/200 o (Q + E)</200

liefert, indem wir die 2 ins O(%) absorbieren (<= n €]0, 1]). Dies eingesetzt in (6.4.6) liefert

(log X)) - #.A

1 a —anm

T 2 Salsp) > Awim) - Agg(m) e ) = O )

X werm@pre X xi-simmex o X TA(Q+ E)e/0
ag¢g M n1=<N, m=xM

und damit die Giiltigkeit von (xx). Damit ist noch (x * %) zu zeigen, wobei wir dazu wieder die

entsprechenden Parameter ¢, ty, N, M, (), E fixieren.

Aus (6.4.4) ergibt sich Ag,(n1) = O,((log X)') und Ags(m) = Oy((log X)!) fiir alle ny,m € N

mit n; <X N, m < M, denn dann ist auch ny,m < X fiir hinreichend grofie X. Definieren wir

py = Ag,(nq) - nit=t) Jlog X)" e C Vmn €N n <N und

B = Mgt (m) -m' M=) J(log X)) € C ¥V meN, m = M,

so gilt offenbar |a,, | <, log % und 8| < 15, x fiir alle entsprechenden ny, m, denn
ni27)| = |it2=t)| = 1 Ist nun 5 €0, 1] eine von X unabhéingige Konstante, so folgt daraus
direkt |ay, | < 1 und |3,,| < 1 fiir alle entsprechenden ny, m. Wahlen wir spéter n = n(X) geméa8

Bemerkung 1 auf S.80-81, so kénnen wir n = n(X) fir hinreichend grofe X und damit auch die
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stetig von n = 77(X ) abhéngigen impliziten Konstanten (besser: Funktionen) in |, | <, @
und |B,,| <, fogx Wieder als konstant gegentiber —X ansehen. Also ergibt sich ebenso |, | < 1
und |5,,] < 1 bei Wahl von n = n(X) geméafi Bemerkung 1.

Dies zur Erklirung, weshalb wir in der Definition von a,,, und 3,, durch (log X)"*! anstatt

(log X)" dividieren, denn letzteres wiirde nur |a,, | <, 1 und |8,,] <, 1 implizieren, woraus wir

bei Wahl von n = n(X) eben nicht auf |a,,| < 1 und |5,,| < 1 schliefen kénnten.

Setzen wir weiter v, : % V a € Z, so ist nach Definition von Fx insbesondere |v,| = 1.
X
Folglich gilt
1 (e —anym
T X S5 X Awilm) - Ay (m) - (um) ) (<) =
a€Fp(Q,E)NE n1 <N
a¢ M mxxM
1 —anym
< A D Fx( X © > iy B (log X)PH2 g Xl ) =
QE}—D(Q,E)ﬂg ni1 =N
ag M mx=xM
1 1 —anim
X #-’4 (10gX)O(n) ’ Z Z FX O‘mﬁm’ya'e< )(1 )7

aE-FD(QzE) ne nl’\N
ag M m=M

denn 2/ + 2 < %, sodass (* * ) erfillt ist, wenn

1
—anim X- (logX)O(Tr)
‘ Z Z FX Oén15m7a ' 6( )’ <<77 .
a€Fp(Q.E)NE m=N X (Q + E)e/200
a¢M mx=

fiir alle Paare (N, M) mit N € [X%% X17/49] 1 < M < £ und alle Paare (Q, E) mit
1<Q< XY E=0o0derl <E< %/2 gilt. Diese Aussage erhalten wir gerade aus Lemma
9.1 auf S.168, denn das dortige O(1) im Exponent entspricht einem O(%) (<n€]0,1]) und die

Voraussetzungen fir o, , 3, und 7, sind nach obigem bereits erfiillt.
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HS1 Proposition 6.4:

Sei X =" (ke N),5€[0,1] und ¢ = @ sowie T'= X?3. Dann gilt

11 1
(i) Esgibt ein 7 € [—5, 5[ mit | X170 47| = 3 und

1
X' <pm< X & X1_5+T<n1m<X—§Vn1,m€N.

(ii) Fiir das 7 aus (i) und alle ny,m € N, n;,m < X? gilt

)51.(X_%)82 dsi dsy _

1 ny m) =
(m, 7 Je—iT X104 1 nim S1 Sy

1 /c+iT c+iT nym
(27’(’2) 2 c

1+0(X7%) | falls X0 <nm < X

O(X7?) , sonst

Beweis:

Nachweis zu (i): Seien ni,m € N beliebig. Die Beziehung nym < X & nim < X —
folgt direkt aus X € N.

Fir X170 = s € Ny wahle 7 := —1, sodass X'+ 7=5—1 und || X' + 7| = 1 sowie
1-6 1 1-6
s=X §n1m©s—§<n1m©X +7<nm

ist, insgesamt also X' <nmm < X & X'+ 7 <nm < X — 1 gilt.

Fiir X*'~° ¢ Ny gibt es ein s € No mit X'~ €]s, s+1[, also X' 70 €]s, s+3] oder X% €]s+3, s+1].
Wir wihlen 7 := s+ 1 — X170 €] — 1 1] sodass in beiden Féllen || X' + 7|| = [|s + || = 3

und X% 4+ 7 = s+ 1 gilt. Dies liefert
1
X <nm e s+1<nm < s—i—§<n1m s X194 <nm

und damit X' <nm <X & X' +7 <nmm < X — 1 auch fir X' ¢ Ny,

Nachweis zu (ii): Seien n;,m € N, n;,m < X? fixiert. Wir wéhlen das 7 gema$ (i) und

1
X—3

€ R sowie yy := € R*, wobei y;,y2 # 1 sind, da nym € N und

nim

nim
X1=047

setzen y; =
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X0 = X

~4=4

5, also X =04 r x-1 gz_f Z ist. Im Folgenden zeigen wir
1 /c+zT Yo p 1 CHIT 452 p 1+0(X7?) | fallsyy,yo > 1
211 c—iT 51 271"& c—iT S9 O(X_Q) , sonst
Dazu verwenden wir die Formel von Perron [2, S.26], die speziell
1 C+’LT y yc
— —ds=90 Ol
() 2mi /cfiT s () + (T - |log y\)

0 ,falls0<y<1
mit 0(y) =

1

fir alle y € RT, y # 1 liefert und schétzen zunachst den
, falls y > 1
Fehlerterm O(z— |10gy|) fir y = y; und y = 3o ab
ES lSt Yy = X?*li?‘fﬁ— S T

1_,

T =2-nm <2 -X®< X" (< X >b) und y,
logy; < 7-log X und logy, < log X, sodass 0 < y{ = exp(logy; - ¢) < exp(7 - log X -

und 0 < y§ = exp(logys - ¢) < exp(log X -

= ii 2 < X, also
logX) = 67
o ) =¢e(sc= log + > 0) gilt, in beiden Fallen also
(1) yi=001) A y5=0()

Nun zeigen wir (1

) |logz| > |z —1] Vaxe[l—~,1+~] mitye€l0,1]
Sei f:[1—7,14~] — R, f(z)
f'(x) =

(14+7)-logz — (z —1). Dann ist f(1) =0 und

1) =
(1+9)-1—=1>0V ze[l—7,1+1], womit f monoton steigend ist und daher
flz) <0 Vaxe[l—v,1]und f(z) >0 V x € [1,1+ ~] gilt. Daraus folgt

(147)-logez—(xr—1) <0 bzw. (1+7)-|logz| > |z — 1]

> V x e[l —r,1] sowie
(1+7v)-logz—(x—1) >0 bzw. (1+7)-|logz| > |z — 1]

2

1
<
| log z|

Jos(1
’Jj—l’ VZ'EU(),g)()

Vel 1l+19],
insgesamt also (1 +7) - |logz| > |z —1| ¥V 2 € [1 —v,1+ ~v]. Wahlen wir nun ~

%, so gilt
wobei Ugs(1) = [0.5, 1.5]\{1}. Mithilfe (2) schétzen wir

“Ogy| fiir y =y, und y = y9 ab
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Es gilt |y1 — 1| = |””§(_1§;:i_7| > Xll—/52+ > +, denn |n1m — X' — 7| > I wegen nym € N und
| X0 + 7] = 1. Also ist

Im Fall U1 ¢ UO 5(1) i

m 1| < X und daher o < X, falls 31 € Ups(1).

<1k X (beachte: y; € R, y; # 1), sodass wir in

yl\

beiden Fallen Toag] < X erhalten.

Ferner ist |y, — 1| = ]W|>> denn ]mimm|>>f

X mm | X3 1) und letzt ¢ X2 1| < X 1
> x4 /5 | = |37 mm — 11 und letzteres ist wegen | x—y5200 — 1 < reypm +

sowie | X —1/2 —nym| > 1 (< | X — 1| =3 A nim € N) erfiillt.

Analog zu oben schlieflen wir aus |y, — 1| > 5 auf die Giiltigkeit von ;] << X und haben

\lg

1 1
B) — <X A — <X
|log 1] | log yo|

gezeigt. Nach (1) und (3) mit 7' = X3 ist

Y1 9 Ys 9
o) =O0(X A O =0(X™),
(Y”WIOgyﬂ) %7 <7”-H0gyﬂ) (%)

was mit y = y; # 1 bzw. y = y2 # 1 nach (x) gerade

c+iT c—HT 1 c+iT 1 c+iT 4,52
/‘ / uou - ds) ds, = -/ Y s, /' V2 s, =

iT 81 omri —iT 81 i —iT 89

1+0(X7?) | falls y;,yo > 1
(8(y1) + O(X72)) - (3(y2) + O(X %)) =
O(X7?) , sonst

liefert. Aus der Definition von vy, y, sowie (i) folgt
1 1-6 1-6
yl,y2>1<:>X—§>n1m>X +7 & X >nm> X7,

und schliefllich das gewtinschte Resultat (ii).
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Proposition 6.1:
Sei X =¥ (k € N), § := (log(log X))~! und €10, 1] eine von X unabhéngige Konstante sowie

Lh,1eN [ Ik % Ferner sei

17

l

! 9
Rg{ge[n>1]l’ 61'6[7—{—6,*—6]}

2 cclptag

ein logarithmisches Polytop. Dann gilt

A 0-#A
Y 1n(o) =B 5 1nln) + Ostmya (g

acA 0<n<X

),

wobei das O-Glied ein 0(%) ist, falls wir n = n(X) gemaf folgender Bemerkung 1 wéhlen.

Bemerkung 1 zu Prop.6.1-6.4:

Die von 1 und C' abhéngigen impliziten Konstanten in den Fehlertermen/O-Gliedern von
Prop. 6.1-6.4, folgend Fehlertermkonstanten genannt, und auch alle tibrigen von 1 und C' abhén-
gigen Konstanten in den Prop. 6.1-6.4 sowie deren Beweise sind allesamt effektiv berechenbar
und héngen ferner stetig von n bzw. C' ab. Um diese Eigenschaft zu gewéahrleisten, ist es zwingend
erforderlich, anstatt des Satzes von Siegel-Walfisz im Beweis von Proposition 6.2 eben die in

HS1 Prop.6.2 dargestellte effektive Version zu nutzen, wobei die darin enthaltene effektive

Konstante C(C) ebenfalls stetig von C' abhangt (vgl. S.138).

Eine exakte und effektive Berechnung der Fehlertermkonstanten wiirde hier den Rahmen
sprengen. Jedoch gibt uns die stetige Abhéngigkeit dieser Fehlertermkonstanten von 1 und C'
Raum zu folgender Uberlegung :

Die Einschréinkung in Prop. 6.1-6.4, dass n und C' von X unabhéangige Konstanten sind, dient
vor allem einer einfacheren Beweisdarstellung. Wir setzen wieder ¢ := (log(log X))~

Wihlen wir 7 := n(X) > 0 als Nullfolge und C' := C(X) ~ ﬁ nun in Abhéangigkeit von X,
wobei letzteres aus Proposition 6.4 kommt, zum Beispiel 1 := n(X) = (log(log(log(log X))))~*,
derart, dass sich n und C' bzw. % hinreichend langsam gegeniiber der X-, log X- und &~ !-

Anderung veréndern, bei hinreichend grofien X bzw. X — oo, so kénnen wir  und C' bzw. %

stets als Konstanten gegeniiber X, log X und 6! auffassen.
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Ferner kénnen wir dann auch die von n und C stetig abhéngigen Fehlertermkonstanten oder in
diesem Fall besser -funktionen in den Prop. 6.1-6.4 als konstant gegeniiber X, log X und §—*
annehmen, fir X — oo, denn eine geringe n-bzw. C-Anderung verursacht wegen der Stetigkeit
auch eine kontrollierbare (geringe) Anderung der Fehlertermfunktionen. Je nach Struktur der
Fehlertermfunktionen schalten wir einfach weitere Logarithmen in die Definition von n(X) vor,
um ein hinreichend langsames Wachstum dieser Funktionen zu generieren. Diese stetig von n
und C' abhéngigen Fehlertermfunktionen haben die Form exp(...), wobei in (...) Ausdriicke mit

mehreren ineinander verschachtelten log-Funktionen stehen.

Die gleichen Aussagen erhalten wir auch fiir jede hier auftretende Funktion f = f(n, C) = f(X),
die stetig von 1 und C' abhéngt, wie z.B. fiir die Konstante/Funktion k¥ = k(S(R),n) auf S.114.

Damit wird die Giiltigkeit der Propositionen 6.1-6.4 auch in dem Fall plausibel, wenn wir
n(X) und C(X) ~ ﬁ wie oben beschrieben in Abhéngigkeit von X wéhlen. Insbesondere
#A

konnen wir dann die O-Glieder der Propositionen 6.1-6.4 als 0(@) interpretieren, indem wir

beachten, dass A,C > 2 und X°¢ > (log X)? gilt sowie S(R) unabhingig von X ist.

Die Wahl von n(X) = (log(log(log(log X))))~* ist dabei nicht obligatorisch. Der Kehrwert
eines 1000-fach iteriertem Logarithmus wiirde der an n = n(X) und C' = C(X) ~ ﬁ oben
gestellten Bedingung noch eher gentigen. Wir haben uns der Einfachheit halber fiir diese Wahl
entschieden, wobei sich diese Wahl spater in Proposition 12.1 als geeignet erweist und sich auch
in Eigenschaft (2) der Definition des logarithmischen Polytops wieder spiegelt, d.h. allgemein
ist darin ; = —n(X) im ersten Fall von (2) zu setzen. Mit dieser Definition dndert sich bei
einer anderen Wahl von n(X) auch nichts im Beweis zu Proposition 6.1 und den entsprechen-
den Hilfssétzen, sofern die oben gestellten Bedingungen an 7(X') und C(X) ~ ﬁ erfiillt bleiben.
Da der Beweis zu Proposition 6.1 einige Mehrarbeit im Vergleich zu [1, S.17] fordert und
uns dariiber hinaus auch entscheidende Ideen fiir weiterfithrende Hilfssitze liefert, widmen wir

ihm und seinen begleitenden Hilfsétzen ein ganzes Teilkapitel von Kap.6.
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6.1 Beweis zu Proposition 6.1

I. Wir erinnern uns an #A4 = #A(X) = X° mit ¢ = % sowie die Definition

Alz) ={a€e AX)|a<z}={a€ A|la <z}

und die Abschitzung #.A(z) < z¢ aus Kapitel 4, fiir alle z € RT, b < 2 < X = b*. Wegen
1z(n) <1 V n € Ny gilt daher fiir hinreichend grofie X mit b < X% < X (<= Def. § = §(X))

Y olr(a) € Y 1= A < (X = (X0 = gA(X) = A0
acA acA
a<X1-9 a<X1-9

Ferner ergibt sich fiir hinreichend grofie X insbesondere ¢ - log X > 2 - (log(log X))? bzw.
c-log X -6 > 2-log(log X) und daher (X¢)? > (log X)? > (loglog X) - log X, was schliellich

#A  #A < #A _0-#A
#A5  (X)p " log(log X) -log X log X

#A15

liefert. Fassen wir beide Abschatzungen zusammen, so finden wir

J - #A
(6.1.1) ; 1z(a) < log X
a<X1-9

Setzen wir B(x) :={n € Ng |0 <n < z} fir x € R", x > 1 und schreiben kiirzer B = B(X), so

gilt #B8(z) < z' V x € RT, z > 1 und #B = X. Aus der gleichen Idee wie oben mit B anstatt

A sowie 1 anstatt c kommt Y 1g(n)= X 1gx(n) < 2#2 = X sodass
0<n<Xx1-9 n)e{lf S & &
n<X T

5 #A

A
(6.1.2) Pisad S 1) < og X

X 0<n<X1-6

ist. Wir definieren

R _Rm{eeRl|Ze, [1—06,1[}

=1

c{een1 ]Zez efl—0,1] /\z:e2 17

9
%‘FE,E—E]}.
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Fiir m = p; -... -p; ist insbesondere X179 <m < X & Z }22’)’; € [1 — 4, 1], sodass wir
i=

(6.1.3) > 1g(a)=> 1x(a)+ > 1g(a) und

acA acA acA

a<X1-9
Y. Ir(n)= > 1)+ > 1z(n)
0<n<X 0<n<X 0<n<X1-98

mithilfe der Definition von R’ sehen. Angenommen es gilt

0-#A
() 1o(a) =k L (n) + Osmyn (5~ )-
anA " 2 X 0<nZ<X 21 log X
Aus (6.1.1)-(6.1.3) folgt dann
Yo 1r(a) = > 1g(a)+ > 1gr(a) =
acA acA acA
a<X1-9
-#A o-#A,
@7 o<%;xl n)+ Osr <logX)+O( 1ogX)_
#A #A d-#A
Ko = - 1r(n) — K 1z(n) + Osr).y ( )=
©X oan<X o CX ogngclé " o log X
#A - #A
K 1 )+ O ( ),
"X 0<§X Rl 001 log X

sodass der Nachweis von () geniigt. Dabei kénnen wir R’ # @) annehmen, denn ansonsten
ist (x) trivialerweise erfiillt, womit auch der Fall [; = [ fiir hinreichend grofle X ausscheidet

(<1-0> i—g —€), also [; < [ ist. Weiter erklaren wir

R:={ceR"'|TgeR:{e} x{e} eR}
-1 -1

:{56R1*1|3616[1—5—Zei, I—Zei[:{é}x{el}eR}

=1 i=1

17 -1
e A Ye<1-
0 €] 2.6 < n}

lh
el | Yoo +e
=1

als die Projektion von R’ auf die ersten [ — 1 Koordinaten und
RO ={ccR|{e} x[1-6— Zel, —ZGZCR}

. _ 1
c{ee 1| E eie[%jte,zo—e] A E e; <1—mn—74},
i=1 i=1
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wobei wir die Definitionen von R, R C [, 1] sowie I; < | beachten und offenbar R(8) C R ist.
Aus R' C R C [,1)' und den Definitionen von R’ sowie R folgt

(6.1.4) R C(Rx[n1 ])ﬂ{eGRl|ZeZ [1—6,1[}

CRx[0,1])Nn{ecR"| Zel c1—9,1[}.

=1

Setze m = |22 € No, m < 02 und Z := {2 +i-6%|i = 0,...,m} sowie S(z) 1= [2, 2 + 6°|
fur z € Z. Dann sind die Intervalle S(z) fir verschiedene z € Z disjunkt und es gilt

U S(2) 2 [2,1] wegen m + 1 > L "/2 . Fiir jedes (I — 1)-Tupel (z1,...,21_1) € Z""! definieren
2€Z

wir den Wiirfel W mit der Seitenlinge 62 als kartesisches Produkt in der Form
W = W(Zl, ...,Zl_l) = S(Zl) X ..o X S(Zl_l),

sodass fiir verschiedene Tupel (21, ..., 2_1) € Z'=! aufgrund der paarweisen Disjunktheit der
Intervalle S(z) auch die induzierten Wirfel W = W (zy, ..., z;_1) disjunkt sind. Sprechen wir
folgend (vor allem in Kap. VI-VII) vom kartesischen Produkt von W, meinen wir damit stets

obige Form. Bezeichnet | die disjunkte Vereinigung tiber alle Wiirfel W, so gilt
W

U W z) 2 211" baw. Kiirzer Uw 2 2,1
w

(21 ..... Zl_l)GZl_l

Ferner gibt es genau (m + 1)"~! = O, (§72*2) solcher Wiirfel W (<m+1 <672 | < %)
Fir jeden dieser Wiirfel W = W(zy,...,z-1) = S(z1) X ... X S(z_1) definieren wir

l
WH=Wx[0,1]] N {eeR|> e e[l —61[}
=1

= S(z1) x ... x S(z_1) x [0,1] N {€€ R’ | Zel c[1—461[},

=1

womit die Mengen W+ fiir verschiedene Wiirfel W disjunkt sind. Nun ist R C [, 1]""* C U W
W

und daher R =R N U W = U (WNR)C U W, sodass nach (6.1.4) insbesondere
WNRAD

6.15) R C(Rx[0,1)n{cecR| zl:e cll—61[}

c U [Wx[Ol]ﬂ{eeRl\Zel el-do1= U wt
WNRAD i=1 WNRAD
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gilt. Aus W C R(6) erhalten wir W+ C R', was wir wie folgt sehen.

€1 €1
) !
Fiir € = : eWtiste = : e Wund Y e; € [1 — 4, 1], sodass
i=1
€] €11
€1
-1 -1 , _
gel—0— e, 1= e gilt. Wegen € = : eEW CR(J) ist
i=1 i=1
€1-1
€1
/ -1 -1 /
{€} x[1—0—2e, 1—Ye[C R und folglich € = : = {¢ } x{e} € R, da
i=1 i=1
€1

-1 -1 l

e €[1—=0—3 e;, 1— X e gilt, wobei letzteres direkt € € {€ € R!| 3 e; € [1—4,1[} impliziert.
i=1 i=1 i=1

Somit ist € € R', also insgesamt W+ C R’ fiir W C R(). Dies liefert nach (6.1.5)

616) |J wrcrRc | wt
WCR(S) WNRAD
Wir wihlen X hinreichend grof}, sodass 1,62 < § + 162 < min{$, } gilt, wobei wir an
§ = (log(log X))~! erinnern und beachten, dass € ]0,1] und € > 0 von X unabhéngige

Konstanten sind sowie [} < | < % gilt. Dies ist auch bei Wahl von n = n(X) gemafl Bemerkung
1 méglich, also z.B. fiir n = n(X) = (log(log(log(log X))))™*

Aus W = W(z1, ..., 1) mit WNR # O folgt die Existenz eines Vektors ¢ € W mit ¥ € R,
-1 !
sodass insbesondere Z v; <1 —7n und le v; € [295 + e, i—g — €] gilt.

l1
Wegen v; € S(z;) = |2,z + 03[ V 1 <i <1 —1ist Z 2 < Zvl < Z 2 + 1;0% und daher
=1

9 € 9 9 9
% §§2—5 +e—1;0 <Zvl—l(5 <Zzl<2vz<——§.

NS

-1 -1
Fernerist > 2z < Y v, <1-n<1-2-0~— 162, denn § + 16 < I. Insgesamt finden wir
' i=1

=1

-1 l1
n 2 n 9
1 ~ i 7 1_* 7 A adan . o
(6.1.7) 5 <1-6-18~ Zz A ;z< 5 A ;26[25+2 0 o)

fir W =W (zy,...,z_1) mit WNR # 0.
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Fiir W(zy, ..., 21-1) N R # 0 ist nach Definition insbesondere

l
={€eR e €[z, + [ V1<i<I—1,e€[0,1], ) e €[l —61[}
=1

!
Ause; €[z, 2, +60?[ V1<i<l—1und Y e €[l -4 1] folgt

i=1
-1 -1
egeEl—0—Ye, 1—Se[C[1—0—(1—1)82 Zzz, Zzl[ [2,1] € [0,1] («= (6.1.7)),
i=1 i=1
woraus sich mithilfe von W = [z1, z; + §?[x... X [zl 1,21-1 + 52[ und (6.1.7) die Giltigkeit von

(6.1.8) W+ C W x [%,1] fir WNR #0 sowie
l
(6.1.9) Wr={eeR e €z, z+8[V1I<i<I—1,> ¢ e[l-041[}

=1
fir W =W (zy, ..., 1) mit WN7R # (), wobei dann
-1 I
i 9 e 17 € n .
. _ 1 e BT >
;zz <1 5 ;zz € [25 + 5 10 2] und 1<qu<1}11,2'Z = ist,
ergibt. Weiter gilt fiir W = W(z1, ..., z,_1) mit W NR # 0 insbesondere
-1 -1 -1
1<1 =01 —-Y<1-0—-Y 2z <1-3 2 <1(«<(6.1.7)), sodass es ein eindeutig
i=1 i=1 i=1

-1 -1
bestimmtes Element 2z € [1 — 6% — X 2,1 — 3 2;[ N Z gibt, welches wir mit g(1W) bezeichnen.
i=1 i=1

Die Eindeutigkeit /Existenz ergibt sich dabei aus der Definition von Z sowie der Intervallbreite §2.

I1. Sei W = W(zy, ..., z1-1) mit WNR # 0 gegeben. Wir zeigen 3 Lz 1y(n) <, 512;;;)(.
0<n<X

Es gilt

Y lwwgayn) = > 1< > >oo1<

0<n<X n=pi-...p<X m=p1-...pj—1<X X"/2<pl<

log py log py 7 1 logpl
(Bl B e Wx([g1]  (logm | 18Py yy

1-n/2 X
m<X1-n/ p<;

indem wir jedes n = p; -...-p; < X mit (llzi’; ey iggﬁ) € W x [2,1] injektiv auf ein Paar (m, p;)

mit m =p;-...-po < X, X7? < p; < £ und (izgg, . kiigp;l) € W abbilden. Fiir m < X1-7/2

gilt nach [2, S.4 Satz 1.1.3] aber Z l=7(2) < 1og)§)/<7m) < log)(()/('T/Q) = % : m~lng’ was
P<iy
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(6.1.10) > Lz y(n) < Y lwim) Y 1<, lo?X > L )

0<n<X m<X1-n/2 p<=: m<X1-n/2 m
<<77 1 X ’ Z
ogA L ox M

liefert. Nun zur Abschétzung von IWT(m) Wir sehen, dass
m<X

Z 1w (m) _ Z l < Z 1 _
m<X m m=pi-...pj_1<X m : P1yeesDi—1 Pr-- P
(112212 7777 105)?;1)6‘/[/ Tog st €lzi,zi+6%[ V 1<i<i-1
1

l;l_Il

i=1 pe[X*, Xzi+52[

Z il

p

gilt, wobei die vorletzte Summe iiber alle (I — 1)-Tupel von Primzahlen lauft.

Wir schétzen nun die Summe > L fiir festes 1 < i <1 — 1 bzw. festes z = z; € Z ab.
pe[X7i, X707

Nach dem Satz von Mertens [2, S.8 Satz 1.1.5] gilt > % = log(logz) + C + O(@) mit
<z

einer geeigneten Konstanten C' € R* und daher auch Z_]% = log(logz) + C' + O(@) fir alle
p<x

r€R, z>1,denn 1 = O(@) im Fall p = x = Primzahl. Dies liefert

1 1
YooY -y -
pe[X>Z, Xz+(52[ p< X =82 p<X*

1
log(X?)

log(log(X*+*)) + C + O(W) ~ [log(log(X%)) + C + Of ) =

(2 +62) - log X 1 L z240° 1
slgx ) Vo) T i)

log(

Ferner gilt logz = logx —log1 = ldt=2—-1V zeR, z>1, was wegen

e

1
Lat <

L )

#:1+§21und§§j—; (< 2> 1 < 2z € Z) die Abschitzung

0< log(@) <z = % <2- % liefert. Also gilt

- z

1 z+ 0? 1 52 1 52
= =log +0 =0(—)+0 = 0(—), denn
T s+ Ol = 00D+ Ol =0
1 1 1 1 52

< - p—
log(X*) = log(X72) _ n/2-log X - (log(log X))2 _ 7

88



wegen X* > X2 (< z € 7). Damit haben wir (z = 2;)

1 52
(6.1.11) > fgco-; V1i<i<l-1

pE[XZiv Xzi+62 [

mit einer absoluten Konstanten ¢y € RT gezeigt und wir erhalten folglich die Abschatzung

-1

1w - 1 C
Z H Z - 0l15212<<n62l2
m<X m i=1 pG[le X% +52[ p i=1 77
1 , falls @ <1
weil (%O)l_1 < ! <, 1 gilt, wenn ¢; € Rt die Konstante in < aus

()5 falls @ > 1
1 "
2<Ik % bezeichnet. Eingesetzt in (6.1.10) liefert dies

X 1w(m) 521_2X
Z 1WX[%’1](H) < logX' Z < log X

0<n<X m<x M

Fir WNR#Qist WH CW x [2,1] (< (6.1.8)),also0 > 1y+(n) < 3 Ly, 1y(n), was

2 0<n<X 0<n<X
(6.1.12) Y 1p+(n) < o VWNRAD
T log X
aufgrund der letzten Abschiatzung impliziert.

1. Sei B = A oder B = B. Fiir eine beliebige Menge C' C R! (spiter: C = W) definie-
ren wir Mp(C) :={b € B|b=p-..-p A (113?;,..., ;ggg;) € C}, sodass insbesondere

#Mp(C) = 3 1¢(b) und Mp(C, U Cy) = Mp(Cy) U Mp(Cs) fiir beliebige Mengen C;, Cy C R!
beB
ist (< Def. Mp(C)). Wir weisen darauf hin, dass folgend mit b natiirlich nicht die gegebene

Basis gemeint ist, sondern ein Element von B.

Fiir einen Wiirfel Wy = Wy(21, ..., z-1) und b € Mg(Wy") definieren wir durch kp ~(b) € Ny die
Anzahl der Mengen Mp(W;") mit Wy N'R # 0, Wi # Wy, die b enthalten und ferner durch
kg c(b) € Ny die Anzahl der Mengen Mp(W;") mit Wy C R(8), Wy # W, die b enthalten.
Offenbar gilt kp ~(b) > kp, c(b) ¥ b€ Mg(Wy), ¥V Wy, denn aus Wy C R(§) folgt W1 NR # 0
wegen R(§) CR :
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(6113) k’Byg(b) < k’B7m(b) Vbe MB(WJ), v W.

Fir WoN'R # 0 bzw. Wy C R(6) und b € Mp(Wy") ist daher b in insgesamt kp ~(b) + 1 bzw.
kg c(b) +1 Mengen Mg(W™T) mit WNR # (0 bzw. W C R(§) enthalten, woraus

' 1
P U W= U wvy= XY b
WARA0 WNRAD WonR#D beMp (W) B,N
und analog dazu
' 1
#Ma( U WH=# U MaWH= 3 - 2 ey

WCR(S) WCR(S) WoCR(6) beMp(Wih)

folgt. Damit haben wir

' 1
(6.1.14) #Mp( I WH= > > g
WNR#D WoNR#D beMp(Wyh) - Bv”()
' 1
M U WH= 3 X m
WCR(5) WoCR(5) beMp (W) B,C

gezeigt. Fiir b € Mg(Wy") ist b= p; - ... - p; € B und b aufgrund seiner eindeutigen PFZ genau
dann in der Menge Mp(W™) mit W # Wy enthalten, wenn es eine Permutation (kurz P.)

(P}, ..., p;) von (py, ..., pr) gibt mit (llzgé, o }Ziﬁé) € W. Damit gilt

(6.1.15)  kp A(b) = ka(b) =#{ W AR £D|W # Wy, IP. (p},...,p;) von (p1, ..., 1) :

logp;  logp,
W A
(logX’ ’logX)E !

kg c(b) = kc(b) = #{ W CR(S) | W # W, IP. (p/l, ...,p;) von (p1,...,pr) :

(1ogp'1 logpﬁ)
log X’ logX

Vb=p-..-p€ Mg(Wy), ¥V W,

e Wt}

sodass kp n(b) = kn(b) und kp c(b) = kc(b) insbesondere unabhdngig von der Menge B
sind. Schreiben wir dabei oben und im Folgenden allgemein ,,(f1, ..., 8;) ist P. von (aq, ..., a,)”
mit s € N, so meinen wir mit (f, ..., 55) stets ein s-Tupel, fiir das eine bijektive Abbildung

h: AL, .. s} — {1,....s} mit (51,..., Bs) = (@nq), ..., Qn(s)) existiert.
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Nun bestimmen wir kg, (b) = kc(b) fir b € Mp(W") und Wy = Wy (21, ..., zi_1) mit WoNR # 0.

Dann ist b= py - ... - p; mit (ll‘c’ég;, ey iggz)’é) € Wy, also {ggf; € S(z) = [z, 2 + 62| fiir alle

-1 -1
1<i<l—1und 2R €[0,1]N[1 -6~ ¥ 2BE, 1 - ¥ E&[ (< Def. W, Wy).
=1 %

log X :llogX
Aus 0 <b=p-..-p < X kommt ;2& € [0,1] V 1 <i <[, denn b e B C [0, X[,

-1
Nach (6.1.7) ist <1 —0 — 16> — Y z; und folglich
i=1

logpr _ — logpz — log pi - Ui
- Cl_a_ l_l (%) - 1C7717
wenn wir z; < i‘;g—%’ <z +62V 1<i<Il—1nutzen. Wegen [2,1] C zLGJZ S(z) ist daher % in
genau einem Intervall S(z;) = [z, 2, + 62| fir eindeutiges z; € Z enthalten.
-1 -1
Dabei ist offenbar z; € [1 — 6 — 162 — 3 2;, 1 — X 2] N Z, was wir aus
i=1 i=1

-1
%ggé €l—0—(—-1)0 Z zi, 1 — Z; 2] N 21, 21 + 6%[ # O schlieBen, und z hingt ferner

eindeutig nur von }Zgg’g bzw. b ab, denn p; teilt b. Zusammenfassend gilt also
logpi  logpi log pi :
es xS A cl0,1]V1<i<l A
(logX7 710gX> (Zl)x X (Zl) IOgX [ ) ] ST
L log pi
e l—6,1]
; IOgX [ Y [

Die beiden letzten Eigenschaften implizieren, dass fiir jede P. (py, ..., p;) von (pi, ..., p;) insbeson-

/ / l
dere (1821 18Py i (RIS [0,1])N{€ € R'| e € [1 — 8, 1]} enthalten ist, sodass nach
i=1

log X7 """ log X

I / / /
o + log p; log p, 4o log p; logp, . .
Definition von W genau dann (logX’ s logX) € W ist, wenn (logX’ e Tog X ) € W gilt. Dies

liefert nach (6.1.15) die Giltigkeit von

ki c(b) = ke(b) = #{ W = W (21, .. 5,) S RS | W £ W,

(10gp1 10gp2_1)

log X’ 77 log X €W}

JP. (pll,...,p;) von (p1,...,pr) :

Aus (iﬁg’;,. Y ig’g’)’g) € S(2z1) x ... x S(z) folgt, dass eine feste P. (p}, ..., p;) von (py, ..., p;) mit

p; =pney V1 <4 <1, wobei hier h: {1,...,1} — {1, ...,1} eine bijektive Abbildung ist, gerade

ogp, logp, o log p,
(110?;%, - logé) € S(zp1y) X ... x S(zpq) erfiillt, also (1 g‘g}, o Ciigl)}l) € S(znay) X ... xS(zpa-1)) =

Wi(znay, - 2na-1)) gilt. Dabei ist offenbar (zxq), ..., 2p0)) eine P. von (zi,..., ) und es gilt
Wi(zha), s 20a-1)) # Wo € (2n(1)s -, 2ha=1)) # (21, ..., z1-1), denn letzteres ergibt sich wegen
Disjunktheit der Wiirfel W fiir verschiedene W induzierende (I — 1)-Tupel aus Z'~!. Beachten
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. . . : . L ! log p, :
wir erneut diese Disjunktheit der Wiirfel, womit sich aus (12?;;, o Oligl)}l) e W direkt W = W,

fiir die feste P. (p}, ..., p;) von (py, ..., p;) mit obigem Wiirfel W, ergibt, so haben wir insgesamt

(6.1.16) kp c(b) = kc(b) = #{ Wy = Wi(z,, ..., z1_,) S R(0) | (2}, ..., %) ist P. von

(21, .y z) it (2, .02 1) 7 (21, 00y 21-1)

3 . lo lo )
fir b € Mp(W5 ) mitb =p; ... py, (loé];(l" . logi)(l') e Wi sowie
. = . logp -
Wo = Wo(z1, ..., z-1) mit Wy N'R # (), wobei e € S(z) fur ein
log
-1
eindeutiges, nur von b abhéngiges z € [I — § — [6* — ZZ“ = %N Z gilt,
=1

gezeigt. Fiir Wy = Wy(z1, ..., z11) mit Wy N'R und gegebenes b € Mz(W;") liegt demnach das
Tupel (21, ..., ) fest und es gibt héchstens ! — 1 verschiedene P. (2, ..., 2) von (z1,..., %)

mit (2),...,2_1) # (21, ..., z1_1), denn der Fall (2, ...,2) = (21, ..., ) scheidet aus. Daher gilt
(6.1.17) 1<14ke(b)<ll Y beMp(Wi),V WonTR #0

sowohl fir B = A als auch B = B. Aus der Definition von Mp(C') folgt
Mgp(Cy) € Mg(Cy) C Mp(Cs)  fir ¢y € Cy C Ch,

was nach (6.1.6) U WHtCR C U WY insbesondere
WCR(S) WNRA(D

EMp( | W) < #EMER) =S 10(0) < #Mp( |J W)

WCR(S) beB WNR#AD

liefert. Verwenden wir (6.1.13)-(6.1.15), so schlieBen wir daraus

(6.L18) > X HT <> lp®< > > 1+/10(b)§

WoCR(8) beMp(Wy) beB WonNR#£D beMp (W)
1

2 2 1+ kc(b)’

WonR#£0 beMp(Wy)

wobei wir darauf hinweisen, dass (6.1.18) sowohl fir B = A als auch fiir B = B korrekt ist.

IV. Fiir einen Wiirfel W = W (z1, ...2z;_1) und eine Konstante ¢ € R, die nur von 21, ..., 21

abhangt, schreiben wir ab sofort kiirzer ¢ = ¢(W) anstatt ¢ = ¢(z1, ..., 21-1).
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Sei W =W (z1, ..., z_1) mit WNR # 0 gegeben. Wir zeigen zunéchst

Aw+(n) = (log X)' - co(W) - (140,8) - 3= 1 Vnel

log py log Py n
( log X 7 log X )GW

mit einer Konstanten ¢y = co(WW) € R, ¢y <, 1, die nicht von n abhéngt. Nach Definition gilt

l !
lo A
A+ (n) = > [1logp: = (log X)"- > H EDi v p e N,
n=pi-...-pi i—1 n=pi-_.-p —1 log X
(s s LU (st
Sei folgend (}gigg,...,%gg_’)’é) € WT. Dann ist i‘;g—’; € [z, + 0% V1 <i<1l-1und fiir

hinreichend groBe X mit 0 < § = (log(log X))~! < 1 erhalten wir insbesondere

log py <« logps <« logps —
1—5— 1— Cll—6-(-1) L1-Y 2z C
logXe[ ; ng’ ; logX[_[ ZZ ;
-1
1—16— Zzz, =z = [a(W) =16, ci(W)],
=1
-1
indem wir ¢; = ¢; (W) :=1— ¥ z; setzen, wobei nach (6.1.7) auch % >1>c(W)>1,
i=1

-1 -1
also ¢; (W) € R, ¢; (W) =, 1 gilt. Ferner ist [] Eg—gg = 1 2z:-(140,,(6?)), was wir wie folgt sehen.
i=1 i=1

Offenbar ist

* log p;

7/< ? < i 52 R L. 62 I-1-k

gz_izllogX_- (Z+ ZZZI k ( ) Y

wobei die Summation in ¥, iiber alle kanonisch geordneten k-Tupel (i1, ...,4,) € (NN[1, [ —1])k
erfolgt, d.h. es gilt iy < ... < ip. Wegen 1 > 2, > 7 V1 <i<[l—-1(& z € Z) und
0< ()< VO<k<I—2(=0<6=(log(log X))~ < 1) schlieBen wir auf

-2 —
YoD z ez (7)) TR <07 ZZ 1<% Z (-DF <8 (1-1)"" <, 8%
k=0 k=0

wenn wir zusitzlich beachten, dass fiir fixiertes 0 < k <[ — 2 in 3, iiber hochstens (I — 1)*

1—2
(geordnete) k-Tupel summiert wird. Damit ist > 3z - ... - 24, - (62)717F = 0, (62) und
k=0

-1 -1
H(ZZ' + (52) = H Zi + 077(52)
=1 i=1
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-1
Nutzen wir erneut 1 > z; > 4 V 1 < i <[ — 1, so erhalten wir [] z; =: c(W) € R* mit
i=1

-1 -1 -1
co(W) =, 1 und daraus [] (z; + %) = II zi + 0,(6%) = II zi - (1 4+ O,(6%)), was insgesamt
i=1 i=1 i=1

(6.1.19) lf[lk’gp’ Hzl (1+ 0,(5%)) sz (1+ 0,(8)) = c2(W) - (1 + 0, ())

=1 log

impliziert.

Nach 12 ¢ [c;(W) — 1, (W)] und | <, 1ist 1222 = ¢; (W) + O,(8) = c;(W) - (1 + 0,(0))

log X log X

(<= a(W) =<, 1), sodass mit ¢o(W) := c;(W) - c2o(W) =, 1,¢0(W) € R insbesondere

fllogpi__logpz log p;

g log X ~log X . H log X

=1

= co(W) - (1+ 0y(9))

-1

= (W) - (1+0y(9)) - c2(W) - (1 + 0y(9))

gilt. Dies in die Gleichung von Ay +(n) eingesetzt liefert

(6.1.20)  Aw+(n) = (log X)" - co(W) - (14 0,(9)) - Z 1

log py logpl +
( log X 77 log X )EW

Vne I\]o7 v Wﬂﬁ#@ mit Co(W) S R+, Co(W) = 1.

Nun berechnen wir > 1 fir einen gegebenen Wirfel W = W (zy,...,2-1) mit
n=pi-...pi
B (52w
W NR # 0 und festes n € Ny. Im Fall 1+ (n) = 0 ist > 1 = 0 und wir definieren
n=pi-...p
(252w

1, falls 1yy+(n) =0

v(n) = > 1, falls Ty (n) = 1 V n € Ny, sodass insbesondere
n=pi-....\p

log py 10%?1 +
( log X 77 logX)GW

> 1=1p+(n) -v(n) V neNj ist.

(logpl logpl )EW+

Sei n € Ng und 1y+(n) =1, alson =p; - ... - p, € N mit (ﬁi—’;, e }Zgg’é) e W+,

Aufgrund der eindeutigen PFZ von n ist
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log p) log p,
( 0g Py ngl) e Wty

v(n) = #{(pll, ...,pg) | (pll, ...,p;) ist P. von (p1,...,p) A e X Tog X

und daher 1 < vy(n) <! (< vy(n) > 1 < 1y+(n) = 1). Hier erinnern wir an die Abkiirzung P.

fir Permutation. Ebenso gilt 1 = vy(n) <! fiir n € Ny mit 1y+(n) = 0, was insgesamt
(6.1.21) 1<~(n)<ll VneNy
liefert. Geméfl HS2 Prop.6.1 auf S.116-117 definieren wir

Q:={W=W(z,.., z,,l)yv1<z'<j<l—1 I B

-1
Vae[l-6-16— Zzl, —ZzlﬂZV1<z<l—1 zi # 21}

=1

und zeigen v(n) =1 V n € Ny, 1y+(n) =1, falls W € @Q ist.

Sei also zusatzlich W € Q und n € Ny, 1yy+(n) =1 bzw. n =py - ... - p; € N mit

(%7 . %) € W. Analog zur Herleitung von (6.1.16) in Kap.III gilt

(llf’)i—’_;, ey %) € S(#1) X ... x S(#) mit einem eindeutigen, nur von n abhéngigen
-1 -1

€[ —0—-10%—3 2,1 -3 z]NZ. Wegen W € Q sind die z; paarweise verschieden und
i=1 i=1

folglich die Intervalle S(z;) paarweise disjunkt, fir 1 <i <.

. / ’ . . ! It ' .
Ware (pq,...,p;) # (p1,...,p) eine P. von (p1,...,p;) mit (i‘i?,...,lgig) e W™, so gibt es

ein Paar (i,) mit i # j, 1 <i,j <1 sowie p; = p; und es gilt insbesondere
(lgmy  PBPy e 1 = S(z) X o x S(z1).

log X 7 7 log X

Fir ¢ # [ ist daher igi‘?g € S(z;) und izgg = igi’;g € S(z;), was der Disjunktheit von S(z;) und

S(z;) widerspricht (beachte: z; # z; <= i # j). Also ist i = [ und j # [, sodass p; = p; fiir ein
1 <j <1—1 gilt. Nun gibt es ferner einen Index 1 < s < [ mit p, = p;, wobei fiir s = [ direkt
p;j = p, = p; und daraus ﬁiﬁg = iggﬁé € S(zj) N S(z) folgt, was der Disjunktheit von S(z;) und
S(z) widerspricht (beachte: z; # 2z <= j # l)

Alsoist 1 < s <1—1mit p, = p, Sodass gps € S(zs) und igi’;g = iggg’é € S(z) gilt, womit sich

erneut ein Widerspruch zur Disjunktheit von S(z;) und S(z;) ergibt (beachte: z; # 2z, <= s # ).

95



Folglich gibt es keine P. (p,, ...,p;) # (p1, ..., 1) von (py, ..., p;) mit ngé’ ce ii?g) e W+, was
v(n) =1V neNy, Ly+(n) =11im Fall W € @ liefert. Wegen v(n) =1 ¥V n € Ny, 1y+(n) =0

gilt insgesamt
(6.1.22) v(n)=1 V neNy, falls W € Q.

Aus (6.1.20) erhalten wir Ay+(n) = (log X)' - co(W) - (1 + O,(8)) - L+ (n) - v(n) bzw.

c (14+04 (6 : -
ly+(n) = W -Aw+(n) ¥V n € Nymit ¢y (W) := le) =, 1, (W) e R*
(beachte: 1+Oln(5) =1+ 0,(9)), sodass nach (6.1.21) und (6.1.22) zusammenfassend gilt

(W) - (1 + 0y(9))
(log X)" - y(n)
mit ¢; (W) € RT, ¢;(W) <, 1 und 1 < (n) <! sowiey(n) =1, falls W € Q.

(6.1.23) 1y+(n) = Aw+(n) VneN, VIWNR#D

Dabei bezeichnen wir die implizite Konstante im O, () mit ¢, = c2(n) € RT.

V. Im Folgenden verwenden wir die Propositionen 6.2-6.4, um fiir Wiirfel W mit W N'R # () die
Abschitzung | ¥ Aw+(a) — ko8 - 3 Ap+(n)] <, % nachzuweisen.
acA 0<n<X g

Sei W = W(z1,...,2z-1) mit W N TR # 0 gegeben, sodass nach (6.1.9) alle Voraussetzun-
gen der Prop. 6.2-6.4 erfiillt sind, wobei a; := 2 V 1 <i<[—1und Wt :=R(ay,...,a;_1) zu
setzen ist. Ferner wiahlen wir A =5 und C = C(A,n) = C(n) ~ % in Prop.6.2 und 6.4 derart,
dass C' > A =5 ist. Wir erinnern daran, dass C' ~ % aus Prop. 6.4 kommt, also C' = C(n) gilt,

sodass bei Wahl einer Konstanten > 5 in C' ~ % insbesondere C' > A =5 erfiillt ist (< % >1).
Damit gilt
1 d #A #A
1.24) — -—=) = A —
(6 ) X deZM Sa(= SW+( X) - n;( w( +O"C((l gX)C)’
1 d - #A #A
1.2 - — —
(6 5) X O<dZ<X |S.A(X)SW+( X )| <<77 XE < (10gX)57
d¢E
1 —d #A #A
1.2 -
(6 6) X | C;g SA SW+ X )| <y (logX)A (logX)
d¢gM

wobei M, € C {n € Ny |0 <n < X} nach Definition in Prop.6.2 bzw. Lemma 8.2 ist. Mithilfe
der Definitionen von S, in Kap. 4 sowie Sg(0) = > Ag(n)-e(nf) V 6 € R schlieflen wir
0<n<X
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d ad —nd
Z Sal5 SW+(—§) = Z [Z e(y) : Z Aw+(n) - 6(7)] =
0<d<X 0<d<X acA 0<n<X
(a —n)d
SIY Aweln) Y €<T>] -
a€A 0<n<X 0<d<X
(a — (a —n)d
SIY Awet) ¥ (NS Al 3 e =
a€A 0<n<X 0<d<X acA 0<Z£<X 0<d<X
—n)—1
ZAw+ X—f—z Z Aw+ M:ZAW%(G)X,
acA acA 0<7’;<X ( X ) —1 acA
wenn wir beachten, dass aus 0 <n < X, a € A, n # a stets 0 < | , ¢ Z folgt
und wir die geometrische Summenformel
5 e((a—n)d) B ZEZ:Z};: =0, falls 0<n<X,aec A n#a
0<d<X X X, fals0<n< X,aeA n=a
verwenden. Dies liefert
1 d d
Do Awe(a) =+ > Sal5)Sw(—5) =
acA X oliix X X
1 d d d
— 2 Sal)Sw+(—+) re- > Salss 5w+(*)
X deM X X X 0<d<X X
d¢ M
1 d d d —d 1 d d
-~ SA( )Sw+ (=) +* Sa()Sw+ (<) + + SA( )Sw+(—~-) =
X dez/\:/l X X d% X X X o<%<:x X
d¢gM dgM, dgE
RIS
Aus (6.1.25) folgt
1 d —d 1 d —d #A
DINESEE 1Sa(57)Sw+ ()l < - 1Sa(57)Sw+ ()| <y 75
23 X ogdZ<X X X X ogdZ<X X X ! (log X)5
d¢M, dg€ d¢E

Nach (6.1.24) ist 3; = ko 22 - > Aw+(n) + Oy gese ), weil A+ (0) = 0 ist und (6.1.26)

X
<n<X
liefert Y-, = On(%% was 1nsgesamt wegen C' = C(n) > 5 die Giltigkeit von

#A #A
ZAw+ Z +Z +Z 7’@2 Z Aw+ +O (<10gX>5)

acA 0<n<X
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impliziert. Damit haben wir

VWNRHAD

(6.1.27) | > Aw+(a) —ng C Y A+ (n)] <,

acA 0<n<X

(log X)?

gezeigt.

VI. Im Folgenden schéitzen wir Y- 14/(a) — Ky #;A - > 1z/(n) nach oben ab.
a€A 0<n<X

Einsetzen von B = A bzw. B = B in (6.1.18) liefert

6128 Ylg@w=< ¥ Y% H;C(a) A

ac€A WNR#AD a€Ma(WT)
1

Yoo lp(n)> Y > T Ee(®)

0<n<X WCR(5) beMp(WT)
Beachten wir die Implikation W C R(6) = W NR # 0, so gilt

1 1 1

L R TR e T RED) 2 sy, L)

WCR(S) beMp(WT) WNR#D bEMp(WT)

1 0-X
2 2 1+ kc(b) +OS(R)’n(logX)’

WNRAD beEMp(WT)

denn aus (6.1.12) und HSI Prop.6.1 ergibt sich

1

0< > X TS X X 1= ) #Ms(W')=
WER(S) beMp(WT) - 9( ) WER(5) beMp(WT) WZR(S)
WNRAD WNRAD WNRAD
52[—2X 52l_2X (5 - X
YooY 1p+(n) <, S o > 1 <gmyn % R e
WER(S) 0<n<X %A WwaRw) 08 08
WRAD WNRAD

Damit erhalten wir insgesamt

(6.1.29) Y 14(a) —@ Y 1

acA 0<n<X
1 #A 1 d-#A
2t Trhc@ X be%wﬂwc(b)”%“ Clog x

WNRAD a€Ma(WT)
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Ferner ist

1 #A 1
(6.1.30) Y )1+kg(a)_K2X. 3 m]:

WNR#A) acMa(W+ beMp(W+)

1 #A 1
> L )1+’fg(a)_ﬁ2X' Z+)1+k§<b>]+

WORAD a€Ma(W+ beMp(W
weQ
1 #A 1
WAR£D a€Ma(W+) 1+ kc(a) X beMp(W+) 14+ kc(b) 4 5
W¢Q

und wir schitzen zundchst Y5 nach oben ab.

Nach (6.1.23) ist insbesondere

1(W) . (1+02 (5)
(log X)'- 1

Cl(W) . (1 — C9 (5)
(log X)t - 1!

VnENg,VWﬂﬁ%W

A (n) < Iy (n) < & A+ (n)

mit positiven Konstanten ¢; = ¢1(W) =, 1 und ¢, = ¢3(n). Wegen § = (log(log X))~ kommt
ci(W) - (1 £ ca(n) - 0) =, 1 fiir hinreichend groie X in Abhéngigkeit von 7. Dies ist auch dann
fir hinreichend grofie X erfiillt, falls n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewahlt wird, weil wir so
c2(n) als konstant ansehen kénnen und daher cy(n) - 0 — 0 fir X — oo gilt. Nach (6.1.17) ist

1 #A 1
- [ — K . 7] <

25 WM%Z;@ aeMAZ(W+) 1+ kc(a) Y b€M§W+) 1+ kc(b)

> > 1- fiz#;l Y ll'] =
Wﬂ?gw aeMa (W) beMp(W+) **

w

A 1

Z [Z 1W+(a)_’€27§-'l" Z 1+ (n)] <
WNR#AD a€A ©0<n<X

W¢Q

a(W)-(1+c¢-9) #A 1 (W) (1-cy-9)
* A —_— —_ . — . . A _

Wr%z:;é@ L T ogxy1 @Ry 2 Ty A ()

Wé¢Q

c1(W)-(1+62-5) #A C1(W)-(1—02-5)
A (@) — R v (m)]4

Wﬂz”l;;éw [gél (log X)! w(@) = s X OgnZ<X (log X)! w(n)]

Wé¢Q

#A L (W) (1= c;-4)
Ko— (1= (%)) - A (n),

Wr%?:;e@ "X t OgnZ<X (log X)' v

W¢Q
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wobei der zweite Summand ein O, (3#2) ist, was wir wie folgt finden. Es gilt namlich

log X
1 Cl(W)'(]_—CQ'(s)
0= Zﬂ) @ (l!>2) . 0<n<X (log X)! A (m) <
WNR =n
W¢Q
#A #A 572X

7' Z Z 1W+( <<n7'

WnR#£D 0Sn<X wé¢Q
we¢Q
#A X sars _ O A
X  logX log X
nach HS2 Prop.6.1 ¢) und (6.1.12), wobei wir % “Aw+(n) < 1y+(n) (s.0.) bzw.
% - A+ (n) <, 1y+(n) fir alle n € Ng und W NR # () benutzen sowie

cc(W)-(1—cp-6) >0und 1 <! <, 1 verwenden.

Fiir den ersten Summanden in der Abschétzung von > 5 sehen wir

Z [Z Cl(W>'(1+CQ'5)-Aw+(a)—/i2#7A' Z Cl(W)'(1—02'5)

A+ ()] =
WNRA) a€A (log X)f X 0<n<X (log X)!
wé¢Q
(W) - (1+ ¢ 6) 4 A (W) - (14 ¢ - )
[ Ay (a) — Ry - Ay (n)]+
Wr%z:;eq) ;4 (log X)! X OS;X (log X)!
Wé¢Q
(W) - Ay+(n)
2. Co - 0 - 527 Z Z =
X WNR#AD 0<n<X log X)
wé¢Q
Q0V)- (42 (- —y
Z Aw+ — lig Z Aw+ + 0, ( ),
WNRAD (logX acA X 0<n<X log X
Wé¢Q
denn nutzen wir erneut % -Aw+(n) < 1y+(n) (s.0.) bzw. % <y 1w+ (n) fir

allen e Ngund WNR #£0 (< ai(W)-(1—c2-0) <, 1L A ey(W) <, 1 A1 <1 <, 1), so kommt

0<2-¢p-0- /42— >y aV) - Ay (n) <, #A 5. YooY 1urn) <,
WNR#AP 0<n<X IOgX) X WNRAD 0<n<X
wWeQ W¢Q
2l—2X 21— 2X
#)(A"S'él XX 1<<"#XA' 61 x 2! 61#)24’
08 WNRAD 08 w
we¢Q

wenn wir zudem (6.1.12), c2 = c»2(n) € RT und 31 <, %2 gebrauchen.
W
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Zusammenfassend erhalten wir mithilfe (6.1.27) und ¢; (W) - (1 4¢3 - 6) =, 1 die Abschétzung

Cl(W) (1"—02 (S#A

#A
Y.< > D Aw(a) — koo Y Aw+(n) ]+ 0y)(—57)
° WNR#£(D (log X)' acA X 0<n<X log X
wWé¢Q
a(W)-(1+e- #A 0-#A
< Z ZAW+ — Ro—/— Z A+ (n)] + Oy(——-)
WNRAD (log X)f a€A X 0<n<X log X
W¢Q
a(W)-(1+¢y-0) #A 0-#A
<y Z ) + On( )
WD (log X)! (log X)® log X
Wé¢Q
#A 0-#A 5 #A
<Ly — o5 14+ 0 < + O, ( ,
n (log X)l+5 W%;é@ 7]( IOgX ) (IOgX l+5 Z X )
Wé¢Q

wobei die Funktionen hinter den O-Gliedern reellwertig sind. Wegen >~ 1 <, ~2*2 erhalten wir
W

fiir hinreichend grofie X mit 0 < ¢ = (log(log X))~ € [0, 1] und logl(ézig)fy < 1 insbesondere

#A S #A§ 5o #A (loglog X))

1 . — . — :
(logX (log X )5 Z <<77 (log X)i+5 log X (log X)*+*  log X (log X)HH4
J- log(log X)? -
< #A_(og( 0g X) i+ #A
log X log X log X

Folglich gilt

0-#A
6.1.31
( ) Z S Jog X log X
Nun zur Abschitzung von >3, = > — L g #A S —L ] nach oben.
g 4 wim s [aeMA(W+) 14k c(a) 2°x be M) 1+kg(b)]
WeQ
Wir definieren gemafl HS2 Prop.6.1 auf S.116-117 die Menge
K Z:{Wo = Wo(Zl,...,Zlfl) \V 1 Slgn
I—
(840 —s1i)z +1i- (6+ l52) <oy — S — 82 .c;+6- d;}
j=1
-1
mit r; := max |sji— suil, ci:i= > Sji— Si4, d; == min{s;; ,0} fir alle 1 <4 < n, indem
<< j=1
sj7ifslyi>0

die o; und s;; aus dem gegebenen logarithmischen Polytop R C R! stammen
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(vgl. Einfihrung in Kap. 6), sowie die Menge

-1
Ty = { Wo(z1, st 1) NRAD|Y 2 € [1 — 6 — 16% — Zzu =2 =Nz,

=1

V P.(2y,...,z) von (21, ..., z) mit 2z, = 2 firein 1 <t <1 :

W(lev""zl,—l) g ﬁ(é) g W(Z/D"?Z;—DQ(WU)?Z;—',-D "'7le—1) € K}:

-1 -1
wobei wir uns daran erinnern, dass das Element g(Wy) € [1 — % — 3 2,1 — ¥ z;[N Z eindeutig
i=1 =1

fir den Wiirfel Wy(21, ..., z-1) mit Wy N R # () definiert ist (sieche Kap.I). Dabei bedeutet

,mit 2, = z fiir ein 1 <t <1”, dass % an die (nicht zuvor fixierte) Stelle ¢ permutiert wird.

Sei nun B = A oder B = B sowie Wy = Wy(z1,...,z1-1) mit Wo NR # 0, Wy € Q gege-
ben und b € M B(Wo ) fixiert. Nach (6.1.16) existiert ein eindeutiges, nur von b abhingiges
-1
neE[l—0-16— E zi, 1 — X 2] N Z, sodass
i=1

ke(b) = #{W =W (2, ..., z,_1) CR(S) | (21, ..., ) ist P. von (1, ..., )
(21,0, 21-1)}
= H{W =Wz, ... z1) CR(O) | (21, ..., z_,) ist P. von (21, ..., z_1)
mit (zll, ...,zl/_l) # (21,0, 21-1)}
) CR(S) | (21, ..., z) ist P. von (21, ..., )

mit z, = z firein 1 <t <[—1}

= #RURy = #Ry + #R;,

gilt, denn wegen Wy € @ sind die z; fiir 1 < ¢ <[ paarweise verschieden, woraus sich insbesondere
(21521 1) # (21, .., 1) fiir alle P. (2, ..., ;) von (21, ..., 2) mit z, = 2 fiirein 1 <t <[ —1
ergibt sowie auf die Disjunktheit der beiden Mengen R; und R, geschlossen werden kann, da fiir
W € R, im kartesischen Produkt von W mit dem Intervall S(z;) multipliziert wird, fir W € R,

jedoch nicht. Nun ist

Ri={W=W(z,....7_,) SR | (21,.... z_,) ist P. von (21, ..., z1_1)

it (2], s 21y) 7 (21, s 71))

offensichtlich nur von 21, ..., 2,1 bzw. W, abhingig, sodass #R; = c3(Wp) € Ny mit
cs(Wy) < (I —1)! <, 1 gilt. Ferner liefert HS2 Prop.6.1 a) die Giiltigkeit von
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#Ry = #H{W =W(z,....,z,_1) CR(O) | (2, ..., ) ist P. von (21, ..., z)
mit z, =z firein 1 <t <1—1}
Z #{ W= W(lev "‘7Z;7179(W0)7’Z;+17 '”7Zl/71> < K |
(215 o0s 211, GW0), 21y ey 21) 5t Puovon (21,00, 211, g(Wo))

mit z, = g(Wp) fiirein 1 <t <1—1}:= ¢y(Wp) € Ny

-1 -1

mit Gleichheit fiir Wy € Ty, denn 2z, € [1 =6 —16% — 3 2;,1 — 3 2] N Z liegt fest und die letzte
i=1 i=1

Menge ist nur von 21, ..., z,_1, g(Wy), also Wy abhéngig. Diese Aussage ergibt sich, indem wir

uns die Existenz einer injektiven (bijektiven, falls W, € T}) Abbildung

FAW = W2 21, 9W0), Zpits oo 21) € K| (21, ooy 201, GV, Zp 15 -y 27) it P
von (21, ..., zi_1, g(Wp)) mit z, = g(Wp) firein 1 <t <1 —1} := S(K) —
{W =W(z,....5.,) CRO)| (2,...., 5) ist P. von (1, ..., z1) mit z, = z fiir ein

1<t<I—1}:=S(R(J))

wie folgt klar machen. Wegen W, € @ und der Def. von g(WWy) sind sowohl z1, ..., z; als auch
21y .-y 211, 9(Wo) paarweise verschieden. Fiir verschiedene Wiirfel Wi (xy, ..., 2;1) € S(K) und
Wa(yr, ooy yi—1) € S(K) sind (xy,...,2;) und (y1, ..., ;) Permutationen von (2, ..., z-1, g(Wo))
mit xy, =y, = g(Wp) fiir 1 < ¢y, <1 —1 und (zq1,...,21-1) # (Y1, ., yi—1) (<= Wy # Wy).

Insbesondere gibt es einen Index 1 < s <[ — 1 mit x, # ys.

Nach HS2 Prop.6.1 a) (i) erhalten wir den Wiirfel W, € S(R(6)) bzw. W, € S(R(6)), indem
wir das Intervall [z, 21, + 0%[ = [9(Wo), g(Wo) + %[ bzw. [yry, g, + 0°[ = [g(W0), g(Wo) + 67

im kartesischen Produkt von W; bzw. W, durch [z, z; + 6] ersetzen.

Im Fall s # ¢, und s # t, sind damit auch W, und W, verschieden, denn [z, 24+ 0%[# [ys, ys +62]
und beide Intervalle bleiben bei der oben beschriebenen Bildung von W, aus W, bzw.

W, aus W, als s.-Faktor im kartesischen Produkt erhalten.

Im Fall s = ¢, und s # t, steht im kartesischen Produkt von W, bzw. W, als s.-Faktor
das Intervall [z}, z; + 0%[ bzw. [ys,ys + 6*[ und wegen y, # v, = g(Wo) (1 < s < 1 —1) ist
Ys € {21, ..., z1_1} und daher y, # z;, sodass auch [z, 2; + 0%[ # [ys, ys + 0%[ gilt und folglich
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W, sowie W, verschieden sind (beachte: 4. Absatz auf der vorigen Seite).

Im Fall s # ¢, und s = ¢, steht im kartesischen Produkt von W, bzw. W, als s.-Faktor das
Intervall [x,, x5 + 6%[ bzw. [z, 2, + 62[ und wir ersetzen im vorigen Fall nur y durch z sowie t,
durch ¢;, woraus analog W, # W, folgt.

Der Fall s = t; und s = t5 kann nicht eintreten, da sich sonst mit x5 =y, = g(Wo) = i, = ys
ein Widerspruch zu z, # y, ergibt. In allen Fallen gilt somit W, # W,.

Damit wird eine injektive Abbildung f : S(K) — S(R(6)) gemifi der oben beschriebe-
nen Bildung von W, € S(R(4)) aus W, € S(K) definiert, die im Fall W, € T} sogar bijektiv ist,
da wir dann gemif Def. von T} (beachte: <-Zeichen) aus dem Wiirfel W, € S(R(5)) wieder
den Wiirfel W, € S(K) konstruieren, indem wir im kartesischen Produkt von W, den Faktor
21, 21 + 6% durch den Faktor [g(Wp), g(Wo) + %[ ersetzen (beachte: 1 <t <1 —1).

Offenbar ist ¢4(Wy) < 1! <, 1 und wegen 7 € |0, 1] sowie c3(Wp) <, 1 gilt insgesamt
1+ kg(b) =1+ #Rl + #RQ > 1+ Cg(W()) + C4(Wg) =: C5(W0) € N mit C5(W0) Xn 1 und

Gleichheit fir W, € T;. Fassen wir dies zusammen, so erhalten wir

(6.1.32) 1+ kc(b) > cs(Wo) ¥V be Mg(Wih), ¥ WonR(S) £ 0, Wy € Q

mit einer Konstanten c5(Wy) € N, ¢5(WW) =, 1 und Gleichheit, falls Wy, € T3,

wobei wir darauf hinweisen, dass (6.1.32) sowohl fiir B = A als auch fiir B = B korrekt ist.
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Dies liefert die Abschéitzung

1 #A 1
Z = Z [ Z — Ko . Z 7]
! WAR£D a€Ma(W) 1+ kc(a) X verigv) T kc(b)
WeQ
1 #A 1
< > [ X — Ko Y ]
WNR#AD a€Mo(WT) C5(W) X beMp(W+) 1+ kg(b)
weQ
1 #A 1
= > D lw+(a)- — K oy >
WARAD aEA cs(W) X WiRL0  bEMa(W) cs(W)
weq WeQ, Wer
#A 1
—Rog—— - Z Z [E—
X WNR#£D beMp(W) L+ kg(b)
WeQ, WeT
1 #A 1
= > D lu+(a)- — K2 Y
WNR£D a€EA cs(W) X iR beMav) cs(W)
WeQ WeQ
#A 1 1
— Ko . Z Z [ o ]
X iR vergove) LTE c(d) (W)
WeQ, W¢T1
1 #A §-#A
= D2 Tw(a) — koo Ly« (n)] + Osmy o ( )
W%,Eﬂ cs(W) QGZ; w 2y og;x W (R);n log X

weQ

, 5 #A
= 25 +OS(R)a7] ( IOgX )’

denn wegen ¢;(W), 1+ kc(b) > 1 gilt nach (6.1.12) sowie HS2 Prop.6.1 a) (i) insbesondere

A
WYY hmmemlie e Y Y 2«

WARAD bEMp(WT) WNRAD beEMp(WT)

WeQ, WeTy WeQ, WeT,
#A #HA 622X
X2 2 < Tee s 2 s
WNRAD 0<n<X & WARAD

WeQ, WeT WeQ, WeT,
52l—2 52l—2 5 -

ik >, 1 <smyy P74 g O FA

log WiRA0 log X log X
W¢T

Aus (6.1.23) folgt wegen v(n) =1 V n € Ny, falls W € @, die Abschitzung

Cl(W> . (1 — C9 6)
(log X)! -1

VneN, VWNR#AD WeQ

Cl(W) : (1 +cCo - (S)
(log X)t-1

mit positiven Konstanten ¢; = ¢;(W) =<, 1 und ¢; = c2(n).
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Wir erinnern uns an ¢; (W) - (1 £ ¢2(n) - 0) =, 1. Dies impliziert

25 = Z . (W glva —1432 Z 1y+(n

WNR#AD 0<n<X
WeQ
1 Cl(W)<1—|—C2(5)
< . - A+ (a)
W%ﬂ cs(W) [%4 (log X)t- 1 W
weQ
#A Cl(W) (1—C2(5)
—k “Aw+(n
27 v X 0<§£X (log X)l -1 W+< )]
Cl(W) (1 + Cy
= Aw+ - /12 AWJr
Wr%z:;é@ cs(W) - (logX a%;él 0<%£X
WeQ
#A 1 Aw+(n)
+Ro—— - 2-c(W)-ca(n)-6-
A Wr%z:;é@ cs(W) 03%2)( (log X)'
WeQ
Cl(W> (1+C2 (5#,,4
= AW+ — /‘62 Aw+ + O (7%
W%ﬂ cs(W) - (log X)! (1%;4 0<%£X log X
WeQ

weil wir analog zur Behandlung von Y5 auf S.100 (ab ,so kommt...”) mithilfe

% -Aw+(n) < 1y+(n) (s.0.) bzw. /(\log)?;l) <, 1w+ (n) fur alle n € Ny und

WNR#0, W e Q (beachte: ¢;(W) - (1 — ¢z - ) =, 1) den zweiten Summanden im vorletzten

Schritt als O (6 #“4) abschétzen konnen.

Dazu verwenden wir noch £ (wg =,1, > 1<31< 0% alsauch (6.1.12).
° Wnﬁg(b w
We

Analog zur Herleitung von (6.1.31) auf S.101 (ab ,Zusammenfassend...”) schlieen wir aus

(6.1.27) und der letzten Zeile in der Abschitzung fiir Y5 auf die Giiltigkeit von Y5 <, i;gi;?,

wenn wir zusitzlich @0V (1tead) =,lund ¥ 1<31<, %" benutzen.

e (W) WARAD w
weQ

Folglich ist 24 < 35 +O0s(r), n (15

) <sR). 1 fozﬁ, sodass nach (6.1.29)-(6.1.31)

0-#A

(6'1'33> %173'< B /€2 X 0<§£X1 ) = Z4+25 +OS(RM ( log X )
5 #A
S Cﬁ(S(R>7n) ’ lOgX

mit einer Konstanten ¢g(S(R),n) € Rt kommt, denn alle bisherigen O-Glieder schétzen

reellwertige Funktionen ab.
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VIL Im Folgenden schitzen wir 3 1p/(a) — r2%2 - 3 1/(n) nach unten ab.
acA 0<n<X

Einsetzen von B = A bzw. B = B in (6.1.18) liefert

1

(6.1.34) Y 1x(a)> > > — A
acA WCR(S) a€Ma(WH) 1+ kc(a)
1
> g < Y >
0<n<X WARAD bEMp(WT) 1+ kg(b)

Wir definieren gemafl HS2 Prop.6.1 auf S.116-117 die Menge

-1

T2 = { Wo(Zl, ...,Zl_l) Q ﬁ((;) ‘\V/Zl c [1 - 152 Z'Z“ - Z Zi ﬂ Z,

i=1
Y P.(2,...,2) von (z1,...,z) mit z, = z firein 1 <t <1 :

W(Z/h"'vzl,—l) g ﬁ(6) Al W(zllv"'aZ;—lag(WO)vz;—&—l?"'le,—l) g ﬁ(5)}7

_ _ -1
wobei wir beachten, dass fir W, C R(d) insbesondere WoN'R # 0 gilt, also 1—0—16> =3 2 > 2
i=1
nach (6.1.7) folgt und g(Wy) definiert ist. Wir bemerken, dass W € T, N Q stets W C R(9)

liefert und schétzen mithilfe (6.1.35) wie folgt ab :

(6.1.35) Y 1(a) _”2)( Y o1,

acA 0<n<X

D I DI D
WCR(6) a€Ma(WT) L+ kg( ) WNRAD beMp(WT) 1+ k§<b>
WeTNQ

1 #A 1
Z Z — K9 . Z Z -
WETNQ aeniam+) L T Rc(a) X WGTQQQ vertatwey L+ k()
#A 1 1
X WCR(5) beMp(WT) 1+ kg(b) WNRAD bEMp(W) 1+ kc(b)
WERNQ WR(5)

1 #A 3 1 (5-#A)

R ' 7 T 0 —
We;zmQ [aeMAZ(Wﬂ l+kc(a) X 1+ kg(b)] SRy ( log X
5 #A

=) 05y 1gX)

be Mp(W+)

denn aus HS1 Prop.6.1 und HS2 Prop.6.1 b), c) sowie (6.1.12)
(beachte: W C R(§) = WNR # () und 1+k e < L erhalten wir fir die beiden letzten zu

subtrahierenden Summen
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A 1 1
O<KJ27%A£X' Z Z H—Tg(l))"—ﬁlgi Z Z — <

WCR(6) beMs(WT) sz;s@ berimvy L T Rc(0)

W¢TNQ WER(s)
#A
L2 2 e+ X > lwe(n)l <
WCR($) 0<n<X WNRAD 0<n<X
W¢ETNQ WER(S)
#A
X [ Z Z Ly+(n) + Z Z ly+(n) + Z Z 1y+(n)] <,
WCR(s) 0=n<X WCR(s) 0=n<X WNRAD 0<n<X
WeT, W¢Q W;(_ﬁ(é)

52l 2y #.A 52172#“4 o 5#A
o olis SHIP VL LP DELED DI RS C U] s G s o
& WCR(6) Wé¢Q ngﬂ) 8 g

WET, WER(S)

Wir konstruieren nun eine untere Schranke fiir > .

Sei B = A oder B = B sowie Wy = Wy(z1, ..., z11) mit Wy € To,NQ
(= Wy € R(6) = WyN'R # () gegeben und b € MB(WO ) fixiert. Nach (6.1.16) existiert ein

-1
eindeutiges, nur von b abhéingiges z; € [1 — 6 — [§? — Z zi, 1 =3 2z N Z, sodass wir analog zur

i=1
Herleitung von (6.1.32) auf S.101-104 die Giiltigkeit von

ke(b) = #{W =W (2}, ... 2_,) CR() | (2, ..., ) ist P. von (21, ..., %)
mit (27, ..., 2_1) # (21, ., 21-1)}
= H{W =W(z, ...z 1) CR(O) | (21, ..., z_,) ist P. von (21, ..., z_1)
mit (zy,...,2_4) # (21, ..., 21-1)}
U{W =W(zy,....z_1) SRO)| (21, ..., z) ist P. von (1, ..., )
mit z, = z firein 1 <t <1 —1}

= #RURy = #Ry + #R;,

erhalten, wobei wir daran erinnern, dass #R; = c3(Wy) € Ny mit c5(Wp) < (I — 1)! <, 1 ist.
Ferner impliziert W, € T; nach Definition von 75 die Gleichung
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#Ry = #H{W =W(z,....,z,_1) CR(O) | (2, ..., ) ist P. von (21, ..., z)
mit z, =z firein 1 <t <1—1}
= #{W =Wz, s 20, 9W0)s 240, 00 221) C R(S) |
(215 o0s 241, GW0), 21y oes 21) 5t Puovon (21,00, 21, g(Wo))
mit z, = g(Wp) fiir ein 1 <t <1—1}:= ¢y(Wp) € Ny,
l

—1
> zi] N Z liegt fest und die letzte Menge ist nur von
=1

(2

I-1
denn 2z € [1 =0 — 162 — X 2,1
i=1
21y -y 2121, §(Wh), also Wy abhéngig. Dies sehen wir, indem wir uns die Existenz einer bijektiven

Abbildung

h’ : {W = W(ZD "-7Zt—1>g<W0 7Zt+1> "'7Zl—l) g ﬁ(5) ‘ (217 '-'>Zt—1ag(W0)7zt+17 '-'721) ist
P. von (21, ..., z1-1, (W)
R(6) | (2, ..., ) ist P. von (21, ..., z) mit z, = 2 fiir ein

{W = W(zll, ...,zl,_l) C

)
ymit z, = g(Wp) fiirein 1 <t <1 —1}:= So(R(5)) —
)

1<t<l—1}:=SR())

mithilfe Wy € T, N @, der Definition von T, (beachte: <-Zeichen) und dem gleichen Vorgehen
wie bei der Herleitung von (6.1.32) bzw. auf S.103-104 klar machen. In der Argumentation dort

ist ndmlich nur f durch h, T} durch Ty, S(K) durch So(R(9)) sowie HS2 Prop.6.1 a) (ii) durch

Wy € T, zu ersetzen.

Offenbar ist ¢s(Wp) <! <, 1 und wegen 7 € |0, 1] sowie c3(Wy) <, 1 gilt insgesamt
1 + kg(b) =1 + #Rl + #RQ =1 + Cg(Wo) + C4<Wg) = C5(W0) c N mit C5(W0) Xn 1.

Fassen wir die Resultate zusammen, so erhalten wir

(6.1.36) 1+ kc(b) =cs(Wo) YV be Mp(We), ¥V Wy e ThNQ

mit einer Konstanten c;(Wy) € N, ¢5(W)) =, 1,

wobei wir darauf hinweisen, dass (6.1.36) sowohl fir B = A als auch fiir B = B korrekt ist.

Aus (6.1.23) folgt wegen y(n) =1 Vn e Ny, falls W e T,NQ (=W e R(6) = WNR#D),
die Abschétzung
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a(W)-(1—¢cy-9)
(log X)! -1

VneN,VIWel,NQ

a(W)-(1+c¢-9)

“Aw+(n) < 1y+(n) < (log X)! - 1

: AW+ (n)

mit positiven Konstanten ¢; = ¢;(W) =<, 1 und ¢; = c3(n). Erinnern wir uns an

aa(W) - (1£e(n)-0) =, 1, so kénnen wir zusammen mit (6.1.36) auf

= WEET;OQ [“GM%:”” H;M) : @%‘;4 | beM§W+) H;g(b)]
B WeZT;mQ 05( ) a;lw - '12%;'%;)( Ly+(n)]
§ WezTQ:mQ C5(1W) ' [a; Cl(m(/llé()l()?? & Aw+(a)
i 0<nz<x (V<Vl)g<)1<>+ .Cf A (w)]
_WGZTEQQ clciV(VM)/) (l(log X)! %Aw _ A b 0<;<XAW+
R R RN

. d-#A
T 27 +O7]( IOgX )

schlieflen, weil wir analog zur Behandlung von Y 5 auf S.100 (ab ,so kommt...”) mithilfe

W Aw+(n) < 1wy+(n) (s.0.) bzw. mﬁ) <y w+(n) (beachte: ¢;(W)-(1—c2-9) =, 1)
fir alle n € Ng und W € T, N Q die zu subtrahierende Summe im vorletzten Schritt als On(f(;gi;?)

abschitzen konnen. Dazu verwenden wir noch & E% =,1, > 1<X1< 6% und(6.1.12).
WETNQ W

Aus (6.1.27) (beachte: W € T,NQ = W NR # 0) und 2L = 1 (< o5(W) =, 1) folgt

Cl(W) . (1
et A + — K A

‘ 27 ‘ ’ WGXTQ:OQ C5(W) (10g X) %4 w 2 0<%;X W+

a(W)-(1—

A — K A <

WeTnQ cs(W) - (logX) | aze;él w 2 X 0<§;X wml <

aW)-1—c-9) #A #A #A

. < . 1<, —- 1

o () (g XY (og XP < (og X 2, L S log ) 2

Wegen Y"1 <, ~2*2 erhalten wir fiir hinreichend grofe X mit 0 < ¢ = (log(log X))~* € [0, 1]
W

d log(log X )2

< 1 insbesondere
log X
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#A 522 o-#A 6t 54 A (log(log X)) !

1 . — . — .
(logX )5 Z <<77 X)”E’ log X (log X)*+*  log X (log X)H4

. 5~#.A _ (log(logX)Q)lJr4 . §-#A
log X log X log X’
Folglich ist >, = On(fc;?;) was eingesetzt die untere Schranke > ¢ > O ( ooy ) liefert.
Somit gilt nach (6.1.35) die Abschétzung
0-#A §-#A
g 1, (a)— 1, > — ) >
(6.1.37) ; r (@) @ o<;<x () 2 3 6 +0sman (o 57) = Osmin (5, 57)
0-#A
>
= 07(S(R)7n) lOgX

mit einer Konstanten ¢;7(S(R),n) € RT, indem wir bemerken, dass alle Funktionen hinter den
O-Gliedern in diesem Nachweis reellwertig sind, also insbesondere die Funktion, die sich im
letzten Og(r) ., (f()’gi;?)—(}lied verbirgt, durch —c7(S(R),n) - fo#;? nach unten abgeschitzt werden

kann (beachte [z] < S & —S<ax< SV zeR).

Nach (6.1.33) und (6.1.37) erhalten wir das gewtinschte Resultat.

HS1 Prop.6.1:
Sei n € ]0, 1] eine von X unabhéngige Konstante oder n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewahlt

sowie 6 = (log(log X)) P und I € N, 2 < I K % gegeben. Ferner seien m = | 522 | € Ny und
Z={2+41i-0*|i=0,..,m} sowie die Wirfel W = W (z, ..., z_1) fir z1,..., 51 € Z gemaB
dem Nachweis von Proposition 6.1 erklirt. Analog zu Letzterem sei fiir das in Proposition 6.1

genannte logarithmische Polytop R C [, 1]' ebenso

-1 -1

R={eR " |Tegel-0-> e, 1-> ¢[:{e} x{a} €R} und

i=1 i=1

RO)={Fe R [{&} x[1 -4 — Zez, —;eZC'R}

definiert (vgl. S.84). Dann gilt Y. 1= Ogr), (672T3).
WNRAD
WER(S)
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Beweis:
Wir erinnern uns an die Definition des (logarithmischen) Polytops R C [, 1]' zu Beginn von

Kapitel 6 als Durchschnitt R = ﬂ H . endlich vieler (n € N) abgeschlossener Halbraume
=1

H; ., = {7 € R'| f;(¥) < a;}, wobei f; eine lineare Abbildung und «; € R ist, fiir alle 1 <14 < n.

T
l
Dabeiistfi(f):g:lsm-xjfﬁrfz Dl eR mits;; eRV1I<5j<,1<i<n
Xy

und es gilt S(R) = {s;; | 1 <j <1, 1<i<n}uU{0}.
Sei zundchst W = W (21, ..., z;—1) mit W € R(§) und W NR # 0 fixiert.

Dann gibt es wegen W ¢ R(§) einen Vektor o € W mit ¢ ¢ R(J).
-1 -1
Wire {v} x {v;} e Rfirallev, € [1 =9 — > v;, 1 — > vj], so folgt direkt
j=1 j=1
-1 -1 —
{t} x [1 =6 =X v;, 1 = 3 v;] C R, also der Widerspruch ¢ € R(9).
j=1 j=1
-1 -1
Damit gibt es insbesondere ein v, € [1 —0 — > v, 1 — Z vj[ mit {v} x {v;} ¢ R, wobei dies

Jj=1

nach R = N Hy ,, die Existenz eines Indexes 1 <o < n mit {t} x {v} ¢ Hy_ ,, impliziert.
i=1

Letzteres ist wiederum dquivalent zu f;, ({U} x {u}) > «a,, was insbesondere
! -1 -1 -1 -1
Cio < 2 8305 = 2 8305+ Stio = 22 830 uo (1= L 05) + 810+ (0 = (1= 32 ), also
i= i= i=

(1) J1<ip<n : a sl,0<ZsNO SLio)Vj + St - (01— (1= > _v;))
=1

liefert. Folgend gentige ig stets der Eigenschaft (1). Ferner gibt es wegen W N'R # () einen
— -1 -1

Vektor @ € W mit & € R, d.h. es gibt ein w; € [1 =5 — > w;, 1 — X w;[ mit {@} x {w;} € R,
= =

o, und damit jene von

was nach R = ﬁH . die Giiltigkeit von {w} x {w;} € H
i=1
fil{w} x {w}) < a; V 1 <i<nliefert. Analog zu oben mit > und ¢ anstatt < und i, folgt
-1 -
(2) a;—s10 > (80— spwi+ s - (w— (1 =Y wy)) V1<i<n,
j=1 '
Angenommen es gibe ein ¢ € R mit (ay, S1.445 -5 Stip) = (€5 oy €).
-1
Dann ist o, — s150 = 0= 5;4, — S15, V1 <j <1 —1und daher 0 < s, - (v; — (1 — X v;)) nach
j=1
-1

(1), was wegen v; < 1 — Y v; insbesondere s;,;, < 0 impliziert. Aus (2) erhalten wir fir ¢ = i
j=1
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-1 -1

jedoch 0 > ;4 - (w; — (1 — > w;)) und wegen w; < 1 — ¥ w; auch s;,, > 0 im Widerspruch zu
j=1 j=1

514, < 0. Damit haben wir

(3) (CYZ‘O,SLZ'O, ---:Sl,io) 7& (C, ...,C) V c € R,

gezeigt. Wegen ¢ € W ist v; € [z;,2; + 0% V 1 < j <[ —1 und mithilfe

-1 -1
vy e[l—0— Y v, 1= v;] sowie (1) finden wir
i=1 ;

-1
(4)  auy — s < Z Sjio = Stio)Vj + Stio - (v — (1 — v;))

=1 j=1
-1 -1

<D (Sjio = Stin)Zi + O (Sjio — Stio) - (V5 — 25) + [S140] - 0
= =1
-1 -1

<Y (Sjio = S1i0) 25 + 2 1850 — Stio| - 07 + |S140| - 6
=1 =1
-1

<D (850 = S1i0)%5 + Os(r)n(6),
=1

denn die s;; liegen allesamt in S(R) und fiir hinreichend grofe X mit 0 < §% < ¢ < 1 kommt

_ -1
0 <> I8540 = Stiol = 0% + Is1i6] - 6 <D [850 — Stio] - 0 + |s130] - 6
—1 j=1
-1
<6 (O Isg0] + Isuiol] + Is140]) < 0+ (20 — 1) - max{|s;;| | s;: € S(R)} sy O-
j=1

Aus (2) folgt fir i = iy wegen @ € W bzw. w; € [z;,2; +0°[ V 1 < j < [ —1 sowie

-1 -1
w €1 —6— Y w;, 1 = Y w,[ analog zu oben die Abschétzung
j=1 j=1

(5) ay — Slig >Z S]ZO 3120 wj+slzo’(wl_(1_zwj))
=1

-1 -1
> (S0 = Stio) 2 + O (840 — Stio) - (Wj — 25) — |S10] - 6
= =1
-1 -1
> (S50 = S100)% — D |0 — Stio] - 02 = |S130] - 6
j=1 =1
-1
> > (850 = S1,i0)%5 + Os(r)n(9),
j=1

was aufgrund der reellwertigen Funktionen in den Og(g),-Gliedern aus (4) und (5) insgesamt
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-1
(6) 91 S ’io S n oo — Sl,io = Z(Sj,io — Sl,io)zj + 05(73)777(6)

j=1
impliziert. Angenommen es wére s;;, — 51, = 0 fiir alle 1 < j <1 —1 und das (6) geniigende
1 <ip < n. Dann ist a;, — 814, = Og(r),5(0), denn die Summe in (6) verschwindet. Also gibt es

eine (im Wesentlichen) von X unabhéngige Konstante £ = k(S(R),n) € Rt (s.u.), sodass

1
7 0 iogk‘-é: ]{77 f X
0 o = sl logllog(x)) " T

gilt. Nach Erkldrung unserer O-Schreibweise in Kap. 2 erhalten wir dies sogar fiir alle X.

Die Menge S(R) ist von X unabhéngig (< R ist logarithmisch) und daher ist auch k£ von X
unabhéngig, falls wir n €0, 1] als eine von X unabhéngige Konstante wéihlen. Im Falle der Wahl
von 1 = n(X) gemafl Bemerkung 1 verdndern sich n = n(X) und damit auch k£ = k(S(R),n) hin-
reichend langsam fiir X — oo und konnen damit wieder als konstant gegentiber (log(log X))~!
angesehen werden (beachte: k héngt stetig von 7 ab und ist effektiv (s.0.)), d.h. insbesondere

héngt £ dann nur unwesentlich von X ab.

In beiden Féllen der Wahl von 7 erkennen wir, dass die rechte Seite von (7) fiir X — oo gegen

0 geht und erinnern den Leser nochmal an die Definition des logarithmischen Polytops R.

Ist a, von X unabhéngig, so auch |, — s;,| und daher muss a;, — 54, = 0 sein aufgrund der
Nullfolge auf der rechten Seite von (7). Damit wére (a,, 1.4y, ---s Stig) = (€, ..., ¢) fiir ein ¢ € R

im Widerspruch zu (3).

Fir o, = (X)) = —5 + W ist insbesondere s;;, # —3 nach (1) in der Def. des

log. Polytops R, womit |a,(X) — s;,| dann fiir X — oo gegen eine Konstante # 0 konvergiert,

nach (7) jedoch Nullfolge sein muss. Somit entsteht auch in diesem Fall ein Widerspruch.

Fiir oy, = ;) (X) = —(log(log(log(log X)))) ™! ist |ay,(X) — s14,| aufgrund der rechten Seite von

1

(7) wieder Nullfolge fiir X — oo. Jedoch konvergiert o, (X) — s15,| = | — Iogllog(logog X)) — Stiol

fir X — oo gegen |s;,|, sodass s;;, = 0 ist. Daraus folgt nach (7) insbesondere

1

fir X — oo,
log(log(log(log X)))

= [aio (X)] = [ig (X) = s150| < k- m
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was jedoch ausgeschlossen ist, denn k ist eine (im Wesentlichen) von X unabhéngige Konstante.

Wir erkennen zudem, dass auch bei einer allgemeinen Wahl von n = n(X) als Nullfolge gemafl
Bemerkung 1, wobei in Eigenschaft (3) des log. Polytops ja stets a; = —n(X) zu wéhlen ist,
der Fall a;;, = —n(X) mit obiger Idee zum Widerspruch gebracht werden kann. Dann muss

aufgrund der Nullfolge n = n(X) > 0 wieder s;;, = 0 sein und die letzte Ungleichung wird zu

1

nX) < k- log(log X)

fir X — oo,

was nicht sein kann, denn n(X) > 0 sowie k sind konstant gegeniiber 6 = ) fir X — oo.

1
log(log X
Nach Definition des log. Polytops R ist damit die Fallunterscheidung abgeschlossen und die
Annahme zum Widerspruch gebracht. Folglich gilt

(8) ngjogl—l . Sjo,’io_sl,io%o'
Fassen wir unsere Ergebnisse (6) und (8) zusammen, so liefert dies die Aussage

(9) Jeder Wiirfel W = W (21, ..., z—1) mit W € R(d) und WNR # 0

induziert ein Paar (ig, jo) mit 1 <ip <n, 1 < jo <[l -1, fur das

-1

Qg = Stig = Y_(Sji0 = S1i0) % + Os(r)n(9) und sjo4y — s14, # 0 gilt.
7j=1

Sei (ig, jo) mit 1 <9 <n, 1 <jo <Il—1 gegeben. Wir zéhlen die Wirfel W = W (z1, ..., z,_1)
mit W € R(6) und W NR # 0, die dieses Paar induzieren.
-1
Dazu seien zunéchst 21, ..., Zjo—1, Zjg+1, ---, 211 € Z fixiert. Dann liegt auch S := Y (8., — S1i0) %
=1
J#jo
fest und nach (9) gilt i, — 51,60 — S = (Sjo,i0 — S1,i0 ) Zjo + Os(R),5(9), falls der Wiirfel W (21, ..., z1-1)
das gegebene Paar induziert. Ist k = k(S(R),n) € Rt die Konstante im Ogg),(0), so gilt

aio—sl,io—S_‘ k "6<Z'<ai0—sl,i0—5+ k
Jo —
Sjosi0 — Slsio Sjosi0 — Slio Sjosi0 — Slsio Sjo,io — Slyio

denn der Nenner s;, ;, — 51,4, verschwindet nicht.
Nun ist offenbar |s;, i, — Siio| > min{|s;; — spi| # 0] Sji, sni € S(R) } :=¢c(S(R)) = ¢ € RT,

wobei wir bemerken, dass die Menge, tiber die wir das Minimum bilden, wegen s;, ;, — 14, 7 0
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nicht-leer ist. Somit gilt fiir v = y(S(R),n) := & € RT insbesondere y > [-—*_——| und daher

Sjo,io _Sl,io

Qi — Slyig ) Qi — Slig — S
o 0 TPy <y < e e P

. . . . . . + ")/ ’ 5‘
Sjosio — Slyio Sjosio — Slyo

Der Bruch %l_gfos liegt fest und z;, liegt in einem Intervall der Breite 2 - §, sodass wegen
zjy = L +1ij, - 6% € Z fiir dieses zj, € Z bzw. ij, € Ny hochstens |25’ | + 1 = Og(r)y (671
(aufeinanderfolgende) Werte in Frage kommen (beachte: 6=! > 1). Folglich gibt es auch nur
(m+1)72([252] +1) = 0,((672)2) - Osry (671) = Og(ryy (072+3) Tupel (21, ..., z1-1) € Z, fiir

die der Wiirfel W (21, ..., zi—1) mit W € R(§) und WNR # 0 das gegebene Paar (ig, jo) induziert.

Da es nur n-(I—1) = O, (1) dieser Paare gibt, wobei n eine absolute Konstante des Polytops R ist,
die nicht von X abhéngt, existieren nach (9) hochstens n-(I—1)-Ogr), (67273) = Og(r), (672T3)
Wiirfel W mit W ¢ R(6) und W N'R # 0.

HS2 Prop.6.1:
Die Voraussetzungen von HSI Prop.6.1 tibernehmen wir und erinnern daran, dass

R = F) H . beschrinkter Durchschnitt endlich vieler (n € N) abgeschlossener Halbrdume
:1 ’ 7

(2

€

l
Hf_ {’17 € Rl | fz(U) S Oéz‘} iSt, wobei fz(f) = Z Sji Ty fur ¥ = € ]Rl

i T =
x
eine lineare Abbildung definiert und S(R) = {s;, | 1 <j <1, 1 <i<n}U{0} gilt.
Analog zum Nachweis von Prop. 6.1 definieren wir fiir W = W (zy,...,z1) mit WNR # 0
durch g(W) das eindeutig bestimmte Element z € [1 — §% — lil 2,1 — lil zi| N Z (vgl. S.87),
wobei Z wieder unsere bekannte Menge Z = {2 +i-6*|i = O,Z.:. .1, m} ausz:(iem Beweis von

Prop. 6.1 (vgl. S.85) sei. Es ergeben sich die folgenden Aussagen in den Teilen a)-c):
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a) Wir definieren die Mengen

={Wo=Wo(z1,..,201) |V I <i<n:

-1
Z(Sjﬂ' —s13)z + i (04 16%) < a; — S1i — 6%-c;+ 8- d;} mit
j=1
-1
r; = 1rr<1ai< |sji — suil, €= 221 Sji — Sii, d;i »=min{s;; ,0} V 1 <i < nsowie
Sj,ij_g“>0
_ -1
Tl ZZ{W()(ZI,...,ZZ_l)ﬂR%@lV z2] € [1— l52 ZZZ7 Z Z; ﬂZ7
i=1

V P.(z,...,2)von (2, ..., ) mit z, = z firein 1 <t <[ :

W(Z,b "'>Zl,—1) CR() & W(z;, - Z;—lvg(WO)v Z;+17 cery 21,—1) € K}

(i) Dannist #{WoNR #£0| Wy & Th} <smyn 6 2.

(11) Fir Wo = Wo(Zh Zl,1> mit Wo ﬂﬁ 7é @gllt .
-1

Vye[l—0—18— Z'Zw >zl N Z VP (2, 2) von (21, ..., ) mit

=1

z;:zl firein 1 <t</| :

W (21, s 2015 GWV0)s 2y 15 s 211) € K = W2y, 21) € R(D).

b) Wir setzen

-1
T2 = { WO(Zla "'7Zl—1) g ﬁ(5) |VZ[ S [1 - l52 ZZ“ - Z “i ﬂ Z’

=1
Y P.(2,...,7) von (21, ..., z) mit z, = z firein 1 <t <1 :
W('Z/la ) Zl,—l) g ﬁ(é) ~ W(/Z;’ AS) Zzlt—lvg(WO)a Z;—i-l’ ) zll—l) g ﬁ<5)}
Dann gilt #{ W CR(S) | W ¢ T } sy 6 .

c) Ferner erkléren wir

Q:{W:W(Z’l,Zl_l)‘v1<l<j<l—1zz#2] A

-1

Vzell-0 —16% — ZZ“ —ZzzﬂZ‘v’1<z<l—1 # 21}

=1

Dann gilt #{ W ¢ Q} <sr), 0 .
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Bewezs:

Wir verwenden im Nachweis zu a) und b) die Aquivalenz

!
(x) Wi(z1,...,20-1) CR() & V1<i<n: Z<Sj,i —814) -2 <oy — sy — 82 .c;4+06-d;
=1

-1
mit ¢; = > sji— si; und d; = min{s;; ,0} V 1 < i < n, welche fir alle Wiirfel
=1
Sj’ijfsl,i>0

W = W(z,...,z-1) gilt. Darin ist z; € R beliebig wahlbar, denn der Summand fiir j = [

verschwindet. Diese Gleichwertigkeit weisen wir nun nach.

Nach Definition von R(d) (vgl. S.111 oder S.84) gilt

-1 -1
EeER0) & {ex[1-6-> e, 1-) ¢[CR &
j=1 =1
-1 -1
Vi>e>0:{e}x[1-6->¢e,1-) ¢ —¢ CR &
=1

Jj=1

-1 -1
Vo>e>0: {x{1-6-YeleRA{ex{1-Y ¢ —¢eR,
J=1 J=1

wobei dieses € nichts mit dem festgelegten € = 1071°% zu tun hat und wir im letzten Schritt die

n
Konvexitat von R benutzen. Die letzte Aussage ist wegen R = N H, . gleichwertig zu
. 1 k] (2

1=

-1 -1
Vi>e>0 V1<i<n: ZSj7i'€j+Sl7i'(]._5_Z€j)SO{Z‘ A
j=1 j=1
-1 -1
Zsj,i'€j+8l,i'(1_zej_€>Sai =
j=1 j=1
-1
Vi>e>0 V1<i<n: Z(sjﬂ-—sl’,-)-ejSai—sl’i—i-&sl,i A
j=1
-1

D (850 —s13)€; S — s+ € sy o
=1

-1
V1 S’LSTL Z(sjvi—slﬂ-)-ej Sai_sl,i+5'di
j=1
mit d; := min{s;; ,0} V 1 <i < n, denn die letzte Aquivalenz ergibt sich wie folgt.
Sei 1 < ¢ < n fixiert. Fir d; = s, < 0ist 0 -5, <e€-5,; V I > e >0, womit die zwei-

te Ungleichung vor dem «-Zeichen erfiillt ist, wenn die erste gilt. Diese wird aber wegen d; = s;;
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gerade zur Ungleichung hinter dem -Zeichen. Fiir s;; > 0 bzw. d; = 0ist 6 - 5;; > €-5,; > 0
YV 6 > € > 0, womit die erste Ungleichung vor dem <-Zeichen erfiillt ist, wenn die zweite gilt.

Aus lil(sw —S1i) e <=8, +e-s,; Vi>e>0 & lil(s“ — S15) - €5 < oy — s;; erhalten
wir ci;m die gewiinschte Gleichwertigkeit zur Ungleichunjg:ilinter dem <-Zeichen (6 - d; = 0),

denn € - s5;; > 0 kann beliebig nahe an Null liegen. Damit folgt insgesamt
(1) eeR) & V1<i<n: Z(sji—s”)-ej <o —S,;,+0-d,.
Sei nun W = W(zy, ..., z,-1) gegeben. Nach (1) gilt

WCR(G) & VeeW : e R(0) &
-1

‘v’é'EVV : Z(Sj’i—slﬂ')'ejSO[Z'—SM—i—é'div1§i§n.
j=1

Angenommen es gidbe einen Index 1 < i < n mit

-1 -1
S = Z (Sj,i — Sl,z’) ©Zj + Z (Sj’z' - Slﬂ') : (Zj + (52> > oy — S, + - dz
=1 =1
Sjﬂ‘islyigo sj,ij_sl,i>0
max{s;; — s, >0|1<j<l—1} , falls diese Menge nicht-leer ist
Wir setzen s := e R
1 , sonst
sowie vy 1= m (S — (o — s+ 0d-d;)) € R, sodass wegen | > 2 insbesondere
-1
(s+1)-(I-1)>s-(I-1)> X (50— s1:) > 0ist.
Sjyiigll,¢>0
= 2, , falls 55, — 5, <0

Ferner ist der Vektor € € R-! mit €
€lzj +0% — 7,2+ 8Nz, 2+ 6% |, falls sj;, — s, >0

fir alle 1 < j <1 — 1 nach Definition in W enthalten und es gilt

-1 -1 -1
> (855 — s14) €5 = (sji—s14)-ej+ D (850 —s13) - ¢
) i—1 j=1
Sj’i—slﬂ'éo Sj,i_sl,i>0
-1 -1
> (sj0 = s3) 2+ D (85— su) (5 +8" =)
i—1 —1
sjﬂ-isl,igo Sj,iisl,i>0
-1
=S—79- > (sji—si)>S—v-(s+1)-(I-1)=a;— s, +0-d,,
Sjyiijll,i>0
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was € ¢ R(0) nach (1) bzw. W € R(4) impliziert (< € € W). Daraus kommt

-1
(2) Wgﬁ(d) &S VeeW : Z(Sj,i_sl,i)'ejSai_sl,i+5'di Vi<i<n =
j=1
-1
Z(Sj,i_sl,i)'zj §a1—317i—(52-ci—|—(5-di V1 SZSTL,
j=1
. . . . . l_l
wenn wir die einzelnen Summen in S geeignet zusammenfassen und ¢; := > Sji— Sl
=1
Sjyiislyi>0
V 1 < i < n definieren. Umgekehrt liefert
-1
(80— S13) 25 < o — 81 — 6%-c;+8-d; bzw.
j=1
-1 -1
Z (Sjﬂ' — Sm') . Zj + Z (Sjﬂ' — sl,i) . (Zj + (52> S Q; — 8[72' + 5 . dl V1 S 7 S n
— t
Sj’iisl’igo sj,iisl,i>0

fir alle €€ W wegen ¢; € [z;,2; +6*[C [0,1] V 1 < j <[ —1 die Giiltigkeit von

-1 -1 -1
D(sii— s eg = D (spai—s) et D (85— su) e
j=1 j=1 j=1
s]-,i—sMSO Sj,i_sl,i>0
-1 -1
S Z (Sjﬂ' — Su) . Zj + Z (Sj’i — Sl,i) . (Zj + 52)
=1 =1
Sj,iisl,igo Sj,ij_sl,i>0

<a,—s,;+06-d; V1<i<n

und damit nach (2) auch W C R(4), sodass wir in (2) das =-Zeichen durch < ersetzen kénnen
-1 !

und folglich (x) gezeigt haben. Hier nochmal der Hinweis, dass Y (s, —s1i)-2; = > (Sji—514)2;
j=1 j=1

fiir beliebige z; € R gilt und wir demnach auch die Summe in K sorglos bis j = [ laufen lassen

diirfen. Mithilfe (x) erfolgt nun der Nachweis

zu a): Wir zeigen zunéchst (ii). Sei Wy = Wy(z1, ..., z-1) mit Wy N'R # () gegeben,
-1 -1 , , /

2 €[1—0-10>—-% 2z, 1 — % z]NZ fixiert und (zy, ..., 2;) P. von (21, ..., ;) mit z, = z fiir
i=1 i=1

ein 1 <t </|.

Wegen Wy N'R # () ist g(Wy) definiert und das eindeutig bestimmte Element aus
-1 -1 , ) . )

1—0* =Y 2z, 1= X [N Z. Aus Wiz, ooy 21, §Wo), 2041, - 21_1) € K folgt
i=1 i=1
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(Sj,i — Su) . Z; + (St7i — Sl,i) . g(Wo) + ;- (5 + 162) S Q; — S5 — 52 * G + 0 - dl

KM~

fiir alle 1 < i < n. Wegen |z, — g(Wy)| = |z — g(Wy)| < & + 162 sowie |s;; — s3] < r; kommt

(S0i— 514) - 2 = (S0 — 510) -2 = (503 — s13) - (21— g(W)) + (505 — 516) - g(Wo) <
(505 — s10) - 9(Wo) + I[85 — sui| - (6 +16%) < (804 — s14) - g(Wo) + 14 - (5 + 167)

fiir alle 1 <4 < n, sodass auch

!

l
Z(S]Z Slz Z sz Sl 7 Z; + (St,i - 51,1') © 2y S
=1
Tt

Z(Sj,i — Sl,i) . Z; + (81571' — Sl,i) . g(Wo) + T (5 —+ Z(SZ) S o — SM — 52 * G —+ 5 . dz

fiir alle 1 < i < n gilt, was nach (*) gleichwertig ist zu W (zy, ..., z,_,) € R(6).

Damit ist (ii) nachgewiesen.

Nun zeigen wir (i). Es gilt

{WoNR#A0D|[Wo ¢ T } =
{Wo(z1, ey i) NRAD | Tz €[1 =5 — 167 — Zzz, —ZZ% z) N Z,
i=1
3P. (2,...,z) von (21, ..., ) mit z, = z fiirein 1 <t <1 :
Wz, .y z_1) CTRE) A W(z, ...,zgfl,g(WO),z;H, vz ) & K oder
W(z1, o 21) CR) A W(21s ooy 21, GW0), 2415 o0y 211) € K} =
{Wo(z1,.,zi1) NR#AD| Tz €1 —6 —16% — Zzl,l—i N Z,

=1

3P (2y,...,7) von (21,...,z) mit z, = z firein 1 <t <[ :

W(lea ”'72271) g ﬁ((s) A W(’Z/la "'7227179(W0)7Z;+17 "'7le71) ¢ K} = Sla

denn der zweite Fall in der zweiten Menge kann nach (ii) nicht eintreten. Wir verwenden eine

ahnliche Idee wie im Nachweis von HS1 Prop.6.1.
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Sei Wy = Wy(z1,..,21-1) € Sy sowie z; € Z und die P. (z/l, ,zl/) von (z1, ..., 2;) mit z; = z fur

m
ein 1 <t <[ gemaB der Definition von S; gegeben. Aus (x) und W (2}, ...,z_,) € R(4) folgt

M-

Il
—

(SjJ—Slﬂ‘)'Z;SOéi—Slyi—é‘z‘Ci—l-(S'di Vlgzﬁn

(3)

J

Ferner gibt es einen Index 1 < iy < n mit

MN

(Sj,io — 8[710) . Z; + (81571'0 — Sl,io) . g(W{)) + Tig - (5 -+ Z(SZ) > Qg — Siig — 52 * Ciy + 0 - dio,

(4)

..

S
=

, , , , -1 -1
denn W (21, ..., z,_1, 9(Wo), 2415 s 21_1) € K. Nach g(Wo), 2 € [1 =0 — 16 — ¥ 2, 1 — 3 2]
=1 i=1

ist |z, — g(Wo)| = |21 — g(Wy)| < 6 + 16% und zudem gilt |s;4, — S1.4o| < 73y, WoTaus wir

(5)  (Sti0 = St0) - Z; = (St,i0 = Stio) " 2 = (St — S1i0) - 9Wo) + (Stio — S1i0) * (21 — g(Wh))
> (8140 = S1io) - 9(Wo) = [t — Stio| - (6 +167)

> (8140 — S1io) - 9(Wo) — 73 - (8 +167)
schlieflen. Setzen wir ¢ = iy in (3) ein, so erhalten wir daraus

(6) iy — s13g = 0% Cip + 0 - dig = > (Sjio — S10) * %

=1
l / /
=D (850 = Stio) 2+ (10 — Stig) * %
o
l /
> (Sjio = Stio) - 2 + (Stiy — S10) - 9(Wo) — 74y - (6 4 167)
j=1
it

> iy — S1ig — 0% Cig + 0 - diy — 21y - (8 +167),

. . ’ ’ ’ ’ .
wobei wir zuletzt (4) verwenden und bemerken, dass (2, ..., 2,_1, %1, ---, 2;) eine P. von (21, ..., 1)

ist, weil (2y,...,2) P. von (21, ..., ;) ist mit z, = z fiir ein 1 < ¢ < [. Damit haben wir

(7) nglogn : Oéio—SMO—(52'Ci0+5'd10+7“1‘0'((5+152)2

l
Z(Sjyio — Sl,io) : Zj + (Stﬂ'o — 8[71'0) . g(Wo) > iy — Sty — (52 * Cip + - dio — T * ((5 + l(52),

’ i

. / / .
wobei (21, ..., 2,_1, Zp4 15 -, ) Poovon (21, ..., z-1) ist,
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gezeigt. Ferner ist Z z = Z z;j und daher

j=1 Jj=
J#t
Lo -1
(8)  (Stio — Sti0) - 9(Wo) = (Sti0 — Stio) - (1 = D 2;) + (Stio — Stio) - (9(Wo) — (1 = 2)))
=1 =1
i f
-1
- St,io - Sl,io - St 120 — 5 ’L() Z Z + St ,20 Sl,io) : (g(WO) - (]‘ - Zj))?
j=1

T

was eingesetzt in (7) und leichter Umformung die Giltigkeit von

Wiy — Stig — 52 * Cig + d- dio + Tig - (5 + l62) - (St,io - Sl,io) ' (g(WO) (1 - Z J)) Z
=1
l !
Z(Sj,io St 20) Zj >
=1
it
-1
Qi = S14g = 07+ Cigy + 0+ digy — Tigy (8 +16%) — (5150 — 5130) - (9(Wo) — (1 =D _ 2y)),
j=1
wobei (27, ..., %1 z;H, o z) Povon (21, ..., zi_q) st
liefert. Angenommen es gilt s;;0 — 5,5, =0 V 1 <5 <1, j # 1.
Dann ist s1;, = ... = 814, und 7, == max 5540 — Stio| = 0 sowie Z (8j,i0 — Stio) -z} = 0, sodass
) ]

J#
aus (9) die Giiltigkeit von a;, — S50 — 0% ¢ +0 - diy > 0> iy — 814y — 0% - Ciy + 0 - dj

(beachte: s;;, — s14, = 0) und damit ein Widerspruch folgt. Somit kommt
(10) 3F1<ygo<Il, jo#t : Sjpi, — Stiy # 0.
Setze ¢(S(R)) := max{|s;;| | s;; € S(R)} € Ry. Wegen g(Wj) € [1 —6* — ié 2, 1 — ié z[NZ
gilt [(St.4, — Stig) - (g(Wo) — (1 — E 2| < Stio — S1io] - 02 < 2+ ¢(S(R)) - 62, also
(St,io - Sl,io) (g(Wo) — (1 — Zj)) = OS(R)(52)-
Ferner liegen die s;; allesamt in S(R) und nach Definition sind r;,, ¢;, sowie d;, nur von diesen

s;; abhéngig, sodass im Speziellen |r;,|, ¢, |, |diy| <, ¢(S(R)) folgt und wir somit r;,, ¢;,, d;, als

Os(r)n(1) schreiben kénnen. Dies liefert insgesamt
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_52 : Ci() + 5 : di() _I_ T’i() : (5 + l52) - (8t7’i0 - Sl7i0) : (g(WO) - (1 - Z])) = OS(R), 77(5) A

_52 : Cio + 5 : di() - ri() . (5 + 152> - (st7i0 - $l7i0) . (g(WU) - (1 - Z])) = OS(R),W((S)

wegen 0 < 02 < § < 1 fiir hinreichend groBe X, sodass wir

M-

~+ =

(11) J1<ip<n: Qo — Stip T OS(R)J]((S) = (S]',io - St,io) 'Z;‘v

<SS
Sl

wobei (zll, ey z;_l, Z;+17 ey zl,) P. von (21, ..., z1_1) ist,
nach (9) erhalten. Fassen wir unsere Resultate (10) und (11) zusammen, so liefert dies

(12)  Jeder Wiirfel Wy = Wy (21, ..., zi-1) € Sy induziert ein Tripel (i, jo, t)

mit 1 <ig<n, 1 <7, t<I, joF#t, sodass eine P. (z/l, ...,z;_l, z;H, e zl/)
von (21, ..., z—1) mit der folgenden Eigenschaft existiert :

!

(Sjio = Stio) *2j N Sjgsio — Stip 7 0.

MN

(%%) iy — S14o + OS(RM@) =

S

Yl
& =

Nun fixieren wir ein geméf (12) erkléartes Tripel (ig, jo,t) und zidhlen die Anzahl der Wiirfel

Wo = Wo(z1, ...21-1) € S, die dieses Tripel induzieren.

. . . . . . o ’ / ! ’
Fiir jeden dieser Wiirfel finden wir nach (12) eine Permutation (z,...,2,_;, %1, .--,%) von

l !
(21, ..., z1—1) mit Eigenschaft (sx) oy — 5140 +Os(r)n(6) = X (8j,i0 — Stsio) -z und s, i — St.ig 7 0.

Dabei gibt es analog zur Idee im Nachweis von HS1 JIfrt’op.é’.l (vgl. S.115, jo # t) genau
Os(r).(67243) mogliche (I —1)-Tupel (21, .., 2,_1, Zps1s - ) € 2171 mit dieser Eigenschaft (s).
Da (21, ..., 2-1) stets P. von einem dieser (I — 1)-Tupel (2, ..., 2,_1, 2141, -, 2) € Z1 sein soll,
kommen auch nur Ogr),,(672") Wiirfel Wy = Wy(z1, ..., z-1) € Si in Frage, die das fixierte
Tripel (i, jo,t) induzieren, wenn wir die zusétzlichen (I — 1)! = O, (1) Multiplizitdten aufgrund

der Permutationseigenschaft berticksichtigen.

Nun gibt es insgesamt n - - (I — 1) = O,,(1) solcher Tripel (i, jo,t), womit nach (12)

insgesamt Og(r),(072"3) Wiirfel in S; existieren. Damit haben wir (i) bewiesen.
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zu b): Der Beweis hierzu geschieht mit den gleichen Ideen wie obiger Nachweis zu a) (i),

weshalb wir nur die wesentlichen Punkte auffithren. Wir zerlegen in der Form

{Wo CRO) I Wo g Th } =

{Wo(zl,.. 21— 1) ( )|E|Zl€[1— 152 ZZ“ —Z Zi ﬂ Z,

i=1
3P (2,..., ) von (21, ..., ) mit z, = z fiirein 1 <t <1 :
W (215 20) SR A Wz, s 21, 9Wo),s Ziis s 211) € R(S) oder
W(zy, o 21) CRE) A W25 21,9 (Wo) Ziits o 21) S R(0)} =

-1

{Wolz1, oy 20) CRO) |3z €1 -8 - 16% - Zzu Y unz

=1

3P (2,...,z) von (21, ..., ) mit z, = z fiirein 1 <t <1 :

W(zll,...,zl,_l) CR(G) A W(zll,... z; 1, 9(Wo), z;H,... zl/ 1) Qﬁ(é)}u
-1

{W()(Zl,...,Zl_l) Qﬁ(é) |E|Zl c [1— 162 ZZ“ —Z ﬂ Z

=1

3P. (2}, .., z) von (21, ..., z) mit 2, = z firein 1 <t <1 :

W(zll, e zl,_l) Q RO A W(zll, e z;_l,g(Wo), Z;_,’_l, e zl/_l) CR(O)}: =5 US,

und schitzen zunichst #S; ab. Sei Wy = Wy(z1, ..., z-1) € Si sowie z € Z und die P. (2, ..., 2,)
von (21, ..., 2;) mit z, = z fiir ein 1 <t <[ geméB der Definition von S; gegeben.

Aus (%) und W(zy, ..., z,_;) € R(J) erhalten wieder (3), wihrend () sowie

W (21, s 201, GW0), 2415 s 21-1) € R(S) die zu (4) analoge Aussage ohne den Summanden

T, - (8 +16%) impliziert. Verwenden wir ferner die vorletzte Zeile in (5), so folgt daraus insgesamt

(13) 1 S io S n o Oy — Siig — (52 * Gy + d- dio + ’St,io - Smo‘ : ((5 + l52) Z
l
> (Si40 = Stio) - 2 + (810 — Sti0) - 9Wo) > iy — S13g — 07 - Cip + 6 - diy,
=1
g

. / / .
wobei (24, ..., 2y_1, Zp4 15 -, 4) Poovon (24, ..., z21) ist,

welches (7) entspricht. Einsetzen von (8) liefert schlieBlich
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(14) 31<ip<n :

QG — St,io — (52 * Gy —+ 5 . dio -+ |3t,i0 — S i0| . (5 + l(SQ)

-1 !
_(St,io - Sl,io) : <9<WO) - (1 - Z Zj Z Sjig — St Zo = >
-1 —1
! Tt
-1
Qig — Stjig — (52 " Cip g dio - (Stﬂ'o - Sl,io) ’ <g<WO) - (1 - zj))’
j=1
wobei (2, ..., 2,_1 z;H, v zy) Povon (24, ..., zi_q) ist,
welches (9) entspricht. Im Fall s;;,—s:4, = 0V1 < j <, j # t ergibt sich mithilfe 51 ;) = ... = 514,

erneut ein Widerspruch (beachte: s;,;, — s14, = 0), sodass (10) gilt. Analog zum Nachweis von
a) (i) erhalten wir aus (14) auch die Giiltigkeit von (11), indem wir in der Herleitung dazu
15, durch |s;;, — S14,| ersetzen und beachten, dass letzteres ebenfalls ein Og(r),(1) ist (vgl.

S.123). Den Rest aus dem Nachweis von a) (i) konnen wir exakt so tibernehmen und erhalten

#Sl OS(R (5 2l+3)

Die Abschitzung von #S, geschieht auf dhnlichem Wege. Aus () und W (2}, ..., ;) € R(6)
sowie W(zy, .., 21, d(Wo), 2111, +r 21_1) © R(8) erhalten wir jedoch
I

(15) 1 <ip<n : Z(Sj,io — SLig) ~z; > iy — Slip — 6% -ciy +0-d;, und
j=

l
(16) Z(Sj,i S“) Z + (St,i — Sl,i) . g(Wo) S o — Sl,i — 52 * G + 5 . dl V1 S 7 S n,

woraus wir mithilfe (s;i, — s1.4,) - 2 < (109 — S1.30) - 9(Wo) + [Sti0 — S1io| - (0 + 162), welches wir

analog zu (5) erhalten, sowie den gleichen Ideen wie oben

N
|
—

(17) 3L <ido<n s aig = Spi — 07+ Cig + 0 dig — (S50 — 810) - (9(Wo) = (1= D 25))
7=1
l !
= Z(Sjﬂ'o - St,io) ' zj > Qg — Stig — 52 " Cig +0- dio - ‘St,io - Sl,i0| ’ (6 + 152)
7j=1
J#t

(s = s1i0) - (9(0W0) = (1= 3 2)

’

. / / / .
wobei (21, ..., 2,1, Z4 15 -, ) Poovon (21, ..., z1-1) ist,
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folgern kénnen. Dies liefert wieder (10) sowie (11) und schlielich #S5 = Og(r),,(6~273). Somit
ist #{ Wo CR(0) | Wo & To } < #51 4+ #55 = Og(r),(67%"3) und daher b) bewiesen.

zu ¢): Wir finden

{W=W(z,..,z1-1) € QF =

{W=W(z1,.,zi-1) | F1<i<j<l—1: Z':Zj}U

-1
{W=W(z1,.,z11) | 3z €1 =5 —16* — Zzz, ZZZQZ J1<i<Il—1: 2z =2z}

=1

= Sl USQ

und schétzen zunéchst #S5; ab.

Jeder Wirfel W = W (zy,...,z-1) € S induziert ein Paar (i,j) mit 1 < i < j <[l —1
und z; = z;. Fiir ein gegebenes Paar (7, 7) mit 1 <4 < j <[ — 1 zéhlen wir die Wiirfel

W =W(z,...,z1-1) € S, die dieses Paar induzieren. Fiir solche Wiirfel W = W (zy, ..., z,-1) € )
gilt z; = z; = 2 € Z, wobei es fiir die (I — 3)-Tupel (21, ..., Zi_1, Zit 1y -y Zj—15 Zj41s ey Z1-1) € Z73
genau (m + 1)"7? <, (672)"73 = §72%6 Moglichkeiten gibt und fir 2, = 2; = z € Z
genau m + 1 < 672 Werte in Frage kommen. Also gibt es hochstens O,(67%) Wiirfel
W =W(z,...,z-1) € S1, die das gegebene Paar induzieren.

Da es nur W = 0,(1) solcher Paare gibt, gilt

(18)  #S1 = O, (672*).

Nun zur Abschiatzung von #5955. Es ist
-1
SQZ{W:W(Zl,...,Zlfl)‘ngjgl—l IZj [ l(52 ZZ“ Z z}-
i=1

Jeder Wiirfel W = W(zl, ey 21-1) € Sy induziert ein 1 < j <1 — 1 mit
-1
e[l—06—16— Z zi, 1 — 3 z]. Fur gegebenes 1 < j <1 — 1 zéhlen wir die Wiirfel
i=1

W =W(z,.., zl_l) 6 Sy, die dieses j induzieren. Dann ist namlich z; € Z und

-1 -1
el —0—16— Zzl, —ZZ also 2-z; € [1— — 162 — ZZ“ —Zzz

=1
Z#J 175]
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-1

Sind nun 21, ..., 2j_1, %41, ..., 21-1 € Z gegeben, so liegt auch S := } z; fest und es gilt
i=1
i#]

z € [52 - 5+2152’ 581N Z. Also liegt z; € Z in einem Intervall der Breite % = 0,(9)

(<0< 62 < <1), sodass wegen z; = T+ 6% € Z fur dieses z; € Z bzw. i; € Ny hochstens
O,(%) +1=0,(67") (aufeinanderfolgende) Werte in Frage kommen (beachte: 6~ > 1).

Daher gibt es hochstens (m + 1)772 - 0,(671) = O0,(67%3) Tupel (z1,...,2-1) € Z"' mit
z;€[1—0—-16%— ig 2,1 — ig 2], sodass auch nur O, (6§-23) Wiirfel W = W (zy, ..., z1-1) € Sy

existieren, die das gegebene 1 < j <[ — 1 induzieren.

Da fiir 1 <j <Il—1genaul!— 1= 0,(1) Werte in Frage kommen, erhalten wir
(19)  #Sy = O0,(67%13).
Dies liefert #{ W = W (z1,...,21-1) & Q} < #51 + #52 = O0,(67%73) und damit c).

Somit ist HS2 Prop.6.1 bewiesen.

Um dem Leser spater ein erneutes Hineindenken in die vorgestellten Methoden im Beweis
von Proposition 6.1 zu ersparen, fiigen wir ein weiteres Teilkapitel 6.2 an, welches leichte
Folgerungen aus unseren bisherigen Ideen umfasst. Spezieller sind dies zwei Hilfssétze fiir die
Propositionen 12.1 und 13.2, deren Beweis mit d&hnlichen Mitteln wie jener von Proposition 6.1

erfolgt.
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6.2 Einfache Folgerungen

HS1 Proposition 12.1:
Sei n €0, 1] eine von X unabhéngige Konstante oder n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewahlt
sowie 0 = (log(log X))~ und k,m € N, s € Ny mit k +m + s < % gegeben. Ferner sei

k+m 17

9
R C {€ € [n,1]ktmts | Y e €l—=+e——¢}
2245 T

ein logarithmisches Polytop und fiir D C R**™*+% definieren wir

T(D) :={(d,pr+1, s Phtmts) | d=D1- o o0 AN piF#pj VE+1<i<j<k+m A

logpr  10g Prsmys
D}.
(logX’ " o log X )€ D}

Wir erinnern an B = {n € Ny | n < X} sowie die Definition von 14 fiir C' C R. Dann gilt

#A
Z(T(R)) = Z 1A(dpk+1 gy 'pk+m+s) - /‘sz : 1B(dpk+1 T 'pk+m+s)
(d:Pk415Prtm+s)ET(R)
J-#A

= Os®r)n( log X ),

wobei die von 1 abhéngige implizite Konstante/Funktion im Ogg),-Glied effektiv ist und stetig
von n abhéngt. Zudem bleibt die Aussage des Hilfssatzes auch im Fall £ = 0 richtig.

Bewers:

Wir setzen l = k+m+s € Nund [y =k+m € N, sodass [; <[l <K % gilt. Daher ist auch
! .

R C{ee n1])] S e € [ + € 3¢ — €]} und wir definieren R', R, R(d) wie im Nachweis zu
i=1

Proposition 6.1 auf S.83-84. Aus Letzterem (S.83) entnehmen wir #£A4(X17%) < i;gi?, was

(1) > Laldpsr-op) < Y Lalpr-oop) <00 Y0 1a(n) - 1!

(d,pr41,--P1)ET(R) (p1,-+-5p1) 0<n<X1-9
dpg1-pr<X170 pre.p<X170
5 #A
< l=#AX") <
n<X1—9

liefert, denn jedes Tupel (d, pry1, ..., 01) € T(R), dpps1-...-pr < X'~ induziert iiber d = p; -...-py
ein Tupel (py, ..., p;) mit py -...-py < X7, wobei die so induzierten Tupel fiir verschiedene Tupel

aus T(R) verschieden sind, und fiir jedes n € Ny, n < X'~ gibt es aufgrund der Eindeutigkeit
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der PFZ hochstens I! Tupel (py, ..., p;) mit n = p; - ... - p; < X'~°. Tauschen wir nur A durch B
aus und beachten #B(X'7%) <« X7 « % mit B(z) :={neNg|n<z} VazeRt z>1,

so gilt analog zu (1) auch

0-X
> s(dperi - op) < >, 1p(n) - Il <, #B(X'7) < oo X
(d,prs15-01)ET(R) 0<n<X1—9 0g
dpy1-pr<X17°

und daher

#A §-#A
(2) /127 Z 1B(dpk+1 . p) <<77 lo X
(dvpk+l 7777 pl)eT(R) g
dprt1-.p<X179

Damit liefern in 3(T(R)) die Summanden mit dpy,q - ... - p; < X9 einen Beitrag der

Groflenordnung On(fo'gi;?) und Summanden mit dpg; - ... - p; > X verschwinden wegen

14(n) =15(n) =0 V n € Ny, n > X vollig (< A, B C [0, X|), sodass es geniigt,

Z(T(R/)) = Z La(dpgs1 - p1) — Hz%;t - 1p(dps1 - - 1)

(dyprt15e-p1) ET(R')

#A
= Z 14(dpisr - - 1) — H27 - 1g(dpryr - - - 1)
(d,pg41,-p1)ET(R)
X10<dpyyq-opi<X

§-#A
= Os®)m (logX)

, !
nachzuweisen, denn R =R N {¢€R'| Y e; € [1 -6, 1[}.
i=1

Wir erkléren analog zum Nachweis von Proposition 6.1 Kap.I die Wiirfel W = W (zy, ...

und konnen von S.83 ab ,Wir definieren...” bis einschliefllich Kap.II alles iibernehmen.

) Zl—l)

Ferner diirfen wir T(R') # () annehmen, sodass auch R # () und daher I; < [ sowie s € N ist

(beachte 2 —e < 1—19). Definieren wir die Menge () geméfl HS2 Prop.6.1, so gilt

Q={W=W(z,...,2101) |V 1I<i<j<Il—1: 2%z A

-1
V1<i<li—1:z¢[l—0-—16— Zzz, — >z}
=1

und wir erkldren weiter

!

log p1 log py
T (D) :={(d d=mp;-...- A DYDT(D
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fiir D C R' (beachte: [ = k +m + s). Wir finden leicht T'(D; U Dy) = T'(D;) UT (D) und
T(D, U Dy) = T(Dy) UT(Dy) fiir Dy, Dy C R! sowie T(D;) C T(Dy) und T'(Dy) € T'(Ds),

falls D; C Dy C R! ist, sodass nach (6.1.6) U WrCR C U W aufS.85auch
WCR(8) WARAD

3 U TWHCT®)CcT'(®)c U T/W)

WCR(S) WNRAD
weQ

gilt. Fiir W = W (2, ..., 1) € Q ist insbesondere z; # z; firalle k+1 <i<j<k+m

(<k+m=1 <Il-1),sodass aus (d, pps1,..., ;) € T (W), d.h. es gilt 2 k’gpl € S(z) fur alle
E+1<i<k+m,auchp; #p; VE+1<1i<j<k+m folgt, denn wire p; = p;, so ergibt sich
der Widerspruch i‘;ié’g = igiﬁg € S(z;) N S(z;) zur Disjunktheit von S(z;) und S(z;) (<= 2; # z;).

Folglich ist (d, pry1, ..., 1) € T(W*) und daher T'(W*) C T(W™) bzw. T'(W+) = T(WH)
fiir W € @Q (beachte: T(W™) C T'(W)). Dies liefert nach (3) die Giiltigkeit von

4) T'WH=TWH fir We@Q A |J T WHCTR)YC |J T'(WH).

WCR(5) WNRAD
WeQ

Fiir einen Wiirfel Wy € R(6) und ein Tupel (d, ppi1,....p1) € T (Wy') sei

ac, wo(d,Pes1, - m) € Ny die Anzahl der Mengen T (W+) mit W # W, und W C R(), die
(d, pg+1, ---, p1) enthalten.

Analog dazu sei an w,(d, pg+1,-.,m) € Ny fir einen Wirfel W N R # @ und ein Tupel
(d, prs1, ., p1) € T'(Wy) gerade die Anzahl der Mengen T (W) mit W # Wy und WNTR # 0,
die (d, pg+1, ..., o) enthalten.

Der Wiirfel Wy = Wy (21, ..., z—1) mit Wy "R # 0 und das Tupel (d, ppy1,....p1) € T (W) sei

zundchst fixiert und wir bestimmen on w, (d, Pe+1, ---, D1)-

Wegen (d, pri1,....,p) € T (W) gilt insbesondere d = py - ... - pp und (F8BL | 12pL) < 7t

log X7 """ log X
sodass %gggg € S(2) = [z1,2 + 0% ¥V 1 <i<1—1und nach (6.1.7) (vgl. S. 85) auch
log py o« logpi ¢ logpi =
1—6— 1— 1—-6—(—1) 1=z
log X [ —log X’ logX[ [ Zz szl
c .11
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aufgrund Wy "R # 0 gﬂt Analog zu S.91 ist logpl in genau einem Intervall S(z;) = [z, z; + 67

-1

mit z; € [1 — 6 — 0% — Z zi, 1 — 3 z;] N Z enthalten, wobei z, nur von iogpl bzw. dem fixierten
=1

Tupel (d, pgs1, -, 01) € T "(Wy") abhingt. Zusammenfassend gilt also

logp1  logpi log i log p;
S . x S A 0,1] A 1—46,1
(logX’ ’logX)e (1) > x5 (=1) log X € [0.1] ZlogX g
Fir W = W(z, ..., 4_,) gilt genau dann (d, ppy1,....,p;) € T (W), wenn d = pj - ... - p, und

/ ’
log py logp, logpr41 log p; + - . o / . . .
(logX s Tog X0 log X7 logX> € W™ ist. Sei d = p, - ... - p. Aufgrund der Eindeutigkeit der

PFZ von d = py - ... - py ist dann (p, ..., py,) eine P. von (pl, .., p). Damit gilt bereits

k r ok !
logp; __ <~ logp : log p; logp; _ y~ logp :
i_El s % = i_El log X7 Was weiter i§ osx T l §k+1 g X = iE g X € [1 — 6, 1] und folglich

(1ogp'1 log p 10g pr1 log i
log X log X' logX ' logX

c R x[0,1])n{eeR"| Zel cl—o,1[}

=1

liefert. Nach Definition von W+ auf S.84 gilt fiir W = W (2, ...,z,_;) = S(z;) x ... x S(z,_,)

(logpi log pj, 108 i1 logpz)
log X' log X7 log X log X
logp,  logp,
S
(logX logX>€ (2 )

—— (10gp1 log p;, 10g pri1 10gpl—1)€
log X' "log X' log X 77 log X

X S(z) AN =4V k+1<i<I-1,

wobei wir im letzten Schritt (logpkgl, s loligl;) € S(2141) X ... x S(z_1) sowie die Disjunktheit

der Intervalle S(z) fiir verschiedene z € Z verwenden. Insgesamt haben wir

(dapk—i-la "'7pl) € T/(W+> And

’

d=py - pp A

log p; log p, / / / .
log);"”’long) €S(z) X ..xS(z) N zy=2zVE+1<i<Il-1

fiir W = W (2}, ..., z,_,) gezeigt. Wir wissen, dass aufgrund der eindeutigen PFZ von d insbe-

sondere (py, ...,p,) eine P. von (py, ..., px) ist und dass (%> o lﬁi—p)?) € S(z1) X ... x S(z) ist,

sodass wegen der Disjunktheit der Intervalle S(z) fiir verschiedene z € Z insbesondere

/ !
(Eiﬁg, s 112%@ € S(z;) x ... x S(z,,) genau dann gilt, wenn (z,, ..., 2,) eine P. von (21, ..., z) ist

und zwar eine solche mit p, = p; = z, = zj V' 1 <14,5 < k. Dies liefert

(5) (diprsrsop) €T (W) fiir W =W(z,.,2) &
(2, 2,) st Povon (21, 20) A 2z =2 ¥V k+1<i<l—1,

wobei (d, pxi1, .., 1) € T/(I/VO Ymit Wo = Wo(z1, ..., 21-1), WoN'R # () gegeben ist.
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Wir halten wieder den Wiirfel Wy = Wy(z1, ..., z,_1) mit Wy NR # @ und das Tupel
(d, P, ..., pr) € T (W) fest. Nach (5) ist

an, wo(dy Prats s ) = F{W (205 s 2 ) NR A D | W # W, (2., 2;,) ist P. von
(21,0 2k), 2 =2 ¥ k+1<i<l—1}
= H{W (2,2 )NRAD| (2, ..., ) ist P. von (24, ..., z1),
(21, 2p) £ (21y s zm), 2o =2 ¥V k+1<i<1—1}

—- 5m(21, - 2171) = ﬂﬂ(WO)

nur von 2y, ..., z;—1 bzw. Wy abhingig, wobei offenbar 5-(Wy) < k! — 1 ist. Also ist das Tupel
(d, ps1: - p1) € T (W) in insgesamt 1 + 5 (Wo) Mengen T (W) mit W N'R # () enthalten.
Gilt sogar Wy € Q, so liegen auch alle Wiirfel W = W (2}, ..., z,_,) mit (d, pgs1,...,p) € T (W)

. . / / . .
in @, denn nach (5) ist dann (2, ..., 2,_;) eine P. von (21, ..., z;_1), sodass insbesondere
-1

' -1 , , -1, =1,
z; = ¥ 2z gilt, die z; paarweise verschieden sind und z; ¢ [ =0 —16° — 3 2;,1 — X z;] fir

J=1 J=1 J=1 J=1

alle 1 <1 <[ —1 erfiillen, womit nach obiger Schreibweise von ) auch W € () ist.

Also ist das Tupel (d, ppy1,....pr) € T (W5") mit Wy € Q auch in insgesamt 1 + B~(W,) Mengen

T'(W+) mit WNR # 0 und W € Q enthalten. Dies liefert insgesamt

(6) Jedes Tupel (d, prs1,....pr) € T (W) mit Wy "R # 0 (W, € Q) ist in insgesamt

14 B2(Wy) < k! Mengen T'(WH) mit WNTR £ 0 (W € Q) enthalten.
Analog zur Herleitung von (6) erhalten wir (beachte: Wy C R(5) = Wy N'R # )

(7) Jedes Tupel (d, prs1,....pr) € T (W) mit Wy C R(6) (Wy € Q) ist in insgesamt

14 Bc(Wp) < k! Mengen T (W) mit W C R(5) (W € Q) enthalten.

Sei nun B = A oder B = B gegeben. Wir bestimmen zunéchst > 1p(dpgs1--- 1)
o (dprs1,-)ET (W)
fur festen Wirfel Wy = Wy(z1, ..., z-1) mit Wy N'R # (). Dabei sei mit b stets ein Element von

B und nicht die gegebene Basis gemeint. Nach Defintion von T (W) gilt

> 1(dpesr - - 1) =
(dprt1,1)ET (W)
logp1  logp

Wit
10gX7 ’IOgX>€ 0}7

#{(d>pk+1:---apl) ’ d=pi-...-pxy Nb=pi-...-p € B mit (
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wobei wir die letzte Menge mit Nz(W;") bezeichnen. Fiir jedes Tupel (d, pry1, ..., p1) € Ng(Wy")

gilt offenbar b = dpyy1-...-pr=p1-...-p € B und (i‘;i’;, s E?))é) € Wi, also 1W0+(b) =1, und

wir nennen dieses b € B mit 1W0+(b) =1 von (d, pgs1, .-, m) € Ng(Wy") induziert.

Wir zeigen, dass es fiir fixiertes b € B mit 1W0+(b) =1,dh. esgilt b=p;-...-p, und

(ﬁ?‘;, . Egé’é) € Wy, hochstens 1! Tupel (d', py,q, -, p;) € Np(Wy") gibt, die dieses b induzie-

ren, fiir die also b = d,p;c+1 -y gilt.

Jedes (b induzierende) Tupel (d',pj1,...,p;) € Np(Wy") mit b = d'p, - ... - p; induziert
zunichst iiber d” = p) - ... - p, ein Tupel (p},...,p;) mit b = p, - ... - p;, wobei diese induzierten
Tupel (py, ..., p;) fiir verschiedene Grundtupel (d', py1, ..., p;) € Np(Wy") stets verschieden sind.
Ferner gibt es hochstens [! verschiedene Tupel (pll, e pg) mit b = p/1 C p}, denn aufgrund der
Eindeutigkeit der PFZ von b = py - ... - p; ist flr jedes solche Tupel (pll, - p;) stets Permutation
von (pi,...,p;). Also gibt es auch nur héchstens ! Tupel (d’,p}cﬂ, ., p;) € Np(Wy"), die das

oben fixierte b induzieren. Zusammenfassend gilt bereits

(8) S Laldprer e p) = #NWF) <1 #{b € B| 10 () = 1)

(dvpk+l 7777 pl)eT/ (W(;‘r)

=13 1y (0) ¥V WonR#0.

beB

Nehmen wir zuséitzlich W, € @ an, so gibt es fur fixiertes b € B mit 1W0+(b) = 1 genau ein

(b induzierendes) Tupel (d', pyiq, -, p;) € Np(Wo") mit b =d 'py. ;... p;, was wir wie folgt sehen.

Aus b € B mit 1WO+(b) =1 folgt b = p; - ... - p; und (%,...,%) € Wy bzw. analog zur

Herleitung von (6.1.16) im Beweis von Prop.6.1 insbesondere <%’ o Eg—’)’}) € S(z1) x...xS(z)

-1 -1
mit einem eindeutigen, nur von b abhéngigen z; € [1 —§ — [6% — ‘21 2,1 — '21 z;]NZ (vgl. S.91).
= =

Wegen Wy € @ sind die z; paarweise verschieden und die Intervalle S(z;) paarweise disjunkt fir

1 < i <. Fiir ein (b induzierendes) Tupel (d', pj, 1, ..., p;) € Ng(Wh) mit b =d py_; - ... - p, gilt

! !
log py log p,
log X7 """ log X

) € Wi, sodass aufgrund der Eindeutigkeit

d =py-..-p, bzw. b=p,-...-p, und (
der PFZ von b = p; - ... - p; insbesondere (p;, ...,p;) eine P. von (py, ..., p;) ist.

Analog zur Herleitung von (6.1.22) im Beweis zu Prop.6.1 beginnend bei ,Ware.” auf S.95
erhalten wir im Fall (p,...,p;) # (p1,...,p;) einen Widerspruch, sodass (py, ..., p;) = (p1, ..., 21)
und folglich (d, pgs1, ..., 1) € Np(Wi") mit d = p, - ... - p, das eindeutige, b induzierende Tupel
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(d,pi1s 1) € Np(Wy) ist (vgl. auch folgenden Absatz unter (9)). Dies liefert

9) > 1p(dpys1 - .. p) = #Np(W') = #{b € B| 1,4 (b) = 1}

(d\prt1,-1)ET (W)
= le(;r(b) A Woﬂﬁ% @, Wy € Q
beB
Ferner induziert jedes b € B mit 1W0+(b) =1,dh.esgilt b=p;-...-p, und

(igigé,..., iggé’é) € W', iiber d = py - ... - pi, ein Tupel (d, pgy1,...,;1) € Ng(Wy"), wobei die so

induzierten Tupel fiir verschiedene b € B mit 1y,+ (b) = 1 stets verschieden sind. Also gilt

(10) > 1p(dprs1 - . o) = #Np(Wy') = #{b € B | 1+ (b) = 1}

(dsProg15--05 PZ)ET/(WJ)

=S 1,0 (b) ¥ WoNR#0D.

beB
Aus (6) und (9) erhalten wir
(11) > 1p(dpisr - .- mi) =
dprirp)e U T/ (WH)
WNR#D
weQ
Z Z 1B(dpk+1 T 'pl) : Hﬁl(VV) =
WoNRAD (dyprsr,pr)ET' (W) nrro
WoeQ
Z Z 1W+
WonR#D 1+ 5Q<WO beB
WoheQ

und analog dazu schlieflen wir mithilfe (7) sowie (9) (beachte: Wy C R(6) = Wy N'R # () auf

(dpey1o)e U T/(WH)
WCR(S)
WGQ
Z Z 1W+
wocr(e L P C(WO beB
WoeQ

Dabei weisen wir darauf hin, dass (8)-(12) sowohl fiir B = A als auch B = B gilt. Mithilfe von
(4), (6)-(12) sowie HS1 Prop.6.1, HS2 Prop.6.1 ¢) und (6.1.12) im Nachweis von Prop. 6.1

(vgl. S.89) kénnen wir die Summe Y(7(R’)) mit dhnlichen Mitteln wie im Beweis von Proposi-
tion 6.1 nach oben und unten kontrollieren. Auf eine detaillierte Abschéitzung wird an dieser

Stelle verzichtet, da sie recht langwierig ist und die Ideen dazu bereits vorgefiihrt wurden.
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Wir erhalten schlieflich Y(T(R')) = Ogr), n(fo?;(l) Da alle von 7 abhéngigen Konstanten bzw.
Funktionen, die in diesen Nachweis und in jenen von Proposition 6.1 einfliefen, stetig von 7
abhéngen und effektiv berechenbar sind, ergibt sich die zusétzliche Aussage tiber die implizite
Konstante/Funktion im Ogx),-Glied ebenfalls. Im Fall k = 0 ist d = 1 und die entsprechende

Aussage erhalten wir mit den gleichen Ideen wie im Fall £ € N.

HS1 Proposition 13.2:
Sei n € ]0, 1] eine von X unabhéngige Konstante oder n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewahlt
sowie § = (log(log X)) ' und ;,/ € Nmit |} < < % gegeben. Ferner sei

17
R C{ee 1] rzez e )

ein logarithmisches Polytop. Dann gilt

#A §-#A
= 1 cep) — ke 1 e =0
> > Alp1 D) — Ko < 5(p1 ) = Os(r)( o X ),
(P15-->P1)
(2L, B )eR

wobei die von n abhéngige implizite Konstante/Funktion im Ogg),-Glied effektiv ist sowie

stetig von 1 abhangt und die Summation in )_ tiber alle [-Tupel von Primzahlen erfolgt.

Beweis:

Analog zu Kap.I im Beweis von Prop. 6.1 bzw. dem Nachweis von HS1 Prop.12.1 geniigt es, obige
Aussage fir R’ =R N {€c R Zl: e; € [1 — 0, 1[} nachzuweisen. Weiter erklaren wir analog zu
Kap.I im Beweis von Prop. 6.1 diel:\;\/iirfel W = W(z, ..., z_1) sowie die Mengen R, R(d), Z, W+

und koénnen ab ,,Wir definieren...” auf S.83 bis einschliefllich Kap.II alles tibernehmen. Dies liefert

1 U wrcrc | wt
WCR(S) WNRH#D

Fiir eine beliebige Menge C' C R! sei M(C) := {(p1,...,m) | ({‘;i’gg,..., %zgg’é) € C}, sodass

insbesondere M (C; U Cy) = M(Cy) U M(Cy) fiir Cp, Cy C R! gilt und M (Cy) N M(Cy) = 0 ist,
falls C'1, Cy sogar disjunkt sind. Daraus folgt

MU WH= U MW A MU whH= | MW,
WCR( ) WCR(S) WNRAD WARAD
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denn die Mengen W sind paarweise disjunkt. Sei B = A oder B = B. Aus (2) folgt leicht

(P1yeept) WCR(S) (®1,-p1)EM(WT)
(ke U w
WCR(S)
> 1s(p p)= > > 1s(p )
(P1yep1) WNRAD (P1,-p1) EM(WT)
(e tee U wh
WNRAD

Wir definieren Q analog zu HS2 Prop.6.1 sowie fiir einen Wiirfel Wy mit Wy N'R # 0 die Menge

Ng(Wg) == {(p1,....;n) € M(Wy) | 1p(p1 - ... - 1) = 1}
log p1 log p;

= b=p-...- B A Wi
{<p17 7pl)| h JURS (logX’ 710gX)€ 0 }a
sodass #Np(W,h) = > 15(p1 - ... - p) gilt und jedes Tupel (py,...,p) € Ng(Wy")
(p1,- ) EM (W)
iitber b=p;-...-p; ein b € B mit 1WO+(b) = 1 induziert. Argumentieren wir analog zur Herleitung

von (8), (9) und (10) im Beweis von HSI Prop.12.1 (vgl. S.133-135), wobei wir darin d = d = 1

und k = 0 wahlen, so kommt

(1) Yl <#NsW) = X Iploop) UYLy (0)

beB (P1,-sp1)EM (W) beB

V Wy NR # 0, wobei fiir W, € @ das erste Gleichheitszeichen steht,

wenn wir 35 1y« (b)=#{be B| 1W0+(b) = 1} beachten. Dabei gelten (3) und (4) sowohl fir
beB
B = A als auch fir B = B.

Mithilfe von (1), (3), (4) sowie HS1 Prop.6.1, HS2 Prop.6.1 ¢) und (6.1.12) im Nachweis

von Prop. 6.1 (vgl. S.89) konnen wir die Summe Y mit dhnlichen Ideen wie im Beweis von

64#A)‘

Proposition 6.1 nach oben und unten abschatzen. Wir erhalten - = Ogg),, (log <

Der Zusatz iiber die von 7 abhéngige implizite Konstante/Funktion im Ogg),-Glied ergibt sich
aus demselben Grund wie bei HSI1 Prop.12.1.
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7. Major-Arcs

In Proposition 6.2, welche den Beitrag der Major-Arcs zur Hardy-Littlewoodschen Kreismethode
kontrolliert, benotigen wir folgende Hilfssétze, um den Satz von Siegel-Walfisz, der nur eine
ineffektive Konstante beeinhaltet, zu umgehen. Dabei verwenden wir die iiblichen Definitionen

U(z,q,a) == > A(n) [2, S.99] sowie eines Charakters x mod ¢ [2, S.33-35].
n<lz

n=a mod q

HS1 Proposition 6.2/ effektive Version von Siegel-Walfisz:
Sei C' > 0 beliebig. Dann gibt es eine stetig von C' abhéngige effektive Konstante C; = C1(C) > 0,
sodass gleichméfig fiir alle ¢ € N, ¢ < (logz)®, P(q) C P(b) und alle a € Z, ggT(a,q) = 1 gilt :

X

Y(z,q,a) = o) + Oc(z - exp(—Chy/logz)) V x> 2.

Dabei ist auch die implizite Konstante im O¢g-Glied effektiv in Abhéngigkeit von C' berechenbar.
Beweis: Wir entnehmen [2, S.112-114], darin insbesondere (3.22) und Satz 3.3.2, die folgende

Variante von Satz 3.3.2: Sei C' > 0 beliebig und ¢ > 0 eine hinreichend kleine Konstante
(d.h. ¢ > 0 ist beliebig klein wéhlbar). Dann gibt es eine von C' stetig abhingige effektive
Konstante C; = C1(C) € RT, sodass gleichméaBig fiir alle ¢ € N, ¢ < exp(C+/logx) und
a€Z, ggT(a,q) =1 gilt :

= v —X(&)xﬂ T - ex — ogxr T
v aa)= oo = g T Ol ew=Giylosz)) Vo2

Dabei bezeichnet x # xo den reellen exzeptionellen Charakter mod ¢, sofern er existiert, und /3

c
logq*

die reelle exzeptionelle Nullstelle von L(s, x) mit § > 1 — Gibt es keinen solchen Charakter,

so ist der Term ’fo(?q))x; fortzulassen. Ferner ist auch die implizite Konstante im Og-Glied effektiv.

Im Beweis von Satz 3.3.2 in [2, S.112-114] sehen wir, dass die implizite Konstante im

O¢-Glied unabhingig von a und g sowie effektiv berechenbar ist, d.h. insbesondere ergibt sich
die GleichmaBigkeit in obiger Variante. Ebenso kann nach diesem Beweis auch C; = C1(C)
effektiv in Abhéngigkeit von C' berechnet werden, wobei wir bei einer solchen Berechnung auch
die Stetigkeit bzgl. C' erkennen. Dass wir ¢ > 0 als beliebig kleine Konstante wéahlen diirfen,

erhalten wir aus den Ideen in Kap. 3.1 [2, S.99-105]. Beachten wir zusatzlich
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(log 2)¢ = exp(C - log(logz)) < exp(C - /log x) bzw. log(logx) < v/logz ¥V x > 2, so geniigt
es zu zeigen, dass der reelle exzeptionelle Charakter x # xo mod ¢ in obiger Variante fiir

q € N, P(q) C P(b) nicht existiert. Dies werden wir nun tun.

Angenommen es géibe einen reellen exzeptionellen Charakter x # xo mod ¢, sodass L(s, x) eine

c
log q

1=x(1)=x(n) ¥ n €N gilt und daher L(s, x) = § xn) _ § -L keine reelle Nullstelle hat.
n=1

reelle exzeptionelle Nullstelle 5§ > 1 — hat. Dabei ist ¢ > 1, weil fiir ¢ = 1 insbesondere

nS

Nach Satz 2.3.1 [2, S.66-67] wird x mod ¢ von einem primitiven Charakter x; mod ¢; mit ¢;|q
induziert, der nach Konstruktion im Beweis von Satz 2.3.1 insbesondere reell ist, weil y mod ¢

reell ist. Ferner erhalten wir geméaf (2.28) in [2, S.72] die Giiltigkeit von

L(s,x)=L(s,x1) - [[QA = x1(p) -p~*) V s€C, Res>0.

plg

Fiir s = 8 € R* ist jeder der Faktoren 1 — x1(p) - p™# # 0, denn aus 1 — x1(p) - p~# = 0 folgt

1, falls ggT'(p,q1) = 1
nach |x;(p)| = insbesondere |1 (p)| = 1 sowie 1 = |x1(p)|-p~* = p~?,

0, sonst

was wegen 3 > 1 — oeq > 0 ausgeschlossen ist. Daher ist [1(1 —x1(p) - p~#) # 0, womit L(s, x1)
pla

ebenfalls die reelle (exzeptionelle) Nullstelle 5 > 1 — =& > 1 — —%— besitzt (<= ¢1 < ¢ < ¢1]q).
log q log g1

Analog zu oben ist ¢; > 1, da sonst L(s, x1) keine reelle Nullstelle besitzen wiirde.

Aus [4, S.40 (9)] entnehmen wir, dass fiir einen reellen primitiven Charakter x; das Mo-
dul ¢; bis auf einen Faktor < 4 quadratfrei ist, d.h. es gilt wegen ¢|q bzw. P(q;) C P(q) C P(b)
insbesondere ¢; = d* - pi* - ... - p¥" mit s; € {0,1} V 1 <4 <r und d* < 4,

Somit ist ¢ < 4-py - ... p. < 4b, denn py, ..., p, sind die verschiedenen Primteiler von b.

Nach der Klassenzahlformel in [2, S.115] gilt § <1 —¢; - ¢ Y ?(log ¢1)~2 mit einer absoluten

Konstanten ¢; € R*. Dies liefert 1 — —¢ < <1 —¢; -

s und nach Umformung wegen
log 1

1
Var-(logq1)?
¢1 < 4b die Abschatzung

1 1

- —F———-<0 - —— <,
' V4b - logdb ~ ! Vi - logq

die fiir hinreichend kleine ¢ > 0 in Abhéngigkeit von b, d.h. ¢ < ¢; - m, ausgeschlossen ist.
O
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HS2 Proposition 6.2/ effektive Variante von Lemma 6.4.2:

Sei A > 0 gegeben. Dann gibt es eine stetig von A abhéngige effektive Konstante c; = co(A) > 0,
sodass fiir ng € N sowie gleichméfig fiir alle ¢ € N, ¢ < (logng)?, P(¢) C P(b) und

a€Z, ggl(a,q) =1und € Rmit || < logno gilt :

S(Z +8):= > Alm)- e(nl(z +5)) = nla) -T(B) + Oa(ng exp(—cay/logng)).

1<n1<ng (,O(Q)
Dabei ist T(f) :== > e(fn1) V S € R und die implizite Konstante im O 4-Glied ist effektiv
<ni<no

in Abhéngigkeit von A berechenbar.

Beweisskizze:

Wir skizzieren den Nachweis nur oberflichlich, da er in wesentlichen Teilen aus der Herleitung
von Lemma 6.4.2 in [2, S.209-210] besteht. Darin verwenden wir obigen HS1 anstatt des
Satzes von Siegel-Walfisz an der entsprechenden Stelle auf S.209 unten. Folglich entspricht das
O(z exp(—cy/log x))-Glied aus [2, S.209 (6.31)] gerade einem O (x exp(—c;(A)+/log z))-Term,
welcher aus HS1 stammt und in dem sowohl die implizite Konstante als auch ¢; = ¢1(A) effektiv
in Abhéngigkeit von A berechenbar sind (beachte: P(q) C P(b)) sowie ¢1(A) stetig von A abhangt.
Ferner ist die implizite Konstante in diesem O 4-Glied nach HSI unabhéangig von a, ¢ und S,
denn  wird erst auf [2, S.210] eingefiihrt, woraus sich spater die besagte GleichméfBigkeit ergibt,
wenn wir |5] < log”O) nutzen. Die Effektivitéat/Stetigkeit bzgl. A von ¢; = ¢;(A) impliziert auch
jene der Konstanten ¢ =c(A) in Lemma 6.4.1 [2, S.210] und daraus ergibt sich im Wesentlichen
auch jene von ¢y = c2(A). Den Rest in [2, S.209-210] iibernehmen wir und erhalten schliefllich

das gewiinschte Resultat.
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Proposition 6.2 (Major Arcs):
Sei X =V* (k€ N), §:= (log(log X))t und n €]0,1], C € R* von X unabhéngige Konstanten
sowie [ € N, 2§l<<%. Ferner seien aq,...,q;—1 € RT™ mit min a; > 2 und S := Zaz< 1—3

1<i<l—1 =1
sowie

R =R(ay,....,a1_1) = {€R |e; €[a;, a; +*[V1<i<I—1A Zez efl—o, 1}

=1

gegeben. Fir hinreichend kleine Konstanten kq, ks € R™, die nur von n und C abhéngen, setze

M = M(C,n) =
d log X)¢
{0<a<X|3geN, deZ ggT(q.d) =1, ¢ < ky- (log X)° : \;—qygkl.ng)}
Dann gilt

1 4 A #A
Y.ags( )SR(—%)—@X n;AR +O"C(W)’

wobei die von 1 und C abhéngige implizite Konstante im O-Glied effektiv ist.

Beweis:

I. Wir wéhlen ki, ks € RT derart, dass k1 < 71(C) - (1)¢ und ky < 1(C) - (1) ist, wobei
7(C),72(C) € RT in Kap.III des Beweises auftreten. Wir konnen eine Schranke Si(n, C') € Rt
finden mit &, - (log X)¢ < min{X'/3 26} und k, - ©2X° < X-2/3/2 v X = bk > §,(p, ).
Wann immer wir in diesem Beweis eine Schranke S(n, C) einfihren, wihlen wir stets X > S(n, C).
Dabei ist X > S(n,C) auch im Fall der spateren Wahl von n = n(X) gemafl Bemerkung 1 fiir
hinreichend grofie X erfiillt, denn S(n, C') hingt stetig von n und C ab und ist damit auch
nédherungsweise konstant gegentiber X bei Wahl von 1 = n(X) gemafi Bemerkung 1.

Wir erinnern an die PFZ von b in der Form b = H pi’ mit r = w() € Nund ¢; € N

V 1<i<r. Jedes ¢ € Nmit P(q) CP(b) und q < ks - (log X)¢ < 2k hat eine Primfaktorzerle-

gung der Form ¢ = ﬁ piimit s; € Ng V 1 <1 <7, was wegen 2% < pi' < q < 2F bzw. 5; < k
i=1

auch s; < e; - k fir alle 1 < ¢ < r impliziert. Folglich gilt p;* pflk V 1 <4 <r und daher auch

q|b* bzw. ¢|X. Somit haben wir

(6.2.1) q<ky (logX)? A P(q) CP(b) = ¢|X
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gezeigt. Mithilfe (6.2.1) zerlegen wir M C Ny N [0, X[ disjunkt in

M ={ae M|IqeN,deZ, ggT(q,d) =1, ¢ < ky- (log X), P(q) £ P(b) :

a d log X)¢
yi_f‘gkl.ﬁh
X q X
My :={ac M\M,|3qeN,deZ, ggT(q,d) =1, ¢ < ky - (log X)°, P(q) C P(b) :
a d (log X)¢
Sl <y
0<|X q|_k:1 e A ¢|X} und

d log X)¢
Mgzz{aeMH;—qul-(%),qu,dez,ggT(q,d>:1,q§k2-<1ogX)C
SPg P A L= A gx)
q_ X_q q 9

wobei wir bemerken, dass die Implikation ,= P(¢q) C P(b)...” in M3 den Fall a € M; ausschliefit,

sodass wir nur a € M anstatt a € M\M; in M3 zu schreiben brauchen. Ferner gilt
(6.2.2) #M = 0, c((log X)*°),

was wir wie folgt erkennen.

Fiir jedes a € M gibt es einen reduzierten Bruch g mit ¢ < ky-(log X)¢ sowie ]%—%\ < kl-%

und wir nennen diesen Bruch g folgend einen ¢ approximierenden Bruch. Dies liefert

log X)¢
< ky - < =+ k- gprkrﬁ

Ly (ogX)C o (logX)T _d _a (log X)©
! X X X ~—q X X X

fir alle a € M und alle ¢ approximierenden Briiche g, sodass insbesondere

(log X )¢
X

(log X)*¢

— Kk - %

<d<q+k- + ks - (log X)©

nach Multiplikation mit ¢ < ks(log X)¢ ist. Damit kommen iiberhaupt nur O, ¢((log X))

Briiche g mit ¢ < ky - (log X)¢ als approximierende Briiche in Frage, denn fiir den Zihler
d und Nenner ¢ gibt es jeweils nur O, ¢((log X)) mogliche Werte. Nun fixieren wir einen
dieser O, ¢((log X)?“) in Frage kommenden Briiche g mit ¢ < ky - (log X)€. Dann gibt es nur

O, c((log X)) Werte a € M, sodass g den Bruch ¢ approximiert, denn letzteres impliziert

d
— X~k -(logX)° <a<

- X + kp - (log X)©.
q

ESHIESH

Daraus folgt bereits (6.2.2).
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Bezeichnet C := [a1, a1 + 62[ X... x [a;_1, ;-1 + 6?[ C R die senkrechte Projektion von R auf

die ersten [ — 1 Koordinaten, so erhalten wir analog zu [1, S.19] durch einfache Umformungen

(6.2.3) Agr(n)= > Ac(m) -logp ¥V neN.

pm=n

X1=9 /m<p<X/m

: . 3
Aufgrund M=M; UMy U Mjist ¢ Z Sa(%)Sr(—=%) = > >(4) mit
i=1
(i) = Z Sa(5)Sr(—%) filr i = 1, 2, 3 und wir schétzen nachfolgend >(i) ab

II. Nach (6.2.3) und den Definitionen von R sowie Sg(0) := > Ag(n)-e(nf) kommt

1SR(0)] < D Ar(n) = > [T logp; - > log py

n<X PP 1<X =1 x1-6

. — <p<—=%
VB Cla;,ai+02] ¥ 1<i<i-1 PL Pl TP
fur alle & € R. Dabei ist > logp; < > logp; < X'=° unter den
x1-6 X b'e
pl-“upl,lSpl<p1~m-p171 pl<p1"“'pl—1

Summationsbedingungen der ersten Summe, denn aus diesen ergibt sich pl-m)?p < X115 mit

-1

S = > a; sowie unter Verwendung von Z logp=:0(z) <z Ve eR z>1
=1

in [2, S.5-6 Satz 1.1.4] die obige Abschatzung Daraus schlieen wir mit [ — 1 <, 1 auf

-1 -1
ISr(0)] < X772 2 [[logp: <X ][ > logp;
p1epr—1 <X i=1 i1 pie[xai,xai-s-ﬂ[
}Ziﬁé €las,a;+8%[ V 1<i<i—1

-1
< XS 1‘[ > logp < XU [ X = XHEDE v g eR,

i=1,, _ xa;+5? i=1

indem wir wieder Satz 1.1.4 aus [2, S.5-6] in der Form ¥ logp; < X%*% fiir alle
pi<X“i+52
1 <i<1—1 benutzen. Also ist |Sg(0)] <, X'+(-D% v g € R

Wir finden leicht sup 1Sa(%)| =#A- sup Fx (%) unter Beachtung der Definition von Fx in
Kap. 4. Fir ﬁx1ertes a € M, kénnen wir A}?}l((%) mithilfe Lemma 4.1 abschatzen.

Dazu leiten wir die Voraussetzungen des Lemmas aus ¢ = g + n, den Abschéatzungen

In| < ki 1°gX < X723/2und q < ky- (log X)¢ < X'/3 sowie der Tatsache her, dass g einen zu

b teilerfremden Primteiler ¢; > 2 besitzt (< P(¢) € P(b)). Daraus folgt nach einigen technischen
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Umformungen, die wir hier nicht weiter ausfithren wollen, und Lemma 4.1

sup |Su(e)| = #A- sup Fy (=

< A - (log X)™4¢ . x~ (=18
aEMy X aEMy X) e # ( s )

Mithilfe der letzten Abschitzung sowie | Sz (8)] <, X019 ¥g € R kénnen wir die Summanden
in >>(1) kontrollieren und erhalten wegen (6.2.2) #M; < #M <, ¢ (log X )3 insgesamt

(6.2.4) S (1) = 0,7,0((1075;)0).

Die folgenden Abschnitte III und IV dienen der Abschétzung von > (2).

III. Wir skizzieren den Nachweis von 3> A(n)e(—%22) = O, c(2 -exp(—cs- /- VIog X))

-1
fira € My, meN, X <m < XSHI-D8 ip § = > a; <1 — 2 und einer effektiven
i=1
Konstanten ¢z = ¢3(C') € R, wobei A die Mangoldt-Funktion ist. Dabei stellen wir bewusst die
langwierige Konstruktion geeigneter Schranken nur oberflichlich dar, um das Verstehen der

grundsatzlichen Vorgehensweise zu erleichtern.

Wir wéihlen X hinreichend grof, sodass 2 > X020 > xu/d > 9 Y X > S,(n,0)
mit Sy(n, C) € RT gilt, was nach Def. von § moglich ist. Sei & = z+r mit z € N, 0 < r < 1, also
|£] =z sowie —% = ¢4+ vmit g €N, d € Z, ggT(d, q) =1, ¢| X, P(q) CP(b), q < k- (log X)©

und 0 < || < Ky - % (<= a € Ms). Wir verwenden HS2 Proposition 6.2 in der Form

HS?2 Proposition 6.2:
Sei A > 0 gegeben. Dann gibt es eine stetig von A abhéngige effektive Konstante ¢; = ¢;(A) > 0,
sodass fiir ng € N sowie gleichméBig fiir alle y € N, y < (logng)?, P(y) € P(b) und
w € Z, g¢T(w,y) =1 und § € R mit |5 < W gilt :

()

S(Z +p) = 1<z:< A(nq) - e(nl(zj +8)) = @ -T(B) + O4(ng exp(—01M)).

Dabei ist T(8) := > e(fn1) ¥V f € R und die implizite Konstante im O 4-Glied ist effektiv

1<n1<ng

in Abhéangigkeit von A berechenbar.

Darin setzen wir A = C, ng := 2 = v-msowie w (= d+- —2— und y = —L—
» 10 , 0 99T (m,q) Yy 99T (m,q)

ein, womit bereits ggT'(w,y) = 1 und P(y) C P(q) C P(b) erfiillt ist (< y|¢). Um auch den
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iibrigen Voraussetzungen in HS2 zu geniigen, wahlen wir X hinreichend grof§ bzw. oberhalb der
Schranke S3(n, C) > Ss(n, C). In Zuge dessen werden auch die Konstanten ~;(C), 72 (C) € RT
72(C) < 1 eingefiihrt. SchlieBlich erhalten wir fir alle X > Sy(n, C) insbesondere

S Alme(~"2) = 9 1) 1 06X - exp(—er(€) - flos(x/m))).

mit effektivem ¢; = ¢;(C) € R, wobei wir die Schranke Sy(n, C) > S3(n, C) so wihlen, dass
)C’

0 < |g] < Uoszl < T < 1firalle X > Sy(n, C) ist. Zur Konstruktion dieser Schranke verwenden

z

wir z = [2] > X1V X > S3(n,C). Aus ¢|X folgt 2 - =X -v=—a— dTX € Z und daraus

B (z+r)€Z, was e(z) = e(—pfr) und nach der geometrischen Summenformel

z ,falls € Z ~1
()| - - 14—

| ee(gf)):ll |, sonst

e(Br) — 1
@)1 =

liefert, wenn wir 8 ¢ Z beachten (<= 0 < || < 1) und uns |e(Sr) — 1| < |e(5) — 1| mithilfe

0 < |Br] < |B] < § klar machen, indem wir die Betrdge durch Kreissehnen am komplexen

Einheitskreis identifizieren. Damit kommt % -T(B) = O(1) und insgesamt

) A(n)e(—m;n) - OC(i cexp(—c1(C) - log(X/m))) V¥ X > Si(,C).

n<| X

Wir vereinbaren ¢ (z) := > A(n) V o € RT, sodass nach [2, S.92 Satz 2.8.2]/dem Primzahlsatz
n<x
die Abschatzung > A(n) = ¢ (z) = 2+ O(x - exp(—cy - Vlogx) V 2 > 1 mit effektivem ¢, € R
n<x
gilt. Diese erhalten wir fiir x > 2 auch aus HSI Prop.6.1, indem wir darin ¢ =a =1 und C' = 2

withlen (= (log )¢ > (log2)? > 1) und fiir z € [1, 2] ist sie trivial. Somit kommt

amn 1-6 1-6 1-6
Y AT <o) = T 0 expls - flos(X1/m))

n<| X0
1-6

= Xm + On,c(i : exp(—Cz : \/m»

= OW(i -exp(—cy - \/W)%

indem wir zunéchst die Monotonie der Funktion ¢ — ¢ - exp(—cs - v/logt) fiir hinreichend grofie

t > 1 verwenden und dann den Summanden %76 ins letzte O, o-Glied absorbieren. Setzen wir

c3(C) :== min{c;(C), c2}/2 € RT und beachten £ > X"/ fiir alle X > S,(n, C), so folgern wir
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aus den letzten beiden Abschiatzungen das gewtinschte Resultat

625 Y Ame(-"5") = O (2 - exp(—cs - /i - y/log X))

m
1-6
X <n<

Vae M, meN, X5 <m< XS0 it effektivem ¢ = c3(C) € RY,

denn die Grenzen bei £— und X liefern einen Beitrag, der durch den O, ¢-Term absorbiert wird.

IV. Wir weisen Sgp(—%) = Opc(X - exp(—cs - /1 - V0og X)) fiir a € My mit einer effekti-
ven Konstanten ¢, € RT nach. Nach (6.2.3) und Sg(0) = > Ar(n)-e(nf) V 0 € R gilt
n<X

Se-g)= X Acm) X logp-e(—0).

XS <m< X S+(1-1)52 —leé <p<X

Sei zunichst m € N, X < m < X5+0=1% fixiert. Aus den Definitionen 6(z) = 3 logp [2, S.5]

p<z

und Y(z) = 3 A(n) V x € Rt [2, S.30 (1.46)] kommt wegen [2, S.30 (1.47)] insbesondere
n<x

0(z) —Y(z) =D logp— > A(n) =O(vz) = O(z - exp(—c5 - \/logz)) Vz>1

p<w n<w

mit effektivem c¢5 € R*. Dadurch erhalten wir mithilfe der Definition der Mangoldt-Funktion

> Y loepe(™

ZN<y Y lgp- X logp—

P2 X0 pec X S=L X0 cpec X X0 peX

> Am)—- > logp= > Alm)-— >, logp=
Xt <n<X e (X <n<[X]-1 (X <p< X1

X leé leé

=1-1-0(=1-1)— ~1)—90 =
Y([—1-1) (fm1 ) = @(——1-1) = )

X X1—6

-exp(—c; - \/log(X1°/m))) =

Ope (- exp(—cs - \floa(X/m))) = omﬁ exp(—cs - i - /log X))

O(E exp(—cs - y/log(X/m))) + O(

mit effektivem ¢g € RY, indem wir die Monotonie der Funktion ¢t — t - exp(—cs5 - v/logt) fur
hinreichend grofle t > 1 sowie % > %76 > X4 >0V X > S5(n, C) > Sy4(n,C) nutzen.
Also ist

i Z logp-e(_a;bps) :On’c<i -exp(—ce - /M - \/10g X)),

s=2 x1-6 X
TSP,
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was nach (6.2.5) schliefilich

—amp
> logp-e( < )=
x1-— (5<p<
amp —amp’®
S O% logpee -Y Y logpeel ~ )=
s=1 Lﬂsgps<§ §=2 x1- 6<p <£
amn X
> A(n)e(—T) + O"’C(E exp(—cg - /1 - \/log X)) =
x1- 5<n<

X s
OnvC(E'GXP(—CT\/ﬁ'\/@)) VmeN, X% <m< XsHi=19

mit effektivem ¢; = ¢7(C) = min{c3(C), s} € RT impliziert. Kombinieren wir dies mit der

obigen Gleichung fiir Sg(—<), so folgt

|SR(—%)| <0 Z ACT(nm) - X cexp(—cy - /1 - \/log X).

Xs§m<xs+(zf1)52

-1
Ferner ist > % = %82 nach Definition von C.
XS <m< X S+(1-1)82 i=1 pe[Xa,Lv’Xai-&-éQ[
Aus [2, S.6 Satz 1.1.4] ergibt sich Y 10% =logz + O(1) ¥V « > 1, woraus wir auf
p<z

1
S B2 eg X +0() <logX V1<i<l-1

pelx e Xait?|

schliefen (<= X > 1 A Def. §). Wegen | — 1 <« % gilt 0 < > felm) < (log X )
XS§m<XS+(l—1)52
und wir erhalten daraus nach einigen technischen Umformungen

a —
\SR(_Y)\ <pe X -exp(—cs - /1 \/log X) <0 X - (log X)™'¢ VY a € Mo

mit effektivem cg = cg(C) € RT, denn diese Konstante rithrt von ¢; = ¢7(C') her. Hier wird auch
klar, weshalb wir zwingend eine effektive Konstante cg(C') benotigen. Ware namlich cg(C') nicht
effektiv berechenbar, so auch die von n und C' abhéngige Konstante im letzten <, c-Zeichen
nicht. Zusammen mit der trivialen Abschatzung |S4(0)| < #A V0 € R und # My < #M <K, ¢
(log X )3¢ (< (6.2.2)) folgern wir

(6.2.6) S(2) = omc((l(jgﬁ)c).

In V und VI zeigen wir Sg(—%) = SR(—g) = % - > Ag(n) + OmC(W) fir a € M.

n<X
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V. Sei a € M3 gegeben. Dann ist £ = % mit d € Ny, ¢ € N, g¢T'(d,q) =1,
q < ky-(log X)¢ < X1/3 < X, q|X und P(q) C P(b). Wir sehen leicht

a d —d z —d
SR(_X) = SR(—g) = > et 7) Ex Ar(n) + 21: e(t - . ) EX, Ar(n)
t= n t= n
99T (t,q)=1 nztfnodq 99T (t,9)#1 nztfnodq

= 21 +Zz

und schitzen zundchst Y Ag(n) und damit | >, | nach oben ab.
n<X
ggT(iQ)?él

Es gibt eine Schranke Sg(n,C') > S5(n,C) mit /2 —§ — (I — 1)6*> > n/4 ¥V X > Ss(n,C)

(beachte Def. §). Nutzen wir zusétzlich ) <m<1}1

@ > 72 und S = ié a; < 1 — %, so erhalten wir
R C [2,1]" fiir alle X > Sg(n,C') nach Definition von ¢ und R, wenn wir ¢ fiir € € R nach
unten abschétzen.

Aus Ag(n) # 0 folgt n = p; - -p; mit (%’ o Eg—l)’é) € R, also insbesondere p; > X"* > b

fir alle 1 <i <[, X > S7(n,C) > Ss(n,C). Demnach besitzen n und b keine gemeinsamen

Primteiler und wegen P(q) C P(b) daher auch n und ¢ nicht. Dies liefert insgesamt
(6.2.7) Agr(n)#0 = ggT'(n,b)=1 A ggT(n,q) =1 V neNy X > S:(n,0C).

Alsoist Y| < ¥ Ag(n) =0 fur alle X > S7(n, C) und folglich
n<X

99T (n,q)#1

(628) > =0,c(1) A > Ar(n) = 0,0(1),

n<X
99T (n,q)#1

denn es gilt 0 < Ag(n) <,,¢ 1 fir allen € N, n < X und alle X < S;(n, C).

1, falls n =t mod q

Nach (1.56) in [2, S.34] ist = - > x(t)x(n) =
v(q) xmod g

0, sonst

fir n,t € Z, ggT(t,q) = 1, wobei tiber alle Charaktere y mod ¢ summiert wird,
xo der Hauptcharakter mod ¢ ist und mit y der zu y inverse bzw. konjugiert komplexe Charak-
ter mod ¢ bezeichnet wird. Folglich konnen wir die Restklassen mod ¢ ,trennen” und durch

Separation des Hauptcharakters xo (= xo) mod ¢ sowie dessen Definition kommt
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21: Zq: ;1) g}: R(n)3223+z4 mit

gth(t;) 1 q
il —d 1 _
> = T%;) le(t'q)'M'Xo(t)g;(Xo(n)AR(n)
. S oy = M) .
B A g q ) ©(q) n(;()_ Ar(n) v(q) n(;()_ Ar(n)
- (/;EZ% : . Ar(n) + O, (1) sowie
a —d 1 _
24 N Z e(t . 7) . @ ‘ x#onr:noqu(t> ng( X(n)AR(n)

t=1
99T (t,q)=1

Dabei verwenden wir die Ramanujan-Summe > e(t- ’Yd) = u(q), wobei dies nach Lemma

997 (t.q)=1
1.3.1 und (1.30) in [2, S.20] gilt, sowie (6.2.8) zur Umformung von Y 5. Insgesamt ergibt sich

(6.2.9) 3, = ﬂ S Ar(n) + Ope() + Y,

q n<X

VI. Wir skizzieren den Nachweis zu Y(t) := - - > x(t) & x(n)Az(n) = Omc(ﬁ)
n<X

(@) X7#xo0 mod g

fir t € Z, ggT(t,q) =1 und ¢ € N, ¢ < ky - (log X) mit ¢|X bzw. P(q) C P(b).

Aus (6.2.3) und der vollstdndigen Multiplikativitét eines Charakters folgt

> x(n)Ag(n) = > Ac(m)x(m) > logp-x(p) V xmodq.

n<X XS<m< X S+(-1)52 7)(:;6 <p<Z

Fixieren wir nun den Charakter y mod ¢ sowie m € N, X° <m < XSJF(Z_”‘SQ, so erhalten wir

mit derselben Idee wie auf S.146-147 ab ,Sei zunédchst...” die Aussage

> logp-x(p)= > A(n)x(n)+ 0n,c(i -exp(—cg - /1 - \/log X))

1-6 1-06
X0 <p<X X" <n<X

—amp®

mit effektivem ¢ € RT, indem wir dort e( =) durch x(p°) sowie e(=5*) durch x(n) ersetzen
und insbesondere auf S.147 die Zeilen 2-4 beachten. Dabei spielt es keine Rolle, ob a € M,

oder a € Mj ist. Gleiches gilt auch fiir die letzte Abschétzung auf S.145 in Kap.III, in der wir
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problemlos x(n) anstatt e(=%*") schreiben konnen, sodass mit effektivem c, € R* insbesondere

> A = Ogeexp(~2 i fiog X))

n<[X1207 4

kommt (<= % > X4, Setzen wir cg := min{cg, 2} € RT, wobei ¢y effektiv ist, so gilt insgesamt

> logp-x(p Z A(n —|—Onc(§ exp(—co - /1 - 1/10g X))

1-6
X 79 p<m 'I’L<E

V ymodq, m e N, X% <m < X510,

Dies eingesetzt in die erste Gleichung liefert

> x(n)Ag(n) = > Ac(m)x(m) z; A(n)x(n)+

n<X XS <m< X S+(1-1)82

Oy.o(X - exp(—cio - /0 - y/log X)) V xmodgq

mit effektivem c¢;p € RT, welches aus ¢g herrtihrt, wobei wir zwischendurch die Abschéitzung

A
0< > C;m) <, (log X))

XS <m< X S+(1-1)82

von S.147 gebrauchen. Ferner gibt es genau ¢(g) Charaktere mod ¢, sodass

L LE X(1)] = €951 < 1 und folglich
1 _
>.(t) = o) Xix(%@q)(@) n;{ x(n)Ar(n)
(1). o Y Aclm)x(m) Z A(n)x(n)
90 X7#Xx0 mod ¢ XS <m< XS+(I-1)82
NI 1 . Z 7( ) OnC<X exp —C10 * \/_ \/@
() simod q
1 _
@ . Zm qu(t) X5§m<§9+(11>52 AC(m)X(m) n<foL A<n)X(n>

+0,.c(X -exp(—cip - /1 - 1/10g X))

gilt. Wegen x(m) = 0 fir gg7'(m, q) # 1 konnen wir die Summe tiber m durch die Bedingung

99T (m, q) = 1 weiter einschrianken und erhalten schliefllich
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(6.2.10) > (t) = > Ac(m) > (t,m) + Oy (X - exp(—cig - /1 - /log X))

XS§m<XS+(l—1)52
99T (m,q)=1

mit Y(hm) = —— Y xOxim) 3 An)x(n)

»la) X7#X0 mod g n<Z

fir m e N, X% <m < X507 00T (m, q) = 1.

Fiir fixiertes m € N, X5 < m < X5+0=09 " 04T (m, ¢) = 1 schitzen wir nun Y (¢, m) ab.

Aus dem Satz von Euler-Fermat kommt ¥ (¢)x(m) = x(r) mit 7 := ¢ - m#@~! € Z und
99T (r,q) = 1, denn y ist der zu x inverse Charakter mod ¢. Dabei hdngt r insbesondere nur
von t, m sowie ¢ ab und es gilt > (t,m) = ﬁ - x(r) X A(n)x(n).

X#xo0 mod g n<X
Firx € R,z > 1, r € Z, ggT(r,q) = 1 und einen Charakter xy mod ¢ definieren wir
U(z,x) = Z<: xX(n)A(n) und ¢¥(z,q,r) = ; A(n) gemaB [2, S.90 (2.58)] und [2, S.99 (3.1)].

n=r mod q
Wir verwenden HS1 Proposition 6.2 in der Form

HS1 Proposition 6.2:
Sei C' > 0 beliebig. Dann gibt es eine stetig von C' abhéngige effektive Konstante ¢1; = ¢11(C) > 0,
sodass gleichmiBig fiir alle ¢ € N, ¢ < (logx)¢, P(q) C P(b) und alle r € Z, ggT(r,q) = 1 gilt :

Y(z,q,r) = gofq) + Oc(z - exp(—ciiy/logz)) V x> 2.

Dabei ist auch die implizite Konstante im O¢-Glied effektiv in Abhéngigkeit von C' berechenbar.

Es gibt eine Schranke Sg(n, C) > S7(n, C), sodass z := [2] — 1 > X"* > 2 fiir alle
X > Ss(n,C) gilt. Nach ¢ < kz - (log X)© < 2(C) - () - (log X) < (log2)° (= 72(C) < 1)

sind alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt, was nach [2, S.113 (3.18)] insbesondere

LS ey

(p(q) x mod q

U(z,q,r) = (p:(cq) + Oc¢(z - exp(—cy1y/logx)) =

mit effektivem c;; = ¢11(C) € RT liefert. Durch Abspaltung des Beitrages von y, folgt
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v(q) %A(n) - @ ‘ Té A m .X#X%:nodqi(r)qﬂ(x’ V=
99T (n,q)#1

+ Oc¢(z - exp(—cy14/log z)).

©(q)

Ferner ist Y 1= w(b) eine nur von b abhéngige (absolute) Konstante und P(q) C P(b), was

oo An)= > logp= > DY logp< > Ylogp<

n<z pS<z, seN peP(q) p°<z peP(b) p°<z
99T (n,q)#1 99T (p®,q)#1 seN seN

> logp-| s ng < logx

p€eP(b)

impliziert. Damit ist ﬁ : Z<: A(n) = O(z - exp(—cyz - VIog x)) mit effektivem cj5 € RT.
99T (n,q)#1

Nach dem Primzahlsatz [2, S.92 Satz 2.8.2] und [2, S.30 (1.46)] gilt mit effektivem ¢y € R

3" A(n) z)=x+ O(x - exp(—c \/@))7

n<x

also insbesondere Z A(n) = o T O exp(—cz - /log x)), was eingesetzt in die vorletzte
Gleichung und effektlver Konstante c13 = ¢13(C) := min{cy, c12,¢11(C)} € R die Giiltigkeit von

>, X(r)e(z, x) = Oc(a - exp(—ci3 - \/log z))

SO(Q) X#Xxo0 mod g

liefert. Daraus leiten wir mithilfe von X4 < z < % vV X > Sg(n,C) und unseren Definitionen

St m) = (1 TR T Ay = ——- Y xr)w(x)

® q) X7#Xo mod q n<X go(q) X7#Xo mod q

m

= O¢(z - exp(—cy3 - /logz)) = O"C(fn( xp(—cia - /N - \/log X))

VmeN, X5 <m< XD 00T (m, q) =1

mit effektivem cyy = ¢14(C) = ¢13(C')/2 € RT her. Somit gilt nach (6.2.10) insgesamt

(6.2.11) > (t) = Opc(X - exp(—ci5 - /11 - /log X)) logXX)"’C)

fiir alle im ersten Satz von Kap.VI definiertent € Z, ¢ € N
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mit effektivem c¢15 = ¢15(C) € R, denn ¢;5 berechnet sich aus ¢;9 und ¢14. Dabei verwenden

wir wieder die Abschitzung 0 < > % <, (log X)'=! von S.146. Die Effektivitét
XS <m< X S+(1-1)52
von ¢15(C) liefert uns das letzte Gleichheitszeichen in (6.2.11) analog zur oberen Schranke von

|Sr(—%)| auf S.147. Aus ¢ < ks - (log X)“ und (6.2.11) erhalten wir

—d X

.= 2 e(t-7) Y (1) = On,C(W)

(6.2.12) SR(_%) B SR(_Z) = Z(Z)) ' XAR(”) + O"’C((log))(()w)

VIL Im Folgenden zeigen wir Y(3) = ++ 3> Sa(%)Sr(—2) = ko E2- AR(”)%-On,C(ﬁ)-
Dazu zerlegen wir M3 disjunkt in die Mengen

My={aeM;z|3q€eN,d€eZ, ggT(q,d) =1, ¢ < ko - (log X)°, P(q) C P(b), ¢|X :

;:Z A q1b} sowie

(log X)°

d
M5:{GEM||;_Q|SI€1 7q€N7dEZJQQT<QJd>:17qSk2(1OgX)C

d
= P(q) CP(b) A =5/ q|X A q|b}

a
X
und definieren Y (i) fir ¢ = 4,5 wie auf S.143 fur ¢ = 1,2, 3, sodass >2(3) = >(4) + >(5) ist.
Fira € My ist ¢ = g mit q|b*, ¢1b (k € N), sodass ¢ # 1 und aufgrund der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung von ¢ und b insbesondere ¢ nicht quadratfrei ist, da ansonsten ¢|b gilt.

Also ist p(q) = 0. Nach (6.2.12) ist dann Sgr(—%) = OnC(W) vV a € My, woraus wir auf

(6.2.13) S (4) = On,c((ljgﬁ)c)

mit #My < #Msz < H#M <, ¢ (log X)3¢ (< (6.2.2)) und [S4(0)] < #A V 0 € R schliefen.
Es verbleibt die Abschétzung von 33(5) = + - > Sa(%)Sr(—%). Dazu weisen wir
aEMs

zundchst {¢ [a € M5} = {g |0 <d < gq, ggT(d,q) = 1, q|b} := By fiir hinreichend grofie
X > Sy(n,C) > Ss(n, C) nach.
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Die C-Inklusion ergibt sich aus der Definition von My C M C Ny N [0, X[, sodass noch
die D-Inklusion zu zeigen ist. Es gibt eine Schranke Sy(n, C') > Ss(n, C'), sodass
b < ky - (log X)€ und kyksb - ©EX%0 < 1 fiir alle X > So(n, C) gilt.

Sei X > Sy(n,C) und g € By, alsod € Ny, 0 <d < q, g9T(d,q) = 1 und ¢|b, womit wegen ¢|X
(X =0 keN)ein0<a< X mit 4 = £ existiert. Nach g|bist ¢ < b < ks - (log X)¢ sowie
¥~ f| =0<k; - M sodass berelts a € M gilt.

Wire auch |§ — %\ < k- % mit ¢ €N, dy € Z, ggT(d1,q1) = 1, ¢ < ks - (log X)%, so

liefert dies wegen § = g im Fall g # % die Giltigkeit von

und damit einen Widerspruch zu kikob - M < 1. Also ist d1 = 4 bzw. dy = d und ¢; = ¢
aufgrund der Reduziertheit beider Briiche, was nach Definition a € ./\/l5 liefert (<= q|b A ¢|X).

Insgesamt haben wir fiir alle X > Sy(n, C') die Giiltigkeit von
a d dy
{§!a€M5}={5|0§d<q, 99T(d,q) =1, q|b} = By = { - |0 < di < b}

gezeigt, sodass nach Definition von S4 und Si insbesondere

CL —dl
(6.2.14) > (5) Y SA — > SA —)
aeEMs X X 0<di<b b
1 (m —n)d
:bikl Z Ar(n) Z e(Tl)
n<X, meA 0<di<b
1
= Z Ar(n) ¥V X > So(n,C)
n<X,meA
n=m mod b
J b , fallsn =mmodb
gilt, weil > e(%) = ist. Aus (6.2.7) folgt
0<di<b 0 , sonst

(6.2.15) Ag(n)#0 = ggT'(n,b)=1 VneN A

>, Ar(n) =) Az(n)

n<X n<X
99T (n,b)=1

fir alle X > So(n, C') wegen So(n,C) > S7(n, C). Dies liefert direkt
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(6.2.16) > Ag(n)= > > Ag(n)- DY 1V X > S(n,0).

n<X, meA 0<a<b n<X meA
n=m mod b 99T (a,b)=1 n=amod b m=a mod b

Sei nun ay € Z, ggT(ay,b) = 1 fixiert. Aus [2, S.34 (1.56)] erhalten wir

1
OR

Z AR(”) = Z Z X CLl AR

n<X n<X ( ) x mod b
n=a1 mod b

ZAR +Za1

n<X

fur alle X > Sy(n, C) mit Y (ay) := > x(a1) X x(n)Ag(n), indem wir den Beitrag
n<X

L
() X#xo0 mod b
des Hauptcharakters xo (= Xo) mod b abspalten und (6.2.15) anwenden.

Nun sind mit t := a1, ¢ := b, g9T(t,q) = 1, ¢|X, P(q) € P(b) und ¢ = b < ky - (log X)¢
YV X > So(n,C) die Voraussetzungen von Kap.VI auf S.149 erfiillt, sodass nach (6.2.11)
insbesondere Y- (a1) = Y (t) = On,C(W) gilt. Damit haben wir
(6.2.17) > Ar(n) = L Y Ar(n)+0 c(L)
" (log X)*¢

n<X <b) n<X
n=a1 mod b

V X > So(n,C), a1 € Z, ggT(ay1,b) =1
gezeigt. Ferner schliefen wir mit einfacher Kombinatorik auf

(b— 1)1 | falls a # ag
(6.2.18) o o1= VaeNy, 0<a<b,

meA
m=a mod b 0 ’ sonst

indem wir die Definition von A = A(X) = A(V*) in Kap. 4 verwenden sowie die Tatsache
ausnutzen, dass genau dann m = a mod b gilt, wenn die Einerziffer ny in der Darstellung von m

im b-adischen System gerade a ist.

b , falls ggT'(ag,b) # 1
Nach Kap. 5 ist ks = bt (@0,) und wir unterscheiden die folgenden

b(p(b)—
(éf(l))w(g, falls ggT'(ap,b) =1

Falle :
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1.Fall: ggT(ag,b) # 1

Nach (6.2.15), (6.2.16) und (6.2.18) gilt fir alle X > Sy(n, C) insbesondere

n<X,meA 0<a<b n<X meA 0<a<b n<X
n=m mod b 99T (a,b)=1 n=a mod b m=a mod b 99T (a,b)=1 n=a mod b
(a#ao) (aa0)
k—1
_G-1F Y Ar() = (- DM S Ar(n)
n<X n<X
99T (n,b)=1

denn aus ggT(a,b) = 1 folgt a # ag, was wegen (6.2.14) und X = b* sowie #.A4 = (b — 1) auch

1 b b— #.A
n<X n<X n<X
fir alle X > So(n, C) liefert.
2.Fall: ggT'(ap,b) =1

Aus (6.2.15), (6.2.16) und (6.2.18) folgt fiir alle X > Sy(n, C') die Giiltigkeit von

n<X, meA 0<a<b n<X meA n<X meA
n=m mod b 99T (a,b)=1 n=a mod b m=a mod b n=ag mod b m=ag mod b
a#ag
> S Ar(n)- Y 1=(-1DF > > Ag(n) =
0<a<d n<X meA 0<a<b n<X
99T (a,b)=1 n=amodb m=a mod b ggT(a,b)=1 n=amodb
a#ao a#ag
b= Y A= (-1 Y Ar(n) =
n<X n<X
99T (n,b)=1 n=ap mod b
n<X n<X

n=ag mod b
Dabei gilt

Y Axln) = 1b 32 Aw() + Opcl

n<X
n=ag mod b

X
W) vV X > Sy(n,C),

wenn wir a; := ap mit gg7'(ay,b) =1 in (6.2.17) einsetzen. Daraus folgt
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S AR ==Y Ar(n) -0 -1DF Y Ag(n) =

n<X, meA n<X n<X
n=m mod b n=ao mod b

L= Z Ag(n) — (b= 1) Z Ar(n) + O”’C((log);)w)] =

n<X ‘P( n<X

ZAR —(b—=1)F 1.0, 0f

n<X

X
(log X770

(b—1)"". YV X > So(n,C),

sodass nach (6.2.14), X = b* und #.A4 = (b — 1)* insbesondere

Y (5) = = > Ag(n)

n<X, mecA
n=m mod b

Loy PO s - 10—
bk 1 (,0 b) RAT n¢ (log X')°¢

n<X

_b(p(b) —1) ( - b (b—1)*
T h—1)p) ,;(AR )+ Onel=7 " Qog x)0)

#A #A
X Z%AR ) One oy )

= Ko——
fiir alle X > Sy(n, C) gilt, wenn wir 2 < 1 beachten.

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen und wir haben

2 5 Ar(n) + Opo(ptdee)  falls ggT (g, b) = 1
>_(5) = X Y X > So(n, C),

R EA - Y Ar(n) , falls ggT(ao,b) # 1

n<X

gezeigt. Dies liefert in beiden Fallen nach (6.2.13)

#A
YB)=>(4)+>.(5) = /12 Z Agr(n) + OW,C(W) V' X > Sy(n,C)

n<X

e

und schliefllich wegen % . EZM Sa(%)Sr(—=%) = .

>-(7) mithilfe (6.2.4) sowie (6.2.6) das

1

gewlinschte Resultat.
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8. Allgemeine Minor Arcs

In diesem Kapitel stellen wir die wesentlichen Werkzeuge fiir den Beweis von Proposition 6.3

bereit.

Lemma 8.1:

Sei X =" (k € Ny) sowie n €]0,1], C e RT, I €N, | < % und R C R’ gegeben. Dann gilt
—a X 2 o)
#{0 < a < X | Sp(50) = 2} < C* - (1og X)OD.
X C
Beweis:

Wir beweisen die starkere Aussage #D < (?-(log X) OG) fiyr D = {0<a< X|[|Sr(58)] > 2}
Offenbar ist #D = Y 1 < Z X2 JSr(F)1P < % o Z |S7z( P = % Z ISr(F)I?,
0< 1

a€D a< <a<
denn Sr(32) = Sr(=X) = Z AR( ) und fiir a € D gilt < - [Sr(52)]* > 1. Sormt kommt
n<X
B11) #0< G ¥ ISP
X2 1<a<X X
Im Folgenden zeigen wir + - Y [Sgr(5)? < 3 Ag(n)? und verwenden dazu die
1<a<X 1<n<X

Besselsche Ungleichung: Ist H ein Hilbertraum (d.h. ein vollstdndiger VR mit Skalarprodukt)
und S C H ein Orthonormalsystem, so gilt 3 |(w, 8> < |[«@||* V @ € H, wobei ( ; ) ein
ses

Skalarprodukt auf H und || || die von ( ; ) induzierte Norm mit || || = 4/( ; ) ist.

X
Offenbar ist C¥ ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (; ) : C¥ x CX — C, (¢, @) = Y vaw;

i=1
und der induzierten Norm ||7/]] = /{7, ¥) = (Z vT;) /% = (Z lv; )2V v € CX
(beachte: v;,w; € C V 1 <1i<X).

wy s1(a)

Wir setzen o := : € CY und 5(a) := : € CX mit w; := Ag(i) € Ny
Wy sx(a)

undsi(a):ﬁf(z %):ﬁe( $)eC firallel <i:< X und 1 <a<X, was
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||1U||2 z:|wZ ZAR und ||§(a)||2:Z|si(a)|2:Z§: 1 V1<a<X

i=1 =1 =1

liefert. Ferner gilt fiir 1 < a; < as < X insbesondere

(a), 5a2)) = 3 sefan)onfan) = — -3 ei- 2) - e =22 =

1) 2 _2-:1 I3 1 7 2 —X — X X —
1 & a—a 1 = e —a 1 e(ag —ag)—1
SEP IR s e AP DL Gk aadials (i cre=ry sy il

weil e(X - 95%2) =e(0- “52) = 1 und e(®5*2) # 1 ist, denn X { (a1 — az).

Folglich ist S = {5(a) |1 < a < X} C C¥ ein Orthonormalsystem, womit die Vorausset-

zungen fiir die Besselsche Ungleichung erfiillt sind und damit 3 [{i, §)|* < ||w]|? gilt.
s5es

X
Wir finden leicht |(@, §(a))|* = + - ]Z; Ag(i) - e(i- 52))? fir alle 1 < a < X, woraus

($12) w3 IS Al eli- 5P = 3 I s(@)F = 319

1<a<X i=1 1<a<X ses

X
< [l = 3 Ani)?

folgt, weil fur verschiedene 1 < a < X auch die Vektoren s(a) € S verschieden sind. Dies liefert

a

> ISr(GP = 3 1Y Ar(n) - e(n- =)

1<a<X 1<a<X n<X

< Z (| Z Ar(n)-e(n - _yaﬂ + [AR(X) - e(X - _Y)W

1<a<X n<X

< 2 (1 Arln) - eln- )P+ [A(X)P)

1<a<X n<X

= 313 Al el P+ Y Ar(X)P

1<a<X i=1 1<a<X

<X- iAR(i)Q + X AR(X)P? <X ZAR(z’>2

i=1 i=1

nach der Definition von Sg sowie (z +y)? < 2- (22 +y*) V z,y € R. Folglich ist

813) ¢ ¥ ISRGOF< Y Ao

X 1<a<X 1<n<X
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Fir n € N, n < X ergibt sich aus der Definition von Ag(n) die Abschéitzung

A< S Tlosps ¥ (Clogn-)' = X (os([[n)- ;)

n=pi-....pr i=1 n=pi-...'pr i=1 n=pi-...'p1

1 1 1

= () X (ogn)<()' Y (ogX) < ()1 (log X)' < (log X)'
n=pi-...-p1 n=pi-...-p1

I
indem wir die AM-GM-Ungleichung in der Form [T logp; < (Z logp; - 1)' sowie die
i=1

Eindeutigkeit der PFZ ausnutzen, was > 1 <! implimert. Also ist
n=pi-...'Pi

(8.1.4) Agr(n) < (logX) VneN, n<X.

Damit ist auch Ag(n)? < (log X)? fiir alle n € N, n < X, sodass nach (8.1.3) insbesondere

Y ISP < X - (o X)* = X - (log X)°)

X 1<a<X

gilt, da | < % ist. Setzen wir dies in (8.1.1) ein, erhalten wir das gewiinschte Resultat.

Lemma 8.2:
Sei X = b* (k € Ny) sowie n €]0,1], I € N, I < | und R C R’ gegeben. Wir definieren

£:={0<a<X|Fx(%) > 57w} Dann gilt mit dem in Kap. 3 erklirten e € Q" insbesondere

(1) #5 < X23/40_6,

(i) ZFX ) < X/80=¢

ael
1 1
(i) - [ (5 )SR( I < -
X 0§aZ<X ! X

ag&

Aus technischen Griinden schlieen wir die 0 in die Definition von £ mit ein, was in [1, S.21]
nicht geschieht. Die Beweise von Lemma 8.2 und von weiteren Sétzen, die obige Definition von

€ mit der 0 enthalten, &ndern sich dadurch im Vergleich zu [1] nur unwesentlich.
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Beweis:

Nachweis zu (i) und (ii): Aus Lemma 4.4 (i) und (iii) folgt

#O0<a<X|Fx(y)>a } < B/ X AN X)235/154 < X59/433

X 0<a<X

fir B > 1 mit einer beliebigen Konstanten ¢; € R*. Wahlen wir darin ¢; = 1 und B = X?23/80,

so erhalten wir

#e = #{0 < a < X | Fy(=

9y > i/go} < <X23/80)235/154 . X59/433 _ xr23/40—c
X' X ’

denn % . f;’i + @ < i—g — ¢, also die Giiltigkeit von (i). Ferner gilt fiir a € £ insbesondere

X23/80 . F ( ) > 1 und daher (X23/80 F ( ))235/154 > X23/80 F ( ) 2 17 was

23/80 a 23/80 23 4 23 0 23 4 25 4
ZX / FX(X) Z(X / F (X)) 5/15 <(X /8 5/15 Z F 5/15

ac€ acl 0<a<X

< <X23/80)235/154 . X59/433 _ xr23/40-c

liefert. Daher gilt Zg Fx(g) < % = X2/80=¢ ynd folglich (ii).
ac
Nachweis zu (iii): Fiir X = 1 verschwindet die linke Seite in (iii) nach Definition von Sg

auf S.65, womit (iii) erfiillt ist. Also darf X > 1 bzw. k € N angenommen werden.
Ausa ¢ £ und 0 < a < X folgt 0 < Fx(§) < ﬁ und daraus

1 a —a 1 a
¥ > [Py (5)SR(5) <+ > [Py ()] <
X 0<a<X, X X X 0<a<X, X
agé, |Sr(52)<1 ag€, |k (58)|<1
1 1 1 1 1 1
X A2y X23/80 = X X'23/80 T X23/80 T Xe
agé
Somit gilt
321) ¢ ¥ ISR Sty X F()Se(Gl
<L ~ X _7 ~ X R
X 0<a<X X X 0<a< X, X X
ags ag€, |Sr(5E)|>1

Aus dem Beweis von Proposition 6.2 Kap. IT (vgl. S.143) entnehmen wir |Sg(0)| <, X '*+(-1°
V 6 eRmitl < % und § = (log(log X))™!. Sei z € RT die Konstante in | < %, also [ < z- %
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Wir wahlen die Konstante v > 0 fest und verfiigen erst spéater dartiiber. Wegen m —0

log X
77 log(log X)2

ko = ko(n,7) € RT. Im Ubrigen gilt dies auch bei Wahl von n = n(X) gemifl Bemerkung 1,

fir X — oo erhalten wir z - < ko + 7 - log X mit einer geeigneten Konstanten

denn dann ist % = ﬁ konstant gegeniiber (log(log X))? fiir X — oco. Daraus folgt

_ 2. 1.52 1 log X
XD < x#5 = exp(z - . bg(li;gX))SeXp(kO‘f'V'ng)

<~ exp(y -log X) = X7.

Folglich ist [Sr(8)| <,y X7 bzw. |[Sg(0)] < ki - X' V 6 € R mit &y = ki(n,7) € RY.

Verwenden wir speziell |Sg(52)| < ki - X' ¥V a € Z, so kommt

1
X > ’FX( )SR( 5| <
0<a<X, a¢éf,
|Fx ()< 5177 ISR ()21
L 3 1 x <y X kg < .
€ Y ye
X 0<a<X, ag€, Xt 0<a<X X

|Fx (3)|< e 1SR (F2)121
was nach (8.2.1) und Fy = |Fx| die Giiltigkeit von

1

2. — <
(8.2.2) X ogaZ<X|FX(X)SR( )’
ag&
. > P ()5r ()] + Oy (5
~ X R
X 0<a< X, a¢f, X " Xe

Fx(%)> 535 ISR(F)I>1

ergibt. Wir definieren
1 —a

und zeigen im Folgenden + - ¥ [Fx(%)Sr(5¢)| <, 3=~ Nach Definition von ® gilt
acd

(8.2.3) 1<|SR( )\</< X' Voaed.

Es gibt ein r € Ny, r <, log X mit 2" < k; - X' < 2" (beachte: ky = ki(n,
5 2 o 2 X ki X7 fir alle
0 < j <r gilt. Ferner definieren wir [, := [0%,2 : C%[ = [27, 277 V 0 < j < r, sodass die

Intervalle I; paarweise disjunkt sind und U I; = [1,2"* [ D [1, k; - X'*7] gilt.
0<j<r

v), log X > 1).
Wir setzen C; := £ fiir 0 < j < r, sodass X > C; = 5 > 5= > =7 =
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Nach (8.2.3) ist damit jeder Wert |Sg(5*)| fiir @ € ® in genau einem der Intervalle [; mit

0 < j < r enthalten. Setzen wir

c={0<a<X|a¢E N Fy( /\|SR(_7a)|€Ij}§<I> vo<j<n

1
%) 2 3w

so sind folglich die Mengen ®; paarweise disjunkt und es gilt ® = U ®;. Dies liefert

0<j<r
—a 1 & a —a
(8.2.4) Fx( =—=- Fx(= — )|
%%|X =% Z% IEx(5)9R ()]
a J1=0 ac®;
Fir fixiertes 0 < j < r berechnen wir Y. [Fx(5)S=(5¢)]- Nach Definition von ®; gilt
CLE(I)J'
1 a 1

(8.2.5) Vaed;,

X 1++e < Fx(f) < 23780

denn fiir a € ®; ist a ¢ £ und 0 < a < X, also Fx(g) < ﬁ Es gibt ein ¢t € Ny, t <, log X

mit 2 - e < g < 271 s und wir setzen B; = X L fiir 0 < i < ¢, sodass

e = Bio < B%' < ét = v - 28 < e bzw. X280 < B < XM fiir alle 0 < ¢ < ¢ ist.

Weiter definieren wir R; := [5,2 - 5[ = [re57e - 2 wwe - 2771 V0 <@ < t, sodass auch

die Intervalle R; paarweise disjunkt sind und O<U<tRi (s w0 22 [ s LISt
AN

Nach (8.2.5) ist damit jeder Wert Fx () fiir a € ®; in genau einem der Intervalle R; mit

0 < ¢ <t enthalten. Setzen wir
q>j,i::{oga<X\a¢5AFX<;)eR A ISr(5 Derrca, vo<i<t,

so sind folglich die Mengen ®;; paarweise disjunkt und es gilt ®; = U ®, ;. Dies liefert
0<i<t

(8.2.6) E:UQ( ﬁkQYHZE: |Edgﬁ&d3gﬂ Vo< <

acd; =0 a€ed; ;

<7
S
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Aus (8.2.4) und (8.2.6) folgt wegen r <, log X, t <, log X und log X > 1 insbesondere

1 —a
X > |FX( )SR e Z > |FX )| =

acd Jj=0 ac®;
1 K a —a (log X)? a —a
< [Fx () SR(—-)| <y ——— - Sup [Fx () S=(—-)I-
X ;}%;{)J X X "X ®; ae%j X X

Im Folgenden identifizieren wir mit Fy (%) =< 2 - die Unglelchung 5 < Ix(x) <2 & bzw. die
Aussage Fix(§) € R; fir 0 <4 <t und |[Sr(5)| < bedeutet < |Sr(52)| < 2+ & baw.
|Sr(5¢)] € 1; fiilr 0 < j < r, sodass

1 —a

O, ={0<a<X|agd& A Fy(—)=— A |Sk(

X
%) =5 =2} V0<i<t0<j<r

ist. Wegen k—ll-X*V <C; <X V0L j<rund X2/80 < B, < X1rte ¥ 0 <4 < ¢t gilt also

a —a
w3 |Fx(5)Sr(50)] = sup > |Fx(5)Sr(S0)] <
®ij ace, Bi, C; 0<a<X, age
Fx($)=5;, 1S= ()= 2;
su Fx(=)Sr(—=)|,
S O§<X | X(X) R(X)!

1 — —
X202 X7 Fx($)=4 Sr ()=

was eingesetzt in die vorletzte Abschatzung die Giiltigkeit von

(82.7) Z’FX )|<<n’7
acd
(logX) a —a
~—_ . su Fx(=)Sp(—
X B xa/s0 0;)( [P ()= ()]

1 — —
X2C20 X7 Fx($)=4 IS(30)I=%

liefert. Wir halten B sowie C' mit B > X2¥/80 > 1 und X > C > k% - X7 fest. Dann gilt

—a X
> IFx( )Sr() < -4 > L=
0<a<X X BC 0<a<X
Fx($)=4, 15r(32)I=% Fx()=5 SR ()=
X a 1 —a X
= #0<a< X | Fy(~) = — ==
Se O a <X Fx() = 5 A ISe(50] =
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Aus Lemma 4.4 (ii) bzw. Lemma 8.1 folgt

#H0<a<X|Fx(5)

— X 1
#{0<a< X| |SR(7")| <2< O (g X)°,

- 113} < B235/154  x59/433 o

sodass insbesondere

a 1 —
< X | Fx(=) =< —= —

#O<a<X[Fx(5) =5 A [Sr(57)]

min{B235/154 . X59/4337 o2 . (logX)O(%)} < (CQ ) (logX)O(%))lﬂ ) (BZ35/154 ) X59/433)1/2 _

- (log X)O(%) . 8235/308 . X59/866

v£}<<
e

gilt. Daraus erhalten wir die Abschéatzung

> |FX(

)
0<a<X X

Sr(+)| <

~)

X 1 —a X
— 0<a< X |F = A Sr(—)| <
So HOSa < X[ Fx(R) = 5 A 1SSl = S <
l C. (1 X)O( ) B235/308 . X59/866 — X . (1 X)O(%) ' X59/866
BC 08 o 0g B73/308
Wegen B> X'23/80 gt gi:;:gg < (X2§/58€i)/)87636/308 — X59/866-23/80-73/308 < X726, was insgesamt
> [Fx(5)Sr(57)] < X - (log X)) x>

0<a<X
Fx($)= 5. [SR(F)=&

fir alle B sowie C' mit B > X2/80 ynd X > C > 1711 - X7 impliziert. Nach (8.2.7) kommt

Z!Fx )|<<m
acd
(logX) a —a
. su Fx(=)% (=) <
% e O;X |Fx (5)5=(57)
X202 X7 Fx(4)=<4, 1Sr(58)=%
(log X)?

3|

S X - (log X)) . X2 = (log X)O0) - X2, X,

indem wir O(%) +2= O(l) sowie (log X)O(%) <, X¢ gebrauchen (beachte: n €10, 1]).

Daher ist + - ag@ |Fx(%)Sr(58)] <y X7 Legen wir nun 7 := 107° fest, so erhalten wir
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2 [Fx(£)Sr(58)| <, X ¢, was nach Definition von ¢ sowie (8.2.2) insgesamt

acd
1 a —a 1
i E( Fro(—)Sw(— il
X 2 IR <
ag€

und damit (iii) liefert.
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9. Spezielle Minor-Arcs

In diesem Kapitel leiten wir Lemma 9.1 her, welches wir im Nachweis von Proposition 6.4
benotigen. Um den Beitrag gewisser Teilsummen, die in Lemma 9.1 eine Rolle spielen, zu
kontrollieren, bedarf es ferner einer Gitter- und einer Geradenbetrachtung, welche hauptséchlich
in Kap. 10 und 11 geschieht. Dazu jedoch spéter mehr. Ab sofort bezeichnen wir mit ( ; )
stets das Standardskalarprodukt und mit || || = ,/( ; ) die euklidische Norm im R?, falls nichts
anderes erwahnt wird. In diesem Kapitel verwenden wir jedoch auch || || fiir den Abstand einer
reellen Zahl zur néchsten ganzen Zahl, wobei aus dem Zusammenhang klar werden sollte, was
mit || || gemeint ist. Ferner setzen wir § := +oc.

Im Nachweis zu Lemma 9.1 benétigen wir die folgenden Hilfsséatze, deren Beweise nur kurz

skizziert werden. Insbesondere HS2 wird schon aus einer geometrischen Uberlegung plausibel.

HS1 Lemma 9.1:

Sei X =bF (keNp). FirI<N< XundaeRgilt | 3 e(ma)| < min{%, [lof 7'}
m< R

Beweis:

Offenbar ist | ¥ e(ma)] < ¥ 1 < X. Aus einer einfachen Kreissehnenbetrachtung am
m<a m<

komplexen Einheitskreis erhalten wir |e(a) — 1| < ||af|, was | > e(ma)| < m < e 7t
m<<%
nach der geometrischen Summenformel und damit den zweiten Teil der Aussage liefert.

HS2 Lemma 9.1:
Gegeben seien N, § € R und @ € R3. Fiir beliebige Konstanten ¢, c; € R gilt

#aeZ’ | [(@,a) <o A il <aN}y=#{adcZ’[[(7,a) < A [li] <N},
wobei die Konstanten in < nur von ¢; und ¢y abhéngen.

Beweis: Auf den Nachweis dieses Lemmas wird verzichtet.
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Lemma 9.1:
Sei N € [X9/% X1/40] 1< M < % sowie 1 < Q< X2 E=0oder 1 < E < %/2 gegeben.

Ferner sei Fp = Fp(Q, E) wie im Beweis von Proposition 6.4 erklart (vgl. S.68) und

=F(Q,F)={0<a< X|3deZ, qgeN, ggT(d,q) =1, Q < q<2Q:
a d 0,+] ,fallsE=0

, sonst

sodass insbesondere Fp C F ist. Weiter seien «,,, 5,,, 7. € C Folgen komplexer Zahlen mit

|nls | Bmls |7a] < 1 fiir alle Indizes. Dann gilt

X - (log X )0

Z Z FX anﬁm,ya ) e(ﬂ” < (Q+E)E/200 ’

aeFpNE NN X
ag M m=M

Beweis:

Im Exponenten des Nenners muss €/200 anstatt ¢/100 [1, S.22] stehen. Wir iibernehmen die
grundsétzliche Idee im Nachweis zu Lemma 9.1, d.h. zunéchst das Vorgehen in [1, S.24] beginnend
bei ,We Split £..% bis [1, S.25 Z.3], wobei die Summation korrekterweise iiber a € FpNE', a ¢ M
anstatt nur iiber a € F NE" erfolgen muss. Bei diesen Abschétzungen benétigen wir auch HSI

und es gilt & =& (B) ={0<a < X | Fy(%) = £} C & Ahnlich zu [1, S.25 Z.1-3] geniigt es,

NX - (log X)°W

X niay — TLQCLQH 1}
(Q + E)e/lOO

ai az .
Fe (S (22 =
a1,a2€FpNE ni,n2=
a1, ax¢ M

zu zeigen, wobei wir hier bemerken, dass €/100 im Exponenten des Nenners gerade deswegen

passend ist, um nach Wurzelziehen den Exponenten €/200 zu erhalten. Folglich reicht es aus,

1 (logX)O Y
17} < (Q+E)e/100

(h Y E(HF(E) Y minfl |

al,aze]:ﬂc‘)/ |1 ],|ne|KN

niay — n2a2

firalle 1 < B < X®/%0 und & = £'(B) = {0 < a < X | Fx(%) < £} C & nachzuweisen,
denn die linke Seite der ersten Abschatzung ist kleiner gleich der linken Seite von (%), weil die

Summanden in beiden Summen nicht-negativ sind und Fp C F gilt.

Folgend sei also 1 < B < X?¥/%0 und damit & = £'(B) fixiert. Wir wihlen X hinreichend gro8,

sodass % > = X2/ > 2 («= N € [X%?, X17/%0]) und log X > 1 ist.
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Zunachst seien auch aq,ay € Z fest gewahlt.

Dann ist 2 < m(ny, ng) == min{s, || 8292 || =1} < XV ny,ny € Z, was

X na; —nea X X
[nal,Inz|<N [n1],|ne| <N [n1],|na| <N
liefert. Also gilt auch ¢; - N> < ¥ min{%, [|9g%2%2 (|71} < ¢, - £ - N? mit Konstanten
 |nallnal <N

c1, ¢y € RT, die nicht von a; oder ay abhéngen. Wegen N € [X%/2° X17/40] existiert insbesondere

X

& < 2™t und wir setzen K; := 2" ¢ fir i = 0,...,m,

einmeNO,m<<longit2m§§—f~
wobeil Ky = ¢; und CQ'% < 2mtl e =2 K, sowie 1 < Ki<<%f1"1r alle 0 <7 < m gilt.

Folglich gibt es (genau) ein 0 < i < m mit

X
KiN'< Y min{g |2

N [} —Z(al,a2)<2-Ki-N2,
[n1],[n2 |V

denn die mittlere Summe liegt im Intervall [Ky- N2, 2- K, - N’ [= U [K;-N%2-K;- N

0<i<m
Daraus folgt
ay as . X njap —neas
> Fx(57)Fx(57) > mllﬂ{ﬁ,llill b=
a1,a2€]—'ﬂ£/ |TL1‘,|TL2‘<<N
a a
Z /FX<Y1)FX(?2)Z(GDCZ2)§
a1,a2€FNE
Ui a a
Z FX(;)FX(f)Z(ahCLQ) <
i=0 /
a1,a2€FNE
K;-N?2<> (a1,a2)<2-K;-N?
= aq a9
> Y ARG K N=Y S B
=0 a1,a2€FNE’ i=0 (a1,a2)€G(K;)

Ki-N2<> (a1,a2)<2-K;-N2

indem wir G(K) := {(a1, az2) |a1,as € FNE AN K-N?<Y(ay,a9) < 2-K-N?}Hirl <« K < %
setzen und diese Definition im letzten Schritt fir K = K; benutzen (i = 0,...,m).
Angenommen es gilt

X - (log X)W

Fx 13 <
s (al,aQ)ZeG(K) (X> X< ) (Q + E)/10 . NK

fir alle 1 <« K < % Dann ist dies insbesondere fir alle K; (i = 0,...,m) erfillt, denn

1<K K K % vV 0 <1 < m, was eingesetzt in die letzte Abschatzung
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a1 as . X map —naaz
Z FX(X)FX(Y) Z mm{N, HTH <
al,age]“ﬂg, [nil,|n2|<<N
= X - (log X)°W
Fx(=)F K;-N* <« K;-N? =
Z;) (am)ZE:G(Ki) (X) X(X) Z (Q + E)/100 . NK;
i NX - (logX)°M  NX - (log X)W
c (Q + E’)e/lOO (Q + E)e/lOO

=0

liefert, indem wir m 4+ 1 < log X fiir log X > 1 beachten und die 1 ins O(1) absorbieren. Aus
(*)2 folgt also (x)1, sodass der Nachweis von (x)s verbleibt. Dazu sei 1 < K < % fixiert.

Im Fall NK < X'7/40%¢/2 jst (%), erfiillt, denn nach Lemma 8.2 (ii) und & C & erhalten
wir 3 Fx (%) < Z Fx(£) < X%/80=¢ sowie G(K) C (£')* C €2, was

ac&’
Y. Ex(3)F ZFX 2 ¢ X _ - o
(a1,0) € G(K) X ey’ X 17/40+2 X 17/40+¢/2  X'3/2
X 1 1 X 1 1 X - (log X)°M
< = . —. < . ( )6/100 (log X)
NK Xe¢ Xe¢/200 NK X¢ "Q+FE (Q + E)/100 . NK

ergibt, indem wir 3/2 - € > € 4 €/200 sowie @ + E < X'/ und (log X)°" > L verwenden.
Damit darf NK > X'7/40+¢/2 und folglich K >> X2 wegen N < X'7/%0 angenommen werden.

Zunichst sei (a1,ay) € G(K) fixiert. Wegen N € [X9/%5 X17/40] gibt es insbesondere ein

r € Ny, r < logX mit 2" < % < 21 und wir definieren §(j) = 2% VOo<yj<mr,

sodass 1 > §(j) > 2% > % fir alle 0 < 7 < r ist. Fir hinreichend grofles X gilt ferner

1 <2 <m(ng,ny) = min{% , [[magme2|~1} < XV ny,ny € Z (s.0.), sodass m(ng, na)
in genau einem der paarweise disjunkten Intervalle |27, 21| mit 0 < j < r enthalten ist.

Aus (ay,as) € G(K) folgt nach Definition von G(K) und m(ni,ng) (s.o.) daher insgesamt

X
K-N <Y (aa)= Y minfg, |22

N 3= X minng) <

[n1l,|n2|<N [n1l,|n2|<N
T T . T .
> > m(ni,ng) < Y 27 > 1<y 2. Y 1<
Jj=0 |1, |n2| <N j=0 [n1l,|n2| <N Jj=0 |n1l,|ne|<N
27 <m(ny,ng)<29+1 27 <m(ny,mg)<29+1 27 <m(nqy,n2)

T . 1
223- Z 1< log X - max — Z 1,

' |l < N 0= 0(7) |y

|| P22 || <2~ |22 <6(4)
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indem wir r + 1 < log X fiir log X > 1 verwenden. Zusammenfassend gilt

(9.1.1) 6N?*. < > 1 firein0<j<rbzw.d=04(j),1>6>—.

[n1l,In2| <N
| 211 n2a2 | <5

~| =

log X

Ferner liefert (a1, az) € G(K) die Abschétzung

K-N*>)>Y(a,a2) = > mni,na)> > mng,ne)>2"- Y 1>

[n1l],In2| <N [n1l,Ina| <N [n1,[n2| <N
27<m(ni,n2) 27 <m(n1,n2)
- 1 1
D Sl P o
Inal|nal <N (7) Imal |n2|< N )R
<202 -1 X 5oy SIP 2| =1 & [| HLAL22 (<6 (5)

insbesondere fiir jenes 0 < j < r bzw. § = 0(j) aus (9.1.1), denn die Summationsbedingung

le) < 2 ist wegen 1 > 4(j) > & ohnehin erfiillt. Insgesamt haben wir

(9.1.2) ON?*. < > 1<6N?-K fireinl>§=46(j) >

[n1l,Ine| <N
|22 )1<6

>l =

log X

bei einem gegebenem Paar (ai,a2) € G(K') nachgewiesen, welches wir weiterhin festhalten.

Wir wihlen das 6 = 0(j) aus (9.1.2), sodass 1 > § = 6(j) > & ist.

n
Bezeichnet c; € R" die Konstante in |ng|, |[n2| < N, so gilt mit 77 := | n, | einerseits
n3
. niay — naa
o=y 1x#{n€Z3]|%—n3\ <6, |nal, |n2| < esN} <
[n1],|n2| <N [n1],|n2|<csN
R E Nt Ty
nia; — N
#{ii € 7% | |=———— —ns| <0, |lii]| < N}.

X

Dabei steht in < das <-Zeichen deshalb, weil aus ny,ny € Z mit |29 < ¢ die Existenz
eines ng € Z mit |M1F1292 — ng| < § folgt und das >-Zeichen ergibt sich, da es fiir fixierte
ny,ng € Zhochstens drei Werte ng € Z mit [M41292 —ng| < § gibt (<= 6 € [0, 1]), wobei letzteres
im Fall der Existenz eines solchen ng € Z direkt ||™%"2%2 | < § impliziert. Wir kénnen also im
>>-Zeichen die Konstante 3 wéhlen. Nach [nq], |na| < ¢3N sowie [M1821292 —pg| < § kommt wegen

(a1,a2) € G(K) C [0, X [* insbesondere [ng| < §+ |M952292| < 1+ |ng|+|ng| < 1+2-¢3N < N,
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also ||77|| < N, womit wir uns das letzte <-Zeichen erklaren.

aq /X
Ab sofort setzen wir @ := | a, /X und erhalten nach HS2 Lemma 9.1 daher
1

nia; — NaQog

X
#{i € Z° | [(7,a)| <o, |7l < N},

#{ii e 27 || —ng| <0, 7ill K N} =47l € Z°| [{7i, @)| <6, ||7]] < N} =<

wobei wir im ersten Schritt n; durch —n; substituieren. Somit kommt

Y. l<#AeZ|[(7,a)| <4, |7 < N}

[n1],[n2 [N
H"lalX&HSg

Andererseits ist

nia; — Naasg

> I=<#{neZ|| <

[n1],|n2| KN
|BLein2ez | <5

—ng| <9, [n], [n2| < esN} >

nia; — NaQg
X
nia; — NaQg

X

#{neZ’|| —ng| <0, ||, [no|, Ing| < csN} >

wenn wir die Konstante in ||77|| < N geniigend klein in Abhéngigkeit von c3 wéhlen. Analog zu
oben konnen wir aufgrund der Asymptotik in HS2 Lemma 9.1 den Betrag der letzten Menge

durch > #{n € Z3 | |(n,@)| <4, ||7|| < N} nach unten abschétzen und erhalten insgesamt

Yo I=x#aeZ’||(d,a)l <6, |l < N}
[n1l],[n2 [N
|| HAFT202 | 1<6

Dies in (9.1.2) eingesetzt liefert

K
(9.1.3) ON?*. log X < #{i ez’ ||(ia) <9, ||| <N} < IN* K

N
fir ein 1> § — §(4 N
treinl >d=4(5) > e

bei einem gegebenem Paar (a;,as) € G(K).
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Bezeichnet ¢, € R* die Konstante im ersten <-Zeichen und c; € R* die Konstante im zweiten
< -Zeichen aus (9.1.3), so gibt es fiir hinreichend grofies X mit log(log X) > 1 insbesondere ein
p € Ny, p < log(log X) <« log X mit 2P < % < 2P wobei p hier nicht notwendigerweise

eine Primzahl ist. Wir setzen K; =y 10§X -2° fiir s = 0, ..., p, sodass wegen K > X2 > log X
auch1<<$<<K;<<K<<% V 0 < s <pgilt.

" B K =, K optl .
Aus Ky =c¢y Tog X und 2 K,=c Tog X 2P > ¢y - K kommt

aC5'K] - | [K;72'K;[7

0<s<p

[ K
“ log X

sodass wir mit (9.1.3) auf die Giiltigkeit von

(9.1.4) ON*K' < #{ieZ®||(d,a)| <4, ||| < N} <2 -0N*K'

/ ’ X
<K =K <=

N
ﬁireinlzdzé(j)>§undfﬁrein1<< N

log X

bei gegebenem Paar (a;,as) € G(K) schliefen. Wir definieren

G(K',0) := {(a1,a2) € G(K) | N?K' < #{R € Z*| |(7,@)| <6, ||| < N} <2-6N?K'}

firl > 6 > % und 1 <« ng < K « % Verwenden wir diese Definition fir K = K; und

§ = 4(j), so kommt G(K) C U G(K.,4(j)), denn fiir jedes Paar (a;,as) € G(K) kénnen
0<s<p
0<j<r

wir nach (9.1.4) eine Menge G(K.,6(j)) mit 0 < s < pund 0 < j < r finden, die dieses Paar
enthalt. Dies liefert

Y OROE®YY Y AR

(a1,a2)EG(K) s=07=0 (a1,a2)€G (KL, 6())
Angenommen es gilt

(*)3 > FX(%)FX(

(a1,a2)€G(K’,5)

X - (log X)°M
@y o (log X) /
X (Q + E)</10 . NK

fir alle 1 <« & < K « % und alle 1 > 6 > % Dann ist dies insbesondere auch fiir alle K;

(s =0,...,p) und alle 6(j) (j =0, ...,r) erfiillt, sodass wir nach der letzten Abschétzung
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> F@; <Yy Y AMR®<

(a1,a2)€G(K) 5=075=0 (q,, ag)GG’(K' 5(5))
- (log X)© X - (log X)°W X - (log X)0W+3
2}% Q+E Y0 NET S Z%JZ% (Q+ E)/"™ . NK/logX ~ (Q+E)/0.NK
X - (log X)°W

(Q+ E)/1%0 . NK

erhalten, indem wir K; > & VO<s<psowier+1, p+1<logX firlog X > 1 verwen-

den und die 3 ins O(1) absorbieren. Also folgt () aus ()3, sodass der Nachweis von (x)3 geniigt.

N fixiert. Wir erinnern daran, dass auch

Dazuseil<<L<<K’<<5und12(5>X

log X N
die Groflen Q, E, X, N, B, K bereits fest vorgegeben sind, wobei X hinreichend grof§ gewéhlt ist
und weisen nun mithilfe Lemma 9.2 (vgl. S.184) sowie den Propositionen 9.3 (vgl. S.190) und

9.4 (vgl. S.205) die Giiltigkeit von ()3 nach.

Sei (a1, a2) € G(K',0). Folglich ist #{7 € Z* | |(ii,a)| <4, ||7i]| < N} < 6N?K".
Wir sehen leicht, dass mit t = @ und k < K' > X/* (« K’ > log < > l)o(g/X) fiir hinreichend

grofles X die Voraussetzungen von Lemma 9.2 erfiillt sind, d.h. insbesondere gilt dann k > kg

mit der Konstanten ky < 1, sodass ein Gitter L = L, o, € Z* mit dim L < 2 und

H{71 € Loy | [(7,@)] <6, [[7i] < N} > IN?K' =< #{ii € Z° | |(ii, @)| <6, ||ii]| < N}
induziert wird. Somit kommt

#{7i € Laya, | (71, 0)] <6, |17 < N} = #{ii € Z° | |(7i,@)| <6, ||fi]] < N} < 6N*K,
denn < gilt wegen L, 4, C Z3. Damit haben wir

(9.1.5) Es gibt ein Gitter L = L,, 4, € Z* mit dim L <2 und
#{71 € Loy | [(7.@)] <0, |17 < N} < ON?K' ¥ (a1,05) € G(K, )

gezeigt. Dies liefert die Aquivalenz
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& ax az X - (log X)°W

(+)s > Fx()Fx(P) < -
€/100 . /

(@LancCK s X X (Q+E) NK

ay az, 1 2 NX - (log X)°0
> Fx($)Fx(55) < 0NK < <
/100
s X X9 (Q+ FE)
1 1 ,  NX - (log X)°W
Z 7255N2K < (QioEvg)e/l)OO
(a1,a2)€G(K’,5)
- . L B NX - (log X)°W
Z B2 : 5 ’ #{n € Lay a; | ](n,a>| <0, ||nH < N} < (Q + E)€/100

(a1,a2)€G(Kl,5)
NX - (log X)W
(Q + E)e/lOO

()4 Y. HAE Laa | (@] <0, Il < N} < - B*- 4,

(al,ag)EG(K/,(S)

denn aus (a1, as) € G(K',0) C G(K) folgt a1, as € ' (B) und daraus Fy (%), Fx(%2) <

=

Die linke Seite von (x), definieren wir mit

SAGK,8) = > #{i€ Law | [(7,@)] <6, |7l < N}

(a1,a2)€G(K’,(S)

und bemerken, dass durch die oben fixierten Grofien die rechte Seite von (x)4 sowie die
Menge G(K',§) und damit ihre Elemente (a;,as) fest liegen.

. . . / . .
Der noch freie” Parameter zum Maximieren von G(K ,d)) bzw. einzelner Summanden in
7 )

CL1/X
dieser Summe ist die Lage von Vektor @ = | a,/X | zum Gitter Ly, 4, bzw. zu der

1

Gitterebene span(La, q,), fiir (a1, as) € G(K', ). Offensichtlich gilt

(9-1.6)  #{71 € Laya, | [(7i,@)| <0, [[71]] < N} < 471 € Laya, | [|7ill < N} := Say 0

Y (a1,as) € G(K',9).

Zur geometrischen Veranschaulichung der nachfolgenden Idee kann bei Bedarf Skizze 1 im

Beweis zu Lemma 10.1 auf S.211 verwendet werden. Darin entspricht L(¥, &) gerade Lg, 4,-

Sei (a1,a:) € G(K',0) fixiert, womit auch der Vektor @ und das induzierte Gitter L, 4,

bzw. die Gitterebene span(Lq, 4,) fest liegt. Uber die Lage zwischen @ und span(Lq, q,) wissen
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wir jedoch noch nichts. Es sei d;lm die senkrechte Projektion von a auf span(L,, 4,), wobei

d:um auf einer Ursprungsgeraden g € span(Lg, q,) liegt und insbesondere

(7, @) = (7T, day a5)| = [71]] - [|day 0 || - | cO8 U7, day 0,) = [[73]] - |day a5 || - | cOs (7, g)]
fir 7 € Lg, o, gilt. Darin setzen wir | cos <(, g)| := | cos <(7, ¥)| fiir ¥ € g, wobei dieser Wert

fir alle Z € g konstant (d.h. wohldefiniert) ist und daher nur von 7 und g abhéngt.

Der Beitrag von (a1, a;) € G(K',6) zur Summe Y (G(K',4)), also der Wert von

{7l € Laya, | |71, @)| < 6, ||7i]| < N}, sinkt folglich monoton mit ||d,, 4|, wenn wir den Vektor
ci;lm, € g auf der Ursprungsgeraden g entlang vergrofiern und nimmt dann den maximalen
Wert S,, 4, an (<= (9.1.6)), wenn ||dﬁal,a2|| < + gilt, also @ fast senkrecht auf der Gitterebene
span(Lg, q,) steht.

Aus ||7i]| < N und ||dy, 4, < & folgt namlich (7, @)| = (7, duy ay)] < N - [[doy ]l < X < 8 fiir
N € La,.qy, sodass im Fall ||CZ,;1’G2|| < + die Bedingung [(,@)| < ¢ in der linken Menge aus

(9.1.6) ohnehin erfiillt ist und damit Gleichheit in (9.1.6) vorliegt.

Somit wird die Summe ¥ (G(K',§)) maximal, wenn ||d_;17a2|| <1V (ar,a2) € G(K',§) ange-

nommen wird, weil dadurch die einzelnen Summanden maximiert werden.

Wir bemerken, dass dabei nicht die Elemente von (a;,as) € G(K',6) selbst zur Maximie-

/ . . . .
rung von > (G(K,09)) verwendet werden, denn diese sind unverdnderbar, sondern nur eine

al/X
Annahme tiber die (unbekannte) Lage zwischen @ = | a,/X | zur Gitterebene span(Lq, q,)

1

mittels HdZWQH zur Maximierung getroffen wird. Diese Annahme ist in [1, S.26, S.30] nur

oberflachlich benannt, jedoch zwingend notwendig fiir den Nachweis der Prop. 9.3 und 9.4.

Folglich geniigt der Nachweis von (*)4 bzw. aufgrund der Aquivalenz von (*)3 unter der Annahme

||ci;l7a2|| <1 V (a1,a) € G(K', ). Aus der Definition von G(K', §) sowie (9.1.5) ergibt sich
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(a1,a2)€G(K’ ,5)

aq Qo ai a2
Fy(=)Fx(= Fy(=)Fy (=) <
X AR+ X AR s
a1,a2€FNE ai,a2€FNE
(a1,a2)€B1 (N, K ,5) (a1,a2)€B2(N, K ,8)
ai as ai a2
Fx(=)Fx(= Fxy(=)Fx(=
> X(X) X(X)+ > X(X) X(X)

a1,a2€FNE

, a1,a265/
(a1,a2)€B1(N,K ,0)

(a1,a2)€B2(N, K ,5)
wegen £ C &, wobei By (N, K', ) gemiB Proposition 9.3 und By(N, K, §) gemiB Proposition
9.4 definiert sind. Wegen 1 < % < K und NK > X17/40+¢/2 jgt auch NK > X174 sodass

die Voraussetzungen von Proposition 9.3 erfiillt sind und daraus

X - (log X)T
(Q + BE)/0 . NK"

aq (45}
> Fx()Fx () <
a1,a2€FNE X X
(a1,a2)€EB1 (N,Kl,é)

folgt, withrend Proposition 9.4 und (Q + E)<1%° <« X200 (< Q + E < X/?) die Abschitzung

ai as Xl-e X 1 1

Z / FX(Y) X(Y) < NK' = NK'  X€/200 X e—e/200 <
al,agég
(a1,a2)€B2(N,K" 5)
X 1 X -log X

. < y
(Q + E’)E/IOO .NK' Xe—¢€/200 < (Q + E)E/IOO NK
impliziert, wenn wir log X > ﬁ und € — €/200 > 0 beachten. Dies liefert insgesamt

X - (log X)°W
(Q + E)/0 . NEK’

a a
S B <
(a17a2)EG’(K/,6)

und damit (x)3. Folglich ist Lemma 9.1 bewiesen.

Es verbleibt der Nachweis der Propositionen 9.3 und 9.4 sowie von Lemma 9.2, da die entspre-
chenden Aussagen in den obigen Beweis einflieen. In Lemma 9.2 verwenden wir zusétzlich den

folgenden Hilfssatz.
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HS1 Lemma 9.2:
Sei || || : R* — R{ beliebige Norm auf R? und @, ¥, U3 eine Minkowski-reduzierte Basis

(kurz: MR-Basis) vom Gitter Z?* beziiglich dieser Norm. Dann gilt
H)\1771|| + ||)\2172’| + H>\3173|| <K H/\lﬁl + )\2772 -+ /\3173“ =S5 Vv /\1, /\2, /\3 S Z,

wobei die Konstante in < absolut ist und nicht von der gewéhlten Norm abhéngt.

Bewezs:

Wir verwenden die Definition einer MR-Basis in [13, S.6] in der folgenden Form :

Eine Basis 7, ..., 73 eines Gitters L C R3 der Dimension 3 heiit MR-Basis, wenn fiir alle
1 <i < 3 gilt : Unter allen Vektoren v € L\{ﬁ}, sodass sich ¥, ..., U;_1, U zu einer Basis von L

ergdnzen lassen, ist U; ein kiirzester Vektor beziiglich der oben gewédhlten Norm.

Nun ist L = Z* und % € L\{0} ein kiirzester Vektor in L\{0}. Ferner ist @, € L\{0},
¥y ¢ span(t) ein kiirzester Vektor in L\{0}, der nicht auf der durch ¥, definierten Geraden
liegt. Weiter ist @i € L\{0}, ¥s ¢ span(t,v,) ein kiirzester Vektor in L\{0}, der nicht auf der

durch v und 75 aufgespannten Ebene liegt. Daraus erhalten wir

(1) ||171|| < ”81’171 + 52172 + 83173” W S1, 82,83 € Z, (81,82,83) 7é (0,0,0),
(2) ||| < ||sa¥h + 85t + suz|| V54,85, 86 € Z, (s5,56) # (0,0),

(3) 5]l < lls701 + ssta + soUs3|| V' 57,58, 89 € Z, 59 # 0,
wobei wir spéter (3) nur mit s = +1 benutzen. Seien a, f € Z, a # 0 gegeben. Wir definieren

1 Lfallsz >0
sgn(z) = vV z eR,

-1 Lfallsz <0

sodass | — 8] = ||a| — |B|| fur sgn(apf) = 1 und |a + 8] = ||a| — |B]| fir sgn(ap) = —1 gilt.
Ferner ist |ar — 8] = |a — ], falls r = 1 und |ar — 8| = | — a — 8] = |a+ |, falls r = —1.

Also existiert stets ein » € { —1,1}, ndmlich r = sgn(af), mit |ar — 8| = ||a| — |B8]|. Fir r =0
erhalten wir |ar — 8| = |5]. Weiter kénnen wir ein r € Z finden, sodass |ar — 3| gerade der

betragsméBig kleinste Rest von 8 mod |a] ist, also |ar — 3| < % gilt (beachte: o # 0).
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Daraus folgt |ar — | < min{%, 18I, ||| — |5]|} bei geeigneter Wahl von r € Z. Somit kommt
|Adl
2
mitlgz',jg?)und)\i,)\jEZ, )\Z#O

(4) |Nis — ;| <min{—, ||, [|\i| — [Aj]|} bel geeigener Wahl von s € Z

Wir zeigen zunéchst | A0 + |[Aata|] < 8- || A7) + At:|| fur alle Ay, Ay € Z.

Seien A1, Ay € Z fixiert. Wir diirfen \;, Ay # 0 annehmen, da ansonsten obige Abschéitzung
bereits gilt. Aus (1) und (2) folgt mit s3 = s¢ = 0, s5 = £1 die Giiltigkeit von

’

(1)
(2)

||171|| < ||81?71 + 82?72” v S1,82 € Z, (81,82) 7& (0,0),

L@l < st £ D]V si€Z
Dies liefert ||| < ||£0) £ v und [[v5]] < [|£v1 £ 0|, also insbesondere

||| + [|Ta]] < 2 - ||&0) £ T und somit

(5) Wl + Il < 2+ [[th + sgn(AA2)tal],

(6) O]l + [Jou]l <2 ([0 + sgn(ArA2)v]].

Nach (1)" mit s; = 1 und (2)" ist [|[M\ @y + || Ae@|| < | At + Arsatal| + || A2say + Xt
sodass wir durch Verwenden der Dreiecksungleichung der Norm insbesondere

ML+ ([ Aot < 2 [[M0h + At + [A1s2 — Ao - ||2]] + [Aass — Aq| - ||07]| erhalten, fiir alle
Sg, 84 € Z. Daraus folgt mit sy = 0 und geeigneter Wahl von s4 gemé8 (4) bzw. mit s, = 0 und

geeigneter Wahl von sy geméaf (4) (beachte: A, Ay # 0):

A S -
@ (= 22l <2 s+ 2aml,

A S S
® (al = 2 ol <2 a0+ Aaml)

Nun gilt [[M0y]] + [[Ae@a]] = |M] - (|94 + [|92]]) + (|X2] — [A1]) - ||72]] und wir erhalten fiir den

zweiten Summanden nach (8) die Abschatzung

, A , . ,
(ol = D) - el < (el = ) - ) < 2 v + Do
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Aus (5) schliefen wir fiir den ersten Summanden

Adl = (MO 192]]) < Al -2 (100 + sgn(MA2)ta|l = 2 - [[Mth + Adusgn(Ade)val| <

2 - (At + Aata]| + [Arsgn(Aida) — Ao - [[Wa]]) = 2+ A0 + Aata|| + 2 - [|A1] — [Aa]] - [[22]],

denn es gilt |[A\1sgn(A ) — Aa| = || A1] — | Ael|, weil Aysgn(A;A2) und Ay nach Def. von sgn(A;As)

stets dasselbe Vorzeichen haben. Somit kommt insgesamt

(9) ML+ (A2l <4+ [[ANV) + XaTs| 4+ 2 - || A1] — |Ae]| - ||#2]] und analog dazu

(10) [\ + [[Aeta|l < 4+ [\t + Aot + 2+ [[Aa] = [Ma]] - (|7 ]l

indem wir in der Herleitung von (9) die Rollen von ¢} und ¥, bzw. A; und Ay vertauschen und

(7) sowie (6) verwenden.

Im Fall |Ai| > |Ao] ist |[A2] — ||| = |Ai| — [A2| und wir erhalten aus (7) die Giltigkeit
von (|A1] = [Aa]) - ||U1]| < (|M\] — %) ||| < 2 ||A171 + Aetz|| und daher nach (10) insbesondere

| A1 + [ A2 < 8- [|A\101 + Aotz Im Fall [Ag| > |Aq] liefern (8) und (9) das gleiche Resultat.
Damit haben wir |[A107] + [[A2@2] < 8« [|M¥h + Aath|| ¥V A1, A2 € Z nachgewiesen.

Fir den Beweis von ||\ + [[Asts]] < 8- [|Mvh + A305]| ¥V A, A3 € Z konnen wir wieder
A1, A3 # 0 annehmen. Setzen wir s; = sg = 0 und sg = £1 in (1) sowie (3) ein, so erhalten wir

(1)
(2)

[T < [ls10h + s3t3]| ¥ 81,83 € Z, (s1,83) # (0,0),

"

v3]] < [|s7h £ 05|V 87 € Z,

woraus wir analog zu oben |[A107|| + |[As05]] < 8- [| A0 + Astis|| ¥V A1, A3 € Z folgern.

Fiir den Nachweis von |[Aaths|| + [[As¥s]| < 8- || A2ty + A3¥3]| V' Ao, A3 € Z konnen wir ebenso

A, A3 # 0 voraussetzen. Setzen wir s = s; = 0 und sg = %1 in (2) und (3) ein, so gilt

"

(1)
(2)

HﬁQH S ”85’(72 + 86’(73” Y S5, S c Z, <S5,56) 7£ (0,0),

"

||"(73|| < ||88272 + 173” Y Sg € Z,
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sodass wir wieder analog zu oben || Ag¥s|| + ||[AsUs|| < 8 - || Aata + Asts|| ¥V Ag, A3 € Z folgern.

Insgesamt erhalten wir

(1) M|+ [PoBoll < 8- M + o]l ¥ Aiyds € Z,
(12) H)\1171|| + ||>\3173|| <8 ||>\1171 + )\3"(73” A )\1,/\3 € Z,

(13) || At + [ Asts]] < 8- [[ Aoty + Asts]| ¥V Ao, A3 € Z.

Nun koénnen wir die Abschéitzung des Hilfssatzes zeigen. Dazu seien A1, Ao, A3 € Z fixiert und
S = || A7 + AgUs 4 A3Us]|. Ferner diirfen wir Ay, Ao, A3 # 0 annehmen, denn andernfalls erhalten

wir die zu zeigende Abschétzung bereits aus (11)-(13).

Wir weisen zunédchst nach, dass es stets ein 1 < ¢ < 3 mit ||\0;|| < S gibt.

Einsetzen von sg = 1 in (3) liefert nach der Dreiecksungleichung der Norm

(14) || Asts]| < [[Azs7071 + Azsgta + Azvis|| <

||)\1171 + )\2172 + )\3173” + |>\387 - >\1| . ||’l71|| + |>\388 - /\2| . ||772|| v S7, 88 € 7.
Ferner erhalten wir mit s5 = 1 in (2) die Giiltigkeit von

(15) [l < [[ X284t + Aotz + Aasts]| <

||/\1’171 + )\2172 + A3’I73|| + |)\284 — >\1| . ||171” + |>\286 — /\3| . ||173|| W S4, 86 € Z
und mit s; = 1 in (1) analog dazu

(16) ||/\1’l71|| S ||)\1171 + /\182272 —|— )\183173” S

H>\1171 + )\2172 + )\3173” + |)\182 — )\2| . H’UQH + |)\153 — >\3| . H173H Y S92, 83 € Z.
Aus (1)-(2) folgt ||t1|| < ||| < ||U5]|- Sei ||T5]| > 1.01 - ||o||. Mit (14) gilt

[As03]] < [[A101 + Aota + Agt]| + [Azs7 — Ar] - (|1 ]| + [A3sg — A - |02

P\sf |/\3| |/\3| 4
A OAEE |||

<54 2Ly sl < gy P91

nach (4) und geeigneter Wahl von sz, sg € Z (beachte: A3 # 0). Also ist % (|5l = [|h]]) < S

und daher [As] - (||5s]| — 1)) < 2. Wegen |55 — |5 > [|7s]| — 121 = L. |1a5)| liefert dies
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w7 ATl < sl - (|55)) = (|121]]) < 28, also [|[Asts]| < S. Folglich darf ||o3]] < 1.01 - ||@]|

angenommen werden, womit |07 || < |02 < ||U5]] < ||01]| - 1.01 und insbesondere
(A7) Tl < |5 -1.01 ¥V 1<4,5<3

gilt. Sei [A3] = max{|A1], |A2|, [A3|}, also |Az] > |Ai| und |Az| > |A2|. Wir zeigen ||[A\303]] < S
und unterscheiden dazu die folgenden Falle, wobei wir in dieser Fallunterscheidung bewusst die

Beziehung ||¢ || < ||02|| < ||#5]| nicht nutzen, damit wir spater Analogien herstellen kénnen.

Aus (14), (17) und (4) folgt

I AsUs]| < || A1 4 Aoty + AsUs]| + [Ass7 — Ax] - |01 + [Asss — Ag| - || 22|

A3 [As] [As]

< S+ M- lo] + s [02]] < S+ 95 101 73| + - Lol 17|

bei geeigneter Wahl von s7, sg € Z (beachte: A3 # 0). Also ist (1 — &% — L0 |X\g] - ||o5] < S
bzw. 0.091 - || A375]| < S und damit | A3v3]] < S.

Analog zu Fall 1 ergibt sich |[A303]] < S, indem wir |[Azs7 — \| - [|7h]] < % - 1.01 - ||vs]|

und [Azss — Ao - ||| < [Aof - [|2]] < % - 1.01 - ||Us|| bei geeigneter Wahl von sz, ss € Z gemaf

(4) benutzen (beachte: A3 # 0) und in die Abschatzung (14) einsetzen.
3.Fall: ’)\3’ < 2.5- ‘)\1‘ und |>\3| <25 ’)\2’
Sei zunéchst |Ay| > |A;|. Dann ist [Asz] > |Aa| > [A1| > 0.4 - |A3].

Wegen || — [Aa| + [ A2 = |A1] = [As] — [A1] < |A3] — 0.4 [A3] = 0.6 - |A3] ist mindestens einer
der Werte |A3] — |A2| oder |Ag| — |A1] kleiner gleich 0.3 - [As].
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Fir 0 < |Az] — [A2] < 0.3 || liefern (14) und (17) die Abschétzung

A3 || < || A101 4 Aoty + AsUs]| + [Ass7 — Ax] - |01 + [Asss — Ag| - || 22|

!3!

<S4 = A+ [As] = [Aaf] - |22

< s+ 22 ' ; sl 101 0.3+ |Ag] - 101 - 1]

bei geeigneter Wahl von s7, sg € Z gemé8 (4) (beachte: A3 # 0). Also ist
(1 =12 —1.01-0.3) - [As] - [|T5] = 0.192 - [|As03]| < S, was || A303]] < S impliziert.

Somit darf |Az] —[A2] > 0.3+ |A3] und 0 < [Ao| — |Ay| < 0.3 - |A3] angenommen werden.

Daraus folgt

[Aaa]| < [[A101 + Aot + Ast| + |>\234 = Ar| - [|U1]] 4 [A2s6 — As| - ||v3]|

<S5 [[Aaf = [A]f - ||v1||+ s

< S+ (ol = [\a]) - 101 | QH+|22| 1.01- |

nach (15), (17) und geeigneter Wahl von sy4, s¢ € Z geméf (4) (beachte: Ay # 0). Dies liefert

1. 01 .
(o] = ==+ [Aof = ([A2] = Au]) - 1.OD) - |72 < 5.

Wegen ’)\3’ — |)\2| >0.3- |)\3’ und |>\3| > ‘)\2‘ ist ’)\2’ < 0.7- |)\3| sowie ‘)\1‘ > 0.4- ’)\3’ > 0.4- |>\2|,

sodass

1.01 1.01
|)\2|—— A2 = (|A2] = |A1]) - 1.01 = —0.01 - ])\2]—— |Ao] + 1.01 - |\| =

1.01 - [Ay| — 0.515 - [Ag| > 1.01- 0.4 - [As| — 0.515 - [Ag| > 0.4 - |As| — 0.515- 0.7 - |Ag| =

0.0395 - |As| > 0.0395 - | A

gilt. Dies eingesetzt impliziert 0.0395 - [Ao| - ||t2|| < S, also |Aq] - ||| < S, woraus wir
|As| - [|Us]] < 2.5+ |Ag| - ||t]] - 1.01 < S schlieBen. Analog dazu erhalten wir [[Asts|] < S,
falls [Aa] < |A1] ist, indem man in obiger Argumentation die Rollen von Ay und A; sowie ¢} und

Uy vertauscht und (16) anstatt (15) verwendet.

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen und |[As03] < S, falls |A3] = max{|A1], | Xz, | N3]}
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Analog dazu erhalten wir [|\¢7| < S, falls |\| = max{|\1],|A2],|A\3]} sowie [Nt < S,
falls | Ao| = max{|A1|, |A\2|, |A3]} gilt, indem in der obigen Fallunterscheidung A\; und o, bzw. Ay
und 75 die Rollen von A3 und v3 einnehmen. Dabei beachten wir, dass wir in der Fallunterschei-
dung nur (17), jedoch bewusst nicht die Beziehung ||¢) || < ||t2]] < ||v3]] verwenden, um Analogie

zwischen den Fallen herzustellen. Also haben wir
(18) ||NTi|| < S fiilrein1<i<3
gezeigt. Sei zunachst || A\7;] < S. Nach (13) gilt

AT + ([0l + [[As]] < [|MTi]| + 8 - [[ A2tz + Astis|| < 8- ([|Ma]| + [[A202 + Asts[)

<8 (2 [[MUL| 4+ [[AMTh 4+ Aoty + A305]]) < S,

indem wir die Dreiecksungleichung || Aot + A3t || < || A0 + Aoty + A3t + || A101 || verwenden.

Fir [[Aty|| < S bzw. ||[A303|| < S erhalten wir aus (12) bzw. (11) das gleiche Resultat.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Im Folgenden sei || || stets die euklidische Norm und ( ; ) das Standardskalarprodukt auf R?,
sodass insbesondere || || = +/( ; ) gilt. Nun kénnen wir Lemma 9.2 beweisen.

Lemma 9.2 (Geometrie der Zahlen):

Sei kg € RT eine hinreichend grofie Konstante und N,d € Rt mit N > ¢.

Ferner sei der Vektor £ € R? mit ||#]] > 1 und die Menge R = {7 € R? | ||¢]| < N, |(7,)] < 6}
gegeben, wobei #R N Z3 > §kN? fiir ein k > kg gelte.

Dann gibt es ein Gitter A C Z3 héchstens 2. Dimension, sodass #R N A > 6kN? ist.

Beweis:

Wir konnen zeigen, dass || ||; : R® — R mit ||0]|? = ||7]|*> + [(7,8)|? - Jg]—; fir 7 € R? eine
Norm ist [1, S.22], indem wir die entsprechenden Eigenschaften der euklidischen Norm und
des Standardskalarproduktes verwenden. Der Nachweis hierzu ist lediglich ein Uberpriifen der

Normeigenschaften. Dabei symbolisiert der Index ¢ die Abhéngigkeit der Norm vom Vektor .
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Aus Proposition 3.1.9 in [11, S.205] folgt auch, dass das Gitter Z* bzgl. der || ||;-Norm
(jeder beliebigen Norm) eine MR-Basis v, ¥, U3 hat, also insbesondere

73 = { U1 + Aoty + A3T3 | A1, Ao, A3 € Z} gilt. Dies liefert nach HS1 Lemma 9.2

3
(9.2.1)  [|IMT1 + Xl + AsUsle > D [ING]le ¥ Ar, Ao, As € Z

i=1
3 .

Wir zeigen zunéchst, dass vol(R) > [] Hé\'[H gilt (beachte: ||7;]|; #0 <= U; #0 V 1 < <3).
=1 7

Aus 7 € R?, |9y < N folgt N2 > ||7]|? = ||9||> + |(,£)]? - %2 und damit ||7]] < N sowie
[(7,8)| < 8, was ¥ € R und folglich {# € R? | ||#7]|; < N} C R impliziert.

Da die Vektoren o, U, 3 € R? linear unabhéngig sind, gilt R? = span(ty, 0, U3), sodass jeder
Vektor ¥ € R? eine eindeutige Darstellung in der Form © = A\ ¥ + Ao + A3U3 mit Aj, Aa, A3 € R
besitzt. Nun liefert v € R?, 0 = A\t + Aot + 303 mit \; € R, [\] < % . ﬁ V1<i<3die
Giiltigkeit von ||7/]]; < §1||)\ﬂ7}||t < ilg = N nach der Dreiecksungleichung und insgesamt

1
(922) S = {17: )\1771 + /\2’(72 + )\3173 € R3 ‘ A\ € R, ’)‘z| < —-

=

V1

IA

i<3}CR.

w

15l

Zur geometrischen Darstellung der folgenden Idee betrachten wir das Parallelepiped

1 N
S* :{17:>\1171+)\2172+)\3173€R3|)\2ER, 0< )\ < g ||_,|| A 1§Z§3}
Villt
5
iy /
I 1'\"-

i ro.
I YU |

Skizze 1: Parallelepiped S* und Fundamentalzelle S’
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Offensichtlich gilt vol(S) = 8- vol(S*), denn S setzt sich aus 8 Teilepipeden mit Volumen vol(S*)
zusammen, weil es 23 = 8 mogliche Vorzeichenkombination der Parameter Aj, Ao, A3 € R mit

A < % .MV 1 << 3 gibt. Dabei ist jedes dieser 8 Teilepipeden kongruent zu S*.

[l ]«

Das Gitter Z3 hat die Basis 0, 7, U3 und die Fundamentalzelle
Sl Z:{U:)\1171+)\2172+)\3?73ER?”)\iER, Oﬁ)\lgl V 1§Z§3}

Nach [12, S.6] ist det Z3 = vol(S'), aber auch det Z3 = (det G)/2, wobei G = [(b;, b;)]1<i j<3 die

Gram-Matrix zu einer beliebigen Basis by, by, b3 von Z3 ist. Wahlen wir b; = €3, by = & und

1 00
bs = &, so erhalten wir G= |0 1 0| und daraus vol(S') = det Z® = (det G)Y/2 = 1.

0 01

Nun ergibt sich das Parallelepiped S* aus der Fundamentalzelle S* durch Streckung der S’

1 N b 1 N
.5 ZW. 5 * 7=
3 el 3 sl

aufspannenden Seitenvektoren v, U5, U3 mit dem Faktor é T N” bzw

sodass die Innenwinkel von S* und S’ iibereinstimmen und wegen vol(S') = 1 insbesondere

ool N 1 2
vol(S™) = vol(S") - —
gi” lille ~ 27 E H'Uth
3
gilt. Also ist vol(S) =8 - vol(S*) = & - T] IIE\'[II und aus vol(S) < vol(R) (< (9.2.2)) kommt
=1 Vil

(9.2.3) wol(R) > :

=1 il

Nun weisen wir vol(R) < 6 N? mithilfe der Skizzen 2 und 3 nach. Dabei legen wir die z-Achse
so, dass der Vektor ¢ auf ihr liegt.
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Skizze 2: R=KnNZ

Esgit R={7 cR|||g]| < N, [(7,8)] <6} = KNZmit K := {7 € R®|||#] < N} und
7 = {0 € R*||(7,)| < §}. Dabei ist offenbar K eine Kugel vom Radius r = N mit Mittelpunkt
O und Z der Raum zwischen zwei parallelen Ebenen E; und E, (E; # E»), die sich jeweils im
Abstand 6/||t]] < N zum Ursprung befinden und den Normalenvektor ¢ besitzen, welcher auf der
z-Achse liegt (<= ||| > 1 A N > §). Also ist R Schnittkorper einer Kugel K (Radius 7 = N)
mit zwei parallelen Ebenen E; und E, im Abstand 6/||t]] < N zum Kugelmittelpunkt O.

o/1I7]
vol(R) = Vigy = 7 - / F(20)? dz
) Sl

o mit f(z0) = 1/ N2 — 28

=2

f(20)

—

i3l
-N

Skizze 3: Projektion von R in die y-z-Ebene
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Damit kénnen wir R als Rotationskorper um die z-Achse geméfl Skizze 3 auffassen und erhalten

8/12 §/1I%1
(9.2.4) vol(R) = Vyor =7 - / f(z0)? dzo =7 - / N? — 23 dzy < §N?
=6/12l —o/II#l

mit f(zy) = /N? — 22 fiir alle zg € [— IIﬂI’ ﬁ] (siche Skizze 3), denn ||£]] > 1 und N > §/||¢].

Aus 7 € RN Z? folgt 7 = A\ + Aol + A3z mit Ay, Ao, A3 € Z sowie ||7]] < N und [(#, )| < 9,
sodass ||7]]; < v/2- N und nach (9.2.1) insbesondere

3
INiGille < SIAT e < AT+ Aoty + Astslle = |0 S V2 N V1<i<3

i=1

gilt. Also ist |\| < HN bzw. [N < ¢ - mit ¢; € RT V 1 < < 3. Somit erhalten wir

gale

(925) RﬂZs - {17: )\1171+)\2’l72+)\3173 E'R,|/\z GZ, |)\z’ <c - V1 <Z<3}

[1ille

=RNKB

mit B := {U: )\1171 + )\2?72 + )\3173 | )‘z € Z, |)‘z| S Ct - é\f
Wir zerlegen B disjunkt in die Mengen

Ny

1]

By i= {0 = Xty | Ay € Z\{0}, [Ao] <1 m}’

Bl = {U—A1v1]A1€Z ’)\1’ <Cl

) . N
By = {0 = \303 | A3 € Z\{0}, [As] <1 m}’

. R . N N
31,2 = {U = MU + Aol ! A1, A2 € Z\{0}> |)\1| <c o ’)\2’ <c - 47},
|71 (AR
. R . N N
3173 = {U = MU + A3U3 ! A1, A3 € Z\{0}> |)\1| <cr oo, ’)\3’ <cp- 47},
|71 |75 ]
. R . N N
Bo g i= {U' = Aty + A3¥3 | Ao, A3 € Z\{0}, [Xo| <c1- s [ A3 e s = )
[T |75 ]
B172y3 = {17: AU + AUy + A3Us | A € Z\{O}, |>\z| <c - Vi1i<i< 3}

(1]

Dabei ergibt sich die Disjunktheit je zweier der Mengen direkt aus der linearen Unabhéngigkeit
der Vektoren @y, %, U3 € R? und der Tatsache, dass der Nullvektor 0 nur in B; und somit nie in

beiden betrachteten Mengen liegt. Nun zeigen wir # By 3 < dN2.
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Da jeder Vektor v € By o3 C 72 eindeutig in der Form @ = M\ + AT + A\3¥3 mit \; € Z fiir
alle 1 <1 < 3 darstellbar ist, gilt

#B123 = #{ (A1, X2, A3) € (Z\{0})* | INi] < 1 - N VvV 1<i<3}

(oAl

Wegen || < ¢; - 20— kommen fiir \; € Z\{0} héchstens 2- |¢; - 2 | < ﬁ Werte in Frage,

| ]« (||«

3
fir alle 1 <¢ < 3, sodass #8123 < [] NH
i=1 11

[l ]¢

< dN? nach (9.2.3) und (9.2.4) gilt.
Folglich gibt es ein ¢, € RT mit

(926) #31’273 S Cy (SN2

Aus der disjunkten Zerlegung von B folgt, dass auch R N B disjunkt in die Mengen
RN By, RN By,..., RN By a3 zerlegt wird, also insbesondere

SEN? <H#RNZP < H#RNB=#RNB +#RNBy+ ... + #R N By a3
fur ein k& > ko nach (9.2.5) gilt. Setzen wir ko := 2 - co € RT, so liefert dies

1 k k
5-6kN2:(k—§)-5N2§(k:—?O)-5N2:(k:—02)~5N2§6kN2—02-5N2g

H#RNB +#RNBy+ ... + #RN Bioz —co - N < #RN By + ... + #R N By,

denn es gllt #R N Bl’2’3 S #3172,3 S Cy - 5N2 wegen (926)

Nach dem Schubfachprinzip existiert ein B* € {By, By, ..., By3} mit #R N B* > % - 0kN?2.
Aus den Definitionen von By, By, ..., By 3 folgt, dass B* € {By, By, ..., By3} ohne die entspre-
chenden Einschrédnkungen |)\;| < ¢; - ﬁ und \; # 0 ein Gitter hochstens 2. Dimension ist.
Folglich gibt es ein Gitter A C Z3 héchstens 2. Dimension mit B* C A.

Damit ist auch RN B* C RN A sowie #RNA > #R N B* > é -0k N2,
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Proposition 9.3:
Gegeben seien N, K',§ € R* mit X'/ <« NK', § > & sowie K" > 1.
Betrachte die Menge By = B, (N, K',§) aller Paare (a1, as) € N2 [0, X[? mit der Eigenschaft :

- 1
(¥) Es gibt ein Gitter L = Ly, 4, € Z* mit dim L < 2 und ||d,, a,] < X’ sodass

M = My, gy = {7 € Lo, o, | |(7,@)| <0, ||| < N} stets #M > 6N?K’

Punkte enthalt, die nicht alle kollinear sind.

a; /X
Dabei ist @ = | ay/X | und CZ;H@Q die senkrechte Projektion von @ auf die Gitterebene
1
span(La, ,). Weiter sei 1 < Q < XY2 E=0oder 1 < E < %/2 gegeben und F = F(Q, E)
wie in Lemma 9.1 erklart sowie die Menge £ gemafl Lemma 8.2 definiert. Dann gilt

a a X - (log X)T
) FX(Xl)FX(}Z) < (Q+ E)</10. NK'

a1,a2€FNE
’
(a1,a2)€B1(N,K ,0)

Beweis:
[. Wir nutzen folgend haufig die Tatsache, dass alle Konstanten, die nur von b abhéngen, absolut

sind und wihlen X hinreichend groB, sodass log X > 1 ist. Ferner ersetzen wir X durch K.

Sei (a1,az) € By fixiert. Aus Lemma 10.1 auf S.208 folgt ¢ = %1 + v und ¢ = %2 + 1y

X

X 1
NK

. Jr
N fur Konstanten ¢y, co € RT.

mit by, by € Z, g€ N, g <c¢q- sowie (v, [ve] < ¢ -
Dabei darf ggT'(b, b2, q) = 1 angenommen werden, denn wir konnen by, by, ¢ durch gg7'(by, by, q)
kiirzen und erhalten dann die gleiche Aussage mit den gekiirzten Werten. Wir erinnern uns an
die Definition von P(n) in Kapitel 6 und setzen V := {n € N|P(n) C P(b)}, sodass insbesondere
V={neN|JueNy:n|b"} gilt. Weiter sei g1 := ggT'(b1,q) € N und gy := gg7T(b2,q) € N,
wobei 0.B.d.A. ¢g; < ¢go angenommen werden darf.

Nun ist gy = g¢,d; mit g;,d; € N, ggT(g;,b) = 1 und d; € V, d.h. g, ist der groBte zu b
teilerfremde Teiler von g;. Aus t|gi, go folgt t|by,q und t|bs, q , also auch t|ggT (b1, bs,q) und
damit ¢ = 1, sodass ggT' (g1, g2) = 1 ist. Dies liefert g gs|q, weil beide Faktoren ¢ teilen.
Analog zu oben ist _L- = q'dy mit ¢',dy € N, ggT(¢",b) = 1 und dy € V. Ferner setzen wir
b'1 = bi € 7 sowie b; = z—z € Z und beachten ¢ = glggdoq' = giggdodlq/, wobei g'1 < g1 < go ist.

9

190



Mithilfe unserer Definitionen sehen wir gg7'(b}, ¢ godo) = 1 und ggT'(b,, ¢ gydody) = 1

Nun zeigen wir |b;| < ¢ godo und |by| < ¢ gydody. Aus (ar,a5) € By folgt 0 < aj,ay < X
sowie nach obigen Definitionen

a; b / 2 by bIQ
—=—4uy = +1y und S =—+1=—F—+V
X q 7 q gzdo ' X ¢ "7 gded; 7

mit |1, [ve] < co - . Dabei wurde a; mit ay in [1, S.27-28] verwechselt, womit sich folgend

NK

leicht andere Summen/Definitionen ergeben. Also ist insbesondere

< <A _bl<1+] <1+ L
— << -—-—vy=— v Co* ———
- =X ! q — = 2NKq’

flir hinreichend grofle

sodass — e K xitm

X ist daher —cy < by < g+ o, was |by| < g+ ¢y < (g + 1) - g < g liefert. Daraus folgt

b ,
:u<<g:qudo-
1 g1

/ by

o] = |—

g1

Analog dazu ergibt sich |by| < ¢ g;dod; wegen |by| < q.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir insgesamt

(9.3.1) {(?g §)|(a1,a2)ez’>’1, ar,az € FNE} C S mit

!/

b, L
C]/92do

!/

b

Si={( ; 2 +V2)|bl17b/2€Z7 61/792,9,1,d0,d1€N, 9/1§91 3:9/1d1§927
q g1dod;

V1,

! / X 1
q = g,92dodrq < cq - NK do,dv € V, ], |1a] < e - NK ‘bl‘ < q92do,

|by| < ¢ gydods, 99T (by, q g2do) = 99T (by,q gydodi) = 99T (g1, b) = ggT(q ,b) = 1,

/ !/

by
X - +u)eFNE X - (—2—+wm)eFNE
q 92d0 2 (q g1dody 2) J
gezeigt. Daraus folgt weiterhin
aq (05}
(9.32) Y () <
a1,a2€FNE X X
(al,az)EBl(N,K,é)
F F ;
/ Z, X(q/g2do V(G ids q 1dod1 ve).

ol by
7 +vy, 77 +V2)€S
9 92dg 9 9,dod1
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I1. Ahnlich wie in [1, S.27-28] kénnen wir nachweisen, dass

*

S C U S(G17G27D07D17QI7E17E2) mit

(G1,G2,D0,D1,Q’' ,E1,E2)€T

X
= Dy. D FE{ FE < E E
= {(G1, Gy, Dy, 1,Q 1, Es) | Gi < Gq, Ey, By K ——— NKOQp’

/ X
QO = GleDoDlQ < Cy - ﬁ} und

l ’

S(G1,G2,D0,D1,Q/,E17E2) ={( +1p) €8 91 = Gy, g2 X Gy,

E,
X

V ’ 7 7 3 7
92d0 " ¢ g1dods
Ey
doXDo,dlx.Dl,q,A |l/1|<7|2|<

gilt, wobei G1,Ga, Do, D1,Q’, Ev, E» € N allesamt b-Potenzen sind, die Asymptotik z =< y in
der letzten Menge stets y < x < b -y indiziert und die Vereinigung L*J bedeutet, dass iiber
O((log X)) Tupel aus T vereinigt wird bzw. #7 = O((log X)") gilt. Wann immer wir folgend
Qo schreiben, meinen wir das in 7~ definierte Qy = G1G2Dy D1 Q.

Den recht technischen Nachweis zu obiger Aussage skizzieren wir an dieser Stelle nur oberflachlich.

/

!

., b
Sei 1 v
(q/92d0+ L

7 /d ot ) € S. Dann ist ¢ = ¢, gadodiq < ¢1 - 2 < ¢1 - X240 und

insbesondere jedes t € {g,,92,do,d1,q'} N Kkleiner gleich X fiir hinreichend groBe X, sodass
stets eine b-Potenz T = b® mit t, € Ny, to < log X und T = b <t < bPotl = b . T existiert.

Je nach Wahl von t € {g/l,g%do,dl,q/} bezeichnen wir diese b-Potenz entsprechend mit
G1,Ga, Dy, D1, @', wobei fiir jede dieser b-Potenzen genau O(log X) Werte in Frage kom-
men. Die Aussage GG; < (5 erhalten wir dabei wegen g/1 < ¢o. Nach ¢ < ¢ - 1\?{7 gilt
Qo = G1G2DyD1Q" < q < ¢ - i. Aus |y < ey - ﬁf{q < cy- m = Cy - % kommt

;| < £ mit einer b-Potenz E; < wobei fur E; ebenfalls nur O(log X') Werte in Frage

NKQ )

kommen, fiir i = 1,2. Hierbei wéihlen im Gegensatz zu [1, S.27] bewusst |1;| < £¢ anstatt v; < 2

fiir ¢ = 1,2, ohne dass dabei spater Schwierigkeiten auftreten.
Folglich ist (q,;ldo + v, q,gf’ﬁ + 1) € S auch in einer Menge S(G1, Go, Do, D1, Q', Ey, Ey) mit
(G1,Ga, Dy, D1, Q' Ey, Ey) € T enthalten und wir finden #7 = O((log X)).

Setzen wir dies in (9.3.2) ein, so kommt
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aq a9
(9.3.3) > Fx(5)Fx(5) <
a1,a2€FNE X X
(a1,a2)€Bl(N,K,5)
b by
Fx(———+wn)Fx o, + v
b’ Z' X(q g2do VI and, 91dods 2) <
1 — +uv2)ES
q g2dg q g9,dod1
<lOgX>7 X sﬁp Z FX( /bll Vl)F ( , /b/ —+ V2)
. y q g2dy g1dody
7 1 +v1, /2 +V2)€
q g2dg a g;dodq

S(G17G27D07D17Q/7E17E2)

wobei sup = sup bedeutet.
(G1,G2,D0,D1,Q' ,E1,E2)€T
S(G1,G2,D0,D1,Q ,E1,E2)#0
Wir fixieren die b-Potenzen G, Ga, Dy, Dy, Ql, E, E5 und definieren

!

$1(Q', Gy, Dy, Ey) = {~ tu by €7, q L g0do €N, ¢ XQ, g < Gy, dy < Dy,

X
NK’

99T (b1, 4 g2do) = ggT(q ,b) =1, X - (

2d0

E'
| < = ’b | < qg2d0,

!

do €V, qlgzdo(ﬁ q) <c -

+uy)eFNE
qg2d0 1) }

sowie

/

SQ(QI?G17D07D17E2) ;:{ +V2|b € 4, q 91ado,d1€N q ,\Q glf\Gl,

q '1dod1
! !/ X
do < Dy, dy < Dy, do,dy €V, q g;dod1(< q) < ¢ - NK
E
2= ‘62| <q 91dod1, QQT(bQ, q gldodl)
ggT(q',b)IggT(gi,b)z L, X - (52— +w) € FNE},

q 91d0d1

sodass insbesondere
S<G17G27D07D17Q/7E17E2) g Sl(QluG%DOJEI) X SQ(QI7G17DU7D17E2)

gilt. Aus den Definitionen von S; sowie Sy kommt
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b
F n ! + v F /,72+V S
Z X(q g2dy 1) X(q g1dod; 2)

/ ’

b b
o 7 F2—+1g) €
q godg gldod
S(G1,G2,D0,D1,Q' ,E1,E2)
b, b.
1 2
>, Fx (- 7 + 1) Fx (5= T + 1) <
S J q gaao 4 g1Got1
1 2
q'gado e a'9ydgd; +i2) €
51(Q',G2,Do,E1)x 52(Q,G1,Do, D1, E»)
b/
1
> X > > (g T
/ ’ / ’ E
dhE d=q 1by]<4 920 <3
= T(q b)=1 ggT(¥},q gado)=1 !
R O
9 92dg
!
b,
> > > Px(orieg ol
/ ’ o Eq dodl
9,=G1 |by|<Kq g7 dod1 lval<=2
/ ! ! ! /
T(g;,b)=1 ggT(b dody)=1
99T (g1,)=1 ggT(by,q g1dod1) (5 tua)eFNE
4 9;dod1
Wir halten dy,dy € V, dy < Dg, d; < D; fest. Dann gilt
/
by
SRS Y Rt
’ ’ ’ Eo q g1Go01
91<G1 |by|<q g doda lva| <=2
I / 7 /
T(g; ,b)=1 ggT(b dody)=1
99T(91,0)=1 99T (b4 gdod1)=1 / tus)EFNE
a 97dpdy
b/
e Z Z Z FX(Q g1dody )= Zl
q(AQ) el |b;\<<q’g’1dod1 <52 !
99T(a D=1 gor(g" B)=1 ggT(byq g, dod b,
99T (g1,0)=1 ggT(by,q g,dod1)= Xo(ot2 um)eFnE
9 9,dody
. ’ !/ ’ . .
fur alle ¢ < @', ggT(q ,b) = 1 und wir definieren
b/
— 1
SR SIS S R
/ / / /
4=Q b1 |<<q 920 <2
99T(q D)=1 ggT(b.,q godo)=1 by
92=<G2 ! X-(rd-4m)eFne
Fassen wir dies mit (9.3.3) zusammen, so kommt insgesamt
ai
(9.3.4) > FX(X)F (X) < (logX)"-sup Y. DD,
a1,a2€FNE do,d1EV
(al,az)GBl(N,K,5) doXDO
dlxDl
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IT1. Wir fixieren das Tupel (G, Gy, Dy, D1, Q' , E1, Ey) € T mit S(Gy, G2, Do, D1,Q’, Ey, Ey) # 0,
d.h. ein Tupel unter der Supremumsbedingung von sup und halten auch dy, d; € V mit
dy < Dy, di < D; fest. Nun schatzen wir > ; sowie > , mehrmals nach oben ab und zeigen

) 23/80
zunéchst Y, < X 23/80 4 %'

!

Aus der Definition von Y, erhalten wir mit a; = X - ( by v) die Abschitzung

q' g2do
b/
1
S5Y %Y B
qlxg b} 1<q gado < Bl
922G2 00T (b 4 gado)=1 b
99T (by,q g2do) X2 f)es
q gadg
Fr (& 1
=2 () X > 2
/ 1 / ! /
a1 €€ q <Q ‘b1‘<<492d0 aj /bl ‘<ﬂ(<< 1 )
92262 g0 (b1 g gado)=1  *  de2do ~ X T NEQo

I NCOED VDD > oo

am el d=Q  |bj1<q gado a4 .
~ !
922C2 0o (v g gado)=1  ~  do2do K0
ay
= Z FX(y) - #A(ar),

a1 €€

wobel wir

A(a’l) = {(bllaq/792) | bll € ZJ q/792 € N7 q/ = Ql7 g2 = G27 |b/1’ < qlg2d07

X q,92d0 NKQ

ggT(bllvq/g2d0) - ]-7 |

fir a; € Z definieren. Fiir fixiertes a; € Z schétzen wir #A(a;) nach oben ab. Dazu erklaren wir

b/ ! ! i ! ! I ! !
B(a’l) = {q/gld | bl € Z, q,92 € N? q = Q , go X G27 |b1| < q de(]a ggT(b17 q deO) =1
20

o h e 1y
X q/gzdo NKQO .

’

Jedes Tripel (by,q, g2) € A(a) induziert iiber (b}, , gs) — —2— einen Bruch —2— € B(a,).

q' g2do q' g2do

Fiir einen fixierten Bruch q/;; L EB (ay) zéhlen wir die Tripel (b],¢",g5) € A(ay), die diesen
fixierten Bruch induzieren. Dann gilt namlich q,;’; & = q,,l;l, y und wegen der Reduziertheit
20
by

beider Briiche kommt b, = b, und ¢ g, = ¢ go. Also wird € B(ay) nur von Tripeln der

q' g2do
Form (b},q",g,) mit ¢" gy, = ¢ g5 induziert und von diesen gibt es 7(q g;) viele, wenn ¢ alle
Teiler von ¢ g, durchlauft. Dabei ist 7 die Teileranzahlfunktion. Nach [14] gilt 7(n) <. n¢

V n € N insbesondere fiir das in Kap. 3 festgelegte € € Qt, was wegen ¢ = Q’, g» =< G5 und
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Q' Gy < Qo < X die Abschitzung 7(q' ¢2) < X¢ impliziert (beachte Def. Qq in 7).
b

Folglich wird der fixierte Bruch —
q g2do

€ B(ay) von < X Tripeln aus A(a;) induziert, sodass
#A(a1) < X #B(a1)

gilt. Wir nehmen B(a;) als nicht-leer an, denn ansonsten ist #B(a;) = 0 und daher #A(a;) = 0.
Wegen ¢ < Q', go < Go und |b)| < ¢ gady ist B(a;) endlich und wir setzen n := #B(a;) € N.
Dann kénnen wir auch B(ay) = {z1, ..., z,,} mit x; < ... < z,, schreiben.

i " ! 1"

: : . b b . b b
Je zwei verschiedene Briiche 1o und 74— aus B (a1) haben einen Abstand |- — ——=—| # 0,
0

g2do q" g;d q g2do ¢ gydo

welcher der Ungleichung

!/ 1" !/ 1"

Q?G3Do ~ q'q"g2gado ~ d'g2do q"gode’ T X qgade’ X ¢'gady’ T NKQo
gentigt. Also gilt insbesondere
1
Ty — 21| =2, — 11 K ANz —z|l =21 —2,> 55— V1<i<n—1,
| 1| 1 NEKQ, | +1 | +1 Q QG%DO

was induktiv m >z, -1 > (n—1)- m impliziert. Daraus schlieBen wir
2
#B( ) <1+ Q/2G%DO 1+ Q/2G%DO 1+ Q/GQDO
a =N _— = _—
! NKQ, NKQ G+G1DyD; NKG1DyD;
S 1 + ¢a
NKDyD,

indem wir die Definition von Qg in der Menge 7 nutzen. Somit haben wir

Qo

#A(a) € X #B(ar) < X (14 =P

) ValeZ

gezeigt. Setzen wir dies in unsere Abschiatzung von Y, ein, so kommt

ay a QO
0.3.5 < 5 (M. A Py xe 1y 90
< ) ZQ—alzeg X<X) # (a1)<<alzeg X(X) ( +NKDDD]_)
X23/80
X23/80—¢ | xe. (1 Qo X23/80 Qo X/
< I+ YD) <€ t NKDoD;
E2T/TT 27/77 27/77

nach Lemma 8.2 (ii). Nun leiten wir 7, <« =2 T mithilfe Lemma 4.6 (ii) her.
2
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Wir withlen ¢ = Q', g¢T(q',b) = 1 fest und erinnern uns, dass auch dy =< Dy, d; =< D fixiert
sind. Aus Lemma 4.6 (i) mit Y = X, E = E, < X, n =15, d = ¢ dod, und Q = b - G1q dod,;
ergibt sich wegen der Periodizitat von Fx die Abschatzung

’

by

> > > Fx(52—+ 1) <
’ ’ ’ o q gldOdl
9, =<G1 |by|<q g, dod1 lvo|<=2
/ ’ /i /
T =1 T(b dod1)=1
99T (91,)=1 ggT(by,q g1dod1) Xo(o2— tum)eFnE
7 91dody
/
b
2
> % DINPONEL S
/ 1! Ey q 910001
91XG1 1Sb2Sq 91d0d1 ‘V2|§7
/ / 7 /
T b)=1 T(b dod1)=1
99T(91:0)=1 99T (by,q grdod)=1 by . 7
a 97dpdy
!
b
2
> > > FxgA )=
/ ro ! E q gldﬂdl
9,<b:G1 1<b,<q g,dod1 2| <52
! r 7 ’
T(b) .4 g, dod1)=1 b
99T (by,q g,dod1) (o2 ez
4 97dody
/
b
2
> > > Ex(gtwm) =
' / T s q 91dods
m=q g;dod1<b-G1q dod1  1<b,<q g,dod1 2| <=2
! 17 /
T(b,q ¢ dod1)=1 b
99 (qul 0 1) X( 7 /2 +V2)EZ
7 91dody
/
b
2
> > > (4w =
i / E m
m<b-Gi1q dod1  1<b,<m lva| <2
/ 12 ’
dod1|m T (b =1
q dod | 99T (by,m) X'(%_s_w)ez
/
b O’E O’E
Y2 27/77
S Y Y A @y 98 o
m<Q  q1<p < la|< 2 m
d|?n 1<by,<m 2|S %

/ ’
= b.
99T (bzm)=1 y (22 1 1)e7,

Q' DyD,G?E,

(Q DoD1GRE,)*" ™ + X0/

wenn wir ¢ =< Q', dy < Dy und d; =< D; verwenden. Ferner ist Q’DODleEQ = Qggl - F5 und

daraus folgern wir mithilfe G; < G,, Ey < %Qo und NK > X740 auf die Giiltigkeit von

/ 27 )TT 2777 27 )77
DoD1G2E E G .. )
QDDA E2 () DD G2 E,)%/TT = £ n L Aus der Definition von Y, folgt insgesamt
X50/77 0 142 G2 1 g

2

20/77 )27/77 27/

2 0 1
(936) > < T
2

Mit der gleichen Idee erhalten wir aus Lemma 4.6 (ii) ahnlich zu [1, S.29 (10.6)] die Abschatzung

84/77E127/77 Q2E,
(9.3.7) Zg < G?4/77D§4/77D§7/77 + X5/ Dy DGy
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QoG1(DoD1)Y/2ES/®

Gy X 10721 mithilfe von Lemma 4.7.

Zuletzt zeigen wir ), < QI/QI(D0D1E2)27/77 +

Sei ¢ =< Q', ggT(q,b) = 1 fest gewihlt. Wir setzen ¥ = X, ¢1 = ¢ (Q; := Q') mit
99T (q1,b) = 1, qo := g, (Q2 := G1), a := by, n:= vy (E := E,) sowie d := dody (D := DyD;),
sodass d < D und insbesondere d|b" fir ein u € Ny gilt (<= dy,dy € V, dy < Dy, dy < Dy).

Ferner ist DE = DyD1Ey < QoFr < ﬁ < X%/ also DE < X =Y fiir hinreichend grofe

X, womit alle Voraussetzungen von Lemma 4.7 erfiillt sind (vgl. S.49) und wir

/

by

—F + Vv
q g1dod1 2)

o= > > > Fx(
/ / ’ E
9,=G1 1<b,<q g, dody \V2|<72
! ! ! 7 /
T(g' b)=1 ggT(b,.q g dod1)=1
99T (g9,:0)=1 ggT'(by,q g,dod1)= X2 ez
q 91dod1

2 2 > Iy

q2=Q2 a<dqiqz Inl< £

99T (g2,0)=1 99T (a.dq1q2)=1 y ( Tl tn)E

ESSDY2Q,Q3 _

y'10/21 -

By (DyD1)*2Q' G3
x10/21

d EY
dthq +77) ( 7q17Q2a ) )<<

(DE)27/77 . (QlQ%)l/ﬂ +

(D0D1E2)27/77 . (QIG%)l/Zl +

erhalten. Wegen (DyD;)%?Q'G? = Q‘)Gl(% und Q'G? < Q'G1G4 < Qp kommt insgesamt

QoG1(DoDy)V2Ey®

Y.< Q(l)/Ql(DODlE2)27/77 Gy - X10/21

V4 =Q, g9T(q,b) = 1.

Daher gilt nach der Definition von )", insbesondere

QoG (DoD: ) 2Ey/®

1/21
(938) > < sug 3 < Qy* (DoDy E)*7T 4 Eheare? ’
q =
99T(q b)=1
indem wir die Summationsbedingung X - (q Jaoa T vy) € FNE in Y, zunichst zu

’

(q gb aa T v3) € Z abschwichen und dann die Periodizitit von F'x ausnutzen, also die gleiche

Idee wie zur Herleitung des ersten <-Zeichens in der Abschatzung auf S.197 verwenden.
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IV. Wir unterscheiden die folgenden Fille und zeigen, dass 3 - 3y < Q42 (L1 Ey) /%7 ist.

5/6

/
LFall: Qy/*'(DoDyEy)*"/™ > Lol T,

Dann gilt nach (9.3.8) sowie (9.3.7) insbesondere

/ 54/77E27/77 Q2E1
1 21 27/77 0 0
Z < Q DODIE?) N Zz < G?4/77D?4/77D§7/77 + X50/77D0D1G1’

27/77D27/77
was wegen W < 1 und 5 <1 die Abschéatzung

2+1/21E E27/77
X50/77

2+1/21E1E
X50/77

Z Z < Q54/77+1/21(E E )27/77+

< Q84/77+1/21 (E1E2)27/77 +

liefert. Aus [1, S.29 Z.11-14] erhalten wir schlieBlich ;- 3y < Q4 2(E1F,)Y/?~¢, wobei wir die
einzelnen Schritte zur Herleitung dieser Abschétzung nicht mehr durchfithren, da sie relativ

technisch sind.

/2 5/6
2Fall: QY (DyDy Ey) /T < QDD T,

Aus (9.3.8), (9.3.6) und G; < G5 erhalten wir

QoG4 (DoDy) 2 EY° < Qo(DoD1)'/2E,

Zl GQ X10/21 > X10/21 SOWie
E227/77 27/77 G27/77 - .
z:1 < G27/77 < E; Qo , womit
QO(D0D1>1/2E2

. 27/77 ~27/77
21 < min{ £y 0 ’ X'10/21

gilt. Nach Letzterem ist insbesondere

Z < BT 27/77)1/3_(QO(D0D1)1/2E2)2/3
10/21

)

sodass sich wegen (9.3.7) die Giiltigkeit von
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54/T7 p27/77

1/2
E27/77Q27/77)1/3 (Q()(DODl) / E2)2/3+

0 1
Z ' Z < - (B
54/T7 ~54/77 2777
1 2 G / D / D; / X'10/21
Q(%El . QO(DOD1)1/2E2

X50/77 Dy D, G4 X'10/21
- Q84/77+9/77+2/3Ef7/77E§/77+2/3(DOD1)1/3_27/77 Q3E1 E,
< G54/77D%7/77X20/63 X50/77+10/217,

3/2E1/2E4/5 Q(S)ElEQ Q3/2E1/2E4/5 Q3E1E2

< X20/63 X9/8 X3/10 X9/8 '

ergibt, indem wir 54/77+9/77+2/3 < 3/2, 9/77+2/3 <4/5, 1/3 —=27/77 <0
50/77 +10/21 > 9/8 sowie 20/63 > 3/10 verwenden. Bei der entsprechenden Herleitung von
(10.9) in [1, S.29] finden wir leider einige Liicken.

Nutzen wir die Abschitzungen Ey < %Qo’ Qo < o und NK > X'7/%0 50 komm

3/2E1/2E4/5 1/2 /2 X 1
T~ = QBB B 5 < Q0” - (BB ()™ 50 =
0.2
%z@&W2WKW<Qo@&W”§ﬁﬁﬁ<
(X/NK)*? (xz/0)02 :
Qy - (E1E2)1/2 G < Q- (E1E2)1/2 TV Qo - ( 1E2)1/2 " Y'5/400 <
Qo (B1Bp)'? - o,
XQe
was nach obigem
1 Q8E1E2
Zl ’ Zz < Qo (E1E2)1/2 | X2 T X9/8

liefert. Mithilfe von
Qo(DoD1)Y?E,
Y10/21

S < X0 Qo%m(¢@3m)
2 NK DoD,

Zl < min{ng77 an/ } (s.0.) und

finden wir zudem
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QuX*/%0  Qy(DyD1)'/*Ey

21.22 <<X23/80E27/77 (2)7/77+

NKDyD, ) X'10/21
2
27/77 QoL ) 1
< (X EyQo) + NK(DoDy)/2 ~ X10/21-23/80
2
27/77 QoEs
(X BQ0)™™ + =5

wenn wir 23/80 < 27/77 und 10/21 — 23/80 > 3/16 benutzen. Aus den letzten beiden
Abschatzungen des Produkts > - >~y schlieflen wir

Qo Er By

X9/8 (X E2Qo)™" ™ + s

+ min{

Zl : 22 < Qo+ (B1Ey)'?- Xz

und zeigen folgend M := min{ Qgﬁ}fb, (X E2Q0)?" ™ + Ngé(?/m} < QY (B Ey)'/*.

Verwenden wir Ey < %Qo’ Qo € 70 K o = X/ < X sowie
NK > X1/ > X13/32+¢ (= 17/40 > 13/32 + €), so gilt nach einfachen Abschitzungen

QL

NKX3/16 < Ql 2e < Qé_2€(E1E2)1/2_E,

womit es geniigt, M = mm{%, (XE2,Q0)¥™} < Q4 *(FLEy)'/?7¢ zu zeigen. Nun ist

QOE25/102 52/102 - QoEf5/102E252/102
X 1/100 ’

M’ < (Q%EIEQ

< (B )25/102 (X ExQo )27/77>77/102

X 9/8:25/102— 27/102

indem wir 3 - 25/102 + 27/102 = 1 und 9/8 - 25/102 — 27/102 > 1/100 sowie
min{z,y} < 2" -y V 2,y € Ry, V r € [0,1] benutzen. Wir sehen, dass in [1, S.30 Z.4] die
Exponenten bei E; und Ej fehlerhaft sind. Ferner ist

Qo212 321102 L o 2 1/ 102+ . o
X'1/100 <L Qy (B Ey) T x1/100 < Qp “(ErEy) ’
denn aus € < g5 — 13 < 103 (= 103 + € > 2¢) und By < 75 sowie NK > X710 folgt

Q36E1/102+e (QOE2)1/102+6 (X/NK)1/1°2+5 (X23/40)1/102+5 Y 1/102+¢
X'1/100 < X'1/100 < X'1/100 < X'1/100 < X'1/100

< 1

Somit haben wir die gewiinschte Abschitzung von M und daher auch jene von M gezeigt, was
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1 —2e —€
Y2, < Qo ( (E1E2)'? - Yt Qo *(E1Ey)'?

liefert. Mithilfe von Ey, By < giige kommt Ei1EQf < (§5)° < (XP/1)? < X?, sodass
(B1E») Q¥ < X% ist und daher Q) *(E, F5)Y/?~¢ den ersten Summanden in obiger Abschéitzung

dominiert. Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen und in beiden Féllen gilt

(93.9) > > < QL 2(E Ey) /.

V. Setzen wir (9.3.9) in (9.3.4) ein, so erhalten wir

> Fx (X)FX(X)<<(10gX) sup Y Qp M (EvEy)' P

a1,a2€FNE do,d1 €V
(a1,a2)631 (N,K,(S) do=Dg
d1 XDl

Fir fixierte b-Potenzen Dy, D; > 1 schiatzen wir >, 1= Y 1- Y 1bzw. > 1 ab.

do,d1€V doeV d1€V doeV
doXDO doXD() d1 XDl dQXDo
dlxDl

Nach V.= {n € N|P(n) C P(b)} = {n € N|p|n = p|b}, wobei wir beachten, dass die
letzte Menge die 1 enthélt, und dy < Dy < Dy < dy < b- Dy kommt

ST 1< Y 1=#{dyeN|dy<b-Dy, pldy = p|b} =
do€V docV
do=<Do do<b-Do

wenn wir die letzte Menge mit D bezeichnen. Wir erinnern daran, dass die Basis b die PFZ

b= ﬁ pi' mit r = w(b) € N, e; € N V 1 < i <7 besitzt. Fiir dy € D ergibt sich daher eine

eindeutige PFZ der Form dy = H pimit s; € Ng V 1 <i <r. Wegen 2% < pi <dy <b- Dy ist

< log(b- Dy)  logh N log D,

Si >

- 1+logDy< D" V1<i<
log 2 log 2 log 2 S 1Alog b < A

indem wir hier Dy > 1 sowie die Tatsache nutzen, dass alle nur von b abhangigen Konstanten
absolut sind, also insbesondere ¢/r € R* absolut ist. Daraus kommt s; < ¢ - DS/ -1
V 1 <i<rmitcéeR" (beachte: Dg/r > 1). Also stehen fiir den Exponenten s; in der PFZ

von dy = f[ p;" € D nur |c- Dg/TJ <c- DS/T Werte zur Verfiigung, fiir alle 1 <4 < r, sodass es
i=1

aufgrund der Eindeutigkeit dieser PFZ hochstens ﬁ (c- DS/ ") =" - D§ < D§ mogliche Werte
i=1
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fiir dyg € D gibt, denn ¢" ist wieder eine nur von b abhangige absolute Konstante. Damit ist

S 1<#D < D;
do€eV
do=<Dg

Analog dazu folgt Y 1< D und insgesamt Y 1 < (DgDs)¢, was

dieV do,d1€EV
dlxDl doXDo
leDl
a a * _2¢ e
(9.3.10) 3 Fy (=) Fx(52) < (log X)7 - sip (DoDy)" - Q> (ELE,y)"/?
X X
a1,a2€FNE
(a1,a2)€B1(N,K,9)
< (10g X>7 . Slip Q(l]_e(ElEQ)l/Q_E
X " 1
< (log X)"- —— -sup ————
(log X) NK P (QoE1Ey)e
liefert, indem wir die Definition sup = sup bzw. jene von 7T beachten und

(G1,G2,D0,D1,Q' ,E1,E2)€T
!
S(G1,G2,D0,D1,Q ,E1,E2)#0

daraus DyD; < Qq sowie (QoFE1)Y? - (QuF»)Y? < X/NK schlieBen. Ferner finden wir

1 % 1 % 1
sup —— + sup

9.3.11) sup ———— < -
( ) (QoE1E>)S — guimamexiso (QuEIEY)S o ypiamsxiso (QoE1Hs)e

1

und zeigen zunéchst sup Qo By

Qo+E1+Ex<X1/50

1

<< (Q+E)e/100 .

Gegeben sei das Tupel (G, Gy, Dy, D1, Q') E1, E5) € T von b-Potenzen mit Qg+ Ey 4+ Ey < X'/
und S(G1, Ga, Dy, D1,Q', Ey, E5) # 0 geméB Definition von sup, womit auch Qq, By, By < X/
ist. Da die Menge S(G1, Ga, Do, D1, Q’, Ey, Es) nicht-leer ist, gibt es ein a; € F N &, sodass

a b, N by N
- — S ]/1 = — ]/1
X ¢ gdy q

mit b/1 €Z,q,9,dy €N, ¢ <Q, g5 < Go, dy =< Dy und || < % gilt, wobei wir
by = bllDlGl € Zund q := (]/ggdoDlGl eEN, g =<Qy= GngDODlQI setzen. Wegen a; € F gilt

aq bt %
X =gty
0,%[ ,fallsE=0
mit b} € Z, ¢* € N, ggT(b},¢") =1, Q < ¢* <2Q und |v]| € , wenn wir
[%, %[ , sonst

die Definition von F = F(Q, E) auf S.168 beachten.
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Somit ergibt sich insbesondere |vf| < max;[(l’E} < EZH und [vf] < £, falls E # 0 ist.

Angenommen es gilt %1 # Z—i. Wegen F; > 1 ist

1 < 1 < b1 b>{| ‘al (
—_—— | = |— — 1 —
Q@ gt T q ¢ x 7
E+1 E, E+E
LK—+ =< .

ay

X

—v)l = [ =l < il un

X X X
Fir E > E, liefert dies ﬁ < % < m (« EF < %/2), also fiir hinreichend grofie X
den Widerspruch X2 < Qp < X% Also ist B < By und 5l5 < & < S STELE .

(= B < X5 was X0 <« QuQ < XV°Q (<= Qo < X'/*°) und damit den Widerspruch
X4/ « @ < X2 fiir hinreichend groBe X liefert. Folglich muss %1 = Z—}i sein.

Wegen ggT'(b%,q¢*) = 1 und bi¢* = biq gilt ¢*|q, was ¢* < g und Q < ¢* < ¢ < Qo impli-

%1 %_%:yf und daher £t > || = |v]].

ziert. Ferner ist v; = ‘;(—1
Im Fall B2 0 ist [vf] = %? sodass % > |y > % bzw. E; > FE ist, woraus insgesamt

Q+E < Qo+ FEy folgt. Auch im Fall F = 0 gilt Q + £ < Qo+ E1 (< E; > 1), so-
dass in beiden Fallen Q + F < Qo+ F1 < Qo + E1 + Fy < 3 - QoE 1 Es ist, denn letz-
teres ergibt sich mithilfe Qq, 1, Fs > 1. Daraus kommt wegen () + E > 1 insbesondere
(Q + E)/1% < (Q + B)* < (QuE, Ey)¢, womit wir leicht auf

1 1

9.3.12 sip -
( ) Qo+E1+F2<X1/50 (QoElEQ)E (Q + E’)e/lOO

schlieen. Weiter ist sup ﬁ < sup ﬁ
Qo+FE1+E>>X1/50 o Qo,E1,E22>1 o2
Qo+E1+E2>X1/%0

Seien Qq, E1, Fs > 1 mit Qo + E1 + Ey > X'/%0 fixiert. Dann gilt wie oben

3-QuE1Ey > Qo+ Ey + Ey > X150 also auch (QoEllEQ)E < XEI/SO. Nach 1 < Q < X2 und
E=0o0der 1< E< ng ist Q+ F < X2, was (Q + E)¥/10 « X</200 < X</50 ynd folglich
(QOEllEQ)G < X€1/50 < (Q+El)€/100 liefert. Damit haben wir

* 1 1
(9.3.13 sup <
) QotErtEasxi/s0 (QoE1Ey) — (Q + E)</100
gezeigt. Binsetzen von (9.3.12) und (9.3.13) in (9.3.11) liefert sup (QoEllEg)e < (Q+El)e/m, was
wiederum nach (9.3.10) das gewtinschte Resultat ergibt.
[
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Proposition 9.4:

Gegeben seien N, K',§ € R* mit N > X% § > X und K’ > 1. Ferner sei die Menge £ gemif
Lemma 8.2 definiert und 1 < B < X»/% sowie & =€ (B) ={0<a< X | Fx(%) < £} C&.
Betrachte die Menge By = By(N, K', ) aller Paare (a1, a;) € N2 N[0, X[? mit der Eigenschaft :

- 1
(*) Es gibt ein Gitter L = Lg, 4, C Z° mit dim L < 2 und ||dg, o, < X sodass
M = Mgy 0y = {7l € Laya, | |71, @)] <5, |7i]] < N} stets #M > SN’K’

Punkte enthilt und in einer Geraden L' = L C R? enthalten ist.

ay,az

Dabei sind die Vektoren @ und d;haz wie in Proposition 9.3 erklart. Dann gilt

aq a9 )(176
Fx (o) Fx(52) < o
Y ARG <5
al,agég
(a1,a2)€B2(N,K',5)

Beweis:

Wir ersetzen K durch K und kénnen im Beweis von Proposition 9.4 in [1, S.33 Z.1-Z.12]

(bis ,Alternatively”) alles iibernehmen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Menge £ bzw. &
wie in [1] im Intervall [1, X| oder wie hier in [0, X[ enthalten ist, denn in beiden Féllen kommt
HE < B/ X5/ aus Lemma 4.4 (ii). Demnach verbleibt der Fall NK > X°7/80/B.
Wir sehen leicht

aq (05} 1 N9
Fe(U) P (2) = =
X RGRG) < g #E N8
a1,a2€
(a1,a2)EB2(N,K,H)

und schéitzen nun #[(£)? N By mithilfe der Lemmata 11.1 und 11.2 ab, wobei wir 0.B.d.A.

By # () annehmen diirfen. Dann liefert Lemma 11.1

X X .,
e O veg) MU

By C {(a1,as) € Ng N [O,X[2 | 3 (v1,v9,v3,04) € 7Z* N [—cq - 0,0,0,0)} :

V141 + vaag + 'U3X + vy = 0}

mit einer Konstanten ¢; € RT und 3% > 1 (< B, # 0).

In Lemma 11.2 setzen wir C' := €& C Ny [0, X[ und V := [¢; - 3] € N ein, wobei wegen

1< B < X7% (& N> X% K > 1) insbesondere 1 <V < X fiir hinreichend grofie X
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X

~2e hach Lemma 11.2 insbesondere

gilt. Daraus kommt unter Verwendung von V' <
#[(E)* N By <
X X 4
v @ e
V1a1 + Vaag + v3X + vy =0} <

#{(a1,a3) € £ |3 (v1,v0,v3,v4) € Z* N [—cy - 0,0,0,0)} :

#{(a1,as) € C? | 3 (v1,va,v3,v4) € Z* N[V, V]*\{(0,0,0,0)} :

v1aq + Voa9 + ?J3X + Vg4 = 0} <K

) #03/2V3
XOW - (#CHV2 4 #C3PV + ) <
, X , X (#E)PPXINK)3
o(1) . 5/4 (Y N2 3/2
woraus wir mit einfachen Mitteln auf
a a
(9.4.1) 3 FX(XI)FX(XQ) <

al,ageg,
(a1,a2)€B2(N,K,0)

X1+o(1) #5’5/4 X #5’3/2 #5’3/2 X

2
N2K B2 N2K 2 T pxiz’ N2K)]

schlieffen. Ubernehmen wir die Abschitzungen in [1, S.33 unten], die wir mithilfe von

NK > X530 /B B < X?/80 sowie #& < B¥5/154. X%9/433 folgern kénnen, so kommt

B/ X 23/32 '3/2 '3/2 X x15/16
#e #ET o xBi0 g HE ) < .

B NMKESTN B B2X1/2 ‘N2 N2
Dies in (9.4.1) eingesetzt liefert

ay ay X1+0(1) X23/32 X23/80 X15/16
9.4.2 Fx(=)Fx(= -
(9-4.2) Zg, X < e [ttt )
ai,a2€
(al,ag)GéQ(N,K,é)

woraus wir wie in [1, S.34 Z.1-Z.4] das gewiinschte Resultat erhalten.

In den folgenden Kapiteln 10 und 11 erfolgt die schon angekiindigte Betrachtung jener
Gitter und Geraden, die einen Beitrag zur Summe in Lemma 9.1, also den speziellen Minor-Arcs,
liefern. Diese Beitriage haben wir mithilfe der Propositionen 9.3 und 9.4 unter Kontrolle, zu

deren vollstandigem Nachweis noch die Lemmata 10.1, 11.1 und 11.2 herzuleiten sind.
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10. Gitterbeitrag

Dem Beweis von Lemma 10.1 stellen wir folgenden Hilfssatz voran. Wir erinnern daran, dass
wir mit ( ; ) stets das Standardskalarprodukt und mit || || = /( ; ) die euklidische Norm im R?

bezeichnen.

HS1 Lemma 10.1:
Sei L C Z3 ein Gitter der Dimension dim L = 2. Dann besitzt L eine Minkowski-reduzierte

Basis ¥, w (kurz: MR-Basis) und fiir diese gilt :

() M0+ Al > (Ml + [[Aewia]| ¥ Ais A2 € Z,

(ii) |sin<(v,w)| > 1.

Dabei ist mit <(v, @) der von ¥ und w eingeschlossene Winkel aus [0, 7| gemeint.

Beweis:
Die Existenz einer MR-Basis ist nach Proposition 3.1.9 in [11, S.205] gesichert.
Aus Theorem 3.1.10 [11, S.206] folgt ||U|| < miny L und ||@|| < miny L, wobei min; L und min, L

die sukzessiven Minima bezeichnen. Dies liefert nach Satz 3.1.4 [11, S.203] insbesondere
1] - || < miny L - ming L < o3 - det L =3 - |7 x @] = 3 - [|9]] - ||| - | sin (7, @),

wobei 75 € RT die Hermite-Konstante zur Dimension 2 bezeichnet. Daraus kommt
| sin (¥, w)| > 1, also (ii). Verwenden wir die Definition einer MR-Basis in [11, S.205 Def. 3.1.7]

fiir die Dimension 2, so erhalten wir mit v = ¢; und @ = v, analog zu HS1 Lemma 9.2

(1) ol < 10+ sou]| ¥ 51,80 € Z, (1, 52) # (0,0),

(2) ||w| < ||ssU+ sqwW|| VY s3,84 € Z, 54 # 0.
Mit der gleichen Idee wie auf S.179-180 im Beweis von HS1 Lemma 9.2 kommt daraus
IA0]] + || Ae]] < 8- || M0+ Xodld|| ¥V Ag, \g € Z,

sodass auch (i) gilt.
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Lemma 10.1:
Sei X =b* (k€ N) und N,K,0 € R" mit § > & sowie K > 1 gegeben. Betrachte die Menge
B; = By(N, K,0) aller Paare (a,as) € N2N [0, X[* mit der Eigenschaft :

; 1
(*) Es gibt ein Gitter L = Ly, 4, € Z° mit dim L < 2 und ||dg, o, < X sodass
M = Mg, a0y = {71 € Lay 0, | [{7l,@)] <0, ||7i|| < N} stets #M > N’K

Punkte enthalt, die nicht alle kollinear sind.

Dabei sind die Vektoren @ und d;haz wie in Proposition 9.3 erklart.
Dann gibt es fiir jedes Paar (a1, as) € By stets (dy,ds) € Z* und ein ¢ € N, ¢ < z\%( mit

1

|ﬂ @| <
X q NKq

[25) d2 1
d 2%« -
un | q|<<NF'q

Beweis:

Sei (a1, aq) € By gegeben. Nach (x) gilt insbesondere M = M,, ,, # () und daher enthdlt M
zwei nicht-kollineare Vektoren mi; und ms, wobei diese auch in L = L,, 4, liegen und folglich
dim L = 2 ist. Aufgrund Proposition 3.1.9 in [11, S.205] besitzt L C Z3 eine MR-Basis ¥, € L
mit L = L(U,W) = {\MT+ @ | Aj,\2 € Z} und ||¢]] = V € RY sowie ||uf]| = W € Rt
(«= 9,4 # 0). Dabei diirfen wir <(,w) € [0, 2] annehmen, denn fiir <(v, %) € ]%, 7] ersetzen
wir 1 durch — und erhalten dann die MR-Basis ¢, = von L mit <(v, —u) € [0, §].

Wir setzen €, := |(7,a)| € R§ und e := |(0,@)| € R].

— =

Fir 7 € M ist 1 € L(U,%) und daher eindeutig in der Form 77 = A\ ¢ + Ao mit A\, Ay € Z

darstellbar, sodass (7, d@) = A - (U,d) + Ag - (W, @) und folglich
0 > (i, a@)] = |\ - (0,d) + Ao - (0, @)| = [Ner + Ay

) )\17 falls <?7, d> =€ , )\2, falls <'Lﬁ, 6> = €2 )
mit \; = €Z und \, = € Z gilt.

—\1, falls (7,@) = —¢ — Ay, falls (i, d@) = —e;

Ferner ist N > ||| = [|\@ + Ao@|| > [|M&] + [ Aot = [M| -V + [Ao| - W nach
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HS1 Lemma 10.1 (i) und daher insbesondere |\;| = || < & sowie 1INy = [Xo| < &

Dies liefert insgesamt

(10.1.1) M C{MT+ M@ | A, A2 € Z:FAL N, € Z mit [N e 4+ Myea| < 6,

N
|>\|—|/\1|<< |)‘|—|/\2|<<*}—M0

Zunéachst zeigen wir VW < N und €y, €5 < 6.

Die beiden nicht-kollinearen Vektoren mi,ms € M liegen auch in L, sodass insbesondere
My = aq U + 1 sowie My = ot + [otd mit aq, g, B, B2 € Z gilt.

Da 1y, ms nicht-kollinear sind, muss (aq, az) # (0,0) und (51, B2) # (0,0) sein.

Aus HS1 Lemma 10.1 (i) folgt N > ||m]| > ||owd|| + ||51d]| = |ou| - V + | 51| - W sowie analog
dazu N > |as| -V + |Ba] - W (<= i1, Mg € M). Somit ist N > |aq |-V, |aa| -V, |f1] - W, |Ba] - W,
wobei wegen (ay, ) # (0,0) und (51, B2) # (0,0) ein Index 1 < i < 2 bzw. 1 < j < 2 mit
|a;| > 1 bzw. |5;] > 1 existiert, woraus direkt N >V und N > W folgt.

Der Vektor @ = dy, 4, + d ist die Summe zweier Vektoren dy, o, € span(L) und d, L span(L)
(vgl. Def. d, 4,, Skizze 1 auf S.211), was e; = |(7,@)| = |(7, du, ap)| <V - ||dpy.anl| < N - £ <0

und analog dazu e, < 8 licfert (< (7,d,) = (&, d,) = 0). Zusammenfassend haben wir
(10.1.2) VW< N A e.6<0
gezeigt. Wir definieren

/ !/ N
My = {(A\, A0) € Z2[3 (M, ) € 2 M\—M1!<< ol = o] < 55

IALer + Ajea| < 0.

Da jeder Vektor 71 € My eindeutig in der Form 7 = \¢ + Ao mit A, Ay € Z darstellbar ist,

weil U, linear unabhéngig sind, existiert eine Bijektion f : My — M, sodass insbesondere

#My = #M; gilt. Wir merken an, dass My und M; endlich sind und setzen weiter
rou N N
MQ::{(AI,A)EZQ||/\|<< |>\|<< , INer 4 Nyes| < O}

Damit kommt #M; < 4 - #M,, denn jedes Element (X}, \y) € M, wird von hochstens vier
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/

verschiedenen Elementen aus My, namlich (X}, Ay), (A}, =Ay), (=7, Ay) und (=X;, —X;),
induziert. Also ist #M < #My < #M; = 4 - #M, nach (10.1.1), was wegen 6K N? < #M
(< (%)) die Gultigkeit von

(10.1.3) SKN? < #M,

impliziert. Nun zahlen wir die Elemente von M.

Seien k1, ks € Rt die Konstanten in [A;| < & bzw. |A;| < & aus der Definition von Ms.
Wegen My C {(A}, Ay) € Z2 | |N}] < ki - &, [\, < ko - &£} := M; gilt insbesondere

2

N
My < M. —
# 2_# 3<<VW7

denn fiir A} € Z bzw. Ay € Z kommen hochstens 2+ [ky - 2] +1 < & bzw. 2+ [ky- | +1 < &

Werte in Frage, wenn wir & > 1 und 7 > 1 (<= (10.1.2)) nutzen.

Ferner ist My C {(A},\y) € Z% | |\] < ki 2, [N + M\yeo| < 6} := My Wir erinnern
uns an €, e > 0. Sei zunéchst €5 > 0, sodass aus (10.1.2) insbesondere % > 1 und % > 1

kommt. Fiir festes \; € Z mit [\}| < ki - & gibt es wegen

5 / / 6 4 ! !
ST TN TN D (& N+ e < 6)
€ €9 €9 €2

hochstens [2 - %W +1k % Werte fiir \, € Z (<= % > 1), fiir die [\je; + Ayeo| < & erfiillt ist
und damit (A}, Ay) in My liegt, denn ), ist in einem Intervall der Breite [2 - g} enthalten.
Folglich gibt es < (2- [ky - 3] + 1) - % < ‘]/V—E‘i Paare (A}, Ay) € My (<= &£ > 1), was

N§

#MQ S #M4 << pa—
VEQ

liefert. Im Fall e5 = 0 gilt nach der Konvention % = 400 die Abschatzung # My < ‘J,V—E‘Z ebenfalls,
ist jedoch trivial, da My C M; endlich ist. Mit derselben Idee erhalten wir # M, < WN—SI, indem
wir Ay € Z mit |[Ay| < k- & fixieren und sehen, dass A fiir ¢; > 0 in einem Intervall der Breite

[2- %1 enthalten ist. Insgesamt kommt nach (10.1.3)

N? N§ N§
VIV Ve’ Wey ™

(10.1.4) 0K N? < #M, < min{
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Da o/, v € R3 und somit 1, 0, @ x ' € R3 linear unabhingig sind, gibt es eine Orthonormalbasis
t1,ty, ts € R® mit &y || o x 0, also f; L @, 7 sowie &, L @ und 3 || @, wobei #; L span(L) und
ty, t3 € span(L) gilt. Diese ist in Skizze 1 dargestellt und lisst sich wie folgt definieren

WX U U Xt

(10.1.5) ) = ———, =
[ x | |7 % 1|

Skizze 1: Lage bestimmter Vektoren zum Gitter L = L(v, W)

Dabei erinnern wir an <((¢, @) € [0, §]. Sei ¢; ; die j-Komponente des Vektors i fir 1 <4,j < 3.
Im Folgenden zeigen wir ¢, 3 # 0, |2—;| < 1, |2—§| < 1 sowie |2—2| < 1 und |i‘;’—z| < 1L
Wir erinnern uns, dass @ = J;lm + d, nach Definition von J;lm gilt, wobei

y.ay € 5pan(T,10), ||duy |l < & und d| L span(¥,@) baw. d, || @ x ¥ ist (< L = L(7, ).

Nunist d| = s-f; mit s € Rund ||s - — @|| = |[d1 — @] = | ~da, 0| < %, also
S 'tl,l CL1/X

Il s- tio | — | ax/X | < % Daraus folgt |s -t — ¢| < %, |5 -t1o — %] < % und
S 't1’3 1
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|s-t13—1] < %, was wegen X > 1 und der Dreiecksungleichung die Giiltigkeit von

a; +1 as + 1 X -1 X+1

A 0< SS'tLgS

<

|S't1,1 A\ |S't172| S

impliziert, denn ay,as > 0. Somit ist 0 < s-¢; 3 und daher s # 0 und ¢; 5 # 0. Aus a; < X

und X > 1 folgt |2—;] = }ZE;I = |Z:2’;| < ((f';irll))g = 2 < 1. Analog dazu schlieen wir auf

|#2| < 1 mithilfe a; < X.

1,

l1a 21
Ferner ist t_;g =1 X ty = t1o | X | ta2 | also t33 =111 - tag — ta1 - t1 2. Dies liefert
1,3 to3
t t11too —1to1-1 t t
| 22| = [ < b - [ ftaa| - [ ] < o] + [taa] < 1
t13 t13 t13 1,3
wenn wir |2—;| < 1 sowie |2—§| < 1 benutzen und ||t3|| = 1 beachten, denn letzteres impliziert

lt22], [t21] < 1. Analog dazu erhalten wir \Z—i[ < 1 mithilfe von fy = f3 x {; bzw.
t2,3 = t3’1 . tl,g — t171 . t372 und ||t_;;|| = 1, weil letzteres |t372‘, |t3’1| S 1 liefert. Dabei beachten wir

die Rechte-Hand-Regel fiir das Kreuzprodukt ¢, = 3 x ¢, in Skizze 1. Somit gilt insgesamt

to t3

(101.6) t35#0, |22|<1, |22«
t13 t13
C1
Wir setzen W x 7 := | ¢, | € Z*, wobei @ x ¥ nach Def. des Kreuzproduktes und «, v € L C Z3
C3

ebenfalls in Z? liegt. Aus (10.1.5) folgt @ x v = r - f; mit r € R, sodass 0 = c3 = r-113
insbesondere 7 = 0 (<= t1.3 # 0) und damit @ x ¥ = 0 liefert, was der linearen Unabhéngigkeit

von w und v widerspricht. Also ist ¢3 # 0 und ¢y, ¢o, c3 € Z.

Definiere b := @ — L - x 7 € R3 (< c3 #0), sodass A1, Ay, A3 € R mit b= Mty + Aoty + A\sts

c3

existieren, weil 1, ty, 3 Orthonormalbasis von R? ist. Ferner gilt

- 7 — = 1 — — —
(@0l =lma=—-wx)=[@Tal=a A
L3 R S
(@, 0)| = (@, d — — - x )| = (@, @)| = e
3
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Bezeichnen wir mit v := <(¢,w) € [0,75] den von Vektor ¢ und Vektor w eingeschlossenen

Winkel, so gilt |sinvy| > 1 nach HS1 Lemma 10.1 (ii). Wir finden
€1 = [(8,0)] = (T, Mt + Dol + Xsa)| = (T, Aafs)| = [As] - V - | cos (T, )| = s - V.

denn #1,7, L & und <(7,%3) = 0, weil ¥ und #3 kollinear sind. Also ist [As| = <. Weiter gilt

—

e = (W0, b)| = [(W, A1 + Aota + Asts)| = [(W, Aot + Asts)| = |Aa - (0, o) + Ag - (W, 23)]
wegen t; L @ bzw. (w0, )\1{1> = 0. Anhand von Skizze 1 sehen wir leicht, dass

(W, 15) = W - cos (W, t3) = W - cos(<(7, ) — <(¥,0)) = W - cos(g — ) =W -sin(7)

us

wegen <{(¥,f2) = % sowie <(¥, @) € [0, %] gilt und weiterhin
(W, t3) = W - cos (0, t3) = W - cos <(, %) = W - cos(7)
ist, weil ¥ und #3 kollinear sind und dieselbe Richtung haben. Insgesamt erhalten wir

€o = [Ao - W -sin(y) + A3 - W - cos(y)| = W - [Ag - sin(y) + Az - cos(7)].

Nach |sin(7y)| > 1 sowie 1 = cos(7)? + sin(y)? gilt | cos(y)| < 1 und daher

, . cos
|Ag - sin(y) + Az - cos(y)| = |sin(y)] - [ A2 + Az - — (7)] > A+ A3 - ¢
sin(7)
mit ¢ := 2 € R, [¢| < 1 (<= sin(y) # 0 < [sin(y)| > 1). Folglich ist €3 3> W+ [As+A3-¢| und
[As] = $F, sodass [Aa] —[Az-c] < Ao+ A3-c] < 32 gilt. Dies liefert | Ao < 12 +[A3]-|c] < 32 +
€1 €9
10.1.7 A A — 4+ —=.
(1017) ol + ol € 24 2
ap /X c1/es a1/ X —ec1/cs
AUSEZAI'F1+A2£2+A3E’>:6_éwX6: CLQ/X - CQ/C3 - (IQ/X—CQ/Cg fOlgt
1 1 0

)\1 : t173 + )\2 : t273 + )\3 : t373 = 0 und daraus )\1 = 23 )\2 + —las )\3 (<: t173 7é 0)

t1,3 t1,3
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Nach (10.1.7) und (10.1.6) ist

CL1/X — Cl/Cg

(10.1.8) | | = 1B = M1+ Aoty + Asall < ] + ol + | =
CLQ/X — 62/03
ta3 33 a3 33
| = == Ao+ == Al 4 [Ro| + [As] <[22 [he] + 2] [As] 4 [Ao] + [As] <
t13 t13 t13 t13
of + A < L4 2
2 3 v W
Aus (10.1.4) folgt VIV < 55 < 5 (<=6 > ) sowie 6] < 37 und €3 < w7, Was
a1/ X —c/c € €
I 4 1/es (R A ——
as/X — ca/cs vV W ~ NKVW
liefert. Wegen |cs| < ||&f x ¥]| < VW < - und ¢z # 0 ist daher
al/X — 61/63
I | < NElel
(ZQ/X —02/03 |C3‘
c3 , falls c3 >0 ¢, falls ez >0
Setzen wir q := € Nund d; := € Z sowie
—c3 , falls c3 <0 —c; , falls 3 <0
co , fallsecg >0
dy = €EZ (< 1,090,035 €L, c3 #0), so gilt stets
—cy , falls c3 <0
%:%undi—;:%mitqu, q = |es| < 5. Ferner ist
I V) BT [P S
GQ/X—dQ/q GQ/X—CQ/Cg NK|C3| NK(]’
x
was nach Definition der euklidischen Norm || ' | = /a3 + 23 > |x1], |22| die Giltigkeit von
X2
aq dl 1 (05} dg 1
o n - d 2 02 -
X S R M I LIS R,

liefert. Damit ist Lemma 10.1 bewiesen.
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11. Geradenbeitrag

In diesem Abschnitt beweisen wir die verbliebenen Lemmata 11.1 und 11.2, die wir fiir den

Nachweis von Proposition 9.4 benotigen.

Lemma 11.1:
Gegeben seien N, K,6 € Rt mit N > X% § > % und K > 1. Betrachte die Menge

By = By(N, K, 0) aller Paare (a;,as) € N2N [0, X[? mit der Eigenschalft :

- 1
(*) Es gibt ein Gitter L = Lg, 4, € Z° mit dim L < 2 und ||dg, o, < X’ sodass
M = My, 4y = {7 € Loy o, | |{77,@)| <, ||71]] < N} stets #M > IN?K

Punkte enthélt und in einer Geraden L' = L, Lay & R? enthalten ist.
Dabei sind die Vektoren @ und d;lm wie in Proposition 9.3 erklart. Dann gibt es fiir jedes Paar

(a1,ay) € By stets einen Vektor (vi, ve, v3,v4) € Z*\{(0,0,0,0)} mit |v;] < N‘;{K V1<¢<4

und via; + veas + v3X + vy = 0. Fir By # () ist daher insbesondere 1 < N)Q(K.

Beweis:
Sei (a1, az) € B, fixiert. Nach (%) ist M = M,, 4, in einer Geraden L' = L,
und es gilt M C L = Lg, 4, € 7%, alsoauch M C L' N L C L' N Z* =: A. Daraus folgt

!

C R? enthalten

MCMNA={ieLnA||(#ad)l<sé, |7 <N}

C {me A, @) <9, |7l < N} == My,

sodass insbesondere N2K < #M < #M, gilt. Fernerist M C L'NLC L' N span(L).

Die Punkte aus L liegen stets in span(L), wobei span(L) im Fall dim L = 2 eine Ebene und im
Fall dim L = 1 eine Gerade im R? definiert. Somit liegt entweder die Gerade L' in span(L) oder
L' und span(L) haben nur endlich viele Punkte gemeinsam, namlich genau einen oder keinen.
Im zweiten Fall ist #M < #L ' Nspan(L) < 1 und daher 1 > #M > dN?K > &. N2 K > X/
(<= N> X% K > 1), wobei letzteres fiir hinreichend groBe X ausgeschlossen ist. Also gilt

(11.1.1) L' C span(L).

Wir zeigen zunéchst, dass A = L' N Z? ein Gitter der Dimension dim A = 1 ist.
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Wir wissen, dass Z? ein Gitter ist und daher ist nach [12, S.10-11] insbesondere (Z3, +)
eine diskrete, additive Untergruppe von R?, womit selbiges auch auf (A, +) zutrifft.

Dies weisen wir nun nach.

Wegen 0 € M ist auch 0 € L' (« M C L') und daher L' eine Ursprungsgerade im R,
sodass A = L' N Z* abgeschlossen ist bzgl. + (< Z+ 7€ L'NZ3 V Z,5€ L' N7Z3), den

Nullvektor 0 enthélt und fiir alle Z € A auch ihr Inverse —@ in A liegt, denn aus @ € L’ folgt
direkt —# € L'. Die Diskretheit von Z?® vererbt sich nach A C Z?, sodass (A, +) eine diskrete,
additive Untergruppe von R? ist und damit nach Satz 1.3.1 [12, S.11] ein Gitter der Dimension
dim A = 1. Letzteres kommt aus L' D A D M und #M > X?/? weil somit A bzw. M fir

hinreichend groBe X mindestens einen Vektor # 0 enthalt. Dies liefert insgesamt

11.1.2) My={R e A||(A,a)| <46, ||| < N} enthalt #M, > IN?K Punkte,
( )

wobei A C Z? ein Gitter mit dim A = 1 ist.

Aus Proposition 3.1.9 in [11, S.205] folgt, dass A C Z? eine MR-Basis # € Z3, # # 0 besitzt, also
A={\ 7|\ €Z) gilt. Wir setzen V := ||7]| € Rt (< ¢ # 0) sowie €, := |(#,d)| € R{.
Wegen #My > dN?K > X N2K > X¥% (< N > X%?, K > 1) enthilt M, fiir hinreichend
groBe X mindestens einen Punkt @ € M, @ # 0. Nach (11.1.2) gilt @ = A\, - ¥ € A mit
A1 € Z, A\ # 0 und folglich

V=0l < Al - [|19]] = fI7] < NV

Ferner impliziert 7 € A C L' C span(L) (< (11.1.1)) sowie @ = Cszz +d, mit J;lm € span(L)
und d; L span(L) (vgl. auch Skizze 1 in Lemma 10.1) die Giiltigkeit von

oL Lo - N
€1 = ‘<U7a>’ - |<U7da17a2>| < V. HdaLG«QH < < Y < 57

| <

wenn wir U € span(L) beachten. Zusammenfassend gilt

(1113) V<N A ¢ <4
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Fir ¥ € Myist Z = A\-7 € Amit A\ € Zund N > ||Z]| = || - [|7]| bzw. [N < & sowie

v
0 > [Z,a)| = |\ (U,d)| = |\ - €1 baw. [N < %, sodass
L N )
(11.14) My C{A-T|X€Z, [N < v A < —} =DM
€1
gilt. Einerseits liefert dies My C {\- 7| X € Z, || < i} und folglich
N N
My < #M; <2-|— 1< —.
#Mo S H#M <2 |7 +1<
Andererseits kommt M; C{\- 7| A€ Z, |A\] < g} und daher

) )
#MOS#M1§2-L€—J+1<<E—,
1 1

wobei wir beide Male im letzten Schritt (11.1.3) verwenden und beachten, dass die letzte
Abschétzung aufgrund der Konvention % = +o00 auch im Fall ¢; = 0 gilt, denn M; ist endlich.

Insgesamt haben wir

N
(11.1.5) 6N?K < #My < #M, < min{v, j}
1

gezeigt. Leichte Umformung von (11.1.5) liefert V < 11 < 75 (6 > ) und 6 < 3.

U1

Aus 0= | v, | €23 ¥+ 0 folgt (vy,vs,v3) € Z*\{(0,0,0)} und wir definieren

U3
vy = —(viay + veas + v3X) € Z, sodass
U1 aq
|U4‘:|U1a1+7}2a2+U3X|:|< V2 > ag >|:|X<17,5>|:X€1<<N2K
V3 X

ist. Also gilt via; + vaag + v3 X + vy = 0 sowie |vy| K % als auch |y;| <V « ﬁ

fir alle 1 <7 < 3, womit Lemma 11.1 bewiesen ist.

Fiir den Beweis von Lemma 11.2 bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.
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HS1 Lemma 11.2:

Gegeben sei ein Gitter A C Z? der Dimension 2 und Ni, N, € RT. Dann liegen in der Menge

by

A= {b= e Al |by] < Ny A |by| < Ny}

2

nur < 1+ maxﬁi\h”]vz} + DM Vektoren, wobei @) € A\{0} ein kiirzester Vektor in A\{0} ist.
Beweis:

Nach Proposition 3.1.9 [11, S.205] besitzt das Gitter A eine MR-Basis 01,7, € A, wobei
7, € A\{0} ein kiirzester Vektor in A\{0} ist und wir 0.B.d.A. die MR-Basisvektoren &, 7,
derart wéhlen konnen, dass 0 < a := <(, %) < 7§ gilt (vgl. S.208 im Beweis zu Lemma 10.1).
Ferner diirfen wir aus Symmetriegriinden annehmen, dass 7 im ersten Quadranten liegt.

Analog zum Nachweis von HS1 Lemma 10.1 (ii) kommt |sin(«)| > 1, also |sin(«)| =< 1.

Wir betrachten zunédchst das von den Vektoren v; und o5 aufgespannte Dreieck OV;V;, wobei

die Eckpunkte V; und V5 die Ortsvektoren v bzw. U besitzen.

Da v}, v, eine MR-Basis von A ist, bilden je zwei Vektoren aus {v;,v,, ) — ¥} eine Basis

von A und es gilt
[0 = OVi < |G| = OV2 < [0 — waf| = ViV,

woraus sich die Spitzwinkligkeit von OV V5 ergibt (< o € [0, §]). Ferner steht die kiirzeste Hohe
der Lénge h,,;, senkrecht auf der langsten Dreiecksseite von OV;V5, also senkrecht auf V115,
sodass hy, = 2290V Ovl OV2 gilt, wobei AOV,V, = % -OVy - OVy - |sin(a)| < OVy - OV,

f

Vivh
der Flécheninhalt des Drelecks OV1Vy ist. Aus «a € [0, 5] folgt cos(a) € [0, 1] und es gilt

ViV = OV, + OV’ — 2- OV, - OV} - cos(a) < OV;> + OV’

nach dem Kosinussatz, was wegen OV; < OV, insgesamt

Ovi-Ov,  OVi-OV; OVi -0V,

Viva m_f*

liefert. Folglich besitzen alle Hohen im Dreieck OV; V5, eine Lange > ||04]|.

Pumin > > OVy = |||
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Da #; im ersten Quadranten liegt und a = <(¥,02) € [0 ist, kann 75 nicht im dritten

5]
Quadranten liegen. Somit miissen wir nur die in Skizze 1 dargestellten Falle 1) — 4) tiber die

Lage der Vektoren v; und v5 bzw. des Dreiecks OV, V5 in der Ebene unterscheiden :

1)

Y

4
Vi = 1).11
T
Q. Vo= P,
s Vi = P,
//V . = 1 ” .
re) o, x x
3
) y B ¥
Vo
Uz Q,
viep, 2y
7 Q. Vi= P
U1
T
T €T
O =r O=r,

Skizze 1: Lage der Vektoren v; und v, bzw. des Dreiecks OV;V5 in der Ebene

In jedem der vier Falle finden wir mithilfe einer einfachen geometrischen Uberlegung sowie
der Spitzwinkligkeit von Dreieck OV;V,, welche wir im Fall 1) und 2) bendétigen, stets je zwei
verschiedene Eckpunkte P,, P, € {O, Vi, V4}, sodass die Parallele zur z- bzw. y-Achse durch
P, bzw. P, die gegeniiberliegende Dreiecksseite/-gerade im Punkt @), bzw. (), schneidet und
die Strecken [P,Q,| sowie [P,Q,] ganz im Dreieck OV;V; enthalten sind.

Wir setzen d; := P,Q, und dy := P,Q,. Da hy,;, der kiirzeste Abstand eines Eckpunktes von

OV1Vy zur gegeniiberliegenden Dreiecksseite/-gerade ist, kommt insgesamt

(2) [PQ.] COViVs A [BQ,] € OViVA.

Nun wéhlen wir im Fall 1) und 2) die Basis @, = ¥y, Wy = ¢ von A, im Fall 3) und 4) die Basis

—

Wy = U] — U, Wy = —Us von A, also immer diejenigen Vektoren als Basis, deren zugehorigen
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Seiten im Dreieck OV, V, die Punkte @), bzw. ), enthalten. Bei der Darstellung der folgenden
Idee beschranken wir uns der Einfachheit halber auf Fall 1) der Lage der Vektoren o, v, in der
Ebene. Fiir diese Idee benétigen wir nicht mehr die Eigenschaft, dass v, U5 eine MR-Basis ist,
sodass auch die iibrigen Félle mit der geeigneten Basiswahl (s.0.) und dem gleichen Vorgehen

wie in Fall 1) behandelt werden kénnen.

Wir wéhlen also die Basis w, = 07, Wy = ¥, von A, sodass wir
A= L(U_jh 1172) = L(ﬁl,ﬁg) = {)\1171 + Aoty | )\1, Ay € Z}
schreiben kénnen. Sei R = {b € R? | |b;| < Ny A |bo| < Ny} das Rechteck in der Ebene mit den

-N Ny Ny -V
Eckpunkten A = , B= , C= und D = sowie den
N2 N2 _N2 _N2

Seitenlingen AB = CD = 2N, bzw. BC = DA = 2N,, sodass A* = AN R ist.

Ferner sei F' := {rit) + roth | r1,7o € [0,1]} die Grundmasche des Gitters A = L(ty, )
und F(Z) = {Z+ ri0) + roth | r,79 € [0,1]} fiir Z € A eine beliebige zur Grundmasche F
kongruente Flache, die durch einen Gittervektor z° € A parametrisiert wird und deren vier

Eckpunkte Z, 2+ v, 2+ v, 2+ 01 + v allesamt zu A gehoren. Insbesondere ist F' = F(ﬁ)

Wir denken uns die Ebene durch diese zur Grundmasche F' kongruenten Fliachen F(Z) , geka-
chelt”. Dann wird das Rechteck R C O F(Z;) durch die n € N paarweise tiberschneidungsfreien
Flachen F(Z;) mit 2; € A 1"1be1"deckt1 S(le?gauchte: Z; paarweise verschieden) und zwar so, dass R
und F(Z;) mindestens einen Punkt gemeinsam haben, also RN F(Z;) # 0 gilt, fur alle 1 < i < n,
denn ansonsten kénnen wir F'(Z;) problemlos aus obiger Vereinigung entfernen.

Dabei verstehen wir unter je zwei iiberschneidungsfreien Flachen stets solche, die keine Fléche
gemeinsam haben und symbolisieren die Eigenschaft RN F(Z;) #0 V 1 <i < n durch L*J

Aus RN F(Z) # 0 mit 1 < i < n folgt, dass entweder F'(Z;) ganz in R enthalten ist (F(Z;) C R)
oder F'(Z;) mit einer der Rechtecksseiten [AB], [BC|, [CD], [DA] einen gemeinsamen Punkt
besitzt. Gilt namlich F(Z;) € R und RN F(Z;) # 0, so liegt ein Punkt von F(Z;) auBerhalb von
R und ein Punkt innerhalb von R, sodass aufgrund der Konvexitiat von F(2;) die Verbindungs-

strecke dieser beiden Punkte ganz in F'(Z;) enthalten ist und eine Rechtecksseite schneidet.

Definieren wir Ic := {1 <i < n| F(Z) C R} und I(AB) := {1 <i < n| F(z)N[AB] # 0}

220



sowie analog dazu I(BC), I(CD), I(DA), so haben wir insgesamt

(3) RC OF(Z) und

1<i<n

4) {1<i<n}={1<i<n|RNF(Z)#0}CIc UI(AB)UI(BC)UI(CD)UI(DA)

gezeigt. Aufgrund der Kongruenz zur Grundmasche F' besitzt F'(Z;) den Flacheninhalt
vol(F(Z;)) = vol(F) = det A V 1 <i < n, sodass insbesondere

#Ic -det A =) vol(F(z)) < vol(R)

iGIg

gilt, denn | F(Z) C R und die F(%;) sind paarweise iiberschneidungsfrei fir 1 < i < n.
€lc

Wegen vol(R) = AB - BC = 4N N, liefert dies die Giiltigkeit von

NiNy

I .
(5) #lc <t

Wir betrachten die Grundmasche F' des Gitters A = L(¥), 02).

a) b)
Y y
A A
Vi
7 F
da
xT 172 ‘/2 = T

o

Skizze 2 a), b): Grundmasche F' vom Gitter A = L(¢},7s) in der Ebene

Nach (1) und (2) ist die zur z-Achse parallele Strecke [P,Q).] der Lange d; ganz im Dreieck
OV1V; enthalten und hat tiberhaupt eine Parallele p zur z-Achse gemeinsame Punkte mit OV, V5,
so auch mit der Dreiecksseite der Lange ||¢7 ]|, d.h. mit jener Dreiecksseite, die den Punkt @,

enthalt (vgl. Skizze 1 Fall 1)). Also gilt insbesondere auch

(6) pNF #0 < phat gemeinsame Punkte mit einer Seite der Lange ||0;]| von F

Y p || -Achse,
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denn <= ist offensichtlich und = ergibt sich aus dem letzten Satz sowie der Bildung von F' aus

dem Dreieck OV;V;, durch Punktspiegelung. Analog dazu erhalten wir

(7) pNF #0 < phat gemeinsame Punkte mit einer Seite der Lange ||05]| von F
Y p || y-Achse.

Die zu (6) und (7) analogen Aussagen ergeben sich mithilfe (1) und (2) auch in den iibrigen
Féllen 2) — 4). Mithilfe der Skizzen 2a), 3 und 4 zeigen wir folgend #1(AB) < 1 + 2axtNiNa}

7]

b) i

dl / d1 / /
S/ A S. 5 / S / Sy 7 S

Ps Ps+1 Ps+2 --- - Ps+m—3 Ps+m—2 Ps+m—1

a)
1
di -
d] d] P} dl dl - -
x

d
- P-3 P2

pP-1 Do P 2 D3 .-

Skizze 3 a), b): Parallele Geraden p; (unten) und Strecke [AB] C [S15,,] (oben)

i-d
Definiere die zueinander parallelen Geraden p; : & = ' +r-vp VreRfiralle: € Z,
0
wobei nach den Strahlensétzen i - v, € p; V i € Z ist (vgl. Skizze 3 a)), also auch
pi: ¥ =1i-Uy+r-v; Vr e R gilt und folglich jeder Gitterpunkt aus A = L(#;, 03) auf genau einer
Geraden p; enthalten ist. Nun ist jede Strecke in der Ebene (im R?), die parallel zur x-Achse

verlduft, also insbesondere die Strecke [AB], in einer (moglichst kurzen) Strecke [S15,,] parallel

zur z-Achse mit S; € p, und S, € psim_1 enthalten, wobei s € Z und m € N, m > 2 ist.
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Dabei kénnen wir die Punkte S; und S,,, stets so wéhlen, dass

gilt, also die Strecke [S15,,] méglichst kurz ist (vgl. Skizze 3 b)). Daraus folgt

AB
8) m—1<1+2=.
dy

Bezeichnet S; den (existierenden) Schnittpunkt der Strecke [S1S5,,] mit der Geraden py;;_; fiir
1<j<m,sogilt 5;541 =d V1<j5<m—1,denn S5, bzw. §;5;; verlauft parallel zur

m—1
x-Achse. Nach Definition von I(AB) sowie [AB] C [S1S,,] = U [9;S;41] gilt
j=1

©) 1(AB)C U{1<i<n| FE)N[SS50] #0).

=1

Fiir fixiertes 1 < j < m — 1 schétzen wir
#{L <0 < n| F(2)N18;8] # 0} < #{FP(Z) | F(Z) 0[S;S)01] # 0}

mithilfe Skizze 4 nach oben ab, wobei wir bemerken, dass die Flachen F(2;) paarweise verschieden

sind fiir 1 < i < n, weil dies auf die Vektoren Zz; zutrifft und daher das letzte <-Zeichen gilt.

/ F(Zn) S /
| //]4/ ’S]Jrl F(_’ ) | |
T Fas) |
b COFE) | T
/ | F(zal) , _— / |
| /t‘/ | | Ds+j+2 ...
| | Dstjt1
/[/ /’ / Ps+j
Ps+j-1

Ds+j—2

Skizze 4: Zahl der Flachen F'(Z,) mit F'(Z,) N [S;S;11] # 0
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Sei F'(Z,) N [S;Sj4+1] # 0 mit S; € psij—1 und S;41 € psij gegeben.

Aus F(Z,) = {Z, + m0 + rothy | r1,m2 € [0,1]} mit Z, € A folgt insbesondere Z, € p; fir
ein ¢ € Z, denn jeder Gitterpunkt ist auf einer Geraden p; enthalten. Wir bemerken zudem,
dass aufgrund des betrachteten Falles 1) die Flachen F(Z,) in unserer Orientierung durch die

Vektoren o, U5 stets nach ,rechts” aufgespannt werden.

Firi ¢ {s+j—2, s+7—1, s+ j} liegt die Fliche F(2,) bzw. der parametrisierende
Gitterpunkt Z, € p; gemafl Skizze 4 zu weit ,links” (falls i < s+ j — 2) bzw. zu weit ,rechts”
(falls i > s+ j) von der Strecke [S;S;+1], womit in jedem Falle F(2,) N [S;S;11] = 0 gilt.
Alsomussi € {s+j—2,s+j—1, s+ j} sein.

Fir i = s+ j — 2 kénnen F(Z,) und [5;S;4+1] nur den Punkt S; gemeinsam haben, wobei
dieser in hochstens zwei Flachen F(Z,,) und F(Z,,) mit Z,,, 2., € p;i = Ds+j—2 liegt, sodass

F(Z,) N [S;Sj+1] # 0 auch nur fiir diese zwei Flachen F(Z,,) und F(Z,,) gelten kann.

Fir ¢ = s+ j gibt es mit derselben Idee ebenfalls nur héchstens zwei Flachen F(Z,,) und
F(Z,,) mit S;+1 € F(Z,) bzw. F(Z,) N [S;Sj41] # 0, denn die letzten beiden Aussagen sind im

betrachteten Fall aquivalent.

Firi=s+j— 1 gilt F(Z,) N [S;Sj41] # 0 genau dann, wenn S; € F(Z,) oder S;1 € F(Z,) ist.

Dabei ist < offensichtlich und = erhalten wir wie folgt aus (6).

Da F'(Z,) durch Parallelverschiebung aus der Grundmasche F' hervorgeht, gilt (6) auch mit F'(Z,)
anstatt . Nun verlauft die Gerade S;S;11 parallel zur z-Achse und es gilt F'(z,) N.S;S;+1 # 0,
sodass S;S5;+1 mit einer Seite der Lange ||v7|| von F(%,) gemeinsame Punkte hat (<= (6)). Dies
konnen aber nur die Punkte S; oder S;;; sein, da die Seiten der Lénge ||7;] von F'(Z,) in den

Geraden p,y;_1 bzw. psi; enthalten sind. Daraus folgt S; € F(Z,) oder Sj11 € F(Z,).

Analog zu oben gibt es nur hochstens zwei Flichen F(Z,) mit S; € F(Z,) und auch nur
zwel Flachen F(Z,) mit S;41 € F(Z,), falls 2, € p; = ps1j_1 ist, insgesamt also hochstens vier
Flachen F(Z,) mit S; € F(Z,) oder S;;1 € F(Z,) baw. F(Z,) N [S;S;+1] # 0. Wie in Skizze 4
ersichtlich, gibt es sogar nur hochstens zwei Flachen F(Z,) mit der letztgenannten Eigenschaft,

in Skizze 4 sind dies F'(Z,,) und F(Z,,). Diese schirfere Version brauchen wir aber nicht, um
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den Beweis zu fithren. Insgesamt erhalten wir #{F(2,) | F|(Z,) N [9;Sj11] # 0} < 8 und daraus

Aus (8)-(10) folgt #I1(AB) < m—1< 1+ % =1+ %, was nach (1) d; > ||t} || gerade

max{ Ny, No}

[1]]

(11) #I(AB) < 1+

ergibt. Die gleiche Idee liefert #1(BC) < 1 + B¢ « 14 %, wenn wir BC = 2N,

und (1) dy > ||ty|| verwenden (vgl. Skizze 2 b)) In obiger Argumentation nimmt dann v,

die Rolle von #; ein und wir nutzen (7) anstatt (6). Ferner erhalten wir mit dieser Idee auch

#I(CD), #1(DA) < 1+ W, woraus mithilfe von (4) und (5)

maX{Nl,Nz} N1N2
171 det

n < #Ic + #I(AB) + #I(BC) + #1(CD) + #I(DA) < 1 +

kommt. Damit gibt es eine Uberdeckung R C L*J F(Z) (< (3)) des Rechtecks R

1<i<n
mit n < 1+ maxﬁivl”NQ} + 2182 Fléchen F(Z), sodass
#AN =#ANR<#AN |J F(Z) #U )N A) gz Z)YNA)=4-n
1<i<n 1<i<n i=1
maX{Nl, Ng} N1N2
1
DRTHAT det A

gilt, denn #F(Z;)) NA =4 V 1 <i < n, weil jede Fliche F(Z;) genau vier Gitterpunkte enthélt,
namlich ihre Eckpunkte (beachte: Z; € A = L(¥), U)). Somit ist der Hilfssatz bewiesen.

Lemma 11.2:

Sei C CNgN[0,X[und V €R, 1 <V < X. Dann gilt

#{(ay,as) € C? | 3 (v1,v2,v3,v4) € [V, V]*NZ*\{(0,0,0,0)} :

V141 + V209 + ’UgX + g = 0}

#03/2v3

< XU (HCV2 4 #CPV + —am )
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Beweis:

Fir C\{0} = 0 besteht C' aus hochstens der 0 und daher ist #C' = 0 oder #C = 1, womit in
beiden Fallen die Aussage wahr ist, weil dann auch die obige Menge leer ist bzw. aus héchstens
einem Paar besteht und sich hinter dem o(1) stets eine nicht-negative Funktion verbirgt. Letzteres
gilt fur alle o(1) in diesem Beweis. Somit darf Cy := C\{0} als nicht-leer vorausgesetzt werden,

sodass #Cy > 1 und #Cy < #C ist. Wir definieren

K = {(a’17a2> S Cg | El (U17U27v37v4) € [_V7 V]4 N Z4\{(O707070)} :
v1a1 + vaag + v3X 4 vy = 0},
K ;= {(a1,a2) € C2 | 3 (vy, v, v3,04) € [V, V]*NZ*\{(0,0,0,0)}, v; =0, v; #0
via; + veas +v3X +vy =0} V 1<i,j<4,i#j und
KO = {(al,aQ) € Cg | = V1, Vg, U3, U4 € [—V, V] N Z\{O} D viag + veag + 'U3X + vy = 0},
sodass K C KoU U K;; und daher #K < #Ko+ > #K,; gilt. Ferner gibt es O(#C)
1<i j<4 1<ij<4
i#£] i#£]
Paare (ay,as) € C? mit a; = 0 oder ay = 0, was insgesamt
(11.2.1)  #{(ay,as) € C*| 3 (v, v9,v3,v4) € [V, V]* N Z"\{(0,0,0,0)} :
v1a1 + V209 + U3X +v4 = O}

< OFH#CO) +#K < O(#C) + #Ko + Z #IK
1<i,j<4
i#]
impliziert. Im Folgenden verwenden wir héufig die Teileranzahlabschitzung 7(n) < X°W)

V neN, n<X¢mit c € R, denn nach (4) in [14] gilt namlich

 log(X©)
log(log(X¢))

logn

1
.o — X9 Togteexey = Yo
log(log n) ) o

T(n) < nClAIOg(lig’n) = exp(01 ) < exp(cl

fiir obige n, wobei ¢; € RT die Konstante im O( aus (4) ist. Zudem ist 7(n) < XM

;)
log(log n)
VneN, n<X®mit ¢g € RT, weil dann ein ¢ = ¢(cp) € RT mit n < X¢ existiert (< X > 1).

Fiir feste 1 < 4,5 < 4, i # j schitzen wir zunéchst #K;; ab. Nach (11.1) in [1, S.31] gilt
#K;; = O(#CV2X°W) und wir wollen uns dies im Fall (i, j) = (3,2) klar machen. Dann ist

#Ki;=#K32 <
#{(v1,v2,0,v4,a1,0a2) € ((~V,VINZ)* x C3 | va # 0, vaay = —via; — vy # 0} := #Ko.
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Nun gibt es O(#C,V?) = O(#CV?) Tupel (v1,v4,a1) € ([-V, V] NZ)* x Cy mit
via; + vg € Z\{0} und fiir jedes dieser Tupel existieren wegen 1 < |via; + vy < 2VX <« X2
und der Teileranzahlabschéitzung nur < X°1 Paare (vq,a2) € ([-V,V]NZ) x Cy mit
vy # 0, voay = —v1a; — v # 0. Folglich ist H#K3, = O(#CVZXO(U) und daher auch
#K;; = O(#CV2X°W) im Fall (i,5) = (3,2). Die iibrigen Fille kénnen mit dhnlicher Vor-
gehensweise gehandhabt werden. Also ist #K;; = O(#CV2X°W) V 1 <4, j <4, i # j und
folglich 1<Z<4 #K; ; = O(#FCV2X°W) was eingesetzt in (11.2.1) die obere Schranke

<ij<

i#]

(11.2.2)  #{(a1,as) € C*| 3 (v, v9,v3,v4) € [V, V]* N Z*\{(0,0,0,0)} :
vi1a) + vaas + v3X + vy = 0}

< #Ky + O(#CV2EXW)

ergibt. Demnach verbleibt die Abschdtzung von #Kj, die in [1, S.31-32] eher liickenhaft dar-
gestellt wird. Diese Liicken konnten aber nach freundlichem E-Mail Kontakt mit Dr. James

Maynard geschlossen werden.

Fiir a € N definieren wir M, := min{(c? + c¢2)'/? | (c1, ¢2) € Z*\{(0,0)}, c1X + c; = 0mod a},
wobei die letzte Menge wegen 0 - X 4+ a = 0 mod a nicht-leer ist.

Sei M, = (¢ + ¢2)Y2 mit (cy, o) € Z*\{(0,0)}, ¢ X + ¢ = 0 mod a, sodass M, > 1 gilt.

, co — a, falls co > 0 )
Fiir |co| > a setzen wir ¢y := € Z\{0}, wobei ¢, # 0 direkt aus

co +a, falls co <0

|| > a folgt und |c,| < || ist. Daher gilt (c1,cy) € Z2\{(0,0)}, ;X +cy = 1 X + ¢ = 0moda
und M, = (3 +c2)'/? > (2 + ¢2)Y/?, was der Minimalitit von M, widerspricht. Also ist |co| < a.
Analog dazu erhalten wir |¢;| < a, indem wir ¢y bzw. ¢, durch ¢; bzw. ¢, ersetzen.

Ferner impliziert |ci], |ca| < a die Abschétzung M, = (¢ + c2)'/? < /2 - a, sodass insgesamt

(112.3) 1< M,<vV2-a YaeN A
M, = (& + 2)Y? mit (c1,¢) € Z2\{(0,0)}, . X + ¢, = 0mod a

=], |2l <a VaeN

gilt. Es gibt y,2 € Ng, y, 2 < log X mit 2¥ < X < 2¥*! und 2% < 2 - X < 2%, wobei wir
log X > logb > 1 fiir X = b* > 1 benutzen. Wir definieren
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Cij={a€Cy|2<a<2™ <M <2} CCy VO0<Li<y, 0<j<z2,

wobei die Mengen C; ; aufgrund der Disjunktheit der Intervalle [2¢, 277! und [27, 27*![ ebenfalls
paarweise disjunkt sind. Aus a € Cj folgt « € N, 1 < a < X und daraus 1 < M, < V2 X

(< (11.2.3)), sodass a in einer der Mengen C;; enthalten ist und folglich Co = U Cy; gilt.
0<i<y
0<j<z

Wegen (y +1) - (z+1) = O((log X)?) = X° (<= log X > 1) geschieht dabei die disjunkte
Vereinigung iiber X°) Mengen C;,j. Fassen wir unsere Resultate zusammen, so kommt
(1124) Co= |J Gy AN (y+1)-(z+1) =X,

0<i<y
0<j<z

Fiir fixierte 4, j mit 0 <7 <y und 0 < j < z schitzen wir #C;; nach oben ab. Offenbar ist
Ci; C Cp und daher #C; ; < #Cy. Andrerseits gilt nach (11.2.3) und Def. von M, insbesondere

CijCla€eCy| M, <2}y C{aeN|a< X, M, <2}
C{aeN|3(c,c) € Z\{(0,0)} : c1X + ¢y =0mod a,
lea], |ea] < a < X, (3 + A)V? < 21}
C{aeN|3(c,c2) € Z)\{(0,0)} : ;X + ¢ = 0mod a,

lea],lea| < a < X, el |ea] < 27F1)

Im Fall ;X + ¢ = 0 mit (c1,¢2) € Z*\{(0,0)} und |c1], |ca| < X ist insbesondere ¢; # 0, da
fiir ¢; = 0 auch ¢y = 0 folgen wiirde. Also ist ¢o = —c¢; X und wir erhalten den Widerspruch

X > |eo| = || X > X wegen ¢ € Z\{0}. Damit muss ¢; X + ¢y # 0 in obiger Menge gelten, was
Ci,j - {CL eN | 3 (01,02) € Z2\{(0,0)} . C1X + 2 % 0, CL’ClX + Ca, ‘Cl|, ’CQ| < 2j+1}

liefert. Wir zéhlen die Elemente in der rechten Obermenge ab.

Jedes a € N induziert ein Paar (ci,c2) € Z*\{(0,0)} mit ;X + ¢z # 0, ale; X + ¢ und
le1], e2| < 271 Nun gibt es O(2771.2711) = O((27)?) Paare (c1, ¢o) € Z*\{(0,0)} mit ¢; X +c5 # 0
sowie |c1], [e2] < 271 und fiir jedes dieser Paare gibt es wegen 297! < 277! < X sowie

1 <|e1X + ¢ < 271X + 271 <« X2 nach der Teileranzahlabschitzung < X°1) Zahlen a € N,

die das entsprechende Paar induzieren, d.h. welche a|c; X + ¢y erfiillen.
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Folglich enthilt die rechte Obermenge O(X°") . (27)%) Elemente, was #C;; < X°U) . (27)?

impliziert. Insgesamt liefert dies
(11.2.5) #C;; < X°W - min{#Cp, (2)’} V0<i<y, V0<j<z

Damit haben wir ausreichend Werkzeuge, um # K, nach oben abzuschétzen. Wir finden

#Ky = Z 122[1' Z 1]:Zf(@1)‘9(a1)§

(a1,a2)€Kp a1€Cp a2€Cy a1€Cy
(al,ag)GKo
(X F@))? (X g =(X )7 (X (X 1),
a1€Co CL1€CO a1€Co a1€Co a2€Co
(a1,a2)€Ko
wenn wir f(a;) :=1und g(a;) ;== > 1 definieren und beim ersten <-Zeichen die
a2€C
(a1,Z§)€OK0
Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwenden. Wegen ( Y 1)Y/2 = #C’é/ ? liefert dies
a1€Co

(112.6) #Ko <#C- (> (Y 1A

a1€Cy  a2€Cy
(al,az)GKo

Verwenden wir (11.2.4) und erneut die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bei festem a; € Cy, so ist

0< > 1= [1- > US(X V(X X )
42€Co 0<i<y  aeCyy 0<i<y 0<i<y aseCyy
(aha?)eKO 0<j<z (al,a2)€K0 0<j<z 0<j<z (al,ag)EKo

< Xo(l) ( Z ( Z 1)2)1/2’

0<i<y  a2eC;;
0<j<> (al,az)EK()

denn nach (11.2.4) gilt auch 3> 1= (y+1)-(2+1) < X°W. Dies in (11.2.6) eingesetzt impliziert
0<i<y
0<j<z
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(11.2.7) #Ky < #C7 (3 X0 3 (3 1))

a1€Cp 0<i<y a2€Cy;
0<5<z (al,ag)EKo

= X0 gCP (X Y (Y vy

0<i<y a1€Co  a2€C;
0<j<z (a1,a2)EKo

KXW P (XM sup 3 (Y DY)
Ogiéy a1€Co  a2€C;
0<j<z (a1,a2)€Ko

= XU #C% sup (X (S 1YV
0SSV g1eCy  azeCyj
sz (a1,a2)€Kp

wobei wir bemerken, dass an der entsprechenden Stelle in [1, S.31] einige typographische Fehler

unterlaufen sind. Fir fixierte ¢, 7 mit 0 < i <y, 0 < j < z schitzen wir

)SEED ST SENND SENNEE

a1€Co a2€c¢7j a1€Co (az,a;)GCZ? )
(a1,a2)€Ko J
(a1,a2)€Ko, (a1,a5)€Ko

#{(al,ag,a;) S CO X 0127] ’ (al,ag) € Ko, (Gl,@;) € Ko}
nach oben ab. Wir finden

{(Gl,dg,a/2> € OO X CZ] ‘ ((Zl,az> € Ko, (al,a;) € Ko} -

{(al,ag,a;) e N x sz,j | 3 vl,vi,vg,v;,vg,vé,m,v; e [-V,V]nZ\{0}, 1 < v, v <V

! ’ / /
v +v3X + vy vyay + 3 X +v4} -
o vy -

{(a1,as,ay) € N x C’Z-%j | 3w, 0}, g, Uy, U3, Vg, 4, v € [V, VINZ\{0}, 1 <v; <vy <V

3]

/ ! ! !
0y +v3X + vy vyay + vz X + v4} U
o vy

{(a1,as,a,) € N x C’Zj | 3wy, 0}, g, Uy, U3, Vg, U4, vy € [V, VINZN\{0}, 1 < vy < vy <V

a1

/ I ! ’
_ vay +v3X + vy vyay + vz X + v4}
o vy ’

a1

wobei wir die erste Inklusion durch Substitution einzelner v; durch —v; und wegen Cy C N

erhalten. Die letzte Menge enthélt aus Symmetriegriinden genau so viele Elemente wie
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{(ay, a5, az) € N x sz,j | 3wy, 0}, g, Uy, U3, Vg, U4, vy € [V, VI NZN\{0}, 1 < vy <vy <V

 vyay +usX Uy vaas 4 v3X +v4}

/
U1 U1

3]

. . ’ . / . . .
und nennen wir darin as nun a, sowie v; nun v; und umgekehrt, so ist diese Menge in der

vorletzten Menge, also jenen Menge vor dem U-Zeichen, enthalten. Somit kommt

#{(a1, a2, a5) € Cy % C?i 1 (a1, az) € Ko, (a1,a5) € Ko} <

2#{(&1,(12,&/2) € N x Cz?,j | 3 vl,v;,vg,v;,vg,vé,v4,v; e [-V,V]nZ\{0}, 1 < vy <wv <V

/ ! / /
_ vap +usX + vy vaay + 03X + oy

- 1.

/7
U1 (%1

aq
Ferner gilt

{(a1,as,ay) € N x = V1, ), Vg, Vg, Vg, Vg, Vg, Uy € =V, VINZ\{0}, 1 < vy <0y <V

. VaQg + 'U3X + vy
(%1 (%1

{<a17a2aa’l2) € N x 012,] | = 61,171/,112,21/2,113,1);’,114,’0; € [_‘/7 V] mZ\{O}7 1< ,Jl/ <v; < ‘/7

7 /X+/

Voly + ¥ v

20y T Vs 4
a = 7 }C

, X / / /X ’
ggT(5,57) =1: § .= 2022 T DG TR T ¢ gy oy A ay]S} = N,

(%1

!

v U
! l

99T (vy,v1) 99T (vy,v1)

dass aus a1, v; # 0 insbesondere voas + v3 X +v4 # 0 bzw. S # 0 folgt, wobei S = a4 ~ggT(v’1, v1)

. . ~ . ~ . . /
indem wir v; = € N sowie 17 = € N fiir obige vy, v, setzen und beachten,

wegen a; € N ebenfalls ganzzahlig ist. Dies liefert

S (Y 1< N

a1€Cy aQGCiJ'
(al,aQ)EKO

Es gibt ein m € Ny, m < logV < logX mit 2™ <V < 2™H (& 1 < V < X), sodass
m+1 < logX = X°W gilt (< log X > 1). Ferner definieren wir fiir r = 0, ..., m die Menge

N, := {(al,ag,a;) € N x C’Zj | Hvl,v;,vz,v;,vg,vé,w‘,vé e [-V,V]nZ\{0},

1 S Ull S U1, U1 € [2T7 27’-&—1]’ ggT(Ulavll) =1:

S :

i ! ! !
~vap +usX + vy veay + 03X +uy
- I

Ul 'Ul

€ Z\{0} A ay1|S},
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womit N C 6 N, und #N < (m+1)- sup #N, < X°D . sup #N, gilt. Insgesamt ist also
r=0

0<r<m 0<r<m

(11.2.8) Z ( Z 1)2 L #N K xo, sup #N,.
a1€Cy  az2eC} 0<r<m
(alya2)€K0

Fiir festes 0 < r < m schétzen wir #N,. ab und setzen V; = Vi (r) := 2" < 2™ < V. Offenbar gilt

#NT S #{(a17a27a/27U17U/1) "‘71}471):1) € N X 012,] X ([_V7 V] ﬂZ\{O})S |

1 <wvy <oy, v €27, 274, ggT(vi,0;) = 1,

’ / / /
g . V202 +v3X + 05 vyay + 03X + 0y
- - 7

U1 (%1

e Z\{0} A a1|S}.

Wahlen wir ag,a;,vl,vi, ...,1)4,1121 gemafl den Bedingungen in der letzten Menge fest, so ist
1< |5 = |W| < |vgag + 13X +vy] <2VX 4+ V < X2, womit fiir a; € N als Teiler von

S bzw. |S| nach der Teileranzahlabschitzung nur << X°") Werte in Frage kommen. Also ist

(11.2.9) #N, <
XU 4l (ag, ay, v1, 0y, ..., 04, 0y) € Ci2,j x ([-V,VINZ\{0V)* |1 < vy <y,

/ Voo + v3 X + v Vot + Ve X + v,
v € Vi, 2V, ggT(vi,vy) = 1, =12 - =223 11,

’
Ul Ul

wobei wir die letzte Menge mit ) = @), bezeichnen. Weiter setzen wir

B = B, := {(ay, ay, by, by, b3, bs) | ag, a5 € Cij, by € Z, |by] <K VIV V 1 <5 <4, biby #0

blag + bga; + ng + b4 == 0}

und sehen, dass jedes Tupel (as, a;,vl, v/l, ...,v4,v;) € (@ iber b, = v’lv2, by = —vlv;,
by = U;Ug — vlvé und by = vllv4 - vlv; ein Tupel (ag,a;,bl,b27b3,b4) € B induziert, denn
|bs| < ViV V1 < s <4 folgtaus 1 < vll < v; <€ Vi und wir erhalten byas +bga/2 +b3 X +b,=0

durch einfache Umformungen aus der Gleichheit der Briiche.

Fiir ein fixiertes Tupel <a,2,a/2,b1,b2,b3,b4) € B iiberlegen wir uns, von wie vielen Tupeln

! ! ! . . . . .
(ag, Gy, V1, vy, ..., vg,0,) € Q dieses fixierte Tupel induziert wird.

. / / / . . . ! /
Sei (ag, ay, vy, vy, ..., v4,0,) € @ ein solch induzierendes Tupel. Wegen by = v, vy, by = —vyv, und

b1, by € Z\{0}, |b1], |b2] < V1V < X? (<= b1y # 0) gibt es nach der Teileranzahlabschitzung
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jeweils < X° mégliche Paare (v}, vs) bzw. (v1,vy), sodass also auch nur < X°0 Tupel

(v1, vy, v, v5) mit 1 < v <oy, v1 € [Vi, 2Vi] und ggT'(vy,v;) = 1 in Frage kommen.

Fur gegebene vl,vll mit 1 < vll < vy, v € [V4, 2V4] und ggT(vl,v;) = 1 gibt es wegen
bs = vyvs — v1vy auch nur O(%) mogliche Paare (vs,vs) mit vs,v5 € [<V, V], denn aufgrund
99T (v1,v;) = 1 sowie by = v v3 — v1vy liegt die Restklasse von v3 mod v; iiber die Restklassen
[b3],, und [v}],, fest, sodass fiir v3 € [V, V] genau O(%) = O(%) (v =V, 1<ViKV)

Werte in Frage kommen, wobei mit gegebenem v3 auch vé mittels b3 = Ullvg — vlvg festliegt.

Analog dazu gibt es fiir gegebene vi,v; wie oben nur O(%) mogliche Paare (vy,v,) mit
v, vy € [=V,V], indem wir by = vjvy — v1v; bzw. die damit festliegende Restklasse von v,

mod v; ausnutzen.

Also wird das fixierte Tupel (as, ay, by, by, bs, by) € B von nur O(X°M . % . %) = O(Xx°W. %)
Tupeln (ag, ay, vy, 0], ..., v4,v5) € Q induziert. Daraus folgt sofort #Q < X°W) . “;—; - #B und

nach (11.2.9) die Abschitzung
0 oy V2
(11.2.10) #N, < X°W . 40, <« X°W. 7 4B,

Somit verbleibt die Abschitzung von #B = #B,. Sei (ay, ay, b1, by, bs, by) € B gegeben. GemaB
Definition von B gibt es dann nur O(#C,V#V?) mégliche Tupel (ay, by, bs, by), denn fiir by, bs, by
kommen jeweils O(V;V) Werte in Frage und fiir a, € Ci; genau #C; ; < #Cy (<= C;; C Cp).

Fiir jedes dieser Tupel (ay, by, bs, by) gilt biag = —(byay + b3 X + by) # 0 (<= by, as # 0), sodass
wegen 1 < |bga’2 + 03X + by <K IVX + ViVX + V1V <« X3 und der Teileranzahlabschitzung

nur < X°Y Paare (b1, ay) in Frage kommen. Insgesamt ist daher
(11.2.11)  #B, < X°W . #C,V3V3,

. . . . o ’
Nun schatzen wir # B auf noch andere Weise nach oben ab. Dazu seien zunéchst as, a, € C; 5

sowie by € Z\{0} mit |b;| < V1V fixiert. Wir setzen
B((Ig, alza bl) = {(a27 (1/2, bla b27 b37 b4) € B};

sodass
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#B(ag, ay, by) < #{(by, b3, by) € Z2 | |bs| < VIV V 2 < 5 <4, by X + by = —byay — bya,}

Vv .2
X

b3 X + by = —byag mod ay, by = —

< #{(ba, b3, by) € Z° | |bs]| <

) ‘b4’ < Vlvy

b3X + b4 + blag}

ay
V V M QZ ’

— #{(bs, by) € Z* | |bs] < — x |bs| < VAV, b3 X + by = —bras mod a, }
gilt, denn aus bz = —% folgt |bs| < |b1|a2+‘§?‘a2+|b4| < YWV wegen |by], |bal, [ba] < ViV
sowie as, a; = 2! (< ay, aIQ € (; ;) und fiir gegebene b3, by mit b3 X + by = —bjas mod a/2 liegt,
auch by = —Xtbatbias « 7 fost Damit haben wir

Ay
(11.2.12)  #B(ay, ay,by) <
v .2

#{(bs, by) € 7% | |bs| < , |ba] < VAV, b3 X + by = —bras mod ay}

X

gezeigt, wobei wir die letzte Menge mit B*(ay, ay, by) bezeichnen und 0.B.d.A. B*(ay, ay, by) # 0
annehmen diirfen. Damit gibt es ein Paar (bsg,bso) € B*(ay,ay,b1), d.h. insbesondere gilt
bs0| < Vl;'zi, bao| < ViV und b3 X + byo = —brazy mod as.

Nun ist jedes Paar (bs,bs) € B*(ay,ay,by) in der Form (bs,by) = (bsg,bao) + (b, by) mit

(b, by) € Z2, by X + by, = 0mod ay und |by

< %'Qi, b,| < ViV darstellbar. Letzteres erhalten

wir namlich aus |by| < [bs] + |bs0| < % sowie |by| < [ba] + |bao| < VAV. Daher ist

(11.2.13)  #B(ay, ay, by) < #B*(ay, ay, by) <

b: . WVe2, / / ,
#{( b? ) S Z2 | |b3‘ < . X ) |b4| < ‘/1‘/; ng + b4 = Omod CL2},
4

wobei das zweite <-Zeichen steht, weil fiir verschiedene Paare (b, by) € B*(ay, ay, by) auch die

so induzierten Paare (by, b,) = (b3, bs) — (b3, bs) mit den obigen Eigenschaften verschieden sind.

b / / !
Wir setzen A := {( f)’ ) € Z? | ;X + b, = 0mod ay} C R?. Dabei ist A C Z?* eine ad-

4

ditive Untergruppe von R?, weil A bzgl. der Addition abgeschlossen ist, den Nullvektor

und auch die jeweiligen additiven Inversen enthilt. Wegen A C Z? ist A ebenfalls diskret
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und folglich nach Satz 1.3.1 in [12, S.11] ein Gitter.

1 0

Ferner bilden die Vektoren , | € A eine Basis von A, denn sie sind linear

) 1 0 0 ,
unabhéangig (beachte: s - +t- | = = s =t =0 wegen a, # 0) und je-

-X Qo 0
b - 3 1 0\

der Vektor | € Alist in der Form = +t- .| mit s,¢ € Z darstellbar.

bé . !/ / /! .
Aus | 7 | € A folgt némlich b3 X + by, =1 - ay fir ein ¢ € Z und wir

by

wahlen s = b;} € Z, sodass vorige Gleichung erfiillt ist.

1 0 , , ,
Folglich ist dim A = 2 und det A = || X = ay =<2 (= ay € Ciy).

Ferner besitzt A nach Proposition 3.1.9 in [11, S.205] eine Minkowski-reduzierte Basis U, U, € A,

(% —. —.
wobei vy, = | | e A\{0} ein kiirzester Vektor in A\{0} ist. Nach Definition von M
2
V2.1
und v X 4 vz; = 0 mod aj ist insbesondere ||7i]| = (v, + v3,)"* > My = 27, denn

(v1.1,v21) € Z2\{(0,0)} und ay € C; ;. Also gilt |7 | > 27.

Aus (11.2.13) ergibt sich

/ b / .2t
#B(az, ay, by) < #{ bf’ € M| |by] < =, 0y < WV}
4
b. , V\V.2i
= #{ b? GAHb3|§Cl'177 by < c2- VAV'}
4

mit Konstanten c;, ¢y € R, sodass nach HS1 Lemma 11.2 mit Ny = ¢; - VIE/('T und Ny = - V1V

die Abschétzung
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maX{Nl, NQ} NlNQ V1V ‘/12‘/2 . 21
1 . :
G deh ST Ty

W vy
29 X

(11.2.14)  #B(as, ay, by) < 1+

=1+

folgt, wenn wir max{N;, N} < max{vly('T,VlV} =NV (<20 <2 < X) und ||o] > 27

sowie det A = 2! verwenden.

Weiter gibt es O(#CZ, - V) = O(X°W - min{#CZ, (27)'} - ViV) Tupel (az,a,,b;) mit
ag, ay € Cij, by € Z\{0}, |b1] < ViV, wenn wir uns an (11.2.5) #C;; < X°M - min{#Cy, (27)?}
erinnern. Folglich existieren auch nur O(X°M - min{#C2, (29)*} - V1V)) Mengen B(ay, ay, by).
Aus der Definition von B = B, bzw. B(ay, ay,b) sowie (11.2.14) erhalten wir damit

wv o VEV?

(11.2.15)  #B, < X°W . min{#C2, (2} - ViV - (1 + —— 5t )

Verwenden wir min{z,y} < 2%y*~* V z,y € R}, s € [0, 1], so kommt

. Vo VRY?
min{#C3, ()"} ViV (1+ =+ ~) <
2172 31/3
V2V #02 VlXV <
V2V2 V3V3
#02 1 —
X
‘/13‘/3
X .

#C5 - ViV + min{#C3, (27)'} -

#C5 - VIV + (HCH)¥* - (2 —L—

H#C2- VIV + #C VAV 4 #C2

Dies in (11.2.15) eingesetzt liefert

V13V3

(11.2.16) #B, < X°W . (#C2 -V + #C2* . VAV2 4+ #C2 - <)

Multiplizieren wir diese Abschitzung mit X°M) . “f—z und beachten V; <V, so gilt
1

2 6

4 1%
(11.227) X0 25 - 4B, < X (#CF - —+# Co* V4 #CF - ).
1

Ebenso erhalten wir durch Multiplikation von (11.2.11) mit X°®) . 2 > die Giiltigkeit von

V2
(11.2.18) x°W 2 #Br < XW - #Co- NV

1
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Nach (11.2.10), (11.2.17) und (11.2.18) ist

V2
#W<X“%W;#&

s

<<XW”mM#%-%Wp#Xff+#dmlﬂ+#@ x!

1

6

sxm*mmﬁwwwvi#%.—}+#ﬁ”xﬂ+#ﬁ ?)
1

3/2 Ve

XMW (#C” VE+#CE - )

fir alle 0 < r < m, denn min{#Cy-V,V?°, #C2- VS} < (#Cy- VL V)2 (#Cg.vvf)lﬂ — #03/2.‘/4'

Setzen wir dies in (11.2.8) ein, so erhalten wir fiir oben fixierte i, j die Abschitzung

V6

SO Y 1?2 #N < XMW sup #N, < XOW - (HCP V4 #C2- ).

a1€C() GQECLJ' 0<r<m X
(a1,a2)€K0

Folglich gilt diese Schranke fir alle 0 < i <y, 0 < j < z und daher nach (11.2.7) insbesondere

#Ey < XU G sup (30 (3 DAY

8§lzy a1€Coh GQECL]'
(a1,a2)€Ko

6
< X HCY ROV HCE L)
3

gxw%#%”«#@“4ﬂ+#%-§@>
of 5/4 1,2 0312 %4
= XU #C VG ),

was mithilfe von #Cy < #C und (11.2.2) die Abschétzung

#{(a1,az) € C? | 3 (vy,v9,v3,04) € [V, V]*NZ"\{(0,0,0,0)} :

v1a1 + voag + UgX + vy = 0}

V3
< #K0+O(#OV2XO(1)) <<X0(1) (#05/4 V2+# 3/2 X1/2>+#OV2XO(1)
of #03/2‘/3
KXW (FCV VI F)
of #03/2v3
< XU (HOWVE 4 $CPPV 4 an)

liefert, denn die Funktion im O(#CV?2X°M)-Glied ist reellwertig und der Summand #CV2X°(W

wird durch den Hauptterm absorbiert.
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Damit ist Lemma 11.2 bewiesen und ferner die Anzahl der Paare in der betrachteten Menge

sogar < X . (#C5/4. V2 4 #C;//QQW ). Wir belassen es aber bei der unscharferen Abschitzung,
um den Nachweis von Proposition 9.4 in der in [1, S.33] dargestellten Form iibernehmen zu

konnen.

Somit sind alle Lemmata, die wir in den vorigen Kapiteln speziell zur Kontrolle der Minor-Arcs

benoétigen, nachgewiesen.
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12. Siebabschatzung

In diesem Kapitel leiten wir aus den Propositionen 5.1 und 6.1 sowie dem
,Fundamental Lemma of the Combinatorial Sieve Theory”, welches wir im Folgenden mit FL.CS

abkiirzen, Proposition 12.1 her. Fiir eine Menge C C Ny und d € N, z € R" definieren wir
Ci={ceNy|edeC}, C;:={ceC|dlc} sowiec S(C,z):=#{ceCC|plc=p> =z}

In [1, S.34] steht ein >-Zeichen in der letzten Definition, welches aber spéter einige Probleme
verursacht. Daher das >-Zeichen. Wir weisen nochmal darauf hin, dass wir mit p oder p; stets

eine Primzahl meinen und setzen ab sofort

9 17
91::2—5—1—26%0.36 A QQ:ZE—%%OA% A 0:=60, —0; ~0.065.

Dabei sind insbesondere 6y, 65, # € QT wegen € € Q. Zum Nachweis von Proposition 12.1 wird

das Lemma 12.2 vorangestellt, fiir das wir folgende Hilfssétze benotigen.

HS1 Lemma 12.2:
Fir s € R und die gegebene Basis b sei N(s) :={n € Ny |n < s, ggT(n,b) = 1}.
Dann gilt #N, = 242 . s+ O(1) V s € R,

Bewers:
Es darf s > b angenommen werden, denn fiir s < b ist die Aussage trivial, wenn wir uns daran
erinnern, dass alle von b abhéngigen Konstanten absolut sind. Wir schreiben n = m - b+ z mit

z€40,...,b— 1} und m € Ny und sehen, dass g¢gT'(n,b) =1 < ggT(z,b) = 1 gilt, woraus wir

R(s):={neNg|n=m-b+2z, 2€{0,....,b—1}, g9T(z,b) =1, m € Ny, m < L%j -1}
C N(s) C

S

Q(s) ={neNy|n=m-b+2z, 2€{0,...,b—1}, ggT(z,b) =1, m € Ny, m < LbJ—l—l}

erhalten. Nun kommen fiir z unter den Bedingungen in R(s) und Q(s) genau ¢(b) Werte in

Frage, wihrend es fiir m unter den Bedingungen in R(s) bzw. Q(s) genau |7] bzw. [{| + 2

Méglichkeiten gibt. Also gilt 7] - ¢(b) = #R(s) sowie #Q(s) = ([;] +2) - p(b), was
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HS2 Lemma 12.2/ Bedingung im FLCS:

Gegeben seien s, € R mit 2 < s < r. Dann gibt es eine von s und r unabhéngige absolute

Konstante C' € RT, sodass

1 1 C
7<og7“

(14 —)

log s log s

gilt.

Beweis:

Aus der Reihenentwicklung log(ﬁ) = § % fir y € R, |y| < 1 kommt analog zu [2, S.3]

og( T (1= 5= 3 log(( 1—]; =Y L4 B mitE = ZZ

s<p<r p s<p<r sgpgr]) s<p<r k= 2

also JI (1-— ;1))_1 =exp( X —|— E). Nach dem Satz von Mertens [2, S.8 Satz 1.1.5] ist
s<p<r s<p<r
> % = log(logz) + A + O(i; ! ) V x € R, x > 2 mit einer Konstanten A € R, was

p<w

1 1 1
Z Z - — Z = log(log ) — log(log s) + O(——) = log( ogr> + O( )
s<p<rl) p<r p<$ IOgS IOgS IOgS
wegen 2 < s < r liefert. Insgesamt gilt daher
1 log r
1 1—-)!t=exp -+ F)= -exp(O + E).
(1) sq.ng( ) (S;T ) og 5 ( (logs) )
< % fiir s > 2 folgt
0<E= Y Y < Y Y =Y e Y <
s<p<r k=2 kpt 2 s<p<r k= A T2 s<p<r 1—= p  s<p<r p(p—1)
% I LXJ: (Lo 1 1 <1 L
Syl n(n—1) w1 om ls]—1 |r] log s’
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Lr]
_ 1y ‘ 11y _ 1 1,1 1 1 1 :
also B = O(logs), indem wir }° (=5 —-) = RN R ST schreiben

n=|s|

und sehen, dass sich je zwei aufeinanderfolgende Summanden wegheben. Einsetzen in (1) liefert

1 log r 1

-exp(k -
og s log s

)

s<p<r p

mit einer von s und r unabhéngigen absoluten Konstanten k& € R* (log s > 0). Nun zeigen wir

1
ogs

exp(k- ) <1+ & fir eine absolute Konstante C' € R™, die nicht von s oder r abhéngt.
Die Funktion f :]1,00[— RT, f(s) =k - @ ist streng monoton fallend und geht fiir s — oo
gegen Null, sodass es eine Schranke Sy € R, S, > 2 gibt mit 0 < f(s) < 0.5 V s > Sy.

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion liefert

expll- ——) = exp(f(s) = 5 L 14 () 1+ 30 L

log s
und es gilt nach der geometrischen Summenformel insbesondere

Lt
L= f(s)

ST < 5 o = P 3 1o = 16 <2 () < £(5)

n

fir alle s > Sk, denn dann ist 1 > 1 — f(s) > 0.5 > f(s) > 0. Daher gilt

1
—)<14+2- =1 > Sk
(3) exp(k logs)_ +2- f(s) + Vs> S

log s

Fir 2 < s < S ist exp(k‘ﬁ) < exp(k- =) und wir definieren Cy := exp(k‘@)dog(Sk) e R*

.log2
C 1 1
ety = Pk z) = exp(h - gp) V2 <5 <8

> 14

(beachte: Sy > 2), sodass 1 + Cgos

lo
gilt. Setzen wir C' := max{Cy, 2k} € R*, so ist diese Konstante absolut und von s sowie r

unabhéngig, weil dies auf £ und damit auch auf Cy zutrifft. Aus (3) kommt insgesamt

1 C
4 ke —) <1+ — Vs>2
(4) exp( logs) =0 log s 5=

und daraus nach (2) das gewiinschte Resultat.

HS3 Lemma 12.2:
Fir 6 €10, <] sei u = u(d) = & - . Dann gilt 62 - u™*/? < exp(—d~%?) fiir alle § €]0, £], wobei

die Konstante in < unabhéingig von u und ¢ ist.
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Bewezs:

—u/2

u

Wir beachten u > 2 sowie u 5

= exp(logu - —%) = exp(—=% - 5 - log(5 - 3)) und zeigen zunéchst

u™? < exp(—6711), fiir alle § €0, £], wobei die Konstante in < nicht von u oder § abhéngt.

Die Funktion f :]0,£] — RT, f(§) = £ -log(s) ist streng monoton fallend und geht fiir

d — 0 gegen o0, sodass es eine Schranke Si(e) €0, {] gibt mit

a -10g((15) = FO) 2145 log(i) Y 0<5<Sie).

£. 2
Wir setzen k = k(e) := %ﬁj(f) € RT (<= €< 2), sodass 1+

Nun ist aber auch f(d§) = £ -log(5) > 0 insbesondere fiir alle

-log(2) = k- Si(e) gilt.

>0 > Si(e€), was

BSla |

2) 6olog(l)—i—k'Sl(e)>k'51(e):1+z~log(i) vV E>6>Si(e)

4 o

liefert. Aus (1) und (2) folgt wegen k- § > 0 die Abschitzung

€ 1 € 2
—log(=)+ k- 1+ - " log(—-) V <
(3) 1 og((s) k-6 > 1 og(e) 0<d

A

und daraus wegen 0 € [0, 1] bzw. 6 <1 fiir 0 €0, {] insbesondere

€ 1 € 2
4 — -1 — . € — ] - <
(4) §-log(5) + k0> 6+ log(7) V0<4<

YR

Leichte Umformung von (4) ergibt £ - 5 -log(5 - 5) +k > 6717 V 0 < § < £, woraus wir
1 1 1 1
exp(i 5 log(g : %) + k) = exp(i '3 ~log(5 : %)) ceF > exp(07T) VO0<6< i

erhalten. Da k = k(e) und folglich e* eine von u und § unabhiingige Konstante ist, liefert dies

unter Beachtung des einleitenden Satzes

(5) uw? <exp(—61) V0<<

]

mit einer von v und ¢ unabhingigen Konstanten in <.

Wir verwenden folgend héufig logd = —|logd| V 6 €]0, {], denn § < 1.

Die Funktion g :]0, <] — R, g(0) = 3 -6~ +2-log(d) = 5 - exp(|log(d)|- (1 —€)) — 2 |log(d)]
ist fiir hinreichend kleine ¢ € ]0, {] streng monoton fallend und geht fiir § — 0 gegen -+o0,

sodass es eine Schranke Sy(€) € ]0, {] gibt mit g(6) >0 V 0 <6 < Sy(e).
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Also ist 2 - |log(6)] < 1 - exp(]log(d)| - (1 — €)) und daher

571 + 2. log(8) = exp(|log(d)] - (1 — €)) — 2 - | log(6)]

1 1
> = exp(|log(8)] - (1= €)) = 5 -7

fiir alle 0 < § < Sa(e) < §. Da 6 €]0,.5;(¢)] €10, ] und damit sehr klein ist, gilt

L.g71*e > §72/% und folglich 671 + 2 - log(6) > 6%/ V 0 < § < Sy(€), woraus wir leicht
(6) exp(—019) 672 <exp(—02%) V0 <3< Sy(e)

folgern. Im Fall §{ > ¢ > Sy(e€) gilt (6) ebenfalls mit einem <-Zeichen anstatt des <-Zeichens,
wobei die Konstante in < unabhéngig von ¢ ist. Dann ist ndmlich ¢ < 1 und damit die linke

sowie die rechte Seite von (6) jeweils < 1. Daraus folgt insgesamt

(7) exp(—67) - 62 <exp(—6%?) V0<d§<

=~ o

mit einer von 6 unabhéngigen Konstanten in < und nach (5) das gewtinschte Resultat.

Lemma 12.2
Sei X = b* (k € Ny) eine hinreichend grofe b-Potenz, sodass insbesondere (log(log X))~! €]0, £]
ist. Wir erinnern an die Definition B = B(X) = {n € Ny | 0 <n < X} im Nachweis zu

Proposition 6.1. Dann gilt

#A 5 _ #A
Ay, X° . X _572/3y.
3 %;7776’5( 4, X°) — Ko X S(Ba, X°)| < exp(—6—77) g
pld = p>X?°

fiir alle § € [(log(log X)), £], wobei die Konstante in < unabhéngig von ¢ ist.

Beweis:

L. Wir fixieren d € [(log(log X)), €], setzen D := {d € N|d < X°/7"< A p|d = p > X°} und

log X
log(log X)

withlen X hinreichend grof, sodass X° = exp(log X - §) > exp( ) > b ist. Somit ist auch

D={deN|d< X7 ggT(d,b)=1 A pld=p>X°},
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denn aus p|d = p > X° > b folgt insbesondere p { b fiir alle Primteiler p von d, also ggT'(d, b) = 1.
Ferner definieren wir B = {n € B | ggT(n,b) =1} = {n € Ny | g¢T(n,b) =1, n < X} und
zeigen zunéchst #B’ = @ -H#B = @ - X.

Nach Definition besteht die Menge B’ aus allen im b-adischen System k-stelligen Zahlen
n = (Np_1..10)p < X = b* mit n; € {0,...,b—1} V 0 <i < k — 1, wobei fithrende Nullen
erlaubt sind, deren Einerziffer ng € {0,...,b — 1} teilerfremd zu b ist, denn genau dann gilt
nédmlich ggT'(n,b) = 1. Dabei kann ny genau ¢(b) Werte annehmen (beachte: b > 2), sodass
#B' = p(b) - 0Ft =20k = @D 4B il weil fiir die Ziffern n; mit 1 <@ <k — 1 jeweils b
Werte in Frage kommen. Also gilt

(12.2.1) #B' = Ef) H#B = *‘)(bm - X.

Fir d,e € N, ggT'(d,b) = ggT(e,b) = 1 liefert HS1 Lemma 12.2 die Giltigkeit von

#{neByleln} =#{neNy|nde B A en} =

X
#{n € Ny | ggT(nd,b) =1, nd < X A eln} =#{m € Ny|ggT(m,b) =1, m< —} =

de’
20 X o) = 90(2/1’

e -#B 4+ O(1),

wenn wir fiir n € Ny, e|n insbesondere n = m - e mit m € Ny definieren und dann

99T (nd,b) =1 < ggT(m,b) = 1 beachten (<= ggT'(de,b) = 1). Dies liefert

(12.2.2) #{n e B,|eln} = @(si/b - #B + Ry(e) mit Ry(e) = O(1)

V d,e €N, ggT(d,b) = ggT'(e,b) = 1.
Fird e N, ggT(d,b) =1 ist

S(Bay, X)) =#{neBy|pn=p>X}=#{neNy|ndeB A pn=p>X°}=
#{necNy|ndecB, g¢gT(nd,b) =1 A pln = p> X’} =

#{neNy|ndeB' A pln=p= X} = #{ne By |pln=p > X°} = S(B), X?),
weil aus p|n folgt p > X° > b, also p1 b fiir jeden Primteiler p von n und daher gg7T'(n,b) = 1:

(12.2.3) S(Bs, X%) = S(By, X°) VY deN, ggT(d,b) =1 bzw.d € D.
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Wir verwenden das ,Fundamental Lemma of the Combinatorial Sieve Theory” (kurz: FLCS) in

der folgenden Version :

FLCS:
Sei A C Ny eine endliche Menge und A, = {a € A|e|a} fiir e € N mit #A4. = 29 . #A4 + R'(e),

e

wobei w : N — R eine multiplikative Funktion mit der folgenden Eigenschaft ist :

1 C
(%) Es gibt Konstanten ¢,C' € R, sodass [ (1— @)*1 < ( ogr)c. (1+ )
P log s log s
s<p<r
fir alle s,r e R, 2 < s <7 gilt.
Ferner sei P C P eine Menge von Primzahlen und wir definieren P(z) := [ p sowie
peEP
p<z

S(A,P,z)=#{a€ A|peP Apla=p>=z} firzeR, z>2.
Dann gilt gleichméafig in v € R, v > 1 und z € R, z > 2 sowie A und P die Abschiatzung

S(A P2 = #A4- T1(1 - “2) (14 0.cw ™) + O 3 IR ().
2 7

Diese Version des FLCS erhalten wir aus Corollary 6.10 und Theorem 6.12 in [3, S.69-70].
Insbesondere stimmen unsere Definitionen im FLCS im Wesentlichen mit jenen in der Quelle [3]

iiberein. In Corollary 6.10 und Theorem 6.12 entsprechen dabei s, k, D gerade u, ¢, z* aus obiger

Version des FLCS.

Wir schen, dass die Abschitzung (5.38) in [3, S.42] mit g(d) = 2 V d € N nach

HS2 Lemma 12.2 insbesondere fir kK = ¢ =1 und K = 1 + - mit der absoluten Konstanten

log 2
C € Rt aus HS?2 erfiillt ist.
Fir s < ¢k + 2 <6, wobei ¢; = 3.591 < 4 die im obigen Theorem 6.12 erwahnte

Konstante ist, entspricht der Summand 46(9x + 1)~ - e?*~* K1 in Corollary 6.10 gerade einem
Occ(1) = Oec(s7/?) = Opc(u™?) (= 10] <1, 1 < s <6).
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Fiir s > ¢1k + 2 verwenden wir Theorem 6.12, in welchem der entsprechende Summand
OK" - exp(—slogs + slog(log(sK)) + O(s)) ebenfalls ein O, c(s7%/?) = O.c(u™"?) ist, zumal 7

nur von x abhangt.

Damit haben wir unsere Version des FLCS hinreichend mit Quelle [3] belegt.
Da ¢ =1 und C zwei absolute Konstanten aus HS1 Lemma 12.2 sind, kénnen wir folgend bei
Verwendung des FLCS einfach nur O(u~%/?) anstatt O, c(u"%?) schreiben, da wir in diesen

Anwendungsfillen stets w(n) =1 V n € N wihlen.

Sei d € N, ggT(d,b) = 1 fixiert. Wir setzen A =B, 2= X°>b>2, w(n) =1V n € N und
P =P\P(b) = {p € P|ptb}ins FLCS ein und bemerken, dass offensichtlich w : N — R
multiplikativ ist und nach HS2 Lemma 12.2 obige Eigenschaft (x) mit ¢ = 1 besitzt.

Ferner ist A, = {n € A|eln} = {n € B, | e|n} insbesondere fiir ¢ € N, ggT(e,b) = 1 und daher

#A. = #{n e B, |eln} = £0)/b. #B + Ry(e) = M + Ry(e)

de €
- wie) HA+ Ryle) — Rde(l) - wie) #A+ Ry(e) (R(e) = Ryle) V e €N)

mit R,(e) := Ry(e) — RdT(l) = O(1) fir alle e € N, g¢gT'(e,b) = 1 nach (12.2.2), wobei letzteres

auch Ry(e) = O(1) und #A = #B; = #{n € By | 1|n} = 2OL . 4B + Ry(1) mit Ry(1) = O(1)

impliziert. Nun ist P(z) = P(X%) = [I p, also insbesondere ggT (b, P(z)) = 1 und es kommt
peEP

p<X5
S(A,P,2)=#{a€By|peP A pla=p>X°} =#{a€ B, |pla=p> X’} =5(B,, X?),

weil aus a € B, zunichst ad € B und damit gg7T'(a,b) = 1 folgt, also p € P ohnehin fiir alle
Primteiler p von a gilt. Daraus erhalten wir das zweite Gleichheitszeichen.

Fiir e|P(z) ist ggT(e,b) = 1 und es gilt ple = p < X° = z, sodass das zu addierende O-Glied
im FLCS ein O( Y |Ry(e)]) =O( > 1) ist. Zusammenfassend gilt nach dem FLCS

eSX‘)'“ GSX(;'u
99T (e;b)=1 99T (e;b)=1
ple = p< X9 ple = p<X?

1224) SBLx) = 0L up i pa)- [T0-Y a+0@2)+0( ¥ 1)

d p<X5 p eSX5~u
pfb 99T (e,b)=1
ple = p<X?

VueR u>1,deN, g¢T(d,b) =1bzw.d € D, wobei Ry(1) = O(1) ist.
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Wir wihlen u = £ - + > 2 (< § €]0,€]) in (12.2.4) und erhalten wegen 1+ O(u™"/2?) = O(1)

%
und R4(1) = O(1) V d € D aus (12.2.4) die Abschétzung

(12.25) [S(B,, X% — 7 ()/ #8B- 1] 1_,,<<

p< X9
pfb
1 1
[Ma->+ > 1+u?. 2 U/ H#B- [ (1-2)
p<X5 p e< X0 p<X5 p
ptb ggf(e,b)zl ptb
p\e:>p<X‘S
e 1
VdeDmitu=—--—.
mit u 9 5

Nun schétzen wir [] (1 — %) nach oben ab.

p<X?®
pib
Wir finden ] (1—2) = TII(1 - ;) =p 1, weil X° > b ist und iber 7 = w(b) Primteiler p
p<X° plb
plb

von b mit 1 — ;1) € [3, 1] multipliziert wird (beachte: PFZ von b in Kap. 6). Damit gilt

(12.2.6) H(1—1)<< H(l—l)ZH /H

p<X? p p<X? p<X? p<X?®
pib pib plb
1
<J0-9)<——
pgé 5 log X’

wenn wir zuletzt die Asymptotik [T (1 — Il))_1 =logx V z € R, x > 2 verwenden.
p<z

Diese leiten wir nun her. Aus [2, S.3] folgt fir alle x € R, x > 2 die Giiltigkeit von

1 1 1 1
log(J[TA—=)"") = log(( 1—]—9 ) =Y -4+ Emit 0< E< -, was

p<z p<x p<w 2

11— 1)_1 = exp() ! + E) < exp() 1) liefert.

p<w p<w p<z

Nach Satz 1.1.5 [2, S.8] ist 3° & =log(logz) + A+ O(57) und A+ O(55) = O(1) («= z > 2),
p<x

sodass insgesamt [] (1 — %)_1 = exp( Y %) = exp(log(logz) + O(1)) <logz V z € R, x > 2

p<z p<w

logx

gilt.

Summieren wir (12.2.5) tber alle d € D und beachten zusétzlich (12.2.6) und (12.2.3), so

(b) :
folgt wegen % < 1 insbesondere
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(12.2.7) Y |S(B4, X°) — ()/ #B- ] 1—f|<<

deD p<X?
ptb
_ #B 1 . e 1
do——+ > > 14 u 2. Yy = mitu=--—.
deDé logX JeD  oxo 5-log X log X deDd 2 0
99T (e,b)=1
p|e:>p<X5

Wegen 6~ < log(log X') < log X fiir hinreichend groBe X und u = § - % ist

1
Yo ——= <) 1< XO0/TT=¢ — X50/TT gowie
dep 0 - log X' ™ i)
Z Z 1= Z 1. Z 1< X50/77—e 'XE/Q < X50/77.
deD GSX&“‘ deD eSXe/Q
99T (e,b)=1 99T (e,b)=1
ple = p<X? ple = p<X?

Aufgrund der Eindeutigkeit der PFZ von d € D in Primfaktoren p mit X? < p < X/ gilt

1 1.
SR S I I oF T | NI
deD d< X50/TT—e XO<p< X50/TT k= op X5§p<X50/77 P
|d¢p>X‘s
I1 1— 97T« 1— )7t < 1og(X7T) /log(X?) =
p< X50/77 p<X8 p

indem wir zuletzt die Asymptotik [T (1 — %)_1 =<logz V z € R, x > 2 verwenden und
p<zx
XO0/TT > X9 > b > 2 beachten. Diese folgt direkt aus der oben gezeigten Asymptotik
11— }%)_1 = log x, denn der von p = z induzierte Faktor (1— %)_1 liegt in [1,2] (< p =2z > 2).

p<z
Aus HS3 Lemma 12.2 mit u = % . % schlie3en wir

#B
log X’

#B
—u/2 E : 52 . w2 I —572/3y.
“ 5-log X logX end < “ log X < expl )

wobei die Konstanten in < nicht von u oder ¢ abhdngen, was in (12.2.7) eingesetzt

(122.8) 3 [S(Ba, X%) — <)/ #B- [ ( |<<X50/77+exp( 52y, B
deD p< X0 log X
ptb
#B

< exp(—072/3) . og X

impliziert. Mithilfe 6! < log(log X) und #B = X erhalten wir das letzte <-Zeichen, denn es

. _5-2/3 1
gilt exp(—0 ) > exp((log(log X))2/3)

> 10g1X und daher exp(—0-%/3) - logX > (logX)Q > X/
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I1. Wir definieren A" := {a € A | ggT(a,b) = 1} und zeigen zunichst #.A4" = x - #A.

£0) , falls ggT (ag,b) # 1
Wir erinnern uns an die Definitionen von A = A(X) und x := b=l 0

21 falls ggT(ag, b) = 1

aus den Kapiteln 4 und 5, d.h. A ist die Menge aller im b-adischen System k-stelligen Zahlen
mit Ziffern aus {0,...,b — 1}\{ao} (beachte: X = b¥), wobei fithrende Nullen erlaubt sind.
Damit ist A" die Menge aller Zahlen a = (ng_1...ng), mit n; € {0,....b — 1}\{ao} fiir alle
0 <i¢ <k —1, deren Einerziffer ng in der Menge Ny = {n € {0,...,b — 1}\{ao} | 997 (n,b) = 1}
enthalten ist, denn genau dann gilt namlich g¢7'(a,b) = 1.

o(b) , falls ggT'(ao, b) # 1 ,
Nun ist #Ny = und damit liegen in A genau

e(b) —1 | falls ggT(ap,b) =1

(b— 1)1 . #Ny= (b—1)*-k =k -#A Zahlen, denn fiir die Ziffern ny,...,n,_; in der
b-adischen Darstellung von a = (ng_1...ng) € A’ stehen genau b— 1 Werte und fiir die Einerziffer

ng genau # Ny Werte zur Verfligung. Somit kommt
(12.2.9) #A =r-#A.
Fir d,e € N, ggT'(d,b) = ggT(e,b) = 1 ist

#{ac A |ela} =#{aeNy|ad e A, ela} = #{a € Ny | ad € A, ggT(ad,b) =1, e|a} =
#{d € AlggT(a,b) =1, deld’}

mit o’ = ad und wir definieren #{a € A, | e|a} := “£A + Ry(e) fiir obige d,e € N, woraus

’ K - -/4
> Y R@l= Y Y #aedlda - IR -
deD 6<X€/2 d<X50/77—5 6<X€/2 €

ggf(67b):1 99T (d,b)=1 ggf(e,b):l
ple = p<X? pld = p>X?° ple = p< X

-#HA
S Y #ae Al ggT(ab) =1, dea} - Z A <
d<X50/TT—c o< xe/2 de
99T (d,b)=1 ggT(eb)=1
pld=p>X% ple = p<X?

A
S Y #HaeAlggT(ab) =1, gla} —x- T2
q<X50/77—E/2 q:de q
99T (¢,b)=1 pld= p>X?°
ple = p< X9
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folgt. Fiir festes ¢ € N zeigen wir zunéachst > 1< 1.
q=de
pld=p>X°
ple = p<X?

Angenommen es gilt ¢ = d'¢ = d"e’, wobei d',d" und ¢,e’ den Summationsbedingun-
gen geniigen, d.h. nur Primteiler > X% bzw. < X? besitzen. Damit haben insbesondere d’ und
¢ sowie d” und €’ keine gemeinsamen Primteiler, sodass ggT'(d’,e") = ggT(d",e’) = 1 ist.
Ausg=d'e =d"e" folgt somit d'|d” und d"|d’, also d' = d" und ¢ = ¢".

Damit ist ¢ wenn iiberhaupt nur eindeutig in der Form ¢ = de mit p|d = p > X° und

ple = p < X° darstellbar, woraus sich die gewiinschte Abschitzung ergibt. Dies liefert

#A
(122.10) > > |Ra(e)) < D |#{a € A|ggT(a,b) =1, qla} — k- —
deD  e<Xxe/? q< X80/ TT—c/2 q
99T (e,b)=1 99T (g,b)=1
ple = p< X9
A
« A
(log X)°

nach Proposition 5.1 mit A := 5 und Q := X°%/7~</2 <« X%/7 . (log X)71°, Q > 1.

Analog zur Herleitung von (12.2.3) in Kap.I erhalten wir
(12.2.11)  S(Ag X°) = S(A;, X°) VY deN, ggT(d,b) = 1bzw.d € D,

wenn wir darin einfach B durch A austauschen. Wir leiten nun die (12.2.4) entsprechende

Aussage mit A anstatt B her, indem wir das FLCS verwenden.

Sei d € N, ggT(d,b) = 1 fixiert. Wir setzen A= Ay, 2= X >b>2 wn)=1 VY n €N und
P =P\P(b) = {p € P|ptb}ins FLCS ein und bemerken, dass offensichtlich w : N — R
multiplikativ ist und nach HS2 Lemma 12.2 obige Eigenschaft (x) mit ¢ = 1 besitzt.

Ferner ist A, = {a € A|ela} = {a € A} | e|a} insbesondere fiir e € N, gg7'(e,b) = 1 und daher

#A. = #lae Ay lela) = “ TN 4 o) = FAZ By
= “(:) - H#A+ Ryle) — Rde(l) = “(:) ‘H#A+R,(e) (R(e)=Rye)V eecN)

mit R,(e) := Ry(e) — RdT(l) fur alle e € N, ggT'(e,b) = 1, wobei wir obige Definition
#{a € Aj|e|a} = %4 + Ry(e) ¥V d,e € N, ggT'(d,b) = ggT'(e,b) = 1 verwenden, die auch

#A = H#A,=#{a € Ay|la} = =24 + Ry(1) impliziert, also Z£4 = #Ad_eRd(l)'
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Nun ist P(z) = P(X%) = [l p, also insbesondere ggT' (b, P(z)) = 1 und es gilt
peEP
p<X’

S(A,Pz)=#{a€ AjlpeP Apla=p> X'} =#{ae Ayl pla=p 2> X} = 5(4;, X0,

weil aus a € A, zunichst ad € A" und damit ggT'(a,b) = 1 folgt, also p € P ohnehin fiir alle
Primteiler p von a gilt. Daraus erhalten wir das zweite Gleichheitszeichen.

Fiir e|P(z) ist ggT(e,b) = 1 und es gilt ple = p < X° = z, sodass das zu addierende O-Glied
im FLCS ein O( Y |R,(e)]) ist. Zusammenfassend gilt nach dem FLCS

eSX&»u
99T (e,b)=1
ple = p< X9
’ K - #./4. 1 —au ’
(12.2.12)  S(Az X°) = ( T T R(1)- [T (=) (1+0(u PN+0C 3 |Ry(e))
p<X6 p egxé»u
ptb 99T (e,b)=1
ple = p< X9

VueR u>1,deN, ggT(d,b) =1bzw.d € D.

Wir wihlen u = £ -1 >2 (< § €]0,<]) in (12.2.12) und erhalten wegen 1+ O(u~"?) = O(1)

ahnlich wie (12.2.5) die Abschéitzung

/{-#.A.

(12.2.13) |S(A,, X°) — I[MIa-9<
p<X5
b
1 , CHA 1
RaOl- [TO-H4 S Rie)+u2 DA T
p<X6 p e< X0 d p<X6 p
b 99T (e,b)=1 b
ple=p<X?®
e 1
de Dmit u=—-~.
VY d & Dmitu 55

Verwenden wir die Abschitzungen (12.2.6) [] (1 — }D) < Mong sowie Y, 2 < 0! aus Kap I,
p<X® deD
ofb
summieren (12.2.13) tber alle d € D und beachten zusatzlich (12.2.11), so kommt wegen r < 1

- H#HA
(12.2.14) Z|S(Ad,X‘5)—“ #A I[Ia--)<
deD p<X’
i
1 / #A
Ry1)| - ———— + R(e)|+672 u 2.
Cg)’ d( )‘ 510gX g} e<§yu ‘ d( )’ lOgX
99T (e,b)=1
ple = p<X?
mitu:E-l.
2 0
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Wegen R)(e) := Ry(e) — RdT(l) firalled € D, e e N, ggT(e,b) =1 (= ggT(d,b) = 1) ist

> X IRI=X X [Rie) <

deD e<xbu deD  e<Xxe/?
99T (e,b)=1 99T (e,b)=1
ple = p<X? ple = p<X?
1 1
Y. > Rale)l+ Y [RaDI- Y =< +Z\Rd >, -
dED o< xe/? deD e<xe2 € ( og X deD e<xe2 €
99T (e,b)=1 99T (e,b)=1 ggT(e,b)=1
ple = p< X9 ple = p<X? ple = p<X?

mit v = £ - 1 nach (12.2.10). Letzteres impliziert auch

#A

DRI > [Rale)] € s
deD deD €§X€/2 (10gX)5
99T (e,b)=1
ple = p<X?

denn in der dritten (inneren) Summe wird iiber |R4(1)| summiert, weil e = 1 die Summationsbe-

dingungen erfillt. Ferner ist aufgrund der Eindeutigkeit der PFZ von e insbesondere

1 1
> -< Y =11 Z = J] 1->)" xlog(X°) =4d-log X,
e<xe/2 € eeN p<Xd k= op p<X? p
ggT(e,b)=1 P|€:‘P<X6

ple = p< X9

wenn wir die in Kap.I nachgewiesene Asymptotik [T (1— %)_1 =logx Vz € R, x > 2 verwenden
p<z

(beachte: X° > b > 2). Zusammengefasst ergibt dies mit v = § - 3 die Giiltigkeit von

)OI |Rd()|<<( +Z|Rd > i<<

deD e<Xxdbu deD e<X¢/2
99T (e,b)=1 99T (e,b)=1
ple = p<X?® ple = p<X?
#A #A #A
S-log X <« T
“ log X7 " (log X7 7T (log X1
sowie jene von
1 A 1 A log(log X A
d-logX  (logX)> ¢§-logX — (log X)5 log X (log X)®

deD

wenn wir ¢ € [(log(log X))~ £] gebrauchen. Nach (12.2.14) und HS3 Lemma 12.2 liefert dies
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- H#A 1 #A _ #A
12.2.15 S.A,Xa—ﬁ# . 1— )<« 22 4 5723y I
( ) dezg| (As X7) pga< P)| (log X)* exp( ) log X
pfb
_gay. A
< exp(—677) Tog X'

wobei die Konstanten in < nach HS% eben nicht von u oder § abhéngen. Ferner erhalten wir

das letzte <-Zeichen mithilfe der Abschitzung exp(—d=2/3) > @ aus Kap.I.

ITII. Wir multiplizieren Abschétzung (12.2.8) mit % “K - ﬁ, beachten x - ﬁ = 1 und

folgern daraus

fo#A Ly _br-#A 5 _g-asy. A
deZD| g pga(l D= oy g S B X0 < exp(—07) - T2
pfb

Addieren wir hierzu (12.2.15) und benutzen die Dreiecksungleichung in der Form

|z —y| <l|r—2z|+|z—y| Va,y,z € R sowie ky = & - ﬁ (vgl. Kap. 5), so erhalten wir das
gewiinschte Resultat. Der Zusatz iiber die Unabhéngigkeit der Konstante von § ergibt sich
dabei aus der entsprechenden Eigenschaft der Konstanten in (12.2.8) und (12.2.15), also im
Wesentlichen aus HSS3.

Proposition 12.1:
Sei X eine hinreichend grofie b-Potenz und k € N, k < 1 sowie R C [e, 1]¥ ein logarithmisches

Polytop. Wir erinnern an 6; = 2% + 2¢, 0y = % — 2¢ sowie 6 = 0y — 0. Dann gilt

Im Unterschied zu Proposition 12.1 in [1, S.34] wird hier iiber d < X179 mit 1 — 6, ~ 0.64
anstatt iiber d < X°%/77=¢ mit 50/77 — € ~ 0.65 summiert. Aus welchem Grund dies geschieht,

wird in Kap.V des folgenden Beweises klar.
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Beweis:

[.Sei D:={deN|d< X'""% 1x(d) # 0}. Wir erinnern an folgende Definition aus Kap. 6

_ i+ (logpr log py,
1 ,fallsn=p; .. ppmit (logX’ e 1OgX)

1z(n) = VY n €Ny
0 , sonst

und zerlegen D disjunkt in die Mengen

Dy ={deN|d< X", 1z(d) # 0},
Dy ={deN| X" <d< X' 1x(d) # 0} sowie
Ds={deN| X" <d< X" 1x(d) # 0},

sodass der Nachweis von

#A
log X

#A
X

() > S(Ag, X)) — & S(Bg, X?) = of

deD;

)

fir i = 1,2, 3 gentigt. Wir zeigen zunéchst ();. Dazu erinnern wir uns fir C C Ny, d € N und

2z € R* an die entsprechenden Definitionen zu Beginn von Kapitel 12 und erkliaren weiter

1) T,(C,d) := Z S(Cpy..pms X",
XN1<pm<...<p1<X?
dpl‘m'PmSXGl
2) Um(c>d) = Z S(CP1~--pm7pm)>
XN<pp <...<p1<X?
dpl'---'pmSXQI
3) Vau(C,d) = Z S(Cpy...pm> Pm)
XM<pm<...<p1<X?

X01<dpy-....pm (< X02)
dpi-...pm-1<X%1

fiir m € N sowie Ty(C,d) := S(C, X"), Uy(C,d) := S(C, X?) und V4(C,d) := 0, wobei wir

n = n(X) = (log(log(log(log X))))~" €]0, £] geméB Bemerkung 1 wihlen, d.h. insbesondere X
hinreichend grof8. Dabei gilt auch n = n(X) € 0, ] fiir hinreichend groBe X im Falle einer
anderen Wahl von 1 = n(X) gemafl Bemerkung 1, denn n = n(X) > 0 ist stets Nullfolge.
Ferner liefert Bemerkung 1 die Giiltigkeit von X" > 2 fiir hinreichend grofie X, denn dann
ist n = n(X) konstant gegeniiber log X fir X — oco. Wir beachten zudem, dass in 3) aus
dpi - ... pm_1 < X% und p,, < X? auch dp; - ... - p,, < X1+ = X% folgt, fiir m € N.
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Seid,m € Nund X" < p,, <...<p < X%mit dp; -...-p,, < X% Dann gilt

S(Corpms X") = S (Cprpms Pm) =

#{c € Corpn [Ple=p 2 X"} = #{c €Cpp,. | Ple=p = pm} =
#{c € Cpropn DIc=p= X" A Fq€P, X" < q<pm: qlc} =

#{c € Cp,. p, | kleinster Primteiler von c existiert und liegt in [X", p,,[} =

# |J {c€Cy. pn|qist Kleinster Primteiler von c},

X1<q<pm
qeP

wobei wir im letzten Schritt verwenden, dass fir jedes ¢ € Cp,. ,,. € Ny der kleinste Primteiler
q = q. € P, falls er existiert, eindeutig definiert ist. Dabei beachten wir, dass fiir ¢ = 0 der
existierende kleinste Primteiler gerade 2 ist, es fiir ¢ = 1 gar keine Primteiler gibt und fiir ¢ > 2

aufgrund der PFZ von ¢ die Aussage trivial ist. Mit ¢ = p,,+1 kommt

S<Cp1-~.pmaXn) - S(Cp1...pm7pm) =

Z #{c € Cp, p,. | Pm+1 ist kleinster Primteiler von ¢} =

X1<pm+1<pm
Z #{Cl € Cplu.pm“ |p|c/ = P 2 P+l } = Z S(Cp1~.-Pm+17pm+1)7
X1<pm+1<pm XM<pm+1<pm

wobei wir ¢ = ¢ - p,,,+1 benutzen. Dies liefert fir m € N insbesondere

Tm<ca d) - Um(ca d) = Z S(Cpl...pmaXn> - S(Cpl...pmapm) -
XM<pp<...<p1<X?
dp1'~~-'Pm§X91

Z Z S<CP1~..pm+1apm+l) = Z S<Cp1...pm+1apm+l) =

XM1<pm<...<p1 <X XT<pm+1<pm XM<prma1<pm<...<p1<X?
dpr-....pm < X% dp1-...pm<X%
Z S<CP1-..pm+1 ) pm+1) + Z S<Cp1...pm+1 5 pm+1) =
XM<pm1<...<p1 <X X"1<pma1<...<p1<X?
(dp1-..-pm<X°1) dp1-...pm < X%
dpr-...-pmi1<X%1 dp1-...pm1>X 01

Um+1 (C7 d) + Vm+1 (C7 d)v

denn dp; - ... - i1 < X% impliziert dp; - ... - pp, < X%, Zusammenfassend kommt

(12.1.1) Tn(C.d) — Up(C.d) = Upy1(C.d) + Vi1 (C,d) ¥ m €N, CC Ny, d € Dy.

Wir weisen die Giiltigkeit von (12.1.1) auch fir m = 0 nach. Dazu erinnern wir an
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C;:={ceC|d|c} fir d € Nund C C Ny, sodass fiir alle Primzahlen p; € P gilt (¢ = cp;)

S(Cpryp1) =#{ce€lCp |plc=p>pi} =#{ceNy|cpreC A plc=>p>pi} =

#{c eClplc Apld =p>p}=#{c €C|plc =p=p}=5C,. p)

Nach der Buchstab-Identitat in [16, S.34] gilt S(A, z) = #A — > S(A,,p), wobei in dieser
p<z

Quelle AC Ny, z€ R, z>1und Ay :={a € A|d|a} sowie S(Ag4, z) :={a € Ay|pla=p >z}

fir d € N definiert ist [16, S.23]. Dies liefert wegen X% X7 > 1 insbesondere

Z S p17p1 Z S 1>p1 #C—S(C,Xe) sowie

p1<X? p1<X?
Z S(Cpy,p1) Z SC*I,pl) #C — S(C, X™M).
p1<X" p1<X"

Fir d € D (= d < X%) gilt daher

U1<C,d) + %(Cvd) = Z S(Cpupl) + Z S(Cplapl) = Z S<Cp1>p1) =

Xn<p1<X"? Xn<p;<X* X1<p;<X°
dp1<X% X% <dp;
d<X?1
Z S pnpl Z S pl?pl S(CaXn>_S(C7X9):TO(Cvd)_UO(Cvd)a
p1<X? p1<X"

also insgesamt nach (12.1.1)
(1212) Tm(C,d) — Um(C,d) = Um+1(C,d) + Vm+1(C, d) YV me No, C - NO, de D.

Wir zeigen S(C, X%) = Up(C,d) = 3 (—=1)™ - (Tin(C, d) + Vu(C, d)) fiir C C Ny, d € Dy, wobei
m=0

wir folgend U,,(C,d), T,,(C,d) und V,,,(C,d) mit U,,, T,, bzw. V,, abkiirzen.
Aus Vo =0und (12.1.2) T,,, = Vi1 = Upy + Ui ¥V m € Ny folgt

> (1) (Tt Vi) = 3 (1) Tt 3 (1) Vi =

> (1) Tt 3 (1) Vi = i:(—l)m (T = Vini) =
i(_l)m'(Um+Um+l> = i( " U + i Upg1 =
S () Ut S (-1 Uy = U,
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was nach Uy(C,d) = S(C, X?) die Giiltigkeit von

(12.1.3) S(C,X") = (- (Cod) + Vi (C,d) ¥V CCNy, de Dy
m=0
liefert. Nach 1) und 3) ist 7,,(C,d) = V,,(C,d) =0 fir m € N, (m — 1) -n > 1, denn dann folgt
aus X" < p,, < ... < pyund d € N insbesondere X% < (X")™ 1 <py-...-ppo1 < dp1- ...  Prt,

sodass die Summationsbedingungen in 1) und 3) nicht erfiillbar sind. Also kénnen wir in (12.1.3)

die Einschrankung m — 1 < % bzw. m < % vornehmen (<= 7 €]0, {]):

(12.1.4) S(C, X% = > (=1)™ - (T,n(C.d) + Viu(C,d)) ¥ CC Ny, d € Dy.
meENy
m<<%

Einsetzen von C = A, und C = B, in (12.1.4) liefert

S(.Ad,Xe): Z (—1)m .Ad, Z .Ad, ) und
meNy mGNo
m<<% m<;
S(By, X?) = > (1) T (Ba,d) + > (— Vin(Ba,d)  fur alle d € Dy, sodass
méeNy mENo
m< m<
A
T S(Ay X7 — ,{ﬁ; (B, X7) =
de Dy
A
S S (1) (Tl Aad) — 1o 2 T (B )+
deDq mENo
m<<7’
A
S S (1) Vil d) — 1" V(B )
deD1q mENo
m<<5

gilt, wobei die Konstante in der Summationsbedingung m < % in allen Summen natiirlich die

gleiche ist. Verwenden wir die Dreiecksungleichung, so kommt

#A

(12.1.5) | Y S(Aq X?) — o S(B X o) <
deDq
A
Z Z |Tm(~’4d7d) - 527%1; : Tm(Bd7d)|+
meNg deD1
m<<%
A
S S Valhad) — oot V(B d) = X+ Y
meNy deD; X
m<<%
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1. Wir zeigen Y2y = % ¥ |Tou(Aa, d) — ko - T,0(By, d)| = o(i£5).
meNy deD1
m<<%

Aus Lemma 12.2 mit § = n = n(X) = (log(log(log(log X))))~! € [(log(log X))~*, £], wobei
letzteres auch im Falle einer anderen Wahl von n = n(X) gemifl Bemerkung 1 gilt, weil

n=n(X) > 0 dann fir X — oo gegen Null geht und konstant gegeniiber (log(log X))~ ist,
sowie der Definition 7(C,d) = S(C, X") fiir C C Ny, d € D, erhalten wir

#A #A

Z |To(Ag, d) — KQ—X -To(Bg,d)| = Z |S(Ag, XT) — /{27 - S(Bg, XM)| <
de Dy deDq
#A _oyzy #A #A
ny _ a7, n — . =
B IS(AXY) — T S X S esplon ) 5 ol )
pld = p>X"

denn wegen R C [¢,1]F C [n, 1]¥, der Def. von 1g in Kap.I und 1—6; ~ 0.64 < 0.65 ~ 22 — € gilt

DiCD={deN|d< X" AN 1g(d)#0} C{deN|d< X A pld=p> X"}

Damit gentigt der Nachweis von le =Y > |Tn(Asd) — HQ#TA T (Ba,d)| = o(lfg“;‘().
TTLEN dEDl
m<<%

Fir m,d € N und C C Ny erinnern wir uns an die Definition 1) und sehen leicht, dass

(Cy)y = Cyy fiir x,y € N gilt. Daraus schlieflen wir

' A
(1216) Y= X 3 [TalAnd) — w2 LBy d)] =
’VTLENI dEDl
m<<;

A
SN Y S A X 5 S((Biyy X7 <
mel\ll deD1 X"<pp<..<p1<X?
m<y, dp1-...pm<X%1

A
S Y SMpn X - w5 5By X =

mel\lf deD1 X"<py<..<p1<X?
m<<; dp1~~-~'pm§X91

> >, (m),

meN
m<<%

indem wir fir m € N, m < % insbesondere

A
S =Y 1S X7 s 5By X7)

deDy X1<pp,<...<p1<X?
dp1 '~~~'pm§X91
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definieren. Zunéchst schitzen wir Y-, (m) fir fixiertes m € N, m < % ab.

Aus R C [¢,1]F C [,1]% (< n < £) und der Definition von 1% in Kap.I kommt

Dy={deN|d< X" 1x(d) # 0}

C{deN[d< X" d=q ..-qs N GEP, ¢>X"V1<i<k}:=D

und wir setzen T := {(d, Py, ..., p1) |d € D} A X" <P < ... <1 A dpy - .- Dy < X}, was

(1217) Y (m< > \S(Adpl...pm,X”)—ﬁzﬁfﬁ(lgdpl...pm,x")\ =2_,(T)

liefert. Ferner definieren wir
D/ll = {dl eN | dl = dpl “e Pm A (dapm7 "'7p1) S T}

und sehen, dass jedes Tupel (d, py, ...,p1) € T Uber dy = dp; - ... - p, €in d;y € D’ll induziert. Nun

. . . . . . " . . . .
iberlegen wir uns, von wie vielen Tupeln aus 7' ein fixiertes d; € D; hochstens induziert wird.

Wird d; € D] von den Tupeln (d,pp,,...,p1) € T und (d,p,,,....,p;) € T induziert, so gilt

di = dpy - ... pp = dp/1 - -p;n mit p,, < ... < p; und p;n < ... < pll, was aufgrund der

Eindeutigkeit der kanonischen PFZ von %1 € N insbesondere p; = p,:- fir alle 1 <4 < m und

daher (d, pp, ..., p1) = (d,p,,, ..., p;) impliziert. Folglich ist die Anzahl der d; € D] induzierenden
Tupel (d, pm, ...,p1) € T gleich der Anzahl der d; € D] induzierenden Tupel (d, py,, ..., p1) € T
mit tupelweise verschiedenen d € D).

Wird d, € D] von (d, pm, ...,p1) € T induziert, so gilt di = dpp, - ... D1 =1 o " Q" P+ - - D1
mit d = ¢ - ... ¢ € D; und den m + k (nicht notwendig verschiedenen) Primzahlen
q1s s Qs Pm, -, 1 € P, wobei letztere eindeutig iiber die PFZ von d; festgelegt sind.

Diese iiber d; € D] festgelegten m + k (nicht notwendig verschiedenen) Primzahlen

m+k

. / .
. ) verschiedene Werte d € D, erzeugen, wenn wir

Q1 - Qs Pms -, 1 € P konnen hoéchstens (
beachten, dass d € D] stets Produkt von genau k dieser Primzahlen sein soll (< Def. D)).
Also wird d; € D] auch von hochstens (m;rk) Tupeln (d, pm, ...,p1) € T (mit tupelweise verschie-

denen d € D)) induziert, woraus direkt

(12.1.8) > (m) <Y (T)< Y !S(Ade")—“2@4'5(&1’){”)"(mljk>

d GD;,
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folgt. Nach Definition von D}, D;,T und 6; < % — € gilt
Dy C{dy €N|dy < X7 A pldy = p> X"},

sodass Lemma 12.2 mit 6 = n = n(X) € [(log(log X))™', <] (vgl. S.258) und (12.1.8)

A +k
S,0m) < X 180X - s o) (M)
dieD!
Mtk (2. A
<<< h ) exp(—n~"") log X

fir alle m e N, m < % liefert. Wegen (12.1.6) ist daher

' k A
(12.1.9) 21 < Y <m; ) -exp(—n~2/?) . ng.

meN
m<<%

Aus k < 1 erhalten wir (™™) < (m + k)* < m*F < (1)@ fir alle m € N, m < L und daraus
k n n

k 1
> (”” )<<<>Cl+1
meN k n
m<<%

mit einer Konstanten ¢; > 0. Bei Wahl von n = n(X) = (log(log(log(log X))))~! ist der Faktor

mAk\ sy (M ooy (log(log(log(log X))))ert!
mz< ) e < G et =

und damit ein o(1) fiir X — oo, was eingesetzt in (12.1.9) die Giiltigkeit von 3| = o(li“;‘()
(< ¥, > 0) und folglich jene von ¥, = o(%) liefert. Auch bei einer anderen Wahl von
n = n(X) gema Bemerkung 1 mit n = n(X) > (log(log(log(log X))))~! erhalten wir das gleiche

Resultat, wie z.B. als Kehrwert eines 1000-fach iteriertem Logarithmus.

260



I11. In diesem Abschnitt zeigen wir Y9 = 2 | 3 Viu(Aa,d) — ko2 -V, (B, d)| = O(Ii“;l(),
meN  deD,
m<<%

denn wegen Vi = 0 geniigt in >, die Summation iiber m € N, m <« %

Seim € N, m <« % fixiert. Folgend meinen wir mit b stets ein Element aus B und nicht

die gegebene Basis. Wir setzen > " := ) > .
deD1 Xn<p,<..<p1<X?
X <dpy-...ppm<X02

dp1-..pm—1<X01

Fir d € N und C C Ny erinnern wir an die Def. 3) sowie (C,), = C,, fiir z,y € N, sodass

#A
Zz(m) = Z Vm(Adu d) - "127 : Vm(Bdad) -
de D1
#A

Z Z S(-Adm...pm?pm) - 527 : S(de1...pm7pm) =
deD1 X1<p,,<..<p1<X?

X0 <dpy-...pm<X?2

dpl'-n'pmflSXel
* ! ! #A / /

Y #a € Ay p, |pla = p>pn}— ro = b € Bapip | Plb = P = P} =

Z*#{aGA\a:a/-dpl-...-pm, aIEN,p|al:>p2pm}

A * ! ! '
_527%;.2 #{beB|b=0b-dpy-...-pm, b €N, plb = p>p,}

kommt, denn a’,b" # 0, weil 0 den Primteiler 2 enthilt und 2 < X" < p,, ist (vgl. S.254).

Nun besitzt jedes ¢ € N mit pla = p > p,, eine eindeutige kanonische PFZ der Form
a = q1...-Qs, mit 51 € Ng und p,,, < 1 < ... < g5, wobei 51 =0 im Fall a =1 zu wahlen ist

und die ¢; Primzahlen sind fir 1 < i < s;. Dies liefert

Z*#{aEAM:a/.dpl....-pm, aleN,p|a/:>p2pm}:

STY #oaeAla=d dpopu}=
laleN
pla = p>pm

Z*Z Z #aeAla=dpy . pm-q1- Qs } =

s1=0 pmﬁlh S"'SQSI
q1,--+3qsq cpP

>y S 1aldpr e P @i Gsy),

51=0 PmSQ1S~~-§qS1
q1;--+59sq epP

denn dp; - ... - p,, und p,, liegt unter den Summationsbedingungen in > * fest. Analog dazu gilt
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STHbeB|Ib=b dp .o pm, b EN, plb = p>pn} =

oo
'YX
52=0 pm<wi<...Sws,y
wl,...,wSQE]P’

1(dpr - oo P - w1 - - Wey ),

woraus nach obigem

>, (m) =
Y OX%

§=0 pp<v1<...<vs
V1., Vs EP
(o]
s=0 deD1 X1<p,,<..<p1<X?
X0 <dpy-...pm<X02

dp1-..pm—1<X %
Pm<v1<...Svs, v EP

X

X

L] —k-m

D 2

s=0 deD1  X1<pp<..<p1<X?
X0 <dpy-..pm<X02
dp1-pm—1<X01
Pm <1 <. . Svs <X, v, €P

X

A
1a(dpy oo P 1o 0g) — ﬁg#— 15

(dpl Tees 'pm 'Ul C . "US) e

A
14(dpy - ... - vg) — 112#— ~1g(dpy - ... - vg) =

A
1a(dpy - ... - vs) — /{2#— ~1g(dpy - ... - vg)

folgt, indem wir zuletzt die Tatsache nutzen, dass 1 4(dp; - ... - vs) = 1g(dp; - ... - v5) = 0 ist, falls

dpr - .. Vs=q1 .. Q- P1 e P s V1 U > X gilt und dies ist wegen p,,v; > X" sowie

¢ > X"fur (k+m+s)- % > 1 oder vy > X erfiillt, wenn wir die Summationsbedingungen und

deD, C{deN|d=q ... q, ¢ €P, ¢ > X"V 1 <i <k} beachten (< R C [n, 1]*).

Wir setzen

Ts :={(d, pm, .-, P1, V1, -..

) | XT<pm <o <pr < X0 XM < dpy - p < X2,

dpl""'pm—l§X017pm§7}1§-”§vs§X7 UZG]P)adEDl} \V/SEN(),

sodass insgesamt

(121.10) Y (m)= Y 3 1a(dpr - ...
s=0 (dsPrmy-eesD1,U1 500,05 ) ETs
12 )—k-m
= Z Zz(m,Ts)
s=0
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mit

A
22(m,Ts) = Z lA(dpl-...-vs)—/ig#—-1B(dp1 cvs) Vs €N

X
(dvpm ~~~~~ D1,V1,---, 'US)ETS

kommt. Nun fixieren wir s € Ny, s < L%J — k —m und schatzen Y o(m, T) ab. Es gilt

Ts = {(d, pmy s 1,01, oy V) | XT <P < oo <p1 < Xe, X < dpy - .. - pm < XGQ,

dpl teee " Pm—1 SXela Pm Svl S Svs SXa V4 G]P, de D1}7

denn die Fille p; = X sowie X% = dp; -...-p,, kénnen aus dem folgenden Grund nicht eintreten:

Sein € Ny, n = X" mit r € QT, also r = é mit [,q €N, ggT(l,q) = 1. Dann ist n? = X',

Da X eine b-Potenz ist, trifft dies auch auf X! zu, sodass n? bzw. n nur Primteiler aus P(b) hat,
d.h. es gilt P(n) C P(b). Nun ist n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewéhlt, also ist = n(.X) insbe-
sondere konstant gegeniiber log X fiir X — oo, womit auch X" > b fiir hinreichend grofie X gilt.
Somit erhalten wir firn = p1,r =0 € Q  bzw.n =dp1-...-Pm = Q1. Q" P1*--. P, T = 01 € QT
einen Widerspruch zu P(n) C P(b), da n in beiden Féllen nur Primteiler > X" > b hat.

Letzteres ergibt sich ndmlich aus der Definition von T sowie

Hier wird auch klar, weshalb wir 6,6, € Q" und damit ¢ € Q" benotigen.

Durch Umbenennung /Umsortierung der py, ..., pm, V1, ..., U5 erhalten wir

Ty = {(d, prsts s Pramas) | X7 < pra < oo < P < X0, X0 <dppay oo+ prpm < X2,

dprt2 oo Pram < X917 Prt1 < Phimil < oo S Prymys < X, d € Dy} =

log p1 1ngk)
log X’ log X

Apr42 - Digm < X017 X"<prv1 < oo < Prgm < Xea

€ R,

{(d7pk+17 "‘7pk+m+s) | d =P1 ... Pk S X917 (

pi#Ep Vh+1<i<j<k+m, X" <dppsr- . prom < X%,
X" <Pt < Prpmt1 < oo < Phgmas < X} =

{(dvpk+17"'7pk+m+s)|d:p1 Ceee " DPky Di %pj Vk+1 < { <.7 < k_'_m’

( log p; 10g Pitm+s

log X' 7 log X )R
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indem wir im letzten Schritt die entsprechenden Bedingungen in die Menge

R := (R x [n,1]""*) n {€e€ R¥™M |1 < gy < oo < €y < 0} N

k+m k+m
{56 Rk+m+s | Z e; € [01, 02]} N {56 Rk+m+8 | Z €; S 01} N
= itk

k
{56 RF+mts ’ Z e; < ‘91} N {56 RE+m+s ‘ N < eht1 < Chgmet < ooe S Chgpmgs < 1}
i=1

schreiben. Wir setzen [ := k +m + s € N und erinnern uns an die Einfithrung in die konvexen

(logarithmischen) Polytope in Kapitel 6.

Samtliche Mengen in der Definition von R* aufier R x [, 1]™** sind endliche Durchschnitte von

!
Halbraumen H, = {7 € R'| f(¢) < o}, wobei f(Z) = 721 s; - x; mit s; € {—1,0,1} fiir alle

T
1<j<lundZ=| ! | €Rist sowie a = —n = —n(X) = —(log(log(log(log X)))) !

Z

gilt oder o von X unabhéngig ist. Die exakt gleiche Aussage erhalten wir auch fiir die Menge
R* x [n,1]™*, indem wir s; := 0 V 1 < j <k setzen und damit keine Einschrankungen fiir die

ersten k-Komponenten erhalten. Insbesondere gilt dann S(R* x [n, 1]™**) C {—1,0,1}.

Wir zeigen, dass R x [n, 1]™** C [, 1] (< R C [¢,1]¥ C [n,1]*) ein logarithmisches

Polytop ist.

Aus dem endlichen Durchschnitt R = F)H fi.a; €rhalten wir den endlichen Durchschnitt
i=1

R x R™* = N (H, ,, x R™**) von Halbraumen, indem wir s;; := 0 fiir k < j < [ set-
i=1 T

k !
zen und damit die bisherige Summation in f;(Z) = Y. s;; - x; = Y. 8;; - ¥; auf | Summanden
=1 1

Jj= Jj=

ausdehnen bzw. die bisherigen k-dimensionalen Halbraume H; , C R* auf die [-dimensionalen
!
Halbrdume H, . x R = {7 € R | '21 sji-r; < a;} C R erweitern, fiir alle 1 <7 < n.
]:

Nach dieser Konstruktion gilt auch S(R x R™*¥) = S(R) U {0} = S(R).
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Nun ist R x [n, 1™ = (R x R™**) N (RF x [n, 1]™**) und da die letzten beiden Mengen
endliche Durchschnitte von Halbrdumen sind, trifft dies auch auf R x [n, 1™ zu, sodass

R x [n,1]™** C [n,1]" aufgrund seiner Beschrinktheit bereits ein Polytop ist.

Die noch nachzuweisenden Eigenschaften (1)-(3) der Logarithmizitat (sieche Kap. 6) verer-
ben sich im Wesentlichen direkt von R. Dazu bemerken wir, dass die «; der Halbraume im
Durchschnitt von R x R™** gerade jene der Halbraume im Durchschnitt von R sind, also unver-
éndert bleiben, die o; der Halbraume im Durchschnitt von RF x [n, 1]™** allesamt Eigenschaft
(2) gentigen und neu hinzugewonnene s;; in {—1,0,1} liegen und folglich # —1 sind. Letzteres
kommt nédmlich aus der Def. s;; := 0 fiir k < j < [ sowie S(R* x [,1]™**) C {—1,0,1} und

1
7z hach

impliziert, dass auch R x [n, 1]™** Eigenschaft (1) geniigt, da besagte a; = —3 + o 0172

obigem nur von den Halbraumen im Durchschnitt von R x R™% bzw. R stammen konnen und

R Eigenschaft (1) erfiillt. Nach HS2 Prop 13.2 ist S(R* x [n, 1]™*%) C {—1,0,1} C S(R), was
S(R x [, 1]""*) = S(R x R™*) US(R® x [,1]™**) = S(R) U S(R" x [,1]"**) = S(R)

und folglich Eigenschaft (3) liefert.

Zusammenfassend erhalten wir, dass R x [n, 1]™** und damit auch R* ein logarithmisches
Polytop ist, wenn wir die Aussage tiber die iibrigen Mengen im Durchschnitt von R* beachten.

Diese liefert zudem S(R*) = S(R x [, 1]""*) U {—1,0,1} = S(R) und daher insgesamt

(12.1.11) T, =To(R*) = {(d, pk+1, s Dktm+s) | d = p1 - .- D, Di # Pj
logpr  10g Pryms

VE+1<i<j<k R
: * > k+m-+s pasl 9 17 : : :
wobei R* C {€ € [n, 1] | > e € [% +e, 0 €]} ein logarithmisches
i=1

Polytop mit S(R*) = S(R) ist.

Nach (12.1.11) und k+m+s < % sind die Voraussetzungen von HS1 Prop.12.1 auf S.128 erfiillt,
wobei darin als logarithmisches Polytop gerade R* zu wiihlen ist, was mit § = (log(log X))~*
wegen S(R*) = S(R) schliefllich

d-#A

§-#A
(12.1.12) > (m, Ty) = Osre),y (m) = Os(r),n

log X

)
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liefert. Dabei gilt (12.1.12) bzw. > o(m, Ts) = Og(r), n (f(;gi;?) offenbar gleichméafig fiir alle
meN m<K % sowie s € Ny, s < L%J — k —m und die von 1 abhingige implizite
Konstante/Funktion im Ogr), ,-Glied ist effektiv berechenbar und héngt ferner stetig von n ab
(<= HS1 Prop.12.1). Aus (12.1.12) und (12.1.10) folgt

EE— 5.4
ZQ(m) = 52:;) Zz(m, T,) = Osr), n (m) und daher
J-#A
2., = %'Z Osm)n (5,5
m<<ﬁ

Nach dem letzten Satz hangt auch hier die von n = n(X) abhéngige Konstante/Funktion im
letzten Og(r), ,-Glied stetig von n = n(X) ab und ist effektiv berechenbar. Da n = n(X) gemaf
Bemerkung 1 gewéhlt wurde, kénnen wir diese von n = n(X) stetig abhéngige Funktion fur

X — oo als konstant gegeniiber § = (log(log X))~! annehmen. Folglich lisst sich das letzte

Osr), (log 2)-Glied als 0( “) interpretieren, denn S(R) ist unabhingig von X.
Dabher ist >, = 0<1Z§§<) und nach (12.1.5) sowie Y, = o(li“;‘{) insbesondere (x); gezeigt.

IV. Den Nachweis von (); 3 S(Ag, X?) — ko E2 - S(By, X?) = 0(1<fg() fithren wir mit einer
de Do

ahnlichen Idee wie den Beweis von (x); in den vorigen Kapiteln. Dazu ersetzen wir iiberall die
Bedingungen d < X% durch X% < d < X' sowie dp;-...-pp, < X% durch dp; -...-p,, < X1~
und bemerken, dass dann in Def. 3) die Summation auf X'=% < dp; - ... - p,, < X% und

dpy - ...  pm_1 < X179 eingeschrinkt wird (<=1 — 6y +60 =1 —6;). Analog zu (12.1.5) kommt

A
|3 S(Aw X — a5 (B, XY <
deDo
A A

> Y A d) — 8 T Bd) 4 X | Y ValAad) — Vi (B d) =
meENy deDo mENo de Do
m< L m<y
Zg + 24’

wobei wir } 5 = 0( ) ahnlich wie in Kap.II mithilfe Lemma 12.2 und 1 — 6, < 2= — € erhalten.

Die Summe Y, behandeln wir wie Y, in Kap.III, indem wir fiir fixiertes m € N, m < % unter

Verwendung von 14(n) =15(n) =0 V n € Ny, n > X auf
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24(771) = Z Vm(Ada d) - H?i;l : Vm(Bd,d) =

deDao
L |—k—m
#A
Z Z Z 14(dp; -...-vs)—/4;27-15(dp1-...-vs) =
= deDy  X1<pp<..<p1<X?
X1=02<dpy-...pp<X1—01
dp1-...prm—1 <X 102
pm <1 <. Lus <X, v €P
dpy-....vs<X
Ly —k—m
#A
Z > > 1a(dpy - ... - vs) — e 15(dpy - ... - vg)+
= deD2  X"<pm<..<p1<X?
X1 =02<dpy-.pm< X101
dp1-...pm—1<X17%2
pm<v1 <. Lus <X, v €P
dpy-...vs€[X 17, X]
L |—k—m
#A
Z > > 1A(dp1-...-vs)—lﬁgy-lg(dpl-...-vs)

= deD2  X"<pp<..<p1<X?
X1=%2<dpy-...pm<X1=01
dp1-..cprm—1<X 102
Pm <01 <. Sus <X, v €P
dpl-...-v5<X1*E

schliefen, wobei wir folgend die vorletzte Summe mit Y, (m) und die letzte Summe mit 37 (m)

bezeichnen. Wir schétzen zunéchst 3, (m) ab. Fiir C C Ny N [0, X[ definieren wir

. Lka

Z4<m’c) = Z Z Z 1C<dp1 Teeet US)?

= deD2  X"<pm<..<p1<X?
X1 =02<dpy- o pm< X101
dpl'~~~'p'mflSAX71_92
Pm<v1<...Svs <X, v, EP
¢ipl~...~vS<X1_6

sodass 3 (m) = ¥, (m, A) — -3, (m, B) ist und offenbar auch
1)~k
0<Y,(m,C) < Z > > lLe(o) < > 1e(o)
q1,--,qr €P P1yeesPmsVL5e0,Us EP c< X1

C=q1 e QDL e PV Vs <X 1 TE

gilt, wenn wir d = ¢ - ... - qx mit qq, ..., qr € P fiir d € Dy beachten und bemerken, dass jedes
c € N, ¢ < X'¢ aufgrund der Eindeutigkeit seiner PFZ auf hochstens (k +m + s)! < L%j' Arten
in der Form ¢ =¢qy - ... Qi - P1 - ... * P V1 ... - Us mit Primfaktoren ¢;, p,, v; und s < L%J —k—m

darstellbar ist.

Wir finden L%J' < (%)% < 7 - (log(log X))'/2 fiir hinreichend groBe X durch Einsetzen von

n = n(X) = (log(log(log(log X))))~! bzw. einem gemifl Bemerkung 1 gewihltem 1 = n(X) mit

267



n =n(X) > (log(log(log(log X))))~*. An dieser Stelle wird auch klar, weshalb sich die Wahl
von 1 = n(X) = (log(log(log(log X))))™! als geeignet erweist. Setzen wir namlich nur

n = n(X) = (log(log(log X)))~", so wire die Abschitzung [ ]! < (%)% < n-(log(log X))/? eben
nicht fiir hinreichend groflie X erfiillt.

FirC=Aist Y 1e(c)= Y 14(a) = #AX'") < X0-9c = #A4 indem wir die Ab-

Xc~E Y
c< X 1—e a<X1l-e

schitzung #A(x) < z¢ fir alle z € RT, b < x < X sowie #A4 = X mit ¢ = loglo(g_bl) aus Kap.4

verwenden. Damit ist 0 < 3, (m, A) < n-(log(log X))Y2. £4 und folglich S (m, A) = 0(77'122@()-

Tauschen wir nur B durch A aus, so kommt analog dazu 3 (m, B) = o(7 - %) mithilfe

#B(X'°) < X' = 2. und ¢ = 1, was insgesamt S (m) = o(n - %) liefert.

Damit ist 3,(m) = >,(m) + S, (m) = S,(m) + o7 - li“;‘() und wir behandeln Y, (m) wie
>o(m) in Kap.III, sodass sich schliellich

Z4(m) = > > 1a(dpy - ... - vg) — K257 15(dpy - ... - vg)
s=0 (’Ul Vs, dyDmy- e pl)ETs
L5)=k=m
= Z4<m7Ts)
s=1
mit
Ty = {(v1, o0, Vs, dy Py ooy p1) | X7 <P < oo <pr < X0 X102 < dpy - .-, < X701
dpl Cee " Pm—1 < X1_92a Pm <vp << < X, v € ]P)v dpl Tt Us € [X1_€>X]7
de Dy, X<y --0, < X2} ¥V seN
und

/

A
> (m,Ty) = > lA(dpl-...-US)—@#—-IB(dpl-...-US) vV s e Ny
4 X
(Ulv"'av57d7p7n ----- pl)eTs
ergibt. Dabei verwenden wir die Idee auf S.263, um p; = X%, dp; - ... - p,, = X'7% auszuschlieBen
und bemerken, dass aus X7 < dp; - ... - p, < X% und dp, - ... - v, € [X17¢, X] stets T, = 0

fir s =0 (<= 1—0;, <1—¢)sowie X7¢ <oy - ... v, < X% folgt.

Nun fixieren wir s € N, s < L%J — k — m und schétzen Y, (m, T,) ab.
Aufgrund X% ¢ < v; - ... vy < X% haben wir wieder Moglichkeit, ein logarithmisches Polytop
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R C{E€ [ 1 | S e € [2 + 6,1 — ¢} mit S(R*) = S(R) und
=1

- TS(R*) - {(pl; -”>psad7ps+k+17 -‘-yps—l—k—l—m) | d= Ps+1 -+ * Ps+ks Di 7é Py

(10g P 10gPsikim )

N E+1<i<j< k
s+hE+1<1<) < s+ k+m, log X777 log X

€ER"}

zu konstruieren, einen HS1 Prop.12.1 entsprechenden Hilfssatz zu formulieren und damit analog

zu Kap.III zunéichst auf 3, (m, T,) = Osmrym (i;gi;?) zu schlieBen, welches gleichmafBig fiir alle

meN, m< % sowie s € N, s < HJ — k —m gilt. Somit kommt Y;(m) = Ogr (fozﬁ;) und

folglich >°4(m) = Og(r) (logX) +oln- & #2.) gleichmiBig fiir alle m € N, m <<

Letzteres gilt daher auch fir den Betrag | > ,(m)| und Summation iiber diese m liefert gemaf

#A
log X

Bemerkung 1 die Abschétzung >, = o( ), wenn wir wieder die Eigenschaft der impliziten

Konstante im Ogg), ,-Glied und Y~ o(7 - IZZ“;‘() = o(li“‘)‘() nutzen. Damit ist (%), gezeigt.
meN

m<<%
V. Den Nachweis von (*)3d§j3 S(Ag X) — ko224 - S(By, X)) = 0(%) fiihren wir mit einer
ahnlichen Idee wie den Beweis von (x); in Kapitel I-III. Dazu ersetzen wir iiberall die Bedin-
gungen d < X% durch X'7% < d < X'=% sowie dp; - ... - p, < X% durch dp; - ... - p,, < X101,
wobei in Def. 3) dann iiber X'~ < dp,-...-p,, < X1+ und dp; - ... p_y < X% summiert

wird. Analog zu (12.1.5) kommt

| Z Ad,Xe —KQT'S(Bd,XGNS

deDs3
A A
Z Z |Tm(Ad, - K/Q%X T Bd, ’ —+ Z | Z V .Ad, - Iig?%;( . Vm(Bd, d)| =
meNg deDsg meNg deDs
m< m< s

25t

und wir erhalten Y5 = o(;£4) ahnlich wie in Kap.IT mithilfe Lemma 12.2 und 1 — 6, <% -

log X

Die Summe } 4 behandeln wir wie Y-, in Kap.IV bzw. >, in Kap.III, indem wir die Summation
in Sg(m) auf dpy - ... - pp - vy - ... - v € [ X176 X] einschrénken, welches nur einen Fehler der

verursacht, und den Hauptbeitrag 3, (m) wie oben als Os(ryn (££%)

GroBenordnung o(n - lf—“‘l log X

g X )
abschétzen. Dabei nutzen wir die wichtige Eigenschaft X'7% < d < X'=% fiir d € D5, welche

UNS P1 oo P UL - . Vs € [ X917 X%27F€] Jiefert und damit die notwendigen Mittel gibt, das

m+s
logarithmische Polytop R* C {& € [, 1]™"* | 3 e; € [ + €, 15 — €]} mit S(R*) = S(R)
i=1

zu konstruieren bzw. den zu HSI Prop.12.1 analogen Hilfssatz zu formulieren. Somit konnen

O-#A 5~#A>
log X log X

) kontrollieren, sodass auch Y5(m) = Og(r) . (

wir die Summe Zg(m, Ts) als OS(R)JI (
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und schliefllich Y(m) = Ogr)y ( i;gi;?) +o(n - %) gilt. Ahnlich wie in Kap.IV kommt daraus

gemafl Bemerkung 1 die Abschitzung > 4 = 0(%) und folglich ().
In Kapitel V wird klar, weshalb wir strenger D C [1, X!~ anstatt D C [1, X7~ wie
in [1, S.34] benétigen. In letzterem Fall wire D3 = {d € N| X172 < d < X°/77=¢ 1x(d) # 0}

und damit nicht auszuschlieBen, dass es ein d € Dy mit X'=% < d < X°0/77=¢ gibt. Dann wire

aber auch py - ... Py -1 - ... - v € [X%17€ X%+ nicht zwingend erfiillt. Dies ist aber notwendig,
um die Beweisidee umzusetzen und die Summen mithilfe des Typ II-Bereichs [% + €, 411% — €]
unter Kontrolle zu halten.

O

Folgerung aus Proposition 12.1:
Die in den Kapiteln I-IIT vorgestellten Ideen bleiben richtig, falls wir £ = 0 wéhlen. Dann ist
zwar R C [n, 1]* nicht existent, was jedoch keine grofleren Schwierigkeiten bereitet, wenn wir

einfach 1g(n) :=1 V n € Ny definieren. Ferner setzen wir D, := {1}, sodass in Kap.II ebenso

D ={1} C{deN|d< X< Apd=p>X"} A

Di={1}C{deN[d< X", d=q-...-qpx N G€EP, ¢>X"V1<i<k}:=D,

gilt. Fiir k = 0 liegen némlich in D] alle natiirlichen Zahlen < X% die Produkt von 0 Primzahlen

> X" sind, also insbesondere die 1. Mithilfe Lemma 12.2. kommt Y, = O(IZZ’;‘() analog zu Kap.II.

In Kap.III verwenden wir D; = {1} C{deN|d=q ... gy, € P, ¢ > X"V 1 <i <k}
sowie R X [n, 1]™"* = [n, 1] in der Definition von R* auf S.264, sodass R X [n, 1]™"* bereits
ein log. Polytop ist. Ebenso nutzen wir den Satz iiber alle Mengen in der Definition von R*
auer R x [n, 1]™** womit R* C [n, 1]™** (<= k = 0) beschriankt und schliefllich wieder ein
logarithmisches Polytop mit S(R*) = {—1,0,1} ist. Folglich gilt (12.1.11) auch mit £ = 0 und
S(R*) ={-1,0,1}. Nach HS1 Prop.12.1 erhalten wir auch fiir £ = 0 die Abschéitzung

5 H#A §- #A 6 - #A
>, (M, Ty) = Os(re), (m) = Ot1013m (m) = Onl log X )

Daraus folgt >y = O, (foj)“?) bzw. >, = o(ljg“‘;() analog zu Kap.III und somit die Giiltigkeit

von (*); auch fir D; = {1}, was S(A, X%) — HQ#TA -S(B, X% = o(l(f;‘{) impliziert.
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13. Siebzerlegung und Beweis von Theorem 1.1

Ko#A Ko A
m2fA > mia

- und definieren

Fir n € Ny, n < X setzen wir w,, := 14(n) —

SWy, z) = Z Wng = S(Ag, 2) — @7?;4 -S(Bg,2) VdeN, zeR"
0<n<X
pln = p>z

analog zu [1, S.37], wobei S(W, z) := S(W\, z) sei. Die Buchstab-Identitat [16, S.34] liefert nach

einfachen Umformungen

SWa, 1) = SWays2) = Y. SWap,p) YV dEN, 51,5 € RT, 51 < 5.
51<p<s2
Diese beiden Gleichungen verwenden wir héufig in diesem Kapitel. Zudem bendétigen wir neben

HS1 Proposition 13.2 auf S.136 folgenden Hilfssatz fiir Proposition 13.2.

HS2 Proposition 13.2:
Sei d € Nund R C [0,1]¢ ein Polytop. Dann gilt {—1,0,1} C S(R).

Beweis:

Nach Definition von S(R) ist 0 € S(R), sodass der Nachweis von —1,1 € S(R) geniigt. Da R
Polytop ist, gilt R = F] H; ,, mitn € N (vgl. Kap. 6). Dabei wird in diesem Durchschnitt insbe-
sondere durch die abgle:slchlossenen Halbraume H Fir g = {FeR1-v14+0-va+...+0-vg <1}
sowie H , ={U¢€ R (=1)-v1+0-v9+...+0-vg < 0} mit 1 < ig,i; < n, ig # 41 geschnitten,
denn fiir 7 € R C [0, 1]¢ ist v; € [0,1] (beachte: d > 1). Aus der Definition von S(R) folgt dann
direkt —1,1 € S(R).

Proposition 13.2:
Sei k € Nund 7' C {1,2,....,k}, T # () sowie n € ]0, 1] eine von X unabhéngige Konstante oder

n = n(X) gemif Bemerkung 1 gewihlt. Ferner sei R C [n, 1]* ein logarithmisches Polytop.
Dann gilt
#A
= S(W ppyP1) = 0O .
Z pl;pk ( P1-+-Pk 1) (logX)

X0 <] pr<xt2
teT

log pq log py,
( log X 777 log X )GR
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Beweis:

Wir wiahlen X hinreichend grof}; sodass X" > 2 ist. Dies ist auch bei Wahl von n = n(X)
geméfl Bemerkung 1 moglich (vgl. S.254). Aus T # 0 folgt T = {t1,...,t;,} € {1,2,...,k} mit
LeN, Iy <kundt <..<t,. Wegen R C [n,1]*¥ kénnen wir die Summation auf Primzahlen

X" < pq, ..., px einschranken und fir diese gilt

SO 21) = Sy 1) = 12 - (B ) =
#lacAla=d -pr-...-pr,a €N, pla =p>p}—
@#‘;4-#{b€l3’|b:b/-p1-...-pk, beN, plb =p>p}=
i > 14(p1- o Prts) — /fﬁ;;l “1p(p1- - Phs)s

s=0 p1<pr4+1<...<Pr+s

wenn wir zunéchst a’, b # 0 nutzen (<= 2|0 A 2 < X" < p;) bzw. die gleiche Idee der eindeutigen
PFZ von a' und b wie auf S.261-262 (ab ,Fiir d € N..”) verwenden. Somit kommt

(13.2.1) > =

L5]—F

n #.A
Z Z Z 1A(p1 R 'pk+s) - H27 : 1B(p1 RS 'pk—i—s)v
X<p1,.--:Pk s=0  p1<pr+1<..Spr4s<X
XO1< ] pe<x2 P1oePrts <X

teT

log p1 log pg.
( log X 77 log X )ER

denn wegen 14(m) = 1g(m) =0 ¥V m € Ny, m > X geniigt es, die Summation auf
P1 - Prrs < X zu beschranken, woraus zunédchst X7 <p; <p;, < X Vk+1<:<k+sund

weiter wegen X7 <p; V 1 <i <k auch (XN <p;- ... ppyps < X bzw. s < L%j — k folgt.

n k
Wir erinnern uns, dass R = ( H, ,, mit n € N sowie f;(Z) = ¥ s;; - «; fiir 7 € R* und alle
i=1 T j=1

1 <i < n ein logarithmisches Polytop ist, sodass insbesondere S(R) unabhéngig von X ist und

1 1

1 .
ozi:—§+ )1/2:>8j,z‘7£—§ V1<j<k,

(log X

a; = —(log(log(log(log X))))™* oder «; von X unabhingig,

fiur alle 1 < i < n gilt (vgl. Kap. 6). Wir setzen R = {1,2,...,k}\T = {ry+1,..., 7%} mit
41 < ... <71y, s0dass RUT = {1,2,...,k} ist und bemerken, dass nachfolgende Gedanken
auch im Fall R = () korrekt sind.
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Wir fixieren zunachst die Primzahlen py, ..., p, und permutieren sie in der Form, dass
’ . ’ . . . Lo, Ly
p;i=p, V1<j<liundp,:=p, Vii+1<j<k git. Damit ist Hpiz Hptiz I1 p: und
teT

wir konstruieren nun ein logarithmisches Polytop Rr C [n,1]* mit S (RT) S (R), sodass die

: 1 ! log logp . . .
Bedingungen (&, ..., 228 ) € R und (log’; ;- Togx) € R dquivalent sind.
Dazu setzen wir S;Z =54 V1 < j <1l und S;Z = 8,4 V I +1 < 7 <k, fir alle

1 <i < n,sodass fiir & = (e],...,e;) € RF und & = (ey, ..., e) € RF mit e; =e, V1<j<
und €; = e, V I +1<j <k, dh. offenbar ist (e}, ..., ¢;) eine von T abhéingige Permutation

von (eq, ..., €x), insbesondere

k k
s et Y s Zst],z e, + Z Sri€r, =3 Sti€+ Y i€

A
7j=1 7j=1 j=ll+1 j =l1+1 teT reR
k
Z Sji €j
/ log p, log p, I 1
. . . . . . -/ ogpy og P - og p1 og Pk
fiir alle 1 <4 < n gilt. Dann ist dies auch fir € = ({%, ..., . 25) und € := (225, .., 225)

erfillt. Definieren wir

Ry = ﬂ{e c R* | Zsﬂej < a5}

=1

und erinnern uns an
n n . k
- mei_:O‘i =(HeeR"| > sjie; <yl
i=1 i=1 j=1

wobei letzteres geméf der Definition der Halbraume H, , in Kap. 6 gilt, so ist Rr
nach [10, S.209 Def. 3.1.9 b)] bereits ein Polyeder und wir erhalten insgesamt

logp,  logp,
log X' log X

(log D1 log pk)

log X' log X &

) € Ry.

Demnach verbleibt der Nachweis, dass Ry ein logarithmisches Polytop mit S(Rr) = S(R) ist.
Aus €' = (€},...,e;) € Ry folgt € = (e1,...,ex) € R C [n,1]%, falls e/ = etj V1<ji<h

und e; =e, Vi1 +1< 7 <k gilt, denn dann ist nach obigem Z s e Z sj; e; fur alle

1 < i < n und insbesondere (e}, ..., ¢;) eine Permutation von (e, ..., ek).
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Dae; € [n,1] V 1 <i <k gilt, liegt daher auch jede Komponente von & = (e}, ..., e},) in [, 1],
woraus € C [n,1]F bzw. insgesamt Ry C [n, 1]* folgt. Also ist Ry C [n,1]* ein beschrinktes
Polyeder und damit geméa Theorem 3.1.10 in [10, S.211] ein Polytop.

Nach Definition der s ist (s, ;,..., s, ;) eine Permutation von (si, ..., s;), fir alle 1 <i <n
und daher sowohl S(R7) = S(R) unabhéngig von X als auch Ry logarithmisch, denn die a;
bleiben bei Konstrunktion von Ry aus R unverdndert, womit sich vor allem Eigenschaft (1) der

l /
Logarithmizitat von R auf Ry vererbt (vgl. Kap. 6). Wegen [] p; = ]_1[ p; gilt zusammenfassend
teT i=1

logpr  logpx 0 0
13.2.2 R A X< < X" &

logp,  logp, ho
(ngl ngk:)GRT A XHlSHpi§X62 PN

log X’ " log X b
logp;  logp,
(].OgX7 bl 10gX) E T?

wobei sich die letzte Aquivalenz mithilfe der Definition

l l

- L 9 17
Ri:=Rr{ZeRY| e lbrbo]} C{een | Yei€ oz +e g —e)
=1

i=1

ergibt. Wir sehen leicht, dass auch R ein logarithmisches Polytop ist, denn dies triftft auf

!
R zu und die Menge {€ € RF | 21: e; € [01,02]} ist Durchschitt zweier Halbraume H,,
i=1 ’
k

wobei o € {—0;,02} und f(Z) = X s;-x; mit s; € {—1,0,1} V 1 < j < k gilt, sodass
j=1

S(R:) = S(Ry)U{~1,0,1} = S(R) U{—1,0,1} = S(R) nach HS2 Prop.13.2 gilt.

p, ,fallsleT , ,
Ferner ist p; = :=p (T) und setzen wir p, :==p; Vk+1<i<k+s,so
p21+1’ sonst

kommt nach (13.2.1) und (13.2.2)

(13.2.3) Y =

L]k

1 / / #A 1 I /
) ) ) A(pl-----pk+s)—f<2—x “Ap(py - o Prs)s
! / g ! / !
o s=0 X< (1) <pyy <oy SX
/ ! 1 !/
logp log p « PP <X
( log)% ,,,,, log)? JER 1 k+s
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denn die durch T' definierte Permutation (p;, ..., p,) von (pi, ..., px) mit p;- =p, V1<j<1
und p;- =pr, VI +1< 5 <k stellt eine bijektive Abbildung dar.
Wir beachten zudem, dass aus R: C [, 1]¥ und der Definition von p'(T) auch X" < p'(T) und

X" < py, ..., py folgt, falls (1"%”1, lf;i??) € R

Fir fixiertes s € Np, s < L%J — k setzen wir | ;== k+ s € N, sodass [, < k <[l K % gilt

und berechnen

> (s) = > oz lA(pl---'-pZ)—@#)24-13(1?'1-.'.-291)-

’ ’ ’
P15--Pg X"<p (T)Spk+1§ <p;<X
’ / i ’
log py logp, Py <X
(logX """ log X )GR; !

Dazu definieren wir

Ris =R x 1) N {€€R n<epp <. << 13N
{é’ERl|Zei§1}0{56R1|U§S(T)§ek+1§1}

=1

e; ,fallsleT
mit e(7T') := , was die Giiltigkeit von

€1,+1, sonst

!/ / #A ! /
> (s) = > La(py - p1) = Fa7s - (0 - 1)
Do p/;
R
liefert. Argumentieren wir dhnlich zu S.264 (ab ,R* := ...”), wobei R*T die Rolle von R und
R, die Rolle von R* einnimmt, so folgt, dass Ry, € {€ € [n,1]' | Z € €[5 +€ 15— €} ein

logarithmisches Polytop mit S(R%,) = S(R}) = S(R) ist.
Nun sind alle Voraussetzungen von HS1 Prop.15.2 auf S5.136 erfiillt, wobei darin R = R%; zu
withlen ist, sodass dieser mit § = (log(log X))~! die Giiltigkeit von

/ / #A 12 12 5 * #.A
> (s) = /Z/ La(py- ) = a5 - 1o(py - oo p1) = Osirs, ). o X )
P1s--Py;
(oL b )eRs,
o-#A
) oAz
SR),n( log X )
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gleichméfig fur alle s € Ny, s < L%J — k impliziert. Aus (13.2.3) folgt damit

L5]—Fk 5-#A

= % X0 = Osmal )

wobei die von 7 abhingige Konstante/Funktion im Og(g),-Glied aus HS1 Prop.15.2 herriihrt
und folglich insbesondere effektiv ist und stetig von 7 abhéangt. Da 1 eine von X unabhéngig
Konstante ist oder n = n(X) gemafl Bemerkung 1 gewahlt wird, erhalten wir in beiden Féllen
> = O(ng) denn S(R) ist unabhéngig von X. Im Falle der Wahl von n = n(X) gemif

Bemerkung 1 ergibt sich diese Aussage namlich wie auf S.266 (ab ,Nach dem..”).

Proposition 13.3:

Sei k € Nund T C {1,2,....,k}, T # () sowie n € ]0, 1] eine von X unabhéngige Konstante oder
n = n(X) gemif Bemerkung 1 gewihlt. Ferner sei R C [n, 1]* ein logarithmisches Polytop.
Dann gilt

S % S0 o)

~~~~~~

tET

log pq log Pl
( log X 777 log X )GR

Beweis:
Der Beweis erfolgt mit denselben Methoden wie der Nachweis zu Proposition 13.2 und wird daher
nur skizziert. Auf gleichem Wege wie auf S.272 erhalten wir namlich (13.2.1) mit 1 — 6, anstatt 6;

und 1 — 6 anstatt 6. Nun kénnen wir die entsprechende Summation auf p; - ... prys € [X17¢, X]

einschrédnken und machen dabei einen Fehler der Grofie o(n - hi“;‘() = O(hzz“;‘() (<=ne€]o,1)).

Letzteres schlieen wir aus der gleichen Idee, wie wir sie auch bei der Herleitung von
S (m) = o(n - %) auf S.267-268 (ab ,Wir schétzen...”) verwenden.

Die Summationsbedingungen p; - ... - prys € [X17¢, X] und X% < [T p, < X'7% erzwingen,
teT

k+s
dass wir den Faktor [] p, € [X%1¢, X%%¢] abspalten bzw. ein entsprechendes logarithmisches
T
l
Polytop Ry, C {€' € [n,1]"| 21: e € [2 + €, 1t — €]} konstruieren kénnen. Folglich ist auch der
Hauptbeitrag zur Summe ) durch einen HS1 Prop.13.2 ahnlichen Satz als 0( ) kontrollierbar.
O
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Proposition 13.1:
Sei k €N, k < 1 und R C [, 1]* ein logarithmisches Polytop. Dann gilt

#A
= SWyp, X =0 .
Z ngngmgpk ( p1...p. ) (IOgX>
pre.pr<X 1701

log pq log Pl
( log X 777 log X )GR

Beweis:

Wir definieren

k
R ::Rm[e,l]’“ﬂ{éeRﬂ Zeigl—el}ﬂ{é’GRk|el§...§ek}§[e,l]k.
i=1

Samtliche Mengen im Durchschnitt von R, aufler R sind endliche Durchschnitte von Halbrdumen
H; ,, wobei a € {—¢,0,1 — 61,1} von X unabhéngig ist und f(7) = é:l s; - x; mit

s; € {—1,0,1} V 1 <j <k gilt. Also ist S(R1) = S(R)U{-1,0,1} = S(R) nach

HS2 Prop.13.2 und R, C [, 1]* aufgrund seiner Beschrinktheit ein logarithmisches Polytop, da
dies auf R zutrifft und sich die Eigenschaften (1)-(3) der Logarithmizitat auf R, vererben.

Wenden wir nun Proposition 12.1 auf R; an, so kommt

#A #A

o( )= > S(AL XY =k 5B, X)) = > S(Wia, X9
IOgX A< X161 X d<Xx1-01
1g,(d)=1 1r,(d)=1
- Z S<Wp1mpk7X0) - Z S(Wp1~~~Pk7X0>
X<p1<...<pg Xe<p1<...<pg
p1o.pp<X1701 p1e.pp<X1701
(B T B )Ry (15 Tk e

denn jedes d € N, d < X% mit 1g,(d) = 1 hat eine eindeutige kanonische PFZ der Form

d=p1 .. -pp < X7 mit X <p; <...<p,und (113?;7'”’ lﬁi—p)’g) € Ry (beachte: Def. Ry),

wird also bijektiv auf ein Tupel (py,...,pr) mit X < p; < o < pp, prv o pe < X% und

(ﬁi—’;, o ﬁi—’;) € R, abgebildet. Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Definition von R;.
[l
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Folgerung aus Prop.13.1:

Wir wéhlen k£ =1, v := 17z Sowie ay 1= -3+ W, fi(z) =(=1) -z und

1
(log X

as =3, fo(x) =1-z. Ferner definieren wir

2

N —

2 1 1 1
Ri=(Hpo={veR| —v<—+n{veR[v<}={veR|g—y<v<

i=1

sodass R C [e, 1]* fiir hinreichend grofie X insbesondere ein logarithmisches Polytop ist und

daher nach Prop.13.1 wegen e < % —7 < % < 1—6; auch

#A
0(1 X): Z S(Wp17X9): Z S<Wp1aX9)
Og Xeglpla X1/2—WSP1SX1/2
p1<X-7%1
e R

gilt.

Fir den Nachweis von Theorem 1.1 benotigen wir die folgenden Hilfssétze, wobei ab sofort mit

q stets eine Primzahl gemeint ist.

HS1 Theorem 1.1/FEigenschaften der Buchstab-Funktion:

% Cfalls 1 <u <2
Sei w : [1,00[— R mit w(u) := w1 V u € [1,00[ die
+-2- [ w)dt |, fallsu > 2
1

e =
Sl

Buchstab-Funktion. Dann gilt :

(i) wist stetig auf [1, co],

(ii) wist stetig differenzierbar auf [1, co[\{2} und nicht differenzierbar fir u = 2,
(iii) <w(u) <1 Yuell ool
YV ou € [1, 00,

(v) w(u)=0(1) VY uelloo\{2}.

Beweisskizze:
Wir verwenden [16, S.116-118], sodass (iv) bzw. (iii) bereits im Wesentlichen nach dem dortigen
Theorem 8.1.2 bzw. (8.1.6) gilt und zudem (8.1.7) w'(u) = 2 - (w(u — 1) —w(u)) V u > 2 ist.

Letzteres und (iii) impliziert (v) sowie mithilfe von (i) die stetige Differenzierbarkeit von w
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fir w > 2, wahrend sich jene fur uw € [1,2[ direkt aus der Definition ergibt. Da der links-
w)-w®@ _ 1

seitige Grenzwert hm 7 nicht dem rechtsseitigen Grenzwert lim wl—w@) _
2*0 u=2 4 u—240 U2

T (w2-1)— w(2)) = 1 entspricht, ist w in u = 2 nicht differenzierbar. Ferner kann Eigenschaft

(i) durch eine vollstindige Induktion tiber das Intervall [1,n[ mit n € N, n > 2 bewiesen werden.

]

HS2 Theorem 1.1:

Sei f: [x,y] — Ry mit 0 < x < y stetig und streng monoton fallend.
y
Dann gilt > f(n)= [ f(t)dt +O(f(x)).

né€(z,y]NNp

Beweis:
Der Beweis ergibt sich im Wesentlichen durch Vergleich des Integrals mit der entsprechenden

Ober- und Untersumme.

HS3 Theorem 1.1:
Gegeben seien g, By, 70,00 € [X?, X] sowie die Funktionen oy, 31,71,01 : Rt — [X?, X],

welche der Aquivalenz
a<r<fy A aa(r)<s<Bi(r) & p<s<d A mls)<r<dfs) VsreR'

gentigen. Dann gilt mit der oben definierten Buchstab-Funktion w die Abschétzung

#A 1—u—ov. dudv
S SWa) = —(1+0(1) ke // ol ),
= og X v uv
. (ao)zngo( ) log x (o) <u<logx (o)
! pq%‘;—xl P log x (al(X“%lizikfgx(ﬁl(X“))
falls der Wert des Integrals positiv und unabhéngig von X ist.
Beweis:
I. Wir machen folgend héufig Gebrauch vom Primzahlsatz [2, S.41] in der Form
y y
() 70) = [ oy dt+ Oy expl(~C- Qogg) ™) = [ - Yy v y>o
) log t ) 1 log y)? -7

wobei C' > 0 eine absolute Konstante und 7(y) := #{p € P | p < y} ist. Diese Aussage gilt
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auch, wenn wir 7(y) := #{p € P|p < y} definieren, denn im Fall y € P kann die zusétz-
lich in 7(y) gezdahlte Primzahl bzw. die +1 auf der linken Seite ins O-Glied absorbiert werden.

Damit diirfen wir bei Anwendung obiger Aussage zwischen beiden Definitionen von 7(y) wechseln.

Wir definieren ®*(z,2) := #{n e N|n <z A pijn = p; > z} fiir £ > 2z > 2 und bemerken,
dass die in [16, S.116] definierte Version ®(x, z) nur p; > z anstatt p; > z verwendet.
Aus Theorem 8.1.1 [16, S.117] folgt

x - wu) x
O log 2

O(x,2) < ) Va,zeRT 2<2z<x mit2" =z.

log z

Offenbar ist

O (z,2) =#{neN|n<z Apn=p >z} =
#{n€N|n§x/\plln:>p1>z}u{n€N|n<x/\p1|n:>p1>z/\ZGIP’, z|n} <

O(z,2) +#{neN|n<z A zeN, zin} <O(z,2) + ;—CI)(Z‘ 2) + O(+———3),

(10g z)?
denn (log 2)? < z fiir 2 > 2, was insgesamt

z - w(u) x

+ Ky - Vao,2€RT, 2<2<z mitz" =2
log z (log 2)?

(1) @z, 2) <
und einer absoluten Konstanten k; € R* ergibt.

Ahnliches wollen wir nun auch fiir alle 7,2 € R*, 2 > 2, \/z < 2 < x zeigen. Dann ist 2% = x
mit 1 <u <2und ®*(z,2) =#{neN[n<zApin=p >z} =#{peP|z<p<z}U{l},
denn besitzt n € N, x > n > 1 nur Primteiler > z > \/z > /n, so ist n selbst Primzahl. Also ist

x
O* (2, 2) = 1 () =1 /— dt / ,
(z,2) = 1+ 7(2) = () * 0 logx logt logw)Q)

wenn wir obige Version (%) des Primzahlsatzes und O( logz)g) = O({iogayz) verwenden
(beachte: © > z > 2). Dabei nutzen wir auch die Definition 7(z) := #{p € P | p < z}.

Mithilfe 2 > 2, Vx <z <z, z* =z und 1 < u < 2 kommt
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/ —/t)'+ ! dt—[t]w—i—/ ! dt<x+/x L=

logt logt (logt)? ~  ‘'logt” J (logt)2  ~ logx ) (log/x)2
4x x

)

x _z-w(u) x
logac (logac)2 logz-u - <(logx)Q) B O((logac)2

log z

wenn wir w(u) = £ fir 1 < u < 2 nutzen. Wegen O(Goeaz) = Olgzozaz) = Olay
(<1< u<?2) gilt insgesamt

x - w(u)

(2) @*(x,2) < Tog. 2 2'(10g2’)2 Vao,z€R", 2>2 2> 2>z mitz"=ux

und einer absoluten Konstanten ks € RT. Nach (1) und (2) erhalten wir

x - w(u)

(3) ®*(z,2) < 3 - VrzzeRY, 2>2>2mitz" =2

log z (log z)?

und kj := max{ky, ko} € RT. Wir finden

Z SWyq, @) = Z Z Wnpq = —HK2 =~ #A Z Z 1

(o«;ﬁpﬁgo( \ (o«;ﬁpégo( | 0<n< X X (a(;épégo( | 1§n§§q
ai(p)<q<pi(p a1(p)<q<p1(p S a1(p)<q<p1(p >
Pp<X Pp<X p1ln = p1>g PpeX p1ln = p1>g
#A (X
= —Ro—— X Z @ (77 Q>7
a<p<po pq
o1(p)<q<pB1(p)
¢*p<X

wobei wir im vorletzten Schritt n # 0 und n # ;(T] nutzen, denn fiir n = 0 besitzt n den Primteiler
p1 =2 2> qund aus n = ff—q folgt pq|X bzw. p,q € P(b), wobei beides wegen 2 < b < X% < p,q
fiir hinreichend grofie X ausgeschlossen ist. Wir setzen = := % und z := ¢, sodass unter den

Summationsbedingungen x > z > 2 ist (< ;(—q > ¢ > X% > 2) und daher aus (3) die Abschitzung

X X -w(u X
0< ¥ (< ) /ITJUW.I/m?
a9 <p<po rq a0 <p<fo 0gq (logq)
a1(p)<q<p1(p) o1 (p)<q<pB1(p)
*p<X p<X, :loiig(x({f)]q)
X k
- X Py
ao<p<ho log g log ¢ - w(u)

a1(p)<q<p1(p)

2 1—logx (p)
¢“p<X,u= Tog x (2) -1

logy(q) = logx(ai(p)) — logx(X?) = 0
ﬁ <wu < § (< HS1 (iii)) und logg > log o (p) > log(X?) = 0 - log X, was insgesamt

folgt. Unter den Summationsbedingungen gilt 1 < u = 28x(&/pa) < loex(0) 1 _ 1

sowie
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1 1 11 1 k ks o
ogs o S 7iogx 6 <K iogx und daher 1+ B <14 pie = 1+ o(1) mit einer Konstanten

ks € R ergibt. Zusammenfassend erhalten wir

#A X
(4) Z SWhq» @) > —ka : Z ®*(—,q)
X
ao<p<fo ao<p<fo pq
a1(p)<q<pi(p) a1(p)<q<p1(p)
¢?p<X ¢?p<X
1 1 1-—1
>—(1+0(1) - m#tA- Y ——w ogx(p) _qy
cospese P4 1084 logx(q)
a1(p)<q<p1(p)
¢?p<X
) . 1-1
IT. Im Folgenden schiatzen wir 3 := a0<§p:<60 é : loéq - w( logi’(f;)p ) — 1) nach oben ab und
a1(p)<q<pB1(p)
?p<X

bemerken, dass die Summationsbedingung ¢ < 1(p), ¢?p < X aquivalent ist zu ¢ < 8} (p) mit
Bi(p) := min{ S (p), (%)1/2} < X. Daraus schlieflen wir

1 1 1 —logy(p)
(5) — JEEEE . w( _ 1)
2 aogéﬁo pg logg logx (q)
a1(p)<q<B7(p)

= Z 1 Z 1P(n).

a0<p<Bo P an(p)<n<sr(p)

1 1

1 1 —logy (p)

1

Z. : _1
n logn “ log(n) )
1

n

1 1 —logy (p)

et Z — . Z . . W _ 1)+
co<p<io P an(p)<ness(p) logn logn logy(n)
1 1 1 1 1-1lo
X oo Y M- ) e
ap<p<pBo p a1(p)<n<B;(p) ogn- n logn 0g x (n>

=2

indem wir die Idee nutzen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass n € N Primzahl ist, naherungsweise

1

@ betrégt, also die Summe }_, ,klein” sein sollte. Genauer zeigen wir >, = O<W)’ wobei

wir hierzu fiir eine gegebene Primzahl oy < p < 5y zunéchst

— logy

a(p)<n<b(p)

mit a(p) = ai(p) und b(p) = B;(p) herleiten. Dabei diirfen wir 0.B.d.A. a(p) < b(p) bzw.
X% < a(p) < b(p) < X annehmen, denn andernfalls verschwindet 3 (p).

Setze f(t) =} oy - w(HEXE — 1) ¥ ¢ € [a(p),b(p)], wobei f(t) bzw. w(*pExl — 1)
V t € [a(p), b(p)] definiert ist, weil ¢ < b(p) = B} (p) < (%)1/2 bzw. 1;;;’?(’&?’) —1>1 gilt.
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Wir definieren ¢g(t) := 1;)1;);5:&(;)) —1 V t € lalp),b(p)], sodass g auf [a(p), b(p)] stetig sowie stetig

differenzierbar ist und f(t) = 1 - blgt -w(g(t)) ebenso auf [a(p), b(p)] stetig ist (<= HST (i)).

Nach HSI1 (ii) ist w(g(t)) fir alle ¢ € [a(p),b(p)] mit g(t) # 2 stetig differenzierbar, denn

die Komposition stetig differenzierbarer Funktionen ist stetig differenzierbar. Damit trifft selbi-

ges auch auf f(t) =1 - @ -w(g(t)) zu und es gilt f'(t) = (3 - @)' cw(g(t) + 1 lolgt W' (g(t))

vV t € [a(p), b(p)] mit g(t) # 2, wobei wir w'(g(t)) := 4 - 24 definieren.

Ferner ist w(g(t)) = O(1) (< HS1 (iii)) und es gilt g(t) = log X - 2=28x® _ 1 4]50

logt

’ 1 ’ 1 1 1 IOgX
g (t) =log (logt) (1 —logx(p)) =log i oat)? O(1) = O(

t (logt)?

)

fiir alle ¢t € [a(p), b(p)], denn wegen X¥ < ap <p < By < X ist 0 < 1 —logy(p) <1-—0.
Aus XY < a(p) <t < b(p) < X kommt logt < log X und daraus insbesondere
g(t)=0(1- bglx) V t € [a(p), b(p)]. Folglich liefert HS1 (v) insgesamt

/ dw dg 1 1 1 1

w(g(t)) = dg dt SO O<¥ ' logX) - O(E log X

)

fir alle t € [a(p), b(p)] mit g(t) # 2. Mithilfe logt =< log X schliefilen wir

/ 1 1 1 1 /
f(t):(;'@) 'W(g(t))JF; logt w (g(t))
1 1 1 1 1 1 1 1 1
:_tj.(logt+(logt)2).0(1)+0(¥.@.g.logX>:O<t72.logX>

fur alle ¢ € [a(p), b(p)] mit g(t) # 2. Fassen wir unsere Resultate zusammen, so kommt

(6) f(t) ist stetig differenzierbar fiir alle ¢ € [a(p), b(p)] mit g(t) # 2 und dabei gilt

' 1 1 -
f(t) = O(t—2 : @) fir jene t.

Nach Definition von g existiert hochstens ein to € [a(p), b(p)] mit g(to) = 2.

Im Fall g(t) #2 V t € [a(p),b(p)] ist f auf ganz [a(p), b(p)] stetig differenzierbar (<= (6)) und
b(p)

daher gilt f(b(p)) — f(n) = [ f(t)dt ¥V n € a(p),b(p)]

b(p) ,
Im Fall der Existenz eines solchen ¢y € [a(p), b(p)] folgern wir ebenso f(b(p))— f(n) = [ f(t)dt
fir jene n € [a(p),b(p)] mit ty ¢ [n,b(p)], denn dann ist f auf [n,b(p)] wieder stetig differenzier-
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bar (< (6)). Fur die iibrigen n € [a(p), b(p)] mit ¢ty € [n,b(p)] ist f in [n,to[ und in ]to, b(p)]
b(p) | to

stetig differenzierbar (< (6)), sodass fur die uneigentlichen Integrale [ f (¢) dt und JQ f(t)dt
to n

insbesondere
b(p b(p)
[ f@wae=tim [ 7)d= o) - dim f5) = [6@) - f(to) baw.

s—to—0 s—to—0

[f@®dt= tim [f@d= tm fs) = fn) = flt) ~ ()

gilt, weil f stetig in t( ist. Somit gilt auch im zweiten Fall und damit insgesamt

f(b(p) — f(n) = b}]’o) f(t)dt ¥ n € [a(p),b(p)]. Daraus kommt mit partieller Summation

M Y= X (sl )-f(n)
a(p)<n<b(p) &
= > (1x(n)— ! /( Z L) ruyar
a(p)<n<b(p) log n alp) alp)<n<t ~logn

) ab. Aus (x) folgt

log n

S / 1 X
) og sy Ol logay

( )

log s

NS~y

o1 x
_2/logs ds%ﬁO((logac)2> B

xT

T 2 T T T 1
= - — — ds = — /7 d
logz  log2 * O((log x)z) +2/ (log s)? ° log x * O((log x)z) * ) (log s)? °

fiir z > 2, indem wir 2 ins O( ) absorbieren. Fiir hinreichend grofie X gilt

log 2
t > a(p) > X% > 2 und daher

(log T

_ n(t) - mla(p)) = —— — ) AR S S
a(p)%;ﬂ”(”)‘ (t) = mla(p)) = = 1oga<p)+0<<1ogt>2>+a / o 2

denn O((loga( E) = O((logt ). Aus (= ) <0V s € [a(p),t] folgt
/ 1
(/)0<1> (o) (/|1g8 |ds) = O /)(10g3> ds),
alp a(p) a(

sodass partielle Summation die Giltigkeit von
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3 L 3 1.1_/ 1-( 1 ) ds =

a)n<t 08T opan< 1081 alp) a(P)<n<s log s
1 1
(t = a(p) + O() 1o = [ (s —alp) + O() - ) ds =
a(p)
t — alp) 1 p 1 1 /
“90) oLy [ fama) L - aesoq [y i) -
og ¢ <logt) (s —al(p)) - - Togs) @+ (I <logs) s|)
a(p) a(p)
t
t — alp) 1 / 1 1 1 1 1
d /-
logt <logX) T 0 (log )2 s+alp) 0 * (log s) (log a(p) logt)
a(p p
t t
t —a(p) 1 / 1 1 1
d O
logt (logX) * (log s)? s +alp) (10g5> * <logX>
a(p) a(p)
t
t —a(p) 1 / 1 1 1
d i _
logt (logX) +a(p) (log )2 s +alp) (logt log a(p))

t  alp) 1 p 1
logt loga(p) +0( )+ [

liefert, wenn wir loga(p), logt =< log X nutzen. Folglich ist

1 t 1 t
8 1p(n) — =0 +0 =0 vV t € la(p),b(p)],
© X r0) o) = O] + Oligy) = Olgex) ¥ 1€ o). )
denn fiir diese ¢ > X ist O(logX) = O((logx)g) Gibt es nun kein g € [a(p), b(p)] mit g(ty) = 2,

so ist f auf ganz [a(p), b(p)] stetig differenzierbar, was nach (6) und (8) insbesondere

b(p) 1 b(p) , . .
(p) a(p)<n<t( P(n) logn) f ( ) (p) ((log X)Z) (t2 IOgX)
a(p SN alp

1 1 1
O((logX)3 . /) ;dt) - O((logX)Q)’

b(p)
liefert, denn 0 < [+ dt =logb(p) — loga(p) < logb(p) < log X. Im Fall der Existenz (genau)
a(p)
eines solchen ¢y € [a(p), b(p)] mit g( 0) = 2 erhalten wir die gleiche Abschétzung, indem wir das
b(p) s
in

b(p)
Integral [ = lim [ + lim [ in zwei uneigentliche Integrale zerlegen und fiir diese jeweils
a(p) s—>t0—0a(p) s—to+0 s

(6) und (8) nutzen. Nach HS1 (iii) ist f(b(p)) = 35 * ozb) ~w(110g1;%x((7)”§ 1) =003 1oax)
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und einsetzen von t = b(p) in (8) liefert

Y (Aaln) = o) = Ol i),

a(p)<n<b(p) logn
woraus insgesamt

1 1

> (1p(n)

a(p)<n<b(p) logn
folgt. Aus den letzten Abschatzungen schlieflen wir mithilfe von (7) auf

1
9 Y= 0(<10gX)2) VpeP, ay<p< B

Nach Definition von a(p), b(p) und > (p) sowie (9) ist

1 1 1 1
0 ¥,= ¥ Y=o X )=

ap<p<pBo p ao<p<Bo p

denn aus dem Satz von Mertens [2, S.8 Satz 1.1.5] und X? < ag, 8y < X erhalten wir

0< > 1o log(log ) — log(log ag) + O( ) < log(log X) — log(log(X")) + O(1)

ap<p<pBo log Qo
log X 1
o8 bses) + O(1) = low(y) + 0(1) = O(1)
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III. Nun schétzen wir Y, aus (5) auf d&hnliche Weise ab. Erinnern wir uns an die

Definition 3 (p) := min{s(p), (%)1/ 2} < X und verwenden die Aquivalenz
a<p<fo A aa(p) Sn<Pilp) & w<n<dh A nr)<p<do(n) VpeP, neN,

welche nach Voraussetzung gilt, so kommt mit 6;(n) := min{é (n), 5} < X insbesondere

1 1 1 1 1 —logy(p)
Zl: 2 5 2 logn n logn \ lo ()T(L) —D=
ao<p<pBo p a1(p)<n<pB;(p) ) g gx
1 1 1—1lo
— Z . x OJ( gX(p) _ 1)
ap<p<py PN <log n) logy (n)
a1(p)<n<p1(p)
n?p<X
1 1 1 1-1
-y o X .w<10g><<p)_1>
Yo<n<do n ( 08 n> ~v1(n)<p<d1(n) p OgX<n)
PSTTQ
1 1 1 1-1
-y Loy .w<10gx<p>_1>
rosmzs, ™ (10872 () S ey P ogx(n)
1 1 1 —logy(m
= Z o 5 Z lp(m)~.w(1gX()_1)
rosnzs, M (logn) 1 (n)<m <8t () m ogx(n)
1 1 1 1 —logy(m
oims, T (logn) o (m) st (n) logm m log (1)
1 1 1 1 1 —logy(m)
2 n (logn)? 2 (Le(m) = lo m) m lo E(n) -
Yo <n<do g 1 (n)<m<6% (n) g gx

indem wir wieder die Idee nutzen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass m € N Primzahl ist,

nidherungsweise @ betragt, also die Summe }°, ,klein” sein sollte.

Im Folgenden zeigen wir 3, = O(m), indem wir hierzu fiir fixiertes o < n < 3y zunéchst

1

B 1 —logy(m) 1
logm

logy(n) 1= O(logX

dm) = 3 (1x(m)

c¢(n)<m<d(n)

) — - w(

)

1
m

mit ¢(n) = y1(n) und d(n) = §7(n) nachweisen. Dabei diirfen wir 0.B.d.A. ¢(n) < d(n) bzw.

X% < c(n) <d(n) < X annehmen, denn andernfalls verschwindet 3(n).

Fiir den Nachweis von Y (n) = O(log1 +) verwenden wir die gleichen Mittel wie in Kap.II bei der
Abschétzung von Y (p), wobei wir anstelle von f nun die stetige Funktion h(t) = %-w(%gﬁ(;) —1)

V t € [c¢(n),d(n)] betrachten und schlieBlich A'(t) = O(s%) fiir alle Stellen ¢ € [¢(n), d(n)] erhal-
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ten, in denen h stetig differenzierbar ist. Analog zu Kap.II sind dies alle ¢ € [¢(n), d(n)] mit

k(t) = 1101gogx —1 # 2, wobei k(t) = 2 wiederum nur hochstens eine Losung tg € [¢(n), d(n)] hat.

Im Vergleich zu (6) fehlt in A'(t) = O(5) der Faktor @ im O-Glied, wéhrend wir in Aussage

(8) nur a(p) und b(p) durch ¢(n) und d(n) ersetzen miissen. Dadurch ergibt sich Y- (n) = O(log1 <)
anstatt > (n) = O(

m% fir alle v < n < §y. Diese schwéchere Abschatzung verursacht

jedoch keine groflen Schwierigkeiten, denn es kommt

1 1

1 1
ﬁ) = O(m)a

-y (n) :O(W- >

Yo<n<do

. >,= > -

SoSmess n (log n)

indem wir logn = log X fiir X? <~y < n < §, < X nutzen sowie die Abschitzung
1 1
< —S/Edt:logéoglog)(
n
1

verwenden. Fassen wir (11), (10) und (5) zusammen, so haben wir

1
12 =
(12) > =3 +>,=> . +> 40— logX =3, +0( logX))
1 1 1 1 —logy(m) 1
= . ) . 1D+ O(—
s (o ogm Clogen) T Mg x)?)
oel(m)2§n<§)5(1(m)

gezeigt, wenn wir die Definition von 07 (n) sowie die Aquivalenz aus der Voraussetzung benutzen.

Die letzte Summe ) 5 kénnen wir durch das angegebene Doppelintegral abschétzen.

Dazu erklaren wir die Funktion

1 1 1 1-1
Qs,r) = —- ogx (1)

L 1 D
sr (logs)? logr “ logy(s) ) >0 Visr)€

mit dem Definitionsbereich

D :={(s,r) € (RT)?*|apg <7 < By, ar(r) <s < Bi(r), s’r < X}

und zeigen 99 () sowie 22 < 0 fiir alle (s,7) € D und hinreichend groBe X. Letzteres gibt

uns die Moghchkelt mit HS2 Theorem 1.1 entsprechende Summen durch Integrale abzuschatzen

288



und dabei entsteht insgesamt ein Fehler der Grofie O( X)Q) womit

(13) Z // (s,r dsdr—l—O(( ))

(s,r)eD

gilt. Auf eine detailliertere Herleitung von (13) wird an dieser Stelle verzichtet, da sie doch sehr

technisch ist und wenig Interessantes liefert. Ferner sehen wir

1 1-1
// (s,r)dsdr = // - w( OgX(r)—l)dsdr:
st log )2 logr log ()

(s,r)eD ag<r<po
al(r)<s<51( )
s2r<X
1 1 1 1-1 —1
// . . . CU( OgX(T> OgX(S)) ds dr.
logX st (logx(s))? logx(r) logx (s)
ag<r<pfo
a1 (r)<s<pi(r)
s2r<X
Substituieren wir im letzten Integral logy(s) = lfgg; = v(s) und logy (r) = lfgg; = u(r), so
gilt % = loé < % sowie % = logl < % Die Integrationsbedingungen sind dann dquivalent zu
log () < u <logy(Bo), logyx (a1 (X*)) < v <logy(F1(X")), 20+ u < 1, was insgesamt
l—u—v, dudv 1
) ds dr — / / — T
// (s,7) ds dr = logX w( v ) uv? log X
(s,r)€D log (o) <u<log x (Bo)
logx (a1 (X™))<v<logx (B1(X™))

2u+u<l

liefert, wobei der Integralwert I > 0 nach Voraussetzung eine von X unabhéngige Konstante ist.

Setzen wir dies in (12) und (13) ein, so kommt

1 1 1 1

Z - Z?’ +O((logX)2) - log X S O((logX)Q) - log X (T4 o(1))
und nach (4) insbesondere
S SOWa) 2 —(1+o(1)) - it A = —(1 4 0(1)) - k- (1 4 0(1))

a0 <p<PBo log X
a1(p)<q<pi(p)

°p<X

_ g A
(1+0(1)) HglogX I,

denn o(1) - (1 +0(1)) - ko lj;“;‘( = o(lfg“‘)‘() =o(1)- HglogX I, weil I > 0 eine von X unabhéngige
Konstante ist. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

]
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Bemerkung zu HS3 Theorem 1.1:

1. Eine verallgemeinerte Version von HS3 erhalten wir auch fir Summen der Form Y- S(W,q:, 7)
bzw. 3 S(Wpgrs, ) mit Primzahlen p, ¢,, s, wobei die entsprechende Summation stets unter
der Bedingung pgr? < X bzw. pgrs® < X erfolgen muss, sodass % >r > 2 bzw. ﬁ >s>2

gilt und damit CID*(— r) sowie <I>*( s) definiert sind. Dabei ist dann auch die Aquivalenz in

pqrs’

der Voraussetzung entsprechend zu verédndern.

2. Wir erhalten die gleiche Aussage des HS3 bzw. seiner verallgemeinerten Version, wenn
in den Summationsbedingungen von > S(W,q, @), > S Wpgr, 1) bzw. 3= .S(Wpgrs, §) statt eines
>- oder <- Zeichens nun ein >- oder <- Zeichen steht. Im Integral stehen dann die entsprechen-
den Zeichen in den Integrationsbedingungen, der Wert des Integrals andert sich dadurch jedoch
nicht. Hierzu weisen wir auf das Beispiel [ xdr = [ xdx hin.
0<w<t 0<w<t

3. Samtliche Summen Y2 S(W,q, @), > S(Wpgr, 1) bzw. 3° S(W,grs, s) mit Primzahlen p, ¢, r, s im
Beweis von Theorem 1.1 haben die in HS3 bzw. seiner verallgemeinerten Version bzw. die unter
2. dargestellte Form oder lassen sich mit denen im HS3 vorgestellten Werkzeugen durch das

entsprechende Integral abschétzen. So hat beispielsweise die Summe Y2 S(W,,, q) zwar
<q<p<
ia<pi<es
*p<X
keine der genannten Formen, denn das <- zwischen ¢ und p miisste besser ein <-Zeichen sein,

sie ldsst sich aber mit den gleichen Ideen wie in HSS durch

> S Wag ) = —(1+0(1)) - & logX /| (LU dudo

v uv
21<q<p<z2 I<v<u<q
Z3SPI<25 02 <utv<1—05
q“p<X 2u+u<l

nach unten abschéitzen, wobei z; = X%, 2o = X%, 23 = X% und 2z; = X' % ist.
In diesen Anwendungsféllen auf obige Summen im Beweis von Theorem 1.1 ist auch der
Integralwert stets positiv und von X unabhéngig, weil dann die Integrationsgrenzen nicht von

X abhangen.

dudv

4. Der Nenner v in w(m) sowie v? in rithren von der Primzahl ¢ in den
Summanden S(W,,, ¢) der Summe Y- S(W,,,q) in HS3 her. Gleiches gilt verallgemeinert auch
in dem unter 3. genannten Anwendungsfall fiir die entsprechenden Summen

S SWogs @) 22 SWogr, 7) bzw. 32 SWogrs, $) im Beweis von Theorem 1.1.

290



HS/ Theorem 1.1:

Mit den Definitionen von zi, ..., zg aus dem Beweis von Theorem 1.1, d.h. es gilt

X0=2 <« X" =2y < X2 = 23 < X702 = 25 <« X701 = 25 < X, erhalten wir

X A 1
Z S(Whq, (*)1/2) > —(140(1)) - K2 # : // dudv.
21<q<p<z23, 23<pq<zs pq logX scuic: U - (1 —u— U)
26<q?p<X, ¢®p<X 0y <vtu<l—0s
1-0, <2v4+u<l
3v+u<l

Beweisskizze:

Der Beweis wird nur oberflachlich skizziert, denn er verwendet dieselben Methoden wie der
Nachweis von HS3. Wir finden Konstanten ayg, 39,70, % € [X?, X] und Funktionen

ai, B1,71,01 : RT — [X? X], welche der Aquivalenz

ap<r<By AN a(r)<s<Bi(r) & n1<s<r<zm A 23<rs<z A 2 <sr

fir alle s,7 € R* sowie der in HS3 geforderten Aquivalenz geniigen. Folglich gilt

X X

Z S(qua(i)lm) = Z S<WPQ7(7)1/2)'
21 <q<p<za, 23<pq<zs rq a0<p<fo pq
z6<q*p<X, ¢3p<X a1(p)<g<pB1(p)

¢°p<X, ¢*p<X
Ahnlich zum Beweis von HS3 Kap.I (vgl. S.281-282) kommt

X X X

#A 1/2
Yo IWe () > Y (= () >
a0 <p<fo " pg X ag<p<fo rqg rq

a1(p)<q<pi(p) a1(p)<g<pBi(p)

®?p<X, Pp<X ?p<X, ¢®p<X
1 1

(1 +0(1)) - ot A L (o) m#A Y

aog% pq log(X/pg) 2
a1(p)<q<pi(p)

?p<X, ¢®p<X

indem wir z = f—q, z = (;(—q)l/2 in HS3 (3) einsetzen und nach x = 2" insbesondere u = 2 bzw.

w(u) = w(2) = 1 erhalten, welches sich mit dem Faktor £ im Nenner, der aus

log((X/pq)'/?) = % - log(X/pq) stammt, wegkiirzt.

Mit der gleichen Idee wie im Beweis zu HS3 Kap.II-1II, d.h. wir ersetzen 1p(m) durch die

Wahrscheinlichkeit @, dass m € N Primzahl ist, schitzen wir }_ ab und finden
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1 1 1

2 m%% pq log(X/pq) 2 (log X)?
a1(p)<q<p1(p)
*p<X, ¢®p<X
11 1 1 1

ap<m=<po
ai(m)<n<pi(m)
n2m<X,n3m<X

mn logm logn log(X/mn) i O((logX)2)’

wobei die zwischenzeitlich verwendeten Funktionen f und A auf ihrem ganzen Definitionsbereich
stetig differenzierbar sind, da sie die Buchstab-Funktion w nicht enthalten. Die letzte Abschétzung
entspricht also gerade HS3 (12). Die Summe Y5 kénnen wir analog zu HS3 (13) durch ein
entsprechendes Doppelintegral bei einem Fehler der Grofie O( ) abschéatzen, was schliefflich

1 1 1 1 1
S = LI dsdr + O(———) =
B Z/< rs logs logr log(X/sr) sart ((logX)Q)

23<rs<zs
26<82r<X, s3r<X
1 // 1 1 1 1
= —. . . dsdr + O(————
(log X)3 e, rs logy(s) logy(r) logy(X/sr) ((log X)2)

23<rs<zs
26<s2r<X, s3r<X

impliziert, wenn wir entsprechenden Aquivalenzen (s.o.) gebrauchen.

Im letzten Integral substituieren wir logy(s) = llg’gg;( = v(s) und logy(r) = ll(fgg; = u(r),
sodass 4¢ long L sowie 9% = logX Lund logy (X/sr) =1 —logx(s) —logx(r) =1—u—wv

ist. Die Integrationsbedingungen sind dann dquivalent zu § < v <u <0y, b <u+v <1 —0,,

1-60; <2v+u<1, 3v+u <1, was insgesamt

1 // 1 1 1 1 ds d
(log X)3 Lo rs logy(s) logy(r) logy(X/sr)
sSresas
26<s2r<X, s3r<X

1 1 1 1
e dudv = I
logX // v ou T—u—u log X

O<v<u<b;
O <v+u<l—6y
1-601 <2v+u<l

3v+u<l

liefert. Daraus folgt

2= log X 'I+O((logX)2> - log X
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Setzen wir dies in die Abschéitzung von > SWpq, (;(—q)l/ %) ein und argumentieren weiter
ap<p<Bo
a1(p)<q<pi(p)
¢°p<X, ¢°p<X

analog zu HS3, so erhalten wir das gewiinschte Resultat, denn der Wert des Doppelintegrals I
ist positiv und von X unabhéngig, da @, 6, 0> von X unabhingige Konstanten sind.
'‘Bemerkung zu HS/ Theorem 1.1:

Die zweite Bemerkung zu HS3 Theorem 1.1 gilt auch fur HSY.

Nun verfiiggen wir iber ausreichend Mittel fiir den Nachweis von Theorem 1.1.

Theorem 1.1:

. . . . . o #A
Sei X eine hinreichend grofle b-Potenz. Dann gilt #{p € P|p € A} < =X
Beweis:
I. Wir verwenden die in [1, S.38-42] dargestellte Beweisstruktur. Dabei seien folgend mit p, ¢, r, s

stets Primzahlen gemeint. Wir zeigen zunachst #{p € P |p € A} < lfg“;‘(.

Nach der Folgerung aus Proposition 12.1 gilt

#A

(1.1.1)  SOW, X% = SW,, X% = S(A, X?) — Fats S(B, X% = of #A

log X

)

wegen A; = A und B; = B. Ferner ist

#pePlpec A =#pec A|IVX <p< X} +#{pecAlp<VX}<
#{ne Alpiln=p > VXI\{1} +7(VX) < S(A,VX) + n(VX),

denn {p € A|VX <p< X} ={necA|piln=p > VX {1}, was wir nun zeigen.

Sein € A, n # 1 mit piln = p; > VvV X. Daraus folgt n € N fur hinreichend grofle X,
weil dann namlich der Fall n = 0 ausscheidet, denn 0 hat den Primteiler 2 < v/ X.

Fiir n ¢ P gibt es wegen n € N, n # 1 eine nichttriviale Zerlegung in der Form n = ¢ - d mit

c,d €N, ¢,d# 1, wobei 0.B.d.A. ¢ < y/n < VX angenommen werden darf (n < X < n € A).
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Ferner besitzt 2 < ¢ < v/X einen Primteiler p; mit p; < ¢ < v/X und dieser teilt wegen c|n
auch n, womit ein Widerspruch entsteht. Also ist n € P und daher auch vX <n < X.
Folglich gilt {n € A|piln = p1 > VX}I\{1} C {p € A| VX < p < X}, sodass beide Mengen

gleich sind, denn die D-Inklusion ist offensichtlich. Verwenden wir zusétzlich die Abschatzung

VX VX #A
W(\/Y)<< log\/y_Q' log X < log X’

die aus [2, S.4 Satz 1.1.3] und #A4 = X mit ¢ = 1oglo(é>;1) > 20> 1 (< b > 10) kommt, so gilt

#A
(1.12) #{peP|pe A} < oz S(A,VX).

Ferner ist S(A, vVX) < S(A, X?) (< 0 < }) und wegen (1.1.1) erhalten wir

S(A, X% = o(li“;l() + 52#7“4 -S(B, X?), sodass der Nachweis von S(B, X?) < % gentigt. Dazu

verwenden wir die im Beweis von Lemma 12.2 vorgestellte Version des FLCS (vgl. S.245).

Wir setzen A = B, 2 = X? > 2 wn) =1V n € Nund P = P ins FLCS ein, sodass
P(z) = P(X% = I P gilt und bemerken, dass offensichtlich w : N — R multiplikativ ist und
nach HS2 Lemmapj)é.,? auf S.240 der im FLCS geforderten Eigenschaft (x) mit ¢ = 1 geniigt.
Ferner ist Ac =B ={neB|en} ={neNy|n <X, en} und

1 X w(e)

#Ae:#BZ:[)(e_J+1:€+O(1): - #B+ R'(e)

e
mit R (e) = O(1) fiir alle e € N, wobei #A4 = #B = X gilt. Offensichtlich ist
S(A, P, z) = S(B, X%), woraus insgesamt nach dem FLCS

/

SB.X) =X ] <1—;>-<1+0<u“/2>>+0< S IR (@)

p< X e<Xxtu
e|P(X?)

gleichmasBig fiir alle u € R, u > 1 folgt. Setzen wir darin u = 1 ein, so ist 1 + O(u"%/2) = O(1)
und das zu addierende O-Glied ein O( ¥ 1) = O(X?) = O(2;), was

log X
e<X? 8

1 X X

0 . —_
SB,X) < X- [ (1 )+lOgX <<logX

p<X9 p

liefert, denn aus dem Beweis von Lemma 12.2 Kap.I (vgl. S.247) entnehmen wir

p];[x(l — %)*1 =<logx Vo € R, x> 2, speziell also p<1_)[(9(1 — %) = m < @. Somit kommt
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#A

(1.1.3) #{peP|pec A} <iox g X

II. In den folgenden Kapiteln schitzen wir #{p € P | p € A} nach unten ab. Dazu setzen wir

2= X0 2= X0, 2= X%, = X V2 2 = X = 2= X0 = X% it

0~ 0.065, 6 ~0.36, 0= 0425 1—0,~0575, 0;:=1—0, ~0.64,

sodass offenbar z; < 29 < 23 < 2 < 25 < 25 = 27 sowie z; = X% mit t; € QT fiir alle
1<i<7gilt («<eeQh). In[1, S.37-38] wird dagegen 5 := 22 — ¢ und z7 := X% definiert.
Die unterschiedlichen Definitionen hangen mit dem Gultlgkeltsbereich von Proposition 13.1
zusammen, denn die entsprechende Aussage gilt nur bei Summation bis p < X'~ und nicht wie
in [1, S.37] behauptet auch bei Summation bis p < X% = X°9/77=¢_ Wir setzen daher 5 := 1—6,

und z7 := zg, um Analogie zu den Abschéitzungen in [1, S.38-42] herzustellen. Nach Kap.I gilt

#{pEIP’]peA}2S(A,ﬁ)—le(W,\/f)Jr@#;?-S(B,\/Y)—l sowie

SBNVX)=#{neNy|n< X Apiln=p >VX}=#{peP|VX <p< X}U{l},

denn letzteres erhalten wir analog zur Herleitung von

heAlpn=p >VXN\{1} ={pec A| VX <p < X} auf S.293-294. Aus (%) auf S.279

bzw. dem Primzahlsatz (2, S.41] folgt 7(y) = i 4+ O(q5252) ¥V y = 4 und damit
X X VX VX
SB,VX)=1+7X)—a(VX)=14+——+40 — -0
X X
~log X +O((logX)Q)

fiir hinreichend grofie X. Dies liefert

2#—“4 SBAT) = 1= e Lo TRy, FA | HA

O =
g X |+ \log X)2 “i0gx T g x

denn die 1 kénnen wir ins O( ) Glied absorbieren (<= #.A4 > X'/2) also insgesamt

#A
log X

#A
log X

(1.14) #{peP|pe A} > SOW, 24) + k27—~ + o

).
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Wir machen folgend héaufig Gebrauch von

(*) S(desl) - S(chs? Z S de, ) Vde N, S1, 82 € R+, s1 < So,

s1<p<s2

(xx)  S(C,81) = S(C,s2) = Z S(Cp,p) V C C Ny, 51,8 € RT, 81 < s,

51<p<s2

welches sich im Wesentlichen aus den Definitionen von S(Wy, z) und Cq4 bzw. C; fir d € N,
z € RT, C C Ny in Kap.12/13 sowie der Buchstab-Identitat ergibt. Nach (1.1.1) und (x) gilt

(1.1.5) SW,z4) = SW,z1) — > SWp,p) l# X > SW,,p)
21<p<za 0g 21<p<z4

#A

=o( )= 2 SWup)— X SWep)— 3 SOV
08 z1<p<z2 z22<p<z3 z23<p<z4
#A

:O( )_ S(W7p>_ S(W7p)7
log X 21 S;K@ g Z:sgém !

denn Prop.13.2 mit k = 1, T = {1} und R = [n, 1]}, wobei n = n(X) gemifl Bemerkung 1

gewahlt wird, d.h. insbesondere gilt n < 6; fiir hinreichend grofie X sowie 0y < 1, liefert

#A
Z S(vap>: Z S(Wp17p1)20(1 X)
22<p<z3 p1 og
X01<p <X92
31 e
Folgend verwenden wir héiufig stillschweigend die Tatsache, dass aus n = p; - ... - pp mit k € N

und p1, ..., pr > 21 = X? > b fiir hinreichend groBe X insbesondere n # X! mit t € Q7 folgt.

Dies kénnen wir mit derselben Idee wie auf S.263 ab ,Sei n € Ny, n = X"...” nachweisen.
Deshalb gilt beispielsweise

Z S(Wp,p): Z S p?p

23<p<z4 23<p<z4
weil die Félle p = 23 = X% und p = 2z, = X'/? nicht eintreten kénnen.
III. Wir schitzen nun die Summen >,  S(W,,p) und > S(W,,p) ab.
21<p<z2 23<p<z4
Setze v := W’ sodass nach der Folgerung aus Prop.13.1 insbesondere
#A #A
(logX) > SWpys21) = > S(Ap 21) = ka5 - S(Bpy, 21)

X1/2-7<py <X 1/2 X127 <py <X /2
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und daher

#A #A

(1.1.6) > S(A,,21) = ot 3 S(Bp,,21) + 0(logX)

X1/2-7<p <X 1/2 X1/2-7<p <X 1/2

gilt. Fiir fixiertes X1/277 < p; < X1/2 schiitzen wir S(B,,, z1) mithilfe des FLCS ab.
Nach Def. in Kap.12 ist By, := {n* € B|pi|n"} sowie B), := {n € Ny | np; € B}, was

S(Bpyyz1) =#{n € By, [pln=p> 2} =#{ne€No[np1 € B A pn=p> 2}
=#{n"e€Bpn” Apn" =p>u}=#{n"€B, |pln"=p>2u}

= S<B;:1’ 21)

liefert, wenn wir n* = n - p; verwenden und beachten, dass p; > X277 > X? = 2, fiir hinrei-

chend grofie X ist.

Wir setzen A = B*

P’

z=2z >2 whn) =1V neNund P = P ins FLCS ein, sodass

P(z) = P(z1) = [I p gilt und bemerken, dass offensichtlich w : N — R multiplikativ ist und
p<z1

nach HS2 Lemma 12.2 auf S.240 der im FLCS geforderten Eigenschaft (x) mit ¢ = 1 gentigt.

Esist Ac = (B; ) ={n € B; |eln} ={n € Nog|n < X, pi[n A en} ={ne€Nyg|n <X, pie|n}

fir e € N, ggT(e,p1) = 1, woraus wir insbesondere fir e = 1 die Giiltigkeit von

#A =B, = |2 +1 = % +O(1) bzw. #B;;, < p% erhalten. Dies liefert

p1

4A, = LXp;lj +1:p)1(€+0(1):wi€)-(#A+O(1))+O(1):w(:)~#A+R'(e)

mit R'(e) = O(1) fir alle e € N, ggT (e, p;) = 1. Offenbar ist S(A, P, z) = S(B;,, 1) = S(By,, 21),

woraus insgesamt nach dem FLCS

(LLT) S(By,z1) = S(Boy, 1) = 4B, - [L(1-2)- (14 0™2) +0( ¥ R ()]

p<z1 e<z}
e|P(z1)

gleichmasBig fiir alle u € R, u > 1 folgt. Einsetzen von u = 1 liefert 1 + O(uv~*?) = O(1) und

YR () < Y 1<z =X,

e<zy e<z
e|P(z1) e|P(z1)
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denn aus e|P(z) sowie P(z) = [I p folgt ggT(e,p1) =1 (p1 > 1) und daraus R'(e) = O(1).
p<z1

Somit ist der zu addierende O-Term fiir u = 1 ein O(X"?) und wir erhalten

X
(1.1.8) S(B,,,21) < — - + X% VXYY <pp < XV2

p1 log X

. . « X 1y o 1 1 . .
indem wir #B; < = X nutzen und uns an <1_)[(9( ;) = oz < fex 10 Kap. I erinnern.
P

Summation von (1.1.8) iiber alle X/277 < p; < X'/2 liefert

X 1 X
Z S(Bp1vzl)<<m' Z 7+O(lOgX

X1/2-v<p < X1/2 X1/2-v< <X1/2p1
Sp1> SP1>

)7

weil > X0 < x12. X0 < X096 = o(:2.) ist. Nach Satz 1.1.5 in [2, S.8] gilt

log X
X1/2=7<py <X1/2 e

1 1/2
— = log( /
X1/2=7<py <X1/2 P1

7 ()

)+O(1):log(1+1/2_7)+0 %

1/2 —~ log X

Durch die Abschétzung logx = f % < fl =1z —1 YV x > 1 erhalten wir log(1 + o ﬁ/) < 1/;_7,
1 1
denn nach der Definition v = o X)1 75 ist g / — >0 fiir hinreichend groBe X sowie ; /2 =o(1)
fir X — oo, was log(1 + 73 ) =o(1) und 1nsgesamt
X 1 X X
(1.1.9) S(Bpy,21) € ——= - (o(1) + O( )) + o ) = o )
X1/2“/<Zpl<X1/2 pl log X log X log X log X
liefert. Zusammen mit (1.1.6) ergibt sich
#A X
(1.1.10) S(A,,,z1) = o( ) A S(Bp,,21) = o( ).
X1/2W<Zpl<xl/2 " log X X1/2'Y<Zpl<X1/2 " 10g X
Mithilfe (1.1.10) weisen wir Y. [S(A,, min{p, (%)1/2}) —S(Ap,p)] = O(IOgA ) nach. Wir finden
p<X1/2
. X 1/2 X 1/2
Z [S(Ap7 mln{pa (7> }) - S(Apvp)] = Z [S<Ap7 (7> ) - S('Apap)] =
pSXl/Z p psxl/2 p
(5)M2<p
Z Z S(Apg, @) = Z Z S(Apg, @) + Z Z S(Apg, q)
p<X1/2 (S)1/2<q<p p<X1/2 (Z)1/2<q<p X2 <p<X 12 ()12 <q<p
(5)2<p g (2)H2<p ! (5)M2<p :

=2, T2,
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indem wir (*%) anwenden. Ferner ist

.= > Y S = Y > #{aeNy|apge A A pila=p > q}.

P<X1/2 Y ($)V/2<q<p p<X'/2=7 (I)1/2<q<p

(5)2<p (5)2<p
Zunichst seien p, ¢ € P mit p < X277 und ( )12 < g < p fixiert.
Sei a € {a € Ng|apg € A N pi|la = p; > q}. Dann ist insbesondere a # 0, denn fiir a = 0 hat
a den Primteiler 2 > ¢ > ()12 > X112 > X% was fiir hinreichend groBe X falsch ist.
Also ist @ € N und fiir @ # 1 besitzt a einen Primteiler p; > ¢, sodass apq > p1pq > pg®> > X
und damit apg € A C Ny N [0, X[ ausgeschlossen ist. Daher ist nur a = 1 moglich und es gilt

insgesamt

0<> = > S o1 Y 1= Y Ya<2 Y 1< #AXYY),

p<X!/2 (Z)12<q<p pg<X'=7 a<Xj4—W pg=a a<Xj4—7
(%)1/2<p qu.A quA ac ac

denn fiir jedes a € Ny gilt Y. 1 < 2! aufgrund der eindeutigen PFZ von a. Erinnern wir uns an
pg=a

A(r) < 2 V x € RT, b<:c<Xm1tc—1°gl;(gb und v =

W > O, so kommt

X #A  H#FA 1 o #A
Xve  Xve  logX exp(c-logX -y —log(log X)) ‘logX

HAXIT) < (XP)e = )

wegen X '~7 > b fiir hinreichend grofie X sowie log X - v = (log X)*/2. Damit gilt

(L11) Y = 0(1ogX)'

Fir X277 <p < X' ist (3)1? > X% > X? und p > X’ was nach (++) und (1.1.10) die

Abschéatzung

ngzz Z Z S(.qu,Q) < Z Z S(‘AINPQ):

X2 <p<X1/2 (S)1/2<q<p X1/2=7<p<X1/2 X0<q<p
R
p
#A
Z S(Aan0>_S(Ap7p) < Z S(~Ap721) :0(1 X)a
Xl/2—’y§pgxl/2 X1/2—~/§pgxl/2 Og
also Y5 = 0(1 +) liefert. Zusammen mit (1.1.11) impliziert dies

#A
log X

(L112) 37 [S(A,, min{p, <§)1/2}) — S(Ap, p)] = o )-

p<X1/2
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Analog zur Herleitung von (1.1.12) folgern wir

(1.1.13) > [S(By, min{p, (5)”2}) — 5(B,p)] = 0(10#5() - 0<10§X)’

p<X1/2

% durch ¢ = 1 ersetzen, die zweite Aussage in (1.1.10)

indem wir A durch B und ¢ =
verwenden und B C Ny N [0, X[ beachten. Wir bemerken, dass jeder Summand auf der linken

Seite von (1.1.12) bzw. (1.1.13) nicht-negativ ist, womit insbesondere auch

X (St mingp, (')~ S )] = o)
X 18 min ()"~ 5] = ol ).
X (8L mingp, (')~ S )] = o)
X188, min{p ()" - SBp) = o)

wegen z; < 2y < 23 < z4 = X /2 gilt. Dies liefert

S S = X S(p) —m 5 (B,p) =

1<p<z2 | Z1§p;(221 2 #A | v -
X G mindp ()~ S8 mingy ()"
- % (St min{p <f>1/2}> — S(App)]
+/<:2%;4 . zlg%;@[S(Bp’ min{p, (f)l/Q}) — S(B,,p)| =
, X1/ #A
Z S(W,, min{p, (5) / 9 +0(@)

21<p<z2

und analog dazu kommt Y>> SW,,p) = > S(W,, min{p, (%)1/2}) + 0(%), was

23<p<z4 23<p<z4

eingesetzt in (1.1.5) die Giiltigkeit von

A
#A — ) i { /2y _ _ . { 1/2
0(logX) ZISPZ;ZZ S(W,, min{p, ( » )7} ngéa S(W,, min{p, ( , M)

impliziert.
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IV. Nun formen wir die einzelnen Summen der letzten Zeile aus (1.1.14) um. Wir finden

S S, min{p,<f>1/2}>= S St Y SO, <p>1/2>

z21<p<z2 z1<§<£222 Z1<§<1222
p<(5)V/ p>(5)1/
X
— > Sy 2) =SWp)l = X [SWp21) =S, ()] + X SW,, 1),
21<p<z2 z21<p<z2 p 21<p<z2
p<(3)1/2 p>(3)1/?

wobei fiir p < 2z < X'/? insbesondere (%)1/2 > X4 > 2 ist, also nach (x) letzteres gleich

- Z SWpg, @) — Z SWhg, @) + Z SWp, 21) =

21<q<p<z2 21<p<z2 21 <p<z2
p<(5)1/2 p>(3)?>q>z

- Z S<qu7 q) - Z S pq7 + Z Wpa Zl

z1<q<p<ZQ z1<q<p<ZQ 21<p<z2

p,( )2, q<( )1/2 P>( )2, q<( )1/2

- Z S(qu7Q) + Z S(Wpazl)
Z1<q<p<22 21<p<z2
q<(3)1/?

ist. Insgesamt kommt > SOW,, min{p, ()2} =— £ SW,,0)+ X SW,,z).
z21<p<z2 P 21 <g<p<zz z21<p<z2
q<(¥)1/?

Analog zu oben gilt

Z S(W,, min{p, ();)1/2}) —

23<p<z4
X
- Z [S(Wp> Zl) - S(W}%p)] - Z [S(va Zl) - S(va (7)1/2)] + Z S(va Zl) =
23<p<z4 23<p<z4 p 23<p<z4
p<(X)1/? p>(5)1/
- Z S(qu7 Q) - Z S pq, + Z Wp, 21
23<p<z4 23<p<z4 23<p<z4
zl<q<p 21§q<(%)1/2
p<( )1/2 p>(%)1/2
- Z S(quaQ) - Z S(quaQ)+ Z S(W;mzl) =
23<p<z4 23<p<z4 23<p<z4
z1<g<min{p, (%)1/2} z1<g<min{p, (%)1/2}
p<(X)1/2 p>(5)1/2
- Z SWhg, @) + Z SWp, 21)
23<p<z4 23<p<z4
z1§¢1<(%)1/2

denn fiir 25 < p < 24 = X2 gilt ( )2 > XY4 > 2 und p > 21, sodass (%) in der zweiten Zeile

angewendet werden kann, und ferner min{p, (% )12} = (% )12 wegen (% )< (E)? <z <,
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welches wir in der letzten Zeile benutzen. Setzen wir dies in (1.1.14) ein, so gilt

(L.115) SW,z1) =— > SWp,z1) — D, SWpz0)+ Y. SWy.q)
21 <p<z3 23<p<zq 21 <q<p<z2
g<()'/?
#A
+ Z SWpqs q) + of ).
23<p<z4 . IOgX
ZISQ<(%)I/2

Die beiden ersten (zu subtrahierenden) Summen besitzen nach Proposition 13.1 jeweils die

#A

X) welches wir beispielhaft fiir die erste Summe zeigen.

Grofenordnung o( 2

Nach der Bemerkung am Ende von Kap.IT auf S.296 gilt > S(W,,21) = SW,, 21),
21<p<z2 21<p<z2
denn p # 2z fir p > 2. Wir wéhlen & = 1, setzen oy := —0, fi(z) := (=1) - 2 und

ag =01, fo(x) =1z sowie

2
R:=H;,={veR|—v<-0}n{veRlv<b}={veR|0<v<06i}

i=1

womit R C [e, 1]! ein logarithmisches Polytop ist (beachte: € < 6 < 6; < 1) und aus Prop.13.1

#A
0(1 X): Z S(Wp17X9): Z S(WPNXe): Z S(WIHZI)
08 X<p1 Xe<pr<Xx1=0 z21<p<z2
p1<X1=01 X0<p <X
Erer

kommt, denn 1 — 6y > 6. Also ist > SW,,2z1) = o(ﬁ;‘() und analog dazu erhalten wir
21 <p<z2

> SWy, ) = (ﬁ;’;l() indem wir ein passendes logarithmisches Polytop R konstruieren.
23<p<z4

Dies in (1.1.15) eingesetzt liefert

#A

(1.1.16) SW,z) = Y. SWepa)+ > S(qu,q)—i—o(ﬁ)_
21<q<p<zz 23<p<z4 0g
g<(3)1/? z1<q<(5)1/?
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V. In den folgenden Kapiteln schitzen wir die erste Summe > S(W,,, q) ab. Wir finden
21<q<p<z2
q<(5)?

(1117> Z S(qu7 ) = Z S(WP(D Q) + Z S(qu7 ) + Z S(WP‘P )

21 <q<p<z2 21<q<p<22 21<q<p<22 21<q<p<zz

X
q<(?)1/2 q<( )1/2 q<( )1/2 q<( )1/2
21<PQ<22 22<PQ<23 Zs<pQ<25

+ Y S )+ Y. SWeg ),

21 <q<p<ZQ 21 <q<p<zz
a<(3)1/? a<(3)1/?
25 <pq<Z6 26<pq

wobei nach Proposition 13.2 bzw. 13.3 die Summen > S(W,,, ¢) und > SWygq)

21 <gq<p<z2 21<q<p<z2
X X
‘1<(;)1/2 Q<(;)1/2
22<pq<z3 25 <pq<ze

jeweils die GroBlenordnung 0(#—){) besitzen, welches wir beispielhaft fiir die erste Summe zeigen.

Nach der Bemerkung am Ende von Kap.IT auf S.296 ist

Z S(qu, q) = Z S(qu,q)— Z S(me q),

21 <f1<P<22 21<q<p<z2 21<q<p<z2
1/2 22<pq<z3 qa=p
q<( ) 22<pq<z3
22 <Pq<23

weil p # 2o, pq # 23 fiir p,q > 2z gilt und ¢ < (%)1/2 ohnehin fiir pg < 23, ¢ < 2, erfiillt ist

(= ¢*p < z3- 20 < X). Zur Abschitzung von 3> S(W,,, q) setzen wir k := 2 sowie
z21<q<p<z3
29<pq<z3

R:={GeR*[0<uv <uv,<0}C 1]

wobei n = n(X) gemaf Bemerkung 1 gewéhlt wird, d.h. n < @ fiir hinreichend grofie X gilt und
wir leicht anhand der Definition in Kap. 6 sehen, dass R ein logarithmisches Polytop ist.
Aus Proposition 13.2 mit 7' = {1, 2} folgt daher

#A

(10 X) Z S(Wplpzapl) = Z S(mezapl) = Z S(qu, )
g g P1P2 X0<p1<pa<X91 21<g<p<z2
)1( 1<p1pa<XP2 XO1<p1pa< X02 22<pq<z3
ogp] logpo R
( log X 7 log X )E

Zur Abschiatzung von > S(W,yy, q) wihlen wir wieder k := 2 und n = n(X) gemaf
z1 Sgégﬁ@
22<pq<z3

Bemerkung 1 sowie
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R={TeR*|0<v, <v, <Oh}N{TeR?| —uv <—vy}

={TeR*|0<v <vy <Oy, v =1} C 1,1

wobei R auch hier ein logarithmisches Polytop ist. Nach Proposition 13.2 mit 7" = {1, 2} gilt

#A
(10 X) Z S(Wplpzypl) = Z S(mezupl) = Z S(qu, )
g P1,p2 X0<p1<p2<X91 21<q<p<zg
X901 <pipa<Xb2 T pi=pz q=p
(g5 TR )ER X0 <pipr<XP2 225Pa<zs

Dies liefert > S(W,q, @) = o(i£4) und analog dazu kommt > S(W,,, ¢) = o4,

log X log X
21<g<p<z2 o8 21<q<p<z2 &
g<(X)1/? q<(3)1/?
p p
22<pq<z3 25 <pg<z6

indem wir Proposition 13.3 verwenden und die passenden logarithmischen Polytope R definieren.

Folglich gilt nach (1.1.17) analog zu [1, S.39 (oben)]

(1.1.18) > S = > S+ > SWeq)

21 <q<p<z2 21 <q<p<z2 21 <q<p<z2
a<(3)1/? q<(¥)1/? a<(3)1/?
z26<pq 23<pq<zs
A
Y SO o)
21<q<p<z2 g
a<(3)1/?
z21<pg<z2

Aus der Bemerkung am Ende von Kap.II folgt ¢ # 2, und pq # z¢ fiir p, ¢ > 21, sodass wir nach

HS3 Theorem 1.1 sowie den Bemerkungen darunter auf

(1.1.19) Z SWhe: q) = Z SWhq» q) >

21<gq<p<zz 21<q<p<z3
a<(3)1/2 g<(¥)1/?
26<pq Z6<pq
1 —u— v, dudv #A
1+ 0(1)) // — (14 o(1)- I
—(1+o(1)) - X ) 2 (1+o0(1)) Mo x 1
f<v<u<bi
1-61<u+v
2utu<l

schliefen, wobei I; gerade das Integral in [1, S.39 (13.3)] ist.

VI. Die Summe > S(W,g, ¢) in (1.1.18) miissen wir nun anders als in [1, S.39] behandeln,
21 < z
(72
23<pq<zs

denn hier kommt erstmals z; ins Spiel. Verwenden wir wieder die Bemerkung am Ende von
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Kap.II, d.h. speziell ¢ # 21, pq # z3 und ¢*p # 2z, so gilt

(1.1.20)

21 <q<p<z2
X
Q<(;)1/2
23<pq<zs

Nun zur Abschéitzung von

Z SWpes q) =

2

21<q<p<z2

Yo SWa )+ Y. SWpgq)

z1 <q<p<22 z1 <q<p<zz
¢?*p<ze 26<q’p<X
23<pq<zs 23<pq<zs

S(W,q,q). Wir finden

26<q*p<X
23<pq<zs

Z S(me ) =

> S+ X SWea) =3+,
21<q<p<z2 21<q<p<z2 21<q<p<z2
26<q’p<X 26<q’p<X 26<q’p<X
23<pq<zs 23<pq<zs 23<pq<zs
@®p>X Bp<X

und aus HS3 Theorem 1.1 sowie den Bemerkungen darunter kommt

2

> SWiga) 2
21<q<p<z2
26<q*p<X
23<pq<zs
P®p>X

#A 1—u—v_ dudv
—(14+0(1)) & . // w
(1+0(1)) "Tog X ()
f<v<u<bi
O <u+tv<l—02
1—-601 <2v4u<l
3v+u>1
#A 1
—(1+o() -k . dudv
(1+0(1)) *log X wv - (1 —u— ) ’
H<v<u<by

Oo<ut+v<l—09
1-61 <2v+u<l
Jv+u>1

denn die Integrationsbedingungen 0 < 0 < v < u, 2v 4+ u < 1 und 3v + u > 1 implizieren
1-u—v

[1,2], also w(=2=2)
Nach (x) gilt

2,

> SWhgq) =

geméfl der Definition der Buchstab-Funktion in HS1

X
1/2 _
Z [S<WPQ7 (7> ) + Z S(qurﬂn)] -
21 <q<p<z2 21 <q<p<z2 pq q<r<(§)1/2
26<q*p<X 26<q’>p<X ="pq
23<pg<zs 23<pg<zs
a<(3)"/? a<(3)"/?
1/2
> S C)) Y W) = Y4 Y,
21<q<p<z2 pq 21<q<p<z2
z6<q*p<X z6<q*p<X
23<pg<zs 23<pq<zs
*p<X q<r<(X)1/2

wobei aus HS4 Theorem 1.1 und der Bemerkung darunter

2

— Z S<qu7 (
21<q<p<z2 pq
26<q’p<X
23<pq<zs
*p<X

)1/2) >

—(1+0(1)) -~

j/ :

wo - (1 —u—w)
<v<u<b
O <v+u<l—6q
1-61 <2v+u<l

Sv+u<l

log X

dudv
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folgt. Zusammenfassend gilt daher

Z SWog, ) :Zl+22221+23+z4 ZZ:4

21 <q<p<z2
z6<q2p<X
23<pq<zs
#A 1 1
RIS S R/ R S AN/ S S
(1+0(1)) HQlogX [ wo(l —u—v) e wo(l —u—v) udv]
f<v<u<b; f<v<u<b;
o <ut+v<l—06s O <v+u<l—6s
1-01 <2v+u<l 1-01 <2v+u<l
3v+u>1 3vtu<l
#A // 1
—(1 1)) - . —— dud =
(1+0(1)) FazlogX w(l —u—v) " U+Z4

I<v<u<by
O <utv<l—6o
1-01 <2v+u<l

(o) e Bt Y,

wobei wir auf die Definition von I2Integrals und PrimeMultInt in [19, S.5, S.2-3] verweisen.

Letzteres berechnet ndmlich geméaf [19, S.2-3] ein Integral mit Integranden der Form b%
ab(l—a—b)
Es verbleibt die Abschatzung von Y, nach unten. Dazu finden wir
24 = Z SWogr,7) + Z SWogr,7) + Z SWoagr» )
z21<q<p<z2 z21<q<p<z2 21<q<p<z2
26<q*p<X 26<q°p<X 26<q’p<X
23<pq<zs 23<pq<zs 23<pq<zs
q<r<(s)'/? q<r<(2)'/? q<r<(2)'/?
20<qr<z3 qr<zg z3<qr
#A
= 0o(——=
(og x) 7225+ 2
denn nach der Bemerkung am Ende von Kap. II gilt > SWegr, 1) = > SWegrs 1)
21<q<p<z2 21<q<p<z3
26<q’p<X 26<q*p<X
Z3<Pq<z5 23<pq<zs
asr<()V2 dr<(2)12
22<qr<z3 29<qr<z3
und letzteres ist dhnlich zur Herleitung von > S(W,y, q) = o(;£2) in Kap.V ein o(£4).
pg> log X log X
z1<q<p<z2
q<(¥)1/?
22<pq<z3

Dabei verwenden wir Proposition 13.2 und sehen, dass wir darin eine Summation iiber beliebige
Primzahlen py, ..., pr und nicht wie in [1, S.37] nur tiber kanonisch geordnete Primzahlen

p1 < ... < pr bendtigen, denn r muss hier nicht notwendigerweise r < g < p erfiillen bzw. die
kleinste Primzahl unter r, ¢, p sein. Da iiber ¢ < r, ¢ < p summiert wird, ist dies nédmlich gq.

Ferner liefert HSS Theorem 1.1 und die Bemerkungen darunter die Abschitzungen
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2= 2 SWer) 2 =(1+0(1)) K logX /// 1—U—’U—t)dudvdt

2
zl<q§p<zz f<v<u<b uvt
26<q“p<X fo<utv<l—02
23 <qu<z15 , 1-61 <2v+u<l
q<r<(5) / v<t, 2t+vtu<l

qr<ss v+t<6y

= —(1 + 0(1)) : /fglogX . 13

sowie

#A 1 —u—v—t,_ dudvdt
Y= 2 SWhgrr) 2 =(140(1)) - w2 : w( ) 5
6 <qep<z log X t uvt
> H<v<u<by
26<q“p<X O <u+v<1—05
Z3<PA<Z5 1—61 <2v+u<1
q§r<(ﬁ)1/2 v<t, 2t+vtu<l
z3<qr v4t>0o

#A
: I47
log X

— —(1+0(1)) - Ko

wobei wir die Definitionen von I3Integrals, I4Integrals und Alt3MultInt in [19, S.5, S.2] beachten.

Insgesamt erhalten wir

#A H#A
1.1.21 > (1 1)) - | I I
( ) Z1<§)<Z2S(qua q) 2 —(1+0(1)) ﬁ210gX Iy + I3 + 4]+0(10gX)
26<q*p<X
23<pq<zs
A
— (14 0(1))- @ng A+ T+ T,

indem wir den Summanden o( iA ) mit dem Faktor 1+ o(1) verrechnen, denn Iy + I3+ I > 0

ist eine von X unabhangige Konstante, weil alle Integrationsgrenzen von X unabhéangig sind.

Folgend schitzen wir Y2 S(W,,, q), also die erste Summe der rechten Seite von (1.1.20),
z21<q<p<z2

q?p<z6
23<pq<zs

nach unten ab. Siehe dazu auch [1, S.39] ab ,When ¢?p < 2;...” und beachte z; = 2.

Die gleiche Idee wie in Kap.III auf S.300 mit Y>> S(W,,, ¢) anstatt > S(W,, p) ergibt

z21<q<p<z2 z21<p<z2
2 .
q°p<ze
23<pq<zs
X #A
_ _ 1/2
Z S(qu,q) = Z S(qu,q) = Z S(me min{q, (—) / P+ (1 X)'
21<q<p<z2 21 <q<p<za 21<q<p<22 pq 0g
7’p<z¢ q*p<ze q?p<zs
23<pq<zs 23<pq<zs 23<pg<zs
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Die Summe Y. S(W,,, min{q, ( )1/2}) behandeln wir wie die Summe > S(W,, min{p, (%)1/2})

z21<q<p<z2 z21<p<z2
q*p<z6
23<pg<zs
am Anfang von Kap.IV, woraus

X
1/2
Z S(Wpg, min{q, (—) / P = Z SWogr,7) + Z S(Wpg, 21)
21 <q<p<z2 pq 21 <r<q<p<za 21 <q<p<z2
a°p<ze r<(2)1/2 a°p<z6
23<pg<zs Pp<z 23<pg<zs
23<pq<zs

ahnlich zu S.301 ab ,Insgesamt kommt...” folgt. Daher gilt

#A
Z SWhe» @) = Z SWpg, 21) — Z S<qurvr)+0(10 X)
21 <q<p<z2 21 <q<p<za 21 <r<q<p<za &
@<z ¢°p<z6 r<(2)1?
V4 V4
3<Pq<zs5 23<pg<=zs5 q2p<26
23<pq<zs

und dies entspricht im Wesentlichen der zweiten Zeile in [1, S.40]. Ferner ist

#A

Z S(Wp(p 21) = Z S(qu, 21) — Z S(me 21) = 0(10 X)v
21<g<p<z2 21<q<p<zs 21<q<p<z2,q=p &)
¢?p<zs a?p<z6 ¢?p<zg
23<pg<zs 23<pq<zs 23<pg<zs

denn die beiden letzten Summen kénnen mithilfe Proposition 13.1 als o ) abgeschatzt

werden. Dies geschieht dhnlich zur Herleitung von > S(W,4,q) = 0( in Kap.V.
< 2z
(7
22<pq<z3
Damit haben wir
#A
(1.1.22) Yo SWhgq) = > SWpgrr) + o(l X)
21<q<p<z2 21 <r<qg<p<za 0g
a*p<ze r<(XH1/2
23<pq<zs5 21"1
q°p<ze
23<pq<zs

gezeigt. Ersetzen wir in der obigen Argumentation ab ,,Die gleiche Idee wie in Kap.IIL...” einfach

> S(Wyg.q) durch > S(Wpgr,T), so kommt auf gleichem Wege

21<q<p<z2 21 <r<q<p<z2

q?p<zs r<(X)1/2
23<pq<zs 2”‘1
q°p<zp
23<pg<zs
(1.1.23) > SWpgrsr) = — > SWpgrs, S) + 0(10 X).
21 <r<qg<p<za 21 <s<r<q<p<za g
XH1/2 X\1/2 X \1/2
re(X) r<(£)1/2, 52 (X))
a*p<z6 7*p<z6
23<pq<zs 23<pq<zs
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Auf eine detailliertere Herleitung von (1.1.22) und (1.1.23) wird verzichtet, da die grundlegenden
Methoden dazu bereits in den vorigen Kapitel vorgefithrt wurden. Fassen wir (1.1.22) und

(1.1.23) zusammen, so gilt entsprechend der vierten Zeile in [1, S.40]

#A
1120 5 SWuwa)= X SOWs) + ol ),
21<q<p<za 21<s<r<q<p<za Og

7*p<z6 7*p<z6

23<pq<zs 23<pg<zs

r2pq, s?pgr<X

indem wir wieder die Bemerkung am Ende von Kap.II, d.h. speziell s # z; und pq # z3 nutzen.

*
Setze Y = > . Nach Proposition 13.2 und 13.3 gilt beispielsweise
21 <8<r<q<p<zy
a°p<ze
23<pq<zs
r2pq, s2pgr<X

: A - A
> S s) = o Y SOWs) =0l

rs€[X01,X%2] log X par€[X 1, X%2]
- #A - #A
Z SWpars; s) = of ) oder Z SWogrs, s) = o( ),
logX qT‘sE[Xl_GQ,Xl_Gl} logX

qre[X =092 x1-01]

sodass wir insbesondere

#A
Z SWpqrs 8 ZS parss S Z SWoars, 8) + 0(10 X)
21<s<r<q<p<za 21 <s<r<q<p<z2 g
q*p<z6 7*p<z6
23<pq<zs 23<pq<zs

r2pq, s2pqr<X

r2pq, s2pgr<X
s7,54,5p,rq,rp,qp & [X1,X02]

erhalten, indem wir entsprechende Teilsummen der Grofe o 7{7;“4 ) abspalten. Setzen wir dies in

(1.1.24) ein und beachten HS3 Theorem 1.1 sowie die Bemerkungen darunter, so kommt

#A
(1.1.25) S S W q) = > SWpars; 8) + ol ) 2
21<4<p<z 21 <S<T<q<p<za 0g
q p<z6 q2p<26
23<pq<zs 23<pg<zs

r2pq, s2pqr< X
sr,5,5p,rq,rp,qp ¢ [ X1, X 2]

1—u—v—w—t dudvdwdt
~(1+o(1) [l -
(1+o(1)- "1 gX t ) uvwt?

(u,v,w,t)ER1
#A
log X

—(1+0(1)) - Ko -1,

OgA) mit dem Faktor 1 + o(1) verrechnen, denn I; > 0 ist

indem wir den Summanden o(;

unabhéngig von X sowie
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Ri={(u,v,w,t) |0 <t<w<v<u<b,bo<ut+v<1l—=0 204+u<1-—0,
utv+w+2t<1l, ut+v+2w <1,

{u+v,u+wu+t,v+wov+tw+tyN[h, 0] =0}

definieren. Dies entspricht (13.5) in [1, S.40] (beachte: #3 = 1 — 6;), wobei es sich dort beim
Nenner w im Argument der Buchstab-Funktion um einen typografischen Fehler handelt.

Setzen wir (1.1.25) und (1.1.21) in (1.1.20) ein, so gilt

A
(1126) Z S(qu,q) Z —(1+0(1)) * K9 # : [IQ+[3+I4+I5]
21 <g<p<z lOgX
13g<p<?2
a<(3)1/?
23<pq<zs

VIL. Nun leiten wir uns noch eine untere Schranke fiir die Summe Y2 S(W,,, ¢) in (1.1.18)
i
Z21Spq<z2

? < 26 = 27 < X sowie z; < pq, was nach (x)

her. Fiir pq < 22, 21 < ¢ < pist ¢*p < (qp)*/? < Zg’/

die Giltigkeit von

Z SWog,q) = Z SWpe:q) =

21<g<p<zz 21 <q<p<z2
X

q<(;)1/2 pPg<z2

21<pq<z2

Z S(Wpg, 21) — Z [SWhgs 21) = SWag, @)] =

21<g<p<z2 21<q<p<z2
pg<z2 Pg<zo
Z S(qu, z1) — Z S(qurv r) =
21<q<p<z2 21 <r<g<p<za
Pg<z2 Ppg<zo
#A
0(1 X) - Z S<qumzl) + Z [S(quv"721> - S(qur,r)] =
0g 21 <r<q<p<z2 21<Sr<q<p<z2
pg<z2 Pg<z2
#A #A
0( )"— Z S(W 7‘878) :O< >+ Z S(W rs;S),
1Og X 21 <s<r<q<p<z2 e 10g X 21 <s<r<q<p<z2 e
Pg<z2 pq<z2

liefert, denn die Summen Y. S(W,, 21) und 3 S(Woqr, #1) haben nach
21<q<p<z2 21 <r<q<p<zz
pg<z2 pg<z2

Proposition 13.1 die Gréflenordnung o(l(f;“;‘() und den Fall s = z; konnen wir wieder ausschlieflen.

Ahnlich wie in Kapitel VI erhalten wir
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#A

SWpgrs, 8) = Z SWpgrs» 8) + 0(1 X)’
21 <s<r<q<p<z2 21<8<r<q<p<z2 og
pg<z2 pg<z2

srq,srp,rpq,spq ¢ [ X01,X%2]
pars ¢ (X1, XO2 U [X102, X101

weil die tibrigen Teilsummen nach Proposition 13.2 und 13.3 jeweils einen Beitrag der

Grofie 0( ) zur linken Summe liefern. Nutzen wir nun wieder HS3 Theorem 1.1 sowie die

Bemerkungen darunter, so gilt insgesamt

#A

(L127) > SWhpq) = > SWaarer 5) + o) >

21 <q<p<z2 21 <8s<r<q<p<za og
q<(£)1/2 pg<z2 o

21<15q<22 srq,s7p,rpq,spq & [X1,X"2]

- pgrs ¢ [X01, X02] U[X 102, X1-01]
1—u—v— —t. dudvdwdt

S I _

( + 0( ) IOgX ) s

(u,v,w,t)ER2
#A

(1 of1) - wag T

indem wir den Summanden 0(%) mit dem Faktor 1 + o(1) verrechnen, denn I > 0 ist

unabhéngig von X sowie

Re ={(u,v,w,t) | <t<w<v<u<b, utv<b,
u+v—i—w+t¢[91,92]U[1—62,1—91],

{ut+v+wu+v+t,ut+w+t,o+w+t}N[0, 0] =0}

definieren. Dies entspricht (13.6) in [1, S.40]. Einsetzen von (1.1.19), (1.1.26) und (1.1.27) in
(1.1.18) liefert

(1.1.28) > SWpgq) = —(1+0(1)) - ko #A -ZG:Ij.

21 <q<p<z2 IOg X 7j=1
a<(5)1/?

VIII. Damit kénnen wir die erste Summe in (1.1.16) nach unten kontrollieren. Es verbleibt die

Abschéitzung der zweiten Summe > S(Whq, q) in (1.1.16). Wir finden
23<p<z
z1 S?:]<}E%)41/2
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Yo SWed) = Y. SWa )+ DY SWpgq)
23<p<z4 23<p<z4 z3<p<24
z1<g<(3)1/2 21<q<(5)1/? 21<q<(5)1/?
26<pq 23<pq<zs
27<q?p<X
+ Z S<qu7 q) + Z S(me q),
23<p<z4 23<p<z4
z1<q<(%)1/2 21<Q<(%)1/2
23<pq<zs z25<pq<ze
a®’p<z7

indem wir die Bemerkung am Ende von Kap.II mit p # 24, ¢ # 21, pq # 23, ¢*p # 27 nutzen.

Diese und Proposition 13.3 liefern auch

woraus

(1.1.29) >

23<p<z4
Z1§Q<(%)1/2

Z SWhe» @) +
23<p<z4
z1 <q<(%)1/2
26 <pq

SWog,q) =

A
> S(qu7Q) = > S(qu7Q) :O(ljgx)v
23<p<z4 23<p<z4
21<g< ()12 z1<q<(5)1/?
z25<pq<ze 25<pq<zg
#A
>, SWwa)+ X Sy d) +ol )
23<p<z4 23<p<24 Og
zl<q<(%)l/2 21<q<( )12
23<pg<zs 23<pq<25
27<q’p<X @*p<zr

folgt. Die ersten beiden Summen koénnen wir analog zu (13.7) sowie (13.8) in [1, S.41] mithilfe

HS3 Theorem 1.1 und den Bemerkungen darunter abschatzen. Es gilt also

(1.1.30) >

z23<p<z4
z1 <q<(§)1/2
26<pq

SWpq,q) >

sowie mit 63 = 1 — #; insbesondere auch

(1.1.31) >

z23<p<z4
21 <q<(§)1/2
23<pq<zs
27<q?’p<X

SWpq,q) >

—(1+0(1)) - Ky

1—u—v dudv
—(1+o0(1 //
(I+o0(1)) -k logX ) 2
Or<u<1/2
O<v<(l—u)/2
1-01<u+v
A
(U4 o) ke
1—u—v dudv
—(1+o0(1 //
(1+0(1)) -k logX ) 2

fa<u<l/2
O<v<(l—u)/2
O <utv<l—6a
03 <2v4u<l
#A

- Ig.
log X s
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Fiir die dritte Summe in (1.1.29) ist > ISWe )= X SWep )= X SWoyg.q),

23 <p§(24 y 23<p<<24 zl<<q<<p
Xy1/2 2<q 23<p<zi
z1<,l1<( P ) 23<pq<zs 2p<zs
ZJ??‘]<Z5 ¢*p<zr 23<pq<z5
q°p<zr
denn wegen z; = 25 < X gilt ohnehin ¢ < (%)1/ 2 fiir ¢°>p < 27 und aus

23 <P, ¢*°p < 27 = 2 < X folgt q < (%)1/2 < (55)* < X083 < 23 < p.

Die Summe Y S(W,,,¢q) behandeln wir wie Y>> S(W,,, ¢) in Kap. VI bei der

z21<q<p 21<q<p<zy
23<p<z4 a*p<ze

a*p<ze 23<pq<zs
23<pq<zs5

Herleitung von (1.1.24) (vgl. S.307 ab ,Folgend schitzen wir...”) und beachten, dass wir dabei die
Bedingung p < z3 nicht benotigen und iiberall die zusétzliche Summationsbedingung z3 < p < 24

problemlos einfiigen kénnen. Dies ergibt die zu (1.1.24) analoge Aussage

#A
(1.1.32) Z SWog,q) = Z SWog,q) = Z SWoars: 8) + 0(1 X)
23<p<z4 21<q<p 21 <S<T<q<p 0g
z1<q<(%)1/2 232<p<24 232<p<Z4
<z <z
z3 gpq <zs z;? <71);q <b:z5 Z:? <11)Jq <6135
ap<z 2pq, s*pgr<X
#A
= Z S(qur875)+0<l X>’
z1<s<r<q Og
23<p<z4
q°p<z6
23<pq<zs

7’2pq7 szpqr<X

welches auch der Zeile iiber (13.9) in [1, S.41] entspricht, denn ¢ < p und ¢ < (%)1/2 erhalten

wir aus ¢?p < 27 = 25 < X sowie 23 < p (s.0.). Ahnlich wie in Kapitel VI kommt

#A
z SWogrss 8) = Z SWoqrs: s) + 0(1 X),
z1<s<r<q z1<s<r<q Og
z23<p<z4 23<p<z4
q*p<z6 q?p<z6
23<pq<zs 23<pg<zs
r2pg, s*pgr<X r2pg, s*pgr<X

sr,sp,sq,rq,Tp,pq & [X1,X92]

#A
logX)

weil die iibrigen Teilsummen nach Proposition 13.2 jeweils einen Beitrag der Grofie of
zur linken Summe liefern. Nutzen wir nun wieder HS3 Theorem 1.1 sowie die Bemerkungen

darunter, so gilt nach (1.1.32) insgesamt
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#“4>z

(1.1.33) S S(Whgq) = > S(Wagrs: 8) + 0(32
23<p<z4 21 <s<r<q 0g
i) e
z23<pq<zs z;? <€)526Z5
a*p<zr r2pq, s*pgr<X
s7,5p,5q,7q,rp,pq ¢ [X%1,X 2]
1—u—v— —t. dudvdwdt
~(1+ o(1) I« -
(1+0(1)- 1 gX ) uvwt?
(u,v,w,t)ER3
#A
—(1 1)) - kg——— - [
( + 0( )) K2 IOgX 9

indem wir den Summanden o(%) mit dem Faktor 1 + o(1) verrechnen, denn Iy > 0 ist

unabhangig von X sowie

1
Rs = {(u,v,w,t) |0 <t <w<w, 92<u<§,u+2v<93, u+v+2w <1,

utv+w+2t<1, O <u+v<1l—0b,,

{fu+v,ut+wu+t,v+wv+t,w+th ¢[00}

definieren. Dabei erinnern wir uns an #3 = 1 — #; und sehen, dass Iy gerade dem Integral aus

(13.9) in [1, S.41] entspricht. Einsetzen von (1.1.30), (1.1.31) und (1.1.33) in (1.1.29) liefert

A A
(1.1.34) Z SWpg, @) 2 —(1+0(1)) 'KQIZ)%;X ' [I7+18+19]+0(122X)

23<p<z4
Z1SQ<(%)1/2

= —(1+0(1))- ligiA 7+ Is + 1),

indem wir den Summanden 0(1#{;“4 ) mit dem Faktor 1+ o(1) verrechnen, denn I7 + Is+ Iy > 0 ist

eine von X unabhéngige Konstante. Fassen wir (1.1.34), (1.1.28), (1.1.16) und (1.1.4) zusammen,

so kommt
#A #A
#{peP|pe A} > SOV, 2z4) +/~£2@ +0(logX) >
#A #A #A #A 2 #A
KzlogX —(1+0(1) HQlogX .32:31[] +0(logX) logX _;Ij] +O(logX>'

Numerische Integration der Integrale Iy, ..., Iy in [19] liefert im Fall §; = % und 6, = 411% die

Abschatzungen

314



I, <0.02805, I, < 0.35718, I < 0.01402,
1, < 0.04238, I5 <0.05547, Is < 0.06622,

I; <0.21879, 1Ig <0.20339, Iy <0.00924

9
und damit Y I; < 0.99564. Definieren wir nun 6, := % + 2¢ und 6 := 3?5 — 2¢ wie in
i=1
Kap. 12, so liefert in diesem Fall die stetige Abhédngigkeit der Integralwerte von e insbesondere

9 9
> 1; <0.99564 + O(e), also Y I; < 0.999 fir hinreichend kleines €. So wird die Wahl von
i=1 j=1

€ = 1071 € Q* geniigen. Damit haben wir #{p € P|p € A} > £4 fiir hinreichend grofie X

log

gezeigt. Wegen (1.1.3) ist der Beweis abgeschlossen.

Nach Theorem 1.1 gibt es Konstanten ¢;, ¢, € RT, sodass

#A #A
.logXS#{pep‘pEA}Scr@

&1

fiir alle X = b (k € Ny) gilt, die grofer als eine Schranke S € R* sind. Dabei sind ¢y, ¢y sowie
S von dem gegebenen ausgezeichneten Paar (b, ag) abhéngig (vgl. Def. 4.1). Wir haben somit
eine zum Satz von Tschebyscheff dhnliche Aussage bewiesen, denn dieser Satz ist gerade die
obige Aussage mit A = Ny N [0, X[ und allgemeinem X € R*. Nun ist Tschebyscheff’s Satz ein
Vorlaufer des Primzahlsatzes, sodass unser Analogiedenken direkt die Frage aufwirft, ob nicht

sogar strenger als Theorem 1.1 die bisher noch nicht bewiesene oder widerlegte Aussage

k
iy FwEePlpeAs o #HpEP[pE ALY}

X—oo  #A/log X k—oo  #A/(k -logb) =1

fiir ein gegebenes Paar (b, ag) gilt. Fiir alle X = b* finden wir die Inklusion

{p € P| phat in b-adischer Darstellung nur Ziffern # ao} 2 {p € P|p € A},

wobei die rechte Teilmenge nach Theorem 1.1 und #A4 = X¢ mit ¢ = % > 0 fir X — o0
(k — 00) auch unendlich viele Elemente hat. Folglich gibt es insbesondere unendlich viele
Primzahlen, die in ihrer b-adischen Darstellung die Ziffer ag nicht besitzen.

Im letzten Kapitel gehen wir der Frage nach, welche Paare (b, ay) ausgezeichnet sind und damit

Theorem 1.1 gentigen.
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14. Bestimmung ausgezeichneter Paare

In diesem Kapitel wollen wir moglichst viele bzw. alle ausgezeichneten Paare (b, ag) ermitteln.

Dazu erinnern wir uns zunachst an die Definition 4.1 eines ausgezeichneten Paares aus Kap. 4.

Definition 4.1:
Seibe N, b> 10 und ag € {0,...,b — 1}.
Fir J € N, t € Rt sei die b7 x b/ Matrix M, definiert durch

G(tl,tg, ...7tJ+1)t s falls i — 1 = (t]+1...t2)b und j —1= (tJ...tl)b

(My)i; = ’
0 , sonst
. 1 b=1 .
wobei G(t1,t,....,t541) = sup g5 - | X e(n-((0,tita...ty41)p + )] fiir
0<y<b—7~1 %ézaoo

t1,to, ... tyi1 € {0,...,b — 1} erklart ist.
Ferner sei A(t, J) = A4, (¢, J) € Ry ihr betragsméafBig groBter Eigenwert.
Gibt es ein nur von (b, ag) abhiingiges J = J(b, ap) € N, sodass sowohl 4, (1, J) < b*/77 als

235

233 J) < b/%33 gilt, so nennen wir das Paar (b, ag) ausgezeichnet.

auch A o, (
Wann immer wir folgend b oder ag oder (b,ag) schreiben, gilt stets b € N, b > 10 und
agp € {0,...,b — 1}. Weiter heifit von nun an eine Konstante absolut, wenn sie von keinem
Parameter oder einer Grofle in der entsprechenden Aussage abhéngt, also insbesondere nicht
von b oder ag. Sollte eine Abhéngigkeit vorhanden sein, wird diese explizit erwdhnt und indiziert.

Wir definieren die stetige Funktion F': R — RJ durch

1 b—1
F(s) ::E.’ > e(ns)] VseR,
nefa

wobei F(s) fur alle s € R, F(s) # 0 stetig differenzierbar ist. Dies liegt vor allem daran, dass

b—1 b—1

s (Y cos(2mns))® und s+ (D sin(27wns))?
n=0 n=0
n#ag n#ag

auf R sowie © — /z auf RT stetig differenzierbare Funktionen sind. Dabei haben wir bereits
stillschweigend e(a)) = cos(2ma) + i - sin(2wa) verwendet, was zusammen mit den Additions-

theoremen die in [27] dargestellte Form F[t] fiir die Funktion F' ergibt. Formal setzen wir
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F'(s) := 0 fiir alle s € R mit F(s) = 0 sowie * := +o00. Das folgende wichtige Lemma gibt uns

0

das entscheidende Werkzeug zur Bestimmung der ausgezeichneten Paare.

Lemma 14.1:

Sei (b, ap) gegeben. Dann ist dieses Paar ausgezeichnet, wenn

sup ZF

O<r<

gilt.

Beweis:

I. Fir J € Nund ¢4, ...,

F(ty, ...,

- +7, b27/77 A sup Z F 235/154 b59/433

0<r<j ;=0

ty+1 €40,...,b — 1} definieren wir

=] Z (0,t1..ty41)p)]

n;éao

und zeigen zunéchst, dass

(14.1.1)

1
(;(tla"'7tJ?%1) < }?*(tla"'7tJ?F1) + k=

b \V/JEN,\V/tl,...7tj+1€{0,...,b—1}

mit einer absoluten Konstanten & € R* gilt.

Dazu seien J € N, v € [0,6=7"![ und ¢, ..., t;11 € {0, ...,b — 1} fixiert. Wir finden

S S fwyl
[ |+~ [ |~ [ ]~
— — —

Fir n € {0, ...,

. | z_:o e(n . ((O,tl...tj-l,-l)b + 7>)| =

e(n-(0,t1..t541)p) + Z (0,t1...t701)p) - (e(ny) = 1)| <
n;éao
1 b—1
e(n-(0,t;...ty41)p)| + 1 > le(ny) —11.
n=0
n#ag

b—1\{ao} ist 0 <ny <n-b~"' < 5 =% < 1 und daher

le(ny) — 1| < ||ny|| = ny < 3%, wobei wir die Asymptotik |e(s) — 1| =< ||s|| V s € R leicht

am komplexen Einheitskreis einsehen indem wir ]e( ) — 1| mit der Lénge einer Kreissehne

1 1 b—1

identifizieren. Folglich ist = Z le(ny) — 1| < 375 Z o < 57 - 57 = 77, was nach obigem

n=0 1
n;éao 7&
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1
— Z (O trtip)s + ) < — | Z (0, t1ty)p)| + K- o

n#ao n;éao

mit einer absoluten Konstanten k& € R liefert. Da diese Abschétzung fiir alle v € [0, 57771 gilt,
erhalten wir nach Definition von G und F* direkt (14.1.1).

Es seien wieder J € N und ty,...,t;41 € {0,...,b — 1} gegeben. Schreiben wir nun kiirzer
G anstatt G(ty, ..., ty41) und F* anstatt F*(t1,...,t541), soist G, F* € [0,1] und G < F* + k- 3

sowie G2/194 < (F* + k- 1)235/154 nach der Dreiecksungleichung und (14.1.1). Ferner kommt

1 235 (935 n 1 s 224 (235 n 1
F* k 235 . F* . k' i 235—n — F* . F* . ]f i 235—n
(7 k-5 z(n) (k-5 +Z<n> k-5
1 24 /935 1
— F*2 k’ - . F*" . k’ L \234-n
D G R

aus dem Binomischen Lehrsatz. Nun gibt es eine Schranke S;(b) € N, sodass fiir
J €N, J > 5(b) stets k- ;5 € [0,1] ist. Fiir diese hinreichend grofen J € N, J > S;(b) gilt

insbesondere auch F*", (k- 77)**" € [0,1] V 0 < n < 234, sodass wir

1 23 /935 n 1 285 1 2% /9235
* 235 %2 * 234—n *
(F* sk Ly = p kNZ%(n)F (e Ly < +k.bj.§)<n>
(285 1 2% (235 285 035
<F +k:-b7-§_jo ; —F +k:b72

fiir diese J € N, J > S;(b) finden. Nutzen wir die Abschitzung (z + y)/1%* < p1/154 4 ¢1/154
Y 2,y € R, so folgt mit der absoluten Konstanten k; := (k - 2239)1/15* ¢ R+ insbesondere

1 235/154 1
G235/154 < F* k 235/154 < F* k) L. 2235 1/154 < F* k, L. 2235 1/154

£235/154 1
- F + k’l i (67)1/154

fir alle J € N, J > S;(b). Wegen 3 € [0,1] ist (3 )1/154 > i und wir definieren die abso-
lute Konstante ko := max{k, k1} € RT, sodass G < F*+k- & < F*+ky-(35)"/'* und insgesamt
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1
(1412) G(tl,...,tj+1) < F*(tl,---,tJ+1)—|—kf2- (b7)1/154 A

» 1
G(tl, ...,tJ+1)235/154 <F (tl, ...,tJ+1)235/154 + ko - 7)1/154

(7
VJeN, J>Si(b),V ty,..t;31 €1{0,....,0—1}

gilt.

II. Nach (50.7) und (50.8) in [17, S 178] gilt fiir jeden Eigenwert A von M, € RY*¥ die
Abschatzung |\ < || M|z = ma%cJ Z |(My); j], wobet || ||z die Zeilensummennorm einer Matrix
bezeichnet. Dies liefert fiir die betragsmaﬁlg grofiten Eigenwerte Ay q,(1,J) € Ry von M; und

Moo (222, J) € Ry von M 25 insbesondere

1547
bJ
(14.1.3)  Npgp(1,J) < e, §| (M)l A
235 L
)\b’GO(ﬁ’J) < 12@%% z_:’ M235 ”| Y JeN.

Daher geniigt der Nachweis von Jmax, Z |(My); ;] < *7™ und max, Z |(Masz )i g < pp9/433
<i<bd j=1 1<i<b’ j=1

fir ein nur von (b, ag) abhéngiges J = J (b ap) € N, denn daraus folgt nach (14.1.3) direkt, dass

(b, ap) ein ausgezeichnetes Paar ist.

Dazu sei t € {1,322} fixiert und die Zeile i = (ty41...t2)p + 1 (1 < @ < b’) der Matrix M,

mit to, ..., t741 € {0,...,b — 1} gegeben. Nach Definition von M; sind hochstens diejenigen Ein-

trage (M,);; in der i.-Zeile und j.-Spalte von M, von 0 verschieden und liefern einen Beitrag
J J

b b

zur Summe Y. [(My); ;| = > (My);; (beachte: M; > 0 < Def. G), fir die der Spaltenindex
i=1 i=1

1 < j < b’ die Bedingung j = (t;...tat1), + 1 mit ¢; € {0,...,b — 1} erfiillt, wobei hier t,, ..., t;

bereits tiber die Zeile i festliegen. Dieser Beitrag ist dann gerade G(t1, ..., ¢t .1)", woraus

b7 bt b—1 b—1
) 1
Zl [(My)s5] = Zl(Mt)z‘,j = tZO Gty ..., ty1)' < t O[F (t1, s tygr) + ko (b7)1/154]

— b
= Z F*(tl,...,tj+1) +k2 bJ/154 V J E N, J 2 Sl(b)

t1=0

319



nach (14.1.2) folgt. Nun sind bereits to, ..., t ;41 € {0, ...,b — 1} {ber die i.-Zeile vorgegeben und

folglich liegt auch r = r; ; = (0, 0ts...t y11)p mit r =1, 5 € [0, %[ fest, sodass

1 E 1
F*(tl,.. tJ+1 = bi ’ Z 0 tl tJ+1)b)| = ﬁ . | Z e(n~ (tl . g +Ti’J))‘
n;éao 7?75:@00
1
:F<t1 . g—i_riJ) W tl € {O,...,b— 1}
gilt. Dies liefert insgesamt
bJ
1 b ) 1 235
(14.1.4) jz |(My); ;] <t120 +m) +k2'W mit r; ; € [0, b[ t e {1, 154}
fiir alle Zeilen1 < i <b’/, VJ €N, J > Sy(b).
Nach Voraussetzung des Lemmas ist
b—1 1
$1 1= Sup Z F(ty - - + T) <PTTTON sy = sup Z F(ty-—+ 7”)235/154 < b59/433,
0<r<t =0 0<r<g =0 b

wobei s; und s, nur von b und ay abhéngen, wenn wir die Definition von F' beachten. Folglich
existiert eine Schranke S(b,ap) € N mit min{b?"/™ — s, 0°/433 — 55} > ky - P fiir alle

J €N, J > Sy(b,ag), denn ks - W% = ko - b‘]/lﬁ — 0 fiir J — o0. Dies liefert

b—1

1
sup > F(ty - A +7r) + ks pisE = v/ und
0<'f’<* t1=0
sup. Z F(t r)B5/154 4 k. b < }P9/433
0<r<i ;=0 bI/1ee =

fiur alle J € N, J > max{S3(b, ap), S1(b)} := S3(b,ag) € N. Aus (14.1.4) kommt daher

b’ b—1
max (My); ;] < su F(t +7r)+ ko - b2 sowie
1<z<bJZ‘ 1 ’Lj| D<7"E tlz:o b ) 2 bJ/154 >~

b7 b—1 1 ) y
max (M 25 < su F(t 235/154 4 L. < pO9/43s
1<z<bJZ‘ Z]’ 0<TE tlz:o b ) 2 b‘]/154 -~

fir alle J € N, J > S5(b, ag), also insbesondere fiir J = S5(b, ag). Nach der Bemerkung unter
(14.1.3) ist damit Lemma 14.1 bewiesen.
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Wir setzen 7 := 222 und definieren fiir alle r € [0, §[ die stetigen Funktionen
b—1 1 ]
G(rabaao)::ZF(tl'*‘i‘r): Z F(tl-*—i-?") und
t1=0 b 0<t; <b—1 b

F(t1-347)#0
b—1 1 1
H(r,bag) =Y F(ty-~+r)'= > F(t;-7+7),
t1=0 b 0<t; <b—1 b

F(t1-347)#0

wobei wir uns daran erinnern, dass F stetig ist und von (b,ap) abhingt. Ferner ist F(s)

differenzierbar fiir alle s € R, F(s) # 0 und im Fall F'(s) = 0 gilt formal F'(s) = 0, woraus

, , 1 b—1 ) 1
G(rbag)= >  F(ti-p+r)=3 F(ti--+r) und
0<t1<b—1 b 120 b

F(t1-3+7)#0
, 1 , b—1 1 )
Hiba)= 3 (Fltp+r)) = Y (Flty - +0)7)
0<t <b—1 t1=0

F(t1-3+7)7#0

d(tl-%+7‘)

wegen ——-

= 1sowie (F(t;-++7r)) =~ -F(ti-++r)" - F(t; -+ +r) folgt, fiir alle

r € [0, ¢[. Damit sind G(r,b,ao) und H(r,b,ag) insbesondere differenzierbar fiir alle r € [0, 1.

Wir erhalten folgendes Korollar zu Lemma 14.1, in dem wieder € = 107109 gilt.

Korollar 14.2:
Das Paar (b, ag) ist ausgezeichnet, wenn G(r,b, ag) < b*"/™ — ¢ und H(r,b, ap) < b*/*33 — ¢ fiir

alle r € [0, ;[ gilt.

Beweis:

Dann ist insbesondere auch sup G(r,b,ag) < 0>/ —eund sup H(r,b,ag) < b*/*3 — ¢ nach
0<r<j 0<r<s
Definition des Supremums, sodass Lemma 14.1 die Aussage liefert.

Mithilfe des Korollars ergibt sich eine weitere Moglichkeit, Theorem 1.1 fiir hinreichend grofle

Basen b zu zeigen.
Lemma 14.3:

Sei b € N, b > 10 hinreichend groB. Dann gilt G(r, b, ag) < b*"/7 — e und H(r, b, ag) < b>¥/433 —¢

fiir alle r € [0, [. Dabei ist die untere Schranke fiir b effektiv berechenbar.
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Beweis:

Verwenden wir wieder |e(s) — 1| =< ||s|| und |e(bs) — 1] <2 V s € R, so kommt

b-1 b-1 = e\os) —
| > elns)| = !Z:OG(HS) —efags)| <1+ Zoe(”s)‘ =1 ||e((bS))—11\| < 1+H1“

n#ag

b—1
fiir alle s € R (beachte: § = +00). Offenbar gilt auch | 3~ e(ns)| <b—1 Vs € R, was insgesamt
=0

n=
n#ag

1
(14.3.1) F(s)<<j-min{b 11+W} VseR

liefert. Wir leiten daraus zunéchst die Abschétzung G(r,b,ao) < b*/7" —€ V r € [0, 1] und
hinreichend groBe b her. Sei r € [0, 3 fixiert. Aus (14.3.1) folgt

1
14.3.2 b, F —_— b—1.14+ —n—
143 Glrban) = 3 Pl +0) € Ly Sowinio =11+ )
1 b—2 1 1 b—2 1
b1 Z e <31 2

Wir sehen, dass die Werte 2 + 7 bzw. 1 — (& +r) fiir t; = 1,...,b — 2 im Intervall [}, 22] liegen

(<0<r< %) und paarweise einen Abstand > % besitzen. Dies liefert

D DI S S
ti=1 H% + 7] 1<t;<b—2 H% + 7] 1<t; <b—2 1%+l
p<PHr<s 2>
1 1
— Z + - -
1<t1<b—2 % +r \<<ba 1~ (% +7)
<<y 2>
1 1
< X +
1<t <b—2 % R AP AP S (% +7)
1 |
< 2. Z 7= 2.b 7
1<t<b—1 b =1

b—1 b b
Ferner ist > % <14 % <1+ f% dr < 1+ logb, wenn wir beachten, dass die Funktion
t=1 t=2 1

x — * in [1, 00| streng monoton féllt. Nach (14.3.2) schlieBen wir auf
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1 b—2 1 b— 11
(14.3.3) G(r,b,ap) < 3+ : - <3+ 22:b-) -
b—1 tlz:1 Ht + 7|l b 1t
1
<3+ﬁ 2-b-(1+1logh) < 1+ logd,

denn ﬁ < 1. Damit existiert eine effektive Schranke S; € R*, sodass fur b > S; stets
G(r,b,ag) <V —e V re|0,1] gilt.

Folgend zeigen wir H (r,b,ag) < b°%/43% — ¢ V r € [0, 1] und hinreichend grofie b .
Sei r € [0, ;[ fixiert. Analog zur Herleitung von (14.3.2) erhalten wir mit (14.3.1)

b—1 1 1
(14.3.4) H(r,b,ap) = F(ty;-—+r) < min{b — + o}
tlg() b b_l tlzo ||%+T||
oy Yy
B ek =R

Aus (z + )™ < 2V /™ und (x4 y)" <, 2" + 9" fiir alle 2,y € Ry, n,m € N, wobei
letzteres nach dem Binomischen Lehrsatz gilt, folgt (4 y)™/™ <, (2 +y™)Y™ < g?/m 4 yn/m
und daher speziell (x 4 y)23%/154 < p235/154 1 235/154 'y 2 ) ¢ RY. Somit kommt

b—2 b—2
1 1
(1+ <y 17+ (———)] -2+
2 ) < 2 Gy S
Analog zur obigen Abschatzung von Z + T erhalten wir
t1= 1
b—2
1 1 1
Y Gr—)= > (g—)+ (—am =)
ti=1 ”% +7 1<t;<b—2 % +r 1<ticha 1T (% +7)
p<PHr<s 24>
1 1
< > | Y+ > ( )
1<t <b—2 % +r <tisha L~ (% +7)
1 iy
VY — 2 -
<2 ) (§)7=2-0b =
1<t<b-1 b t=1
Nun ist
b=1 4 b1 F 1 1 1
—§1+Z—§1+/—dx:1+[ L =1 N As P

el A el Al J x -y +1 —v+1 —v+1
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weil v > 1 gilt und die Funktion z — - streng monoton fallend auf [1, ool ist. Folglich ist

2 b—2
(777—)7 < 0" und daher 1+ — )V <b=24b <

wegen v > 1, was in (14.3.4) eingesetzt die Abschétzung

1 b—2 1
14.3.5) H(r,b 2 Y1+ —— ) <2 T 1
( ) H(rba9) <2+ (;—) t;( +||%+TII) L2+ (7)<

liefert, denn b_il < 1. Damit existiert eine effektive Schranke S, € R™, sodass fir b > S, stets

H(r,b,ag) < b4 —e V r € [0, 1] gilt.

Wihlen wir nun S := max{S;, S»} € R*, so haben wir G(r,b, ag) < b*"/™ — ¢ sowie

H(r,b,ag) < /438 — ¢ fiir alle 7 € [0, 1 und b > S5 gezeigt, wobei S5 effektiv ist.

Bemerkung zu Lemma 14.3:

Dem Beweis von Lemma 14.3 entnehmen wir, dass G(r, b, ag) < logb und H(r,b,a¢) < 1 fir
alle r € [0, %[ gilt. Dabei sind die Konstanten in < absolut sowie unabhéngig von r, b und ay.
Bestimmen wir in obigem Beweis alle impliziten Konstanten und verwenden zudem eine scharfere

Abschitzung als (z + y)239/154 < g235/154 4 ¢235/154 'y 4 o) € RY, so finden wir
10
G(r,b,ap) <4+ 9 logb und H(r,b,ag) < 7.56

fiir alle € [0, 1 [. Somit gilt G(r,b,ap) < b*/7 — e und H(r,b,ag) < /433 — ¢ fiir alle r € [0, 1
und b > S = 2.8-10°. Also sind nach Korollar 14.3 bereits alle Paare (b, ag) mit b > S = 2.8-10°

ausgezeichnet, was natiirlich keine befriedigende Aussage darstellt.

Wir zeigen noch folgenden Satz iiber die Ableitung von G(r,b, ag) und H(r, b, ag).
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Lemma 14.4:
Es gilt G'(3;,b,a0) = 0 und H (5, b, a0) = 0.
Beweis:

Wegen e(z +y) =e(y) und e(zy) =e(z-(—y)) V 2z € Z, y € R gilt

Y ens)= S eln-(=s) = 3 eln-(=s) = 3 e(n-(1—s)) ¥ seR,
= =) k=) k)

b—1 b—1
was | 3 e(ns)| =] X e(n-(1—s))| V s € R impliziert (< |z| = |Z| ¥ z € C). Daher ist
n#ao

n#ao

(144.1) F(s)=F(1—-s) VseR.

Sei t € {1,~} fixiert. Wir vereinbaren (F(z)!) := dFd(;)t =t -Fz)"'-F(z) VzeR
und sehen F(s)! = F(1 — s)' V s € R, sodass
, dF(s) dF(1—-s) dF(1-s)! d(1-s) )
(F(s)') = = = ' =—(F(1-5))

ds ds d(l—s) ds

fur alle s € R mit F(s) # 0 kommt, denn fiir diese s gilt F'(s) = F(1 — s) # 0 nach (14.4.1) und
daher ist F' bzw. F" an den Stellen s sowie 1 — s differenzierbar.
Fiir s € R mit F(s) = 0 ist F(1 — s) = 0 und daher formal F'(s) = F'(1 — s) = 0, was direkt
wieder (F(s)!) = —(F(1 —s)")" = 0 liefert. Daraus folgt (F(s)!) = —(F(1—s)!)" V s € R.
Setzen wir a(s) := F(s)! V s € Rund > (r) := tbzloa(tg +r) V rel0 ], so gilt

=

(1442) o'(s)=—-a'(1—5) VseR.

Nutzen wir “3 — 1, also da(z+n) _ da(ﬁlw) =ao (B+r)firaller € [0,3[und 0 < ¢; < b—1,
dr dr d(Z47) b b
3 T
. o b=l '
so kommt 3 (1) = % = tzoa (% 47r) ¥V re|0,4[, was nach (14.4.2) insbesondere
s
! it S | it S | et i 1
2.5 () =2 dE+ ) =Y dE+ )+ Y (- (=
ST o o) G o)t o =Gt g)
t1=0 t1=0 t1=0
b—1 b—1
/ 1 s b—1—1 1
= )= O T
P R P P ST

liefert. Also ist Z/(%) = 0, woraus sich fiir ¢ = 1 gerade G'(%,b,a9) = 0 und fiir ¢t = ~ die
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Giiltigkeit von H ' (b, ag) = 0 ergibt.

2b7

Im Folgenden haben wir es hiufig mit Funktionen der Form f(x) = ZEJ};

onsliicken aus {x € R|h(x) = 0} stetig hebbar sind. Fiir eine solche Definitionsliicke z existiert

zu tun, deren Definiti-

in diesen Anwendungsféllen stets der Grenzwert lim f () und wir setzen f(zg) := lim f (x),
T—x0 T—T0

sodass sich der Definitionsbereich von f auf ganz R erweitert. Ein erstes Beispiel fiir eine solche

Funktion ist in folgender Proposition 14.5 enthalten.

Proposition 14.5:

Es gilt (71%05(27“’5))1/2 sin(rlbsl) f57 alle s € R.

sin(7-[|s]])

1—cos(2ms)

Beweis:

RS =d(||al)

FO = cos(27||a))
ST =1 — cos(27||af))
SO=RO=1

Skizze : Dreieck SOR und Einheitskreis

Fir a € R gilt cos(2ra) = cos(27||af]) aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Kosinus.
In obiger Skizze habe die Strecke FO negatives Vorzeichen, falls cos(27]|||) < 0 ist.
Bezeichnen wir mit d(||«||) die Lange der Kreissehne tiber dem Kreisbogen der Lange 27||«|| im

Einheitskreis, so folgt aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke SFR und SMO insbesondere

1 —cos(2n||af]) SF SM d(|le]) /2
d(lel) RS SO 1

d(lol)® _ 5 | (d(llaH)

2
2 2 )

, also 1 — cos(2ma) =

denn es gilt SM = Well das Dreieck SOR gleichschenklig ist. Letzteres liefert auch
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<ISOM = <ROM = ; - <SOR = 7 - |||, was wegen SO =1 und <SMO = % insgesamt

ﬂ%ML:&M:ﬂmqﬂmwzﬁmwwmm

impliziert. Folglich ist 1 — cos(2ra) = 2 - (d(”a”)) = 2-sin®*(7 - ||a||) bzw.
(1 —cos(2ma))/? = V2 - sin(r - |la||) V « € R, denn sin(r - [|of]) > 0 (<= [|af| € [0, 1]).

Damit ergibt sich die Behauptung.

Wir wollen nun eine moglichst scharfe Abschiatzung von G(r,b, ag) und H(r,b, ag) fur

Basen b > 100 konstruieren und damit Theorem 1.2 beweisen. Dazu halten wir folgend
be N, b>100 und ay € {0,...,b — 1} fest, sodass G(r,b,a9) = G(r) und H(r,b,ay) = H(r) fir
alle r € [0, 3| gilt.

Setzen wir fi(s) := S2rlb) ¢ R+ v g e R (beachte: lim S ”Hbs‘“)) = b), so gilt nach

sin(7||s]|) 50 sin(m

Proposition 14.5 und der Dreiecksungleichung insbesondere

F(s)= ;2| ens)| = 2| elns) — efaos)| < ;o (1] 3 elns))
7
1 e(bs) =1, 1 1 —cos(2mbs) 1 /9,
_ﬁ'(l—we(s)—l‘)_b—l‘(1+<1—cos(27rs))/)_
1 sin(7 - ||bs||) _ 1 ) — F (s .

wobei wir |Al1 = (%)V2 durch Verwendung von e(a) = cos(2ra) + i - sin(2ra) und
cos?(2ra) + sin?(2ra) = 1 V « € R erhalten. Wir finden f(s) = fi(1 — s), wenn wir
|ln — s|| = ||s|| fiir n € N nutzen und schliefen daraus direkt Fi(s) = Fi(1 — s), fiir alle s € R.

Zusammenfassend haben wir

(1) fi(s) = fi(l—5s) vV s €R,
(2) Fl(S):F1(1—8> v SGR,
(3) F(s) < Fi(s) Vs eR,
) GO <Gi) =S RG ) Vreljl
@)ngﬂmy—zﬂ%+@vvrema
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gezeigt, wobei sich (4) und (5) direkt aus (3) ergibt. Nach den Eigenschaften (4) und (5)
konstruieren wir folgend eine obere Schranke fiir Gy (r) sowie H(r), die sich in Lemma 14.11

darstellt, wobei hierzu noch einige Werkzeuge benotigt werden.

Proposition 14.6:

SeikENmit1§k’§b—1,’%1g%.Deﬁnierefg(t)::51][13(‘713((77rbit))GR+ Vitelo, 3]

Dann gibt es ein a € ]0, 5[, sodass gilt

(i)  frist auf [0, of streng monoton steigend,
(i) fola) =

1
(iii)  foist auf]a, E] streng monoton fallend,

(iv)  fy(t) <0 < b-tan(r- (IZ +1)) < tan(wbt) VY t €0, 21b]

Beweis:
Die Funktionen ¢ — sin(7bt) und ¢ — sin(7 - (£ 4+ ¢)) sind in [4;, 1] streng monoton fallend
bzw. streng monoton steigend, denn bt € [ 1Jund 0 < & p Ht < k+ < % fir ¢t € [Zib, 11)], was

11
(14.6.1)  f, ist auf [Q—b, E] streng monoton fallend

liefert. Wir sehen leicht, dass

b cos(mbt) sin(m - (£ +t)) — sin(wbt) cos(m - (£ +t))
sin(m - (3 +1))

1
Vitel0, -

(14.6.2) fo(t) = 3

gilt und f auf [0, 2] stetig differenzierbar ist. Offenbar ist f5(0) > 0, f,(£) < 0 und f,(3) <
(< (14.62) A 0 < 24+ L < 1) sowie f, auf [0, 1] stetig, sodass f, nach dem Zwischenwertsatz

eine Nullstelle o € [0, §] besitzt. Aus (14.6.1) kommt o ¢ |55, 1], also a € [0, 5;], was aufgrund
1

2b7 b] 7 2b

von f,(0) > 0 sowie f, (ib) < 0 sogar a € |0, 5;[ zur Folge hat. Insgesamt gilt daher
1 /
(14.63) Ja€]0, ;[ fola) =

Wir zeigen nun, dass a € 0, & [ die einzige Nullstelle von f, in [0

e 11'ist. Nach (14.6.1) sowie

’b

fé(%b) < 0 besitzt f, hochstens auf [0, 21b[ Nullstellen. Angenommen f, héitte zwei Nullstellen

ap, oy € |0, %[, ap # aq, wobei wir 0.B.d.A. oy < oy annehmen diirfen, also a; € ]ap, ﬁ[
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Firt € [0,5;] ist 0 < bt < $und 0 < §+1¢ < 2L < B < 1 als0 auch cos(mbt) > 0,

% 2 b= 2
cos(m - (£ +1¢)) > 0 und sin(r - (£ +¢)) > 0, sodass nach (14.6.2) insbesondere

fo(t) <0 < b-cos(mbt) sin(x - (]Z +t)) — sin(wbt) cos(m - (]Z +1)) <0
< b cos(mbt) tan(m - (IZ +t)) < sin(wbt)

1

< b tan(7 - (]Z +t)) < tan(wbt) V t € |0, 5

gilt, wobei wir zuletzt durch cos(mbt) > 0 dividieren und im Fall cos(wbt) = 0 bzw. t = 5; sehen,
dass das letzte Aquivalenzzeichen ebenfalls gilt, wenn wir tan(%) := +oc vereinbaren.
Damit haben wir bereits (iv) gezeigt. Gilt ferner Gleichheit auf einer Seite, so auch auf der

anderen Seite des Aquivalenzzeichens, was im Speziellen
' k 1
(14.6.4) fo(t) =0 < hy(t) :==b- tan(rw - (3 +t)) = tan(wbt) := ho(t) V t €0, %[

impliziert. Ferner gilt f,(aq) = 0 mit o € [0 also insbesondere hj(ag) = ha(ap) und

St
0 < tan(m - (¥ 4+ ap)) < tan(mbag) nach (14.6.4) und b > 1, woraus aufgrund des strengen
monotonen Wachstums von 2 — tan(mz) auf [0, [ auch £ +ag < b-ay gilt. Letzteres impliziert
0< % +s<b-s< % V s € [ao, %[, sodass wir wegen dem strengen monotonen Wachstum von
x +—> tan (1) auf [0,

L[ zunéchst tan' (7 - (£ + s)) < tan'(bs) V s € [ag, 5[ und damit

t t
/ k !/
b-/7r-tan(7r-(3+s))ds<b-/W-tan(ﬂbs)ds vV t €],

@Q @Q

1
o

erhalten. Wegen f, () = 0 gilt hy (o) = ho(y) nach (14.6.4) und folglich auch

h1<0é1> = hl(Oq) hl(Oéo) + hl Oé() /h dS + hg(Oé())

«@Q

a1 aq
=b- / ™ - tan (7 - (IZ +5))ds + ha(ag) < b- / 7 - tan (wbs) ds + hy(ay)
[e7) 7]

- /h;(s) ds + ha(ao) = ha(ar) — ha(ao) + ha(ao) = ha(as),

denn oy € Jag, %[, was hi(a;) = ho(ay) widerspricht. Damit hat f, keine zwei Nullstellen auf

[0, 2], sodass o die einzige Nullstelle von f, im Intervall [0, 1] ist. Zusammenfassend gilt
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/ 1 1
(14.6.5)  f, hat genau eine Nullstelle a € [0, 5] und diese liegt in |0, Z—b[
Also ist fy(a) = 0 und f,(0) > 0 (s.0.) mit o # 0, sodass f,(t) > 0 V t € [0, a[ gilt, denn géibe es
ein ¢, € [0, mit f,(¢;) < 0, so muss nach (14.6.5) sogar strenger f,(t;) < 0 sein. Dann gibt es
aber aufgrund der Stetigkeit von f, und des Zwischenwertsatzes eine weitere Nullstelle # a von

f, im Intervall [0,#,], was wiederum (14.6.5) widerspricht. Damit ist bereits (i) und (ii) gezeigt.

Wire fy(ts) > 0 fir ein ¢ € ]a, 1], so gilt nach (14.6.5) insbesondere f,(t2) > 0 und da-
her gibt es wegen f,(3) < 0 (s.0) nach dem Zwischenwertsatz ein t3 € [to, 2] mit f,(t3) = 0, was

(14.6.5) widerspricht, denn a < to < t3. Also ist auch (iii) nachgewiesen.

Die folgende Proposition umfasst die wichtigsten Eigenschaften der Ableitung f, der in Proposi-

tion 14.6 erkldrten Funktion f,. Dabei beachten wir die Konvention tan(%) := +oo.

Proposition 14.7:

Sei ke Nmit 1 <k <b-—1, kbl < % und fo wie in Proposition 14.6 definiert. Dann gilt

tan(m - (£ + 1))
" tan(mbt)

i) f,(t) <0 < (b*—1)-tan’(r- (ﬁ +1)) +2b

1
93>0 Vielo s
b = €0, 3L

(i) Faeo,
(1) f,(t) <0 Y tela, 11)] und Gleichheit nur firt = «,
@) H®<0 Vel —al,
B) B0+ A0 (4 B0) <0 Vielo] —a)

wobei dieses v gerade jenes aus Proposition 14.6 ist.

Beweis:

Die Aussage (ii) (1) kommt direkt aus Proposition 14.6 (ii) und (iii). Wir erinnern uns an

b- cos(mbt) sin(m - (£ +¢)) — sin(7bt) cos(m - (£ + 1)) 1
sin2(7r-(%+t)) vtelogl

f(t) =
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was geméaf (14.6.2) gilt, und definieren die Zahlerfunktion

g(t) := b - cos(mwbt) sin(m - (lg +t)) — sin(wbt) cos(m - (IZ +1t)) VY telo, E]’

welche die Ableitung

’

g (t) =b- —7bsin(nbt) sin(m - (]Z +1t)) +b-cos(mbt) - mcos(r - (E +1))

b
_ rbcos(rbt) cos(r - (’Z 1)) — sin(mbt) - 7 - sin(r - (’Z + )
— r (b2 —1) - sin(bt) sin(r - (’; +0) Viel)
besitzt. Damit ist fy(¢) :n-ﬁ vV ¢ €[0,1], sodass
R =
. g0l ) reste G )0 gy L

gilt. Fir ¢ €10, 1] ist bt €]0,1[ sowie 0 < £ +¢ < B <1 sodass

(14.7.2)  sin(~ - (l; +1)) >0 A sin(rbt) cos®(r - (]Z +t)) >0 Vtelo, 5[

gilt. Dies liefert nach (14.7.1) und (14.7.2) die Aquivalenz

FL() <0 ¢ g(1) sinfr- (5 4 1)) —2mcosm (5 +1)) - g(t) <0 &
—7 - (b* — 1) - sin(7bt) sin?(r - (l; +1))

(’Z 1)) cos(r - (’Z 1+ 4)) — sin(mbt) cos?(r - (’Z
(b? — 1) - sin(7bt) sin® (7 (IZ + 1)) + 2b - cos(mbt) sin(r - (IZ + 1)) cos(r - (lg +1))

=27 - [b - cos(mbt) sin(r - +1)] <0 &

—2 - sin(7bt) cos®(m - (IZ +1) >0 &

tan(m - (£ + 1))
tan(mwbt)

1
(02— 1) - tan(r - (]Z+t))+2b- 220 Vielo ]

wobei wir im letzten Schritt durch sin(7bt) - cos?(r - (£ 4+ t)) > 0 dividieren. Damit haben wir

bereits (i) gezeigt.
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tan(m (3 4D) > 3y ¢ ¢ [, = — ] nach, wobei dieses

Wir weisen (b? — 1) - tan?( - (% +1))+2b- W

o €10, 5[ aus der Aussage (ii) bzw. Proposition 14.6 stammt und wir nun

stillschweigend unsere Konvention tan(%) := 400 benutzen. Sei t € [a, ; — o] fixiert.

1
b

Fir ¢t €]0,4] ist bt €]0,4] und 0 < § < ¥ 4+¢ < & < 1 womit tan(nbt) > 0 sowie

1
»2b 2 b b = 2
tan(r - (£ +¢)) > 0 und daher 2b - % > 0 gilt. Aus dem strengen monotonen Wachstum

von z — tan(rz) in [0, 1] kommt zundchst tan(m - (£ +¢)) > tan(Z) > T und insgesamt

2] b

k tan(r- (2 +1¢) _ »2—1 1002 — 1
b —1)-tan’(m- (= + 1)) +2b- b > > ——— .12 >3
(07— 1) tan(m - (5 + ) + tan(nbt)  — = 1002 " 7

wobei wir die Abschitzung tan(nz) > 7z ¥V € [0, 1] verwenden, die wir

fir alle ¢ € ]0 ' 2

ik
leicht mithilfe tan'(7z) = 7 - (1 + tan*(rz)) > 7 V a € [0, 3] erhalten.

Also darf ¢ € ]5;, § — a] angenommen werden, denn [ 10, %], was t = + — 7 mit 7 € [a, o= |

vl €

' 251 b 2
liefert. Wegen tan(m - (£ + t)) = tan(r - (41 — 7)) und
tan(wbt) = tan(wb - (3 — r)) = tan(r — wbr) = tan(—wbr) = — tan(xbr) ist die noch zu zeigende
Aussage dquivalent zu
k+1 tan(m - (EEL — 7))
b —1) -t —— —7r))—2b- b > —.
(*)1 ( ) an ( ( b 7")) tan(ﬂ'br) — 3 v re [Oé, Qb[
Aus (if) (1) folgt fo(r) <0 V r € [, 5[ und nach Proposition 14.6 (iv) erhalten wir somit fiir
r € [, 5:[ €10, 2 [ insbesondere 0 < b tan(m - (§ +r)) < tan(wbr) sowie
(B (B
0<%, tan(m - (5= — 1)) - tan(m - ( ; 7’))7
- tan(mbr) - tan(m - (3 + 7))
wenn wir 0 < 2 +r < B — p < 1 fiir diese r € [, 5[ C]0, ;[ beachten. Folglich geniigt es,
k+1 tan(r - (B — 7)) 1
b* — 1) - tan®(m - (—— — 1)) — 2~ b >3 Vv —
(*)2 ( ) an (ﬂ- ( b T)) tan('ﬂ— 5 (% _|_ 7")) re [OZ, Qb[

Qib[ und diirfen
an(m- ﬁ_r

tan(m - (’%1 — 7)) >3- tan(m - (% +7))(> 0) annehmen, denn andernfalls ist % <3
an(m- > T

und wir erhalten mit tan(r - (5 —r)) > tan(¥) > T (s.o. A L —r €]1,1]) die Abschéitzung

zu zeigen, denn (%) ist hinreichend fiir (x);. Dazu fixieren wir r € [a, 5;[ 10,

tan(m - (EEL — 7)) 1002 — 1 v -1 k+1
342 b <9< — . p? <~ < (B* — 1) - tan® - -
+ tan(r- (5 47) <o TS p T <( ) - tan” (7 - ( 2 ),
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sodass (k) fir das fixierte r bereits erfiillt ist. Aus § > k—f > % —r > % +7r> % > 0 kommt

.k+1)>tan(7r-(k_£1—r))>3-tan(7r.(];+7~))>3.tan(7r.IZ)’

tan(m

denn x — tan(mz) ist streng monoton wachsend auf [0, } Wir setzen z := 1 € [0, 1], sodass

T > &5 sein muss, denn fir < z; gﬂt insbesondere 0 < < k“ <55 und wegen tan(rt) ~ mt

fiir kleine 0 < ¢ < g5 (genauer: 7t < tan(rt) < 1.0014 - 7t V ¢ €0, 510 [) erhalten wir mit

E+1 kE+1

- ~ tan(m -

S|

k
)>3-tan(7r-g)%3~7r-
den Widerspruch k 4+ 1 > 3k fiur £ > 1. Aus % > % = kil _

1 1 T
tan(mzx) >3~tan(7r-(m—g)) >3-tan(r - (r — —=)) = 3 - tan(mrxr — —)

und daraus « > 0.4, wenn wir in [20] den Graphen der Funktion

[z, 3] — R, f(z) = tan(rz) — 3 - tan(mz — {55) mit der z-Achse vergleichen.

k+1 k 1 1
Folglich ist %:xz().él und § =2 — 3 > 2 — 555 > 0.39, was

tan(7 - (E —r)) > tan(w

k k
2 —+7)) > tan(r - E) > tan(m - 0.39) > 2.77 > 2

.(b

liefert, weil 0 < 0.39 < ¥ < % 47 < &L —p < 1 (s.0) ist. Daraus schlieBen wir

T =

# — 1) tan(e- (2 =)~ tanr - (PR ) >

0~ 1) tan(e- ()~ tan(r - (T ) =
(12— 2) - tan(r (kzl_r))z”:f.ﬂ?_ 10?;();2.7# 3,

indem wir wieder tan(m - (52 — 7)) > tan() > Z (s.0) verwenden.

Damit haben wir (%), und insgesamt

tan(r - (£ 4+ 1))
tan(mbt)

(14.7.3)  (b* — 1) - tan®(7 - (IZ +1)+2b- >3 Vtela, 2 —qf

gezeigt. Folglich ergibt sich (ii) (2) direkt aus (i) und (14.7.3).
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sin(7bt)
Sil’l(ﬂ"(% +t))’

fo(t) =m- %, die Darstellungen von g(t), g'(t) V ¢ € [0, 1] auf S.331 sowie (14.7.1), was

Es verbleibt somit der Nachweis von (ii) (3). Dazu erinnern wir uns an fo(t) =

insbesondere fiir alle ¢ € |0, ¢[ die Aquivalenz

R+ 1) - (L+ (1) <0 &

2 g(t)? s g (t) -sin(r - (§ +1)) — 2mcos(m - (5 +1)) - g(t)
sint(m - (£ +1¢)) sin®(m - (£ +1))

(t) - sin(7 - (IZ +t)) — 2w cos( - (IZ +1t)-g(t)] <0

1+ £2() <0 &

’

7+ g(t)* + [sin(7wbt) + sin(7 - (IZ +1)]-[g

liefert, wobei wir sin(7 - (£ 4 ¢)) > 0 fiir diese ¢ beachten. Fir t €]0,1[ ist 0 < bt < 1 und

0< b4t < i <1 sodass sin(rbt) > 0 sowie cos(m - (£ +¢)) > 0 gilt. Daraus folgt

i

g (t) - sin(m - (IZ + 1)) — 2w cos(m - (]Z +1)-g(t) =

—7 - (b* — 1) - sin(rbt) sin? (7 (l; +1))
k k : 9 k
=27 - [b - cos(mwbt) sin(m (b +t)) cos(m (b +t)) — sin(wbt) cos*( - (Z +1))] =
—7 - [(b* — 1) - sin(7bt) sin® (7 - (IZ +1t)) + 2b - cos(mbt) sin(r - (IZ +t)) cos(m - (]Z +1))

—2 - sin(mbt) cos®(r - (lg +1)] =

tan(m - (£ + 1)) B
tan(mbt)

—7 - sin(mbt) cos?(m (/; +14)) - [(b? = 1) - tan®(7 - (IZ 1)) +2b-
fur alle ¢t €10, [ was eingesetzt in obige Aquivalenz die Giiltigkeit von

LA+ £ 1+ f(4) <0 <

7 g(t)? — 7 - sin(7wbt) cos?(m (/; + 1)) - [sin(7bt) + sin(7 - (IZ +1))]

N

tan(r - (§ + 1))

[(b* — 1) - tan?(r - (g +1))+2b- () 2] <0 &
g(t)?* — sin(7wbt) cos®( - (IZ +t)) - [sin(7bt) + sin(7 - (IZ +1))]

tan(r - (£ 4+ 1))
tan(mwbt)

-[(62—1)-tan2(7r-(lz+t))—i—2b- -2]<0 VtE]O,llj[

impliziert. Wegen sin(wbt) > 0 und cos(r - (§ 4+ t)) > 0 fiir ¢ €]0, ;[ ist

g(t)* = [b- cos(mbt) sin(r - (]Z +t)) — sin(wbt) cos(7 - (IZ +1)))?
— sin?(rbt) cos(r (’Z 1) (b- tangn'é:b; D) 12 viel. 2[,
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womit wir auf

LA+ )1+ f(1) <0 &

sin?(wb)cos” (- (1 +1)) - (b tang;(%bg D 1y — sinrbt) cost(m - (5 + 1)
- [sin(rbt) + sin(r - (’Z + )] [(6% — 1) - tan(r - (]Z + 1))+ 2b- ta“gn' (S:b; D) g <0 e

tan(m - (§ + 1))

(b- tan(wbt) O
—(1+Sm<£n'(gfbgt>)>-[(b2_1) tan? (- (’Z+t))+2b-ta“$n’(gfbgt))—2]30 vielo, s

schliefen, indem wir zuletzt durch sin®(7bt) cos?(r - (£ 4 t)) > 0 dividieren. Setzen wir

tan(r - (5 +1))

ht) := (b tan(wbt) b’
sin an(m - (&
—(1+ (Sm((ﬁbg 75))) [(6* = 1) - tan?(r - (IZ +t)) +2b- ¢ ‘Ean(STbb;)_ D) 2]
fiir alle t €]0, 1], so haben wir wegen [, + — a] €0, [ (< a €]0, 5;[) insgesamt

(14.74) o2+ f1(0)-(1+ fo(£) <0 & h(t) <0 Ve [a,i—a]

gezeigt. Damit verbleibt der Nachweis von h(t) <0 V ¢ € [, — . Sei t € [, 7 — a] fixiert.

Fiir t € [a, ] ist insbesondere f,(t) < 0 (<= (ii) (1)) und nach Proposition 14.6 (iv) auch
k
0 <b-tan(m- (¥ +1t)) < tan(wbt) (beachte: 0 < ¥ +¢ < L < 1) woraus 0 < b- tan(r (3 41)

tan(mbt)
und daher (b - fan(r(§1) 1)? <1 folgt. Somit kommt
tan(wbt) — gt

tan(r - (£ 4+ 1))

ht) <1—(1+ sinir (5 1) tan(mbt)

k
2 -
- sin(mbt) 1) +2

(b
tan(r - (£ 4+ 1))
tan(mwbt)

) [0 = 1) - tan’(x

_2]

k
—+1)+2b-

§1—1~[(b2—1)-tan2(7r-(b

—2]<0 Vite€], 2b]

sin(ﬂ-(%+t))

indem wir S (D)

> 0 sowie (14.7.3) fir alle ¢ € [a, 57| C [, ; — a] verwenden (< a €]0, 5:),

denn damit ist insbesondere der Ausdruck in [...] positiv und grofler gleich 1.
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1

Folglich darf ¢ € ]5;, + — a] angenommen werden und fiir diese ¢ gilt
sin(r - (£ 4 1)) ) 9 k tan(m - (£ + 1))
AN (0" =1)-¢t (= A+t 2b - —22>0
sin(wbt) ( ) - tan™(m (b )+ tan(mwbt) -

nach (14.7.3) sowie |5, 3 — a] C [o, 3 — a] €10, 3|, sodass wir die Abschétzung

an(rm - (& an(m - (£
ORG Ean(grbbgt))_1)2_[(b2_1)'tan2(7'<lgj+t))+2b~t (D) _y

tan(mbt)
Sy i
_ tangn-((;bg D) oy 1= 1) tan®(r - (lg +1) Vie ]zlb, Z —q]

mithilfe der binomischen Formeln erhalten. Damit geniigt der Nachweis von

tan(r - (£ 4 1)) ) ) k
(%)s (b~ e —2)2 1< (1*—1)-tan (W.(ngt)) Vté]%,g—a],

1

denn daraus folgt direkt h(t) <0 V ¢ € |57, + — o] nach der letzten Abschétzung.

Firt €]a, 1 —a] gilt t =  —r mit r € [ov, o[, sodass (x)3 wegen tan(r-(£+t)) = tan(r- (&L —r))

und tan(mbt) = tan(wb - (3 — r)) = tan(m — wbr) = tan(—wbr) = — tan(wbr) dquivalent ist zu

tan(gﬂ(@:{)r; r)) +22 1< (B —1)-tan®(r - (kzl —r)) VY rela,

() (b~ %

Aus (i) (1) folgt f5(r) <0 V r € [, &[ und nach Proposition 14.6 (iv) erhalten wir somit fiir

)
r € o, 5:[ €10, 5[ insbesondere 0 < b - tan(r - (§ + r)) < tan(wbr) sowie

tan(m - (B — 7)) tan(r - (B — 1))
0 . tan(wbbr) = tan(r - (% )

wenn wir 0 < ¥ +r < B — < 1 fiir diese r € [a, 5;[ €10, 5;[ beachten. Also ist

tan (7 - (k%[l —7))
tan(r - (% + 7))

(+)s (

oy, —

+2)? =1 < (b* —1) - tan®(7 - (k—;;l—r)) Vore| 1[

hinreichend fiir (x)4 bzw. (x)s.

Nun zeigen wir (x)s. Dazu sei r € [o, 5[ fixiert. Dann ist 0 < 1.5- = 2— L < &£

b
und folglich tan(m - (2 —r)) > tan(w - 1.5+ 1) > 1.5+ I, weil 2 — tan(mz) auf [0, 3] streng

NI
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monoton wachst, sodass insbesondere

k41 v —1 1002 — 1
(b — 1) - tan?(r - (:—r))z -2.25-7TQZW-2.25-7¥>22.2

tan(m (kifr)) k+1 k
gilt. Somit darf (ﬁ +2)? — 1> 22.2 baw. tan(m - (5% —r)) > 2.8 - tan(m - (§ + 7))
™%

angenommen werden, denn es gilt tan(m - (52 — 7)) > 0 und tan(m - (£ + 7)) > 0 wegen

O0<b+r<kl_r<l(erela, 4] sowie v222+1—2> 28,

Analog zu S.333 beginnend bei ,,Aus 5 > k—Jb’l >..” erhalten wir

1
2

1
tan( - (kz — 7)) > tan(w - (IZ + 7)) > tan(7 - IZ) > tan(w - 0.39) > 2.77 > 2,

indem wir in der Argumentation dort die 3 durch 2.8 ersetzen und beachten, dass geméaf [20]

die Funktion f : — R, f(x) = tan(wz) — 2.8 - tan(mz — nur fiir x > 0.4 positiv sein

[50’ 2} 100)

kann. Dies liefert

tan(m - (B2 — 7))

Gt iy T2 1= > +2 1=
342 tan(r - (’“Zl 1))+ 0.25 - tan®(r (’“Zl )<
31 2.25 - tan’( (k’zl ) < (B — 1) - tan(n- (k:l ),

wenn wir zuletzt b > 100 und tan(m - (52 — 7)) > 2 nutzen. Damit haben wir (x)5 bzw.

h(t) <0 V t € [a,; — a] und nach (14.7.4) insgesamt (ii) (3) gezeigt.

Nun verfligen wir iiber geniigend Mittel, um die folgenden Abschédtzungen fiir die

Funktionen F; bzw. F} nachzuweisen.

Lemma 14.8:
Sei £ € Nmit 1 <k <b— 2 gegeben. Dann gilt

k ka1 ok + 1
() FG+0+F <2 A QZ) Ve, ;)

1 2 1 1
W BG4+ + R <2 nE Dy viep )
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Beweis:

Wir unterscheiden die folgenden Fille:

L k41 1

Nach den Definitionen von Fi, f; auf S.327 sowie f, in Proposition 14.6 gilt

b
| sin(r - [ot]) 1 sin(mbt)
T R () L R e ()
1 1
= (1+ fo(t)) Vite [075]7

denn fiir t € [0,1]ist 0 < 2 +¢ < EL <L pgw. £ 44| =% + ¢ und

, falls ¢ € [0, 5]

bt
1ot = L
1—0t s fallste]fb,g]
woraus wegen sin(7 - (1 — bt)) = sin(m — wbt) = sin(wbt) insbesondere sin(7 - ||bt]|) = sin(wbt)
folgt. Wir sehen leicht, dass Fy (% +¢) = ;1 - fo(t) und Fy (£ +¢) = ;L1 - £ (t) fiwr alle ¢ € [0, 1]
gilt, sodass sich aus den Aussagen iiber f, und f, in Proposition 14.6 und 14.7 direkt

1 k k
 k 1
Fl(g+t) <0 Vte]a,g],
//k: ]_
Fl(g—i-t)SO ‘v’te[a,g—a]

ergibt. Nach (14.8.1) gilt auch Fy(§ +1)7 = ﬁ (14 fo(t))" V t€[0,4], also

SRR U ADIAT (X

k /
Fi(~+1)) =
( 1(b+)) (b—l)’y
+ - gi . (E k k£l -1
und wegen fo(t) € Ry (beachte: sin(7 - (§ +1)) >0 <= 0 < § +t < %= < 35) bzw.
ﬁ v (1+ fo(t))t > 0 fir alle t € [0, ;] erhalten wir aus Proposition 14.6 (i)-(iii) sowie
Proposition 14.7 (ii) (3) die Gultigkeit von
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| E oo Eooou
(1483) 3a€lo.o[: (A +07 >0 Vieal (A +a)) =0,

k / 1
(Fl(g‘”)v) <0 Vte]%g],

FOP+ 130 (14 fo(0) <0 ¥ 1€ oy —al

Nun wollen wir noch (Fy (% +¢)")" <0V te la, 3 — a] fiir dieses v aus (14.8.3) zeigen. Es gilt

(FiG+07) = [ -7 (L BOY ™ £0] = =g -7+ [0+ )7 - F(0)]
= = ) (L ROY 0P+ 0 SO) )
o O Y = 1) B0 (L R0 10
< o ROV L0+ (14 A(0) - (0] <0

fiir alle ¢ € [,  —a] C [0, 1] nach (14.8.3), denn fiir diese ¢ ist der Faktor ﬁ v (14 fo(t)1—2

stets positiv (< fo(t) € R{ s.0.) und es gilt zudem (v — 1) - f5(t)* < f5(t)? wegen v = 25 < 2,

Zusammenfassend erhalten wir

(14584) Faelo, o (FI(IZ 1) >0 Vieoal (Fl(’Z Layy =0,

k / 1
(Fl(g—Ft)’y) <0 V te]Oé, g],

k " 1
(Fl(g—Ft)’y) SO \V/tE[Oé,g—Oé]

Sei F5 : [0, 3] — R eine Funktion mit der Eigenschaft

/

(%) Ja 6]0,211)[: Ft) >0 VYtel0,af, Fya)=0,

/ 1
Fy(t) <0 Vte]a, g],

1 1
F,(t) <0 Vte[a,g—&],

also etwa Fy(t) = Fy (¥ +t) oder Fy(t) = Fi (¥ +¢)7 V ¢ € [0,7] nach (14.8.2) und (14.8.4).
Wir zeigen, dass dann Fy(t) + Fy(3 —t) < 2- Fy(5;) V t € [0, 1] gilt, welches uns bei der vorigen

Wahl von Fy die zu beweisenden Aussagen (i) und (ii) liefert.
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Nach (x) gilt F5(t) < Fap(o) V t € [0,0] und Fy(3 — @) > Fy(s) V s € |

57— ) € las ]
(<= a €]0,5;]), wobei letzteres mit s = § — ¢ zunéchst Fo(3 —a) > Fa(3 —t) V ¢t € [0,0] und

@5 b
insgesamt die Abschétzung
1 1
(1485) Fg(t) + Fg(g — t) S FQ(O() + FQ(Z - a) VvVt c [0,0é]

impliziert. Ferner ist I, in o, 1 — a] monoton fallend (<= (%)), sodass

b

to %_tl

/ / 1
/FQ(S) dSZ / F2(S) ds v t17t2 € [ Zb] <t2
t1 1 to

gilt. Daraus folgt fir alle ¢1,t5 € [« t; <ty die Abschitzung

vy

Ry(t) +F2(Z — 1) = Fy(t) —fF;(s) ds+F2(l1) ~t)+ [ Fils)ds

1
< Fy(ty) + Fg(g —t9),

also insbesondere Fy(t) + Fo(3 —t) < 2- Fo(3;) YVt € o, 55] (b1 =t Aty = 5;). Zusammen

mit (14.8.5) schlieBen wir auf Fy(t) + Fo(; —t) < 2- Fa(5;) V ¢ € [0, 5] bzw. aufgrund der

Symmetrie auch fiir alle ¢ € [0, 1], was nach obiger Bemerkung bereits die Aussagen (i) und (ii)

im ersten Fall liefert.

2. Fall: 1 < &1

Nach dem ersten Fall gilt fiir alle kg € N mit 1 < kg < b — 2, kotl < 1 ipghesondere

2k + 1 1
2 vieel gl

b
2ko + 1. 1
t =]

. ko + 1
R Raal 0t

k
Fl(zo + 1) + Fy(

(14.8.6) Fy(

—ty <2y
ko+1

— 1) <2 Fy(

Wir unterscheiden weiter die folgenden Fille :

k+1

b
Wir definieren kg :=b—k—1€ Nmit 1 <ky <b—-2(<=1<k<b—-2). Ausf kfolgtk> b

2.1 Fall: 5 <

N[
>

und b —k <b— g = g bzw. k%f = % < % Also erfullt kg = b — k — 1 die Voraussetzungen

von (14.8.6), sodass wir daraus nach Eigenschaft (2) Fi(s) = Fi(1 —s) V s € R insbesondere
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2% +1, 2% — 2 — 1 2%ko + 1 k ko + 1

2 Fy( 5% ) =2-Fy( 5% ) =2 Fy( 5% )ZFl(b0+t)+F1( —1)
k ko +1 k+1 k
=F1(1—;0—t)+F1(1— 1) = F( — )+ Fi(; +1)

fiir alle ¢ € [0, ] erhalten. Analog dazu kommt mit der zweiten Aussage in (14.8.6)

2k +1 kE+1

2- B 2% )" = kil b

k 1
— )7 +F1(g +t) Vite [0,5],

sodass Lemma 14.8 auch im Fall 2.1 gilt.

.k 1 k+1
2.2 Fall: § <4 <*2

Dann ist 2k < b < 2k+2, also b = 2k + 1. Wir zeigen zunéchst f1(§ +¢) < fi(2551) V¢ € [0, .

Seit € [0, 1] = [0

" 2
0 < bt <1 bzw. ||bt|| = bt, woraus

, 7og) fixiert. Dannist 0 < ¥ +¢ < %5 4 15 = 3, also | F +¢]| = ¥ +¢ und

k _ sin(r- 16 (% + 1)) _ sin(m-|[bt])) _ sin(7-bt)
M= i JErel) s (1) smlr- 5+ )

b

folgt. Ferner ist f1(25) = f1(0.5) = ZTledil) — 1 denn |- 0.5] = H(Qk +1)-05] = 0.5

Wegen 0 < t < 1o ist auch bt = (2k +1) -t < 2k -

yys; +t—7+t also

le ti= 2k+1
0<bt <%41<1 sodass 0 <sin(r-bt) <sin(r- (£ +4¢)) und aufgrund sin(r - (£ +¢)) > 0
(<= % > % +t > 0) die Abschétzung

k sin(m - bt) 2k +1

fl(g )= sin(7 - (% +1)) <1=Al 2b

) VtE[O,%]

gilt. Nach der Definition F(s) = 727 - (1+ fi(s)) > 0 V s € R schlieBen wir somit auf

k 2k +1
14.8. Fi(— < F; —
(14.8.7) 1(b+t)_ 1 ( 5% ) Vte[0,2b] A
k 2k +1 1
(= T<F v
G+ SR ) Vel ol

Wegen Fi (5 —t) = Fi(1 - L + 1) = R (2k+2,1€+]1“ L+ ¢) = Fi(§ + t) erhalten wir daraus
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k k+1 k 2k +1
Fl(g—{'t)_"Fl( —t):2'F1(3+t)§2'F1( )
k k+1 k 2k +1

)’Y

1

fiir alle ¢ € [0, 5], aufgrund der Symmetrie sogar fiir alle ¢ € [0, 3

) %% ], womit Lemma 14.8 auch in

diesem Fall gilt.

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen und Lemma 14.8 nachgewiesen.

Proposition 14.9:
Setze fi(s) := (Snlrbs))y 4 (M)”’ € Rj V s € [0,4]. Dann gilt fir alle s € [0, ] mit

s (%fs) b

so ~ 0.190885 - % die Abschétzung

Fils) + Fi(; — )" = 10+ A+ A+ A - )7

(b—1)1

< 1.00026 - —(fs(s0) + 27 (b+ 7.

(b—1)

Beweis:

sin(7-||bs]|)

sin(m||sl))

bs , falls s € [0, 5]

Wir erinnern uns an die Definition fi(s) := V s € R, wobei fiir s € [0, ;] stets [|s|| = s

gilt und aus ||bs|| =
1—bs |, fallss €l5, 7]
insgesamt

sin(mbs) v selo 1

(14.9.1)  fi(s) = 7]

sin(7s)
folgt. Definieren wir h(s) := (1 + WW und g(s) :=h(s) + h(3 —s) V s € [0, 1], so kommt

(14.9.2) g(s) = (1 + sin(7bs)

)+ (1+

s T (§—5)

und wir schitzen g(s) fiir s € [0, 7] nun nach oben ab.

342



Dazu setzen wir 3(z) == 27 V z € R, sodass 8 (z) =~ -27"' V z € R{ ist.

Sei x € R{ gegeben. Nun ist 8 auf [z, x + 1] stetig und differenzierbar und es gilt

Blat+l) =) o

P =B (xo) =7 -xy”" fiir ein g € [z, 2+ 1]

ple+1) = B(z) =

nach dem Mittelwertsatz, also insbesondere B(z + 1) — f(z) =y -2 < - (z+1)""!, denn
v>1und 0 <zy < x+ 1. Setzen wir in diese Abschitzung = = bm(Wbs € Ry fir s €]0, 7] ein,

so erhalten wir schliefllich

sin(mbs) sin(mbs) sin(mbs)

1 v — v = 1) — < - 1)1 = ~. 1)1

(1 2Dy STy 1) = ) < - (@ 17 = (D
<y-(b+1)7T Vs elo, o

indem wir zuletzt 0 < Smg:rbs <b V s €]0, ;| verwenden, welches wir leicht durch Vergleich von

sin(mbs) mit dem Kreisbogen der Lange wbs am Einheitskreis folgern.

Substituieren wir in der Abschétzung s durch § — s fiir s €]0, [, so kommt

1
<y (o+1)7" Vs el

sin(7bs )) (

TS - (%

= fs(s)+2y-(b+ 1) Vs 6]0,2[,

(14.9.3) g(s) < (

wenn wir bemerken, dass sin(7b - (3 — s)) = sin(m — wbs) = sin(wbs) ist. Graphisch ist diese

Abschétzung in [21] erkennbar.
Wir ermitteln nun den Wert des globalen Maximums von f3 iiber dem Intervall |0, %[

Wegen sin(wbs) = sin(mb - (3 — s)) ist auch f3(s) = f3(3 —s) V s €]0, [, sodass wir die
Suche nach Extrema auf das Intervall ]0, i] beschranken koénnen.

Aus f3($) _ (Sln(ﬂ'bs))y + (Sln(ﬂ‘bs )7 Vse [0 ] fOlgt

s ( s)
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by sin(mbs), .,  sin(7bs) ., sin(mbs) .,  sin(wbs) .,
f3($)—’7 ( TS ) ( . ) +’7 (W(%—S)) (W(%—S))
1 _ 4 1 mwbcos(wbs) - ws — sin(wbs) -
1 L (rhs) -] 1 whcos(mbs) - - (3 — s) — sin(wbs) - 7 - (—1)
7 - 1 -sin(mwbs)? - (% — sl ' 2. (% — )2
1 I
=7 = sin(mbs)? e [7°b cos(wbs) - s — sin(wbs) - 7]+
1 1 1
. . si o T [g? -
Y sin(7bs) d g [7°b cos(mbs) - (b s) + sin(wbs) - 7]
1 » 1
— s

[72b cos(mbs) - (1 — §) + sin(wbs) - m — (L_SWH - (sin(7bs) - m — w2bcos(mbs) - s)]

b s
1 . _ 1 :
=7 sin(mbs)? ! - W - (sin(7bs) - m — w2bcos(mwbs) - 5)-
m2bcos(mbs) - (3 — s) +sin(mbs) -7 (% — S)v+1]
sin(7bs) - m — w2b cos(mbs) - s s
1
-sin(mhs)?! - sin(rbs) - ™ — w2bcos(mbs) - 5)-

W'(

[

sin(mwbs) + mbcos(wbs) - (§ — s) B (% — 8)74‘1}

sin(mbs) — b cos(mbs) - s s
1 1
=7 sin(7bs)? ! - T - (sin(mwbs) — wbcos(mwbs) - s)-
b
[sin(ﬂbs) + wb cos(mbs) - (3 — s) B (% — 8)7_’_1} v selo. 1 1
sin(mbs) — wbcos(mbs) - s s 20"

wobei fy stetig auf |0, 4] ist und wir bemerken, dass fiir diese s der Nenner sin(rbs)—mb cos(mbs)-s

positiv ist, denn fir s = % ist dies offensichtlich und fiir s €]0, 5; | verwenden wir dazu cos(mx) > 0

sowie tan(wz) > mx V x €0, 5[. Ferner ist - 5 - sin(wbs)’ " - W >0V sel0,5],

G

was insgesamt

sin(mbs) + m cos(mwbs) - (1 — bs) 1—bs. ., 1
- > -
sin(mwbs) — 7 cos(wbs) - bs ( bs ) 0 Vsel0, =]

(14.9.4)  fi(s) >0 2b

liefert. Dabei gilt im Falle der Gleichheit auf einer Seite diese auch auf der anderen Seite des

Aquivalenzzeichens. Fiir s € ]0, 4] setzen wir x := s-b €]0, ] und

alz) — sin(rz) + weos(mx) - (L—z)  1—=x N 1
(@): sin(mz) — wcos(mx) - x ( T ) vz el 2]’

sodass sich nach (14.9.4) insbesondere
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/ 1
(14.9.5) f3(s) >0 < a(z) >0 mit x=s-b V s€]0, 2—6]
ergibt, wobei im Falle der Gleichheit auf einer Seite diese auch auf der anderen Seite des

Aquivalenzzeichens gilt.

Nach [22] hat die Funktion « im Intervall ]0, 2] nur die Nullstellen z & 0.190885 und z; = 0.5,
wobei a in der Umgebung von xy bzw. x; einen VZW von + nach — bzw. von — nach + hat,
wenn wir o wie oben auch fiir alle x € ]0, 1] erklédren. Dazu bemerken wir noch, dass «(z) fir
r — 0+ 0 gegen +oo geht, also insbesondere im Intervall |0, 0.1] keine Nullstellen aufweist.

Aus (14.9.5) folgt daher, dass f; im Intervall 0, Z] nur die Nullstellen sq := g - + ~ 0.190885 - 1

und s1 := x7 - % = ﬁ besitzt und ferner in der Umgebung von sy bzw. s; einen VZW von +

nach — bzw. von — nach + hat, wobei sich der letzte VZW aus der Symmetrie von f;3 ergibt.
Folglich besitzt f; an der Stelle sy ein globales Maximum und bei s; ein lokales Minimum

im Intervall ]0, 5;], welches auch in [21] erkennbar ist, wobei hier der obere Graph die um

27y - (b4 1)7"! nach oben verschobene Funktion f; verdeutlicht V s € [0, £].

Dies liefert f3(s) < f3(so) fiir alle s € ]0, ] und aufgrund der Symmetrie auch f3(s) < f3(so)

fiir alle s €]0, §[, was eingesetzt in (14.9.3) die Giiltigkeit von

1 1
(14.9.6) g(s) < fz(so) +2v-(b+ 1)1 ¥V s€]0, 5[ mit sy ~ 0.190885 - b

impliziert. Die Definitionsliicke von g bei s = 0 ist stetig hebbar, d.h. es gilt insbesondere

lim ¢g(s) = (1+b)"+1=g(0) nach (14.9.2). Aus (14.9.6) folgt dann direkt

s—0+40
9(0) = lim g(s) < fs(so) + 27+ (0+1)""" und somit g(0) = g(3) < fa(s0) +27- (b+1)77"

wegen der Symmetrie von g. Dies ergibt insgesamt
1 L, . 1
(14.9.7) g(s) < f5(s0) +2v-(b+ 1) V¥V s€]0, E] mit so ~ 0.190885 - b

Nach (14.9.1) erhalten wir insbesondere

_ sin(wbs) _ sin(wbs) s sin(wbs) /b

(14.98) - fils) = sin(rs)  7s sin(7s) = s sin(7/b)
sin(mbs) /100 sin(mbs) 1
= 7s  sin(x/100) sc s vselo E]
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mit ¢ = 1.000165, indem wir verwenden, dass die Funktion z — %0 auf [0, T55] monoton

steigend ist. Dabei hat dieses ¢ = 1.000165 natiirlich nichts mit dem ¢ = lofo(gb_bl) der vorigen
Kapitel zu tun. Aus (14.9.8), (14.9.7) und (14.9.2) folgt

0+ F + (4 Al o)y < (e Sy g o UGl o
b
¢ -[(1 Smf:;bs) )+ (L Smf:b('l(i ;S)) )1 =¢"-g(s) < - [fs(s0) + 27 (b 4+ 1))

fir alle s € [0, f] mit sg ~ 0.190885 - +, sodass sich wegen ¢” < 1.00026 nach Division durch

(b — 1) das gewtinschte Resultat erglbt.

Folgerung aus Proposition 14.9:

Dem obigen Beweis entnehmen wir sqg = z - %, wobei xg ~ 0.190885 eine der beiden Nullstellen

der Funktion a(x) im Intervall ]0, 5] ist. Durch einfache Umformungen kommt fiir alle s € [0, ;]

Fi(s)" + F1<11) — 5)7 < 1.00026 - =T - (f3(o 1) +2y-(b+1)7Y

1 1.00026 b
= 1.00026 - ———— -2y (b+ 1) .
oot ey o

)" - v(xo)

mit v(z) = (Sm(”))V + (Sm(jm))V € R§ V x € [0, 5]. Dabei ist v offenbar stetig differenzierbar

auf |0, 3] und wird in [23] graphisch dargestellt.

Néhern wir zy durch einen Wert zy =~ ¢ mit xg = zny + 0 und moglichst betragsmafig
kleinem 6 € R an, so liefert der Mittelwertsatz und der Satz tiber das Minimum und Maximum

v(zg) = v(xy +9) = v(xy) + O(|d]) und daraus nach Einsetzen in obige Abschétzung

Fi(s)" + Fl(i — 5)7 < 1.00026 - v (fs(zy - 2) L2y (b 1)
P20 oy oga)
— 1.00026 - (b_11> (falan - 3) 423+ (b+177) +0(a)).

fiir alle s € [0, ], indem wir zur Berechnung des letzten O(|d])-Glieds die Abschétzung
% . (ﬁ)'y < 0.18 fiir b > 100 nutzen. Bei hinreichend guter Nédherung von z, durch zy
bzw. betragsmafBig sehr kleinem ¢ ist auch das letzte O(|d])-Glied ebenfalls sehr klein und im

Wesentlichen gegeniiber dem Hauptterm zu vernachléssigen.
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Im Folgenden benutzen wir die Naherung xy = 0.190885 fiir z.
Aus [22] folgt xy € [0.190884,0.190886] und geméiB [24] ergibt sich |v(zo) — v(zy)| < 1071,

Setzen wir dies in die erste Abschitzung ein, so kommt

(x) Fi(s)" + Fl(i — 5)7 < 1.00026 - - (falan - 2) +2y-(b+ 1) 4107

(b—1)

fiir alle s € [0, 1], indem wir wieder 12226 . (-t} < (.18 verwenden.

Dabei stellt sich der Fehlerterm 107! als klein genung fiir unsere weiteren Abschitzungen heraus.

Proposition 14.10:
Fir alle s € [0, §] gilt

L
b—1

1 4b

Fi(s) + Fl(z —5) = S(1+ fils) + 1+ fl(i ) < g - 1000165 - (2 + —).

Beweis:

Wir setzen h(s) := 1+ % V s € [0, 4], wobei h auf [0, 1] stetig ist, denn s = 0 ist stetig

hebbare Definitionsliicke von h. Wir zeigen h(s) + h(3 —s) < 2-h(5) V s €]0,7[.
Dazu weisen wir zundchst h'(s) > h'( —s) V s €0, 4] nach. Wir finden
/ mwbcos(mbs) - ws — sin(wbs) - m  whs cos(mwbs) — sin(wbs)

(14.10.1) h'(s) = = vV s€elo, ll)],

m252 ms2

sodass insbesondere fiir s € ]0, %] die Aquivalenz

h/(s) > h,(z —35) <

7bs cos(mbs) — sin(7bs) - b (3 —s)cos(mb- (3 — s)) — sin(wb - (§ — 5))

52 - w-(%— )?
)

mbs cos(mbs) — sin(wbs) _ —wb- (3 — s) cos(wbs) — sin(wbs)
52 = (L —s)?

1 1
7bs cos(mbs) - (~ — 5)? — sin(ﬂbs)(g —5)>> —7b- (5 — 5) cos(mbs)s? — sin(7bs)s? <

mbs cos(mbs) - (ll) —5)- <ll) — s+ s) > sin(mbs) - ((11) —5)? -5 &

cos(mbs) - (ms — wbs?) > sin(7bs) - ((1) — 2s)

gilt. Setzen wir g(s) := cos(mbs) - (ws — wbs®) — sin(wbs) - (; — 2s) V s € [0, 5;], so haben wir
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His) 20 (G —5) & gls) 20 ¥ sel0, o

14.10.2
(14102) :

0, 5;]. Es gilt g(0) = g(3;) = 0 und

nachgewiesen. Nun zeigen wir g(s) >0 V s € |

g (s) = (7 — 2mbs) - cos(mbs) + (s — wbs?) - wb - — sin(mwbs)
—[mbcos(mbs) - <ll) — 25) + sin(wbs) - (—2)]

= —(m?bs — b*s* — 2) - sin(7wbs) = (2 — w2bs + 72b%s?) - sin(7wbs)

= [(§ = wbs)* +2 = (5)?] - sin(bs)

fiir alle s € [0, &]. Damit ist g'(0) = 0 und

g(s)>0 = (g—ﬂbs)2+2—(g)220 & g—wbsg\/(g)zi_z o

mbs > 0. Dabei ist ¢, €0, 5].

fiir alle s €0, 5], denn fiir diese s ist sin(7bs) > 0 sowie 2

Folglich gilt ¢'(s) >0 V s €]0,¢,) und g'(s) <0 V s € |cy, 2]. Wegen g(0) = 0 liefert dies

1

¢

/ 1
/g ds>0 Vtel0,c A g(%) git)=[g(s)ds<0 Vte]cb,%],
0

“\M‘H
>

wobei letzteres 0 = g(5;) < g(t) V t €]cy, 55] und insgesamt g(t) > 0 V t €]0, 5] impliziert

Aus (14.10.2) kommt

’

(14.10.3) h'(s) > h (5 —9) ¥s€lo, 216].

Also ist insbesondere
1 7 1

—) - ’ > [ h'(=— = (s)ds = h(= —t) — h(=
= t/h(s)ds_t/h(b $)ds = [ 1(s)ds = hl; = 1) = h(z;)

und daher h(t) + h(3 —t) < 2- h(5;) fir alle ¢ €]0, 55], was aufgrund der Symmetrie

(14.10.4) h(t)+h(2—t) <2-h(57) VtG]O,i[
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liefert. Da h auf ganz [0, ;] stetig ist, trifft dies auch auf ¢t — h(t) + h(; — t) zu, sodass

h(0) + h(3) = thg}w[h(t) + k(3 —t)] < 2- h(5) gilt. Folglich erhalten wir (14.10.4) auch fiir
H

t =0und ¢t = ;. Nutzen wir ferner (14.9.8) fi(s) < c- % V s € [0, 3] mit ¢ = 1.000165 aus

dem Beweis von Proposition 14.9, so kommt

1+f1(8)+1—|—f1(2—5) < 1+C'Sin(7rbs) Tlde sin(m b(l(ll; _)5)) <
s (-5
1+ 81117(:;68) L1 Sln; b(i(b_;)s))] =c-(h(s)+ h(glj s))<c-2- h<2b)

2b 4b
c-2-(14—)=1.000165-(2+ —) V s€]0,-]
T T b

nach (14.10.4). Division durch b — 1 liefert das gewiinschte Resultat.

Lemma 14.11:

Mit den Definitionen von f3 in Proposition 14.9 sowie xy = 0.190885 in deren Folgerung auf

S.346-347 gelten fiir alle r € [0, [ die Abschétzungen
1

(1)  Gi(r) <1.000165 - ﬁ )+ Z Fy(

2k+1

= Gg(b)

2k+1

1
N2y (b+1)7H 4107 11+ZF1 50 -y

(i) Hy(r) < 100026 ——— - (fu(an -
b k=1

(b—=1)
= HQ(b)

Beweis:

Verwenden wir (2) Fi(s) = Fi(1 —s) V s € R und die Definition von G in (4), so gilt

L b—1-k bk k+1
2- Gl ZFl T)—i—ZFl(T—FT):Z[Fl(g—i—’l")—FFl( —’[")]:
k=0 k=0
1 b—1 b2k k+1
Fl(T)‘i‘Fl(g—T)‘FFl( b +T)+F1(1_T)+Z[F1(E+T)+F1( —T)]S
k=1
1 2k: 1

k=1

fiir alle r € [0, [ nach Lemma 14.8 (i), also aufgrund Proposition 14.10 weiter
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2k+1

Gi(r) < Fu(r) + Fi( l_r ZFl

1 % 22k 1
< 1.000165 - -— - ( +ZF1 +

= G1(b)

fiir alle r € [0, ¢[. Damit haben wir (i) gezeigt. Analog dazu ergibt sich (i), wenn wir in der
obigen Argumentation einfach Fy durch F} ersetzen und die Definition von H; in (5),

Lemma 14.8 (ii) sowie die Abschitzung () in der Folgerung aus Proposition 14.9 nutzen.

Lemma 14.12:
Mit den Definitionen von G(b) und Hy(b) in Lemma 14.11 erhalten wir fiir b6 > 100

Beweis:

Wir finden leicht f3(zy - ) < 1.01219 - b” mithilfe der Definition von f3 in Proposition 14.9 und

xn = 0.190885. Nach Definition von F; auf S.327 sowie sin(nt) = sin(r — nt) V ¢t € [0, 1] kommt

2k +1 1 1
= (1+

2b )_b—l. sin(rr - 2241

(14.12.1)  F( ) VkeN 1<k<b—2

b—2
Damit kénnen wir die beiden Summen Z Fi(2E82) und Y Fi (257, welche in die Definition
k=1
von (G5 und H, einflielen, geeignet darstellen und nach oben abschétzen. Unter Verwendung der

Eigenschaft (2) Fi(s) = Fi(1 —s) V s € R und (14.12.1) folgt

Lz 55
2k + 1 2k +1 2 P} 1
Fy( )< 2. F _ ' T S '
Z 1( < g::l 1 ( 2 )= -1 & ( +sin(7r-2’;—zl)) sowie
2Ly, Z) o s LY
+ +1. )
Z ’; 20 (b — 1) kz::l sin(rr - 2241
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Setzen wir dies und f3(zy - 1) < 1.01219 - b7 in die Definitionen von Gy und H, ein, finden wir

1552

1 4b 2 2 1
14.12.2 <1.000165 - —— - (24+ —) 4+ —— - 14—
( ) Glb) 000165+ b—1 g +7T)+b—1 2::< sin(7 - %))

Hy(b) < 1.00026 - (o= (1.01219 - 0" + 2y - (b+ 1) H) + 107
1554
2 2 1
+ : 1+ —)
=1y = sin(r 25

Demnach verbleibt die Abschiatzung der beiden Summen tiber k. Dazu definieren wir die

Funktion fy(x) := 1+ € R* fiir alle z €]0, 3], wobei f; und damit auch f; auf dem

fir 1 <k < %] sind die

b—l

51n(7ra:)

Intervall ]0, 3] streng monoton féllt. Wegen 0 < 255 <
1552

abzuschétzenden Summen aus (14.12.2) also gerade Z fa(25EL) sowie E f1(35).

1
5
1

Da f; :]0,3] — R streng monoton fillt und die Schrittweite zwischen benachbarten Stiitzstel-

2k+1

len Jewells betrigt, schlieen wir durch Vergleich mit dem entsprechenden Integral

Lb21 L 1/2
21{:+1 1 1 2 21{7+1 1 3 1
i Z o< -
> Ay = SR g ) w S I b+3//2bf4(w)d:c,

b—l

denn Z f4(2k+1) . % konnen wir als Untersumme des besagten Integrals auffassen.

Die gle1che Abschétzung erhalten wir auch fir f] anstatt f;, was zusammenfassend

e IV b2
(14.12.3) S ful )< () 4 b /f4 )dz  sowie

. 2 %
k=1 3/2b
Y 1/2

2k + 1 3

) < A6+ [ fi@) da

. 2 2
k=1 3/2b

ergibt. Da z — "% auf ]0, 1] streng monoton steigt, gilt wegen b > 100 insbesondere

sin(7x)
. 23b < = 200 = 1.000371, also auch
sm(ﬂ' 35) sin(7- 55 500
1
(14.124) ——— < 0.21229 - b,

sin(m - 5;)

Dies liefert direkt fy(3) < 1+ 0.21229 - b, was nach (14.12.2) und (14.12.3) die Abschétzungen

351



1/2

1 2
T 3/2b
Hy(b) < 100026 (s (LOI219- 67 427 (b+ 191 + 1071
b 1 12
+2- (=) [(5 +021229) + b / £(x) dz]
3/2b

impliziert. Das Integral tiber f; lasst sich noch recht einfach iiber die Stammfunktion

1/2

log + 3 1
/ fule) do = [o (| stz + Tty l)];gb < 022732 — 2+ —-logh
3/2b m
abschétzen. Setzen wir dies in (14.12.5) ein und beachten b > 100 bzw. ;73 < %, so erhalten

wir nach konservativer Berechnung aller Konstanten die gewiinschte Abschatzung von Gf.

Die Abschatzung von H, gestaltet sich dagegen wesentlich schwieriger, weil das Integral tiber f;

bzw. der Wert =7 - [ f{(z) dx nur numerisch approximiert werden kann. Wir setzen zunéchst

3/2b
1/2 1/2 )
:/fZ(x)da::/(1+ : V' dx sowie h(t):=t"7-I(t) VteR, t>3
3/2t 3/2t sin(m)

und skizzieren den Nachweis von h(100) > h(t) V t € R, t > 100. Dazu geniigt es, h'(t) < 0 fiir
alle t € R, ¢ > 100 zu zeigen. Aus der Definition von I(¢) kommt 7(3) = 0 und es gilt

1/2 t
3
I(t)=I(t)— 1 :/1 /f 77-—%5
W =10-16) = [+ s 0 )
3/2t 3
nach der Substitution z = 23—8, was uns direkt
F()=2 (14— Y42 VieR, t>3
2 sin(r - ) T

liefert. Alsoist A (t) = (1 —~) -t - I(t) + ¢t - T'(t)=t=7-[t-I'(t) — (v — 1) - I(t)] und daher

H)<0 & t-I)<(-1-10) & (x) alt)<(y-1)-1)
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mit a(t) =3 (1+ m)v 7! firallet € R, ¢ > 3.
Im Fall ¢ = 100 ist die Ungleichung (x) erfillt, denn es gilt «(100) < 1.704 und wir fin-
den numerisch 7(100) = 3.8973. Um () nun fur alle ¢t € R, ¢ > 100 zu erhalten, reicht der
Nachweis von (%) o' (t) < (y—1)-I'(t) fiir jene ¢ aus. Dies kénnen wir mit einfachen Umformun-
gen und Abschétzungen zeigen, zumal wir jetzt beide Seiten von (k) explizit schreiben koénnen.
Damit ist (%) bzw. (%) bzw. A'(t) < 0 und folglich h(t) < h(100) = 100'~7 - I(100) = 0.3458 fiir
alle t € R, t > 100 nachgewiesen. Setzen wir dies in unsere Abschétzung von Hs in (14.12.5) ein
und berechnen alle Konstanten konservativ (beachte: b > 100), so folgt schliefllich die gewtinschte

Schranke fiir H,. Somit ist Lemma 14.12 bewiesen.

Folgerung aus Lemma 14.12:

Fur b > 145 finden wir leicht

Ga(D) < 2.240.65-logh < b*7/T —e und Hy(b) < 1.97 < /4% _ ¢,

Nun besitzen wir geniigend Mittel, um Theorem 1.2 zu beweisen.

Theorem 1.2:
Jedes Paar (b, ap) mit b € N, b > 102 und ag € {0, ...,b — 1} ist ausgezeichnet.

Beweis:
Wir erinnern uns, dass die Eigenschaften (4) und (5) auf S.327 sowie Lemma 14.11 fiir jedes
be N, b>100 und ag € {0,...,b — 1} gelten, was insbesondere

(1.2.1) G(r,byap) = G(r) < Gi(r) < Ga(b) N H(r,byag) = H(r) < Hy(r) < Hy(b)

fiir alle 7 € [0, 1| liefert. Nach [25] und [26] ist G2(b) < b*"/77 — € und Ha(b) < b*/43% — € fiir alle
b € [102,700], wobei wir dies fiir b > 120 am Graphen und fiir 102 < b < 119 durch eine direkte
True-False-Abfrage tiberpriifen. Der Verlauf der Funktionen G5 und Hj als obere Schranken fir

G bzw. H entspricht dabei fiir grofie b einer logarithmischen bzw. konstanten Funktion, was mit
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der Bemerkung zu Lemma 14.3 auf S.324 korrespondiert. Daher gilt
(12.2)  G(r,b,a0) < Gy(b) <V —e A H(r,bag) < Hy(b) < b7/*% — e

fiir alle 7 € [0, 3[ und b € [102,700] sowie ag € {0,...,b — 1}. Wir erinnern daran, dass (1.2.2)
nach der Folgerung aus Lemma 14.12 fir b > 145 bereits korrekt ist. Somit erhalten wir (1.2.2)
fiir alle b > 102. Aus Korollar 14.2 folgt der Rest.

Wiirden wir dagegen anstatt mit 145 nur mit der aus Lemma 14.3 herriihrenden unteren
Schranke S = 2.8 - 10° fiir b argumentieren, so miisste das Intervall in [25] und [26] zur Uber-
priifung von (1.2.2) auf b € [102, 2.8 - 10°] vergroBert werden, welches fiir Mathematica einen
erheblich hoheren Reichenaufwand bedeutet. Daher verringert Lemma 14.12 den Rechenaufwand

erheblich, obgleich das Resultat natiirlich auch ohne Lemma 14.12 dasselbe bleibt.

Nun stellt sich noch die Frage, ob ein Paar (b, ag) mit b € N, 10 < b < 101 und ag € {0, ...,b—1}
ausgezeichnet ist oder nicht. Die Antwort darauf kénnen wir nun nicht mehr durch einen sauberen
Beweis wie den von Theorem 1.2 geben, sondern miissen einige Annahmen machen, die an dieser
Stelle nicht mehr analytisch bewiesen werden konnen, da die auftretenden Funktionen sehr
unhandlich sind. Um anzuzeigen, dass ein Satz auf solchen Annahmen beruht, stellen wir ein %

daruber. Wir weisen also Theorem 1.3* nach.

Theorem 1.3*:
Jedes Paar (b,ap) mit b € N, 50 < b < 101 und ag € {0, ...,b — 1} ist ausgezeichnet.

Beweis:

Im Folgenden sei stets b € N, 50 < b < 101 und aq € {0, ..,,b—1}. Nach Lemma 14.4 verschwin-
den die Ableitungen G'(r, b, ag) und H'(r, b, ay) fiir r = %, womit die notwendigen Bedingungen
fiir Extrema der Funktionen G(r,b, ag) und H(r, b, ap) an der Stelle r = o erfiillt sind.

Fiir verschiedene Paare (b, ag) finden wir mithilfe [27], dass G(r,b, ag) und H(r,b, ag) bei r =
ihr globales Maximum besitzen, konnen dies aber wegen der unhandlichen Funktion F'; die in

der Definition von G und H enthalten ist, nicht analytisch zeigen. Wir nehmen daher

1 1 1
(1.3.1) G(r,b,a9) < G(%,b, ag) AN H(r,byag) < H(%,b, ag) VY re|o, E[
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an. Nun betrachten wir die Funktionen (b,ag) — G(5;,b, ao) und (b, ag) — H(35,b, ao) in
[28]. Fir fixiertes b € N, 50 < b < 101 und verschiedene ay € {0, ...,b — 1} liegen die Werte von
G (%, b,ap) und H (%, b, ap) in einem schmalen Streifen der Breite ~ 0.1 um einen Hauptwert,
unterscheiden sich damit nur unwesentlich in Abhangigkeit von ag. Die Abweichung von diesem

Hauptwert konnen wir nicht analytisch in Abhéngigkeit von ag kontrollieren, sodass wir nur

1 1
(1.3.2) G(2—b, b, ag) und H(Q—b, b,ap) héngen nicht/unwesentlich von ay ab

fur alle 50 < b < 101 annehmen kénnen. Fiir diese b entnehmen wir aus [29] die Abschatzungen

1 1 ,
(1.3.3) G(gp,b,a0) < P e A H(5;.b.a0) < poO/433 _

fur alle ag € {0, ...,b — 1}, wobei wir nach (1.3.2) die Giiltigkeit von (1.3.3) nicht mehr fir alle
ag € {0,...,b — 1} iberpriifen miissen, sondern uns ein beliebiges ag, z.B. ag = 0, auswéhlen
kénnen, wodurch unser Rechenaufwand wesentlich geringer wird. Ohne Aussage (1.3.2) miissten
wir ndmlich fir jedes Paar (b, ag) mit 50 < b < 101 und ay € {0,...,b — 1}, also insgesamt
12031 b=[102-101 — 50 - 49]/2 = 3926 mal, die Giiltigkeit von (1.3.3) tiberpriifen. Mithilfe (1.3.2)
l()ijgoegen nur fir jedes 50 < b < 101 bei fixiertem ag = 0, also insgesamt 52 mal.

Aus (1.3.3) und (1.3.1) kommt
1.3.4) G(r,b,ag) <b*™ —¢ A H(r,b,ay) < b°/*% — ¢
( ) ( Yy 0) ( s Uy O)

fiir alle r € [0, ;[ sowie 50 < b < 101 und ao € {0, ...,b — 1}, womit sich nach Korollar 14.2 die

Aussage ergibt.

Je weiter wir die Schranke 50 in Theorem 1.3* nach unten verbessern wollen, desto schwé-
cher wird vor allem die Annahme (1.3.2), d.h. fir kleinere b hingen die Werte von G(5;, b, ag)

und H(5;,b,a0) doch immer wesentlicher von ay ab und die Breite des Streifens um einen
Hauptwert, in dem diese Werte liegen, wird grofier als 0.1. Dabei stellt die Annahme (1.3.1)
nicht das Problem dar, den diese kénnen wir bereits fiir b > 10 in [27] erkennen. Erstaunlich
ist zudem, dass unter (1.3.1) und (1.3.2) nach [29] die Abschatzungen in (1.3.3) sogar fiir alle
b > 20 gelten. Die Schranke 50 in Theorem 1.3* kénnte mit etwas mehr Aufwand noch nach

unten korrigiert werden. Wir belassen es aber dabei, da Theorem 1.3* ohnehin keinen Beweis

darstellt.
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Zur Bestimmung der ausgezeichneten Paare (b, ag) mit 10 < b < 49 und a4 € {0,...,b — 1}
konnen wir nun nicht mehr mithilfe Korollar 14.2 argumentieren. Wir miissen jedes der
%% b= 1[50-49 — 10 - 9]/2 = 1180 Paare einzeln untersuchen und entscheiden, ob die De-
%:nli(‘)cion 4.1 erfiillt ist. Ein entsprechender Code fiir b = 10 ist in [30], fiir b = 11 in [31] enthalten.
Daraus folgt, dass alle Paare (b, ag) mit b = 10 oder b = 11 und aqy € {0, ...,b — 1} ausgezeichnet

sind. Der interessierte Leser moge die Vorgehensweise in diesen Codes nutzen, um gegebenenfalls

weitere ausgezeichnete Paare (b, ag) mit 12 < b < 49 zu ermitteln.

Fir b € {2,...,9} konnen wir Theorem 1.1 nicht ohne Weiteres mit den vorgestellten

Ideen nachweisen. Um nur eine Hiirde zu nennen, weisen wir auf Lemma 4.7 hin, indem wir

log(b—1)
logb

die Abschétzung > % verwenden, die nur fir b > 10 gilt. Ein weiteres Hindernis ergibt
sich aus der von Lemma 4.2-4.4 herrithrenden Idee der Abschétzung der betragsméafig grofiten

Eigenwerte Apq, (1, J) und Ay q, (322, J) fiir J € N. Wir miissen davon ausgehen, dass

235

< 27/ 499
Moo (1, J) < b A /\b,a0(1547

J) < }59/433

auch fir hinreichend grofies J = J(b,ap) € N nicht beide erfiillt sind, wenn b € {2,...,9}
gilt. Im Fall b = 10, J = 4 und a¢ = 4 ist ndmlich insbesondere die zweite Abschéitzung mit
51076 > 1099433 — X\jg,,(22,4) > 0 schon sehr scharf (vgl. dazu [30]). Dementsprechend
miissten wohl die Exponenten 27/77 und 59/433 fir b € {2, ...,9} gedndert werden, wodurch
sich wiederum ein vollkommen anderer, womoglich kleinerer Typ II-Bereich in Kap. 6 ergibt
und damit auch wesentlich andere Siebzerlegungen im Beweis von Theorem 1.1 notig werden.
Ob dieser veranderte Typ II-Bereich dann noch ausreichend grof3 fiir den Beweis von Theorem

1.1 ist, bleibt ungewiss. Die Frage, ob und in welchen Féllen Theorem 1.1 auch fir Paare (b, ag)

mit b € {2,...,9} Giiltigkeit besitzt, wird in einem seperaten Artikel von mir behandelt.

Fiir eine fixierte Basis b € N, b > 3 und eine vorgegebene Ziffer ay € {0,...,b — 1} unter-

suchen wir nun die im Vergleich zu Theorem 1.1 schwéchere Aussage

(x) Die Menge A(x) := {n < x| n € Ny hat in b-adischer Darstellung nur Ziffern # aq}

enthalt fiir x — oo auch unendlich viele Primzahlen.
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Unter stochastischen Aspekten kénnen wir uns folgendes iiberlegen. Wir fixieren zunéchst

r € RY, > b, sodass ein k € N, k > 3 mit v* < 2 < bF*! existiert. Wegen
A(z) 2 ADY) D {(ng_1.-n0)p | mi € {0, ... 0 —1\{ag} V0 <i <k —1}
gilt nach einfacher Kombinatorik

HA(z) > (b—1)F = (F) S > (%)1"%52;” — exp(log z - log (b—1)

—1 —1)).
o~ loa(b=1)

Dabei tritt im letzten D-Zeichen Gleichheit fiir ag # 0 ein, wahrend fiir ag = 0 nur D gilt.

Die Funktion b — logx - loglsg;l) —log(b — 1) ist streng monoton wachsend fiir b > 3, z > t°,
wobei wir dies mithilfe > b und der gleichen Aussage iiber die Funktion b — %

erhalten.
mit wachsendem b > 3, x > b® zunimmt. Folglich steigt fiir grofere b die Wahrscheinlichkeit,
dass viele Primzahlen aus Ny N [0, z] auch in A(z) liegen, ebenso. Wir gehen somit davon aus,

dass fiir grofiere b die Aussage () eher gilt als fiir kleinere.

Weiter konnen wir uns plausibel machen, dass die Giiltigkeit von () nur unwesentlich von der
Wahl der ausgeschlossenen Ziffer ay abhiangt. Sei also ag € {0, ...,b — 1} beliebig gewéhlt.

Eine Primzahl p € A(z) mit der b-adischen Zifferndarstellung p = (ns....ng), und ns # 0 hat
eine Einerziffer ng € {n € {0,...,b—1} | n # ao, ggT(n,b) = 1}. Im Fall ggT(ayp,b) # 1 kommen
also genau p(b) Werte fiir ng in Frage, im Fall ggT'(ao, b) = 1 sogar nur ¢(b) — 1 Werte und dies
sind in beiden Féllen grofienordnungsméBig gleich viele (<= ¢(b) < p(b) — 1 fur b > 3).

Fiir alle anderen Ziffern ny, ..., ns ergeben sich aus der Primzahleigenschaft von p keine (direkten)

weiteren Einschrénkungen, sodass fiir die Ziffern n; mit 1 <i < s — 1 jeweils b — 1 Werte

b—2 | fallsag # 0

und fiir die Ziffer ns; genau Werte zur Verfiigung stehen.
b—1 | fallsag=0

Nach einfacher Kombinatorik kommen daher fir p = (ns....ng), € A(x) grofenordnungsméfig
stets gleich viele b-adische Zifferndarstellungen in Frage (< b— 2 =< b— 1). Somit sollte die Zahl

der Primzahlen in A(zx) fir £ — oo und folglich (*) nur unwesentlich von @y abhéngen.

Diese beiden stochastischen Resultate decken sich mit unseren Ergebnissen in der Bestim-

mung ausgezeichneter Paare (b, ap) und damit dem Giiltigkeitsbereich von Theorem 1.1, denn fiir
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b =10 oder b = 11 oder grofere b € N, b > 102 ist direkt jedes Paar (b, ag) mit ag € {0,...,b—1}
ausgezeichnet. In Analogie zu unseren stochastischen Resultaten bzgl. (x) ist es ebenso wahr-
scheinlich, dass jedes Paar (b, ag) mit b > 10 und qg € {0, ...,b — 1} insbesondere Theorem 1.1

gentigt, denn die letzte Aussage gilt fur b = 10.

Ferner erwarten wir, dass es eine kleinste untere Schranke ¢; € N, ¢; > 3 gibt, sodass
alle Paare (b, ag) mit b > t; stets der Aussage (x) gentigen. Nach dem vorletzten Satz vermu-

ten wir ¢; < 10, denn gilt Theorem 1.1 fiir eine Basis b und eine Ziffer ay, so folgt daraus direkt ().

Im noch iibrigen Fall b = 2 liegen fiir ap = 1 in der Menge A(x) nur gerade Zahlen, denn als
letzte Ziffer ny kommt nur 0 in Frage. Damit ist (x) falsch und die Giiltigkeit von () héngt
wesentlich von der Wahl von ag ab. Fiir ag = 0 gilt A(z) = {2° — 1 < z | s € N} aufgrund der
geometrischen Summenformel. Folglich ist (x) gerade die Frage nach der Existenz unendlich
vieler Primzahlen der Form 2% — 1, also der Existenz unendlich vieler Mersenne-Primzahlen.
Letzteres konnte bisher noch nicht bewiesen werden. H-W.Lenstra und C.Pomerance vermuten

jedoch, dass es < exp(7) - log,(logy(x)) + O(1) Mersenne-Primzahlen < x gibt.
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15. Ausblick

Interessant erscheint die Frage nach einer Verallgemeinerung von Theorem 1.1 auf zwei oder

mehr ausgeschlossene Ziffern. Eine solche konnte folgendes Theorem 2.1 sein.

Theorem 2.1:
SeibeN, b>3und BC{0,...,b— 1} mit #8 = s € N, s > 2 gegeben.
Fiir X = b* mit k € N definiere

k—1
A=AX)={> nb <X |n; €{0,...,b—1}]\BVY 0<i<k—1}

=0

Dann gilt

_ #.A(X) _ Xlog(b—s)/logb

Eine etwas schwéchere Version von Theorem 2.1 stellt Theorem 1.2 in [1, S.2] dar. Darin
sind die einschrédnkenden Voraussetzungen, dass die Basis b hinreichend grofl und die Menge B
bzw. s = #B nicht zu grofl in Abhéngigkeit von b gewahlt ist, enthalten. Schliefen wir dabei
die Spezialfille B = {0,1,...,s — 1} oder B={b—s,b—s+1,....,b — 1} aus, so muss s < b>*/50

gelten, um die entsprechende Aussage mit den vorgestellten Ideen nachweisen zu koénnen.

Wir betrachten wieder fiir eine fixierte Basis b € N, b > 3 und eine gegebene Menge

B C{0,...,b— 1} mit #B = s > 2 die im Vergleich zu Theorem 2.1 schwéchere Aussage

(xx) Die Menge A(x) := {n < x| n € Ny hat in b-adischer Darstellung keine Ziffer aus B}

enthalt fur x — oo auch unendlich viele Primzahlen

unter stochastischen Aspekten. Analog zu Kap. 14 sehen wir, dass fiir ein fixiertes z € R*, z > b°
mit b* <z < V¥ (k € N, k > 3) und ein fest vorgegebenes s € Nmit 2 < s = #B <b—1

insbesondere die Abschatzung

og (b—s og (b—s 1 b_
#A) 2 (09 = 0BT > ()5 — expllog - £ 07

—log(b — s))
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log (b—s)
log b
log (b—s)
log b

gilt. Die Funktion b — logx - — log(b — s) ist ebenso streng monoton wachsend fiir

b>s+1, x>, weil dies auf b — zutrifft und = > b° ist. Somit kénnen wir annehmen,

dass auch die Anzahl der Elemente in A(z) mit wachsendem b > s + 1, x > b* zunimmt und
folglich wohl ebenso die Anzahl der Primzahlen in A(z). Dies lésst Aussage (xx*) fur gegentiber
s groBere b wahrscheinlicher werden als fiir kleinere b . Vermutlich existiert eine von s abhéngige
untere Schranke fiir b, ab der Aussage (#x) erst wahr sein kann und die nicht aus der trivialen

Abschatzung b > s + 1 herrtihrt.

Damit wird auch die oben genannte Voraussetzung fiir Theorem 2.1, dass s = #B nicht
zu grofl gegeniiber b sein darf bzw. b hinreichend grof gegeniiber s sein muss, plausibel, denn

dieses Theorem impliziert die Giiltigkeit von (k).

Ferner vermuten wir, ebenso wie in Kap. 14 fiir s = 1, die Existenz einer kleinsten unte-
ren Schranke t, € N, sodass fiir alle b € N, b > t, und alle Teilmengen B C {0,...,b — 1} mit

s = #B Elementen stets (xx) gilt. Dabei muss t; <ty < t3 < ... sein.

Eine kurze Beweisskizze zur abgeschwachten Version von Theorem 2.1, also Theorem 1.2
in [1, S.2], findet sich in [1, S.42-43]. Dieser Nachweis verwendet &hnliche Abschitzungen wie

der Beweis von Lemma 14.3.

Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Dr. Peter Ullrich fir die kompetente fachliche Betreu-
ung wahrend der Promotionsphase. In zahlreichen Fallen konnte er mir durch Gespréache neue
Denkanstofle geben und so die Motivation wieder erhohen. Auflerdem bedanke ich mich bei Herrn
Dr. James Maynard fiir den freundlichen Austausch per E-Mail iiber den Giiltigkeitsbereich von
Proposition 12.1 und das zur Verfiigung stellen seiner beiden Mathematica-Codes.

Ebenso gilt mein Dank Herrn Dr. Christoph Heidrich, der mir wéhrend des einmonatigen Ausfalls
meines Laptops seinen privaten zur Uberbriickung auslieh und mir die Moglichkeit gab, in

unregelméfBigen Abstdnden bei der Unfallkasse Rheinland-Pfalz zu arbeiten.
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Anhang

Die Lemmata und Propositionen in den Kapiteln 4-13 dieser Arbeit, welche hier fiir beliebige
b > 10 formuliert sind, tragen die gleichen Bezeichnungen und Nummerierungen wie jene in [1],
die dort den Spezialfall b = 10 behandeln. Es liegen die folgenden Querverbindungen zwischen

den Aussagen in [18] und jenen in dieser Arbeit bzw. [1] vor:

Aussage in [18] | Aussage in dieser Arbeit
Proposition 6.1 Propostion 13.1
Proposition 6.2 Proposition 13.2
Proposition 7.1 Proposition 5.1
Proposition 7.2 Proposition 6.1
Lemma 7.3 Proposition 13.2 und 13.3
Lemma 7.4 Lemma 12.2
Lemma 8.1 Lemma 4.5
Lemma 8.2 Lemma 4.1
Proposition 9.1 Proposition 6.2
Proposition 9.2 Proposition 6.3
Proposition 9.3 Proposition 6.4
Lemma 10.i Lemma 4.i fir i=1,...,7
Lemma 12.1 Lemma 8.1
Lemma 12.2 Lemma 8.2
Lemma 13.1 Lemma 9.1
Lemma 13.2 Lemma 9.2
Proposition 13.3 Proposition 9.3
Proposition 13.4 Proposition 9.4
Lemma 14.1 Lemma 10.1
Lemma 15.1 Lemma 11.1
Lemma 15.2 Lemma 11.2

Die Lemmata 14.2-4 aus [18] werden in dieser Arbeit direkt in den Nachweis von Proposition
9.3 eingebaut. Im folgenden Literaturverzeichnis haben sémtliche Internetquellen den Stand von

August 2018, die Quelle [1] von April 2016.

361



Literaturverzeichnis

1]

T

(e N E G

0

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

Primes with restricted Digits, James Maynard
https://www.arxiv.org/abs/1604.01041

Analytische Zahlentheorie, Jorg Briidern

Opera de Cribro, volume 57 of American Mathematical Society Colloquium Publications,
John Friedlander and Henryk Iwaniec

Multiplicative Number Theory Third Edition, Harold Davenport

Funktionentheorie 1, 4. korrigierte und erweiterte Auflage, E.Freitag R.Busam

Digits of Primes, James Maynard

Zahlentheoretische Funktionen und Primzahlen, Fabian Karwatowski

Skript zur Vorlesung Lineare Algebra (4std.) WS 2014/15, Prof. Dr. Martin Moller
https://www.uni-frankfurt.de/52307848 /LineareAlgebra_ Skript.pdf
https://lp.uni-goettingen.de/get /text /1089

Diskrete Geometrie (3.1 Polytope und polyedrische Mengen), Rudolf Scharlau
http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~ algebra/DiskrGeom_2011-12/
Materialien DG/dg kap3-1.pdf

Gitter und Codes (3.1), Rudolf Scharlau 4.Juni 2009
http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~ scharlau/SoSe09/GC_Mat/ge3_ 1.pdf
Gitter und Kryphtographie, Prof. Dr.C.P. Schnoor
https://www.math.uni-frankfurt.de/~ dmst/teaching/WS2011/Vorlesung/

gitter AKTUELL.pdf

Low-Dimensional Lattice Basis Reduction Revisited, Phong Q. Nguyen INRIA /Ecole
Normale Superieure and Damien Stehle CNRS/Universities of Macquarie, Sydney and
Lyon/ENS Lyon/INRIA

http://perso.ens-lyon.fr/damien.stehle /downloads/lowdim-final.pdf
https://terrytao.wordpress.com/2008/09/23/the-divisor-bound/

Der Dirichletsche Approximationssatz, Lukas-Fabian Moser
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~ lfmoser/ss13/dirichlet.pdf

Sieve methods, Dimitris Koukoulopoulos University of Montreal
http://dms.umontreal.ca/~ koukoulo/documents/notes/sievemethods.pdf
https://resources.mpi-inf.mpg.de/departments/d1/teaching/ss10/MFI2 /kap50.pdf

Primes with restricted Digits, Inventiones Mathematica, James Maynard
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In den folgenden Mathematica-Codes entsprechen [19] sowie [30] im Wesentlichen denen in [18]
unter Footnotes aufgefithrten Codes und wurden von James Maynard fiir den Spezialfall b = 10

entwickelt.

Liste der Mathematica-Codes

[19] Integral Estimates2, James Maynard

[20] Tangensabschatzung fir Proposition 14.7

[21] analytisch beweisbare Abschitzung Teil 2a) (neu)

[22] analytisch beweisbare Abschitzung Teil 2b) (neu)

[23] graphische Darstellung der Funktion v(x)

[24] Wertetabelle der Funktion v(z) fir = € [0.190884, 0.190886]

[25] analytisch beweisbare Abschitzung Teil 1) (neu)

[26] analytisch beweisbare Abschitzung Teil 3) (neu)

[27] Abschétzungen iiberpriifen fiir beliebige Basen Teil 1 (neu)

[28] Unabhéngigkeit von der Wahl der fehlenden Ziffer

[29] Abschéatzungen iiberpriifen fiir beliebige Basen Teil 2 (neu)

[30] Eigenwertberechnung Basis 10, James Maynard

[31] Eigenwertberechnung Basis 11

[32] Approximation der Maxima fiir Gneu (Basis 10)

[33] Approximation der Maxima fiir Gneu (Basis 11)
Erkliarung:

Die eingereichte Dissertation habe ich selbststéndig verfasst und alle relevanten Hilfsmittel und
Quellen angegeben. Die Anteile externer Personen habe ich klar gekennzeichnet. Ich habe weder
die Hilfe eines Beratungsdienstes in Anspruch genommen noch die Arbeit in einer anderen
Hochschule im In- oder Ausland eingereicht. Zudem habe ich sie nicht als Priifungsarbeit fiir
eine staatliche oder wissenschaftliche Prifung im In- oder Ausland verfasst. Mir ist bewusst,
dass ein Verstofl gegen einen der aufgefithrten Punkte ein Verlust des Doktortitels bedeuten

und weitere rechtliche Konsequenzen nach sich ziehen.
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