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1 Einleitung und Problemstellung 

Eine der Managementaufgaben besteht im Treffen von Entscheidungen, wobei im Sinne 
der normativen Entscheidungstheorie ein reales Entscheidungsproblem in Form eines Ent-
scheidungsmodells abzubilden und mit geeigneten Verfahren zu lösen ist.  

Die Modellierung betriebswirtschaftlicher Entscheidungsprobleme erfolgt im operativen 
und taktischen Bereich vielfach unter der Annahme linearer Kosten- und Erlösfunktionen. 
Dieser Sachverhalt ergibt sich in erster Linie aus den verwendeten Systemen der internen 
Unternehmensrechnung. So werden entscheidungsrelevante Kosten und Erlöse üblicher-
weise mit der Grenzkosten- und Grenzerlösrechnung geplant, wobei gemäß den Prämissen 
dieser Systeme alle Einflussgrößen bis auf die Produktions- bzw. Absatzmengen als kon-
stant unterstellt werden.1 Ein weiterer Grund für die Verwendung linearer Funktionsverläu-
fe besteht darin, dass die Einbeziehung nichtlinearer Zusammenhänge vielfach zu Modell-
strukturen führt, deren Lösbarkeit bei größeren Modelldimensionen als problematisch an-
zusehen ist. 

Allerdings kann die Beschränkung auf lineare Erlös- und Kostenstrukturen zu einer zu ver-
einfachenden Modellierung der realen Entscheidungssituation führen, da die Absatzpreise 
und Stückkosten oft in nichtlinearen Zusammenhängen zu den Absatz- und Produktions-
mengen stehen.2 Exemplarisch lassen sich Preis-Absatz-Funktionen, Lernkurveneffekte, 
sprungfixe Kosten- bzw. Erlösverläufe und Variablenprodukte nennen.  

In diesem Sinn besteht das erste Ziel dieser Arbeit in der Erarbeitung von Ansätzen zur 
Einbeziehung nichtlinearer Zusammenhänge in betriebswirtschaftliche Entscheidungsprob-
leme. Da hinsichtlich der Behandlung sprungfixer Ergebniseffekte sowie von Variablen-
produkten3 adäquate Ansätze existieren, werden in dieser Arbeit einzig Lernkurveneffekten 
bzw. Preis-Absatz-Funktionen als nichtlineare Kosten- bzw. Erlösverläufe betrachtet. 

Dazu wird exemplarisch mit der Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms eines 
der klassischen Probleme der operativen bzw. taktischen Planung untersucht. Mit diesem 
Modell gilt es, die Produktionsmengen der einzubeziehenden Absatzproduktarten unter 
Beachtung der Beschaffungs-, Fertigungs- und Absatzrestriktionen deckungsbeitrags-
maximierend zu bestimmen.4 In der Literatur existiert eine Anzahl von Modellen zur Ein-
beziehung von Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten5, die allerdings diese 
Effekte isoliert betrachten und weiterhin zum großen Teil als nichtlineare Optimierungs-

                                                 
1  Vgl. Ewert/Wagenhofer (2005), S. 548ff. 
2  Vgl. Hillier/Liebermann (2005), S. 548ff. 
3  Vgl. Rogge/Steglich (2007). 
4  Vgl. Küpper (2005), S. 166. 
5  Vgl. Laarmann (2005), S. 65ff.; Liao (1979), S. 116ff.  
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modelle formuliert sind, deren numerische Lösbarkeit für reale Anwendungen problema-
tisch erscheint.  

In dieser Arbeit wird das Grundmodell der Produktionsprogrammplanung sukzessive um 
die Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten erweitert, wobei beide Effekte vor-
erst isoliert betrachtet und in einem weiteren Schritt in einem abschließenden Modell zu-
sammengefasst werden. Als Preis-Absatz-Funktion wird idealtypisch von einer linearen 
Preis-Absatz-Funktion ausgegangen. Die Lernkurveneffekte beziehen sich einzig auf die 
Personalkapazitäten der die Produktion ausführenden Mitarbeiter. Diese Modellansätze 
stellen erhebliche Erweiterungen des Grundmodells der Produktionsprogrammplanung dar, 
für die allerdings als nichtlineare Entscheidungsmodelle die genannten Einschränkungen in 
der numerischen Lösbarkeit gelten. Um die Lösbarkeit dieser Modelle für größere Proble-
me sicherzustellen, werden in dieser Arbeit Linearisierungsansätze auf der Basis stückwei-
ser linearer Funktionen vorgeschlagen. 

Damit besteht das zweite Ziel dieser Arbeit in der Erarbeitung konkreter Linearisierungs-
ansätze, mit denen diese nichtlinearen Modelle in lineare Modellansätze überführt werden 
können. Somit kann mit diesen Modellen aufgrund der Einbeziehung der Preis-Absatz-
Funktionen und den Lernkurveneffekten die einschränkende Prämisse konstanter Parame-
ter im Grundmodell der Produktionsprogrammplanung aufgegeben und durch die stück-
weise Linearisierungen dieser Funktionen die Anwendungsvorteile der linearen Optimie-
rungsalgorithmen genutzt werden.  

Da es mit den Ansätzen der internen Unternehmensrechnung aufgrund der Prämisse linea-
rer Kosten- und Erlösverläufe nicht möglich ist, die nichtlinearen Effekte der Preis-Absatz-
Funktionen sowie der Lernkurveneffekte abzubilden, stellt die stückweise Linearisierung 
dieser Effekte weiterhin einen Beitrag dar, derartige Effekte mit der Grenzkosten- und 
-erlösrechnung in angepasster Form zu planen und für die Lösung entsprechender Ent-
scheidungsprobleme bereitzustellen. 

2 Grundmodell zur Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms 

Als Ausgangspunkt für die weiteren Ausführungen soll die Planung des optimalen Produk-
tionsprogramms betrachtet werden. Dabei sind die Produktions- und Absatzmengen6 der 
Absatzprodukte eines Unternehmens unter Beachtung der durch strategische Entscheidun-
gen gegebenen Beschaffungs-, Fertigungs- und Absatzpotentiale deckungsbeitragsmaxi-
mierend mit dem folgenden linearen Optimierungsmodell zu bestimmen.  

                                                 
6  Bei fehlender bzw. konstanter Lagerhaltung der Fertigerzeugnisse können die Produktions- und Ab-

satzmengen gleichgesetzt werden. 
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GDB = dn ⋅ xn
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

 

(1) 

 

(2) 

(3) 

(4) 

mit 
GDB - Gesamtdeckungsbeitrag 
dn - Stückdeckungsbeitrag der n-ten Absatzproduktart 
xn - Produktionsmenge der n-ten Absatzproduktart 
tkn - Zeitliche Inanspruchnahme des k-ten Arbeitsplatzes je Mengeneinheit der  

n-ten Absatzproduktart 
Tk - maximal zur Verfügung stehende Personalkapazität des k-ten Arbeitsplatzes 

je Periode 
amn - Produktionskoeffizient des m-ten Produktionsfaktors je Mengeneinheit der  

n-ten Absatzproduktart 
bm - Obergrenze des m-ten Produktionsfaktors 

Indizes 
n - Index der Absatzproduktarten, n=1(1)N 
k - Index der Arbeitsplätze, k=1(1)K 
m - Index der weiteren Produktionsfaktoren, m=1(1)M 
N - Anzahl der Absatzproduktarten 
K - Anzahl der Arbeitsplätze 
M - Anzahl der weiteren Produktionsfaktoren  

Da die Beanspruchung der Personalkapazitäten als spezieller Produktionsfaktor separat 
betrachtet werden soll, werden die Arbeitsplätze getrennt von den sonstigen Produktions-
faktoren  ausgewiesen. Die Personalkapazitäten liegen in Form von Arbeitsplät-

zen  vor, die von den einzelnen Absatzproduktarten zu durchlaufen sind. Hin-

sichtlich der an einem Arbeitsplatz tätigen Mitarbeiter wird angenommen, dass diese eine 
vergleichbare Qualifikation und homogene Fähigkeiten und Erfahrungen besitzen.  

m =1 1( )M

1 1( )Kk =

Für die weiteren Betrachtungen werden die Stückdeckungsbeiträge wie folgt spezifiziert: 

dn = pn − kn  (5) 

mit 
pn - Absatzpreis der n-ten Absatzproduktart 
kn - direkte Stückkosten der n-ten Absatzproduktart 
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3 Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von Preis-Absatz-
Funktionen 

3.1 Das Cournot-Modell als Ausgangspunkt 

Grundsätzlich wird im Weiteren von einer nachfrageorientierten Preisbildung im Falle ei-
nes Monopols ausgegangen. Es wird unterstellt, dass das betrachtete Unternehmen absatz-
politisch frei agiert, d.h. der Monopolist kann den Verkaufspreis eines Produktes autonom 
festsetzen, auf den die Käufer mit einer entsprechenden Nachfrage reagieren.  

Üblicherweise geht man von einer linearen Beziehung zwischen dem Absatzpreis eines 
Produktes und seiner nachgefragten Menge aus, so dass sich folgende Preis-Absatz-
Funktion formulieren lässt: 

p x( )= p − r ⋅ x  (6) 

mit 
p  - Prohibitivpreis der betrachteten Absatzproduktart 
r  - Preisreduktionsfaktor je Mengeneinheit der betrachteten Absatzproduktart 
x - Produktionsmenge der betrachteten Absatzproduktart 

Wie in Ausdruck (6) ersichtlich, ist ausgehend vom Prohibitivpreis, bei dem keine Nach-
frage hinsichtlich des betrachteten Produktes besteht, eine gewünschte Nachfrage durch 
einen reduzierten Preis zu realisieren, wobei diese Preisreduktion durch den Faktor r zu 
parametrisieren ist. Bei einem Preis von p(x)=0 ist die so genannte Sättigungsmenge er-
reicht.7 

Im Cournot-Modell wird von einer derartigen Preis-Absatz-Funktion ausgegangen und 
unterstellt, dass das Unternehmen den Verkaufspreis gewinnmaximierend festsetzen kann. 
Es wird eine Gewinnfunktion G(x) als Differenz der Erlösfunktion E(x) und der Kosten-
funktion K(x) in Abhängigkeit der Produktionsmenge x einer Produktart ohne Kapazitäts-
beachtungen maximiert.8 

G x( )= E x( )− K x( ) → max!
x ≥ 0

 

 
wobei gilt: 
 
K x( )= k ⋅ x + Kf

E x( )= p x( )⋅ x

p x( )= p − r ⋅ x

 

(7) 
(8) 

 
 

(9) 
(10) 
(11) 

                                                 
7  Vgl. Zentes (2005), S. 355. 
8  Vgl. Meffert/Burmann/Kirchgeorg (2008), S. 533ff. 
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mit 
Kf - Fixkosten des betrachteten Unternehmens 
k - direkte Stückkosten des betrachteten Absatzproduktes  

 

Auf eine Herleitung der Lösung sowie eine Interpretation der Lösung des Cournot-Modells 
im Sinne preispolitischer und anderer Entscheidungsprobleme soll in dieser Arbeit nicht 
eingegangen und auf die Literatur verwiesen werden.9   

Grundsätzlich sind die Prämissen dieses Modells im Sinne der Produktionsprogrammpla-
nung zu eingeschränkt. So werden in diesem Einproduktmodell keine Kapazitäten in die 
Entscheidungsfindung einbezogen. Es stellt aber aufgrund der simultanen Bestimmung 
optimaler Mengen und Preise einen sehr interessanten Ausgangspunkt für Erweiterungen 
des Grundmodells der Produktionsprogrammplanung dar. 

3.2 Nichtlinearer Modellansatz 

Da offensichtlich die fixen Kosten für die Lösung des Cournot-Models entscheidungsirre-
levant sind, ist es zur Einbeziehung dieser Effekte ausreichend, die Zielfunktion des 
Grundmodells der Produktionsprogrammplanung gemäß Ausdruck (1) bzw. die darin ent-
haltene Funktion des Stückdeckungsbeitrags gemäß (5) um die lineare Preisabsatzfunktion 
gemäß Ausdruck (6) zu erweitern, wobei diese Erweiterung für alle N Absatzproduktarten 
vorzunehmen ist. 

Für die Stückdeckungsbeitrag der n-Absatzproduktart gilt dann: 

dn xn( )= pn xn( )− kn

pn xn( )= p n − rn ⋅ xn

 
(12) 

(13) 

 

Daraus folgt eine neue Zielfunktion für die Bestimmung des optimalen Produktionspro-
gramms unter Einbeziehung von Preis-Absatz-Funktionen: 

GDB = pn xn( )⋅ xn − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑

= p n − rn ⋅ xn( )⋅ xn − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑
 

(14) 

(15) 

 

                                                 
9  Vgl. Pepels (2004), S 511ff. 
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Das gesamte Modell zur Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms unter Einbe-
ziehung von Preis-Absatz-Funktionen kann dann wie folgt formuliert werden: 

GDB = p n − rn ⋅ xn( )⋅ xn − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

 

(16) 

 

(17) 

(18) 

(19) 

Mit dem Ziel der Maximierung des Gesamtdeckungsbeitrags können simultan die optima-
len Produktionsmengen und die Absatzpreise der betrachteten Absatzproduktarten be-
stimmt werden, wobei die optimalen Absatzmengen  sofort der Lösung des Modells 

entnommen und die Absatzpreise mit 

xn
*

pn
* = p n − rn ⋅ xn

*  bestimmt werden können. 

Dieses Modell ist aufgrund der von den Preis-Absatz-Funktionen beeinflussten 
Erlösfunktionen ein Modell mit einer nichtlinearen Zielfunktion und linearen 
Nebenbedingungen. Dieses Modell ist mit entsprechenden nichtlinearen Lösungsansätzen 
lösbar10, wobei für reale Probleme die numerische Lösbarkeit eingeschränkt erscheint. Aus 
diesem Grund soll im folgenden Abschnitt ein Ansatz verfolgt werden, mit dem dieses 
nichtlineare Modell näherungsweise in ein lineares Modell überführt werden kann.  

3.3 Linearer Modellansatz 

Der in dieser Arbeit verfolgte Linearisierungsansatz setzt an den N Erlösfunktionen  

En xn( )= p n − rn ⋅ xn( )⋅ xn  (20) 

mit 
En xn( ) - Gesamte Erlöse der n-ten Absatzproduktart, n=1(1)N 

an und soll anhand stückweiser linearer Funktionen erfolgen.11 Dazu wird der Wertebe-
reich der Produktionsmengen xn in Intervalle aufgeteilt und entsprechende Untermengen xni 
eingeführt. 

 
 

(21) 

(22) 

xn = xni
i=1

I n( )

∑  

0 ≤ xni ≤ x ni  

 

                                                 
10  Vgl. Neumann/Morlock (2002), S. 567ff. 
11  Vgl. Hillier/Liebermann (2005), S 583ff. 
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mit 
xni - Produktionsmenge der n-ten Absatzproduktart im Linearisierungsintervall i 

Index 
i - Index der Linearisierungsintervalle der n-ten Absatzproduktart, i=1(1)I(n) 
I(n) - Anzahl der Linearisierungsintervalle der n-ten Absatzproduktart 

 

Die Erlösfunktion jedes der Intervalle besitzt einen spezifischen Anstieg:  

eni =

En x nj
j=1

i

∑
 

 
  

 

 
  − En x nj

j=1

i−1

∑
 

 
  

 

 
  

x ni

   ; x n 0 = 0, n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( ) 
(23) 

 

Da der Anstieg der konkaven Erlösfunktion einer Absatzproduktart  

′ E n xn( )= p n − 2r ⋅ xn  (24) 

mit steigenden Werten für die Menge xn immer fällt, ist es nicht notwendig, hinsichtlich 
der Intervalluntermengen Reihenfolgebedingungen einzuführen, da aufgrund der Maximie-
rung der gesamten Zielfunktion der Fall xni > 0, xni−1 = 0 nicht eintreten kann. 

Die gesamten Erlöse einer Absatzproduktart lassen sich dann näherungsweise durch die 
folgenden Ausdrücke formulieren: 

En xn( )= eni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑

xn = xni
i=1

I n( )

∑
0 ≤ xni ≤ x ni

 

(25) 

(26) 

(27) 

Das gesamte lineare Entscheidungsmodell zur Bestimmung des optimalen Produktionspro-
gramms unter Einbeziehung von Preis-Absatzfunktionen lautet dann wie folgt: 
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GDB = eni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

xn = xni
i=1

I n( )

∑ ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

tkn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N
0 ≤ xni ≤ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
(33) 

Mit diesem Modell können die Produktionsmengen und die Absatzpreise der Absatzpro-
duktarten simultan deckungsbeitragsmaximierend bestimmt werden, wobei zur Lösung 
dieses Modells aufgrund der stückweisen Linearisierung der Erlösfunktion die bekannten 
Algorithmen der linearen Optimierung genutzt werden können.12 

Die optimalen Produktionsmengen  können unmittelbar der Lösung des Modells ent-

nommen und die optimalen Absatzpreise mit 

xn
*

En xn
*( )/ xn

*  bestimmt werden.  

4 Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von Lernkurveneffekten 

4.1 Abbildung von Lernkurveneffekten  

Die Lernkurventheorie geht von der Hypothese aus, dass mit einer Verdopplung der kumu-
lierten Produktionsmenge die direkten Arbeitskosten je Stück eines betrachteten Produktes 
um einen bestimmten Faktor verringert werden können.13 So schreibt Laarmann: „Mit je-
der Veränderung der kumulierten Ausbringungsmenge ergeben sich Kostensenkungspoten-
tiale, durch die es möglich ist, die durchschnittlichen Stückkosten um einen konstanten 
Prozentsatz zu senken.“14 Die Lernkurventheorie wurde in der Literatur vielfältigen Be-
trachtungen unterzogen, so dass in dieser Arbeit auf die Fundierung der theoretischen 
Grundlagen, den Lernkurveneffekten und insbesondere auf den Lernbegriff nicht einge-
gangen werden braucht.15 

                                                 
12  Vgl. Suhl/Mellouli (2006), S. 42ff.;  Vanderbei (2008). 
13  Vgl. Erwert/Wagenhofer (2005), S. 141.; Hansen/Mowen (2006), S. 95f. 
14  Vgl. Laarmann (2005), S. 17. 
15  Vgl. z.B. Laarmann (2005) bzw. Kunow (2006) und die dort angegebene Theorie. Weiterhin wird in 

dieser Arbeit nicht auf die Zusammenhänge Lern- und Anreizeffekten eingegangen. Vgl. dazu Kunow 
(2006). 
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Bezieht man Lerneffekte einzig auf menschliche Arbeit, ist es offensichtlich, dass Mitar-
beiter bei steigenden Ausbringungsmengen in der Lage sind, zu lernen und es so zu einer 
Reduzierung der eingesetzten Arbeitszeit je einer Mengeneinheit einer betrachteten Pro-
duktart kommt. In der Systematik des hier vorgestellten Grundmodells der Produktions-
programmplanung ist dieser Effekt für jeden Arbeitsplatz k=1(1)K abzubilden. Unter Ver-
wendung der allgemeinen Definition dieser Lerneffekte16 können die Lernkurveneffekte 
bezogen auf den Zeitkoeffizienten tkn wie folgt dargestellt werden: 

tkn xn( )= tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) (34) 

(34)

mit 
tkn(xn) - Durchschnittliche zeitliche Inanspruchnahme des k-ten Arbeitsplatzes je 

Mengeneinheit der n-ten Absatzproduktart nach Erreichung der Menge xn 
ta

kn - Zeitliche Inanspruchnahme des k-ten Arbeitsplatzes je Mengeneinheit der  
n-ten Absatzproduktart für die erste produzierte Mengeneinheit  

αk - prozentuales Kostensenkungspotential des k-ten Arbeitsplatzes; 
0 ≤ α k < 0,5.17 

Allgemein wird davon ausgegangen, dass ein Zusammenhang zwischen Lernen und den 
direkten Arbeitskosten eines Produktes besteht. Hinsichtlich dieser Hypothese ist zu unter-
suchen, inwieweit die von der Menge abhängigen Reduzierungen der Zeitkoeffizienten tkn 
tatsächlich zu einer Verringerung der direkten Arbeitskosten eines betrachteten Produktes 
führen. Dazu sollen mit Gehältern bzw. fixen Zeitlöhnen, Akkordlöhnen und direkten Zeit-
löhnen drei verschiedene Entlohnungsarten in die Betrachtungen einbezogen werden. 

Ein Gehalt bzw. fixer Zeitlohn repräsentiert eine definierte Personalkapazität, für die ein 
Mitarbeiter pauschal vergütet wird.18 Da der Anfall fixer Kosten unbeeinflusst von Men-
genentscheidungen ist, sind diese Kosten für die Bestimmung des optimalen Produktions-
programms entscheidungsirrelevant. Damit kann kein Zusammenhang zwischen Lerneffek-
ten und Kostenanfall festgestellt werden. Lerneffekte führen allerdings aufgrund der Redu-
zierung der Zeitkoeffizienten gemäß Ausdruck (34) zu einer effizienteren Nutzung der 
Personalkapazitäten, so dass eine potentielle Ausweitung der Produktionsmengen und da-
mit eine Steigerung des Gesamtdeckungsbeitrags zu verzeichnen ist. 

                                                 
16  Vgl. Hansen/Mowen (2005), S. 96.; Laarmann (2005), S. 67. 
17  Der Wertebereich ergibt sich unmittelbar aus der verwendeten Lernfunktion. Multipliziert man Aus-

druck  mit der zugehörigen Produktionsmenge xn erhält man tkn
a ⋅ xn

log 2 1−α k( ) ⋅ xn = tkn
a ⋅ xn

1+log 2 1−α k(

tkn
a ⋅ xn

0

+ log2 1−

) . Setzt 
man das prozentuale Kostensenkungspotential αk auf den Wert 0,5, ergibt sich . In diesem Fall 
würde die Beanspruchung der Zeitkapazität eines Arbeitplatzes für jede beliebige produzierte Menge 
unsinnigerweise immer  entsprechen. Bei einem Wert über 0,5 würde der Exponent 1tkn

a αk( ) ei-
nen Wert kleiner 1 annehmen, was bei steigenden Produktionsmengen xn zu einer absolut kleiner wer-
denden Kapazitätsbeanspruchung führen würde. Vgl.  Laarmann (2005), S. 36. 

18  Vgl. Kloock/Sieben/Schildbach/Homburg (2005), S.84f. 
 



Produktionsplanung unter Einbeziehung von Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten                  10  

Ein Akkordlohn ist eine leistungsabhängige Entlohnungsform und setzt sich in der Regel 
aus einem fixen Grundlohn und einem leistungsabhängigen Akkordzuschlag zusammen. 
Hinsichtlich des fixen Grundlohns sei auf die Ausführungen zu den Gehältern bzw. fixen 
Zeitlöhnen verwiesen. Grundsätzlich unterscheidet man Akkordzuschläge in Geld- und 
Zeitakkorde. Bei beiden Formen wird die Produktionsmenge mit einem konstanten Ak-
kordzuschlag je Mengeneinheit einer betrachteten Produktart multipliziert, der sich beim 
Zeitakkord aus dem Produkt aus einem Geldfaktor pro Zeiteinheit mit einer Vorgabezeit 
handelt, wobei beide Größen getrennt ausgewiesen werden. Fasst man den Geldfaktor pro 
Zeiteinheit und die Vorgabezeit zu einem Faktor zusammen, handelt es sich um einen 
Geldakkord.19 Der Akkordzuschlag je Mengeneinheit ist als Bestandteil der direkten 
Stückkosten und damit des Stückdeckungsbeitrages eines Produktes als entscheidungsrele-
vant für die Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms anzusehen.  

Damit können die Stückdeckungsbeiträge wie folgt spezifiziert werden: 

dn = pn − kn

= pn − k n − ck ⋅ ˆ t kn
k=1

K

∑

= d n − ck ⋅ ˆ t kn
k=1

K

∑

 

(35) 

(36) 

(37) 

mit 
pn - Absatzpreis der n-ten Absatzproduktart 
kn - direkte Stückkosten der n-ten Absatzproduktart 
k n  - direkte Stückkosten der n-ten Absatzproduktart exklusive der direkten 

Arbeitskosten 
d n  - vorläufiger Deckungsbeitrag der n-ten Absatzproduktart exklusive direk-

ten Arbeitskosten  
ck - Kostensatz je Zeiteinheit des k-ten Arbeitsplatzes 

  
�
t kn  - Vorgabezeit für den k-ten Arbeitsplatz und der n-ten Absatzproduktart. 

Die in den Stückdeckungsbeiträgen enthaltenen direkten Stückkosten einer Absatzprodukt-
art setzen sich aus den direkten Arbeitskosten und den sonstigen Stückkosten zusammen, 
wobei sich die gesamten direkten Arbeitskosten aus den Kosten der einzelnen Arbeitsplät-
ze ergeben. Für jeden Arbeitsplatz existiert ein Kostensatz je Zeiteinheit, der mit der Vor-
gabezeit des betrachteten Produkts zu multiplizieren ist.  

Allerdings sind für die in den Stückdeckungsbeiträgen enthaltenen direkten Arbeitskosten 
kurzfristig keine Zusammenhänge zu den Lerneffekten zu verzeichnen, da eine auf den 
Lerneffekten basierende Reduzierung des Akkordzuschlages negative Anreizeffekte bei 

                                                 
19  Vgl. Kloock/Sieben/Schildbach/Homburg (2005), S.85f. 
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den Mitarbeitern hervorrufen würde und auch arbeitsrechtlich problematisch erscheint.20 
Analog zu den Gehältern und fixen Zeitlöhnen führen auch bei Vorliegen von Akkordlöh-
nen die Lerneffekte zu einer effizienteren Nutzung der Personalkapazitäten und so zu einer 
Ausweitung der Produktionsmengen sowie Steigerung des Gesamtdeckungsbeitrags. 

Bei einer Entlohnung mit direkten Zeitlöhnen, werden Mitarbeiter proportional zur geleis-
teten Arbeitszeit entlohnt. Damit stellen diese Löhne einen Bestandteil der direkten Kosten 
einer Produktart dar. Die Stückdeckungsbeiträge können dann wie folgt spezifiziert wer-
den: 

dn = d n − ck ⋅ tkn
k=1

K

∑  (38) 

Die in den Stückdeckungsbeiträgen enthaltenen direkten Arbeitskosten eines Arbeitsplat-
zes je Mengeneinheit setzen sich aus dem Kostensatz je Zeiteinheit und der zeitlichen In-
anspruchnahme zusammen. Da die Zeitkoeffizienten tkn gemäß Ausdruck (34) den Lernef-
fekten unterliegen, besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den Lerneffekten und 
dem Anfall der direkten Arbeitskosten: 

dn = d n − ck ⋅ tkn xn( )
k=1

K

∑

= d n − ck ⋅ tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( )

k=1

K

∑
 

(39) 

(40) 

Zusätzlich zu diesen Kostensenkungseffekten ist wie bei den anderen Entlohnungsformen 
eine bessere Nutzung der Personalkapazitäten und den darauf basierenden Steigerungen 
des Gesamtdeckungsbeitrags zu verzeichnen.  

4.2 Nichtlinearer Modellansatz  

In einem weiteren Schritt werden die Lernkurveneffekte mit dem Grundmodell der Pro-
duktionsprogrammplanung zusammengefasst. Da im letzten Abschnitt gezeigt werden 
konnte, dass Lerneffekte in Abhängigkeit der Entlohnungsformen unterschiedlichen Ein-
fluss auf die Zielfunktion dieses Entscheidungsproblems besitzen, sollen zwei Modellan-
sätze betrachtet werden. Für Gehälter, fixe Zeitlöhne und Akkordlöhne wird ein gemein-
sames Modell ohne Beeinflussung der Zielfunktion durch Lerneffekte hergeleitet, dem sich 
für direkte Zeitlöhne ein Modell mit Beeinflussung der Zielfunktion durch Lerneffekte 
anschließt. 

                                                 
20  Mittel- und langfristig müssen jedoch mit einer auf Lerneffekten basierenden Reduzierung der durch-

schnittlichen Zeitkoeffizienten je Mengeneinheit einer Produktart die Vorgabezeiten und letztlich die 
Akkordzuschläge sinken. Für diese Zeiträume ist ein Zusammenhang zwischen Lerneffekten und direk-
ten Arbeitskosten gegeben. 
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4.2.1 Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen 

Da im Fall fixer Löhne bzw. Gehälter sowie beim Vorliegen von Akkordlöhnen keine Zu-
sammenhänge zwischen den Lerneffekten und den direkten Arbeitskosten bestehen, kann 
die Zielfunktion des Grundmodells der Produktionsprogrammplanung gemäß Ausdruck (1) 
beibehalten werden. Insofern nur fixe Löhne bzw. Gehälter vorliegen, beinhaltet die Ziel-
funktion keine Arbeitskosten, während im Fall von Akkordlöhnen die Zielfunktion gemäß 
Ausdruck (37) anzupassen ist.  

Die Zeitkoeffizienten der einzelnen Arbeitsplätze gemäß Ausdruck (2) stellen in diesem 
Modellansatz aufgrund der Lernkurveneffekte Variablen dar und sind gemäß Ausdruck 
(34) zu ersetzen. Das gesamte nichtlineare Modell lautet dann wie folgt: 

GDB = dn ⋅ xn
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

 

(41) 
 

(42) 

(43) 

 
(44) 

Es handelt sich um ein Entscheidungsmodell mit einer linearen Zielfunktion, K konkaven 
Funktionen in den Nebenbedingungen gemäß Ausdruck (42) und weiteren linearen Neben-
bedingungen, mit dem simultan die Produktionsmengen und die gemäß Ausdruck (34) ab-
zuleitenden Zeitkoeffizienten tkn optimal bestimmt werden können. Hinsichtlich der nicht-
linearen Lösungsverfahren sei auf die Literatur verwiesen.21  

Gemäß den Ausdrücken (34) und (42) wird in diesem Modellansatz davon ausgegangen, 
dass bisher noch keine Produktion der einzubeziehenden Produktarten erfolgte und damit 
vor Beginn des betrachteten Produktionsprogramms noch kein Lernen erfolgte. Wenn al-
lerdings schon eine Produktion der betrachteten Produktarten erfolgte, sind die bisherigen 
Produktionsmengen und somit die bisherigen Lerneffekte in Ausdruck (34) gemäß 

tkn xn( )= tkn
a ⋅ ˆ x n + xn( )log2 1−αk( ) (45) 

mit 
ˆ x n - Summe der in früheren Perioden produzierten Mengen der n-ten Absatzpro-

duktart  

 

                                                 
21  Vgl. Neumann/ Morlock (2002), S. 567ff. 
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bzw. Ausdruck (42) gemäß  

tkn
a ⋅ ˆ x n + xn( )log2 1−αk( ) ⋅ xn

n=1

N

∑ ≤ T    ; k =1 1( )K  (46) 

einzubeziehen. Diese Zusammenhänge gelten auch für alle weiteren Modellansätze und 
werden daher im Folgenden nicht weiter problematisiert. 

4.2.2 Modellansatz mit lernabhängigen Entlohnungsformen 

Liegt eine Entlohnung mit direkten Zeitlöhnen vor, unterliegen die direkten Arbeitskosten 
dem Einfluss der Lerneffekte. Da die Zeitkoeffizienten der einzelnen Arbeitsplätze und 
damit die direkten Kosten aufgrund der Lernkurveneffekte nun Variablen darstellen, ist die 
Zielfunktion des Grundmodells unter Einbeziehung von Ausdruck (40) entsprechend anzu-
passen: 

GDB = d n ⋅ xn
n=1

N

∑ − ck ⋅ tkn xn( )⋅ xn
k=1

K

∑
n=1

N

∑  (47) 

Das gesamte nichtlineare Modell lautet dann wie folgt:22 

GDB = d n ⋅ xn
n=1

N

∑ − ck ⋅ tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
k=1

K

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

 

(48) 
 

(49) 

(50) 

 
(51) 

 

Dieses Entscheidungsmodell besitzt aufgrund der von den Lerneffekten abhängigen Ge-
samtzeitbedarfe  

rkn xn( )= tkn xn( )⋅ xn

= tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn

 
(52) 

(53) 

mit 
rkn(xn) - gesamte zeitliche Beanspruchung des k-ten Arbeitsplatzes durch das n-te 

Absatzprodukt 

                                                 
22  Vgl. zu ähnlichen Modellansätzen: Liao (1979), S.119; Laarmann (2005), S. 68f.; Werkmeister (2000), 

S. 171ff. 
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eine konvexe Zielfunktion, K konkaven Funktionen in den Nebenbedingungen gemäß Aus-
druck (49) und weitere lineare Nebenbedingungen. Zur Lösung dieses Modells können 
entsprechende nichtlineare Ansätze genutzt werden.23  

Mit diesem Modell können simultan die Produktionsmengen, die gemäß Ausdruck (34) 
abzuleitenden Zeitkoeffizienten tkn sowie die direkten Arbeitskosten der einzelnen Produk-
te mit  

ck ⋅ tkn
a ⋅ xn

* log2 1−αk( )

k=1

K

∑  (54) 

optimal bestimmt werden.  

4.3 Linearer Modellansatz  

Beiden vorgestellten Ansätzen der Einbeziehung von Lerneffekten in das Grundmodell der 
Produktionsprogrammplanung ist gemein, dass Sie aufgrund lernabhängigen Zeitkoeffi-
zienten  insgesamt K konkave Nebenbedingungen und im Fall der lernabhängigen 

Entlohnungen eine konvexe Zielfunktion besitzen. Für reale Anwendungen erscheinen 
diese Modelle in ihrer numerischen Lösbarkeit problematisch, so dass im Folgenden An-
sätze erarbeitet werden, die nichtlinearen Zusammenhänge auf der Basis stückweiser linea-
rer Funktionen näherungsweise abzubilden.  

tkn xn( )

4.3.1 Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen 

Die Nichtlinearität im Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen besteht 
gemäß Ausdruck (42) in den lernabhängigen Beanspruchungen der Zeitkapazitäten der K 
Arbeitsplätze. Die gesamte Beanspruchung der Zeitkapazitäten eines Arbeitsplatzes rkn xn( ) 
ist eine Variable, die gemäß Ausdruck (52) von den Produktionsmengen sowie den Zeitko-
effizienten abhängig ist. Der Verlauf dieser Funktion ist aufgrund der Lernkurveneffekte 
konkav. Die Linearisierung dieser Funktion soll auf der Basis stückweiser linearer Funkti-
onen erfolgen. Dazu wird wiederum der Wertebereich der Produktionsmengen xn in Inter-
valle aufgeteilt und entsprechende Untermengen xni eingeführt. 

Jedes der Intervalle besitzt einen spezifischen Anstieg:  

tkni =
rkn x nj

i=1

i

∑
 

 
 

 

 
 − rkn x nj

i=1

i−1

∑
 

 
 

 

 
 

x ni

; x n 0 = 0, n =1 1( )N,  k =1 1( )K,  i =1 1( )I n( ) (55) 

 

                                                 
23  Vgl. Neumann/ Morlock (2002), S. 567ff. 
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Die gesamte zeitliche Beanspruchung des k-ten Arbeitsplatzes durch die einzubeziehenden 
Produktarten gemäß Ausdruck (42) lassen sich dann wie folgt näherungsweise darstellen: 

tkni ⋅ xni ≤ Tk
i=1

I n( )

∑
n=1

N

∑ ;k = 1 1( )K

xn = xni
i=1

I n( )

∑  ;n = 1 1( )N

0 ≤ xni ≤ x ni  ;n = 1 1( )N,  i = 1 1( )I n( )

 
 

(56) 

(57) 

(58) 

 

Da in den neuen Nebenbedingungen gemäß Ausdruck (56) der Anstieg tkni eines nachfol-
genden Linearisierungsintervalls geringer als der des vorherigen Intervalls ist, könnte der 
Fall xni > 0, xni−1 = 0 eintreten. Es ist daher für die Intervalluntermengen eine Reihenfolge-
bedingung einzuführen.24 Eine Menge xni soll nur dann einen Wert größer Null annehmen, 
wenn die vorherige Untermenge xni-1 ihren Maximalwert angenommen hat. Dazu werden 
Boolesche Realisationsvariable yni eingeführt, die der Kodierung der Reihenfolgebedin-
gung dienen: 

  
 

(59) 
(60) 

 
(61) 

xni ≥ yni ⋅ x ni ;n = 1 1( )N,  i = 1 1( )I n( )−1
xni ≤ yni−1 ⋅ x ni ;n = 1 1( )N,  i = 2 1( )I n( )

yni ∈ 0,1{ } ;n = 1 1( )N,  i = 1 1( )I n( )
 

Das gesamte lineare Modell zur Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von 
Lernkurveneffekten lautet zusammenfassend wie folgt: 

                                                 
24 Vgl. Hillier/Liebermann (2005), S. 585. 
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GDB = dn ⋅ xn
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ ≤ Tk
n=1

N

∑ ;k =1 1( )K

xn = xni
i=1

I n( )

∑ ;n =1 1( )N

xni ≥ yni ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )−1
xni ≤ yni−1 ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i = 2 1( )I n( )

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N
0 ≤ xni ≤ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )
yni ∈ 0,1{ } ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

 

(62) 
 

(63) 
 

(64) 

(65) 

(66) 

 

(67) 

 

(68) 

(69) 

(70) 

 

Wie schon bei dem nichtlinearen Modellansatz diskutiert, beinhaltet die Zielfunktion im 
Fall fixer Löhne bzw. Gehälter keine Arbeitskosten, während bei Vorliegen von Akkord-
löhnen die Zielfunktion gemäß Ausdruck (37) anzupassen ist.  

Mit diesem Modell können die Produktionsmengen und die Zeitbedarfskoeffizienten der 
Absatzproduktarten simultan deckungsbeitragsmaximierend bestimmt werden, wobei zur 
Lösung dieses Modells aufgrund der stückweisen Linearisierung der konkaven Nebenbe-
dingungen die bekannten Algorithmen der ganzzahligen linearen Optimierung genutzt 
werden können.25 

Die optimalen Produktionsmengen  können unmittelbar der Lösung des Modells ent-

nommen und die daraus ableitbaren Zeitbedarfskoeffizienten  mit  

xn
*

tkn
*

tkni ⋅ xni
*

i=1

I n( )

∑ / xn
*  (71) 

bestimmt werden.  

4.3.2 Modellansatz mit lernabhängigen Entlohnungsformen 

Da die Einbeziehung lernabhängiger Entlohnungsformen einen spezifischen Einfluss auf 
die Zielfunktion besitzt, ist diese entsprechend anzupassen, wobei die in der bisherigen  

                                                 
25  Vgl. Suhl/Mellouli (2006), S. 42ff.;  Vanderbei (2008). 
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Zielfunktion gemäß Ausdruck (48) beinhalteten lernabhängigen Beanspruchungen der Ka-

pazität der einzubeziehenden Arbeitsplätze rkn xn( )= tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn  anhand der schon 

dargestellten Linearisierungen approximativ zu ersetzen sind. Da sich der Modellansatz 
mit lernabhängigen Entlohnungsformen von dem bisher erörterten Modellansatz mit lern-
unabhängigen Entlohnungsformen lediglich durch die Zielfunktion unterscheidet, können 
alle weiteren Formulierungen des Modellansatzes mit lernunabhängigen Entlohnungsfor-
men übernommen werden. 

Das gesamte lineare Modell zur Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von 
Lernkurveneffekten lautet zusammenfassend wie folgt: 

GDB = d n ⋅ xn
n=1

N

∑ − ck ⋅
i=1

I n( )

∑
n=1

N

∑
k=1

K

∑ tkni ⋅ xni → max!

u.d.N.

tkni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ ≤ Tk
n=1

N

∑ ;k =1 1( )K

xn = xni
i=1

I n( )

∑ ;n =1 1( )N

xni ≥ yni ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )−1
xni ≤ yni−1 ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i = 2 1( )I n( )

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N
0 ≤ xni ≤ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )
yni ∈ 0,1{ } ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

 

(72) 
 

(73) 
 

(74) 

(75) 

(76) 

 

(77) 

 

(78) 

(79) 

(80) 

 

Dieses lineare Modell dient der simultanen Bestimmung der optimalen Produktionsmengen 
der Absatzproduktarten, der daraus ableitbaren Zeitbedarfskoeffizienten und der direkten 
Stückarbeitskosten, wobei zur Lösung dieses Modells wiederum die bekannten Algorith-
men der ganzzahligen linearen Optimierung genutzt werden können.  

Die optimalen Produktionsmengen können unmittelbar der Lösung dieses Problems ent-
nommen werden, während die Zeitbedarfskoeffizienten gemäß Ausdruck (71) und die di-
rekten Arbeitkosten je Mengeneinheit einer Produktart mit ck ⋅ tkn

*  ermittelt werden können. 
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5 Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von Preis-Absatz-
Funktionen und Lernkurveneffekten 

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit werden die bisher dargestellten Erweiterungen des 
Grundmodells der Produktionsprogrammplanung zusammengefasst. Damit wird es mit 
diesen Modellen möglich sein, neben der Bestimmung der optimalen Produktionsmengen 
auch den Preis eines Absatzproduktes gemäß den einzubeziehenden Preis-Absatz-
Funktionen, die Zeitbedarfskoeffizienten gemäß den Lernkurveneffekten sowie bei Vorlie-
gen lernabhängiger Entlohnungsformen die direkten Arbeitskosten optimal zu bestimmen.  

5.1 Nichtlinearer Modellansatz  

In diesem Abschnitt sollen die Preis-Absatz-Funktion gemäß Ausdruck (13) bzw. die dar-
aus resultierende Zielfunktion sowie die Lernkurveneffekte gemäß Ausdruck (34) bzw. die 
entsprechend anzupassenden Kapazitätsbeanspruchungen der einzelnen Arbeitsplätze in 
die Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms einbezogen werden, so dass vorerst 
nichtlineare Modellansätze vorliegen. Dabei ist wiederum hinsichtlich der Erfolgswirk-
samkeit der Lerneffekte in Modelle mit lernunabhängigen und lernabhängigen Entloh-
nungsformen zu unterscheiden. 

5.1.1 Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen 

Geht man in einem ersten Schritt von lernunabhängigen Entlohnungsformen aus, kann zur 
simultanen Einbeziehung von Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten die um die 
Preis-Absatz-Funktion modifizierte Zielfunktion der Produktionsprogrammplanung gemäß 
Ausdruck (15) verwendet werden. Zusätzlich sind die von den Lernkurveneffekten beein-
flussten Kapazitätsbeanspruchungen der K Arbeitsplätze gemäß Ausdruck (42) einzubezie-
hen. 

Das gesamte Modell der Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von Preis-
Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten bei lernunabhängigen Entlohnungsformen 
kann wie folgt formuliert werden: 

GDB = p n − rn ⋅ xn( )⋅ xn − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

 

(81) 
 

(82) 

(83) 

 
(84) 
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Es handelt sich um ein Entscheidungsmodell mit einer nichtlinearen Zielfunktion, K kon-
kaven Funktionen in den Nebenbedingungen gemäß Ausdruck (82) und weiteren linearen 
Nebenbedingungen. Mit diesem Modell ist es möglich, neben der optimalen Bestimmung 
der Produktionsmengen simultan den optimalen Preis eines Absatzproduktes sowie die von 
der Produktionsmenge abhängigen Zeitkoeffizienten pro Absatzproduktart und Arbeits-
platz zu bestimmen.  

5.1.2 Modellansatz mit lernabhängigen Entlohnungsformen 

Möchte man das im letzten Abschnitt erarbeitete Modell um lernabhängige Entlohnungs-
formen erweitern, sind die Stückkosten der bisherigen Zielfunktion um die lernabhängigen 
Entlohnungseffekte gemäß Ausdruck (41) zu erweitern. Damit beinhaltet die Zielfunktion 
im ersten Term die gesamten, von den zu bestimmten Produktionsmengen und den Preis-
Absatz-Funktionen abhängigen Erlöse, von denen die gesamten variablen Kosten abzuzie-
hen sind. Diese bestehen im dritten Term der Zielfunktion aus den lernabhängigen Ar-
beitskosten sowie im zweiten Term aus den sonstigen variablen Kosten. Alle weiteren Be-
standteile dieses Modells sind identisch zu dem im letzten Abschnitt vorgestellten Modell-
ansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen.  

Das gesamte Modell der Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von Preis-
Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten bei lernabhängigen Entlohnungsformen lautet 
wie folgt: 

GDB = p n − rn ⋅ xn( )⋅ xn −
n=1

N

∑ k n ⋅ xn
n=1

N

∑ − ck ⋅ tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
k=1

K

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkn
a ⋅ xn

log2 1−αk( ) ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ Tk ;k =1 1( )K

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N

(85)
 

(86)

(87)

 
(88)

Auch mit diesem Modell ist es möglich, neben der optimalen Bestimmung der Produkti-
onsmengen den optimalen Preis eines Absatzproduktes sowie die von der Produktions-
menge abhängigen Zeitkoeffizienten pro Absatzproduktart und Arbeitsplatz simultan zu 
bestimmen. Zusätzlich können die von den Lernkurveneffekten abhängigen direkten Ar-
beitskosten je Mengeneinheit einer Absatzproduktart gemäß Ausdruck (54) ermittelt wer-
den.  
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5.2 Linearer Modellansatz  

Beide nichtlineare Modellansätze beziehen in die Entscheidung der optimalen Produkti-
onsmengen Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekte ein und stellen somit eine 
erhebliche Erweiterung der bisherigen Betrachtungen der Produktionsprogrammplanung 
dar. Allerdings erscheint für derartige nichtlineare Modelle die numerische Lösbarkeit für 
reale Probleme problematisch, so dass beide Modellansätze anhand der beschriebenen Li-
nearisierungen in lineare Modellformulierungen überführt werden sollen. 

5.2.1 Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen 

Für diesen Modellansatz besteht die Nichtlinearität einerseits in den konkaven Erlösfunkti-
onen der einzelnen Absatzproduktarten sowie in den von den Lernkurveneffekten beein-
flussten Kapazitätsbeanspruchungen der einzelnen Arbeitsplätze. Für beide nichtlineare 
Modellstrukturen wurden in dieser Arbeit Linearisierungsansätze mittels stückweiser linea-
rer Funktionen vorgeschlagen, die in diesen Modellansatz einfließen sollen. Ersetzt man 
die Erlösfunktionen in Ausdruck (81) durch die Ausdrücke (25) bis (27) sowie die lernab-
hängigen Kapazitätsbeanspruchungen in Ausdruck (82) durch die Ausdrücke (56) bis (58) 
einschließlich der Reihenfolgebedingungen für die entsprechenden Untermengen gemäß 
den Ausdrücken (59) bis (61), kann man das Modell der Bestimmung der optimalen Pro-
duktionsmengen unter Einbeziehung von Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten 
bei Vorliegen von lernunabhängigen Entlohnungsfunktionen wie folgt formulieren: 

GDB = eni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ − kn ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑ → max!

u.d.N.

tkni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ ≤ Tk
n=1

N

∑ ;k =1 1( )K

xn = xni
i=1

I n( )

∑ ;n =1 1( )N

xni ≥ yni ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )−1
xni ≤ yni−1 ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i = 2 1( )I n( )

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N
0 ≤ xni ≤ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )
yni ∈ 0,1{ } ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

 

(89) 
 

(90) 
 

(91) 

(92) 

(93) 

 

(94) 

 

(95) 

(96) 

(97) 
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Es handelt sich aufgrund der vorgenommenen Linearisierungen um ein lineares Entschei-
dungsmodell, so dass zur simultanen Bestimmung der optimalen Produktionsmengen, der 
optimalen Preise der Absatzprodukte sowie den optimalen, von der Produktionsmenge 
abhängigen, Zeitkoeffizienten pro Absatzproduktart und Arbeitsplatz die gängigen Verfah-
ren der ganzzahligen linearen Optimierung genutzt werden können.  

5.2.2 Modellansatz mit lernabhängigen Entlohnungsformen 

Wie hinsichtlich des nichtlinearen Ansatzes beschrieben, beinhaltet die Zielfunktion des 
erweiterten Modells der Produktionsprogrammplanung bei lernabhängigen Entlohnungs-
formen neben den Preis-Absatz-Funktionen auch die lernabhängigen Arbeitskosten als 
nichtlineare Modellbestandteile. Alle weiteren Bestandteile dieses Modells sind identisch 
zu dem Modellansatz mit lernunabhängigen Entlohnungsformen. Da die lernabhängigen 
Arbeitskosten, wie in Ausdruck (85) ersichtlich, sich letztlich aus der Multiplikation der 
zeitlichen Inanspruchnahme der Arbeitsplätze mit konstanten Kostensätzen je Zeiteinheit 
ergeben, sind zur Linearisierung der lernabhängigen Arbeitskosten lediglich die schon 
verwendeten stückweisen Linearisierungen der lernabhängigen Kapazitätsbeanspruchun-
gen zu verwenden. Das Modell zur Bestimmung der optimalen Produktionsmengen unter 
Einbeziehung von Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten bei Vorliegen von 
lernabhängigen Entlohnungsfunktionen kann dann wie folgt formuliert werden: 

GDB = eni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ − k n ⋅ xn
n=1

N

∑
n=1

N

∑ − ck ⋅
i=1

I n( )

∑
n=1

N

∑
k=1

K

∑ tkni ⋅ xni → max!

u.d.N.

tkni ⋅ xni
i=1

I n( )

∑ ≤ Tk
n=1

N

∑ ;k =1 1( )K

xn = xni
i=1

I n( )

∑ ;n =1 1( )N

xni ≥ yni ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )−1
xni ≤ yni−1 ⋅ x ni ;n =1 1( )N,  i = 2 1( )I n( )

amn ⋅ xn
n=1

N

∑ ≤ bm ;m =1 1( )M

0 ≤ xn ≤ x n ;n =1 1( )N
0 ≤ xni ≤ x ni ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )
yni ∈ 0,1{ } ;n =1 1( )N,  i =1 1( )I n( )

 

(98) 
 

(99) 
 

(100) 

(101) 

(102) 

 

(103) 

 

(104) 

(105) 

(106) 

 

Mit diesem linearen Modell können die optimalen Produktionsmengen der Absatzprodukt-
arten, die daraus ableitbaren Zeitbedarfskoeffizienten, die direkten Stückarbeitskosten so-
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wie die optimalen Absatzpreise der einzelnen Produktarten simultan bestimmt werden, 
wobei zur Lösung dieses Modells wiederum die bekannten Algorithmen der ganzzahligen 
linearen Optimierung genutzt werden können.  

6 Zusammenfassung und Ausblick  

Ein grundsätzliches Problem operativer und taktischer Entscheidungen besteht in der oft 
verwendeten Annahme linearer Kosten- und Erlösverläufe, obwohl vielfach mit Preis-
Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten nichtlineare Zusammenhänge zwischen Stück-
erlösen bzw. Stückkosten und den Absatz- bzw. Produktionsmengen vorliegen. Da im 
Rahmen der Formulierung dieser Entscheidungsmodelle auf Plandaten der internen Unter-
nehmensrechnung zurückgegriffen wird, basiert diese Einschränkung vor allem auf den 
Prämissen der entsprechenden Kosten- und Erlösrechnungssysteme. Weiterhin ist für ent-
sprechende nichtlineare Modellformulierungen zu konstatieren, dass für größere Probleme 
die numerische Lösbarkeit problematisch ist. 

Das erste Ziel dieser Arbeit bestand in der Erarbeitung von Ansätzen zur Einbeziehung 
derartiger nichtlinearer Zusammenhänge in betriebswirtschaftliche Entscheidungsproble-
me, wobei exemplarisch mit der Bestimmung des optimalen Produktionsprogramms eines 
der klassischen Probleme der operativen bzw. taktischen Planung untersucht wurde. Das 
Grundmodell der Produktionsprogrammplanung wurde sukzessive um die Preis-Absatz-
Funktionen und die Lernkurveneffekte erweitert und in einem weiteren Schritt in einem 
abschließenden Modell zusammengefasst. Um die Lösbarkeit der daraus resultierenden 
nichtlinearen Modelle für größere Probleme sicherzustellen, bestand das zweite Ziel dieser 
Arbeit in der Erarbeitung konkreter Linearisierungsansätze auf der Basis stückweiser linea-
rer Funktionen, mit denen diese nichtlinearen Modelle in ganzzahlige lineare Optimie-
rungsmodelle überführt werden können.  

Da mit diesen Modellansätzen neben den optimalen Produktionsmengen, auch die optima-
len Absatzpreise der betrachteten Produktarten, die von den Produktionsmengen abhängi-
gen Zeitbedarfskoeffizienten sowie die im Fall lernabhängiger Entlohnungsformen beein-
flussten direkten Arbeitskosten simultan bestimmt werden können, stellen diese Modellan-
sätze erhebliche Erweiterung der bisherigen Betrachtungen der Produktionsprogrammpla-
nung dar.  

Zusätzlich zu dieser Erweiterung der Entscheidungsbasis können zur Lösung dieser Model-
le aufgrund der stückweise Linearisierungen der genannten nichtlinearen Zusammenhänge 
die standardmäßigen ganzzahligen linearen Optimierungsalgorithmen genutzt werden, so 
dass die Lösbarkeit derartiger Probleme auch bei großen Modelldimensionen mit der ver-
fügbaren  Software gegeben sein sollte. Weiterhin können die in diesen Modellen verwen-
deten Kosten- und Erlösinformationen mit der Grenzkosten- und -erlösrechnung in ange-
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passter Form geplant werden, so dass zur Behandlung derartiger Probleme keine zusätzli-
chen Planrechnungssysteme notwendig sind.  

Diese Modellansätze können im Rahmen zukünftiger Arbeiten erweitert werden. So stellt 
die Einbeziehung von Anreizsystemen zur Verbesserung von Lerneffekten ein sehr interes-
santes Gebiet dar, wobei erste - nicht auf die Produktionsprogrammplanung bezogene - 
Ansätze auf der Basis der Principle-Agent-Theory existieren26.   

Eine weitere interessante Erweiterung könnte in der Verwendung variabler Personalkapazi-
täten bestehen, in dem in die bisherigen Modellansätze die Personalkapazitäten als variable 
Größen einbezogen werden. Diese könnten durch die Anzahl der einzubeziehenden Mitar-
beiter, die Gestaltung des Einsatzes dieser Mitarbeiter in Form von bezahlter Mehrarbeit, 
flexibel einsetzbaren Arbeitsgruppen oder Schichten definiert werden. 

Weiterhin erscheint es sinnvoll, die Produktionsprogrammplanung unter Einbeziehung von 
Preis-Absatz-Funktionen und Lernkurveneffekten mehrperiodig zu betrachten und mit ei-
ner Investitionsprogrammplanung zu kombinieren. 

 

                                                 
26 Vgl. Kunow (2006). 
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