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Die ndherungsweise Losung der elektrostatischen Aufgabe mit
der Finite - Element - Methode zur Modellierung behinderter

elektrischer Entladungen

Andreas Harendt, Harald. ]. Beyer, Siegfried Rolle

1 Zusammenfassung

Es wird erldutert, warum man mit der Finite-Element-
Methode (FEM) das elektrostatische Problem mit Grenz-
flachen und darauf befindlichen Flachenladungen prin-
zipiell nicht 16sen kann. Es werden dann Verfahren ent-
wickelt, dies ndherungsweise zu tun. AnschlieRend wird
eine Methode entwickelt, die es gestattet, aus den so
erhaltenen Losungen ndherungsweise konsistent auf die
Ausgangsgleichungen zuriickzurechnen und so den
Driftterm der Kontinuitdtsgleichung fiir die hydrodyna-
mische Modellierung einer Gasentladung zu ermitteln.

2 Problemstellung und Motivation

Triangulation

Abb. 1: Zur Triangulation in Zylindersymmetrie

Im Rahmen eines Verbundprojektes bestand u. a. die
Aufgabe, eine behinderte elektrische Entladung (den
Funken) zwischen einer dielektrischen Platte und einer
ebenso dielektrischen Spitze zu modellieren. Der Ab-
stand zwischen der Spitze und der Platte liegt dabei
zwischen 10 — 100 pm. Die relativen Dielektrizitdtskon-
stanten der beiden Elektroden in der Grof8enordnung 103.
Modellierungen solcher Entladungen wurden bereits
vorher unternommen, aber immer in finiten Differenzen.
Da die Kriimmung in der Geometrie beriicksichtigt wer-
den sollte, wurde auf die FEM orientiert, da diese eine
leichte Anpassbarkeit an gegebene Geometrien gestattet.

Aus der Abb. 1 ist auf sehr anschauliche Weise die Geo-
metrie und deren Symmetrie zu ersehen: Senkrecht zur
mit z bezeichneten Achse befinden sich die beiden
rotationssymmetrischen Dielektrika (Platte und Spitze).
Die z-Achse durchstoRt diese als Rotationsachse. Um
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diese Rotationsachse legt man nun im Spalt, dem Ent-
ladungsraum, Rotationskorper von dreieckigem Quer-
schnitt, die so aneinandergelegt sind, dass sie den Raum
zwischen Platte und Spitze vollstidndig ausfiillen.

Nun setzt man im Folgenden die zu erwartenden Losun-
gen als unabhdngig vom Winkel voraus. Dann kann das
eigentlich dreidimensionale Problem auf ein zweidimen-
sionales reduziert werden, indem man etwa in der
r-z-Ebene einen Schnitt titigt. Ubrig bleibt fiir die Diskre-
tisierung ein triangulares Netz.

3 Physikalische Grundlagen

Im Spalt ist dann zur Berechnung der Ladungstréager-
dichten die Kontinuitdtsgleichung
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fiir jede Spezies k zu losen. N, ist die Dichte der jewei-
ligen Teilchensorte, ﬁé die am Ort herrschende Drift-
geschwindigkeit fiir diese und Q ein Produktions- bzw.
Destruktionsterm. Die beiden letzteren Grof3en kann
man bei den hier herrschenden Neutralgasdichten als
explizite Funktionen des Betrages der elektrischen Feld-
stédrke annehmen. Q ist dabei aber auch noch eine
Funktion der Teilchendichten N,. Im einfachsten Fall
wire

(1)

(2)

Das Vorzeichen entspricht der Ladungstragerpolaritadt
und b heiRRt die Beweglichkeit. Diese kann bei gegebe-
ner Neutralgasdichte in erster Naherung als konstant
angenommen werden. Mit dem Ausdruck
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fiir den Townsendschen lonisierungskoeffizienten a., der
die Zahl der durch inelastische ElektronenstéRe neu
erzeugten Ladungstragerpaare, bezogen auf die zuriick-
gelegte Wegstrecke angibt (A und B sind von der Gasart
abhdngige Konstanten und N, die Neutralgasdichte),
kann man fiir den Produktionsterm der Elektronen und
lonen

Qe,i =Q

schreiben. Darin ist noch R eine Rekombinationsrate, die
hier als konstant angenommen werden kann. Mit den Be-
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ziehungen (2) und (4) ldsst sich (1) losen, wenn man die
elektrische Feldstdrke kennt und man in der Lage ist, daraus

div(GE N, ) (5)
konsistent (numerisch!) zu berechnen. Wenn dies bei den
zu beobachtenden (und auch berechneten) Stroman-
stiegsgeschwindigkeiten und den auch betrdchtlichen
Stromdichten moglicherweise bereits recht grob ist, so
muss hier auf das System der quasistationdren Max-
wellschen Gleichungen zuriickgegriffen werden. Dieses
folgt aus der Annahme, dass GB/at , die zeitliche Ande-
rung der magnetischen Induktion hinreichend klein ist.
In diesem Fall kann man

(6)

setzen. Gilt nun (6), dann ldsst sich bekanntlich die elek-
trische Feldstirke E als Gradient eines skalaren Potenti-
als U darstellen:

(7)
Mit der Gleichung
(8)

fur die durch die Raumladungen p erzeugte dielektrische
Erregung D und der Materialgleichung

9)
erhilt man dann

~div(egradU)=p- (10)
die im Falle konstanten ¢ in die Poissongleichung iiber-
geht. Aus (8) folgt aber auch, dass an den Grenzflichen
zweier Medien mit unterschiedlichem g, etwa g, und ¢,,
die Bedingung

(B, - D, )ii=n (1)
gelten muss. Dabei sind unter Du die Grenzwerte der
Erregung bei Anndherung aus dem jeweiligen Gebiet an
die Grenzflache zu verstehen, ist hier der Normalenvek-
tor der Grenzfldche, in das Gebiet 1 weisend und n eine
sich auf der Grenzflache befinden konnende Fldchen-
ladung. Nun gehen die GroRen aus (1) selbst wieder in die
Gleichungen der Elektrodynamik ein. Das p in (10) ist

(12)

Hinzu kommt noch, dass Fliisse aus (1) auch noch Ande-
rungen der rechten Seite von (11) bewirken. Damit ist
das System selbstkonsistent formulierbar.! So man nun
(z. B. fiir stetig verdnderliches €) Gl. (10) 16sen kann,
heif3t dies nicht, dass man damit das elektrostatische
Problem mit unstetigen Anderungen der Dielektrizitéts-
konstanten und Fldchenladungsbelegungen innerhalb
von der FEM bewiltigen kann.
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4 Korrektur der FEM an Grenzflachen

Mit einem Netz hoher Qualitdt (s. u.) ist Gl. (10) fiir das
von uns zu behandelnde Problem gel6st worden, und
das Ergebnis in Abb. 2 gezeigt.
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Abb. 2: Beispiel fiir Potential und Betrag der elektrischen Feldstdrke: Die
Héhe entspricht dem Potential, die Schwirzung dem log(|E|).

In der Platte (hier rechts) und der Spitze (hier links) fin-
det man aufgrund der hohen relativen Dielektrizitéts-
konstanten (g;=€;=20 und im Spalt e,=1) nur ein
schwaches elektrisches Feld. An der Spitze zum Spalt hin
natiirlich erwartungsgemaf ein Maximum des Betrages
desselben.
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Abb. 3: Fehler beziiglich (11) fiir zwei verschiedene Interpolationsverfahren
ohne (Kurve mit Markern) und mit Korrektur.

Die Abb. 3 zeigt den Fehler, den die FEM bei der Losung
von Gl. (10) beziiglich der Erfiillung von Gl. (11) mit
n = 0 verursacht. Gezeigt wird die Differenz von
esE 7i/max|E| und &, E-7i/max|E| (wobei die relati-
ven Dielektrizitdtskonstanten genutzt wurden). An kaum
einer Stelle der Grenzfldche ist die elektrostatische Auf-
gabe auch nur hinreichend beziiglich der Nebenbedin-
gung (11) erfiillt. Eine Verfeinerung des Netzes beldsst
den dabei erzeugten Fehler in der Gr6Renordnung bis
zu 10 %." Dabei sind die Normalkomponenten mit Hilfe
zweier Interpolationsmechanismen gebildet worden.
Diese nutzen auf unterschiedliche Weise mehrere Feld-
starkewerte aus der Umgebung eines Grenzfldchen-
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stiickes und ermitteln daraus die jeweiligen Normal-
komponenten in Extrapolation auf die Grenzflachen.
Darin liegt natiirlich eine gewisse Willkiir. Wahlt man zur
Beurteilung einen anderen Interpolations-Extrapola-
tionsmechanismus, dann erhilt man auch andere Fehler.

Urspriingliches Ziel war eine Mdéglichkeit zu finden,
Flachenladungen in der FEM zu beriicksichtigen. Der Ge-
danke war nun folgender: Wenn die FEM einen Fehler
bzgl. (11) verursacht, dann muss sich dieser Fehler kor-
rigieren lassen, indem man in einer kleinen Umgebung
der Grenzflache eine geeignet gewdhlte Raumladung fiir
die rechte Seite von (10) so wihlt, dass man (11)

1. fiir n=0 besser befriedigen kann und

2. fiir n#0 dann natiirlich auch Lésungen findet.

Abb. 4: Korrekturpotential

Aus_diesen geeignet gewdhlten Raumladungen ermittelt
mﬁi}fnn das in der Abb. 4 gezeigte Korrekturpotential.
Vergleicht man mit den Potentialwerten aus der Abb. 2,
dann ist ersichtlich, dass es sich wirklich nur um eine
kleine Korrektur handelt. Addiert man diese allerdings
zum Potential und untersucht dann die Giiltigkeit von
(11), so erhdlt man das in Abb. 3 gezeigte Ergebnis der
Korrektur. Der Fehler konnte um gut eine Grof3enord-
nung reduziert werden und verringert sich mit feiner
werdender Diskretisierung weiter. Wie erhdlt man nun
geeignet gewdhlte Raumladungen bzw. das Korrektur-
potential?

Die FEM ermittelt aus der Beschreibung der Geometrie,
den Randbedingungen, dem Triangulationsnetz und der
Angabe von ¢ fiir den Mittelpunkt eines jeden Dreiecks
die Matrizen K, F und B, mit deren Hilfe sich fiir belie-
bige rechte Seiten in (10) und den Dirichletschen Rand-
werten U, das Potential U nach

U (13)

n

=K '(Fp+BU,)

fiir die nicht Dirichletschen Knotenpunkte U,; der Trian-

gulation (ndherungsweise) berechnen ldsst.

Die elektrische Feldstdrke erhdlt man als Gradienten

jedes der Triangulationsdreiecke (siehe auch Abb. 11

oder die hellgrauen Pfeile in Abb. 10) aus
E=GUe +GUe, (14)

mit den Interpolationsmatrizen G, und G,. Grundsétzlich

gilt der nach Gl. (14) berechnete Wert des Gradienten auf
der gesamten Fldche eines einzelnen Triangulations-
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elements. Es liegt nun wieder eine gewisse Willkiir
darin, wie man aus diesen Werten zuriick auf die Kno-
tenpunkte interpoliert. Nimmt man aber an, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit des aus der line-
aren Formel (14) ermittelten Gradienten im Schwer-
punkt des Triangulationsdreiecks am hochsten ist, liegt
Folgendes nahe: Die Abstdnde eines Knotenpunktes zu
den Schwerpunkten der ihn umgebenden Triangulations-
elemente seien [, mit i = 1 ... n. Dann kann man als
Interpolationsformel das gewichtete Mittel fiir die Kno-
tenpunkte (die dunkelgrauen Pfeile in Abb. 10) aus

Ef = zllES zll = Zn:wl.Ef (15)
i=1 & i=1 =1

i

ermitteln, oder in Matrixschreibweise mit den drei Inter-
polationsmatrizen I, s als

(16)

Alle Knotenpunkte sind aber durch das Triangulations-
netz miteinander verbunden, und damit kann man fiir
jede Koordinate innerhalb des Netzes die Werte von E
durch lineare Interpolation ermitteln, kann also letztend-
lich in einer beliebig gewidhlten Umgebung der Grenz-
flache ein Stiitzstellensystem

(17)

zur Interpolation zwecks Extrapolation der Normal-
komponenten der dielektrischen Erregung bilden, und
erhilt an den Grenzfldchen die der Gl. (11) entsprechen-
den Bedingungen

ASDSS - AL,RD;;SL,R =M (18)
fiir jedes Grenzflachenelement. Darin sind A  wieder

Matrizen, die in diesem Fall den Extrapolationsprozess
beschreiben.
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Abb. 5: Interpolation und Extrapolation der Normalkomponenten des dielek-
trischen Flussen Dy, auf die Grenzfliche bei korrigierter Losung."

In der Abb. 5 ist ein solcher Interpolations-Extrapola-
tionsmechanismus gezeigt. Zu jedem Grenzfldchen-
element gehort ein links- und rechtseitiger Satz von



Wissenschaftliche Beitrdage 2002

Technische Fachhochschule Wildau

Stiitzstellen. Jeder dieser Stiitzstellen ist ein Wert des
Interpolationsparameters & zugeordnet. Jeder Punkt
entspricht dabei der Normalkomponenten in dem Stiitz-
stellensystem. Fiir den Spalt wurde iiber - aufgetragen.
Innerhalb der Barriere iiber +¢&, so dass bei & = 0 das
Zusammentreffen der Grenzwerte stattfindet. Durch
diese Stiitzstellen sind die Interpolationskurven gelegt
und die Extrapolation auf & = 0 ist ebenso gezeigt.

Im unkorrigierten Fall hat man, wie in der Abb. 3 dar-
gestellt, kein Zusammentreffen der Kurven bei & = 0. Man
muss also an Stelle von Gl. (18)
s s

AgDys — A gDy g =m+38- (19)
schreiben, worin d der Fehler ist. Nun wurde schon vor-
gefiihrt, dass man durch eine geeignete Wahl von
Korrekturraumladungen p, diesen Fehler & verringern
kann. Da alle Gl. in der Folge (13) — (19) linear sind, er-
geben sich die p, aus

— — . 20

Jp, —5|pk=0+n (20)
Darin ist J die Jacobimatrix der linken Seite von Gl. (19).
Bei m Grenzflichen, den dazu gehdrenden Fehlern
S, (plmn) und bei n zu ermittelnde Korrekturladungen
p;., hat sie die Form

(21)

Sie muss (wegen der durchgehenden Linearitdt der nu-
merischen Losung) nur einmal fiir eine gegebene Geo-
metrie und die dazugehorigen Materialparameter ermit-
telt werden. Es bleibt als letzter zu behandelnder Gegen-
stand in diesem Punkt die Frage: Wie viele Korrektur-
ladungen sind anzubringen?

Offensichtlich gibt es n Grenzflichen. Nun besitzt jede
dieser Grenzflichen genau zwei an ihr anliegende Drei-
ecke des Triangulationsnetzes. Nun konnte man eines
davon (z. B. im Entladungsspalt oder in der Barriere)
auswahlen, um die Korrekturen dort anzubringen. Man
hitte dann den einfachen Fall, genau soviel Korrektur-
ladungen anbringen zu miissen, wie Gleichungen vor-
handen sind und es wire im flichenladungsfreien Fall
einfach
-1

pr=—J 8 o=
Dies hitte zur Folge, das letztendlich GI. (11) bzw. (18)
exakt erfiillt werden wiirden. Dies hort sich verlockend
an — und funktioniert auch. Nur sind die dann erhalte-
nen Korrekturladungen keine Korrekturen mehr, sondern
von exorbitanter GroRRe und das erhaltene Korrektur-
potential in oder iiber der GroRenordnung des eigent-
lichen Potentials. Hier hat sich nun nach langem expe-
rimentieren ein Kompromiss als giinstig erwiesen:

(22)
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— Man verteilt die Korrekturen iiber mehr als n Dreiecke.

— Dies fiihrt dann zu einem unterbestimmten System.

— Deshalb legt man den Korrekturen zusatzliche Bedin-
gungen auf — z. B. kann man ndherungsweise Quasi-
neutralitdt und/oder Stetigkeit zwischen benachbar-
ten Korrekturen verlangen.

— Dies fiihrt dann — so man geschickt agiert — zu einem
tiberbestimmten System, dessen Forderungen man
dann im Sinne der zu minimierenden Quadrate der
Fehler befriedigt. Dies soll hier aber nicht im Einzel-
nen dargestellt werden.

Als Bestimmungsgleichung fiir die Korrekturladungen
erhdlt man in diesem Fall

~J"Jp =7, +n) (23)

5 Das Verschmieren von Flachenladungen
als Raumladungen

Die numerische Behandlung von Flachenladungen im
Rahmen der gegebenen Losungsmethoden fiir Gl. (10) ist
— so die FEM ja schon in Abwesenheit derselben nicht
korrekt an Grenzfldchen 16st, nicht gegeben. Oben wur-
de gezeigt, dass man diesen Fehler verringern kann. Nun
soll die Moglichkeit untersucht werden, Flachenladun-
gen iliberhaupt als Raumladungen verschmieren zu kon-
nen. Dazu betrachtet man das in der Abb. 6 gezeigte
eindimensionale elektrostatische Problem mit einer
Grenzflache zwischen zwei Dielektrika mit den relativen
Dielektrizitdtskonstanten g, und €,. Diese befinden sich
ggf. in einem duferen Potential mit der Potentialdiffe-
renz u=U| -U|,.

p
>

:

Abb. 6: Geometrie zur eindimensionalen Untersuchung bzgl. der Niherung
von Fldchenladungen durch Raumladungen (u = o).

Raumladungen seien nur zwischen -9 ... 0. Die Fldchen-
ladung n sei dabei entweder als Raumladung vor der
Grenzfliche in einer Schicht der Dicke & mit p=n/3
verteilt oder aber auf der Grenzfliche als solche gege-
ben. Mit der Abkiirzung ergeben sich die in
der Tab. 1 dargestellten Ausdriicke fiir das Wirken der
gleichen Ladungsmenge jeweils als Flichen- oder Raum-
ladung (fiir Details der Rechnungen s. [2]).
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Flachenladung Raumladung
E" = _EL 1+ig
! 1+ n- 2
100 | Bpa)--t2s
g, l+g
gron_ 1 T
> g, 1+1/g E? =in 2s
e, l+l/g

Tab. 1: Vergleich zwischen der Wirkung einer Flichenladung und derselben
Ladungsmenge verschmiert als Raumladung (u = o).

Man kann also jenseits der Verschmierungszone Bedingun-
gen erzielen, wie sie durch Flachenladungen erzeugt
werden, wenn man nur die aus den Gleichungen der
oben gegebenen Tab. 1 geforderten Bedingungen iiber
eine geniigend kleine Breite der Verschmierungszone ein-
hilt. Innerhalb derselben sind die Verhdltnisse physika-
lisch nicht zu hinterfragende numerische Korrektur-
grofden. Die der Flichenladung entsprechende Raumla-
dung ist hier im Gebiet 1 mit der Dielektrizitdtskonstan-
te g, verteilt. Die rechte Spalte der Tab. 1 legt nun nahe,
dafiir die Hélfte mit der groReren Dielektrizitdtskonstan-
te zu wiahlen, weil dann im Medium 1 die Kleinheit von
0 leichter zu befriedigen ist. Im Medium 2 muss dann &
nur klein im Verhéltnis zu den sonstigen geometrischen
Abmessungen gewdhlt werden. Dies ist der Grund, wa-
rum es vorteilhaft ist, die Korrektur- und verschmierten
Flichenladungen in den Barrieren und nicht im Entla-
dungsspalt unterzubringen.

6 Die Bericksichtigung von Fléchen-
ladungen bei FEM-Lésungen des
elektrostatischen Problems

Prinzipiell wire man mit GI. (23) fertig. Man konnte mit
dieser einfach Korrekturen berechnen, die dann die
Sprungbedingung (11) an den Grenzflichen (entspre-
chend dem verwendeten Interpolations-Extrapolations-
verfahren) ndaherungsweise befriedigen. Da aber in je-
dem Schritt Gl. (10) bzw. ihr FEM-Pendant (13) egal zwei
mal gelost werden muss und oben festgestellt wurde,
dass man eine Flichenladung verschmieren kann, be-
riicksichtigen wir dies bereits im ersten Schritt. Im zwei-
ten Schritt berechnen wir dann nach (23) die Korrektur-
ladungen und fiir diese mit (13) das Korrekturpotential,
dass dann im Prinzip wieder klein sein muss. Dies gibt
eine bessere Kontrolle iiber die Stabilitdt des Verfahrens.
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Abb. 7: Potential und log/E/ einer Fldchenladung
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Die Abb. 7 zeigt nun das so ermittelte Potential und den
Betrag der Feldstdrke als Schwirzung fiir eine auf einem
Teil der Spitze aufgebrachten Flachenladung von
2,5 106 cm2 bei einer dul3eren Potentialdifferenz von 0.

2 15 flem]

2[cm)]

Abb. 8: Korrekturpotential zur Erfiillung von (11)

Die Abb. 8 zeigt das nach dem einfachen Verschmieren
und dem oben beschriebenen Verfahren iiber die Ermitt-
lung von Korrekturladungen erhaltene Korrektur-
potential. Es ist klein, aber gerade an der Spitze, wo die
Geometrie eine starke Kriimmung hat, und die oben aus
den eindimensionalen Uberlegungen dargestellten Be-
ziehungen am wenigsten gelten werden, nicht unbe-
trachtlich. Dazu zeigt die Abb. 9 noch die aus Gl. (11)
bzw. (18) folgende Riickrechnung der Flichenladungen.
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Abb. 9: Losung der elektrostatischen Aufgabe: Die Bedingung (11) ist erfiillt.

Der markierte Linienzug zeigt diese ohne Beriicksichti-
gung des Korrekturpotentials (also bei nur verschmier-
ter Flachenladung). Das Ergebnis ist nicht nur stark
schwankend, sondern liegt durchweg zu niedrig. Das
einfach gezeichnete Resultat ist das Ergebnis bei Beriick-
sichtigung des Korrekturpotentials.

7 Konstruktion hochqualitativer
Triangulationsnetze

Zur Losung unserer eigentlichen Aufgabe, der Integra-
tion von Gl. (1) bendtigt man eine numerisch konsistente
Berechnung von (5). Diese ist mit (2) anzuschreiben als

div(+ b EN, ) (24)
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Wenn b, als konstant angenommen wird und man N, mit
der ortsabhangigen Dielektrizitdtskonstanten assoziiert,
entspricht diese Gleichung letztendlich der Quellen-
bedingung der Elektrostatik:

div(eE)=divD=p- (25)
Eine (numerische) Riickrechnung der mit der FEM erhal-
tenen Losungen von Gl. (10) iiber (8) muss also wieder
die in (10) stehende rechte Seite, also p ergeben, damit
dann (5) berechenbar wird. Dies erscheint auf den ers-
ten Blick trivial — ist es aber nicht. Mit Hilfe der Abb. 10
wird dies erklart:

Abb. 10: Graph zum Interpolationsmechanismus der Riickrechnung aus Gl. 10

In den Knotenpunkten sind die skalaren Werte des Po-
tentials U gegeben, aus denen nun die Vektoren E durch
Auswerten von (7) ermittelt werden. Die Rechnung
selbst geschieht durch Verwendung der drei Knoten-
punktswerte des Potentials U eines Dreiecks fiir dassel-
be, so wie durch die hellgrauen Pfeile in der Abb. 10
angedeutet und in Abb. 11 anschaulich dargestellt. In
den ndchsten beiden Schritten muss man nun
1. von den in den Schwerpunkten gegebenen Daten
reinterpolieren auf die Knotenpunktsdaten (graue
Pfeile in der Abb. 10 — wofiir oben ein mogliches
Verfahren [Gl.(15)] vorgestellt wurde) und dann
2. diese Daten wiederum partiell differenzieren, um auf
die Divergenzen der elektrischen Erregung zu kom-
men (die mit den dunklen Pfeilen angedeuteten Wege
— die Farbgebung: Hellgrau, grau und dunkelgrau soll
dabei die wachsende Unsicherheit in dem Interpola-
tionsprozess andeuten).

Es sind also Richtungsableitungen 2. Ordnung in U aus
den Losungen der Gl. (10) fiir (2) numerisch zu ermitteln.
Um dies zu konnen, miissen die ersten Ableitungen,
d. i. hier die Berechnung von  nach (7), moglichst pra-
zise erfolgen. Das Problem weiter zu erkldren, soll mit
der Abb. (11) versucht werden:
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Abb. 11: Zur Bildung des Gradienten in einem Triangulationsnetz

Man kann sich die Triangulation als iiber die r-z-Ebene
gelegte Flache mit den in den Knotenpunkten durch den
Wert des Potentials gegebenen Hohen denken. Auf je-
der dieser Flachen kann der dazu normale Vektor errich-
tet werden. Die Projektion dieses Vektors in die r-z-Ebe-
ne ist dann aber der Gradient — der Vektor, der in die
Richtung des steilsten Anstieges weist.

Bei dem in Abb. (11) gezeigten oberen Dreieck wird der
Vektor des Gradienten so gebildet, dass er sicher in die
Richtung des steilsten Anstieges zeigt. Bei dem unteren
Dreieck ist leicht einzusehen, dass beziiglich der r-Kom-
ponente der Fehler immer groRer wird, je spitzer die-
ses Dreieck ist. Will man solche Missweisungen vermei-
den, dann muss man an die Triangulation (auch noch aus
anderen Griinden) die Forderung der moglichsten
Gleichseitigkeit aller Dreiecke stellen. Natiirlich wird
diese sich nicht vollstandig herstellen lassen, es stellt
sich aber die Frage: Wie gut ldsst sie sich (mit vertret-
barem Aufwand) herstellen?

7.1 Innerhalb der erschwinglichen Software

Innerhalb des Softwarepaketes MATLAB gibt es eine
Routine zur Verbesserung der Qualitdt eines generierten
Netzes. Der geringe Nutzen derselben diirfte sein, das
sie lediglich an den inneren Punkten (s. u.) manipuliert,
aber alle Randpunkte (bzw. Punkte auf Grenzflachen) als
unverdnderlich betrachtet. Man erhdlt in der Regel
Netze, deren Qualitdt nach Aussagen der in [3] zitierten
mathematischen Literatur gut ist. Wir haben aber fest-
gestellt, dass dies nicht ausreichend ist, um eine zwei-
te Ableitung des Potentials zu bilden.

7.2 Mit Optimierungsverfahren

Abb. 12: Optimierungsvariablen des Ausgangsnetzes mit einigen q; < 0.7
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Die Abb. 12 zeigt die Freiheit und die Grenzen, die ge-
geben sind, hochqualitative Netze aus einer vorgegebe-
nen TriangulationV zu erzeugen: Alle mit einem kleinen
Marker versehenen Punkte sind die n; inneren Punkte.
Jeder dieser Punkte kann (im Rahmen verniinftiger Gren-
zen natiirlich) eigentlich beliebig in z- und r-Richtung
verschoben werden. Auf den Ridndern gibt es n, Punkte
(mit groRen Marken versehen), die entlang dieser Rdn-
der (natiirlich auch nur innerhalb gewisser Grenzen)
verschoben werden konnen. Jede Anderung dieser
2*n;+n, Optimierungsvariablen x bewirkt eine Anderung
der g; Qualitdtswerte der n; Dreiecke der Triangulation.
Zur Bewerkstelligung der Aufgabe bendtigt man noch
eine Zielfunktionen (in Anlehnung an [3]):

(26)

Darin ist A; die Fldche eines Triangulationsdreiecks. I;; ;
sind die Seitenldngen desselben. Der Subtrahend ist ein
Mal$ aus [0,1] fiir die Qualitdt eines Dreiecks. Fiir gleich-
seitige Dreiecke ist es 1. Die beste Triangulation ware
also die, fiirdie . — ()_. gilt. Eine solche Forderung ist
aber (bei beliebiégen C.Véometrien) nicht zu erfiillen.
Optimierungsziel kann aber sein,
min max{Fl- (x)} (27)
xR}
In Worten: Finde einen solchen Satz von Optimierungs-
variablen x, dass das Maximum der Funktionswerte F;
minimal wird. Dies ist ein sogenanntes minimax-Pro-
marﬂe[;é)ds,en, dann ist evident, dass alle

blem.!(ggln_
~dhd@rén Dreigeke if# ihrg? Qualitit nur besser als das

schlechteste sein kéfinen.' Die Losung dieser Aufgabe ist
Standard bei den angebotenen Optimierungsalgorith-
men. Das Ergebnis der Anwendung auf das hier behan-
delte Beispiel zeigt die Abb. 13.

Abb. 13: Nach minimax optimiertes Ausgangsnetz, alle q, < 0.84

Hatte das Ausgangsnetz Dreiecke mit Qualitdten < 0.7,
dann hat das schlechteste jetzt eine Qualitdt von etwa
0.84 (vergleicht man beide Abbildungen, so erkennt man
durchaus Verschiebungen). Es ist leicht einsichtig, dass
sich mit der Verfeinerung des Netzes (= Erhohung der
Variablenzahl) die Qualitdt des Netzes auch weiter erho-
hen ldsst. Der Rechenaufwand wéchst aber mit der Zahl
der Variablen exponentiell, so dass dem minimax-Verfah-
ren hier schnell Grenzen gesetzt sind.

Als brauchbar an einem solchen (recht groben, aber
hochoptimierten) Ausgangsnetz erweist sich aber, dass
man bei Verfeinerung des (gesamten) Netzes nun kaum
eine Verschlechterung der Qualitdt mehr erhilt, da alle
Dreiecke nahezu gleichseitig sind. Nur ist es nicht finales
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Ziel, das gesamte Netz zu verfeinern, sondern nur Teile
dessen (hier insbesondere die Umgebung der Spitze). Um
nun auch noch groRere Netze in vertretbaren Zeiten in
gute Qualitdt zu bringen, muss man das Ziel etwas un-
schérfer fassen — oder die Forderung mildern zu:

min i F,(x)™
o

Fiir m—oo entspricht dies (mathematisch) der minimax-
Forderung. Fiir m = 1 einer Minimierung des quadrati-
schen Mittels der Zielfunktionen.

Wie alle analytisch begriindeten Verfahren der nicht-
linearen Optimierung riskiert man bei deren Anwendung
in Abhdngigkeit von den gewihlten Startwerten, auf
einem lokalen Extremum zu landen. Um so hoher man
in (28) m wahlt, mit um so groRerer Sicherheit landet
man im Ergebnis eines solchen Optimierungsversuches
auch auf einem solchen.

(28)

7.3 Mit Evolutionsverfahren

Eine der friihesten Ubersichtsarbeiten zu diesem einfa-
chen Prinzip ist [4]. Ursache der Entwicklung solcher
Verfahren war die Suche nach optimalen Losungen von
Permutationsproblemen (Rundreiseproblem mit N! Vari-
anten N Orte nacheinander aufzusuchen — also von ex-
trem grofden Problemen). Grundlegende Idee war, dies
nach dem Prinzip der Selektion und Mutation der Bio-
logie zu tun. Die algorithmische Implementation dieser
Idee ist so einfach, dass hier kurz skizziert werden kann:
1. Waihle einen Startvektor der Optimierungsvariablen.
2. Andere diesen Startvektor zufillig mit einem normal-
verteilten Wert zu einer vorher als Parameter gege-
benen Standardabweichung s.
3. Werte die Zielfunktion (hier Gl. (27) mit (26)) aus.
4. Nun teste: Ist man dem Ziel ndher gekommen, dann
nimm den erhaltenen Vektor als neuen Startvektor,
und setze damit bei 2. fort. So nicht, dann sind (so
die Annahme) die Mutationen zu heftig, um einem
Trend zum Durchbruch zu verhelfen: Verringere die
Streuung der Mutationen (senke die TemperaturV)
und wiederhole mit dem alten Startvektor ab 2.

Merkwiirdigerweise, so das Absenken der Temperatur
nicht zu schnell erfolgt, tendiert dieser Algorithmus
dahin, das globale Minimum einer Aufgabe mit vielen
Variablen zu finden. Hier wurde dieser freezen-Algorith-
mus bei der Optimierung von Triangulationen zwar ein
wenig modifiziert, im Wesentlichen arbeitet er aber so.

Als empirisch niitzliches Vorgehen (bei hochdimen-

sionalen Traingulationsnetzen) hat sich nun herausge-

stellt folgendermalen vorzugehen:

1. Suche eine nach (28) gute Losung des Minimierungs-
problems mit moderatem Parameter m.

2. Da diese Losung i. A. auf ein lokales Minimum fiihrt,
fiihre einige (1000) Iterationsschritte nach der Evolu-
tionsstrategie aus.

3. Wiederhole ggf. 1. und 2.

Wir haben so durchweg Netze erzeugen konnen, deren

Qualitdtsparameter grundsdtzlich > 0.8 sind; wir konnen

also einer Diskussion der Qualitdt der verwendeten

Netze prinzipiell aus dem Weg gehen.
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8 Die Berechnung konsistenter Flisse -
oder beste Interpolation

Fiir die folgenden Untersuchungen ist der oben beschrie-
bene Korrekturmechanismus ausgeschaltet. Es interes-
sieren nur die nach Gl. (13) erhaltenen numerischen
Losungen von (10), und zwar ausschlie8lich unter dem
Gesichtspunkt der Berechnung der Werte von (5) bzw.
(24) im Entladungsspalt. Dazu ist in der rechten Seite
von (10) fiir einen Teil des Spaltes eine rechteckformige
Raumladungsdichte von 107 cm™3 eingesetzt. Nach (14)
sind dann die Komponenten der elektrischen Feldstar-
ken E. und E, berechnet, diese dann mit (16) auf die
Knotenpunkte interpoliert und so EX und EX ermittelt
worden. Véllig analog zur Gl. (14) — der Bildung des
Gradienten — berechnet man nun die Divergenz (in Zylin-
derkoordinaten) nach

divE= "G, (rEX)+G,EX. 29)

S

Darin ist r, die radiale Koordinate des Schwerpunktes
des Dreiecks, fiir welches die Quellstdrke berechnet
werden soll, und r die des Knotenpunktes, an dem E X
gegeben ist. Multipliziert man dieses Ergebnis noch mit
€y, dann muss man wieder p, die vorgegebene Raum-
ladungsdichte, erhalten. Man erhdlt aber p,, so wie in
Abb. 14 gezeigt.

rho [em™3]

2lem] flem]

Abb. 14: Aus vorgegebener Raumladung zuriickgerechnete Quelldichte p,

Was man erhiilt, ist stellenweise nun kein Fehler mehr,
sondern einfach nur ein unsinniges Ergebnis (insbeson-
dere in der Ndhe der Spitze und der Symmetrieachse).
Ursache ist die nach Gefiihl konstruierte Riickinterpola-
tion von aus den Knotenpunkten erhaltenen Daten fiir
ein Triangulationselement auf die Knotenpunkte selbst
wieder. Wenn nun aber die Auswahl einer Interpolations-
formel weitgehend eine philosophische Frage zu sein
scheint, dann kann man das Philosophieren iiber eine
solche (z. B. Gl. (15)) vermeiden, wenn man ganz einfach
nach der besten Interpolationsformel fragt.
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In der Abb. 10 hatten wir mit den dunkelgrauen Pfeilen
angedeutet, wie man mit der (philosophisch gewdhlten)
Interpolationsformel (15) aus den einen Punkt umgeben-
den Dreiecken einen Knotenpunktwert ermittelt. Eine
gute Interpolation wire nun eine solche, bei der die (li-
nearen Riick-)Riickinterpolation aus den Knotenpunkt-
werten auf den Schwerpunkt des Dreiecks wieder den
dort gegebenen Wert (aus Gl.(14)) und hier mit be-
zeichnet) gibt. Wir hidtten also fiir eine gute Interpola-
tion aus den Schwerpunkten auf die Knoten an die
Knotenpunktwerte E; ; die Forderung zu stellen:

1. (30)

Diese Forderung ist fiir jedes der n; Dreiecke in der Tri-
angulation zu stellen. Da es aber im Allgemeinen in ei-
ner Triangulation mehr Dreiecke als Punkte ny gibt (je-
der Punkt ist in der Regel Eckpunkt von mehr als drei
DreieckenV! — man betrachte dazu z. B. Abb. 12), ist das
System (30) nicht exakt zu befriedigen. Nun sind dies —
auch wenn in der Regel schon zu viele (sich also (30)
nicht exakt befriedigen ldsst) — nicht die einzigen For-
derungen, die wir an eine gute Interpolation zu stellen
hdtten. In jeder Triangulation gibt es n; Seiten, die
jeweils zwei Punkte miteinander verbinden. Auf jeder
dieser Seiten lassen sich aus den zu seinen an den End-
punkten gegebenen (besser noch nicht gegebenen) Vek-
toren E, und E, die zu dieser Seite zugehorigen Normal-
komponenten an den Endpunkten derselben berechnen
(in der Abb. 15 exemplarisch fiir eine Seite mit E,; und
E,, bezeichnet).

Abb. 15: Einige Bezeichnungen

Unterstellt man ldngs der Seite eines solchen Dreiecks
Interpolierbarkeit, dann erhalt man als mittleren elek-
trischen Fluss durch diese Seite

Dn :Sr(len1+w2En2):8rEn' (3])
w; und w, sind Integrationsgewichte, die hier bei linea-

rer Interpolation fiir das Problem in Zylinderkoordinaten
gegeben sind als:



Technische Fachhochschule Wildau

Wissenschaftliche Beitrage 2002

2
w, =7l hith
3 (32)
T +2r
w, = llz : 3 2

r; und r, sind die radialen Koordinaten der Punkte 1 und
2, 1;, die Lange der Seite (Details siehe in [2]). Dabei ist
z.B. E,, = E, -ii, mit dem Wert aus der Forderung 1 aus
(30) zu nehmen. Die Verkniipfung beziiglich der in (30)
fiir jedes Dreieck der Triangulation aufgestellten Bedin-
gungen ergibt sich nun aus der Forderung:

AIDnI +AHDnH +AIIIDnIH —
VT

(33)

Das ist, dass die Summe der elektrischen Fliisse durch
jede der Seiten A, ;; eines Teilvolumens V. der Diskre-
tisierung, die Quellstdarke desselben ergeben muss, was
in dieser Schreibweise bei lim lediglich Gl. (8) in inte-
graler Formulierung ist. Zu diesen fundamentalen For-
mulierungen innerhalb des Volumens kommen noch ei-
nige marginale aus den Rand- und Grenzfldchenbedin-
gungen. In der Summe ergeben all diese Forderungen
ein wenn auch sehr groRes, so doch nur schwach besetz-
tes, stark tiberbestimmtes lineares System, welches man
im Sinne der Minimierung der Summe der Fehlerqua-
drate 16st. So findet man an Stelle der gefiihlsmdfig auf-
gestellten Interpolationsformel (15) die beste — in dem
Sinne, dass sie die Fehler bzgl. der aufgestellten Forde-
rungen minimiert. Damit haben wir das in der Abb. 16
gezeigte Ergebnis der oben erlduterten Riickrechnung
erreicht.

x 10

104

rho [erm™3]

rcm
2[cm] fem]

Abb. 16: Aus vorgegebener Raumladung zuriickgerechnete Quelldichte mit
der besten Interpolation

Um die Akzeptierbarkeit der so gewonnen Riickrech-
nung zu zeigen, ist das hier zur Illustration genutzte
Beispiel in einem wesentlich groberen Netz gerechnet
worden, sonst wéren die Unterschiede zwischen den in
der Abb. 17 gezeichneten besten und den nach (14)
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berechneten Feldstidrkevektoren nicht in einer solchen
Darstellung zu erkennen.V!

04t 1
0.3+
&)
&
M
'E' 0.2F A ; b
- S
0.1 RS, b
o
PRL s
0
-0_1 - 1 1 1 1 1 1 14
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2
z[em]

Abb. 17: Zur Interpretation der Korrekturen. Die hellgrauen Vektoren sind
die nach (14) berechneten und in den Schwerpunkt eines jeden Dreiecks
gesetzten. Die schwarzen Vektoren sind die sich aus der besten Interpolation
dafiir ergeben Habenden.

Mit denen als Nebenprodukt erhaltenen Werten von E,
und E,, lassen sich nun die Normalkomponenten der
Driftgeschwindigkeit an den Endpunkten jeder Seite der
Triangulation berechnen. Den mittleren Fluss bildet man
dann analog zu (31) und kann nun endlich den Ausdruck
(5) numerisch konsistent berechnen und beginnen Gl. (1)
zu losen.
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Anmerkungen

I Bei Systemen, deren eine Elektrode metallisch ist oder die
nicht solch hohe Kapazitdt aufweisen, wie das hier be-
trachtete, kimen noch die Gleichungen des duf3eren elek-
trischen Kreises hinzu.

Il Eine weitere wesentliche aus (8) folgende Bedingung ist:
Es muss iiberall die Stetigkeit der Tangentialkomponen-
ten der elektrischen Feldstdrke gewdhrleistet sein. Dies
wird von der FEM erfiillt. Deshalb ist dies hier nirgends
weiter angesprochen.

Il Hier sowie an allen anderen Orten dieser Arbeit sind die
Ladungen in Einheiten der Elementarladung angegeben.
Flachenladungen also in cm? und Raumladungen in cm3.

IV Wir haben keine Vergleiche von verschiedenen Triangula-
tionsmethoden anstellen konnen und nur die in [3] gege-
benen Mdglichkeiten genutzt.

V  In der statistischen Thermodynamik entspricht die Tem-
peratur in der Maxwell-Boltzmann-Verteilung dem Qua-
drat der Standardabweichung in der Normalverteilung.
Deshalb fiir diesen Algorithmus auch die Bezeichnung
freezen algorithmen.

VI Das dies nicht anders geht, ist einleuchtend. Man trian-
gularisiere ein Dreieck mit wenigstens einem inneren Kno-
tenpunkt. Dieser ist dann immer gemeinsamer Punkt von
mindestens drei Dreiecken.

VII Die nach (14) berechnete Feldstédrke gilt jeweils fiir das
ganze Dreieck, aus dessen Eckwerten sie ermittelt wurde.
Wir argumentierten, dass dieser Wert im Schwerpunkt
am wahrscheinlichsten ist. Der jetzt ermittelte Wert ist
ein solcher, der alle Forderungen des Systems moglichst
bestens zu befriedigen sucht.
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