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Abstract

Im vorliegenden Artikel wird eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 3-ter Ordnung (mit
konstanten Koeffizienten) mit Hilfe integrierender Faktoren gelost und, aus der dabei gewonnenen
allgemeinen Losung, die Methode Variation der Konstanten abgeleitet.

Lineare, inhomogene Differentialgleichung 3-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die folgende lineare Differentialgleichung 3-ter Ordnung
y"(z) + ay”’(z) + by'(z) + cy(z) = g(z) (1)
(mit konstanten Koeffizienten a,b und c)
lasst sich mit Hilfe von drei integrierenden Faktoren 2 16sen.
Wir beginnen mit der charakteristischen Gleichung

N+aXN2+bN+e¢c =0

der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung und nehmen an, dass die drei Losungen X, X,

und X, der charakteristischen Gleichung voneinander verschieden sind (X; = X\, = X\;).
Als Nichstes driicken wir die Koeffizienten a, b und ¢ durch die drei Losungen X, X, und X\, aus

a=— (XN +X;,+X;)
ST WP URNED U WD N W
c=— XN, N, -

Die inhomogene Differentialgleichung (1) nimmt damit die folgende Form an

y///(a:) - (>‘1+ n, + >\3)y”(m) + (>‘1' Ny X X3+ X, )\3)y,(:13)
(2)
— XXy XN y(z) = g(x) -

Wir tiberfiihren nun die Differentialgleichung (2) in ein System von drei Differentialgleichungen
I-ter Ordnung:

Durch Zusammenfassen einzelner Terme erhalten wir zunachst

'@ = X3y (@)" — N+ X)W (@) = X3y (@) + X XN, (@) — X y(2) = g().



Mit der Substitution
u(z) = y'(z) — Ny y(z)
folgt daraus eine Differentialgleichung 2-ter Ordnung

u”’(z) — (N, + X,)u' (@) + N X, u(z) = g(z)
bzw.

(u'(x) = XNy u(@)) — X (v/(z) — X, u(z) = g(z),
die durch eine zweite Substitution

v(z) = u' () — X\, u(z)

in eine Differentialgleichung 1-ter Ordnung iibergeht
o' (@)= X, v(z) = g(z).

Die urspriingliche Differentialgleichung (1) ldsst sich demnach durch das folgende
Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung ersetzen

v’ (z) — X v(z) = g()
u'(z) — Ny u(z) = v
y'(w) - >\3 y(:l:) = u(w) ’

welches mit Hilfe von drei integrierenden Faktoren sukzessive von oben nach unten gelost wird.

Wir beginnen mit der ersten Differentialgleichung
v’ () — X v(z) = g(z)

T . . . . -\ T
und multiplizieren diese mit dem integrierenden Faktor e !

Nz -\

— X, v(z)e = g(a:)e_klgE

v (z)e

bzw.

—le), -\

(v(z) e = g(@)e

Durch Integration und Auflésen nach v () erhalten wir die allgemeine Losung der

Differentialgleichung (3)

T

N A
Wik e,

v(z)=G(z)e

. . . . . . -
wobei k, eine Integrationskonstante ist und G| () eine Stammfunktion von g(z) e 1%

(G/ (@) = glx)e 7).



Damit gilt fiir die zweite Gleichung des Differentialgleichungssystems

u' () — N, u(z) = v(z)

=G(x)e ME ke M

Ao

Wir multiplizieren diese Differentialgleichung mit dem integrierenden Faktor e ¥ und erhalten

AN—X)T M—N)z

u'(m)e_x2$—>\2u(a:)e_>\2$:Gl(:zz)e( +k e

(u(z)e _>\2m)’ =G,(x)e Ca=2)@ k,e Pi=29) @

Durch Integration und Auflésen nachu () finden wir die allgemeine Losung der

Differentialgleichung (4)

G1(z)

Ga®) N,z kq A
RSERY

AN T
A= X € A= X €

e

T

u(z) Tk okye2?, (5)

. . . . . . -
wobei k, eine Integrationskonstante ist und G, (x) eine Stammfunktion von g(x) e 2%

(G (z) = g(@)e 27).

Damit folgt fiir die dritte Gleichung des Differentialgleichungssystems

y' () — Xy y(2) = u(z)

G . 2@
= ——2e€

A= Ay A= Ay

kq
— e
A= Ay

X T T

PN
e 1

:c+ k2e>\2

. C e . . . . . . . -X
Wir multiplizieren diese Differentialgleichung nun mit dem integrierenden Faktor e 3 ¥

G (x) Ga(z)
-xz _ 1 N=X3)z 2 Ng—X3)x
—>\3y(m)e = >\1_>\2 e —ﬁ e

kq
A= Xy

+

+ k,e




Durch Integration und Auflésen nach y (z) erhalten wir schlieBlich die allgemeine Losung der

Differentialgleichung (6 ) und damit der urspriinglichen Differentialgleichung (1)

G1 (@) A @ G (@) ay @ G3 (@)

VO = N ¢ T e ¢ B agt N ¢

)\3.’3

kq

(M= A2) (A= X3)

+

+ o) e + k;e ,

= yp(@)

. . . . . . -
wobei k, eine Integrationskonstante ist und G;(x) eine Stammfunktion von g(x) e 3%

(G () = g(x)e 3%,

Mit den Substitutionen:

G1(z)
T (M= X))

H,(z)

Gy(z)

H. = —
(@) (A= X2)(Xg—X3)

G3(z)
(M= X3)(Rg—X3)

Hy(z) =

1T ) 2g)

)
T (g

c; =k,
nimmt die allgemeine Losung (7 ) die folgende Form an

y(z) = Hl(w)yl(w) + H,(z)y,(z) + H3(w)y3(w}+ ¢ Y (T) + ¢, Yy(2) + 5 y5() (8)

= yp(x) = yp(x)



Betrachten wir die allgemeine Losung (7 ) bzw. (8)etwas genauer, so konnen wir Folgendes

feststellen:

1)

2)

3)

Sie besitzt die Struktur y(z) = y,,(z) + y,, (@), bestehend aus der allgemeinen Lésung
Y () = ¢y, (x) + ¢, y,(x) + ¢5 y;(x) der zugehodrigen homogenen Differentialgleichung und

einer partikuldren Losung y,,(z) = H\(z) y,(z) + H,(z)y,(z) + Hy(z)ys(z) der

inhomogenen Differentialgleichung.

Die Basislosungen y,(x), y,(z) und y,(z) der allgemeinen Lésung y, (x) treten ebenfalls als

Faktoren in der partikuliren Lésung y (z) auf.

Fiir die Ableitungen yp’(m), yp”(m)und yp,”(a:) der partikuldren Losung y,, () findet man:
y, (z) = H(z)y,(z) + Hy'(2)y,(z) + Hy () y,(z)

+ H,(2)y, (z) + Hy(@)y, () + Hy(z)y, ()

= H,(z)y,(x) + Hy(z)y, (z) + Hy(z)y,'(z),

da

H1,(w) Y, () + H2'(az) Yy(z) + Hsl(m) y3(z)

Gy’ () @ Gy (x) - G3' (a)

)\3 Ui
(= A (N— xg) © reEpwhvEr vl (VS W e W

1 1 1
9®) ()~ u=a)0a— ) T q= =) )

da



Hll(m) y11($) + Hzl(m) yzl(m) + H3/(:B) ygl(m)

N W L
N— X)Xy —Ag) 1 (A= RXg)Xg— rg) "2 (A= X3)Xg—Xg) 3
_ 1 A2 3
= 9() - ( M= X)) = X3) (A= X)) g— Xg) + (A= X3)Xg— X3) )
=0.
(10)
" " " ”
y, (z)=H(2)y, (z)+ H) (2)y, (x)+ H, (x)y; (z)
m m "
+ H,(z)y, (z)+ H,(z)y, (z)+ Hi(z)y; (z)
" m m
= g(z) + Hi(z)y, (z)+ Hy(z)y, (z)+ Hy(z)y; (),
da
, " , ” , ”
H'(z)y, (z)+ H, (z)y, (z)+ H; (z)y; ()
M= AN Xg) 1 (A= Ag)Xg— Xg) 2 (A= Ag)Xg— rg) 3
)\2 )\2 )\2
_ ) 1 _ 2 3
= 9(@)-( A= X)) =X3) (M= X2)(Xg— X3) + (M= X3)(Xg— X3) )
= g(z).
(11)

Mit Hilfe der Beobachtungen 1), 2) und 3) begriinden wir im Folgenden die Methode Variation der
Konstanten fur eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 3-ter Ordnung mit konstanten
Koeftizienten.

Variation der Konstanten fiir eine lineare, inhomogene Differentialgleichung
3-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Aufgrund der additiven Struktur y(z) = y,, (=) + y;,(z) der allgemeinen Losung (8), lassen sich

y;,(x) und y,(z) getrennt voneinander berechnen.



Nachdem wir y, () = ¢, y,(x) + ¢, y,(z) + ¢ y5(x) ermittelt haben, bestimmen wir mit Hilfe

eines Ansatzes eine partikuldre Losung y, ().

Zur Gewinnung des Ansatzes eignet sich y, (<) , da ihre Basislosungen y, (), y,(x) und y,(z) in
der partikuliren Losung y () enthalten sind — siche Gleichung (8). Nur die Konstantenc, , ¢,

und ¢, in y, (x) miissen wir noch durch drei unbekannte Funktionen h,(z), h,(x) und h4(z)

ersetzen.

Der Ansatz fiir y () lautet demnach:

Y, () = hy(2)y,(2) + hy(2) (@) + hy(z) ys(2)

Da wir drei unbekannte Funktionen h,(x) , h,(x) und h ;(x) bestimmen miissen, bendtigen wir noch

drei Bestimmungsgleichungen. Aufgrund der Identititen (9), (10) und (11), die aus den

Ableitungen yp'(m) , yp”(:n) und ypm(a:) der partikuliren Losung y () resultieren, fordern

wir, dass die drei gesuchten Funktionen die folgenden drei Gleichungen erfiillen miissen

h1,($) Yy (z) + hzl(m) Yy () + hgl(m) Ys(z) = 0
h)'(@)y, (x) + k) (z)y, () + hy'(z)y, (z) = 0

hy'(@)y, (@) + b, (@)y, (@) + hy(@)y, ()= g(z).

Als Losung dieses linearen Gleichungssystems finden wir mit der Cramerschen Regel:

)\1$

PN g(z)e
(@)= K g )

o R
2 (%) = R g )

glw)e 37"

/ —
hy'lw) = (M= X3)X2= X3)

bzw. nach Integration



g(z)e Nz Gq(x)

hy(z) = (A= X)X = X3) dv = (A= X)X = X3) +h
—Xo T
B —g(z)e 2 _ —Gsy(=)
hy(z) = (M= X2)(XRg—X3) dz = (A= Xg)(Rg— X3) +
—X3 T
_ g(z) e 3 _ G3(x)
hy(x) = f(>\1— A3)(Ra— X3) dz = (M= X3)(Rg—X3) R

wobei k,, k, und k, Integrationskonstanten sind.

Setzen wir k; = k, = k; = 0, so folgt daraus:

Gy(x)

hl(w) = ()\1_ )\2)(>\1_ )\3) = Hl(w)
—Ga()

ha(®) = Ry — 2(®@)
G3(z)

h3(w) = ()\1_ )\3)()\2_ )\3) = HS(:B) .

Als partikuldre Losung y,, () erhalten wir schlieBlich
Y,(®) = hy(2)y,(2) + hy(2) y,(2) + h4(2) y5(2)

= H\(z)y,(z) + Hy(z) y, () + H, (z) yg(x)

und damit, die bereits aus Gleichung (8 ) bekannte allgemeine Losung der Differentialgleichung
y(z) = y,(z) + y,(z)

= Hl(w)yl(w) + H,(z)y,(z) + H3(w)y3(w)+ & Y (z) + ¢y yy(x) + c5y5(z) -

= yp(x) = yp (x)

Erginzung:
a) Sind die Losungen X\, ,X\, und X\, der charakteristischen Gleichung N +aX24+bXN+c =0

der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung identisch (X, = X, = X; = a), so ldsst sich die

lineare Differentialgleichung 3-ter Ordnung

y"(x) + ay"(z) + by'(x) + cy(z) = g(x)



bzw.
y"(z) — 3a y"(z) + 3a® y'(z) — &’ y(z) = g(z),

wobei
a=—(XN+X,+X;)=-3
b= XN XNy FXN XN;HXp0 N =3a’?

c:—>\1->\2->\3:—a3,

(12)

durch das folgende lineare Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung ersetzen:

v'(z) — av(z) = g(=)
u'(z) — au(z) = v(z)
y'(z) — ay(z) = u(z),

welches sukzessive von oben nach unten mit Hilfe des integrierenden Faktors e

Als allgemeine Losung y(x) der Differentialgleichung (12) findet man

yY(@) = y, () + y, ()

=1G,(z) z?e *7 —Gy(x)-ze “r 4 %Gs(a:) e™?

= yp(m)
9 QX azx azx
+c e +c,Te +ce y
= yp(@)
mit
G/(z)=g(z)e 7, G/(z) = glx)ze * und G (z) = g(=)

Setzt man:

so erhélt die allgemeine Losung (13 ) wieder die Form

%% oelst wird.

(13)



y(z) = Hl(m)y1(w) + H2($)y2(w) + H3(:B) yg(w)‘ + ‘C1 yl(w) + ¢ yz(m) + ¢ yg(w) ’

= yp(x) = yp ()

wobei y,(x), y,(x) und y,(x) die Basislosungen von y, (x) sind.

Weiterhin resultieren aus den Ableitungen yp'(az), yp”(:z:) und y pm(a:) der partikuldren Losung

Y, (z) —analogzu (9), (10)und (11) — wieder die folgenden drei Identitéiten:

Hll(a’) Yy () + Hzl(‘”) Yy(z) + H3l(a’) ys(z)

=1G/(z) -2’ «r_ G, (z)-ze gt 1G,/(z)-e o
= g(@)-(1aP— 2+ La?)
=0.
H/(z)y,(z) + H,)(z) 9, (z) + H)(2) y, ()
(o' 7 €T (e 7

und
H/(2)y, (z) + H) (z)y, (z)+ H, (@)y, (x)

o a T axr

= %Gll(a:)-(2+4(xm+(x2:n2)e — G/ (%) (20 + o z) e + %G3l($)°OL2€
= g(z)-(1+ 20z +%a2m2— 2 — o® 2 + % a’z?)

= g(z) .

b) Sind zwei Losungen der charakteristischen Gleichung X3 + aX\? + bX + ¢ = 0 der

zugehorigen homogenen Differentialgleichung identisch, zB. X; = X, = o und A; = o , so ldsst

sich die lineare Differentialgleichung 3-ter Ordnung

y"(x) + ay"(x) + by'(x) + cy(z) = g(x)

10



bzw.

y"(@) — (2ot X))y (2) + (o + 20%;)y(2) — a® X, y(z) = g(z), (14)
wobel

a=—(X+X;+X5)=—Q2a+Xy)

b= XN "Xy +X " XAj+ XN X; = o’ +2ax,

C=— XN "Xy X3 = —OL2>\3,
durch das folgende Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung ersetzen

v'(z) — av(z) = g()
u' () — cu(z) = v(z)
yl($) - >\3 y(:l:) = u(:n) ’

welches sukzessive von oben nach unten mit Hilfe der beiden integrierenden Faktoren e “%und

-X . .
37 gelost wird.

e
Als allgemeine Losung y(x) der Differentialgleichung (14 ) findet man

y() = y,(z) + y,(z)

_ &1 ze®% 4 (— Gi®)  Galz) )oe®® 4 G3(z) PR (15)
:yp(w)

= yp(2)
mit
G/(z) = g(z)e T G, (z) = g(z)ze % und G, (z) = g(z)e T
Setzt man:
G1(x)
H,(z) = a—l)\3
Gy(z) Ga(z)
H =
(@) (a=X3)?  a—X3
G3(z)
H =
3(@) ong)?

11



und

o

y(z) =ze
[e"AK 7

Yy(z) = e
A3 T

so erhilt die allgemeine Losung (15 ) wieder die Form

y(w) = H1(m)y1(w) + Hz(w):'h(w) + H3(:I)) y3(w) + ¢ yl(x) + ¢, yz(w) + ¢ y3(m) ’

= yp(x) = yp(2)

wobei y, (z), y,(x) und y,; () die Basislosungen von y, (z) sind.

Weiterhin resultieren aus den Ableitungen yp'(:zz), yp”(w)und yp,”(a:) der partikuldren Losung

y,,(z) wieder die drei Identitdten:

H/'(z) y,(z) + H, (z) y,(z) + H,'(z) yy()

_G® em Gi'(@)  Gy(a) Joooty GI@ e
a—Xg (@=Xx3)?  a—X3 (o—X3)*
T 1 T 1
= g(z)- ( - - )
a—Xrg (a—X3)? (e—X3) (a—X3)?
=0.

G, () o Gi'(x)  Gy(x) az  G3(z) A T
= ‘I+az)e ~+ ( - )-ae ‘A e’
a—Xg (u—>\3)2 a—X\g (0‘_>‘3)2 ’
1 (% o (% A
= g(@) (——+ 2 — - )
a—Xx3  a—=X3 (a—X3)? (a—X3) (a—x3)?
=0

12



und

Gy (@) oz Gi'(®) Gy (@) az  G3(a) X T
= ‘2a+ a’z)e (— — )-a’e 2.2
a—X3 (a—X3)? a—Xg (a—xg)? °
20+ax o2 o2z g2
= g(a) - - ;)
a—X3 (a—X3) (a—X3) (a—X3)
= g(z)

Aus den allgemeinen Losungen (13 ) und (15 ) der beiden Félle a) und b) lieBe sich nun wieder die

Methode Variation der Konstanten ableiten.

Schlussbemerkung

Die anhand einer linearen, inhomogenen Differentialgleichung 3-ter Ordnung mit konstanten
Koeftizienten vorgestellte Methode zur Begriindung des Verfahrens Variation der Konstanten lasst
sich auch auf eine lineare, inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung tibertragen.
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