Optimale Steuerung der linearen DAE im Fall
Index 2

André Backes

Zusammenfassung

Es wird eine notwendige Optimalitits-Bedingung fiir das linear-
quadratische Optimierungsproblem mit differentiell-algebraischen Glei-
chungen im Fall Index 2 bewiesen. Im ersten Schritt wird die kausale
DAE betrachtet. Im zweiten Schritt wird ein neuer Losungs-Begriff fiir
nicht-kausale DAEs eingefiihrt und ein spezielles Kostenfunktional be-
trachtet, welches fiir stetige Steuer-Funktionen nur den stetigen Teil
der Zustands-Variablen bewertet. Es stellt sich heraus, dass die adjun-
gierte Gleichung dann kausal ist und somit eine stetige Losung besitzt.
Es wird die erweiterte Hessenberg-Form fiir DAEs eingefiihrt, die es
unter anderem ermdoglicht, Beziehungen der DAE zu ihrer adjungier-
ten Gleichung im Optimierungs-Problem einfacher zu untersuchen.

1 Das linear-quadratische Optimierungs-Problem
fiir DAEs

Auf dem Zeit-Intervall [tg, T| betrachten wir fiir die lineare gesteuerte DAE
(Differential Algebraic Equation) das Anfangswert-Problem

A(Dzx) + Bx = Cu
(AWP) { D(to) P (to) (t) — 2%) = 0 (1.1)
mit festem z° € R™.
Die Glattheits-Eigenschaften der Zustands-Variablen x : [to, 7] — R™ und
der Steuer-Funktion u : [ty,7] — U := RF werden wir im Weiteren noch
genauer untersuchen. Die Koeffizienten der gesteuerten DAE seien stetige
Matrix-Funktionen A € C([to, T],R™*™), D € C([to, T], R™™),
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B € C([ty, T],R™™) und C € C([ty, T], R™*¥).

Die DAE sei im Sinne von [M&2] eine reguldre DAE mit Index g und pro-
per formuliertem Hauptterm. Wir benutzen hier die Matrizen, Mengen und
Projektoren der in [M&2] definierten Matrix-Kette und betrachten im We-
sentlichen den Fall g = 2. Die Matrix D(ty)Pi(to) in (1.1) filtert aus dem
gegebenen Anfangswert 2° den zugehorigen Anfangswert fiir die inhirente
gewohnliche Differentialgleichung (ODE) der DAE heraus.

Weiter betrachten wir ein zu minimierendes quadratisches
Kosten-Funktional J mit

1 I
J(u) = §I'T(T)V,I(T) + 5/ {ZL‘TWl‘ + 22T Su + uTKu} dt (1.2)
to

fiir eine gegebene Steuer-Funktion u : [tg, T] — U = RF.

Dabei seien die Matrix V' € R™*™ und die stetigen Matrix-Funktionen
W e C([tU,T]’Rme)’ S e C([to,T],Rka> und K € C([to,T],Rka),
gegeben mit VT =V, WT(t) = W(t) und K (¢t) = K(t) fiir alle ¢ € [to, T).

W(t) S(t)

Die Matrizen V' und ( ST K(t)

), t € [to, T], seien positiv semidefinit.
Zusammenfassend betrachten wir also das Optimierungs-Problem

J(u) = 32T(D)WVa(T) + L [i} {a"Wa + 227 Su + " Ku} dt — Min
(oP) A(Dx) + Bx = Cu, D(ty)Pi(to)(x(ty) —2°) =0

u(t)yeUd , tEelty,T]

Dabei betrachten wir den Fall eines festen Zeitintervalls [to, T'], das heifit, der
End-Zeitpunkt T stellt keine zu optimierende Gréfle dar. Auflerdem sei der
Werte-Bereich der Steuer-Funktion keinen Beschrinkungen unterworfen, das
heiBt, wir betrachten hier ausschlieBlich den Fall &/ = R¥.

Das Optimierungs-Problem wurde in [Cobb|, [BeLal, [Jo] und [Me] fiir den
zeitinvarianten Fall untersucht und in [KuMel] fiir den zeitabhéngigen Fall.
In [Cobb], [BeLa] und [Jo] wird zur Analyse bzw. zur Klassifizierung der



betrachteten DAE kein Index-Begriff benutzt und deren Untersuchungen be-
trachten daher einen verallgemeinerten distributionellen Losungsbegriff fiir
die DAE.

[Cobb] betrachtet die lineare DAE mit konstanten Koeffizienten mit einem
speziellen quadratischen Kosten-Funktional bei unendlichem Zeit-Intervall.
Ein wichtiges Ergebnis bei [Cobb] ist, dass eine Steuer-Funktion u(t), die zu
einer distributionellen Losung x(¢) mit Impulsen fiihrt, keine optimale Steue-
rung sein kann, da hier J(u) = oo gelten muss.

[Jo] betrachtet den allgemeineren Fall einer impliziten zeitinvarianten Diffe-
rentialgleichung mit einem Kosten-Funktional in Integral-Form. Er gibt eine
notwendige Optimalitits-Bedingung an, die im Wesentlichen der von uns
in dieser Arbeit betrachteten und bewiesenen Optimalitdts-Bedingung ent-
spricht. [Jo] setzt jedoch die Existenz der impulsfreien Losungen der DAE
und ihrer adjungierten DAE voraus und behandelt mit dieser Einschrinkung
somit im Allgemeinen quasi den Fall Index 1.

[BeLa] zitiert die notwendige Optimalitits-Bedingung aus [Jo] sowie deren
Beweis und untersucht den speziellen Fall des linear-quadratischen
Optimierungs-Problems.

[Me] und [KuMel] beweisen die notwendige Optimalitéits-Bedingung fiir den
Fall Index 1 und transformieren in Féllen von hoherem Index die DAE auf
den Fall Index 1, sofern dies moglich ist. In [Me] wird zum Beispiel gezeigt,
dass gewisse kontrolltheoretische Eigenschaften der zeitinvarianten DAE wie
starke Stabilisierbarkeit und starke Entdeckbarkeit hinreichend dafiir sind,
dass man durch lineare Zustandsriickfithrung eine DAE mit Index 1 erhalten
kann.

In [KuM4] wird eine hinreichende Optimalitats-Bedingung fiir das linear-
quadratische Optimierungs-Problem angegeben. Unser Ziel ist es, zu unter-
suchen, wann diese hinreichende Bedingung notwendig ist. Wir betrachten
hier den Fall einer DAE vom Index 2 direkt, ohne auf Index 1 zu transfor-
mieren.

In Abschnitt 2 betrachten wir die speziellen Eigenschaften einer kausalen ge-
steuerten DAE.

In Abschnitt 3 beweisen wir mit dem klassischen Variations-Ansatz (z.B.
[He]) eine notwendige Optimalitéits-Bedingung fiir das Optimierungs-Problem
mit kausaler DAE im Fall Index 2. Dabei setzen wir zunéchst die Kausalitét
der adjungierten DAE voraus.

In Abschnitt 4 fithren wir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form ein und
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zeigen, wie wir eine beliebige DAE auf diese Form transformieren kénnen.
In Abschnitt 5 untersuchen wir, wie sich die Transformation in Abschnitt 4
auf das gesamte Optimierungs-Problem auswirkt.

In Abschnitt 6 betrachten wir eine beliebige im Allgemeinen nicht-kausale
DAE und ein spezielles Kosten-Funktional, welches bei stetiger Steuer-Funktion
nur die stetige Komponente der Zustandsvariablen bewertet. Wir kénnen zei-
gen, dass hier bereits die Kausalitéit der adjungierten DAE erfiillt ist. Dazu
betrachten wir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form, fiir die man diese
Tatsache explizit ausrechnen kann.

In Abschnitt 7 betrachten wir die DAE im Randwert-Problem der notwen-
digen Optimalitédts-Bedingung und untersuchen die Frage nach deren Index.

2 Die kausale gesteuerte DAE

Fiir die genaue Charakterisierung der Glattheits-Eigenschaften von Steuer-
Funktion und Zustandsvariable benutzen wir die auch in benutzte [Mé&2]
Abkiirzung

Chy([to, T),R™) := {f € C([to, T),R™) | M f € C'([to, T),R™)} (2.1

fiir eine stetige Matrix-Funktion M € C([to, T], R™*™).

Fiir die Losung des Anfangswert-Problems (AW P) haben wir aus [M&l] fiir
den Fall Index 2 folgenden Existenzsatz:

Satz 1 (Losung der DAE im Fall Index 2)
Die DAE habe Index 2 und es seien DP,D~, D@D~ € C*([ty, T], R™*™).
Dann besitzt das Anfangswert-Problem (AW P) fiir jede Steuer-Funktion

u € CngGglo([tmT],Rk) (2.2)
eine eindeutige Losung
x € Ch([to, T),R™) (2.3)
und es gilt die Abschdtzung
2]l + (D) ]l
(2.4)

< L (IID(to) Pi(to)2°l| + [ICulloe + [(DQ1G3 ' Cu)'[|oc)

mat einer Konstanten L.



Der Wunsch, fiir jede stetige Steuer-Funktion eine Losung in C,([to, 7], R™)
zu erhalten, fithrt uns zur Betrachtung einer kausalen DAE ([Mue],[RouVal]):

Definition 1 FEine gesteuerte DAE heif$it kausal, wenn fiir jede Steuer-Funktion
u : [to,T] — U der Wert x(t) der Zustandsvariablen zu jedem Zeitpunkt

t € [to, T) nur vom Wert u(t) der Steuer-Funktion abhdngt und nicht zusditz-
lich von den Ableitungen u®(t), i € N.

In [Mue] wird bereits vorgeschlagen, bei der Behandlung von optimalen Steu-
erproblemen mit zeitinvarianten DAEs die kausalen und nicht-kausalen Sy-
steme zu unterscheiden. [RouVal] betrachtet die Klasse der kausalen DAEs
auch im zeitabhéngigen Fall.

Die regelungstechnische Sichtweise, dass der Wert z(¢) tatséchlich nur vom
gegenwirtigen Wert w(t) abhingt und nicht vom Anderungsverhalten der
Steuer-Funktion beeinflusst wird, bedeutet aus analytischer Sicht, dass die
Funktion wu(t) tatsiachlich nur stetig sein muss, um eine ebenfalls stetige Zu-
standsfunktion z(t) zu erhalten.

Im Fall Index 1 ist jede gesteuerte DAE kausal, da hier die Losung nicht von
den Ableitungen der rechten Seite abhéngt. Im Fall Index 2 haben wir aus
[M&2] eine Entkopplung der DAE in der Form

¢ = (DPD7)z— DP,Gy'BD™z + DP,G,'Cu (2.5)
xr = KQD_Z + (POQl + Q0P1)G2_1C'u + QleD_(DQ1G2_10U), ’

mit Ky =1 — QleD_(DQlD_)/D — Q0P1G2_1BPO‘

Dabei ist z := D P, x hier die Variable der inhdrenten gewohnlichen Differen-
tialgleichung (ODE). An der Entkopplung (2.5) kann der zu differenzierende
Teil der rechten Seite der DAE direkt abgelesen werden und daraus ergibt
sich die folgende Kausalitédts-Bedingung:

Satz 2 Fine gesteuerte DAE mit Index 2 ist genau dann kausal, wenn die
Kausalitdits- Bedingung

DQ:1G;'C =0 (2.6)

erfillt ist.



Durch die Kausalitéts-Bedingung (2.6) wird auch die Bedingung (2.2) fiir die
Steuer-Funktion u versténdlich, die die stetige Losbarkeit der allgemeinen
DAE garantiert.

Die Eigenschaft der Kausalitidt der DAE lésst sich somit im Wesentlichen
iiber die entsprechende Wahl der Koeffizienten-Matrix C' steuern.

Fiir eine solche kausale DAE mit Index 2 haben wir dann den folgenden
modifizierten Existenzsatz:

Satz 3 (Ldsung der kausalen DAE im Fall Index 2)

Die DAE habe Index 2, sei kausal und es seien

DP,D~,DQ,D~ € C([ty, T], R™™).

Dann besitzt das Anfangswert-Problem (AW P) fiir jede Steuer-Funktion

u € C([to, T], R¥) (2.7)
eine eindeutige Losung
x € Ch([to, T),R™) (2.8)
und es gilt die Abschdtzung
2]lse < L (1D (to) Pr(to)2”]| + [ Culloc) (2.9)
mit einer Konstanten L.
Die Zustandsvariable ldsst sich im Fall Index 2 in die Komponenten

r = P+ Qor
= P()PlZE + P()Qll‘ + Qol’ (210)

= D_DpliC + D_DQll' + Qoill'
zerlegen. Dabei erhalten wir aus der Entkopplung (2.5) die Beziehung
DQix = DQ,G;'Cu (2.11)

Im Fall der kausalen DAE folgt also aus der Eigenschaft (2.6), dass sich die
Zustandsvariable auf folgende Komponenten reduziert:

r = P0P1x+Q0£L':D_DP1$+Q0£L’

Dx = DPix+ DQyxr= DPx. (2.12)
~—~—

=0



3 Eine notwendige Optimalitits-Bedingung bei
kausaler DAE

Die gesteuerte DAE habe nun Index 2 und sei kausal. Im Hinblick auf ei-
ne notwendige Optimalitdts-Bedingung fiir das Optimierungs-Problem (OP)
gehen wir von einer optimalen Steuerung u. € C([to, T], R¥) aus, die das
Funktional J minimiert. Wir werden zeigen, dass die Gateaux-Ableitung von
J an der Stelle u, existiert, das heifit, fiir alle Richtungen du € C([to, T], R¥)
existiert die Richtungs-Ableitung

0J (U, 0u) = lim1 (J(uy + €du) — J(uy)) (3.1)

e—0 €

und muss wegen der Optimalitidts-Eigenschaft von u, verschwinden. Wir un-
tersuchen, welche notwendigen Bedingungen hieraus fiir u, folgen.

Variation der optimalen Steuerung

Es sei z, € C}H([to, T],R™) die zu u, gehorige Losung der DAE und damit
optimale Trajektorie.

Weiter sei du € C([tg, T], R¥) eine Variation von u, und sei dx € Ch([to, T], R™)
die zugehorige Variation der optimalen Trajektorie als Losung von

A(Déz) + Béx = Cou (3.2)
Dann gilt
{ A(D(x + 6x)) 4+ B(z + 0z) = C(u + du) (3.3)
D(to) Py (to)(z(to) + dx(tg) —2°) =0 '
und wir haben die Abschéatzung
162l < LIICoullow < LIC [[6ulloc =5 L]|dul|oc. (3-4)

Das bedeutet, eine kleine Variation der Steuer-Funktion hat auch eine kleine
Variation der Zustands-Funktion zur Folge. Daraus folgt auch die Existenz
der Gateaux-Ableitung und somit die notwendige Bedingung

0J (g, 0u) =0. (3.5)
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Langrange-Parameter

Als bekanntes Hilfsmittel aus der Optimierung mit Nebenbedingungen fithren

wir nun Lagrange-Parameter A\(¢) € R™ ein und betrachten die Hamilton-
Funktion, durch die das zu minimierende Funktional iiber die Ko-Zustandsvariable
A mit der DAE verkniipft wird:

1 1
H(z, A\ u,t) = —ixTWx — 27 Su — §uTKu +A'(=Bz + Cu).  (3.6)

Wir setzen auBerdem F(z(T)) := 227 (T)Vz(T) und kénnen nun mit Hilfe
der Hamilton-Funktion das Funktional J anders darstellen und zwar in der
Form

J(u) = F(z(T)) + / {NA(Dz) — H(z, A\, u,t)} dt. (3.7)

to

Berechnung der Gateaux-Ableitung

Wir betrachten zunéchst die Differenz J(u, + du) — J(u.) und erhalten mit
dem Satz von Taylor
AJ = J(u.+ ou) — J(us)

= F(z.(T) +0x2(T)) = F(x.(T))

T
+ / {NA(D(z, + 6z)) — NTA(Dz,)'} dt
t
T
—/ {H(zs + 0z, A\, us + du,t) — H(xu, A\ us, )} dt
to

= F.(2.(7))ox(T) + /tT {N"A(Déz) — Hybx — Hyou} dt + of||6ul|o0).

Dabei benutzen wir die Abkiirzungen

H, = Hy(z,,\uy,t)=—2IW —ul'S - \TB

H, = Hy(z.,\u,t)=—2'S+\C—ul'K. (3.8)

Von der zunéchst willkiirlich eingefiihrten Funktion A(¢) fordern wir nun
A€ Clr([to, T],R™), und kénnen dann mit partieller Integration den Term

T T
/ M A(Déx) dt = [ATADaxLTO— / (M AYDéx dt (3.9)

to to
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anders schreiben. Damit haben wir

AJ = E(a.(T)3(T)+ [N ADs]!

T (3.10)
— [{(\TA)Y D6z + H,ox + H,ou} dt + o([|du] ).
to
Zur Grenzwertbildung bendtigen wir nun die Eigenschaft
[0ullee <€ = [|02s < €L, (3.11)

die aus der Abschitzung (3.4) folgt. AuBlerdem brauchen wir die Eigenschaft

die wir hier wegen der Kausalitét der gesteuerten DAE nach (3.2) und (2.12)
haben. Fiir € — 0 haben wir also
$J(unsbu) = (Fu(a(T))+ A (T)A(T)D(T)) da(T)
(3.13)
— [ H,budt — [, {H, + (\TA)' D}dx dt.

Notwendige Optimalitéits-Bedingung

Aus der notwendigen Bedingung (3.5) wollen wir nun eine Bedingung fiir H,
folgern. Dabei kénnen wir noch die Freiheit in der Wahl von A(¢) ausnutzen.
Unter der Voraussetzung, dass wir A, als Losung des Endwert-Problems

DT(AT)) = —HI (2., M\, us, t) = BTXA + Wa, + Su,
EWP) {0 AT = B ) = V) 10
wihlen konnen, erhalten wir aus (3.13)
T
0J (ty, du) = —/ H,dudt. (3.15)
to

Mit dem Fundamental-Lemma der Variations-Rechnung (siche zum Beispiel
[He]) folgt aus (3.5) somit die Bedingung

Hg(x*, A, Uy, ) = —STx, +CT\, — Ku, = 0. (3.16)
Schreiben wir die gesteuerte DAE in der dquivalenten Form

A(Dx) = —H] (z,u, \, 1), (3.17)
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so erhalten wir insgesamt fiir das Tripel (z, A\, u) das System

A(Dz) = HI(z,\u,t)
DT(ATN)Y = —HI(z,\ u,t) (3.18)
0 = HI(x,\u,t),

dessen rechte Seite sich ausschliesslich mit der Hamilton-Funktion darstel-
len ldsst. Auf diese Weise entpuppt sich die Hamilton-Funktion als elegantes
Hilfmittel zur Formulierung der notwendigen Optimalitits-Bedingung, des-
sen Beweis wir nun abschlielen wollen:

Das Endwert-Problem fiir die kausale adjungierte DAE

Die DAE im Endwert-Problem (EWP) fiir die adjungierte Variable A ist die
sogenannte adjungierte DAE

DT (ATNY — B'A = Wz + Su. (3.19)

In [BaM#| wurden die Beziehungen zwischen einer DAE und ihrer adjungier-
ten Gleichung untersucht im Fall Index p < 2. Daher wissen wir, dass die
DAE (3.19) ebenfalls Index 2 hat, wenn dies fiir die gesteuerte DAE der Fall
ist. In der Matrix-Kette zur Analyse der adjungierten DAE verwenden wir
die Bezeichnungen G.g, Q.o, Pso, - ..neben Gy, Qo, Fy, ...fiir die gesteuerte
DAE.

Es bleibt zu untersuchen, wann die adjungierte Variable A(t) als Losung des
Endwert-Problems (EW P) gewéhlt werden kann. Dazu setzen wir im ersten
Ansatz voraus, die Matrizen W und S des Kostenfunktionals seien so gewéhlt,
dass die Losung A(t) nicht von der Ableitung der rechten Seite Wz + Su
zum Zeitpunkt ¢ abhéngt. Im Sinne der Definition 1 fiir die Kausalitiat der
gesteuerten DAE bezeichnen wir diese Eigenschaft ebenfalls als Kausalitit
der adjungierten DAE. Die zu (2.6) dquivalente Kausalitdts-Bedingung fiir
die adjungierte DAE (3.19) lautet daher

ATQ.G(W,S) = 0. (3.20)
Es gilt dann auch hier analog zu den Eigenschaften der kausalen DAE

ATQ*I)\ = ATQ*lG;Ql(VVa S) ( z ) =0
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und somit

A= Pol+ QoA
= PoPaX+ PoQa) + Qo
= (AT) ATPa A+ (AT) ATQ ) + Quo)
= (AT) ATPaX + Quo) (3.21)

ATN = ATP A+ ATQuo N = ATPa .
N——

=0
Es gilt nun fiir Ay € R™
ANT)Pa(T)(MT) = Ar) =
& AT(T)P.(T)NT) = AT(T) Py (T)Ar (3.22)
= DT(T)AT(T)XNT) = DT(T)AT(T)P, (T)\r
Setzen wir nun
imV C im DT(T)A™(T)P.(T) (3.23)
voraus, so lidsst sich Ay derart wahlen, dass
DY (TYAY(T) Py (T)A\r = —Va,(T) (3.24)
gilt, so dass die End-Bedingung fiir A erfiillt ist.

Wir wollen die Bedingung (3.23) an das Bild von V' in einer Form schreiben,
die keinen Projektor aus der Matrixkette der adjungierten DAE benutzt.
Dazu verwenden wir die in [BaM4d] bewiesene Eigenschaft

(DP,D™)T = ATP, (AT)". (3.25)
Damit gilt dann wegen im AT P,y (AT)™ = im AT P4
im DTATP,, = im DTATP, (A7)~ = im DT(DP,D~)T
= im DT(D)"PIDT = im P Pl DT (3.26)
— im (DPR)T = (ker DPLRy)* = (Ny & Ny)™.
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Wir erhalten somit an die Matrix V' die Bedingung
Vz=0 furalle z¢& Ny(T)® N.(T). (3.27)
Fiir entsprechende Projektoren @)y, Py und P; bedeutet diese Bedingung
V(B(T)Q1(T) + Qo(T)) = 0. (3.28)

Diese Bedingung bedeutet, dass durch die Matrix V' von der Zustands-Variablen
zum Zeitpunkt ¢ = T nur die Komponente der inhdrenten ODE bewertet
wird.

Satz zur notwendigen Optimalitats-Bedingung

Wir haben schliellich zunéchst folgenden Satz bewiesen:

Satz 4 Die Matrizen C', W und S tm Optimierungs-Problem seien so gewdhlt,
dass die DAE sowie ihre adjungierte DAFE beide kausal sind. Die Matriz V
sei ferner so gewdhlt, dass Vz =0 fir alle z € Ny & Ny gilt.

Sei nun u, € C([to, T),R*) optimale Steuerung und x. € CL([te,T],R™)
zugehdrige optimale Trajektorie. Dann existiert eine Funktion

A € Chr([to, T),R™), (3.29)
50 dass (T4, Ay, uy) eine Losung des Randwertproblems

( ADz) = —Bz+Cu
DT(AT)N) = Wax+ B"X\+ Su

0 = STxe—C"\+ Ku

(RWP) (3.30)

D(to)Pl(to)(.iE(tg) — .CEO) = O
DT(T)AT(T)NT) = —Vaz(T)

15t.

Diese notwendige Optimalitats-Bedingung ist nach [M&3] unter sogar schwéche-
ren Voraussetzungen eine hinreichende Bedingung fiir eine optimale Steue-
rung. Es gilt der Satz
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Satz 5 Es seien . : [to, T] — R™, X\, : [to, T] — R™ und u, : [to, T] — R*
so gegeben, dass das Tripel (x., Ay, us) Lisung des Randwert-Problems

( A(Dz) = —Bx+Cu
DT(AT)XY = Wax+ BT"X\+ Su
(RWP) 0 = STz —-CT"\+ Ku (3.31)
D(to)Pi(to)(z(to) —2°) = 0
DT (TYAT(T)N(T) = —Vx(T)

\

ist. Dann ist u, optimale Steuerung.

Im Folgenden wird es darum gehen, die Voraussetzungen von Satz 4 zu ver-
allgemeinern bzw. genauer zu charakterisieren und zwar im Hinblick auf die
Kausalitdt der DAE und ihrer adjungierten DAE sowie auf die Wahl der
Matrizen W und S im quadratischen Kosten-Funktional.

4 Die DAE in erweiterter Hessenberg-Form
Wir betrachten hier eine allgemeine regulidre DAE
A(Dz) + Bz =q (4.1)

mit proper formuliertem Hauptterm und Index p nach [M&2] sowie einer
rechten Seite ¢ : [to, T] — R™.

In [M&2] wurde gezeigt, dass unter einer Transformation der DAE (4.1) und
einer Refaktorisierung des Hauptterms der Index und die Regularitdt der
DAE erhalten bleiben. Wir wollen diese beiden Transformationen benutzen,
um die DAE in eine sogenannte erweiterte Hessenberg-Form zu transformie-
ren. Diese Form ermoglicht uns ein einfaches Nachrechnen einiger Eigenschaf-
ten der DAE und ihrer adjungierten Gleichung im Hinblick auf die Untersu-
chung des Optimierungs-Problems.

Zunéchst betrachten wir die in [M#2] beschriebene Transformation und Re-
faktorisierung der DAE:
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Transformation der DAE

Gegeben seien zwei stetige regulire Transformations-Matrix-Funktionen
M, N € C([ty, T],R™™) und wir setzen

= MA
= DN (4.2)
= MDBN.

oef @' N

Die Matrix M bewirkt sozusagen eine Skalierung der DAE, wéhrend die
Matrix N eine Transformation der Variablen darstellt. Wir betrachten die
transformierte Variable y € R™ mit

y:=N1lr <+ a2=Ny (4.3)

Nach den Ausfiihrungen in [M&2] besitzt dann die transformierte DAE
A(Dzx) 4+ Bx = Mg (4.4)
ebenfalls wieder einen proper formulierten Hauptterm und hat Index pu.
Eine Riicktransformation der transformierten DAE in die urspriingliche DAE
ist offensichtlich moglich durch die entsprechenden Transformations-Matrix-

Funktionen M := M~' und N := N~L.

Refaktorisierung der DAE

Essei R € C([tg, T], R™*") der zum proper formulierten Hauptterm gehérige
Projektor mit im R = im D, ker R = ker A und sei

r:=rang A = rang D = rang AD =rang R (4.5)

der gemeinsame Rang der Matrizen A und D. Dann betrachten wir eine stetig
differenzierbare Matrix-Funktion H € C*([ty, T], R"*"), die eine verallgemei-
nerte Inverse H~ € C([to, T], R"™") besitzt mit

RHH R=R. (4.6)
Damit schreiben wir fiir z € C}([to, T],R™) den Hauptterm der DAE als

A(Dz) = A(RDz) = A(RHH RDz)'

— AH(H™DzY + A(RHYH™ Dz. (4.7)
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Daraus ergibt sich fiir die DAE die Transformation

A = AH
= H™D (4.8)
B := B+ A(RH)H D.

Nach den Ausfithrungen in [M&2] besitzt dann die transformierte DAE
A(Dz) + Bx = ¢ (4.9)

)
li

ebenfalls wieder einen proper formulierten Hauptterm und hat Index pu.

Wegen Eigenschaft (4.6) ist unter anderem die Matrix Gy invariant unter der
Refaktorisierung des Hauptterms. Es ist

Go=AD=AHH D =ARHH RD = ARD = AD = G,y.  (4.10)

Um zum urspriinglichen Hauptterm zu gelangen, kann die Refaktorisierung
riickgéngig gemacht werden durch eine entsprechende Refaktorisierung mit
H:=H Rund H™ := RH, denn es ist

AH = AHH R=ARHH R=AR=A

H-D = RHHD=RHH RD = RD = D. (4.11)

Bemerkung zur Bezeichnung: Im Folgenden versehen wir die Bezeich-
nung von Matrizen und Projektoren, die aus einer Transformation oder einer
Refaktorisierung (oder beidem) einer DAE hervorgegangen sind, immer mit

einer Tilde (A). Aus dem Zusammenhang ist immer klar, ob eine Transfor-
mation, Refaktorisierung oder beides gemeint ist.

Transformation auf die erweiterte Hessenberg-Form

Wir wollen nun die DAE (4.1) in drei Schritten auf eine erweiterte Hessenberg-
Form transformieren. Im ersten Schritt fithren wir eine Transformation und
Refaktorisierung durch, um den Hauptterm auf eine kanonische Form zu brin-
gen. Daran schlieflen sich noch zwei weitere Transformationen an, um fiir die
Matrix B ebenfalls eine spezielle Form zu erhalten.

Lemma 1 Die Matriz-Funktionen M, N € C([to, T|,R™™), H € C*([to, T|],R™")
und H~ € C([to, T],R"™™) lassen sich so wihlen, dass

-[TXT‘

MAHz( 0

) und H DN = (L4 0) (4.12)
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gilt.

Beweis:

Da die stetige Matrix-Funktion Gy = AD auf [to,T] den konstanten Rang
r hat, gibt es zunéchst (siehe [KuMe2]) stetige reguldre Matrix-Funktionen
E,F € C([to, T],R™™) mit

L‘Xr 0
EADF_( J 0). (4.13)

Da die Matrix-Funktion R stetig differenzierbar ist, kénnen wir weiter H €
C([to, T}, R™") und H~ € C'([to, T], R™") so wiihlen, dass

HH =R (4.14)
gilt. Es ist dann auch RHH~ R = R und wir haben
(FAH)(H-DF) = FARHH RDF

— EARDF = EADF = < ITOXT 8 ) @)
Daraus folgt
A ) )
EAH:(O> und H"DF = (D 0) (4.16)

mit reguliren Matrix-Funktionen A, D € C([to, T], R™").
Die beiden Matrizen M, N € C([ty, T], R™*™) wihlen wir nun als

(A1 o D' 0
M._< 0 O)E und N._F( 0 0) (4.17)

und wir erhalten die gewiinschte Transformation (4.12). O
Wir erhalten somit fiir die DAE die semi-implizite Form

(o ()« (B sy ()=o w

Dabei seien die Matrix-Funktionen Byy, Bis, Bs; und Bss von entsprechend
passender Dimension. Die rechte Seite ¢ sei hier und im Folgenden natiirlich
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auch jeweils die neue transformierte rechte Seite, die wir wiederum mit ¢
bezeichnen.

In der Matrix-Kette fiir die DAE (4.18) haben wir

G0:<é 8) Q0:<8 (}) Glz(é gg) (4.19)

Die DAE (4.18) hat somit Index 1, genau dann wenn die Matrix G; bzw.
die Matrix By regulér ist. Fiir hoheren Index haben wegen der Regularitét
der DAE die Matrizen G; und damit auch Bs, konstanten Rang auf dem
Intervall [to, T7.

Fiir diesen Fall wollen wir den zo-Anteil der Variablen noch einmal in zwei
Komponenten aufspalten und somit schliefflich eine spezielle dreigeteilte Form
der DAE erhalten. Wir partitionieren die Zustandsvariable x € R™ in der
Form

m = mi+ Mo+ Mms
myp = T
4.2
my = rang B (4.20)
m3z = MM —MmM71— M

und betrachten eine weitere Transformationen der semi-impliziten DAE mit

I 0 I 0
M_(OM22> und N—(ONM). (4.21)

Da die Matrix Bs, konstanten Rang hat, kénnen wir dabei die Matrizen
Moy, Noy € O([tg, T, RUm2tma)x(matms)) getie und regulir so wihlen, dass

M22B22N22 = Im2><m2 0 . (422)
0 0
Damit ist dann
I 0 I I
w-(F)(D)-(1) e
und
DN= (1 0) I =(I 0) (4.24)
0 Ny ’ '



das heifit, wir erhalten wiederum semi-implizite Form.

Die Matrix B transformiert sich dabei in der Weise

I 0 Bi1 DBis I 0
MBN =
(O M22>(B21 B22)(0 N22>

(4.25)
_ B B3Ny
My Byy Moy BoaNoy )
Damit haben wir die DAE zunéchst auf die Form
I T , By Bix Bis €
0 T3 Bs; 0 0 T3
transformiert.
Wir betrachten eine weitere Transformation mit
I —Bys, 0 I 0O 0
M = 0 I 0 und N = —Bsy I 0 (4.27)
0 0 M33 0 0 N33

Dabei seien M3z, N33 € C([to, T], R™3*™3) stetige, reguldre Matrix-Funktionen.

Es ist dann
I =By 0 I I
MA=|0 I 0 0]=10o (4.28)
0 0 Msg 0 0
und
I 0 0
DN=(I100)( -Bax I 0 |=(I00), (4.29)
0 0 Nag

das heifit, wir erhalten wiederum semi-implizite Form.
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Die Matrix B transformiert sich dabei in der Weise

I —Blg 0 Bll Blg Bl3 1 0 0
MBN = 0 I 0 By 1 0 —Byy I 0
0 0 Mss Bz 0 0 0 0 Nz

(4.30)
Bi1 — Bi12By1 0 BygMsg
— 0 I 0
N33B3; 0 0

Wir fassen Bll — 312321, BlgMgg und N33B31 als neue Matrizen Blla Bl3
und Bs; auf.

Wir haben somit insgesamt durch die Verkettung der ersten Transformation
und Refaktorisierung auf semi-implizite Form und den beiden zusétzlichen
Transformationen insgesamt eine Transformation, die uns eine DAE in fol-
gender erweiterter Hessenberg-Form liefert:

/

I 1 By 0 Bis 1
0 11((1 00)[ 2 +1 0 I 0 zo | =q (4.31)
0 X3 BSl 0 0 XT3

Zur genaueren Wahl der Matrizen Ms3 und N33 untersuchen wir die nun er-
haltene DAE zunéchst einmal genauer mit Hilfe ihrer Matrix-Kette:

Matrix-Kette und Index-Kriterien

Wir betrachten die Matrix-Kette aus [M#2] fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-
Form. Es ist

I 00
Go=1 0 0 0 (4.32)
0 0O
und somit
NO = ker Go = {(.Tl, Ta, [L’g) ‘ T = O}, (433)
das heif3t, wir konnen wéhlen
0 00 I 00
Q=010 |, B=|1000 (4.34)
0 0 I 0 00
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und haben damit

I 0 Bis
Gi=| 01 0 (4.35)
00 O
Also ist
N1 = ker G() = {(xl, 5172,%3) ‘ To — 0, T+ B133?3 = 0} (436)
Die Regularitéit der DAE liefert nach [Ma2] die Eigenschaft
NoNN; = {0} = ker Bi3 = {O} (437)

Zur Wahl von (); betrachten wir zu By € R™*™3 eine verallgemeinerte
Inverse Bz € R™3*™ | also mit

BlgBl_?)Blg = B13 und Bl_gBl?)Bl_g = Bl_3 (438)
Dann ist By3B;; ein Projektor mit im By3B;; = im Bj3 und wir konnen
wéahlen
BisB; 0 0 I —By3B; 0 0
B, 00 —Bi; 0 I

Bei dieser Wahl gilt offensichtlich 1@y = 0 und wir haben

I+ By1Bi3Biy; 0 Bis
Gy = 0 I o |. (4.40)
B31 B3B3 0 0

Die erweiterte Hessenberg-Form

Wegen der Regularitit der DAE hat nun die Matrix G5 konstanten Rang
auf dem Intervall [ty,T]. Daraus folgt insbesondere, dass die Matrizen B3
und Bs; konstanten Rang auf [ty, T'] haben. Wir kénnen daher die Matrizen
M3, N33 € C([to, T], R™3%™3) stetig und reguldr so wihlen, dass

By By — < é 8 ) € R™xms, (4.41)

Schliefllich haben wir folgenden Satz, der uns die Transformierbarkeit einer
beliebigen reguldren DAE auf die erweiterte Hessenberg-Form garantiert:
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Satz 6 (Satz und Definition erweiterte Hessenberg-Form)
Fine requlire DAE der Form (4.1) kann durch Transformationen und Refak-
torisierung des Hauptterms auf die Form

/

1 T By 0 B 1
0 (I 00)] +| 0 I 0 Ty | =q (4.42)
0 T3 Bgl 0 0 X3
mit
B3 B3 = ( é 8 > € Rmexms (4.43)

transformiert werden. Dabei ist x1 € R™ | 1o € R™ x5 € R™ mit m =
my + mg + mg. Eine DAE in der Form (4.42) nennen wir eine DAE in
erweiterter Hessenberg-Form.

Bemerkungen:

e Die DAE in erweiterter Hessenberg-Form unterscheidet sich vom be-
kannten Spezialfall einer DAE in Hessenberg-Form offenbar nur durch
die Komponente x5, die in der erweiterten Hessenberg-Form vollstandig
von den Komponenten x; und x3 entkoppelt ist und direkt linear von
der rechten Seite der DAE abhéngt.

e Offensichtlich ist die adjungierte DAE einer DAE in erweiterter Hessenberg-
Form wiederum eine DAE in erweiterter Hessenberg-Form. Damit kénnen
Eigenschaften der DAE und ihrer adjungierten DAFE sowie auch deren
Beziehungen zueinander mit Eigenschaften der erweiterten Hessenberg-
Form untersucht werden.

Der Fall Index 2

Im Fall Index 2 muss die Matrix GG, regulér sein. Dies ist offenbar genau dann
der Fall, wenn die Matrizen B3, B3 und Bs; B3 vollen Rang haben. Dann
gilt wegen (4.43)

Bs1Biz =1 (4.44)
und wir konnen hier als verallgemeinerte Inverse von B3 wéahlen

By, = Bay. (4.45)
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Damit haben wir
DPPLD- = I — B3B3 (446)
und aus der Index-Definition in [M&2] folgt

Lemma 2 (Bedingung fiir Index 2)
Die DAE in erweiterter Hessenberg-Form hat Index 2 genau dann, wenn gilt

B3lBl3 = Img und 813331 € Cl([to,T],lexml). (447)

Losungs-Darstellung der gesteuerten DAE im Fall Index 2 und Kausalitét

Wir betrachten die gesteuerte DAE in erweiterter Hessenberg-Form, also mit
der rechten Seite ¢ = Cu, C' € C([ty, T], R™**):

1 + Buxy + Biszs = Chu
Bglxl = Cgu.

Nach (4.46) ist hier DPyP, D~z = (I — B13B31)z; die Variable der inhdrenten
gewohnlichen Differentialgleichung und fiir den Rest der Zustandsvariablen
erhalten wir

( Bi3Bsiz; = Bij3Csu

Ty = CQU,
(4.49)
r3 = BsiCiu— Bs121 — B3 Biiay
\ = DBsi[(B13Bs1) — Buiz1 + B31Ciu — By (B13Csu)’.
Dabei haben wir benutzt
Bs1(Bi3Bsi1x1) = Bs1(Bi3Bs1)'x1 + B3 Bis Bsiiy. (4.50)
—_—

=I

Die Komponente x5 héngt von der Ableitung der Steuer-Funktion ab und ist
somit bei nur stetiger Steuer-Funktion im Allgemeinen nicht in allen Zeit-
punkten definiert bzw. kann zu einer unstetigen Funktion auf [ty, T'] fortge-
setzt werden.
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Fiir eine stetige Steuer-Funktion u € C([ty, T], R*) erhalten wir somit eine
Losung x : [to, T] — R™ mit
([ — Bl3B31>$1 € Cl
(Bnglg)ZEl - O
Ty € C
x3 evtl. nicht definiert bzw. unstetig

(4.51)

Die Kausalitéts-Bedingung (2.6) lautet hier speziell
DQ,G5*C = By3Cs = 0. (4.52)

Wegen ker By3 = {0} nach (4.37) erhalten wir daraus die Kausalitits-Bedingung
fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form:

Lemma 3 Die DAE in erweiterter Hessenberg Form ist genau dann kausal,
wenn gilt

5 Die Transformation des Optimierungs-Problems

Wir untersuchen nun, wie sich die in Abschnitt 4 beschriebene Transfor-
mation und Refaktorisierung der DAE auf das Optimierungs-Problem (OP)
auswirkt. Wir betrachten also zwei stetige regulre Matrix-Funktionen

M, N € C([ty, T],R™™) (5.1)
zur Transformation der DAE und eine stetig differenzierbare Matrix-Funktion
H € C'([ty, TIR™™) (5.2)

zur Refaktorisierung des Hauptterms.

Auswirkungen der Refaktorisierung auf die Losung der DAE

Die Refaktorisierung (4.8) der DAE hat keinen Einfluss auf die Losung der
DAE. Fiir eine gegebene Steuer-Funktion v und die zugehorige Trajektorie
T ist wegen

A(Dz) + Bx = A(Dz)' + Bz = Cu (5.3)

dieselbe Trajektorie  auch Losung der refaktorisierten DAE. Daraus folgt
zunéchst trivialerweise insbesondere die Eigenschaft
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Lemma 4 Der Wert J(u) des Kosten-Funktionals ist unabhdngig von der
Refaktorisierung der DAFE.

Ferner ist zum Beispiel auch die Kausalitét der DAE offensichtlich unabhéngig
von der Refaktorisierung. Diese Aussage werden wir weiter unten auch noch

anhand der Kausalitdts-Bedingung exakt belegen.

Transformation des Optimierungs-Problems

Die Refaktorisierung der DAE hat nach Lemma 4 keinen Einfluss auf das
Kosten-Funktional. Aus der Transformation der DAE ergibt sich jedoch zunéchst
das transformierte Anfangswert-Problem

fl(f)y)/ + By = Cu

Dito) Pr(to) (y(to) — 1) = 0 (5.4)

(AWP) {
mit y = N1, also insbesondere yy := N~'zy nach (4.3) sowie eine Trans-
formation des Kosten-Funktionals mit

= NT(T)VN(T)
= NTWN

= NTS

= K.

(5.5)

Ty =<

Wir erhalten also ein transformiertes Optimierungs-Problem
J(u) = 3" (DVy(T) + 5 [, {yTWy +2y"Su + qu(u} dt — Min

(OP) ) A(Dyy +By=Cu . Dito) Py(to) (y(to) — y°) =0

u(t)yeUd , tEelty,T).

\

Wir untersuchen im Folgenden einige Eigenschaften des transformierten Optimierungs-
Problems (OP) im Vergleich zum urspriinglichen Optimierungs-Problem (OP).

Der Wert des Funktionals J(u)

Der Wert des Funktionals dndert sich durch die Transformation nicht. Sei
dazu u : [to,T] — U eine Steuer-Funktion und x : [ty,7] — R™ sowie
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y : [to, T] — R™ die zugehorigen Losungen (AW P) bzw. von (Z-VI\/?’) Dann
gilt

7 1 7 Y e T1i TG T 5

J(u) = 5Y (T)Vy(T) + 3 {y Wy +2y Su+u Ku} dt

to

B %xT(T)N‘T(T)NT(T)VN(T)N_l(T)x(T)

1 [T
+= / {e"NTINTWNN "'z + 22" N""N"Su+ u"Ku} dt
2 Ji
L 7 Ly g T T
= 57 (T)VZL‘(T)+§ {a"Wz + 22" Su+u"Ku} dt = J(u).
to

Wir haben also die Eigenschaft

Lemma 5 Fiir eine beliebige Steuer-Funktion u : [ty,T] — U gilt

Daraus folgt die wichtige Tatsache

Satz 7 Eine Steuer-Funktion u : [tg,T] — U ist genau dann eine Ldsung
des Optimierungs-Problems (OP), wenn sie auch eine Lisung des transfor-

—

mierten Optimierungs-Problems (OP) ist.

Die transformierte adjungierte DAE

Weiter betrachten wir die adjungierte DAE
DT (ATNY — B'A = Wz + Su (5.6)

und die transformierte adjungierte Variable p € R™ mit

pwi=M7TN = NX=My (5.7)

Die transformierte adjungierte DAE hat dann die Form
DT(ATp) — BT = Wy + Su. (5.8)

Es gilt also offensichtlich folgende Beziehung:
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Lemma 6 Die adjungierte DAE der mit M und N transformierten DAF ist
gleich der mit NT und MT transformierten DAE der adjungierten DAE.

Die refaktorisierte adjungierte DAE

Die adjungierte Gleichung der refaktorisierten DAE lautet

DY (YT (HTATN) = (BY + DT (H™)" (HTRT)' AT) A

(5.9)
= Wax + Su.

Wenn wir andererseits die adjungierte DAE mit H, := (H )T refaktorisieren,
so erhalten wir

DY(H)T (HTATA) ~ (BT = DT (RT(H™)") HT A”) A (510)
=Wz + Su.
Dabei ist (H,)”™ = H? und R, = RT und somit auch
R.H,(H,) R, =R'(H)H'R" = (RHH R)" = R" = R,. (5.11)
Nun gilt wegen
A(Dz) = A(RDz) = AR'Dx + AR(Dz) = AR'Dx + A(Dx)", (5.12)
dass

0 = AR'D = A(RHH-R)'D
A(RH)H RD + ARH(H R)'D (5.13)
— A(RH)YH D+ AH(H R)'D

und daraus folgt die Beziehung
DT (H)'(HTR"Y AT = - DT (R"(H~)")" HT AT (5.14)
Damit erhalten wir durch Vergleich beider Gleichungen die Aussage

Lemma 7 Die adjungierte DAFE der mit H refaktorisierten DAFE ist gleich
der mit (H™)T refaktorisierten DAE der adjungierten DAE.
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Die transformierte Matrix-Kette

Wir untersuchen die zur transformierten DAE gehorige Matrix-Kette. Wie
bereits in [M#2] beschrieben, erhalten wir durch die Transformation mit M
und N unter anderem

Qo=N"1'QN Py=N"'PN G, =MGN

Q1 =N'QN Pi=N"'PN Gy=MG,N. (5.15)
Dagegen gilt fiir den zum Hauptterm gehorige Projektor R = R.
Durch die Refaktorisierung mit H erhalten wir
ERE 619
sowie
Gy = GoF, mit Fy, =1+ P,PyQD (RH)H DQ,. (5.17)

Dabei gilt die wichtige Figenschaft

Qi1F; ' = Q1. (5.18)

Fiir den zum Hauptterm gehdrigen Projektor gilt R = H~RH.
Im Folgenden werden wir diese Beziehungen benutzen, um kompliziertere
Ausdriicke mit Matrizen der Matrix-Kette von unserer DAE in die Welt der

DAE in erweiterter Hessenberg-Form und umgekehrt zu transformieren.

Kausalitiat der transformierten DAE

Fiir die Kausalitatsbedingung (2.6) gilt nach der Transformation

DQ,G5;'C = (DN)(N'Q:N)(N“'G7* M) (M)

Nach der Refaktorisierung gilt
DQ,G5'C = (H™D)Q1(GoFy)~'C = H-DQ,G5'C. (5.20)
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Wegen RHH™D = RHH™RD = RD = D gilt aber
DQ.G,'C =0 <+= H DQG,'C =0 (5.21)
und somit insgesamt nach Transformation und Refaktorisierung
DO,G;'C =0 <« DQ,G;'C=0. (5.22)
Wir haben also das Ergebnis

Satz 8 Die gesteuerte DAE ist genau dann kausal, wenn die transformierte
und refaktorisierte gesteuerte DAFE kausal ist.

Analog ist damit auch gezeigt, dass fiir die Kausalitits-Bedingung (3.20) der
adjungierten DAE nach der Transformation und Refaktorisierung gilt

AQuG,5=0 < ATQ.G,;5=0

= 2
ATQ*lG;;W == 0 < ATQ*lG;;W - O <5 3>

Die Aussage von Satz 8 gilt somit selbstversténdlich ebenfalls fiir die adjun-
gierte DAE.

Transformation des Randwertproblems

Mit der obigen Transformation und Refaktorisierung der DAE transformiert
sich das Randwertproblem (RW P) in das Randwertproblem

( A(Dy) = —-By+Cu
DT(ATpy = Wy + BNTLL + ;Siu

(m) 0 = STy—CTu+ Ku
D(to)Pi(to)(y(to) —4°) = 0

( DYT)AN(T)(T) = —Vy(T).

Die Transformation des Randwertproblems kann aufgefasst werden als Trans-
formation und Refaktorisierung einer DAE:

A 0 x ' B 0 —-C x
T D 0 0 _ _pT _
() # (E))(F 2 ) (F) o
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5o ¢
ST T K

I ~ ~
) . i o o )
o ar 8) M+ - =BT -S| [ A | =0(525)
u §T _¢T K u
0 DT J={ 0 NT O 0 DT (5.26)
0 0 0o 0 I 00
N 0 0

0 0) (D 0 0) .

A - 0 M" 0 (5.27)

T T
A4 0 0 AT 0 ( 0 07

M 0 0 B 0 -C N o o
=l o N o ][ -w -BT —s || 0o MT 0 |5.28)

A o0 A 0
0 Dr J={0 Df o (5.29)
( 0 0 ) ( 0 0 ) ( 0 (H)" )
D 0 0 H= 0 D 0 0
<0 ATO>_(O HT)(O AT 0) (5.30)
(W -BT S) = (—W _BT —S)
T _oT | ST _oT K
"H- (5.31)
A(RHYH=D 0 0
+ ( 0 DT (RT(H*)T)/HTAT 0 ) )
0 0 0
Dabei ist
A(RHYH~D 0 0
( 0 DT (RT(Hf)T)/HTAT 0 )
0 0 0
(5.32)
A 0 )
_(8%T)KORT><O(H_)T>}<O HT)<0 AT 0)



Nach der Transformation gilt fiir die Randbedingungen

D(to) Py(to)(y(to) — y°) = 0
g(fo}N(tO)N_l(to)Pl (to) N (to) (N~ (to)x(to) — N~'(to)2") = 0(5.33)

==
und
DY(T)A"(T)(T) = =Vy(T)
& NI(T)DN(D)ANT)MT(T)M T (DNT) = =NV NTINT)e(T); 4
s NT(T)DT(T)AT(T)NT) = —NT(T)Va(T)

Nach der Refaktorisierung gilt fiir die Randbedingungen

D(to)Pl(tU>($(t0 — .CCO)
& H(t)D(t )Pﬂfo)l’to)—l‘) 0 (5.35)
& D(to)Pito)(z(to) — 2°) =

wegen RHH™D = RHH™RD = RD = D und
DT(TYAT(T)NT) = —Vx(T)
&  DYT)H-(T)HT(T)AT(T)NT) = —Vx(T) (5.36)
& DT(TYAT(TYNT) = =V x(T).
Wir haben also den Satz

Satz 9 Das Tripel (xz, A\, u) ist genau dann Lésung des Randwert-Problems
(RWP), wenn das zugehérige Tripel (y,p,u) Lisung des transformierten

Randwert-Problems (RW P) ist.

6 Ein spezielles Kostenfunktional mit kausa-
ler adjungierter DAE

6.1 Das spezielle Kostenfunktional

Wir wollen nun ein spezielles Kostenfunktional betrachten, welches nur den
Teil der Zustandsvariablen bewertet, welcher keine Ableitungs- Komponenten
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der Steuer-Funktion enthélt. Es wird sich herausstellen, dass die adjungier-
te DAE dann bei stetiger Steuer-Funktion eine stetige rechte Seite hat und
kausal ist und somit eine stetige Losung besitzt.

Wir betrachten von nun ab eine DAE mit Index 2, die nicht mehr notwen-
digerweise kausal ist. Die bedeutet, dass wir im Fall nur stetiger Steuer-
Funktionen einen allgemeineren Losungs-Begriff als in Satz 1 bendtigen. In
Abschnitt 4 haben wir bereits die Losungs-Struktur der DAE in erweiterter
Hessenberg-Form untersucht. Hier betrachten wir nun die allgemeine gesteu-
erte DAE:

Verallgemeinerter Losungs-Begriff fiir die nicht-kausale DAE

Wie in Satz 1 wird in [M&1] bzw. [M&2] zur Losung der DAE mit Index 2 stets
die Differenzierbarkeit der Komponente DQ,G,'Cu der rechten Seite der
DAE vorausgesetzt, um eine definierte stetige Losung der DAE zu erhalten.
Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist offensichtlich nach der Entkopplung
(2.5) der DAE.

Bei einer kausalen DAE verschwindet gerade die Komponente DQ,G5'Clu,
so dass hier keine Differenzierbarkeits-Voraussetzung fiir die rechte Seite not-
wendig ist.

Betrachten wir nun eine allgemeine nicht notwendig kausale DAE und wollen
dennoch stetige Steuer-Funktionen u € C([ty,T],R™) zulassen, so miissen
wir den Losungs-Begriff hier verallgemeinern.

Wir betrachten die ebenfalls in [M&2] definierte Menge
So={z € R"|Bz € im Gy} (6.1)
und es gilt (z.B. [Ti])
im QuQ1 = No N So. (6.2)

An der Entkopplung (2.5) kénnen wir ablesen, dass die Komponente der
Zustandsvariablen, welche Ableitungen der Steuer-Funktion enthélt, im Bild
von Q@1 und damit nach (6.2) in der Menge NyN Sy liegt. Zur Beschreibung
benutzen wir auch noch die in [Ti] eingefithrten Projektoren

mxm 2 __ : —
{Y’ER . T*=T, imT=NyNS, 63)

U = 1-T.
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Die Zustands-Variable lésst sich somit zerlegen in die T-Komponente, wel-
che zu jedem Zeitpunkt von der Ableitung der Steuer-Funktion zu diesem
Zeitpunkt abhéngt, und die U-Komponente, welche zu jedem Zeitpunkt un-
abhéngig von der Ableitung der Steuer-Funktion zu diesem Zeitpunkt ist.

Fiir eine stetige Funktion u ist die Ableitung von DQ,G5'Cu im Allgemeinen
nicht definiert. Nach (2.11) ist nun DQx = DQ,G5*Cu und damit gilt fiir
den Hauptterm der DAE

Die Ableitung von Dz ist also in dem Sinne zu verstehen, dass im Allgemei-
nen nur die Komponente D P,z wirklich differenzierbar ist.

Die U-Komponente der Lésung ist fiir alle Zeitpunkte eindeutig definiert und
eine stetige Funktion. Die T-Komponente der Losung ist nur an den Zeit-
punkten eindeutig definiert, an denen die Komponente DQ,G5 ' Cu differen-
zierbar ist. Wollen wir nun eine auf dem gesamten Intervall [ty, T] definierte
Losung haben, so konnen fiir einen Zeitpunkt, fiir den die Ableitung von
DQ,G5Cu nicht definiert ist, den Wert der T-Komponente beliebig wihlen
und erhalten somit eine Funktion Tz auf dem gesamten Intervall [ty, T'], die
jedoch im Allgemeinen nicht stetig ist.

Wir bezeichnen diese verallgemeinerte Losung im Gegensatz zur klassischen
Losung der DAE aus [Ma2] als U-Losung, da im Allgemeinen nur die U-
Komponente der Losung hier in allen Zeitpunkten eindeutig definiert und
stetig ist.

Als Definition fiir die verallgemeinerte Losung und als Existenz-Satz fiir die
Losung der DAE im Falle einer stetigen Steuer-Funktion kénnen wir somit
formulieren:

Satz 10 (Definition und Existenz-Satz U-Ldsung)

Die DAE habe Index 2 und es seien DP,D~,DQ:D~ € C*([ty, T], R™*™).
Dann existieren Projektor-Funktionen U,T € C([ty, T],R™ ™), so dass das
Anfangswert-Problem (AW P) fiir jede Steuer-Funktion

u € C([to, T],R™) (6.5)
eine Lésung

X . [to,T] — R™

32



besitzt mit einer eindeutig bestimmten stetigen Komponente
Uz € C([to, T],R™)
und einer Komponente
Tx: [ty, T] — R™
mat
r=Uz+Tx.

Die Losung x bezeichnen wir als U-Losung der DAFE.

Fiir die U-Komponente haben wir die Abschditzung
Uzl < L (1 D(to) Pr(to)2”]| + [[Cullc) (6.6)
mit einer Konstanten L.

Wir betrachten ein Beispiel dafiir, dass wir fiir die T-Komponente der Zustands-
Variablen und somit auch fiir die gesamte Zustands-Variablen keine Abschétzung
in der Form (6.6) angeben konnen:

Beispiel 1 Wir betrachten auf dem Intervall [0,T] die DAE

fl—l’g =0 s ZL‘l(O):ZE?
ig—l’g =0 (67>
Ty = U
mat der Lésung
¢
ri(t) = af +/ u(s)ds
0
wo(t) = u(t)
z3(t) = u(t) , te][0,T].
Fiir € > 0 betrachten wir die Steuer-Funktion u(t) := esin (&t). Dann ist

u(t) = % cos(5t) und es gilt ||ulls <€, aber wegen 0(0) =+ ist ||ufjc > L.

Die Norm der T-Komponente x3 = u wird fir e — 0 beliebig grofs, obwohl
die Norm der Steuer-Funktion gegen Null geht. [
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Wahl des Kosten-Funktionals

Nach Definition der Zerlegung x = Ux + Tz betrachten wir nun das quadra-
tische Kosten-Funktional mit

Wz = 0 ..
ST, _ g } fiir alle z € Ny N Sp. (6.8)
Mit einem Projektor T auf den Raum Ny N Sy gilt also

WT =0 und ST =0. (6.9)

Das Funktional bewertet also von der Zustandsvariablen nur die stetige U-
Komponente. Dieses Kosten-Funktional nennen wir im Folgenden spezielles
Kosten-Funktional.

6.2 Das spezielle Kosten-Funktional fiir die DAE in
erweiterter Hessenberg-Form

Fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form gilt speziell
NO :keI'Go = {(21,22,23>T ERm|Zl :0} (610)

Fiir 2 = (21, 29, 23)7 € R™ ist

By 0 DB 21 Bi1z1 + Biszs
Bz = 0 I 0 Z9 = Z9 (611)
B31 0 O Z3 B3121

und damit

So = {z€R™|BzecimGy}
(6.12)
= {(zl,z2,23)T € R™ |z, € ker By, 22:0}

also

N()mSO: {(Zl,ZQ,Zg)TGRm‘Zl :0, ZQIO}. (613)
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Damit konnen wir wahlen

000 I 00
T:=(000 und U:=[ 0 I 0 |. (6.14)
00 1 0 00

Die Projektoren 7" und U bei Transformation und Refaktorisierung

Bei einer Tlransformation der DAE haben wir éo = MGyN und B=M BN.
Damit ist Sp = {z € R™ | MBNz € im MGoN} Aulerdem ist Ny = ker Gy =
ker MGoN. Also kénnen wir 7' = N~'TN sowie U = N"'UN wihlen.

Bei einer Refaktorisierung der DAE haben wir éo = (G und B = B+
A(RH)'H™D. Dabei ist im A(RH)'H-D C im A = im Go. Aulerdem gilt
Ny = ker Gy = ker Gg. Also konnen wir T' = T sowie U = U wihlen.

Das spezielle Kostenfunktional fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form

Die DAE in erweiterter Hessenberg-Form bedeutet fiir die Matrizen W und
S im speziellen Kosten-Funktional

W11 W12 W13 000 0 0 W13
WT: ng W22 W23 O O 0 - 0 0 W23 :0 (615)
ng WQE Was 00 I 0 0 Wss
und
0 0O
S'TT= (ST ST ST)[ o000 ]=(00 5)=0 (6.16)
00 I
also
S1 Wi Wiz 0
S = SQ und W = le; WQQ 0 . (617)
0 0 0 O
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Losbarkeit der adjungierten DAE im Fall des speziellen Kosten-Funktionals

Im Fall des speziellen Kosten-Funktionals ist die rechte Seite
¢ =Wz + Su=WUzx + Su (6.18)
der adjungierten DAE bei stetiger Steuer-Funktion u ebenfalls stetig.

Dabei gilt bei Transformation der gesteuerten DAE
WUy + Su=N'WNNUNN "y + N'Su= N"(WUz + Su) (6.19)

so dass auch hier die Stetigkeit der rechten Seite gegeben ist. Eine Refakto-
risierung des Hauptterms veréndert die rechte Seite nicht.

Wir untersuchen auBlerdem die Kausalitdt der adjungierten DAE im Fall
des speziellen Kosten-Funktionals. Fiir die adjungierte DAE in erweiterter
Hessenberg-Form haben wir

/

I A -Bf, 0 -B} A1
01 {(7 00)[ X\ 0 —-I 0 A2
0 A3 -BL 0 0 A3
(6.20)
Wi Wi 0 Iy Si
= ng W22 0 T2 + SQ Uu
0 0 O T3 0
oder
A1 — BlTl)\l - Bng/\s = Wpxy + Wisze + Siu
—)\2 = ng‘l + WQQZL‘Q + SQU (621)

Die Variable der inhédrenten ODE ist hier D, PP, D\ = (I — Bl Bi)\
und fiir den Rest der Zustandsvariablen erhalten wir

( BLBLA, = 0

Ay = ng + Waoao + Sou
‘ (6.22)
Az = Bg)‘l - B%;Bﬂ)\l - Bf;,(Wnl"l + Wiszs + Siu)

L = BL [(BI,BL) — BL] A — BI;(Wiizy 4+ Wiazs + Siu)
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Die Losung der adjungierten DAE héngt offensichtlich nicht von der Ab-
leitung der rechten Seite ab. Es ist hier die Kausalitéits-Bedingung (3.20)
erfiillt, das heifit, die adjungierte DAE ist kausal. Damit haben wir mit Satz
8 insgesamt

Satz 11 (Lésbarkeit der adjungierten DAE)

Die adjungierte DAE der gesteuerten DAE mit Index 2 ist im Fall des spe-
ziellen Kostenfunktionals kausal. Bei stetiger Steuer-Funktion u hat sie eine
stetige rechte Seite und besitzt damit eine stetige Lisung.

6.3 Die notwendige Optimalitiats-Bedingung

Wir wollen nun die notwendige Optimalitdts-Bedingung fiir den Fall der
nichtkausalen DAE und dem speziellen Kostenfunktional beweisen.

Wir gehen wiederum aus von einer optimalen Steuerung u, und der zugehori-
gen optimalen Trajektorie x,. Mit der Abschitzung (6.6) haben wir nun fiir
eine Variation du der optimalen Steuerung und der zugehorigen Variation dx
der optimalen Trajektorie die Eigenschaft

|0ulloc <€ = ||Udz||o < Le. (6.23)

Nach Satz 11 ist die adjungierte DAE im Fall des speziellen Kosten-Funktionals
kausal. Wir konnen daher die adjungierte Variable A, so wahlen, dass das Tri-
pel (2, A, u,) bereits Losung des Randwert-Problems

A(Dz) = —Bz+Cu
DT(ATAY = Wz + BTA+ Su
(6.24)
D(to)Py(to)(z(to) —2°) = 0
DT(TYAT(T)NT) = —Va(T)

ist mit A\, € Clr([to, T], R™).

Um die fehlende Bedingung (3.16) zu zeigen, bendtigen wir wiederum zwei
Eigenschaften der DAE und ihrer adjungierten DAE, die wir zunéchst fiir die
DAE in erweiterter Hessenberg-Form zeigen und mit Hilfe der Eigenschaften
aus Abschnitt 5 auf die allgemeine DAE {ibertragen.
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Spezielle Eigenschaften der DAE aus der DAE in erweiterter Hessenberg-Form

Wir betrachten hier die beiden Terme AT Béx und AT ADdx, die im Ausdruck
(3.10) fir AJ zur Berechnung der Gateaux-Ableitung von J(u) auftauchen.
Es stellt sich heraus, dass wir uns hier im ersten Term auf die Betrachtung
der U-Komponente von éz und im zweiten Term auf die Betrachtung der
Py Pi-Komponente von dx beschrianken kénnen. Somit spielen dann die 7-
Komponente von dz im ersten Term und die Fy();-Komponente von dz im
zweiten Term keine Rolle.

Wir betrachten die Situation fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form.
Es sei A, Losung des adjungierten Systems

A(D}\l)/ — Bﬂ)\l — B;/\g = Wnl’l + W121'2 -+ Slu
—/\2 = ngl’l -+ WQQIQ —+ SQU (625)

Fiir eine Variation dx von z, gilt dann im ersten Term

M Béx = \IBUGSx + NI BTéx (6.26)
und wir haben
By 0 DB 000 0xy
MNBTéz = (M, N, M) 0 I 0 000 0o
By 0 0 00 I 0x3 (6.27)

= )\le13 6%3 = 0.
——

=0

Nach Transformation der DAE gilt dann auch

p"BTsy = (A'M~Y)(MBN)(N-'TN)(N~'éx)

(6.28)
= MBTéz =0
und nach Refaktorisierung der DAE haben wir ebenfalls
N BTz = N BT6x,+ T A(RH)'H™ DT, 5z = 0. (6.29)
=— <~

=0 =0
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Weiter gilt fiir den zweiten Term

M ADSz = NX'ADQ 6z + AL AD P o (6.30)
und wir haben
A ADQ, 6
] 0 O BISB?)I 0 0 (51‘1
:()\*Tl /\*T2 )\*T3) 0 0 0 0 0 0 0Ty

= A Bi3 B3, B13B31671 = 0.
——

=0

Nach Transformation der DAE gilt dann auch

prADQiy = (XM )(MA)(DN)(N-'QiN)(N~'z)

(6.32)
und nach Refaktorisierung der DAE haben wir ebenfalls
MNADQ 6z = \'AHH™DQ16x = \TADQ 6z = 0. (6.33)

Wir haben also die Eigenschaft

Lemma 8 Fiir das Optimierungs-Problem mit dem speziellen Kosten-Funktional
sei Ao € Clhr([to, T],R™) Lésung des Endwert-Problems (EW P). Dann gilt
fir jede Variation §x : [to, T]| — R™ der optimalen Trajektorie

M'BTéz =0 (6.34)
und

MNADQ, 6z = 0. (6.35)
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Beweis der notwendigen Optimalitéits-Bedingung

Mit der Hamilton-Funktion hatten wir das Funktional J so geschrieben, dass
fiir die Differenz AJ zur Berechnung der Gateaux-Ableitung von J(u) nach
Formel (3.10)

AJ = Fu(a(T)S(T) + [\ ADox]"

T
— / {(\"A)YDéx + H,0x + H,6u} dt + O(||dul|%,)
to

gilt.

Mit der Eigenschaft (6.34) aus Lemma 8 und den Eigenschaften des speziellen
Kosten-Funktionals haben wir fiir den Term H,dx aus dieser Darstellung

H,ox = —(2ITW +ul' ST + X' B)éx
= —2IWUézx —uI'STUSz — N BUSx (6.36)
= — (aIW +uTST + \I'B) Usdx.

Da wir hier die nicht-kausale DAE betrachten, haben wir nicht mehr die
Eigenschaft (3.12) zur Verfiigung. Nach (3.2) ist aber

M () A(to) D(to) Pi(to)dx(ty) = 0, (6.37)

das heiBt wir haben zusammen mit der Eigenschaft (6.35) aus Lemma 8
trotzdem die Eigenschaft

N (o) A(to) D(to)dx(t) = 0. (6.38)

Zur Grenzwertbildung reicht uns also nun die Eigenschaft (6.23) fiir die
U — Komponente von dx aus. Fiir ¢ — 0 haben wir also auch hier die Ablei-
tung (3.13)

0J(us,6u) = (Fp(2(T)) + X(T)A(T)D(T)) 6=(T)

T T
— / H,6udt — / {H, + (M AYDYox dt.
to to
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Da A, Losung des Endwert-Problems ist, gilt auch hier (3.15)
T
0J (g, 0u) = —/ H,oudt
to

und mit dem Fundamental-Lemma der Variations-Rechnung folgt aus (3.5)
auch hier die Bedingung (3.16)
HI (z,, M\ us,t) = —ST2, +CTN — Ku, = 0.

Satz zur notwendigen Optimalitats-Bedingung

Somit haben wir schliellich einen neuen Satz zur notwendigen Optimalitéits-
Bedingung mit konkreteren Voraussetzungen als im Satz 4 aus Abschnitt 3.
Die notwendige Optimalitédts-Bedingung fiir das Optimierungs-Problem mit
speziellem Kosten-Funktional gilt fiir beliebige auch nicht-kausale DAE und
die Kausalitdt der adjungierten Gleichung ist keine explizite Voraussetzung
mehr:

Satz 12 (Notwendige Optimalitits-Bedingung)
Fiir das Optimierungs-Problem gelte Wz = 0 sowie STz = 0 fiir alle z €
No N Sy sowie Vz =0 fir alle z € Ng ® Ny .

Sei u, € C([to, T),R*) optimale Steuerung und x, : [to,T] — R™ die zu-
gehorige optimale Trajektorie. Dann existiert eine Funktion

A € Clr([to, T),R™),
$0 dass (T, A, uy) eine Losung des Randwertproblems

( A(Dz) = —Bz+Cu
DT(AT)N) = Wax+ B"A\+ Su
0 = STz —CT")\+ Ku (6.39)
D(to)Pl(to)(Qf(to) — IEO) 0
DT(T)AT(T)AN(T) = —Va(T)

15t.

Es sei hier noch einmal bemerkt, dass in diesem Satz die optimale Trajektorie
x, nur eine im Allgemeinen unstetige U-Losung der gesteuerten DAE ist,
wahrend )\, tatsdchlich eine klassische stetige Losung der adjungierten DAE
ist.
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7 Das Randwert-Problem

Mit der notwendigen Optimalitéits-Bedingung fiir das optimale Steuerungs-
Problem verlagert sich die Bestimmung einer optimalen Steuerung auf die
Losung eines Randwert-Problems fiir eine neue gréflere DAE. Es ist daher
wichtig zu wissen, welchen Index diese neue DAE und somit welchen Schwie-
rigkeitsgrad die Losung des Randwertproblems hat.

Betrachten wir zur Index-Bestimmung also die Matrix-Kette der DAE des
Randwert-Problems fiir die DAE in erweiterter Hessenberg-Form. Fiir den
Fall der allgemeinen DAE folgt die Aussage iiber den Index aus der Invarianz
beziiglich der in Abschnitt 5 beschriebenen Transformation und Refaktori-
sierung der DAE des Randwertproblems. Wir haben

Go =
. B
B = W
ST
und damit

0
_BT
—_cT

|
Co 00 OO M~

—C
-5
K

—Wia

—Wao

—W2T3
S

Qo =
0
B 0
0 I
B3 0
Wi =W
—Wi —Was
Wiy —W3
ST T
Big 0 0
0 0 0
0 0 0
—Wis 1 0
—Wsos 0 -1
—Ws3 0 0
s o -cf

0
I
I
0
Bis 0
0 0
0 0
~Wis —Bi
—W23 0
—Ws3 —By
ST -]
0o -C
0 -G
0 —Cs
-BI -%
0 -5
0 —S
-cT K

T
2

(7.1)
0 -Cy
0 -Gy
0 —Cs
-BL, -5
0 -5
0 —S
-cT K
(7.3)




Betrachten wir nun das spezielle Kosten-Funktional, so verschwinden in G,
wegen WT = 0 und STT = 0 einige Eintrige und es bleibt iibrig

I 0 By 0 0 0 -
0 I 0 0 0 0 —Cy
0 0 0 0 0 0 —Cs

Gi=|10 -Wi 0 I 0 -BL -5 |. (7.4)
0 -Woy 0 0 —I 0 =8
0 0 0 0 0 0 0
o s o o -clf -cf K

An der Nullzeile in él konnen wir ablesen, dass él nicht regulér sein kann
und damit haben wir:

Satz 13 Wenn im Optimierungs-Problem mit dem speziellen Kosten-Funktional
die DAE mindestens Index 2 hat, so kann die DAE des Randwert-Problems
keine requlare DAE mit Index 1 sein.

Dieser Satz verbietet also die Moglichkeit, im Fall des speziellen Kosten-
Funktionals im Randwert-Problem eine DAE mit Index 1 zu erhalten. Um-
gekehrt bedeutet dies, dass der Wunsch, im Randwert-Problem eine DAE mit
Index 1 zu haben, nur erfiillt werden koénnte, wenn das Kosten-Funktional
auch die T-Komponente der Zustands-Variablen bewertet. Fiir diesen Fall
haben wir hier jedoch die notwendige Optimalitédts-Bedingung nicht bewie-
sen.
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