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¶ �������U��· ¸ 1¹67<U(º2�»¬¼
»D.54�'µ.¾½9>�1�23(º8U.54�67<�.�43.5¿¤ÀU*²¼
47(+Á9(+1U¿Â»U43>�»/.54767(º.92�>
Ã�Ã|4K¼�½567(º>�1¬¼
*�ÄNÀU*+67(º2763.5»NÄ".567<�>�8U2
Ã�>�4m67<�.0276K¼
,U*º.023>�*+ÀU67(º>�1�>
Ã�*+(+1�.�¼
4)'µ.�¼
Å�*+:s23(+1U¿¤ÀU*²¼
4)Æ�>�*+63.5474K¼[(+1�63.5¿¤4K¼
*-.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2M>
Ã�67<�.�È�43276mÅ�(+1�8;')(+67<
»/.54767ÀU47,/.98$47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8Ê27(º8U.92�Ë

Ì"Í �D���
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¸ 1Ï67<U(º2Ð»¬¼
»/.54Ð'µ.�½9>�1�23(º8U.54"*+(+1�.�¼
4"'µ.�¼
Å�*+:j27(+1U¿¤ÀU*²¼
4"Æ�>�*+63.5474K¼Ñ(+1�63.5¿¤4K¼
*�.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2"')<U(º½3<Ò¼
43.�>
Ã�67<�.
Ã�>�*+*º>�')(+1U¿ÓÃ|>�47Ä�Ô

(Au)(x) =
1

Γ (α)

∫ x

0
(x− y)−(1−α)k(x, y)u(y) dy = f(x)

Ã|>�4
0 ≤ x ≤ L,

&kÕ¤Ë+Õ�?

')(+67<
0 < α < 1

¼
1�8Ö23>�Ä".Ð43.�¼
*¾1�ÀUÄ=,/.54
L > 0

Ô�¼
1�8�')(+67<×¼$23À�ØÓ½5(º.51�67*+:�27Ä">�>�67<�Å .5471�.5*µÃ�ÀU1�½567(º>�1

k : [0, L ]×[0, L ] → R
Ô�¼
1�8

Γ
8U.51�>�63.92�ÙcÀU*º.54�Ú�2�¿�¼
ÄÐÄÓ¼)Ã|ÀU1�½567(º>�1-Ë�Û¬>�4�¼
»U»U*+(º½�¼
67(º>�1�2X23.9.�.¤Ë ¿�Ë�ÜÂÀU47,U(+1sÝ�Þ�ß

¼
1�8áà-.543½3<�.�â/ãD.5(+67*º.54"Ý+Õ�ä�ß�ÔU')<�.543.=½543>¤2K27(+1U¿"»U43>�,¬¼
,U(+*+(+67(º.92FÃ|>�4Måæ43>�')1U(²¼
1�Ä">�67(º>�1�2Â¼
1�8�67<�.](+1�ç .54327(º>�1Ê>
Ã
67<�.�6�'æ>
è�8�(+Ä".51�27(º>�1¬¼
*�éÂ¼�8U>�1Ó674K¼
1�2kÃ�>�47Ä_¼
43.Â½9>�1�27(º8U.543.98�Ô�43.927»/.9½567(+ç .5*+:DË ¸ 1Ó67<�.Â23.9Ç�À�.5*I'µ.�')(+*+*D23ÀU»U»D>¤23.
67<¬¼
6N67<�.ÐÅ .5471�.5*�Ã|ÀU1�½567(º>�1Ö8U>�.92¹1�>�6=ç�¼
1U(º27<Ö>�1�67<�.Ó8�(²¼
¿ >�1¬¼
*

0 ≤ x = y ≤ L
Ô�¼
1�8ê')(+67<�>�ÀU6=*º>¤2K2=>
Ã

¿ .51�.54K¼
*+(+6�:$'µ.]67<�.51áÄÓ¼9:�¼�2327ÀUÄ".067<¬¼
6

k(x, x) = 1
Ã�>�4

0 ≤ x ≤ L
&kÕ¤Ë�ë ?

<�>�*º8U2�Ë�ìÊ>�43.9>�ç .54�ÔX67<�.sÃ|ÀU1�½567(º>�1
f : [0, L ] → R

(º2í27ÀU»U»D>¤2K.98Ö63>Ê,/.ÓÅ�1�>�')1Q¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
63.5*+: Ô¾¼
1�8Q¼
Ã|ÀU1�½567(º>�1

u : [0, L ] → R
2K¼
67(º2kÃ|:�(+1U¿".9Ç�À¬¼
67(º>�1Ö&kÕ¤Ë+Õ�?m<¬¼�2)63>Ð,/.]8U.563.547ÄÐ(+1�.98�Ë

ï <�.543.Â.�î�(º27632�ÄÓ¼
1�:Ó½5*²¼�2323.92µ>
Ã-Ä".567<�>�8U2¾Ã|>�4µ67<�.�¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
63.023>�*+ÀU67(º>�1ð>
Ã-.9Ç�À¬¼
67(º>�1ê&kÕ¤Ë+Õ�?X(ñÃ-67<�.F47(+¿¤<�6�É
<¬¼
1�8ê23(º8U.

f
(º20.�îU¼�½567*+:Ê¿¤(+ç .51-Ô�23.9.í.¤Ë ¿�Ë+Ô�åæ47ÀU1U1�.54�â�ç¤¼
1�8U.54]òÂ>�À�'µ.51bÝ�ë�ßµ¼
1�8Êò0¼�½3Å�,UÀ�23½K<�Ý�ó�ß�Ë-ô�1�.Ð>
Ã

67<�.92K.;½5*²¼�2K23.92[¼
43.sÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*mÄ=ÀU*+67(º2763.5»jÄ".567<�>�8U2í')<U(º½3<Q¼
43.;(+1�6743>�8�À�½9.98Ö,�:jõÂË�à�ÀU,U(º½3<ö&kÝ+Õ5÷�ß�ÔmÝ+Õ�Þ�ß�?�Ë
¸ 1j67<�.;»U43.923.51�6Ð»¬¼
»/.54Ð'µ.;43.5ç�(º.5'S67<�.923.;Ä".567<�>�8U2�&|½�Ã7Ë�ø�.9½567(º>�1�2ÓëÑ¼
1�8jä ?[¼
1�8j67<�.51Ï½9>�1�27(º8U.54Ð67<�.5(+4
43.5¿¤ÀU*²¼
47(+Á9(+1U¿�»U43>�»D.54767(º.92¹')<�.51ê67<�.N47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8�27(º8U.[(+1�.9Ç�À¬¼
67(º>�1�&kÕ¤Ë+Õ�?�(º2]>�1U*+:Ñ¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
63.5*+:Ñ¿¤(+ç .51
&|½�Ã7Ëµø�.9½567(º>�1b÷�?�Ë�Û�(+1¬¼
*+*+:ÖÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*FåmÜ0ÛùÄ".567<�>�8U2;¼
43.�½9>�1�27(º8U.543.98�(+1QÄ">�43.�8U.56K¼
(+*�¼
1�8�1�ÀUÄ".547(º½�¼
*
(+*+*+À�23674K¼
67(º>�1�2Â¼
43.0»U43.923.51�63.98Ö&|½�Ã7Ë¬ø�.9½567(º>�1ÊÞ ?�Ë
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¸ 1á67<U(º2Â23.9½567(º>�1Ê'µ.N43.9½�¼
*+*m&�')(+67<Ê27*+(+¿¤<�6ÂÄ">�8�(ñÈ¬½�¼
67(º>�1�2]>�½9½�¼�27(º>�1¬¼
*+*+:�?m67<�.N,¬¼�27(º½=1�>�6K¼
67(º>�1�20¼
1�8�43.927ÀU*+632
Ã|43>�Äa67<�.0»¬¼
»/.54=Ý+Õ5÷�ß�Ë

����������������������� �"!��#�%$'&(��)*&�+-, &�.0/�&�12����34&�.5+#&��6!

7 20¼ÐÈ�4327602763.5»Ê'µ.[½9>�1�27(º8U.540(+1j&kÕ¤Ë+Õ�?F67<�.[27»/.9½5(²¼
*�27(+67À¬¼
67(º>�1
k ≡ 1

Ô¬')(+67<Ñ67<�.[½9>�4743.927»D>�1�8�(+1U¿ð(+1�63.5¿¤4K¼
*
>�»/.54K¼
63>�4M,/.5(+1U¿"67<�.¹½5*²¼�2323(º½�¼
* 7 ,/.5*�(+1�63.5¿¤4K¼
*�>�»D.54K¼
63>�4

(Vαu)(x) =
1

Γ (α)

∫ x

0
(x− y)−(1−α)u(y) dy

Ã|>�4
0 ≤ x ≤ L,

&�ë�Ë+Õ�?

')<�.543.
u : [0, L ] → R

(º2F27ÀU»U»D>¤2K.98ð63>í,D.¹¼í½9>�1�67(+1�À�>�À�2�Ã�ÀU1�½567(º>�1-Ë¬Û�>�4M67<�.01�ÀUÄ".547(º½�¼
*X¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1
>
Ã/67<�.)(+1�63.5¿¤4K¼
*

(Vαu)(x)
')(+67<

0 ≤ x ≤ L
'æ.M½9>�1�27(º8U.54¾½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1sÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.MÄ".567<�>�8U2�>
ÃD67<�.æÃ�>�47Ä

(Ωhu)(x) = hα
n

X

j=0

ωn−j u(jh)
Ã�>�4

h = x/n, n = 1, 2, . . . .
&�ë�Ë�ë ?

òÂ.543.
ω0, ω1, . . .

8U.51�>�63.92Â¼
1$(+1�È�1U(+63.¹23.9Ç�À�.51�½9.]>
Ã�43.�¼
*�½9>�.�ØÓ½5(º.51�632F')<U(º½3<�(º2M¼�2323ÀUÄ".98ð63>í,D.0(+1�8U.5»/.51�è
8U.51�6¹>
Ãµ67<�.Ð½9>�1�27(º8U.543.98Ñ»/>�(+1�6

x
¼
1�8Ñ67<�.í2763.5»�23(+Á�.

h
Ë�ì�>�43.í½9>�1�8�(+67(º>�1�2¹>�1ê67<�.92K.N'æ.5(+¿¤<�632[¼�20'µ.5*+*¾¼�2

.�î�¼
ÄÐ»U*º.92M')(+*+*�,D.]½9>�1�27(º8U.543.98�*²¼
63.54M(+1�67<U(º2M27ÀU,�2K.9½567(º>�1-Ë

ï <�.=.54743>�4F>
Ã�67<�.=½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.¹Ä".567<�>�8�&�ë�Ë�ë ?)¼
6F¼Ð»D>�(+1�6
0 ≤ x ≤ L

(º2)67<�.51�¿¤(+ç .51á,�:

(Ehu)(x) = (Ωhu)(x) − (Vαu)(x)
Ã|>�4

h = x/n, n = 1, 2, . . . .
&�ë�Ë�ä ?

ï <�.¾½9>�1�ç .547¿ .51�½9.æ>�438U.54�>
ÃU¼MÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.cÄ".567<�>�8Ó&�ë�Ë�ë ?D(º2�8U.563.547ÄÐ(+1�.98=,�:�67<�.�.54743>�4�>
Ã�67<�.cÄ".567<�>�8]')(+67<
43.923»D.9½56m63>[Ä">�1�>�ÄÐ(²¼
*º2�ÔU23.9.�67<�.ÂÃ|>�*+*º>�')(+1U¿"8U.�È�1U(+67(º>�1-Ë 7 2)¼N»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1$'µ.01�>�63.Â67<¬¼
6m67<�.0½9>�1�27(º8U.543.98
Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.0Ä".567<�>�8;>
ÃX½9>�ÀU4323.ÂÄÓ¼9:s,D.0¼
»U»U*+(º.98ð63>NÃ�ÀU1�½567(º>�1�2

u
')<U(º½3<á¼
43.08U.�È�1�.98$>�1ð>�67<�.54)(+1�63.547ç¤¼
*º2

67<¬¼
1
[0, L ]

Ë ¸ 1;¼�8U8�(+67(º>�1-Ô�67<�.�¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1
(Ωhu)(x)

(º2¾(+1�8U.5»/.51�8U.51�6m>
Ã-67<�.M47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8;.51�8�»/>�(+1�6

L
23>í67<¬¼
6M(+6M(º2m1�>�6M1�.9½9.92K2K¼
47:s63>"43.�Ã|.54)63>Ð67<�.¹»¬¼
4767(º½5ÀU*²¼
4F½3<�>�(º½9.N>
Ã

L
ÔU½�ÃkËUÜ0.�È�1U(+67(º>�1ÖÕ0,/.5*º>�'¹Ë

8$��9X��	 ��	�#I� Ì;: $��", &�.0/�&�12����34&�.=<#�>�����?�@����� �5!��#�%$�&(�BAC�'�D�FEG+F&��H�%$��*.0�'!��6�63�, �@1I3%.��J�4K��?�@��34&�.=&�+�AJ�'���6E53�)
,L��1�1D�?�M, &@.0/��6�4K��6.��G&?+

p ≥ 1 N 3 +

(Ehy
q)(1) = O(hq+1)

��)
h = 1/n → 0 (q = 0, 1, . . . , p− 1).

&�ë�Ë ÷�?

O >�63.M67<¬¼
6æ(+1Ê&�ë�Ë ÷�?�67<�.F.54743>�4æ(º2æ½9>�1�27(º8U.543.98s>�1U*+:Ó¼
6µ67<�.M»/>�(+1�6
x = 1

Ë�Û�>�4æ¼¹¿¤(+ç .51;27À�ØÓ½5(º.51�67*+:s27Ä">�>�67<
Ã|ÀU1�½567(º>�1

u : [0, L ] → R
'æ.�1�.�î�6"½9>�1�27(º8U.54Ó67<�.�.54743>�4

(Ehu)(x)
>
Ã067<�.�½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1 Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.

Ä".567<�>�8�&�ë�Ë�ë ?�Ë ï <U(º2�.54743>�4F½�¼
1$,/.0')47(+6763.51Ê¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

(Ehu)(x) =
p−1
X

r=0

u(r)(0)

r!
(Ehy

r)(x) + (EhRp)(x)
Ã�>�4

h = x/n,
&�ë�Ë�Þ ?

Ã�>�4
n = 1, 2, . . .

Ô/')(+67<ê67<�.í43.5ÄÓ¼
(+1�8U.54
Rp(y) =

1

(p − 1)!

∫ y
0 (y − z)p−1u(p)(z) dz

Ë�Û�>�4=¼ð½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1
Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.ÂÄ".567<�>�8Ê&�ë�Ë�ë ?�>
Ã�½9>�1�ç .547¿ .51�½9.]>�438U.54

p
Ô�27ÀU,�23.9Ç�À�.51�67*+:ÐÃ�>�4µ.�¼�½K<s»/>�(+1�6

x = nh
67<�.F'æ.5(+¿¤<�632

Ã�>�4Ó67<�.�276K¼
4767(+1U¿×ç�¼
*+À�.92
u(jh)

Ã�>�4
j = 0, 1, . . . , p − 1

')(+*+*�,/.$Ä">�8�(ñÈ¬.98�63>Ö.5*+(+ÄÐ(+1¬¼
63.Ê67<�.á.54743>�432

(Ehy
r)(x)

Ã|>�4
r = 0, 1, . . . , p − 1

Ô-½�Ã7Ë�ø�.9½567(º>�1Öë�Ë�ä;Ã�>�4]Ä">�43."8U.56K¼
(+*º2�Ë ¸ 6]67<�.51�,¬¼�27(º½�¼
*+*+:Ñ43.5ÄÓ¼
(+1�2]63>
½9>�1�23(º8U.54M67<�.¹Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.=.54743>�4F>
ÃX67<�.043.5ÄÓ¼
(+1�8U.54�Ô�')<U(º½K<á')(+*+*-,/.]8U>�1�.0È�43276=&|½�Ã7Ë¬ø�.9½567(º>�1Êë�Ë�ë ?�Ë
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	 .m½9>�1�½5*+À�8U.æ67<U(º2c27ÀU,�23.9½567(º>�1í')(+67<Ð23>�Ä".µ»U43.5»¬¼
4K¼
63>�47:[½9>�1�23(º8U.54K¼
67(º>�1�2�Ë�Û�(+43236�Ô�(+6�67ÀU471�2c>�ÀU6�63>�,/.µÀ�23.�Ã�ÀU*
63>[.�î�63.51�6m67<�.�8U.�È�1U(+67(º>�1$>
Ã�67<�.Â½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.ÂÄ".567<�>�8Ñ&�ë�Ë�ë ?�63>[¼
47,U(+674K¼
47:;2763.5»;23(+Á�.92

h
¼
1�8

»/>�(+1�632
x
¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

(Ωhu)(x) = hα
bx/hc

X

j=0

ωj u(x− jh)
Ã|>�4

h > 0, 0 ≤ x ≤ L,
&�ë�Ë�
 ?

')<�.543.
bz c

8U.51�>�63.92X67<�.µ*²¼
47¿ .9276�(+1�63.5¿ .54
≤ z

Ë ï <�.µ.54743>�4
(Ehu)(x)

½9>�1�23(º8U.543.98N(+1$&�ë�Ë�ä ?-67<�.51í½�¼
1í.�¼�27(+*+:
,/.Ó.�î�63.51�8U.98×63>�¼
47,U(+674K¼
47:�2363.5»×27(+Á�.92

h
,�:�À�27(+1U¿Ê67<�.Ó.�î�63.51�8U.98j8U.�È�1U(+67(º>�1n&�ë�Ë�
 ?¹>
ÃM67<�.s½9>�1�27(º8U.543.98

Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.æÄ".567<�>�8�Ë
Û�>�4�67<U(º2�.�î�63.51�8U.98í8U.�È�1U(+67(º>�1[>
Ã�67<�.æ½9>�1�27(º8U.543.98íÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.¾Ä".567<�>�8=67<�.543.µ<�>�*º8U2

(Eh (u ∗ v ))(x) = ((Ehu) ∗ v )(x)
Ã�>�4

h > 0, 0 ≤ x ≤ L
&�ë�Ë
�¤?

Ã�>�4)½9>�1�67(+1�À�>�À�2)Ã|ÀU1�½567(º>�1�2
u, v : [0, L ] → R

Ë 	 .Â43.9½�¼
*+*�67<¬¼
6m67<�.0½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1
ϕ ∗ ψ : [0, L ] → R

>
Ã
6�'µ>=¼
47,U(+674K¼
47:í½9>�1�67(+1�À�>�À�2�Ã|ÀU1�½567(º>�1�2

ϕ, ψ : [0, L ] → R
(º2X¿¤(+ç .51Ð,�:

(ϕ ∗ ψ )(x) =
∫ x
0 ϕ(x−y)ψ(y) dyÃ�>�4

0 ≤ x ≤ L
Ë 7 8U8�(+67(º>�1¬¼
*+*+:;Ã�>�4)(+1�63.5¿ .5432

q = 0, 1, . . .
'æ.]<¬¼9ç .

(Ehy
q)(x) = xα+q(Eh/xy

q)(1)
Ã�>�4

h > 0, x > 0.
&�ë�Ë�ó ?

åm>�67<$43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1�2N&�ë�Ë
�¤?m¼
1�8�&�ë�Ë�ó ?¾Ã�>�*+*º>�' Ã|43>�Äa27(+ÄÐ(+*²¼
4m»U43>�»D.54767(º.92F>
Ã�67<�. 7 ,D.5*/(+1�63.5¿¤4K¼
*�>�»D.54K¼
63>�4
¼
1�8�67<�.¹Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.¹Ä".567<�>�8�ÔU43.923»D.9½567(+ç .5*+:/Ë

	 .�1�.9.98�2K>�Ä".�»U43>�»/.54767(º.92;>
Ã]67<�.�'µ.5(+¿¤<�632
ω0, ω1, . . .

½9>�1�27(º8U.543.98Ò(+1�67<�.�½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1 Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.
Ä".567<�>�8 &�ë�Ë�ë ?�Ô�¼
1�8êÃ�>�4=67<U(º2N»UÀU47»/>¤23."67<�.923.Ó'µ.5(+¿¤<�632í¼
43.s½9>�1�27(º8U.543.98j¼�2=67<�.s½9>�.�ØÓ½5(º.51�632[>
ÃF¼�»D>�'µ.54
2K.547(º.92�Ô

ω(ξ) =
∞

X

n=0

ωn ξ
n,

&�ë�Ë�� ?

')<U(º½K<Ö(º2[½�¼
*+*º.98�67<�.s¿ .51�.54K¼
67(+1U¿�Ã�ÀU1�½567(º>�1j>
Ã)67<�.ÓÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.sÄ".567<�>�8b&�ë�Ë�ë ?�Ë 	 .Ó23ÀU»U»D>¤23."67<¬¼
6N67<U(º2
»/>�'æ.54)23.547(º.92µ½9>�1�ç .547¿ .92æÃ|>�4

|ξ | < 1
Ô�¼
1�8Ó(+1$¼�8U8�(+67(º>�1ð(+1Ó67<U(º2æ»¬¼
»/.54¾'µ.Â43.9276747(º½56æ67<�.Â½9>�1�27(º8U.54K¼
67(º>�1�2æ63>

67<�>¤2K.]¿ .51�.54K¼
67(+1U¿"Ã|ÀU1�½567(º>�1�2
ω(ξ)

')<U(º½3<�½�¼
1á,D.043.5»U43.923.51�63.98�¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

ω(ξ) = (1 − ξ)−α ω̃(ξ), ω̃(ξ)
<�>�*º>�Ä">�47»U<U(º½=>�1

B1+ε = { ξ ∈ C : |ξ | < 1 + ε },
&�ë�Ë+Õ�� ?

ω̃(ξ) 6= 0
Ã�>�4

ξ ∈ B1+ε,
&�ë�Ë+Õ¤Õ�?

')(+67<�2K>�Ä".043.�¼
*�1�ÀUÄ=,/.54
ε > 0

Ë ï <�.043.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1j&�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?æ<¬¼�2)(+ÄÐ»U*+(º½�¼
67(º>�1�2F>�1$67<�.]8U.9½�¼�:;>
Ã
67<�.=½9>�.�ØÓ½5(º.51�632

ωn
Ô

ωn = an−(1−α) + O(n−(2−α))
¼�2

n→ ∞
&�ë�Ë+Õ�ë ?

')(+67<Ï23>�Ä".Ó43.�¼
*)½9>�1�276K¼
1�6
a 6= 0

Ë ¸ 1�Ã~¼�½56�Ôæ&�ë�Ë+Õ�ë ?=(º2í¼á276K¼
,U(+*+(+6�:�»U43>�»/.5476�: ËXÙXî�¼
ÄÐ»U*º.92Ð>
ÃM¿ .51�.54K¼
67(+1U¿
Ã|ÀU1�½567(º>�1�2F2@¼
67(º2kÃ�:�(+1U¿á&�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?M¼
43.¹¿¤(+ç .51�(+1�ø�.9½567(º>�1ÊÞ�Ë

��� ������� 1234, �@��34&�.;&�+H�%$��", &�.0) 34���6� �?� <#�>�����?�@���'�?�"!��#�%$�&(� �C&��%$�� : ����1 &@�*��������.0) 34&�.B�?�6! ��3%. ���#��� �@.
�#� �?&��"�@. ��1�� )63 )

	 .=1�.�î�6�»U43.923.51�6]¼
1�.54743>�4Â43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ñ>
Ãc67<�.N½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.=Ä".567<�>�8Ö&�ë�Ë�ë ?�¼
»U»U*+(º.98�63>
67<�. ï ¼�:�*º>�4Ð.�î�»¬¼
1�27(º>�1�43.5ÄÓ¼
(+1�8U.54í½9>�1�27(º8U.543.98Ö(+1Ò&�ë�Ë�Þ ?�Ë ï <U(º2=43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ï8�(��/.5432=Ã�43>�Ä 67<�.Ó.54743>�4
.�î�»¬¼
1�27(º>�1j½9>�1�27(º8U.543.98×(+1bÝ+Õ�Þ�ßM¼
1�8�43.9Ç�ÀU(+43.92[(+1�67<�.;27ÀU,�23.9Ç�À�.51�6[»U43>�>
Ã�2[27*+(+¿¤<�67*+:�*º.92K2N27Ä">�>�67<U1�.9232[>
Ã
67<�.Â(+1�ç >�*+ç .98;Ã�ÀU1�½567(º>�1�2�Ë�Û�>�4M¼
1;(+1�63.5¿ .54

r ≥ 1
Ô�(+1ð67<�.FÃ|>�*+*º>�')(+1U¿

Cr[0, L ]
8U.51�>�63.92æ67<�.023.56m>
Ã

r
É�67(+Ä".92

½9>�1�67(+1�À�>�À�27*+:�8�(��/.543.51�67(²¼
,U*º.]Ã|ÀU1�½567(º>�1�2
f : [0, L ] → R

Ë



� ³�¢��¬���K{~�

v=��#I!�#¬��	 ��	�#I� Ì�� �F� �%$�� , &@.0/ &�1 �'��34&�.;<#�>�����?�@����� �-!��#�%$'&(� AC�'�D�FE�� �*, &�.�/��6�4K��6.���&�+ &������6�
p ≥ 1

��. ��� �
� � � � � )(�6.��C���61D� ��)"3�.�AJ�'�%��� E	��AC�'�%��� E�� : $��#. +#&@� �?��,6$"+6�'. ,F��34&�.

u ∈ Cp+1[0, L ] N �%$�� <#�>�����?�@���'�?�M�#� �?&��
&?+H�%$��-�?�6! ��3%. ���#�*, &�.>)63����6�?� � 3�. AC�'��
6E�, ��.�� ��
 �63��4�J�6.B��)

(EhRp)(x) = cph
p+α

n
X

j=0

ωn−j u
(p)(jh) + O(hp+α)

+#&@�
x = nh,

n = 0, 1, . . . , N
&�ë�Ë+Õ�ä ?

+F&��
h→ 0

�'.03 +#&��6!51 ��
 3��%$ �?� ) �>�?,F� �C&
x N 
 3��%$ )#&�!��-�?� ��1 , &@.>)6�C��. �

cp
�

� ��&(&?+ 7 2M¼NÈ�43276�2763.5»�>�1�.¹8U.547(+ç .92M67<�.ÂÃ�>�*+*º>�')(+1U¿;.54743>�4M43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1áÃ�>�4)¿ .51�.54K¼
*�2763.5»á23(+Á�.92�Ô

(Ehy
p−1)(1) = c(h)hp + O(hp+1)

Ã�>�4
0 < h ≤ 1, h→ 0,

&�ë�Ë+Õ5÷�?

')<�.543.¹67<�.0Ã�ÀU1�½567(º>�1
c : [0, 1] → R

(º2M8U.�È�1�.98�>�1á27ÀU,U(+1�63.547ç�¼
*º2Â¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

c(h) =
p

X

s=0

as(h
−1 − n)s

Ã|>�4 1
n + 1

< h ≤
1
n
, n = 1, 2, . . . .

òÂ.543.
a0, a1, . . . , ap

8U.51�>�63.í23>�Ä".[½9>�.�ØÓ½5(º.51�6320')<U(º½3<�¼
43.=(+1�8U.5»/.51�8U.51�6¹>
Ã
h
Ë ï <�.Nç .547(ñÈ¬½�¼
67(º>�1�>
Ã�67<�.

43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1p&�ë�Ë+Õ5÷�?Ó43.9Ç�ÀU(+43.92$23.5ç .54K¼
*]27(+ÄÐ»U*º.Ê63.9½3<U1U(º½�¼
*¹½9>�ÄÐ»UÀU6K¼
67(º>�1�2$')<U(º½K<ö¼
43.�>�ÄÐ(+6763.98 <�.543.¤Ë
	 .;1�>�'a½9>�1�27(º8U.54Ð67<�.ð.54743>�4í>
Ã�67<�.$½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.ðÄ".567<�>�8 &�ë�Ë�ë ?[¼
»U»U*+(º.98j63>Ê67<�. ï ¼9:�*º>�4
.�î�»¬¼
1�27(º>�1�43.5ÄÓ¼
(+1�8U.54Â½9>�1�27(º8U.543.98$(+1Ö&�ë�Ë�Þ ?�Ô

(EhRp)(x) =
1

(p− 1)!

∫ x

0
(Ehy

p−1)(z)u(p)(x− z) dz =: 1
(p−1)!(I1 + I2),

')(+67<á67<�.](+1�63.5¿¤4K¼
*º2[&�')(+67<
x = nh

?

I1 =

∫ h

0
zα+p−1(Eh/z y

p−1)(1)u(p)(x− z) dz

I2 =

∫ nh

h

� dz,

')<�.543.067<�.0(º8U.51�67(+67(º.92N&�ë�Ë
�¤?m¼
1�8�&�ë�Ë�ó ?µ<¬¼�ç .0,D.9.51á¼
»U»U*+(º.98�Ë ¸ 6æÃ|>�*+*º>�'M2M.�¼�27(+*+:s67<¬¼
6
I1 = O(hp+α)

<�>�*º8U2
¼�2
h → 0

Ô/¼
1�8á'æ.[1�>�' ½9>�1�27(º8U.54Â67<�.[2K.9½9>�1�8á(+1�63.5¿¤4K¼
*
I2
Ë¬òÂ.543.='æ.[À�23.=67<�.í¼�27:�ÄÐ»U63>�67(º½=,/.5<¬¼9ç�(º>�4]>
Ã

67<�.=Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.[.54743>�4
(Ehy

p−1)(1)
½9>�1�23(º8U.543.98�(+1Ö&�ë�Ë+Õ5÷�?�Ë ï <�.]63.547Ä

O(hp+1)
¼
»U»/.�¼
47(+1U¿Ó67<�.543.](º2�>
Ã

23À�ØÓ½5(º.51�67*+:Ñ¿ >�>�8�¼�½9½5ÀU4K¼�½5: Ô�¼
1�8ê67<�.[È�43236]63.547Ä >�1�67<�.í47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8Ö27(º8U.Ð>
Ãæ67<�.í(º8U.51�67(+6�:Q&�ë�Ë+Õ5÷�?0½�¼
1
,/.06743.�¼
63.98�¼�2)Ã|>�*+*º>�'M2�Ô

∫ nh

h
zα+p−1c

(
h
z

)
(h

z )pu(p)(x− z) dz = eph
p+α

n−1
X

j=1

(n− j)−(1−α)u(p)(jh) + O(hp+α)

= cph
p+α

n
X

j=0

ωn−ju
(p)(jh) + O(hp+α)

')(+67<×67<�.;½9>�1�276K¼
1�632
ep =

∑p
s=0 as/(s + 1)

¼
1�8
cp = ep/a

Ô�')<�.543.;67<�.Ó1�ÀUÄ=,/.54
a
½9>�4743.927»/>�1�8U2[63>

67<�.s¼�27:�ÄÐ»U63>�67(º½Ó.�î�»¬¼
1�27(º>�1Ò&�ë�Ë+Õ�ë ?�Ë ï <�.Ð½9>�1�276K¼
1�632N(+1ê67<�.Ð6�'µ>á¼
»U»/.�¼
47(+1U¿�à�¼
1�8�¼
ÀÖ27:�ÄN,D>�*º2=8U.5»D.51�8
>�1

max0≤x≤L |u(p+1)(x)|
¼
1�8

max0≤x≤L |u(p)(x)|
Ô�43.927»/.9½567(+ç .5*+:DÔ�¼
1�8Ñ67<�.5:Ñ8U>s1�>�6¹8U.5»/.51�8ê>�1Ñ67<�.

½9>�1�23(º8U.543.98�¿¤47(º8$»/>�(+1�6
x = nh

Ë ï <U(º2M½9>�ÄÐ»U*º.563.92�67<�.0»U43>�>
Ã7Ë

� �6! ����� � Û�>�4"67<�.$»U43>�8�À�½56kè~674K¼
»D.5Á�>�(º8�¼
*Â47ÀU*º.¤Ô�(+1bÙc¿¤¿ .547Ä">�1�6ÑÝ�
�ßÂ¼
1b.54743>�4Ó43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ò(º2"¿¤(+ç .51
')<U(º½K<�(º2¹23(+ÄÐ(+*²¼
4¹63>$67<�.Ð43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1×½9>�1�23(º8U.543.98�(+1��c43>�»/>¤27(+67(º>�1bÕ¤Ë�ø�>�Ä"."½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿á43.927ÀU*+632
½9>�1�23(º8U.543.98�(+1á¼íÄ">�43.]¿ .51�.54K¼
*�½9>�1�63.�î�6F½�¼
1�,/.ÂÃ|>�ÀU1�8$(+1�õm¼
Ä".543>�1¾âIìÊ½��].9.;Ý ÷�ß�Ë



û����@��{~}��@y��@���æ����{~}�z|{~�k®��)��{~�
����zD�ñ�K���D�7�@þ�����z�}�y�ÿ���� �3���I�@��{~�������æ���9���3{~}��@y
z-�@��{~�
���
�~z|{-þ�}�y����-}�{~�0y
�@}�z|�����K{�� ¦

������� �C���#��3%.�K 
 �#3 K�$'�%)

¸ 1á67<�.N23.9Ç�À�.5*�67<�.[½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1êÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.NÄ".567<�>�8
(Ωhu)(x)

¿¤(+ç .51�,�:�&�ë�Ë�ë ?M(º2�½9>�1�23(º8U.543.98Ê¼
6�ÀU1U(ñè
Ã�>�47ÄÐ*+:Ó8�(º276747(+,UÀU63.98;¿¤47(º8;»/>�(+1�632

x = nh
Ã|>�4

n = 1, 2, . . . , N
Ô�')<�.543.�67<�.�(+1�63.5¿ .54

N
¼
1�8s67<�.02763.5»;23(+Á�.

h
¼
43.043.5*²¼
63.98�¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

h = L/N.

¸ 1Ó¼�8U8�(+67(º>�1"'æ.)27ÀU»U»D>¤2K.m67<¬¼
6c67<�.)½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1sÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.)Ä".567<�>�8
(Ωhu)(x)

<¬¼�2�½9>�1�ç .547¿ .51�½9.�>�438U.54

p
¼
1�8á½9>�1�27(º8U.54M67<�.51�67<�.]Ä">�8�(ñÈ¬½�¼
67(º>�1

(Ω̃hu)(x) :=

= (Ωhu)(x)︷ ︸︸ ︷
hα

n
X

j=0

ωn−j u(jh) + hα
p−1
X

j=0

wn,j u(jh)
Ã�>�4

x = nh
&�ë�Ë+Õ�Þ ?

¼�2�¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2F63>í67<�.ÂÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*-(+1�63.5¿¤4K¼
*
(Vαu)(x)

Ã�>�4
x = nh

')(+67<
n = 1, 2, . . . , N

ÔU43.923»D.9½�è
67(+ç .5*+: ËDòÂ.543.¤Ô

wn,j
Ã�>�4

j = 0, 1, . . . , p− 1
¼
43.N½9.5476K¼
(+1Ê½9>�4743.9½567(º>�1Ñ'µ.5(+¿¤<�632�Ã|>�4�67<�.=276K¼
4767(+1U¿;ç�¼
*+À�.92F63>

,/.]27»/.9½5(ñÈ¬.98�ËUÜÂÀ�.063>N67<�.ÂÃ�>�47Äa>
ÃX67<�.]23.9½9>�1�8$27ÀUÄ_(+1�&�ë�Ë+Õ�Þ ?æ(+6m(º2)1�.9½9.9232K¼
47:s63>í(+ÄÐ»D>¤2K.067<�.063.9½3<U1U(º½�¼
*
½9>�1�8�(+67(º>�1

h(p− 1) ≤ L
Ë

¸ 1�67<�.]Ä">�8�(ñÈ¬.98áÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.¹Ä".567<�>�8Ö&�ë�Ë+Õ�Þ ?�Ô�Ã|>�4M.�¼�½K<
n = 1, 2, . . . , N

¼í43.�¼�23>�1¬¼
,U*º.[¼
»U»U43> ¼�½3<Ê(º2)63>
½K<�>�>¤2K.�276K¼
4767(+1U¿í'æ.5(+¿¤<�632)27À�½K<s67<¬¼
6]&�ë�Ë+Õ�Þ ?¾(º2µ.�î�¼�½56m¼
6

x = nh
Ã�>�4m¼
*+*I»D>�*+:�1�>�ÄÐ(²¼
*º2m>
Ã�8U.5¿¤43.9.

≤ p− 1
Ô

(~Ë�.¤Ë+Ô

(Ω̃hy
q)(x) = (Vαy

q)(x)
Ã�>�4

q = 0, 1, . . . , p− 1.
&�ë�Ë+Õ�
 ?

ï <U(º2FÄ".�¼
1�2

p−1
X

j=0

wn,j j
q =

Γ (q + 1)

Γ (α + q + 1)
nα+q −

n
X

j=0

ωn−j j
q Ã|>�4

q = 0, 1, . . . , p− 1,
&�ë�Ë+Õ �¤?

')<U(º½K<á(+1ðÃ~¼�½56)(º2F¼[*+(+1�.�¼
4F27:�2763.5ÄS>
Ã
p
.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2mÃ�>�4)67<�.]ÀU1UÅ�1�>�')1�2

wn,j, j = 0, 1, . . . , p− 1
')(+67<�¼

Æ¾¼
1�8U.547Ä">�1�8U.íÄÓ¼
6747(ñîÊ')<U(º½3<ê8U>�.92�1�>�608U.5»/.51�8Ê>�1
n
ËDø�(+1�½9.[67<�.[47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8ê27(º8U.[>
Ã�67<�.[(º8U.51�67(+6�:á(+1

&�ë�Ë+Õ �¤?m(º2
O(n−(1−α))

Ô�67<�.543.]<�>�*º8U2M67<�.].92767(+ÄÓ¼
63.

wn,j = O(n−(1−α))
¼�2

n→ ∞
Ã�>�4

j = 0, 1, . . . , p− 1.
&�ë�Ë+Õ�ó ?

O >�63.�67<¬¼
6¾67<�.Â½9>�1�27(º8U.543.98;¼
»U»U43> ¼�½K<;Ã|>�4æ8U.563.547ÄÐ(+1U(+1U¿[67<�.Â276K¼
4767(+1U¿['µ.5(+¿¤<�632)½�¼
1U1�>�6µ,/.�¼
»U»U*+(º.98s(+1Ó67<�.
½�¼�2K.

x = 0
Ë ¸ 1$67<¬¼
6F½�¼�23.]>�1�.¹>�,U6K¼
(+1�2

(Ω̃hy
q)(0) = 0

Ã�>�4
q = 0, 1, . . . , p− 1

')<U(º½3<á½�¼
1U1�>�6�,D.0À�23.98
(+1s67<�.F27ÀU,�2K.9Ç�À�.51�6æ½9>�1�27(º8U.54K¼
67(º>�1�2æ>�1Ó67<�.F1�ÀUÄ".547(º½�¼
*�23>�*+ÀU67(º>�1;>
Ã-(+1�63.5¿¤4K¼
*/.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2æ>
Ã-67<�.)È�43276¾Å�(+1�8�Ë

	 .¹1�>�'ö½9>�1�27(º8U.54F67<�.¹.54743>�4F>
ÃX67<�.]Ä">�8�(ñÈ¬.98áÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.]Ä".567<�>�8�Ô

(Ẽhu)(x) = (Ω̃hu)(x) − (Vαu)(x)
Ã�>�4

h = x/n, n = 1, 2, . . . .

Û¬>�4)ÈUî�.98á2763.5»�27(+Á�.
h
67<U(º2F.54743>�4F½�¼
1�,/.0')47(+6763.51�¼�2

(Ẽhu)(x) = (EhRp)(x) + hα
p−1
X

j=0

wn,jRp(jh).
&�ë�Ë+Õ�� ?

	 (+67<Ê67<�.N2K¼
Ä".[¼�2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�2]¼�2�(+1 �c43>�»/>¤27(+67(º>�1ÏÕ¤Ô�67<�.=È�43276F63.547ÄY>�1Ê67<�.=47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8Ê23(º8U.N>
Ã�&�ë�Ë+Õ�� ?
½�¼
1$,/.Â')47(+6763.51$(+1ð67<�.FÃ�>�47Ä

cph
p+α

∑n
j=0 ωn−j u

(p)(jh) +O(hp+α)
Ë ¸ 1$¼�8U8�(+67(º>�1-ÔU67<�.027ÀUÄ_(+1�&�ë�Ë+Õ�� ?
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(º2µ>
ÃD67<�.MÃ|>�47Ä
O(hp+1)

')<U(º½3<ÓÃ|>�*+*º>�'M2�Ã|43>�Ä &�ë�Ë+Õ�ó ?�Ë 7 2¾¼
1Ó(+ÄÐÄ".98�(²¼
63.M43.927ÀU*+6�'æ.F>�,U6K¼
(+1s67<�.mÃ|>�*+*º>�')(+1U¿
43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1Ñ>
Ã�67<�.¹.54743>�4�>
Ã�67<�.0Ä">�8�(ñÈ¬.98�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.¹Ä".567<�>�8��

(Ẽhu)(x) = cph
p+α

n
X

j=0

ωn−j u
(p)(jh) + O(hp+α)

Ã�>�4
x = nh,

n = 0, 1, . . . , N,
&�ë�Ë�ë � ?

Ã�>�4
h→ 0

ÀU1U(ñÃ|>�47ÄÐ*+:ð')(+67<$43.927»/.9½56M63>
x
Ô�')(+67<á23>�Ä".043.�¼
*�½9>�1�276K¼
1�6

cp
Ë

� �á��������	 
���w¾��#Dw|�-��	�#I��#�� �[���U�-w ·��]#Iw �������
��	|�D�����¬�
��wæ��
-������	�#I���"#��)�����
9��
�9�Ð�-	|��Î �/·×�����
��#�Î�	�9X��Î 
-���UÎ����������
�á��������#�Î

�'����� .����?&(���>,F�C&�� ��� �6! ��� �()"��. � �%$����?��)63�,5��1 K�&��63��%$�!

¸ 1Ó67<U(º2æ23.9½567(º>�1;'µ.�43.9½�¼
*+*I67<�.F,¬¼�27(º½M43.923ÀU*+6æ>
Ã-67<�.F»¬¼
»D.540Ý+Õ�Þ�ß�Ë�Û�>�4æ67<U(º2µ»UÀU47»D>¤23.�'µ.Â¼
¿�¼
(+1;½9>�1�23(º8U.54µ67<�.
'æ.�¼
Å�*+:Ð27(+1U¿¤ÀU*²¼
4¾Æ�>�*+63.5474K¼](+1�63.5¿¤4K¼
*D.9Ç�À¬¼
67(º>�1s>
Ã/67<�.æÈ�43236�Å�(+1�8�&kÕ¤Ë+Õ�?c¼
1�8"27ÀU»U»/>¤23.m67<¬¼
6�(+6c<¬¼�2æ¼ÂÀU1U(ºÇ�À�.
2K>�*+ÀU67(º>�1

u : [0, L ] → R
&|23À�ØÓ½5(º.51�6�½9>�1�8�(+67(º>�1�2Â¼
43.0¿¤(+ç .51�¼
6)67<�.].51�8�>
Ã�ø�.9½567(º>�1�÷�?�Ë 7 8U8�(+67(º>�1¬¼
*+*+:$'µ.

23ÀU»U»D>¤23.N67<¬¼
6067<�.=ç¤¼
*+À�.920>
Ã¾67<�.N47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8ê27(º8U.[>
Ãµ.9Ç�À¬¼
67(º>�1Ï&kÕ¤Ë+Õ�?Â¼
43.[.�îU¼�½567*+:á¿¤(+ç .51ê¼
6ÂÀU1U(ñÃ�>�47ÄÐ*+:
8�(º236747(+,UÀU63.98�¿¤47(º8$»/>�(+1�632

xn = nh
Ã|>�4

n = 1, 2, . . . , N,
&�ä�Ë+Õ�?

43.923»D.9½567(+ç .5*+:/Ë ¸ 1;67<�.�2K.9Ç�À�.5*D'µ.0½9>�1�27(º8U.54M¼N½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1�Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.�Ä".567<�>�8ð>
Ã�67<�.FÃ|>�47Ä &�ë�Ë�ë ?�')<U(º½3<
<¬¼�2æ½9>�1�ç .547¿ .51�½9.0>�438U.54

p
Ë ¸ 1;¼�8U8�(+67(º>�1;Ä">�8�(ñÈ¬.98s276K¼
4767(+1U¿N'æ.5(+¿¤<�632)¼�2�(+1Ñ&�ë�Ë+Õ�Þ ?¾¼
43.FÀ�23.98"63>N8U.563.547ÄÐ(+1�.

¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
un ≈ u(xn)

Ã�>�4
n = 1, 2, . . . , N

Ë ï <U(º2sÄ".�¼
1�2;67<¬¼
6ÓÃ�>�4ð¼�¿¤(+ç .51Ò236K¼
4767(+1U¿Öç¤¼
*+À�.

u0 ≈ u(0)
Ô¬¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2

u1, u2, . . . , uN
<¬¼�ç .]63>Ð,/.]8U.563.547ÄÐ(+1�.98á27À�½K<�67<¬¼
6M67<�.0(º8U.51�67(+67(º.92

hα
n

X

j=0

ωn−j k(xn, xj)uj + hα
p−1
X

j=0

wn,j k(xn, xj)uj = f(xn)
&�ä�Ë�ë ?

¼
43.Ñ2K¼
67(º27È¬.98�Ã�>�4
n = 1, 2, . . . , N

Ë O >�63.Ê67<¬¼
6;67<�.ê¼�2323ÀUÄÐ»U67(º>�1
k ≡ 1

(º2;1�>�' >�ÄÐ(+6763.98�Ô)¼
1�8Ò67<�.
¿ .51�.54K¼
*Â27(+67À¬¼
67(º>�1QÃ�>�4Ð67<�.$Å .5471�.5*

k
(º2"½9>�1�27(º8U.543.98Q(+1�67<�.�23.9Ç�À�.5*~Ë ï <�.$»U43>�½9.98�ÀU43.$Ã�>�4Ó8U.563.547ÄÐ(+1U(+1U¿

67<�.92K.=¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2F(º2�¼�2mÃ|>�*+*º>�'M2	�
&�¼ ?áÛ�(+43236Â8U.563.547ÄÐ(+1�."¼s276K¼
4767(+1U¿ðç�¼
*+À�.

u0 ≈ u(0)
Ë�ô�1�.N>
Ãæ67<�.=43.�¼�23>�1¬¼
,U*º."¼
*+¿ >�47(+67<UÄ"20(º20½9>�1�27(º8U.543.98

¼
6)67<�.¹.51�8�>
Ã¾ø�.9½567(º>�1�÷�Ë
&�,I? ï <�.51á23>�*+ç .s&�ä�Ë�ë ?µÃ|>�4

n = 1, 2, . . . , p− 1
Ë ï <U(º2)*º.�¼�8U2M63>s¼í*+(+1�.�¼
4F27:�2763.5Äa>
Ã

p− 1
.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2)Ã�>�4

67<�.
p− 1

ÀU1UÅ�1�>�')1�2
u1, u2, . . . , up−1

Ë
&|½�? ï <�.�(º8U.51�67(+67(º.92�&�ä�Ë�ë ?Ð67<�.51 ¼
43.áÀ�23.98�23À�½9½9.92327(+ç .5*+:jÃ�>�4

n = p, p + 1, . . . , N
63>Ö8U.563.547ÄÐ(+1�.�67<�.

¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
up, up+1, . . . , uN

Ô�43.927»/.9½567(+ç .5*+:/Ë

	 .æ1�.�î�6X»U43.923.51�6c67<�.)¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1"»U43>�»/.54767(º.92c>
ÃI67<�.m23½K<�.5Ä".¹&�ä�Ë�ë ?�Ë 7 2c¼�»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1"'µ.µÃ�>�47Ä=ÀU*²¼
63.
67<�.¹,¬¼�27(º½¹¼�2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�2�Ë
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p ≥ 1 NA � E��%$�� , &��6�?� ) ��&�. �@3�.�K�K��6.	�6�?�@��3%.�K +6��. ,(��3�&�.
ω(ξ)

, &�.0) 34���6� �?� 3%. AJ�'���FE , ��. � � � � � � � )F�6. �J�?� ��);3%.
AC�'�%��� E �0AC�'�%��� E NA ,�E��%$�� )#�C���#��3�.�K 
 �63 K�$��%)-��� �5���#�J�#� !53%.	�?� ��, , &@����3%.�KM�C& �%$��", &�.	��3%��34&�.>) 3%. AJ�'�%��
 E NA �6E �%$�� �@�6� . �61#+ �'. ,F��34&�.

k
3%. �%$���3%.��J�4K��?��10&��>�#���@�C&@�HA ���%� EG$'��)�, &�. ��3�.0�>&���)��>���6��34��1>���6�63�/��@��3�/�� ) ��� �C&H�%$��

&������6�
p+1

&�.
[0, L ]× [0, L ] N ��.	�-�%$��G)F&�12����34&�.

u
&�+G�%$>�G3%.��J�4K@����1 �?<#�>�@��34&�.;A ���%� E 3 )

(p+1) �
��3%! �6)

, &�.���3%.0�>&���)61 � ��3 � �6�?�#.���3�� �61 �5&@. �%$��-3%.��J�6�6/ ��1
[0, L ] N
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A � E ��. �
k(x, x) = 1

$'&�1 ��) +#&��5�?��,6$
0 ≤ x ≤ L

�
7 6Ð67<�.$.51�8Ï>
Ã¹ø�.9½567(º>�1Ï÷�Ôc½9>�1�8�(+67(º>�1�2">�1Ï67<�.ð47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8�27(º8U.$>
Ã�67<�.ð½9>�1�27(º8U.543.98Ï'æ.�¼
Å�*+:j27(+1U¿¤ÀU*²¼
4
Æ�>�*+63.5474K¼Ð(+1�63.5¿¤4K¼
*�.9Ç�À¬¼
67(º>�1�>
ÃX67<�.ÂÈ�43276mÅ�(+1�8�¼
43.0¿¤(+ç .51�')<U(º½K<�¿¤À¬¼
4K¼
1�63.9.=67<�.].�î�(º2363.51�½9.]>
ÃX¼í23>�*+ÀU67(º>�1

u
2K¼
67(º2kÃ|:�(+1U¿á&|8¬?æ(+1 7 2327ÀUÄÐ»U67(º>�1ÖÕ¤Ë

7 2F¼
1�>�67<�.54M»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1�'µ.=»U43.923.51�6�¼[À�2K.�Ã�ÀU*-43.923ÀU*+6M>�1�67<�.]Ç�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.N.54743>�4)Ã�>�4)¿ .51�.54K¼
*�Å .5471�.5*º2
k
Ë

Û¬>�4M67<U(º2M'æ.](+1�6743>�8�À�½9.]1�>�6K¼
67(º>�1�2FÃ|>�4)67<�.].54743>�4F>
ÃX67<�.¹23½K<�.5Ä".Ó&�ä�Ë�ë ?�Ô

en := u(xn) − un
Ã�>�4

n = 0, 1, . . . , N.
&�ä�Ë�ä ?

¸ ÃX67<�.]½9>�1�8�(+67(º>�1�2F(+1 7 2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�Õ¹¼
43.=2K¼
67(º2kÈ¬.98�ÔU67<�.51�67<�.543.¹<�>�*º8U2

hα
n

X

j=0

ωn−j k(xn, xj)ej + hα
p−1
X

j=0

wn,j k(xn, xj)ej

= cph
p+α

n
X

j=0

ωn−jϕ(xj) + O(hp+α)
Ã�>�4

n = 1, 2, . . . , N
&�ä�Ë ÷�?

ÀU1U(ñÃ�>�47ÄÐ*+:ê')(+67<×43.927»D.9½56N63>
n
Ô�')(+67<Ö67<�.ÐÃ|ÀU1�½567(º>�1

ϕ(x) = dp

dyp

{
k(x, y)u(y)

}
|y=x

Ã�>�4
0 ≤ x ≤ L

Ë
Û¬>�4¹.�¼�½3<

n
67<�.í43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1 &�ä�Ë ÷�?FÃ|>�*+*º>�'M20Ã�43>�ÄY67<�.í43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ò&�ë�Ë�ë � ?�Ô/')(+67<ê67<�.[Ã|ÀU1�½567(º>�1

u43.5»U*²¼�½9.98á,�:;67<�.0Ã|ÀU1�½567(º>�1
y 7→ k(xn, y)u(y)

½9>�1�27(º8U.543.98á>�1$67<�.](+1�63.547ç�¼
*
[0, xn ]

67<�.543.¤Ë
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	 .[1�>�'ù½9>�1�23(º8U.54ÂÀU1U(ºÇ�À�.51�.9232�ÔD.�î�(º2763.51�½9.[¼
1�8ê¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
67(º>�1ê»U43>�»/.54767(º.92]>
Ã¾67<�.[276K¼
4767(+1U¿ðç�¼
*+À�.92
u1,

u2, . . . , up−1
Ë 7 2M¼[È�43236M2763.5»�'µ.=½9>�1�27(º8U.54M(+1$Ä">�43.¹8U.56K¼
(+*-67<�.¹*+(+1�.�¼
4F27:�2763.5Äa>
ÃX.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2

hα
p−1
X

j=0

(ωn−j +wn,j
︸ ︷︷ ︸

=: ωn,j

)k(xn, xj)uj = f(xn)
Ã�>�4

n = 1, 2, . . . , p− 1,
&�ä�Ë�Þ ?

')(+67<Ê67<�.N1�>�6K¼
67(º>�1
ωn = 0

Ã|>�4
n < 0

Ë ï <�.N*+(+1�.�¼
4027:�2363.5Ä >
Ã¾.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2í&�ä�Ë�Þ ?F½�¼
1á,/.¹')47(+6763.51Ñ(+1�67<�.
Ã�>�47Ä

=: S︷ ︸︸ ︷

hα




ω1,1 k1,1 ω1,2 k1,2 · · · ω1,p−1k1,p−1

ω2,1 k2,1 ω2,2 k2,2 · · · ω2,p−1k2,p−1

ËËË ËËË ËËË

ωp−1,1kp−1,1 ωp−1,2 kp−1,2 · · · ωp−1,p−1kp−1,p−1







u1

u2ËËË

up−1




&�ä�Ë�
 ?

=




f(x1)

f(x2)ËËË

f(xp−1)




− hα




ω1,0 k0,0

ω2,0 k1,0ËËË

ωp−1,0 kp−1,0



u0
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')(+67<á67<�.]1�>�6K¼
67(º>�1

kn,j = k(xn, xj)
Ã�>�4

0 ≤ j, n ≤ p− 1.

¸ 6[67ÀU471�2N>�ÀU6[67<¬¼
6í67<�.ÓÄÓ¼
6747(ñî
S = S(h) ∈ R

(p−1)×(p−1)
(+1 &�ä�Ë�
 ?¹(º2[1�>�1�É�27(+1U¿¤ÀU*²¼
4[Ã|>�4[27À�ØÓ½5(º.51�67*+:

23ÄÓ¼
*+*�ç¤¼
*+À�.92
h
Ô�¼
1�8

‖S−1‖∞ = O(h−α)
<�>�*º8U2�Ã�>�4

h → 0
')<�.543.

‖ · ‖∞
8U.51�>�63.92067<�.[ÄÓ¼
6747(ñî�1�>�47Ä

(+1�8�À�½9.98Q,�:�67<�.ðÄÓ¼�î�(+Ä=ÀUÄq1�>�47Ä Ã|>�4íç .9½563>�432�Ë ï <U(º2Ð.92767(+ÄÓ¼
63.;Ã�>�4í67<�.ðÄÓ¼
6747(ñî
S−1

(º2Ð>�,U6K¼
(+1�.98j,�:
½9>�1�23(º8U.547(+1U¿ðÈ�43276�67<�.í½�¼�23.

k ≡ 1
¼
1�8ê¼
»U»U*+:�(+1U¿ð67<�.[43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ò&�ë�Ë+Õ �¤?�Ô/¼
1�8Ê67<�.[¿ .51�.54K¼
*�½�¼�23.N(º2

67<�.51�>�,U6K¼
(+1�.98�,�:;À�27(+1U¿s¼[»/.54767ÀU47,¬¼
67(º>�1Ê¼
47¿¤ÀUÄ".51�6�Ë

	 .01�>�' »U43.923.51�6F67<�.0¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�»U43>�»D.54767(º.92F>
Ã�67<�.0½9>�1�27(º8U.543.98�276K¼
4767(+1U¿Ðç¤¼
*+À�.92
u1, u2, . . . , up−1

Ë

v=��#I!�#¬��	 ��	�#I� ��� �F��� )L)6��! �	��34&�.
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u0 −u(x0) = O(hp)��)

h → 0,
��. � 1D�#���%$��5&@�%$��6�*)6�C�@�6��3%.�K / ��1 �>�6)

u1, u2, . . . , up−1
�L� ���#�J�6�6!53�. �?� � �BA ���D�FEG+F&��

n = 1, 2,

. . . , p− 1
� : $>�6. �%$>�6�?�-$�&�1 ��)

max
n=1,2,...,p−1

|un − u(xn)| = O(hp)
��)

h→ 0.
&�ä�Ë
�¤?
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6mÃ|43>�Ä Ý+Õ�Þ�ß�67<�.0,¬¼�27(º½02763.5»�2M>
Ã�67<�.0»U43>�>
Ãc27(+1�½9.023>�Ä".]>
ÃX67<�.923.]2763.5»�2M¼
43.¹¼
*º23>í1�.9.98U.98
(+1Ó67<�.)»U43>�>
Ã->
Ã/67<�.MÄÓ¼
(+1"43.923ÀU*+6�(+1"67<�.)»U43.923.51�6¾»¬¼
»/.54�&|½�Ã7Ë�ø�.9½567(º>�1Ó÷�?�Ë ï <�.F.54743>�4¾43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ñ&�ä�Ë ÷�?
¼
1�8�67<�.=¼�2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�2M>�1á67<�.=¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1á»U43>�»/.54767(º.92F>
ÃX67<�.¹276K¼
4767(+1U¿"ç¤¼
*+À�.

u0
:�(º.5*º8

hα
p−1
X

j=1

ωn,j k(xn, xj)ej = O(hp+α)
Ã�>�4

n = 1, 2, . . . , p− 1.
&�ä�Ë�ó ?

7 ÄÓ¼
6747(ñî�É�ç .9½563>�4MÃ�>�47Ä=ÀU*²¼
67(º>�1�>
ÃM&�ä�Ë�ó ?æ¿¤(+ç .92

‖SEh‖∞ = O(hp+α)
¼�2

h→ 0,
')(+67<

Eh := (e1, e2, . . . , ep−1)
>

')(+67<í67<�.æÄÓ¼
6747(ñî
S
Ã|43>�Ä_&�ä�Ë�
 ?�')<U(º½3<í(º2�1�>�1�É�27(+1U¿¤ÀU*²¼
4XÃ�>�4�23À�ØÓ½5(º.51�67*+:í27ÄÓ¼
*+*�ç¤¼
*+À�.92

h
Ô
')(+67<

‖S−1‖∞ =

O(h−α)
¼�2
h→ 0

Ô�23.9.M67<�.F276K¼
63.5Ä".51�632æ¼
,/>�ç .¤Ë�ò�.543.Â¼
1�8Ð(+1Ó67<�.M2K.9Ç�À�.5*~Ô
‖ · ‖∞

8U.51�>�63.92¾67<�.MÄÓ¼�î�(+Ä=ÀUÄ
1�>�47ÄiÃ|>�4Fç .9½563>�432�¼�2M'æ.5*+*�¼�2F67<�.](+1�8�À�½9.98áÄÓ¼
6747(ñî$1�>�47Ä�Ô¬43.927»D.9½567(+ç .5*+:/Ë¬Û�43>�Äi67<U(º2M67<�.=.92767(+ÄÓ¼
63.s&�ä�Ë
�¤?
Ã�>�*+*º>�'M2�Ë

�'��� : $��*��� � �?&���3%! �@��34&�. � ��& �>�6�#��34� )5&�+H�%$��-/ ��1 �>�6)
up, up+1, . . . , uN

	 .�1�>�'Ò»U43.923.51�6µ67<�.FÄÓ¼
(+1s43.927ÀU*+6æ>�1s67<�.�½9>�1�ç .547¿ .51�½9.]>�438U.54æ>
Ã-67<�.�¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2M>�,U6K¼
(+1�.98s,�:Ð67<�.
2K½3<�.5Ä".s&�ä�Ë�ë ?�Ë 7 2M¼í»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1Ê½9>�1�27(º8U.54M67<�.]43.9½5(+»U43>�½�¼
*

1

ω(ξ)
=

∞
X

n=0

ω(−1)
n ξn

>
Ãµ67<�.=¿ .51�.54K¼
67(+1U¿ðÃ|ÀU1�½567(º>�1
ω(ξ) =

∑∞
n=0 ωn ξ

n
Ë ¸ 6F(º20¼
1Ñ(+ÄÐÄ".98�(²¼
63.í½9>�1�23.9Ç�À�.51�½9.í>
Ã�67<�.[43.5»U43.923.51�è

6K¼
67(º>�1×&�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?)67<¬¼
6M67<�.]½9>�.�ØÓ½5(º.51�632Â>
ÃX67<�.]43.9½5(+»U43>�½�¼
*-Ã�ÀU1�½567(º>�1
1/ω(ξ)

2K¼
67(º2kÃ|:

ω(−1)
n = O(n−α−1)

¼�2
n→ ∞.

&�ä�Ë�� ?

	 .¹1�>�'n»U43.923.51�6Â¼í27»/.9½5(²¼
*�ç .54327(º>�1á>
ÃX67<�.]ÄÓ¼
(+1�43.923ÀU*+6M>
Ã�67<�.]»¬¼
»/.54M,�:;à�ÀU,U(º½K<ÖÝ+Õ�Þ�ß �



û����@��{~}��@y��@���æ����{~}�z|{~�k®��)��{~�
����zD�ñ�K���D�7�@þ�����z�}�y�ÿ���� �3���I�@��{~�������æ���9���3{~}��@y
z-�@��{~�
���
�~z|{-þ�}�y����-}�{~�0y
�@}�z|�����K{�� �

� ����#¬�
��� ��� �F� �%$>�5, &�. ��3���34&�.>)*&�+ � ��& ��&�) 3���34&�.;� � �*)F�@��3 ) � �?��� : $��6. �%$��5����� ��& ��3�! �@��34&�.>)
up, up+1,

. . . , uN
A ���#�J�6�6!"3%.	�?� � � A ���D�FE +F&��

n = p, p+ 1, . . . , N N � � ) �0�?,F��3%/��61�� EM, ��.�� � � )#��3�! �@�J� � ��) +F&�1%1 & 
 ) N

max
n=p,p+1,...,N

|un − u(xn)| = O(hp)
��)

h→ 0.

� ��&(&?+ 7 ¿�¼
(+1×23>�Ä".s>
ÃM67<�.;2763.5»�2N(+1Ö67<U(º2N»U43>�>
Ã�¼
43.Ó1�.9.98U.98j¼
*º23>�(+1Ïø�.9½567(º>�1×÷�Ô�67<�.543.�Ã�>�43.s'µ.s43.5»D.�¼
6
Ã|43>�Ä Ý+Õ�Þ�ß�67<�.0,¬¼�27(º½]2363.5»�2M>
Ã�67<�.0»U43>�>
ÃkËUìÊ>�ç�(+1U¿"67<�.]23.9½9>�1�8$23ÀUÄa>�1$67<�.0*º.�Ã�6�É�<¬¼
1�8�23(º8U.]>
Ã�67<�.].54743>�4
43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1Ï&�ä�Ë ÷�?æ63>í67<�.]47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8Ê27(º8U.0¿¤(+ç .92)67<�.]Ã|>�*+*º>�')(+1U¿s.54743>�4M43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1-Ô

hα
n

X

j=0

ωn−j k(xn, xj)ej = cph
p+α

n
X

j=0

ωn−jϕ(xj) + O(hp+α)
Ã|>�4

n = 0, 1, . . . , N
&�ä�Ë+Õ�� ?

Ã�>�4
h → 0

ÀU1U(ñÃ�>�47ÄÐ*+:$')(+67<�43.927»/.9½56F63>
n
Ë 	 .=1�.�î�6�½9>�1�27(º8U.54�¼íÄÓ¼
6747(ñî�É�ç .9½563>�4FÃ�>�47Ä=ÀU*²¼
67(º>�1Ñ>
ÃF&�ä�Ë+Õ�� ?�Ë

7 2F¼[»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1�'µ.¹½9>�1�27(º8U.54F67<�.]ÄÓ¼
6747(ñî
Aα

h ∈ R
(N+1)×(N+1)

')(+67<

Aα
h = hα




ω0k0,0 0 · · · · · · · · · 0

ω1k1,0 ω0k1,1 0 0

ËËË
ω1k2,1 ω0k2,2

Ë Ë Ë ËËË

ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËËË

ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë
0

ωN kN,0 · · · · · · · · · ω1kN,N−1 ω0kN,N




')(+67<á67<�.]1�>�6K¼
67(º>�1

kn,j = k(xn, xj)
Ã�>�4

0 ≤ j ≤ n ≤ N.

7 8U8�(+67(º>�1¬¼
*+*+:$'æ.¹½9>�1�27(º8U.54M67<�.¹ÄÓ¼
6747(ñî
Bα

h ∈ R
(N+1)×(N+1)

¿¤(+ç .51�,�:

Bα
h = hα




ω0 0 · · · · · · · · · 0

ω1 ω0 0 0

ω2 ω1

Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËËË
ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËËË
ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë

0

ωN · · · · · · ω2 ω1 ω0




,

¼
1�8�67<�.]ç .9½563>�432

Eh = (e0, e1, . . . , eN )>, G = cph
p(ϕ(x0), ϕ(x1), . . . , ϕ(xN ))>.

� 27(+1U¿Ó¼
*+*-67<�.92K.01�>�6K¼
67(º>�1�2�Ô�67<�.]*+(+1�.�¼
4�27:�2363.5Ä &�ä�Ë+Õ�� ?),D.9½9>�Ä".92

Aα
hEh = Bα

hG + Fα
h ,

')(+67<á23>�Ä".
Fα

h ∈ R
N+1, ‖Fα

h ‖∞ = O(hp+α)
¼�2

h→ 0.
&�ä�Ë+Õ¤Õ�?



 7§ ³�¢��¬���K{~�

Û¬>�40¼[Ã|ÀU4767<�.54Â6743.�¼
67Ä".51�6]>
Ãc67<�.¹(º8U.51�67(+6�:×&�ä�Ë+Õ¤Õ�?)'µ.N1�>�'�½9>�1�23(º8U.54�67<�.=(+1�ç .54323.NÄÓ¼
6747(ñîá>
Ã
Bα

h

Ô�67<U(º2F(º2

Dα
h ∈ R

(N+1)×(N+1)
')(+67<

Dα
h = h−α




ω
(−1)
0 0 · · · · · · · · · 0

ω
(−1)
1 ω

(−1)
0 0 0

ω
(−1)
2 ω

(−1)
1

Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËËË
ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËËË
ËËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë

0

ω
(−1)
N · · · · · · ω

(−1)
2 ω

(−1)
1 ω

(−1)
0




.
&�ä�Ë+Õ�ë ?

	 .¹1�>�'�¼
»U»U*+:ð67<�.0ÄÓ¼
6747(ñî
Dα

h

63>í,/>�67<á27(º8U.92F>
Ã)&�ä�Ë+Õ¤Õ�?)¼
1�8á>�,U6K¼
(+1

‖Dα
hA

α
hEh‖∞ = O(hp)

¼�2
h→ 0,

&�ä�Ë+Õ�ä ?

')<�.543.¹67<�.¹.92767(+ÄÓ¼
63.92

‖Dα
h‖∞ = O(h−α), ‖G‖∞ = O(hp)

¼�2
h→ 0

&�ä�Ë+Õ5÷�?

<¬¼�ç .Â,D.9.51;À�23.98�Ô�¼
1�8Ó67<�.�È�43276æ.92767(+ÄÓ¼
63.Â(+1Ñ&�ä�Ë+Õ5÷�?�Ã�>�*+*º>�'M2µÃ�43>�Ä 67<�.Â8U.9½�¼9:Ê&�ä�Ë�� ?¾>
Ã�67<�.Â½9>�.�ØÓ½5(º.51�632)>
Ã
67<�.F43.9½5(+»U43>�½�¼
*/>
Ã�67<�.)¿ .51�.54K¼
67(+1U¿[Ã�ÀU1�½567(º>�1

ω
Ë ¸ 6¾67<�.51Ó67ÀU471�2æ>�ÀU6Â&|½�Ã7Ë Ùc¿¤¿ .547Ä">�1�6]Ý�
�ßIÃ|>�4�Ä">�43.�8U.56K¼
(+*º2@?

67<¬¼
6F67<�.]*º>�'æ.54F6747(²¼
1U¿¤ÀU*²¼
4FÄÓ¼
6747(ñî
Dα

hA
α
h

½�¼
1$,/.0')47(+6763.51Ê¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2

Dα
hA

α
h = I + hKh

')(+67<
Kh = (kh,`,j) ∈ R

(N+1)×(N+1) 276747(º½567*+:;*º>�'µ.54�6747(²¼
1U¿¤ÀU*²¼
4�Ô

max
1≤j<`≤N+1

|kh,`,j | = O(1)
¼�2

h→ 0.

ï <U(º2F43.5»U43.923.51�6K¼
67(º>�1Ñ¼
1�8$67<�.¹8�(º23½543.563.¹ç .54327(º>�1á>
Ã��Â43>�1�'m¼
*+*~Ú�2F(+1�.9Ç�À¬¼
*+(+6�:ð1�>�'ö:�(º.5*º8U2

‖(Dα
hA

α
h)−1‖∞ = O(1)

¼�2
h→ 0.

&�ä�Ë+Õ�Þ ?

ï <�.=276K¼
63.5Ä".51�6Â>
Ã�67<�.]67<�.9>�43.5Äi1�>�' Ã�>�*+*º>�'M2MÃ�43>�Äa67<�.].92367(+ÄÓ¼
63.92N&�ä�Ë+Õ�ä ?)¼
1�8�&�ä�Ë+Õ�Þ ?�Ë

� �6! ����� � &�¼ ?_Û�>�4067<�.=»U43>�8�À�½56kè~674K¼
»/.5Á�>�(º8�¼
*c47ÀU*º.¤Ô/¼s27(+ÄÐ(+*²¼
4]¼
»U»U43> ¼�½3<�¼�2Â(+1Ê67<�.=»U43>�>
Ãµ>
Ã ï <�.9>�43.5Ä
ëÐ(º2M½9>�1�27(º8U.543.98$(+1�Ùc¿¤¿ .547Ä">�1�6[Ý�
�ß�Ë
&�,I? ¸ 60Ã�>�*+*º>�'M2]Ã�43>�Ä 67<�."»U43>�>
Ã)>
Ã ï <�.9>�43.5Ä ëð67<¬¼
6](+1�67<�."27(+67À¬¼
67(º>�1Ö>
Ã 7 2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�Õí67<�.Ó23½3<�.5Ä".
&�ä�Ë�ë ?�½�¼
1í,/.µ¼
»U»U*+(º.98[Ã�>�4

n = p, p+1, . . . , N
')(+67<Ð276K¼
4767(+1U¿0ç¤¼
*+À�.92

u1, u2, . . . , up−1
67<¬¼
6c¼
43.æ>�,U6K¼
(+1�.98

,�:$>�67<�.54�¼
»U»U43> ¼�½3<�.92�Ë ï <�.¹>�1U*+:;43.9Ç�ÀU(+43.5Ä".51�6F(º2)67<¬¼
6F.92367(+ÄÓ¼
63.Ó&�ä�Ë
�¤?æ(º2M2K¼
67(º27È¬.98�Ë

� vÂ��������� ����Î�Î������

	 .Ê1�>�' 276K¼
476s')(+67< 67<�.ÊÄÓ¼
(+1 »UÀU47»D>¤2K.Ê>
ÃN67<�.�»U43.92K.51�6ð»¬¼
»D.54�Ôæ67<U(º2ð(º2�Ôµ67<�.Ñ½9>�1�27(º8U.54K¼
67(º>�1n>
Ã=67<�.
43.5¿¤ÀU*²¼
47(+Á9(+1U¿$»U43>�»/.54767(º.92]>
Ã¾67<�.[23½3<�.5Ä".$&�ä�Ë�ë ?�Ë/òÂ.543.='æ.[½9>�1�23(º8U.54Â67<�.[27(+67À¬¼
67(º>�1Ñ67<¬¼
6]>�1U*+:�»/.54767ÀU47,D.98
8�¼
6K¼

f δ
n

¼
43.=¼�ç�¼
(+*²¼
,U*º.[¼
6)67<�.]¿¤47(º8$»/>�(+1�632
xn

ÔU43.927»/.9½567(+ç .5*+:/ÔU')(+67<

|f δ
n − f(xn)| ≤ δ

Ã|>�4
n = 1, 2, . . . , N,

&�÷�Ë+Õ�?



û����@��{~}��@y��@���æ����{~}�z|{~�k®��)��{~�
����zD�ñ�K���D�7�@þ�����z�}�y�ÿ���� �3���I�@��{~�������æ���9���3{~}��@y
z-�@��{~�
���
�~z|{-þ�}�y����-}�{~�0y
�@}�z|�����K{��  � 

')<�.543.
δ > 0

(º2=¼;Å�1�>�')1�1�>�(º23.í*º.5ç .5*~Ë ¸ 1ê67<¬¼
6¹23(+67À¬¼
67(º>�1�67<�.Ð8�(º23½543.563.".9Ç�À¬¼
67(º>�1�2Ó&�ä�Ë�ë ?]¼
43.íÄ">�8�(ñÈ¬.98
¼�2¹Ã|>�*+*º>�'M2	��Û¬>�4=23>�Ä".Ð¿¤(+ç .51×276K¼
4767(+1U¿áç¤¼
*+À�.

uδ
0 ≈ u(0)

8U.563.547ÄÐ(+1�.s¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
uδ

n ≈ u(xn)
Ã|>�4

n = 1, 2, . . . , N
27À�½3<�67<¬¼
6F67<�.](º8U.51�67(+67(º.92

hα
n

X

j=0

ωn−j k(xn, xj)u
δ
j + hα

p−1
X

j=0

wn,j k(xn, xj)u
δ
j = f δ

n

&�÷�Ë�ë ?

¼
43.N2K¼
67(º2kÈ¬.98ðÃ�>�4
n = 1, 2, . . . , N

Ë ï <�.=»U43>�½9.98�ÀU43.¹Ã|>�4F8U.563.547ÄÐ(+1U(+1U¿ð67<�.923.N¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2�(º2�27(+ÄÐ(+*²¼
4
63>"67<�.0»U43>�½9.98�ÀU43.¹Ã|>�4M.�î�¼�½567*+:s¿¤(+ç .51á47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8Ê27(º8U.92�ÔU½�Ã7Ë¬ø�.9½567(º>�1�ä�Ë+Õ¤Ë

	 .m¼
43.µ1�>�'j(+1í¼F»/>¤27(+67(º>�1N63>FÃ�>�47Ä=ÀU*²¼
63.æ67<�.¾ÄÓ¼
(+1í43.927ÀU*+632X>
Ã�67<U(º2�»¬¼
»/.54�Ë 7 2�¼F»U43.5»¬¼
4K¼
67(º>�1í'µ.m½9>�1�27(º8U.54
67<�.]Ã|>�*+*º>�')(+1U¿;¼�2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�2 �


 ��������!���	�#I� � A �#E : $��-,L&�. ��3���3�&@.>) 3�. � ) ) �'! � ��3�&�.;� ���?�H)F�@��3 ) � �?� NA � E��%$��-,L&�. ��3���3�&@.>) A�� �%� E�&�.B�%$��-. &�3�)F�*���?�-)F�@��3�)�� �?� NA ,�E ��. �
uδ

0

3�)H� )#�C���#��3�.�K�/ ��1 �0��
 3%�%$
uδ

0 − u(x0) = O(hp + δ /hα)
��)

(h, δ) → 0
�

ï <�.]Ã|>�*+*º>�')(+1U¿Ó»U43>�»/>¤27(+67(º>�1�»U43>�ç�(º8U.92�¼
1�.54743>�4F.92767(+ÄÓ¼
63.0Ã�>�4)67<�.]276K¼
4767(+1U¿"ç¤¼
*+À�.92�Ë

v=��#I!�#¬��	 ��	�#I� � � �F� �%$�� , &�. �@3%��34&�.>) &?+ � ) ) �'! �	��3�&@. ���L� )#�@��3�)����?� N �@. � 1 �F� )6�C���#��3�.'K /���12�0� )
uδ

1, u
δ
2,

. . . , uδ
p−1

� � K�3%/��6.�� � A�� � �(E�+F&��
n = 1, 2, . . . , p− 1 N � � ) �>� ,F��3�/��61 ��� : $��6.B�%$��6� �-$'&�1 ��)

max
n=1,2,...,p−1

|uδ
n − u(xn)| = O

(
hp +

δ
hα

) ��)
(h, δ) → 0.

� ��&(&?+ Ü�À�.M63>¹67<�.)43.927ÀU*+632¾(+1�Ý+Õ�Þ�ßD')<U(º½3<;¼
43.F43.9½�¼
*+*º.98"(+1s67<�.)»U43.923.51�6æ»¬¼
»/.54�(+6¾(º2µ27À�ØÓ½5(º.51�6µ63>=.92767(+ÄÓ¼
63.
67<�.=8�(��/.543.51�½9.92F,D.56�'µ.9.51á67<�.¹»D.54767ÀU47,/.98á¼
1�8ð67<�.]ÀU1U»/.54767ÀU47,D.98�¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2�Ô

∆δ
n := uδ

n − un
Ã�>�4

n = 1, 2, . . . , p− 1.

òÂ.543.í67<�."¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
u1, u2, . . . , up−1

2K¼
67(º2kÃ|:á67<�.[ÀU1U»D.54767ÀU47,/.98�8�(º23½543.563.Ð.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2Ó&�ä�Ë�ë ?�Ô-¼
1�8

u0
8U.51�>�63.92]¼
1Ê¼
47,U(+674K¼
47:�276K¼
4767(+1U¿;ç¤¼
*+À�.¹')(+67<

u0 − u(x0) = O(hp)
¼�2
h → 0

Ë 7 ½9>�ÄÐ»¬¼
47(º23>�1Ñ>
Ãc67<�.
(º8U.51�67(+67(º.92[&�÷�Ë�ë ?M¼
1�8�&�ä�Ë�ë ?æ¿¤(+ç .92

hα
p−1
X

j=1

ωn,j k(xn, xj)∆
δ
j = O(hp+α + δ)

Ã|>�4
n = 1, 2, . . . , p− 1,

&�÷�Ë�ä ?

')<�.543.Ó67<�."'æ.5(+¿¤<�632
ωn,j

¼
43.Ð(+1�6743>�8�À�½9.98Ö(+1b&�ä�Ë�Þ ?�Ë O >�63."67<¬¼
6N67<�."27ÀUÄÐÄÓ¼
67(º>�1×(+1b&�÷�Ë�ä ?0,/.5¿¤(+1�2¹')(+67<

j = 1
Ë 7 ÄÓ¼
6747(ñî�É�ç .9½563>�4FÃ|>�47ÄNÀU*²¼
67(º>�1�>
ÃM&�÷�Ë�ä ?æ:�(º.5*º8U2

‖SEδ
h‖∞ = O(hp+α + δ)

¼�2
(h, δ) → 0,

')(+67<
Eδ

h = (∆δ
1, ∆

δ
2, . . . ,∆

δ
p−1)

>,

')(+67<ê67<�.íÄÓ¼
6747(ñî
S

Ã|43>�Ä &�ä�Ë�
 ?0')<U(º½3<ê(º2]1�>�1�É�27(+1U¿¤ÀU*²¼
4¹Ã|>�4]27À�ØÓ½5(º.51�67*+:Ñ23ÄÓ¼
*+*cç�¼
*+À�.92
h
¼
1�8ê2K¼
67(º2kÈ¬.92

‖S−1‖∞ = O(h−α)
¼�2
h→ 0

Ô�½�Ã7Ë�ø�.9½567(º>�1�ä�Ë�ÛU43>�Ä_67<U(º2m67<�.�236K¼
63.5Ä".51�6M>
Ã�67<�.Â»U43>�»/>¤27(+67(º>�1;Ã|>�*+*º>�'M2�Ë

ï <�.]Ã|>�*+*º>�')(+1U¿Ó67<�.9>�43.5Äa»U43>�ç�(º8U.92Â¼
1á.54743>�4F.92767(+ÄÓ¼
63.0Ã�>�4)67<�.=¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
uδ

p, u
δ
p+1, . . . , u

δ
N

Ë

� ����#¬�
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n = p, p+ 1, . . . , N
, ��.�� �5� )#��3�! �@�J�?�M��) +F&�1%1 & 
 )��

max
n=p,p+1,...,N

|uδ
n − u(xn)| = O

(
hp +

δ
hα

) ��)
(h, δ) → 0.
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� ��&(&?+ 7 ¿�¼
(+1$(+6M(º2F27À�ØÓ½5(º.51�6M63>Ó.92767(+ÄÓ¼
63.]67<�.¹8�(���.543.51�½9.92

∆δ
n := uδ

n − un
Ã�>�4

n = 0, 1, . . . , N,

')<�.543.�67<�.Ñ¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
u1, u2, . . . , uN

2K¼
67(º2kÃ|:j67<�.áÀU1U»/.54767ÀU47,D.98Ò8�(º23½543.563.Ê.9Ç�À¬¼
67(º>�1�2ê&�ä�Ë�ë ?ÐÃ|>�4

n = 1, 2, . . . , N
ÔD¼
1�8

u0
8U.51�>�63.92]¼
1�¼
47,U(+674K¼
47:á276K¼
4767(+1U¿sç�¼
*+À�.=')(+67<

u0 − u(x0) = O(hp)
¼�2
h → 0

Ë
Û�43>�Äi67<¬¼
6)'µ.=>�,U6K¼
(+1

hα
n

X

j=0

ωn−j k(xn, xj)∆
δ
j = O(hp+α + δ)

¼�2
(h, δ) → 0

Ã�>�4
n = 0, 1, . . . , N

&�÷�Ë�Þ ?

ÀU1U(ñÃ�>�47ÄÐ*+:Ó')(+67<;43.927»/.9½56µ63>
n
Ë�òÂ.543.F67<�.0¼�2327ÀUÄÐ»U67(º>�1�2)>�1;67<�.0¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1$»U43>�»D.54767(º.92)>
Ã-67<�.Â276K¼
476kè

(+1U¿�ç�¼
*+À�.92Ó¼
1�8Q67<�.$,D>�ÀU1�8U.98�1�.92K2Ó>
Ã067<�.$276K¼
4767(+1U¿�'µ.5(+¿¤<�632;¼
43.�À�23.98�Ô�½�Ã7ËM&�ë�Ë+Õ�ó ?�Ë 7 ÄÓ¼
6747(ñî�É�ç .9½563>�4
Ã�>�47Ä=ÀU*²¼
67(º>�1Ê>
Ã)&�÷�Ë�Þ ?m(º2F¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

‖Aα
hE

δ
h‖∞ = O(hp+α + δ)

¼�2
(h, δ) → 0,

')(+67<
Eδ

h = (∆δ
0, ∆

δ
1, . . . ,∆

δ
N )>,

&�÷�Ë�
 ?

')(+67<$67<�.]2@¼
Ä".01�>�6K¼
67(º>�1�2mÃ|>�4m67<�.0ÄÓ¼
6747(ñî
Aα

h ∈ R
(N+1)×(N+1)

¼�2m(+1$67<�.Â»U43>�>
ÃX>
Ã ï <�.9>�43.5Ä ëí>�1ð67<�.
.54743>�4[>
Ãæ67<�.Ó½9>�1�27(º8U.543.98�23½K<�.5Ä".�&�ä�Ë�ë ?Â')(+67<�ÀU1U»D.54767ÀU47,/.98�8�¼
6K¼�Ë-Û�43>�Ä 67<�.".92767(+ÄÓ¼
63.

‖(Aα
h)−1‖∞ =

O(h−α)
¼�2
h → 0

&|½�ÃkËD.92767(+ÄÓ¼
63.92"&�ä�Ë+Õ5÷�?Â¼
1�8Ï&�ä�Ë+Õ�Þ ?�(+1�67<�.[»U43>�>
Ãæ>
Ã ï <�.9>�43.5Ä ë ?M'µ.[È�1¬¼
*+*+:Ê>�,U6K¼
(+1
67<�.=.92767(+ÄÓ¼
63.Ó&�÷�Ë ÷�?�Ë

7 2"¼
1j(+ÄÐÄ".98�(²¼
63.�½9>�1�23.9Ç�À�.51�½9.$>
Ã �c43>�»/>¤27(+67(º>�1�äÑ¼
1�8 ï <�.9>�43.5Är÷Ñ'µ.$>�,U6K¼
(+1Ï67<�.sÃ�>�*+*º>�')(+1U¿�ÄÓ¼
(+1
43.923ÀU*+6F>
Ã�67<U(º2M»¬¼
»D.54�Ë

� #I��#Dw|w �U��· Ì�� �#� � ) ) �'! � ��3�&�. � � �")F�@��3 ) � �?� N ��. �M1 �#�
h = h(δ)

� �5)#�J� �=)63�� � )�
 3��%$
h ∼ δ1/(p+α) ��)

δ → 0
� : $��6.=�%$>� �6�6��&���+F&��5�%$�� ����� ��& ��3�! �@��34&�.>) A�K�3%/��6. � �;A�� �D�FE +#&��

n = 1, 2, . . . , N N �?� ) �>�?,F��3%/��61��6E
,L��.�� � � )6��3%! �@�J�?� ��) +F&�1�1 & 
 )��

max
n=0,1,...,N

|uδ
n − u(xn)| = O(δp/(p+α))

��)
δ → 0.

òÂ.543.
h ∼ δ1/(p+α)

Ä".�¼
1�2F67<¬¼
6�67<�.543.=.�î�(º276M43.�¼
*�½9>�1�276K¼
1�632
c2 ≥ c1 > 0

27À�½K<á67<¬¼
6
c1h ≤ δ1/(p+α) ≤

c2h
¼�2
δ → 0

Ë

	 .=½9>�1�½5*+À�8U.¹67<U(º2M23.9½567(º>�1á')(+67<á23>�Ä".0(+ÄÐ»/>�476K¼
1�6F43.5ÄÓ¼
47Å�2�Ë

� �6! ����� � &�¼ ? ¸ 6"Ã|>�*+*º>�'M2"Ã|43>�Är67<�.á½9>�1�23(º8U.543.98Q»U43>�>
Ã|2Ó67<¬¼
6;¼
*º23>�236K¼
4767(+1U¿�ç¤¼
*+À�.92
uδ

1, u
δ
2, . . . , u

δ
p−1>�,U6K¼
(+1�.98 ,�:�>�67<�.54$23½3<�.5Ä".92ð67<¬¼
1 &�÷�Ë�ë ?s½�¼
1 ,D.�À�23.98�Ë ¸ 1Ò67<�.Ê27(+67À¬¼
67(º>�1n>
Ã[õæ>�43>�*+*²¼
47: Õ�67<�.Ñ>�1U*+:

43.9Ç�ÀU(+43.5Ä".51�6�(º2
uδ

n − u(xn) = O(δp/(p+α))
¼�2
δ → 0

Ã|>�4
n = 1, 2, . . . , p− 1

Ë
&�,I? ï <�.027Ä">�>�67<U1�.92K2)½9>�1�8�(+67(º>�1�2)>�1;67<�.]2K>�*+ÀU67(º>�1

u
½9>�1�23(º8U.543.98ð(+1 7 2327ÀUÄÐ»U67(º>�1êÕ]¼
43.02K¼
67(º2kÈ¬.98ê&�¼
1�8

¼�8U8�(+67(º>�1¬¼
*+*+: Ô�67<�.M.�î�(º2763.51�½9.M>
Ã�67<�.M23>�*+ÀU67(º>�1
u
½�¼
1",/.)¿¤À¬¼
4K¼
1�63.9.98s67<�.51I?�Ô¤(ñÃ�67<�.M.�î�¼�½56�47(+¿¤<�6�É�<¬¼
1�8;27(º8U.

f
½�¼
1Ñ,D.[')47(+6763.51ê(+1Ñ67<�.NÃ|>�47Ä

f(x) = xαg(x)
')(+67<ê¼ÓÃ|ÀU1�½567(º>�1

g ∈ Cp+2[0, L ]
¼
1�8�(ñÃµ(+1ê¼�8U8�(+67(º>�1

67<�.0Å .5471�.5*
k(x, y)

<¬¼�2æÃ�>�4
0 ≤ y ≤ x ≤ L

½9>�1�67(+1�À�>�À�2F»¬¼
4767(²¼
*�8U.547(+ç�¼
67(+ç .92)ÀU»$63>í67<�.]>�438U.54
p+ 3

ÔU½�Ã7Ë
7 67Å�(+1�23>�1�Ý+Õ�ß�Ã�>�4M67<�.]8U.56K¼
(+*º2�Ë
&|½�? ¸ 1;67<�.027(+67À¬¼
67(º>�1$>
Ã�»¬¼
476=&�,I?¾>
Ã�67<U(º2æ43.5ÄÓ¼
47ÅÓ67<�.543.0<�>�*º8U2

αg(0) = u(0)
')<U(º½3<ðÃ�>�*+*º>�'M2m,�:;27(+ÄÐ»U*º.

½�¼
*º½5ÀU*²¼
67(º>�1�2�Ë ï <�À�2�Ô�Ã�>�4m¿ .51�.54K¼
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*+À�.92m>
Ã
h
¼=»/>¤2327(+,U*º.027674K¼
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*+À�.
uδ

0
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*
P δ

>
ÃM8U.5¿¤43.9.Ó1�>�6N*²¼
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1
p − 1

')<U(º½K<
2@¼
67(º2kÈ¬.92

P δ(xr) = f δ(xr)/x
α
r

Ã|>�4
r = 1, 2, . . . , p

Ë ï <�.]½3<�>�(º½9.
uδ

0 = αP δ(0) = u(0) +O(hp + δ/hα)67<�.51á¿¤(+ç .92�¼í276K¼
4767(+1U¿"ç¤¼
*+À�.¹>
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ÄÐÄ Ý+Õ�ë�ß�¼
1�8$67<�.]43.�Ã�.543.51�½9.92)67<�.543.5(+1-Ë
&|.�? ï <�.0»U43.923.51�63.98�»U43>�»D>¤27(+67(º>�1�2�¼
1�8ð67<�.9>�43.5Ä"2F½�¼
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67(º>�1�2M>
Ã
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Å$27(+1U¿¤ÀU*²¼
47(+67(º.92�ÔU67<U(º2)(º2m67<�.]½�¼�2K.

α = 1
(+1$67<�.0Æ�>�*+63.5474K¼í(+1�63.5¿¤4K¼
*�.9Ç�À¬¼
67(º>�1

>
ÃD67<�.æÈ�43276XÅ�(+1�8$&kÕ¤Ë+Õ�?�Ë ï <�.m½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿¹»U43>�>
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ÄÐ»U*º.¤Ô
Ã�>�4�67<�.)»U43>�>
Ã�>
Ã�.92367(+ÄÓ¼
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α = 1
?X67<¬¼
6�67<�.F½9>�.�ØÓ½5(º.51�632æ>
ÃD67<�.M¿ .51�.54K¼
67(+1U¿

Ã|ÀU1�½567(º>�1
ω(ξ)

¼
1�8$(+632)43.9½5(+»U43>�½�¼
*
1/ω(ξ)

½�¼
1$,D.]')47(+6763.51�¼�2)Ã|>�*+*º>�'M2�Ô

ωn = a + O(qn), ω(−1)
n = O(qn)

¼�2
n→ ∞
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*æ1�ÀUÄN,D.54

0 < q < 1
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a ∈ R
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23(+ÄÐ»U*º.](+1U(+67(²¼
*-ç¤¼
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f ′(x) = u(x)
Ã�>�4

0 ≤ x ≤ L, f(0) = 0,
&�Þ�Ë+Õ�?

')<�.543.m67<�.æÃ|ÀU1�½567(º>�1
u : [0, L ] → R

(º2X¿¤(+ç .51-Ô ¼
1�8[67<�.æÃ|ÀU1�½567(º>�1
f : [0, L ] → R
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')<U(º½K<Ê¼
43.¹>
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m
X

j=0

αjfn+j = h
m

X

j=0

βjun+j
Ã�>�4

n = 0, 1, . . . , N −m,
&�Þ�Ë�ë ?

')(+67<á¿¤(+ç .51�43.�¼
*�½9>�.�ØÓ½5(º.51�632
α0, α1, . . . , αm

¼
1�8
β0, β1, . . . , βm

Ô�')(+67<
m ∈ N

¼
1�8
αm 6= 0, βm 6= 0

Ë
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4767(+1U¿Ðç�¼
*+À�.92

f0, f1, . . . , fm−1
Ô�67<�.0(º8U.51�67(+67(º.92N&�Þ�Ë�ë ?m¼
43.ÂÀ�23.98ð63>í8U.563.547ÄÐ(+1�.¹27À�½9½9.92K27(+ç .5*+:

Ã�>�4
n = m, m+ 1, . . . , N

¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
fn

63>"67<�.01�ÀUÄ=,/.5432
f(xn)

Ô�43.927»/.9½567(+ç .5*+:/Ë

7 1$(+ÄÐ»/>�476K¼
1�6�½5*²¼�2K2M>
ÃX.�î�¼
ÄÐ»U*º.92�¼
43.=åæÜ0Û×Ä".567<�>�8U2	�
� ����! � 1D� � Û�>�4

m = 1, 2, . . . , 6
Ô�67<�.

m
É�2763.5»ÖåmÜ0Û Ä".567<�>�8�Ã�>�4N23>�*+ç�(+1U¿á67<�.s(+1U(+67(²¼
*æç�¼
*+À�.Ó»U43>�,U*º.5Ä

&�Þ�Ë+Õ�?m(º2F¼�2mÃ�>�*+*º>�'M2�ÔU43.923»D.9½567(+ç .5*+: �
m∑

k=1

1
k
∇kfn+m = hun+m

Ã|>�4
n = 0, 1, . . . , N −m,

&�Þ�Ë�ä ?

')(+67<$67<�.043.9½5ÀU4323(+ç .5*+:s8U.�È�1�.98$,¬¼�½KÅ�'m¼
438�8�(��/.543.51�½9.92�Ë¬ø�.9.Â.¤Ë ¿�Ë+ÔUò0¼
(+43.54/â O�� 432K.5676/â 	 ¼
1U1�.54¹Ý+Õ���ß�>�4]Ý+Õ�
�ß
Ã�>�4¹¼
1ê(+1�6743>�8�À�½567(º>�1�63>ðåmÜÂÛbÄ".567<�>�8U2�Ë�Û�>�4

m ≤ 3
Ô/67<�.íåmÜ0Û�Ä".567<�>�8U2=¼
43.í>
Ãµ67<�.[Ã�>�*+*º>�')(+1U¿ðÃ�>�47Ä�Ô

43.923»D.9½567(+ç .5*+: �

m = 1 : fn+1 − fn = hun+1;

m = 2 : 1
2(3fn+2 − 4fn+1 + fn) = hun+2;

m = 3 : 1
6(11fn+3 − 18fn+2 + 9fn+1 − 2fn) = hun+3.



  � ³�¢��¬���K{~�

¸ 1$»¬¼
4767(º½5ÀU*²¼
4�ÔUÃ�>�4
m = 1

67<�.](+ÄÐ»U*+(º½5(+6FÙ�ÀU*º.54F23½3<�.5Ä".=(º2M>�,U6K¼
(+1�.98�Ë

Û¬>�4¾¼
1Ð¼
47,U(+674K¼
47:NÄ=ÀU*+67(º2763.5»ÓÄ".567<�>�8�Ô
67<�.æ1�ÀUÄN,D.5432
f0, f1, . . . , fN

½�¼
1Ð,/.µ')47(+6763.51Ð(+1Ð¼
1Ð.�î�»U*+(º½5(+6�Ã|>�47Ä�Ë
Û¬>�4M67<U(º2M»UÀU47»/>¤23.0'µ.=½9>�1�27(º8U.54M67<�.=¼�232K>�½5(²¼
63.98ð¿ .51�.54K¼
67(+1U¿s»D>�*+:�1�>�ÄÐ(²¼
*º2

ρ(ξ) =
m

X

j=0

αj ξ
j, σ(ξ) =

m
X

j=0

βj ξ
j &�Þ�Ë ÷�?

¼�2M'µ.5*+*�¼�2M67<�.]½9>�4743.927»D>�1�8�(+1U¿ÓÃ|>�47ÄÓ¼
*�»D>�'µ.54F23.547(º.92

τ(ξ) =
σ(1/ξ)

ρ(1/ξ)
=:

∞
X

s=0

τs ξ
s.

&�Þ�Ë�Þ ?

¸ 6;67ÀU471�2;>�ÀU6;67<¬¼
6;67<�.Ê¼
»U»U43>�î�(+ÄÓ¼
67(º>�1�2
fm, fm+1, . . . , fN

¿¤(+ç .51Ò,�:�&�Þ�Ë�ë ?s½�¼
1Ò,D.á')47(+6763.51 (+1b67<�.
.�î�»U*+(º½5(+6)Ã�>�47Ä

fn = h
∑n

s=0 τn−sus
Ã|>�4

n = m, m+ 1, . . . , N
»U43>�ç�(º8U.98$67<¬¼
6)67<�.]276K¼
4767(+1U¿"ç¤¼
*+À�.92

f0,

f1, . . . , fm−1
¼
43.[>
Ãm27(+ÄÐ(+*²¼
40Ã�>�47Ä�Ë 7 2]¼
1ê.�îU¼
ÄÐ»U*º.Ð½9>�1�27(º8U.54¹¼
¿�¼
(+1ê67<�.íåmÜ0Û�Ä".567<�>�8U2�Ë/Û�>�4¹.�¼�½3<

m67<�.543.0>�,�ç�(º>�À�27*+:s<�>�*º8U2
σ(ξ) = ξm

Ô�¼
1�8Ó<�.51�½9.Â67<�.0½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿NÃ�>�47ÄÓ¼
*/»D>�'µ.54)23.547(º.92æ(º2m>
Ã�67<�.FÃ|>�47Ä

τ(ξ) = [ξmρ(1/ξ) ]−1.
&�Þ�Ë�
 ?

ÙcîU¼
ÄÐ(+1U(+1U¿¹67<�.m43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1Ê&�Þ�Ë�ä ?�(+1ÐÄ">�43.F8U.56K¼
(+*�27<�>�'M2c67<¬¼
6
ξmρ(1/ξ) =

∑m
k=1(1−ξ)

k /k
<�>�*º8U2�Ë


�� ��� �?��,F��34&�. �@1 !5��1 ��3 )#�J� �;! �F�%$'&(��)

Û¬>�4c¼�¿¤(+ç .51íÄ=ÀU*+67(º2363.5»ÐÄ".567<�>�8$&�Þ�Ë�ë ?-Ã|>�4X23>�*+ç�(+1U¿067<�.µ(+1U(+67(²¼
*�ç¤¼
*+À�.æ»U43>�,U*º.5ÄS&�Þ�Ë+Õ�?�'æ.µ1�>�'Ï43.9½�¼
*+*�,U47(º. ��:
67<�.�,¬¼�27(º½�»U43>�»D.54767(º.92m>
Ã-67<�.Â½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿NÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*DÄ=ÀU*+67(º2763.5»ðÄ".567<�>�8�Ë�Û�>�4æ67<U(º2æ»UÀU47»D>¤2K.F'æ.F')47(+63.
67<�.NÃ�>�47ÄÓ¼
*X»D>�'µ.54]23.547(º.92Ð&�Þ�Ë�Þ ?Â¼�2FÃ�>�*+*º>�'M2�Ô

τ(ξ) = τ0 (1 + q(ξ))
')(+67<Ñ67<�.[½9>�.�ØÓ½5(º.51�6

τ0 = βm/αm')<U(º½K<á(º2F¼�2K27ÀUÄ".98ð63>Ð,/.0»D>¤27(+67(+ç .¤Ô
τ0 > 0

Ë ï <�.0,U(+1�>�ÄÐ(²¼
*-Ã�>�47Ä=ÀU*²¼Ð67<�.51$¿¤(+ç .92MÃ|>�4
0 < α < 1

τ(ξ)α = τα
0

∞
X

n=0

(α
n

)
q(ξ)n =:

∞
X

n=0

ωnξ
n =: ω(ξ).

&�Þ�Ë
�¤?

ï <�.µ½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿FÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*�ÄNÀU*+67(º2763.5»[Ä".567<�>�8;& Ã|>�4�67<�.µ¼
»U»U43>9î�(+ÄÓ¼
67(º>�1Ð>
ÃU67<�. 7 ,D.5*�(+1�63.5¿¤4K¼
*�>�»D.54K¼�è
63>�4)&�ë�Ë+Õ�?7?-(º2�,�:¹8U.�È�1U(+67(º>�1Ð>
Ã�67<�.�Ã�>�47Ä

(Ωhu)(x) = hα
∑n

j=0 ωn−j u(jh)
Ô�')(+67<[½9>�.�ØÓ½5(º.51�632

ω0, ω1, . . .¼�2í(+1ö&�Þ�Ë
�¤?�Ë ï <�.92K.$½9>�.�ØÓ½5(º.51�632Ó½�¼
1j,D.$½9>�ÄÐ»UÀU63.98Q(+1Ï¼Ñ236K¼
,U*º.s'm¼9:j,�: O .5')63>�1-Ú�2íÄ".567<�>�8×Ã�>�4íÃ|>�4kè
ÄÓ¼
*)»/>�'æ.54Ó23.547(º.92�ÔX')<U(º½K<Q1�>�'i')(+*+*),D.ð8U.923½547(+,/.98Ï,U47(º. ��:ÖÃ|>�4ÐåmÜ0Û�Ä".567<�>�8U2�Ôc½�Ã7ËXòÂ¼
(+43.54�âcà�ÀU,U(º½K<¹â
ø�½K<U*+(º½3<�63.sÝ���ß�Ë ¸ 1ðÃ~¼�½56�Ô�Ã|>�4MåmÜ0Û×Ä".567<�>�8U2M67<�.¹.9Ç�À¬¼
67(º>�1×&�Þ�Ë
�¤?m½�¼
1�,/.0')47(+6763.51�¼�2

F (ω(ξ)) := ω(ξ)−1/α − ξmρ(1/ξ)
︸ ︷︷ ︸
=: ρ̃(ξ)

= 0.
&�Þ�Ë�ó ?

¸ 1ê67<�."½�¼�23.
α = 1/M

')(+67<
M ≥ 2

,D.5(+1U¿�23>�Ä"."(+1�63.5¿ .54�Ô-67<�.Ó.9Ç�À¬¼
67(º>�1b&�Þ�Ë�ó ?].�¼�27(+*+:Ê½�¼
1�,D.Ð23>�*+ç .98
,�: O .5')63>�1-Ú�2]Ä".567<�>�8ÑÃ�>�4�Ã�>�47ÄÓ¼
*c»/>�'µ.54N23.547(º.92�Ë ï <U(º2]¿ .51�.54K¼
63.92=¼ð2K.9Ç�À�.51�½9.Ð>
ÃæÃ|>�47ÄÓ¼
*c»/>�'æ.54=23.547(º.92

ω[ 1 ](ξ), ω[ 2 ](ξ), . . .
')<U(º½3<�<�.543.¹6K¼
Å .92M67<�.0Ã�>�47Ä

ω[s+1](ξ) = (1 + α)ω[s ](ξ) − α
{

[ω[s ](ξ) ]1+1/α ρ̃(ξ)
}

2s+1

Ã�>�4
s = 0, 1, . . . .

&�Þ�Ë�� ?

òÂ.543.¤Ô�67<�.N1�>�6K¼
67(º>�1
{a(ξ)}r =

∑r
n=0 anξ

n
(º2�À�23.98�¼�2Â¼Ð6747ÀU1�½�¼
67(º>�1ê>
Ã¾¼Ð¿¤(+ç .51�Ã|>�47ÄÓ¼
*�»/>�'µ.54023.547(º.92

a(ξ) =
∑∞

n=0 anξ
n
Ë ¸ 1Ï¼�8U8�(+67(º>�1Ï(+6Ð½�¼
1×,/.ð27<�>�')1ö&|òÂ.51U47(º½5(]Ý+Õ¤Õ�ß�?N67<¬¼
6í67<�.ÓÈ�43236

2s
½9>�.�ØÓ½5(º.51�632">
Ã

67<�.¹Ã|>�47ÄÓ¼
*�»D>�'µ.54Â23.547(º.92
ω[s ](ξ)

¼
1�8$67<�.N23>�*+ÀU67(º>�1
ω(ξ)

>
Ãc67<�.=.9Ç�À¬¼
67(º>�1×&�Þ�Ë�ó ?)½9>�(+1�½5(º8U.=(ñÃ
ω[ 0 ](ξ) ≡

1/ρ̃(0)α
(º2M½K<�>¤23.51�(+1Ö&�Þ�Ë�� ?M¼�2)(+1U(+67(²¼
*�Ã�>�47ÄÓ¼
*-»D>�'µ.54F2K.547(º.92�Ë
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¸ 6;(º2s'æ.5*+*ñè~Å�1�>�')1p&|½�Ã7Ë�Ý+Õ���ß�?Ó67<¬¼
6�¼ÖÄ=ÀU*+67(º2763.5» Ä".567<�>�8 &�Þ�Ë�ë ?ÐÃ�>�4ð23>�*+ç�(+1U¿×67<�.Ñ27(+ÄÐ»U*º.Ê(+1U(+67(²¼
*0ç�¼
*+À�.
»U43>�,U*º.5Ä &�Þ�Ë+Õ�?æ(º2M½9>�1�27(º2363.51�6F>
Ãc>�438U.54

p
(ñÃ�¼
1�8�>�1U*+:s(ñÃ

hτ(e−h) = 1 + O(hp)
¼�2

h → 0
&�Þ�Ë+Õ�� ?

<�>�*º8U2NÃ�>�4=67<�.;½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿Ê¿ .51�.54K¼
67(+1U¿ÊÃ|ÀU1�½567(º>�1 &�Þ�Ë�Þ ?�Ë ¸ 6N(º2[27ÀU»U»/>¤23.98�<�.543.s67<¬¼
6N67<�.s¿ .51�.54K¼
67(+1U¿
Ã|ÀU1�½567(º>�1

τ(ξ)
½9>�1�ç .547¿ .92FÃ|>�4

|ξ | < 1
Ë�Û�>�4M67<�.ÂÃ|4K¼�½567(º>�1¬¼
*�»/>�'æ.54F23.547(º.92

ω(ξ) = τ(ξ)α
'æ.]67<�.51�<¬¼�ç .

hαω(e−h) = 1 + O(hp)
¼�2

h→ 0.
&�Þ�Ë+Õ¤Õ�?

¸ 6X(º2X27<�>�')1Ð(+1Ðà�ÀU,U(º½K<�Ý+Õ5÷�ß�67<¬¼
6c¼Â½9>�1�ç >�*+ÀU67(º>�1ÓÇ�À¬¼�8�4K¼
67ÀU43.mÄ".567<�>�8�&�ë�Ë�ë ?�Ô
')(+67<Ó¼M¿ .51�.54K¼
67(+1U¿¹Ã�ÀU1�½567(º>�1
&�ë�Ë�� ?m67<¬¼
6M(º2)43.5»U43.923.51�6K¼
,U*º.N¼�2)(+1Ö&�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?F¼
1�8�2K¼
67(º2kÈ¬.92N&�Þ�Ë+Õ¤Õ�?�ÔU(º2M½9>�1�ç .547¿ .51�6Â>
Ãc>�438U.54

p
Ë

	 ."1�.�î�6=½9>�1�23(º8U.54¹67<�."½9>�1�8�(+67(º>�1Ò&�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?=>�1�67<�.Ð43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1ÖÃ|>�4¹¿ .51�.54K¼
67(+1U¿áÃ�ÀU1�½567(º>�1�2N>
Ã
Ã|4K¼�½567(º>�1¬¼
*DÄ=ÀU*+67(º2763.5»;Ä".567<�>�8U2�Ô�¼
1�8"'æ.M43.9276747(º½56µ<�.543.M67<�.F½9>�1�23(º8U.54K¼
67(º>�1�2µ63>¹Ã�4K¼�½567(º>�1¬¼
*DåmÜÂÛÑÄ".567<�>�8U2
')(+67<

m ≤ 6
Ë ¸ 60½�¼
1�,/.N23<�>�')1Ñ67<¬¼
6�67<�.í8U.51�>�ÄÐ(+1¬¼
63>�40(+1Q&�Þ�Ë�
 ?F¼
*+'m¼9:�20<¬¼�2

ξ = 1
¼�2]¼Ó27(+ÄÐ»U*º.N43>�>�6�Ô

¼
1�8j¼
*+*m>�67<�.54[43>�>�632N,D.5*º>�1U¿Ñ63>�67<�.ð.�î�63.547(º>�4[>
ÃM67<�.;½5*º>¤23.98×ÀU1U(+6í8�(º23½¤Ë ï <�.;½9>�4743.927»/>�1�8�(+1U¿ÊÃ�ÀU1�½567(º>�1

τ(ξ)α
½�¼
1$,/.0')47(+6763.51Ê¼�2

τ(ξ)α = [ξmρ(1/ξ) ]−α = (1 − ξ)−αω̃(ξ).

Û�43>�Ä 67<�.;,U(+1�>�ÄÐ(²¼
*).�î�»¬¼
1�27(º>�1j(+6=Ã�>�*+*º>�'M2í67<¬¼
6[67<�.ð½9>�1�27(º8U.543.98ÖÃ�ÀU1�½567(º>�1
ω̃(ξ)

(º2[<�>�*º>�Ä">�47»U<U(º½�¼
1�8
<¬¼�2N1�>�43>�>�632N(+1�67<�.;8�(º27Å

B1+ε = { ξ ∈ C : |ξ | < 1 + ε }
Ô�')(+67<×2K>�Ä".

ε > 0
Ë ï <U(º2¹È�1¬¼
*+*+:ê¿¤(+ç .92

67<�.�43.9Ç�ÀU(+43.98b43.5»U43.92K.51�6K¼
67(º>�1 &�ë�Ë+Õ�� ?~ÉD&�ë�Ë+Õ¤Õ�?ÓÃ�>�4Ó67<�.�¿ .51�.54K¼
67(+1U¿jÃ�ÀU1�½567(º>�1
τ(ξ)α

>
Ã¹67<�.Ê½9>�1�27(º8U.543.98
Ã|4K¼�½567(º>�1¬¼
*�åmÜ0Û×Ä".567<�>�8�Ë
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7 2N¼
1×(+*+*+À�27674K¼
67(º>�1j>
ÃM67<�."ÄÓ¼
(+1×43.927ÀU*+6N½9>�1�23(º8U.543.98�(+1Ïõæ>�43>�*+*²¼
47:�Õ¤Ô�'æ."1�.�î�6=»U43.923.51�6í67<�."43.927ÀU*+632[>
Ã
2K>�Ä".=1�ÀUÄ".547(º½�¼
*X.�î�»/.547(+Ä".51�632�Ë 	 .N½9>�1�23(º8U.54�67<�.¹Ã|>�*+*º>�')(+1U¿;*+(+1�.�¼
4Â'µ.�¼
Å�*+:á27(+1U¿¤ÀU*²¼
4�Æ�>�*+63.5474K¼s(+1�63.5¿¤4K¼
*
.9Ç�À¬¼
67(º>�1á>
ÃX67<�.0È�43276)Å�(+1�8�Ô

∫ x

0
(x− y)−1/2 e−(x−y)u(y) dy = e−x (x5 + x7 + x9)

Ã|>�4
0 ≤ x ≤ 1,

&�Þ�Ë+Õ�ë ?

')(+67<�.�îU¼�½56F2K>�*+ÀU67(º>�1

u(y) = e−y
( 5!

Γ (5.5)
y9/2 +

6!

Γ (6.5)
y11/2 +

7!

Γ (7.5)
y13/2

) Ã�>�4
0 ≤ y ≤ 1,

¼
1�8j67<�À�2í(+1Ï»¬¼
4767(º½5ÀU*²¼
4
u ∈ C4[0, 1]

Ëcò�.543.$¼
43.$23>�Ä".$¼�8U8�(+67(º>�1¬¼
*M(+1�Ã�>�47ÄÓ¼
67(º>�1�2">�1j67<�.ð1�ÀUÄ".547(º½�¼
*
63.923632	�

•

67<�.¹åmÜ0Û×Ä".567<�>�8�>
Ãc>�438U.54
3
(º2M½K<�>¤23.51��

•

1�ÀUÄ".547(º½�¼
*X.�î�»D.547(+Ä".51�632M')(+67<�67<�.¹2363.5»�27(+Á�.92
N = 2q − 1

Ã|>�4
q = 5, 6, . . . , 11

¼
43.¹.5ÄÐ»U*º>�: .98��
•

Ã�>�4M.�¼�½3<�½9>�1�23(º8U.543.98�2763.5»á27(+Á�.
h
ÔU67<�.01�>�(º23.]*º.5ç .5*

δ = hp+α = h3.5
(º2M½9>�1�27(º8U.543.98��

•

(+1n67<�.Ñ1�ÀUÄ".547(º½�¼
*[.�î�»D.547(+Ä".51�632�Ô)67<�.ê»/.54767ÀU47,¬¼
67(º>�1�2�¼
43.�>
Ã[67<�.ÊÃ�>�47Ä
f δ

n = f(xn) + ∆n
')(+67<

ÀU1U(ñÃ�>�47ÄÐ*+:ð8�(º236747(+,UÀU63.98�4K¼
1�8U>�Äaç¤¼
*+À�.92
∆n

')(+67<
|∆n | ≤ δ

�

•

(+1á.�¼�½K<�.�î�»D.547(+Ä".51�6�Ô�67<�.¹276K¼
4767(+1U¿Óç�¼
*+À�.
uδ

0

(º2M8U.563.547ÄÐ(+1�.98�,�:;67<�.¹27674K¼
63.5¿¤:$8U.923½547(+,/.98$(+1�»¬¼
476N&|½�?
>
ÃcéF.5ÄÓ¼
47Å�ä�Ë
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N δ 100 ∗ δ/‖f‖∞ maxn |uδ

n − u(xn) | maxn |uδ
n − u(xn) | /δ6/7

¥� 
6.0 ∗ 10−6 5.46 ∗ 10−4 2.30 ∗ 10−3 ¨ ��¢ ¦

¨�¥
5.0 ∗ 10−7 4.56 ∗ 10−5 3.00 ∗ 10−4 ¡@¦�¢� 

 7©�¡
4.3 ∗ 10−8 3.93 ∗ 10−6 3.89 ∗ 10−5 ¡ ��¢ ¡

©@¦�¦
3.8 ∗ 10−9 3.42 ∗ 10−7 4.85 ∗ 10−6 �@§�¢ ¦
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