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� 	��� ��	�� �������� ���� ��	 ���������	�
�� ������� ���� ������� ��������
�	 ��
���
� ���� 
�
	�� ������� �� �� �
� ����	� ��� ���� !
� �� ��� ����� �
�����
�
�
 �
�� ������� ��
��	
� ��� ��������� �� ������ ������ �
�� �
 ��	���
��	� �����	��
�	���	���� �� ��� ��		����
��
� ��
��	�"�� �������� #
 ���� ����	 �� �
$�������� ���
�����	
� �� ��
��	 ����� ����	�
���� ��
����
� %��&�' �� ��� ��	�

%���'
du

dt
(t) = Au(t) + Bu(t − τ),

���	� u ∈ RN � A, B ∈ RN×N � B �= 0 �
 ��� ����� �� ��	�� ����� (��� ���� ��� �����
�� ��	�� ����� ��
 �� 	��	���
��� �
 ��� ��	� �� � ��
�
��	�� ��	�
	�����


%��)' ε
dū

dt̄
(t̄) = Aū(t̄) + Bū(t̄ − 1)

����	 ��� ���
�� �� $�	������ t = t̄τ � ū(t̄) = u(t̄τ)� ���	� ε = 1/τ �
*�� ����� �� ��	�� ����� ��� ���
 ��
���� �	�$��
��� �� ��
� �
���	�� #
 ��	����


��	� +���� +
�
�� ,������-�	��� (
����
�� �
� ����	� ��$� ��
���� �
 ������ ���
�����	�
�� �� ��	����� ���
���
� ��	 ��	���
 ����� �� �����	 ��
����
�� #
 ��� ��	�
�� #$�
�$ �
� .��	��$��� �/�� ��� �����
��� �� ��� ��& %��)' �� ��� ��		����
��
�
����	�
�� ��
����
� ��	����� �����
�� �� �
���
� ε = 0� ��� ���
 �0�������� 1��
�
��	��� ������������ 2������
�� �� ��� �3� 4� �	�$���� � ��	�$����
 �� ��� 5�
"�
	��
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� �� ����	
��1
 �� �������1
 �� ��
����2

#
 �
	 ����	� �� �	�$��� � �������� ����	�����
 �� ��� �����	
� ��	 � ��
�	�� ����
��� �� ��&� %���' ���� � ��
��� ��	�� ������ 9� ���� ���� ��� �����	
� ������ �
��
��� ��	�� ���� ����	�
� �����
� ����$��	: ��� ������ ���	��
�� ����� ��
$�	��� �� �
;
��� 

���	 �� �������� ���
�� ���
 ��� ����� ��	�����	 ��
�� �� �
;
���� �
� ���
���
��	���
�
�
� ���	��
�� ����� ���
�
����� 
��	 �	��������� �
� ��
$�	��� ����	 �
�
������ 	������
� �� � ��� �� �����	�� �
	$��� ������ ��� ���������� ��
��

�
� �����
�	
�� *�� 	��
��� ����� ��	 � �������� ����	�����
 �� ��� �������
 �� ��� �����	
�
�
� �������� �
��������� �����
����� ,�	��$�	� ���� �	�$��� �����	���$��� ������
���	�0�����
� ���������� �0�	�����
� ��	 ��� �������
 �� ��� �����	
�� *�� ���

	��
��� �	� ��	�
����� �
 .��� )� ��� ��		����
��
� �	���� �
 .��� 8� �
� ���
��	���$�
�0������ �	� ��$�
 �
 .��� 7�

)� 
�	� ��
���


!
	 ���
 ���� �� �� �
$�������� ��� ��� �� ���
���
� �� ��� ���	����	����� �

����


%)��' χ(λ, ε) := det
(
−λI + A + Be−

λ
ε

)
�� ��
����
 %���' �
� �� ����	��� ��� �����	
�

Σε := {λ ∈ C | χ(λ, ε) = 0}
�� ε = 1

τ −→ 0� 9� ���� ��� ������� ����
���
 �� ��� ���� ���
 ��� ���	�0 B ��

�
�
$�	������ ����� ��
 �� ��

� �
 ��
� �	������� �0������ ��� <� �)�� +���$�	�
�
 �	��	 �� �$��� ����
���� ��=�
������ �� ���
�� ���� KerB = KerB2� �
�� ����
�� ��$� ����	 � �
������ ���
�� �� ���	��
����

%)�)' B =
(

0 0
0 B̃

)
,

���	� B̃ ∈ Rd×d �� �
$�	����� ���� 1 ≤ d ≤ N � >�		����
��
��� �� ���������

%)�7' A =
(

A1 A2

A3 A4

)
,

���	� A4 ∈ R
d×d �
� A1 ∈ R

(N−d)×(N−d)� ?���� �
 ����� �� ��
 ��;
� ���
�������
� �����	�� ���� ��	 %���':

���� ! �� "# *�� ���

A+ := {λ ∈ C | det (λI − A) = 0, Reλ > 0}
�� ������ ��� ��������
	 ������ 
������� ���	��
��

A− := {λ ∈ C | det (λI − A1) = 0, Reλ < 0}
�� ������ ��� ��������
	 ������ ������ ���	��
� �
�

As := A+ ∪A−
�� ������ ��� ��������
	 ������ ���	��
��

9� ����
Ac :=

{
γ + iω ∈ C | ∃ϕ ∈ R : pω

(
e−γe−iϕ

)
= 0

}
,

��� ��������
	 	���
�
�
� ���	��
�� ���	�

pω(Y ) :=det (−iωI + A + BY )

�
� �� ���
�� ���� pω(Y ) �≡ 0 ��	 ��� ω ∈ R��

���� �������"�# "� ��$� ���� �#!% �� �)�"$ ����#"+��! $",��!�"��� "� �"!! -� ����)�$ !�����



	�� ����	��� �� ����� �������
	��� ����	��
� ��	� ����� ����� �

*���� ���������� �����	�� ���� ���� �
	
 �
� �� ����	��
� ��� ���������� �������

�� ��� �
�� �����	
� Σε. 9� ��;
� 
�� �
����� �� Σε ��		����
��
� �� A+� A−� As�
�
� Ac� 	�������$���:

���� ! �� $# *�� ���

Σε
s := Σε

+ ∪ Σε
−,

���	�

Σε
+ := Σε ∩ Br(A+), Σε

− := Σε ∩ Br(A−)

�
� r := 1
3 min {r0, dist (As, iR)}� r0 := min {|λ − μ| | λ, μ ∈ As, λ �= μ} �� ������

��� ������ ���	��
�� *�� ���

Σε
c := Σε \ Σε

s

�� ������ ��� ���
���	���
�
�
� ���	��
�� @�
����

Πε
c := Sε(Σε

c),

���	� Sε : C → C �� ��� 	������
�

Sε(a + ib) := a
1
ε

+ ib ��	 a, b ∈ R,

�� ������ ��� ���	���� ���
���	���
�
�
� ���	��
��

+�	� Br(M) := ∪x∈M{z ∈ C | |x − z| < r} ��
���� ��� ��� �� ����� �	�

� � ���
M ⊂ C�

*�� �������
� ���
 ����	�� ����������� ���� ��	 ε ↓ 0 ��� ��	�
� �����	
� Σε
s

��
$�	��� �� As� ��� ���
�����
��

�
� �����	
� Σε
c ��
$�	��� �� ��� �����
�	�

�0�� iR �
� ��� 	������� ���
�����
��

�
� �����	
� Πε
c ��
$�	��� �� ��� ��� ��

�
	$�� ��$�
 �� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
� Ac� *�� ��������� �� %���' ��	
�
=���
��� ��
� ����� �� ��$�
 �� ��� ��� �� �
	$�� Ac %��� >�	����	��� / �
� 3'�
(��� ���� ��	 detB �= 0 ���	� �� 
� ��	�
� ������ �����	
�� ��� ��� ��	�
� �����	
�
��
���
� �
�� ����
$��
�� ���� ������$� 	��� ��	��

�%����& '# �
� ��� λ ∈ A+� ���� ��� 0 < δ ≤ r ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ���
0 < ε < ε0 ��� �
���� �� �
������
�� �� %���' 
� Bδ(λ) ��
��� ��� �
��
��
	
�� �� λ
�� �� �
������
� �� A�
�

� ��� λ ∈ A−� ���� ��� 0 < δ ≤ r ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ��� 0 < ε < ε0
��� �
���� �� �
������
�� �� %���' 
� Bδ(λ) �	�
��
�� �
��
��
	
�
��� ��
��� ���
�
��
��
	
�� �� λ �� �� �
������
� �� A1�
�


� ��� μ ∈ Ac ��� δ > 0 ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ��� 0 < ε < ε0 ����� ��
���
λ ∈ Σε

c �
�� |Sε(λ) − μ| < δ�
�
�� ��� R > 0� ��� 0 < δ ≤ r ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ��� 0 < ε < ε0
��� λ ∈ Σε

c �
�� |Imλ| < R �� ���� |Reλ| < δ ��� ����� ��
��� μ ∈ Ac �
��
|Sε(λ) − μ| < δ�

#
 ��� 
�0� ����	��� �� ����� ���� �	���	���� �� ��� ���������� ��
��

�
�
�����	
� Ac� 9� ����� ���� �� ��
����� �� d = rankB �
	$�� ���� ��� ��$� � ;
���


���	 �� ��
�
��	������ *�� ��
�
��	����� ������� ��� �	�
�����
 �� ����
$��
�� �	��
��� ��	�
� �����	
� �� ��� ���
�����
��
�
� �����	
�� *�� 	��
��	 ��	�� �� ���
�
	$�� 	���$�
� ��	 ���
	�����
 �
������� �	� ��	�������	��	� �� ����
�� 

��	������
�
� �
 ��
� ����� �
�����������



� �� ����	
��1
 �� �������1
 �� ��
����2

�%����& (# �
� ����� ��
�� d = rankB 	���
�
�
� �
�	�
��� γ1, · · · , γd : R →
R ∪ {−∞,∞} �
	� ���� Ac =

⋃d
l=1{γl(ω) + iω | ω ∈ R, γl(ω) /∈ {−∞,∞}}� ��
	�

��� 	����� ��� �����	�� �
	$�� �� Ac�
�

� ��� iω /∈ σ(A1)� ���� ����� ��
�� l ∈ {1, . . . , d} �
	� ���� γl(ω) = ∞ 
� ���

���� 
� iω ∈ σ(A)�
�


� ��� iω /∈ σ(A) ��� d < N � ���� ����� ��
�� l ∈ {1, . . . , d} �
	� ����

γl(ω) = −∞ 
� ��� ���� 
� iω ∈ σ(A1)�

?���� �
 ����� 	��
���� ��� ��
�����
� ��	 ��� ���������� ��������� �� ��� ��&
%���' ��
 �� ��	�
����� �
 ��	�� �� ��� �����	�� �
	$�� �� ��������

����))*�� +# �
�  � ��� ���	���� 	
���� ��� 
� ��� �����
�� ����������� 
��� γl(ω) < 0
��� ��� ω ∈ R� 1 ≤ l ≤ d� ��� A+ = ∅� ���� ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ���
0 < ε < ε0 ��� ����� �
!�����
�� ��
��
�� �"�"� 
� ��������
���� ��������
	����
�������
�

�  � ���� ���	���� 	
��� ���
�� ���
�
�� ���
��� 
��� γl(ω) > 0 ��� ���� ω ∈ R

��� l ∈ {1, . . . , d}� �� A+ �= ∅� ���� ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ��� 0 < ε < ε0 ���
����� �
!�����
�� ��
��
�� �"�"� 
� ��������
���� ��������
	���� 
��������

#
 ��	���
��	� �� �� �$���
� ���� ��� �
��� �� �
��������� �� ������ ��$�
 �� �
�����	�� �
	$� ��
���
� ��� �����
�	� �0���

����))*�� ,# ����� ��
��� ε0 > 0 �
	� ���� ��� 0 < ε < ε0 ��� ������
�� ������
��

� ��
�# $��
�� ���� iω 
� ��� �
������
� 
� Σε�
�� ������� ���� ����� ��� ���� ���
�������
�� pω(Y ) 
� ��� 
����
	���� %���� ���� ��� �
������
� iω ������� �� ���
���
���	���
��
� ���	��
��

+�	�� �� 
��� ��� 
�
����
�	��� ��
�����
 pω(Y ) �≡ 0� ����� �� ������ �����;��
�� detB �= 0� *��� ��
�����
 �� ��	� 
������	� �� �$��� �	�$��� ���
����
�� ��	 �0�����
���	� ��
����
 %���' ��
 �� ���������� �
�� � ������	��
�� �� � ��& ���� �

!�&� ���	� �
	� !�& �����	
� �
����
��
� �
 ��� ����� �����	��

*�� ����	��� ���$� ����� ���� �	
� ���
 ��� ����
����� pω(Y ) ������� �	�$���
��	 ���� ω ∈ R� #
 ���� ����� �� ��$� �� ����� �
	 ��;
����
� �������� �
� �
��
��
��� �������
�� ��� �� �� ������ 	�
�
	�� ���	��
�

%)�8' A0 := {iω ∈ C | iω ∈ σ(A), pω(Y ) = 0 ��	 ��� Y ∈ C} ⊂ Σε ��	 ��� εA �

�
�� ��� ��	�
� �����	
� As� (��� ���� ����� ����
$��
�� �	� �
����
��
� �
 ε� ���
���� �	� �	���
� ��	 ��� $��
�� �� ��� ����� τ � #� A0 �= ∅ ���
 ��� ���
����
��

�
�
�����	
� ��� �� �� ��;
�� ��

%)�/' Σε
c := Σε \ (Σε

s ∪A0) .

*�� ��;
����
 �� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
� ��� �� �� 	������� ��

%)�3' Ac := Cl
{
γ + iω ∈ C | iω /∈ A0 �
� ∃ϕ ∈ R : pω

(
e−γe−iϕ

)
= 0

}
,

���	� Cl ��
���� ��� ����������� ����
	��
1��
� ����� ��;
����
� ��� 	��
��� �
 *���	��� 7 �
� 8 �� ���� �� >�	����	���

3 �
� /%��' ����	���� ���� �	
�� #
 >�	����	� /%�'� � 
�
����� A0 ����	�� �	�$�
��
���������� �0��
�
���� ���������� ?���	� �� �	�$� ��� ���$� 	��
��� �
 .��� 8� ��
���� ���
��	��� ���� �� ���� �0�������



	�� ����	��� �� ����� �������
	��� ����	��
� ��	� ����� ����� �

7� �������


7��� �-*&.)� "� .��/��01��! �/�/� *�� �!���2 /��!*3)� �.�1!�/&# 9���
��� ;	�� �0������ �� ���
��	��� ��� ���� detB �= 0 � ���	� �
�� ���
�����
��

�
�
�
� ��	�
� 

������ �����	
� �� �	���
�� 9� �
��	� �
�� ������ %���' ��� ���	����

A =
(

α β
−β α

)
, B =

(
1 0
0 1

)
,

���	� α, β �	� 	��� ��	�����	�� *�� ��	�
� �����	
� Σε
s ��
����� �
�� �� ��� ��	�
�



������ ��	� Σε
+� ����� �� ���	�0������ �� ��� ��	�
� �����	
� A+ %��� *���	��

7'� @�	 ��� ���������� ��	�
� �����	
� �� �����
 �	�� σ(A'B{α ± iβ} ����

A+ =

{
σ(A), ��α > 0,

∅, ��α ≤ 0.
%7��'

*��� ���
� ���� ��	 �
=���
��� ��	�� ����� �
� α > 0� ���	� �0��� ��� 

������
����
$��
�� ���	�����
� α ± iβ �� τ → ∞�

9��
 τ → ∞� ��� 	������� ���
�����
��

�
� �����	
� Πε
c ���	������ ��� ���

�������� ��
��

�
� �����	
�Ac� #� �� ����	��
�� �� ��� ��
�����
 pω

(
e−γe−iϕ

)
=

0 ���� 	���� ��	� ��

%7�)'
(
α − iω + e−γe−iϕ

)2
+ β2 = 0.

*��� ��
����
 ��
 �� ���$�� ���� 	������ �� γ �
� ϕ� C� � 	��
��� �� �����
 ���
�
	$�� �� ���������� ��
��

�
� �����	
�

γ±(ω) = −1
2

ln
(
α2 + (β ± ω)2

)
, ω ∈ R.

1��
� *���	�� 8%�' �� ��$�

Ac = {γ+(ω) + iω|ω ∈ R, β �= −ω ∨ α �= 0} ∪ {γ−(ω) + iω|ω ∈ R, β �= ω ∨ α �= 0} .

#� �� ���� �� ��� ���� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
� �� ������ �� |α| > 1
�
� 

������ �� |α| < 1� .�����	��� ��	 �
=���
��� ��	�� τ � ��� ���
�����
��

�
�
�����	
� Σε

c �� ������ �� |α| > 1 �
� 

������ ��	 |α| < 1� C� α = 0� ��� �����	��
�
	$�� ��$� ��
�
��	����� γ±(∓β) = ∞ %��� *���	�� 8%��''�

C���	��
� �� *���	�� 7� ��	 ��	�� ����� ��� ��� ���$� ��
���
�� �����	� Πε
c

�
� Σε
s ���������� ����	��� ��� ��	
��
	� �� ��� ����� �����	
�� @��
	� 7�� �����

��� �����	
� ��	 ����	�
� $��
�� �� ��� ��	�����	 α� #
 ��	���
��	�
D ��	 α < −1� ��� ���
����
��

�
� �����	
� �� ������ �
� ���	� �� 
� ��	�
�


������ �����	
� %@��� 7��%�''E
D �� α = −1� � �	������ ���
����
 ���
	� ���
 ��� ���������� ��
��

�
� �����	
�
��
���� ��� �����
�	� �0��E
D ��	 −1 < α < 0� ��� ���
����
��

�
� �����	
� �� 

������ %@��� 7��%�''E
D ��	 0 < α < 1� ��� ��	�
� 

������ �����	�� ���
�� �	� �	���
� %@��� 7��%�''
�����	�
� $�� ��� ��� ��
�
��	����� γ±(∓β) = ∞ �� ��� �����	�� �
	$� �� α = 0
%@��� 7��%�''E
D ��	 α > 1� ��� ���
����
��

�
� �����	
� ������� ������ ����
� �
� ��� ��	�
�


������ �����	
� �� ����� �	���
� %@��� 7��%�''�



� �� ����	
��1
 �� �������1
 �� ��
����2

�	���� ���� .����	� �� �0����� � ��	 ��	�� ������ C���������
��
��

�
� �����	
� %����� ��
��' �� ����
 �������	 ���� 

��	��
����� ����
��� ����
$��
�� ��	 ;0�� τ = 30� -�	�����	 $��
��: %�'
α = −2E %�' α = −0.5E %�' α = 0 E %�' α = 0.5: %�' α = 1.5� @�	
��� ;�
	�� β = 1�

7�)� �-*&.)� $� .��/��01��! �/�/� *�� �!���2 �!*3)� �.�1!�/&# 9��� ���
�������
� �0������ �� ���
��	��� ��� ��	�
� ������ �����	
� �
� ��� �
��	�����
 ����
��� ���
�����
��

�
� �����	
� �� ���� ��	�����	 �� $�	���� 9� ��
����	 ���
��
��	 ������ ����

%7�7' A =
(

α 1/2
2 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)

@�	 ���� ������ A1 = α �
� �� ��� ���������� ��	�
� ������ �����	
� A− =
{α} �� α < 0� ,�	��$�	� ���	� �� ���������� ��	�
� 

������ �����	
� A+ ={

α
2 +

√
1 + α2

4

}
��	 ��� α� .�
�� rank(B) = 1� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
�



	�� ����	��� �� ����� �������
	��� ����	��
� ��	� ����� ����� �

�	���� ���� .����	
� �� ������ %7�7' ���� ��	�� ������ C�����
����� ��
��

�
� �����	
� %����� ��
��' �� ����
 �������	 ���� 

�
��	������ ����
��� ����
$��
�� ��	 ;0�� τ = 20� -�	�����	 $��
��:
%�' α = −0.3� %�' α = 0� .�	�
� 

������ �����	
� �� 
�� ����
�

��
����� ��	� �
�� �� �
� �����	�� �
	$�

γ(ω) = −1
2

ln

[(
1 + ω2

)2 + α2ω2

(α2 + ω2)

]
,

C� �� ������� �	�� *���	�� 8� ��� ��		����
��
� �����	�� �
	$� ��$����� � ��
�
�
��	��� γ(0) = −∞ �� α = 0� @��
	� 7�) ���
��	���� ��� ��	�
��� ������ �����	
� �
�
��� ��
�
��	��� �� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
��

7�7� �-*&.)� '� �!���2 �!*3)� �.�1!�/&  � !%� 
*�20��3*�*�% &���)#

*�� �������
� �0����� �� ��� 6�
��2�������� ������ ����� ����	���� ��� ��
�����
�� � ������
�
���	 ����	 ���� ������� �������� �<�

%7�8'
E′(t) = (1 + iα)n(t)E(t) + ηe−iϕE(t − τ),

n′(t) = ν[J − n(t) − (2n(t) + 1)|E(t)|2].
+�	� ��� $�	������ E ∈ C �
� n ∈ R ��
��� ��� �����	���� ;��� �
� ��		��	 ��
����
	�������$���� C������
����� ���	� �	� 	��� ��	�����	� α > 0, ν > 0, J > 0, η > 0,
�
� ϕ� *�� ������ ��� 	�����
� ��$� ���
���
� %�0��	
�� ��$��� �����' �� ��� ��	�
E(t) = aeiΩt, n(t) = N � *���	 ��������� �� ����	��
�� �� � ��
��	 ������ �� ���
��	� %���' �
 ��	�� 	��� $�	������ ����

A =

⎡
⎣ N β a

−β N αa
−2aν(2N + 1) 0 −ν(1 + 2a2)

⎤
⎦ , B =

⎡
⎣−N −β 0

β −N 0
0 0 0

⎤
⎦ ,

���	� β = Ω − αN � (��� ���� detB = 0 �
�

A1 = −ν(1 + 2a2)

�� � 
�����$� �����	 $��
�� +�
��� ��� ��	�
� ������ �����	
� ������ �0���� A− ={−ν(1 + 2a2)
}

. @��
	� 7�7 ���
��	���� ��� �����	
� �� ���� �0��	
�� ��$��� �����
����� ��
���
� ��� �����	�� �
	$�� �
� �
� ��	�
� ������ ����
$��
�� C ��������
��
�� �� ��� ��������� �	���	���� �� ��� �0��	
�� ��$��� ������ 
��
� ��� 	��
���
�	���
��� ��	� ��
 �� ��

� �
 ��7��



� �� ����	
��1
 �� �������1
 �� ��
����2

�	���� ���� .����	
� �� ��� �0��	
�� ��$��� ���� ���� N =
−0.3� Ω = −0.6� a = 1 ��	 ��� 6�
��2�������� ������ %7�8'�
C��������� ��
��

�
� �����	
�%����� ��
��' �
� ��	���� 

��	��
����� ����
��� ����
$��
�� %��	����' ��	 τ = 100 �
� ��	�����	�:
η = 0.3� ϕ = 0� α = 2� ν = 0.07� J = 0.1�

8� �����
 �� ��� ��	� ��
���


#
 ���� ������
 �� �	�$� ��� ���
 	��
���� ����� �	� ��	�
����� �
 .��� )� @�	��
�� �	�$� *���	�� 8� 9� ���	� ���� ��� �������
� ������


�&&* 4# ��� ������ �� pω ��
��� d = rankB 
� ��� ���� 
� iω /∈ σ(A1)�

&����� 1�� 6���
�" ��	�
��

det (−iωI + A + BY ) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)
∏
j

(−iωI + A + BY )j,σ(j) ,

���	� SN ��
���� ��� ��� �� ��� ��	�
�����
� �
 {1, . . . , N} �
� ��� �
��
��0
(j, σ(j)) ��
���� ��� �����
� �
 ��� j��� 	�� �
� σ(j)��� ���
�
� C��
�� �����
�

���� �� ��
�	����� ���� B̃ �� �
 F�	��
 ��
�
���� ��	� ��
���
�
� ��� ����
$��
�� �

��� �����
��� *�� �����
� �	��	 ���=���
� ��	 Y d �� ���
 ����
����� �� �
���
�
�$�	 ��� ��	�
�����
� σ ����� ������� σ(k) = k ��	 N − d < k ≤ N � +�
�� ���

���=���
� ��	 ��� ��
����� Y d �� det(−iω + A1)
∏d

j=1 λ̃j � ����� �� 
�� "�	�� ��
��

��� ����
$��
�� λ̃j �� B̃ �	� 
�� "�	� �� ���
�����
� �

1��
� 6���� 4 �� ��
 ��
��
�� ���	� �0��� d ��
��

�
� �

����
� Yl : R \ {ω ∈
R | iω /∈ σ(A1)} → C �
�� ���� pω(Y l(ω)) = 0 ��	 1 ≤ l ≤ d �
� iω /∈ σ(A1)�
��;
� γl(ω) := − log |Yl(ω)| �
� �0��
� γl ��
��

�
��� �
�� R ���� $��
�� �

R ∪ {−∞,∞}� *��� �	�$�� ����	���
 %�' �� ��� ����	���

*� �	�$� ����	���
 %��'� �� ��$� �� ��
�� ��� ���� ���	�� ��	 � �����;� ������ ��
ω� "�	� �� � 	��� �� pω(Y )� #
����� �� ��$� ��	 ��� iω �∈ σ(A1) ����

γl(ω) = ∞ for some 1 ≤ l ≤ d ⇐⇒ pω(0) = 0.

?
� pω(0) = 0 �� ��
�$���
� �� iω ∈ σ(A)� ;
����
� ��� �	��� �� �������
� %��'�
*� �	�$� ����	���
 %���'� �� ��$� �� ��
�� ��� ���� ���	�� ��	 $�	��
� ω� � 	��� ��

pω(Y ) ��
�� �� �
;
���� *� ���� �
� �� ���� �� 
���
� �� ��;
� ���� ��� ����
�����



	�� ����	��� �� ����� �������
	��� ����	��
� ��	� ����� �����  

%8��' qω(Z) := det (Z (−iωI + A) + B) .

(��� ���� ��	 Z �= 0 �� ��$� qω(Z) = 0 �0����� �� pω( 1
Z ) = 0� +�
��� ��� �����	��

�
	$�� γl(ω)� 1 ≤ l ≤ d� ������� pω

(
e−γl(ω)e−iϕ

)
= 0 �� ���� �� qω

(
eγl(ω)eiϕ

)
= 0

��	 γl(ω) /∈ {−∞,∞} ���� ���� ϕ ∈ R� 9� ��
�� 
�� 	���� �� qω(Z) ���� ��
� ��
"�	�� G������
� ���� rankB = d < N �� �� ��$��
� �	�� %8��' ���� Z = 0 �� ��	����
� 	��� �� qω ���� �
���������� N − d� ?� ���� 	����
� �� 
��� ��� �������
� �����
���� ����	���� � 
�
�	�$��� �����
�
� q̃ω(Z) �� qω(Z) ��	 Z ����� �� "�	��


�&&* 5# ��� ��� ω ∈ R ����� ��
��� δ > 0 �
	� ���� ��� |Z| < δ �� ����

%8�)' qω(Z) = ZN−d detC(Z) q̃ω(Z),

�����

%8�7' q̃ω(Z) = det
(−iωI + A1 − ZA2C(Z)−1A3

)
��� C(Z) = B̃ + Z(−iωI + A4)�

&����� 9� 
�� ��� ����� ��	
��
	� %)�)' �
� %)�7' �� A �
� B� @�	 |Z| �
=���
���

������ �
$�	�������� �� ��� ����� −iωI + A4 + B̃Z−1 ������� �	�� �
$�	�������� �� B̃
�
� �� ��
 ����� ��� ��	�
�� ��	 ��� ����	��
�
� �� ����� �������:

qω(Z) =det
(

Z

(−iωI + A1 A2

A3 −iωI + A4 + B̃Z−1

))

=ZN det
(
−iωI + A4 + B̃Z−1

)
×

× det
(
−iωI + A1 − A2(−iωI + A4 + B̃Z−1)−1A3

)
.

*�� 	��	���
�����
 %8�)' ���
 ������� ������������ �

1��
� ���� ������ �� ��
 �	�
� 
�� ��	 q̃ω �
 ��� ���� ��� �� �� ��� ���$� ��	
pω: @�	��� �� ����	$� ���� ��	 q̃ω(Z) �≡ 0 �� ��$�

γl(ω) = −∞ for some 1 ≤ l ≤ d ⇐⇒ q̃ω(0) = 0.

*��
� 	������
� %8�7'� �� 
��� ���� q̃ω(0) = 0 �� ��
�$���
� �� iω ∈ σ(A1)� *���
;
����� ��� �	���� 

��	 ��� ���
�����
 ���� iω �∈ σ(A) ������� q̃ω(Z) �≡ 0� ?
� qω

�
� q̃ω �	� ���
������� "�	� �0����� ��	 ��� ���� $��
�� �� ω ���	� pω�� ���
�������
"�	�� @�	 ����� $��
��� �� ��$� �� ��;
����
 ���� iω ∈ A0� +�
�� �� �	� ;
�����
���
 �� ���� ��� �������
� A0 ⊂ σ(A)�*��� ������� �	�� ���� ���� ���� �� pω ��
���
������� "�	�� ���
 �
 ��	���
��	 pω(0) = det(−iωI + A) ��� �� �� "�	�� 9� ��$�
�	�$�� *���	�� 8 �
� 	���	� ���� 6���� � �������

A0 ⊂ σ(A) ∩ σ(A1).

9� ��
��

� 
�� ���� *���	��7� C� ;	��� �� �	�$� �������
� �
�� ���� ��	 0 < δ ≤
r ���	� �0���� ε0 > 0 �
�� ���� ��	 0 < ε < ε0 �
� λ ∈ A+� ��� �
� �� ��� ����
$��
��
�
 Bδ(λ) ��

��
� �
������������ ��
��� ��� �
���������� �� λ �� �
 ����
$��
� �� A:
6�� λ ∈ A+� @�	 z ∈ B2δ(λ) �
� ε ↓ 0 ��� ������	���� �

����
 χ(z, ε) ��
$�	���


���	��� �� −zI + A� +�
��� +
	���" ����	�� ������� ���� ���	� �0���� ε0 > 0
�
�� ���� ��	 0 < ε < ε0 ��� �

����
� −zI +A �
� χ(z, ε) ��$� ��� ���� 

���	 ��
"�	�� �
 Bδ(λ)� .�
�� ��� ��� A+ �� ;
���� ���� �	�$�� �������
� %�' �� *���	�� 7�



�! �� ����	
��1
 �� �������1
 �� ��
����2

@�	 �������
� %��'� �� ��$� �� ���� ���� ��	 0 < δ ≤ r ���	� �0���� ε0 > 0 �
��
���� ��	 0 < ε < ε0 �
� λ ∈ A− �� ��$� ���� ��� 

���	 �� ��� ����
$��
�� �

Bδ(λ) ��

��
� �
������������ ��
��� ��� �
���������� �� λ �� �
 ����
$��
� �� A1�
6�� λ ∈ A−� 9� ��;
� f(z, ε) := χ(z +λ, ε) �
� 
�� ����
 ��� ����� ��	
��
	� %)�)'
�
� %)�7' �� �����


f(z, ε) = det
[(−(z + λ)I1 + A1 A2

A3 −(z + λ)I4 + A4 + B̃e−
z+λ

ε

)]
,

���	� I1 �
� I4 ��
��� ���
���� ���	���� �
 RN−d �
� Rd� 	�������$���� *��


f(z, ε) =
(
e−

z+λ
ε

)d

det (M) det (N) ,

���	�

M := B̃ + e
z+λ

ε (−(z + λ)I4 + A4) , N := −(z + λ)I1 + A1 − e
z+λ

ε A2M
−1A3.

(��� ���� M �� �
$�	������ ����
��

detM = det(B̃) + O(|e z+λ
ε |).

.�
�� M−1 = B̃−1 + O(|e z+λ
ε |) �� ��$�

det(N) = det(−(z + λ)I1 + A1) + O(|e z+λ
ε |).

+�
��

f(z, ε)
(
e

z+λ
ε

)d

= det(B̃) det(−(z + λ)I1 + A1) + O(|e z+λ
ε |).

?���
�� Reλ < 0 �� ������� ���� ��	 ��$�
 0 < δ ≤ r ���	� �0���� ε0 > 0 �
�� ����
��	 0 < ε < ε0 f(z, ε) ��� ��� ���� 

���	 �� "�	�� �� det(−(z + λ)I1 + A1) �

Bδ(λ)� *��� �	�$�� �������
� %��' �� *���	�� 7�

(�� �� ���� �� �������
� %���'� 9� �
�� ���� ���� ��	 μ ∈ Ac �
� δ > 0 ���	�
�0���� ε0 > 0 �
�� ���� ��	 0 < ε < ε0 ���	� �0���� λ ∈ Σε

c ���� |Sε(λ) − μ| < δ� *�
���� �
�� �� ���� μ = γ0 + iω0 ∈ Ac� 9����
� ���� �� ��
�	����� �� ���
�� ����
iω0 /∈ A0� @�	 ε > 0 ���

fε(z) := det
(−εz − iε2πk(ε) + A + Be−z

)
,

���	� k(ε) :=
[

ω0
ε2π

]
�� ��� ��	���� �
����	 ������	 ���
 ω0

ε2π � @�	 ε ↓ 0 �� ��$�
fε(z) → f0(z) := det (−iω0I + A + Be−z) ������� 

���	��� �
 C� ?���
�� iω0 /∈
A0� ��� �

����
 f0 �� 
�
�	�$���� ?� ���
�����
 ���	� �0���� ϕ0 ∈ R �
�� ����
f0(γ0 + iϕ0) = 0� +�
�� ��	 η > 0� �����
 �
�� ���� f0 ��� �
�� γ0 + iϕ0 �� � "�	�
�
 ��� ������ η ���� �	�

� γ0 + iϕ0� ���	� �0���� ε0 > 0 �
�� ���� ��	 0 < ε < ε0
f0 �
� fε ��$� ��� ���� 

���	 �� "�	�� �
 ��� ���
 η ���� �� γ0 + iϕ0� #� zε ��
�
�� � "�	�� ���
 λε = εzε + iε2πk(ε) ∈ Σε� 5�$�
 δ > 0 �� ������ η > 0 �
�
ε0 > 0 �
=���
��� ����� �
�� ���� |Sε(λε) − μ| < δ� *��� �	�$�� �������
� %���' ��
*���	�� 7�

*� �	�$� ��� 	����
�
� �������
� %�$' �� *���	�� 7 �� ��	�
���� ��� �������
�
6����� < �
� �)�


�&&* 6# ��� (λn)n∈N �� � ���
��	� �� 	������ �
����� 	������
�� �� iω0 ∈ C�
����� ω0 ∈ R� ��� ��� (εn)n∈N

� εn > 0� �� � ���
��	� �� ���
�
�� �
����� 	������
��
�� 0 �
	� ���� χ(λn, εn) = 0� ���� ����� ��
��� � �
����
��	� (λnk

)k∈N �
	� ����
��� �� ��� ������
�� �����#
�
� limk→∞ Sεnk

(λnk
) ∈ Ac



	�� ����	��� �� ����� �������
	��� ����	��
� ��	� ����� ����� ��

�

� limk→∞ Sεnk
(λnk

) = ∞ ��� ����� ��
��� � ���	���� 	
��� γl� l ∈ {1, . . . , d}� �
��

γl(ω0) = ∞�
�


� limk→∞ Sεnk

(λnk
) = −∞ ��� ����� ��
��� � ���	���� 	
��� γl� l ∈ {1, . . . , d}�

�
�� γl(ω0) = −∞�
�
�� λnk

= λnk+1 = iω0 ∈ A0 ��� ��� k ∈ N�

*� �	�$� 6���� < �
 ��� ��
�	�� ���� �
��
��
� 
�
����� A0 �� 
��� ���
�������
�


�&&* "7# ��� iω0 ∈ A0� ����� ��
�� l > 0� l ∈ N� ��� � �������
�� p̃(Y, X)

� X ��� Y � ��
	� 
� �����
�
�� 
� Y ��� ��� X ������
�� �� �� ���� ��
���������
U ⊂ C �� iω0� �
	� ����

det(−XI + A + BY ) = (X − iω0)lp̃(Y, X).

 � ����
	
���

pω(Y ) = (ω − ω0)lilp̃(Y, iω),

����� p̃(Y, iω) 
� � �����
�
�� �������
�� 
� Y ��� ω 
� ���� ���� ��
��������� Ω
�� ω0�

����� ��
�� m > 0� m ∈ N� ��� � �������
�� q̃(Z, X) 
� Z ��� X� ��
	� 
�
�����
�
�� 
� Z ��� X ������
�� �� �� ���� ��
��������� V ⊂ C �� iω0� �
	� ����

det(Z(−XI + A) + B) = (X − iω0)mq̃(Z, X).

 � ����
	
���

qω(Z) = (ω − ω0)mimq̃(Z, iω),

����� q̃(Z, iω) 
� � �����
�
�� �������
�� 
� Z ��� ω 
� ���� ���� ��
��������� Ω̃
�� ω0�

&����� 9	���

det(−XI + A + BY ) = det(−(X − iω0)I − iω0I + A + BY )

�
� ��
����	 �� �� � ����
����� �
 X − iω0 �
� Y � ?���
�� iω0 ∈ A0 � �����	
(X − iω0)l� l > 0� l ∈ N ��
 �� ����� ��� ?� ������
� l ��0���� ��� ����
�����

p̃(Y, X) :=
det(−XI + A + BY )

(X − iω0)l

�
 X �
� Y ������� 
�
�	�$��� �
 Y ��	 ��� X �
=���
��� ����� �� iω0�.�����	��
�	���

det(Z(−XI + A) + B) = det(−Z(X − iω0)I + Z(−iω0I + A) + B)

�
� ��
����	 �� �� � ����
����� �
 X − iω0 �
� Z� �

@	�� 6���� � �� �� 
�� ��=�
�� �� ��� ��� �������
� G���	� ��	 ��� ��;
����

%)�3' �� ��� ���������� ��
��

�
� �����	
� �
 ��� ���� A0 �= ∅:
'����( ��� 6�� iω0 ∈ A0� *��
 γ + iω0 ∈ Ac �� �
� �
�� �� ���	� �0���� ϕ ∈ R

�
�� ���� p̃(e−γe−iϕ, iω0) = 0� +�
�� �� ��$�

Ac =
{
γ + iω ∈ C | ∃ϕ ∈ R : p̃(e−γe−iϕ, iω) = 0

}
,

����� �� ���������� �� ��;
����
 � �
 ��� ���� A0 = ∅�
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&����� �-	��� �� 6���� <� 9	���

λn = εnγn + iεnϕn + iεn2πmn,

���	� ϕn ∈ [0, 2π[ �
� mn ∈ Z� ?� ���
�����
 �� ��$� limn→∞(iεn2πmn) =
iω0 �
� limn→∞(εnγn) = 0� ?� �����
� �� � �
����
�
�� �� ��
 ���
�� ����
limn→∞ ϕn = ϕ0 ∈ R� ��;
�

ρn(y) := det
(−εny − iεn2πmn + A + Be−y

)
, y ∈ C.

*�� ���
�
�� ρn(y) �� ������	���� �

����
� ��
$�	��� 

���	��� �
 ��

��� ����
�� C �� pω0(e−y) �
� �� ��$�

%8�8' χ(λn, εn) = ρn(γn + iϕn) = 0.

.
����� γn �� ��

���� *��
 ���	� �0���� � �
����
�
�� (γnk
)k∈N

��
$�	��
� ��

���� γ0 ∈ R� @	�� %8�8' �� �����
� k → ∞ �� ��� pω0(e−γ0−iϕ0) = 0� #� iω0 /∈ A0

�� ������� �� ��;
����
 �� Ac ���� limk→∞ Sεnk
(λnk

) = γ0 + iω0 ∈ Ac� �� �� ��$�

%�'� .
����� iω0 ∈ A0� ?� ������
� 6���� � �� ���

%8�/' λnk
= iω0 �	 p̃(e−γnk

−iϕnk , λnk
) = 0.

#� ��� ��� {l ∈ N | λnl
= iω0} �� �
;
���� ���
 �� ��$� ����
 %�$'� !���	���� ��

��
 ���
�� ���� λnk
�= iω0 ��	 ��� k� @	�� %8�/'

p̃(e−γ0−iϕ0 , iω0) = lim
k→∞

p̃(e−γnk
−iϕnk , λnk

) = 0.

.�
�� p̃(Y, iω) �� 
�
�	�$��� ��	 ω 
��	 ω0 �� ������� ���� p̃(Y, iω) �
� ��
�� pω(Y )
��� � 	��� yl(ω) ����� ��
$�	��� �� e−γ0−iϕ0 ��	 ω → ω0� +�
�� ��� ��		����
��
�
�����	�� �
	$� γl(ω) = − log |yl(ω)| �����;�� γl(ω0) = γ0� +�
�� γ0 + iω0 ∈ Ac

%�����	� ���� G���	� ��'�
.
����� γn �� 

��

���� 9� ��
����	 ��
	 ����	�
� ������ @�	�� ��� limk→∞ γnk

=
∞ �
� iω0 /∈ A0� 6����
� k → ∞ �
� 
��
� %8�8' �� ��� pω0(0) = 0� .�
�� iω0 /∈ A0

�� ������� ���� ���	� �0���� l ∈ {1, . . . , d} �
�� ���� γl(ω0) = ∞� +�
�� �� ��$�
%��'� (�� �	��� ��� ���� limk→∞ γnk

= ∞ �
� iω0 ∈ A0� C���
 
��
� 6���� � 
�� ��$� %8�/'� +�
�� �����	 �� ��$� %�$' �	 �� ��
 ���
�� ���� λnk

�= iω0 �
�
p̃(e−γnk

−iϕnk , λnk
) = 0 ��	 ��� k� #
 ��� �����	 ���� �� ��$� p̃(0, iω0) = 0 �����

������� %��'�
(�0� ��
����	 ��� ���� limk→∞ γnk

= −∞ �
� iω0 /∈ A0� ��;
�

σn(y) := det (ey (−εny − iεnϕn − iεn2πmn + A) + B) , y ∈ C.

*�� ���
�
�� σn(y) �� ������	���� �

����
� ��
$�	��� 

���	��� �
 ��

��� ����
�� C �� qω0(ey) �
� �� ��$�

%8�3' σn(γn + iϕn) =
(
eγn+iϕn

)N
χ(λn, εn) = 0.

6����
� k → ∞ �� ��� qω0(0) = 0� .�
�� qω(Z) �� 
�
�	�$��� ��	 ω 
��	 ω0 �� ���
%���'�

@�
���� ��� limk→∞ γnk
= −∞ �
� iω0 ∈ A0� C�����
� ��� ����
� ��	� ��

6���� � �� ���

λnk
= iω0 �	 q̃(eγnk

+iϕnk , λnk
) = 0.

*��� ������� ���� �����	 %�$' �	 %���' ������ �
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�&&* "$# ��� R > 0� ��� n ∈ N ��� εn > 0 �� �
	� ���� limn→∞ εn = 0�
)���
��� λn ∈ Σεn

c �
�� |Im λn| ≤ R� ���� λn 
� ��
���� ��� ��� ��� 	���������
�
����
��	� (λnk

)k∈N �� ���� Re (limk→∞ λnk
) = 0�

&����� ��;
����
 %)��' ������� ���� λn �� ��

���� #
����� �
����� λn ��� 

�
��

���� *��
 ���	� ��
�� �0��� � �
����
�
�� (λmk

)k∈N �
�� ���� �����	

%8�4' lim
k→∞

Re (λmk
)k∈N = ∞

�	

%8��' lim
k→∞

Re (λmk
)k∈N = −∞

#
 ��� ���� %8�4' �� ��$� � ��
�	�������
 �� ��� ���� ���� ��� �����	�� 	���
� ��
A+B exp(−λmk

/εmk
) �� ��

���� 6�� 
� ��
����	 ��� ���� %8��'� 9� ����� 6���
�"

��	�
�� ��	 ��� ����	��
�
� �� −λmk
I + A + B exp(−λmk

/εmk
) %�����	� ����

6���� 4' �
� 
��� ���� ��� �����
� �	��	 �
���
� ��		����
�� �� ��� ���
����
��	�
�����
 ����� ��
���
� d �����	� �� �	��	 exp(−λmk

/εmk
) �
� n− d �����	� ��

���	 λmk
� *��� ��$�� 
� � ��
�	�������
 �� ��� ���
�����
 λn ∈ Σεn

c � +�
�� λn ��
��

����

6�� (λnk
)k∈N �� � �
����
�
�� ��
$�	��
� �� λ0� .
����� Reλ0 > 0� *��
 �
�

��
 ���� �� ��� ����� �
 %)��' �
� ���� det (−λ0I + A) = 0� *��� ��
�	������ ����
λnk

/∈ Σε
+� .
����� Reλ0 < 0� *��	� �0��� ��
$�	��
� �
����
�
��� (λnk

)k∈N �
�

vk ∈ C
N � ‖vk‖ = 1� �
�� ����

%8�<' (−λnk
I + A + B exp(−λnk

/εnk
)) vk = 0.

,
�������
� ���� exp(λnk
/εnk

) �
� �����
� �� ��� ����� �� ��� Bv0 = 0� ���	�
v0 := limk→∞ vk� (�0� �����
� �� ��� ����� �
 ��� ;	�� N − d ��
�� �� %8�<' �� ���

���� λ0 ∈ A−� *��� ��
�	������ λnk
/∈ Σ

εnk− � �

6����� < �
� �) �	�$� �������
� �
�� �� *���	�� 7� #
����� ���
�� �������
�
�
�� ��� ������ *��
 ���	� ��
�� �0��� R0 > �
� δ0 > 0 �
� ��	 n ∈ N λn ∈ Σεn

c �
|Imλn| ≤ R0� εn > 0� lim εn = 0� �
�� ����

%8�� ' |Reλn| ≥ δ0 ��	 ��� n ∈ N

�	

%8���' |Sεn (λn) − μ| ≥ δ0 ��	 ��� μ ∈ Ac �
� n ∈ N.

>��� %8�� ' ��
�� ��
�	����� 6���� �)� >��� %8���' �������	 ���� �
	 ��;
����

%)�/' �� ��� ���
����
��

�
� �����	
� ��
�� ��
�	����� 6���� <� +�
�� ���
�	��� �� *���	�� 7 �� ���������

@�
����� �� ���
�� �����
� ���� >�	����	� / ������� ��	����� �	�� ��� ���

*���	�� 7 �
� ��� �������
�

'����( �7� @�	 ��� C > 0 ���	� �0���� R > 0 �
�� ���� ��	 ��� ε > 0 �� ��$� ����
�� λ ∈ Σε �
� |Imλ| ≥ R ���
 Reλ ≤ −Cε�
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 ��� ����� ���
 ���	� ��
�� �0��� C0 > 0 �
� ���
�
���
(λn)n∈N

� (εn)n∈N
�
� (vn)n∈N

� λn ∈ C, εn > 0� vn ∈ RN, ‖vn‖ = 1� limn→∞ vn = v�
���� ��� �	���	����

−Re
λn

εn
< C0, lim

n→∞ |λn| = ∞,
(
−λnI + A + Be

−λn
εn

)
vn = 0.

��$���
� ��� ���� ��
����
 �� λn �
� �����
� n → ∞ ������ ��� ��
�	�������

v = 0� �
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