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Ω

(|∇v| + |v|)p
dx

)1/p

1� � 	� �� ������ W 1,p
Γ (Ω) ��� �� ����	� ��{

v|Ω : v ∈ C∞(R3), �	�� v ∩ (∂Ω \ Γ) = ∅}
�
 W 1,p(Ω)� C� Γ = ∅ � ���� �� 	�	�� W 1,p

0 (Ω) �
���� �� W 1,p
∅ (Ω)� W−1,p′

Γ (Ω)
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��� �� �	�� �� W 1,p
Γ (Ω) �
� W−1,p′(Ω) �
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1
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+ 1

p′ = 1 ������ C� Ω �� 	
�������� ��
 � ������� ��������W±1,p
Γ � W 1,p

0 �
�

W−1,p� ���������� 〈·, ·〉X ������ �
������ �� �	����� ���
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〈−∇ · ω∇v, w〉W−1,2
Γ

def
=

∫
Ω

〈ω∇v,∇w〉 dx ; v, w ∈W 1,2
Γ (Ω). 08�.1

�� ��'���� ���������
 �� −∇ · ω∇ �� �
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Γ (Ω) 0p > 21 � ����

�
�� �� �� ��� ������� ��
����� � �B
 ��� �
� ��� �����' 
	���� σ, λ

σλ def
= exp(λ log |σ| + iλ arg σ) , arg σ ∈] − π, π] ; 08�81

�
� ��� ι, ϑ ∈] − π, π] ���� ι < ϑ � �B
 �� �����

Kϑ
ι

def
= {(r cos θ, r sin θ) : r > 0, θ ∈]ι, ϑ[}.

� �������������

C
 ���� �����
 � B��� ����� �� ������� ��	������ ��	�� ���� -39/ ��� �����
�	�

(������� ������� �
 ��������� �����
� �
� '����
 ��� �� ��
���� �� ���	���
�

�� ��
�	��������

��������� �
�
 @� 
	���� θ0 < θ1 < . . . < θn ≤ θ0 + 2π � ���
 �
��

�������
����� ���� ������� �B
�� 2 × 2�������� ρ1, . . . , ρn� � �
����	� �


]θ0, θn[\ {θ1, . . . , θn−1} ��+��
� �	
����
� b0, b1, b2 �� ���������
� �� ����� �� ��
�
����� ]θj , θj+1[ �� ���
 ��

b0(θ) = ρj
11 cos2 θ + 2ρj

12 sin θ cos θ + ρj
22 sin2 θ ,

b1(θ) = (ρj
22 − ρj

11) sin θ cos θ + ρj
12(cos2 θ − sin2 θ) ,

b2(θ) = ρj
11 sin2 θ − 2ρj

12 sin θ cos θ + ρj
22 cos2 θ .

03�.1
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� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

C� θn = θ0 + 2π� ��
 � �B
 �� ���� H �� W 1,2
0 ]θ0, θn[� �� �� �� �������

����� ���� W 1,2(]θ0, θn[) ∩ {ψ : ψ(θ0) = ψ(θn)} 0����� ������ ��� � ��
��B�
���� �� ������ ���� W 1,2(S1) �
 �� 	
�� ����� S1)� ��� ��� λ ∈ C � �B


�� #	������� ���� tλ �
 H ��

tλ[ψ]
def
=

θn∫
θ0

b2 ψ
′ ψ′ + λb1ψ ψ′ − λb1ψ

′ ψ − λ2b0ψψ dθ 03�81

�
� Aλ �� �� ������� ����� �� �
�	�� �� tλ �
 L
2]θ0, θn[�

��	�� �
�
 C� �� ��� �� ���6 ���� b2 ≥ ρj
11ρj

22−(ρj
12)2

ρj
22

� ���� ���� �� �� ���������

������� �� � ���� ��� ���� tλ �� ��������� ���� �� ���� ��	 ��� Aλ� � -37/�

 �� �C�

��������� �
�
 @� Ω ⊂ R3 � � ��������
 ������ �������
����� �� � @�������A

�����
 �
� {Ωk}k � 0B
��� ���D��
�1 ��������� ��������
 �� Ω� @� μ � � �����'

�	
����
 �
 Ω ����� �� ��
���
� �
 ��� Ωk �
� ��6� ���� ��������� �������

�B
�� 3 × 3 ������� �� ���	�� ��6 �
� �� E �� �
� �� �� Ωk$� �
� ��
����

�
 ��������� �

� ���
� P �� ���� ���  ���� � 
� �������
�� ������
�� �����

(x, y, z) ���� �����
 �� �� ���
� P �	�� ���� �� �������
 �� E ���
���� ���� ��

z��'��� � �
�� �� OE �� �������
��
� �������
�� ���
���������
 �����' �
�

�� μE,P �� ������ ��
���
� �����' �	
����
 ����� ���
���� �
 � 
�����	�����

�� P ���� OEμ(O−1
E (x+ P ))O−1

E �
� ����� �����B�

μE,P (tx, ty, z) = μE,P (x, y, 0), ��� ��� (x, y, z) ∈ R
3, t > 0. 03�31

�� μE(·, ·) � �
�� �� 	��� ��� 2 × 2 ����6 �� μE,P (·, ·, 0)�

��	�� �
�
 ��� '��� �
��� θ0 < θ1 < . . . < θn ≤ θ0 + 2π� �	�� ���� μE ��

��
���
� �
 ��� �� �� ������ K
θj+1

θj
�
� ��6� ���� ��������� ������� �B
��

������� �� ���	�� *�� ���� θn = θ0 + 2π �� μE �������
�� �� �
 �
����� ��

E� ������� μE �� ���
 �
 �
 �
B
�� ����� K
θn

θ0
����� ���
���� 
�� P ���� ��

�
�������
 �� 0�� ���
������1 Ω ���� �� x�y����
�

��������� �
�
 � ���� �
 �� E �� Ω � ������� �� �� E ⊂ ∂Ω �
� ��� �

�

���
�� �� E ���
� �� �� ����	� �� '����� �
 �	����������
 Ωk� �	����� � ���

���� E �� � ��������� �	�� �� �� E ⊂ ∂Ω �
� �� �	
����
 μE ��6� '����� ���

����
� ���	��

� ����� �� #	���
� �� �
���� ��
�� ��	������ ��	�� -39� ���� 8�3/� �� ��
�

�� ����� �	� ��	������ ��	��� ���� � ��	��F

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� �

����������� �
�
 ��� Ω� {Ωk}k ��� μ �� �� ��������� &�&� '�� ��� ��� E ��� μE

�� ��� 2 × 2 ������ ������ �������� �� Kθn

θ0
�� ��� ����� �� ��������� &�&� (� ���

����� ��� E ��� ���� ������� �	������� Aλ �� L
2]θ0, θn[ ���� � ������� !����� ��� ���

λ ���� �λ ∈]0, 1
3

+ ε[ (ε > 0 ����������� �����
� ���� ����� �� � p > 3 ���� ����

−∇ · μ∇ : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p(Ω) 03�21

�� � ��	������� ������	�����

��	�� �
�
 :
����	
����� ��� �� ��� ����� �
 �� ���� -39/� ������ ��

�������
 �� -39� ����� 8�3/ ���� �� '��

� p ��
 � ��6
 ���� �� �
�����

[2, 2/(1 − λ̂Υ)[ �� ���
�	�� ��
� � ��� ������6� �� ���	�����
� �� -39� ���

��� 8�2/� �� ������ ����	�����
 �� �� ��
�� ��	������ ��	�� ����� �
 -39/ ��

���
 �
 K���������
 3�4 ����� � ���� ��	
� ���� �� ���
� �
 ����	��� ��� �� ���

+��
�� �� �����
 �
����A� ��	���@��	���� #	����
� �� 
�� ������� �
 �����F

�
 -39� �� 827/ � ��� 	�� �� ���
� ���
 �
 �� ����	�� ��� �� ,���
 ���
�����

r̃∂ru = −λũ� ����� ��� �� � ������ �� r̃∂ru = λũ� ������ �� ����	��� -39�

03�331/ ��� �� ��#	���
�� ���� a(u, v;λ) �
� -39� 03�381/ ��� �� �������
��
� ����

��
���� ������ ���� �
 ���
 ���� �� ������ ����	��� 03�81 �
� 03�;1� 03�41� ��

������
�� �� �� ���� ��
��������
� ���
 �
 -39/ �� 
�� ����� �� �����

��	�� �� #	����
 ����� ��� �� B
� �� �������� λ ��� ����� �� ������� Aλ

��� �
�� � ������� 6�
�� %
 ������ �� �������F ���
���� ���	�
�� ���� ����

�
� �	
����
 u ���� �� 6�
� �� �� ������� Aλ ���� �� ����
���� #	����


(b2u
′)′ + λ(b1u)

′ + λb1u
′ + λ2b0u = 0 03�;1

�
 ��� �� �� �
������ ]θj , θj+1[ �
�� �������
����� �
 ��� ���
� θ ∈ {θ1, . . . , θn−1}
�� ���
�������
 ��
�����
�

[u]θ = 0 , [b2u
′ + λb1u]θ = 0 03�41

��� �� � �����B�� 0L� 	�	��� [w]θ ���
�� ��� limϑ↘θ w(ϑ) − limϑ↗θ w(ϑ)1� C


���� �� B
� �� �������� �������� λ� �
 ������ �� ��
���� ���	���
� �� ��

����
���� #	����
 03�;1 �
 ��� �� �� �	��
������ ]θj , θj+1[

θ �→ e−iλθ(αe2iθ + 1)λ , θ �→ eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λ

����� �� �

�	
�� �
 �� ���
��
� ���� -</ 0� ���� -39�  �� 3�4/ ��� �	����

������1� �� �����' 
	��� α = αj �� �����
� �� �� �����'

m =

(
m11 m12

m12 m22

)
def
=

(
ρj

11 ρj
12

ρj
12 ρj

22

)
��

α
def
=
i(m22 −D

1/2
m ) −m12

i(m22 +D
1/2
m ) +m12

, 03�91

��� Dm �
��� �� �����
�
� �� �� �����' m�

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

��	�� �
�
 ���	� m22 �� �������� α 
�������� �����B� 0 ≤ |α| < 1� ,������

�� (
m̌11 m̌12

m̌12 m̌22

)
=

(
m11 −m12

−m12 m22

)
,

��
 α̌ = ᾱ�

,�6�
� �
 �
� �
����� ]θj , θj+1[ �
 �
���A

uj(θ)
def
= cj,+e

−iλθ(αje
2iθ + 1)λ + cj,−eiλθ(ᾱje

−2iθ + 1)λ, 03�E1

��� �	
����
� �	����������� ������� 03�;1� ���� �� ��	
���� ��
�����
� ������

���� �� ���
�������
 ��
�����
� 03�41 ��� θ = θj (j ∈ {1, . . . , n}) ��� �� � 2n× 2n

�����
�	� ��
�� ����� ��� �� ��+��
�� cj,+, cj,−� �� 	�	�� �������
 ��� ��
0
�
�������1 ����������� �� ���� ����� ���� �� ������������� #	����
 �� �� ������

03�;� 3�41 �
� ������ 0�
 ���
����1 �� �����
 �� �������� ���	� λ H �� �� ����

�� ��� ������� ��� �� ��� ���� �� ���� C
 �� 
'� ������� � ���� �� ���� ���

��� ��� ��	���
� ���� �	� ��������

� �
������� ���
���

��		 �
�
 (� ��� ���������� ���� ����� ��� λ ���� �λ ∈]0, 1[ �� � ������

���� ���� ����� ������ � �����������
 �������� vλ ∈ H ���� ��� !����� �� Aλ� ���

��������� &�#� ��� ω13, ω23 ��� ω33 �� ���� ������� �������� ���������� ���������

�� Kθn
θ0
��� ����� ��� ��� ����� �������� ω �� Kθn

θ0

def
= Kθn

θ0
× R ��

ω(x, y, z)
def
=

⎛⎝ ρj
11 ρj

12 ω13(x, y)

ρj
12 ρj

22 ω23(x, y)

ω13(x, y) ω23(x, y) ω33(x, y)

⎞⎠ , �� (x, y) ∈ K
θj+1

θj
. 02�.1

"��� ����� �� � ���	����� ��		����� ������� f ∈ W−1,6(Kθn
θ0

) ���� ���� ��� ) ����

���	����� ��		����� ) ����������� �������� υ ∈ W 1,2
0 (Kθn

θ0
) �� ∇ · ω∇υ = f �� Kθn

θ0

���� ��� ����� �� W
1, 2

1−�λ

0 (Kθn
θ0

)�

*����� C� �� 
�� ���� �� ����	��� ���� �� �	
����
 ψ0 ���
 ��

ψ0(x, y) = (x2 + y2)λ/2vλ(arg(x+ iy)) 02�81

���
�� �� W 1,p
���

(Kθn

θ0
) �� p ∈ [2, 2

1−�λ
[ �	� 
�� �� W

1, 2
1−�λ

���
(Kθn

θ0
)� 0G���� ���� vλ ���


�� ��
��� ��
������� �
 ]θ0, θn[.1 �� ��
���	����
 �� Aλ� �� �	
����
 ψ0 �����B�

−∇ · ρ∇ψ0 = 0. 02�31
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�������� ��	
� �����
� �

�
 �� �������	���
�� �
�� � -39/� � �B
 
�� �� �	
����
 ψ �� ψ(x, y, z)
def
=

ψ0(x, y) �
� 
���� ���� ψ ���
�� �� W 1,p
���

(Kθn
θ0

) ��� p ∈ [2, 2
1−�λ

[� �	� 
�� ��

W
1, 2

1−�λ

���
(Kθn

θ0
)� �	���� ϕ = ϕ1 ⊗ ϕ2 ���� ϕ1 ∈ C∞

0 (Kθn
θ0

) �
� ϕ2 ∈ C∞
0 (R)� ��
∫

Kθn
θ0

〈ω∇ψ,∇ϕ〉R3 dx dy dz =

∫
R

∫
Kθn

θ0

〈ρ∇ψ0,∇ϕ1〉R2dx dy ϕ2(z) dz

+

∫
Kθn

θ0

(
ω13

∂ψ0

∂x
+ ω23

∂ψ0

∂y

)
ϕ1 dx dy

∫
R

∂ϕ2

∂z
dz. 02�21

�� B��� ���
� ��
���� �� 02�31 �
� �� ���
� �� ϕ2 ∈ C∞
0 (R)� �� �� �� ϕ$�

���� �� ���� �
��� ����	�� ���	��	� �� ����� �
 C∞
0 (Kθn

θ0
)� ������ 02�21 �� ����

A�� ��� �
� ϕ ���� ���� ����� ����� @� η � � �	
����
 ���� C∞
0 (R3) ����� #	���

1 �
 � 
�����	����� �� 0 ∈ R3 �
� ����� ��
���� �	���� � ���� B� ��
 �


����	���� ��� �
� ϕ ∈ C∞
0 (Kθn

θ0
)∫

Kθn
θ0

〈ω∇(ηψ),∇ϕ〉 dx = −
∫

Kθn
θ0

ϕ 〈ω∇ψ,∇η〉 dx

+

∫
Kθn

θ0

ψ〈ω∇η,∇ϕ〉 dx +

∫
Kθn

θ0

〈ω∇ψ,∇(ηϕ)〉 dx. 02�;1

∫
Kθn

θ0

〈ω∇ψ,∇(ηϕ)〉 dx ��
���� ���	� 02�21 ������ �� A�� �� ϕ ∈ C∞
0 (Kθn

θ0
)� %


�� ���� ��
�� �� �� 
�� ���� �� � ���� �� ���� ��� ���
�� �
 �� ����� ��
�

��� �B
 H �
 ���� ��
�
� �
 ϕ H ��
��
	�	� ��
�� ����� �
 W
1,6/5
0 (Kθn

θ0
)�


����F �� ������� ψ ∈ W 1,2
���

(Kθn
θ0

) �
� �� ������� �	����� ������� �� η �����

〈ω∇ψ,∇η〉 ∈ L2(Kθn
θ0

)� %
 �����
� ���� ���� �� �����
� W
1,6/5
0 (Kθn

θ0
) ↪→

L2(Kθn
θ0

)= ��	� �� ����� ���� ��� �� B��� ���
� ���� �� ����� ��
� ��� �� 02�;1�

 �
��
�
� �� ���
� ���
�� �
 ����� �������∣∣∣∣ ∫
Kθn

θ0

ψ〈ω∇η,∇ϕ〉 dx
∣∣∣∣ ≤ ‖ω∇η‖L∞(Kθn

θ0
)‖ψ‖L6(B∩Kθn

θ0
)‖ϕ‖W

1,6/5
0 (Kθn

θ0
)

≤ ‖ω∇η‖L∞(Kθn
θ0

)‖ψ‖W 1,2(B∩Kθn
θ0

)‖ϕ‖W
1,6/5
0 (Kθn

θ0
)
.

��	�� ����
� υ
def
= ηψ� �
 �����
� �� �������
�

��	�� �
�
 C� θn = θ0 + 2π� ��
 Kθn
θ0

= R2,Kθn
θ0

= R3 �
�� �
�� W 1,p
0 (Kθn

θ0
) =

W 1,p(R3)�

����������� �
�
 ��� Ω ⊂ Rd �� � ������� ��	�����+ ������ ��� Γ �� �� �	��

������ �� ��� ��������� ������ ���� φ �� � ��		�� ���� � ������������ �� Ω ����

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

Rd ����� �� ������������ ��,��	�����+� ��� �� ������ φ(Ω) = Ω• ��� φ(Γ) = Γ•�
"���

�
 '�� ��� p ∈]1,∞[ φ ������� � ������� ��	������� ������	����

Ψp : W 1,p
Γ• (Ω•) →W 1,p

Γ (Ω)

����� �� ���� �� (Ψpf)(x) = f(φ(x)) = (f ◦ φ)(x)�

��
 Ψ∗
p′ �� � ������� ��	������� ������	���� ������� W

−1,p
Γ (Ω) ��� W−1,p

Γ• (Ω•)�

���
 (� ω �� � ������� ���������� �������� �� Ω� ��!�� ��� ������ �� ��� ��� ��

d× d− ��������� ����
Ψ∗

p′∇ · ω∇Ψp = ∇ · ω•∇ 02�41

����

ω•(y) = (Dφ)(φ−1(y))ω(φ−1(y))
(
Dφ

)T
(φ−1(y))

1∣∣ det(Dφ)(φ−1y)
∣∣ . 02�91

Dφ ������� ��� -������� �� φ ��� det(Dφ) ��� ������	����� �����������
�

(�� �� 	���������� −∇·ω∇ : W 1,p
Γ (Ω) →W−1,p

Γ (Ω) �� � ��	������� ������	�����

���� −∇ · ω•∇ : W 1,p
Γ• (Ω•) →W−1,p

Γ• (Ω•) ���� �� ���� ���� �����
�

*����� �� ����� �� �1 �� ��
���
� �
 -88� ���� 8�.71/� ��1 ������� ���� �1 �� �	������

� ���� ���1F ��� f ∈ W 1,p
Γ• (Ω•), g ∈ W 1,p′

Γ• (Ω•) � �� �� �� ���
� �� ��������
����	��F

〈 − Ψ∗
p′∇ · ω∇(Ψpf), g〉W−1,p

Γ• (Ω•) = 〈−∇ · ω∇(Ψpf),Ψp′g〉W−1,p
Γ (Ω)

= 〈−∇ · ω∇(f ◦ φ), g ◦ φ〉
W 1,p′

Γ (Ω)

=

∫
Ω

〈ω(x)∇(f ◦ φ)(x),∇(g ◦ φ)(x)〉 dx

=

∫
Ω

〈ω(x)
(
Dφ

)T
(x)(∇f)(φ(x)),

(
Dφ

)T
(x)(∇g)(φ(x))〉 dx

=

∫
Ω

〈(Dφ)(x)ω(x)(Dφ)T (x)(∇f)(φ(x)), (∇g)(φ(x))〉 | det(Dφ)(x)|
| det(Dφ)(x)| dx

=

∫
Ω•

〈(Dφ)(φ−1(y))ω(φ−1(y))
(Dφ)T (φ−1(y))

| det(Dφ)(φ−1y)|∇f(y),∇g(y)〉 dy

=
〈
−∇ · ((Dφ)(φ−1(·))ω(φ−1(·)) (Dφ)T (φ−1(·))

| det(Dφ)(φ−1(·))|∇f
)
, g

〉
W−1,p

Γ• (Ω•)
.

�� ��
���� ���
� �� ���� φ H �� � @�������A ��
��
	�	� �	
����
 H �� ����
�

����� ������ ������ �
� ��� 0��61 �������� �� ��
������ ��	
�� 0� -.2�

 �� 2�8�3/1� �� ���� �������
 ������� ���� �1� ��1 �
� 02�41�
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�������� ��	
� �����
� ��

����������� �
�
 ��� Ω ⊂ R3 �� � �������� ������� 	������� ������ ��� Γ �� ��

�	�� ������ �� ∂Ω ���� ���� Ω̄ ∩ {(x, 0, z) : x, z ∈ R} = Γ̄� ��� ��� ��� x = (x, y, z)

��� ������ x− ������ ��� ������� (x,−y, z) ��� ����� Ω̂ �� ��� �������� ��

Ω ∪ {x : x− ∈ Ω} ∪ Γ̄.

(� ω �� � �������� ���������� �������� �� Ω ��!�� ��� ������ �� ��� ��� �� �����

��������� 3 × 3,��������� ���� �� �����

ω̂(x)
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ω(x), �� x ∈ Ω,⎛⎜⎜⎝

ω11(x−) −ω12(x−) ω13(x−)

−ω12(x−) ω22(x−) −ω23(x−)

ω13(x−) −ω23(x−) ω33(x−)

⎞⎟⎟⎠ , �� x− ∈ Ω.
02�E1

�
 (� ψ ∈ W 1,2
Γ (Ω) �������� ��� �.������ −∇ · ω∇ψ = f ∈ W−1,2

Γ (Ω)� ���� ���

�.������ −∇ · ω̂∇ψ̂ = f̂ ∈W−1,2(Ω̂) ����� ��� ψ̂ ����

ψ̂(x) =

{
ψ(x), �� x ∈ Ω,

ψ(x−), �� x− ∈ Ω

��� f̂ ������ �� 〈f̂ , ϕ〉W−1,2(Ω̂)

def
= 1

2
〈f, ϕ|Ω + ϕ−|Ω〉W 1,2

Γ (Ω)� �'�� ϕ ∈ W 1,1
0 (Ω̂)

��� �������� ϕ− �� ������ �� ϕ−(x)
def
= ϕ(x−)�


��
 /�������� �� f ∈ W−1,p
Γ (Ω)� ���� f̂ ∈ W−1,p(Ω̂)0 ��� �� −∇ · ω̂∇ : W 1,p

0 (Ω̂) →
W−1,p(Ω̂) �� � ��	������� ������	����� ���� −∇ · ω∇ : W 1,p

Γ (Ω) → W−1,p
Γ (Ω)

���� ���

*����� �1 C� �� 6
��
 ���� ψ̂ ���
�� �� W 1,p
0 (Ω̂)� � -.9� @��� 3�2/� ��	��

�1 �� �����
� �� �� �B
����
� �� ψ̂, f̂ ,−∇ · ω∇,−∇ · ω̂∇ �
� ���������������

����	�����
�� ���� �
 K���������
 2�3 ��
 ������ �� �� ���
���������
 x �→ x−�

��1 �� ������� f �→ f̂ �� �� ��D��
� �� ϕ �→ 1
2
(ϕ|Ω + ϕ−|Ω)� �� ����� ���� ���

W 1,p
0 (Ω̂) ��
��
	�	��� �
�� W 1,p

Γ (Ω) ��� �
� p ∈]1,∞[� �� ���� �����
� �� ��


������ �� �� �����
� �
� �
� �� �B
����
 �� ψ̂�

��	�� �
�
 �� ����������
 �� �	����� �	��
��� ��	 ��� �� �I����
 �� ����

���
��

C
 �� �#	� � ���� ���
����� �	� ���� ������� ����� �
��	� ��'� ��	
����

��
�����
� �� �� ��� �� (������� ��
�����
� M ����� �� ������ �
 K���������
 3�4�

C
 ��
�� ���� ����
� ��� � ��
�� ���
���������
 ����
� �� � ��	���� ����
��� �

���@�������A ���
���������
 �
� � �I����
 ���	�
�� L�� �� ���� �� ������ �	� �


�� 
'� �������

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

� ����� �� ������� ���

��� �����	
����
� 
	 ��� ��
����

K���������
 2�3 ������ 	� �
 � B��� ��� �� ��	� �� ��� �� �
 ��������� ����
�� Λ

�� ���� �
 ��� Λ �� �� ����
�� ���� �� ������ (1,−1)� (−1, 1)� (1/2, 1/2) �
��

�������
�����Υ �� �� ��
 ���
� ���
 (0, 0) �
� (1,−1)� *����� B��� �
 ������

�� ����
�� �	�� ���� P ����� �� �����
� @� P1 �
�� �� ���' ��� 0��

������1 Υ 
�� �
� P2 �� ���' ����� ��� 
�� ��	�� −Υ� � 
�� ���
����� R
2

	
�� �� ��
�� �����
� ����� �����
� P1 �� (1,−1) �
� P2 �� (1/2, 1/2)� N'�
��
�

���� �����
� �� R3 �� ����
� �� z������

� �
�����
�� �
 �����
� �� ������

������� ��
��������
 ����� �����  ������ �� ���
������ ���
 Ξ ���
���
�

�� �������� ���
�� �
 �� �	��������
� �� ����� .�.� C
 ������	���� �

�
�� �� ���
�� ��� �� 0���
������1 ���
 �
������ �� z��'��� �� P
� C
 �

��	��� �
� � ��� ���6 �� �
 	��� ���� ���� Gu �
� � ���� ���� ���� Gl

0��� �
 �
 ��� �� �� �
������
� ���
 Ξ1� ��� �� ��+��
� �	
����
 μ ��6�

�� ���	�

μ+ =

⎛⎝ a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

⎞⎠ �
 Gu� μ− =

⎛⎝ b11 b12 b13
b12 b22 b23
b13 b23 b33

⎞⎠ �
 Gl�

� ���
����� �� ������ ��� �� ���@�������A ���
���������


φ
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎝
1/
√

2 1/
√

2 0

0
√

2 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ �
 {(x, y, z) : y > x}

⎛⎜⎜⎝
√

2 0 0

1/
√

2 1/
√

2 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ �
 {(x, y, z) : y ≤ x} .

0;�.1

0K��� 
���� ���� �� �����
�
�� �� ���� ������� �
 0;�.1 #	�� 1). φ(Λ) �� ����


� ����
�� H �
��� �� Λφ H �
� ��� 
�� �� ������ (0, 0)� (0,
√

2)� (
√

2, 0)� ����

�� 
� �����
 �� Πφ = Λφ×] − 1, 1[� Υ #	��� �� �	��
����� ]0,
√

2[ �� �� x�

�'��� �� ���� Ξφ �� Π ∩ Ξ ��
����� �� ��� ����
��� ����
� �
 �����
 ��

Eφ ⊂ {(x, x, z) : x > 0, z ∈ R}� 0%� ��	��� �� Ξ ��� �������
�� �� �� z��'��� ��


���� ����
��� �� ���� �������
�� �� �� z��'���1  ������ �� *	��

 ��	
����

���� �� 
�� �� ����
�� ���� �� ������ (0, 0,−1)� (0, 0, 1)� (
√

2, 0,−1)� (
√

2, 0, 1)�

�� ���
������ �����' 0� K���������
 2�31⎛⎝ 1/
√

2 1/
√

2 0

0
√

2 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

⎞⎠ ⎛⎝ 1/
√

2 1/
√

2 0

0
√

2 0

0 0 1

⎞⎠T

0;�81
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�������� ��	
� �����
� ��

�� ����	���� �� ⎛⎜⎝
a11+2a12+a22

2
a12 + a22

a13+a23√
2

a12 + a22 2a22

√
2a23

a13+a23√
2

√
2a23 a33

⎞⎟⎠ , 0;�31

���� �� ���
������ �����'⎛⎝
√

2 0 0

1/
√

2 1/
√

2 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

⎞⎠ ⎛⎝
√

2 0 0

1/
√

2 1/
√

2 0

0 0 1

⎞⎠T

0;�21

�� ����	���� �� ⎛⎜⎝ 2a11 a12 + a11

√
2a13

a12 + a11
a11+2a12+a22

2
a13+a23√

2√
2a13

a13+a23√
2

a33

⎞⎟⎠ 0;�;1

0�
� �
�����	��� ��� �� �����' b1� � �I�� �� ������ �� �� x�z����
 �


�� ������ �� K���������
 2�2 �
� �����
 � 
� ����
�� Λ̂ ���� �� ������ (0,
√

2)�

(
√

2, 0)� (0,−√
2)� � 
� �����
 Π̂

def
= Λ̂×] − 1, 1[ �
� �� ��+��
� �	
����
 μ̂

�
 Π̂ �� �B
� �� �
 02�E1� ��	�� � 
� 	� ���� � (������� ������ �
 Π̂� ��

K���������
 2�2 �� �	+�� �� ���� ����

−∇ · μ̂∇ : W 1,p
0 (Π̂) → W−1,p(Π̂)

�� � ����������� ����������� ��� � p > 3� ��� ����� ������ � ��� ����� K�����

�����
 3�4F � �� ��
 �� � �� ��� �� ���� ���� ��� ��� ��� E �� �
�	��

�������� Aλ ��� � ������� 6�
� ��� ��� λ ���� �λ ∈]0, 1
3

+ ε[ 0ε > 0 �����������

�����1� �� ���	���
� ��� E �� �� �������
�F

• ������� ����
• ��������� �	�� ����
• �� ��� E+

z �
� E−
z ���
� ���
 P
 �
� (0, 0, 1)� �� ���
 P
 �
�

(0, 0,−1)� ����������

• �� �� Exz� ����� �� �� �
�������
 �� �� 0���
������1 Ξ ���� �� x�z�

���
�

• Eφ �
� �� �I��� Eφ�

��� ��	
������
� 
	 ��� ��������
� �
���
��

�� ��� �� ���� �	������
 �� �� '���� �� ���
�������
 ��
�����
� ��� �� �
���A

�	
����
� �
 � ��
�
�� ��

� �
 ���� �� αj , αj+1, θj �

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

��		 �
�
 ��� α �� ������ �� 03�91� ���

m =

(
m11 m12

m12 m22

)
def
=

(
ρj

11 ρj
12

ρj
12 ρj

22

)
,

u(θ)
def
= c+e

−iλθ(αe2iθ + 1)λ + c−eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λ, 0;�41

����� c+, c− ��� ��������� ���	��� ���������� '������� ��� b1, b2 �� ������ �� ��
03�.1� "���

b2(θ)u
′(θ) + λb1(θ)u(θ) = −iD1/2

m λ[c+e
−iλθ(αe2iθ + 1)λ − c−eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λ], 0;�91

����� Dm ���� ������� ��� ����������� �� ��� ������ m�

*����� ������ �
 ����� ���B�

u′(θ) = c+e
−iλθ(αe2iθ + 1)λλ(−i)1 − αe2iθ

1 + αe2iθ
+ c−eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λiλ

1 − ᾱe−2iθ

1 + ᾱe−2iθ
. 0;�E1

*'� � ��
� �� ����

−b2(θ)i1 − αe2iθ

1 + αe2iθ
+ b1(θ) = −iD1/2

ρ . 0;�<1

��� ���� � ����	���

i
1 − αe2iθ

1 + αe2iθ
= i

e−2iθ − α

e−2iθ + α
0;�.71

�
� �������� �� �
���
���� i(m22 +D
1/2
m ) +m12 �� α �� Nα� %
 ���

e−2iθ − α =
(
e−2iθ[i(m22 +D1/2

m ) +m12] − i(m22 −D1/2
m ) +m12

)
/Nα

�
�

e−2iθ + α =
(
e−2iθ[i(m22 +D1/2

m ) +m12] + i(m22 −D1/2
m ) −m12

)
/Nα,

���� ���� ��

i
1 − αe2iθ

1 + αe2iθ
= i

m12(e
−2iθ + 1) +m22i(e

−2iθ − 1) +D
1/2
m i(e−2iθ + 1)

m12(e−2iθ − 1) +m22i(e−2iθ + 1) +D
1/2
m i(e−2iθ − 1)

. 0;�..1

� �	��
� �� ���� �������
 �� sin θ
e−2iθ−1

= '������
� �� #	����


e−2iθ + 1

e−2iθ − 1
sin θ =

e−iθ(e−iθ + eiθ)

e−iθ(e−iθ − eiθ)
sin θ =

cos θ

−i = i cos θ,

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

�� ����� ��
� ��� �� 0;�..1 �����

i
im12 cos θ + im22 sin θ −D

1/2
m cos θ

m12 sin θ −m22 cos θ + iD
1/2
m sin θ

=
−m12 cos θ −m22 sin θ − iD

1/2
m cos θ

m12 sin θ −m22 cos θ + iD
1/2
m sin θ

=
(−m12 cos θ −m22 sin θ − iD

1/2
m cos θ)(m12 sin θ −m22 cos θ − iD

1/2
m sin θ)

(m12 sin θ −m22 cos θ)2 +Dm sin2 θ

=
(m22 −m11) cos θ sin θ +m12(cos2 θ − sin2 θ) + iD

1/2
m

m11 sin2 θ − 2m12 cos θ sin θ +m22 cos2 θ
=
b1(θ) + iD

1/2
m

b2(θ)
. 0;�.81

��	�� 0;�<1 ����� ��	� �� �����' ��
D	�����
 �
 �����
� ���� 0;�<1

b2(θ)i
1 − ᾱe−2iθ

1 + ᾱe−2iθ
+ b1(θ) = iD1/2

m . 0;�.31

0;�<1 �
� 0;�.31 ������ ���� 0;�E1 ��� �� �������
 0;�91�

�������� �
�
 ��� u �� ��� �������� �� [θ0, θn] ����� ��������� �� ]θj , θj+1[ ����

uj ������ �� 03�E1�

�
 ������ ���� j ∈ {1, . . . , n− 1} ��� ��� Dj ��� Dj+1 ������ ��� ������������

�� ��� �������� (
ρj

11 ρj
12

ρj
12 ρj

22

)
���

(
ρj+1

11 ρj+1
12

ρj+1
12 ρj+1

22

)
,

���	��������� (� �� ���������� α
def
= αj ��� β

def
= αj+1� ���� ��� ������������

���������� �� ��� 	���� θ = θj�

[u]θ = [b2u
′ + λb1u]θ = 0 0;�.21

��	���� ��

cj,+e
−iλθ(αe2iθ + 1)λ + cj,−eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λ

= cj+1,+e
−iλθ(βe2iθ + 1)λ + cj+1,−eiλθ(β̄e−2iθ + 1)λ 0;�.;1

���

D
1/2
j [cj,+e

−iλθ(αe2iθ + 1)λ − cj,−eiλθ(ᾱe−2iθ + 1)λ]

= D
1/2
j+1[cj+1,+e

−iλθ(βe2iθ + 1)λ − cj+1,−eiλθ(β̄e−2iθ + 1)λ], 0;�.41

���	��������� "���� �� ���� �� Dj = Dj+1 ��� 0;�.21 �� �� ��������� ��� �� ,

����� ����

cj,+(αe2iθ + 1)λ = cj+1,+(βe2iθ + 1)λ 0;�.91

���

cj,−(ᾱe−2iθ + 1)λ = cj+1,−(β̄e−2iθ + 1)λ 0;�.E1

�����

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

��
 ������ ��� θn = θ0 +2π� "��� ��� ������	����� ������������ ���������� ��

θ0 ��	���� �� ��� �������� ��� �.�������1

c1,+e
−iλθ0(α1e

2iθ0 + 1)λ + c1,−eiλθ0(ᾱ1e
−2iθ0 + 1)λ

= cn,+e
−iλθn(αne

2iθ0 + 1)λ + cn,−eiλθn(ᾱne
−2iθ0 + 1)λ 0;�.<1

���

D
1/2
1 [c1,+e

−iλθ0(α1e
2iθ0 + 1)λ − c1,−eiλθ0(ᾱ1e

−2iθ0 + 1)λ]

= D1/2
n [cn,+e

−iλθn(αne
2iθ0 + 1)λ − cn,−eiλθn(ᾱne

−2iθ0 + 1)λ], 0;�871

���	���������

��� ������
� 
	 ��� ���� ����������

��� ������� ��� �
� ��������� �	�� ��� � ���� �
 �� L��
��' ���� ��

�������� Aλ ��� � ������� 6�
� �� �λ ∈]0, 1/2]�

*'� � ��
���� �� ��� E+
z �
� E−

z F ������
� ���� E
+
z � �
 ��� �� ��� ���� ��

��+��
� �������

m̂
def
=

(
a11+2a12+a22

2
−a12 − a22

−a12 − a22 2a22

)
�� θ ∈] − π/2,−π/4[

ô
def
=

(
2a11 −a12 − a11

−a12 − a11
a11+2a12+a22

2

)
�� θ ∈] − π/4, 0[

o
def
=

(
2a11 a12 + a11

a12 + a11
a11+2a12+a22

2

)
�� θ ∈]0, π/4[

m
def
=

(
a11+2a12+a22

2
a12 + a22

a12 + a22 2a22

)
�� θ ∈]π/4, π/2[.

��	�� �
 ��� �� ��
���� �� �
���A �	
����
� 0� G���6 3�E1

u
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ŵ

def
= ĉ+e

−iλ·(ᾱe2i· + 1)λ + ĉ−eiλ·(αe−2i· + 1)λ �
 ] − π/2,−π/4[

v̂
def
= d̂+e

−iλ·(β̄e2i· + 1)λ + d̂−eiλ·(βe−2i· + 1)λ �
 ] − π/4, 0[

v
def
= d+e

−iλ·(βe2i· + 1)λ + d−eiλ·(β̄e−2i· + 1)λ �
 ]0, π/4[

w
def
= c+e

−iλ·(αe2i· + 1)λ + c−eiλ·(ᾱe−2i· + 1)λ �
 ]π/4, π/2[,

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

���� α �B
� �� 03�91 0�
� β �
�����	��� ���� �� 
���� �� �� �����' o�1 K���


���� ���� �� �����
�
�� �� �� ������� m� m̂� o� ô ��� #	�� �� �����
�
�

�� �� �����' (
a11 a12

a12 a22

)
,

�� ���	 �� ����� � �
�� �� D �
 ���� ������ ��6�
� ���� �
�� ����	
�� ��

���
�������
 ��
�����
� �
 θ = −π/4 ��� �
 ��� �� 0;�.91)0;�.E1
ĉ+(1 − iᾱ)λ = d̂+(1 − iβ̄)λ 0;�8.1

�
�

ĉ−(1 + iα)λ = d̂−(1 + iβ)λ. 0;�881

L
�����	���� �� ���
�������
 ��
�����
� �
 0 #	����
��� '���� ��

d̂+(1 + β̄)λ = d+(1 + β)λ 0;�831

�
�

d̂−(1 + β)λ = d−(1 + β̄)λ, 0;�821

���� ���� �
 π/4 ��
 � �����
 ��

d+(1 + iβ)λ = c+(1 + iα)λ 0;�8;1

�
�

d−(1 − iβ̄)λ = c−(1 − iᾱ)λ. 0;�841

�� ��	
���� ��
�����
 u(π/2) = w(π/2) = 0 ���� ��

c+e
−iλπ/2(1 − α)λ + c−eiλπ/2(1 − ᾱ)λ = 0, 0;�891

��� �
 ���� ������

c+ = −c−eiλπ (1 − ᾱ)λ

(1 − α)λ
, 0;�8E1

���� �� ��	
���� ��
�����
 u(−π/2) = ŵ(−π/2) = 0 ����

ĉ+e
iλπ/2(1 − ᾱ)λ + ĉ−e−iλπ/2(1 − α)λ = 0,

��� ����
�������

ĉ− = −ĉ+eiλπ (1 − ᾱ)λ

(1 − α)λ
. 0;�8<1

 ����
�
� 0;�8E1� 0;�841� 0;�821� 0;�881� 0;�8<1� 0;�8.1� 0;�831� 0;�8;1� �
 
�� 	�

���� �� ������������� #	����
 ��� λF

e2iλπ (1 − ᾱ)λ

(1 − α)λ

(1 − iβ̄)λ

(1 − iᾱ)λ

(1 + β)λ

(1 + β̄)λ

(1 + iα)λ

(1 + iβ)λ

(1 − ᾱ)λ

(1 − α)λ

(1 − iβ̄)λ

(1 − iᾱ)λ

(1 + β)λ

(1 + β̄)λ

(1 + iα)λ

(1 + iβ)λ

= e2iλπ
((1 + iα)λ

(1 − α)λ

(1 − ᾱ)λ

(1 − iᾱ)λ

)2( (1 + β)λ

(1 + iβ)λ

(1 − iβ̄)λ

(1 + β̄)λ

)2

= 1. 0;�371

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

0@� 	� ����6 ���� c+ ��

�� ��
��� 	
��� ���� �� ���� ��+��
�� ��
����1

,������ � 
���� ���� ��� �� ���� 1+ iα, 1
1−α

, 1− ᾱ, 1
1−iᾱ

, 1+β, 1
1+iβ

, 1− iβ̄, 1
1+β̄

��� ������� ��� ���� ���	� |α|, |β| < 1� 5
�� � ���

(1 + iα)λ

(1 − α)λ
=

(1 + iα

1 − α

)λ

�
�
(1 − ᾱ)λ

(1 − iᾱ)λ
=

( 1 − ᾱ

1 − iᾱ

)λ

, 0;�3.1

�� ��� ��

(1 + β)λ

(1 + iβ)λ
=

( 1 + β

1 + iβ

)λ

�
�
(1 − iβ̄)λ

(1 + β̄)λ
=

(1 − iβ̄

1 + β̄

)λ

, 0;�381

�� �λ ≤ 1� �	����� ������
� �� ������
�(1 + iα

1 − α

)
=

1
1−ᾱ
1−iᾱ

�
�
( 1 + β

1 + iβ

)
=

1
1−iβ̄
1+β̄

0;�331

�
� �	���
� σ = arg
1 + iα

1 − α
�
� κ = arg

1 + β

1 + iβ
� ���� �������� 
���� 	� �� �����

0;�371 ��

e2iλ(π+2(σ+κ)) = 1. 0;�321

C� �� �����	� ���� ��� λ ��������
� 0;�321 �	�� � ���� %	� ����� �� 
��F σ+κ #	���

π/2 �� −3π/2� ��� ����� � �
���
 ����� �� �B
����
� σ, κ ∈] − π, π]= ��	� ��

����� �� ��	� �� � ��
 ����

1 + iα

1 − α

1 + β

1 + iβ
= i. 0;�3;1

���� � ���� �� 
��F '������
� �� �B
����
� �� α, β � ��

1 + iα

1 − α
=

1

2

D1/2 +m12 −m22 + i
(
D1/2 +m22 −m12

)
m12 + iD1/2

=
1

2m11

(
D1/2 +m11 −m12 + i

(
D1/2 −m11 +m12

))
=

1

2m11

(
D1/2 +

a11 − a22

2
+ i

(
D1/2 +

a22 − a11

2

))
.

L
�����	���� � ����	���F

1 + β

1 + iβ
=

2io22

D1/2 + o12 − o22 + i(D1/2 + o22 − o12)

=
2io22

D1/2 + a11−a22

2
+ i(D1/2 + a22−a11

2
)
.

��6�
� �
�� ����	
� o22 = m11� ���� ���� 0;�3;1� 5
�� �� ���
��
�
��� #	����


0;�321 ��� λ ���� �
 �
� ��� �� e4iπλ = 1� ���������� �� ������� ������� λ �������

�� λ0 = 1/2� ��	�� �� �� E+
z ��� �� ����
�����
� �� K���������
 3�4� ��

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

��
��������
� ��� �� �� E−
z �� �� ���� ���� �� �����

*'� � ��
���� �� �� Exz� ���
� �
 �� x�z����
� �� ��+��
� �������

���
��
� �� ��� 
�����	��
� ������ ��

Q =

⎛⎝ q11 q12 q13
q21 q22 q23
q31 q32 q33

⎞⎠ def
=

⎛⎜⎝
a11+2a12+a22

2
a12 + a22

a13+a23√
2

a12 + a22 2a22

√
2a23

a13+a23√
2

√
2a23 a33

⎞⎟⎠ , 0;�341

R =

⎛⎝ r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

⎞⎠ def
=

⎛⎜⎝
b11+2b12+b22

2
b12 + b22

b13+b23√
2

b12 + b22 2b22
√

2b23
b13+b23√

2

√
2b23 b33

⎞⎟⎠ , 0;�391

�� y > 0 �
� ���� �I��� ��	
�������

Q̂ =

⎛⎝ q11 −q12 q13
−q12 q22 −q23
q13 −q23 q33

⎞⎠ �
� R̂ =

⎛⎝ r11 −r12 r13
−r12 r22 −r23
r13 −r23 r33

⎞⎠ ,

�� y < 0� 0� 0;�81� 0;�21 �
� K���������
 2�21� L������
� �� K���������
 3�4 �


��� �� ������ � �������
 �
 �� x�z����
 ����� ���� �� �� Exz �� �� z��'���

���� ��
�� �
 ��� �� ��
���� �� �������⎛⎝ cos ς 0 − sin ς

0 1 0

sin ς 0 cos ς

⎞⎠M

⎛⎝ cos ς 0 sin ς

0 1 0

− sin ς 0 cos ς

⎞⎠ ,

M ��6
 �� Q,R, Q̂, R̂� ��������� �
� ς ��
� �� �
�� ���
 �� �� Exz

�
� �� z��'��� L ��������������� ����	�����
 ����� ���� �� ��	���
� 	��� 2 × 2

����6� ���6 ���6(
s11 −s12

−s12 s22

)
�� −θ ∈]ζ, π[�

(
t11 −t12
−t12 t22

)
�� −θ ∈]0, ζ [�

(
t11 t12
t12 t22

)
�� θ ∈]0, ζ [�

(
s11 s12

s12 s22

)
�� θ ∈]ζ, π[�

0;�3E1

5
� 0� G���6 3�E1� �� �������
��
� 
	���� α1� α2� α3� α4 �� ����� ��

α1 = α4 �
� α2 = α3� C
 �� �#	� � ����� �� 
	���� α ��� α3 �
� β ��� α4�

C
 ���� 
������
 � ����F

��		 �
�
 ������ ��� ��������� �� ���	��� ������� c+, c−, d+, d−, ĉ+, ĉ−, d̂+, d̂−
��� ����� ��� �� ���� ���+���
 ���� ����

u
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
v̂

def
= d̂+e

−iλ·(β̄e2i· + 1)λ + d̂−eiλ·(βe−2i· + 1)λ �� ] − π,−ζ [
ŵ

def
= ĉ+e

−iλ·(ᾱe2i· + 1)λ + ĉ−eiλ·(αe−2i· + 1)λ �� ] − ζ, 0[

w
def
= c+e

−iλ·(αe2i· + 1)λ + c−eiλ·(ᾱe−2i· + 1)λ �� ]0, ζ [

v
def
= d+e

−iλ·(βe2i· + 1)λ + d−eiλ·(β̄e−2i· + 1)λ �� ]ζ, π[.

����� ��� ������������ ���������� �� −π,−ζ, 0, ζ� "��� �λ /∈]0, 1
2
]�

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

*����� �� ���
�������
 ��
�����
 [b2u
′ + λb1u]0 = 0 ������ ����  �������� ;�8

0� �
 ������	��� 0;�.411 ������

ĉ+(ᾱ + 1)λ − ĉ−(α + 1)λ = c+(α + 1)λ − c−(ᾱ + 1)λ. 0;�3<1

%
 �� ���� ��
�� �� ���
�������
 ��
�����
 ��� b2u
′ + λb1u �
 −π/π 0� 0;�8711

����

d̂+e
iλπ(β̄ + 1)λ − d̂−e−iλπ(β + 1)λ = d+e

−iλπ(β + 1)λ − d−eiλπ(β̄ + 1)λ. 0;�271

@� 	� B��� ��
���� �� ��� ���

ĉ+ = c−, ĉ− = c+, d̂+ = d−, d̂− = d+. 0;�2.1

C
����
� ��� ������
� �
 0;�3<1 �
� 0;�271 �
 �����
� ���� ���� ���� �� 0;�3<1

�
� 0;�271 �
 ���� ��� �� ��
���� �	� ���� ��
� �
 ��� �� @��� ;�. 
����
� ��

�	�

b2(θ)u
′(θ) + λb1(θ)u(θ) = 0 ��� θ = 0, π.

��	�� �� ���������
 �� u �� �� �
����� ]0, π[ ���� �� � ��������� ������ �
��	��
�

� *	��

 ��
�����
 �
 ���� �
����� 
��� ��
 �λ /∈]0, 1/2]� � ����� E�8

�����

L��	� 
�� ���� 0;�2.1 �� 
�� �����B�� ��
 � �
����	� �� �	
����


ũ
def
=

{
w̃

def
= ĉ−e−iλ·(αe2i· + 1)λ + ĉ+e

iλ·(ᾱe−2i· + 1)λ �
 ]0, ζ [

ṽ
def
= d̂−e−iλ·(βe2i· + 1)λ + d̂+e

iλ·(β̄e−2i· + 1)λ �
 ]ζ, π[
0;�281

�
 [0, π] �
� ��
���� �� �	
����


u
def
= u|[0,π] − ũ

=

{
(c+ − ĉ−)e−iλ·(αe2i· + 1)λ + (c− − ĉ+)eiλ·(ᾱe−2i· + 1)λ �
 ]0, ζ [

(d+ − d̂−)e−iλ·(βe2i· + 1)λ + (d− − d̂+)eiλ·(β̄e−2i· + 1)λ �
 ]ζ, π[.

C� �� ��������������� �� ����� ���� �� ��
�����
 [u]0 = 0 ������ u(0) = 0 �
�

�� ���������� ��
�����
 �
 −π/π ����� u(π) = 0� *'� � �
�
� �� ���� ��

���
�������
 ��
�����
� [u]ζ = [b2(θ)u
′
 + λb1(θ)u]ζ = 0� ���	� � ������

6
�� �� �	��������
 [u]ζ = [b2(θ)u
′ + λb1(θ)u]ζ = 0 �� ����
� �� ���� [ũ]ζ =

[b2(θ)ũ
′ + λb1(θ)ũ]ζ = 0� %
 ����� ���B� [ũ]ζ = [u]−ζ� �
� �� ����� �� A�� ��

�	��������
� ��
����� �� @��� ;�. � ���

[b2(θ)ũ
′ + λb1(θ)ũ]ζ =

(
b2w̃

′ + λb1w̃
)|ζ − (

b2ṽ
′ + λb1ṽ

)|ζ
= −iλDα

(
ĉ−e−iλζ(αe2iζ + 1)λ − ĉ+e

iλζ(ᾱe−2iζ + 1)λ
)

+ iλDβ

(
d̂−e−iλζ(βe2iζ + 1)λ − d̂+e

iλζ(β̄e−2iζ + 1)λ
)

= −(
b2ŵ

′ + λb1ŵ
)|−ζ +

(
b2v̂

′ + λb1v̂
)|−ζ

= [b2u
′ + λb1u]−ζ.

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

�	� �� ����� ��
� ��� �� ���� #	����
 �� A�� �
 ��� �� �� ���
�������
 ��
�����


[b2u
′ + λb1u]−ζ = 0� ��	�� ���� ���
� ��� ���� �� � ��������� (������� �������

��� ����� ���� ����� E�8 ���� �λ /∈]0, 1/2]�

C� ����
� �� ��
���� �� �� Eφ 0�
� ��� �I��� ��	
������1� @� B��� t ∈ R

� � 
	��� �	�� ���� (0, 0, t) +Eφ ��� ��� 
����
� �
 0 ∈ R3 �
� O � � �������


�� �� ���
 {(x, x, z) : x, z ∈ R} ����� ���
������ (
(0, 0, t) + Eφ

)
�� �� z��'���

�	���� ���� ��� �
 λ ���� �λ ∈]0, 1/2] ��� �� � 0
�
�������1 �	
����
 vλ ���� ��

6�
� �� �� ��	���
� ������� Aλ� C� �
 ��6� �� ��+��
� �	
����
 �B
� �


02�.1 ��

ω(x, y, z)
def
=

⎛⎝ ρj
11 ρj

12 ρj
13

ρj
12 ρj

22 ρj
23

ρj
13 ρj

23 ρj
33

⎞⎠ �� (x, y) ∈ K
θj+1

θj
, 0;�231

��
� �� @��� 2�.� ��� �� � ��������� �	������ ��
� f ∈ W−1,6(R3) �	��

���� �� H ���� ��������� �	������ H ��������
�� ���	���
 υ ∈ W 1,2(R3) ��

−∇ · ω∇υ = f ��� 
�� ���
� �� W 1,4(R3). ���	� �� �	����� �� υ �� ��������

�� ��
 ��
 0�� ���1 
�� ���
� �� W 1,6(R3). *�� � ���6 �� ���
���������
�

O� �� ����� (0, 0, t) �
� φ� L�����
� K���������
 2�3� �
 �����
� � f• ∈W−1,6(R3)

�
� � υ• ∈ W 1,2(R3) \ W 1,4(R3) ��������
� −∇ · ω•∇υ• = f•� ��� #	����
����
−∇ · ω•∇υ• + υ• = f• + υ• ∈ W−1,6(R3)� C� �� 
�� ���� �� � ���� �� �����'

���	� �	
����
 ω• ��6� ���� Ξ �� �����' μ+ 0� ��� <1 �� ���	 �
� ����

Ξ �� �����' μ−� � (B
����
 3�3 �
�� �
 ������	���� 03�31� �	� � ��	�� �� -.3�
���� 3�../� � ���� -3�  �� 2�;/� ���� ����

−∇ · ω•∇ + 1 : W 1,p(R3) →W−1,p(R3)

�� � ����������� ����������� ��� �
� p ∈]1,∞[� ���� ��
�������� �� ���� �	����

�����
� �� ����� ��� �� �I��� Eφ �	
� ���
� �� ��� ��
�= ��	� �� ����� ��

����� .�. �� �������

 ����� �� ������� ��� ��� �� !�������� ���

����� � ��
���� �� ��� ��� Υ �� �
 ��� �� �� ����
�� Λ� ,��	�� �
 �+


���
���������
 �
 R
2 � ��� ���	� �
 �� ��� ��� Υ �� ��
����� ���� �� �
�����

]0, 1[ �
 �� x��'��� � K���������
 2�3� � �I�� Π ������������ �� �� x�z�

���
 �
� �����
 � �����
 Π̂ �
� � �I��� ��+��
� �	
����
 μ̂� �� ��	���
�

��	
���� ��
�����
� �� ��
 �����
�	� (������� �
 ��� ∂Π̂� �� K���������
 2�2

�� �� �	+��
� �� ���� ����

−∇ · μ̂∇ : W 1,p
0 (Π̂) → W−1,p(Π̂)

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

�� � ����������� ����������� ��� � p > 3� %� ��	��� � ���� ����
 ����� K�����

�����
 3�4 �
� ���� �
�� �� ����	�� �� �� ��
�	�������� �� ���	���
� ���

��F

�1 ������� ����

��1 ��������� �	�� ����

���1 �� �
�������
 �� �� x�z����
 ���� Ξ� �
 ������	���� �� ����� �� �� z��'��

���� �
� ���� �� �
�������
 ���
� ���� Ξ �� � ��������� �	�� ���

��� ��� ��� ��� � ������ 6
�� ���� �� �������
��
� �������� Aλ ��� �

������� 6�
� ������� �λ ∈]0, 1/2]= 
����F �� ����� ��� ������� ��� �
� ���

������� �	�� ��� �� ����
 �
 � 
'� ������ 0� ����� E�. �
� ����� E�81

���� �� ���	����
 �� ���1 �� '����� �� ��� �� ����� �
 @��� ;�3�

@� 	� 
�� ����� �� ���
� ���F ���	�� �
 �+
 ���
���������
 �
 R2 � ���

������� �	���� �� �� ��� ��� Υ �� �� 	
��
 �� �� �
����� ]0, 1[ �
 �� x��'��

�
� �� �
����� [0, 1[ �
 �� y��'��� L���
 � �I�� �� ������ �� �� x�z�

���
� �	� ��������� � ���
� ��� �� �� y�z����
� ��	�� � 
� 	� ���� �

(������� ������ �
 Π̆
def
= V×]− 1, 1[� ��� V ⊂ R2 �� �� �#	�� ���� �� ������

(0, 1), (1, 0), (0,−1), (−1, 0)� (
���
� �� 
� ��+��
� �	
����
 �� μ̆� �� �	+��

�� K���������
 2�2 �� ���� ����

−∇ · μ̆∇ : W 1,p
0 (Π̆) → W−1,p(Π̆)

�� � ����������� ����������� ��� � p > 3� L������
� �� K���������
 3�4� �� ����
�

�� ���� ���� ��� ��� �� E �� 6�
�� �� �� �������
��
� �������� Aλ ��

������� �� �λ ∈]0, 1/3 + ε[ (ε ���������� �����1� C� (0, 0, t) �� �� �
�������
 ���
� ��

Ξ ���� �� z��'��� ��
 �� ���	���
� ��� ��F

�1 ������� ����

��1 ��������� �	�� ����

���1 {(0, 0, s) : s ∈] − 1, t[}�
��1 {(0, 0, s) : s ∈]t, 1[}�
�1 �� �
�������
 �� �� x�z����
 ���� Ξ�

��1 �� �
�������
 �� �� x�z����
 ���� �� �I��� Ξ�

���1 �� �
�������
 �� �� y�z����
 ���� Ξ�

����1 �� �
�������
 �� �� y�z����
 ���� �� �I��� Ξ�

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

�� ������� �
� ��������� �	�� ��� �� ����� �
 �� L��
��'� ���1� ��1� �1�

��1 ��� ����
 �� � ��
��������
 0;�3E1� ����� ��� ����� �
 @��� ;�3� ���� ��

���� ��	 ��� ���1 �
� ����1� �	� �#	��� �� �
 �������
�� ���
�$� ���	���F �� 	�

�
�� �� ���	 �� �� ��+��
� �	
����
 μ ���� Ξ �� μ+ �
� ���� Ξ �� μ−�
 �
��
�
� ���1� �� $�I��� �������$ ��
 #	��⎛⎝ μ+

11 −μ+
12 −μ+

13

−μ+
12 μ+

22 μ+
23

−μ+
13 μ+

23 μ+
33

⎞⎠ �
�

⎛⎝ μ−
11 −μ−

12 −μ−
13

−μ−
12 μ−

22 μ−
23

−μ−
13 μ−

23 μ−
33

⎞⎠ .

� ������ 
�� � �������
 �����
 �� x�y����
 ����� ���
������ �� 0�������1

y��'�� �
�� �� 0�������1 x��'�� �
� �� 0�������1 x��'�� �
�� �� 
����� y��'��=

������ �� ���
������ �� ��� ��
 �
 �� x�z����
� %
 �����
� �� ���
������

��+��
� �������⎛⎝ 0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ μ+
11 μ+

12 μ+
13

μ+
12 μ+

22 μ+
23

μ+
13 μ+

23 μ+
33

⎞⎠ ⎛⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝ μ+
22 −μ+

12 μ+
23

−μ+
12 μ+

11 −μ+
13

μ+
23 −μ+

13 μ+
33

⎞⎠
⎛⎝ 0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ μ−
11 μ−

12 μ−
13

μ−
12 μ−

22 μ−
23

μ−
13 μ−

23 μ−
33

⎞⎠ ⎛⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝ μ−
22 −μ−

12 μ−
23

−μ−
12 μ−

11 −μ−
13

μ−
23 −μ−

13 μ−
33

⎞⎠
���� �� �I��� ������� ���
����� �� �������F⎛⎝ 0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ μ+
11 −μ+

12 −μ+
13

−μ+
12 μ+

22 μ+
23

−μ+
13 μ+

23 μ+
33

⎞⎠ ⎛⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝ μ+
22 μ+

12 μ+
23

μ+
12 μ+

11 μ+
13

μ+
23 μ+

13 μ+
33

⎞⎠
⎛⎝ 0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎞⎠ ⎛⎝ μ−
11 −μ−

12 −μ−
13

−μ−
12 μ−

22 μ−
23

−μ−
13 μ−

23 μ−
33

⎞⎠ ⎛⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝ μ−
22 μ−

12 μ−
23

μ−
12 μ−

11 μ−
13

μ−
23 μ−

13 μ−
33

⎞⎠
��	�� ���� ���� ���
� �
 � �� �
 �� ��� ���	����
 �� �
 �� ����	����
 ��� �� ��

Exz 0� ��� .;1 �
� ������
� �	
� �������� �� ��� ���� ����1 �� �
�����	� ��

���1�

� ��� �� �� ����� ��  �������� .�3F ���	� � ���
�� ���� �� ���
 Ξ

���	�� 
�� ��	�� �� 	��� ���� 
�� �� ���	
� ���� �� �� ������� �� ����� ��

������ �� � �	����� ��������
 �� 	
��� �
�� �
 ����� ����� �� 	��� 0����1

���� �
� �� ������� ���� Ξ �
� �
 ����� ��
���
� Π∩Ξ �	� ��� �
�� � (�������

��
�����
 �
 ��� 	��� 0���	
�1 ����� �� ����� �� ������ ����� �
 ����� .�8�

�� B��� ��
 � �I��� �� �� 	��� 0���	
�1 ���� �
� �
 
�� 	� ����
 ����

�� ����
� ����� �� ����� �
 ����� .�8�

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

" !����
���# �����$�

�� ��	��� �� ���� ���� ����� ����� ��� �� ������� ���� G���
 ��	
���� ��
�

�����
�� C
��� �
 ��
 ���� ���� �� � �� �� �	���� ���	� �
 ∂Ω �
� κ ∈
L∞(Γ, d�)� ��
 �� ��
�� ��� T : W 1,p

Γ (Π) →W−1,p
Γ (Π) ���
 ��

〈Tψ, ϕ〉W−1,p
Γ

=

∫
Γ

κ ψ ϕ d�

0�
� ����
��
� �� G���
 ��	
���� ��
�����
1 �� �
B
��������� ����� ���� �����

�� �� �������∇·μ∇� ��	�� �� �����
� �� ���� �������� �� �� ��� �� ���������
���	������
 ������ � -37�  �� C��./�

�� ���� ��� �������� ��6� ������ ��� �� ��	��� �� ��	�� ���� -39/ �
�

��� �� ��
��� �� ���� ���� ��� 
�� ���6 ��� ��	
���� ��
�����
� ����� �� 
��

(�������� %
 ������ ��
����� �
 B
��
� �
 ��#	�� 
��� ���� �
 ��� �� ���

�
 *	��

 ��	
���� ����� ������ �������
����� ��� �� � �
 �������
�
� ����

�� �������� �� �� ,���
 ���
������ %	� ������� �� B
� �	�� �
 
��� ����

��� ����� 	� �� 
���

C
 ���
���� �� �� ������� �� �
����A �	� ��	��� �� �� ��� ��� 
�� �
�� �


���
 �
������ �� �����
� �	� ������ ��� C
 ���� �� �������� �� ��
�	�������

�����
� ���� �� �������
�� �

� ��� 0��� �� ���
� ��1 �
 ��
 ����� ��

��	�� -.8� ���� 8�;/� � ��� 
�� ������ �	� ���� �� �
�� ��� ���
���� �����������

� ���� -3./�

% �&&�����' ��� �������������� �(
����� ��� #��)

������ ��#�� ��� ���������� �
��� ��#��

C� �� �� ��� �� ���� ������ �� ����	�� �� �� ��
�	������� ��� ������� ��� �
�

��������� �	�� ���= �������� � �
�
� �� ���� �� �������
� ��� ������F

������	 �
�
 '�� ��� �������� ��� E ��� !������ �� ��� ���������� �	������� Aλ

��� ������� �� ���� �� ��� �������� ��� �����1

�
 ��� �	���� ���� θ1 − θ0 �� ��� ����� ���� π ��� �λ ∈]0, 1[

�
 θ1 − θ0 ∈]π, 2π[ ��� �λ ∈]0, 1/2].

������	 �
�
 ��� Kθ1

θ0
, Kθ2

θ1
�� ��� ���������� ������� �� R2 ���� θ1 − θ0, θ2 −

θ1 ≤ π ��� θ2 − θ0 < 2π� ��� ρ1, ρ2 �� ��� ����� 	������� ������� 2 × 2 ��������

������	����� �� ��� ������� Kθ1

θ0
, Kθ2

θ1
� ��� tλ �� ��� ���� ������ �� 03�81 ������

�� H1
0 (θ0, θ2) �� �� H

1(θ0, θ2)� "��� ����� �� �� ε > 0 ���� ���� ��� !����� �� ���

������	����� �	������ Aλ ���� ��������� &�#
 �� ������� �� �λ ∈]0, 1/2 + ε]�

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�������� ��	
� �����
� ��

� ���� ���� �� ������ �
 ����� ����� ������
� ���� �� �������
�

��		 �
�
 ��� α ∈ C ���� |α| < 1� ��� ����� ��� γ ∈] − π, π] ��� ������

σ
def
= arg

αe−2iγ + 1

α + 1
∈] − π, π] .

"��� ������ γ, γ + σ ∈] − π, 0[ �� γ = σ = 0 �� γ, γ + σ ∈]0, π[� �� γ = γ + σ = π�

*����� �� ���� γ = 0 �
� γ = π �� ���������������� C
 �� ����
�
� ���� �


���

ei(γ+σ) = eiγ αe
−2iγ + 1

α + 1

|α+ 1|
|αe−2iγ + 1|

=
(αe−iγ + eiγ)(α + 1)

|α + 1||αe−2iγ + 1| =
|α|2e−iγ + eiγ + 2�(

αe−iγ
)

|α + 1||αe−2iγ + 1| .

��	�� �� �����
��� ���� �� ei(γ+σ) #	��� (1−|α|2) sin γ
|1+α||αe−2iγ+1| � �
� ��� ���
 ��
�� �
 �


�����	� ��� �
�� �
 γ �

C� ������� �� ����� �� ����� E�.= �����	� ���� �� �
������ � ��� ���	� θ1 = π�

L���
 '������
� �� �
���A �	
����
� 03�E1� �� (������� ��
�����
� �
 θ0, θ1 ∈]−π, π]

���

c+e
−iλθ0(αe2iθ0 + 1)λ + c−eiλθ0(ᾱe−2iθ0 + 1)λ = 0 0E�.1

c+e
−iλπ(α+ 1)λ + c−eiλπ(ᾱ + 1)λ = 0. 0E�81

��� #	����
� �� 
�
��������� ������� �
 c+, c− ��

1 = e−2iλπe2iλθ0
(ᾱe−2iθ0 + 1)λ

(ᾱ + 1)λ

(α+ 1)λ

(αe2iθ0 + 1)λ

= e−2iλπe2iλθ0

( ᾱe−2iθ0 + 1

ᾱ + 1

)λ( α + 1

αe2iθ0 + 1

)λ

, 0E�31

������ �� ��
��������
� �
 J;�3� �
 ������	��� 0;�3.1� K	���
� ν
def
= arg ᾱe−2iθ0+1

ᾱ+1
�

� ��� ���� 0E�31 �� e2iλ(θ0+ν−π) = 1. %����	���� λ �	�� � ��� �
� |ᾱ| = |α| < 1�

5
�� �
 ��� �1� ��� θ0 ∈ [0, π[� � �����
 θ0 + ν ∈ [0, π] �� @��� E�3� �����

'��	�� �λ ∈]0, 1[� C� θ0 ∈] − π, 0[� ��
� �� @��� E�3� � ��� θ0 + ν ∈] − π, 0[�

����� ����� �� �������
 �
 ��� �1�

 �
��
�
� ����� E�8� � ��� ����� � �������
 0�������
��
� �� � ����� �
 ��

�
�� ����1 �
� ��	� ��	� �� �
��� ��� �� ���� �
 ��� θ0 = −γ� θ1 = 0

�
� θ2 = δ� L���
 	��
� �� �
���A �	
����
� 03�E1 � �� ����
� �� �������
�

#	����
� '�����
� �� ���
�������
 ��
�����
� �
 0� �  �������� ;�8

������� �����  ��������� !������� "�� #����� #������ ��� $���%������ ����� ���&



�� �� ����
������
������ ������� ���
�� �� �
��
��

c+(α + 1)λ + c−(ᾱ + 1)λ = d+(β + 1)λ + d−(β̄ + 1)λ 0E�21

�
�

D1/2
m [c+(α + 1)λ − c−(ᾱ+ 1)λ] = D1/2

o [d+(β + 1)λ − d−(β̄ + 1)λ]. 0E�;1

� �B


εγ
def
=

{
−1 �� (������� �
 γ

1 �� *	��

 �
 γ

�
� �
�����	��� ��� δ� C
 ���� ��
�
���
� 0� @��� ;�.1 �� ��	
���� ��
�����


�
 −γ �����
c+e

iλγ(αe−2iγ + 1)λ − εγc−e−iλγ(ᾱe2iγ + 1)λ = 0

��� ���� �� �� ����

c− = εγc+e
2iλγ (αe−2iγ + 1)λ

(ᾱe2iγ + 1)λ
. 0E�41

%
 �� ���� ��
�� �� �������
��
� ��	
���� ��
�����
 �
 δ ������

d+e
−iλδ(βe2iδ + 1)λ − εδd−eiλδ(β̄e−2iδ + 1)λ = 0

��� #	����
����

d+ = εδd−e2iλδ (β̄e−2iδ + 1)λ

(βe2iδ + 1)λ
. 0E�91
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c[(α+1)λ+εγe
2iλγ (αe−2iγ + 1)λ

(ᾱe2iγ + 1)λ
(ᾱ+1)λ]−d[εδe2iλδ (β̄e−2iδ + 1)λ

(βe2iδ + 1)λ
(β+1)λ+(β̄+1)λ]

= 0 0E�E1

�
�

D1/2
m c[(α + 1)λ − εγe

2iλγ (αe−2iγ + 1)λ

(ᾱe2iγ + 1)λ
(ᾱ + 1)λ]

+D1/2
o d[(β̄ + 1)λ − εδe

2iλδ (β̄e−2iδ + 1)λ

(βe2iδ + 1)λ
(β + 1)λ] = 0 0E�<1

��� c = c+ �
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��������� ������� ��

D1/2
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[
1 + εγe

2iλγ (αe−2iγ + 1)λ

(α + 1)λ

(ᾱ + 1)λ

(ᾱe2iγ + 1)λ

][
1 − εδe

2iλδ (β̄e−2iδ + 1)λ

(β̄ + 1)λ

(β + 1)λ

(βe2iδ + 1)λ

]
+D1/2

m

[
1 + εδe

2iλδ (β̄e−2iδ + 1)λ

(β̄ + 1)λ

(β + 1)λ

(βe2iδ + 1)λ

][
1− εγe

2iλγ (αe−2iγ + 1)λ

(1 + α)λ

(ᾱ+ 1)λ

(ᾱe2iγ + 1)λ

]
= 0. 0E�.71
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σ = arg
αe−2iγ + 1

α + 1
, κ = arg

β̄e−2iδ + 1

β̄ + 1
,

�
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D1/2
o

[
1 + εγe

2iλ(γ+σ)
][

1 − εδe
2iλ(δ+κ)

]
+D1/2

m

[
1 + εδe

2iλ(δ+κ)
][

1 − εγe
2iλ(γ+σ)

]
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[
e−iλ(γ+σ) + εγe

iλ(γ+σ)
][
e−iλ(δ+κ) − εδe

iλ(δ+κ)
]
+

+D1/2
m

[
e−iλ(δ+κ) + εδe

iλ(δ+κ)
][
e−iλ(γ+σ) − εγe

iλ(γ+σ)
]

= 0. 0E�..1
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D1/2
o sinλ(γ + σ) cos λ(δ + κ) +D1/2

m cosλ(γ + σ) sin λ(δ + κ) = 0 0E�.81

�
� �
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 ��� 0���� εγ = εδ = 11 ��

D1/2
o cos λ(γ + σ) sinλ(δ + κ) +D1/2

m sinλ(γ + σ) cosλ(δ + κ) = 0. 0E�.31
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� ��
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D1/2
o cotλ(δ + κ) +D1/2

m cotλ(γ + σ) = 0 . 0E�.21

*�� ����

� cot(ξ + iη) =
(cosh2 η − sinh2 η) sin ξ cos ξ

(sin ξ cosh η)2 + (cos ξ sinh η)2
=

sin 2ξ

2(sin2 ξ + sinh2 η)
,

�
�� ���� λ = ϑ+ iν� �� ��� ����� �� 0E�.21 ��� �� ����

D
1/2
o sin 2ϑ(δ + κ)

sin2 ϑ(δ + κ) + sinh2 ν(δ + κ)
+

D
1/2
m sin 2ϑ(γ + σ)

sin2 ϑ(γ + σ) + sinh2 ν(γ + σ)
= 0 . 0E�.;1
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−D1/2
o sin

(
λ(γ + σ)

)
sin

(
λ(δ + κ)

)
+D1/2

m cos
(
λ(γ + σ)

)
cos

(
λ(δ + κ)

)
= 0. 0E�.41
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 � ��� ����� 0E�.41 �� sin
(
λ(γ+σ)

)
sin

(
λ(δ+

κ)
)
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cot
(
λ(γ + σ)

)
cot

(
λ(δ + κ)

)
=
D

1/2
o

D
1/2
m

. 0E�.91
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