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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten von Farbungsalgorithmen auf komplexen
Netzwerken auf Grundlage des Modells der zufélligen Schnittgraphen untersucht. Fiir
das verwendete Zufallsmodell werden Optimalitét der Algorithmen bzw. Aussagen zu
ihrer Approximationsgiite bewiesen.

Eine Zuordnung von Farben zu den Knoten eines Graphen heifft Farbung, wenn je zwei
durch eine Kante verbundenen Knoten unterschiedliche Farben zugeordnet werden. In
der Graphentheorie werden diese Farben iiblicherweise durch natiirliche Zahlen repré-
sentiert. Eine solche Farbung ist sehr leicht zu konstruieren indem beispielsweise jedem
Knoten eine eigene Farbe zugeordnet wird. In der Graphentheorie besteht jedoch das
Ziel darin, mit moglichst wenig Farben auszukommen. Die Anzahl der minimal bend-
tigten Farben wird chromatische Zahl eines Graphen genannt. Das Bestimmen einer
optimalen Farbung, d.h. einer Férbung, die mit der minimal moglichen Anzahl von
Farben auskommt, wird als das Farbeproblem bezeichnet.

Eine klassische Anwendung besteht im Einfarben einer politischen Weltkarte, so dass
benachbarte Lénder unterschiedliche Farben bekommen. Dieses Problem kann auf das
Féarben von Graphen zuriickgefithrt werden. Dazu fasst man die Karte als Graphen auf,
dessen Knoten die Lénder reprisentieren und in dem zwei Knoten verbunden sind, wenn
die dazugehorigen Linder eine gemeinsame Grenze besitzen. Im Rahmen der Graphen-
theorie konnte gezeigt werden, dass solche Karten immer mit vier Farben geféirbt werden
konnen [1].

Neben dem Einfirben von Karten gibt es eine Reihe weiterer Anwendungen fiir Fér-
bungen. Ein populédres Beispiel ist die Zuordnung von Frequenzen zu Sendern (z.B.
Radiostationen), so dass Sender mit sich iiberlappendem Einzugsbereich unterschiedli-
che Frequenzen bekommen. Dazu betrachtet man die Sender als Knoten und verbindet
je zwei Knoten/Sender wenn sich ihr Sendebereich iiberschneidet. Eine Férbung eines
solchen Graphen liefert eine Frequenzzuordnung, wenn die Farben als Frequenzen inter-
pretiert werden.

Ein weiteres Beispiel ist die Zuordnung von Variablen zu Hardware-Registern (einer
CPU) z.B. im Rahmen der Compiler-Optimierung. Der Zugriff auf Variablen in Re-
gistern ist normalerweise deutlich schneller als der Zugriff auf andere Variablen. Da
jedoch die Anzahl der verfiigbaren Register hiufig sehr viel kleiner als die Anzahl der
verwendeten Variablen ist, muss ein Register verschiedene Variablen nacheinander auf-
nehmen. Zwei Variablen sollen aufserdem wenn mdglich gleichzeitig in verschiedenen
Registern vorliegen, wenn die eine kurz vor und nach der anderen benédtigt wird. Wie-
der lasst sich ein Graph konstruieren, dessen Firbung eine Losung fiir das Problem
liefert. Dazu interpretiert man die Variablen als Knoten eines Graphen und verbindet
zwel Knoten/Variablen durch eine Kante, wenn die eine kurz vor und nach der anderen
bendtigt wird. Eine Férbung kann nun als Zuordnung von Registern/Farben zu den
Variablen /Knoten aufgefasst werden.

Als letztes Beispiel sei das Testen von Leiterplatten auf Kurzschliisse durch Ungenauig-
keiten in den Leiterbahnen angefiihrt. Dazu kénnen die Leiterbahnen in einzelne Schalt-
kreise eingeteilt werden, die dann die Knoten eines Graphen bilden. Zwei Schaltkrei-
se/Knoten werden durch eine Kante verbunden, wenn sie nicht unabhéngig voneinan-
der getestet werden konnen (d.h. gemeinsame Leiterbahnen besitzen oder nah genug
zusammenliegen, dass ein Kurzschluss moglich ist). Ziel ist es, den Testprozess durch
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Parallelisierung der Tests zu beschleunigen. Uber eine Fiarbung lisst sich bestimmen,
welche Schaltkreise gleichzeitig auf Kurzschliisse iiberpriift werden konnen. Die Anzahl
der Farben entspricht dann der Anzahl der nacheinander auszufithrenden Tests, wo-
bei in einem Test alle Schaltkreise der entsprechenden Farbe parallel getestet werden
konnen [2].

1.1 Resultate zum Féarben aus der Graphentheorie

Das Finden einer optimalen Férbung fiir Graphen ist ein N P-vollstandiges Problem [3].
D.h. wenn P # NP gilt, gibt es keinen polynomiellen Algorithmus der dieses Problem
fiir beliebige Graphen 16st. Ein Algorithmus heifst polynomiell, wenn seine Worst-Case
Laufzeit durch ein Polynom iiber der Gréfse der Probleminstanz abgeschitzt werden
kann. Beim Féarbeproblem wird {iblicherweise die Anzahl der Knoten des zu firbenden
Graphen als Grofe angesetzt. Die Suche nach schnellen Algorithmen zum Finden einer
optimalen Farbung erscheint damit wenig erfolgversprechend.

Wie kann also das Farben von Graphen in der Praxis angegangen werden? Ein erster
Ansatz ist der Umstieg auf Approximationsalgorithmen. Man sucht nach einer guten
aber nicht mehr unbedingt optimalen Féarbung. Allerdings konnten Lund und Yanna-
kakis 1993 zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass auch das Berechnen einer Farbung
mit nicht mehr als ny Farben N P-vollstdndig ist, wobei n die Anzahl der Knoten des
Graphen und x dessen chromatische Zahl ist [3]. Der beste bekannte Approximations-

2
algorithmus garantiert eine Approximationsgiite von O <n%>, d.h. es gibt eine

2
%X Farben benétigt werden [4]. Gute Appro-
ximationen von Farbungen sind daher genauso schwierig zu finden wie eine optimale

Farbung.

Konstante ¢, so dass maximal cn

Es gibt jedoch auch Graphenklassen, auf denen das Farbeproblem in polynomieller Zeit
16sbar ist. So ldsst sich beispielsweise sehr einfach zeigen, dass alle Graphen ohne Kreise
ungerader Lénge in linearer Zeit mit maximal zwei Farben geférbt werden kénnen [3].
Diese Farbung ist optimal, da jeder Graph mit mindestens einer Kante, eine chromati-
sche Zahl grofier oder gleich zwei hat. Fiir x < 2 ist das Farbeproblem folglich in linearer
Zeit 1osbar. Umgekehrt ldsst sich ebenfalls zeigen, dass zum Férben eines Graphen mit
einem Kreis ungerader Linge mindestens drei Farben bendtigt werden [3].

Planare Graphen bilden eine weitere Klasse von Graphen, zu denen interessante Aussa-
gen beziiglich des Farbens bekannt sind. Ein Graph heift planar, wenn er in die Ebene
eingebettet werden kann. D.h. fiir planare Graphen gibt es immer eine Darstellung in
der Ebene, in der sich seine Kanten nicht kreuzen. Die oben angesprochene Graphendar-
stellung einer politischen Karte liefert immer einen planaren Graphen. Im Jahre 1976
wurde bewiesen, dass alle planaren Graphen mit vier Farben gefirbt werden konnen [1].
Dennoch bleibt das Konstruieren einer solchen Farbung schwierig (N P-vollstandig) [3].
Bereits Ende des 19. Jahrhundert wurde allerdings ein Algorithmus mit quadratischer
Laufzeit gefunden, der planare Graphen mit maximal fiinf Farben farbt [3|. Das Féarbe-
problem kann damit auf planaren Graphen deutlich besser approximiert werden als im
allgemeinen Fall.

Abschliefsend soll noch die Klasse der perfekten Graphen erwihnt werden. Ein Graph
ist perfekt, wenn fiir den Graphen selbst und alle Graphen, die durch das Herausneh-
men von Knoten (und der mit ihnen verbundenen Kanten) entstehen, die Cliquenzahl
gleich der chromatischen Zahl ist. Dabei ist eine Clique eine Menge von Knoten, bei



der jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante verbunden ist. Die Cliquenzahl
eines Graphen beschreibt die Gréfe der grofsten Clique des Graphen. Offensichtlich ist
die Cliquenzahl eine untere Schranke fiir die chromatische Zahl, da zum Férben einer
Clique jeder ihrer Knoten eine andere Farbe bekommen muss. Diese Schranke kann
jedoch beliebig schlecht werden. So gab unter anderem Mycielsky ein Verfahren zum
Konstruieren von Graphen mit Cliquenzahl zwei aber einer beliebigen chromatischen
Zahl grofer als zwei an [3]. Im Falle der perfekten Graphen ist diese Schranke jedoch
scharf. In der Klasse der perfekten Graphen werden das Farbeproblem und einige ande-
re N P-vollstiandige Optimierungsprobleme zuginglich, d.h in polynomieller Zeit 16sbar

[3].

1.2 Zufallige Graphen

Das Konstruieren einer optimalen Farbung oder einer guten Approximation fiir einen
beliebigen Graphen ist schwierig. Eine Moglichkeit dennoch optimale oder gute Farbun-
gen zu erzeugen, liegt in der Einschrinkung der Betrachtung auf spezielle Graphenklas-
sen. Eine andere Moglichkeit an das Farbeproblem heranzugehen ist die Betrachtung
zufilliger Graphen und der erwarteten Laufzeit, oder auch der erwarteten Approxima-
tionsgiite von Algorithmen darauf. Moglicherweise sind Algorithmen mit exponentieller
Worst-Case Laufzeit bzw. sehr schlechter Approximationsgiite nur fiir einen kleinen Teil
der Probleminstanzen wirklich so langsam oder so schlecht und damit trotzdem in der
Praxis brauchbar. Um Algorithmen daraufhin zu untersuchen darf die Analyse jedoch
nicht auf die Betrachtung des Worst-Case beschrénkt sein.

Das vermutlich einfachste und am besten verstandene Modell zufalliger Graphen wurde
von P. Erdés und A. Renyi entwickelt. Dabei wird ausgehend von einem kantenlosen
Graphen auf n Knoten fiir jedes Knotenpaar mit Wahrscheinlichkeit p eine Kante zwi-
schen diesen Knoten eingefiigt. Im Folgenden wird dieses Modell als das Modell der
klassischen zufélligen Graphen bezeichnet und als Gy, , notiert. Fiir p = % entsprechen
die klassischen zufilligen Graphen in einem gewissen Sinne der Gleichverteilung auf
der Menge der Graphen, da jeder mogliche Graph mit derselben Wahrscheinlichkeit er-
zeugt wird, wenn man Graphen, die durch Vertauschen bzw. Umbenennen der Knoten
ineinander iiberfiihrt werden koénnen, als verschiedene Graphen versteht.

Fiir dieses Modell zufélliger Graphen gibt es einen einfachen polynomiellen Férbeal-
gorithmus, der fiir ein groffes Spektrum von Kantenwahrscheinlichkeiten p fast immer
weniger als (2 + ¢)x Farben benétigt (fiir ein beliebiges € > 0). Das genaue Resultat in-
klusive des verwendeten Algorithmus ist in Kapitel 5 angegeben. Wihrend also die oben
aufgefithrten Worst-Case-Resultate nahelegen, dass das Farbeproblem in der Praxis nur
fiir sehr kleine Graphen bzw. spezielle Graphenklassen gelost oder wenigstens gut ap-
proximiert werden kann, liefert die Untersuchung auf zufilligen Graphen ein anderes
Bild.

Die praktische Relevanz dieses Resultats hingt davon ab, wie stark sich die Vertei-
lung der echten Eingabegraphen von der Verteilung der klassischen zuféilligen Graphen
unterscheidet.

1.3 Zufallige Schnittgraphen

Lange Zeit war das Gy, p-Modell das einzig verfiigbare um komplexe Graphen zu unter-
suchen [5]. Analysen von verschiedensten Netzwerken aus der realen Welt zeigten jedoch
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hiufig strukturelle Unterschiede zwischen typischen klassischen Zufallsgraphen und den
untersuchten realen Graphen auf. Eine Zusammenfassung zur Analyse verschiedener
realer Graphen ist in [6] zu finden. Bei der Suche nach gemeinsamen Eigenschaften die-
ser realen Graphen kristallisierten sich vor allem die folgenden drei Konzepte heraus
(siehe auch [6]):

1. kurze durchschnittliche Pfadliange (englisch: small worlds)

Dieses Merkmal beschreibt die Tatsache, dass reale Graphen trotz ihrer Groéfse hiu-
fig vergleichsweise kurze Verbindungen zwischen zwei beliebig gewéhlten Knoten
aufweisen. Beispielsweise wurde 1999 fiir die Graphenreprisentation des WWW
ausgehend von der Analyse eines Ausschnitts die durchschnittliche Pfadlange zwi-
schen zwei Knoten auf 19 geschétzt (bei ca. 800 Millionen Knoten). Dabei bilden
die Web-Seiten die Knoten des Graphen und zwei Knoten des Graphen sind durch
eine Kante verbunden, wenn eine der beiden Seiten auf die andere via Hyperlink
verweist.

2. Zusammenballung von Kanten (englisch: clustering)

In realen Graphen wird haufig eine Tendenz zur Zusammenballung von Kanten
beobachtet. D.h. die Verteilung der Kanten in realen Graphen ist nur selten gleich-
formig. Vielmehr liegt ein Grofteil der Kanten in lokalen Anh&ufungen vor. Fiir
den WWW-Graphen l&sst sich diese Tendenz erkldren, wenn man die Ursache der
Kanten, d.h. den Grund fiir Links beriicksichtigt. Haufig verweisen Seiten auf-
einander, die sich mit dem selben Thema beschéftigen oder einen gemeinsamen
Autor haben. Beim Aufbau neuer Seiten ist nun die Wahrscheinlichkeit wesent-
lich hoher, dass auf eine andere Seiten desselben Themas verwiesen wird, als die
Wahrscheinlichkeit eines Verweises auf eine beliebig gewéhlte Seite. Auf diese Wei-
se entstehen lokale Kantenanhdufungen zwischen Knoten/Webseiten mit gleichen
oder verwandten Themen. Die Stérke der Zusammenballung kann mit Hilfe des
Clustering-Koeffizienten (englisch: clustering coefficient) ermittelt werden. Eine
Definition sowie genaue Betrachtung dieser Grofe findet sich in [6]. Hier gentigt
die Aussage, dass ein hoherer Clustering-Koeffizient eine stéirkere Tendenz zur
Cluster-Bildung beschreibt.

3. exponentielle Gradverteilung fiir grofe Knotengrade (englisch: scale-free degree
distribution)
Der Grad eines Knotens ist die Anzahl der von diesem Knoten ausgehenden Kan-
ten. Die Verteilung des Knotengrads gibt an, welcher Grad wie hiufig auftritt.
In realen Graphen kann die Verteilung des Knotengrads fiir Grade oberhalb einer
gewissen Grenze hiufig durch eine Funktion der Form

P(k) ~ k™7

beschrieben werden, wobei P(k) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass ein belie-
biger Knoten den Grad k hat, und + eine positive Konstante ist [6]. Das Spektrum
der Knotengrade realer Graphen umfasst also normalerweise mehrere Gréfsenord-
nungen, wobei die Anzahl der Knoten mit dem Grad k ab irgendeinem k expo-
nentiell abnimmt. Bei der Analyse des WWW konnte fiir ein geeignet gewéhltes
~ eine sehr gute Ubereinstimmung mit der realen Gradverteilung erzielt werden.

Bei fester Knotenzahl n gibt es im G, ,-Modell mit der Kantenwahrscheinlichkeit p
genau einen Parameter, mit dem das Aussehen der erzeugten Graphen kontrolliert wer-
den kann. Dieser Parameter wird bendtigt, um die Anzahl der Kanten zu justieren.



Damit sind die Einstellmoglichkeiten dieses Modells erschopft und es bleibt nur noch
zu untersuchen, wie gut die so erzeugten Graphen in den drei aufgefiithrten Merkma-
len durchschnittliche Pfadlinge, Kantenverteilung und Verteilung der Knotengrade mit
realen Graphen iibereinstimmen. Fiir G, ,-Graphen konnte gezeigt werden, dass die
durchschnittliche Pfadlédnge logarithmisch in der Anzahl der Knoten wéchst [6]. Die
Graphen weisen folglich eine kurze durchschnittliche Pfadlénge auf, ebenso wie man sie
h&ufig in realen Graphen vorfindet. Die Verteilung der Kanten ist jedoch vergleichsweise
homogen, so dass der Clustering-Koeffizient aussschlieflich abhéngig von der Kanten-
wahrscheinlichkeit p ist und um mehrere Grofenordnungen unter denen der untersuchten
realen Graphen liegt [6]. Die Knotengrade klassischer Zufallsgraphen sind poissonver-
teilt, und weichen damit signifikant von der in realen Graphen beobachteten Verteilung
ab [6].

Alles in allem konnen die Untersuchungen von Performanz und Approximationsgiite von
Algorithmen auf den klassischen zufilligen Graphen nicht ohne Weiteres zur Vorhersage
fiir das Verhalten bei realen Graphen benutzt werden. In der Literatur wurde daher eine
Vielzahl von alternativen Modellen zufilliger Graphen vorgeschlagen, die die Verteilung
der realen Graphen besser nachbilden. Die verschiedenen Modelle liefern unterschiedlich
gute Ann&herungen an reale Graphen, wobei die Giite der Ann&herung auch von der
Art der realen Graphen abhéngt. Auferdem unterscheiden sich die Modelle auch in ihrer
Zugénglichkeit bzw. Handhabbarkeit, d.h. in der Schwierigkeit der Untersuchung von
erzeugten Graphen auf bestimmte Eigenschaften oder das Verhalten von Algorithmen
darauf.

In dieser Arbeit wird das Modell der zufilligen Schnittgraphen benutzt. Nach Meinung
des Autors ist dieses Modell ein guter Kompromiss zwischen Zugénglichkeit und An-
ndherung an reale Graphen. Das Modell wird im Folgenden als G, ,,, notiert. Man
geht von einer Knotenmenge mit n Knoten und einer disjunkten Menge von m Featu-
res aus. In einem ersten Schritt werden den Knoten unabhéngig von einander Features
zugeordnet, so dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein beliebiger Knoten ein be-
stimmtes Feature hat, exakt p ist. Der zufillige Schnittgraph auf der Knotenmenge
entsteht durch Einfiigen aller Kanten zwischen Knoten mit gemeinsamen Features. In
der hier benutzten Form wurde diese Modell in [7] eingefiihrt. Im Gegensatz zu den
klassischen zufélligen Graphen sind die Kanten in zufélligen Schnittgraphen nicht mehr
unabhéngig voneinander. Betrachtet man beispielsweise drei Knoten a, b und ¢, so er-
hoht sich die Wahrscheinlichkeit einer Kante zwischen a und b, wenn sowohl a als auch b
einen gemeinsamen Nachbar ¢ besitzen. Diese Form der Transitivitit kann in vielen rea-
len Graphen beobachtet werden und ist eine Ursache fiir die ungleichméfige Verteilung
der Kanten. Der Clustering-Koeffizient von zufilligen Schnittgraphen ist bei geeigneter
Wahl von m wesentlich grofer als in klassischen Zufallsgraphen mit gleicher Knoten-
und Kantenzahl [6].

Anders als bei Gy, gibt es fiir G, ,,,, bei fester Knotenzahl n zwei Parameter, mit
denen das Aussehen der Graphen kontrolliert werden kann. Es gibt daher verschiedene
Moglichkeiten die gewiinschte Kantenzahl zu erzielen und somit auch die Chance die
Schnittgraphen besser an reale Eingabegraphen anzupassen.

Die Gestalt der zufilligen Schnittgraphen héngt entscheidend von der Anzahl der ver-
wendeten Features m ab. Ist m klein, so kénnen nicht alle Graphen erzeugt werden.
Erst ab m > %nQ kénnen alle Graphen als Ergebnis des Gy, ,, ,-Zufallsexperiments auf-
treten [7]. Mit steigendem m nimmt auferdem der Einfluss der oben angesprochenen
Transitivitat ab. In 7] wurde gezeigt, dass bei m = n® fiir a > 6 die zufilligen Schnitt-
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graphen genauso aussehen wie klassische zufillige Graphen (bei gleicher Knoten- und
Kantenzahl). Die Abhéngigkeit zwischen den einzelnen Kanten ist hier so gering, dass
sie keinen messbaren Einfluss mehr auf die Gestalt der Graphen hat. Die Aquivalenz
kann sogar fiir kleinere m nachgewiesen werden, wenn die Featurewahrscheinlichkeit
p hinreichend klein ist. Details dazu sind in Abschnitt 2.4 aufgefithrt. Da das Modell
der klassischen Zufallsgraphen bereits umfassend untersucht worden ist, wird sich diese
Arbeit auf zuféllige Schnittgraphen mit kleinen Featuremengen konzentrieren.

1.4 Zielstellung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Farben von zufilligen Schnittgraphen.
Wie die vorangegangenen Abschnitte zeigen, gibt es eine Reihe praktischer Probleme, die
auf das Farbeproblem zuriickgefiihrt und somit durch effiziente Farbeverfahren geldst
werden kénnen. Da das optimale Férben von Graphen im Allgemeinen sehr aufwen-
dig (N P-vollstandig) ist, wird die Untersuchung auf zufélligen Graphen durchgefiihrt.
Das Modell der klassischen zufilligen Graphen ist nur begrenzt geeignet reale Graphen-
eingaben, die ja bei der Losung praktischer Probleme auftreten werden, nachzubilden.
Daher benutzt der Autor das Modell der zufélligen Schnittgraphen, dessen Ausgaben
oft deutlich niher an realen Graphen liegen.

Natiirlich ist nicht zu erwarten, dass sich ein effizienter Algorithmus zum optimalen
Férben aller zufalligen Schnittgraphen, d.h. fiir die komplette Bandbreite von Feature-
zahlen und -wahrscheinlichkeiten, finden ldsst. Im nicht abgedeckten Parameterbereich
wird daher eine Schranke fiir die Approximationsgiite des verwendeten Férbealgorith-
mus abgeleitet. Abschlieffend wird das untersuchte Verfahren auf einige reale Graphen
angewandt. Die dabei erhaltenen Farbungen sind optimal bzw. sehr nah am Optimum
und demonstrieren somit einerseits die Praxistauglichkeit des Verfahrens und liefern
andererseits einen Hinweis darauf, an welchen Stellen eine Verbesserung der hier er-
haltenen Resultate moglich sein kénnte. Da zur Untersuchung der Approximationsgiite
eine Aussage iiber die Stabilitdtszahl benotigt wird (die Grofe der grokten Knotenteil-
menge, deren Knoten nicht durch Kanten verbunden sind), beschéftigt sich ein Kapitel
ausfithrlich mit der Analyse dieser Grofe. Dabei werden fiir fast den kompletten Para-
meterraum obere und untere Schranken fiir die Stabilitdtszahl aufgestellt.

Dem Autor sind weder zum Farbeproblem noch zur Stabilitétszahl zufélliger Schnitt-
graphen vergleichbare Arbeiten bekannt. Die vorliegende Arbeit erweitert daher das
Wissen iiber zuféllige Schnittgraphen und trégt wesentlich zum Verstindnis dieses Mo-
dells zufélliger Graphen bei. Unter der Annahme dass dieses Graphenmodell gute Ap-
proximationen einiger realer Graphen liefert, sind die hier erhaltenen Ergebnisse auch
fiir entsprechende reale Graphen relevant.



2 Grundlagen

Nachfolgend werden die nétigen Definitionen und verwendeten Abschitzungen bereit-
gestellt, sowie gingige Beweisverfahren und Aussagen aufgefiihrt, die in dieser Arbeit
vorausgesetzt werden. Dieses Kapitel eignet sich daher zum Nachschlagen von Begriffen
und Notation und wird hiufig von den darauffolgenden Kapiteln referenziert.

2.1 Begriffe und Notation

Definition 1 (Graph) Ein Graph ist ein Paar (V, E), wobei V eine endliche Menge
und £ C (‘2/) eine Teilmenge der zwei-elementigen Teilmengen von V ist. Die Elemente
von V heifen Knoten und die Elemente von F Kanten.

Definition 2 (Subgraph, induzierter Subgraph) Ein Graph H = (V' E’) heift
Subgraph von G = (V, E) wenn V' C Vund E' C EN (‘g/) gilt. Wenn sogar £’ = EN (‘;)
gilt, so wird H auch als induzierter Subgraph bezeichnet.

Definition 3 (Nachbarschaft, Grad, Minimalgrad, Maximalgrad) SeiG = (V, E)
ein Graph und sei v € V ein Knoten in G. Die Nachbarschaft von v ist die Menge aller
Knoten N(v) C V, mit denen v durch eine Kante verbunden ist. Die Anzahl dieser
Knoten heift Grad von v (notiert als d(v)). Der Minimalgrad von G §(G) ist defi-
niert als 6(G) = minyey d(v). Analog ist der Mazimalgrad von G A(G) definiert durch
A(G) = maxyey d(v).

Definition 4 (Clique, vollstéindig) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge C C V
seiner Knoten heiftt Cligue, wenn jeder Knoten in C' mit jedem anderen Knoten aus C'
durch eine Kante verbunden ist, d.h. wenn gilt: (g) C FE. G heifst vollstdndig, wenn die
Knotenmenge V eine Clique ist.

Definition 5 (stabile Menge, Stabilititszahl) Sei G = (V,E) ein Graph und
S C V eine Teilmenge seiner Knoten. Die Knotenmenge S heifst stabil, wenn keinerlei
Kanten zwischen den enthaltenen Knoten verlaufen, d.h. wenn gilt: £ N (g) = (). Die
Grofe der groften stabilen Menge in G wird als Stabilititszahl 3(G) bezeichnet.

Definition 6 (Farbung, chromatische Zahl, bipartit) Sei G = (V, E) ein Graph,
dann heifst eine Abbildung f: V(G) — IN von den Knoten des Graphen in die natiir-
lichen Zahlen Férbung, wenn gilt: Vy yev @ {z,y} € E = f(z) # f(y). Die Elemente
von f(V') werden in diesem Zusammenhang auch als Farben bezeichnet. Fiir k = | f(V)]
(d.h. k entspricht der Anzahl der verwendeten Farben) wird f als eine k-Farbung be-
zeichnet. Die chromatische Zahl von G ist das kleinste k, fiir dass G eine k-Férbung
besitzt. Sie wird als x(G) notiert. Ein Graph mit einer chromatischen Zahl x(G) < 2
heilt bipartit.

Definition 7 (Approximationsgiite) Die Approzimationsgiite eines Algorithmus
zum Férben eines Graphen bzw. zum Finden der groften stabilen Menge ist definiert
als Quotient aus der Anzahl benétigter Farben und chromatischer Zahl, bzw. aus der
Grofse der gefundenen stabilen Menge und der Stabilitdtszahl.
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Im Rahmen dieser Arbeit werden zufillige Graphen betrachtet. Dabei entstehen die
Graphen als Ergebnis eines Zufallsexperiments. Typische Fragestellungen zu solchen
Graphen betreffen die erwartete Laufzeit von Algorithmen sowie im Fall von Approxi-
mationsalgorithmen die erwartete Approximationsgiite. Das in dieser Arbeit verwendete
Modell zufélliger Graphen heifst zuféllige Schnittgraphen (im Englischen auch Random
Intersection Graphs).

Definition 8 (Projektion, bipartiter Generator, Feature, Featureclique) Sei
B = (VUW, Ep) ein bipartiter Graph mit V N W = () und (‘2/) NEg= (V;/) NEg=0.
Die Projektion von B ist nun ein Graph G = (V, E), dessen Kantenmenge genau die
Kanten {v1,v2} enthilt, fiir die v; und ve einen gemeinsamen Nachbarn in W haben.
Der Graph B wird auch als bipartiter Generator von G bezeichnet. Die Elemente von W
heifsen Features von GG, und jedes von ihnen induziert eine Clique in GG. Daher werden
diese Cliquen auch Featurecliquen genannt.

Definition 9 (zufélliger Schnittgraph, Featurewahrscheinlichkeit) Das Modell
der zufdlligen Schnittgraphen Gy, ., beschreibt ein Zufallsexperiment zur Erzeugung
von Graphen. Seien dazu V und W zwei disjunkte endliche Mengen mit |V| = n und
|[W| = m und sei p € [0,1] eine reelle Zahl zwischen 0 und 1. Das Experiment besteht
aus zwei Schritten:

1. Erzeugen eines bipartiten Graphen B = (VUW, E), indem fiir jedes Paar (v, w) €
(V,W) die Kante {v,w} mit Wahrscheinlichkeit p zu Ep hinzufiigt wird.

2. Erzeugen des Graphen G = (V, E) durch Projektion von B.

G ist das Ergebnis des Zufallsexperiments. Die so erzeugten Graphen bilden die Instan-
zen von G, n, ». Die Grofie p wird im Rahmen dieser Arbeit als Featurewahrscheinlichkeit
bezeichnet, da sie die Wahrscheinlichkeit der Zuordnung eines beliebigen Features zu
einem beliebigen Knoten beschreibt.

Die Beweise der vorliegenden Arbeit benutzen haufig folgende Formulierung:
Sei G = (V, E) ein zufdlliger Schnittgraph und sei B = (V. U W, Ep) sein
bipartiter Generator.
Damit ist gemeint, dass mit dem hier definierten Zufallsexperiment fiir gegebene n,m, p
ein bipartiter Generator B erzeugt wird, dessen Projektion den Graphen G liefert.
Allgemein kann einem beliebigen Graphen nicht eindeutig ein bipartiter Generator zu-
geordnet werden.

Fiir eine beliebige Grapheneigenschaft A bezeichne 'TP [G,, ., p besitzt A]" die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Instanz von G, ,,, diese Eigenschaft besitzt. In der Theorie
der zufélligen Graphen ist es iiblich zu untersuchen, wie sich diese Wahrscheinlichkeit
fiir Knotenzahlen n gegen unendlich entwickelt. Man sagt dass Gy, ,,p fast sicher eine
Eigenschaft A hat, bzw. synonym fast alle zufilligen Schnittgraphen die Eigenschaft
A besitzen, wenn P [G,, ., , besitzt A] fiir n gegen unendlich gegen 1 strebt. Geht die-
se Wahrscheinlichkeit gegen 0, so besitzt fast kein zufilliger Schnittgraph die Eigen-
schaft A.

Um auch die Anzahl der Features m in diese Untersuchung einzubeziehen wird in dieser
Arbeit m immer von der Gestalt m = n® sein, fiir eine Konstante o > 0. Weiterhin wird
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auch p als eine Funktion von n betrachtet, da die zufélligen Schnittgraphen mit zuneh-
mender Knotenzahl fiir konstante p immer dichter und schlieflich fast sicher vollsténdig
werden. Der Autor orientiert sich bei dieser Herangehensweise an [7] und [8].

In diesem Zusammenhang ist die folgende Notation niitzlich.

Fiir zwei Funktion p, f : IN — IR gilt:
p(n) < f(n) < lim P
p(n)> f(n) & lim —= =

An dieser Stelle setzen auch die Symbole o(g(n)) und O(g(n)) an. Sei A<f(n)) eine
Aussage iiber eine Funktion f. Dann gilt:

A<0(g(n)) < es existiert eine Funktion f(n) < g(n), so dass A(f(n)) gilt
A<O(g(n)) < es existiert eine Konstante ¢ und eine Funktion f(n) < cg(n),

so dass A(f(n)) gilt.

Definition 10 (Schwellenwertfunktion) Eine Funktion f(n) heift Schwellenwert-
funktion fiir eine Grapheneigenschaft A, wenn die folgenden beiden Aussagen gelten.

(1) pn) < f(n) = limy_ooP[Gpmp hat A] =0
(2) pn)> f(n) = limpoP[Gymp hat A] =1

Die folgende Tabelle enthilt eine kurze Aufstellung der verwendeten Notation.

P [A] die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis A eintritt

P [A|B] die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis A eintritt
unter der Bedingung/Voraussetzung das B eintritt

A das Komplementereignis zum Ereignis A

\4 die Anzahl der Elemente der Menge V'

E [X] der Erwartungswert der Zufallsvariable X

Var [X] die Varianz der Zufallsvariable X

N(v) die Menge aller Nachbarknoten des Knotens v

A(G) der maximale Knotengrad des Graphen G

0(G) der minimale Knotengrad des Graphen G

X(G) die chromatische Zahl des Graphen G

B(G) die Stabilitéitszahl des Graphen G

Gnp das Modell der klassischen zufélligen Graphen

Gnmp das Modell der zufélligen Schnittgraphen

(‘Ig) Die Menge aller k-elementigen Teilmengen von V

(n)g das Produkt der natiirlichen Zahlen n bis n — k + 1
dh. (n)y=nn—-1)(n-2)...(n—k+1)

pLf fiir zwei Funktionen p, f : IN — IR gilt: lim, . % =0

A 0(g(n))> es gibt eine Funktion f(n) < g(n), so dass Aussage A(f(n)) gilt

A O(g(n))) es gibt eine Konstante ¢ und eine Funktion f(n) < cg(n),
so dass Aussage A(f(n)) gilt
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2.2 Beweisverfahren
2.2.1 1. und 2. Moment Methode

In der Theorie der zufélligen Graphen werden hiufig Beweise gefilhrt um zu zeigen,
dass fast kein Graph bzw. fast alle Graphen eine bestimmte Eigenschaft besitzen. Dazu
wird in vielen Féllen die Wahrscheinlichkeit betrachtet, mit der eine Zufallsvariable den
Wert 0 annimmt.

Die 1. Moment Methode benutzt dazu eine Aussage iiber den Erwartungswert der ent-
sprechenden Zufallsvariable, die aus der Markoffschen Ungleichung

P[X >t] < -IE[X] fiir ¢ >0 und eine nichtnegative Zufallsvariable X (1)

1
t
abgeleitet wird. Denn fiir den Spezialfall einer ganzzahligen nichtnegativen Zufallsva-
riable X erhélt man aus (1) mit ¢t = 1:

P[X >0 < E[X]. (2)

Das fiihrt nach (3.1) in [9] zu folgender Aussage fiir eine Folge ganzzahliger nichtnega-
tiver Zufallsvariablen X,,:

lim E[X,]=0 = lm P[X,=0=1.

n—oo n—oo
In dieser Arbeit wird die Abhéngigkeit der Zufallsvariablen von der Knotenzahl n der

Graphen nicht explizit notiert. Mitunter wird daher anstatt von einer Folge von Zufalls-
variablen von einer einzelnen Zufallsvariable gesprochen.

Die 2. Moment Methode liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Zufallsva-
riable fast sicher ungleich 0 ist. Sie basiert auf der Tschebyscheffschen Ungleichung:

Var [X]

PY - EX][ >4 < —5

fir ¢ > 0.

Aus dieser Ungleichung kann man ableiten (siehe (3.2) in [9]), dass fiir eine beliebige
Folge von Zufallsvariablen X, gilt:

lim E[X,] = oo und Var [X,] < E[X,]* = lim P[X,=0]=0.

n—o0 n—oo
Verglichen mit der 1. Moment Methode ist die 2. Moment Methode oft deutlich aufwen-

diger, da neben dem meist recht einfach zu bestimmenden Erwartungswert die Varianz
der Zufallsvariable abgeschitzt werden muss.

Ubertragen auf die Untersuchung der Anzahl isolierter Knoten in zufilligen Graphen
liefern die beiden Methoden:

Sei X eine Zufallsvariable, welche die Anzahl der isolierten Knoten in zufl-
ligen Graphen zdhlt. Wenn gezeigt werden kann, dass der Erwartungswert
von X fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt, so enthilt fast kein Graph
einen isolierten Knoten (1. Moment Methode).

Wenn dagegen der Erwartungswert von X gegen unendlich strebt und die
Varianz von X klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist, so enthélt
fast jeder Graph einen isolierten Knoten (2. Moment Methode).
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2.2.2 Chernoff Ungleichungen

In den Beweisen der Arbeit wird hiufig eine Aussage dariiber benotigt, wie stark sich
die Werte einer Zufallsvariable um ihren Erwartungswert konzentrieren. Fiir binomial-
verteilte Zufallsvariablen liefern die Chernoff-Ungleichungen sehr gute Schranken.

Definition 11 (binomialverteilt) Eine Zufallsvariable heift binomialverteilt, wenn
sie als Summe unabhéngiger 0-1-Zufallsvariablen (d.h. Zufallsvariablen, die nur die Wer-
te 0 und 1 annehmen) geschrieben werden kann.

Nach Chernoff gilt fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofe X und ¢ > 0:

2
3
2
PX<E[X]—{ < exp (- 21;[)(]) nach 2.6 in [9). (4)

X wird also nur selten stark von seinem Erwartungswert abweichen.

2.2.3 Satz liber die totale Wahrscheinlichkeit

Im Laufe der Arbeit werden Aussagen bewiesen, die fiir fast alle zufélligen Schnittgra-
phen in bestimmten Bereichen fiir p und « gelten. Sei A eine Grapheneigenschaft, die
fast alle Graphen einer Teilmenge der zufilligen Schnittgraphen haben. D.h. die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass ein beliebig gewéhlter Graph aus der Teilmenge die Eigenschaft
A hat, konvergiert fiir n gegen unendlich gegen 1. Sei IP [A] diese Wahrscheinlichkeit.
Diese Aussage kann fiir den Beweis einer anderen Eigenschaft B von fast allen Gra-
phen derselben Teilmenge herangezogen werden. Denn nach dem Satz iiber die totale
Wahrscheinlichkeit gilt:

IP[B] = 1-P[B] = 1-P[B|A] P[A]-P [B|A] P[A] > 1-IP[B|A]-P [A].

Da IP [A] gegen 1 strebt, muss IP [ A] gegen 0 gehen. Es geniigt daher IP [ B|A] — 0
zu zeigen, weil dann sofort IP [B] — 1 folgt. Es ist somit zuldssig nur Graphen mit der
Eigenschaft A zu betrachten um zu zeigen, dass fast alle zufélligen Schnittgraphen der
oben erwdhnten Teilmenge B erfiillen.

2.3 Verwendete Abschitzungen und Formeln

Die folgenden Identitdten und Abschétzungen werden in dieser Arbeit ohne Beweis
verwendet.
e Fiir ¢ # 1 gilt:
qn+1 —1

Zqi = (abgebrochene geometrische Reihe) (5)
q—
=0

o Fiir |¢| < 1 gilt:

o 1
Zq’ = —7 (Grenzwert der geometrische Reihe) (6)
° q—

=0
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e Fiir a > —1 und b € IN gilt:

l14+ab < (1+a) (Bernoullische Ungleichung) (7)

Fiir alle z,n € IR gilt:

exp(—2zn) < (1—2z)" < exp(—zn). (8)

Fiir alle n, k € IN gilt:

Fiir jedes beliebige ¢ > 0 gilt:
Inn < n. (10)

2.4 Bekannte Ergebnisse zu zufilligen Schnittgraphen

Die fiir die vorliegende Arbeit wichtigsten Resultate zu zufilligen Schnittgraphen stam-
men aus [7]. Zunéchst soll der fiir die Featurewahrscheinlichkeit p interessante Bereich
abgesteckt werden. Das dazu von Singer aufgestellte Theorem lautet in leicht verein-
fachter Form:

Singer (1995). Fir p < ﬁ haben zufdllige Schnittgraphen fast sicher keine Kanten

und fiir p > 4/ lnﬁn sind zufdllige Schnittgraphen fast sicher vollstindig.

Das Farben von kantenlosen oder vollstdndigen Graphen ist natiirlich keine Herausfor-
derung. Die vorliegende Arbeit wird sich daher ausschlieflich mit Featurewahrschein-
lichkeiten innerhalb dieses Intervalls beschiftigen. Singer konnte aufserdem zeigen, dass
die oben angegebenen Grenzen fiir p auch Schwellenwerte fiir die jeweilige Eigenschaft
sind. D.h. fir ﬁ Lp K \/% enthélt fast jeder zufillige Schnittgraph Kanten sowie
Knoten, die nicht direkt durch eine Kante verbunden sind.

Andere Ergebnisse von Singer betreffen die Aquivalenz von zufilligen Schnittgraphen
zu Gy, 5. Hier konnte die Autorin zeigen, dass zuféllige Schnittgraphen und klassische
zufillige Graphen fiir o > 6 bei gleicher Knoten- und Kantenzahl sehr &hnlich und nach
dem Verstédndnis der Graphentheorie dquivalent sind.

Singer (1995). Sei m = n® fir ein festes a« > 6 und ﬁ Lp K IHW", dann gilt fiir

jede Grapheneigenschaft A und jedes a € [0,1]:

lim PGy mp hat Al =a & lim PG, hat Al =a firp=1-(1-pH™.

n—oo n—oo

Zufallige Schnittgraphen und klassische Zufallsgraphen haben also genau dieselben Gra-
pheneigenschaften fiir das relevante Intervall der Featurewahrscheinlichkeit p.

Singer konnte ferner sogar fiir kleinere « eine partielle Aquivalenz nachweisen.

Singer (1995). Sei m = n® fir ein festes a. Wenn nun gilt

S<a<6 wnd —— < <<\/1n”

o un —

- ny/m P nm
1

1
LK pKL —,
m

oder a>1.5 und

nym
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dann gilt fir jede Grapheneigenschaft A und jedes a € [0,1]:

lim PG, mp hat Al =a < lim IP[G,; hat Al =a firp=1—(1—p*H™.

n—oo n—oo

Aufgrund dieser Ergebnisse wird sich der Autor bei der Untersuchung von zufilligen
Schnittgraphen mit kleinen p vor allem auf kleine a konzentrieren.
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3 Zufallige Schnittgraphen optimal firben

Das Finden einer optimalen Farbung fiir Graphen ist im Allgemeinen ein N P-vollstdndiges
Problem. D.h. wenn P # NP gilt, so gibt es keinen polynomiellen Algorithmus fiir diese
Aufgabe. Auch die Approximation ist schwierig. So konnte gezeigt werden, dass es fiir
P # NP ein € > 0 gibt, so dass kein polynomieller Férbealgorithmus alle Graphen mit
weniger als n® x Farben férbt. [3]

Daher erscheint es wenig aussichtsreich sich mit optimalen Farbungen im Allgemeinen
zu beschéftigen. Haufig werden zusétzliche Bedingungen formuliert, wenn dieses Thema
angegangen wird.

Eine erste Moglichkeit besteht in der Einschrinkung der Betrachtung auf bestimmte
Klassen von Graphen. So ist es beispielsweise sehr einfach Badume (d.h. zusammenhén-
gende, kreisfreie Graphen) in linearer Zeit optimal zu farben. Eine zweite Moglichkeit
ist der Ubergang zu zufilligen Graphen. Zufillige Graphen ermoglichen die Betrachtung
der erwarteten Laufzeit von Algorithmen. Auf diese Weise kann das Problem der wohl
unvermeidlichen Worst-Case-Laufzeit umgangen werden, da eine exponentielle Laufzeit
auf nur wenigen Instanzen durch eine gute Laufzeit auf dem Grofiteil der Instanzen
aufgewogen werden kann. Ebenso ist die Betrachtung von Approximationsalgorithmen
auf zufdlligen Graphen um einiges vielversprechender, da auch hier eine gute Appro-
ximationsgiite auf der Mehrzahl der Instanzen vereinzelte schlechte Approximationen
aufwiegen kann.

Der Vollstéindigkeit halber sei noch ein dritter Ansatz erwihnt: der Ubergang zu rando-
misierten Algorithmen. Diese Algorithmen nutzen Zufallsentscheidungen zur Laufzeit,
was zum Teil erstaunliche Vereinfachungen gegeniiber deterministischen Algorithmen
zum selben Problem ermoglicht. Bei randomisierten Algorithmen kann ebenfalls die
erwartete Laufzeit anstelle der Worst-Case-Laufzeit untersucht werden. Dieser Ansatz
wird jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet.

In diesem Kapitel werden Mdéglichkeiten untersucht, fast alle zufilligen Schnittgraphen
optimal zu firben. D.h. es geht um Fiarbealgorithmen deren Erfolgswahrscheinlichkeit
mit wachsender Knotenzahl der Eingabe gegen 1 konvergiert, wobei nur das Finden
einer optimalen Farbung als Erfolg betrachtet wird.

3.1 Chordale zufillige Schnittgraphen

Definition 12 (chordal) Ein Graph G heift chordal, wenn er keinen induzierten Kreis
der Lénge k > 4 enthilt.

Chordale Graphen bilden eine Klasse von Graphen, in der viele normalerweise IV P-schwere
Probleme in Polynomialzeit, bzw. sogar in linearer Zeit gelost werden kénnen. So sind
in [3] unter anderem lineare Algorithmen zum Bestimmen der groften Clique und zum
Finden einer optimalen Féarbung fiir chordale Graphen angegeben. Dariiberhinaus kann
ebenfalls in linearer Zeit erkannt werden, ob ein Graph chordal ist oder nicht.

Der folgende Satz beweist nun, dass fiir hinreichend kleine p fast alle zufélligen Schnitt-
graphen chordal sind.
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Satz 1. Seim = n® fir ein festes a > 0 und p < % Dann ist fast jede Instanz von
Gnm,p chordal.

Beweis. Sei G = (V,E) € Gy, mp ein zufélliger Schnittgraph und B = (VU W, Ep) der
bipartite Generator von G. G ist genau dann chordal, wenn er keinen induzierten Kreis
der Lange mindestens vier enthélt. Da ein solcher Kreis kein Dreieck enthilt muss also
jede seiner Kanten durch eine andere Featureclique generiert werden. In Abbildung 1
ist eine fiir einen induzierten Kreis der Lange k£ notwendige (jedoch nicht hinreichende)
Konfiguration im bipartiten Generator abgebildet. Im Folgenden wird ein solcher Kreis
als Cj, bezeichnet.

\Y %

Vicr @ Wy
v o T

k k

Abbildung 1: eine fiir einen C notwendige Konfiguration in B

Seien vy, ...,vp € V eine Anordnung von k Knoten und wy, ..., wg € W eine Anordnung
von k Featureknoten fiir ein festes k. Damit die Knoten vq,...,v; einen Kreis der
Lange k in G induzieren, miissen sie sukzessiv durch Kanten {v;, vj+1} und {vg, v1 } (fiir
1 <i < k) verbunden sein. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Kanten durch die
Featureknoten wq, ..., wy entsprechend der in Abbildung 1 dargestellten Konfiguration
erzeugt werden, ldsst sich wie folgt abschétzen:

P [vy,...,v und wy, ..., wy induzieren einen C in G] < p%(l — p)kt% < p%*,

Aufserdem diirfen die nicht durch wy, ..., w, verbundenen Knoten auch sonst keine ge-
meinsamen Featureknoten kennen. D.h. die reale Wahrscheinlichkeit dafiir, dass vq,...,vx
entsprechend der Abbildung 1 einen C bilden, ist sogar noch kleiner.

Durch Multiplikation mit der Anzahl der Mdglichkeiten die Knoten vy, ..., v und die
Features w1, ..., wy auszuwéhlen erh&lt man die Wahrscheinlichkeit, dass G einen in-
duzierten C}, enthalt:

IP [G enthilt einen induzierten Cy] < nfm*p?* = (nmp?)*.
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Damit kann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass G nicht chordal ist, abgeschatzt werden:

IP [G ist nicht chordal] < Z IP [G enthélt einen induzierten Cj]
k=4

IA
Fﬂ'
E)
=
=

k=4
min(n,m) 3
= (nmp?) Z nmp?)
k=0 k=0
3
(_) (nmp2)mzn(n,m)+1 _ ok
- nmp? — 1 B kzo(nmp )

Aus der Voraussetzung p < 4/ % folgt, dass nmp? fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt.
Somit ergibt sich als Grenzwert fiir die Wahrscheinlichkeit, dass GG nicht chordal ist:

min(n,m)+1 _ 3
lim P(G ist nicht chordal) < lim ((nmp ) Z nmp?) )
k=0

n— o0 n—oo ’I’me
-1
= ——(1+0+0+0)

-1
= 0.

Fast jede Instanz von G, ,, , ist folglich chordal. O

In [7] wird gezeigt, dass p = /- die Schwellenwertfunktion fiir das Auftauchen eines
induzierten Kreises fester Lange k (k > 4) in zufélligen Schnittgraphen ist. D.h. fiir

D> \/— enthalten fast alle zufélligen Schnittgraphen einen Kreis der Lange vier und

sind somit nicht mehr chordal. Das obige Resultat 14sst sich daher nicht auf wesentlich
grofsere p erweitern.

3.2 Greedy-Fiarbungen mit smallest-last Heuristik

Dieser Abschnitt soll beleuchten, wie optimale Farbungen fiir zuféllige Schnittgraphen
mit Hilfe des Greedy-Algorithmus gefunden werden kénnen. Die nachfolgenden Resul-
tate zum Greedy-Algorithmus und verschiedenen Heuristiken inklusive aller Beweise zu
den aufgefithrten Aussagen konnen in [3] nachgelesen werden.

Der Greedy-Algorithmus zum Férben von Graphen ist ein sehr einfacher Approximati-
onsalgorithmus mit linearer Laufzeit.

Greedy-Firbung des Graphen G = (V. E) mit V = {vy,...,v,}
1 farbe v; mit Farbe 1
2 for 1:=2 to n do
3 firbe Knoten v; mit der kleinsten Farbe,
die in seiner Nachbarschaft nicht vorkommt.

Algorithmus 1: Der Greedy-Algorithmus zum Férben von Graphen
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Wie unschwer zu erkennen ist, liefert dieser Algorithmus immer eine Farbung, die je-
doch nicht optimal sein muss (da sie ggf. mehr als x(G) Farben verwendet). Die Anzahl
der Farben, die dieser Algorithmus bendétigt, hingt stark von der Reihenfolge ab, in der
die Knoten gefirbt werden. So gibt es auch immer eine Reihenfolge, die zu einer opti-
malen Farbung fiihrt. An dieser Stelle setzen Heuristiken an, welche die Knoten vor der
Anwendung des Greedy-Algorithmus in eine moglichst vielversprechende Reihenfolge
bringen sollen.

Definition 13 (Riickwirtsgrad) Sei G = (V, E) ein Graph und o = vy,...,v, eine
Reihenfolge seiner Knoten. Dann ist der Rickwdrtsgrad d,(v;) des Knotens v; definiert
als die Anzahl der Kanten zwischen v; und den Knoten wq,...,v;_1. Der mazimale
Riickwdrtsgrad der Anordnung o wird als b(c) notiert und entspricht dem Maximum
iiber die Riickwartsgrade der einzelnen Knoten in ¢. D.h.:

b(c) = max dy(v;).

i=1,...,n

Der Greedy-Algorithmus bendtigt auf einer Anordnung der Knoten o hochstens b(o)+1
Farben. Daher liegt es nahe nach Anordnungen zu suchen, die den maximalen Riick-
wirtsgrad minimieren. Eine solche Anordnung wird smallest-last Anordnung genannt
und l&sst sich recht einfach berechnen.

Bestimmen einer smallest-last Knotenanordnung fiir G = (V, E)
1 for i:=n downto 1 do

2 wihle Knoten v; € V(G) mit minimalem Grad in G

3 G =G-— (o

Algorithmus 2: Erstellen einer smallest-last Knotenanordnung nach [3]

Sei nun ogy, eine smallest-last Anordnung der Knoten des Graphen G. Dann ldsst sich
zeigen, dass der maximale Riickwéartsgrad von ogy, gleich dem Maximum iiber die Mi-
nimalgrade aller Subgraphen von G ist [3]. Zusammengefasst gilt:

blosr) = H}Tinb(a) = ?Sé&(H) > x(G) — 1.

In zufélligen Schnittgraphen ist die chromatische Zahl nach unten durch die Anzahl der
Knoten in der groften Featureclique beschrinkt. Es gilt daher immer:

> > O
gggé(H)H > x(G) > aw,

wobei Wy die Knotenzahl der grofsten Featureclique bezeichnet.

Nachfolgend wird nun gezeigt, dass unter bestimmten Bedingungen fast kein zufilliger
Schnittgraph einen Subgraphen enthélt, dessen Minimalgrad gréfser oder gleich @y ist.
Denn wenn kein solcher Subgraph existiert, gilt:

blosy) = maxd(H) +1 = x(G) = ow.

Der Greedy-Algorithmus findet in diesem Fall eine optimale Farbung.

Fiir diese Untersuchung benétigt man zunichst eine Aussage zur Groke der Feature-
cliquen in zufélligen Schnittgraphen.
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Lemma 2. Sei m = n® fir ein festes a > 0 und p > IHT" Dann hat fast jede Instanz
von G m p ausschlieflich Featurecliquen mit mehr als (1—e)np und weniger als (14+€)np
Knoten fiir ein beliebiges aber festes € > 0.

Beweis. Sei G = (V, E) € Gy, mp ein zufilliger Schnittgraph und B = (V U W, Eg) der
bipartite Generator von G. Sei aufserdem p = lnTnfy(n), wobei y(n) eine gegen unendlich
gehende Funktion ist.

Fiirv € V und w € W sei X, ,, eine Zufallsvariable mit

¥ { 1 falls (v,w) € Ep (d.h. v gehort zu der von w erzeugten Featureclique)
Y 0 sonst

und X, = ZUEV Xy die Zufallsvariable, welche die Grofe der von w erzeugten
Featureclique misst. Dann gilt fiir den Erwartungswert von X,,:

E(X, = Y P[X,,=1] = np.
veV

Da X, binomialverteilt ist, kann die Ungleichung von Chernoff angewandt werden
(Abschnitt 2.2.2). Sei dazu Y,, eine Zufallsvariable, welche den Wert 1 hat, wenn
Xw < (1 — €)np ist und welche ansonsten den Wert (0 annimmt, und sei Y, eine Zu-
fallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn X, > (1 + €)np ist, und welche sonst den
Wert 0 hat.

INE
@
i
ko)
/|\\
—~
g
=
N—
no
v

2np
= exp (—le2np>

2

L
= exp <—§e ~v(n)In n)
— 3¢

)
T~
+
I
I

P (X, > (14 €)np]
P [X, > E[X,] + enp]

(enp)?
exp | ———35—
2np + 5enp

62
exp <— 2+ 6np>
2

A
N

A

Seien nun Y~ =% Yo und YT =3 Y& die Zufallsvariablen, welche die An-

zahl der Featurecliquen mit nicht mehr als (1 —¢€)np bzw. mit nicht weniger als (1+¢€)np
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Knoten messen. Nach der Markoffschen Ungleichung ergibt sich fiir die Wahrscheinlich-
keiten, dass es jeweils mindestens eine solche Featureclique gibt:

2
Py~ >0 (g) E[y] = Z Py, =1] < mn—3M) — pa—tey(n)

2 € €
P [Vt > 0] (g)lE[Yﬂ = Y Py =1 < mn~ ) pasa),
weW

Im Grenzwert fiir n gegen unendlich ergibt sich fiir die Summe der beiden Wahrschein-
lichkeiten:

2
lim (JP Y- >0 +P [y > 0]) < lim <na—%€27<"> +na—2+ﬂ<”>> = 0.
n—~0o0 n—0o0

Fast jede Instanz von G,, ,, , enthélt ausschlieglich Featurecliquen mit mehr als (1—¢€)np
aber weniger als (1 + €)np Knoten. O

Wie muss ein Subgraph eines zufilligen Schnittgraphen zusammengesetzt sein, damit
sein Minimalgrad grofer oder gleich der Anzahl der Knoten in der gréfsten Featureclique
ist? Zunéchst ist festzustellen, dass ein solcher Graph ausschliefslich Knoten enthalten
darf, die zu mehr als einer Featureclique gehoren. Denn der Grad eines Knotens mit nur
einem oder gar keinem Feature ist offensichtlich kleiner als @y .

Definition 14 (dick) Sei G = (V, E) ein zufalliger Schnittgraph und B = (V U W, E)
sein bipartiter Generator. Ein Knoten v € V' heift dick, wenn er mindestens zwei Fea-
tures hat (d.h. v hat mindestens zwei Nachbarn in ). Eine Kante {v;,v2} € E heift
dick, wenn sie zwischen zwei dicken Knoten verlauft.

Der folgende Satz beruht darauf, dass ein farbetechnisch problematischer Subgraph
ausschliefslich dicke Kanten enthalten darf.

Satz 3. Seim = n® fir ein festes a« > 0 und th" <Lp K \/%. Dann farbt der Greedy-
Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von G mp optimal.

Beweis. Sei G = (V,E) € Gy m,p ein zufilliger Schnittgraph. Nach dem Satz iiber
die totale Wahrscheinlichkeit (siehe Abschnitt 2.2.3) geniigt es die Schnittgraphen zu
betrachten, in denen alle Featurecliquen mindestens (1 — €)np Knoten haben. Sei G ein
solcher Graph.

Ein Subgraph von G mit einem Minimalgrad § > x(G) muss mindestens (1 — ¢)np
dicke Knoten enthalten, von denen jeder einzelne mit mindestens ebenso vielen anderen
dicken Knoten verbunden ist. Im Folgenden soll die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmt
werden.

Fiir zwei beliebige Knoten v, v’ € V sei X, eine 0-1-Zufallsvariable, welche genau dann
den Wert 1 annimmt, wenn v und v dick und durch eine Kante verbunden sind. Xy, ist
also genau dann 1, wenn eine der beiden in Abbildung 2 dargestellten Konfigurationen
im bipartiten Generator von G auftritt.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir lasst sich abschatzen durch

P [vav’ = 1] < mPpt + m?pt < 2mp?.
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Abbildung 2: die beiden Konfigurationen, welche implizieren, dass v und v" dick und
miteinander verbunden sind

Die Zufallsvariable X = % > vev ZU’EV\{v} Xy, misst die Anzahl der Kanten, die zwi-
schen dicken Knoten verlaufen. Fiir den Erwartungswert von X gilt:

IE[X] = %Z Z P [XU,U’ = 1] < n2m3p4-
veV v eV\{v}
Ein Subgraph mit mindestens (1 — €)np dicken Knoten, von denen jeder einzelne mit
mindestens (1 —€)np anderen dicken Knoten verbunden ist, erfordert mindestens
(1 — €)?>n?p? dicke Kanten. Nach der Markoffschen Ungleichung kann die Wahrschein-
lichkeit dafiir abgeschatzt werden:

1 (1
P [X > 5(1 — e)2n2p2] <

~

2
(1—€)2n2p?

2 3,2
< .

E [X]

Diese Wahrscheinlichkeit geht fiir n gegen unendlich gegen 0 (da nach Voraussetzung
p <K w# gilt). Also enthélt fast keine Instanz von G, ,, , einen Subgraphen mit Mi-

nimalgrad § > x(G). Der Greedy-Algorithmus farbt somit fast jede Instanz von Gy, ,,,
optimal auf einer smallest-last Anordnung der Knoten. O

Dieses Resultat lasst sich noch verbessern, wenn man anstelle der Anzahl der dicken
Kanten des zufélligen Schnittgraphen die Anzahl der dicken Nachbarn eines Knotens
abschéitzt. Dazu werden die folgenden beiden Lemmata bendtigt.

Lemma 4. Sei m = n® fiir ein festes a > 0. Wenn p < %, dann gibt es eine Konstante
¢ > 0, so dass fast keine Instanz von Gy m, einen Knoten mit mehr als mp + clnn
Features enthdlt.

Beweis. Sei G = (V,E) € Gy mp ein zufélliger Schnittgraph und sei X, (v € V) eine
Zufallsvariable, welche die Anzahl der Features eines Knotens zihlt. Dann gilt:

E[X,] = mp.
Nach der Chernoffschen Ungleichung (siehe Abschnitt 2.2.2) gilt daher:

3) Inn)?
P[X,>mp+clnn] < exp —%
2mp + 5clnn

( (clnn)2>
exp | —
clnn

= exp(—clnn).

—

IN
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Fiir die zweite Abschétzung wurde benutzt, dass mp gegen 0 geht und damit ab einem
gewissen n durch %clnn abgeschitzt werden kann. Sei nun Y, eine Zufallsvariable,
welche den Wert 1 fiir X,, > mp+clnn annimmt, und welche sonst 0 ist. Die Markoffsche
Ungleichung liefert dann fiir Y =)y Yy

(2)
P[Y >0 < E[Y] < nexp(—clnn) = n'™¢

Diese Wahrscheinlichkeit strebt fiir n gegen unendlich gegen 0, wenn ¢ > 1. Demzufolge
gibt es ein ¢, so dass fast keine Instanz von G, ,,, Knoten mit mehr als mp + clnn

Features hat. O
Lemma 5. Sei m = n® fiir ein festes o > 0. Falls IHT" L p K \/f—g, gibt es eine

Konstante ¢ > 0, so dass fast keine Instanz von G, m p Featurecliquen mit mehr als
(14 €)nmp? + clnn dicken Knoten enthilt.

Beweis. Nach Lemma 2 (Grofe der Featurecliquen) und dem Satz iiber die totale
Wabhrscheinlichkeit (siehe Abschnitt 2.2.3) geniigt es Graphen zu betrachten, bei de-
nen die Grofe der Featurecliquen durch (1 — e)np und (1 4 €)np beschrénkt ist. Sei
G = (V,E) € Gy m,p ein solcher zufilliger Schnittgraph. Sei nun C' C V eine beliebige
Featureclique in G und bezeichne |C| die Anzahl der Knoten in C. Sei auferdem X¢,
flir v € C eine Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn v dick ist, und welche
ansonsten 0 ist. Dann gilt:

PXe, =1 = 1-(1-p"" < 1= (1=(m—1p) < mp.

Sei X¢ = ) ,cc Xcw die Zufallsvariable, welche die Anzahl der dicken Knoten in C
zahlt. Fiir den Erwartungswert von X gilt dann:

E[Xc] = Y P[Xeo =1 < [Clmp < (1+€e)nmp®.
veC

Die Chernoff-Ungleichung (siehe Abschnitt 2.2.2) liefert nun folgende Abschétzung:

P [Xc > (1 + €)nmp? +clnn] < P[Xe >E[Xc] +clnn]

3) (clnn)?
< exp | — 2
2IE [X¢] + 5¢clnn

(clnn)?
exp | — >3 .
2(1 + e)nmp? + 5clnn
Sei Yo eine Zufallsvariable, die fiir X¢ > (1+¢)nmp? + clnn den Wert 1 annimmt und

sonst 0 ist. Sei auferdem Y =3 -y Yo die Anzahl der Featurecliquen mit mindestens
(1 + €)nmp? + clnn dicken Knoten. Nach der Markoffschen Ungleichung gilt:

—~

IN

2) (clnn)?
[ | < Y] C;V Yo ] < mexp ( 2(1 + e)nmp2 + %clnn)

Da nmp? < Inn ist, kann 2(1 + €)nmp? durch %clnn abgeschitzt werden.

(clnn)?

clnn

a—cC

P[Y >0] < mexp (— > = mexp(—clnn) = n
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Fiir n gegen unendlich strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 0, wenn ¢ > a. Also gibt
es eine Konstante ¢, so dass fast keine Instanz von G, ,, , Featurecliquen mit mehr als
(14 €)nmp? + clnn dicken Knoten enthilt. O

Aus diesen beiden Lemmata kann der folgende Satz abgeleitet werden.

Satz 6. Sei m = n® fiir ein festes a > 0, dann firbt der Greedy-Algorithmus fir

% L p K wg‘—rz fast jede Instanz von G, mp optimal auf einer smallest-last Anord-

nung der Knoten.

Beweis. Auch dieser Beweis benutzt, dass Greedy auf einer smallest-last Anordnung
der Knoten optimal firbt, wenn alle Subgraphen einen Minimalgrad kleiner der groften
Featureclique haben. In Lemma 4 wird eine obere Schranke fiir die Anzahl der Features
eines Knotens hergeleitet und Lemma 5 beschrinkt die Anzahl der dicken Knoten je
Featureclique. Das Produkt dieser beiden oberen Schranken liefert eine Abschétzung fiir
die Anzahl der dicken Nachbarn eines dicken Knotens, und somit auch eine Abschitzung
fiir den Minimalgrad von Subgraphen, die ausschlieklich aus dicken Knoten bestehen.

Zunéchst ist anzumerken, dass aus der Voraussetzung o < 1 folgt. Denn fiir o > 1 gilt

nm n n

2
Inn < Vinn < In n.

D.h. es gibt kein p, welches die Voraussetzung unter diesen Bedingungen erfiillen konnte.

Es gilt:
[Inn [Inn n 1
P <L — < —_— = —.
nm nm mlnn m

Damit ist die Voraussetzung fiir Lemma 4 erfiillt und es kann zusammen mit dem Satz
iiber die totale Wahrscheinlichkeit nach Abschnitt 2.2.3 angenommen werden, dass G
keine Knoten enthilt, die zu mehr als mp + O(lnn) Featurecliquen gehéren. Analog
darf nach Lemma 5 angenommen werden, dass G keine Featurecliquen mit mehr als
(14 €)nmp? + O(Inn) dicken Knoten enthélt. Der Ausdruck

D = (mp + O(In n)> <(1 + e)nmp? + O(In n))

liefert daher eine obere Schranke fiir die Anzahl dicker Nachbarn eines dicken Knotens
in G.

Da mp fiir n gegen unendlich gegen 0 geht, kann es durch Inn nach oben abgeschitzt
werden. AuRerdem ist nach Voraussetzung (1 + ¢)nmp? < Inn und daher ebenfalls
durch Inn beschrinkt. Es ergibt sich:

D < <O(lnn)) (O(lnn)) = O(In*n).

D ist eine obere Schranke fiir den Minimalgrad von Subgraphen von G, die ausschlieflich
aus dicken Knoten bestehen. Sollte D nun kleiner der Anzahl der Knoten in der grof-
ten Featureclique von G sein, so firbt Greedy auf smallest-last Anordnungen optimal.
Da nach Voraussetzung p > B2 gilt, geniigt es nach dem Satz iiber die totale Wahr-

n
scheinlichkeit Graphen zu betrachten, in denen jede Featureclique mindestens (1 —€)np
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Knoten hat, fiir ein beliebiges ¢ mit 0 < € < 1. Also geniigt es zu zeigen, dass D kleiner
als (1 — €)np ist. Nach Voraussetzung gilt nun:

In’n

p >

= (1-enp > In’n
=(1—-¢np > D.

O

Die Voraussetzung p < gl—ﬁ wird dabei vor allem bendétigt um Lemma 5 anwenden
zu konnen. In diesem Lemma wird dann benutzt, dass der Erwartungswert fiir die
Anzahl dicker Knoten einer Featureclique kleiner oder gleich (1 + €)nmp? ist und somit
langsamer als Inn wéchst. Das ist jedoch keineswegs eine zwingende Voraussetzung.
Eine dhnliche Rechnung kann auch fiir deutlich grofere Erwartungswerte durchgefiihrt

werden. Fiir diesen Fall nimmt das Lemma die folgende Form an.

Lemma 7. Sei m = n® fiir ein festes a« mit 0 < o < 1. Falls p > 1/7%, so enthalt fast

m
keine Instanz von G, ., Featurecliquen mit mehr als (1 + e)nmp? + /nmp?Inn dicken
Knoten.

Beweis. Sei G = (V, E) € G mp ein zufilliger Schnittgraph. Wegen

1 1 Inn _ Inn
P>\ om Z \avanie =

ist die Voraussetzung fiir Lemma 2 erfiillt. Zusammen mit dem Satz iiber die totale
Wabhrscheinlichkeit (siehe Abschnitt 2.2.3) kann daher angenommen werden, dass die
Grofe der Featurecliquen von G durch (1 — €)np und (1 + €)np beschriankt ist (fiir ein
beliebiges € mit 0 < € < 1). Sei nun C C V eine beliebige Featureclique in G und
bezeichne |C| die Anzahl ihrer Knoten. Sei aukerdem X¢,, (v € C) eine Zufallsvariable,
die den Wert 1 annimmt, wenn v dick ist, und welche ansonsten 0 ist. Dann gilt:

P[Xc,=1] = 1—(1—pm! (2 1—(1—(m—1)p> < mp.

Sei X¢ = ) ,cc Xcw die Zufallsvariable, welche die Anzahl der dicken Knoten in C
zahlt. Fiir den Erwartungswert von X gilt dann:

E(Xo] = Y P[Xc,=1] < [Clmp < (1+e)nmp”.
veC

Die Chernoff-Ungleichung (siehe Abschnitt 2.2.2) liefert folgende Abschitzung:

P | Xco > (1 + €)nmp? + /nmp? lnn} < P {Xc > E[X¢c] + v/ nmp? lnn}

3

> nmp?1n®n
< exp|-
2 [Xc| 4+ 2/nmp?Inn

—
=

IN

nmp?In®n
exp | — .
dnmp? + /nmp?lnn
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Sei Yo eine Zufallsvariable, die fiir X¢ > (1 + ¢)nmp? + /nmp?Inn den Wert 1 an-
nimmt und sonst 0 ist. Sei auferdem Y ="~y Yo die Anzahl der Featurecliquen mit

mindestens (1 + e)nmp? + y/nmp?Inn dicken Knoten. Die Markoffsche Ungleichung
liefert fiir IP [Y" > 0]:

(2) 21 2
PlY>0 < E[Y] = ZIP[YC:H < mexp (— Zmp = n2 .
ooy dnmp® + v/nmp?Inn

Hier setzt eine Fallunterscheidung an.

1. Fall: 4nmp? > /nmp?lnn

21 2
Py >0 < mp(_L)
8nmp
(-57)
= mexp —gln n
— nafélnn
— 0
2. Fall: 4nmp? < v/nmp?Inn
21,2
nmp®In°n
PY>0 < mexp|——F—c=—
[ ] ( 2\/nmp21nn>

1
= mexp (—ix/nme In n)

Fiir den letzten Schritt wurde verwendet, dass nach Voraussetzung +/nmp? fiir n
gegen unendlich gegen oo lauft.

IP [Y > 0] ist fiir jedes n durch das Maximum dieser beiden Terme beschrinkt und geht
fiir n gegen unendlich gegen 0. Somit enthélt fast keine Instanz von G, ,,, , Featurecliquen
mit mehr als (14 €)nmp? + /nmp? Inn dicken Knoten. O

Lemma 4 und Lemma 7 erlauben nun eine zweite Version von Satz 6 fiir einen anderen
Bereich von p.

Satz 8. Sei m = n® fir ein festes a > 0. Wenn nun gilt:

/1 1
— K p LK ,
nm mlnn

so farbt der Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von
Gnm,p optimal.

Beweis. Der Beweis lauft nach demselben Schema wie bei Satz 6. Wie in Satz 6 folgt
aus der Voraussetzung dass a < 1 ist. Denn fiir o > 1 gilt:

<

1 1
<< -
mlnn m

1
)
nm
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so dass kein p die Voraussetzung erfiillen kann.

Sei G ein zufilliger Schnittgraph. Ein Subgraph von G, dessen Minimalgrad grofer
oder gleich der die Grofse der grofiten Featureclique von G ist, darf nur aus dicken
Knoten bestehen. Der Minimalgrad eines solchen Subgraphen ist durch die maximale
Anzahl von dicken Nachbarn eines dicken Knotens in G begrenzt. Nach Voraussetzung
ist p K % und somit die Voraussetzung fiir Lemma 4 erfiillt. Zusammen mit dem
Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit folgt, dass es geniigt Graphen zu betrachten,
welche keine Knoten enthalten, die zu mehr als mp + O(Inn) Featurecliquen gehoren.
Analog darf nach Lemma 7 angenommen werden, dass keine Featurecliquen mit mehr

als (1 + ¢)nmp? + /nmp?Inn dicken Knoten vorliegen. Folglich liefert

D = (mp + O(In n)> <(1 + e)nmp? + /nmp?In n)

eine obere Schranke fiir die Anzahl dicker Nachbarn eines dicken Knoten in G.

Da mp fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt, kann es ab einem gewissen n durch Inn
abgeschétzt werden. Es ergibt sich:

D < <O(ln n)) (2nmp2 + v/nmp?In n)

= nmp?’O(Inn) + v/nmp20(In® n)

— <mpO(1n n) + \/gO(lrF n)> np.

Nach Voraussetzung geht mp Inn fiir n gegen unendlich gegen 0. Ebenso strebt |/ In’n
gegen 0, da a < 1 ist. Somit folgt fiir ein € < 1:

D < (1—eé)np.

D ist eine obere Schranke fiir den Minimalgrad von Subgraphen in G, die ausschliefslich
aus dicken Knoten bestehen. Wie in Lemma 7 darf angenommen werden, dass die Grofe
der Featurecliquen nach unten durch (1 — €)np beschrénkt ist. Damit folgt dann nach
der selben Argumentation wie in Satz 6, dass der Greedy-Algorithmus den Graphen G
auf einer smallest-last Anordnung der Knoten fast sicher optimal féirbt. O

3.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt unter welchen Bedingungen zufillige Schnittgraphen
optimal gefirbt werden kionnen. Die folgende Tabelle liefert eine Ubersicht zu den er-
zielten Resultaten.

< +/-L  fast alle Instanzen sind chordal
nm

Satz 1

< /-5 Greedy firbt fast alle Instanzen

m3

Satz 3 Inn o

n

Satz 6 % <
/1
Satz 8 nm <
2

Damit die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillbar sind, muss a < § sein. Die Sétze 6
und 8 erzwingen a < 1. Die von den Sétzen 6 und 8 abgedeckten Bereiche fiir p konnen

< 17?—72 auf smallest-last Knotenanordnungen

ARSI

1

mlnn

<

optimal
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zusammengefasst werden und ersetzen damit Satz 3 fast vollstdndig. Insgesamt ergibt
sich damit folgendes Bild.

p < L fast alle Instanzen sind chordal

nm

hn « p <« nt (a < %) Greedy farbt fast alle Instanzen auf
B p <

mlnn

—~

a < 1) smallest-last Anordnungen optimal

Diese Resultate liefern ein Verfahren, welches fast alle zufélligen Schnittgraphen in der

mlnn

Vereinigung der Parameterbereiche (d.h. im Wesentlichen p < \/% und p < —— bei
a < 1) optimal firbt. Dazu {iberpriift man zunéchst, ob der vorliegende Graph chordal
ist (in linearer Zeit moglich). Wenn ja, so kann der Graph mit einem Férbealgorithmus
fiir chordale Graphen in linearer Zeit optimal gefirbt werden. Wenn nicht, so wird
eine smallest-Anordnung der Knoten bestimmt und der Greedy Algorithmus darauf
angewandt.

0 0.5 1 1.5 @
\ 1 >

& keine Kanten m Greedy farbt optimal
E chordal E vollstindig

Abbildung 3: Bereiche, in denen zuféillige Schnittgraphen optimal gefarbt werden kénnen

Abbildung 3 fasst die Aussagen dieses Kapitels zusammen und enthilt zuséitzlich die
Resultate von Singer beziiglich des Auftretens von Kanten sowie Vollstindigkeit von
Gn,m.p (siehe Abschnitt 2.4).

Das weifse nicht-schraffierte Gebiet beschreibt den Bereich, zu dem bisher keine Aussa-
gen gemacht werden konnen. Wie lassen sich also Graphen aus diesem Bereich fiarben?
Zunichst stellt sich die Frage, inwieweit sich die Ergebnisse dieses Kapitels verbessern
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1

lassen. Wie bereits erwihnt wurde in [7] gezeigt, dass |/ — eine Schwellenwertfunktion

fiir das Auftauchen von induzierten Kreisen fester Lange (> 4) darstellt. Die erste Aus-
sage zu chordalen Graphen kann daher nicht weiter verbessert werden. Bei den Aussagen
zum Greedy-Algorithmus ist eine Uberpriifung der Grenzen wesentlich schwieriger. Die
unteren Grengzen fiir p scheinen vor allem ein technisches Problem zu sein. Der Autor hat
keinen Anlass zu vermuten, dass der Greedy-Algorithmus fiir kleinere p (d.h. Graphen
mit noch weniger Kanten) pltzlich schlechtere Resultate liefert. Weit interessanter ist
jedoch die Frage, wie scharf die obere Grenze fiir p ist.

Dazu ist zunéchst anzumerken, dass das bisher beste Resultat zum Greedy Algorithmus
(die Sétze 6 und 8) darauf basiert, dass der Knotengrad in Subgraphen aus dicken Kno-
ten kleiner als die chromatischen Zahl ist. Sobald mp gegen unendlich strebt, sind jedoch
fast alle Knoten dick. D.h. das Verfahren der genannten Sétze liefe im Wesentlichen auf
eine Untersuchung des Maximalgrads der Graphen hinaus, der sogar unabhéngig von der
Knotenanordnung eine Schranke fiir die Anzahl der vom Greedy-Algorithmus verwende-
ten Farben liefert. Auferdem ist zu erwarten, dass die bisherige untere Schranke fiir die
chromatische Zahl (die Grofe der Featurecliquen) mit steigendem p zunehmend schlech-
ter wird. Aus diesem Grund beschiftigt sich das néchste Kapitel mit der Stabilitétszahl
von zufélligen Schnittgraphen. Dabei wird besonderes Augenmerk auf den bisher nicht
abgedeckten Parameterraum gelegt. Mit den Resultaten zur Stabilitétszahl soll dann in
Kapitel 5 eine neue untere Schranke fiir die chromatische Zahl abgeleitet werden, mit
deren Hilfe die Approximationsgiite des Greedy-Farbealgorithmus abgeschétzt werden
kann.
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4 Die Stabilitatszahl von zufilligen Schnittgraphen

Ebenso wie das Féarben von Graphen stellt auch das Finden der groften stabilen Kno-
tenmenge bzw. das Ermitteln der Stabilitdtszahl ein N P-vollstindiges Problem dar.
Auch die Approximation dieser Grofe ist schwierig. So zeigten Arora, Lund, Motwani,
Sudan und Szegedy 1992, dass unter der Voraussetzung P # NP ein ¢ > 0 existiert,
so dass es keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus fiir die Stabilitdtszahl mit
einer Giite kleiner oder gleich n¢ gibt [3]. Erstaunlicherweise konnte dennoch gezeigt
werden, dass bei fast allen G, p-Instanzen die Stabilitdtszahl in einem vergleichswei-
se kleinen Bereich liegt. So wurde nachgewiesen, dass fiir die Stabilitétszahl fast aller
G p-Instanzen mit n=¢ < p < ¢ (fiir ¢ < 1 beliebig) gilt:

ke < B < ke
. 2 _
fiir ke = {—(2 lognp —loglognp + 1 —log 2 + e)J und € > 0 beliebig [9].
p

In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, wie groft die grofte stabile Menge in
zufélligen Schnittgraphen ist. In [7] wurde bereits gezeigt dass:

1. fir p <« ﬁ fast kein Instanz von G, ,, , Kanten enthélt und

2. fiir p > IHW" fast alle Instanzen von G, ,, ) vollstdndig sind.

Die Untersuchung wird sich daher auf den Bereich zwischen diesen beiden Schranken
konzentrieren.

AuRerdem wurde in [7] auch gezeigt, dass fiir fast alle Instanzen von Gy, , , bei mp? — ¢
gilt:

[d—e] < 68 < [d+el,
wobei d = 2log, n — 2log; log, n+ 1 + 2log, (%) mit b = e®, €1 > % und ey > 0 beliebig
sind.

Wenn man versucht die Stabilitdtszahl fiir einen moglichst grofsen Bereich fiir p abzu-
schétzen, so hilft dieses Resultat sicherlich nur begrenzt weiter, da es nur ein sehr kleines
p-Intervall betrifft. Die Herleitung der unteren Schranke war jedoch bei der Ausarbei-
tung der Beweise in 4.2 eine wertvolle Hilfe.

4.1 Schranken fiir die Stabilitatszahl

Zunéchst soll die Stabilitdtszahl fiir kleine Featurewahrscheinlichkeiten p untersucht
werden. Der folgende Satz benutzt, dass die Anzahl der Knoten ohne Features eine
untere Schranke fiir die Stabilitéitszahl liefert, da diese Knoten isoliert sind.

Satz 9. Sei m = n® fir ein festes a > 0 und sei p K %, dann gibt es in fast allen

Instanzen von Gy m p eine stabile Menge der Grifle (1 - 0(1)>n.

Beweis. Sei G = (V, E) € G mp ein zufilliger Schnittgraph. Es geniigt zu zeigen, dass
eine Funktion v(n) < 1 existiert, so dass G fast sicher <1 - 7(n)>n Knoten ohne
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Features hat. Sei dazu vy(n) = /B2 4 mp, dann ist y(n) < 1, da vInn < /n ist und

n
mp fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt.

Sei aufierdem X, fiir einen Knoten v € V eine 0-1-Zufallsvariable, welche genau dann 1
ist, wenn v keiner Featureclique angehért. Es gilt:

PlX, =1 = (1-p)™

Sei nun X =)
von X gilt:

vev Xv die Anzahl der Knoten ohne Features. Fiir den Erwartungswert

EX] = S PN =1 = n(l—p)" = (1—mpn

veV

Da X binomialverteilt ist, kann die Ungleichung von Chernoff angewandt werden (siehe
Abschnitt 2.2.2).

P [X < (1 —W(n))n] — P[X <E[X]—~(n)n—E[X]+n]
< P [X <E[X] - <’y(n)+1—mp—1)n]
= P {X <E[X] - <7(n) - mp)n}
(4) (’y(n) - mp>2n2
s o ( 9 [X]

INA
@

»

ol

(
-

—

o

In fast allen Graphen aus G, ,, ), gibt es folglich mehr als (1 — 0(1)>n isolierte Knoten
und somit eine stabile Menge dieser Grofe. O

Die Stabilitdtszahl von fast allen zufélligen Schnittgraphen liegt damit fiir p < % ZWi-
schen (1 — o(1))n und n. Es bleibt zu untersuchen, wie sie sich fiir grofere p verhilt.
Ein erstes Resultat ergibt sich durch Betrachtung des Maximalgrads.

Satz 10. Sei m = n® fir ein festes a > 0 und sei p > max (IHT", IHW"), dann gibt es

fiir ein beliebiges € > 0 in fast allen Instanzen von G, ., eine stabile Menge der Grifle
1

Beweis. Sei G = (V, E) € Gy, m,p ein zufilliger Schnittgraph. Der Beweis beruht darauf,

dass der Maximalgrad von G nach oben beschrénkt ist durch die maximale Anzahl

der Features eines Knotens multipliziert mit der maximalen Anzahl von Knoten eines

Features. Diese Beschrénkung fiir den Maximalgrad liefert eine obere Schranke fiir die

chromatische Zahl und damit eine untere Schranke fiir die Stabilitdtszahl, denn es gilt:

AG)+1 > x(G) >

= B(G) >
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Fiir einen Knoten v € V sei X, eine Zufallsvariable, welche die Anzahl der Features
dieses Knotens zdhlt. Dann gilt:

E[X,] = mp.

Da X, binomialverteilt ist, kann die Ungleichung von Chernoff angewandt werden (siehe
Abschnitt 2.2.2). Fiir ein geniigend kleines ¢ > 0 gilt:

P (X, > (1+¢)mp) P [X, > E[X,] + €mp]

(€'mp)°
exp [ — 5
2IE [X,] + 5¢/'mp

E/2
< ex ——m .
< ()
Inn

Da p > lnﬁn ist, kann es als y(n)”-* geschrieben werden fiir eine gegen unendlich
strebende Funktion 7. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines Knotens in GG mit
mehr als (1 + €)mp Features lisst sich abschétzen durch:

—~
w
~

IN

P [EIUEV Xy > (1+ e/)mp] < nlP [Xv > (1+ el)mp]

2
< nmexp (— ?v(n) In n>

1—2ey(n)

IN

n

— 0.

Nach dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit geniigt es den Fall zu betrachten,
dass G keinen Knoten mit mehr (1 + €¢’)mp Features hat. Auferdem gilt p > an, und
es kann nach Lemma 2 angenommen werden, dass G ausschlieklich Featurecliquen mit
weniger als (1 + ¢ )np Knoten enthilt. Damit gilt fiir den Maximalgrad von G:

A(G) < (14 €)*nmp*.

Fiir die Stabilititszahl von G bedeutet das bei hinreichend kleinem ¢’

1 1
n > (1-€)—s.

G) > >
6( ) = A(G)—i—l = (1+€/)2mp2+% mp2

O

Auf den ersten Blick mag es erstaunlich erscheinen, dass dieser Beweis nicht fiir beliebig
kleine p gilt, da ja kleinere Werte fiir p zu diinneren Graphen mit héherer Stabilitédtszahl
fiihren. Allerdings ist die hier bewiesene Schranke fiir die Stabilitdtszahl abhéngig von
p und steigt, wenn p sinkt.

Nach dieser unteren Schranke folgt die Bestimmung einer oberen Schranke, welche mit
Hilfe der 1. Moment Methode abgeleitet wird.

Satz 11. Sei m = n® fiir ein festes o > 0 und sei IHW" < p < B2 dann ist in fast

m ’

allen Instanzen von Gy, die Stabilititszahl kleiner als (2 + €)B% fir ein beliebiges

mp?
aber festes € > 0.
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Beweis. Es wird gezeigt, dass die erwartete Anzahl stabiler Mengen der Gréfe (2—1—6)71”“—1)’;
fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt. Daraus folgt nach der 1. Moment Methode, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz einer solchen stabilen Menge ebenfalls gegen 0
lauft, und somit fast keine Instanz von G,, ,, , eine stabile Menge dieser Grofe enthalt.

Sei G = (V,E) € Gpmyp ein zufilliger Schnittgraph. Eine Menge von k£ Knoten ist
genau dann stabil, wenn keine Kanten zwischen ihnen verlaufen. Also muss fiir jede
Featureclique von G gelten:

1. sie enthéilt keinen der k Knoten

2. oder sie enthilt genau einen der k£ Knoten.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene Menge S C V mit k Knoten stabil zu sein
betriagt daher:

IP[S), ist stabil] = ((1 — ) 4 Ep(1 — p)k_l)m.

Sei X}, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der stabilen Mengen mit & Knoten in G
zahlt. Dann gilt wegen der Linearitit des Erwartungswerts:

<Z> <(1 —p)F +kp(1 - p)k_l)m
2 <%)k (1—p)t=bm (1 -p+ k‘p>m

n

(%) et -0 (14 k- 1)p)”

IE [Xy]

Sei k = (24 e)}él—p@. Um zu zeigen dass IE [Xj] gegen 0 geht geniigt es zu zeigen, dass
In(IE [ X}]) gegen —oo lduft.

In ((%)k eF(1 — p)k—tim <1 + (k — 1)p>m>

— kIn (%) + ki (k= Dmn(l = p) + mn(1+ (k= 1)p).

In(IE [X}])

IN

Uber die Taylorentwicklung erhilt man die folgenden beiden Abschitzungen:

=1, 1 1
m(l—p) = =S 2pi < —p——p>— =p
n(1 —p) @;ip < —p-gp’ - gp
- i—1) 1 i i
ln<1+(k‘—1)p) = D)=k — 1)
=1

L 22 1 3, 3
< (k=Dp—5k =17+ (k- 1)°p".

Im letzten Schritt der zweiten Abschétzung wurde verwendet, dass die Betrdge der
Reihenglieder mit fortschreitendem ¢ immer kleiner werden. Die nach einem positiven
Glied abgebrochene Reihe liefert dann eine obere Schranke, weil in dem Rest der Reihe
immer zunichst etwas abgezogen und danach etwas betragsméfig kleineres addiert wird.
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Fiir den Erwartungswert ergibt sich:

m(E[X.]) < MnQ)+k w—1w%?+%ﬁ+éﬁ>

+m ((kz —1p— %(kz —1)%p% + é(kz — 1)3p3>

2
= kln(k)—}—k—{— kmp? + = kgmp —}—3krmp ——k:gmp — k*mp?

IN

1 2
k(ln(k)—i-l—l—Qmp + = kap —|—3mp ——k:mp)

IN

In?n 2
k ln( )—l—l—i—mp +2—+ 3 +elnn .
k mp \,—/ 2
—.A H/—/ —C

Die 1, sowie die Terme A, B und C kdnnen jeweils durch 1—16elnn abgeschétzt werden,
weil gilt:

A < Inn, da nach Voraussetzung p < ln”
_ 1 l

B = 2 :;—g Inn <« Inn, danach Voraussetzung p > =2

C < A < Inn.

Damit ergibt sich:

In(IE [X}])

IN

< k

k<m )mn>
<1n w14+ )m n>

= —iklnn.

Dieser Term strebt fiir n gegen unendlich gegen —oo, weil k = (2+¢)- % 1 segen unendlich

strebt. Der Erwartungswert von X} strebt daher gegen 0. Nach der 1. Moment Methode
folgt, dass fast keine Instanz von G, ,, , eine stabile Menge der Grofe £ besitzt. O

Dieses Resultat vervollstindigt das Bild zur Stabilitdtszahl. Zusammen mit Satz 10
ergibt sich ein relativ kleiner Bereich, in den die Stabilitdtszahl von fast allen zufélligen
Schnittgraphen féllt. Fiir p oberhalb von \/lr‘ﬁ” sind fast alle zufélligen Schnittgraphen
vollstdndig, und die Stabilitédtszahl folglich fast sicher 1.

Noch offen ist die Frage, wie scharf diese Schranken sind. Fiir o < 1 liefern die Sétze
10 und 11 die folgende Aussage fiir fast alle zufélligen Schnittgraphen:

1 1 1 1
Wennﬂ<<p<<\/ﬂ,sogilt: (1-6)—5 < 8 < (2—|—e)n—z.
m m mp mp
Obere und untere Schranke liegen um einen Faktor von ca. 21nn auseinander.

Im Vergleich dazu ist die Stabilitdtszahl von G, auf einen sehr kleinen Bereich be-
schriankt. Die dort hergeleiteten oberen und unteren Schranken unterscheiden sich le-
diglich um eine Konstante 46% (7.1 und 7.4 in [9]). Zwar kann auch dieser Wert fiir
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hinreichend kleine p sehr grof werden, dafiir beschreibt er jedoch bereits die echte Brei-
te des Intervalls und nicht den Quotient zwischen oberer und unterer Schranke.

Verglichen mit dem obigen Resultat zur Stabilitdtszahl in zufélligen Schnittgraphen sind
die bekannten Resultate auf einfachen zufélligen Graphen wesentlich schéarfer. Damit
stellt sich die Frage, ob das G,, ,, ,-Resultat noch weiter verbessert werden kann. In der
Ableitung der oberen Schranke wurde bereits sehr vorsichtig abgeschétzt, und es ist
dem Autor nicht gelungen dieses Ergebnis zu verbessern. Es liegt daher nahe die untere
Schranke einer genaueren Analyse zu unterwerfen.

4.2 Untere Schranken fiir die Stabilitdtszahl nach der 2. Moment Me-
thode

Die 2. Moment Methode stellt ein géngiges Mittel zum Beweisen solcher unteren Schran-
ken dar. Um diese Methode anzuwenden wird eine Abschétzung des Erwartungswerts
sowie eine Abschitzung der Varianz der zu untersuchenden Zufallsvariable benétigt.
Diese Abschitzungen werden in den folgenden beiden Lemmata bereitgestellt.

Lemma 12. Sei m = n® fir ein festes o > 0. Sei auferdem Xy eine Zufallsvariable,
welche die Anzahl der stabilen Mengen der Gréfie k in Instanzen von Gy, i p misst. Wenn
fiir n gegen unendlich kp — 0 geht, dann g¢ilt fir den Erwartungswert von Xy:

1-— 1
In E[Xy] > k(ln (ﬁ> + eme - §kmp2>.

k 2

Beweis. Sei Sy € V(G) eine Menge mit k Knoten. Nach dem Beweis von Satz 11 gilt
fiir die Wahrscheinlichkeit dass S stabil ist:

IP[S), ist stabil] = ((1 — ) Ep(1 — p)k_l)m.
Daraus ergibt sich fiir den Erwartungswert:
n ™
B = (}) (0-pf+m-pt)
) n\k* m
> Z _ p)(k—1)m _
> (3) @=p® (14 (k- 1p)
Fiir den Logarithmus des Erwartungswerts bedeutet das:
nE[X,] > kln (%) + (k- DmIn(l — p) + mln<1 + (k- 1)p).

Uber die Taylorentwicklung erhilt man die folgenden beiden Abschitzungen:

1 P © 1 p? p_ P
l 1— = — _t > — 4 _ = - 1 _ = - —
a(l=p) Z“z'p = Zi1p+2 o753 —p 2

(14 (k- 1)p) = S0 -1y > - p - %(k - 1%

i
i=1

Bei der zweiten Abschéitzung wurde benutzt, dass kp — 0 geht und daher die nach

einem negativen Reihenglied abgebrochene Reihe eine untere Schranke liefert.
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Es ergibt sich:

InE[Xx] = kln(%)ﬂk—l)m(p—z—L)+m<(k—1)p—%(k—1)2p2>

2 1-
= kln(—)—i— ~kmp? —i———i—k:mp—i—kmp
k 1—p
1 km 1 1
—§mp2 7 _p mp — §/<:2mp2 — §mp2

= kln <E) + —k‘mp2 + mp <ﬁ — 1>

1
—mp? — k2mp — kmp <ﬁ — 1>

3 1 1 1
= kl < ) kmp® (= — —— 2 —1) = Zk*mp?
n 2 + Rmp <2 1_p>+mp 1—p 3 mp

1-3p mp> 1

_ 2 I
= kln(k)—i—k‘mp 2(1—p)+1—p 2k‘ mp
> kln(ﬁ>+1 Em2—lkm2

= 2 5 p 5 P

O

Die Abschétzung fiir die Varianz der Zufallsvariable, welche die Anzahl stabiler Mengen
einer bestimmten Groéfse misst, ist recht aufwendig. Um die 2. Moment Methode anzu-
wenden, muss die Varianz der entsprechenden Zufallsvariable klein gegen das Quadrat
des Erwartungswerts sein. Die Varianz ist ein Maf fiir die Abweichung einer Zufallsva-
riable von ihrem Erwartungswert. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt:

Var[X] = E[(X - E[X]))?] = E[X?] -E[X]?

Der folgende Hilfssatz liefert eine Abschéitzung fiir das Verhltnis von IE [X?] zuIE [X3]%,
wobei die Zufallsvariable X} die Anzahl stabiler Mengen der Gréfe k misst. Aus diesem
Verhéltnis kann dann die Aussage zu Varianz und dem Quadrat des Erwartungswerts
abgeleitet werden. Der Ansatz dazu, sowie Teile der Rechnung orientieren sich dabei an

Satz 5.8 in [7].

Lemma 13. Sei m = n® fiir ein festes o > 0. Sei auferdem Xy eine Zufallsvariable,
welche die Anzahl der stabilen Mengen der Gréfie k > 1 in Instanzen von Gy m p misst.
Wenn fiir n gegen unendlich kp — 0 geht, dann ¢ibt es eine Konstante M so dass gilt:

Jﬂlj[[))((f]l < 1+MZ< eXp( 1+T()(1)kmp2+3k3mp3>>s_

Beweis. Sei G = (V,E) € Gy m,p ein zufilliger Schnittgraph. Fiir eine k-elementige
Knotenmenge A C V sei X4 die Zufallsvariable, welche genau dann den Wert 1 an-
nimmt, wenn A stabil ist und welche sonst 0 ist. Dann ist X} = ZAE( )XA Wegen

der Linearitéit des Erwartungswerts erhilt man fiir I [X k]
2

Ex] =E|[ Y xa| |= Y EXuXpl = > Pus

Ae(§) A.Be(y) A.Be(})
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wobei P4 p die Wahrscheinlichkeit dafiir notiert, dass sowohl A als auch B stabil sind.

Seien nun A, B € (Z) zwei k-elementige Knotenmengen mit |A N B| = s und sei Py die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass eine gegebene Menge von k& Knoten stabil ist. Fiir s =0
ist dann Py p = Pk2. Fiir s > 1 muss jede Featureclique eine der folgenden Bedingungen
erfiillen damit A und B stabil sind:

1. die Featureclique enthélt weder einen Knoten aus A noch einen aus B
2. die Featureclique enthélt genau einen Knoten aus AU B

3. die Featureclique enthélt genau einen Knoten aus A\ B und genau einen aus B\ A.
Fiir s > 1 ergibt sich:

Pap = <(1 — )5 4 2k — s)p(1 — p)?F 5 4 (k — 5)%p?(1 — p)2k_5—2>m )

Weiterhin gilt nach dem Beweis von Satz 11:

B(X,) = (Z)Pk . (Z) (1 =)+ ko1 =)™

Damit ergbit sich fiir den zu untersuchenden Term:

E[X7] ZA,Be(‘lj) Pa.p DI Be(Y) mit [ANB|=s Pas

E[Xi* E [X)? E [X;]°

L WOIR DO P

2 Pk2
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Zunéichst Pﬁ’zB (fiir |AN B| = s > 1) betrachtet werden:
k
Py p . ((1 — p)%fs + (2k — s)p(1 — p)%,s,l + (k- S)2p2(1 _ p)2k7572)m
P2 a 2m
‘ ((1 —p)* + kp(1 — p)k—1>
(= p)* e 2k — s)p(1 = p)E sl 4 (k= 5)?p?(1 — p)P o)™
<(1 — )2k + 2kp(1 — p)2h—1 4 k2p2(1 — p)Qk—2)m
(Qk 5)p (k—s)2p2\ ™
= 1 Tt + (1 p)
1—p)sm 2kp
( ) + ( )
1 2k —s)p (k- 8)2p2>
= ———exp(mln{ 1+ +
(L=p)m p< ( 1-p (1-p)?
Qkp k2p2 >
—min( 1+ +
( l-p (1-p)?
aylor 1 2k — _ &)2,2 1 (2k — 5)2p2
(Taylor) L m(( k S)p+(/<: 3)129 12k s)2p
_ (2k — s)(k — 5)*p® B l(k — s)4p4 N 1 (2k — s)3p3
(1-p)3 2 (1-p)* 3 (1—p)3
(2k — $)2(k — s)2p*  (2k — s)(k — s)*p° ! 1 (k- s)6p6>
(I-p)* (1—p) 3 (1—p))
21€P p2 14k %N 1kt
TP 20-pF (-pP 20 -p)
—5)2p2 1 2,2 2 2
R —— 2k—sp 2k:p+(k‘ s)*p? — 5(2k 2s)p + k2p
- P (1-p)
N %(% 8+ 2k:3 3)
(1 - )

1 smp s2mp? 3 3
< TG - 4k :
< (1_p)8mexp< 1—p+2(1—p)2+ mp

(1 — p)~*™ kann iiber Taylorentwicklung wie folgt abgeschétzt werden:
1 oo i o
a=pm exp(—sm In(1 — p)) = exp <sm; %) < exp <smp2p’ - 53me>

i=0
6) smp 1 9
exp 1—p - §smp .

—~

Fiir AQB ergibt sich:
k

PA B smp 1 2 smp s“mp 3 3
> S -5 Ak
P,? > eXP<1_p 2smp 1—p+2(1— ) + mp
1 2 2
= exp ( gsmp + 30— 2 + 4k3mp? )
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Um den Quotienten der Erwartungswerte abzuschétzen miissen noch die Binomialkoef-
fizienten betrachtet werden. Mit Hilfe der Formel 3.6 aus [10]

s _ 01 exp <_8—2 - ﬁ)

ns 2n  6n?

ergibt sich fiir die Binomialkoeffizienten:

DG _ B =Ry B _ L B (0
() st (k—3s)! (n)

2 3 2s
s k
< M I I
- P <2n * 6n2> ns
fiir eine Konstante M.

Durch Zusammenfiigen der Teilergebnisse ergibt sich die Behauptung:

—k
%_(nk)+z ksPAB
2 n
IE [X] ()

82 83 1 32mp2 k2s
< 1+ M S Csmpi 4 ——— + AkPmp® )
= Z;eXp<2n+6n2 T TR ) TS

k s
k2 1 1 1+o0(1) 3 3
< 1+M;<;exp<§+6+78mp + 4k°mp
<

k s
k2 1 1
1+ M E <; exp(l + +TO()kmp2 + 4k3mp3>> .
s=1

Mit diesen beiden Hilfssétzen kdonnen nun Aussagen zur unteren Schranke der Stabili-
tiatszahl bewiesen werden. Die bisherige untere Schranke aus Satz 10 ist 5 > (1 — e)#

fiir p > max (ln” 1n”) wihrend 5 < (2+¢) lnp” in Satz 11 fiir ln” Lp K \/  gezeigt
wurde. Eine erste Verbesserung der unteren Schranke liefert der folgende Satz.

Satz 14. Sei m = n® fir ein festes a > 0. Sei auferdem fiir eine beliebiges € > 0:

1\35 1\2 /1\1
m m n

dann ist in fast allen Instanzen von Gy, p die Stabilitdtszahl 8 > mLPQ fiir eine beliebige
Konstante c.

Beweis. Fiir mp? > ¢, ist die Aussage erfiillt, da jeder nichtleere Graph eine stabile
Menge der GroRe 1 enthilt. Sei daher im Folgenden mp? < c.

Die Argumentation basiert auf der 2. Moment Methode. Sei dazu X} eine Zufallsva-
riable, welche die Anzahl stabiler Mengen der Grofe k in Instanzen von Gy, ,,,, zéhlt.
Wenn nun gezeigt werden kann, dass fiir n gegen unendlich
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1. [E[Xg] — oo und
2. Var [X;] < E[X,)?

gilt, folgt nach der 2. Moment Methode, dass IP [X} = 0] fiir n gegen unendlich gegen
0 geht.

Zuerst soll die erste Bedingung iiberpriift werden. Sei k = mLpQ. Mit der Voraussetzung

1
3
k‘p:i§5<l> — 0.
mp e\m

Folglich kann Lemma 12 angewandt werden und es gilt:

€ (%)g < p folgt:

1- 1
InE[X;] > k:(ln <%) + 5 Emp2 - ik:mp2>.

Durch Einsetzen fiir k ergibt sich:
mEXy] > [ 1n (Lnmp?) = €
— | In{ —-nm ——1.
. M= mp? c P 2
1

1 1
Wegen mp? < c ist =% nach unten beschriinkt. Auferdem folgt aus (%) 2 (l) t L

mp2 n

1
—nmp2 > /n — oo.
c

Fiir n gegen unendlich gehen also InIE [X}] und IE [X}] gegen unendlich.

Nun muss noch die zweite Bedingung iiberpriift werden. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass:

Var[X] _ E[XF-EX? _BXF
E X, E X, E [X]” |

Da kp gegen 0 strebt, sind die Voraussetzungen von Lemma 13 erfiillt und es gibt eine
Konstante M mit:

E [X7]

k s
k2 1+0o(1) 2 3 3

— = < 14+ M — 1+ —2k 4k .
ExP S + ;1(” exp( + ——kmp® + kP mp

Es ergibt sich:

2

k s
M Z (k— exp <1 + kmp® + 4k3mp3)>
n
s=1
k+1
(k—: exp <1 + kmp? + 4/<:3mp3>> -1

% exp <1 + kmp? + 4k3mp3> -1

E [X7]
E [X;]?

IN

—~
=

= M -1
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Damit geniigt es zu zeigen, dass fiir n gegen unendlich gilt:

kQ
— exp (1 + kmp? + 4k:3mp3) — 0.
n

1

1

Nach Voraussetzung ist p > (%) 2 (%) 4 und es gilt:
k2 n
— =g =0
n m2p

(&
mp

Auferdem gilt fiir das Argument der Exponentialfunktion wegen k = —%5:

4¢3

1+ kmp? +4k3mp® = 1+c+ — 3
m=p

2
Dieser Term ist wegen der Voraussetzung p > € (%)3 nach oben beschrankt. Damit

wurde gezeigt:
Var [Xk]

IE [X})?

Die beiden Voraussetzungen um die 2. Moment Methode anwenden zu konnen sind
erfiillt. Es folgt, dass IP [ X = 0] fiir k& = 2 und n gegen unendlich gegen 0 konvergiert,

m

d.h. es gibt in fast allen Instanzen von G, ,, , stabile Mengen der Grofse k. O

Die untere Schranke konnte leicht verbessert werden, allerdings nicht fiir den komplet-
ten Bereich fiir p. Damit stellt sich die Frage, ob durch sorgfiltigere Abschitzungen
ein grofkerer p-Bereich hitte abgedeckt werden kdnnen. Der Autor hat daher alle Ab-
schitzungen der beiden Lemmata 12 und 13 sowie des Satzes 14 {iberpriift und versucht
die Genauigkeit der Rechnung an diesen Stellen zu verbessern. Die dabei erzielten Ver-
besserungen in den Zwischenergebnissen schlugen sich leider nicht in einem besseren
Endergebnis nieder.

Im néchsten Satz wird untersucht unter welchen Bedingungen j};;gl eine untere Schranke

fiir die Stabilitdtszahl ist. Es ist natiirlich nicht zu erwarten, dass diese Schranke fiir
Inn

ein beliebiges c gilt, da in Satz 11 bereits die obere Schranke mit (2 + €)-2% angegeben

mp?

wurde.

Satz 15. Seim = n® fir eine Konstante a > 0 und sei ¢ eine Konstante mit ¢ > 2—%04.
Wenn nun gilt:

P2

)

1—

o

1
2
m3an

dann ist in fast allen Instanzen von G, m,p die Stabilitdtszahl 3 > CWIL%.

Beweis. Zunichst ist anzumerken, dass c¢ fir a > % in der Voraussetzung durch eine
negative Zahl nach unten beschrankt wird. Sollte ¢ kleiner oder gleich 0 sein, so gilt die
Behauptung, da jeder nichtleere Graph eine stabile Menge der Grofse 1 enthélt. Sei im
Folgenden daher ¢ > 0.
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Wie in Satz 14 nutzt der Beweis die 2. Moment Methode. Sei dazu X}, eine Zufallsva-
riable, welche die Anzahl stabiler Mengen der Grofe k in Instanzen von Gy, p, , zéhlt.

Zuerst soll iiberpriift werden, ob der Erwartungswert IE [ X}] fiir n gegen unendlich gegen
unendlich strebt. Sei k = <22 Wegen p > , /—5=+ und ¢ > 2 — %a folgt fiir kp:

mp? manl-%
clnn
kp =
mp
1 1 c
clnn m3n2"1
<
m
1 2, ¢
= clnnn273%1
1.2, 1(9 4
< clnnn27 3¢ i(2-30)
= clnnn 3¢
— 0.

Folglich darf Lemma 12 angewandt werden und es gilt:

1— 1
mE[X;,] > k:(ln (%) + € mp® — §/<:mp2>.

Durch Einsetzen fiir k erhilt man:

| 1 1-—
B > 2 f;g(m<dmnmp2>_gm>+ ~eian

1

clnn

Der Erwartungswert strebt nun gegen unendlich, wenn ln( nme) — 5 Inn nicht

negativ ist. Nach Voraussetzung ist p > L__ Damit folgt:

2 q_c¢
m3n 2

1 9 c 1 nm &
n nmp” | —<zlnn > In 5 -] —zlnn
clnn 2 clnn p3pl-3 2
1 c
= In nsms | — < lnn
clnn 2
c C
> In (n?)——lnn
2

e

Der Erwartungswert von X lduft gegen unendlich.

Um die 2. Moment Methode anwenden zu kénnen muss auferdem iiberpriift werden, ob
die Varianz von X} klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist. Dazu geniigt es
zu zeigen:

Var [Xj] _ E [X7] —E[X;]° _ E [X7]

5 3 2——1 — 0.
IE [X] IE [X4] IE [Xy]

Da kp gegen 0 geht, darf Lemma 13 angewandt werden und es gibt eine Konstante M
mit:

E [X7] : (k < L+o(1), ’
< 14+ M ~exp( 1+ ——kmp? + 4k3m 3)) .
B (X, 2 e 2 !

s=1
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Das kann umgeformt werden zu:

E [X7]
IE [X]?

—~
ot
Nig

M

Dieser Term geht gegen 0 wenn % exp (

k+1
(% exp <1 + H%(l)k:me + 4k3mp3>> -1

2

k s
k? 1 1
-1 < Mg (z exp<1++7o()kmp2+4k3mp3>>
s=1

n

—1

E oxp <1 + 1Jr+(1)kmp? + 4l<:3mp3> -1

1+—;(1)kjmp2 + 4k3mp3> gegen 0 strebt. Durch

Einsetzen fiir £ und mittels der Voraussetzung p > ) 1172 erhélt man:
m3n 2
k2 1+o0(1) 9 Inn c In®n
—e ——=km 4k3mp? ) = F———e 1+0(1))= Inn + 4c°
" Xp< 5 p°+ p mipt &P (1+o(1)5nn+ e
_ 2 In?n n(1+o(1))%+403::22p%
nm2p?
_ 2 In® 1 (14o(1) g +act i n
m2p?

4
2,.2—C 142 In2
2mAnt eI o) s a1

m2

In2
e n(1+0(1))%+403n;‘2—1:§fl

Aln’n n*

2

§CV

2 1 c 31n2n
1-5a—(1-0o(1)) §+4c mZp3

Aln’nn

Es bleibt zu zeigen, dass der Exponent von n durch eine negative Konstante nach oben
beschriankt ist. Nach Voraussetzung gibt es ein € > 0, so dass ¢ =2 — %a—i— €. Durch
erneutes Einsetzen der Voraussetzung fiir p ergibt sich fiir den Exponenten von n:

c

1-— ga— (1—-0(1))z +4c

2

Die Varianz von X ist fir k =

3ln2n

m2p3

clnn
m

3_3
smn2"1¢In%n

2 c
1—§a—(1—0(1))§ + 4c —

2
1- 3%~ (1- 0(1))% +4In2n n2 o ae

-2 (1 (1)12 2ot
3(1 02 3(16

3 3 4
4P InZn na—o 1 2—Jate)

1 1 4
—56—}— % (2 - ga—}—e) +41n%n 7”fge

1
—3¢ + o(1).

klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts.

Damit sind die Voraussetzungen fiir die 2. Moment Methode erfiillt und es folgt, dass
P(X) = 0) fiir n gegen unendlich gegen 0 strebt. Also gibt es in fast allen Instanzen
von Gy, mp eine stabile Menge dieser Grofe. O
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Die Voraussetzung von Satz 15 ist nur fiir ¢ < 2 interessant. Denn fiir ¢ > 2 gilt die
Schranke erst fiir p mit

1 1 Inn
p = —3 [ ¢ >\ >\
m3n 2 m3 m

so dass die vom Satz aufgestellte Schranke fiir die Stabilitdtszahl <2

mp?

gegen 0 lduft.

Inwiefern sind nun die Bedingungen an p in Satz 15 schirfer als in Satz 147 Um diese
Frage zu beantworten muss man die Fille o < % und o > % unterscheiden. Fiir a < %
liefert Satz 14:

1\3
fiirp > ¢ (—) gilt: B> —
m

c
mp?’

Satz 15 liefert fiir dasselbe v und ¢ =2 — %a + e

Wi

1 c (1 . clnn
——F = ni| — gilt: B> -
m§n1_§ m mp
Satz 14 deckt also mit der schwiicheren Aussage einen nur geringfiigig gréferen Bereich
fiir p ab. Die Voraussetzungen der beiden Sétze sind in diesem Bereich fast gleichwertig.

firp >

Im Fall o > % ergibt sich dagegen bei Satz 14:

1 1
1\2/1\2
fiir p > <—> <—) gilt: B> —
n m mp
und bei Satz 15 fiir ¢ = €:
1 € 1
1 1\2 74 /1\3 1
firp > (| —F—— = <—> <—) gilt: f>° ng-
m3n'~2 n m mp

Mit steigendem « wichst das von Satz 14 abgedeckte Intervall fiir p somit wesentlich
schneller als bei Satz 15.

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Stabilitdtszahl von zufélligen Schnittgraphen untersucht.
Nachfolgend zunichst ein Uberblick iiber die Aussagen der einzelnen Sitze.

[7] P <ium B=n

[7] bhn <« p B=1

Satz 9 p <1 8> (1 _ 0(1))n

Satz 10 max (IHW", lnT") < p B> (1- e)mLp2

Satz 11 B p <\ BE < (246)mn

Satz 14 € (% 3 < p 8> mi)g (fiir a < %, ¢ beliebig)

Satz 14 (%)% (%)i < p 8> mi)g (fiir o > %, ¢ beliebig)

Satz 15 lnf (%)?_ p BZcrlnn—pZ (fﬁra<%,c:2—%a—i—e)
Satz 15 (1)271(L)s < p B> crlnn—p@ (fiir o > 32, ¢ beliebig)
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Betrachtet man die Stabilitétszahl fiir das komplette Intervall von p, ergibt sich das in

Abbildung 4 dargestellte Bild. Fiir p < ﬁ enthalten zufillige Schnittgraphen fast
1

sicher keine Kanten. Fiir etwas grofere p mit p <
stanzen eine stabile Menge, welche n — o(n) Knoten umfasst. Im Bereich 1“7" <p K

1“7" ist die Stabilitidtszahl nach oben durch (2 + e):nn—p’; beschrinkt. Fiir den obe-
ren Teil dieses Gebiets kommt die untere Schranke bis auf einen konstanten Faktor
an diesen Wert heran. In einem anderen Teil (max (MW",IHT") < p) konnte zumin-
dest (1 — e)mLp2 als untere Schranke gezeigt werden. Fiir den Rest (im Wesentlichen

gibt es dann in fast allen In-

% L p K h‘T" bei a > 1) ist keine untere Schranke bekannt. Ab p > h‘W" schliefslich
sind die zufélligen Schnittgraphen fast sicher vollsténdig.
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* flir ein konstantes aber sehr kleines € >0

Abbildung 4: Aussagen zur Stabilitdtszahl

Damit ist die Stabilitétszahl fiir die meisten Bereiche von p schon recht gut abgesteckt.
Insbesondere konnte eine obere Grenze gefunden werden, welche den von Kapitel 3
offengelassenen Parameterbereich fast vollsténdig abdeckt. Damit ist die Grundlage fiir
die Abschitzung der Approximationsgiite des Greedy-Algorithmus in diesem Bereich
geschaffen.

Es bleiben im Wesentlichen zwei offene Punkte. Erstens konnte fiir einen Grofteil der

Featurewahrscheinlichkeiten zwischen % und an bei o > 1 keine untere Schranke fiir
die Stabilitétszahl gefunden werden. Und zweitens unterscheiden sich obere und untere
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Schranke im Bereich lnﬁn Lp K (%)% um den Faktor 2Inn. Das bedeutet entweder,
dass die sich Stabilitidtszahlen von G, ,,, , fiir dieses p-Intervall einfach nicht so stark
um einen Wert konzentrieren, oder dass die Schranken noch nicht bestmdglich sind. An
dieser Stelle sieht der Autor einen Ansatzpunkt fiir weitere Untersuchungen.
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5 Approximation der chromatischen Zahl von zufalligen
Schnittgraphen

Dieses Kapitel beschéftigt sich wieder mit dem Farben von zufélligen Schnittgraphen.

Fiir p < —i

mlnn

bei a < 1 sowie fiir p < % konnen fast alle Instanzen optimal

gefarbt werden (Kapitel 3) und ab p > \/IHW" sind fast alle zufélligen Schnittgraphen

vollstdndig (Abschnitt 2.4). Dieses Kapitel betrachtet daher Featurewahrscheinlichkei-
ten p zwischen diesen beiden Grenzen. Wie bereits in der Zusammenfassung von Ka-
pitel 3 versprochen, soll dazu zunéchst eine untere Schranke fiir die chromatische Zahl
von zufilligen Schnittgraphen aus den Resultaten von Kapitel 4 abgeleitet werden.

WEeil die Farbklassen einer Farbung stabile Mengen sind, gilt:
S "
X > =.
B
Nach Satz 11 ist die grofte stabile Menge in fast allen Instanzen von Gy ,,, kleiner

als (2 + €) B2 wenn 12 « p < an" Damit folgt fiir die chromatische Zahl dieser

mp?2’ m
Instanzen:

Inn Inn . n 1 mp
wenn — K p K {/ —, dann gilt: x > = > —np > np.
m m 15} 24+€elnn

Nach Lemma 2 ist fiir p > th" die Grofke der Featurecliquen und damit auch die
chromatische Zahl in fast allen zufélligen Schnittgraphen durch (1 — €)np nach unten
beschrankt. Die aus den Abschétzungen zur Stabilitétszahl abgeleitete Schranke ist also
fiir grofere p deutlich besser als die in Kapitel 3 verwendete, welche aus der Grofe der
Featurecliquen abgeleitet wurde. Im Folgenden wird daher die neue Schranke benutzt
um die Approximationsgiite von Férbealgorithmen abzuschétzen.

Wie lassen sich zufillige Schnittgraphen mit grokeren p firben? In einer ersten Uber-
legung kann man untersuchen, inwiefern die Ergebnisse aus Kapitel 3 fiir Approxima-
tionen verwendet werden konnen. In Abschnitt 3.2 wird der Greedy Algorithmus auf
smallest-last Knotenanordnungen untersucht. Die Resultate basieren darauf, dass die
Anzahl der dabei benétigten Farben durch das Maximum der Minimalgrade aller Sub-
graphen der zu firbenden Instanz beschriinkt ist. Eine einfache Uberlegung zeigte dann,
dass es geniigt Subgraphen zu betrachten, die ausschlieRlich aus dicken Knoten (Knoten
mit mindestens zwei Features) bestehen. Die besten Resultate konnten mit den Sétzen 6
und 8 erzielt werden, indem eine obere Schranke fiir die maximale Anzahl dicker Nach-
barn eines dicken Knoten und damit auch fiir den Knotengrad in solchen Subgraphen
gefunden wurde.

Fiir die zufélligen Schnittgraphen im hier betrachteten Bereich von p sind jedoch fast
alle Knoten dick. Ein Ansatz wie in Satz 6 bzw. Satz 8 1auft somit im Wesentlichen auf
eine Betrachtung des normalen Maximalgrads in zufdlligen Schnittgraphen hinaus. Im
Beweis von Satz 10 wurde gezeigt, dass fiir p > max (lnT”, mW") der Maximalgrad fast
sicher durch (1 + ¢)nmp? nach oben beschriinkt ist (bei beliebigem € > 0). Die Anzahl
der vom Greedy-Algorithmus bendétigten Farben ist durch A 4 1 beschréinkt, d.h. der
einfache Greedy-Algorithmus liefert bei p > max (ln" ln—") fast sicher eine Farbung

m ) m
mit (1 + €)nmp? Farben.
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Wie nah ist dieses Ergebnis an einer optimalen Farbung? Mit Hilfe der oben abgeleiteten
unteren Schranke fiir die chromatische Zahl erhélt man folgende Abschitzung fiir die
Approximationsgiite des einfachen Greedy-Algorithmus:

A+1 < (1 + €)nmp?

- _1 mp
X 2+e€ lnnnp

= 1+e)(2+€)lnn < (2+¢)lnn

fiir ein beliebiges ¢ > 0. Die gefundene Férbung enthilt daher schlimmstenfalls
(24 €)Inn x Farben.

Von dem zu betrachtenden Intervall bleibt nun lediglich noch der Teil p < % bei a > 1
zu untersuchen. In diesem Bereich gilt die oben benutzte Schranke fiir den Maximalgrad
nicht, da Lemma 2 nicht angewandt werden kann und somit keine Schranke fiir die Grofe
der Featurecliquen zur Verfiigung steht. Ganz analog zu diesem Lemma lésst sich jedoch
zeigen, dass fast kein zufélliger Schnittgraph bei p <« % eine Featureclique mit mehr als
O(Inn) Knoten enthélt.

Lemma 16. Sei m = n® fiir ein festes a > 0 und p < %, dann hat fast jede Instanz
von Gp.mp ausschlieflich Featurecliquen mit weniger als clnn Knoten fiir eine beliebige
Konstante ¢ > %a.

Beweis. Sei G = (V, E) € Gy, m,p ein zufélliger Schnittgraph und B = (V U W, Ep) der
bipartite Generator von G. Fiir w € W sei X, die Zufallsvariable, welche die Grofe der
von w erzeugten Featureclique misst. Sei ¢ = %a +eund ¢ =c— 5. Da X, binomial-
verteilt ist, kann die Ungleichung von Chernoff angewandt werden (Abschnitt 2.2.2).

P[X, >clnn] < IP[XwZIE[Xw]—i—c'lnn], da E[Xy,]=np—0
(3) (d'Inn)?
S expl|l g
2np+ 5cInn
<

— 3 "In
exp 2+6,c n

I
= n =,

Fiir die Wahrscheinlichkeit der Existenz einer Featureclique mit mehr als ¢lnn Knoten
ergibt sich:

/

P [Fpew : X > clnn] < mP[X, >clnn] < n® T 0

fiir ein geniigend kleines € > 0.

Folglich enthilt fast jede Instanz von G, ,,, ausschlieflich Featurecliquen mit weniger
als clnn Knoten. O

Der Maximalgrad ist beschrinkt durch das Produkt der maximalen Anzahl von Features
eines Knotens (nach dem Beweis von Satz 10 (1 + €)mp) und der oberen Schranke fiir
die Grofe der Featurecliquen. Damit ergibt sich fiir die Giite des Greedy-Algorithmus:

2
A+1 < (1 +¢)mpO(Inn) _ O(ln n>

- _1 mp
X 24¢eInn np np
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Je schneller np gegen 0 strebt, desto schlechter ist diese Approximationsgiite. Das Ergeb-
nis ldsst sich jedoch verbessern. Der Erwartungswert fiir die Grofe einer Featureclique
(np) strebt gegen 0, d.h. die zufélligen Schnittgraphen in diesem Bereich enthalten sehr
viele leere oder kleine Featurecliquen. Um eine Kante zu erzeugen muss eine Feature-
clique mindestens zwei Knoten enthalten. Bei der Betrachtung des Maximalgrads kon-
nen also alle Featurecliquen ignoriert werden, die gar keinen oder nur einen Knoten
enthalten. Analog zu den dicken Knoten (Knoten mit mindestens zwei Features) kon-
nen dicke Features bzw. dicke Featurecliquen definiert werden.

Definition 15 (dicke Featureclique) Sei G ein zufilliger Schnittgraph. Eine Feature-
clique in G heifst dick, wenn sie mindestens zwei Knoten enthélt.

Sei G ein zufilliger Schnittgraph und B = (V U W, Ep) sein bipartiter Generator. Der
Maximalgrad von G ist beschrinkt durch die maximale Anzahl dicker Featurecliquen
eines Knotens multipliziert mit der maximalen Groéfse der Featurecliquen. Letzteres ist
nach Lemma 16 fiir p < 2 durch O(Inn) beschréinkt. Betrachtet man den Schnittgra-
phen G’ der entsteht, wenn die Featuremenge W als Knotenmenge und die Knotenmenge
V' als Featuremenge aufgefasst wird, so gibt es zu jeder dicken Featureclique von G einen
dicken Knoten in G’. Die maximale Anzahl dicker Featurecliquen eines Knotens von G
entspricht somit der maximalen Anzahl dicker Knoten einer Featureclique in G’, welche
mit Lemma 7 abgeschitzt werden kann. Auf diese Weise interpretiert liefert Lemma 7:

Lemma 7°. Sei m = n® fir ein festes a > 1. Falls p > \/%, so enthdlt fast

keine Instanz von Gy, Knoten, die in mehr als (1 + e)nmp® + /nmp? Inm dicken
Featurecliguen enthalten sind.

Fiir die Schranke der Approximationsgiite des Greedy-Algorithmus ergibt sich damit
bei /- < p< L

A1 <(1 + €)nmp? + /nmp?In m)O(ln n)
<

- _1 mp
X 2+4-€ lnnnp

= <(1+6)+ o

3
O(Inn) + O (L@) .

5 In m> O(In?)

nmp

Abhiingig davon, wie schnell nmp? gegen unendlich strebt, liegt die Approximationsgiite
daher zwischen O(In? n) und o(In® n). Sie ist damit potentiell deutlich besser als die oben

ermittelte Approximationsgiite von O 12—;)

Abbildung 5 stellt iiberblicksartig die bislang erhaltenen Ergebnisse zum Firben von
zufilligen Schnittgraphen dar.

Der Parameterraum, fiir den keine optimale Farbung angenommen werden kann, wurde
komplett durch Approximationsaussagen (Approximationsgiite o(In®n) oder (2+¢) Inn)
abgedeckt. Lisst sich diese Aussage noch verbessern? An dieser Stelle scheint wieder
ein vergleichender Blick zum G, ,-Modell angebracht. Fiir dieses Modell zufilliger Gra-
phen konnte gezeigt werden, dass ein modifizierter Greedy-Algorithmus zum Férben
fast sicher nur etwa doppelt so viele Farben wie unbedingt erforderlich benétigt [9].
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/////////// )

m optimal firbbar (vollstindig) |:| Greedy approximiert auf Faktor (2+¢)In(7)
|:| optimal férbbar (chordal) |:| Greedy approximiert auf Faktor o(In’ )

m optimal firbbar (Greedy) % optimal firbbar (keine Kanten)

Abbildung 5: Farben von zufélligen Schnittgraphen

Grimmet, McDiarmid (1975). Es ezistiert eine Konstante co, so dass der unten
vorgestellte Firbealgorithmus (Algorithmus 3) fir © < p <1 — e (bei einem beliebigen
€ > 0) fast sicher eine Approzimationsgiite von 2+ o(1) auf Gy, erreicht.

Es werden maximale stabile Mengen gesucht, aus dem Graphen entfernt und mit jeweils
einer Farbe gefirbt. Sobald nur noch ein kleiner Rest der Knoten iibrig ist, bricht der
Algorithmus ab und gibt jedem dieser Knoten eine eigene Farbe. Bei der Analyse des
Algorithmus wird davon ausgegangen, dass die Kanten des zu farbenden Graphen erst
wahrend des Laufs des Algorithmus ausgewiirfelt werden. Erst in Zeile 6 werden die
Nachbarn des Knotens v bestimmt. Am Anfang eines jeden Durchlaufs durch die dufsere
Schleife sind alle Kanten des Restgraphen G unbestimmt. Wahrend des Durchlaufs
durch die dufere Schleife werden dann genau die Kanten bestimmt (geméf des G, -
Verfahrens), die am Ende durch das Entfernen von S mitentfernt werden. Damit liegt
dem Algorithmus am Anfang eines jeden Durchlaufs durch die dufere Schleife ein Graph
mit ausschliefslich unbestimmten Kanten vor, und es kann angenommen werden, dass
es sich um eine G, p-Instanz handelt. Details zum Algorithmus und zum Beweis der
Approximationsgiite kénnen in [3] nachgelesen werden.

Leider kann diese Analyse nicht ohne Weiteres auf zufillige Schnittgraphen {ibertragen
werden. Das Problem liegt darin in einem Durchlauf nur genau die Kanten zu bestim-
men, die dann mit der gefunden maximalen stabilen Menge S entfernt werden. Wiirde
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Greedy-Firbung des Graphen G = (V, E)
1 ¢:=0, n:=|V|
2 while |[V|> - do
3 S:=0, H:=G
while H # () do
S:=SU{v} (fir ve V(H) beliebig)

4
5
6 H:=H\ ({v} UN(U))
;
9

G:=G\S, c:=c+1
farbe alle Knoten in S mit Farbe ¢
férbe die restlichen Knoten in V mit jeweils einer Farbe

Algorithmus 3: modifizierter Greedy-Algorithmus

man zuerst die komplette Kantenmenge bestimmen und dann den Algorithmus laufen
lagsen, funktioniert das Analyse-Verfahren nicht, denn bereits im ersten Durchlauf wiir-
den z.B. alle Knoten ohne Features entfernt werden. Nach dem ersten Durchlauf durch
die duflere Schleife enthélt der Restgraph daher nur noch Knoten mit mindestens einem
Feature. Man darf dann nicht mehr davon ausgehen, dass eine typische Instanz eines
zufilligen Schnittgraphen vorliegt. Bei den klassischen zufilligen Graphen wurde dieses
Problem umgangen, indem in jedem Durchlauf durch die duftere Schleife nur die Kanten
bestimmt werden, die dann beim Entfernen von S aus G mit entfernt werden. In zufélli-
gen Schnittgraphen ist es jedoch nicht moglich so selektiv Kanten zu bestimmen. Denn
um hier die Nachbarschaft eines Knotens v zu bestimmen, miissen im entsprechenden
bipartiten Generator zunéchst die Features von v und dann alle Knoten dieser Features
bestimmt werden. Damit wiirden jedoch gleichzeitig auch Kanten innerhalb der Nach-
barschaft von v festgelegt. Auch nach dem Herausnehmen von S aus G in Zeile 7 wiirde
der Restgraph noch Kanten enthalten. Man kann also nicht sicher sein auch nach dem
ersten Durchlauf durch die dufsere Schleife noch einen zufélligen Schnittgraph vorliegen
zu haben.

Zusammenfassend kann man festhalten, dass der einfache Greedy-Férbealgorithmus auf
zufilligen Schnittgraphen fast sicher eine Approximationsgiite von o(In®n) hat, wenn

% < p < 1. Fiir max (ln—" ln—”) < p K \/lnﬁ erzielt er sogar eine Giite von

n n’m
(2 + €)Inn. Bei groferen Featurewahrscheinlichkeiten p > IHW" sind die zufilligen
Schnittgraphen fast sicher vollstdndig, und kénnen optimal gefarbt werden. Die grofe
Differenz zur bekannten Approximationsgiite auf klassischen zufilligen Graphen lésst
vermuten, dass sich die hier erhaltenen Ergebnisse noch verbessern lassen. Fiir klassische
Zufallsgraphen konnte gezeigt werden, dass Greedy fast sicher mit 2y Farben auskommt.
Jedoch ist weder der Ansatz aus Kapitel 3 noch das bei der Analyse von Greedy auf
klassischen zufélligen Graphen angewandte Verfahren geeignet eine bessere Abschétzung
zu erhalten. An dieser Stelle sieht der Autor daher einen Ansatzpunkt fiir zukiinftige

Untersuchungen.
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6 Experimentelle Ergebnisse

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln untersucht wurde, wie gut der Greedy-
Algorithmus in Verbindung mit einer smallest-last Heuristik zuféllige Schnittgraphen
farbt, soll er nun auf einige reale Graphen angewandt werden. Die drei im Folgenden
vorgestellten Instanzen stammen aus [11]. Im Schauspielergraphen représentieren die
Knoten Schauspieler und werden durch eine Kante verbunden, wenn es einen Film gibt,
in dem beide mitgespielt haben. Dieser Graph liegt in Form seines bipartiten Generators
vor, d.h. die Zuordnung von Schauspielern (Knoten) zu Filmen (Features) ist bekannt.
Der WWW-Graph enthélt die Struktur der nd.edu domain. Dabei bilden die Webseiten
die Knoten, die durch eine Kante verbunden werden, wenn es einen Hyperlink von der
einen zur anderen Seite gibt. Der Proteingraph stellt das Zusammenspiel der Proteine
fiir Hefe dar, wobei die Proteine die Knoten bilden. Der vierte und letzte gefarbte Graph
stammt aus [12] und ist eine Karte der Router fiir einen Teil des Internets. Die Knoten
reprisentieren Router und werden mit anderen Knoten verbunden, wenn die beiden
Router benachbart sind.

Die Ergebnisse des Greedy-Farbealgorithmus mit smallest-last Heuristik auf realen Gra-
phen:

Schauspieler WWW Protein Router
Knoten (n) 392 340 325 730 2116 720 718
Kanten 15038 083 1090 108 2203 860 564
Features (m) 127 823 528 640 1937 860 337
P 29.32-107% 797 .107% 984.95-107% 2.78 .10
e 0.9129 1.0381 0.9885 1.0131
bendtigte Farben 294 156 6 4
grofte gefundene Clique 294 155 6 3

Die ersten beiden Zeilen der Tabelle enthalten die Anzahl der Knoten bzw. Kanten der
jeweiligen Graphen. Um die hier erhaltenen Ergebnisse in die Aussagen der anderen
Kapitel einordnen zu koénnen, wird die Anzahl der Features m und die Featurewahr-
scheinlichkeit p bendtigt. Wihrend beim Schauspieler-Graphen die Features (und damit
auch p) gegeben sind, miissen sie fiir die anderen Graphen zusétzlich bestimmt werden.
Dafiir wurde der in [8] vorgestellte Algorithmus zum Finden von Features verwendet,
der in gewisser Weise zu einem Graphen einen wahrscheinlichen bipartiten Generator
liefert. In der vorletzten Zeile ist schliefflich die Anzahl der Farben aufgefiihrt, die der
Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung der Knoten benotigt. Zum Ver-
gleich wurde dann in der letzten Zeile die Grofe der grofiten gefundenen Featureclique
als eine untere Schranke fiir die chromatische Zahl aufgefiihrt.

Auf den getesteten Graphen schneidet der Algorithmus hervorragend ab. Mindestens
zwei der vier Graphen werden optimal gefdrbt. Bei den anderen beiden wurde hochstens
eine Farbe mehr als unbedingt nétig benutzt. Eine exakte Einordnung dieser Ergebnisse
in die Aussagen der vorangegangenen Kapitel ist nicht moglich, da alle verwendeten
Schranken vollig von konstanten Faktoren abstrahieren und aufserdem immer nur fast
sicher gelten. Eine Einordnung in die durch Abbildung 5 gegebene Ubersicht ist in
Abbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6: reale Graphen in Relation zu den Férbeergebnissen

Die Graphen liegen also alle in einem Bereich, in dem fiir den Greedy-Algorithmus eine
Approximationsgiite von (2 + €) Inn nachgewiesen werden konnte. Dennoch werden sie
anndhernd optimal gefarbt.
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In den vorangegangen Kapiteln wurde untersucht, wie sich zuféllige Schnittgraphen
farben lassen. Dabei wurde besonderes Augenmerk auf den Greedy-Algorithmus gelegt,
da dieser vergleichsweise einfach aufgebaut und einfach zu untersuchen ist und auferdem
auf klassischen zufilligen Graphen sehr gute Ergebnisse liefert.

Es wurde das Modell der zufilligen Schnittgraphen Gy, ,, , verwendet, da die Ausgaben
dieses Modells oft deutlich nidher an realen Graphen liegen als das bei den klassischen
zufilligen Graphen der Fall ist. Kapitel 3 beschiftigte sich mit der Frage, wie und in
welchen Bereichen fiir die Anzahl der Features m und die Featurewahrscheinlichkeit p
zuféllige Schnittgraphen fast sicher optimal gefirbt werden kdnnen. Es konnte gezeigt

werden, dass fir p < \/% fast alle zufilligen Schnittgraphen chordal sind. Auf der
Klasse der chordalen Graphen ist das Farbeproblem nicht N P-vollstdndig, sondern kann
in linearer Zeit gelost werden. Im Anschluss daran wurde der Greedy-Algorithmus auf
einer smallest-last Anordnung der Knoten untersucht. Fiir a < 1 stellte sich heraus,
dass dieser Algorithmus fiir % <p K m fast sicher optimal férbt. Da sich in
linearer Zeit auch feststellen lasst ob ein Graph chordal ist, liefert die Kombination bei-
der Ergebnisse ein Verfahren zum optimalen Férben fast aller zufélligen Schnittgraphen

in der Vereinigung der beiden Parameterbereiche.

Bei der Analyse in Kapitel 3 wurde die Grofe der Featurecliquen als untere Schranke
fiir die chromatische Zahl benutzt. Es war zu erwarten, dass diese Schranke mit zuneh-
mendem « und p schlechter wird. Daher beschiftigte sich das darauffolgende Kapitel
mit der Stabilitétszahl von zufilligen Schnittgraphen, mit deren Hilfe eine andere unte-
re Schranke fiir die chromatische Zahl abgeleitet werden kann. Zunéchst konnte gezeigt
werden, dass fiir p < % fast alle zufélligen Schnittgraphen eine stabile Menge enthal-
ten, die (1 — o(1))n Knoten umfasst. Fiir grofere p wurden eine obere und eine untere
Schranke der Stabilitdtszahl bestimmt, die sich um den Faktor (2+¢€) Inn unterscheiden.
Zur weiteren Einschrinkung hat der Autor mit Hilfe der 2. Moment Methode und eini-
ger aufwendiger Rechnungen versucht die untere Schranke zu verbessern. Dabei konnte
sie fiir den oberen Teil des p-Intervalls verbessert und der Quotient aus beiden Schran-
ken auf einen konstanten Faktor reduziert werden. Teilweise offen bleibt die Frage, wie
die Stabilititszahl in dem unteren Teil des p-Intervalls aussieht. Die in dieser Arbeit
verfolgten Ansétze scheinen nicht geeignet zu sein, die hier erhaltenen Schranken zu
verbessern. Es wére auch denkbar, dass die Stabilitdtszahlen der zufilligen Schnittgra-
phen entsprechend gestreut sind und sich die beiden Schranken trotz des vergleichsweise
grofen Unterschieds nicht wesentlich verbessern lassen.

Mit Hilfe der gewonnenen Aussagen zur Stabilitédtszahl konnte in Kapitel 5 eine neue
und deutlich bessere untere Schranke fiir die chromatische Zahl zufélliger Schnittgra-

Inn

phen im Bereich lnﬁn < p < 4/t abgeleitet werden. Die Approximationsgiite des
Greedy-Algorithmus liefs sich damit unabhéngig von der verwendeten Knotenanordnung

auf (2 + €)Inn im Bereich max (22 122} « » <« /1% ypd auf o(In®n) im Bereich

n’m m
\/ % Lp K % abschétzen. Der Vergleich mit der Approximationsgiite von Greedy auf
klassischen Zufallsgraphen (2 4 o(1)) sowie die experimentellen Ergebnisse lassen aller-
dings vermuten, dass die hier bewiesene Approximationsgiite noch nicht bestmdoglich

ist. Daher wurde der Ansatz zum Beweis der Approximationsgiite auf G, , auf An-
wendbarkeit bei G, ,, , untersucht, erwies sich jedoch als nicht {ibertragbar. Das Finden
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einer besseren Abschitzung fiir die Approximationsgiite des Greedy-Algorithmus (evtl.
in Verbindung mit anderen Heuristiken) sowie die Analyse anderer Fiarbealgorithmen
sind mogliche Ankniipfungspunkte fiir weitere Untersuchungen.

Die vorliegende Arbeit steckt somit einen Parameterbereich fiir m und p ab, auf dem
zuféllige Schnittgraphen fast sicher in polynomieller Zeit optimal gefirbt werden kon-
nen. In dem Bereich, in dem keine Optimalitdt nachgewiesen werden konnte, wurde die
Approximationsgiite des Greedy-Algorithmus abgeschétzt. Damit liefert diese Arbeit
fiir das komplette Spektrum zufélliger Schnittgraphen Vorschlége fiir effiziente Farbeal-
gorithmen inklusive einer Abschétzung der Qualitdt der erzeugten Férbungen. Da das
Modell der zufilligen Schnittgraphen aufgestellt wurde um reale Graphen anzundhern,
sind die hier erhaltenen Ergebnisse auch fiir praktische Probleme von Nutzen. Neben der
Analyse von Férbealgorithmen stellt die vorliegende Arbeit aufserdem eine umfassende
Analyse der Stabilitdtszahl zufilliger Schnittgraphen zur Verfiigung.

Die Stabilitétszahl von G, , , wurde von Singer in [7] im Rahmen einer ersten Untersu-
chung zufilliger Schnittgraphen punktuell (fiir mp? = const) bestimmt. Nach Kenntnis
des Autors gibt es bisher keine Verdffentlichung zum Férben solcher Graphen. Die vor-
liegende Arbeit baut auf den Ergebnissen von Singer auf und fiihrt die von ihr begon-
nene Analyse fort. Damit liefert sie einen wichtigen Beitrag zum Versténdnis zufilliger
Schnittgraphen.

Das nach Ansicht des Autors wichtigste offene Problem bei zufélligen Schnittgraphen
ist die Bestimmung der durchschnittlichen Pfadlénge sowie des Clustering-Koeffizienten.
Die durchschnittliche Pfadldnge entspricht dem Erwartungswert fiir den Abstand zweier
beliebiger Knoten eines Graphen, wihrend der Clustering-Koeffizient die Tendenz der
Kanten zur Zusammenballung (clustering) misst (siehe Abschnitt 1.3). Beide Grofen
sind wichtige Merkmale bei der Bestimmung der Ahnlichkeit zwischen verschiedenen
Graphen (siche [6] und Abschnitt 1.3). Eine genaue Kenntnis dieser Grofen fiir das
Gn,m,p-Modell wiirde daher eine Analyse hinsichtlich der Ubertragbarkeit von fiir dieses
Modell erhaltenen Ergebnissen auf reale Graphen ermdoglichen.
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