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21 EinleitungIn der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten von Färbungsalgorithmen auf komplexenNetzwerken auf Grundlage des Modells der zufälligen Shnittgraphen untersuht. Fürdas verwendete Zufallsmodell werden Optimalität der Algorithmen bzw. Aussagen zuihrer Approximationsgüte bewiesen.Eine Zuordnung von Farben zu den Knoten eines Graphen heiÿt Färbung, wenn je zweidurh eine Kante verbundenen Knoten untershiedlihe Farben zugeordnet werden. Inder Graphentheorie werden diese Farben übliherweise durh natürlihe Zahlen reprä-sentiert. Eine solhe Färbung ist sehr leiht zu konstruieren indem beispielsweise jedemKnoten eine eigene Farbe zugeordnet wird. In der Graphentheorie besteht jedoh dasZiel darin, mit möglihst wenig Farben auszukommen. Die Anzahl der minimal benö-tigten Farben wird hromatishe Zahl eines Graphen genannt. Das Bestimmen eineroptimalen Färbung, d.h. einer Färbung, die mit der minimal möglihen Anzahl vonFarben auskommt, wird als das Färbeproblem bezeihnet.Eine klassishe Anwendung besteht im Einfärben einer politishen Weltkarte, so dassbenahbarte Länder untershiedlihe Farben bekommen. Dieses Problem kann auf dasFärben von Graphen zurükgeführt werden. Dazu fasst man die Karte als Graphen auf,dessen Knoten die Länder repräsentieren und in dem zwei Knoten verbunden sind, wenndie dazugehörigen Länder eine gemeinsame Grenze besitzen. Im Rahmen der Graphen-theorie konnte gezeigt werden, dass solhe Karten immer mit vier Farben gefärbt werdenkönnen [1℄.Neben dem Einfärben von Karten gibt es eine Reihe weiterer Anwendungen für Fär-bungen. Ein populäres Beispiel ist die Zuordnung von Frequenzen zu Sendern (z.B.Radiostationen), so dass Sender mit sih überlappendem Einzugsbereih untershiedli-he Frequenzen bekommen. Dazu betrahtet man die Sender als Knoten und verbindetje zwei Knoten/Sender wenn sih ihr Sendebereih übershneidet. Eine Färbung einessolhen Graphen liefert eine Frequenzzuordnung, wenn die Farben als Frequenzen inter-pretiert werden.Ein weiteres Beispiel ist die Zuordnung von Variablen zu Hardware-Registern (einerCPU) z.B. im Rahmen der Compiler-Optimierung. Der Zugri� auf Variablen in Re-gistern ist normalerweise deutlih shneller als der Zugri� auf andere Variablen. Dajedoh die Anzahl der verfügbaren Register häu�g sehr viel kleiner als die Anzahl derverwendeten Variablen ist, muss ein Register vershiedene Variablen naheinander auf-nehmen. Zwei Variablen sollen auÿerdem wenn möglih gleihzeitig in vershiedenenRegistern vorliegen, wenn die eine kurz vor und nah der anderen benötigt wird. Wie-der lässt sih ein Graph konstruieren, dessen Färbung eine Lösung für das Problemliefert. Dazu interpretiert man die Variablen als Knoten eines Graphen und verbindetzwei Knoten/Variablen durh eine Kante, wenn die eine kurz vor und nah der anderenbenötigt wird. Eine Färbung kann nun als Zuordnung von Registern/Farben zu denVariablen/Knoten aufgefasst werden.Als letztes Beispiel sei das Testen von Leiterplatten auf Kurzshlüsse durh Ungenauig-keiten in den Leiterbahnen angeführt. Dazu können die Leiterbahnen in einzelne Shalt-kreise eingeteilt werden, die dann die Knoten eines Graphen bilden. Zwei Shaltkrei-se/Knoten werden durh eine Kante verbunden, wenn sie niht unabhängig voneinan-der getestet werden können (d.h. gemeinsame Leiterbahnen besitzen oder nah genugzusammenliegen, dass ein Kurzshluss möglih ist). Ziel ist es, den Testprozess durh



1 Einleitung 3Parallelisierung der Tests zu beshleunigen. Über eine Färbung lässt sih bestimmen,welhe Shaltkreise gleihzeitig auf Kurzshlüsse überprüft werden können. Die Anzahlder Farben entspriht dann der Anzahl der naheinander auszuführenden Tests, wo-bei in einem Test alle Shaltkreise der entsprehenden Farbe parallel getestet werdenkönnen [2℄.1.1 Resultate zum Färben aus der GraphentheorieDas Finden einer optimalen Färbung für Graphen ist ein NP -vollständiges Problem [3℄.D.h. wenn P 6= NP gilt, gibt es keinen polynomiellen Algorithmus der dieses Problemfür beliebige Graphen löst. Ein Algorithmus heiÿt polynomiell, wenn seine Worst-CaseLaufzeit durh ein Polynom über der Gröÿe der Probleminstanz abgeshätzt werdenkann. Beim Färbeproblem wird übliherweise die Anzahl der Knoten des zu färbendenGraphen als Gröÿe angesetzt. Die Suhe nah shnellen Algorithmen zum Finden eineroptimalen Färbung ersheint damit wenig erfolgversprehend.Wie kann also das Färben von Graphen in der Praxis angegangen werden? Ein ersterAnsatz ist der Umstieg auf Approximationsalgorithmen. Man suht nah einer gutenaber niht mehr unbedingt optimalen Färbung. Allerdings konnten Lund und Yanna-kakis 1993 zeigen, dass es ein ǫ > 0 gibt, so dass auh das Berehnen einer Färbungmit niht mehr als nǫχ Farben NP -vollständig ist, wobei n die Anzahl der Knoten desGraphen und χ dessen hromatishe Zahl ist [3℄. Der beste bekannte Approximations-algorithmus garantiert eine Approximationsgüte von O
(

n
(log log n)2

(log n)3

), d.h. es gibt eineKonstante c, so dass maximal cn
(log log n)2

(log n)3
χ Farben benötigt werden [4℄. Gute Appro-ximationen von Färbungen sind daher genauso shwierig zu �nden wie eine optimaleFärbung.Es gibt jedoh auh Graphenklassen, auf denen das Färbeproblem in polynomieller Zeitlösbar ist. So lässt sih beispielsweise sehr einfah zeigen, dass alle Graphen ohne Kreiseungerader Länge in linearer Zeit mit maximal zwei Farben gefärbt werden können [3℄.Diese Färbung ist optimal, da jeder Graph mit mindestens einer Kante, eine hromati-she Zahl gröÿer oder gleih zwei hat. Für χ ≤ 2 ist das Färbeproblem folglih in linearerZeit lösbar. Umgekehrt lässt sih ebenfalls zeigen, dass zum Färben eines Graphen miteinem Kreis ungerader Länge mindestens drei Farben benötigt werden [3℄.Planare Graphen bilden eine weitere Klasse von Graphen, zu denen interessante Aussa-gen bezüglih des Färbens bekannt sind. Ein Graph heiÿt planar, wenn er in die Ebeneeingebettet werden kann. D.h. für planare Graphen gibt es immer eine Darstellung inder Ebene, in der sih seine Kanten niht kreuzen. Die oben angesprohene Graphendar-stellung einer politishen Karte liefert immer einen planaren Graphen. Im Jahre 1976wurde bewiesen, dass alle planaren Graphen mit vier Farben gefärbt werden können [1℄.Dennoh bleibt das Konstruieren einer solhen Färbung shwierig (NP -vollständig) [3℄.Bereits Ende des 19. Jahrhundert wurde allerdings ein Algorithmus mit quadratisherLaufzeit gefunden, der planare Graphen mit maximal fünf Farben färbt [3℄. Das Färbe-problem kann damit auf planaren Graphen deutlih besser approximiert werden als imallgemeinen Fall.Abshlieÿend soll noh die Klasse der perfekten Graphen erwähnt werden. Ein Graphist perfekt, wenn für den Graphen selbst und alle Graphen, die durh das Herausneh-men von Knoten (und der mit ihnen verbundenen Kanten) entstehen, die Cliquenzahlgleih der hromatishen Zahl ist. Dabei ist eine Clique eine Menge von Knoten, bei



4der jeder Knoten mit jedem anderen durh eine Kante verbunden ist. Die Cliquenzahleines Graphen beshreibt die Gröÿe der gröÿten Clique des Graphen. O�ensihtlih istdie Cliquenzahl eine untere Shranke für die hromatishe Zahl, da zum Färben einerClique jeder ihrer Knoten eine andere Farbe bekommen muss. Diese Shranke kannjedoh beliebig shleht werden. So gab unter anderem Myielsky ein Verfahren zumKonstruieren von Graphen mit Cliquenzahl zwei aber einer beliebigen hromatishenZahl gröÿer als zwei an [3℄. Im Falle der perfekten Graphen ist diese Shranke jedohsharf. In der Klasse der perfekten Graphen werden das Färbeproblem und einige ande-re NP -vollständige Optimierungsprobleme zugänglih, d.h in polynomieller Zeit lösbar[3℄.1.2 Zufällige GraphenDas Konstruieren einer optimalen Färbung oder einer guten Approximation für einenbeliebigen Graphen ist shwierig. Eine Möglihkeit dennoh optimale oder gute Färbun-gen zu erzeugen, liegt in der Einshränkung der Betrahtung auf spezielle Graphenklas-sen. Eine andere Möglihkeit an das Färbeproblem heranzugehen ist die Betrahtungzufälliger Graphen und der erwarteten Laufzeit, oder auh der erwarteten Approxima-tionsgüte von Algorithmen darauf. Mögliherweise sind Algorithmen mit exponentiellerWorst-Case Laufzeit bzw. sehr shlehter Approximationsgüte nur für einen kleinen Teilder Probleminstanzen wirklih so langsam oder so shleht und damit trotzdem in derPraxis brauhbar. Um Algorithmen daraufhin zu untersuhen darf die Analyse jedohniht auf die Betrahtung des Worst-Case beshränkt sein.Das vermutlih einfahste und am besten verstandene Modell zufälliger Graphen wurdevon P. Erdös und A. Renyi entwikelt. Dabei wird ausgehend von einem kantenlosenGraphen auf n Knoten für jedes Knotenpaar mit Wahrsheinlihkeit p eine Kante zwi-shen diesen Knoten eingefügt. Im Folgenden wird dieses Modell als das Modell derklassishen zufälligen Graphen bezeihnet und als Gn,p notiert. Für p = 1
2 entsprehendie klassishen zufälligen Graphen in einem gewissen Sinne der Gleihverteilung aufder Menge der Graphen, da jeder möglihe Graph mit derselben Wahrsheinlihkeit er-zeugt wird, wenn man Graphen, die durh Vertaushen bzw. Umbenennen der Knotenineinander überführt werden können, als vershiedene Graphen versteht.Für dieses Modell zufälliger Graphen gibt es einen einfahen polynomiellen Färbeal-gorithmus, der für ein groÿes Spektrum von Kantenwahrsheinlihkeiten p fast immerweniger als (2 + ǫ)χ Farben benötigt (für ein beliebiges ǫ > 0). Das genaue Resultat in-klusive des verwendeten Algorithmus ist in Kapitel 5 angegeben. Während also die obenaufgeführten Worst-Case-Resultate nahelegen, dass das Färbeproblem in der Praxis nurfür sehr kleine Graphen bzw. spezielle Graphenklassen gelöst oder wenigstens gut ap-proximiert werden kann, liefert die Untersuhung auf zufälligen Graphen ein anderesBild.Die praktishe Relevanz dieses Resultats hängt davon ab, wie stark sih die Vertei-lung der ehten Eingabegraphen von der Verteilung der klassishen zufälligen Graphenuntersheidet.1.3 Zufällige ShnittgraphenLange Zeit war das Gn,p-Modell das einzig verfügbare um komplexe Graphen zu unter-suhen [5℄. Analysen von vershiedensten Netzwerken aus der realen Welt zeigten jedoh



1 Einleitung 5häu�g strukturelle Untershiede zwishen typishen klassishen Zufallsgraphen und denuntersuhten realen Graphen auf. Eine Zusammenfassung zur Analyse vershiedenerrealer Graphen ist in [6℄ zu �nden. Bei der Suhe nah gemeinsamen Eigenshaften die-ser realen Graphen kristallisierten sih vor allem die folgenden drei Konzepte heraus(siehe auh [6℄):1. kurze durhshnittlihe Pfadlänge (english: small worlds)Dieses Merkmal beshreibt die Tatsahe, dass reale Graphen trotz ihrer Gröÿe häu-�g vergleihsweise kurze Verbindungen zwishen zwei beliebig gewählten Knotenaufweisen. Beispielsweise wurde 1999 für die Graphenrepräsentation des WWWausgehend von der Analyse eines Ausshnitts die durhshnittlihe Pfadlänge zwi-shen zwei Knoten auf 19 geshätzt (bei a. 800 Millionen Knoten). Dabei bildendie Web-Seiten die Knoten des Graphen und zwei Knoten des Graphen sind durheine Kante verbunden, wenn eine der beiden Seiten auf die andere via Hyperlinkverweist.2. Zusammenballung von Kanten (english: lustering)In realen Graphen wird häu�g eine Tendenz zur Zusammenballung von Kantenbeobahtet. D.h. die Verteilung der Kanten in realen Graphen ist nur selten gleih-förmig. Vielmehr liegt ein Groÿteil der Kanten in lokalen Anhäufungen vor. Fürden WWW-Graphen lässt sih diese Tendenz erklären, wenn man die Ursahe derKanten, d.h. den Grund für Links berüksihtigt. Häu�g verweisen Seiten auf-einander, die sih mit dem selben Thema beshäftigen oder einen gemeinsamenAutor haben. Beim Aufbau neuer Seiten ist nun die Wahrsheinlihkeit wesent-lih höher, dass auf eine andere Seiten desselben Themas verwiesen wird, als dieWahrsheinlihkeit eines Verweises auf eine beliebig gewählte Seite. Auf diese Wei-se entstehen lokale Kantenanhäufungen zwishen Knoten/Webseiten mit gleihenoder verwandten Themen. Die Stärke der Zusammenballung kann mit Hilfe desClustering-Koe�zienten (english: lustering oe�ient) ermittelt werden. EineDe�nition sowie genaue Betrahtung dieser Gröÿe �ndet sih in [6℄. Hier genügtdie Aussage, dass ein höherer Clustering-Koe�zient eine stärkere Tendenz zurCluster-Bildung beshreibt.3. exponentielle Gradverteilung für groÿe Knotengrade (english: sale-free degreedistribution)Der Grad eines Knotens ist die Anzahl der von diesem Knoten ausgehenden Kan-ten. Die Verteilung des Knotengrads gibt an, welher Grad wie häu�g auftritt.In realen Graphen kann die Verteilung des Knotengrads für Grade oberhalb einergewissen Grenze häu�g durh eine Funktion der Form
P (k) ∼ k−γbeshrieben werden, wobei P (k) die Wahrsheinlihkeit beshreibt, dass ein belie-biger Knoten den Grad k hat, und γ eine positive Konstante ist [6℄. Das Spektrumder Knotengrade realer Graphen umfasst also normalerweise mehrere Gröÿenord-nungen, wobei die Anzahl der Knoten mit dem Grad k ab irgendeinem k expo-nentiell abnimmt. Bei der Analyse des WWW konnte für ein geeignet gewähltes

γ eine sehr gute Übereinstimmung mit der realen Gradverteilung erzielt werden.Bei fester Knotenzahl n gibt es im Gn,p-Modell mit der Kantenwahrsheinlihkeit pgenau einen Parameter, mit dem das Aussehen der erzeugten Graphen kontrolliert wer-den kann. Dieser Parameter wird benötigt, um die Anzahl der Kanten zu justieren.



6Damit sind die Einstellmöglihkeiten dieses Modells ershöpft und es bleibt nur nohzu untersuhen, wie gut die so erzeugten Graphen in den drei aufgeführten Merkma-len durhshnittlihe Pfadlänge, Kantenverteilung und Verteilung der Knotengrade mitrealen Graphen übereinstimmen. Für Gn,p-Graphen konnte gezeigt werden, dass diedurhshnittlihe Pfadlänge logarithmish in der Anzahl der Knoten wähst [6℄. DieGraphen weisen folglih eine kurze durhshnittlihe Pfadlänge auf, ebenso wie man siehäu�g in realen Graphen vor�ndet. Die Verteilung der Kanten ist jedoh vergleihsweisehomogen, so dass der Clustering-Koe�zient aussshlieÿlih abhängig von der Kanten-wahrsheinlihkeit p ist und ummehrere Gröÿenordnungen unter denen der untersuhtenrealen Graphen liegt [6℄. Die Knotengrade klassisher Zufallsgraphen sind poissonver-teilt, und weihen damit signi�kant von der in realen Graphen beobahteten Verteilungab [6℄.Alles in allem können die Untersuhungen von Performanz und Approximationsgüte vonAlgorithmen auf den klassishen zufälligen Graphen niht ohne Weiteres zur Vorhersagefür das Verhalten bei realen Graphen benutzt werden. In der Literatur wurde daher eineVielzahl von alternativen Modellen zufälliger Graphen vorgeshlagen, die die Verteilungder realen Graphen besser nahbilden. Die vershiedenen Modelle liefern untershiedlihgute Annäherungen an reale Graphen, wobei die Güte der Annäherung auh von derArt der realen Graphen abhängt. Auÿerdem untersheiden sih die Modelle auh in ihrerZugänglihkeit bzw. Handhabbarkeit, d.h. in der Shwierigkeit der Untersuhung vonerzeugten Graphen auf bestimmte Eigenshaften oder das Verhalten von Algorithmendarauf.In dieser Arbeit wird das Modell der zufälligen Shnittgraphen benutzt. Nah Meinungdes Autors ist dieses Modell ein guter Kompromiss zwishen Zugänglihkeit und An-näherung an reale Graphen. Das Modell wird im Folgenden als Gn,m,p notiert. Mangeht von einer Knotenmenge mit n Knoten und einer disjunkten Menge von m Featu-res aus. In einem ersten Shritt werden den Knoten unabhängig von einander Featureszugeordnet, so dass die Wahrsheinlihkeit dafür, dass ein beliebiger Knoten ein be-stimmtes Feature hat, exakt p ist. Der zufällige Shnittgraph auf der Knotenmengeentsteht durh Einfügen aller Kanten zwishen Knoten mit gemeinsamen Features. Inder hier benutzten Form wurde diese Modell in [7℄ eingeführt. Im Gegensatz zu denklassishen zufälligen Graphen sind die Kanten in zufälligen Shnittgraphen niht mehrunabhängig voneinander. Betrahtet man beispielsweise drei Knoten a, b und c, so er-höht sih die Wahrsheinlihkeit einer Kante zwishen a und b, wenn sowohl a als auh beinen gemeinsamen Nahbar c besitzen. Diese Form der Transitivität kann in vielen rea-len Graphen beobahtet werden und ist eine Ursahe für die ungleihmäÿige Verteilungder Kanten. Der Clustering-Koe�zient von zufälligen Shnittgraphen ist bei geeigneterWahl von m wesentlih gröÿer als in klassishen Zufallsgraphen mit gleiher Knoten-und Kantenzahl [6℄.Anders als bei Gn,p gibt es für Gn,m,p bei fester Knotenzahl n zwei Parameter, mitdenen das Aussehen der Graphen kontrolliert werden kann. Es gibt daher vershiedeneMöglihkeiten die gewünshte Kantenzahl zu erzielen und somit auh die Chane dieShnittgraphen besser an reale Eingabegraphen anzupassen.Die Gestalt der zufälligen Shnittgraphen hängt entsheidend von der Anzahl der ver-wendeten Features m ab. Ist m klein, so können niht alle Graphen erzeugt werden.Erst ab m ≥ 1
4n2 können alle Graphen als Ergebnis des Gn,m,p-Zufallsexperiments auf-treten [7℄. Mit steigendem m nimmt auÿerdem der Ein�uss der oben angesprohenenTransitivität ab. In [7℄ wurde gezeigt, dass bei m = nα für α > 6 die zufälligen Shnitt-



1 Einleitung 7graphen genauso aussehen wie klassishe zufällige Graphen (bei gleiher Knoten- undKantenzahl). Die Abhängigkeit zwishen den einzelnen Kanten ist hier so gering, dasssie keinen messbaren Ein�uss mehr auf die Gestalt der Graphen hat. Die Äquivalenzkann sogar für kleinere m nahgewiesen werden, wenn die Featurewahrsheinlihkeit
p hinreihend klein ist. Details dazu sind in Abshnitt 2.4 aufgeführt. Da das Modellder klassishen Zufallsgraphen bereits umfassend untersuht worden ist, wird sih dieseArbeit auf zufällige Shnittgraphen mit kleinen Featuremengen konzentrieren.1.4 ZielstellungDie vorliegende Arbeit beshäftigt sih mit dem Färben von zufälligen Shnittgraphen.Wie die vorangegangenen Abshnitte zeigen, gibt es eine Reihe praktisher Probleme, dieauf das Färbeproblem zurükgeführt und somit durh e�ziente Färbeverfahren gelöstwerden können. Da das optimale Färben von Graphen im Allgemeinen sehr aufwen-dig (NP -vollständig) ist, wird die Untersuhung auf zufälligen Graphen durhgeführt.Das Modell der klassishen zufälligen Graphen ist nur begrenzt geeignet reale Graphen-eingaben, die ja bei der Lösung praktisher Probleme auftreten werden, nahzubilden.Daher benutzt der Autor das Modell der zufälligen Shnittgraphen, dessen Ausgabenoft deutlih näher an realen Graphen liegen.Natürlih ist niht zu erwarten, dass sih ein e�zienter Algorithmus zum optimalenFärben aller zufälligen Shnittgraphen, d.h. für die komplette Bandbreite von Feature-zahlen und -wahrsheinlihkeiten, �nden lässt. Im niht abgedekten Parameterbereihwird daher eine Shranke für die Approximationsgüte des verwendeten Färbealgorith-mus abgeleitet. Abshlieÿend wird das untersuhte Verfahren auf einige reale Graphenangewandt. Die dabei erhaltenen Färbungen sind optimal bzw. sehr nah am Optimumund demonstrieren somit einerseits die Praxistauglihkeit des Verfahrens und liefernandererseits einen Hinweis darauf, an welhen Stellen eine Verbesserung der hier er-haltenen Resultate möglih sein könnte. Da zur Untersuhung der Approximationsgüteeine Aussage über die Stabilitätszahl benötigt wird (die Gröÿe der gröÿten Knotenteil-menge, deren Knoten niht durh Kanten verbunden sind), beshäftigt sih ein Kapitelausführlih mit der Analyse dieser Gröÿe. Dabei werden für fast den kompletten Para-meterraum obere und untere Shranken für die Stabilitätszahl aufgestellt.Dem Autor sind weder zum Färbeproblem noh zur Stabilitätszahl zufälliger Shnitt-graphen vergleihbare Arbeiten bekannt. Die vorliegende Arbeit erweitert daher dasWissen über zufällige Shnittgraphen und trägt wesentlih zum Verständnis dieses Mo-dells zufälliger Graphen bei. Unter der Annahme dass dieses Graphenmodell gute Ap-proximationen einiger realer Graphen liefert, sind die hier erhaltenen Ergebnisse auhfür entsprehende reale Graphen relevant.



82 GrundlagenNahfolgend werden die nötigen De�nitionen und verwendeten Abshätzungen bereit-gestellt, sowie gängige Beweisverfahren und Aussagen aufgeführt, die in dieser Arbeitvorausgesetzt werden. Dieses Kapitel eignet sih daher zum Nahshlagen von Begri�enund Notation und wird häu�g von den darau�olgenden Kapiteln referenziert.2.1 Begri�e und NotationDe�nition 1 (Graph) Ein Graph ist ein Paar (V,E), wobei V eine endlihe Mengeund E ⊆
(
V
2

) eine Teilmenge der zwei-elementigen Teilmengen von V ist. Die Elementevon V heiÿen Knoten und die Elemente von E Kanten.De�nition 2 (Subgraph, induzierter Subgraph) Ein Graph H = (V ′, E′) heiÿtSubgraph von G = (V,E) wenn V ′ ⊆ V und E′ ⊆ E∩
(
V ′

2

) gilt. Wenn sogar E′ = E∩
(
V ′

2

)gilt, so wird H auh als induzierter Subgraph bezeihnet.De�nition 3 (Nahbarshaft, Grad, Minimalgrad, Maximalgrad) SeiG = (V,E)ein Graph und sei v ∈ V ein Knoten in G. Die Nahbarshaft von v ist die Menge allerKnoten N(v) ⊆ V , mit denen v durh eine Kante verbunden ist. Die Anzahl dieserKnoten heiÿt Grad von v (notiert als d(v)). Der Minimalgrad von G δ(G) ist de�-niert als δ(G) = minv∈V d(v). Analog ist der Maximalgrad von G ∆(G) de�niert durh
∆(G) = maxv∈V d(v).De�nition 4 (Clique, vollständig) Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Teilmenge C ⊆ Vseiner Knoten heiÿt Clique, wenn jeder Knoten in C mit jedem anderen Knoten aus Cdurh eine Kante verbunden ist, d.h. wenn gilt: (C2) ⊆ E. G heiÿt vollständig, wenn dieKnotenmenge V eine Clique ist.De�nition 5 (stabile Menge, Stabilitätszahl) Sei G = (V,E) ein Graph und
S ⊆ V eine Teilmenge seiner Knoten. Die Knotenmenge S heiÿt stabil, wenn keinerleiKanten zwishen den enthaltenen Knoten verlaufen, d.h. wenn gilt: E ∩

(
S
2

)
= ∅. DieGröÿe der gröÿten stabilen Menge in G wird als Stabilitätszahl β(G) bezeihnet.De�nition 6 (Färbung, hromatishe Zahl, bipartit) Sei G = (V,E) ein Graph,dann heiÿt eine Abbildung f : V (G) → IN von den Knoten des Graphen in die natür-lihen Zahlen Färbung, wenn gilt: ∀x,y∈V : {x, y} ∈ E ⇒ f(x) 6= f(y). Die Elementevon f(V ) werden in diesem Zusammenhang auh als Farben bezeihnet. Für k = |f(V )|(d.h. k entspriht der Anzahl der verwendeten Farben) wird f als eine k-Färbung be-zeihnet. Die hromatishe Zahl von G ist das kleinste k, für dass G eine k-Färbungbesitzt. Sie wird als χ(G) notiert. Ein Graph mit einer hromatishen Zahl χ(G) ≤ 2heiÿt bipartit.De�nition 7 (Approximationsgüte) Die Approximationsgüte eines Algorithmuszum Färben eines Graphen bzw. zum Finden der gröÿten stabilen Menge ist de�niertals Quotient aus der Anzahl benötigter Farben und hromatisher Zahl, bzw. aus derGröÿe der gefundenen stabilen Menge und der Stabilitätszahl.



2 Grundlagen 9Im Rahmen dieser Arbeit werden zufällige Graphen betrahtet. Dabei entstehen dieGraphen als Ergebnis eines Zufallsexperiments. Typishe Fragestellungen zu solhenGraphen betre�en die erwartete Laufzeit von Algorithmen sowie im Fall von Approxi-mationsalgorithmen die erwartete Approximationsgüte. Das in dieser Arbeit verwendeteModell zufälliger Graphen heiÿt zufällige Shnittgraphen (im Englishen auh RandomIntersetion Graphs).De�nition 8 (Projektion, bipartiter Generator, Feature, Featurelique) Sei
B = (V ∪W,EB) ein bipartiter Graph mit V ∩W = ∅ und (V2) ∩ EB =

(
W
2

)
∩EB = ∅.Die Projektion von B ist nun ein Graph G = (V,E), dessen Kantenmenge genau dieKanten {v1, v2} enthält, für die v1 und v2 einen gemeinsamen Nahbarn in W haben.Der Graph B wird auh als bipartiter Generator von G bezeihnet. Die Elemente von Wheiÿen Features von G, und jedes von ihnen induziert eine Clique in G. Daher werdendiese Cliquen auh Featureliquen genannt.De�nition 9 (zufälliger Shnittgraph, Featurewahrsheinlihkeit) Das Modellder zufälligen Shnittgraphen Gn,m,p beshreibt ein Zufallsexperiment zur Erzeugungvon Graphen. Seien dazu V und W zwei disjunkte endlihe Mengen mit |V | = n und

|W | = m und sei p ∈ [0, 1] eine reelle Zahl zwishen 0 und 1. Das Experiment bestehtaus zwei Shritten:1. Erzeugen eines bipartiten Graphen B = (V ∪W,EB), indem für jedes Paar (v,w) ∈
(V,W ) die Kante {v,w} mit Wahrsheinlihkeit p zu EB hinzufügt wird.2. Erzeugen des Graphen G = (V,E) durh Projektion von B.

G ist das Ergebnis des Zufallsexperiments. Die so erzeugten Graphen bilden die Instan-zen von Gn,m,p. Die Gröÿe p wird im Rahmen dieser Arbeit als Featurewahrsheinlihkeitbezeihnet, da sie die Wahrsheinlihkeit der Zuordnung eines beliebigen Features zueinem beliebigen Knoten beshreibt.Die Beweise der vorliegenden Arbeit benutzen häu�g folgende Formulierung:Sei G = (V,E) ein zufälliger Shnittgraph und sei B = (V ∪ W,EB) seinbipartiter Generator.Damit ist gemeint, dass mit dem hier de�nierten Zufallsexperiment für gegebene n,m, pein bipartiter Generator B erzeugt wird, dessen Projektion den Graphen G liefert.Allgemein kann einem beliebigen Graphen niht eindeutig ein bipartiter Generator zu-geordnet werden.Für eine beliebige Grapheneigenshaft A bezeihne 'IP [Gn,m,p besitzt A]' die Wahr-sheinlihkeit, dass eine Instanz von Gn,m,p diese Eigenshaft besitzt. In der Theorieder zufälligen Graphen ist es üblih zu untersuhen, wie sih diese Wahrsheinlihkeitfür Knotenzahlen n gegen unendlih entwikelt. Man sagt dass Gn,m,p fast siher eineEigenshaft A hat, bzw. synonym fast alle zufälligen Shnittgraphen die Eigenshaft
A besitzen, wenn IP [Gn,m,p besitzt A] für n gegen unendlih gegen 1 strebt. Geht die-se Wahrsheinlihkeit gegen 0, so besitzt fast kein zufälliger Shnittgraph die Eigen-shaft A.Um auh die Anzahl der Features m in diese Untersuhung einzubeziehen wird in dieserArbeit m immer von der Gestalt m = nα sein, für eine Konstante α > 0. Weiterhin wird



10auh p als eine Funktion von n betrahtet, da die zufälligen Shnittgraphen mit zuneh-mender Knotenzahl für konstante p immer dihter und shlieÿlih fast siher vollständigwerden. Der Autor orientiert sih bei dieser Herangehensweise an [7℄ und [8℄.In diesem Zusammenhang ist die folgende Notation nützlih.Für zwei Funktion p, f : IN → IR gilt:
p(n) ≪ f(n) ⇔ lim

n→∞
p(n)

f(n)
= 0

p(n) ≫ f(n) ⇔ lim
n→∞

p(n)

f(n)
= ∞.An dieser Stelle setzen auh die Symbole o(g(n)) und O(g(n)) an. Sei A

(

f(n)
) eineAussage über eine Funktion f . Dann gilt:

A
(

o(g(n))
)

⇔ es existiert eine Funktion f(n) ≪ g(n), so dass A
(

f(n)
) gilt

A
(

O(g(n))
)

⇔ es existiert eine Konstante c und eine Funktion f(n) ≤ cg(n),so dass A
(

f(n)
) gilt.De�nition 10 (Shwellenwertfunktion) Eine Funktion f(n) heiÿt Shwellenwert-funktion für eine Grapheneigenshaft A, wenn die folgenden beiden Aussagen gelten.(1) p(n) ≪ f(n) ⇒ limn→∞ IP [Gn,m,p hat A] = 0(2) p(n) ≫ f(n) ⇒ limn→∞ IP [Gn,m,p hat A] = 1Die folgende Tabelle enthält eine kurze Aufstellung der verwendeten Notation.IP [A] die Wahrsheinlihkeit, mit der das Ereignis A eintrittIP [A|B] die Wahrsheinlihkeit, mit der das Ereignis A eintrittunter der Bedingung/Voraussetzung das B eintritt

A das Komplementereignis zum Ereignis A

|V | die Anzahl der Elemente der Menge VIE [X] der Erwartungswert der Zufallsvariable XVar [X] die Varianz der Zufallsvariable X

N(v) die Menge aller Nahbarknoten des Knotens v

∆(G) der maximale Knotengrad des Graphen G

δ(G) der minimale Knotengrad des Graphen G

χ(G) die hromatishe Zahl des Graphen G

β(G) die Stabilitätszahl des Graphen G

Gn,p das Modell der klassishen zufälligen Graphen
Gn,m,p das Modell der zufälligen Shnittgraphen
(
V
k

) Die Menge aller k-elementigen Teilmengen von V

(n)k das Produkt der natürlihen Zahlen n bis n − k + 1d.h. (n)k = n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1)

p ≪ f für zwei Funktionen p, f : IN → IR gilt: limn→∞
p(n)
f(n) = 0

A
(

o(g(n))
) es gibt eine Funktion f(n) ≪ g(n), so dass Aussage A

(

f(n)
) gilt

A
(

O(g(n))
) es gibt eine Konstante c und eine Funktion f(n) ≤ cg(n),so dass Aussage A

(

f(n)
) gilt



2 Grundlagen 112.2 Beweisverfahren2.2.1 1. und 2. Moment MethodeIn der Theorie der zufälligen Graphen werden häu�g Beweise geführt um zu zeigen,dass fast kein Graph bzw. fast alle Graphen eine bestimmte Eigenshaft besitzen. Dazuwird in vielen Fällen die Wahrsheinlihkeit betrahtet, mit der eine Zufallsvariable denWert 0 annimmt.Die 1. Moment Methode benutzt dazu eine Aussage über den Erwartungswert der ent-sprehenden Zufallsvariable, die aus der Marko�shen UngleihungIP [X ≥ t] ≤ 1

t
IE [X] für t > 0 und eine nihtnegative Zufallsvariable X (1)abgeleitet wird. Denn für den Spezialfall einer ganzzahligen nihtnegativen Zufallsva-riable X erhält man aus (1) mit t = 1:IP [X > 0] ≤ IE [X] . (2)Das führt nah (3.1) in [9℄ zu folgender Aussage für eine Folge ganzzahliger nihtnega-tiver Zufallsvariablen Xn:
lim

n→∞
IE [Xn] = 0 ⇒ lim

n→∞
IP [Xn = 0] = 1.In dieser Arbeit wird die Abhängigkeit der Zufallsvariablen von der Knotenzahl n derGraphen niht explizit notiert. Mitunter wird daher anstatt von einer Folge von Zufalls-variablen von einer einzelnen Zufallsvariable gesprohen.Die 2. Moment Methode liefert eine hinreihende Bedingung dafür, dass eine Zufallsva-riable fast siher ungleih 0 ist. Sie basiert auf der Tshebyshe�shen Ungleihung:IP [|X − IE [X] | ≥ t] ≤ Var [X]

t2
, für t > 0.Aus dieser Ungleihung kann man ableiten (siehe (3.2) in [9℄), dass für eine beliebigeFolge von Zufallsvariablen Xn gilt:

lim
n→∞

IE [Xn] = ∞ und Var [Xn] ≪ IE [Xn]2 ⇒ lim
n→∞

IP [Xn = 0] = 0.Verglihen mit der 1. Moment Methode ist die 2. Moment Methode oft deutlih aufwen-diger, da neben dem meist reht einfah zu bestimmenden Erwartungswert die Varianzder Zufallsvariable abgeshätzt werden muss.Übertragen auf die Untersuhung der Anzahl isolierter Knoten in zufälligen Graphenliefern die beiden Methoden:Sei X eine Zufallsvariable, welhe die Anzahl der isolierten Knoten in zufäl-ligen Graphen zählt. Wenn gezeigt werden kann, dass der Erwartungswertvon X für n gegen unendlih gegen 0 strebt, so enthält fast kein Grapheinen isolierten Knoten (1. Moment Methode).Wenn dagegen der Erwartungswert von X gegen unendlih strebt und dieVarianz von X klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist, so enthältfast jeder Graph einen isolierten Knoten (2. Moment Methode).



122.2.2 Cherno� UngleihungenIn den Beweisen der Arbeit wird häu�g eine Aussage darüber benötigt, wie stark sihdie Werte einer Zufallsvariable um ihren Erwartungswert konzentrieren. Für binomial-verteilte Zufallsvariablen liefern die Cherno�-Ungleihungen sehr gute Shranken.De�nition 11 (binomialverteilt) Eine Zufallsvariable heiÿt binomialverteilt, wennsie als Summe unabhängiger 0-1-Zufallsvariablen (d.h. Zufallsvariablen, die nur die Wer-te 0 und 1 annehmen) geshrieben werden kann.Nah Cherno� gilt für eine binomialverteilte Zufallsgröÿe X und t ≥ 0:IP [X ≥ IE [X] + t] ≤ exp

(

− t2

2IE [X] + 2
3t

) nah 2.5 in [9℄ (3)IP [X ≤ IE [X] − t] ≤ exp

(

− t2

2IE [X]

) nah 2.6 in [9℄. (4)
X wird also nur selten stark von seinem Erwartungswert abweihen.2.2.3 Satz über die totale WahrsheinlihkeitIm Laufe der Arbeit werden Aussagen bewiesen, die für fast alle zufälligen Shnittgra-phen in bestimmten Bereihen für p und α gelten. Sei A eine Grapheneigenshaft, diefast alle Graphen einer Teilmenge der zufälligen Shnittgraphen haben. D.h. die Wahr-sheinlihkeit dafür, dass ein beliebig gewählter Graph aus der Teilmenge die Eigenshaft
A hat, konvergiert für n gegen unendlih gegen 1. Sei IP [A] diese Wahrsheinlihkeit.Diese Aussage kann für den Beweis einer anderen Eigenshaft B von fast allen Gra-phen derselben Teilmenge herangezogen werden. Denn nah dem Satz über die totaleWahrsheinlihkeit gilt:IP [B] = 1−IP [B ] = 1−IP [B |A

] IP [A]−IP [B |A
] IP [A ] ≥ 1−IP [B |A

]
−IP [A ] .Da IP [A] gegen 1 strebt, muss IP [A ] gegen 0 gehen. Es genügt daher IP [B |A
]
→ 0zu zeigen, weil dann sofort IP [B] → 1 folgt. Es ist somit zulässig nur Graphen mit derEigenshaft A zu betrahten um zu zeigen, dass fast alle zufälligen Shnittgraphen deroben erwähnten Teilmenge B erfüllen.2.3 Verwendete Abshätzungen und FormelnDie folgenden Identitäten und Abshätzungen werden in dieser Arbeit ohne Beweisverwendet.

• Für q 6= 1 gilt:
n∑

i=0

qi =
qn+1 − 1

q − 1
. (abgebrohene geometrishe Reihe) (5)

• Für |q| < 1 gilt:
∞∑

i=0

qi =
1

q − 1
. (Grenzwert der geometrishe Reihe) (6)



2 Grundlagen 13
• Für a > −1 und b ∈ IN gilt:

1 + ab ≤ (1 + a)b. (Bernoullishe Ungleihung) (7)
• Für alle x, n ∈ IR gilt:

exp(−2xn) ≤ (1 − x)n ≤ exp(−xn). (8)
• Für alle n, k ∈ IN gilt:

(n

k

)k

≤
(

n

k

)

≤
(ne

k

)k

. (9)
• Für jedes beliebige ǫ > 0 gilt:

ln n ≪ nǫ. (10)2.4 Bekannte Ergebnisse zu zufälligen ShnittgraphenDie für die vorliegende Arbeit wihtigsten Resultate zu zufälligen Shnittgraphen stam-men aus [7℄. Zunähst soll der für die Featurewahrsheinlihkeit p interessante Bereihabgestekt werden. Das dazu von Singer aufgestellte Theorem lautet in leiht verein-fahter Form:Singer (1995). Für p ≪ 1
n
√

m
haben zufällige Shnittgraphen fast siher keine Kantenund für p ≫

√
lnn
m

sind zufällige Shnittgraphen fast siher vollständig.Das Färben von kantenlosen oder vollständigen Graphen ist natürlih keine Herausfor-derung. Die vorliegende Arbeit wird sih daher ausshlieÿlih mit Featurewahrshein-lihkeiten innerhalb dieses Intervalls beshäftigen. Singer konnte auÿerdem zeigen, dassdie oben angegebenen Grenzen für p auh Shwellenwerte für die jeweilige Eigenshaftsind. D.h. für 1
n
√

m
≪ p ≪

√
lnn
m

enthält fast jeder zufällige Shnittgraph Kanten sowieKnoten, die niht direkt durh eine Kante verbunden sind.Andere Ergebnisse von Singer betre�en die Äquivalenz von zufälligen Shnittgraphenzu Gn,p. Hier konnte die Autorin zeigen, dass zufällige Shnittgraphen und klassishezufällige Graphen für α > 6 bei gleiher Knoten- und Kantenzahl sehr ähnlih und nahdem Verständnis der Graphentheorie äquivalent sind.Singer (1995). Sei m = nα für ein festes α > 6 und 1
n
√

m
≪ p ≪

√
ln n
m
, dann gilt fürjede Grapheneigenshaft A und jedes a ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

IP [Gn,m,p hat A] = a ⇔ lim
n→∞

IP [Gn,p̂ hat A] = a für p̂ = 1 − (1 − p2)m.Zufällige Shnittgraphen und klassishe Zufallsgraphen haben also genau dieselben Gra-pheneigenshaften für das relevante Intervall der Featurewahrsheinlihkeit p.Singer konnte ferner sogar für kleinere α eine partielle Äquivalenz nahweisen.Singer (1995). Sei m = nα für ein festes α. Wenn nun gilt
3 < α ≤ 6 und 1

n
√

m
≪ p ≪

√

ln n

nm

oder α > 1.5 und 1

n
√

m
≪ p ≪ 1

m
,



14dann gilt für jede Grapheneigenshaft A und jedes a ∈ [0, 1]:
lim

n→∞
IP [Gn,m,p hat A] = a ⇔ lim

n→∞
IP [Gn,p̂ hat A] = a für p̂ = 1 − (1 − p2)m.Aufgrund dieser Ergebnisse wird sih der Autor bei der Untersuhung von zufälligenShnittgraphen mit kleinen p vor allem auf kleine α konzentrieren.



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 153 Zufällige Shnittgraphen optimal färbenDas Finden einer optimalen Färbung für Graphen ist im Allgemeinen ein NP -vollständigesProblem. D.h. wenn P 6= NP gilt, so gibt es keinen polynomiellen Algorithmus für dieseAufgabe. Auh die Approximation ist shwierig. So konnte gezeigt werden, dass es für
P 6= NP ein ǫ > 0 gibt, so dass kein polynomieller Färbealgorithmus alle Graphen mitweniger als nǫ χ Farben färbt. [3℄Daher ersheint es wenig aussihtsreih sih mit optimalen Färbungen im Allgemeinenzu beshäftigen. Häu�g werden zusätzlihe Bedingungen formuliert, wenn dieses Themaangegangen wird.Eine erste Möglihkeit besteht in der Einshränkung der Betrahtung auf bestimmteKlassen von Graphen. So ist es beispielsweise sehr einfah Bäume (d.h. zusammenhän-gende, kreisfreie Graphen) in linearer Zeit optimal zu färben. Eine zweite Möglihkeitist der Übergang zu zufälligen Graphen. Zufällige Graphen ermöglihen die Betrahtungder erwarteten Laufzeit von Algorithmen. Auf diese Weise kann das Problem der wohlunvermeidlihen Worst-Case-Laufzeit umgangen werden, da eine exponentielle Laufzeitauf nur wenigen Instanzen durh eine gute Laufzeit auf dem Groÿteil der Instanzenaufgewogen werden kann. Ebenso ist die Betrahtung von Approximationsalgorithmenauf zufälligen Graphen um einiges vielversprehender, da auh hier eine gute Appro-ximationsgüte auf der Mehrzahl der Instanzen vereinzelte shlehte Approximationenaufwiegen kann.Der Vollständigkeit halber sei noh ein dritter Ansatz erwähnt: der Übergang zu rando-misierten Algorithmen. Diese Algorithmen nutzen Zufallsentsheidungen zur Laufzeit,was zum Teil erstaunlihe Vereinfahungen gegenüber deterministishen Algorithmenzum selben Problem ermögliht. Bei randomisierten Algorithmen kann ebenfalls dieerwartete Laufzeit anstelle der Worst-Case-Laufzeit untersuht werden. Dieser Ansatzwird jedoh in der vorliegenden Arbeit niht weiter betrahtet.In diesem Kapitel werden Möglihkeiten untersuht, fast alle zufälligen Shnittgraphenoptimal zu färben. D.h. es geht um Färbealgorithmen deren Erfolgswahrsheinlihkeitmit wahsender Knotenzahl der Eingabe gegen 1 konvergiert, wobei nur das Findeneiner optimalen Färbung als Erfolg betrahtet wird.3.1 Chordale zufällige ShnittgraphenDe�nition 12 (hordal) Ein Graph G heiÿt hordal, wenn er keinen induzierten Kreisder Länge k ≥ 4 enthält.Chordale Graphen bilden eine Klasse von Graphen, in der viele normalerweise NP -shwereProbleme in Polynomialzeit, bzw. sogar in linearer Zeit gelöst werden können. So sindin [3℄ unter anderem lineare Algorithmen zum Bestimmen der gröÿten Clique und zumFinden einer optimalen Färbung für hordale Graphen angegeben. Darüberhinaus kannebenfalls in linearer Zeit erkannt werden, ob ein Graph hordal ist oder niht.Der folgende Satz beweist nun, dass für hinreihend kleine p fast alle zufälligen Shnitt-graphen hordal sind.



16Satz 1. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≪
√

1
nm

. Dann ist fast jede Instanz von
Gn,m,p hordal.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. G ist genau dann hordal, wenn er keinen induzierten Kreisder Länge mindestens vier enthält. Da ein solher Kreis kein Dreiek enthält muss alsojede seiner Kanten durh eine andere Featurelique generiert werden. In Abbildung 1ist eine für einen induzierten Kreis der Länge k notwendige (jedoh niht hinreihende)Kon�guration im bipartiten Generator abgebildet. Im Folgenden wird ein solher Kreisals Ck bezeihnet.

Abbildung 1: eine für einen Ck notwendige Kon�guration in BSeien v1, . . . , vk ∈ V eine Anordnung von k Knoten und w1, . . . , wk ∈ W eine Anordnungvon k Featureknoten für ein festes k. Damit die Knoten v1, . . . , vk einen Kreis derLänge k in G induzieren, müssen sie sukzessiv durh Kanten {vi, vi+1} und {vk, v1} (für
1 ≤ i < k) verbunden sein. Die Wahrsheinlihkeit dafür, dass diese Kanten durh dieFeatureknoten w1, . . . , wk entsprehend der in Abbildung 1 dargestellten Kon�gurationerzeugt werden, lässt sih wie folgt abshätzen:IP [v1, . . . , vk und w1, . . . , wk induzieren einen Ck in G] ≤ p2k(1 − p)k

2−2k ≤ p2k.Auÿerdem dürfen die niht durh w1, . . . , wk verbundenen Knoten auh sonst keine ge-meinsamen Featureknoten kennen. D.h. die reale Wahrsheinlihkeit dafür, dass v1, . . . , vkentsprehend der Abbildung 1 einen Ck bilden, ist sogar noh kleiner.Durh Multiplikation mit der Anzahl der Möglihkeiten die Knoten v1, . . . , vk und dieFeatures w1, . . . , wk auszuwählen erhält man die Wahrsheinlihkeit, dass G einen in-duzierten Ck enthält:IP [G enthält einen induzierten Ck] ≤ nkmkp2k = (nmp2)k.



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 17Damit kann die Wahrsheinlihkeit dafür, dass G niht hordal ist, abgeshätzt werden:IP [G ist niht hordal] ≤
min(n,m)
∑

k=4

IP [G enthält einen induzierten Ck]

≤
min(n,m)
∑

k=4

(nmp2)k

=

min(n,m)
∑

k=0

(nmp2)k −
3∑

k=0

(nmp2)k(5)
=

(nmp2)min(n,m)+1 − 1

nmp2 − 1
−

3∑

k=0

(nmp2)k.Aus der Voraussetzung p ≪
√

1
nm

folgt, dass nmp2 für n gegen unendlih gegen 0 strebt.Somit ergibt sih als Grenzwert für die Wahrsheinlihkeit, dass G niht hordal ist:
lim

n→∞
P (G ist niht hordal) ≤ lim

n→∞

(

(nmp2)min(n,m)+1 − 1

nmp2 − 1
−

3∑

k=0

(nmp2)k

)

=
−1

−1
− (1 + 0 + 0 + 0)

= 0.Fast jede Instanz von Gn,m,p ist folglih hordal.In [7℄ wird gezeigt, dass p =
√

1
nm

die Shwellenwertfunktion für das Auftauhen einesinduzierten Kreises fester Länge k (k ≥ 4) in zufälligen Shnittgraphen ist. D.h. für
p ≫

√
1

nm
enthalten fast alle zufälligen Shnittgraphen einen Kreis der Länge vier undsind somit niht mehr hordal. Das obige Resultat lässt sih daher niht auf wesentlihgröÿere p erweitern.3.2 Greedy-Färbungen mit smallest-last HeuristikDieser Abshnitt soll beleuhten, wie optimale Färbungen für zufällige Shnittgraphenmit Hilfe des Greedy-Algorithmus gefunden werden können. Die nahfolgenden Resul-tate zum Greedy-Algorithmus und vershiedenen Heuristiken inklusive aller Beweise zuden aufgeführten Aussagen können in [3℄ nahgelesen werden.Der Greedy-Algorithmus zum Färben von Graphen ist ein sehr einfaher Approximati-onsalgorithmus mit linearer Laufzeit.Greedy-Färbung des Graphen G = (V,E) mit V = {v1, . . . , vn}1 färbe v1 mit Farbe 12 for i := 2 to n do3 färbe Knoten vi mit der kleinsten Farbe,die in seiner Nahbarshaft niht vorkommt.Algorithmus 1: Der Greedy-Algorithmus zum Färben von Graphen



18Wie unshwer zu erkennen ist, liefert dieser Algorithmus immer eine Färbung, die je-doh niht optimal sein muss (da sie ggf. mehr als χ(G) Farben verwendet). Die Anzahlder Farben, die dieser Algorithmus benötigt, hängt stark von der Reihenfolge ab, in derdie Knoten gefärbt werden. So gibt es auh immer eine Reihenfolge, die zu einer opti-malen Färbung führt. An dieser Stelle setzen Heuristiken an, welhe die Knoten vor derAnwendung des Greedy-Algorithmus in eine möglihst vielversprehende Reihenfolgebringen sollen.De�nition 13 (Rükwärtsgrad) Sei G = (V,E) ein Graph und σ = v1, . . . , vn eineReihenfolge seiner Knoten. Dann ist der Rükwärtsgrad dσ(vi) des Knotens vi de�niertals die Anzahl der Kanten zwishen vi und den Knoten v1, . . . , vi−1. Der maximaleRükwärtsgrad der Anordnung σ wird als b(σ) notiert und entspriht dem Maximumüber die Rükwärtsgrade der einzelnen Knoten in σ. D.h.:
b(σ) = max

i=1,...,n
dσ(vi).Der Greedy-Algorithmus benötigt auf einer Anordnung der Knoten σ höhstens b(σ)+1Farben. Daher liegt es nahe nah Anordnungen zu suhen, die den maximalen Rük-wärtsgrad minimieren. Eine solhe Anordnung wird smallest-last Anordnung genanntund lässt sih reht einfah berehnen.Bestimmen einer smallest-last Knotenanordnung für G = (V,E)1 for i := n downto 1 do2 wähle Knoten vi ∈ V (G) mit minimalem Grad in G3 G := G − viAlgorithmus 2: Erstellen einer smallest-last Knotenanordnung nah [3℄Sei nun σSL eine smallest-last Anordnung der Knoten des Graphen G. Dann lässt sihzeigen, dass der maximale Rükwärtsgrad von σSL gleih dem Maximum über die Mi-nimalgrade aller Subgraphen von G ist [3℄. Zusammengefasst gilt:

b(σSL) = min
σ

b(σ) = max
H⊆G

δ(H) ≥ χ(G) − 1.In zufälligen Shnittgraphen ist die hromatishe Zahl nah unten durh die Anzahl derKnoten in der gröÿten Featurelique beshränkt. Es gilt daher immer:
max
H⊆G

δ(H) + 1 ≥ χ(G) ≥ ω̂W ,wobei ω̂W die Knotenzahl der gröÿten Featurelique bezeihnet.Nahfolgend wird nun gezeigt, dass unter bestimmten Bedingungen fast kein zufälligerShnittgraph einen Subgraphen enthält, dessen Minimalgrad gröÿer oder gleih ω̂W ist.Denn wenn kein solher Subgraph existiert, gilt:
b(σSL) = max

H⊆G
δ(H) + 1 = χ(G) = ω̂W .Der Greedy-Algorithmus �ndet in diesem Fall eine optimale Färbung.Für diese Untersuhung benötigt man zunähst eine Aussage zur Gröÿe der Feature-liquen in zufälligen Shnittgraphen.



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 19Lemma 2. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≫ ln n
n
. Dann hat fast jede Instanzvon Gn,m,p ausshlieÿlih Featureliquen mit mehr als (1−ǫ)np und weniger als (1+ǫ)npKnoten für ein beliebiges aber festes ǫ > 0.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. Sei auÿerdem p = ln n

n
γ(n), wobei γ(n) eine gegen unendlihgehende Funktion ist.Für v ∈ V und w ∈ W sei Xv,w eine Zufallsvariable mit

Xv,w =

{
1 falls (v,w) ∈ EB (d.h. v gehört zu der von w erzeugten Featurelique)
0 sonstund Xw =
∑

v∈V Xv,w die Zufallsvariable, welhe die Gröÿe der von w erzeugtenFeaturelique misst. Dann gilt für den Erwartungswert von Xw:IE [Xw] =
∑

v∈V

IP [Xv,w = 1] = np.Da Xw binomialverteilt ist, kann die Ungleihung von Cherno� angewandt werden(Abshnitt 2.2.2). Sei dazu Y −
w eine Zufallsvariable, welhe den Wert 1 hat, wenn

Xw ≤ (1 − ǫ)np ist und welhe ansonsten den Wert 0 annimmt, und sei Y +
w eine Zu-fallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn Xw ≥ (1 + ǫ)np ist, und welhe sonst denWert 0 hat. IP [Y −

w = 1
]

= IP [Xw ≤ (1 − ǫ)np]

= IP [Xw ≤ IE [Xw] − ǫnp](4)
≤ exp

(

−(ǫnp)2

2np

)

= exp

(

−1

2
ǫ2np

)

= exp

(

−1

2
ǫ2γ(n) ln n

)

= n− 1

2
ǫ2γ(n)IP [Y +

w = 1
]

= IP [Xw ≥ (1 + ǫ)np]

= IP [Xw ≥ IE [Xw] + ǫnp](3)
≤ exp

(

− (ǫnp)2

2np + 2
3ǫnp

)

< exp

(

− ǫ2

2 + ǫ
np

)

= exp

(

− ǫ2

2 + ǫ
γ(n) ln n

)

= n− ǫ2

2+ǫ
γ(n).Seien nun Y − =

∑

w∈W Y −
w und Y + =

∑

w∈W Y +
w die Zufallsvariablen, welhe die An-zahl der Featureliquen mit niht mehr als (1−ǫ)np bzw. mit niht weniger als (1+ǫ)np



20Knoten messen. Nah der Marko�shen Ungleihung ergibt sih für die Wahrsheinlih-keiten, dass es jeweils mindestens eine solhe Featurelique gibt:IP [Y − > 0
] (2)

≤ IE [Y −] =
∑

w∈W

IP [Y −
w = 1

]
≤ mn− 1

2
ǫ2γ(n) = nα− 1

2
ǫ2γ(n).IP [Y + > 0

] (2)
≤ IE [Y +

]
=

∑

w∈W

IP [Y +
w = 1

]
≤ mn− ǫ2

2+ǫ
γ(n) = nα− ǫ2

2+ǫ
γ(n).Im Grenzwert für n gegen unendlih ergibt sih für die Summe der beiden Wahrshein-lihkeiten:

lim
n→∞

(IP [Y − > 0
]
+ IP [Y + > 0

])

≤ lim
n→∞

(

nα− 1

2
ǫ2γ(n) + n

α− ǫ2

2+ǫ
γ(n)

)

= 0.Fast jede Instanz von Gn,m,p enthält ausshlieÿlih Featureliquen mit mehr als (1−ǫ)npaber weniger als (1 + ǫ)np Knoten.Wie muss ein Subgraph eines zufälligen Shnittgraphen zusammengesetzt sein, damitsein Minimalgrad gröÿer oder gleih der Anzahl der Knoten in der gröÿten Featureliqueist? Zunähst ist festzustellen, dass ein solher Graph ausshlieÿlih Knoten enthaltendarf, die zu mehr als einer Featurelique gehören. Denn der Grad eines Knotens mit nureinem oder gar keinem Feature ist o�ensihtlih kleiner als ω̂W .De�nition 14 (dik) Sei G = (V,E) ein zufälliger Shnittgraph und B = (V ∪ W,EB)sein bipartiter Generator. Ein Knoten v ∈ V heiÿt dik, wenn er mindestens zwei Fea-tures hat (d.h. v hat mindestens zwei Nahbarn in W ). Eine Kante {v1, v2} ∈ E heiÿtdik, wenn sie zwishen zwei diken Knoten verläuft.Der folgende Satz beruht darauf, dass ein färbetehnish problematisher Subgraphausshlieÿlih dike Kanten enthalten darf.Satz 3. Sei m = nα für ein festes α > 0 und lnn
n

≪ p ≪
√

1
m3 . Dann färbt der Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von Gn,m,p optimal.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Nah dem Satz überdie totale Wahrsheinlihkeit (siehe Abshnitt 2.2.3) genügt es die Shnittgraphen zubetrahten, in denen alle Featureliquen mindestens (1− ǫ)np Knoten haben. Sei G einsolher Graph.Ein Subgraph von G mit einem Minimalgrad δ ≥ χ(G) muss mindestens (1 − ǫ)npdike Knoten enthalten, von denen jeder einzelne mit mindestens ebenso vielen anderendiken Knoten verbunden ist. Im Folgenden soll die Wahrsheinlihkeit dafür bestimmtwerden.Für zwei beliebige Knoten v, v′ ∈ V sei Xv,v′ eine 0-1-Zufallsvariable, welhe genau dannden Wert 1 annimmt, wenn v und v′ dik und durh eine Kante verbunden sind. Xv,v′ istalso genau dann 1, wenn eine der beiden in Abbildung 2 dargestellten Kon�gurationenim bipartiten Generator von G auftritt.Die Wahrsheinlihkeit dafür lässt sih abshätzen durhIP [Xv,v′ = 1

]
≤ m3p4 + m2p4 ≤ 2m3p4.
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Abbildung 2: die beiden Kon�gurationen, welhe implizieren, dass v und v′ dik undmiteinander verbunden sindDie Zufallsvariable X = 1
2

∑

v∈V

∑

v′∈V \{v} Xv,v′ misst die Anzahl der Kanten, die zwi-shen diken Knoten verlaufen. Für den Erwartungswert von X gilt:IE [X] =
1

2

∑

v∈V

∑

v′∈V \{v}
IP [Xv,v′ = 1

]
≤ n2m3p4.Ein Subgraph mit mindestens (1 − ǫ)np diken Knoten, von denen jeder einzelne mitmindestens (1 − ǫ)np anderen diken Knoten verbunden ist, erfordert mindestens

1
2(1 − ǫ)2n2p2 dike Kanten. Nah der Marko�shen Ungleihung kann die Wahrshein-lihkeit dafür abgeshätzt werden:IP [X ≥ 1

2
(1 − ǫ)2n2p2

] (1)
≤ 2

(1 − ǫ)2n2p2
IE [X]

≤ 2

(1 − ǫ)2
m3p2.Diese Wahrsheinlihkeit geht für n gegen unendlih gegen 0 (da nah Voraussetzung

p ≪
√

1
m3 gilt). Also enthält fast keine Instanz von Gn,m,p einen Subgraphen mit Mi-nimalgrad δ ≥ χ(G). Der Greedy-Algorithmus färbt somit fast jede Instanz von Gn,m,poptimal auf einer smallest-last Anordnung der Knoten.Dieses Resultat lässt sih noh verbessern, wenn man anstelle der Anzahl der dikenKanten des zufälligen Shnittgraphen die Anzahl der diken Nahbarn eines Knotensabshätzt. Dazu werden die folgenden beiden Lemmata benötigt.Lemma 4. Sei m = nα für ein festes α > 0. Wenn p ≪ 1

m
, dann gibt es eine Konstante

c > 0, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p einen Knoten mit mehr als mp + c ln nFeatures enthält.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph und sei Xv (v ∈ V ) eineZufallsvariable, welhe die Anzahl der Features eines Knotens zählt. Dann gilt:IE [Xv ] = mp.Nah der Cherno�shen Ungleihung (siehe Abshnitt 2.2.2) gilt daher:IP [Xv ≥ mp + c ln n]
(3)
≤ exp

(

− (c ln n)2

2mp + 2
3c ln n

)

≤ exp

(

−(c ln n)2

c ln n

)

= exp (−c ln n) .



22Für die zweite Abshätzung wurde benutzt, dass mp gegen 0 geht und damit ab einemgewissen n durh 1
3c ln n abgeshätzt werden kann. Sei nun Yv eine Zufallsvariable,welhe den Wert 1 für Xv ≥ mp+c ln n annimmt, und welhe sonst 0 ist. Die Marko�sheUngleihung liefert dann für Y =

∑

v∈V Yv:IP [Y > 0]
(2)
≤ IE [Y ] ≤ n exp (−c ln n) = n1−c.Diese Wahrsheinlihkeit strebt für n gegen unendlih gegen 0, wenn c > 1. Demzufolgegibt es ein c, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Knoten mit mehr als mp + c ln nFeatures hat.Lemma 5. Sei m = nα für ein festes α > 0. Falls lnn

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

, gibt es eineKonstante c > 0, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Featureliquen mit mehr als
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n diken Knoten enthält.Beweis. Nah Lemma 2 (Gröÿe der Featureliquen) und dem Satz über die totaleWahrsheinlihkeit (siehe Abshnitt 2.2.3) genügt es Graphen zu betrahten, bei de-nen die Gröÿe der Featureliquen durh (1 − ǫ)np und (1 + ǫ)np beshränkt ist. Sei
G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein solher zufälliger Shnittgraph. Sei nun C ⊆ V eine beliebigeFeaturelique in G und bezeihne |C| die Anzahl der Knoten in C. Sei auÿerdem XC,vfür v ∈ C eine Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn v dik ist, und welheansonsten 0 ist. Dann gilt:IP [XC,v = 1] = 1 − (1 − p)m−1

(7)
≤ 1 −

(

1 − (m − 1)p
)

≤ mp.Sei XC =
∑

v∈C XC,v die Zufallsvariable, welhe die Anzahl der diken Knoten in Czählt. Für den Erwartungswert von XC gilt dann:IE [XC ] =
∑

v∈C

IP [XC,v = 1] ≤ |C|mp ≤ (1 + ǫ)nmp2.Die Cherno�-Ungleihung (siehe Abshnitt 2.2.2) liefert nun folgende Abshätzung:IP [XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 + c ln n
]

≤ IP [XC ≥ IE [XC ] + c ln n](3)
≤ exp

(

− (c ln n)2

2IE [XC ] + 2
3c ln n

)

≤ exp

(

− (c ln n)2

2(1 + ǫ)nmp2 + 2
3c ln n

)

.Sei YC eine Zufallsvariable, die für XC ≥ (1+ ǫ)nmp2 + c ln n den Wert 1 annimmt undsonst 0 ist. Sei auÿerdem Y =
∑

C⊆V YC die Anzahl der Featureliquen mit mindestens
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n diken Knoten. Nah der Marko�shen Ungleihung gilt:IP [Y > 0]

(2)
≤ IE [Y ] =

∑

C⊆V

IP [YC = 1] ≤ m exp

(

− (c ln n)2

2(1 + ǫ)nmp2 + 2
3c ln n

)

.Da nmp2 ≪ ln n ist, kann 2(1 + ǫ)nmp2 durh 1
3c ln n abgeshätzt werden.IP [Y > 0] ≤ m exp

(

−(c ln n)2

c ln n

)

= m exp (−c ln n) = nα−c.



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 23Für n gegen unendlih strebt diese Wahrsheinlihkeit gegen 0, wenn c > α. Also gibtes eine Konstante c, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Featureliquen mit mehr als
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n diken Knoten enthält.Aus diesen beiden Lemmata kann der folgende Satz abgeleitet werden.Satz 6. Sei m = nα für ein festes α > 0, dann färbt der Greedy-Algorithmus für
ln2 n

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

fast jede Instanz von Gn,m,p optimal auf einer smallest-last Anord-nung der Knoten.Beweis. Auh dieser Beweis benutzt, dass Greedy auf einer smallest-last Anordnungder Knoten optimal färbt, wenn alle Subgraphen einen Minimalgrad kleiner der gröÿtenFeaturelique haben. In Lemma 4 wird eine obere Shranke für die Anzahl der Featureseines Knotens hergeleitet und Lemma 5 beshränkt die Anzahl der diken Knoten jeFeaturelique. Das Produkt dieser beiden oberen Shranken liefert eine Abshätzung fürdie Anzahl der diken Nahbarn eines diken Knotens, und somit auh eine Abshätzungfür den Minimalgrad von Subgraphen, die ausshlieÿlih aus diken Knoten bestehen.Zunähst ist anzumerken, dass aus der Voraussetzung α < 1 folgt. Denn für α ≥ 1 gilt
√

ln n

nm
≤

√
ln n

n
≤ ln2 n

n
.D.h. es gibt kein p, welhes die Voraussetzung unter diesen Bedingungen erfüllen könnte.Es gilt:

p ≪
√

ln n

nm
≪

√

ln n

nm

n

m ln n
=

1

m
.Damit ist die Voraussetzung für Lemma 4 erfüllt und es kann zusammen mit dem Satzüber die totale Wahrsheinlihkeit nah Abshnitt 2.2.3 angenommen werden, dass Gkeine Knoten enthält, die zu mehr als mp + O(ln n) Featureliquen gehören. Analogdarf nah Lemma 5 angenommen werden, dass G keine Featureliquen mit mehr als

(1 + ǫ)nmp2 + O(ln n) diken Knoten enthält. Der Ausdruk
D =

(

mp + O(ln n)
)(

(1 + ǫ)nmp2 + O(ln n)
)liefert daher eine obere Shranke für die Anzahl diker Nahbarn eines diken Knotensin G.Da mp für n gegen unendlih gegen 0 geht, kann es durh ln n nah oben abgeshätztwerden. Auÿerdem ist nah Voraussetzung (1 + ǫ)nmp2 ≪ ln n und daher ebenfallsdurh ln n beshränkt. Es ergibt sih:

D ≤
(

O(ln n)
)(

O(ln n)
)

= O(ln2 n).

D ist eine obere Shranke für den Minimalgrad von Subgraphen von G, die ausshlieÿlihaus diken Knoten bestehen. Sollte D nun kleiner der Anzahl der Knoten in der gröÿ-ten Featurelique von G sein, so färbt Greedy auf smallest-last Anordnungen optimal.Da nah Voraussetzung p ≫ ln n
n

gilt, genügt es nah dem Satz über die totale Wahr-sheinlihkeit Graphen zu betrahten, in denen jede Featurelique mindestens (1− ǫ)np



24Knoten hat, für ein beliebiges ǫ mit 0 < ǫ < 1. Also genügt es zu zeigen, dass D kleinerals (1 − ǫ)np ist. Nah Voraussetzung gilt nun:
p ≫ ln2 n

n

⇒ (1 − ǫ)np ≫ ln2 n

⇒ (1 − ǫ)np ≥ D.Die Voraussetzung p ≪
√

lnn
nm

wird dabei vor allem benötigt um Lemma 5 anwendenzu können. In diesem Lemma wird dann benutzt, dass der Erwartungswert für dieAnzahl diker Knoten einer Featurelique kleiner oder gleih (1 + ǫ)nmp2 ist und somitlangsamer als ln n wähst. Das ist jedoh keineswegs eine zwingende Voraussetzung.Eine ähnlihe Rehnung kann auh für deutlih gröÿere Erwartungswerte durhgeführtwerden. Für diesen Fall nimmt das Lemma die folgende Form an.Lemma 7. Sei m = nα für ein festes α mit 0 < α < 1. Falls p ≫
√

1
nm

, so enthält fastkeine Instanz von Gn,m,p Featureliquen mit mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n dikenKnoten.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Wegen
p ≫

√

1

nm
≫

√

1

n1+α

ln2 n

n1−α
=

ln n

nist die Voraussetzung für Lemma 2 erfüllt. Zusammen mit dem Satz über die totaleWahrsheinlihkeit (siehe Abshnitt 2.2.3) kann daher angenommen werden, dass dieGröÿe der Featureliquen von G durh (1 − ǫ)np und (1 + ǫ)np beshränkt ist (für einbeliebiges ǫ mit 0 < ǫ < 1). Sei nun C ⊆ V eine beliebige Featurelique in G undbezeihne |C| die Anzahl ihrer Knoten. Sei auÿerdem XC,v (v ∈ C) eine Zufallsvariable,die den Wert 1 annimmt, wenn v dik ist, und welhe ansonsten 0 ist. Dann gilt:IP [XC,v = 1] = 1 − (1 − p)m−1
(7)
≤ 1 −

(

1 − (m − 1)p
)

≤ mp.Sei XC =
∑

v∈C XC,v die Zufallsvariable, welhe die Anzahl der diken Knoten in Czählt. Für den Erwartungswert von XC gilt dann:IE [XC ] =
∑

v∈C

IP [XC,v = 1] ≤ |C|mp ≤ (1 + ǫ)nmp2.Die Cherno�-Ungleihung (siehe Abshnitt 2.2.2) liefert folgende Abshätzung:IP [XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n
]

≤ IP [XC ≥ IE [XC ] +
√

nmp2 ln n
](3)

≤ exp

(

− nmp2 ln2 n

2IE [XC ] + 2
3

√

nmp2 ln n

)

≤ exp

(

− nmp2 ln2 n

4nmp2 +
√

nmp2 ln n

)

.



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 25Sei YC eine Zufallsvariable, die für XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n den Wert 1 an-nimmt und sonst 0 ist. Sei auÿerdem Y =
∑

C⊆V YC die Anzahl der Featureliquen mitmindestens (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n diken Knoten. Die Marko�she Ungleihungliefert für IP [Y > 0]:IP [Y > 0]
(2)
≤ IE [Y ] =

∑

C⊆V

IP [YC = 1] ≤ m exp

(

− nmp2 ln2 n

4nmp2 +
√

nmp2 ln n

)

.Hier setzt eine Falluntersheidung an.1. Fall: 4nmp2 ≥
√

nmp2 ln nIP [Y > 0] ≤ m exp

(

−nmp2 ln2 n

8nmp2

)

= m exp

(

−1

8
ln2 n

)

= nα− 1

8
lnn

→ 02. Fall: 4nmp2 <
√

nmp2 ln nIP [Y > 0] ≤ m exp

(

− nmp2 ln2 n

2
√

nmp2 ln n

)

= m exp

(

−1

2

√

nmp2 ln n

)

= nα− 1

2

√
nmp2

→ 0.Für den letzten Shritt wurde verwendet, dass nah Voraussetzung √nmp2 für ngegen unendlih gegen ∞ läuft.IP [Y > 0] ist für jedes n durh das Maximum dieser beiden Terme beshränkt und gehtfür n gegen unendlih gegen 0. Somit enthält fast keine Instanz von Gn,m,p Featureliquenmit mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n diken Knoten.Lemma 4 und Lemma 7 erlauben nun eine zweite Version von Satz 6 für einen anderenBereih von p.Satz 8. Sei m = nα für ein festes α > 0. Wenn nun gilt:
√

1

nm
≪ p ≪ 1

m ln n
,so färbt der Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von

Gn,m,p optimal.Beweis. Der Beweis läuft nah demselben Shema wie bei Satz 6. Wie in Satz 6 folgtaus der Voraussetzung dass α < 1 ist. Denn für α ≥ 1 gilt:
1

m ln n
≪ 1

m
≤
√

1

nm
,



26so dass kein p die Voraussetzung erfüllen kann.Sei G ein zufälliger Shnittgraph. Ein Subgraph von G, dessen Minimalgrad gröÿeroder gleih der die Gröÿe der gröÿten Featurelique von G ist, darf nur aus dikenKnoten bestehen. Der Minimalgrad eines solhen Subgraphen ist durh die maximaleAnzahl von diken Nahbarn eines diken Knotens in G begrenzt. Nah Voraussetzungist p ≪ 1
m

und somit die Voraussetzung für Lemma 4 erfüllt. Zusammen mit demSatz über die totale Wahrsheinlihkeit folgt, dass es genügt Graphen zu betrahten,welhe keine Knoten enthalten, die zu mehr als mp + O(ln n) Featureliquen gehören.Analog darf nah Lemma 7 angenommen werden, dass keine Featureliquen mit mehrals (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n diken Knoten vorliegen. Folglih liefert
D =

(

mp + O(ln n)
)(

(1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n
)eine obere Shranke für die Anzahl diker Nahbarn eines diken Knoten in G.Da mp für n gegen unendlih gegen 0 strebt, kann es ab einem gewissen n durh ln nabgeshätzt werden. Es ergibt sih:

D ≤
(

O(ln n)
)(

2nmp2 +
√

nmp2 ln n
)

= nmp2O(ln n) +
√

nmp2O(ln2 n)

=

(

mpO(ln n) +

√
m

n
O(ln2 n)

)

np.Nah Voraussetzung geht mp ln n für n gegen unendlih gegen 0. Ebenso strebt√m
n

ln2 ngegen 0, da α < 1 ist. Somit folgt für ein ǫ < 1:
D ≤ (1 − ǫ)np.

D ist eine obere Shranke für den Minimalgrad von Subgraphen in G, die ausshlieÿlihaus diken Knoten bestehen. Wie in Lemma 7 darf angenommen werden, dass die Gröÿeder Featureliquen nah unten durh (1 − ǫ)np beshränkt ist. Damit folgt dann nahder selben Argumentation wie in Satz 6, dass der Greedy-Algorithmus den Graphen Gauf einer smallest-last Anordnung der Knoten fast siher optimal färbt.3.3 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde gezeigt unter welhen Bedingungen zufällige Shnittgraphenoptimal gefärbt werden können. Die folgende Tabelle liefert eine Übersiht zu den er-zielten Resultaten.Satz 1 p ≪
√

1
nm

fast alle Instanzen sind hordalSatz 3 lnn
n

≪ p ≪
√

1
m3 Greedy färbt fast alle InstanzenSatz 6 ln2 n

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

auf smallest-last KnotenanordnungenSatz 8 √
1

nm
≪ p ≪ 1

m lnn
optimalDamit die Voraussetzungen von Satz 3 erfüllbar sind, muss α < 2

3 sein. Die Sätze 6und 8 erzwingen α < 1. Die von den Sätzen 6 und 8 abgedekten Bereihe für p können



3 Zufällige Shnittgraphen optimal färben 27zusammengefasst werden und ersetzen damit Satz 3 fast vollständig. Insgesamt ergibtsih damit folgendes Bild.
p ≪

√
1

nm
fast alle Instanzen sind hordal

ln n
n

≪ p ≪ nǫ−1
(
α < 2

3

) Greedy färbt fast alle Instanzen auf
ln2 n

n
≪ p ≪ 1

m ln n
(α < 1) smallest-last Anordnungen optimalDiese Resultate liefern ein Verfahren, welhes fast alle zufälligen Shnittgraphen in derVereinigung der Parameterbereihe (d.h. im Wesentlihen p ≪

√
1

nm
und p ≪ 1

m ln n
bei

α < 1) optimal färbt. Dazu überprüft man zunähst, ob der vorliegende Graph hordalist (in linearer Zeit möglih). Wenn ja, so kann der Graph mit einem Färbealgorithmusfür hordale Graphen in linearer Zeit optimal gefärbt werden. Wenn niht, so wirdeine smallest-Anordnung der Knoten bestimmt und der Greedy Algorithmus daraufangewandt.

Abbildung 3: Bereihe, in denen zufällige Shnittgraphen optimal gefärbt werden könnenAbbildung 3 fasst die Aussagen dieses Kapitels zusammen und enthält zusätzlih dieResultate von Singer bezüglih des Auftretens von Kanten sowie Vollständigkeit von
Gn,m,p (siehe Abshnitt 2.4).Das weiÿe niht-shra�erte Gebiet beshreibt den Bereih, zu dem bisher keine Aussa-gen gemaht werden können. Wie lassen sih also Graphen aus diesem Bereih färben?Zunähst stellt sih die Frage, inwieweit sih die Ergebnisse dieses Kapitels verbessern



28lassen. Wie bereits erwähnt wurde in [7℄ gezeigt, dass√ 1
nm

eine Shwellenwertfunktionfür das Auftauhen von induzierten Kreisen fester Länge (≥ 4) darstellt. Die erste Aus-sage zu hordalen Graphen kann daher niht weiter verbessert werden. Bei den Aussagenzum Greedy-Algorithmus ist eine Überprüfung der Grenzen wesentlih shwieriger. Dieunteren Grenzen für p sheinen vor allem ein tehnishes Problem zu sein. Der Autor hatkeinen Anlass zu vermuten, dass der Greedy-Algorithmus für kleinere p (d.h. Graphenmit noh weniger Kanten) plötzlih shlehtere Resultate liefert. Weit interessanter istjedoh die Frage, wie sharf die obere Grenze für p ist.Dazu ist zunähst anzumerken, dass das bisher beste Resultat zum Greedy Algorithmus(die Sätze 6 und 8) darauf basiert, dass der Knotengrad in Subgraphen aus diken Kno-ten kleiner als die hromatishen Zahl ist. Sobald mp gegen unendlih strebt, sind jedohfast alle Knoten dik. D.h. das Verfahren der genannten Sätze liefe im Wesentlihen aufeine Untersuhung des Maximalgrads der Graphen hinaus, der sogar unabhängig von derKnotenanordnung eine Shranke für die Anzahl der vom Greedy-Algorithmus verwende-ten Farben liefert. Auÿerdem ist zu erwarten, dass die bisherige untere Shranke für diehromatishe Zahl (die Gröÿe der Featureliquen) mit steigendem p zunehmend shleh-ter wird. Aus diesem Grund beshäftigt sih das nähste Kapitel mit der Stabilitätszahlvon zufälligen Shnittgraphen. Dabei wird besonderes Augenmerk auf den bisher nihtabgedekten Parameterraum gelegt. Mit den Resultaten zur Stabilitätszahl soll dann inKapitel 5 eine neue untere Shranke für die hromatishe Zahl abgeleitet werden, mitderen Hilfe die Approximationsgüte des Greedy-Färbealgorithmus abgeshätzt werdenkann.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 294 Die Stabilitätszahl von zufälligen ShnittgraphenEbenso wie das Färben von Graphen stellt auh das Finden der gröÿten stabilen Kno-tenmenge bzw. das Ermitteln der Stabilitätszahl ein NP -vollständiges Problem dar.Auh die Approximation dieser Gröÿe ist shwierig. So zeigten Arora, Lund, Motwani,Sudan und Szegedy 1992, dass unter der Voraussetzung P 6= NP ein ǫ > 0 existiert,so dass es keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus für die Stabilitätszahl miteiner Güte kleiner oder gleih nǫ gibt [3℄. Erstaunliherweise konnte dennoh gezeigtwerden, dass bei fast allen Gn,p-Instanzen die Stabilitätszahl in einem vergleihswei-se kleinen Bereih liegt. So wurde nahgewiesen, dass für die Stabilitätszahl fast aller
Gn,p-Instanzen mit n−c ≤ p ≤ c (für c < 1 beliebig) gilt:

k−ǫ ≤ β ≤ kǫfür k±ǫ =

⌊
2

p
(2 log np − log log np + 1 − log 2 ± ǫ)

⌋ und ǫ > 0 beliebig [9℄.In diesem Kapitel soll nun untersuht werden, wie groÿ die gröÿte stabile Menge inzufälligen Shnittgraphen ist. In [7℄ wurde bereits gezeigt dass:1. für p ≪ 1
n
√

m
fast kein Instanz von Gn,m,p Kanten enthält und2. für p ≫

√
ln n
m

fast alle Instanzen von Gn,m,p vollständig sind.Die Untersuhung wird sih daher auf den Bereih zwishen diesen beiden Shrankenkonzentrieren.Auÿerdem wurde in [7℄ auh gezeigt, dass für fast alle Instanzen von Gn,m,p bei mp2 → cgilt:
⌊d − ǫ1⌋ ≤ β ≤ ⌊d + ǫ2⌋,wobei d = 2 logb n− 2 logb logb n + 1 + 2 logb

(
e
2

) mit b = ec, ǫ1 > c2

4 und ǫ2 > 0 beliebigsind.Wenn man versuht die Stabilitätszahl für einen möglihst groÿen Bereih für p abzu-shätzen, so hilft dieses Resultat siherlih nur begrenzt weiter, da es nur ein sehr kleines
p-Intervall betri�t. Die Herleitung der unteren Shranke war jedoh bei der Ausarbei-tung der Beweise in 4.2 eine wertvolle Hilfe.4.1 Shranken für die StabilitätszahlZunähst soll die Stabilitätszahl für kleine Featurewahrsheinlihkeiten p untersuhtwerden. Der folgende Satz benutzt, dass die Anzahl der Knoten ohne Features eineuntere Shranke für die Stabilitätszahl liefert, da diese Knoten isoliert sind.Satz 9. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei p ≪ 1

m
, dann gibt es in fast allenInstanzen von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe (1 − o(1)
)

n.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Es genügt zu zeigen, dasseine Funktion γ(n) ≪ 1 existiert, so dass G fast siher (1 − γ(n)
)

n Knoten ohne



30Features hat. Sei dazu γ(n) =
√

lnn
n

+ mp, dann ist γ(n) ≪ 1, da √
ln n ≪ √

n ist und
mp für n gegen unendlih gegen 0 strebt.Sei auÿerdem Xv für einen Knoten v ∈ V eine 0-1-Zufallsvariable, welhe genau dann 1ist, wenn v keiner Featurelique angehört. Es gilt:IP [Xv = 1] = (1 − p)m.Sei nun X =

∑

v∈V Xv die Anzahl der Knoten ohne Features. Für den Erwartungswertvon X gilt: IE [X] =
∑

v∈V

IP [Xv = 1] = n(1 − p)m
(7)
≥ (1 − mp)n.Da X binomialverteilt ist, kann die Ungleihung von Cherno� angewandt werden (sieheAbshnitt 2.2.2).IP [X ≤

(

1 − γ(n)
)

n
]

= IP [X ≤ IE [X] − γ(n)n − IE [X] + n]

≤ IP [X ≤ IE [X] −
(

γ(n) + 1 − mp − 1
)

n
]

= IP [X ≤ IE [X] −
(

γ(n) − mp
)

n
](4)

≤ exp




−

(

γ(n) − mp
)2

n2

2IE [X]






≤ exp

(

−1

2

(

γ(n) − mp
)2

n

) da IE [X] ≤ n

≤ exp

(

−1

2
ln n

)

→ 0.In fast allen Graphen aus Gn,m,p gibt es folglih mehr als (1 − o(1)
)

n isolierte Knotenund somit eine stabile Menge dieser Gröÿe.Die Stabilitätszahl von fast allen zufälligen Shnittgraphen liegt damit für p ≪ 1
m

zwi-shen (1 − o(1))n und n. Es bleibt zu untersuhen, wie sie sih für gröÿere p verhält.Ein erstes Resultat ergibt sih durh Betrahtung des Maximalgrads.Satz 10. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei p ≫ max
(

lnn
n

, ln n
m

), dann gibt esfür ein beliebiges ǫ > 0 in fast allen Instanzen von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe
(1 − ǫ) 1

mp2 .Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Der Beweis beruht darauf,dass der Maximalgrad von G nah oben beshränkt ist durh die maximale Anzahlder Features eines Knotens multipliziert mit der maximalen Anzahl von Knoten einesFeatures. Diese Beshränkung für den Maximalgrad liefert eine obere Shranke für diehromatishe Zahl und damit eine untere Shranke für die Stabilitätszahl, denn es gilt:
∆(G) + 1 ≥ χ(G) ≥ n

β(G)

⇒ β(G) ≥ n

∆(G) + 1
.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 31Für einen Knoten v ∈ V sei Xv eine Zufallsvariable, welhe die Anzahl der Featuresdieses Knotens zählt. Dann gilt: IE [Xv ] = mp.Da Xv binomialverteilt ist, kann die Ungleihung von Cherno� angewandt werden (sieheAbshnitt 2.2.2). Für ein genügend kleines ǫ′ > 0 gilt:IP [Xv ≥ (1 + ǫ′)mp
]

= IP [Xv ≥ IE [Xv] + ǫ′mp
](3)

≤ exp

(

− (ǫ′mp)2

2IE [Xv ] +
2
3ǫ′mp

)

≤ exp

(

−ǫ′2

3
mp

)

.Da p ≫ lnn
m

ist, kann es als γ(n) ln n
m

geshrieben werden für eine gegen unendlihstrebende Funktion γ. Die Wahrsheinlihkeit für die Existenz eines Knotens in G mitmehr als (1 + ǫ′)mp Features lässt sih abshätzen durh:IP [∃v∈V : Xv > (1 + ǫ′)mp
]

≤ nIP [Xv ≥ (1 + ǫ′)mp
]

≤ n exp

(

−ǫ′2

3
γ(n) ln n

)

≤ n1− 1

3
ǫ′2γ(n)

→ 0.Nah dem Satz über die totale Wahrsheinlihkeit genügt es den Fall zu betrahten,dass G keinen Knoten mit mehr (1 + ǫ′)mp Features hat. Auÿerdem gilt p ≫ lnn
n
, undes kann nah Lemma 2 angenommen werden, dass G ausshlieÿlih Featureliquen mitweniger als (1 + ǫ′)np Knoten enthält. Damit gilt für den Maximalgrad von G:

∆(G) ≤ (1 + ǫ′)2nmp2.Für die Stabilitätszahl von G bedeutet das bei hinreihend kleinem ǫ′:
β(G) ≥ n

∆(G) + 1
≥ 1

(1 + ǫ′)2mp2 + 1
n

≥ (1 − ǫ)
1

mp2
.

Auf den ersten Blik mag es erstaunlih ersheinen, dass dieser Beweis niht für beliebigkleine p gilt, da ja kleinere Werte für p zu dünneren Graphen mit höherer Stabilitätszahlführen. Allerdings ist die hier bewiesene Shranke für die Stabilitätszahl abhängig von
p und steigt, wenn p sinkt.Nah dieser unteren Shranke folgt die Bestimmung einer oberen Shranke, welhe mitHilfe der 1. Moment Methode abgeleitet wird.Satz 11. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei lnn

m
≪ p ≪

√
lnn
m
, dann ist in fastallen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl kleiner als (2 + ǫ) ln n

mp2 für ein beliebigesaber festes ǫ > 0.



32Beweis. Es wird gezeigt, dass die erwartete Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe (2+ǫ) ln n
mp2für n gegen unendlih gegen 0 strebt. Daraus folgt nah der 1. Moment Methode, dassdie Wahrsheinlihkeit für die Existenz einer solhen stabilen Menge ebenfalls gegen 0läuft, und somit fast keine Instanz von Gn,m,p eine stabile Menge dieser Gröÿe enthält.Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Eine Menge von k Knoten istgenau dann stabil, wenn keine Kanten zwishen ihnen verlaufen. Also muss für jedeFeaturelique von G gelten:1. sie enthält keinen der k Knoten2. oder sie enthält genau einen der k Knoten.Die Wahrsheinlihkeit für eine gegebene Menge Sk ⊆ V mit k Knoten stabil zu seinbeträgt daher: IP [Sk ist stabil] =

(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Sei Xk die Zufallsvariable, welhe die Anzahl der stabilen Mengen mit k Knoten in Gzählt. Dann gilt wegen der Linearität des Erwartungswerts:IE [Xk] =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m(9)

≤
(ne

k

)k

(1 − p)(k−1)m
(

1 − p + kp
)m

=
(n

k

)k

ek(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m

.Sei k = (2 + ǫ) ln n
mp2 . Um zu zeigen dass IE [Xk] gegen 0 geht genügt es zu zeigen, dass

ln(IE [Xk]) gegen −∞ läuft.
ln(IE [Xk]) ≤ ln

((n

k

)k

ek(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m
)

= k ln
(n

k

)

+ k + (k − 1)m ln(1 − p) + m ln
(

1 + (k − 1)p
)

.Über die Taylorentwiklung erhält man die folgenden beiden Abshätzungen:
ln(1 − p) = −

∞∑

i=1

1

i
pi ≤ −p − 1

2
p2 − 1

3
p3

ln
(

1 + (k − 1)p
)

=

∞∑

i=1

(−1)(i−1) 1

i
(k − 1)ipi

≤ (k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2 +

1

3
(k − 1)3p3.Im letzten Shritt der zweiten Abshätzung wurde verwendet, dass die Beträge derReihenglieder mit fortshreitendem i immer kleiner werden. Die nah einem positivenGlied abgebrohene Reihe liefert dann eine obere Shranke, weil in dem Rest der Reiheimmer zunähst etwas abgezogen und danah etwas betragsmäÿig kleineres addiert wird.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 33Für den Erwartungswert ergibt sih:
ln(IE [Xk]) ≤ k ln

(n

k

)

+ k − (k − 1)m

(

p +
1

2
p2 +

1

3
p3

)

+m

(

(k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2 +

1

3
(k − 1)3p3

)

= k ln
(n

k

)

+ k +
1

2
kmp2 +

1

3
k3mp3 +

2

3
kmp3 − 1

2
k2mp2 − k2mp3

≤ k

(

ln
(n

k

)

+ 1 +
1

2
mp2 +

1

3
k2mp3 +

2

3
mp3 − 1

2
kmp2

)

≤ k

(

ln
(n

k

)

+ 1 + mp2

︸︷︷︸

=:A

+ 2
ln2 n

mp
︸ ︷︷ ︸

=:B

+ mp3

︸︷︷︸

=:C

−2 + ǫ

2
ln n

)

.Die 1, sowie die Terme A, B und C können jeweils durh 1
16ǫ ln n abgeshätzt werden,weil gilt:

A ≪ ln n, da nah Voraussetzung p ≪
√

lnn
m

B = 2 ln n
mp

ln n ≪ ln n, da nah Voraussetzung p ≫ ln n
m

C ≪ A ≪ ln n.Damit ergibt sih:
ln(IE [Xk]) ≤ k

(

ln
(n

k

)

−
(

1 +
ǫ

4

)

ln n

)

≤ k

(

ln n −
(

1 +
ǫ

4

)

ln n

)

= − ǫ

4
k ln n.Dieser Term strebt für n gegen unendlih gegen −∞, weil k = (2+ǫ) lnn

mp2 gegen unendlihstrebt. Der Erwartungswert von Xk strebt daher gegen 0. Nah der 1. Moment Methodefolgt, dass fast keine Instanz von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe k besitzt.Dieses Resultat vervollständigt das Bild zur Stabilitätszahl. Zusammen mit Satz 10ergibt sih ein relativ kleiner Bereih, in den die Stabilitätszahl von fast allen zufälligenShnittgraphen fällt. Für p oberhalb von √ lnn
m

sind fast alle zufälligen Shnittgraphenvollständig, und die Stabilitätszahl folglih fast siher 1.Noh o�en ist die Frage, wie sharf diese Shranken sind. Für α ≤ 1 liefern die Sätze10 und 11 die folgende Aussage für fast alle zufälligen Shnittgraphen:Wenn ln n

m
≪ p ≪

√

ln n

m
, so gilt: (1 − ǫ)

1

mp2
≤ β ≤ (2 + ǫ)

ln n

mp2
.Obere und untere Shranke liegen um einen Faktor von a. 2 ln n auseinander.Im Vergleih dazu ist die Stabilitätszahl von Gn,p auf einen sehr kleinen Bereih be-shränkt. Die dort hergeleiteten oberen und unteren Shranken untersheiden sih le-diglih um eine Konstante 4ǫ1

p
(7.1 und 7.4 in [9℄). Zwar kann auh dieser Wert für



34hinreihend kleine p sehr groÿ werden, dafür beshreibt er jedoh bereits die ehte Brei-te des Intervalls und niht den Quotient zwishen oberer und unterer Shranke.Verglihen mit dem obigen Resultat zur Stabilitätszahl in zufälligen Shnittgraphen sinddie bekannten Resultate auf einfahen zufälligen Graphen wesentlih shärfer. Damitstellt sih die Frage, ob das Gn,m,p-Resultat noh weiter verbessert werden kann. In derAbleitung der oberen Shranke wurde bereits sehr vorsihtig abgeshätzt, und es istdem Autor niht gelungen dieses Ergebnis zu verbessern. Es liegt daher nahe die untereShranke einer genaueren Analyse zu unterwerfen.4.2 Untere Shranken für die Stabilitätszahl nah der 2. Moment Me-thodeDie 2. Moment Methode stellt ein gängiges Mittel zum Beweisen solher unteren Shran-ken dar. Um diese Methode anzuwenden wird eine Abshätzung des Erwartungswertssowie eine Abshätzung der Varianz der zu untersuhenden Zufallsvariable benötigt.Diese Abshätzungen werden in den folgenden beiden Lemmata bereitgestellt.Lemma 12. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem Xk eine Zufallsvariable,welhe die Anzahl der stabilen Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p misst. Wennfür n gegen unendlih kp → 0 geht, dann gilt für den Erwartungswert von Xk:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Beweis. Sei Sk ∈ V (G) eine Menge mit k Knoten. Nah dem Beweis von Satz 11 giltfür die Wahrsheinlihkeit dass Sk stabil ist:IP [Sk ist stabil] =
(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Daraus ergibt sih für den Erwartungswert:IE [Xk] =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m(9)

≥
(n

k

)k

(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m

.Für den Logarithmus des Erwartungswerts bedeutet das:
ln IE [Xk] ≥ k ln

(n

k

)

+ (k − 1)m ln(1 − p) + m ln
(

1 + (k − 1)p
)

.Über die Taylorentwiklung erhält man die folgenden beiden Abshätzungen:
ln(1 − p) = −

∞∑

i=1

1

i
pi ≥ −

∞∑

i=1

pi +
p2

2

(6)
= − 1

1 − p
+ 1 +

p2

2
= − p

1 − p
+

p2

2
,

ln
(

1 + (k − 1)p
)

=

∞∑

i=1

(−1)(i−1) 1

i
(k − 1)ipi ≥ (k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2.Bei der zweiten Abshätzung wurde benutzt, dass kp → 0 geht und daher die naheinem negativen Reihenglied abgebrohene Reihe eine untere Shranke liefert.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 35Es ergibt sih:
ln IE [Xk] ≥ k ln

(n

k

)

+ (k − 1)m

(
p2

2
− p

1 − p

)

+ m

(

(k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2

)

= k ln
(n

k

)

+
1

2
kmp2 +

mp

1 − p
+ kmp + kmp2

−1

2
mp2 − kmp

1 − p
− mp − 1

2
k2mp2 − 1

2
mp2

= k ln
(n

k

)

+
3

2
kmp2 + mp

(
1

1 − p
− 1

)

−mp2 − 1

2
k2mp2 − kmp

(
1

1 − p
− 1

)

= k ln
(n

k

)

+ kmp2

(
3

2
− 1

1 − p

)

+ mp2

(
1

1 − p
− 1

)

− 1

2
k2mp2

= k ln
(n

k

)

+ kmp2 1 − 3p

2(1 − p)
+

mp3

1 − p
− 1

2
k2mp2

≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Die Abshätzung für die Varianz der Zufallsvariable, welhe die Anzahl stabiler Mengeneiner bestimmten Gröÿe misst, ist reht aufwendig. Um die 2. Moment Methode anzu-wenden, muss die Varianz der entsprehenden Zufallsvariable klein gegen das Quadratdes Erwartungswerts sein. Die Varianz ist ein Maÿ für die Abweihung einer Zufallsva-riable von ihrem Erwartungswert. Für eine beliebige Zufallsvariable X gilt:Var [X] = IE [(X − IE[X])2
]

= IE [X2
]
− IE [X]2Der folgende Hilfssatz liefert eine Abshätzung für das Verhältnis von IE [X2

k

] zu IE [Xk]
2,wobei die Zufallsvariable Xk die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k misst. Aus diesemVerhältnis kann dann die Aussage zu Varianz und dem Quadrat des Erwartungswertsabgeleitet werden. Der Ansatz dazu, sowie Teile der Rehnung orientieren sih dabei anSatz 5.8 in [7℄.Lemma 13. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem Xk eine Zufallsvariable,welhe die Anzahl der stabilen Mengen der Gröÿe k ≥ 1 in Instanzen von Gn,m,p misst.Wenn für n gegen unendlih kp → 0 geht, dann gibt es eine Konstante M so dass gilt:IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 3k3mp3

))s

.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph. Für eine k-elementigeKnotenmenge A ⊆ V sei XA die Zufallsvariable, welhe genau dann den Wert 1 an-nimmt, wenn A stabil ist und welhe sonst 0 ist. Dann ist Xk =
∑

A∈(V
k) XA. Wegender Linearität des Erwartungswerts erhält man für IE [X2

k

]:IE [X2
k

]
= IE ∑

A∈(V
k)

XA






2


 =

∑

A,B∈(V
k)

IE [XAXB ] =
∑

A,B∈(V
k)

PA,B,



36wobei PA,B die Wahrsheinlihkeit dafür notiert, dass sowohl A als auh B stabil sind.Seien nun A,B ∈
(
V
k

) zwei k-elementige Knotenmengen mit |A ∩B| = s und sei Pk dieWahrsheinlihkeit dafür, dass eine gegebene Menge von k Knoten stabil ist. Für s = 0ist dann PA,B = P 2
k . Für s ≥ 1 muss jede Featurelique eine der folgenden Bedingungenerfüllen damit A und B stabil sind:1. die Featurelique enthält weder einen Knoten aus A noh einen aus B2. die Featurelique enthält genau einen Knoten aus A ∪ B3. die Featurelique enthält genau einen Knoten aus A\B und genau einen aus B\A.Für s ≥ 1 ergibt sih:

PA,B =
(

(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2
)m

.Weiterhin gilt nah dem Beweis von Satz 11:IE [Xk] =

(
n

k

)

Pk =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Damit ergbit sih für den zu untersuhenden Term:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 =

∑

A,B∈(V

k) PA,BIE [Xk]
2 =

k∑

s=0

∑

A,B∈(V

k) mit |A∩B|=s
PA,BIE [Xk]

2

=

(
n
k

)(
n−k

k

)

(
n
k

)2

P 2
k

P 2
k

+
k∑

s=1

(
n
k

)(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)2

PA,B

P 2
k

=

(
n−k

k

)

(
n
k

) +
k∑

s=1

(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)
PA,B

P 2
k

.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 37Zunähst soll PA,B

P 2
k

(für |A ∩ B| = s ≥ 1) betrahtet werden:
PA,B

P 2
k

=

(
(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2

)m

(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)2m

=

(
(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2

)m

(

(1 − p)2k + 2kp(1 − p)2k−1 + k2p2(1 − p)2k−2
)m

=
1

(1 − p)sm




1 + (2k−s)p

1−p
+ (k−s)2p2

(1−p)2

1 + 2kp
1−p

+ k2p2

(1−p)2





m

=
1

(1 − p)sm
exp

(

m ln

(

1 +
(2k − s)p

1 − p
+

(k − s)2p2

(1 − p)2

)

−m ln

(

1 +
2kp

1 − p
+

k2p2

(1 − p)2

))

(Taylor)
=

1

(1 − p)sm
exp

(

m

(
(2k − s)p

1 − p
+

(k − s)2p2

(1 − p)2
− 1

2

(2k − s)2p2

(1 − p)2

−(2k − s)(k − s)2p3

(1 − p)3
− 1

2

(k − s)4p4

(1 − p)4
+

1

3

(2k − s)3p3

(1 − p)3

+
(2k − s)2(k − s)2p4

(1 − p)4
+

(2k − s)(k − s)4p5

(1 − p)5
+

1

3

(k − s)6p6

(1 − p)6)

)

−m

(
2kp

1 − p
+

k2p2

(1 − p)2
− 1

2

4k2p2

(1 − p)2
− 2k3p3

(1 − p)3
− 1

2

k4p4

(1 − p)4

))

≤ 1

(1 − p)sm
exp

(

m

(
(2k − s)p − 2kp

1 − p
+

(k − s)2p2 − 1
2(2k − s)2p2 + k2p2

(1 − p)2

+
1
3(2k − s)3p3 + 2k3p3

(1 − p)3

))

≤ 1

(1 − p)sm
exp

(

− smp

1 − p
+

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

.

(1 − p)−sm kann über Taylorentwiklung wie folgt abgeshätzt werden:
1

(1 − p)sm
= exp

(

−sm ln(1 − p)
)

= exp

(

sm

∞∑

i=1

pi

i

)

≤ exp

(

smp

∞∑

i=0

pi − 1

2
smp2

)(6)
= exp

(
smp

1 − p
− 1

2
smp2

)

.Für PA,B

P 2
k

ergibt sih:
PA,B

P 2
k

≤ exp

(
smp

1 − p
− 1

2
smp2 − smp

1 − p
+

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

= exp

(

−1

2
smp2 +

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

.



38Um den Quotienten der Erwartungswerte abzushätzen müssen noh die Binomialkoef-�zienten betrahtet werden. Mit Hilfe der Formel 3.6 aus [10℄
(n)s
ns

= O(1) exp

(

− s2

2n
− s3

6n2

)ergibt sih für die Binomialkoe�zienten:
(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

) =
(k)s
s!

(n − k)k−s

(k − s)!

k!

(n)k
≤ (k)s

1

(k − s)!

k!

(n)s
=

(k)2s
(n)s

=
k2s

O(1) exp
(

− s2

2n
− s3

6n2

)

ns

≤ M exp

(
s2

2n
+

s3

6n2

)
k2s

nsfür eine Konstante M .Durh Zusammenfügen der Teilergebnisse ergibt sih die Behauptung:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 =

(
n−k

k

)

(
n
k

) +

k∑

s=1

(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)
PA,B

P 2
k

≤ 1 + M

k∑

s=1

exp

(
s2

2n
+

s3

6n2
− 1

2
smp2 +

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)
k2s

ns

≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(
1

2
+

1

6
+

1 + o(1)

2
smp2 + 4k3mp3

))s

≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.

Mit diesen beiden Hilfssätzen können nun Aussagen zur unteren Shranke der Stabili-tätszahl bewiesen werden. Die bisherige untere Shranke aus Satz 10 ist β ≥ (1− ǫ) 1
mp2für p ≫ max

(
lnn
n

, ln n
m

), während β ≤ (2+ǫ) lnn
mp2 in Satz 11 für lnn

m
≪ p ≪

√
ln n
m

gezeigtwurde. Eine erste Verbesserung der unteren Shranke liefert der folgende Satz.Satz 14. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem für eine beliebiges ǫ > 0:
ǫ

(
1

m

) 2

3

≤ p und (
1

m

) 1

2
(

1

n

) 1

4

≪ p,dann ist in fast allen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl β ≥ c
mp2 für eine beliebigeKonstante c.Beweis. Für mp2 ≥ c, ist die Aussage erfüllt, da jeder nihtleere Graph eine stabileMenge der Gröÿe 1 enthält. Sei daher im Folgenden mp2 < c.Die Argumentation basiert auf der 2. Moment Methode. Sei dazu Xk eine Zufallsva-riable, welhe die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p zählt.Wenn nun gezeigt werden kann, dass für n gegen unendlih



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 391. IE [Xk] → ∞ und2. Var [Xk] ≪ IE [Xk]
2gilt, folgt nah der 2. Moment Methode, dass IP [Xk = 0] für n gegen unendlih gegen0 geht.Zuerst soll die erste Bedingung überprüft werden. Sei k = c

mp2 . Mit der Voraussetzung
ǫ
(

1
m

) 2

3 ≤ p folgt:
kp =

c

mp
≤ c

ǫ

(
1

m

) 1

3

→ 0.Folglih kann Lemma 12 angewandt werden und es gilt:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Durh Einsetzen für k ergibt sih:
ln IE [Xk] ≥ c

mp2

(

ln

(
1

c
nmp2

)

− c

2

)

.Wegen mp2 < c ist c
mp2 nah unten beshränkt. Auÿerdem folgt aus ( 1

m

) 1

2
(

1
n

) 1

4 ≪ p:
1

c
nmp2 ≫ √

n → ∞.Für n gegen unendlih gehen also ln IE [Xk] und IE [Xk] gegen unendlih.Nun muss noh die zweite Bedingung überprüft werden. Dafür genügt es zu zeigen, dass:Var [Xk]IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]
− IE [Xk]

2IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 → 0.Da kp gegen 0 strebt, sind die Voraussetzungen von Lemma 13 erfüllt und es gibt eineKonstante M mit:IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.Es ergibt sih:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 ≤ M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

))s

(5)
= M










(

k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

))k+1

− 1

k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

)

− 1

− 1










.



40Damit genügt es zu zeigen, dass für n gegen unendlih gilt:
k2

n
exp

(
1 + kmp2 + 4k3mp3

)
→ 0.Nah Voraussetzung ist p ≫

(
1
m

) 1

2
(

1
n

) 1

4 und es gilt:
k2

n
= c2 n

m2p4
→ 0.Auÿerdem gilt für das Argument der Exponentialfunktion wegen k = c

mp2 :
1 + kmp2 + 4k3mp3 = 1 + c +

4c3

m2p3
.Dieser Term ist wegen der Voraussetzung p ≥ ǫ

(
1
m

) 2

3 nah oben beshränkt. Damitwurde gezeigt: Var [Xk]IE [Xk]
2 → 0.Die beiden Voraussetzungen um die 2. Moment Methode anwenden zu können sinderfüllt. Es folgt, dass IP [Xk = 0] für k = c

mp2 und n gegen unendlih gegen 0 konvergiert,d.h. es gibt in fast allen Instanzen von Gn,m,p stabile Mengen der Gröÿe k.Die untere Shranke konnte leiht verbessert werden, allerdings niht für den komplet-ten Bereih für p. Damit stellt sih die Frage, ob durh sorgfältigere Abshätzungenein gröÿerer p-Bereih hätte abgedekt werden können. Der Autor hat daher alle Ab-shätzungen der beiden Lemmata 12 und 13 sowie des Satzes 14 überprüft und versuhtdie Genauigkeit der Rehnung an diesen Stellen zu verbessern. Die dabei erzielten Ver-besserungen in den Zwishenergebnissen shlugen sih leider niht in einem besserenEndergebnis nieder.Im nähsten Satz wird untersuht unter welhen Bedingungen c lnn
mp2 eine untere Shrankefür die Stabilitätszahl ist. Es ist natürlih niht zu erwarten, dass diese Shranke fürein beliebiges c gilt, da in Satz 11 bereits die obere Shranke mit (2 + ǫ) ln n

mp2 angegebenwurde.Satz 15. Sei m = nα für eine Konstante α > 0 und sei c eine Konstante mit c > 2− 4
3α.Wenn nun gilt:

p ≥
√

1

m
2

3 n1− c
2

,dann ist in fast allen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl β ≥ c ln n
mp2 .Beweis. Zunähst ist anzumerken, dass c für α > 3

2 in der Voraussetzung durh einenegative Zahl nah unten beshränkt wird. Sollte c kleiner oder gleih 0 sein, so gilt dieBehauptung, da jeder nihtleere Graph eine stabile Menge der Gröÿe 1 enthält. Sei imFolgenden daher c > 0.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 41Wie in Satz 14 nutzt der Beweis die 2. Moment Methode. Sei dazu Xk eine Zufallsva-riable, welhe die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p zählt.Zuerst soll überprüft werden, ob der Erwartungswert IE [Xk] für n gegen unendlih gegenunendlih strebt. Sei k = c ln n
mp2 . Wegen p ≥

√
1

m
2
3 n1− c

2

und c > 2 − 4
3α folgt für kp:

kp =
c ln n

mp

≤ c ln n m
1

3 n
1

2
− c

4

m

= c ln n n
1

2
− 2

3
α− c

4

< c ln n n
1

2
− 2

3
α− 1

4(2−
4

3
α)

= c ln n n− 1

3
α

→ 0.Folglih darf Lemma 12 angewandt werden und es gilt:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Durh Einsetzen für k erhält man:
ln IE [Xk] ≥ c ln n

mp2

(

ln

(
1

c ln n
nmp2

)

− c

2
ln n

)

+
1 − ǫ

2
c ln n.Der Erwartungswert strebt nun gegen unendlih, wenn ln

(
1

c ln n
nmp2

)
− c

2 ln n nihtnegativ ist. Nah Voraussetzung ist p ≥
√

1

m
2
3 n1− c

2

. Damit folgt:
ln

(
1

c ln n
nmp2

)

− c

2
ln n ≥ ln

(
1

c ln n

nm

m
2

3 n1− c
2

)

− c

2
ln n

= ln

(
1

c ln n
n

c
2 m

1

3

)

− c

2
lnn

≥ ln
(

n
c
2

)

− c

2
ln n

= 0.Der Erwartungswert von Xk läuft gegen unendlih.Um die 2. Moment Methode anwenden zu können muss auÿerdem überprüft werden, obdie Varianz von Xk klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist. Dazu genügt eszu zeigen: Var [Xk]IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]
− IE [Xk]

2IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 → 0.Da kp gegen 0 geht, darf Lemma 13 angewandt werden und es gibt eine Konstante Mmit: IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.



42Das kann umgeformt werden zu:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 ≤ M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

(5)
= M










(

k2

n
exp

(

1 + 1+o(1)
2 kmp2 + 4k3mp3

))k+1

− 1

k2

n
exp

(

1 + 1+o(1)
2 kmp2 + 4k3mp3

)

− 1

− 1










.

Dieser Term geht gegen 0 wenn k2

n
exp

(
1+o(1)

2 kmp2 + 4k3mp3
) gegen 0 strebt. DurhEinsetzen für k und mittels der Voraussetzung p ≥

√
1

m
2
3 n

1− c
2

erhält man:
k2

n
exp

(
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

)

= c2 ln2 n

nm2p4
exp

(

(1 + o(1))
c

2
ln n + 4c3 ln3 n

m2p3

)

= c2 ln2 n

nm2p4
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3

= c2 ln2 n

m2p4
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3 −1

≤ c2 m
4

3 n2−c ln2 n

m2
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln2 n

m2p3 −1

= c2 ln2 n n2− 2

3
α−c n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3 −1

= c2 ln2 n n
1− 2

3
α−(1−o(1)) c

2
+4c3 ln

2 n

m2p3 .Es bleibt zu zeigen, dass der Exponent von n durh eine negative Konstante nah obenbeshränkt ist. Nah Voraussetzung gibt es ein ǫ > 0, so dass c = 2 − 4
3α + ǫ. Durherneutes Einsetzen der Voraussetzung für p ergibt sih für den Exponenten von n:

1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 ln2 n

m2p3
≤ 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 mn

3

2
− 3

4
c ln2 n

m2

= 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 ln2 n n

3

2
−α− 3

4
c

= 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

1

2

(

2 − 4

3
α + ǫ

)

+4c3 ln2 n n
3

2
−α− 3

4(2−
4

3
α+ǫ)

= −1

2
ǫ +

o(1)

2

(

2 − 4

3
α + ǫ

)

+ 4c3 ln2 n n− 3

4
ǫ

= −1

2
ǫ + o(1).Die Varianz von Xk ist für k = c lnn

mp2 klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts.Damit sind die Voraussetzungen für die 2. Moment Methode erfüllt und es folgt, dass
P (Xk = 0) für n gegen unendlih gegen 0 strebt. Also gibt es in fast allen Instanzenvon Gn,m,p eine stabile Menge dieser Gröÿe.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 43Die Voraussetzung von Satz 15 ist nur für c < 2 interessant. Denn für c ≥ 2 gilt dieShranke erst für p mit
p ≥
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m
,so dass die vom Satz aufgestellte Shranke für die Stabilitätszahl c lnn

mp2 gegen 0 läuft.Inwiefern sind nun die Bedingungen an p in Satz 15 shärfer als in Satz 14? Um dieseFrage zu beantworten muss man die Fälle α < 3
2 und α ≥ 3

2 untersheiden. Für α < 3
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.Satz 14 dekt also mit der shwäheren Aussage einen nur geringfügig gröÿeren Bereihfür p ab. Die Voraussetzungen der beiden Sätze sind in diesem Bereih fast gleihwertig.Im Fall α ≥ 3
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.Mit steigendem α wähst das von Satz 14 abgedekte Intervall für p somit wesentlihshneller als bei Satz 15.4.3 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen untersuht.Nahfolgend zunähst ein Überblik über die Aussagen der einzelnen Sätze.[7℄ p ≪ 1
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44Betrahtet man die Stabilitätszahl für das komplette Intervall von p, ergibt sih das inAbbildung 4 dargestellte Bild. Für p ≪ 1
n
√

m
enthalten zufällige Shnittgraphen fastsiher keine Kanten. Für etwas gröÿere p mit p ≪ 1

m
gibt es dann in fast allen In-stanzen eine stabile Menge, welhe n − o(n) Knoten umfasst. Im Bereih ln n

m
≪ p ≪

√
lnn
m

ist die Stabilitätszahl nah oben durh (2 + ǫ) ln n
mp2 beshränkt. Für den obe-ren Teil dieses Gebiets kommt die untere Shranke bis auf einen konstanten Faktoran diesen Wert heran. In einem anderen Teil (max
(

lnn
m

, ln n
n

)
≪ p) konnte zumin-dest (1 − ǫ) 1

mp2 als untere Shranke gezeigt werden. Für den Rest (im Wesentlihen
1
m

≪ p ≪ lnn
n

bei α > 1) ist keine untere Shranke bekannt. Ab p ≫
√

lnn
m

shlieÿlihsind die zufälligen Shnittgraphen fast siher vollständig.

Abbildung 4: Aussagen zur StabilitätszahlDamit ist die Stabilitätszahl für die meisten Bereihe von p shon reht gut abgestekt.Insbesondere konnte eine obere Grenze gefunden werden, welhe den von Kapitel 3o�engelassenen Parameterbereih fast vollständig abdekt. Damit ist die Grundlage fürdie Abshätzung der Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus in diesem Bereihgesha�en.Es bleiben im Wesentlihen zwei o�ene Punkte. Erstens konnte für einen Groÿteil derFeaturewahrsheinlihkeiten zwishen 1
m

und lnn
n

bei α > 1 keine untere Shranke fürdie Stabilitätszahl gefunden werden. Und zweitens untersheiden sih obere und untere



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen 45Shranke im Bereih lnn
m

≪ p ≪
(

1
m

) 2

3 um den Faktor 2 ln n. Das bedeutet entweder,dass die sih Stabilitätszahlen von Gn,m,p für dieses p-Intervall einfah niht so starkum einen Wert konzentrieren, oder dass die Shranken noh niht bestmöglih sind. Andieser Stelle sieht der Autor einen Ansatzpunkt für weitere Untersuhungen.



465 Approximation der hromatishen Zahl von zufälligenShnittgraphenDieses Kapitel beshäftigt sih wieder mit dem Färben von zufälligen Shnittgraphen.Für p ≪ 1
m ln n

bei α < 1 sowie für p ≪
√

1
nm

können fast alle Instanzen optimalgefärbt werden (Kapitel 3) und ab p ≫
√

ln n
m

sind fast alle zufälligen Shnittgraphenvollständig (Abshnitt 2.4). Dieses Kapitel betrahtet daher Featurewahrsheinlihkei-ten p zwishen diesen beiden Grenzen. Wie bereits in der Zusammenfassung von Ka-pitel 3 versprohen, soll dazu zunähst eine untere Shranke für die hromatishe Zahlvon zufälligen Shnittgraphen aus den Resultaten von Kapitel 4 abgeleitet werden.Weil die Farbklassen einer Färbung stabile Mengen sind, gilt:
χ ≥ n

β
.Nah Satz 11 ist die gröÿte stabile Menge in fast allen Instanzen von Gn,m,p kleinerals (2 + ǫ) ln n

mp2 , wenn lnn
m

≪ p ≪
√

lnn
m
. Damit folgt für die hromatishe Zahl dieserInstanzen:wenn ln n

m
≪ p ≪

√

ln n

m
, dann gilt: χ ≥ n

β
≥ 1

2 + ǫ

mp

ln n
np ≫ np.Nah Lemma 2 ist für p ≫ ln n

n
die Gröÿe der Featureliquen und damit auh diehromatishe Zahl in fast allen zufälligen Shnittgraphen durh (1 − ǫ)np nah untenbeshränkt. Die aus den Abshätzungen zur Stabilitätszahl abgeleitete Shranke ist alsofür gröÿere p deutlih besser als die in Kapitel 3 verwendete, welhe aus der Gröÿe derFeatureliquen abgeleitet wurde. Im Folgenden wird daher die neue Shranke benutztum die Approximationsgüte von Färbealgorithmen abzushätzen.Wie lassen sih zufällige Shnittgraphen mit gröÿeren p färben? In einer ersten Über-legung kann man untersuhen, inwiefern die Ergebnisse aus Kapitel 3 für Approxima-tionen verwendet werden können. In Abshnitt 3.2 wird der Greedy Algorithmus aufsmallest-last Knotenanordnungen untersuht. Die Resultate basieren darauf, dass dieAnzahl der dabei benötigten Farben durh das Maximum der Minimalgrade aller Sub-graphen der zu färbenden Instanz beshränkt ist. Eine einfahe Überlegung zeigte dann,dass es genügt Subgraphen zu betrahten, die ausshlieÿlih aus diken Knoten (Knotenmit mindestens zwei Features) bestehen. Die besten Resultate konnten mit den Sätzen 6und 8 erzielt werden, indem eine obere Shranke für die maximale Anzahl diker Nah-barn eines diken Knoten und damit auh für den Knotengrad in solhen Subgraphengefunden wurde.Für die zufälligen Shnittgraphen im hier betrahteten Bereih von p sind jedoh fastalle Knoten dik. Ein Ansatz wie in Satz 6 bzw. Satz 8 läuft somit im Wesentlihen aufeine Betrahtung des normalen Maximalgrads in zufälligen Shnittgraphen hinaus. ImBeweis von Satz 10 wurde gezeigt, dass für p ≫ max

(
ln n
n

, lnn
m

) der Maximalgrad fastsiher durh (1 + ǫ)nmp2 nah oben beshränkt ist (bei beliebigem ǫ > 0). Die Anzahlder vom Greedy-Algorithmus benötigten Farben ist durh ∆ + 1 beshränkt, d.h. dereinfahe Greedy-Algorithmus liefert bei p ≫ max
(

ln n
n

, ln n
m

) fast siher eine Färbungmit (1 + ǫ)nmp2 Farben.



5 Approximation der hromatishen Zahl von zufälligen Shnittgraphen 47Wie nah ist dieses Ergebnis an einer optimalen Färbung? Mit Hilfe der oben abgeleitetenunteren Shranke für die hromatishe Zahl erhält man folgende Abshätzung für dieApproximationsgüte des einfahen Greedy-Algorithmus:
∆ + 1

χ
≤ (1 + ǫ)nmp2

1
2+ǫ

mp
lnn

np
= (1 + ǫ)(2 + ǫ) ln n ≤ (2 + ǫ′) ln nfür ein beliebiges ǫ′ > 0. Die gefundene Färbung enthält daher shlimmstenfalls

(2 + ǫ) ln n χ Farben.Von dem zu betrahtenden Intervall bleibt nun lediglih noh der Teil p ≪ 1
n
bei α ≥ 1zu untersuhen. In diesem Bereih gilt die oben benutzte Shranke für den Maximalgradniht, da Lemma 2 niht angewandt werden kann und somit keine Shranke für die Gröÿeder Featureliquen zur Verfügung steht. Ganz analog zu diesem Lemma lässt sih jedohzeigen, dass fast kein zufälliger Shnittgraph bei p ≪ 1

n
eine Featurelique mit mehr als

O(ln n) Knoten enthält.Lemma 16. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≪ 1
n
, dann hat fast jede Instanzvon Gn,m,p ausshlieÿlih Featureliquen mit weniger als c ln n Knoten für eine beliebigeKonstante c > 2

3α.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger Shnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. Für w ∈ W sei Xw die Zufallsvariable, welhe die Gröÿe dervon w erzeugten Featurelique misst. Sei c = 2
3α + ǫ und c′ = c − ǫ

2 . Da Xw binomial-verteilt ist, kann die Ungleihung von Cherno� angewandt werden (Abshnitt 2.2.2).IP [Xw ≥ c ln n] ≤ IP [Xw ≥ IE [Xw] + c′ ln n
] , da IE [Xw] = np → 0(3)

≤ exp
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2np + 2
3c′ ln n

)
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(

− 3

2 + ǫ′
c′ ln n

)

= n
− 3

2+ǫ′
c′
.Für die Wahrsheinlihkeit der Existenz einer Featurelique mit mehr als c ln n Knotenergibt sih:IP [∃w∈W : Xw ≥ c ln n] ≤ mIP [Xw ≥ c ln n] ≤ n

α− 3

2+ǫ′
c′ → 0für ein genügend kleines ǫ′ > 0.Folglih enthält fast jede Instanz von Gn,m,p ausshlieÿlih Featureliquen mit wenigerals c ln n Knoten.Der Maximalgrad ist beshränkt durh das Produkt der maximalen Anzahl von Featureseines Knotens (nah dem Beweis von Satz 10 (1 + ǫ)mp) und der oberen Shranke fürdie Gröÿe der Featureliquen. Damit ergibt sih für die Güte des Greedy-Algorithmus:

∆ + 1
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≤ (1 + ǫ)mpO(ln n)
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.



48Je shneller np gegen 0 strebt, desto shlehter ist diese Approximationsgüte. Das Ergeb-nis lässt sih jedoh verbessern. Der Erwartungswert für die Gröÿe einer Featurelique(np) strebt gegen 0, d.h. die zufälligen Shnittgraphen in diesem Bereih enthalten sehrviele leere oder kleine Featureliquen. Um eine Kante zu erzeugen muss eine Feature-lique mindestens zwei Knoten enthalten. Bei der Betrahtung des Maximalgrads kön-nen also alle Featureliquen ignoriert werden, die gar keinen oder nur einen Knotenenthalten. Analog zu den diken Knoten (Knoten mit mindestens zwei Features) kön-nen dike Features bzw. dike Featureliquen de�niert werden.De�nition 15 (dike Featurelique) Sei G ein zufälliger Shnittgraph. Eine Feature-lique in G heiÿt dik, wenn sie mindestens zwei Knoten enthält.Sei G ein zufälliger Shnittgraph und B = (V ∪ W,EB) sein bipartiter Generator. DerMaximalgrad von G ist beshränkt durh die maximale Anzahl diker Featureliqueneines Knotens multipliziert mit der maximalen Gröÿe der Featureliquen. Letzteres istnah Lemma 16 für p ≪ 1
n
durh O(ln n) beshränkt. Betrahtet man den Shnittgra-phen G′ der entsteht, wenn die Featuremenge W als Knotenmenge und die Knotenmenge

V als Featuremenge aufgefasst wird, so gibt es zu jeder diken Featurelique von G einendiken Knoten in G′. Die maximale Anzahl diker Featureliquen eines Knotens von Gentspriht somit der maximalen Anzahl diker Knoten einer Featurelique in G′, welhemit Lemma 7 abgeshätzt werden kann. Auf diese Weise interpretiert liefert Lemma 7:Lemma 7'. Sei m = nα für ein festes α ≥ 1. Falls p ≫
√

1
nm

, so enthält fastkeine Instanz von Gn,m,p Knoten, die in mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln m dikenFeatureliquen enthalten sind.Für die Shranke der Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus ergibt sih damitbei √ 1
nm

≪ p ≪ 1
n
:

∆ + 1
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≤
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(1 + ǫ)nmp2 +
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nmp2 ln m
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O(ln n)

1
2+ǫ
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(1 + ǫ) +

√
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nmp2
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O(ln2)

= O(ln2 n) + O

(

ln3 n
√

nmp2

)

.Abhängig davon, wie shnell nmp2 gegen unendlih strebt, liegt die Approximationsgütedaher zwishen O(ln2 n) und o(ln3 n). Sie ist damit potentiell deutlih besser als die obenermittelte Approximationsgüte von O
(

ln n
np

).Abbildung 5 stellt überbliksartig die bislang erhaltenen Ergebnisse zum Färben vonzufälligen Shnittgraphen dar.Der Parameterraum, für den keine optimale Färbung angenommen werden kann, wurdekomplett durh Approximationsaussagen (Approximationsgüte o(ln3 n) oder (2+ǫ) ln n)abgedekt. Lässt sih diese Aussage noh verbessern? An dieser Stelle sheint wiederein vergleihender Blik zum Gn,p-Modell angebraht. Für dieses Modell zufälliger Gra-phen konnte gezeigt werden, dass ein modi�zierter Greedy-Algorithmus zum Färbenfast siher nur etwa doppelt so viele Farben wie unbedingt erforderlih benötigt [9℄.
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Abbildung 5: Färben von zufälligen ShnittgraphenGrimmet, MDiarmid (1975). Es existiert eine Konstante c0, so dass der untenvorgestellte Färbealgorithmus (Algorithmus 3) für c0
n

≤ p ≤ 1 − ǫ (bei einem beliebigen
ǫ > 0) fast siher eine Approximationsgüte von 2 + o(1) auf Gn,p erreiht.Es werden maximale stabile Mengen gesuht, aus dem Graphen entfernt und mit jeweilseiner Farbe gefärbt. Sobald nur noh ein kleiner Rest der Knoten übrig ist, briht derAlgorithmus ab und gibt jedem dieser Knoten eine eigene Farbe. Bei der Analyse desAlgorithmus wird davon ausgegangen, dass die Kanten des zu färbenden Graphen erstwährend des Laufs des Algorithmus ausgewürfelt werden. Erst in Zeile 6 werden dieNahbarn des Knotens v bestimmt. Am Anfang eines jeden Durhlaufs durh die äuÿereShleife sind alle Kanten des Restgraphen G unbestimmt. Während des Durhlaufsdurh die äuÿere Shleife werden dann genau die Kanten bestimmt (gemäÿ des Gn,p-Verfahrens), die am Ende durh das Entfernen von S mitentfernt werden. Damit liegtdem Algorithmus am Anfang eines jeden Durhlaufs durh die äuÿere Shleife ein Graphmit ausshlieÿlih unbestimmten Kanten vor, und es kann angenommen werden, dasses sih um eine Gn,p-Instanz handelt. Details zum Algorithmus und zum Beweis derApproximationsgüte können in [3℄ nahgelesen werden.Leider kann diese Analyse niht ohne Weiteres auf zufällige Shnittgraphen übertragenwerden. Das Problem liegt darin in einem Durhlauf nur genau die Kanten zu bestim-men, die dann mit der gefunden maximalen stabilen Menge S entfernt werden. Würde



50Greedy-Färbung des Graphen G = (V,E)1 c := 0, n := |V |2 while |V | ≥ n
log2 n

do3 S := ∅, H := G4 while H 6= ∅ do5 S := S ∪ {v} (für v ∈ V (H) beliebig)6 H := H \
(

{v} ∪ N(v)
)7 G := G \ S, c := c + 18 färbe alle Knoten in S mit Farbe c9 färbe die restlihen Knoten in V mit jeweils einer FarbeAlgorithmus 3: modi�zierter Greedy-Algorithmusman zuerst die komplette Kantenmenge bestimmen und dann den Algorithmus laufenlassen, funktioniert das Analyse-Verfahren niht, denn bereits im ersten Durhlauf wür-den z.B. alle Knoten ohne Features entfernt werden. Nah dem ersten Durhlauf durhdie äuÿere Shleife enthält der Restgraph daher nur noh Knoten mit mindestens einemFeature. Man darf dann niht mehr davon ausgehen, dass eine typishe Instanz eineszufälligen Shnittgraphen vorliegt. Bei den klassishen zufälligen Graphen wurde diesesProblem umgangen, indem in jedem Durhlauf durh die äuÿere Shleife nur die Kantenbestimmt werden, die dann beim Entfernen von S aus G mit entfernt werden. In zufälli-gen Shnittgraphen ist es jedoh niht möglih so selektiv Kanten zu bestimmen. Dennum hier die Nahbarshaft eines Knotens v zu bestimmen, müssen im entsprehendenbipartiten Generator zunähst die Features von v und dann alle Knoten dieser Featuresbestimmt werden. Damit würden jedoh gleihzeitig auh Kanten innerhalb der Nah-barshaft von v festgelegt. Auh nah dem Herausnehmen von S aus G in Zeile 7 würdeder Restgraph noh Kanten enthalten. Man kann also niht siher sein auh nah demersten Durhlauf durh die äuÿere Shleife noh einen zufälligen Shnittgraph vorliegenzu haben.Zusammenfassend kann man festhalten, dass der einfahe Greedy-Färbealgorithmus aufzufälligen Shnittgraphen fast siher eine Approximationsgüte von o(ln3 n) hat, wenn

√
1

nm
≪ p ≪ 1

n
. Für max

(
ln n
n

, lnn
m

)
≪ p ≪

√
ln n
m

erzielt er sogar eine Güte von
(2 + ǫ) ln n. Bei gröÿeren Featurewahrsheinlihkeiten p ≫

√
ln n
m

sind die zufälligenShnittgraphen fast siher vollständig, und können optimal gefärbt werden. Die groÿeDi�erenz zur bekannten Approximationsgüte auf klassishen zufälligen Graphen lässtvermuten, dass sih die hier erhaltenen Ergebnisse noh verbessern lassen. Für klassisheZufallsgraphen konnte gezeigt werden, dass Greedy fast siher mit 2χ Farben auskommt.Jedoh ist weder der Ansatz aus Kapitel 3 noh das bei der Analyse von Greedy aufklassishen zufälligen Graphen angewandte Verfahren geeignet eine bessere Abshätzungzu erhalten. An dieser Stelle sieht der Autor daher einen Ansatzpunkt für zukünftigeUntersuhungen.



6 Experimentelle Ergebnisse 516 Experimentelle ErgebnisseNahdem in den vorangegangenen Kapiteln untersuht wurde, wie gut der Greedy-Algorithmus in Verbindung mit einer smallest-last Heuristik zufällige Shnittgraphenfärbt, soll er nun auf einige reale Graphen angewandt werden. Die drei im Folgendenvorgestellten Instanzen stammen aus [11℄. Im Shauspielergraphen repräsentieren dieKnoten Shauspieler und werden durh eine Kante verbunden, wenn es einen Film gibt,in dem beide mitgespielt haben. Dieser Graph liegt in Form seines bipartiten Generatorsvor, d.h. die Zuordnung von Shauspielern (Knoten) zu Filmen (Features) ist bekannt.Der WWW-Graph enthält die Struktur der nd.edu domain. Dabei bilden die Webseitendie Knoten, die durh eine Kante verbunden werden, wenn es einen Hyperlink von dereinen zur anderen Seite gibt. Der Proteingraph stellt das Zusammenspiel der Proteinefür Hefe dar, wobei die Proteine die Knoten bilden. Der vierte und letzte gefärbte Graphstammt aus [12℄ und ist eine Karte der Router für einen Teil des Internets. Die Knotenrepräsentieren Router und werden mit anderen Knoten verbunden, wenn die beidenRouter benahbart sind.Die Ergebnisse des Greedy-Färbealgorithmus mit smallest-last Heuristik auf realen Gra-phen: Shauspieler WWW Protein RouterKnoten (n) 392 340 325 730 2116 720 718Kanten 15 038 083 1 090 108 2203 860 564Features (m) 127 823 528 640 1937 860 337
p 29.32 ·10−6 7.97 ·10−6 984.95 ·10−6 2.78 ·10−6

α 0.9129 1.0381 0.9885 1.0131benötigte Farben 294 156 6 4gröÿte gefundene Clique 294 155 6 3Die ersten beiden Zeilen der Tabelle enthalten die Anzahl der Knoten bzw. Kanten derjeweiligen Graphen. Um die hier erhaltenen Ergebnisse in die Aussagen der anderenKapitel einordnen zu können, wird die Anzahl der Features m und die Featurewahr-sheinlihkeit p benötigt. Während beim Shauspieler-Graphen die Features (und damitauh p) gegeben sind, müssen sie für die anderen Graphen zusätzlih bestimmt werden.Dafür wurde der in [8℄ vorgestellte Algorithmus zum Finden von Features verwendet,der in gewisser Weise zu einem Graphen einen wahrsheinlihen bipartiten Generatorliefert. In der vorletzten Zeile ist shlieÿlih die Anzahl der Farben aufgeführt, die derGreedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung der Knoten benötigt. Zum Ver-gleih wurde dann in der letzten Zeile die Gröÿe der gröÿten gefundenen Featureliqueals eine untere Shranke für die hromatishe Zahl aufgeführt.Auf den getesteten Graphen shneidet der Algorithmus hervorragend ab. Mindestenszwei der vier Graphen werden optimal gefärbt. Bei den anderen beiden wurde höhstenseine Farbe mehr als unbedingt nötig benutzt. Eine exakte Einordnung dieser Ergebnissein die Aussagen der vorangegangenen Kapitel ist niht möglih, da alle verwendetenShranken völlig von konstanten Faktoren abstrahieren und auÿerdem immer nur fastsiher gelten. Eine Einordnung in die durh Abbildung 5 gegebene Übersiht ist inAbbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6: reale Graphen in Relation zu den FärbeergebnissenDie Graphen liegen also alle in einem Bereih, in dem für den Greedy-Algorithmus eineApproximationsgüte von (2 + ǫ) ln n nahgewiesen werden konnte. Dennoh werden sieannähernd optimal gefärbt.



7 Zusammenfassung 537 ZusammenfassungIn den vorangegangen Kapiteln wurde untersuht, wie sih zufällige Shnittgraphenfärben lassen. Dabei wurde besonderes Augenmerk auf den Greedy-Algorithmus gelegt,da dieser vergleihsweise einfah aufgebaut und einfah zu untersuhen ist und auÿerdemauf klassishen zufälligen Graphen sehr gute Ergebnisse liefert.Es wurde das Modell der zufälligen Shnittgraphen Gn,m,p verwendet, da die Ausgabendieses Modells oft deutlih näher an realen Graphen liegen als das bei den klassishenzufälligen Graphen der Fall ist. Kapitel 3 beshäftigte sih mit der Frage, wie und inwelhen Bereihen für die Anzahl der Features m und die Featurewahrsheinlihkeit pzufällige Shnittgraphen fast siher optimal gefärbt werden können. Es konnte gezeigtwerden, dass für p ≪
√

1
nm

fast alle zufälligen Shnittgraphen hordal sind. Auf derKlasse der hordalen Graphen ist das Färbeproblem niht NP -vollständig, sondern kannin linearer Zeit gelöst werden. Im Anshluss daran wurde der Greedy-Algorithmus aufeiner smallest-last Anordnung der Knoten untersuht. Für α < 1 stellte sih heraus,dass dieser Algorithmus für ln2 n
n

≪ p ≪ 1
m lnn

fast siher optimal färbt. Da sih inlinearer Zeit auh feststellen lässt ob ein Graph hordal ist, liefert die Kombination bei-der Ergebnisse ein Verfahren zum optimalen Färben fast aller zufälligen Shnittgraphenin der Vereinigung der beiden Parameterbereihe.Bei der Analyse in Kapitel 3 wurde die Gröÿe der Featureliquen als untere Shrankefür die hromatishe Zahl benutzt. Es war zu erwarten, dass diese Shranke mit zuneh-mendem α und p shlehter wird. Daher beshäftigte sih das darau�olgende Kapitelmit der Stabilitätszahl von zufälligen Shnittgraphen, mit deren Hilfe eine andere unte-re Shranke für die hromatishe Zahl abgeleitet werden kann. Zunähst konnte gezeigtwerden, dass für p ≪ 1
m

fast alle zufälligen Shnittgraphen eine stabile Menge enthal-ten, die (1 − o(1))n Knoten umfasst. Für gröÿere p wurden eine obere und eine untereShranke der Stabilitätszahl bestimmt, die sih um den Faktor (2+ǫ) ln n untersheiden.Zur weiteren Einshränkung hat der Autor mit Hilfe der 2. Moment Methode und eini-ger aufwendiger Rehnungen versuht die untere Shranke zu verbessern. Dabei konntesie für den oberen Teil des p-Intervalls verbessert und der Quotient aus beiden Shran-ken auf einen konstanten Faktor reduziert werden. Teilweise o�en bleibt die Frage, wiedie Stabilitätszahl in dem unteren Teil des p-Intervalls aussieht. Die in dieser Arbeitverfolgten Ansätze sheinen niht geeignet zu sein, die hier erhaltenen Shranken zuverbessern. Es wäre auh denkbar, dass die Stabilitätszahlen der zufälligen Shnittgra-phen entsprehend gestreut sind und sih die beiden Shranken trotz des vergleihsweisegroÿen Untershieds niht wesentlih verbessern lassen.Mit Hilfe der gewonnenen Aussagen zur Stabilitätszahl konnte in Kapitel 5 eine neueund deutlih bessere untere Shranke für die hromatishe Zahl zufälliger Shnittgra-phen im Bereih ln n
m

≪ p ≪
√

lnn
m

abgeleitet werden. Die Approximationsgüte desGreedy-Algorithmus lieÿ sih damit unabhängig von der verwendeten Knotenanordnungauf (2 + ǫ) ln n im Bereih max
(

ln n
n

, ln n
m

)
≪ p ≪

√
lnn
m

und auf o(ln3 n) im Bereih
√

1
nm

≪ p ≪ 1
n
abshätzen. Der Vergleih mit der Approximationsgüte von Greedy aufklassishen Zufallsgraphen (2 + o(1)) sowie die experimentellen Ergebnisse lassen aller-dings vermuten, dass die hier bewiesene Approximationsgüte noh niht bestmöglihist. Daher wurde der Ansatz zum Beweis der Approximationsgüte auf Gn,p auf An-wendbarkeit bei Gn,m,p untersuht, erwies sih jedoh als niht übertragbar. Das Finden



54einer besseren Abshätzung für die Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus (evtl.in Verbindung mit anderen Heuristiken) sowie die Analyse anderer Färbealgorithmensind möglihe Anknüpfungspunkte für weitere Untersuhungen.Die vorliegende Arbeit stekt somit einen Parameterbereih für m und p ab, auf demzufällige Shnittgraphen fast siher in polynomieller Zeit optimal gefärbt werden kön-nen. In dem Bereih, in dem keine Optimalität nahgewiesen werden konnte, wurde dieApproximationsgüte des Greedy-Algorithmus abgeshätzt. Damit liefert diese Arbeitfür das komplette Spektrum zufälliger Shnittgraphen Vorshläge für e�ziente Färbeal-gorithmen inklusive einer Abshätzung der Qualität der erzeugten Färbungen. Da dasModell der zufälligen Shnittgraphen aufgestellt wurde um reale Graphen anzunähern,sind die hier erhaltenen Ergebnisse auh für praktishe Probleme von Nutzen. Neben derAnalyse von Färbealgorithmen stellt die vorliegende Arbeit auÿerdem eine umfassendeAnalyse der Stabilitätszahl zufälliger Shnittgraphen zur Verfügung.Die Stabilitätszahl von Gn,m,p wurde von Singer in [7℄ im Rahmen einer ersten Untersu-hung zufälliger Shnittgraphen punktuell (für mp2 = const) bestimmt. Nah Kenntnisdes Autors gibt es bisher keine Verö�entlihung zum Färben solher Graphen. Die vor-liegende Arbeit baut auf den Ergebnissen von Singer auf und führt die von ihr begon-nene Analyse fort. Damit liefert sie einen wihtigen Beitrag zum Verständnis zufälligerShnittgraphen.Das nah Ansiht des Autors wihtigste o�ene Problem bei zufälligen Shnittgraphenist die Bestimmung der durhshnittlihen Pfadlänge sowie des Clustering-Koe�zienten.Die durhshnittlihe Pfadlänge entspriht dem Erwartungswert für den Abstand zweierbeliebiger Knoten eines Graphen, während der Clustering-Koe�zient die Tendenz derKanten zur Zusammenballung (lustering) misst (siehe Abshnitt 1.3). Beide Gröÿensind wihtige Merkmale bei der Bestimmung der Ähnlihkeit zwishen vershiedenenGraphen (siehe [6℄ und Abshnitt 1.3). Eine genaue Kenntnis dieser Gröÿen für das
Gn,m,p-Modell würde daher eine Analyse hinsihtlih der Übertragbarkeit von für diesesModell erhaltenen Ergebnissen auf reale Graphen ermöglihen.
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