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21 EinleitungIn der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten von Färbungsalgorithmen auf komplexenNetzwerken auf Grundlage des Modells der zufälligen S
hnittgraphen untersu
ht. Fürdas verwendete Zufallsmodell werden Optimalität der Algorithmen bzw. Aussagen zuihrer Approximationsgüte bewiesen.Eine Zuordnung von Farben zu den Knoten eines Graphen heiÿt Färbung, wenn je zweidur
h eine Kante verbundenen Knoten unters
hiedli
he Farben zugeordnet werden. Inder Graphentheorie werden diese Farben übli
herweise dur
h natürli
he Zahlen reprä-sentiert. Eine sol
he Färbung ist sehr lei
ht zu konstruieren indem beispielsweise jedemKnoten eine eigene Farbe zugeordnet wird. In der Graphentheorie besteht jedo
h dasZiel darin, mit mögli
hst wenig Farben auszukommen. Die Anzahl der minimal benö-tigten Farben wird 
hromatis
he Zahl eines Graphen genannt. Das Bestimmen eineroptimalen Färbung, d.h. einer Färbung, die mit der minimal mögli
hen Anzahl vonFarben auskommt, wird als das Färbeproblem bezei
hnet.Eine klassis
he Anwendung besteht im Einfärben einer politis
hen Weltkarte, so dassbena
hbarte Länder unters
hiedli
he Farben bekommen. Dieses Problem kann auf dasFärben von Graphen zurü
kgeführt werden. Dazu fasst man die Karte als Graphen auf,dessen Knoten die Länder repräsentieren und in dem zwei Knoten verbunden sind, wenndie dazugehörigen Länder eine gemeinsame Grenze besitzen. Im Rahmen der Graphen-theorie konnte gezeigt werden, dass sol
he Karten immer mit vier Farben gefärbt werdenkönnen [1℄.Neben dem Einfärben von Karten gibt es eine Reihe weiterer Anwendungen für Fär-bungen. Ein populäres Beispiel ist die Zuordnung von Frequenzen zu Sendern (z.B.Radiostationen), so dass Sender mit si
h überlappendem Einzugsberei
h unters
hiedli-
he Frequenzen bekommen. Dazu betra
htet man die Sender als Knoten und verbindetje zwei Knoten/Sender wenn si
h ihr Sendeberei
h übers
hneidet. Eine Färbung einessol
hen Graphen liefert eine Frequenzzuordnung, wenn die Farben als Frequenzen inter-pretiert werden.Ein weiteres Beispiel ist die Zuordnung von Variablen zu Hardware-Registern (einerCPU) z.B. im Rahmen der Compiler-Optimierung. Der Zugri� auf Variablen in Re-gistern ist normalerweise deutli
h s
hneller als der Zugri� auf andere Variablen. Dajedo
h die Anzahl der verfügbaren Register häu�g sehr viel kleiner als die Anzahl derverwendeten Variablen ist, muss ein Register vers
hiedene Variablen na
heinander auf-nehmen. Zwei Variablen sollen auÿerdem wenn mögli
h glei
hzeitig in vers
hiedenenRegistern vorliegen, wenn die eine kurz vor und na
h der anderen benötigt wird. Wie-der lässt si
h ein Graph konstruieren, dessen Färbung eine Lösung für das Problemliefert. Dazu interpretiert man die Variablen als Knoten eines Graphen und verbindetzwei Knoten/Variablen dur
h eine Kante, wenn die eine kurz vor und na
h der anderenbenötigt wird. Eine Färbung kann nun als Zuordnung von Registern/Farben zu denVariablen/Knoten aufgefasst werden.Als letztes Beispiel sei das Testen von Leiterplatten auf Kurzs
hlüsse dur
h Ungenauig-keiten in den Leiterbahnen angeführt. Dazu können die Leiterbahnen in einzelne S
halt-kreise eingeteilt werden, die dann die Knoten eines Graphen bilden. Zwei S
haltkrei-se/Knoten werden dur
h eine Kante verbunden, wenn sie ni
ht unabhängig voneinan-der getestet werden können (d.h. gemeinsame Leiterbahnen besitzen oder nah genugzusammenliegen, dass ein Kurzs
hluss mögli
h ist). Ziel ist es, den Testprozess dur
h



1 Einleitung 3Parallelisierung der Tests zu bes
hleunigen. Über eine Färbung lässt si
h bestimmen,wel
he S
haltkreise glei
hzeitig auf Kurzs
hlüsse überprüft werden können. Die Anzahlder Farben entspri
ht dann der Anzahl der na
heinander auszuführenden Tests, wo-bei in einem Test alle S
haltkreise der entspre
henden Farbe parallel getestet werdenkönnen [2℄.1.1 Resultate zum Färben aus der GraphentheorieDas Finden einer optimalen Färbung für Graphen ist ein NP -vollständiges Problem [3℄.D.h. wenn P 6= NP gilt, gibt es keinen polynomiellen Algorithmus der dieses Problemfür beliebige Graphen löst. Ein Algorithmus heiÿt polynomiell, wenn seine Worst-CaseLaufzeit dur
h ein Polynom über der Gröÿe der Probleminstanz abges
hätzt werdenkann. Beim Färbeproblem wird übli
herweise die Anzahl der Knoten des zu färbendenGraphen als Gröÿe angesetzt. Die Su
he na
h s
hnellen Algorithmen zum Finden eineroptimalen Färbung ers
heint damit wenig erfolgverspre
hend.Wie kann also das Färben von Graphen in der Praxis angegangen werden? Ein ersterAnsatz ist der Umstieg auf Approximationsalgorithmen. Man su
ht na
h einer gutenaber ni
ht mehr unbedingt optimalen Färbung. Allerdings konnten Lund und Yanna-kakis 1993 zeigen, dass es ein ǫ > 0 gibt, so dass au
h das Bere
hnen einer Färbungmit ni
ht mehr als nǫχ Farben NP -vollständig ist, wobei n die Anzahl der Knoten desGraphen und χ dessen 
hromatis
he Zahl ist [3℄. Der beste bekannte Approximations-algorithmus garantiert eine Approximationsgüte von O
(

n
(log log n)2

(log n)3

), d.h. es gibt eineKonstante c, so dass maximal cn
(log log n)2

(log n)3
χ Farben benötigt werden [4℄. Gute Appro-ximationen von Färbungen sind daher genauso s
hwierig zu �nden wie eine optimaleFärbung.Es gibt jedo
h au
h Graphenklassen, auf denen das Färbeproblem in polynomieller Zeitlösbar ist. So lässt si
h beispielsweise sehr einfa
h zeigen, dass alle Graphen ohne Kreiseungerader Länge in linearer Zeit mit maximal zwei Farben gefärbt werden können [3℄.Diese Färbung ist optimal, da jeder Graph mit mindestens einer Kante, eine 
hromati-s
he Zahl gröÿer oder glei
h zwei hat. Für χ ≤ 2 ist das Färbeproblem folgli
h in linearerZeit lösbar. Umgekehrt lässt si
h ebenfalls zeigen, dass zum Färben eines Graphen miteinem Kreis ungerader Länge mindestens drei Farben benötigt werden [3℄.Planare Graphen bilden eine weitere Klasse von Graphen, zu denen interessante Aussa-gen bezügli
h des Färbens bekannt sind. Ein Graph heiÿt planar, wenn er in die Ebeneeingebettet werden kann. D.h. für planare Graphen gibt es immer eine Darstellung inder Ebene, in der si
h seine Kanten ni
ht kreuzen. Die oben angespro
hene Graphendar-stellung einer politis
hen Karte liefert immer einen planaren Graphen. Im Jahre 1976wurde bewiesen, dass alle planaren Graphen mit vier Farben gefärbt werden können [1℄.Denno
h bleibt das Konstruieren einer sol
hen Färbung s
hwierig (NP -vollständig) [3℄.Bereits Ende des 19. Jahrhundert wurde allerdings ein Algorithmus mit quadratis
herLaufzeit gefunden, der planare Graphen mit maximal fünf Farben färbt [3℄. Das Färbe-problem kann damit auf planaren Graphen deutli
h besser approximiert werden als imallgemeinen Fall.Abs
hlieÿend soll no
h die Klasse der perfekten Graphen erwähnt werden. Ein Graphist perfekt, wenn für den Graphen selbst und alle Graphen, die dur
h das Herausneh-men von Knoten (und der mit ihnen verbundenen Kanten) entstehen, die Cliquenzahlglei
h der 
hromatis
hen Zahl ist. Dabei ist eine Clique eine Menge von Knoten, bei



4der jeder Knoten mit jedem anderen dur
h eine Kante verbunden ist. Die Cliquenzahleines Graphen bes
hreibt die Gröÿe der gröÿten Clique des Graphen. O�ensi
htli
h istdie Cliquenzahl eine untere S
hranke für die 
hromatis
he Zahl, da zum Färben einerClique jeder ihrer Knoten eine andere Farbe bekommen muss. Diese S
hranke kannjedo
h beliebig s
hle
ht werden. So gab unter anderem My
ielsky ein Verfahren zumKonstruieren von Graphen mit Cliquenzahl zwei aber einer beliebigen 
hromatis
henZahl gröÿer als zwei an [3℄. Im Falle der perfekten Graphen ist diese S
hranke jedo
hs
harf. In der Klasse der perfekten Graphen werden das Färbeproblem und einige ande-re NP -vollständige Optimierungsprobleme zugängli
h, d.h in polynomieller Zeit lösbar[3℄.1.2 Zufällige GraphenDas Konstruieren einer optimalen Färbung oder einer guten Approximation für einenbeliebigen Graphen ist s
hwierig. Eine Mögli
hkeit denno
h optimale oder gute Färbun-gen zu erzeugen, liegt in der Eins
hränkung der Betra
htung auf spezielle Graphenklas-sen. Eine andere Mögli
hkeit an das Färbeproblem heranzugehen ist die Betra
htungzufälliger Graphen und der erwarteten Laufzeit, oder au
h der erwarteten Approxima-tionsgüte von Algorithmen darauf. Mögli
herweise sind Algorithmen mit exponentiellerWorst-Case Laufzeit bzw. sehr s
hle
hter Approximationsgüte nur für einen kleinen Teilder Probleminstanzen wirkli
h so langsam oder so s
hle
ht und damit trotzdem in derPraxis brau
hbar. Um Algorithmen daraufhin zu untersu
hen darf die Analyse jedo
hni
ht auf die Betra
htung des Worst-Case bes
hränkt sein.Das vermutli
h einfa
hste und am besten verstandene Modell zufälliger Graphen wurdevon P. Erdös und A. Renyi entwi
kelt. Dabei wird ausgehend von einem kantenlosenGraphen auf n Knoten für jedes Knotenpaar mit Wahrs
heinli
hkeit p eine Kante zwi-s
hen diesen Knoten eingefügt. Im Folgenden wird dieses Modell als das Modell derklassis
hen zufälligen Graphen bezei
hnet und als Gn,p notiert. Für p = 1
2 entspre
hendie klassis
hen zufälligen Graphen in einem gewissen Sinne der Glei
hverteilung aufder Menge der Graphen, da jeder mögli
he Graph mit derselben Wahrs
heinli
hkeit er-zeugt wird, wenn man Graphen, die dur
h Vertaus
hen bzw. Umbenennen der Knotenineinander überführt werden können, als vers
hiedene Graphen versteht.Für dieses Modell zufälliger Graphen gibt es einen einfa
hen polynomiellen Färbeal-gorithmus, der für ein groÿes Spektrum von Kantenwahrs
heinli
hkeiten p fast immerweniger als (2 + ǫ)χ Farben benötigt (für ein beliebiges ǫ > 0). Das genaue Resultat in-klusive des verwendeten Algorithmus ist in Kapitel 5 angegeben. Während also die obenaufgeführten Worst-Case-Resultate nahelegen, dass das Färbeproblem in der Praxis nurfür sehr kleine Graphen bzw. spezielle Graphenklassen gelöst oder wenigstens gut ap-proximiert werden kann, liefert die Untersu
hung auf zufälligen Graphen ein anderesBild.Die praktis
he Relevanz dieses Resultats hängt davon ab, wie stark si
h die Vertei-lung der e
hten Eingabegraphen von der Verteilung der klassis
hen zufälligen Graphenunters
heidet.1.3 Zufällige S
hnittgraphenLange Zeit war das Gn,p-Modell das einzig verfügbare um komplexe Graphen zu unter-su
hen [5℄. Analysen von vers
hiedensten Netzwerken aus der realen Welt zeigten jedo
h



1 Einleitung 5häu�g strukturelle Unters
hiede zwis
hen typis
hen klassis
hen Zufallsgraphen und denuntersu
hten realen Graphen auf. Eine Zusammenfassung zur Analyse vers
hiedenerrealer Graphen ist in [6℄ zu �nden. Bei der Su
he na
h gemeinsamen Eigens
haften die-ser realen Graphen kristallisierten si
h vor allem die folgenden drei Konzepte heraus(siehe au
h [6℄):1. kurze dur
hs
hnittli
he Pfadlänge (englis
h: small worlds)Dieses Merkmal bes
hreibt die Tatsa
he, dass reale Graphen trotz ihrer Gröÿe häu-�g verglei
hsweise kurze Verbindungen zwis
hen zwei beliebig gewählten Knotenaufweisen. Beispielsweise wurde 1999 für die Graphenrepräsentation des WWWausgehend von der Analyse eines Auss
hnitts die dur
hs
hnittli
he Pfadlänge zwi-s
hen zwei Knoten auf 19 ges
hätzt (bei 
a. 800 Millionen Knoten). Dabei bildendie Web-Seiten die Knoten des Graphen und zwei Knoten des Graphen sind dur
heine Kante verbunden, wenn eine der beiden Seiten auf die andere via Hyperlinkverweist.2. Zusammenballung von Kanten (englis
h: 
lustering)In realen Graphen wird häu�g eine Tendenz zur Zusammenballung von Kantenbeoba
htet. D.h. die Verteilung der Kanten in realen Graphen ist nur selten glei
h-förmig. Vielmehr liegt ein Groÿteil der Kanten in lokalen Anhäufungen vor. Fürden WWW-Graphen lässt si
h diese Tendenz erklären, wenn man die Ursa
he derKanten, d.h. den Grund für Links berü
ksi
htigt. Häu�g verweisen Seiten auf-einander, die si
h mit dem selben Thema bes
häftigen oder einen gemeinsamenAutor haben. Beim Aufbau neuer Seiten ist nun die Wahrs
heinli
hkeit wesent-li
h höher, dass auf eine andere Seiten desselben Themas verwiesen wird, als dieWahrs
heinli
hkeit eines Verweises auf eine beliebig gewählte Seite. Auf diese Wei-se entstehen lokale Kantenanhäufungen zwis
hen Knoten/Webseiten mit glei
henoder verwandten Themen. Die Stärke der Zusammenballung kann mit Hilfe desClustering-Koe�zienten (englis
h: 
lustering 
oe�
ient) ermittelt werden. EineDe�nition sowie genaue Betra
htung dieser Gröÿe �ndet si
h in [6℄. Hier genügtdie Aussage, dass ein höherer Clustering-Koe�zient eine stärkere Tendenz zurCluster-Bildung bes
hreibt.3. exponentielle Gradverteilung für groÿe Knotengrade (englis
h: s
ale-free degreedistribution)Der Grad eines Knotens ist die Anzahl der von diesem Knoten ausgehenden Kan-ten. Die Verteilung des Knotengrads gibt an, wel
her Grad wie häu�g auftritt.In realen Graphen kann die Verteilung des Knotengrads für Grade oberhalb einergewissen Grenze häu�g dur
h eine Funktion der Form
P (k) ∼ k−γbes
hrieben werden, wobei P (k) die Wahrs
heinli
hkeit bes
hreibt, dass ein belie-biger Knoten den Grad k hat, und γ eine positive Konstante ist [6℄. Das Spektrumder Knotengrade realer Graphen umfasst also normalerweise mehrere Gröÿenord-nungen, wobei die Anzahl der Knoten mit dem Grad k ab irgendeinem k expo-nentiell abnimmt. Bei der Analyse des WWW konnte für ein geeignet gewähltes

γ eine sehr gute Übereinstimmung mit der realen Gradverteilung erzielt werden.Bei fester Knotenzahl n gibt es im Gn,p-Modell mit der Kantenwahrs
heinli
hkeit pgenau einen Parameter, mit dem das Aussehen der erzeugten Graphen kontrolliert wer-den kann. Dieser Parameter wird benötigt, um die Anzahl der Kanten zu justieren.



6Damit sind die Einstellmögli
hkeiten dieses Modells ers
höpft und es bleibt nur no
hzu untersu
hen, wie gut die so erzeugten Graphen in den drei aufgeführten Merkma-len dur
hs
hnittli
he Pfadlänge, Kantenverteilung und Verteilung der Knotengrade mitrealen Graphen übereinstimmen. Für Gn,p-Graphen konnte gezeigt werden, dass diedur
hs
hnittli
he Pfadlänge logarithmis
h in der Anzahl der Knoten wä
hst [6℄. DieGraphen weisen folgli
h eine kurze dur
hs
hnittli
he Pfadlänge auf, ebenso wie man siehäu�g in realen Graphen vor�ndet. Die Verteilung der Kanten ist jedo
h verglei
hsweisehomogen, so dass der Clustering-Koe�zient ausss
hlieÿli
h abhängig von der Kanten-wahrs
heinli
hkeit p ist und ummehrere Gröÿenordnungen unter denen der untersu
htenrealen Graphen liegt [6℄. Die Knotengrade klassis
her Zufallsgraphen sind poissonver-teilt, und wei
hen damit signi�kant von der in realen Graphen beoba
hteten Verteilungab [6℄.Alles in allem können die Untersu
hungen von Performanz und Approximationsgüte vonAlgorithmen auf den klassis
hen zufälligen Graphen ni
ht ohne Weiteres zur Vorhersagefür das Verhalten bei realen Graphen benutzt werden. In der Literatur wurde daher eineVielzahl von alternativen Modellen zufälliger Graphen vorges
hlagen, die die Verteilungder realen Graphen besser na
hbilden. Die vers
hiedenen Modelle liefern unters
hiedli
hgute Annäherungen an reale Graphen, wobei die Güte der Annäherung au
h von derArt der realen Graphen abhängt. Auÿerdem unters
heiden si
h die Modelle au
h in ihrerZugängli
hkeit bzw. Handhabbarkeit, d.h. in der S
hwierigkeit der Untersu
hung vonerzeugten Graphen auf bestimmte Eigens
haften oder das Verhalten von Algorithmendarauf.In dieser Arbeit wird das Modell der zufälligen S
hnittgraphen benutzt. Na
h Meinungdes Autors ist dieses Modell ein guter Kompromiss zwis
hen Zugängli
hkeit und An-näherung an reale Graphen. Das Modell wird im Folgenden als Gn,m,p notiert. Mangeht von einer Knotenmenge mit n Knoten und einer disjunkten Menge von m Featu-res aus. In einem ersten S
hritt werden den Knoten unabhängig von einander Featureszugeordnet, so dass die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass ein beliebiger Knoten ein be-stimmtes Feature hat, exakt p ist. Der zufällige S
hnittgraph auf der Knotenmengeentsteht dur
h Einfügen aller Kanten zwis
hen Knoten mit gemeinsamen Features. Inder hier benutzten Form wurde diese Modell in [7℄ eingeführt. Im Gegensatz zu denklassis
hen zufälligen Graphen sind die Kanten in zufälligen S
hnittgraphen ni
ht mehrunabhängig voneinander. Betra
htet man beispielsweise drei Knoten a, b und c, so er-höht si
h die Wahrs
heinli
hkeit einer Kante zwis
hen a und b, wenn sowohl a als au
h beinen gemeinsamen Na
hbar c besitzen. Diese Form der Transitivität kann in vielen rea-len Graphen beoba
htet werden und ist eine Ursa
he für die unglei
hmäÿige Verteilungder Kanten. Der Clustering-Koe�zient von zufälligen S
hnittgraphen ist bei geeigneterWahl von m wesentli
h gröÿer als in klassis
hen Zufallsgraphen mit glei
her Knoten-und Kantenzahl [6℄.Anders als bei Gn,p gibt es für Gn,m,p bei fester Knotenzahl n zwei Parameter, mitdenen das Aussehen der Graphen kontrolliert werden kann. Es gibt daher vers
hiedeneMögli
hkeiten die gewüns
hte Kantenzahl zu erzielen und somit au
h die Chan
e dieS
hnittgraphen besser an reale Eingabegraphen anzupassen.Die Gestalt der zufälligen S
hnittgraphen hängt ents
heidend von der Anzahl der ver-wendeten Features m ab. Ist m klein, so können ni
ht alle Graphen erzeugt werden.Erst ab m ≥ 1
4n2 können alle Graphen als Ergebnis des Gn,m,p-Zufallsexperiments auf-treten [7℄. Mit steigendem m nimmt auÿerdem der Ein�uss der oben angespro
henenTransitivität ab. In [7℄ wurde gezeigt, dass bei m = nα für α > 6 die zufälligen S
hnitt-



1 Einleitung 7graphen genauso aussehen wie klassis
he zufällige Graphen (bei glei
her Knoten- undKantenzahl). Die Abhängigkeit zwis
hen den einzelnen Kanten ist hier so gering, dasssie keinen messbaren Ein�uss mehr auf die Gestalt der Graphen hat. Die Äquivalenzkann sogar für kleinere m na
hgewiesen werden, wenn die Featurewahrs
heinli
hkeit
p hinrei
hend klein ist. Details dazu sind in Abs
hnitt 2.4 aufgeführt. Da das Modellder klassis
hen Zufallsgraphen bereits umfassend untersu
ht worden ist, wird si
h dieseArbeit auf zufällige S
hnittgraphen mit kleinen Featuremengen konzentrieren.1.4 ZielstellungDie vorliegende Arbeit bes
häftigt si
h mit dem Färben von zufälligen S
hnittgraphen.Wie die vorangegangenen Abs
hnitte zeigen, gibt es eine Reihe praktis
her Probleme, dieauf das Färbeproblem zurü
kgeführt und somit dur
h e�ziente Färbeverfahren gelöstwerden können. Da das optimale Färben von Graphen im Allgemeinen sehr aufwen-dig (NP -vollständig) ist, wird die Untersu
hung auf zufälligen Graphen dur
hgeführt.Das Modell der klassis
hen zufälligen Graphen ist nur begrenzt geeignet reale Graphen-eingaben, die ja bei der Lösung praktis
her Probleme auftreten werden, na
hzubilden.Daher benutzt der Autor das Modell der zufälligen S
hnittgraphen, dessen Ausgabenoft deutli
h näher an realen Graphen liegen.Natürli
h ist ni
ht zu erwarten, dass si
h ein e�zienter Algorithmus zum optimalenFärben aller zufälligen S
hnittgraphen, d.h. für die komplette Bandbreite von Feature-zahlen und -wahrs
heinli
hkeiten, �nden lässt. Im ni
ht abgede
kten Parameterberei
hwird daher eine S
hranke für die Approximationsgüte des verwendeten Färbealgorith-mus abgeleitet. Abs
hlieÿend wird das untersu
hte Verfahren auf einige reale Graphenangewandt. Die dabei erhaltenen Färbungen sind optimal bzw. sehr nah am Optimumund demonstrieren somit einerseits die Praxistaugli
hkeit des Verfahrens und liefernandererseits einen Hinweis darauf, an wel
hen Stellen eine Verbesserung der hier er-haltenen Resultate mögli
h sein könnte. Da zur Untersu
hung der Approximationsgüteeine Aussage über die Stabilitätszahl benötigt wird (die Gröÿe der gröÿten Knotenteil-menge, deren Knoten ni
ht dur
h Kanten verbunden sind), bes
häftigt si
h ein Kapitelausführli
h mit der Analyse dieser Gröÿe. Dabei werden für fast den kompletten Para-meterraum obere und untere S
hranken für die Stabilitätszahl aufgestellt.Dem Autor sind weder zum Färbeproblem no
h zur Stabilitätszahl zufälliger S
hnitt-graphen verglei
hbare Arbeiten bekannt. Die vorliegende Arbeit erweitert daher dasWissen über zufällige S
hnittgraphen und trägt wesentli
h zum Verständnis dieses Mo-dells zufälliger Graphen bei. Unter der Annahme dass dieses Graphenmodell gute Ap-proximationen einiger realer Graphen liefert, sind die hier erhaltenen Ergebnisse au
hfür entspre
hende reale Graphen relevant.



82 GrundlagenNa
hfolgend werden die nötigen De�nitionen und verwendeten Abs
hätzungen bereit-gestellt, sowie gängige Beweisverfahren und Aussagen aufgeführt, die in dieser Arbeitvorausgesetzt werden. Dieses Kapitel eignet si
h daher zum Na
hs
hlagen von Begri�enund Notation und wird häu�g von den darau�olgenden Kapiteln referenziert.2.1 Begri�e und NotationDe�nition 1 (Graph) Ein Graph ist ein Paar (V,E), wobei V eine endli
he Mengeund E ⊆
(
V
2

) eine Teilmenge der zwei-elementigen Teilmengen von V ist. Die Elementevon V heiÿen Knoten und die Elemente von E Kanten.De�nition 2 (Subgraph, induzierter Subgraph) Ein Graph H = (V ′, E′) heiÿtSubgraph von G = (V,E) wenn V ′ ⊆ V und E′ ⊆ E∩
(
V ′

2

) gilt. Wenn sogar E′ = E∩
(
V ′

2

)gilt, so wird H au
h als induzierter Subgraph bezei
hnet.De�nition 3 (Na
hbars
haft, Grad, Minimalgrad, Maximalgrad) SeiG = (V,E)ein Graph und sei v ∈ V ein Knoten in G. Die Na
hbars
haft von v ist die Menge allerKnoten N(v) ⊆ V , mit denen v dur
h eine Kante verbunden ist. Die Anzahl dieserKnoten heiÿt Grad von v (notiert als d(v)). Der Minimalgrad von G δ(G) ist de�-niert als δ(G) = minv∈V d(v). Analog ist der Maximalgrad von G ∆(G) de�niert dur
h
∆(G) = maxv∈V d(v).De�nition 4 (Clique, vollständig) Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Teilmenge C ⊆ Vseiner Knoten heiÿt Clique, wenn jeder Knoten in C mit jedem anderen Knoten aus Cdur
h eine Kante verbunden ist, d.h. wenn gilt: (C2) ⊆ E. G heiÿt vollständig, wenn dieKnotenmenge V eine Clique ist.De�nition 5 (stabile Menge, Stabilitätszahl) Sei G = (V,E) ein Graph und
S ⊆ V eine Teilmenge seiner Knoten. Die Knotenmenge S heiÿt stabil, wenn keinerleiKanten zwis
hen den enthaltenen Knoten verlaufen, d.h. wenn gilt: E ∩

(
S
2

)
= ∅. DieGröÿe der gröÿten stabilen Menge in G wird als Stabilitätszahl β(G) bezei
hnet.De�nition 6 (Färbung, 
hromatis
he Zahl, bipartit) Sei G = (V,E) ein Graph,dann heiÿt eine Abbildung f : V (G) → IN von den Knoten des Graphen in die natür-li
hen Zahlen Färbung, wenn gilt: ∀x,y∈V : {x, y} ∈ E ⇒ f(x) 6= f(y). Die Elementevon f(V ) werden in diesem Zusammenhang au
h als Farben bezei
hnet. Für k = |f(V )|(d.h. k entspri
ht der Anzahl der verwendeten Farben) wird f als eine k-Färbung be-zei
hnet. Die 
hromatis
he Zahl von G ist das kleinste k, für dass G eine k-Färbungbesitzt. Sie wird als χ(G) notiert. Ein Graph mit einer 
hromatis
hen Zahl χ(G) ≤ 2heiÿt bipartit.De�nition 7 (Approximationsgüte) Die Approximationsgüte eines Algorithmuszum Färben eines Graphen bzw. zum Finden der gröÿten stabilen Menge ist de�niertals Quotient aus der Anzahl benötigter Farben und 
hromatis
her Zahl, bzw. aus derGröÿe der gefundenen stabilen Menge und der Stabilitätszahl.



2 Grundlagen 9Im Rahmen dieser Arbeit werden zufällige Graphen betra
htet. Dabei entstehen dieGraphen als Ergebnis eines Zufallsexperiments. Typis
he Fragestellungen zu sol
henGraphen betre�en die erwartete Laufzeit von Algorithmen sowie im Fall von Approxi-mationsalgorithmen die erwartete Approximationsgüte. Das in dieser Arbeit verwendeteModell zufälliger Graphen heiÿt zufällige S
hnittgraphen (im Englis
hen au
h RandomInterse
tion Graphs).De�nition 8 (Projektion, bipartiter Generator, Feature, Feature
lique) Sei
B = (V ∪W,EB) ein bipartiter Graph mit V ∩W = ∅ und (V2) ∩ EB =

(
W
2

)
∩EB = ∅.Die Projektion von B ist nun ein Graph G = (V,E), dessen Kantenmenge genau dieKanten {v1, v2} enthält, für die v1 und v2 einen gemeinsamen Na
hbarn in W haben.Der Graph B wird au
h als bipartiter Generator von G bezei
hnet. Die Elemente von Wheiÿen Features von G, und jedes von ihnen induziert eine Clique in G. Daher werdendiese Cliquen au
h Feature
liquen genannt.De�nition 9 (zufälliger S
hnittgraph, Featurewahrs
heinli
hkeit) Das Modellder zufälligen S
hnittgraphen Gn,m,p bes
hreibt ein Zufallsexperiment zur Erzeugungvon Graphen. Seien dazu V und W zwei disjunkte endli
he Mengen mit |V | = n und

|W | = m und sei p ∈ [0, 1] eine reelle Zahl zwis
hen 0 und 1. Das Experiment bestehtaus zwei S
hritten:1. Erzeugen eines bipartiten Graphen B = (V ∪W,EB), indem für jedes Paar (v,w) ∈
(V,W ) die Kante {v,w} mit Wahrs
heinli
hkeit p zu EB hinzufügt wird.2. Erzeugen des Graphen G = (V,E) dur
h Projektion von B.

G ist das Ergebnis des Zufallsexperiments. Die so erzeugten Graphen bilden die Instan-zen von Gn,m,p. Die Gröÿe p wird im Rahmen dieser Arbeit als Featurewahrs
heinli
hkeitbezei
hnet, da sie die Wahrs
heinli
hkeit der Zuordnung eines beliebigen Features zueinem beliebigen Knoten bes
hreibt.Die Beweise der vorliegenden Arbeit benutzen häu�g folgende Formulierung:Sei G = (V,E) ein zufälliger S
hnittgraph und sei B = (V ∪ W,EB) seinbipartiter Generator.Damit ist gemeint, dass mit dem hier de�nierten Zufallsexperiment für gegebene n,m, pein bipartiter Generator B erzeugt wird, dessen Projektion den Graphen G liefert.Allgemein kann einem beliebigen Graphen ni
ht eindeutig ein bipartiter Generator zu-geordnet werden.Für eine beliebige Grapheneigens
haft A bezei
hne 'IP [Gn,m,p besitzt A]' die Wahr-s
heinli
hkeit, dass eine Instanz von Gn,m,p diese Eigens
haft besitzt. In der Theorieder zufälligen Graphen ist es übli
h zu untersu
hen, wie si
h diese Wahrs
heinli
hkeitfür Knotenzahlen n gegen unendli
h entwi
kelt. Man sagt dass Gn,m,p fast si
her eineEigens
haft A hat, bzw. synonym fast alle zufälligen S
hnittgraphen die Eigens
haft
A besitzen, wenn IP [Gn,m,p besitzt A] für n gegen unendli
h gegen 1 strebt. Geht die-se Wahrs
heinli
hkeit gegen 0, so besitzt fast kein zufälliger S
hnittgraph die Eigen-s
haft A.Um au
h die Anzahl der Features m in diese Untersu
hung einzubeziehen wird in dieserArbeit m immer von der Gestalt m = nα sein, für eine Konstante α > 0. Weiterhin wird



10au
h p als eine Funktion von n betra
htet, da die zufälligen S
hnittgraphen mit zuneh-mender Knotenzahl für konstante p immer di
hter und s
hlieÿli
h fast si
her vollständigwerden. Der Autor orientiert si
h bei dieser Herangehensweise an [7℄ und [8℄.In diesem Zusammenhang ist die folgende Notation nützli
h.Für zwei Funktion p, f : IN → IR gilt:
p(n) ≪ f(n) ⇔ lim

n→∞
p(n)

f(n)
= 0

p(n) ≫ f(n) ⇔ lim
n→∞

p(n)

f(n)
= ∞.An dieser Stelle setzen au
h die Symbole o(g(n)) und O(g(n)) an. Sei A

(

f(n)
) eineAussage über eine Funktion f . Dann gilt:

A
(

o(g(n))
)

⇔ es existiert eine Funktion f(n) ≪ g(n), so dass A
(

f(n)
) gilt

A
(

O(g(n))
)

⇔ es existiert eine Konstante c und eine Funktion f(n) ≤ cg(n),so dass A
(

f(n)
) gilt.De�nition 10 (S
hwellenwertfunktion) Eine Funktion f(n) heiÿt S
hwellenwert-funktion für eine Grapheneigens
haft A, wenn die folgenden beiden Aussagen gelten.(1) p(n) ≪ f(n) ⇒ limn→∞ IP [Gn,m,p hat A] = 0(2) p(n) ≫ f(n) ⇒ limn→∞ IP [Gn,m,p hat A] = 1Die folgende Tabelle enthält eine kurze Aufstellung der verwendeten Notation.IP [A] die Wahrs
heinli
hkeit, mit der das Ereignis A eintrittIP [A|B] die Wahrs
heinli
hkeit, mit der das Ereignis A eintrittunter der Bedingung/Voraussetzung das B eintritt

A das Komplementereignis zum Ereignis A

|V | die Anzahl der Elemente der Menge VIE [X] der Erwartungswert der Zufallsvariable XVar [X] die Varianz der Zufallsvariable X

N(v) die Menge aller Na
hbarknoten des Knotens v

∆(G) der maximale Knotengrad des Graphen G

δ(G) der minimale Knotengrad des Graphen G

χ(G) die 
hromatis
he Zahl des Graphen G

β(G) die Stabilitätszahl des Graphen G

Gn,p das Modell der klassis
hen zufälligen Graphen
Gn,m,p das Modell der zufälligen S
hnittgraphen
(
V
k

) Die Menge aller k-elementigen Teilmengen von V

(n)k das Produkt der natürli
hen Zahlen n bis n − k + 1d.h. (n)k = n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1)

p ≪ f für zwei Funktionen p, f : IN → IR gilt: limn→∞
p(n)
f(n) = 0

A
(

o(g(n))
) es gibt eine Funktion f(n) ≪ g(n), so dass Aussage A

(

f(n)
) gilt

A
(

O(g(n))
) es gibt eine Konstante c und eine Funktion f(n) ≤ cg(n),so dass Aussage A

(

f(n)
) gilt



2 Grundlagen 112.2 Beweisverfahren2.2.1 1. und 2. Moment MethodeIn der Theorie der zufälligen Graphen werden häu�g Beweise geführt um zu zeigen,dass fast kein Graph bzw. fast alle Graphen eine bestimmte Eigens
haft besitzen. Dazuwird in vielen Fällen die Wahrs
heinli
hkeit betra
htet, mit der eine Zufallsvariable denWert 0 annimmt.Die 1. Moment Methode benutzt dazu eine Aussage über den Erwartungswert der ent-spre
henden Zufallsvariable, die aus der Marko�s
hen Unglei
hungIP [X ≥ t] ≤ 1

t
IE [X] für t > 0 und eine ni
htnegative Zufallsvariable X (1)abgeleitet wird. Denn für den Spezialfall einer ganzzahligen ni
htnegativen Zufallsva-riable X erhält man aus (1) mit t = 1:IP [X > 0] ≤ IE [X] . (2)Das führt na
h (3.1) in [9℄ zu folgender Aussage für eine Folge ganzzahliger ni
htnega-tiver Zufallsvariablen Xn:
lim

n→∞
IE [Xn] = 0 ⇒ lim

n→∞
IP [Xn = 0] = 1.In dieser Arbeit wird die Abhängigkeit der Zufallsvariablen von der Knotenzahl n derGraphen ni
ht explizit notiert. Mitunter wird daher anstatt von einer Folge von Zufalls-variablen von einer einzelnen Zufallsvariable gespro
hen.Die 2. Moment Methode liefert eine hinrei
hende Bedingung dafür, dass eine Zufallsva-riable fast si
her unglei
h 0 ist. Sie basiert auf der Ts
hebys
he�s
hen Unglei
hung:IP [|X − IE [X] | ≥ t] ≤ Var [X]

t2
, für t > 0.Aus dieser Unglei
hung kann man ableiten (siehe (3.2) in [9℄), dass für eine beliebigeFolge von Zufallsvariablen Xn gilt:

lim
n→∞

IE [Xn] = ∞ und Var [Xn] ≪ IE [Xn]2 ⇒ lim
n→∞

IP [Xn = 0] = 0.Vergli
hen mit der 1. Moment Methode ist die 2. Moment Methode oft deutli
h aufwen-diger, da neben dem meist re
ht einfa
h zu bestimmenden Erwartungswert die Varianzder Zufallsvariable abges
hätzt werden muss.Übertragen auf die Untersu
hung der Anzahl isolierter Knoten in zufälligen Graphenliefern die beiden Methoden:Sei X eine Zufallsvariable, wel
he die Anzahl der isolierten Knoten in zufäl-ligen Graphen zählt. Wenn gezeigt werden kann, dass der Erwartungswertvon X für n gegen unendli
h gegen 0 strebt, so enthält fast kein Grapheinen isolierten Knoten (1. Moment Methode).Wenn dagegen der Erwartungswert von X gegen unendli
h strebt und dieVarianz von X klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist, so enthältfast jeder Graph einen isolierten Knoten (2. Moment Methode).



122.2.2 Cherno� Unglei
hungenIn den Beweisen der Arbeit wird häu�g eine Aussage darüber benötigt, wie stark si
hdie Werte einer Zufallsvariable um ihren Erwartungswert konzentrieren. Für binomial-verteilte Zufallsvariablen liefern die Cherno�-Unglei
hungen sehr gute S
hranken.De�nition 11 (binomialverteilt) Eine Zufallsvariable heiÿt binomialverteilt, wennsie als Summe unabhängiger 0-1-Zufallsvariablen (d.h. Zufallsvariablen, die nur die Wer-te 0 und 1 annehmen) ges
hrieben werden kann.Na
h Cherno� gilt für eine binomialverteilte Zufallsgröÿe X und t ≥ 0:IP [X ≥ IE [X] + t] ≤ exp

(

− t2

2IE [X] + 2
3t

) na
h 2.5 in [9℄ (3)IP [X ≤ IE [X] − t] ≤ exp

(

− t2

2IE [X]

) na
h 2.6 in [9℄. (4)
X wird also nur selten stark von seinem Erwartungswert abwei
hen.2.2.3 Satz über die totale Wahrs
heinli
hkeitIm Laufe der Arbeit werden Aussagen bewiesen, die für fast alle zufälligen S
hnittgra-phen in bestimmten Berei
hen für p und α gelten. Sei A eine Grapheneigens
haft, diefast alle Graphen einer Teilmenge der zufälligen S
hnittgraphen haben. D.h. die Wahr-s
heinli
hkeit dafür, dass ein beliebig gewählter Graph aus der Teilmenge die Eigens
haft
A hat, konvergiert für n gegen unendli
h gegen 1. Sei IP [A] diese Wahrs
heinli
hkeit.Diese Aussage kann für den Beweis einer anderen Eigens
haft B von fast allen Gra-phen derselben Teilmenge herangezogen werden. Denn na
h dem Satz über die totaleWahrs
heinli
hkeit gilt:IP [B] = 1−IP [B ] = 1−IP [B |A

] IP [A]−IP [B |A
] IP [A ] ≥ 1−IP [B |A

]
−IP [A ] .Da IP [A] gegen 1 strebt, muss IP [A ] gegen 0 gehen. Es genügt daher IP [B |A
]
→ 0zu zeigen, weil dann sofort IP [B] → 1 folgt. Es ist somit zulässig nur Graphen mit derEigens
haft A zu betra
hten um zu zeigen, dass fast alle zufälligen S
hnittgraphen deroben erwähnten Teilmenge B erfüllen.2.3 Verwendete Abs
hätzungen und FormelnDie folgenden Identitäten und Abs
hätzungen werden in dieser Arbeit ohne Beweisverwendet.

• Für q 6= 1 gilt:
n∑

i=0

qi =
qn+1 − 1

q − 1
. (abgebro
hene geometris
he Reihe) (5)

• Für |q| < 1 gilt:
∞∑

i=0

qi =
1

q − 1
. (Grenzwert der geometris
he Reihe) (6)
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• Für a > −1 und b ∈ IN gilt:

1 + ab ≤ (1 + a)b. (Bernoullis
he Unglei
hung) (7)
• Für alle x, n ∈ IR gilt:

exp(−2xn) ≤ (1 − x)n ≤ exp(−xn). (8)
• Für alle n, k ∈ IN gilt:

(n

k

)k

≤
(

n

k

)

≤
(ne

k

)k

. (9)
• Für jedes beliebige ǫ > 0 gilt:

ln n ≪ nǫ. (10)2.4 Bekannte Ergebnisse zu zufälligen S
hnittgraphenDie für die vorliegende Arbeit wi
htigsten Resultate zu zufälligen S
hnittgraphen stam-men aus [7℄. Zunä
hst soll der für die Featurewahrs
heinli
hkeit p interessante Berei
habgeste
kt werden. Das dazu von Singer aufgestellte Theorem lautet in lei
ht verein-fa
hter Form:Singer (1995). Für p ≪ 1
n
√

m
haben zufällige S
hnittgraphen fast si
her keine Kantenund für p ≫

√
lnn
m

sind zufällige S
hnittgraphen fast si
her vollständig.Das Färben von kantenlosen oder vollständigen Graphen ist natürli
h keine Herausfor-derung. Die vorliegende Arbeit wird si
h daher auss
hlieÿli
h mit Featurewahrs
hein-li
hkeiten innerhalb dieses Intervalls bes
häftigen. Singer konnte auÿerdem zeigen, dassdie oben angegebenen Grenzen für p au
h S
hwellenwerte für die jeweilige Eigens
haftsind. D.h. für 1
n
√

m
≪ p ≪

√
lnn
m

enthält fast jeder zufällige S
hnittgraph Kanten sowieKnoten, die ni
ht direkt dur
h eine Kante verbunden sind.Andere Ergebnisse von Singer betre�en die Äquivalenz von zufälligen S
hnittgraphenzu Gn,p. Hier konnte die Autorin zeigen, dass zufällige S
hnittgraphen und klassis
hezufällige Graphen für α > 6 bei glei
her Knoten- und Kantenzahl sehr ähnli
h und na
hdem Verständnis der Graphentheorie äquivalent sind.Singer (1995). Sei m = nα für ein festes α > 6 und 1
n
√

m
≪ p ≪

√
ln n
m
, dann gilt fürjede Grapheneigens
haft A und jedes a ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

IP [Gn,m,p hat A] = a ⇔ lim
n→∞

IP [Gn,p̂ hat A] = a für p̂ = 1 − (1 − p2)m.Zufällige S
hnittgraphen und klassis
he Zufallsgraphen haben also genau dieselben Gra-pheneigens
haften für das relevante Intervall der Featurewahrs
heinli
hkeit p.Singer konnte ferner sogar für kleinere α eine partielle Äquivalenz na
hweisen.Singer (1995). Sei m = nα für ein festes α. Wenn nun gilt
3 < α ≤ 6 und 1

n
√

m
≪ p ≪

√

ln n

nm

oder α > 1.5 und 1

n
√

m
≪ p ≪ 1

m
,



14dann gilt für jede Grapheneigens
haft A und jedes a ∈ [0, 1]:
lim

n→∞
IP [Gn,m,p hat A] = a ⇔ lim

n→∞
IP [Gn,p̂ hat A] = a für p̂ = 1 − (1 − p2)m.Aufgrund dieser Ergebnisse wird si
h der Autor bei der Untersu
hung von zufälligenS
hnittgraphen mit kleinen p vor allem auf kleine α konzentrieren.



3 Zufällige S
hnittgraphen optimal färben 153 Zufällige S
hnittgraphen optimal färbenDas Finden einer optimalen Färbung für Graphen ist im Allgemeinen ein NP -vollständigesProblem. D.h. wenn P 6= NP gilt, so gibt es keinen polynomiellen Algorithmus für dieseAufgabe. Au
h die Approximation ist s
hwierig. So konnte gezeigt werden, dass es für
P 6= NP ein ǫ > 0 gibt, so dass kein polynomieller Färbealgorithmus alle Graphen mitweniger als nǫ χ Farben färbt. [3℄Daher ers
heint es wenig aussi
htsrei
h si
h mit optimalen Färbungen im Allgemeinenzu bes
häftigen. Häu�g werden zusätzli
he Bedingungen formuliert, wenn dieses Themaangegangen wird.Eine erste Mögli
hkeit besteht in der Eins
hränkung der Betra
htung auf bestimmteKlassen von Graphen. So ist es beispielsweise sehr einfa
h Bäume (d.h. zusammenhän-gende, kreisfreie Graphen) in linearer Zeit optimal zu färben. Eine zweite Mögli
hkeitist der Übergang zu zufälligen Graphen. Zufällige Graphen ermögli
hen die Betra
htungder erwarteten Laufzeit von Algorithmen. Auf diese Weise kann das Problem der wohlunvermeidli
hen Worst-Case-Laufzeit umgangen werden, da eine exponentielle Laufzeitauf nur wenigen Instanzen dur
h eine gute Laufzeit auf dem Groÿteil der Instanzenaufgewogen werden kann. Ebenso ist die Betra
htung von Approximationsalgorithmenauf zufälligen Graphen um einiges vielverspre
hender, da au
h hier eine gute Appro-ximationsgüte auf der Mehrzahl der Instanzen vereinzelte s
hle
hte Approximationenaufwiegen kann.Der Vollständigkeit halber sei no
h ein dritter Ansatz erwähnt: der Übergang zu rando-misierten Algorithmen. Diese Algorithmen nutzen Zufallsents
heidungen zur Laufzeit,was zum Teil erstaunli
he Vereinfa
hungen gegenüber deterministis
hen Algorithmenzum selben Problem ermögli
ht. Bei randomisierten Algorithmen kann ebenfalls dieerwartete Laufzeit anstelle der Worst-Case-Laufzeit untersu
ht werden. Dieser Ansatzwird jedo
h in der vorliegenden Arbeit ni
ht weiter betra
htet.In diesem Kapitel werden Mögli
hkeiten untersu
ht, fast alle zufälligen S
hnittgraphenoptimal zu färben. D.h. es geht um Färbealgorithmen deren Erfolgswahrs
heinli
hkeitmit wa
hsender Knotenzahl der Eingabe gegen 1 konvergiert, wobei nur das Findeneiner optimalen Färbung als Erfolg betra
htet wird.3.1 Chordale zufällige S
hnittgraphenDe�nition 12 (
hordal) Ein Graph G heiÿt 
hordal, wenn er keinen induzierten Kreisder Länge k ≥ 4 enthält.Chordale Graphen bilden eine Klasse von Graphen, in der viele normalerweise NP -s
hwereProbleme in Polynomialzeit, bzw. sogar in linearer Zeit gelöst werden können. So sindin [3℄ unter anderem lineare Algorithmen zum Bestimmen der gröÿten Clique und zumFinden einer optimalen Färbung für 
hordale Graphen angegeben. Darüberhinaus kannebenfalls in linearer Zeit erkannt werden, ob ein Graph 
hordal ist oder ni
ht.Der folgende Satz beweist nun, dass für hinrei
hend kleine p fast alle zufälligen S
hnitt-graphen 
hordal sind.



16Satz 1. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≪
√

1
nm

. Dann ist fast jede Instanz von
Gn,m,p 
hordal.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. G ist genau dann 
hordal, wenn er keinen induzierten Kreisder Länge mindestens vier enthält. Da ein sol
her Kreis kein Dreie
k enthält muss alsojede seiner Kanten dur
h eine andere Feature
lique generiert werden. In Abbildung 1ist eine für einen induzierten Kreis der Länge k notwendige (jedo
h ni
ht hinrei
hende)Kon�guration im bipartiten Generator abgebildet. Im Folgenden wird ein sol
her Kreisals Ck bezei
hnet.

Abbildung 1: eine für einen Ck notwendige Kon�guration in BSeien v1, . . . , vk ∈ V eine Anordnung von k Knoten und w1, . . . , wk ∈ W eine Anordnungvon k Featureknoten für ein festes k. Damit die Knoten v1, . . . , vk einen Kreis derLänge k in G induzieren, müssen sie sukzessiv dur
h Kanten {vi, vi+1} und {vk, v1} (für
1 ≤ i < k) verbunden sein. Die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass diese Kanten dur
h dieFeatureknoten w1, . . . , wk entspre
hend der in Abbildung 1 dargestellten Kon�gurationerzeugt werden, lässt si
h wie folgt abs
hätzen:IP [v1, . . . , vk und w1, . . . , wk induzieren einen Ck in G] ≤ p2k(1 − p)k

2−2k ≤ p2k.Auÿerdem dürfen die ni
ht dur
h w1, . . . , wk verbundenen Knoten au
h sonst keine ge-meinsamen Featureknoten kennen. D.h. die reale Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass v1, . . . , vkentspre
hend der Abbildung 1 einen Ck bilden, ist sogar no
h kleiner.Dur
h Multiplikation mit der Anzahl der Mögli
hkeiten die Knoten v1, . . . , vk und dieFeatures w1, . . . , wk auszuwählen erhält man die Wahrs
heinli
hkeit, dass G einen in-duzierten Ck enthält:IP [G enthält einen induzierten Ck] ≤ nkmkp2k = (nmp2)k.



3 Zufällige S
hnittgraphen optimal färben 17Damit kann die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass G ni
ht 
hordal ist, abges
hätzt werden:IP [G ist ni
ht 
hordal] ≤
min(n,m)
∑

k=4

IP [G enthält einen induzierten Ck]

≤
min(n,m)
∑

k=4

(nmp2)k

=

min(n,m)
∑

k=0

(nmp2)k −
3∑

k=0

(nmp2)k(5)
=

(nmp2)min(n,m)+1 − 1

nmp2 − 1
−

3∑

k=0

(nmp2)k.Aus der Voraussetzung p ≪
√

1
nm

folgt, dass nmp2 für n gegen unendli
h gegen 0 strebt.Somit ergibt si
h als Grenzwert für die Wahrs
heinli
hkeit, dass G ni
ht 
hordal ist:
lim

n→∞
P (G ist ni
ht 
hordal) ≤ lim

n→∞

(

(nmp2)min(n,m)+1 − 1

nmp2 − 1
−

3∑

k=0

(nmp2)k

)

=
−1

−1
− (1 + 0 + 0 + 0)

= 0.Fast jede Instanz von Gn,m,p ist folgli
h 
hordal.In [7℄ wird gezeigt, dass p =
√

1
nm

die S
hwellenwertfunktion für das Auftau
hen einesinduzierten Kreises fester Länge k (k ≥ 4) in zufälligen S
hnittgraphen ist. D.h. für
p ≫

√
1

nm
enthalten fast alle zufälligen S
hnittgraphen einen Kreis der Länge vier undsind somit ni
ht mehr 
hordal. Das obige Resultat lässt si
h daher ni
ht auf wesentli
hgröÿere p erweitern.3.2 Greedy-Färbungen mit smallest-last HeuristikDieser Abs
hnitt soll beleu
hten, wie optimale Färbungen für zufällige S
hnittgraphenmit Hilfe des Greedy-Algorithmus gefunden werden können. Die na
hfolgenden Resul-tate zum Greedy-Algorithmus und vers
hiedenen Heuristiken inklusive aller Beweise zuden aufgeführten Aussagen können in [3℄ na
hgelesen werden.Der Greedy-Algorithmus zum Färben von Graphen ist ein sehr einfa
her Approximati-onsalgorithmus mit linearer Laufzeit.Greedy-Färbung des Graphen G = (V,E) mit V = {v1, . . . , vn}1 färbe v1 mit Farbe 12 for i := 2 to n do3 färbe Knoten vi mit der kleinsten Farbe,die in seiner Na
hbars
haft ni
ht vorkommt.Algorithmus 1: Der Greedy-Algorithmus zum Färben von Graphen



18Wie uns
hwer zu erkennen ist, liefert dieser Algorithmus immer eine Färbung, die je-do
h ni
ht optimal sein muss (da sie ggf. mehr als χ(G) Farben verwendet). Die Anzahlder Farben, die dieser Algorithmus benötigt, hängt stark von der Reihenfolge ab, in derdie Knoten gefärbt werden. So gibt es au
h immer eine Reihenfolge, die zu einer opti-malen Färbung führt. An dieser Stelle setzen Heuristiken an, wel
he die Knoten vor derAnwendung des Greedy-Algorithmus in eine mögli
hst vielverspre
hende Reihenfolgebringen sollen.De�nition 13 (Rü
kwärtsgrad) Sei G = (V,E) ein Graph und σ = v1, . . . , vn eineReihenfolge seiner Knoten. Dann ist der Rü
kwärtsgrad dσ(vi) des Knotens vi de�niertals die Anzahl der Kanten zwis
hen vi und den Knoten v1, . . . , vi−1. Der maximaleRü
kwärtsgrad der Anordnung σ wird als b(σ) notiert und entspri
ht dem Maximumüber die Rü
kwärtsgrade der einzelnen Knoten in σ. D.h.:
b(σ) = max

i=1,...,n
dσ(vi).Der Greedy-Algorithmus benötigt auf einer Anordnung der Knoten σ hö
hstens b(σ)+1Farben. Daher liegt es nahe na
h Anordnungen zu su
hen, die den maximalen Rü
k-wärtsgrad minimieren. Eine sol
he Anordnung wird smallest-last Anordnung genanntund lässt si
h re
ht einfa
h bere
hnen.Bestimmen einer smallest-last Knotenanordnung für G = (V,E)1 for i := n downto 1 do2 wähle Knoten vi ∈ V (G) mit minimalem Grad in G3 G := G − viAlgorithmus 2: Erstellen einer smallest-last Knotenanordnung na
h [3℄Sei nun σSL eine smallest-last Anordnung der Knoten des Graphen G. Dann lässt si
hzeigen, dass der maximale Rü
kwärtsgrad von σSL glei
h dem Maximum über die Mi-nimalgrade aller Subgraphen von G ist [3℄. Zusammengefasst gilt:

b(σSL) = min
σ

b(σ) = max
H⊆G

δ(H) ≥ χ(G) − 1.In zufälligen S
hnittgraphen ist die 
hromatis
he Zahl na
h unten dur
h die Anzahl derKnoten in der gröÿten Feature
lique bes
hränkt. Es gilt daher immer:
max
H⊆G

δ(H) + 1 ≥ χ(G) ≥ ω̂W ,wobei ω̂W die Knotenzahl der gröÿten Feature
lique bezei
hnet.Na
hfolgend wird nun gezeigt, dass unter bestimmten Bedingungen fast kein zufälligerS
hnittgraph einen Subgraphen enthält, dessen Minimalgrad gröÿer oder glei
h ω̂W ist.Denn wenn kein sol
her Subgraph existiert, gilt:
b(σSL) = max

H⊆G
δ(H) + 1 = χ(G) = ω̂W .Der Greedy-Algorithmus �ndet in diesem Fall eine optimale Färbung.Für diese Untersu
hung benötigt man zunä
hst eine Aussage zur Gröÿe der Feature-
liquen in zufälligen S
hnittgraphen.
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hnittgraphen optimal färben 19Lemma 2. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≫ ln n
n
. Dann hat fast jede Instanzvon Gn,m,p auss
hlieÿli
h Feature
liquen mit mehr als (1−ǫ)np und weniger als (1+ǫ)npKnoten für ein beliebiges aber festes ǫ > 0.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. Sei auÿerdem p = ln n

n
γ(n), wobei γ(n) eine gegen unendli
hgehende Funktion ist.Für v ∈ V und w ∈ W sei Xv,w eine Zufallsvariable mit

Xv,w =

{
1 falls (v,w) ∈ EB (d.h. v gehört zu der von w erzeugten Feature
lique)
0 sonstund Xw =
∑

v∈V Xv,w die Zufallsvariable, wel
he die Gröÿe der von w erzeugtenFeature
lique misst. Dann gilt für den Erwartungswert von Xw:IE [Xw] =
∑

v∈V

IP [Xv,w = 1] = np.Da Xw binomialverteilt ist, kann die Unglei
hung von Cherno� angewandt werden(Abs
hnitt 2.2.2). Sei dazu Y −
w eine Zufallsvariable, wel
he den Wert 1 hat, wenn

Xw ≤ (1 − ǫ)np ist und wel
he ansonsten den Wert 0 annimmt, und sei Y +
w eine Zu-fallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn Xw ≥ (1 + ǫ)np ist, und wel
he sonst denWert 0 hat. IP [Y −

w = 1
]

= IP [Xw ≤ (1 − ǫ)np]

= IP [Xw ≤ IE [Xw] − ǫnp](4)
≤ exp

(

−(ǫnp)2

2np

)

= exp

(

−1

2
ǫ2np

)

= exp

(

−1

2
ǫ2γ(n) ln n

)

= n− 1

2
ǫ2γ(n)IP [Y +

w = 1
]

= IP [Xw ≥ (1 + ǫ)np]

= IP [Xw ≥ IE [Xw] + ǫnp](3)
≤ exp

(

− (ǫnp)2

2np + 2
3ǫnp

)

< exp

(

− ǫ2

2 + ǫ
np

)

= exp

(

− ǫ2

2 + ǫ
γ(n) ln n

)

= n− ǫ2

2+ǫ
γ(n).Seien nun Y − =

∑

w∈W Y −
w und Y + =

∑

w∈W Y +
w die Zufallsvariablen, wel
he die An-zahl der Feature
liquen mit ni
ht mehr als (1−ǫ)np bzw. mit ni
ht weniger als (1+ǫ)np



20Knoten messen. Na
h der Marko�s
hen Unglei
hung ergibt si
h für die Wahrs
heinli
h-keiten, dass es jeweils mindestens eine sol
he Feature
lique gibt:IP [Y − > 0
] (2)

≤ IE [Y −] =
∑

w∈W

IP [Y −
w = 1

]
≤ mn− 1

2
ǫ2γ(n) = nα− 1

2
ǫ2γ(n).IP [Y + > 0

] (2)
≤ IE [Y +

]
=

∑

w∈W

IP [Y +
w = 1

]
≤ mn− ǫ2

2+ǫ
γ(n) = nα− ǫ2

2+ǫ
γ(n).Im Grenzwert für n gegen unendli
h ergibt si
h für die Summe der beiden Wahrs
hein-li
hkeiten:

lim
n→∞

(IP [Y − > 0
]
+ IP [Y + > 0

])

≤ lim
n→∞

(

nα− 1

2
ǫ2γ(n) + n

α− ǫ2

2+ǫ
γ(n)

)

= 0.Fast jede Instanz von Gn,m,p enthält auss
hlieÿli
h Feature
liquen mit mehr als (1−ǫ)npaber weniger als (1 + ǫ)np Knoten.Wie muss ein Subgraph eines zufälligen S
hnittgraphen zusammengesetzt sein, damitsein Minimalgrad gröÿer oder glei
h der Anzahl der Knoten in der gröÿten Feature
liqueist? Zunä
hst ist festzustellen, dass ein sol
her Graph auss
hlieÿli
h Knoten enthaltendarf, die zu mehr als einer Feature
lique gehören. Denn der Grad eines Knotens mit nureinem oder gar keinem Feature ist o�ensi
htli
h kleiner als ω̂W .De�nition 14 (di
k) Sei G = (V,E) ein zufälliger S
hnittgraph und B = (V ∪ W,EB)sein bipartiter Generator. Ein Knoten v ∈ V heiÿt di
k, wenn er mindestens zwei Fea-tures hat (d.h. v hat mindestens zwei Na
hbarn in W ). Eine Kante {v1, v2} ∈ E heiÿtdi
k, wenn sie zwis
hen zwei di
ken Knoten verläuft.Der folgende Satz beruht darauf, dass ein färbete
hnis
h problematis
her Subgraphauss
hlieÿli
h di
ke Kanten enthalten darf.Satz 3. Sei m = nα für ein festes α > 0 und lnn
n

≪ p ≪
√

1
m3 . Dann färbt der Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von Gn,m,p optimal.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Na
h dem Satz überdie totale Wahrs
heinli
hkeit (siehe Abs
hnitt 2.2.3) genügt es die S
hnittgraphen zubetra
hten, in denen alle Feature
liquen mindestens (1− ǫ)np Knoten haben. Sei G einsol
her Graph.Ein Subgraph von G mit einem Minimalgrad δ ≥ χ(G) muss mindestens (1 − ǫ)npdi
ke Knoten enthalten, von denen jeder einzelne mit mindestens ebenso vielen anderendi
ken Knoten verbunden ist. Im Folgenden soll die Wahrs
heinli
hkeit dafür bestimmtwerden.Für zwei beliebige Knoten v, v′ ∈ V sei Xv,v′ eine 0-1-Zufallsvariable, wel
he genau dannden Wert 1 annimmt, wenn v und v′ di
k und dur
h eine Kante verbunden sind. Xv,v′ istalso genau dann 1, wenn eine der beiden in Abbildung 2 dargestellten Kon�gurationenim bipartiten Generator von G auftritt.Die Wahrs
heinli
hkeit dafür lässt si
h abs
hätzen dur
hIP [Xv,v′ = 1

]
≤ m3p4 + m2p4 ≤ 2m3p4.
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Abbildung 2: die beiden Kon�gurationen, wel
he implizieren, dass v und v′ di
k undmiteinander verbunden sindDie Zufallsvariable X = 1
2

∑

v∈V

∑

v′∈V \{v} Xv,v′ misst die Anzahl der Kanten, die zwi-s
hen di
ken Knoten verlaufen. Für den Erwartungswert von X gilt:IE [X] =
1

2

∑

v∈V

∑

v′∈V \{v}
IP [Xv,v′ = 1

]
≤ n2m3p4.Ein Subgraph mit mindestens (1 − ǫ)np di
ken Knoten, von denen jeder einzelne mitmindestens (1 − ǫ)np anderen di
ken Knoten verbunden ist, erfordert mindestens

1
2(1 − ǫ)2n2p2 di
ke Kanten. Na
h der Marko�s
hen Unglei
hung kann die Wahrs
hein-li
hkeit dafür abges
hätzt werden:IP [X ≥ 1

2
(1 − ǫ)2n2p2

] (1)
≤ 2

(1 − ǫ)2n2p2
IE [X]

≤ 2

(1 − ǫ)2
m3p2.Diese Wahrs
heinli
hkeit geht für n gegen unendli
h gegen 0 (da na
h Voraussetzung

p ≪
√

1
m3 gilt). Also enthält fast keine Instanz von Gn,m,p einen Subgraphen mit Mi-nimalgrad δ ≥ χ(G). Der Greedy-Algorithmus färbt somit fast jede Instanz von Gn,m,poptimal auf einer smallest-last Anordnung der Knoten.Dieses Resultat lässt si
h no
h verbessern, wenn man anstelle der Anzahl der di
kenKanten des zufälligen S
hnittgraphen die Anzahl der di
ken Na
hbarn eines Knotensabs
hätzt. Dazu werden die folgenden beiden Lemmata benötigt.Lemma 4. Sei m = nα für ein festes α > 0. Wenn p ≪ 1

m
, dann gibt es eine Konstante

c > 0, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p einen Knoten mit mehr als mp + c ln nFeatures enthält.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph und sei Xv (v ∈ V ) eineZufallsvariable, wel
he die Anzahl der Features eines Knotens zählt. Dann gilt:IE [Xv ] = mp.Na
h der Cherno�s
hen Unglei
hung (siehe Abs
hnitt 2.2.2) gilt daher:IP [Xv ≥ mp + c ln n]
(3)
≤ exp

(

− (c ln n)2

2mp + 2
3c ln n

)

≤ exp

(

−(c ln n)2

c ln n

)

= exp (−c ln n) .



22Für die zweite Abs
hätzung wurde benutzt, dass mp gegen 0 geht und damit ab einemgewissen n dur
h 1
3c ln n abges
hätzt werden kann. Sei nun Yv eine Zufallsvariable,wel
he den Wert 1 für Xv ≥ mp+c ln n annimmt, und wel
he sonst 0 ist. Die Marko�s
heUnglei
hung liefert dann für Y =

∑

v∈V Yv:IP [Y > 0]
(2)
≤ IE [Y ] ≤ n exp (−c ln n) = n1−c.Diese Wahrs
heinli
hkeit strebt für n gegen unendli
h gegen 0, wenn c > 1. Demzufolgegibt es ein c, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Knoten mit mehr als mp + c ln nFeatures hat.Lemma 5. Sei m = nα für ein festes α > 0. Falls lnn

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

, gibt es eineKonstante c > 0, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Feature
liquen mit mehr als
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n di
ken Knoten enthält.Beweis. Na
h Lemma 2 (Gröÿe der Feature
liquen) und dem Satz über die totaleWahrs
heinli
hkeit (siehe Abs
hnitt 2.2.3) genügt es Graphen zu betra
hten, bei de-nen die Gröÿe der Feature
liquen dur
h (1 − ǫ)np und (1 + ǫ)np bes
hränkt ist. Sei
G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein sol
her zufälliger S
hnittgraph. Sei nun C ⊆ V eine beliebigeFeature
lique in G und bezei
hne |C| die Anzahl der Knoten in C. Sei auÿerdem XC,vfür v ∈ C eine Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn v di
k ist, und wel
heansonsten 0 ist. Dann gilt:IP [XC,v = 1] = 1 − (1 − p)m−1

(7)
≤ 1 −

(

1 − (m − 1)p
)

≤ mp.Sei XC =
∑

v∈C XC,v die Zufallsvariable, wel
he die Anzahl der di
ken Knoten in Czählt. Für den Erwartungswert von XC gilt dann:IE [XC ] =
∑

v∈C

IP [XC,v = 1] ≤ |C|mp ≤ (1 + ǫ)nmp2.Die Cherno�-Unglei
hung (siehe Abs
hnitt 2.2.2) liefert nun folgende Abs
hätzung:IP [XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 + c ln n
]

≤ IP [XC ≥ IE [XC ] + c ln n](3)
≤ exp

(

− (c ln n)2

2IE [XC ] + 2
3c ln n

)

≤ exp

(

− (c ln n)2

2(1 + ǫ)nmp2 + 2
3c ln n

)

.Sei YC eine Zufallsvariable, die für XC ≥ (1+ ǫ)nmp2 + c ln n den Wert 1 annimmt undsonst 0 ist. Sei auÿerdem Y =
∑

C⊆V YC die Anzahl der Feature
liquen mit mindestens
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n di
ken Knoten. Na
h der Marko�s
hen Unglei
hung gilt:IP [Y > 0]

(2)
≤ IE [Y ] =

∑

C⊆V

IP [YC = 1] ≤ m exp

(

− (c ln n)2

2(1 + ǫ)nmp2 + 2
3c ln n

)

.Da nmp2 ≪ ln n ist, kann 2(1 + ǫ)nmp2 dur
h 1
3c ln n abges
hätzt werden.IP [Y > 0] ≤ m exp

(

−(c ln n)2

c ln n

)

= m exp (−c ln n) = nα−c.
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hnittgraphen optimal färben 23Für n gegen unendli
h strebt diese Wahrs
heinli
hkeit gegen 0, wenn c > α. Also gibtes eine Konstante c, so dass fast keine Instanz von Gn,m,p Feature
liquen mit mehr als
(1 + ǫ)nmp2 + c ln n di
ken Knoten enthält.Aus diesen beiden Lemmata kann der folgende Satz abgeleitet werden.Satz 6. Sei m = nα für ein festes α > 0, dann färbt der Greedy-Algorithmus für
ln2 n

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

fast jede Instanz von Gn,m,p optimal auf einer smallest-last Anord-nung der Knoten.Beweis. Au
h dieser Beweis benutzt, dass Greedy auf einer smallest-last Anordnungder Knoten optimal färbt, wenn alle Subgraphen einen Minimalgrad kleiner der gröÿtenFeature
lique haben. In Lemma 4 wird eine obere S
hranke für die Anzahl der Featureseines Knotens hergeleitet und Lemma 5 bes
hränkt die Anzahl der di
ken Knoten jeFeature
lique. Das Produkt dieser beiden oberen S
hranken liefert eine Abs
hätzung fürdie Anzahl der di
ken Na
hbarn eines di
ken Knotens, und somit au
h eine Abs
hätzungfür den Minimalgrad von Subgraphen, die auss
hlieÿli
h aus di
ken Knoten bestehen.Zunä
hst ist anzumerken, dass aus der Voraussetzung α < 1 folgt. Denn für α ≥ 1 gilt
√

ln n

nm
≤

√
ln n

n
≤ ln2 n

n
.D.h. es gibt kein p, wel
hes die Voraussetzung unter diesen Bedingungen erfüllen könnte.Es gilt:

p ≪
√

ln n

nm
≪

√

ln n

nm

n

m ln n
=

1

m
.Damit ist die Voraussetzung für Lemma 4 erfüllt und es kann zusammen mit dem Satzüber die totale Wahrs
heinli
hkeit na
h Abs
hnitt 2.2.3 angenommen werden, dass Gkeine Knoten enthält, die zu mehr als mp + O(ln n) Feature
liquen gehören. Analogdarf na
h Lemma 5 angenommen werden, dass G keine Feature
liquen mit mehr als

(1 + ǫ)nmp2 + O(ln n) di
ken Knoten enthält. Der Ausdru
k
D =

(

mp + O(ln n)
)(

(1 + ǫ)nmp2 + O(ln n)
)liefert daher eine obere S
hranke für die Anzahl di
ker Na
hbarn eines di
ken Knotensin G.Da mp für n gegen unendli
h gegen 0 geht, kann es dur
h ln n na
h oben abges
hätztwerden. Auÿerdem ist na
h Voraussetzung (1 + ǫ)nmp2 ≪ ln n und daher ebenfallsdur
h ln n bes
hränkt. Es ergibt si
h:

D ≤
(

O(ln n)
)(

O(ln n)
)

= O(ln2 n).

D ist eine obere S
hranke für den Minimalgrad von Subgraphen von G, die auss
hlieÿli
haus di
ken Knoten bestehen. Sollte D nun kleiner der Anzahl der Knoten in der gröÿ-ten Feature
lique von G sein, so färbt Greedy auf smallest-last Anordnungen optimal.Da na
h Voraussetzung p ≫ ln n
n

gilt, genügt es na
h dem Satz über die totale Wahr-s
heinli
hkeit Graphen zu betra
hten, in denen jede Feature
lique mindestens (1− ǫ)np



24Knoten hat, für ein beliebiges ǫ mit 0 < ǫ < 1. Also genügt es zu zeigen, dass D kleinerals (1 − ǫ)np ist. Na
h Voraussetzung gilt nun:
p ≫ ln2 n

n

⇒ (1 − ǫ)np ≫ ln2 n

⇒ (1 − ǫ)np ≥ D.Die Voraussetzung p ≪
√

lnn
nm

wird dabei vor allem benötigt um Lemma 5 anwendenzu können. In diesem Lemma wird dann benutzt, dass der Erwartungswert für dieAnzahl di
ker Knoten einer Feature
lique kleiner oder glei
h (1 + ǫ)nmp2 ist und somitlangsamer als ln n wä
hst. Das ist jedo
h keineswegs eine zwingende Voraussetzung.Eine ähnli
he Re
hnung kann au
h für deutli
h gröÿere Erwartungswerte dur
hgeführtwerden. Für diesen Fall nimmt das Lemma die folgende Form an.Lemma 7. Sei m = nα für ein festes α mit 0 < α < 1. Falls p ≫
√

1
nm

, so enthält fastkeine Instanz von Gn,m,p Feature
liquen mit mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n di
kenKnoten.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Wegen
p ≫

√

1

nm
≫

√

1

n1+α

ln2 n

n1−α
=

ln n

nist die Voraussetzung für Lemma 2 erfüllt. Zusammen mit dem Satz über die totaleWahrs
heinli
hkeit (siehe Abs
hnitt 2.2.3) kann daher angenommen werden, dass dieGröÿe der Feature
liquen von G dur
h (1 − ǫ)np und (1 + ǫ)np bes
hränkt ist (für einbeliebiges ǫ mit 0 < ǫ < 1). Sei nun C ⊆ V eine beliebige Feature
lique in G undbezei
hne |C| die Anzahl ihrer Knoten. Sei auÿerdem XC,v (v ∈ C) eine Zufallsvariable,die den Wert 1 annimmt, wenn v di
k ist, und wel
he ansonsten 0 ist. Dann gilt:IP [XC,v = 1] = 1 − (1 − p)m−1
(7)
≤ 1 −

(

1 − (m − 1)p
)

≤ mp.Sei XC =
∑

v∈C XC,v die Zufallsvariable, wel
he die Anzahl der di
ken Knoten in Czählt. Für den Erwartungswert von XC gilt dann:IE [XC ] =
∑

v∈C

IP [XC,v = 1] ≤ |C|mp ≤ (1 + ǫ)nmp2.Die Cherno�-Unglei
hung (siehe Abs
hnitt 2.2.2) liefert folgende Abs
hätzung:IP [XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n
]

≤ IP [XC ≥ IE [XC ] +
√

nmp2 ln n
](3)

≤ exp

(

− nmp2 ln2 n

2IE [XC ] + 2
3

√

nmp2 ln n

)

≤ exp

(

− nmp2 ln2 n

4nmp2 +
√

nmp2 ln n

)

.



3 Zufällige S
hnittgraphen optimal färben 25Sei YC eine Zufallsvariable, die für XC ≥ (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n den Wert 1 an-nimmt und sonst 0 ist. Sei auÿerdem Y =
∑

C⊆V YC die Anzahl der Feature
liquen mitmindestens (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n di
ken Knoten. Die Marko�s
he Unglei
hungliefert für IP [Y > 0]:IP [Y > 0]
(2)
≤ IE [Y ] =

∑

C⊆V

IP [YC = 1] ≤ m exp

(

− nmp2 ln2 n

4nmp2 +
√

nmp2 ln n

)

.Hier setzt eine Fallunters
heidung an.1. Fall: 4nmp2 ≥
√

nmp2 ln nIP [Y > 0] ≤ m exp

(

−nmp2 ln2 n

8nmp2

)

= m exp

(

−1

8
ln2 n

)

= nα− 1

8
lnn

→ 02. Fall: 4nmp2 <
√

nmp2 ln nIP [Y > 0] ≤ m exp

(

− nmp2 ln2 n

2
√

nmp2 ln n

)

= m exp

(

−1

2

√

nmp2 ln n

)

= nα− 1

2

√
nmp2

→ 0.Für den letzten S
hritt wurde verwendet, dass na
h Voraussetzung √nmp2 für ngegen unendli
h gegen ∞ läuft.IP [Y > 0] ist für jedes n dur
h das Maximum dieser beiden Terme bes
hränkt und gehtfür n gegen unendli
h gegen 0. Somit enthält fast keine Instanz von Gn,m,p Feature
liquenmit mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n di
ken Knoten.Lemma 4 und Lemma 7 erlauben nun eine zweite Version von Satz 6 für einen anderenBerei
h von p.Satz 8. Sei m = nα für ein festes α > 0. Wenn nun gilt:
√

1

nm
≪ p ≪ 1

m ln n
,so färbt der Greedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung fast jede Instanz von

Gn,m,p optimal.Beweis. Der Beweis läuft na
h demselben S
hema wie bei Satz 6. Wie in Satz 6 folgtaus der Voraussetzung dass α < 1 ist. Denn für α ≥ 1 gilt:
1

m ln n
≪ 1

m
≤
√

1

nm
,



26so dass kein p die Voraussetzung erfüllen kann.Sei G ein zufälliger S
hnittgraph. Ein Subgraph von G, dessen Minimalgrad gröÿeroder glei
h der die Gröÿe der gröÿten Feature
lique von G ist, darf nur aus di
kenKnoten bestehen. Der Minimalgrad eines sol
hen Subgraphen ist dur
h die maximaleAnzahl von di
ken Na
hbarn eines di
ken Knotens in G begrenzt. Na
h Voraussetzungist p ≪ 1
m

und somit die Voraussetzung für Lemma 4 erfüllt. Zusammen mit demSatz über die totale Wahrs
heinli
hkeit folgt, dass es genügt Graphen zu betra
hten,wel
he keine Knoten enthalten, die zu mehr als mp + O(ln n) Feature
liquen gehören.Analog darf na
h Lemma 7 angenommen werden, dass keine Feature
liquen mit mehrals (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n di
ken Knoten vorliegen. Folgli
h liefert
D =

(

mp + O(ln n)
)(

(1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln n
)eine obere S
hranke für die Anzahl di
ker Na
hbarn eines di
ken Knoten in G.Da mp für n gegen unendli
h gegen 0 strebt, kann es ab einem gewissen n dur
h ln nabges
hätzt werden. Es ergibt si
h:

D ≤
(

O(ln n)
)(

2nmp2 +
√

nmp2 ln n
)

= nmp2O(ln n) +
√

nmp2O(ln2 n)

=

(

mpO(ln n) +

√
m

n
O(ln2 n)

)

np.Na
h Voraussetzung geht mp ln n für n gegen unendli
h gegen 0. Ebenso strebt√m
n

ln2 ngegen 0, da α < 1 ist. Somit folgt für ein ǫ < 1:
D ≤ (1 − ǫ)np.

D ist eine obere S
hranke für den Minimalgrad von Subgraphen in G, die auss
hlieÿli
haus di
ken Knoten bestehen. Wie in Lemma 7 darf angenommen werden, dass die Gröÿeder Feature
liquen na
h unten dur
h (1 − ǫ)np bes
hränkt ist. Damit folgt dann na
hder selben Argumentation wie in Satz 6, dass der Greedy-Algorithmus den Graphen Gauf einer smallest-last Anordnung der Knoten fast si
her optimal färbt.3.3 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde gezeigt unter wel
hen Bedingungen zufällige S
hnittgraphenoptimal gefärbt werden können. Die folgende Tabelle liefert eine Übersi
ht zu den er-zielten Resultaten.Satz 1 p ≪
√

1
nm

fast alle Instanzen sind 
hordalSatz 3 lnn
n

≪ p ≪
√

1
m3 Greedy färbt fast alle InstanzenSatz 6 ln2 n

n
≪ p ≪

√
ln n
nm

auf smallest-last KnotenanordnungenSatz 8 √
1

nm
≪ p ≪ 1

m lnn
optimalDamit die Voraussetzungen von Satz 3 erfüllbar sind, muss α < 2

3 sein. Die Sätze 6und 8 erzwingen α < 1. Die von den Sätzen 6 und 8 abgede
kten Berei
he für p können



3 Zufällige S
hnittgraphen optimal färben 27zusammengefasst werden und ersetzen damit Satz 3 fast vollständig. Insgesamt ergibtsi
h damit folgendes Bild.
p ≪

√
1

nm
fast alle Instanzen sind 
hordal

ln n
n

≪ p ≪ nǫ−1
(
α < 2

3

) Greedy färbt fast alle Instanzen auf
ln2 n

n
≪ p ≪ 1

m ln n
(α < 1) smallest-last Anordnungen optimalDiese Resultate liefern ein Verfahren, wel
hes fast alle zufälligen S
hnittgraphen in derVereinigung der Parameterberei
he (d.h. im Wesentli
hen p ≪

√
1

nm
und p ≪ 1

m ln n
bei

α < 1) optimal färbt. Dazu überprüft man zunä
hst, ob der vorliegende Graph 
hordalist (in linearer Zeit mögli
h). Wenn ja, so kann der Graph mit einem Färbealgorithmusfür 
hordale Graphen in linearer Zeit optimal gefärbt werden. Wenn ni
ht, so wirdeine smallest-Anordnung der Knoten bestimmt und der Greedy Algorithmus daraufangewandt.

Abbildung 3: Berei
he, in denen zufällige S
hnittgraphen optimal gefärbt werden könnenAbbildung 3 fasst die Aussagen dieses Kapitels zusammen und enthält zusätzli
h dieResultate von Singer bezügli
h des Auftretens von Kanten sowie Vollständigkeit von
Gn,m,p (siehe Abs
hnitt 2.4).Das weiÿe ni
ht-s
hra�erte Gebiet bes
hreibt den Berei
h, zu dem bisher keine Aussa-gen gema
ht werden können. Wie lassen si
h also Graphen aus diesem Berei
h färben?Zunä
hst stellt si
h die Frage, inwieweit si
h die Ergebnisse dieses Kapitels verbessern



28lassen. Wie bereits erwähnt wurde in [7℄ gezeigt, dass√ 1
nm

eine S
hwellenwertfunktionfür das Auftau
hen von induzierten Kreisen fester Länge (≥ 4) darstellt. Die erste Aus-sage zu 
hordalen Graphen kann daher ni
ht weiter verbessert werden. Bei den Aussagenzum Greedy-Algorithmus ist eine Überprüfung der Grenzen wesentli
h s
hwieriger. Dieunteren Grenzen für p s
heinen vor allem ein te
hnis
hes Problem zu sein. Der Autor hatkeinen Anlass zu vermuten, dass der Greedy-Algorithmus für kleinere p (d.h. Graphenmit no
h weniger Kanten) plötzli
h s
hle
htere Resultate liefert. Weit interessanter istjedo
h die Frage, wie s
harf die obere Grenze für p ist.Dazu ist zunä
hst anzumerken, dass das bisher beste Resultat zum Greedy Algorithmus(die Sätze 6 und 8) darauf basiert, dass der Knotengrad in Subgraphen aus di
ken Kno-ten kleiner als die 
hromatis
hen Zahl ist. Sobald mp gegen unendli
h strebt, sind jedo
hfast alle Knoten di
k. D.h. das Verfahren der genannten Sätze liefe im Wesentli
hen aufeine Untersu
hung des Maximalgrads der Graphen hinaus, der sogar unabhängig von derKnotenanordnung eine S
hranke für die Anzahl der vom Greedy-Algorithmus verwende-ten Farben liefert. Auÿerdem ist zu erwarten, dass die bisherige untere S
hranke für die
hromatis
he Zahl (die Gröÿe der Feature
liquen) mit steigendem p zunehmend s
hle
h-ter wird. Aus diesem Grund bes
häftigt si
h das nä
hste Kapitel mit der Stabilitätszahlvon zufälligen S
hnittgraphen. Dabei wird besonderes Augenmerk auf den bisher ni
htabgede
kten Parameterraum gelegt. Mit den Resultaten zur Stabilitätszahl soll dann inKapitel 5 eine neue untere S
hranke für die 
hromatis
he Zahl abgeleitet werden, mitderen Hilfe die Approximationsgüte des Greedy-Färbealgorithmus abges
hätzt werdenkann.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 294 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphenEbenso wie das Färben von Graphen stellt au
h das Finden der gröÿten stabilen Kno-tenmenge bzw. das Ermitteln der Stabilitätszahl ein NP -vollständiges Problem dar.Au
h die Approximation dieser Gröÿe ist s
hwierig. So zeigten Arora, Lund, Motwani,Sudan und Szegedy 1992, dass unter der Voraussetzung P 6= NP ein ǫ > 0 existiert,so dass es keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus für die Stabilitätszahl miteiner Güte kleiner oder glei
h nǫ gibt [3℄. Erstaunli
herweise konnte denno
h gezeigtwerden, dass bei fast allen Gn,p-Instanzen die Stabilitätszahl in einem verglei
hswei-se kleinen Berei
h liegt. So wurde na
hgewiesen, dass für die Stabilitätszahl fast aller
Gn,p-Instanzen mit n−c ≤ p ≤ c (für c < 1 beliebig) gilt:

k−ǫ ≤ β ≤ kǫfür k±ǫ =

⌊
2

p
(2 log np − log log np + 1 − log 2 ± ǫ)

⌋ und ǫ > 0 beliebig [9℄.In diesem Kapitel soll nun untersu
ht werden, wie groÿ die gröÿte stabile Menge inzufälligen S
hnittgraphen ist. In [7℄ wurde bereits gezeigt dass:1. für p ≪ 1
n
√

m
fast kein Instanz von Gn,m,p Kanten enthält und2. für p ≫

√
ln n
m

fast alle Instanzen von Gn,m,p vollständig sind.Die Untersu
hung wird si
h daher auf den Berei
h zwis
hen diesen beiden S
hrankenkonzentrieren.Auÿerdem wurde in [7℄ au
h gezeigt, dass für fast alle Instanzen von Gn,m,p bei mp2 → cgilt:
⌊d − ǫ1⌋ ≤ β ≤ ⌊d + ǫ2⌋,wobei d = 2 logb n− 2 logb logb n + 1 + 2 logb

(
e
2

) mit b = ec, ǫ1 > c2

4 und ǫ2 > 0 beliebigsind.Wenn man versu
ht die Stabilitätszahl für einen mögli
hst groÿen Berei
h für p abzu-s
hätzen, so hilft dieses Resultat si
herli
h nur begrenzt weiter, da es nur ein sehr kleines
p-Intervall betri�t. Die Herleitung der unteren S
hranke war jedo
h bei der Ausarbei-tung der Beweise in 4.2 eine wertvolle Hilfe.4.1 S
hranken für die StabilitätszahlZunä
hst soll die Stabilitätszahl für kleine Featurewahrs
heinli
hkeiten p untersu
htwerden. Der folgende Satz benutzt, dass die Anzahl der Knoten ohne Features eineuntere S
hranke für die Stabilitätszahl liefert, da diese Knoten isoliert sind.Satz 9. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei p ≪ 1

m
, dann gibt es in fast allenInstanzen von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe (1 − o(1)
)

n.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Es genügt zu zeigen, dasseine Funktion γ(n) ≪ 1 existiert, so dass G fast si
her (1 − γ(n)
)

n Knoten ohne



30Features hat. Sei dazu γ(n) =
√

lnn
n

+ mp, dann ist γ(n) ≪ 1, da √
ln n ≪ √

n ist und
mp für n gegen unendli
h gegen 0 strebt.Sei auÿerdem Xv für einen Knoten v ∈ V eine 0-1-Zufallsvariable, wel
he genau dann 1ist, wenn v keiner Feature
lique angehört. Es gilt:IP [Xv = 1] = (1 − p)m.Sei nun X =

∑

v∈V Xv die Anzahl der Knoten ohne Features. Für den Erwartungswertvon X gilt: IE [X] =
∑

v∈V

IP [Xv = 1] = n(1 − p)m
(7)
≥ (1 − mp)n.Da X binomialverteilt ist, kann die Unglei
hung von Cherno� angewandt werden (sieheAbs
hnitt 2.2.2).IP [X ≤

(

1 − γ(n)
)

n
]

= IP [X ≤ IE [X] − γ(n)n − IE [X] + n]

≤ IP [X ≤ IE [X] −
(

γ(n) + 1 − mp − 1
)

n
]

= IP [X ≤ IE [X] −
(

γ(n) − mp
)

n
](4)

≤ exp




−

(

γ(n) − mp
)2

n2

2IE [X]






≤ exp

(

−1

2

(

γ(n) − mp
)2

n

) da IE [X] ≤ n

≤ exp

(

−1

2
ln n

)

→ 0.In fast allen Graphen aus Gn,m,p gibt es folgli
h mehr als (1 − o(1)
)

n isolierte Knotenund somit eine stabile Menge dieser Gröÿe.Die Stabilitätszahl von fast allen zufälligen S
hnittgraphen liegt damit für p ≪ 1
m

zwi-s
hen (1 − o(1))n und n. Es bleibt zu untersu
hen, wie sie si
h für gröÿere p verhält.Ein erstes Resultat ergibt si
h dur
h Betra
htung des Maximalgrads.Satz 10. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei p ≫ max
(

lnn
n

, ln n
m

), dann gibt esfür ein beliebiges ǫ > 0 in fast allen Instanzen von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe
(1 − ǫ) 1

mp2 .Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Der Beweis beruht darauf,dass der Maximalgrad von G na
h oben bes
hränkt ist dur
h die maximale Anzahlder Features eines Knotens multipliziert mit der maximalen Anzahl von Knoten einesFeatures. Diese Bes
hränkung für den Maximalgrad liefert eine obere S
hranke für die
hromatis
he Zahl und damit eine untere S
hranke für die Stabilitätszahl, denn es gilt:
∆(G) + 1 ≥ χ(G) ≥ n

β(G)

⇒ β(G) ≥ n

∆(G) + 1
.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 31Für einen Knoten v ∈ V sei Xv eine Zufallsvariable, wel
he die Anzahl der Featuresdieses Knotens zählt. Dann gilt: IE [Xv ] = mp.Da Xv binomialverteilt ist, kann die Unglei
hung von Cherno� angewandt werden (sieheAbs
hnitt 2.2.2). Für ein genügend kleines ǫ′ > 0 gilt:IP [Xv ≥ (1 + ǫ′)mp
]

= IP [Xv ≥ IE [Xv] + ǫ′mp
](3)

≤ exp

(

− (ǫ′mp)2

2IE [Xv ] +
2
3ǫ′mp

)

≤ exp

(

−ǫ′2

3
mp

)

.Da p ≫ lnn
m

ist, kann es als γ(n) ln n
m

ges
hrieben werden für eine gegen unendli
hstrebende Funktion γ. Die Wahrs
heinli
hkeit für die Existenz eines Knotens in G mitmehr als (1 + ǫ′)mp Features lässt si
h abs
hätzen dur
h:IP [∃v∈V : Xv > (1 + ǫ′)mp
]

≤ nIP [Xv ≥ (1 + ǫ′)mp
]

≤ n exp

(

−ǫ′2

3
γ(n) ln n

)

≤ n1− 1

3
ǫ′2γ(n)

→ 0.Na
h dem Satz über die totale Wahrs
heinli
hkeit genügt es den Fall zu betra
hten,dass G keinen Knoten mit mehr (1 + ǫ′)mp Features hat. Auÿerdem gilt p ≫ lnn
n
, undes kann na
h Lemma 2 angenommen werden, dass G auss
hlieÿli
h Feature
liquen mitweniger als (1 + ǫ′)np Knoten enthält. Damit gilt für den Maximalgrad von G:

∆(G) ≤ (1 + ǫ′)2nmp2.Für die Stabilitätszahl von G bedeutet das bei hinrei
hend kleinem ǫ′:
β(G) ≥ n

∆(G) + 1
≥ 1

(1 + ǫ′)2mp2 + 1
n

≥ (1 − ǫ)
1

mp2
.

Auf den ersten Bli
k mag es erstaunli
h ers
heinen, dass dieser Beweis ni
ht für beliebigkleine p gilt, da ja kleinere Werte für p zu dünneren Graphen mit höherer Stabilitätszahlführen. Allerdings ist die hier bewiesene S
hranke für die Stabilitätszahl abhängig von
p und steigt, wenn p sinkt.Na
h dieser unteren S
hranke folgt die Bestimmung einer oberen S
hranke, wel
he mitHilfe der 1. Moment Methode abgeleitet wird.Satz 11. Sei m = nα für ein festes α > 0 und sei lnn

m
≪ p ≪

√
lnn
m
, dann ist in fastallen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl kleiner als (2 + ǫ) ln n

mp2 für ein beliebigesaber festes ǫ > 0.



32Beweis. Es wird gezeigt, dass die erwartete Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe (2+ǫ) ln n
mp2für n gegen unendli
h gegen 0 strebt. Daraus folgt na
h der 1. Moment Methode, dassdie Wahrs
heinli
hkeit für die Existenz einer sol
hen stabilen Menge ebenfalls gegen 0läuft, und somit fast keine Instanz von Gn,m,p eine stabile Menge dieser Gröÿe enthält.Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Eine Menge von k Knoten istgenau dann stabil, wenn keine Kanten zwis
hen ihnen verlaufen. Also muss für jedeFeature
lique von G gelten:1. sie enthält keinen der k Knoten2. oder sie enthält genau einen der k Knoten.Die Wahrs
heinli
hkeit für eine gegebene Menge Sk ⊆ V mit k Knoten stabil zu seinbeträgt daher: IP [Sk ist stabil] =

(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Sei Xk die Zufallsvariable, wel
he die Anzahl der stabilen Mengen mit k Knoten in Gzählt. Dann gilt wegen der Linearität des Erwartungswerts:IE [Xk] =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m(9)

≤
(ne

k

)k

(1 − p)(k−1)m
(

1 − p + kp
)m

=
(n

k

)k

ek(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m

.Sei k = (2 + ǫ) ln n
mp2 . Um zu zeigen dass IE [Xk] gegen 0 geht genügt es zu zeigen, dass

ln(IE [Xk]) gegen −∞ läuft.
ln(IE [Xk]) ≤ ln

((n

k

)k

ek(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m
)

= k ln
(n

k

)

+ k + (k − 1)m ln(1 − p) + m ln
(

1 + (k − 1)p
)

.Über die Taylorentwi
klung erhält man die folgenden beiden Abs
hätzungen:
ln(1 − p) = −

∞∑

i=1

1

i
pi ≤ −p − 1

2
p2 − 1

3
p3

ln
(

1 + (k − 1)p
)

=

∞∑

i=1

(−1)(i−1) 1

i
(k − 1)ipi

≤ (k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2 +

1

3
(k − 1)3p3.Im letzten S
hritt der zweiten Abs
hätzung wurde verwendet, dass die Beträge derReihenglieder mit forts
hreitendem i immer kleiner werden. Die na
h einem positivenGlied abgebro
hene Reihe liefert dann eine obere S
hranke, weil in dem Rest der Reiheimmer zunä
hst etwas abgezogen und dana
h etwas betragsmäÿig kleineres addiert wird.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 33Für den Erwartungswert ergibt si
h:
ln(IE [Xk]) ≤ k ln

(n

k

)

+ k − (k − 1)m

(

p +
1

2
p2 +

1

3
p3

)

+m

(

(k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2 +

1

3
(k − 1)3p3

)

= k ln
(n

k

)

+ k +
1

2
kmp2 +

1

3
k3mp3 +

2

3
kmp3 − 1

2
k2mp2 − k2mp3

≤ k

(

ln
(n

k

)

+ 1 +
1

2
mp2 +

1

3
k2mp3 +

2

3
mp3 − 1

2
kmp2

)

≤ k

(

ln
(n

k

)

+ 1 + mp2

︸︷︷︸

=:A

+ 2
ln2 n

mp
︸ ︷︷ ︸

=:B

+ mp3

︸︷︷︸

=:C

−2 + ǫ

2
ln n

)

.Die 1, sowie die Terme A, B und C können jeweils dur
h 1
16ǫ ln n abges
hätzt werden,weil gilt:

A ≪ ln n, da na
h Voraussetzung p ≪
√

lnn
m

B = 2 ln n
mp

ln n ≪ ln n, da na
h Voraussetzung p ≫ ln n
m

C ≪ A ≪ ln n.Damit ergibt si
h:
ln(IE [Xk]) ≤ k

(

ln
(n

k

)

−
(

1 +
ǫ

4

)

ln n

)

≤ k

(

ln n −
(

1 +
ǫ

4

)

ln n

)

= − ǫ

4
k ln n.Dieser Term strebt für n gegen unendli
h gegen −∞, weil k = (2+ǫ) lnn

mp2 gegen unendli
hstrebt. Der Erwartungswert von Xk strebt daher gegen 0. Na
h der 1. Moment Methodefolgt, dass fast keine Instanz von Gn,m,p eine stabile Menge der Gröÿe k besitzt.Dieses Resultat vervollständigt das Bild zur Stabilitätszahl. Zusammen mit Satz 10ergibt si
h ein relativ kleiner Berei
h, in den die Stabilitätszahl von fast allen zufälligenS
hnittgraphen fällt. Für p oberhalb von √ lnn
m

sind fast alle zufälligen S
hnittgraphenvollständig, und die Stabilitätszahl folgli
h fast si
her 1.No
h o�en ist die Frage, wie s
harf diese S
hranken sind. Für α ≤ 1 liefern die Sätze10 und 11 die folgende Aussage für fast alle zufälligen S
hnittgraphen:Wenn ln n

m
≪ p ≪

√

ln n

m
, so gilt: (1 − ǫ)

1

mp2
≤ β ≤ (2 + ǫ)

ln n

mp2
.Obere und untere S
hranke liegen um einen Faktor von 
a. 2 ln n auseinander.Im Verglei
h dazu ist die Stabilitätszahl von Gn,p auf einen sehr kleinen Berei
h be-s
hränkt. Die dort hergeleiteten oberen und unteren S
hranken unters
heiden si
h le-digli
h um eine Konstante 4ǫ1

p
(7.1 und 7.4 in [9℄). Zwar kann au
h dieser Wert für



34hinrei
hend kleine p sehr groÿ werden, dafür bes
hreibt er jedo
h bereits die e
hte Brei-te des Intervalls und ni
ht den Quotient zwis
hen oberer und unterer S
hranke.Vergli
hen mit dem obigen Resultat zur Stabilitätszahl in zufälligen S
hnittgraphen sinddie bekannten Resultate auf einfa
hen zufälligen Graphen wesentli
h s
härfer. Damitstellt si
h die Frage, ob das Gn,m,p-Resultat no
h weiter verbessert werden kann. In derAbleitung der oberen S
hranke wurde bereits sehr vorsi
htig abges
hätzt, und es istdem Autor ni
ht gelungen dieses Ergebnis zu verbessern. Es liegt daher nahe die untereS
hranke einer genaueren Analyse zu unterwerfen.4.2 Untere S
hranken für die Stabilitätszahl na
h der 2. Moment Me-thodeDie 2. Moment Methode stellt ein gängiges Mittel zum Beweisen sol
her unteren S
hran-ken dar. Um diese Methode anzuwenden wird eine Abs
hätzung des Erwartungswertssowie eine Abs
hätzung der Varianz der zu untersu
henden Zufallsvariable benötigt.Diese Abs
hätzungen werden in den folgenden beiden Lemmata bereitgestellt.Lemma 12. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem Xk eine Zufallsvariable,wel
he die Anzahl der stabilen Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p misst. Wennfür n gegen unendli
h kp → 0 geht, dann gilt für den Erwartungswert von Xk:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Beweis. Sei Sk ∈ V (G) eine Menge mit k Knoten. Na
h dem Beweis von Satz 11 giltfür die Wahrs
heinli
hkeit dass Sk stabil ist:IP [Sk ist stabil] =
(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Daraus ergibt si
h für den Erwartungswert:IE [Xk] =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m(9)

≥
(n

k

)k

(1 − p)(k−1)m
(

1 + (k − 1)p
)m

.Für den Logarithmus des Erwartungswerts bedeutet das:
ln IE [Xk] ≥ k ln

(n

k

)

+ (k − 1)m ln(1 − p) + m ln
(

1 + (k − 1)p
)

.Über die Taylorentwi
klung erhält man die folgenden beiden Abs
hätzungen:
ln(1 − p) = −

∞∑

i=1

1

i
pi ≥ −

∞∑

i=1

pi +
p2

2

(6)
= − 1

1 − p
+ 1 +

p2

2
= − p

1 − p
+

p2

2
,

ln
(

1 + (k − 1)p
)

=

∞∑

i=1

(−1)(i−1) 1

i
(k − 1)ipi ≥ (k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2.Bei der zweiten Abs
hätzung wurde benutzt, dass kp → 0 geht und daher die na
heinem negativen Reihenglied abgebro
hene Reihe eine untere S
hranke liefert.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 35Es ergibt si
h:
ln IE [Xk] ≥ k ln

(n

k

)

+ (k − 1)m

(
p2

2
− p

1 − p

)

+ m

(

(k − 1)p − 1

2
(k − 1)2p2

)

= k ln
(n

k

)

+
1

2
kmp2 +

mp

1 − p
+ kmp + kmp2

−1

2
mp2 − kmp

1 − p
− mp − 1

2
k2mp2 − 1

2
mp2

= k ln
(n

k

)

+
3

2
kmp2 + mp

(
1

1 − p
− 1

)

−mp2 − 1

2
k2mp2 − kmp

(
1

1 − p
− 1

)

= k ln
(n

k

)

+ kmp2

(
3

2
− 1

1 − p

)

+ mp2

(
1

1 − p
− 1

)

− 1

2
k2mp2

= k ln
(n

k

)

+ kmp2 1 − 3p

2(1 − p)
+

mp3

1 − p
− 1

2
k2mp2

≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Die Abs
hätzung für die Varianz der Zufallsvariable, wel
he die Anzahl stabiler Mengeneiner bestimmten Gröÿe misst, ist re
ht aufwendig. Um die 2. Moment Methode anzu-wenden, muss die Varianz der entspre
henden Zufallsvariable klein gegen das Quadratdes Erwartungswerts sein. Die Varianz ist ein Maÿ für die Abwei
hung einer Zufallsva-riable von ihrem Erwartungswert. Für eine beliebige Zufallsvariable X gilt:Var [X] = IE [(X − IE[X])2
]

= IE [X2
]
− IE [X]2Der folgende Hilfssatz liefert eine Abs
hätzung für das Verhältnis von IE [X2

k

] zu IE [Xk]
2,wobei die Zufallsvariable Xk die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k misst. Aus diesemVerhältnis kann dann die Aussage zu Varianz und dem Quadrat des Erwartungswertsabgeleitet werden. Der Ansatz dazu, sowie Teile der Re
hnung orientieren si
h dabei anSatz 5.8 in [7℄.Lemma 13. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem Xk eine Zufallsvariable,wel
he die Anzahl der stabilen Mengen der Gröÿe k ≥ 1 in Instanzen von Gn,m,p misst.Wenn für n gegen unendli
h kp → 0 geht, dann gibt es eine Konstante M so dass gilt:IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 3k3mp3

))s

.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph. Für eine k-elementigeKnotenmenge A ⊆ V sei XA die Zufallsvariable, wel
he genau dann den Wert 1 an-nimmt, wenn A stabil ist und wel
he sonst 0 ist. Dann ist Xk =
∑

A∈(V
k) XA. Wegender Linearität des Erwartungswerts erhält man für IE [X2

k

]:IE [X2
k

]
= IE ∑

A∈(V
k)

XA






2


 =

∑

A,B∈(V
k)

IE [XAXB ] =
∑

A,B∈(V
k)

PA,B,



36wobei PA,B die Wahrs
heinli
hkeit dafür notiert, dass sowohl A als au
h B stabil sind.Seien nun A,B ∈
(
V
k

) zwei k-elementige Knotenmengen mit |A ∩B| = s und sei Pk dieWahrs
heinli
hkeit dafür, dass eine gegebene Menge von k Knoten stabil ist. Für s = 0ist dann PA,B = P 2
k . Für s ≥ 1 muss jede Feature
lique eine der folgenden Bedingungenerfüllen damit A und B stabil sind:1. die Feature
lique enthält weder einen Knoten aus A no
h einen aus B2. die Feature
lique enthält genau einen Knoten aus A ∪ B3. die Feature
lique enthält genau einen Knoten aus A\B und genau einen aus B\A.Für s ≥ 1 ergibt si
h:

PA,B =
(

(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2
)m

.Weiterhin gilt na
h dem Beweis von Satz 11:IE [Xk] =

(
n

k

)

Pk =

(
n

k

)(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)m

.Damit ergbit si
h für den zu untersu
henden Term:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 =

∑

A,B∈(V

k) PA,BIE [Xk]
2 =

k∑

s=0

∑

A,B∈(V

k) mit |A∩B|=s
PA,BIE [Xk]

2

=

(
n
k

)(
n−k

k

)

(
n
k

)2

P 2
k

P 2
k

+
k∑

s=1

(
n
k

)(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)2

PA,B

P 2
k

=

(
n−k

k

)

(
n
k

) +
k∑

s=1

(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)
PA,B

P 2
k

.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 37Zunä
hst soll PA,B

P 2
k

(für |A ∩ B| = s ≥ 1) betra
htet werden:
PA,B

P 2
k

=

(
(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2

)m

(

(1 − p)k + kp(1 − p)k−1
)2m

=

(
(1 − p)2k−s + (2k − s)p(1 − p)2k−s−1 + (k − s)2p2(1 − p)2k−s−2

)m

(

(1 − p)2k + 2kp(1 − p)2k−1 + k2p2(1 − p)2k−2
)m

=
1

(1 − p)sm




1 + (2k−s)p

1−p
+ (k−s)2p2

(1−p)2

1 + 2kp
1−p

+ k2p2

(1−p)2





m

=
1

(1 − p)sm
exp

(

m ln

(

1 +
(2k − s)p

1 − p
+

(k − s)2p2

(1 − p)2

)

−m ln

(

1 +
2kp

1 − p
+

k2p2

(1 − p)2

))

(Taylor)
=

1

(1 − p)sm
exp

(

m

(
(2k − s)p

1 − p
+

(k − s)2p2

(1 − p)2
− 1

2

(2k − s)2p2

(1 − p)2

−(2k − s)(k − s)2p3

(1 − p)3
− 1

2

(k − s)4p4

(1 − p)4
+

1

3

(2k − s)3p3

(1 − p)3

+
(2k − s)2(k − s)2p4

(1 − p)4
+

(2k − s)(k − s)4p5

(1 − p)5
+

1

3

(k − s)6p6

(1 − p)6)

)

−m

(
2kp

1 − p
+

k2p2

(1 − p)2
− 1

2

4k2p2

(1 − p)2
− 2k3p3

(1 − p)3
− 1

2

k4p4

(1 − p)4

))

≤ 1

(1 − p)sm
exp

(

m

(
(2k − s)p − 2kp

1 − p
+

(k − s)2p2 − 1
2(2k − s)2p2 + k2p2

(1 − p)2

+
1
3(2k − s)3p3 + 2k3p3

(1 − p)3

))

≤ 1

(1 − p)sm
exp

(

− smp

1 − p
+

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

.

(1 − p)−sm kann über Taylorentwi
klung wie folgt abges
hätzt werden:
1

(1 − p)sm
= exp

(

−sm ln(1 − p)
)

= exp

(

sm

∞∑

i=1

pi

i

)

≤ exp

(

smp

∞∑

i=0

pi − 1

2
smp2

)(6)
= exp

(
smp

1 − p
− 1

2
smp2

)

.Für PA,B

P 2
k

ergibt si
h:
PA,B

P 2
k

≤ exp

(
smp

1 − p
− 1

2
smp2 − smp

1 − p
+

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

= exp

(

−1

2
smp2 +

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)

.



38Um den Quotienten der Erwartungswerte abzus
hätzen müssen no
h die Binomialkoef-�zienten betra
htet werden. Mit Hilfe der Formel 3.6 aus [10℄
(n)s
ns

= O(1) exp

(

− s2

2n
− s3

6n2

)ergibt si
h für die Binomialkoe�zienten:
(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

) =
(k)s
s!

(n − k)k−s

(k − s)!

k!

(n)k
≤ (k)s

1

(k − s)!

k!

(n)s
=

(k)2s
(n)s

=
k2s

O(1) exp
(

− s2

2n
− s3

6n2

)

ns

≤ M exp

(
s2

2n
+

s3

6n2

)
k2s

nsfür eine Konstante M .Dur
h Zusammenfügen der Teilergebnisse ergibt si
h die Behauptung:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 =

(
n−k

k

)

(
n
k

) +

k∑

s=1

(
k
s

)(
n−k
k−s

)

(
n
k

)
PA,B

P 2
k

≤ 1 + M

k∑

s=1

exp

(
s2

2n
+

s3

6n2
− 1

2
smp2 +

s2mp2

2(1 − p)2
+ 4k3mp3

)
k2s

ns

≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(
1

2
+

1

6
+

1 + o(1)

2
smp2 + 4k3mp3

))s

≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.

Mit diesen beiden Hilfssätzen können nun Aussagen zur unteren S
hranke der Stabili-tätszahl bewiesen werden. Die bisherige untere S
hranke aus Satz 10 ist β ≥ (1− ǫ) 1
mp2für p ≫ max

(
lnn
n

, ln n
m

), während β ≤ (2+ǫ) lnn
mp2 in Satz 11 für lnn

m
≪ p ≪

√
ln n
m

gezeigtwurde. Eine erste Verbesserung der unteren S
hranke liefert der folgende Satz.Satz 14. Sei m = nα für ein festes α > 0. Sei auÿerdem für eine beliebiges ǫ > 0:
ǫ

(
1

m

) 2

3

≤ p und (
1

m

) 1

2
(

1

n

) 1

4

≪ p,dann ist in fast allen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl β ≥ c
mp2 für eine beliebigeKonstante c.Beweis. Für mp2 ≥ c, ist die Aussage erfüllt, da jeder ni
htleere Graph eine stabileMenge der Gröÿe 1 enthält. Sei daher im Folgenden mp2 < c.Die Argumentation basiert auf der 2. Moment Methode. Sei dazu Xk eine Zufallsva-riable, wel
he die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p zählt.Wenn nun gezeigt werden kann, dass für n gegen unendli
h



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 391. IE [Xk] → ∞ und2. Var [Xk] ≪ IE [Xk]
2gilt, folgt na
h der 2. Moment Methode, dass IP [Xk = 0] für n gegen unendli
h gegen0 geht.Zuerst soll die erste Bedingung überprüft werden. Sei k = c

mp2 . Mit der Voraussetzung
ǫ
(

1
m

) 2

3 ≤ p folgt:
kp =

c

mp
≤ c

ǫ

(
1

m

) 1

3

→ 0.Folgli
h kann Lemma 12 angewandt werden und es gilt:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Dur
h Einsetzen für k ergibt si
h:
ln IE [Xk] ≥ c

mp2

(

ln

(
1

c
nmp2

)

− c

2

)

.Wegen mp2 < c ist c
mp2 na
h unten bes
hränkt. Auÿerdem folgt aus ( 1

m

) 1

2
(

1
n

) 1

4 ≪ p:
1

c
nmp2 ≫ √

n → ∞.Für n gegen unendli
h gehen also ln IE [Xk] und IE [Xk] gegen unendli
h.Nun muss no
h die zweite Bedingung überprüft werden. Dafür genügt es zu zeigen, dass:Var [Xk]IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]
− IE [Xk]

2IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 → 0.Da kp gegen 0 strebt, sind die Voraussetzungen von Lemma 13 erfüllt und es gibt eineKonstante M mit:IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.Es ergibt si
h:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 ≤ M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

))s

(5)
= M










(

k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

))k+1

− 1

k2

n
exp

(

1 + kmp2 + 4k3mp3

)

− 1

− 1










.



40Damit genügt es zu zeigen, dass für n gegen unendli
h gilt:
k2

n
exp

(
1 + kmp2 + 4k3mp3

)
→ 0.Na
h Voraussetzung ist p ≫

(
1
m

) 1

2
(

1
n

) 1

4 und es gilt:
k2

n
= c2 n

m2p4
→ 0.Auÿerdem gilt für das Argument der Exponentialfunktion wegen k = c

mp2 :
1 + kmp2 + 4k3mp3 = 1 + c +

4c3

m2p3
.Dieser Term ist wegen der Voraussetzung p ≥ ǫ

(
1
m

) 2

3 na
h oben bes
hränkt. Damitwurde gezeigt: Var [Xk]IE [Xk]
2 → 0.Die beiden Voraussetzungen um die 2. Moment Methode anwenden zu können sinderfüllt. Es folgt, dass IP [Xk = 0] für k = c

mp2 und n gegen unendli
h gegen 0 konvergiert,d.h. es gibt in fast allen Instanzen von Gn,m,p stabile Mengen der Gröÿe k.Die untere S
hranke konnte lei
ht verbessert werden, allerdings ni
ht für den komplet-ten Berei
h für p. Damit stellt si
h die Frage, ob dur
h sorgfältigere Abs
hätzungenein gröÿerer p-Berei
h hätte abgede
kt werden können. Der Autor hat daher alle Ab-s
hätzungen der beiden Lemmata 12 und 13 sowie des Satzes 14 überprüft und versu
htdie Genauigkeit der Re
hnung an diesen Stellen zu verbessern. Die dabei erzielten Ver-besserungen in den Zwis
henergebnissen s
hlugen si
h leider ni
ht in einem besserenEndergebnis nieder.Im nä
hsten Satz wird untersu
ht unter wel
hen Bedingungen c lnn
mp2 eine untere S
hrankefür die Stabilitätszahl ist. Es ist natürli
h ni
ht zu erwarten, dass diese S
hranke fürein beliebiges c gilt, da in Satz 11 bereits die obere S
hranke mit (2 + ǫ) ln n

mp2 angegebenwurde.Satz 15. Sei m = nα für eine Konstante α > 0 und sei c eine Konstante mit c > 2− 4
3α.Wenn nun gilt:

p ≥
√

1

m
2

3 n1− c
2

,dann ist in fast allen Instanzen von Gn,m,p die Stabilitätszahl β ≥ c ln n
mp2 .Beweis. Zunä
hst ist anzumerken, dass c für α > 3

2 in der Voraussetzung dur
h einenegative Zahl na
h unten bes
hränkt wird. Sollte c kleiner oder glei
h 0 sein, so gilt dieBehauptung, da jeder ni
htleere Graph eine stabile Menge der Gröÿe 1 enthält. Sei imFolgenden daher c > 0.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 41Wie in Satz 14 nutzt der Beweis die 2. Moment Methode. Sei dazu Xk eine Zufallsva-riable, wel
he die Anzahl stabiler Mengen der Gröÿe k in Instanzen von Gn,m,p zählt.Zuerst soll überprüft werden, ob der Erwartungswert IE [Xk] für n gegen unendli
h gegenunendli
h strebt. Sei k = c ln n
mp2 . Wegen p ≥

√
1

m
2
3 n1− c

2

und c > 2 − 4
3α folgt für kp:

kp =
c ln n

mp

≤ c ln n m
1

3 n
1

2
− c

4

m

= c ln n n
1

2
− 2

3
α− c

4

< c ln n n
1

2
− 2

3
α− 1

4(2−
4

3
α)

= c ln n n− 1

3
α

→ 0.Folgli
h darf Lemma 12 angewandt werden und es gilt:
ln IE [Xk] ≥ k

(

ln
(n

k

)

+
1 − ǫ

2
mp2 − 1

2
kmp2

)

.Dur
h Einsetzen für k erhält man:
ln IE [Xk] ≥ c ln n

mp2

(

ln

(
1

c ln n
nmp2

)

− c

2
ln n

)

+
1 − ǫ

2
c ln n.Der Erwartungswert strebt nun gegen unendli
h, wenn ln

(
1

c ln n
nmp2

)
− c

2 ln n ni
htnegativ ist. Na
h Voraussetzung ist p ≥
√

1

m
2
3 n1− c

2

. Damit folgt:
ln

(
1

c ln n
nmp2

)

− c

2
ln n ≥ ln

(
1

c ln n

nm

m
2

3 n1− c
2

)

− c

2
ln n

= ln

(
1

c ln n
n

c
2 m

1

3

)

− c

2
lnn

≥ ln
(

n
c
2

)

− c

2
ln n

= 0.Der Erwartungswert von Xk läuft gegen unendli
h.Um die 2. Moment Methode anwenden zu können muss auÿerdem überprüft werden, obdie Varianz von Xk klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts ist. Dazu genügt eszu zeigen: Var [Xk]IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]
− IE [Xk]

2IE [Xk]
2 =

IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 → 0.Da kp gegen 0 geht, darf Lemma 13 angewandt werden und es gibt eine Konstante Mmit: IE [X2

k

]IE [Xk]
2 ≤ 1 + M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

.



42Das kann umgeformt werden zu:IE [X2
k

]IE [Xk]
2 − 1 ≤ M

k∑

s=1

(
k2

n
exp

(

1 +
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

))s

(5)
= M










(

k2

n
exp

(

1 + 1+o(1)
2 kmp2 + 4k3mp3

))k+1

− 1

k2

n
exp

(

1 + 1+o(1)
2 kmp2 + 4k3mp3

)

− 1

− 1










.

Dieser Term geht gegen 0 wenn k2

n
exp

(
1+o(1)

2 kmp2 + 4k3mp3
) gegen 0 strebt. Dur
hEinsetzen für k und mittels der Voraussetzung p ≥

√
1

m
2
3 n

1− c
2

erhält man:
k2

n
exp

(
1 + o(1)

2
kmp2 + 4k3mp3

)

= c2 ln2 n

nm2p4
exp

(

(1 + o(1))
c

2
ln n + 4c3 ln3 n

m2p3

)

= c2 ln2 n

nm2p4
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3

= c2 ln2 n

m2p4
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3 −1

≤ c2 m
4

3 n2−c ln2 n

m2
n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln2 n

m2p3 −1

= c2 ln2 n n2− 2

3
α−c n

(1+o(1)) c
2
+4c3 ln

2 n

m2p3 −1

= c2 ln2 n n
1− 2

3
α−(1−o(1)) c

2
+4c3 ln

2 n

m2p3 .Es bleibt zu zeigen, dass der Exponent von n dur
h eine negative Konstante na
h obenbes
hränkt ist. Na
h Voraussetzung gibt es ein ǫ > 0, so dass c = 2 − 4
3α + ǫ. Dur
herneutes Einsetzen der Voraussetzung für p ergibt si
h für den Exponenten von n:

1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 ln2 n

m2p3
≤ 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 mn

3

2
− 3

4
c ln2 n

m2

= 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

c

2
+ 4c3 ln2 n n

3

2
−α− 3

4
c

= 1 − 2

3
α − (1 − o(1))

1

2

(

2 − 4

3
α + ǫ

)

+4c3 ln2 n n
3

2
−α− 3

4(2−
4

3
α+ǫ)

= −1

2
ǫ +

o(1)

2

(

2 − 4

3
α + ǫ

)

+ 4c3 ln2 n n− 3

4
ǫ

= −1

2
ǫ + o(1).Die Varianz von Xk ist für k = c lnn

mp2 klein gegen das Quadrat des Erwartungswerts.Damit sind die Voraussetzungen für die 2. Moment Methode erfüllt und es folgt, dass
P (Xk = 0) für n gegen unendli
h gegen 0 strebt. Also gibt es in fast allen Instanzenvon Gn,m,p eine stabile Menge dieser Gröÿe.



4 Die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen 43Die Voraussetzung von Satz 15 ist nur für c < 2 interessant. Denn für c ≥ 2 gilt dieS
hranke erst für p mit
p ≥

√

1

m
2

3 n1− c
2

≥
√

1

m
2

3

≫
√

lnn

m
,so dass die vom Satz aufgestellte S
hranke für die Stabilitätszahl c lnn

mp2 gegen 0 läuft.Inwiefern sind nun die Bedingungen an p in Satz 15 s
härfer als in Satz 14? Um dieseFrage zu beantworten muss man die Fälle α < 3
2 und α ≥ 3

2 unters
heiden. Für α < 3
2liefert Satz 14: für p ≥ ǫ

(
1

m

)2

3 gilt: β ≥ c

mp2
.Satz 15 liefert für dasselbe α und c = 2 − 4

3α + ǫ:für p ≥
√

1

m
2

3 n1− c
2

= n
ǫ
4

(
1

m

) 2

3 gilt: β ≥ c ln n

mp2
.Satz 14 de
kt also mit der s
hwä
heren Aussage einen nur geringfügig gröÿeren Berei
hfür p ab. Die Voraussetzungen der beiden Sätze sind in diesem Berei
h fast glei
hwertig.Im Fall α ≥ 3

2 ergibt si
h dagegen bei Satz 14:für p ≫
(

1

n

) 1

4
(

1

m

) 1

2 gilt: β ≥ c

mp2und bei Satz 15 für c = ǫ:für p ≥
√

1

m
2

3 n1− c
2

=

(
1

n

) 1

2
− ǫ

4
(

1

m

) 1

3 gilt: β ≥ c ln n

mp2
.Mit steigendem α wä
hst das von Satz 14 abgede
kte Intervall für p somit wesentli
hs
hneller als bei Satz 15.4.3 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde die Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen untersu
ht.Na
hfolgend zunä
hst ein Überbli
k über die Aussagen der einzelnen Sätze.[7℄ p ≪ 1

n
√

m
β = n[7℄ √

lnn
m

≪ p β = 1Satz 9 p ≪ 1
m

β ≥
(

1 − o(1)
)

nSatz 10 max
(

ln n
m

, ln n
n

)
≪ p β ≥ (1 − ǫ) 1

mp2Satz 11 lnn
m

≪ p ≪
√

ln n
m

β < (2 + ǫ) lnn
mp2Satz 14 ǫ

(
1
m

) 2

3 ≤ p β ≥ c
mp2 (für α < 3

2 , c beliebig)Satz 14 (
1
n

) 1

4
(

1
m

) 1

2 ≪ p β ≥ c
mp2 (für α ≥ 3

2 , c beliebig)Satz 15 n
ǫ
4

(
1
m

) 2

3 ≤ p β ≥ c lnn
mp2 (für α < 3

2 , c = 2 − 4
3α + ǫ)Satz 15 (

1
n

) 1

2
− c

4
(

1
m

) 1

3 ≤ p β ≥ c lnn
mp2 (für α ≥ 3

2 , c beliebig)



44Betra
htet man die Stabilitätszahl für das komplette Intervall von p, ergibt si
h das inAbbildung 4 dargestellte Bild. Für p ≪ 1
n
√

m
enthalten zufällige S
hnittgraphen fastsi
her keine Kanten. Für etwas gröÿere p mit p ≪ 1

m
gibt es dann in fast allen In-stanzen eine stabile Menge, wel
he n − o(n) Knoten umfasst. Im Berei
h ln n

m
≪ p ≪

√
lnn
m

ist die Stabilitätszahl na
h oben dur
h (2 + ǫ) ln n
mp2 bes
hränkt. Für den obe-ren Teil dieses Gebiets kommt die untere S
hranke bis auf einen konstanten Faktoran diesen Wert heran. In einem anderen Teil (max
(

lnn
m

, ln n
n

)
≪ p) konnte zumin-dest (1 − ǫ) 1

mp2 als untere S
hranke gezeigt werden. Für den Rest (im Wesentli
hen
1
m

≪ p ≪ lnn
n

bei α > 1) ist keine untere S
hranke bekannt. Ab p ≫
√

lnn
m

s
hlieÿli
hsind die zufälligen S
hnittgraphen fast si
her vollständig.

Abbildung 4: Aussagen zur StabilitätszahlDamit ist die Stabilitätszahl für die meisten Berei
he von p s
hon re
ht gut abgeste
kt.Insbesondere konnte eine obere Grenze gefunden werden, wel
he den von Kapitel 3o�engelassenen Parameterberei
h fast vollständig abde
kt. Damit ist die Grundlage fürdie Abs
hätzung der Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus in diesem Berei
hges
ha�en.Es bleiben im Wesentli
hen zwei o�ene Punkte. Erstens konnte für einen Groÿteil derFeaturewahrs
heinli
hkeiten zwis
hen 1
m

und lnn
n

bei α > 1 keine untere S
hranke fürdie Stabilitätszahl gefunden werden. Und zweitens unters
heiden si
h obere und untere
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hranke im Berei
h lnn
m

≪ p ≪
(

1
m

) 2

3 um den Faktor 2 ln n. Das bedeutet entweder,dass die si
h Stabilitätszahlen von Gn,m,p für dieses p-Intervall einfa
h ni
ht so starkum einen Wert konzentrieren, oder dass die S
hranken no
h ni
ht bestmögli
h sind. Andieser Stelle sieht der Autor einen Ansatzpunkt für weitere Untersu
hungen.



465 Approximation der 
hromatis
hen Zahl von zufälligenS
hnittgraphenDieses Kapitel bes
häftigt si
h wieder mit dem Färben von zufälligen S
hnittgraphen.Für p ≪ 1
m ln n

bei α < 1 sowie für p ≪
√

1
nm

können fast alle Instanzen optimalgefärbt werden (Kapitel 3) und ab p ≫
√

ln n
m

sind fast alle zufälligen S
hnittgraphenvollständig (Abs
hnitt 2.4). Dieses Kapitel betra
htet daher Featurewahrs
heinli
hkei-ten p zwis
hen diesen beiden Grenzen. Wie bereits in der Zusammenfassung von Ka-pitel 3 verspro
hen, soll dazu zunä
hst eine untere S
hranke für die 
hromatis
he Zahlvon zufälligen S
hnittgraphen aus den Resultaten von Kapitel 4 abgeleitet werden.Weil die Farbklassen einer Färbung stabile Mengen sind, gilt:
χ ≥ n

β
.Na
h Satz 11 ist die gröÿte stabile Menge in fast allen Instanzen von Gn,m,p kleinerals (2 + ǫ) ln n

mp2 , wenn lnn
m

≪ p ≪
√

lnn
m
. Damit folgt für die 
hromatis
he Zahl dieserInstanzen:wenn ln n

m
≪ p ≪

√

ln n

m
, dann gilt: χ ≥ n

β
≥ 1

2 + ǫ

mp

ln n
np ≫ np.Na
h Lemma 2 ist für p ≫ ln n

n
die Gröÿe der Feature
liquen und damit au
h die
hromatis
he Zahl in fast allen zufälligen S
hnittgraphen dur
h (1 − ǫ)np na
h untenbes
hränkt. Die aus den Abs
hätzungen zur Stabilitätszahl abgeleitete S
hranke ist alsofür gröÿere p deutli
h besser als die in Kapitel 3 verwendete, wel
he aus der Gröÿe derFeature
liquen abgeleitet wurde. Im Folgenden wird daher die neue S
hranke benutztum die Approximationsgüte von Färbealgorithmen abzus
hätzen.Wie lassen si
h zufällige S
hnittgraphen mit gröÿeren p färben? In einer ersten Über-legung kann man untersu
hen, inwiefern die Ergebnisse aus Kapitel 3 für Approxima-tionen verwendet werden können. In Abs
hnitt 3.2 wird der Greedy Algorithmus aufsmallest-last Knotenanordnungen untersu
ht. Die Resultate basieren darauf, dass dieAnzahl der dabei benötigten Farben dur
h das Maximum der Minimalgrade aller Sub-graphen der zu färbenden Instanz bes
hränkt ist. Eine einfa
he Überlegung zeigte dann,dass es genügt Subgraphen zu betra
hten, die auss
hlieÿli
h aus di
ken Knoten (Knotenmit mindestens zwei Features) bestehen. Die besten Resultate konnten mit den Sätzen 6und 8 erzielt werden, indem eine obere S
hranke für die maximale Anzahl di
ker Na
h-barn eines di
ken Knoten und damit au
h für den Knotengrad in sol
hen Subgraphengefunden wurde.Für die zufälligen S
hnittgraphen im hier betra
hteten Berei
h von p sind jedo
h fastalle Knoten di
k. Ein Ansatz wie in Satz 6 bzw. Satz 8 läuft somit im Wesentli
hen aufeine Betra
htung des normalen Maximalgrads in zufälligen S
hnittgraphen hinaus. ImBeweis von Satz 10 wurde gezeigt, dass für p ≫ max

(
ln n
n

, lnn
m

) der Maximalgrad fastsi
her dur
h (1 + ǫ)nmp2 na
h oben bes
hränkt ist (bei beliebigem ǫ > 0). Die Anzahlder vom Greedy-Algorithmus benötigten Farben ist dur
h ∆ + 1 bes
hränkt, d.h. dereinfa
he Greedy-Algorithmus liefert bei p ≫ max
(

ln n
n

, ln n
m

) fast si
her eine Färbungmit (1 + ǫ)nmp2 Farben.
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hromatis
hen Zahl von zufälligen S
hnittgraphen 47Wie nah ist dieses Ergebnis an einer optimalen Färbung? Mit Hilfe der oben abgeleitetenunteren S
hranke für die 
hromatis
he Zahl erhält man folgende Abs
hätzung für dieApproximationsgüte des einfa
hen Greedy-Algorithmus:
∆ + 1

χ
≤ (1 + ǫ)nmp2

1
2+ǫ

mp
lnn

np
= (1 + ǫ)(2 + ǫ) ln n ≤ (2 + ǫ′) ln nfür ein beliebiges ǫ′ > 0. Die gefundene Färbung enthält daher s
hlimmstenfalls

(2 + ǫ) ln n χ Farben.Von dem zu betra
htenden Intervall bleibt nun ledigli
h no
h der Teil p ≪ 1
n
bei α ≥ 1zu untersu
hen. In diesem Berei
h gilt die oben benutzte S
hranke für den Maximalgradni
ht, da Lemma 2 ni
ht angewandt werden kann und somit keine S
hranke für die Gröÿeder Feature
liquen zur Verfügung steht. Ganz analog zu diesem Lemma lässt si
h jedo
hzeigen, dass fast kein zufälliger S
hnittgraph bei p ≪ 1

n
eine Feature
lique mit mehr als

O(ln n) Knoten enthält.Lemma 16. Sei m = nα für ein festes α > 0 und p ≪ 1
n
, dann hat fast jede Instanzvon Gn,m,p auss
hlieÿli
h Feature
liquen mit weniger als c ln n Knoten für eine beliebigeKonstante c > 2

3α.Beweis. Sei G = (V,E) ∈ Gn,m,p ein zufälliger S
hnittgraph und B = (V ∪ W,EB) derbipartite Generator von G. Für w ∈ W sei Xw die Zufallsvariable, wel
he die Gröÿe dervon w erzeugten Feature
lique misst. Sei c = 2
3α + ǫ und c′ = c − ǫ

2 . Da Xw binomial-verteilt ist, kann die Unglei
hung von Cherno� angewandt werden (Abs
hnitt 2.2.2).IP [Xw ≥ c ln n] ≤ IP [Xw ≥ IE [Xw] + c′ ln n
] , da IE [Xw] = np → 0(3)

≤ exp

(

− (c′ ln n)2

2np + 2
3c′ ln n

)

≤ exp

(

− 3

2 + ǫ′
c′ ln n

)

= n
− 3

2+ǫ′
c′
.Für die Wahrs
heinli
hkeit der Existenz einer Feature
lique mit mehr als c ln n Knotenergibt si
h:IP [∃w∈W : Xw ≥ c ln n] ≤ mIP [Xw ≥ c ln n] ≤ n

α− 3

2+ǫ′
c′ → 0für ein genügend kleines ǫ′ > 0.Folgli
h enthält fast jede Instanz von Gn,m,p auss
hlieÿli
h Feature
liquen mit wenigerals c ln n Knoten.Der Maximalgrad ist bes
hränkt dur
h das Produkt der maximalen Anzahl von Featureseines Knotens (na
h dem Beweis von Satz 10 (1 + ǫ)mp) und der oberen S
hranke fürdie Gröÿe der Feature
liquen. Damit ergibt si
h für die Güte des Greedy-Algorithmus:

∆ + 1

χ
≤ (1 + ǫ)mpO(ln n)

1
2+ǫ

mp
lnn

np
= O

(
ln2 n

np

)

.



48Je s
hneller np gegen 0 strebt, desto s
hle
hter ist diese Approximationsgüte. Das Ergeb-nis lässt si
h jedo
h verbessern. Der Erwartungswert für die Gröÿe einer Feature
lique(np) strebt gegen 0, d.h. die zufälligen S
hnittgraphen in diesem Berei
h enthalten sehrviele leere oder kleine Feature
liquen. Um eine Kante zu erzeugen muss eine Feature-
lique mindestens zwei Knoten enthalten. Bei der Betra
htung des Maximalgrads kön-nen also alle Feature
liquen ignoriert werden, die gar keinen oder nur einen Knotenenthalten. Analog zu den di
ken Knoten (Knoten mit mindestens zwei Features) kön-nen di
ke Features bzw. di
ke Feature
liquen de�niert werden.De�nition 15 (di
ke Feature
lique) Sei G ein zufälliger S
hnittgraph. Eine Feature-
lique in G heiÿt di
k, wenn sie mindestens zwei Knoten enthält.Sei G ein zufälliger S
hnittgraph und B = (V ∪ W,EB) sein bipartiter Generator. DerMaximalgrad von G ist bes
hränkt dur
h die maximale Anzahl di
ker Feature
liqueneines Knotens multipliziert mit der maximalen Gröÿe der Feature
liquen. Letzteres istna
h Lemma 16 für p ≪ 1
n
dur
h O(ln n) bes
hränkt. Betra
htet man den S
hnittgra-phen G′ der entsteht, wenn die Featuremenge W als Knotenmenge und die Knotenmenge

V als Featuremenge aufgefasst wird, so gibt es zu jeder di
ken Feature
lique von G einendi
ken Knoten in G′. Die maximale Anzahl di
ker Feature
liquen eines Knotens von Gentspri
ht somit der maximalen Anzahl di
ker Knoten einer Feature
lique in G′, wel
hemit Lemma 7 abges
hätzt werden kann. Auf diese Weise interpretiert liefert Lemma 7:Lemma 7'. Sei m = nα für ein festes α ≥ 1. Falls p ≫
√

1
nm

, so enthält fastkeine Instanz von Gn,m,p Knoten, die in mehr als (1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln m di
kenFeature
liquen enthalten sind.Für die S
hranke der Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus ergibt si
h damitbei √ 1
nm

≪ p ≪ 1
n
:

∆ + 1

χ
≤

(

(1 + ǫ)nmp2 +
√

nmp2 ln m
)

O(ln n)

1
2+ǫ

mp
ln n

np

=

(

(1 + ǫ) +

√
1

nmp2
ln m

)

O(ln2)

= O(ln2 n) + O

(

ln3 n
√

nmp2

)

.Abhängig davon, wie s
hnell nmp2 gegen unendli
h strebt, liegt die Approximationsgütedaher zwis
hen O(ln2 n) und o(ln3 n). Sie ist damit potentiell deutli
h besser als die obenermittelte Approximationsgüte von O
(

ln n
np

).Abbildung 5 stellt überbli
ksartig die bislang erhaltenen Ergebnisse zum Färben vonzufälligen S
hnittgraphen dar.Der Parameterraum, für den keine optimale Färbung angenommen werden kann, wurdekomplett dur
h Approximationsaussagen (Approximationsgüte o(ln3 n) oder (2+ǫ) ln n)abgede
kt. Lässt si
h diese Aussage no
h verbessern? An dieser Stelle s
heint wiederein verglei
hender Bli
k zum Gn,p-Modell angebra
ht. Für dieses Modell zufälliger Gra-phen konnte gezeigt werden, dass ein modi�zierter Greedy-Algorithmus zum Färbenfast si
her nur etwa doppelt so viele Farben wie unbedingt erforderli
h benötigt [9℄.
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Abbildung 5: Färben von zufälligen S
hnittgraphenGrimmet, M
Diarmid (1975). Es existiert eine Konstante c0, so dass der untenvorgestellte Färbealgorithmus (Algorithmus 3) für c0
n

≤ p ≤ 1 − ǫ (bei einem beliebigen
ǫ > 0) fast si
her eine Approximationsgüte von 2 + o(1) auf Gn,p errei
ht.Es werden maximale stabile Mengen gesu
ht, aus dem Graphen entfernt und mit jeweilseiner Farbe gefärbt. Sobald nur no
h ein kleiner Rest der Knoten übrig ist, bri
ht derAlgorithmus ab und gibt jedem dieser Knoten eine eigene Farbe. Bei der Analyse desAlgorithmus wird davon ausgegangen, dass die Kanten des zu färbenden Graphen erstwährend des Laufs des Algorithmus ausgewürfelt werden. Erst in Zeile 6 werden dieNa
hbarn des Knotens v bestimmt. Am Anfang eines jeden Dur
hlaufs dur
h die äuÿereS
hleife sind alle Kanten des Restgraphen G unbestimmt. Während des Dur
hlaufsdur
h die äuÿere S
hleife werden dann genau die Kanten bestimmt (gemäÿ des Gn,p-Verfahrens), die am Ende dur
h das Entfernen von S mitentfernt werden. Damit liegtdem Algorithmus am Anfang eines jeden Dur
hlaufs dur
h die äuÿere S
hleife ein Graphmit auss
hlieÿli
h unbestimmten Kanten vor, und es kann angenommen werden, dasses si
h um eine Gn,p-Instanz handelt. Details zum Algorithmus und zum Beweis derApproximationsgüte können in [3℄ na
hgelesen werden.Leider kann diese Analyse ni
ht ohne Weiteres auf zufällige S
hnittgraphen übertragenwerden. Das Problem liegt darin in einem Dur
hlauf nur genau die Kanten zu bestim-men, die dann mit der gefunden maximalen stabilen Menge S entfernt werden. Würde



50Greedy-Färbung des Graphen G = (V,E)1 c := 0, n := |V |2 while |V | ≥ n
log2 n

do3 S := ∅, H := G4 while H 6= ∅ do5 S := S ∪ {v} (für v ∈ V (H) beliebig)6 H := H \
(

{v} ∪ N(v)
)7 G := G \ S, c := c + 18 färbe alle Knoten in S mit Farbe c9 färbe die restli
hen Knoten in V mit jeweils einer FarbeAlgorithmus 3: modi�zierter Greedy-Algorithmusman zuerst die komplette Kantenmenge bestimmen und dann den Algorithmus laufenlassen, funktioniert das Analyse-Verfahren ni
ht, denn bereits im ersten Dur
hlauf wür-den z.B. alle Knoten ohne Features entfernt werden. Na
h dem ersten Dur
hlauf dur
hdie äuÿere S
hleife enthält der Restgraph daher nur no
h Knoten mit mindestens einemFeature. Man darf dann ni
ht mehr davon ausgehen, dass eine typis
he Instanz eineszufälligen S
hnittgraphen vorliegt. Bei den klassis
hen zufälligen Graphen wurde diesesProblem umgangen, indem in jedem Dur
hlauf dur
h die äuÿere S
hleife nur die Kantenbestimmt werden, die dann beim Entfernen von S aus G mit entfernt werden. In zufälli-gen S
hnittgraphen ist es jedo
h ni
ht mögli
h so selektiv Kanten zu bestimmen. Dennum hier die Na
hbars
haft eines Knotens v zu bestimmen, müssen im entspre
hendenbipartiten Generator zunä
hst die Features von v und dann alle Knoten dieser Featuresbestimmt werden. Damit würden jedo
h glei
hzeitig au
h Kanten innerhalb der Na
h-bars
haft von v festgelegt. Au
h na
h dem Herausnehmen von S aus G in Zeile 7 würdeder Restgraph no
h Kanten enthalten. Man kann also ni
ht si
her sein au
h na
h demersten Dur
hlauf dur
h die äuÿere S
hleife no
h einen zufälligen S
hnittgraph vorliegenzu haben.Zusammenfassend kann man festhalten, dass der einfa
he Greedy-Färbealgorithmus aufzufälligen S
hnittgraphen fast si
her eine Approximationsgüte von o(ln3 n) hat, wenn

√
1

nm
≪ p ≪ 1

n
. Für max

(
ln n
n

, lnn
m

)
≪ p ≪

√
ln n
m

erzielt er sogar eine Güte von
(2 + ǫ) ln n. Bei gröÿeren Featurewahrs
heinli
hkeiten p ≫

√
ln n
m

sind die zufälligenS
hnittgraphen fast si
her vollständig, und können optimal gefärbt werden. Die groÿeDi�erenz zur bekannten Approximationsgüte auf klassis
hen zufälligen Graphen lässtvermuten, dass si
h die hier erhaltenen Ergebnisse no
h verbessern lassen. Für klassis
heZufallsgraphen konnte gezeigt werden, dass Greedy fast si
her mit 2χ Farben auskommt.Jedo
h ist weder der Ansatz aus Kapitel 3 no
h das bei der Analyse von Greedy aufklassis
hen zufälligen Graphen angewandte Verfahren geeignet eine bessere Abs
hätzungzu erhalten. An dieser Stelle sieht der Autor daher einen Ansatzpunkt für zukünftigeUntersu
hungen.



6 Experimentelle Ergebnisse 516 Experimentelle ErgebnisseNa
hdem in den vorangegangenen Kapiteln untersu
ht wurde, wie gut der Greedy-Algorithmus in Verbindung mit einer smallest-last Heuristik zufällige S
hnittgraphenfärbt, soll er nun auf einige reale Graphen angewandt werden. Die drei im Folgendenvorgestellten Instanzen stammen aus [11℄. Im S
hauspielergraphen repräsentieren dieKnoten S
hauspieler und werden dur
h eine Kante verbunden, wenn es einen Film gibt,in dem beide mitgespielt haben. Dieser Graph liegt in Form seines bipartiten Generatorsvor, d.h. die Zuordnung von S
hauspielern (Knoten) zu Filmen (Features) ist bekannt.Der WWW-Graph enthält die Struktur der nd.edu domain. Dabei bilden die Webseitendie Knoten, die dur
h eine Kante verbunden werden, wenn es einen Hyperlink von dereinen zur anderen Seite gibt. Der Proteingraph stellt das Zusammenspiel der Proteinefür Hefe dar, wobei die Proteine die Knoten bilden. Der vierte und letzte gefärbte Graphstammt aus [12℄ und ist eine Karte der Router für einen Teil des Internets. Die Knotenrepräsentieren Router und werden mit anderen Knoten verbunden, wenn die beidenRouter bena
hbart sind.Die Ergebnisse des Greedy-Färbealgorithmus mit smallest-last Heuristik auf realen Gra-phen: S
hauspieler WWW Protein RouterKnoten (n) 392 340 325 730 2116 720 718Kanten 15 038 083 1 090 108 2203 860 564Features (m) 127 823 528 640 1937 860 337
p 29.32 ·10−6 7.97 ·10−6 984.95 ·10−6 2.78 ·10−6

α 0.9129 1.0381 0.9885 1.0131benötigte Farben 294 156 6 4gröÿte gefundene Clique 294 155 6 3Die ersten beiden Zeilen der Tabelle enthalten die Anzahl der Knoten bzw. Kanten derjeweiligen Graphen. Um die hier erhaltenen Ergebnisse in die Aussagen der anderenKapitel einordnen zu können, wird die Anzahl der Features m und die Featurewahr-s
heinli
hkeit p benötigt. Während beim S
hauspieler-Graphen die Features (und damitau
h p) gegeben sind, müssen sie für die anderen Graphen zusätzli
h bestimmt werden.Dafür wurde der in [8℄ vorgestellte Algorithmus zum Finden von Features verwendet,der in gewisser Weise zu einem Graphen einen wahrs
heinli
hen bipartiten Generatorliefert. In der vorletzten Zeile ist s
hlieÿli
h die Anzahl der Farben aufgeführt, die derGreedy-Algorithmus auf einer smallest-last Anordnung der Knoten benötigt. Zum Ver-glei
h wurde dann in der letzten Zeile die Gröÿe der gröÿten gefundenen Feature
liqueals eine untere S
hranke für die 
hromatis
he Zahl aufgeführt.Auf den getesteten Graphen s
hneidet der Algorithmus hervorragend ab. Mindestenszwei der vier Graphen werden optimal gefärbt. Bei den anderen beiden wurde hö
hstenseine Farbe mehr als unbedingt nötig benutzt. Eine exakte Einordnung dieser Ergebnissein die Aussagen der vorangegangenen Kapitel ist ni
ht mögli
h, da alle verwendetenS
hranken völlig von konstanten Faktoren abstrahieren und auÿerdem immer nur fastsi
her gelten. Eine Einordnung in die dur
h Abbildung 5 gegebene Übersi
ht ist inAbbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6: reale Graphen in Relation zu den FärbeergebnissenDie Graphen liegen also alle in einem Berei
h, in dem für den Greedy-Algorithmus eineApproximationsgüte von (2 + ǫ) ln n na
hgewiesen werden konnte. Denno
h werden sieannähernd optimal gefärbt.



7 Zusammenfassung 537 ZusammenfassungIn den vorangegangen Kapiteln wurde untersu
ht, wie si
h zufällige S
hnittgraphenfärben lassen. Dabei wurde besonderes Augenmerk auf den Greedy-Algorithmus gelegt,da dieser verglei
hsweise einfa
h aufgebaut und einfa
h zu untersu
hen ist und auÿerdemauf klassis
hen zufälligen Graphen sehr gute Ergebnisse liefert.Es wurde das Modell der zufälligen S
hnittgraphen Gn,m,p verwendet, da die Ausgabendieses Modells oft deutli
h näher an realen Graphen liegen als das bei den klassis
henzufälligen Graphen der Fall ist. Kapitel 3 bes
häftigte si
h mit der Frage, wie und inwel
hen Berei
hen für die Anzahl der Features m und die Featurewahrs
heinli
hkeit pzufällige S
hnittgraphen fast si
her optimal gefärbt werden können. Es konnte gezeigtwerden, dass für p ≪
√

1
nm

fast alle zufälligen S
hnittgraphen 
hordal sind. Auf derKlasse der 
hordalen Graphen ist das Färbeproblem ni
ht NP -vollständig, sondern kannin linearer Zeit gelöst werden. Im Ans
hluss daran wurde der Greedy-Algorithmus aufeiner smallest-last Anordnung der Knoten untersu
ht. Für α < 1 stellte si
h heraus,dass dieser Algorithmus für ln2 n
n

≪ p ≪ 1
m lnn

fast si
her optimal färbt. Da si
h inlinearer Zeit au
h feststellen lässt ob ein Graph 
hordal ist, liefert die Kombination bei-der Ergebnisse ein Verfahren zum optimalen Färben fast aller zufälligen S
hnittgraphenin der Vereinigung der beiden Parameterberei
he.Bei der Analyse in Kapitel 3 wurde die Gröÿe der Feature
liquen als untere S
hrankefür die 
hromatis
he Zahl benutzt. Es war zu erwarten, dass diese S
hranke mit zuneh-mendem α und p s
hle
hter wird. Daher bes
häftigte si
h das darau�olgende Kapitelmit der Stabilitätszahl von zufälligen S
hnittgraphen, mit deren Hilfe eine andere unte-re S
hranke für die 
hromatis
he Zahl abgeleitet werden kann. Zunä
hst konnte gezeigtwerden, dass für p ≪ 1
m

fast alle zufälligen S
hnittgraphen eine stabile Menge enthal-ten, die (1 − o(1))n Knoten umfasst. Für gröÿere p wurden eine obere und eine untereS
hranke der Stabilitätszahl bestimmt, die si
h um den Faktor (2+ǫ) ln n unters
heiden.Zur weiteren Eins
hränkung hat der Autor mit Hilfe der 2. Moment Methode und eini-ger aufwendiger Re
hnungen versu
ht die untere S
hranke zu verbessern. Dabei konntesie für den oberen Teil des p-Intervalls verbessert und der Quotient aus beiden S
hran-ken auf einen konstanten Faktor reduziert werden. Teilweise o�en bleibt die Frage, wiedie Stabilitätszahl in dem unteren Teil des p-Intervalls aussieht. Die in dieser Arbeitverfolgten Ansätze s
heinen ni
ht geeignet zu sein, die hier erhaltenen S
hranken zuverbessern. Es wäre au
h denkbar, dass die Stabilitätszahlen der zufälligen S
hnittgra-phen entspre
hend gestreut sind und si
h die beiden S
hranken trotz des verglei
hsweisegroÿen Unters
hieds ni
ht wesentli
h verbessern lassen.Mit Hilfe der gewonnenen Aussagen zur Stabilitätszahl konnte in Kapitel 5 eine neueund deutli
h bessere untere S
hranke für die 
hromatis
he Zahl zufälliger S
hnittgra-phen im Berei
h ln n
m

≪ p ≪
√

lnn
m

abgeleitet werden. Die Approximationsgüte desGreedy-Algorithmus lieÿ si
h damit unabhängig von der verwendeten Knotenanordnungauf (2 + ǫ) ln n im Berei
h max
(

ln n
n

, ln n
m

)
≪ p ≪

√
lnn
m

und auf o(ln3 n) im Berei
h
√

1
nm

≪ p ≪ 1
n
abs
hätzen. Der Verglei
h mit der Approximationsgüte von Greedy aufklassis
hen Zufallsgraphen (2 + o(1)) sowie die experimentellen Ergebnisse lassen aller-dings vermuten, dass die hier bewiesene Approximationsgüte no
h ni
ht bestmögli
hist. Daher wurde der Ansatz zum Beweis der Approximationsgüte auf Gn,p auf An-wendbarkeit bei Gn,m,p untersu
ht, erwies si
h jedo
h als ni
ht übertragbar. Das Finden



54einer besseren Abs
hätzung für die Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus (evtl.in Verbindung mit anderen Heuristiken) sowie die Analyse anderer Färbealgorithmensind mögli
he Anknüpfungspunkte für weitere Untersu
hungen.Die vorliegende Arbeit ste
kt somit einen Parameterberei
h für m und p ab, auf demzufällige S
hnittgraphen fast si
her in polynomieller Zeit optimal gefärbt werden kön-nen. In dem Berei
h, in dem keine Optimalität na
hgewiesen werden konnte, wurde dieApproximationsgüte des Greedy-Algorithmus abges
hätzt. Damit liefert diese Arbeitfür das komplette Spektrum zufälliger S
hnittgraphen Vors
hläge für e�ziente Färbeal-gorithmen inklusive einer Abs
hätzung der Qualität der erzeugten Färbungen. Da dasModell der zufälligen S
hnittgraphen aufgestellt wurde um reale Graphen anzunähern,sind die hier erhaltenen Ergebnisse au
h für praktis
he Probleme von Nutzen. Neben derAnalyse von Färbealgorithmen stellt die vorliegende Arbeit auÿerdem eine umfassendeAnalyse der Stabilitätszahl zufälliger S
hnittgraphen zur Verfügung.Die Stabilitätszahl von Gn,m,p wurde von Singer in [7℄ im Rahmen einer ersten Untersu-
hung zufälliger S
hnittgraphen punktuell (für mp2 = const) bestimmt. Na
h Kenntnisdes Autors gibt es bisher keine Verö�entli
hung zum Färben sol
her Graphen. Die vor-liegende Arbeit baut auf den Ergebnissen von Singer auf und führt die von ihr begon-nene Analyse fort. Damit liefert sie einen wi
htigen Beitrag zum Verständnis zufälligerS
hnittgraphen.Das na
h Ansi
ht des Autors wi
htigste o�ene Problem bei zufälligen S
hnittgraphenist die Bestimmung der dur
hs
hnittli
hen Pfadlänge sowie des Clustering-Koe�zienten.Die dur
hs
hnittli
he Pfadlänge entspri
ht dem Erwartungswert für den Abstand zweierbeliebiger Knoten eines Graphen, während der Clustering-Koe�zient die Tendenz derKanten zur Zusammenballung (
lustering) misst (siehe Abs
hnitt 1.3). Beide Gröÿensind wi
htige Merkmale bei der Bestimmung der Ähnli
hkeit zwis
hen vers
hiedenenGraphen (siehe [6℄ und Abs
hnitt 1.3). Eine genaue Kenntnis dieser Gröÿen für das
Gn,m,p-Modell würde daher eine Analyse hinsi
htli
h der Übertragbarkeit von für diesesModell erhaltenen Ergebnissen auf reale Graphen ermögli
hen.
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