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Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit werden zwei approximative Algorithmen zum Matching-
problem fiir gewichtete Graphen vorgestellt. Der Greedy-A; erreicht eine Giite
von 2/3 — € in einer Laufzeit von O(m + n), bzw. in Abhingigkeit der Giite:
O((m+n+Llog2)-logl). Der Greedy-Ay ist eine Erweiterung von Greedy-.As
und erreicht eine Giite von 3/4 — € in einer Laufzeit von O((m + n)logn), bzw.
in Abhéngigkeit der Giite: O((m +n) - £ log 2 log 1).
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Kapitel 1

Einleitung

Das Matchingproblem ist ein fundamentales Thema in der Graphentheorie. Eine
Teilmenge der Kanten eines Graphen wird als Matching bezeichnet, wenn sich
keine zwei dieser Kanten in einem Endpunkt beriihren. Beriihrt jede Kante min-
destens eine Matchingkante auf einem Endpunkt, so wird das Matching mazimal
genannt. Gehort jeder Knoten zu einer Matchingkante, so heiftt das Matching
perfekt.

In ungewichteten Graphen wird die Suche nach einem kardinalitétsgrofiten
Matching Mazimum Matching Problem bzw. Mazimum Cardinality Matching
Problem genannt. Im gewichteten Fall, dem Matching Problem fiir gewichtete
Graphen bzw. Maximum Weighted Matching Problem, wird ein Matching ge-
sucht, welches beziiglich seinem Gesamtgewicht maximal ist. Neben dieser gro-
ben Einteilung gibt es mehrere Varianten und Abstraktionen dieses Problems,
iiber deren Existenz und Eigenschaften viel geforscht wurde. Als Beispiel werden
einige aufgefiihrt:

Minimum Maximal Matching [41]

Minimum Weighted Maximum Cardinality Matching

Minimum Weighted Cardinality-k Matching

Minimum/Maximum Weighted Perfect Matching [4, 40]/[26]

Maximum Vertex-Weighted Matching [3]

Maximum Induced Matching [42]

Online Weighted Matching [20]

Maximum Degree-Constrained Subgraph (b-Matching) [18, 30]

Matching auf bipartiten Graphen [18] oder andere Graphen-Beschrinkungen
Distributed Weighted Matching (Parallele Algorithmen) [37, 39]

Fir das Matching Problem in gewichteten Graphen gibt es eine Vielzahl
von Anwendungen. Zunédchst dient es als Losung fiir andere Probleme, wie
das Nice-Basis-Problem [32], das Graph-Partitioning-Problem [34], das Chinese-
Postman-Problem [27] und das Minimum Weight T-Join Problem [11]. Weiter-
hin verwandte Beziehungen gibt es zum Fermat-Weber-Problem [19], zu den
Lateinischen Quadraten [5] und zum Edge Dominating Set Problem [41]. Aber
auch im praktischen Bereich gibt es die unterschiedlichsten Applikationen wie
beim Ubertragen von Bildern iiber Netzwerke [35], beim Partitionierungspro-
blem im VLSI-Design [29] und bei der NASA wird es fiir die Terminplanung
von Simulator-Trainingseinheiten benutzt [2].
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Ein grundlegender Meilenstein in der Entwicklung von Algorithmen zur Lo-
sung des Matching Problems in gewichteten Graphen ist der erste polynomielle
blossom-Algorithmus von Edmonds [10] aus dem Jahre 1965, welcher eine Lauf-
zeit von O(n?m) benétigt, wobei n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl
der Kanten bezeichnet. Edmonds Algorithmus ist eine Verallgemeinerung von
Kuhns Ungarischem Algorithmus [22, 23] fiir Matchings in gewichteten bipar-
titen Graphen, welcher durch Fredman und Tarjan [12] in O(mn + n?logn)
implementiert wurde.

Durch effizientere Implementierung von Edmonds Algorithmus konnte die
Laufzeit 1973 durch Lawler [24] und etwas spiiter durch Gabow [13] auf O(n?)
verbessert werden. 1986 entwickelten Galil, Micali und Gabow [17] eine wei-
tere Implementation mit einer Laufzeit von O(nm logn), was wiederum duch
Gabow, Galil und Spencer [15] auf O(mn logloglog,,ax(m/n,2) 7 +n*logn) ver-
ringert wurde. Abermals Gabow stellte 1990 in [14] den bis heute schnellsten
bekannten Algorithmus fiir gewichtetes Matching in allgemeinen Graphen vor
mit einem Zeitaufwand von O(mn + n%logn), was bislang nur fiir bipartite
Graphen moglich war. Eine genaue Auflistung von Implementationen des Algo-
rithmus von Edmonds ist in [4] zu finden.

Unter speziellen Voraussetzungen gibt es schnellere exakte Algorithmen.
Sind z.B. alle Gewichte ganzzahlig aus dem Bereich [1...N], so benétigt der Al-
gorithmus von Gabow und Tarjan [16] eine Laufzeit von O(y/n - a(m,n)logn -
mlog(Nn)), wobei a die Inverse der Ackermann-Funktion [36] darstellt. Fiir
ungewichtete Graphen ist der Algorithmus von Micali und Vazirani [28, 38| mit
O(y/nm) der schnellste. Fiir planare Graphen haben Lipton und Tarjan [25] die
Losbarkeit in O(n3/? logn) gezeigt.

Benutzt eine Anwendung sehr grofie Graphen-Instanzen oder aber berechnet
Matchings sehr haufig, so kann die Benutzung exakter Algorithmen zu zeitauf-
windig sein. In diesem Fall bewéhrt sich der Einsatz approzimativer Algorith-
men, die zwar mitunter nicht das Optimum berechnen, dafiir aber eine gewisse
Giite ihrer Losung garantieren und vor allem schnell arbeiten. Ein Approxima-
tionsalgorithmus hat eine Giite von ¢ < 1, wenn er fiir jede Probleminstanz eine
Losung findet, die mindestens ¢-mal so grof ist, wie die jeweils optimale Losung.
Ein weiterer Vorteil neben der kurzen Laufzeit ist der meist erheblich geringere
Quellcode-Umfang, der im praktischen Einsatz ebenfalls eine Rolle spielt.

Eine der einfachsten approximativen Methoden ist das Berechnen eines ma-
zimalen Matchings in linearer Laufzeit O(n +m) durch sukzessive Auswahl von
Kanten unter Einhaltung der Matching-Eigenschaft. Viele Varianten dieser Me-
thode werden aufgrund ihrer Schnelligkeit praktisch genutzt [21], obwohl sie
beliebig schlecht sein kann, also eine theoretische Giite von 0 hat. Auch in die-
ser Arbeit wurde eine Variante zum Erzeugen einer Startlosung genutzt, deren
Grofse zwischen 4 bis 15 Prozent vom Optimum auf den benutzten Instanzen
abwich.

Eine theoretische Giite von 1/2 verspricht hingegen der Greedy Algorithmus
[1], jedoch benétigt er eine Laufzeit von O(mlogn), da er die Kanten sortiert.
Den ersten linearen Approximationsalgorithmus mit einer Giite besser als 0, und
zwar 1/2, verdffentlichte Preis in [33]. Im Jahr 2003 préisentierten Drake und
Hougardy [6] ihren PathGrowing-Algorithmus, welcher ebenfalls in O(m + n)
ein Matching mit Giite 1/2 garantierte, jedoch wesentlich einfacher war als der
Algorithmus von Preis.

In [7] und [8] fiihrten sie zudem eine Heuristik (local improvements) ein,



welche in linearer Zeit die Ergebnisse vieler Tests deutlich verbesserte. Diese
Idee weiterfithrend und mit Hilfe einer aufwéndigen Analyse konnten sie in [9]
einen relativ einfachen linearen Algorithmus mit einer Giite von 2/3 — ¢ und
einer Laufzeit von O((m + n) - 1/€) présentieren. Die Grofe von e wirkt sich
umgekehrt proportional auf die Anzahl benétigter Iterationen des eigentlichen
Algorithmenkerns aus, der eine Laufzeit von O(m + n) hat.

Pettie und Sanders [31] veroffentlichten dieses Jahr einen Algorithmus, wel-
cher ebenfalls mit Hilfe von local improvements eine Giite von 2/3 — € in einer
Laufzeit von O((m + n)log1/e) erreicht. Ihr Algorithmus benétigt nur log1/e
Iterationen und hat im Vergleich zu Drake und Hougardy somit eine exponenti-
ell schnellere Konvergenz-Geschwindigkeit. Zudem kann er so verdndert werden,
dass er eine Giite von O(1—1/k—e), also beliebig nah an 1, erreicht, die Laufzeit
O(n (A — 1)¥2 log 1) hingt dann jedoch vom Maximalgrad A ab. Weiterhin
entwickelten sie einen einfachen randomisierten Algorithmus mit einer erwarte-
ten Giite von 2/3 — € mit einer erwarteten Laufzeit von O((m + n)log1/e).

In Rahmen dieser Arbeit wurden zwei weitere approximative Algorithmen
entwickelt, der Greedy-As; und Greedy-Ay. Ein neuer Ansatz ist es, die local
improvements mit Hilfe verschiedener Partitionen zu berechnen und zu erwei-
tern. Thr Gewicht wird durch eine konstruierte Uberdeckung abgeschiitzt, welche
eine Erweiterung der in [7] im Beweis von Theorem 1 angewandten Methode
ist. Pettie und Sanders benutzen in [31] im Theorem 2.1 ebenfalls eine Erwei-
terung dieser Methode, im Gegensatz dazu sind hier die in der Uberdeckung
enthaltenen Elemente jedoch nicht disjunkt.

Der Greedy-Ajs erreicht ebenfalls eine Giite von 2/3 — e mit einer Laufzeit
von O((m 4+ n + Llog 2)log1/e). Ist € > 1051”, so ergibt dies eine Laufzeit von
O((m + n)log1/e), was dem Algorithmus von Pettie und Sanders entspricht.
Man beachte, dass bei zu kleinem e der exakte Algorithmus von Gabow [14] mit
O(mn + n?logn) schneller ist.

Der Greedy-.A7 garantiert sogar eine Giite von 3/4 — €, benétigt dazu jedoch
superlineare Laufzeit O((m +n) - L log 2 log 1).

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Im zweiten werden Grundlagen und
gemeinsame Begriffe erliutert. Insbesondere werden die Eigenschaften von Uber-
deckungen und Partitionen erkldrt. Das dritte Kapitel beschreibt den Algorith-
mus Greedy-As; und analysiert seine Laufzeit und Korrektheit. Darauf aufbau-
end wird im néchsten Kapitel Greedy-.A; beschrieben und analysiert. Der prak-
tische Einsatz beider Algorithmen im Vergleich zum Algorithmus von Drake
und Hougardy wird im letzten Kapitel dargestellt.




Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Terminologie

Eine Teilmenge der Kanten eines Graphen G = (V, E) ist ein Matching M,
wenn kein Knoten in mehr als einer Kante aus M enthalten ist. Damit ist jeder
Knoten v € V in hochstens einer Matchingkante m, = wu' enthalten, und
My, (u) bezeichnet den Knoten u'. Falls u ¢ V(M), so sel my, = 0 = my,(u).

Fiir die Nicht-Matching-Kante uv ¢ M ist {m,,uv} ein Arm von v iiber u.
Ist m,, leer, so wird er reduziert genannt. Zum Arm [ = {m,,,uv} werden die
Arme von my, (u) Erweiterungen von l bzw. m,,(u) genannt. Fiir reduzierte
Arme sei die Menge der Erweiterungen leer.

Die Anzahl aller Kanten des Graphen |E| wird mit m bezeichnet.

Lemma 1 FEs gibt insgesamt hochstens 2m Arme in G.

Beweis. Ein Knoten hat maximal so viele Arme wie Nachbarn'. Alle Knoten
haben insgesamt hochstens 2m Nachbarn. O

Ein Pfad oder Kreis heifit alternierend beziiglich einem Matching M, wenn
seine Kanten abwechselnd aus M und E \ M stammen. Ein alternierender Pfad
oder Kreis A wird Alternative genannt, bzw. ist alternativ, wenn die dis-
junkte Vereinigung M\ A W A\ M wiederum ein Matching ist.?

Zu jeder Kante sei ein Gewicht durch die Gewichtsfunktion w : E — R>g
gegeben. Das Gewicht einer Kantenmenge A wird dann definiert als w(A) =
Y ecaw(e). Der Gewinn einer Kantenmenge A gegeniiber dem Matching M ist
definiert als

gainpr(A) = w(A\ M) —w(ANM).

Ein Matching M, welches w(M) maximiert, heifft optimales Matching
M™ und sei nun beliebig aber fest gewihlt. Das Matchingproblem fiir ge-
wichtete Graphen entspricht der Suche nach einem optimalen Matching. Ein
Matching heifft maximal, wenn jede Kante des Graphen mit einer Matchingkan-
te inzident?® ist. Wegen der nicht negativen Gewichte kann man davon ausgehen,
dass jedes optimale Matching maximal ist.

Ly ist ein Nachbar von bzw. benachbart mit v, wenn uv € E.

2Bei einer Alternative muss M\ A W A\ M nicht gréfer sein als M bzgl. Gewicht oder
Kantenzahl im Gegensatz zur allgemein bekannten ,,Augmentation‘.

3Zwei Kanten sind inzident, wenn sie einen gemeinsamen Endknoten haben.
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M sei ein beliebiges aber fest gewihltes maximales Matching. Die Begriffe
»,Matching und ,Matchingkante beziehen sich im Folgenden auf dieses Mat-
ching M. Die Zusammenhangskomponenten der symmetrischen Differenz zwi-
schen M und dem Optimum A* = M A M* liefern eine Menge von ,optimalen
Alternativen, ndmlich Pfade und gerade Kreise, deren Kanten abwechselnd aus
M und M* stammen. Entfernt man die Matchingkanten (bzgl. M) dieser Alter-
nativen aus M und fiigt die Nicht-Matching-Kanten zu M hinzu, so erhélt man
aus M gerade M*. Ziel ist es daher, diese Alternativen zu approximieren.

A* kann disjunkt zerlegt werden in A* = Af, W A%, wobei Af, genau
die Cy-Kreise in A* umfasst, A% stellt das entsprechende Komplement dar.
A*, AL, und A%, sind Mengen von Kanten. Jede Zusammenhangskomponente
dieser Mengen bildet eine Alternative, jede der drei Mengen kann also auch als
Menge disjunkter Alternativen betrachtet werden. Bezeichnet A eine dieser drei
Mengen so wird sich mit der Alternative A € A stets auf eine Zusammenhangs-
komponente bezogen und ||.A|| entspricht der Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten, also der Anzahl dieser Alternativen. Nach Definition des Gewinns gilt
VA e A*: gain(4) =w(M*NA) —w(MnNA).

Mit Ay werden alle alternativen Pfade in G mit hochstens zwei Nicht-
Matching-Kanten bezeichnet. Ein solcher nicht leerer Pfad hat somit héchstens
fiinf Kanten und mindestens eine Matchingkante, da das Matching M maxi-
mal ist. Eine Matchingkante einer solchen Alternative wird Zentrum genannt,
wenn, beginnend beim Zentrum, jede andere Kante der Alternative iiber h6ch-
stens eine weitere Kante der Alternative erreicht werden kann.

Mit A7 werden alle alternativen Pfade mit hochstens drei Nicht-Matching-
Kanten, sowie alle alternativen Cg-Kreise in G bezeichnet. Ein solcher nicht lee-
rer Pfad hat somit hochstens sieben Kanten und mindestens eine Matchingkante,
da das Matching M maximal ist. Eine Matchingkante einer solchen Alternative
wird Zentrum genannt, wenn, beginnend beim Zentrum, jede andere Kante der
Alternative iiber hochstens drei weitere Kanten der Alternative erreicht werden
kann. Bei einer Orientierung des Zentrums ¢ = (vw) kann ein Arm von v dann
als linker Arm von ¢, bzw. ein Arm von w als rechter Arm von ¢ bezeichnet
werden.

As und A7 sind Mengen von Alternativen. Bei Mengenoperationen zwischen
As bzw. A7 und A*, Af, bzw. A%, werden letztere wie oben ausgefiihrt ebenfalls
als Mengen von Alternativen angesehen, bezogen auf Zusammenhangskompo-
nenten.

Lemma 2 FEine As-Alternative A hat folgende Figenschaft: Ist ¢ ein Zentrum
von A, so kann A wie in Abbildung 2.1 aufgeteilt werden in das Zentrum c
und einen (mitunter leeren oder reduzierten) Arm zu jeder Seite. Eine Az-
Alternative A hat die Eigenschaft: Ist ¢ ein Zentrum von A, so kann A wie
in Abbildung 2.2 bei geeigneter Orientierung des Zentrums aufgeteilt werden in
das Zentrum ¢ und einen (mitunter leeren oder reduzierten) Arm zu jeder Seite
und einer (mitunter leeren) Erweiterung des linken Arms. O

Eine solche Zerlegung einer As-Alternative wird auch als Tupel (I, ¢, r) bzw.
die Zerlegung einer Az-Alternative als (z;,[, ¢ r) dargestellt, wobei [ der linke
Arm, r der rechte Arm und z; die Erweiterung von [ ist. Bei den Cg-Kreisen
iiberschneiden sich der rechte Arm und die Erweiterung auf der Matchingkante.
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Abbildung 2.1: As-Zerlegung in Zentrum ¢ mit den Armen / und r

Ty

oL

oL
<

zy l
Abbildung 2.2: A7-Zerlegung analog in (I, ¢,r) und die Erweiterung z;

Der Gewinny beziiglich Zentrum ¢ und der Zerlegung (z;,1, ¢ r) wird definiert
als

gaing(A) = gain(z;) + gain(l) — w(c) + gain(r).

Korollar 3 VA € Ay : gainS(A) < gain(A), wobei Ungleichheit nur fiir Kreise
eintritt. Die Werte unterscheiden sich dann genau um das Gewicht der iberlap-
penden Matchingkante (im rechten Arm). O

2.2 Uberdeckung von A*,

Die Idee, den Gewinn langer Alternativen durch sich iiberlappende kurze Al-
ternativen abzuschétzen, entspricht den local improvements in [7, 8] und wurde
hier adaptiert. Dabei ist eine Uberdeckung Q5 bzw. Q0 von A*_ eine Menge von
mitunter mehrfach auftretenden oder sich iiberlappenden Alternativen aus As
bzw. A7, wenn jede iiberdeckende Alternative nur Kanten aus A% benutzt und
umgekehrt jede Kante aus A% in einer iiberdeckenden Alternative enthalten ist.

Lemma 4 Es gibt eine Uberdeckung Qs von A%, die aus (mitunter mehrfach
auftretenden oder sich iberlappenden) Alternativen A aus As besteht, so dass
ein Knoten in nicht mehr als drei dieser Alternativen enthalten ist und zudem
gilt:

gain(A) > 2 - w(M*NAL) —3-w(MNAL).
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P.-Pfade

(der erste und letzte sind re-
duziert)

2 zusatzliche Pfade

Abbildung 2.3: Uberdeckung eines Kreises und Pfades durch As-Alternativen

Beweis. Um eine Uberdeckung Q5 zu konstruieren, bedarf es der Unterschei-
dung in mehrere knotendisjunkte Félle. Wie oben angefiihrt, ist .45 eine Menge
(nicht disjunkter) ,kurzer Alternativen und A%, kann als Menge disjunkter
Alternativen betrachtet werden. Folglich beziehen sich Mengenoperationen zwi-
schen A5 und A% auf die Zusammenhangskomponenten von A%_.

1. Fall: Pfade in A* N As

Ein As-Pfad in A}, ist eine Zusammenhangskomponente von A%, die auch
in As enthalten ist. Ein jeder dieser As-Pfade wird mit sich selbst zweimal
iiberdeckt, die so zur Uberdeckung hinzugefiigten Pfade werden (hilfsweise) mit
Qp bezeichnet. Dann gilt:

Y gain(P)= > 2-gain(P)= Y 2-w(M*NP)-2-w(MNP).

PeQp PeA: NAs PeA: NAs

2. Fall: Kreise in A%,

Ein Kreis in A%, hat eine Lénge von mindestens sechs. Drei im Kreis aufein-
anderfolgende Matchingkanten bilden zusammen mit den zwei dazwischenlie-
genden Nicht-Matching-Kanten wie in Abbildung 2.3 einen Pfad P, € A5 mit
Zentrum c. Zu jeder Matchingkante ¢ des Kreises wird in Q5 solch ein Pfad P,
eingefiigt. Auf diese Weise wird jede Matchingkante einmal als Zentrum und
zweimal im Arm ihrer benachbarten Matchingkanten, also genau dreimal in €5
eingefiigt. Jede Nicht-Matching-Kante wird analog genau zweimal in 25 einge-
fiigt. Bezeichnet man die neu hinzugekommenen Pfade mit (¢, so folgt:

> gain(P) = > 2-w(M*NC) -3 -wMnO).

P.€Qc Ce{Kreise in A%}
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3. Fall: Pfade aus A%\ As

Wie im vorigen Fall wird jeder Pfad P € A%, \ As durch lingstmogliche Pfade
P. € A5 zu jeder seiner Matchingkanten ¢ wie in Abbildung 2.3 {iberdeckt. Da
jedoch insbesondere an den Pfad-Endstiicken die Pfade P, reduzierte oder gar
keine Arme haben, miissen noch bis zu zwei weitere Alternativen hinzugefiigt
werden.

Angenommen, die Endkanten von P sind Matchingkanten. Dann ist jede
Nicht-Matching-Kante von P mit zwei Matchingkanten ¢; und ¢, auf dem Pfad
inzident und wird genau zweimal zu Q5 hinzugefiigt, namlich in einem Arm des
Pfades P., und in einem Arm von F,,. Die nicht dufieren Matchingkanten auf
P sind analog zweimal im Arm anderer Zentren und einmal selbst als Zentrum
in solch einem Pfad enthalten. Die beiden duferen sind analog insgesamt genau
zweimal in 5 enthalten.

Endet der Pfad auf eine Nicht-Matching-Kante e mit benachbarter Mat-
chingkante ¢, so wird zusétzlich noch die Alternative bestehend aus ¢ und e zur
Uberdeckung hinzugefiigt. Damit ist e einmal im Arm des Pfades P. und einmal
in der zusétzlichen Alternative enthalten. Die Matchingkante ¢ wird nun einmal
mehr als zuvor, also dreimal zur Uberdeckung hinzugefiigt.

Bezeichnet p, die Menge der P, -Alternativen und die bis zu zwei zusitz-
lichen Alternativen, so folgt:

> gain(Py) > > 2-w(M*NP)—3-wMnNP).
P+€Qp+ PG{Pfade in .A’;o\.As}

Die drei Fille bezogen sich auf knotendisjunkte Zusammenhangskomponen-
ten von A%, damit kann man die Gleichungen zusammenfassen und erhélt die
gewiinschte Uberdeckung €5 := Qp W Qc W Qp, . O

Sei ||Q5]] die Anzahl der zur Uberdeckung gehdrenden Alternativen und n
die Anzahl der Knoten des Graphen. Da jede Alternative aus mindestens zwei
Knoten besteht, erhdlt man mit Lemma 4 die beiden Schlussfolgerungen:

Korollar 5 ||Q5]] < 3/2-n. O
Korollar 6 Eine Matchingkante ist hichstens dreimal in Q5 enthalten. a

Lemma 7 Es gibt eine Uberdeckung Q7 von A%, die aus (mitunter mehrfach
auftretenden oder sich tberlappenden) Alternativen A aus A7 (mit jeweiligem
Zentrum Ca ) besteht, so dass ein Knoten in nicht mehr als vier dieser Alterna-
tiven enthalten ist und zudem gilt:

D gainfi(4) >3- w(M*NAL) —4-w(MNAL).
AeQr

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 4. Dabei sei eine
Orientierung der Kanten vorausgesetzt, unter der die Pfade und Kreise jeweils
zusammenhingend sind. Auch hier beziehen sich Mengenoperationen zwischen
Az und A} auf die Zusammenhangskomponenten von A% .
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1. Fall: Pfade in A% N A7

Alle Pfade P € A% N A7 sind Zusammenhangskomponenten von A?_, die auch
in A7 enthalten sind. Sie werden mit sich selbst dreimal tiberdeckt, d.h. jeder
Pfad wird dreimal zur Uberdeckung ; hinzugefiigt. Die so dazukommenden
Pfade werden mit Qp bezeichnet. Es folgt mit Korollar 3 (S. 6) analog:

> gain(P) = ) gain(P) = > 3 - gain(P)
PeQp PeQp Pe{Pfade in A% NA7}
= > 3-w(M*NP)—-3-wMnP).
Pe{Pfade in A% NA7}

2. Fall: Kreise in A%, N A7

Alle Kreise C' € A%, N A7 sind Cg-Kreise und werden mit sich selbst dreimal
iberdeckt, genauer wird jeder Kreis beziiglich jeder seiner Matchingkanten als
Zentrum einmal zur Uberdeckung Q; hinzugefiigt, der Gewinn; also zu jeder
der drei Matchingkanten berechnet. Dabei {iberlappt jede Matchingkante eines
Kreises aufgrund der gewéhlten Orientierung genau einmal (s. Abbildung 2.2, S.
6). Die so hinzugefiigten Kreise werden mit Q¢ bezeichnet. Es folgt mit Korollar
3 (S. 6):

> gainf(C) = > gainl! () + gain®? (C) + gain’* (C)
CeQe Ce{Kreise in A% NA7}

= Z 3 gain(C) —w(c1) — w(cz) — w(c3)
Ce{Kreise in A% NA7}

= > 3-wM*NC)—4-w(MNC).
Ce{Kreise in A*_ NA7}

3. Fall: Kreise in A%\ A7

Jeder Kreis in A% \ A7 ist ein Kreis von Mindestlinge acht, bezeichnet als
C>s. Es wird wie in Abbildung 2.4 zu jeder Matchingkante ¢ in C>g der Pfad
Pz zu Q7 hinzugefiigt, der sich aus dem Zentrum ¢, einem linken und rechten
Arm und der Erweiterung des linken Arms zusammensetzt. Durch die gewahlte
Orientierung wird damit jede Matchingkante von C>g genau viermal (nédmlich
einmal als Zentrum eines Pfades, einmal im linken Arm, einmal im rechten Arm
und einmal in der Erweiterung je eines Pfades), jede Nicht-Matching-Kante von
C'>s analog genau dreimal zu {27 hinzugefiigt. So hinzugefiigte Pfade werden als
Qc, bezeichnet. Es folgt mit Korollar 3 (S. 6):

Z gainf(P7)) = Z 3-w(M*NCsg) —4-w(MnNCss).
PzeQc Csg€{Kreise in Az \Ar}

4. Fall: Pfade in A%\ A7

Wie bei der Uberdeckung mit As-Alternativen werden nicht in A7 enthaltene
Pfade durch maximale Pfade Pz zu jeder Matchingkante ¢ des Pfades iiber-

-

deckt, die jeweils aus dem Zentrum ¢& und falls moéglich, aus einem rechten
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Pz-Pfade

(drei davon sind reduziert)

3 zusitzliche Pfade

Abbildung 2.4: Uberdeckung eines Kreises und Pfades durch A;-Alternativen

und linken Arm und einer Erweiterung des linken Arms bestehen. Werden
die Nicht-Matching-Kanten des Pfades nicht alle dreimal {iberdeckt, so wer-
den wie in Abbildung 2.4 bis zu drei weitere Pfade hinzugefiigt, so dass analog
zur As-Uberdeckung jede Nicht-Matching-Kante mindestens dreimal und jede
Matchingkante hochstens viermal iiberdeckt ist. Bezeichnet Qp, die Menge der
Pz-Alternativen und bis zu drei zusétzlichen Alternativen, so folgt mit Korollar

3 (S. 6):

> gainf(Py) > gain(Py)

PreQp, PreQp,

Y%

> 3-w(M*NP)—4-wMnP).
Pe{Pfadein A% \ A7}

Die gewiinschte Uberdeckung erhilt man als Vereinigung der knotendisjunk-
ten Falle: Q7 := QPL*'JﬂcH'JQC+L'!'JQP+. O
Analog zu Korollar 5 und 6 (S. 8) folgen

Korollar 8 ||Q7]| <2-n. O

Korollar 9 FEine Matchingkante ist hichstens viermal in Q7 enthalten. a
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2.3 Partitionen

Chen und Uehara haben in [37] Partitionsalgorithmen vorgestellt. Die dort vor-
gestellte Partition von Kanten wird hier verallgemeinert, da sie im Folgenden
fiir unterschiedliche Mengen mehrfach gebraucht wird.

Sei S eine beliebige endliche Menge und f : S — R eine Bewertungsfunktion
mit fiee = max(1U f(S)). Jedem s € S wird ein ganzzahliger Rang r(s) mit
den Parametern 0 < a, 8 < 1 < n zugewiesen und alle Elemente mit gleichem
Rang i bilden die Partitionsklasse P;.
fls) «q

fmae

ieZ : (1+pf)t<2. L8 < (148) sonst.

0

QI3

r(s) =

Lemma 10 Fir jedes Element a bzw. b von S gilt:
i. Istr(a) =0, soist 0> f(a) — L & finaa-

#. Ist 0 < r(a) <r(b), so ist f(b) > f(a)/(1+ B) > 0.

Beweis.
Ad i.) Dies folgt direkt aus der Definition.

Ad ii.) Mit 0 < i = r(a) < r(b) folgt (1 + B)"! < g - f(b) und 0 <

" f(a) < (1+B)" und damit 0 < f(a) < (1+ B) - £(b). O

A fmaz

Korollar 11 Ist r(a) < r(b) bzw. r(a) =0, so ist

_1 _1
i. max(0, f(b)) > f(a)#gf bzw. 0 > f(a)#gf

_1 _1
ii. max(0, (b)) > 7““)(115’)5’"” bzw. 0 > 7““)(1;5)5’"”.

Beweis. Falls r(a) = 0 folgt aus Lemma 10.i 0 > % und damit auch

0> H@)=5 & fmaz gy r(a) > 0 folgt aus 10.ii f(b) > ) 5 0, d.h. es gilt auch

(1+8)2 ) 1+
F(b) > L9~ und schlieBlich auch f(b) > L4 o fmes O

Korollar 12 Es gibt O(log, , 5 %) verschiedene Partitionsklassen, die in O(|S|+
log, .5 %) erzeugt und durchlaufen werden kénnen.

Beweis. Nach obiger Konstruktion ist r(s) € [0, oy [logiip g]] . Man erzeugt
ein Array P der Linge 1 + [log, 5 2| mit einem zunéchst leeren Listen-Zeiger
fiir jeden moglichen Rang. Indem man jedes Element s an den Anfang der Liste
Plr(s)] einfiigt, erhdlt man fiir jeden Rang ¢ eine Liste P;. O



Kapitel 3

Der Greedy-As-Algorithmus

A* setzt sich aus alternativen Pfaden und Kreisen zusammen. Bildet man ein
neues Matching aus M, indem man entlang dieser Pfade und Kreise die Kanten
A* N M aus M entfernt und dafiir die Kanten A* \ M hinzufiigt, so erhalt
man das optimale Matching M*. A* zerféllt disjunkt in A7, und A%, . Fiir A%,
existiert eine Uberdeckung €5 von As-Alternativen, so dass w(A* ) durch den
Gewinn der Uberdeckung abgeschiitzt werden kann:

> gain(4) > 2-w(M*NAL) - 3-w(MNAL) (Satz 4, S. 6).
AEQs

Ziel war es, einen Algorithmus zu entwickeln, der Alternativen auswahlt, mit
deren Gewinn wiederum der Gewinn von Ag,, und Q5 abgeschiitzt werden kann.
Auf diese Weise kann der Gewinn von A%  approximiert werden, und damit auch
die Gewichtsdifferenz zwischen M* und M.

Der Greedy-Aj partitioniert alle alternativen Cy-Kreise nach Gewinn, wo-
durch stets mit geringem Fehler der beziiglich Gewinn grofite approximiert wer-
den kann, der knotendisjunkt zu allen bisher ausgewihlten Alternativen ist.
Weiterhin werden alle Arme nach Gewinn partitioniert. Dadurch kann mit ge-
ringem Fehler zu jeder Matchingkante ¢ die grofite As-Alternative mit Zentrum
¢ approximiert werden. Diese Approximationen werden ebenfalls nach ihrem Ge-
winn partitioniert und, bei regelméfiger Aktualisierung, kann damit die jeweils
grofite As-Alternative approximiert werden, die knotendisjunkt zu allen bisher
ausgewihlten Alternativen ist. Durch Auswahl eines Cy-Kreises oder einer As-
Alternative werden hochstens neun Alternativen aus A7, und {25 geschnitten,
deren Gewinn jedoch jeweils von der ausgewahlten Alternative dominiert wird.
Unter Beriicksichtigung der Approximationsfehler wird gezeigt (Satz 21), dass

2w(M*NA*) —3w(MNA*) —(T+38)aw(M*) —3Fw(M)
(1+5)?

9 Z gain(A4) >

A€Resultat

und letztlich erhédlt man daraus einen Mindestgewinn des Resultats von un-
gefihr 1 (2w(M*) —w(M)). Mit jeder Ausfiihrung des Algorithmus wird die
Differenz zwischen w(M) und 2 w(M*) also ungefihr gedrittelt, durch wieder-
holte Anwendung erhélt man ein Matching mit einem Gewicht von (2 —e) w(M*)
mit einer Laufzeit von O((m +n + £log2) -log1).

12
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3.1 Die Initialisierung

Wie oben bereits erwihnt, werden die Arme eines jeden Knotens und alle alter-
nativen C4-Kreise entsprechend ihrem Gewinn partitioniert. Desweiteren wird
zu jeder Matchingkante ¢ ein As-Pfad mit Zentrum c¢ berechnet, welcher den
maximalen As-Pfad mit Zentrum ¢ approximiert. Anschliefend werden diese
Approximationen nach ihrem Gewinn partitioniert. Der Algorithmus GetGood
mit konstanter Laufzeit zum Berechnen einer solchen Approximation wird in-
nerhalb dieses Abschitts vorgestellt.

3.1.1 Die Partition der C;-Kreise

Es werden alle alternativen Cy-Kreise enumeriert und nach Rang sortiert in die
Liste C eingefiigt, abgesehen von Kreisen mit Rang Null.

Lemma 13 FEs gibt hichstens m/2 alternative Cy-Kreise.

Beweis. Nach Lemma 1 (S. 4) gibt es maximal 2m Arme. Jeder Arm ist
hochstens in einem alternativen Cy enthalten und in jedem Cjy sind genau vier
Arme enthalten. O

Man enumeriert alle alternativen Cy-Kreise mit der von Drake und Hou-
gardy in [7] angegebenen Methode mit einer Laufzeit von O(m), indem man
zu jeder Matchingkante vw zunéchst alle Arme {m,,,uv} von v durchlauft und,
falls vorhanden, den Knoten m,(u) markiert. Anschliefsend testet man jeden
Nachbarn von w, ob er markiert ist und damit ein Kreis entdeckt wurde. Dies
gelingt in linearer Zeit, da es genau 2m Nachbarn gibt. Um nicht jeden Kreis
zweimal zu enumerieren, wird er nur gezahlt, wenn die zweite zum Kreis geho-
rende Matchingkante noch nicht abgearbeitet wurde. Alle so gefundenen Kreise
werden partitioniert, wobei die Parameter a und (3 spéter spezifiziert werden.
Parameter n entspricht der Anzahl der Knoten und als Partitionsfunktion wird
f(a) := gain(a) benutzt und damit frae < 2Wmaz, WODEl Winae 1= MaX.cp w(e)
ist. Anschliefsend durchlduft man alle Partitionsklassen aufier der Partitionsklas-
se vom Rang Null der Reihe nach und fiigt die Kreise nach Rang sortiert in C
ein. Mit Korollar 12 folgt ein Gesamtaufwand von O(m +log; 5 7).

3.1.2 Die Partition der Arme

Fiir jeden Knoten v wird eine Liste Arms, erzeugt, welche die nach Rang
sortierten Arme von v enthélt. Dazu werden zunéchst voriibergehend alle Arme
partitioniert mit gleichem a, #,n und f wie die Kreise zuvor, und damit f,4, <
Winaz- Anschlieftend wird einmal durch die Partitionsklassen der Arme gelaufen.
Jeder Arm kann nur der Arm genau eines Knotens sein und demnach genau einer
(noch leeren) Liste Arms, zugeordnet werden. Dies wird nun der Reihe nach
getan. Die Arme in Arms, sind somit nach ihrem Rang sortiert. Mit Lemma 1
(S. 4) und Korollar 12 (S. 11) folgt ein Gesamtaufwand von O(m + log; 5 2).

3.1.3 Die Partition der A;-Pfade

Die Arme eines Knotens v liegen in Arms, nach Rang sortiert vor. Zu einer
Kante ¢ = {vw} seien ly,ls,l3 € Arms, und ri,r9,r3 € Arms, die ersten
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drei Arme der jeweiligen Menge, welche aufgrund der Sortierung auch gleich die
ranghochsten Arme sind mit r(l1) > r(ls) > r(l3) und r(ry) > r(r2) > r(rs).

GetGood (¢ = {vw} € M)

) L :=A{lL, I, I3 0}

() R := {ry, ra 73, 0}

(3) Result := Maximum von (L x {¢} x R) N As bzgl. Gewinn
(4) Wenn gain(Result) <0 so Result :=

GetGood kombiniert also die drei ranghGchsten Arme von ¢ und den ,leeren‘
Arm mit den drei ranghéchsten Armen von w und dem leeren Arm. Er liefert
die Kombination zuriick, die einen As-Pfad bildet und den grofiten Gewinn hat,
bzw. die leere Menge, falls das Maximum nicht positiven Gewinn hat.

Lemma 14 GetGood berechnet mit konstantem Zeitaufwand eine As-Alternative
oder leere Menge G(c), so dass mit ¢ = vw fir alle (I,¢,7) € A5 N (Arms, U
{0}) x ¢ x (Arms,, U {0}) gilt:

| gain(lyc.1) = 2 aw(M*) = (o
gain(G(c)) > e .

Beweis. Nicht jedes (I,¢,7) € L x {c} x R bildet eine Aj-Alternative, wie in
Abbildung 3.1 dargestellt. Jeder Arm aus Arms, kann sich jedoch hochstens
mit zwei Armen aus Arms, auf einem Knoten iiberlappen, und umgekehrt.
Folglich gibt es in L x {c} x R fiir jeden Arm aus L bzw. R mindestens eine
As-Alternative, die diesen Arm und auf der anderen Seite keinen leeren Arm
benutzt, sofern R bzw. L drei nicht leere Arme enthélt.

Sind fl, e ,[|Armsv| die nach Gewinn sortierten Arme von v und entspre-
chend 71, ..., % Apms, | die nach Gewinn sortierten Arme von w, so muss analog
die grofite As-Alternative (f, ¢, T) unter {fl, I, 13, 0} x {c} x {1, 7a, 73,0} zu fin-
den sein. Der leere Arm wird benutzt, wenn sich alle anderen Arme einen Knoten
teilen oder negativen Gewinn haben.

1. Fall: l€eLund?€eR

Dann ist gain(G(c)) > gain(l,c,7), da gain(G(c)) iiber alle As-Alternativen
aus L x {c} x R maximiert wird. Ist gain(l,c,#) > 0, so folgt gain(G(c)) >

—— [ r
gy YA
C C C

Abbildung 3.1: Sonderfiille durch Uberschneidung der Arme
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C). Anderenfalls ist mit der
gain(i,e,’)— 2 aw(M*)—Bw(c)
145

Cd Ay s gain(ed) o gAIN(en)=2 aw(M)—Fu(

1+B
letzten Zeile von GetGood ebenfalls gain(G(c)) > 0 >

2. Fall: 1¢ Lund#e R (bzw. analog! € L und 7 ¢ R)

Enthélt L nicht drei nicht-leere Arme, so ist [ ebenfalls leer, was dann jedoch
dem ersten Fall entspricht. Ansonsten bildet, wie oben festgestellt, # € R mit
mindestens einem [; € L\ @ als auch @ eine As-Alternative. [ sei das Maximum
von () und I; beziiglich Gewinn. Da Arms, nach Rang sortiert ist, gilt r(l;) >

r(1). Mit Korollar 11.i (S. 11) folgt:

i l -1 max
gain(l) = max(gain(0), gain(l;) > B )1 +nﬁaw

Nun gilt gain(G(c)) > gain(l, ¢,7) = gain(l) + gain(7) —w(c). Und da gain(#) > 0
folgt:

S gain(l) — L 0Wmer  gain(?) 1+ B)w(e)

- 1+4 1+4 1+

S gain(i, ¢, ) — %awmam — Bw(c)

= 1+ 5

gain(G(c))

3. Fall: 1¢ Lund#¢R

Besteht L bzw. R nicht jeweils aus drei nicht-leeren Armen, so ist auch entspre-

chend [ bzw. 7 leer und damit tritt der erste oder zweite Fall ein. Ansonsten

gibt es, wie oben festgestellt, ein I; € L'\ § und ein r; € R\ 0, so dass (l;,¢,r;)

eine As-Alternative ist. Sei [ das Maximum von @) und /; und r das Maximum ()

und r; beziiglich Gewinn. Dann folgt analog:

gain(f) — %awmm
1+p

gain(F) — %awmm
143

gain(l) > und gain(r) >

Analog gilt gain(G(c)) > gain(l, ¢,r) = gain(l) + gain(r) — w(c) und dann:
. gain(l) — L @ wmaer  gaIn(F) — L A Wmas (1+8)w(c)
> n n _
gain(G(c)) > 155 + 157 115
gain(l, ¢, r;) — 2 0 Wmae — Bw(c)
- 1+8

O

Es wird nun zu jedem Zentrum c mit GetGood eine 4s-Alternative G(c)
berechnet. Dies sind maximal n/2 Werte, da es hochstens so viele Matchingkan-
ten gibt. Diese Werte werden nun ebenfalls nach Gewinn partioniert mit den
gleichen Parametern wie bei den Kreisen, also finae < 2wWmaz- Dabei wird jede
Partitionsklasse als Liste Pr(g(c)) angelegt. Da die Elemente aus Partitionsklas-
se Py im Folgenden nicht mehr vonnéten sind, werden sie geldscht, d.h Py = 0.
Mit Korollar 12 (S. 11) folgt ein Gesamtaufwand von O(n + log; 5 %).
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3.2 Der Algorithmus

Greedy-As ( G = (V, E), mazximales M, w: E — Ry )

(1) Wiederhole

(2) Prmaz := nicht leere Klasse P; mit max. Rang

(3) P := erster Pfad aus Pz

(4) C := erster verfiigbarer Kreis aus C

(5) Resultat := Resultat W Maximum von C und P

(6) Ve € M : Falls Pfad G(c) nicht mehr verfiigbar ist, so:

7 Entferne G(c) aus der Partition

(8 Berechne mit Getgood einen neuen verfiigbaren Pfad
G(c), falls vorhanden

(9) Fiige diesen in P, . () ein, falls Tmin(c) > 0,
wobel Tmin(c) = minG(C)(r(G(c)))1

(10) Bis C=P =10

(11) M := MaxMatch(M \ Resultat & Resultat\ M)

Der Algorithmus sammelt disjunkte Alternativen, die allesamt positiven Ge-
winn haben, da sowohl in P als auch in C keine Elemente der Partitionsklasse
Null enthalten sind.

Nachdem in Zeile 5 eine Alternative ausgewahlt wurde, sind ihre Knoten
nicht mehr verfiigbar. Entsprechend sind auch alle Alternativen, die solch einen
Knoten beinhalten, nicht mehr verfiigbar.

Lemma 15 Der Algorithmus wahlt nur knotendisjunkte Alternativen aus.

Beweis. Zu Beginn sind alle Alternativen in C und P; verfiigbar. Aufgrund
von Zeile 4 ist C' immer verfiighar. Wegen Zeile 6-9 enthélt P; nur verfiighare
Pfade, also ist auch P verfligbar. Damit wird in Zeile 5 eine verfiigbare, d.h. zu
allen zuvor ausgewéhlten Alternativen knotendisjunkte Alternative ausgewihlt.

O

3.2.1 Die Laufzeit
Lemma 16 Es gibt hichstens O(n) Schleifendurchlaufe.

Beweis. Beim letzten Durchlauf gilt C = P = . In diesem Fall wurde dem
Resultat in Zeile 5 nichts hinzugefiigt. Bei allen anderen Durchlaufen war C' oder
P nicht leer, d.h. in Zeile 5 wurde mindestens eine Matchingkante ausgewahlt.
Da diese mit Lemma 15 alle disjunkt sind und es héchstens n/2 Matchingkanten
gibt, folgt das Lemma. O

Lemma 17 Das Berechnen von C bendtigt insgesamt O(m) Laufzeit. C ist
mazximal beziiglich Rang.

IFiir das Zentrum c ist der Rang rpmin (c) der kleinste Rang, den eine Alternative G(c) je
hatte, berechnet von GetGood fiir das Zentrum c bei der Initialisierung oder in Zeile 8. Die neu
berechnete Alternative wird also nicht in die Partitionsklasse P,.(q(c)) eingefiigt, sondern in
Py, .in(c), denn der Rang des neuen G(c) konnte grofer sein als der Rang des vorigen G(c) und
die Suche nach Ppn,qz wire dann nicht mehr amortisiert konstant. Siehe dazu auch Lemma 18.
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Beweis. Die Verfligbarkeit eines Cy kann mit konstantem Zeitaufwand ent-
schieden werden, indem jeder im Resultat enthaltene Knoten als nicht mehr
verfiigbar markiert wird. Entsprechend wird in Zeile 4 solange das erste Ele-
ment von C geloscht, bis ein verfiighbarer Kreis C' gefunden wird oder C leer ist.
Insgesamt werden dabei héchstens alle Elemente von C getestet, was mit Lemma
13 (S. 13) hochstens m/2 sind. C' ist maximal beziiglich Rang, da C nach Rang
sortiert ist. g

Lemma 18 Das Berechnen von P bendtigt insgesamt O(n+log, 5 =) Laufzeit.
Der Rang von P ist grofier gleich dem Mazimum von {i | P; # 0}.

Beweis. Nach der Initialsierung existiert zu jeder Matchingkante ¢ genau ein
Pfad G(c), welcher in P, () eingefiigt wurde, falls r(G(c)) > 0. Damit ist
rmin(c) zu Beginn gerade r(G(c)). Im Laufe des Algorithmus wird der ein-
gefligte Pfad G(c) gegebenenfalls in Zeile 9 durch einen neuen ersetzt, wel-
cher dann in P, . (. eingefiigt wird und P, . (c) ist damit nicht leer, solange
Tmin(c) > 0. Dadurch ist ry,;,(c) immer kleiner gleich dem daraufhin ermittel-
ten Index von P4, da dies der grofste Index aller nicht leeren Partitionsklassen
ist. Da rpin(c) im Laufe des Algorithmus monoton fillt und neue G(c) stets nur
in P, . () eingefiigt werden, bleiben folglich die Partitionsklassen oberhalb von
Praz immer leer und die Partitionsklasse P4, in Zeile 2 entspricht der Parti-
tionsklasse Piq. des vorhergehenden Schleifendurchlaufes oder liegt unterhalb
dieser Partitionsklasse. Insgesamt werden bei der Suche nach P4, also maxi-
mal alle O(log;, 5 =) Partitionsklassen einmal abgelaufen. P selbst wird dann
pro Durchlauf mit konstantem Zeitaufwand gefunden.

Da beim Einfiigen wihrend der Initialisierung oder in Zeile 9 der Rang von
G(c) immer grofer gleich r,in(c) ist, hat auch P einen Rang grofer gleich
dem Index von P4, was jedoch gerade dem grofiten Index aller nicht leeren
Partitionsklassen entspricht. a

Lemma 19 Die Aktualisierung der P; bendétigt insgesamt O(m + n) Laufzeit.

Beweis. Wird eine Alternative ausgewahlt, so werden alle dazu nicht knotendis-
junkten As-Alternativen in Zeile 6-9 entfernt und neue mit gleichem Zentrum,
soweit vorhanden, eingefiigt.

Dazu werden zunéchst alle Arme aus den Arms-Listen geloscht, die durch
die Auswahl in Zeile 5 nicht mehr verfiighbar sind, d. h. ein Knoten in der aus-
gewahlten Alternative enthalten ist. Ist der Knoten m, (u) des Arms {m,,uv}
ausgewihlt, so auch u, da stets Alternativen ausgewihlt werden und somit auch
beide Knoten einer Matchingkante. Folglich ist ein Arm {m,,,uv} genau dann
betroffen, wenn v oder u ausgewéhlt werden. In beiden Féllen ist der ausgewé&hl-
te Knoten inzident zur Nicht-Matching-Kante uv. Somit kénnen alle betroffenen
Arme enumeriert werden, indem zu jedem ausgewé#hlten Knoten v alle inziden-
ten Nicht-Matching-Kanten und die dazu gehdrenden Arme untersucht und aus
den Listen gel6scht werden, wenn diese noch in den Arms-Listen enthalten sind.
Dies kann mit konstantem Zeitaufwand pro Arm geschehen, wenn die Arms-
Listen doppelt verkettet sind und — da jede Nicht-Matching-Kante in hochstens
zwei Armen vorkommt — bei jeder Nicht-Matching-Kante ein Verweis auf jeden
der beiden Arms-Eintriage vermerkt ist. Da jeder Knoten nur einmal ausgewihlt
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wird und es insgesamt nur 2m Nachbarn gibt, benétigt die Aktualisierung der
Arms-Listen folglich einen Zeitaufwand von insgesamt O(m).

Eine Alternative ist von der Aktualisierung betroffen, wenn ihr Zentrum
oder einer ihrer beiden Arme nicht mehr verfiighar ist. Da jede der O(n) Mat-
chingkanten hochstens einmal ausgew&hlt wird, sind auch héchstens O(n) Zen-
tren nicht mehr verfiigbar. In diesem Fall (betrifft insbesondere die ausgewéhlte
Alternative) wird G(c) aus P, . (c) geloscht. Das kann mit konstantem Zeit-
aufwand geschehen, wenn P, . (. eine doppelt verkettete Liste ist und jedes
Zentrum ¢ einen Verweis auf seinen G(c)-Eintrag besitzt. Da ¢ nicht mehr ver-
fiigbar ist, kann in Zeile 8 kein neuer verfiigharer Pfad mit Zentrum c gefunden
werden. Da ebenso jeder Arm genau einmal aus Arms, geloscht wird, also nicht
mehr verfiigbar ist, und es mit Lemma 1 (S. 4) hochstens 2m Arme gibt, sind
auch nur O(m) Alternativen wegen nicht mehr verfiigharen Armen betroffen.
Auch in diesem Fall wird G(c) aus P, ., (c) geloscht und mit GetGood nach Lem-
ma 14 (S. 14) mit konstantem Zeitaufwand eine neue verfiighare A5-Alternative
oder leere Menge G/(c) berechnet. Diese wird in P, . () eingefiigt, wenn r,i, (c)
grofer Null ist. O

Satz 20 Der Greedy-As hat eine Laufzeit von O(m +n +log 5 7).

Beweis. Die Initalisierung bendtigt einen Aufwand von O(m +n +1log; 5 5).
Der Algorithmus selbst benotigt mit Lemma, 16, 17, 18 und 19 insgesamt O(m +
n+log 5 %) O

3.2.2 Die Korrektheit

Satz 21 Der vom Algorithmus erzielte Gewinn ist

> gainta) 2 g ( (5 - Tl wlr) - (1+ 800

AargEResultat

Beweis. Die Gewichtsdifferenz zwischen M* und M kann durch die Alterna-
tiven in A* abgeschétzt werden, welche wiederum durch die vom Algorithmus
gewdhlten Alternativen approximiert werden. Im Folgenden wird jede Alterna-
tive aus A* abgeschéitzt, wobei sich A* disjunkt zerlegt in A7, und A%, und
anschliefend die Gleichungen zusammengefiihrt.

Alle Alternativen A sind solange verfiigbar bis einer ihrer Knoten vom Al-
gorithmus ausgewahlt wird, sich also eine Alternative des Resultats mit A
iiberlappt. Diese wird als Cut(A) bezeichnet. Ist A bis zum Schluff verfiig-
bar, so ist Cut(A) leer. Da Cut(A) im Resultat enthalten oder leer ist, folgt
gain(Cut(A4)) > 0.

1. Fall:  Ag,

Sei also C ein alternativer Cy-Kreis aus Af, . Ist sein Rang Null, so folgt mit
Korollar 11.ii (S. 11):

gain(Cut(C)) > 0 > (gain(C) — %a?wmm)/(l +B)2. (3.1)
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Ist hingegen sein Rang grofser Null, so ist er im Rahmen der Initialisierung
in der nach Rang sortierten Liste C eingefiigt worden. Solange C' verfiigbar und
damit in C enthalten ist, ist der Rang des jeweils ersten verfiigbaren Kreises
Cy € C damit grofer gleich dem von C. Mit Korollar 11.ii (S. 11) folgt:

gain(C1) > (gain(C) — % @ 2Wpmas) /(1 + B)2.

Wird die Alternative Cut(C) in Zeile 5 ausgewéhlt, so ist mit Zeile 4 und 5
ihr Gewinn grofier gleich dem des im Moment ersten Kreises aus C, also

gain(Cut(C)) > gain(Ch).

Fiir alle C' € Ag, zusammen gilt (mit Gleichung 3.1) folglich:

in(C) — L a2wna,
gain(Cut(C)) > gain(0) - y a2w .
2 2 (R
€AL, cedy,

Weil jeder Kreis C zwei Matchingkanten enthilt und es nur n/2 Matching-
kanten gibt, ist die Anzahl alternativer Cy-Kreise in Ag, , also [|AZ, ||, kleiner
gleich n/4. Und mit wp., < w(M*) folgt:

(Zeen, £ain(€)) - §w(ar)
(1+5)? '

Z gain(Cut(C)) >

CeAL,

Nun ist ECeAg gain(C) = w(M* N Ag,) —w(M N AZ,) und dann (zur

spateren Verwendung etwas abgeschwécht):

S 2-w(M*NAg,) —3-w(MNAE,) —aw(M*)

9. Z gain(Cut(C)) (1+5)?

CeAL,

. (3.2)

2. Fall: A%,

Betrachtet werden nun die Alternativen in A% . Mit Lemma 4 (S. 6) gibt es eine
Uberdeckung Q5 von A% durch Aj-Alternativen, so dass

> gain(A) > 2-w(M*NAL) =3 w(M N AL). (3.3)
AEQs

Sei A solch eine Alternative mit Zentrum c4 und zwei (mitunter leeren oder
reduzierten) Armen geméf Lemma 2 (S. 5). Zu jeder Matchingkante ¢ wurde
im Rahmen der Initialisierung mittels GetGood ein (mitunter leerer) Pfad G(c)
berechnet, der eventuell im Laufe des Algorithmus mehrmals mittels GetGood
aktualisiert wurde. Solange die Alternative A verfiigbar ist und ihre Arme da-
mit in den Arms-Listen enthalten sind, gilt fiir jedes so berechnete G(c4) mit
Lemma 14 (S. 14):

gain(A4) — 2 aw(M*) — Bw(cA)‘

gain(G(ea) > e
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Diese Ungleichung gilt, solange A verfiigbar ist, insbesondere fiir den beziig-
lich Gewinn kleinsten bisher von GetGood fiir ¢4 berechneten Pfad G,in(ca)
mit Rang rmin(ca). Mit Korollar 5 (S. 8) gilt ||25]] < 3n/2 und mit Korollar
6 (S. 8) gilt - 4cq, wlca) < 3w(M), da jede Matchingkante maximal dreimal
in der Uberdeckung vorkommt. Solange sich jedes Gpin auf ein verfiigbares A
bezieht, folgt damit:

(ZAGQE, gain(A)) —3aw(M*)—38w(M)

> gain(Gumin(ca)) > . (3.4)
AEQs 1+ B
Ist 7min(ca) gleich Null, so folgt mit Korollar 11.i (S. 11):

0 2 (gain(Gmin(ca)) = = 2wmnar)/(1+ B). (3.5)

Ist rmin(ca) hingegen grofer als Null, so ist die Partitionsklasse P, . (c,)
nicht leer. Der in Zeile 3 jeweils ermittelte erste Pfad P hat dann mit Lemma
18 (S. 17) einen Rang grofser gleich 7,5, (c4), so dass mit Korollar 11.i (S. 11)
gilt:

. . 1
gain(P) > (gain(Gmin(ca)) — S 2Wmae) /(1 + B). (3.6)
Wird die Alternative Cut(A) in Zeile 5 ausgewahlt, so ist mit Zeile 3 und 5 ihr
Gewinn grofer gleich dem des im Moment ersten Pfades P € P,,4., also
gain(Cut(A)) > gain(P).

Zusammen mit den Gleichungen 3.5 und 3.6 folgt

i szn -1 2 max
S gain(Cut(4) > 3 gain(Gmin(ca)) — 5 a2w
b 1+
€Q5 AEQs

und da wpee < w(M*) und mit Korollar 5 (S. 8) ||25]] < 3n/2 folgt:
in(Gmin -3 M*
Z gain(Cut(4)) > (X aco, g2in( (ca))) aw( )
A (1+8)
€Qs

Bis Cut(A) ausgewdhlt wird, ist A noch verfiigbar. Gin(ca) bezieht sich
also auf ein verflighares A und somit kann nun Gleichung 3.4 eingesetzt werden:

(ZAEQS gain(A)) —(6+38)aw(M*)—3Lw(M)
(1+73)

Z gain(Cut(A4)) >

AEQs
und mit Gleichung 3.3 folgt:
S 2w(M*NAL) —3w(MNAL) — (64+38)aw(M*) —3Bw(M)

Z gain(Cut(4)) > TEE

A€EQs

Es werden nun beide Fille zusammengefiihrt. Zusammen mit der im ersten
Fall hergeleiteten Ungleichung 3.2 fiir Kreise folgt:

> gain(Cut(4)) + Y 2-gain(Cut(C)) >
A€Qs C’G.AE4
2w(M*NA*) —3w(MNA*) — (7T+38)aw(M*) =3 Fw(M)
(1+5)?
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Mit A* = (M* U M)\ (M*n M) folgt w(M*NA*) = w(M*\ M*NM) =
w(M*) —w(M*N M). Analog ist w(M N A*) = w(M) —w(M*N M) und damit

2. w(M*NA) =3 wMNAY) >2 -w(M*) -3 w(M)+w(M* N M).

Enthélt eine Alternative einen Knoten u, so auch die zugehorige Matching-
kante m,, falls diese existiert. Eine im Resultat enthaltene Alternative besitzt
zusammengenommen hochstens drei nicht zum Matching gehérende Knoten
oder aber Matchingkanten. Mit jeder dieser Knoten oder Matchingkanten kann
sie entweder genau einen Kreis in A7, oder, mit Lemma 4 (S. 6) und Korollar
6 (S. 8), hochstens drei Alternativen aus Q5 iiberlappen. Damit kann jede im
Resultat enthaltene Alternative hochstens neunmal auf der linken Seite der obi-
gen Ungleichung als Cut(A) bzw. Cut(C') auftauchen. Da jedes Cut(A) entweder
leer oder im Resultat enthalten ist und alle Alternativen des Resultats positiven
Gewinn haben, folgt:

9- Z gain(A) >

A€Resultat

2wM*) =3w(M) - (T+38)aw(M*) —3Bw(M)
(1+5)?

3.3 Die Approximation von (2/3 — ¢) w(M*)

Dazu wird der Greedy-.As wiederholt ausgefiihrt. Pro Aufruf erzielt er mit Satz
21 (S. 18) einen Gewinn von

> i) > g (5 - T ) wor) - @+ gy

2
AgigEResultat 1+ /8)

Entsprechend gilt fiir das maximale Matching M; nach dem i-ten Schritt mit
__ 1 _ 2 7438 *\.
p—mundu—ﬁ(g— 3 Oé)LLJ(M)

w) >wMi)+ Y gain(Aey) > (1- p)w(Miy) +p
AqigEResultat

und damit:
w(Mp) > 0
w(Mi) > (1—-p) w(Mo)+p
w(Ms) > (1=p)’w(Mo)+(1=p) p+p
wMz) > (1=p)’w(Mo) + (1 —p)’p+ (1 -pp+p
k—1
w(M) > (1 —p)Fw(My) + Z(l —p)'p, und mit p < 1 und w(Mg) >0
=0
1-(1=pF 1-(=p* p (2 T7+38 )
o) 2 gy e e i (5T e e
k
1-(1-5i5) /2 7438 .
W) > S (3T war)
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Mit € < 2/3 werden nun @ = 8 = €/9 < 2/27 fixiert. Weiterhin sei k& >
& k k )
1082920 1/€, also € > (33)" = (1 — m) > (1 — ﬁ) und damit

1—€e¢ (2 T7+3¢€/9
M) > 2_LroeE M
(M) 2 1+€/9<3 3 6/9>“’( )
§—§—?f+§—?62+§—163w(M*)
1+¢€/9
(3 -1 +¢/9)

> w(M™) =(2/3—¢€)w(M").

1+¢€/9

Mit Satz 20 (S. 18) wird die erforderliche Giite in einer Laufzeit von O((m +
n+log;, 5 =) - k) erreicht.

logas ™ = log, L = _monfe 18 ) on o
Bitsy T g1+6/9€/9 ~ In(1+4¢/9) € €’

e 1/en2 1 /e\3 1 /e\* e 1/e\2_ ¢
ml+e/9) = c—= () +=(E)Y —2(S) 4.0 > S-2(8) > <&
nl+e/9) = 3 2(9)1+\3 (9) 4(9)1+ Z 9 2(9) ” 18

>0 >0

w2 (5) > ()

Dies ergibt eine Gesamtlaufzeit von O((m+n+ Llog2)-logl). Ist e > 10%,
so ergibt dies eine Laufzeit von O((m + n)log1/e), was der Laufzeit des Algo-
rithmus von Pettie und Sanders entspricht bzw. bezogen auf die Genauigkeit
€ eine exponentiell schnellere Geschwindigkeit verspricht im Vergleich zum Al-
gorithmus von Drake und Hougardy mit O((n 4+ m) - 1/€) mit gleicher Giite.
Man beachte, dass bei zu kleinem e der exakte Algorithmus von Gabow [14] mit
O(mn + n?logn) schneller ist.



Kapitel 4

Der Greedy-A7-Algorithmus

Die Gewichtsdifferenz zwischen M* und M kann durch die Alternativen in A*
abgeschéitzt werden. A* zerfillt disjunkt in A, und A% . Der Greedy-.A; wiihlte
Alternativen aus, welche die Kreise aus Af, und die As-Alternativen aus der

Uberdeckung von A*_ dominierten. Analog wird A%, nun durch Az-Alternativen
iiberdeckt, so dass:

> gainft(4) > 3-w(M*NAL) —4-w(MNAL) (Satz 7, S. 8).
AEQ7

Die Gewinny-Funktion wird benutzt, da in A7 auch Cg-Kreise enthalten sind,
auf denen sie sich zum normalen Gewinn unterscheidet.

In diesem Fall schneidet eine Alternative aus dem Resultat hochstens sech-
zehn Alternativen aus A7, bzw. (7 und unter Beriicksichtigung der Approxi-
mationsfehler wird diesmal mit Satz 34 (S. 34) gefolgert:

3wM*)—4 - w(M)—(8+68)aw(M*) —48w(M)
(1+8)?

16 - Z gain(4) >

A€Resultat

und am Ende erhdlt man einen Mindestgewinn des Resultats von ungefihr
i (FwM) —w(d).

Der Greedy-Aj; stellte bei jedem Schleifendurchlauf eine Approximation der
grofsten verfiigbaren As-Alternative sicher. Analog muss der Greedy-A; eine
Approximation der groften verfiigbaren A7-Alternative in annehmbarer Lauf-
zeit bereitstellen. Dazu sortiert der Greedy-A; die Arme nach ihrem Gewinn
und partitioniert die méglichen Erweiterungen. Auf diese Weise kann er mit ge-
ringem Fehler zu jeder orientierten Matchingkante ¢ die grofite As-Alternative
mit Zentrum ¢& approximieren, die eine linksseitige Erweiterung vom Rang i be-
sitzt. Diese Approximationen werden ebenfalls nach ihrem Gewinny partitioniert
und damit kann die jeweils grofste noch verfiighare A7-Alternative approximiert
werden.

Die wiederholte Anwendung des Greedy-A; fiihrt zu einem Matching mit
einem Gewicht von (2 — €) w(M*) und benétigt dazu eine Laufzeit von O((n +
m) -1 logZ log?t).

23
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Abbildung 4.1: Die Datenstrukturen

4.1 Die Initialisierung

Im Gegensatz zum Greedy-As; werden hier die Cy-Kreise und die Arme nach
Gewinn sortiert. Desweiteren werden die Erweiterungen eines Knotens partitio-
niert und die Arme werden in verschiedene Listen eingefiigt, abhingig davon,
ob sie eine Erweiterung eines bestimmten Ranges besitzen. Zudem werden zu
jeder Matchingkante ¢ und jedem Rang ¢ ein maximaler 45-Pfad mit Zentrum
¢ berechnet, der eine linksseitige Erweiterung vom Rang i besitzt, mit der er
zundchst auch zu einer Ay-Alternative erweitert wird. Diese Alternativen wer-
den wiederum nach ihrem Gewinny partitioniert. Der Algorithmus GetGood mit
amortisiert konstantem Zeitaufwand zum Berechnen einer solchen Alternative
wird innerhalb dieses Abschitts vorgestellt.

4.1.1 Die Sortierung der C,;-Kreise

Wie beim Greedy-As werden alle alternativen Cy-Kreise enumeriert. Da es mit
Lemma 13 (S. 13) nur m/2 dieser Kreise gibt, werden diese hier nach Gewinn
absteigend sortiert und in die Liste C eingefiigt, wenn ihr Gewinn positiv ist.
Dazu wird insgesamt eine Laufzeit von O(mlogm) C O(mlogn) bendtigt.

4.1.2 Die Sortierung der Arme

Fiir jeden Knoten v wird eine Liste Arms,, erzeugt, welche im Gegensatz zum
Greedy-Aj; die nach Gewinn sortierten Arme von v enthélt. Dazu werden zu-
néchst vortibergehend alle Arme sortiert. Anschliefend wird einmal durch die-
se Sortierung gelaufen und jeder Arm in die entsprechende (noch leere) Liste
Arms, eingefiigt. Die Arme in Arms, sind somit ebenfalls sortiert. Mit Lemma
1 (S. 4) folgt ein Gesamtaufwand von O(mlogm) C O(mlogn).

Korollar 22 FEs gibt pro Knoten v genau eine Liste Arms, und jeder Arm ist
in genau einer dieser Listen enthalten. O
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4.1.3 Die Partition der Erweiterungen

Die Erweiterungen' eines Knotens v werden partitioniert. Dabei werden die
Erweiterungen z, von v mit Rang ¢ > 0 in die Liste Ext, ; eingefiigt. Mit
| = {my,uv} wird Ext,, (), auch als Ext;;, also die Erweiterungen von / vom
Rang i, bezeichnet. Die Partitionsparameter a und § werden spéter spezifiziert.
Weiterhin entspricht n der Anzahl der Knoten des Graphen. Als Partitionsfunk-
tion wird f(a) := gain(a) benutzt und damit fi0: < Wmaz. Ist d, die Anzahl
der Erweiterungen von v, so folgt mit Korollar 12 (S. 11) ein Aufwand pro Kno-
ten von O(d, + log; 5 %), nach Lemma 1 (S. 4) demnach ein Gesamtaufwand
von O(m + nlog; 5 7). Da die Arme von v bereits nach Gewinn sortiert in
Arms, vorliegen, sind sie auch nach Rang sortiert und brauchen zur Erstellung
der Partition nur einmal durchlaufen werden. Die Partitionsklassen sind somit
zusatzlich nach Gewinn sortiert.

Korollar 23 Es gibt pro Knoten v O(log,, 5 %) Ext, ;-Listen und jeder Arm
ist in genau einer dieser Listen enthalten. a

4.1.4 Die Erweiterbarkeit der Arme

Jeder Arm [ = {m,,uv} von v wird in die Liste L, ; eingefiigt, wenn er eine
Erweiterung vom Rang i > 0 hat, also wenn Ext,,, (4),; # 0. Dies kann fiir
jeden Rang mit konstantem Zeitaufwand getestet werden. Mit Korollar 12 (S.
11) gibt es O(log; 5 &) verschiedene Ringe bzw. Tests pro Arm, also folgt ein
Gesamtaufwand von O((n+m)log; 5 %), um die Listen zu erstellen. Durchléuft
man dabei die Arme in der Reihenfolge wie in den Arms,-Listen vorgegeben,
so ist auch L, ; nach Gewinn sortiert.

Korollar 24 Es gibt pro Knoten v O(log; 5 %) Ly,i-Listen und jeder Arm ist
in hdchstens allen Listen genau eines Knotens enthalten. a

4.1.5 Die Partition der A;-Pfade

Ahnlich zum Greedy-As; werden auch hier As-Pfade partitioniert, die zuvor je-
doch provisorisch? zu Ay-Alternativen erweitert werden. AuRerdem werden zu
jedem orientierten Zentrum ¢ nicht nur ein, sondern O(log,, 5 %) verschiedene
Alternativen berechnet. Und zwar wird zu jedem Rang i der maximale A;-Pfad
mit Zentrum ¢ gesucht, der eine Erweiterung des linken Arms vom Rang i be-
sitzt. Dies approximiert den maximalen A7-Pfad mit Zentrum ¢ und linksseitiger
Erweiterung vom Rang 1.

Analog zum Greedy-Aj; sind am Anfang alle Knoten verfiigbar, jedoch kann
ein Knoten ab einem bestimmten Zeitpunkt nicht mehr verfiigbar sein (siehe
dazu Abschnitt 4.2, S. 31). Eine Alternative ist entsprechend verfiighar, wenn
alle ihre Knoten verfiigbar sind. Um nur verfiigbare Alternativen zu finden, wird
im Folgenden davon ausgegangen, dass die Listen Arms,, L, ; und Ezt, ; nur
verfiigbare Arme enthalten, was mit der Aktualisierung der Listen sichergestellt
wird (s. Lemma 32, S. 32).

INach Definition sind dies gerade die Arme von v.
2Die Erweiterung ist provisorisch, da diese spiter eventuell durch eine andere ersetzt wird.
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GetGood( ¢ = (vw) € M, Rang i )

(1) Wenn i > 0:

(2) Finde eine bzgl. Gewinn maximale .As-Alternative
G;(@) =(,Gr) € Ly; x{C} x (Arms, U{0}), falls
vorhanden, fiir die eine Erweiterung z; von [ vom
Rang i existiert, die mit G;(¢) eine Ar-Alternative
bildet, wobei G (€) mit der kleinstmdglichen
(provisorischen) Erweiterung vom Rang i gebildet wird.

(3) Wenn ¢=0:

(4 Finde eine bzgl. Gewinn maximale A;-Alternative
Gi(@) = (L,Er) € (Arms, U{0}) x {7} x (Arms, U {0})
wnd GF(@) = G,()

Lemma 25 Zu gegebenem verfigbaren Zentrum ¢ = (vw) kann ein mazimaler
verfiigbarer Pfad Go(C) = (I,¢,1) € (Arms, U {0}) x {C} x (Arms, U {0}) mit
konstantem Zeitaufwand gefunden werden.

Beweis. Die jeweils grofiten Arme aus Arms, U {0} und Arms,, U {0} bilden
die gesuchte Alternative, es sei denn sie schneiden sich wie in Abbildung 3.1 (S.
14). Sei [ bzw. # der grofte Arm aus Arms, U {0} bzw. Arms, U {0} und 4 ein
gemeinsamer Knoten. [ bzw. 7 sei dann ein groRter Arm aus Arms, U {0} bzw.
Arms,, U {0}, der © nicht benutzt. ¥ kann hochstens in zwei linken und zwei
rechten Armen von ¢ auftreten, [ und 7 sind also unter den drei gréften linken
bzw. rechten Armen mit konstantem Zeitaufwand zu finden. Sei ein maxima-
ler Pfad nun fixiert. Ist ¢ nicht in seinem linken Arm enthalten, so ist (I,¢,+)
auch maximal, ist © nicht im rechten Arm enthalten, so ist(i,é’,?) maximal.
Da ¢ nicht in beiden Armen des fixierten Maximums vorkommen kann, ist das
Maximum von ([, & 7) und (I, #) die gesuchte maximale A7-Alternative (ohne
Erweiterung). O

Lemma 26 Zu gegebenem verfiigbaren Zentrum ¢é = (vw) und i > 0 kann,
falls vorhanden, ein mazimaler verfiigbarer Pfad G;(¢) = (I,é,r) € Ly; x {¢} x
(Arms,, U {0}) mit amortisiert® konstantem Zeitaufwand gefunden werden bei
insgesamt einmaligem Zeitaufwand von O(mlog, 5 %), so dass

o [ eine verfiighare Erweiterung x; vom Rang i besitzt und

e z; zusammen mit G;(é) eine Ar-Alternative bildet.

Beweis.  Zunichst ein paar Vorbetrachtungen. Da [ eine Erweiterung vom
Rang i besitzen soll, ist [ € L,;* und r € Arms, U {0}>. Sowohl L, ; als
auch Arms,, U {0} sind sortiert, damit ist gain(l;) > ... > gain(l|z, ) und
gain(ry) > ... > gain(r|apms,u{oy|), wobei l; bzw. r; der j-te Arm von L, ;

3amortisiert iiber alle GetGood-Aufrufe

4Falls Ly ; leer ist, so wird kein Pfad gefunden, da es dann keine linken Arme von ¢ gibt,
die eine Erweiterung vom Rang ¢ besitzen.

5Der leere Arm kann als einsortiert betrachtet werden, da er im Folgenden nur benutzt
wird, wenn er unter den vier grofiten rechten Armen ist, wo er mit konstantem Zeitaufwand
einsortiert werden kann.
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Abbildung 4.2: Sonderfiille durch Uberschneidung mit der Erweiterung

bzw. Arms,, U {0} ist. P;, = (lj,¢ ry) bezeichnet dann die Kombination aus
dem Zentrum mit dem entsprechenden linken und rechten Arm, wobei sich die
Arme auch wie in Abbildung 3.1 (S. 14) schneiden konnen. Beim gesuchten
P; 1, iiberschneiden sich die Arme jedoch nicht. Sei also Pj, ein Pfad der Lénge
kleiner gleich fiinf. Alle verfiigharen Erweiterungen des Arms [; mit Rang i
sind in Ext;; ; enthalten. Da sich diese Erweiterungen wie in Abbildung 4.2 mit
P, schneiden konnen, ergibt nicht jede Erweiterung von /; mit Pj; eine Ar-

Alternative. Die Erweiterungen a:ll]_ und :ri_ enthalten das Zentrum ¢, hingegen

27 und z}  die Matchingkante des rechten Arms rj, wobei die Erweiterung
l] 3Tk l] 3Tk

4

lire

Arm, so tiberlappen sich r; und m?jmk auf dem nicht zum Matching geh6renden

T mit 7 einen Cf, also eine A7-Alternative, erzeugt. Ist r; ein reduzierter

Knoten, m?jmk hingegen existiert in diesem Fall nicht.
Fiir den Pfad P;, liegt eine der folgenden Situationen vor:

1. Ist 0 = Exty; ;, so existieren fiir den Arm [; keine verfiigharen Erwei-
terungen mehr mit Rang ¢. Sobald man dies feststellt, wird er aus L, ;
entfernt. Mit Lemma 24 (S. 25) kann ein Arm in O(log;, 5 =) solcher
L, ;-Listen auftreten, also gibt es mit Lemma 1 (S. 4) insgesamt maximal
O(m log; ;5 &) Loschungen.

2. Ist ) # Exty; ; C {a:llJ , a:lzj }, so fithrt ebenfalls keine Erweiterung mit Rang
i zu einer A7-Alternative mit [;, denn bei jeder der beiden Erweiterungen
enthélt der erweiterte Pfad P;; einen C3 oder Cy. Sobald man dies fiir
einen Arm [; festgestellt hat, wird er analog zum vorigen Fall aus L, ;
entfernt mit insgesamt O(mlog, ;5 =) Loschungen.

3. Ist o} . € Eaty, ; C {a} ,x} ,x} .}, so fiihrt die Erweiterung z7 . von
jTh 72 & & iTh jsTh
P; j, genau dann zu keiner Az-Alternative, wenn h = k ist. Denn mit ry,
bildet sie einen Cj5, zu jedem anderen rechten Arm (inkl. leerem Arm) ist
sie jedoch disjunkt oder bildet einen Cg € Ax.

4. In jedem anderen Fall kann P; zu einer A7-Alternative erweitert werden.

Eine Loschung kann mit konstantem Zeitaufwand durchgefiihrt werden, wenn
zum einen die Listen doppelt verkettet sind und zum anderen ein Verweis vom
Arm auf den jeweiligen Listeneintrag existiert. Da jede Nicht-Matching-Kante
zu hochstens zwei Armen gehort, kann zu jedem Listeneintrag ein Zeiger auf
den Eintrag bei der Nicht-Matching-Kante des Arms® abgespeichert werden wie

SEin Zeiger-Array ermoglicht den direkten Zugriff auf jeden Zeiger.
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| Arm1-Eintrag 1

| Arml-Eintrag 2

| Arm1-Eintrag 3 }\:
Arm?2

Arml :\ Arm2-Eintrag 1

Abbildung 4.3: Verweise auf die Listeneintriage der Arme

in Abbildung 4.3 dargestellt.
Doch nun zur Suche nach dem maximalen erweiterbaren Pfad.

1. Fall: r ¢ {ry,ro,73}

Um diesen zu finden, wird zunéachst der grofite verfiigbare linke Arm betrachtet,
der eine Erweiterung vom Rang ¢ besitzt. Das ist Iy € L, ;. Solange fiir [y
die Situation 1 oder 2 vorliegt, wird /; entsprechend gel6scht und ein neues [y
ermittelt. Wie bei diesen Situationen festgestellt, gibt es maximal O(mlog =)
Loschungen. Zudem sei 7 € Arms,, U {0} der rechte verfiighare Arm mit dem
kleinsten Index (groften Gewinn), der mit /; und einer Erweiterung x;, € Exty, ;
eine A7-Alternative bildet. Da sich I; nur mit zwei (nicht leeren) rechten Armen
schneiden kann (s. Abbildung 3.1, S. 14) und nur mit exakt einem (nicht leeren)
rechten Arm die Situation 3 eintreten kann, ist 7 in {ry,72,73,74} zu finden.

Sei ein maximaler Pfad fixiert. Ist sein rechter Arm r nicht in {ry,rs, 73}, so
ist (11, ¢, 7) in diesem Fall ebenfalls maximal. Als Erweiterung kann ein beliebiges
x1, € Exty, i \ {2}, 27,2}, ;} gewdhlt werden.

Da zu einem gegebenem P;; mit konstantem Zeitaufwand festgestellt wer-
den kann, ob sich I; und r; schneiden oder ob Euxt;; ; C {m}j,x?j,x?j’rk} ist,
kann 7 deshalb mit konstantem Zeitaufwand in der Menge {ry,r2,7r3,74} (unter
Beachtung des leeren Arms) gefunden werden.

2. Fall: 1¢L

Nun werden die restlichen linken Arme betrachtet. Dabei sei [ € L, ; der linke
verfiighare Arm mit dem kleinsten Index (grofiten Gewinn), der mit r; und
einer Erweiterung z; vom Rang i eine Az-Alternative bildet. Sei L die Menge
der linken Arme aus L, ; mit kleinerem Index als I. Falls I nicht existiert, sei
L =1L,,;. Jeder Arm aus L schneidet sich entweder direkt mit r; (davon gibt es
maximal zwei Arme) oder aber es tritt Situation 1, 2 oder 3 fiir ihn ein, d. h.
alle seine Erweiterungen vom Rang i schneiden sich mit & oder ry.

Im Falle, dass der linke Arm [ des fixierten Maximums nicht in L enthalten
ist, folgt L # L, ;. Also existiert [ und ([, ;) entspricht in diesem Fall der
gesuchten maximalen Alternative zusammen mit einem beliebigen z; € Ext ; \

{wll, :vlg, m?’m }.

"Der leere Arm ist in dieser Menge enthalten, falls r5 einen negativen Gewinn hat oder
falls es gar keine vier rechten verfiigbaren Arme gibt.
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Um [ zu finden, muss die Menge L durchlaufen werden. Merkt man sich
jedoch das Ende von L, so kann man bei der nichsten Suche nach I am Ende
von L beginnen und muss L kein zweites Mal durchlaufen, solange r; verfiighar
und damit in Arms,, enthalten ist. Ist & noch verfiigbar, der Arm r; aus Arms,,
jedoch nicht mehr verfiighar, so wurde er bei der Aktualisierung aus Arms,,
entfernt. Damit sind auch die (maximal zwei) linken Arme, die sich mit 7 direkt
schneiden, nicht mehr verfiighar und wurden bei der Aktualisierung aus Arms,
geloscht. Fiir alle anderen Arme [; aus L ist wie oben festgestellt Ext;, ; C
{z},, a7 2 , }, aber die Erweiterung } , ist wie 7 nun auch nicht mehr
verfiigbar (d.h. aus Ext;; ; entfernt) und damit tritt fiir sie die Situation 1 oder
2 ein und sie werden aus L, ; bei der néchsten Anfrage entfernt (auf der Suche
nach Iy, mit einem Gesamtaufwand von O(m log, , 5 2)). Auf der Suche nach [
wird jeder Arm in L, ; also maximal einmal negativ getestet, mit Lemma 1 (S. 4)
und Korollar 24 (S. 25) benétigt dies einen Gesamtaufwand von O(m log;, 5 7).
[ wird also mit amortisiert konstantem Zeitaufwand gefunden.

3. Fall: leLundré€ {r:r3}

Laut Definition bildet kein Arm in L mit r; und & einen Pfad, der zu einer
verfiigbaren Az-Alternative mit einer Erweiterung vom Rang ¢ linksseitig erwei-
tert werden konnte. Es verbleibt somit fiir die Arme des fixierten Maximums
lediglich der Fall i € L und r € {ro,r3}.

Zu r € {ry,r3} bezeichne deshalb I,, falls vorhanden, den groften linken
Arm aus L, der zusammen mit r und einer Erweiterung zj eine A7-Alternative
bildet. Das Maximum von (I,,,&,72) und (I, r3) ist in diesem Fall also die
gesuchte Alternative mit entsprechend wie oben zu wéhlender Erweiterung.

l;, (bzw. analog [,,) ist einfach zu finden. Wie oben festgestellt, iiberlappt
sich jeder Arm [; in L entweder mit 7 direkt oder aber seine Erweiterungen
Exty; ; ist Teilmenge von {a:llJ , a:lQ]_ , $l3j,r1 }. Ignoriert man zunéchst alle Arme aus
L, fiir welche die Situation 1 oder 2 eintritt, so gibt es maximal zwei Arme in L,
die sich mit r; schneiden, alle anderen besitzen die Erweiterung ml3j,r1' Weiterhin
gibt es hochstens zwei linke Arme, die sich direkt mit ro iiberlappen. Damit gibt
es unter den ersten fiinf Armen von L mindestens einen Arm /;, der sich weder
mit r; noch mit ry schneidet und zudem die Erweiterung m?jm besitzt, die mit
ro einen Cg bildet (s. Situation 3) oder disjunkt zu ro ist (s. Situation 4). Um
l., zu finden liuft man also L ab. Dabei 16scht man Arme aus L, fiir welche
Situation 1 oder 2 eintritt mit einem Gesamtaufwand von O(m log,, 5 %), und
findet 7,, unter den restlichen ersten fiinf. Der Arm [, (bzw. analog [,.,) kann
also mit amortisiert konstantem Zeitaufwand pro Anfrage bestimmt werden.

Da fiir das fixierte Maximum einer der Fille eintreten muss, entspricht das
Maximum aus (l,¢,7), (I,&r1), (Iry, & r2) und (.5, r3) der gesuchten maxi-
malen verfiigharen A7-Alternative und kann mit amortisiert konstantem Zeit-
aufwand gefunden werden. Da die jeweilige Erweiterung x; von G;(é) = (I, ¢, r)
in Exty; \ {z},2}, x?r} beliebig gewéhlt werden kann und Ezt;; nach Gewinn
sortiert ist, kann G;(¢) auch mit der kleinstmoglichen, sogenannten proviso-
rischen Erweiterung zu G;" (€) erweitert werden. Die Erweiterung ist ,pro-
visorisch“, da sie spéter bei eventueller Nicht-Verfiigbarkeit durch eine andere,
grofere ersetzt wird. O
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Lemma 27 GetGood berechnet, falls vorhanden, mit amortisiert konstantem
Zeitaufwand und einmaligem Zeitaufwand von O(m log, 5 %) eine verfiighare

Az-Alternative G} (2), so dass fiir alle verfiigharen Az-Alternativen A mit Zen-
trum ¢ und Erweiterung vom Rang i gilt:
gain?(A) —Bw(MNA) - a w(M*)

1+ 4 '

gain? (G (9)) >

Beweis. Sei A eine verflighare A;-Alternative mit Zentrum c. Mit Lemma 2
(S. 5) kann A zerlegt werden in (x;,l,& 1), d. h. in das Zentrum & mit einem
linken und rechten Arm, sowie einer Erweiterung des linken Arms.

1. Fall: r(z;)=0
Dann folgt mit Korollar 11 (S. 11):

3 _1
0> gain(zy) — + @ Wiae
- 1+

Da G (&) = Go(©) folgt zusammen mit Korollar 3 (S. 6) und Lemma 25 (S. 26):
gaint (G (8)) = gain(Go(@)) > gain(l, & r) = gain(l) + gain(r) — w(?).
Beide Ungleichungen zusammen ergeben:

gain(z;) — L a wmae

gain (G () > + gain(1) + gain(r) - w(@)

1+5
gaing (4) + 8 (gain(l) + gain(r) — (@) — 1 @ Wmae
B 1+7
gainS(A4) — Bw(M N A) — L oaw(M*)

da wmee < w(M*).

_ 1+B )

2. Fall: r(x;))=1i>0

Dann besitzt Gj'(é’) die provisorische Erweiterung x¢ vom gleichen Rang ¢ > 0
und mit Lemma 10 (S. 11) gilt gain(zg) > 0. Dann folgt mit Korollar 11 (S.
11):
gain(ml) — % A Wmaz

1+

Nun ist nach Definition von Gewinn; und Lemma 26 (S. 26):

gain(zg) >

gaing (G (8)) = gain(a) + gain(Gi (@) > gain(rg) + gain(l, ).
Beide Ungleichungen zusammen ergeben

gain(ml) — % A Wmaz
1+8

gainS (G (8)) > + gain(l) + gain(r) — w(é).

Der Rest der Rechnung verlduft wie im ersten Fall.
Die Laufzeit ergibt sich aus Lemma 25 (S. 26) und Lemma 26 (S. 26). O
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Es wird nun zu beiden Orientierungen einer jeden Matchingkante ¢ und
jedem moglichen Rang i mit GetGood die A7-Alternative G (¢) und deren
Gewinny berechnet. Dies sind maximal O(n log; , 5 =) Alternativen, da es hoch-
stens n/2 viele Matchingkanten und O(log,, 5 ) viele Rénge gibt. Sie wer-
den nun ebenfalls nach Gewinn; partioniert mit dem gleichen «, 3 und n wie
die Erweiterungen zuvor. Weiterhin wird f(a) := gain’*(a) benutzt und damit
fmaz < 3Wmae- Dabei wird jede Partitionsklasse als Liste P; angelegt. Da die
Elemente aus Partitionsklasse Py nicht mehr vonnoten sind, werden sie gel6scht,
d.h. Py = 0. Mit Korollar 12 (S. 11) und Lemma 27 folgt ein Gesamtaufwand
von O((n +m)log; 5 %).

4.2 Der Algorithmus

Greedy-A7; ( G = (V,E), mazimales M, w: E — Ry )

(1) Wiederhole

(2) Pmar := nicht leere Klasse P; mit max. Rang

(3) P := erste Alternative aus Pmqes; die provisorische
Erweiterung wird durch eine verfiigbare
Erweiterung gleichen Ranges ersetzt

(4) C := erster verfiigbarer Kreis aus C

(5) Resultat := Resultat ¥ Max. von C und P bzgl. Gewinn

(6) Fiir jeden nicht mehr verfiigbaren Knoten u:

(7) Vv,i: Entferne [ aus L,; falls u €l

(8) Vv : Entferne | aus Arms, falls u €l

(9) Vv : Entferne v aus Ext,,) falls u€x

(10) Fir jeden nicht mehr verfiigbaren oder erweiterbaren
Pfad G;(&)%:

(11) Entferne G} (&) aus PT(G;"(E)) und berechne neuen

verfiigbaren G (¢), falls vorhanden, und fiige

GF (@) in P+ ein, falls r(GF (@) >0
(12) Bis C=P =0
(13) M := MaxMatch(M \ Resultat ¢ Resultat\ M)

Der Algorithmus sammelt knotendisjunkte Alternativen, die allesamt positi-
ven Gewinn haben, da sowohl in P keine Elemente der Partitionsklasse Null und
in C nur positive Kreise enthalten sind. Nachdem in Zeile 5 eine Alternative aus-
gewihlt wurde, sind ihre Knoten nicht mehr verfiigbar. Entsprechend sind auch
alle anderen Alternativen, die solch einen Knoten beinhalten, nicht mehr ver-
fiighar. Anfangs sind alle provisorischen Erweiterungen verfiigbar, spiter wird
in Zeile 3 der Pfad, falls die provisorische Erweiterung nicht mehr verfiigbar
ist, durch eine andere erweitert. Der Pfad G;(€) ist nicht mehr erweiterbar,
wenn ¢ > 0 und keine Erweiterung des linken Arms vom Rang ¢ mit G;(¢) eine
verfiighare A7-Alternative bildet.”

Lemma 28 Der Algorithmus wahlt nur knotendisjunkte Alternativen aus.

8Verfiigbarkeit wird in Zeile 10 nur fiir G;(&) getestet, nicht jedoch fiir die provisorische
Erweiterung (s. dazu Zeile 3).
9D. h. es tritt Situation 1, 2 oder 3 aus dem Beweis von Lemma 26 (S. 26) ein.
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Beweis.  Das gewdhlte C' ist mit Zeile 4 stets verfiigbar. Die Alternative
GH(@) € PG+, besteht aus G;(¢) und einer provisorischen Erweiterung.

G} (@) ist zu Beginn verfiigbar. Ist G;(¢) nicht mehr verfiighar, so wird die
Alternative in Zeile 10 und 11 durch eine verfiigbare Alternative ersetzt, ist hin-
gegen die provisorische Erweiterung nicht mehr verfiigbar, so bleibt sie bestehen.
Wird sie in Zeile 3 ausgewihlt, so wird die nicht mehr verfiigbare provisorische
Erweiterung durch eine verfiigbare gleichen Ranges ersetzt. Die Existenz einer
solchen Erweiterung wird mit Zeile 10-11, also der Erweiterbarkeit, garantiert.
Damit ist auch P stets verfiigbar, d. h. knotendisjunkt zu allen zuvor gewéhlten
Alternativen. O

4.2.1 Die Laufzeit
Vollig analog zum Lemma 16 und 17 (S. 16) folgen Lemma 29 und 30:

Lemma 29 Es gibt hichstens O(n) Schleifendurchldufe. O

Lemma 30 Das Berechnen von C bendtigt insgesamt O(m) Laufzeit. C ist stets
der grif$te verfiigbare Cly. O

Lemma 31 Das Berechnen von P bendtigt insgesamt O(n -log, 5 =) Laufzeit.
P entstammt der nicht leeren Partitionsklasse mit grofitmaéglichem Rang.

Beweis. Ppae kann pro Schleifendurchlauf mit Lemma 12 (S. 11) in O(log, , 5 &)
gefunden werden, mit Lemma 29 folgt ein Gesamtaufwand von O(n log; 5 =)
Die Alternative P entstammt Ppa, = P,py und hat somit gréftmoglichen
Rang. Ist ihre provisorische Erweiterung nicht mehr verfiigbar, so wird diese
durch eine andere Erweiterung gleichen Ranges ersetzt. Diese kann, wie im Be-
weis von Lemma 26 (S. 26) festgestellt, beliebig aus Ext;; \ {x},x?,m?r} mit
konstantem Zeitaufwand gewihlt werden. Die Existenz einer solchen Erweite-
rung ist mit Zeile 10-11 gegeben. Da die provisorische Erweiterung die kleinst-
mogliche Erweiterung war, vergrofert die neue Erweiterung den Gewinn; bzw.
den Rang mitunter noch. O

Lemma 32 Die Aktualisierung bendétigt insgesamt O((n + m)log,, 5 =) Lauf-
zett.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 19 (S. 17) konnen alle Arme, die einen
gemeinsamen Knoten mit der ausgewéhlten Alternative besitzen, mit einer Lauf-
zeit von insgesamt O(m) enumeriert werden. Ein jeder Arm kommt mit Lemma
22, 23 und 24 (S. 24) in genau einer Arms,-Liste, in genau einer Ext, ;-Liste
und hochstens O(logy 5 ) vielen L, ;-Listen vor. Unter Benutzung der Daten-
strukturen in Abbildung 4.3 (S. 28) konnen die Listeneintrége mit konstantem
Zeitaufwand aus diesen (doppelt verketteten) Listen geloscht werden, soweit die
Arme in den Listen noch enthalten sind. Daraus folgt ein Gesamtaufwand von
O(m log, , 5 ) Laufzeit fiir die Aktualisierung in den Zeilen 6-9 und die Listen
enthalten anschliefend nur verfiigbare Arme.

Eine Alternative G;(€) ist nicht mehr verfiighbar, wenn ihr Zentrum oder einer
ihrer Arme nicht mehr verfiigbar ist. Ein Zentrum ¢ wird hichstens einmal direkt
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Abbildung 4.4: Aktualisierung bei Nichterweiterbarkeit

ausgewihlt. In diesem Fall miissen alle G (¢)-Eintriige entfernt werden. Es gibt
maximal n/2 Zentren mit je zwei Orientierungen und pro gerichtetem Zentrum
gibt es hochstens O(log, ;5 ) viele Eintréige in P, es folgt ein Gesamtaufwand
von O(nlog,, 5 ). Ebenso ist jeder der 2m Arme hochstens einmal betroffen,
und mit jedem Arm hchstens ein Zentrum mit héchstens O(log 45 &) GH(@)-
Eintriigen zu beiden Orientierungen. Da mit Lemma 27 (S. 30) ein neues G ()
mit amortisiert konstantem Zeitaufwand berechenbar ist, kann jedes G (¢) mit
nicht mehr verfiigharer Alternative G;(¢) mit konstantem Zeitaufwand erneuert
werden, wenn beim Zentrum Zeiger auf die Partitionseintrige existieren und die
Partitionsklassen selbst doppelt verkettet sind. Es folgt ein Gesamtaufwand von
O((m +n) - log, 5 ).

Ein G;(é¢) = (I,&r) ist nicht mehr erweiterbar, wenn i > 0 und keine Er-
weiterung vom Rang ¢ mit G;(€) eine verflighare A7-Alternative bildet. Dies
kann also nur eintreten, wenn eine Erweiterung aus Ext;; geloscht wird. Wie
im Beweis von Lemma 26 (S. 26) festgestellt, wird es auch nur in den Situa-
tionen 1, 2 und 3 kritisch, also wenn |Ext; ;| < 3 ist. Pro Liste Ext, ; von u'
miissen also hochstens viermal alle betroffenen G} (@) erneuert werden, wobei
die Alternative G (¢) genau dann betroffen ist, wenn ihr linker Arm gerade die
Matchingkante uu' enthélt und in ' endet. Hat also u’ den Matchingnachbar
u und dieser wiederum wie in Abbildung 4.4 gerade d,, Nachbarn v, die jeweils
in einem Zentrum c, enthalten sind, so wird jedes G (¢,) getestet, ob der linke
Arm u' benutzt, und dann erneuert. Mit Lemma 23 (S. 25) ergibt dies pro Kno-
ten u' gerade O(4 -log; 5% - dy) Tests, insgesamt also O(m log;, 5 =), eine
Erneuerung kann mit GetGood jeweils nach Lemma 27 (S. 30) mit amortisiert
konstantem Zeitaufwand geschehen. O

Satz 33 Der Greedy-A; hat eine Laufzeit von O((n +m) -log;, 5 =).

Beweis. Die Initialisierung bendtigt einen Aufwand von O((m+n)-log, 5 ).
Der Algorithmus selbst ben6tigt mit Lemma 29, 30, 31 und 32 insgesamt O((m+

n) -logy 5 2). O

Der log, ; 3 o--Faktor kénnte an einigen Stellen durch eine aufwéindigere Ana-
lyse vermieden werden, indem z.B. die C4-Kreise partitioniert anstatt sortiert
werden. Andererseits konnte der Faktor in dieser Arbeit nicht vermieden werden.
So gibt es O(nlog; ;5 &) Listen Ext, ; und L, ;. Letztere werden in O(mlog; , 5 &)
erstellt. Ebenso gibt es O(nlog, | 5 ) partitionierte Alternativen G; (). GetGood
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bendtigt einen Gesamtaufwand von O(mlog; , 5 =) zum Berechnen dieser Alter-
nativen. Und schliefslich wird fiir die Aktualisierung der Datenstrukturen, also
die Sicherstellung der Verfiigbarkeit und Erweiterbarkeit, ein Zeitaufwand von
O(mlog,, 5 &) bendtigt.

4.2.2 Die Korrektheit

Satz 34 Der vom Algorithmus erzielte Gewinn ist

S gnta) 2 7 ( (5 - E ) wor) - 1+ puan)

AqigEResultat

Beweis. Der Beweis verlduft &hnlich zum Beweis von Satz 21 (S. 18). Auch
hier wird die disjunkte Zerlegung von A* in A7, und A%, betrachtet und jede
Alternative A € A* durch die erste sie tiberlappende, im Resultat enthaltene
Alternative Cut(A) abgeschitzt. Wird A nicht iiberlappt, so ist Cut(4) = @. Da
im Resultat nur positive Alternativen vorkommen, ist gain(Cut(A4)) > 0.

1. Fall: A,

Sei also C' ein alternativer Cy-Kreis aus Ag,. Ist sein Gewicht kleiner gleich
Null, so folgt:
gain(Cut(C)) > 0 > gain(C)/(1 + B)%.

Ist hingegen sein Gewicht grofser Null, so ist er im Rahmen der Initialisierung
in der nach Gewicht sortierten Liste C eingefiigt worden. Solange C' verfiigbar
und damit in C enthalten ist, ist das Gewicht des jeweils ersten verfiigbaren Krei-
ses Cy € C damit grofer gleich dem von C. Weiterhin ist die vom Algorithmus
ausgewéhlte Alternative wegen Zeile 5 grofer als bzw. gleich dem momentan
ersten Kreis und damit:

gain(Cut(C)) > gain(C;) > gain(C) > gain(C)/(1 + B)*.
Beide Ungleichungen ergeben zusammen:
. gain(C
Z gain(Cut(C)) > Z ﬁ
CeAg, CeAg,

Nun ist EOeAg gain(C) = w(M*NAg,) —w(MNAg,) und damit (zur spéteren
4
Verwendung etwas abgeschwiicht):
3-w(M*NAE,) —4-w(MnAE,)
(1+5)?

3- Z gain(Cut(C)) >

CeAg,

(4.1)

2. Fall: A%,

Betrachtet werden nun die Alternativen in A% . Mit Lemma 7 (S. 8) gibt es eine
Uberdeckung Q7 von A*_ durch A;-Alternativen, so dass

> gaing (4) > 3-w(M* N AL) —4-w(M N AL). (4.2)
A€Q7
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Sei A solch eine Alternative mit Zentrum ¢4 und einer Erweiterung vom
Rang i des linken Arms. Zu jeder (orientierten) Matchingkante ¢und jedem Rang
i wurde im Rahmen der Initialisierung mittels GetGood eine (mitunter leere)
Alternative G () mit Rang r(GJ (¢)) berechnet, die eventuell im Laufe des
Algorithmus mehrmals mittels GetGood aktualisiert wurde. Solange A verfiighar
ist, gilt fiir jedes so berechnete G (¢4) mit Lemma 27 (S. 30):

. in$* (4) — fw(M N A) — 2 w(M*
gaini (G (&) » B () ﬂwl(w ) = w7

Mit Korollar 8 (S. 10) gilt ||Q7]| < 2n. Weiterhin gilt mit Korollar 9 (S. 10),
dass jede Matchingkante hichstens viermal in der Uberdeckung vorkommt, also
> aeq, w(M N A) < 4w(M). Solange sich jedes G (2a) auf ein verfiighares A
bezieht, folgt damit:

(S acq, gaind* (4)) = 45w(M) - 2aw(M)

S gaind (GF (@) > (43)
A€eQr 1+ B
Ist (G (€4)) gleich Null, so folgt mit Korollar 11.i (S. 11):
i C + /= o
0> gainz* (G (Ca)) — o Swmaz- (4.4)

1+8

Ist 7(G (24)) hingegen gréRer als Null, so ist die Partitionsklasse P+ (@a))
nicht leer. Die in Zeile 3 jeweils ermittelte erste Alternative P hat dann mit
Lemma 31 (S. 32) einen Rang groRer gleich (G (¢4)). Durch Austausch ih-
rer provisorischen (also kleinstmdoglichen) Erweiterung wird ihr Rang hochstens
noch vergrofert. Mit Korollar 11.i (S. 11) :

.z gain?A(G;r(EA))—QmeM
ain.* (P) > n .
gainz” (P) 2 1+8

Wird die Alternative Cut(A4) in Zeile 5 ausgewahlt, so ist mit Zeile 3 und 5 ihr
Gewinn grofer gleich dem Gewinn der im Moment ersten Alternative P, also
folgt mit Korollar 3 (S. 6):

(4.5)

gain(Cut(A)) > gain(P) > gainS” (P).

Zusammen mit Ungleichung 4.4 und 4.5 ergibt sich:

Z galn(Cut(A)) Z Z gainsA (Gj (EA)) B % 3 Wmaz

AeQr AeQr (1+5)
(% acq, gainf* (GF (€4)) = Gaw(M)
>
- (1+5)

da wmee < w(M*) und [|Q7]|] < 2n mit Korollar 8 (S. 10). Setzt man hier nun
Ungleichung 4.3 ein, so folgt:

(S aca, gain* (4)) — 4 5w(M) = (8+65) aw(M)

> gain(Cut(4)) > (1+75)?

A€Qr
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und mit Ungleichung 4.2 gilt dann:

cwMFNAL) -4 wMNAL) - (8+608) aw(M*) —45w(M)
(1+5)? '

Z gain(Cut(4)) > 3

AeQr

Es werden nun beide Fille zusammengefiihrt. Zusammen mit der im ersten
Fall hergeleiteten Ungleichung 4.1 fiir Kreise folgt:

> gain(Cut(4)) + Y 3-gain(Cut(C)) >

A€Qr CeAg,
3. w(M*NA*) —4-w(MNA*) — (8+68) aw(M*) —45w(M)
(1+23)?

Mit A* = (M* U M)\ (M* 0 M) folgt w(M* N A*) = w(M*\ M*N M) =
w(M*) —w(M*N M). Analog ist w(M NA*) = w(M) —w(M*N M) und damit

3-w(M*NA*) —4-w(MNA*) >3- w(M*) —4-w(M)+wd* N M).

Enthélt eine Alternative einen Knoten u, so auch die zugehorige Matching-
kante m,,, falls diese existiert. Eine im Resultat enthaltene Alternative besitzt
zusammengenommen hdchstens vier nicht zum Matching gehérende Knoten
oder aber Matchingkanten. Mit jedem dieser Knoten oder Matchingkanten kann
sie entweder genau einen Kreis in A7, oder, mit Lemma 7 (S. 8) und Korollar
9 (S. 10), hochstens vier Alternativen aus €27 iiberlappen. Damit kann jede im
Resultat enthaltene Alternative hochstens 16-mal auf der linken Seite der obi-
gen Ungleichung als Cut(A) bzw. Cut(C) auftauchen. Da jedes Cut(A) entweder
leer oder im Resultat enthalten ist und alle Alternativen des Resultats positiven
Gewinn haben, folgt:

3w(M*) —4w(M) - 8+68)aw(M*) —45w(M)
(1+5)? '

16 - Z gain(A) >

A€ Resultat

4.3 Die Approximation von (3/4 — €) w(M*)

Dazu wird der Greedy-.4; wiederholt ausgefiihrt. Pro Aufruf erzielt er mit Satz
34 (S. 34) einen Gewinn von

. 1 3 8+6 .
S gain(day) > ——— (22X o) war) - 1+ By w(a)
4(1+45) 4 4
AargEResultat
Dann gilt analog zum Abschnitt 3.3 (S. 21) mit p = = und p =

4(1+8)
8+6 * .
25 (3 - B2 a) w(nr);
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37
_ _ \k _ _ \k
w(My) > 711_((11_’2) p=l (lp P) '1465(%_“466‘1) w(M¥)
1 (1= 1) /3 s46p
W(Mk) sl 1+;+B) (Z— 1 CM)OJ(M*)

Mit € < 3/4 werden nun 0 < «,f < €¢/11 < 3/44 fixiert. Weiterhin sei & >

26\ k 1 k 1 k .

l—¢ (3 8+6¢/11 .
w(My) > T+ /1l <Z_74 6/11>w(M)
3 _ 41

4 41 2 3 3
1T w1t o€ t+ae

1+€/11
(§ — o +¢/11) o .
T WO = (/4= 9w,

w(M™)

>

Mit Satz 33 (S. 33) wird die erforderliche Giite in einer Laufzeit von O((n +

m)-log; , 5 = - k) erreicht und analog zu Abschnitt 3.3 (S. 21) folgt eine Gesamt-
laufzeit von O((n +m) - L log 2 log 1).

Im Vergleich zum linearen Greedy-As bendtigt Greedy-.A; das % log 2-fache
an Laufzeit, aber erreicht dafiir eine Giite von 3/4 — € anstatt 2/3 — e.



Kapitel 5

Empirische Evaluation

Die Algorithmen wurden auf einer Reihe von Graphenklassen getestet, die auch
schon von Drake und Hougardy [9] benutzt wurden.

e G.r ist eine Gruppe von (1000 x 7)-Gittergraphen mit gleichméfig zufillig
erzeugten ganzzahligen Gewichten zwischen 0. ..9909.

e R10000.r ist eine Gruppe zufilliger Graphen auf 10000 Knoten mit einer
Kantenwahrscheinlichkeit von /10000 und gleichméfig zuféllig erzeugten
ganzzahligen Gewichten zwischen 1 ...1000.

Zu jedem benutzten Parameter r wurde eine Gruppe von 10 Graphen erzeugt
und die ermittelten Werte iiber diese Gruppe gemittelt.

5.1 Das Start-Matching

Beide Algorithmen bendtigen ein maximales Matching als Eingabe. Um dies zu
erzeugen, wird eine Variante des linearen Algorithmus MaxMatch benutzt. Ist
das Matching nicht maximal, so gibt es eine Kante, die mit keiner anderen Mat-
chingkante inzident ist. Diese Eigenschaft wird frei genannt. MaxMatch findet zu
jedem Knoten aus der Menge der zum Knoten inzidenten Kanten die grofite freie
Kante und fiigt diese zum Matching hinzu. Obwohl MaxMatch keine Giite ga-
rantiert, weist das so generierte Start-Matching die in Tabelle 5.1 dargestellten
Abweichungen vom Optimum auf.

5.2 Der Greedy-A; im Vergleich zu Drake & Hou-
gardy

Beziiglich diesen Startlosungen wurde der Algorithmus mit den Resultaten von
Drake und Hougardy [9] verglichen. Von ihrem Algorithmus liegen Werte zur
Giite nach einer Iteration und nach MaxzI Iterationen vor, wobei MaxlI die
Anzahl von Iterationen ist, nach der sich keine Anderungen mehr ergeben.

Da das Ergebnis mit dem benutzten e variiert, wurde Greedy-.As mit ver-
schiedenen e-Werten gestartet. Fiir jedes € wird eine Giite von 2/3 —e garantiert.
Der Parameter € entstammt daher dem (theoretischen) Bereich (0...2/3]. Da
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| Graph || n | m || MM |
G10 10000 | 18990 || 12,42
G20 20000 | 38980 || 12,97
G40 40000 | 78960 13,5
G60 60000 | 118940 13,7
G80 80000 | 158920 || 13,76
G100 100000 | 198900 || 13,92
R10000.5 10000 | 25009 || 14,42

R10000.10 10000 | 49960 || 12,71
R10000.20 10000 | 100046 9,55
R10000.30 10000 | 150075 7,53
R10000.40 10000 | 200011 6,34
R10000.60 10000 | 299933 4,86
R10000.80 10000 | 399994 3,95
R10000.100 10000 | 499882 3,39

Tabelle 5.1: Abweichung des Start-Matchings vom Optimum (in %)

sich der Wert von € nur auf die Anzahl der Partitionsklassen (o = § = €/9) und
den damit verbundenen Fehler auswirkt, konnen auch grofsere e-Werte benutzt
werden.

Die Abbildung 5.1 und die Tabelle 5.2 zeigen die MaxI-Werte, also die
Anzahl der Tterationen des Algorithmus, welche das Matching verbessern. Ins-
besondere bei den zufilligen Graphen fallen diese Werte fiir den Greedy-As
wesentlich grofer aus als fiir den Algorithmus von Drake und Hougardy. Ins-
besondere bei der Benutzung grofler e-Werte ergeben sich hohe Messwerte, was
eine lange Laufzeit zur Folge hat.

Die Abbildungen 5.2 und 5.3 sowie Tabelle 5.3 stellen die Abweichung des
Matchings vom Optimum dar, wobei sich auf das berechnete Matching nach
einer Iteration und nach MazI ITterationen des Algorithmus bezogen wird.

Zunichst stellt man fest, dass sich in beiden Féillen die Werte fiir jedes
€ < 2/3 dhneln. Bei weitergehenden Untersuchungen wurde festgestellt, dass die
Werte fiir e € {0.01,0.006,0.005,0.003,0.001,0.0001,0.00001} sogar identisch
sind. Erkldren lasst sich dies damit, dass mit kleinerem e¢ mehr Partitionsklas-
sen erzeugt werden, sich jedoch durch die Ganzzahligkeit der Gewichte kaum
Anderungen in der Reihenfolge beim Auslesen der Partitionsklassen ergeben.

Weiterhin féllt bei kleinem e auf, dass die nach einer Iteration erzeugten
Matchings allesamt besser sind als die entsprechenden Werte von Drake und
Hougardy, insbesondere auf den Gittergraphen unterscheiden sie sich um ca. ein
Prozent. Nach MaxI Iterationen sind sie auf den Gittergraphen immer noch
geringfiigig besser, auf den zufilligen Graphen gleichen sich die Werte mit Drake
und Hougardys Algorithmus.

Interessanterweise verhélt es sich bei groferem e etwas anders. Nach einer
Iteration sind die Werte schlechter als bei kleinem ¢, auf den zufélligen Graphen
sogar schlechter als Drake und Hougardys Werte. Nach MazI Iterationen jedoch
liegen die Werte in der Nihe oder unterhalb den Messwerten fiir kleine e.
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Abbildung 5.1: Anzahl gewinnbringender Iterationen (M axI) fiir Drake & Hou-
gardy und Greedy-As mit verschiedenen e-Werten (s. Legende)

Graph D/H Greedy-Aj; (bzgl. €)
1/10° | 1/10 | 2/3 | 171
G10 5.30 69| 69] 7.0] 69
G20 5,50 4| 74| 71| 81
G40 6,00 76| 76| 7,7 8,0
G60 6,50 83| 83| 83| 91
G80 7,10 82| 81| 81| 92
G100 7,20 82| 82| 84| 9,1
R10000.5 5.20 73] 73] 7.6| 80

R10000.10 | 7,10 || 10,1| 99| 92| 123
R10000.20 | 10,90 || 17,9 | 20,2 | 18,6 | 22,9
R10000.30 | 18,50 || 34,6 | 30,6 | 34,8 | 34,3
R10000.40 | 17,40 || 38,8 | 36,9 | 33,5 | 50,8
R10000.60 | 14,60 || 25,6 | 21,2 | 18,7 | 55,2
R10000.80 | 6,00 || 12,1 | 10,6 | 11,5 | 49,6
R10000.100 || 5,50 7 87| 74435

Tabelle 5.2: Anzahl gewinnbringender Iterationen (MazI)
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Abbildung 5.2: Abweichung vom Optimum nach einer Iteration
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Abbildung 5.3: Abweichung vom Optimum nach MazI Iterationen



42 KAPITEL 5. EMPIRISCHE EVALUATION

Graph nach einer Iteration nach MaxlI Tterationen

D/H|| Greedy-As (bzgl.€) | D/H| Greedy-As (bzgl. €)
1/105|1/10| 2/3| 171 1/105|1/10| 2/3| 171
G10 331 2,14[2,14[2,14[2,74]] 1,44] 1,25] 1,24]1,24]1,35
G20 3,28 2,32 2,32/12,32|2,87| 1,44| 1,30| 1,31|1,30|1,38
G40 341 247 247247 (2,71| 1,54 1,37 1,37|1,37 | 1,42
G60 3,42\ 2,51 2,51|2,51|2,78 || 1,53| 1,37| 1,37|1,37|1,41
G80 3,40 2,50 2,50|2,50|2,83| 1,50| 1,35| 1,35|1,35|1,37
G100 3,41 2,54 2,54/2,53|2,90( 1,51| 1,36| 1,36|1,35|1,37

R10000.5 || 4,11] 2,43 ] 2,43[2,42(3,37| 1,93] 1,66 1,66 1,65 | 1,81
R10000.10 || 5,80 4,37 4,37 4,36 5,66 3,23| 2,93 2,93|3,01|3,05
R10000.20 || 5,48 4,72] 4,72[4,70| 5,89 3,54| 3,43 3,39|3,37 | 3,21
R10000.30 || 4,63] 4,17 4,17[4,16|5,03| 3,13|[ 3,10] 3,233,15] 2,92
R10000.40 || 4,11 3,73 3,73 3,74 | 4,47|| 2,96| 2,95| 2,993,00] 2,65
R10000.60 || 3,26]| 3,04 3,03[3,04|3,56| 2,54| 2,60 2,61]2,64]2,25
R10000.80 || 2,76 2,57 | 2,57 |2,57|2,99| 2,41| 2,35 2,38 2,36 2,03
R10000.100|] 2,43][ 2,30 2,30 2,31 2,62 2,15| 2,15 2,15 2,18 1,82

Tabelle 5.3: Abweichung vom Optimum (in %)

5.3 Sinnvolle Iterationswerte fiir den Greedy-.A;

Mitunter ist es nicht sinnvoll, alle MaxI Iterationen auszufiihren, da die dafiir
bendtigte Zeit nicht im Verhéltnis zum Gewinn steht. Um eine Giite von 2/3 —¢
zu garantieren, miissten theoretisch log,g 5 1/€ Iterationen durchgefiihrt werden
(s. Abschnitt 3.3, S. 21), bei den untersuchten Beispielen reichen jedoch bereits
wenige Iterationen um eine gute Approximation zu erhalten. Die theoretischen
Mindest-Iterationen sind in folgender Tabelle aufgefiihrt.

| € [ 1/10° [ 1/10* [ 1/10° [ 1/10° [1/10 [ 1/3[1/2 [ > 2/3 ]
| logag 201/ || 30,9 | 248 | 185 | 124 [ 62 [30[ 19 o' |

Bevor man sich auf eine Iterationsgrofe festlegt, muss man einen ebenfalls
sinnvollen Parameter € wihlen, da die Genauigkeit und Laufzeit einer einzelnen
Iteration davon abhéngt. Je kleiner € ist, desto kleiner sind « und 8 und umso
grofer ist die Anzahl benutzter Partitionsklassen. Mehr Partitionsklassen wie-
derum versprechen kleinere Fehler, kosten im Gegenzug jedoch mehr Laufzeit.

Die Abbildungen 5.5 bis 5.10 zeigen die Abweichung vom Optimum in Ab-
héngigkeit von € nach einer bis sechs Iterationen. Es zeigt sich, dass innerhalb
der ersten sechs Iterationen ein e kleiner als 1 ziemlich gleichwertige Lsun-
gen verspricht, jedoch ab 1 die Qualitdt der Losungen auf den benutzten Gra-
phenklassen nachlésst. Tabelle 5.4 zeigt, dass der Zeitaufwand mit groferem e
(mitunter nur minimal) féllt. Aus diesen Griinden scheint ein e von 3/4 fiir die
benutzten Daten angebracht.

Die Abbildung 5.4 zeigt die Abweichung vom Optimum nach jeder Iteration
bei € = 3/4. MM bezeichnet dabei die mit MaxMatch berechnete Startlésung.

Le > 2/3 fiihrt zu einer Approximationsgiite von 2/3 — e < 0, wofiir keine Tterationen nétig
sind.
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| [ 0,01] 0,03] 0,05 0,06] 0,1] 0,3] 05[] 0,6] 0,7/5] 1] 9] 63] 171]

G10 0,76] 0,74] 0,74] 0,74] 0,74] 0,74] 0,74] 0,75] 0,74] 0,74] 0,74] 0,74 0,74
G20 1,56] 1,55] 1,04] 1,54] 1,54] 1,54] 1,53| 1,53 1,53] 1,53| 1,49] 1,49] 1,49
G40 3,10] 3,06] 3,08] 3,06] 3,07| 3,05] 3,06] 3,05] 3,04| 3,04] 2,96| 2,92] 2,92
G60 165] 4,62] 4,61] 4,61] 4,60] 4,58] 4,59] 4,60| 4,57| 4,54 4,41] 4,35| 4,33
GS0 6,25] 6,19] 6,18] 6,18] 6,19] 6,13| 6,14| 6,12| 6,09 6,08] 5,87] 5,80| 5,78
G100 789] 7,78] 7,84] 7,82] 7.81| 7,75 7,73| 7,73| 7,68] 7,64| 7,38] 7,26| 7,24

R10000.5 || 1,12| 1,10] 1,11] 1,09] 1,09] 1,08] 1,00] 1,08] 1,09] 1,09] 1,11] 1,10] 1,10
R10000.10 || 2,09] 2,07| 2,10] 2,11| 2,06] 2,06] 2,06] 2,07| 2,06 2,05| 2,05 2,05 2,06
R10000.20 || 3,95] 3,94] 3,93] 3,93] 3.,95] 3,94] 3,94] 3,93] 3,90 3,89 3,89 3,92| 3,96
R10000.30 || 5,82] 5,77| 5,77| 5,76] 5,80| 5,80| 5,80 5,77| 5,74| 5,73| 5,71 5,74| 5,78
R10000.40 || 7,68] 7.65| 7,64| 7,65| 7,69| 7.67| 7,64| 7,63| 7,62| 7,62| 7,54 7,59] 7,66
R10000.60 |[11,59[11,59|11,58|11,58|11,57|11,5911,53|11,58[11,53|11,49[11,39]11,20[11,41
R10000.80 |[15,80(15,75|15,74|15,79|15,84|15,74] 15,78 | 15,74] 15,65 | 15,64 | 15,36 | 15,22 | 15,22
R10000.100([19,92[19,83]19,75|19,83]20,07[19,87(19,93] 19,86 19,76 19,52 [19,24| 18,81 18,86

Tabelle 5.4: Zeitaufwand (in s) fiir sechs Iterationen in Abhangigkeit von e
(AMD Athlon 1GHz 650MB)
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Abbildung 5.4: Abweichung vom Optimum nach jeder Iteration bei ¢ = 3/4
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Abbildung 5.5: Abweichung vom Optimum nach einer Iteration
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Abbildung 5.6: Abweichung vom Optimum nach zwei Iterationen
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Abbildung 5.7: Abweichung vom Optimum nach drei Iterationen
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Abbildung 5.8: Abweichung vom Optimum nach vier Iterationen
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Abbildung 5.9: Abweichung vom Optimum nach fiinf Iterationen
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Abbildung 5.10: Abweichung vom Optimum nach sechs Iterationen
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| | t] 2] 3] 4] 5] 6]

G10 0,13]0,13] 0,12 ] 0,12 [ 0,12 | 0,12
G20 0,27 | 0,27 | 0,25 | 0,25 | 0,25 | 0,24
G40 0,54 | 0,54 | 0,51 | 0,49 | 0,48 | 0,48
G60 0,82 | 0,83 | 0,76 | 0,73 | 0,72 | 0,71
G80 1,09 | 1,11 | 1,02 [ 0,97 | 0,95 | 0,95
G100 1,38 | 141 | 1,20 | 1,23 | 1,19 | 1,18

R10000.5 | 0,21 | 0,18 | 0,18 | 0,17 | 0,17 | 0,18
R10000.10 | 0,37 | 0,36 | 0,34 | 0,33 | 0,33 | 0,33
R10000.20 || 0,65 | 0,67 | 0,66 | 0,64 | 0,64 | 0,64
R10000.30 || 0,93 | 0,99 | 0,96 | 0,96 | 0,95 | 0,95
R10000.40 || 1,20 | 1,31 | 1,29 | 1,28 | 1,27 | 1,27
R10000.60 || 2,31 | 2,70 | 2,67 | 2,66 | 2,66 | 2,65
R10000.80 || 2,31 | 2,70 | 2,67 | 2,66 | 2,66 | 2,65
R10000.100 || 2,84 | 3,37 | 3,40 | 3,39 | 3,37 | 3,39

Tabelle 5.5: Zeitaufwand (in s) fiir jede einzelne Iterationen bei e = 3/4

Man sieht, dass die Gewinne sich bei jeder Iteration verkleinern und ab der drit-
ten Iteration nur noch sehr gering sind. Da der zeitliche Aufwand laut Tabelle
5.5 jedoch fiir jede Iteration ungefdhr gleich ist, sind wohl drei Iterationen ange-
bracht, da danach der zeitliche Aufwand nicht mehr im Verhéltnis zum Gewinn
steht.

5.4 Der Greedy-A; im Vergleich

Die Abbildung 5.11 und Tabelle 5.6 vergleichen den Greedy-A; bzgl. dem Pa-
rameter € € {0.75,1,11} mit dem Greedy-As und dem Algorithmus von Drake
und Hougardy [9]. Da die Berechnung fiir € < 11 fiir grofse Graphen sehr lange
dauert, fehlen einige Eintrége. Aus der Grafik wird deutlich, dass nach MaxI
Iterationen der Greedy-A; auf den Gittergraphen wesentlich besser abschnei-
det als Greedy-.As oder Drake und Hougardys Algorithmus. Auf den zufélligen
Graphen sind die Losungen gleichwertig.

In Abbildung 5.12 und Tabelle 5.7 sind die dafiir durchgefiihrten Iterationen
aufgelistet. Es fillt auf, dass es erheblich weniger gewinnbringende Iterationen
als beim Greedy-As gibt, auf den zufilligen Graphen wird sogar das Minimum
der verglichenen Algorithmen angenommen.

Wie angesprochen benotigt der Greedy-A; auf grofsen Graphen sehr viel
Laufzeit. Die theoretisch benotigte Laufzeit fiir eine Iteration betrdgt O((n +
m) -log; 5 %) (Satz 33, S. 33). Da die Arme sortiert werden, ergibt sich eine
Laufzeit von O((n 4+ m) - log(n +m)), also ist sowohl beim Ansteigen der Kno-
ten als auch beim Ansteigen der Kanten eine superlineare Laufzeit zu erwarten.
Hinzu kommt, dass durch mehr Knoten und Kanten mehr Alternativen in die
Partitionsklassen eingefiigt werden, welche aktualisiert werden miissen. Viele
Operationen sind zwar amortisiert konstant, haben jedoch im schlimmsten Fall
einen einmaligem Aufwand von O(m log; 5 7). Je mehr Kanten bzw. Alter-
nativen in der Datenstrukur enthalten sind, umso mehr fillt dieser einmalige
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Abbildung 5.11: Abweichung vom Optimum nach MazI Iterationen

D/H | Greedy-As; Greedy-A;

3/4| 1]3/4] 1] n
G10 1,44 | 1,24 | 1,24 | 0,49 | 0,49 | 0,50
G20 1,44 | 1,31 | 1,31 | 0,52 | 0,52 | 0,51
G40 1,54 | 1,37 | 1,37 | 0,56 | 0,56 | 0,56
G60 153 | 1,37 | 1,37 | 0,54 | 0,54 | 0,54
G80 1,50 | 1,35 | 1,35 0,54 | 0,54
G100 1,51 1,36 | 1,36 0,54
R10000.5 1,93 | 1,65 | 1,67 | 0,65 | 0,65 | 0,62
R10000.10 3,23 |1 3,00 | 2,99 | 1,76 | 1,77 | 1,71
R10000.20 || 3,54 | 3,40 | 3,39 | 2,78 | 2,77 | 2,90
R10000.30 || 3,13 | 3,20 | 3,14 | 3,00 | 2,93 | 3,07
R10000.40 2,96 | 3,00 | 3,02 2,89 | 3,08
R10000.60 || 2,54 | 2,59 | 2,63 2,69
R10000.80 2,41 | 2,37 | 2,35 2,38
R10000.100 || 2,15 | 2,18 | 2,12 2.12

Tabelle 5.6: Abweichung vom Optimum (in %) nach MazI Iterationen
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Abbildung 5.12: Anzahl gewinnbringender Iterationen (MazI)

D/H | Greedy-As Greedy-Az

3/4 | 1| 3/4 | 1 | 11
G10 53] 70| 71] 60 60 61
G20 551 70 71| 60| 62 64
G40 60 7,71 77 70| Ti] 73
G60 65| 831 85| 70| 72| 7.7
G80 71 80 8.1 74 74
G100 72| 81| 84 8.4
R10000.5 52 75 71 71| 72| 74

R10000.10 710102 99 11,9 | 10,7 | 13,0
R10000.20 || 10,9 | 19,8 | 20,7 | 18,6 | 20,8 | 24,0
R10000.30 || 18,5 | 33,7 | 32,5 | 13,2 | 20,4 | 23,2

R10000.40 || 17,4 | 40,1 | 24,3 94 | 11,3
R10000.60 | 14,6 | 23,0 | 20,1 6,1
R10000.80 6,0 | 10,8 | 13,0 45
R10000.100 || 5,5 | 8,8 | 12,4 13

Tabelle 5.7: Anzahl gewinnbringender Iterationen (MaxI)
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Aufwand ins Gewicht.

In Abbildung 5.13 und Tabelle 5.8 werden die Laufzeiten auf den Graphen
mit dem Greedy-.As5 verglichen. Man sieht, wie zu erwarten, dass der Greedy-.A7
deutlich mehr Zeit benétigt als Greedy-As, theoretisch unterscheiden sie sich um
den Faktor O(% -log ™) In Tabelle 5.1 (S. 39) sind die Knoten- und Kanten-
zahlen der Graphen aufgelistet. Auf den Gittergraphen steigen sowohl m und n
mit wachsendem Index, auf den zufilligen Graphen steigt nur die Kantenzahl.
Der Greedy-As weist in der Abbildung wie erwartet einen linearen Laufzeit-
aufwand auf, der Greedy-A; hingegen hat wie festgestellt einen superlinearen
Aufwand.

Mit Abschnitt 3.3, S. 21, ist fiir € eine Abhéngigkeit von O(log; 5 %) C
O(L-In(2)) zu erwarten. Die Anzahl der Partitionsklassen und damit die Anzahl
partitionierter Alternativen steigt mit der Verkleinerung von €, nicht zuletzt gibt
es nun auch mehr Alternativen, die nicht zur Partitionsklasse Null gehoren. Wie
bei den Knoten und Kanten féllt bei kleinerem e somit der einmalige Aufwand
der amortisiert konstanten Funktionen mehr ins Gewicht.

Die Abbildung 5.14 und Tabelle 5.8 vergleicht die Laufzeiten des Greedy-.A;
mit unterschiedlichem Parameter e. Wie festgestellt steigen sie mit fallendem
Parameter stark an.

Die Abbildung 5.15 zeigt die Abweichung vom Optimum nach jeder Iteration
bei € = 11. Analog zum Greedy-Ajs verkleinert sich der Zugewinn mit jeder
Iteration. Je nach Iterationsdauer rentieren sich zwei bis drei Iterationen. Der
Zeitaufwand fiir jede einzelne Iteration ist in Tabelle 5.9 dargestellt und ist pro
Graphenklasse nahezu gleich grof fiir alle sechs Iterationen. Die theoretische
Mindestanzahl von Iterationen, die durchgefiihrt werden miissten, um eine Giite
von 3/4 — e zu garantieren, ist in folgender Tabelle dargestellt.

| € [1/10 [1/2 [ 2/3 ] >3/4]
| loggrpe 1/ || 6,5 [ 1,9 [ 1,1 ] 07 |

5.5 Zusammenfassung

Aufgrund der hier untersuchten Graphen scheint die Benutzung des Greedy-
As vorteilhafter zu sein, da dieser erheblich schneller als der Greedy-A; ist.
Ebenso ist er einfacher zu implementieren. Folgende Paramter stellen sich auf
den benutzten Graphen als glinstig heraus:

Greedy-A; mit drei Iterationen und € = 3/4
Greedy-.A7 mit zwei bis drei Iterationen und e = 11

Der Greedy-As; erreicht bei dieser Untersuchung nach einer Iteration ein
Ergebnis, welches im Schnitt ungefahr 1,5 Prozent besser ist als das nach einer
Iteration des Algorithmus von Drake und Hougardy. Nach MazI Iterationen
unterscheiden sie sich nur noch um ca. 0, 2 Prozent. Nach drei [terationen ist also
mit ca. einem Prozent Unterschied zu rechnen. Der Greedy-.A7 ist mit ungeféhr
zwei Prozent weniger als Drake und Hougardys Algorithmus zwar noch besser,
benotigt aber auch mitunter das Zehnfache an Laufzeit gegeniiber Greedy-.As.

2¢ > 3/4 fiihrt zu einer Approximationsgiite von 3/4 — e < 0, wofiir keine Tterationen notig
sind.
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Abbildung 5.13: Zeit fiir sechs Iterationen (AMD Athlon 1GHz 650MB)
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fiir eine Iteration fiir sechs Iterationen

Graph Greedy-As; Greedy-A7 Greedy-As; Greedy-A7
9| 0,75 1 11 9| 0,75 1 11
G10 0,13| 1,77| 1,40 048 0,74| 8.26] 6,59 2.36
G20 0,26] 3,85| 3,06 1,00 1,49(18,00| 14,45| 5,42
G40 0,52| 8,25| 6,68] 2,44 2.96|38,81| 31,54] 12,30
G60 0,78(28,39(10,42| 3,86 4,41(78,23| 49,59 19,62
G830 1,04 4857 5,37 5,87 105,33] 27,28
G100 1,31 6,89 7.38 35,00
R10000.5 0,21 2,33| 1,89| 0,77 1,1110,27| 8,38| 3,55
R10000.10 0,37 4,17| 3,54| 1,76 2,05|18,73| 15,99 8,42
R10000.20 0,65 7,50] 6,57] 3,73 3.89(35,64] 31,36 18,92
R10000.30 0,92/22.49] 9.62] 5,75 5.71|65,47| 47.53] 30,26
R10000.40 1,19 22,53| 7,78 7,54 74,97 41,97
R10000.60 1,74 12,20 11,39 67,57
R10000.80 2,29 16,74 15,36 94,92
R10000.100 2.83 21,63 19,24 124,09

Tabelle 5.8: Zeit (in s) fiir eine und sechs Iterationen in Abhingigkeit von e

Abweichung in %

——G10

—&— G20

—&— G40
G60

—— G80

—x— G100
R10000.5

—+—R10000.10

——R10000.20
R10000.30

o R10000.40

R10000.60

-©-R10000.80

s R10000.100

Iteration

Abbildung 5.15: Abweichung vom Optimum nach jeder Iteration bei e = 11



KAPITEL 5. EMPIRISCHE EVALUATION

| | 1] 2] 3] 4] 5] 6]
G10 048] 042 0,38 0,36] 0,36 ] 0,36
G20 1,09] 097 ] 087 ] 084 083 0,82
G40 244 | 221 | 1,99 1,91 1,88 1,87
G60 386 | 3,53 | 3,19 3,05 3,01 2,98
G80 537 | 4,90 | 4,43 | 424 | 4,18 | 4,16
G100 6,89 | 6,30 | 5,70 | 546 | 5,39 | 5,35
R10000.5 0,77 | 0,63 | 0,56 | 0,54 ] 0,53 ] 0,52

R10000.10 1,76 | 1,49 | 1,36 | 1,30 | 1,26 | 1,25
R10000.20 || 3,73 | 3,37 | 3,08 | 2,95| 2,91 | 2,88
R10000.30 || 5,75 | 5,38 | 4,94 | 4,78 | 4,72 | 4,69
R10000.40 || 7,78 | 7,47 | 6,87 | 6,66 | 6,61 | 6,58
R10000.60 12,2 | 11,09 | 11,08 | 10,83 | 10,75 | 10,72
R10000.80 || 16,74 | 16,83 | 15,65 | 15,29 | 15,23 | 15,18
R10000.100 || 21,63 | 22,07 | 20,48 | 20,04 | 19,93 | 19,04

Tabelle 5.9: Zeitaufwand (in s) fiir jede einzelne Iterationen bei ¢ = 11
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