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1 Einleitung

In der Konvergenztheorie der rationalen Approximationen gibt es zwei Ty-
pen von Problemen: direkte und inverse. Bei inversen Problemen zieht man
Riickschliisse auf Holomorphieeigenschaften der approximierten Funktion aus
der Verteilung der Pole oder Nullstellen der zugehdrigen Approximationen. Um-
gekehrt, bei direkten Problemen, gewinnt man Aussagen iiber die Konvergenz
der Approximationen, die Verteilung der Polstellen und der Nullstellen, den
Konvergenzgrad u.s.w., wenn Information iiber die holomorphe Fortsetzung der
approximierten Funktion vorhanden ist.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir inverse Probleme beziiglich reeller
Tschebyscheft-, klassischer Padé- und polynomialer L,-Approximationen, p > 1.

Inverse Ergebnisse, im Fall von Tschebyscheff-Approximationen, gibt es seit
Mitte des 20. Jahrhunderts. Im Jahr 1952 stellt Bernstein ([3]) einen Zusam-
menhang zwischen dem Holomorphiegebiet der approximierten Funktion und
der Verteilung der Nullstellen der polynomialen Tschebyscheff-Approximationen
her. Seine Resultate sind z.B. von Grothmann und Saff ([9]) erweitert worden.
Im Jahr 1983 zieht Lungu ([12]) Riickschliisse auf Holomorphieeigenschaften
der approximierten Funktion aus dem Verhalten der Pole der hauptdiagonalen
Tschebyscheff-Approximationen R, ,,. Auch im Fall von hauptdiagonalen Ap-
proximationen untersucht Kovacheva ([10]) hinreichende Bedingungen sowohl
fiir holomorphe als auch fiir meromorphe Fortsetzung der approximierten Funk-
tion. Es gibt dhnliche Zusammenhéinge im Fall von Padé-Approximationen, siehe
z.B [13], [7].

Alle bisherigen Untersuchungen beziehen sich auf diagonale Approximationen
oder auf Approximationen mit beschrinktem Nennergrad. Wir stellen uns daher
die Frage, ob dhnliche Zusammenhinge fiir einen allgemeinen Raum von Appro-
ximationen, ndmlich die Treppenapproximationen R,,, , , existieren. Diese Fra-
ge ist sowohl fiir Tschebyscheff- (Kapitel 4) als auch fiir Padé-Approximationen
(Kapitel 6) positiv beantwortet. In Kapitel 7 stellen wir einen Zusammenhang
zwischen dem Holomorphiegebiet der approximierten Funktion und der Vertei-
lung der Nullstellen der polynomialen L,-Approximationen, p > 1, her. Die
entsprechenden Ergebnisse sind die Hauptergebnisse dieser Arbeit.

In Kapitel 2 stellen wir einige Definitionen und Sétze aus der Analysis, der
Funktionentheorie und der Potentialtheorie zusammen, die wir in unseren Un-
tersuchungen verwenden.

In Kapitel 3 werden Tschebyscheff-Approximationen eingefiihrt. Diese sind durch
den Alternantensatz charakterisiert. Aulerdem definieren wir die Walsh-Tafel,
mit deren Hilfe die Bedeutung der normalen Indizes erklért wird. Wir korrigieren
dabei den Satz von Meinardus und Strauer.



In Kapitel 4 betrachten wir reellwertige und auf [—1,1] stetige Funktionen
und untersuchen, wie ihre Holomorphieeigenschaften aus dem Verhalten der zu-
gehorigen Tschebyscheff-Approximationen von Typ Ry, n, beeinflusst werden.
Hauptsatz 4.3 ist eine Verallgemeinerung des Resultats von Lungu in [12], denn
seine Untersuchungen beziehen sich auf den Spezialfall my = ny =k, k — oo.

Im Beweis des Hauptsatzes 4.3 unterscheiden wir zwei Fille, abhéngig davon,
ob die Grenzpunktmenge der Pole von R, », beschrénkt oder unbeschrankt
ist. In dem Fall einer beschrinkter Grenzpunktmenge verwenden wir die Be-
weisidee aus [12]. Grundlegend in der Beweismethode ist, dass die Nullstellen
der Differenz von zwei aufeinanderfolgenden besten Approximationen in [—1,1]
liegen. Dies gilt nach dem Alternantensatz. In dem Fall einer unbeschrénkten
Grenzpunktmenge wenden wir eine geeignete Transformation an, so dass die
Grenzpunktmenge in eine beschrinkte Menge abgebildet wird. Damit gelangen
wir zu der Situation des ersten Falls, und der Beweis erfolgt &hnlich.

Es liegt nahe, dass die Rolle der Polstellen und der Nullstellen von R,,, »,
im Beweis des Hauptsatzes 4.3 austauschbar sind. Wir untersuchen daher, ob
dhnliche Zusammenhénge zwischen der Verteilung der Nullstellen und dem Ho-
lomorphiegebiet existieren. Der Hauptsatzes 4.6 gibt eine positive Antwort auf
diese Frage. Fiir den Beweis des Hauptsatzes 4.6 bendtigen wir eine Abschétzung
des hochsten Koeffizienten von Ry, n,, dic in Kapitel 3 enthalten ist.

In Kapitel 5 fithren wir die Padé-Approximationen ein, und in Kapitel 6 be-
kommen wir dhnliche Zusammenhinge wie in Kapitel 4 im Fall von Padé-
Approximationen von Typ 7, n.. Wir betrachten eine Potenzreihe f(z) =
> ney fxz" mit positivem Konvergenzradius und untersuchen hinreichende Be-
dingungen fiir die Existenz einer holomorphen Fortsetzung von f beziiglich des
Verhaltens der Pole und der Nullstellen von m,, »,. Die entsprechende Ergeb-
nisse werden in Hauptsatz 6.1 und Hauptsatz 6.4 gegeben. Fiir deren Beweise
verwenden wir wieder die Beweisidee in [12]. Grundlegend im Beweis ist, dass die
Nullstellen der Differenz von zwei aufeinanderfolgenden Padé- Approximationen
im Punkt O liegen. Dies wird mithilfe der Padé-Tafel gezeigt, die in Analogie
zur Walsh-Tafel definiert ist.

In Kapitel 7 fithren wir die L,-Approximationen ein. Wir betrachten stetige
und reellwertige Funktionen auf dem Intervall [—1,1], f € C[—1, 1], und unter-
suchen hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer holomorphen Fortset-
zung von f beziiglich des Verhaltens der Nullstellen der besten polynomialen
L,-Approximationen, p > 1. Die entsprechende Ergebnisse sind in Hauptsatz
7.6 gegeben. Fiir deren Beweise verwenden wir wieder die Beweisidee in [12].
Grundlegend im Beweis ist, dass die Nullstellen der Differenz von zwei aufein-
anderfolgenden Ly-Approximationen, p > 1, in [—1,1] liegen (siche [11]).



2  Grundlagen

In diesem Kapitel werden Definitionen und Sétze aus der Analysis, der Funktionen-
und der Potentialtheorie aufgefiihrt.

2.1 Notationen

Wir bezeichnen mit C die komplexe Ebene, mit R die reellen Zahlen und die
beiden Erweiterungen mit C := CU{oo} und R := RU{—00, 00}. Des Weiteren
sei N die Menge der natiirlichen Zahlen, Ny := NU{0}, und Z sei die Menge der
ganzen Zahlen. Fiir M C C sei OM der Rand von M. Wir definieren fiir € > 0
und a € C

[ {z€C: |z—a|]<e} fiir a# oo,
K(a,e)._{ {zeC: |z > 1} fiir a = oco.

Weiter sei K. := K(0,¢).

2.2 Mobius-Transformation

Fiir komplexe Zahlen s1, g, 83, 4 mit 154 — S283 # 0 heifit die Abbildung

w=h(z) = S1Z2 + S2
n _332+84

Mobius- Transformation oder gebrochen lineare Abbildung.

Bekanntermafen ist / eine von C nach C bijektive Abbildung. Die Umkehrfunk-
tion von h ist H mit

z=H(w)= ST

—S3W + S1

Die Mobius-Abbildungen bilden Kreise in C auf Kreise in C ab, und zwar
Kreisrander auf Kreisrdnder und Kreisscheiben auf Kreisscheiben. Dabei sind
Geraden und Halbebenen in C Kreise und Kreisscheiben in C. Dagegen wird
der Kreismittelpunkt i.a. nicht auf den Mittelpunkt des Bildkreises abgebildet
(siehe [18]).

2.1 Definition. Fiir z € C sei Z := h(2).

Sei p(2) = >yt axz®, wobei ai, € R. Den Grad von p,, bezeichnen wir mit
Grad(pm, ). Wir definieren

Pm(w) := (pm o H)(w) =



S4W — 89 \™ 84w — S \Mm—1
:am(i) +ay,q | —— = +.. . +ay=
—83W + 81 —S83W + S1

P (w)
— 7(—8311}4-81)’"’ (2.1)

wobel

m
p?n(w) = Zak(54w — Sz)k(—s3w + Sl)m—k_
k=0

Offenbar ist p2, wieder ein Polynom mit Grad(p?,) < m.

2.2 Bemerkung. Es gilt p,,(2) = pm(2),z € C, wobei Definition 2.1 zu be-
achten ist.

2.3 Hilfssatz. Aquivalent sind:
(a) w = s1/s3 ist Nullstelle von pY), mit Ordnung u,p € {0,1,...,m};
(0) am-p #O0und a, =0, k >m — p.

Beweis: (a) = (b) : Wir zeigen zunichst, dass unter der Voraussetzung in (a)
gilt ap, = 0, k > m — p. Wir nehmen das Gegenteil an. Es sei a; # 0 fiir ein &
mit £ > m — p. Dann ergibt sich

PO (w) = ag(—s3w + 51)™ + ... + ap(s4w — s2)*(—s3w + s1)™*.

Hiermit folgt, dass w = s1/s3 Nullstelle von p? der Ordnung m —k < m — (m —
1) = p ist, was im Widerspruch zu (a) steht. Damit ist gezeigt, dass ax = 0,
k>m — pu.

Wir zeigen nun, dass am—, 7 0. Wir nechmen das Gegenteil an. Damit ergibt
sich
P2 (w) = ag(—s3w + 51)™ + ...+ A1 (s4w — 52)™TFTH(—sz3w + s1)H T

und folglich ist w = s1/s3 eine Nullstelle der Ordnung > p + 1. Dies steht im
Widerspruch zu (a).

(b) = (a) : Mit (b) folgt
P (W) = ag(—s3w + 51)™ + ... + G p(Saw — s2)"TH(—s3w + 51)*,
wobei ap,—,, # 0. Folglich ist w = s;/s3 eine Nullstelle der Ordnung p. O

Seien p,,, und ¢, Polynome mit Grad(p,,) < m und Grad(g,) < n. Weiter sei
Tron = Dm/dn- Mit (2.1) bekommt man

i o H) ) = @m o H)(w)
P (W) := (P 0 H)(w) (gn o H)(w)
1 P (w)

= R 2.2
(=ssw + 51) e g (w) (22)
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wobei Ay = m — n. pY), und ¢) sind Polynome mit Grad(p?,) < m und
Grad(¢?) < n. Der Grad von r,, , wird mit Grad(r,, ) bezeichnet, und nach
Definition gilt:
Grad(rm, ) = max{Grad(pm,), Grad(¢,)}.
2.4 Hilfssatz. Die Funktion ., ,, ist wie in (2.2) definiert.
(a) Sei Tm.n(00) # 0. Dann gilt
Grad(p®,) > Grad(,, ,,) + min{0, A\ }-
(b) Sei Tpyn(00) # 00. Dann gilt
Grad(q?) > Grad(Fpm.n) — max{0, \p, »}-

Beweis:
(@) : Sei A\, > 0. Man bestétigt wegen (2.2)

Grad(7y,. ) < max{Grad(p2,), A + Grad(¢®)} = Grad(p?,),
wobei (a) zu beachten ist. Somit ergibt sich

Grad(p?n) > Grad(7,,,,) = Grad(7,,,,) + min{0, A, }-
Sei nun Ay, ., < 0. Mit (2.2) bekommt man
Grad(Fpm,n) < max{|Apm.n| + Grad(p?,), Grad(q))} = [Am.n| + Grad(pl,).

Hiermit ergibt sich

Grad(p}) > Grad(Fm.n) — Pnnl = Grad (P ) + min{0, Ao},
was zU zeigen war.
(D) : Sei Ap,n, < 0. Man bestétigt wegen (2.2)

Grad(7,,,) < max{|Ay..| + Grad(p?,), Grad(¢®)} = Grad(¢?),
wobei (b) zu beachten ist. Hiermit ergibt sich

Grad(q)) > Grad(Fpm.n) = Grad(Fpm.n) — max{0, \p,.»}.
Sei nun Ay, , > 0. Mit (2.2) bekommt man
Grad(7,, ) < max{Grad(p%, ), Am n + Grad(g2)} = A + Grad(q)).

Hiermit ergibt sich

Grad(q?l) > Grad(Fm.n) — Am,n = Grad(Fp, ) — max{0, \p, n},

11



was zu zeigen war. [

Nun betrachten wir zwei Spezialfille der Mobius-Transformation, die spéter
angewendet werden. Die erste Transformation wird in Kapitel 4 verwendet und
die zweite in Kapitel 6.

1.

S12 + S2
h(z) = —= 2.3
() = 2 (23)
mit Umkehrfunktion
S1W — S2
H = 2.4
(w) = 2222 (24)
wobei s1, s2 € R\{0} mit s1 > |sa].
- h(z) = —21= (2.5)
" s9z+ 83 '
mit Umkehrfunktion Satw
H(w) = _gg—» (2.6)
SowW + 81

wobei s; € C\{0}, i =1,2,3.
2.5 Hilfssatz. Fir die Funktion h(z) aus (2.3) gilt h([-1,1]) = [-1,1].
Beweis: Angenommen, es gibe ein z € [—1,1], so dass h(z) > 1 gilt. Damit

ergibt sich
(81— 82)z > 81 — $a. (4)

Man beachtet, dass s1,s2 € R\{0} mit s; > |sz|. Damit gilt s — s2 > 0, und
somit folgt aus (7): z > 1, was seinerseits im Widerspruch zu unserer Vorausset-
zung steht. Ahnlich zeigt man, dass fiir z € [~1, 1] die Ungleichung h(z) > —1
gilt. Damit folgt die Behauptung. [J

2.3 Hilfsmittel aus der Funktionentheorie

Sei D C C ein Gebiet (zusammenhéngende nichtleere offene Menge in C).

2.6 Definition (Gleichmiflige Konvergenz [16]). Eine Funktionenfolge f, :
D — C heiflt in M C D gleichmdf$ig konvergent gegen f : M — C, wenn zu
jedem € > 0 ein ng = ng(e) € N existiert, so dass gilt:

|frn(2) — f(2)] < e fiir alle n > ng und alle z € M.

Dann ist die Grenzfunktion eindeutig bestimmt.

12



2.7 Definition (Kompakte Konvergenz [16]). Man nennt eine Folge bzw. eine
Reihe kompakt konvergent in D, wenn sie in jeder kompakten Teilmenge von D
gleichméBig konvergiert.

2.8 Satz (Konvergenzsatz von Weierstra$ [16]). FEs sei f, eine Folge von in D
holomorphen Funktionen, die in D kompakt gegen f : D — C konvergiert. Dann
ist f holomorph in D.

2.9 Definition (analytische Fortsetzung [5]). Sei M C D eine Menge mit
mindestens einem Héufungspunkt in D und f : M — C eine Funktion. Die
Funktion f° : D — C heifit analytische Fortsetzung von f auf D, falls f(z) =
f(2) fiir alle 2 € M und f° in D holomorph ist.

2.10 Satz (Identitiitssatz fiir analytische Funktionen [5]). Sind f,¢g : D — C
zwei analytische Funktionen auf D, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) f=g;

(b) Die Koinzidenzmenge {z € D;f(z) = g(2)} hat einen Hiufungspunkt in
dem Gebiet D.

2.11 Satz (Cauchysche Integralformel [16]). Es sei die Funktion f holomorph
in D. Weiter sei K eine offene Kreisscheibe, die nebst Rand 0K in D liegt.

Dann gilt fir alle z € K :
R ()
1) = g [ LEac

wobei die Kreislinie OK entgegen den Uhrzeigersinn zu durchlaufen ist (so dass
z zur Linken liegt).

2.12 Definition (nullhomologer Weg [16]). Ein geschlossener Weg « in D heifit
nullhomolog in D, falls das Innere von -y, das wir mit Inty bezeichnen, ganz in
D liegt.

2.13 Satz (Residuenformel [16]). Es sei vy ein einfach geschlossener und null-
homologer Weg in D. Weiter sei A eine endliche Menge in D, so dass kein
Punkt von A auf v liegt. Dann gilt

1
5 7hdg: Z resch
ceInty

fiir jede in D\ A holomorphe Funktion h.

2.4 Hilfsmittel aus der Potentialtheorie

Die folgenden Definitionen kann man zum Beispiel in [17] finden.
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Sei K C C kompakt. Weiter sei v ein positives Borel-Maf§ auf C mit supp(v) C
K, wobei supp(v) := C\U und U die grofite offene Teilmenge von C mit v(U) =
0 sei. Dann heifit die Funktion U” : C — R,

1
U”(z ::/log—dz/f ,

(=) )
logarithmisches Potential von v. Uber das logarithmische Potential wollen wir
nun die logarithmische Kapazitiat von K definieren. Da dies der einzige Kapa-
zitétsbegriff ist, den wir verwenden, werden wir diesen kurz Kapazitédt nennen.
Sei M(K) die Menge aller positiven Borel-Mafle v auf C mit supp(r) C K und
v(K) = 1. Dann bezeichnen wir fiir v € M(K) die logarithmische Energie von
v mit

) = / UY(2)dv(2),

und die Robinsche Konstante von K mit

Vi = inf I(v).
rve M(K)

Ist Vik < 00, so existiert ein eindeutiges Ma8l p € M(K), so dass I(ux) = Vik.
In diesem Fall nennen wir ux die Gleichgewichtsverteilung, U*% das Gleichge-
wichtspotential und cap(K) := e~ vV« die (logarithmische) Kapazitit von K. Es
gilt stets supp(ug) € 0K und cap(K) = cap(9K).

Wir sagen eine Eigenschaft gilt fiir quasi-jedes z, wenn die Ausnahmemenge
Kapazitat null hat.

Im Folgenden sei D := C\K zusammenhingend und offen mit co € D.

2.14 Definition (Greensche Funktion). Es gelte cap(9D) > 0. Dann heift eine
Funktion G : D — RU{oco} Greensche Funktion zu D mit Pol bei oo, wenn gilt:

(a) G ist nicht-negativ und harmonisch in D\{co} und fiir jedes r > 0 beschrankt
in D\K (oo, ).
(b) Fiir quasi-jedes € € 9D gilt

lim G(z) =0, z € D.

z—E€

(c) Die Funktion G(z) — log |z| ist harmonisch in einer Umgebung von oo.

Fiir jedes Gebiet D mit cap(0D) > 0 existiert eine Greensche Funktion mit Pol
bei 0o, und diese ist eindeutig ([6], Kap. VII, Abschnitt 3, Satz 1).

2.15 Definition. Sei D ein Gebiet in C mit cap(9D) > 0. Dann nennen wir
einen Punkt £ € 0D regulir, falls gilt

lim G(z) =0,z € D.

z—E

Ist jeder Punkt & € 9D regulér, so heiit 9D regulir.

14



Wir nennen ein Gebiet D C C regulir, falls D regulér ist.

2.16 Beispiel. (a) Sei K = [~1,1]. Dann ist D := C\K zusammenhiingend.
AuBlerdem gilt cap(9D) =cap(K) = 1/2. Damit existiert die Greensche Funkti-
on zu D mit Pol bei oo, ndmlich

G(z) :=log|z + (22 — 1)1/?|.

(b) Sei K := K(0, p), mit p > 0. Dann ist D zusammenhingend. Aulerdem gilt
cap(0D) =cap(0K (0, p)) = p. Damit existiert die Greensche Funktion zu D mit
Pol bei oo, ndmlich

G(z) :=log |z| — log p.

2.17 Lemma (Bernstein—Walsh [20]). Sei K C C kompakt, wobei D := C\K
zusammenhdngend und reguldr sei. Fir jedes Polynom p, mit Grad(p,) = n
und fir z € D gilt

pa(2)] < llpalle" ).
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3 Reelle Tschebyscheff-Approximationen

3.1 Charakterisierung

Sei Ca, b, a,b € R, der Raum der stetigen und reellwertigen auf [a, b] definierten
Funktionen. Fiir f € Cla,b] sei ||f||{q,p) := maxXyc[q,) |f(x)]. Mit Py, bezeichnet
man der Raum der algebraischen Polynome mit reellen Koeffizienten, deren
Grad kleiner oder gleich n ist. Wir definieren den Raum

p
Rm,n = {Tm,n = f» Pm € Pma qn € Pvu dn ?_é 0}

n

Die Elemente von R,, , nennt man rationale Funktionen. Die minimale Abwei-
chung der Funktion f beziiglich des Raumes R, , bezeichnen wir mit p,, »,
wobei

Pm,n = inf IIf = rm,n||[a7b]~

Man nennt R, ,, beste Tschebyscheff-Approximation an f auf [a,b], wenn
||f - Rm,n”[a,b] = Pm,n-
Es folgt nach dem Approximationssatz von Weierstraf ([14]), dass

lim ppn =0, (3.1)

m—ro0

wobei n € Ny fest ist.

AuBerdem existiert fiir jedes f € Cla, b] genau eine beste Tschebyscheff-Approxi-
mation Ry, ,, und sie ist durch den Alternantensatz charakterisiert ([1]).

3.1 Satz (Alternantensatz [1]). Die Funktion

R (CL’) — am—uxm_u + am—M—lxm_“_l +...t+ao — P:;l_u(w)
e by—px™V + b'n—u—lxn_”_l +...+bo ;kl—l/(x) 7

Py (z) und Q;_,(x) teilerfremd,

m—p
0<pu<m; 0<v<n; amp #0; by #0

ist genau dann die beste rationale Approzimation an die Funktion f (f € Cla, ],
a,b € R) im Intervall [a,b] bei gegebenen m und n, wenn die Anzahl der aufein-
anderfolgenden Punkte des Intervalles, in denen die Differenz f(x) — Ry, n()
mit wechselndem Vorzeichen den Wert

Pm,n = argg;(b |f($) - Rm,n(m)|

annimmt, nicht kleiner ist als m +n + 2 —min{u, v} =: k. Ist Ry, 0 (z) =0,
so ist diese Anzahl stets > m + 2.
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Sei R = Pm/Qn € Ru.n beste Approximation an f, f € C[—1, 1]. Weiter sei
Ryn = (Rpn o H)(w) = P2 (w)/(—s2w + 81) Q0 (w), wobei H(w) in (2.4)
definiert ist.

3.2 Hilfssatz. Sei a,, der hichste Koeffizient von P,. Dann gilt:
lam| < 27| fll—1,0l@nll=1,1- (a)
Sei a®, der hochste Koeffizient von PY. Dann gilt:

=1 @ =11 (b)

| < 27| (=s2w + 1)

Beweis: Sei Ty, das Tschebyscheff-Polynom mit Grad(T},) = m,m € N. Be-
kanntlich gilt |15, [|j—11) > 2™

(a): Sei Py, := apm Pl mit P, € P,. Damit gilt a,, P, = R nQp. Somit

lamll|Pralli-1,1) < 1R nlli—101Qnlli-1.1)- (4)
Andererseits gilt
||P71n||[—1,1] > ||En||[—1,1] > 2t (ZZ)
Da R, beste Approximation an f, f € C[—1,1] ist, gilt
||Rm,n||[—1,1] < ||f - Rm,n”[—l,l] + ||f||[—1,1] < 2||Jc||[—1,1]- (ZZZ)

Mit (i4) und (éi7) bekommt man aus (7)

21 apm| < 2| fll—1.1l|@Qnllj=1,1)-
Damit folgt (a).
(b): Sei PY :=al P2,

A, P2 (w) = R n (w) Q) (w)(—s2w + 51) 7.

wobei P2 € P,,. Damit gilt

Somit
lan I1P2 1,17 < || Ron -1,y |@0 | =1,y (—s2w + s1) ™| =10y, (iv)

Andererseits gilt
||P72n||[—1,1] > ||Trn||[—1,1] > 2t=m, (”U)

Mit Bemerkung 2.2 folgt Ry (2) = Rpmn(2), 2 € C. Damit ergibt sich
R mlli=1.1) = [ Rl 1,115

wobei h([-1,1]) = [-1,1] nach Hilfssatz 2.5. Somit ergibt sich mit Hilfe von
D) }
R nlli—1.0) < 21l —1.1- (vi)
Mit (v) und (vi) bekommt man aus (iv)
217" ap,| < 201 F[l1-1,y1Qn -1, (=s2w + 51) ™ [[[-11)-

Damit folgt (b). O
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3.2 Walsh-Tafel

Man ordnet die besten rationalen Approximationen zu gegebenem f, f € C|a, b],
zweckméfig in einem Schema an, der so genannten Walsh-Tafel (Abb.1). Be-
kanntlich ist die Walsh-Tafel eine Tafel mit doppeltem Eingang, deren Zeilen
und Spalten wir der Reihe nach mit 0,1,2,... numerieren. Das Feld, welches
der Spalte mit der Nummer m und der Zeile mit der Nummer n angehort, be-
zeichnen wir mit (m,n). Wir schreiben dann in jedes Feld (m,n) die rationale
Funktion R, . In der ersten Zeile dieser Tafel stehen die besten Polynom- Ap-
proximationen. Funktionen mit der gleichen Anzahl freier Koeffizienten stehen
im Schema auf einer Linie m 4+ n = N =const (siche [14]).

n\m | 0 1 2
0 | (0,0) (1,00 (2,0
1) 1) @
2 1(02) (12) (2.2)

Abb. 1

Wir definieren das Quadrat K7, (Abb.2) in der Walsh-Tafel als

m,n

K =1 )m<i<m+r;n<j<n+r}

m,n

mit Ri’j = Rm,nv (an) € K,

m,n*

n\m m m+r
n _________ 1 1
K:;z,n
n+r [---------
Abb. 2

Bekanntlich (Theorem 24.2 in [19]) ist die Walsh-Tafel in Quadrate aufgeteilt.

Im Folgenden sei R, € Ry, beste Tschebyscheff-Approximation an f, f €
Cla,bl, a,b € R.
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3.3 Satz (G. Meinardus und H.-D. Strauer, Satz 94 in [14]). (a) Ist Ry (z) =
oo =Rpgin(x), i=1,2,...,7, so gilt auch

R n(2) = Rmiins ()
firl<i<r, 1<j<r.
(0) Ist 0Z£ Ry =... = Rimpntj, j=1,2,...,7, so gilt auch
Ripn () = Rytintj (2)

firl<i<r,1<j<r.

Wir definieren
w:=m — Grad(P,,), v :=n — Grad(Q,,).

3.4 Bemerkung. Satz 3.3 ist in der formulierten Fassung von Meinardus-
Strauer nicht giiltig fiir Ry, , # 0. In (a) braucht man noch die Voraussetzung
v<pundin (b) p <v.

Fiir den Beweis der Bemerkung 3.4 benttigt man der folgenden

3.5 Hilfssatz. Sei R,,,, =0. Dann gilt R; ; =0 fir 0 <i<m, j >0 (Abb.3).

Beweis: Nach der Bedingung des Satzes existiert eine Alternante der Lénge
kmn =m+2. Da Ky, > ki p flir ¢ <mist, gilt R;,, =0, ¢ < m. Aulerdem ist

km,» unabhéngig von n. Somit gilt k,, ; = m +2, fiir j > 0. Dies heifit R, ; =0
fur j > 0.0

n\m

WR,,=0

N

Abb. 3

3.6 Folgerung. Ist R, , # 0, dann gilt R; ; #0 firi>m, j > 0.
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Beweis (Bemerkung 3.4): Seien die Bedingungen im Fall (a) erfllt. Falls R, ,, =
0, folgt die Behauptung des Satzes nach dem Hilfssatz 3.5. Sei nun R,, , # 0.
Dann existiert nach Satz 3.1 eine Alternante der Linge

km+r,n=m+7”+n+2—min(7"+,u,u):

_f m+n+2—p, falls r+pu <v,

"l m+r+n+2—v, andernfalls.
Wenn R,,,, beste Approximation beziiglich R4, n+r Wére, dann miisste eine
Alternante der Linge

Emtrntr =m+r+n+r+2—min(r+ p,r+v) =

_m4+n+r+2—p, falls r+p<r+v,
"l m+r+n+2—v, andernfalls

existieren.

Andererseits bestétigt man, dass ky4rn < kmtrntr, falls @ < v. Folglich sind
die Bedingungen des Satzes nicht hinreichend um daraus zu schliefen, dass eine
Alternante der Lange K,y 4, existiert. Ahnlich ist die Argumentation in Fall
(b), wenn v < u. O

3.7 Satz (korrigierter Satz 3.3). (a) Ist Ryyp = ... = Rpmyin, 1 =1,2,...,7,
und v < p, so gilt auch

Rm,n = Rm+z}n+j
firo<i<r,0<j<r;
(0) Ist0# Ry ="-..=Runtj, j=1,2,...,7, und p < v, so gilt auch

Rm,n = Rm+i~,n+j
fir0<i<r,0<j<r.
Beweis: Scien die Bedingungen im Fall (a) erfiillt. Sei zunéchst Ry, , # 0. Nach
Satz 3.1 gibt es mindestens Ky, 1, = m+r+n—v+2 Alternantenpunkte. Wenn
gilt Ry = Rpm4rntr, dann miisste eine Alternante der Lange kyyirnir =
m +1r +n — v+ 2 existieren. Es ist aber so. Verschwindet die Funktion R,, ,

identisch, so folgt die Behauptung nach Hilfssatz 3.5. In Fall (b) kann man genau
so schlieflen. [J

3.8 Satz. (a) Ist Ryyn = Rit1.n = ... = Rptrn, so gilt auch
Ryn=R;;
firm—p<i<m-—p+riundn—v<j<n—v4ry,ri:=p+r;
(0) Ist 0# Ryyn = Rpny1 = - .. = Ry, S0 gilt auch
Ryn=R;;

firm—v<j<nmn—v4roundm—p<i<m-—pu+ry, ro:=v—+r.
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Beweis: Seien die Bedingungen im Fall (a) erfiillt. Mit Satz 3.1 bestiitigt man
leicht, dass Ry4rn = Ry j firm —p <i<m+7rund n—v < j <n. Somit gilt
Ro—pn—v = Ron—pt1,n—v = ... = Ryyrn—p. Die Behauptung folgt nach Satz
3.7. In Fall (b) argumentiert man dhnlich. O

3.9 Hilfssatz. Sei R, ., = Ry, ... wobei (pi,v;) € Nog x No, i = 1,2 und
(p1,v1) # (p2,v2). Dann gibt es einen Quadrat K7, , mit m < min{uy, pa};
n < min{ry,ve} und r > max{|p; — po|, |1 — val}, so dass R;j = Ry fir
(i,7) € K}, ,,- Offenbar gilt (us,v;) € K, ,,, 1 =1,2.

m,n’

Beweis: Folgt aus dem Alternantensatz.

3.10 Definition (maximales Quadrat). Man nennt das Quadrat K7, ,, mazi-
mal, wenn Ry, , # R ; fiir (4,7) € K, ,,

3.11 Satz. Fiir R, , seien die Bedingungen von Satz 3.8 erfillt.

(a) Ist Ry # Rinqri1.n im Fall (a), dann ist K} ., mazimal;
b) Ist Ry # R nyry1 tm Fall (b), dann ist K2 mazimal.
) ntr+ m—p,n—v

Fiir den Beweis des Satzes 8.11 bendtigt man einige Hilfsséitze.
3.12 Hilfssatz. Seiy:=|u— v

((1) Ist pv, dann ngt Rm,n = R7n+1,n == R’77l+’y,7l;
(b) Ist u > v, dann gilt Ry = Rmnt1 = ... = Rmngqy-

Beweis (a) : Da p < v folgt k. = m — pp+n + 2 = kpyyry . Damit ist Ry, p,
beste Approximation beziiglich R4+, woraus sich die Behauptung ergibt. Im
Fall (b) folgt der Beweis dhnlich. O

3.13 Hilfssatz. Ist Ry, ,, # Rmt1,n, dann gilt auch
Rm,n 7é Ri,j
firj>0,i>m+1 (Abb.4).
Beweis: Sei R,,, # 0. Da R, , # Rpy+1,n existieren genau k,,, Alternan-

tenpunkte. Auflerdem folgt nach Hilfssatz 3.12 mit Kontraposition, dass p > v.
Damit gilt &y, =n — v +m 4+ 2.

Andererseits gilt fir j >n—v,i>m+1
kij=i+j+2—min(i—m+pj—n+v)=

_n-v+i+2, falls j—n+v<i—m+pu,
" m—p+j+2, andernfalls.

Somit bestétigt man, dass K, < kij, § > n—v, ¢ > m+ 1 und damit
Rym # Rij fir j >2n—v, ¢ >m+ 1 Firj <n—wv,i> 0 gilt offenbar
Ry # Rij, da Ryyp = Ron—pn—v € Ry j. Flir Ry, = 0 folgt die Behauptung
aus Folgerung 3.6. [

21



Abb. 4
3.14 Hilfssatz. Ist R, ., # Rinn+1, dann gilt auch
Rm,n 7é Ri,j
firi>0,7>n+1 (Abb.5).
Beweis: Da R,,, # Rmn+1 existieren genau k,,, Alternantenpunkte und

R, # 0, wobei Hilfssatz 3.11 zu beachten ist. Auflerdem folgt nach Hilfssatz
3.12 mit Kontraposition, dass p < v. Damit kp, , = m — p+n + 2.

Andererseits gilt fir i >m —pu, j >n+1
kiji=i+j+2—min{i —m+p,j—n+v}=

m—-p+i+2 falls i-m+pu<j-—n+vy,
"l n—v+i+2, andernfalls.

Somit bestétigt man, dass Ky, < kij, ¢ > m —p, 7 > n+ 1 und damit
Ryn #Rijfiri >m—p, j >n+1 Firi <m—p, j > 0 gilt offenbar
Rm,n 7£ Ri,j» da Rm,n = Rm—p,,n—l/ §§ Ri,j' O

n\m

A,

Abb. 5
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Beweis (Satz 3.11) (a) : In diesem Fall gilt Ry = Ri; fiir (4,5) €
Ky yn—y- Es ist noch zu zeigen, dass R, ., # Ri; fir (i,5) € Ky, 0
Mit Hilfssatz 8.12 und wegen Ry, iy pn # Rpqrg1,n folgt Ry, # R, 5 fiir j >0,
i > m+r+ 1. Nun zeigen wir, dass Ry, # R;j ist fir m —p <i <m+r,
j = n—v+ri+1. Wir nehmen an, dass solche ¢ und j existieren mit R, , = R; ;.
Nach Satz 3.1 ergibt sich

Ry pn—v=-..=Ry_p ;.
Hieraus und mit Satz 3.8 (b) folgt
Ry—pn—v = R j, wobei
ie{m—p,....m—p+rm+1},je{n—v,...,n—v+r +1}

Hieraus erhélt man einen Widerspruch zu R, ,, # Ryyqr41.n. Damit ist unsere

Annahme falsch. Also ist gezeigt, dass K, ,_, maximal ist.

Im Fall (b) wendet man Hilfssatz 3.14 statt Hilfssatz 3.13 an und die Begriindung
folgt dhnlich. O

3.15 Definition (normaler Index). Seien m,n € N. Man nennt das Indexpaar
(m,n) normal, falls Ry, », € Rim—1.n—1. Das heifit, dass entweder Grad(P,,) = m
oder Grad(@Q,,) = n gilt.

3.3 Ergebnisse von Lungu

Sei Ryn := Ppn/Qn beste Tschebyscheff-Approximation an f auf [—1,1], f €
C[-1,1], wobei Py, € P, und Q,, € Py, teilerfremde Polynome sind. Mit L,, :=
{an1,.. ., an 1)}, 1(n) < n bezeichnen wir die Menge der Pole in C von R, ..

3.16 Definition (Haufungspunkt von {L,,}22 ). Den Punkt { nennt man Hauf-
ungspunkt von {L,,}2, falls &, € L, existiert, n € N, mit lim,,, &, = &,
& #£ & fir allen € N.

3.17 Definition (Grenzpunkt von {L,}>2 ). Der Punkt ¢ heift Grenzpunkt
von {L,}2%,, falls &, € L, existiert, n € N, mit lim, . & = &.

3.18 Bemerkung. Jeder Hiaufungspunkt ist Grenzpunkt. Die Umkehrung gilt
i.a. nicht.

Sei L die Grenzpunktsmenge von {L,, }°% ; und sei | die Hiufungspunktsmenge
von {L,}5% .

3.19 Satz (Lungu, Theorem 1 in [12]). Sei f € C[—1,1]. Es gelte:
(a) LN[-1,1] =0;
(b) L =1 endlich.

Dann ist f holomorph fortsetzbar nach C\L.
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Fiir a € C und ¢ > 0 sei 7,(a, &) die Anzahl der Pole von R, in K(a,e). Wir
definieren

7(a,€) = I%I_ljo%f Tn(a,€)/n

und
T(a) == Eh_}m0 7(a, ).

Der folgenden Satz ist eine Modifizierung von Satz 3.19.
3.20 Satz (Lungu, Theorem 2 in [12]). Sei f € C[—1,1]. Es gelte:

(a) LN[=1,1] = 0; _
(b) Es existiert einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann ist f holomorph fortsetzbar auf das Gebiet in C\L, das [—1,1] enthilt.

3.21 Bemerkung. Sci a € C mit 7(a) > 0. Dann gilt a € L.
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4 Einfluss der Verteilung der Pole und der Null-
stellen der Tschebyscheff-Approximationen
auf die Holomorphieeigenschaften der appro-
ximierten Funktion

Die Hauptergebnisse dieses Kapitels sind Hauptsatz 4.3 (Verteilung der Pole)
und Hauptsatz 4.6 (Verteilung der Nullstellen). In Hauptsalz 4.3 ziehen wir
Riickschliisse auf Holomorphieeigenschaften der approximierten Funktion aus
dem Verhalten der Pole der Treppenapprozimationen R, n,, wobei das Index-
paar (mg,ng) € Ny x Ny die folgenden Bedingungen erfiille:

0<mpy1 —mp <1
0 S Nkg+1 — Nk S 1 (4.1)
mE + N < Mpy1 + Net1
fir k € Ny und
lim my/n; = 1. (4.2)
k—o00

Im speziellen Fall my = ng, k € Ny (hauptdiagonale Approximationen) sind die
Ergebnisse schon bekannt (siehe Satz 3.19, Satz 3.20).

Wenn wir die Bedingungen der Pole in Hauptsatz 4.3 durch dhnliche Bedingun-
gen der Nullstellen ersetzen, bekommen wir Hauptsatz 4.0.

4.1 Bemerkung. Seien my,nj; € No. Dann gilt

max{my,nr} > k/2, k € Ny.

Beweis: Einerseits haben wir

max{mg, ng} > w, k € Np. (4)

Andererseits gilt
k < my +ng, k€ Ng. (i)

Die Relation (¢) zeigt man leicht per Induktion.

1. Fiir k£ = 0 gilt offenbar 0 < mg + ng, da mg,ng € Np.
2. Wir nehmen an, dass fiir ein k € N gilt £ < my + ng.
Hiermit und wegen (4.1) ergibt sich

E+1<mp+ng+1<mgsr +ng+1 + 1.

3. Damit folgt
k+1< M1 + Nt1-

Somit folgt (7).

Mit (i) und (éi) folgt die Bemerkung. OJ
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4.2 Bemerkung. Seci k; € Ny, j =0,1,2,... mit k; < kj41. Dann gilt

J < kj, j€No.

Beweis: Per Induktion.

4.1 Einfluss der Verteilung der Pole

Fir f € C[—1,1] sei Rm, n, € Rmy.n, beste Approximation an f, wobei das
Indexpaar (my, ny) die Bedingungen (4.1) und (4.2) erfiille. Weiter sei Ry, n, =
P /@n,, wobei die Polynome P, und @, teilerfremd seien und der héchste
Koeffizient in @, gleich 1 ist.

Sei Ly := {an1,.--,ar )} die Menge der Pole von Ry, ., wobei I(k) :=
Grad(R,, n,) < max{mg,ni} = M. Als L bezeichnet man die Menge der
Grenzpunkte von {L;}22 . Fiir ¢ > 0 und a € C bezeichnen wir mit 7y, (a,€)
die Anzahl der Pole von R,,, ., in K(a,¢e) (einschlieflich Vielfachheiten).

Wir definieren

T(a,¢€) := likrgi£f %fz’g)

und

T(a) := 811_1)]% 7(a, ).

Es folgt mit den letzten zwei Definitionen, dass fiir k geniigend grof gilt
T, (a,€) > My7(a)/2. (4.3)

Die Menge C\L ist im allgemeinen nicht zusammenhéngend. Sei G die Zusam-
menhangskomponente von C\L mit [-1,1] C G.

4.3 Hauptsatz. Sei f € C[—1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) LN[-1,1] = 0;

(b) Es gibt einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { Ry, n, }7o, gleichmifig auf kompakten Teilmen-

gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion f°, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Wir beweisen zuniichst den Hauptsatz 4.3 in dem speziellen Fall co ¢ L (Satz
4.4). Dann fithren wir den Beweis fiir den Fall oo € L durch (Satz 4.5).
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4.4 Satz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) o & L;

(b) LN [-1,1] = 0;

(c) Es gibt einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { R, ny toeo gleichmdfig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.
(In der anderen Fall ist der Beweis trivial. Ware f eine rationale Funktion,
nidmlich f:= P /Q% € R, n, dann miisste ein Index K € N existieren, so dass
Rmk,nk = fa k > K)

Wir fiithren die Beweisidee aus [12] ein. Sei E eine kompakte Menge in G mit
[-1,1] C E. Sei vy € N, so dass (4.3) erfiillt ist fiir & > 1. Nach Definition von
G, gibt es einen Index v1 € N, v; > vg, so dass L, N E = ), k > v1. Nun folgt
mit (a), dass es ein v € N, vy > 17 gibt, so dass co & Ly, k > vs.

Sei dy, := d(F, Li) der Abstand zwischen E und Ly, k > vq. Weiter sei d :=
min{dy}, k > v;1. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

Rmoano (Z) + Z(Rmk+1¢nk+1 - Rmk,nk)(z) (44)
k=0

Eine zu (4.4) dquivalente Darstellung ergibt sich, wenn wir alle Summanden,
die identisch 0 sind (R = R, n, ), weglassen. Dazu definieren wir die
Menge J als

ME+1,Mk+1

J={0tU{keN:Ryn, # Bonr_1nnv )

Bemerkung A: J ist unendlich genau dann, wenn f keine rationale Funktion
ist.

Beweis (=) : Sei J unendlich. Wir zeigen, dass f keine rationale Funktion ist.
Annahme: Sei f eine rationale Funktion, f = R?mn € R n- Hiermit und wegen
(4.1) existiert einen Index ko € N, so dass Ry, n, = RS, ,,, k > ko. Damit ist .J
endlich, was im Widerspruch zu unserer Voraussetzung steht.

(<) : Sei nun f keine rationale Funktion. Wir zeigen, dass J unendlich ist.
Annahme: Sei J endlich. Dann gibt es ein ky € N, so dass Ry, n, = R
k > kg. Somit gilt

ME+1,Nk+19

||f - Rmk,nk”[_l‘l] =C > 0, k Z k‘o, (L)
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wobei C eine positive Konstante bezeichne, da f # R, n,., k € No. Andererseits
gilt nach (3.1)

hm ||f - Rmk,nkH[—l,l] = 07

k—ro0

was im Widerspruch zu (¢) steht. Damit ist die Annahme falsch. O

Bemerkung B: Sei & € J. Dann gilt R, n, # Rm,—1,n,—1 0der dquivalent:
(my,ny) ist normal (siehe Definition 3.15).

Beweis: Da k € J gilt R, ny # Ry yny_ .- Wegen (4.1) unterscheidet man
drei Fille:

Rmk—l,nk (1)7
Rmk_lmk_l = Rmk,nk—l (2>7
Rmk—l,nk—l (3)'

Im Fall (3) ist nichts zu beweisen.

Annahme: Sei Ry ny = Ring—1,n,—1- Mit Hilfssatz 3.9 folgt, dass Ry, =
Ry —1n, = Rmynp—1, was im Widerspruch zu Fall (1) und Fall (2) steht.
Damit ist die Annahme falsch. O

Mit Bemerkung A bekommt man die folgende Darstellung, die zu (4.4) dquivalent
ist:

Rmk,o,nko (Z) + (Rmk - Rmkj Tk )(Z), (45)

g+ k41

"y

<
Il
o

wobei k; € J, kj < kjy1, J =0,1,... (ko = 0). Weiter sei jo := min{j € Ny :
k?j Z 1/2}.

Bekanntlich konvergiert die Reihe (4.5) genau dann, wenn die Folgen {Rmk]. s };-";O
konvergieren. Wir zeigen, dass die Reihe (4.5) gleichmifig auf E konvergiert.
Fiir kj, kj4+1 € J betrachten wir die Differenz

D; (2) := Rmkj+1,nkj+1 (2) — Rmk7 Mk () =

= W;j(2)/(Qny, @ni,,, ) (2); (4.6)

wobei

Wj(z) = (Pmk an] - Q"k.7+l Pmk] )(Z) (47)

1
Bemerkung C: Alle Nullstellen von W; liegen in [—1,1] und

Grad(W;) = max{my,, + Grad(anj )s My g + Grad(Pm, )} =: K.

Beweis: Da kj, kj1q € J, folgt

Mk Mk Mg 41,41 My =1k —1°
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Hiermit und nach dem Alternantensatz (Satz 3.1) bekommt man, dass die Differenz
(f— Rmka i, )(#z) mindestens

M, —1+ Nk, —1+2—min{my, 1 — Grad(Pmkj )s by —1 — Grad(anj )=

= max{my,,, 1+ 1+ Grad(anj )Mk —1 + 1+ Grad(Pmkj P+1

Alternantenpunkte auf [—1,1] hat. Da R
Approximation als Rmkj g ist, folgt

iy, Wegen (3.1) eine bessere

||f - Rmk

Damit hat die Differenz

li—r < I = B, i, =111

J+1 Tk 4

Rmkj+1 Mk (Z) - Rka S 5 (Z) =

= (f - Rmk7 Jlkj)(z) - (f - Rmkj+17nkj+1)(z)

mindestens
max{mg,,, 1+ 1+ Grad(anJ )My —1+ 1+ Gfad(Pmkj )}
Nullstellen auf [—1, 1] (sogar auf (—1,1)). Hiermit bestéitigt man mit (4.6), dass
max{mg,,, -1 + 1+ Grad(Qn, ), nk;.,—1 + 1+ Grad(Pm, )} <

< Grad(W;). (4)

Mit (4.7) folgt
Grad(W;) <

< maX{Grad(PmkHl) + Grad(anJ_ ), Grad(Qn, ) + Grad (P, )} < K. (ih)

Andererseits gilt
Kj <max{my,,, 1+ 1+ Grad(thj )My —1 + 1+ Grad(Pmkj )b ()

Die Richtigkeit dieser Ungleichung bestéitigt man durch folgende Fallunterschei-
dung:
(M -1+ 1L,np,, 1),
(Mg yn) = § (M 15700, 1+ 1),
(M -1+ 1,np,, -1+ 1),

wobei die Bedingung (4.1) zu beachten ist.
Mit (i), (¢4) und (¢4¢) folgt die Behauptung. [J

Sei
Wj(z) = .Ajol(Z), (48)

29



wobei A; der héchste Koeffizient von W ist und le € Pk, mit le (2) = 2K +
- (Grad(W;) = K; nach Bemerkung C). Mit (4.8) gilt fiir z mit W} (z) # 0:
( Mk an an i1 Pmk. ) )(Z)

A = le o8 ANy (4.9)

Bemerkung D: Nach der Wahl von jj hat Rmk s keinen Pol in co fiir j > jo.
Damit sind alle Pole von Rmk i, auch Nullstellen von an fiir j > jo. Hiermit
und wegen (4.3) gibt es in K (a 5) mindestens M, 7(a)/2 Nullstellen von Q>
J = Jo-

Sei ay, i, eine Nullstelle von an]_, J > jo mit ay € K(a,e). Wir setzen

3,%0
Z = Qp, i, in (4.9) ein und bekommen

_(Qn"‘j-%—l Pmk] )(ak] -,i())
I/le (akj ,io)

A]: 7j2j07

wobei le(akjﬂ?o) 7é 0, da Qk; g g [_1,1]7 J =z jO und le(z) 7é 0, z g [_171]
(siche Bemerkung C).

Mit Hilfe der letzten Darstellung von A; und unter Beriicksichtigung von (4.8)
bekommt man aus (4.6)

(an 'mk )(akJ,Zo) Wl( )
@, @, I W ey

Dj(z) = »E J = Jo-

Damit gelangen wir zu der Abschétzung

m )(O‘kvio)|
D k R

[EI

j41
O‘kj,zo)| mlanE |(anj an

(4.10)

J+1

Nun schéitzen wir die rechte Seite von (4.10) nach oben ab. Dabei seien ¢, ca, . . .
positive, von j und e unabhingige Konstanten. Weiter bezeichnen wir durch
i1 Gias - -+ Gxe; die Nullstellen von W}. Da E kompakt ist und wegen [(;;| <
1,i=1,2,..., K; (siche Bemerkung C), bekommen wir die Abschétzung

Ki K7
: « -
W) =]z = Gal < [[d2l + 1) < e, z € E.
=1 =1

Hiermit und wegen

K;
(W (ko) = [ len, o — Gl = @59, 5 > jo,
i=1
bekommt man .
||Wj1||E/|‘/Vj1(akj,io)| S G ’, J = Jos (4'11)
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wobei ¢ > ¢1/d.

Man erhélt fir z € £
nki

|anj (Z)| = H |Z - akjvi| 2 dnkjv j 2 jOv
i=1

und damit gilt auch fiir z € £

|Qny,,, ()] Z d™ 41, = jo.

J+1

Somit

L/ min|(@Quy, Qn,,,, ) ()] < (/)™ M <™ G >go, (412)

J+1
wobei ¢z > max{1, (1/d)?}.
Mit Bemerkung D und wegen oo ¢ L ergibt sich

|Q"kj+1 (akj,i0)| =

= H ok, g — Qhjyy i H o, 10— Qi | <

R e T [k yq,i— 0 0| >€

i+1 Jj+1
< eMrgpaT@/2 s g (4.13)

Mit Hilfe des Bernstein—Walsh Lemma (Lemma 2.17) bekommt man

|P’"k‘7 (O‘kj,io” < ||Pmkj ||[—1,1]emij(ak"’iU) <

< Ry, N 1Q, [l o™ S0 G > o, (414)

wobei G(z2) := log|z + (22 — 1)'/2|, 2 € C\[-1,1], die Greensche Funktion
beziiglich des Komplements von [—1, 1] mit Pol bei co ist (siehe Beispiel 2.16
(a)).

Nach Definition 2.14 ist G(ag;,i,) beschrénkt, da oo ¢ L. Somit gilt

e'mij(akj,iO) < C;n’ka‘j 7> jo. (4.15)

Da f € C[—1,1], ergibt sich
||Rmk] Mk ||[—1,1] <
< = Ron, o =100 + 1l i=1,00 < 201l =1, =: c- (4.16)

Da oo &€ L, bekommt man

Nk . Nk .
kj kj

(@ue, () = [T 12— oyl < [Tz + o, a) < e, 2 € 21,0, (417)

=1 =1
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Mit (4.15), (4.16) und (4.17) ergibt sich aus (4.14)
[P, (@iyio)| < ¢ 2 = do- (4.18)

Mit (4.11), (4.12), (4.13) und (4.18) bekommt man aus (4.10)

105115 < (coe™ /) Mhita, j > jo. (4.19)
Weil man ¢ beliebig klein withlen kann, sei £7(®)/2 < 1 /co. Damit gilt ¢ :=
e™(@/2¢9 < 1.
Es folgt mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2

G < ghin/2 = gkin < gitt
wobei § := ¢1/2.

Hiermit bekommt man aus (4.19)

| i Dj(z)| < i 1D;(2)| < i g < i 51, z € E.

Jj=Jo Jj=Jo J=jo J=Jjo

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z;‘;O 47. Damit ist die Reihe

Z i1 — gdo+1 Zy’
j=Jo =0
eine konvergente Majorante von E;‘; o IDj(2)|, 2 € E. Daher konvergiert die
Reihe (4.5) und somit auch die Folge { Ry, . n, }52¢ gleichméfig auf £ und somit
auch auf kompakten Teilmengen von G, da E eine beliebige kompakte Teilmenge
von G war. Sei fU die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konvergenzsatz von
Weierstraf (Satz 2.8) ist f° holomorph auf G. Andererseits gilt f(z) = f°(2),
z € [-1,1] wegen (3.1). Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von
f nach G. Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist f° eindeutig bestimmt. B

Der niichste Satz 4.5 unterscheidet sich vom Satz 4.4 nur durch die Bedingung
(a). Man wendet eine geeignete Mobius-Transformation an, so dass der Punkt
o0 in einen endlichen Punkt abgebildet wird. Damit bekommt man eine &hnliche
Situation wie in Satz 4.4.

4.5 Satz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) o0 € L;

(b) LN[-1,1] = 0;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { Ry, n, }72 gleichmifig auf kompakten Teilmen-

gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.
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Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.
Wir wenden die Transformation (siehe (2.3))

S$12 + So

It =
L(Z) S92 + 81

an, wobei s1, s2 € R\{0} und s; > |sa|.

Man bestiétigt, dass h(co) = s1/s2 € R und h(—s1/s2) = oo. Wegen (b) kann
man die Koefﬁzienten}l und sz so withlen, dass —s; /s2 ¢ L und damit co =
h(—s1/s2) & h(L) =: L. Damit ist die Menge L beschrénkt.

Weiter sei Ly := h(Ly) = {@x1.Gk2,- .., akik)}- Nach Definition 3.17 ist L
die Menge der Grenzpunkte von {L;}%2,.

Sei H(w) die Umkehrfunktion von h(z) (siehe (2.4)). Dann bekommt man mit
(2.2)

- PO (w
Ry i (W) 1= (R, © H)(w) = (—32w1—|- S1)M Tgkéw;’ (4.20)

wobel \g := myg — ng, Pr%k € Pmys Q?Lk € Pn,,- Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit sei der hochste Koeffizient von Q%k gleich 1. Mit Bemerkung 2.2 gilt
Ry (i) = Ringong (G5), 5 = 1,2,...,1(k). Damit ist L die Menge der
Pole von R, -

Sci a € C so, dass (c) erfiillt ist. Mit Bemerkung 3.21 gilt @ € L und damit
a € L. Fir ¢ > 0 sei 7ar,(a,¢) die Anzahl der Pole von R, », in K(a,c).
Weiter sei o
#(a,) = liminf L}\([z )
und
7(a) = Eh_}r% 7(a,¢).

Mit den letzten zwei Relationen bestétigt man, dass es ein vy € N gibt, so dass

T, (@,€) > Mp7(a)/2, k> . (4.21)

Bemerkung E: Sei a € C. Dann gilt 7(a) = 7(a).

Beweis: Sei a € C und ¢ > 0 fest gewihlt. Wir zeigen, dass die Ungleichungen
7(a) < 7(a) und 7(a) > 7(a) gleichzeitig erfiillt sind. Es existiert ein p > 0 und
b(e) € C mit K(b(e),p) := h(K(a,e)). Es gibt ein minimales R > 0 und ein
maximales r > 0, so dass K(a,r) C K(b(e),p) C K(a, R). Dann ergibt sich

Il

(a,r) <7(a,e) = 7(b(e),p) < 7(a, R).
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Da aus € — 0 auch r — 0 und R — 0 folgt, gilt die Relation
#(a) < 7(a) < 7(a).
Damit folgt die Behauptung. [J
Mit Bemerkung FE und (4.21) folgt
T, (@, €) > My7(a)/2, k> vp. (4.22)

Sei E eine kompakte Menge mit [~1,1] € E C G, wobei G := h(G). Sei 1, € N,
v1 > 1y, derart, dass ZkﬂE =0,k>vi.Daoco ¢ f/, gibt es einen Index v € N,
vy > vy, so dass co ¢ Li, k > vs. Sei dy, := d(E, f/k) der Abstand zwischen F
und Ly, k > v1. Weiter sei d := min{dg}, k > v;. Offenbar gilt d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

(oS}
Rnlo,no (w) + Z(R’Irbk+1.,'nk+1 - Rmk,nk)(w)' (423)
k=0

Sei
JO = {0} U{k €N: Rppny 7 Bony_yomp_1 }-

Mit (4.20) gilt Ry, n, = Rmy_y e, genau dann, wenn Ry, e = Rong 1 np_s-
Somit gilt .J° = .J und es ist unendlich nach Bemerkung A, da f keine rationale
Funktion ist. Hiermit bekommt man eine zu (4.23) dquivalente Darstellung

Rmko,nko (w) + Z(Rmkj*_l ,nkj_'_l - Rm;7 ,'flkj )(w)7 (424)
j=0

wobei J = {ko,ky,...} mit k; < kj11, j = 0,1,.... Weiter sei jo := min{j €
N: kj Z 1/2}.

Wir zeigen, dass die Reihe (4.24) gleichmiBig auf F konvergiert. Dazu betrach-
ten wir die Differenz

Dj(w) = (Dj o H)(w) =

W.
(R i~ By 0 100 = (5

Qu @y H> (w),  (4.25)

wobei D; in (4.6) definiert ist.

Aus (4.25) bekommt man zwei Darstellungen fiir D;. Mit (2.2) ergibt sich

. W, 1 )
Dj(w) = <73 o H) (w) = J , (4.26)
! Qny, @ni,, | (—sow + s1)Bi ( %k]. 9%.“ )(w)
wobei WP € P, ( %k]_ gkm) € Puy,+nr,;,, wnd By := Kj —ng, —ng,, (K,

ist in Bemerkung C definiert).
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Bemerkung F: Alle Nullstellen von W7 liegen in [—1,1] und

Grdd(Wf) = Kj .

Beweis: Nach (3.1) gilt

(anj Qn,, )(Z) #£0, z € [—1, 1].

i+l

Hiervon und mit Bemerkung C bestétigt man wegen (4.6), dass D; auch K;
Nullstellen in [—1,1] hat (Alle Nullstellen von W; sind auch Nullstellen von
D;).

Nun folgt mit Bemerkung 2.2, dass D;(z) = D;(), z € C. Fiir 2z € [1,1] gilt
h(z) € [-1,1] nach Hilfssatz 2.5. Damit hat D; auch K, Nullstellen in [—1,1].

Ahnlich bekommt man 0 # Qny, (2) = anj (%), z € [-1,1] und damit

0 75 anJ (w) =

Hiermit und wegen
—sqw + 51 #0, w e [—1,1],

folgt
O (w)#0, we[-1,1].

ng
k]

Somit bestiitigt man wegen (4.26), dass die Anzahl der Nullstellen von W) auf

[—1,1] gleich die Anzahl der Nullstellen von l~)j auf [—1, 1] ist, ndmlich K;. Aber
WJQ € Pk, nach Definition. Somit folgt die Behauptung. [J

Nun bekommen wir aus (4.25) die zweite Darstellung von D;:

- Rmk] ,nkj ) © H) (w) =

Dj(w) = ((Bm,

g1k
o 1 PT?ij+l (ZU) 1 P'I(I]lkj (w) .
(—3211) + 51))"‘&'4—1 Q%k‘j+1 (w) (—Sg’U) + Sl)Akf %k] (w)
1 W*(w
= - 5 Jo( ) , (4.27)
(—82111 + 51) 7 ( Nk 7ij+1>(w)
wobel
7 = max{Ag,, Ak, } (4.28)
mit \g; := mg; — ng; (siehe (4.20)) und
W ) = (P'Z“wrl %kj)(w) — S(w)( ,OlkHIP%kj)(w) D= Ak (4.29)
f (P2, Q0 ) w)Stw) — (@2, BB Yw): 7= Ay,
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[Ak Ak, |

G417 R

mit S(w) = (—sqw + $1)
Wegen (4.28) machen wir zwei Fallunterscheidungen.

1 Fall: /\]C].Jrl > )\kj.
Wir vergleichen (4.26) und (4.27). Unter Beriicksichtigung von (4.28) und (4.29)
bekommen wir

WH(w) = (szk Y ) (w) = S(w)(QY, P,?lkj)(w) =

J PRI Tejt1
= (—sow + s1) M1 "W (w). (4.30)
Wir zeigen, dass Ay, , — B; > 0. Zu diesem Zweck zeigen wir, dass die Relation
Ak;yy — Bj = min{ng, — Grad(Qn,, )s Akjor — Ak )t (4.31)

gilt. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Mg, + Grad(anj) 2 My + Grad(Pmkj),
(2) m’kj+1 + Gra’d(anj) S nk"-%—l + Grad(Pmk’j )

J

Zunichst zeigen wir, dass
Grad(Pmkj) = my,; im Fall (2). (4.32)

Annahme: Grad(Pmkj) < my,. Dak; € J folgt mit Bemerkung B, dass Grad(anj) =
ny, . Hiermit bekommt man im Fall (2)

My — My yy < Grad(Pmkj) — Ny < Mk, — N,

oder dquivalent Ag

zang Ak,

i1 < Ak, - Dies steht im Widerspruch zu unserer Vorausset-
> Ap,. Damit ist die Annahme falsch und somit ist (4.32) gezeigt.

Mit (4.32) bekommt man im Fall (2)

mg - nk)j+1 < mk?j - Grad(anj )7

G+1
woraus sich nach Substraktion von Ay, ergibt

Ak,

J+1

— Ak, < npy; — Grad(Qp,; ) im Fall (2). (4.33)
Ahnlich zeigt man die Relation

Ng; — Grad(anj) < Akjiy — A, im Fall (1). (4.34)

G+1

1 2 Ak

Falls Grad(anj) = nyg, ist (4.34) offenbar erfiillt, da Ay
Sei Grad(Qmj) < ny,. Dann folgt Grad(Pmkj) = my,;. Hieraus erhélt man im

Fall (1)
My = Ny yq = Mgy — Grad(an]_ ).
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Nach Substraktion von Ay, ergibt sich (4.34).

Mit (4.32) ergibt sich

Mieoyy + Grad(Qn,, ) — ng,  im Fall (1)
B. = J+1 k J ’ 4.35
J { ", im Fall (2), (4.35)
wobei Bj := max{my,,, + Grad(anj),nk-Hl + Gra‘d(P"lkj)} = Ny = My -
Hiermit gilt
ng, — Grad(Qn,, ) im Fall (1),
. _B.=— g 4.
ki = B { Moy — Ay, im Fall (2). (4.36)
Jj+1 J

Mit (4.33), (4.34) und (4.36) bekommt man (4.31).

Mit (4.31) folgt Ag;,, — B; > 0. Hiermit und wegen (4.30) ist w = s1/s5 eine
Nullstelle von W der Ordnung Ay, ,, — Bj.
Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WJQ.

Mit Hilfssatz 2.8 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von Q%k. der Ordnung ny, —
J

Grad(anj ). Hiermit und mit (4.31) gilt die Darstellung

0 (w) = (—sqw + s1) M1 51Q%  (w), (4.37)

Nk . Ni ..
k] kj

wobei Q) € Pus, -

Nk .
k]

Andererseits gilt Cj := A, ., —Ax; —(Ax;,, —Bj) > 0 auch wegen (4.31). Hiermit
und wegen (4.37) ergibt sich aus (4.30)

W;(w) =
= (—s2w + Sl)Ak"+1_B’((P7%kj+l Qn,, ) (W) = (=s2w + 51)“( m, 2 P, )W)
und damit
W) = (P9, @b, )w) — (~sow+ 1) (@0, P, )(w).

Sei A(; der hochste Koeffizient von W]Q. Weiter sei

0( .— AOp1/1
Wi(w) == A;W; (w), (4.38)
wobei W} € P, mit W} (w) = w7 + ... (Grad(W)) = K; nach Bemerkung
F). Mit (4.38) gilt fiir w mit W} (w) # 0:

0 (P%kﬁl ij Y(w) — (—sow + s1)% ( nijszkj )(w)
Aj = Wi (a) . (4.39)
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Nun wollen wir einen Punkt ag; ;, € K(a,¢) mit Q;,, (éx;i,) = 0 auswihlen
"J

und w = @y, 4, in (4.39) cinsetzen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass ein solcher

Punkt existiert.

Bemerkung G: (a) QO , j > ji1, hat mindestens M, 7(a)/4 Nullstellen in

K(a,e);
(b) @y, » j > j1, hat mindestens eine Nullstelle in K(a, ¢).
J

Fiir den Beweis der Bemerkung G benotigt man die Bedingung (4.2), denn mit

(4.2) folgt
jlggo()\kj/nkf) = jliglo(mkj [k, —1) =0.

Damit gibt es einen Index j; € N, 7; > jg, so dass
[Ak; /1, < 7(a)/4, § = jr.

Beweis (Bemerkung G)
(a) : Da R, i, (00) # 00, j > jo, gilt nach Hilfssatz 2.4 (b)

Grad(Q?Lk‘) > Grad(ﬁfmkj ’nkj) —max{0, A\, }, 7 > jo.
Hiervon und mit (4.22) ergibt sich, dass Q% , j > jo mindestens
J

My, 7(a)/2 — max{0, Ay, }

Nullstellen in K(a,e) hat. Mit (4.41) bekommt man

My, 7(a)/2 — max{0, A\, } > My, 7(a)/2 — |, | >
> Mkjr(a)/Q — nkjr(a)/él > Mij(a)/Q — Mij(a)/él =
= My;7m(a)/4, j = j1,

was zu zeigen war.

(4.40)

(4.41)

(b) : Mit (a) und wegen (4.37) ist diec Anzahl der Nullstellen von @}, , j > ji,
J

in K(a,e) mindestens

Mij(a)/él—()\k —Bj).

J+1

Mit (4.31) bekommt man

Mij(a)/4—(>\k —B‘j)ZMij(a)/ﬁl—()\ij —)\kj)z

J+1
> My, 7(a)/4 — 2max{| A, ., |, [ A, [}
Wir nehmen an, dass

My, 7(a)/4 — 2max{| g, |, [ A |} <1
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und zeigen, dass diese Annahme falsch ist. Nach Division durch My, , ergibt
sich

Mij(a)/él < 1 4 2max{|>\kj+1|7|)\kj|}
M, My, My, '

j+1 J+1

(4.42)
G+1
Nun berechnen wir die Grenzwerte der beiden Seiten von (4.42). Wir zeigen,
dass der Grenzwert der linken Seite > 0 ist und der Grenzwert der rechten Seite
0 ist, woraus man den gewiinschten Widerspruch erhélt.

Da kj, kj41 € JO ergibt sich

Mgy Nk Rmkj+1~,nkj+1 == Rmkj+1—17nkj+1—1'

Hiermit und wegen M, > Grad(Rmkj i) 2 Ty, (@,€), bekommt man mit
(4.22)

Mkj 2 %Mk:j (d,é‘) = %Mkj+1 (&,6) =...= 7~'Mkj+1_1((l,€) >

> My, ,—17(a)/2. (4.43)
Die Richtigkeit der Ungleichung

Mk(,'.H—l + 1> My (4.44)

1
bestétigt man wegen
]\ka+l_1 +1=

max{mg,,,,"k;,, + 1},
= max{mkj+1_1 + 1, Np 1 —1 T 1} = max{mkjﬂ +1, lej+1},
max{m, ., Mk}
wobei die drei verschiedenen Situationen in der Bedingung (4.1) zu beachten

sind.

Mit (4.43) und (4.44) ergibt sich

My, > (My,,, —1)1(a)/2 = My, (1 = 1/My,,,)7(a)/2.

J

Damit ergibt sich

lir_Ii)sup(Mkj/MkHI) > T(a)/2jli>1£10(1 —1/My,,,) =7(a)/2. (4.45)

Nun berechnen wir den Grenzwert der rechten Seite von (4.42).

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei [Ag;| > [Ag;,,| (In dem anderen Fall
argumentiert man dhnlich). Mit (4.40) bekommt man

ma’x{|)\kj+1|7|)\kj|} — lim |)\kj|
o0 M,

Ak
< lim —| k"l =
J—o0 nkj

lim 0.

J—o0 ]\/[kj-}—l
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Hiermit und wegen lim;_,oc 1/Mj,,, = 0 bekommt man

J+1

1 N 2max{| A, |, [ Ak |} —0
M, M '

lim
Jj—o0

(4.46)
1 i+l

Mit (4.45) und (4.46) bekommt man aus (4.42), dass gilt 7(a)/8 < 0. Dies steht
im Widerspruch zu 7(a) > 0. Somit ist die Annahme falsch und damit folgt Teil
(b). O

Mit Bemerkung G (b) existiert ein Punkt ay; ;, € K(a,e) mit @y, (ax; ) =0,
J =

Wir setzen w = dy; i, in (4.39) ein und bekommen

AO _(_525‘1%‘71'0 + Sl)cj( 9Lﬂcj+1 Pr?wj >(dk]‘aio)

/ le (dkj,io)

) 7 > jla

wobei le(&kj,io) 7é 0, da dkj,io ¢ [_17 1]a .] 2 Jo und le(w) 7é 0, w g [_17 1]
(siche Bemerkung F).

Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A? und unter Beriicksichtigung von (4.38)
bekommt man aus (4.26)

b Whw) S@(QY, | P, )an0)

Mt

7 7.2.7
WHan,o) (@ Q0 w) 7=

Mhj ¥ M1

f)](w) = (—sqw+51)~

wobei S(a) := (—s2am; 4, + 1),

Hiermit gelangen wir zu der Abschétzung

1D <
0 0 ~
< [(=sow+ 1) || e 2 . s T L > 1. (4.47)
b |Wj1 (akj,i0)| min,, . g |( 91;\] %’”‘j+1 )(w)|

Nun schéitzen wir die rechte Seite von (4.47) nach oben ab. Dabei seien ¢, ca, . . .
positive, von j und € unabhingige Konstanten. Definitionsgema8 ist B; € Z.
Mit Hilfe der bekannten Relation |z12a| = |21]|22], 21, 22 € C bekommt man:

1. Falls B; < 0: Fiir w € E gilt
|(—sow 4 51) 78| = |(—sow + 51)| 7P < cl_Bj,
wobel ¢ := || — sqw + s1]| 5.

2. Falls B; > 0: Fiir w € E gilt

[(=sow + 51) 7] = |[(=s2w + 51) 7P| = [(=s2w + 50) 7P =
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=1/] — sow + 51|P7 < cfj,
wobei ¢g := [|1/(=s2w + 51)|| 5-
Insgesammt gilt fiir B; € Z
l(—sow+s1) B[ <Pl we B, (4.48)
wobei ¢3 := max{cy,ca} > 1.
Mit (4.35) folgt B; < Ak, -

0 < Ay = Ay = Akyyn — By

Andererseits ergibt sich mit (4.31)

Damit bekommt man
Ak; < Bj < A

Hieraus und mit (4.41) folgt

j+1°

|Bj| <ng;ys § 2015
woraus sich mit (4.48) ergibt

(=sow + s1) 59| 5 <5 9%, 5 > jy. (4.49)

Da C; > 0 bekommt man
(=526, 50 + 51) | = | = s28k, 45, + 51| (4.50)
Mit (4.36) folgt Ag;,, — Bj > 0. Hieraus und mit (4.41) ergibt sich

Cj = Ay = Ay = Mgy = Bj) S Akyyy — Ak <

< |/\k7| + |/\kj+1| < 2ma’x{|>\kj|? |/\k’j+1|} < MNkjqprs JZ .

Hiermit bekommt man aus (4.50)
(=826, 40 + 1) ] < ¢y 7, (4.51)
wobei ¢4 1= max{l,sup, ¢ ;| — 28, + 51/}

Mit Hilfe des Bernstein—Walsh Lemma (Lemma 2.17) und mit (4.20) bekommt
man i
[P, (@) | < @™ @) [P ]y <
: J

mkj

< O By Nl (=520 + 50 -y 1Q0, Nl (452)

wobei G(z2) := log|z 4+ (22 — 1)Y/?|, = € C\[-1,1], die Greensche Funktion
beziiglich des Komplements von [~1,1] mit Pol bei oo ist (siehe Beispiel 2.16
(a)). Nach Definition 2.14 ist G(ay, 4,) beschrankt, da oo ¢ L. Somit gilt

J

Mg Glargi0) < o™ > o (4.53)
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Mit Bemerkung 2.2 gilt R, n, (2) = Rmkj mi, (2), 2 € C. Hiermit und nach
Hilfssatz 2.5 bekommt man

||Rmkj,nkj ||[—1A,1] = ||R7nkj Mk ||[—1,1] <
< = R, o =1, + A= 1,0 < 201|211 =: ¢, (4.54)
wobei f € C[—1,1] zu beachten ist.
Mit (4.41) ergibt sich

, il ey
1(=sow + s)™i |1 S e 7 <er”, > g, (4.55)

wobei c7 1= max{[| — sow + s1|[[—1,1), [[1/(=82w + 51)[[[=1,11} > 1.

Da oo ¢ L bekommt man

Nk ; ng .
k] k]

@, (W) =T hw—auw;al < [J(1wl + a0 < e, we =11 (4.56)
i=1 1=1

Mit (4.53), (4.54), (4.55) und (4.56) bekommt man aus (4.52)
0 ~ My, . .
|Pmkj (akj,i0)| <cg 7y 2 Jo (457)
Seien (j1,...,(j k; die Nullstellen von W}. Nach Bemerkung F gilt |(j,] < 1,
i=1,2,..., K;. Hiermit und da F kompakt ist, ergibt sich fiir w € F

K, K;
W (w)l =TT lw = ¢l < TTCwl + 1D < (ol + D)% < ey
i=1 i=1

Hiermit und wegen

K,
(W (k00| = H G — Gy i | > A,

=1

ergibt sich

- K;
W5/ IW} (@ o)l < €)Y (4.58)

Man bekommt auch fiir w € E

’I’lk,].

|Q%kj (w)] = H lw — a4l > d"™ 5, § > jo.

i=1

Damit gilt auch fiir w € E
Tkjt1
|Q%k1+1(w)| = H |w — dk1+1’i| > d™itr, § > o,
=1
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Somit

O ()| < (1/d)™s T < ey > o, (4.59)

Mhjt1

1/ min |(

| 0
weB ki

wobei c1o > max{1, (1/d)?}.
Mit Bemerkung G (a) erhalten wir

|Q9’ij+1 (&'kjﬂio” =

= H |&kj+11'i - dkj«,'i0| H |dkj+1,i - dkj ,i0| <

2 —ag;ig|<e |Gk q,i— 0k ig|>€
AN Jjt+1 FAMY

Gy q i

< Mg T@/A T s g (4.60)

Mit (4.49), (4.51), (4.57), (4.58), (4.59) und (4.60) ergibt sich aus (4.47)
105115 < (crae™@/MMesar | j > ;. (4.61)

2 Fall: /\kj > )\ij.

In diesem Fall bekommen wir eine dhnliche Abschéitzung wie in (4.61). Wir
vergleichen (4.26) und (4.27). Unter Beriicksichtigung von (4.28) und (4.29)
erhalten wir

Wi (w) = (PY 0 Y (w)S(w) — ( 0 Pfq)lkj Y(w) =

J M " Tk; Tyt

= (—sqw + 57) 5 P ij(w). (4.62)

Wir zeigen, dass A\, — B; > 0. Zu diesem Zweck zeigen wir, dass die folgende
Gleichung

Mg, — Bj = min{ g, — Ag,p,mi; — Grad (P, | )} (4.63)
gilt. Wir unterscheiden zwei Félle:
(1) ma,,, + Grad(anJ) > Mgy + Grad(Pmk] ),
(2) mp,,, + Grad(anj) < g, + Grad(Pp, ).

7

Zunichst zeigen wir, dass
Grad(anj) = ng,; im Fall (1). (4.64)

Annahme: Grad(an’_) < ny,. Dann folgt Grad(Pmky_) = my,, weil (mp,,ng;)
normal ist. Hiermit bekommt man im Fall (1) ‘

M,y — Ny = Mk, — Grad(anj) > My, — Ny,
oder dquivalent Ap
zang Ag; > Ak

i+1 = Ak, - Dies steht im Widerspruch zu unserer Vorausset-
Damit ist die Annahme falsch und somit ist (4.64) gezeigt.

j+1°
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Im Fall (1) bekommt man mit (4.64)

i~ My, > Grad(Pmkj) —ny,.

J

Nach Substraktion von A; und nach Multiplikation mit —1 bekommen wir

)\k, — )\kg+1 < my; — Grad(Pmkj) im Fall (1). (4.65)
Ahnlich zeigt man
my, — Grad(Pp, ) < Ak, — Ak, im Fall (2). (4.66)

Falls Grad(Pmkj) = my,, ist die Relation (4.66) offenbar richtig, da Ag; > A

jt+1°

Sei Grad(Pmkj) < my,;. Dann folgt Grad(anj) = ng,;. Im Fall (2) bekommt
man

M =

— Ny, < N+ Grad(Pmkj).
Nach Substraktion von A, und nach Multiplikation mit —1 ergibt sich (4.66).

Mit (4.64) ergibt sich

= My, im Fall (1),
= { Grad(Pp,,) — nk, im Fall (2), (4.67)

wobei Bj = max{my,,, + Grad(Qn,,), k., + Grad(Pp, )} — ng; — nkyy, -
Hiermit ergibt sich

- )\kj — Akj-%—l im Fall (].)
My — B = { my, — Grad(Pp, ) im Fall (2). (4.68)
Mit (4.65), (4.66) und (4.68) bekommt man (4.63).

Mit (4.63) folgt A\r, — B; > 0. Damit und wegen (4.62) ist w = s1/s2 cine
Nullstelle von W der Ordnung Ay, — B;.

Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WJO.

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von P?  der Ordnung my; —

mi .

Grad(Pmkj ). Hiermit und wegen (4.63) gilt die Darstellung

PS (w) = (—sow + )™ "B PY (w), (4.69)

my . mg -
k] k]

wobei Pr,, € P, -
J

Andererseits Cj := A\, — Ag;,, — (Ax; — Bj) > 0 auch wegen (4.63). Hiermit und
wegen (4.69) ergibt sich aus (4.62)



= (—sqw + sl)k’“f_B-’((PO O Yw)(—soqw + 1) — (Q° P;%j )(w))

Mkji1 Mk Mhjp1

und damit

WOw) = (B, Q0 )w)(—saw + )% — (QF, Pl )(w).

My Oy Mk yq © Tk
Sei A(; der hochste Koeffizient von W]Q. Weiter sei
W(w) :== AOW}H(w) (4.70)
J Vg ) :

wobei W} € Pk, mit W} (w) := w™i + ... (Grad(W}) = K; nach Bemerkung
F). Mit (4.70) ergibt sich fiir w mit W} (w) # 0

0 0 _ i —(Q° "
o _ Do @)oot o0 — @ P
J W;(w)

Nach Bemerkung G hat Q%kj, j > j1, mindestens eine Nullstelle in K(a, ). Sei

0

G, i, eine Nullstelle von @), mit ag, ;, € K(a,¢). Wir setzen w = Gy, i, in

i
(4.71) ein und bekommen
A0 — ~ Mk P;ij )(&’%io) P>
j ~ ) = Jl
’ le (akj ,t0 )

wobei le (Gji0) # 0, da an;q, ¢ [-1,1], 5 > jo und le (w) £ 0, w ¢
[—1,1] (siehe Bemerkung F). Mit Hilfe der letzten Darstellung von A und unter
Beriicksichtigung von (4.70) bekommt man aus (4.26)

le (w) ( %ijrl Prtzk] )(dk]‘,io)

Wi(ak, ) (QY, Q% )(w) sy J =1

Ty Mk

Dj(w) = (—sow + s1) "

Somit gelangen wir zu der Abschétzung

0 * ~ .
IWHz  [(@uy,,, P, ) (G0 s
. . L=
Wi (ahy o) min e g (@, @5, )(w)]

1D4] 5 < [I(—s2w + 81)_le|@|

(4.72)
Nun schéitzen wir die rechte Seite von (4.72) nach oben ab. Dabei seien Cq, Co, . . .
positive, von j und € unabhéngige Konstanten.

Auf bekannte Art und Weise (sieche Fall 1) bekommen wir

- M,

||W]1||E/|W]1(O/kwlo)| < C11 ’ +17 (473)

1/ min (@, @, )(w)] < €57 (4.74)
w

|Q(7)ij+1 (dkj:io)l S 5M’~‘j+1f(“)/40;%+1 ) (4'75)
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My, .
PO, (i) < Cy (4.76)

mg .
k]

und ~
(—saw+s1) B < OB weE, (4.77)

wobei C5 := max{|| — sow + s1|| 3, |[1/(—s2w + s1)|| 5} > 1.
Mit (4.2) gibt es einen Index j; € N, so dass

N /s < 7(@)/4, 32 41 2 Jo. (478)
Mit (4.67) folgt Bj < Ag;. Andererseits gilt nach (4.63)

0< A, — Myps — Ak, — By).

i1
Damit ergibt sich
Hiervon und mit (4.78) bekommt man
|Bj| <oy 7271,

woraus sich aus (4.77) ergibt, dass gilt

(w4 50) "5 < C59* G = . (4.79)
Mit (4.69) gilt

P;,’;kj (w) = P,?zkJ (w)(—s2w + 31)_(“)' -5,

Hiermit und mit (4.76) ergibt sich

|P* (&kj7i0)| = |P1?zkj (dkj»io)(_sz&kj,io + 81)7(>\kj7Bj)| <

my .
kj

My, . ~ _ ey
< Oy (=826, i + 51)” MBI (4.80)

Mit (4.67) folgt Ak; — Bj > 0. Damit bekommt man
|(=s26tk, iq + 51) "N )| = 1/| = spdg, iy + 1M 7 (4.81)
Mit (4.63) und (4.78) bekommt man
)\kj — Bj S )\kj — Akj-%—l S 2max{|)\kj|, |/\kj+1|} S nkj+1'
Hiermit ergibt sich aus (4.81)
B (N —B. n.
(=526, + 1) M) < G5

wobei Cg 1= max{l,supk‘7€',{1/| — 890k, iy + 51/}
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Damit bekommt man aus (4.80)
. o~ My,
|Pmkj (akg»i())l S C’? AR . (482)
Mit (4.73), (4.74), (4.75), (4.79) und (4.82) bekommt man aus (4.72)
1D5]] < (7 HCs) Mo, i > G

Damit haben wir auch im Fall 2 eine Abschétzung dhnlich wie in (4.61) be-
kommen. Sei ¢ := max{ci4,Cs}. Da man e beliebig klein wihlen kann, sei
em(@/4 < 1/¢ und damit ¢ := £7(®/4¢ < 1. Damit bekommt man eine ge-
meinsame Abschéitzung in beiden Fillen:

~ v
1Dl 5 < ¢+, j > g1,

woraus sich mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2 ergibt

o0

[ee] [ee] o0
IS D) < S 1Dy < 3 gV < 3 5 we B
J=i1

J=J1 J=J1 J=j
Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z]oi() 7. Damit ist die Reihe

oo

Z §ItL — girtl igi

J=i J=0

eine konvergente Majorante von Z;’C: i, 1Di(w)], we E. Hicrmit konvergiert die
Reihe (4.24) und somit auch die Folge {Rmkj i, Y

damit auch auf kompakten Teilmengen von G, da E cine beliebige kompakte
Teilmenge von G war. Sei f° die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konver-
genzsatz von Weierstraf (Satz 2.8) ist f° holomorph auf G. Andererseits gilt

f(w) = fo(w)v w e [_L 1]'

Die Richtigkeit dieser Gleichung bestétigt man mit

gleichmiBig auf E und

||f_ R"lijij ||[—1,1] =||f - Rmkj 7nkj||[—1,1] — 0, 7 — o0,
wobei (3.1) zu beriicksichtigen ist.

Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von f nach G. Nach dem
Identititssatz (Satz 2.10) ist f© eindeutig bestimmt. Somit ist f holomorphe
Fortsetzung von f nach G. B

Beispiele fiir Hauptsatz 4.3 sind die diagonalen Approximationen {R,+x ,}22,
mit A € Z (beliebig, aber fest).
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4.2 Einfluss der Verteilung der Nullstellen

Fir f € C[-1,1] sei Ry, ne € Rimyon, beste Approximation an f, wobei das
Indexpaar (my,ny) die Bedingungen (4.1) und (4.2) erfiille. Weiter sei Ry, r,, :=
P, /Qn,, wobei die Polynome P,,, und @, teilerfremd seien und der hochste
Koeffizient in @, gleich 1 ist.

Sei Ly := {ar1,...,ar )} die Menge der Pole von Ry, n,, wobei I(k) :=
Grad(R,,, n,) < max{my,ny} =: M. Mit L bezeichnet man die Menge der
Grenzpunkte von {Lx}32,. Sei Ny = {mr,1,..., Mk} die Menge der Null-
stellen von R,,, n,. Mit N bezeichnet man die Menge der Grenzpunkte von
{N:}Z,- Fiir € > 0 und a € C bezeichnen wir mit ¢y, (a,€) die Anzahl der
Nullstellen von Ry, », in K(a,e) (einschlieBlich Vielfachheiten).

Wir definieren

1 cr ka(aﬁE)
P(a,e) = hgggt A

und

¥(a) = Ell_r{(l) ¥(a, ).
Es folgt mit den letzten zwei Definitionen, dass fiir k geniigend grof gilt
Y, (a,e) > My7(a)/2. (4.83)
Sei G die Zusammenhangskomponente von C\L mit [—1,1] C G.

4.6 Hauptsatz. Sei f € C[—1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) (LUN)N[-1,1] = 0;

(b) Es gibt einen Punkt a € C mit ¥ (a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { Ry, n, 72, gleichmdfig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Wir beweisen zunéchst den Hauptsatz 4.6 in dem speziellen Fall co ¢ (L UN)
(Satz 4.7). Dann fithren wir den Beweis im Fall oo € (L UN) durch (Satz 4.8).

4.7 Satz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) oo & (LUN);

(b) (LUN) A [=1,1] = 0;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit ¢(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { Ry, n, }72 gleichmifig auf kompakten Teilmen-

gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.
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Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.

Sei E eine kompakte Teilmenge von G mit [—1,1] C E. Sei vy € N, so dass
(4.83) erfullt ist fiir k& > 1. Es gibt einen Index v1 € N, vy > vy so, dass
Ly NE =0, k> vy. Nun folgt mit (a), dass es ein v € N, vy > vy gibt, so
dass co € (Li UN}), k > ve. Wegen (b) gibt es ein v3 € N, v3 > 19, so dass
NN [=1,1] =0, k > v3. Sei d, := d(E, Lj) der Abstand zwischen E und Ly,
k > v1. Weiter sei d := min{dy}, k > vy. Offenbar ist d > 0.

Nun sei d := d([—1,1],N}) der Abstand zwischen [—1,1] und Ny, k > vs.
Weiter sei d := mln{dk} k > v3. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
oo
m() no + Z MEL1,Mkt1 Rmk,nk)(z)' (484)
k=0
Wir definieren die Menge J als
J={0tU{keN: Ryn, # Bons_1nnv )

Da f keine rationale Funktion ist, folgt mit Bemerkung A, dass J unendlich ist.
Damit bekommt man eine zu (4.84) #quivalente Darstellung

mko TLkO + Z ka_H Tbk Rmkj ,nkj )(Z)7 (485)
7=0
wobei J = {ko,ki,...} mit k; < kj4q, j = 0,1,.... Weiter sei jo := min{j €
N() : k‘j 2 1/3}.

Wir zeigen, dass die Reihe (4.85) gleichméBig auf E konvergiert. Fiir kj, kj11 € J
betrachten wir die Differenz

Dj(z) = Rmkj+l, (Z) - Rmkj oy (Z) =

=W;(2)/(@n,, @ni,,,)(2), (4.86)
wobei
Wj(z) == (Pmijr1 ana - anﬂ_l th )(2).
Sei

Wi(z) == A;W} (2), (4.87)

wobei A; der hichste Koeffizient von W; ist und W} € Pg, mit W} (z) = 259 +
.. (Grad(W;) = K; nach Bemerkung C). Mit (4. 87) gilt, fiir z mit W} (z) #0

( My an anjJrl Pmkj )(Z)

A= TG

(4.88)
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Bemerkung H: Nach der Wahl von jy hat Rmkj . keine Nullstelle in oo fiir
j > Jjo. Damit sind alle Nullstellen von Rmk] s auch Nullstellen von Pmkj
fiir j > jo. Hiermit und wegen (4.83) gibt es in K (a,c) mindestens My, v (a)/2

Nullstellen von Py 72 Jo-

Sei g, ,i, eine Nullstelle von Pmkj, J = jo mit ny, 4, € K(a,e). Wir setzen

Z =Nk, i, 0 (4.88) ein und bekommen

(Pmijrl anj )(nkj,io)
le(nkj,io)

wobei W} (nk; i) # 0, da ng, i & [=1,1], 5 > jo und Wj(z) # 0, z & [-1,1]
(siche Bemerkung C).

Ajz 7j2j07

Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A; und unter Berticksichtigung von (4.87)
bekommt man aus (4.86)
(Pmk'j+1 Q’I’l},] )(nkj,’io) le (Z) j > 7_0

@, Qo ) W) 7 =

Damit gelangen wir zu der Abschétzung

||W]'1||E |(Pmkj+1an,j)(nkj»'i0)|
|Wj1 (nkj7i0)| min.cp |(anj Qn’“]‘+1 )(Z)| ,

Nun schétzen wir die rechte Seite von (4.89) nach oben ab. Dabei seien c1, ¢, . . .
positive, von j und e unabhéngige Konstanten. Weiter bezeichnen wir durch
i1y G2y -+ -5 Gjxe; die Nullstellen von W}. Da E kompakt ist und wegen [(; ;| <
1,7=1,2,..., K; nach Bemerkung C, beckommt man

Dj(z) =

1Djle <

J = Jo. (4.89)

K; K;
J : K
W) =TT 1z = ¢l < [0 + 16l < €7, 2 € B,
=1 i=1

Hiermit und wegen

K

J
|Wj1(nkjyio)| = H |77kjﬂ'o - Cjﬂ'l > dKj? .7 > jO»

i=1

ergibt sich
W2/ IW} (i a0) < €375 5= jo, (4.90)

wobel ¢y > Cl/J.
Man bekommt fiir z € F

nkj

Qi () = [ Iz = sl = @™, j = jo.
i=1
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Damit gilt auch fiir z € £
Qi (2)] > d"™ 51, G > G,
Somit haben wir

1/ min [(Quy, Qs ) ()] < (L) < 2 Go, (491

i+l
wobei ¢z > max{1, (1/d)?}.
Sei a,, der hochste Koeffizient von P, - Weiter sei P, = amP,{lij,
wobei P, €P,

i+

Mkjt1”

Mit Bemerkung H und wegen oo ¢ N ergibt sich

|Pmkj+1 (nkj,io)l = |am||P7}1kj+1 (nkj,io)| =
= |a’m| H |nkj,i0 - nkj+1,i| H |77kj7'i0 - T]k‘j+1,i| S
1500 =My il <e [N j i =My q.61>€
< |am|5M’“a‘+1w(“)/2thlkj“. (4.92)

Mit Hilfssatz 3.2 (a) und wegen f € C[—1,1] ergibt sich

mp . Mk
|am| < 275500 fll =11 @n =10 S 05 7T I@n =1, (4.93)
Wegen oc € L ergibt sich
hjy1 Mkjyq
N
1@, () = T1 2= anynal < T (2l leny i) <67 2 € [=1,1].
i=1 1=1

Hiermit bekommt man aus (4.93)
My,
lam| < 7 7T,

woraus sich mit (4.92) ergibt, dass gilt

| P,

Mkji1

(”ij ,i0>| < (5%/)((1)/268)]‘“”1' (4'94)

Da oo & (LUN), bekommt man

nkj n;cj
Nk .
1@, (hyio)| = T 1k 0 = il < Ty 0] + vy al) < g™ (4.95)
i=1 =1

Mit (4.90), (4.91), (4.94) und (4.95) bekommt man aus (4.89)

ID;]1 2 < (¥ 2¢10) s, j > jo. (4.96)

ol



Weil man ¢ beliebig klein wihlen kann, sei e%(®)/2 < 1/c10. Damit gilt ¢ :=
Ew(a)/2010 < 1.

Mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2 bekommt man aus (4.96)

1Y D(2)] < i |D;(2)] < quMkm < i AR o)

J=Jjo J=Jjo J=Jjo J=jo
wobei § := ¢'/2.

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z?o:o ¢7. Damit ist die Reihe

Z it — gio+1 Zy’
J=jo Jj=0

eine konvergente Majorante von Z;‘; o IDj(2)], 2z € E. Hiermit konvergiert die
Reihe (4.84) und damit auch die Folge {Rmkj s }22 ), gleichmiBig auf E und
damit auch auf kompakten Teilmengen von G, da E eine beliebige Teilmenge
von G war. Sei fO die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konvergenzsatz von
Weierstraff (Satz 2.8) ist f° holomorph auf G. Andererseits gilt f(z) = f°(2),
z € [-1,1] wegen (3.1). Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von
f nach G. Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist f° eindeutig bestimmt. B

Der néchste Satz 4.8 unterscheidet sich vom Satz 4.7 nur durch die Bedingung
(a). Man wendet eine geeignete Transformation an, so dass der Punkt oo in einen
endlichen Punkt abgebildet wird. Damit bekommt man eine dhnliche Situation
wie in Satz 4.7.

4.8 Satz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) oo € (LUN);

(b) (LUN)N[-1,1] = 0;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit 1(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge { Ry, n, }72, gleichmifig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion f°, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.

Wir wenden die Transformation (siehe (2.3))

S$12 + So
S92 + 81

h(z) ==

an, wobei s1, s2 € R\{0} und s1 > |sa|.
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Man bestétigt, dass h(oco) = s1/s2 € R und h(—s1/s2) = co. Wegen (b) kann
man die Koeffizienten s; und ss so wihlen, dass —s1/s2 € (L UN) und damit
00 = h(—s1/s2) & ¢ (LUN), wobei L := h(L) und N := h(N). Damit ist die
Menge L U N beschrinkt.

Sei Ly = h(Lg) = {@k1.0k2,..., 0k} die Menge der Pole von Rmk’nk.
Weiter sei Ny, == h(N) = {7,125+ -+ Ty b die Menge der Nullstellen von
Rmkmk, wobei Bemerkung 2.2 zu beachten ist. Nach Definition 3.17 ist L bzw.
N die Menge der Grenzpunkte von { Ly}, bzw. von {N;}22,.

Sei H(w) die Umkehrfunktion von h(z) (siehe (2.4)). Mit (2.2) bekommt man

] 1 Py, (w)
Rmk,nk (’IU) = (Rm’“’nk ° H)(W) - (_32w + q1))\k QOk(w)7

(4.97)

wobei A\, := myp — ng, Pmk S Pmk,Q S Pnk. Ohne Beschrinkung der Allge-

meinheit sei der héchste Koeffizient von Q° . gleich 1.

Sei a € C so, dass (c) erfiillt ist. Fiir ¢ > 0 sei U, (@,¢) die Anzahl der Null-
stellen von R,,, », in K(a,c). Weiter sei

T a T @EM;(&,E)
Y(a,e) == hkrggf A

und R
Y(a) = 21_% 7(a,e).

Mit den letzten zwei Relationen bestétigt man, dass es ein vy € N gibt, so dass
O (@, €) /My > (@) /2, k > vo.

Hiermit und mit Bemerkung F folgt
bar (@,€) > Myp(a)/2, k> v, (4.98)

Sei E eine kompakte Menge mit [—1,1] C E C G, wobei G := h(G). Sei 11 € N,
v1 > 1y, derart, dass Ly N E = 0, k > v1. Weiter sei v2 € N, vo > vy, so dass
[—1,1] NN —(Z) k> 1. Da oo & (LUN) gibt es einen Index v3 € N, v3 > vy,
so dass 00 & (L UN3), k > vs. Sei dy, := d(E, L) der Abstand zwischen E und
Ly, k > vy. Weiter sei d := min{dy}, k > vy. Offenbar ist d > 0.

Nun sei dy = d([~1,1],N}) der Abstand zwischen [—1,1] und N, k > vs.
Weiter sei d := mln{dk} k > v3. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

oo
mmno + Z Mp+1,Mk+1 Rmk,nk)(w) (4'99)
k=0
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Sei
JO = {0} U{k €N: Ropynp # Ronyoni 2 }-

Mit (4.97) gilt Ryny ny = Remy_1.my,_, genau dann, wenn Ry, n, = Ry 1 np s -
Somit gilt J® = J und es ist unendlich nach Bemerkung A. Hiermit bekommt
man eine zu (4.99) dquivalente Darstellung

Rmko,nko (w) + Z(Rmkj+17nkj+1 - Rmkj Tk )(w), (4100)
j=0

wobei JO = {ko,k‘l,.. } mit ,Z/u‘j < kj+1; j = 0,1,. ... Weiter sei j() = IIllIl{] €
N: kj Z V3}.

Wir zeigen, dass die Reihe (4.100) gleichmiBig auf E konvergiert. Fiir k;, kj11 €
J betrachten wir die Differenz

W

g o). o

= ((R7nk:j+1 Mk R"nk,j Mk ) © H) (w) = <
wobei D; in (4.6) definiert ist.

Aus (4.101) erhilt man zwei Darstellungen fir Ej. Einerseits ergibt sich mit
(2.2)

- B W; B 1 Wjo(w)
Dilw) = (Qmj Qny,, ° H) (w) = (—sow+s1)8 (QY Q%  )(w)’ (4.102)

Tk YTk
wobei W9 € Pr,(Q% Q% )eP und B, := K; —ng, —n (K;
j Ky \&ny Wng ) LT S J - J k; kjva J

ist in Bemerkung C definiert).

Nun bekommen wir die zweite Darstellung fiir D; aus (4.101):

Dj (w) = ((R7'ij+1,7bkj+1 - R'"lk,j STk ) o H) (U)) =
0 0
_ 1 Py, (0) 1 P, (W)
(—sqw + s1) k41 Q%kjﬂ (W) (—sqw + 51) %kj (w)
1 W (w
_ - Jo( ) , (4.103)
(=s2w + 1) (@, @5, ) (W)
wobei
vj = max{Ag;, Ak, (4.104)

mit \g, := mg; —ny, (siehe (4.97)) und

(w):{ (PO, @0, )(w) — Sw)(QY,  PS )w): =N,

Mkt TRt

(PO, @0 )(w)S(w) — (@% | PO )w): =X,

Mkj+1

*
Wj
Mhjy1

(4.105)

54



mit S(w) := (—sow + 51)‘)\k1+1_>‘k1‘,
Wegen (4.104) machen wir zwei Fallunterscheidungen.

1 Fall: A\, > Mg, -
Wir verglelchen (4.102) und (4.103). Unter Beriicksichtigung von (4.104) und
(4.105) bekommen wir

Wi(w) = (PD, | Q% )w)S(w) (@5,  PI, )(w)=

= (—sqw + 51 75 W](-)(w). (4.106)
Mit Hilfe der bekannten Relation (siehe (4.63))

Ak, — By = min{\, — — Grad (P, )} (4.107)

J+1’

folgt A\x, — B; > 0. Damit ist w = s1/s2 eine Nullstelle von H/j* der Ordnung
Ak; — Bj

Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WP

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von P0 der Ordnung Mg, —
Grad (P, ) Hiermit und wegen (4.107) gilt die Darstellung

P (w) = (—sow + 51) ™ "B P (w), (4.108)

mi; mp;

wobei Pr € P, .
J

Andererseits Cj := \g; — Ag;., — (Ax; — B;) > 0 auch wegen (4.107). Somit und
wegen (4.108) erglbt sich aus (4.106)

W (w) =

J

= (—saw + 1) TP (P, e, (W) (52w + 51)5 — (@, P, ) (w))

kjt1

und damit

( ) ( mEj nk )(fw)(_SQ’w"'Sl)cJ _( 9lk P* )( )
Sei A? der hochste Koeffizient von VVJ0 Weiter sei

000\ . AOTT/L
Wi(w) == AW (w), (4.109)
wobei W} € Pk, mit W} (w) = whi + ... (Grad(W}) = K; nach Bemerkung
F). Mit (4.109) gilt fiir w mit le(w) # 0:

o (P9, " 2“ (W) (—sow + $1)%7 — ( 2kj+1p’j”j )W) (4.110)
j Wi (w) . |
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Nun wollen wir einen Punkt 7, ;, € K(a,¢) mit P}, (7, ,) = 0 auswihlen
J

und w = 7, 4, in (4.110) einsetzen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass ein solcher

Punkt existiert.

Bemerkung I: (a) P9

K(a,e);

(b) Py, »J > j1, hat mindestens eine Nullstelle in K (a,€).
J

> j1, hat mindestens My 1)(a)/4 Nullstellen in

RN =
kj;?

m

Fiir den Beweis der Bemerkung I benétigt man die Bedingung (4.2), denn mit
(4.2) ergibt sich

jlggo()\kj/nkj) = jli)nolo(mkj [ng; — 1) =0. (4.111)

Damit gibt es einen Index j; € N, j; > jo, so dass
Ik, | /ne; < w(a)/4, > jr. (4.112)

Beweis (Bemerkung I) }
(a) : Unter Beriicksichtigung, dass Rmkj i (00) # 0, j > jo, gilt nach Hilfssatz

2.4 (a) B
Grad(Py,, ) = Grad(Rim, n,,) +min{0, A}, j = Jjo.

Hieraus und mit (4.98) folgt, dass P,(,)lkj7 J > jo mindestens My 1(a)/2 +

min{0, A¢; } Nullstellen in K'(a,¢) hat. Wir bekommen mit (4.112)
My, (a)/2 +min{0, A\, } > My, p(a)/2 — A, | =

Myjp(a) /2 = g, (@) /4 = My, 9(a)/2 = My p(a) /4 =
= My, ¢(a)/4, j > ji,

was zZUu zeigen war.

(b) : Mit Teil (a) und wegen (4.108) ist die Anzahl der Nullstellen von P

me..
k’]

j > j1, in K(a, ) mindestens My, ¢ (a)/4 — (A, — B;). Wir erhalten mit (4.107)
Mk]d)(a)/4 - ()‘k] - BJ) > ]\ijw(a)/él - ()‘k] - )\kj+1) >
> ]\4}6]1#(0‘)/4 - 2maX{|>\k5j |7 |)\kj+1 |}
Wir nchmen an, dass

My, (a)/4 — 2max{| Ay, |, [Ar, |} <1

G+1
und zeigen, dass diese Annahme falsch ist. Nach Division durch My, , ergibt

sich
JM’ICJw(a‘)/4 < 1 + 2maX{|>\kj+1|7|)\kj|}
M. M, My, '

J+1

(4.113)

J+1 j+1
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Nun berechnen wir die Grenzwerte der beiden Seiten von (4.113). Wir zeigen,
dass der Grenzwert der linken Seite > 0 ist und der Grenzwert der rechten Seite
0 ist, woraus sich der gewiinschten Widerspruch ergibt.

Da kj, kj11 € JO ergibt sich

Rmkjynkj = Rmijrl;'n»ijrl =...=R

Mhejpr— 15Tk —1°

Hiermit und wegen My, > Grad(}?mkj,nkj) > "Z’Mk,j (@,€), bekommt man mit
(4.98)

(a,¢) =

Mkj Z/l;Mkj (&76) :/&Mkjﬁ—l(a’?s) = ... :/LDMI\’J'+1—1 =
> M, 1(a)/2.

Hieraus und mit Hilfe der bekannten Relation (siehe (4.44))

My, 1+ 1> My

1
ergibt sich

Mkj 2 Mkj+1—11/}(a’)/2 = Mkj+1 (1-— I/Mijrl )1/}(04)/2
Damit gilt

limsup(My, /My, ) > (a)/2 lim (1= 1/My,,,) = ¥(@)/2. (4114)

Jj—o0
Nun berechnen wir den Grenzwert der rechten Seite von (4.113).

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei [Ag;| > [Ag;,,| (In dem anderen Fall
argumentiert man &hnlich). Man bekommt mit (4.111)

m ma’x{|>\kj+1 |7 |>\k] |}

i A,
Pl lim |Al:o.

= lim <
1 Joo My, 00 Tk

Hiermit und wegen lim;_,o 1/M, k;+1 = 0 erhalten wir

1 n 2max{|/\kj|7|)\kj+1|} =0
M. My, '

1 i1

lim (4.115)

j—oo
Mit (4.114) und (4.115) bekommt man aus (4.113), dass gilt ¥(a)/8 < 0. Dies
steht im Widerspruch zu ¢(a) > 0. Somit ist die Annahme falsch und damit ist

Teil (b) gezeigt. O

Unter Berticksichtigung Bemerkung I (b) sei 7, i, eine Nullstelle von Py,
J

J = j1, mit iy, 5, € K(a,¢). Wir setzen w = jy; 5, in (4.110) ein und bekommen

AO (Pgl’“j-u 21«;‘ )(ﬁki*iO)(_SQﬁkjﬂiO + Sl)cj P> g
i = = y J =2 J1,
! le (I']kj,io)
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wobei W} (7k;.i,) 7 0, da 7,4, & [=1,1], j = jo und W} (w) # 0, w & [-1,1]
(siehe Bemerkung F).

Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A? und unter Beriicksichtigung von (4.109)
bekommt man aus (4.102)

D, (w) = 1 Whw) SO (P, Qn, )ik o) o
P (msow 4 51) 5 Wi ) ( %, Qlkj“)(w) y J 201,

wobei S(n) := (—s27jk; i, + 51)%7.

Hiermit gelangen wir zu der Abschétzung
1D;l 5 <

IWHIz ISPy a1 o, ) ko )| > . (4116)
y J 2 J1- (&
Wl(nkJ710)| mlnweE |( nkj %kj«i»l )(w)| !

< ||(—»92w+81)_B"||E|

Nun schétzen wir die rechte Seite von (4.116) nach oben ab. Dabei seien ¢q, ca, . . .
positive, von j und ¢ unabhéangige Konstanten. Definitionsgema8 gilt B; € Z.
Man bekommt

|(—sow + 51) 78| < cllle, we E, (4.117)

wobei ¢; := max{|| — sow + s1|| . |[|1/(—=s2w + s1)|| 5} = 1.
Auf bekannte Art und Weise ergibt sich

Mo B < /\kj-

1
Hiermit und aus (4.112) bekommt man
|Bj| <npyyys 7231,
womit sich aus (4.117) ergibt
|(=s2w +51) 27| 5 Sc?kj“. (4.118)

Seien (j1,(j2; - -, (., die Nullstellen von WJQ. Da E kompakt ist, bekommt
man mit Bemerkung F

K; K;
1w)|:H|w_<j,z| H|w|+|<]z| <02 :
i=1 i=1

Hiermit und wegen

K;

|szl(ﬁkj,’io)| = H |Cj,i - flkj,iol > JKjv ] > jO?
i=1
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ergibt sich
- K; .
W3 15/ IW (i)l < 57, 7 > jo. (4.119)

Auf bekannte Art und Weise (siche (4.74)) gelangen wir zu der Abschéitzung

. 0 0 Lz . .
1 min |(Q9, @9, ) <t = jo. (4.120)
weFE J Jtt
Sei a® der hochste Koeffizient von P? . Weiter sei PY =a PL
m L e+ e +1 M4
wobei Pmijr1 € Py, -

Mit Bemerkung I (a) bekommt man

|‘P’I'(T)'Lk].+1 (ﬁkj,’io)l = |agz||P7:7[’ij+1 (ﬁkjvi0)| =
= |a9n,| H |ﬁkj+1vi - ﬁk]‘viol H |ﬁk.1+17i - ﬁka’vi0| <
17Tk g Tk |<E [Tt 418l i | >€
< Jap, | VOS> (4.121)

Mit Hilfssatz 3.2 (b) und da f € C[—1,1], ergibt sich

o Ak
| < 25w [[(=spw + 1) 0 [y Fll -1 1@, -y <
Mk Ak,
<cg HI(=saw+ s) el ll@n, i1 (4.122)

Wir erhalten
Ak
[|(=sow + s1)™i41 || _1.q) < c|7 bl o oIt (4.123)
wobei ¢7 1= max{[| = sow + s1|[(—1,1), [[1/(=s2w + s1)[[[=1,1)} > 1.

Da oo ¢ L, ergibt sich
Nk
||Q9ij 1y < g (4.124)

Mit (4.123) und (4.124) ergibt sich aus (4.122)
adl < gt
Hiermit bekommt man aus (4.121)
| Pone . (kg io)| < (71 epg) Ve, (4.125)

Mhkjt1

Da oo & (L UN), ergibt sich

Tk Tk
- - - - - ng.
|Q?ij (nkj7i0)| = H |77kj¢i0 - Ozij,i' < H(lnk]‘,iol + |akj,i|) < 011] . (4126)
=1 =1
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Da C; > 0, bekommt man
|(—527k;,i0 + 51)Cj| = | — 527k, + 51|CJ. (4.127)

bekommt Mit (4.107) folgt Ay, — B; > 0. Hieraus und mit (4.112) ergibt sich
Cj = A, — A,

1 ()‘ICJ - BJ) < Nhjiq1s Jz -

Hiermit bekommt man aus (4.127)
(=2, 0+ 51) %] < €15, (4.128)
wobei cig 1= max{l,supkjej | — 527k, i + 51/}
Mit (4.118), (4.119), (4.120), (4.125), (4.126) und (4.128) ergibt sich aus (4.116)
”DJ”E < (57/’(@)/4613)Mkj+1’ i >71. (4.129)

2 Fall: )\ij > /\kj-

In diesem Fall bekommen wir eine zu (4.129) dhnliche Abschitzung. Wir ver-
gleichen (4.102) und (4.103). Unter Beriicksichtigung von (4.104) und (4.105)
bekommen wir

W (w) = (P n, )W) = S)(@, Py, )(w) =

J Mg g Ny oM
= (—sow + s1) M1 "W (w). (4.130)
Mit Hilfe der bekannten Relation (siehe (4.31))
Ay — Bj = min{ng, — Grad(anj )s Akji — Ak ) (4.131)
folgt Ay, ,, — B; > 0. Damit ist w = s1/s2 eine Nullstelle von W der Ordnung
My iy — By

Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom W]Q.

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von QY der Ordnung Nk, —

Nk .
kJ

Grad(anj ). Hiervon und mit (4.131) gilt die Darstellung

0 (w) = (—saw+ 1) BIQs, (w), (4.132)

Nk Nng
I"] k,J

wobei @), € Pus, -
J

Andererseits ist Cj 1= A\, — A; — (Ag;,, — Bj) > 0 ebenfalls mit (4.131).
Somit und wegen (4.132) ergibt sich aus (4.130)
Wi (w) =

J

= (=sow -+ 80" (B, Qi (W) — (52wt 1) (@0, PR, )(w)
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und damit

Wow) = (P, | @h, )(w) = (~saw +s)7 (@0, PO, )(w).

Mk g Ok Mk q © Tk
Sei A(; der hochste Koeffizient von W]Q. Weiter sei

0( .— AOpi/1
Wi(w) == A;W; (w), (4.133)
wobei W} € Pg; mit W} (w) = ws + ... (Grad(W}) = K; nach Bemerkung
F). Mit (4.133) gilt fiir w mit W} (w) #0

o (P'Smﬁl ;';kj )(w) — (—s2w + 81)% ( nkmpr?zkj )(w) (4.134)
J Vle(w)

J

Nach Bemerkung I existiert ein 7y, ;, € K(a,e) mit Pr?%j (7K, i0) = 0, J > Jj1.
Wir setzen w = 7, 4, in (4.134) ein und bekommen
0 (Pglkj-%—l :L;J )(ﬁkj,io)

A' - ~ 9 ] Z ] 9
! Wik, o) J=n

wobei le(ﬁkj,io) #0, da 7, i, € [—1,1], j > jo (siehe Bemerkung F).

Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A? und unter Berticksichtigung von (4.133)
bekommt man aus (4.102)

: Whw) (P, @ )k, o)
D;(w) = (—sow + 51)—3.7‘ J_ i+l J
J( le (nkj,’io) ( 9”“, 9"""j+1 )(UJ)

7]2.71

Hiermit gelangen wir zu der Abschéitzung
1Dz <

Whg 1 Pa,, Qn )0

Mhkjt1

W7 ()| min, e (@0, Q8 )(w)]

< [[(=s2w+s1) "7 |5

L3 = (4135)

Nun schéitzen wir die rechte Seite von (4.135) nach oben ab. Dabei seien C1, Cs, . . .
positive, von j und € unabhéngige Konstanten.

Auf bekannte Art und Weise (sieche Fall 1) bekommen wir

~ K;
W3 5/ IW; (i i0)l < Cr7 (4.136)
. Mkji g
1/ min [(Qn, Qn, (@) < G, (4.137)
P, Gk )| < (€701 Cy) e, (4.138)
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Nk .

|@n, Uiy i0)| < C™? (4.139)

und }
[(—saw+s1) B < OB we B, (4.140)
wobei Cs := max{|| — sow + s1|| g, |[1/(—s2w + s1)|| g} > 1.

Man bestétigt, dass
Ak; < Bj < A

e
Hieraus und mit (4.112) bekommt man
|Bj| <ngypys 3231,
woraus sich aus (4.140) ergibt, dass gilt
[(=s2w + 1)~ g < C5F 5 > Gh. (4.141)
Mit (4.136)-(4.139) und (4.141) bekommt man aus (4.135)
1D)l1 < (Coe" @/ H)Mesr, j > .

Damit haben wir auch im Fall 2 eine zu (4.129) dhnliche Abschétzung be-
kommen. Sei ¢ := max{c13,Cs}. Da man e beliebig klein wihlen kann, sei
e¥(@/2 < 1/c. Damit gilt ¢ := £¥(®/2¢ < 1. Somit bekommen wir eine ge-
meinsame Abschétzung fiir den beiden Féllen:

1D 5 < ¢™i+1, 5> ju,

woraus sich mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2 ergibt

1> Diw) <D D) <> g™ <Y T weE,
J=i1 J=j1 J=i1 J=J1

wobei § := ¢!/2.

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z(;‘O:O ¢7. Damit ist die Reihe

i §ITL — gt i(;j
j=0

J=J1
eine konvergente Majorante von Z;’i i IDj(w)], w e E. Hiermit konvergiert die
Reihe (4.85) und somit auch die Folge {Rmkj ,,,lk]}

damit auch auf kompakten Teilmengen von G, da E eine beliebige kompakte
Teilmenge von G war. Sei f© die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konver-
genzsatz von Weierstraff (Satz 2.8) ist fO auf G holomorph. Andererseits gilt

f(w) = fo('w)v w e [_L 1]'

gleichmiBig auf E und

>
J=J1
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Die Richtigkeit dieser Gleichung bestéitigt man wegen
||f_ Rmkj Mok ||[—1,1] = ||f - R"nk,] ST ||[_1y1] =0, j = o0,
wobei (3.1) zu beachten ist.

Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von f nach G und f° ist
eindeutig bestimmt nach dem Identitdtssatz 2.10. Damit ist f = foH holomorph
auf G. A

Beispiele fiir Hauptsatz 4.6 sind die diagonalen Approximationen {R,+xn}22,
mit A € Z (beliebig, aber fest).
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5 Padé-Approximationen

5.1 Charakterisierung

Sei f(z) = >_02, [v2" eine formale Potenzreihe mit fo # 0. Fiir n € Ny sei P,
der Raum aller Polynome vom Grad < n. Zu jedem Indexpaar (m,n) € Ny x Ny
existieren Polynome p,, € P, und g, € Pn, ¢» # 0, so dass gilt

() f(2) = pm(2) = O™, 2 =0, (5.1)

wobei die Bezeichnung O(z™T"+1) bedeutet, dass die Potenzen von z bis zur
(m + n)-ten ecinschlieBlich herausfallen.

Man nennt m,, ,, = pm/¢n Padé-Approzimation an f. Bekanntlich ist 7, , in
ihrer irreduziblen Form (das Z#hlerpolynom und das Nennerpolynom von 7, ,
haben keine gemeinsame Faktoren) eindeutig ([15]).

Sei T = (Tmn o H)(w) = p2, (w)/(—saw + s1) g0 (w), wobei p¥ € Pp,,
¢® € P, und H(w) in (2.6) gegeben ist.

5.2 Padé-Tafel

Bekanntermaflen ist die Padé-Tafel eine Tafel mit doppeltem Eingang, deren
Zeilen und Spalten wir der Reihe nach mit 0,1,2,... numerieren (Abb.6). Das
Feld, welches der Zeile mit der Nummer n und der Spalte mit der Nummer m
angehort, bezeichnen wir mit [m/n|. Wir schreiben dann in jedes Feld [m/n]
den Bruch p,,/q,. Die so konstruierte Tafel von rationalen Funktionen nennen
wir die zur Funktion f gehorige "Padé-Tafel” ([15]).

n\m | 0 1 2
0 | [o/0] [1/0] [2/0]
; /1] /1) [2/1]

/2] /21 [2/2]

Abb. 6

5.1 Satz (siehe [15], S.237, Satz 5.1). Zu jeder Potenzreihe f(z) := fo + fiz+
fo2? ... (fo # 0) und zu jedem Wertepaar (m,n) der Folge 0,1,2, ... gibt es ein
und nur ein Paar von teilerfremden Polynomen py,, q, derart, dass p,,(0) = fo,
¢,(0) = 1 ist, und dass eine Potenz z* emistiert (A = 0,1,2,...), fiir welche
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2Apm(2) hochstens vom m-ten, 2*q,(2) hochstens vom n-ten Grad ist, wihrend
gleichzeitig aus der formal gebildeten Potenzreihe

Af(2)4u(2) = pn()]
die Potenzen von z bis zur einschlieflich (m + n)-ten herausfallen.

5.2 Satz (siehe [15], S.241, Satz 5.2). In der zu einer Potenzreihe f(z) gehdrigen
Padé-Tafel bilden die Felder, in denen ein und derselbe (irreduzible) Tafelbruch
p/q auftritt, ein Quadrat. Ist p vom m-ten,q vom n-ten Grad, und beginnt die
Potenzreihe fq — p mit der Potenz 2™ "+ so muss r > 0 sein, und das

Quadrat umfafit die (r + 1)? Felder:

[m+ri/n4r2)(r1,m2 =0,1,...,7).

5.3 Gebiet der Beschrinktheit und der Konvergenz von
Padé-Approximation

5.3 Hilfssatz. Sei p’ > p > 0 und f eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p'.
Gibt es einen Index N := N(p) € N, so dass fir m+n > N gilt g,(z) #0,z €
K,, dann gilt fir jedes Indezpaar (m,n) € No x Ng mit m+n > N

max |y (2)] < (1+a™ 7128 /(1 — )" )| fl|x, , (a)

ZEKup
wobei 0 < av < 1.
Ist imy, 4 oo m/n =1, dann gilt fir 0 < a <1/2

lim ||f — T nllk,, = 0. (b)

m-+n—o0

Bemerkung J: Im Fall m = n hat Kovacheva ([8]) bewiesen, dass

nh—>H310 ||f - 7Tnyn||Kup = 0’

wobel o = 1/\/§
Beweis: Wir betrachten die Funktion
(/)m,n(z) =(f- 7Tm,n)(Z)Qn(z)z_(”k'—n—’_l).

Mit (5.1) bestétigt man, dass ¢, ,, in K, holomorph ist. Dank der Cauchyschen
Integralformel (Satz 2.11) gilt

Omn(2) = i/ qu,—n(t)dt’ z e K,, (4)
lt|=p

o t—z
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wobei die Kreislinie |t| = p entgegen den Uhrzeigersinn zu durchlaufen ist (so
dass z = 0 zur Linken liegt). Unter Berticksichtigung, dass ¢,(z) # 0, z € K,

fiir m +n > N multipliziert man beide Seiten von (i) mit ¢, !(2)z™""*! und
bekommt fiir |z| < p
f(z) = Tman(2) =
ntl _
211 t an(2)(t — 2)

[t|=p

Nun zeigen wir, dass fiir |z| < p gilt

/' S O Y (i)
[t|=

o tm+n+1(t _ Z)
Nach der Residuenformel (Satz 2.13) fiir
F(t) = pon (040 (1 = 2)7 2] < p

bekommt man
/ P(t)dt = —2riReso F (1), (iv)
[tl=p

wenn man beachtet, dass F(t) in |t| > p holomorph ist. Da F'(¢) holomorph in
oo ist, besitzt sie die Gestalt

o0

F(t)=) cit™. (v)

=0

Bekanntermafen ist Resoo F(t) = c1. Sei p(2) := 300, ajzd. Da |z/t| < 1 ist,
bekommt man die Darstellung

A t™ + A1tV L 4 ap

F(t) .= =
( ) tm+n+2(1 _ Z/t)
(am 4 a1t~ 4 . agt™™) 4 _
e >y (vi)
7=0

Hiervon und mit (v) bestétigt man, dass ¢; = 0. Somit und mit (iv) folgt (¢dt).
Mit (i7) bekommt man fiir |z] < p

1f(2) = Tmn(2)] <

S 2_ §|m+'ﬂ+1 |q ( )| |f( )| dt, m4+n 2 N. (’U’L’l)
™

lt]=p lan (2)] |t — 2|

Sei I(n) := Grad(gn), [(n) < n. Weiter sei P, := {an1,Qn2,..., 05 (n)} die
Menge der Nullstellen von ¢,,. Nach Voraussetzung gilt P,NK, =0, m+n > N.
Somit bekommt man fiir z € Kup, 0 < a < 1und m +n > N die Abschitzung

|t —anyl [t oyl — |2l + ]2 _
|z — an | — o, ;| — |2]
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[t + 12| ptap 2
:1+m§1 p_ap:m,]e{l,z...,l(n)}. (viid)
n,J

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei der hochsten Koeffizient in ¢,, gleich
1. Mit (viii) bekommt man

|q"(t)|—l(f[)|t_a"’j|<( 2 )n m+n>N (ix)
qn(2) j:1|z—an’j|_ 1—a/’ -

AuBerdem gelten fiir z € K,, die Ungleichungen |z/t|" "+ < qmtntl 1 /|t —
z| <1/(Jt| = |2]) < 1/(p — ap). Hiermit und mit (iz) bekommt man von (vii)

1 2 \» 1
F(2) = T (2)] < goa™ () 2mpl| £l =

27 l—a/ p—ap
2 n
:o/"“”“(—) M, m+n>N, (z)
l1-«a
wobei z € K,, und M := ||f||k,/(1 — «). Hiermit und wegen |m,,,(2)] <

If(2)| + |f(2) = Tm.n(2)] bekommt man (a).
Nun zeigen wir die Gleichung (b). Dazu berechnen wir den Grenzwert der rechten

Seite von (). Da limy, 100 m/n = 1, gibt es ein Ny € N, N; > N, so dass
m>0.99, m+n>N;.Da0<a<l1gilta™ <a®® m+4n > N;. Damit

2 \" _ 20199\
m-+n+1 < ( ) )
@ (1 - a) =\1=4/ ¢

Hiermit und wegen 209 < 1 — « fiir 0 < o < 0.5 ergibt sich

< lim
n—oo

lim «
m+n—oo

m+n+1( 2 >n

20,1:99
11—« (

n
) a=0, a<05.
—

Somit und wegen () folgt (b). O

5.4 [Ergebnisse von Lungu und Gonchar

Sei 7y, := 7y, die Padé-Approximation an f(z) := Ziio ¢, 2. Weiter sei L die
Grenzpunktmenge der Pole von m,,. Durch 7, (a;,e) bezeichnet man die Anzahl
der Pole von 7, in K(a;,¢).

5.4 Satz (Lungu [13]). Sei f in z =0 holomorph. Es gelte:
(a) m, hat genau n Polstellen fiir n geniigend grof;

(b) L= {0/1,0;2,...,04“}, a; 7éa’j7 Z#.LG’J #07 j: 1727"‘7/11;
(¢) fiir jedes j € {1,2,...,u} gibt es eine Zahl p; mit p; > 0 und
p1+pe+...+p, =1, so dass T,(aj,€) = pjn+ o(n).

Dann besitzt f eine holomorphe Fortsetzung in C\L.
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Ein allgemeineres Resultat stammt von Gonchar, ebenfalls nur fiir diagonale
Padé-Approximationen. Durch conv(.) bezeichnen wir die konvexe Hiille von
(). Wir definieren den Raum G = G wie folgt

G={QCC:xe€Q=D\E},
wobei E C D C C mit
d(D) C 9(G),cap(E) = 0.
und G bezeichne das Komplement von conv(9(D)).

Weiter schreiben wir F' € H(2), falls F' auf kompakten Mengen in € holomorph
ist. Die Bezeichnung F' € C(2) bedeutet, dass F' auf kompakten Mengen in Q
gleichméBig konvergiert.

Sei Gp == {Q 1 := h(Q),Q € G}, wobei h(z) :=1/z.
5.5 Satz (Gonchar [7]). Sei w ein Gebiet mit w € Go. Dann gilt
T € H(W) = Tpn € C(w) = f € H(w).

Eine Verallgemeinerung fiir die admissible sequences {my, ni }ken,, dhnlich zu
(6.1), (6.2), findet sich in [7] ohne Beweis.
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6 Einfluss der Verteilung der Pole und der Null-
stellen der Padé-Approximationen auf die

Holomorphieeigenschaften der approximierten
Funktion

Die Hauptergebnisse dieses Kapitels sind Hauptsatz 6.1 und Hauptsatz 6.4. In
Hauptsatz 6.1 ziehen wir Riickschliisse auf Holomorphieeigenschaften appro-
ximierter Funktion aus dem Verhalten der Pole der Treppenapprozimationen
Ty .mi» WObel das Indexpaar (my,ni) € Ng x Ny die folgenden Bedingungen
erfiille:

0<mpy1—mp <1
0<ng41 —np <1 (6.1)
my +ng < Mp41 + Ng41

fir £ € Ny und
lim my/n, = 1. (6.2)
k—o00

Im speziellen Fall my, = ni, k € Ny (hauptdiagonale Approximationen) sind die
Ergebnisse schon bekannt (siche Satz 5.4, Satz 5.5). Wenn wir die Bedingungen
der Pole in Hauptsatz 6.1 durch dhnliche Bedingungen der Nullstellen ersetzen,
bekommen wir Hauptsatz 6.4.

6.1 Einfluss der Verteilung der Pole

Sei Ty, n,, die Padé-Approximation an f beziiglich dem Feld [mg /ny], wobei das
Indexpaar (my, n) die Bedingungen (6.1) und (6.2) erfiille. Weiter sei 7y, pn, =
Dy, /Qny, WObel die Polynome p,,, und ¢, teilerfremd seien und der héchste
Koeffizient von ¢, gleich 1 ist.

Sei Ly == {ag,1, k2, - -, @ k) } die Menge der Pole von 7, n,, wobei [(k) :=
Grad(mm,, n,) < max{my,nr} =: M. Als L bezeichnet man die Menge der
Grenzpunkte von {L;}22 . Fiir £ > 0 und a € C bezeichnen wir mit 7y, (a, &)
die Anzahl der Pole von m,,, n, in K(a,e€).

Wir definieren

7(a,€) == hgr_l)gf %}i’{s)

und
7(a) = Eh_}mg 7(a,€).

Es folgt mit der letzten zwei Definitionen, dass fiir k£ geniigend grof} gilt

T, (a,€) > My7(a)/2. (6.3)
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Die Menge C\L ist im allgemeinen nicht zusammenhéngend. Sei G die Zusam-
menhangskomponente von C\L mit 0 € G.

6.1 Hauptsatz. Sei f in z = 0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende
Bedingungen gelten:

(a) 0 ¢ L;

(b) Es gibt einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {Tp, n, 172 gleichmifig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Wir beweisen zunéchst den Hauptsatz 6.1 im speziellen Fall co ¢ L (Satz 6.2).
Dann fiihren wir den Beweis im Fall co € L durch (Satz 6.9).

6.2 Satz. Sei f in z = 0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) oo & L;

b)0&L;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {mpm, n, 72 gleichmdifig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion f°, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von [ nach G.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.

Wir fithren die Beweisidee in [12] ein. Sei E eine kompakte Menge in G mit
0 € E. Sei vy € N, so dass (6.3) erfiillt ist fiir k& > vy. Nach Definition von G,
gibt es einen Index v1 € N, 1 > 1y, so dass Ly N E = (), k > 11. Nun folgt mit
(a), dass es ein vy € N, vy > 1y gibt, so dass co & Ly, k > . Sei dy, := d(E, Ly)
der Abstand zwischen E und L. Weiter sei d := min{dy}, k > v4. Offenbar ist
d >0 fiir k > 1.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

&S]
7T"noﬂlo (Z) + Z(Wm/k+1mrk+1 - ﬂ-mkynk)(z)' (6'4)
k=0

Eine zu (6.4) dquivalente Darstellung ergibt sich, wenn wir alle Summanden,
die identisch 0 sind (7,1 mesy = Tmp.n,) Weglassen. Dazu definieren wir die
Menge J als

J = {O} U {k € N Ty my, # Tr"Lk—l’”k—l}'

Bemerkung K: J ist unendlich genau dann wenn f nicht rational ist.

Beweis: (=) : Sei J unendlich. Wir zeigen, dass f nicht rational ist.
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Annahme: Sei f rational, f := p,,/¢,. Dann 7, , = f. p > m, v > n. Damit ist
J endlich, was die Voraussetzung widerspricht.

(<) : Sei f nicht rational. Wir zeigen, dass J unendlich ist.
Annahme: Sei J endlich. Damit fiir ein N € N gilt 7, 0, = Ty nys £ = N
und damit

(@i f = Pmi ) (2) = O(kaJrnkJrl)

woraus sich ergibt, dass gilt
(Gny f — Pmy,)(2) = 0, k — 0.

Oder dquivalent (gn, f)(2) = pm, (2), k = oo. Damit gilt f(2) = pm, (2)/qn, (2)
fiir z mit gy, (z) # 0. Somit ist f rational, was die Voraussetzung widerspricht. [J

Bemerkung L: Sei k& € J. Dann gilt 7, n,, 7# T —1,np—1-
Beweis: Da k € J ist und wegen (6.1), ist einer der folgenden drei Félle erfiillt:

Tr'mk—l,nk . (1)7
T, # Tmg—1,np—1 — Tmy,nk—1* (2)7
7ka—1,nk—1 : (3)

Im Fall (3) ist nichts zu beweisen. Wir fiihren den Beweis fiir Fall (1) und (2).
Annahme: T, n, = Tmg—1,n,—1. Damit gilt nach (5.1)

Z<q7lk_1f _pmk_l)(z) = (q"kf _p77lk)(z) = O(zmk+nk+1),

woraus sich ergibt, dass gilt

(an—lf - pmk—l)('z) = O(zmk-i_nk)'

Hiermit und wegen (5.1) gilt
ﬂ'mk—l,nk—l = ka—l,nk = ka,nk—l-

Damit und wegen der Annahme folgt k ¢ J, was die Voraussetzung widerspricht.
O

Mit Bemerkung K bekommt man die folgende zu (6.4) iiquivalente Darstellung

o

T kg (Z) + Z(ﬂ-mijrl Mhkjpq kaj Mk )(2)’ (6°5)
=0

wobei J = {ko,kq,...} mit k; < kjp1, j = 0,1,.... Weiter sei jo := min{j €
NO : k}]‘ Z 1/2}.
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Wir zeigen, dass die Reihe (6.5) gleichméBig auf E konvergiert. Fiir k;, kj41 € J
betrachten wir die Differenz

W;(2)
Dj<z) =T, ng (Z) — Ty nyp, . (Z) = 1 s (66)
i1k kj Ttk (anj Qni; 4 )(2)
wobei
W?(Z) = (pmkj+1 Gny; — Pmy; anj+1)(2). (6.7)

Bemerkung M: Alle Nullstellen von W; liegen in z = 0 und Grad(W;) =
max{my,,, + Grad(anj )y Mk + Grad(pmkj )} =K.

J+1 J+1

Beweis: Da kj;, k;j4q1 € J gilt

mkj 7nkj 'mrijrl:nijrl mkj_*_l—hnkj_'_l—l

Damit bekommt man wegen Satz .1

(any, f =Dy, )(2) = O(z"7)

und somit

(i, | = Pons) ) (2, ,, (2) = O, (i)

J+1
wobel

K;-) = mkﬁl_1+nkj+l_1+1—min{mk].+l_1—Grad(pmkj),nkHl_l—Grad(an])} =

= max{mg,,, 1+ 1+ Grad(anj )My -1+ 1+ Grad(pmkj )}
Es gilt nach (5.1)

(G, [ =Pms. . )(2) = O(ZMk‘7+1+nk"+1+1)

i1 j+1

und somit

f—DPm )(z)anj (2) = O(Z7nkj+1+nkj+1+1). (i)

J+1

(an,

j+1

Mit (¢) und (i) bekommt man

(anj f= Py, )(Z)Q'nkﬁl (2) = (g, [ — DPm, )(Z)anj (2) =

).

Damit ist z = 0 eine Nullstelle von W; der Ordnung K ?. Hiermit bestétigt man
wegen (6.6), dass

Jj+1

0
i

= (P, )(2) = O(z"

ja1dne; T Py dny,

j+1

K} < Grad(W)). (iid)

Mit (6.7) folgt
Grad(Wj ) S
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< max{Grad(pmk \) + Grad(gn, ), Grad(qn,, ) + Grad(pm,, )} < K. (iv)

Andererseits gilt
K; < K. (v)

Die Richtigkeit dieser Ungleichung bestétigt man mit (6.1).
Mit (i), (4v) und (v) folgt K = K; = Grad(W;). O
Sei A; der hochste Koeffizient von Wj ist. Mit Bemerkung M gilt
Wj(2) = A;2". (6.8)
Hiervon gilt fiir z # 0

(P

A = Py Gy — Py S, )(2)
= .

sz‘

(6.9)

Bemerkung N: Nach der Wahl von jj hat Ty, o, keinen Pol in oo fiir j > jp.
Damit sind alle Pole von T, i, auch Nullstellen von ny, fiir j > jo. Hiermit
und wegen (6.3) gibt es in K (a, 5) mindestens My, 7(a)/2 Nullstellen von Gni,
J = Jo-

Sei ag;, 4, eine Nullstelle von i, J = Jjo, mit ag, ;, € K(a,e). Wir setzen
z =y, 4, in (6.9) cin und bekommen

_(p'rnkj anjJrl)(akjﬁio) >
(akj7i0)1{j y J 2 Jo,

A=

wobei ay; i, # 0, j > jo-

Mit Hilfe der letzten Darstellung von A; und unter Beriicksichtigung von (6.8)
bekommt man aus (6.7)

ZKJ' (pmqunkjﬂ)(ak”o) o
: T » J = Jo-
(Oékj Ji0 )KJ (an]_ qny, )(2)

Dj(2) = —

i+l
Damit gelangen wir zu der Abschitzung

2|57 1P, (ki) |l (kg i)

|akj,i0 |Kj minZGE |(anj anj+1 )(Z)|

1Djlle < . 3> Jo- (6.10)

Nun schitzen wir die rechte Seite von (6.10) nach oben ab. Dabei seien c1, 2, . . .
positive, von j und e unabhingige Konstanten. Da E kompakt ist und 0 ¢ L
ergibt sich
K ; K; . .
1115 Ntk ol < €7, 5 > o (6.11)

Sei p > 0 so dass (5.1) erfiillt ist, fiir z € K, z — 0 und f ist in K, holomorph.
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Mit Hilfe des Bernstein-Walsh Lemma (Lemma 2.17) erhalten wir

i, (ki) < Pm, ||, 0™ G000 <

< €mk-’G(ak’"i0)||77mkj Ko ||Kp/2||q"kj 17,2 (6.12)

wobei G(z) := log|z/p/2|, = € C\K, 5, die Greensche Funktion beziiglich des
Komplements von K,/ mit Pol bei oo ist (siehe Beispiel 2.16 (b)).

Nach Definition 2.14 ist G(ay; i,) beschrinkt, da oo ¢ L. Somit gilt

myg .
k]

emij(Otkj,zo) <ecy 0y j > o (613)

Wegen oc € L bekommt man die Abschéitzung

nkj nkj
N .
lne, ()| =[] 12 = anil < TJ 2l + lewyal) < €57 2 € Ko (6.14)
i=1 =1

Mit Hilfssatz 5.3 (a) gilt fiir o« = 1/2

; R Nk
o e, 1y < (142575 | ||, < ", (6.15)

da f in K, holomorph ist.

Mit (6.13), (6.14) und (6.15) bekommt man aus (6.12)

My,
P, (k30 < ¢5 75 G > jo, (6.16)

mit eine Konstante c5 > 1.

Mit Bemerkung N und wegen co ¢ L bekommt man

|anj+1 (Ozkj’io)l =

= H ok, io — Cthjn i H |k io — Oy il <
lok ;g i— o igl<e ek ;g i— 0k ig>e
< EM"‘J'HT(G)/chk”‘. (6.17)
Man bekommt fiir z € F
Nk
s, ()] =TT 12 = gl 2 d™ >0, = jo.
j=1

Damit gilt auch fiir z € £

g, (2)] = d"™5+1 >0, j = jo.

J+1
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Somit

)(2)| < (1/d)" s < e 5 > o, (6.18)

1/ R (@, @,

wobei ¢; > max{1, (1/d)?}.

Mit (6.11), (6.16), (6.17) und (6.18) bekommt man aus (6.10)

- My, o
1Dl < (ese™@/2) w5 > G, (6.19)

Weil man ¢ beliebig klein wihlen kann, sei e7(®)/2 < 1 /cs. Damit gilt ¢ :=
eT(@/2¢ < 1.

Es folgt mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2
quj+1 S qk‘7'+1/2 — 5kj+1 S 6j+1’
wobei § := ¢'/2,

Hiermit bekommt man aus (6.19)

| i Dj(2)| < i |D;(2)| < i gMhin < i ¥+l 2 e E.

J=jo J=jo J=jo J=Jjo

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z?io ¢7. Damit ist die Reihe

c §ITL — giotl S &5
% =

J=jo

eine konvergente Majorante von >, [D;(2)[, = € E. Hiermit konvergiert die
Reihe (6.5) und somit auch die Folge {ﬁmkﬁn% 132 gleichmaBig auf £ und
somit auch auf kompakten Teilmengen von G, da E beliebig in G war. Sei f°
die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf$ (Satz
2.8) ist fO holomorph auf G. Wihlt man o = 1/4 in Hilfssatz 5.3 (b), dann
bekommen wir limg o0 ||f — Ty n, ||, = 0. Damit ergibt sich f(z) = f°(z),
z € K,/4. Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von f nach G.
Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist fV eindeutig bestimmt. W

Der néchste Satz 6.3 unterscheidet sich vom Satz 6.2 nur durch die Bedingung
(a). Man wendet eine geeignete Transformation an, so dass der Punkt oo in einen
endlichen Punkt abgebildet wird. Damit bekommt man eine dhnliche Situation
wie in Satz 6.2.

6.3 Satz. Sei f in z = 0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:
(a) 0 € L;
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(b) 0 ¢ L;
(c) Es gibt einen Punkt a € L mit 7(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {Tp, n, }72 gleichmdfig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f keine rationale Funktion.

Wir wenden die Transformation (siche (2.5))
812
S22 + S3

an, wobei s; € C\{0}, : =1,2,3.

Man bestiitigt, dass h(oco) = s1/s2 € R und h(—s3/s2) = oco. Wegen (b)
kann man die Koeffizienten s, s3 so wihlen, dass —s3/so ¢ L und damit
00 = h(—s3/s2) € h(L) =: L. Damit ist die Menge L beschrénkt.

Weiter sei Ly := h(Ly) = {@k1. a2, .., k) }- Nach Definition 3.17 ist L
die Menge der Grenzpunkte von {Ek}z"zo

Sei H(w) die Umkehrfunktion von h(z) (siehe (2.6)). Dann bekommt man mit
(2.2)

i 1 P, (W)
7T7nk,7lk,(w) = (7Trmk,nk; o H)(w) = (—32’[1} T 51))‘16 q?k(w) s (620)
N

wobei A\p := myg — ng, pomk € P> qgk € P,,. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit sei der hochste Koeffizient von ¢¥ . gleich 1. Mit Bemerkung 2.2 gilt
T (k. j) = Ty (G )s = 1,2,...,1(k). Damit ist Ly, die Menge der Pole
VOL Ty, -

Sei a € C so, dass (c) erfiillt ist. Mit Bemerkung 3.21 gilt @ € L und damit
@€ L CC. Fiir e > 0 sei T, (@, €) die Anzahl der Pole von 7y, n, in K(a,e¢).
Weiter sei

7(d.) := lim inf —TMR([‘; €)

und
7(a) = Ell_r}(l) 7(a,e).
Mit den letzten zwei Relationen bestétigt man, dass es ein vy € N gibt, so dass
iy (G,€) > My7(a)/2, k > vo.
Mit Bemerkung F folgt

T (@, €) = MiT(a)/2, k = vo. (6.21)

76



Sei B kompakte Menge mit 0 € EC g wobei G 1= h(G). Sei v1 € N, 11 > 1y,
so dass LkﬂE =0,k >v.Daco ¢ L gibt es einen Index v € N, 15 > 11,
so dass 0o & Ly, k > 1. Sei dj, := d(E, L) der Abstand zwischen E und Ly,
k > v1. Weiter sei d := min{dy}, k > v4. Offenbar d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

oo
71-mo,no w + Z 7ka+1-,’nrk+1 - ﬁ-mkynk)(u))' (6'22)
k=0
Sei
JO = {0} U {k € N : ﬁ77lk~,+177lk+1 75 ﬁ-"lk;-,'”k}'
Mit (6.20) gilt Tpe o, = Tmp_ynp_, geDAU dann, Wenn T, n, = Tmp_q.m6_ -

Somit gilt J* = J = {ko,k1,...} und es ist unendlich nach Bemerkung K.
Hiermit bekommt man eine zu (6.22) dquivalente Darstellung

Ty kg (w) + Z(ﬁ-"nk-f—lynk-f—l = g ) (W), (6.23)
=0

wobei J° = {ko,k1,...} mit k; < kj41, 5 = 0,1,.... Weiter sei jo := min{j €
N: kj > 1/2}.

Wir zeigen, dass die Reihe (6.23) gleichméBig auf E konvergiert. Dazu betrach-
ten wir die Differenz fiir w € F

Dj(w) == (Dj o H)(w) =

W;

((ﬂ-m’wﬂv"k 1 kaj,nkj) © H) (“’) = (W
j n ;o

o H) (w), (6.24)

wobei D; in (6.6) definiert ist.

Aus (6.24) bekommt man zwei Darstellungen fiir Ej. Einerseits ergibt sich mit
(2.2)

, 0(w
D, (w) = (L OH) (w) = - ! Wy w) (6.25)

G Zsaw b 0 (63, B, J(w)

1 (K ist in Bemer-

wobei (an an ) € Pnkﬁnkﬁl und Bj := Kj —ng, —ny,
kung M deflnlert)

Bemerkung O: Alle Nullstellen von I/VJQ liegen in w = 0 und Grad(WJQ) = Kj.

Beweis: Fiir j > jj gilt

((Inkj dny, )(0) £ 0.

J+1
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Hiervon und mit Bemerkung M bestatigt man von (6.6), dass D; auch K; Null-
stellen in z = 0 hat.

Nun folgt mit Bemerkung 2.2, dass D;j(z) = D;(%), z € C. Fiir z = 0 gilt
h(0) = 0. Damit hat D; auch K; Nullstellen in w = 0.

Ahnlich bekommt man 0 # Gns, (0) = G, (0) und damit ¢5,_(0) # 0. Somit
J J
bestéitigt man wegen (6.25), dass die Anzahl der Nullstellen von WJQ inw=0

gleich die Anzahl der Nullstellen von Dj in w = 0 ist, némlich K;. Aber WJQ €
Pk, nach Defnition. Somit folgt die Behauptung. [J

Nun bekommen wir aus (6.24) die zweite Darstellung von Dj:

Ej(w) = ((ﬂmh-ﬂynkjﬂ - kaj,nkj) © H) (w) =

_ 1 pomkj+1 (w) 1 pom’w‘ (w) _
(—sqw —+ 1) ks+1 qngl (W) (=sqw +51)™ q?,kj (w)
1 W (w
. S— A — (6.26)
(=sow +51)% (qn, dn,. . )(w)
wobei
v += max{Ax,, Ak, } (6.27)
mit \g, := mg; — nyg, (siehe (6.20)) und
0 0 _ 0 0 C o —
W (w) _ (pglkj+1 qgk] )(U}) S(w>(qgk1+lpglkj )(w) T} Alc]-;_l (628)
J (pmkj_*_l anj )(w)S(w) - (anj_'_lpmkj )(w) 0= /\k,

mit S(w) 1= (—sw + sp)Pesea 7k 1

Wegen (6.27) machen wir zwei Fallunterscheidungen.

1 Fall: /\kj+1 Z )\kj.
Wir vergleichen (6.25) und (6.26). Unter Beriicksichtigung von (6.27) und (6.28)
bekommen wir

Wi(w) = (P, doy, )W) = SW)(an, Py ) (w) =

j+1
= (—sow 4 s1) i1 7B VVJQ(w). (6.29)
Wir zeigen, dass Ag,,, —B; > 0. Zu diesem Zweck, zeigen wir, dass die Gleichung

Ak;y, — Bj = min{ng; — Grad(anj )s Akjir — Ak ) (6.30)

j+1

gilt.
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Wir unterscheiden zwei Falle:

(1) Mk; + Grad(an ) > My + Grad(pmkj),

(2) myg, ., + Grad(qn,:) < g, + Grad(pmkj ).

J+1 j
Zunichst zeigen wir, dass
Grad(pmk]_) = my, im Fall (2). (6.31)

Annahme: Grad(pmkj) < my,. Dak; € J folgt mit Bemerkung L, dass Grad(anj) =
ny, . Hiermit bekommt man im Fall (2)

My = Mgy < Grad(pmhj) — gy < Mk, — N,

i+1 J

oder dquivalent A, , < Ag;. Dies steht im Widerspruch zu unserer Vorausset-
zung Ak, ., > A, . Damit ist die Annahme falsch und somit ist (6.31) gezeigt.

Mit (6.31) bekommt man im Fall (2)

My = My < Mgy — Grad(anj ),

J+1
woraus sich nach Substraktion von \g; ergibt

by — Ay <Nk — Grad(anj) im Fall (2). (6.32)

41
Ahnlich zeigt man die Relation

Nk, — Grad(anj) < Ak — Mg, im Fall (1). (6.33)

j+1

Falls Grad(anj) = ng, ist (6.33) offenbar erfiillt, da Ar,,, > Ag;.

j+1 J

Sei Grad(anj) < ng;. Dann folgt Grad(pmkj) = my,. Hieraus bekommt man
im Fall (1)

Mk;1q

Nach Substraktion von Ay, ergibt sich (6.33).

=My = Mk, — Grad(anj ).

Mit (6.31) ergibt sich

{ ;o + Grad(qn, ) —ng;  im Fall (1),
Bj = J

Ap;  im Fall (2), (6:34)

wobei B; 1= max{mkj+1+Grad(q"kj ), nkjﬂ4—Ca‘r1raud(pmka )} —nk; —ng,,, . Hiermit
gilt

5 _ [ nk, — Grad(qn,,) im Fall (1),
Akyia = Bj = { M, —Ax, im Fall (2),
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Mit (6.32), (6.33) und (6.35) bekommt man (6.30).

Mit (6.30) folgt Ax;,, — B; > 0. Damit ist w = s1/s2 eine Nullstelle von W7 der
Ordnung Mg, , — B;.

J+1
Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WJO.

Mit Hilfssatz 2.8 ist w = s1/so eine Nullstelle von qgk_ der Ordnung ng; —
Grad(any_ ). Hiermit und mit (6.30) gilt die Darstellung

Ak, —Bj
Oy, (W) = (=spw + 51)™01 " P gp, (w), (6.36)
wobei q;kj € Py, -

Andererseits Cj := A\g,,, — A\g; — (M

‘ 41— Bj) > 0 auch wegen (6.30). Somit und
wegen (6.36) ergibt sich aus (6.29)

Ak, ., —B ]
= (mspw+s) M I, gh, )W) = (st 50 (@, P )(w))

und damit
WOw) = (i, Yw) — (—sow + ) (a0, _ b, )(w).
Sei A(J)» der hochste Koeffizient von W]O. Mit Bemerkung O ergibt sich

W) (w) := AJw" (6.37)

und somit gilt fiir w # 0

o (P, @ )W) = (2w +s)% (an, | P, )(w)
Aj = wk

(6.38)

Nun wollen wir einen Punkt ay, i, € K(a,e) mit g, (Gg;i,) = 0 auswihlen
; \CHE,

und w = @, i, in (6.38) einsetzen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass ein solcher
Punkt existiert.

Bemerkung P: (a) qgkj, J > j1, hat mindestens My, 7(a)/4 Nullstellen in
K(a,e);
(b) g, , J = j1, hat mindestens eine Nullstelle in K (a, ¢).

Fiir den Beweis der Bemerkung P benétigt man die Bedingung (6.2), denn mit

(6.2) folgt
lim (Ag,; /ng;) = lm (my, /ng, —1) = 0. (6.39)
j—oo Jj—o0o
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Damit gibt es einen Index j; € N, 73 > jo, so dass
[A; | /re; < 7(a)/4, > jr. (6.40)
Beweis (Bemerkung P)
(a) : Da T, i, (00) # 00, j > jo, gilt nach Hilfssatz 2.4 (b)
Grad(q?zkj) > Grad(ﬁmkj 7,,%]_) —max{0, A\, }, 7 > jo-

Hiervon und mit (6.24) folgt, dass ¢J, , j > jo, mindestens My, 7(a)/2 —
max{0, \g, } Nullstellen in K'(a, ) hat. Mit (6.40) bekommt man
Mij(a)/Q — max{O, /\k,} > Mkjr(a)/Q — |)\k,| >
My, 7(a)/2 —ng,;7(a)/4 > My, 7(a)/2 — My, 7(a)/4 =
= Mij(Cl)/4, ] > j17
was zlU zeigen war.

(b) : Mit (a) und wegen (6.36) ist die Anzahl der Nullstellen von q;kj, i > Ji,

in K(a,e) mindestens

Mij(a)/4—()\k —Bj).

i+
Mit (6.30) bekommt man

MkJT(a’)/4 - (/\k - B]) 2 Mij(a’)/4 - ()\kj+1 - )\kj) >

1
> My;7(a)/4 — 2max{| A, |, [ A, [}
‘Wir nehmen an, dass

My, 7(a)/4 — 2max{| g, |, [ A |} <1

und zeigen, dass diese Annahme falsch ist. Nach Division durch My, , ergibt
sich

My, 7(a)/4 - 1 N 2max{[Ar, |, | A, |}
My, M, M. '

j4+1 j+1

(6.41)
G+1
Nun berechnen wir die Grenzwerte der beiden Seiten von (6.41). Wir zeigen,
dass der Grenzwert der linken Seite > 0 ist und der Grenzwert der rechten Seite
0 ist, woraus sich der gewiinschten Widerspruch ergibt.

Da kj, kj11 € JO ergibt sich
Tmi g nu; = Tmegpr,mege1r = o0 = Tmgeg g —1mng g -1

Hiermit und wegen M, > Grad(ﬁmky_mkj) > T, (@.€), bekommt man mit
(6.22) ‘ ‘

MkjZ%Mk.(dag):%Mk]._,_l(d,g):”-:%Mk (3,,8)2

i j+1—1(
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> My, —17(a)/2. (6.42)
Die Richtigkeit der Ungleichung

Mkj+1—1 +1> M, (6.43)

J+17

bestédtigt man wegen
]\{ijrl—l +1=

max{mkj+17nk].+1 + 1},
= max{mkj+1_1 +1,ng,,, 1+ 1} =< max{my, , + 1, },
max{mg; Mk, }s

wobei die drei verschiedenen Situationen in der Bedingung (6.1) zu beachten
sind.

Mit (6.42) und (6.43) ergibt sich
Mkj 2 (Mkj+1 - 1)7’(@)/2 = Mk;+1(1 - 1/Mkj+1 )T(a‘)/2
Damit ergibt sich

limsup(My, /M) = 7(@)/2 lim (1= 1/My,,,) = 7(@)/2. (644)

Jj—o0
Nun berechnen wir den Grenzwert der rechten Seite von (6.41).

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei [\, | > [Ag;,,| (In dem anderen Fall
argumentiert man dhnlich). Mit (6.39) bekommt man

i 2l AT Pl Pl
j—o00 ]\kal j—00 Mkj+l j—oo Ny,
Hiermit und wegen lim;_,o 1/My,,, = 0 bekommt man
1 2 A | A,
i=oe \ My, Mg,

Mit (6.44) und (6.45) bekommt man aus (6.41), dass gilt 7(a)/8 < 0. Dies steht
im Widerspruch zu 7(a) > 0. Somit ist die Annahme falsch und damit folgt Teil
(b). O

Mit Bemerkung P (b) existiert ein &y, ;, € K(a,e) mit g5, (ax,;4,) =0, j > ji-
J
Wir setzen w = dy; 4, in (6.38) ein und bekommen

—(—s520k,4p + 51)9 (qgkﬁlpomkj ) (@ i0)

(ki )9

J

) 7 > jla

wobei ay; i, # 0, j > j1.
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Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A? und unter Beriicksichtigung von (6.37)
bekommt man aus (6.25)

Whw) () (dn, P, ) (@ o)

Dj(w) = (—sqw + 1) P —L . 3>
it =1 WG @)
wobei S(Oé) = (—8264]97,,@0 + Sl)cj.
Hiermit gelangen wir zu der Abschétzung
105115 <
Wi IS()(an, P, ) (@il
< (s -+ o)™ g5 e > 1. (6.46)

WGy io)] min, ez (a2, a8, )(w)

Nun schéitzen wir die rechte Seite von (6.46) nach oben ab. Dabei seien ¢q, ca, . . .
positive, von j und € unabhéngige Konstanten.

Definitionsgeméf ist B; € Z. Mit Hilfe der bekannten Relation |z 22| = |21]|22],
21, 22 € C bekommt man

1. Falls B; < 0:

[(—saw+51) 2| = |(=sow + 1) % < e P,

wobei w € E und ¢; := | = saw + s1]| 5-
2. Falls B; > 0:
[(=saw 4 51) 77| = |[(=s2w + 51) 7P| = [(—s2w + 51) 7P =

=1/ - 52u7+51|BJ' < CQBj,

wobei ¢ := [|1/(=s2w + s1)|| 5-
Insgesammt fiir B; € Z gilt
[(—sow +s1) B < ! we B, (6.47)

wobei
cs :=max{cy,ca} > 1.

Mit (6.33) folgt Bj < Ag,,,. Andererseits ergibt sich mit (6.30)

0< A,

o — Ay — (Mg — By).

J+1

Damit bekommt man
Ak; < Bj < Mgy,
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Hiervon und mit (6.40) folgt
|Bjl < myas J 2 1,
woraus sich aus (6.47) ergibt
[1(=s2w+s1) P15 < g™ 5 > . (6.48)

Da C; > 0, bekommt man

|(_32&kj7i0 + Sl)c‘7| = | - S2dkj»io —+ 51|Cj' (6-49)
Mit (6.35) folgt Ax,,, — B; > 0. Hiervon und mit (6.40) ergibt sich
Cj = Megn = My = (Mya = Bj) S Ay = Mgy <

< N L+ gy | < 2max{| Ak | [ Ak, o [} < gy 7(@) /2, 5> 1
Hiermit bekommt man aus (6.49)
(=820, 5+ 51)] < €, (6.50)
wobei ¢4 1= max{l,sup, ;| — 20, + 51/}

Sei p > 0, so dass (5.1) erfiillt ist und f ist in K, holomorph. Weiter sei p > 0
mit K; C h(Kp/4).

Mit Hilfe des Bernstein-Walsh Lemma (Lemma 2.17) und mit (6.20) bekommt
man

~ G(ag,
P, @ity )] < 1160, [l ™) <

< emij(&kj’m”ﬁmkj Mok I, [[(=s2w + Sl)Akj ||K.5||q?lk,j ||K5’ (6.51)

wobei G(z) :=log |z/p|, z € C\K, die Greensche Funktion beziiglich des Kom-
plements von K; mit Pol bei oo ist (siche Beispiel 2.16 (b)). Nach Definition
2.14 ist G(aw;,i,) beschrénkt, da co ¢ L. Somit gilt

PIICICIIRY < C?*J" i > Jo. (6.52)

Mit Bemerkung 2.2 gilt ﬂmkwnkj(z) = Ty, (2), z € C. Hiermit bekommt
man J J

~ Nk .
||7ka]- Mk ||K5 < ||7kajynk]- ||K,>/2 =iCg 7, (6.53)
wobei Hilfssatz 5.3 (a) zu beachten ist.
Mit (6.40) ergibt sich
Ak, .
[(—sgw + 51)™5 |1, < o5l <™ G >, (6.54)
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wobei
cr := max{|| — sow + 81|k, [|1/(=s2w + s1)||x, } > 1.

Da oo ¢ L, bekommt man

ln,, (w)| = le

Mit (6.52), (6.53), (6.54) und (6.55) bekommt man aus (6.51)

2w e K. (6.55)

Mk].

|p2nk]. (&k]‘ﬂ'o)l < &) (656)

Da E kompakt ist und wegen 0 ¢ L (0 ¢ L = 0 = h(0) & h(L) =: L) ergibt sich

K; /|~ K; . .
[l |57 /|y i)™ < eig's 3> Jo. (6.57)
Es gilt fir w € F
nkj
jan,,, ()| = [T o =, > d™s. 5> jo.
=1

Damit gilt auch fiir w € E

TEjt1
|q2/m+1 (w)| = H lw — &kg+1ﬂ?| > d™ i+, § > o
i=1
Somit N
1/min|(¢° ¢° w)| < (1/d)™5 T4 < o790 6.58
B Mk AN 4y 11
w

wobei ¢17 > max{1, (1/d)?}.
Mit Bemerkung P (a) erhalten wir

|(I'Iolkj+1 (akj770)| =

= H |akj+1,i - akj,i0| H |akj+1,i - akj,i0| <
[Gr;yq.i—0n;,i|<e |&kj+1,i—&kj‘i0‘>5
< 6Mk1+17—(a)/4 . J > (6.59)

Mit (6.48), (6.50), (6.56), (6.57), (6.58) und (6.59) ergibt sich aus (6.46)
1Djll < (erae™ @) s, j > jo. (6.60)

2 Fall: )\kj > )\kj+1-
In diesem Fall bekommen wir eine dhnliche Abschitzung wie in (6.60). Wir
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vergleichen (6.25) und (6.26). Unter Beriicksichtigung von (6.27) und (6.28)
bekommen wir

Wiw) = (0%, d, Jw)S@w) (&), s, )(w) =

= (—sqw + s1) M P (w). (6.61)

Wir zeigen, dass A\r; — B;j > 0. Zu diesem Zweck, zeigen wir, dass die Gleichung
Ak] - BJ = min{Ak] - Ak]ﬁ_l,mkj - Grad(p'rnkj )} (662)
gilt. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Mgy + Grad(an ) > Nhjiq + Grad(pmkj)7

J

(2) mp,,, + Grad(anj) <ng,, + Grad(pmk] ).
Zunichst zeigen wir, dass
Grad(anj) = ng,; im Fall (1). (6.63)

Annahme: Grad(anj) < ng;. Mit Bemerkung L folgt Grad(pmkj) = my,. Hier-
mit bekommt man im Fall (1) ‘

My = Ny = M, — Grad(gn, ) = me, — ni,

G1

oder Aquivalent Ay, , > Ag;, was im Widerspruch zu unserer Voraussetzung
Ak; > Ak, steht. Damit ist die Annahme falsch und somit ist (6.63) gezeigt.

Im Fall (1) bekommt man mit (6.63)

My — Ny yy = Grad(pmkj) — N .

J+1 J

Nach Substraktion von Ay, und nach Multiplikation mit —1 ergibt sich

Ay = Abyyy < Mgy — Grad(pmkj) im Fall (1). (6.64)
Ahnlich zeigt man
my, — Grad(pmkj) < Ak, — Ay, im Fall (2). (6.65)

J+1°

Falls Grad(pmkj) = my,, ist die Relation (6.65) offenbar richtig, da Ax; > Ay

Sei Grad(pmk_j) < my,. Mit Bemerkung L folgt Grad(anj) = ny,. Hiermit
bekommt man im Fall (2) ‘

M,y — Ny < =Nk, + Grad(pmkj).

41 Gl =

Nach Substraktion von A, und nach Multiplikation mit —1 ergibt sich (6.65).
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Mit (6.63) ergibt sich

_ Ak, im Fall (1),
b= { Grad(pm,, ) — nk, im Fall (2), (6.66)
wobei B] = max{m/k

ZEE! ZEE!
ergibt sich

—I—Grad(anj ), —I—Grad(pmkj )} =1k, —ng,,, - Hiermit

\ B Ak; = Akyy,  im Fall (1),

Mit (6.64), (6.65) und (6.67) bekommt man (6.62).

(6.67)

Mit (6.62) folgt A\x; — B; > 0. Damit ist w = s1/s2 eine Nullstelle von W der
Ordnung A, — Bj.

Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WJO.

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von pomk_ der Ordnung my; —
J
Grad(pmki ). Hiermit und wegen (6.62) gilt die Darstellung

Py, (0) = (=20 + 51)™ =L, (w), (6.68)
wobei pfnkj € Py, -

Andererseits Cj := Ay, — Ag;,, — (A, — Bj) > 0 auch wegen (6.62). Somit und
wegen (6.68) ergibt sich aus (6.61)

-B

Ak ; j C *
= (=s2w + 5™ (P, oy )W) (=520 + 51)7 = (g, P, (W)

und damit
WP (w) = (5, an, (W) (=s2w +50) = (a), P, )(w).
Sei A? der hochste Koeffizient von W]O. Damit gilt

W) (w) == AJw™s, (6.69)

wobei Bemerkung O zu beachten ist.

Es gilt fiir w # 0

0 0 p 0o g . \Cj 0 n*
AO _ (pmkj+1anj)(w)(_b2w+bl) 7= (anj+1pmkj)(w)
J wki

(6.70)
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Nach Bemerkung P hat qgk_,j > j1, mindestens eine Nullstelle in K(a,e). Sei
J

(i, iy eine Nullstelle von qﬂki mit Gy, € K(a. ). Wir setzen w = dy, ;, in

(6.70) ein und bekommen

_(qg’kj-{-l p:nkj )(dk]‘,io)

(Qk;ig )59

A% =

7

7j2j13

wobei ag; i, # 0, 7 > j1 > Jo-

Mit Hilfe der letzten Darstellung von .A? und unter Beriicksichtigung von (6.69)
bekommt man aus (6.25)

. Ky P, ) (@, o)
wtti ) ) )

DJ(ZU) _ (—82w+31)_Bj _ - nk](]+1 T:k] 3520
(akj7i0) 7 (an] q’nkj+1 )(w)

’ ] > jl-
Somit gelangen wir zu der Abschétzung
1Dl <

ol (@, P, ) (G i0)]

dkjﬂ'o |Kj minwEE |(q'91k] qTQij+1 )(w

||(_32?1)+S]-)_Bj||é| )|7 ] Z jl' (671)

Nun schétzen wir die rechte Seite von (6.71) nach oben ab. Dabei seien Cy, Co, . . .
positive, von j und £ unabhéngige Konstanten.

Auf bekannte Art und Weise (siehe Fall 1) bekommen wir

K /|~ ) K.
lwlls? /a0 < €17, (6.72)
1/ min (g, dh,, )w)] < G2 (6.73)
|qgk.+1 (g, 0)| < eMranaT@/Ag it (6.74)
J
N My, .

|p(r)nkj (akj,i0)| < C’4 " (675)

und 5
(—sow +51)" 5| < OB we B, (6.76)

wobei

Cs = max{]| = saw + 51l g 1/ (s + 51)][ 2} > 1.
Mit (6.2) gibt es einen Index j; € N, so dass
Ak /e, < 7(a)/4, 7 = j1 = jo- (6.77)
Mit (6.66) folgt Bj < Ag;. Andererseits gilt nach (6.62)

OS/\kj_)\k

41

- (/\k‘,- - Bj)'
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Damit ergibt sich
Akjpr < Bj < A

Hiervon und mit (6.77) bekommt man
|Bj| < nkyyys 231,
woraus sich aus (6.76) ergibt
[(=szw+51) |5 < G5 G > (6.78)
Mit (6.68) ergibt sich
)—(Akj—Bj).

Py, (10) = D, () (520 + 51

Hiermit und mit (6.75) ergibt sich

|pfnkj (ki) = |P9n,€7 (G ig) (820 40 + 81)_(’\’“J_BJ')| <
Mp; ~ —(Ak; —Bj)
<Oy (=820, + 51) im (6.79)
Mit (6.67) folgt A\x; — B; > 0. Damit bekommt man
. _B e, —B;
|(—s20;,io + 51)_()%" _BJ)| =1/ — s2a; i, + S1|Akf' Bi < Cs K (6.80)

wobei Cg := max{l,supy, ¢ ;{1/] — s26u; i, + 51/} }-
Mit (6.62) und (6.77) bekommt man
Me; = Bj < Ay — Ay < 2max{| g, |5 Ak 1 < gy
Hiermit ergibt sich aus (6.80)
|(—s20k;.i0 + s1)” M T P)| < Cgkj+1~

Damit bekommt man aus (6.75)
N M.

17, (ko)) < C7 7 (6.81)

Mit (6.72), (6.73), (6.74), (6.78) und (6.81) bekommt man aus (6.71)
1D)115 < (71 Cs)Mris, j > .

Damit haben wir auch im Fall 2 eine &hnliche Abschiitzung wie in (6.60) be-
kommen. Sei ¢ := max{c;3,Cs}. Da man e beliebig klein wihlen kann, sei
em(@/4 < 1/c. Damit gilt ¢ := ¢7(®/%¢ < 1. Damit bekommt man eine ge-

meinsame Abschitzung in beiden Fillen:

105115 < a1, j = i,
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woraus sich mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2 ergibt
oC N o0 oC o0
PILITESSLICED SERED SLANTS:
J=J J=J J=Jjo J=jo

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z?o:o ¢7. Damit ist die Reihe

Z §it1 — gio+1 Z(gJ

J=jo

eine konvergente Majorante von > oo ijo | Dj(w)], w € E. Hiermit konvergiert die
Reihe (6.23) und somit auch die Folge {frmkj s }oo

J=Jjo
damit auch gleichmiiBig auf kompakten Teilmengen in G, da E beliebig in G war.
Sei fO die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf

(Satz 2.8) ist f° holomorph auf G. Andererseits gilt
fw) = fO(w), we K.

Die Richtigkeit dieser Relation bestatigt man wegen

gleichmiBig auf E und

IIf - ﬁ'mkj Mk ||Kﬁ <|If- Tma; ik, ||Kp/4 — 0, j = 00,
wobei Hilfssatz 5.3 (b) zu beachten ist.

Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von f nach G. Nach dem
Identititssatz (Satz 2.10) ist f© eindeutig bestimmt. Somit ist f° holomorphe
Fortsetzung von f nach G. B

Beispiele fir Hauptsatz 6.1 sind die diagonalen Approximationen {m,+x n}0e,
mit A € Z.

6.2 Einfluss der Verteilung der Nullstellen

Sel Ty, n,, die Padé-Approximation an f beziiglich dem Feld [myg /ny], wobei das
Indexpaar (my, ny) die Bedingungen (6.1) und (6.2) erfiille. Weiter sei 7y, n, =
Dy, /Qny, WObel die Polynome p,,, und ¢, teilerfremd seien und der hochste
Koeffizient von g, gleich 1 ist.

Sei Ly := {a.1,..., )} die Menge der Pole von m,, n,, wobei I(k) :=
Grad(mm, n,) < max{mg,ng} =: M. Mit L bezeichnet man dic Menge der
Grenzpunkte von {L;}32 . Weiter sei Ny := {91, M%,2,- - Mk,i(k)} die Menge
der Nullstellen von p,, »,. Mit A/ bezeichnet man die Menge der Grenzpunkte
von {N;}22,. Fiir @ € C und & > 0 bezeichnet man mit ¥, (a,¢) die Anzahl
der Nullstellen von 7, », in K(a,e) (cinschlieflich Vielfachheiten).
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Wir definieren

R TI ka(avS)
Y(a,e) := hkn_ag.}f A

und

¥(a) := lim ¢(a,e).
e—0
Es folgt mit den letzten zwei Definitionen, dass fiir k& geniigend grof} gilt
Y, (a,€) > Myg(a)/2. (6.82)
Sei G die Zusammenhangskomponente von C\L mit 0 € G.

6.4 Hauptsatz. Sei f in z = 0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende
Bedingungen gelten:

(a) 0 & (LUN);

(b) Es gibt einen Punkt a € C mit (a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {Tp, n, 172, gleichmdfig auf kompakten Teilmen-
genen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion f°, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Wir beweisen zunéchst den Hauptsatz 6.4 in dem speziellen Fall co ¢ (L UN)
(Satz 6.5). Dann fithren wir den Beweis im Fall co € (L UN) durch (Satz 6.6).

6.5 Satz. Sei f in z = 0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) o0 ¢ (LUN);

(b) 0 & (LUN);

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit y(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {Tpm, n, 72 gleichmdifig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Beweis: Sei E eine kompakte Menge mit 0 € E C G. Sei vy € N, so dass
(6.82) erfllt ist fiir k¥ > 1y. Es gibt einen Index v1 € N, 13 > 1p, so dass
LiyNE =0, k> vy. Nun folgt mit (a), dass es ein v» € N, vy > 17 gibt, so dass
0o & (L UNg), k > vo. Wegen (b) gibt es ein v3 € N, v3 > 1o, so dass 0 € N,
k Z V3.

Sei dj, := d(F, Ly) der Abstand zwischen F und Ly, k > vq. Weiter sei d :=
min{dy}, k > v1. Offenbar ist d > 0.

Nun sei (Zk; := d(0,Ny) der Abstand zwischen 0 und N, k > v3. Weiter sei
d := min{dy}, k > v3. Offenbar ist d > 0.
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Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

ﬂ'mo,no(z) + Z(ka+1-,nk,+1 - 7ka~nk,)(z)' (683)
k=0

Sei
J:={0}U{k € N: Ty ny # Tone_y iy }-

Nach Bemerkung K ist J unendlich. Hiermit bekommt man eine zu (6.83)
dquivalente Darstellung

00
Ty kg (Z) + Z(ﬂ-mkj_,_l Mhejpy ﬂ-mkj Mk )(z)7 (6'84)
§=0

wobei J = {ko,k1,...} mit k; < kjq1, j =0,1,.... Weiter sei jo := min{j € N:
kj > v3}.

Wir zeigen, dass die Reihe (6.84) gleichméBig auf E konvergiert. Fiir k;, kj11 € J
betrachten wir die Differenz

. W;(z)
Dj(z) = (ﬂ-mknl'”’wﬂ — M ”’“J)(z) - (@i, i, )(2) 2e b (6.85)
j kG4
wobei
Wj(z) = (pmk‘,quj - anjJrlpmkj)(z)- (6.86)

Nach Bemerkung M liegen alle Nullstellen von W; in z = 0 und Grad(W;) = Kj.
Sei A; der hochste Koeffizient von W;. Damit gilt

W;(2) := A2, (6.87)
und somit fiir z # 0 gilt

Aj = (D, o, — Gy, P, ) (2) /2790 (6.88)

Bemerkung Q: Nach der Wahl von jg hat LT keine Nullstelle in oo fiir
j > jo- Damit sind alle Nullstellen von Ty, nx, auch Nullstellen von j fiir
J = jo. Hiermit und wegen (6.82) gibt es in K(a,e) mindestens My 1 (a)/2
Nullstellen von P ;s J > Jo-

Sei 0y, .4, eine Nullstelle von Prns,» J = jo mit ny, 4, € K(a,e). Wir setzen
Z = N, i, in (6.88) ein und bekommen

(pmkﬁl Gy )(nkj,io)
(nkj ,io)K'i

-Aj: 7j2j07

wobei 1, i, # 0 nach der Wahl von jo.
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Mit Hilfe der letzten Darstellung von A; und unter Beriicksichtigung von (6.87),
bekommt man von (6.85)

D,(2) 2Ki (P, O ) (ki) ivi
i = = 5 = JO-
! (nkj;iO)KJ (anj Qny; 4 )(2)

Hiermit gelangen wir zu der Abschétzung

2l NPy, G, ) (0|

|77k‘3-,i0 |Kj min.ep |(Q7ij q7lk,j+1 )(Z)|

D)l <

s J = Jo- (6.89)

Nun schiitzen wir die rechte Seite von (6.89) nach oben ab. Dabei seien ¢1, ca, . . .
positive, von j und € unabhingige Konstanten. Wegen F eine kompakte Menge
ist und g, 4, # 0 bekommt man

K . K
21" / Ik 0| < 17 (6.90)
Es gilt fiir z € E
"k,j
lgn, ()] = | | |z — ar, il = d™, 5 > jo,
J
=1

und damit gilt auch fiir z € E

G, ()] > A1, 5> jo.
Somit .
/i (G, e, ()] < 0377 (6.91)
wobei cg > max{1, (1/d)?}.
Sei a,, der hochste Koeffizient von Pru, - Weiter sei P,y = amp}nkﬁl,

wobei p}nkjﬂ € PmkHl. Mit Bemerkung @ und wegen oo € N ergibt sich

|pmkj+1 (nkj,io)l = |am| |p}"’k_7+l (nk] 7i0)| =
= |am| H |nk],i0 - nkj+17i| H |77kj7i0 - nkj+1,i| <
|77kj+1,1,—77k,j,i0|§5 |"7k]-+1,71—77kj,1‘,0|>5
< Jap MO > (6.92)
Da amp}nij = T,y sy O, Und wegen pmkj+1(z) #0, z € K,/; ergibt
sich
||7kaj+1 Mk ||Kp/2 | |anj+1 ||Kp/2

lam| < (6.93)

b, 1,72
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Mit Hilfssatz 5.3 (a) bekommt man

< (14 2™k "M )||f||Kp < czk”l . (6.94)

||7kaj+1 Mgy g ||K/,/2 =

Wegen oo & L ergibt sich

G, (2)] =
Mt ki1
ng .
= I 17— enyril < T U2l + lo, 0il) S 574 2 € Ko (6.95)
=1 i=1
Es gilt fiir z € K, /o
Mhjt1
|pg"ki+1 ()l = H |z - nkj+1,71| > d™iv, > jo,
‘ i=1
und somit .
k.
Vo, Mic,e <6 7t (6.96)

Mit (6.94), (6.95) und (6.96) bekommt man aus (6.93)

lam| < cyk”l-
Hiermit ergibt sich aus (6.92)
P, (e i0)| < (cge®@D/2) Mo > i (6.97)
Wegen oo ¢ (L UN) bekommt man
nkj nkj
|an]- (nkj7i0)| = H |77kj,io - akj,’i| < H(|ﬂk1,io| + |ak'j,i|) < Cij . (698)
=1 =1
Mit (6.90), (6.91), (6.97) und (6.98) bekommt man aus (6.89)
1D < (c10® /) Mrivs, j > jy. (6.99)

Weil man & beliebig klein withlen kann, sei e¥(®/2 < 1/¢j. Damit gilt ¢ :=
e¥(@/2¢)5 < 1.

Es folgt mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2

qj\fkj+1 < qkj+1/2 _ 5k¢j+1 < 5j+1’
wobei § := ¢'/2,

Hiermit bekommt man aus (6.99)

oo oo e} (o)
1> D)<Y IDi() <Y ¢Mun < 36T 2 e B

Jj=Jjo J=Jjo J=Jjo J=Jjo
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Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Z]oi() 47. Damit ist die Reihe

i §ItL = giotl igi
j=0

J=jo

eine konvergente Majorante von Z;‘; o IDj(2)], z € E. Damit konvergiert die
Reihe (6.84) und somit auch die Folge {kaj ,nk,.}}?io gleichmifBlig auf F und
somit auch auf kompakten Teilmengen von G, da E eine beliebige kompakte
Teilmenge von G war. Sei f° die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konver-
genzsatz von Weierstraf3 (Satz 2.8) ist f° holomorph auf G. Mit Hilfssatz 5.3 (b)
folgt f(2) = f°(2), 2z € K, /4. Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung
von f nach G. Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist fO eindeutig bestimmt. B

Der néchste Satz 6.6 unterscheidet sich vom Satz 6.5 nur durch die Bedingung
(a). Man wendet eine geeignete Transformation an, so dass der Punkt oo in einen
endlichen Punkt abgebildet wird. Damit bekommt man eine dhnliche Situation
wie in Satz 6.5.

6.6 Satz. Sei f in z =0 holomorph. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) oo € (LUN);

(b) 0 & (LUN);

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit ¥ (a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {mpm, n, 172, gleichmdfig auf kompakten Teilmen-
gen von G gegen eine auf G holomorphe Funktion fO, und f° ist holomorphe
Fortsetzung von f nach G.

Beweis: Wir wenden die Transformation (siche (2.5))

S1%

It =
L(Z) S22 + 83

an, wobei s; € C\{0}, i =1,2,3.

Man bestétigt, dass h(co) = s1/s2 # oo und h(—s3/s2) = co. Wegen (b) kann
man die Koeffizienten s und s3 so withlen, dass —s3/s3 ¢ (L UN) und somit
0o = h(—s3/s2) & (h(L) U h(N)) = (L UN). Damit ist die Menge L UN
beschrénkt.

Sei Ly, = h(Lg) = {ar1,0k2,..., 0k} die Menge der Pole von i, p, .
Weiter sei Nj, := h(Nk) = {7k,1, k.25 - - -+ Ta(y  die Menge der Nullstellen von
Tmy.nys Wobei Bemerkung 2.2 zu beachten ist. Nach Definition 3.17 ist L bzw.
N die Menge der Grenzpunkte von {Lj}52 ) bzw. von {N;}22,.
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Sei H(w) die Umkehrfunktion von h(z) (siche (2.6)). Dann bekommt man mit
(2.2)

1 Do (W)

, 6.100
(—Sow + s1)* q, (w) ( )

T, i (w) == (7"mk,nk oH)(w) =

wobei A\ := my — ng, p?nk € P> qgk € P,,. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit sei der héchste Koeffizient von ¢ gleich 1.

Sei a € C so, dass (c) erfiillt ist. Mit Bemerkung 3.21 gilt a € N und damit
a € N.Fiir £ > 0 sei ¢y, (@, ¢) die Anzahl der Nullstellen von 7., ,, in K(a,e).

Weiter sei -
¢(a,e) == liminf Yan(@,¢)

k—oc0 k

und ~ ~
Y(a) := lim ¢(a,e).

e—0

Mit den letzten zwei Relationen bestétigt man, dass es ein vy € N gibt, so dass
ZZJM; (a,e) > MHP( )/2, k> 1.

Hiermit und wegen Bemerkung E folgt
U, (@,€) > Myib(a) /2, k > v (6.101)

Sei E eine kompakte Menge mit 0 € E C g wobei G = h(G). Sei 11 € N,
v1 > v, derart, dass Ly N E =0, k > vy. Da 0 ¢ (L UN) gibt es einen Index
vy €N, vy > 1y, so dass co € (Lk UNk) k > vo. Wegen (b) gibt es einen Index
v3s €N, v3 > 15, s0 dass 0 & (Ly UNG), k> vs.

Sei dj, := d(E,f/k) der Abstand zwischen E und Ly, k > v;. Weiter sei d :=
min{dg }, k¥ > 1. Offenbar ist d > 0.

Nun sei dj, = d(0, ./\7k.) der Abstand zwischen 0 und /\71@, k > v3. Weiter seci
d := min{dy}, k > v3. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

oo

7Tmo mo Z ka+1s”k+l - 7~Tmlmnk)(w)' (6-102)

Sei

JO = {0} U {k eN: ﬁ-mk7nk 7& ﬁ-mk—bnk—l}'
Wegen (6.100) gilt Ty, ny = Tmyymp, g€NAU dann Wenn T, ny = Tmy e -
Somit gilt J° = J und es ist unendlich nach Bemerkung K. Hiermit bekommt
man eine zu (6.102) dquivalente Darstellung

0
ﬁ-mkgvnko (w) + Z(ﬁ-mk‘,ﬂ Mk - ﬁ-mkj Mk )(w)» (6'103)
j=0
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wobei JY := {ko,k1,...} mit k; < kji1, 5 = 0,1,.... Weiter sei jo := min{j €
N:k; > vs}.

Wir zeigen, dass die Reihe (6.103) gleichmiiBig auf E konvergiert. Fiir k;, kji1 €
J betrachten wir die Differenz

Dj(w) :=(D; o H)(w) =
W;

anj anj+1

= (a0 = oy ) 0 ) 0) = )W) (6100
wobei D; in (6.85) definiert ist.

Aus (6.104) bekommt man zwei Darstellungen fiir [)j. Mit (2.2) ergibt sich

. . 1 W (w
Dj(w) = L oH (w) = . J ( ) , (6105)
G, T, (=sow +51)P (a7, an, . )(w)

wobei W) € P, (qgkj qﬁij) € Py, +ny,,, und Bj = Kj — ny; — ng,,, mit
K;j = max{mkj+l + Grad(anj )5 Ny y + Grad(pmkj )}
Nun bekommen wir aus (6.104) die zweite Darstellung von Dj:
[?j(w) = ((ﬂvnkjﬂ,nk”l - kaj,nkj) © H) (w) =
_ 1 P(r)nkj+1 (w) 1 P(r)nkj (w) .
Commt oo @, @) (spw o0 45, ()
1 W (w
_ - (w) , (6.106)
(_S2w + 81)’” (anj anj+l )(w)
wobei
7 = max{Ag,, Ak, } (6.107)
mit Ag, = my; —ny,; und
0 0 _ 0 0 C o
W*(w) = (pgq,k”l qgkj )(w) S(w)(qgkgﬂp(’)”’k, )(w) i )\k.7‘+1 (6.108)
; (0, ))S(w) — (6, ol )+ 7= A,
: — Ak sy g =k |
mit S(w) 1= (—sow + s1) i1 kil

Wegen (6.107) machen wir zwei Fallunterscheidungen.

1 Fall: )‘ijrl < )\kj’

Wir vergleichen (6.105) und (6.106). Unter Beriicksichtigung von (6.107) und

(6.108) bekommen wir
Wi(w) = (P, dny, J(W)SW) = (an, Py ) (w) =

j+1
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= (—sow + s1)M W (w). (6.109)
Mit Hilfe der bekannten Gleichung

Ak, — Bj = min{my,, — Grad(pm,, ), Ak, — Ak, ) (6.110)

7

folgt )\kj — B; > 0. Damit ist w = s1/s2 eine Nullstelle von W J* der Ordnung
Ak, — Bj.

Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom VVJ0

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/s2 eine Nullstelle von pgnk_ der Ordnung my; —
J
Grad(pmkj ). Hiermit und wegen (6.110) gilt die Darstellung

P, () = (=saw + 51> B, (w), (6.111)

wobei pfnkj € Py, -

Andererseits Cj 1= \g; — Ag;,, — (A, — B;j) > 0 auch wegen (6.110). Somit und
wegen (6.111) ergibt sich aus (6.109)

Ak, —B; v .
= (o )™ (0l ) (s )% — (0, P, )(w)
und damit
0/ — (1,0 0 C; 0
W) = (b, 0%, () (~sqw + 5 — (6D, i, Yow).
Sei A(; der hochste Koeffizient von W]Q. Damit gilt

WP (w) = AJw™. (6.112)

J
Hiermit ergibt sich fiir w # 0

(pfl)nk]_'_l q(ljlk1 )(w)(_SQw + Sl)Cj - (qg,kj_‘_lpfnkj )(w)

0 _
A0 = 5 . (6.113)

Nun wollen wir einen Punkt 7, i, € K(a,¢) mit p}, (7;.i,) = 0 auswihlen
J

und w = 7y, i, in (6.113) einsetzen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass ein solcher

Punkt existiert.

Bemerkung R: (a) p?nlcj, J > j1, hat mindestens My,v(a)/4 Nullstellen in
K(a,e);
(b) Py, » 3 = J1, hat mindestens eine Nullstelle in K (a,¢).

"]

Fiir den Beweis der Bemerkung R bendtigt man die Bedingung (6.2), denn mit
(6.2) ergibt sich

lim (Ag; /ng;) = lim (my, /ng, — 1) = 0. (6.114)
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Damit gibt es einen Index j; € N, 73 > jo, so dass
[Ai; [/, < b(a)/4, § = i (6.115)

Beweis (Bemerkung R)
(a) : Unter Beriicksichtigung, dass T, i, (00) # 0, § > jo, gilt nach Hilfssatz

2.4 (a)
Grad(ﬁgnk,) 2 Grad(ﬁmkj,nk,) + min{0, /\kj}> J = Jjo-

Hiervon und mit (6.101) folgt, dass p9,, , j > jo mindestens M 1 (a)/2 +
J
min{0, Ag; } Nullstellen in K'(a,¢) hat. Wir bekommen mit (6.115)
Mkjd)(a)/2 + min{O, )\k]} > MkaJ}(a)/Q — |>\k]| >
My (a)/2 = ni;b(a) /4 = My(a)/2 — My,;p(a) /4 =
My p(a)/4, j = 51
was zu zeigen war.

(b) : Mit Teil (a) und wegen (6.111) ist die Anzahl der Nullstellen von py
J
J = j1in K(a,e) mindestens My 1 (a)/4 — (A, — Bj). Wir erhalten mit (6.110)
My, p(a)/4 = (A; — Bj) = My;ih(a)/4 — Ak, = Akjn) 2
> ]\Jkﬁb(a‘)/4 - QInaX{p‘kj |7 |)\kj+1 |}

Wir nchmen an, dass

My, v(a)/4 — 2max{| A, |, [Ar,,. |} <1

j+1
und zeigen, dass diese Annahme falsch ist. Nach Division durch My, , ergibt

sich
Mk]w(a)/é“ < 1 + 2maX{|>\kj+1|7|)\kj|}
M. M, My, '

J+1

(6.116)
341 1

Nun berechnen wir die Grenzwerte der beiden Seiten von (6.116). Wir zeigen,
dass der Grenzwert der linken Seite > 0 ist und der Grenzwert der rechten Seite

0 ist, woraus sich der gewiinschten Widerspruch ergibt.
Da kj, kj11 € JO ergibt sich
ﬁmki My T ﬁ.m'k'jJrl:'"'ijrl == ﬁ-m’?

A1k =1

Hiermit und wegen My, > Grad(frmkj nkJ) > J’Mkj (a,e), bekommt man mit
(6.101)

Mk]‘ > ’(ZMkj (&7 5) = /(ZMkj-%—l (&75) =...= Q/ZMIC

> My, 1(a)/2.

(a,¢) =

j+1—1
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Hiervon und mit Hilfe der bekannten Gleichung (siche (6.43))

My, ,—1+1> M

1
ergibt sich

Mk_; > Mkj+1_1¢(a)/2 = Mk_H—l(l - 1/Mkj+1 )Y (a)/2.

Damit gilt
limsup(My, /My, ,) > (a)/2 lim (1 —1/My,,,) = ¥(a)/2. (6.117)
j—roo j—o0

Nun berechnen wir der Grenzwert der rechte Seite von (6.116).

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei [Ag;| > [Ag;,,| (In dem anderen Fall
argumentiert man dhnlich). Man bekommt mit (6.114)

ma’X{|)\k5j|7|)\k7j+1|} _ |)‘k]| < 1 |/\k]|

lim = lim < lim —= =0.
Jj—o0 ]\lkj-{—l Jj—o0 ki1 j—oo N,
Hiermit und wegen lim; ,o, 1/My,,, = 0 erhalten wir
1 2max{| Ak, |, [ Ak,
lim ( n ]| ’“f“'}) = 0. (6.118)
jmoe \ My, M, .,

Mit (6.117) und (6.118) bekommt man aus (6.116), dass gilt ¥ (a)/8 < 0. Dies
steht im Widerspruch zu (a) > 0. Somit ist die Annahme falsch und damit ist
Teil (b) gezeigt. O

Unter Beriicksichtigung Bemerkung R (b) sei 7, i, eine Nullstelle von p;,
N 7
J > j1, mit 7y, 5, € K(a,e). Wir setzen w = 7, 4, in (6.113) ein und bekommen
0 0 (7 = le?
AO _ (pmijrl anj )(nkj»io)(_Sang,io + 81) !

’ (ﬁhﬂb)Kj

wobei 7k, i, # 0.

Mit Hilfe der letzten Darstellung von A? und unter Beriicksichtigung von (6.112)
bekommt man aus (6.105)

0 0 ~
b(w) _ 1 wi 5(77) (pmkj+l anj )(ij,io) ] < jl
1) = oo Gd® ()7

wobei S(n) 1= (—sa7k; ip + 51)%.
Hiermit gelangen wir zu der Abschétzung

1D, 5 <
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el 1S @, @) ki)l
e i (6.119)
77kj-,i0| J mlnweE |(anj anjJrl )(w)|

< ||(=s2w + 81)7Bj||p3|

Nun schétzen wir die rechte Seite von (6.119) nach oben ab. Dabei seien ¢1, o, . . .
positive, von j und € unabhéngige Konstanten. Definitionsgema8 ist B; € Z.
Man bekommt

|(—sow + 51) 78| < cllle, weE, (6.120)

wobei ¢ := max{|| — sow + s1|| 5, ||1/(—=s2w + s1)|| 5 }-
Auf bekannte Art und Weise ergibt sich

Ak <B; < /\kj-

41
Hiermit und wegen (6.115) bekommt man
|Bj| <npyys 7201,
woraus sich aus (6.120) ergibt
[(=sow +51) 5|5 <, § > . (6.121)
Da E kompakt ist und 7, ;, # 0 bekommt man
[l 57 /1 07 < 5 (6.122)

Auf bekannte Art und Weise gelangen wir zu der Abschétzung

. 0 Nk ; . .
1/ min|(gn, Gu,,, Y0 <057, 5 2 o (6.123)
w
. O . . 0 . . O e 0 2
Sei a,, der hochste Koeffizient von Py, Weiter sei P,y = OmPmy,

wobei pv2nkj+1 € Py, ., - Mit Bemerkung R (a) bekommt man

|P?nkj+1 (TThy io)| = |(10m||175nkj+1 (7l;,i0)| =

- v n -7 : n . M .
B |am| H |77kj’10 nk]’-{—lvzl H |nkj,lo nk!j+1,’t| S
ik i =Tk ;40 il <€ [Tk j.i0 =Tk j 1.6 1>€
0 M, P(a)/4 kit . .
< |, [e7 ¢y G > (6.124)

. - Ak, N
Es gilt aompfnkjﬂ (w) = T g My (w)qﬂ,km (w)(—sow + s1)*+1 . Hiermit und

wegen p?nkHl (w) # 0, w € K; ergibt sich

~ A
||7Tm"‘.7‘+1’”k.1+1 ||I(ﬁ||q2k]’+1 ||Kﬁ||(_82w + 51) i+ ||Kf>

lag,| < (6.125)

62, ITx,
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Da K; C h(K,;4) bekommen wir

oy sty < o N1y < (1257 Flliys 52 G0 (6.126)
nach Hilfssatz 5.3 (a).
Da oo & L, ergibt sich fiir w € K;
kit Tyt
- N Nk
|q2kj+1 (w>| = H |’LU - akj+1,i| S H (|w| + |akj+1,i|) S Cs o . (6127)
i=1 i=1
Auf bekannte Art und Weise bekommt man
Ak n .
(= 2w + 81)M5+1 ||, < el < g (6.128)
wobei (6.115) zu beachten ist und cg := max{|| — sow + s1||x,, [|1/(—s2w +
s1)[1 x5}
Fir w € K; und j > j; gilt
kg1
|pfnkj+1 (w)] = H |w — T, 1] > d™* i
i=1
und damit ,
TN Mk
UlPpy, e < (1/d)™ 540 < er 07 (6.129)
Mit (6.126)-(6.129) ergibt sich aus (6.125)
My,
lad,| < es TG >
Hiermit bekommt man aus (6.124)
|p9nkj+1 (ﬁk’wio” < (5w(a)/4c9)Mkj+1v .7 > jl' (6'130)
Da oo ¢ (LUN) ergibt sich
Mk Tk
~ ~ ~ ~ - N .
|q2kj (7]kj7io)| = H |T'kj,i0 - akj,i| < H(|"ij,io| + |ak'j~,’i|) < ClOJ : (6131)
i=1 =1
Da C; > 0 bekommt man
(=827t 10 + 51) | < | = 2k, 40 + 51| (6.132)

Mit Hilfe der bekannten Relation (siehe (6.67))

)\k’j — )\kj+1 im Fall (1),

Ay, — Bj = { My, — Grad(p"lkj) im Fall (2),

102



folgt Ax, — B; > 0. Hiervon und mit (6.115) ergibt sich
j J

C; = /\k] — Ak, — ()\k'j - B;) < /\kj — A, <

i1 g S
< 2max{| g, |5 Mk l} < nkjyns J = J1

Hiermit bekommt man aus (6.132)
(=527t io +51)7| < €7 (6.133)
wobei c11 1= max{l,supy ¢ | — 27k, i, + 51/}
Mit (6.121), (6.122), (6.123), (6.130), (6.131) und (6.133) ergibt sich aus (6.120)
D511 < (%4 Aerg) e, j > i (6.134)

2 Fall: )‘kj+1 > )\kj’

In diesem Fall bekommen wir eine &hnliche wie (6.134) Abschitzung. Wir ver-
gleichen (6.105) und (6.106). Unter Beriicksichtigung von (6.107) und (6.108)
bekommen wir

W) = @, a%, )w) = S@)(@, | #h,)w) =

= (—sow + s)) M1 "W (w). (6.135)
Mit Hilfe der bekannten Gleichung

Ak;., — By = min{ny, — Grad(anj )s Akjir = Ak ) (6.136)

41
folgt Mg
Ak,

41

;41 — Bj > 0. Damit ist w = 51 /s5 eine Nullstelle von W der Ordnung

— B;.
Wir finden nun eine explizite Darstellung fiir das Polynom WJQ.

Mit Hilfssatz 2.3 ist w = s1/so eine Nullstelle von qgkv der Ordnung ng; —
Grad(anj ). Hiervon und mit (6.136) gilt die Darstellung

qgkj () = (—sqw + s1) i+ B q;‘,kj (w), (6.137)
wobei ¢, € Pnkj.
J N

Andererseits Cj 1= A\, — Ak, — (Mg, — Bj) > 0 auch wegen (6.136). Somit

und wegen (6.137) ergibt sich aus (6.135)

e, —DB; * .
= (csaw et s B, an, )W) — (—saw+s)% e, phh, )(w)),
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und damit
0 _ (.0 * Cjr.0 0
Wi (w) = (P, Iy, ) (@) = (=520 + 51)7 (. Py ) (W0)-
Nach Bemerkung O liegen alle Nullstellen von W7 in w = 0 und Grad(W}) =

K;. Damit gilt
WP (w) = AJw™s (6.138)

wobei .A? der hochste Koeffizient von WJQ bezeichne.

Es gilt fiir w # 0

0 (Do, G (W) = (82w + 51)% (g, P, ) (w)

J wki (6139)

Nach Bemerkung R hat pomk_, j > j1, mindestens eine Nullstelle in K(a, ). Sei
"]
Tk, .io eine Nullstelle von p), ,j > ji, mit i, 4, € K(a, ). Wir setzen w = 7y, i,
N J
in (6.139) ein und bekommen
(p'(r)rzkj+l q':;k.]. )(f]kg,lg)

A) = - - L3> 0
/ (77k7 ,10 )Aj 7

wobei 7k, i, # 0.

Mit Hilfe der letzten Darstellung von A? und unter Beriicksichtigung von (6.138)
bekommt man aus (6.105)

0 * ~
B; wki (pmk-j_*_l q’n,kg )(nkj,io)

(ﬁk‘jgiO)Kj (qgkj qg’k‘jﬁ—l )(w)

Dj(w) = (—saw + 1)~ >

Hiermit gelangen wir zu der Abschéitzung
1D;] 7 <

W|| = Py, ., Any. rlk“,
|| ||E : : Kjt1 (;nk] - 3520 ’ j>J1 ( ' )
nk‘j ,’i0| J IIllIlwe E~7 |(ang anj 1 )(’U})|

< |[(=sow + s1) P ||E|

Nun schétzen wir die rechte Seite von (6.140) nach oben ab. Seien C1,Cs, ...
positive, von j und ¢ unabhéngige Konstanten.

Auf bekannte Art und Weise (siche Fall 1) bekommen wir

K; /|~ . K.

el 57 /17K 157 < C7, (6.141)

1/ min |(gh, an, () <Gy (6.142)
D90, Ty io)| < (€71 4Cs) Moo, (6.143)
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(@, Gty i0)| < Cy (6.144)
und i
[(—saw + s1) 57| 5 < CIPw e B, (6.145)

wobei C5 := max{|| — sow + s1|| 5, |[1/(—s2w + s1)|| 5} > 1.

Man bestétigt, dass
Ak; S Bj < A

1
Hiervon und mit (6.115) bekommt man
|Bj| < niyyns 215
woraus sich aus (6.145) ergibt
[(=sow+ 1)~ || < CT4, j > . (6.146)
Mit (6.141)-(6.144) und (6.146) bekommt man aus (6.140)

1D 5 < (¥ @/AC5)Mr,

Damit haben wir auch im Fall 2 eine &hnliche Abschitzung wie in (6.134)
bekommen. Sei ¢ := max{cj2,Cs}. Da man ¢ beliebig klein wiihlen kann, sei
e¥(@)/2 < 1 /c. Damit gilt q := ¥(®)/* < 1. Somit bekommen wir eine gemeinsa-
me Abschitzung fiir den beiden Fillen:

7 My, L
IDjllg < @+, G = i,
woraus sich mit Bemerkung 4.1 und Bemerkung 4.2 ergibt
o0 oo o0 oo
S D) < 3D ) < 3 M < 3 8
J=j1 J=j1 J=j1 Jj=n
wobei w € E und § := ¢'/2.
Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Zjoio. Damit ist die Reihe
o0 oo
Z §itL — g+l Zy’
J=J1 Jj=0

eine konvergente Majorante von 37 |Dj(w)|, w € E. Hiermit konvergiert die
Reihe (6.103) und somit auch die Folge {ﬁmkj ey b
damit auch auf kompakten Teilmengen von gﬂ da FE eine beliebige kompakte

Teilmenge von G war. Sei f© die Grenzfunktion der Folge. Nach dem Konver-
genzsatz von Weierstraff (Satz 2.8) ist fO auf G holomorph. Andererseits gilt

gleichmiBig auf E und

x
J=J1

fw) = fO(w), w e K.

105



Die Richtigkeit dieser Gleichung bestéitigt man wegen
||f - ﬁ'mkj Mk ||K5 < ”f = T ||Kp/4 =0, 5 = o0,
wobei Hilfssatz 5.3 (b) zu beachten ist.

Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe Fortsetzung von f nach G und f° ist
eindeutig bestimmt nach dem Identitdtssatz 2.10. Damit ist f = foH holomorph
auf G. A

Beispiele fiir Hauptsatz 6.4 sind die diagonalen Approximationen {m,+xn}22,
mit A € Z.
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7 Einfluss der Verteilung der Nullstellen poly-
nomialer L,-Approximationen auf die Holo-
morphieeigenschaften der approximierten
Funktion

7.1 L,-Approximationen

Sei w ein auf [—1, 1] fast iiberall positives Gewicht, so dass f_ll w(z)dx = 1. Fiir
p > 1 definieren wir der Raum L,[—1, 1] wie folgt

Lp[-1,1]:={f: /_1 |f(2)[Pw(z)de < oo},

Sei [|.||z,[-1,1 die L,-Norm iiber [—1, 1], wobei

! /
s = ([ 1f@Putn) " 1<p <.

und
fllLwi=1,0 = sup [f(z)]

ze[—1,1]
Sei f € L,[—1,1]. Mit P,, bezeichnet man der Raum der algebraischen Polyno-

me vom Grad kleiner oder gleich m.

Sei

ém := inf - _ B
" pmem,”f pm“Lp[ 1,1]

die minimale Abweichung der Funktion f beziiglich des Raumes P,,,. Man nennt
P,, beste L,-Approximation an f auf [—1,1] beziiglich P,,, falls die Gleichung

em = ||f — Pm”L,,[—l,l]
erfiillt ist. Bekanntlich ist P,, eindeutig und e,, — 0, m — oc.

Mit Hilfe der Funktion H(w) aus (2.4) definieren wir die Norm Ly[—1,1] wie
folgt:

171

! N , 1/p
yin= ([ 1F@Ps@ @) ", 1<p <o,

wobei H'(w) := %H(w) die erste Ableitung der Funktion H(w) aus (2.4) be-
zeichnet, (w) := (w o H)(w), und

UAllLe =1y o= sup [f(w)]-
we[—1,1]
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7.1 Bemerkung. Sei f € Ly[—1,1]. Dann gilt ||f||z,[-1,1 = I1f]
p < oo, mit f:= foH.

Lyl-11), 1 <

Sei P € Prn. Wir definieren fiir w € C
Pm(w) := (pm o H)(w) = p),(w)/(—s2w + s1)™, (7.1)

wobei p2, € Pp,.

7.2 Einige Hilfsséitze

7.2 Hilfssatz. Sei F' € C[—1,1]. Dann gilt
F[lz,~10 = 0= F(z) =0, x € [-1,1]; (a)

und
IFllLs-10) =0& F(z) =0, = € [-1,1]. (b)

Beweis: (a) : (<) ist bekannt.
(=):Sei [|F||,[-1,1) = 0. Wir nehmen an, dass ein 29 € [~1, 1] gibt mit ['(zg) #
0. Da F € C[—1,1] gilt, existiert ein € > 0, so dass F(z) # 0, z € (xz0—¢,z0+¢).
Damit ergibt sich
120-'1‘5
/ |F(x)|Pw(z)dx =: C > 0,
rp—E&

und damit N
1PI = | IP@)Ps(a)ds =

1

Tro—€ To+e
:/ |F(x)|pw(x)dm+/ |F(:c)|pw(:c)da:+/ |F(2)|Pw(z)dx >

—1 xTo—¢€ xo+e

xote
> / |F(2)Pw(z)de = C > 0.

0—¢€
Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung und damit ist die Annahme
falsch, was zu zeigen war. Der Beweis von (b) folgt aus (a), wenn man die
Ungleichung H'(w) > 0, w € [—1, 1], beachtet. J

In Abschnitt 7.3 bendtigen wir eine Abschétzung von Nikolski- Typ. Dazu stel-
len wir einige Definitionen aus [4] (vgl. [11]) dar. Wir bezeichnen mit p, u :=
1 f_ll(d:c/ V1 —2?) das Gleichgewichtsmass auf [—1, 1]. Wir definieren

o(w,e) 1= inf{./Aw(x)dm A cC[-1,1], wA) > 5}, 0<e<l.

Weiter sei ¢,(w) die Losung der Gleichung ¢(w,e) = exp(—ne). Bekanntlich
([11]) ist ey, (w) eindeutig und e, (w) — 0, n — oco.
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7.3 Satz ([11]). Sei pm € Pm und sei w wie oben definiert. Dann gilt firp > 0

||pm||Loo[—1,1} < ecmam(w)||pm||Lp[—1,1]:
wobei C' eine positive Konstante bezeichne, die nur von p und w abhdngig ist.

7.4 Satz ([11]). Seip > 1 und m € N. Alle Nullstellen von Py,11 — Py, liegen
in [—=1,1], falls Py, # Pmo1-

7.5 Hilfssatz. Seien py,, p, € Pum, so dass (7.1) erfillt ist. Sei a,, der héchste
Koeffizient von p,,. Dann gilt

|am| < 27 Ippn 1, (1,1 (a)
Sei al, der hichste Koeffizient von pl,. Dann gilt
laful < 277 H[(=s2w + 51) ™ || oo 1,067 Ipin [, 11,11 (b)
Beweis: Sei T,, das Tschebyscheff-Polynom mit Grad(T;,) = m. Bekanntlich
ist || Tnllp =1, = 1/2™ 1, m > 1
(a) : Sei pm(2) := ampl,(2) mit pl, € Pp,. Es ergibt sich
pmllzoc-1.0 =

= |a"n|||p'}n||Loo[_171] > |am|||Tm||Lm[—1,l] > |a7n|217m-

Hiermit und mit Satz 7.3 folgt (a).

(b) : Sei pi, (w) := ay, Py, (w) mit pi, € Pp,.

Nach (7.1) gilt p,,(w) = a%,p2,(w)/(—s2w + s1)™. Somit ist
Pl Lo[=1,1) =

> |ap 105l oo 1,11/ 1| (=520 + 51)™ | g [-1,1)- (4)

Andererseits ist

12l i=1,1) = Tl =1, > 287

Hiermit und wegen |[pml|zs (1,17 = l[Pmlloo[-1,1) (nach Bemerkung 7.1) be-
kommt man aus (%)
P11 = 2" Jam|/I1(=s2w + 51)™ || =1, (i)

Mit (i7) und Satz 7.3 ergibt sich (b). O
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7.3 Einfluss der Nullstellen

In diesem Abschnitt gewinnen wir Aussagen iiber die Konvergenz der besten
polynomialen L,-Approximationen, p > 1, mit fast iiberall auf [—1,1] positi-
ves Gewicht w, wenn die Nullstellen der Approximationen gewisse Bedingungen
erfiillen.

Fiur f € L,[—1,1], p > 1 sei P,, € Pp, beste L,-Approximation an f auf
[—1,1]. Weiter sei I(m) := Grad(Pp,) und Ny, == {Nm,1,- - - Mmi(m) } die Menge
der Nullstellen von P,,. Sei N die Menge der Grenzpunkte von {N,,}5°_,. Fiir
e > 0 und a € C bezeichnet man mit ., (a, ) die Anzahl der Nullstellen von
P, in K(a,¢) (einschlieBlich Vielfachheiten).

Weiter sei "
¥(a,e) := lim inf ———-~ m(@:€)
m—00 m

und

P(a) = Eli_%d)(a, €).

Es folgt mit den letzten zwei Definitionen, dass fiir m geniigend grof3 gilt

Ym(a,e) > mi(a)/2. (7.2)

7.6 Hauptsatz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) NN [-1,1] = 0;

(b) Es gibt einen Punkt a € C mit (a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {P,,}>_, gleichmdfig auf kompakten Teilmengen
von C gegen eine ganze Funktion f°, und f° ist holomorphe Fortsetzung von f
nach C.

Wir beweisen zunfichst den Hauptsatz 7.6 in dem speziellen Fall co € N (Satz
7.7). Dann fithren wir den Beweis im Fall co € A/ durch (Satz 7.8).

7.7 Satz. Sei f € C[—1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) 0 € N;

by NN[-1,1] =0;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit y(a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {P,}2°_, gleichmdfig auf kompakten Teilmengen

von C gegen eine ganze Funktion f°, und f° ist holomorphe Fortsetzung von f
nach C.
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Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei f & Py, m € Ng.

Sei E C C eine kompakte Menge mit [—1,1] C E. Sei vy € N, so dass (7.2)
erfiillt ist fiir m > vg. Da N N [—1,1] = 0, gibt es einen Index vy € N, v1 > 1y,
so dass M, N[—1,1] =0, m > v;. Nun folgt mit (a), dass es ein v3 € N, vy > 1
gibt, so dass oo & N;,,, m > vo. Wegen (b) gibt es ein v3 € N, v3 > vy, so dass
Ny N[=1,1] =0, m > v3. Sei d,, := d(Nn,[—1,1]) der Abstand zwischen N,
m > vy und [—1,1]. Weiter sei d := min{d,,}, m > vs. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

PO(Z) + (Pm+1 - Pm)(z)' (73)

1L

Eine zu (7.3) dquivalente Darstellung ergibt sich, wenn wir alle Summanden,
die identisch 0 sind (P,,+1 = P,,), weglassen. Dazu definieren wir die Menge K
als

K:={0}u{meN:P, #P,_1}.

Bemerkung S: K ist unendlich genau dann, wenn f & P,,,, m € Ny.
Beweis: (=) : Sei K unendlich. Wir zeigen, dass f &€ Py, m € Np.

Annahme: Sei f € P,,, m € Ny. Damit existiert ein Index k£ € N mit P, = f,
m > k. Somit ist K endlich, was im Widerspruch zu unsere Voraussetzung steht.
Damit ist die Annahme falsch.

(«<):Seinun f & P,,, m € Ng. Wir zeigen, dass K unendlich ist.

Annahme: Sei K endlich. Dann gibt es einen Index k£ € N mit P, = P, m > k.
Somit gilt
If = Pullo,i—10 = If = Pelle, (-1, m >k

daraus ergibt sich
I[f — Pm||L,J[—1,1] = |If - Pk||Lp[—1,1], m — 00,
im Widerspruch an lim,,,_o €,, = 0. Damit ist die Annahme falsch. O

Da f & P,,, m € Ny gilt, folgt mit Bemerkung S, dass K unendlich ist. Damit
bekommt man eine zu (7.3) dquivalente Darstellung
Pk0(2)+Z(ij+1 _ij)(2)3 (74)
§=0

wobei k; € K, kj < kjp1, j = 0,1,... (ko = 0). Weiter sei jo := min{j €
N : k; > v3}. Bekanntlich, konvergiert die Reihe (7.4) genau dann wenn die
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Folgen {ij };’;0 konvergieren. Wir zeigen, dass die Reihe (7.4) gleichmifBig auf
E konvergiert. Fiir k;, kj11 € K betrachten wir die Differenz

Dj(z) := (Py,,, — Pr,)(z) = AW/ (2), z € E, (7.5)

J1
wobei A; der hochste Koeffizient von D; ist und le € Pk, ., mit le () :==
2Rt (Grad(W}') = kjy1 nach Satz 7.4). Mit (7.5) gilt fiir z mit W} (z) # 0

J

'Aj = (Pk/'+1 - ij)(z)/W_]l(z) (76)

Mit (7.2) gibt es in K (a, ) mindestens k;¢(a)/2 Nullstellen von Py, j > jo. Sei
Mk, i, €ine Nullstelle von Py, j > jo mit ny; :, € K(a, ). Wir setzen z = Mk ;o
in (7.6) ein und bekommen

‘Aj = ij+1 (nij,io)/le (nkjﬂ'o%

wobel W2 (1, i0) # 0, da mi, sy & [~1,1], § > jo und W (2) £ 0, 2 & [~1,1]
(siche Satz 7.4).

Mit Hilfe der letzten Darstellung von A; bekommt man aus (7.5)

_ iy (1;.,i0) W (2)
Wyl (nkj,io)

Dj(2) » J 2 Jo-

Damit gelangen wir zu der Abschétzung

|ij+1 (nkj,io””le | |E
|WJ1 (77kj,i0)|

wobei ||.||g := maxg |.|.
Nun schétzen wir die rechte Seite von (7.7) nach oben ab.

Dabei seien ¢y, co,... positive, von j und € unabhingige Konstanten. Weiter
bezeichnen wir durch (j 1, (j 2, - - -, ik, die Nullstellen von le. Da E kompakt
ist und wegen |(; ;| <1,i=1,2,...,kj41 (Satz 7.4), bekommt man

ki1 ki1
k.
W) =1 12— Gal < [] (2l +1¢.4) < e,z € E.
i=1 i=1
Hiermit und wegen
Ej+1
|W]1(”ij,z‘o)| = H ;60 — Cjil > dbi+r, 5 > jo,
i=1
ergibt sich
||WJ'1||E/|WJ‘1(77’€.7'7710)| < CQJH» J = Jo- (7.8)
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Nun wollen wir den Ausdruck |Py;,, (1x;.,i,)| abschétzen. Dazu benstigen wir
Hilfssatz 7.5.

Sei a; 41 der héchste Koeffizient von Py, ,. Weiter sei Py, ,(2) := aj+1P,§H1 (2)
mit P,iﬁl € P,.,. Mit Hilfssatz 7.5 (a) ergibt sich

j+1°
|aj+1| < 2k.7+l€ij+1€kj+1(w)||ij+l||LP[_1’1]- (7.9)

Andererseits gilt Py, € Ly[—1,1] und damit [Py, ||z, [-1,1 < c3-

Hiermit bekommt man aus (7.9)

Jajgr| < eyt eTRirt (), (7.10)

Hiermit und mit (7.2) ergibt sich wegen co € N/

|ij+1 (nkj’io)l = |aj+1||Plclj+1 (nkj,io)| =

= |a;j+1] H 0k, i0 — My 1,i] H 1k, 00 — My 1, <
10 j g0 My 0 |<E My 10— 00 |>€
, k; v s »
< aj |y @2k < (cgeCkin @ g¥(a)/2ykits (7.11)

wobei (7.10) zu beachten ist.
Mit (7.8) und (7.11) bekommt man aus (7.7)
1D)] 5 < (creCtann@ev(@2yhie - > o,
Da e (w) — 0, k — 0o, bekommt man
1Dl < (e @/2) Rt 5 > Gy > jo. (7.12)

Weil man ¢ beliebig klein wihlen kann, sei ¥(?/2 < 1/cg. Damit gilt ¢ :=
cge¥(@)/2 < 1. Mit (7.12) bekommt man

13" D < Y IDi() < Y g < @t

J=i1 J=i J=i J=i
wobei Bemerkung 4.2 zu beachten ist.

Bekanntlich konvergiert die geometrische Reihe Zjoio ¢’. Damit ist die Reihe

o0 oC
PR .
E qJ — q]l E qJ
J=i Jj=0

eine konvergente Majorante von E;‘ijl |D;(z)|, z € E. Daher konvergiert die
Reihe (7.4) und somit auch die Folge { P, } gleichmifBig auf E und somit

x|
J=Jo
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auch auf kompakten Teilmengen von C, da F eine beliebige kompakte Teilmenge
von C war.

Damit gilt
lim sup |(f° — Py;)(2)| =0, z€C, (7.13)

j—o0

wobei fO die Grenzfunktion der Folge ist. Nach dem Konvergenzsatz von Wei-
erstraf (Satz 2.8) ist fO holomorph auf C.

Wir zeigen nun, dass
1" = fllz, 1.0 =0. (7.14)
Es gilt
1 = Flley1 =
= 1% =P, + Po, = flle,—1.1) < 1 = P lle, o1, + 10 = Pay o, 1,0y (7.15)
Bekanntlich gilt
I1f = Pr;llL,(-1,) = 0, j — o0 (7.16)
Andererseits ergibt sich wegen (7.13)

10 = Pe, |, o10) — 0, G — oc. (7.17)

Mit (7.16) und (7.17) ergibt sich aus (7.15) die Gleichung (7.14). Mit Hilfssatz
7.2 (a) ergibt sich f9(z) = f(z), z € [~1,1]. Nach Definition 2.9 ist f° holo-
morphe Fortsetzung von f nach C. Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist f9
eindeutig bestimmt. l

Der néchste Satz 7.8 unterscheidet sich vom Satz 7.7 nur durch die Bedingung
(a). Man wendet eine geeignete Transformation an, so dass der Punkt co in einen
endlichen Punkt abgebildet wird. Damit bekommt man eine dhnliche Situation
wie in Satz 7.7.

7.8 Satz. Sei f € C[-1,1]. Wir nehmen an, dass die folgende Bedingungen
gelten:

(a) 0 € N;

(b)) NN[-1,1] =0;

(¢) Es gibt einen Punkt a € C mit ¥ (a) > 0.

Dann konvergiert die Folge {P,}2°_ gleichmdfig auf kompakten Teilmengen
von C gegen eine ganze Funktion f°, und f° ist holomorphe Fortsetzung von f
nach C.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f € P,,,, m ¢ Ny.

Wir wenden die Transformation (siehe (2.3))

S$12 + S2
S92 + 81

h(z) :=
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an, wobei s1, s2 € R\{0} mit s; > |sa].

Man bestétigt, dass h(oco) = s1/s2 # 00 und h(—s1/s2) = 0o. Wegen (b) kann
man die Koeffizienten 51 und s so wihlen, dass —s1/sy € N und damit oo =
—51/82) & h(N) =: N. Damit ist die Menge N beschrinkt.

Weiter sei Ny, = h(Nom) = {7im.1s TTm.2s - - <+ Tm.i(m)} die Menge der Nullstellen
von P,,, wobei Bemerkung 2.2 zu beachten ist. Nach Definition 3.17 ist N die
Menge der Grenzpunkte von {an}

m=0"

Sei H(w) die inverse Funktion von h(z) (siehe (2.4)). Mit (2.2) ergibt sich

- B P (w)

P (w) = (Ppo H)(w) = Cogw + 5™ (7.18)

wobei P2 € P,,.

Sei a € C so, dass (c) erfiillt ist. Mit Bemerkung .21 gilt a € N und damit
@ € N. Fiir e > 0 sei z/Jm(a ¢€) die Anzahl der Nullstellen von P, in K(a,e)
(einschlieBlich Vielfachheiten).

Weiter sei

1/;(&,6) := lim inf _?,ffm(a, e)

m— o0

und

$(a) := lim §(@,e).

e—0

Mit den letzten zwei Definitionen folgt, dass es ein vy € N gibt, so dass

U (@,€) > mip(a)/2 = map(a)/2, m > vy, (7.19)
wobei Bemerkung E zu beriicksichtigen ist.
Sei E ecine kompakte Menge mit [-1,1] ¢ E € C. Wegen Nnl-1,1] = 0,
existiert ein v; € N, 11 > vg, so dass Ny, N[=1,1] = 0, m > v;. Da oo ¢ N,
gibt es cinen Index vo € N, 1o > 14, so dass oo & N, m > vy, Sei d,, =

d(Npm, [~1,1]) der Abstand zwischen N,,, m > vy und [~1,1]. Weiter sei d :=
mm{d }, m > vy. Offenbar ist d > 0.

Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

~ o ~ ~

Po(w) + Y (Pry1 — B)(w). (7.20)
Sei

KO :={00U{meN: P, #P,_1}.
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Offensichtlich K = K und es ist unendlich nach Bemerkung S, da f & P,,,
m € Ny. Hiermit bekommt man eine zu (7.20) dquivalente Darstellung

o
Pko(w) + Z(Pk’]-u - Pk])(w)v (721)

§=0
wobei K® = {ko, k1,...} mit k; < kj41,7 = 0,1,.... Wir zeigen, dass die Rei-
he (7.21) gleichméBig auf E konvergiert. Fiir kj;, kj+1 € K betrachten wir die

Differenz 3 ~ }
Dj(w) == (Dj o H)(w) = (Pr,;,, — Pr;)(w) =

_ P’?j_'_l (uy) - PI(C)J (w) _
(—sqw + s1)ki+1  (—sqw + 1)k
0
= WJ—(M) (7.22)
(—sow + s1)kit1’
wobei
WJQ(w) = P,?j+1 (w) — (—sgw + s1)ki+17ki P]Sj (w). (7.23)

Bemerkung T: Alle Nullstellen von WJQ liegen in [—1, 1] und

Grad(WJQ) = Kj41-

Beweis: Mit Bemerkung 2.2 folgt D;(z) = D;(h(2)), z € C. Fiir 2 € [~1,1] gilt
h(z) € [~1,1] nach Hilfssatz 2.5. Damit hat D; auch k;,; Nullstellen in [~1, 1].
Andererseits gilt

—sow+ 51 #0, w e [-1,1].

Damit, folgt, dass W, genau k;,; Nullstellen in [~1,1] hat. Somit
k}j+1 S Grad(WJO) (Z)

Andererseits bestiitigt man mit (7.23), dass Grad(W})) < k; ;. Hieraus und mit
(i) folgt, dass Grad(W}) = k;;1 und alle Nullstellen von W7 sind in [-1,1],
was zu zeigen war. OJ

Sei A? der hochste Koeffizient von WJO. Weiter sei
0/, . 407171
Wi(w) == A;W; (w), (7.24)
wobei W} € Py

j+1°

Fiir w mit W} (w) # 0 ergibt sich

40— P,Sjﬂ(w) — (—sow + s1)ki+1ks P,?j (w)

7 le (w)

(7.25)

Bemerkung U: Nach der Wahl von j, gilt ij (00) # 0, j > jo. Damit sind
alle Nullstellen von ij auch Nullstellen von P,?j, J > jo. Mit (7.18) bestiitigt
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man, dass fiir j > jo die Anzahl der Nullstellen von P,gj gleich die Anzahl der

Nullstellen von ]5;0], ist. Hiervon und mit (7.19) bestétigt man, dass fur j > jo,
P,?j mindestens my,;1(a)/2 Nullstellen in K (a,<) hat.

Sei 7k, i, eine Nullstelle von P mit 7k, i, € K(a,e). Wir setzen w = 7y, ;, in
(7.25) ein und bekommen

AJO = Pk(:)j+1 (ﬁkj,io)/le(ﬁkj,io)v

wobei le(f]kj,io) 7& 0, da ﬁkj,io g [_1v1]7 J = Jo, und I/Vyl(w) 7é 0, w g
[—1,1] (nach Bemerkung T). Mit Hilfe der letzten Darstellung von A} und unter
Beriicksichtigung von (7.24) bekommt man aus (7.22)

ol 0 (5 1
b(w) _ Aj W; (w) _ ij+1 (nkj,z()) W (w) '
J (—sow + Sl)k:jJrl (—82w + Sl)kj+1 le(ﬁkj,io)

Hiermit gelangen wir zu der Ungleichung
145 <

< |(=s2w + 51)_k"+1||E||WJ1||E|P;gj+1(ﬁkj,io)|/|le(77kj,io)|a Jj>jo. (7.26)

Nun schitzen wir die rechte Seite von (7.26) nach oben ab. Dabei seien ¢q, ca, . . .
positive, von j und £ unabhéngige Konstanten.

Es gilt fiir w € E
|(_82w + 51)_kj+1| =

= |(=s2w + 1) ™) | = [1/(=saw + 1) < e, (7.27)
wobei ¢; := max{1,||1/(—s2w + s1)||r}

Seien (j.1,(j2,- -Gk, die Nullstellen von le. Nach Bemerkung T gilt |(;;| <
1,¢=1,2,...,kj41. Hiermit und wegen E kompakt ist, ergibt sich

kjt1 kjt1
k.
(W) = T lw =Gl < [Tz +1Ga) <& we B.
i=1 i=1
Hiermit und wegen
Eji1
|Wj1(ﬁkj,‘io)| = H |ﬁkj-,i() - Cj,i' > dkj+1
=1

bekommen wir die Abschatzung

N k;
W15/ IW5 (i i0)] < 57" (7.28)
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Nun wollen wir den Ausdruck |P]2]er1 (7lk;,i)| nach oben abschétzen. Dazu bendtigen
wir Hilfssatz 7.5. Sei aJ, | der hichste Koeffizient von P_ . Weiter sei Py (w) :=

o 1 . 1 J+1 j+1
aj1 Py, (w), wobei Py € Pr,,, -
Mit Hilfssatz 7.5 (b) ergibt sich

0 a] < 25 | (=s2w - 50) 5 1™ O Pl (7:29)
Auf bekannte Art und Weise ergibt sich

O s PR (7.30)

wobei ¢4 := max{1, || — sow + s1]|z__[=1,1]}-

Unter Beriicksichtigung, dass Py, € Ly([—1,1]), ergibt sich

i+1
[ Pr; ol =1,) < 5
Hieraus und mit (7.30) bekommt man aus (7.29)
@] < (coeHsn ),
Mit (7.19) und wegen oo ¢ N bekommt man

1P (b io)| = G || Pay Gy i) | =

= |a(;+1| H |ﬁk’j~’i0 - ﬁkj+17i| H |ﬁk?j-,i0 - ﬁkj+1,i| <
ik 10—k 5,00 | <€ [Tl j 106 =TTk g0 | 2€
< oy (ere¥ @)1 < (egeCPmn@b@ k(731

Mit (7.27), (7.28) und (7.31) bekommt man aus (7.26)
||b]||E < (CgeCEkHl(w)gw(a)/2)k’j+l.
Da ex(w) — 0, k — oo, gibt es ein j; € N, j; > jo, so dass
1Dl < (c10e¥@/2)kiv1 5 > jy. (7.32)

Weil man ¢ beliebig klein wéhlen kann, sei q := 01061/’(“)/ 2 < 1. Hiermit und
wegen (7.32) bekommt man

o oo 00 00
IS D) < 3 D) < 3 g < 3 gt
J=i Jj=in J=i J=i

wobei Bemerkung 4.2 zu beachten ist. Bekanntlich konvergiert die geometrische
Reihe 3777 ¢’. Damit ist die Reihe

) 0o
i1 i1 B

E qJ — qjl E qJ

J=i1 J=0
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eine konvergente Majorante von 377 |D;(w)|, w € B. Daher konvergiert die
Reihe (7.21) und somit auch die Folge {I:’kj 1525, gleichmiBig auf £ und somit
auch auf kompakten Teilmengen von C, da E eine beliebige kompakte Teilmenge
von C war.

Damit gilt ~
limsup |(f° — Py,)(w)| =0, w € C, (7.33)
j—o0
wobei fU die Grenzfunktion der Folge ist. Nach dem Konvergenzsatz von Wei-
erstrafy (Satz 2.8) ist f° holomorph auf C.

Wir zeigen nun, dass

1=l

L;‘)[—l,l] = 0 (734)

Es gilt ~
1£° = Fllpsp i =

1° = Py + Pry = fllea-1a < 11 = Bigllos v + 10 = Pellos 1. (7:35)

Einerseits ergibt sich mit Bemerkung 7.1 und wegen e,, — 0, m — oo:

IIf - ij||L;[—1,1] =||f = Pu,llz, (-1 — 0, j — o0. (7.36)
Andererseits ergibt sich wegen (7.33)

10 = Py, |

L3[-1,1] — 0, ] — OC. (737)

Mit (7.36) und (7.37) ergibt sich aus (7.35) die Gleichung (7.34). Mit Hilfssatz
7.2 (b) folgt f(w)~: fo(w), w € [-1,1]. Nach Definition 2.9 ist f° holomorphe
Fortsetzung von f nach C. Nach dem Identititssatz (Satz 2.10) ist f© eindeutig
bestimmt. l
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