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1 Problemstellung und asymptotische

Betrachtungen

1.1 Einleitung

In nahezu allen Bereichen des téglichen Lebens werden heutzutage Daten aufgezeichnet und
ausgewertet. Beispielsweise misst eine Maschinenbaufirma die Durchmesser der produzierten
Zylinder oder ein Automobilhersteller die Durchlaufzeit der gefertigten Fahrzeuge. Oftmals
ist dann von Interesse, ob es einen Zeitpunkt gibt, an dem eine Verdnderung eingetreten ist.
Dieser Punkt wird in der Literatur auch als Change-Point bezeichnet. Um Abweichungen
vom Normalzustand schnellstmoglich entgegenwirken zu konnen, ist es wichtig, einen
Change-Point rechtzeitig zu identifizieren. Andererseits soll jedoch in den laufenden Prozess
nicht unnoétig eingegriffen werden.

Change-Point Probleme treten insbesondere im Bereich der Qualidtskontrolle auf. Dort ist

von Bedeutung,

e ob der Produktionsprozess iiber eine gewisse Zeitspanne gleich einer vorgegebenen

Konstanten ist (d.h. ob der Prozess ,in control” ist)

e oder aber ob sich die Qualitdt verschlechtert hat (d.h. ob der Prozess ,,out of control®
ist) und dementsprechend korrigierend eingegriffen werden muss, falls der Prozess

noch lauft.

Fiir detaillierte Anwendungsbeispiele von Change-Point Problemen verweisen wir auf
Basseville und Nikiforov (1993), Hawkins und Olwell (1998) und Montgomery (2009).

Wir nehmen im Nachfolgenden an, dass

i) der Betrachtungszeitraum beschréinkt ist und wir diesen daher als [0, 1] annehmen

konnen.

ii) Weiterhin gehen wir davon aus, dass der Produktionsprozess mit Hilfe eines Regressi-
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onsmodells modelliert werden kann. Wir betrachten also das Modell

Z(t) = f(t) +e(t), tel0,1], (1.1.1)

wobei f:[0,1] > R eine Regressions-Funktion und €(t) eine zentrierte Zufallsvariable
mit Varianz o2 > 0 ist.

Damit lasst sich die Problemstellung im Bereich der Qualitdtskontrolle wie folgt
beschreiben: Man mochte wissen, ob f gleich einer bekannten Konstanten ¢, ¢ € R, ist
oder aber ob ein Change-Point eingetreten ist und demnach f nicht konstant ist. Da
¢ als bekannt vorausgesetzt wird, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit

¢ =0 annehmen und die Nullhypothese
H() : f =0

stellt somit den Fall dar, dass der Prozess ,;in control® ist. Weiter nehmen wir an:

iii) f wéchst mit schlechter werdender Qualitéat, d.h. je schlechter die Qualitit, desto
grofer f.

iv) Ist die Qualitiat nicht mehr zufriedenstellend, so kann sich der Prozess selbst nicht
wieder verbessern. Nur durch einen externen Eingriff ist es moglich, den Prozess wieder

,in control“ zu bringen.

Aus iii) und iv) folgt, dass fiir f unter der Alternative
f >0 und f monoton wachsend (1.1.2)

gelten muss.

Literaturuiberblick

Das Losen von Change-Point Fragestellungen ist ,,von entscheidender Bedeutung hinsichtlich
sicherheitstechnischer, 6kologischer und 6konomischer Aspekte” (Basseville und Nikiforov,
1993, S.XI). Daher ist es naheliegend, dass diesen Problemen viel Aufmerksamkeit geschenkt
wird. Die Arbeiten von Csorgé und Horvath (1988); Zacks (1991); Basseville und Nikiforov
(1993); Chen und Gupta (2000); Human und Graham (2007); Hawkins u. a. (2007) sowie
Poor und Hadjiliadis (2009) stellen die verschiedenen Problemstellungen im Bereich der
Change-Point Analyse dar und skizzieren verschiedene Verfahren, die zur Losung des

jeweiligen Problems geeignet sind. Sie zeigen die Breite der Change-Point Problemstellungen
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auf und ermoglichen dem Leser (durch Literaturhinweise) ein vertieftes Studium in die
jeweilige Richtung. Wir weisen explizit darauf hin, dass wir nur daran interessiert sind,
einen Strukturbruch iiberhaupt zu entdecken und nicht etwa, die Lage des Change-Points

zu schitzen.

In der vorliegenden Arbeit sollen die noch zu prézisierenden Hypothesen mit Hilfe eines
a-Niveau Tests (a € (0,1)) untersucht werden. Ein dazu in der Literatur géngiger Ansatz
ist es, den Residuenpartialsummenprozess (oder Varianten desselbigen) des zugehorigen
Modells (1.1.1) zu betrachten (vgl. Gardner, 1969; Brown u. a., 1975; MacNeill, 1978a,b;
Sen, 1982; MacNeill und Jandhyala, 1985; Jandhyala und MacNeill, 1989; Bischoff, 1998;
Jandhyala u. a., 1999; Bischoff und Miller, 2000; Bischoff, 2002; Bischoff u. a., 2003, 2004,
2005, 2006; Bischoff und Somayasa, 2009; Bischoff, 2010; Bischoff und Gegg, 2010, 2011,

und die darin angegebenen Literaturhinweise).

Gliederung und Ergebnisse der Arbeit

Teil | In Abschnitt 1.2 fiihren wir zuniachst unsere Notation ein und formalisieren die

Problemstellung fiir das sog. asymptotische Regressionsmodell.

Fiir diese Problemstellung stellen wir dann in Kapitel 2 verschiedene Losungsansétze vor,
die im nicht-sequentiellen Kontext eingesetzt werden kénnen. Wir fithren hierzu einen
neuen Operator, den sog. Riickwdrts-Operator ,,<* ein, womit wir unter anderem bekannte
Resultate einfacher ausdriicken kénnen. Dariiber hinaus stellen wir einen neuartigen Test,
den sog. Maximum Increase-Test vor. In einem abschliefenden Abschnitt vergleichen wir
die verschiedenen Verfahren hinsichtlich ihrer Giite bei Vorliegen verschiedener Sprungfunk-
tionen unter der Alternative. Die dabei verwendeten Berechnungen und Darstellungen sind

bis dato in der Literatur unseres Wissens nach noch nicht aufgetaucht.

Teil Il In Teil IT der Arbeit présentieren wir neuartige, sequentielle Verfahren bzw.
Betrachtungsweisen zur Beantwortung der Change-Point Fragestellung im asymptotischen

Regressionsmodell.

In Abschnitt 3.1 prézisieren wir, was unter sequentiellen Verfahren im Allgemeinen zu
verstehen ist und untersuchen in Abschnitt 3.2 sequentielle Prozeduren, bei denen alle bis
zum Zeitpunkt ¢, t € [0, 1], vorhandenen Daten mit einflieen. Wir verwenden dazu einige
nicht-sequentielle Verfahren aus Kapitel 2 und setzen diese im sequentiellen Kontext ein. Die
vorgestellte Betrachtungsweise von sequentiellen Verfahren ist unseres Wissens nach neu.
Zum Vergleich der verschiedenen Verfahrensstoppzeit-Verteilungen fithren wir Simulationen

durch und verwenden zur Ergebnisprésentation eine neu entwickelte Darstellungsform. Diese
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Darstellungsweise kommt im Laufe der Arbeit an verschiedenen Stellen zum Einsatz.

In Kapitel 4 werden fiir die Teststatistik nicht alle vorhandenen Daten verwendet, sondern
nur ein bestimmter Ausschnitt der Lénge p, p > 0. Wir betrachten hier also die Situation
eines , moving windows®. Fiir jedes dieser Fenster definieren wir eine bestimmte Teststatistik,
wodurch ein stochastischer Prozess entsteht. Diesen nennen wir Slepian-p-Prozess und
bezeichnen ihn mit W? = (W} );5. In Abschnitt 4.1 charakterisieren wir WP niher und
geben hierfiir zahlreiche neue Resultate an. Wir berechnen unter anderem die Dichte
der endlich-dimensionalen Verteilungen von W? und weisen in Abschnitt 4.1.1 die sog.
bedingte Markov-Eigenschaft von WP nach. Beides ist in der Literatur fiir p = 1 bekannt,
fiir allgemeines p > 0 bisher jedoch nicht. In Abschnitt 4.1.2 geben wir einen analytischen
Ausdruck fiir die Verteilung von SUPye[0,7] WP, T >0, an. Fiir T < p ist diese Verteilung
unseres Wissens nach in der Literatur noch nicht aufgetaucht. Im Fall T' > p hingegen ist
die Verteilung relativ kompliziert und bekannt (vgl. Cressie, 1980, S. 835f.). In Abschnitt
4.1.3 berechnen wir eine bedingte Dichte der ,first hitting time* inf{t > O|W} > b+ at},
a,b e R, auf [0, p]. Diese Dichte wird fiir allgemeines p > 0 unseres Wissens nach erstmalig
in dieser Arbeit dargestellt, im Falle p = 1 findet sie sich in Abrahams (1984). Des Weiteren

berechnen wir in diesem Abschnitt

P(W} <b+at firallete[0,T])

mit 7" € (0, p]. Soweit wir wissen, ist diese Wahrscheinlichkeit in der Literatur (auch fur
den Fall p = 1) bisher noch nicht bestimmt worden. In Abschnitt 4.1.4 stellen wir eine
Moéglichkeit vor, die Wahrscheinlichkeit

P (WP < h(t) fir alle ¢ € [0,T])

fiir allgemeine Schrankenfunktionen A : [0,T] — R stiickweise durch iterierte Integrale
zu berechnen. Bisher war hierfiir in der Literatur nur der Fall behandelt worden, dass h
stiickweise konstant, p = 1 und der Anfangs- und Endpunkt W¥ und W2 fest sind. Um die
angesprochenen iterierten Integrale als Approximation fiir beliebige Schranken h einsetzen

zu konnen, geben wir fiir p > 0 und a,b € R die Wahrscheinlichkeit
P(WP<b+a(t-t1) fiir alle t € [ty,to] | WP =21, WP =,)  fiir [t1,22] € [0,p]

an. Diese ist bisher in der Literatur nur im Falle p =1,a = 0 bekannt.

In Abschnitt 4.2 studieren wir einen neuartigen sequentiellen Test, welchen wir fiir p € (0,1]
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Kolmogorov-Slepian-p-Test nennen. Wir geben hierfiir analytische Formeln an, mit deren
Hilfe der kritische Wert bestimmt werden kann. Diese Formeln sind fiir p > % neu und in die-
sem Fall auch numerisch berechenbar. Des Weiteren skizzieren wir mogliche Abschétzungen

fiir die Testgiite, welche aufgrund der obig genannten neuen Resultate nun moglich sind.

Fiir die Alternative f = pu1¢p1) mit >0, 6 € [0,1), berechnen wir im Fall p > 1 explizit die
Testgiite in Abschnitt 4.3. Wir erhalten diese erstmalig veroffentlichten Giitefunktionen
durch diverse Fallunterscheidungen (Abschnitt 4.3.1 — 4.3.3). Diese Giiten sind numerisch
berechenbar. In Abschnitt 4.3.4 vergleichen wir diese Berechnungen mit von uns durchgefiihr-
ten Simulationen. Auflerdem présentieren wir in diesem Abschnitt die Ergebnisse unserer
Simulationsstudie zur Giite und Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-Tests im
Falle p € (0,1]. Ein derartiger Vergleich wurde bisher in der Literatur noch nicht angestellt.
Zur Wahl der Fensterldnge p ist in der Literatur (Chu u. a., 1995) lediglich zu finden, dass
dies ein schwieriges Thema sei. Um dieses Feld etwas besser zu beleuchten, priasentieren wir

in Abschnitt 4.3.5 eine Simulationsstudie zur Wahl der Fensterlinge p.

Eine Mischung aus ,alle bis zum Zeipunkt ¢ vorhandenen Daten werden verwendet® und
,moving window mit Fensterlinge p* wird in Kapitel 5 studiert. Durch diese Art der Fens-
terbildung erhalten wir den Wiener-Slepian-p-Prozess, welchen wir in Abschnitt 5.1 néaher
beschreiben. Soweit uns bekannt ist, wurde dieser Prozess bisher in der Literatur noch nicht
betrachtet. In Abschnitt 5.2 definieren wir den zugehorigen Kolmogorov- Wiener-Slepian-
p-Test. Zu diesem Test fiithren wir Simulationen durch, um die kritischen Werte und die
Testgiite zu erhalten.

Fiir jedes der sequentiellen Verfahren aus den Kapiteln 3 — 5 simulieren wir die Testgiite
und die Verfahrensstoppzeit bei Vorliegen der Alternative f = j11(g17 mit >0 und 6 € [0, 1).
Wir stellen die Ergebnisse am Ende der jeweiligen Kapitel dar und zeigen dadurch, dass die
neu konzipierten Kolmogorov-(Wiener-)Slepian-p-Tests bei Vorliegen gewisser Alternativen

den sequentiellen Standard-Tests aus Kapitel 3 vorzuziehen sind.

Teil Il In Kapitel 6 stellen wir zunéchst wichtige Eigenschaften des Kernels zusammen
(Abschnitt 6.1). Anschliefend geben wir den Kernel des Slepian-p-Prozesses (Abschnitt
6.2.1) bzw. denjenigen des Wiener-Slepian-p-Prozesses (Abschnitt 6.2.2) an. Diese Kernel

tauchten bisher in der Literatur noch nicht auf.

In Abschnitt 7.1 bestimmen wir einen besten Test fiir Slepian-p-Prozesse W[% 1= (WY )iefo,17
mit 0 < T < p. Dazu geben wir in Satz 7.1.7 die Dichte eines skalierten Slepian-p-Prozesses
mit geeigneter Erwartungswertfunktion m : [0,7'] - R beziiglich der Verteilung eines

bestimmten Gauflschen Prozesses an. In der Literatur ist diese Dichte bisher nur im Falle



1 Problemstellung und asymptotische Betrachtungen

m =0 und p = 1 explizit berechnet worden. In Abschnitt 7.1.3 priasentieren wir erstmalig
einen besten a-Niveau Test fiir Slepian-p-Prozesse. Fiir diesen Test betrachten wir in
Abschnitt 7.1.4 eine Sprungfunktion unter der Alternative, wodurch wir den Test auf einen
gleichmdf$ig besten a-Niveau Test erweitern konnnen. Die Rechnungen zum Nachweis
des gleichméfig besten Tests sind zwar ldnglich, die resultierende Teststatistik jedoch bei
Vorliegen einer konkreten Realisierung leicht berechenbar. Fiir den gleichmifig besten
Test geben wir auch die Giitefunktion explizit an. Diese verwenden wir, um den besten

Slepian-p-Test mit anderen Testverfahren zu vergleichen.

In Abschnitt 7.2 betrachten wir nochmals den eingefiihrten Wiener-Slepian-p-Prozess VP =
(V)0 und stellen hierfiir einen besten a-Niveau Test vor. Dazu geben wir fiir p > 0,7 >0
und einer geeigneten Erwartungswertfunktion m : [0,7] — R den Likelihoodquotienten
‘“P‘/[Eﬁ explizit an (sh. Abschnitt 7.2.1). Abschliefend zeigen wir in Abschnitt 7.2.2, wie
dglﬁ lg)éTs]te Test fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse mit demjenigen fiir Brownsche Bewegungen

zusammenhéngt.

Teil IV Im Anhang (Teil IV) finden sich in Kapitel A Beweise zu Kapitel 2 und in Kapitel
B weiterfiihrende Informationen zum Begriff des Kernels. Dabei leiten wir den Kernel-Begrift
in Abschnitt B.1 formal her und présentieren in Abschnitt B.2 weitere, bisher unbekannte

Eigenschaften des Kernels eines Slepian-p-Prozesses.

Verwendete Software

Alle in der nachfolgenden Arbeit durchgefiihrten numerischen Berechnungen und Simula-
tionen wurden mit Hilfe des Statistik-Pakets R (R Core Team, 2012) durchgefiihrt. Dazu
wurden vor allem die R-Packete plyr (Wickham, 2011), ggplot2 (Wickham, 2009) und
cubature (Johnson und Narasimhan, 2011) verwendet.

Ausgewihlte analytische Formeln wurden mit Hilfe von Maple (Version 16) hergeleitet bzw.

iiberpriift.

1.2 Asymptotische Problemstellung

Gegeben sei das Regressionsmodell

Z(t) = f(t) +e(t), te[0,1], (1.2.1)
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mit den Design-Punkten ¢,; = %, 1=1,...,n, neN fest. Die zugehorigen Zufallsvariablen

Z(tnz) = f(tm,) + E(tnz‘), 1= 1, Lo, n,

seien stochastisch unabhéngig mit identisch verteilten Fehlern €(t,1),...,€(t,,), welche
E (e(tn1)) =0 und Var (e(t,1)) = 02 > 0 haben. Um die Formeln nicht unnétig zu verkom-
plizieren, nehmen wir o2 = 1 an. Diese Annahme stellt in unserem Fall keine Einschrinkung

dar, da:

i) Ist 02 bekannt, so kann man Z*(t,;) := Z(t,,;) antatt Z(t,;) betrachten. Fiir Z*(t,;)
gilt ndmlich: Var (Z*(¢,;)) = 1.

ii) Ist o2 unbekannt, so bleiben die nachfolgenden, aymptotischen Resultate richtig, wenn
man Z*(t,;) = %Z (tni) (mit einem konsisten Schétzer &, fir o) anstatt Z(t,;)
betrachtet. Die Korrektheit der jeweiligen Grenzwerte folgt dann unmittelbar mit einer

verallgemeinerten Version des ,,Mapping Theorems* (Billingsley, 1968, Theorem 5.5).

Der Beobachtungsraum wird mit Hilfe des Partialsummen-Operators

R — C([0,1])
T “
. — ZE’EJ Zi * (nt - LntJ)Z[nthl , te[0,1]

Zn

injektiv in C[0,1] eingebettet. Dabei ist Y 2, := 0 (k € N), |z] := max{k € Z|k < x} fiir
x > 0. Abbildung 1.1 zeigt den Graphen von T, (z) fir z:= (z1,...,2,)T € R?, ne N

Definition 1.2.1 (Partialsummenprozess)
Der Prozess T, (z1,...,2zn) € C([0,1]) heifst Partialsummenprozess (PSP) (basierend auf
Z1y-++yRn EIR,)

Lésst man die Anzahl der Beobachtungen n gegen oo konvergieren, so kann man (unter
Hy: f =0) auf Verteilungsannahmen im Modell (1.2.1) verzichten. Es gilt:

Theorem 1.2.2 (Donsker)
Sei (tni)i=1...n €in Dreiecksschema von Design-Punkten mit t,; = %, 1=1,...,n fir alle n €
IN. Weiter sei e(t) fiir allet € [0,1] eine standardisierte Zufallsvariable und €(t,1), ..., €(tan)

stochastisch unabhdngig und identisch verteilt. Dann gilt:

-----

1 D
— Tu(e(tn1);s -, €(tnn)) e Bioy,

NG
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Abbildung 1.1: Funktionsweise des Partialsummen-Operators 7,

wobei — die schwache Konvergenz in C[0,1] bezeichnet und Bpo1) = (Bt)w[o1] €ine
Standard Brownsche Bewegung mit Pfaden in C([0,1]) ist.

BeEwEIs sh. z. B. Billingsley (1999, S. 90f.)

Bemerkung 1.2.3 In der gesamten, vorliegenden Arbeit sei B = (By)s0 €ine Standard

Brownsche Bewegung mit Pfaden in C([0,00)). Weiterhin gelte fiir einen stochastischen
Prozess (Y;)is0 und a <b, a,b >0 die Bezeichnung

Yias] = (Y)ie[ab]-

Unter ,Hy: f =0“ gilt im Modell (1.2.1):

Z(tnl) = E(tm), 1= 1, oo, n.

10
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Das Dreiecksschema (€(,;))i-1.... erfiillt die Voraussetzungen des Donsker-Theorems und

,,,,,

damit gilt fiir den asymptotischen Partialsummenprozess unter Hy:

1 D
— T, (Z(tp),..., Z(tpn)) — Bioa1- 1.2.2
T T2t Z(0) 22 B (122)

Um den asymptotischen Partialsummenprozess auch fiir den Fall f # 0 berechnen zu
kénnen, benotigen wir eine einheitliche Notation: Wir bezeichnen mit B die o-Algebra der
Borel-Mengen auf R und fiir 7' > 0 mit B([0,7]) := Bn[0,7] diejenige auf [0,7]. Weiter
seien das Lebesgue-Mafl auf B und

L?:={g:[0,T] - R | g messbar mit /92d <00

(0,7]

die Menge der quadratisch -integrierbaren Funktionen sowie

L%Kﬂﬂ):L%Hﬂﬂ7)=£i/?gﬂQTyéngm%ﬂmrmﬁgEO sy (123)

Wie iiblich behandeln wir die Elemente von L2([0,7']) wie Funktionen (vgl. Elstrodt, 2007,
S. 230f.) und identifizieren dabei Funktionen, die -f.s. iibereinstimmen. Auf L2([0,77])
betrachten wir fiir f, g e L?([0,T]) das Skalarprodukt

(fgh= [ fgd (1.2.4)
(0,7]

und die zugehorige Norm | f|2, := f[o,T] f?d . Damit sind wir nun in der Lage, das Signal

sy zu definieren:

Definition 1.2.4 (Signal sy)
Fir fe L*([0,T]) ist sy das Signal, welches von f induziert wird. Es ist definiert gemdaf

Wﬂ@ﬂ»ﬂ,t»/fd. (1.2.5)
(0.

Beispiel 1.2.5 Es sei >0 und f:[0,1] > R, dann gilt:
a) Fir f=pist sg(t) = pt, te[0,1].

b) Die Indikatorfunktion von (a,b] fir a,be R mit a <b bezeichnen wir mit 1(,p). Sie ist

11
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definiert durch

1, fallste(a,b]
Liap(t) = { . (1.2.6)
0 , sonst

Ist f=p-1q fiir ein 0 €[0,1), so gilt (t€[0,1]):

0 , fallst <46

s _ d = ,tn[6,1]) = :
(1) (éf u (0,00 [6,1]) {w—e) Cllsts0

[ ’

Setzt man fir x € R: z+ := max(0,z), so kann man sy auch wie folgt darstellen:

sp(t)=p-(t-6)", te[0,1].

Abbildung 1.2 zeigt die entsprechenden Graphen von f und sy.

Abbildung 1.2: Funktion f = p1(g1] und zugehoriges Signal sy

Im Falle f # 0 gilt im Modell (1.2.1):

Z(tm) = f(tm,) + E(tm)7 = ]_, o, n.

Betrachtet man fiir dieses Modell den zugehorigen Partialsummenprozess, so gilt aufgrund

der Linearitit von T),:

T (Z(t)s s Z(tan)) = T (F(Ent)s ey ftun)) + T (e(tnr), oo e(tun)) . (1.27)

12
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Nach (1.1.2) ist f >0 und f monoton wachsend unter der Alternative. Aus Letzterem aber

folgt, dass f Riemann-integrierbar ist, womit folgt:
Lo (5f (tn) - 5 f (1)) (1) = ST (F (), F(2)) ()
Int] ;
LSV FEY + <"t-7g"tJ>f(l”§JL+1) — [f(:r)dm = s4(t). (1.2.8)
i=1 5

n—oo

Bemerkung 1.2.6 Der Grenzwert des asymptotischen Partialsummenprozesses in (1.2.8)
ist ein Riemann-Integral. Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir allerdings im

Nachfolgenden das Lebesque-Integral. Daher fassen wir f als Element aus L?([0,1]) auf.

In der nachfolgenden Bemerkung interpretieren wir den Grenzwert (1.2.8) in einer eher

heuristischen Art und Weise:

Bemerkung 1.2.7 Unter Zuhilfenahme des Donsker-Theorems (Theorem 1.2.2) folgt, dass

fur festes und hinreichend grofies n, der Prozess

1
NG T (Z(tn1)s- -, Z(twn)) approzimativ wie \/nsy + Bo1]
verteilt ist. Folglich ist fir jedes n € IN eine Reparametrisierung des Parameterraumes nétig,

um eine Grenzverteilung unter der Alternative zu erhalten (vgl. Bischoff und Miller, 2000,

S. 666).

Wir betrachten das sog. lokalisierte (Regressions-)Modell (vgl. z. B. Bischoff u. a., 2005,
S. 87)

1
vn

mit der zugehdrigen Nullhypothese

Z*(tm) = f(tm)-i-G(tm) , 2'=1,...,n

1 —
H()Zﬁfzo.

Diese Nullhypothese ist fiir festes n zur urspriinglichen Nullyhpothese ,,Hy : f = 0¢ dquivalent.
Mit Hilfe der sog. asymptotischen, relativen Effizienz (vgl. z. B. Nikitin, 1995, S. 1ff.) ist es

moglich, verschiedene Tests durch Betrachtung lokalisierter Modelle zu vergleichen. Wegen
(1.2.7) = (1.2.8) und dem Donsker-Theorem (Theorem 1.2.2) gilt fiir das lokalisierte Modell:

% Ty (Z*(tn)s s Z* (tn)
=T (fR), - () % T (b)) 2 spe B, (1.2.9)

13
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Dabei ist der Grenzwert aufgrund des ,Continuous Mapping Theorems* (Billingsley, 1999,
S. 21) richtig.

Definition 1.2.8 (Asymptotisches Regressionsmodell)
Das Modell
Yv[o’l] =Sp+ B[071] (1210)

heifst das zu Z(t) = f(t) + €(t), t € [0,1], gehorige asymptotische Regressionsmodell.
Fiir das Regressionsmodell Z(t) = f(t) +€(t), t € [0,1], aus (1.2.1) wird in der Einleitung
die Nullhypothese Hy : f = 0 explizit angegeben. Des Weiteren fordern wir in (1.1.2), dass

unter der Alternative

f >0 und f monoton wachsend

gelten muss.
In den nachfolgenden Kapiteln wird ausschliefSlich das asymptotische Regressionsmodell

Y[o,1] = sy + Bo,1) betrachtet. Fiir dieses Modell ist die obige Nullhypothese dquivalent zu
Hy:s;=0.

Unter der Alternative ist s; wegen (1.1.2) monoton wachsend. Eine genau Spezifikation der
Gegenhypothese ist allerdings vom betrachteten Testverfahren abhéangig. Wir geben daher

die untersuchten Hypothesen fiir jeden Test explizit in den jeweiligen Kapiteln an.

14
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Im Folgenden betrachten wir eine spezielle Change-Point Fragestellung: die sog. nicht-
sequentielle (auch ,off-line“ genannte) Problematik. Dabei geht man davon aus, dass alle
durchzufithrenden Beobachtungen vorliegen und man im Nachhinein entscheiden mochte,
ob ein Change-Point aufgetreten ist oder nicht. Das Ziel in diesem Kontext ist es, einen
tatsdachlich aufgetretenen Strukturbruch mit hoher Wahrscheinlichkeit zu entdecken. Bei
einem a-Niveau Test, welchen wir im Nachfolgenden untersuchen, soll demnach die sog.
(Test-)Giite (oder ,Power”) maximiert werden.

In Abschnitt 2.1 présentieren wir zunéchst den in der Literatur wohlbekannten gleichmdfiig
besten Test fiir Brownsche Bewegungen und geben in Korollar 2.1.11 eine Abschétzung fiir die
Testgiite an, welche unseres Wissens nach neu ist. Anschlieend fithren wir in Abschnitt 2.2
einen neuen Operator, den sog. Rickwdrts-Operator < ein. Mit Hilfe von ,,«<* kénnen wir
unter anderem bekannte Resultate einfacher ausdriicken und systematischer analysieren. In
Abschnitt 2.3 fithren wir dann den bekannten gewdchnlichen bzw. rickwdrtigen Kolmogorov-
Test ein. Neu in diesem Zusammenhang ist der Einsatz von ,«*“ beim riickwartigen Test.
Wir prisentieren in Satz 2.3.1 b) eine unseres Wissens nach neuartige Giite-Abschéitzung
fiir den riickwértigen Kolmogorov-Test. In Abschnitt 2.4 stellen wir den sog. Mazimum
Increase-Test vor. Soweit wir wissen, wird der Maximum Increase eines Prozesses hier
erstmalig als Teststatistik verwendet. In einem abschlieBenden Abschnitt 2.5 vergleichen wir
die vorgestellten Verfahren hinsichtlich ihrer Giite bei Vorliegen versch. Sprungfunktionen
unter der Alternative. Ein derartiger Vergleich wurde unseres Wissens nach bisher noch
nicht durchgefiihrt.

Um den Lesefluss nicht unnotig zu storen, stellen wir die Beweise der meisten Aussagen im
Anhang (Kapitel A) dar.

2.1 GleichmaiaBig bester a-Niveau Test

Unter einem besten a-Niveau Test wollen wir im Nachfolgenden einen Test verstehen, der
einerseits mit Wahrscheinlichkeit o, ac € (0,1), einen Fehler 1. Art zuldsst und andererseits
die Testgiite maximiert (vgl. z. B. Witting und Miiller-Funk, 1995). Der beste a-Niveau

15
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Test ist im Falle der Brownschen Bewegung in der Literatur wohlbekannt. Im weiteren
Verlauf dieses Kapitels stellen wir diesen Test vor.
Um einen besten a-Niveau Test angeben zu kénnen, ist es notig, die Gegenhypothese (bis
ggf. auf einen Skalierungsparameter) festzulegen. Wir betrachten fiir Yo17 = sy + Bo 1
mit f € L?([0,1]) und einer Standard Brownschen Bewegung B 1y = (By)e[o,1] die sog.
einfachen Hypothesen

Hy: sp=0 vs. Hy: sp=sy, (2.1.1)

wobei fo:[0,1] > R eine bekannte Funktion ist mit
fo € BV([0,1]) und | fo| zz > 0. (2.1.2)

Dabei ist BV ([0,7]) := {h:[0,7] - R | h ist von beschrankter Variation} fiir 7' > 0.

Zur Konstruktion des besten a-Niveau Tests verwenden wir im Nachfolgenden das Ney-
man-Pearson Lemma in Verbindung mit dem Cameron-Martin Theorem. Daher stellen
wir zunéchst in Abschnitt 2.1.1 das Cameron-Martin Theorem dar, wozu wir den Begriff
des Wiener-Integrals benotigen. Anschliefend présentieren wir in Abschnitt 2.1.2 den

angekiindigten besten a-Niveau Test und studieren in Abschnitt 2.1.3 dessen Giite.

2.1.1 Wiener-Integral und Cameron-Martin Theorem

Es sei B = (By)s0 eine Standard Brownsche Bewegung und fy : [0,1] - R stetig und
beschriankt. Wiener (1922) definiert erstmals stochastische Integrale vom Typ

f fo()dB,. (2.1.3)

Paley, Wiener und Zygmund (1933) erweitern dieses Integral auf Integranden
fo € L2([0,1]). Daher wird das Integral (2.1.3) in der Literatur als Paley- Wiener-Zygmund-
Integral oder auch nur als Wiener-Integral bezeichnet. Fiir eine formale Definition des
Wiener-Integrals fol fo(t)dB; sei beispielsweise auf Kuo (2006) verwiesen. Wir zitieren einige

in der Literatur wohlbekannte Eigenschaften:

Lemma 2.1.1 (Eigenschaften des Wiener-Integrals) Es seien fy € L2([0,1]) und
Broa1 = (Bt)wjo,1] eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt:

a)
ffo(t) dB, ~ N (0,] fol%.) - (2.1.4)

16
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b) Ist fo sogar von beschrinkter Variation, so stimmt der Wert des Wiener-Integrals

fol fo(t) dB; mit demjenigen des pfadweisen Riemann-Stieltjes Integrals

1
f fo(t) B(dt,w) fiir P-fast alle w € Q diberein.
0

¢) Das Wiener-Integral und das stochastische Ito-Integral stimmen fast-sicher iberein.

BEWEIS Teil a) entspricht Theorem 2.3.4 in Kuo (2006), Teil b) wird beispielsweise in Kuo
(2006, S. 12) bewiesen. Ein Beweis zu c) findet sich in Park und Skoug (1988, S. 593). g

Der sog. reproduzierende Kernel Hilbert Raum der Brownschen Bewegung

H={ss| feL*([0,1])}

spielt fiir die Hypothesen (2.1.1) eine wichtige Rolle. Die Relevanz wird durch das Cameron-
Martin Theorem ausgedriickt. Anstatt die Original-Darstellung aus Cameron und Martin
(1944) zu zitieren, prasentieren wir eine moderner aufbereitete und allgemeinere Version
(Mérters und Peres, 2010, S. 25ff.).

Theorem 2.1.2 (Cameron-Martin)

Es sei F e C([0,1]) :=={h:[0,1] > R | h ist stetig} mit F(0) =0. Wir bezeichnen mit L
bzw. Lg die Verteilung einer Standard Brownschen Bewegung mit Pfaden in C([0,1]) und

Erwartungswertfunktion 0 bzw. F'. Dann gilt:
a) F¢H = Lp ist singulir zu L.

b) FeH = Lg und Ly sind dquivalent,
d.h. die beiden Mafle sind gegenseitig absolutstetig und haben damit dieselben Nullmengen.

Sind die Mafe dquivalent, so gilt fir F = sz, mit fo e L2[0,1]:
dL 1 .
sto(B) =exp (_§‘fOHL22 + f f(](t) dBt) fUT I[J()*fCLSt alle B € C[O, 1] (215)
0
0

Dabei ist fol fo(t) dB; ein Wiener-Integral.

Korollar 2.1.3 FEs seien B = (Bt)te[m] eine Standard Brownsche Bewegung auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und fo € BV[0,1]. Dann gilt:

1
dIPsf0+B[O’1] 1 )
JP B -(9) = exp (_§|f0“L22 + f Jo dg) fiir PP —fast alle g € C[0,1],
0
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wober [01 fo dg als Riemann-Stieltjes Integral aufgefasst werden kann.
BEWEIS folgt unmittelbar aus Theorem 2.1.2 in Verbindung mit Lemma 2.1.1 b). -

Beispiel 2.1.4 Fir fo=ju- 11y mit >0 und 6 € [0,1) gilt: fo € BV[0,1] und (vgl. Bei-
spiel 1.2.5)
sy =i (t-6)", te[0.1],

sowie | fol 2 = p/1 6. Somit gilt nach Korollar 2.1.8 fiir PP —fast alle g € C([0,1]):

1
dP#fo*Bro1] ,1-0 ,1-0
—pBon @) = exp (—u 5 +u9f1dg) = eXp(—u Tw[g(l)—g(@)]) :

2.1.2 Teststatistik und Entscheidungsregel

Fiir die Hypothesen aus (2.1.1) ist es sogar moglich, einen gleichméfig besten a-Niveau
Test zu konstruieren. Die Gegenhypothese muss dabei — bis auf einen Parameter p >0 —

fixiert sein.

Bemerkung 2.1.5 Im weiteren Verlauf dieser Arbeit bezeichnen wir die Verteilungsfunk-
tion bzw. Dichte der N(0,0?)-Verteilung mit ®,2 bzw. ¢y2. Ist 02 =1, so wird der Index
bei ®1 bzw. ¢1 auch einfach weggelassen.

Weiterhin sei (sofern nicht anders deklariert) z., das v-Quantil der N(0,1)-Verteilung, also
2y = B1(3) fiir v e (0,1).

Satz 2.1.6 (Gleichmiflig bester a-Niveau Test fiir Brownsche Bewegungen)
Betrachte fir Y =Yo1 = sy + Bjoa) mit f € L2([0,1]) die Hypothesen

Hy: s¢4=0 ws. Hy: Esex. n>0 mit sp=p-sy,

wobei fo € BV[0,1] bekannt ist mit | fo| 2 > 0.
FEin gleichmdfig bester a-Niveau Test, o€ (0,1), ist dann gegeben durch:

1
1
Lehne Hy:s;=0 ab — [fodY > Zi—a s
ol -
wobei das Integral vom Riemann-Stieltjes Typ.
BEWEIS sh. Anhang, Kapitel A.1 -
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2.1 GleichmafBig bester a-Niveau Test

Wir bezeichnen im Nachfolgenden den Test aus Satz 2.1.6 als besten Test (fiir Brownsche

Bewegungen).
Beispiel 2.1.7 Sei Y = sy + By mit f e L*([0,1]). Weiter sei fo = 1917 € BV([0,1])

mit 0 € [0,1). Dann ist sg(t) = (t-0)*, t € [0,1], s£,(1) >0 und | folzz = V1-6 (vgl.
Beispiel 2.1.4). Nach Satz 2.1.6 ist damit ein gleichmdfig bester a-Niveau Test fir

Hy: sp=0 ws. Hy: Esex. einpu>0 mit sp(t)=p(t—-0)", te[0,1],

gegeben durch:

Y(1)-Y(0
Lehne Hy:sp=0 ab Y()-v(6) > 21 q - (2.1.6)

V1-6

In Satz 2.1.6 wird ein gleichméfig bester a-Niveau Test fiir den Fall bewiesen, dass fiir
den Skalierungsparameter p unter der Alternative p > 0 gilt. Im Falle p < 0 ist eine leichte

Modifikation der Teststatistik vorzunehmen, wie die nachfolgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 2.1.8 In der Situation von Satz 2.1.6 ist ein gleichmdf$ig bester a-Niveau
Test fiir
Hy: sp=0 ws. Hy: Esex. n<0 mit sp=pu-sy

gegeben durch die Entscheidungsregel

Lehne ,Hy:s;=0%ab —

1
1
e [ oY >
[foll 4

BEWEIS sh. Anhang, Kapitel A.1 -

2.1.3 Testgiite

Im nachfolgenden Satz 2.1.9 geben wir die Giite des besten a-Niveau Tests aus Satz 2.1.6
an. Diese Giite ist insbesondere fiir Vergleiche wichtig, da andere Testverfahren durch diese

beste Giite nach oben beschrankt sind.
Satz 2.1.9

Es sei f e L2([0,1]) die wahre Funktion in'Y = sy + Byo1). Weiter sei fo € BV[0,1] mit

[ folz2 > 0 eine (ggf. weitere) Funktion, welche zur Konstruktion des besten c-Niveau Tests
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

aus Satz 2.1.6 verwendet wird. Die Entscheidungsregel

1
[ foll 2

1
Lehne Hy:s;=0 ab — [fo dY > z1_a,
0

aus Satz 2.1.6 fihrt zu folgender Giite:

1 ) el _<fo,f>L2)
IP(||fo||Lzoff°dY> ) : “D( ol )

Im Falle f = fy ist diese gegeben durch: 1 —® (21 — | fol z2) -

BEWEIS sh. Anhang, Kapitel A.1 -

Beispiel 2.1.10 Gegeben sei die Situation aus Beispiel 2.1.7, d.h. firY = sy + Bpg 1) mit
f e L%([0,1]) sollen die Hypothesen

Hy: s;=0 ws. Hy: Esex. einp>0 mitse(t)=p-(t-6)", te[0,1],

entschieden werden. Dabei ist § € [0,1) fest. Mit der Notation aus Satz 2.1.9 ist fo = 1(917-

a) Ist f = pleq fir ein p>0 die wahre Funktion unter der Alternative, so ist die Testgiite
gegeben durch:

1—@(21,05—/1\/@), w>0.

Sie ist in Abbildung 2.1 fiir verschiedene Werte 6 dargestellt.

1.0 -
0
0.8 = —0
5
— 0.4
Oou-
— 0.6
0.2 -
0.8
0.0 -
I I I I
0 2 6 8

—s-

Abbildung 2.1: Giite des besten a-Niveau Tests fiir fy = 1(4,1] bei Vorliegen der Alternative
f=p1p1 (Niveau a =0.1)
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2.1 GleichmafBig bester a-Niveau Test

b) Ist aber f=pl(rq1y fir 7€[0,1) und pn>0 die wahre Funktion unter der Alternative, so

folgt:
(fo: f)re _ K f 1 oo d :ul—maX(Q,T)
Il ~ iz Hemennd =h o

Somit ist die Giite gegeben durch (vgl. Satz 2.1.9):

Y(1)-Y(0) B T PR 1 - max(6,7)
e N = |

Wir stellen diese Giite in Abschnitt 2.5 (Abbildung 2.5) dar, wo wir diesen Test mit

anderen Testverfahren hinsichtlich ihrer Giite vergleichen.

Fiir Y = sy + Bpg1) mit f € L2([0,1]) betrachten wir nun die Hypothesen
Hy: s;=20 vs. Hy: sp>sy, (2.1.7)

mit fo geeignet. sy, ist also das minimale Signal, welches es zu entdecken gilt. Mit Hilfe von
Satz 2.1.9 zeigen wir, dass bei Anwendung des besten a-Niveau Tests eine minimale Giite
garantiert werden kann. Soweit wir wissen, ist diese Abschétzung bisher in der Literatur so

noch nicht aufgetaucht.

Korollar 2.1.11 (Minimale Giite des besten a-Niveau Tests) Es seien
f e L*([0,1]) die wahre Funktion in'Y = sy + Byo1) und fy € BV ([0,1]) eine weitere
Funktion mit

sp2sp,  und fo 20, folzz > 0.

Fiir die Entscheidungsregel

1

Lehne ,Hy:sy=0%ab
I.foll 22

1
ffo dY > z14
0

des besten a-Niveau Tests aus Satz 2.1.6 gilt:

|

BEWEIS Zunéchst kann die Giite mit Hilfe von Satz 2.1.9 wie folgt berechnet werden:

1 (foo fre
P(mb[fo dy > Zloc) —1—(I)(Zla—m). (218)

1
1
I foll 22 [fo v > Zl“") > 1-®(21-0 — [ fol 22) -
ofl >
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

Aus fp >0 und sy > sy, folgt nun f > f; und damit:

(fos frz = (fo, fo)rz + (fo. f = fodrz > | fol 3z, (2.1.9)

da (fo, f — fo)rz 20 wegen fo >0 und f - fy > 0. Setzt man aber nun (2.1.9) in (2.1.8) ein,
so ergibt sich genau die Abschitzung aus Korollar 2.1.11. -

2.2 Riickwarts-Operator und Verbesserung der Giite

Um einen besten a-Niveau Test zu erstellen, ist es notig, dass die Regressionsfunktion unter
H; (zumindest bis auf einen Skalierungsparameter) bekannt ist (vgl. Abschnitt 2.1). In der
Praxis ist allerdings die genaue Gegenhypothese nur duflerst selten bekannt. Wir stellen
daher im Folgenden Methoden vor, bei denen die Gegenhypothese nicht néaher spezifiziert
werden muss. Wir betrachten fiir Y = sy + Byg ) mit f € L2([0,1]) und einer Standard
Brownschen Bewegung Big 1] = (B¢)c[0,1] die Hypothesen

Hy: sp=0 vs. Hp: sy monoton wachsend mit sp(1) > 0. (2.2.1)

Bevor wir uns in Abschnitt 2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ zuwenden, stellen wir zunéichst
in diesem Abschnitt eine Transformation von Y = sy + B[g 1] vor, mit deren Hilfe die Giite
verbessert wird (vgl. Bischoff u.a., 2005, S. 87). Wir fithren dazu einen neuartigen, in der

Literatur bisher nicht betrachteten Operator ein:

Definition 2.2.1 (Riickwirts-Operator)

Seien a < b, a,be R und g: [a,b] - R. Die zu g riickwirtige Funktion g wird definiert
durch:

- { [a,b] - R

TV ¢ o g -glb+a-t)

< wird im Nachfolgenden als Riickwarts-Operator bezeichnet.

Die Anwendung des Riickwérts-Operators auf einen Partialsummenprozess ergibt wiederum

einen Partialsummenprozess, welcher durch Umdrehen der Summationsreihenfolge entsteht:

Lemma 2.2.2 Seien zy,...,z, € R (neN) und V,, :=T,,(z,...,2,) € C([0,1]) der Par-
tialsummenprozess basierend auf z1,...,z,. Dann gilt fiir den Prozess mit umgedrehter
Summationsreihenfolge:

<«

Tn(zna"'uzl) = ‘Ijn .
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2.2 Riickwarts-Operator und Verbesserung der Giite

BEWEIS Es geniigt, die Gleichheit aus Lemma 2.2.2 fiir alle ¢t der Form ¢ = % mit £ =

0,1,...,n zu zeigen. Es gilt:

k n n n—k
Tn(zn,---,zl)(ﬁ) = szlﬂ' = Z Zi = Zzi_ Zzi
i=1 i=n—k+1 i=1 i=1
=0, (1) = Wy (1= %) = Wy (%)
und damit die Behauptung. -

Fiir den riickwértigen, asymptotischen Partialsummenprozess des lokalisierten Modells
folgt:

a) unter ,Hy: f=0"

1
7 T(e(tun),- .-, €(tr)) 7%0 B, (2.2.2)

nach dem Donsker-Theorem 1.2.2
b) und unter H;:

1
vn
1 D

:ETn(f(tm),...,f(tnl)p%Tn(e(tm),...,e(tm)) 2y 54 By, (223)

nach Lemma 2.2.2 und dem Donsker-Theorem 1.2.2.

T (2 (tun) + €(tun); s 2= f (b)) + (b))

Analog zur Definition des asymptotischen Regressionsmodells (Definition 1.2.8) definieren
wir:
Definition 2.2.3 (Riickwirtiges, asymptotisches Regressionsmodell)

Das Modell
e
Y -

<1

+ B[OJ] (224)

heifit das zu Z(t) = f(t) +€(t), t € [0,1], gehirige riickwértige, asymptotische Regressions-

modell.

Im nachfolgenden Lemma 2.2.4 zeigen wir, dass durch Betrachtung der riickwértigen Version
(2.2.4) bei Tests vom Kolmogorov-Typ eine grofere Giite erreicht wird. Weiterhin geben

wir dort elementare Eigenschaften des Riickwérts-Operators an.
Lemma 2.2.4 Es seien g,h:[a,b] > R und c € R konstant. Dann gilt:

a) g =c = c=0 und g ist ebenfalls konstant.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

b) Der Riickwdrts-Operator ist linear und translationsinvariant,
«— «—
dh. fir f=c-(g+h) gilt: [ =c- (‘g 4 h) und §1c=17.

¢) g (a)=0. Ist zusdtzlich g(a) =0, so gilt:

c1) G (b) = g(b).

c2) “«7ist zu sich selbst invers, also: g = g.
d) Ist f € L*([0,1]), so gilt fiir 5;:

d1)
55(1) = f fd = ff(l—s) (ds), te[0,1]. (2.2.5)
]

(1-t,1 [0,t)
Insbesondere ist  §;(0)=0=s;(0) sowie 57(1)=s;(1).

d2) Fir f >0 mit f monoton wachsend gilt:

Sp(t) > sp(1) -t > sp(t), tel0,1].

d3) Firte[0,1] gilt: s(t) =t~ f(1) -57(t) wund %(t) =t f(1) - s4(1).
Insbesondere ist s = 55 <= f=0.

BeEwEIs Die Aussagen a)-c) und d1) folgen unmittelbar aus der Definition von ,,<*“. Ein
formaler Beweis zu d2) und d3) findet sich im Anhang (Kapitel A.2). .

Gemaf unseren Voraussetzungen ist unter H; die Regressionsfunktion f >0 mit f monoton
wachsend. Wegen 57 > s; (Lemma 2.2.4 d)) hat damit jeder sinnvolle Test eine grofiere
Giite, wenn die Teststatistik auf dem riickwértigen Y anstatt auf dem gewohnlichen
asymptotischen Partialsummenprozess Y beruht. Insbesondere gilt dies fiir Tests vom
Kolmogorov- (sh. Abschnitt 2.3) oder Cramer-von-Mises-Typ.

Wir geben einige Beispiele an, welche die Funktionsweise von ,,«<* verdeutlichen sollen und

zugleich fiir unsere weiteren Untersuchungen von Interesse sind:
Beispiel 2.2.5 i) Fiirg:[0,1] >R mit g=c, ceR, gilt: g = 0.

i) Sei f:[0,1] > R mit f = p fir ein peR. Dann ist s¢(t) = ut und
S5 ) =p-1-p(1-t)=p-t=sp(t), te[0,1].
i) Sei f=plsy mit @ €[0,1),neR. Dann gilt firte[0,1]:

sp(t) = p-(t-0)* (sh. Beispiel 1.2.5)

24



2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

sowie wegen Lemma 2.2.4 d):

50 = n [ lend =p = - min(t,1-6).

(1-¢,1]

t , falls 9 <1-1
1-6 | fallsO0>1-t

Abbildung 2.2 stellt die Funktionen f, sy und §; graphisch dar. Aus dieser ist insbe-

sondere die Ungleichung 57 > sy ersichtlich.

B em em em e em em e e
—— s;rickw.
— Sf
nai-e) 4
O —
I T T I
0 0 1-6 1

Abbildung 2.2: Funktion f = ul(,; und zugehérige Signale s;(t) = pu(t - 0)* und §7(t) =
pmin(t,1-0), (t< [0,1], 11> 0, < [0,1))

w) Fir f:[0,1] = R, t = 2t gilt: sp(t) =t und damit
Sy =1-(-t)=2t-1*, te[0,1].

In Abbildung 2.3 zeigen wir die Funktionen sy und §

2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

Wir betrachten fiir Y = sy + Bo1) mit f € L?([0,1]) und einer Standard Brownschen
Bewegung Bio1] = (Bt )te[0,1] die Hypothesen

Hy: s;=0 vs. Hp: sy monoton wachsend mit s¢(1) > 0. (2.3.1)
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1.0

—— s;rickw.

0.8 S

0.2

0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 2.3: Die zur Funktion f(t) = 2t gehorigen Signale s¢(¢) =2 und 57 (t) = 2t — 2

(te[0,1])

Zur Losung dieser Fragestellung stellen wir im Folgenden zwei Tests vom Kolmogorov-Typ

Vor.

2.3.1 Teststatistik und Entscheidungsregel

Fiir zwei monoton wachsende Funktionen fi, fo € L2([0,1]) mit 0 < f; < fo gilt: sp, < s4,.
Damit folgt, dass
L
Y = St B[O,l] bzw. Y = Sf+ B[O,l]

wiichst, falls f wichst. Somit fithren wegen P(supy(o 1] B(t) > 21-a2) = @ (vgl. z. B.
Billingsley, 1999, S. 92) die folgenden Entscheidungsregeln zu sinnvollen a-Niveau Tests,
ae(0,1):

Lehne Hy: sp=0ab <= sup Y () > zi_qp2 (2.3.2)
te[0,1]

bzw. Lehne Hy: s;=0ab <=  sup ?(t) > Z1-q)2 - (2.3.3)
te[0,1]

Die Teststatistik und Entscheidungsregel aus (2.3.2) bzw. (2.3.3) ist vom Kolmogorov-Typ.
Im Nachfolgenden bezeichnen wir diese Tests daher auch als (gewdhnlichen) Kolmogorov-

bzw. rickwdrtigen Kolmogorov-Test.
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2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

2.3.2 Giite der Kolmogorov-Tests fiir allgemeine Alternativen

Fiir allgemeine Signalfunktionen sy ist die Giite der Kolmogorov-Tests analytisch nicht bere-
chenbar (vgl. z. B. Bischoff u. a. 2005). Nur fiir wenige Spezialfille sind explizite analytische
Formeln fiir die sogenannte ,,Boundary Crossing Probability* bekannt!. Allerdings stellen
Wang und Pétzelberger (1997) (bzw. Potzelberger und Wang (2001) fiir den zweiseitigen
Fall) ein Verfahren vor, mit dem man die gesuchte Uberschreitungs-Wahrscheinlichkeit
nidherungsweise (numerisch) bestimmen kann. Sie schlagen dazu vor, die Signalfunktionen

sy durch stiickweise affine Funktionen zu approximieren.

In Korollar 2.1.11 wird eine minimale Giite bei Anwendung des besten a-Niveau Tests bewie-
sen. Auch in dem hier vorliegenden Fall der Kolmogorov-Tests kann man Giiteabschitzungen
angeben.

Satz 2.3.1 (Giite-Abschitzungen fiir Kolmogorov-Tests)

Seien f e L2([0,1]) mit f >0 und f monoton wachsend die wahre Funktion aus

Y:8f+B[071].

a) Fir die Giite der Kolmogorov-Tests gilt:

IP( sup 3715 > Zl_a/g) > IP( sup [By+tsp(1)] > zl_a/g) > IP( sup Y; > Zl—a/z)-

te[0,1] te[0,1] te[0,1]
b) Sind fi, fo € L2([0,1]) zwei weitere Funktionen mit
sp(1) =sp(1) =s£,(1) und syp <sfp<sy,, (2.3.4)

so folgt dariiber hinaus:

v

P( sup Y; > Zl—a/?)

te[0,1]

]P( sup [By+sp,(t)] > Zl—a/Q)

te[0,1]

> ]P( sup [B:+sp(t)] > Zla/z)

te[0,1]

und
IP( sup [Bt + fs—f;(t)] > Zl_a/g) > ]P( sup (}Z > Zl_a/g)

te[0,1] te[0,1]

> ]P( sup [Bt + fsz(t)] > zla/g) .
te[0,1]

'Wang und Pétzelberger (1997) geben eine Ubersicht bekannter Resultate an.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

BEWEIS sh. Anhang, Kapitel A.3. -

Soweit uns bekannt ist, ist die in Satz 2.3.1 b) dargestellte Abschétzung fiir den riickwértigen

Kolmogorov-Test neu.

Es sei sy die wahre Funktion in Y} 17 = s5+ B[o1) mit s¢(1) =: a € R. Dann folgt insbesondere

aus Satz 2.3.1 a), dass der riickwértige Kolmogorov-Test mindestens die Giite

P ( sup [Bt + at] > Zl—a/?)

te[0,1]

hat. Diese letzte Wahrscheinlichkeit wiederum stellt eine obere Schranke fiir die Giite des
gewohnlichen Kolmogorov-Tests dar — unabhéngig davon, wie die Funktion s; aussieht.

Wei man neben s;(1) = a noch mehr iiber das Signal wie sy < sy, bzw. sy, < sy, so kann
man mit Hilfe von Satz 2.3.1 b) insbesondere die Giite des riickwértigen Kolmogorov-Tests

nach unten bzw. oben abschétzen.

2.3.3 Giite bei Vorliegen der Alternative f = 1l

Im Falle, dass f := p1-1(917 € L*([0,1]) mit x>0 und 6 € [0,1) die wahre Regressionsfunktion
im Modell Y = s + Byg 1] ist, konnen wir die Giite der Kolmogorov-Tests (2.3.2) — (2.3.3)
explizit berechnen. Fiir ¢ € [0, 1] gilt nach Beispiel 2.2.5:

sp(t)=p-(t-0)" und 35(¢t) = p-min(¢,1-0). (2.3.5)

Die Funktionen in (2.3.5) sind stiickweise affin (vgl. Abbildung 2.2). Daher kénnen wir
die Beweisidee aus Wang und Pétzelberger (1997) verwenden, um die Giite der beiden

Kolmogorov-Tests fiir diesen Fall analytisch anzugeben.
Satz 2.3.2 (Giite der Kolmogorov-Tests)
Es seien f = plpqy € L2([0,1]) mit >0, 6 € [0,1) die wahre Funktion inY = sy + Bo1).

a) Im Fall 0 =0 sind die Giitefunktionen der beiden Kolmogorov-Tests gleich und gegeben
durch:

IP( sup Y (t) > z1-a/2 ) = IP( sup (}7(15) > Z-a/)2 )

te[0,1] te[0,1]

=O(p - Zl—a/Z) +exp(2u Zl—a/Q)q)(—# - Zl—a/2) .
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b) Im Fall 0 € (0,1) ist die Giite des gewdhnlichen Kolmogorov-Tests gegeben durch:

IP( sup Y (t) > 21-a/2 )

te[0,1]

-2
1 ¢a($)[1—eXp(—2Z1_a/Q(Z€1_a/2_I))]'{@1-9(N(9—1)+21—a/2—$)

- exp (2u (21-a/2 — x)) Py (u(é’ —1) = z1_qp2 + :L‘) } dz.

c) Im Fall 0 € (0,1) ist die Giite des riickwdrtigen Kolmogorov-Tests gegeben durch:

]P( sup ?(t) > Z1-a)2 )

te[0,1]
21_aj2—1(1-0)

~ 221-a/2(21-a2 — (1 - 0) — )
T et

X [2<I>9 (Zl_a/g —u(l1-0)- :c) - 1] ¢1_9(x) du.

BEWEIS sh. Anhang, Kapitel A.3 -

Die Giitefunktionen aus Satz 2.3.2 lassen sich numerisch berechnen. Sie sind beim Giitever-
gleich der verschiedenen Verfahren in Kapitel 2.5 graphisch dargestellt (sh. Abbildung 2.4).
In diesen Plots zeigt sich unter anderem, dass die Giite des riickwirtigen Kolmogorov-Tests

tatsichlich besser ist als diejenige des (gewohnlichen) Kolmogorov-Tests.

2.4 Maximum Increase-Test

Das wohl verbreitetste, sequentielle Verfahren, um einen Change-Point in einer Folge
von Beobachtungen zu entdecken, ist das sogenannte ,,CuSum®“-Verfahren. Dabei steht
,CuSum* fiir Cumulative Sums. Es wird erstmalig von Page (1954, 1955) zur Losung eines
Change-Point Problems vorgeschlagen. Bei geeigneter Skalierung konvergiert die CuSum-
Teststatistik unter Hy fiir n — oo schwach gegen den Maximum Increase der Standard
Brownschen Bewegung (Taylor 1975 oder auch Csérg6é und Horvath 1997, S. 90).

Im nachfolgenden Abschnitt untersuchen wir zunéchst die nicht-sequentielle Variante des
Maximum Increase-Tests. In Abschnitt 3.2.1 gehen wir dann weiter auf dieses Verfahren

ein, wenn es im sequentiellen Kontext eingesetzt wird.
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2.4.1 Definition und Eigenschaften

Wir definieren den ,Maximum Increase™Operator wie folgt (vgl. z. B. Salminen und Vallois,
2007):

Definition 2.4.1 (Maximum Increase/Decrease)
Sei [a,b] € R ein Intervall und g: [a,b] - R eine Funktion. Dann ist der sog. ,Maximum

Increase“ von g gegeben durch:

I(9):= sup (9(1) = inf g(s)).

te[a,b]

Der ,Maximum Decrease® (in der Finanzmathematik auch ,maximal downfall“ genannt)
ist definiert durch D(g) :=1(-g).

Lemma 2.4.2 (Eigenschaften von I und D) Seien g,h : [a,b] > R Funktionen und
A, ce R Konstanten. Dann gilt:

a) 0 <min{D(g), I(g)}

b) I(g+c)=1(g) und
I(g) , falls A>0

I(Ag) = |Al- -
D(g) , falls A<0
c) I{(g+h)<l(g)+1(h) und D(g+h)<D(g)+D(h)

d) Es sei g(t):=c-g(b+a—-t), te[a,b]. Dann folgt: 1(g) = 1(g) wund damit insbesondere:
1('g) =1(g), wobei ,«* der Riickwirts-Operator aus Definition 2.2.1 ist.

BEWwEIS folgt unmittelbar aus der Definition von I oder elementaren Umformungen. Fiir c)

und d) ist der Zusammenhang I(g) = supy, s [(supte[s’b] g(t)) - g(s)] hilfreich. .

Die Ungleichung ,I(g+h) <I(g) +I(h)* in Lemma 2.4.2 ¢) kann sowohl eine echte Unglei-

chung als auch eine Gleichung sein:
Beispiel 2.4.3 Es seien g,h:[0,1] - R.

a) Fiir g:=1p903] und h:=13q1] folgt: g+h =1, womit folgt:

0=T(g+h)< I(g)+T(h)=0+1=1.

b) Sind g und h konstant 1, so ist g+ h =2 und damit: 0=1(g+h) = 1(g) +1(h).
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2.4 Maximum Increase-Test

2.4.2 Teststatistik und Entscheidungsregel

Wir betrachten fiir Y = s; + Bo1) mit f € L?([0,1]) und einer Standard Brownschen
Bewegung Bio1] = (Bt)e[o,1] das Testproblem

Hy: s;=0 vs. H;: s; monoton wachsend mit s¢(1) > 0. (2.4.1)

Lemma 2.4.4 FEs seien fi, fo € L2([0,1]) zwei Funktionen mit 0 < fi < f.
Dann ist sy, monoton wachsend (1 =1,2) mit 0 < sy, < sy,. Aus Letzterem kann insbesondere

I(sys,) <I(sy,) gefolgert werden.

BEWEIS Die Monotonie von sy, und die Ungleichung 0 < s, < sy, folgen unmittelbar aus
der Monotonie des Lebesgue-Integrals. Nach Definition von I ist der Maximum Increase

von sy, (i =1,2) gegeben durch:
I(sys,) = sup (Sfi(t)— inf sfi(s)).
te[0,1] s€[0,t]

Da sy, > 0 gilt, ist infyepo4 5, (s) = 5£,(0) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1], 4 = 1,2. Damit aber folgt:

I(s5.) = sup (sn(0) = inf s1,(s)) = sup s, (1)
te[0,1] se[0,t] t€[0,1]

< sup sy, (t) = sup (sz(t) — inf sfz(s)) =1(sy,),
te[0,1] te[0,1] s€[0,¢]

womit Lemma 2.4.4 bewiesen ist. -

Aus Lemma 2.4.4 folgt, dass [(Y) wéchst, falls das Signal sy wichst. Wir schlagen daher
die Entscheidungsregel

Lehne Hy:sp=0ab <« I(Y) = sup [Y;— inf Y;] > Ci_q (2.4.2)
te[0,1] s¢€[0,t]
vor. Dabei ist ¢;_, € R derart, dass IP (]I(B[OJ]) > Cl—a) = « gilt. Wir bezeichnen den a-
Niveau Test aus (2.4.2) als Maximum Increase-Test. In der Literatur wurde, soweit wir
wissen, der Maximum Increase bisher noch nicht in diesem Kontext des Testens eingesetzt.
Folglich ist die Entscheidungsregel (2.4.2) neuartig.
Die Verteilung von I(Bpo17) ist in der Literatur wohlbekannt. Es gilt:

Satz 2.4.5 (Verteilung von I (Bjo,r;))
Seien T > 0 und B = (By)is0 eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt fir
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

B[O,T] = (Bt)te[o,T] N

I(Bo,r7) : sup |By .
te[0,T]

BEWEIS Eine Beweisskizze sowie weiterfithrende Literaturhinweise befindet sich im Anhang
(Kapitel A.4). .

Die Verteilung von sup,ry|B:| ist in der Literatur wohlbekannt. Nach Borodin und
Salminen (2002, Formel 1.1.15.4 bzw. 3.1.1.4) gilt fiir x € R:

< (z +4kx)? (z + 2x + 4kx)?
L5 fonl o) ozt
(2.4.3)

Damit kann der kritische Wert ¢;_, > 0 in (2.4.2) — zumindest numerisch — bestimmt

IP( sup |By| < x) =
te[0,T]

werden. Wir tun dies in Abschnitt 2.5, wo wir den Maximum Increase-Test mit anderen

Testverfahren hinsichtlich der Giite vergleichen.

Bemerkung 2.4.6 Wdhit man den Mazimum Increase 1(Y') als Teststatistik, so ist es

egal, ob man den gewdhnlichen Prozess Y oder den rickwdrtigen Prozess Y betrachtet, da

I(Y) = ]1(37) (sh. Lemma 2.4.2) gilt.

Bemerkung 2.4.7 Es seien B = (By)is0 eine Standard Brownsche Bewegung und M, :=

SUDgejo,4] Bs der zugehorige Mazimum-Prozess.

1. Lévy (1948) hat erstmals nachgewiesen, dass die beiden Prozesse
(M; - Bt)te[(},l] und (|Bt|)te[0,1] (2.4.4)

dieselbe Verteilung besitzen. Dafiir zeigte er, dass die beiden Prozesse aus (2.4.4)

Markov-Prozesse sind, welche den gleichen Ubergangskern besitzen.
2. Der Prozess (My — By),,, wird auch als ,Reflected Brownian Motion” bezeichnet.

3. Graversen und Shiryaev (2000) konnten erstmals die Lévy-Formel (sh. Beweis zu
Satz 2.4.5) auf den Fall (By + pt)efo,r) mit o # 0 verallgemeinern. Aus dieser Formel

kann gefolgert werden, dass
1((Bi+ ),egomy) (2.4.5)

die gleiche Verteilung wie eine Reflected Brownian Motion mit Drift p besitzt 2.

2Fiir eine formale Definition einer Reflected Brownian Motion mit Drift y sei beispielsweise auf Peskir
(2005) verwiesen.
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2.5 Giitevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion unter der Alternative

Wir weisen explizit darauf hin, dass eine Reflected Brownian Motion mit Drift 4 # 0 eine
andere Verteilung als

sup | By + ut| (2.4.6)
te[0,T']

besitzt und somit die Verteilungen von (2.4.5) und (2.4.6) im Falle p # 0 nicht gleich sind.
Fiir den Spezialfall f = p (also sy(t) = ut, t € [0,1]) kann die Giite des Tests (2.4.2) explizit

berechnet werden. Magdon-Ismail u.a. (2004) geben néamlich die Verteilung sowie den

Erwartungswert von
D ((Bt + Vt)te[o,T]) firyeR

an. Da die Verteilungen von

I ((Bt + ,ut)te[o,T]) und D ((Bt - ,ut)te[o’T])

gleich sind, kann das Resultat von Magdon-Ismail u.a. (2004) verwendet werden, um die

Giite des Tests (2.4.2) fiir die Alternative f = u, p > 0, zu bestimmen.

2.5 Giitevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion

unter der Alternative

Wir vergleichen in diesem Abschnitt den besten a-Niveau Test, den gewohnlichen /riickwér-
tigen Kolmogorov-Test und den Maximum Increase-Test hinsichtlich ihrer Giite. Neben
diesen vier Tests betrachten wir auch noch den Endpunkt-Test. Dieser a-Niveau Test hat

bei Vorliegen von Y = s¢ + Byo 1], f € L?([0,1]), die Entscheidungsregel
Lehne Hy:sp=0ab <= Y (1)> 2, (2.5.1)
mit zugehoriger Giitefunktion

P(Y(1)>21-0) = 1-® (210 -s4(1)). (2.5.2)
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

2.5.1 Alternative f = 1l

Es sei f = -1y € L2([0,1]) mit x>0 und 6 € [0,1) die wahre Regressionsfunktion in
Y = sy + Bjo1]. Nach Beispiel 2.2.5 gilt (vgl. auch Abbildung 2.2 auf Seite 25):

sp(t)=p-(t-0)" und 3;(t)=p -min(t,1-0), te[0,1].

Es gilt:

a) Verwendet man bei der Konstruktion des besten a-Niveau Tests aus Satz 2.1.6 die

richtige Funktion fo = 1(g1], so ist die Testgiite gegeben durch (sh. Beispiel 2.1.10):
1—(I>(z1_a—uM) , p>0.
b) Die Giite des Endpunkt-Tests ist fiir f = pu1(91) nach (2.5.2) gegeben durch:
1-P(z10—p-(1-0)) .

c¢) In Satz 2.3.2 finden sich die Giiten des gewohnlichen bzw. riickwirtigen Kolmogorov-Tests

bei Vorliegen der Alternative f = 1.

Die Giitefunktionen der oben beschriebenen Tests sind in Abh#ngigkeit von g > 0 in
Abbildung 2.4 dargestellt. Der kritische Wert ¢;_, des Maximum Increase-Tests wurde
mit Hilfe der Formel (2.4.3) berechnet. Um die Giite des Maximum Increase-Tests zu
erhalten, werden Simulationen durchgefiihrt. Dabei werden fiir jede Kombination von 6
und g 10.000 Wiederholungen durchgefiihrt und jeweils ein Gauflscher Random Walk
mit 2.000 Beobachtungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.
Erwartungsgemaéf liefert der beste a-Niveau tatsédchlich die beste Giite. Das zweitbeste
Verfahren ist durch den riickwértigen Kolmogorov-Test gegeben. Der Endpunkt-Test und
der Maximum Increase-Test weisen eine dhnliche Giite auf, wobei der letztgenannte bei
grofer Sprunghdhe p besser ist. Das Verfahren mit geringster Giite ist der gewohnliche

Kolmogorov-Test.

Es sei nun f = pul, ) die wahre Regressionsfunktion. Wir betrachten in Abbildung 2.5
diejenigen Giiten, welche entstehen, wenn man zur Konstruktion des besten a-Niveau Tests
die (ggf. falsche) Funktion fy = 1¢p,1] verwendet. Geméf Beispiel 2.1.10 ist die Giite dann:

1—¢(Zl_a—“[1_niaxée’7)]) . u>0.
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2.5 Giitevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion unter der Alternative

theta=0 theta=0.2 theta=0.4
1.0 -
0.8 =
0.6 =
0.4 -
0.2 =
@ 0.0 =
’8 theta=0.6 theta=0.8

—— Maximum Increase

109 Test
0.8 7 —— Bester Test
0.6 - — Endpunkt-Test
0.4 - —— Kolmogorov
0.2 - —— Kolmogorov rickw.
0.0 =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 O 2 6 8

4
u

Abbildung 2.4: Giite verschiedener nicht-sequentieller Tests bei Vorliegen der Alternative
J =1l (Niveau o = 0.1, bei Maximum Increase Simulationen)

Zu Vergleichszwecken stellen wir in Abbildung 2.5 neben dieser Giite nochmals die Giiten des
(gewohnlichen) Kolmogorov- und des Maximum Increase-Tests dar. Aus dieser Abbildung
ist ersichtlich, dass selbst der vermeintlich schlechte Kolmogorov-Test den besten a-Niveau
Test dominiert, falls 6 schlecht gewihlt wird. Hier zeigen sich die Vorteile des Kolmogorov-
und des Maximum Increase-Tests: bei diesen Verfahren ist eine genaue Spezifikation der

Alternative nicht notwendig.

2.5.2 Alternative f = {51

Anstatt die Alternative f = pl,) (im Nachfolgenden als Variante I bezeichnet) zu

betrachten, ist es auch interessant die folgende Variante I1

U
f= ml(e,l] (2.5.3)

als Alternative zu studieren. Fiir die Funktionen aus (2.5.3) gilt: s7(1) = p. Der Wert s¢(1)
ist demnach bei Variante II von # unabhéngig. In Abbildung 2.6 zeigen wir die Giite bei
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

Test —— Bester Test — Kolmogorov —— Maximum Increase

8 —0----02---04--06"-08

tau=0.2

0.0 -
tau=0.6 tau=0.8

Glte

Abbildung 2.5: Giite des besten a-Niveau Tests fiir fo = 1(51) im Falle, dass f = ul(, ) die
wahre Regressionsfunktion ist im Vergleich mit Kolmogorov- und Maximum
Increase-Test (Niveau v = 0.1, bei Maximum Increase Simulationen)

Vorliegen der Alternative f = 11,17 (=Variante I, sh. auch Abbildung 2.4) bzw. f = $%515,1
(=Variante II). Die Giitefunktionen von Variante I werden stets von denjenigen von Variante
IT dominiert, weil gleiches fiir die entsprechenden Signalfunktionen sy gilt. Des Weiteren
ist festzustellen, dass alle Tests ein starkes, kurzes Signal besser entdecken kénnen als ein

schwaches, langes Signal (vgl. hierzu die Werte # = 0 und 6 = 0.8 bei Variante II).
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2.5 Giitevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion unter der Alternative
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Teil 11

Sequentielle Testverfahren basierend auf

Fenstern
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3 Sequentielle Testverfahren mit

unbeschrankter Fensterlange

Im nachfolgenden Abschnitt 3.1 stellen wir zunéchst dar, was unter sequentiellen Verfahren
im Allgemeinen zu verstehen ist und welche Kriterien dieselbigen idealerweise erfiillen.
Hierzu fithren wir den Begriff der Verfahrensstoppzeit ein, welcher in der Literatur (soweit
wir wissen) bisher so noch nicht aufgetaucht ist.

Anschlielend betrachten wir in Abschnitt 3.2 Testverfahren, die alle bis zum Zeitpunkt ¢
vorhandenen Daten heranziehen. Man kénnte diese Verfahren auch als , klassische, sequenti-
elle Verfahren' bezeichnen. Wir zeigen in Abschnitt 3.2 neue Interpretationsmoglichkeiten
dieser Verfahren auf. Zum Vergleich der Verfahrensstoppzeiten fithren wir Simulationen
durch. Um Verfahrensstoppzeit-Verteilungen graphisch miteinander vergleichen zu koénnen,

prasentieren wir eine neu entwickelte Darstellungsform.

3.1 Problem- und Zielsetzung bei sequentiellen Verfahren

Wir betrachten das asymptotische Regressionsmodell Y} 17 = s¢ + Byo 1) mit f € L([0,1]),
einer Standard Brownschen Bewegung Bio 1] = (B;)¢e[0,1] und das Testproblem

Hy: s;=0 vs. H;: sy monoton wachsend mit s¢(1) > 0. (3.1.1)

Im Unterschied zu Kapitel 2 wollen wir jedoch in den Kapiteln 3 — 5 sogenannte sequentielle
Verfahren studieren. Dabei geht man davon aus, dass die Beobachtungen Y; beziiglich der
sexternen Variable“ t € [0,1] geordnet sind. Haufig interpretiert man t als Zeit, was wir
im weiteren Verlauf dieser Arbeit ebenfalls tun. Bei sequentiellen Verfahren wird nach
jeder Beobachtung Y; die Entscheidung getroffen, ob Hy mit den bereits vorhandenen
Beobachtungen Y[g ;) = (Ys)se[o,t] abgelehnt werden kann oder nicht. Man entscheidet sich

also zwischen:
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschréinkter Fensterldnge

Prozedere wird gestoppt, da Hy <«— Weitere Beobachtung wird durchge-

mit den vorliegenden Daten Yq fiihrt, da Hy mit den vorliegenden
abgelehnt werden kann. Daten Y}, nicht abgelehnt werden
kann.

Bei sequentiellen Verfahren gilt es im Wesentlichen vier Performancegrofien zu beriicksich-
tigen (vgl. z. B. Jeske u.a. 2009):

(P1) Fehler 1. Art,

(P2) Fehler 2. Art (bzw. Testgiite),

(P3) Rechen- und Implementationsaufwand sowie

(P4) Zeit, bis eine falsche Nullhypothese entdeckt wird (=Reaktionszeit).

Bei der Reaktionszeit wird insbesondere die Differenz zwischen ,,Lage des wahren Change-
Points* und ,,Verfahren schligt Alarm* betrachtet. Anstatt der Reaktionszeit, miissen wir
in dieser Arbeit eine Modifikation dieser Zeit betrachten. Diese Modifikation ist nétig, da
geméB unseren Voraussetzungen der Betrachtungszeitraum durch [0, 1] gegeben ist und
somit ¢ durch 1 nach oben beschrankt ist. Ist ¢ = 1, so wird das Verfahren gestoppt —
unabhingig davon, ob die (ggf. falsche) Nullhypothese verworfen werden kann oder nicht.
Dieses ,,Stoppen in spétestens ¢ = 1 ist bei der Formulierung aus (P4) nicht vorgesehen.
Dort geht man namlich davon aus, dass t beliebig groff werden kann, also t € [0, 00) gilt.
Wir nennen die von uns vorgeschlagene Modifikation Verfahrensstoppzeit und definieren

diese wie folgt:

Definition 3.1.1 (Verfahrensstoppzeit ¥)
In der vorliegenden Arbeit ist die Verfahrensstoppzeit T eines sequentiellen Testverfahrens
diejenige Zeit, zu der das Verfahren stoppt — entweder, weil Hy mit den Beobachtungen

Y[o,1) abgelehnt werden kann oder weil das Ende des Betrachtungszeitraums erreicht ist.

Die Verfahrensstoppzeit T ist demnach aus [0, 1]. Wir betrachten das folgende Beispiel, um

die Ziel-Anforderungen an ¥ etwas naher zu beschreiben.

Beispiel 3.1.2 FEs sei Y|o1] = sy + Bjo1] das asymptotische Regressionsmodell mit
f e L*([0,1]). Unter Hy ist f = 0. Wir betrachten die Situation, dass unter Hy die

Regressionsfunktion f von der Gestalt

f=ulpay firp>0 undfe[0,1)
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3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

ist. Es sei T die Verfahrensstoppzeit eines sequentiellen Verfahrens, bei dem ein Fehler

1. Art in Héhe von o, a € (0,1), zugelassen wird.

a) Unter Hy wird mit Wahrscheinlichkeit o die Nullhypothese abgelehnt. Folglich nimmt T
unter Hy auch Werte kleiner 1 an und es gilt: P (T <1) = a.

b) Unter Hy wire es winschenswert, dass die Nullyhpothese mit hoher Wahrscheinlichkeit
abgelehnt wird und das Verfahren bei Auftreten des Change-Points 0 stoppt, also T =60
gilt. Analog zur Situation aus a) ldsst es sich allerdings auch unter Hy nicht vermeiden,

dass bereits vor Auftreten des Change-Points filschlicherweise gestoppt wird.

Ein ideales sequentielles Verfahren, wiirde die Performancegrofen (P1) — (P3) minimieren

und
(P4’) die Verfahrensstoppzeit

gemaf der obigen Ausfithrungen optimieren. Ein solches ,Ideal-Verfahren“ aber existiert im
Allgemeinen nicht. Im weiteren Verlauf der Arbeit stellen wir daher sequentielle Verfahren
derart ein, dass sie einen vorgegebenen Fehler 1. Art haben — die Performancegrofie (P1)
wird also kontrolliert. Anschliefend werden diese Verfahren hinsichtlich Testgiite und
Verfahrensstoppzeit verglichen und beziiglich des Rechen- und Implementationsaufwandes
diskutiert.

3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

Zum Zeitpunkt ¢, ¢ € [0,1), kennt man den Prozess Y} 17 = (Y )se[0,1] noch nicht ganz, sondern
nur den Abschnitt Yo, = (1/3)86[07,5]. Mochte man demnach zum Zeitpunkt ¢ entscheiden,
ob H, abgelehnt werden kann, so kann man lediglich Y}y, zur Entscheidungsfindung
heranziehen. Es sei fiir ¢ € [0,1]

F,:C[0,t] - R

ein Monotonie erhaltendes Funktional, d.h. F; erfiillt fiir monoton wachsende Signalfunk-
tionen sy, s, (g, h € L%([0,t])) die Eigenschaft:

Sg < Sp = Fi(sy) < Fy(sp) - (3.2.1)

Wir beschrénken uns hier auf monoton wachsende Signalfunktionen, da unter der Alternative
aus (3.1.1) sy als monoton wachsend vorausgesetzt wird. Es sei X; = Fy(Y[o,) die zum

Fenster [0,¢] gehorige Teststatistik. Wegen der Forderung (3.2.1) wird diese grofler, falls
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschréinkter Fensterldnge

das Signal s; groBer wird. Daher ist eine sinnvolle, sequentielle Entscheidungsvorschrift

gegeben durch:

Stoppe zum Zeitpunkt ¢ (und lehne Hy : sy = 0 ab) — Xi > k1o - (3.2.2)

Dabei ist k1, das (1 - a)-Quantil von sup,q 1) Fi(Bos), @ € (0,1). Mit der eingefiihrten
Notation kann die Verfahrensstoppzeit € =% (X [0,1]) wie folgt ausgedriickt werden:

inf{t e [0,1][X; > kio} , falls supo1) Xi > k1o

(3.2.3)
1 s falls supte[oyl] Xt < klfa

Bemerkung 3.2.1 Aufgrund der Definition von ki_, fihrt die Entscheidungsregel

Lehne Hy:s;=0 ab <= sup X; > ki_q (3.2.4)

te[0,1]

zu einem a-Niveau Test. Insbesondere hat damit das sequentielle Verfahren (3.2.2) einen

vorgegebenen Fehler 1. Art, womit die Performancegrifie (P1) kontrolliert wird.

3.2.1 Kolmogorov- und Maximum Increase-Test im sequentiellen

Kontext

Naheliegende, Monotonie erhaltende Funktionale F}; bzw. damit zusammenhéngende Test-
statistiken X, = F;(Yo4]), t € [0, 1], sind:

i) Xy =Y, (Endpunkt des Fensters [0,1]),
ii) Xy =supsoYs (Teststatistik des gew. Kolmogorov-Tests in [0,t]),
iil) X;=supgo (Ve — Yis) (Teststatistik des riickw. Kolmogorov-Tests in [0,%]),
iv) X; =1(Y[0,4) (Maximum Increase in [0,1]).

Aus der Definition der Operatoren aus i) — iii) folgt unmittelbar deren ,Monotonie er-
haltende“-Eigenschaft, fiir den Maximum Increase-Operator wird dies in Lemma 2.4.4

gezeigt.

Bemerkung 3.2.2 Fir das Funktional aus i) bzw. i) ist es egal, ob man den gewdhnlichen

Prozess Y|o,) oder den rickwdrtigen Prozess Y|o,) heranzieht, da

(Y[o,t]) (t)=Y; = (%) (1) bzw. H(Y[o,t]) =1 (m)

44



3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

gilt (vgl. Definition 2.2.1 bzw. Lemma 2.4.2).

In i) ist supyeo1) Xt = SUPsep,1] ¥, sodass die Entscheidungsvorschrift aus (3.2.4) gerade der
Kolmogorov-Test aus Abschnitt 2.3 ist.
Im Fall ii) und iv) stimmen die Tests geméfl (3.2.4) mit den entsprechenden Tests aus

Kapitel 2 iiberein, da

im Fall ii):  sup X; = sup sup Y= sup Y,
te[0,1] te[0,1] s€[0,t] te[0,1]

und im Fall iv):  sup X; = sup sup sup Yy -Y;= sup sup Y; - Y, =1(Y[o1))
te[0,1] te[0,1] t'€[0,t] s€[0,t/] te[0,1] s€[0,t]

gilt.
Situation iii) ist der wohl interessanteste Fall: Die sequentielle Anwendung der riickwértigen

Kolmogorov-Teststatistik fithrt zum Maximum Increase-Test, da

sup X; = sup sup (Y;-Yis) = sup (Yt — inf Y;) =1(Y[017)
te[0,1] te[0,1] se[0,t] te[0,1] s€[0,t]

gilt.
Damit ist gezeigt, dass

e die sequentielle Anwendung der Teststatistiken aus i) bzw. ii) zum Kolmogorov-Test

und

e die sequentielle Anwendung der Teststatistiken aus iii) bzw. iv) zum Maximum

Increase-Test fithren.

3.2.2 Vergleich der Verfahren bei Vorliegen einer Sprungfunktion

unter der Alternative

In diesem Abschnitt prédsentieren wir eine Simulationsstudie zum Vergleich der beiden
sequentiellen Verfahren aus Abschnitt 3.2.1. Wir betrachten hierzu die Performancegrofien

Testgiite, Verfahrensstoppzeit und Rechen- bzw. Implementationsaufwand.

Die Giitefunktionen des (nicht-sequentiellen) Kolmogorov-Tests und des (nicht-sequentiel-
len) Maximum Increase-Tests bei Vorliegen der Alternative f = ulgg) (Variante I) bzw.
[ =511 mit x>0, 6 € [0,1), werden in Kapitel 2.5 (Abbildung 2.4 bzw. 2.6) darge-
stellt. Daraus ist ersichtlich, dass der Maximum Increase-Test den Kolmogorov-Test (bzgl.
der Giite) dominiert, falls 6 > 0 ist. Ist jedoch 6 = 0, so weisen die Abbildungen fiir den

Kolmogorov-Test eine bessere Giite aus.
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschréinkter Fensterldnge

Hinsichtlich des Rechen- und Implementationsaufwandes ist anzumerken, dass beide Verfah-
ren mit vertretbarem numerischen Aufwand berechnet werden kénnen. Beim Kolmogorov-
Test allerdings ist der kritische Wert z,_,/» deutlich einfacher zu bestimmen und dariiber-
hinaus ist die Teststatistik leichter zu berechnen. Folglich ist der Kolmogorov-Test bei der
Performancegréfie (P3) Rechen- und Implementationsaufwand dem Maximum Increase-Test

vorzuziehen.

Es bleibt noch, die beiden sequentiellen Verfahren hinsichtlich ihrer Verfahrensstoppzeit
miteinander zu vergleichen. Diese simulieren wir und fithren dabei fiir jede Kombination aus
o und 6 10.000 Wiederholungen durch. Bei jeder Wiederholung wird ein Gauflscher Random
Walk mit 2.000 Beobachtungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.

Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Da fiir die Verfahrensstoppzeit
T =1 gilt, falls Hy nicht abgelehnt werden kann,

ist es nicht sinnvoll, eine mittlere Verfahrensstoppzeit zu berechnen. Stattdessen stellen
wir die simulierten Quantile der Verfahrensstoppzeit in Abbildung 3.1 dar. Analog zu den
Giiteplots in Abschnitt 2.5 tragen wir auf der x-Achse die Sprunghdhe p > 0 und auf
der y-Achse die Verfahrensstoppzeit ab. Die 0.1-,0.5— und 0.9-Quantile der jeweiligen
Verfahrensstoppzeiten sind mittels farbiger Linien eingezeichnet. Die untere bzw. obere
Begrenzung der farbig dargestellten Flachen kennzeichnen die 0.25— bzw. 0.75—Quantile.
Diese Darstellungsform der Verfahrensstoppzeit ist angelehnt an diejenige eines Boxplots. Sie
ist, soweit wir wissen, in der Literatur bisher noch nicht zum Einsatz gekommen und daher
neu. Wir bringen diese Darstellungsform im weiteren Verlauf dieser Arbeit an verschiedenen
Stellen zum Einsatz.

Abbildung 3.1 zeigt, dass fiir # > 0 der Maximum Increase-Test schneller reagiert als der
Kolmogorov-Test. Ist der Change-Point 6 = 0, so ist es gerade umgekehrt. Wie auch schon
bei den Giiteplots in Abbildung 2.6 erkennbar, ist es auch bei der Verfahrensstoppzeit in
Abbildung 3.1 so, dass insbesondere grofle Werte 6 zu deutlichen Unterschieden zwischen
Variante I und II fithren. Des Weiteren kann man aus dieser Darstellung deutlich sehen,
dass die Variation bei Variante I deutlich grofler ist als bei Variante II. Dariiberhinaus ist
der Unterschied zwischen Kolmogorov- und Maximum Increase-Test bei Variante II geringer

als bei Variante I.

Zusammenfassend ist damit festzuhalten, dass im Falle § = 0 der Kolmogorov-Test zu
bevorzugen ist. Dieser ist ndmlich einfach in der Implementation und liefert zudem bessere
Giitewerte und Verfahrensstoppzeiten als der Maximum Increase-Test. Ist jedoch — wie in

der Praxis meist iiblich — 6 > 0, so weist der Maximum Increase-Test bessere Werte bei
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3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschréinkter Fensterldnge

Giite und Verfahrensstoppzeit auf und ist daher zu bevorzugen.

In den nachfolgenden Kapiteln 4 — 5 betrachten wir einfach zu berechnende Modifikationen
des Kolmogorov-Tests, welche auch im Falle 8 > 0 akzeptable Werte bei Testgiite und

Verfahrensstoppzeit aufweisen.

48



4 Sequentielle Testverfahren mit

konstanter Fensterlange p

Wir betrachten fiir das asymptotische Regressionsmodell Y 17 = 55+ Bpo 1 mit f € L*([0,1])

und einer Standard Brownschen Bewegung Bjg 1) = (Bt)te[o,l] wieder das Testproblem

Hy: s;p=0 vs. H;: sy monoton wachsend mit s¢(1) > 0.

Dazu studieren wir im Nachfolgenden sequentielle Testverfahren, bei denen die Teststatistik

zum Zeitpunkt ¢ € [p,1] aus den Beobachtungen (Y5) =t Y;_p ) konstruiert wird.

se[t—p,t]
Dabei ist p € (0,1] die Fensterlinge und Y[, das sog. ,moving window". Anstatt den
Abschnitt Y[;_, ) direkt zu verwenden, nehmen wir fiir jedes Fenster eine Translation vor, so
dass der resultierende Prozess in 0 startet. Wir betrachten also fiir ¢ € [p, 1] die translatierten

Prozesse
(Y:e - Y;S*p)se[t—p,t] = Yv[t—p,t] - Y;ﬁ—p .

Durch diese Translation geht die Information von Y;_, verloren und Y, — Y;-,, entspricht
der Information der Daten im Intervall (¢ — p,t]. Aufgrund der Translationsinvarianz des
Riickwérts-Operators ,,«“ (sh. Lemma 2.2.4 b)) spielt die obige Translation bei Betrachtung

der riickwértigen Version keine Rolle. Es gilt:

Y[t—p,t] ~Yip= Y[t—pﬂf] , telp 1]

Analog zu der Vorgehensweise in Kapitel 3.2 kann man auch hier fiir jedes Fenster ein

geeignetes Funktional
F,:C[t-p,t] > R

und die zugehorige Teststatistik X; := F} (Y[t_m] - Y;,p), t € [p, 1], betrachten. F; kann dabei
eines der in Kapitel 3.2 i) — iv) genannten Funktionale sein, wenn man F; auf die hier

vorliegenden Fenster anpasst. Die Aussage aus Bemerkung 3.2.2 gilt dann entsprechend.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Bemerkung 4.0.1 Der urspriingliche Prozess Y = Y[o1) hat als Zeitintervall [0,1]. Bei

den translatierten Prozessen (Y[t,m] - Yt_p) verkiirzt sich das Zeitintervall auf [p,1].

. te[p1]
Ahnlich verhdlt es sich auch beim Differenzieren von Zeitreihen: Die Anzahl der differen-
zierten Werte ist kleiner als die Anzahl der urspringlichen Beobachtungen und ist abhdngig

von der Spannweite der Differenz.

Im Nachfolgenden beschrénken wir uns auf den Fall, dass die zu Y[,_, ) - Y;-, gehorige

Teststatistik X; der Endpunkt ist. Es seien also p € (0, 1] die Fensterlange und
X =Y~ Y,

der Endpunkt des translatierten Prozesses Y[;_,s — Yip, t € [p,1]. Wir betrachten die

sequentielle Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt ¢ € [p,1] (und lehne Hy : sy =0 ab)
== Y-Y,,>cap, (4.0.1)

wobei ¢1_q;p > 0 der kritische Wert ist mit

P ( sup (B; - Bi,) > Cl—a;p) =« (4.0.2)
te[p,1]

fiir o € (0,1). Eine breit angelegte Untersuchung des Prozesses (Bi— Bi-p),(,,; Wird

erstmalig in den nachfolgenden Abschnitten durchgefiihrt. Eine detaillierte Darstellung,

welche Resultate in der vorliegenden Arbeit neu und welche Aussagen bereits in der Literatur

bekannt sind, findet sich in der Einleitung (Abschnitt 1.1). Wir weisen an dieser Stelle nur

auf die beiden wichtigsten, neuen Resultate hin: Die (auch fiir p =1 und a = 0) erstmalige

Berechnung von
P (Bip— By <b+at fiir alle t € [0,T])

in Satz 4.1.17 bzw. Theorem 4.1.22 (a,b € R, T' € (0,p]) und eine stiickweise Berechnungs-

moglichkeit von

P (Bysp - B, < h(t) fitr alle ¢ € [0,T7])

bei Vorliegen einer beliebigen Schranke A in Theorem 4.1.23 (T € (0, p]).
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

4.1 Der Slepian-p-Prozess

Wir untersuchen den Prozess

(Bt - Bt_P)te[p,l] = (Bt+p - Bt)tE[O,l—p] (411)

aus (4.0.2) genauer, um den kritischen Wert ¢;_,., bestimmen zu kénnen.

Bemerkung 4.1.1 In Cressie (1980, S. 834f.) taucht der Prozess % (Biap = Bt)ejo.1p)
durch Betrachtung sog. Scan Statistiken auf. Chu u. a. (1995) betrachten Moving Sums (vgl.

Abschnitt 4.2.1) und erhalten dabei als asymptotischen Grenzwert ebenfalls den Prozess

< (Bt+p - Bt)

N te[0,1-p]"

Lemma 4.1.2 Es seien p > 0, B = (By)0 eine Standard Brownsche Bewegung und

Wr = (WF)s0 ein stochastischer Prozess mit
WpP:=B(t+p)-B(t), t>0.

Dann gilt:

a) WP ist ein stark-stationdrer, zentrierter Gauf-Prozess mit Kovarianzfunktion

ywe(t) = (p-[t)" fir teR,
wobei x* := max(x,0) fir xeR.
b) WP ist isotrop, d.h. yw»(t) = ywe(|t]) fir alle t € R.
c¢) Die Pfade von WP sind stetig, aber in t, t >0, f.s. nicht differenzierbar.

d) WP ist stetig aber nicht differenzierbar im L?-Sinne (,,mean-square continuous and not

mean-square differentiable®) .

BEWEIS a) Die endlich-dimensionalen Verteilungen von W sind normalverteilt, da diese
aus einer Linearkombination der Brownschen Bewegung hervorgehen. Damit ist WP ein
GauB-Prozess. Weiter gilt fiir alle ¢t > 0: W} ~ N(0,p), womit WP insbesondere zentriert

ist. Seien nun s,s +t > 0, dann gilt fiir die Kovarianz:

Cov (WP, W..,)
=CoV (Bsip, Bsitsp) + Cov (Bg, Bsit) — Cov (Bs, Bgytsp) — Cov (Bgyp, Bsit)
=(s+p+min(0,t)) + (s+min(0,¢)) — (s+min(0,t+p)) — (s +min(p,t))
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

-p , falls|t|>p
=p + = ’}/Wp(t)
—t| , falls|t|<p

Die Kovarianz Cov (W¥ , WP,) ist also nur von ¢ abhéngig, womit WP ein schwach-
stationédrer Prozess ist. Im Gauflschen Fall allerdings stimmen schwache und starke

Stationaritét iiberein, so dass die angegebenen Behauptungen richtig sind.
b) Die Isotropie folgt unmittelbar aus der Gestalt der Kovarianzfunktion.

c) Die Pfade der Brownschen Bewegung sind per Definition stetig, womit dies auch fiir die
Pfade von WP gilt.

Um zu beweisen, dass WP in t > 0 f.s. nicht differenzierbar ist, zeigen wir, dass

P —Wp P —Wp
limian (t+h) = Wo(t) ;tlimsupW (t+h) = Wo(t)

4.1.2
m il . st h (4.1.2)

gilt. Wir definieren fiir h € [0, p]:
Zy(h):=B(t+p+h)-B(t+p) und Zy(h):=B(t+h)-B(t).

Dann sind Z; und Z; zwei voneinander unabhéngige Standard Brownsche Bewegungen,

da die Zuwachse von B iiber disjunkte Zeitintervalle unabhéngig sind und
Cov (Z1(h), Z1(h')) = min(h, h') = Cov (Z(h), Z>("))  fiir h, h' € [0, p]

gilt. Sei weiter
1 D + _ p — _1 _
Zs(h) := 7 (WP(t+h) -WPr(t)) 7 (Z1(h) = Zy(h)) .

Z3 ist damit ebenfalls eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt:

P — WP
lim sup We(t+h) - Wr(t) = \/ilimsup M
h~O0 h h~0

> limsup \/ﬁZg(l) Z lim sup Zf/(f) ,
n—00 n n—oo n

wobei * richtig ist wegen der sog. ,,time inversion property” der Brownschen Bewegung.

Analog gilt:

P —Wep
lim inf Wt +h) = Wo(t) < \/iliminf\/ﬁZg(l) =v/2liminf Zs(n) = -0,
h\0 h n—>o00 n n—00 \/ﬁ
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

womit (4.1.2) und damit die Nicht-Differenzierbarkeit in ¢ bewiesen ist.

d) WP ist stark-stationér und ~y» ist stetig in 0, womit die L2-Stetigkeit folgt (sh. z. B.
Abrahamsen, 1997, S. 18).
Ywe(t) = (p-t|)" ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar. Ein stationiirer Prozess aber ist
genau dann im L2-Sinne differenzierbar, wenn die zugehorige Kovarianzfunktion in ¢ = 0
zweimal stetig differenzierbar ist (vgl. z. B. Diggle und Ribeiro 2007, S. 49 und Bartlett
1978, S. 157). Damit ist WP also nicht im L2-Sinne differenzierbar. .

Abbildung 4.1 zeigt die Gestalt der Kovarianzfunktion yy» aus Lemma 4.1.2.

Abbildung 4.1: Kovarianzfunktion vyy» = (p — |t|)*

Im Falle p = 1 ist W = (Byy1— By )0 €in sog. Slepian-Prozess (vgl. z. B. Azais und Wschebor
2009):

Definition 4.1.3 (Slepian-Prozess)

Ein zentrierter, stark stationdrer Gauf$-Prozess mit Kovarianzfunktion

() =(A=f)r, 20,

heifst Slepian-Prozess.

Slepian (1961) betrachtet fiir diesen Prozess erstmals die Dichte 7y, der sog. ,.first hitting
time*

inf{t>0|W,>b}, beR.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Allerdings gibt er m,(t) (bzw. eine bedingte Version davon, vgl. Bemerkung 4.1.21 nur fiir
t € (0,1] an. Bis heute ist m,(¢) fiir ¢ > 1 nicht bekannt.

Bemerkung 4.1.4 In der Literatur wird zwischen einem
e ,Slepian process® (Slepian, 1961; Azais und Wschebor, 2009) und einem
e ,Slepian model process® (Slepian und Hill, 1963; Leadbetter u. a., 1983)

unterschieden. Trotz der dhnlichen Namensgebung, handelt es sich um zwei verschiedene

Prozesse.

In Anlehnung an Definition 4.1.3 erweitern wir den Begriff des Slepian-Prozesses wie folgt:

Definition 4.1.5 (Slepian-p-Prozess)
Es sei p>0. Wir nennen einen zentrierten, stark stationdren Gauf$-Prozess mit Kovarianz-

funktion
(8 =(-lih", 20,

Slepian-p-Prozess.

Mit dieser Bezeichnung ist ein gewohnlicher Slepian-Prozess ein Slepian-1-Prozess und
WP = (By.p — Bt)eso €in Slepian-p-Prozess. Wir geben die Dichte der endlichdimensionalen
Verteilungen eines Slepian-p-Prozesses fiir allgemeines p > 0 erstmalig an. Im Falle p = 1
findet sich diese Darstellung in Slepian (1961, Formel (3)).

Satz 4.1.6 (Dichte ¢, der endlich-dimensionalen Verteilungen von W[I(’] p])

Es seien p>0 und W[%,p] = (Bip = Bi)icfop) €in Slepian-p-Prozess sowie
0St1<t2<...tn§p, nelN mit n>2.

Eine Lebesgue-Dichte von (W[, ..., W[ )T ist gegeben durch (xq,..., 2, € R):

1 I 1
op(WP =2y, . W =2,) = ( )
e ' 2n1\ /7 (2p — t, + 1) g ti—tia
1( (T1+70)® ¢ (l‘i—i’fil)Q)]

Xexpl|—=
|: 2 2(2p - tn + tl) i=2 2(t7, - ti—l)

Wegen W} ~ N(0,p) gilt im Falle n=1: o,(WF =) = ¢,(x), z e R,t € [0,p].

BEWEIS Der Fall n =1 ist klar. Daher gelte im Nachfolgenden n > 2.
Im Falle p = 1 entspricht die Aussage aus Satz 4.1.6 der Formel (3) aus Slepian (1961). Wir
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

erweitern die dort vorgestellte Beweisidee auf den hier vorliegenden Fall eines Slepian-p-
Prozesses mit p > 0.

Fiir s <t mit s,t € [0, p] gilt aufgrund der Kovarianzfunktion von W (vgl. Definition 4.1.5):
Cov (WP, W/)=p-t+s.

Damit aber folgt wegen 0 <ty <ty <...<t, <p:

Wt}i P p—t2+t1 p—t3+t1 p—tn-i-tl
Wtz; p—t2+t1 p p—tg-’rtg p_tn+t2
WE N~ N, (0,%) mit X:=|p-ts+ti p-tz+i p o ptptis
Wti p_tn""tl p_tn+t2 p_tn""t?) p
Fiir
Z WP+ WP 1 0 0 0 — 0 1\(W
Z we-wr | -1 1 0 0o « o of|w?
2 el TS I T e | B (4.13)
z,) \wr-wr J \o o o o -« -1 1)\n?
=T

gilt damit: det(7") =2 und Z ~ N,, (0,T7X77), wobei man durch einfaches Nachrechnen
TYTT = dlag( 2(2p - tn + tl)a 2(t2 - tl)u 2(t3 - t?)? R 2(tn - tn—l) )

zeigen kann. Aufgrund der Diagonalgestalt von Cov (Z) ist eine Lebesgue-Dichte von Z
gegeben durch ¢g: R™ - [0,00) mit (21,...,2, € R):

1 n 1
g(z1,.. ., 2) = (QW)”/Qm (g m)
1 2 A
e (_5 (2(2p—tn+t1) +; Q(ti_ti—l)))

1 n 1
) 2n\/7(2p — t, + 1) (g ti _ti—l)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

1 4 + zn: 4 (4.1.4)
xexp|—= : e
P\ 2\2@p -t +t1) T & 20t - tin)

Weiter gilt mit dem Transformationssatz fiir Lebesgue-Dichten:
op(WE =21, , W, =2,) =det(T) - g (Tx)
:2-9(331 + Ty, To—T1, T3— T, ..., xn—xn_l) ;o x=(x1,...,2,) € R™.

Setzt man diesen Ausdruck in (4.1.4) ein, so erhilt man gerade die zu beweisende Formel
aus Satz 4.1.6. .

Bemerkung 4.1.7 Der Beweis zu Satz 4.1.6 schldgt fehl, wenn t, > p ist. Firt, >p hat
ndmlich die Kovarianzmatriz von Z aus (4.1.3) keine Diagonalgestalt, womit die Dichte g

aus (4.1.4) nicht mehr so einfach angegeben werden kann.

Da eine gemeinsame Dichte von (W[ ..., W} ) existiert, kann auch eine bedingte Dichte

berechnet werden:

Korollar 4.1.8 (Bedingte Dichte ¢,) Es seien p > 0, W[%’p] = (Btap = Bi)icfop) €in

Slepian-p-Prozess, n,m € N und
0<ti<ta<...t,<p sowie 0<81<8<...<8, <P
mit {t;li =1,...,n}n{s;lj=1,...,m} = @. Eine Lebesque-Dichte von
(W, WEYT T (WE o WP Y =y y=(y1,---,ym) € R™,
ist gegeben durch (r1,...,z, €R):

op (WP =21, \ WP =2, |WE =y1, ..., WP =y,,)
a SOp(WtIi :mly--'ng:-Inan:yl?"'?me:ym)

4.1.5
ep(Wsr =y1, - We, = Ym) (415)
Beispiel 4.1.9 Nach Satz 4.1.6 gilt fir ¢, T € (0,p] mit t <T und x1,x9,23 € R:
1 1 (21 +22)% (22—21)°
WP = WP = = .. —_ 4.1.6
Spp( 0 T, Wy x?) ot /—2p_t \/% expl 2( 2(2p—t) + 2% ( )

sowie
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

1 1
4y/m3(2p-T) \Jt- (T -t)

Lf(x1+23)? (x2-21)% (23-292)2
o3G5 - C5 - G )] wan

QOP(W(?)J =X, th = JIQ,WZZ: = ZL’3) =

Nach Definition der bedingten Dichte (Korollar 4.1.8) folgt weiter:

_p(IZ"fCl(l‘ﬁ))zl (4.1.8)

p
Wp: Wp: = —\/_ .

und

(WL = 2o]W§ = 21, W = 13)

B VT ' B (21(T-t)- 2T + xgt)2
NGO [ 4T(T - t) ] (419)

Abbildung 4.2 zeigt die bedingte Dichte von W|W, =z aus (4.1.8). Im Fall p <t ist die
Dichte von x1 unabhdngig. Daher ist in Abbildung 4.2 oben rechts nur ein Funktionsgraph

sichtbar.

4.1.1 Die bedingte Markov-Eigenschaft des Slepian-p-Prozesses

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Slepian-p-Prozess kein Markov-Prozess ist, er
jedoch eine ,markovihnliche Eigenschaft® besitzt, wie Slepian (1961, S. 610) im Falle p =1

erstmalig feststellt3:

Lemma 4.1.10 Es sei W[lo,1] = (WH)te[o,1] ein Slepian-Prozess und
O<ti<ta<...<tp<...<t<...t,<1.

Dann gilt (z4,...,x, € R):

or(Wh=mfiri=1,... k-Lk+1,....01-L1+1,....n| W =2, W! =)
=t (W)=a firi=1,....k=11+1,....n| W =2, W} = 2;)
XQpl(thi:xifdri:k+1,...,l—1,|Wt1k:xk,thl:xl) .

BEWEIS Durch direktes Nachrechnen unter Verwendung der bedingten Dichte aus Korol-
lar 4.1.8. -

3Fiir allgemeins p > 0 wird dies bzw. eine dhnliche Aussage erstmalig in Satz 4.1.14 gezeigt.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

t=0.25 t=0.5

0.75 -

o
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- m
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Abbildung 4.2: Bedingte Dichte von W}|W} = x4

Mehr und McFadden (1965, S. 512) driicken diese ,,markovihnliche Eigenschaft® in einer
etwas anderen Form aus. Wir folgen dieser Darstellung und betrachten dazu das folgende

Lemma:

Lemma 4.1.11 Seien 0 < s < s’ und X[, ein zentrierter Gauf-Prozess mit stetiger
Kovarianzfunktion und Var X; > 0 fir alle t € (s,s"). Dann gilt:
Xs,s1] 15t ein Markov-Prozess
<= Die Kovarianzfunktion von X[, hat eine ,Dreiecks-Gestalt®,
d.h. es ex. (bis auf Konstanten) eindeutige ki, ke € C([s,s']) mit

Cov (Xy, Xyr) = k1 (t) - ko(t') fiir alle t <t', t,t' € [s,5].

BEWEIS Die Behauptung entpricht der Aussage aus Mehr und McFadden (1965, Theorem
1). Wir geben kurz die Beweisidee wieder:

Im GauBlschen Fall stimmen die Markov-FEigenschaft im strikten und erweiterten Sinn
tiberein. Daher folgt die Behauptung mit Hilfe eines Resultates von Doob (1953, Theorem

8.1) fiir starke Markov-Prozesse. -
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

Es seien 0 < s < s/ <T und Xpo ) ein zentrierter Gaufl-Prozess. Dann ist der bedingte
Prozess
(X|Xs = xO)[s,s’] = (Xt | Xs = x())te[s,s’]

wiederum ein Gauf-Prozess, dessen Erwartungswert- und Kovarianzfunktion dabei explizit
angegeben werden konnen (vgl. Mehr und McFadden, 1965, S. 512):

g SELX)  falls Var X, > 0 ,
E (X Xs=x0) = ’ , tels,s'], (4.1.10)
0 , falls Var X, =0
und fiir ¢,t' € [s, '] gilt:
Cov (Xy| X, = 2o, Xy| X = x0)
CovXe X CovXeXe) - falls Var X, > 0)
:COV (Xt,Xt/)— s . (4111)
0 , falls Var X, =0

Dabei ist die Beweisidee zu den Formeln (4.1.10) bzw. (4.1.11) die Folgende: (X, Xo)
bzw. (X, Xy, Xo) besitzen eine 2- bzw. 3-dimenensionale Normalverteilung. Folglich ergibt
sich die bedingte Verteilung, wenn man (z.Bsp. bei den zugehorigen Dichten) durch die
Bedingung W = o teilt (vgl. z. B. Cramér, 1974, S. 314f.).

Mit der obigen Bezeichnung definieren wir:

Definition 4.1.12 (bedingter Markov-Prozess)

Sei [s,5'] € [0,T]. X[o,r) heifft ,bedingter Markov-Prozess auf [s,s']% falls es ein zg € R

gibt, so dass der bedingte Prozess (X|X, = xo)[ss €in Markov-Prozess ist.
Die spezielle Wahl von z ist unerheblich, wie das nachfolgende Korollar zeigt:

Korollar 4.1.13 In der Situation aus Definition 4.1.12 gilt:
FEs existiert ein xg € R, so dass (X | X, = xo)[s’sl] ewn Markov-Prozess ist.

< Fir alle v e R ist (X | X, = 2)[5.7 ein Markov-Prozess.

BEwEIs Die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses (X|X, = x¢)[s, ist nach (4.1.11)

vom Startwert xy unabhéngig. Damit folgt die Behauptung aus Lemma 4.1.11. -

Insbesondere fiir den Slepian-p-Prozess gilt:

Satz 4.1.14
Der Slepian-p-Prozess WP = (B — Bi)iso, p > 0, ist kein Markov-Prozess. Er ist ein
bedingter Markov-Prozess auf [0,T] fir alle T € [0, p], nicht aber auf [0,T] fir T > p.

29
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BEWEIS Die Kovarianzfunktion von WP ist fiir 0 < s <t gegeben durch:
Cov (W[, WE) = (p-(t-5))" .

Diese hat damit keine Dreiecks-Gestalt, weshalb WP nach Lemma 4.1.11 kein Markov-
Prozess ist. Sei nun z( € R beliebig. Die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses ist nach
(4.1.11) wegen Var W} =p >0 gegeben durch (0 <t <t'):

(p-t)* (p-t")*

Cov (WP|WE = g, WEIWE = 20) = (p- (' - 1))* -

(p-t' +1t) - (p=t)(p-t') _ t(2p-t’)

p p ’

=1lp-('-t))-0=p-t'+t , fallst’>pund O<t' —t<p . (41.12)

falls 0 <t <t'<p

0 , fallst'—t>p

Folglich hat die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses WP?|IW§ = x¢ nur dann eine

Dreiecksgestalt, falls ¢,¢’ € [0, p] gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. -

4.1.2 Das Supremum eines Slepian-p-Prozesses

Das Supremum eines Slepian-p-Prozesses hiangt eng mit dem Supremum eines Slepian-

Prozesses zusammen, wie das folgende Resultat zeigt (vgl. Cressie, 1980, S. 835).

Satz 4.1.15
Seien W1 = (B — By)so €in Slepian-Prozess und WP = (Biyp,— By)iso ein Slepian-p-Prozess
mit p>0. Dann gilt fir T >0:

sup WP(t) 2 VP sup W),
te[0,T] te[0,7'/p]

wobei ,,2 “ fiir ,Gleichheit nach Verteilung” steht.

BEWEIS Fiir x € R gilt:

Pl sup WP(t) < 2| =P (B(t+p)-B(t)) < *=x furallete[0,T]).
(50 W20) < o) (G5 (BC) - BOY) < 2 [0,71)

Wendet man die sog. ,;scaling property” der Brownschen Bewegung an, so ist der obige

Ausdruck gleich
P (B(t+ 1)-B(t) < 75 firalle t e [0, %]) :
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womit die Behauptung bewiesen ist. -

Es seien B = (B;)0 eine Standard Brownsche Bewegung und W' = (B, — By)so €in
Slepian-Prozess. Shepp (1966, 1971) gibt Integral-Gleichungen an, mit deren Hilfe fiir 7> 0

IP( sup W} Sx), zeR, (4.1.13)

te[0,T]

berechnet werden kann. In Verbindung mit Satz 4.1.15 kann somit die Verteilung von

sup W/
te[0,T]

wobei WP = (B, — Bi)iso ein Slepian-p-Prozess ist, berechnet werden.

Wir zitieren zunéchst die angedeuteten Resultate aus Shepp (1966, 1971):
Theorem 4.1.16

Es seien z,x € R mit z < x. Dann kann man

IP( sup (Bt—Bt+1)§:r|Bo—B1=z) (4.1.14)

te[0,T']
mat Hilfe der folgenden Fallunterscheidung berechnen:

i) Fall0<T <1: Sei op:=+/T(2-T), dann ist (4.1.14) gegeben durch
— (1 - 2 _ L2 _ (1 -
@(m z(1 T))—exp(—x z )cb(z x(1 T))
ar 2 or

ii) Fall T =k e IN: Mit y, :=x — 2z und

Dim {(saneee ) € B 1 <12 < . <)

lasst sich (4.1.14) berechnen durch (yo:=0)

1
% D/det [¢ (Yi = Yjn +x)ij=0] d(y2, -, Yrs1) -

iii) FallT=k+9 mit ke N und 0 <9 <1: Seiy; :=x -z und

I ._ T 2k+2
D' := {(yg,...,yk+1,20,...,zk+1) eR | y1 <ya < ...<ypy1 und zo<...<zk+1} ,
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dann ist (4.1.14) gegeben durch (yo:=0)

_) f det [% (i - Zj)f;io] - det [¢1—19 (zi =y + x)f,jzo]
DI
d(yQa o Yk+15,205 - - Zk+1)-

BEwEIS Der Fall 0 < 7" <1 findet sich in Shepp (1966), die Félle ii) — iii) in Shepp (1971).q

Damit kénnen wir nun die Verteilung von sup,q ) W/ fiir 7' > 0 bestimmen:

Satz 4.1.17

Seien p>0, T >0, W[%’T] = (WF)e[o,r) ein Slepian-p-Prozess. Dann gilt fir x € R:
i) FallT =0:

Pl sup WP<x]| = P(WP<2x) = d(X).
(0 w7 <2) - POTF<0) - 0 (55)

i) Fall 0 <T <p: Mit o, = —VT(ipT) und T : —\/_ gilt:
OTip

]P(sup thSx)

te[0,T]

2/ /5
_ f (D(ﬁ?l“—Z(p—T)

p UT;p

)¢(z) dz - o7y 0 () [70(7) + 0(@) ]

ii1) Fall T =kp fir ein ke N, k > 2: Seien yo:=0 und
D, = {(y173/2>---,yk+1)T e RF! |0<y1 <ya<...< yk+1},

dann gilt:

k
P ( sup WP < x) [ det [ — Y1 + %)z‘,j—o] d(y1, - Yrks1)-

te[0,T]

iv) Fall T =kp+9 fiir ein ke N und 0 <9 < p: Seien yo:=0 und

I T 2k+3
D+._{(yl,yz,...,yk+1,zo,...,zk+1) e R°** |0<y1<~--<yk+1 und Zo<...<2k+1},
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

dann qult:

IP( sup Wf < )
te[0,T]

[det [¢ﬁ/p(yi_zj)i;i0:|
b
k
x det |:¢1—19/p (ZZ —Yja1t %)ij—O] d(yl: <o Yka1, 205 - - 7Zk+1)-

Bemerkung 4.1.18 Die Darstellung aus Satz 4.1.17 ii) ist new und bisher in der Literatur
noch nicht dagewesen. Die Formeln aus Satz 4.1.17 ii)-iv) hingegen finden sich beispielsweise
in Cressie (1980, Theorem 3.1), wenn man beachtet, dass dort ﬁW[%,T] anstatt W[%’T]

betrachtet wird.

BEWEIS (VON SATZ 4.1.17) Es seien T > 0 und W[%j] = (Bts1 = Bi)eo.7) €in Slepian-1-

Prozess. Dann gilt fiir z, z € R:
P| sup W!<a | W =z]|=P| sup (Bt—Bt+1)§:r|Bo—Blzz ,
te[0,T7] te[0,T7]

da (- Bs)ss0 wieder eine Standard Brownsche Bewegung ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist

fiir z > x gleich 0, womit wegen By — By ~ N(0,1) gilt:

IP( sup W} < x) = [ P (sup (Bt - Bt+1) <z|By-By= Z) o(z) dz. (4.1.15)
(0.7

te[0,T]

—00

Es sei nun 71" := %, dann gilt wegen Satz 4.1.15 und (4.1.15) fiir W[% Ok

]P( sup thga:)z f P | sup (Bt—Bt+1)§%|BO—Blzz o(z)dz. (4.1.16)
(0.7 0.7

—00

Damit lassen sich die verschiedenen Falle aus Satz 4.1.17 beweisen:
i) Folgt sofort aus W2 2 B,-By~N(0,p) und ®,(z) = (ﬁ) (sh. Lemma A.3.1).

i) Fir 0< T <p gilt T := % € (0,1]. Folglich ist Theorem 4.1.16 i) auf die Wahrscheinlich-
keit unter dem Integral in (4.1.16) anwendbar. In diesem Theorem ist ein Ausdruck fiir

o7 angegeben — angewandt auf die hier vorliegende Situation ergibt sich:

oT~=\/T~(2—T):—VT(2p_T). (4.1.17)

p
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iii)

64

o7 ist damit gleich o7, wie in Satz 4.1.17 ii) angegeben. Weiter gilt nach Theo-
rem 4.1.16 i):

P sup Bt_Btl §i|BO—BI:z
(te[O,T]( : ) VP

) (),

POy 2 T

Fiir den zweiten Summanden in (4.1.18) gilt:

z/\/P $_2_2,2 o — 3
exp(_p2 )CD( <pUTT>/¢p_ ) 42) da
xz/\/p 3
-of) [ o) 0o

Mit Substitution und & aus Satz 4.1.17 ii) ist dieser Ausdruck gleich:

Ufgb(%)f@(s) ds = opo(L)[30@@) + o) ]

In » wird dabei eine in der Literatur wohlbekannte Gleichheit fiir das Integral {iber ®

verwendet (vgl. Lemma A.3.1). Damit ist die Behauptung aus ii) bewiesen.

Sei T = kp mit k > 2, k ¢ N. Dann ist T := % = k € IN und somit Theorem 4.1.16
ii) auf die Wahrscheinlichkeit unter dem Integral in (4.1.16) anwendbar. Es seien
Y = % —zund D :={(y2, ..., yks1)T € RF | y1 <y2 <...<Ypy1} Setzt man in (4.1.16)

den Ausdruck aus Theorem 4.1.16 ii) ein, so erhélt man:

p
k
IP( sup Wf’éx): f fdet[¢(yi—yj+1+%)“ ] d(y2, - -, Yrs1) dz,
te[0,T'] 9 ,j=0

— 00

wobei yg := 0 gilt. Wir substituieren nun z durch y;. Mit der Definition von D, in
Satz 4.1.17 und durch Anwendung des Satzes von Fubini (vgl. z. B. Elstrodt, 2007)

erhalten wir so, dass der obige Ausdruck gleich

k
fdet [d) (yz- ~ Y+ %)jo] d(y1,v2, - Yre1)
Dy ’

ist. Damit ist Behauptung iii) bewiesen.
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iv) Der Fall T'= kp + ¢ mit k € N und 0 < ¢ < p verlduft analog zum Beweis von Fall iii):

Zunichst stellen wir fest, dass fiir T := % gilt:

~ v ~ =0

T=k+—-—=k+9>1, wobeiv:=—¢(0,1).
p p

Damit erfiillt 7' die Voraussetzungen von Theorem 4.1.16 iii). Setzen wir den dortigen

Ausdruck in (4.1.16) ein, so folgt mit D’ wie in Theorem 4.1.16 angegeben:

IP( sup WY < :E) = f / det [% (i - Zj)f;io]
S D

te[0,T']

k
x det |:¢11§ (zZ — Y1 + %)i,ﬁo] d(y2, -+ Yks1, 205 - - -5 26e1) dz,  (4.1.19)

wobei 19 = 0 und y; = % -z gilt. Wir substituieren nun wiederum z durch y; und
erhalten so, dass (4.1.19) gleich

oo

/ / det [gbg (y; - zj)f;io] - det [¢1_1§ (ZZ Yt %)i;’:o]
D

0

d(y2> <oy Yka1, 205 - - 7Zk:+1) dyl

ist. Beriicksichtigt man die Definition von D’ aus Satz 4.1.17 und wendet man auf den
letzten Ausdruck den Satz von Fubini an, so ergibt sich die zu beweisende Darstellung

aus iv). -

Bemerkung 4.1.19 Mit Hilfe der Beweistechniken aus Shepp (1971) kann man
Satz 4.1.17 auch direkt — also ohne Verwendung der Verteilungsgleichheit aus Satz 4.1.15 —

herleiten.

4.1.3 Slepian-p-Prozess und affine Schranken

Es seien in diesem Abschnitt p > 0 und W? = (B, — Bt)o ein Slepian-p-Prozess sowie
¢, die (bedingte) Dichte der endlich-dimensionalen Verteilungen von W[%’p] aus Satz 4.1.6
(bzw. Korollar 4.1.8). In diesem Kapitel geben wir erstmalig einen analytischen Ausdruck
fiir

P(WF<b+at fir allete[0,T]) (4.1.20)

mit a,b € R und T € (0, p] an. Dazu bendtigen wir das folgende Lemma:
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Lemma 4.1.20 Seien a,be R, g(t) =b+at, t € [0,p], und m,, die Lebesgue-Dichte der
Lfirst hitting time®
inf{t>0| WP >b+at}

sowie o < b. Dann gilt fir m.,(-|WE = z0) auf [0, p]:

NICEED p(b+at—x0(1—%))2

= ————"—-exp| -
t\/2mt(2p—t) 2t(2p - 1)

b—
- t$0 (WP =b+atW] =x0), te(0,p].

Tp;g (75|W(§7 = 19)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir mp., (0[W] = x0) := 0.

Bemerkung 4.1.21 Slepian (1961, S. 612) und Mehr und McFadden (1965, S. 520) geben
die Dichte aus Lemma 4.1.20 im Falle p=1 und a =0 an. Abrahams (1984) benutzt die
Beweisidee aus Mehr und McFadden (1965), um die Dichte fir den allgemeineren Fall
a€R, p=1, herzuleiten. Fiir allgemeines p >0 wird die Dichte erstmals in dieser Arbeit

dargestellt.

BEWEIS (VON LEMMA 4.1.20) Wir verwenden die Beweistechnik aus Mehr und McFadden
(1965, S. 520) bzw. Abrahams (1984) und erweitern diese an den entsprechenden Stellen
auf den hier vorliegenden Fall p > 0.

Es sei B eine Standard Brownsche Bewegung und

XP =22 B (5t ) + o (1- 1) fiir t € [0,p] (4.1.21)

Dann ist (W?P|[W[F = 0) 0] L Xf’()p] = (XV)te[0,p], da:

i) Der bedingte Prozess (W?|[W{ = 0)[p,) 1St nach Abschnitt 4.1.1 ein GauB-Prozess.

Dasselbe ist nach Konstruktion auch fiir X[, richtig.

ii) Nach (4.1.10) gilt fiir ¢ € [0, p]:

p

Cov (W, W5) :xop—t:xo( ')

E (th|WOp = xo) = xo VaI‘ Wé) p

und ist somit gleich E (X?).

iii) Die Kovarianz des bedingten Prozesses (W?|W{ = T0)[o ) 15t nach (4.1.12) gegeben
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durch: I
Cov (WP|WP = 2o, WEIWE = 20) = =) pocter<p
p

Andererseits gilt fiir 0 <t <t' < p:

Cov (x7. ) = LD Cov (B (5) .5 (557))

D 2t 2p—t/
ws<op (2p-t)(2p-t') t _t(2p-1t)
p 2p—t P
Damit stimmen die Kovarianzfunktionen von (W?|WF = 0o, und Xf)(),p] iiberein.
Aus i) — iii) folgt nun (W?[W§” = x0) £ X[, - Insbesondere ist wegen By = 0

(WP|WE =20) (0) = X} = 2o und damit gilt die folgene Aquivalenz:

X7 ist zum ersten Mal gleich b+ at fiir t € (0, p] (4.1.22)

— B (ﬁ) ist zum ersten Mal gleich [b+ at — g (1 - %)] T\/i fiir ¢ € (0, p].

Es sei nun s := ﬁ. Dann ist s € (0,1] fiir ¢ € (0, p] und fiir die obige Schranke gilt:

- 2pa — xo(1 -2
|:b+at—$0(1_£):|if _ b 330+b+ pa 33'0( p)s
e 2Vp 2P
=:b/ =a

Damit aber kann die Aquivalenz aus (4.1.22) auch wie folgt ausgedriickt werden:

X7 ist zum ersten Mal gleich b+ at fir t € (0, p] (4.1.24)

<= B, ist zum ersten Mal gleich b’ + a’s fiir s € (0,1].

Fiir die Brownsche Bewegung ist die Dichte der . first hitting time* der Schranke
g'(s) :==b'+a’s, s > 0, bekannt. Sie ist fiir b’ > 0 gegeben durch (sh. z. B. Mehr und McFadden
1965, S. 517 oder Borodin und Salminen 2002, Formel 2.2.0.2):

_ bl (b/+a/3)2
ﬂ.BM;gI(S) = WGXP (—T) s s 2 0. (4125)

Aufgrund der Aquivalenz (4.1.24) kénnen wir diese Dichte nun verwenden, um die Dichte

67



4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Tpg (IWS = 0) aus Lemma 4.1.20 zu bestimmen. Es gilt fiir ¢ € [0, p):

! ! /a2 _
R B e B
2
RV USDINN I Gl Get))
t\/2mt(2p - t) 2t(2p - t) )

womit die erste Gleichung in Lemma 4.1.20 bewiesen ist. Die zweite Gleichung folgt

unmittelbar aus der Darstellung der bedingten Dichte in Beispiel 4.1.9, Formel (4.1.8). 5

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun das folgende Theorem beweisen. Soweit wir wissen,

ist die dort bewiesene Aussage in der Literatur (auch fiir den Fall p = 1) nicht bekannt.

Theorem 4.1.22
Seien p>0, WP = (B, — By)wso €in Slepian-p-Prozess und T € (0,p]. Dann gilt fir a,be R:

P (WP <b+at firallete[0,T]) =@ (L)

(et [ e g (1O =ae-)) o=t [t(b-ap-1)
ﬁof¢(ﬁ)[ . q)( Vpt(2p-t) )+ pt ¢( Vpt(2p—1) )] o
BEWEIS Es gilt wegen W§ ~ N(0,p):

P(WP<b+at firallete[0,T])
b
- f [1-P(WP>b+at fireinte[0,T]| WP = 0)] 6,(wo)dao.

— 00

Aufgrund von Lemma 4.1.20 folgt mit g(t) := b+ at, t € [0,T], und dem Satz von Fubini

dass der obige Ausdruck iibereinstimmt mit:
T b

o (%) - /_{ Mg (UWE = 20) ¢p(x0)dxg dt . (4.1.26)

0
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Fiir das innere Integral in (4.1.26) gilt wegen Lemma 4.1.20 (¢ € [0,7']):

b

/ 7T:v;g(ﬂVV(})D = 20) ¢p(x0)day

1 fbb—ZEo 1 p? (b+at—x0(1—£)) +xit(2p - t) .
= : ~exp| - To.
\/271'}9_00 t Q?T%(Qp—t) 2pt(2p - t) 0
(4.1.27)
Wir betrachten den Zahler der exp(-)-Funktion in (4.1.27) genauer. Es gilt:
P (b +at — (1 - %)) + x5t (2p - t)
=p*(b+at — z0)* + 2pwot(b + at — xo) + x3t* + 2pait — 22t
=p*(b+at)? - 2p*xo (b + at) + p*x? + 2pxot (b + at)
2
=p? [(1 —~ %) + % - ;—22] (b+at)? +p? [m% —2x9(b+at)(1 - %)]
2
—@2pt—2)(b+at)? +p [mo Zeo(b+at)(1-£)+ (b+at)?(1- 1) ]
=t(2p ~ 1)(b+at)? + p* |wo - (b+ at)(1 - g)] .
Damit aber ist (4.1.27) gegeben durch:
A b
-
¢, (b+at) f t 2 uapnygp (20— (b+at) (1= 1)) dag . (4.1.28)

Wir setzen o2 := t(Qp 5 Dann folgt mit der Substitution y := 2o — (b + at)(1 - %) und
zi=b—(b+at)(1- ) 1) - dass (4.1.28) gleich

Lo, (b+ at) [qu /(y+ (b+at)(1-L£))(y )dy]
=16y(b+ at) [ LG o (2) + 0%,2(2) |

ist. Insgesamt folgt damit:

b

[ a2 = ) 6,0} = 6,4 at) [ 2000, (2 4 Tpa()]. (4129

—0Q0
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Setzt man nun diesen Ausdruck in (4.1.26) ein, so erhélt man:

P (WP <b+at fiirallete[0,T])
T
1 bat
(%) - 5 [ ol
0

ot g (10— alp-0) ), V@70 (tb-ap-0))]
g Vpt(2p-1) t Vpt(2p-1) '

Damit ist Theorem 4.1.22 bewiesen. .

4.1.4 Stiickweise Berechnung der Uberschreitungswahrscheinlichkeit

Es seien wieder p > 0 und W? = (By,,— Bt )10 €in Slepian-p-Prozess sowie ¢, die Dichte (bzw.
bedingte Dichte) der endlich-dimensionalen Verteilungen von Wy, . aus Satz 4.1.6 (bzw.
Korollar 4.1.8). Im nachfolgenden Theorem 4.1.23 betrachten wir die Wahrscheinlichkeit,
dass WP unterhalb einer bestimmten Schranke bleibt. Wir zeigen, dass diese Wahrschein-
lichkeit stiickweise mit Hilfe iterierter Integrale berechnet werden kann. Dieses Resultat ist

bisher so in der Literatur noch nicht aufgetaucht (vgl. Bemerkung 4.1.24).

Theorem 4.1.23
Es seien 0 <T <p und

O=tg<t1 <ty <...<t, =T , nelN.
Dann gilt fir eine beliebige Schranke h:[0,T] - R:

P (W} <h(t) fir allete[0,T])
bo bn bn-1 by
:f// /]P(Wp<h(t)Vte(0 t) | W2 = 20, WP = 23)

—00 —00 —O0 —00

H P (WP <h(t) Vte (b tin) | WE =2, WE = 2:11)

+1

x p(WE = a3|W§ = 20, WE | = 2i1) 0p,(Wg = 20, W) = 2,) dy -+ dayp oy dandag

+1
wobei b; == h(t;),1=0,...,n.

Bemerkung 4.1.24 FEs gelte die Notation aus Theorem 4.1.23. Im Falle p=1, xog,x, € R
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und ay, . ..,a, € R betrachten Ein-Gal und Bar-David (1975) die Wahrscheinlichkeit
P (W} <a; fir alle t € [tiq, ;) i=1,...,n| Wy =20, Wi = z,)

und stellen diese als iterierte Integrale dar. Die Formel aus Theorem 4.1.23 stellt fir p=1

eine Verallgemeinerung des Resultats von Fin-Gal und Bar-David dar.

BEWEIS (VON THEOREM 4.1.23) Die von Ein-Gal und Bar-David (1975) verwendete
Technik erweitern wir an den nétigen Stellen auf die hier vorliegende allgemeinere Situation.

Zunéchst folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini:

P (WP <h(t) fiir alle ¢ € [0,T])
h(0) h(T)
- f f P (WP <h(t) firalle t € (0,4,) | WP =z, WP = 1,)

x op(W§ = 20, W = 2,) dapdag . (4.1.30)

Wir studieren die Wahrscheinlichkeit unter dem Integral genauer. Sei dazu xy < by = h(0),
Tp < by = h(ty) und A, = {W] =20, W =2, 4, W} =1,}:

P (WP <h(t) fiiralle te(0,t,) | Wl =2, WP =x,)
bnfl
= f P (W} <h(t) Vte (0,t,-1), WP <h(t) Vte (tp-1,tn) | Az, )

—00

D — P _ P _
X (pp(th—l - xn71|W0 - 'r07 th - ‘rn)dxnfl .

Da (W?|W} = :170)[0 1, €in Markov-Prozess ist (vgl. Abschnitt 4.1.1), stimmt die obige

Wahrscheinlichkeit {iberein mit:

bnfl

f P (WP < h(t) VEe (0,t,1) | WE =20, WP =,)

x P (WP <h(t) Vte (tyr,tn) | WY =20, WP =200, W] =12,)
x (W) =2y a|W] =20, W) =2,) dapoy . (4.1.31)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Fiir die zweite Wahrscheinlichkeit unter dem Integral in (4.1.31) gilt:

P (WP <h(t) Vte (tar,tn) | WE =20, WP =200, W = 1,)
=P(WP(t, —t) <h(ty—t) ¥t € (0,ty —tn1) | WP(tn - 0) = z,,,
WP(t, — (tn —tno1)) = Tnot, WP(t, — 1) = 20) . (4.1.32)

Es sei s, = t, — t,-1 und W%,sn] = (Wf)te[oy%] mit W7 := WP _, fiir ¢ € [0,s,]. Dann gilt

[
aufgrund der starken Stationaritdt von Wﬂn .1 (vel. Lemma 4.1.2): W[% 5] st ebenfalls

1t
ein Slepian-p-Prozess. Damit folgt, dass (4.1.32) iibereinstimmt mit :

P (W7 <h(ty—t) Ve (0t —tnor) | W =20, WP, =201, WP = 20)

und da (W?|Wg = z,)

(0.50] ein Markov-Prozess ist, erhalten wir weiter:
19N

=P (W} <h(t,-t) Vte (0,t, —t,) | WE =20, WP _, |
=P (WP _, <h(t,—t) Vte (0t —ty1) | WP =2, WP =a2,.1)
=P (WP <h(t) Vte (tn1,tn) | W) =201, W =1,) . (4.1.33)

= xnfl)

Setzt man (4.1.33) in (4.1.31) ein, so erhdlt man:

P (W} <h(t) fiirallete(0,t,)| W) =m0, W} =x,)
bn—l
- f P (WP < h(t) Yt e (0,tyr) | WE = 20, WE_, = 2, 1)

x P (WP <h(t) Vte (typr,tn) | WP =2p, WP =2,)
x (WY _ =y g |WE =20, W) =) dappy .

tn-1

Wendet man nun dieses Verfahren wiederholt auf die erste Wahrscheinlichkeit unter dem

Integral an, so ergibt sich:

bp—1 b1
- / f P (WP < h(t) ¥t e (0,4) | W2 = 20, WP =)
) ) n-1
HIP(th < h(t) Vte (ti,ti+1) | W£ = .I'Z'7W£+1 = .Ti+1)
1=1

X Wp(Wf; = 132‘|Wé7 =20, WY, = 1) dag - dayq

tiv1
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

Unter Beriicksichtigung von (4.1.30) folgt damit die Behauptung aus Theorem 4.1.23. 4
Wir beweisen im Nachfolgenden (Satz 4.1.25 bzw. Satz 4.1.27), dass die in Theorem 4.1.23

auftretenden Wahrscheinlichkeiten

P (WP < h(t) Ve (titin) | WE =25, WE

i+1

=zi1), i=0,1,...,n-1,
fiir affine Funktionen h, also fiir
h(t)=b bzw. h(t)=b+at, te(t;ti1), a,beR, (4.1.34)
explizit berechenbar sind. Damit kann man die ,,Boundary Crossing Probability*
P (W} >h(t) fireinte[0,T]),

h:[0,T] — R beliebig, mit Hilfe von stiickweise affinen Funktionen hq, hs : [0,7] > R mit

hi < h < hy nach oben und unten abschétzen.
Satz 4.1.25

Seien p > 0, t1,ty € [0,p] mit t; < ty. Weiter seien WP ein Slepian-p-Prozess und b € R.

Dann gilt fiir x1,x9 € (—00,b]:

P(WF<b firallete[ty,to] | WE =21, W) =25) =1 -exp (—(b_xl)(b_x2)) .

to — 11
BEWEIS Zunéchst gilt aufgrund der starken Stationaritdat von WP:

P (WP <b fiir alle t € [ty,to] | W} =21, W, = 25)

=P (LWp <L fiiralle te[0,6 -] | WP =2, LWE, = 2]

Unter Verwendung der ,scaling property® der Brownschen Bewegung kann man diese

Wahrscheinlichkeit auch mit Hilfe eines gewohnlichen Slepian-Prozesses W1 ausdriicken:

P (W) <L fiiralle ¢ € [0, 220 [ Wy = 25 W, = 22)) . (4.1.35)

Nach Ein-Gal und Bar-David (1975, S. 551) gilt aber fiir einen Slepian-Prozess
(T € (0,1]):

P(W}!<b firallete[0,T]| Wy =a1, W} =125)=1-exp l_(b_ml)(b_m)] :

T
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Wegen to —t1 <ty <pist 0< % <1in (4.1.35). Damit kann man die Formel aus Ein-Gal
und Bar-David (1975) in (4.1.35) einsetzen und erhélt so die Darstellung aus Satz 4.1.25.4

Bemerkung 4.1.26 Wir betrachten die zu Satz 4.1.25 analoge Uberschreitungswahrschein-
lichkeit einer Brownschen Bricke. Sei dazu b€ R und xq1,x9 € (—00,b] und 0 <ty < ty. Dann
gilt (vgl. z. B. Siegmund, 1986, S. 375):

2b — -
P (B, <b fir azzete[tl,tg]\Btl:xl,Bt2=x2)=1—exp(— (b fl)(tb ”“"2)).
2~ U1

Dies ist aber nach Satz 4.1.25 gerade die Wahrscheinlichkeit

P (LW <b fiirallet e[ty ] | SWE =, SWE = a5).

Mit den Ausfithrungen in Kapitel 7.1.2 wird deutlich, warum eine Skalierung mit % als

geradezu natirlich anzusehen ist.

Es seien im Nachfolgenden a,b € R, ¢g(t) = b+at, t > 0 und ,,, die Lebesgue-Dichte der
Hfirst hitting time*

inf{t>0| W/ >b+at}
aus Lemma 4.1.20. Dabei seien p > 0 und WP = (By., — Bt) o €in Slepian-p-Prozess.

Satz 4.1.27
Es seien T € (0,p] und a,b,xo,x7 € R mit xo < b,xp <b+aT. Dann gilt firte (0,T):

b—IO

Tpig (L | W, =20, WP =) = op (WP =b+at | W =20, W2 =2r) . (4.1.36)

Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit setzen wir
Tpg (L | W, =20, WE=27) =0 firte{0,T}.
Insbesondere gilt damit fir [t1,t2] € [0,p] und x1 <b, xo <b+a(ty —11):

P(WP<b+a(t—t1) firallete [ty ts] | WP =21, WE = 1,)
to—t1

:1_[ b—xl

wp(Wf:b+at|Wé’:$1,Wf

o—t1

o) dt . (4.1.37)

BewEIls Ein-Gal und Bar-David (1975) geben Formel (4.1.36) im Falle p = 1, a = 0 an.

Wir erweitern die dort vorgestellte Beweistechnik auf den hier vorliegenden Fall eines
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

Slepian-p-Prozesses mit Schranke b + at:
Esseit e (0,T), 7, :=1nf{t >0 | W} > b+at} die ,first hitting time“. Dann ist

{1pg =t} = {WP < b+as fir alle s € [0,t), W} =b+at}. (4.1.38)

Nun gilt nach dem Satz von Bayes fiir ¢ € (0,7):

@p(W —$T|W ‘IO,Tpg‘t) ng(HW —$0)

(| WE =29, WE = =
Tpsg (L | WG = 0, W7 = 27) 0p (WP = 27 [WP = 74)

Da (WPIWg = x0) o7y ein Markov-Prozess ist (vgl. Abschnitt 4.1.1), ist der obige Ausdruck
wegen t < T und (4.1.38) gleich:

Pp (WII?’ =T ’ Wp = l’o,Wp = b+at) Wp;g(t | Wé) = xo)

4.1.39
@p(WT xT|W0 = p) ( )

Nach Korollar 4.1.8 gilt fiir die bedingten Dichten:
op (W =20, W) =b+at, W7 = xr)
op (W8 =20, W = b+ at)

p(W§ =20, W7 = 27)
gop(WéD = 19)

op (WE =xp | W =20, W =b+at) =

und @, (W2 = 2p|WJ = 2¢) =

sowie (wegen Lemma 4.1.20)

b-
Tpig (t] Wé} =) =

=b+at | W} =)

b zo op (W§ =20, W) =b+at)
t op(WE = x0) '

Setzt man diese drei Darstellungen in (4.1.39) ein, so ergibt sich aufgrund der Definition
bedingter Dichten (vgl. Korollar 4.1.8) die erste Gleichung in Satz 4.1.27.
Die Gleichheit (4.1.37) gilt aufgrund der starken Stationaritét von W[% 7 da:

P(WP<b+a(t-t,) fiir alle t € [ty,to] |WE =21, WE = 2,)
=P (WP <b+at fir alle t € [0,t5— ] | W =21, WE_,, =)

to—t1

= [ g (WG = 00, WE L, = 22)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Die letzte Gleichheit ist richtig, da mp, die Dichte der sog. ,first hitting time* der Gerade
g(t) =b+at, t €[0,ty —t1], ist. Damit ist Satz 4.1.27 vollstéindig bewiesen. a

4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

Wie zu Beginn von Kapitel 4 dargestellt, betrachten wir das asymptotische Regressionsmodell
Y{o1] = 8¢ + Bjo1y mit f € L?([0,1]) und den Hypothesen

Hy: s;=0 vs. H;: sy monoton wachsend mit s¢(1) > 0.

Um diese Hypothesen zu untersuchen, studieren wir in diesem Abschnitt die sequentielle

Entscheidungsvorschrift aus (4.0.1), also

Stoppe zum Zeitpunkt ¢ € [p, 1] (und lehne Hy: sy =0 ab)

— Y=Y ,>cCiap-

Unter der Nullhypothese ist (Yip = Y7) w01

Definition naheliegend ist:

_p] €in Slepian-p-Prozess, weshalb die folgende

Definition 4.2.1 (Kolmogorov-Slepian-p-Test)
Den Test mit der sequentiellen Entscheidungsvorschrift (4.0.1) bezeichnen wir als Kolmo-

gorov-Slepian-p-Test.

4.2.1 Literaturiiberblick
Wir betrachten das urspriingliche Regressionsmodell
Z(tm) = f(tnz) + E(tm), 7= ]., o, n,

aus Abschnitt 1.2. Anstatt die Partialsummen der Residuen zu betrachten, schlagen Hackl

(1976) bzw. Bauer und Hackl (1978) erstmals vor, eine ,,moving sum* der Residuen

Tnly-- - Tnn als Testgrofe zu verwenden?. Fiir m e {1,...,n} fest ist dabei die k-te ,moving
sum” gegeben durch
k+m-1
Y or, k=1,....n-m+1
ik

4Genauer gesagt betrachten Hackl (1976) bzw. Bauer und Hackl (1978) sog. rekursive Residuen.
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

Mit der von uns eingefithrten Notation ergeben sich diese ,,moving sums“ auch, wenn man
beim Partialsummenprozess V,, := T,,(7p1, . . ., Tpy) fiir p:= ™ die Differenzen

U, (t+p)-V,(¢) firt=0,+,..., 22

n

betrachtet. Der von uns betrachtete Prozess (Yi., - Y;) 1e[0,1-p] im asymptotischen Regres-
sionsmodell Y[q 1] = sy + B[p,1] kann demnach als der Grenzwertprozess der ,moving sums"
interpretiert werden.

Chu u.a. (1992, 1995) weisen nach, dass unter der Nullhypothese Hy: f =0 fiir pe (0,1)

und m,, := [pn] gilt (z € R):

1 k+mp—1
lim]P( Z Z(tm)>:zfﬁreinkel,...,n—mn+1)

n—>00 4
n o g=k

=P (ﬁ sup (Bip— Bi) > x) . (4.2.1)
te[0,1-p]

Die Wahrscheinlichkeit aus (4.2.1) geben Chu u. a. (1995) fiir den Fall p = 1 (vgl. Bemer-

kung 4.2.3) analytisch an, fiir p # % fithren sie Simulationen durch. Neben den kritischen

Werten finden sich in Chu u. a. (1995) auch Simulationen fiir die Testgiite.

Fasst man die Residuen rq,rs,... als Zeitreihe auf, so wird in der Literatur meist der
,moving average*

1 k+m-1

— > o, k=1,2,....

m-

anstatt die ,moving sum*“ betrachtet. Wir folgen dieser Betrachtungsweise jedoch nicht und
verweisen daher den interessierten Leser auf die Arbeiten von Roberts (1959, 1966); Lai
(1974); Ross (1999); Zhang u.a. (2004); Khoo und Wong (2008).

4.2.2 Kritische Werte

Gemaéf der Forderung (4.0.2) ist der kritische Wert des Kolmogorov-Slepian-p-Tests ¢1_q.p,
p € (0,1], charakterisiert durch (« € (0,1)):

]P( sup (B:— Bi) > cla;p) =q.

te[p,1]

Die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite ist aber gerade

]P( sup W} > Cl—a;p)y (4.2.2)
te

[07171@]
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

wobei W[% 1] ein Slepian-p-Prozess ist. Setzt man in Satz 4.1.17 T'=1 - p, so kann man
Wahrscheinlichkeiten von der Gestalt (4.2.2) berechnen:

Korollar 4.2.2 Seien p € (0,1] und W[% 1] = (BY.p = Bi)te[o,1-p] €in Slepian-p-Prozess und
zelR.

i) Fallp=1: P (supte[oyl_p] Wh<z) = P(Wi<z) = ®(z) .

) M Mit 01y = w und T := % gilt:

IP( sup Wfo)
te

[0,1-p]
- ql‘q;(vﬁhiii?igj)z)¢mz)dz - ot (%) [70 (@) + 6 ()]

ii) Fall pe (0,3) und k := 1%” e IN: Seien yo :=0 und

D, = {(yl,yQ,...,ka)T eRFL0 <y <y2<...<yk+1},

dann gilt:

k
P Wr<z| = fdt[ = e+ ]d ).
(tESUP t x) J € (b(y Yj+1 \/5>i,j:o (1 Yk+1)

[0,1—[)]

w) Fallpe (0,%) und % =k+9: fiir ein keN und 0 < <1: Seien yo:=0 und

I T 2k+3
D+._{(yl,...,yk+1,zo,...,zk+1) eR™|0<y; <...<ypy1 und z0<...<zk+1},

dann gilt:

IP( sup W/ Sx) = fdet [Qbﬁ (yi—Zj)Z;io]
te
D}

[0,1—[7]

k
x det [¢1ﬁ (Zi —Yje1 t %)ij—o] d(yl, ey Yk+15, 205 -+ Zk+1)-

BEWEIS Die Behauptungen folgen aus Satz 4.1.17, wenn man dort 7T := 1 — p setzt:

i) Der Fall p =1 ist dquivalent zu 7" = 0 und damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1.17 i).
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

i) Im Fall p e [%, 1) ist 0 < T < 1. Die Behauptung folgt durch Anwendung von
Satz 4.1.17 ii).

iii) In diesem Fall ist 7" = k p € N und damit sind die Voraussetzungen von Satz 4.1.17 iii)
erfiillt. Anwendung desselbigen fithrt zur Behauptung.

iv) Ist T = kp + ¥p, so fithrt Anwendung von Satz 4.1.17 iv) zur Behauptung. -

Bemerkung 4.2.3 Im Spezialfall p = % qilt fiir den Slepian-p-Prozess:

a) In Korollar 4.2.2 ist o212 =1 und T = V2 fiir x € R. Damit aber vereinfacht sich die

dort angegebene Formel zu

]P( sup W% < x) =P (\/§$)2 - gb(\/§x) [\/ixq)(\/ix) + ¢(\/§x)] :

te[O,%]

Diese Formel findet sich auch in Chu u. a. (1995), wenn man beriicksichtigt, dass dort
der Prozess \/EW[lo/ 2 anstatt Wlo/ %2 betrachtet wird.

3] (0.3]
2 2
b) Hornik (1993, Korollar 2) gibt unter anderem einen algebraischen Ausdruck fir die

zweiseitige Wahrscheinlichkeit
P (\/§th/2 € [a,b] fiir alle t € [0, %])
an, wobei a < b e R.

Mit Hilfe von Korollar 4.2.2 lésst sich der fiir den Kolmogorov-Slepian-p-Test benotigte
kritische Wert c;_,,, theoretisch berechnen. Aus numerischer Sicht ist hierzu Folgendes

anzumerken:

1
29

entsprechenden Ausdriicke in Korollar 4.2.2 einfach handzuhaben sind. Damit ist eine

a) Fir p € [5,1] ist die numerische Berechnung von ¢;_,,, problemlos méglich, da die

schnelle und numerisch stabile Berechnung moglich.

b) Im Fall p € (0, 5) sind mehrdimensionale Integrale mit unendlichem Integrationsbereich
zu berechnen. Als Integranden treten dabei Determinanten auf. Beide Vorgénge (sowohl
Integration als auch Determinanten-Berechnung) sind numerisch aufwéndig und duferst
fehleranfillig. Daher ziehen wir es fiir p € (0,3) vor, Simulationen anzustellen. Diese

sind selbst bei einer groffen Anzahl an Wiederholungen relativ schnell durchzufiihren.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Tabelle 4.1: Berechnete/simulierte (1 - a)-Quantile ¢1_4; von supye[g1_p) wp

1-«

P Typ 0.9 0.95 0.975 0.99
0.05 simuliert | 0.7192 0.7720 0.8177 0.8772
0.1 simuliert | 0.9438 1.0200 1.1021 1.1807
0.15 simuliert | 1.1051 1.2062 1.2901 1.3980
0.2  simuliert | 1.2127 1.3353 1.4463 1.5808
0.25 simuliert | 1.3189 1.4604 1.5874 1.7506
0.3  simuliert | 1.3707 1.5355 1.6647 1.8571
0.35 simuliert | 1.4419 1.6166 1.7772 1.9537
0.4  simuliert | 1.4907 1.6971 1.8895 2.0756
0.45 simuliert | 1.5427 1.7404 1.9280 2.1354
0.5 simuliert | 1.5682 1.8008 1.9806 2.2044
0.5  berechnet | 1.5760 1.8041 2.0037 2.2376
0.55 berechnet | 1.5984 1.8425 2.0555 2.3046
0.6  berechnet | 1.6142 1.8736 2.0996 2.3634
0.65 berechnet | 1.6238 1.8978 2.1362 2.4143
0.7  berechnet | 1.6270 1.9151 2.1655 2.4573
0.75 berechnet | 1.6233 1.9250 2.1870 2.4921
0.8  berechnet | 1.6117 1.9265 2.1997 2.5177
0.85 berechnet | 1.5901 1.9176 2.2017 2.5323
0.9  berechnet | 1.5542 1.8939 2.1887 2.5314
0.95 berechnet | 1.4925 1.8441 2.1492 2.5039
1 berechnet | 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263

Tabelle 4.1 zeigt die berechneten bzw. simulierten Werte fiir ¢;_q,,. Die Simulationen beruhen
auf 100.000 Wiederholungen. Zur Approximation an die Brownsche Bewegung wird ein
Gauflscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen herangezogen. Im Fall p = % sind sowohl
die Ergebnisse der Simulation als auch diejenigen der Berechnungen aufgefiihrt, um zu

zeigen, dass beide Werte nahe beieinander liegen.

Bemerkung 4.2.4 Betrachtet man in Tabelle 4.1 ﬁcl_a;p anstatt ¢i_q.p, SO st

ﬁcl_a;p in p streng monoton fallend.

4.2.3 Testgiite

Wir bestimmen die Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests indem wir die Wahrscheinlichkeit

P ( sup (Y;-Yi,)> cl_a;p) (4.2.3)

te[p,1]
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

berechnen. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir im Nachfolgenden fiir A :

[0,00) = R den linearen Operator AP mit
APh:[0,00) > R mit APh(t):=h(t+p)-h(t), t=>0. (4.2.4)

Wir wenden AP auch auf Funktionen A : [0,7] — R mit endlichem Definitionsbereich [0, 7],
T > p, an. Dabei ist allerdings zu beachten, dass sich der Definitionsbereich von APh auf
[0,T - p] verkiirzt, da

Aph:{ 0.T-p] ~ R .
t — h(t+p)-nh(t)

Lemma 4.2.5 AP ist linear aber nicht injektiv.

BEWEIS Die Linearitét ist klar. Weiter werden alle konstanten Funktionen durch AP auf
die Nullfunktion abgebildet. Daher kann AP nicht injektiv sein. -

Damit ist APBjgq) = W},

[071_17
dell }/[0’1] =Sp+ B[O,l] gllt

] ein Slepian-p-Prozess und im asymptotischen Regressionsmo-

_ — AP — AP P
s1=P ’ ’
(}/154_1) }/;ﬁ)te[o 1-p] A Y[O 1] A Sf+ A B[Q 1]-

Folglich kann die Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wie folgt berechnet werden:

IP( sup (Y;-Y:,)> cla;p) =P (W} > ci_ap— APsy(t) fiir ein t € [0,1 - p])

te[p,1]

=1-P (W} <ciap— APsy(t) firallete[0,1-p]). (4.2.5)

Korollar 4.2.6 Im Full p=1 ist die Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests gegeben durch

P ( sup (Yiip —Y3) > Cla;p) = 1-®(crap —s7(1)).
te[0,1-p]

Fiir p € (0,1) ist es jedoch im Allgemeinen nicht moglich, (4.2.5) zu bestimmen. Al-
lerdings zeigt Theorem 4.1.23 auf, dass man Uberschreitungswahrscheinlichkeiten von
Slepian-p-Prozessen auch stiickweise berechnen kann. Die Ausfithrungen im Anschluss an
Theorem 4.1.23 zeigen, wie man diese Figenschaft einsetzen kann, um Wahrscheinlichkeiten
der Form (4.2.5) abzuschéitzen/zu approximieren.

Eine weitere (allerdings sehr grobe) Abschitzung liefert die folgende Uberlegung:
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Korollar 4.2.7 Es seien p € (0,1] und Yjo1y = sy + B,y das asymptotische Regressions-

modell. Weiter seien Ay > A\ > 0 Konstanten mit
)\1 < ApSf < )\2 . (426)

Dann lisst sich die Testgiite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wie folgt abschdtzen:

IP( sup WP >cioap— )\1) < P ( sup (Yip—-Yi) > cl_a;p)
te te

[0,1—])] [Ovl_p]

< IP( sup th>cl—a;p_>\2) )
te

[O,pr]
Dabei ist WP ein Slepian-p-Prozess.

BEWEIS folgt unmittelbar aus (4.2.5). a
Um moglichst scharfe Grenzen fiir die Abschéitzung zu erhalten, wiahlt man in Korollar 4.2.7

A1 maximal und Ay minimal.

4.3 Testgiite und Performancevergleich bei Vorliegen der
Alternative [ = 1l

Wir betrachten den Kolmogorov-Slepian-p-Test aus Abschnitt 4.2 und adaptieren dazu die
dort verwendete Notation. Im Nachfolgenden sei sei f = pul(g1) mit >0 und 0 € [0,1) die

wahre Regressionsfunktion mit (vgl. Beispiel 1.2.5)

se(t)=p(t-0)", te[0,1].
Dann gilt:

Lemma 4.3.1 Ist f = pl mit p>0 und 0 € [0,1), so gill:

APss(t) = u(p— (9—t)+)+ , tel[0,1-p].

BEWEIS Die Behauptung folgt wegen

APsp(t) = sp(t+p) = s5(1)
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4.3 Testgiite und Performancevergleich fiir Alternative f = plg 1]

0 JMallst+p< 6 0 , falls t €[0,0 - p)

=qpu(t+p-0)  fallst<O<t+p = Julp-(0-t)) ,fallste[0-p,0)
p  fallst >0 P , falls t € [60,1 - p]

u(lp—(0-1t))* ,fallste[0,0) St
= = ,u(p—(e—t)) - m
wp , falls t € [0,1 - p]

APs; ist nur auf [0,1 - p] definiert. In Abbildung 4.3 stellen wir allerdings — um unnétige

Fallunterscheidungen zu vermeiden — die Funktion
,u(p—(@—tY)+ fir ¢>0

dar. Fiir den Fall p > % geben wir im Nachfolgenden die Testgiite des Kolmogorov-Slepian-

p<o6 p=6

up Hp —/—
) u(p-6) -

Abbildung 4.3: Funktion (p - («9 - t)+)+ fiir die Falle p < @ (links) und p > 6 (rechts)

p-Tests erstmals explizit an. Fiir die Situation p < % simulieren wir die Testgiite.

4.3.1 Testgiite im Fall /=0

Ist 6 =0, so ist die Regressionsfunktion f =y und es gilt:
sp(t)=put, te[0,1] und somit  APsy = pup.

In diesem Fall gilt ferner:
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Lemma 4.3.2 Es seien Y; = ut + By, t € [0,1], das asymptotische Regressionsmodell und
[a,0] €[0,1-p]. Dann gilt fiir v € R beliebig:

]P(sup (Yt+p—Yt)>x)=]P( sup th>x—,up), (4.3.1)
te[a,b] te[0,b—a]

wobei WP = (Byyy, — Bt)iso €in Slepian-p-Prozess ist. Insbesondere ist damit die Giite des

Kolmogorov-Slepian-p- Tests gegeben durch P (supte[()’l,p] WE>croap— p).

Analytische Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeiten aus Lemma 4.3.2 kénnen mit Hilfe von

Korollar 4.2.2 angegeben werden.

BEWEIS (VON LEMMA 4.3.2) Es gilt:

]P( sup Yt+p—Yt>x) :IP(sup B(t+p) - B(t) >:17—up)
tefa,b] tefa,b]

:IP( sup B(t+p)-B(t) >x—up) :
te[0,b-a]

womit die Behauptung gezeigt ist. -

Fiir eine graphische Darstellung dieser Giite verweisen wir auf die Abbildungen 4.4 und 4.5.

4.3.2 Testgiite im Fall p > max(6,1-0)

Im Fall p > max(6,1 - 0), also
p260>1-p (4.3.2)

gilt nach Lemma 4.3.1:

APsp(t) =p(p-0)+p-t, tel0,1-p].

APs; ist somit eine Gerade mit Steigung p und Achsenabschnitt p(p - 6). Insbesondere
hat die Funktion APs; fiir p > max(6,1 - #) keinen ,Knick* in [0,1 - p] (vgl. hierzu
auch Abbildung 4.3, rechte Seite). Damit aber kann man die Testgiite mit Hilfe von

Theorem 4.1.225 explizit berechnen:

Korollar 4.3.3 Es sei f = pulga) mit 1>0, 6 € [0,1) und max(0,1-60) <p<1. Dann gilt
f’lI’l” Y'[(LH =S5+ B[O,l]:

°In Theorem 4.1.22 wird die Wahrscheinlichkeit P (W} < b + at fiir alle ¢ € [0,T]) mit T € (0, p] angegeben.
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IP( sup (Y - Vi) > Cl—a;p) =1-¢ (%)

te[p,1]

%IH

ﬂ 9] [ CICRTCR0N) Wy e RO} |
5 f . Vt(2p-1) pt Vpt(2p-t) 7
wobei b= ¢1_qyp — p(p - 0) ist.

BEWEIS Wegen APss(t) = pu(p—0) + ut fiir t € (0,1 - p] gilt nach (4.2.5):

P ( sup (V; - Yip) > Cla;p)

te[p,1]

=1-P(W} < cieap—p(p—0)—p-t fiirallete[0,1-p]), (4.3.3)
wobei WP = (B, — Bi)iso ein Slepian-p-Prozess ist. Weiter gilt:
p>max(f,1-6) = p>1 = 0<1-p<p.

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 4.1.22 erfiillt. Mit der dortigen Notation ist
b wie in Korollar 4.3.3 angegeben und a := —p. Wendet man Theorem 4.1.22 auf (4.3.3) an,
so ergibt sich die Behauptung. -

4.3.3 Testgiite im Fall § < p < max(6,1-6)
Wir betrachten nun die Falle

i) 1-p<3<p<b

ii) baw. §<1-p<i<p

In diesen Féllen hat die Funktion APs; (vgl. Abbildung 4.3) einen , Knick“ in [0,1 - p].
Daher ist es naheliegend, die gesuchte Uberschreitungswahrscheinlichkeit mit Hilfe der

stiickweisen Berechnungsmethode aus Abschnitt 4.1.4 zu bestimmen.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Korollar 4.3.4 Es seien f =l mit p>0, 0€[0,1) und Y = sy + Bjo1). Dann gilt:

i) Im Fall 0> 5 und p € [3,0) gilt:

P ( sup (V; - Yip) > Cl—a;p)

tE[p,l]
Cl-ap Cl-aip~H(1-0) c1-a;
- »/ p 7 [ p 1- exp| - (cl—a;p — xo)(cl—a;p - 1’1)
0-p

— 00 —00 — 00

1-6
x [1 - f =S g (th = Cleayp — pt | W =2, W), = xg) dt]
0

x (W = x0, Wy

— P _
0-p = Zy, Wl—p = 1'2) dl’ldl'Qd[Ifo.

it) Im Fall 0 < 5 und p e [1,1-0) gilt:

Cl—a;p_ﬂ(p_e) Cl-a;p~HP Cl-as;p—HP
P ( sup (Y;-Yi,) > Cl—a;p) = 1-
tE[p,l] —00 —00 —00
o[- (¢1-aip = P = 1) (C1ap — 1P — T2)
1-p-40

0
0

x QDP(W(I)):'IO?Wg) ::L‘th

1-p = .I‘Q) dl’leEQd(EQ.

BEwEIS Wir verwenden im Nachfolgenden das Theorem 4.1.23 mit n = 2, t; = 0 und
ty = 1 - p. Fir t € (to,tg) = (0, 1 —p) gllt

IP( sup (Y; = Yi—p) > ciayp )

te[p,1]

=1 -P (W} <c1_ayp— APss(2) fiir alle t € [0,1-p]).

Mit by, := ¢1-ayp — APss(ty,) fiir n e {0,1,2} folgt weiter wegen Theorem 4.1.23:

by b2 by
=1- / f f P (WP < ci_ap — APsy(t) fiir alle t € (0,¢1) | WY = 2o, W] = 21)

x P (WP < c1oap — APsy(t) fiir alle t € (t,1-p) | WE =21, W], = 25)
X Pp (Wt1 =1 | Wé) = Zo, Wip—p = x2) Pp (Wé’ = To, Wlpfp - xQ) dzdazdzo
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4.3 Testgiite und Performancevergleich fiir Alternative f = plg 1]

und aufgrund der Definition der bedingten Dichte (vgl. Korollar 4.1.8) gilt:

by ba b
=1—fff]P(WfSQ_a;p—Apsf(t)fiir alle ¢ € (0,11) | WP =20, WP = ,)

x P (WP < 1oayp — APsy(t) fiir alle t € (t,1-p) | W) =14, Wt = )
X (Wé) =9, Wy, = 21, Wlpfp = .1]2) dz;dzedzg. (4.3.4)

i) Fiir 3 <p <6 folgt fiir APs; (vgl. Lemma 4.3.1):

0 , falls t € [0,0 -
APs (1) = 0.6-p)

u(t—(0-p)) ,fallste[d-p,1-p]

Wir wéhlen in (4.3.4) t; := 6 — p und erhalten
bo = bl = Cl-ayp und bg =Cl-ap — [,6(1 - 0)

sowie wegen Satz 4.1.25:

P th < Cloq;p — Apsf(t) Vie (07 0 _p) | W(I)O = To, Wé’n—p =T
-0

=1-exp (— (c1-ap ~20) (C1-ap = xl))

0-p
bzw. wegen Satz 4.1.27:
P (th < Cayp —p(t—(0-p)) Vte (@ -p,1-p)| Wep_p =T, Wlpfp = arg)
1-6

=1- _/ CLQ;tpiZl ¥p (th = Cloqp = 1t | VV(])J =T, Wf—a = ‘TQ) dt.
0

Setzt man die obigen Ausdriicke in (4.3.4) ein, so ergibt sich die Darstellung aus
Theorem 4.1.23 i).

ii) Der Beweis verlauft analog zu Fall i), wobei hier ¢; = § gew#hlt werden muss:
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

Aus p<1-6 folgt 1 -p>0 und somit folgt fiir APsy (vgl. Lemma 4.3.1):

p(p—0)+ut | falls t €[0,0]
wp , fallste(&,l—p].

APsy(t) =
Wir wihlen daher in (4.3.4) ¢, = 6 und erhalten

bo = Clap —p(p—0) und by =by = c1_qp — pp
sowie wegen Satz 4.1.27:

P (WP < croap—pu(p—0) —put Yt e (0,0) | WY = xg, WE = 21)
[6 Srow MPTTT0 “(p 8)-20 gop(Wf:cl_a;p—u(p—G)—ut | W8 =29, W) zazl) dt.
0
bzw. wegen Satz 4.1.25:
P (WP < Croap—pp Vi€ (0,1-p) | W) =1, W] = x3)

=1-exp (— (Ctoap = 1P ‘195_1);?;;;; ~ pp — ) ) |

Einsetzen der obigen Ausdriicke in (4.3.4) ergibt die Formel aus Theorem 4.1.23 ii). g

4.3.4 Performancevergleich: Numerische Berechnungen und

Simulationen

Abbildung 4.4 zeigt die Giite bei Vorliegen der Alternative f = pl(g:) in Abhéngigkeit
von > 0 fiir verschiedene p’s und #’s. Einerseits simulieren wir dabei jeden Giitepunkt
mit 10.000 Wiederholungen und approximieren die Brownsche Bewegung jeweils durch
einen Gaufischen Random Walk mit 2.000 Beobachtungen. Andererseits wird die Giite
auch explizit mit Hilfe der Darstellungen aus Lemma 4.3.2 sowie den Korollaren 4.3.3
und 4.3.4 berechnet. Da die Berechnungen nur fiir p > 1 méglich sind, betrachten wir in
dieser Abbildung nur p > % Die verschiedenen Farben verdeutlichen, welche analytische
Formel jeweils zur Berechnung herangezogen wurde. Aus Abbildung 4.4 geht hervor, dass
die simulierten und berechneten Werte sehr nahe zusammenliegen. Dies bedeutet einerseits,

dass die Anzahl der Wiederholungen bei der Simulation ausreichend ist und andererseits,
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4.3 Testgiite und Performancevergleich fiir Alternative f = plg 1]

dass die angegebenen Formeln numerisch berechenbar sind und zu richtigen Ergebnissen

fiihren.

Quelle A— B — Ci) C i) Typ —— berechnet ---- simuliert

go=d

Gute
O O O O P
N A O 0 O
P 1 1 1 1
~~
~__
~
\
\
1
1
1
1
1
1
1
~~
~_
~_
~~
N
\
\
1
1
1}
1
1
1
D
1]
o
oo
G, 0=d

Abbildung 4.4: Berechnete und simulierte Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Alter-
native f =yl (Niveau o =0.1)
Zur Bedeutung von ,,Quelle“: A = Lemma 4.3.2 i.V. mit Korollar 4.2.2,
B = Korollar 4.3.3, C = Korollar 4.3.4

Abbildung 4.5 zeigt die simulierte Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests im Vergleich zu
den anderen beiden sequentiellen Testverfahren aus Kapitel 3.2. Hierbei ist zu beachten,
dass der Kolmogorov- und der Maximum Increase-Test aus Kapitel 3.2 von p unabhéngig
sind. Wir zeichnen deren Giite lediglich zu Vergleichszwecken in Abbildung 4.5 mit ein. Es
gilt:

1) In den Féllen 6 = 0.6 und 6 = 0.8 weist der Kolmogorov-Test eine deutlich schlechtere
Giite als der Maximum Increase-Test auf. Wie zu erwarten, fithrt allerdings fiir diese 6’s
der Kolmogorov-Slepian-p-Test zu einer Giiteverbesserung im Vergleich zum Kolmogorov-
Tests. Im Fall 8 = 0.8 und p € {0.1,0.25} dominiert der Kolmogorov-Slepian-p-Test sogar

den Maximum Increase-Test.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

2) Fiir 0 €{0,0.2,0.4} ist die Testgiite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wesentlich von der
Wahl der Fensterldnge p abhéingig (vgl. hierzu auch Abschnitt 4.3.5).

Abbildung 4.6 zeigt die simulierten Verfahrensstoppzeiten des Kolmogorov-Slepian-p- und
des Maximum Increase-Tests. Wir verwenden hierbei die bereits in Abbildung 3.1 eingefiihr-
te Darstellungsform. Die horizontalen, griinen Linien treten auf, weil die Verfahrensstoppzeit
des Kolmogorov-Slepian-p-Tests durch p nach unten beschriankt ist. Aus den Abbildun-
gen 4.5 — 4.6 geht hervor, dass der Kolmogorov-Slepian-p-Test den Maximum Increase-Test
fiir groe Werte € dominieren kann, wenn man die Fensterldnge p klein genug wéhlt. In
Abbildung 4.7 stellen wir den entsprechenden Ausschnitt aus Abbildung 4.6 noch einmal
grofer dar. Um den angesprochenen Effekt deutlicher erkennen zu koénnen, betrachten wir
auf der y-Achse nur den Bereich [0.6, 1]. Ferner haben wir in Abbildung 4.7 das 0.75-Quantil
der Kolmogorov-Slepian-p-Verfahrensstoppzeit in weify eingezeichnet.

Hinsichtlich des Rechen- und Implementationsaufwandes ist der Kolmogorov-Slepian-p-Test
zwischen Kolmogorov- und Maximum Increase-Test einzustufen: Die Teststatistik ist selbst

mit geringem Implementationsaufwand einfach und schnell berechenbar.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlinge p

Quantii == 01—05---09 Test — Kolm.—Slepian—-p — Maximum Increase

6=0.6 6=0.8

6=0

1.0- siak ' SE oo =
om = = -
0.6 - I
0.4 - o
02- =~ == I
0.0-
10- ——— o
0.8 - —_—r .ﬂ
0.6 -
£20.4- >
©0.2- o
4
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u
Abbildung 4.6: Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p- und des Maximum Increase-Tests bei Alternative f = plg;

(Niveau o = 0.1; Simulationen)
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Quantii --01—05---0.9 Test — Kolm.-Slepian—-p — Maximum Increase
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Abbildung 4.7: Ausschnitt Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-Tests im Ver-
gleich mit Maximum Increase-Test bei Alternative f = ulgg) (Niveau
a =0.1; Simulationen)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlidnge p

4.3.5 Zur Wahl der Fensterlange p

Die Wahl der optimalen Fensterldnge p ist ein ,herausforderndes Forschungsthema“ (Chu
u. a., 1995, S. 607) und nicht ohne Weiteres zu beantworten. Abbildung 4.8 zeigt die simu-
lierte Testgiite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der Alternative f = plg 1
mit 6 € [0,1) und g >0 in Abhédngigkeit von p € (0,1]. Fiir die Simulationen werden 10.000
Wiederholungen durchgefithrt und zur Approximation der Brownschen Bewegung jeweils

ein Gauscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen verwendet.

theta=0 theta=0.2 theta=0.4

—

1.0-

0.8 -

0.6 -

i
04 -
00— //// /_/-"*"—/\_— e —

@ 0.0 -
8 theta=0.6 theta=0.8
1.0 - /——\_—
u
0.8 -
— 1
0.6 =
— 3
04— /f\_’_/
— 6
0.2 - P
—w—" — 8
0.0 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
00 02 04 06 08 1000 02 04 06 08 10
p

Abbildung 4.8: Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests in Abhéngigkeit von p fiir Alternative
[ =nleq (Niveau o = 0.1; Simulationen)

Abbildung 4.8 zeigt, dass p nicht allzu klein gewéhlt werden sollte. Um die Testgiite zu
maximieren, ist die Fensterldnge p = 1 — 0 eine gute Wahl. Dies kann man damit erkléren,

dass bei p =1 -6 die Differenz s;(1) - s(1 - p) maximal wird.

Neben der Testgiite ist es auch wichtig, die Verfahrensstoppzeit bei der Wahl der Fenster-
lange p zu beachten. Wir stellen auch hierfiir Simulationen (mit den oben beschriebenen
Simulationsbedingungen) an und préasentieren die Ergebnisse in Abbildung 4.9. Dabei

verwenden wir die bereits in Kapitel 3.2.2 (Abbildung 3.1) beschriebene Darstellung. Die
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Tatsache, dass die simulierten Quantile ab einem bestimmten p auf der Winkelhalbierenden
liegen, lésst sich damit erkldren, dass die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-
Tests durch p nach unten beschriankt ist. Durch diese Beschranktheit nach unten ist eine
Interpretation von Abbildung 4.9 kaum moglich. Wir stellen an dieser Stelle eine solche auch
gar nicht erst an und verweisen stattdessen auf Kapitel 5, wo wir ein Verfahren studieren,

welches nicht nach unten beschrankt ist.

4.4 Der p-Wert des Tests

Anstatt den kritischen Wert ¢;_,., zu bestimmen, kann auch der zur Entscheidungsregel

Lehne Hy:sp=0ab < sup (Vi —Yip) > Cloayp (4.4.1)
te[p,1]

gehorige p-Wert berechnet werden. Sei dazu

v= sup (Yip—Y0)(w)
te[0,1-p]

die Realisierung der Teststatistik. Dann ist der zugehorige p-Wert derjenige Wert ayq € (0, 1),
fiir den gilt:

L = Cl-ag;p »
wobei ¢4, das (1 - ag)-Quantil von supye(g ;- (Bisp = Bt) = Supyefo 1) (W) ist (W? ein

Slepian-p-Prozess). Folglich ist der p-Wert des Kolmogorov-Slepian-p-Tests gegeben durch:

p—Wertzl—IP( sup théx>=]P( sup th>x).

te[0,1-p] te[0,1-p]

Diese Wahrscheinlichkeit ist mit Korollar 4.2.2 analytisch (und im Falle p > £ auch numerisch)

berechenbar.
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Quantli --01—05---09 H-—1-—3-—6—8
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Abbildung 4.9: Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-Tests in Abhéngigkeit von p fiir Alternative f = 11y (Niveau
a = 0.1; Simulationen)
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maximaler Fensterlange p

Analog zu Kapitel 4, studieren wir auch hier fiir das asymptotische Regressionsmodell
Yio1] = S5 + Bjoa) mit f € L2([0,1]) und einer Standard Brownschen Bewegung Bio1] =
(B¢)ie[0,1] das Testproblem

Hy: s;=0 vs. H;: s; monoton wachsend mit sy(1) > 0.

In diesem Kapitel betrachten wir allerdings Fenster mit einer maximalen Ldnge von p,
p € (0,1]. Die in Kapitel 4 betrachteten Fenster [t — p, ] sind fiir ¢ € [0, p) nicht definiert
(da dann ¢t — p < 0). Deshalb wird dort nur der Fall ¢ > p behandelt. Da jedoch die
Verfahrensstoppzeit moglichst klein sein soll, ist diese Beschréankung nach unten unerwiinscht.

Wir betrachten daher in diesem Kapitel

i) fiir ¢t € [p, 1] — wie auch in Kapitel 4 — den translatierten Prozess Y}, - Y1
und zudem

ii) fiir ¢ € [0,p) das Fenster [0,¢] mit dem dazugehorigen Prozess Yo — Yo = Yo,

Zum Zeitpunkt ¢ € [0, 1] wird also der Prozess
(Y = Yipy dsete-mr1 - = Yiepyr1 = Yo

untersucht. Soweit uns bekannt ist, werden Fenster mit maximaler Fensterldnge erstmals in
der vorliegenden Arbeit betrachtet. Analog zu Kapitel 3.2 bzw. Kapitel 4, kann man auch

hier fiir jedes Fenster ein Funktional
F:O([(t-p)t]) » R
mit der zugehorigen Teststatistik X, := Fy(Y[(t-p)+4] = Y(u—p)+) betrachten. Wir beschrénken

uns wiederum auf den Fall, dass die zum Prozess Y[(,—p)+ ] — Y{(1—p)+ gehorige Teststatistik
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterldnge p

X, der Endpunkt dieses Prozesses ist. Im Nachfolgenden studieren wir also die sequentielle

Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt ¢ € [0,1] (und lehne Hy : sy =0 ab)
== Xy=Y, Yy, >kiap- (5.0.1)

Dabei ist ki_q; > 0 der kritische Wert, welcher durch die Gleichung

P ( sup (Bt - B(t_p)+) > kl—a;p) =« (5.0.2)
te[0,1]
bestimmt ist (a € (0,1)). Soweit wir wissen, ist sowohl der Prozess (B, - B(t_p)+)te[0 1 als

auch die Entscheidungsregel (5.0.1) in der Literatur bisher noch nicht betrachtet worden.

5.1 Der Wiener-Slepian-p-Prozess

Wir charakterisieren den in (5.0.2) auftretenden stochastischen Prozess genauer:

Lemma 5.1.1 Es seienp>0, T >0 und V["’(’)’T] = (Bt - B(t,py) . Dann gilt:

te[0,T']

a) V[%T] ist ein zentrierter Gauf-Prozess mit Vi =0 und Kovarianzfunktion

Cov(VP,VE)=(s—(s+t-p)*)" firt>0 unds,s+te[0,T].

b) V[Z(’] 7] 8t nicht stationdr und kein Markov-Prozess.

¢) Die Pfade von V[f)’T] sind stetig.

BEWEIS a) V) = By = 0. Weiter ist V[‘g 71 €in zentrierter GauB-Prozess, da die endlich-

dimensionalen Verteilungen von V[Zé 7] zentriert und normalverteilt sind. Fiir die Kovari-

anz gilt:
Cov (VP,VE,)) = Cov (Bs, Bsit) + Cov (B(s_py+, B(s+t-p)+)
— Cov (B(s-p)+» Bsit) = Cov (B, B(ss1—p)+)
=s+(s-p)"=(s—-p)" —min(s,(s+t-p)*) = (s=(s+t-p)")" . (5.1.1)

b) Die Kovarianz (5.1.1) héngt sowohl von s als auch von ¢ ab. Folglich ist V[% 77 hicht
schwach stationédr. Weiterhin hat sie keine ,,Dreiecksgestalt und somit ist V[’é 71 nach

Lemma 4.1.11 kein Markov-Prozess.
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

c) Da die Pfade der Brownschen Bewegung By r] stetig sind, sind auch diejenigen von

V[’(;’T] stetig. .

Fiir V[’(;,T] aus Lemma 5.1.1 gilt im Falle T' > p:

B, , falls t € [0, p)

V=
Bt - Bt—p N faHS te [p, T]

(5.1.2)

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass
° V[g ) eine Brownsche Bewegung (also ein Wiener-Prozess) ist und
° V[I; 7] ein Slepian-p-Prozess ist.

Daher wahlen wir die folgende Definition:

Definition 5.1.2
Es seien p >0 und V[%T] = (V?)icro,m) ein zentrierter Gauf-Prozess mit stetigen Pfaden und
VY =0. Gilt

Cov (VP, V) =(s-(t —p)+)Jr fiir s,t>0,s<t,

S0 mennen wir V[’a 7] einen Wiener-Slepian-p-Prozess.

Soweit wir wissen, wird der Wiener-Slepian-p-Prozess erstmals in der vorliegenden Arbeit
eingefithrt. Gemé8 dieser Definition ist ein Wiener-Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C([0, p])

eine Standard Brownsche Bewegung.

5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

Nach Definition 5.1.2 ist (Y; — Y(t_p)+)te[0,1] unter der Nullhypothese ,Hj : sy = 0 ein

Wiener-Slepian-p-Prozess. Folglich definieren wir:

Definition 5.2.1 (Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test)

Das sequentielle Verfahren mit der Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt t € [0,1] (und lehne Hy:sp=0 ab)

= Yi=Yupy > Froap

aus (5.0.1) heifst Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test.
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterldnge p

Tabelle 5.1: Simulierte (1-a)-Quantile ko, von supyo 1) V4, fiir p = 1 zusétzlich berechnet

1-«

P Typ 0.9 0.95 0.975 0.99
0.05 simuliert | 0.7224 0.7737 0.8198 0.8766
0.1 simuliert | 0.9502 1.0279 1.0984 1.1801
0.15 simuliert | 1.1040 1.2035 1.2938 1.4025
0.2  simuliert | 1.2211 1.3427 1.4529 1.5819
0.25 simuliert | 1.3128 1.4525 1.5761 1.7268
0.3 simuliert | 1.3891 1.5492 1.6899 1.8544
0.35 simuliert | 1.4525 1.6249 1.7818 1.9630
0.4  simuliert | 1.4998 1.6894 1.8608 2.0580
0.45 simuliert | 1.5454 1.7497 1.9321 2.1497
0.5 simuliert | 1.5797 1.8028 1.9985 2.2200
0.55 simuliert | 1.6050 1.8435 2.0482 2.2959
0.6 simuliert | 1.6352 1.8834 2.1065 2.3631
0.65 simuliert | 1.6554 1.9177 2.1455 2.4184
0.7 simuliert | 1.6659 1.9409 2.1823 2.4704
0.75 simuliert | 1.6738 1.9596 2.2056 2.5077
0.8  simuliert | 1.6807 1.9753 2.2322 2.5347
0.85 simuliert | 1.6734 1.9770 2.2472 2.5650
0.9 simuliert | 1.6737 1.9861 2.2578 2.5738
0.95 simuliert | 1.6540 1.9642 2.2431 2.5646
1 simuliert | 1.6297 1.9463 2.2214 2.5647
1 berechnet | 1.6449 1.9600 2.2414 2.5758

5.2.1 Kritische Werte

Eine analytische Berechnung des kritischen Wertes k;_,, erweist sich als schwierig. Daher
bestimmen wir diesen Wert durch Simulationen ndherungsweise. Wir approximieren die
Brownsche Bewegung durch einen Gauflschen Random Walk der Léange 2.000 und fithren
200.000 Wiederholungen durch. In Tabelle 5.1 sind die Simulationsergebnisse dargestellt.
Im Fall p = 1ist (B, = B(e-1)+) .
berechenbar ist. Fiir die Standard Brownsche Bewegung gilt némlich (vgl. z. B. Billingsley,
1999, S. 92):

= Bio,1], womit in diesem Fall das (1-«)-Quantil einfach

kl—a;l = Z1-a/2

Wir stellen diesen theoretischen Wert ebenfalls in Tabelle 5.1 dar um zu zeigen, dass die

simulierten und theoretischen Werte nahe beisammen liegen.
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

5.2.2 Performancevergleich bei Vorliegen der Alternative f = 11

Im Nachfolgenden simulieren wir die Testgiite

P ( sup (Y; = Yiopy+) > kl_a;p)
te[0,1]

und die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests. Wir betrachten dazu

die Alternative f = plg ;) mit x>0 und 6 € [0,1). Fiir die Simulationen werden jeweils

10.000 Wiederholungen durchgefiihrt und ein Gaufischer Random Walk mit 2.000 Beobach-

tungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.

Die Abbildungen 5.1 — 5.3 zeigen die Giitefunktionen bzw. Verfahrensstoppzeiten des
Kolmogorov-(Wiener-)Slepian-p-Tests und des gew6hnlichen Kolmogorov- sowie des Maxi-
mum Increase-Tests. Wir weisen explizit darauf hin, dass die beiden letztgenannten Tests
(vgl. Abschnitt 3.2) von p unabhéngig sind. Zu Vergleichszwecken zeichnen wir deren Werte

allerdings mit ein.

Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test weist eine dhnliche Giite wie der Kolmogorov-
Slepian-p-Test aus Kapitel 4 auf, weshalb sich diese beiden Giitefunktionen in Abbildung 5.1
meist iiberdecken. Fiir p = 0.9 und 6 € {0.6,0.8} ist allerdings der Kolmogorov-Slepian-p-Test
etwas besser. Hinsichtlich der Giite gelten damit fiir den Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-
Test die gleichen Aussagen wie fiir den Kolmogorov-Slepian-p-Test (vgl. Anmerkungen zu
Abbildung 4.5).

Abbildung 5.2 zeigt, dass die Verfahrensstoppzeiten des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests
und des Kolmogorov-Slepian-p-Tests auf dem y-Abschnitt [p, 1] gleich sind. Weiter wird
durch diese Darstellung deutlich, dass der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test nicht nach
unten durch p beschrénkt ist. Diesen Effekt kann man besonders gut im Falle p = 0.75 oder
p = 0.9 erkennen: Hier weist der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test eine deutlich bessere

Verfahrensstoppzeit auf.

In Abbildung 5.3 vergleichen wir die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-
p-Tests mit derjenigen des Maximum Increase-Tests. Fiir p € {0.1,0.25} ergibt sich hier
im Wesentlichen das gleiche Bild wie in Abbildung 4.6. Interessant ist hierbei der Fall
p€{0.5,0.75,0.9}, da hier der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test den Maximum Increase-
Test dominiert, falls 6 klein ist (also 6 € {0,0.2} gilt).
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterldnge p

Test —— Kolm.-Slepian-p —— Kolm.-Wiener-Slepian-p —— Kolmogorov —— Maximum Increase

T0=d

Gzo=d

g, 0=d

60=d

T
LA

Abbildung 5.1: Giite der verschiedenen sequentiellen Tests bei Alternative f = plg:) (Niveau o = 0.1; Simulationen, bei
Kolmogorov Berechnungen)

102



5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

103

(wouorpernuuIg ‘1°() = 0 neoarN) KO = [
OAT)RUINY 19(| 8189 -d-ue1do[G-A0I030W[OY] $op pun s3s9] -d-urIdo[G-IoUdI A\ -A0I0F0W[0Y] sop Jozddojssusiyeyio g ¢ Sunprqqy

p=0.9

0.75

p

p=0.5
1

nazddoissualyelian

p=0.25

p=0.1

e e T

= ru
80=0

1
QROINCOROITNOCROINOCORVOITNOOROINO
1000000000 0HO000O0ICO0OCOO—HOO0O0O0

‘I
0

I}
(e}

d-ueids|S-laualp\— w0y — d-ueldo|S—wioy — 181 60 ---G0 — T'0 - - |luend



5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterldnge p

Quantii == 01-—05---09 Test — Kolm.-Wiener-Slepian—-p — Maximum Increase
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Abbildung 5.3: Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests und des Maximum Increase-Tests bei Alternative
[ =p1epq (Niveau a = 0.1; Simulationen)
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

5.2.3 Zur Wahl der Fensterliange p

Analog zu Kapitel 4.3.5, zeigen wir in den Abbildungen 5.4 — 5.5 die simulierte Testgiite bzw.
Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der Alternative
J=plga) mit 6 €[0,1) und x>0 in Abhéngigkeit von p € (0,1]. Fiir die Simulationen wer-
den 10.000 Wiederholungen durchgefiihrt und zur Approximation der Brownschen Bewegung
jeweils ein Gaulscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen verwendet. Abbildung 5.4

theta=0 theta=0.2 theta=0.4
1.0 - 7 ﬁ /ﬁ
0.8 =
0.6 - /\
0.4 -
0.2 - //—_ //N/\ T e e

0.0 -

theta=0.6 theta=0.8

10~ =
OB'K\ /\,\ :
—_—1
0.6 =
/\*M —B
0.4—/\“ —B

0.2 -

Glute

0.0 -

Abbildung 5.4: Giite des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests in Abhangigkeit von p fiir
Alternative f = ul(1) (Niveau a = 0.1; Simulationen)

zeigt, dass die Fensterldnge p auch beim Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test nicht allzu
klein gewihlt werden sollte. Wie schon beim Kolmogorov-Slepian-p-Test (Abschnitt 4.3.5),
ist auch beim Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test die Fensterldnge p = 1 — # eine sehr gute
Wabhl. Dies lésst sich sowohl an der Testgiite als auch an der Verfahrensstoppzeit erkennen —
beim Kolmogorov-Slepian-p-Test kann man bei der Verfahrensstoppzeit (sh. Abbildung 4.9)
aufgrund der Beschranktheit nach unten durch p kaum etwas erkennen und die Empfehlung

p=1-0 wird in Abschnitt 4.3.5 einzig mit der Testgiite begriindet.
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterldnge p

Quantli --01—05---09 H-—1-—3-—6—8

6=0 0=0.2 6=04 6=0.6 6=0.8
1.0- SRR

-
[
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—— ==

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0204060810 0204060810 0204060810 0204060810 0204060810
Y

Abbildung 5.5: Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests in Abhéngigkeit von p fiir Alternative f = plg;
(Niveau a = 0.1; Simulationen)

106



Teil I

Beste o-Niveau Tests

107






6 Der Kernel eines GauBB-Prozesses

In Theorem 2.1.2 stellen wir das Cameron-Martin Theorem in seiner urspriinglichen Form,
namlich fiir Brownsche Bewegungen, dar. In diesem Abschnitt zitieren wir eine Verallge-
meinerung auf beliebige Gaufl-Prozesse, wozu der Begriff des , Kernels* benétigt wird (vgl.
Abschnitt 6.1). In Abschnitt 6.2 berechnen wir erstmalig den Kernel fiir den Slepian-p- und

fiir den Wiener-Slepian-p-Prozess.

6.1 Eigenschaften des Kernels und eine

Verallgemeinerung des Cameron-Martin Theorems

Im Nachfolgenden nennen wir lediglich die fiir uns wichtigen Eigenschaften des Kernels.

Fiir eine formale Definition bzw. Herleitung verweisen wir auf Abschnitt B.1 des Anhangs.

Der Kernel Hx eines zentrierten GaufB-Prozesses Xio7) = (X¢)wo,r], T > 0, mit Pfaden
in C([0,T]), ist ein linearer Unterraum von C([0,T]). Hx ist mit einem Skalarprodukt

versehen. Weiter gilt:

Bemerkung 6.1.1 a) Der sog. ,reproduzierende Kernel® ist eine geschlossene Teilmenge

des Kernels (Lifshits, 2012, S. 33).

b) Im Falle der Brownschen Bewegung mit Pfaden in C([0,T]), T >0, gilt (Lifshits, 2012,
S. 28):

reproduzierender Kernel = Kernel = {s; | f € L*([0,T])} = Hpu .

Dabei steht ,BM* fiir ,Brownian Motion*.

¢) Sei X011 = (Xt )ie[o,r] €in zentrierter Gauf-Prozess mit Werten in C([0,T]) und Kernel
Hx. Weiter sei L: C([0,T]) - C([0,T]) eine lineare Abbildung, T > 0. Dann ist der
Kernel von Zy, 9= Lo X[or] gegeben durch:

My = L(Hy)
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6 Der Kernel eines GauB-Prozesses

und die zugehorige Norm ist fiir h € Hy gegeben durch (Lifshits, 2012, Prop. 4.1).:

|hla, = inf [l -
{(hetx | Lh=h}

Es folgt die angesprochene Verallgemeinerung des Cameron-Martin Theorems, wodurch die
Relevanz des Kernels zum Vorschein kommt:

Satz 6.1.2 (Verallgemeinerung von Cameron-Martin)

Seien T' >0 und Xpo1) = (Xt)seqo,r €in zentrierter Gaup-Prozess mit Werten in C([0,T]),
Verteilung PX10.11 und Kernel Hx. Dann gilt:

PX0.11* st absolutstetig bzgl. P07 «—= heHx .

Ist h e Hx, so gilt:

d]PX[O’T]+h

_ 1 2 . X
ot (9) = o5, +2(9)) fir PYor-fust alle g € C([0, 7))

Dabei ist z : C([0,T]) = R ein Funktional, welches den nachfolgenden Bedingungen geniigt:

i) Es existiert eine Folge (z,)new mit z, : C([0,T]) = R stetig und linear sowie

lim z, = z.

Die Konvergenz ist dabei im LQ( C([0,T]) , P¥wr )—Smne gemeint.

i) E (X 2(Xp017)) =h(t), te[0,T].

BEWEIS Die Aussage entspricht Theorem 5.1 aus Lifshits (2012), wenn man Folgendes
beriicksichtigt:

i) Lifshits Forderung .,z € X“ ist aufgrund der Definition von X (vgl. Abschnitt B.1, Formel
(B.1.1)) in dem hier vorliegenden Fall dquivalent zu der Bedingung i) aus Satz 6.1.2.

ii) Wegen Korollar B.1.1 gilt:
I2(t) =E (X;-2(Xpory)) . te[0,T].

Damit ist Bedingung ii) dquivalent zu Lifshits Forderung ,,/z = h*. -

Wir verwenden in Abschnitt 7.2 diese verallgemeinerte Version des Cameron-Martin Theo-

rems, um einen gleichméfig besten Test fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse zu beweisen.
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6.2 Der Kernel fiir spezielle Gau-Prozesse

Ist X{or) = Bjo,r] eine Standard Brownsche Bewegung, so ergibt sich in Satz 6.1.2 gerade
der im urspriinglichen Cameron-Martin Theorem (Theorem 2.1.2) angegebene Likelihood-

quotient:

Beispiel 6.1.3 Es seien T'> 0 und By = (Bt)te[O,T] eine Standard Brownsche Bewegung
sowie f € L2([0,T]). Dann liegt sy wegen Bemerkung 6.1.1 im Kernel der Brownschen
Bewegung (i.Z.: sy € Hpy) und nach Satz 6.1.2 ist somit

PBo.T1%55 brgl. PBOTI absolutstetig.

Weiterhin st .
2 C([0,T]) >R, Be ff(s) dB,
0

stetig und linear mit (t € [0,T]):

E (B z(B[O,T]))=E(fn[o,t]dB.fo(s)st)éftfd = 54(t).

Die Gleichheit in * gilt aufgrund der sog. Isometrie-Eigenschaft des Wiener-Integrals (sh.
z. B. Kuo, 2006, S.12). Damit erfillt z die Bedingungen i) und ii) aus Satz 6.1.2, womit

folgt:

aL., (B) =ex —l\lfHQ +fde fiir Lo-fast alle B € C([0,T]) (6.1.1)
dILo B WIS J 0 T o

Dabei ist s, bzw. Lo die Verteilung einer Brownschen Bewegung mit Erwartungswertfunk-
tion s¢ bzw. 0. Der Quotient aus (6.1.1) ist fir T =1 gerade die Darstellung aus dem

urspriinglichen Cameron-Martin Theorem (Theorem 2.1.2).

6.2 Der Kernel fiir spezielle GauB-Prozesse

Kombiniert man das Neyman-Pearson Lemma mit dem verallgemeinerten Cameron-Martin
Theorem, so kann man beste a-Niveau Tests konstruieren (vgl. Abschnitt 7). Daher geben
wir im Nachfolgenden die Kernel fiir den Slepian-p- und fiir den Wiener-Slepian-p-Prozess
an. Soweit uns bekannt ist, sind diese Kernel in der Literatur bisher noch nicht berechnet

worden.
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6 Der Kernel eines GauB-Prozesses

6.2.1 Der Kernel im Falle eines Slepian-p-Prozesses

Es seien p > 0,7 > 0 und By 14p] = (Bt)ic[o,1+p] €ine Standard Brownsche Bewegung. Weiter

sei AP : RIOT+p]  RIOT] der lineare Operator aus (4.2.4) mit

APBopip) = (Brap — Bt)te[o,T] .

Dann kénnen wir den Kernel eines Slepian-p-Prozesses wie folgt darstellen:

Satz 6.2.1 (Kernel eines Slepian-p-Prozesses)
Es seten p>0, T >0 und W[% ein Slepian-p-Prozess. Dann ist der zu W gehorzge
Kernel gegeben durch

H Stepian—p = {Ap3f|f€L2([O,T+p])} = {c+3k|ceR, keLQ([O,T])} .

Insbesondere gilt APss = s¢(p) + Sars fir f e L2([0,T +p]).

BEWEIS Der Kernel von Bio r.,) ist gegeben durch Hem = {ss | f € L*>([0,T +p])}. Da AP
linear ist, folgt nach Bemerkung 6.1.1 c):

HSlepian—p = AP (HBM) = {Apsf ‘ f € L2([O,T +p])} . (621)

Damit ist die erste Gleichung in Satz 6.2.1 bewiesen. Um die Zweite einzusehen, zeigen wir
zunéchst, dass Hsiepian-p S {¢+ sk | c€ R, ke L2([0,T])} gilt. Sei dazu f e L2([0,T + p])
fest. Dann gilt fur t € [0,7T]:

A7sp(t) =sy(t+p)=sp(0)= [ fa + [ s —ffd
(0.p) [p.t+p]

=5¢(p) +sars(t) . (6.2.2)

Somit hat APs; wie behauptet die Form ¢ + s;, wenn man c:= s;(p) € R und k= APf €
L2([0,T']) wahlt. Um Hgiepian—p 2 {c+ sk |ce R, ke L2([0,T])} einzusehen, sei ¢ € R und
ke L2([0,T]) beliebig. Wir definieren

folt) i(t ip). te[0,T+p],

wobei ¥)ja; = 0 fir a; € R und |z| := max{k € Z | k < «} fir z > 0. Dann ist
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6.2 Der Kernel fiir spezielle Gau-Prozesse

fo e L2([0,T + p]) mit fo\mp) =0 und fiir ¢ € [0, T] gilt:

|22) 1L]
AP fo(t) = Zl k(t+p—jp) - k(t-jp) = k(t).

J=1

Wir betrachten nun fiir ¢ € R die Verschiebung

f=fo+ £ L2([0,T +p]).

Dann erfiillt f die Gleichung A?s; =c+ s, , da

APF(t) = folt+p) + 2] = [ o)) + 2] = AP fo(t) = k(t) ,  te[0,T],
und (vgl. (6.2.2)):

APsy = sp(p) +sary = f fo+§d + S = C+ Sp.
—
[0.,p) =0

Damit ist {c+ s, |ce R,k € L2([0,T]) } € Hsiepian—p €benfalls gezeigt.
Der Zusatz APs; = s¢(p) + Sarys gilt wegen (6.2.2), womit Satz 6.2.1 vollstdndig bewiesen

ist. n

Weitere Eigenschaften des Slepian-p-Kernels geben wir in Abschnitt B.2 des Anhangs an.

6.2.2 Der Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses
Es seien p >0, T > 0. Wir betrachten fiir 4 :[0,7] -» R die Abbildung D? : RI07] — R[0.7]
mit
h(t , falls t € |0,
Doy = |1 0.p) (6.2.3)
h(t) - h(t-p) , fallste[p,T]

Ist h(0) =0, so gilt (DPh)(t) = h(t) — h((t - p)*) fiir t € [0, T]. Insbesondere folgt daraus,
dass
DPBio,r = (Bt - B(t*p)*)te[o,T]

ein Wiener-Slepian-p-Prozess ist. Im Gegensatz zur Abbildung AP aus Kapitel 4 (vgl.
Lemma 4.2.5) ist DP bijektiv:
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6 Der Kernel eines GauB-Prozesses

Lemma 6.2.2 D? ist linear und bijektiv. Fiir die Inverse (DP)~1 : RIOT] — RIOTT gt
(h:[0,T] > R):

]

((DP)h) (t) = Y h(t-jp), te[0,T]. (6.2.4)

=0
Dabei ist | x| := max{k € Z|k <z} fiir z >0.
BEWEIS Die Linearitét ist klar.
Im Falle p > T ist DPh = h und nach (6.2.4) ist (D?)~'h = h, womit Lemma 6.2.2 in dieser
Situation richtig ist.

Sei daher p < T. Um die Injektivitidt einzusehen, seien h,g € L?([0,7"]) zwei Funktionen mit
DPg = DPh. Nach Definition von DP gilt also:

g(t) =h(t) fir alle t € [0,p) (6.2.5)
und g(t) —g(t—p) =h(t)-h(t-p) fir alle t € [p, T']. (6.2.6)

Aus der Gleichheit von g und h auf [0,p) und (6.2.6) folgt:
g(t) =h(t) firallete[p,2p)n[0,T]. (6.2.7)

Daraus wiederum kann wegen (6.2.6) g(t) = h(t) fiir alle ¢ € [2p,3p)n[0,T"] gefolgert werden.
Setzt man diese Argumentation induktiv fort, so erhilt man: g(t) = h(t) fiir alle ¢ € [0, T']
und damit die Injektivitat von DP.

Sei nun h:[0,7] - R eine beliebige Funktion und g die Abbildung aus (6.2.4), also

5]
g(t) = Z(:)h(t—jp) , te[0,T].

Dann ist DPg = h (Beweis sh. unten) und somit DP surjektiv, also bijektiv. Damit aber folgt
auch, dass g = (DP)™" h gilt, womit (6.2.4) bewiesen ist.
Es bleibt noch die Korrektheit von DPg = h nachzuweisen:

i) Fiir t € [0, p) ist [%J =0 und damit gilt: Drg(t) = g(t) = h(t).

ii) Fiir t € [p,T] gilt:

;] | ]
DPg(t) = > h(t—jp) = Y, h(t—p-jp)=h(t).

j=0 7=0

Damit ist Lemma 6.2.2 vollstdndig bewiesen. -
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6.2 Der Kernel fiir spezielle Gau-Prozesse

Lemma 6.2.3 Es seien p>0,7 >0 und h:[0,T] - R eine Abbildung.
a) Ist h von beschrdankter Variation, so ist dies auch fir DPh und (DP)~'h richtig.

b) Ist h stetig mit h(0) =0, so sind DPh und (DP)~'h ebenfalls stetig.

BEWEIS Im Fall T' < p ist DPh = h = (DP)~th, womit die Aussagen aus Lemma 6.2.3

unmittelbar folgen. Sei daher nun 7" > p.

a) Essei h:[0,7] - R von beschrankter Variation. Nach Definition ist

h(t) , falls t € [0, p)

Ph(1) =
D (t) h(t) _ h(t _p) , falls t e [p7T]

(6.2.8)

Drh ist damit als Linearkombination von Funktionen beschrankter Variation selbst von
beschrankter Variation.
Fiir (DP)~'h gilt nach Lemma 6.2.2 (t € [0,T]):

H
((DP)'h) () = Z(:) h(t-jp)

h(t) , falls t € [0, p)

| h() +h(t-p) , falls t € [p,2p) N [0,T] (oo
@) +h(t=-p)+h(t-2p) |, falls te[2p,3p) N [0,T] (6.29)

Aus dieser Darstellung aber ist ersichtlich, dass (DP)~'h ebenfalls eine Linearkombination
von Funktionen beschréinkter Variation ist. Folglich ist (D?)~th e BV ([0,T]).

b) Linearkombinationen stetiger Funktionen sind wiederum stetig. Um die Stetigkeit von
DrPh einzusehen, geniigt es daher wegen (6.2.8), die Stetigkeit in ¢ = p nachzuweisen.

Diese folgt allerdings aus:
lim DPh(t) = lim h(t) = h(p) = h(p) - h(0) = lim A(t) — h(t - p) = lim DPh(t).
ttp t—p t—=p tp

Um die Stetigkeit von (DP)~1h einzusehen, betrachten wir die Darstellung aus (6.2.9).
Aufgrund der obigen Argumentation geniigt es, die Stetigkeit von (DP)~1h an den Stellen
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6 Der Kernel eines GauB-Prozesses

{kp| k € N mit kp < T} nachzweisen. Es sei also k € N mit kp <T. Dann gilt:

5] L
i (D)) () =l 32t = 39) = 32 ko= )+ (b ~ )
5]

=lim > (1 ip) = lim (D7) ) (1)

=0

Damit folgt (D?)~'h € C([0,T]), womit die Behauptung aus Lemma 6.2.3 bewiesen ist.g

Satz 6.2.4 (Kernel eines Wiener-Slepian-p-Prozesses)
Es seien p >0 und T > 0. Der Kernel eines Wiener-Slepian-p-Prozesses V[’(')’T] = (V)iepo,m
151

HWiener—Sl.—p = {Sf | f € LQ([07T])}

und die zugehorige Norm ist gegeben durch

HSfHHWiene'r'-Sl.-p = “(Dp)_IfHLZ .
Insbesondere ist DPsy = spvy fiir f e L2([0,T]).

Bemerkung 6.2.5 Der Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses ist gleich dem (reproduzie-
renden) Kernel H der Brownschen Bewegung. Wir schreiben daher im Folgenden H anstatt

H wiener-si.-p- Fiir die zugehiorigen Normen auf den Kerneln gilt die Gleichheit jedoch nicht.

BEWEIS (VON SATZ 6.2.4) Es sei Hgm = {sy | f € L?([0,T])} der zu Bz gehorige

Kernel. D ist linear und somit gilt wegen Bemerkung 6.1.1 ¢):
Hwiener-si-p = DP(Hem) = {DPsy | f € L*([0,T])}. (6.2.10)
Zunéchst halten wir fest, dass fiir f e L2([0,T']) gilt:
DPsy=spry . (6.2.11)

Wir beweisen die Aussage (6.2.11) durch Fallunterscheidung;:

i) Fall t €[0,p) n[0,T]: DPsy(t) = s;(t) = Jyo.0 D7 f(5) ds = sprs(t).
’ —
=f(s)
Ist T < p, so ist (6.2.11) bewiesen. Im Fall 7" > p gilt (6.2.11) ebenfalls, da dann zusétzlich

das Folgende richtig ist:
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6.2 Der Kernel fiir spezielle Gau-Prozesse

ii) Fall te[p,T]:

Drsp(t) = [ f)ds= [ ) ds
[0,t] [0,t-p]
= [ Dfsyds+ [ DPf(s)ds = spug(t).
[0,p) [p:t]

Fir f e L2([0,T]) ist DPf ebenfalls aus L?([0,7]) und damit folgt aus (6.2.11):
HWiener—Sl.—p < {Sf | f € LQ([()?T])}

Um die umgekehrte Teilmengenbezichung einzusehen sei s, € {sy | f € L2([0,7])}, also
h e L2([0,T]). Nach Lemma 6.2.2 erfiillt g definiert durch

7]
g(t) = h(t-jp), te[0,T], (6.2.12)
7=0
die Gleichung DPg = h. Mit (6.2.11) folgt nun s, = DPs, und damit insbesondere:
S € Hwiener-sip, da g € L2([0,T']). Folglich ist auch {s; | f € L2([0,T])} S Hwicner-Sip
gezeigt.
Nach Bemerkung 6.1.1 ¢) ist die Norm auf Hwiener-s1.-p gegeben durch (f € L2([0,7'])):

‘ = inf
” Sf”HWlenerfSpr {ShGHBl\/}?DpSh:Sf} ”Sh ”HBI\/I
= h = D)1
S NN U PR (D R P
wobei die vorletzte Gleichheit wegen (6.2.11) gilt. .
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7 Beste a-Niveau Tests

In den nachfolgenden Abschnitten 7.1 bzw. 7.2 geben wir erstmalig beste a-Niveau Tests

fiir Slepian-p- bzw. Wiener-Slepian-p-Prozesse an.

7.1 Bester Slepian-p-Test

Um einen besten a-Niveau Test, « € (0, 1), fiir Slepian-p-Prozesse zu konstruieren, prisentie-
ren wir zunéchst in Abschnitt 7.1.1 ein Resultat aus Shepp (1966) zur Verteilungs-Aquivalenz
von bestimmten Gauf3-Prozessen. Anschliefend prézisieren wir dieses Resultat fiir die Si-
tuation eines Slepian-p-Prozesses mit Erwartungswertfunktion m in Abschnitt 7.1.2. In
der Literatur wurde dies bisher nur fiir den Fall p =1 und m = 0 getan. In Abschnitt 7.1.3
geben wir erstmals einen besten a-Niveau Test fiir Slepian-p-Prozesse an. Abschlieflend
diskutieren wir eine zu den Giitebetrachtungen aus Abschnitt 4.3 passende Alternative,
wofiir wir einen gleichméflig besten a-Niveau Test mitsamt Giite angeben. Sowohl dieser

gleichméafig beste Test als auch die zugehorige Giite tauchen in dieser Arbeit erstmalig auf.

7.1.1 Free Brownian Motion und dazu verteilungsaquivalente

Prozesse

Es sei X701 = (Xt )se[o,r] €in GauB-Prozess mit Pfaden in C'([0,77]), T'> 0. Shepp (1966) hat
erstmals dargestellt, unter welchen Bedingungen P¥10.71 zum Wiener Maf (oder bestimmten
Abwandlung desselbigen) dquivalent ist. Eine dieser ,,Abwandlungen“ des Wiener Mafles ist

die Verteilung der (nicht-differenzierbaren) ,,free Brownian Motion*.

Definition 7.1.1 (Free Brownian Motion)
¢ sei eine N(0,1)-verteilte Zufallsgrifie, welche von der Standard Brownschen Bewegung
Bior = (Bt)te[o,:r], T > 0, stochastisch unabhdngig ist. Im Nachfolgenden bezeichnen wir

den Prozess
£+ Blog = (§+ Bt)te[O,T]

als (nicht-differenzierbare) free Brownian Motion.
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Wir erweitern das in Abschnitt 2.1.1 eingefithrte Wiener-Integral auf den Fall, dass eine
free Brownian Motion als Integrator auftritt:

Definition 7.1.2

Es seien T >0 und B := £ + Bo.r eine free Brownian Motion. Fir f e L*([0,T]) definieren

wWar:

i) [y f(s)dB(s):= [y f(s)dS+ [ f(s)dB(s) = fy f(s)dB(s).
Dabez ist fo f(s)d¢ =0, da der Integrator & von s unabhdingiqg ist. fOT f(s)dB(s) ist

ein Wiener-Integral.

ii) Fir ceR, ke L?([0,T]) seien m :=c+ s und B,,(t) :=B(t) —m(t), t € [0,T]. Dann:
[ £(5) aBu(s) = [ 1(s) dB(s) - ] F()k(s) (ds).

Weiter definieren wir fir H € L*([0,T]?):

[T [T H(s,t) dBy(s) dBu(t)

- f f H(s,Hk(s)k() (ds) (dt) - [ fT H(s,t) dB(s) k() (dt)

(0,77 [0,T] (0,7

foH(s Dk(s) (ds)dB(t)+ ffH(s £) dB(s) dB(?).

0 [0,T]
Dabei ist das letzte Integral ein doppeltes Wiener Integral (sh. z. B. Kuo, 2006, S. 150ff.).

Ist f von beschrankter Variation bzw. H von beschréankter Variation im Sinne von Vitali
(vgl. z. B. Bischoff und Somayasa, 2009, S. 2173), so konnen die Integrale aus Definiti-
on 7.1.2 als Riemann-Stieltjes Integrale aufgefasst werden. In diesem Fall ergeben sich die
angegebenen Definitionen aus der Tatsache, dass Riemann-Stieltjes Integrale im Integrator

linear sind.

Wir zitieren das Shepp (1966)-Resultat fiir den Fall der free Brownian Motion:
Theorem 7.1.3 (Shepp (1966))

Sei Xjo) ein Gauf-Prozess mit existierender Erwartungswertfunktion m und Kovarianz-
funktion R mit R(0,0) > 0. £ + B sei eine free Brownian Motion.

Dann sind PXo.11 und PSP genau dann dquivalent, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:
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7.1 Bester Slepian-p-Test

1) m e C[0,T] derart, dass m = c+ sy, fir ein ce R,k e L2([0,T]).

2) Fiir die Kovarianzfunktion R gelte

R(s,t) = R(O;()()]E()O’t) +min(s,t) - [ / K(u,v)dudv, s,te[0,T], (7.1.1)
sowie \/ﬁ[mo,w -RO.0)]= [a(wdu, tefo7) (7.1.2)

wobei K € L2([0,T] x [0,T]) ein eindeutiger, symmetrischer Kernel ist mit 1 ¢ o(K)
sowie a € L2([0,T]).

Dabesi ist
T
o(K):= {)\lES ex. f+0¢€L? mit fK(t,u)f(u) du=Af(t),te [O,T]}
0

das Spektrum von K .
Sind die beiden Mafle dquivalent, so gilt fiir PS*Bo.m-fast alle B € C[0,T):

%(B) - [R(O,O)AJ:([ )(1—/\)]_1/2 x exp | (7.1.3)
% OfT OfT H(s, ) dBy(s)dB,(1) (7.1.4)
_22”((0?)02) O/T OfT H(s, t)a(s)a(t) dsdt (7.1.5)
+\/% fT fT H(s, t)a(s)dsdB,, (1) (7.1.6)
_zEjzm((o(?)oZ)f a(t)?dt + ——— ’”(0) OfTa )dB,,(t) (7.1.7)
L ”“ [ Ks)aB() ) (1

Dabei ist B, (t) := B(t) —m(t), t € [0,T] und H die zu K gehdorige Fredholm Resolvente an
der Stelle \ = 1.
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7 Beste a-Niveau Tests

BeEwEIs Die obige Aussage kann aus Shepp (1966, Theorem 8) hergeleitet werden, wenn
man dort n = 0 setzt. Sie findet sich aber auch explizit in Bar-David (1975, S. 725). -

In Satz 6.2.1 wird erstmalig der Kernel eines Slepian-p-Prozesses angegeben. Aus dieser

Darstellung folgt unmittelbar:

Bemerkung 7.1.4 FEine Funktion m erfillt die Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3 genau

dann, wenn m 1m Kernel des Slepian-p-Prozesses liegt, also
me %Slepian—p = {C+ Sk | ce Rv k € LQ([OvT])}

gilt.
Mit Theorem 7.1.3 kann die nachfolgende Aquivalenz bewiesen werden.

Korollar 7.1.5 Seien T'> 0 und By 7] = (Bt)te[O,T] eine Standard Brownsche Bewegung,
die von & ~ N(0,1) stochastisch unabhdingig ist. Dann gilt fir A € R, A #0:

PM&+Bor) st Gquivalent zu PEPOTT = )\ = 1 .
BEWEIS Sei R, die Kovarianzfunktion von A (f + B[O’T]), also
Ry(s,t) = \>Cov (€ + By, £+ B;) = A*(1 +min(s,t)), s,te[0,T].
Wegen A # 0 folgt R\(0,0) = A2 > 0, womit die Voraussetzungen von Theorem 7.1.3 erfiillt

sind. Weiter gilt:

1) Da E (M&+ By)) = 0 fiir alle t € [0,T] gilt, ist Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3

trivialerweise erfiillt.
2) Die Forderung (7.1.2) ist stets erfiillt, da fiir alle ¢ € [0,7"] gilt:

1

vV RA(0,0)

[R(0,t) - RA(0,0)] = — [A2=A?] =0

>

a(u) du , wobei a(u) :=0 fir u e [0,T].

o\“

Forderung (7.1.1) ist genau dann erfiillt, wenn ein symmetrischer Kernel
K e L*([0,T]?) existiert mit

OfofKA(u,v) dudv = RA((Z?O{%S)(OJ) +min(s,t) - Rx(s,1) . (7.1.9)
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Fiir die rechte Seite in (7.1.9) gilt:

R,\(O,S) R)\(O,t)
R, (0,0)
= M+ min(s,t) - A2(1 +min(s,t)) = (1-)\?)min(s,t).

+min(s,t) - Ry(s,t)

Damit kann K in (7.1.9) nur existieren, falls 1 - A2 =0, also A = 1, gilt.

Somit aber ist die Behauptung bewiesen. -

7.1.2 Slepian-p-Prozess und Free Brownian Motion

Es seien in diesem Abschnitt p >0, 0 <7 < p sowie B = (B;):»0 eine Standard Brownsche

Bewegung, die von & ~ N (0, 1) stochastisch unabhéngig ist und W[’(’) 7] ein Slepian-p-Prozess.
Lemma 7.1.6 Fir AeR, A0, gilt:

AWP . 1
P01 gst zu PEPOT Gouivalent <= A= +— .

V2
Fiir p = 1 verwendet Shepp (1966, Formel (16.5)) die Richtung ,,<=* aus Lemma 7.1.6. Die
in Lemma 7.1.6 angegebene Aquivalenz und die Verallgemeinerung auf p > 0 wird erstmalig

in dieser Arbeit bewiesen.

BEWEIS (VON LEMMA 7.1.6) Sei zunéchst A = i%, dann gilt: Der Prozess i%W[IZ),T] hat
die Kovarianzfunktion (s,t € [0,7]):
R(s,t) := Cov (i%WSp, i%th) =i(p-Jt-s)".
Wegen T < p aber gilt |t — s| <T < p und damit folgt weiter
R(s.t) = 3o~ Jt~ ) (7.1.10)

mit R(0,0) = £ > 0. Weiter gilt fiir i%W[%’T]:

1) Der Erwartungswert von i%th ist 0 fiir alle ¢ € [0,7"] und erfiillt damit die Bedingung
1) aus Theorem 7.1.3.

2) Auch die Bedingungen aus Theorem 7.1.3 — 2) werden eingehalten, da der symmetrische
Kernel K mit .
K(u,v) := 2_p . u,vel0,T],
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der Gleichung (7.1.1) geniigt. Denn fiir s,¢ € [0,7] mit T < p gilt:

R(0,5s) R(0,t)
R(0,0)

p—|t-s|

+min(s,t) - R(s,t

) :—(p—t)Q(p— ) +min(s,t) -
D

1[st
=— [S——t—s+2min(s,t)+|t—s|]
2lp

s 1
st f/K(u,v)dudv.
2p 0 0

Das Spektrum von K ist gegeben durch:

T

J(K):{ﬁeﬂﬂ Esex. f#0eL*([0,T]) mit%/f(u)du:ﬁf(t),te[O,T]}
P

0
1 T
:{BE]R\ Es ex. c#0€R mit —TCZﬁC} = {—}
2p 2p

mit 1 ¢ 0(K), da nach Voraussetzung 1" < p ist.

Die Funktion a € L2([0,7']) mit a(u) := —\/Lz_p erfiillt die Gleichung (7.1.2), da

\/ﬁ[mo,w - R(0,0)] - \/g[f%t 2= [ atwydu.

0

Damit folgt mit Theorem 7.1.3, dass
p*7a"or und  PEBrr) dquivalent sind. (7.1.11)

Seinun A ¢ {—%, 0, %} Dann gilt fir M ¢ C([0,7']) mit M ist in der Borelschen o-Algebra
von C([0,7T]) enthalten (i.Z M e B(C([0,T]))):

PO 2y € M) =P (J5Wioy € M) = /N¢dP&ﬁW1
T M

1y
V2 [0,T] . . . . “ .
db ist. Diese existiert wegen der Aquivalenz von

wobei ¢ die Radon-Nikodym Dichte BP0l

1
Pvz"0.11 und PPl (sh. (7.1.11)). Anwendung des elementaren Transformationssatzes

ergibt, dass der obige Ausdruck iibereinstimmt mit:

[ (ki) B ag)
M
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1
Daraus folgt, dass P bzgl. PV2A(E+Bor) absolutstetig ist. Da P70 und P&
aquivalent sind, folgt mit analoger Argumentation, dass auch PV2A(&+Bpo,r1) bzgl. P

absolutstetig ist und damit, dass
PVAAErBlor) gy PAWom ] dquivalent ist. (7.1.12)

PV2A(E+Bro.m) gt aber nach Korollar 7.1.5 nicht zu P&+Bio.r dquivalent, da \ # i%. Folglich
existiert ein M € B(C([0,7'])) mit

]P\/i)\($+B[o,T])(M) =0 und IP&B[O’T] (M) #0.

Wegen (7.1.12) gilt aber IP’\(W[IZ%TJ)(M) = 0 und damit: P*071 st nicht zu PEBior) dquiva-

lent. n

Es seien im Nachfolgenden p >0, 0<T <p und m =c+ s, mit c€ R, k € L2([0,T]) sowie
WI[)O,T] = (WY +m(t))eefo,1] (7.1.13)

ein Slepian-p-Prozess mit Erwartungswertfunktion m. Mit Hilfe von Lemma 7.1.6 kénnen
wir den nachfolgenden Satz 7.1.7 beweisen. Die Aussage dieses Satzes ist fiir den Spezialfall
p=1,m =0 in der Literatur bekannt (sh. Beispiel 7.1.8). Die allgemeinere Version aus
Satz 7.1.7 ist unseres Wissens nach neu.

Satz 7 1.7

PvEVior st sy PEHBT) dquivalent und fiir PS*Po.11-fast alle B € C([0,T]) gilt:

apv:V
dP&+Bro.m
T
T O L O R Ol L L o aee
VT P 2 202p-T) "2 ’

wobei B,/ 5(t) :=B(t) - %m(t),t €[0,7T].

BEWEIS Der Prozess %Wfo 7] hat die Erwartungswertfunktion m := %m Nach Voraus-
setzung erfiillt m die Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3 und somit folgt die Aquivalenz von
IPf 011 und PP aus Theorem 7.1.3 und Lemma 7.1.6.

Um die Dichte aus Theorem 7.1.3 explizit angeben zu kénnen, miissen wir noch die zum
Kernel K € L2([0,7T]?) gehorige Fredholm Resolvente H an der Stelle A = 1 berechnen. Aus

dem Beweis zu Lemma 7.1.6 erhalten wir: K = %
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Um H zu berechnen, folgen wir den in Jerri (1999, S. 253) vorgeschlagenen Weg, wozu wir
auch die dortige Notation verwenden. Sei Cy :=1, Dy(s,t) := K(s,t) = 2ip und fiir n e N

sowie

In unserem Fall gilt damit: Cy = 5 sowie Di(s,t) =

T
C, = [Dn_l(s,s) ds
0

D, (s,t):=C,K(s,t)-n f K(s,2)Dy1(z,t)dz.

=0, woraus C,, =0 und D,, =0

p 42

fiir alle n > 2 folgt. Damit ist dle gesuchte Fredholm Resolvente gegeben durch:

H(s,t) =

Y20 S Du(s,t)y  1j2p 1
o e T 1-T/2p 2p-T

n!

fir alle s,t € [0,77] . (7.1.14)

Anmerkung: Der Nenner in (7.1.14) kann aufgrund der Voraussetzung 7' < p nicht 0 werden.

Wir berechnen nun die in Satz 7.1.7 dargestellte Dichte. Dazu verwenden wir insbesondere

Bm(t) := B(t) —m(t) = B(t) - \/_m(t) t€[0,7], und (vgl. Lemma 7.1.6)
_p _ 1 gzt
RO.0)=5, Heg . a=-—

und berechnen die in Theorem 7.1.3 dargestellten Ausdriicke fiir unseren Fall (Nummern
beziehen sich auf Theorem 7.1.3):

(7.1.3):
(7.1.4):
(7.1.5):
(7.1.6):
(7.1.7):

(7.1.8):
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[R0.0) Moo (1- V] = [5-D)] " -
1y Jy H(s,t) dBu(s)dBu(t) = ~ 575 [Bn(T) — Bn(0)]”
o o o H (s, Da(s)a(t) dsdt = B (0)?

s [ fy H(s.Da(s)dsdBn(t) = s Bu(0)(Bu(T) - Bn(0))
~srtty Jo a(t)*dt+ 220 [T a(t)dBn(t) = g5z Bn(0)? = 1Bn(0)(Bn(T) ~ Bn(0))
—% ?%"“((()?3)2 = —B"“I(?O) und wegen m = ¢ + sy, ist \/- = % % = f + Sk womit der
zweite Teil in (7.1.8) gegeben ist durch:

T T
%B(O)z Hf 172 OfT +) dB(s) - 3(3)2 \’f“ Tofk( 5) dB(s



7.1 Bester Slepian-p-Test

Addiert man die obigen Ausdriicke aus (7.1.5)—(7.1.7) und die erste Zeile von (7.1.8), so
ergibt sich mit b; := B (¢) = B(¢) - %m(t) fir t € {0,T}:

- st = sy bolbr — b) - Fold - Sbolr - )

:Wlp—m T(2p - T)b2 - 2pTbobr — T (2p — T)b2 - 4p*bobr + 2pTbobr

= — 3277Bm(0)Bn(T).

Setzt man nun die obigen Resultate in die Dichte aus Theorem 7.1.3 ein, so erhélt man fiir
P+Bro.m_fast alle B € C[0, T

aps*hn 2 1
et B = =t O\ T ampo

4 B(0)% Hk‘ll
~ 5y 7y Bn(OBn(T) + =5 fk()dB }

[Bm(T) - Bm(o)]2

2 B(0)2 [Bu(T) +Bm(0)]? \k:|| A
) 2p—TeXp{ 2 2p-T1) Of (s) dB(s }

Damit ist Satz 7.1.7 vollstandig bewiesen. -

Aus Satz 7.1.7 folgt im Fall p=1, m=0:

Beispiel 7.1.8 Im Fualle 0 <T < 1, gilt fiir einen Slepian-Prozess W = (W1 iero,:

(9) = 2 202-T)

ap s 2_ o {g<o>2_[g<T>+g<o>]2}
dPé+Bro.) o7V

fiir PBom1_fast alle g € C([0,T1)).

Diese Formel gibt auch Shepp (1966, Formel (16.5)) als ein Beispiel an.

7.1.3 Bester a-Niveau Test fiir allgemeine Alternativen

Soweit uns bekannt ist, wird erstmalig im Zuge der vorliegenden Arbeit ein bester a-Niveau
Test fiir Slepian-p-Prozesse studiert. Wir geben einen solchen im nachfolgenden Satz 7.1.9

all:
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7 Beste a-Niveau Tests

Satz 7.1.9 (Bester a-Niveau Test fiir Slepian-p-Prozesse)
Es seien p>0, 0<T <p und W[%,T] = (WE)e[o,ry ein Slepian-p-Prozess. Wir betrachten fir
Wp

pr] =M+ W[%,T] mit m € Hgiepian—p die Hypothesen

Hy:m=0 wvs. Hi:m=mg, (7.1.15)

wobei mg = ¢o + sk, mit cg € R, kg€ BV ([0,T]) bekannt.
Dann ist die Teststatistik des besten a-Niveau Tests, ac€ (0,1), gegeben durch:

T
2 T
T(W?, polco. ko) = %’%T()[wg+wg]+ [ ko) awy.
0

Das auftretende Integral ist dabei vom Riemann-Stieltjes-Typ. Die Entscheidungsregel
Lehne Hy:m=0 ab <— T(W?O7T]|Co, ko) > u1—ap

fihrt zu diesem besten a-Niveau Test. Dabei ist uy_n, € R das (1 — a)-Quantil von
T (W
on ko abhdngig.

|co,k0)6. Ui—qyp 45t von den Parametern o, p, T und cy sowie von der Funkti-

BEWEIS Wir betrachten die zu (7.1.15) dquivalenten Hypothesen

1 1 1
Hy:—m=0 vs. H{:—m=—m 7.1.16
0 \/5 1 \/5 \/5 0 ( )
mit %mo € Hslepian—p- Nach Satz 7.1.7 existieren fiir %W’[’O’T]
unter H! P**Po.r1-Dichten. Das Neyman-Pearson Lemma zur Konstruktion eines besten

sowohl unter H{ als auch

a-Niveau Tests (siehe bspw. Lehmann und Romano 2005, S.60) ist demnach anwendbar.
Da ko € BV ([0,T]), kann das in Satz 7.1.7 auftretende Integral als Riemann-Stieltjes
Integrale aufgefasst werden. Damit folgt fiir P**Bor-fast alle g € C([0,T1]):

apvitho 2 (9O [o(T) +g(O)F
dP&+Brori T 2 202p-T)

6Man beachte, dass hier W[% ] anstatt W2 steht.

[0,7]
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7.1 Bester Slepian-p-Test

und andererseits mit gm,(t) = g(t) - %mo(t), te[0,T]:

—=(mo+WP) (0,17
dIPv2

TpE B (9)
__ 2 9(0)%  [gmo(T) + gmy (0)]*  [kol32
_m exp{ 5 22p-T) 1 \/_[k (t) dg(t) }
2 1902 [9(T) +9(0)]°  [mo(T) +me(0)]?
J-T P 2 202p-T) 4(2p-T)
L Lo(T) + g(0)] - [mo(T) +mo(0)] Hk:ou 17
Va(2p-T) 175 [ O dg(t)}
Daraus folgt fiir den Likelihoodquotienten:
d]P%(Wp‘FmO)[O,T] dIP%(Wp"'mO)[O,T] /dIP&B[O»T] )
pen T qpein / dPE+Bro.m )
20+ 50(T) (o) 4 gy e L [ et sn (P kol
xp { Sy 90+ 9D+ [ ko) dg (1) = = - }

T 2 2
2¢o + Sk (T') (v ] 1[ [2¢o + sk, (T)]" Kol
L) - £) dW? - Sl I

eXp{ 22p-1) Vot Wrl 2 ) o(?) 4(2p-T) 4 [

wobei beim letzten Gleichheitszeichen g = %W’[’O 7] eingesetzt wurde. Folglich gilt fiir eine

Konstante ;_4;, > 0:

—=(WP+mp) [0,7]
dlpv2

_L WP N
apvz"io.n <\/§W[0,T]) > gy

genau dann, wenn

T

2 T

20 510 (1) (o, o] 4 | kot awy

2p-T
0
i [2¢0 + 51, (T)]? [ kol3
> 2 1n(u1_a;p) + 2(2p _0 T) —+ 2 L = ’L[,]__a;p-

Dies ist gerade die Entscheidungsregel aus Satz 7.1.9, womit derselbige bewiesen ist. -
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7 Beste a-Niveau Tests

7.1.4 GleichmaBig bester a-Niveau Test fiir Alternative [ = 1)

Es seien Y[o1] = sy + By 1] das asymptotische Regressionsmodell mit f € L2([0,1]) und
p€(0,1]. Ist AP der Operator aus (4.2.4) mit APY[o,1) = (Yip = Y2) 010 SO gilt:

Ap}/[ojl] = ApSf + ApB[Ojl]

ist ein Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C'([0,1 - p]) und Erwartungswertfunktion APs;.
Wir betrachten in diesem Abschnitt den Spezialfall, dass unter der Alternative H; die
Regressionsfunktion von der Gestalt f = pul) mit g > 0 und 6 € [0,1) ist. Fiir diese
Situation berechnen wir erstmalig einen gleichmiflig besten a-Niveau Test fiir Slepian-
p-Prozesse. Diesen Test (bzw. dessen Giite) verwenden wir anschlieBend, um die Giite
des besten Tests fiir Slepian-p-Prozesse mit der Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests aus
Abschnitt 4.3 zu vergleichen.

Um die Hypothesen bei Vorliegen von Slepian-p-Prozessen nidher zu préizisieren, benotigen

wir das folgende Lemma:

Lemma 7.1.10 Es seien pe (0,1] und f =1(p1) mit 6 € [0,1). Dann gilt mit
k1= 1((0-p)* min(6,1-p)]

APsp(t)=(p-0)"+si(t), te[0,1-p].
BEWEIS (VON LEMMA 7.1.10) Nach Satz 6.2.1 gilt fiir ¢ € [0,1 - p]:
APsp(t) = sp(p) + sarf(t).
Wegen s¢(p) = (p—0)* und
APf() = Lot +p) = Lo1)(1) = L((o-p)~min(o.1-p) (1), T €[0,1-p],
folgt die Behauptung. -

Bemerkung 7.1.11 Flir die Funktion k aus Lemma 7.1.10 gilt:

k‘(t) = 1(9,p79](t) fﬂ’l" te [0, 1 —p].

Im Nachfolgenden betrachten wir k ausschliefilich auf [0,1 - p]. Um die Notation zu

vereinfachen, schreiben wir daher im weiteren Verlauf dieser Arbeit k = 19,0 anstatt

k = 1((6-p)* min(6,1-p)]-
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Damit kénnen wir nun die Hypothesen formal angeben: Wir betrachten im Nachfolgenden
fiir APY[o1)= APsy+ APBg4], p € (0,1], das Testproblem

Hy:APs;=0 vs. Hp:esex. ein pu>0mit APsp=p[(p-0)"+si].

Dabei ist & := 1(g9_, 6 und 0 € (0,1]. Nachfolgend geben wir fiir diese Hypothesen im Falle

P2 % einen gleichméfig besten a-Niveau Test an.

Teststatistik und Entscheidungsregel

Um die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese zu bestimmen, wird sich das

nachfolgende Lemma als hilfreich erweisen:

Lemma 7.1.12 Es seien p > 0, WP = (Byy, — Bt)iso ein Slepian-p-Prozess und ¢y, ¢a, c3

reelle Konstanten sowie 0 <t <T'. Dann ist

AWl + caWP +csWh ~ N(0,07) ,
wobei 02 = 2¢5 [c3 (t — min(T, t + p)) — ¢, min(p, t)] - 2cz¢; min(T, p) + (¢1 + ¢2 + ¢3)* p.
BEWEIS Es gilt:

n = clVVé’ + CQth + CQWYQ = Cpr + C2(Bt+p - Bt) + Cg(BT+p - BT)

T
:(_027_63701a627c3) (Bt7 BT7 Bp7 Bt+p7 BT+p) .

Fiir den letzten Vektor gilt (By, Br, By, Biip, Brip)' ~ N5 (0,%), wobei

t t min(p, t) t t

t T min(p,7) min(T,t+p) T
2= min(p,t) min(p,T) p p p

t min(t+p,T) D t+p t+p

t T P t+p T+p

Daraus folgt: 1 ist normalverteilt mit E (7)) = 0 und

Var (77) = (_627 —C3,(C1,C2, C3) Z (_627 —C3,(C1,C2, C3)T

= 2¢; [e5 (t—min(T, ¢ +p)) — ¢; min(p, )] - 2es¢; min(T, p) + (c1 + co +¢3)°p . (7.1.17)
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Dabei ergibt sich der Ausdruck in (7.1.17) durch elementare Umformungen, womit Lem-

ma 7.1.12 bewiesen ist. -

Zur Konstruktion des besten a-Niveau Tests verwenden wir Satz 7.1.9. Dort wird ein
Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C'([0,7]), T' > 0, betrachtet. In der nun vorliegenden
Situation hat APY[q; Pfade in C([0,1 - p]), so dass T' = 1 - p gilt. Die in Satz 7.1.9
angegebene Forderung 7' < p fithrt folglich im Falle T'=1 - p dazu, dass p > % erfiillt sein

muss. Im nachfolgenden Satz wird daher ,,p > %“ als Voraussetzung angenommen.

Satz 7.1.13 (GleichméBig bester Slepian-p-Test bei Alternative f =1g,1))

Es seien p € [5,1] und Yjo1) = sy + Bpo1) mit f € L>([0,1]) das asymptotische Regressions-
modell. Weiter sei

Wp

[071_p

] = APY[OJ] = ApSf + APB[OJ].

FEin gleichmdf$ig bester a-Niveau Test fiir
Ho:APsp=0 wvs. Hy:APsp=pu(p=0)"+us,.,, firenp>0 (7.1.18)
st gegeben durch:

_ J = D
Lehne Hy: APs; =0 ab <= &—GTQ (W[O,lfp]> > Z_q -

Dabei ist fiir g € C([0,1-p])

1
V2(3p-1)

(1-0)g(0) -(3p-1)g(0-p) +@Bp-0)g(1-p) . fallsfe(p,1)
x4 2(1-p-0)g(0) +2(2p-0)g(1-p) , falls 0 € [1-p,p]
(1-p-0)g(0) +Bp-1)g(0)  +(2p-0)g(1-p) , falls 0 €[0,1-p)

To(g) =

und
(1-6)(3p-0) , falls 0 € (p,1)
5’3 = 492_2p2_48+6p_4p0 , falls@e[l—l%p] :

BEWEIS Wir betrachten zunéchst fiir festes g > 0 die einfachen Hypothesen

H[) : ApSf =0 vs. Hl : ApSf = ,uo(p— 9)+ + ,U()Sl(eip’e] . (7119)
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Dann ist nach Satz 7.1.9 die Entscheidungsregel fiir einen besten a-Niveau Test gegeben
durch:

Lehne Hy: APs;=0ab <= Tp:=T (Wfoyl_p]m()(p —0)*, /Lol(g_pﬁ]) > Uiy . (7.1.20)

Dabeli ist

1-p
2p0(p = 0)" + p10514_, 5 (1 = P)
T, = %) [W2+ W2, ]+ o [ 1(g-pe) (1) AW? .
0

3p-1

=icy

Es gilt wegen 1 —-p < p:

1-0 , falls 0 € (p, 1)
1+p-20 , fallsfe[l-p,p] -
29— 0 , falls 6 € [0,1-p)

Ho
3p-1

Cop =

Weiter folgt fiir Ty:

Ty = o[ W+ W7 ] + 1 [WP (min(6,1 - p)) = W7 ((6 - p)*)]

coW§ —uowg_p +(co+ o) Wﬁ’_p , falls 0 € (p, 1)
=1 (co— o) W +(co+po) WY, , falls 0 e [1-p,p]
(co— o) Wy +po Wy +cgWi_, , falls 0 € [0,1-p)

(1-0)Wg -@Bp-1DHWj_ +(@Bp-0)W7_, , falls 0 € (p,1)

:3pui . (2-2p-20)W§ +2(2p-0)W7{_, , falls 0 € [1-p,p]
(I-p-0)W5 +@Bp-1)Wy  +(2p-0)W}_ , falls 6 €[0,1-p)
Unter der Nullyhothese ist Wﬁ) Tip] = APBg ) = W[% o] ein zentrierter Slepian-p-Prozess.

Damit folgt fiir Ty unter Hy:

TG;HO =

(1-0Wg -Gp-1DWg, +@Bp-0)Wp, , fallsfe(p,1)
21-p-0)Wy +2(2p- )Wy, , falls 6 € [1-p,p]
(1-p-0)W5 +@Bp-1W7  +(2p-0)W7, , falls 0 €[0,1-p)

Ho
3p -

Aus dieser Darstellung aber kann unter Verwendung von Lemma 7.1.12 Ty, 5, ~ N(0,03)
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gefolgert werden, wobei

, 261D -0)(3p-0) , falls 0 e (p, 1)
o5 = (3pli()1)2 2(3p - 1) [40% - 2p* — 40 + 6p — 4pd] , falls 0 € [1-p, p]
2(3p-1)[0° +4p*> - 0 - p0] , falls 0 € [0,1 - p)
, [(1=0)Bp-0) , falls 6 € (p, 1)
2
- 3pli01 40% - 2p2 — 40+ 6p—4pf | falls @ e[1-p,p] . (7.1.21)
0% + 4p* - 0 - po , falls 0 €[0,1-p)

o3 in der oben genannten Form erhélt man durch Einsetzen der enstprechenden Terme
in Lemma 7.1.12 und Durchfithrung elementarer Umformungen. Fiir die Varianz o} aus
(7.1.21) gilt: o7 > 0 und somit folgt:

1
—Ty.m, ~ N(0,1).
o9

Damit fiithrt die Entscheidungsregel
Lehne Hy: APs;=0ab < a—lng > 2a (7.1.22)

zu einem besten a-Niveau Test fiir die Hypothesen (7.1.19).
Die Teststatistik U%)Tg ist von pp unabhéngig. Weiterhin ist sie gleich C%grfl‘g (Wfo 1_p]) aus
Satz 7.1.13. Damit folgt, dass die dort angegebene Entscheidungsregel zu einem gleichméafig

besten a-Niveau Test fiihrt. -

Bemerkung 7.1.14 Gilt in der Situation von Satz 7.1.13 unter der Alternative p <0, so
fiihrt die Entscheidungsregel

_ I = D
Lehne Hy: APs; =0 ab <= _6_9T9 (W[o,1—p]) > 2o -

zu einem besten a-Niveau Test.

Testgiite

Fiir den besten a-Niveau Test aus Satz 7.1.13 kann auch die Giitefunktion explizit berechnet
werden:

Satz 7.1.15

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 7.1.13. Weiter sei f € L2([0,1]) die wahre Funktion
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7.1 Bester Slepian-p-Test

in Yjoa] = sy + Bjoay. Dann ist die Testgiite des gleichmifiig besten o-Niveau Tests aus
Satz 7.1.13 gegeben durch:

P (LT (Wh, ) >21a) = 1-@ (210 - 2T (A%5))) . (7.1.23)

[0,1—])]
BEWwWEIS Fiir die Teststatistik aus Satz 7.1.13 gilt:

1

= 1 - 1 -~
—To(W? =—Ty(APB — Ty (AP )
Gy o [0,1—p]) 5 9( [0’1])+69 o (A”sy)

Wegen &iG'JTg (APB[OJ]) ~ N(0,1) folgt daraus aber bereits die Behauptung. -
In Abbildung 7.1 stellen wir die Giite aus Satz 7.1.15 fiir den Fall dar, dass f = 1l 1) die
wahre Regressionsfunktion ist. Zu Vergleichszwecken zeichnen wir auch die berechneten
Giiten des Kolmogorov-Slepian-p-Tests (vgl. Abbildung 4.4) und diejenige des besten Tests
fiir Brownsche Bewegungen aus Kapitel 2.1 (Beispiel 2.1.10) ein. Wir weisen explizit darauf
hin, dass der letztgenannte Test von p unabhéngig ist. Aus der Abbildung ist ersichtlich,
dass zwischen den angegebenen Tests nahezu kein Unterschied besteht, wenn 6 € {0, 0.2}
ist. Ist hingegen 6 € {0.4,0.6,0.8}, so spielt die Fensterlinge p fiir die Giite des besten
Slepian-p-Tests offensichtlich eine Rolle: je kleiner p, desto grofer ist die Giite. Des Weiteren
ist festzuhalten, dass fiir groe Werte 6 (z. B. 6 = 0.8) der Unterschied zwischen dem
Kolmogorov-Slepian-p-Test und dem besten Slepian-p-Test betrachtlich ist. Fiir kleine 6
hingegen ist dies nicht so. Aus der Abbildung ist auflerdem ersichtlich, dass die Giite des
besten Slepian-p-Tests wesentlich stirker auf die Fensterlinge p reagiert als diejenige des

Kolmogorov-Slepian-p-Tests.

Abbildung 7.2 zeigt die Situation, dass f = ul,1, 0 € (0,1], die wahre Regressionsfunktion
ist, aber fy=1(;1, 7 € (0,1], zur Konstruktion der besten Tests herangezogen wird. Aus
der Abbildung geht hervor, dass die beiden besten Tests dhnliche Giiten aufweisen, falls
der Parameter 0 = 7 gewéhlt wird. Wird allerdings 6 falsch gewéhlt (Bilder aulerhalb
der Hauptdiagonalen in Abbildung 7.2), so ist im Allgemeinen der beste Slepian-p-Test
robuster. Ist demnach der wahre Change-Point 7 unbekannt, so empfiehlt es sich, den besten

Slepian-p-Test einzusetzen.

Spezialfall 0 =0 (d.h. f =)

Wir betrachten im Nachfolgenden den Spezialfall, dass f = u, g > 0, unter der Alternative
ist. Mit der obigen Notation ist der Change-Point # damit gleich 0 und die Hypothesen aus
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Test —— Bester Slepian-p —— Bester Test — Kolm.-Slepian—p
6=0 6=0.2 6=0.4 6=0.6 6=0.8

1.0 -
0.8 -

0.6 - b

0.4 - P
0.2 -
0.0 -
1.0 -

0.8 - =

G) 0.6 - 1l

o

(_r) 0.4 - 5
0.2 -
0.0 -
1.0 -
0.8 -

0.6 - b

o

0.4 - @
0.2 -
0.0 -

11 11 1 11 11
80 80 4 80 80
u

Abbildung 7.1: Giitefunktionen des besten Tests (fiir Brownsche Bewegungen), des bes-
ten Slepian-p-Tests und des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der
Alternative fo = 11,17 (Niveau a = 0.1; Berechnungen)

(7.1.18) werden zu
Hy:APsy =0 vs. Hy:APsyp=p fiir ein g > 0.

Die Entscheidungsregel aus Satz 7.1.13 ist in diesem Fall gegeben durch (W7 (01p] =
APYOJ ApSf'f‘ApBo’l )

P P
Wo+ Wi,

V2(3p-1)

Lehne Hy: APs;=0 ab < > 2_g - (7.1.24)
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Test —— Bester Test — Bester Slepian—p p —05----075---0.9

=0 1=0.2

Abbildung 7.2: Giite des besten Tests (fiir Brownsche Bewegungen) und des besten Slepian-
p-Tests fiir fo = 1(,1) im Falle, dass f = 11717 die wahre Regressionsfunktion
ist (Niveau a = 0.1; Berechnungen)

Eine der Voraussetzungen in Satz 7.1.13 ist, dass p > % gelten muss. Fordert man lediglich

p € (0,1], so gilt fiir einen Slepian-p-Prozess W[% 1] nach Lemma 7.1.12:
Wr(0)+W?(1-p)~N(0,2(p+(2p-1)7)) ,

da
Var (W?P(0) + WP(1-p)) =-2min(p,1-p)+4p=2(p+ (2p-1)") .
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Damit fiihrt fir p € (0, 1] die Entscheidungsregel
W§+ Wy
< >
V2(p+(2p-1)%)

Lehne Hy: APs; =0 ab Z1-a (7.1.25)
zu einem «a-Niveau Test, o € (0,1).

Ist APs; die wahre Erwartungswertfunktion von Wﬁ) 1-p]’ dann ist die Testgiite gegeben
durch:

Ars;(0) + APss(1-p)
IP(+ WH + W?_ >za):1—q) Zea — ! )
V2(p+(2p-1)*) [ 0 1 p] 1 ( 1 \/2(p+ (2p_ 1)+)

Ist p > %, so fiihrt die Entscheidungsregel aus (7.1.25) zu einem gleichméflig besten a-Niveau
Test. Fiir p < % hingegen wird die Giite von derjenigen des Kolmogorov-Slepian-p-Tests
dominiert. Wir verdeutlichen dies in Abbildung 7.3, wo wir den Test aus (7.1.25) als besten™
Slepian-p-Test bezeichnen”. Fiir die Giite des Kolmogorov-Slepian-p-Tests aus Abbildung

7.3 greifen wir auf die Simulationsergebnisse aus Abbildung 4.5 zuriick.

7.2 GleichmidBig bester Wiener-Slepian-p-Test

Im Nachfolgenden geben wir einen gleichméBig besten a-Niveau Test, a € (0, 1), fiir Wiener-
Slepian-p-Prozesse an. Hierzu geben wir unter anderem mit Hilfe des verallgemeinerten
Cameron-Martin Theorems den Likelihoodquotienten der entsprechenden Dichten in Korol-
lar 7.2.2 explizit an. In einem abschlieeden Kapitel 7.2.2 stellen wir dar, wie der beste Test
fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse mit demjenigen fiir Brownsche Bewegungen zusammenhéngt.
Da der Wiener-Slepian-p-Prozess erstmalig in der vorliegenden Arbeit auftritt, sind folgli-

cherweise alle in diesem Abschnitt priasentierten Ergebnisse neu.

7.2.1 Teststatistik und Entscheidungsregel

Es seien p> 0,7 >0 und V[g 7= (VP )ic[o,r] €in Wiener-Slepian-p-Prozess und

V’[JO’T] =m+ V[’Sﬂ

mit m € H, wobei H = {sy | f € L2([0,T]) } der Kernel von V[’(;T] ist (vgl. Satz 6.2.4). Wir

"Der Stern ,,*“ soll dabei verdeutlichen, dass der Test nur im Falle p > % eine beste Giite liefert.
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p=0.1 p=0.25 p=0.5
1.0 -
0.8 -
0.6 =
0.4 -
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000~
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0.4 - )
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0.0 -
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Abbildung 7.3: Giitefunktionen des besten™ Slepian-p-Tests und des Kolmogorov-Slepian-
p-Tests fiir p € (0,1] bei Vorliegen der Alternative f = up (Niveau a = 0.1;
beim besten* Test Berechnungen, bei Kolmogorov-Slepian-p Simulationen)

betrachten fiir V¥

(0.7] die Hypothesen

Hy:m=0 vs. Hj:m=my, (7.2.1)

wobei mq = sx, € H mit kg € L2([0,T']) bekannt ist. Den angekiindigten besten a-Niveau Test
konstruieren wir mit Hilfe des Neyman-Pearson Lemmas, wozu wir den Likelihoodquotienten

aus dem verallgemeinerten Cameron-Martin Theorem (Satz 6.1.2) verwenden:

d]P‘/[%’T] +mo

1 2
@) =ep ()~ gl )

fiir PVi0.7)fast alle g e c([0,T]). (7.2.2)

Dabei ist z: C([0,T]) = R ein noch zu bestimmendes Funktional und || - [ 4ynes., di€ in

Satz 6.2.4 angegebene Norm auf dem Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses. Diese ist fiir
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7 Beste a-Niveau Tests

obiges mq gegeben durch:

HmOHHWiener—Sl.—p = ||(Dp)_1k0HL2 ° (723>
Wir charakterisieren z im nachfolgenden Lemma 7.2.1 néher:

Lemma 7.2.1 FEs seien p>0,T >0 und V[’é 7] ein Wiener-Slepian-p-Prozess sowie
ko€ BV([0,T]). Dann erfillt das Funktional z: C([0,T]) - R mit

A(g) = Jo (DP) ko d(DP) g, falls g(0) =0 gec(o.T)). (7.2
0 , falls g(0) #0

die folgenden Bedingungen:
i) z ist stetig und linear,
i) B (V7 -2(V 1) = sua() . £€[0,T],
Das Integral ist dabei im Riemann-Stieltjes Sinne zu verstehen.

BEWEIS Nach Lemma 6.2.3 a) ist (DP)~'ky € BV([0,T']) und fiir g(0) = 0 ist nach Lem-
ma 6.2.3 b) (Dr)~lg stetig. Damit ist das im Falle g(0) = 0 auftretende Integral im
Riemann-Stieltjes Sinne wohldefiniert.

Die Behauptung i) folgt unmittelbar aufgrund der Definition von z.

Um ii) einzusehen verwenden wir, dass V[]()),T] dieselbe Verteilung besitzt wie DP By =
(Bt = B(t—p)+ )tefo,r]- Damit gilt fiir ¢ € [0,7T7]:

E (V7 2(V} ) =E ((Bt ~Bupy)- [(DP)*lko dB)
=E (/ 1[(t—p)+,t](5) dB; - /(Dp)_lko(s) dBS) .

Mit der Isometrie-Eigenschaft des Wiener-Integrals (sh. z. B. Kuo, 2006, S. 12) folgt weiter:

t
= [ D)Mo = som i (8) = somy (- 9)7)

(t-p)*

:Dps(Dp)_lko(t) = Sko(t)>
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7.2 GleichmabBig bester Wiener-Slepian-p-Test

wobei die Gleichheit in * richtig ist, da
DpSf =Sprf fiir f € L2([O,T])
(sh. Satz 6.2.4) gilt. Damit ist Lemma 7.2.1 bewiesen. .

Korollar 7.2.2 Es seienp>0, T >0, V[f) 7] ein Wiener-Slepian-p-Prozess und
ko € BV([0,T]). Dannn gilt fir XY -fast alle g € C([0,T]):

dIPV[;()),T]+SkO

1
1
() =exp| [ (D) o d(D?) g = SI(D") Mol |
dP "o, 7 J 2

Das Integral ist dabei vom Riemann-Stieltjes Typ.

BEWEIS Das Funktional z aus Lemma 7.2.1 erfiillt die Bedingungen des verallgemeinerten
Cameron-Martin Theorems (Satz 6.1.2). Daher folgt die Behauptung, indem man z und die
Norm aus (7.2.3) in (7.2.2) einsetzt. .

Mit Hilfe des Neyman-Pearson Lemmas lésst sich nun ein gleichméflig bester a-Niveau Test,

a € (0,1), konstruieren:

Satz 7.2.3 (Gleichmiflig bester a-Niveau Test fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse)
Seien p>0,T >0 und V[‘g 7] ein Wiener-Slepian-p-Prozess. Wir betrachten fiir

Vp

0] =M+ V[g 1 Mit m € ‘H die Hypothesen

Hy:m=0 ws. Hy:m=pumg fiir ein >0,

wobei mgy € H mit mg = sy, fir ko€ BV[0,T] bekannt ist mit |kol|z2 > 0.
Weiter seien ko := (DP)"Yky und VI[DO,T] .= (Dr)™! Vfo,T]' Dann ist ein gleichmdf$ig bester
a-Niwveau Test, o€ (0,1), gegeben durch:

1
[ kol 2

Lehne ,Hy:m=0%ab —

T
/l;?g(t) de > Zl-a
0

wobei das Integral vom Riemann-Stieltjes Typ

BEWEIS Nach Lemma 6.2.3 a) bzw. b) ist kg = (DP)~'ky von beschriinkter Variation bzw.
Vioz = (DP)71VT,

(0,7] -
im Riemann-Stieltjes Sinn definiert. Des Weiteren ist ||ko|z2 > 0, da DP bijektiv ist und

stetig, da V§ = 0 gilt. Daher ist das Integral aus Satz 7.2.3 pfadweise

| ko2 > O vorausgesetzt wird.
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7 Beste a-Niveau Tests

Wir betrachten zunéchst fiir festes po > 0 die einfachen Hypothesen
Hy:m=0 vs. Hp:m=pugmy.

Nach dem Neyman-Pearson Lemma ist hierfiir ein bester a-Niveau Test gegeben durch die

Entscheidungsregel

d]PV[% 77 THOMO
Lehne HO :m=0ab <«<— W(VIEO’T]) > al_a;p. (725)

Dabei ist @1_q4,;, > 0 das (1 - a)-Quantil von

dIPV[%’T] +Homo

p
dPVio.m (V[O’T])'

In Korollar 7.2.2 wird fiir den Quotienten aus (7.2.5) eine Berechnungsformel angegeben.

Mit Hilfe dieser Darstellung folgt:

dIPV[%*TJ +Homo
(VP )sa
[0.1]) > Wi-asp

dp"o
Ity _q k i
fﬂok‘o(t) dvp (ul p) “MO 0||L2 - (726)
HMOkOHH | ok “L2 2
Unter Hy ist V = Vp 2 pr Bror, wobei Bio 1 = (By)ie[o,r] eine Standard Brownsche

Bewegung ist. Damlt g1lt in diesem Fall fiir die linke Seite in (7.2.6):

— o [ (1) d (D7) ) () 2 f Fo(t) d B, | (7.2.7)

M0|k7o|L2 \’<70|L2

Diese Teststatistik ist nach Lemma 2.1.1 (Eigenschaften des Wiener-Integrals) N(0,1)-
verteilt, womit fiir den kritischen Wert aus (7.2.6) folgt: Z1_, = z1_,. Ferner ist diese Statistik

von jip > 0 unabhéngig, womit die Behauptung bewiesen ist. -
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7.2 GleichmabBig bester Wiener-Slepian-p-Test

7.2.2 Vergleich mit bestem a-Niveau Test fiir Brownsche

Bewegungen

Es seien 7' > 0 und By = (Bt)tg[o,T] eine Standard Brownsche Bewegung. Wir betrachten
fiir Yjor) = sy + Bjo,r) mit f € L?([0,T]) die Hypothesen

Hy:s;,=0 vs. Hy:sp=syp, (7.2.8)

wobei fy e BV([0,7]) bekannt ist mit | fo|z2 > 0.
Nach Satz 2.1.6 (bzw. dessen naheliegende Erweiterung von [0, 1] auf [0,7'] in Beispiel 6.1.3)

ist ein bester a-Niveau Test fiir diese Hypothesen gegeben durch:

1
I foll 2

T
Lehne Hy: sy =0 ab f fo(t) dY; > 214 (7.2.9)
0

Betrachtet man anstatt Yjor) den Prozess DPY}q ry, so gilt: DP : RI%T] - RIOT] ist eine
bijektive Abbildung mit DPsy = sprs, (vgl. Lemma 6.2.2 und Satz 6.2.4). Daher sind die
Hypothesen (7.2.8) dquivalent zu

Hy:DPsy=0 vs. Hy:DPsy=Spry,. (7.2.10)
Mit der Notation aus Satz 7.2.3 gilt:

V][Do,T] = DPY[O,T], ko = D? fo und damit VfQT] - Y[O’T]’ ];0 = fo.

Die dort angegebene Teststatistik ist folglich gerade

1
ko 2

1

[ follz2

T T
/ ko(t) dVE = f fo(t) dYs.

0 0

Dementsprechend fiihrt auch der beste a-Niveau Test fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse
(Satz 7.2.3) zu der Entscheidungsregel des besten a-Niveau Tests fiir Brownsche Bewegungen
aus (7.2.9).

Aus der Aquivalenz der beiden besten Tests kann insbesondere gefolgert werden, dass
man bei Betrachtung von DPY[ 1) = (Y = Y{1-p)+ )te[o,r] anstatt von Y}o ) nicht zwingend
eine schlechtere Giite erwarten muss. Dies ist allerdings bei APYjo ) = (Y = Yiep)ie[p,1]

aus Abschnitt 7 anders: Der beste a-Niveau Test fiir Slepian-p-Prozesse hat nédmlich eine
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7 Beste a-Niveau Tests

schlechtere Giite als derjenige fiir Brownsche Bewegungen (vgl. etwa Abbildung 7.1).

Nachdem der beste a-Niveau Test fiir Wiener-Slepian-p-Prozesse im Prinzip mit dem besten
a-Niveau Test fiir Brownsche Bewegungen iibereinstimmt, stellen wir an dieser Stelle keine
neuen Giitebetrachtungen an und verweisen stattdessen auf Abschnitt 2.1.3 und auf die

Abbildungen 7.1 — 7.2.
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A Beweise zu Kapitel 2

A.1 Einfache Hypothesen und bester a-Niveau Test

Beweis von Satz 2.1.6

Wir betrachten zunéchst fiir g > 0 fest die einfachen Hypothesen
Hy: sp=0 vs. Hy:sp=p-sy .

Sowohl unter der Nullhypothese als auch unter der Alternative existieren PPw©.11-Dichten
fiir Y, da:

1. Unter Hy ist po: C([0,1]) = [0, 00) mit po(g) =1 fiir g € C([0,1]) eine PPro11-Dichte

von Y.

2. Unter H; (siehe Korollar 2.1.3) ist eine PP11-Dichte von Y gegeben durch:
] 1
pi(g) = exp (_§”Uf0||L22 + uf fo dg) fiir g € C[0,1].
0

Damit existiert nach dem Neyman-Pearson Lemma (sh. z. B. Lehmann und Romano, 2005,
S. 60) ein bester a-Niveau Test. Dieser basiert auf dem Quotienten p;/py und hat die

Entscheidungsregel:

) O vy s g (A.1.1)

Lehne Hy ab
’ po(Y)

In () wird dabei ausgenutzt, dass po = 1 ist. k;_, > 0 ist das (1 — «)-Quantil von p;(B).
Es gilt:

1
1
p(Y) >k, — exp(—§\uf0|\L22+uffo dY) > ko
0
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A Beweise zu Kapitel 2

ln(k:l_a) =

— ,uffo dy > ||uf0||L2 . —Ei.
lpefol 2

||,Uf0||L

Wegen p > 0 gilt:

1 1
! uffody=# fdeY, (A.1.2)
fidalos ol 4

womit die Teststatistik von g > 0 unabhéngig ist. Weiter gilt nach Lemma 2.1.1 a):

||fo|\Lz /fo dB ~ N(0,1). (A.1.3)

Damit folgt:

P(pi(B) > k1o) =a < ]P(||fO|L2 /fo dB > Z- a)ZOé

— Zl-a = Rl-a-

Da die Entscheidungsregel von p > 0 unabhéngig ist, handelt es sich tatsdchlich um einen
gleichméBig besten a-Niveau Test (vgl. Witting, 1985, S. 198). Damit ist die Behauptung
des Satzes gezeigt.

Beweis von Bemerkung 2.1.8

Der Beweis verlauft vollig analog zum Fall ¢ > 0 aus Satz 2.1.6. Einzig die Gleichheit in

(A.1.2) ist wegen p < 0 nicht richtig - es muss in diesem Fall heiflen

1 1
1 1
[ ugody =——— [ foav.
e foll2 J I fol2 J

Damit ist die Behauptung von Bemerkung 2.1.8 bewiesen.

Beweis von Satz 2.1.9

Zunéchst gilt nach Voraussetzung Y = sy + B und so:

flfodYZjfodsf+flf0dB:(f0,f)L2+f1f0dB'
0 0 f J
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A.2 Riickwarts-Operator und Verbesserung der Giite

Folglich kann die Giite des Tests berechnet werden geméf:

_ _<f07f>L2
P(|fouL2 ff“ WA ) (|fouLz ff° R TP )

_ 1_q)(21a_ (fo, [)r2 ) _

I folz2

Die letzte Gleichheit ist richtig, da nach Lemma 2.1.1 a) gilt: m fol fodB ~ N(0,1).
Der Zusatz im Fall f = f, am Ende von Satz 2.1.9 folgt unmittelbar aus der vorangegangenen

Darstellung. Satz 2.1.9 ist damit vollstédndig bewiesen.

A.2 Riickwarts-Operator und Verbesserung der Giite

Beweis von Lemma 2.2.4 d2)-d3)

d2) Aus f>0und ss(t) = f[O,t] fd , te[0,1], folgt, dass s; monoton wachsend ist. Des
Weiteren ist s; (im Lebesgueschen Sinne) differenzierbar mit Ableitung s¢' = f. Aus

f monoton wachsend folgt daher, dass s; konvex ist. Somit gilt fiir ¢ € [0, 1]:

sp(t) =s;(t-1+(1—1)-0) <tsp(1)+(1—1t) 57(0) =t-57(1) (A.2.1)

—_——
=0

und
(1) =sp(1) - s;(1-1) 3 ;1) = 5,(1) - (1= 1) = 55(1) -t

d3) Zunéchst folgt aus Formel (2.2.5) in d1):

se ()= [ T(&) @) =t-f) - [ f(1-9) (a9) 27t 51)-55). (A2
[0,¢] [0,¢]

Unter Verwendung von (A.2.2) folgt:

55(1) = s (1) = s (1-1)
B2V ) -5 )] - [ -0 F() -5 (1 -0)] =t F(1) - s5(t) ,

da §5(1- 1) - §(1) = 57(1 - ) — (1) =~ () ist.
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A Beweise zu Kapitel 2

Gilt s = 57, so folgt

57(t):‘s_f(t):t~@, tef0,1].

Daraus folgt ? = @ Mit Lemma 2.2.4 a) gilt also 7 = 0 und somit f = 0. Die

Riickrichtung ,,f =0 = fs_f = s<” ist sofort klar.

~

A.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

Beweis von Satz 2.3.1

EsseiY = Sf+ B[O,l]'

a)

Nach Voraussetzung ist f > 0 und monoton wachsend, so dass nach Lemma 2.2.4 d2)
gilt:
Sp(t) 2sp(1)t > sp(t), te[0,1].

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung aus Satz 2.3.1 a).

Die erste Ungleichung in Satz 2.3.1 b) ist sofort klar. Um die zweite Formel einzusehen,

zeigen wir zunéchst, dass fiir sy, < sp < sy, mit sp, (1) = s¢(1) = sy, gilt:
$h285 25y, (A.3.1)
Wegen

() =55, (1) =55, (1-1) < s5(1) = s;(1-t) = §5(¢) fiir alle ¢ € [0,1]

ist die erste Ungleichung in (A.3.1) richtig. Die zweite Ungleichung in (A.3.1) folgt
analog. Damit aber folgt die Behauptung aus Satz 2.3.1 b) unmittelbar.

Lemma fiir die Normalverteilungsdichte/-verteilungsfunktion

Lemma A.3.1 Es seien 0 >0 und ®y2 bzw. ¢,2 die Verteilungsfunktion bzw. Dichte der

N(0,0?)-Verteilung (im Fall 0 =1 wird der Index auch einfach weggelassen). Dann gilt

fur p,x e R:

a) Die Verteilungsfunktion bzw. Dichte von N(u,02) ist ®y2(e — ) bzw. py2(e — ).

150



A.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

b) ¢o2(z0) =Lo(z) und Py,2(z0) = D(x)
baw. ¢o2(z) =Lp(L)  und Pn2(x) = B(L).

c) FirxzeR gilt:
[eaat = ze(z)+o06(2). (A.3.2)

BEWEIS (VON LEMMA A.3.1) Die Teile a) und b) folgen unmittelbar aus der Definition
der Normalverteilungsdichte bzw. unter Anwendung elementarer Integrationsregeln. Teil ¢)

folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini, denn

fxcpgz(t) dt:f@z(s)fl[w](t) dt d3:fx¢02(3)(x—s) ds
—o0 R

o [ s 52
=x®2(x) + \/ﬁ_f (—;) - exp (_ﬁ) ds
a0 (2) +00(2).
Damit sind die Behauptungen bewiesen. -

Beweis von Satz 2.3.2

a) Fir 6 =0 erhélt man in (2.3.5):

Sf(t) = g(t) =pt, te [07 1]'

Folglich ist v Y, womit die Giite des gewohnlichen mit derjenigen des riickwértigen

Kolmogorov-Tests iibereinstimmt. Sie ist gegeben durch:

]P( sup Y (1) > z1-a/2 ) = ]P( sup (}7(25) > Z1-a)2 ) = ]P( sup (B + ut) > Z1a/2)

te[0,1] te[0,1] te[0,1]

Die Verteilung des Supremums einer Brownschen Bewegung mit Drift ist in der Literatur
wohlbekannt. Nach Borodin und Salminen (2002, Formel 2.1.1.4) ist diese Wahrschein-
lichkeit mit Erfe(x) := % 1.7 exp(—v?)dv fiir z € R gegeben durch:

1 Zl-aj2 = M 1 Zl-ap2 t U
=—FErfc| —— | + = 20 21_qo ) Erfc| ————
5 rc( \/5 )+2exp( Wz /2) rc( \/§ )
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=1-9 (Zl—a/z - M) +exp (2/~6 Zl—a/z) [1 - (Zl—a/z + M)]
=Q(p = 21-0/2) + exp(21 21-a/2) (=1t = Z1-a/2)-

b) Fiir das Komplementér-Ereignis aus Satz 2.3.2 gilt:

Zl-a/2
IP( sup Y () < z1-a/2 ) = f IP( sup By < 21_q/2 | By = ZL’)

te[0,1] te[0,0]

x IP( s(up] By <ziqpp—p(t=0) | By = x) ¢p(x) dz. (A.3.3)
te(0,1

Die erste Wahrscheinlichkeit unter dem Integral ist gerade die Wahrscheinlichkeit, dass

eine Brownsche Briicke mit Startpunkt 0 und Endpunkt z in [0, #] unterhalb von z1_4/»

bleibt. Sie ist gegeben durch (Siegmund, 1986, S. 375)

2 -« —-af2 T
IP( sup By < zi_a/2 | By = x) =1-exp (— loaf2 (Zel /2 x)) ) (A.3.4)
te[0,0]

Fiir die zweite Wahrscheinlichkeit gilt:

IP( sup By < zi_qpp = pu(t=0) | By = x) = IP( sup By < (Z1-app — ) - ,ut).
te(0,1] te[0,1-0]
Wegen der wohlbekannten Formel fiir die ,,Boundary Crossing Probability* einer Brown-
schen Bewegung mit Drift (vgl. z. B. Borodin und Salminen 2002, Formel 2.1.1.4, S.250)

gilt weiter:

=P (_Mm + —Zl_ai/i_em) —exp (QN(Z1701/2 - x)) - P (—M\/T _ Zl—al/?__ex)

=0,y (/L(Q —1)+ 212 - a:) —exp (Z,u (21-a/2 — a:)) Py (u(@ 1) =212 + :U) .
(A.3.5)

Setzt man nun (A.3.4)—(A.3.5) in (A.3.3) ein, so ergibt sich die Behauptung.

c) Wir betrachten auch hier wieder die komplementére Wahrscheinlichkeit:

<«
IP( sup Y (t) < z1-a/2 )

te[0,1]
Zl—a/2—ﬂ(1_9)

= / ]P( sup By < zi_qp—pt| Big = $)
te[0,1-0]

—00

152



A.4 Maximum Increase-Test

X IP( sup By <zi_qpp—p(1-0) | Big = :1:) - 1-9(x) dz.
te(1-0,1]

Bei der ersten Wahrscheinlichkeit unter dem Integral handelt es sich um eine Brownsche
Briicke mit Drift. Siegmund (1986, S. 375) gibt diese Wahrscheinlichkeit explizit an.

Setzen wir diese Darstellung ein, so erhalten wir weiter

Zl—a/2*ﬂ(1*9)

-/ [1 e (_%-a/a (1-aj2 — p(1-0) - 2) )]

1-0

—00

X ]P( sup By < z1_qj2 — (1 -0) - x) ¢1g(x) dx .
t€[0,0]

Die zweite Wahrscheinlichkeit unter dem Integral kann beispielsweise mit Hilfe von
Billingsley (1999, S. 92) berechnet werden. Es folgt weiter:

21_qj2—H(1-0)

_ f [1 ~exp (_221—a/2 (Zl—a/12_—0M(1 -0)-x) )]

x lQ@(Zl_a/2_lf;;_9) —x) - 1:|-gz51_9(:17) dx .

Wegen @(%) = ®y(z2) fiir z € R (vgl. Lemma A.3.1) folgt die Behauptung aus Satz 2.3.2.

—00

A.4 Maximum Increase-Test

Beweisskizze von Satz 2.4.5

Wir verwenden zum Beweis von Satz 2.4.5 die in der Literatur wohlbekannte Lévy-Formel.

Sei dazu L0 := (L?);s0 die zu (B;)so gehorige ,local time in 0, also

¢ =lim o f L(nij<e ds

(sh. Abschnitt VI - §1 in Revuz und Yor 1999). Weiter sei M; = supyoy Bs, t 2 0,
der Maximums-Prozess der Brownschen Bewegung B = (B;)0. Dann haben die beiden

zweidimensionalen Prozesse X = (X )0 und X = (Xt)t20 mit
M; - By - | By |

X, = und X, =
M, Lo
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dieselbe Verteilung (Beweis unter Verwendung von Tanaka-Formel und Skorohod-Gleichung,
sh. Revuz und Yor 1999, S. 240f). Die Gleichheit in Verteilung von X und X wird als

Lévy-Formel bezeichnet. Insbesondere folgt aus dieser Formel:

sup [Mt—Bt] £ sup |Bt|~

te[0,T] te[0,T]

Fiir die linke Seite in obiger Gleichung gilt

S[ul;] [M, - B,] = D(Bo.r7) = I(-Bo.ry) 2 I(Bjory) -
tel0,

Dabei gilt die letzte Gleichheit, da —B = (=B, );»o wieder eine Standard Brownsche Bewegung
ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 2.4.5.
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B Herleitung des Kernel-Begriffs

B.1 Formale Definition von ,,Kernel*

In den folgenden Darstellungen orientieren wir uns an Lifshits (2012). Wir wiederholen
allerdings die dort sehr allgemein gehaltenen Definitionen und Resultate an dieser Stelle
nicht und betrachten stattdessen nur den Fall, dass die auftretenden Gauf3-Prozesse Werte

in C([0,T]), T > 0, annehmen.

Es sei also in diesem Abschnitt Xjo ) = (Xt)te[O,T] ein zentrierter Gaufl-Prozess mit Pfaden
in C([0,7T]) und Verteilung PX:71. Der Dualraum zu C([0,7T]) ist gegeben durch (sh. z. B.
Werner, 2005, S.62):

C([0,T])* ={F:C([0,T]) > R | F stetig und linear}

={ / o du | p reguléires Borelmafl} .
(0.7]

F eC([0,T])* ist linear und damit F'(Xp ) normalverteilt, womit

E(F(Xpm)?) = [ Py PXon(dy) <oo.
Clo,7]

Folglich ist
Fel%:=L*C([0,T]), PXwom).

Damit ist die kanonische Einbettung I* : C([0,T])* = L% wohldefiniert. Sei weiter X der
Abschluss von I* (C([0,T])*) in L%. Dann kénnen wir /* auch als Einbettung

I":C([0,T])* = X < L% (B.1.1)

auffassen. Auf X wird durch L3 das Skalarprodukt

(G1,G2)x = (G1,Ga)p2 = [ G1(y)Ga(y) PYer(dy)
c([o,1])
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=E ( GI(X[O,T]) GQ(X[O’T]) ) s Gl, GQ € j{, (B12)

und die Norm
IG2 = B(G(X(01)?), GeX,

induziert. Sei
I:X-C([0,T]) (B.1.3)

die duale Abbildung zu I* aus (B.1.1). I existiert und ist eindeutig durch die Gleichung
F(I(G)) =(I"(F),G)x, fitr alle F e C([0,T])",G e X, (B.1.4)

charakterisiert (Lifshits, 2012, S. 23).
Korollar B.1.1 Sei G € X, dann gilt: (I(G))(t)=E (Xt : G(X[O,T])), te[0,T].
BEWEIS Sei d; € C([0,T'])* die Projektionsabbildung

5t:{0([O,T]) -~ R
foooe J@

Wéhlt man F =6, in (B.1.4), so ergibt sich:

(1(@)) (£) = 5,(1(G)) = {I" (8), G)x

- [ re)WGE PRy = B (X G(Xjor))
([0,

und damit die Behauptung. -
Weiterhin gilt:

Lemma B.1.2 [:X - C([0,T]) ist linear und injektiv.

BEWEIS Seien a € R und Gy, Gs € X. Dann gilt fiir alle F' € C([0,T])*:

F(1(a(Gr+ Ga))) = a (1" (F). Gas + (1" (F).Ga)
a(F(I(Gy)) + F(I(G2)))

und da F' linear ist, folgt weiter:

= F(a (1(G1) +1(Gn)) ) -
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Die obige Gleichung aber gilt fiir alle F' € C'([0,7])*, so dass die Linearitdt von I folgt.
Die Injektivitit zeigen wir, indem wir Kern(7) = {Ox} beweisen, wobei Oy die Nullfunktion
in X ist. Sei also 0 die Nullfunktion in C'([0,7']) und G € X derart, dass I(G) = 0 ist. Dann
gilt:

0=F(I(G)) =(I"(F),G)x fiur alle F e C([0,T])",

Sei nun (F},)nen eine Folge in C'([0,T]* mit
I"(F,) -G, also: |I"(F,)-G|zx—-0,
dann gilt aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts:
0= lim(I"(F,),G)x = |Glx
und somit insbesondere G = Ox. -

Insbesondere folgt aus Lemma B.1.2, dass [ : X — I(X) bijektiv ist und die Inverse

I71:I(X) - X existiert. Damit sind wir nun in der Lage, den ,Kernel“ zu definieren.

Definition B.1.3 (Kernel)
Die Menge Hx = 1(X) c C([0,T]) versehen mit dem Skalarprodukt

(91, 92)mx = (T (1), T (92))x, 91,92 € Hx,

und der zugehdrigen Norm

1905 = (9. 9)2x » g€X,

heifit Kernel von Xo 7y (bzw. von PX017).

B.2 Weitere Eigenschaften des Kernels eines

Slepian-p-Prozesses

Die Abbildung f, aus dem Beweis zu Satz 6.2.1 ist eindeutig:

Lemma B.2.1 Es seien p>0, T >0 und k € L2([0,T]). Dann ist die Funktion

{ [0,T+p] - R
Jo: 1L] .
t = YL k(- gp)
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die einzige Funktion mat
f0|[0’p) =0 und APfy=k. (B.2.1)

BEWEIS Im Beweis zu Satz 6.2.1 zeigen wir, dass fy die Eigenschaften (B.2.1) erfiillt.
Sei nun f’ € L2([0,T + p]) eine weitere Funktion mit (B.2.1). Wir behaupten, dass fiir alle
me{1,2,...,[T]+1} gilt:

_ £/ _ ol
fo‘[o,mm =f ‘[o,mp) :‘f0|[o,<m+1>p>m[o,T+p] =f ‘[o,<m+1>p>n[o,T+p]' (B-2.2)

Wir beweisen (B.2.2) durch vollstandige Induktion nach m:
Induktionsanfang m = 1: Fiir ¢ € [0,p) gilt:

0=A"fo(t) = APf'(t) = fo(t +p) = fo(t) = f'(t+p) + ['(t) = fo(t +p) = f'(t +D) ,

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen f0| = 0 gilt. Damit aber folgt, dass

— l4
[0p) f |[0,p)

Foliap = F'lg 2y
Induktionsschritt m — m+ 1: Fiir t € [(m — 1)p, mp) n[0,T + p] gilt:

0=Afo(t) - APf'(t) = fo(t+p) = fo(t) = [/ (t+p) + f'(t) = f(t+p) - ['(t+D),

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen f
Folglich ist (B.2.2) bewiesen.

‘[O,mp) = f,‘[o,mp) (Induktionsvoraussetzung) gilt.

i) Ist T+p> ([%J + 1)p, so folgt aus (B.2.2): fo = f".

ii) Im Falle T +p = ([%J + 1)p muss noch fo(7T +p) = f/(T + p) gezeigt werden. Dies aber

folgt wiederum unmittelbar aus

0=fo(T+p) = fo(T) = f'(T+p) + f'(T) = fo(T +p) = f(T +p) .
Damit gilt auch in diesem Falle f, = f.

Insgesamt folgt damit, dass fy eindeutig ist. -
Im nachfolgenden Satz zeigen wir eine Moglichkeit auf, die Norm auf dem Kernel eines

Slepian-p-Prozesses zu beschreiben.

Satz B.2.2 (Norm auf Hgiepian-p)
Es seien p> 0 und Hgiepian-p der Kernel eines Slepian-p-Prozesses aus Satz 6.2.1. Weiter

sei m = ¢+ S € Hgiepian—p mit c€ R, ke L2([0,T1]).
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a) Fir die Norm Hgiepian-p 9ilt:

2 _ : 2
o 5Bt = papor i oo M-

b) Die Indexmenge aus a) kann ndiher beschrieben werden.
Sei dazu fo € L2([0,T +p]) die eindeutige Funktion aus dem Beweis zu Satz 6.2.1 mit
fo‘[o ) = 0 und AP fy =k, dann gilt:

{feL?[0,T+p]| APs;=c+si} = fo+ Re, (B.2.3)
wobei
/= {v € L2[0,T +p] | 50(p) = &, 0(t) = v(t— LéJ -p) fiir t € [0, + p] }
die Menge aller Funktionen v € Kern(AP) ist mit s,(p) = c.

BEWEIS a) Nach Bemerkung 6.1.1 ist die Norm in Hgjepian, p gegeben durch:

et B = o B 1

{SfEHBM|APSf:C+Sk

wegen |s¢||3, = HinZ[O,T+p] folgt weiter:

= inf ] : B.2.4
{f€L2 [0,T+;:|rl‘ Apsf:c+5k} ||f||L2 [O,T+p] ( )

b) R.c Kern(APr), da fiir v € &, gilt:

APy(t) =v(t+p) —v(t)
:v(t+p—l%J~p)—v(t—[£J-p) =0, te[0,T].

Damit gilt fiir fo+v e fo + Re:

APsy iy = f fo+rvd +sarfeary =50(D) +5arf, = C+ Sk,
[0,p)

wobei die erste Gleichheit wegen (6.2.2) gilt. Also ist
fo+R.c{feL?0,T+p]|APss=c+s;}. Sei nun andererseits f € L2[0,7 + p] mit
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APsy = ¢+ s;,. Damit ist
APsp(0) =c+s,(0) =¢
und v:=f - fy € R, da
i) s0(p) =57(p) =55, (p) =c-0=c.
i) APy =APf-APfy=k-k =0 und somit v(t) = v(t+p) fiir alle zuldssigen t € [0, T +p].
Es folgt, dass f = fo+ (f — fo) € fo + Re ist, womit die Behauptung gezeigt ist.
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