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Teil I

Problemstellung und Nicht-sequentielle

Betrachtungen
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1 Problemstellung und asymptotische

Betrachtungen

1.1 Einleitung

In nahezu allen Bereichen des täglichen Lebens werden heutzutage Daten aufgezeichnet und

ausgewertet. Beispielsweise misst eine Maschinenbaufirma die Durchmesser der produzierten

Zylinder oder ein Automobilhersteller die Durchlaufzeit der gefertigten Fahrzeuge. Oftmals

ist dann von Interesse, ob es einen Zeitpunkt gibt, an dem eine Veränderung eingetreten ist.

Dieser Punkt wird in der Literatur auch als Change-Point bezeichnet. Um Abweichungen

vom Normalzustand schnellstmöglich entgegenwirken zu können, ist es wichtig, einen

Change-Point rechtzeitig zu identifizieren. Andererseits soll jedoch in den laufenden Prozess

nicht unnötig eingegriffen werden.

Change-Point Probleme treten insbesondere im Bereich der Qualiätskontrolle auf. Dort ist

von Bedeutung,

• ob der Produktionsprozess über eine gewisse Zeitspanne gleich einer vorgegebenen

Konstanten ist (d.h. ob der Prozess
”
in control“ ist)

• oder aber ob sich die Qualität verschlechtert hat (d.h. ob der Prozess
”
out of control“

ist) und dementsprechend korrigierend eingegriffen werden muss, falls der Prozess

noch läuft.

Für detaillierte Anwendungsbeispiele von Change-Point Problemen verweisen wir auf

Basseville und Nikiforov (1993), Hawkins und Olwell (1998) und Montgomery (2009).

Wir nehmen im Nachfolgenden an, dass

i) der Betrachtungszeitraum beschränkt ist und wir diesen daher als [0,1] annehmen

können.

ii) Weiterhin gehen wir davon aus, dass der Produktionsprozess mit Hilfe eines Regressi-
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1 Problemstellung und asymptotische Betrachtungen

onsmodells modelliert werden kann. Wir betrachten also das Modell

Z(t) = f(t) + ε(t) , t ∈ [0,1], (1.1.1)

wobei f ∶ [0,1] → R eine Regressions-Funktion und ε(t) eine zentrierte Zufallsvariable

mit Varianz σ2 > 0 ist.

Damit lässt sich die Problemstellung im Bereich der Qualitätskontrolle wie folgt

beschreiben: Man möchte wissen, ob f gleich einer bekannten Konstanten c, c ∈ R, ist

oder aber ob ein Change-Point eingetreten ist und demnach f nicht konstant ist. Da

c als bekannt vorausgesetzt wird, können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit

c = 0 annehmen und die Nullhypothese

H0 ∶ f ≡ 0

stellt somit den Fall dar, dass der Prozess
”
in control“ ist. Weiter nehmen wir an:

iii) f wächst mit schlechter werdender Qualität, d.h. je schlechter die Qualität, desto

größer f .

iv) Ist die Qualität nicht mehr zufriedenstellend, so kann sich der Prozess selbst nicht

wieder verbessern. Nur durch einen externen Eingriff ist es möglich, den Prozess wieder

”
in control“ zu bringen.

Aus iii) und iv) folgt, dass für f unter der Alternative

f ≥ 0 und f monoton wachsend (1.1.2)

gelten muss.

Literaturüberblick

Das Lösen von Change-Point Fragestellungen ist
”
von entscheidender Bedeutung hinsichtlich

sicherheitstechnischer, ökologischer und ökonomischer Aspekte“ (Basseville und Nikiforov,

1993, S.XI). Daher ist es naheliegend, dass diesen Problemen viel Aufmerksamkeit geschenkt

wird. Die Arbeiten von Csörgő und Horváth (1988); Zacks (1991); Basseville und Nikiforov

(1993); Chen und Gupta (2000); Human und Graham (2007); Hawkins u. a. (2007) sowie

Poor und Hadjiliadis (2009) stellen die verschiedenen Problemstellungen im Bereich der

Change-Point Analyse dar und skizzieren verschiedene Verfahren, die zur Lösung des

jeweiligen Problems geeignet sind. Sie zeigen die Breite der Change-Point Problemstellungen
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auf und ermöglichen dem Leser (durch Literaturhinweise) ein vertieftes Studium in die

jeweilige Richtung. Wir weisen explizit darauf hin, dass wir nur daran interessiert sind,

einen Strukturbruch überhaupt zu entdecken und nicht etwa, die Lage des Change-Points θ

zu schätzen.

In der vorliegenden Arbeit sollen die noch zu präzisierenden Hypothesen mit Hilfe eines

α-Niveau Tests (α ∈ (0,1)) untersucht werden. Ein dazu in der Literatur gängiger Ansatz

ist es, den Residuenpartialsummenprozess (oder Varianten desselbigen) des zugehörigen

Modells (1.1.1) zu betrachten (vgl. Gardner, 1969; Brown u. a., 1975; MacNeill, 1978a,b;

Sen, 1982; MacNeill und Jandhyala, 1985; Jandhyala und MacNeill, 1989; Bischoff, 1998;

Jandhyala u. a., 1999; Bischoff und Miller, 2000; Bischoff, 2002; Bischoff u. a., 2003, 2004,

2005, 2006; Bischoff und Somayasa, 2009; Bischoff, 2010; Bischoff und Gegg, 2010, 2011,

und die darin angegebenen Literaturhinweise).

Gliederung und Ergebnisse der Arbeit

Teil I In Abschnitt 1.2 führen wir zunächst unsere Notation ein und formalisieren die

Problemstellung für das sog. asymptotische Regressionsmodell.

Für diese Problemstellung stellen wir dann in Kapitel 2 verschiedene Lösungsansätze vor,

die im nicht-sequentiellen Kontext eingesetzt werden können. Wir führen hierzu einen

neuen Operator, den sog. Rückwärts-Operator
”
←“ ein, womit wir unter anderem bekannte

Resultate einfacher ausdrücken können. Darüber hinaus stellen wir einen neuartigen Test,

den sog. Maximum Increase-Test vor. In einem abschließenden Abschnitt vergleichen wir

die verschiedenen Verfahren hinsichtlich ihrer Güte bei Vorliegen verschiedener Sprungfunk-

tionen unter der Alternative. Die dabei verwendeten Berechnungen und Darstellungen sind

bis dato in der Literatur unseres Wissens nach noch nicht aufgetaucht.

Teil II In Teil II der Arbeit präsentieren wir neuartige, sequentielle Verfahren bzw.

Betrachtungsweisen zur Beantwortung der Change-Point Fragestellung im asymptotischen

Regressionsmodell.

In Abschnitt 3.1 präzisieren wir, was unter sequentiellen Verfahren im Allgemeinen zu

verstehen ist und untersuchen in Abschnitt 3.2 sequentielle Prozeduren, bei denen alle bis

zum Zeitpunkt t, t ∈ [0,1], vorhandenen Daten mit einfließen. Wir verwenden dazu einige

nicht-sequentielle Verfahren aus Kapitel 2 und setzen diese im sequentiellen Kontext ein. Die

vorgestellte Betrachtungsweise von sequentiellen Verfahren ist unseres Wissens nach neu.

Zum Vergleich der verschiedenen Verfahrensstoppzeit-Verteilungen führen wir Simulationen

durch und verwenden zur Ergebnispräsentation eine neu entwickelte Darstellungsform. Diese
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1 Problemstellung und asymptotische Betrachtungen

Darstellungsweise kommt im Laufe der Arbeit an verschiedenen Stellen zum Einsatz.

In Kapitel 4 werden für die Teststatistik nicht alle vorhandenen Daten verwendet, sondern

nur ein bestimmter Ausschnitt der Länge p, p > 0. Wir betrachten hier also die Situation

eines
”
moving windows“. Für jedes dieser Fenster definieren wir eine bestimmte Teststatistik,

wodurch ein stochastischer Prozess entsteht. Diesen nennen wir Slepian-p-Prozess und

bezeichnen ihn mit W p = (W p
t )t≥0. In Abschnitt 4.1 charakterisieren wir W p näher und

geben hierfür zahlreiche neue Resultate an. Wir berechnen unter anderem die Dichte

der endlich-dimensionalen Verteilungen von W p und weisen in Abschnitt 4.1.1 die sog.

bedingte Markov-Eigenschaft von W p nach. Beides ist in der Literatur für p = 1 bekannt,

für allgemeines p > 0 bisher jedoch nicht. In Abschnitt 4.1.2 geben wir einen analytischen

Ausdruck für die Verteilung von supt∈[0,T ]W
p
t , T ≥ 0, an. Für T ≤ p ist diese Verteilung

unseres Wissens nach in der Literatur noch nicht aufgetaucht. Im Fall T > p hingegen ist

die Verteilung relativ kompliziert und bekannt (vgl. Cressie, 1980, S. 835f.). In Abschnitt

4.1.3 berechnen wir eine bedingte Dichte der
”
first hitting time“ inf{t ≥ 0∣W p

t > b + at},

a, b ∈ R, auf [0, p]. Diese Dichte wird für allgemeines p > 0 unseres Wissens nach erstmalig

in dieser Arbeit dargestellt, im Falle p = 1 findet sie sich in Abrahams (1984). Des Weiteren

berechnen wir in diesem Abschnitt

P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ])

mit T ∈ (0, p]. Soweit wir wissen, ist diese Wahrscheinlichkeit in der Literatur (auch für

den Fall p = 1) bisher noch nicht bestimmt worden. In Abschnitt 4.1.4 stellen wir eine

Möglichkeit vor, die Wahrscheinlichkeit

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ [0, T ])

für allgemeine Schrankenfunktionen h ∶ [0, T ] → R stückweise durch iterierte Integrale

zu berechnen. Bisher war hierfür in der Literatur nur der Fall behandelt worden, dass h

stückweise konstant, p = 1 und der Anfangs- und Endpunkt W p
0 und W p

T fest sind. Um die

angesprochenen iterierten Integrale als Approximation für beliebige Schranken h einsetzen

zu können, geben wir für p > 0 und a, b ∈ R die Wahrscheinlichkeit

P (W p
t ≤ b + a(t − t1) für alle t ∈ [t1, t2] ∣W p

t1
= x1,W p

t2
= x2) für [t1, t2] ⊆ [0, p]

an. Diese ist bisher in der Literatur nur im Falle p = 1, a = 0 bekannt.

In Abschnitt 4.2 studieren wir einen neuartigen sequentiellen Test, welchen wir für p ∈ (0, 1]
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Kolmogorov-Slepian-p-Test nennen. Wir geben hierfür analytische Formeln an, mit deren

Hilfe der kritische Wert bestimmt werden kann. Diese Formeln sind für p > 1
2 neu und in die-

sem Fall auch numerisch berechenbar. Des Weiteren skizzieren wir mögliche Abschätzungen

für die Testgüte, welche aufgrund der obig genannten neuen Resultate nun möglich sind.

Für die Alternative f = µ1(θ,1] mit µ > 0, θ ∈ [0,1), berechnen wir im Fall p ≥ 1
2 explizit die

Testgüte in Abschnitt 4.3. Wir erhalten diese erstmalig veröffentlichten Gütefunktionen

durch diverse Fallunterscheidungen (Abschnitt 4.3.1 – 4.3.3). Diese Güten sind numerisch

berechenbar. In Abschnitt 4.3.4 vergleichen wir diese Berechnungen mit von uns durchgeführ-

ten Simulationen. Außerdem präsentieren wir in diesem Abschnitt die Ergebnisse unserer

Simulationsstudie zur Güte und Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-Tests im

Falle p ∈ (0, 1]. Ein derartiger Vergleich wurde bisher in der Literatur noch nicht angestellt.

Zur Wahl der Fensterlänge p ist in der Literatur (Chu u. a., 1995) lediglich zu finden, dass

dies ein schwieriges Thema sei. Um dieses Feld etwas besser zu beleuchten, präsentieren wir

in Abschnitt 4.3.5 eine Simulationsstudie zur Wahl der Fensterlänge p.

Eine Mischung aus
”
alle bis zum Zeipunkt t vorhandenen Daten werden verwendet“ und

”
moving window mit Fensterlänge p“ wird in Kapitel 5 studiert. Durch diese Art der Fens-

terbildung erhalten wir den Wiener-Slepian-p-Prozess, welchen wir in Abschnitt 5.1 näher

beschreiben. Soweit uns bekannt ist, wurde dieser Prozess bisher in der Literatur noch nicht

betrachtet. In Abschnitt 5.2 definieren wir den zugehörigen Kolmogorov-Wiener-Slepian-

p-Test. Zu diesem Test führen wir Simulationen durch, um die kritischen Werte und die

Testgüte zu erhalten.

Für jedes der sequentiellen Verfahren aus den Kapiteln 3 – 5 simulieren wir die Testgüte

und die Verfahrensstoppzeit bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0, 1).
Wir stellen die Ergebnisse am Ende der jeweiligen Kapitel dar und zeigen dadurch, dass die

neu konzipierten Kolmogorov-(Wiener-)Slepian-p-Tests bei Vorliegen gewisser Alternativen

den sequentiellen Standard-Tests aus Kapitel 3 vorzuziehen sind.

Teil III In Kapitel 6 stellen wir zunächst wichtige Eigenschaften des Kernels zusammen

(Abschnitt 6.1). Anschließend geben wir den Kernel des Slepian-p-Prozesses (Abschnitt

6.2.1) bzw. denjenigen des Wiener-Slepian-p-Prozesses (Abschnitt 6.2.2) an. Diese Kernel

tauchten bisher in der Literatur noch nicht auf.

In Abschnitt 7.1 bestimmen wir einen besten Test für Slepian-p-Prozesse W p
[0,T ]

= (W p
t )t∈[0,T ]

mit 0 < T ≤ p. Dazu geben wir in Satz 7.1.7 die Dichte eines skalierten Slepian-p-Prozesses

mit geeigneter Erwartungswertfunktion m ∶ [0, T ] → R bezüglich der Verteilung eines

bestimmten Gaußschen Prozesses an. In der Literatur ist diese Dichte bisher nur im Falle
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1 Problemstellung und asymptotische Betrachtungen

m ≡ 0 und p = 1 explizit berechnet worden. In Abschnitt 7.1.3 präsentieren wir erstmalig

einen besten α-Niveau Test für Slepian-p-Prozesse. Für diesen Test betrachten wir in

Abschnitt 7.1.4 eine Sprungfunktion unter der Alternative, wodurch wir den Test auf einen

gleichmäßig besten α-Niveau Test erweitern könnnen. Die Rechnungen zum Nachweis

des gleichmäßig besten Tests sind zwar länglich, die resultierende Teststatistik jedoch bei

Vorliegen einer konkreten Realisierung leicht berechenbar. Für den gleichmäßig besten

Test geben wir auch die Gütefunktion explizit an. Diese verwenden wir, um den besten

Slepian-p-Test mit anderen Testverfahren zu vergleichen.

In Abschnitt 7.2 betrachten wir nochmals den eingeführten Wiener-Slepian-p-Prozess V p =
(V p

t )t≥0 und stellen hierfür einen besten α-Niveau Test vor. Dazu geben wir für p > 0, T > 0

und einer geeigneten Erwartungswertfunktion m ∶ [0, T ] → R den Likelihoodquotienten

dP
V
p
[0,T ]+m

dP
V
p
[0,T ]

explizit an (sh. Abschnitt 7.2.1). Abschließend zeigen wir in Abschnitt 7.2.2, wie

der beste Test für Wiener-Slepian-p-Prozesse mit demjenigen für Brownsche Bewegungen

zusammenhängt.

Teil IV Im Anhang (Teil IV) finden sich in Kapitel A Beweise zu Kapitel 2 und in Kapitel

B weiterführende Informationen zum Begriff des Kernels. Dabei leiten wir den Kernel-Begriff

in Abschnitt B.1 formal her und präsentieren in Abschnitt B.2 weitere, bisher unbekannte

Eigenschaften des Kernels eines Slepian-p-Prozesses.

Verwendete Software

Alle in der nachfolgenden Arbeit durchgeführten numerischen Berechnungen und Simula-

tionen wurden mit Hilfe des Statistik-Pakets R (R Core Team, 2012) durchgeführt. Dazu

wurden vor allem die R-Packete plyr (Wickham, 2011), ggplot2 (Wickham, 2009) und

cubature (Johnson und Narasimhan, 2011) verwendet.

Ausgewählte analytische Formeln wurden mit Hilfe von Maple (Version 16) hergeleitet bzw.

überprüft.

1.2 Asymptotische Problemstellung

Gegeben sei das Regressionsmodell

Z(t) = f(t) + ε(t) , t ∈ [0,1], (1.2.1)
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1.2 Asymptotische Problemstellung

mit den Design-Punkten tni = i
n , i = 1, . . . , n, n ∈N fest. Die zugehörigen Zufallsvariablen

Z(tni) = f(tni) + ε(tni), i = 1, . . . , n,

seien stochastisch unabhängig mit identisch verteilten Fehlern ε(tn1), . . . , ε(tnn), welche

E (ε(tn1)) = 0 und Var (ε(tn1)) = σ2 > 0 haben. Um die Formeln nicht unnötig zu verkom-

plizieren, nehmen wir σ2 = 1 an. Diese Annahme stellt in unserem Fall keine Einschränkung

dar, da:

i) Ist σ2 bekannt, so kann man Z∗(tni) ∶= 1
σZ(tni) antatt Z(tni) betrachten. Für Z∗(tni)

gilt nämlich: Var (Z∗(tni)) = 1.

ii) Ist σ2 unbekannt, so bleiben die nachfolgenden, aymptotischen Resultate richtig, wenn

man Z∗(tni) ∶= 1
σ̂n
Z(tni) (mit einem konsisten Schätzer σ̂n für σ) anstatt Z(tni)

betrachtet. Die Korrektheit der jeweiligen Grenzwerte folgt dann unmittelbar mit einer

verallgemeinerten Version des
”
Mapping Theorems“ (Billingsley, 1968, Theorem 5.5).

Der Beobachtungsraum wird mit Hilfe des Partialsummen-Operators

Tn ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Rn Ð→ C([0,1])
⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
...

zn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
z→ ∑⌊nt⌋

i=1 zi + (nt − ⌊nt⌋)z⌊nt⌋+1 , t ∈ [0,1]

injektiv in C[0,1] eingebettet. Dabei ist ∑k−1i=k zi ∶= 0 (k ∈ N), ⌊x⌋ ∶= max{k ∈ Z∣k ≤ x} für

x ≥ 0. Abbildung 1.1 zeigt den Graphen von Tn(z) für z ∶= (z1, . . . , zn)⊺ ∈ Rn, n ∈N.

Definition 1.2.1 (Partialsummenprozess)

Der Prozess Tn(z1, . . . , zn) ∈ C([0,1]) heißt Partialsummenprozess (PSP) (basierend auf

z1, . . . , zn ∈ R).

Lässt man die Anzahl der Beobachtungen n gegen ∞ konvergieren, so kann man (unter

H0 ∶ f ≡ 0) auf Verteilungsannahmen im Modell (1.2.1) verzichten. Es gilt:

Theorem 1.2.2 (Donsker)

Sei (tni)i=1,...,n ein Dreiecksschema von Design-Punkten mit tni = i
n , i = 1, . . . , n für alle n ∈

N. Weiter sei ε(t) für alle t ∈ [0, 1] eine standardisierte Zufallsvariable und ε(tn1), . . . , ε(tnn)
stochastisch unabhängig und identisch verteilt. Dann gilt:

1√
n
Tn(ε(tn1), . . . , ε(tnn))

DÐ→
n→∞

B[0,1],
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t

T
n(z

)(
t) ● ● ●

0
1
n

2
n

3
n

n−1
n 1

0

z1

z1 + z2

z1 + z2 + z3

∑
1

n−1
zi

∑
1

n
zi

z = (z1, z2, …, zn)T

Tn(z)(t)

Abbildung 1.1: Funktionsweise des Partialsummen-Operators Tn

wobei
DÐ→ die schwache Konvergenz in C[0,1] bezeichnet und B[0,1] ∶= (Bt)t∈[0,1] eine

Standard Brownsche Bewegung mit Pfaden in C([0,1]) ist.

Beweis sh. z. B. Billingsley (1999, S. 90f.) ∎

Bemerkung 1.2.3 In der gesamten, vorliegenden Arbeit sei B = (Bt)t≥0 eine Standard

Brownsche Bewegung mit Pfaden in C([0,∞)). Weiterhin gelte für einen stochastischen

Prozess (Yt)t≥0 und a < b, a, b ≥ 0 die Bezeichnung

Y[a,b] ∶= (Yt)t∈[a,b].

Unter
”
H0 ∶ f ≡ 0“ gilt im Modell (1.2.1):

Z(tni) = ε(tni), i = 1, . . . , n.
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Das Dreiecksschema (ε(tni))i=1,...,n erfüllt die Voraussetzungen des Donsker-Theorems und

damit gilt für den asymptotischen Partialsummenprozess unter H0:

1√
n
Tn(Z(tn1), . . . , Z(tnn))

DÐ→
n→∞

B[0,1]. (1.2.2)

Um den asymptotischen Partialsummenprozess auch für den Fall f /≡ 0 berechnen zu

können, benötigen wir eine einheitliche Notation: Wir bezeichnen mit B die σ-Algebra der

Borel-Mengen auf R und für T > 0 mit B([0, T ]) ∶= B ∩ [0, T ] diejenige auf [0, T ]. Weiter

seien � das Lebesgue-Maß auf B und

L2 ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
g ∶ [0, T ] → R ∣ g messbar mit ∫

[0,T ]

g2 d� < ∞
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

die Menge der quadratisch �-integrierbaren Funktionen sowie

L2([0, T ]) ∶= L2([0, T ], �) ∶= L
2Ò{g ∶ [0, T ] → R ∣ g messbar mit g ≡ 0 � − f.s.} . (1.2.3)

Wie üblich behandeln wir die Elemente von L2([0, T ]) wie Funktionen (vgl. Elstrodt, 2007,

S. 230f.) und identifizieren dabei Funktionen, die �-f.s. übereinstimmen. Auf L2([0, T ])
betrachten wir für f, g ∈ L2([0, T ]) das Skalarprodukt

⟨f, g⟩L2 ∶= ∫
[0,T ]

fg d� (1.2.4)

und die zugehörige Norm ∥f∥2
L2 ∶= ∫[0,T ]

f 2 d�. Damit sind wir nun in der Lage, das Signal

sf zu definieren:

Definition 1.2.4 (Signal sf)

Für f ∈ L2([0, T ]) ist sf das Signal, welches von f induziert wird. Es ist definiert gemäß

sf ∶ [0, T ] → R, t↦ ∫
[0,t]

f d� . (1.2.5)

Beispiel 1.2.5 Es sei µ > 0 und f ∶ [0,1] → R, dann gilt:

a) Für f ≡ µ ist sf(t) = µt, t ∈ [0,1].

b) Die Indikatorfunktion von (a, b] für a, b ∈ R mit a < b bezeichnen wir mit 1(a,b]. Sie ist
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definiert durch

1(a,b](t) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 , falls t ∈ (a, b]
0 , sonst

. (1.2.6)

Ist f = µ ⋅ 1(θ,1] für ein θ ∈ [0,1), so gilt (t ∈ [0,1]):

sf(t) = ∫
[0,t]

f d� = µ � ([0, t] ∩ [θ,1]) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 , falls t < θ
µ(t − θ) , falls t ≥ θ

.

Setzt man für x ∈ R: x+ ∶= max(0, x), so kann man sf auch wie folgt darstellen:

sf(t) = µ ⋅ (t − θ)+ , t ∈ [0,1].

Abbildung 1.2 zeigt die entsprechenden Graphen von f und sf .

t

0

µ(1 − θ)

µ

0 θ 1 − θ 1

sf

f

Abbildung 1.2: Funktion f = µ1(θ,1] und zugehöriges Signal sf

Im Falle f /≡ 0 gilt im Modell (1.2.1):

Z(tni) = f(tni) + ε(tni), i = 1, . . . , n.

Betrachtet man für dieses Modell den zugehörigen Partialsummenprozess, so gilt aufgrund

der Linearität von Tn:

Tn (Z(tn1), . . . , Z(tnn)) = Tn (f(tn1), . . . , f(tnn)) + Tn (ε(tn1), . . . , ε(tnn)) . (1.2.7)
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Nach (1.1.2) ist f ≥ 0 und f monoton wachsend unter der Alternative. Aus Letzterem aber

folgt, dass f Riemann-integrierbar ist, womit folgt:

Tn ( 1
nf(tn1), . . . , 1nf(tnn)) (t) = 1

nTn (f( 1
n), . . . , f(nn)) (t)

= 1
n

⌊nt⌋

∑
i=1

f( in) + (nt−⌊nt⌋)
n f ( ⌊nt⌋+1

n ) Ð→
n→∞

t

∫
0

f(x)dx = sf(t). (1.2.8)

Bemerkung 1.2.6 Der Grenzwert des asymptotischen Partialsummenprozesses in (1.2.8)

ist ein Riemann-Integral. Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir allerdings im

Nachfolgenden das Lebesgue-Integral. Daher fassen wir f als Element aus L2([0,1]) auf.

In der nachfolgenden Bemerkung interpretieren wir den Grenzwert (1.2.8) in einer eher

heuristischen Art und Weise:

Bemerkung 1.2.7 Unter Zuhilfenahme des Donsker-Theorems (Theorem 1.2.2) folgt, dass

für festes und hinreichend großes n, der Prozess

1√
n
Tn (Z(tn1), . . . , Z(tnn)) approximativ wie

√
nsf +B[0,1]

verteilt ist. Folglich ist für jedes n ∈N eine Reparametrisierung des Parameterraumes nötig,

um eine Grenzverteilung unter der Alternative zu erhalten (vgl. Bischoff und Miller, 2000,

S. 666).

Wir betrachten das sog. lokalisierte (Regressions-)Modell (vgl. z. B. Bischoff u. a., 2005,

S. 87)

Z∗(tni) =
1√
n
f(tni) + ε(tni) , i = 1, . . . , n

mit der zugehörigen Nullhypothese

H0 ∶
1√
n
f ≡ 0.

Diese Nullhypothese ist für festes n zur ursprünglichen Nullyhpothese
”
H0 ∶ f ≡ 0“ äquivalent.

Mit Hilfe der sog. asymptotischen, relativen Effizienz (vgl. z. B. Nikitin, 1995, S. 1ff.) ist es

möglich, verschiedene Tests durch Betrachtung lokalisierter Modelle zu vergleichen. Wegen

(1.2.7) – (1.2.8) und dem Donsker-Theorem (Theorem 1.2.2) gilt für das lokalisierte Modell:

1√
n
Tn (Z⋆(tn1), . . . , Z⋆(tnn))

= 1

n
Tn (f( 1

n), . . . , f(nn)) +
1√
n
Tn (ε( 1

n), . . . , ε(nn))
DÐ→

n→∞
sf +B[0,1]. (1.2.9)
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Dabei ist der Grenzwert aufgrund des
”
Continuous Mapping Theorems“ (Billingsley, 1999,

S. 21) richtig.

Definition 1.2.8 (Asymptotisches Regressionsmodell)

Das Modell

Y[0,1] = sf +B[0,1] (1.2.10)

heißt das zu Z(t) = f(t) + ε(t), t ∈ [0,1], gehörige asymptotische Regressionsmodell.

Für das Regressionsmodell Z(t) = f(t) + ε(t), t ∈ [0,1], aus (1.2.1) wird in der Einleitung

die Nullhypothese H0 ∶ f ≡ 0 explizit angegeben. Des Weiteren fordern wir in (1.1.2), dass

unter der Alternative

f ≥ 0 und f monoton wachsend

gelten muss.

In den nachfolgenden Kapiteln wird ausschließlich das asymptotische Regressionsmodell

Y[0,1] = sf +B[0,1] betrachtet. Für dieses Modell ist die obige Nullhypothese äquivalent zu

H0 ∶ sf ≡ 0.

Unter der Alternative ist sf wegen (1.1.2) monoton wachsend. Eine genau Spezifikation der

Gegenhypothese ist allerdings vom betrachteten Testverfahren abhängig. Wir geben daher

die untersuchten Hypothesen für jeden Test explizit in den jeweiligen Kapiteln an.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

Im Folgenden betrachten wir eine spezielle Change-Point Fragestellung: die sog. nicht-

sequentielle (auch
”
off-line“ genannte) Problematik. Dabei geht man davon aus, dass alle

durchzuführenden Beobachtungen vorliegen und man im Nachhinein entscheiden möchte,

ob ein Change-Point aufgetreten ist oder nicht. Das Ziel in diesem Kontext ist es, einen

tatsächlich aufgetretenen Strukturbruch mit hoher Wahrscheinlichkeit zu entdecken. Bei

einem α-Niveau Test, welchen wir im Nachfolgenden untersuchen, soll demnach die sog.

(Test-)Güte (oder
”
Power“) maximiert werden.

In Abschnitt 2.1 präsentieren wir zunächst den in der Literatur wohlbekannten gleichmäßig

besten Test für Brownsche Bewegungen und geben in Korollar 2.1.11 eine Abschätzung für die

Testgüte an, welche unseres Wissens nach neu ist. Anschließend führen wir in Abschnitt 2.2

einen neuen Operator, den sog. Rückwärts-Operator
”
←“ ein. Mit Hilfe von

”
←“ können wir

unter anderem bekannte Resultate einfacher ausdrücken und systematischer analysieren. In

Abschnitt 2.3 führen wir dann den bekannten gewöhnlichen bzw. rückwärtigen Kolmogorov-

Test ein. Neu in diesem Zusammenhang ist der Einsatz von
”
←“ beim rückwärtigen Test.

Wir präsentieren in Satz 2.3.1 b) eine unseres Wissens nach neuartige Güte-Abschätzung

für den rückwärtigen Kolmogorov-Test. In Abschnitt 2.4 stellen wir den sog. Maximum

Increase-Test vor. Soweit wir wissen, wird der Maximum Increase eines Prozesses hier

erstmalig als Teststatistik verwendet. In einem abschließenden Abschnitt 2.5 vergleichen wir

die vorgestellten Verfahren hinsichtlich ihrer Güte bei Vorliegen versch. Sprungfunktionen

unter der Alternative. Ein derartiger Vergleich wurde unseres Wissens nach bisher noch

nicht durchgeführt.

Um den Lesefluss nicht unnötig zu stören, stellen wir die Beweise der meisten Aussagen im

Anhang (Kapitel A) dar.

2.1 Gleichmäßig bester α-Niveau Test

Unter einem besten α-Niveau Test wollen wir im Nachfolgenden einen Test verstehen, der

einerseits mit Wahrscheinlichkeit α, α ∈ (0,1), einen Fehler 1. Art zulässt und andererseits

die Testgüte maximiert (vgl. z. B. Witting und Müller-Funk, 1995). Der beste α-Niveau

15



2 Nicht-sequentielle Testverfahren

Test ist im Falle der Brownschen Bewegung in der Literatur wohlbekannt. Im weiteren

Verlauf dieses Kapitels stellen wir diesen Test vor.

Um einen besten α-Niveau Test angeben zu können, ist es nötig, die Gegenhypothese (bis

ggf. auf einen Skalierungsparameter) festzulegen. Wir betrachten für Y[0,1] = sf + B[0,1]

mit f ∈ L2([0,1]) und einer Standard Brownschen Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] die sog.

einfachen Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf = sf0 , (2.1.1)

wobei f0 ∶ [0,1] → R eine bekannte Funktion ist mit

f0 ∈ BV ([0,1]) und ∥f0∥L2 > 0. (2.1.2)

Dabei ist BV ([0, T ]) ∶= {h ∶ [0, T ] → R ∣ h ist von beschränkter Variation} für T > 0.

Zur Konstruktion des besten α-Niveau Tests verwenden wir im Nachfolgenden das Ney-

man-Pearson Lemma in Verbindung mit dem Cameron-Martin Theorem. Daher stellen

wir zunächst in Abschnitt 2.1.1 das Cameron-Martin Theorem dar, wozu wir den Begriff

des Wiener-Integrals benötigen. Anschließend präsentieren wir in Abschnitt 2.1.2 den

angekündigten besten α-Niveau Test und studieren in Abschnitt 2.1.3 dessen Güte.

2.1.1 Wiener-Integral und Cameron-Martin Theorem

Es sei B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung und f0 ∶ [0,1] → R stetig und

beschränkt. Wiener (1922) definiert erstmals stochastische Integrale vom Typ

1

∫
0

f0(t)dBt. (2.1.3)

Paley, Wiener und Zygmund (1933) erweitern dieses Integral auf Integranden

f0 ∈ L2([0, 1]). Daher wird das Integral (2.1.3) in der Literatur als Paley-Wiener-Zygmund-

Integral oder auch nur als Wiener-Integral bezeichnet. Für eine formale Definition des

Wiener-Integrals ∫
1

0 f0(t)dBt sei beispielsweise auf Kuo (2006) verwiesen. Wir zitieren einige

in der Literatur wohlbekannte Eigenschaften:

Lemma 2.1.1 (Eigenschaften des Wiener-Integrals) Es seien f0 ∈ L2([0,1]) und

B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt:

a)
1

∫
0

f0(t) dBt ∼ N (0, ∥f0∥2L2) . (2.1.4)
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2.1 Gleichmäßig bester α-Niveau Test

b) Ist f0 sogar von beschränkter Variation, so stimmt der Wert des Wiener-Integrals

∫
1

0 f0(t) dBt mit demjenigen des pfadweisen Riemann-Stieltjes Integrals

1

∫
0

f0(t) B(dt, ω) für P-fast alle ω ∈ Ω überein.

c) Das Wiener-Integral und das stochastische Itô-Integral stimmen fast-sicher überein.

Beweis Teil a) entspricht Theorem 2.3.4 in Kuo (2006), Teil b) wird beispielsweise in Kuo

(2006, S. 12) bewiesen. Ein Beweis zu c) findet sich in Park und Skoug (1988, S. 593). ∎

Der sog. reproduzierende Kernel Hilbert Raum der Brownschen Bewegung

H ∶= {sf ∣ f ∈ L2([0,1])}

spielt für die Hypothesen (2.1.1) eine wichtige Rolle. Die Relevanz wird durch das Cameron-

Martin Theorem ausgedrückt. Anstatt die Original-Darstellung aus Cameron und Martin

(1944) zu zitieren, präsentieren wir eine moderner aufbereitete und allgemeinere Version

(Mörters und Peres, 2010, S. 25ff.).

Theorem 2.1.2 (Cameron-Martin)

Es sei F ∈ C([0,1]) ∶= {h ∶ [0,1] → R ∣ h ist stetig} mit F (0) = 0. Wir bezeichnen mit L0

bzw. LF die Verteilung einer Standard Brownschen Bewegung mit Pfaden in C([0,1]) und

Erwartungswertfunktion 0 bzw. F . Dann gilt:

a) F /∈ H ⇒ LF ist singulär zu L0.

b) F ∈ H ⇒ LF und L0 sind äquivalent,

d.h. die beiden Maße sind gegenseitig absolutstetig und haben damit dieselben Nullmengen.

Sind die Maße äquivalent, so gilt für F = sf0 mit f0 ∈ L2[0,1]:

dLsf0
dL0

(B) = exp
⎛
⎝
−1

2
∥f0∥L2

2 +
1

∫
0

f0(t) dBt

⎞
⎠

für L0–fast alle B ∈ C[0,1]. (2.1.5)

Dabei ist ∫
1

0 f0(t) dBt ein Wiener-Integral.

Korollar 2.1.3 Es seien B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] eine Standard Brownsche Bewegung auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und f0 ∈ BV [0,1]. Dann gilt:

dPsf0+B[0,1]

dPB[0,1]
(g) = exp

⎛
⎝
−1

2
∥f0∥L2

2 +
1

∫
0

f0 dg
⎞
⎠

für PB[0,1]–fast alle g ∈ C[0,1],
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

wobei ∫
1

0 f0 dg als Riemann-Stieltjes Integral aufgefasst werden kann.

Beweis folgt unmittelbar aus Theorem 2.1.2 in Verbindung mit Lemma 2.1.1 b). ∎

Beispiel 2.1.4 Für f0 = µ ⋅ 1(θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0,1) gilt: f0 ∈ BV [0,1] und (vgl. Bei-

spiel 1.2.5)

sf0(t) = µ ⋅ (t − θ)+, t ∈ [0,1],

sowie ∥f0∥L2 = µ
√

1 − θ. Somit gilt nach Korollar 2.1.3 für PB[0,1]–fast alle g ∈ C([0,1]):

dPsf0+B[0,1]

dPB[0,1]
(g) = exp

⎛
⎝
−µ21 − θ

2
+ µ

1

∫
θ

1 dg
⎞
⎠
= exp(−µ21 − θ

2
+ µ [g(1) − g(θ)]) .

2.1.2 Teststatistik und Entscheidungsregel

Für die Hypothesen aus (2.1.1) ist es sogar möglich, einen gleichmäßig besten α-Niveau

Test zu konstruieren. Die Gegenhypothese muss dabei – bis auf einen Parameter µ > 0 –

fixiert sein.

Bemerkung 2.1.5 Im weiteren Verlauf dieser Arbeit bezeichnen wir die Verteilungsfunk-

tion bzw. Dichte der N(0, σ2)-Verteilung mit Φσ2 bzw. φσ2. Ist σ2 = 1, so wird der Index

bei Φ1 bzw. φ1 auch einfach weggelassen.

Weiterhin sei (sofern nicht anders deklariert) zγ das γ-Quantil der N(0, 1)-Verteilung, also

zγ = Φ−1(γ) für γ ∈ (0,1).

Satz 2.1.6 (Gleichmäßig bester α-Niveau Test für Brownsche Bewegungen)

Betrachte für Y = Y[0,1] = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ Es ex. µ > 0 mit sf = µ ⋅ sf0 ,

wobei f0 ∈ BV [0,1] bekannt ist mit ∥f0∥L2 > 0.

Ein gleichmäßig bester α-Niveau Test, α ∈ (0,1), ist dann gegeben durch:

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ 1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α ,

wobei das Integral vom Riemann-Stieltjes Typ.

Beweis sh. Anhang, Kapitel A.1 ∎
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2.1 Gleichmäßig bester α-Niveau Test

Wir bezeichnen im Nachfolgenden den Test aus Satz 2.1.6 als besten Test (für Brownsche

Bewegungen).

Beispiel 2.1.7 Sei Y = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]). Weiter sei f0 = 1(θ,1] ∈ BV ([0,1])
mit θ ∈ [0,1). Dann ist sf0(t) = (t − θ)+, t ∈ [0,1], sf0(1) > 0 und ∥f0∥L2 =

√
1 − θ (vgl.

Beispiel 2.1.4). Nach Satz 2.1.6 ist damit ein gleichmäßig bester α-Niveau Test für

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ Es ex. ein µ > 0 mit sf(t) = µ(t − θ)+ , t ∈ [0,1],

gegeben durch:

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ Y (1) − Y (θ)√
1 − θ

> z1−α . (2.1.6)

In Satz 2.1.6 wird ein gleichmäßig bester α-Niveau Test für den Fall bewiesen, dass für

den Skalierungsparameter µ unter der Alternative µ > 0 gilt. Im Falle µ < 0 ist eine leichte

Modifikation der Teststatistik vorzunehmen, wie die nachfolgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 2.1.8 In der Situation von Satz 2.1.6 ist ein gleichmäßig bester α-Niveau

Test für

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ Es ex. µ < 0 mit sf = µ ⋅ sf0

gegeben durch die Entscheidungsregel

Lehne
”
H0 ∶ sf ≡ 0“ ab ⇐⇒ − 1

∥f0∥2

1

∫
0

f0 dY > z1−α ,

Beweis sh. Anhang, Kapitel A.1 ∎

2.1.3 Testgüte

Im nachfolgenden Satz 2.1.9 geben wir die Güte des besten α-Niveau Tests aus Satz 2.1.6

an. Diese Güte ist insbesondere für Vergleiche wichtig, da andere Testverfahren durch diese

beste Güte nach oben beschränkt sind.

Satz 2.1.9

Es sei f ∈ L2([0,1]) die wahre Funktion in Y = sf +B[0,1]. Weiter sei f0 ∈ BV [0,1] mit

∥f0∥L2 > 0 eine (ggf. weitere) Funktion, welche zur Konstruktion des besten α-Niveau Tests
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

aus Satz 2.1.6 verwendet wird. Die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ 1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α ,

aus Satz 2.1.6 führt zu folgender Güte:

P
⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α
⎞
⎠
= 1 −Φ(z1−α −

⟨f0, f⟩L2

∥f0∥L2

) .

Im Falle f = f0 ist diese gegeben durch: 1 −Φ (z1−α − ∥f0∥L2) .

Beweis sh. Anhang, Kapitel A.1 ∎

Beispiel 2.1.10 Gegeben sei die Situation aus Beispiel 2.1.7, d.h. für Y = sf +B[0,1] mit

f ∈ L2([0,1]) sollen die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ Es ex. ein µ > 0 mit sf(t) = µ ⋅ (t − θ)+, t ∈ [0,1],

entschieden werden. Dabei ist θ ∈ [0,1) fest. Mit der Notation aus Satz 2.1.9 ist f0 = 1(θ,1].

a) Ist f = µ1(θ,1] für ein µ > 0 die wahre Funktion unter der Alternative, so ist die Testgüte

gegeben durch:

1 −Φ (z1−α − µ
√

1 − θ) , µ ≥ 0.

Sie ist in Abbildung 2.1 für verschiedene Werte θ dargestellt.

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 2 4 6 8
µ

G
üt

e

θ

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Abbildung 2.1: Güte des besten α-Niveau Tests für f0 = 1(θ,1] bei Vorliegen der Alternative
f = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1)
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2.1 Gleichmäßig bester α-Niveau Test

b) Ist aber f = µ1(τ,1] für τ ∈ [0, 1) und µ > 0 die wahre Funktion unter der Alternative, so

folgt:
⟨f0, f⟩L2

∥f0∥L2

= µ√
1 − θ ∫

[0,1]

1(max(θ,τ),1] d� = µ1 −max(θ, τ)√
1 − θ

.

Somit ist die Güte gegeben durch (vgl. Satz 2.1.9):

P(Y (1) − Y (θ)√
1 − θ

> z1−α) = 1 −Φ(z1−α − µ
1 −max(θ, τ)√

1 − θ
) .

Wir stellen diese Güte in Abschnitt 2.5 (Abbildung 2.5) dar, wo wir diesen Test mit

anderen Testverfahren hinsichtlich ihrer Güte vergleichen.

Für Y = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) betrachten wir nun die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf ≥ sf0 (2.1.7)

mit f0 geeignet. sf0 ist also das minimale Signal, welches es zu entdecken gilt. Mit Hilfe von

Satz 2.1.9 zeigen wir, dass bei Anwendung des besten α-Niveau Tests eine minimale Güte

garantiert werden kann. Soweit wir wissen, ist diese Abschätzung bisher in der Literatur so

noch nicht aufgetaucht.

Korollar 2.1.11 (Minimale Güte des besten α-Niveau Tests) Es seien

f ∈ L2([0,1]) die wahre Funktion in Y = sf + B[0,1] und f0 ∈ BV ([0,1]) eine weitere

Funktion mit

sf ≥ sf0 und f0 ≥ 0, ∥f0∥L2 > 0.

Für die Entscheidungsregel

Lehne
”
H0 ∶ sf ≡ 0“ ab ⇐⇒ 1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α

des besten α-Niveau Tests aus Satz 2.1.6 gilt:

P
⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α
⎞
⎠
≥ 1 −Φ (z1−α − ∥f0∥L2) .

Beweis Zunächst kann die Güte mit Hilfe von Satz 2.1.9 wie folgt berechnet werden:

P
⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α
⎞
⎠
= 1 −Φ(z1−α −

⟨f0, f⟩L2

∥f0∥L2

) . (2.1.8)
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Aus f0 ≥ 0 und sf ≥ sf0 folgt nun f ≥ f0 und damit:

⟨f0, f⟩L2 = ⟨f0, f0⟩L2 + ⟨f0, f − f0⟩L2 ≥ ∥f0∥2L2 , (2.1.9)

da ⟨f0, f − f0⟩L2 ≥ 0 wegen f0 ≥ 0 und f − f0 ≥ 0. Setzt man aber nun (2.1.9) in (2.1.8) ein,

so ergibt sich genau die Abschätzung aus Korollar 2.1.11. ∎

2.2 Rückwärts-Operator und Verbesserung der Güte

Um einen besten α-Niveau Test zu erstellen, ist es nötig, dass die Regressionsfunktion unter

H1 (zumindest bis auf einen Skalierungsparameter) bekannt ist (vgl. Abschnitt 2.1). In der

Praxis ist allerdings die genaue Gegenhypothese nur äußerst selten bekannt. Wir stellen

daher im Folgenden Methoden vor, bei denen die Gegenhypothese nicht näher spezifiziert

werden muss. Wir betrachten für Y = sf + B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) und einer Standard

Brownschen Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0. (2.2.1)

Bevor wir uns in Abschnitt 2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ zuwenden, stellen wir zunächst

in diesem Abschnitt eine Transformation von Y = sf +B[0,1] vor, mit deren Hilfe die Güte

verbessert wird (vgl. Bischoff u. a., 2005, S. 87). Wir führen dazu einen neuartigen, in der

Literatur bisher nicht betrachteten Operator ein:

Definition 2.2.1 (Rückwärts-Operator)

Seien a < b, a, b ∈ R und g ∶ [a, b] → R. Die zu g rückwärtige Funktion ←Ðg wird definiert

durch:

←Ðg ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[a, b] → R

t ↦ g(b) − g(b + a − t)
.

”
←” wird im Nachfolgenden als Rückwärts-Operator bezeichnet.

Die Anwendung des Rückwärts-Operators auf einen Partialsummenprozess ergibt wiederum

einen Partialsummenprozess, welcher durch Umdrehen der Summationsreihenfolge entsteht:

Lemma 2.2.2 Seien z1, . . . , zn ∈ R (n ∈ N) und Ψn ∶= Tn(z1, . . . , zn) ∈ C([0,1]) der Par-

tialsummenprozess basierend auf z1, . . . , zn. Dann gilt für den Prozess mit umgedrehter

Summationsreihenfolge:

Tn(zn, . . . , z1) =
←Ð
Ψn .
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2.2 Rückwärts-Operator und Verbesserung der Güte

Beweis Es genügt, die Gleichheit aus Lemma 2.2.2 für alle t der Form t = k
n mit k =

0,1, . . . , n zu zeigen. Es gilt:

Tn(zn, . . . , z1)( kn) =
k

∑
i=1

zn+1−i =
n

∑
i=n−k+1

zi =
n

∑
i=1

zi −
n−k

∑
i=1

zi

= Ψn(1) −Ψn(1 − k
n) = ←ÐΨn( kn)

und damit die Behauptung. ∎

Für den rückwärtigen, asymptotischen Partialsummenprozess des lokalisierten Modells

folgt:

a) unter
”
H0: f ≡ 0”:

1√
n
Tn(ε(tnn), . . . , ε(tn1))

DÐ→
n→∞

B[0,1], (2.2.2)

nach dem Donsker-Theorem 1.2.2

b) und unter H1:

1√
n
Tn ( 1√

n
f(tnn) + ε(tnn), . . . , 1√

n
f(tn1) + ε(tn1))

= 1

n
Tn (f(tnn), . . . , f(tn1)) +

1√
n
Tn (ε(tnn), . . . , ε(tn1))

DÐ→
n→∞

←Ðsf +B[0,1], (2.2.3)

nach Lemma 2.2.2 und dem Donsker-Theorem 1.2.2.

Analog zur Definition des asymptotischen Regressionsmodells (Definition 1.2.8) definieren

wir:

Definition 2.2.3 (Rückwärtiges, asymptotisches Regressionsmodell)

Das Modell
←Ð
Y = ←Ðsf +B[0,1] (2.2.4)

heißt das zu Z(t) = f(t) + ε(t), t ∈ [0,1], gehörige rückwärtige, asymptotische Regressions-

modell.

Im nachfolgenden Lemma 2.2.4 zeigen wir, dass durch Betrachtung der rückwärtigen Version

(2.2.4) bei Tests vom Kolmogorov-Typ eine größere Güte erreicht wird. Weiterhin geben

wir dort elementare Eigenschaften des Rückwärts-Operators an.

Lemma 2.2.4 Es seien g, h ∶ [a, b] → R und c ∈ R konstant. Dann gilt:

a) ←Ðg ≡ c ⇒ c = 0 und g ist ebenfalls konstant.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

b) Der Rückwärts-Operator ist linear und translationsinvariant,

d.h. für f ∶= c ⋅ (g + h) gilt:
←Ð
f = c ⋅ (←Ðg +←Ðh ) und ←ÐÐg + c = ←Ðg .

c) ←Ðg (a) = 0. Ist zusätzlich g(a) = 0, so gilt:

c1) ←Ðg (b) = g(b).

c2) “←” ist zu sich selbst invers, also:
←Ð←Ðg = g.

d) Ist f ∈ L2([0,1]), so gilt für ←Ðsf :

d1)
←Ðsf (t) = ∫

(1−t,1]

f d� = ∫
[0,t)

f(1 − s) �(ds) , t ∈ [0,1] . (2.2.5)

Insbesondere ist ←Ðsf (0) = 0 = sf(0) sowie ←Ðsf (1) = sf(1) .

d2) Für f ≥ 0 mit f monoton wachsend gilt:

←Ðsf (t) ≥ sf(1) ⋅ t ≥ sf(t) , t ∈ [0,1].

d3) Für t ∈ [0,1] gilt: s←Ð
f
(t) = t ⋅ f(1) −←Ðsf (t) und ←Ðs←Ð

f
(t) = t ⋅ f(1) − sf(t).

Insbesondere ist s←Ð
f
= ←Ðsf ⇐⇒ f ≡ 0.

Beweis Die Aussagen a)-c) und d1) folgen unmittelbar aus der Definition von
”
←“. Ein

formaler Beweis zu d2) und d3) findet sich im Anhang (Kapitel A.2). ∎

Gemäß unseren Voraussetzungen ist unter H1 die Regressionsfunktion f ≥ 0 mit f monoton

wachsend. Wegen ←Ðsf ≥ sf (Lemma 2.2.4 d)) hat damit jeder sinnvolle Test eine größere

Güte, wenn die Teststatistik auf dem rückwärtigen
←Ð
Y anstatt auf dem gewöhnlichen

asymptotischen Partialsummenprozess Y beruht. Insbesondere gilt dies für Tests vom

Kolmogorov- (sh. Abschnitt 2.3) oder Cramer-von-Mises-Typ.

Wir geben einige Beispiele an, welche die Funktionsweise von
”
←“ verdeutlichen sollen und

zugleich für unsere weiteren Untersuchungen von Interesse sind:

Beispiel 2.2.5 i) Für g ∶ [0,1] → R mit g ≡ c, c ∈ R, gilt: ←Ðg ≡ 0.

ii) Sei f ∶ [0,1] → R mit f ≡ µ für ein µ ∈ R. Dann ist sf(t) = µt und

←Ðsf (t) = µ ⋅ 1 − µ (1 − t) = µ ⋅ t = sf(t) , t ∈ [0,1].

iii) Sei f = µ1(θ,1] mit θ ∈ [0,1), µ ∈ R. Dann gilt für t ∈ [0,1]:

sf(t) = µ ⋅ (t − θ)+ (sh. Beispiel 1.2.5)
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2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

sowie wegen Lemma 2.2.4 d):

←Ðsf (t) = µ ⋅ ∫
(1−t,1]

1(θ,1] d� = µ
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

t , falls θ ≤ 1 − t
1 − θ , falls θ > 1 − t

= µ ⋅min(t,1 − θ) .

Abbildung 2.2 stellt die Funktionen f , sf und ←Ðsf graphisch dar. Aus dieser ist insbe-

sondere die Ungleichung ←Ðsf ≥ sf ersichtlich.

t

0

µ(1 − θ)

µ

0 θ 1 − θ 1

sf rückw.
sf

f

Abbildung 2.2: Funktion f = µ1(θ,1] und zugehörige Signale sf(t) = µ(t − θ)+ und ←Ðsf (t) =
µmin(t,1 − θ), (t ∈ [0,1], µ > 0, θ ∈ [0,1))

iv) Für f ∶ [0,1] → R, t↦ 2t gilt: sf(t) = t2 und damit

←Ðsf (t) = 1 − (1 − t)2 = 2t − t2 , t ∈ [0,1].

In Abbildung 2.3 zeigen wir die Funktionen sf und ←Ðsf .

2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

Wir betrachten für Y = sf + B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) und einer Standard Brownschen

Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0. (2.3.1)
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Abbildung 2.3: Die zur Funktion f(t) = 2t gehörigen Signale sf(t) = t2 und ←Ðsf (t) = 2t − t2
(t ∈ [0,1])

Zur Lösung dieser Fragestellung stellen wir im Folgenden zwei Tests vom Kolmogorov-Typ

vor.

2.3.1 Teststatistik und Entscheidungsregel

Für zwei monoton wachsende Funktionen f1, f2 ∈ L2([0,1]) mit 0 ≤ f1 ≤ f2 gilt: sf1 ≤ sf2 .
Damit folgt, dass

Y = sf +B[0,1] bzw.
←Ð
Y = ←Ðsf +

←ÐÐÐ
B[0,1]

wächst, falls f wächst. Somit führen wegen P(supt∈[0,1]B(t) > z1−α/2) = α (vgl. z. B.

Billingsley, 1999, S. 92) die folgenden Entscheidungsregeln zu sinnvollen α-Niveau Tests,

α ∈ (0,1):

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ sup
t∈[0,1]

Y (t) > z1−α/2 (2.3.2)

bzw. Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ sup
t∈[0,1]

←Ð
Y (t) > z1−α/2 . (2.3.3)

Die Teststatistik und Entscheidungsregel aus (2.3.2) bzw. (2.3.3) ist vom Kolmogorov-Typ.

Im Nachfolgenden bezeichnen wir diese Tests daher auch als (gewöhnlichen) Kolmogorov-

bzw. rückwärtigen Kolmogorov-Test.
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2.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

2.3.2 Güte der Kolmogorov-Tests für allgemeine Alternativen

Für allgemeine Signalfunktionen sf ist die Güte der Kolmogorov-Tests analytisch nicht bere-

chenbar (vgl. z. B. Bischoff u. a. 2005). Nur für wenige Spezialfälle sind explizite analytische

Formeln für die sogenannte
”
Boundary Crossing Probability“ bekannt1. Allerdings stellen

Wang und Pötzelberger (1997) (bzw. Pötzelberger und Wang (2001) für den zweiseitigen

Fall) ein Verfahren vor, mit dem man die gesuchte Überschreitungs-Wahrscheinlichkeit

näherungsweise (numerisch) bestimmen kann. Sie schlagen dazu vor, die Signalfunktionen

sf durch stückweise affine Funktionen zu approximieren.

In Korollar 2.1.11 wird eine minimale Güte bei Anwendung des besten α-Niveau Tests bewie-

sen. Auch in dem hier vorliegenden Fall der Kolmogorov-Tests kann man Güteabschätzungen

angeben.

Satz 2.3.1 (Güte-Abschätzungen für Kolmogorov-Tests)

Seien f ∈ L2([0,1]) mit f ≥ 0 und f monoton wachsend die wahre Funktion aus

Y = sf +B[0,1].

a) Für die Güte der Kolmogorov-Tests gilt:

P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Yt > z1−α/2) ≥ P( sup

t∈[0,1]

[Bt + t sf(1)] > z1−α/2) ≥ P( sup
t∈[0,1]

Yt > z1−α/2) .

b) Sind f1, f2 ∈ L2([0,1]) zwei weitere Funktionen mit

sf1(1) = sf(1) = sf2(1) und sf1 ≤ sf ≤ sf2 , (2.3.4)

so folgt darüber hinaus:

P( sup
t∈[0,1]

[Bt + sf2(t)] > z1−α/2) ≥ P ( sup
t∈[0,1]

Yt > z1−α/2)

≥ P( sup
t∈[0,1]

[Bt + sf1(t)] > z1−α/2)

und

P( sup
t∈[0,1]

[Bt +←Ðsf1(t)] > z1−α/2) ≥ P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Yt > z1−α/2)

≥ P( sup
t∈[0,1]

[Bt +←Ðsf2(t)] > z1−α/2) .

1Wang und Pötzelberger (1997) geben eine Übersicht bekannter Resultate an.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

Beweis sh. Anhang, Kapitel A.3. ∎

Soweit uns bekannt ist, ist die in Satz 2.3.1 b) dargestellte Abschätzung für den rückwärtigen

Kolmogorov-Test neu.

Es sei sf die wahre Funktion in Y[0,1] = sf +B[0,1] mit sf(1) =∶ a ∈ R. Dann folgt insbesondere

aus Satz 2.3.1 a), dass der rückwärtige Kolmogorov-Test mindestens die Güte

P( sup
t∈[0,1]

[Bt + at] > z1−α/2)

hat. Diese letzte Wahrscheinlichkeit wiederum stellt eine obere Schranke für die Güte des

gewöhnlichen Kolmogorov-Tests dar – unabhängig davon, wie die Funktion sf aussieht.

Weiß man neben sf(1) = a noch mehr über das Signal wie sf ≤ sf2 bzw. sf1 ≤ sf , so kann

man mit Hilfe von Satz 2.3.1 b) insbesondere die Güte des rückwärtigen Kolmogorov-Tests

nach unten bzw. oben abschätzen.

2.3.3 Güte bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1]

Im Falle, dass f ∶= µ ⋅1(θ,1] ∈ L2([0, 1]) mit µ > 0 und θ ∈ [0, 1) die wahre Regressionsfunktion

im Modell Y = sf +B[0,1] ist, können wir die Güte der Kolmogorov-Tests (2.3.2) – (2.3.3)

explizit berechnen. Für t ∈ [0,1] gilt nach Beispiel 2.2.5:

sf(t) = µ ⋅ (t − θ)+ und ←Ðsf (t) = µ ⋅min(t,1 − θ) . (2.3.5)

Die Funktionen in (2.3.5) sind stückweise affin (vgl. Abbildung 2.2). Daher können wir

die Beweisidee aus Wang und Pötzelberger (1997) verwenden, um die Güte der beiden

Kolmogorov-Tests für diesen Fall analytisch anzugeben.

Satz 2.3.2 (Güte der Kolmogorov-Tests)

Es seien f = µ1(θ,1] ∈ L2([0,1]) mit µ > 0, θ ∈ [0,1) die wahre Funktion in Y = sf +B[0,1].

a) Im Fall θ = 0 sind die Gütefunktionen der beiden Kolmogorov-Tests gleich und gegeben

durch:

P( sup
t∈[0,1]

Y (t) > z1−α/2 ) = P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Y (t) > z1−α/2 )

= Φ(µ − z1−α/2) + exp(2µ z1−α/2)Φ(−µ − z1−α/2) .
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2.4 Maximum Increase-Test

b) Im Fall θ ∈ (0,1) ist die Güte des gewöhnlichen Kolmogorov-Tests gegeben durch:

P( sup
t∈[0,1]

Y (t) > z1−α/2 )

= 1 −
z1−α/2

∫
−∞

φθ(x) [1 − exp(−
2z1−α/2(z1−α/2 − x)

θ
)] ⋅ {Φ1−θ (µ(θ − 1) + z1−α/2 − x)

− exp (2µ (z1−α/2 − x)) ⋅Φ1−θ (µ(θ − 1) − z1−α/2 + x)} dx.

c) Im Fall θ ∈ (0,1) ist die Güte des rückwärtigen Kolmogorov-Tests gegeben durch:

P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Y (t) > z1−α/2 )

= 1 −
z1−α/2−µ(1−θ)

∫
−∞

[1 − exp(−
2z1−α/2(z1−α/2 − µ(1 − θ) − x)

1 − θ )]

× [2Φθ (z1−α/2 − µ(1 − θ) − x) − 1] ⋅ φ1−θ(x) dx.

Beweis sh. Anhang, Kapitel A.3 ∎

Die Gütefunktionen aus Satz 2.3.2 lassen sich numerisch berechnen. Sie sind beim Gütever-

gleich der verschiedenen Verfahren in Kapitel 2.5 graphisch dargestellt (sh. Abbildung 2.4).

In diesen Plots zeigt sich unter anderem, dass die Güte des rückwärtigen Kolmogorov-Tests

tatsächlich besser ist als diejenige des (gewöhnlichen) Kolmogorov-Tests.

2.4 Maximum Increase-Test

Das wohl verbreitetste, sequentielle Verfahren, um einen Change-Point in einer Folge

von Beobachtungen zu entdecken, ist das sogenannte
”
CuSum“-Verfahren. Dabei steht

”
CuSum“ für Cumulative Sums. Es wird erstmalig von Page (1954, 1955) zur Lösung eines

Change-Point Problems vorgeschlagen. Bei geeigneter Skalierung konvergiert die CuSum-

Teststatistik unter H0 für n → ∞ schwach gegen den Maximum Increase der Standard

Brownschen Bewegung (Taylor 1975 oder auch Csörgő und Horváth 1997, S. 90).

Im nachfolgenden Abschnitt untersuchen wir zunächst die nicht-sequentielle Variante des

Maximum Increase-Tests. In Abschnitt 3.2.1 gehen wir dann weiter auf dieses Verfahren

ein, wenn es im sequentiellen Kontext eingesetzt wird.
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren

2.4.1 Definition und Eigenschaften

Wir definieren den
”
Maximum Increase”-Operator wie folgt (vgl. z. B. Salminen und Vallois,

2007):

Definition 2.4.1 (Maximum Increase/Decrease)

Sei [a, b] ⊆ R ein Intervall und g ∶ [a, b] → R eine Funktion. Dann ist der sog.
”
Maximum

Increase“ von g gegeben durch:

I(g) ∶= sup
t∈[a,b]

(g(t) − inf
s∈[a,t]

g(s)).

Der
”
Maximum Decrease“ (in der Finanzmathematik auch

”
maximal downfall“ genannt)

ist definiert durch D(g) ∶= I(−g).

Lemma 2.4.2 (Eigenschaften von I und D) Seien g, h ∶ [a, b] → R Funktionen und

λ, c ∈ R Konstanten. Dann gilt:

a) 0 ≤ min{D(g) , I(g)}

b) I(g + c) = I(g) und

I(λg) = ∣λ∣ ⋅
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

I(g) , falls λ ≥ 0

D(g) , falls λ < 0
.

c) I(g + h) ≤ I(g) + I(h) und D(g + h) ≤ D(g) +D(h)

d) Es sei g̃(t) ∶= c− g(b+ a− t) , t ∈ [a, b] . Dann folgt: I(g̃) = I(g) und damit insbesondere:

I(←Ðg ) = I(g), wobei
”
←“ der Rückwärts-Operator aus Definition 2.2.1 ist.

Beweis folgt unmittelbar aus der Definition von I oder elementaren Umformungen. Für c)

und d) ist der Zusammenhang I(g) = sups∈[a,b] [(supt∈[s,b] g(t)) − g(s)] hilfreich. ∎

Die Ungleichung
”
I(g + h) ≤ I(g) + I(h)“ in Lemma 2.4.2 c) kann sowohl eine echte Unglei-

chung als auch eine Gleichung sein:

Beispiel 2.4.3 Es seien g, h ∶ [0,1] → R.

a) Für g ∶= 1[0,0.3] und h ∶= 1(0.3,1] folgt: g + h ≡ 1, womit folgt:

0 = I(g + h) < I(g) + I(h) = 0 + 1 = 1.

b) Sind g und h konstant 1, so ist g + h ≡ 2 und damit: 0 = I(g + h) = I(g) + I(h) .
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2.4.2 Teststatistik und Entscheidungsregel

Wir betrachten für Y = sf + B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) und einer Standard Brownschen

Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] das Testproblem

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0. (2.4.1)

Lemma 2.4.4 Es seien f1, f2 ∈ L2([0,1]) zwei Funktionen mit 0 ≤ f1 ≤ f2.
Dann ist sfi monoton wachsend (i = 1, 2) mit 0 ≤ sf1 ≤ sf2. Aus Letzterem kann insbesondere

I(sf1) ≤ I(sf2) gefolgert werden.

Beweis Die Monotonie von sfi und die Ungleichung 0 ≤ sf1 ≤ sf2 folgen unmittelbar aus

der Monotonie des Lebesgue-Integrals. Nach Definition von I ist der Maximum Increase

von sfi (i = 1,2) gegeben durch:

I(sfi) = sup
t∈[0,1]

(sfi(t) − inf
s∈[0,t]

sfi(s)) .

Da sfi ≥ 0 gilt, ist infs∈[0,t] sfi(s) = sfi(0) = 0 für alle t ∈ [0,1], i = 1,2. Damit aber folgt:

I(sf1) = sup
t∈[0,1]

(sf1(t) − inf
s∈[0,t]

sf1(s)) = sup
t∈[0,1]

sf1(t)

≤ sup
t∈[0,1]

sf2(t) = sup
t∈[0,1]

(sf2(t) − inf
s∈[0,t]

sf2(s)) = I(sf2),

womit Lemma 2.4.4 bewiesen ist. ∎

Aus Lemma 2.4.4 folgt, dass I(Y ) wächst, falls das Signal sf wächst. Wir schlagen daher

die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ I(Y ) = sup
t∈[0,1]

[Yt − inf
s∈[0,t]

Ys] > c1−α (2.4.2)

vor. Dabei ist c1−α ∈ R derart, dass P (I(B[0,1]) > c1−α) = α gilt. Wir bezeichnen den α-

Niveau Test aus (2.4.2) als Maximum Increase-Test. In der Literatur wurde, soweit wir

wissen, der Maximum Increase bisher noch nicht in diesem Kontext des Testens eingesetzt.

Folglich ist die Entscheidungsregel (2.4.2) neuartig.

Die Verteilung von I(B[0,1]) ist in der Literatur wohlbekannt. Es gilt:

Satz 2.4.5 (Verteilung von I (B[0,T ]))
Seien T > 0 und B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt für
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B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ]:

I(B[0,T ]) D= sup
t∈[0,T ]

∣Bt∣ .

Beweis Eine Beweisskizze sowie weiterführende Literaturhinweise befindet sich im Anhang

(Kapitel A.4). ∎

Die Verteilung von supt∈[0,T ] ∣Bt∣ ist in der Literatur wohlbekannt. Nach Borodin und

Salminen (2002, Formel 1.1.15.4 bzw. 3.1.1.4) gilt für x ∈ R:

P( sup
t∈[0,T ]

∣Bt∣ ≤ x) = 1√
2πT

∞

∑
k=−∞

x

∫
−x

exp(−(z + 4kx)2
2T

) − exp(−(z + 2x + 4kx)2
2T

) dz.

(2.4.3)

Damit kann der kritische Wert c1−α > 0 in (2.4.2) – zumindest numerisch – bestimmt

werden. Wir tun dies in Abschnitt 2.5, wo wir den Maximum Increase-Test mit anderen

Testverfahren hinsichtlich der Güte vergleichen.

Bemerkung 2.4.6 Wählt man den Maximum Increase I(Y ) als Teststatistik, so ist es

egal, ob man den gewöhnlichen Prozess Y oder den rückwärtigen Prozess
←Ð
Y betrachtet, da

I(Y ) = I(←ÐY ) (sh. Lemma 2.4.2) gilt.

Bemerkung 2.4.7 Es seien B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung und Mt ∶=
sups∈[0,t]Bs der zugehörige Maximum-Prozess.

1. Lévy (1948) hat erstmals nachgewiesen, dass die beiden Prozesse

(Mt −Bt)t∈[0,1] und (∣Bt∣)t∈[0,1] (2.4.4)

dieselbe Verteilung besitzen. Dafür zeigte er, dass die beiden Prozesse aus (2.4.4)

Markov-Prozesse sind, welche den gleichen Übergangskern besitzen.

2. Der Prozess (Mt −Bt)t≥0 wird auch als
”
Reflected Brownian Motion” bezeichnet.

3. Graversen und Shiryaev (2000) konnten erstmals die Lévy-Formel (sh. Beweis zu

Satz 2.4.5) auf den Fall (Bt + µt)t∈[0,T ] mit µ ≠ 0 verallgemeinern. Aus dieser Formel

kann gefolgert werden, dass

I ((Bt + µt)t∈[0,T ]
) (2.4.5)

die gleiche Verteilung wie eine Reflected Brownian Motion mit Drift µ besitzt 2.

2Für eine formale Definition einer Reflected Brownian Motion mit Drift µ sei beispielsweise auf Peskir
(2005) verwiesen.
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Wir weisen explizit darauf hin, dass eine Reflected Brownian Motion mit Drift µ ≠ 0 eine

andere Verteilung als

sup
t∈[0,T ]

∣Bt + µt∣ (2.4.6)

besitzt und somit die Verteilungen von (2.4.5) und (2.4.6) im Falle µ ≠ 0 nicht gleich sind.

Für den Spezialfall f ≡ µ (also sf(t) = µt, t ∈ [0, 1]) kann die Güte des Tests (2.4.2) explizit

berechnet werden. Magdon-Ismail u. a. (2004) geben nämlich die Verteilung sowie den

Erwartungswert von

D ((Bt + γt)t∈[0,T ]) für γ ∈ R

an. Da die Verteilungen von

I ((Bt + µt)t∈[0,T ]) und D ((Bt − µt)t∈[0,T ])

gleich sind, kann das Resultat von Magdon-Ismail u. a. (2004) verwendet werden, um die

Güte des Tests (2.4.2) für die Alternative f ≡ µ, µ > 0, zu bestimmen.

2.5 Gütevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion

unter der Alternative

Wir vergleichen in diesem Abschnitt den besten α-Niveau Test, den gewöhnlichen/rückwär-

tigen Kolmogorov-Test und den Maximum Increase-Test hinsichtlich ihrer Güte. Neben

diesen vier Tests betrachten wir auch noch den Endpunkt-Test. Dieser α-Niveau Test hat

bei Vorliegen von Y = sf +B[0,1], f ∈ L2([0,1]), die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ Y (1) > z1−α (2.5.1)

mit zugehöriger Gütefunktion

P (Y (1) > z1−α) = 1 −Φ (z1−α − sf(1)) . (2.5.2)
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2.5.1 Alternative f = µ1(θ,1]

Es sei f = µ ⋅ 1(θ,1] ∈ L2([0,1]) mit µ > 0 und θ ∈ [0,1) die wahre Regressionsfunktion in

Y = sf +B[0,1]. Nach Beispiel 2.2.5 gilt (vgl. auch Abbildung 2.2 auf Seite 25):

sf(t) = µ ⋅ (t − θ)+ und ←Ðsf (t) = µ ⋅min(t,1 − θ) , t ∈ [0,1].

Es gilt:

a) Verwendet man bei der Konstruktion des besten α-Niveau Tests aus Satz 2.1.6 die

richtige Funktion f0 = 1(θ,1], so ist die Testgüte gegeben durch (sh. Beispiel 2.1.10):

1 −Φ (z1−α − µ
√

1 − θ) , µ ≥ 0.

b) Die Güte des Endpunkt-Tests ist für f = µ1(θ,1] nach (2.5.2) gegeben durch:

1 −Φ (z1−α − µ ⋅ (1 − θ)) .

c) In Satz 2.3.2 finden sich die Güten des gewöhnlichen bzw. rückwärtigen Kolmogorov-Tests

bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1].

Die Gütefunktionen der oben beschriebenen Tests sind in Abhängigkeit von µ ≥ 0 in

Abbildung 2.4 dargestellt. Der kritische Wert c1−α des Maximum Increase-Tests wurde

mit Hilfe der Formel (2.4.3) berechnet. Um die Güte des Maximum Increase-Tests zu

erhalten, werden Simulationen durchgeführt. Dabei werden für jede Kombination von θ

und µ 10.000 Wiederholungen durchgeführt und jeweils ein Gaußscher Random Walk

mit 2.000 Beobachtungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.

Erwartungsgemäß liefert der beste α-Niveau tatsächlich die beste Güte. Das zweitbeste

Verfahren ist durch den rückwärtigen Kolmogorov-Test gegeben. Der Endpunkt-Test und

der Maximum Increase-Test weisen eine ähnliche Güte auf, wobei der letztgenannte bei

großer Sprunghöhe µ besser ist. Das Verfahren mit geringster Güte ist der gewöhnliche

Kolmogorov-Test.

Es sei nun f = µ1(τ,1] die wahre Regressionsfunktion. Wir betrachten in Abbildung 2.5

diejenigen Güten, welche entstehen, wenn man zur Konstruktion des besten α-Niveau Tests

die (ggf. falsche) Funktion f0 = 1(θ,1] verwendet. Gemäß Beispiel 2.1.10 ist die Güte dann:

1 −Φ(z1−α −
µ [1 −max(θ, τ)]√

1 − θ
) , µ ≥ 0.
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2.5 Gütevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion unter der Alternative
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Abbildung 2.4: Güte verschiedener nicht-sequentieller Tests bei Vorliegen der Alternative
f = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1, bei Maximum Increase Simulationen)

Zu Vergleichszwecken stellen wir in Abbildung 2.5 neben dieser Güte nochmals die Güten des

(gewöhnlichen) Kolmogorov- und des Maximum Increase-Tests dar. Aus dieser Abbildung

ist ersichtlich, dass selbst der vermeintlich schlechte Kolmogorov-Test den besten α-Niveau

Test dominiert, falls θ schlecht gewählt wird. Hier zeigen sich die Vorteile des Kolmogorov-

und des Maximum Increase-Tests: bei diesen Verfahren ist eine genaue Spezifikation der

Alternative nicht notwendig.

2.5.2 Alternative f = µ
1−θ1(θ,1]

Anstatt die Alternative f = µ1(θ,1] (im Nachfolgenden als Variante I bezeichnet) zu

betrachten, ist es auch interessant die folgende Variante II

f = µ

1 − θ1(θ,1] (2.5.3)

als Alternative zu studieren. Für die Funktionen aus (2.5.3) gilt: sf(1) = µ. Der Wert sf(1)
ist demnach bei Variante II von θ unabhängig. In Abbildung 2.6 zeigen wir die Güte bei
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2 Nicht-sequentielle Testverfahren
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Abbildung 2.5: Güte des besten α-Niveau Tests für f0 = 1(θ,1] im Falle, dass f = µ1(τ,1] die
wahre Regressionsfunktion ist im Vergleich mit Kolmogorov- und Maximum
Increase-Test (Niveau α = 0.1, bei Maximum Increase Simulationen)

Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1] (=Variante I, sh. auch Abbildung 2.4) bzw. f = µ
1−θ1(θ,1]

(=Variante II). Die Gütefunktionen von Variante I werden stets von denjenigen von Variante

II dominiert, weil gleiches für die entsprechenden Signalfunktionen sf gilt. Des Weiteren

ist festzustellen, dass alle Tests ein starkes, kurzes Signal besser entdecken können als ein

schwaches, langes Signal (vgl. hierzu die Werte θ = 0 und θ = 0.8 bei Variante II).
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2.5 Gütevergleich bei Vorliegen einer Sprungfunktion unter der Alternative
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Teil II

Sequentielle Testverfahren basierend auf

Fenstern
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3 Sequentielle Testverfahren mit

unbeschränkter Fensterlänge

Im nachfolgenden Abschnitt 3.1 stellen wir zunächst dar, was unter sequentiellen Verfahren

im Allgemeinen zu verstehen ist und welche Kriterien dieselbigen idealerweise erfüllen.

Hierzu führen wir den Begriff der Verfahrensstoppzeit ein, welcher in der Literatur (soweit

wir wissen) bisher so noch nicht aufgetaucht ist.

Anschließend betrachten wir in Abschnitt 3.2 Testverfahren, die alle bis zum Zeitpunkt t

vorhandenen Daten heranziehen. Man könnte diese Verfahren auch als
”
klassische, sequenti-

elle Verfahren“ bezeichnen. Wir zeigen in Abschnitt 3.2 neue Interpretationsmöglichkeiten

dieser Verfahren auf. Zum Vergleich der Verfahrensstoppzeiten führen wir Simulationen

durch. Um Verfahrensstoppzeit-Verteilungen graphisch miteinander vergleichen zu können,

präsentieren wir eine neu entwickelte Darstellungsform.

3.1 Problem- und Zielsetzung bei sequentiellen Verfahren

Wir betrachten das asymptotische Regressionsmodell Y[0,1] = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]),
einer Standard Brownschen Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] und das Testproblem

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0. (3.1.1)

Im Unterschied zu Kapitel 2 wollen wir jedoch in den Kapiteln 3 – 5 sogenannte sequentielle

Verfahren studieren. Dabei geht man davon aus, dass die Beobachtungen Yt bezüglich der

”
externen Variable“ t ∈ [0,1] geordnet sind. Häufig interpretiert man t als Zeit, was wir

im weiteren Verlauf dieser Arbeit ebenfalls tun. Bei sequentiellen Verfahren wird nach

jeder Beobachtung Yt die Entscheidung getroffen, ob H0 mit den bereits vorhandenen

Beobachtungen Y[0,t] = (Ys)s∈[0,t] abgelehnt werden kann oder nicht. Man entscheidet sich

also zwischen:
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschränkter Fensterlänge

Prozedere wird gestoppt, da H0

mit den vorliegenden Daten Y[0,t]

abgelehnt werden kann.

←→ Weitere Beobachtung wird durchge-

führt, da H0 mit den vorliegenden

Daten Y[0,t] nicht abgelehnt werden

kann.

Bei sequentiellen Verfahren gilt es im Wesentlichen vier Performancegrößen zu berücksich-

tigen (vgl. z. B. Jeske u. a. 2009):

(P1) Fehler 1. Art,

(P2) Fehler 2. Art (bzw. Testgüte),

(P3) Rechen- und Implementationsaufwand sowie

(P4) Zeit, bis eine falsche Nullhypothese entdeckt wird (=Reaktionszeit).

Bei der Reaktionszeit wird insbesondere die Differenz zwischen
”
Lage des wahren Change-

Points“ und
”
Verfahren schlägt Alarm“ betrachtet. Anstatt der Reaktionszeit, müssen wir

in dieser Arbeit eine Modifikation dieser Zeit betrachten. Diese Modifikation ist nötig, da

gemäß unseren Voraussetzungen der Betrachtungszeitraum durch [0,1] gegeben ist und

somit t durch 1 nach oben beschränkt ist. Ist t = 1, so wird das Verfahren gestoppt –

unabhängig davon, ob die (ggf. falsche) Nullhypothese verworfen werden kann oder nicht.

Dieses
”
Stoppen in spätestens t = 1“ ist bei der Formulierung aus (P4) nicht vorgesehen.

Dort geht man nämlich davon aus, dass t beliebig groß werden kann, also t ∈ [0,∞) gilt.

Wir nennen die von uns vorgeschlagene Modifikation Verfahrensstoppzeit und definieren

diese wie folgt:

Definition 3.1.1 (Verfahrensstoppzeit T)

In der vorliegenden Arbeit ist die Verfahrensstoppzeit T eines sequentiellen Testverfahrens

diejenige Zeit, zu der das Verfahren stoppt – entweder, weil H0 mit den Beobachtungen

Y[0,1] abgelehnt werden kann oder weil das Ende des Betrachtungszeitraums erreicht ist.

Die Verfahrensstoppzeit T ist demnach aus [0, 1]. Wir betrachten das folgende Beispiel, um

die Ziel-Anforderungen an T etwas näher zu beschreiben.

Beispiel 3.1.2 Es sei Y[0,1] = sf +B[0,1] das asymptotische Regressionsmodell mit

f ∈ L2([0,1]). Unter H0 ist f ≡ 0. Wir betrachten die Situation, dass unter H1 die

Regressionsfunktion f von der Gestalt

f = µ1(θ,1] für µ > 0 und θ ∈ [0,1)
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3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

ist. Es sei T die Verfahrensstoppzeit eines sequentiellen Verfahrens, bei dem ein Fehler

1. Art in Höhe von α, α ∈ (0,1), zugelassen wird.

a) Unter H0 wird mit Wahrscheinlichkeit α die Nullhypothese abgelehnt. Folglich nimmt T

unter H0 auch Werte kleiner 1 an und es gilt: P (T < 1) = α.

b) Unter H1 wäre es wünschenswert, dass die Nullyhpothese mit hoher Wahrscheinlichkeit

abgelehnt wird und das Verfahren bei Auftreten des Change-Points θ stoppt, also T = θ
gilt. Analog zur Situation aus a) lässt es sich allerdings auch unter H1 nicht vermeiden,

dass bereits vor Auftreten des Change-Points fälschlicherweise gestoppt wird.

Ein ideales sequentielles Verfahren, würde die Performancegrößen (P1) – (P3) minimieren

und

(P4’) die Verfahrensstoppzeit

gemäß der obigen Ausführungen optimieren. Ein solches
”
Ideal-Verfahren“ aber existiert im

Allgemeinen nicht. Im weiteren Verlauf der Arbeit stellen wir daher sequentielle Verfahren

derart ein, dass sie einen vorgegebenen Fehler 1. Art haben – die Performancegröße (P1)

wird also kontrolliert. Anschließend werden diese Verfahren hinsichtlich Testgüte und

Verfahrensstoppzeit verglichen und bezüglich des Rechen- und Implementationsaufwandes

diskutiert.

3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

Zum Zeitpunkt t, t ∈ [0, 1), kennt man den Prozess Y[0,1] = (Ys)s∈[0,1] noch nicht ganz, sondern

nur den Abschnitt Y[0,t] = (Ys)s∈[0,t]. Möchte man demnach zum Zeitpunkt t entscheiden,

ob H0 abgelehnt werden kann, so kann man lediglich Y[0,t] zur Entscheidungsfindung

heranziehen. Es sei für t ∈ [0,1]
Ft ∶ C[0, t] → R

ein Monotonie erhaltendes Funktional, d.h. Ft erfüllt für monoton wachsende Signalfunk-

tionen sg, sh (g, h ∈ L2([0, t])) die Eigenschaft:

sg ≤ sh ⇒ Ft(sg) ≤ Ft(sh) . (3.2.1)

Wir beschränken uns hier auf monoton wachsende Signalfunktionen, da unter der Alternative

aus (3.1.1) sf als monoton wachsend vorausgesetzt wird. Es sei Xt ∶= Ft(Y[0,t]) die zum

Fenster [0, t] gehörige Teststatistik. Wegen der Forderung (3.2.1) wird diese größer, falls
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschränkter Fensterlänge

das Signal sf größer wird. Daher ist eine sinnvolle, sequentielle Entscheidungsvorschrift

gegeben durch:

Stoppe zum Zeitpunkt t (und lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab) ⇐⇒ Xt > k1−α . (3.2.2)

Dabei ist k1−α das (1 − α)-Quantil von supt∈[0,1]Ft(B[0,t]), α ∈ (0,1). Mit der eingeführten

Notation kann die Verfahrensstoppzeit T = T (X[0,1]) wie folgt ausgedrückt werden:

T =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

inf{t ∈ [0,1] ∣Xt > k1−α} , falls supt∈[0,1]Xt > k1−α
1 , falls supt∈[0,1]Xt ≤ k1−α

. (3.2.3)

Bemerkung 3.2.1 Aufgrund der Definition von k1−α führt die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ sup
t∈[0,1]

Xt > k1−α (3.2.4)

zu einem α-Niveau Test. Insbesondere hat damit das sequentielle Verfahren (3.2.2) einen

vorgegebenen Fehler 1. Art, womit die Performancegröße (P1) kontrolliert wird.

3.2.1 Kolmogorov- und Maximum Increase-Test im sequentiellen

Kontext

Naheliegende, Monotonie erhaltende Funktionale Ft bzw. damit zusammenhängende Test-

statistiken Xt = Ft(Y[0,t]), t ∈ [0,1], sind:

i) Xt = Yt (Endpunkt des Fensters [0, t]),

ii) Xt = sups∈[0,t] Ys (Teststatistik des gew. Kolmogorov-Tests in [0, t]),

iii) Xt = sups∈[0,t] (Yt − Yt−s) (Teststatistik des rückw. Kolmogorov-Tests in [0, t]),

iv) Xt = I(Y[0,t]) (Maximum Increase in [0, t]).

Aus der Definition der Operatoren aus i) – iii) folgt unmittelbar deren
”
Monotonie er-

haltende“-Eigenschaft, für den Maximum Increase-Operator wird dies in Lemma 2.4.4

gezeigt.

Bemerkung 3.2.2 Für das Funktional aus i) bzw. iv) ist es egal, ob man den gewöhnlichen

Prozess Y[0,t] oder den rückwärtigen Prozess
←ÐÐ
Y[0,t] heranzieht, da

(Y[0,t]) (t) = Yt = (←ÐÐY[0,t]) (t) bzw. I(Y[0,t]) = I (
←ÐÐ
Y[0,t])
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3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests

gilt (vgl. Definition 2.2.1 bzw. Lemma 2.4.2).

In i) ist supt∈[0,1]Xt = supt∈[0,1] Yt, sodass die Entscheidungsvorschrift aus (3.2.4) gerade der

Kolmogorov-Test aus Abschnitt 2.3 ist.

Im Fall ii) und iv) stimmen die Tests gemäß (3.2.4) mit den entsprechenden Tests aus

Kapitel 2 überein, da

im Fall ii): sup
t∈[0,1]

Xt = sup
t∈[0,1]

sup
s∈[0,t]

Ys = sup
t∈[0,1]

Yt

und im Fall iv): sup
t∈[0,1]

Xt = sup
t∈[0,1]

sup
t′∈[0,t]

sup
s∈[0,t′]

Yt′ − Ys = sup
t∈[0,1]

sup
s∈[0,t]

Yt − Ys = I(Y[0,1])

gilt.

Situation iii) ist der wohl interessanteste Fall: Die sequentielle Anwendung der rückwärtigen

Kolmogorov-Teststatistik führt zum Maximum Increase-Test, da

sup
t∈[0,1]

Xt = sup
t∈[0,1]

sup
s∈[0,t]

(Yt − Yt−s) = sup
t∈[0,1]

(Yt − inf
s∈[0,t]

Ys) = I(Y[0,1])

gilt.

Damit ist gezeigt, dass

• die sequentielle Anwendung der Teststatistiken aus i) bzw. ii) zum Kolmogorov-Test

und

• die sequentielle Anwendung der Teststatistiken aus iii) bzw. iv) zum Maximum

Increase-Test führen.

3.2.2 Vergleich der Verfahren bei Vorliegen einer Sprungfunktion

unter der Alternative

In diesem Abschnitt präsentieren wir eine Simulationsstudie zum Vergleich der beiden

sequentiellen Verfahren aus Abschnitt 3.2.1. Wir betrachten hierzu die Performancegrößen

Testgüte, Verfahrensstoppzeit und Rechen- bzw. Implementationsaufwand.

Die Gütefunktionen des (nicht-sequentiellen) Kolmogorov-Tests und des (nicht-sequentiel-

len) Maximum Increase-Tests bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1] (Variante I) bzw.

f = µ
1−θ1(θ,1] mit µ > 0, θ ∈ [0,1), werden in Kapitel 2.5 (Abbildung 2.4 bzw. 2.6) darge-

stellt. Daraus ist ersichtlich, dass der Maximum Increase-Test den Kolmogorov-Test (bzgl.

der Güte) dominiert, falls θ > 0 ist. Ist jedoch θ = 0, so weisen die Abbildungen für den

Kolmogorov-Test eine bessere Güte aus.

45



3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschränkter Fensterlänge

Hinsichtlich des Rechen- und Implementationsaufwandes ist anzumerken, dass beide Verfah-

ren mit vertretbarem numerischen Aufwand berechnet werden können. Beim Kolmogorov-

Test allerdings ist der kritische Wert z1−α/2 deutlich einfacher zu bestimmen und darüber-

hinaus ist die Teststatistik leichter zu berechnen. Folglich ist der Kolmogorov-Test bei der

Performancegröße (P3) Rechen- und Implementationsaufwand dem Maximum Increase-Test

vorzuziehen.

Es bleibt noch, die beiden sequentiellen Verfahren hinsichtlich ihrer Verfahrensstoppzeit

miteinander zu vergleichen. Diese simulieren wir und führen dabei für jede Kombination aus

µ und θ 10.000 Wiederholungen durch. Bei jeder Wiederholung wird ein Gaußscher Random

Walk mit 2.000 Beobachtungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.

Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Da für die Verfahrensstoppzeit

T = 1 gilt, falls H0 nicht abgelehnt werden kann,

ist es nicht sinnvoll, eine mittlere Verfahrensstoppzeit zu berechnen. Stattdessen stellen

wir die simulierten Quantile der Verfahrensstoppzeit in Abbildung 3.1 dar. Analog zu den

Güteplots in Abschnitt 2.5 tragen wir auf der x-Achse die Sprunghöhe µ ≥ 0 und auf

der y-Achse die Verfahrensstoppzeit ab. Die 0.1−,0.5− und 0.9−Quantile der jeweiligen

Verfahrensstoppzeiten sind mittels farbiger Linien eingezeichnet. Die untere bzw. obere

Begrenzung der farbig dargestellten Flächen kennzeichnen die 0.25– bzw. 0.75–Quantile.

Diese Darstellungsform der Verfahrensstoppzeit ist angelehnt an diejenige eines Boxplots. Sie

ist, soweit wir wissen, in der Literatur bisher noch nicht zum Einsatz gekommen und daher

neu. Wir bringen diese Darstellungsform im weiteren Verlauf dieser Arbeit an verschiedenen

Stellen zum Einsatz.

Abbildung 3.1 zeigt, dass für θ > 0 der Maximum Increase-Test schneller reagiert als der

Kolmogorov-Test. Ist der Change-Point θ = 0, so ist es gerade umgekehrt. Wie auch schon

bei den Güteplots in Abbildung 2.6 erkennbar, ist es auch bei der Verfahrensstoppzeit in

Abbildung 3.1 so, dass insbesondere große Werte θ zu deutlichen Unterschieden zwischen

Variante I und II führen. Des Weiteren kann man aus dieser Darstellung deutlich sehen,

dass die Variation bei Variante I deutlich größer ist als bei Variante II. Darüberhinaus ist

der Unterschied zwischen Kolmogorov- und Maximum Increase-Test bei Variante II geringer

als bei Variante I.

Zusammenfassend ist damit festzuhalten, dass im Falle θ = 0 der Kolmogorov-Test zu

bevorzugen ist. Dieser ist nämlich einfach in der Implementation und liefert zudem bessere

Gütewerte und Verfahrensstoppzeiten als der Maximum Increase-Test. Ist jedoch – wie in

der Praxis meist üblich – θ > 0, so weist der Maximum Increase-Test bessere Werte bei
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3.2 Neuinterpretation zweier nicht-sequentieller Tests
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3 Sequentielle Testverfahren mit unbeschränkter Fensterlänge

Güte und Verfahrensstoppzeit auf und ist daher zu bevorzugen.

In den nachfolgenden Kapiteln 4 – 5 betrachten wir einfach zu berechnende Modifikationen

des Kolmogorov-Tests, welche auch im Falle θ > 0 akzeptable Werte bei Testgüte und

Verfahrensstoppzeit aufweisen.
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4 Sequentielle Testverfahren mit

konstanter Fensterlänge p

Wir betrachten für das asymptotische Regressionsmodell Y[0,1] = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0, 1])
und einer Standard Brownschen Bewegung B[0,1] = (Bt)t∈[0,1] wieder das Testproblem

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0.

Dazu studieren wir im Nachfolgenden sequentielle Testverfahren, bei denen die Teststatistik

zum Zeitpunkt t ∈ [p,1] aus den Beobachtungen (Ys)s∈[t−p,t] =∶ Y[t−p,t] konstruiert wird.

Dabei ist p ∈ (0,1] die Fensterlänge und Y[t−p,t] das sog.
”
moving window“. Anstatt den

Abschnitt Y[t−p,t] direkt zu verwenden, nehmen wir für jedes Fenster eine Translation vor, so

dass der resultierende Prozess in 0 startet. Wir betrachten also für t ∈ [p, 1] die translatierten

Prozesse

(Ys − Yt−p)s∈[t−p,t] =∶ Y[t−p,t] − Yt−p .

Durch diese Translation geht die Information von Yt−p verloren und Y[t−p,t] − Yt−p entspricht

der Information der Daten im Intervall (t − p, t]. Aufgrund der Translationsinvarianz des

Rückwärts-Operators
”
←“ (sh. Lemma 2.2.4 b)) spielt die obige Translation bei Betrachtung

der rückwärtigen Version keine Rolle. Es gilt:

←ÐÐÐÐÐÐÐ
Y[t−p,t] − Yt−p =

←ÐÐÐ
Y[t−p,t] , t ∈ [p,1].

Analog zu der Vorgehensweise in Kapitel 3.2 kann man auch hier für jedes Fenster ein

geeignetes Funktional

Ft ∶ C[t − p, t] → R

und die zugehörige Teststatistik Xt ∶= Ft (Y[t−p,t] − Yt−p), t ∈ [p, 1], betrachten. Ft kann dabei

eines der in Kapitel 3.2 i) – iv) genannten Funktionale sein, wenn man Ft auf die hier

vorliegenden Fenster anpasst. Die Aussage aus Bemerkung 3.2.2 gilt dann entsprechend.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Bemerkung 4.0.1 Der ursprüngliche Prozess Y = Y[0,1] hat als Zeitintervall [0,1]. Bei

den translatierten Prozessen (Y[t−p,t] − Yt−p)t∈[p,1] verkürzt sich das Zeitintervall auf [p,1].
Ähnlich verhält es sich auch beim Differenzieren von Zeitreihen: Die Anzahl der differen-

zierten Werte ist kleiner als die Anzahl der ursprünglichen Beobachtungen und ist abhängig

von der Spannweite der Differenz.

Im Nachfolgenden beschränken wir uns auf den Fall, dass die zu Y[t−p,t] − Yt−p gehörige

Teststatistik Xt der Endpunkt ist. Es seien also p ∈ (0,1] die Fensterlänge und

Xt ∶= Yt − Yt−p

der Endpunkt des translatierten Prozesses Y[t−p,t] − Yt−p, t ∈ [p,1]. Wir betrachten die

sequentielle Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt t ∈ [p,1] (und lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab)

⇐⇒ Yt − Yt−p > c1−α;p , (4.0.1)

wobei c1−α;p > 0 der kritische Wert ist mit

P( sup
t∈[p,1]

(Bt −Bt−p) > c1−α;p) = α (4.0.2)

für α ∈ (0,1). Eine breit angelegte Untersuchung des Prozesses (Bt −Bt−p)t∈[p,1] wird

erstmalig in den nachfolgenden Abschnitten durchgeführt. Eine detaillierte Darstellung,

welche Resultate in der vorliegenden Arbeit neu und welche Aussagen bereits in der Literatur

bekannt sind, findet sich in der Einleitung (Abschnitt 1.1). Wir weisen an dieser Stelle nur

auf die beiden wichtigsten, neuen Resultate hin: Die (auch für p = 1 und a = 0) erstmalige

Berechnung von

P (Bt+p −Bt ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ])

in Satz 4.1.17 bzw. Theorem 4.1.22 (a, b ∈ R, T ∈ (0, p]) und eine stückweise Berechnungs-

möglichkeit von

P (Bt+p −Bt ≤ h(t) für alle t ∈ [0, T ])

bei Vorliegen einer beliebigen Schranke h in Theorem 4.1.23 (T ∈ (0, p]).
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

4.1 Der Slepian-p-Prozess

Wir untersuchen den Prozess

(Bt −Bt−p)t∈[p,1] = (Bt+p −Bt)t∈[0,1−p] (4.1.1)

aus (4.0.2) genauer, um den kritischen Wert c1−α;p bestimmen zu können.

Bemerkung 4.1.1 In Cressie (1980, S. 834f.) taucht der Prozess 1
√
p (Bt+p −Bt)t∈[0,1−p]

durch Betrachtung sog. Scan Statistiken auf. Chu u. a. (1995) betrachten Moving Sums (vgl.

Abschnitt 4.2.1) und erhalten dabei als asymptotischen Grenzwert ebenfalls den Prozess
1

√
p (Bt+p −Bt)t∈[0,1−p].

Lemma 4.1.2 Es seien p > 0, B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung und

W p ∶= (W p
t )t≥0 ein stochastischer Prozess mit

W p
t ∶= B(t + p) −B(t) , t ≥ 0.

Dann gilt:

a) W p ist ein stark-stationärer, zentrierter Gauß-Prozess mit Kovarianzfunktion

γW p(t) = (p − ∣t∣)+ für t ∈ R ,

wobei x+ ∶= max(x,0) für x ∈ R.

b) W p ist isotrop, d.h. γW p(t) = γW p(∣t∣) für alle t ∈ R.

c) Die Pfade von W p sind stetig, aber in t, t ≥ 0, f.s. nicht differenzierbar.

d) W p ist stetig aber nicht differenzierbar im L2-Sinne (
”

mean-square continuous and not

mean-square differentiable“) .

Beweis a) Die endlich-dimensionalen Verteilungen von W p sind normalverteilt, da diese

aus einer Linearkombination der Brownschen Bewegung hervorgehen. Damit ist W p ein

Gauß-Prozess. Weiter gilt für alle t ≥ 0: W p
t ∼ N(0, p), womit W p insbesondere zentriert

ist. Seien nun s, s + t ≥ 0, dann gilt für die Kovarianz:

Cov (W p
s ,W

p
s+t)

=Cov (Bs+p,Bs+t+p) +Cov (Bs,Bs+t) −Cov (Bs,Bs+t+p) −Cov (Bs+p,Bs+t)
=(s + p +min(0, t)) + (s +min(0, t)) − (s +min(0, t + p)) − (s +min(p, t))
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

=p +
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−p , falls ∣t∣ ≥ p
−∣t∣ , falls ∣t∣ < p

= γW p(t).

Die Kovarianz Cov (W p
s ,W

p
s+t) ist also nur von t abhängig, womit W p ein schwach-

stationärer Prozess ist. Im Gaußschen Fall allerdings stimmen schwache und starke

Stationarität überein, so dass die angegebenen Behauptungen richtig sind.

b) Die Isotropie folgt unmittelbar aus der Gestalt der Kovarianzfunktion.

c) Die Pfade der Brownschen Bewegung sind per Definition stetig, womit dies auch für die

Pfade von W p gilt.

Um zu beweisen, dass W p in t ≥ 0 f.s. nicht differenzierbar ist, zeigen wir, dass

lim inf
h→0

W p(t + h) −W p(t)
h

≠ lim sup
h→0

W p(t + h) −W p(t)
h

(4.1.2)

gilt. Wir definieren für h ∈ [0, p]:

Z1(h) ∶= B(t + p + h) −B(t + p) und Z2(h) ∶= B(t + h) −B(t) .

Dann sind Z1 und Z2 zwei voneinander unabhängige Standard Brownsche Bewegungen,

da die Zuwächse von B über disjunkte Zeitintervalle unabhängig sind und

Cov (Z1(h), Z1(h′)) = min(h,h′) = Cov (Z2(h), Z2(h′)) für h,h′ ∈ [0, p]

gilt. Sei weiter

Z3(h) ∶=
1√
2
(W p(t + h) −W p(t)) = 1√

2
(Z1(h) −Z2(h)) .

Z3 ist damit ebenfalls eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt:

lim sup
h↘0

W p(t + h) −W p(t)
h

=
√

2 lim sup
h↘0

Z3(h)
h

≥ lim sup
n→∞

√
nZ3(

1

n
) ⋆= lim sup

n→∞

Z3(n)√
n

= ∞ ,

wobei ⋆ richtig ist wegen der sog.
”
time inversion property” der Brownschen Bewegung.

Analog gilt:

lim inf
h↘0

W p(t + h) −W p(t)
h

≤
√

2 lim inf
n→∞

√
nZ3(

1

n
) =

√
2 lim inf

n→∞

Z3(n)√
n

= −∞ ,
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

womit (4.1.2) und damit die Nicht-Differenzierbarkeit in t bewiesen ist.

d) W p ist stark-stationär und γW p ist stetig in 0, womit die L2-Stetigkeit folgt (sh. z. B.

Abrahamsen, 1997, S. 18).

γW p(t) = (p − ∣t∣)+ ist in t = 0 nicht differenzierbar. Ein stationärer Prozess aber ist

genau dann im L2-Sinne differenzierbar, wenn die zugehörige Kovarianzfunktion in t = 0

zweimal stetig differenzierbar ist (vgl. z. B. Diggle und Ribeiro 2007, S. 49 und Bartlett

1978, S. 157). Damit ist W p also nicht im L2-Sinne differenzierbar. ∎

Abbildung 4.1 zeigt die Gestalt der Kovarianzfunktion γW p aus Lemma 4.1.2.

t

−p 0 p

0

p

2

p

Abbildung 4.1: Kovarianzfunktion γW p = (p − ∣t∣)+

Im Falle p = 1 ist W 1 = (Bt+1−Bt)t≥0 ein sog. Slepian-Prozess (vgl. z. B. Azäıs und Wschebor

2009):

Definition 4.1.3 (Slepian-Prozess)

Ein zentrierter, stark stationärer Gauß-Prozess mit Kovarianzfunktion

γ(t) = (1 − ∣t∣)+ , t ≥ 0,

heißt Slepian-Prozess.

Slepian (1961) betrachtet für diesen Prozess erstmals die Dichte π1;b der sog.
”
first hitting

time“

inf{t ≥ 0 ∣W 1
t > b} , b ∈ R.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Allerdings gibt er π1;b(t) (bzw. eine bedingte Version davon, vgl. Bemerkung 4.1.21 nur für

t ∈ (0,1] an. Bis heute ist π1;b(t) für t > 1 nicht bekannt.

Bemerkung 4.1.4 In der Literatur wird zwischen einem

•
”
Slepian process“ (Slepian, 1961; Azäıs und Wschebor, 2009) und einem

•
”
Slepian model process“ (Slepian und Hill, 1963; Leadbetter u. a., 1983)

unterschieden. Trotz der ähnlichen Namensgebung, handelt es sich um zwei verschiedene

Prozesse.

In Anlehnung an Definition 4.1.3 erweitern wir den Begriff des Slepian-Prozesses wie folgt:

Definition 4.1.5 (Slepian-p-Prozess)

Es sei p > 0. Wir nennen einen zentrierten, stark stationären Gauß-Prozess mit Kovarianz-

funktion

γ(t) = (p − ∣t∣)+ , t ≥ 0,

Slepian-p-Prozess.

Mit dieser Bezeichnung ist ein gewöhnlicher Slepian-Prozess ein Slepian-1-Prozess und

W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess. Wir geben die Dichte der endlichdimensionalen

Verteilungen eines Slepian-p-Prozesses für allgemeines p > 0 erstmalig an. Im Falle p = 1

findet sich diese Darstellung in Slepian (1961, Formel (3)).

Satz 4.1.6 (Dichte ϕp der endlich-dimensionalen Verteilungen von W p

[0,p]
)

Es seien p > 0 und W p
[0,p]

= (Bt+p −Bt)t∈[0,p] ein Slepian-p-Prozess sowie

0 ≤ t1 < t2 < . . . tn ≤ p , n ∈N mit n ≥ 2.

Eine Lebesgue-Dichte von (W p
t1
, . . . ,W p

tn)⊺ ist gegeben durch (x1, . . . , xn ∈ R):

ϕp(W p
t1
= x1, . . . ,W p

tn = xn) =
1

2n−1
√
πn(2p − tn + t1)

(
n

∏
i=2

1√
ti − ti−1

)

× exp [−1

2
( (x1 + xn)2

2(2p − tn + t1)
+

n

∑
i=2

(xi − xi−1)2
2(ti − ti−1)

)] .

Wegen W p
t ∼ N(0, p) gilt im Falle n = 1: ϕp(W p

t = x) = φp(x), x ∈ R, t ∈ [0, p].

Beweis Der Fall n = 1 ist klar. Daher gelte im Nachfolgenden n ≥ 2.

Im Falle p = 1 entspricht die Aussage aus Satz 4.1.6 der Formel (3) aus Slepian (1961). Wir
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

erweitern die dort vorgestellte Beweisidee auf den hier vorliegenden Fall eines Slepian-p-

Prozesses mit p > 0.

Für s ≤ t mit s, t ∈ [0, p] gilt aufgrund der Kovarianzfunktion von W p (vgl. Definition 4.1.5):

Cov (W p
s ,W

p
t ) = p − t + s .

Damit aber folgt wegen 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ p:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

W p
t1

W p
t2

W p
t3
...

W p
tn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∼ Nn (0,Σ) mit Σ ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p p − t2 + t1 p − t3 + t1 ⋯ p − tn + t1
p − t2 + t1 p p − t3 + t2 ⋯ p − tn + t2
p − t3 + t1 p − t3 + t2 p ⋯ p − tn + t3

...
. . .

p − tn + t1 p − tn + t2 p − tn + t3 ⋯ p

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Für

Z ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Z1

Z2

Z3

...

Zn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

W p
t1
+W p

tn

W p
t2
−W p

t1

W p
t3
−W p

t2
...

W p
tn −W

p
tn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0 ⋯ 0 1

−1 1 0 0 ⋯ 0 0

0 −1 1 0 ⋯ 0 0
...

. . .
. . .

0 0 0 0 ⋯ −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶T

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

W p
t1

W p
t2

W p
t3
...

W p
tn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(4.1.3)

gilt damit: det(T ) = 2 und Z ∼ Nn (0, TΣT ⊺), wobei man durch einfaches Nachrechnen

TΣT ⊺ = diag( 2(2p − tn + t1), 2(t2 − t1), 2(t3 − t2), . . . , 2(tn − tn−1) )

zeigen kann. Aufgrund der Diagonalgestalt von Cov (Z) ist eine Lebesgue-Dichte von Z

gegeben durch g ∶ Rn → [0,∞) mit (z1, . . . , zn ∈ R):

g (z1, . . . , zn) ∶=
1

(2π)n/2
√

2(2p − tn + t1)
⎛
⎝

n

∏
i=2

1√
2(ti − ti−1)

⎞
⎠

× exp(−1

2
( z21

2(2p − tn + t1)
+

n

∑
i=2

z2i
2(ti − ti−1)

))

= 1

2n
√
πn(2p − tn + t1)

(
n

∏
i=2

1√
ti − ti−1

)
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× exp(−1

2
( z21

2(2p − tn + t1)
+

n

∑
i=2

z2i
2(ti − ti−1)

)) . (4.1.4)

Weiter gilt mit dem Transformationssatz für Lebesgue-Dichten:

ϕp(W p
t1
= x1, . . . ,W p

tn = xn) = det(T ) ⋅ g (Tx)

= 2 ⋅ g(x1 + xn, x2 − x1, x3 − x2, . . . , xn − xn−1) , x = (x1, . . . , xn)⊺ ∈ Rn.

Setzt man diesen Ausdruck in (4.1.4) ein, so erhält man gerade die zu beweisende Formel

aus Satz 4.1.6. ∎

Bemerkung 4.1.7 Der Beweis zu Satz 4.1.6 schlägt fehl, wenn tn > p ist. Für tn > p hat

nämlich die Kovarianzmatrix von Z aus (4.1.3) keine Diagonalgestalt, womit die Dichte g

aus (4.1.4) nicht mehr so einfach angegeben werden kann.

Da eine gemeinsame Dichte von (W p
t1
, . . . ,W p

tn) existiert, kann auch eine bedingte Dichte

berechnet werden:

Korollar 4.1.8 (Bedingte Dichte ϕp) Es seien p > 0, W p
[0,p]

= (Bt+p − Bt)t∈[0,p] ein

Slepian-p-Prozess, n,m ∈N und

0 ≤ t1 < t2 < . . . tn ≤ p sowie 0 ≤ s1 < s2 < . . . < sm ≤ p

mit {ti∣i = 1, . . . , n} ∩ {sj ∣j = 1, . . . ,m} = ∅. Eine Lebesgue-Dichte von

(W p
t1
, . . . ,W p

tn)⊺ ∣ (W p
s1 , . . . ,W

p
sm)⊺ = y , y = (y1, . . . , ym)⊺ ∈ Rm,

ist gegeben durch (x1, . . . , xn ∈ R):

ϕp (W p
t1
= x1, . . . ,W p

tn = xn ∣W p
s1 = y1, . . . ,W p

sm = ym)

=
ϕp (W p

t1
= x1, . . . ,W p

tn = xn,W
p
s1 = y1, . . . ,W p

sm = ym)
ϕp(W p

s1 = y1, . . . ,W p
sm = ym) . (4.1.5)

Beispiel 4.1.9 Nach Satz 4.1.6 gilt für t, T ∈ (0, p] mit t ≤ T und x1, x2, x3 ∈ R:

ϕp(W p
0 = x1,W p

t = x2) =
1

2π
√

2p − t
⋅ 1√

t
⋅ exp [−1

2
((x1 + x2)2

2(2p − t) + (x2 − x1)2
2t

)] (4.1.6)

sowie
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ϕp(W p
0 = x1,W p

t = x2,W p
T = x3) =

1

4
√
π3(2p − T )

1√
t ⋅ (T − t)

× exp [−1

2
((x1 + x3)2

2(2p − T ) +
(x2 − x1)2

2t
+ (x3 − x2)2

2(T − t) )] . (4.1.7)

Nach Definition der bedingten Dichte (Korollar 4.1.8) folgt weiter:

ϕp(W p
t = x2∣W p

0 = x1) =
√
p

√
2π t(2p − t)

⋅ exp
⎡⎢⎢⎢⎣
−
p(x2 − x1(1 − t

p))2

2t(2p − t)
⎤⎥⎥⎥⎦

(4.1.8)

und

ϕp(W p
t = x2∣W p

0 = x1,W p
T = x3)

=
√
T

2
√
π t(T − t)

⋅ exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−
(x1(T − t) − x2T + x3t)

2

4tT (T − t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (4.1.9)

Abbildung 4.2 zeigt die bedingte Dichte von W p
t ∣W p

0 = x1 aus (4.1.8). Im Fall p ≤ t ist die

Dichte von x1 unabhängig. Daher ist in Abbildung 4.2 oben rechts nur ein Funktionsgraph

sichtbar.

4.1.1 Die bedingte Markov-Eigenschaft des Slepian-p-Prozesses

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Slepian-p-Prozess kein Markov-Prozess ist, er

jedoch eine
”
markovähnliche Eigenschaft“ besitzt, wie Slepian (1961, S. 610) im Falle p = 1

erstmalig feststellt3:

Lemma 4.1.10 Es sei W 1
[0,1]

= (W 1
t )t∈[0,1] ein Slepian-Prozess und

0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . . < tl < . . . tn < 1 .

Dann gilt (x1, . . . , xn ∈ R):

ϕ1 (W 1
ti
= xi für i = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , n ∣W 1

tk
= xk,W 1

tl
= xl)

= ϕ1 (W 1
ti
= xi für i = 1, . . . , k − 1, l + 1, . . . , n∣W 1

tk
= xk,W 1

tl
= xl)

× ϕ1 (W 1
ti
= xi für i = k + 1, . . . , l − 1, ∣W 1

tk
= xk,W 1

tl
= xl) .

Beweis Durch direktes Nachrechnen unter Verwendung der bedingten Dichte aus Korol-

lar 4.1.8. ∎

3Für allgemeins p > 0 wird dies bzw. eine ähnliche Aussage erstmalig in Satz 4.1.14 gezeigt.
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Abbildung 4.2: Bedingte Dichte von W p
t ∣W p

0 = x1

Mehr und McFadden (1965, S. 512) drücken diese
”
markovähnliche Eigenschaft“ in einer

etwas anderen Form aus. Wir folgen dieser Darstellung und betrachten dazu das folgende

Lemma:

Lemma 4.1.11 Seien 0 ≤ s < s′ und X[s,s′] ein zentrierter Gauß-Prozess mit stetiger

Kovarianzfunktion und VarXt > 0 für alle t ∈ (s, s′). Dann gilt:

X[s,s′] ist ein Markov-Prozess

⇐⇒ Die Kovarianzfunktion von X[s,s′] hat eine
”

Dreiecks-Gestalt“,

d.h. es ex. (bis auf Konstanten) eindeutige k1, k2 ∈ C([s, s′]) mit

Cov (Xt,Xt′) = k1(t) ⋅ k2(t′) für alle t ≤ t′, t, t′ ∈ [s, s′].

Beweis Die Behauptung entpricht der Aussage aus Mehr und McFadden (1965, Theorem

1). Wir geben kurz die Beweisidee wieder:

Im Gaußschen Fall stimmen die Markov-Eigenschaft im strikten und erweiterten Sinn

überein. Daher folgt die Behauptung mit Hilfe eines Resultates von Doob (1953, Theorem

8.1) für starke Markov-Prozesse. ∎
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Es seien 0 ≤ s < s′ ≤ T und X[0,T ] ein zentrierter Gauß-Prozess. Dann ist der bedingte

Prozess

(X ∣Xs = x0)[s,s′] ∶= (Xt ∣Xs = x0)t∈[s,s′]

wiederum ein Gauß-Prozess, dessen Erwartungswert- und Kovarianzfunktion dabei explizit

angegeben werden können (vgl. Mehr und McFadden, 1965, S. 512):

E (Xt∣Xs = x0) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x0
Cov (Xt,Xs)

VarXs
, falls VarXs > 0

0 , falls VarXs = 0
, t ∈ [s, s′], (4.1.10)

und für t, t′ ∈ [s, s′] gilt:

Cov (Xt∣Xs = x0,Xt′ ∣Xs = x0)

= Cov (Xt,Xt′) −
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Cov (Xs,Xt) Cov (Xs,Xt′)
VarXs

, falls VarXs > 0

0 , falls VarXs = 0
. (4.1.11)

Dabei ist die Beweisidee zu den Formeln (4.1.10) bzw. (4.1.11) die Folgende: (Xt,X0)
bzw. (Xt,Xt′ ,X0) besitzen eine 2- bzw. 3-dimenensionale Normalverteilung. Folglich ergibt

sich die bedingte Verteilung, wenn man (z.Bsp. bei den zugehörigen Dichten) durch die

Bedingung W p
0 = x0 teilt (vgl. z. B. Cramér, 1974, S. 314f.).

Mit der obigen Bezeichnung definieren wir:

Definition 4.1.12 (bedingter Markov-Prozess)

Sei [s, s′] ⊆ [0, T ]. X[0,T ] heißt
”
bedingter Markov-Prozess auf [s, s′]“, falls es ein x0 ∈ R

gibt, so dass der bedingte Prozess (X ∣Xs = x0)[s,s′] ein Markov-Prozess ist.

Die spezielle Wahl von x0 ist unerheblich, wie das nachfolgende Korollar zeigt:

Korollar 4.1.13 In der Situation aus Definition 4.1.12 gilt:

Es existiert ein x0 ∈ R, so dass (X ∣Xs = x0)[s,s′] ein Markov-Prozess ist.

⇐⇒ Für alle x ∈ R ist (X ∣Xs = x)[s,s′] ein Markov-Prozess.

Beweis Die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses (X ∣Xs = x0)[s,s′] ist nach (4.1.11)

vom Startwert x0 unabhängig. Damit folgt die Behauptung aus Lemma 4.1.11. ∎

Insbesondere für den Slepian-p-Prozess gilt:

Satz 4.1.14

Der Slepian-p-Prozess W p = (Bt+p − Bt)t≥0, p > 0, ist kein Markov-Prozess. Er ist ein

bedingter Markov-Prozess auf [0, T ] für alle T ∈ [0, p], nicht aber auf [0, T ] für T > p.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Beweis Die Kovarianzfunktion von W p ist für 0 ≤ s ≤ t gegeben durch:

Cov (W p
t ,W

p
s ) = (p − (t − s))+ .

Diese hat damit keine Dreiecks-Gestalt, weshalb W p nach Lemma 4.1.11 kein Markov-

Prozess ist. Sei nun x0 ∈ R beliebig. Die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses ist nach

(4.1.11) wegen VarW p
0 = p > 0 gegeben durch (0 ≤ t ≤ t′):

Cov (W p
t ∣W p

0 = x0,W p
t′ ∣W

p
0 = x0) = (p − (t′ − t))+ − (p − t)+ (p − t′)+

p

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(p − t′ + t) − (p−t)(p−t′)
p = t(2p−t′)

p , falls 0 ≤ t ≤ t′ ≤ p
(p − (t′ − t)) − 0 = p − t′ + t , falls t′ ≥ p und 0 < t′ − t ≤ p
0 , falls t′ − t > p

. (4.1.12)

Folglich hat die Kovarianzfunktion des bedingten Prozesses W p∣W p
0 = x0 nur dann eine

Dreiecksgestalt, falls t, t′ ∈ [0, p] gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. ∎

4.1.2 Das Supremum eines Slepian-p-Prozesses

Das Supremum eines Slepian-p-Prozesses hängt eng mit dem Supremum eines Slepian-

Prozesses zusammen, wie das folgende Resultat zeigt (vgl. Cressie, 1980, S. 835).

Satz 4.1.15

Seien W 1 = (Bt+1−Bt)t≥0 ein Slepian-Prozess und W p = (Bt+p−Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess

mit p > 0. Dann gilt für T > 0:

sup
t∈[0,T ]

W p(t) D= √
p sup
t∈[0,T /p]

W 1(t),

wobei
”
D=“ für

”
Gleichheit nach Verteilung“ steht.

Beweis Für x ∈ R gilt:

P( sup
t∈[0,T ]

W p(t) ≤ x) =P ( 1
√
p(B(t + p) −B(t)) ≤ 1

√
px für alle t ∈ [0, T ]) .

Wendet man die sog.
”
scaling property” der Brownschen Bewegung an, so ist der obige

Ausdruck gleich

P (B(t + 1) −B(t) ≤ x
√
p für alle t ∈ [0, Tp ]) ,
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

womit die Behauptung bewiesen ist. ∎

Es seien B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung und W 1 = (Bt+1 − Bt)t≥0 ein

Slepian-Prozess. Shepp (1966, 1971) gibt Integral-Gleichungen an, mit deren Hilfe für T > 0

P( sup
t∈[0,T ]

W 1
t ≤ x) , x ∈ R, (4.1.13)

berechnet werden kann. In Verbindung mit Satz 4.1.15 kann somit die Verteilung von

sup
t∈[0,T ]

W p
t

wobei W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess ist, berechnet werden.

Wir zitieren zunächst die angedeuteten Resultate aus Shepp (1966, 1971):

Theorem 4.1.16

Es seien z, x ∈ R mit z < x. Dann kann man

P( sup
t∈[0,T ]

(Bt −Bt+1) ≤ x ∣ B0 −B1 = z) (4.1.14)

mit Hilfe der folgenden Fallunterscheidung berechnen:

i) Fall 0 < T ≤ 1: Sei σT ∶=
√
T (2 − T ), dann ist (4.1.14) gegeben durch

Φ(x − z(1 − T )
σT

) − exp(−x
2 − z2

2
)Φ(z − x(1 − T )

σT
) .

ii) Fall T = k ∈N: Mit y1 ∶= x − z und

D ∶= {(y2, . . . , yk+1)⊺ ∈ Rk ∣ y1 < y2 < . . . < yk+1}

lässt sich (4.1.14) berechnen durch (y0 ∶= 0)

1

φ(z) ∫
D

det [φ (yi − yj+1 + x)ki,j=0] d(y2, . . . , yk+1) .

iii) Fall T = k + ϑ mit k ∈N und 0 < ϑ < 1: Sei y1 ∶= x − z und

D′ ∶= {(y2, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1)⊺ ∈ R2k+2 ∣ y1 < y2 < . . . < yk+1 und z0 < . . . < zk+1} ,
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

dann ist (4.1.14) gegeben durch (y0 ∶= 0)

1

φ(z) ∫
D′

det [φϑ (yi − zj)k+1i,j=0] ⋅ det [φ1−ϑ (zi − yj+1 + x)ki,j=0]

d(y2, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1).

Beweis Der Fall 0 < T ≤ 1 findet sich in Shepp (1966), die Fälle ii) – iii) in Shepp (1971).∎

Damit können wir nun die Verteilung von supt∈[0,T ]W
p
t für T ≥ 0 bestimmen:

Satz 4.1.17

Seien p > 0, T ≥ 0, W p
[0,T ]

= (W p
t )t∈[0,T ] ein Slepian-p-Prozess. Dann gilt für x ∈ R:

i) Fall T = 0:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x) = P (W p

0 ≤ x) = Φ ( x
√
p) .

ii) Fall 0 < T ≤ p: Mit σT ;p ∶=
√
T (2p−T )

p und x̃ ∶= T ⋅x√
p3 σT ;p

gilt:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x)

=
x/

√
p

∫
−∞

Φ(
√
p x − z(p − T )

p σT ;p
)φ(z) dz − σT ;p ⋅ φ ( x

√
p) [x̃Φ (x̃) + φ (x̃) ].

iii) Fall T = kp für ein k ∈N, k ≥ 2: Seien y0 ∶= 0 und

D+ ∶= {(y1, y2, . . . , yk+1)⊺ ∈ Rk+1 ∣ 0 < y1 < y2 < . . . < yk+1} ,

dann gilt:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x) = ∫

D+

det [φ (yi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y1, . . . , yk+1).

iv) Fall T = kp + ϑ für ein k ∈N und 0 < ϑ < p: Seien y0 ∶= 0 und

D′
+ ∶= {(y1, y2, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1)⊺ ∈ R2k+3 ∣ 0 < y1 < . . . < yk+1 und z0 < . . . < zk+1} ,
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

dann gilt:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x ) = ∫

D′

+

det [φϑ/p (yi − zj)k+1i,j=0]

× det [φ1−ϑ/p (zi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y1, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1).

Bemerkung 4.1.18 Die Darstellung aus Satz 4.1.17 ii) ist neu und bisher in der Literatur

noch nicht dagewesen. Die Formeln aus Satz 4.1.17 iii)-iv) hingegen finden sich beispielsweise

in Cressie (1980, Theorem 3.1), wenn man beachtet, dass dort 1
√
pW

p
[0,T ]

anstatt W p
[0,T ]

betrachtet wird.

Beweis (von Satz 4.1.17) Es seien T̃ > 0 und W 1
[0,T̃ ]

= (Bt+1 −Bt)t∈[0,T̃ ]
ein Slepian-1-

Prozess. Dann gilt für x, z ∈ R:

P
⎛
⎝

sup
t∈[0,T̃ ]

W 1
t ≤ x ∣W 1

0 = z
⎞
⎠
=P

⎛
⎝

sup
t∈[0,T̃ ]

(Bt −Bt+1) ≤ x ∣ B0 −B1 = z
⎞
⎠
,

da (−Bs)s≥0 wieder eine Standard Brownsche Bewegung ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist

für z > x gleich 0, womit wegen B0 −B1 ∼ N(0,1) gilt:

P
⎛
⎝

sup
t∈[0,T̃ ]

W 1
t ≤ x

⎞
⎠
=

x

∫
−∞

P
⎛
⎝

sup
[0,T̃ ]

(Bt −Bt+1) ≤ x ∣ B0 −B1 = z
⎞
⎠
φ(z) dz . (4.1.15)

Es sei nun T̃ ∶= T
p , dann gilt wegen Satz 4.1.15 und (4.1.15) für W p

[0,T ]
:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x) =

x/
√
p

∫
−∞

P
⎛
⎝

sup
[0,T̃ ]

(Bt −Bt+1) ≤ x
√
p ∣ B0 −B1 = z

⎞
⎠
φ(z) dz . (4.1.16)

Damit lassen sich die verschiedenen Fälle aus Satz 4.1.17 beweisen:

i) Folgt sofort aus W p
0
D= Bp −B0 ∼ N(0, p) und Φp(x) = Φ ( x

√
p) (sh. Lemma A.3.1).

ii) Für 0 < T ≤ p gilt T̃ ∶= T
p ∈ (0, 1]. Folglich ist Theorem 4.1.16 i) auf die Wahrscheinlich-

keit unter dem Integral in (4.1.16) anwendbar. In diesem Theorem ist ein Ausdruck für

σT̃ angegeben – angewandt auf die hier vorliegende Situation ergibt sich:

σT̃ =
√
T̃ (2 − T̃ ) =

√
T (2p − T )

p
. (4.1.17)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

σT̃ ist damit gleich σT ;p wie in Satz 4.1.17 ii) angegeben. Weiter gilt nach Theo-

rem 4.1.16 i):

P
⎛
⎝

sup
t∈[0,T̃ ]

(Bt −Bt+1) ≤ x
√
p ∣ B0 −B1 = z

⎞
⎠

= Φ(
√
p x − z(p − T )

p σT̃
) − exp

⎛
⎝
−
x2

p − z2

2

⎞
⎠

Φ
⎛
⎝
z − x(p − T )/

√
p3

σT̃

⎞
⎠
. (4.1.18)

Für den zweiten Summanden in (4.1.18) gilt:

x/
√
p

∫
−∞

exp
⎛
⎝
−
x2

p − z2

2

⎞
⎠

Φ
⎛
⎝
z − x(p − T )/

√
p3

σT̃

⎞
⎠
φ(z) dz

= φ ( x
√
p)

x/
√
p

∫
−∞

Φ
⎛
⎝
z − x(p − T )/

√
p3

σT̃

⎞
⎠

dz .

Mit Substitution und x̃ aus Satz 4.1.17 ii) ist dieser Ausdruck gleich:

σT̃φ ( x
√
p)

x̃

∫
−∞

Φ (s) ds ⋆= σT̃φ ( x
√
p) [x̃Φ (x̃) + φ (x̃) ].

In ⋆ wird dabei eine in der Literatur wohlbekannte Gleichheit für das Integral über Φ

verwendet (vgl. Lemma A.3.1). Damit ist die Behauptung aus ii) bewiesen.

iii) Sei T = kp mit k ≥ 2, k ∈ N. Dann ist T̃ ∶= T
p = k ∈ N und somit Theorem 4.1.16

ii) auf die Wahrscheinlichkeit unter dem Integral in (4.1.16) anwendbar. Es seien

y1 ∶= x
√
p − z und D ∶= {(y2, . . . , yk+1)⊺ ∈ Rk ∣ y1 < y2 < . . . < yk+1}. Setzt man in (4.1.16)

den Ausdruck aus Theorem 4.1.16 ii) ein, so erhält man:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x) =

x/
√
p

∫
−∞

∫
D

det [φ (yi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y2, . . . , yk+1) dz,

wobei y0 ∶= 0 gilt. Wir substituieren nun z durch y1. Mit der Definition von D+ in

Satz 4.1.17 und durch Anwendung des Satzes von Fubini (vgl. z. B. Elstrodt, 2007)

erhalten wir so, dass der obige Ausdruck gleich

∫
D+

det [φ (yi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y1, y2, . . . , yk+1)

ist. Damit ist Behauptung iii) bewiesen.
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iv) Der Fall T = kp + ϑ mit k ∈N und 0 < ϑ < p verläuft analog zum Beweis von Fall iii):

Zunächst stellen wir fest, dass für T̃ ∶= T
p gilt:

T̃ = k + ϑ
p
= k + ϑ̃ ≥ 1 , wobei ϑ̃ ∶= ϑ

p
∈ (0,1).

Damit erfüllt T̃ die Voraussetzungen von Theorem 4.1.16 iii). Setzen wir den dortigen

Ausdruck in (4.1.16) ein, so folgt mit D′ wie in Theorem 4.1.16 angegeben:

P( sup
t∈[0,T ]

W p
t ≤ x) =

x/
√
p

∫
−∞

∫
D′

det [φϑ̃ (yi − zj)
k+1
i,j=0]

× det [φ1−ϑ̃ (zi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y2, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1) dz, (4.1.19)

wobei y0 = 0 und y1 = x
√
p − z gilt. Wir substituieren nun wiederum z durch y1 und

erhalten so, dass (4.1.19) gleich

∞

∫
0

∫
D′

det [φϑ̃ (yi − zj)
k+1
i,j=0] ⋅ det [φ1−ϑ̃ (zi − yj+1 + x

√
p)

k

i,j=0
]

d(y2, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1) dy1

ist. Berücksichtigt man die Definition von D′
+ aus Satz 4.1.17 und wendet man auf den

letzten Ausdruck den Satz von Fubini an, so ergibt sich die zu beweisende Darstellung

aus iv). ∎

Bemerkung 4.1.19 Mit Hilfe der Beweistechniken aus Shepp (1971) kann man

Satz 4.1.17 auch direkt – also ohne Verwendung der Verteilungsgleichheit aus Satz 4.1.15 –

herleiten.

4.1.3 Slepian-p-Prozess und affine Schranken

Es seien in diesem Abschnitt p > 0 und W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess sowie

ϕp die (bedingte) Dichte der endlich-dimensionalen Verteilungen von W p
[0,p]

aus Satz 4.1.6

(bzw. Korollar 4.1.8). In diesem Kapitel geben wir erstmalig einen analytischen Ausdruck

für

P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ]) (4.1.20)

mit a, b ∈ R und T ∈ (0, p] an. Dazu benötigen wir das folgende Lemma:
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Lemma 4.1.20 Seien a, b ∈ R, g(t) = b + at, t ∈ [0, p], und πp;g die Lebesgue-Dichte der

”
first hitting time“

inf{t ≥ 0 ∣W p
t > b + at}

sowie x0 < b. Dann gilt für πp;g( ⋅ ∣W p
0 = x0) auf [0, p]:

πp;g (t∣W p
0 = x0) =

√
p(b − x0)

t
√

2πt(2p − t)
⋅ exp

⎛
⎜⎜
⎝
−
p (b + at − x0(1 − t

p))
2

2t(2p − t)

⎞
⎟⎟
⎠

= b − x0
t

ϕp(W p
t = b + at∣W p

0 = x0) , t ∈ (0, p].

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir πp;g (0∣W p
0 = x0) ∶= 0.

Bemerkung 4.1.21 Slepian (1961, S. 612) und Mehr und McFadden (1965, S. 520) geben

die Dichte aus Lemma 4.1.20 im Falle p = 1 und a = 0 an. Abrahams (1984) benutzt die

Beweisidee aus Mehr und McFadden (1965), um die Dichte für den allgemeineren Fall

a ∈ R, p = 1, herzuleiten. Für allgemeines p > 0 wird die Dichte erstmals in dieser Arbeit

dargestellt.

Beweis (von Lemma 4.1.20) Wir verwenden die Beweistechnik aus Mehr und McFadden

(1965, S. 520) bzw. Abrahams (1984) und erweitern diese an den entsprechenden Stellen

auf den hier vorliegenden Fall p > 0.

Es sei B eine Standard Brownsche Bewegung und

Xp
t ∶= 2p−t

√
p B ( t

2p−t) + x0 (1 − t
p) für t ∈ [0, p]. (4.1.21)

Dann ist (W p∣W P
0 = x0)[0,p]

D= Xp
[0,p]

= (Xp
t )t∈[0,p], da:

i) Der bedingte Prozess (W p∣W P
0 = x0)[0,p] ist nach Abschnitt 4.1.1 ein Gauß-Prozess.

Dasselbe ist nach Konstruktion auch für X[0,p] richtig.

ii) Nach (4.1.10) gilt für t ∈ [0, p]:

E (W p
t ∣W p

0 = x0) = x0
Cov (W p

t ,W
p
0 )

VarW p
0

= x0
p − t
p

= x0 (1 − t
p)

und ist somit gleich E (Xp
t ).

iii) Die Kovarianz des bedingten Prozesses (W p∣W P
0 = x0)[0,p] ist nach (4.1.12) gegeben
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durch:

Cov (W p
t ∣W p

0 = x0,W p
t′ ∣W

p
t′ = x0) =

t(2p − t′)
p

für 0 ≤ t ≤ t′ ≤ p.

Andererseits gilt für 0 ≤ t ≤ t′ ≤ p:

Cov (Xp
t ,X

p
t′) =

(2p − t)(2p − t′)
p

Cov (B ( t
2p−t) ,B ( t′

2p−t′))

t≤t′<2p= (2p − t)(2p − t′)
p

⋅ t

2p − t =
t(2p − t′)

p
.

Damit stimmen die Kovarianzfunktionen von (W p∣W P
0 = x0)[0,p] und Xp

[0,p]
überein.

Aus i) – iii) folgt nun (W p∣W P
0 = x0)[0,p]

D= Xp
[0,p]

. Insbesondere ist wegen B0 = 0:

(W p∣W P
0 = x0) (0) =Xp

0 = x0 und damit gilt die folgene Äquivalenz:

Xp
t ist zum ersten Mal gleich b + at für t ∈ (0, p] (4.1.22)

⇐⇒ B ( t
2p−t) ist zum ersten Mal gleich [b + at − x0 (1 − t

p)]
√
p

2p − t für t ∈ (0, p].

Es sei nun s ∶= t
2p−t . Dann ist s ∈ (0,1] für t ∈ (0, p] und für die obige Schranke gilt:

[b + at − x0 (1 − t
p)]

√
p

2p−t = b − x0
2
√
p

²
=∶b′

+ b + 2pa − x0(1 − 2p)
2
√
p

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶a′

s.

Damit aber kann die Äquivalenz aus (4.1.22) auch wie folgt ausgedrückt werden:

Xp
t ist zum ersten Mal gleich b + at für t ∈ (0, p] (4.1.24)

⇐⇒ Bs ist zum ersten Mal gleich b′ + a′s für s ∈ (0,1].

Für die Brownsche Bewegung ist die Dichte der
”
first hitting time“ der Schranke

g′(s) ∶= b′+a′s, s ≥ 0, bekannt. Sie ist für b′ > 0 gegeben durch (sh. z. B. Mehr und McFadden

1965, S. 517 oder Borodin und Salminen 2002, Formel 2.2.0.2):

πBM;g′(s) ∶=
b′√

2π s3/2
exp(−(b′ + a′s)2

2s
) , s ≥ 0. (4.1.25)

Aufgrund der Äquivalenz (4.1.24) können wir diese Dichte nun verwenden, um die Dichte

67



4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

πp;g(⋅∣W p
0 = x0) aus Lemma 4.1.20 zu bestimmen. Es gilt für t ∈ [0, p):

πp;g(t∣W p
0 = x0) =πBM;g′(s) ⋅

ds

dt
= b′√

2π s3/2
exp(−(b′ + a′s)2

2s
) ⋅ (2p − t) + t(2p − t)2

=
√
p(b − x0)

t
√

2πt(2p − t)
⋅ exp

⎛
⎜⎜
⎝
−
p [b + at − x0 (1 − t

p)]
2

2t(2p − t)

⎞
⎟⎟
⎠
,

womit die erste Gleichung in Lemma 4.1.20 bewiesen ist. Die zweite Gleichung folgt

unmittelbar aus der Darstellung der bedingten Dichte in Beispiel 4.1.9, Formel (4.1.8). ∎

Mit Hilfe dieses Lemmas können wir nun das folgende Theorem beweisen. Soweit wir wissen,

ist die dort bewiesene Aussage in der Literatur (auch für den Fall p = 1) nicht bekannt.

Theorem 4.1.22

Seien p > 0, W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess und T ∈ (0, p]. Dann gilt für a, b ∈ R:

P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ]) = Φ ( b

√
p)

− 1
√
p

T

∫
0

φ ( b+at√
p )

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
b−a(p−t)

p Φ
⎛
⎝
t(b − a(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠
+
√

2p − t
pt

φ
⎛
⎝
t(b − a(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dt .

Beweis Es gilt wegen W p
0 ∼ N(0, p):

P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ])

=
b

∫
−∞

[1 −P (W p
t > b + at für ein t ∈ [0, T ] ∣W p

0 = x0)] φp(x0)dx0.

Aufgrund von Lemma 4.1.20 folgt mit g(t) ∶= b + at, t ∈ [0, T ], und dem Satz von Fubini

dass der obige Ausdruck übereinstimmt mit:

Φ ( b
√
p) −

T

∫
0

b

∫
−∞

πp;g(t∣W p
0 = x0) φp(x0)dx0 dt . (4.1.26)
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

Für das innere Integral in (4.1.26) gilt wegen Lemma 4.1.20 (t ∈ [0, T ]):

b

∫
−∞

πp;g(t∣W p
0 = x0) φp(x0)dx0

= 1√
2πp

b

∫
−∞

b − x0
t

⋅ 1√
2π t

p(2p − t)
⋅ exp

⎛
⎜⎜
⎝
−
p2 (b + at − x0(1 − t

p))
2
+ x20t(2p − t)

2pt(2p − t)

⎞
⎟⎟
⎠

dx0.

(4.1.27)

Wir betrachten den Zähler der exp(⋅)-Funktion in (4.1.27) genauer. Es gilt:

p2 (b + at − x0(1 − t
p))

2
+ x20t(2p − t)

=p2(b + at − x0)2 + 2px0t(b + at − x0) + x20t2 + 2px20t − x20t2

=p2(b + at)2 − 2p2x0(b + at) + p2x20 + 2px0t(b + at)

=p2 [(1 − t
p)

2
+ 2t

p − t2

p2 ] (b + at)2 + p2 [x20 − 2x0(b + at)(1 − t
p)]

=(2pt − t2)(b + at)2 + p2 [x20 − 2x0(b + at)(1 − t
p) + (b + at)2 (1 − t

p)
2
]

=t(2p − t)(b + at)2 + p2 [x0 − (b + at)(1 − t
p)]

2
.

Damit aber ist (4.1.27) gegeben durch:

φp(b + at)
b

∫
−∞

b − x0
t

⋅ φt(2p−t)/p (x0 − (b + at)(1 − t
p)) dx0 . (4.1.28)

Wir setzen σ2 ∶= t(2p−t)
p . Dann folgt mit der Substitution y ∶= x0 − (b + at)(1 − t

p) und

z ∶= b − (b + at)(1 − t
p) =

t(b−a(p−t))
p , dass (4.1.28) gleich

1
tφp(b + at)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
bΦσ2(z) −

z

∫
−∞

(y + (b + at)(1 − t
p))φσ2(y) dy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=1
tφp(b + at) [

t(b−a(p−t))
p Φσ2(z) + σ2φσ2(z)] .

ist. Insgesamt folgt damit:

b

∫
−∞

πp;g(t∣W p
0 = x0) φp(x0)dx0 = φp(b + at) [ b−a(p−t)p Φσ2(z) + σ

2

t
φσ2(z)] . (4.1.29)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Setzt man nun diesen Ausdruck in (4.1.26) ein, so erhält man:

P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ])

=Φ ( b
√
p) − 1

√
p

T

∫
0

φ ( b+at√
p )

×
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b−a(p−t)
p Φ

⎛
⎝
t(b − a(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠
+

√
t
p(2p − t)
t

φ
⎛
⎝
t(b − a(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dt.

Damit ist Theorem 4.1.22 bewiesen. ∎

4.1.4 Stückweise Berechnung der Überschreitungswahrscheinlichkeit

Es seien wieder p > 0 und W p = (Bt+p−Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess sowie ϕp die Dichte (bzw.

bedingte Dichte) der endlich-dimensionalen Verteilungen von W p
[0,p]

aus Satz 4.1.6 (bzw.

Korollar 4.1.8). Im nachfolgenden Theorem 4.1.23 betrachten wir die Wahrscheinlichkeit,

dass W p unterhalb einer bestimmten Schranke bleibt. Wir zeigen, dass diese Wahrschein-

lichkeit stückweise mit Hilfe iterierter Integrale berechnet werden kann. Dieses Resultat ist

bisher so in der Literatur noch nicht aufgetaucht (vgl. Bemerkung 4.1.24).

Theorem 4.1.23

Es seien 0 < T ≤ p und

0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn = T , n ∈N.

Dann gilt für eine beliebige Schranke h ∶ [0, T ] → R:

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ [0, T ])

=
b0

∫
−∞

bn

∫
−∞

bn−1

∫
−∞

⋯
b1

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (0, t1) ∣W p

0 = x0,W p
t1
= x1)

n−1

∏
i=1

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (ti, ti+1) ∣W p

ti
= xi,W p

ti+1
= xi+1)

× ϕp(W p
ti
= xi∣W p

0 = x0,W p
ti+1

= xi+1) ϕp(W p
0 = x0,W p

tn = xn) dx1 ⋯ dxn−1dxndx0 ,

wobei bi ∶= h(ti), i = 0, . . . , n.

Bemerkung 4.1.24 Es gelte die Notation aus Theorem 4.1.23. Im Falle p = 1, x0, xn ∈ R
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4.1 Der Slepian-p-Prozess

und a1, . . . , an ∈ R betrachten Ein-Gal und Bar-David (1975) die Wahrscheinlichkeit

P (W 1
t ≤ ai für alle t ∈ [ti−1, ti], i = 1, . . . , n ∣W 1

0 = x0,W 1
T = xn)

und stellen diese als iterierte Integrale dar. Die Formel aus Theorem 4.1.23 stellt für p = 1

eine Verallgemeinerung des Resultats von Ein-Gal und Bar-David dar.

Beweis (von Theorem 4.1.23) Die von Ein-Gal und Bar-David (1975) verwendete

Technik erweitern wir an den nötigen Stellen auf die hier vorliegende allgemeinere Situation.

Zunächst folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini:

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ [0, T ])

=
h(0)

∫
−∞

h(T )

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ (0, tn) ∣W p

0 = x0,W p
tn = xn)

× ϕp(W p
0 = x0,W p

tn = xn) dxndx0 . (4.1.30)

Wir studieren die Wahrscheinlichkeit unter dem Integral genauer. Sei dazu x0 ≤ b0 = h(0),
xn ≤ bn = h(tn) und Axn−1 ∶= {W p

0 = x0,W p
tn−1

= xn−1,W p
tn = xn}:

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ (0, tn) ∣W p

0 = x0,W p
tn = xn)

=
bn−1

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (0, tn−1),W p

t ≤ h(t) ∀t ∈ (tn−1, tn) ∣ Axn−1)

× ϕp(W p
tn−1

= xn−1∣W p
0 = x0,W p

tn = xn)dxn−1 .

Da (W p∣W p
0 = x0)[0,tn] ein Markov-Prozess ist (vgl. Abschnitt 4.1.1), stimmt die obige

Wahrscheinlichkeit überein mit:

bn−1

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (0, tn−1) ∣W p

0 = x0,W p
tn−1

= xn−1)

×P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (tn−1, tn) ∣W p

0 = x0,W p
tn−1

= xn−1,W p
tn = xn)

× ϕp(W p
tn−1

= xn−1∣W p
0 = x0,W p

tn = xn) dxn−1 . (4.1.31)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Für die zweite Wahrscheinlichkeit unter dem Integral in (4.1.31) gilt:

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (tn−1, tn) ∣W p

0 = x0,W p
tn−1

= xn−1,W p
tn = xn)

=P(W p(tn − t) ≤ h(tn − t) ∀t ∈ (0, tn − tn−1) ∣W p(tn − 0) = xn,
W p(tn − (tn − tn−1)) = xn−1,W p(tn − tn) = x0) . (4.1.32)

Es sei sn ∶= tn − tn−1 und W̃ p
[0,sn]

= (W̃ p
t )t∈[0,sn] mit W̃ p

t ∶= W p
tn−t für t ∈ [0, sn]. Dann gilt

aufgrund der starken Stationarität von W p
[tn−1,tn]

(vgl. Lemma 4.1.2): W̃ p
[0,sn]

ist ebenfalls

ein Slepian-p-Prozess. Damit folgt, dass (4.1.32) übereinstimmt mit :

P (W̃ p
t ≤ h(tn − t) ∀t ∈ (0, tn − tn−1) ∣ W̃ p

0 = xn, W̃ p
tn−tn−1

= xn−1, W̃ p
tn = x0)

und da (W̃ p∣W̃ p
0 = xn)[0,sn] ein Markov-Prozess ist, erhalten wir weiter:

=P (W̃ p
t ≤ h(tn − t) ∀t ∈ (0, tn − tn−1) ∣ W̃ p

0 = xn, W̃ p
tn−tn−1

= xn−1)
=P (W p

tn−t ≤ h(tn − t) ∀t ∈ (0, tn − tn−1) ∣W p
tn = xn,W

p
tn−1

= xn−1)
=P (W p

t ≤ h(t) ∀t ∈ (tn−1, tn) ∣W p
tn−1

= xn−1,W p
tn = xn) . (4.1.33)

Setzt man (4.1.33) in (4.1.31) ein, so erhält man:

P (W p
t ≤ h(t) für alle t ∈ (0, tn) ∣W p

0 = x0,W p
tn = xn)

=
bn−1

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (0, tn−1) ∣W p

0 = x0,W p
tn−1

= xn−1)

×P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (tn−1, tn) ∣W p

tn−1
= xn−1,W p

tn = xn)
× ϕp(W p

tn−1
= xn−1∣W p

0 = x0,W p
tn = xn) dxn−1 .

Wendet man nun dieses Verfahren wiederholt auf die erste Wahrscheinlichkeit unter dem

Integral an, so ergibt sich:

=
bn−1

∫
−∞

⋯
b1

∫
−∞

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (0, t1) ∣W p

0 = x0,W p
t1
= x1)

n−1

∏
i=1

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (ti, ti+1) ∣W p

ti
= xi,W p

ti+1
= xi+1)

× ϕp(W p
ti
= xi∣W p

0 = x0,W p
ti+1

= xi+1) dx1 ⋯ dxn−1 .
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Unter Berücksichtigung von (4.1.30) folgt damit die Behauptung aus Theorem 4.1.23. ∎

Wir beweisen im Nachfolgenden (Satz 4.1.25 bzw. Satz 4.1.27), dass die in Theorem 4.1.23

auftretenden Wahrscheinlichkeiten

P (W p
t ≤ h(t) ∀t ∈ (ti, ti+1) ∣W p

ti
= xi,W p

ti+1
= xi+1) , i = 0,1, . . . , n − 1,

für affine Funktionen h, also für

h(t) = b bzw. h(t) = b + at , t ∈ (ti, ti+1), a, b ∈ R, (4.1.34)

explizit berechenbar sind. Damit kann man die
”
Boundary Crossing Probability“

P (W p
t > h(t) für ein t ∈ [0, T ]) ,

h ∶ [0, T ] → R beliebig, mit Hilfe von stückweise affinen Funktionen h1, h2 ∶ [0, T ] → R mit

h1 ≤ h ≤ h2 nach oben und unten abschätzen.

Satz 4.1.25

Seien p > 0, t1, t2 ∈ [0, p] mit t1 < t2. Weiter seien W p ein Slepian-p-Prozess und b ∈ R.

Dann gilt für x1, x2 ∈ (−∞, b]:

P (W p
t ≤ b für alle t ∈ [t1, t2] ∣W p

t1
= x1,W p

t2
= x2) = 1 − exp(−(b − x1)(b − x2)

t2 − t1
) .

Beweis Zunächst gilt aufgrund der starken Stationarität von W p:

P (W p
t ≤ b für alle t ∈ [t1, t2] ∣W p

t1
= x1,W p

t2
= x2)

=P ( 1
√
pW

p
t ≤ b

√
p für alle t ∈ [0, t2 − t1] ∣ 1

√
pW

p
0 = x1√

p ,
1

√
pW

p
t2−t1

= x2√
p) .

Unter Verwendung der
”
scaling property“ der Brownschen Bewegung kann man diese

Wahrscheinlichkeit auch mit Hilfe eines gewöhnlichen Slepian-Prozesses W 1 ausdrücken:

P (W 1
t ≤ b

√
p für alle t ∈ [0, t2−t1p ] ∣W 1

0 = x1√
p ,W

1
(t2−t1)/p

= x2√
p) . (4.1.35)

Nach Ein-Gal und Bar-David (1975, S. 551) gilt aber für einen Slepian-Prozess

(T ∈ (0,1]):

P(W 1
t ≤ b für alle t ∈ [0, T ] ∣W 1

0 = x1,W 1
T = x2) = 1 − exp [−(b − x1)(b − x2)

T
] .
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Wegen t2 − t1 ≤ t2 ≤ p ist 0 < t2−t1
p ≤ 1 in (4.1.35). Damit kann man die Formel aus Ein-Gal

und Bar-David (1975) in (4.1.35) einsetzen und erhält so die Darstellung aus Satz 4.1.25.∎

Bemerkung 4.1.26 Wir betrachten die zu Satz 4.1.25 analoge Überschreitungswahrschein-

lichkeit einer Brownschen Brücke. Sei dazu b ∈ R und x1, x2 ∈ (−∞, b] und 0 ≤ t1 < t2. Dann

gilt (vgl. z. B. Siegmund, 1986, S. 375):

P (Bt ≤ b für alle t ∈ [t1, t2] ∣ Bt1 = x1,Bt2 = x2) = 1 − exp(−2(b − x1)(b − x2)
t2 − t1

) .

Dies ist aber nach Satz 4.1.25 gerade die Wahrscheinlichkeit

P ( 1√
2
W p
t ≤ b für alle t ∈ [t1, t2] ∣ 1√

2
W p
t1
= x1, 1√

2
W p
t2
= x2) .

Mit den Ausführungen in Kapitel 7.1.2 wird deutlich, warum eine Skalierung mit 1√
2

als

geradezu natürlich anzusehen ist.

Es seien im Nachfolgenden a, b ∈ R, g(t) = b + at, t ≥ 0 und πp;g die Lebesgue-Dichte der

”
first hitting time“

inf{t ≥ 0 ∣W p
t > b + at}

aus Lemma 4.1.20. Dabei seien p > 0 und W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess.

Satz 4.1.27

Es seien T ∈ (0, p] und a, b, x0, xT ∈ R mit x0 < b, xT < b + aT . Dann gilt für t ∈ (0, T ):

πp;g (t ∣W p
0 = x0,W p

T = xT ) =
b − x0
t

ϕp (W p
t = b + at ∣W p

0 = x0,W p
T = xT ) . (4.1.36)

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir

πp;g (t ∣W p
0 = x0,W p

T = xT ) ∶= 0 für t ∈ {0, T}.

Insbesondere gilt damit für [t1, t2] ⊆ [0, p] und x1 < b, x2 < b + a(t2 − t1):

P (W p
t ≤ b + a(t − t1) für alle t ∈ [t1, t2] ∣W p

t1
= x1,W p

t2
= x2)

= 1 −
t2−t1

∫
0

b − x1
t

ϕp (W p
t = b + at ∣W p

0 = x1,W p
t2−t1

= x2) dt . (4.1.37)

Beweis Ein-Gal und Bar-David (1975) geben Formel (4.1.36) im Falle p = 1, a = 0 an.

Wir erweitern die dort vorgestellte Beweistechnik auf den hier vorliegenden Fall eines
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Slepian-p-Prozesses mit Schranke b + at:
Es sei t ∈ (0, T ), τp;g ∶= inf{t ≥ 0 ∣W p

t > b + at} die
”
first hitting time“. Dann ist

{τp;g = t} = {W p
s < b + as für alle s ∈ [0, t),W p

t = b + at} . (4.1.38)

Nun gilt nach dem Satz von Bayes für t ∈ (0, T ):

πp;g(t ∣W p
0 = x0,W p

T = xT ) = ϕp (W p
T = xT ∣W p

0 = x0, τp;g = t) ⋅ πp;g(t ∣W p
0 = x0)

ϕp(W p
T = xT ∣W p

0 = x0)
.

Da (W p∣W p
0 = x0)[0,T ]

ein Markov-Prozess ist (vgl. Abschnitt 4.1.1), ist der obige Ausdruck

wegen t < T und (4.1.38) gleich:

ϕp (W p
T = xT ∣W p

0 = x0,W p
t = b + at) ⋅ πp;g(t ∣W p

0 = x0)
ϕp(W p

T = xT ∣W p
0 = x0)

. (4.1.39)

Nach Korollar 4.1.8 gilt für die bedingten Dichten:

ϕp (W p
T = xT ∣W p

0 = x0,W p
t = b + at) =

ϕp (W p
0 = x0,W p

t = b + at,W p
T = xT )

ϕp (W p
0 = x0,W p

t = b + at)

und ϕp(W p
T = xT ∣W p

0 = x0) =
ϕp(W p

0 = x0,W p
T = xT )

ϕp(W p
0 = x0)

sowie (wegen Lemma 4.1.20)

πp;g (t ∣W p
0 = x0) = b − x0

t
ϕp (W p

t = b + at ∣W p
0 = x0)

= b − x0
t

ϕp (W p
0 = x0,W p

t = b + at)
ϕp(W p

0 = x0)
.

Setzt man diese drei Darstellungen in (4.1.39) ein, so ergibt sich aufgrund der Definition

bedingter Dichten (vgl. Korollar 4.1.8) die erste Gleichung in Satz 4.1.27.

Die Gleichheit (4.1.37) gilt aufgrund der starken Stationarität von W p
[0,T ]

, da:

P (W p
t ≤ b + a(t − t1) für alle t ∈ [t1, t2] ∣W p

t1
= x1,W p

t2
= x2)

=P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, t2 − t1] ∣W p

0 = x1,W p
t2−t1

= x2)

=1 −
t2−t1

∫
0

πp;g (t ∣W p
0 = x1,W p

t2−t1
= x2) dt .
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Die letzte Gleichheit ist richtig, da πp;g die Dichte der sog.
”
first hitting time“ der Gerade

g(t) = b + at, t ∈ [0, t2 − t1], ist. Damit ist Satz 4.1.27 vollständig bewiesen. ∎

4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

Wie zu Beginn von Kapitel 4 dargestellt, betrachten wir das asymptotische Regressionsmodell

Y[0,1] = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) und den Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0.

Um diese Hypothesen zu untersuchen, studieren wir in diesem Abschnitt die sequentielle

Entscheidungsvorschrift aus (4.0.1), also

Stoppe zum Zeitpunkt t ∈ [p,1] (und lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab)

⇐⇒ Yt − Yt−p > c1−α;p .

Unter der Nullhypothese ist (Yt+p − Yt)t∈[0,1−p] ein Slepian-p-Prozess, weshalb die folgende

Definition naheliegend ist:

Definition 4.2.1 (Kolmogorov-Slepian-p-Test)

Den Test mit der sequentiellen Entscheidungsvorschrift (4.0.1) bezeichnen wir als Kolmo-

gorov-Slepian-p-Test.

4.2.1 Literaturüberblick

Wir betrachten das ursprüngliche Regressionsmodell

Z(tni) = f(tni) + ε(tni), i = 1, . . . , n,

aus Abschnitt 1.2. Anstatt die Partialsummen der Residuen zu betrachten, schlagen Hackl

(1976) bzw. Bauer und Hackl (1978) erstmals vor, eine
”
moving sum“ der Residuen

rn1, . . . , rnn als Testgröße zu verwenden4. Für m ∈ {1, . . . , n} fest ist dabei die k-te
”
moving

sum“ gegeben durch
k+m−1

∑
i=k

rni , k = 1, . . . , n −m + 1.

4Genauer gesagt betrachten Hackl (1976) bzw. Bauer und Hackl (1978) sog. rekursive Residuen.
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

Mit der von uns eingeführten Notation ergeben sich diese
”
moving sums“ auch, wenn man

beim Partialsummenprozess Ψn ∶= Tn(rn1, . . . , rnn) für p ∶= m
n die Differenzen

Ψn(t + p) −Ψn(t) für t = 0, 1n , . . . ,
n−m
n

betrachtet. Der von uns betrachtete Prozess (Yt+p − Yt)t∈[0,1−p] im asymptotischen Regres-

sionsmodell Y[0,1] = sf +B[0,1] kann demnach als der Grenzwertprozess der
”
moving sums“

interpretiert werden.

Chu u. a. (1992, 1995) weisen nach, dass unter der Nullhypothese H0 ∶ f ≡ 0 für p ∈ (0,1)
und mn ∶= ⌊pn⌋ gilt (x ∈ R):

lim
n→∞

P( 1√
mn

k+mn−1

∑
i=k

Z(tni) > x für ein k ∈ 1, . . . , n −mn + 1)

= P( 1
√
p sup
t∈[0,1−p]

(Bt+p −Bt) > x) . (4.2.1)

Die Wahrscheinlichkeit aus (4.2.1) geben Chu u. a. (1995) für den Fall p = 1
2 (vgl. Bemer-

kung 4.2.3) analytisch an, für p ≠ 1
2 führen sie Simulationen durch. Neben den kritischen

Werten finden sich in Chu u. a. (1995) auch Simulationen für die Testgüte.

Fasst man die Residuen r1, r2, . . . als Zeitreihe auf, so wird in der Literatur meist der

”
moving average“

1

m

k+m−1

∑
i=k

ri , k = 1,2, . . . .

anstatt die
”
moving sum“ betrachtet. Wir folgen dieser Betrachtungsweise jedoch nicht und

verweisen daher den interessierten Leser auf die Arbeiten von Roberts (1959, 1966); Lai

(1974); Ross (1999); Zhang u. a. (2004); Khoo und Wong (2008).

4.2.2 Kritische Werte

Gemäß der Forderung (4.0.2) ist der kritische Wert des Kolmogorov-Slepian-p-Tests c1−α;p,

p ∈ (0,1], charakterisiert durch (α ∈ (0,1)):

P( sup
t∈[p,1]

(Bt −Bt−p) > c1−α;p) = α.

Die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite ist aber gerade

P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t > c1−α;p) , (4.2.2)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

wobei W p
[0,1−p]

ein Slepian-p-Prozess ist. Setzt man in Satz 4.1.17 T = 1 − p, so kann man

Wahrscheinlichkeiten von der Gestalt (4.2.2) berechnen:

Korollar 4.2.2 Seien p ∈ (0, 1] und W p
[0,1−p]

= (Bp
t+p−Bt)t∈[0,1−p] ein Slepian-p-Prozess und

x ∈ R.

i) Fall p = 1: P (supt∈[0,1−p]W
1
t ≤ x) = P (W 1

0 ≤ x) = Φ (x) .

ii) Fall p ∈ [12 ,1): Mit σ1−p;p ∶=
√

(1−p)(3p−1)

p und x̃ ∶= (1−p) x
√
p(1−p)(3p−1)

gilt:

P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t ≤ x)

=
x/

√
p

∫
−∞

Φ(
√
p x − (2p − 1)z
p σ1−p;p

)φ(z) dz − σ1−p;pφ ( x
√
p) [x̃Φ (x̃) + φ (x̃) ].

iii) Fall p ∈ (0, 12) und k ∶= 1−p
p ∈N: Seien y0 ∶= 0 und

D+ ∶= {(y1, y2, . . . , yk+1)⊺ ∈ Rk+1 ∣ 0 < y1 < y2 < . . . < yk+1} ,

dann gilt:

P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t ≤ x) = ∫

D+

det [φ (yi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y1, . . . , yk+1).

iv) Fall p ∈ (0, 12) und 1−p
p = k + ϑ: für ein k ∈N und 0 < ϑ < 1: Seien y0 ∶= 0 und

D′
+ ∶= {(y1, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1)⊺ ∈ R2k+3 ∣ 0 < y1 < . . . < yk+1 und z0 < . . . < zk+1} ,

dann gilt:

P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t ≤ x ) = ∫

D′

+

det [φϑ (yi − zj)k+1i,j=0]

× det [φ1−ϑ (zi − yj+1 + x
√
p)

k

i,j=0
] d(y1, . . . , yk+1, z0, . . . , zk+1).

Beweis Die Behauptungen folgen aus Satz 4.1.17, wenn man dort T ∶= 1 − p setzt:

i) Der Fall p = 1 ist äquivalent zu T = 0 und damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1.17 i).
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

ii) Im Fall p ∈ [12 ,1) ist 0 < T ≤ 1. Die Behauptung folgt durch Anwendung von

Satz 4.1.17 ii).

iii) In diesem Fall ist T = k p ∈N und damit sind die Voraussetzungen von Satz 4.1.17 iii)

erfüllt. Anwendung desselbigen führt zur Behauptung.

iv) Ist T = kp + ϑp, so führt Anwendung von Satz 4.1.17 iv) zur Behauptung. ∎

Bemerkung 4.2.3 Im Spezialfall p = 1
2 gilt für den Slepian-p-Prozess:

a) In Korollar 4.2.2 ist σ1/2;1/2 = 1 und x̃ =
√

2x für x ∈ R. Damit aber vereinfacht sich die

dort angegebene Formel zu

P
⎛
⎝

sup
t∈[0, 1

2
]

W
1/2
t ≤ x

⎞
⎠
= Φ (

√
2x)

2
− φ (

√
2x) [

√
2xΦ(

√
2x) + φ(

√
2x)] .

Diese Formel findet sich auch in Chu u. a. (1995), wenn man berücksichtigt, dass dort

der Prozess
√

2W
1/2

[0, 1
2
]

anstatt W
1/2

[0, 1
2
]

betrachtet wird.

b) Hornik (1993, Korollar 2) gibt unter anderem einen algebraischen Ausdruck für die

zweiseitige Wahrscheinlichkeit

P (
√

2W
1/2
t ∈ [a, b] für alle t ∈ [0, 12])

an, wobei a < b ∈ R.

Mit Hilfe von Korollar 4.2.2 lässt sich der für den Kolmogorov-Slepian-p-Test benötigte

kritische Wert c1−α;p theoretisch berechnen. Aus numerischer Sicht ist hierzu Folgendes

anzumerken:

a) Für p ∈ [12 ,1] ist die numerische Berechnung von c1−α;p problemlos möglich, da die

entsprechenden Ausdrücke in Korollar 4.2.2 einfach handzuhaben sind. Damit ist eine

schnelle und numerisch stabile Berechnung möglich.

b) Im Fall p ∈ (0, 12) sind mehrdimensionale Integrale mit unendlichem Integrationsbereich

zu berechnen. Als Integranden treten dabei Determinanten auf. Beide Vorgänge (sowohl

Integration als auch Determinanten-Berechnung) sind numerisch aufwändig und äußerst

fehleranfällig. Daher ziehen wir es für p ∈ (0, 12) vor, Simulationen anzustellen. Diese

sind selbst bei einer großen Anzahl an Wiederholungen relativ schnell durchzuführen.

79



4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Tabelle 4.1: Berechnete/simulierte (1 − α)-Quantile c1−α;p von supt∈[0,1−p]W
p
t

1 − α
p Typ 0.9 0.95 0.975 0.99
0.05 simuliert 0.7192 0.7720 0.8177 0.8772
0.1 simuliert 0.9438 1.0200 1.1021 1.1807
0.15 simuliert 1.1051 1.2062 1.2901 1.3980
0.2 simuliert 1.2127 1.3353 1.4463 1.5808
0.25 simuliert 1.3189 1.4604 1.5874 1.7506
0.3 simuliert 1.3707 1.5355 1.6647 1.8571
0.35 simuliert 1.4419 1.6166 1.7772 1.9537
0.4 simuliert 1.4907 1.6971 1.8895 2.0756
0.45 simuliert 1.5427 1.7404 1.9280 2.1354
0.5 simuliert 1.5682 1.8008 1.9806 2.2044
0.5 berechnet 1.5760 1.8041 2.0037 2.2376
0.55 berechnet 1.5984 1.8425 2.0555 2.3046
0.6 berechnet 1.6142 1.8736 2.0996 2.3634
0.65 berechnet 1.6238 1.8978 2.1362 2.4143
0.7 berechnet 1.6270 1.9151 2.1655 2.4573
0.75 berechnet 1.6233 1.9250 2.1870 2.4921
0.8 berechnet 1.6117 1.9265 2.1997 2.5177
0.85 berechnet 1.5901 1.9176 2.2017 2.5323
0.9 berechnet 1.5542 1.8939 2.1887 2.5314
0.95 berechnet 1.4925 1.8441 2.1492 2.5039
1 berechnet 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263

Tabelle 4.1 zeigt die berechneten bzw. simulierten Werte für c1−α;p. Die Simulationen beruhen

auf 100.000 Wiederholungen. Zur Approximation an die Brownsche Bewegung wird ein

Gaußscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen herangezogen. Im Fall p = 1
2 sind sowohl

die Ergebnisse der Simulation als auch diejenigen der Berechnungen aufgeführt, um zu

zeigen, dass beide Werte nahe beieinander liegen.

Bemerkung 4.2.4 Betrachtet man in Tabelle 4.1 1
√
pc1−α;p anstatt c1−α;p, so ist

1
√
pc1−α;p in p streng monoton fallend.

4.2.3 Testgüte

Wir bestimmen die Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests indem wir die Wahrscheinlichkeit

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p) (4.2.3)
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4.2 Der Kolmogorov-Slepian-p-Test

berechnen. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir im Nachfolgenden für h ∶
[0,∞) → R den linearen Operator ∆p mit

∆ph ∶ [0,∞) → R mit ∆ph(t) ∶= h(t + p) − h(t) , t ≥ 0. (4.2.4)

Wir wenden ∆p auch auf Funktionen h ∶ [0, T ] → R mit endlichem Definitionsbereich [0, T ],
T ≥ p, an. Dabei ist allerdings zu beachten, dass sich der Definitionsbereich von ∆ph auf

[0, T − p] verkürzt, da

∆ph ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[0, T − p] → R

t ↦ h(t + p) − h(t)
.

Lemma 4.2.5 ∆p ist linear aber nicht injektiv.

Beweis Die Linearität ist klar. Weiter werden alle konstanten Funktionen durch ∆p auf

die Nullfunktion abgebildet. Daher kann ∆p nicht injektiv sein. ∎

Damit ist ∆pB[0,1] =W p
[0,1−p]

ein Slepian-p-Prozess und im asymptotischen Regressionsmo-

dell Y[0,1] = sf +B[0,1] gilt:

(Yt+p − Yt)t∈[0,1−p] = ∆pY[0,1] = ∆psf +∆pB[0,1].

Folglich kann die Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wie folgt berechnet werden:

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p) = P (W p
t > c1−α;p −∆psf(t) für ein t ∈ [0,1 − p])

= 1 −P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ [0,1 − p]) . (4.2.5)

Korollar 4.2.6 Im Fall p = 1 ist die Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests gegeben durch

P( sup
t∈[0,1−p]

(Yt+p − Yt) > c1−α;p) = 1 −Φ(c1−α;p − sf(1)).

Für p ∈ (0,1) ist es jedoch im Allgemeinen nicht möglich, (4.2.5) zu bestimmen. Al-

lerdings zeigt Theorem 4.1.23 auf, dass man Überschreitungswahrscheinlichkeiten von

Slepian-p-Prozessen auch stückweise berechnen kann. Die Ausführungen im Anschluss an

Theorem 4.1.23 zeigen, wie man diese Eigenschaft einsetzen kann, um Wahrscheinlichkeiten

der Form (4.2.5) abzuschätzen/zu approximieren.

Eine weitere (allerdings sehr grobe) Abschätzung liefert die folgende Überlegung:
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Korollar 4.2.7 Es seien p ∈ (0,1] und Y[0,1] = sf +B[0,1] das asymptotische Regressions-

modell. Weiter seien λ2 ≥ λ1 ≥ 0 Konstanten mit

λ1 ≤ ∆psf ≤ λ2 . (4.2.6)

Dann lässt sich die Testgüte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wie folgt abschätzen:

P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t > c1−α;p − λ1) ≤ P( sup

t∈[0,1−p]

(Yt+p − Yt) > c1−α;p)

≤ P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t > c1−α;p − λ2) .

Dabei ist W p ein Slepian-p-Prozess.

Beweis folgt unmittelbar aus (4.2.5). ∎

Um möglichst scharfe Grenzen für die Abschätzung zu erhalten, wählt man in Korollar 4.2.7

λ1 maximal und λ2 minimal.

4.3 Testgüte und Performancevergleich bei Vorliegen der

Alternative f = µ1(θ,1]

Wir betrachten den Kolmogorov-Slepian-p-Test aus Abschnitt 4.2 und adaptieren dazu die

dort verwendete Notation. Im Nachfolgenden sei sei f = µ1(θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0,1) die

wahre Regressionsfunktion mit (vgl. Beispiel 1.2.5)

sf(t) = µ(t − θ)+ , t ∈ [0,1].

Dann gilt:

Lemma 4.3.1 Ist f = µ1(θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0,1), so gilt:

∆psf(t) = µ (p − (θ − t)+)
+

, t ∈ [0,1 − p].

Beweis Die Behauptung folgt wegen

∆psf(t) = sf(t + p) − sf(t)
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 , falls t + p < θ
µ(t + p − θ) , falls t < θ ≤ t + p
µp , falls t ≥ θ

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 , falls t ∈ [0, θ − p)
µ(p − (θ − t)) , falls t ∈ [θ − p, θ)
µp , falls t ∈ [θ,1 − p]

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ(p − (θ − t))+ , falls t ∈ [0, θ)
µp , falls t ∈ [θ,1 − p]

= µ (p − (θ − t)+)
+

. ∎

∆psf ist nur auf [0,1 − p] definiert. In Abbildung 4.3 stellen wir allerdings – um unnötige

Fallunterscheidungen zu vermeiden – die Funktion

µ (p − (θ − t)+)
+

für t ≥ 0

dar. Für den Fall p ≥ 1
2 geben wir im Nachfolgenden die Testgüte des Kolmogorov-Slepian-

●

p < θ

t

0 p θ − p θ

0

µp

●

p ≥ θ

t

0 θ p

0

µ(p − θ)

µp

Abbildung 4.3: Funktion µ (p − (θ − t)+)
+

für die Fälle p < θ (links) und p ≥ θ (rechts)

p-Tests erstmals explizit an. Für die Situation p < 1
2 simulieren wir die Testgüte.

4.3.1 Testgüte im Fall θ = 0

Ist θ = 0, so ist die Regressionsfunktion f ≡ µ und es gilt:

sf(t) = µt , t ∈ [0,1] und somit ∆psf ≡ µp .

In diesem Fall gilt ferner:
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Lemma 4.3.2 Es seien Yt = µt +Bt, t ∈ [0,1], das asymptotische Regressionsmodell und

[a, b] ⊆ [0,1 − p]. Dann gilt für x ∈ R beliebig:

P( sup
t∈[a,b]

(Yt+p − Yt) > x) = P( sup
t∈[0,b−a]

W p
t > x − µ p) , (4.3.1)

wobei W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess ist. Insbesondere ist damit die Güte des

Kolmogorov-Slepian-p-Tests gegeben durch P (supt∈[0,1−p]W
p
t > c1−α;p − µ p).

Analytische Ausdrücke für die Wahrscheinlichkeiten aus Lemma 4.3.2 können mit Hilfe von

Korollar 4.2.2 angegeben werden.

Beweis (von Lemma 4.3.2) Es gilt:

P( sup
t∈[a,b]

Yt+p − Yt > x) =P( sup
t∈[a,b]

B(t + p) −B(t) > x − µp)

=P( sup
t∈[0,b−a]

B(t + p) −B(t) > x − µp) ,

womit die Behauptung gezeigt ist. ∎

Für eine graphische Darstellung dieser Güte verweisen wir auf die Abbildungen 4.4 und 4.5.

4.3.2 Testgüte im Fall p ≥ max(θ,1 − θ)
Im Fall p ≥ max(θ,1 − θ), also

p ≥ θ ≥ 1 − p (4.3.2)

gilt nach Lemma 4.3.1:

∆psf(t) = µ(p − θ) + µ ⋅ t , t ∈ [0,1 − p] .

∆psf ist somit eine Gerade mit Steigung µ und Achsenabschnitt µ(p − θ). Insbesondere

hat die Funktion ∆psf für p ≥ max(θ,1 − θ) keinen
”
Knick“ in [0,1 − p] (vgl. hierzu

auch Abbildung 4.3, rechte Seite). Damit aber kann man die Testgüte mit Hilfe von

Theorem 4.1.225 explizit berechnen:

Korollar 4.3.3 Es sei f = µ1(θ,1] mit µ > 0, θ ∈ [0,1) und max(θ,1 − θ) ≤ p ≤ 1. Dann gilt

für Y[0,1] = sf +B[0,1]:

5In Theorem 4.1.22 wird die Wahrscheinlichkeit P (W p
t ≤ b + at für alle t ∈ [0, T ]) mit T ∈ (0, p] angegeben.
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P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p) = 1 −Φ ( b
√
p)

+ 1
√
p

1−p

∫
0

φ ( b−µt√
p )

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
b+µ(p−t)

p Φ
⎛
⎝
t(b + µ(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠
+
√

2p − t
pt

φ
⎛
⎝
t(b + µ(p − t))√

pt(2p − t)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dt ,

wobei b ∶= c1−α;p − µ(p − θ) ist.

Beweis Wegen ∆psf(t) = µ(p − θ) + µt für t ∈ (0,1 − p] gilt nach (4.2.5):

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p)

= 1 −P (W p
t ≤ c1−α;p − µ(p − θ) − µ ⋅ t für alle t ∈ [0,1 − p]) , (4.3.3)

wobei W p = (Bt+p −Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess ist. Weiter gilt:

p ≥ max(θ,1 − θ) ⇒ p ≥ 1
2 ⇒ 0 ≤ 1 − p ≤ p .

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 4.1.22 erfüllt. Mit der dortigen Notation ist

b wie in Korollar 4.3.3 angegeben und a ∶= −µ. Wendet man Theorem 4.1.22 auf (4.3.3) an,

so ergibt sich die Behauptung. ∎

4.3.3 Testgüte im Fall 1
2 ≤ p < max(θ,1 − θ)

Wir betrachten nun die Fälle

i) 1 − p < 1
2 ≤ p < θ

ii) bzw. θ < 1 − p < 1
2 ≤ p

In diesen Fällen hat die Funktion ∆psf (vgl. Abbildung 4.3) einen
”
Knick“ in [0,1 − p].

Daher ist es naheliegend, die gesuchte Überschreitungswahrscheinlichkeit mit Hilfe der

stückweisen Berechnungsmethode aus Abschnitt 4.1.4 zu bestimmen.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Korollar 4.3.4 Es seien f = µ1(θ,1] mit µ > 0, θ ∈ [0,1) und Y = sf +B[0,1]. Dann gilt:

i) Im Fall θ > 1
2 und p ∈ [12 , θ) gilt:

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p)

=1 −
c1−α;p

∫
−∞

c1−α;p−µ(1−θ)

∫
−∞

c1−α;p

∫
−∞

[1 − exp(−(c1−α;p − x0)(c1−α;p − x1)
θ − p )]

×
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −

1−θ

∫
0

c1−α;p−x1
t ϕp (W p

t = c1−α;p − µt ∣W p
0 = x1,W p

1−θ = x2) dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
× ϕp(W p

0 = x0,W p
θ−p = x1,W

p
1−p = x2) dx1dx2dx0.

ii) Im Fall θ < 1
2 und p ∈ [12 ,1 − θ) gilt:

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p) = 1 −
c1−α;p−µ(p−θ)

∫
−∞

c1−α;p−µp

∫
−∞

c1−α;p−µp

∫
−∞

[1 − exp(−(c1−α;p − µp − x1)(c1−α;p − µp − x2)
1 − p − θ )]

×
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −

θ

∫
0

c1−α;p−µ(p−θ)−x0
t ϕp (W p

t = c1−α;p − µ(p − θ) − µt ∣W p
0 = x0,W p

θ = x1) dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
× ϕp(W p

0 = x0,W p
θ = x1,W

p
1−p = x2) dx1dx2dx0.

Beweis Wir verwenden im Nachfolgenden das Theorem 4.1.23 mit n = 2, t0 = 0 und

t2 = 1 − p. Für t1 ∈ (t0, t2) = (0,1 − p) gilt:

P( sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p )

=1 −P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ [0,1 − p]) .

Mit bn ∶= c1−α;p −∆psf(tn) für n ∈ {0,1,2} folgt weiter wegen Theorem 4.1.23:

=1 −
b0

∫
−∞

b2

∫
−∞

b1

∫
−∞

P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ (0, t1) ∣W p

0 = x0,W p
t1
= x1)

×P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ (t1,1 − p) ∣W p

t1
= x1,W p

1−p = x2)
× ϕp (Wt1 = x1 ∣W p

0 = x0,W p
1−p = x2) ϕp (W

p
0 = x0,W p

1−p = x2) dx1dx2dx0
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4.3 Testgüte und Performancevergleich für Alternative f = µ1(θ,1]

und aufgrund der Definition der bedingten Dichte (vgl. Korollar 4.1.8) gilt:

=1 −
b0

∫
−∞

b2

∫
−∞

b1

∫
−∞

P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ (0, t1) ∣W p

0 = x0,W p
t1
= x1)

×P (W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t) für alle t ∈ (t1,1 − p) ∣W p

t1
= x1,W p

1−p = x2)
× ϕp (W p

0 = x0,Wt1 = x1,W p
1−p = x2) dx1dx2dx0. (4.3.4)

i) Für 1
2 ≤ p < θ folgt für ∆psf (vgl. Lemma 4.3.1):

∆psf(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 , falls t ∈ [0, θ − p)
µ(t − (θ − p)) , falls t ∈ [θ − p,1 − p]

.

Wir wählen in (4.3.4) t1 ∶= θ − p und erhalten

b0 = b1 = c1−α;p und b2 = c1−α;p − µ(1 − θ)

sowie wegen Satz 4.1.25:

P

⎛
⎜⎜
⎝
W p
t ≤ c1−α;p −∆psf(t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

∀t ∈ (0, θ − p) ∣W p
0 = x0,W p

θ−p = x1
⎞
⎟⎟
⎠

= 1 − exp(−(c1−α;p − x0)(c1−α;p − x1)
θ − p )

bzw. wegen Satz 4.1.27:

P (W p
t ≤ c1−α;p − µ(t − (θ − p)) ∀t ∈ (θ − p,1 − p) ∣W p

θ−p = x1,W
p
1−p = x2)

= 1 −
1−θ

∫
0

c1−α;p−x1
t ϕp (W p

t = c1−α;p − µt ∣W p
0 = x1,W p

1−θ = x2) dt.

Setzt man die obigen Ausdrücke in (4.3.4) ein, so ergibt sich die Darstellung aus

Theorem 4.1.23 i).

ii) Der Beweis verläuft analog zu Fall i), wobei hier t1 = θ gewählt werden muss:
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

Aus p < 1 − θ folgt 1 − p > θ und somit folgt für ∆psf (vgl. Lemma 4.3.1):

∆psf(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ(p − θ) + µt , falls t ∈ [0, θ]
µp , falls t ∈ (θ,1 − p]

.

Wir wählen daher in (4.3.4) t1 = θ und erhalten

b0 = c1−α;p − µ(p − θ) und b1 = b2 = c1−α;p − µp

sowie wegen Satz 4.1.27:

P (W p
t ≤ c1−α;p − µ(p − θ) − µt ∀t ∈ (0, θ) ∣W p

0 = x0,W p
θ = x1)

= 1 −
θ

∫
0

c1−α;p−µ(p−θ)−x0
t ϕp (W p

t = c1−α;p − µ(p − θ) − µt ∣W p
0 = x0,W p

θ = x1) dt.

bzw. wegen Satz 4.1.25:

P (W p
t ≤ c1−α;p − µp ∀t ∈ (θ,1 − p) ∣W p

θ = x1,W
p
1−p = x2)

= 1 − exp(−(c1−α;p − µp − x1)(c1−α;p − µp − x2)
1 − p − θ ) .

Einsetzen der obigen Ausdrücke in (4.3.4) ergibt die Formel aus Theorem 4.1.23 ii).∎

4.3.4 Performancevergleich: Numerische Berechnungen und

Simulationen

Abbildung 4.4 zeigt die Güte bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1] in Abhängigkeit

von µ ≥ 0 für verschiedene p’s und θ’s. Einerseits simulieren wir dabei jeden Gütepunkt

mit 10.000 Wiederholungen und approximieren die Brownsche Bewegung jeweils durch

einen Gaußschen Random Walk mit 2.000 Beobachtungen. Andererseits wird die Güte

auch explizit mit Hilfe der Darstellungen aus Lemma 4.3.2 sowie den Korollaren 4.3.3

und 4.3.4 berechnet. Da die Berechnungen nur für p ≥ 1
2 möglich sind, betrachten wir in

dieser Abbildung nur p ≥ 1
2 . Die verschiedenen Farben verdeutlichen, welche analytische

Formel jeweils zur Berechnung herangezogen wurde. Aus Abbildung 4.4 geht hervor, dass

die simulierten und berechneten Werte sehr nahe zusammenliegen. Dies bedeutet einerseits,

dass die Anzahl der Wiederholungen bei der Simulation ausreichend ist und andererseits,
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4.3 Testgüte und Performancevergleich für Alternative f = µ1(θ,1]

dass die angegebenen Formeln numerisch berechenbar sind und zu richtigen Ergebnissen

führen.
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Abbildung 4.4: Berechnete und simulierte Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Alter-
native f = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1)

Zur Bedeutung von
”
Quelle“: A = Lemma 4.3.2 i.V. mit Korollar 4.2.2,

B = Korollar 4.3.3, C = Korollar 4.3.4

Abbildung 4.5 zeigt die simulierte Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests im Vergleich zu

den anderen beiden sequentiellen Testverfahren aus Kapitel 3.2. Hierbei ist zu beachten,

dass der Kolmogorov- und der Maximum Increase-Test aus Kapitel 3.2 von p unabhängig

sind. Wir zeichnen deren Güte lediglich zu Vergleichszwecken in Abbildung 4.5 mit ein. Es

gilt:

1) In den Fällen θ = 0.6 und θ = 0.8 weist der Kolmogorov-Test eine deutlich schlechtere

Güte als der Maximum Increase-Test auf. Wie zu erwarten, führt allerdings für diese θ’s

der Kolmogorov-Slepian-p-Test zu einer Güteverbesserung im Vergleich zum Kolmogorov-

Tests. Im Fall θ = 0.8 und p ∈ {0.1, 0.25} dominiert der Kolmogorov-Slepian-p-Test sogar

den Maximum Increase-Test.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

2) Für θ ∈ {0,0.2,0.4} ist die Testgüte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests wesentlich von der

Wahl der Fensterlänge p abhängig (vgl. hierzu auch Abschnitt 4.3.5).

Abbildung 4.6 zeigt die simulierten Verfahrensstoppzeiten des Kolmogorov-Slepian-p- und

des Maximum Increase-Tests. Wir verwenden hierbei die bereits in Abbildung 3.1 eingeführ-

te Darstellungsform. Die horizontalen, grünen Linien treten auf, weil die Verfahrensstoppzeit

des Kolmogorov-Slepian-p-Tests durch p nach unten beschränkt ist. Aus den Abbildun-

gen 4.5 – 4.6 geht hervor, dass der Kolmogorov-Slepian-p-Test den Maximum Increase-Test

für große Werte θ dominieren kann, wenn man die Fensterlänge p klein genug wählt. In

Abbildung 4.7 stellen wir den entsprechenden Ausschnitt aus Abbildung 4.6 noch einmal

größer dar. Um den angesprochenen Effekt deutlicher erkennen zu können, betrachten wir

auf der y-Achse nur den Bereich [0.6, 1]. Ferner haben wir in Abbildung 4.7 das 0.75-Quantil

der Kolmogorov-Slepian-p-Verfahrensstoppzeit in weiß eingezeichnet.

Hinsichtlich des Rechen- und Implementationsaufwandes ist der Kolmogorov-Slepian-p-Test

zwischen Kolmogorov- und Maximum Increase-Test einzustufen: Die Teststatistik ist selbst

mit geringem Implementationsaufwand einfach und schnell berechenbar.
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p
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gleich mit Maximum Increase-Test bei Alternative f = µ1(θ,1] (Niveau
α = 0.1; Simulationen)
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4 Sequentielle Testverfahren mit konstanter Fensterlänge p

4.3.5 Zur Wahl der Fensterlänge p

Die Wahl der optimalen Fensterlänge p ist ein
”
herausforderndes Forschungsthema“ (Chu

u. a., 1995, S. 607) und nicht ohne Weiteres zu beantworten. Abbildung 4.8 zeigt die simu-

lierte Testgüte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1]

mit θ ∈ [0, 1) und µ > 0 in Abhängigkeit von p ∈ (0, 1]. Für die Simulationen werden 10.000

Wiederholungen durchgeführt und zur Approximation der Brownschen Bewegung jeweils

ein Gaußscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen verwendet.
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Abbildung 4.8: Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests in Abhängigkeit von p für Alternative
f = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1; Simulationen)

Abbildung 4.8 zeigt, dass p nicht allzu klein gewählt werden sollte. Um die Testgüte zu

maximieren, ist die Fensterlänge p = 1 − θ eine gute Wahl. Dies kann man damit erklären,

dass bei p = 1 − θ die Differenz sf(1) − sf(1 − p) maximal wird.

Neben der Testgüte ist es auch wichtig, die Verfahrensstoppzeit bei der Wahl der Fenster-

länge p zu beachten. Wir stellen auch hierfür Simulationen (mit den oben beschriebenen

Simulationsbedingungen) an und präsentieren die Ergebnisse in Abbildung 4.9. Dabei

verwenden wir die bereits in Kapitel 3.2.2 (Abbildung 3.1) beschriebene Darstellung. Die
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4.4 Der p-Wert des Tests

Tatsache, dass die simulierten Quantile ab einem bestimmten p auf der Winkelhalbierenden

liegen, lässt sich damit erklären, dass die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Slepian-p-

Tests durch p nach unten beschränkt ist. Durch diese Beschränktheit nach unten ist eine

Interpretation von Abbildung 4.9 kaum möglich. Wir stellen an dieser Stelle eine solche auch

gar nicht erst an und verweisen stattdessen auf Kapitel 5, wo wir ein Verfahren studieren,

welches nicht nach unten beschränkt ist.

4.4 Der p-Wert des Tests

Anstatt den kritischen Wert c1−α;p zu bestimmen, kann auch der zur Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ sup
t∈[p,1]

(Yt − Yt−p) > c1−α;p (4.4.1)

gehörige p-Wert berechnet werden. Sei dazu

x ∶= sup
t∈[0,1−p]

(Yt+p − Yt)(ω)

die Realisierung der Teststatistik. Dann ist der zugehörige p-Wert derjenige Wert α0 ∈ (0, 1),
für den gilt:

x = c1−α0;p ,

wobei c1−α0;p das (1 − α0)–Quantil von supt∈[0,1−p](Bt+p −Bt) = supt∈[0,1−p](W p
t ) ist (W p ein

Slepian-p-Prozess). Folglich ist der p-Wert des Kolmogorov-Slepian-p-Tests gegeben durch:

p −Wert = 1 −P( sup
t∈[0,1−p]

W p
t ≤ x) = P( sup

t∈[0,1−p]

W p
t > x) .

Diese Wahrscheinlichkeit ist mit Korollar 4.2.2 analytisch (und im Falle p ≥ 1
2 auch numerisch)

berechenbar.
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maximaler Fensterlänge p

Analog zu Kapitel 4, studieren wir auch hier für das asymptotische Regressionsmodell

Y[0,1] = sf + B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) und einer Standard Brownschen Bewegung B[0,1] =
(Bt)t∈[0,1] das Testproblem

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf monoton wachsend mit sf(1) > 0.

In diesem Kapitel betrachten wir allerdings Fenster mit einer maximalen Länge von p,

p ∈ (0,1]. Die in Kapitel 4 betrachteten Fenster [t − p, t] sind für t ∈ [0, p) nicht definiert

(da dann t − p < 0). Deshalb wird dort nur der Fall t ≥ p behandelt. Da jedoch die

Verfahrensstoppzeit möglichst klein sein soll, ist diese Beschränkung nach unten unerwünscht.

Wir betrachten daher in diesem Kapitel

i) für t ∈ [p,1] – wie auch in Kapitel 4 – den translatierten Prozess Y[t−p,t] − Yt−p

und zudem

ii) für t ∈ [0, p) das Fenster [0, t] mit dem dazugehörigen Prozess Y[0,t] − Y0 = Y[0,t].

Zum Zeitpunkt t ∈ [0,1] wird also der Prozess

(Ys − Y(t−p)+)s∈[(t−p)+,t] = Y[(t−p)+,t] − Y(t−p)+

untersucht. Soweit uns bekannt ist, werden Fenster mit maximaler Fensterlänge erstmals in

der vorliegenden Arbeit betrachtet. Analog zu Kapitel 3.2 bzw. Kapitel 4, kann man auch

hier für jedes Fenster ein Funktional

Ft ∶ C([(t − p)+, t]) → R

mit der zugehörigen Teststatistik Xt ∶= Ft(Y[(t−p)+,t] − Y(t−p)+) betrachten. Wir beschränken

uns wiederum auf den Fall, dass die zum Prozess Y[(t−p)+,t] − Y(t−p)+ gehörige Teststatistik
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterlänge p

Xt der Endpunkt dieses Prozesses ist. Im Nachfolgenden studieren wir also die sequentielle

Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt t ∈ [0,1] (und lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab)

⇐⇒ Xt = Yt − Y(t−p)+ > k1−α;p . (5.0.1)

Dabei ist k1−α;p > 0 der kritische Wert, welcher durch die Gleichung

P( sup
t∈[0,1]

(Bt −B(t−p)+) > k1−α;p) = α (5.0.2)

bestimmt ist (α ∈ (0,1)). Soweit wir wissen, ist sowohl der Prozess (Bt −B(t−p)+)t∈[0,1] als

auch die Entscheidungsregel (5.0.1) in der Literatur bisher noch nicht betrachtet worden.

5.1 Der Wiener-Slepian-p-Prozess

Wir charakterisieren den in (5.0.2) auftretenden stochastischen Prozess genauer:

Lemma 5.1.1 Es seien p > 0, T > 0 und V p
[0,T ]

∶= (Bt −B(t−p)+)t∈[0,T ]
. Dann gilt:

a) V p
[0,T ]

ist ein zentrierter Gauß-Prozess mit V p
0 = 0 und Kovarianzfunktion

Cov (V p
s , V

p
s+t) = (s − (s + t − p)+)+ für t ≥ 0 und s, s + t ∈ [0, T ].

b) V p
[0,T ]

ist nicht stationär und kein Markov-Prozess.

c) Die Pfade von V p
[0,T ]

sind stetig.

Beweis a) V p
0 = B0 = 0. Weiter ist V p

[0,T ]
ein zentrierter Gauß-Prozess, da die endlich-

dimensionalen Verteilungen von V p
[0,T ]

zentriert und normalverteilt sind. Für die Kovari-

anz gilt:

Cov (V p
s , V

p
s+t) = Cov (Bs,Bs+t) +Cov (B(s−p)+ ,B(s+t−p)+)

−Cov (B(s−p)+ ,Bs+t) −Cov (Bs,B(s+t−p)+)
=s + (s − p)+ − (s − p)+ −min(s, (s + t − p)+) = (s − (s + t − p)+)+ . (5.1.1)

b) Die Kovarianz (5.1.1) hängt sowohl von s als auch von t ab. Folglich ist V p
[0,T ]

nicht

schwach stationär. Weiterhin hat sie keine
”
Dreiecksgestalt“ und somit ist V p

[0,T ]
nach

Lemma 4.1.11 kein Markov-Prozess.
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

c) Da die Pfade der Brownschen Bewegung B[0,T ] stetig sind, sind auch diejenigen von

V p
[0,T ]

stetig. ∎

Für V p
[0,T ]

aus Lemma 5.1.1 gilt im Falle T ≥ p:

V p
t =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Bt , falls t ∈ [0, p)
Bt −Bt−p , falls t ∈ [p, T ]

. (5.1.2)

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass

• V p
[0,p)

eine Brownsche Bewegung (also ein Wiener-Prozess) ist und

• V p
[p,T ]

ein Slepian-p-Prozess ist.

Daher wählen wir die folgende Definition:

Definition 5.1.2

Es seien p > 0 und V p
[0,T ]

= (V p
t )t∈[0,T ] ein zentrierter Gauß-Prozess mit stetigen Pfaden und

V p
0 = 0. Gilt

Cov (V p
s , V

p
t ) = (s − (t − p)+)+ für s, t ≥ 0, s ≤ t,

so nennen wir V p
[0,T ]

einen Wiener-Slepian-p-Prozess.

Soweit wir wissen, wird der Wiener-Slepian-p-Prozess erstmals in der vorliegenden Arbeit

eingeführt. Gemäß dieser Definition ist ein Wiener-Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C([0, p])
eine Standard Brownsche Bewegung.

5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

Nach Definition 5.1.2 ist (Yt − Y(t−p)+)t∈[0,1] unter der Nullhypothese
”
H0 ∶ sf ≡ 0“ ein

Wiener-Slepian-p-Prozess. Folglich definieren wir:

Definition 5.2.1 (Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test)

Das sequentielle Verfahren mit der Entscheidungsvorschrift

Stoppe zum Zeitpunkt t ∈ [0,1] (und lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab)

⇐⇒ Yt − Y(t−p)+ > k1−α;p

aus (5.0.1) heißt Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test.
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterlänge p

Tabelle 5.1: Simulierte (1−α)-Quantile k1−α;p von supt∈[0,1] V
p
t , für p = 1 zusätzlich berechnet

1 − α
p Typ 0.9 0.95 0.975 0.99
0.05 simuliert 0.7224 0.7737 0.8198 0.8766
0.1 simuliert 0.9502 1.0279 1.0984 1.1801
0.15 simuliert 1.1040 1.2035 1.2938 1.4025
0.2 simuliert 1.2211 1.3427 1.4529 1.5819
0.25 simuliert 1.3128 1.4525 1.5761 1.7268
0.3 simuliert 1.3891 1.5492 1.6899 1.8544
0.35 simuliert 1.4525 1.6249 1.7818 1.9630
0.4 simuliert 1.4998 1.6894 1.8608 2.0580
0.45 simuliert 1.5454 1.7497 1.9321 2.1497
0.5 simuliert 1.5797 1.8028 1.9985 2.2200
0.55 simuliert 1.6050 1.8435 2.0482 2.2959
0.6 simuliert 1.6352 1.8834 2.1065 2.3631
0.65 simuliert 1.6554 1.9177 2.1455 2.4184
0.7 simuliert 1.6659 1.9409 2.1823 2.4704
0.75 simuliert 1.6738 1.9596 2.2056 2.5077
0.8 simuliert 1.6807 1.9753 2.2322 2.5347
0.85 simuliert 1.6734 1.9770 2.2472 2.5650
0.9 simuliert 1.6737 1.9861 2.2578 2.5738
0.95 simuliert 1.6540 1.9642 2.2431 2.5646
1 simuliert 1.6297 1.9463 2.2214 2.5647
1 berechnet 1.6449 1.9600 2.2414 2.5758

5.2.1 Kritische Werte

Eine analytische Berechnung des kritischen Wertes k1−α;p erweist sich als schwierig. Daher

bestimmen wir diesen Wert durch Simulationen näherungsweise. Wir approximieren die

Brownsche Bewegung durch einen Gaußschen Random Walk der Länge 2.000 und führen

200.000 Wiederholungen durch. In Tabelle 5.1 sind die Simulationsergebnisse dargestellt.

Im Fall p = 1 ist (Bt −B(t−1)+)t∈[0,1] = B[0,1], womit in diesem Fall das (1−α)-Quantil einfach

berechenbar ist. Für die Standard Brownsche Bewegung gilt nämlich (vgl. z. B. Billingsley,

1999, S. 92):

k1−α;1 = z1−α/2

Wir stellen diesen theoretischen Wert ebenfalls in Tabelle 5.1 dar um zu zeigen, dass die

simulierten und theoretischen Werte nahe beisammen liegen.
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

5.2.2 Performancevergleich bei Vorliegen der Alternative f = µ1(θ,1]

Im Nachfolgenden simulieren wir die Testgüte

P( sup
t∈[0,1]

(Yt − Y(t−p)+) > k1−α;p)

und die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests. Wir betrachten dazu

die Alternative f = µ1[θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0,1). Für die Simulationen werden jeweils

10.000 Wiederholungen durchgeführt und ein Gaußscher Random Walk mit 2.000 Beobach-

tungen zur Approximation an die Brownsche Bewegung verwendet.

Die Abbildungen 5.1 – 5.3 zeigen die Gütefunktionen bzw. Verfahrensstoppzeiten des

Kolmogorov-(Wiener-)Slepian-p-Tests und des gewöhnlichen Kolmogorov- sowie des Maxi-

mum Increase-Tests. Wir weisen explizit darauf hin, dass die beiden letztgenannten Tests

(vgl. Abschnitt 3.2) von p unabhängig sind. Zu Vergleichszwecken zeichnen wir deren Werte

allerdings mit ein.

Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test weist eine ähnliche Güte wie der Kolmogorov-

Slepian-p-Test aus Kapitel 4 auf, weshalb sich diese beiden Gütefunktionen in Abbildung 5.1

meist überdecken. Für p = 0.9 und θ ∈ {0.6, 0.8} ist allerdings der Kolmogorov-Slepian-p-Test

etwas besser. Hinsichtlich der Güte gelten damit für den Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-

Test die gleichen Aussagen wie für den Kolmogorov-Slepian-p-Test (vgl. Anmerkungen zu

Abbildung 4.5).

Abbildung 5.2 zeigt, dass die Verfahrensstoppzeiten des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests

und des Kolmogorov-Slepian-p-Tests auf dem y-Abschnitt [p,1] gleich sind. Weiter wird

durch diese Darstellung deutlich, dass der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test nicht nach

unten durch p beschränkt ist. Diesen Effekt kann man besonders gut im Falle p = 0.75 oder

p = 0.9 erkennen: Hier weist der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test eine deutlich bessere

Verfahrensstoppzeit auf.

In Abbildung 5.3 vergleichen wir die Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-

p-Tests mit derjenigen des Maximum Increase-Tests. Für p ∈ {0.1,0.25} ergibt sich hier

im Wesentlichen das gleiche Bild wie in Abbildung 4.6. Interessant ist hierbei der Fall

p ∈ {0.5,0.75,0.9}, da hier der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test den Maximum Increase-

Test dominiert, falls θ klein ist (also θ ∈ {0,0.2} gilt).
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5 Sequentielle Testverfahren mit maximaler Fensterlänge p
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test
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5.2 Der Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test

5.2.3 Zur Wahl der Fensterlänge p

Analog zu Kapitel 4.3.5, zeigen wir in den Abbildungen 5.4 – 5.5 die simulierte Testgüte bzw.

Verfahrensstoppzeit des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der Alternative

f = µ1(θ,1] mit θ ∈ [0, 1) und µ > 0 in Abhängigkeit von p ∈ (0, 1]. Für die Simulationen wer-

den 10.000 Wiederholungen durchgeführt und zur Approximation der Brownschen Bewegung

jeweils ein Gaußscher Random Walk mit 2.000 Beobachtungen verwendet. Abbildung 5.4

theta=0 theta=0.2 theta=0.4

theta=0.6 theta=0.8

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

G
üt

e

µ

1

3

6

8

Abbildung 5.4: Güte des Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Tests in Abhängigkeit von p für
Alternative f = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1; Simulationen)

zeigt, dass die Fensterlänge p auch beim Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test nicht allzu

klein gewählt werden sollte. Wie schon beim Kolmogorov-Slepian-p-Test (Abschnitt 4.3.5),

ist auch beim Kolmogorov-Wiener-Slepian-p-Test die Fensterlänge p = 1 − θ eine sehr gute

Wahl. Dies lässt sich sowohl an der Testgüte als auch an der Verfahrensstoppzeit erkennen –

beim Kolmogorov-Slepian-p-Test kann man bei der Verfahrensstoppzeit (sh. Abbildung 4.9)

aufgrund der Beschränktheit nach unten durch p kaum etwas erkennen und die Empfehlung

p = 1 − θ wird in Abschnitt 4.3.5 einzig mit der Testgüte begründet.
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Teil III

Beste α-Niveau Tests
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6 Der Kernel eines Gauß-Prozesses

In Theorem 2.1.2 stellen wir das Cameron-Martin Theorem in seiner ursprünglichen Form,

nämlich für Brownsche Bewegungen, dar. In diesem Abschnitt zitieren wir eine Verallge-

meinerung auf beliebige Gauß-Prozesse, wozu der Begriff des
”
Kernels“ benötigt wird (vgl.

Abschnitt 6.1). In Abschnitt 6.2 berechnen wir erstmalig den Kernel für den Slepian-p- und

für den Wiener-Slepian-p-Prozess.

6.1 Eigenschaften des Kernels und eine

Verallgemeinerung des Cameron-Martin Theorems

Im Nachfolgenden nennen wir lediglich die für uns wichtigen Eigenschaften des Kernels.

Für eine formale Definition bzw. Herleitung verweisen wir auf Abschnitt B.1 des Anhangs.

Der Kernel HX eines zentrierten Gauß-Prozesses X[0,T ] = (Xt)t∈[0,T ], T > 0, mit Pfaden

in C([0, T ]), ist ein linearer Unterraum von C([0, T ]). HX ist mit einem Skalarprodukt

versehen. Weiter gilt:

Bemerkung 6.1.1 a) Der sog.
”

reproduzierende Kernel“ ist eine geschlossene Teilmenge

des Kernels (Lifshits, 2012, S. 33).

b) Im Falle der Brownschen Bewegung mit Pfaden in C([0, T ]), T > 0, gilt (Lifshits, 2012,

S. 28):

reproduzierender Kernel = Kernel = {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])} =∶ HBM .

Dabei steht
”

BM“ für
”

Brownian Motion“.

c) Sei X[0,T ] = (Xt)t∈[0,T ] ein zentrierter Gauß-Prozess mit Werten in C([0, T ]) und Kernel

HX . Weiter sei L ∶ C([0, T ]) → C([0, T̃ ]) eine lineare Abbildung, T̃ > 0. Dann ist der

Kernel von Z[0,T̃ ] ∶= L ○X[0,T ] gegeben durch:

HZ = L(HX)
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6 Der Kernel eines Gauß-Prozesses

und die zugehörige Norm ist für h ∈ HZ gegeben durch (Lifshits, 2012, Prop. 4.1).:

∥h∥HZ = inf
{h̃∈HX ∣ Lh̃=h}

∥h̃∥HX .

Es folgt die angesprochene Verallgemeinerung des Cameron-Martin Theorems, wodurch die

Relevanz des Kernels zum Vorschein kommt:

Satz 6.1.2 (Verallgemeinerung von Cameron-Martin)

Seien T > 0 und X[0,T ] = (Xt)t∈[0,T ] ein zentrierter Gauß-Prozess mit Werten in C([0, T ]),

Verteilung PX[0,T ] und Kernel HX . Dann gilt:

PX[0,T ]
+h ist absolutstetig bzgl. PX[0,T ] ⇐⇒ h ∈ HX .

Ist h ∈ HX , so gilt:

dPX[0,T ]
+h

dPX[0,T ]

(g) = exp(−1

2
∥h∥2HX + z(g)) für PX[0,T ]-fast alle g ∈ C([0, T ]).

Dabei ist z ∶ C([0, T ]) → R ein Funktional, welches den nachfolgenden Bedingungen genügt:

i) Es existiert eine Folge (zn)n∈N mit zn ∶ C([0, T ]) → R stetig und linear sowie

lim
n→∞

zn = z.

Die Konvergenz ist dabei im L2( C([0, T ]) , PX[0,T ] )-Sinne gemeint.

ii) E (Xt ⋅ z(X[0,T ])) = h(t) , t ∈ [0, T ].

Beweis Die Aussage entspricht Theorem 5.1 aus Lifshits (2012), wenn man Folgendes

berücksichtigt:

i) Lifshits Forderung
”
z ∈ X“ ist aufgrund der Definition von X (vgl. Abschnitt B.1, Formel

(B.1.1)) in dem hier vorliegenden Fall äquivalent zu der Bedingung i) aus Satz 6.1.2.

ii) Wegen Korollar B.1.1 gilt:

Iz(t) = E (Xt ⋅ z(X[0,T ])) , t ∈ [0, T ].

Damit ist Bedingung ii) äquivalent zu Lifshits Forderung
”
Iz = h“. ∎

Wir verwenden in Abschnitt 7.2 diese verallgemeinerte Version des Cameron-Martin Theo-

rems, um einen gleichmäßig besten Test für Wiener-Slepian-p-Prozesse zu beweisen.
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6.2 Der Kernel für spezielle Gauß-Prozesse

Ist X[0,T ] = B[0,T ] eine Standard Brownsche Bewegung, so ergibt sich in Satz 6.1.2 gerade

der im ursprünglichen Cameron-Martin Theorem (Theorem 2.1.2) angegebene Likelihood-

quotient:

Beispiel 6.1.3 Es seien T > 0 und B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ] eine Standard Brownsche Bewegung

sowie f ∈ L2([0, T ]). Dann liegt sf wegen Bemerkung 6.1.1 im Kernel der Brownschen

Bewegung (i.Z.: sf ∈ HBM) und nach Satz 6.1.2 ist somit

PB[0,T ]
+sf bzgl. PB[0,T ] absolutstetig.

Weiterhin ist

z ∶ C([0, T ]) → R , B ↦
T

∫
0

f(s) dBs

stetig und linear mit (t ∈ [0, T ]):

E (Bt z(B[0,T ])) = E
⎛
⎝

T

∫
0

1[0,t]dB ⋅
T

∫
0

f(s)dBs

⎞
⎠

⋆=
t

∫
0

fd� = sf(t).

Die Gleichheit in ⋆ gilt aufgrund der sog. Isometrie-Eigenschaft des Wiener-Integrals (sh.

z. B. Kuo, 2006, S.12). Damit erfüllt z die Bedingungen i) und ii) aus Satz 6.1.2, womit

folgt:

dLsf
dL0

(B) = exp
⎛
⎝
−1

2
∥f∥2L2 +

T

∫
0

fdB
⎞
⎠

für L0-fast alle B ∈ C([0, T ]). (6.1.1)

Dabei ist Lsf bzw. L0 die Verteilung einer Brownschen Bewegung mit Erwartungswertfunk-

tion sf bzw. 0. Der Quotient aus (6.1.1) ist für T = 1 gerade die Darstellung aus dem

ursprünglichen Cameron-Martin Theorem (Theorem 2.1.2).

6.2 Der Kernel für spezielle Gauß-Prozesse

Kombiniert man das Neyman-Pearson Lemma mit dem verallgemeinerten Cameron-Martin

Theorem, so kann man beste α-Niveau Tests konstruieren (vgl. Abschnitt 7). Daher geben

wir im Nachfolgenden die Kernel für den Slepian-p- und für den Wiener-Slepian-p-Prozess

an. Soweit uns bekannt ist, sind diese Kernel in der Literatur bisher noch nicht berechnet

worden.
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6 Der Kernel eines Gauß-Prozesses

6.2.1 Der Kernel im Falle eines Slepian-p-Prozesses

Es seien p > 0, T > 0 und B[0,T+p] = (Bt)t∈[0,T+p] eine Standard Brownsche Bewegung. Weiter

sei ∆p ∶ R[0,T+p] → R[0,T ] der lineare Operator aus (4.2.4) mit

∆pB[0,T+p] = (Bt+p −Bt)t∈[0,T ]
.

Dann können wir den Kernel eines Slepian-p-Prozesses wie folgt darstellen:

Satz 6.2.1 (Kernel eines Slepian-p-Prozesses)

Es seien p > 0, T > 0 und W p
[0,T ]

ein Slepian-p-Prozess. Dann ist der zu W p
[0,T ]

gehörige

Kernel gegeben durch

HSlepian−p = {∆psf ∣ f ∈ L2([0, T + p])} = {c + sk ∣ c ∈ R , k ∈ L2([0, T ])} .

Insbesondere gilt ∆psf = sf(p) + s∆pf für f ∈ L2([0, T + p]).

Beweis Der Kernel von B[0,T+p] ist gegeben durch HBM = {sf ∣ f ∈ L2([0, T + p])}. Da ∆p

linear ist, folgt nach Bemerkung 6.1.1 c):

HSlepian−p = ∆p (HBM) = {∆psf ∣ f ∈ L2([0, T + p])} . (6.2.1)

Damit ist die erste Gleichung in Satz 6.2.1 bewiesen. Um die Zweite einzusehen, zeigen wir

zunächst, dass HSlepian−p ⊆ {c + sk ∣ c ∈ R , k ∈ L2([0, T ])} gilt. Sei dazu f ∈ L2([0, T + p])
fest. Dann gilt für t ∈ [0, T ]:

∆psf(t) = sf(t + p) − sf(t) = ∫
[0,p)

fd� + ∫
[p,t+p]

fd� − ∫
[0,t]

fd�

= sf(p) + s∆pf(t) . (6.2.2)

Somit hat ∆psf wie behauptet die Form c + sk, wenn man c ∶= sf(p) ∈ R und k ∶= ∆pf ∈
L2([0, T ]) wählt. Um HSlepian−p ⊇ {c + sk ∣ c ∈ R , k ∈ L2([0, T ])} einzusehen, sei c ∈ R und

k ∈ L2([0, T ]) beliebig. Wir definieren

f0(t) ∶=
⌊ t
p
⌋

∑
j=1

k(t − jp) , t ∈ [0, T + p] ,

wobei ∑0
j=1 aj ∶= 0 für aj ∈ R und ⌊x⌋ ∶= max{k ∈ Z ∣ k ≤ x} für x ≥ 0. Dann ist
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6.2 Der Kernel für spezielle Gauß-Prozesse

f0 ∈ L2([0, T + p]) mit f0∣[0,p) ≡ 0 und für t ∈ [0, T ] gilt:

∆pf0(t) =
⌊
t+p
p

⌋

∑
j=1

k(t + p − jp) −
⌊ t
p
⌋

∑
j=1

k(t − jp) = k(t).

Wir betrachten nun für c ∈ R die Verschiebung

f ∶= f0 + c
p ∈ L2([0, T + p]).

Dann erfüllt f die Gleichung ∆psf = c + sk , da

∆pf(t) = [f0(t + p) + c
p] − [f0(t) + c

p] = ∆pf0(t) = k(t) , t ∈ [0, T ],

und (vgl. (6.2.2)):

∆psf = sf(p) + s∆pf = ∫
[0,p)

f0®
=0

+ cp d� + sk = c + sk.

Damit ist {c + sk ∣ c ∈ R, k ∈ L2([0, T ]) } ⊆ HSlepian−p ebenfalls gezeigt.

Der Zusatz ∆psf = sf(p) + s∆pf gilt wegen (6.2.2), womit Satz 6.2.1 vollständig bewiesen

ist. ∎

Weitere Eigenschaften des Slepian-p-Kernels geben wir in Abschnitt B.2 des Anhangs an.

6.2.2 Der Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses

Es seien p > 0, T > 0. Wir betrachten für h ∶ [0, T ] → R die Abbildung Dp ∶ R[0,T ] → R[0,T ]

mit

Dph(t) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

h(t) , falls t ∈ [0, p)
h(t) − h(t − p) , falls t ∈ [p, T ]

. (6.2.3)

Ist h(0) = 0, so gilt (Dph)(t) = h(t) − h((t − p)+) für t ∈ [0, T ]. Insbesondere folgt daraus,

dass

DpB[0,T ] = (Bt −B(t−p)+)t∈[0,T ]

ein Wiener-Slepian-p-Prozess ist. Im Gegensatz zur Abbildung ∆p aus Kapitel 4 (vgl.

Lemma 4.2.5) ist Dp bijektiv:
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6 Der Kernel eines Gauß-Prozesses

Lemma 6.2.2 Dp ist linear und bijektiv. Für die Inverse (Dp)−1 ∶ R[0,T ] → R[0,T ] gilt

(h ∶ [0, T ] → R):

((Dp)−1h) (t) =
⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) , t ∈ [0, T ]. (6.2.4)

Dabei ist ⌊x⌋ ∶= max{k ∈ Z∣k ≤ x} für x ≥ 0.

Beweis Die Linearität ist klar.

Im Falle p > T ist Dph = h und nach (6.2.4) ist (Dp)−1h = h, womit Lemma 6.2.2 in dieser

Situation richtig ist.

Sei daher p ≤ T . Um die Injektivität einzusehen, seien h,g ∈ L2([0, T ]) zwei Funktionen mit

Dpg =Dph. Nach Definition von Dp gilt also:

g(t) = h(t) für alle t ∈ [0, p) (6.2.5)

und g(t) − g(t − p) = h(t) − h(t − p) für alle t ∈ [p, T ]. (6.2.6)

Aus der Gleichheit von g und h auf [0, p) und (6.2.6) folgt:

g(t) = h(t) für alle t ∈ [p,2p) ∩ [0, T ]. (6.2.7)

Daraus wiederum kann wegen (6.2.6) g(t) = h(t) für alle t ∈ [2p, 3p)∩[0, T ] gefolgert werden.

Setzt man diese Argumentation induktiv fort, so erhält man: g(t) = h(t) für alle t ∈ [0, T ]
und damit die Injektivität von Dp.

Sei nun h ∶ [0, T ] → R eine beliebige Funktion und g die Abbildung aus (6.2.4), also

g(t) ∶=
⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) , t ∈ [0, T ].

Dann ist Dpg = h (Beweis sh. unten) und somit Dp surjektiv, also bijektiv. Damit aber folgt

auch, dass g = (Dp)−1 h gilt, womit (6.2.4) bewiesen ist.

Es bleibt noch die Korrektheit von Dpg = h nachzuweisen:

i) Für t ∈ [0, p) ist ⌊ tp⌋ = 0 und damit gilt: Dpg(t) = g(t) = h(t).

ii) Für t ∈ [p, T ] gilt:

Dpg(t) =
⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) −
⌊
t−p
p

⌋

∑
j=0

h(t − p − jp) = h(t) .

Damit ist Lemma 6.2.2 vollständig bewiesen. ∎
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6.2 Der Kernel für spezielle Gauß-Prozesse

Lemma 6.2.3 Es seien p > 0, T > 0 und h ∶ [0, T ] → R eine Abbildung.

a) Ist h von beschränkter Variation, so ist dies auch für Dph und (Dp)−1h richtig.

b) Ist h stetig mit h(0) = 0, so sind Dph und (Dp)−1h ebenfalls stetig.

Beweis Im Fall T < p ist Dph = h = (Dp)−1h, womit die Aussagen aus Lemma 6.2.3

unmittelbar folgen. Sei daher nun T ≥ p.

a) Es sei h ∶ [0, T ] → R von beschränkter Variation. Nach Definition ist

Dph(t) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

h(t) , falls t ∈ [0, p)
h(t) − h(t − p) , falls t ∈ [p, T ]

. (6.2.8)

Dph ist damit als Linearkombination von Funktionen beschränkter Variation selbst von

beschränkter Variation.

Für (Dp)−1h gilt nach Lemma 6.2.2 (t ∈ [0, T ]):

((Dp)−1h) (t) =
⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h(t) , falls t ∈ [0, p)
h(t) + h(t − p) , falls t ∈ [p,2p) ∩ [0, T ]
h(t) + h(t − p) + h(t − 2p) , falls t ∈ [2p,3p) ∩ [0, T ]
...

. (6.2.9)

Aus dieser Darstellung aber ist ersichtlich, dass (Dp)−1h ebenfalls eine Linearkombination

von Funktionen beschränkter Variation ist. Folglich ist (Dp)−1h ∈ BV ([0, T ]).

b) Linearkombinationen stetiger Funktionen sind wiederum stetig. Um die Stetigkeit von

Dph einzusehen, genügt es daher wegen (6.2.8), die Stetigkeit in t = p nachzuweisen.

Diese folgt allerdings aus:

lim
t↑p

Dph(t) = lim
t→p

h(t) = h(p) = h(p) − h(0) = lim
t→p

h(t) − h(t − p) = lim
t↓p

Dph(t).

Um die Stetigkeit von (Dp)−1h einzusehen, betrachten wir die Darstellung aus (6.2.9).

Aufgrund der obigen Argumentation genügt es, die Stetigkeit von (Dp)−1h an den Stellen
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6 Der Kernel eines Gauß-Prozesses

{kp ∣ k ∈N mit kp ≤ T} nachzweisen. Es sei also k ∈N mit kp ≤ T . Dann gilt:

lim
t↑kp

((Dp)−1h) (t) = lim
t↑kp

⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) =
k−1

∑
j=0

h (kp − jp) + h(kp − kp
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

)

= lim
t↓kp

⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) = lim
t↓kp

((Dp)−1h) (t).

Damit folgt (Dp)−1h ∈ C([0, T ]), womit die Behauptung aus Lemma 6.2.3 bewiesen ist.∎

Satz 6.2.4 (Kernel eines Wiener-Slepian-p-Prozesses)

Es seien p > 0 und T > 0. Der Kernel eines Wiener-Slepian-p-Prozesses V p
[0,T ]

= (V p
t )t∈[0,T ]

ist

HWiener-Sl.-p ∶= {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])}

und die zugehörige Norm ist gegeben durch

∥sf∥HWiener-Sl.-p
= ∥(Dp)−1f∥L2 .

Insbesondere ist Dpsf = sDpf für f ∈ L2([0, T ]).

Bemerkung 6.2.5 Der Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses ist gleich dem (reproduzie-

renden) Kernel H der Brownschen Bewegung. Wir schreiben daher im Folgenden H anstatt

HWiener-Sl.-p. Für die zugehörigen Normen auf den Kerneln gilt die Gleichheit jedoch nicht.

Beweis (von Satz 6.2.4) Es sei HBM = {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])} der zu B[0,T ] gehörige

Kernel. Dp ist linear und somit gilt wegen Bemerkung 6.1.1 c):

HWiener-Sl.-p =Dp(HBM) = {Dpsf ∣ f ∈ L2([0, T ])}. (6.2.10)

Zunächst halten wir fest, dass für f ∈ L2([0, T ]) gilt:

Dpsf = sDpf . (6.2.11)

Wir beweisen die Aussage (6.2.11) durch Fallunterscheidung:

i) Fall t ∈ [0, p) ∩ [0, T ]: Dpsf(t) = sf(t) = ∫[0,t]Dpf(s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=f(s)

ds = sDpf(t).

Ist T < p, so ist (6.2.11) bewiesen. Im Fall T ≥ p gilt (6.2.11) ebenfalls, da dann zusätzlich

das Folgende richtig ist:
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6.2 Der Kernel für spezielle Gauß-Prozesse

ii) Fall t ∈ [p, T ]:

Dpsf(t) = ∫
[0,t]

f(s) ds − ∫
[0,t−p]

f(s) ds

= ∫
[0,p)

Dpf(s) ds + ∫
[p,t]

Dpf(s) ds = sDpf(t).

Für f ∈ L2([0, T ]) ist Dpf ebenfalls aus L2([0, T ]) und damit folgt aus (6.2.11):

HWiener-Sl.-p ⊆ {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])}.

Um die umgekehrte Teilmengenbeziehung einzusehen sei sh ∈ {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])}, also

h ∈ L2([0, T ]). Nach Lemma 6.2.2 erfüllt g definiert durch

g(t) ∶=
⌊ t
p
⌋

∑
j=0

h(t − jp) , t ∈ [0, T ], (6.2.12)

die Gleichung Dpg = h. Mit (6.2.11) folgt nun sh = Dpsg und damit insbesondere:

sh ∈ HWiener-Sl.-p, da g ∈ L2([0, T ]). Folglich ist auch {sf ∣ f ∈ L2([0, T ])} ⊆ HWiener-Sl.-p

gezeigt.

Nach Bemerkung 6.1.1 c) ist die Norm auf HWiener-Sl.-p gegeben durch (f ∈ L2([0, T ])):

∥sf∥HWiener-Sl.-p
= inf

{sh∈HBM ∣ Dpsh=sf}
∥sh∥HBM

= inf
{h∈L2([0,T ]) ∣ Dph=f}

∥h∥L2 = ∥(Dp)−1f∥L2 ,

wobei die vorletzte Gleichheit wegen (6.2.11) gilt. ∎
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7 Beste α-Niveau Tests

In den nachfolgenden Abschnitten 7.1 bzw. 7.2 geben wir erstmalig beste α-Niveau Tests

für Slepian-p- bzw. Wiener-Slepian-p-Prozesse an.

7.1 Bester Slepian-p-Test

Um einen besten α-Niveau Test, α ∈ (0, 1), für Slepian-p-Prozesse zu konstruieren, präsentie-

ren wir zunächst in Abschnitt 7.1.1 ein Resultat aus Shepp (1966) zur Verteilungs-Äquivalenz

von bestimmten Gauß-Prozessen. Anschließend präzisieren wir dieses Resultat für die Si-

tuation eines Slepian-p-Prozesses mit Erwartungswertfunktion m in Abschnitt 7.1.2. In

der Literatur wurde dies bisher nur für den Fall p = 1 und m ≡ 0 getan. In Abschnitt 7.1.3

geben wir erstmals einen besten α-Niveau Test für Slepian-p-Prozesse an. Abschließend

diskutieren wir eine zu den Gütebetrachtungen aus Abschnitt 4.3 passende Alternative,

wofür wir einen gleichmäßig besten α-Niveau Test mitsamt Güte angeben. Sowohl dieser

gleichmäßig beste Test als auch die zugehörige Güte tauchen in dieser Arbeit erstmalig auf.

7.1.1 Free Brownian Motion und dazu verteilungsäquivalente

Prozesse

Es sei X[0,T ] = (Xt)t∈[0,T ] ein Gauß-Prozess mit Pfaden in C([0, T ]), T > 0. Shepp (1966) hat

erstmals dargestellt, unter welchen Bedingungen PX[0,T ] zum Wiener Maß (oder bestimmten

Abwandlung desselbigen) äquivalent ist. Eine dieser
”
Abwandlungen“ des Wiener Maßes ist

die Verteilung der (nicht-differenzierbaren)
”
free Brownian Motion“.

Definition 7.1.1 (Free Brownian Motion)

ξ sei eine N(0,1)-verteilte Zufallsgröße, welche von der Standard Brownschen Bewegung

B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ], T > 0, stochastisch unabhängig ist. Im Nachfolgenden bezeichnen wir

den Prozess

ξ +B[0,T ] ∶= (ξ +Bt)t∈[0,T ]

als (nicht-differenzierbare) free Brownian Motion.
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Wir erweitern das in Abschnitt 2.1.1 eingeführte Wiener-Integral auf den Fall, dass eine

free Brownian Motion als Integrator auftritt:

Definition 7.1.2

Es seien T > 0 und B ∶= ξ +B[0,T ] eine free Brownian Motion. Für f ∈ L2([0, T ]) definieren

wir:

i) ∫
T

0 f(s) dB(s) ∶= ∫
T

0 f(s) dξ + ∫
T

0 f(s) dB(s) = ∫
T

0 f(s) dB(s).

Dabei ist ∫
T

0 f(s) dξ = 0, da der Integrator ξ von s unabhängig ist. ∫
T

0 f(s) dB(s) ist

ein Wiener-Integral.

ii) Für c ∈ R, k ∈ L2([0, T ]) seien m ∶= c + sk und Bm(t) ∶= B(t) −m(t), t ∈ [0, T ]. Dann:

T

∫
0

f(s) dBm(s) ∶=
T

∫
0

f(s) dB(s) − ∫
[0,T ]

f(s)k(s) �(ds).

Weiter definieren wir für H ∈ L2([0, T ]2):

T

∫
0

T

∫
0

H(s, t) dBm(s) dBm(t)

∶= ∫
[0,T ]

∫
[0,T ]

H(s, t)k(s)k(t) �(ds) �(dt) − ∫
[0,T ]

T

∫
0

H(s, t) dB(s) k(t)�(dt)

−
T

∫
0

∫
[0,T ]

H(s, t)k(s) �(ds) dB(t) +
T

∫
0

T

∫
0

H(s, t) dB(s) dB(t).

Dabei ist das letzte Integral ein doppeltes Wiener Integral (sh. z. B. Kuo, 2006, S. 150ff.).

Ist f von beschränkter Variation bzw. H von beschränkter Variation im Sinne von Vitali

(vgl. z. B. Bischoff und Somayasa, 2009, S. 2173), so können die Integrale aus Definiti-

on 7.1.2 als Riemann-Stieltjes Integrale aufgefasst werden. In diesem Fall ergeben sich die

angegebenen Definitionen aus der Tatsache, dass Riemann-Stieltjes Integrale im Integrator

linear sind.

Wir zitieren das Shepp (1966)-Resultat für den Fall der free Brownian Motion:

Theorem 7.1.3 (Shepp (1966))

Sei X[0,T ] ein Gauß-Prozess mit existierender Erwartungswertfunktion m und Kovarianz-

funktion R mit R(0,0) > 0. ξ +B[0,T ] sei eine free Brownian Motion.

Dann sind PX[0,T ] und Pξ+B[0,T ] genau dann äquivalent, wenn die folgenden Bedingungen

erfüllt sind:
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1) m ∈ C[0, T ] derart, dass m = c + sk für ein c ∈ R, k ∈ L2([0, T ]).

2) Für die Kovarianzfunktion R gelte

R(s, t) = R(0, s) R(0, t)
R(0,0) +min(s, t) −

s

∫
0

t

∫
0

K(u, v) du dv , s, t ∈ [0, T ], (7.1.1)

sowie
1√

R(0,0)
[R(0, t) −R(0,0)] =

t

∫
0

a(u) du , t ∈ [0, T ], (7.1.2)

wobei K ∈ L2([0, T ] × [0, T ]) ein eindeutiger, symmetrischer Kernel ist mit 1 ∉ σ(K)
sowie a ∈ L2([0, T ]).

Dabei ist

σ(K) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
λ ∣ Es ex. f ≠ 0 ∈ L2 mit

T

∫
0

K(t, u)f(u) du = λf(t) , t ∈ [0, T ]
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

das Spektrum von K .

Sind die beiden Maße äquivalent, so gilt für Pξ+B[0,T ]-fast alle B ∈ C[0, T ]:

dPX[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(B) = [R(0,0) ∏
λ∈σ(K)

(1 − λ)]
−1/2

× exp{ (7.1.3)

− 1

2

T

∫
0

T

∫
0

H(s, t) dBm(s)dBm(t) (7.1.4)

− Bm(0)2
2R(0,0)

T

∫
0

T

∫
0

H(s, t)a(s)a(t) dsdt (7.1.5)

+ Bm(0)√
R(0,0)

T

∫
0

T

∫
0

H(s, t)a(s)dsdBm(t) (7.1.6)

− Bm(0)2
2R(0,0)

T

∫
0

a(t)2dt + Bm(0)√
R(0,0)

T

∫
0

a(t)dBm(t) (7.1.7)

− 1

2
[Bm(0)2
R(0,0) − B(0)

2] −
∥k∥2

L2

2
+

T

∫
0

k(s) dB(s) } (7.1.8)

Dabei ist Bm(t) ∶= B(t) −m(t), t ∈ [0, T ] und H die zu K gehörige Fredholm Resolvente an

der Stelle λ = 1.

121



7 Beste α-Niveau Tests

Beweis Die obige Aussage kann aus Shepp (1966, Theorem 8) hergeleitet werden, wenn

man dort n = 0 setzt. Sie findet sich aber auch explizit in Bar-David (1975, S. 725). ∎

In Satz 6.2.1 wird erstmalig der Kernel eines Slepian-p-Prozesses angegeben. Aus dieser

Darstellung folgt unmittelbar:

Bemerkung 7.1.4 Eine Funktion m erfüllt die Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3 genau

dann, wenn m im Kernel des Slepian-p-Prozesses liegt, also

m ∈ HSlepian−p = {c + sk ∣ c ∈ R, k ∈ L2([0, T ])}

gilt.

Mit Theorem 7.1.3 kann die nachfolgende Äquivalenz bewiesen werden.

Korollar 7.1.5 Seien T > 0 und B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ] eine Standard Brownsche Bewegung,

die von ξ ∼ N(0,1) stochastisch unabhängig ist. Dann gilt für λ ∈ R, λ ≠ 0:

Pλ(ξ+B[0,T ]
) ist äquivalent zu Pξ+B[0,T ] ⇐⇒ λ = ±1 .

Beweis Sei Rλ die Kovarianzfunktion von λ (ξ +B[0,T ]), also

Rλ(s, t) = λ2Cov (ξ +Bs, ξ +Bt) = λ2(1 +min(s, t)) , s, t ∈ [0, T ].

Wegen λ ≠ 0 folgt Rλ(0,0) = λ2 > 0, womit die Voraussetzungen von Theorem 7.1.3 erfüllt

sind. Weiter gilt:

1) Da E (λ(ξ +Bt)) = 0 für alle t ∈ [0, T ] gilt, ist Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3

trivialerweise erfüllt.

2) Die Forderung (7.1.2) ist stets erfüllt, da für alle t ∈ [0, T ] gilt:

1√
Rλ(0,0)

[Rλ(0, t) −Rλ(0,0)] =
1

λ
[λ2 − λ2] = 0

=
t

∫
0

a(u) du , wobei a(u) ∶= 0 für u ∈ [0, T ].

Forderung (7.1.1) ist genau dann erfüllt, wenn ein symmetrischer Kernel

Kλ ∈ L2([0, T ]2) existiert mit

s

∫
0

t

∫
0

Kλ(u, v) du dv = Rλ(0, s) Rλ(0, t)
Rλ(0,0)

+min(s, t) −Rλ(s, t) . (7.1.9)
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Für die rechte Seite in (7.1.9) gilt:

Rλ(0, s) Rλ(0, t)
Rλ(0,0)

+min(s, t) −Rλ(s, t)

= λ2 +min(s, t) − λ2(1 +min(s, t)) = (1 − λ2)min(s, t) .

Damit kann Kλ in (7.1.9) nur existieren, falls 1 − λ2 = 0, also λ = ±1, gilt.

Somit aber ist die Behauptung bewiesen. ∎

7.1.2 Slepian-p-Prozess und Free Brownian Motion

Es seien in diesem Abschnitt p > 0, 0 ≤ T ≤ p sowie B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche

Bewegung, die von ξ ∼ N(0, 1) stochastisch unabhängig ist und W p
[0,T ]

ein Slepian-p-Prozess.

Lemma 7.1.6 Für λ ∈ R, λ ≠ 0, gilt:

P
λW p

[0,T ] ist zu Pξ+B[0,T ] äquivalent ⇐⇒ λ = ± 1√
2
.

Für p = 1 verwendet Shepp (1966, Formel (16.5)) die Richtung
”
⇐“ aus Lemma 7.1.6. Die

in Lemma 7.1.6 angegebene Äquivalenz und die Verallgemeinerung auf p > 0 wird erstmalig

in dieser Arbeit bewiesen.

Beweis (von Lemma 7.1.6) Sei zunächst λ = ± 1√
2
, dann gilt: Der Prozess ± 1√

2
W p

[0,T ]
hat

die Kovarianzfunktion (s, t ∈ [0, T ]):

R(s, t) ∶= Cov (± 1√
2
W p
s ,± 1√

2
W P
t ) = 1

2(p − ∣t − s∣)+ .

Wegen T ≤ p aber gilt ∣t − s∣ ≤ T ≤ p und damit folgt weiter

R(s, t) = 1
2(p − ∣t − s∣) (7.1.10)

mit R(0,0) = p
2 > 0. Weiter gilt für ± 1√

2
W p

[0,T ]
:

1) Der Erwartungswert von ± 1√
2
W p
t ist 0 für alle t ∈ [0, T ] und erfüllt damit die Bedingung

1) aus Theorem 7.1.3.

2) Auch die Bedingungen aus Theorem 7.1.3 – 2) werden eingehalten, da der symmetrische

Kernel K mit

K(u, v) ∶= 1

2p
, u, v ∈ [0, T ],
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7 Beste α-Niveau Tests

der Gleichung (7.1.1) genügt. Denn für s, t ∈ [0, T ] mit T ≤ p gilt:

R(0, s) R(0, t)
R(0,0) +min(s, t) −R(s, t) =(p − t) (p − s)

2p
+min(s, t) − p − ∣t − s∣

2

=1

2
[st
p
− t − s + 2 min(s, t) + ∣t − s∣]

= st
2p

=
s

∫
0

t

∫
0

K(u, v) du dv .

Das Spektrum von K ist gegeben durch:

σ(K) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β ∈ R ∣ Es ex. f ≠ 0 ∈ L2([0, T ]) mit

1

2p

T

∫
0

f(u) du = βf(t) , t ∈ [0, T ]
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

={β ∈ R ∣ Es ex. c ≠ 0 ∈ R mit
1

2p
Tc = βc } = { T

2p
}

mit 1 ∉ σ(K), da nach Voraussetzung T ≤ p ist.

Die Funktion a ∈ L2([0, T ]) mit a(u) ∶= − 1√
2p

erfüllt die Gleichung (7.1.2), da

1√
R(0,0)

[R(0, t) −R(0,0)] =
√

2

p
[p − t

2
− p

2
] =

t

∫
0

a(u) du .

Damit folgt mit Theorem 7.1.3, dass

P
± 1

√

2
W p

[0,T ] und Pξ+B[0,T ] äquivalent sind. (7.1.11)

Sei nun λ ∉ {− 1√
2
, 0, 1√

2
}. Dann gilt für M ⊆ C([0, T ]) mit M ist in der Borelschen σ-Algebra

von C([0, T ]) enthalten (i.Z M ∈ B(C([0, T ]))):

P(λW P
[0,T ]

∈M) =P ( 1√
2
W P

[0,T ]
∈ 1√

2λ
M) = ∫

1
√

2λ
M

ϕ dPξ+B[0,T ] ,

wobei ϕ die Radon-Nikodym Dichte dP
1

√

2
W
p
[0,T ]

dP
ξ+B

[0,T ]
ist. Diese existiert wegen der Äquivalenz von

P
1

√

2
W p

[0,T ] und Pξ+B[0,T ] (sh. (7.1.11)). Anwendung des elementaren Transformationssatzes

ergibt, dass der obige Ausdruck übereinstimmt mit:

∫
M

ϕ ( 1√
2λ
g) P

√
2λ(ξ+B

[0,T ]
)(dg) .
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Daraus folgt, dass P
λW p

[0,T ] bzgl. P
√
2λ(ξ+B

[0,T ]
) absolutstetig ist. Da P

1
√

2
W p

[0,T ] und Pξ+B[0,T ]

äquivalent sind, folgt mit analoger Argumentation, dass auch P
√
2λ(ξ+B

[0,T ]
) bzgl. P

λW p
[0,T ]

absolutstetig ist und damit, dass

P
√
2λ(ξ+B

[0,T ]
) zu P

λW p
[0,T ] äquivalent ist. (7.1.12)

P
√
2λ(ξ+B

[0,T ]
) ist aber nach Korollar 7.1.5 nicht zu Pξ+B[0,T ] äquivalent, da λ ≠ ± 1√

2
. Folglich

existiert ein M ∈ B(C([0, T ])) mit

P
√
2λ(ξ+B

[0,T ]
)(M) = 0 und Pξ+B[0,T ](M) ≠ 0.

Wegen (7.1.12) gilt aber P
λ(W p

[0,T ]
)(M) = 0 und damit: P

λW p
[0,T ] ist nicht zu Pξ+B[0,T ] äquiva-

lent. ∎

Es seien im Nachfolgenden p > 0, 0 < T ≤ p und m = c + sk mit c ∈ R, k ∈ L2([0, T ]) sowie

W
p
[0,T ]

∶= (W p
t +m(t))t∈[0,T ] (7.1.13)

ein Slepian-p-Prozess mit Erwartungswertfunktion m. Mit Hilfe von Lemma 7.1.6 können

wir den nachfolgenden Satz 7.1.7 beweisen. Die Aussage dieses Satzes ist für den Spezialfall

p = 1,m ≡ 0 in der Literatur bekannt (sh. Beispiel 7.1.8). Die allgemeinere Version aus

Satz 7.1.7 ist unseres Wissens nach neu.

Satz 7.1.7

P
1

√

2
W
p
[0,T ] ist zu Pξ+B[0,T ] äquivalent und für Pξ+B[0,T ]-fast alle B ∈ C([0, T ]) gilt:

dP
1

√

2
W
p
[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(B)

= 2√
2p − T

exp

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

B(0)2
2

−
[Bm/

√
2(T ) + Bm/

√
2(0)]

2

2(2p − T ) −
∥k∥2

L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k(s) dB(s)
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
,

wobei Bm/
√
2(t) ∶= B(t) − 1√

2
m(t), t ∈ [0, T ].

Beweis Der Prozess 1√
2
W

p
[0,T ]

hat die Erwartungswertfunktion m ∶= 1√
2
m. Nach Voraus-

setzung erfüllt m die Bedingung 1) aus Theorem 7.1.3 und somit folgt die Äquivalenz von

P
1

√

2
W
p
[0,T ] und Pξ+B[0,T ] aus Theorem 7.1.3 und Lemma 7.1.6.

Um die Dichte aus Theorem 7.1.3 explizit angeben zu können, müssen wir noch die zum

Kernel K ∈ L2([0, T ]2) gehörige Fredholm Resolvente H an der Stelle λ = 1 berechnen. Aus

dem Beweis zu Lemma 7.1.6 erhalten wir: K ≡ 1
2p .
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7 Beste α-Niveau Tests

Um H zu berechnen, folgen wir den in Jerri (1999, S. 253) vorgeschlagenen Weg, wozu wir

auch die dortige Notation verwenden. Sei C0 ∶= 1, D0(s, t) ∶=K(s, t) = 1
2p und für n ∈N

Cn ∶=
T

∫
0

Dn−1(s, s) ds

sowie

Dn(s, t) ∶= CnK(s, t) − n
T

∫
0

K(s, z)Dn−1(z, t)dz.

In unserem Fall gilt damit: C1 = T
2p sowie D1(s, t) = T

4p2 − T
4p2 = 0 , woraus Cn = 0 und Dn ≡ 0

für alle n ≥ 2 folgt. Damit ist die gesuchte Fredholm Resolvente gegeben durch:

H(s, t) = ∑
∞
n=0

(−1)n

n! Dn(s, t)
∑∞
n=0

(−1)n

n! Cn
= 1/2p

1 − T /2p = 1

2p − T für alle s, t ∈ [0, T ] . (7.1.14)

Anmerkung: Der Nenner in (7.1.14) kann aufgrund der Voraussetzung T ≤ p nicht 0 werden.

Wir berechnen nun die in Satz 7.1.7 dargestellte Dichte. Dazu verwenden wir insbesondere

Bm(t) ∶= B(t) −m(t) = B(t) − 1√
2
m(t), t ∈ [0, T ], und (vgl. Lemma 7.1.6)

R(0,0) = p
2
, H ≡ 1

2p − T , a ≡ − 1√
2p

und berechnen die in Theorem 7.1.3 dargestellten Ausdrücke für unseren Fall (Nummern

beziehen sich auf Theorem 7.1.3):

(7.1.3): [R(0,0)∏λ∈σ(K)(1 − λ)]
−1/2 = [p2 (1 − T

2p)]
−1/2

= 2√
2p−T

(7.1.4): −1
2 ∫

T

0 ∫
T

0 H(s, t) dBm(s)dBm(t) = − 1
2(2p−T )

[Bm(T ) − Bm(0)]2

(7.1.5): − Bm(0)2

2R(0,0) ∫
T

0 ∫
T

0 H(s, t)a(s)a(t) dsdt = − T 2

2p2(2p−T )
Bm(0)2

(7.1.6): + Bm(0)
√
R(0,0) ∫

T

0 ∫
T

0 H(s, t)a(s)dsdBm(t) = − T
p(2p−T )

Bm(0)(Bm(T ) − Bm(0))

(7.1.7): − Bm(0)2

2R(0,0) ∫
T

0 a(t)2dt + Bm(0)
√
R(0,0) ∫

T

0 a(t)dBm(t) = − T
2p2 Bm(0)2 − 1

pBm(0)(Bm(T ) − Bm(0))

(7.1.8): −1
2

Bm(0)2

R(0,0) = −Bm(0)2

p und wegen m = c + sk ist 1√
2
m = c√

2
+ 1√

2
sk = c√

2
+ s 1

√

2
k, womit der

zweite Teil in (7.1.8) gegeben ist durch:

1

2
B(0)2 −

∥ 1√
2
k∥2

L2

2
+

T

∫
0

1√
2
k(s) dB(s) = B(0)2

2
−

∥k∥2
L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k(s) dB(s).
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Addiert man die obigen Ausdrücke aus (7.1.5)–(7.1.7) und die erste Zeile von (7.1.8), so

ergibt sich mit bt ∶= Bm(t) = B(t) − 1√
2
m(t) für t ∈ {0, T}:

− T 2

2p2(2p−T )
b20 − T

p(2p−T )
b0(bT − b0) − T

2p2 b
2
0 − 1

pb0(bT − b0)

= 1
2p2(2p−T )

[T (2p − T )b20 − 2pTb0bT − T (2p − T )b20 − 4p2b0bT + 2pTb0bT ]

= − 4
2(2p−T )

Bm(0)Bm(T ).

Setzt man nun die obigen Resultate in die Dichte aus Theorem 7.1.3 ein, so erhält man für

Pξ+B[0,T ]-fast alle B ∈ C[0, T ]:

dP
1

√

2
W
p
[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(B) = 2√
2p − T

exp{ − 1

2(2p − T ) [Bm(T ) − Bm(0)]2

− 4

2(2p − T )Bm(0)Bm(T ) + B(0)2
2

−
∥k∥2

L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k(s) dB(s)}

= 2√
2p − T

exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

B(0)2
2

− [Bm(T ) + Bm(0)]2

2(2p − T ) −
∥k∥2

L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k(s) dB(s)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Damit ist Satz 7.1.7 vollständig bewiesen. ∎

Aus Satz 7.1.7 folgt im Fall p = 1, m ≡ 0:

Beispiel 7.1.8 Im Falle 0 < T ≤ 1, gilt für einen Slepian-Prozess W 1
[0,T ]

= (W 1
t )t∈[0,T ]:

dP
1

√

2
W 1

[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(g) = 2√
2 − T

exp{g(0)
2

2
− [g(T ) + g(0)]2

2(2 − T ) }

für Pξ+B[0,T ]-fast alle g ∈ C([0, T ]).

Diese Formel gibt auch Shepp (1966, Formel (16.5)) als ein Beispiel an.

7.1.3 Bester α-Niveau Test für allgemeine Alternativen

Soweit uns bekannt ist, wird erstmalig im Zuge der vorliegenden Arbeit ein bester α-Niveau

Test für Slepian-p-Prozesse studiert. Wir geben einen solchen im nachfolgenden Satz 7.1.9

an:
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7 Beste α-Niveau Tests

Satz 7.1.9 (Bester α-Niveau Test für Slepian-p-Prozesse)

Es seien p > 0, 0 < T ≤ p und W p
[0,T ]

= (W p
t )t∈[0,T ] ein Slepian-p-Prozess. Wir betrachten für

W
p
[0,T ]

=m +W p
[0,T ]

mit m ∈ HSlepian−p die Hypothesen

H0 ∶m ≡ 0 vs. H1 ∶m =m0 , (7.1.15)

wobei m0 = c0 + sk0 mit c0 ∈ R, k0 ∈ BV ([0, T ]) bekannt.

Dann ist die Teststatistik des besten α-Niveau Tests, α ∈ (0,1), gegeben durch:

T(Wp
[0,T ]

∣c0, k0) ∶= 2c0 + sk0(T )
2p − T [Wp

0 +W
p
T ] +

T

∫
0

k0(t) dWp
t .

Das auftretende Integral ist dabei vom Riemann-Stieltjes-Typ. Die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶m ≡ 0 ab ⇐⇒ T(Wp
[0,T ]

∣c0, k0) > u1−α;p

führt zu diesem besten α-Niveau Test. Dabei ist u1−α;p ∈ R das (1 − α)-Quantil von

T (W p
[0,T ]

∣c0, k0)6. u1−α;p ist von den Parametern α, p, T und c0 sowie von der Funkti-

on k0 abhängig.

Beweis Wir betrachten die zu (7.1.15) äquivalenten Hypothesen

H ′
0 ∶

1√
2
m ≡ 0 vs. H ′

1 ∶
1√
2
m = 1√

2
m0 (7.1.16)

mit 1√
2
m0 ∈ HSlepian−p. Nach Satz 7.1.7 existieren für 1√

2
W

p
[0,T ]

sowohl unter H ′
0 als auch

unter H ′
1 P

ξ+B
[0,T ]-Dichten. Das Neyman-Pearson Lemma zur Konstruktion eines besten

α-Niveau Tests (siehe bspw. Lehmann und Romano 2005, S.60) ist demnach anwendbar.

Da k0 ∈ BV ([0, T ]), kann das in Satz 7.1.7 auftretende Integral als Riemann-Stieltjes

Integrale aufgefasst werden. Damit folgt für Pξ+B[0,T ]-fast alle g ∈ C([0, T ]):

dP
1

√

2
W p

[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(g) = 2√
2p − T

exp{g(0)
2

2
− [g(T ) + g(0)]2

2(2p − T ) }

6Man beachte, dass hier W p
[0,T ] anstatt Wp

[0,T ] steht.
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und andererseits mit gm0(t) ∶= g(t) − 1√
2
m0(t), t ∈ [0, T ]:

dP
1

√

2
(m0+W

p)
[0,T ]

dPξ+B[0,T ]

(g)

= 2√
2p − T

exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

g(0)2
2

− [gm0(T ) + gm0(0)]
2

2(2p − T ) −
∥k0∥2L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k0(t) dg(t)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= 2√
2p − T

exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

g(0)2
2

− [g(T ) + g(0)]2

2(2p − T ) − [m0(T ) +m0(0)]2

4(2p − T )

+ [g(T ) + g(0)] ⋅ [m0(T ) +m0(0)]√
2(2p − T )

−
∥k0∥2L2

4
+ 1√

2

T

∫
0

k0(t) dg(t)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Daraus folgt für den Likelihoodquotienten:

dP
1

√

2
(W p+m0)[0,T ]

dP
1

√

2
W p

[0,T ]

(g) = dP
1

√

2
(W p+m0)[0,T ] / dPξ+B[0,T ]

dP
1

√

2
W p

[0,T ] / dPξ+B[0,T ]

(g) =

= exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2c0 + sk0(T )√
2(2p − T )

[g(0) + g(T )] + 1√
2

T

∫
0

k0(t) dg(t) − [2c0 + sk0(T )]2

4(2p − T ) −
∥k0∥2L2

4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2c0 + sk0(T )
2(2p − T ) [Wp

0 +W
p
T ] +

1

2

T

∫
0

k0(t) dWp
t −

[2c0 + sk0(T )]2

4(2p − T ) −
∥k0∥2L2

4

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
,

wobei beim letzten Gleichheitszeichen g = 1√
2
W

p
[0,T ]

eingesetzt wurde. Folglich gilt für eine

Konstante ũ1−α;p > 0:

dP
1

√

2
(W p+m0)[0,T ]

dP
1

√

2
W p

[0,T ]

( 1√
2
W

p
[0,T ]

) > ũ1−α;p

genau dann, wenn

2c0 + sk0(T )
2p − T [Wp

0 +W
p
T ] +

T

∫
0

k0(t) dWp
t

> 2 ln(ũ1−α;p) +
[2c0 + sk0(T )]2

2(2p − T ) +
∥k0∥2L2

2
=∶ u1−α;p.

Dies ist gerade die Entscheidungsregel aus Satz 7.1.9, womit derselbige bewiesen ist. ∎

129



7 Beste α-Niveau Tests

7.1.4 Gleichmäßig bester α-Niveau Test für Alternative f = µ1(θ,1]

Es seien Y[0,1] = sf + B[0,1] das asymptotische Regressionsmodell mit f ∈ L2([0,1]) und

p ∈ (0,1]. Ist ∆p der Operator aus (4.2.4) mit ∆pY[0,1] = (Yt+p − Yt)t∈[0,1−p], so gilt:

∆pY[0,1] = ∆psf +∆pB[0,1]

ist ein Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C([0,1 − p]) und Erwartungswertfunktion ∆psf .

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Spezialfall, dass unter der Alternative H1 die

Regressionsfunktion von der Gestalt f = µ1(θ,1] mit µ > 0 und θ ∈ [0,1) ist. Für diese

Situation berechnen wir erstmalig einen gleichmäßig besten α-Niveau Test für Slepian-

p-Prozesse. Diesen Test (bzw. dessen Güte) verwenden wir anschließend, um die Güte

des besten Tests für Slepian-p-Prozesse mit der Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests aus

Abschnitt 4.3 zu vergleichen.

Um die Hypothesen bei Vorliegen von Slepian-p-Prozessen näher zu präzisieren, benötigen

wir das folgende Lemma:

Lemma 7.1.10 Es seien p ∈ (0,1] und f = 1(θ,1] mit θ ∈ [0,1). Dann gilt mit

k ∶= 1((θ−p)+,min(θ,1−p)]:

∆psf(t) = (p − θ)+ + sk(t) , t ∈ [0,1 − p].

Beweis (von Lemma 7.1.10) Nach Satz 6.2.1 gilt für t ∈ [0,1 − p]:

∆psf(t) = sf(p) + s∆pf(t).

Wegen sf(p) = (p − θ)+ und

∆pf(t) = 1(θ,1](t + p) − 1(θ,1](t) = 1((θ−p)+,min(θ,1−p)](t), t ∈ [0,1 − p],

folgt die Behauptung. ∎

Bemerkung 7.1.11 Für die Funktion k aus Lemma 7.1.10 gilt:

k(t) = 1(θ−p,θ](t) für t ∈ [0,1 − p].

Im Nachfolgenden betrachten wir k ausschließlich auf [0,1 − p]. Um die Notation zu

vereinfachen, schreiben wir daher im weiteren Verlauf dieser Arbeit k = 1(θ−p,θ] anstatt

k = 1((θ−p)+,min(θ,1−p)].
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Damit können wir nun die Hypothesen formal angeben: Wir betrachten im Nachfolgenden

für ∆pY[0,1] = ∆psf +∆pB[0,1], p ∈ (0,1], das Testproblem

H0 ∶ ∆psf ≡ 0 vs. H1 ∶ es ex. ein µ > 0 mit ∆psf = µ [(p − θ)+ + sk] .

Dabei ist k ∶= 1(θ−p,θ] und θ ∈ (0,1]. Nachfolgend geben wir für diese Hypothesen im Falle

p ≥ 1
2 einen gleichmäßig besten α-Niveau Test an.

Teststatistik und Entscheidungsregel

Um die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese zu bestimmen, wird sich das

nachfolgende Lemma als hilfreich erweisen:

Lemma 7.1.12 Es seien p > 0, W p = (Bt+p − Bt)t≥0 ein Slepian-p-Prozess und c1, c2, c3

reelle Konstanten sowie 0 < t < T . Dann ist

c1W
p
0 + c2W

p
t + c3W p

T ∼ N(0, σ2) ,

wobei σ2 = 2c2 [c3 (t −min(T, t + p)) − c1 min(p, t)] − 2c3c1 min(T, p) + (c1 + c2 + c3)2 p.

Beweis Es gilt:

η ∶= c1W p
0 + c2W

p
t + c2W p

T = c1Bp + c2(Bt+p −Bt) + c3(BT+p −BT )

= (−c2,−c3, c1, c2, c3) (Bt, BT , Bp, Bt+p, BT+p)
⊺

.

Für den letzten Vektor gilt (Bt,BT ,Bp,Bt+p,BT+p)⊺ ∼ N5 (0,Σ), wobei

Σ ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

t t min(p, t) t t

t T min(p, T ) min(T, t + p) T

min(p, t) min(p, T ) p p p

t min(t + p, T ) p t + p t + p
t T p t + p T + p

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Daraus folgt: η ist normalverteilt mit E (η) = 0 und

Var (η) = (−c2,−c3, c1, c2, c3)Σ (−c2,−c3, c1, c2, c3)⊺

= 2c2 [c3 (t −min(T, t + p)) − c1 min(p, t)] − 2c3c1 min(T, p) + (c1 + c2 + c3)2 p . (7.1.17)
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Dabei ergibt sich der Ausdruck in (7.1.17) durch elementare Umformungen, womit Lem-

ma 7.1.12 bewiesen ist. ∎

Zur Konstruktion des besten α-Niveau Tests verwenden wir Satz 7.1.9. Dort wird ein

Slepian-p-Prozess mit Pfaden in C([0, T ]), T > 0, betrachtet. In der nun vorliegenden

Situation hat ∆pY[0,1] Pfade in C([0,1 − p]), so dass T = 1 − p gilt. Die in Satz 7.1.9

angegebene Forderung T ≤ p führt folglich im Falle T = 1 − p dazu, dass p ≥ 1
2 erfüllt sein

muss. Im nachfolgenden Satz wird daher
”
p ≥ 1

2“ als Voraussetzung angenommen.

Satz 7.1.13 (Gleichmäßig bester Slepian-p-Test bei Alternative f = 1(θ,1])

Es seien p ∈ [12 ,1] und Y[0,1] = sf +B[0,1] mit f ∈ L2([0,1]) das asymptotische Regressions-

modell. Weiter sei

W
p
[0,1−p]

∶= ∆pY[0,1] = ∆psf +∆pB[0,1].

Ein gleichmäßig bester α-Niveau Test für

H0 ∶ ∆psf ≡ 0 vs. H1 ∶ ∆psf = µ(p − θ)+ + µs1
(θ−p,θ]

für ein µ > 0 (7.1.18)

ist gegeben durch:

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒ 1

σ̃θ
T̃θ (Wp

[0,1−p]
) > z1−α .

Dabei ist für g ∈ C([0,1 − p])

T̃θ(g) ∶=
1√

2(3p − 1)

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − θ)g(0) −(3p − 1)g(θ − p) + (3p − θ) g(1 − p) , falls θ ∈ (p,1)
2(1 − p − θ)g(0) +2(2p − θ)g(1 − p) , falls θ ∈ [1 − p, p]
(1 − p − θ) g(0) +(3p − 1)g(θ) +(2p − θ)g(1 − p) , falls θ ∈ [0,1 − p)

und

σ̃2
θ ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − θ)(3p − θ) , falls θ ∈ (p,1)
4θ2 − 2p2 − 4θ + 6p − 4pθ , falls θ ∈ [1 − p, p]
θ2 + 4p2 − θ − pθ , falls θ ∈ [0,1 − p)

.

Beweis Wir betrachten zunächst für festes µ0 > 0 die einfachen Hypothesen

H0 ∶ ∆psf ≡ 0 vs. H1 ∶ ∆psf = µ0(p − θ)+ + µ0s1
(θ−p,θ]

. (7.1.19)
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7.1 Bester Slepian-p-Test

Dann ist nach Satz 7.1.9 die Entscheidungsregel für einen besten α-Niveau Test gegeben

durch:

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒ Tθ ∶= T (Wp
[0,1−p]

∣µ0(p − θ)+, µ01(θ−p,θ]) > u1−α;p . (7.1.20)

Dabei ist

Tθ =
2µ0(p − θ)+ + µ0s1

(θ−p,θ]
(1 − p)

3p − 1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶cθ

[Wp
0 +W

p
1−p] + µ0

1−p

∫
0

1(θ−p,θ](t) dWp
t .

Es gilt wegen 1 − p ≤ p:

cθ =
µ0

3p − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 − θ , falls θ ∈ (p,1)
1 + p − 2θ , falls θ ∈ [1 − p, p]
2p − θ , falls θ ∈ [0,1 − p)

.

Weiter folgt für Tθ:

Tθ = cθ [Wp
0 +W

p
1−p] + µ0 [Wp (min(θ,1 − p)) −Wp ((θ − p)+)]

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cθW
p
0 −µ0W

p
θ−p +(cθ + µ0)Wp

1−p , falls θ ∈ (p,1)
(cθ − µ0)Wp

0 +(cθ + µ0)Wp
1−p , falls θ ∈ [1 − p, p]

(cθ − µ0)Wp
0 +µ0W

p
θ +cθWp

1−p , falls θ ∈ [0,1 − p)

= µ0

3p − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − θ)Wp
0 −(3p − 1)Wp

θ−p +(3p − θ)Wp
1−p , falls θ ∈ (p,1)

(2 − 2p − 2θ)Wp
0 +2(2p − θ)Wp

1−p , falls θ ∈ [1 − p, p]
(1 − p − θ)Wp

0 +(3p − 1)Wp
θ +(2p − θ)Wp

1−p , falls θ ∈ [0,1 − p)
.

Unter der Nullyhothese ist Wp
[0,T+p]

= ∆pB[0,1] =∶W p
[0,p]

ein zentrierter Slepian-p-Prozess.

Damit folgt für Tθ unter H0:

Tθ;H0 ∶=

µ0

3p − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − θ)W p
0 −(3p − 1)W p

θ−p +(3p − θ)W p
1−p , falls θ ∈ (p,1)

2(1 − p − θ)W p
0 +2(2p − θ)W p

1−p , falls θ ∈ [1 − p, p]
(1 − p − θ)W p

0 +(3p − 1)W p
θ +(2p − θ)W p

1−p , falls θ ∈ [0,1 − p)
.

Aus dieser Darstellung aber kann unter Verwendung von Lemma 7.1.12 Tθ;H0 ∼ N(0, σ2
θ)
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7 Beste α-Niveau Tests

gefolgert werden, wobei

σ2
θ =

µ2
0

(3p − 1)2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2(3p − 1)(1 − θ)(3p − θ) , falls θ ∈ (p,1)
2(3p − 1) [4θ2 − 2p2 − 4θ + 6p − 4pθ] , falls θ ∈ [1 − p, p]
2(3p − 1) [θ2 + 4p2 − θ − pθ] , falls θ ∈ [0,1 − p)

= 2µ2
0

3p − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − θ)(3p − θ) , falls θ ∈ (p,1)
4θ2 − 2p2 − 4θ + 6p − 4pθ , falls θ ∈ [1 − p, p]
θ2 + 4p2 − θ − pθ , falls θ ∈ [0,1 − p)

. (7.1.21)

σ2
θ in der oben genannten Form erhält man durch Einsetzen der enstprechenden Terme

in Lemma 7.1.12 und Durchführung elementarer Umformungen. Für die Varianz σ2
θ aus

(7.1.21) gilt: σ2
θ > 0 und somit folgt:

1

σθ
Tθ;H0 ∼ N(0,1).

Damit führt die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒ 1
σθ
Tθ > z1−α (7.1.22)

zu einem besten α-Niveau Test für die Hypothesen (7.1.19).

Die Teststatistik 1
σθ
Tθ ist von µ0 unabhängig. Weiterhin ist sie gleich 1

σ̃θ
T̃θ (Wp

[0,1−p]
) aus

Satz 7.1.13. Damit folgt, dass die dort angegebene Entscheidungsregel zu einem gleichmäßig

besten α-Niveau Test führt. ∎

Bemerkung 7.1.14 Gilt in der Situation von Satz 7.1.13 unter der Alternative µ < 0, so

führt die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒ − 1

σ̃θ
T̃θ (Wp

[0,1−p]
) > z1−α .

zu einem besten α-Niveau Test.

Testgüte

Für den besten α-Niveau Test aus Satz 7.1.13 kann auch die Gütefunktion explizit berechnet

werden:

Satz 7.1.15

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 7.1.13. Weiter sei f ∈ L2([0, 1]) die wahre Funktion
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in Y[0,1] = sf + B[0,1]. Dann ist die Testgüte des gleichmäßig besten α-Niveau Tests aus

Satz 7.1.13 gegeben durch:

P ( 1
σ̃θ
T̃θ (Wp

[0,1−p]
) > z1−α) = 1 −Φ (z1−α − 1

σ̃θ
T̃θ (∆psf)) . (7.1.23)

Beweis Für die Teststatistik aus Satz 7.1.13 gilt:

1

σ̃θ
T̃θ(Wp

[0,1−p]
) = 1

σ̃θ
T̃θ (∆pB[0,1]) +

1

σ̃θ
T̃θ (∆psf) .

Wegen 1
σ̃θ
T̃θ (∆pB[0,1]) ∼ N(0,1) folgt daraus aber bereits die Behauptung. ∎

In Abbildung 7.1 stellen wir die Güte aus Satz 7.1.15 für den Fall dar, dass f = µ1(θ,1] die

wahre Regressionsfunktion ist. Zu Vergleichszwecken zeichnen wir auch die berechneten

Güten des Kolmogorov-Slepian-p-Tests (vgl. Abbildung 4.4) und diejenige des besten Tests

für Brownsche Bewegungen aus Kapitel 2.1 (Beispiel 2.1.10) ein. Wir weisen explizit darauf

hin, dass der letztgenannte Test von p unabhängig ist. Aus der Abbildung ist ersichtlich,

dass zwischen den angegebenen Tests nahezu kein Unterschied besteht, wenn θ ∈ {0,0.2}
ist. Ist hingegen θ ∈ {0.4,0.6,0.8}, so spielt die Fensterlänge p für die Güte des besten

Slepian-p-Tests offensichtlich eine Rolle: je kleiner p, desto größer ist die Güte. Des Weiteren

ist festzuhalten, dass für große Werte θ (z. B. θ = 0.8) der Unterschied zwischen dem

Kolmogorov-Slepian-p-Test und dem besten Slepian-p-Test beträchtlich ist. Für kleine θ

hingegen ist dies nicht so. Aus der Abbildung ist außerdem ersichtlich, dass die Güte des

besten Slepian-p-Tests wesentlich stärker auf die Fensterlänge p reagiert als diejenige des

Kolmogorov-Slepian-p-Tests.

Abbildung 7.2 zeigt die Situation, dass f = µ1(θ,1], θ ∈ (0, 1], die wahre Regressionsfunktion

ist, aber f0 = 1(τ,1], τ ∈ (0,1], zur Konstruktion der besten Tests herangezogen wird. Aus

der Abbildung geht hervor, dass die beiden besten Tests ähnliche Güten aufweisen, falls

der Parameter θ = τ gewählt wird. Wird allerdings θ falsch gewählt (Bilder außerhalb

der Hauptdiagonalen in Abbildung 7.2), so ist im Allgemeinen der beste Slepian-p-Test

robuster. Ist demnach der wahre Change-Point τ unbekannt, so empfiehlt es sich, den besten

Slepian-p-Test einzusetzen.

Spezialfall θ = 0 (d.h. f ≡ µ)

Wir betrachten im Nachfolgenden den Spezialfall, dass f ≡ µ, µ > 0, unter der Alternative

ist. Mit der obigen Notation ist der Change-Point θ damit gleich 0 und die Hypothesen aus
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Abbildung 7.1: Gütefunktionen des besten Tests (für Brownsche Bewegungen), des bes-
ten Slepian-p-Tests und des Kolmogorov-Slepian-p-Tests bei Vorliegen der
Alternative f0 = µ1(θ,1] (Niveau α = 0.1; Berechnungen)

(7.1.18) werden zu

H0 ∶ ∆psf ≡ 0 vs. H1 ∶ ∆psf ≡ µ für ein µ > 0.

Die Entscheidungsregel aus Satz 7.1.13 ist in diesem Fall gegeben durch (Wp
[0,1−p]

∶=
∆pY[0,1] = ∆psf +∆pB[0,1]):

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒
W

p
0 +W

p
1−p√

2(3p − 1)
> z1−α . (7.1.24)
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Abbildung 7.2: Güte des besten Tests (für Brownsche Bewegungen) und des besten Slepian-
p-Tests für f0 = 1(θ,1] im Falle, dass f = µ1(τ,1] die wahre Regressionsfunktion
ist (Niveau α = 0.1; Berechnungen)

Eine der Voraussetzungen in Satz 7.1.13 ist, dass p ≥ 1
2 gelten muss. Fordert man lediglich

p ∈ (0,1], so gilt für einen Slepian-p-Prozess W p
[0,1−p]

nach Lemma 7.1.12:

W p(0) +W p(1 − p) ∼ N (0,2(p + (2p − 1)+)) ,

da

Var (W p(0) +W p(1 − p)) = −2 min(p,1 − p) + 4p = 2 (p + (2p − 1)+) .
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Damit führt für p ∈ (0,1] die Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶ ∆psf ≡ 0 ab ⇐⇒
W

p
0 +W

p
1−p√

2(p + (2p − 1)+)
> z1−α (7.1.25)

zu einem α-Niveau Test, α ∈ (0,1).
Ist ∆psf die wahre Erwartungswertfunktion von Wp

[0,1−p]
, dann ist die Testgüte gegeben

durch:

P( 1√
2(p+(2p−1)+)

[Wp
0 +W

p
1−p] > z1−α) = 1 −Φ

⎛
⎝
z1−α −

∆psf(0) +∆psf(1 − p)√
2(p + (2p − 1)+)

⎞
⎠
.

Ist p ≥ 1
2 , so führt die Entscheidungsregel aus (7.1.25) zu einem gleichmäßig besten α-Niveau

Test. Für p < 1
2 hingegen wird die Güte von derjenigen des Kolmogorov-Slepian-p-Tests

dominiert. Wir verdeutlichen dies in Abbildung 7.3, wo wir den Test aus (7.1.25) als besten*

Slepian-p-Test bezeichnen7. Für die Güte des Kolmogorov-Slepian-p-Tests aus Abbildung

7.3 greifen wir auf die Simulationsergebnisse aus Abbildung 4.5 zurück.

7.2 Gleichmäßig bester Wiener-Slepian-p-Test

Im Nachfolgenden geben wir einen gleichmäßig besten α-Niveau Test, α ∈ (0, 1), für Wiener-

Slepian-p-Prozesse an. Hierzu geben wir unter anderem mit Hilfe des verallgemeinerten

Cameron-Martin Theorems den Likelihoodquotienten der entsprechenden Dichten in Korol-

lar 7.2.2 explizit an. In einem abschließeden Kapitel 7.2.2 stellen wir dar, wie der beste Test

für Wiener-Slepian-p-Prozesse mit demjenigen für Brownsche Bewegungen zusammenhängt.

Da der Wiener-Slepian-p-Prozess erstmalig in der vorliegenden Arbeit auftritt, sind folgli-

cherweise alle in diesem Abschnitt präsentierten Ergebnisse neu.

7.2.1 Teststatistik und Entscheidungsregel

Es seien p > 0, T > 0 und V p
[0,T ]

= (V p
t )t∈[0,T ] ein Wiener-Slepian-p-Prozess und

V
p
[0,T ]

∶=m + V p
[0,T ]

mit m ∈ H, wobei H = {sf ∣ f ∈ L2([0, T ]) } der Kernel von V p
[0,T ]

ist (vgl. Satz 6.2.4). Wir

7Der Stern
”
*“ soll dabei verdeutlichen, dass der Test nur im Falle p ≥ 1

2
eine beste Güte liefert.
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Abbildung 7.3: Gütefunktionen des besten* Slepian-p-Tests und des Kolmogorov-Slepian-
p-Tests für p ∈ (0,1] bei Vorliegen der Alternative f ≡ µp (Niveau α = 0.1;
beim besten* Test Berechnungen, bei Kolmogorov-Slepian-p Simulationen)

betrachten für Vp
[0,T ]

die Hypothesen

H0 ∶m ≡ 0 vs. H1 ∶m =m0, (7.2.1)

wobei m0 = sk0 ∈ H mit k0 ∈ L2([0, T ]) bekannt ist. Den angekündigten besten α-Niveau Test

konstruieren wir mit Hilfe des Neyman-Pearson Lemmas, wozu wir den Likelihoodquotienten

aus dem verallgemeinerten Cameron-Martin Theorem (Satz 6.1.2) verwenden:

dP
V p
[0,T ]

+m0

dP
V p
[0,T ]

(g) = exp(z(g) − 1

2
∥m0∥2HWiener-Sl.-p

)

für P
V p
[0,T ]-fast alle g ∈ C([0, T ]). (7.2.2)

Dabei ist z ∶ C([0, T ]) → R ein noch zu bestimmendes Funktional und ∥ ⋅ ∥HWiener-Sl.-p
die in

Satz 6.2.4 angegebene Norm auf dem Kernel des Wiener-Slepian-p-Prozesses. Diese ist für
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obiges m0 gegeben durch:

∥m0∥HWiener-Sl.-p
= ∥(Dp)−1k0∥L2 . (7.2.3)

Wir charakterisieren z im nachfolgenden Lemma 7.2.1 näher:

Lemma 7.2.1 Es seien p > 0, T > 0 und V p
[0,T ]

ein Wiener-Slepian-p-Prozess sowie

k0 ∈ BV ([0, T ]). Dann erfüllt das Funktional z ∶ C([0, T ]) → R mit

z(g) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∫
T

0 (Dp)−1k0 d(Dp)−1g , falls g(0) = 0

0 , falls g(0) ≠ 0
, g ∈ C([0, T ]), (7.2.4)

die folgenden Bedingungen:

i) z ist stetig und linear,

ii) E (V p
t ⋅ z(V p

[0,T ]
)) = sk0(t) , t ∈ [0, T ].

Das Integral ist dabei im Riemann-Stieltjes Sinne zu verstehen.

Beweis Nach Lemma 6.2.3 a) ist (Dp)−1k0 ∈ BV ([0, T ]) und für g(0) = 0 ist nach Lem-

ma 6.2.3 b) (Dp)−1g stetig. Damit ist das im Falle g(0) = 0 auftretende Integral im

Riemann-Stieltjes Sinne wohldefiniert.

Die Behauptung i) folgt unmittelbar aufgrund der Definition von z.

Um ii) einzusehen verwenden wir, dass V p
[0,T ]

dieselbe Verteilung besitzt wie DpB[0,T ] =
(Bt −B(t−p)+)t∈[0,T ]. Damit gilt für t ∈ [0, T ]:

E (V p
t ⋅ z(V p

[0,T ]
)) = E

⎛
⎝
(Bt −B(t−p)+) ⋅

T

∫
0

(Dp)−1k0 dB
⎞
⎠

= E
⎛
⎝

T

∫
0

1[(t−p)+,t](s) dBs ⋅
T

∫
0

(Dp)−1k0(s) dBs

⎞
⎠
.

Mit der Isometrie-Eigenschaft des Wiener-Integrals (sh. z. B. Kuo, 2006, S. 12) folgt weiter:

=
t

∫
(t−p)+

(Dp)−1k0 d� = s(Dp)−1k0(t) − s(Dp)−1k0((t − p)+)

=Dps(Dp)−1k0(t)
⋆= sk0(t),
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7.2 Gleichmäßig bester Wiener-Slepian-p-Test

wobei die Gleichheit in ⋆ richtig ist, da

Dpsf = sDpf für f ∈ L2([0, T ])

(sh. Satz 6.2.4) gilt. Damit ist Lemma 7.2.1 bewiesen. ∎

Korollar 7.2.2 Es seien p > 0, T > 0, V p
[0,T ]

ein Wiener-Slepian-p-Prozess und

k0 ∈ BV ([0, T ]). Dannn gilt für P
V p
[0,T ]-fast alle g ∈ C([0, T ]):

dP
V p
[0,T ]

+sk0

dP
V p
[0,T ]

(g) = exp
⎛
⎝

1

∫
0

(Dp)−1k0 d(Dp)−1g − 1

2
∥(Dp)−1k0∥2L2

⎞
⎠
.

Das Integral ist dabei vom Riemann-Stieltjes Typ.

Beweis Das Funktional z aus Lemma 7.2.1 erfüllt die Bedingungen des verallgemeinerten

Cameron-Martin Theorems (Satz 6.1.2). Daher folgt die Behauptung, indem man z und die

Norm aus (7.2.3) in (7.2.2) einsetzt. ∎

Mit Hilfe des Neyman-Pearson Lemmas lässt sich nun ein gleichmäßig bester α-Niveau Test,

α ∈ (0,1), konstruieren:

Satz 7.2.3 (Gleichmäßig bester α-Niveau Test für Wiener-Slepian-p-Prozesse)

Seien p > 0, T > 0 und V p
[0,T ]

ein Wiener-Slepian-p-Prozess. Wir betrachten für

V
p
[0,T ]

∶=m + V p
[0,T ]

mit m ∈ H die Hypothesen

H0 ∶m ≡ 0 vs. H1 ∶m = µm0 für ein µ > 0,

wobei m0 ∈ H mit m0 = sk0 für k0 ∈ BV [0, T ] bekannt ist mit ∥k0∥L2 > 0.

Weiter seien k̃0 ∶= (Dp)−1k0 und Ṽp
[0,T ]

∶= (Dp)−1Vp
[0,T ]

. Dann ist ein gleichmäßig bester

α-Niveau Test, α ∈ (0,1), gegeben durch:

Lehne
”
H0 ∶m ≡ 0“ ab ⇐⇒ 1

∥k̃0∥L2

T

∫
0

k̃0(t) d Ṽp
t > z1−α ,

wobei das Integral vom Riemann-Stieltjes Typ

Beweis Nach Lemma 6.2.3 a) bzw. b) ist k̃0 = (Dp)−1k0 von beschränkter Variation bzw.

Ṽ
p
[0,T ]

= (Dp)−1Vp
[0,T ]

stetig, da Vp
0 = 0 gilt. Daher ist das Integral aus Satz 7.2.3 pfadweise

im Riemann-Stieltjes Sinn definiert. Des Weiteren ist ∥k̃0∥L2 > 0, da Dp bijektiv ist und

∥k0∥L2 > 0 vorausgesetzt wird.
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7 Beste α-Niveau Tests

Wir betrachten zunächst für festes µ0 > 0 die einfachen Hypothesen

H0 ∶m ≡ 0 vs. H1 ∶m = µ0m0.

Nach dem Neyman-Pearson Lemma ist hierfür ein bester α-Niveau Test gegeben durch die

Entscheidungsregel

Lehne H0 ∶m ≡ 0 ab ⇐⇒ dP
V p
[0,T ]

+µ0m0

dP
V p
[0,T ]

(Vp
[0,T ]

) > ũ1−α;p. (7.2.5)

Dabei ist ũ1−α;p > 0 das (1 − α)-Quantil von

dP
V p
[0,T ]

+µ0m0

dP
V p
[0,T ]

(V p
[0,T ]

).

In Korollar 7.2.2 wird für den Quotienten aus (7.2.5) eine Berechnungsformel angegeben.

Mit Hilfe dieser Darstellung folgt:

dP
V p
[0,T ]

+µ0m0

dP
V p
[0,T ]

(Vp
[0,T ]

) > ũ1−α;p

⇐⇒ 1

∥µ0k̃0∥L2

T

∫
0

µ0k̃0(t) d Ṽp
t > ln(ũ1−α;p)

∥µ0k̃0∥L2

+ ∥µ0k̃0∥L2

2
=∶ z̃1−α. (7.2.6)

Unter H0 ist Vp
[0,T ]

= V p
[0,T ]

D= DpB[0,T ], wobei B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ] eine Standard Brownsche

Bewegung ist. Damit gilt in diesem Fall für die linke Seite in (7.2.6):

1

µ0∥k̃0∥L2

µ0

T

∫
0

k̃0(t) d ((Dp)−1Vp
[0,T ]

) (t) H0= 1

∥k̃0∥L2

T

∫
0

k̃0(t) dBt . (7.2.7)

Diese Teststatistik ist nach Lemma 2.1.1 (Eigenschaften des Wiener-Integrals) N(0,1)-
verteilt, womit für den kritischen Wert aus (7.2.6) folgt: z̃1−α = z1−α. Ferner ist diese Statistik

von µ0 > 0 unabhängig, womit die Behauptung bewiesen ist. ∎
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7.2 Gleichmäßig bester Wiener-Slepian-p-Test

7.2.2 Vergleich mit bestem α-Niveau Test für Brownsche

Bewegungen

Es seien T > 0 und B[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ] eine Standard Brownsche Bewegung. Wir betrachten

für Y[0,T ] = sf +B[0,T ] mit f ∈ L2([0, T ]) die Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf = sf0 , (7.2.8)

wobei f0 ∈ BV ([0, T ]) bekannt ist mit ∥f0∥L2 > 0.

Nach Satz 2.1.6 (bzw. dessen naheliegende Erweiterung von [0, 1] auf [0, T ] in Beispiel 6.1.3)

ist ein bester α-Niveau Test für diese Hypothesen gegeben durch:

Lehne H0 ∶ sf ≡ 0 ab ⇐⇒ 1

∥f0∥L2

T

∫
0

f0(t) dYt > z1−α. (7.2.9)

Betrachtet man anstatt Y[0,T ] den Prozess DpY[0,T ], so gilt: Dp ∶ R[0,T ] → R[0,T ] ist eine

bijektive Abbildung mit Dpsf0 = sDpf0 (vgl. Lemma 6.2.2 und Satz 6.2.4). Daher sind die

Hypothesen (7.2.8) äquivalent zu

H0 ∶Dpsf ≡ 0 vs. H1 ∶Dpsf = sDpf0 . (7.2.10)

Mit der Notation aus Satz 7.2.3 gilt:

V
p
[0,T ]

=DpY[0,T ], k0 =Dpf0 und damit Ṽp
[0,T ]

= Y[0,T ], k̃0 = f0.

Die dort angegebene Teststatistik ist folglich gerade

1

∥k̃0∥L2

T

∫
0

k̃0(t) d Ṽp
t = 1

∥f0∥L2

T

∫
0

f0(t) d Yt.

Dementsprechend führt auch der beste α-Niveau Test für Wiener-Slepian-p-Prozesse

(Satz 7.2.3) zu der Entscheidungsregel des besten α-Niveau Tests für Brownsche Bewegungen

aus (7.2.9).

Aus der Äquivalenz der beiden besten Tests kann insbesondere gefolgert werden, dass

man bei Betrachtung von DpY[0,T ] = (Yt − Y(t−p)+)t∈[0,T ] anstatt von Y[0,T ] nicht zwingend

eine schlechtere Güte erwarten muss. Dies ist allerdings bei ∆pY[0,T ] = (Yt − Yt−p)t∈[p,T ]

aus Abschnitt 7 anders: Der beste α-Niveau Test für Slepian-p-Prozesse hat nämlich eine
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7 Beste α-Niveau Tests

schlechtere Güte als derjenige für Brownsche Bewegungen (vgl. etwa Abbildung 7.1).

Nachdem der beste α-Niveau Test für Wiener-Slepian-p-Prozesse im Prinzip mit dem besten

α-Niveau Test für Brownsche Bewegungen übereinstimmt, stellen wir an dieser Stelle keine

neuen Gütebetrachtungen an und verweisen stattdessen auf Abschnitt 2.1.3 und auf die

Abbildungen 7.1 – 7.2.
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A Beweise zu Kapitel 2

A.1 Einfache Hypothesen und bester α-Niveau Test

Beweis von Satz 2.1.6

Wir betrachten zunächst für µ > 0 fest die einfachen Hypothesen

H0 ∶ sf ≡ 0 vs. H1 ∶ sf = µ ⋅ sf0 .

Sowohl unter der Nullhypothese als auch unter der Alternative existieren PB[0,1]-Dichten

für Y , da:

1. Unter H0 ist p0 ∶ C([0,1]) → [0,∞) mit p0(g) = 1 für g ∈ C([0,1]) eine PB[0,1]-Dichte

von Y .

2. Unter H1 (siehe Korollar 2.1.3) ist eine PB[0,1]-Dichte von Y gegeben durch:

p1(g) ∶= exp
⎛
⎝
−1

2
∥µf0∥L2

2 + µ
1

∫
0

f0 dg
⎞
⎠

für g ∈ C[0,1].

Damit existiert nach dem Neyman-Pearson Lemma (sh. z. B. Lehmann und Romano, 2005,

S. 60) ein bester α-Niveau Test. Dieser basiert auf dem Quotienten p1/p0 und hat die

Entscheidungsregel:

Lehne H0 ab ⇐⇒ p1(Y )
p0(Y )

(⋆)= p1(Y ) > k1−α. (A.1.1)

In (⋆) wird dabei ausgenutzt, dass p0 ≡ 1 ist. k1−α > 0 ist das (1 − α)-Quantil von p1(B).
Es gilt:

p1(Y ) > k1−α ⇐⇒ exp
⎛
⎝
−1

2
∥µf0∥L2

2 + µ
1

∫
0

f0 dY
⎞
⎠
> k1−α

147



A Beweise zu Kapitel 2

⇐⇒ 1

∥µf0∥L2

µ

1

∫
0

f0 dY > 1

2
∥µf0∥L2 + ln(k1−α)

∥µf0∥L2

=∶ z̃1−α .

Wegen µ > 0 gilt:

1

∥µf0∥L2

µ

1

∫
0

f0 dY = 1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY, (A.1.2)

womit die Teststatistik von µ > 0 unabhängig ist. Weiter gilt nach Lemma 2.1.1 a):

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dB ∼ N(0,1) . (A.1.3)

Damit folgt:

P(p1(B) > k1−α) = α ⇐⇒ P
⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dB > z̃1−α
⎞
⎠
= α

⇐⇒ z̃1−α = z1−α.

Da die Entscheidungsregel von µ > 0 unabhängig ist, handelt es sich tatsächlich um einen

gleichmäßig besten α-Niveau Test (vgl. Witting, 1985, S. 198). Damit ist die Behauptung

des Satzes gezeigt.

Beweis von Bemerkung 2.1.8

Der Beweis verläuft völlig analog zum Fall µ > 0 aus Satz 2.1.6. Einzig die Gleichheit in

(A.1.2) ist wegen µ < 0 nicht richtig - es muss in diesem Fall heißen

1

∥µf0∥2

1

∫
0

µf0 dY = − 1

∥f0∥2

1

∫
0

f0 dY .

Damit ist die Behauptung von Bemerkung 2.1.8 bewiesen.

Beweis von Satz 2.1.9

Zunächst gilt nach Voraussetzung Y = sf +B und so:

1

∫
0

f0 dY =
1

∫
0

f0 dsf +
1

∫
0

f0 dB = ⟨f0, f⟩L2 +
1

∫
0

f0 dB .
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A.2 Rückwärts-Operator und Verbesserung der Güte

Folglich kann die Güte des Tests berechnet werden gemäß:

P
⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dY > z1−α
⎞
⎠
= P

⎛
⎝

1

∥f0∥L2

1

∫
0

f0 dB > z1−α −
⟨f0, f⟩L2

∥f0∥L2

⎞
⎠

= 1 −Φ(z1−α −
⟨f0, f⟩L2

∥f0∥L2

) .

Die letzte Gleichheit ist richtig, da nach Lemma 2.1.1 a) gilt: 1
∥f0∥L2 ∫

1

0 f0 dB ∼ N(0,1).
Der Zusatz im Fall f = f0 am Ende von Satz 2.1.9 folgt unmittelbar aus der vorangegangenen

Darstellung. Satz 2.1.9 ist damit vollständig bewiesen.

A.2 Rückwärts-Operator und Verbesserung der Güte

Beweis von Lemma 2.2.4 d2)–d3)

d2) Aus f ≥ 0 und sf(t) = ∫[0,t] fd�, t ∈ [0,1], folgt, dass sf monoton wachsend ist. Des

Weiteren ist sf (im Lebesgueschen Sinne) differenzierbar mit Ableitung sf ′ = f . Aus

f monoton wachsend folgt daher, dass sf konvex ist. Somit gilt für t ∈ [0,1]:

sf(t) = sf(t ⋅ 1 + (1 − t) ⋅ 0) ≤ tsf(1) + (1 − t) sf(0)
²

=0

= t ⋅ sf(1) (A.2.1)

und
←Ðsf (t) = sf(1) − sf(1 − t)

(A.2.1)
≥ sf(1) − sf(1) ⋅ (1 − t) = sf(1) ⋅ t.

d3) Zunächst folgt aus Formel (2.2.5) in d1):

s←Ð
f
(t) = ∫

[0,t]

←Ð
f (s)�(ds) = t ⋅ f(1) − ∫

[0,t]

f(1 − s)�(ds) (2.2.5)= t ⋅ f(1) −←Ðsf (t). (A.2.2)

Unter Verwendung von (A.2.2) folgt:

←Ðs←Ð
f
(t) = s←Ð

f
(1) − s←Ð

f
(1 − t)

(A.2.2)= [f(1) −←Ðsf (1)] − [(1 − t)f(1) −←Ðsf (1 − t)] = t ⋅ f(1) − sf(t) ,

da ←Ðsf (1 − t) −←Ðsf (1) = ←Ðsf (1 − t) − sf(1) = −sf(t) ist.
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Gilt s←Ð
f
= ←Ðsf , so folgt

s←Ð
f
(t) = ←Ðsf (t) = t ⋅

f(1)
2

, t ∈ [0,1] .

Daraus folgt
←Ð
f ≡ f(1)

2 . Mit Lemma 2.2.4 a) gilt also
←Ð
f ≡ 0 und somit f ≡ 0. Die

Rückrichtung
”
f ≡ 0⇒←Ðsf = s←Ðf ” ist sofort klar.

A.3 Tests vom Kolmogorov-Typ

Beweis von Satz 2.3.1

Es sei Y = sf +B[0,1].

a) Nach Voraussetzung ist f ≥ 0 und monoton wachsend, so dass nach Lemma 2.2.4 d2)

gilt:
←Ðsf (t) ≥ sf(1) t ≥ sf(t), t ∈ [0,1].

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung aus Satz 2.3.1 a).

b) Die erste Ungleichung in Satz 2.3.1 b) ist sofort klar. Um die zweite Formel einzusehen,

zeigen wir zunächst, dass für sf1 ≤ sf ≤ sf2 mit sf1(1) = sf(1) = sf2 gilt:

←Ðsf1 ≥ ←Ðsf ≥ ←Ðsf2 . (A.3.1)

Wegen

←Ðsf1(t) = sf1(1) − sf1(1 − t) ≤ sf(1) − sf(1 − t) = ←Ðsf (t) für alle t ∈ [0,1]

ist die erste Ungleichung in (A.3.1) richtig. Die zweite Ungleichung in (A.3.1) folgt

analog. Damit aber folgt die Behauptung aus Satz 2.3.1 b) unmittelbar.

Lemma für die Normalverteilungsdichte/-verteilungsfunktion

Lemma A.3.1 Es seien σ > 0 und Φσ2 bzw. φσ2 die Verteilungsfunktion bzw. Dichte der

N(0, σ2)-Verteilung (im Fall σ2 = 1 wird der Index auch einfach weggelassen). Dann gilt

für µ,x ∈ R:

a) Die Verteilungsfunktion bzw. Dichte von N(µ,σ2) ist Φσ2(● − µ) bzw. φσ2(● − µ).

150
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b) φσ2(xσ) = 1
σφ(x) und Φσ2(xσ) = Φ(x)

bzw. φσ2(x) = 1
σφ(xσ) und Φσ2(x) = Φ(xσ).

c) Für x ∈ R gilt:

x

∫
−∞

Φσ2(t) dt = xΦ (x
σ
) + σ φ (x

σ
) . (A.3.2)

Beweis (von Lemma A.3.1) Die Teile a) und b) folgen unmittelbar aus der Definition

der Normalverteilungsdichte bzw. unter Anwendung elementarer Integrationsregeln. Teil c)

folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini, denn

x

∫
−∞

Φσ2(t) dt =
x

∫
−∞

φσ2(s)∫
R

1[s,x](t) dt ds =
x

∫
−∞

φσ2(s)(x − s) ds

= xΦσ2(x) + σ√
2π

x

∫
−∞

(− s

σ2
) ⋅ exp(− s2

2σ2
) ds

= xΦ (x
σ
) + σφ (x

σ
) .

Damit sind die Behauptungen bewiesen. ∎

Beweis von Satz 2.3.2

a) Für θ = 0 erhält man in (2.3.5):

sf(t) = ←Ðsf (t) = µt, t ∈ [0,1].

Folglich ist
←Ð
Y
D= Y , womit die Güte des gewöhnlichen mit derjenigen des rückwärtigen

Kolmogorov-Tests übereinstimmt. Sie ist gegeben durch:

P( sup
t∈[0,1]

Y (t) > z1−α/2 ) = P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Y (t) > z1−α/2 ) = P( sup

t∈[0,1]

(Bt + µt) > z1−α/2)

Die Verteilung des Supremums einer Brownschen Bewegung mit Drift ist in der Literatur

wohlbekannt. Nach Borodin und Salminen (2002, Formel 2.1.1.4) ist diese Wahrschein-

lichkeit mit Erfc(x) ∶= 2√
π ∫

∞

x exp(−v2)dv für x ∈ R gegeben durch:

=1

2
Erfc(

z1−α/2 − µ√
2

) + 1

2
exp (2µ z1−α/2)Erfc(

z1−α/2 + µ√
2

)
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=1 −Φ (z1−α/2 − µ) + exp (2µ z1−α/2) [1 −Φ (z1−α/2 + µ)]
=Φ(µ − z1−α/2) + exp(2µ z1−α/2)Φ(−µ − z1−α/2).

b) Für das Komplementär-Ereignis aus Satz 2.3.2 gilt:

P( sup
t∈[0,1]

Y (t) ≤ z1−α/2 ) =
z1−α/2

∫
−∞

P( sup
t∈[0,θ]

Bt ≤ z1−α/2 ∣ Bθ = x)

×P( sup
t∈(θ,1]

Bt ≤ z1−α/2 − µ(t − θ) ∣ Bθ = x) ⋅ φθ(x) dx. (A.3.3)

Die erste Wahrscheinlichkeit unter dem Integral ist gerade die Wahrscheinlichkeit, dass

eine Brownsche Brücke mit Startpunkt 0 und Endpunkt x in [0, θ] unterhalb von z1−α/2

bleibt. Sie ist gegeben durch (Siegmund, 1986, S. 375)

P( sup
t∈[0,θ]

Bt ≤ z1−α/2 ∣ Bθ = x) = 1 − exp(−
2z1−α/2 (z1−α/2 − x)

θ
) . (A.3.4)

Für die zweite Wahrscheinlichkeit gilt:

P( sup
t∈(θ,1]

Bt ≤ z1−α/2 − µ(t − θ) ∣ Bθ = x) = P( sup
t∈[0,1−θ]

Bt ≤ (z1−α/2 − x) − µt).

Wegen der wohlbekannten Formel für die
”
Boundary Crossing Probability“ einer Brown-

schen Bewegung mit Drift (vgl. z. B. Borodin und Salminen 2002, Formel 2.1.1.4, S.250)

gilt weiter:

=Φ(−µ
√

1 − θ +
z1−α/2 − x√

1 − θ
) − exp (2µ(z1−α/2 − x)) ⋅Φ(−µ

√
1 − θ −

z1−α/2 − x√
1 − θ

)

=Φ1−θ (µ(θ − 1) + z1−α/2 − x) − exp (2µ (z1−α/2 − x)) ⋅Φ1−θ (µ(θ − 1) − z1−α/2 + x) .
(A.3.5)

Setzt man nun (A.3.4)–(A.3.5) in (A.3.3) ein, so ergibt sich die Behauptung.

c) Wir betrachten auch hier wieder die komplementäre Wahrscheinlichkeit:

P( sup
t∈[0,1]

←Ð
Y (t) ≤ z1−α/2 )

=
z1−α/2−µ(1−θ)

∫
−∞

P( sup
t∈[0,1−θ]

Bt ≤ z1−α/2 − µt ∣ B1−θ = x)
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× P( sup
t∈(1−θ,1]

Bt ≤ z1−α/2 − µ(1 − θ) ∣ B1−θ = x) ⋅ φ1−θ(x) dx.

Bei der ersten Wahrscheinlichkeit unter dem Integral handelt es sich um eine Brownsche

Brücke mit Drift. Siegmund (1986, S. 375) gibt diese Wahrscheinlichkeit explizit an.

Setzen wir diese Darstellung ein, so erhalten wir weiter

=
z1−α/2−µ(1−θ)

∫
−∞

[1 − exp(−
2z1−α/2 (z1−α/2 − µ(1 − θ) − x)

1 − θ )]

× P( sup
t∈[0,θ]

Bt ≤ z1−α/2 − µ(1 − θ) − x) ⋅ φ1−θ(x) dx .

Die zweite Wahrscheinlichkeit unter dem Integral kann beispielsweise mit Hilfe von

Billingsley (1999, S. 92) berechnet werden. Es folgt weiter:

=
z1−α/2−µ(1−θ)

∫
−∞

[1 − exp(−
2z1−α/2 (z1−α/2 − µ(1 − θ) − x)

1 − θ )]

× [2Φ(
z1−α/2 − µ(1 − θ) − x√

θ
) − 1] ⋅ φ1−θ(x) dx .

Wegen Φ( z√
θ
) = Φθ(z) für z ∈ R (vgl. Lemma A.3.1) folgt die Behauptung aus Satz 2.3.2.

A.4 Maximum Increase-Test

Beweisskizze von Satz 2.4.5

Wir verwenden zum Beweis von Satz 2.4.5 die in der Literatur wohlbekannte Lévy-Formel.

Sei dazu L0 ∶= (L0
t )t≥0 die zu (Bt)t≥0 gehörige

”
local time in 0“, also

L0
t = lim

ε↓0

1

2ε

t

∫
0

1(∣Bs∣<ε) ds

(sh. Abschnitt VI - §1 in Revuz und Yor 1999). Weiter sei Mt ∶= sups∈[0,t]Bs, t ≥ 0,

der Maximums-Prozess der Brownschen Bewegung B = (Bt)t≥0. Dann haben die beiden

zweidimensionalen Prozesse X = (Xt)t≥0 und X̃ = (X̃t)t≥0 mit

Xt =
⎛
⎝
Mt −Bt

Mt

⎞
⎠

und X̃t =
⎛
⎝
∣Bt∣
L0
t

⎞
⎠
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dieselbe Verteilung (Beweis unter Verwendung von Tanaka-Formel und Skorohod-Gleichung,

sh. Revuz und Yor 1999, S. 240f). Die Gleichheit in Verteilung von X und X̃ wird als

Lévy-Formel bezeichnet. Insbesondere folgt aus dieser Formel:

sup
t∈[0,T ]

[Mt −Bt] D= sup
t∈[0,T ]

∣Bt∣ .

Für die linke Seite in obiger Gleichung gilt

sup
t∈[0,T ]

[Mt −Bt] = D(B[0,T ]) = I(−B[0,T ]) D= I(B[0,T ]) .

Dabei gilt die letzte Gleichheit, da −B = (−Bt)t≥0 wieder eine Standard Brownsche Bewegung

ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 2.4.5.
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B Herleitung des Kernel-Begriffs

B.1 Formale Definition von
”
Kernel“

In den folgenden Darstellungen orientieren wir uns an Lifshits (2012). Wir wiederholen

allerdings die dort sehr allgemein gehaltenen Definitionen und Resultate an dieser Stelle

nicht und betrachten stattdessen nur den Fall, dass die auftretenden Gauß-Prozesse Werte

in C([0, T ]), T > 0, annehmen.

Es sei also in diesem Abschnitt X[0,T ] = (Xt)t∈[0,T ] ein zentrierter Gauß-Prozess mit Pfaden

in C([0, T ]) und Verteilung PX[0,T ] . Der Dualraum zu C([0, T ]) ist gegeben durch (sh. z. B.

Werner, 2005, S.62):

C([0, T ])⋆ = {F ∶ C([0, T ]) → R ∣ F stetig und linear}

= { ∫
[0,T ]

● dµ ∣ µ reguläres Borelmaß} .

F ∈ C([0, T ])⋆ ist linear und damit F (X[0,T ]) normalverteilt, womit

E (F (X[0,T ])2) = ∫
C[0,T ]

F (y)2 PX[0,T ](dy) < ∞ .

Folglich ist

F ∈ L2
X ∶= L2(C([0, T ]),PX[0,T ]).

Damit ist die kanonische Einbettung I⋆ ∶ C([0, T ])⋆ ↪ L2
X wohldefiniert. Sei weiter X der

Abschluss von I⋆ (C([0, T ])⋆) in L2
X . Dann können wir I⋆ auch als Einbettung

I⋆ ∶ C([0, T ])⋆ ↪ X ≤ L2
X (B.1.1)

auffassen. Auf X wird durch L2
X das Skalarprodukt

⟨G1,G2⟩X = ⟨G1,G2⟩L2
X
= ∫
C([0,T ])

G1(y)G2(y) PX[0,T ](dy)
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= E (G1(X[0,T ]) G2(X[0,T ]) ) , G1,G2 ∈ X, (B.1.2)

und die Norm

∥G∥2X = E (G(X[0,T ])2) , G ∈ X ,

induziert. Sei

I ∶ X→ C([0, T ]) (B.1.3)

die duale Abbildung zu I⋆ aus (B.1.1). I existiert und ist eindeutig durch die Gleichung

F(I(G)) = ⟨I⋆(F ),G⟩X , für alle F ∈ C([0, T ])⋆,G ∈ X, (B.1.4)

charakterisiert (Lifshits, 2012, S. 23).

Korollar B.1.1 Sei G ∈ X, dann gilt: (I(G)) (t) = E (Xt ⋅G (X[0,T ])), t ∈ [0, T ].

Beweis Sei δt ∈ C([0, T ])⋆ die Projektionsabbildung

δt ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C([0, T ]) → R

f ↦ f(t)
.

Wählt man F = δt in (B.1.4), so ergibt sich:

(I(G)) (t) = δt(I(G)) = ⟨I⋆(δt),G⟩X

= ∫
C([0,T ])

I⋆(δt)(y)G(y) PX[0,T ](dy) = E (Xt ⋅G(X[0,T ]))

und damit die Behauptung. ∎

Weiterhin gilt:

Lemma B.1.2 I ∶ X→ C([0, T ]) ist linear und injektiv.

Beweis Seien α ∈ R und G1,G2 ∈ X. Dann gilt für alle F ∈ C([0, T ])⋆:

F(I(α(G1 +G2))) = α (⟨I⋆(F ),G1⟩X + ⟨I⋆(F ),G2⟩X)

= α (F (I(G1)) + F (I(G2)))

und da F linear ist, folgt weiter:

= F(α (I(G1) + I(G2)) ) .
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Die obige Gleichung aber gilt für alle F ∈ C([0, T ])⋆, so dass die Linearität von I folgt.

Die Injektivität zeigen wir, indem wir Kern(I) = {0X} beweisen, wobei 0X die Nullfunktion

in X ist. Sei also 0 die Nullfunktion in C([0, T ]) und G ∈ X derart, dass I(G) = 0 ist. Dann

gilt:

0 = F(I(G)) = ⟨I⋆(F ),G⟩X für alle F ∈ C([0, T ])⋆.

Sei nun (Fn)n∈N eine Folge in C([0, T ]⋆ mit

I⋆(Fn) → G , also: ∥I⋆(Fn) −G∥X → 0 ,

dann gilt aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts:

0 = lim
n→∞

⟨I⋆(Fn),G⟩X = ∥G∥2X

und somit insbesondere G = 0X. ∎

Insbesondere folgt aus Lemma B.1.2, dass I ∶ X → I(X) bijektiv ist und die Inverse

I−1 ∶ I(X) → X existiert. Damit sind wir nun in der Lage, den
”
Kernel“ zu definieren.

Definition B.1.3 (Kernel)

Die Menge HX ∶= I(X) ⊆ C([0, T ]) versehen mit dem Skalarprodukt

⟨g1, g2⟩HX ∶= ⟨I−1(g1), I−1(g2)⟩X , g1, g2 ∈ HX ,

und der zugehörigen Norm

∥g∥2HX ∶= ⟨g, g⟩HX , g ∈ X,

heißt Kernel von X[0,T ] (bzw. von PX[0,T ]).

B.2 Weitere Eigenschaften des Kernels eines

Slepian-p-Prozesses

Die Abbildung f0 aus dem Beweis zu Satz 6.2.1 ist eindeutig:

Lemma B.2.1 Es seien p > 0, T > 0 und k ∈ L2([0, T ]). Dann ist die Funktion

f0 ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[0, T + p] → R

t ↦ ∑
⌊ t
p
⌋

j=1 k(t − jp)
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B Herleitung des Kernel-Begriffs

die einzige Funktion mit

f0∣[0,p) ≡ 0 und ∆pf0 = k . (B.2.1)

Beweis Im Beweis zu Satz 6.2.1 zeigen wir, dass f0 die Eigenschaften (B.2.1) erfüllt.

Sei nun f ′ ∈ L2([0, T + p]) eine weitere Funktion mit (B.2.1). Wir behaupten, dass für alle

m ∈ {1,2, . . . , ⌊Tp ⌋ + 1} gilt:

f0∣[0,mp) = f
′∣
[0,mp)

⇒ f0∣[0,(m+1)p)∩[0,T+p] = f
′∣
[0,(m+1)p)∩[0,T+p]

. (B.2.2)

Wir beweisen (B.2.2) durch vollständige Induktion nach m:

Induktionsanfang m = 1: Für t ∈ [0, p) gilt:

0 = ∆pf0(t) −∆pf ′(t) = f0(t + p) − f0(t) − f ′(t + p) + f ′(t) = f0(t + p) − f ′(t + p) ,

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen f0∣[0,p) = f
′∣
[0,p)

≡ 0 gilt. Damit aber folgt, dass

f0∣[0,2p) = f
′∣
[0,2p)

.

Induktionsschritt m→m + 1: Für t ∈ [(m − 1)p,mp) ∩ [0, T + p] gilt:

0 = ∆pf0(t) −∆pf ′(t) = f0(t + p) − f0(t) − f ′(t + p) + f ′(t) = f(t + p) − f ′(t + p) ,

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen f0∣[0,mp) = f
′∣
[0,mp)

(Induktionsvoraussetzung) gilt.

Folglich ist (B.2.2) bewiesen.

i) Ist T + p > (⌊Tp ⌋ + 1)p, so folgt aus (B.2.2): f0 = f ′.

ii) Im Falle T + p = (⌊Tp ⌋ + 1)p muss noch f0(T + p) = f ′(T + p) gezeigt werden. Dies aber

folgt wiederum unmittelbar aus

0 = f0(T + p) − f0(T ) − f ′(T + p) + f ′(T ) = f0(T + p) − f ′(T + p) .

Damit gilt auch in diesem Falle f0 = f ′.

Insgesamt folgt damit, dass f0 eindeutig ist. ∎

Im nachfolgenden Satz zeigen wir eine Möglichkeit auf, die Norm auf dem Kernel eines

Slepian-p-Prozesses zu beschreiben.

Satz B.2.2 (Norm auf HSlepian−p)

Es seien p > 0 und HSlepian−p der Kernel eines Slepian-p-Prozesses aus Satz 6.2.1. Weiter

sei m ∶= c + sk ∈ HSlepian−p mit c ∈ R, k ∈ L2([0, T ]).
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a) Für die Norm HSlepian−p gilt:

∥c + sk∥2HSlepian−p
= inf

{f∈L2[0,T+p] ∣ ∆psf=c+sk}
∥f∥2L2[0,T+p] .

b) Die Indexmenge aus a) kann näher beschrieben werden.

Sei dazu f0 ∈ L2([0, T + p]) die eindeutige Funktion aus dem Beweis zu Satz 6.2.1 mit

f0∣[0,p) ≡ 0 und ∆pf0 = k, dann gilt:

{f ∈ L2[0, T + p] ∣ ∆psf = c + sk} = f0 +Kc, (B.2.3)

wobei

Kc ∶= {v ∈ L2[0, T + p] ∣ sv(p) = c, v(t) = v (t − ⌊ t
p
⌋ ⋅ p) für t ∈ [0, T + p] }

die Menge aller Funktionen v ∈ Kern(∆p) ist mit sv(p) = c.

Beweis a) Nach Bemerkung 6.1.1 ist die Norm in HSlepian, p gegeben durch:

∥c + sk∥2HSlepian,p
= inf

{sf ∈HBM∣∆psf=c+sk}
∥sf∥2HBM

wegen ∥sf∥2HBM
= ∥f∥2

L2[0,T+p]
folgt weiter:

= inf
{f∈L2[0,T+p] ∣ ∆psf=c+sk}

∥f∥2L2[0,T+p] . (B.2.4)

b) Kc ⊆ Kern(∆p), da für v ∈ Kc gilt:

∆pv(t) = v(t + p) − v(t)

= v (t + p − ⌊t + p
p

⌋ ⋅ p) − v (t − ⌊ t
p
⌋ ⋅ p) = 0 , t ∈ [0, T ].

Damit gilt für f0 + v ∈ f0 +Kc:

∆psf0+v = ∫
[0,p)

f0 + v d� + s∆pf0+∆pv = sv(p) + s∆pf0 = c + sk ,

wobei die erste Gleichheit wegen (6.2.2) gilt. Also ist

f0 +Kc ⊆ {f ∈ L2[0, T + p] ∣ ∆psf = c + sk}. Sei nun andererseits f ∈ L2[0, T + p] mit
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∆psf = c + sk. Damit ist

∆psf(0) = c + sk(0) = c

und v ∶= f − f0 ∈ Kc, da

i) sv(p) = sf(p) − sf0(p) = c − 0 = c .

ii) ∆pv = ∆pf−∆pf0 = k−k = 0 und somit v(t) = v(t+p) für alle zulässigen t ∈ [0, T +p].

Es folgt, dass f = f0 + (f − f0) ∈ f0 +Kc ist, womit die Behauptung gezeigt ist. ∎
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Kolmogorov, rückwärtig, 26

Maximum Increase, 31

Testgüte
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