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1 Der schwarze Strahler

Die Quantenphysik wurde mit der Theorie des Schwarzen Strahlers im Dez.
1900 geboren und wird deswegen im einfithrenden Kapitel erschépfend dis-
kutiert. Der zweite Schwerpunkt ist der Photoeffekt, dem sich die Diskus-
sion des Welle-Teilchen-Dualismus (Versuche von DAVISSON und GERMER,
CompTON-Effekt) anschliefit.

1.1 Einfiihrung

Das wesentliche Ziel der Quantenmechanik ist die vollstdndige und genaue theoreti-
sche Beschreibung von Partikeln atomarer Dimension. Dazu gehoren

e die statische Betrachtung auf ein Atom oder Molekiil (Bestimmung der Energie
des Grundzustandes: warum ist genau dieser Zustand stabil?) ebenso wie die

e Dynamik des quantenmechanischen Systems mit seiner Umgebung, die z. B.
durch zahlreiche spektroskopische Untersuchungen ermittelt wird.

Beide Punkte bewirkten eine intensive Verbreiterung der experimentellen Me-
thoden, mit denen entweder vorausgesagte Effekte bestiitigt werden sollten (etwa
die Vorausssage der Existenz des Positrons durch P.A.M. DIRAC, aktuell: BOSE-
EINSTEIN-Kondensation) oder umgekehrt neue experimentelle Tatsachen durch die
Theorie erklart werden sollten.

1.2 Kontinuitidt < Diskontinuitit

Beispiele aus dem Alltag

e Mitarbeiterzahl kann nur um ganze Einheiten (1 MA) gesteigert oder gesenkt
werden. Dagegen kann die Produktivitdt pro Mitarbeiter jede beliebige Hohe
annehmen.

e Mit realen Eisenbahngleisen lassen sich beliebige Kriimmungsradien ausfiihren,
mit Modellbahngleisen dagegen nur vorgesehene.
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Beispiele aus der Physik

e elektrischer Strom: es gibt positive und negative Ladungen, die voneinander
getrennt werden koénnen.

e Gasentladungen: es gibt positive und negative Fragmente von Atomen.
e MILLIKAN-Versuch: Es gibt eine kleinste Ladungseinheit, die Elementarladung.

Gilt dies auch fiir die Energie? BALMER interessierte sich fiir das Spektrum des
Wasserstoffs und fand eine verbliiffende Losung, die numerisch duflerst einfach war.
FRAUNHOFER stellte als erster fest, dafl im kontinuierlichen Sonnenspektrum ,,schwar-
ze“ Banden gerade an den Stellen auftraten, wo die Helium-Linien zu erwarten wéren.
Schliefilich fanden HEINRICH HERTZ und PHILIPP LENARD, dafl beim Bestrahlen ei-
nes Metalls mit UV-Licht Elektronen die Oberfliche mit einer bestimmten Restenergie
verlassen (1887/88).

Eines der ungelosten Probleme der theoretischen Physik am Ende des 19. Jahr-
hunderts war die Frage der sog. Schwarzen Strahlers. Sie ist eng verkniipft bzw. folgt
direkt aus dem sog. Gleichverteilungssatz der Energie. So stellte man fest, daf} die
spezifische Wérme einfacher Molekeln einfachen Regeln folgt, die aus der Thermody-
namik ableitbar sind, und zwar gilt fiir adiabatische Anderungen (Wérmeaustausch
mit der Umgebung wird unterdriickt, d. h. dU = 6Q + dw A 6Q = 0)

3 2
pV = RT = NaksT AU = 5RT = RT = JU ApV =%4U = (7= )U.  (L.11)

Dabei ist v der sog. Adiabatenkoeffizient, der das Verhéltnis der spezifischen Wirmen

3
¢p/ ¢y bezeichnet und fiir Edelgase etwa / 25} ; f_ °/3 betrigt und fiir Wasserstoff
2
"hR+ R . : : : ,
etwa = LR = 1,4. Pro Freiheitsgrad wird danach eine spezifische Wirme von
2
1/2 kB = I/QNL; kreiert.

Beispiel 1.1 Derartige adiabatische Vorginge spielen eine entscheidende Rolle in der Phy-
sik der Atmosphére. Beispielsweise ist wegen der geringen Warmeleitfahigkeit der Luft viel
eher eine adiabatische denn eine isotherme Schichtung zu erwarten. Um den reduzierten
Luftdruck mit steigender Hohe zu beschreiben, wird in erster Niherung die barometrische
Hohenformel verwendet, fiir die allerdings Isothermie Voraussetzung ist. Nimmt man dage-
gen eine adiabatische Schichtung an, dann findet man

__const
V7
eine Halbierung der Dichte (Verdoppelung des Volumens) fiithrt also nicht zu einer Halbie-
rung, sondern zu einer Drittelung des Drucks.

Fiir adiabatische Anderungen bilden wir das totale Differential unter der Beach-
tung der Tatsache, daf} bei Unterdriickung des Wirmeaustauschs mit der Umgebung
die Druckvolumenarbeit pdV gleich der negativen Anderung der inneren Energie ist:
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1 1
AU +pdV =0AdU = ——d(pV) = dU = ﬁ(polv +Vdp) = —pdV, (1.1.2)

woraus durch Umformen leicht

’yﬂ + dp =0 = pV"” = const (1.1.3)
Viooop
folgt, wenn v eine Konstante ist. Experimentell findet man aber, dafl der Adiaba-
tenkoeffizient fiir Wasserstoff unterhalb von 80 K gegen /3 strebt: Wasserstoff wird
,einatomig.

Dieses war aber nur eine Schwierigkeit. Wir wollen im 1. Kapitel diesen histori-
schen Weg kurz nachvollziehen und versetzen uns in einen Zustand, der nichts weifl
von Lichtquanten und diskreten Energieniveaus.

Die Organisation ist derart, dafl wir im Anschnitt 1.3.1 die Phianomenologie und
in den Abschnitten 1.3.2. bis 1.3.4 die klassische Theorie mit dem PLANCKschen
Bruch beschreiben. Es folgt im Abschnitt 1.3.5 die einfachere Abzihlmethode mit
dem PLANCKschen Wirkungsquantum und im Abschnitt 1.3.6 EINSTEINs Deutung
aus den Jahren 1916/1917, die sowohl fiir die Theorie des Lasers von grofier Bedeutung
ist, aber auch den Fall eines Zwei-Niveau-Systems verwendet.

1.3 Schwarzer Strahler

1.3.1 Phinomenologie

IR-Strahlung wird auch als Temperatur- oder Wérmestrahlung bezeichnet, da sie
von erhitzten Korpern abgestrahlt wird, um thermodynamisches Gleichgewicht mit
der Umgebung herzustellen! und als Wirme empfunden wird. In einer sehr einfachen,
aber historisch nachempfundenen Deutung geraten die Ladungstriger des Korpers in
heftige(re), beschleunigte Bewegung und strahlen nach den Gesetzen der Elektrody-
namik elektromagnetische Energie ab. KIRCHHOFF stellte fest, dafy eine Fliche um
so besser strahlt, je besser sie absorbiert. Denn wire das nicht so, konnte eine Fliche
mehr Energie aufnehmen, als sie abstrahlen wiirde, sich also im Austausch mit ande-
ren Platten aufheizen (Verstof§ gegen 2. Hauptsatz). Am besten absorbieren schwarze
Flédchen; folglich miissen sie auch am besten strahlen. Er bezog daher die Abstrahl-
charakteristik auf diejenige, Ps, der schwarzen Fliche (e: (frequenzunabhéngiger) Ab-
sorptionsgrad, KIRCHHOFFsches Strahlungsgesetz):

! Thermodynamische Gleichgewicht innerhalb eines abgeschlossenen Systems erfordert T = const,
p = const. Besteht Ungleichgewicht, flieen zum Ausgleich Wirme- und Materiestréme; die Prozesse
an der Oberfléiche eines Kérpers sind Absorption und Reflexion. Es kann der Fall eintreten, daf3 ab-
sorbierte Energie vom Korper nicht aufgenommen werden kann, sondern diesen ,,ungenutzt“ wieder
verldfit (z. B. Fensterscheiben und sichtbares Licht); dann spricht man von Transmission. In der
Summe muf} die Effizienz dieser drei Effekte Eins ergeben.
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P =c¢P,. (1.2)

Aber selbst berufite rauhe Fliachen erfiillen die zusétzliche Bedingung ¢ = 1 nur un-
zureichend (hochstens 0,9), der Rest wird entweder reflektiert oder durchgelassen.
Daher ersann WILHELM WIEN in den 1890iger Jahren den Schwarzen Strahler, einen
Strahler, der nicht nur den TR-Bereich, sondern Wellen des gesamten Spektrums ab-
strahlt. Das ist ein sog. Hohlraumstrahler: eine kleine Offnung in einem sonst allseits
geschlossenen Hohlraum. Bringt man, z. B. durch elektrische Heizung, die Winde
des Hohlraumstrahlers auf Temperatur, sendet nur die Offnung elektromagnetische
Strahlung aus, die an den Winden hin- und herreflektiert wird, und eben irgendwann
einmal die Chance erhilt, den Hohlraum zu verlassen.?

Zerlegt man also die Hohlraumstrahlung spektral (Versuche von LUMMMER und
PRINGSHEIM), stellt man fest, daf sich Kurven ergeben, die

e der Verteilung nach MAXWELL-BOLTZMANN &dhneln, d. h. bei sehr tiefen und
sehr hohen Temperaturen sehr wenig abgestrahlt wird und dazwischen ein Ma-
ximum liegt, und

e dal das Maximum der Intensitdt mit steigender Temperatur sich zu immer
kiirzeren Wellenlidngen verschiebt (WI1ENsches Verschiebungsgesetz). Dabei liegt
das Maximum z. B. fiir die Weifiglut unserer Wolframdraht-Lampen noch im
IR (weswegen man mit einer Glithlampe in erster Linie eine Aufheizung des
Raums bewirkt), Rote Riesen wie die Betageuze oder Aldebaran bei 3500 K,
die Sonne bei 5800 K (Abbn. 1.1 und 1.2), blau-weifle wie Sirius bei deutlich
iiber 10000 K.

e Insgesamt steigt bei Temperaturerhohung die abgestrahlte Energie iiber den
gesamten Frequenzbereich stark an.

1.3.2 Klassische Theorie des Schwarzen Strahlers

Nach dem KIRCHHOFFschen Beweis ist die spektrale Dichte p,, vollig unabhéingig vom
Wandmaterial und allein durch die Temperatur bestimmt (p, = f(w,T), du ist die
Energiedichte der Strahlung zwischen w und w + dw):

du
w — 7 131
Po= - (1.3.1)
die mit der Dichte der elektromagnetischen Energie iiber
u = o(eoE* + poH?) (1.3.2)

2Umgekehrt wird einmal eingefangene Strahlung durch mehrfache Reflexion im Innern schliellich
vollsténdig verschluckt und in Wiarme umgewandelt (Pupille, optischer Eindruck von Fenstern in
Gebiduden).
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Abb. 1.1. Experimentelle Kurven der schwarzen Strahlung fiir verschiedene Temperaturen
als Funktion der Wellenldnge. Das Maximum der Kurve von 1000 K liegt bei 3 ym, das der
von 2000 K bei 1,9 pm, das der Temperatur der Sonnenoberfliche (5780 K) bei 510 nm,

d. h. im griinen Bereich. Die griin eingetragene, die Maxima verbindende Kurve wird vom
WiENschen Verschiebungsgesetz beschrieben.
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Abb. 1.2. Experimentelle Kurven fiir verschiedene Temperaturen als Funktion der Frequenz
(Energie). Das Maximum der Kurve, das der Temperatur der Sonnenoberfliche (5780 K)
entspricht, liegt nun im Infraroten (sichtbarer Spektralbereich entspricht einer Frequenz-
region zwischen 3,75 und 7,5 - 10" Hz). Die griin eingetragene, die Maxima verbindende
Kurve wird vom WiENschen Verschiebungsgesetz beschrieben.

zusammenhiingt, die entscheidende MeBgrofe.? Im Vakuum ist noch |E| = |H]|, so
daf} die Energiedichte den Wert

3In der Literatur wird auch hiufig die spektrale Dichte p, verwendet. Die beiden Gréfien hiingen

iiber p, = %p,, zusammen, weil w = 27y ist. Dann kommt z. B. genau die Formel (11.11) im
Gerthsen heraus.
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u=¢eoE? (1.3.3)

annimmt. Wenn man diesen Umstand beachtet, kann man die Wand durch eine Ge-
samtheit von Oszillatoren (Dipolstrahlern) ersetzen, und die mittlere Energie dieser
Ostzillatoren wird vollstindig durch die spektrale Dichte der Wirmestrahlung vorge-
geben. Der Schwingungsansatz liefert dann mit der PLANCKschen Strahlungsdamp-

fungskraft (die Dampfungskonstante ist v = %mi‘%cg,): 1
2z, dBr e
+ —_—y— = —F , 1.4
a2 T T T my (14)

wobei w die Frequenz seiner Eigenschwingung und F, die xz-Komponente der Feld-
stiarke des elektrischen Feldes der schwarzen Strahlung ist, die als FOURIER-Reihe
entwickelt

Ey= Y Epe™ (1.5)

n=—0o0

mit der Amplitude einer einzelnen Schwingung des Feldes E,, bei der Frequenz

Wn = NW (1.5)

geschrieben werden kann. Dies ist der Ansatz eines harmonischen Oszillators, dessen
Eigenfrequenzen eben durch (1.5) als Vielfache der Frequenz der Grundmode gegeben
sind. Fiir die Amplitude finden wir dann aus Gl (1.4)

e} e inwot
L0 F e

v Z w? — (T%Zuo)? + iy (nwg)?’ (16.1)

n=—0o0

also eine Beddmpfung 3. Ordnung an der Resonanzstelle, fiir die Geschwindigkeit

00 inwgeg E inwot

:E’ne
. . mo
e Z w? — (nwo)? + 1y (nwo)?’

n=—0o0

(1.6.2)

4Bei einem Dipolstrahler ist im Gegensatz zu einem mechanischen Oszillator, bei dem die DAmp-
fung der ersten zeitlichen Ableitung der Auslenkung entgegengesetzt proportional ist (entweder linear
wie bei der COULOMB-Reibung oder quadratisch wie bei der NEWTON-Reibung), die Diampfung der
dritten zeitlichen Ableitung proportional, und wir sagen, daf die vom Dipol abgestrahlte Leistung

aw
= AW
a !

ist. Wenn der Oszillator als konstitutives Wandelement sich im thermischen Gleichgewicht mit seinen
Nachbarn befindet, dann hat er nach dem Gleichverteilungssatz der Energie eine mittlere Energie
von kT, also ist die abgestrahlte Leistung im Mittel

dW
— = = .
< T > YW = kg1
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Die mittlere Energie der Oszillatoren ist das Doppelte des zeitlichen Mittelwertes der
kinetischen Energie:®

g = moa?. (1.7)

Da die Resonanz trotz der Strahlungsddmpfung sehr scharf ist (die Giite ist etwa 10%),

bedeutet das, daf8 sich die Summe in der Gl. (1.6.2) nahezu nur aus den Gliedern
zusammensetzt, fiir die nwy &~ w gilt (harmonische Reihe), also:

Wy, = NWy = W & NWy (1.8.1)

bzw. an der Resonanzstelle selbst, wo w, = wy = w ist:

n=mngA\w=nywg = dw, = wedn; (1.8.2)
dn ist aber nach Voraussetzung (harmonische Reihe) Eins, also:

w

(1.8.3)

dw, = wg =
n =ny

und statt der Summenbildung [Gl. (1.6.2)] konnen wir iiber w integrieren und erhalten

3 nyc?
e= > B P 1.9
F e T B | (19)

Mit Gl (1.3.3) folgt andererseits

u=cE? =3c0E2 =320 Y |Eanl’, (1.10)

n=—oo

was, iiber die Zeit gemittelt, die Beziehung
u:2-350/00|Em|2dn (1.11)
0
ergibt, bzw. mit der Gl. (1.8.2)
u:2-350n0/oo|Em|2d—w. (1.12)
0 w

Also ist die spektrale Dichte der Integrand von Gl. (1.12), immer beachtend, daf}
n = ng:

E:I:n 2
Pw :2'38071(]@. (]_]_3)
w

5Der zeitliche Mittelwert dieser GroBe wird gebildet aus

. 1 t=T
E = T / E3sin® wt dt,
t=0

was mit partieller Integration leicht zu 16sen ist und den Wert 1/2E0 aufweist.
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Durch Vergleich (Substitution von |E,,,|*) zwischen den Gln. (1.9) und (1.13) stellen
wir fest:

2

W _
p, = 16 536—35 (1.14.1)
bzw. im cgs-System
2
w" _

Dabei ist der Mittelwert der Energie £ klassisch durch kgT zu ersetzen:® Dies riihrt
her aus der Energieverteilung der klassischen Teilchen, die mit einer MAXWELLschen
Verteilungsfunktion

1
N(e) = Ae™ P g = — 1.15
(€)= Ae 55 = - (1.15)
mit A der reziproken Zustandssumme () beschrieben werden kann.” Damit wird die
mittlere Energie (Grenzen der Integrale von 0 bis co):

A [ee P de
E= —r7— 1.16.1
c AfePede’ ( )
was aber gleich der Ableitung des Logarithmus des Integrals nach /3 ist:®
0 o 0
g=——1 “Pede = —1InQ = kgT. 1.16.2
€ 95 n/o e € o5 nQ = kg ( )

Die Integrale in Gl. (1.16.1) setzen eine kontinuierliche Energieauf- bzw. abgabe des
Systems voraus.

1.3.3 Klassische Erkliarung der Spektralverteilung

¢ RAYLEIGH-JEANS-Gesetz: fiir sehr niedrige Frequenzen gehorcht die spektrale
Verteilung einem quadratischen Gesetz:

p(w, T) o W, (1.17)

2
5 w
pw,T) x w?kpgT = pur = WkBT' (1.18)

6Die mittlere Energie eines harmonischen Oszillators ist kgT', wobei je 1/ngT auf die Freiheits-
grade der potentiellen und der kinetischen Energie entfallen.

"Unter der Zustandssumme ) versteht man die Summe aus von allen mit Gewichtsfaktoren g;
versehenen BOLTZMANN-Termen der einzelnen Anregungen (Translation, Rotation, Oszillation).

8
1 <1

—Be e = —Be|  _— _.

e P de= ——=e =—;

/ g B
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e Extrapolation fiir hohere und hohe Frequenzen fiihrt zu einer Divergenz der
Energiedichte (und damit natiirlich auch der Energie selbst), was EHRENFEST
als Ultraviolettkatastrophe bezeichnete (Abb. 1.3):

4t 15 . .
Rayleigh-Jeans —— Rayleigh-Jeans
3 Planck 1 1.0} —— Planck ]

—— Wien

<
= 2 £
0.5¢ i
1
0 . . : : ] . )
0 3 6 9 12 15 0'%.1 1 10
/ey, e,
Abb.1.3. Kurven der beiden Grenzgesetze von RAYLEIGH-JEANS (p, = por?) und

WIEN (p, = por’e?), verglichen mit der PLANCKschen Kurve (p, = poz3/(e® — 1).
po = (kgT)3/m°h?c®, w = wox, wy = kpT/h, lks. im linearen, re. im halblogarithmischen
Mafistab.

u = / pudw = % widw = co. (1.19)
0 T Jo

e Von hohen Frequenzen kommt das WiENsche Verschiebungsgesetz: das Maxi-
mum der Intensitit ist das Produkt zweier gegenlidufiger Faktoren:

p(w, T) o< wie=o/keT (1.20)

auf der hochfrequenten Seite féllt die spektrale Dichte steiler ab, als sie auf der
langwelligen Seite ansteigt, ndmlich ,nur* parabolisch (Abbn. 1.4).

Im JeEANSschen Hohlraumstrahler wiirde also nicht, wie der Gleichverteilungs-
satz der Energie es fordert, die gesamte Strahlungsenergie iiber alle Wellenléingen
gleichméBig verteilt sein, sondern sich vielmehr erstens im Gebiet sehr kurzer (un-
endlich kurzer) Wellenlingen konzentrieren, denn im Gegensatz zu einem Ensemble
aus Molekeln, deren Zahl zwar sehr grof3, aber dennoch endlich ist, gibt es diese Re-
striktion fiir Schwingungen nicht! Jeder Oszillator wiirde also zweitens nur mit einem
unendlich kleinen Anteil an der Gesamtleistung beteiligt sein. Aus Wiarmestrahlung
wiirde so rotes, gelbes, ...blaues, ultraviolettes Licht werden ad infinitum, eben die
EHRENFESTsche Ultraviolettkatastrophe oder das JEANSsche Paradoxon.
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Abb. 1.4. Das WiENsche Gesetz beschreibt die schwarze Strahlung fiir hohe Frequenzen
(kurze Wellenlingen) und ein Maximum der Intensitat und zeigt eine Verschiebung dieses
Maximums zu hoéheren Frequenzen (kiirzeren Wellenléingen) bei Temperaturerhhung.

1.3.4 Plancks Deutung: Erstmaliges Auftreten diskreter Zustinde

Dieses Dilemma wurde von PLANCK durch die Forderung nach quantenhafter Natur
der Strahlung gel6st. Dazu iiberlegte er, dafy es zwar einen , Vorrat“ an Frequenzen
gibt, die ein strahlender Korper aussenden kann, und es mehr hohe Frequenzen als
tiefe Frequenzen gibt. Aber um die Ultraviolettkatastrophe zu vermeiden, muf} die
Abstrahlung hoher Frequenzen benachteiligt sein.

Bei Energie- oder Temperaturerhohung nimmt dann die Wahrscheinlichkeit, daf3
der Korper auch héhere Frequenzen abstrahlt, zu, und das Maximum, das dadurch
entsteht, dafl der zweite den ersten Effekt iiberholt, verschiebt sich zu hoheren Ener-
gien. D. h. nicht nur zwischen Temperatur und Energie besteht eine Proportionalitit,
sondern auch zwischen Energie und Frequenz.

Mathematisch ging PLANCK so vor, dafl er bei der Bestimmung des Mittelwerts
der Energie in den Gln. (1.16) das Integral durch eine Summe (die Zustandssumme)
ersetzte, wobei er von einer harmonischen Anregung der Oszillatoren ausging, so dafl
g; = ie ist, so daB} wir in Gl. (1.21.1) mit einer unendlichen geometrischen Reihe
starten:

0 | o %) 1
g=——1 Tt = In———— 1.21.1
=g 05 T— e —
1 dz ce P
= el — 1.21.2
FT I e T A8 T (1—ePe) (121.2)
1 —pe(] _ o—be ~pe

_dlnz_ ce (1—e ): ce . (1.213)

ds (1—ePe)2 (1 —eBe)

1 “he

9 = (1.21.4)

~2 - .
B 1—eP 1-—ePe
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Multiplikation mit e”¢ liefert

0 1 £
——1 = . 1.21.5
ap B e T e 1 ( )
Setzt man diesen Wert in die Gln. (1.14) ein, erhélt man die Formel
2
po=—o___°© (1.22)

w23 efe — 17
Damit diese Formel mit dem WI1ENschen Gesetz bei hohen Frequenzen iibereinstimmt,
ist es hinreichend, zu fordern, dafl

£ X W, (1.23.1)

wobei PLANCK die Formel
€ =hw (1.23.2)
mit A der PLANCKschen Konstanten wéhlte, und wir erhalten die PLANCKsche Formel

hw? 1
203 ohwlkeT _ ]

pdw = dw, (1.24)

die in hervorragender Weise das Experiment beschreibt. Obwohl die Frequenz mit der
dritten Potenz im Zahler steht, wird durch den sehr viel groleren Wert von hw/kgT,
mit dem die Zahl e potenziert wird, die Parabel 3. Grades ,nach unten“ gezogen!
Mit dieser Gleichung konnte PLANCK also die Verteilung der Frequenzen bei einer
bestimmten Temperatur T beschreiben. Gl. (1.24) ist zusammengesetzt aus mehreren
Beitragen:

e der Energie £ = hw,

e der Wahrscheinlichkeit des Auftretens m,
e der Zahl der Zustinde w?dw und

e cinem Normierungsfaktor #

Division von Gl. (1.24) durch die Energie der Quanten ergibt also deren Zahl
(Abb. 1.5).

1.3.5 Plancks Deutung: Quantenstatistik

Statistisch gesehen, lautet nun die Fragestellung fiir einen harmonischen Oszillator,
der iiber n dquidistante Energienievaus mit dem Abstand hw verfiigt (Abb. 1.6): Wie
hoch ist das Gewicht eines jeden Zustandes zur Gesamtenergie? Wenn die Zahl der
Zustdnde im Grundzustand Ny mit der Energie Ey betrigt, dann ist die Wahrschein-
lichkeit der Besetzung eines Zustandes der Energie F)
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Abb. 1.5. Spektrale Strahlungsdichte p(w,T') (lks.) und Modenzahl (re.) fiir den schwarzen
Strahler. Man sieht, dal die Zahl der Moden mit steigender Frequenz stirker abnimmt als

die spektrale Strahlungsdichte.

/v/V“v\v v/v/v“v\v
15 —v—n =j\\v/'/ \\v\('/v.
n=3
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—
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Wy ! :exp{

N

Abb.1.6. PrLANCKs Deutung des
schwarzen Strahlers: Die Oszillatoren
werden mit der Fundamentalschwin-
gung und ihren hdéheren Harmoni-
schen angeregt.

— (B — Eqy)

T } . (1.25.1)

Setzen wir den Grundzustand auf Null, vereinfacht sich die Gleichung zu

N —-F
W1 IZGXP{ l}a

N

der Energiebeitrag ist entsprechend

El-lehw-Wl.

1.25.2
T (1.25.2)

(1.25.3)

Fiir den zweiten Zustand der Energie Ey = 2 - Fy = 2hw wird
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N, —FE, —2-F
W, = —= = = 1.25.4
27N ‘“p{kBT} emo{ fon T } (1.25.4)
und fiir den n-ten Zustand der Energie E,, = n - £} = nhw folgt
N, -n-FE —n - hw
W, ="2= = , 1.25.5
No “p{kﬂﬂ} em{ kT } (1.25.5)
sein Beitrag zur Gesamtenergie

nky - W,. (1.25.6)
Damit ist die Besetzung eines Zustandes héherer Energie weniger wahrscheinlich als

die Besetzung eines Zustandes niedrigerer Energie. Klammern wir den Term F; = hw
aus und bezeichnen exp §

kB—T} mit x, erhalten wir fiir den Mittelwert

< E>— Y WiE;  hw(0+z 4222 +32° +..)
oYW

1.26.1
14422 4+23+... ( )

fiw(02° + 12t + 222 + 323 +..)

. 1.26.2
20+t a3+ ( )
Der letzte Quotient kann weiter faktorisiert werden zu
1, .2 .3 0 14 .2
<E>:hw($ +t+ e+ )@+t t 4 ) (1.26.3)
0+l a2+ a3+ ...
Also bleibt als Summe stehen,
<E>=hw) 1 (1.26.4)
die unendliche geometrische Reihe
Zzi:xl+z2+x3+...:x(1+z1+x2+ s (1.26.5)
die fiir z < 1 konvergiert und den Wert
1
1.27.1

T ( )

hat. Multiplikation mit 1/z liefert
1

(1.27.2)
nach der Riicksubstitution genau den Exponentialausdruck der PLANCKschen Formel,

um die die Formel von RAYLEIGH und JEANS [Gl. (1.14.2)] modifiziert werden mu$,
um die Ultraviolettkatastrophe zu vermeiden:



14 1 Der schwarze Strahler

h
<E>= 2 . (1.28)

ehw/ksT _ |
...und natiirlich ergibt diese Formel fiir den Fall sehr niedriger Frequenzen (w —
0) oder sehr hoher Temperaturen (T" — oo) den Wert kgT fiir den Mittelwert der
Energie.
Aus GI. (1.24) ergeben sich die Grenzfille des RAYLEIGH-JEANSschen und des
WiENschen Gesetzes zwangsldufig

M 1ot 1 1Y, = B ke ST, (120.0)
— efsT — = ——— = — .29.
kgT kgT Po = 1203 Theo Po = T23"B
e W i (1.29.2)
— . = e"B- | . .
kT Pu m2e3

1.3.6 Einsteins Deutung: Strahlungsgleichgewicht

Die einfachste Erklarung zur PLANCKschen Formel lieferte EINSTEIN mit seinem Mo-
dell freier Oszillatoren, das fiinfzig Jahre spéiter auch zur Erkldrung des Maser/Laser-
Effektes herangezogen werden konnte, und das deswegen hier erwdhnt werden muf.
Angenommen, man hat ein System mit zwei Niveaus, einem unteren, das meist als
n und einem oberen, das meist als n’ bezeichnet wird, die um eine Energie F = hw
voneinander separiert sind, so dal dessen oberes Niveau durch Absorption eines Pho-

tons dieser Energie besetzt oder ,,bevolkert® werden kann, dann gibt es drei Prozesse
(Abbn. 1.7):

£__© o o

c '

>
M| |& M WA= s

E,—e— o o
(a) (b) (c)

Abb. 1.7. Nach EINSTEIN unterscheiden wir im Strahlungsgleichgewicht drei Prozesse, hier
dargestellt fiir einen Halbleiterlaser mit der Gapenergie E, zwischen Valenzband (F,) und
Leitungsband (E.): induzierte Absorption (a), spontane Emission (b), induzierte Emission
(c) © (S. ZIEGLER, 2008).
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e spontane Emission des Betrags hAw: o< Anzahldichte angeregter Teilchen =
App Ny mit Ay, der Geschwindigkeitskonstanten der spontanen Emission und
N,y der Anzahldichte im angeregten Zustand, die Leistung ist

PP — A Ny hw: (1.30)

Emiss.

e Absorption der Energie hw: By p(w, T)Nydw mit By, der Geschwindigkeits-
konstanten der Absorption der Teilchen der Anzahldichte NN,

die Leistung ist

pirdue — B Nup(w, T)hw; (1.31)

Absorp.

e erzwungene Emission, die Umkehrung des Prozesses der erzwungenen Absorp-
tion: By Ny p(w, T)dw, die Leistung ist

Pz — B Nyp(w, T)hw. (1.32)

Im Gleichgewicht treten so viele Absorptionen wie Emissionen auf, wobei die Dich-
te der angeregten Zustéinde n* durch die MAXWELL-BOLTZMANN-Verteilung gegeben
ist (die Energie wird nun wieder als E geschrieben):

Ny
Nn — efE‘/kBT — efhw/kBT’ (133)
also
B p(w, T)N,dw = Ny [Apr, + Bump(w, T)] dw (1.34)
bzw. mit Gl. (1.33)
By pNpdw = Nneihw/kBT(An’n + Bn’np) dw, (1'35)

womit sich die spektrale Energiedichte zu

A, e Tw/ksT

Bnn’ - Bn’ne_hw/kBT

pdw = dw (1.36.1)

_hw
erweist. Division durch B,, und Multiplikation mit e*s7 fiihrt zu

Apn 1

h
Bn’n Bnn’ ekaT _ 1

Bn’n

dw. (1.36.2)

pdw =

Fiir T' — oo wéchst die Strahlungsdichte unbegrenzt an, was mit der Forderung, dafl
der Nenner von Gl. (1.36.2) gegen Null geht, identisch ist. Das bedeutet

—hw

Bnn’ = Bn/nekTT, (1363)
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was bedeutet, da8 B,y = B,,. Um zweitens das Verhéltnis A, /B, zu bestimmen,
kann man etwa, wie dies EINSTEIN scharfsinnig tat, den langwelligen Grenzwert be-
nutzen, der sich zu

Ay kT
li , = B 1.37.1
hw/klgil“—)op B, hw ( )
erweist. Gleichsetzung mit (1.18) ergibt
An’n kBT w2
= kgT 1.37.2
By, hw w23 0 ( )

damit also fiir das Verhéltnis der Koeflizienten A,,, und B,:

An’n . hw3 An’n . 4h
Bn’n N m2c3 Bn’n N )\3’
also genau den Vorfaktor der PLANCKschen Formel. Es ist also erstens nur die Kennt-
nis eines einzigen der EINSTEINschen Koeffizienten notwendig. Zweitens ersehen wir
aus Gl. (1.37.3), da8 damit die Koeffizienten der induzierten Prozesse proportional
dem fiir spontane Emission sind, der stark mit der Frequenz steigt, nimlich mit w?.
Folglich ist die Emission bei hohen Frequenzen iiberwiegend spontan, wihrend der
Anteil der induzierten Emission zu niedrigen Frequenzen hin zunimmt.® Aus der Gl.
(1.35) ersehen wir, dafl wg. N,, > N,y es wahrscheinlicher ist, daf§ ein Photon absor-
biert wird, als daf} es seine Intensitit durch induzierte Emission verdoppelt.
Die Dimension des Koeffizienten A ist Volumen/Zeit, und er ist der Lebensdauer
des angeregten Zustandes umgekehrt proportional.

(1.37.3)

Beispiel 1.2 Fiir gelbes Licht (600 nm) wird das Verhltnis A/B 1,22 x 1073 erg sec/cm?
=1,22x107"]J sec/m3. Der Exponentialfaktor ist 2,29 x 10714,

1.3.7 Energiedichte

1.3.7.1 WiENsches Verschiebungsgesetz. Das Maximum der Strahlungsdichte
eines schwarzen Strahlers ergibt sich durch Differenzieren von Gl. (1.24) und gra-
phische Auswertung zu (s. Aufg. 1.11)

2,82kgT
Winax = TB =3,70- 10" T (1.38)
und hat am Maximum den Wert
hw3 1 (kBT)3
p(wWMax, T)dw = gy Ry TR 1dw = 0,040 - ~— dw (1.39.1)

9Um den Anteil der induzierten Emission gegeniiber dem der spontanen Emission zu erhthen,
mufl man die Intensitit des Strahlungsfeldes vergrofiern, wie das beim Laser passiert (gain guiding),
Division der Gln. (1.30) und (1.32).
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bzw. auf Wellenléngen umgeschrieben

Amax - T = 0,29 cm K : (1.39.2)

Das ist das WiENsche Verschiebungsgesetz. Durch Erhohung der Temperatur eines
absolut schwarzen Korpers wird das Maximum der Strahlungsintensitét hin zu kiirze-
ren Wellenléingen verschoben (s. Abb. 1.4).

1.3.7.2 STEFAN-BOLTZMANNsches Gesetz. Fiir die Energiedichte folgt weiter

o] h [e] 3d
u:/ pudw = — 3/ c:w . (1.40.1)
0 T=C" Jo eFBT — 1

Substituiert man x = IQ—WT ANdw = kBTde, wird daraus

= . 1.40.2
hAr2c3 et —1 ( )

_ (ksT)? /OO r3dx
0

3 4 . .
ode _ 7 ist. erhilt man

Beachtet man noch, dafl das bestimmte Integral fooo e
weiterhin das STEFAN-BOLTZMANNsche Gesetz mit a der Konstanten 7,56 - 101

erg/cm3K* oder 7,56 - 10716 J/m3K*

72 kgT!

u=1¢ C§h3 =aT*, (1.41)
das die Gesamtenergie definiert, die ein Schwarzer Strahler abgibt. Das ist die Urfunk-
tion, aus der sich die PLANCKsche Formel durch Differenzieren ergibt (Abb. 1.8) —
iibrigens das gleiche Integral, das bei der Bestimmung der spezifischen Wiarme eines
Festkorpers nach DEBYE auftritt. Die Flidche unter der PLANCK-Kurve, als Dreiecks-
fliche angenéhert, ist etwa '/, Hohe - Breite. Die Hohe des Maximums ist proportional
w?, also T% [Gln. (1.40)]. Die Breite ist etwa kg7

1.3.7.3 Experimentelle Bestimmung. Experimentell bestimmt man nicht die
Energiedichte u = E/V, sondern die Energie o7, die in jeder Sekunde von einem
schwarzen Koérper mit 1 cm? Oberfliche in den Halbraum Q = 27 gestrahlt wird, so
daB die von dem Empfinger detektierte Strahlung (Oberfliche der Kugel ist viermal
die Oberfldche der scheinbaren Kreisscheibe des Senders)

|

% e (1.42)
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° 4x10°f
4x10 110
12x10 _ .
= 3x10° | = 3x10%+ |
Pl k-Ki
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Abb. 1.8. Fiir die Oberflichentemperatur der Sonne wird die PLANCKsche Funktion inte-
griert. Man sieht sehr schon die Wendestelle des STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetzes, die
mit dem Maximum der PLANCKschen Funktion koinzidiert. Das gleiche Integral ist bei der
Bestimmung der Gesamtenergie eines Festkorpers nach DEBYE zu 16sen.

ist.1® Dazu gehen wir davon aus, dafi die Gleichgewichtsstrahlung vollkommen isotrop
ist, d. h. die Photonen bewegen sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit in alle Richtun-
gen. Folglich ist die spektrale Strahlungsdichte per Einheits-Raumwinkel (47)

1
— . 1.43
oz (1.43)

In der Zeit ¢ verldfit durch die Oberfliche A ein Strom von £2ctA Photonen den Ku-
bus des Schwarzen Strahlers (Abb. 1.9). Da sein Volumen allgemein Act cos ¢ betrégt,
erhalten wir bei Multiplikation von Gl. (1.43) mit diesem Wert die Energie innerhalb
seines Volumens, bei weiterer Multiplikation mit dem Volumenelement des Raumwin-
kels sindiddy und Division durch ¢ die in der Zeit ¢ in dieses Raumwinkelelement
ausgesendete Strahlung:

dP = Z“’ sin 9 cos Jdidp. (1.44)

™

10Dijes ist eine Ausnutzung des G AUSSschen Satzes, den wir fiir ein elektrisches Feld als POISSON-
Gleichung kennengelernt haben:

// V-E-d%://E-dA:ﬁ,
€0

und der, fiir unsere Zwecke umgeschrieben, bei Winkelunabhiingigkeit der Strahlungsquelle (sog.
LAMBERT-Strahler) mit D der Flufidichte der Srahlung lautet:

// V-D-d%:/ DdA:%
ot

Algebraisch ist dies dem Flufl an Gasteilchen identisch, die entweder auf eine Fliche eines Wiirfels
prallen (hier wird ¢ durch die mittlere Geschwindigkeit <wv > der Partikeln ersetzt), oder die durch
ein kleines Loch im Wiirfel diesen verlassen (Effusion). Tatséchlich kann nur in den Halbraum 2=
iiber der strahlenden Fliche emittiert werden.
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/]

ct Abb. 1.9. Skizze zur Berechnung des
ctcop 9 Photonenstroms, der das Parallelepi-
ped mit der Basisfliche A in der

y Zeit t verlafit. Fiir einen Quader ist

/ ] cos? = 1, und das Volumen wird ein-
A fach Act.

Beachtet man nun, daf} die Energie durch die Fliche A nur in den Halbraum mit
dem Raumwinkel 27 abgestrahlt werden kann, so dal das mit cos ) zu multiplizierende
Integral iiber den Winkel ¥ nicht von Null bis 7, sondern nur bis Y47 genommen
werden darf, womit das winkelabhéngige Integral der Gl. (1.44)

\><

z 2
/‘ sin 9 cos 19dz9/ dp=m (1.45)
0 0

dann 7 ergibt, folgt fiir die winkelunabhéngige spektrale Strahlungsdichte durch die
Fliache A

_&hw:i 1

Pw = ’ (146)

4 7m2¢3 ek’;—“’T _1
und die Leistung der Schwarzkorperstrahlung, bezogen auf die Einheitsfliche und
Sekunde, ist

1 ¢ hw? 1
dF, = Atpw dw = 4723 e’gTwT 1
Intuitiv bedeutet die Formel (1.47), daf} sich die (spektrale) Strahlungsdichte u
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt. Der Faktor !/, beriicksichtigt die Isotropie der
Strahlung; sie geht nicht nur in Richtung des Loches der Fliche A.
Fiir den Bereich des sichtbaren Lichtes bezeichnet man diese Gréfle mit Stilb oder
Candela/cm?; der mit dem Halbraumwinkel 27 multiplizierte Wert ist in Lumen (s.
Aufgaben 1.11 u. 1.13). Damit wird die STEFAN-BOLTZMANN-Konstante

dw. (1.47)

W
m2 K¢
Tatsédchlich existiert kein Schwarzer Strahler. Sorgfiltig hergestellte kupferne
Eichkegel mit sehr geringer Neigung, um viele Reflexionen zu erhalten, die auf der

o= ga —5,67-1078 (1.48)
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Innenseite mit nativem, hoch absorbierendem Kupferoxid iiberzogen sind, werden als
Eichinstrumente benutzt, und ihr Absorptionsgrad a (und damit auch ihr Emissions-
vermdogen ¢) auf Eins gesetzt. Derartige Systeme reflektieren also nicht, noch findet
eine Transmission statt, und bei einer Temperatur 7y berechnet sich die emittierte
Strahlungsleistung zu

Py = oeoTy. (1.49.1)

Ein reale(re)s System weist ein ¢ auf, das kleiner als Eins ist, und damit wird seine
abgestrahlte Leistung

Py =0T, : (1.49.2)

Bei gleicher Temperatur ist also die abgestrahlte Leistung geringer, oder umge-
kehrt: Bei gleicher abgegebener Leistung ist die (Farb-)Temperatur des realen Sy-
stems, 77, hoher als die des Schwarzen Strahlers, T;. Um das quantitativ zu machen,
verwenden wir das PLANCKsche Gesetz in der WiENschen Niherung, was deswegen
berechtigt ist, weil die gemessenen Frequenzen weit rechts vom Maximum der Kurve
liegen. Wir bekommen

7 3
Pop=P= eo,l—ﬂfc e~ w/knTor (1.50.1)

woraus nach Logarithmieren folgt

ho (1 1
1 = — | — — — 1.50.2
ney = (n TU), (1.50.2)

was fiir Emissivitdten, die kleiner Eins sind, bedeuten muf}, da} 77 > Tj wird. Bei
Kenntnis von ¢, ist umgekehrt

T) =& T}, (1.50.3)

und ein fiir Schwarze Strahler geeichtes Pyrometer findet eine zu tiefe Temperatur.?

1.3.7.4 Sonne als Schwarzer Strahler und Farbtemperatur. Das Strahlungs-
maximum der Sonnenoberfliiche (Photosphére) liegt bei v = 3,4-10" Hz, woraus sich
mit Gln. (1.39) eine Temperatur von 5800 K ergibt. Sie wird als Schwarzer Strahler
betrachtet, und man versteht umgekehrt unter Farbtemperatur die Temperatur des
Schwarzen Strahlers, bei der dieser einen bestimmten Farbeindruck vermittelt. Das
gilt gut fiir Sterne der Hauptreihe im HERTZSPRUNG-RUSSELL-Diagramm, weniger
dagegen fiir glithende Metalle, bei denen die Farbtemperatur wesentlich {iber der mit
konventionellen Methoden gemessenen Temperatur liegt, da ¢ fast proportional der
Temperatur ist, also P oc T? statt 7. Bei gleicher Farbtemperatur sind daher Metal-
le kiihler (zum Unterschied der Maxima in Wellenléinge und Frequenz s. Aufgabe 1.6).

1 Schlielich gibt es noch graue Strahler, fiir die £(\) = const und zusitzlich a« = & < 1 gilt. Thre
Strahlungsleistung ist proportional der des Schwarzen Strahlers. Deren Farbtemperatur mufl mit der
schwarzen Temperatur iibereinstimmen.
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Beispiel 1.3 Angenommen, die Reflektivitit eines Metalls betrage 80 %, dann ist die Farb-
temperatur der korrigierten Schwarzen Strahlung fiir Rotglut etwa
4000 - (1 —0,8) ~ 800 K, was mit der Erfahrung iibereinstimmt.

1.3.8 Abschlieflende Bemerkung

Nach der PLANCKschen Hypothese besitzen Prozesse wie die Emission und die Ab-
sorption elektromagnetischer Strahlung Quantencharakter, d. h. die Energieverédnde-
rung der Mikroteilchen verlduft fiir diese Prozesse sprungartig.

Wie wir sahen, waren die beiden Grenzgesetze des PLANCKschen Strahlungsge-
setzes incl. des WiENschen Verschiebungsgesetzes bereits vorher empirisch abgeleitet
worden. Auch war bereits lange bekannt, dafl z. B. der photographische Film, der ja
aus einer Agl-Emulsion besteht, im Violetten, aber noch deutlicher in einer Umgebung
mit hohem UV-Anteil wesentlich kiirzer belichtet werden muf als in einer langwel-
ligeren Umgebung, und daf} ein Film sogar in einer Dunkelkammer unter Rotlicht
entwickelt werden kann. Die Quantenhypothese lag also, wie die Relativitédtstheo-
rie, zu der etwa LORENTZ und FITZGERALD bereits wesentliche Beitrige geliefert
hatten, sozusagen ,in der Luft.“ Dieses beim photographischen Film anzuwendende
Argument wandte nun EINSTEIN auf den Photoeffekt an.

1.4 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.1 Gegeben eine Keramik-Vase (hellgrau) mit schwarzer Schrift. Beim
Verglasungsprozel wird die Temperatur auf Gelbglut getrieben. Die Schrift erscheint
nun nicht mehr dunkel, sondern heller als der Hintergrund. Warum?

Losung. Hier ist am einfachsten mit dem Kirchhoffschen Gesetz zu argumentieren.
Ein besonders gut absorbierender Korper, eben ein Schwarzer Kérper, emittiert auch
besonders gut. Das Vasenmaterial war anfangs ein schlechter Grauer Strahler. Die-
ser zeigt ein in beiden Richtungen reduziertes Verhalten, da er die Strahlung nicht
vollsténdig absorbiert, sondern einen Teil reflektiert. D. h. seine abgestrahlte Leistung
ist niedriger als die des schwarzen Strahlers — bei gleicher Farbe. Hier kommt aber
ein zusitzlicher Effekt hinzu. Durch die Verglasung steigt die Reflektivitit, und damit
ist bei gleicher Temperatur — die Vase befindet sich ja in einem Warmebad! — die
Abstrahlung geringer, damit aber sinkt die emittierte Intensitét, sie wirkt gegeniiber
dem anderen Teil, der Schrift, dunkler.

Aufgabe 1.2 Warum wére ein Absorptionskoeffizient, der numerisch vom Emissi-
onskoeffizienten abweicht, ein Verstof§ gegen den 2. Hauptsatz der Thermodynamik?

Losung. Das Substrat konnte entweder mehr oder weniger Energie absorbieren als
emittieren. Angenommen, es wiirde weniger absorbieren als emittieren, wiirde es sich
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abkiihlen. Da es sich aber im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung befin-
det, wiirde so kontinuierlich ungeordnete Energie in gerichtete (Strahlungs-)Energie
umgewandelt. Wiirde es mehr absorbieren als emittieren, also der Umgebung Energie
entziehen, wiirde es sich selbst autheizen und die Umgebung abkiihlen — ein feiner
Kiihlschrank! In beiden Fillen finden wir also Wérmefliisse, die nicht zum Ausgleich
der Temperaturen fiihren, sondern im Gegenteil solche Unterschiede erzeugen.

Aufgabe 1.3 Bestimmen Sie fiir die Frequenzen von

1. 2,45 GHz (handelsiibliche Magnetron-Frequenz),

1

2. w =4 x 10" sec™!, was einer Frequenz von v = 6 x 10 sec™! entspricht oder

einer Wellenlénge von 500 nm (griin) und

3. fiir weiche Rontgenstrahlen der Energie 1 kV, was einer Frequenz von 2, 42-10'7
Hz entspricht,

das Verhiltnis der EINSTEIN-Koeffizienten A/B. Was ziehen Sie fiir Schlufifolgerun-
gen aus diesen Zahlen?

Losung. Die Wellenlingen sind 12,25 ¢m, 500 nm und 12,3 A. Das Verhiltnis betrigt

1.

A

5= 1,44 -107% Jsec/m?, (1)
2.

A 14 3

B =2,12-107" Jsec/m”, (2)
3.

A —6 3

== 1.4-10"° Jsec/m”. (3)

Die spontanen Ubergiinge nehmen dramatisch zu und sind damit hauptsichlich ver-
antwortlich fiir die Schwierigkeiten, einen kurzwelligen Laser zu realisieren.

Aufgabe 1.4 Bestimmen Sie fiir eine bei 3000 °C betriebene Glithlampe die spek-
trale Strahlungsdichte bei 500 nm!

Losung. Mit dem Ergebnis der letzten Aufgabe und dem Exponentialfaktor ergibt
sich p,:
A 1
Po=F (1)
B ekrlla_T —1

Damit erhalten wir fiir die spektrale Strahlungsdichte einen Wert von

P =2,5-107"8 Jsec/m?, (2)
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was fiir griines Licht der Wellenlénge 500 nm einen Faktor

1 _
—=1,2-10"" (2)

efsT — 1

ausmacht: Die induzierte Emission spielt nahezu keine Rolle.

Aufgabe 1.5 Die EiNsTEINsche Herleitung des PLANCKschen Strahlungsgesetzes
beruht auf dem Strahlungsgleichgewicht: die Prozesse der induzierten Absorption (A)
sind gleich der Summe aus spontaner (S) und induzierter Emission ():

A=S+1. (1)

Dabei wird weiter angenommen, dafy die Besetzung des héheren Niveaus (N') nach
MAXWELL-BOLTZMANN aus dem unteren (N) bestimmt werden darf:

E' — FE h
N’ = Nexp (— T ) = Nexp <—kB—wT> , (2)

so daf3 die EINSTEINsche Formel

Bp,Ndw = (ANe ™/kT 4 By Ne ™/kaT)qy (4)

mit p, der spektralen Strahlungsdichte und den EINSTEINschen Koeffizienten A und
B resultiert. Angenommen, es géibe keine induzierte Emission, Gl. (1) lautete also

A=S, (5)

und das Verhéltnis der Koeffizienten von induzierter (B) Absorption zu spontaner
(A) Emission bliebe bei

B %

_— = — 6

A hwd (6)
wie lautete das PLANCKsche Strahlungsgesetz dann? Was ist Thre direkte Schluf3fol-
gerung?

Losung.
Bp,N = ANe Tw/ksT (7)
A 4 hiw® .
pw — Ee . /kBT — 7r263e . /kBT’ (8)

was das WIiENsche Gesetz darstellt. Bekanntlich beschreibt das WiENsche Gesetz
im Bereich hw < kgT', also bei tiefen Frequenzen oder hohen Temperaturen, das
Geschehen véllig falsch (s. Kap. 1, Abbn. 1.3), ndmlich eine Abhéingigkeit nach p,

w? statt p, o< w?.
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Aufgabe 1.6 Ein Hohlraum (V' = 1 ¢cm?) wird auf 1500 °C aufgeheizt. Wie hoch ist
der Energiebetrag im Bereich des gelben Lichts (550 — 575 nm) und im nahen IR
(1000 — 1025 nm)? Nehmen Sie fiir das Wellenléngenintervall A\ = 25 nm an und
rechnen Sie mit der WiENschen Néherung!

Losung. Umrechnen von w — A ergibt fiir du mit

d_w — _% . (1)
d A2
&1he hec

du()\) = — 5 exp <_)\kBT) dA, (2)

also fiir AN = 25 nm im gelben (Mittelpunkt: 562,5 nm) 8,88 - 10~'* J/cm? und im
IR (Mittelpunkt: 1012,5 nm) 9,02 - 10712 J/em?, also einen Faktor 100 hoher. Die
Energie eines gelben Photons ist z. B. bei 5625 A 3,52 107" J oder 2,2 eV. Damit
wird die Anzahl der Photonen (N = u/E): N im gelben Bereich ist 2,5-10°, und im
IR 4,6- 107,

Aufgabe 1.7 Wenn die Zeit des Sonnenuntergangs 2 min 8 sec dauert: wie hoch ist
die Oberflichentemperatur der Sonne? Gehen Sie von einer mittleren Oberflichen-
temperatur der Erde von 15 °C aus!

Losung. Ein Sonnendurchmesser (= 2 Radien) benotigt 128 sec zur Uberquerung.

Am Tag des Aquinoktiums, an dem die Sonnenbahn genau zwélf Stunden iiber dem
Horizont steht, sind das dann (12 h fiir 180°, Abb. 1.10)

Abb.1.10. Der (scheinbare)
Lauf der Sonne am Tag des
Aquinoktiums. Der Horizont
wird am Erdiquator senkrecht
geschnitten, sonst schief ent-
sprechend der Hohe des Brei-
tenkreises (am Pol 90—90°, al-
so gar nicht).

Meridian-

‘'Sonnen-, X
kreis

bahn

Horizontkreis

720 - 60
128

oder @ = 0,53° oder 675 Sonnenradien (Abb. 1.11). Also ist das Verhiltnis von
Sonnendurchmesser zu Erdbahnradius

= 337, 5 Sonnendurchmesser (1)

@ onne
__ VSomne (2)

= tan «,
T'Sonne—Erde
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Sonnen- Abb. 1.11. Ein Sonnendurch-
bahn messer betrigt 0,53°. Also ist

tan a X rsonne—Erde = 080{1116'
Horizont o

Abb.1.12. In Wirklichkeit

dreht sich die Erde, und wir
Erdkreis bekom%nen fiir unsere Bedin-
gung W = tana
einen Wert fiur einen schein-
baren Sonnendurchmesser von
59,3 km.
O(

Erddurchmesser (12 760 km)

d. h. der Abstand der Sonne von der Erde betriigt etwas mehr als das Hundertfache des
Sonnendurchmessers, genau 1/ tan o = 108 Sonnendurchmesser (= 216 Sonnenradien,
wie auch das Verhiltnis von Sonnendurchmesser zu Erddurchmesser ebenfalls 108
betriigt). — Crosscheck: 150 x 10° x tana = 1,38 x 10° km.

In Wirklichkeit dreht sich natiirlich die Erde. Also ist ein scheinbarer Sonnen-
durchmesser (Abb. 1.12):

@SOnne,scheinbar — tan a, (3)
T'Erde
mit Bsonnescheinbar = 99,26 km. — Die Intensitéitsabschwichung geht mit dem

GAUssschen Satz quadratisch mit der Entfernung. Folglich ist die Strahlung bei uns
um den Faktor (1/216)% auf 21 ppm ,geschwiicht“. Die von der Sonne in den Halb-
raum 27 abgegebene Leistung (der Faktor 27 ist in o bereits enthalten!) ist

_ _ 4 2
PSonne — ISonneASonne - UTSonnerSonne' (3)

Davon erreicht uns nach der Entfernung von 108 Sonnendurchmessern noch (1/216)2.
Also ist dort die Intensitét :

O-TS4011H€ : r%onne (4)

Sonne - (216 . Tsonne)2 I
die derart geschwichte Strahlungsintensitit ist mit der halben Oberfliche der Erde
bei der Energieaufnahme zu multiplizieren, aber mit der Strahlungsleistung der Erde
(in den Raum 47) gleichzusetzen. Da 27 bereits in o enthalten ist, folgt:
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Aufnahme

~ ~ Abgabe
4 2 —_—
oT. T 1
_ _ Sonne Sonne 2 . 4 2
PSonne = PErde = 216 9 §TErde - JTErde ) 2rErde : (5)
( : 7ASOHne)

Als Ergebnis der von der halben Erde aufgenommenen und der ganzen Erde abgege-
benen Leistung ergibt sich eine Oberflichentemperatur von 288 K, und mit Gl. (5)
folgt daraus fiir die Oberflichentemperatur der Sonne Tgynne = 5986 K.

Aufgabe 1.8 Zeigen Sie, daff die Reihe in der Gl. (1) durch den PLANCKschen Ex-
ponentialfaktor ersetzt werden kann, wenn &; = 7 - £¢:

0 . = ) 1
S| e lp—— 1
<e> 95 n;e 8ﬁn1—e*550 (1)

Losung. Der Ausdruck

Ze*ﬁEi (1)

stellt eine unendliche Reihe dar, deren erste Glieder lauten:

o
Z e lPeo 4 g72Pe0 4 o3P0 (2)
i=1

also ist die Summe

Y= 3

Dann weiter mit Gln. (1.21).

Aufgabe 1.9 In welchem Frequenzbereich strahlt ein schwarzer Kérper am meisten
Energie ab? Und wo die meisten Photonen?

Losung. Man ermittelt die Zahl der Photonen bei gegebener Leistung durch Division
mit der Energie eines einzelnen Lichtquants. Die PLANCKsche Formel liefert nicht
die Energie pro Zeiteinheit, sondern die Energiedichte pro Frequenzintervall. Division
durch die Energie der Lichtquanten liefert folglich die Zahl der Photonen pro Energie-
und Frequenzintervall.

Der Photonenfluff und die Intensitét [Leistung durch Fliche, Gl. (1.42)] hiingen
nach

j= ==L (1)

zusammen (s. Aufgabe 2.6).
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Das Maximum der schwarzen Strahlungsdichte findet man daher durch Differen-
zierung und Nullsetzen der PLANCKschen Strahlungsformel nach v oder = hv /kgT),
das der Photonenstromdichte durch vorherige Division durch v bzw. x:

o) = 8,0(81/;T) o ox /(ae;—l) L= ox /(ae;—l)

Fiir Umrechnen in Wellenldngen benétigen wir den Zusammenhang

(2)

L c dv —c (3)

YT e
und folglich fiir die Wellenldngenabhingigkeit (Abbn. 1.12)

5

Z .
PO o S A o/ 1), (1
also
d z*
— =0=>z=4(1—-¢"" 5
drer —1 v ( ¢ ) (5)
10 1
/\ n=2 A
5 ; . n=[3
2 / \ nle 2 N
% A \‘ E i M%’F;ﬂ
2 o L\ < =2 T
\ — In=3 |
\ n-a
\_// ——n=5
%0 2 4 6 8 10 i 1 2 3 4 5 6
x = hv/kT x = hv/kT

Abb.1.13. Ableitungen der PLANCKschen Strahlungsformel fiir das Argument hv/kgT
zum Auffinden des Extremums.

Wir suchen also das Maximum der Funktionen

T (6)
bzw. deren Ableitungen

z:n(l—e_x), (7)

was fiir grofle n ungefihr x ergibt, bei kleinen finden sich dagegen bedeutende Ab-
weichungen (vgl. den N&herungswert 2’ gegen x!).
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Tabelle 1.1. Nullstellen der Funktion z"/(e” — 1).

xl

X

1,58
2,81
3,91
4,96
5,98
6,99
7,99
8,99
9,99

D © 00O Ul w3

1,5881
2,8194
3,9198
4,9649
5,9848
6, 9936
7,9973
8, 9989
9,9995

1 Der schwarze Strahler

Das bedeutet z. B. fiir unsere Sonne (7' = 5800 K), daf§ das Intensitétsmaximum
I(X) bei 5070 A, das Maximum des Photonenflusses (Mittelwert der asymmetrischen
PLANCK-Funktion) dagegen erst bei 6450 A, also im (Infra-)Roten, liegt (s. Abbn.

1.14/15).12
0,15
—+ 5780 K
——+—4000 K
——= 2000 K
0,10
5
S,
=
< 0,05
a \\
0,00

0 1 2 3 4 5
Wellenlange [ um]

0,006

0,004

AT) [a. ul]

< 0,002

0,000

—— 2000 K
-—— 1500 K 1
+——1000 K

o

\

/

\\

2 3 4 5 6 7
Wellenlange [ pm]

Abb. 1.14. PLANCKsche Strahlungsformel fiir verschiedene Temperaturen des schwarzen
Hohlraums als Funktion der Wellenlénge. Das Maximum der Kurve von 1000 K liegt bei 3
pum, das der von 2000 K bei 1,9 ym, das der Temperatur der Sonnenoberfliche (5780 K) bei
510 nm, d. h. im griinen Bereich. Die griin eingetragene, die Maxima verbindende Kurve
wird vom WIENschen Verschiebungsgesetz beschrieben.

2Dje Komplementirfarbe von rot ist griin. Eine Substanz, die rotes Licht absorbiert, erscheint
also griin. Offenbar ist das Chlorophyll deswegen griin, weil die Pflanze eher am Maximum des
Photonenflusses arbeitet als am Intensitdtsmaximum.
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o
3

1 s780K 0,020 " " . . .
— ———4000 K ——2000K
o] 0.4 ——— 2000 K 35 —— 1500 K
.U, ——1000 K
= & 0,015 TN
|_ —_
=N
a \ = 0,010
0.2 / \\
0,005 \
01 \\ \
, 0,000
0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
/27 [10" sec™] 02n[10" sec™]

Abb. 1.15. PLANCKsche Strahlungsformel fiir verschiedene Temperaturen des schwarzen
Hohlraums als Funktion der Frequenz (Energie). Das Maximum der Kurve, das der Tempe-
ratur der Sonnenoberfliche (5780 K) entspricht, liegt nun im Infraroten (sichtbarer Spek-
tralbereich entspricht einer Frequenzregion zwischen 3,75 und 7,5 - 10!'* Hz). Die griin
eingetragene, die Maxima verbindende Kurve wird vom WIiENschen Verschiebungsgesetz
beschrieben.

Aufgabe 1.10 Welcher Anteil der Gesamtemission eines schwarzen Korpers der
Temperatur 7" = 1000, 2000 und 4000 K fillt in den sichtbaren Spektralbereich?

Losung. Die spektrale Empfindlichkeit des Auges ¢ ist ziemlich genau eine GAUSSsche
Glockenkurve mit den Nullwerten bei 420 und 740 nm und dem Maximum bei 580
nm. Diese Funktion ist mit der PLANCKschen Funktion zu falten und zu integrieren.
Genaue Integration der PLANCKschen Formel in einem definierten Spektralbereich ist
sehr schwer (¢-Funktion!). Daher wird die Glockenkurve besser durch ein Rechteck er-
setzt der Hohe 1 in der Halbwertsbreite zwischen etwa 500 und 650 nm (entsprechend
vy =4,6-10" Hz und v, = 6 - 10" Hz; 400 nm entsprechen 7,5 - 10'* Hz).

Eine Anndherung der PLANCKschen Strahlungsformel mit dem WiENschen Ge-
setz (der Exponent ist fiir die Temperaturstrahler fiir sichtbares Licht grofi gegen
Eins) ergibt dagegen den Energieflufl pro Einheitsfiche A pro Sekunde zu

P ckE c o
= = - | : 1
J A AV AV [, puw, T) dw (1)

Die Energiedichte E/V bewegt sich in ¢ = 1 sec um die Strecke ct; die Energie wird
in den Raumwinkel 47 gestrahlt. Dann lautet das Integral

/ b [* s hwfkar
podw ~ / wre BT du, (2)
w2,

1

also

(ksT)" [ e a 3)

23R J,,
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was durch vierfache Rekursion zu
(ksT)*

723 B3

wird. Das Ergebnis geht aus Tab. 1.2 hervor.

(e (a7 + 3] + 621 4+ 6) — e (25 + 323 + 622 +6)) , (4)

Tabelle 1.2. Berechnete optische und totale Leistungen von schwarzen Strahlern im Bereich
der Augenempfindlichkeit (v; = 4,5 - 10" Hz, 15 = 6 - 10'* Hz); A ist die Differenz in Gl.
(4).

T |x=hv/kgT A L F) P Popt/ P n
141 9
K [ed/cm?] [lm] [W/cm?] [lm/W]
1000 | 21,5 | 28,7 |5,26-107°% | 0,000494 | 0,0062 | 9,3-1076 | 1,64-107% | 0,011
2000 | 7,17 | 5,38 0,033 49,6 623,3 0,935 0,01 6,87
4000 | 14,3 | 10,8 0,85 20450 | 257000 385,5 0,26 177

Aufgabe 1.11 Wie wiirde sich die Energieverteilung des schwarzen Korpers dndern,
wenn es nur spontane Emission gibe? Was konnen Sie {iber das Verhéltnis von sponta-
ner zu erzwungener Emission bei einigen Temperaturen und einigen Spektralbereichen
sagen?

Losung. Im Gleichgewicht mufl die Absorption (4) genauso grof} sein wie die Summe
aus spontaner (:S) und induzierter (1) Emission:

A=S5S+1. (1)
In der Nomenklatur des Kap. 1:

Bpngdw = Ange™/*3Tdw + Bpnge™/kTdy, (2)

wenn also der letzte Term Null sein soll, vereinfacht sich das zu

Bpngdw = Ange™™/ksTqy, (3)

womit sich das WIENsche Gesetz ergibt:
3
_ Ae hw/kpT _ hw o—fw/keT . (4)

der Hauptteil der Emission (99 %), der bei hohen Frequenzen liegt, ist also spontan
bedingt, nur der tieffrequente Bereich ist induziert.
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Aufgabe 1.12 Verifizieren Sie das WikNsche Verschiebungsgesetz aus dem PLANCK-
schen Gesetz fiir die Verschiebung von w!

Losung.
Die (nullzusetzende) Ableitung der PLANCKschen Funktion nach w lautet

3hw? 1 hw® h ehw/ksT
1203 phw/ksT 1203 kT (ehe/ksT — 1)2 =0, (1)
was mit r = ,f—“’T geschrieben werden kann als
B
ze” r e’ -1 x
3= = - = - —-=1—-e" 2
e? —1 3 ev 3 )

Diese transzendente Gleichung muf} graphisch gelést werden (s. Abb. 1.16):

1.00
0.95 S—
= 0.90
x/3
0.85 t=¢ Abb. 1.16. Verlauf der beiden
Funktionen aus Gl. (2) liefert
0.88 einen Wert fiir  von 2,82.
5 2.6 2.7 2.8 2.9
X
Damit ist
2,82
w = ’fL I{JBT (3)

Ein anderer Weg geht iiber das NEwWTONsche Verfahren. Danach wird der Néhe-
rungswert, einer Nullstelle bestimmt iiber

Tpg1 = Ty — ]J:’((Z)) (4)
Wir lésen Gl. (2) auf nach
fa)=1-ec" =2, (5)
was die Ableitung
1
fll@)=e" -3 (6)

ergibt. Wir starten mit o = 3 und erhalten bereits fiir x; einen Wert von 2,8243. x,
ist dann 2,82144 und x3 2,821439, also hinreichend konvergent.
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Aufgabe 1.13 Verifizieren Sie das WiENsche Verschiebungsgesetz aus dem PLANCK-
schen Gesetz fiir die Verschiebung von \!

Losung.
2me 2me dA 2me
=—=2)A=—=>—=-——. 1
“ A w dw w? (1)
u:/ pwdw:/ pa dA. (2)
0 0
dw
Pr = Pwa- (3)
2me
Px = Pwv- (4)
16m2ch 1
PX= TN T 2rhelkeTA 1 (5)
dpy
T 0. (6)
Setzt man a = 167%ch und b = 2wch/kpT, wird
a
P = m, (7)
was differenziert fiir den Zahler
5A(E — 1) — be?* = 0 (8)

ergibt, was durch weitere Substitution von y = b/ zu

y=>5(1—-¢") (9)
fithrt. Diese transzendente Gleichung hat eine Wurzel etwa bei y ~ 4,9649 (s. Tab.
1.1), und damit ergibt sich

Amax] = 0,2822 cm K. (10)
Nimmt man auch hier wieder das NEwTONsche Verfahren zur Hand und 16sen

GL. (9) auf, dann ist zunichst

1 % — eV, (11)

Die Gerade hat eine Nullstelle bei y = 5, die Exp-Funktion ist dagegen bei y = 5
noch auf einem Wert von 0,0067. Also ist

y'=1—5¢e7", (12)

und daraus folgt bereits fiir 21 (g = 5):

z1 = 4,9654. (13)
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Aufgabe 1.14 Wie grof} ist die Energieabstrahlung eines unbekleideten Menschen
mit der Hautfliche von 1 m? und einer Hauttemperatur von 33 °C bei Umgebungs-
temperaturen von 0, 25 und 50 °C? Aus der Tatsache, dafl nur die rote Nase Bardolfos
in VERDIs Falstaff nachts leuchtete, diirfen Sie schlieflen, daf§ die Energie im IR mit
der Charakteristik der Schwarzen Strahlung abgestrahlt wird.

Loésung.

P=o(T} - T)) - A (1)

P wird damit 315 (0), 447 (25), 497 (33) und 618 W (50 °C). Damit werden abgestrahlt
bzw. aufgenommen:

AP, = —182, AP, = =50, AP; = +121 W. (2)
Die Betriebsleistung eines Menschen betriagt im Standby-Modus etwa 100 W.

Aufgabe 1.15 Die EiNSTEINsche Herleitung des PLANCKschen Strahlungsgesetzes
beruht auf dem Strahlungsgleichgewicht: die Prozesse der induzierten Absorption (A)
sind gleich der Summe aus spontaner (S) und induzierter Emission ([):

A=S+1 (1)

Dabei wird weiter angenommen, dafy die Besetzung des hoheren Niveaus (N') nach
MAXWELL-BOLTZMANN aus dem unteren (N) bestimmt werden darf:

N' = Nexp (—EI_E>:NeXp (- h“). 2)

kT ksT
Stellt p, die spektrale Strahlungsdichte

w3 1
Puw = 7203 ehw/ksT _ (3)

nach PLANCK dar, dann wird aus Gl. (1)

Bp,Ndw = (ANe ™/ksT 4 By Ne=m/ksT)qy (4)
mit dem Verhéltnis der Koeffizienten von induzierter B zu spontaner A Emission
B %3
- 5
A hwd 5)
Wie grof§ ist das Verhéltnis von induzierter zu spontaner Emission?
Losung.
I p,B 7% 1
ST A T e T kel — 1 (6)
S A hw ehw/keT _ 1

Die induzierte Emission nimmt mit der Stirke des Strahlungsfeldes zu (beim La-
ser spricht man von gain guiding) und mit steigender Frequenz stark ab. Bei hohen
Frequenzen ist also die Emission ganz iiberwiegend spontan (s. Abb. 1.17).
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10
8l
6l i
- :ﬁg Abb.1.17. Verlauf von I/S
= 4l (rot) und S/I (schwarz) fiir
kleine z = hw/kpT. Fiir kleine
21 1beiln2 x Uiberwiegt die induzierte Ab-
strahlung, fiir grofie = dagegen
%0 o5 0 15 die spontane.
hv/kT

Sind die Werte fiir /S und S/I gleich, schligt die Bevorzugung um. Das ist der
Fall fiir &—“’T = In 2. Fiir die Sonne mit 6 000 K ist das bei 2,35 um.
Aufgabe 1.16 Erkliren Sie aus dem PLANCKschen Strahlungsgesetz die Tempe-
raturabhéngigkeit der Gesamtenergiedichte! Wie heifit dieses Gesetz (das Integral
[7° % da hat den Wert T)?

Aufgabe 1.17 Sie betreiben eine 80-W-Birne bei 3000°C und 230 V. Bestimmen
Sie die Oberfliche A, die Linge [ und den Durchmesser d des Wolfram-Drahtes
(0=1,0-107* Qcm)! Vernachlissigen Sie dabei die Umgebungstemperatur bei Ihrer
Abschétzung, so dafl die elektrische Leistung vollstédndig in Strahlungsenergie umge-
wandelt wird.

Losung.

(@)

Pee . — — 1
= =" )
Piran. = 0 AT? = ondIT* = (2)
1
40P? s
1= (m) ’ ®)
P
! (4)

= ondT?’

also d = 19,5 ym und [ = 54,4 cm, also eine Oberfliche von 33,3 mm?.

Aufgabe 1.18 Wenn es stimmt, daf} ein blaues Photon doppelt so viel ,wert® ist
wie ein rotes Photon: Warum ist es dann, wie die Beobachtungen LENARDs zeigten,
dennoch nicht mdoglich, durch Aufnahme von zwei oder mehr roten Photonen die
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notwendige Austrittsarbeit im UV zu erbringen (Temperatur 3000 °C)? Argumentie-
ren Sie mit den EINSTEIN-Koeffizienten und machen Sie eine Skizze der (virtuellen)
Energieniveaus fiir dieses Gedankenexperiment!

Losung. Die Aufnahme des zweiten Photons mufl wiahrend der Lebensdauer des
angeregten Zustands erfolgen. Deren Dauern werden durch die EINSTEINschen Strah-
lungskoeffizienten bestimmt. Das Gedankenexperiment ist also:

Anregung zu einem virtuellen Zustand mit 1,5 eV iiber dem Grundzustand, von
dort entweder spontaner Zerfall oder induzierte Anregung. Es ist also erstens egal, wie
hoch dieser Zustand besetzt ist. Zweitens ist das Verhé&ltnis zwischen diesen Prozessen
gegeben durch

Bp 1
AT ST 1)

was fiir rotes Licht und die oben genannte Temperatur 2,4 - 1072 ist. Also ist

1
Bp=2,4-10°A= A> Bp,aber A= - =7 < Bp (2)
T

mit 7 der Lebensdauer des angeregten Zustands. Die spontane Emission wird we-
sentlich wahrscheinlicher sein als die Absorption eines zweiten Quants, mit dem die
Promotion in einen angeregten Zustand bewerkstelligt werden konnte.

Aufgabe 1.19 Diskutieren Sie den Umschlag von induzierter zu spontaner Emissi-
on als Funktion der Wellenldnge oder Frequenz bei Raumtemperatur an Hand der
E1iNsTEIN-Koeffizienten fiir 5 MHz (NMR-Bereich) und 5 x 10** Hz (gelbes Licht) bei

Zimmertemperatur!

Losung. Die Energien der Lichtquanten unterscheiden sich um 8 Groflienordnungen:

gelbes Licht: B = hv = 3,3x107"J = 2eV,NMR: F = 3,3x107%"J = 20neV. (1)

Bp 1
T (2)
eksT — 1
. Bp 1 Bp 1
gelbes Licht: 7 = e80 1 = O, NMR: 7 = m =0 (3)

Im Gegensatz zu Licht finden bei NMR mit erdriickender Wahrscheinlichkeit indu-
zierte Prozesse statt.
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2 Quanteneftekte

2.1 Photoeffekt

2.1.1 Phinomenologie

Nach den Vorstellungen von MAXWELL sollte die Energie, die durch eine elektroma-
gnetische Welle auf eine bestimmte Fldche eingestrahlt wird, nur von der Amplitude
der Welle und der Bestrahlungsdauer abhéingen, nicht dagegen von der Frequenz (s.
Kap. 1). Tatséchlich beobachtete man aber, dafi Elektronen aus einem Metall aus-
treten konnten, wenn die Frequenz nur hoch genug (bzw. die Wellenlénge geniigend
klein) war. Fiir die hoheren Alkalimetalle etwa reichte schon das nahe IR aus (Abbn.
2.1 und 2.2), bei Natrium liegt die Schwelle bei 6500 A.

Ring-
elektrode .
/—\ Cesium-

\\ schicht

Zn { UV-Licht ( )

evaluierter’
Glaskolben

hv

>

Abb. 2.1. Lks.: Wird eine Zinkplatte mit UV-Licht bestrahlt, 14dt sich ein daran angeschlos-
senes Elektroskop auf, als Folge spreizen sich die Bliattchen. Bei einem negativ aufgeladenen
Elektroskop fallen die Blédttchen zusammen = es werden negative Ladungen ausgelost. Re.:
Photozelle zum Nachweis des lichtelektrischen Effekts (H. HERTZ, P. LENARD, ab 1887).
Wenn die Metallschicht an die Kathode gelegt wird, wird ein Photostrom beobachtet.

37
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Abb. 2.2. Lks.: Wird in die Photozelle ein Gitter eingebaut, kann an dieses eine negative
Gegenspannung angelegt werden, das den Photostrom unterdriickt. Re.: Der Photostrom
ist eine lineare Funktion der eingestrahlten Frequenz und weist einen Schwellenwert auf.
Dargestellt sind die Mefiwerte der Gegenspannung, die gerade ausreicht, um die Photoelek-
tronen von der Auffingerelektrode fernzuhalten. Die Schwellenfrequenz v ist die Frequenz,
die gerade ausreicht, um ein Elektron aus dem Metall herauszulésen. Ein Lichtquant héherer
Energie verleiht dem Elektron zusétzlich kinetische Energie.

2.1.2 Einsteins Deutung

Licht wird nicht nur in Quanten abgestrahlt, auch bei der Bestrahlung beobachtet
man, dafl die Energie einer Lichtwelle nicht kontinuierlich eingestrahlt, sondern in
Form vieler einzelner Energiepakete, sog. Quanten der Energie, aufgenommen wird:

e=hvVhw, (2.1)

womit die photoelektrische Gleichung lautet:

hw = Ea + Yomov?. (2.2.1)

Die Energie des Lichtquants ist gleich der Austrittsarbeit F plus der dem Elek-
tron erteilten kinetischen Energie. Da sich die Geschwindigkeit der Photoelektronen
nur schwer messen lit, bestimmt man statt dessen die kinetische Energie omov? aus
der Messung der als Gegenspannung angelegten Spannung U, die gerade ausreicht,
um die Photoelektronen von der Auffingerelektrode fernzuhalten, dann ist!

eU = "hmv* = eU = hw — Ex. (2.2.2)

Fiir die PLANCKschen Oszillatoren gilt auflerdem im Umkehrschluf}, daf sie elek-
tromagnetische Strahlung deshalb quantenhaft emittieren und absorbieren, weil die
Strahlung selbst aus einzelnen Korpuskeln besteht, die Tréger der Energie hv sind.

!Diese Messung diente lange Jahre zur genauesten Bestimmung von .
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2.2 Strahlungsdruck

Aus GI. (1.3) folgt fiir den klassischen Ausdruck der Energie von Lichtwellen

1
e=3 /(»SOE2 + poH?) &’z = /50E2 d’z, (2.3.1)

wobei die Integration iiber den gesamten Raum durchgefiihrt wird. Die Intensitét einer
elektromagnetischen Welle (also Leistung pro Fliche oder Energie pro Zeiteinheit
und Fliche) wird durch den POYNTING-Vektor S = E x H beschrieben, wobei
die beiden Vektoren im Vakuum betragsmiflig gleich grof§ sind, und auflerdem die
Beziehung B = %E gilt. Fiir bewegte geladene Partikeln gilt aulerdem, daf} die
Kraft zwischen ihnen fiir einen ruhenden Beobachter als LORENTZ-Kraft gesehen
wird, fiir einen bewegten dagegen als elektrische Kraft. D. h. es gilt aulerdem, daf
F,=F, =cvxB=¢FE d h vxB=E.

Um das elektromagnetische Moment (oder die Impulsdichte) zu bestimmen, wird
der Vektor g eingefiihrt.

1

Andererseits ist B = £. Damit wird aus (2.3.2):

c

9="2E x v x E|, (2.3.3)
c
woraus nach dem Entwicklungssatz
€0
= EE% (2.4)

folgt. Der Faktor i—gE2 hat offenbar die Funktion einer Dichte, also Masse pro Volu-
men. Wir erhalten also eine Impulsdichte. Beim Auftreffen auf eine Oberfliche be-
kommen wir fiir die ideal absorbierenden Oberflichen eines schwarzen Strahlers einen
genau halb so grofien Impulstransfer wie fiir ideal reflektierende Flichen (s. kinet.
Gastheorie).

Dieser Druck riihrt daher, dafi das E-Feld Ladungen in einer Oberfliche influ-
enziert, und diese bewegten Ladungen (Strom) nun mit dem H-Feld der Welle wech-
selwirken, wodurch eine Kraftwirkung auf die Oberfliche ausgeiibt wird:?

Verbindet man umgekehrt die fiir relativistische Teilchen geltende EINSTEIN-
Beziehung p = F/c mit der PLANCKschen Formel E = hv, ergibt sich fiir den Impuls
die Formel

2Dieser Strahlungsdruck wurde erstmals von KEPLER postuliert, der sich nicht erkliren konn-
te, weshalb sich von der Sonne entfernende Kometen ihren Schweif vor sich hertragen. — Daf es
in erster Linie das elektrische Feld ist, das auf das Elektron wirkt, hat folgenden Grund: In der
elektromagnetischen Welle sind der E- und der H-Vektor im Vakuum gleich grofl und phasenstarr
miteinander verbunden, dagegen ist die Fluldichte B um 1/¢ kleiner als die elektrische Feldstirke.
Jetzt ist die Kraft auf das Elektron vom E-Feld eqE, die vom H-Feld eqv x B = <*v x E. Die
Geschwindigkeit des Elektrons betriigt im Atom nun 1 % der Lichtgeschwindigkeit; also ist auch die
magnetische Wirkung nur 1 % der elektrischen.
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p=1 (2.5)

oder vektoriell

p = hk. (2.6)

Das elektromagnetische Feld kann danach eine Gesamtheit von Teilchen, den Pho-
tonen der Ruhemasse Null und der Energie ¢ = hv betrachtet werden. Nachdem die
NEwTONsche Korpuskularstruktur des Lichts durch die Wellentheorie seines grofien
Gegeniibers HUYGENS fiir mehr als zwei Jahrhunderte obsolet gewesen war, wur-
de sie durch die genialen Erkldrungen PLANCKs und EINSTEINs glénzend rehabili-
tiert. Sowohl die schwarze Strahlung wie der Photoeffekt sind eine Manifestation der
korpuskularen Struktur der elektromagnetischen Energie. Aus der Tatsache, dafi die
relativistische Gleichung fiir die Ruheenergie eine wesentliche Rolle bei der Beschrei-
bung des quantenmechanisch begriindeten Strahlungsdrucks spielt, ergibt sich nun
die Notwendigkeit der Beschreibung einiger relativistischer Phinomene.

2.3 Relativistische Phinomene

e Die Beobachtung, dal Licht durch ein Schwerefeld nicht beeinflufit wiirde, muf-
te revidiert werden. Tatsichlich erfahren Photonen im Schwerefeld eines Sterns
Kréfte, die sowohl zu einer Ablenkung des Lichtstrahls wie zu einer Verlangsa-
mung, also zu einer Energieerniedrigung, fiihren.

— Licht von Sternen, das die Sonne in sehr geringer Entfernung passiert, wird
tatséchlich zum Sonnenzentrum abgelenkt. Da unsere Augen dem abge-
lenkten Lichtstrahl folgen, erscheint uns der Stern weiter vom Sonnenmit-
telpunkt entfernt, als er in Wirklichkeit ist. Dies Voraussage EINSTEINS
konnte 1919 im Golf von Guinea mit der ersten totalen Sonnenfinsternis
nach dem 1. Weltkrieg und ein halbes Jahr spiter, als die Sonne in Oppo-
sition zu der ersten Stellung stand, nachgewiesen werden.

— Da die Lichtwellen sich aber nur mit einer Geschwindigkeit, ¢, vorwirts
bewegen (konnen), manifestiert sich die Erniedrigung der Energie in ei-
ner Rotverschiebung. Dies konnte erstmalig bei der Strahlung von Weiflen
Zwergen 1925 von W.S. ADAMS gemessen werden.

e Beim MOsSsBAUER-Effekt wird die resonante Absorption von y-Strahlen durch
eine Verschiebung von zwei Proben gegeneinander mit geradezu lidcherlichen
Geschwindigkeit ermdglicht oder verhindert. Z. B. ist ®"Fe ein -Strahler, der
in Cobalt umgewandelt wird. Die y-Linie liegt bei 14,4 keV. Beim Abstrahlen
erfihrt der Kern daher einen gewaltigen Riickstofl, der durch Einbau in ein
Kristallgitter (Masse co) minim, aber nicht zu Null, gemacht wird. Wegen der
Schirfe der Spektrallinie (Giite von 10'?) kann das Quant also nicht resonant
absorbiert werden. Bewegt man aber Sender und prasumtiven Absorber mit
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relativen Geschwindigkeiten von lediglich einigen ¢cm/sec gegeneinander, reicht
die durch den DoPPLER-Effekt ausgeldste Verstimmung von weniger als 1 ppb
aus, um eine Absorption zu ermdoglichen.

2.3.1 Relativistischer Energiesatz

Wiéhrend bei niedrigen Geschwindigkeiten (v < ¢) der Impuls nach p = % mit der
kinetischen Energie zusammenhéingt, ergibt sich fiir relativistische Teilchen bei hohen

Geschwindigkeiten (v = ¢) dagegen p = E—fT, woraus weiter die Beziehung
h h h
mc2:§:>mc:pzxz>)\:5 (2.7)

folgt. Bilden wir die Differenz der Impulsquadrate eines nicht-relativistischen und
eines relativistischen Teilchens mit § = £,

= 2.8
A (2.8)
und
E? m2 c?
2 929 0
p—? mC—1_52, (29)
erhalten wir
E2 2
= = 62@01,2 (¢ —v?) & = mic”. (2.10)

Damit kann man erstens £ durch p ausdriicken:

E = \/p2c® + mic* = c\/p? + m2c2, (2.11)

woraus fiir Photonen wegen E = pc folgt, dafl my = 0 ist. Zweitens ist nach Vorausset-
zung die Propagationsgeschwindigkeit der Photonen c. Und drittens ist fiir Teilchen,
deren Geschwindigkeit klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit, die Energie des be-
wegten Korpers E = m(v)c?, und seine Ruheenergie Ey = mgc?, die Differenz

T = E — myc? (2.12.1)
also die kinetische Energie
T 2y 2 (2.12.2)
= mgocy | c — mycC 12.
0 1 _ /62 0 Y
2 _ 02 42
T = mye covtv moc?, (2.12.3)

1-5
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T = moc? (\/1%752 - 1) , (2.12.4)

Hieraus ergibt sich wiederum niherungsweise

1 2
T = moc? (1—5”—2—1> =T = %02. (2.13)
C

2.4 Wellennatur des Elektrons

2.4.1 de Broglie-Beziehung

Licht weist also neben den Welleneigenschaften, die durch A und v charakterisiert
werden, auch noch Korpuskulareigenschaften auf, die durch £ = hw und p = hk
bestimmt werden. 1923 verband DE BROGLIE in einem kithnen Wurf die EINSTEINsche
Gleichung fiir die Ruheenergie £ = mc? mit der PLANCKschen Formel fiir die Grofe
eines Energiequants

h
Ezhl/:hg/\E:mccép:X\/p:hk (2.14)
und iibertrug sie auf gewohnliche Teilchen, in erster Linie auf Elektronen. M. a. W,
der Dualismus soll nicht nur fiir Licht charakteristisch sein, sondern auch fiir Elek-
tronen und beliebige andere Teilchen gelten, und die DE BROGLIEsche Wellenléinge
eines sich bewegenden Teilchens ist

2
_m_h (2.15)

b\
k- p

Wir beschreiben in Analogie zum Licht die Bewegung freier Teilchen, z. B. entlang
der z-Achse, mit einer ebenen Welle

(2, 1) = thoe @R = yoemn(Bro), (2.16)

Ist diese Uberlegung gerechtfertigt?

2.4.2 Experimente

Durch den Parabelversuch von J.J. THOMSON war das e/m-Verhiltnis des Elektrons
und durch den Schwebeversuch von MILLIKAN die Elementarladung bestimmt wor-
den. Es gab also keinen Zweifel daran, dafy die mechanische Masse mit einer Ladung
verkniipft war.
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2.4.2.1 Bestimmung der Elementarladung durch Millikan. Als erster be-
stimmte MILLIKAN die Grofe der Elementarladung durch Verspriihen eines Ols (wo-
durch sehr kleine Nebeltropfchen erzeugt wurden) in den Raum zwischen zwei hoch
aufgeladenen Kondensatorplatten. Dabei wurden die Trépfchen teilweise ionisiert. Da
die ungeladenen Tropfchen im Schwerefeld fallen, kann man mittels eines Mikroskops
ihre Fallgeschwindigkeit messen und bei Giiltigkeit des STOKESschen Gesetzes ihren
Radius, damit ihr Volumen und damit bei bekannter Dichte die Masse der Trépfchen
bestimmen. Bei einer bestimmten Potentialdifferenz schwebt ein Teil der geladenen
Tropfchen, weil sich elektrische und Gewichtskraft kompensieren (d: Plattenabstand,
Abb. 2.3):

Abb. 2.3. MILLIKAN-Versuch: Ein Oltropfchen, das eine oder eine Vielzahl der Elementar-
ladung trigt, schwebt im konstanten Kondensatorfeld.

U
FGewicht = Fetektr. VM - g =n-€g - T (2.17)

Es stellte sich heraus, dafl die Tropfchenladung immer ein Vielfaches einer bestimmten
Grofle war, auf die man als ,Elementarladung” spekuliert und nun gefunden hatte.

2.4.2.2 Beugung von Elektronen. Andererseits zeigten DAVISSON und GERMER,
daf} Elektronenstrahlen nach dem Durchgang durch diinne Metallfolien auf einem
Szintillationsschirm Bilder erzeugten, die aussahen, als ob es sich um Strahlen mit
Wellencharakter handele (Abb. 2.4).

Ein geradezu klassisches Experiment ist die Beugung von Elektronen am YOUNG-
schen Doppelspalt (Abbn. 2.5). Die von einer Quelle ausgesandten Elektronen passie-
ren einen Doppelspalt und werden auf einer photographischen Platte registriert. Im
einen Fall (Abb. 2.5 lks.) sind beide Schlitze offen, im anderen Fall (Abb. 2.5 re.) ist
alternativ nur ein Schlitz offen und der andere geschlossen.?

Wiéren die Teilchen bewegte Massenpunkte, diirfte das Ergebnis nicht davon
abhéngen, ob ein Schlitz offen oder geschlossen ist oder beide gleichzeitig offen sind,
solange die gleiche Anzahl von Teilchen entweder den oberen oder unteren Schlitz
passiert. Wir kdnnen die Unbestimmtheit: geht ein Elektron durch den oberen oder
unteren Schlitz? nur dadurch aufheben, indem wir den Schirm mit den Schlitzen un-
mittelbar vor der Platte postieren. Dann wird die experimentelle Anordnung jedoch

3Die Darstellung im Bild re. suggeriert eine G AUSSsche Glockenkurve. Dies ist nur in erster Néhe-
rung richtig. In Wirklichkeit ist die Intensitit der Funktion *-*, der sog. Spaltfunktion, proportional.
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Abb. 2.4. Beugungsbilder von Elektronen (lks.) und RONTGENstrahlen (re.) nach Passieren
einer diinnen Aluminiumfolie (DEBYE-SCHERRER- Verfahren). Die Ahnlichkeit ist frappant

[7].

Abb. 2.5. Beugungsbilder von Elektronen nach Passieren des YOUNGschen Doppelspalts.
Lks.: Beide Schlitze offen, re.: konsekutive Messung, jeweils nur ein Schlitz offen.

so verdndert, dafy das urspriingliche Beugungsbild nicht mehr beobachtbar sein kann.
Zum einen manifestiert sich in dem Beugungsbild der Wellencharakter der (langsa-
men) Elektronen. Zum anderen aber sehen wir, dafl die Festlegung der veriinderlichen
Grofle, hier der Ort des Elektrons auf der Platte, solange unbestimmt ist, bis das Ex-
periment durchgefiihrt worden ist. In diesem Moment tritt durch die Wechselwirkung
mit der Apparatur ein mefbarer, makroskopischer Effekt auf. Demgegeniiber ist eine
physikalische Grofle, die lediglich dem Experimentator unbekannt ist, ungewsfs.
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Wenn wir annehmen, dafi bis zum Auftreffen auf dem Schirm aus den Kugelwel-
len ebene Wellen entstanden sind, dann ist dort die Summe der beiden elektrischen
Feldvektoren (Abb. 2.6)

/

Abb.2.6. Zeiger- oder Rotordia-
gramm der elektrischen Feldvektoren
im Punkte P. Die Phasendifferenz der
beiden Vektoren ist § = (k- r9 — wt)—
(k-’l"l —U.)t) =k- (’I"1 —’I"Q).

v

E,+E,=E, (2.18)

genauer fiir die beiden Vektoren bei einer harmonischen Anregung

Ei ;= E},sin(k-ri;— wt), (2.19)
wobei der Winkel

o=k- (’I"l - ’I“Q) (220)

der Phasendifferenz der beiden Vektoren entspricht. Anwendung des Skalarproduktes
oder des Cosinussatzes ergibt fiir die Energie ¢, am Punkte P:

ey = (B + Ey)* = E} + E; + 2E, Ey cos 6. (2.21)

Der dritte Term wird als Interferenzterm bezeichnet. Fiir uns ist weiters von aller-
groBter Bedeutung, dafl bei der Interferenz sich die elektrischen Felder nach Gl. (2.18)
addieren wie bei der Interferenz elektromagnetischer Wellen — und nicht z. B. die
Intensitdten. In der Elektrodynamik wurde das damit begriindet, dal die MAX-
WELLschen Gleichungen lineare DGIn sind, so dafl die Superposition von partikuldren
Lésungen wieder eine Losung ist. Die Intensitéit der resultierenden Welle ergibt sich
dann als Quadrat der resultierenden Feldstérke.

Beobachtet wird nun sowohl vom (unmenschlichen) Detektor wie vom menschli-
chen Auge die Intensitit, also die Bestrahlungsstiirke Leistung/Flidche. Es andelt sich
also um sog. quadratische Detektoren. D. h. aber dal die MAXWELL-GIn. keine direkt
mefibare Grofle beschreiben.

Mit diesen Experimenten ist also die Wellennatur der Elektronen klar bewiesen,
und man spricht von einer Materiewelle. Aber auch das Ergebnis beim Verschlieflen
eines Schlitzes, das der Zielscheibe eines ungeiibten Schiitzen entspricht, 148t eine
weitere Folgerung zu, denn das ist das Beugungsbild einer Elementarwelle: Die Inten-
sitét der Elektronenwelle (also ihr Amplitudenquadrat) auf dem Schirm ist folglich der
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Wahrscheinlichkeit des Auftreffens des Elektrons proportional. Das ist die statistische
Interpretation der Materiewelle von M AX BORN.

Damit unterscheidet sich die Mikrowelt, in der A eine Rolle spielt, von der Makro-
welt fundamental. Ein konventionelles Experiment liefert eine Aussage dadurch, dafl
durch die Beeinflussung der Meflapparatur durch ein Teilchen oder durch Energie ein
makroskopischer Effekt ausgelost wird. Wir beobachten eine causa efficiens, die einen
Effekt verursacht, der prinzipiell beliebig genau vorhersagbar ist. Diese Kausalitit
wird in der Quantenmechanik in Frage gestellt.

Aus diesen Experimenten und den daraus gezogenen Schliissen erhellt die Notwen-
digkeit, bestimmte Begriffe der Wellentheorie, die fiir das Verstindnis der SCHRODIN-
GERschen Wellenmechanik unmittelbar erforderlich sind, im Rahmen dieser Vorlesung
darzulegen.

2.4.3 Welle und Partikel

2.4.3.1 Monochromatische Wellen und Phasengeschwindigkeit. Die symme-
trische Wellengleichung lautet:

10%€ 0%
- = 2.22
20t Ox?’ (222)
und sie wird durch den allgemeinen Ansatz
= f(x —ct) (2.23)
gelost, wobei f eine zweimal nach Ort und Zeit differenzierbare Funktion sein muf:
0% P -,
w:f”(x—ct)/\ﬁzd):cf(x—ct), (2.24)

was von den Kreisfunktionen Sinus und Cosinus sowie von der Exponentialfunktion
mit imagindrem Argument geliefert wird. Schreiben wir

y=x — ct, (2.25)

erhalten wir eine Funktion, die nur von y abhingt. Trennen wir das auf in x und
t, dann ist f(x) eine Funktion des Profils, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach
positiven Werten von x bewegt. Ein mit der Geschwindigkeit ¢ sich nach rechts bewe-
gender Beobachter beobachtet immer denselben Funktionswert oder dieselbe Phase y
von 9, d. h. y = const. Diese Funktion wird auch oft

flo—ct) = f(t=) (2.26)
geschrieben:

x xr —ct

)= f(z —ct). (2.27)

c
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Wenn f(x — ct) eine Losung der DGI ist, dann ist f(z + ct) natiirlich auch eine, da
die DGI nur das Quadrat von ¢ enthélt. Also ist die allgemeine Losung
= f(x—ct)+ gz + ct). (2.28)

Fiir eine elektromagnetische Welle der Energie ' = h$ wird aus Gl. (2.25) eine
neue Verédnderliche

1 1
=7 [kx — kct] = z [kx — wt], (2.29.1)
damit also
1
y=kr—wt= > (px — Et) = const, (2.29.2)
woraus
px1 — Bty = pxo — Ety = const (2.29.3)
und weiter
A
EAt —pAz=0= K:tE =c=upy (2.29.4)

folgen. In der Abb. 2.7 wird die Propagation der Welle in der Zeit- und Ortsdoméne
deutlich. Nach einer Periode ist die Welle in der Zeit 7" um A\ vorwirts gewandert,
woraus sich die Propagationsgeschwindigkeit der Phase zu

Weg A W
= = n= VA = R (2.30)
\VAVAVAVAVAREE:

2 —t=18T

4k —t=2/8T
6l — io3mT Abb.2.7. Das Fortschreiten
é -8 rapt in der Zeit und im Ort wird
2 10 in dieser Abbildung deutlich,
< P e in der Punkte gleicher Pha-
14l e se miteinander verbunden wer-
-16 e den. Nach einer Periode ist
-18 S S S S die Welle in der Zeit T um A

vorwérts gewandert.
Periode

die sog. Phasengeschwindigkeit, ergibt:
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2
1) = 1)y sin (27r (% - Vt>> = 1) sin (TW (x — ct)) , (2.31)
was ganz offensichtlich eine spezielle Losung der allgemeinen Gl. (2.27) darstellt. In

einer Momentaufnahme des ganzen Zustandes erkennen wir die riumliche Periodizitét
in der Wellenlénge, die zeitliche in der Zahl einer bestimmten Phase.

2.4.3.2 Phasengeschwindigkeit einer Materiewelle. Fiir eine Materiewelle der
Energie F = myc® wird aus Gl. (2.25)

y = FEt — px = const = Ft; — pxy = Ety — pry = const = EAt — pAz =0. (2.32)

Fiir die Propagationsgeschwindigkeit gilt also (Abb. 2.8)

Abb. 2.8. Das Fortschreiten
in der Zeit und im Ort wird
in dieser Abbildung deutlich,
in der Punkte gleicher Pha-
se miteinander verbunden wer-
den. Nach einer Periode ist
die Welle in der Zeit T um A
vorwérts gewandert.
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wenn v die Teilchengeschwindigkeit ist, damit also eine Ausbreitungsgeschwindigkeit,
die grofler ist als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Also kann eine monochroma-
tische Welle prinzipiell kein Teilchen iibertragen.

2.4.4 Wellengruppen und Gruppengeschwindigkeit

Um den Teilchen ihre Welleneigenschaften zu erhalten, beschreiben wir, wie in der
Wellentheorie iiblich, einen harmonischen Vorgang nicht mittels monochromatischer
Wellen, sondern mittels Wellengruppen oder Wellenpaketen. Dies wird auf zwei unter-
schiedlichen Abstraktionniveaus durchgefiihrt, einem einfiithrenden, eher qualitativen,
und einem quantitativen, auf den wir am Schlufl des Kap. 4 rekurrieren. Dazu iiber-
legen wir als erstes, dafl in der Realitéit alle Wellen polychromatisch sind; sie besitzen
also ein k£ + Ak, so dafl in einem dispergierenden Medium auch w + Aw folgt.
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2.4.5 Wellenpaket einer konventionellen Welle

Wir beschreiben also nun die Welle als eine Gruppe von Wellen oder als eine Wellen-
gruppe mit einer orts- und zeitabhdingigen Amplitude nach Abb. 2.9.

’ vﬂ Av v/\ Au vﬂv Av
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< ¢ M A P Abb.2.9. Die Interferenz zwischen
. H U V\ { \ / o \ [ \ [ o zwei (stationdren) Eigenfunktionen er-
-6 U |ul U U ‘\\U 'lf gibt eine zeitabhingige Resultierende,
T N T hier gezeigt fiir das Verhiltnis von
-8 Grundton zu kleiner Sekunde.

o
N
N
o
o}
—
o
—
N

Phase [rad]

Die Wellenléinge einer Welle kann nur mit einer bestimmten Unsicherheit ange-
geben werden. So ist es z. B. erforderlich, mehrere Wellenziige abzuwarten, um die
(mittlere) Wellenléinge einer Wellengruppe tatséchlich messen zu kénnen. Die Wel-
lenldnge an einem bestimmten Ort kann also gar nicht definiert sein, da die Welle
immer aus einer endlichen Anzahl von Wellenziigen unterschiedlicher Wellenléingen
besteht. Die Groflen A und z sind folglich komplementér. Was ist die grofite Unsi-
cherheit?

Habe unser Element Ax die Léinge L, dann ist die Zahl der darauf passenden
Wellenziige

L kL
N=—=—. 2.34.1
A 27 ( )
Da wir bei einer endlichen Linge die Wellenldinge A — und damit auch & — nur mit
einer endlichen Sicherheit bestimmen kénnen, konnten auch N + 1 Wellenziige einer

etwas kiirzeren Wellenléinge darauf passen:

N1z EEARE (2.34.2)
2m
was mit (2.34.1)
kL k+ Ak)L kL + 2 k+ Ak)L
KL _ (k+AR)L kL +2m _ (k+ Ak) (2.34.3)
2m 2m 2m 2m

ergibt. Nach Auflésen folgt

21 = LAk = Az Ak, (2.35.1)



50 2 Quanteneffekte

was die unterste Grenze der Unsicherheit darstellt, denn wenn N + 2 Wellenziige auf
unsere Linge Ax = L passen wiirden, wiirde ja gelten

A = LAk = AzAk. (2.35.2)

Mithin sind Gln. (2.35) Spezialfiille der Unbestimmtheitsbeziehung

AzAk > 2r. (2.36)

Fiir eine DE BROGLIEsche Materiewelle ergibt sich daraus einfach

AzAp > h, (2.37)

die die Bezeichnung Unbestimmtheitsrelation erhielt.

2.5 Unschirferelationen einer Materiewelle

Wie wir gesehen haben [GIn. (2.37) u. (2.54)], sind der Impuls und der Ort einer
Materiewelle durch die HEISENBERGsche Unschérferelation

ApAz > h (2.38)

miteinander verbunden. Einsetzen der PLANCK-EINSTEIN-Beziehung F = hv = hc/A
[GL. (1.23)] mit Az = cAt liefert die sog. 4. Unschdrferelation

he hc AFE
Ax = cAt = AEAt > h, (2.40)

die uns spéter bei der Bestimmung der Schéirfe der Spektrallinien nochmals beschéfti-
gen wird (s. Kap. 4). In beiden Fillen sind es zueinander komplementire Groflen, die
durch die FOURIER-Analyse miteinander verkniipft werden.

In der Literatur finden wir meist statt (2.40)

ApAz > h, (2.41)

die aus einem Gedankenexperiment folgt, nachdem es unmoglich sei, Ort und Impuls
einer Partikel simultan besser als durch die Schranke h gegeben zu bestimmen. Es sei
explizit darauf hingewiesen, daf§ die Gl. (2.60) von HEISENBERG mittels der Eigen-
schaft der Nichtkommutierbarkeit von Operatoren aufgefunden wurde. Wir werden
am Ende des Kapitels 5 sehen, dafy dieses Gedankenexperiment eines Gedankenfehler
enthélt und deswegen hier nicht diskutiert wird.
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2.6 Compton-Effekt

Im selben Jahr, als DE BROGLIE seine Formel aufstellte, in dem er von der Seite
der Materie kam und einem (langsamen) Elektron eine Welleneigenschaft attestier-
te, untersuchte COMPTON die spektrale Verteilung der Intensitit der Streustrahlung
einer RONTGENrohre an Graphit und anderen Stoffen (Lithium, Beryllium, Eisen,
Kupfer, ...) in einer lonisationskammer unter verschiedenen Winkeln (Abb. 2.10).

i

i ~ ——0°
= —O—45°
90°

ﬂ% ——135°

0.708 0.710 0.712 0.714 0.716
AT

Intensitét [a. u.]

Abb. 2.10. CoMPTONs NOBELpreis-
experiment: K,-Strahlung von
Molybdéan fillt auf Graphit. Gezeigt
ist die spektrale Verteilung der RONT-
GENstrahlung unter verschiedenen
Winkeln. Die Wellenlénge, die dem
zusitzlichen Maximum entspricht, ist
um so stirker verschoben, je grofler
der Streuwinkel 1 ist; bei Riickwérts-
streuung um 0,0484 A, unabhiingig
von der eingestrahlten Wellenlinge.

Klassisch wiirde man Streuung bei unverinderter Wellenléinge erwarten. Tatséch-
lich aber beobachtet man neben dem ,,Nullstrahl“ das Auftreten eines zweiten, lang-
wellig verschobenen Maximums. Die Wellenlénge, die diesem zusétzlichen Maximum
entspricht, ist um so stérker verschoben, je grofler der Streuwinkel 4 ist; am frappie-
rendsten aber ist, dafl bei Riickwértsstreuung, also bei Streuung um 180°, der Wert
immer 0,0484 A betrigt, unabhiingig von der eingestrahlten Wellenlinge. Als alter
Billardspieler ndherte sich COMPTON dem Problem spielerisch. Er iiberpriifte die Er-
haltungssitze von Energie und Impuls.* Geht man von folgendem Bild aus (Abb.
2.11):

“Bei der RAYLEIGHschen Streuung veréndert sich die Frequenz des Lichts nicht.
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Abb. 2.11. Lichtstreuung an einem
quasifreien Elektron. Die Energie des
RONTGENquants ist grof gegen die
Bindungsenergie des Elektrons (Bin-
dungsenergien der Valenzelektronen
liegen in der Gegend von 10 eV,
RONTGENstrahlung einer Wellenlénge
von 1 A hat eine Energie von 12 keV).

Energie : hw — hw' = ¢*(m — my), (2.42)
Impuls : i(k — k') = mv, (2.43)

mit my und m = mgy/4/1 — % der Elektronenmasse vor und nach dem Stof, v der
Geschwindigkeit des Elektrons, 5 = v/c, hk = hw/c und hk' = hw'/c der Photonen-
impuls vor und nach dem Stof}, dann ist unter Anwendung des Cosinus-Satzes

W2k + k) — 2cos[h2(k - k)] = m?v? (2.44)

leicht zu zeigen, daf} das gestreute Licht bei dem Impulstransfer seine Wellenléinge
vergroflert (Abb. 2.12). Dazu bilden wir die Differenz der Gln. (2.44) und dem Quadrat
von Gl. (2.42), multiplizieren mit ¢?, und erhalten nach lingerer Rechnung

ww'(1 — cosV) = %(cw — aw') (2.45)
bzw. nach der Division mit ww’
! h 2 19
AN= )N - A= —(1—cos?) =2\¢sin” — (2.46)
mgc 2

mit \g der COMPTON-Wellenlénge des Elektrons (Wellenlinge der RONTGEN-Quan-
ten, die die gleiche Masse wie ein ruhendes Elektron haben, \g = 2,4 -107'0 ¢m):
2rh h
No= 2= T (2.47)
mgocC mgocC
Bei Riickwiirtsstreuung erhélt man dann den doppelten Wert, also 0,0485 A. Aus
der CoMPTON-Gleichung (2.46) geht hervor, daf

e die Zunahme der Wellenléinge um so wesentlicher ist, je grofler der Streuwinkel
ist, und

e man wegen der geringen Grofle von A\¢ diese Streuung nur bei sehr kurzen Wel-
lenléingen beobachten kann, da die optimale Energieiibertragung bei Gleichheit
der stoflenden Massen erfolgt:?

5Ein solches Photon wiirde bei Riickwirtsstreuung seine Wellenliéinge verdoppeln, seine Masse
also halbieren. Die Stoflgesetze verlangen dagegen, daB bei Massengleichheit und zentralem Stof3
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einfallende
Welle

gestreute

Welle 1 Abb. 2.12. Prinzipskizze der spektra-
len Verteilung der RONTGENstrahlung
beim CompPTONeffekt vor (blaue) und

L nach (rot) der Streuung.

Intensitat [a. u.]

Wellenlange

AN A
UV/VIS: ==~ 70 ~107°=10"%% (2.48)
X(107%—10"?cm) : % ~107'=10% (2.49)

Die Wellenlénge, die dem zusitzlichen Maximum entspricht, ist um so stérker
verschoben, je gréfler der Streuwinkel ¢ ist. Das nicht verschobene Maximum wird
durch die Streuung an Elektronen verursacht, die so stark an den Kern gebunden sind,
daf} ihre Bindungsenergie grofi gegen die Quantenenergie der RONTGENstrahlen ist.
Das verschobene Maximum dagegen entspricht der Streuung an locker gebundenen
Elektronen, die man praktisch als ,,frei betrachten kann.

2.7 Aufgaben und Lésungen

2.7.1 Grundlagen

Aufgabe 2.1 Geben Sie je ein Beispiel fiir eine lineare und eine nichtlineare Funktion
an und begriinden Sie Thre Wahl!

Losung. Eines der wichtigsten Prinzipien der Physik ist das aus dem Superpositi-
onsprinzip herausgehende Prinzip der Linearitéit. Die Ursache ist darin zu finden, dafl
viele GesetzméBigkeiten durch eine lineare DGI zu beschreiben sind. Wenn eine linea-
re DGI etwa zwei Losungen f; und fo hat, dann ist die Summe f; + f5 auch eine.
Daher sind viele der fundamentalen Gesetze der Physik linear. Nicht linear sind die
trigonometrischen Funktionen oder die Exponentialfunktion, bei der mindestens ein
Parameter als Exponent verschieden von Eins vorkommt.
So geniigt die Schwingung eines Federpendels der linearen Gleichung

das stoflende Teilchen liegenbleibt, und das gestoflende Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit
fortfliegt. Dies zeigt, daf} relativistisch gerechnet werden muf!
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d?z
wiahrend ein Pendel mit der Gleichung
d26 g .
@ = —z sin 6 (2)

beschrieben wird, die durch elliptische Integrale gelost wird. Die Riickstellkraft hingt
dann von der Amplitude ab (was fiir den linearen Fall nicht gilt!), die Amplitude ist
nicht mehr eine eindeutige Funktion von w oder umgekehrt formuliert: w hingt stark
von der Amplitude ab etc.

2.7.2 Plancksche Formel, de Broglie-Beziehung

Aufgabe 2.2 Bestimmen Sie die DE BROGLIE-Wellenlénge fiir ein 1s-Elektron (Ge-
schwindigkeit: 2200 km/sec)! 0,33 nm = 3,3 A.

Aufgabe 2.3 Bestimmen Sie die DE BROGLIE-Wellenlinge fiir ein Elektron der
Energie 1 eV! 1,2 nm = 12 A.

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie die DE BROGLIE-Wellenldnge fiir ein Photon, dessen
Masse gleich der Ruhemasse des Elektrons ist!

Losung.

A= =2,4-107" cm. (1)

CMe

Aufgabe 2.5 Wie grof§ ist die Wellenlénge eines Elektrons mit 13,6 eV kinetischer
Energie (sog. DE BROGLIE-Wellenléinge)?

Losung.

E="%mv*=13,6-1,6-10"J=2,19-10"'8J.

Pe=VE-2me=/4,38-9,11-10-18-3 kgmsec ™"

Pe = 2,00 - 107%* kg m sec.

h  6,625-103 kgm?sec!
A= — = =3,31-100""m=3,31 A = 27 - q,.
mv  2,00-10 2 kgmsec = o
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Aufgabe 2.6 Wo liegt die kurzwellige Grenze der Bremsstrahlung einer mit 50 kV
betriebenen RONTGEN-RGhre?

Losung. Die auf die Antikathode auftreffenden Elektronen besitzen die Energie 50000
eV oder
1,6-50-107193 =8,01-107"5 J. (1)
Die Wellenlénge ergibt sich dann nach

c c hc
A_;_Ehfl_f_o,msl&. (2)

Aufgabe 2.7 Ein Lichtstrahl der Wellenléinge 6500 A und der Intensitit (Leistung)
1-107" J/sec © trifft auf eine Natriumzelle und wird dort mit einem Wirkungsgrad
von 100 % zur PE-Erzeugung verwendet. Wie hoch ist der PE-Strom?

Losung. Die Energie eines Lichtquants betriigt 3,06 - 107! J. Daraus folgt ein Pho-
tonenflufl von

1-1071

30610 — 227 10'" Photonen.

Bei einem Wirkungsgrad von 100% erzeugen diese Photonen gleich viele Elektronen
oder

3,27-1017-1,6-10 1 =15,2-10 2 A = 52 mA.

Aufgabe 2.8 Eine Rohre, die Wasserstoffatome im Grundzustand enthélt, ist trans-
parent, absorbiert also keinerlei Licht im sichtbaren Bereich, sondern nur im duflersten
Ultraviolett. Die Wellenliinge der langwelligsten Absorptionslinie betrigt A = 1216 A.
Um welchen Betrag liegt der angeregte Zustand energetisch iiber dem Grundzustand?

Losung.

¢ 3-108msec™!
— =" " "7 947.10" Hz.
"TAT 1210’ m © g

E=hr=6,6-2,47-107""15=1,634-107% J = 10,20 eV.

6Das ist etwa die Sonnenenergie pro cm?; die Solarkonstante betriigt 0,14 W /cm?2.
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Aufgabe 2.9 Zur Strukturuntersuchung kann man mit Teilchen (Elektronen, Neu-
tronen), aber auch mit RONTGENstrahlung arbeiten. Welche Energie (in eV), welchen
Impuls und welche Geschwindigkeit haben ein Neutron mit einer Wellenléinge von 1
A (0,1 nm) und ein gleichlanges RONTGENquant?

Losung.
h  6,625-1027

PN = Y = ’17 =6,63- 1071 gem /sec. (1)

6,63-10°1
oy = 184(’) 01105 3,96 - 10° cm /sec = 3, 96 km /sec. (2)

__ _ 20

Ex=-—=0,08e¢V =1,31-10"% 1. (3)

2m

Das sind sog. thermische Neutronen.

¢ 6.625-1027.3.101
E frnd h frnd h— frnd ’
X = nr=an 1-10-¢

=19,875-107'%J = 12,4keV.  (3)

Aufgabe 2.10 Zur Strukturuntersuchung kann man mit Elektronen, aber auch mit
RONTGENstrahlung arbeiten. Welche Energie (in eV), welchen Impuls und welche
Geschwindigkeit hat ein Elektron, das an der (100)-Ebene unter einem Winkel von
45° bei einer Gitterkonstanten von d = 4 A reflektiert werden soll? Was ist folglich
der Unterschied zwischen den Elektronen, mit denen ein Streubild oder mit denen ein
Interferenzbild erzeugt werden soll?

Losung.
8-v2
nA = 2dsind = Tf = 5,656 A. (1)
h —19 —1
p:X:1,172-10 gcmsec . (2)
E=7,6-10""erg=4,TeV. (3)

Die Elektronen sind extrem niederenergetisch. Mit diesen Elektronen kann man also in
Beugung untersuchen, wihrend Elektronen héherer Energie dazu verwendet werden,
Streuexperimente an Oberflichen auszufiihren (Erzeugung von Sekundirelektronen
im Bereich einiger 10 — 100 V, Erzeugung von Riickstreuelektronen mit Elektronen
von einigen kV).
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2.7.3 Einsteinscher Photoeffekt

Aufgabe 2.11 Welche Gegenspannung unterbindet den Strom von Photoelektronen,
der durch Auftreffen von Licht der Wellenlinge 6500 A in einer Natriumzelle erzeugt
wird? Die Austrittsarbeit W, von Na betrigt 1,875 eV.

Losung. Die photoelektrische Schwelle von Natrium liegt eben bei 6500 A. Die von
Licht dieser Wellenlénge erzeugten Photonen erhalten also eben noch keine kinetische
Energie, denn die Energie der Lichtquanten reicht gerade nur aus, die Elektronen aus
dem Natrium zu l6sen. Deshalb hélt bereits eine duflerst kleine Gegenspannung den
PE-Strom auf.

Aufgabe 2.12 Welche Gegenspannung unterdriickt dann den PE-Strom, den Licht
einer Wellenléinge von 3250 A in einer Natriumzelle erzeugt?

Losung.

E:hu:hgzﬁ,u-lo*%.
Davon wird genau die Hélfte zur Herauslosung der Photoelektronen benétigt =

3,06
U_ b

= T603 107919 = 1,91V,

2.7.4 Unschéirferelation

Aufgabe 2.13 Angenommen, ein Neutron bestiinde aus einem Proton und einem
Elektron, die auf 107! cm angenéhert worden wiren und durch CouLoMBsche Krifte
zusammengehalten wiirden: Ist die dadurch gewonnene potentielle Energie grofl ge-
nug, um die (mittels der Unschérferelation zu bestimmende) kinetische Energie aus-
zugleichen?

Losung.

Apy >
Pe = Az =10 Bem

Das bedeutet in drei Raumrichtungen eine kinetische Energie von

= Ap, > 107" gemsec™, (1)

Euin = — (Ap2 + Ap. + Ap?) =0,2-1077 J. (2)
1 €2

Byt = —-2=2-10"17: 3

pot deg T (3)

Der Gewinn an potentieller Energie reicht fiir ein Gleichgewicht bei weitem nicht aus,
um ein Elektron auf ein Volumen von 103! ¢m? einzusperren!
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Aufgabe 2.14 Zeigen Sie fiir das Elektron im Kasten der Lange L mit dem Impuls
p, daBl die maximale Unsicherheit in Position und Impuls gerade den niedrigsten
Energiewert B, = h*n?/(2m.L?) ergibt!

Loésung.
2
D
E = 1
S (1)
h
Ar =L Ap=2p, = p, = — 2
v=L,Ap=2p = pa= 57 (2)
h2 K22

= (3)

E= .
8mel?  2meL?

2.7.5 Strahlungstheorie

Aufgabe 2.15 Geben Sie die FOURIERtransformierte der geddmpften Schwingung

Y(t) = —m=e 3t ot (1)

mit wy = 1/sec und § = 2/sec an. Zeichnen Sie auch die Funktion!

Losung. Das FOURIER-Spektrum lautet

¢<w)=% oty @)

-
o
T

flof = 11 +o-o,)]

Intensitét [a. u.]
o o o
IS o o

o
[N

©
o

220 10 0 10 20

o[sec]

Abb.2.13. Die FOURIERtransformierte einer gedidmpften Schwingung ist eine LOR-
ENTZsche Glockenkurve, deren FWHM gleich 4 ist.

woraus sich durch die Integration



2.7 Aufgaben und Lésungen 29

Yo 1
V2 L —i(wo — w)

ergibt. Auftrennen in Real- und Imaginérteil und Verwendung des Realteils ergibt

(3)

P(w) =

52
3 T

_gi—Q—f—(wg—M)?’

¢ (w) (4)

eine Glockenkurve mit Maximum bei wg und der FWHM von 0, wo der Quotient
gleich Eins wird (Abb. 2.14):

pef 1 &
h(wo —w)° 2 L4 (wy—w)? (5)
%2:%<%2+(w0—w)2>, (6)
g:%_w’ (7)

q. e. d.

Aufgabe 2.16 Geben Sie die FOURIERtransformierten der Sinusschwingung ¢ =
g sin(wt) an, die die Zeit 7 = 2 sec bzw. 7 = 5 sec dauern, und zeichnen Sie die
Funktionen! Die Kreisfrequenz soll 1/sec betragen.

Losung. Die Aufgaben werden auf gleiche Weise gelost. Der Losungsweg wird an
T = 2 sec gezeigt. Zunéchst wird das Integrations-Intervall symmetrisch zum Ursprung
(t = 0) gelegt, also Yo7 = 1 sec. Also ist v/ = 1/sec, und w’ = 27v/":

bl) = %27 el iay 1)
n o ﬂ 1 i(w—w"F _ —iw—w)F
wW)_Vﬂmw—w)@ ¢ ) )

Mit

erhalten wir
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N |2 Tsiny
6 = 2wl ©

Die Funktion 522, die wir bereits im Abschn. 2.4.6 untersucht haben, spielt in der
Beugungstheorie eine iiberragende Rolle und wird als Spaltfunktion bezeichnet. Thre
Nullstellen liegen bei

y=nm,n=0,1,2..., (7)

ihre Maxima bei y = 0 und

1
y:<n+§>7r,n:1,2.... (8)

Da nach Gl (5) Aw o I, ist die Halbwertsbreite um so breiter, je kiirzer 7. Wir
ermitteln sie aus der Bedingung (6):

[W()I° _ 1 _ siny

O 2y
Das ist eine transzendente Gleichung, die graphisch gelost wird (Abb. 2.15)

(9)

1
Sy =siny, (10)
2
2.0
15 siny
—y/2
1.0

0.0 \\
.05
-1.0

0 1 2 3 4

Abb. 2.14. Mit Gl (10) ergibt sich die Wurzel der Halbwertsbreite zu wiy, = 2L79 _ 3709

-7 T

und wir finden sie zu

2.1,79 3,79

u)l/2 = - - (11)
Die Intensitdt erhalten wir durch Quadrierung der Gl. (6) zu (Abb. 2.16)
2 7\ 2 sin’ y
ocy(w) =~ (3) =50 12
x ) = 2 (3) (12)
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1.0F j H " ] 1.0F
flw) =
0.8} \VD/(u)-mo) Sin[@-wu)*'l] J 0.8} (o) =
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Abb. 2.15. Die FOURIERtransformierte einer zeitlich limitierten Sinusschwingung ist dhn-
lich dem Beugungsbild eines Spaltes. Je kiirzer die Dauer, um so unschérfer seine Frequenz:
so ist der Sinusimpuls auf der LHS 2, auf der RHS 5 sec lang.

Aufgabe 2.17 Eine Spektrallinie mit LORENTZ-Profil wird durch DOPPLER-Ver-
breiterung zu einer GAUSSschen Glockenkurve, in der man einige ausgezeichnete Wer-
te definieren kann. Was sagt uns z. B. die Halbwertsbreite? Und wo ist der Wert auf
ca. !/3 abgefallen?

Losung. Die (eindimensionale) Geschwindigkeitsverteilung im Gas kann durch eine

GAUss-Verteilung

2
f(vcv) = Aexp <_ ;Z:;-,) dv, (1)

beschrieben werden. Die DOPPLER-Verbreiterung um die urspriinglich scharfe Spek-
trallinie der Frequenz wy ist

w—wy = wg%x, (2)
woraus

w — Wy
3
— ®)

Uy = C

wird. Die Geschwindigkeitsverteilung f(v,) erzeugt also eine spektrale Frequenzver-
teilung f(w) nach

) = Aep (-0 g, 0

kgT
o =wo\[ 5 (5)

einzufiihren, so dafl die Glockenkurve in die Form

Ublich ist es, die Abkiirzung
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202

gekleidet werden kann. Wie aus der Theorie der Fehlerrechnung sich ergibt, ist die
Halbwertsbreite w,/, fiir ein GAUSS-Profil definiert als

) = ep (200 (©)

FWHM = w =2V2In20. (7)

Der Faktor 2v/21n 2 vor dem o betrigt 2,355. Reduziert auf die Wellenlédnge, wird

daraus
kT
AN = 2,360 |/ —. (8)
mc

So ist fiir die Kr-Wellenliinge A\ = 763 nm mit einer Masse von m = 1,4-10"%2 g
bei 300 K von 3 - 1072 nm, was gut mit dem beobachteten Wert iibereinstimmt.

Zusitzlich ist klar, daf§ ein Abfall auf etwa 4, genauer: auf 1/e-tel, gegeben ist
durch

flw)=e". (8)

Also muf} das Argument des Exponenten gerade Eins sein oder
w—wy = V20. (9)

Aufgabe 2.18 Was ist der Unterschied zwischen Lebensdauer eines angeregten Zu-
standes und der Emissionszeit?

Losung. Die Lebensdauer ist die Emissionszeit. Sie tritt in der Quantenphysik an
die Stelle der Abklingzeit eines Oszillators im klassischen Strahlungsmodell. Voraus-
gesetzt wird, dafl der Quantensprung beliebig schnell erfolgt, also genau die in den
beiden vorherigen Aufgaben diskutierten unterschiedlichen Betrachtungen, entweder
geddmpfte Oszillation oder Oszillation in einer bestimmten Zeit, gleichgesetzt werden
(kénnen).” Dann ist die Zahl der spontanen Zerfallsakte pro Zeiteinheit

AN
S AN, 1
n (1)

und wir erhalten eine Reaktion 1. Ordnung nach

N(t) = Noe /" A7 = T (2)

Sie ergibt sich aus dem Verhéltnis der Gesamtenergie einer Schwingung zu der
abgestrahlten Leistung, also fiir eine elektronische Anregung mit den Gln. fiir den
HERTZschen Dipol:

"Wie erst kiirzlich an der ETH nachgewiesen werden konnte, erfolgt der Ubergang in einem
Zeitraum von weniger als 34 Attosekunden [?].
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1 2 1 2,2

E = Met” = SMelyw (3)
prwt edagw?

P = =
3. 2mepc® 3+ 2megc

zu etwa 7 ~ 10~ sec, woraus sich eine Dampfungskonstante von

_27r
27

ergibt. Damit ergibt sich eine Wellenldngenverbreiterung (FWHM) von

dw

= ch/27r ~ 2cT. (6)
Die Kohérenzlédnge L ergibt sich danach zu
)2
L:N)\VFWHM. (7)

Z. B. hat die griine Hg-Linie bei 546 nm in einer Niederdruck-Entladungsréhre eine
Halbwertsbreite von 0,028 A, damit wird die Koh#renzlinge 11 mm oder etwa 20 000
Wellenldngen, wihrend die Na-D-Linie bei 596 nm eine Halbwertsbreite von 0,6 nm
aufweist und damit nur eine Kohérenzlange von 600 pum oder 1000 Wellenldngen.

Aufgabe 2.19 Beim WiENschen Versuch werden Kanalstrahlen, meist Wasserstoff-
ionen (in diesem Falle also Protonen), durch eine Lochblende in der Kathode geschos-
sen und dahinter in einem sehr niedrigen Vakuum, um eine erneute Anregung zu
unterdriicken, das ortsabhéngige Abklingen der Leuchtintensitit gemessen, das beim
Elektroneneinfang entsteht. Bestimmen Sie fiir einen Kanalstrahl, der mit 60 kV be-
schleunigt wird, aus der Abschwéichung auf 1 etel nach 7 mm die Lebensdauer der

angeregten Zusténde (Abb. 2.17, v = y/2¢q U/m)!

Losung.
2eq U
v= )22 = 3,4 10° m/sec. (1)
mp+
t
I =1, exp <——> = Iy exp <—£) . (2)
T uT

7=2,1-1077 sec. (3)
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Abb.2.16. Abklingleuchten von Kanalstrahlen nach W. WIEN, 1921. Wasserstoff-
kanalstrahlen werden durch eine Blende in der Kathode beschleunigt und fliegen feldfrei
weiter. Hinter dem Geschwindigkeitsdiskriminator trifft optional ein Elektronenstrahl auf
die Kanalstrahlen und regt sie zusétzlich in optische Niveaus an. Die Leuchtintensitit nimmt
nach einem BEERschen Gesetz ab.

2.7.6 Compton-Effekt

Aufgabe 2.20 Vergleichen Sie mit den Gln. fiir die COMPTON-Streuung den zen-
tralen Stof} eines Photons mit einem quasi-freien Elektrons, mit dem klassischen Fall
eines zentralen Stofles zweier gleichschwerer Kugeln! Sie sollten dazu folgende Fragen
beantworten:

e Was bedeutet ,,quasi-frei in diesem Zusammenhang?

e Unter welchem Winkel ist A) maximal?

Wie grof§ ist AA dann?

e Was passiert im klassischen Fall?

Wie grofl wire die Masse eines Photons der Wellenldnge 2,43 pm?

Losung.

1. Compton verwendete Substrate aus Graphit und einer Vielzahl von Elemen-
ten, z. B. Lithium und Molybdén, die er mit Rontgenstrahlen in einer Ionisati-
onskammer beschofl. Die Bindungsenergie der Valenzelektronen (einige eV) ist
klein gegeniiber der Photonenenergie. Er untersuchte die spektrale Verteilung
der Intensitit der Streustrahlung unter verschiedenen Winkeln. Es entsteht ein
zusitzliches, bathochrom verschobenes Maximum. Die Wellenlénge, die diesem
zusitzlichen Maximum entspricht, ist um so stirker verschoben, je grofler der
Streuwinkel o ist. Uberpriift wurden die Erhaltungssitze von Energie und Im-
puls.



2.7 Aufgaben und Lésungen 65

2. Mit der Formel

AN = N — )\ = 2);sin? g (1)

ist es leicht, auszurechnen, dafl der maximale Transfer bei Riickwirtsstreuung
(180°) stattfindet.

3. AN\ ist dann 2.

4. Bei der Rayleighschen Streuung veridndert sich die Frequenz des Lichts nicht.
Aus der Mechanik (StoBlatte) ist bekannt, daf es zu einem vollsténdigen Ener-
gielibertrag kommt.

5. Ag ist die Compton-Wellenlénge des Elektrons (Wellenléinge der Rontgen-Quan-
ten, die die gleiche Masse wie ein ruhendes Elektron haben), 2,4 - 107'% ¢m:
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3 Bohrsches Atommodell

3.1 Daten

e BALMER-Linien des Wasserstoff-Atoms (1885)

— H,: 656,279 nm;
— Hp: 486,133 nm;
— H,: 434,047 nm;
— Hy: 410,174 nm;
— H,.: 397,008 nm.

e Jonisierungspotential des Wasserstoff-Atoms: 13,6 eV

3.2 Geschichte

e Kinetische Gastheorie: Atome

e THOMSON (1904): gleichméBige Verteilung der positiven Ladung in einer Kugel
mit schwingfdhigen negativen Ladungen. Linienspektren? LENARD-Rohr: Ka-
thodenstrahlen durchdringen eine Folie aus Aluminium und mehrere cm Luft
und werden auf einem ZnS-Schirm nachgewiesen = Masse ist nicht gleichmé&fig
im Atom verteilt.

e RUTHERFORDsche Streuversuche von a-Teilchen an diinner Goldfolie (1906 —
1911): nahezu keine Ablenkung = Masse ist nicht gleichmifig im Atom verteilt:
positiver, schwerer Kern, der die a-Teilchen durch sein CouLomB-Feld auf Hy-
perbelbahnen ablenkt und nicht, wie das THOMSONsche Modell erwarten lief3e,
auf einer Glockenkurve (Abb. 3.1, Z: Ordnungszahl (79 fiir Gold, 2 fiir Helium),
Ax: Dicke der Folie, : Raumwinkel):

dN ‘ Z?%e}
—— = cons
N sin' /2

dQAz : (3.1)

durch die Gewichtung mit 1/sin* ¢ sind grofie Streuwinkel auferordentlich sel-
ten.

67
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10°F ] Abb. 3.1. RUTHERFORDscher
] Streuversuch von «-Teilchen

- —— Gauss ] an einer Goldfolie: Das THOM-
10° Rutherford ] soNsche Modell des Atoms

148t eine Glockenkurve fiir die
Winkelabhingigkeit der Streu-
amplitude erwarten, wihrend
von RUTHERFORD eine steile
Hyperbel nach Gl. (3.1) beob-
achtet wurde.
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3.3 Postulate

Um diesen Widerspruch zu 16sen, schuf N. BOHR 1913 sein Modell des Wasserstoffa-
toms. Er benétigte dazu zwei Postulate:

e Die Bahnen der Elektronen um den Kern sind Kreisbahnen, und die wellenme-
chanische Bedingung fiir stabile Bahnen lautet:

L=r-p=nh (3.2)
mit n einer ganzen Zahl.

e Diese Bewegung ist dadurch ausgezeichnet, daf} trotz der beschleunigten Bewe-
gung einer (Elementar-)Ladung dennoch keine Energie abgestrahlt wird.!

3.4 Berechnung der innersten Bahn

Kriftegleichgewicht: Zentrifugalkraft entgegengesetzt gleich der elektrostatischen
Kraft (Z: Ordnungszahl):

M 1 Ze?

(3.3)

r dmey 12

oder

! Das zweite Postulat war nur durch den Erfolg gerechtfertigt. Erst zehn Jahre konnte DE BROGLIE
zeigen, dafl durch Einsetzen seiner Beziehung A = pi in Gl (3.2) herauskommt, dafl nur ganze
Vielfache ganzer Wellenldngen auf die Kreisbahn passen:

nA = 27r :

es entsteht ein System stehender Wellen, gerastert mit n, und stehende Wellen transportieren keine
Energie. Folglich kann auch keine Energie abgestrahlt werden.
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1 Ze?
mev? = 2By = e % = Epot (3.4)

Virialtheorem der Mechanik: In einem Zentralfeld ist die kinetische Energie entgegen-
gesetzt gleich der Hilfte der potentiellen Energie.?

E= Epot + (Ekin = _I/QEpot) = 1/QElpot- (35)
Mit GL. (3.2) folgt allgemein fiir r aus Gl. (3.4)

47T€07L2 2
— .n? -

= 3.6
Z ez me (3.6)

T'n

Die Radien verhalten sich wie die Quadrate ganzer Zahlen. Gl. (3.6), eingesetzt in Gl.
(3.5), ergibt fiir die potentielle Energie der n-ten Bahn

1 2 eZ24 o(Z 212
Epot:< ) meZ ¢y _ melZey) . (3.7.1)

dmreg n2h? 4e2h?n?

die potentielle Energie ist dem Quadrat des Produkts der Elementarladungen von
Kern und Elektron proportional, die Gesamtenergie der n-ten Bahn ist nach dem
Virialsatz genau halb so grofi:

1 me(Z e2)?
2 4elh?n?’

und die Kombination der Gln. (3.3) und (3.6) liefert fiir die Bahngeschwindigkeit

E = Epo + Fugn = (3.7.2)

Ze: 1
= C— 3.8
dregh n (3:8)

Un

diese verhilt sich also proportional 1/n, wobei n spiter den Namen Hauptquantenzahl
erhielt. Einsetzen ergibt fiir die erste Bahn (n = 1) aus Gl. (3.7.1) mit Z =1
me(Ze2)? 1
Epot =2 Eon = W : ﬁ = —27, 2 eV, (391)
fiir die Gesamtenergie der ersten Bahn also mit —13,60 eV. Fiir die Gesamtenergie
der n-ten Bahn wird fiir ein wasserstoffihnliches Atom mit einer Kernladung Ze,

Z2
E, = —13,60— eV, (3.9.2)
n
und im speziellen fiir Wasserstoff mit 7 =1
—13,60
E, = 3 eV (3.9.3)

und fiir r (n = 1) damit

2Dies ist ein spezieller Fall der Potentialform V oc 7Y, fiir den < T >= by < V > ist. Fiir das
CouromB-Potential gilt V oc 771, alsoist y = —1und < T >= —1h <V >.
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r=0,529 x 107% cm, (3.9.4)

und man bezeichnet diesen Wert als BoHRschen Radius aq. Fiir n = 1 ergibt sich
schlief8lich fiir die Bahngeschwindigkeit

3,14 x 2,56 x 10738
V=
2 % 8,85 % 6,63 x 10 12 x 10 3
also etwa 2,2 x 10° m/sec, etwa 1/137 der Lichtgeschwindigkeit. Der Vorfaktor in

Gl. (3.9.5) besteht nur aus Konstanten und wird mit n = 1 zu Ehren SOMMERFELDs
als SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante bezeichnet:

m/sec, (3.9.5)

% ! (3.10)
“ T dmeghe 13T '
Aus GI. (3.6) folgt noch, dafl
1 1
Epot X E X ﬁ (311)
und aus Gl. (3.8) entsprechend fiir die kinetische Energie
9 1
Fyip X 07 X — (3.12)

n2
da sie unabhéngig voneinander beide dem Virialsatz geniigen miissen, miissen sie
notwendig die gleiche Abhangigkeit von n aufweisen.

3.5 Berechnung des Spektrums

Die elektrische Wechselwirkung ist FF = —e2/(4me¢a3), damit wird die Energie zum
Anheben von der Bahn mit dem Radius r,, und der Quantenzahl m auf die Bahn mit
Radius r,, und der Quantenzahl n

Tn 62 62 1 1
W= — O qr=-—9 (—_ ). 3.13
/rm der? " dreq <rm rn> ( )

Mit GI. 3.6 folgt dann

W e (i _ 1 ) (3.14)

T 4e2p2 \m?2 n?
Wg. Virialsatz wird die Hélfte der aufzuwendenden Energie dadurch geliefert, dafi die
kinetische Energie auf der &ufieren Bahn kleiner ist [GL. (3.8)]:

4
Me , o 9 egme (1 1
W= e = ne) = gy (H } n—> | (3.15)

was man leicht umrechnet in die Frequenz des ausgesandten Lichts:
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4
_ _ Me, o 2y €gMe 1 1
4
Mg, o 9y €gMe 1 1 B 1 1
o=y =g () =R () 607

mit R der RYDBERG-Konstanten (Abb. 3.2). Formel (3.17) war schon frither von R1TZ
abgeleitet worden, und der eigentliche Triumph der BoHRschen Theorie war daher
die Feststellung, dafi er R ausschliefllich aus Naturkonstanten ermitteln konnte.

Abb. 3.2. Das Boarsche Atommodell konnte nicht nur die Frequenzen (Wellenldngen) der
bereits bekannten BALMER-Serie im VIS-Bereich (Zielbahn ist m = 2) exakt beschreiben,
sondern auch die erst spiter im UV (LyMAN, Zielbahn m = 1) bzw. im UR entdeckten
(PASCHEN (m = 3), BRACKETT (m = 4)).

3.6 Quantisierung auch fiir h6here Atome?

FRANCK und HERTZ beschossen mit Elektronen Quecksilberdampf und bestimm-
ten den Anodenstrom. Bei der Ionisierungsenergie von 4,9 eV bzw. Vielfachen davon
beobachten sie ausgepriagte Dellen in der U-I-Kennlinie, was am einfachsten durch
unelastische Stofle der Elektronen an den Atomen interpretiert werden kann, die ih-
rerseits ionisiert werden (Abbn. 3.3 und 3.4).

3.7 Stabilitit von Atomen

Warum fillt das Elektron auf Grund der elektrostatischen WW nicht in den Kern
hinein? In der Quantenmechanik gilt die Unschérferelation:

AzAp > h. (3.18)

Fiir ein Teilchen, das in ein kugelférmiges Volumen mit dem Radius R eingesperrt sei,
bedeutet das also fiir die Angabe der aktuellen Position eine Unschérfe von maximal
R:
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Abb. 3.3. Versuch  von
FrRANCK und G. HERTZ: In
einer mit Hg-Dampf gefiillten
Rohre werden Elektronen aus
einem Filament emittiert und
durch ein Gitter beschleunigt.

12 14 16
Elektronenenergie [eV]

Abb. 3.4. FRANCK-HERTZ-Versuch II: Der Anodenstrom (lks.) und der Streuquerschnitt
der Ionisation (re.) als Funktion der Beschleunigungsspannung (Elektronenenergie) in
Quecksilberdampf [?]. Bei der Ionisierungsenergie von 4,9 eV bzw. Vielfachen davon beob-
achtet man ausgeprigte Dellen in der Kennlinie, und auch der bei etwas héheren Energien
gemessene hochaufgeldste Streuquerschnitt zeigt keinen glatten Verlauf [?].

h
Ap > — 3.19
P24 (3.19)
und damit eine Unschérfe der kinetischen Energie von maximal
(Ap)®
AFE = = = 2
2Mee 2me R2 (3.20)
Die gesamte Energie ist
7i2
E=T+V = 3.21
+ 47r50R + 2meR?’ (3:21)
was durch Nullsetzen der ersten Ableitung
dF el h?
- _ =0 3.22
dR  4megR?2  moR3 ( )
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zu einem R von

hQ : 471'60

Me€l

R = 0,53-10 % cm (3.23)

fiithrt, also exakt dem BOHRschen Radius.

3.8 Das Korrespondenzprinzip

Offensichtlich sind Quanteneffekte um so leichter beobachtbar, je kleiner die Quanten-
zahlen sind; schliefllich bekommt man bei sehr hohen Quantenzahlen, deren reziproke
Werte sich nahezu nicht mehr unterscheiden, einen Ubergang ins Kontinuum, also
klassisches Verhalten.

Bestimmt man die Frequenz eines Ubergangs fiir sehr groBe n:

1 1 2R
=R|—— — | ~ — 3.24
v <n2 (n+ 1)2> n3’ ( )

stellt man fest, daf} sie gleich der Umlauffrequenz eines BOHRschen Elektrons ist
[Kombination der Gln. (3.2.3) und (3.6)]:

v nh m2eg
— — . = 3.25
YT % T 2nme 16m2e2h n? (3:25)
v 2R

wie man dies fiir ein klassisch oszillierendes Elektron erwartet. Fiir sehr kleine Quan-
tenzahlen dagegen gibt es drastische Unterschiede. So ist die Umlauffrequenz auf der
innersten Bahn 6,58 - 10" sec™!, die Frequenz des Ubergangs 2 — 1 dagegen nur
2,47 - 10" sec!.

Das Prinzip, das fiir hohe Quantenzahlen die Resultate mit denen der klassischen
Theorie iibereinstimmen, kann auch exakt aus der Quantentheorie abgeleitet werden.

3.9 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 3.1 Wie hoch ist die DE BROGLIE-Wellenlénge des 1s-Elektrons im Was-
serstoff-Atom?

Losung. Einsetzen in die erste BOHRsche Bedingung ergibt eine Wellenlinge von
3,32 A.

Aufgabe 3.2 Berechnen Sie den Durchmesser des Wasserstoff-Atoms und die Elek-
tronengeschwindigkeit fiir n = 2!

Losung.
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goh*(n = 2)?
Ty = ——5—
? Te3Me

=2 12A. (1)

2
0

=—2 — =1,09-10° : 2
Seoh(n = 2) ,09-10° m/sec (2)

V2

Aufgabe 3.3 Berechnen Sie das Ionisationspotential des Wasserstoff-Atoms aus dem
Grundzustand heraus!

Losung.

1 [T=°  ¢2 1 €2 1
W, = = 0 _dr=-—21|—|]=13,59eV. 1
2 /TT1 dmegr? : 2 4meg <r1> 99 ¢ (1)

Aufgabe 3.4 Berechnen Sie die Frequenzen der ersten drei Linien der LLyMAN-Serie
des Wasserstoff-Atoms!

Lésung. Die Energie-Eigenwerte ergeben sich mit (1 eV = 8066 cm™!)

1 1 _
Fa(1) = ~13,60 -8066 - — = ~109700 - — cm ! (1)
zu
e By = 13,6eV = —109700 cm':
o Fy =34eV =—-27400 cm ;

e F3=151eV=—-12200 cm™";

E,=0,85¢eV =—-6900 cm™;

e B =—-0cm !

Damit ergeben sich die Wellenzahlen der ersten drei LyMAN-Linien in den Ein-
heiten ,, Wellenzahlen“ zu

AE:hu:E<1—i> (2)

n2

AE12 = 82300 Cmil;
AE,5 = 97500 cm™ '

AEM = 102800 Cmil;

e AF . = 109700 cm™.
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Aufgabe 3.5 Berechnen Sie das Verhiltnis der Wechselwirkungen von Gravitation
zur elektrostatischen fiir das Wasserstoff-Atom im Grundzustand!

Losung.
et 1 g
FCOUIZF%T_22872'1O N7 (1)
Py = Y. (2)

r2

1836 - (9,11 - 1031)?2

Fyray = 6,67-107" (0520 10-10)2 m’kg ' sec *kg?m . (3)
Firay = 6,67-9,11%-1,836/0,529° - 10 > N (4)
Fyray = 3,62+ 10 "7 N. (5)

Damit ergibt sich ein Verhiltnis der beiden Krifte von 2,3 -10%° zugunsten der elek-
trostatischen Wechselwirkung.

Aufgabe 3.6 Beschreiben Sie den Unterschied zwischen den Bahnen der Planeten
und denen der Elektronen im BOHRschen Atommodell!

Losung. Der wesentliche Unterschied besteht in der Quantelung des Drehimpul-
ses, wodurch definierte Bahnen ausgezeichnet und ausschliefilich zugelassen sind.
Dem steht die BoDEsche Theorie gegeniiber, derzufolge auch die Planeten in ei-
ner merkwiirdigen Ordnung um die Sonne aufgereiht sind. Weitere Unterschiede sind
Ellipsen vs. Kreisbahnen, magnetisches Moment . ..

Aufgabe 3.7 Wieso ist das Atom eigentlich nach auflen neutral?

Losung. GAussscher Satz: Der (elektrische) Flufl durch eine geschlossenen Fliche
ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz dieses (elektrischen) Flusses:

///v-@el d3x://<1>e1dA://(I>9127rrdr:0. (1)

Die Fliisse der positiven Kernladung und der negativen Elektronenladung gleichen
sich in einiger Entfernung vom Atom genau aus. Dicht am Atom ist das nicht un-
bedingt der Fall (HEITLER-LONDONsche Dispersionskrifte dienen zur Erkldrung der
Kondensation der Edelgase).

Aufgabe 3.8 Nehmen Sie an, zwischen Wasserstoffkern und Elektron befinde sich
ein Dielektrikum der DK «¢.
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e Schreiben Sie die Gleichungen fiir die Energieniveaus und den BOHRschen Ra-
dius hin!

e Bestimmen Sie dann die Energieniveaus fiir ein Medium mit ¢ = 16 (entspricht
dem Fall des Germaniums)! Geben Sie den BOHRschen Radius an!

Losung.

2

e
V=-—2 1
dmeger (1)
E=T+V =15V (2)

eqm 1\? 1)?
E,=—2>"--(=-] =R |—) . 3
8c2c2h? <n> <5n> ()
coeh?

r= an =agen’. (4)
Ege = —0,053eV. (5)
r=8,5A. (6)

Aufgabe 3.9 Wie schwer miifiten zwei gleich schwere Massen sein, damit sie sich im
Abstand des BOHRschen Radius mit derselben Kraft anziehen wie zwei Elementarla-
dungen?

Losung. Die Massen miifiten 2 ug (genau: 1,86 ug) schwer sein.

Aufgabe 3.10 Stellen Sie sich zwei gleiche Ladungen im Abstand Sonne/Erde vor,
die die gleiche Kraft aufeinander ausiiben sollen wie die beiden Himmelskoérper. Wie
grof} (in Einheiten der Elementarladung) miissen die Ladungen sein? Wieviel Elemen-
tarladungen sind das? Und wieviel Mol?

Losung. Die Ladungen betragen 2,97 - 10 Coul oder 1,88 -10%3 ¢y, d. h. 3-10° Mol.

Aufgabe 3.11 Was verstehen Sie unter einer Seriengrenze? Beginnen Sie dazu am
besten mit einem Beispiel, etwa mit der BALMER-Serie!
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Aufgabe 3.12 Bestimmen Sie den Radius der 1s-Bahn im Uran-Atom!

Losung. Die Bestimmungsgleichung, deren Maximum ermittelt werden soll, ist

@Dfoo 47””2, (1)

e () o ()

Man findet das Extremum bei

wobei

r=-— (3)
also bei 0,00575 A. Lost man nach BOHR zur Umlaufgeschwindigkeit auf, ergibt sich

v=2,1-10%m/sec, (4)

es ist also offensichtlich, daf§ hier eine relativistische Korrektur angebracht werden
muf. Alternativ kann man auch direkt die Bestimmungsgleichung fiir v,, verwenden:

Ze2 1
“__ (5)

- dreghn’

Un,

die natiirlich das gleiche Resultat liefert.

Aufgabe 3.13 Das 1s-Elektron bewegt sich mit 137tel der Lichtgeschwindigkeit auf
der ersten BOHRschen Bahn um den Kern. Bestimmen Sie das Magnetfeld am Kern
(Abb. 3.5).

Losung.
ds Abb.3.5. Vom Elektron
r auf dem Radius p umkreiste
N Flache. ds steht senkrecht
B 05 auf p und r. Im Falle der

Untersuchung des Mittel-
punkts der Kreisfliche ist
zuséatzlich p = r.

Das B1oT-SAVARTsche Gesetz lautet

A = Lrai < T =5

A7 lr —s|*
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Mit diesem Gesetz bestimmen wir die magnetische Feldstéirke eines Stromleiters der
Lénge dl, der von einem Strom der Stérke I an der Stelle s durchflossen wird, an der
Stelle . Das entstehende Feld H steht senkrecht auf » und senkrecht auf » x s, und

sinazB,B:9O°—a:>cosB:£. (2)
r r

Wir benétigen nur die z-Komponente, denn in den anderen Richtungen erginzen
sich alle Magnetfeldkomponenten zu Null:

Ids Ip [
dH:ET—grsmaéH:ET—?) ) ds. (3)
Somit erhalten wir fiir das Magnetfeld eines rotierenden Elektrons im Ursprung (fiir
verschwindendes = wird r = p):
I p? 1
H=-r —opg=_, 4
273 = 2p )
Im konkreten Fall (v = 1/137¢) bedeutet das eine Stromstérke von

oW
I =

= 1,05 mA 5
27y 00 A, (5)

woraus ein Magnetfeld von
A
H=1,05-10" — (6)
m

folgt. In einer Luftspule mit 5 cm Lénge und 50 Windungen, durch die ein Strom von
5 A fliet, entsteht ein Magnetfeld von 5 kA /m.

Aufgabe 3.14 Bestimmen Sie den klassischen Elektronenradius aus der Ruheenergie
des Elektrons und dem Ansatz einer gleichméfig verteilten kugelférmigen Ladung.

Losung.
Die Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes ist im Vakuum gegeben durch

1
u = 5 (80E2 + ,Uz()H2) , (1)
im elektrischen Feld allein (Ladung in Ruhe):
1

u = §€0E2. (2)
Das elektrische Feld einer Punktladung @) ist
1 Q
E= — 3
Ameg 2’ )

damit
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QQ
- 4
“ 327m2egrt (4)

Damit ergibt sich die gesamte Energie U, wenn man iiber das Volumenelement 4mr2dr
integriert:

- LQdT (5)

Uq :/ w- drridr = ,
e a o Smeer?
wobei a der Radius der Kugel sei, auf der die Ladung gleichméflig verteilt ist, so daf§
man erhélt:
1 Q%1
Uelec =35 ™
24meg a

(6)

was mit der Ruhenergie £ = myc? und fiir Q = e

Uelec = o = mUCQ (7)

ergibt. Also ist der klassische Elektronenradius

2
Tkl = % = Tk = 2, 8- 10715 m. (8)

8megmoc?

Aufgabe 3.15 Wie EINSTEIN herleiten konnte, kriimmt sich der Raum durch die
Schwerkraft. Phinomenologisch erscheint der Strahl eines Sterns, der sich dicht an
der Sonne vorbeibewegt, um einen steileren Winkel als ohne diese Ablenkung durchs
Schwerefeld. Diese Ablenkung ergibt sich zu [?]

1 ["=2 kM 2k M

—= T—Qcosﬁds = A (1)

o =

d=—Z

,Ein an der Sonne vorbeigehender Lichtstrahl erlitte demnach eine Ablenkung vom
Betrage 4 - 107 = 0,83 Bogensekunden,“ schreibt er in seiner beriihmten Arbeit
aus dem Jahre 1911. Wenn die Verhiltnisse von Gravitation zu Elektrodynamik im
H-Atom etwa 40 Gréfenordnungen ausmachen: Warum gibt es keine Ablenkung im
elektrischen Feld?

Losung. Sehr starke elektrische Felder, z. B. an zwei parallelen Rasierklingen mit
Abstand @ = 0,1 — 0,5 mm, liegen bei 107 V/cm an einer Schneide mit Radius
r = 0,5—1 um einige 10 kV an. Selbst diese verursachen absolut keine Abweichung von
der Geradlinigkeit der Lichtausbreitung. Aber diese Felder sind klein gegeniiber denen
im Atom. Z. B. erregt das Proton im H-Atom im Abstand der ersten BOHRschen Bahn
eine Feldstiirke von 5,8-10? V/cm und eine Feldinhomogenitét (22) ~ 10" V/cm?.
Selbst hier ist keine merkliche Abweichung festzustellen. Die Ablenkung von Pho-
tonen erfordert quadratische Zusatzglieder in den MAXWELL-Gleichungen
fiir sehr starke Felder.
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4 Wellenmechanik

In diesem Kapitel werden wir die SCHRODINGER-Gleichung zunéchst induk-
tiv einfithren und die zeitunabhingige Form auf einfachste stationire Sy-
steme, ndmlich das Elektron im Kasten, anwenden, sowie die zeitabhingi-
ge Form auf dipolare Strahlungsvorgéinge wirken lassen. Dabei werden wir,
ebenfalls induktiv, die Stérungsrechnung 1. Ordnung benutzen. Als Ergeb-
nis erhalten wir die Auswahlregeln der Spektroskopie. Zum Abschlufl dieses
Kapitels untersuchen wir die beiden SCHRODINGER-Gleichungen auf ihre
Verwendbarkeit.

4.1 Klassische und quantenmechanische Systeme

4.1.1 Hamiltonsches Schema

Fiir ein mechanisches System ist

E=T+V(z)=const =T =FE —V(x). (4.1)

In der Physik wird diese Energiefunktion als HAMILTON-Funktion H bezeichnet,
wobei gilt:

p:\/2m0T:a—%—a—ﬂ:mgi/\v:a—H:£. (4.2.1)

ov 0t dp m
In der statistischen Physik schreibt man gerne die Koordinaten als ¢; (statt x;), und
wir erhalten fiir die Bewegungsgleichungen

. OH(¢,p) . . OH(q.p)

4.1.1.1 Zeitumkehr. Zur Zeit ¢t = ty seien Koordinate und Impuls ¢y und pg, zur
Zeit t; > ty entsprechend ¢ und p;. Wenn wir jetzt bei t = ¢y die Bewegung riickwérts
laufen lassen, so dafl wir mit den Phasenkoordinaten ¢; und —p; starten, dann wird in
einem mechanischen, konservativen System zur Zeit ¢t = ¢; der Anfangszustand mit ¢
und py wieder erreicht sein. Damit ist das System invariant gegeniiber der Zeitumkehr,
denn wir konnen den Versuch auch bei ¢ = t; starten, und die Uhr riickwérts laufen

81
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lassen, so daf} bei ¢t = ¢, die Anfangsphasenkoordinaten ¢, und pg erreicht worden
sind (Abb. 4.1). Mathematisch wird dabei ¢ durch —¢ ersetzt:*

H(q,p) = H(q, —p). (4.3)
t
-4 -2 0
20+
15+
g 10} | .
Abb.4.1. Zeitumkehr
| in einem konservativen
Sr mechanischen System:
q(t) = q(=t),p(1) = —p(=1).
0 0 2 t 4

Ist also die HAMILTON-Funktion quadratisch in p, so ist die Bewegung zeitum-
kehrinvariant, und die Zeitumkehr ist mit einer Bewegungsumkehr verbunden.

4.1.2 Eigenfunktionen und Eigenwerte in einem quantenmechanischen
System

Fiir Quantenteilchen ergibt sich, dafl die Funktionswerte z. B. der Energie als Funkti-
on der Koordinaten ¢ oder ¢ nicht kontinuierlich, sondern gerastert auftreten (s. Kap.
2). Dazu betrachten wir ein System, das zwei Zustidnde einnehmen kann. Der Zustand
1 wird durch die Wellenfunktion ¥y (g;) mit dem Eigenwert E; gegeben, der Zustand
2 durch die Wellenfunktion Wy (g2) mit dem Eigenwert F5. Unter einem Eigenwert ver-
stehen wir den Wert, den eine gegebene physikalische Gréfle annehmen kann. Wenn
die Wahrscheinlichkeit fiir die Koordinaten ¢; des ersten Teils unabhéngig von den
Koordinaten go des zweiten Teils sind, dann ist zunéchst die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir das ganze System gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir die
einzelnen Teile:

U15(q1, q2) = ¥1i(q1)Va(g2), (4.4.1)

bei zeitlicher Konstanz auch

V12(q1, 42, 1) = Wilqr, t) Wa(ge, 1). (4.4.2)

Jede Linearkombination von ¥; und ¥,

1 Es sei explizit darauf hingewiesen, daf dies nicht in Systemen gilt, bei denen magnetische Effekte
involviert sind.
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U = 61\111 + CQ\IJQ (451)

mit ¢y, co Konstanten ergibt einen Zustand, in dem eine Messung entweder das Er-
gebnis 1 mit dem Eigenwert E; oder das Ergebnis 2 mit dem Eigenwert FE, hat,
allgemein

U=> c,T,. (4.5.2)

Dabei sollen die Eigenfunktionen keine Singularititen aufweisen und die Eigenschaft
der Orthonormiertheit aufweisen, also zueinander orthogonal sein und auf Eins nor-
miert sein. Darunter wollen wir folgende Eigenschaften verstehen:

/\I'jn\IJ dr =) ¢, / 30, de = ubn = Cm.2 (4.6)

Da diese Eigenschaft dem Skalarprodukt entspricht, spricht man genauso von ortho-
gonalen Funktionen wie von orthogonalen Vektoren.

4.2 Zeitunabhingige Schriédinger-Gleichung
Die Wellengleichung eines mechanischen Systems lautet

A=V = 5 (4.7

sie beschreibt eine sich im Raum fortbewegende zeitliche Stérung oder Auslenkung
(Abb. 4.2). Setzt man fiir ¢ die Wellenléinge A und die Frequenz v ein:

T T T T T T T
0 —t=0
2 —1t=1/8T
al ——t=2/8T
-6} —t=3/8T
S
2 -8 ——t=4/8T
£ -10
2 ——t=58T . . .
12 Abb. 4.2. Welle: Eine sich in
—1t=6/8T .
a4l Raum und Zeit nach rechts
-16 o ausbreitende, periodische
.18 e Storung. Die Phase ist die

Differenz ¢ = kx — wt.

Periode

2Ein Spezialfall einer derartigen Entwicklung nach orthogonalen Funktionen sind die FOURI-
ERschen Reihen.
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E
v= ;\/C:)\I/:)\E, (4.8.1)
und fiir A die DE BROGLIE-Beziehung
h h
A== e=—, (4.8.2)
p p

erhélt man insgesamt fiir ¢ mit Gln. (4.2)

.o hw
\/ng[’H - V(z,y, z)]

Setzt man Gl. (4.9) in die allgemeine Wellengleichung ein, folgt die quantenmechani-
sche Beziehung

(4.9)

I9mo[H — V(z,y, 2)] -
ol h?w§$ Y, 2) b, (4.10)

Wenn es sich um eine monochromatische Welle handelt, kann man die Losung
der Gl. (4.10) mit einem nur ortsabhéingigen und einem nur zeitabhéngigen, mit der
Frequenz w oszillierenden Anteil suchen (FOURIERscher Ansatz):

V) =

7#(% Y, z, t) = 7/)(% Y, Z) ' eth - 7/)(% Y, Z) . ei%t: (411)

so daf man fiir ¢
)= —whp(x,y, 2) - e = —whp (4.12)
erhélt. Einsetzen von Gln. (4.11) und (4.12) in Gl. (4.10) ergibt

2mo[H — V (z,y,
2ol h2w§x 2, (4.13)

aus der man einfach durch Eliminierung des Zeitfaktors die zeitunabhéngige SCHRO-
DINGER-Gleichung erhélt:

elwt . V27,/) — _w2 . elwt

ng 2

V%+—7WH—V@wwH¢ZOV—E¥V%+UKL%@—4Q¢:a (4.14)
h 2m0

Fiir die meisten Phénomene, etwa die Bestimmung der Eigenwerte der Energie, die
zeitlich konstant sind, reicht dieser Ansatz aus. Wenn wir uns etwas Vertrautheit mit
der SCHRODINGER-Gleichung erworben haben werden, werden wir dies im Abschn.
4.9 genauer studieren.

Beispiel 4.1 Fiir den Fall ebener Wellen e** ergeben sich die Energieeigenwerte bei feh-
lender Ortsabhéngigkeit des Potentials zu

h2k2
- 2m0

E, + (V = const), (4.15.1)
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was fiir die Wellenléinge geschrieben werden kann als (T = Fyy):

= h . (4.15.2)
V2mo(E—V)  V2meT
Das bedeutet fiir

h
V=0:\=-. (4.16.1)

p
0 <V < E: \steigt. (4.16.2)
V=E:T=0=)\— oc. (4.16.3)
V> E:TeS: AeS. (4.16.4)

Die Wellenlidnge nimmt iiber alle Maflen zu, wenn die kinetische Energie gegen Null geht,
und sie wird imaginir im Falle V > F (z. B. beim Tunneleffekt im Potentialwall, s. Kap.
5). Umgekehrt wird ein System mit einem scharfen Impuls nach (4.16.1) durch eine ebene
Welle beschrieben.

Wenn dagegen das Potential ortsabhéngig wird, wird es schwierig, Losungen der
SCHRODINGER-Gleichung zu finden. Meist ist es sinnlos, von einer Wellenldnge zu
sprechen, da dafiir mehrere Wellenziige vorhanden sein miissen. Je kiirzer aber die
Wellenléinge, um so stirker die Kriimmung der Kurve (Wellenfunktion), die durch
V249 beschrieben wird und nach Gl. (4.14) gleich der kinetischen Energie ist.

4.3 Zeitabhingige Schrodinger-Gleichung

Um zeitabhéngige Phdnomene zu beschreiben, reichen die Gln. (4.13/14) nicht aus;
wir bendtigen die zeitabhdingige SCHRODINGER-Gleichung. Mit ihr werden z. B. Strah-
lungsiibergiinge beschrieben. Dazu setzen wir wieder eine ebene Materiewelle mit

b(@,y, 2, 1) = 1y - en®TED, (4.17)

an und bilden zunéchst die erste Zeit- und die zweite Ortsableitung:

VA (x,y, 2, t) = — (%)21/)(:5,% z,t) (4.18.1)
W@y, 2,t) = —%Ew(%y, z,1) (4.18.2)

Mit dem Energiesatz E = T'+V erkennen wir in (4.18.1) die kinetische, in (4.18.2)
die Gesamtenergie und schreiben die vollstéindige SCHRODINGER-Gleichung

o) 2

_ -
_TaEw(x,y,z,t) = <_2—mov + V) W(z,y, 2, 1) (4.19)
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auf.® Hingt die potentielle Energie nicht von der Zeit ab, geniigt es, Losungen fiir die
stationdire SCHRODINGER-Gleichung zu finden, z. B. fiir die Eigenwerte der Energie.
Die Wellenfunktion, die der Gl. (4.19) geniigt, haben wir bereits in den Gln. (4.11/12)
angesetzt:

(,y,2,t) Zonz/) Y, 2 : (4.20)
die, in Gl. (4.19) eingesetzt,
iyt o,
D Cpen (B + eV =V ) n =0 (4.21)

ergibt. Die monochromatische Welle ist also ein partieller Fall der Gl. (4.21), wozu in
dieser Gleichung C),, = 1 und alle anderen Null gesetzt werden miissen.

4.3.1 Zeitumkehr

Wir hatten in Gl. (4.3) gesehen, daf§ in einem konservativen mechanischen Sy-
stem die HAMILTON-Funktion zeitinvariant ist. Mit der Definition der vollstédndigen
SCHRODINGER-Gleichung in Gl. (4.19) kénnen wir das auch fiir Systeme der Quan-
tenmechanik fordern, wenn die zur Gl. (4.19) konjugiert-komplex ist. Zeigen wir das
fiir eine ebene Welle mit einem Phasenfaktor von kx — wt = %(px — Ft), dann ist

h o

= exp {%(pz - Et)] = E, (4.22.1)

und der konjugiert-komplexe Phasenfaktor mit gleichzeitiger Substitution von ¢ durch
—t kx + wt = %(p:v + Et), was mit —i versehen, dasselbe Ergebnis, ndmlich

—E% exp [ (pr + Et)} E, (4.22.2)

liefert.

4.4 Operatoren

Der Energieoperator [Gl. (4.18)] heifit deswegen so, weil er, auf irgendeine (Wellen-)
Funktion angewendet, als Erwartungswerte die Eigenwerte der Energie ergibt. Er ist
ein linearer Differentialoperator, und zwar nach der Zeit, genauso, wie der Impuls-
operator ein linearer Differentialoperator nach den Koordinaten ist, der also in erster
Ordnung fiir v’ ist, genauso, wie die MAXWELL-Gleichungen linear in Raum und Zeit
sind. Er heiffit deswegen so, weil seine Eigenwerte fiir die freie Bewegung mit denen
des klassischen Impulses zusammenfallen:

3Fiir die Formulierung dieser Funktion erhielt SCHRODINGER 1933 den Nobelpreis.
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h

h
-1, 7,k —V. 4.23.1
g E Y -y

P —

Der (formale) Ubergang von der klassischen Theorie zur Quantenmechanik be-

steht also darin, da man in dem klassischen Ausdruck des Erhaltungssatzes der
Energie

2
E_(T+V):ovE:2p—+v (4.23.2)
m

anstelle der Energie F und des Impulses p die entsprechenden Operatoren einsetzt
und diese auf die Wellenfunktion anwendet. Damit wird schliefilich unter Definition
des HAMILTON-Operators

h2

H=-——V? 4.24
o VoA V() (4.24)

(B —H)y(t) =0, (4.25)

was sich fiir den Fall der stationdren SCHRODINGER-Gleichung zu

(Bn —H)py =0 (4.26.1)

oder

Ewtpn = Hipy (4.26.2)

vereinfacht. Fiir den stationédren Fall ist der Erwartungswert des HAMILTON-Operators
gleich dem Eigenwert der Energie, genau wie im klassischen stationdren Fall die
HaMILTON-Funktion gleich der Energie des Teilchens ist. Im allgemeinen schreibt
man fiir Operatoren wie fiir Matrizen und Tensoren fette, senkrechte Buchstaben (im
Unterschied zu Vektoren, die fett und kursiv geschrieben werden).

Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zur klassischen Mechanik:

e Gln. (4.26) liefern zwar ein Ergebnis fiir die Gesamtenergie, aber nicht fiir die
beiden Beitrige separat. Die kinetische Energie ist im cartesischen Koordinaten-
system eine Funktion der Impulse, die potentielle eine Energie der Koordinaten.
Aber es gibt keine Zustinde quantenmechanischer Gesamtheiten, die gleichzei-
tig scharf fiir Ort und Impuls definiert sind. Daher kann man die Gesamtenergie
nicht dadurch bestimmen, indem man die potentielle und die kinetische Energie
separat mif3t.

e Weiter tritt in der zeitabhingigen SCHRODINGER-Gleichung eine imaginére
Grofle vor die erste Zeitableitung. In der klassischen Mechanik bezeichnen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung und ersten Grades keine periodischen Losun-
gen; durch sie werden vielmehr irreversible Prozesse beschrieben wie z. B. die
Diffusion, Dissipation von Energie durch Reibung etc. Fiir diese Prozesse gilt
die Invarianz der Gleichungen gegeniiber der Zeit nicht. Wegen des imaginéren
Koeffizienten von @Z) kann die SCHRODINGER-Gleichung als DGI 1. Ordnung und
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1. Grades auch periodische Losungen in der Zeit besitzen. Mathematisch wird
das dadurch erreicht, dafl die konjugiert-komplexe Funktion ¢* das Gegenstiick
zur Urfunktion v darstellt. Zeigen wir das an der G1.(4.19):

2
—EgEzl)(:E,y, z,t) = (—h—VQ + V) U(x,y, 2, 1). (4.19)
2m0

i0t
Fiir ¢t — —t erhalten wir bei der Differentiation nach der Zeit ein zusétzliches
Minuszeichen, was wir dadurch beriicksichtigen, dafl wir schreiben

ho ho o
—TaEw(:ﬁ,y,z, —t) = —TQET/) (2,9, 2, 1). (4.27.1)

Auf der rechten Seite spielt das keine Rolle, da hier die zweite Ableitung nach
den Ortskoordinaten gebildet wird, die natiirlich invariant gegen die Zeit ist:

h? h?
(—2—V2 + V) Y(z,y, 2,t) = <—2—V2 + V) v (x,y, 2, —t),  (4.27.2)

my my

Damit ist also

W(x,y, 2, t) = *(x,y, 2, —t). (4.27.3)

An diesem speziellen Fall der Energie eines Systems haben wir das quantenme-
chanische Verfahren exemplifiziert, um einen Erwartungswert zu bestimmen, der eine
observable Grofle darstellt. Dieser Erwartungswert kann nun scharf sein (in der Spra-
che der Quantenmechanik diskret) oder einen Mittelwert darstellen. Erinnern wir uns
daran, daf} wir im Kap. 2 beim YOUNGschen Doppelspaltversuch die Intensitéit der
Elektronenwelle als proportional der Wahrscheinlichkeitsdichte, mit der das Elektron
auf dem Schirm auftrifft, identifiziert hatten. Ein diskreter Eigenwert bedeutet, dafl
bei jeder Messung derselbe Wert erhalten wird.

Wenn ein Operator L nur einen Eigenwert A und eine Eigenfunktion 1) besitzt,
dann wird dieser dem Mittelwert gleich sein und wird nach GI. (4.28.1) bestimmt:

L=\ =< L >= /ww d*z; (4.28.1)

woraus folgt, dafl

<L>= A/w*w A’z = \. (4.28.2)

Y*1p iibernimmt also die Rolle der (normierten) Verteilungsfunktion. Wenn der Opera-
tor L mehrere Eigenwerte Ay, Ay, ..., A, besitzt, die zu den Funktionen )y, ¥y, ..., 1,
gehoren, wie dies fiir das Spektrum von Eigenwerten fiir die Energie typisch ist,
konnen wir mit dem allgemeinen Ansatz
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= Cutm (4.29)

fiir den Mittelwert des Operators L finden, daf}

<L>=> cAn. (4.30)

c? ist dabei die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Quantenzustand m besetzt werden

m

kann. Sind alle ¢,,, mit Ausnahme von ¢,,,, gleich Null, ist < L >= ), und der
Mittelwert stimmt mit dem Eigenwert iiberein. Sind dagegen mehrere Koeffizienten
cm verschieden von Null, ergibt sich aus den Experimenten entweder der eine oder
der andere Wert, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit ¢Z,.

Das typische Verfahren ist also folgendermafien:
e Aufstellen der SCHRODINGER-Gleichung

e Multiplikation von links mit der konjugiert-komplexen Wellenfunktion und In-
tegration des Produkts:

[ i do = [ B0, 0 (1.32)
e Da FE), ein Zahlenwert ist, kann man ihn vor das Integral ziehen und die Energie
isolieren:
J ¥nHip, dx
E, = ) 4.33
J s da (433)

e Sind die Funktionen ,, orthonormiert, ist der Nenner Eins, und wir erhalten
als Bestimmungsgleichung;:

B, - / W H, dx. (4.34)

Es soll hier noch darauf hingewiesen werden, dafl die Begriffe Figenzustand, Ei-
genfunktion und Figenvektor in der Quantenmechanik oft synonym verwendet werden.
Wihrend in der SCHRODINGERschen Darstellung meist die Bezeichnung Eigenfunkti-
on iiblich ist, verwendet man in der abstrakten Darstellung von DIRAC den Begriff Ei-
genzustand. Der Eigenvektor hat schlielich seinen Charme in der Matrizenmechanik,
in der ein Operator als Matrix einen Eigenvektor dreht und man eine Diagonalmatrix
erhiilt, deren Elemente die Eigenwerte des Eigenzustandes darstellen.*

4s. Kap. 4 der Advanced Topics.
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4.5 Elektron im Kasten

4.5.1 Stationire Wellen

Die Wellengleichung fiir eine vorlaufende ¢, = 1, g sin (kx — wt) und eine riicklaufen-
de Welle 1y = 1y g sin (kz + wt) ist bei gleicher Amplitude t:°

1 = 1y [sin(kr — wt) + sin(kx + wt)], (4.35.1)
was mit den trigonometrischen Additionstheoremen sin «a + sin 5§ = 2 sin ‘IQﬁ oS #
Wb = 20 cos(wt) sin(kz) = 2uq sin(27r§) cos(27r§) (4.35.2)

ergibt, die Gleichung einer Sinusschwingung, deren Amplitude 2 cos (2#%) sich
langs der x-Richtung periodisch &ndert. Dort, wo ¢ ein ganzes Vielfaches der halben
Schwingungsdauer ist, ist 2 nA/2, verschwindet ¢; an Stellen, an denen die Amplitude
ihren Maximalwert 2¢)y erreicht, liegen die Schwingungsbéuche. Eine an ihren Enden
eingespannte Saite kann nur so schwingen, dafl an den Enden Schwingungsknoten
sind (Abb. 4.3). Der Abstand zweier Knoten ist '5A. Die Wellenléingen )\, der auf
einer Saite der Linge L moglichen Schwingungen ergeben sich aus

A 2L
L=n-=\=— 4.36
2 Yoond (4.36)
Vv\v\ v YV
15 ./+n=4\\¥/ v
=3
—_ —0—::2
g —a—n=1
- 10} ]
I | Abb.4.3. Eine an beiden
- e e Enden eingespannte Saite
- schwingt so, dafl an beiden
Olpeee® """ i S Enden  Schwingungsknoten
0 45 90 135 180
auftreten.

Phasenwinkel [Grad]

damit die Eigenfunktionen selbst zu®

5Damit die Phase ¢ konstant bleibt, mufl bei wachsendem ¢ 2 abnehmen; die Welle liuft dann
nach links, zu negativen x-Werten. Wenn x dagegen zunimmt, die Welle also nach rechts lduft, mufl
t abnehmen. Fiir ¢ = 0 ergibt sich fiir die Phase ¢ = kx.

6Genau genommen muf} die Amplitude 1, noch derart normiert werden, daf
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. (27 . /nm
Yy = g sin ()\_I — wt) = 1), Sin <TI — wt) ) (4.37)

n

4.5.2 Energie-Eigenwerte: Semiklassischer Ansatz

Setzt man die DE BROGLIE-Beziehung fiir A ein:

nh nh
= 2T = —. 4.
Pn=or " T oL (4.38)
Mit T = % erhélt man fiir die kinetische Energie eines Elektrons bei verschwindender

potentieller Energie (V(z) =0= E =1T):

1 n?h®  B*

" om 42 smL?

Dies sind die Eigenwerte der Energie eines Elektrons im Potentialtopf mit unend-
lich hohen Winden. Die Energie nimmt quadratisch mit n zu und damit auch der

Abstand zwischen den Zustanden.

(4.39)

4.5.3 Energie-Eigenwerte: Quantenmechanischer Ansatz

Es handelt sich um ein Eigenwertproblem, bei dem der Eigenwert der Energie dadurch
ermittelt wird, dafl der HAMILTON-Operator auf die Wellenfunktion (4.37) nach den
Gln. (4.31 — 4.34) angewendet wird (eindimensionaler, stationérer Fall):

Hy), = —%dd—; sin [(%ﬂ) z] + Vsin [(%ﬂ) x} . (4.40.1)
Hy, = —% (%) () + Vi (4.40.2)
Hy, = B, = <8m; n? + V) . (4.40.3)

Wir miissen nun mit der konjugiert-komplexen Wellenfunktion von links multiplizie-
ren und das Produkt integrieren, allgemein:

B, = 4 YaHYn dx (4.40.4)

- [ da

Im vorliegenden Fall ist die Wellenfunktion die Sinusfunktion, und die Integrale des
Quadratsinus treten im Zéhler und Nenner gleich auf, da wir die Innenableitung als
Konstante vor das Integralzeichen ziehen diirfen. Damit wird

L
/ Y2 dz = 1.
0

Damit ergibt sich als Wert fiir ¢o: /.
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B mmy2 [, dx
- 2m ( L ) [z, da’
da das Integral fiir eine orthonormierte Funktion Eins, damit also verschieden von
Null, ist, diirfen wir kiirzen und identifizieren die Eigenwerte als identisch mit denen
nach Gl. (4.39) erhaltenen Werten, denn V' wird fiir den Quantentopf Null und fiir
die den Topf begrenzenden Winde unendlich hoch.

E, (4.40.5)

4.6 Storungsrechnung

Wir storen unser System, z. B. durch die Einwirkung eines dipolaren Wechselfeldes,
bei dem die Stérke des oszillierenden elektrischen Feldes sicher klein gegeniiber den
elektrischen Feldern sind, wie sie in Atomen oder Molekiilen herrschen. Das iibli-
che Verfahren ist, die Eigenfunktionen des ungestorten Systems als Basis zur Be-
stimmung der Eigenfunktionen des gestdrten Systems zu verwenden. Normalerweise
miissen die Eigenfunktionen der gebundenen und ungebundenen (Grund- und an-
geregter) Zustdnde beriicksichtigt werden. Ist die Gleichung fiir den Grundzustand
(nichtentarteter Fall)

H%)" = E%)° (4.41)
und die des gestorten Zustandes
HVY = EV (4.42)
mit
U=+ +¢"+....c=+++...,E=E"+E +E"+.... (4.43)

Wir entwickeln die Funktion ¥ nun nach den Funktionen 1?:
U=>" et (4.44)

Ist nach Voraussetzung die Stérung klein, wird der HAMILTON-Operator aufge-
spaltet in den fiir das ungestérte System und einen Stérungsterm, d. h. der neue
Eigenwert des Systems ist F = E° + E' und der neue HAMILTON-Operator ist

H=H"+H. (4.45)
und wir erhalten
(H° +H)V = EV (4.46.1)
bzw. mit Gl. (4.44)
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D e A+ H)Y) =D e By (4.46.2)

n n

Bilden wir jetzt zur Bestimmung der Eigenwerte nach der Gleichung
E; = / YrHY; d*x (4.47)

e von links das Produkt mit der konjugiert-komplexen Wellenfunktion %%,
e das Volumenintegral und beachten die

e Orthonormalititsbedingung,

bekommen wir als Losung

> oHun = cnE. (4.48)

e Linke Seite: Das Matrixelement H,,,, ist

Hpp = /¢$;(H° +H)y? dz, (4.49.1)
aufgelost
H,, = / Y2 H do + / YA Y dz = E6,, + H. (4.49.2)
wobei
H == / YA Y dx (4.49.3)

das Matrixelement der Stérungsenergie ist.

e Rechte Seite: Alle Matrixelemente sind Null aufler n = m:

E) / 2 Az = Ecy0mp = Ecp. (4.49.4)
Damit ergibt sich
> aHun =Y (Bl + Hpp)en = B (4.49.5)

oder, erneut leicht umgeschrieben:

> " EYmntn = Eocm, (4.49.6)
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> Hpen=Y Hpen+ Hppom : (4.49.7)

n#m

wir ziehen also den Spezialfall n = m aus der Summe heraus,

(B9, + Hpp = E)em + > Hjppen =0, (4.49.8)
n#m

wobei der Laufindex so zu verstehen ist, dafl n bei festgehaltenem m alle ungestorten
Eigenfunktionen durchlduft. Dieser Stéroperator soll klein sein, und wir entwickeln
ihn in Potenzen von A, einem Parameter, mit dem wir die Stérung variabel gestalten
kénnen; fiir A = 0 beobachten wir keine Stérung, und H’ geht in HO iiber.

H' = \h, (4.50)
mit
Cm = Co + A, + N2, (4.51.1)
E=E"+ (%—f) A+ % (g%) NMVE=XE"+\E + X NE" (4.51.2)
so dafl wir erhalten
(B, + Mimm — E)em + A Y hnnn = 0. (4.52)
n#m

Setzen wir in die Gl. (4.52) die Gln. (4.51.1/2) ein, also
[EY + M — (VY E° + XN E' + N2 E")(A°), + M, + N2+

FAD B (N06) + A, + Nepp) =0 (4.53)
n#m

und gruppieren nach gleichen Potenzen in A, ergibt sich

X[ (B, = E°)] + A | (i — E')SS, + (Epy — E*)chy + Y hnn) | +
n#Em
X2 | =B, + (B — BV + (B, — )iy + > by | +... =0, (4.54)
n#Em

Je nachdem, ob A% oder \! oder \? beriicksichtigt wird, spricht man von der nullten,
ersten und zweiten Niherung, und die Methode wird als sukzessive Approximation
bezeichnet.
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4.6.1 Nullte Ndherung

Fiir A = 0 bekommen wir aus Gl. (4.52)

(B2 —E), =0,m=1,2,3,...,k (4.55.1)

m

woraus

E=E) A =1 (4.55.2)
folgt. Das ist die Gleichung fiir das ungestorte System.

4.6.2 Erste Niherung

Wir untersuchen nun die Anderung der Energie E} des Zustands k unter dem Einfluf3
der Storung Ah. Mit der Gl. (4.55.2) ist also fiir m = k

E°=E}Ac), = 6 (4.56.1)

alle ¢, sind Null mit Ausnahme von ¢, das Eins ist. Dies wird in G1. (4.54) eingesetzt
und ergibt

A (hwm = ') + (B, — BT+ Y hnnOin | =0, (4.56.2)
n#m
wobei wir wieder n bei festgehaltenem m laufen lassen, aber schliefilich die Losung
mit m = k auswihlen. Fiir diese Kombination wird aber der zweite Summand Null,
und das KRONECKER-Delta in der Summe wird ebenfalls Null, denn wenn m = k
wird, aber die Summe dann gerade das Glied mit m = n auslassen soll, sonst wiirde
dieses ja doppelt gezéhlt [Gl. (4.49.7)], wird 6,y = O = 0.
Also ist

E' = hy, (4.57)

die Diagonalelemente der Stormatrix; diese zusitzliche Energie E' des Systems ist
gleich dem Mittelwert der Storungsenergie E’ iiber die Definition des Mittelwerts [s.
a. Gl (4.27)]

< Ej, >= /’gbZh@/)k dx; (4.58.1)
dieses Integral schreiben wir auch als

< Ep >=<Fk*|hlk > . (4.58.2)

Nun suchen wir noch fiir £ = m die Korrekturen der Amplitudenkoeffizienten.
Die finden wir aus der Gl. (4.56.2) mit den Laufindizes m # k, weil wir wissen wollen,
wie der Einflufl der Eigenfunktion ¢, auf die Eigenfunktion 1, ist:
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(Egn - E/(C])C’IITL + Z(hmnékn = hmk) =0: (459)

n#m

firn =k # m =1, fiir n # k = 0. Fiir den Einfluf} des kten Niveaus auf das mte
Niveau ist

/ Pk

- EO o) ,m # k. (4.60)

C

Die Orthogonalitdtsbedingung verhindert eine Singularitit fiir m = k, fiir die der
Nenner verschwindet.

4.6.3 Zweite Niherung

Dazu setzen wir in die Gl. (4.54) fiir & = m die Losungen fiir die Energie und die
Amplitudenkoeffizienten der ersten Ndherung fiir m # k ein:

P
N =E"Sugy + (P — hkk)ﬂ (Ep, — EQ)cp, + thn 2 =0
n#k
(4.61)
Und fiir m = k ergibt sich fiir die Energie des Zustands £ mit der Storung in zweiter

Ordnung, da der zweite und der dritte Summand verschwinden:

hknhnk
B =) B0 E0 (4.62.1)
n#k

oder

(4.62.2)

2 _ Z < k%" hin® >< n%*|h|k° >
EO — EO

n#k k n

Aus dieser Gleichung ist offensichtlich, daff auch noch die Energie-Korrektur 2.
Ordnung Energiedifferenzen ungestorter Eigenwerte enthélt. Daher haben insbesonde-
re die Zusténde, deren Energie-Eigenwerte sehr dicht beieinander liegen, den starksten
Einflu} auf die Wellenfunktion! Wechselwirkungen mit Zustéinden, deren Eigenwerte
der Energie hoher liegen als der in Betrachtung stehende, erniedrigen dessen Energie
und umgekehrt. Insbesondere ist die Korrektur zweiter Ordnung zum Grundzustand
E; immer negativ, da fiir alle anderen Zustinde gilt, da§ E} < E?.

Weiter ist Voraussetzung der Kleinheit des Operators H' = Ah gegeniiber H?,
daf} auch

A
‘ Pl (4.63)

EY — EY
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4.7 Wechselwirkung mit Strahlung

Wir wollen das bisher Gelernte nun anwenden, um die Anregung in optische Niveaus
von Elektronen in Atomen, aber auch von Molekiilen zu Schwingungen, zu verstehen.
Schreiben wir Gl. (4.19) um nach

hop(t) _ -
20 (Vi - 5. (4.6
was unter Benutzung des HAMILTON-Operators gleich
__hoy(@)
Hy(t) = i (4.65)

ist. Existieren zwei Zustinde, z. B. ein Grundzustand mit der Wellenfunktion [ und
der Energie ¢ und ein angeregter mit der Wellenfunktion m und der Energie &,
wobei

W) = qpe @t/ (4.66.1)

Wy, = e iemt/h, (4.66.2)

Da die beiden Wellenfunktionen orthogonal und normiert (= orthonormiert) sind,
sind fiir die beiden stationiren Zustinde die Mischungskoeffizienten a;, entweder Null
oder Eins:

v = Z aik O Vs, (4.67)

wobei die d;; die KRONECKER-Deltas sind. Der stabile Ausgangszustand zur Zeit ¢t = 0
wird durch [ = 1, m = 0, der angeregte Zustand zur Zeit t = ¢t durch [ = 0,m =1
beschrieben, und die Gl. (4.65) sieht fiir ¢ = 0 demnach folgendermafien aus:

h

H [(a; = 1)W(t) + (am = 0) Uy ()] = —~ <(al _ 1) 2%

ot

+ (am = 0) 5

oV, (t)
i ) '
(4.68)
Fiir dipolare Strahlungsiibergéinge allerdings sind diese Koeffizienten Zeitfunktionen.
Die Eigenwerte werden mit dem Ansatz (4.67) einer Linearkombination der beiden

(ungestorten) Wellenfunktionen mit zeitabhéingigen Koeffizienten berechnet:

h o
(H + H) (a1 + 0 Vy) = —7a(a11111 +am¥n,) = (4.69.1)
1
h Bal aa 8\111 B\I/
HU, +a, HOU, + o H O 0, H, = —— (U= + U, 22 4 g2 4 g —2
e et Eira i( A T TR Y

(4.69.2)
Die ersten beiden und die letzten beiden Terme verschwinden, da sie die ungestorten
Wellenfunktionen darstellen [s. Gln. (4.65 + 4.68):]:
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i ot "ot

Wir interessieren uns im folgenden fiir den Gewichtskoeffizienten a,,, die Diskussion
fiir a; lduft gleich ab. Nach dem zeitabhéingigen Koeffizienten a,, kann durch Mul-
tiplikation mit der konjugiert-komplexen Wellenfunktion W (¢) und anschliefende
Integration aufgelost werden,”

so daf

hif_ 9 Oy
a 'V, 4 an H'U,, = — = (xlflﬂ N ) . (4.70)

—Ti dan, > >
fL :al/ q;jnH'qfldx+am/ U H', dx (4.71)

iibrig bleiben. Mit den Anfangsbedingungen a; = 1 und a,, = 0 bleibt bei Einsetzen
der Gln. (4.66), also Separation in den zeit- und ortsabhiingigen Anteil, verschwindet
der zweite Summand auf der rechten Seite (q; = 1):

0anm i

Z¥m —i/h(em—el)t OO *H ) 4.79
5 e /_oowm hdz (4.72)

Mit dieser Gleichung konnen wir die Ratenkoeffizienten bestimmen, mit denen das
System von einem stabilen Zustand [/ in den anderen stabilen Zustand m unter dem
Einfluf} eines Storfeldes iibergeht. Als Storfeldoperator H' dient natiirlich ein elektro-
magnetisches Wechselfeld

E(t) =2Ecoswt = E (e +e ). (4.73)
Dieses Wechselfeld kann nun z. B. mit dem Dipolmoment des Molekiils in Wechsel-
wirkung treten, d. h. unser Storoperator ist

H' = By, = E2 (e + ™) (4.74)
was, in Gl. (4.72) eingesetzt, ergibt
0l

W _ _%E)(() /oo ¢;MX¢1 (e—i/h(am—al—i—hw)t + e—i/h(am—al—hw)t) dZE, (475)

wobei das Integral iiber die Ortskoordinate (bzw. das dreidimensionale Volumenele-
ment d3z) als Matrizelement

< mlpxll >:/ P pxthda (4.76)

"Die Integrale auf der rechten Seite sind entweder 0 oder 1:
/ U, dz =1,

/\I’:n‘l’l dz = 0.
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bezeichnet wird. So erhalten wir schlielich fiir die Ratenkoeffizienten selbst®

(4.77)

1— e—i/h(am—al—l—hw)t 1 — e—i/h(am—al—hw)t>

m(t) =< > E°
am(?) i X( Em — & + hw Em — & — hw

In beiden Fillen finden Ubergiinge von I nach m statt. Wenn &,,, < ¢;, dann wird der
Nenner Null fiir ¢, = &, + hw (erster Term), und es findet eine Emission statt. Wenn
dagegen ¢, > ¢, wird £, = &, — hiw, und wir konnen den zweiten Term mit einer
Absorption identifizieren, fiir die der Nenner bei ¢, = ¢; + hw verschwindet. Folglich
wird der erste Term grof} fiir Emission, der zweite fiir Absorption. Damit ergibt sich
fiir das Integral wegen Orthonormalitét

<Y >= afa; + al,am, (4.78)
was ausgefiihrt ergibt (hier gezeigt fiir die Absorption)

l ) EO 9 (2 — ei/h(emfelfhw)t _ efi/ﬁ(emfelfhw)t L
m@m =< m|pux|l > .79
o =< it 2 (B2 (22 S S
Schreiben wir fiir den Zédhler im Bruch statt
9 _ ei/h(am—al—hw)t . e—i/h(am—al—hw)t (4801)
9 _ e2i/h(6m—61—hw)t/2 i e—2i/h(6m—61—hw)t/2’ (4802)
erkennen wir das Quadrat der sin-Funktion:
ei:r _ efim 2
.9
= — . 4.80.3
sin” x < o ) ( )
mit
L hw)t (4.80.4)
T = o7 Em — €1 w)t, .80.
somit also
—4sin®z (4.81)
und damit fiir das Produkt a’ a,
. 5 on2 Sin? @
|amam| =4 < m|ux|l > (EX) @, (482)
t
8
t t
_/ eiatdt:—.l iat :‘l(l_eiat)
0 ia o la
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1.0F T T T T T . 5 1

0.8f g
| 0.1}
0.6} ]
= ] =3
= 04t g = 0.01}
0.2 i
1 1E-3t J\ "
0.0 s s Lol nn 1 " ﬁﬂ D
-180 -90 0 90 180 -36 -18 0 18 36
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Abb. 4.4. Kurvenverlauf von x — 51;‘:# \% (Si%)Q, bei £ = 0 geht der Quotient gegen Eins.

oder

.2
lak am| = % < mp|l >* (E)?)QtQSln ’
womit wir die Zeitabhingigkeit der Gewichtskoeffizienten fiir eine Frequenz bestimmt
haben. Das muf} jetzt noch iiber alle Frequenzen integriert werden, wobei der Einfluf}
der Resonanzfrequenz durch (4.80.4) klar dominiert. Der Verlauf der Kurve z —
sin? z/22, des Quadrats des Integralsinus sinc, kann der Abb. 4.4 entnommen werden,
eine Kurve, die fiir hinreichend grofie Zeitintervalle der é-Funktion nahekommt [?, 7],

und das Integral von S‘% iiber alle Frequenzen selbst ist 7:

(4.83)

x2

2
la* am| = % < mlpll >2 (E2)* 12 (4.83)

und kann direkt mit den Termen aus Kapitel 1 verglichen werden, nach denen die

Energiedichte eines Strahlungsfeldes gegeben ist durch die Gln. (1.3) und (1.24), wo-
nach die integrale und differentielle Energiedichte

1
u = 5(aoE2 + poH?) (1.3.2)

_du_hw3 1 194
Po= Q0 7203 ehwlksT — 1" (1.24)

betragen. Gleichsetzen mit den EINSTEINschen Koeffizienten ergibt fiir den hier
betrachteten Fall der induzierten Absorption (bei einer isotropen Verteilung wird
< m|uy|l >= "5 < m|pll >):

d
&aikam — Blmpwa (484)
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wobei der Koeffizient B durch Vergleich mit der klassischen Elektrodynamik, die
die Abstrahlung elektromagnetischer Energie von einem sich beschleunigt bewegten
Elektron untersucht, sich ergibt zu

B 472
R
Damit haben wir erstens (zusammen mit dem BEERschen Gesetz) eine Mefivorschrift
gewonnen, um die zeitabhingigen Mischungskoeffizienten bestimmen zu kénnen. Wir

konnen aber mit der Gl. (1.37.3) die Lebensdauer 7 des angeregten Zustandes mit
GL. (4.85) in Beziehung setzen und erhalten

Blm |M1m|2- (485)

_3hc3 1

By =—-————.
: 4 w3 |,“1m|2

(4.86)

Schiitzt man das fiir sichtbares Licht ab mit w () 4-10% sec™! mit u () ega mit a dem
Atomradius, so daB jy,, ~ 2-1072° Coul m, findet man 7 zu etwa 10 nsec, d. h. aber
Tim > T = 27 Jwim &~ 10715 sec: Die angeregten Atomzustinde diirfen als stationér
betrachtet werden.

4.8 Auswahlregeln

Gln. (4.71 + 4.72) sowie (4.76) bestimmen iiber die Definition des Matrixelements die
Auswahlregeln. Da alle Wellenfunktionen orthonormiert sind, ist das Volumenintegral
iiber zwei Wellenfunktionen entweder Eins oder Null:

< Z*|j >= (Sjj (487)
/V'“V\ Y/Vv“V\
15 —w—n= 4\ \‘v/'/ \\\V/V/v_
n=3
—e—n=2
’;‘ —a—n=1
& 10} i
2
(o2}
@
=
L
5t o000, T .
- P e Abb. 4.5. Fiir das , Elektron
im Kasten“ wechseln hierar-
Olpmm=""" ] chiemiiflig gerade und ungera-
0 45 90 135 180

de Funktionen einander ab.
Phasenwinkel [Grad]

mit d;; dem KRONECKER-Delta. Fiir Kreisfunktionen, also Losungen des Eigenwert-
Problems , Elektron im Kasten“ bedeutet das nach Abb. 4.5, dafl mit steigender
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Hauptquantenzahl gerade (achsensymmetrische) und ungerade (punktsymmetrische)
Funktionen in der Hierarchie abwechseln. Das Matrixelement einer punktsymmetri-
schen Funktion ist jedoch immer Null. Das Matrixelement zweier benachbarter Funk-
tionen ist daher immer Null, denn es ist nur endlich, wenn wir das Volumenintegral
iiber ein Produkt zweier gerader Funktionen bilden. Ein Ubergang ist also nur dann
mdglich (,erlaubt®), wenn wir einen zusdtzlichen Operator haben, der aus einer unge-
raden eine gerade Funktion macht. Dies ist genau unser Operator des Dipolmoments.

4.8.1 Dipolmoment

Ein Dipolmoment liegt dann vor, wenn Massenschwerpunkt und Ladungssschwer-
punkt eines Molekiils nicht zusammenfallen. Obwohl die Bindung zwischen C und O
im COs also durchaus polaren Charakter hat, ist CO, dennoch ohne Dipolmoment,
weil obige Bedingung nicht erfiillt ist. Nehmen wir fiir HCI eine vollstdndige Ladungs-
separation an (Elektron ist vollstindig am Cl-Atom lokalisiert), dann berechnete sich
das Dipolmoment mit der Formel

i = eod (4.88)

und dem Abstand von 1,28 A zu 6,14 D.? Tatsiichlich mifit man aber nur 1,08 D,°
und aus dem Verhiltnis schlieit man auf eine Ionizitit von 17,6 %.

Wie sieht die Abhéngigkeit des Dipolmoments vom Abstand aus? Eine quanti-
tative Messung ist schwierig, aber wir finden fiir den Abstand 0 (united atom) und
den Abstand oo (Molekiile sind in ihre kleinsten Fragmente, die Atome, dissoziiert,
die kein Dipolmoment aufweisen), dafl p verschwinden mufl. Also ist der prinzipielle
Verlauf wie in Abb. 4.6 gezeichnet.

Abb.4.6. Die Steigung der
Kurve Dipolmoment gegen
Abstand  beim  Gleichge-
wichtsabstand 7, bestimmt
die Stirke des Ubergangs
entscheidend mit.

plaul

er [a.u]

Entwickeln wir das Dipolmoment um den Gleichgewichtsabstand 7, in eine
TAYLOR-Reihe,

91D = 3,336-103° Coul m
10Messungen des Brechungsindex oder der Dielektrizititskontstanten
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d
P (d_’;> (r—r) 4. (4.89.1)

sehen wir, daf} das konstante Dipolmoment nichts zum Matrixelement (4.76) beitrigt,
da die beteiligten Wellenfunktionen orthonormiert sind. Ein von Null verschiedenes
Matrixelement kann aber durch den zweiten Term in Gl. (4.89) entstehen, da die
Funktion ¢ = r — r, eine ungerade Funktion ist. Damit wird das Produkt zweier be-
nachbarter Eigenfunktionen, zusammen mit der Funktion der Verschiebung ¢, immer
eine gerade Funktion werden, damit das Integral endlich werden. Damit ergibt sich
die Auswahlregel

An = +1. (4.90)

An = 0 geht nicht, da wir aus einer geraden (ungeraden) Funktion dann etwas Un-
gerades machen, An = 2 geht deswegen auch nicht.

4.8.1.1 Elektronische Ubergiinge. Fiir elektronische Uberginge ist die erste Ab-
leitung in GL. (4.89.1) mit GI. (4.88)

dr

Fiir alle Elektroneniibergénge sollte die Intensitéit immer gleich grof§ sein. Daraus ist
ersichtlich, daf hierfiir die Entwicklung weiter als bis nur zum ersten Glied getrieben
werden muf.

(d_u) = eg = const : (4.89.2)

4.9 Die Schrodinger-Gleichungen

4.9.1 Eigenzustand mit einer Eigenfunktion

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 haben wir die beiden SCHRODINGER-Gleichungen
eingefiihrt. Wir sahen, daf§

e das Volumenintegral iiber das Quadrat der Wellenfunktion bzw. das Produkt
mit ihrem konjugiert-komplexen Pendant als Wahrscheinlichkeitsdichte inter-
pretiert werden kann, das Elektron in einem bestimmten Volumen anzutreffen;

e die Quantenzustinde, auch Eigenzustéinde genannt, durch Wellenfunktionen be-
schrieben werden kénnen, und

e je nach Potentialfunktion ein HAMILTON-Operator definiert werden kann, zu
dem ein Satz von Eigenfunktionen gehort, mit denen die Eigenwerte der Energie
des Systems bestimmt werden kénnen.

e Zur Untersuchung zeitunabhingiger Phidnomene reicht die zeitunabhéngige
SCHRODINGER-Gleichung aus, zeitabhéngige Phianomene erfordern dagegen die
Behandlung mit der zeitabhingigen SCHRODINGER-Gleichung.
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Sehen wir uns dazu das Wasserstoffatom an, das im Grundzustand durch einen
einzigen Zustand beschrieben werden kann, also mit nur einer Wellenfunktion. Diese
habe einen zeitunabhingigen und einen zeitabhéngigen Anteil (II, Kap. 1):

GiBy )l By
U(z,t) =tr(x)e 'n" = ¢/ —e 290 - 'h " (4.91)
Qg

In diesem Fall ist ¢)(x) sogar reell, und bei der Multiplikation mit ihrem konjugiert-
komplexen Pendant fillt der Zeitfaktor heraus. Das bedeutet, dafl die Ladungsver-
teilung zeitlich konstant ist, vom elektrischen Standpunkt aus gesehen, die Ladun-
gen also entweder statisch verteilt oder gleichformig bewegt (konstante Strome) sein
miissen, m. a. W. das ,,Melonenmodell“ von J.J. THOMSON wird wiederbelebt. Damit
ist das erste BoHRsche Postulat auf eine {iberraschende Weise erklért.

Als néchstes untersuchen wir fiir Wasserstoff mit Gl. (4.91) die Bestimmung der
Energie des einzigen Eigenzustandes in seinem Grundzustand, und dazu stellen wir
die SCHRODINGER-Gleichung auf:

_Zﬁ%(x)e*i%t = H@bl(x)e*i%t, (4.92.1)
i0t

T () B = Hy (a)e B (1.92.2)
i

E1, (x)e’i%lt = Hy, (x)e’i%t. (4.92.3)

Der néchste Schritt besteht im Multiplizieren dieser Gleichung mit der konjugiert-
komplexen Funktion von links:

Wi (@)e BB gy ()™ 1 = ot (x)el B TH, (2)e T R, (4.93)

Der HAMILTON-Operator besteht aus einem Anteil fiir die kinetische Energie und
einem fiir die potentielle Energie. Sind beide nicht zeitabhingig, kann man den
zeitabhingigen Anteil von Uy (z,t) = ’gb(x)e’i%t vor den Operator ziehen und ge-
gen die linke Seite kiirzen:

Elwf(x)ei%twl (x)e’i%lt = ei%te’i%tw’f (x)Hu (), (4.94)
und es bleibt
By (@) (z) = 7 (2)Hepr (2) (4.95)

iibrig. Zur Bestimmung der Eigenwerte der Energie eines stabilen Systems oh-
ne Zeitabhingigkeit reicht die Anwendung der zeitunabhingigen SCHRODINGER-
Gleichung aus. Die Wahrscheinlichkeitsdichten ergeben sich aus den Quadraten der
Wellenfunktionen ¢;; fiir den Fall des , Elektrons im Kasten“ ist dies fiir die beiden
ersten Wellen in Abb. 4.7 gezeigt.
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4.9.2 Eigenzustand mit zwei Eigenfunktionen

Da die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind, ergibt die Ermittlung der Eigen-
werte der Energie fiir einen Eigenzustand, der aus einem Gemisch zweier Eigenfunk-
tionen Wq(z,t) und Wy(x,t)

\Il(l‘, t) = 01\111(1‘, t) + C’Q\IJQ(ZE, t) (496)

mit C7, Cy den Mischungskoeffizienten durch Superponierung gebildet wird, zwei Ei-
genwerte F; und F5. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dafi der Eigenwert F; beob-
achtet wird,

W, (4.97)
T+ '

und vice versa. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein Elektron héngt aber im Gegen-
satz zu einem stationéiren Zustand sehr wohl von der Zeit ab (Abbn. 4.8 4+ 4.9). Zeigen
wir dies fiir das ,,Elektron im Kasten®, dessen erste Harmonische eine Wellenfunktion

bilden sollen mit

h* h*
E, = 8m0a21 N Ey = 8m0a22 : (4.98)
woraus sich fiir die Wellenfunktion
U(x,t) = C1Vy(z,t) + CoWy(x,t), (4.99)
im speziellen
U(x,t) = Chafy, sin (1%:5) =1t 4 Cyfg.a sin (2%:;;) o iwnt (4.100)

ergibt. Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte ¥*(x, )W (z,t) mit den
Abkiirzungen t;(z) = tosin (Zz) = 1)
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v (I,E, t)\I’({,E, t) = 0127/)% + 0102,¢11/)26i(w27w1)t + 0102w1¢2efi(w27w1)t + 022¢35 (4101)

und in den beiden mittleren Termen erkennen wir die Cosinus-Funktion, die die beiden
ortsabhéngigen Funktionen moduliert.

1.0
Abb.4.8. Die Interferenz
0.5 zwischen zwei (stationéren)
00 Eigenfunktionen ergibt eine
E:_ ' zeitabhingige Resultierende,
05 sin (k, x) \ hier gezeigt fir ,das Elektron
-U.0 sin(k,x) . « .. .
sin (k) sin (k, ) im Kasten“, fiir die 1. und
1.0 cos|[(a,-o)] 2. Harmonische, die mit der
(zeitlichen) Cosinus-Funktion.
0 1/4 2/4 3/4 4/4
a
10 > 10 P 10 pr Hx) = sin (§ ) sin (K X)
. R E *Ht)y=cos fimmtt
— Hx) Ut -
0.5 05 0.5 — ) of
3. 00 % 00 5. 00
s S g
0.5 ) =St x) ST x) 0.5 —— )ity 05
— Ht) = £os [, \pﬂv(x))wt_)]? 0 o
— X)Wt (X) =|sin (k x) sin (kX
1.0 E'\f,(xx)\ﬁ)] 10— = bos Toe 1.0
0 1/4 2/4 3/4 4/4 0 1/4 2/4 3/4 4/4 0 1/4 2/4 3/4 4/4
a a a

Abb. 4.9. Wihrend die Eigenwerte der Energie nicht von der Zeit abhingen, ist die resul-
tierende Wellenfunktion, und damit die Wahrscheinlichkeitsdichte, sehr wohl zeitabhéingig,
hier gezeigt fiir drei verschiedene Zeiten eines Zyklus (a ist die Topfbreite).

Das bedeutet, dafl ein Teilchen eine bestimmte Wahrscheinlichkeit besitzt, dafl es
in beiden Zusténden gleichzeitig gefunden werden kann. Dieses Auftreten gemischter
Glieder fiihrt

e zur Interferenz von Materiewellen (s. Kap. 2, YOouNGscher Versuch) und damit

e zur Lokalisierung von Materiewellen durch das Entstehen von Wellenpake-
ten, die eben durch Uberlagerung monochromatischer, unendlich ausgedehnter
Wellen entstehen. Der dadurch begrenzte Raum wird iiber die DE BROGLIE-
Beziehung mit der Lage des Teilchens in Beziehung gebracht.

Wie aus Gl. (4.101) ersichtlich, dndert das Interferenzglied nichts fiir die Bestim-
mung der (zeitunabhéngigen) Eigenwerte der Energie, da die beiden Eigenfunktionen
zueinander orthogonal sind.
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4.10 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 4.1 Was sind die Eigenwerte der Funktion e*»® fiir den Differentialopera-
tor?

Losung.
d
dx
Die Eigenfunktionen e** besitzen fiir den Differentialoperator die Eigenwerte k, =
’I”Lk(].

" =k efn? (1)

Aufgabe 4.2 Warum hat das Elektron im s-Zustand keinen Bahndrehimpuls?

Losung. Fiir [ = 3,2,1 sind 7,5, 3, allgemein 2/ + 1 Zustéinde moglich. Daher ist fiir
[ =0 1. Damit wiren das Quadrat des Drehimpulses und seine einzige(!) Komponente
in z-Richtung scharf, was im Gegensatz zur Unschérferelation steht. Ein s-Zustand
hat kein klassisches Analogon, und es gibt keine ihm entsprechenden BOHRschen
Bahnen! Insbesondere war die BoHRsche Theorie gezwungen, dem optischen s-Term
Zustidnde mit [ = 1 zuzuordnen, obwohl die Versuche eindeutig bewiesen, daf} ein
Elektron im s-Zustand kein mechanisches (und magnetisches) Bahnmoment besitzt
(s. z. B. STERN-GERLACH-Versuch).

Aufgabe 4.3 In Kugelkoordinaten unter Vernachléssigung der winkelabhéingigen
Anteile lautet die SCHRODINGER-Gleichung fiir das KEPLER-Problem

B d (Ldu(n)) _ Zeg
2mr2dr <T2 dr ) - 47r63r¢(r) =Byl )

Verifizieren Sie die Richtigkeit der 1s-Bahnfunktion mit

Y100 = Ae”"/®, (2)

Aufgabe 4.4 Zeigen Sie, dafy der wahrscheinlichste Radius des 1s-Elektrons im Was-
serstoffatom der BoHRsche Radius ist! Verwenden Sie dabei die Funktion

— /L —r/ao
’QZ) - Wa% € . (1)

Losung. Die (radiale) Wahrscheinlichkeitsdichte D(r) wird durch den Ausdruck

D(r) = R72ﬂ47rr2dr (1)
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1
— Rion = « | —= e~ T/a0 2
Y100 100 Wag € ( )

bestimmt. Damit wird die Funktion, deren Maximum gesucht wird:

1 —2
Amr® — exp (—T> . (3)

Tag ag

mit

Abgeleitet:

T = ag. (5)

Aufgabe 4.5 Der wahrscheinlichste Radius des 1s-Elektrons im Wasserstoffatom ist
der BoHRsche Radius. Was aber ist der Mittelwert? Die Wellenfunktion lautet

1 —Tr/a
Y100 = —7ra3 e "/, (1)
\/ 0

Losung. Es handelt sich um eine asymmetrische Funktion, dhnlich wie die MB-
Verteilung, fiir die der Mittelwert rechts vom Maximum, der hdufigsten Geschwindig-

keit, liegt:
1
=1z 1)

<xr>= /’gb*x’gb d3x. (2)
2w T 00 1 —9p
<r>= / d¢ / Sin@d@/ r’r—; exp — dr. (3)
0 0 0 Tay Qg
1 o —2
<r>=2-21 — r3exp—rdr. (4)

3
<r>=5a=0,79 A. (5)
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Aufgabe 4.6 Erkliren Sie an Hand der SCHRODINGER-Gleichung das Verhalten der
Wellenfunktion fiir unterschiedliche kinetische Energien von 7' = 0 bis T" > V fiir eine
ebene Welle (E — p — \)!

Loésung.

h2
—%V% + V()Y = Ev, (1)

woraus sich fiir den Fall ebener Wellen ¢** die Energieeigenwerte bei fehlender Orts-

abhingigkeit des Potentials zu

K2

N 2m0

E, +V, (2)

ergeben, und was fiir die Wellenléinge geschrieben werden kann als (T = FEy,):

h h
A rm(E=V) Vol 3
h
V=0a= (4)
0 <V < E: \steigt. (5)
V=E:T=0=\— 0. (6)
V>E:T<0= AS. (7)

e Die zweite Ableitung der Wellenfunktion gibt die kinetische Energie.

e Verschwindet die kinetische Energie, findet ein Cutoff bei der Ausbreitung elek-
tromagnetischer Strahlung statt (die Wellenléinge wird singulér).

e Fiir eine freie Materiewelle, bei der also V' = 0 ist, ist die DE BROGLIE-
Beziehung erfiillt.

Aufgabe 4.7 Der Eigenzustand eines Elektrons im Kasten der Topfbreite a mit un-
endlich hohen Wanden wird durch die Wellengleichung

U(z,t) = \/%@/)1,0(15)1/)1@) + \/gl/)z,o(x)%(t) (1)
beschrieben. Bestimmen Sie unter der Annahme einer harmonischen Anregung
1. die Gesamtwellenfunktion (zeitabhéngiger und zeitunabhingiger Anteil),
2. daraus die Eigenwerte fiir die Energie,

3. den Mittelwert der Energie und
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4. die zeitliche Abhéngigkeit bei t = 0, ',m, m, 37, 21 (mit Skizze)!

5. Welche Energie wird tatsdchlich gemessen?

Losung.

2 rm N iy 4 /2 o m N 2y
\Il(x,t)—\/;\/;sm(laz)e 2 +\/;\/;sm<2ax)e nl (2)

Hib, = By, (3)

Fiir die normierten Eigenfunktionen

= 2sin () (4

ergeben sich die Eigenwerte zu

< YEHJ, >= By < 05|, >, (5)
also
hn?r?
En — < . n >: 6
2mya? valy R
damit
h? h?
' 8mga? ? 8moa? ™
5 14
F:5E1+§(E2=4E1):374'E1‘ (8)

Die Messung liefert kein diffuses, sondern ein diskretes Ergebnis: mit 20 % Wahr-
scheinlichkeit (|c;|*) wird Ey, mit 80 % Wahrscheinlichkeit aber Ey gemessen.
Die Wellenfunktion kollabiert mit der Wahrscheinlichkeit des Amplitudenfak-
tors ins Quadrat in einen Eigenzustand mit der entsprechenden Energie.

4. Um die Zeitabhéngigkeit zu studieren, bilden wir die Wahrscheinlichkeitsdichte
Y* aus

U(z,t) = \/%7/)1,0(55)’951(0 + \/é%,o(@’%(t), (1)

was
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1
5 9

4.2
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sin ¢y ¢ sin 9 g cos(wy — wa)t 9)

ergibt, d. h. die Wahrscheinlichkeitsdichte oszilliert harmonisch mit der Kreisfre-
quenz w; — wq. Im vorliegenden Fall ist wy = 4w;, und bei den vorgeschriebenen
Positionen (um '/»7 entfernt) ist die ortsabhiingige Wellenfunktion zu multipli-
zieren mit 1, 0, —1, 0. In der Abb. 4.10 ist die Modulationsfunktion dargestellt,
in den Abbn. 4.11 die entsprechende Auswirkung auf den Interferenzterm der

. ! L
. . .
0.5} oo A
" " M
\ '

oo |/

Amplitude

-1.0¢

10k 'cos(;yt)--'----cl:os(o'zt) I, cés[(q:%)t]' l
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Phasenwinkel
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9

Abb. 4.10. Der zeitabhingige Term
moduliert die beiden ortsabhingigen
Teile der Wellenfunktion mit einer
cos-Funktion, der Argument die Dif-
ferenz der beiden Energien der sta-
tiondren Zustinde w; = FE;/h und
wo = F9/h enthilt.

Gl. (9) bei verschiedenen Phasenwinkeln, die etwas mehr ,hergeben“ als die

Werte 0 und 1.
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Abb. 4.11. Der ortsabhingige (lks.) und der zeitabhingige Anteil der Gesamtwellenfunk-
tion. Zu den Zeiten ¢t = 0 und ¢ = AT ist die Amplitude Null, zu den Zeiten ¢ = /4T und

t = 3/,T erhélt man das rechte Bild.
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5 Tunneleffekt

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunédchst mit den Grenzen der Be-
wegung eines makroskopischen Teilchens und untersuchen danach die Be-
wegung eines Quantenteilchens in einem symmetrischen Potentialtopf mit
hohen Winden mit der Methode von WENTZEL, JACOB und BRILLOUIN
(sog. WKB-Methode). Es folgt die Bestimmung der diskreten Energienive-
aus innerhalb dieses Topfes, wobei die Winde nicht notwendig unendlich
hoch sein miissen. Daran schliefit sich die Beschreibung des Tunneleffektes
und die Berechnung des Durchlissigkeitskoeffizienten an. Eine Betrachtung
zur Unschérferelation beschliefit das Kapitel.

5.1 Grenzen der Bewegung

Ein Masseteilchen kann sich energetisch nur innerhalb eines Bereichs aufhalten, in
dem seine potentielle Energie kleiner als seine Gesamtenergie ist (Abb. 5.1):

E=T+V = %vz + V(z) = const, (5.1)

und wir definieren:

o Fndliche Bewegung: Bewegung, bei der das Teilchen in einem endlichen Raum-
gebiet bleibt.

e Unendliche Bewegung: Das Teilchen kann sich beliebig weit entfernen.

o Findimensionale Bewegung: Das Teilchen kann sich nur entlang einer Koordi-
nate bewegen und besitzt nur einen Freiheitsgrad.

Bewegung vom Extrempunkt (z; oder x3) nach xy, wo die potentielle Energie ein
Minimum aufweist:

v
— =
an dieser Stelle bewegt sich das Teilchen krdftefrei, und es liegt ein stabiles Gleichge-
wicht vor. Die kinetische Energie hat dort ein Maximum. Wie ist die Kraft gerichtet?

0: (5.2)

113
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Abb. 5.1. Die Potentialkurve zeigt Bewegungsfreiheit zwischen 1 bis xo, da hier £ > V.

e F' ist positiv zwischen z; und x: in Richtung abnehmender (stirker negativ
werdender) z-Werte nimmt F' zu;

e F'ist negativ zwischen x5 und zy: in Richtung zunehmender z-Werte nimmt F

ab.

Je groler die Auslenkung, um so grofier die riicktreibende Kraft Richtung Mini-
mum der potentiellen Energie. Das stabile Minimum zeichnet sich dadurch aus, daf}
keine Kraft am Teilchen angreift.

Im Beispiel der Abb. 5.1 fiihrt das Teilchen eine periodische Bewegung aus, und
die Schwingungsdauer ist dabei doppelt so lang wie die Zeit, die es fiir das Zuriicklegen
der Zeit zwischen x; und x, bendotigt.

Gewinnt das Teilchen potentielle Energie iiber V., hinaus, so daf§ es die Po-
tentialschwelle iiberschreiten kann, kann die endliche in eine unendliche Bewegung
iibergehen. Das Teilchen verldft dann die Potentialmulde. An der Stelle x3 ist der
Gradient der potentiellen Energie ebenfalls Null, so dafl an diesem auflerordentlichen
Punkt Kraft und kinetische Energie verschwinden (Abb. 5.2).

Jenseits von x3 wird das Teilchen beschleunigt. Da im Unendlichen die potentielle
Energie Null ist, erreicht das Teilchen dort die Geschwindigkeit

2(FE — 2F
Voo = lim AE-V) _ V= (5.3)
T—00 m m

Ein sehr wichtiger Fall ist der Potentialverlauf bei der Molekiilbildung, bei der
man die potentielle Energie bei unendlich weit voneinander entfernten Molekeln auf
Null setzt (Abb. 5.3, s. a. Kap. 8).

Da die Kraft immer in Richtung abnehmender potentieller Energie geht, fiihrt
die Anndherung von Teilchen, die sich einander anziehen, zu einer Abnahme der
potentiellen Energie, und die Bewegung bleibt immer endlich.
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Abb. 5.2. Gewinnt das Teilchen potentielle Energie iiber Vi, hinaus, so daf§ das Teilchen
die Potentialschwelle iiberschreiten kann, kann die endliche in eine unendliche Bewegung
iibergehen. Ist V.« kleiner als die Energieschwelle, wére die kinetische Energie im Poten-
tialwall negativ, die Geschwindigkeit imaginir.
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0.5} i
5
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> 0_0 \/r
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Abb. 5.3. Bei der Molekiilbildung wird das Normal der potentiellen Energie im Unendlichen
auf Null gesetzt.

5.2 Quantenteilchen im endlich hohen Potentialtopf

5.2.1 Wellenfunktionen

Wir nehmen im einfachsten Falle folgende Potentialverteilung in den Regionen
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e <OV =V>E
e [ 0<2z<a;V=0und

el x>a;V=V>FE

Vi=V, Vi=V, Abb.5.4. Verhiiltnisse fiir
ein Quantenteilchen endlicher
kinetischer Energie zwischen
sehr hohen, jedoch nicht un-

— endlich hohen Potentialbarrie-
V2 =0 ren

an (Abb. 5.4). Mit der SCHRODINGER-Gleichung (4.14) erhalten wir in der Region
IT:

2Em
V2T/)H + /921/)11 = V21/)H + 701/)11 =0, (5.4)

deren Losung die trigonometrischen Funktionen oder die Exponentialfunktion mit
imagindrem Argument sind:

Y = By coskx + Bysinkx (5.5.1)
mit
2F
b= o (5.5.2)
In den Regionen I und III dagegen gilt

V2 + k% = 0, (5.6)

wobei

2(FE -V,

v = 2Bl - o (5.7)

eine Zahl kleiner Null ist. Deswegen ist die Wurzel der Gl. (5.7) rein imaginér, und
die Losung dieser DGI ist daher nicht die Schwingungsgleichung, sondern z. B. die
Exponentialfunktion mit reellem Argument. Die Losung ist folglich
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Y1 = (A, C)1e" + (A, C)ge ", (5.8)

und da die Funktion nach Voraussetzung endlich und normierbar sein soll, miissen
die Amplitudenkoeffizienten A; und C; Null sein. Auflerdem muf} die Funktion an
den Nahtstellen z = 0 und x = a stetig und differenzierbar sein, also

¥1(0) = Y (0) A v (a) = Yim(a); (5.9.1.)
dir ~dyn depry ~ dym
prr A v I A i (5.9.2)

Daraus folgt unmittelbar fiir die Ableitungen aus Gln. (5.5.1) und (5.8)

Yy = —Biksin kx + Byk cos kx Ay = kA e (5.10.1)

fiir eine vorwirts laufende Welle und damit (aus den Funktionen bzw. den Ableitun-
gen)

Bl == Al N HAl = ng, (5102)
woraus man eine Beziehung fiir die Amplitudenkoeffizienten in der Region II zu
K

findet. Mit der Kontinuitdtsbedingung bei x = a gewinnen wir leicht eine Relation
zwischen Cy und B (riickwirts laufende Welle):

'QZ)H((Z) = 77/)111(@) = B1 (COS ka + %Sin ka) == Cze_'m, (5104)

woraus sofort

Cy = By e™ <COS ka + %sin ka) (5.10.5)

folgt: Von den sechs Koeffizienten miissen zwei Null sein, denn innerhalb des Poten-
tialwalles sind keine zu Singularititen fiihrenden exponentiell ansteigenden Losungen
moglich, und die restlichen vier kénnen durch starre Beziehungen aus B; erhalten
werden. Damit ergibt sich die Wellenfunktion zu

Y1 = Bie"™, (5.11.1)

Y = By (coskxr + E sin kz , 5.11.2
k

Y = By e | cos ka + Esinka)|ere. 5.11.3
k

Der Koeffizient B; kann aus der Normierungsbedingung

/oo Py dir =1 (5.12)
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gewonnen werden (Abbn. 5.5 und 5.6). Aus den Abbn. 5.5 und 5.6 geht hervor, dafl die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Quantenteilchens im Potentialwall einer Energie,
die hoher als die kinetische Energie des Teilchens ist, dennoch endlich ist.

1.0F T T T T -
1.00} .
0-5r | 0.75}F -
S 0.0t 1 3 os0} 1
< | I i < i
051 i 0.25¢ -
[
0.00F .
40k, . . . . . . . .
2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6
x[a. ul] x[a. u]

Abb. 5.5. Die Gesamtwellenfunktion des Quantenteilchens ist aus drei Teilen entsprechend
der drei Regionen unterschiedlichen Potentials zusammengesetzt; hier gezeigt fiir £ < Vj
mit Ay = C; =0.

Umgekehrt kann man sagen, dafl die Wellenfunktion in die Gebiete hineinleckt,
in denen die potentielle Energie grofler als die Gesamtenergie des Quantenteilchens
ist.

3
3+ i
2+
Il 2L 1
S 1t E)
s | 0 LA I 1
> =" 1
| \/\/\NL
-1 L L L Ot L r——

0 2 4 6 0 2 4 6
x[a. u] x[a.u]

Abb. 5.6. Die Gesamtwellenfunktion des Quantenteilchens ist aus drei Teilen entsprechend
der drei Regionen unterschiedlichen Potentials zusammengesetzt, hier gezeigt mit £ < Vj
mit A1 == Cl =0.
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Die eben besprochene Methode des Aneinanderflickens von Wellenfunktionen ist
in der Literatur unter WKB-Methode bekannt (WENTZEL, KRAMERS und BRIL-
LOUIN).

5.2.2 Eigenwerte der Energie

Bevor wir uns der Frage der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Quantenteilchens im
Potentialwall selbst zuwenden, wollen wir zunéchst die Eigenwerte eines Quantenteil-
chens in einem symmetrischen Potentialtopf der Breite a und der Potentialhdhe Vj,
die nicht notwendigerweise Unendlich sein soll, berechnen (Abb. 5.4). Dazu setzen wir
an

2 Vo— F
b= Aje®, £ <0, k= % ke S (5.13.1)
2moE
Yy = Bysin(kx +6), 0<x <a, k= TZ; : (5.13.2)
2 Vo— F
77/)111 = Cle_'“”, T 2 a, K = M, ke, (5133)

Die Stetigkeitsbedingung an den Rindern des Potentialtopfes fordert als Kombination
der Gln. (5.9):

Y1 Vi
1 = = : 5.14.1
wl =0 ’ébn =0 ( )
! !
% =K A % = kcot (5|$:0, (5142)
Ui Yl
Rt — 5.14.3
Uity UM | gy ( )
! !
Yin _ kcot(ka +6)|,_, A Y —K, (5.14.4)
,QZ}H /d)lﬂ

woraus sich

2 2
kcotd =k = ,/%vo—mmcot(akw) = k= %V()—k? (5.15)

ergeben [(5.13.2) entweder in (5.13.1) oder (5.13.3)]. Es ist also sowohl die symme-
trische Losung ¢(x) = ¢(—x) wie die antisymmetrische Losung ¢(z) = —¢(—x)
moglich. Mit der Identitit

. 1 ) 1
SNy = —— = cot"a =

veot?a+1 sin? o

—1 (5.16)
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werden aus den Gln. (5.15)

1 2mgVy — Wk + Bk

= 5.17.1
sin? § h*k? ( )
hk hk
sind = ———= Asin(ka +0) = ——. (5.17.2)
ng% ng%
Eliminieren von §
hk
0 = arcsin —— 5.17.3
TN ( )
fiihrt zu
hk hk
sin | ka + arcsin —— | = ———. 5.17.4
< V2moV ) V2moVo ( )
Mit der Periodizitdt von 7 erhalten wir die transzendente Gleichung
hk hk
ka + arcsin ———= = — arcsin ——= + nm, 5.18.1
VamaTe e T (5.18.1)
also
hk nm — ka hk
ka = nm — 2 arcsin \% = arcsin —, 5.18.2
" V2moVo 2 V2oV (5.18.2)
was durch Ausklammern von ka zu
n — ka i Py (5.18.3)
= arcsin {| ————ka .18.
2 2moVoa?
wird, wobei n = 1,2, 3,... Dabei werden die Werte fiir die Arcusfunktionen zwischen

0 und b7 genommen (Abb. 5.7), deren Argumente nur zwischen —1 und +1 liegen
(konnen). Daher konnen auch die Werte fiir £ nur in dem Intervall zwischen 0 und

2moVy/h? liegen. Die Wurzeln dieser Gleichung ergeben die Eigenwerte

der Energie, i. a. eine Wurzel fiir jedes n.!
Setzen wir fiir die Variable k

r=—, (5.19)

| 2n?
n77r — & = arcsin p— x. (5.20.1)

!Umgangssprachlich werden diese Wurzeln Nullstellen genannt.

erhalten wir

Setzen wir
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90

60 /

30

Abb.5.7. Die  Funktion

-30 r — arcsinz ist zwischen
z = —1 und z = +1 definiert;

arcsin (x)

60 ihre Funktionswerte liegen
90 zwischen —!pm und +'om.
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

2h? 2h? Jsec
= ,/ =1,56-10"1. 5.20.2
“ \/mOVOa2 \/ V0a2 Vga2 /— ( )

was 0,97,/ — e\\//%c ist — « ist also umgekehrt proportional zu der Topfbreite a und

umgekehrt gorﬁportional zur Wurzel aus der Wandhohe —, wird einfacher

% — o = arcsin(a - ) (5.20.3)
oder

sin (n%r - x) =a-z. (5.20.4)

Hier miissen wir eine Fallunterscheidung treffen fiir ungerades und gerades n.

5.2.2.1 Ungerade n oder symmetrische Losung. Fiir ungerades n wird

sin <712_7r_x> =cos(z) =tax (B:n=1,6:n=3), (5.21.1)

da cos(—x) = cos(z), miissen die Wurzeln der Gl. (5.21.1) genommen werden, fiir die
cot a > 0 ist, was im ersten und dritten Quadranten der Fall ist:

1
n=1:sin <77r — x) = cos(x) = ax, (5.21.1.1)

3
n=3:sin (; - :E) = —cos(z) = ax. (5.21.1.2)

Beispiel 5.1. Beispielsweise ist fiir £ = 30° der Funktionswert fiir n = 10, 5, was gleich dem
Cosinus-Wert des Arguments 90° — 30° ist (1. Quadrant), also Fall der Gl. (5.21.1.1), und
fir n = 3 — 0,5, was gleich dem Cosinus-Wert des Arguments 270° — 30° ist (3. Quadrant).
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5.2.2.2 Gerades n oder antisymmetrische L6sung. Fiir gerades n entspre-
chend:

sin (% - x) =sin(z) = taz (G:n=2,0:n=4), (5.21.2)
fiir die cot v < 0:
(27 .
n=2:sin (7 - x) = sin(z) = ax, (5.21.2.1)
. [(A4r .
n=4:sin (7 - x) = —sin(z) = ax, (5.21.2.2)

Derartige transzendente Gleichungen werden am einfachsten graphisch gelost. Fragen
wir zunéchst nach sinnvollen Losungen der Gln. (5.21.1) und (5.21.2). In jenem Fall
ergeben sich die Losungen als Schnittpunkte der Cosinus-Funktion mit der Geraden
fiir Bereiche, in denen die Cotangens-Funktion gréfler Null ist, also im ersten und
dritten Quadranten, in diesem Fall dagegen als Schnittpunkte der Sinus-Funktion mit
der Geraden fiir Bereiche, in denen die Cotangens-Funktion kleiner Null ist, also im
zweiten und vierten Quadranten. In den Abbn. 5.8 sind die entsprechenden Abschnitte
griin markiert.

10—y 1.0
o= 2k aF 1k
afF 1

0.5 / *=05% 0.5 o= 0.5k
2 00 < 00
8 C

-0.5 -0.5

-1.0 -1.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X [n] X [n]

Abb. 5.8. Zum Eigenwertproblem eines Quantenteilchens in einem symmetrischen Poten-
tialtopf. Lks. die Bedingung fiir die G1. (5.21.1) mit tan a > 0, re. die Bedingung fiir die GI.
(5.21.3) mit tan @ < 0, beide durch diese Nebenbedingung herausgehobenen Bereiche sind
griin markiert.

e Sinus-Funktion: Der erste brauchbare Schnittpunkt ergibt sich fiir ein o von %

aus Abb. 5.8 bei z = 7/2, wo

2
ﬁM@zléagzléa:—, (5.22.1)
mw
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woraus sich mit (5.20.2) fiir die geringste notwendige Tiefe des Potentialtopfes

K22

2moa?

Vo

(5.22.2)

ergibt. Das erste neu auftretende Niveau hat dann die Energie ' = 0. Groflere «
(kleinere V;) liefern keine Schnittpunkte. Die Mindesttiefe 1 ist um so grofer,
je kleiner die Topfbreite a ist. Beispielsweise ist fiir 100 nm Vi = 37 ueV, aber
fiir 1 nm bereits Vo = 0,37 eV. An dieser Stelle (bei z = !/p7) ist nach Gl. (5.19)
k =7/a.

e Cosinus-Funktion: Entsprechend ergibt sich der erste brauchbare Schnittpunkt
fiir ein « von % aus Abb. 5.8 bei x = 0,2977, wo

cos(z) = 0,595 = - 0,297 - 7. (5.22.3)

Mit den so ermittelten Wurzeln ergibt sich fiir E' mit der Gl. (5.19)

k2 B2 [2z)\?
E = = (=) . 2
2my  2myg < a ) (5:23)

5.2.2.3 Zu flacher Potentialtopf. Fiir den Fall

2

W < =a>1 (5.24)

moa?
haben die Gln. (5.21) evtl. iiberhaupt keine Wurzeln (Abbn. 5.9). Entwickeln wir die

1.0 /’/\ 1.0

z 0.0 a = 300A = 0.0 a = 300A
V0= 24eV V0= 24eV
0.5 =266 \/ 05 =156
1.0 1.0 \/
0 1 2 0 1 2
X [ X

Abb. 5.9. Fiir typische Quantentépfe (a < 1000 A, Vo = 24 1 eV, a > 1) berechnete gra-
phische Losungen der Gln. (5.21). Fiir zu grofies a (flachen Potentialtopf) hat die Gleichung
entweder iiberhaupt keine oder nur eine Wurzel. Das Energieniveau liegt fiir o = 1,56 in
der Nihe des oberen Topfrandes.
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Cosinus-Funktion nach

.ZEQ

cosx ~ 1 — 5 (5.25.1)

unter Beachtung der Tatsache, dafi mit Gl. (5.21.1) fiir die Wurzeln der Cosinus-
Funktion ax &~ 1 gelten muf}, dann ist

N — 5.25.2
e (525.2)

also mit Gln. (5.21.1 + 5.25.2) genauer fiir Gl. (5.25.1)

1 1 1
o 222 ' & ( 2a2> ’ ( )
quadriert, entwickelt und das biquadratische Glied vernachléssigt:
xQ—i 1—i+i ~L (1oL (5.25.4)
a2 o2 4at) T a2 a?)’ o

womit fiir £ mit den Gln. (5.19 + 5.25.3):

PP AN T AN (5.26.1
T 9mg 2mg \a ) T 2mg | \aa a? )|’ o

wird oder mit der Definition von « (5.20.2) schliefllich

2
moa
wird: Fiir den Fall mittlerer o haben die Gln. (5.21) eine Wurzel (Abb. 5.9). Das
(eine) Energieniveau liegt mit

= % mit £ = —%VO knapp in der unteren Topfhilfte, fiir Werte bis
e knapp unter 1 in der oberen Topfhélfte und

e verschwindet bei @ = 1.

5.2.2.4 Tiefer Potentialtopf. Fiir den Fall kleinerer «, die einem tiefen Potenti-
altopf dquivalent sind, dagegen kann es mehrere Wurzeln geben (Tab. 5.1 u. Abbn.
5.10). Auch in diesem Fall erhalten wir zwar einen quadratischen Zusammenhang
zwischen k und F, aber bei etwas variablem « (also nicht dquidistant wie im Falle
unendlich hoher Wénde!). Der Grund dafiir liegt eben in der Bildung der Wurzeln
iiber die Gln. (5.20.3) ff.: Nur im Falle Vj; — oo = a — 0 liegen die Wurzeln auf
der z-Achse und sind dquidistant um 7 voneinander entfernt. Die so berechneten
Energieeigenwerte sind in der Abb. 5.11 gezeigt.
Der Grenzfall mit V5 — oo V a — 0 dagegen ergibt mit den Gln. (5.21)
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10 a=5nm,V;=0,6eV,a=0, 10 a=5nm,V,=0,6eV,a=0,1
0.5 /\l( 1 / \ 0.5 ’l>(
PO = foA
0.5 \jz -0.5 \\_/f?i\ \
-1.0 -1.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Abb. 5.10. Fiir sehr kleines « (einen sehr tiefen Potentialwall) gibt es mehrere Wurzeln:
Vo=0,6 eV,a=5nm, a=0,1.

Tabelle 5.1. Erste Wurzeln der Gln. (5.21.1) und Eigenwerte nach Gl. (5.23) fiir Vj = 0,6
eV,a =5nm, a = 0,1. Zum Vergleich die nach GI. (5.27.1) berechneten Werte fiir unendlich
hohen Potentialwall.

x z[r] | sinz | cosz oz E [meV]
0 0 0 0 0
1,428 | 0,45 0,142 | 0,143 12,44
o 10,5 1 0 0 15,00
2,852 | 0,91 | 0,285 0,285 49,6
Ur |1 0 -1 0 60
4,270 | 1,36 -0,428 | -0,427 111,2
3hm 1,5 -1 0 0 135
5678 | 1,81 | -0,569 -0,568 196,7
27 2 0 1 0 240
7,0686 | 2,25 0,706 | 0,707 304,9
2,50 | 2,5 1 0 0 375
8,423 | 2,68 | 0,842 0,842 432.8
3n 3 0 -1 0 540
9,680 | 3,08 -0,968 | -0,968 571,6
nm 2z B (2z)\?
5 =7 A ky . = E, 5 ( . ) ; (5.27.1)
2h* ,  2Rh* n’r?
E, L o RTE (5.27.2)
was zu unserer bekannten Formel
2
E, =n? h (5.27.3)
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BOO- - - -« e e e i
450 g
% 3001 E = 2R X)/(4fm a) i
m
a=5nm
150F V0 =0,6ev |
=01 Abb.5.11. Berechnete Modell-Energieei-
0 . s s . - genwerte fiir diesen Quantentopf.
0 2 4 6 8 10

fithrt, ein Wert, den wir im vorigen Kapitel fiir den Fall unendlich hoher Winde
kennengelernt haben.

5.3 a-Teilchen im Potentialwall

In der Wellentheorie also entspricht einem negativen Wert der kinetischen Energie
(und damit ein imagindrer Wert, des Impulses) nur einer exponentiellen Abhéngigkeit
der Wellenfunktion von den Koordinaten. Weil die Wellenfunktion im Potentialwall
nicht den Wert Null annimmt, ist das ,Durchsickern® eines Quantenteilchens durch
den Potentialberg moglich.

In diesem Abschnitt wollen wir der quantitativen Untersuchung der Frage nach
dem Transmissionskoeffizienten (im Wellenbild) oder Diffusionskoeffizienten (im Teil-
chenbild) nachgehen. Die SCHRODINGER-Gleichung muf} {iberall stetig und differen-
zierbar sein, was besonders fiir die Nahtstellen z; und x5 gelten mufl (Abb. 5.12).

Kurve des'Potentialswalls ' '

—— einfallende Welle --- - reflektierte Welle
durchgehende Welle

Energie [a.u.]

Abb.5.12. Zur Beschreibung des
Tunneleffekts einer DE BROGLIEschen
Welle.

X [la.u.]

Beginnen wir mit dem Gebiet ITI, in dem nur eine sich vorwirts bewegende Welle
existiert. Der Impuls der DE BROGLIEschen Welle ist hier
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p=/2mo(E —V(z)), (5.28)

und die Wellenfunktion selbst ist eine Linearkombination der Partikulidrlosungen

Y = Celkle—2) 4 C’ge_ik(‘”_“), (5.29)

wobei C5 als Amplitude einer Welle, die sich, von rechts kommend, in Richtung ne-
gativer x-Werte ausbreiten wiirde, nicht existiert, und fiir £ gilt

2mol
2 0

k* = PR
Im Gebiet IT mit x; < z < 5 beobachten wir einen imaginidren Wellenvektor und

damit einen reellen Exponenten mit dem zu bestimmenden Absorptionskoeffizienten
K:

(5.30)

Y = B 4 Bye 52 (5.31)

wobei

2 (v - B) (5.32)

2
M:%(%—E);w:ii
ist (Vj ist die Hohe des Potentialwalls). Im Gebiet I (z < x1) schliefilich ist mit dem
k aus Gl. (5.30)

P = Ae™® 4 Ayem (5.33)

Die Bestimmung der Amplitudenkoeffizienten? nutzt die Tatsache der Stetigkeit an
den Stellen z; = 0 und x5, = a aus, d. h. man beginnt an der Nahtstelle x5 und
driickt die Amplitudenkoeffizienten B und B, durch | aus und daran anschlieSend
Ay durch Cy. Unter der Voraussetzung, dal vg > E und damit x(z — x9) > 1 ist
(sehr steiler Potentialwall), gilt vereinfachend:

—liBgei'm + K (Cl - Bzeilm) == 1/1701 (5341)
1 ika 1. k ika __ 1 . k ika
BQ == 5016 21/{016 = 9 <]_ 1/{) Cle . (5342)

Der Faktor !/ riihrt von der Uberlegung her, daf8 die zwei Ausbreitungsrichtungen
zunéchst gleichwahrscheinlich sind, entsprechend:

1 ; ]-k _ika 1 k —ika
By = §C1eﬂm + 51;016 = 501 <1 + 1;) € (5.35.1)

Beachtet man noch, daf§ die Wellenléinge des a-Teilchens ungefihr 107 m = 1 fm
betriigt, wird der Wellenvektor k = 27 /), damit wird ka > 1 = e ** — 0:

2Die Intensitiit einer Welle ist dem Quadrat der Amplituden proportional, und deswegen ist
das Verhiltnis der Amplitudenquadrate der einfallenden und der durchgehenden Welle unser
Transmissions- bzw. Absorptionskoeffizient.
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By = Cre " 0, (5.35.2)

womit die Schwichung im Verhiltnis k/x Beriicksichtigung findet. Zur Bestimmung
der Koeffizienten A; und B; machen wir mit

k E
"_E_‘/V;J—E (5.36)

von der Gleichheit von ¢ = 1y sowie von ¢} = ¢4 [Gln. (5.31) und (5.33)] an den
Stellen z; = 0 und z9 = a Gebrauch:

. . 1
Aehr 4 Btk — 5(1 — in)Cyea=2) (5.37.1)

ik A, ek — ik B, e~ = 2(1 —in) € efla=), (5.37.2)

woraus sofort fiir By folgt:

1—1 . .
By = o= 0 erlaatike 4 4 o2k (5.37.3)
2 ik

Eliminierung von By aus (5.37.1) und (5.37.3) ergibt fiir A;:

1 : 1 K —ikz+k(a—x
also an der Stelle 1 =0

A= —in) (14 1) e (5.37.5)

1= 1 m n 1€ . Ol

Daraus folgt schliellich fiir den Transmissionskoeffizienten

o 16
[Ad> [(i/n+1)2[[(1 —in)?|

Uberfiithrung in die absoluten Betriige ergibt fiir den Nenner

D e 20, (5.38)

1 (n* + 1)
1+ —5) (1 +n?) = (5.39)
und somit fiir D
16n°2
D = exp <—2/ﬁ}$2 + ln m) (5401)

ist. Da der zweite Summand etwa gleich Eins ist, konnen wir ihn gegen die voraus-
setzungsgemifl grofle Grofle vernachlissigen und finden schliellich

D~ e 7 V2mo(Vo=F) (5.40.2)
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Wenn 7 Null ist, ergibt sich das klassische Resultat D = 0. Ist der Energieberg
durchtunnelt, wird das a-Teilchen vom CouLomB-Wall abgestoflen und erhilt die
kinetische Energie

2
Eyin = —(Z — 2)eg. (5.41)
T

Aus (5.40.2) folgt, daf8 die Zerfallswahrscheinlichkeit eines Kerns um so grofler wird,
desto hoher das Kernniveau liegt, von dem aus die a-Emission erfolgt, weil die Poten-
tialbarriere Vy— E dann schrumpft. a wird zwar auch kleiner, darf aber eigentlich nicht
beriicksichtigt werden, da bei der Ableitung ein rechteckiges Kastenpotential mit a =
const angenommen wurde (GEIGER-NUTALLsche Regel). Bei der a-Emission entsteht
aus dem zerfallenden Element ein neues, das eine um 2 geringere Ordnungszahl besitzt
(1. radioaktiver Verschiebungssatz von SODDY und FAJANS).

Der Tunneleffekt beschreibt aber auch die Emission von kalten Elektronen aus
einem Metall unter dem Einflufl des elektrischen Feldes, zudem die Kontaktpoten-
tialdifferenz, ohne die pn-Uberginge unverstiindlich bleiben (Ubungsaufgaben 5.1 +
5.2).

5.4 Die statistische Interpretation der
Unbestimmtheitsrelation

Makroteilchen regiert der sog. Virialsatz der Mechanik, nach dem fiir ein Zentralfeld-
problem gilt (Eyin =T = p?/2m; Eyop = V(1) = €3 /r mit m der (reduzierten) Masse,
p dem Impuls des sich bewegenden Teilchens, eq der Elementarladung, » dem Radius
des Systems):

1
E=T+V(r)=const A\T = —§V(r). (5.42)

Wiirden diese Gesetze auch in der Mikrowelt gelten, bestimmte sich danach das
aus den Elektronenspektrum ermittelte Niveau des Grundzustandes des Wasserstoffa-
toms zu —13,6 eV, seine potentielle Energie zu —27, 2 eV und die kinetische Energie
zu +13,6 eV, der erste angeregte Zustand zu —3,4 eV. Diese Energiezustéinde sind
scharf, wie man leicht aus den Spektrallinien der sog. LYMAN- und BALMER-Serie
sieht (die ja den Energiedifferenzen entsprechen).

Nun kann man andererseits aus Messungen der Streuung von Elektronen an Ato-
men auf die Elektronendichte innerhalb der Atome schliefen: danach befindet sich
ein erheblicher Anteil der Elektronen in einem solch groflen Abstand vom Kern, dafl
fiir diesen gelten wiirde, dal E < V(r) oder |V (r)| < | E|. Das ist aber nur moglich
fiir kinetische Energien, fiir die gilt 7' < 0, d. h. aber fiir einen Impuls, der entweder
Null oder sogar imaginar wéire! Folglich existiert ein derartiges Griflenpaar in der
Quantenmechanik nicht.

Die Vorstellung, es konnte irgendein wie auch immer geartetes Experiment ge-
ben, mit dem man Impuls und Ort eines Quantenteilchens beliebig genau bestimmen
kénnte, und die Unbestimmtheitsrelation
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ApAz > h (5.43)

sei nur durch unzulingliche Versuchsbedingungen gegeben, ist also definitiv falsch.

5.5 Unbestimmtheitsrelation und Tunneleffekt
Innerhalb des Potentialbergs ist die Amplitude

thy = Age"” (5.44)

mit x dem Wellenvektor, der iiber die DE BROGLIE-Beziechung mit der Wurzel aus
der Gesamtenergie zusammenhéngt:

1 /2(V-F
K= (VTO) = const. (5.45)
Ap = Ik N ApAzx = hie(l = x9 — 7). (5.46)

Nach Voraussetzung (s. Abschn. 5.4) ist jedoch

Kl > 1. (5.47)

Damit sind keine Aussagen {iber die Zustinde der Teilchen innerhalb des Energiewal-
les selbst moglich, insbesondere keine, die einen imagindren Impuls des Quantenteil-
chens betreffen.

5.6 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 5.1 Bildkraft: Bestimmen Sie die Kraft, die ein a-Teilchen 1 nm vor der
Oberfliche eines metallischen Leiters erfihrt! Wird das a-Teilchen angezogen oder
abgestoflen?

Losung. Die Bildkraft auf eine positive Ladung ist gegeben durch
1 Qi@
= 5 (1)
471'5(] 4]

wobei die influenzierte Ladung )5 gleich ; und [ der Abstand der Ladung von der
Oberfldche sind, also ist

F=23-10"N. (2)
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Aufgabe 5.2 Skizzieren Sie den Verlauf der potentiellen Energie eines Elektrons im
Metall (FERMI-Energie ep, Austrittsarbeit W, ) ohne Feld und in einem &ufleren elek-
trischen Feld mit und ohne Bildkraft! Wie hoch ist die zu durchtunnelnde Schichtdicke
bei einem Feld von 107 V/cm?

Loésung. Es mufl zumindest die Austrittsarbeit zugefiihrt werden:?

Yfomev? = fw — Wy; (1)

Wird normal zur Oberfliche des Metalls ein elektrisches Feld E angelegt, dann nimmt
die potentielle Energie die Form

V(z) =Wa—e Ex (2),
wozu noch die Bildkraft ergénzt werden mufl:
1 €2 1 €2
F(z) = el — S AV(@) =Wy —egFx — -, 3
(z) 0 dmreg 42 (z) AT ey 4 (3)
potentielle Energie ohne Feld
v Vakuum
el
Metall potentielle Energie

~ imFeld E
" (strichliert: mit Bildkraft)

Abb. 5.13. Die potentielle Energie eines Elektrons im Metall ohne Feld und im Vakuum
mit duflerem elektrischen Feld.

Das Maximum dieser Funktion liegt bei

el O o= [ (4)
€0 Ameg da? 0= 16meg B

V(z) ist also stets kleiner als W, (Abb. 5.13), da sich Vi,ax bei = x4 ergibt zu

Vinax = Wa — esE. (5)

3Hier sicht man sehr schén den Einflufl der unterschiedlichen Bezugspunkte. Wiahrend die Aus-
trittsarbeit vom Vakuumlevel (U = 0V') gemessen wird, ist der Ausgangspunkt der FERMI-Energie 0
V, und es wird etwas ,,draufgesattelt“. Leider sind noch verschiedene andere Energien mit im Spiel,
so dal wir die beiden Energien nur theoretisch miteinander vergleichen kénnen.
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Durch Beriicksichtigung der Bildkraft verringert sich zwar die Austrittsarbeit, die
kalte Emission 1483t sich dadurch jedoch nicht erkldaren. Dieser Effekt heifit nach einem
seiner Entdecker SCHOTTKY-Effekt. Dadurch wird die Austrittsarbeit der Elektronen
aus einer Glithkathode bei hoher Anodenspannung reduziert, und man erreicht einen
exponentiell ansteigenden Anodenstrom.

Aufgabe 5.3 Bestimmen Sie den Transmissionskoeffizienten D bei vernachlissigba-
rer Bildkraft, der FERMI-Energie ¢ und einer Feldstéirke E!

Losung. Aus der graphischen Darstellung zur Aufgabe 5.2 ist ersichtlich, daf} das
auflere Feld einen Potentialberg erzeugt, der von Elektronen durchtunnelt werden
kann:

D= e 27 VV@—eds (1)

wobei der Punkt z; am Bergende (die Liange des Tunnels) sich auf Grund der Bezie-
hung

EF — €&
2
o (2)

cp—e By == a2 =

ergibt. Das Integral

/U“Wdz:/;\/w_eom_gdx (3)

ergibt

2 \/60E$?/2; (4)

3
Einsetzen von Beziehung (2) in Gl. (4) ergibt fiir D:

3
4/ 2./ 2me
D=c¢e" fa 205 (en =) /2

: (5)

héngt also

e fiir eine Dreieckschwelle exponentiell mit 4/ sowie

e exponentiell von der inversen Feldstidrke und der FERMI-Energie ab.

Aufgabe 5.4 Bestimmen Sie die Eigenwerte eines Quantenteilchens in einem sym-
metrischen Potentialtopf der Breite 10 nm und der Potentialhdhe 0,6 eV.

Losung. Als erstes bestimmen wir . Das ergibt sich nach Gln. (5.20.2 + 5.20.3)
zu 0,05. Dann bestimmen wir die Wurzeln (Abbn. 5.14) und daraus schlielich den
Energieigenwert (Abb. 5.15). Die Konstante i%/2myq ist 6,1 x 1073 J/m?2, dividiert
durch @? 1,52 meV.
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<o
1
o

1.0 1.0
=5nm
i ,=0.6eV
0.5 0.5 0.1

=~ 00 . 0.0
- V,=0,6eV A \ /
05p =01 05
1.0 \\\\xuf//f -1.0 :
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R
n

(X
3
f(x)

Abb. 5.14. Fiir sehr kleines a (einen sehr tiefen Potentialwall) gibt es mehrere Wurzeln:
Vo=0,6 eV, a=10 nm, o = 0,05.

30 T T
20 .
% E = (26x3)/(m&)
m =1
Y 1o} Vo=3ev -
a=0,044
___________________________________ Abb.5.15. Berechnete Modell-Energieei-
0 . . ] genwerte fiir diesen Quantentopf.
0 5 10 15
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Tabelle 5.2. Erste Wurzeln der Gln. (5.21.1) und Eigenwerte nach Gl. (5.23) fiir Vp = 0,6
eV, a =10 nm, a = 0, 05.

x z[n] sinz | cosz oz E [meV]
0 0 0 0 0
1,495 | 0,476 0,076 | 0,075 3,40
2,99 0,952 | 0,151 0,150 13,59
449 | 1,43 0,224 | -0,224 30,64
5,98 1,90 | -0,298 -0,299 54,36
7,470 | 2,38 0,374 | 0,374 84,82
8,96 2,85 | 0,448 0,448 122,03
10,445 | 3,33 -0,523 | -0,522 165,83
11.925 | 3,80 | -0,594 -0,596 216,15
13,40 | 4,27 0,672 | 0,670 272,93
14,876 | 4,74 | 0,743 0,744 336,37
16,32 | 5,20 -0,818 | -0,816 404,84
17,76 | 5,65 | -0,886 -0,888 479,43
19,15 | 6,10 0,955 | 0,958 557,42




6 Potentialkurven von Molekiilen

Die Bestimmung der Eigenwerte der Energie eines Systems ist eine zentrale
Aufgabe in der Quantenmechanik. Dies wird daher in diesem Kapitel fiir
das Modell des harmonischen Oszillators exekutiert und daran anschlieffend
Potentialkurven real existierender Molekeiile behandelt.

6.1 Harmonischer Oszillator

Der Operator der potentiellen Energie setzt sich aus der Wechselwirkung des Atoms
mit seinen Nachbarn zusammen:

V(ir—00)=0AV(r—0)=occ. (6.1)

Wegen der Stabilitdt des Systems existiert ein bestimmter endlicher Abstand r = a,
bei dem die potentielle Energie negativ ist und einen bestimmten minimalen Wert
erreicht. Fiir kleine Abweichungen um a wird das Potential entwickelt:

1 2

Vr)=V(a+z) = V() + %V’(a) + %V”(a) +

e
3!
Die Harmonische Néiherung mit V'(a) = 0 und V" (a) > 0 liefert

V™). .. (6.2)

V(r) = =D + 'fomyeawya?. (6.3)
Dabei ist
V"(a) = Myeaws (6.4.1)
der sog. Flastizititskoeffizient und

V(a) = —D (6.4.2)

die Dissoziationsenergie. Da man das Potentialminimum frei wihlen kann, wird es
zweckméiBigerweise auf Null gelegt:

r=0=>r=a:V(a) =0, (6.5)

woraus

135
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V() = Yompeqwia? = V" (z)2? (6.6)

folgt: Die (Kreis-)Frequenz der Schwingung héngt folglich in einfacher Weise vom
Potential ab, so da} die SCHRODINGER-Gleichung lautet:

h? Mo x?
_ v2 o red®o” = E, . 6.7
(-4 M)y By (67
Substituiert man
2myeq B MyedWo « MyedWo

=3 AB= - /\/\:B/\gzx B=u P (6.8)

erhilt man die Eigenwert-Gleichung
P+ (A=Y =0, (6.9)

und die Energieeigenwerte im parabolischen Potentialtopf ergeben sich dann zu

E, = <n + %) hw (6.10)

und sind dquidistant (Abb. 6.1), die Wellenfunktionen sind die HERMITEschen Poly-
nome (Abb. 6.2)

El | Ny i
S,
e | Nmt
o B 4
5 E,=(1+1/2)hy,
a8 [ N .
- . Abb. 6.1. Parabolisches Po-
_____ tential mit Aquidistanten Ki-
i 1 genwerten der Energie.
d[a. u]
,1/ 52
= Cre 25 H(E) (6.11.1)
mit

7{0(5) =1 7’[1(5) =2¢
Ha(§) = 487 =2 H3(&) = 8% — 12¢,

1o transformiert totalsymmetrisch. Der Normierungsfaktor ist

2mw0 1
N = \/ . 12
h 2vo! (6.12)

(6.11.2)
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Abb.6.2. Die ersten finf

| % Wellenfunktionen. Die Grund-
r =1 = 0 hat

schwingung mit v =

Amplitude [a. u.]

die im System gebundene
Nullpunktsenergie (sog. Null-
punktsschwingung).

Auslenkung [a. u.]

Wie aus Abb. 6.3 hervorgeht, unterscheiden sich die Wahrscheinlichkeitsdichten des
quantenmechanischen Oszillators wesentlich von denen des klassischen Oszillators.
Diese sind proportional der Zeit, wihrend der sich das schwingende Teilchen in ei-
nem gegebenen Punkt aufhilt, bzw. umgekehrt proportional seiner Geschwindigkeit
und sind somit an den Umkehrpunkten am grofiten und im Nullpunkt am kleinsten.
Nur bei groflen Quantenzahlen bekommen wir die Anndherung an den klassischen
Grenzfall (BoHRsches Korrespondenzprinzip).

b v=a AVITTYA

v=3

Abb. 6.3. Die Quadrate der

Amplitudenquadrat [a. u.]
<
%
N

-ov=1 ersten fiinf Wellenfunktionen,

. -0 die die Wahrscheinlichkeits-
- N dichte des Systems beschrei-
10 5 0 5 10 ben.

Auslenkung [a. u.]

Es sei darauf hingewiesen, dafl der parabolische Ansatz fiir die potentielle Energie
auch fiir ein Elektron im Parabel-Potential verwendet werden kann. Daher hat die
HErRMITEsche DGI mit my = m, auch Losungen, die fiir dieses Problem genutzt
werden konnen.
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6.2 Symmetrie

Wir sehen erneut, dal die Reihenfolge der Wellenfunktioinen alternierend symme-
trisch /antisymmetrisch ist. Dies ist kein Zufall, sondern eine Folge der Struktur des
HAaMILTON-Operators. Dieser lautet in einer Dimension

h? d? +m0w§ 9
2mg dx? 2

und ist dadurch, daf die erste Ableitung fehlt, und der HAMILTON-Operator quadra-
tisch in Impuls und Ort ist, gegeniiber einer Ortsumkehr x — —z invariant:

H=— (6.13)

H(z) = H(—x). (6.14)
Das heifit also fiir unsere Wellenfunktionen, wenn wir x durch —x substituieren:

H(z)y () = E¢(x) NH(=2)i(-2) = Ep(=x), (6.15.1)

woraus auch

H(z)d(—z) = E(—7) (6.15.2)

folgt. Wenn aber ¢)(—x) eine Eigenfunktion von H ist, die den gleichen Eigenwert E
wie ¢(x) liefert, dann miissen die beiden Eigenfunktionen entweder gleich sein oder
diirfen sich nur um eine (multiplikative) Konstante unterscheiden:

P(z) = ayp(—x). (6.16.1)
Vertauschen wir wieder das Vorzeichen (oder spiegeln am Ursprung), ergibt sich

P(—x) = ap(x), (6.16.2)
was beim Einsetzen in (6.16.1) fiir x aber

U(x) = a*(x) (6.16.3)
und fiir —z

P(—x
(a ) = ay(—z) = P(—72) = a*P(—7) (6.16.4)

ergibt, woraus aus beiden Gleichungen sofort

a?=1=a==1 (6.17)
folgt, d. h. aber GI. (6.16.1) hat die beiden Losungen

(z) = ¢(=2) Vip(z) = —¢(-2) : (6.18)

entweder sind die Funktionen bzgl. der Vertauschung der Raumkoordinaten symme-
trisch oder antisysmmetrisch.
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6.3 Anharmonischer Oszillator

Tatséchlich ist die Potentialkurve anharmonisch, was durch Beriicksichtigung von V"
in der Reihenentwicklung des Potentials und Einsetzen in die Energie-Eigenwertglei-
chung beschrieben wird. Damit werden die Energie-Eigenwerte mit der Anharmoni-
zitdtskonstanten weT,, hier geschrieben als sog. Schwingungsterme (in eV):

1 1\?
G(v) :@<U+§> — WeZe <v+§> , Te > 0, (6.19)
wobel WeTe K We, oder MORSE-Potential (Abb. 6.4)

(6.20)

30000

Abb. 6.4. MORSE-Kurve fiir
HCIL. Stark asymmetrisches

10000+ . . .
Potential mit beginnender An-
harmonizitit, die bereits fiir

00 v = 5 erkennbar ist.

wobei k der Elastizitdtskoeffizient und D die Dissoziationsenergie sind. Fiir z, =
0 wiren die Oberténe ganzzahlige Vielfache der Grundschwingung. Wie aus Abb.
6.4 ersichtlich, riicken mit steigendem v die Eigenwerte der Energie immer ndher
zusammen, und man bestimmt z. aus der Abweichung von der Aquidistanz. So ist
schliellich die Differenz der Eigenwerte vpiss + 1 und vpiss Null:

0= G(UDjSS + 1) — G(UDjSS), (6211)

also mit v = vp;g

We +3 +3 - +1 + +1 2—0 (6.22.2)
wQUQweerQ wQUQweerQ—. 22.

Daraus errechnet man z. B. ein vp; von

1
vpiss = 5~ — L. (6.23)

Te

Die Energie vom Potentialminimum zur Dissoziationsgrenze ist entsprechend
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- A 1\°
D.=ws v+ 3) Wela | v+ 3) (6.24.1)
woraus
1 x 1
D, =w, — 22 ) 2w, — 6.25
“ (4:59 4 ) e 4 (6:25)

folgt. Die Dissoziationsenergie Dy ist dieser Betrag, verringert um die Energie der
inhdrenten Nullpunktsschwingung

1 1 e 1 e
DozDe—E(@—wexe):w_G< —x————i—x—>, (6.26.1)

damit einfacher

Dy = w_< L 1) . (6.26.2)

dr, 2

6.4 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 6.1 Unter einem harmonischen Oszillator versteht man ein System, in dem
sich ein Teilchen der Masse m unter dem Einflu} des Potentials V(z) = (k/2)z?
bewegt, so dal es bei Auslenkung um den Betrag x aus der Ruhelage z = 0 eine
riicktreibende Kraft F' = —kx erfihrt. Die Eigenfrequenz des klasisschen Oszillators

betrigt wy = y/k/m. Der Operator lautet:

a2k
H= —— — + —22% 1
2m dz? + 2:6 (1)
Zeigen Sie, daf} die Funktionen
o = Noe o (2)
und
’QZ}l = N1 L A e_a‘”2 (3)

mit o = #\/m - k Eigenfunktionen des Operators H sind. Bestimmen Sie auflerdem
die Energie-Eigenwerte Fy und Fj.

Losung.

By = Hy. (4)
Einsetzen z. B. der Gl. (2) zeigt, da8 H die Funktion mit dem Energieeigenwert Fj

reproduziert; dieser betrigt nach der Substitution durch a = %\/m - k:
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2m 2 2
was mit
[k
Wy = —
m
zu
hw
By ==
wird. Entsprechend fiir Gl. (3):
h
E1 - 3—(«0
2
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Aufgabe 6.2 Bestimmen Sie fiir die Valenzkraftkonstante k& = 328,6 N/m die Fre-

quenz der Nullpunktsschwingung im reinisotopigen Molekiil 3Cls!

Losung. Auslenkung x; zweier gleich schwerer Massen um einen Schwerpunkt mit

der Koordinate ry, der unverdnderlich bleibt:

M1 = Moy,
mit
r=2x; + X9
der Bindungslédnge zu diesem Zeitpunkt.

myo my
Ty = ————"rNTg=—""—-T
my + m2 my +m2

Da wir von einem Parabelpotential am Boden des Potentialtopfes ausgehen

V) = %k(r )2,

bekommen wir zwei DGls fiir die beiden Massen

mlzv"l = —k(T - 7"0) N mgﬂ':"z = —k(T‘ - 7“(]).
Kreuzweises Einsetzen von (3) in (6) liefert

mimse ..
_—r = —l{; —
my + mgr (r=mo).

was die Schwingungsgleichung einer Masse u

mime . msscy,

M:m1+m2 2

(1)
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ist, die mit der Eigenfrequenz wy schwingt:

k
wo = \/; (8)

mascy, = 34,969 - 1841+ 9,110 = 5,807 - 10 * kg. (9)
wo = 1,064 - 10" Hz. (10)
Ey = 0,070 eV; (11)

damit ist Ey grofler als kg7 bei Raumtemperatur (RT).

Aufgabe 6.3 Das Morse-Potential zwischen zwei Atomen wird beschrieben mit der
Potentialgleichung U(r) = D¢{1—exp[—a(r—r.)]}* (Abb. 6.5), wobei D, die Tiefe des
Potentialminimums und a die sog. Anharmonizitidtskonstante, die die Abweichungen
des tatsdchlichen Abstandes r vom Abstand 7, im Potentialminimum beschreibt.

e Welche Niherung gilt im Potentialminimum?
o Wie lautet folglich hier die Bewegungsgleichung?
e Wie hoch ist die Eigenfrequenz?

Zeigen Sie, daf die Funktion die Lage des Minimums korrekt beschreibt!

Bestimmen Sie aus der 2. Ableitung an der Stelle r = r, die Grofie a!

30000 Abb. 6.5. Morse-Kurve und
I | Kurve fiir die elektrostati-
sche Wechselwirkung zweier
= 20000 { kugelférmiger Ionen.
O,
w
10000+
0
0 1

Losung. Wir starten mit der Gleichung fiir die Morsekurve

U(r) = De{1 — exp[—a(r — 7.)]}? (1)

und leiten Sie ein - und zweimal ab:
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Ul(r) = De{2a exp[—a(r - re)] —2a eXp[_Qa(T - re)]}a (2)

U"(r) = De{—2a* exp[—a(r — 1¢)] + 4a* exp[—2a(r — r¢)]}. (3)

Fiir r = r, ergibt Gl. (2) Null, die dort geltende harmonische N&herung mit der
Bewegungsgleichung mi + kz = 0 mit der Eigenfrequenz wy = /k/m wird also
korrekt beschrieben.

Die zweite Ableitung an der Stelle r = r, liefert

U"(r) = De{—24d" + 4a”} = 2D.a’. (4)

Das ist aber fiir das parabolische Potential U(r) =
folgt einfach

sk(r —re)? aber gerade k. Daraus

(5)

Aufgabe 6.4 Betrachten Sie die MORSE-Kurve des HCI-Molekiils und charakterisie-
ren Sie die Bereiche, in denen kontinuierliche Ubergiinge méglich sind, und solche, in
denen gerasterte Ubergéinge stattfinden, nach der Gesamtenergie des Systems (Abb.
6.6). Erkldren Sie an Hand dieser Kurve das BoHRsche Korrespondenzprinzip! Ver-
gleichen Sie die Energie-Kurve des Wasserstoffatoms mit der fiir das HCI-Molekiil,
in dem sie die Absténde einiger Niveaus in Abh#ngigkeit der jeweiligen Quanten-
zahlen (Formel!) eintragen. Vergleichen Sie die Abhéingigkeiten der Energieleitern
fiir das ,,Elektron im Kasten“, das Elektron im BOHRschen Atommodell, und im
(an)harmonischen Oszillator von der jeweiligen Quantenzahl!

30000+
"= 20000+
ﬁ Abb. 6.6. MORSE-Kurve fiir
10000 HCIL. Stark asymmetrisches
Potential mit beginnender An-
harmonizitit, die bereits fiir
0O ; v = 5 erkennbar ist.

Lésung. Ist die Gesamtenergie negativ, sind die Ubergiinge quantisiert, dariiber kon-
tinuierlich. Im ,Elektron im Kasten® ist die Abhéngigkeit quadratisch (E oc n?), im
Zentralfeldproblem dagegen invers quadratisch (E o< n™2), im harmonischen Oszilla-
tor ist die Abhéngigkeit der Energieleitern dquidistant (E o v). Im anharmonischen
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Osrzillator rutschen die Distanzen fiir hohere v zusammen, und auch die Auswahlregeln
Av = +1 werden aufgeweicht.
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Aufgabe 6.5 (15 Punkte)
Betrachten Sie die MORSE-Kurve des HCl-Molekiils und charakterisieren Sie die Be-
reiche, in denen kontinuierliche Uberginge méglich sind, und solche, in denen ge-
rasterte Ubergéinge stattfinden (Abb. 6.7). Wodurch ist der Unterschied bedingt?
Zeichnen Sie einige Ubergiinge ein. Wie ist die Niherung am Boden der Potentialkur-
ve? Skizzieren Sie weiter in dhnlicher Weise wie in dem abgebildeten Diagramm die
Energie-Kurve des Wasserstoffatoms und tragen Sie dort ebenfalls einige Niveaus in
Abhéngigkeit von der Quantenzahl n ein (Formel mit einer Rydberg-Konstanten von
13,6 eV, Abb. 6.8).

Machen Sie schliefflich dasselbe fiir das ,,Elektron im Kasten“. Nehmen Sie dazu
eine Kastenlinge von 12 A an (Abb. 6.9).

30000~
? 20000~
O,
L
10000+ Abb. 6.7. MoRSE-Kurve fiir
HCI. Stark asymmetrisches
Potential mit beginnender
0 _ _ o Anharmonizitit, die bereits
0 1 2 3 4 5 fiir v = 5 erkennbar ist.
r Al
0 g
ol ) il
A
-6
s o1
Lu '8
10 [ / Wasserstoff-Atom
_12' / | Abb.6.8. Energieniveaus
i | fiir ein Elektron im Po-
-14 tential eines Protons in

Abhéngigkeit von n.
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

n
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o/

/

Elekiron im hasten/

/

/

/ Kastenkonstanie §.2o eV

oON MO

5 ' 10

| Abb.6.9. Energieniveaus
1 fiir ein Elektron im Kasten

der Linge 12 A.
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