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1 Wechselwirkungsfreie Elektronen

Wir werden in diesem Kapitel wechselwirkungsfreie Elektronen in hoher-
dimensionalen Késten untersuchen, d. h. die SCHRODINGER-Gleichung zur
Bestimmung der Eigenwerte der Energie 16sen. Der Begriff der Elektronen-
dichte als Korrelat des Quadrats der Wellenfunktion wird mehrfach exempli-
fiziert. Schliellich wird an zyklischen oder Ringsystemen die Resonanzenergie
diskutiert. Im zweiten Teil wird dann das Wasserstoffatom behandelt, das
Elektron im Zentralfeld.

1.1 Elektron im zweidimensionalen Kasten

Potential innerhalb der Flédche: 0; auflerhalb der Flache: oo.

mev?:  mev? P2 P2
By = 1ela v _ Do Y _ .4 E, 1.1
: 2 T3 ome T om. + By (L.1)
da aber
2
p=hkAk="" (1.2)
L
folgt fiir E; ;4
oht
En,:r,y = ZmeLg,yn%yv (13)
202 | /ng,\2 ny \ >
E, . =— = 4 1.4
o= | () (2 (14)

Sind L, und L, gleich lang (quadratischer Kasten), dann sind die Eigenwerte der
Energie entartet:

Enzny -

(ny +n,). (1.5)

1. Ndherung: Die Wechselwirkung zwischen den Elektronen wird vollstandig ver-
nachléssigt, so dafl sich die Gesamtenergie einfach als Summe der Produkte aus Ener-
gie des Zustands und der Besetzungszahl b,, dieses Zustandes mit Elektronen ergibt.
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Dabei kann nach dem PAULI-Prinzip b, 0, 1 oder maximal 2 (mit antiparallelen Spins)
sein:

N
Ee=> b,Ey, (1.6)

n=1
dpn, = eodW,, = egV2(z,y, 2)dr dy dz, (1.7)

was mit dem FOURIERschen Produktansatz

V(z,y,2) = ¢(x)d(y)v(z) (1.8)

bedeutet, dal die Bewegungen des Elektrons in den drei Raumrichtungen unabhéngig
voneinander sind, also
U, (x) = 2 (nm ) (1.9.1)
" = in : 9.
=\ L, i L, ‘

Un, (y) = \/Zsin <7Ey> : (1.9.2)
U, (2) = \/Zsin (anZ) ; (1.9.3)

und sich die Ladungstrédgerdichte z. B. in x-Richtung beschreiben 148t nach

o) = e0 3 bt (2). (1.10)
Wie iiblich, werden die Randbedingungen so gew&hlt, dafl z. B. die Funktion
tn, () beli x = 0 und bei x = L, verschwindet.

Beispiel 1.1. Wie hoch ist die Gesamtenergie Fq fiir ein System von 6 Elektronen in einem
eindimensionalen Kasten der Linge L = 8.4 A mit den Besetzungszahlen by = by = by = 27

h? 2 2 2 h?
Eg =Y bili= 5 (2x12+2x 2% +2x3?) = x 28. (1.11.1)
7

8meL?  8meL?

Zur Berechnung in eV benétigen wir die sog. Kastenkonstante K:

o h? (6,63 x 10734)2
T 8meL?  8x9,1x 10731 x (8,4 x 10-10)2

=8,5x10720J=0,53eV. (1.11.2)
Es ergibt sich ein Fg von

Eg =28 K ~15eV. (1.11.3)

Die Kastenléinge von 8,4 A wurde gewihlt, weil sie etwa der Linge des Hexatrienmolekiils
entspricht.
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Satz 1.1 In einem System mit mehreren unabhdngigen Elektronen sind Gesamtener-
gie und Gesamt-Elektronenverteilung additiv aus Teilbetrigen zusammengesetzt.

e Singulett-Grundzustand: Séamtliche Elektronen sind paarweise in den nied-
rigsten N/2 Zusténden untergebracht.

e Anregungszustand: Fin aus dem Orbital ¢, mit dem Eigenwert F),, stammen-
dendes Elektron ist in das vorher unbesetzte Orbital 1, mit dem Eigenwert
E,, angehoben worden. Bleibt die Richtung der Spins und damit die Spin-
Multiplizitat erhalten, ist es ein Singulett, wird sie verdndert, gibt es ein
Triplett:

AE =FE4—E)\=E, —E,. (1.12)

1.2 Kastenmodelle mit mehreren unabhingigen Elektronen

2. Ndherung: Die Elektronen sind innerhalb eines begrenzten Systems frei beweglich.
Dies ist in Molekiilen mit 7-Systemen realisiert, deren Topologie durch o-Elektronen
fixiert wird.

1.2.1 Lineare m-Systeme
e Linge L;
e L,=L=N xlI
o L,=L,=1.
e besetzt: unterste N/2 Zustdnde ¥y, n,;

Beispiel 1.2. Hexatrien, L, = N x| = 8,4 A; den Energie-Eigenwerten E;, E» und F3 sind
die Eigenfunktionen

P = \@sin(%x),
2 2sin(Za), (1.13)

2 o 3
W3 7 sin (%x)

zugeordnet. Gesamtelektronendichte p(z) ist dann mit by = by = bg = 2

2 2 2 2 3
plz) = eg x {2L sin <Za:) + 27 sin” (}:) +27 sin” <I7jx> } , (1.14)

also
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4 2
p(zr) = % X {sin2 <7Iim> + sin? <2m> + sin? (TQU)}, (1.15)

womit folgende Wertetabelle resultiert:

x/L sin?(r/L)x sin?(2r/L)x sin®’(37/L)x Y.
0,10/10 0,00 0,00 0,00 0,00
1/10,9/10 0,10 0,35 0,65 1,10
1/6,5/6 0,25 0,75 1,00 2,00
1/5,4/5 0,35 0,90 0,90 2,15
1/4,3/4 0,50 1,00 0,50 2,00
1/3,2/3 0,75 0,75 0,00 1,50
5/10 1,00 0,00 1,00 2,00

HoC = CH—CH= CH—CH=CHp

2.0t -

1.5} .

1.0 -

Q(x) [4e/L]

0.5¢ -

00 N 1 N 1 N N
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

x/L

Abb. 1.1. m-Elektronendelokalisation in Hexatrien. Es ist ein Uberschufl an m-Elektronen
zwischen den Atomen 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6 vorhanden; aber offensichtlich wird
die m-Elektronendichte dazwischen nicht Null = die mElektronendelokalisation wird iiber-
betont.
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Die Gesamtelektronendichte in Einheiten von 4eq/L erreicht bei den z/L-Werten Y,
4/ sowie 1/ ein Maximum = 3 weitgehend lokalisierte Doppelbindungen. Elektronendichte
dazwischen ist aber nicht Null = die w-Elektronendelokalisation wird iiberbetont.

1.2.2 Ringférmige w-Systeme

Die Quantenbedingung fiir ein lineares System lautet: nA/2 = L = 9, (x) = 0 fiir
r=0ANz=L.

Als Zusatzbedingung fiir ein zyklisches System fordern wir: Es mufl nicht nur
¥(0) = (L) sein (Stetigkeitsbedingung), sondern auch ¢’(0) = ¢'(L) (Differen-
zierbarkeitsbedingung) =

1.00
0.75f
0.50t
0.25¢
0.00
-0.25¢
-0.50f
-0.75¢

-1.00
0

Abb. 1.2. Die Wellenfunktion muf} an
jeder Stelle stetig und differenzierbar
sein. Dies ist fiir die Wellenfunktion
11 nicht der Fall, die zwei verschiede-
ne Steigungen bei x = 0 und =z = L
aufweist. Sie ist daher fiir cyclische Sy-
steme ,,verboten“.

ylau]

50 100 150 200 250 300 350
Phase [degs]

nA =1L, (1.16)
h? 1
kin — %ﬁv (117)
h? h? h?
E, = vin 2 (2n)? (1.18)

omo L2 8m.L?

mit den Quantenzahlen

n=0+1,+2... (1.19)

Die verschiedenen Vorzeichen kommen wg. Rechts- und Linksumlauf des Elektrons
auf dem Ring zustande, d. h. mit positivem und negativem Drehimpuls des Elektrons.

In einem zyklischen -System sind alle Energie-Eigenwerte E,, mit Aus-
nahme von E, doppelt entartet.

Ein abgeschlossenes System ist chemisch inert (Edelgasatome, Stickstoffmolekiil).
Dies bezeichnet man als Closed Shell System. Wann ist ein derartiger Zustand fiir
ein 7-Elektronensystem erreicht?
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Abb. 1.3. Der unterschiedliche Um-
laufsinn des Elektrons erzeugt einen
axialen Vektor mit unterschiedlicher
Richtung.

Lineares m-System: alle 2N Elektronen, zyklisches m-System: alle 2 + 4N Elek-
tronen. Nach der HuNDschen Regel weisen alle anderen zyklischen Systeme stets
Multiplett-Zustéinde auf und sind wegen der ungepaarten (,einsamen®) Elektronen
sehr reaktiv.

Satz 1.2 HUCKEL-Regel (Aromatizitit): Im linearen m-System wird ein Singulett-
Zustand ber Z, = 2N FElektronen, im zyklischen dagegen erst bei Z, = 2 + 4N FElek-
tronen erreicht:

Zy =2+ 4N. (1.20)

Was bedeutet das fiir den Zustand mit n = 07 Aus Gl. (1.16) folgt A = oo, was
fiir ¢o(z) Konstanz bedingt: Wenn n Null ist, dann wird auch die kinetische Ener-
gie T = n?h*k*/2m,. = 0 und damit auch ¥ (z) = 1ge/"P* = 9)y = const. Im Falle
des linearen Kastens wiirde das bedeuten, dafl die Wellenfunktion entweder iiber den
ganzen Bereich den Wert Null annehmen miifite (und ist damit nicht normierbar!),
oder sie wire im Kasten verschieden von Null und an den Grenzen Null und damit
nicht eindeutig. Tatséchlich muf fiir eine zweidimensionale Bewegung auch die zwei-
te Koordinate betrachtet werden, die dann die zur Erfiillung der Unschérferelation
erforderliche Nullpunktsbewegung liefert [1].

Tabelle 1.1. Gegeniiberstellung linearer und zyklischer delokalisierter Elektronensysteme.

linear zyklisch
Prototyp 1,3,5-Hexatrien Benzol
Quanten-
bedingung nA/2 =1L nA =1L
Quanten-
zahlen n=1223... n=0,=+1,+£2...
Figen-
werte E, = h*/8mL*n* | E, = h?/8mL?*(2n)?




1.2 Kastenmodelle mit mehreren unabhdingigen Elektronen

Das bedeutet fiir die Gesamtenergie Eg fiir Z, = 6 im linearen Fall: 28 [h?/8mL?],
dagegen im zyklischen Fall: 16 [h?/8mL?]. Beim Ringschlufl wird Energie frei!

Dies wird i. a. als Resonanzenergie bezeichnet.
o
\?/Q
e

o

Abb. 1.4. Die 3 Benzolformeln: Mesomerie oder Resonanz zwischen den beiden dufleren

Grenzstrukturen, oder liegt die ,, Wahrheit“ in der Mitte?
Beispiel 1.3. Diskussion der Ringsysteme des Umfangs L = 2zl mit Z,; Elektronen, wobei

Z. der HUCKELschen Regel gehorchen soll.
Die Gesamtenergie des zyklischen 7-Systems ist
(1.21.1)

h? 9
Da b, = 2 und fiir n = 0 auch Eq = 0, ist die Laufvariable n einfacher doppelt zu zihlen,'
2h? N(N +1)(2N +1 h?
(N+DEN+D) SNV DEN 1), (1212)
Me

92 . 2p2 "N
EG = —— n2 =
8meL? — MmeL? 6
da die unendliche Reihe der Quadrate
n=N 1
> o= 6N(N +1)(2N +1) (1.21.3)
n=1
ergibt. Die HUCKEL-Regel lautet: Z, = 2 4+ 4N oder N = (Z, — 2)/4. Ist der Umfang des
Ringsystems mit Z,; Elektronen L = Z, x [, wird
2 2 _
W Zr 4 (1.21.4)

E =
ST 96m2 Z,

Der Wert der Konstanten betriigt mit [ = 1,4 A (typische Linge im Benzol-Molekiil)
0,256 x 107'8 J = 1,11 eV, und fiir ein zyklisches System mit Z, = 6 Elektronen erhalten

wir als Gesamtenergie 6,66 eV.

_ 9. NIN+1)(2N+1)
=2. =]

n=N n=N
LSy n2=2 % n?
n=—N n=0
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1.3 Atombahnfunktion und Orbital

1.3.1 Die atomare Energieeinheit

Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, beim Studium der kleinsten Gréflen andere Ein-
heiten zu verwenden.? Das aus den Elektronenspektrum ermittelte Niveau des Grund-
zustandes des Wasserstoffatoms ergibt sich zu —13,6 eV, seine potentielle Energie zu
—27,2 €V und die kinetische Energie zu +13,6 eV, der erste angeregte Zustand zu
—3,4 eV. Die Energien von 13,6 eV bzw. 27,2 eV werden als atomare Energieeinheiten
verwendet, jene wird Rydberg, diese Hartree genannt. Fiir die Masse verwendet man
statt Gramm die Masse des Elektrons, fiir die Ladung statt Coulomb die Ladung des
Elektrons, vor allem aber fiir die Wirkung, das Produkt aus Energie und Zeit, das
durch 27 geteilte PLANCKsche Wirkungsquantum. Es ist offensichtlich, daf§ damit die
Zeit zu einer abgeleiteten Groe wird. Das wird in der Tab. 1.2 zusammengestellt.

Tabelle 1.2. Atomare Einheiten, die im folgenden Verwendung finden.

Grafse FEinheit | Wert in MKS-Einheiten
Liinge Bohr ag, 0,53 x 10719 m
Masse 9,1 x 1073 kg
Ladung 1,6 x 10712 Coul
Wirkung h 1,054 x 1073* Jsec
Energie | Hartree —27,2 eV

Damit wird die SCHRODINGER-Gleichung zu

(—;W + V) = Ey. (1.22)

Fiir Einelektronen-Atome ist dabei die potentielle Energie V' = —Z/r, und die Orbi-
talenergien sind

ZQ

B, =—2_.
2n2

(1.23)

1.3.2 Definition des Orbitals

Da sich das Quadrat der Atombahnfunktion als proportional zur Elektronendich-
te erwiesen hat, und diese mafigeblich die Grofle der potentiellen Energie im Zen-
tralfeld eines positiven Kerns bestimmt, wenden wir uns nun ihrer Beschreibung
zu. Wir werden den Begriff Orbital in diesem Sinne als Volumenintegral des Qua-
drats der Atombahnfunktion verwenden. Oft versteht man darunter aber die Atom-

2Dies meinten zumindest ihre Propagandisten. Da zu ihnen die bedeutendsten Physiker zihlten,
wird diese Einheit oft in den nachfolgenden Kapiteln verwendet.
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oder Molekiilbahnfunktion in der Ein-Elektronen-Ndherung (Vernachlissigung der
Elektronen-Elektronen-Wechselwirkung).

Satz 1.3 Unter einem Orbital (atomar oder molekular) wollen wir eine Finelektronen-
Bahnfunktion verstehen, die mit ihrem konjugiert-komplexen Pendant multipliziert
und tiber den Raum integriert wird. Wir verwenden dazu Eigenfunktionen mit einem
FEin-FElektronen-Operator, der explizit definiert ist in den Koordinaten der Elektronen
(r) und der Kerne (R), so etwa der HAMILTON-Operator fiir das Hy in atomaren
Einheiten
1, 1 1

H= 2V ~ + 7 (1.24)
wird. Die Elektron-Elektron-WW wird dabei nur mittelnd einbezogen. Umgekehrt ist
die Energie eines molekularen Orbitals ein Figenwert eines Ein-Elektronen-Operators.

1.3.3 Energieskala der Orbitale

Im Modell des Elektrons im Kasten weisen die Eigenfunktionen v, n — 1 Knoten auf:
Das sind Stellen, an denen die Wellenfunktion den Wert Null annimmt. Im Zweidimen-
sionalen sind das Linien (auch gekriimmt), im Dreidimensionalen sind dies Fléchen
(Abb. 1.5). Diese Knotigkeit, d. h. die Anzahl der Knoten, ist offenbar ein Ma$ fiir die
Energie, also den Eigenwert der Eigenfunktion, genauso wie mit steigendem n auch
die rdumliche Ausladung der Atomorbitale (AOs) zunimmt.?

Zur weiteren Betrachtung ist es daher hilfreich, die Skala der AOs in Abhéangigkeit
von der Hauptquantenzahl n und der Nebenquantenzahl [ nicht nur qualitativ zu
kennen.

1.3.4 Quantenzahlen und Atombahnfunktionen

Die Losungen des KEPLERschen Problems ergeben sich im Dreidimensionalen als die
Eigenwerte von drei Funktionen:*

e der trigonometrischen Funktionen ®,, (Quantenzahl m),

e der zugeordneten Kugelfunktionen ©;", die bis auf einen Normierungsfaktor C;"
identisch mit den LEGENDRE-Polynomen sind, fiir [, womit der winkelabhéngige
Anteil Y,(0, ¢) bestimmt wird (s. Tab. 1.4), und

e der zugeordneten LAGUERRE-Polynome R,; fiir den Radialanteil (s. Tab. 1.3 u.
Abb. 1.6) die Eigenwerte der Energie (Quantenzahl n).

Der winkelabhéngige Anteil wird durch die Kugelfunktionen ©;" bestimmt, auf
den der trigonometrische Anteil ®,, moduliert wird. Beispielsweise lauft fiir den p-
Zustand mit [ = 1 m von —1 bis 41, damit nimmt

3Dies ist eine Manifestation des LIOUVILLEschen Satzes.
4 Ausfiihrlich ist dies im Skript Advanced Topics im Kap. 8 niedergelegt.
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Abb. 1.5. Die Zahl der Knotenebenen ist n — 1, hier gezeigt fiir die 3d-Orbitale mit zwei
Knotenebenen. Obere Reihe von links: d;., dzy, dy ., untere Reihe: dy2_ 2, d.2. Je hoher die
Knotigkeit, um so hoher die Energie der Atombahnfunktion bei gleicher Hauptquantenzahl
n. d-Bahnfunktionen sind achsensymmetrisch. Dies ist leider nur bei den unteren
beiden Funktionen suggestiv ersichtlich, die ,,auf Achse* liegen.

Tabelle 1.3. Radialabhéngiger Anteil R,;(p) wasserstoffihnlicher Atome (Z: Kernladungs-

zahl, p =

nag

27r

wnl Rnl(p)

1s 2(2)" ool
0

2w | (&) @ e

3 (232 2

2p /\/;P(a) !

3s | (Z)  (6—6p+p*)e

3/2 B

| o (2)" ot e

3/2 o

3d v (&) P

D(p) = —=c", (1.25)

also drei Werte an, und zwar die zwei symmetrischen bzw. antisymmetrischen Line-
arkombinationen, wodurch die Funktionen reell werden:



1.8 Atombahnfunktion und Orbital 11

61 . — . .
i
)
|
z 2l
¥
1
|

4L ]

0 2 4 6 8 10

p=rlg,

Abb.1.6. Die s-Wellenfunktionen fiir die Hauptquantenzahlen 1 — 3 und die
p-Wellenfunktion fiir n = 2. Die Zahl der Nulldurchgéinge betréagt n — 1, so dafl die Zahl der
Knotenflichen immer n — 1 betrigt (Abszisse: p = r/ag mit 7 in A und ag = 0,529 A).

1 . . .
(¢) = = b+ pa] o e 7] oc cos i o (1.26.1)
1 ip —ip : Yy
P(p) = NG (P41 — p-1] o [e —e } o sing oc (1.26.2)

auerdem die fiir m = 0, sie ist von vornherein reell. Diese Werte miissen jetzt noch
mit der Kugelfunktion ©;" fiir [ = 1 multipliziert werden. Sie lautet

6
o = \é_ cos U, (1.27)
und damit zeigt die Funktion mit m = 0 in die z-Richtung. Wir sagen also, dafl die
symmetrische Linearkombination mit m = #1 in z-Richtung, die antisymmetrische
mit m = +1 in y-Richtung, und die von vornherein reelle in z-Richtung zeigen.
Wie erhiilt man aus Tab. 1.4° ein Bild etwa des winkelabhingigen Anteils einer

Atombahnfunktion?
e Aufsuchen des winkelabhdngigen Anteils, z. B. fiir n = 3 und [ = 2 das d.2-

Orbital: 1/5/(16 - 7)(cos® 6 — 1).

e Bilden des Quadrates und Eintragen in ein Polarkoordinatensystem (Abbn. 1.7
u. 1.8).°

®Man beachte die Additionstheoreme fiir d,, und dg2_yp2.
“Der Wert von 3cos?d — 1 kommt wie folgt zustande: Es sind insgesamt zwei zur d,2_ -
Bahnfunktion analoge Funktionen zu vergeben: d,>_,» und d,>_,>. Z&hlt man die normiert zusam-
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Tabelle 1.4. Winkelabhéngiger Anteil Y}, (J¢) wasserstoffihnlicher Atome.

Ll m | Y™, ¢)
0] 0 |s ﬁ
1|41 | ps \/g cos  sin v
1] £1|py \/g sin ¢ sin ¥
110 |p. \/z cos
2| £1 | d,. \/E cos p siny cos v
2| £1|dy. \/Esm @ sinv cos
2| £2 | dyy \/Tsm ¥ sin 2¢p
2| £2 | dypryp \@sm Y cos2p
21 0 |dye - (3cos? ¥ — 1)
0 —— (5/(16) * ,
(3cos’6 -1 08 — (51672

0.6-] 3cos? 0- 1
04
0.2
004
" -0.2
90 04

-0.24
0.0+
0.2
0.4
0.6

0.8-
180 180

Abb. 1.7. Darstellung des Quadrates des winkelabhéingigen Anteils des Quadrates der Wel-
lenfunktion fiir d,2 (lks.) und der Wellenfunktion selbst (re.). Nur in der Wertetabelle sieht
man die negativen Werte fiir den Kranz.

Da s-Orbitale mit [ = 0 keine Knotigkeit im (nicht vorhandenenen) win-
kelabhdngigen Anteil aufweisen, haben sie eine im radialen Anteil, sog. Kugel-
knotenflichen, deren Zahl nach n — [ — 1 bestimmt wird. In Summe kommen
auch die s-Bahnfunktionen dann auf die gleiche Anzahl der Knotenflichen. Die 3p-
Bahnfunktion besteht so aus einer Vierfach-Hantel desselben Symmetrie-Typs wie die
2p-Bahnfunktion (Tab. 1.5).

1.3.4.1 s-Elektronen. Die exponentielle Abhéngigkeit der Atombahnfunktion zeigt,
dafl der wahrscheinlichste Ort, das Elektron aufzufinden, der Atomkern sein muf3, wie
man es ja auch erwarten sollte, da dort seine potentielle Energie am niedrigsten wére.

men: 22 — 22422 —y? = 22 + 22 — (22 +y?), was aber dasselbe ist wie 22 + 22 + 22 — (22 + 52 + 2?),
also 322 — 12, dividiert durch r? ergibt die Bezeichnung.
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0.00
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0.05

0.10

0.15-

270

Abb. 1.8. Darstellung des winkelabhéingigen Anteils der Wellenfunktion (lks.) und ihres
Quadrates fur d. (re.).

Dafl das Elektron vom Kern nicht eingefangen werden kann, ist durch seine stark
zunehmende Bewegungsenergie bedingt, die mit der Unschérferelation beschrieben
wird. Ein s-Elektron hat die Nebenquantenzahl [ = 0; und das bedeutet das Fehlen
eines Drehimpulses. Die s-Elektronen bewegen sich daher nicht-klassisch. Im Engli-
schen heifit Drehimpuls angular momentum, und tatséchlich verschwindet wegen der
fehlenden Winkelabhéngigkeit der Kriimmung der Wellenfunktion dieser Anteil des
Drehimpulses.

1.3.4.2 p- und d-Elektronen. Wenn die Wellenfunktionen eine Nebenquanten-
zahl [ > 1 aufweisen, bedeutet das notwendig einen Knoten im Ursprung, der um-
gekehrt die winkelabhéngige Kriimmung der Atombahnfunktion erzwingt, und diese
Kriimmung erhoht gemaf der SCHRODINGER-Gleichung die kinetische Energie der
Elektronenwelle. Die zuséatzlichen Knoten, die entsprechend der Knotigkeitsregel sich
im Ursprung befinden, erzeugen den zusétzlichen Drehimpuls. Zwar ist die COULOMB-
Kraft F' = e2/r, aber die Zentrifugalkraft F' = mv?/r = L*/mr?, so da8 fiir geniigend
kleine Abstinde vom Kern diese immer jene Kraft iibersteigt.

Die s-Orbitale haben ihr Maximum im Ursprung, alle anderen Orbitale verschwin-
den hier. Von Bedeutung ist dies in der NMR~Spektroskopie, wo es zu einer Kopplung
zwischen den Spins von Elektron und Kern kommen kann (s. Advanced Topics). Be-
sonders stark ist daher dieser Effekt in der 'H-NMR-Spektroskopie ausgeprigt.

1.4 Radial- und winkelabhéingiger Anteil der Wellenfunktion

Die Energie eines Elektrons hdngt nicht nur von der Quantenzahl n, sondern auch
von [ ab; die gesamte Wellenfunktion besteht aus dem Produkt des radial- und des
winkelabhédngigen Anteils
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Tabelle 1.5. Knotigkeit (= Anzahl der Knotenfliichen) der Atom-Eigenfunktionen .

UYnim | Knotenkugeln | Knotenflichen | Y
1s 0 0 0
2s 1 0 1
2p 0 1 1
3s 2 0 2
3p 1 1 2
3d 0 2 2
Unim (7”7 v, 90) - Rnl(T)Y}mv (1'28)

mitn=1,2,3,..., 1 <n—1und m = 0,+l, so dafl

E = Ey,. (1.29)

Nur im CouLoMBfeld ist die Energie ausschlieflich von n abhéngig, und zwar mit n=2,

was natiirlich dann auch fiir den Abstand der Zustéande gilt. Zu Systemen, die ein Elek-
tron besitzen, das sich in einem Zentralfeld bewegt, gehort nicht nur das Wasserstoft-
atom, sondern dazu zihlen auch alle anderen Ionen, die nur mehr ein einziges Elektron
aufweisen, wie etwa Li?*. Angenihert gehoren auch die Alkalimetallatome und deren
sog. Leuchtelektron dazu, deren Kernladung sehr gut durch die abgeschlossene Edel-
gasschale kompensiert wird, und in diesem Fall tritt die sog. ,,[“-Entartung ein, die
also darin besteht, dal die Energie bei vorgegebener Hauptquantenzahl n nicht von
der Grofe des Drehimpulses [ abhéngt (s. Abschirmung im Kap. 3). Der Beweis ist
allerdings nur innerhalb der relativistischen Quantenmechanik moglich.

Nach der Gl. (1.28) ist die Wellenfunktion durch Produktbildung des radial-
abhingigen R,; und des winkelabhéngigen Anteils Y;” zu bestimmen, in dem der
dritte Anteil ®,, versteckt ist. Daher kann der Wert selbst positiv oder negativ sein,
wie auch die Amplitude einer klassischen Welle positives oder negatives Vorzeichen
aufweisen kann. Dies wird besonders dann wichtig, wenn die Wellen interferieren,
denn dann héngt es vom Vorzeichen der Amplitude ab, ob die Interferenz konstruktiv
oder destruktiv ist. Genau das wird uns spéter bei der chemischen Bindung begegnen.

AuBlerdem ist die Eigenwertgleichung fiir eine Partikel ermittelt worden, die sich
Elektron nennt, und die eine punktférmige Ausdehnung hat (s. Advanced Topics zum
klassischen Elektronenradius). Das Elektron ist keine diffuse Elektronenwol-
ke — auch wenn man es im Laborslang mal so sagt. ¢? d3x ist die Wahrscheinlich-
keit, ein Elektron in diesem Volumenelement als Punktladung und Punktmasse zu
finden. Im Moment der Messung kollabiert die Wahrscheinlichkeitsfunktion, und man
findet ein reales Ergebnis: ja oder nein mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit.
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1.5 Aufgaben und Lésungen

Satz 1.4 Bestimmen Sie mittels der HEISENBERGschen Unscharferelation die Ener-
gieeigenwerte des Elektrons im (eindimensionalen) Kasten!

Losung.
Die maximal mogliche Unschérfe ist bei der Kastenlédnge L

Ax =1L (1)

und die maximal mégliche Unschérfe des Impulses bei einem Betrag von p betrégt

Ap = 2p. (2)
(Ax)(Ap) > h. (3)
Mit £ = p?/2m wird
h? R 2
- T2 () 4
E SmL?2  2m (L> (4)

Satz 1.5 Zeigen Sie fiir den zweidimensionalen Kasten, dafl der FOURIERsche Pro-
duktansatz dazu fithrt, daf sich die Energieeigenwerte in z- und y-Richtung addieren!

Losung.
—jwv2¢<x,y> — Bz, y)(x.y). (1)
Y(z,y) = u(x)v(y) (2)
W) — wit(a) n A — ufop () ®)
PPp(x,y) p *Pp(x,y) p
Tl = (@) A T = u(n () (1)
V() = 5 () (&) + a0 )] = B ) w()elw): (9

Division von ¢ (x,y) = u(z)v(y) liefert

B h2 u”(x) v”(y)
2mo [u@:) o)

] = E(x,y) = const. (6)
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Der Eigenwert ist natiirlich konstant. Daher mufl das auch sowohl fiir den x-
abhéngigen wie fiir den y-abhéngigen Anteil gelten:

n? ()
_ — E 1
2mg u(x) (z), (7.1)
h2 v”(y)
- = E(y), 7.2
o = E) (72)
was aber gerade die Gleichungen fiir ein Teilchen im Kasten entlang z und y sind:
——EZ u'(z) = E(z)u(x) (8.1)
2my N ’ '
e "(y) = E(y)v(y) (8.2)
2m0v y) = E(y)v(y). :

Addition der Gln. (7) ergibt folglich

h2 (u”(x) v”(y)
+
2mo \ u(z)  v(y)
Unter der Voraussetzung, dafl die beiden rdumlichen Abhéngigkeiten vollstandig ge-
trennt werden kénnen, daf also keine Kreuzterme der Art z -y auftreten, ist ein Fou-
RIERscher Produktansatz erlaubt. Er fiihrt zu einfacher Summenbildung der Energie-
eigenwerte.

):EZE@+E@- (9)

Satz 1.6 Ein Elektron bewege sich in einem Wiirfel der Kantenlénge L. Berech-
nen Sie die Energie-Figenwerte fiir die untersten 5 Energieniveaus in Einheiten von

2 2 .. .. . . .. .
z?n (%) und ordnen Sie diese in einem Eigenwert-Schema. Formulieren Sie die Glei-
e

chungen fiir die Eigenfunktionen ¢y, ,,n. (,¥, 2).

Losung.

3/2 Ny T . [ NnyT . (NgT
P = (i) sin (L :1:) sin (L y> sin ( I Z) . (1)

Satz 1.7 Bestimmen Sie die Energieeigenwerte eines Elektrons im Kasten der Kan-
tenldnge L, = 2L und L, = L. Geben Sie auerdem das Symmetrieverhalten an bei
Spiegelung an den Ebenen SE(y) und SE(z) in schematischer Kastendarstellung!

Losung. Elektron im Kasten der Kantenlédnge L, = 2L und L, = L. Energieeigenwer-
te E,,n, fiir die untersten 10 Niveaus in Einheiten von [h?/32m.L?] und allgemeine
Gln. fiir diese Energieniveaus. Symmetrieverhalten bei Spiegelung an den Ebenen
SE(y) und SE(x) in schematischer Kastendarstellung?
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Tabelle 1.6. Die Energie-Eigenwerte eines dreidimensionalen kubischen Kastens in Kasten-
einheiten.

Ny | ny | 1y | (03 +ni+n)) E

1111 3 Ei1 =3
1112 6 Ei15=56
1121 6 Ei91 =6
2111 6 Ey1 =6
2121 9 Ey =9
211 2 9 Eyo=9
1122 9 Fryy — 9
11113 11 Eiys =11
11311 11 Epg = 11
3111 11 Esp =11
2122 12 FEaoo =12

Energieeigenwerte sind die Summen der Teilbetrage:

2

h 2 2
E”w”y = E"r + Eny - 8meL2 (n‘r/4 + ny) ’ (1)

2
32m, L2

Die untersten 12 Energie-Eigenwerte ergeben sich zu s. Tab. 1.2:

Eron, = (ni + 4715) . (2)

Tabelle 1.7. Die Energie-Eigenwerte eines zweidimensionalen rechteckigen Kastens.

ng | ny | (n2+4n2) | Enn,
6 | 1 10 Fer
213 40 FEos
1 3 37 FEis
4 2 32 Eyo
5 1 29 FEs;
3| 2 25 FEso
4 1 20 Ey
21 2 20 FEoo
1 2 17 Eis
3 1 13 FEs;
2 |1 8 Ey
11 5 o
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Abb. 1.9. Energie-Termschema des zweidimensionalen Kastens (L, = 2L,) in Kastenein-
heiten.

Die Eigenfunktionen des Systems 1p,n,(2,y) werden aus den Eigenfunktionen
der Komponenten in z- und y-Richtung gebildet. Da sich zwei Wellen ungestort
iiberlagern, sich mithin die Wellenvektoren addieren, bedeutet das eine
Multiplikation der Funktionen (FOURIERscher Produktansatz):

Vnany (T,Y) = Yy = Yy (3)

) = () o (7). g

Ynyn, (2,y) = \25 sin (7;7;5:1:) sin (Ty) . (5)

Verhalten gegeniiber den Spiegelungen an den Ebenen SE(X) und SE(y):

damit also

Satz 1.8 Wie hoch ist die Gesamtenergie Eq fiir ein System von 6 Elektronen in
einem eindimensionalen Kasten der Linge L = 8.4 A mit den Besetzungszahlen by =
b2 - bg - 2?

Losung.

h? h?
8mL2(2><12+2><22+2><32):8mL2><28. (1)

Eq = szEz =

Zur Berechnung in eV bendétigen wir die sog. Kastenkonstante K:
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1.0 05 00 05 1.0 0.00 0.25 0.50 075 1.00
X : ; 360 1.0 ; - k 180

270 0.5 : 135
180 0.04----=---\mmee 90
90 0.5 45
X : 0 1.0 ‘ 0
0 90 180 270 360 0 180 360 540 720
1.0 05 0.0 0.5 1.0
1.00 ’ 360
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0.504 === -7--nnnmoes O 180
0.25{ : 90
0.00 ; 0
0 45 90 135 180
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Abb. 1.10. Symmetrieverhalten der ersten sechs Wellenfunktionen gegeniiber Spiegelungen.
Von unten nach oben: 911, V21, ¥31, Y12, V22, tai.

o o (6,63 x 10734)2
C 8meL? 8x 9,1 x 10731 x (8,4 x 10-19)

5 =85x10""J=0,53eV. (2)
Es ergibt sich ein Fg von

Eq=28-K~15eV. (3)
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Die Kastenléinge von 8,4 A wurde gewihlt, weil sie etwa der Liinge des Hexatrienmo-
lekiils entspricht.

Satz 1.9 In einem quadratischen Kasten der Kantenlinge L werden 6 Elektronen
eingelagert (by; = bz = ba; = 2). An welcher Stelle (2/,y) ist die Wahrscheinlichkeit,
ein Elektron anzutreffen, am gréfiten?

Losung. Die Eigenfunktion eines Elektrons im quadratischen Kasten lautet

2 s\ .
Unan, (2,5) = . X, = 7 sin (%0 ) sin (T2 ) (1)
Die Gesamtelektronendichte p(x,y) fiir 6 Elektronen erhélt man nach
p(x) = eo D _buthy(2), (2)

wenn die untersten 3 Energieniveaus mit je 2 Elektronen besetzt werden:

pl,y) = €0 ¥ bnbu, i, (,y) = (3)

Ng Ny

8 2 2
plx,y) = % {sin2 <2x> sin? <2y> + sin? <£Tx> sin? <2y> + sin? (2:16) sin? <I7/T(y2} .
4

Zur Bestimmung der Dichtemaxima bilden wir die Ableitung der Gl. (4) unter
Beachtung der Entartung im quadratischen Kasten (x = y, sin 2z = 2sinx cos z):

8 2
p(x,y) = % [Sin4 (Zm) + 4 sin? <Zm> X Cos> (Z:z:) + 4 sin? (Zx) X cos? <I7jx)(]
5)

plx,y) = 8;20 [sin4 (Zm) X (1 + 8 cos? <Za7>>] (6)

)

oder

dp(z)  8eg
) %4+ ) M)
mit
4T3 (T T 2 (T
A—4Lsm (LJE)XCOS(L:L’>><<1+8COS (Lx>) (8)
und

B = sin? (Zx> X 8 X 2% X COS (21:) X (— sin (21‘)) , 9)



1.5 Aufgaben und Liosungen 21

dp(x) 32eom [ 5 /(7 T o (TN (T
e 73 [sm (LZE) X COS <Lm)} X {1+8COS (La:> 4 sin (Lx)], (10)

woraus

148 cos? (Zx) — 4sin? (Z:c) — 148—8sin? (Zm) _ 4sin? (Zac) — 9—12sin? (Zx)
(11)

folgt, vereinfacht

dg(;) = 96;2# [sin3 (Zx) X COS <7£$) X (3 — 4sin® <Z:B))] ) (12)

was durch Nullsetzen der Ableitung die Maxima und Minima ergibt:

e sin®Tr=0=2/L=0A1;
e cosTr=0=z/L="%h;
e 3—4sin*Tx =0=x/L="5A%.

Damit nimmt die Elektronendichte p(x,y) fiir folgende Wertepaare (x/L,y/L) einen
maximalen Wert an:

a/Ly/L| > z/Ly/L] ¥
0] 0 0 Us | 1y | 1,205
0 | % 0 Yo | Y | 2,2548
0 | Y 0 Us | 3k | 1,647
0 | % 0 Yy | | 1,5032
1/8 1/8 0,168 3/8 1/8 0, 6252
1/8 1/4 0,4698 3/8 1/4 1,5304
1/8 3/3 0,593 3/8 3/3 1,647
1/8 1/8 0, 6252 3/8 1/8 1,5822
1/8 1/2 0, 6465 s | Y | 1,3536 13)
/i | Y | 0,4698 Uy | Y | 0,6465
1/4 1/4 17 25 1/2 1/4 1, 5
1/4 3/3 1,205 1/2 3/3 1,5032
Lo | %k | 1,5304 | %% | 1,3536
Yl Yo | 1,5 Uy | 1
Us | Y | 0,593
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Abb. 1.11. In einem quadratischen Kasten mit 6 Elektronen ist die Wahrscheinlichkeit bei

220 = 1 am groBten, ein Elektron anzutreffen.

Satz 1.10 Zeigen Sie, dal die winkelabhéngigen Anteile der p,-, p,- und p.-Atom-
eigenfunktionen einen orthonormierten Satz von Funktionen bilden.
Dabei ist

Py Ogy = ﬁcosgpsin 0, (1)

2y

3
Dy : Oox = isingpsin@, (2)

2y
V3

Dyt Ooy = N cosf. (3)
Losung.
g 2m
/ de desin007, (0,¢) =1 (4)
0 0 ’
T 27
/ sin 6 / dp©?, (8,0)O = 0 (5)
0 0 ’

Satz 1.11 Zeigen Sie, dal das Produkt aus einer symmetrischen und einer antisym-
metrischen Eigenfunktion stets Null ergibt!

Losung. Es soll gezeigt werden, dafl
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/@Dsﬁbasd?)l‘ =0. (1)
Dazu verwenden wir
P(z) = Y(—2) (2.1)
und
o(z) = —¢(~a). (2.2)
Beweis (in einer Raumrichtung):
[ w@ewae = [ w@owan+ [ v 3)
[ vt = [ u-ns-ade + [ @ots. (4)
[ vt = - [T oo+ [ v =0 (5)

Satz 1.12 Konstruieren Sie den Schnitt der yz-Ebene durch die Aquipotentialfliche

1
von ¥ (2p.) = const. Dazu ist in Richtung 9 der Abstand p so zu wihlen, dafl p-e~ far —
K/cost; K = 0,1. Die p-Werte sind durch graphische Darstellung der Funktion p -

1
e~ f20 zu ermitteln, der Radialanteil Ry ist

Z r 1
R21(T) =] CTQ 2\/6 e /2T7

wobei r = Zp/ag mit Z der Kernladungszahl, p dem Abstand zum Kern in A und aq
der BoHRsche Radius, und der Winkelanteil ©1, ist

O1.(9, @) = \/Ecos . (2)

Losung. Die 2p.-Atombahnfunktion lautet:

_ _ LT 3 e
Y(2p.) = Ra1 - O, = a0 25 e g cost) = % Pe cos?.  (3)

Zunéchst werden die p-Werte ermittelt, die in Polarkoordinaten in Richtung ¢ abzu-
tragen sind; sie werden mit K = 0,1 aus der Beziechung

(1)

0,1 1/2p
=p- 4
cos v p-e (4)
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pe-p2

180

Abb. 1.13. Schnitt durch die yz-Ebene der Funktion ¢ (2p,) = const. Besonders auffillig
ist die bauchige Form, die in krassem Gegensatz zu Abbildungen von p-Orbitalen in vielen
Lehrbiichern steht.

erhalten (s. Abb. 2.1).
Dies ist nun mit der Cosinus-Funktion zu falten, und im Polardiagramm erh&lt man
Abb. 2.2, in der die Werte der Atombahnfunktion 2p, in der yz-Ebene als Funktion
von 1) dargestellt sind.



2 Mehrelektronen-Atome

Wir werden in diesem Kapitel die Wechselwirkung zwischen Elektronen in
einem Atom mit der Storungsrechnung 1. Ordnung erfassen und die Aufbau-
prinzipien des Periodensystems der Elemente besprechen.

Abb. 2.1. Ein Mehrelektronenatom in einer mehr kiinstlerischen Darstellung. Die Elektro-
nen bewegen sich auf elliptischen Planetenbahnen um den Kern.

2.1 Zweielektronenatome: Das Helium-Atom

2.1.1 Einleitung

Wir betrachten nun den Fall eines He-Atoms, wobei die Elektronen sich in der nullten
Néaherung gegenseitig weder quantenmechanisch noch elektrostatisch beeinflussen sol-
len. Diese Storung wird als Storung 1. Ordnung im zweiten Schritt betrachtet. Dabei
tragen die Koordinaten des Elektrons 1 die Indizes ,,1“, die des Elektrons 2 die Indizes
,2. Wir stellen die SCHRODINGER-Gleichung auf:

25
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Hi(ri;m2) = EY(ri;ra), (2.1)
wobei r = /2% 4+ y? + z? und der HAMILTON-Operator

h2
H= - (Vi+V3)+ Vit Vet Vi, (2:2)

mit Vi, V5 der potentiellen Energie des Elektrons 1 bzw. 2 im Kernfeld, beides also
anziehende Kréfte, und Viy die zwischen den beiden Elektronen, in diesem Fall ab-
stoflende, Kraft sind (Abb. 2.2). Vi, wird als Storglied bezeichnet und berticksichtigt
die gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen. Ohne diesen Term konnte man die
Eigenwertgleichung (2.1) mittels des LAPLACEschen Produktansatzes separieren und
exakt losen.

Abb. 2.2. Zur Geometrie des He-
lium-Atoms. Die Lénge rio ist die
Differenz der Ortsvektoren r; und
ro und ist nach dem Cosinussatz

\/r% + 7’% — 211719 COS 7.

2.1.2 0. Ndherung: Vernachlissigung des Storglieds

2.1.2.1 Austauschentartung. Bei Vernachlissigung des Storglieds erhalten wir
h2

Diese Gleichung besitzt andere Losungen als Gl.(2.1), was durch die Verwendung von
U anstelle von ¢/ ausgedriickt sein soll. Mit dem LAPLACEschen Produktansatz

Urir) = U(1,2) = u(1)o(2) (2.4)
mit

u(l) = u(ry) ANv(2) = v(ra), (2.5)

den Einelektronen-Bahnfunktionen
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U(l) - \Ijnlulhml A U(Q) - anz,lz,mz (26)

fiir das Elektron 1 bzw. das Elektron 2, die sich in zwei verschiedenen Bahnfunktionen
befinden sollen. Daraus werden die zwei unabhédngigen Gleichungen

[—j;vf +1] utt) = B (271)

a3+ 1] of2) = B2 ), (272)

was die Eigenwertgleichungen fiir das ungestorte H-Atom sind. Also gibt es die Losun-
gen (Eigenwerte)

E, (1) = Z*E,,(H) A E,,(2) = Z*°E,,(H) (2.8.1)

und die gesamte Energie berechnet sich nach

E(1,2) = E, (1) + E,,(2) = Z*|E,,(H) + E,,(H)] = E°. (2.8.2)

Zur Energie E(1,2) gehort aber noch ein zweiter Zustand, in dem das erste Elektron
die Energie £, und das zweite Elektron die Energie E,, besitzen. Da die Elektronen
ununterscheidbar sind, mufl aus Gln. (2.6) zusétzlich folgen:

u(2) = \Ijm,lmmz A U(l) - \Ijn1,l1,m1; (29)

und die Wellenfunktion dieses Zustands ist wiederum das Produkt der Einzelfunktio-
nen:

\I;<27 1) - u(2)v(1) - \I[n2,l27m2‘11n1711,m1 (210)

die ebenfalls eine Losung dieses Problems sein muf3, o. B. d. A. alle Linearkombina-
tionen:

U =aV¥(1,2)+b¥(2,1) = au(1)v(2) + bu(2)v(1), (2.11)

mit a,b Konstanten. Zu dem Niveau F,, + E,, des ungestorten Systems gehoren
also zwei Eigenzustdnde W(1,2) und ¥(2,1), die sich durch die Vertauschung der
Zustande des Elektrons (1) mit dem Elektron (2) unterscheiden. Folglich ist dieser
Zustand zweifach entartet. Da es sich um einen Austausch der Koordinaten handelt,
wird diese Entartung als Austauschentartung bezeichnet.

2.1.2.2 Koeffizientenbestimmung. Wie grofl sind die beiden Koeffizienten? Da
die Elektronen ununterscheidbar sind, ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 Elektron 1 im
Volumenelement d3z; und das Elektron 2 im Volumenelement d3z, ist, gleich der
Wahrscheinlichkeit, daf das Elektron 2 im Volumenelement d3z; und das Elektron 1
im Volumenelement d®zs sich aufhalten, also

a®W?(1,2) d*zy dzy = b?W?(2,1) d®zy d3ay, (2.12.1)
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woraus sofort a = £b folgt. Unter Beachtung der Eigenschaft der Normiertheit ver-
ringert sich der mégliche Satz der Linearkombinationen auf

1
= db=4—, 2.12.2
a 7 ( )

und wir finden die beiden Losungen (s fiir symmetrisch, a fiir antisymmetrisch)

U, = [u(1)v(2) +u(2)v(1)], (2.13.1)

U, = — [u(1)v(2) — u(2)v(1)], (2.13.2)

S-Sl

Fiir den Fall w = v, also nilym; = naloms, ist u(1)u(2) bereits eine symmetrische
Funktion.

|W(1,2)|* ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich das erste Elektron im Bereich
d?z; im Zustand ny und das zweite Elektron im Bereich d®z5 im Zustand ny befinden.
Entsprechend ist |¥(2,1)|* die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ sich das erste Elektron
im Bereich d3z; im Zustand n, und das zweite Elektron im Bereich d®z5 im Zustand
ny befinden. Wiaren die Eigenzustédnde W(1,2) und ¥(2,1) voneinander unabhéngig,
dann wire bei Gleichwahrscheinlichkeit der Besetzung der beiden Eigenzustéinde die
Wahrscheinlichkeit, dafl sich das Elektron (1) im Volumenelement d3z; und das Elek-
tron (2) im Volumenelement d®z, befinden, einfach

1
Wiz = 3 121, 2) +[W(2,1)]%] d*21d’s, (2.14.1)
In Wirklichkeit sind die beiden Eigenzustdnde aber nicht voneinander unabhéngig,
und wir erhalten die Gesamtfunktion (2.13). Da die Wellenfunktionen ¥(1,2) und

U(2,1) in bestimmten Phasenbeziehungen zueinander stehen, ist das Ergebnis im
Term fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ein Interferenzterm

1
AW/, = [U]* d*x; d*z9 = dWio £ 5 [W(1,2)0*(2,1) + U*(1,2)¥(2,1)] d*x1d>zs,
(2.14.2)
der zur Austauschenergie fithrt (s. a. I, Kap. 2).

2.1.3 2. Nidherung: Beriicksichtigung des Storglieds

Wir betrachten nun die Einfiihrung des zweiten Elektrons als Stérung 1. Ordnung
(Teil I, Abschn. 4.6). Die gestorten Energieeigenwerte ergeben sich in dieser Nomen-
klatur zu

B, = /w;H%pk d3z. (2.15)

Wir setzen nach den Regeln der Stérungsrechnung 1. Ordnung an mit der ungestérten
Elektronenbahnfunktion, die wir in Gln. (2.14) bestimmt haben:
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P = — [u(D)v(2) £ u(2)v(1)]. (2.16)

Sl

Mit dem Storoperator

2
o

H = (2.17)

712
erhalten wir fiir den gestorten Eigenwert der Energie

E, = ;eg /V /V {[u(M)o(2) + [u(2)o(1)]* + 2u(Du(2)o(1)v(2)} L Py das.

712
(2.18)
Wegen der Symmetrie in der gegenseitigen Storung gilt
[u(1)v(2))* = [u(2v(1)], (2.19)
so daB sich Gl. (2.18) zu
1
Bl = / / {fu(D)o(@) + u(Du@)o(1)o(2)} — d*z, . (2.20)
Vi JVa T12
vereinfacht. Mit den Bezeichnungen
1
K= eg/ / w(1)v(2)]2— &z, d*, (2.21.1)
Vi JVa 12
und
1 ..
A=e? / / w(Du(2)o(1)o(2)— &z, drs (2.21.2)
Vi SV, T12
finden wir aus Gl. (2.20)
B, = K+ A (2.22)

K, das sog. CouLOMB-Integral, kann als COULOMB-Term der beiden Elektronen ge-
deutet werden, die mit der Dichte |1, (r1)|*> bzw. |, (r2)]? im Raum verteilt sind.
Es ist also positiv wegen der abstoflenden Charakteristik der beiden gleichsinnig ge-
ladenen Elektronen. A ist das Austauschintegral, ebenfalls positiv.

Im Gegensatz zum CouLOMB-Integral, der CouLoMBschen WW zweier , ver-
schmierter” Elektronen, ist die Austauschenergie eine rein quantenmechanische Wech-
selwirkung zwischen zwei Elektronen, deren jedes sich im gemischten Zustand 1 und
2 befindet. Der Begriff Austausch rithrt von der Analogie zu gekoppelten Pendeln
her, die bei starker Kopplung gegenseitig ihre Energie so weit {ibertragen, also aus-
tauschen, konnen, dafl jeweils eines zeitweise sich in Ruhe befindet. Und wie beim
Pendelversuch dieser Effekt maximal ist, wenn die Eigenfrequenzen der beiden Pen-
del iibereinstimmen, ist es auch hier. Diese Analogie gilt nur deswegen, weil die
Elektronen die Eigenschaft einer Welle besitzen (Abb. 2.3).

Wir finden also zwei Eigenfunktionen und zwei Eigenwerte



30 2 Mehrelektronen-Atome

mpej

il

>
=

—

&
>

E—
—

-2
§2 0
gl L Y
< K K N Y
5 (\)\/\(\/\VU\ }\[\/\/\/\(\[\ Abb.2.3. Schwebung gekoppelter
\}V VU V V Pendel mit Phasensprung beim Null-
8 pendel p durchgang derselben.
0 2 4 6 8 10 12
Periode

1

¢%:;§W@W@%+M%MDL (2.23.1)
1

da::jgé[u(uv(Q)—zx2ym1ﬂ, (2.23.2)
E,=E"+ K + A, (2.24.1)
E,=E'+ K — A. (2.24.2)

2.1.4 Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen

Fir Helium ist v = v mit den Quantenzahlen nlm = 100, damit ist einzige den
tiefsten Zustand des He-Atoms beschreibende Wellenfunktion symmetrisch [s. Gln.
(2.23)], die beiden Beitriage der Gln. (2.22) sind gleich, und die Stérenergie betragt

m_%kﬂymm@Plﬁm&@ (2.25)

12
Fiir die Losung arbeitet man mit dem Cosinus-Satz:

Ty =11+ T3 — 211y cos Yy (2.26)

und legt die z-Achse parallel zu 71 (Abb. 2.2). Um (2.25) tiber den Winkel zu inte-
grieren, beachten wir

2
o wennry <y

1 d
I:/ ‘ - , (2.27)
-t \/T% + 75 — 2r1rx % Wennr, > rp

1 Y

und weiter ist der Ausdruck [u(1)u(2)]? bezgl. der Verinderlichen r; und 75 symme-
trisch. Fiir r;y > ry substituieren wir den Radius r; durch r5 und vice versa:
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4
2 wennry < ro

I = . (2.28)
0, wennry; > 1o

So erhalten wir fiir die CouLoMBsche Wechselwirkung

327662 foo _2zr S _2zr
Kzieo/o r2dr e aol/o 3 drge W (2.29)

ag

Die Integration iiber r; und 79 ergibt schliefSlich

57¢e2
K =229 _3406v. (2.30)
8 Qg
Damit betrégt die Gesamtenergie unter Beriicksichtigung von [s. Gl. (2.8.2)]
Z%e?

Qo

E° =

=2.54,4eV = 108,8 eV, (2.31)

oft als Nullpunktsenergie bezeichnet,

Z%e¢} 57}
+ - >

Qo 8 ao
Der exper.i.mentell bestimmte Wert liegt bei —78,88 eV (24,48 eV + 54,4 eV). Diese
schlechte Ubereinstimmung ist wesentlich durch die Gréfle der Storung im Verhéltnis

zur Nullpunktsenergie gegeben (das Verhiltnis & ist etwa !/3), im Gegensatz zur
eingangs gestellten Forderung.

E=E"+K=— = —T74,8eV. (2.32)

2.2 Mehrelektronenatome

Verallgemeinert konnen wir nun feststellen, daf3 wir bei fehlender Wechselwirkung
zwischen den einzelnen geladenen Partikeln in einem Mehrelektronen-Atom die Wel-
lenfunktion als Produkt von Einelektronen-Bahnfunktionen anschreiben konnte:

U= ¢a(1)¢b(2) s ¢k(n)> (233)

wobei jede Wellenfunktion 1 die Koordinaten eines Elektrons i enthielte. Tatséchlich
miissen aber fiir Mehrelektronensysteme ElektronenabstoBungsterme e3/r;; als Teil
der potentiellen Energie in die Wellenfunktionen eingesetzt werden. Ein Elektron i,
das sich in einem Feld eines Kerns, aber mehrerer, in diesem Falle von j, Elektronen,
bewege, wird durch all diese Ladungen elektrostatisch beeinfluf3t:

7 e? e?

Vi(ri,my) = == mil + > —lril. (2.34.1)

r? — 2
¢ i#j

Dabei ist r; die Entfernung des Elektrons ¢ vom Kern und die r;; sind die Absténde

zwischen Elektron ¢ und den anderen Elektronen. Mittelt man nun die Positionen der
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Elektronen j # 4, erhélt man eine mittlere abstoflende Wechselwirkung, und es gibt
nur mehr die Abhéngigkeit vom Radiusvektor r;:

Zek e
Vi(r:) = —7\ri\+ <> —Iriil > (2.34.2)
i i#j ij
Da die Orbitale meist nicht-radiale Symmetrie aufweisen, erweist es sich als notwen-
dig, die Annahme zu treffen, daf§ V;(r;) iiber alle Raumrichtungen gemittelt wer-
den kann, um ein Zentralpotential V' (ry) zu erhalten. Die AOs sind Einelektronen-
Bahnfunktionen, die Lisungen der SCHRODINGER- Gleichung sind mit einem gemit-
telten Potential anstelle von é
Dieser Ansatz, die Vielelektron-SCHRODINGER-Gleichung mit einem gemittelten
Potential auf die Einelektronen-Funktion zuriickzufiihren, wurde als erstes von HAR-
TREE und FOCK propagiert. Sie ist als Methode des Self Consistent Field bekannt
(SCF). Als AOs waren verschiedene Funktionen in Gebrauch, u. a. welche, bei denen
n nur iiber n — [ — 1 die Zahl der Kugelknotenflichen ausweist (das ist die sog. ra-
diale Quantenzahl), allerdings sahen die Funktion den Einelektronenfunktionen sehr
aghnlich und wurden auch so benannt. Spéter schlug SLATER Wellenfunktionen vor,
die nach ihm benannten SLATER-Type Orbitals (STOs), die lange Jahre im Einsatz
waren und sich von den Einelektronen-Bahnfunktionen wesentlich dadurch unterschie-
den, dafl sie

e keine Kugelknotenflachen aufwiesen,
e zueinander nicht orthogonal waren, und es damit
e keinen einfachen algebraischen Zusammenhang zwischen n und F gab.

Ihre prinzipielle Form ist

1
i Y
Yot = (W> L e Y (9, 9, (2.35)

2n!

wobei n die Hauptquantenzahl ist. Auch mit ihnen wurden in einer sog. SCF-Schleife
die Eigenwerte der Energie bis zur Konstanz iterativ den gemessenen Werten appro-
ximiert.! Dies gelingt in erster Linie durch Variation der Verdnderlichen (, die nach
den SLATERschen Regeln hauptséchlich das Verhéltnis von effektiver Kernladungszahl
und Hauptquantenzahl ist. Insbesondere erweist sich, dafi AOs gleicher Hauptquan-
tenzahl n, aber unterschiedlicher Nebenquantenzahl [ nicht entartet sind (s. Abschn.
2.3).

Auf qualitativem Niveau argumentierend, werden wir einen Satz vorhandener
Atombahnfunktionen verwenden, um Elektronen einzufiillen. Dabei machen wir vom
Aufbauprinzip Gebrauch.

'Wir werden im Kapitel 4 sehen, dafl der gemessene Wert durch Verwendung mangelhafter Ei-
genfunktionen nie erreicht werden kann (Variationsprinzip).
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2.3 Das Aufbauprinzip

e PAULI-Prinzip: Jeder Zustand, d.h. jedes durch eine zugelassene Kombination
von Quantenzahlen definiertes Orbital v,,, kann maximal zwei Elektronen mit
antiparallelem Spin aufnehmen.

e HuNnDsche Regel: Zustédnde, deren Eigenwerte entartet sind, werden zunéchst
mit je einem Elektron gleichen Spins besetzt. Sind alle entarteten (energetisch
gleichen) Zustéande einfach besetzt, wird durch Elektronen mit entgegengesetz-
tem Spin weiter aufgefiillt (Abb. 2.4).

(R (i}

Abb. 2.4. Wasserstoff weist ein Elektron auf, Helium zwei. Der Spin des Elektrons im
Wasserstoff kann sich in zwei Richtungen einstellen: Dublett (Entartung wird im elektrischen
oder magnetischen Feld aufgehoben: STARK- bzw. ZEEMAN-Effekt). Im Helium dagegen ist
es wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen gleich: Singulett.

2.4 Effektive Kernladungszahl

A(tomic) O(rbital)s (AO) wasserstoffahnlicher Atome werden unter Beachtung von
PAuLi-Verbot und HUNDscher Regel besetzt. Bei Vernachlassigung der WW wiirde
gelten:

Eg =Y b.E.(2), (2.36)

wobel
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2

En(2) = —13, 6052[6‘/]. (2.38)

Beispiel 2.1 He-Atom: 2 Elektronen besetzen das 1s-Niveau. Ein Elektron hat die Energie
—54,4 eV, 2 also —108, 8 eV. Tatséachlich ist das Ionisierungspotential fiir die 2. Ionisation
+54,4 eV, fiir die erste dagegen nur +24, 6 eV! Die Differenz von 29,8 eV ist in der fehlen-
den WW zwischen den beiden Elektronen zu suchen. N&herung: die mittlere Energie pro
Elektron ist das arithmetische Mittel der Ionisierungspotentiale:

Eion,l + Eion,Q

< Eeff,ls >= — 9

= —39,5¢V: (2.39)

Die Elektronen befinden sich in einem fiktiven Kernfeld, das durch die
effektive Kernladungszahl Z. s charakterisiert wird, und treten dafiir nicht
in Wechselwirkung!

Mit Gl. (2.39) errechnen wir fiir Z.g:

n2x < Begn > —39,5
Ty = L = 1,7 2.40
g \/ ~13,6 \/—13,6 (2.40)

und wir bezeichnen die Differenz zwischen der wirklichen und der effektiven Kernla-
dung als Abschirmung A:

A=7— Zeff; Zeﬂ‘ =7 —A. (241)

Die Wechselwirkungs-Energie von 29,8 eV entspricht also einer elektrostatischen Wech-
selwirkung (oder einem mittleren Abstand der beiden Elektronen) von
4192

—29,8eV = = =1 =0,5A. (2.42)
4megr

Zur Abschirmung A eines Elektrons der Hauptquantenzahl n und der Neben-
quantenzahl [ tragen sowohl die Elektronen der tiefer liegenden als auch der gleichen
Schale bei. Diese Beitrage A; sind von der Kernladung weitgehend unabhéngig und
sind vor langen Jahren von SLATER bestimmt worden (Tab. 2.1).

Tabelle 2.1. Abschirmungsbeitrag A; durch ein Elektron im AO ngl; nach SLATER

1s | 2s,2p | 3s,3p | 3d | 4s,4p
1s 0,30 0 0 0 0
2s,2p | 0,85 | 0,35 0 0 0
3s,3p | 1,00 | 0,85 | 0,35 0 0
3d 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,35 0
4s,4p | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,85 | 0,35




2.5 Aufgaben und Léosungen 35

Elektronen gleicher Hauptquantenzahl n, aber verschiedener Nebenquantenzahl [
wird die gleiche effektive Kernladungszahl Z.g zugeordnet. Wie aus Tab. 2.1 ersicht-
lich, sind die p-Elektronen im Durchschnitt vom Kern weiter entfernt als
die s-Elektronen. Folglich wirkt auf sie eine kleinere Kernladung. Die Folge
ist, daf} die fiir Einelektronen-Atome entarteten Energie-Eigenwerte glei-
cher Hauptquantenzahl n infolge der Elektronen-WW aufgespalten und
mit zunehmender Nebenquantenzahl [ nach h6heren Energien verschoben
werden (Abb. 2.5).

3r ] 41
3s 3p 3d 4s 3d
5 2t - s
S 2s 2p p
= = 2 2p
N N 2s
wooqk My
1s 1 3
s
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

Abb. 2.5. Die fiir Einelektronen-Atome entarteten Energie-Eigenwerte gleicher Hauptquan-
tenzahl n spalten infolge der Elektronen-WW auf und werden mit zunehmender Bahnquan-
tenzahl [ zu hoheren Energien verschoben (qualitative Darstellung unter Nichtbeachtung
der Hohe der Energie-Eigenwerte).

2.5 Aufgaben und Lésungen

Satz 2.1 Die einfachste Berechnung der effektiven Kernladungszahl Z.z setzt das
Tonisationspotential zu ihr in Beziehung nach Gl (3.9.3) im Skript I:
13,6 - 72
E\(2) = ———5—%. (1)
n

Vergleichen Sie diesen Wert fiir Na aus dem Wert des 1. Ionisationspotentials (5,14
¢V) mit dem aus der Tabelle 2.1 ermittelten! Machen Sie dasselbe fiir die einzelnen
Elektronen im Silicium!

Losung. Aus Gl. (1) ermitteln wir einen Wert fiir Zog von 1,84; aus der Tabelle 2.1
ergibt sich dagegen ein Wert von 2,2.

A=2-1,0+8-0,85=8,8= Zg=7—A=22. (2)

D. h. die Kernladung (Z = 11) wird durch die zehn Rumpfelektronen nicht auf eine,
sondern nur auf 2,2 Restladungen abgeschirmt; es bleibt also eine Uberschufiladung
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Tabelle 2.2. Abschirmungsbeitrag A; durch ein Elektron im AO ngl; nach SLATER

1s | 2s,2p | 3s,3p | 3d | 4s,4p
1s 0,30 0 0 0 0
2s,2p | 0,85 | 0,35 0 0 0
3s,3p | 1,00 | 0,85 | 0,35 0 0
3d 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,35 0
4s,4p | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,85 | 0,35

von lediglich 1,2 {ibrig: die Abschitzung nach SLATER kompensiert also iiber. Ohne
diese Ladung betriige das lonisierungspotential
13,6
EIOH == m = 1,51 eV. (3)
Fiir Silicium mit der Konfiguration 1s? 2s%2p6 3s? 3p? ergeben sich die effektiven
Kernladungszahlen zu

e das 1s-Elektron: 1-0,30 = 14 — 0,3 = 13, 70;
e die 2s, 2p-Elektronen: 2-0,85+7-0,35 = 14 — 4,15 =9, 85;
e die 3s, 3p-Elektronen: 2-1,00+8-0,854+3-0,35 = 14 — 9,85 =4, 15.

Auch hier wieder finden wir eine mangelhafte Abschirmung der Valenzelektronen
durch die Elektronen in den inneren Schalen (hier fiir n = 2). Nur dadurch kommt
fiir die Valenzelektronen ein Wert heraus, der grofier als 4 ist. Bei perfekter Ab-
schirmung durch die Elektronen in den inneren Schalen wiirden wir eine effektive
Kernladungszahl von nur 2,95 beobachten.

Satz 2.2 Zeigen Sie mit den Werten aus Tab. 2.2, daf fiir die Zweielektronensysteme
He, Lit, Be?*, B3*, C*, N>+ und O%* die Differenz zwischen 1. und 2. Ionisierungs-
energie eine einfache Funktion der Kernladungszahl 7 ist. Bestimmen Sie mittels
graphischer Auftragung die Elektronenaffinitdt des Wasserstoffatoms.

Losung. Dazu ist zunéchst die Kenntnis der Tonisierungspotentiale erforderlich, die
in Tab. 2.2 zusammengestellt sind. Die Extrapolation ergibt dann fiir Wasserstoff A =
29,8—17,0 = 12,8 eV; damit ergibt sich die Ionisierungsenergie des Wasserstoffanions
(Hydridions) zu

Ii- = Iy —A=13,6—12,8 = +0,8eV. (1)

Zur Entfernung des Elektrons aus dem Hydridion muf} also Energie aufgewendet
werden, umgekehrt wird Energie bei der Bildung von H™ frei! Diese Energie ist aller-
dings nur ein Teil bei der Bestimmung der Gesamtenergie einer Reaktion. Da ja auch
die Dissoziationsenergie des molekularen Wasserstoffs mit eingeht, ist die Hydridbil-
dung aus dem Element insgesamt eine endotherme Reaktion [?].
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Tabelle 2.3. Differenzen zwischen 1. und 2. s-Elektronen-Ionisierungspotential fiir He und
die Elemente der 1. Periode.

Energie He Lit Be?t B3t cH N5+ 05+
[eV]
Eion1 24,58 75,62 153,9 259,3 392,0 551,9 739,1
FEion 2 54,40 1224 217,7 340,1 489,8 666,8 871,1
A 29,8 46,8 63,8 80,8 97,8 114,9 132,0
Inkrement 17,0 17,0 17,0 17,0 17,1 17,1
140
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ol o v o on der Kernladungszahl Z.
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Satz 2.3 Berechnen Sie fiir diese Zweielektronensysteme die Wechselwirkung der bei-
den Elektronen in der K-Schale. Wie grof3 sind die effektiven Kernladungszahlen und
die Abschirmungen? Verwenden Sie dazu die Gln. 1 — 3 fiir die Ionisierungsenergie
wasserstoffahnlicher Atome, die effektive Kernladungszahl Z.4 und die Abschirmung
A (o< Z?, Abschirmung A):

L+ 5
2

< Fion > n?
Tog = | ——n — 2
g 13,6 @)

A=7— Zyg! (3)

< EIon >=

Losung. Bei Vernachlédssigung jeglicher Wechselwirkung zwischen den Elektronen
miifite zur lonisation jedes der beiden 2s-Elektronen das 2. Ionisierungspotential
I, aufgebracht werden. Der geringere Energicaufwand zur Ionisation des ersten 2s-
Elektrons ist auf die WW zuriickzufithren und entspricht den Werten in Tab. 2.1.

Die Ionisierungsenergien wasserstoffahnlicher Atome, effektive Kernladungszahl
Zeg und Abschirmung A berechnen sich nach Gln. 1 — 3 (o Z2, Abschirmung A) zu
den Werten in Tabelle 3.2.
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2 Mehrelektronen-Atome

Tabelle 2.4. Mittlere Ionisierungspotentiale, effektive Kernladungszahlen und Abschir-

mung fiir die Elemente der 1. Periode.

He Lit Be?t B3F

N5+ 06+

< FEion >

Zofr 17 27 37 A7
A 03 03 03 03

[eV] 395 99,0 1858 2997 440,9 609,3 805,1
6,7 7.7
03 03

Die Abschirmung der beiden iibriggebliebenen 1s-Elektronen ist in dieser Naherung

folglich von der jeweiligen Kernladung unabhéngig!



3 Molekiilorbitale (MOs)

Wir werden in diesem Kapitel die Molekiilbildung an Hand des Hj -Tons stu-
dieren, und zwar in zwei Etappen: Mit den bekannten Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms konstruieren wir ein System von LCAO-MOs, fithren das
Variationstheorem fiir den Fall unbekannter AOs ein und {iberlegen uns se-
miquantitativ, wie die allgemeine Losung der LCAO-MOs aussehen mufl und
wie das spezielle Ergebnis fiir das HJ -Ton ist. Dazu lernen wir den iiblichen
quantenchemischen Formalismus kennen, in dem die in der HUCKEL-N#he-
rung tibliche Nomenklatur eingefiihrt wird.

3.1 LCAO-MOs

3.1.1 Motivation der Methode

AOs @ sind per definitionem Einelektron-Eigenfunktionen. Diese AOs ® konnen als
(eine mogliche) Basis verwendet werden, um Mehrelektronen-Atome mittels des Auf-
bauprinzips zu beschreiben, wobei die Elektronen-WW in grober Naherung nur durch
die effektive Kernladungszahl beriicksichtigt wird. In einer chemischen Bindung be-
wegen sich die Elektronen unter dem Einflufl von mindestens 2 Atomriimpfen. Mit
AOs unter Verwendung des Aufbauprinzips kann man daher zu einem einfachen Mo-
dell der chemischen Bindung gelangen, und die so entstehenden MOs bestehen aus
Linearkombinationen von AOs gleichen Symmetrietyps: LCAO-MO.

3.2 Das Hj-Ion

Wir wollen die Molekiilbildung an Hand des einfachsten Molekiils, des Hj -Ions, stu-
dieren, das man nahezu exakt berechnen kann. Grundzustand des H3-Molekiilions,
das aus den Atomen A und B bestehe:

Y = ca Pisa + e Pisp, (3.1)

womit die Wahrscheinlichkeitsdichte sich berechnet zu

39
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1/}2 = C2A (@1S7A)2 + 2CACB q)ls,A q)ls,B -+ 6123 (@15,]3)2. (32)

Da die beiden Atome ununterscheidbar sind, muf} gelten

i =ch=cpn=cg/cy=—cp, (3.3)

womit fiir (3.1) mit den Normalisierungskonstanten N, fiir die zu einem Inversions-
zentrum symmetrische (gerade) und N, fiir die antisymmetrische (ungerade) Wellen-
funktion sich die zwei Losungen

wg = Ng((I)ls,A + q)ls,B) A wu = Nu(q)ls,A - (I)ls,B) (34)

ergeben. Damit setzen sich die die Elektronenverteilung beschreibenden Quadrat der
Wellenfunktionen aus jeweils drei Teilbetridgen zusammen (Abb. 3.1):

@Dﬁ = Nﬁ(q’iA + 2@ A P15 + (I)%s,B)' (3.5)
2 AT2( 52 2
wu - Nu(q)ls,A - 2(I)ls,ACI>15,B + (I)1s,B)- (3-6)
I o WYa OI Vg
30r \ A Yatyg A
v VYaXVp
'_E‘ <4
.0
E 20t .
2 A\
-_‘CE’ i | Abb. 3.1. Die  Wechselwirkung
N; ) der beiden Wasserstoffatome wird
durch  das  Uberlappungsintegral
0 . S =< 1s,a|th1sB > verstérkt.
0 5 10

R[a. ul]

Normierung der Gln. (3.5) u. (3.6):

1:/w§dvmz/wgdv (3.7)
14 14

/V 2 diy = N? /V (02, 5 + 201, Ao + B2 ) Az (3.8)
/V V2P = N2 /V (@2 5 — 2By 2Py + P2 ) Ao (3.9)

P, und ®g sind bereits normiert, der Mischterm ist das sog. Uberlappungsintegral
S':

S = / By, 4Dy, pdV. (3.10)
14
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S ist der (relativen) Wahrscheinlichkeit proportional, das Elektron in der zusétz-
lichen Ladungswolke zwischen den Kernen anzutreffen. Mit Gln. (3.7) und (3.8/3.9):

1
1=N?14+14+28) > N= —: 3.11
(1+1£26) 55 (3.11)
b= (Byop 4 Brop) (3.12)

- 2+29 1s,A 1s,B) - .

Dies ist die normierte Einelektronen-Modell-Eigenfunktion # fiir bindende (+) und
antibindende (—) Wechselwirkung. Mit dieser Eigenfunktion lassen sich die An-
teile der potentiellen Energie genauer diskutieren.

3.2.1 Energiebetrachtung

Damit wirken folgende Kréfte zwischen den beiden Kernen und der negativen La-
dungswolke:*

e Abstoffung Kern A/Kern B;

e Anziehung Kern A/Ladungswolke N?®%, \ (= Ea);

Anziehung Kern B/Ladungswolke N*®%, 5 (= Ep);

Anziehung Kern A/Ladungswolke N*®7, p:

Anziehung Kern B/Ladungswolke N 2(13%57 A

e Anziehung zwischen den Kernen A oder B und der Ladungswolke 2N 2®1S7 AP1s B

Diese Krifte sind rein CouLoMBscher Natur, haben jedoch unterschiedliches
Vorzeichen! Es existiert keinerlei Wechselwirkung zwischen den durch das
Modell gegebenen negativen Teilwolken, da sie zusammen die Verteilung
eines einzelnen Elektrons widergeben. Dabei ist der HAMILTON-Operator

—h? e? ez e?
H=|— 2_ 0 _ 0,0 1
<2m> v TA T‘B+R (3.13)

mit ra, rg den Koordinaten des Elektrons im Zentralfeld A bzw. B und R dem
Abstand der beiden Zentren A und B.

'Der Begriff Ladungswolke suggeriert zwar, daf es sich um eine ridumliche und/oder zeitliche
Verschmierung von ganzen Elektronen handelt. Damit ist aber, wie im Abschn. 2.3 bemerkt, die
Wabhrscheinlichkeit 92 d3z gemeint, im Volumenelement d3z eine Punktladung —ey mit der Masse
me anzutreffen.
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3.2.1.1 Kern/Kern-Wechselwirkung.

V(R) = : (3.14.1)
Mit
e V in atomaren Einheiten (e3/aq = 27,2 eV);
e ¢ in elektrostatischen Einheiten (ey = 4,8 x 10 e.s.U.);

e R in atomaren Lingeneinheiten (ag = 0,529 A (BonRscher Radius))

ergibt sich dann einfach

: (3.14.2)

fiir das Wasserstoffsystem also

(3.14.3)

3.2.1.2 Kern/Elektron-Wechselwirkung. Diese besteht aus zwei unterschiedli-
chen Beitriigen, der Stérung eines nach ®% verteilten Elektrons durch den Kern B
oder umgekehrt (dabei ist der Abstand zwischen den Kernen durch die Koordinaten
R gegeben, die Koordinaten des Elektrons durch die Koordinaten r, sog. Coulombin-
tegral):

/V (—ZGQ) : (eoq)A@AdV) _ _Zeg/v (I)ACI)AdV = [((R)7 (315)

r T

Abb. 3.2. Betrachtung zum Cou-
LOMB-Integral

K(R) = —Ze} <®p|1/r|Pp >=
~Zet < ®p | 1/r | @ >: Die
Energie eines H-Atoms unter dem
storenden Einflul eines zweiten
Protons.

so daBl man auch sagen kann, dafl es die Storung eines Wasserstoffatoms durch ein
Proton darstellt — diese Storung ist sehr klein, aufler fiir sehr kurze Kern-Kern-
Abstédnde — (Abb. 3.2), und der Wechselwirkung des nach @, ®p verteilten Elektrons
mit jeweils einem der beiden Kerne (Austausch- oder Resonanzintegral, Abb. 3.3):
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—Zeg) X (egPaPp)dV DD
/ (ZZeo) X (0242p)dV_ —zé} [ ZAZBav = A(R). (3.16)
1% T v o
r Abb. 3.3. Betrachtung
I Zum Resonanz-Integral
R A(R) = —Ze% <(I)A|1/7““I)B >
Ze, Ze, Die Energie der iiberlappenden

Elektronenwolke im attraktiven
Feld abwechselnd beider Kerne.

3.2.1.3 Zusammenfiihrung. Der Beitrag 3.14 ist abstoflend, die Beitréige 3.15 und
3.16 anziehend.? Die Integrale S, K und A lassen sich fiir die 1s-Funktionen des Hy
in geschlossener Form ausrechnen, die ja die Form

1
@(18) = ﬁe_'r/ao (317)
aufweisen (mit R dem zwischenatomaren Abstand in atomaren Einheiten, die Herlei-
tung erfordert die Zerlegung der Funktion (3.17) in ein dreifaches FOURIER-Integral)
[4]* (Abbn. 3.4 + 3.5, in a.u.):

1
S=<®,|bg>=c" (1 + R+ 3R2) : (3.18)
AR)=—Z <®x | 1/r | ®p| >=—(1+R)e ", (3.19)

1 —2R
K(R)=~Z < ®a|1/r| &y >=—5 [1- e (14 R)] : (3.20)

2Fiir alle Werte Z > 1 sind (3.15) und (3.16) gegeniiber 3.14 bereits so klein, daf keine stabile
Bindung erméglicht wird.
3Die FOURIER-Transformierte des abgeschirmten CoOULOMB-Potentials ist das YUKAWA-Potential

—qr 1 ikr
¢ [ orad 1)

r on? k2 + ¢2

was gleich der FOURIER-Transformierten des nicht abgeschirmten COULOMB-Potentials, dividiert
durch die dielektrische Funktion

ki2 + q2
(k) = )

ist [5].
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SR)

Rigl Rial

Abb. 3.4. Nach Gln. (3.18 + 3.19) bestimmte Integrale S(R) und A(R) fiir das Hf (R in
atomaren Einheiten). Fiir s-Zusténde ist S = 1 bei R = 0 (negative Werte von R sind nicht
erlaubt). Dort hat auch das Austauschintegral sein Maximum.

1.0

LA . —V 0.00———+—+——1—+—T———1+717

0.5 ‘ i ood LN T

— | | e —— V|+ (K+A)/(1+S : N N Rt N R

o 0.0F ~— 2 o100} A

5 | | /f"”“,,_, £ iR / e

® IR R il s ua i S
5, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ , T

w o -05F P ‘ U8 —wx S

//  ——V + (K+A)/(1+S) ‘ ‘ ‘

-1.0 ‘ : : : 020 1 . A S S S —

0 1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5.0

Rla) NEY

Abb. 3.5. Hy: Lks.: Die vier verschiedenen abstandsabhingigen Beitriige bestimmen die
Existenz des Molekiilions. So wird fiir R = 2a¢ die Abstofung V' (R) nahezu durch die An-
ziehung der Ladungswolke N 2@%57 A und Kern B sowie vice versa kompensiert. Zu den drei
verschiedenen abstandsabhingigen Energiebeitragen wird noch der Ausdruck 1%9 hinzu-
gefiigt, der etwa proportional zu S ist. Die atomaren Einheiten ermdoglichen es, das Uber-
lappungsintegral in dieses Diagramm mit einzuzeichnen! Re.: Eine gestreckte Darstellung

der ersten zwei BOHRschen Einheiten.

o Uberlappungsintegral S: Es ist wesentlich proportional e (Abb. 3.5).

e CouroMB-Integral K: fiir grofie R variiert K mit 1/R x e~ 2%/9% nimmt al-
so stiarker ab als mit 1/R und wird daher durch die Kernabstoffung mehr als
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unwirksam gemacht. K ist also bedeutend grofier als V(R) fiir sehr kleine R,
dagegen vernachlissigbar verschieden von V (R) fiir grofie R (Abb. 3.6).*

e Resonanzintegral A: Es hiingt wie S proportional von e~ ab. Die Stabilisierung
des Systems ist wesentlich durch das Potential A(R) bedingt, so daf§ in dieser
1. Ndherung die chemische Bindung mit der zwischen den Atomen lokalisier-
ten Ladungswolke 2N?®, Py, 5, dem Uberlappungsintegral S, identifiziert
werden kann.

2.0
1.5¢ Coulomb-AbstoRung der Kerne -
Coulomb-Integral Abb. 3.6. Die einzelnen Beitrige im
1.0  Austaeon-integral ’ Hy: Fiir grofie R canceln sich V(R)
S 05} . und K (R) nahezu vollsténdig, so da8
@ 00| | die chemische Bindung durch A(R)
g’ bestritten wird. Wie man aus der For-
g 09 1 mel fiir A(R) ersieht, entsteht algebra-
-1.0t . isch durch die Differenz ein Minimum
15l ] bei Abstanden etwa des BOHRschen

Radius.

Diese drei Integrale K, A und S werden uns spéter oft begegnen. Sie sind Integra-
le von Wellenfunktionen {iber den Raum, der auf eine Dimension (z. B. r) reduziert
sein kann. Im Falle des Uberlappungsintegrals S wird das Produkt von zwei Wellen-
funktionen integriert, im Falle von K (R) und A(R) wird zunéchst ein Operator (hier:
1/r) auf eine Wellenfunktion wirken gelassen und mit dessen Ergebnis die zweite
Wellenfunktion multipliziert.

Der elektronisch angeregte Zustand ist antibindend, und seine Eigenfunktion
lautet

P = N* (P50 — P1sp) (3.21.1)
mit dem Normierungsfaktor

1
N = ——. 3.21.2
V2 —28 ( )
Damit erhalten wir als Bestimmungsgleichungen fiir die LCAO-MOs der ersten
Periode etwa

1
o(ls,1s) =

= X (q)ls,A + (I)ls,B> ; (322)
V2+2<1s|1s>

4Es ist natiirlich —ZeZ < ®a | 1/r | ®p >= —Ze2 < ®p | 1/r | &g >.
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1

o*(1s,1s) =
V2-2<1s]1s>

X ((I)ls,A — (1315’13) . (323)

3.2.2 Die chemische Bindung — ein antinomisches Problem?

Wir erkennen damit mehrere Griinde fiir die Ausbildung einer chemischen Bindung,
hier: einer Einelektronen-Zweizentren-Bindung.

e Zunichst wird die potentielle Energie erniedrigt, d. h. negativer gemacht, da
Elektronendichte in die Bindungsregion abgezogen wird.

e Weiterhin vergroflert sich der Raum, der vom Elektron, allgemeiner natiirlich:
den Elektronen, eingenommen werden kann. Das bedeutet nach der Unschérfe-
relation, daf die Impulsunschérfe kleiner wird, also niedrigere Impulse wahr-
scheinlicher werden. Damit sinkt auch die kinetische Energie.

Da es sich um ein stabiles System handelt, mufl der Virialsatz gelten, und da
scheint es eine Antinomie zu geben. Eine erhchte potentielle Energie miifite danach
eine Vergroferung der kinetischen Energie nach |V| = 2T' A E = T + V nach sich
ziehen. Daher ist die Argumentationskette genau umgekehrt.

1. Wegen der gréfleren Verfiigharkeit an Raum nimmt die kinetische Energie der
Elektronen ab. Dadurch sinkt die Gesamtenergie.

2. Um den Virialsatz erfiillen zu kénnen, mufl die potentielle Energie abnehmen, d.
h. starker negativ werden. Das wird durch die Deformation der Orbitale erreicht,
in dem mehr Elektronendichte in die Verbindungsachse zwischen den Kernen
gepumpt wird. Hieraus wird die iiberragende Bedeutung des Uberlappungsinte-
grals und der daraus folgenden Austauschenergie — der Energie des Elektrons
im Einfluibereich beider Kerne — offensichtlich (s. a. Abschn. 3.6.1).”

3. Damit aber erhoht sich wiederum die kinetische Energie der Elektronen, so, wie
im Wasserstoffatom die kinetische Energie auf einer Bahn mit kleinem n hoéher
ist als auf einer Bahn mit groflem n.

3.3 Variationstheorem

Im Falle des HJ-Ions sind die Atombahnfunktionen genau bekannt und analytisch
darstellbar. Fiir den Fall unbekannter oder schlechter definierter Ausgangs-AOs gilt
als Beginn die SCHRODINGER-Gleichung;:

Hy = F (3.24)

Eine exakte Losung dieses Problems ist etwa mit der Niederlegung der DGIn in elliptischen
Koordinaten mdoglich [6].
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Man nehme eine Eigenfunktion, lasse auf diese den HAMILTON-Operator wirken und
erhalte so die Werte fiir die entsprechenden Energie-Figenwerte. Man benotigt also
bekannte Eigenfunktionen ,,. Was ist aber, wenn man die nicht kennt? Dann nimmt
man Niherungsfunktionen F,. Die F,,(x,y, z) miissen die wesentlichen Kriterien
fiir Eigenfunktionen erfiillen:

1. F(x,y,z) und ihre Ableitungen % miissen stetig sein.
2. Das Integral
/ F*(z,y,2)dV =< F | F > (3.25)
%

muf} einen endlichen Wert aufweisen: F'(z,y,z) mufl normierbar sein. Ist der
Wert Eins, kann dieses Integral die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elek-
trons représentieren.

3. Wir erhalten einen Naherungswert fiir £, beim Einsatz in die SCHRODINGER-
Gleichung mit dem exakten Operator:

E_<F|H|F>N
"< F|F> "

(3.26)

Bei Berechnung von Energie-Eigenwerten stellt man fest, dafl die mit N&he-
rungsfunktionen F), errechneten Eigenwerte ¢, stets iiber den mit den Ei-
genfunktionen ¥, berechneten liegen (s. Aufg. 3.9) = Rezept zur Ermittlung
der ,,besten Naherungsfunktion F),: Polynom mit Koeffizienten ¢;, deren Wahl den
Abstand E,, — ¢, zu einem Minimum werden 1at:

_ < Fn(Cl,Cg, ...,Ci> | H | Fn(Cl,CQ,...,Ci) >
< Fn(cl,CQ,...,Ci) | Fn(Cl,CQ7...,CZ‘) >

(3.27)

En(Cl, Coy..ny Ci)

Wir suchen also das Minimum von ¢, als Funktion der Koeffizienten ¢; (Abb. 3.7).

3.4 LCAO-MO-Algorithmus

Start mit AOs, deren Koeffizienten ¢; optimiert werden miissen:

F = CACDA + CB(I)B, (328)

wobei die Einelektronen-AOs &, und ®g mit den Energie-Eigenwerten Fy und Egp
Losungen der SCHRODINGER-Gleichungen

Hy®y = Exdp AHpdp = Epdp (3.29)

sind mit den HAMILTON-Operatoren
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Abb. 3.7. Die Aufgabe der Variati-
onsrechnung besteht darin, optimale

— 30¢t
> 25| o E("n) Parameter fiir die Naherungsfunktion
% Minimum bei Ag = 0 F zu finden, die den Abstand zwischen
=) 20r ' Eigenwert (= Mefiwert) und Erwar-
g 15 tungswert von F' zum Minimum wer-
ool den l48t.
TR ]
O 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
Parameter
2
HA,B = — A+ VA,B (330)
2me
und A dem LAPLACE-Operator:
82 32 82
A= —+-—+—. 3.31
ox?  Oy*> 022 (3:31)

Die beiden Operatoren Hy und Hg unterscheiden sich in den Potentialen V), und
Vg der beiden Riimpfe A und B.

In einer Zweizentren-Bindung mit dem Abstand R zwischen den Atomzentren A
und B bewegt sich das Elektron im Wirkungsfeld beider Riimpfe:

h2
2me

H=- A+ Va+Veg=Hx+ Vs VHg+ V. (3.32)

<F|H|F>_<CA(I)A+CB(I)B|H|CA(IDA—|—CB(I)B>
<F|F> — <ca®a+cpPp|ca®a+cpPp >

e(ca,cB) = (3.33)

Mit den Definitionen fiir das sog. CouLOMB-Integral, die Energie eines Elektrons im
AO ®,, das durch ein Proton B gestort wird:
< Oy ‘ H | Dy >= HAA = (A, (3341)
< @B | H | CI)B >= HBB = OB, (3342)

das Resonanzintegral, die Energie der WW zwischen den beiden iiberlappenden AOs
®, und ®p unter dem Einflul des attraktiven Feldes beider Kerne A und B:

< (I)A | H | (I)B >= HAB = ﬁAB? (3351)
< CI)B | H | CI)A >= HBA = ﬁBA; (3352)

die Normierung
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<Dy | Py >=< P | P >=1 (3.36)
und das Uberlappungsintegral S

< Oy | b >= SAB (337)
wird schlie3lich

<F|H|F> daar+chag+2acgfas  ~Z
= = = —. 3.38
#(ca, ca) <F|F> A + &+ 2cacsS N (3:38)

Die Integrale kénnen im Prinzip durch numerische Integration bestimmt werden.
Die Aufgabe nach dem Variationstheorem besteht nun darin, diejenigen Parameter
¢; zu suchen, welche den besten Naherungswert fiir e(ca, cg) liefern, d. h. zu einem
Minimum werden lassen:

Oe Oe
de = —des + ——deg = 0. .
15 aCA ca + aCB CB 0 (3 39)

Da die Parameter cy und cg voneinander unabhéngig sind, miissen die partiellen
Ableitungen unabhéingig voneinander verschwinden:

Oe Oe
—=—=0. 3.40
aCA 86]3 ( )
Ableiten von Gl. (3.38)8
Z N
a— — &ta— =0 = 2caap + 2cgfap — €(2¢a + 2¢pS5); (3.41.1)
aCA aCA
0z ON
——e—=0= QCBCYB + 2CA5BA — 6(20]3 + QCAS); (3412)
aCB 803
ergibt die sog. Sdkulargleichungen
ca(aa —€) + cg(Bap — Se) = 0; (3.42.1)
ca(Bap — Se) + cg(ap —€) =0. (3.42.2)

Diese besitzen nichttriviale Losungen nur, wenn die Sdkulardeterminante der Ko-
effizienten verschwindet:

ap — € Bag — Se |
s = (3.43)

Auflosung liefert Gl. 2. Grades in e:

6

NZ'—ZN' 7' —4N' 7' —eN'
N2 N N
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(an —€)(ap — &) — (Bap — Se)* = 0. (3.44)

Fiir den homonuklearen Fall (ap = apg = «; Bap = [3) ergibt sich schliefllich:

(= e12) = £(8 — Se1) (3.45.1)
81—TI§/\82—?:§ (3.45.2)

Das Pluszeichen beschreibt die bindende, das Minuszeichen die antibinden-
de WW. Dies sieht man besonders schén, wenn man den HAMILTON-Operator explizit
anschreibt:

OzA:<CI)A’H‘CI)A>:<‘I’A‘HA+VB’(I)A>é
ap =< Pp |Hp | Py >+ < Pp | VB | Pp >=
ap =Fp <Py | PpA >+ <Py | V| Py >=FEr+ K, (3.46.1)

wobei < ®5 | Vg | @4 > identisch mit K ist, sofern Vg = —Ze2/rp, und

fa =< ®p |H| &g >=< @y |Hg + V, | P >=
,BAB:<<I)A’HB‘(I)B>+<(I)A|VA|(I)B>:>
Oap = Ep < ®p | Pp >+ <Py | Vp | P >=FES+ A, (3.46.2)

mit < ®5 | Vo | &g > dem Resonanzintegral A. In unserem homonuklearen Fall ist
FEa = Ep.

Diese Gln. enthalten die attraktive WW des Elektrons mit den positiv geladenen
Atomriimpfen. Zur Berechnung der Gesamtenergie ist ein weiterer, repulsiver, Term,
der die Abstoflung der beiden Atomriimpfe beriicksichtigt, hinzuzufiigen. Fiir grofie
Entfernungen: reines CouLOMB-Potential, das aber fiir kleine Entfernungen davon
abweicht wg. WW der Elektronen aus tieferen Schalen.

Die Gesamtenergie F fiir die Einelektronen-Bindung besteht also aus dem Betrag
der Energie Fy, dem Eigenwert der Energie des Wasserstoffatoms (Term I), modifi-
ziert um die elektronische WW (Term II) und die Kern-WW (Term III), (Abbn. 3.8
+ 3.9):

K+ A

Fi—e1 +V(R) = Ea+ =2 L V(R), (3.47.1)
1+
K—A

Ey=e3+V(R)=Ex + + V(R). (3.47.2)

1-9
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Tabelle 3.1. Die nach Gln. 3.47.1, 3.47.2 und 3.49 berechneten abstandsabhéngigen Ener-
gien im H;‘-Molekiﬂion (Grundzustand und 1. angeregter Zustand) sowie des 1. angeregten
Zustands des Hy-Molekiils mit Einelektronen-Bahnfunktionen ohne Elektronen-Wechselwir-
kung.

R | E(R) | E(R)* | E5(R)
[ag] | [a.u.] | [a.u] | [a.u]
05 | 1,079 | 2.35 | 1,429
1,0 | 0,212 | 1,049 | 0,261
1,5 | 0,005 | 0,572 | -0,090
2,0 |-0,054 | 0,338 | -0,216
2,5 | -0,065 | 0,208 | -0,257
3.0 |-0,059 | 0,132 | -0,260
3.5 |-0,048 | 0,085 | -0,249
4,0 | -0,038 | 0,055 | -0,233
4,5 1-0,028 | 0,037 | -0,213
5,0 | -0,019 | 0,023 | -0,196

3.5 Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Mit diesen Gln. [(3.47.1) fur die bindende WW und (3.47.2) fiir die antibinden-
de Wecshelwirkung] haben wir eine Einelektronen-Zweizentren-Bindung beschreiben
koénnen.

Auf eine Zweielektronen-Zweizentren-Bindung {ibertragen, wiirden wir fiir den
doppelt besetzten Grundzustand mit £ und den 1. angeregten Zustand £} (Grund-
zustand und angeregter Zustand je einfach besetzt) des Modellsystems erwarten:

E, =2 + V(R): (3.48)
Eé =£&1+ &9+ V(R) (349)

Wie grof} ist die Elektronen-Wecshelwirkung? Die Bindungsenergie des Ho-Molekiils
ist 432 kJ/Mol = 4,5 eV, Abstand etwa 2aq. Abschitzung: 2E(R) + V(R) =
(2-—-0.054) — 0,5 = —0,608 a.u. = —1,2 Rydbg = —16 ¢V. Die Elektronen-WW
betrigt somit mindestens 12 eV!

3.6 Einfaches MO-Schema fiir zweiatomige Molekiile

Ein einfaches Konstruktionsschema gruppiert nun die vorhandenen Elektronen der
beiden Atome energetisch vertikal links und rechts vom zu bildenden Molekiil an und
erzeugt aus den AOs gleich viele MOs.
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Abb.3.8. Die nach GIn. (3.47.1) berechneten abstandsabhingigen FEnergien im
H;‘-Molekﬁlion. Man sieht in der Feindarstellung die bindende Wechselwirkung. Frappie-
rend ist die Kleinheit der bindenden Wechselwirkung, insbesondere gemessen am
Beitrag fiir 1/R, der CouLoMBschen Wechselwirkung der Kerne.

Abb. 3.9. Die 3 Energiekurven des
Hy -Molekiilions (schwarz und rot)
sowie zusédtzlich des angeregten
Hy-Molekiils (griin) als Funktion des
Atomabstands. Die griine Kurve weist
bei R = 3ag ein energetisches Mini-
mum auf, das auf die Elektronen-WW
zuriickzufithren ist (Werte aus Tab.
3.1).

E [atomic units]

Ra]

Sauerstoff ist im Grundzustand ein Triplett mit zwei parallelen Spins und ei-
ner Doppelbindung. Die Anregung kann zu einem Triplett- oder Singulett-Zustand
fithren. Dieser hat eine noch hohere Energie als das angeregte Triplett-System. Diese
Erklirung war ein Triumph der MO-Theorie, die dadurch eine enorme Akzeptanz
erhielt. In der Valenzstrichschreibweise ist das unmdglich zu erkldren (Abbn. 3.10):

(3.50)

@]

2:0—0=

Aus der Besetzung der antibindenden MOs im Sauerstoff-Molekiil ist weiter er-
sichtlich, dafl die Ionisierungsenergie des Sauerstoff-Molekiils niedriger ist als die des
Sauerstoff-Atoms.
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Tabelle 3.2. Eigenschaften von Edelgasen und zweiatomigen Molekiilen.

Gas | Diss.- | Metastabiler | Ion.-
energie Zustand energie
[eV] [eV] [eV]
He 19,8 24,58
Ne 16,6 21,56
Ar 11,5 15,76
Kr 9,9 14,0
Xe 8,32 12,13
Hs 4.5 15,6
H 10,1 13,6
N, 9.8 15,5
N 2,38 14,5
O, 9,1 12,5
O 1,97 13,6
2c0.* 2c0.*
S[2p=f=< A= 2p S[2pHpE=< A= 2p
g 2csc$ g 20c$
w 26 w 26
,,,,,, — P
2t ............ o 2o ,,,,,,,,,,,, o
""""""""""" 2G ' .. 20 '

Abb. 3.10. Lks.: Der Grundzustand des Stickstoff-Molekiils ist ein Singulettzustand. An-
regung fithrt zu einem Triplett- oder einem weiteren Singulett-Zustand. lonisation zu N;
fithrt gem&fl dieses Schemas zu einer Schwichung der Bindung, aulerdem ist die Ionisati-
onsenergie hoher als die des N-Atoms.

Der Grundzustand des Sauerstoff-Molekiils ist dagegen ein Triplettzustand. Anregung fiithrt
zu einem Singulett- oder einem weiteren Triplett-Zustand. Ionisation zu OF fiihrt gemif
dieses Schemas nicht zu einer Schwichung der Bindung, sondern zu einer Verstidrkung. In
der Tat steigt die Bindungsenergie um 1,4 eV an (O — OF + e, ). Die Ionisationsenergie
ist geringer als die der O-Atoms.

Bei Heteromolekiilen ist zu beachten, dafy die CouLOMB-Integrale, die ja die Basis
bilden, von denen aus die Austauschintegrale gezeichnet werden, um so tiefer liegen
(energetisch stabilder), je hoher die Kernladungszahl ist (Abb. 3.11).
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Energie [a.u.]
Energie [a.u.]

25—

s—— o

Abb.3.11. Lks.: Der Grundzustand des Stickstoffoxid-Molekiils (NO) ist ein Dublett-
zustand. Re.: Ionisation zu NOT fiihrt gemif dieses Schemas zu einer Verstirkung
der Bindung, auflerdem ist dieses lon diamagnetisch. Entsprechend des grofieren Cou-
LOMB-Integrals des Sauerstoffs ist dieses tiefer zu zeichnen als das entsprechende des Stick-
stoffs.

3.6.1 Virialsatz bei mehrkernigen Systemen

Die einfachste LCAO-MO-Funktion fiir das Hy-Ion ergibt eine Dissoziationsenergie
von 1,77 eV und einen Gleichgewichtsabstand von 1,32 A; eine der besten Rechnungen
liefert eine Dissoziationsenergie von 2,78 eV und einen Gleichgewichtsabstand von 1,06
A. Wie kénnen wir das verstehen?

Eine der anschaulichsten Methoden ist das Aufstellen eines Korrelationsdia-
gramms, bei dessen Konstruktion die relativen Energien der MOs gegen den zwischen-
atomaren Abstand aufgetragen werden, hier also auf der einen Seite des Wasserstoffs
die Niveaus zweier H-Atome mit 1/(n = 1) = 1 a. u. fiir den 1s-Zustand, mit dem
eine o-Bindung erzeugt wird, und mit 1/(n = 2)? =1/, a. u. fiir den 2s-Zustand, und

auf der anderen Seite des Heliums (ﬁf =4 a. u. (Abb. 3.12).

E[a.u]
n

Abb. 3.12. Korrelationsdiagramm
fiir die MOs des Hy — He™.

rla.u.]

Das MO o,1s geht fiir » — 0 in das ,,united atom* He™ iiber. Dieses MO ist stark
bindend. Das antibindende MO ¢,1s kann aber nicht mit dem total-symmetrischen
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2s-A0O des He korrelieren, da es unter der Symmetrieoperation einer Inversion falsch
transformiert. Daher mufl es mit einem 2p-Orbital korrelieren. o,2s wird mit dem
He-25-A0 korrelieren, wobei seine Energie abgesenkt wird.

Mit diesem Korrelationsdiagramm wird insbesondere der Sachverhalt der Kon-
traktion der MOs beim Annéhern an die ,united atom“-Approximation richtig be-
schrieben, denn das 1s-Orbital des Heliums hat auf Grund der im Vergleich zu Was-
serstoff doppelten Kernladung eine wesentlich geringere Ausladung als das 1s-Orbital
des Wasserstoffs:

Ru(p) = p'L35 (p) exp(—p/2) (3.51)
mit (Z Kernladungszahl)
dmoZed 27
p=ef%, _ 24T, (3.52)

nh? nag
fiir Z = 2 wird das 1s-Orbital demnach wesentlich kompakter. Damit wird uns nahe-
gelegt, einen besseren Ansatz fiir das 0,15-MO zu testen, bei dem die 15-AOs steiler

abfallen [7]:
3
ls = ,/C—e—“. (3.53)
m

COULSON erhielt mit dem Variationsprinzip einen Gleichgewichtsabstand von 1,06 A
fiir ein ¢ von 1,24, was eine Dissoziationsenergie von 2,25 eV ergab.

Ein damit unmittelbar zusammenhéngender Effekt ist die gegenseitige Beeinflus-
sung der Elektronen durch die jeweils anderen Kernladungen. Beriicksichtigt man
dies nicht, ist das Resultat fiir die Gesamtenergie nur unwesentlich schlechter, jedoch
erhélt man fiir die einzelnen Beitrdge der potentiellen und kinetischen Energie meist
drastische Abweichungen.

Z. B. ist die Gesamtenergie des HJ negativer als die des H* und eines H, worin
eben die Stabilitiit des Hj -Tons begriindet ist. Nach dem Virialsatz bedeutet das ein
GroBerwerden der kinetischen und der potentiellen Energie. Verwendet man jedoch
1s-Orbitale ohne Korrektur der Kontraktion, findet man eine Abnahme der kinetische,
aber einen Anstieg der potentiellen Energie, und beim Gleichgewichtsabstand ist das
Virialtheorem nicht erfiillt.

Wir haben Einelektronen-Bahnfunktionen zur Beschreibung verschiedener Eigen-
schaften von Atomen verwendet und teilweise verbliiffend suggestive Ergebnisse er-
halten. Dies soll jedoch nicht dariiber hinwegtduschen, dafl dies trotz allem eine grobe
Néherung ist. Dazu soll das folgende Beispiel der Austauschwechselwirkung (Aus-
tauschenergie) und Elektronenaffinitéit dienen: Benutzt man Einelektronen-Bahnfunk-
tionen, um die Energie eines Mehrelektronen-Atoms zu bestimmen, stellt man fest,
dal dieser Eigenwert schlecht beschrieben wird. Diese Differenz, die hauptséichlich
auf die Benutzung des gleichen Raums durch mehrere Elektronen zuriickzufiihren ist,
ist nicht nur auf die gegenseitige Abschirmung der Kernladung durch Elektronen der
gleichen Schale zuriickzufiihren, sondern vielmehr auf die nichtklassische Eigenschaft
des Spins; daher auch nicht einfach zu berechnen und wird als Austauschenergie
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bezeichnet. So ist etwa das lonisierungspotential, insbesondere das von Alkaliatomen,
mittels elektrostatischer WW recht gut modellierbar, nicht dagegen die Elektronenaf-
finitdten etwa der Halogene, die ja immer nur durch ein Edelgasatom von den Alkali-
metallen getrennt sind. So werden bei der Bildung eines Cl™-Ions aus einem Cl-Atom
und Elektronen 3,75 eV freigesetzt. Offenbar besteht aber keine CouL.oMBsche Wech-
selwirkung zwischen beiden Reaktionspartnern. Die Wechselwirkung der Elek-
tronen ist ein wesentlicher Teil der chemischen Bindung.

3.7 Symmetrische und antisymmetrische Zustéinde
Wir beschreiben eine Mehrteilchen-Wellenfunktion durch

1/1:¢(Q1>(J27---,Qjan,Qnat)- (354)
Bei Vertauschung der Zustédnde j und k erhalten wir die Funktion "

w/ :w(Q17Q27"'7Qk7Qj7qnat)' (355)

Das Prinzip der Teilchenidentitéit fordert nun Ununterscheidbarkeit dieser beiden
Zusténde, d. h. ¢ und ' beschreiben in der Realitdt den gleichen Zustand des
Systems. Wenn das so ist, konnen sich die beiden Wellenfunktionen nur um einen
konstanten Faktor A unterscheiden, und wir schreiben dafiir

77Z}(q17 q2;,---,45, 4k, qn7t> - >‘¢<q1a q2, -4k, 9, qn, t) (356)

mit A\ einem bestimmten konstanten Faktor. In Analogie zum HAMILTON-Operator,
der, auf die Wellenfunktion angewendet, die Figenwerte der Energie eines Eigenzu-
standes liefert, konnen wir mit dem sog. Vertauschungsoperator

Pyt = M) (3.57)

schreiben. Diese Gleichung sagt uns, dafl die den Zustand des Systems beschreibenden
Eigenfunktionen ¢ auch Eigenfunktionen des Vertauschungsoperators Fj; mit den
Eigenwerten A sind. Wiederholen wir diese Prozedur, erhalten wir

P} ) = AP0, (3.58)

Es ist offensichtlich, daf§ die zweimalige Anwendung des Vertauschungsoperators,
selbst wenn die Zustdnde mit j und k verschieden wéren, bei Spiegelsymmetrie wieder
zur Ausgangskonfiguration zuriickfithrt. Daher steht in der Gl. (3.58) links einfach 1,
rechts dagegen mit Gl. (3.57) A\*:

=X\, (3.59)
d. h.

AN =1, (3.60)
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woraus als Eigenwerte des Vertauschungsoperators P, die Eigenwerte

A=+l (3.61)

resultieren. Die dazugehorigen Eigenfunktionen besitzen also folgende Eigenschaften:

Pyj =+ V Prjp = =, (3.62)

sie verdndern also bei der Vertauschung der Koordinaten g, des Teilchens £ mit denen
q; des Teilchens j entweder das Vorzeichen, oder sie behalten es. Entweder sind die
Funktionen also symmetrisch oder antisymmetrisch in bezug auf die Vertauschung der
Teilchen j und k. daraus folgt, dafl es keine Funktionen geben kann, die gegeniiber
einem Teil der Teilchen symmetrisch, gegeniiber einem anderen Teil aber antisymme-
trisch sind.

In der Natur werden beide Sorten von Teilchen beobachtet. Symmetrische Teilchen
besitzen einen ganzzahligen Spin, der in Einheiten von i gequanteilt ist; sie werden
durch symmetrische Funktionen beschrieben, das sind die sog. Bosonen. Dazu gehoren
etwa Photonen und m-Mesonen. Nahezu alle anderen Elementarteilchen, insbesondere
Elektron, Neutron und Proton, weisen einen halbzahligen Spin auf und werden mit
antisymmetrischen Funktionen beschrieben. Sie heiflen Fermionen.

3.8 Antisymmetrie-Prinzip und Pauli-Verbot

Machen wir nun — auf hoherem Niveau — nochmals einen Versuch, Elektronen in
Orbitale einzufiillen! Das PAULI-Verbot sagt aus, dafl sich die einzufiillenden Elek-
tronen in mindestens einer Quantenzahl unterscheiden miissen. Der quantenmechani-
sche Zustand eines Elektrons ist also gegeben durch die drei Quantenzahlen n, [, m,
mit denen seine Energie (n), sein Bahnmoment (/) und eine Projektion in irgendei-
ne Richtung (m) bestimmt werden sowie durch die noch fehlende Quantenzahl, die
Spinquantenzahl, die die Projektion des Spins in derselben Richtung bestimmt, und
die die Besetzung der sog. Spinorbitale regelt. Die Nomenklatur fiir diese Orbitale ist
a oder 3 fiir s = +'5 bzw. s = —!4. Das PAULI-Prinzip behauptet, dafl in einem
derartigen Zustand entweder kein oder ein Elektron sich befinden kénnen, aber nie
mehr als eins. So besteht etwa die 1s-Funktion folglich aus den beiden Spinorbitalen
1sav und 1s3. Schreiben wir nochmals Gl. (3.1) nieder:

U = wa(1)¢b(2> e 1/Jk(n), (31)
wobei die Zuordnung des Elektrons 1 zum Spinorbital 1, getroffen wird, die des
Elektrons 2 zum Spinorbital ¢y, .. ., dann kénnen wir wegen der Ununterscheidbarkeit

der Elektronen auch fordern, dafl

= g (2)i(1) . () (3.63)

oder irgendeine andere um n! permutierte Funktion. Entscheidend fiir diese Betrach-
tung ist, dal eine Vertauschung identischer Teilchen am Zustand des Gesamtsystems
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nichts Meflbares dndern darf. Natiirlich besteht die allgemeinste Funktion in einer
gleichgewichteten Linearkombination aller n! Funktionen. Da experimentell jedoch
gefunden wird, dafl nur derartige Linearkombinationen beobachtet werden, die ihr
Vorzeichen beim Austausch irgendwelcher zwei Elektronen wechseln, reicht es ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit aus, dies an zwei Elektronen zu zeigen.” Weil das
selektive Kriterium dasjenige des Spins ist, wiahlen wir zwei Spinfunktionen aus (« fiir
Spin up, 3 fiir Spin down), von denen wir ja wissen, dafi der Eigenwert +!4h betréigt

(Tab. 3.3).

Tabelle 3.3. Darstellung der beiden Spinfunktionen.

Atom 1| Atom 2| Spin 1| Spin 2
(1) (2) ) f
B(1) B(2) Y [}
(1) 5(2) ) ]
B(1) a(2) y 1

Als néchstes bilden wir die beiden moglichen Linearkombinationen:

((1)B(2) + (2)6(1)), (3.64)

((1)F(2) — a(2)5(1)), (3.65)

wobei man Gl. (3.65) auch schreiben kann als®

s B(2)

Eine Determinante dndert bei Vertauschen der Spalten ihr Vorzeichen, und sie ist
Null, wenn zwei Zeilen (Spalten) gleich sind, wenn also alle Quantenzahlen gleich
sind. Folglich miissen sie sich, da ihr Betrag gleich ist, im Vorzeichen unter-
scheiden. Folglich miissen die Funktionen antisymmetrisch sein, d. h. a(1) = —a(2)

und B(1) = —4(2).

a(1) a(g) _ o (3.66)

—a(2) a2)|_ .
_B(2) B | —fly + By =0 (3.67)

Die Wahrscheinlichkeit, dal in einem aus zwei Elektronen bestehenden System an
beiden Elektronen gleichzeitig die gleichen Werte n, [, m, s gemessen werden, die die

"Das beeindruckendste Beispiel ist hier ortho-/para-Wasserstoff, dessen Gesamtwellenfunktion
[tV = Yrot - YKerne) antisymmetrisch ist [J = 0 (antiparalleler Spin): para, J = 1 (paralleler Spin):
ortho].

8Dies ist die einfachste Form der sog. SLATER-Determinante.
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mechanischen Eigenschaften der Elektronen charakterisieren, ist Null. Dies ist die
strenge Formulierung des PAULI-Verbots, das fiir Fermionen gilt.

Die antisymmetrische Losung (3.67), die fiir Fermionen gilt, 148t sich als Differenz,
die symmetrische Losung, die fiir Bosonen gilt, dagegen als Summe von Produkten
schreiben.

An Hand der beiden Funktionen des H3, Gln. (3.5/6) oder (3.22/23)

Uy = NJ(Phoa + 214 Pr + P p), (3.5)

V2= N2,y — 20Dy + B ), (3

sehen wir, daf§ der Grundzustand der Bahnfunktion fiir das Hy-Molekiil symme-
trisch, der angeregte Zustand dagegen antisymmetrisch ist. Folglich mufl die Wellen-
funktion des zweiten Elektrons im Grundzustand iiber die Spinfunktion antisymme-
trisch gemacht werden, also Spinpaarung, wiahrend der angeregte Bahnzustand be-
reits antisymmetrisch ist. Damit der Gesamtcharakter antisymmetrisch bleibt, muf
die Spinfuktion diesmal symmetrisch sein $Rightarrow Triplett-Zustand mit unge-
paartem Spin.

d

3.9 Aufgaben und Lésungen

Satz 3.1 Bestimmen Sie mit dem Bindungsabstand R = 0, 742 A das Uberlappungs-
integral im Hy-Molekiil mit der Formel

_R R 1 /R\?
S—<<I>A!<I>B>—e5)[1++<”. (1)
agp 3 ap

Losung. Einsetzen liefert einen Wert von S = 0, 753. Dieser Wert ist wg. des sehr
kurzen Abstands der beiden Atome enorm grof [in der Néherung nach HUCKEL wird
S auf Null gesetzt (ZDO-Methode), typische andere Werte liegen zwischen 0,2 und
0,3.].

Satz 3.2 Die chemische Bindung am Beispiel des Hy: Diskutieren Sie den Energie-
gewinn mittels der Gleichungen fiir die Wechselwirkung der beiden Kerne V' (R) mit
R dem Kernabstand, des CouLoMB-Integrals K (R), des Austausch- A(R) und des
Uberlappungsintegrals S(R) fiir sehr kleine und sehr groBe Absténde! Zeigen Sie an
Hand der Gleichungen explizit,

e welche Absténde fiir die chemische Bindung von Bedeutung sind,
e es zu einem Minimum kommen kann (aber nicht muf}), und da8

e die Stérke der Bindung wesentlich durch das Austauschintegral bestimmt wird.
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Losung. Mittels der (angegebenen) Gleichungen fiir die Kern-Wechselwirkung

V(R) =20, )

das CouLOMB-Integral

5 o R
K(R) = —Ze2 < Dy | 1)r| @y >= —Ze2 < Dg | 1/r | B >= ‘iRoe 2% <1+),

Qo
(2)
den zusitzlichen Energiebeitrag neben der CouLOMBschen Anziehung durch ein Pro-
ton, und das Austauschintegral

e 2 /R\?*| _=
A(R) = —Zé2 < ®p | 11 | Bp| >= _1-‘3{1_3<a0> }e n )
sowie das Uberlappungsintegral
_R R 1 /R\?
agp 3 ap

kann ganz einfach (durch Einsetzen etwa) gezeigt werden, dafl K (R) nur fiir Absténde,
die wesentlich kleiner als der BoHRsche Radius sind, grof§ wird und sich fiir grofle
Werte von R sehr gut gegen V(R) kompensiert. Damit wird der Ladungsbeitrag des
Elektrons zwischen den Kernen, dessen GroBe durch das Uberlappungsintegral S(R)
ausgedriickt wird, von iiberragender Bedeutung fiir die chemische Bindung, eben das
Resonanz- oder Austauschintegral.

2.0
1.5} Coulomb-AbstoRRung der Kerne
Coulomb-Integral Abb. 3.13. Die einzelnen Beitrage im
101 — Austausen itegra ] Hy: Fiir grofie R canceln sich V(R)
S 05} . und I(R) nahezu vollstindig, so dafl
% 0.0} i die chemische Bindung durch A(R)
=4 bestritten wird. Wie man aus der For-
g 9 1 mel fiir A(R) ersieht, entsteht algebra-
-1.0 . isch durch die Differenz ein Minimum
1.5l _ bei Abstédnden etwa des BOHRschen

Radius.

Auflésen des Austauschintegrals ergibt eine Gleichung 3. Grades in R. Diese hat
nach dem Satz von VIETA immer mindestens eine reelle Nullstelle. Ob daraus ein
Energie-Minimum entstehen kann, ist eine Frage des CouLomB-Integrals und von

V(R).
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Satz 3.3 Nach dem einfachsten LCAO-MO-Modell wird die Gesamtenergie E(R) des
H3 -Molekiilions (bindender Zustand) im Grundzustand approximiert durch

1 K+ A
Ei(R)=—=+—2 1
=5t irs @
wobei E(R) = 0 fiir unendlich weite Separation zwischen einem Kern und einem

Atom. Gleichgewichtsabstand und Dissoziationsenergie fiir die Reaktion

H;r — H- +HT, (2)
und der antibindende Zustand durch

Eo(R) = 1+ 52 (3)

Bestimmen Sie nach Gln. (1) und (3) die abstandsabhingigen Energien im Hj -
Molekiilion!

Losung. Gleichgewichtsabstand: Ry ~ 2,5 ap, =1,3 A; Dissoziationsenergie Ep ~
0,065 atom. Energieeinheiten (1 a. u. = 2 Rydberg = 27,2 eV) = 1,9 eV. Die tatséchli-
chen Werte betragen: Ry: 1,06 A und Ep = 2,8 eV. Die nur méBige Ubereinstimmung
ist wesentlich schlechter als die Genauigkeit der einzelnen Beitrége, da die Bindungs-
energie als Differenz aus teilweise sehr groflen Einzelwerten gebildet wird
(Tab. 3.1, Abbn. 3.1).

Tabelle 3.4. Die nach Gln. (1) und (3) berechneten abstandsabhingigen Energien im
Hj -Molekiilion.

R | E(R) | E(R)
[ao] | [au.] | [a.u]

0,51 1,079 | 2,35

1,0 | 0,212 | 1,049
1,5 1 0,005 | 0,072
2,0 | -0,054 | 0,338
2.5 | -0,065 | 0,208
3,0 [-0,059 | 0,132
3,5 1-0,048 | 0,085
4,0 | -0,038 | 0,055
4,5 | -0,028 | 0,037
5.0 |-0,019 | 0,023
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Abb. 3.14. Die nach Gln. (1) und (3) berechneten abstandsabhéngigen Energien im
H;‘-Molekﬁlion. Man sieht in der Feindarstellung die bindende Wechselwirkung. Frappie-
rend ist die Kleinheit der bindenden Wechselwirkung, insbesondere gemessen am
Beitrag fiir 1/R, der CouLoMBschen Wechselwirkung der Kerne.

Satz 3.4 Das normierte MO einer homonuklearen zweiatomigen Bindung lautet

Y = agy + bea, (1)
das Uberlappungsintegral S betrigt

< ¢1|¢2 >= 9. (2)
Dann gilt bei einem Kernabstand R fiir den Schwerpunkt R/2 des Systems

1(R/2) = ¢2(R/2) = ¢1 = ¢2. (3)
Bestimmen Sie das Verhéltnis a : b, fiir das ¢(R/2) den maximalen Wert besitzt.

Losung. Wir suchen das MO ¢ als Linearkombination der ¢;, wobei wir die Koeffi-
zienten a, b als Verénderliche betrachten. Die normierte Funktion lautet zunéchst

@61+ V6, "
\/a/Q T2+ 2a/bls'
Wir suchen ein Maximum bei R/2 und die Abhéngigkeit desselben von den Ko-
effizienten a’, b'. Dazu bilden wir das totale Differential von v und setzen es Null:
oY oy
dy = —~dd + —-di’ = 0.
4 da " * ov’ 0 (5)
Da die beiden Koeffizienten unabhéngig voneinander sein sollen, miissen die Ab-
leitungen von 1 nach beiden Koeffizienten fiir ein Maximum verschwinden. Dazu
miissen wir Gl. (4) nach der Quotientenregel differenzieren, und mit Gl. (3) folgt:

Y=
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Vi —d)=0Ad(d —0b)=0. (6)
Dies ist nur fiir ' : o' = 1 der Fall, also
1
a=b=—— (7)

Satz 3.5 Einem d,2_,2-Orbital ndhere sich entlang der x-Achse ein s-, p,-, p,- oder
ein p,-Orbital. Zwischen welchen Orbitalen kommt es zu einer o- bzw. m-Bindung?
Zeichnen Sie qualitativ den Verlauf von S(R)!

Losung.

Abb.3.15. Das Uberlappungsinte-
. gral fiir die o-Bindungen zwischen
dem dg2_,2-Orbital und dem s- und
dem p,-Orbital ist prinzipiell iden-
. tisch. Die anderen beiden sind Null.

R[a. u.]

Satz 3.6 Zeigen Sie, daBl das homogene Gleichungssystem

61(1—8)+Cg<2—0,55) :O, (1)

c1(2—0,5¢) + (1 —¢) =0. (2)
nur fiir 2 nichttriviale Losungen hat.

Losung.
Nichttriviale Losungen liegen dann vor, wenn die Sékulardeterminante der Koeffizi-
enten verschwindet:

1—¢  2-05e]

2—0,5¢e 1—c¢ =0 (3)

Die Auflosung liefert eine Gleichung 2. Grades in e:

(1—e)?—(2-0,5e)* =0 = = £2. (4)
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Satz 3.7 Fiir die beiden untersten Niveaus im ,eindimensionalen Kasten“ lauten
die Eigenwerte und die Eigenfunktionen (Ursprung des Koordinatensystems in der
Kastenmitte):

h? h?
B 2m. L2

U, = \/Ecos <Zx) AWy = \/gsin <2£Tx> . (2)

Wie genau approximieren die Ndherungsfunktionen

L? L?
F1:N1 (4—2?2) /\FQZNQ.I (4—I2> (3)

(1)

die Eigenwerte und Eigenfunktionen?

Losung. Die Losung lduft in mehreren Schritten ab:

e Bestimmung der Normierungsfaktoren N; und N, in Gln. (3);
e Bestimmung des Kurvenverlaufs der Eigenfunktionen;

e Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte der
Energie;

e Vergleich mit den exakten Werten.
L/2 (2 2 L2 [ ]2 2
<F1|F1>:N12/ g dx:2N12/ T2 dr =1 @)
-2\ 4 0 4

L5 30

L2 (]2 ’ L2 (L2 ’
< By | Fy>= N22/ (x—:v3> de = 2N22/ (x—:p3> de =1 (6)
0

-2\ 4 4
N2 x L g oy = [2 (7)
271680 NI
Néherungswert e4:
g =< F} | H | F; >= 1,013E1 (8)
€9 =< Fy | H | F, >= 1,064E2 (9)

g1 > FEi Neg > By, (10)
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Abb. 3.16. Die Ndherungsfunktionen
Fy und F5 approximieren die exakten
Funktionen sehr gut, aber nicht ge-
nau. Dadurch werden die Eigenwerte
fiir die Energie absolut zu grof} errech-
net.
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4 Hiickelsche MO-Theorie

4.1 mw-Systeme und Elektronendelokalisation

4.1.1 Eigenwerte fiir die Energie

EricH HUCKEL formulierte bereits in den 1930iger Jahren fiir m-Systeme eine be-
sonders luzide Theorie fiir Elektronensysteme mit vollsténdiger Delokalisation. Wie
sich im Verlaufe seiner Untersuchung herausstellte, sind diese Systeme alle eben, und
ihr Prototyp ist die einfachste aromatische Verbindung, das Benzol. HUCKEL machte
folgende Annahmen:

Vollstédndige Trennung von o- und m-Elektronen.

Es wird nur die oberste Elektronenschale beriicksichtigt.

Die als Basis-AOs verwendeten Funktionen sind orthonormiert.
Die MOs werden aus geeigneten LCAQOs zusammengestellt.

Es gibt keine WW zwischen nicht benachbarten Zentren 4 und , sondern nur
zwischen benachbarten Zentren; sie erhalten die Nomenklatur pv:

/ O, Hy®,dV =< ;1| Hy | v >4 0, (4.1)
1%

/ ®, Hy®,dV =< | Hy | 5 >= 0. (4.2)
1%

Die verschiedenen Atomorbitale sollen nirgendwo gleichzeitig endliche Werte
haben Zero Differential Overlap, ZDO).

Damit ist insbesondere das Uberlappungsintegral S Null:
/ BB, =< ji| v >=0. (4.3)
v

Damit enthélt der HUCKEL-Operator bereits die Topologie des (ebenen) Sy-
stems.

67
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e Handelt es sich um ein System nur einer Atomsorte (Kohlenstoff-Geriist), so
ist das CoOULOMB-Integral fiir alle C-Atome «, das Resonanzintegral zwischen
zwei benachbarten Zentren (5. « ist also die Energie eines Elektrons in einem
pr-Orbital des Kohlenstoffs vor der WW mit anderen Orbitalen, und [ ist die
Energie der WW zwischen Orbitalen benachbarter Atome.

Mit diesen Axiomen lassen sich nun analog zur Zweizentren-Bindung sofort die
HUCKEL-Determinanten fiir ein beliebiges C-Geriist angeben.

4.1.2 HMOs

4.1.2.1 Gesamtenergie des Systems. Durch Aufsummierung der einzelnen Ener-
gien der MOs, gewichtet mit der Zahl der Elektronen, erhélt man die Gesamtenergie:

E7r = Z bJEJ. (44)
J=1

4.1.2.2 Koeffizienten. Die Sikular-Gln. (3.42) werden mit den HUCKELschen Ver-
einfachungen (S = 0, WW nur zwischen benachbarten Atomen p und v, ap = ap =
a) zu

cala =) + cpfap = 0; (4.5)
caPas + cg(a —€) = 0; (4.6)
allgemein also
Z Z C#V(a - 8) + Cuuﬁuu - 07 (47)
noov

wobei 3,, = 8 Null, nur fiir v = 4 £ 1 verschieden von Null.
Dies wird tiblicherweise mit 5, bezeichnet:

ZZCHV(a - 8#) + C,U,I//BB;LV = 0. (48)
noov
Mit der Bezeichnung
a—g,
—x, = ) 4.9
2 ﬁ ( )
wobei a nur dann einen endlichen Wert hat, wenn g = v, was man mit dem

KRONECKER-J

P 1 ifpu=v
ol 0 ifp#v

erfa3t, wird
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Z Z —Cu T + By = 0; (4.10)

I

fiir die Sakulardeterminante, die auch HUCKEL-Determinante genannt wird,

| By — 2,0, |= 0. (4.11)

Damit ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten der einzel-
nen Energieeigenwerte zu

n
> ¢, (B — 2,0,) = 0. (4.12)
v=1
Beispiel 4.1. Benzol: Determinante, Energie-Eigenwerte.
oa—¢€ I} 0 0 0 B
8 a—e p 0 0 0
0 I} oa—¢€ I} 0 0 |
0o 0 B8 a-e p o 7% (4.13)
0 0 0 Ié] a—¢€ v
I} 0 0 0 8 a—c

oder, was dasselbe ist (Division durch 3, und 0‘58 wird auf —x gesetzt):

—z 1 0 0 0 1
1 —z 1 0 0 0
0 1 -2 1 0 0
0 0 1 - 1 o/ " (4.14)
0 1

0 0 1 —z
1 0 0 0 1 —=z

Diese Determinante 148t sich leicht entwickeln in ein Polynom 6. Grades, oder aber unter
Symmetriebetrachtungen faktorisieren in zwei Unterdeterminanten 4. und 2. Grades:

1. Welchem Symmetrietyp gehort das Molekiil an?

2. Bei Spiegelung an einer Symmetrieachse: Welche Atome werden ineinander iiberfiihrt,
welche bleiben unveréndert?

3. Bilde die Summe der Zeilen von Atomen, die ineinander iiberfithrt werden, nehme
dann die unverénderten, ziehe dann die Zeilen der Atome, die ineinander iiberfiihrt
werden, voneinander ab.

4. Verfahre genauso mit den Spalten.

2z 2 2 0 0 0
2 -2z 0 2 0 0
2 0 -2 0 0 0
0 2 0 -z 0 o | % (4.15)
O 0 0 0 2 2
0O 0 0 0 -2 —2z
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2z 2 2 0
2 2z 0 2

T (4.16)

0 2 0 —=z
—22 [~22(2?) + 2(22)| — 2(22%) + 2[20(~2) + 2(4)] (4.17)
—20(—22° 4 4x) — 2(22?) + 2(—42% + 8) = 4a* — 202 + 2% = 0. (4.18)
ot — 5% = —4,2 = 2”. (4.19)
xr1 = 2,.%'2 = 1, (4.20)

und damit die Eigenwerte

g =a+x;0. (421)

Da « und 3 negative Energiegréfien darstellen, ergibt sich, dafi positive Wurzeln zu bin-
denden, negative Wurzeln dagegen zu antibindenden Zusténden gehoren. Damit ergibt sich
folgendes Termschema (Abb. 4.1):

2r B,g; B = -2,000 | .
Abb.4.1. Das HUCKELsche Term-
T E,. B =-1000 T schema fiir Benzol in Einheiten von x;
Zu' ' und den zugehorigen Symmetrietypen
2 O T der MOs.
Eyq; B = 1,000 ]
At i
Al Ay B =2,000 |

Dieses so erhaltene Energieniveau-Schema mufl nun mit dem Spektrum para-
metrisiert werden, da das HMO-Verfahren darauf verzichtet, die Energien ab initio
zu bestimmen (Abb. 4.2). Das UV-Spektrum, gegen die Energie aufgetragen, zeigt
tatséchlich vier nahezu dquidistante starke Banden, allerdings nicht ganz im Verhélt-
nis 1:2:2:1.

4.1.2.3 Koeffizienten fiir die M Os. Die MOs sind Linearkombinationen der AOs,
deren Koeffizienten nun genau mit den eben gewonnenen Energieeigenwerten be-
stimmt werden:
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Abb.4.2. Das UV-Spektrum, gegen die Wellenléinge (lks.) und gegen die Energie (re.)
aufgetragen.

i=n
U, => ¢;;®mitj=1,2,...,n. (4.22)
i=1
Aus n AOs werden gleich viele MOs konstruiert: LCAOs.
Beispiel 4.2. Benzol: Koeffizienten der HMOs fiir das nte Energieniveau.

—TnCnl  tCn2 tee = 0
Cnl  —TpCpz  +Cp3 = 0;
Cn2  —TnCpz  +Cna = 0;
4.23
Cn3 —TnCn4 +cns = 0 ( )
Cnda —TnCps  tepg = 0
Cnl +cns —Zncpe = 0.
Mit den Energie-Eigenwerten aus Beispiel 4.1: 1 = 2,20 =23 =1,24 = 25 = —1, 26 = —2
wird z. B. fir n = 5 fiir Gl. 4.23.1:
—(—=1) - 51 4+ 52+ ¢56 =0, (4.24)
Annahme: 52 = 56 = 1 = ¢51 = —2; fiir Gl. (4.23.2):
(651 = —2) — (052 = 1) . (—1) +c53 =0= c53 = +1, (4.25)
fiir G1. (4.23.3):
(652 = 1) + (053 = 1) +c54 =0= c54 = —2, (426)
fiir Gl. (4.23.4):
(053 = 1) =+ (654 = —2) +c55 =0= c55 = 1, (4.27)

fiir Gl (4.23.5):

(654 = —2) + (655 = 1) +c56 =0=c55 = 1, (428)
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(zur Probe) fiir Gl. (4.23.6):

(cs51=—-2)+ (55 =1)+ (56 = 1) = 0. (4.29)

Diese Werte miissen noch durch Summenbildung der Quadrate und Division durch deren
i=6

Wurzel (3 ¢2, = 12;1/4/12 = 0,289) normiert werden, so daf} sich schlielich ergibt (Nor-
i=1

mierungsfaktor fiir die MOs 1 und 6: \/1/6 = 0,408, fiir die MOs 2 und 5: 1/1/12 = 0, 289,
fiir die MOs 3 und 4: \/1/16 = 0, 25):

— 1 1 1 1 1 1 &H,..
U, = \/6(1)1 Jr\/éq)Q Jr\/éq)?) +\/g‘1>4 +\/gq>5 +\/gq)67
B / /92 /
— 4 /4 4 / 4 .
\113 = \/%(I)Q + E(I)g *\/%@5 - E@(ﬁ (430)
v, — —JEey, o+ [La, 50 /5%

22 1 /1 22 1 /1 .

Die Elektronendichte ist dem Quadrat der Wellenfunktion proportional. Die Wellen-
funktionen sind in Abb. 4.3 dargestellt.

4.2 Atombahnfunktionen und Hybridisierung

4.2.1 Typen der chemischen Bindung

Wir unterscheiden zwischen o- 7- und §-Bindungen (Abbn. 4.4 — 4.7 u. 5.18).

Das Methan-Molekiil weist exakte T;-Symmetrie auf, d. h. vier exakt gleiche Bin-
dungen mit einem Bindungswinkel von 108° 28 (Abb. 4.7). Wie kommt man von
einem kugelsymmetrischen s- und 3 hantelférmigen p-Orbitalen, die in die drei Rich-
tungen des cartesischen Koordinatensystems zeigen, zu Tetraeder-Orbitalen?

Der Grundzustand des C-Atoms ist *P: (15)%(25)%(2p)?. Anregung fiihrt zum te-
travalenten °S-Zustand (1s)%(2s)!(2p)?, also zu jeweils einfach besetzten 2s- und den
3 2p-Orbitalen. Die Ladungsverteilung sieht dann folgendermaflen aus:

dp = o (93, + ®3, + ®3, + 3, )dV (4.31)

dp = eo ((R3, + (R2p©3p, ) + (Rpy©2y,)* + (R2p03,.)%) AV (4.32)

1) V3
R, (M) + R%p (M) X (0052 ¢ sin? ¥ + sin” ¢ sin? 9 + cos? 19) dv;

dp = eg

(4.33)
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Abb.4.3. LCAO-MOs von Benzol in der HUCKELschen Niaherung. Anhand der
Knddel-Plots sieht man sehr schén die Knotigkeits-Regel bestétigt.

1
A7

R2 + iRgp ( sin®(cos® ¢ + sin® ¢) + cos® 19)] dV : (4.34)

dp=co 47
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O+0O =00 C<O +0 = C<D

Abb. 4.4. Zwei s-Orbitale erzeugen eine o-Bindung, genauer: eine o5, — 0s-Bindung; ein
2p- und ein s-Orbital erzeugen eine o-Bindung, genauer: eine o, — 0,-Bindung. Der La-
dungschwerpunkt liegt auf der Kern-Kern-Verbindungsachse.

1.0 ' ' ' : : Abb.4.5. Das Uberlappungsintegral
1 von zwei 2s-Elektronen des Kohlen-
0.8 stoffatoms, die eine o5 — 0s-Bindung
06 \ 1 ausbilden (nach [8]).
o <2s|2s>
% 04
0.2 \
0.0
0 2 4 6 8 10

EN

die Ladungsverteilung ist also winkelunabhéngig, also radialsymmetrisch, die Ladung
(1 eg) ist einfach geviertelt; danach befindet sich bei vier wechselwirkungsfreien Elek-
tronen in jedem Orbital genau eine eine ganze Elementarladung. Die Kugelsymmetrie
der Ladungsverteilung wird durch die Vorzugsrichtungen der Orbitale in keiner Weise
beeinflufst!

Es sind aber alle moglichen orthonormierten Bahnfunktionen méglich und zu-
gelassen, um diese Ladungsverteilung zu beschreiben, etwa auch Hybridfunktionen,
die im Falle einer sog. sp*-Hybridisierung zu einem Viertel s-Charakter und zu drei
Vierteln p-Charakter aufweisen:

hy = an®y + a®y, + aiz®y, + 4Py,
hy = an®y + an®y, + axPy, + auP, (4.35)
hy = az®Pa + azpPy, + apdy, + a3, '
hy = an®a + 0P, + aPy, + auPs..
In die Ecken eines Tetraeders zeigen die Hybridorbitale (Abb. 4.8)
hl tl % (23 + 2pa: + 2py + 2pz)
he = to = - (2s+2p, — 2p, — 2p.
hy = t3 = ﬁ 2s — 2p, — 2p, + 2p;)
hy = t, = 7 (25 — 2p, + 2p, — 2p.) .

!Dieses Ergebnis ist in Wirklichkeit eine Manifestation der Isotropie der Kugelfunktionen, wenn
ihre Betragsquadrate iiber alle m (in diesem Falle —1,0, +1 fiir [ = 1) aufsummiert werden.
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0.5
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. / <2p|2p>
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R [a.u.]
1.0
<2p|2p*
0.5
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\\—-//
05 1 2 3 4 5

R[a.u]

Abb.4.6. Oben Iks.: Zwei p-Orbitale erzeugen eine o-Bindung, genauer: -eine
op—0p-Bindung. Oben re.: das zugehorige Uberlappungsintegral. Unten lks.: Zwei p-Orbitale
erzeugen eine o*-Bindung, genauer: eine 0, — 0,-Bindung. Unten re.: das zugehdrige Uber-
lappungsintegral. Es ist zur z-Achse achsensymmetrisch [8].

N Y
>

Abb. 4.7. Zwei 2p-Orbitale erzeugen eine m-Bindung, genauer: eine m, — mp-Bindung. Der
Ladungschwerpunkt liegt senkrecht zur Kern-Kern-Verbindungsachse.

In der Abb. 4.9 sind die drei moglichen Hybridfunktionen und ihre Quadrate neben-
einandergestellt. Man beachte bei den Atombahnfunktionen den kleinen negativen
Lappen.

Damit ist gezeigt, dal die Hybridisierung lediglich ein Modell ist, das gewisse
Bindungsrichtungen und Molekiilsymmetrien erkliren kann. Dadurch wird sie aber
genausowenig zur Realitdt wie die Bahnen des BoHRschen Atommodells.
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Q9

Abb. 4.8. Methan in 2 symbolischen Darstellungen: Keilformel und Kalottenmodell.

1@+38= %)

Abb. 4.9. Ein 2s-Orbital und drei 2p-Orbitale erzeugen vier o-Bindungen, die in die Ecken
eines Tetraeders zeigen.

Es sei hier abschlieBend angemerkt, da3 die molekulare Struktur in erster Linie
durch zwei Beitrage bestimmt wird:

e die Bindungsenergie, die auf dem Grad der Uberlappung zwischen einzelnen
AOs beruht, und

e durch die AbstoBung zwischen den Elektronen.

Wie sich herausgestellt hat, dominiert oft der zweite Effekt.

4.3 Aufgaben und Loésungen

Satz 4.1 Welche der folgenden HUCKEL-MOs sind normiert?

1
Uy = NG (1 + ¢2), (1)

Vs = = (01— 20+ 60). @)
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Abb. 4.10. Die Hybridfunktionen sp, sp? und sp? und ihre Quadrate, die Hybridorbitale,
im Polardiagramm.

Satz 4.2 Berechnen Sie fiir das lineare m-Elektronensystem A-B-A die Energie-Néhe-
rungswerte €1, € und e3. Zeichnen Sie das resultierende Eigenwert-Schema fiir stei-
gende Werte von (315 (aus Symmetriegriinden ist a3 = ag und 13 = fa3)!

Losung. Die Sikulardeterminante fiir dieses System lautet
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Energie[a. u]

Biola.ul

Abb. 4.11. Fiir zunehmende Werte des Resonanzintegrals (1o sinkt der resultierende Ei-
genwert unter das COULOMB-Integral «;.

ap — ¢ Bia 0
B2 Qg — ¢ B2 =0, (1)
0 ﬁw ap — €

woraus sich das Polynom

(a1 —€)*(ay — €) — 2% (a; —€) = 0, (2.1)

(a1 = &)[(ar = &)(az — &) — 267, = 0. (2.2)
ergibt, das die Wurzeln hat:

€1 = (7, (31)

o)+« 1
! : 2 4 5\/(a1 — )2 + 8%, (3.2)

Damit ergibt sich folgendes Eigenwert-Schema fiir steigende Werte von 315 (Abb. 4.2).

€23 =

Satz 4.3 Bestimmen Sie die Eigenwerte der Energie ¢;, die LCAOs v;, die Gesamt-
m-Elektronenenergien F, sowie die Ladungsordnungen p; fiir das Allyanion, das Al-
lylradikal und das Allylkation!

Losung. Die HUCKEL-Determinante lautet:
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was zu den Wurzeln fiir die Eigenwerte der Energie fiihrt:
81:Oé—|-\/§ﬁ:>l'1:\/§, (21)

€9 =a =Ty =0, (22)

E3 = — \/56 = T3 = —\/5 (23)

Die zu den Eigenwerten g; gehérenden LCAOs v); erhélt man durch Einsetzen der
Werte z; in die Sékulargleichungen:

xic11 + ¢ = 0; (3.1)
Co1 — TaCo + Co3 = 0; (3.2)
C32 — XI3C33 = 0. (33)

Z. B. ergibt sich aus Gl. (3.1) fiir 2; = /2 mit der Annahme c¢;; = 1 ¢19 zu +v/2,
daraus auch ci3 zu 1. Das unterste MO ist also die LCAO

1= @1+ \/§¢2 + @3, (4)
was normiert werden muf:
Z C%i = 17 (5)

im Augenblick ist die Summe der Quadrate aber 1 + 1 + 2 = 4, daraus die Wurzel
macht 2:

Y1 = ;(Cbl + ¢3) + \}5@7 (6.1)
entsprechend
o = (01 = au). (6.2
1 1 6.3
¢3_§(¢1+¢3)_ﬁ¢2’ (6.3)

was wiederum die Knotenregel bestétigt.
Der Grundzustand des Allykations wird durch die Besetzungszahlen by = 2,0y =
0, b3 = 0 beschrieben. Damit ergibt sich die Gesamt-7-Elektronenenergie E, zu

2
Er =) big; =2(a+1,4148) = 2a + 2,82803. (7.1)
i=1

Im Ally-Radikal kommt ein Elektron hinzu:
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E, = 3a + 2, 8284, (7.2)

und im Allyl-Anion zwei Elektronen (insgesamt vier):

E, = 4a + 2,8288. (7.3)

Damit ergeben sich die Ladungsordnungen nach

3
Pi = Z bic?i (8)
i=1

im Kation zu p; = 0,5, p2 = 1, p3 = 0,5, im Radikal zu p; = 1,p2 = 1,p3 = 1, und im
Anion zu py = 1,5, p0 = 1,p3 = 1,5.

Satz 4.4 Bestimmen Sie nach HUCKEL die sterisch stabilste Konfiguration der Mo-
lekiile HY, Hs und Hj!

Losung. Die HUCKEL-Determinante lautet:

—z 1 0
1 —z 1 |=0, (1)
0 1 —=x

was zu den Wurzeln (z(2? — 2) = 0) fiir die Eigenwerte der Energie fiihrt:
51:oz—|—\/§ﬁ:>x1:\/§, (2.1)

g9 == 19 = 0, (2.2)

g3=a—V23=153=—V2. (2.3)

Damit werden die Gesamtenergien

Hi i e =2a + 2V20; (3.1)
H; 0 = 3+ 2V253; (3.2)
H; :e5=4a+2V23. (3.3)

Fiir das cyclische Hj ergibt sich die HUCKEL-Determinante zu

—x 1 1
1 -2 1 |=0, (4)
1 1 —=x

was zu den Wurzeln ((z — 1)?(x + 2) = 0) fiir die Eigenwerte der Energie fiihrt:
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g1 =a+ 203, (5.1)
g9 =¢e3=a—[. (5.2)
Damit werden die Gesamtenergien
Hy :e; =2a+40; (6.1)
Hj :eo = 3a + 30; (6.2)
Hy re3=4a+20. (6.3)

e Hj ist in der trigonalen Konfiguration stabiler.

e Fiir H3 ergibt sich nahezu kein Unterschied (genauere Rechnungen zeigen, dafl
die lineare Anordnung stabiler ist).

e H3 ist in der linearen Konfiguration bedeutend stabiler.
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5 Spezielle Systeme

In diesem mehr beschreibenden Kapitel werden suggestive Denkvorstellun-
gen der Valenzbond (VB)-Methode ad absurdum gefiihrt. Die Uberlegenheit
der Molekiilorbital (MO)-Methode erweist sich insbesondere in der Beschrei-
bung hoherer Atomaggregate (Clustern) bis hin zu unendlich ausgedehnten
Strukturen.

5.1 Hohere Aromaten

x

Abb. 5.1. Die ersten 3 kondensierten Aromaten Benzol, Naphtalin und Anthracen.

In ganz analoger Weise erzeugt man die Termschemata fiir die kondensierten Aro-
maten der Symmetriegruppen Dy, bzw. Dy, fiir Benzol selbst (Abb. 5.1). Typisch
ist ein Zusammenriicken der Energieniveaus, das irgendwann dazu fiihrt, dafl
der energetische Abstand zwischen den einzelnen Niveaus ununterscheidbar wird =
Ausbildung von Bandern. Dies gilt, gleich, ob es sich um eine Kondensation zu Rin-
gen wie im vorliegenden Fall oder eine Aufweitung zu Annulenen handelt (Abb. 5.2).
Wichtig ist allein, dafl die Grofle der betrachteten Einheit zunimmt, inner-
halb derer eine chemische WW stattfindet (Kondensation von Edelgasatomen
oder Sauerstoff-Molekiilen reicht dazu also nicht aus!). Diese sind also zuerst im opti-
schen Bereich ausgeprigt, der einen kontinuierlichen Ubergang zur Photoelektronen-
Spektroskopie (PE-Spektroskopie, Anregung mit He-Linien, 24,2 eV) bzw. XPS er-
laubt. Insbesondere ist bei den hoheren Aromaten durchaus bereits metallischer Glanz
zu beobachten, also stark gerichtete Reflexion, die schon auf delokalisierte Elektronen
hindeutet. In der Tat gibt es auch Charge-Transfer-Komplexe (sog. A/D-Systeme
von Akzeptor/Donator), die anisotrope elektrische Photo-Leitfahigkeit zeigen. d. h.
bei Lichteinwirkung deutlich erhthte Leitfdhigkeit, meist in nur einer Achse.

83
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2t e Pa— - 3r 1
B, B =-2,000 e Baogi B =-2,414]
2r E— A, B =-2,0007
1+ - By B =-1414 Bag: B=-1,414
E,,; B = -1,000 | 1 Bag: B =-1,000 Ay; B=-1,0007
S B, B =-0,414]
- Of T - or ¢ .
< x - Bogi b = 0,414
Eig B =1,000 -1 Bag; B = 1,000 A, B = 1,000
-1r T B, p=1414 Bog B = 1,4141
2Lr N Big; B = 2,000
° Az B =2,000 _— B p=2414]
e - 7 3+ u
Al Byg: B =-2,303 ]
A B=-1618 | Abb. 5.2. Die Termschemata der er-
1k —_ SWUZ E = 1 ’ggg ] sten 3 kondensierten Aromaten Benzol
_— B?i B =-0,618 ] (0.lks.), Naphtalin (u.lks.), Anthracen
ol i (o.re.). Deutlich zu erkennen ist das
x Ay B= 0618 ] Zusammenriicken der einzelnen Ener-
- U il
11 - B, B=1000 i gie-Niveaus, aus denen fiir noch grofie-
Byg: B = 1,303 ] re Aggregate einfach Bénder zu ex-
———— By, p=1618 i .
2L _ trapolieren sind.
By B= 2,303

5.2 Metall-Metall-Bindungen

e (C: 4 Valenzelektronen und 4 Valenzorbitale niedriger Energie.

e Metalle: wenig Valenzelektronen, aber viele Orbitale. = Metallische Bindung:
hohe Koordinationszahl (KZ), stark delokalisierte Elektronen. , Bindungsener-
gie“: Sublimationswéarme / KZ ~ 1,5 eV.

5.2.1 Phinomenologie

e Zweizentren-Bindung mit der Moglichkeit eines Mehrfachbindungsanteils:

(OC)3Fe(CO)3Fe(CO)s (Dap); (0C)sCo — Co(CO)y (Dsa);  (5.1)

[W2C19]37; [R62C18]27; (52)

e Mehrzentren-Bindung mit gleichen oder verschiedenen Metallatomen in poly-
gonaler oder polyedrischer Anordnung. Die hauptséchlich zu beobachtenden
Struktureinheiten sind gleichseitiges Dreieck, Dsy,, Tetraeder, Ty, Oktaeder, Oy,
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(Abb. 5.5), trigonale oder quadratische Bipyramide, Dsj, oder Dy, aber auch
Wiirfel: Dyj,. GroBere Cluster zeigen bereits kooperative Phdnomene der ausge-
dehnten Metallanordnungen wie Glanz und Leitfahigkeit.

Es werden in diesem Kapitel einige derartige Komplexe sterisch dargestellt.

5.3 Metall-Cluster mit Metall-Metall-Einfachbindungen

Definition eines Clusters von F.A. CoTTON: Eine Clusterverbindung ist eine end-
liche Gruppe von Metallatomen, die zumindest zu einem signifikanten Teil durch di-
rekte Me-Me-Bindungen zusammengehalten werden, obwohl einige Nichtmetallatome
an den Cluster gebunden sein kénnen.

5.3.1 Ubergangsbereich

e _verdiinnte“ Metalle mit Raumnetzstruktur (Alkalimetallsuboxide),

e verdiinnte“ Metalle mit Schichtstruktur (zweidimensionale Metalle, z. B. AgyF,
Abb. 5.12); und

e cindimensionale mit Kolumnarstruktur (MAGNUSsches Salz) mit der

e Grenze des zweikernigen Komplexes z. B. in den Komplexen mit m-Sduren wie

CO oder PF3, aber auch PPhs.

Abgeschlossenen Schale mit 18 Elektronen (Edelgasregel der Ubergangsmetallche-
mie). Diese Regel bestimmt die Stochiometrie der Komplexe, indem sie die Zahl der
Liganden festlegt. Metallische Eigenschaften findet man in diesen Komplexen nicht,
ebensowenig wie im Hg,Cly, in dem die Hg-Hg-Bindung kovalent und lokalisiert ist.
Die typischen Eigenschaften der Metalle beruhen nicht unwesentlich auf deren Elek-
tronenmangel. In diesen Komplexen haben wir aber durch die zahlreichen Liganden
eher einen Elektroneniiberschuf3. Sollen sie also ,,metallischer werden, mufl man for-
mal Elektronen entfernen, etwa durch

1. Bildung von mehrkernigen Me-Me-Bindungen (Cluster) oder
2. Bildung von zweikernigen Me-Me-Mehrfachbindungen.

Weg (1) wird etwa bei der Reihe der Cobaltcarbonyle begonnen, in denen zuneh-
mender Metallgehalt das Clustern erzwingt (Abbn. 5.3).

Weg (2) wird seltener benutzt, etwa in der Cr-Gruppen- und Nb-Gruppen-Chemie
(bis zu Vierfachbindungen wg. sterischer Hinderungen durch terminale Liganden,
Abbn. 5.4). Da die 4d- und 5d-Bahnfunktionen viel weiter ausladen als die 3d-Orbitale,
sind dort auch bei formal héheren Oxidationszahlen Me-Me-Bindungen moglich.
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CO
OoC coO

CO

Abb. 5.3. Verschiedene Kobalt-Kompexe: Durch das sinkende Verhéltnis Co:CO von 4 nach
22/3 [(C0O)4Co-Co(CO)y iiber das Ty-Molekiil Cos(CO)12 zum Op-Molekiil Cog(CO)1g, bei
dem jedes Co-Atom zwei terminale CO-Liganden trégt und weitere sechs sich iiber den sechs
Oktaederflichen befinden|, wird das Clustern erzwungen.

o
C
O\C\
Cr 2287 Cr
\C
~0

Cc
[
)

Abb. 5.4. Die Bindungsldnge zwischen den beiden Cr-Atomen verkiirzt sich drastisch um
etwa 30 %, entzieht man dem linken Molekiil zwei CO-Liganden, die als sog. m-Sduren
wirken, d. h. dem Molekiil-Skelett (und antibindenden Niveaus) m-Elektronen entziehen.
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Tabelle 5.1. Halogeno-Cluster des Niob und Molybdédn mit formal gebrochenen Oxidati-
onszahlen. Im Op, hat jedes Atom 4 néchste Nachbarn (Bindungsordnung 3 = Anzahl der
Restelektronen dividiert durch 4 x 6).

[NbGChQ]QJr [Nb618]3+ [M06018]4+
Cl:12p I8p Cl:8p
Nb: 18 d +12s | Nb: 18 d + 12 s | Mo: 24 d + 12 s
1:42—-2=401]>,:38—3=35|>,:44—-4=140
Nb-Cl: 24 Nb-I: 16 Mo-Cl: 16
> 16 >0 19 > 24
B %516 : 24 £:0,79;19:24 | 5:1,00;24:24

Zu viele Elektronen in der Valenzschale sind vor allem deswegen hinderlich, weil
sie auch antibindende Zusténde besetzen. Daher findet man bei den niederen Haloge-
niden und Chalkogeniden Me-Me-Bindungen nur bei den frithen Ubergangsmetallen.
Konnen dagegen Elektronen aus den antibindenden Niveaus abgezogen werden (wie
bei den 7m-Sduren), sind zahlreiche Clusterbildungen méglich.

In vielen derartigen Gebilden ist die Me-Me-Bindung nicht durch einfache Valenz-
striche zu beschreiben, da durch die Stochiometrie der Verbindungen oft gebrochene
Me-Me-Bindungsordnungen entstehen, wihrend die Strukturen regelméflige Polyeder
von Metallatomen enthalten. Dieser Symmetrie gerecht wird nur eine qualitative oder
semiquantitative MO-Methode, die durch die hohe Symmetrie der Metallatome sehr
erleichtert wird (Tabelle 5.1):

Abb. 5.5. Die erste oktaedrische Struktureinheit der Niob-, Molybdén- und Wolframcluster:
MegClg: ein Metallatom-Oktaeder, dessen acht Flachen von jeweils einem Cl-Atom gekront
werden.
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Abb. 5.6. Die zweite oktaedri-
sche Struktureinheit der Mo-
lybdédn- und Wolframcluster:
MegClio: ein Metallatom-Ok-
taeder (schwarz), dessen zwolf
Kanten von jeweils einem Cl-A-
tom gekront werden (rot). Mit
den sechs terminalen Cl-Ato-
men (cyan) ergibt sich die For-
mel [M66C112]016 = MeClg.

Nb-Nb_303 pm__379 pm
O

Abb. 5.7. Im NbyCly sind jeweils zwei Oktaeder durch eine Nb-Nb-Bindung enger mitein-
ander verbunden [9].

e Me-Me-Bindungen treten auf bei Ubergangsmetallen in niedrigen Oxidations-
stufen aus folgenden 3 Griinden:

— energetischer Grund: fiir den BORN-HABER-Kreisproze$ fiir die Reaktion
mM(solid) + gXQ(gas) s M, X, (s0lid) (5.3)

ist die Verdampfungswirme des Metalls sehr hoch (4 — 5 eV fir Zr, W,
Ir ...). Bei der Darstellung einer Verbindung, in der das Verhéltnis z/m
klein, also der Metallanteil hoch, ist, wird nicht geniigend Energie durch
M-X-Bindungsbildung frei.

— Sterischer Grund: Bei einer hohen Zentralladung werden die Orbitale stark
kontrahiert, wodurch die Uberlappungsméglichkeit mit den Nachbarato-
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Abb. 5.8. AlF3 = AlF2F,/4: wegen der hohen Zentralladung des APt -Tons erfolgt die Ket-
tenbildung iiber die Oktaeder-Ecken, was in der Prinzipskizze rechts zum Ausdruck kommt.

men vermindert wird. Da die 4d- und 5d-Bahnfunktionen sehr viel weiter
ausladen als die der 3d-Ubergangsmetalle, sind dort hthere Oxidationszah-
len moglich.

— Sterischer Grund: Zu viele Nichtmetallatome erschweren die Anreicherung
von Metallatomen.

e Zu viele Elektronen in der Valenzschale stehen der Bildung von Me-Me-Bindun-
gen entgegen, da viele antibindende Zusténde besetzt werden (miissen). Daher
findet man bei den niederen Halogeniden und Chalkogeniden Me-Me-Bindungen
nur bei den frithen Ubergangsmetallen (Ta, Nb, Cr, Mo ...).

e Nur wenn 7-Séuren als Liganden vorliegen, die Elektronen aus antibindenden
Bahnfunktionen abziehen koénnen, sind auch Metall-Cluster der spéten Uber-
gangsmetalle moglich.

e Ebenso wie bei Metallen ist es auch bei Clustern nicht moglich, die einfache
PAuLIiNGsche Valenzstrichschreibweise zur Bindungsbeschreibung zu benutzen.

5.3.2 Verkniipfungen der Cluster

Oktaeder kénnen tiber Ecken sich verkniipfen und unendliche Ketten (eindimensional)
oder Flichen (zweidimensional) bilden: AlFyCly s, SnFoF /9, TI,AIF4Fy /5 (Abbn. 5.8
u. 5.9).
Es kénnen aber auch Me-Atome Briickenkopfe sein (MosSby): KM04M02 /2> Sbg /2} .
SchlieBlich ist auch eine Verkniipfung {iber Kanten moglich wie Gd;Cls. Mit der Oxi-
dationszahl 1,5 weicht das Gadolinium ganz eklatant von der iiblichen Oxidationszahl
+3 ab (4/*5d'6s?): GdaGdy/2ClLCly 2 (Abb. 5.11)).

Die Cluster befinden sich nicht isoliert im Gitter, sondern werden iiber Halogeno-
Briicken miteinander verkniipft. Die Cluster selbst sind gegen {iber chemischen At-
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Abb.5.9. In der Struktur des
Zinn(IV)-chlorids sind Oy, iiber
Kanten miteinander verkniipft.
Mit den zwei terminalen Cl-A-

tomen ergibt sich die Formel
[Sn2C14/2]: SHCI4.

tacken oft erstaunlich stabil. So lassen sich die 6 &ufieren zum [MogClg]*"-Ton gehoren-
den Cl™-Ionen [MogClg|ClyCly/y leicht austauschen, wihrend die zum Op-Cluster
gehorenden Liganden nur schwer austauschbar sind (s. a. Abbn. 5.5 — 5.7).

5.3.3 Kolumnarstrukturen: Magnussches Salz

d8-Tonen wie Pt** bevorzugen eine planar-quadratische Anordnung; dadurch wird eine
Stapelung der einzelnen Komplexe moglich, so dafl sich Me-Me-Bindungen ausbilden
konnen. Am bekanntesten ist das griitne MAGNUssche Salz, [Pt(NH;)4][PtCly], das in
Richtung der Me-Me-Bindung eine stark erhdhte elektrische Leitfdhigkeit um einen
Faktor 100 mit positivem Temperaturkoeffizienten zeigt (Abb. 5.10).

100 .
o
L | R O N - —
£ ~_
‘_0 ~Q__
e 10 F ;
© [Pt(NH,),][PtCl,]
=
©
=
1 ' | '
250 300 350

/T [x10™° K]

Abb. 5.10. Abhéngigkeit der elektrischen Leitfahigkeit (hier dargestellt als Ino) von der
reziproken absoluten Temperatur (1/300 x 10~° = 60 °C).
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Aus der Steigung berechnet man die Gapenergie zu 0,6 eV nach

1)
EGap:2EA/\1np:1np0+—A. (5.4)
kT

(Vergleich mit Ge: 0,7 eV; Si: 1,15 eV; GaAs: 1,45 eV). Dadurch, daf§ die Nachbarkom-
plexe entgegengesetzt geladen sind, wird die Kettenbildung elektrostatisch begiinstigt,
und es resultiert ein Abstand von 3,25 A. Dieser Abstand ist mit dem Pt-Pt-Abstand
von 3,07 A im Metall durchaus vergleichbar, wo mit Sicherheit Me-Me-Bindungen
vorliegen.

Eine Kolumnarstruktur, in der Oktaeder iiber Kanten verkniipft sind, liegt in der
bereits erwahnten Verbindung Gd,Cls vor (Abb. 5.11).

{ ) ¢ i

Abb. 5.11. Zwei GdgClg-Op, ndhern sich und stoflen die jeweils vicinalen Cl-Atome in die
z-Richtung aus, so daf§ iiber Kanten vernetzte Op-Ketten entstehen mit der Stéchiometrie
GdyCls. Dabei sind die hinausgestofienen Cl-Atome nicht gezeigt.

5.3.3.1 Konfigurationswechselwirkung (CI). Die beiden 5d,2-Orbitale (A;,)
spalten auf in ein antibindendes und ein bindendes MO mit der Symmetrie Ay, und
Aig; dasselbe geschieht mit den 6p.-Elektronen der Symmetrie As,. 4 Elektronen
sind unterzubringen, die beiden unteren werden besetzt: ein bindendes und ein anti-
bindendes. Dies ergibt noch keinen bindenden Effekt. Da die MOs aber zum gleichen
Symmetrietyp gehoren, ist das Resonanzintegral

/\IllH\IJQd?’x —<1|H|2> (5.5)
verschieden von Null. In diesem Fall ist die Sdkulardeterminante
E'—F Hy |
o, o _gl|= 0, (5.6)
und wir erhalten als Eigenwert
EO + H12 : (57)

sog. Konfigurationswechselwirkung, CT (Abb. 5.11)! Durch C'T werden also die untere
a14- und ag,-Funktion nach niedrigerer Energie, die oberen nach hoherer Energie
verschoben. Dadurch sinkt die Gesamtenergie des Systems.

! Dies ist formal véllig analog zur Berechnung der Energie von zwei Orbitalen gleicher Symmetrie!



92 5 Spezielle Systeme

AZu
A,/ T
Energie
A,
A s, -
LA

Abb. 5.12. MO-Schema fiir ein Aggregat aus zwei planaren Komplexen, links ohne, rechts
mit Konfigurationswechselwirkung (CT).

5.3.3.2 Bénder Bei einer Kette von Atomen entstehen Binder. Die starke lang-
wellige Absorption entspricht einem Ubergang vom 5d,2-Band zum 6p.-Band. Das
5d.2-Band ist bei Pt!"-Ketten voll besetzt. Die oberen Orbitale dieses Bandes wirken
trotz C1 fiir die Kette antibindend, da sie sich oberhalb des d,2-Niveaus des freien
Komplexes befinden (Abb. 5.12).

Man erwartet daher eine Verstirkung der Bindung in der Kette, wenn man
aus diesem Teil des Bandes Elektronen entfernt. Dies ist etwa bei aus Pt!(CN)-
Komplexen gebildeten Saulen moglich, wenn man die Sdulenkomponenten partiell
mit Bry oxidiert, so daf der Komplex [Pt(CN),Brg3]*~ mit der Oxidationszahl von
2,30 resultiert (Abbn. 5.13 — 5.15). Die kupfern glénzenden Kristalle des K-Salzes ab-
sorbieren Licht fast vollstdndig; bei senkrecht zu dieser Richtung polarisiertem Licht
ist die Absorption gering.

Der Pt-Pt-Abstand verringert sich von 3,35 auf 2,89 A, und das Leitungsband ist
jetzt nur noch zu 5/6 gefiillt (Abb. 5.14). Der Sprung in der Leitfdhigkeit geht iiber
neun GroBenordnungen (von 1077 auf 10 Q2 'em™!), also zu metallischen Leitfihig-
keiten, die Ubergangstemperatur liegt bei 100 K, unterhalb derer die Leitfihigkeiten
sehr klein sind.

5.3.4 Zweidimensionale ,,Verdiinnte* Metalle

Metallisch leitendes Silbersubfluorid AgsF entsteht bei der kathodischen Redukti-
on einer wifirigen AgF-Losung als messingfarbiger Niederschlag (anti-CdFy-Gitter,
hep von I™-Tonen, Op-Liicken sind so ausgefiillt, dafl jeweils I~ -freie Doppelschichten
iibrigbleiben, Abb. 5.16).
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<— Pt-Pt-Abstand

6p.-

6p, Band

(unbes.)

Energie 50.2-

Band

mittlere
Energie
der 5d -

5d,: Elektronen

(besetzt)

Freier Geringe Starke
Komplex ww ww

Abb. 5.13. Bandaufspaltung, Lichtabsorption und Abstand in der Kette von Pt-Atomen
im MAGNUsschen Salz.

I <—— Pt-Pt-Abstand
Energie obere
Orbitale
5dp——— ! Band
Untere
| Orbitale
Freier Geringe Starke
Komplex wWw wWwW

Abb. 5.14. Bandaufspaltung und -besetzung bei partiell oxidierten Metallketten. Die obe-
ren Orbitale, die eine Energie haben, die hoher als die des freien 5d,2-Zustandes ist, wirken
antibindend. Sind sie nicht mehr besetzt, fithrt das zu einer Verstirkung der Bindung.
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0,335 nm

-Br

Abb. 5.15. Oxidation der Pt>*-Ionen zu Pt?>3* durch elementares Brom fiihrt zur Verkiir-
zung der Pt-Pt-Bindung und einem erheblichen Anstieg der elektrischen Leitfahigkeit in
z-Richtung: von 1077 auf 102 Q tem ™.

5.3.5 Dreidimensionale ,,Verdiinnte* Metalle

Sehr metallhaltige Vertreter sind Alkalimetallsuboxide mit den Prototypen RbgOs
(anti-W5Clg) und Cs;; 03 (anti-NbzCly), in denen die wenigen O?-Ionen als Stérung
des Metallgitters angesehen werden konnen, in denen Me-Op,-Systeme die grundlegen-
de Baueinheit bilden, iiber eine Fliache verkniipft im RbgO,, iiber zwei im Cs;;03.
RbyO, existiert als kupferrotes, metallisch leitendes Oxid, so dafl man es eigentlich
als

o 0 0o 0o o o
© 0600 0 0 o ®

Abb. 5.16. Eine ausgeprigte Schichtstruktur weist die messingfarbene Verbindung AgsF
auf, die bei der Reduktion einer wéfirigen AgF-Losung entsteht.
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[RbyO,]°* 5ey (5.8)

formulieren miifite. Auch Cs,0O ist eine stoéchiometrische Verbindung aus einer kubisch
dichtesten Kugelpackung aus Cs;;Os-Einheiten, in denen Cs-Atome die Op-Liicken
(1 pro Op) ausfiillen, so daf8 sich die Stéchiometrie [Cs;;03]Cs = Cs,O ergibt. Der
metallische Bereich zwischen den Tripel-Ops betrigt 1 Atom/Cluster.

In den verdiinnten Metallen werden charakteristische Ionengruppen
metallisch miteinander verbunden, wodurch ein System entsteht, das me-
tallische Leitfdhigkeit in allen 3 Raumrichtungen zeigt.

5.4 Anorganische Syteme mit Mehrfachbindung

5.4.1 Experimentelle Sachverhalte

Mischt man MoCl; mit Alkalimetallchloriden in einem bestimmten Verhéltnis und
tempert das Gemisch, kann man eine Verbindung der Stochiometrie Cs3MoyClg er-
halten. Im Vergleich zu den Verbindungen des Typs CszMoClg mit einem von 6 Cl-
Atomen oktaedrisch umgebenen Mo-Atom zeigt das Ligandenfeldspektrum deut-
lich anderes Verhalten: es tritt ndmlich eine neue Bande auf, die eine WW der beiden
d3-Mo™-Atome sehr wahrscheinlich erscheinen 148t.

Eine besonders sichere Methode zur Erhértung eines derartigen Verdachts ist
dann die Messung des magnetischen Moments, die besonders bei leichten Uber-
gangsmetallen wegen der einigermafien sauberen RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung der
Bahndreh- und Spinmomente recht zuverléssig ist.

Me-Me-Einfachbindungen in Zweikern-Komplexen zeigen Schwingungsfrequenzen
von 150 — 250 cm ™!, was Valenzkraftkonstanten von 0,5 bis 1,5 mdyn/A entspricht:

D
o0 Myed. 7 ( )

mit D der Valenzkraftkonstanten und m,.q der reduzierten Masse des schwingenden
Systems; einer Doppelbindung kommt eine Kraftkonstante von etwa 2,7 mdyn/ A zu,
wihrend Dreifach- und Vierfachbindungen bei Mo- und Re-Verbindungen Kraftkon-
stanten zwischen 3,5 und 4,5 mdyn/ A aufweisen.

5.4.2 Auswertung und Diskussion

Eine derartige Berechnung der Eigenresonanzfrequenz und der reduzierten Masse
ist mit geringem Aufwand nur bei Zweikern-Komplexen moglich, da bei Mehrkern-
Komplexen wegen starker Kopplung von Schwingungen gleichen Symmetrietyps von
Me-Me-Bindungen und Me-Liganden-Bindungen eine derartige Analyse sehr aufwen-
dig ist. Auf diese Weise wurde die Dissoziationsenergie einer Re-Re-Vierfachbindung
im [ReyClg|?>~ berechnet.
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Die Formulierung als Vierfachbindung erscheint abenteuerlich, jedoch besteht die
Notwendigkeit, verschiedene Besonderheiten dieses Systems zu beschreiben (Abbn.
5.17 u. 5.18):

e die auBergewdhnlich kurze Re-Re-Bindung: 2,24 A im Komplex verglichen zu
2,75 A im Metall und 2,40 — 2,50 A in den Re,Cly-Spezies und

e die eclipsed Konformation.

Das erste Indiz weist auf eine sehr starke Bindung, also eine Mehrfachbindung, hin,
wihrend das zweite eine Uberwindung der sterischen WW der eclipsed Konformati-
on durch Orbitalfaktoren bedeutet. Zahlen wir die Elektronen ab: Der Komplex ist
zweifach negativ geladen.

2 x bd-Elektronen (Re)

2 x 6s-Elektronen (Re)

8 x 3p-Elektronen (Cl)

2 Elektronen wg. zweifach negativer Ladung des Komplexes

24 Elektronen
—16 Elektronen (8 Re-Cl-Zweielektronen-Zweizentren-Bindung)

8ey

jedes Re-Atom erhélt noch 4 Elektronen fiir 4 Orbitale mit d-Charakter. Eines dieser
MOs hat o-Charakter, zwei bilden ein entartetes Paar mit m-Charakter, und das vierte
besitzt bzgl. der gemeinsamen vierzidhligen Achse der MCly-Gruppen 6-Charakter. Bei
8 Elektronen kénnen die 4 bindenden MOs besetzt werden, und die Vierfachbindung
ist vollendet. Die d-Komponente behindert die Rotation so stark, daf§ die eclipsed
Konformation bevorzugt wird. Die 6-Uberlappung ist fiir diese Konfiguration maximal
und geht eindeutig zu Lasten der staggered Konformation.

Aus einem einfachen Energieniveauschema, das nach Eztended Hiickel berechnet
wurde, geht eine Bindungsenergie von 300 — 400 kcal /Mol oder etwa 20 eV hervor.
Sie wire damit die stirkste bekannte Bindung (Abb. 5.19).2

Trotzdem ist jenseits der ersten kurzen Periode lediglich die P-O-Bindungsenergie
von 125 kecal/Mol (= 6,5 eV) von vergleichbarer Grofie wie die Vierfachbindungen in
Rhenium und Molybdén.

2Dieser Wert mufite einige Jahre spéter revidiert werden, da aus BIRGE-SPONER-Analysen der
Ramanbande der totalsymmetrischen Re-Re-Valenzschwingung, die bis zum 3. Oberton gemessen
wurde, sich ergab, dafi die Dissoziationsenergie nur ca. 115 — 130 keal/Mol betriigt, wobei bereits
eine Korrektur an der Formel

We We
_Z¢_D 1
4x, 2 ¢ (5.10)

angebracht ist, da nach dieser Formel berechnete Werte der Dissoziationsenergie i. a. zu hoch aus-
fallen.
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Abb. 5.17. Im [ReyClg]? -Komplex liegt eine Vierfachbindung zwischen den beiden Rhe-
nium-Atomen vor. Lingenangabe in A [9].

Abb. 5.18. Zwei mogliche Konfigurationen des ResClg-Komplexes. Lks. die ,staggered*,
re. die ,,eclipsed“Konformation.

5.4.3 Strukturanalyse

Bedeutende Beitrdge zum Nachweis einer Me-Me-Bindung liefert die RONTGEN-
Strukturanalyse. Vergleicht man die zweikernigen Komplexe [CryClg]*~ und [WoClg]?~
miteinander, wird aus Ligandenfeldspektren und magnetischen Messungen auf eine
Dreifachbindung geschlossen, die sich in einem Zusammenriicken der beiden W-Atome
aus den Op-Zentren manifestiert, wihrend im Cr-Cluster, in dem keine WW der bei-
den Zentren vorliegt, eine elektrostatische Abstoung der Cr-Ionen zu einem Ausein-
anderriicken aus den Op-Zentren fiihrt. In jenem Fall beobachtet man eine Stauchung
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2L - E@® i
5 _
4L 4
I — A, (6(2)
-6+ Bi ) -
3 I - A, (1)
L B. () Abb.5.19. Ein Energieni-
-10+ % s veauschema nach Fzrtended
- E, () : Hiickel. fir die Vierfach-Bin-
-12+ 1g . dung: 1 o-, 2 7 und eine
1 B,, (Ligand) 1 0-Bindung.

der dreizéhligen Achse, in diesem Fall eine Streckung. Diese ist beim RbgO5 noch we-
sentlich ausgeprégter als beim Cr-Cluster. Ist die effektive Ladung des Sauerstoffions
noch groéBer als 27 SchliefSlich werden keine weiteren Anionen zur Ladungskompensa-
tion benotigt!

5.5 Schluflbetrachtung

Sehen wir uns die Eigenschaften der Cluster in der Gesamtschau an, konnen wir
feststellen, daf} sie zwischen Metallen und Molekiilen stehen:

e Ein Molekiil leitet den elektrischen Strom nicht, da ihm hoch delokalisierte, un-

besetzte Elektronenniveaus fehlen. Sie sind jedoch im Cluster vorhanden. Es
verwundert daher nicht, dafl sie ohne groflen Energieaufwand Elektronen auf-
nehmen und abgeben konnen, ohne dafl sich das Geriist dndert. In bestimmter
Anordnung zueinander kann eine hohe anisotrope Leitfahigkeit erreicht werden.

Molekiile konnen nicht wie Metalle das Licht vollsténdig absorbieren, da sie nur
iiber wenige MOs verfiigen. Bei Clustern ist dies anders, da sehr viele AOs zu
einer dichten Folge von MOs fiihren, so dafl die Absorption sehr vieler dicht
benachbarter Wellenléngen aus dem sichtbaren Lichtbereich moglich ist.

Die Delokalisation der Bindungen in einem Cluster fiihrt zu einer hohen Beweg-
lichkeit der Liganden. So enthélt etwa das Rhy(CO);o im Kristall und bei tiefer
Temperatur in Losung 4 verschiedene CO-Gruppen: Briicken-CO-Gruppen so-
wie terminale CO-Gruppen in 3 verschiedenen Anordnungen. Doch bereits bei
Raumtemperatur tauschen alle CO-Gruppen aus; das '*C-NMR-Spektrum zeigt
nur noch ein Signal.
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Dies und viele analoge Beispiele zeigen, daf die Bindung in Ubergangsmetallen
nicht so scharf definiert ist. Wie bei Hauptgruppenelementen liegt die Hauptbedeu-
tung darin, daf die Oberfliche eines Clusters der Oberflache eines Metalls vergleichbar
ist. Metalle aktivieren CO, Hy und Olefine im Verlauf katalytischer Prozesse. Dabei
sind die kleinen Molekiile auf der Metalloberfliche wirksam. Damit besteht eine wei-
tere Analogie zwischen dem Cluster und dem Metall.
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