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1 Festkorpermodelle

1.1 Das reale und das reziproke Gitter

Physikalisch besteht die Notwendigkeit, ein reziprokes Gitter zu konstruieren, da die
tatsdchliche Wechselwirkung etwa mit elektromagnetischen Wellen in Wirklichkeit
nicht mit Atomen an einem Ort, sondern mit einem ausgedehnten Ensemble stattfin-
det. Es ist daher sogar sinnlos, die Ortsabhéngigkeit der Wechselwirkung zu untersu-
chen. Es soll daher zur weiteren Motivation zunéchst die Beugung am eindimensio-
nalen und dreidimensionalen Gitter rekapituliert werden.

1.1.1 Beugung und Streuung: Experimentelle Befunde

Reales Gitter aus der Vorlesung ist ein Modell: sehr kleine Kugeln in viel zu

grofem Abstand. Wirklich reales Gitter: Atome beriihren einander, Kalottenmodell

und Styropor-Kugeln dienen zur Beschreibung. Erstmalige Bestimmung einer Kristall-

struktur durch MAX VON LAUE und seine Doktoranden FRIEDRICH und KNIPPING.
Was sieht man bei der WW von Strahlung mit einem linearen Gitter?

sind = nA : (1.1)
)
Der Beugungswinkel ist umgekehrt proportional dem Abstand zweier Gitterfurchen:
Wir sehen das Abbild des reziproken Gitters! Schulphysik: elastische Streuung
von RONTGENstrahlen mit Festkorper (BRAGGstreuung, Abb. 1.1):
Wir sehen also, dafl die Wechselwirkung eines Festkorpers mit elektromagnetischer

Strahlung vorteilhaft im Reziproken Gitter beschrieben wird.

1.1.2 Elementarzelle im realen Gitter

Es ist nicht trivial, aus einem Translationsgitter die Einheitszelle oder Elementarzelle
herauszupréparieren, die die kleinste Einheit bildet, aus der man das Kristallgitter
durch periodische Parkettierung gewinnen kann. So ist die kubisch-raumzentrierte
Struktur des CsCl zu schreiben als CsClg/g. Aber was ist die kleinste Einheit?

Am einfachsten ist die Methode von WIGNER UND SEITZ (Abb. 1.2):

e Suche ein Zentrum (CsCl-Gitter: Cs, NaCl-Gitter: Na).

1



2 1 Festkorpermodelle
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Abb. 1.1. Im realen Gitter mit Netzebenenabstand d wird RONTGENstrahlung gestreut.
Bei entsprechendem Gangunterschied dsin 9 zweier gestreuter Elementarwellen erfolgt kon-
struktive Interferenz unter der Bedingung 2d sin = nA. Dieses Gesetz ist eine Konse-
quenz der Gitterperiodizitit. ¥ und A miissen zueinander passen! Bei 100 %iger
Reflexion bereits an der ersten Netzebene wiirden alle Wellen jeder Wellenlinge
reflektiert!

e Stelle die néchsten dquivalenten Nachbarn fest (CsCl-Gitter: 8 Cl, NaCl-Gitter:
6 Cl) und verbinde sie mit dem Zentrum.

e Errichte die Mittelsenkrechten als Ebenen.

e Das kleinste umschriebene Volumen ist die Elementarzelle: Es ist dasjeni-
ge Gebiet, dessen Punkte zum gewéhlten Zentrum nédher liegen als zu jedem
anderen Gitterplatz.

Abb. 1.2. Die Konstruktion der W1G-
NER-SEITZ-Zelle in einem zweidimen-
sionalen Gitter eines chemischen Ele-
ments. Durch Parkettierung dieser
Elementarzelle 148t sich die periodi-
sche Struktur genau dieses Gitters
aufbauen.

Beispiel 1.1. Bestimmen Sie die primitive Elementarzelle (WIGNER-SEITZ-Zelle) des fcc-
Gitters und bestimmen Sie deren Volumen!

Wie aus Abb. 1.2 hervorgeht, baut man zweckméfligerweise ein Dreibein von einem beliebi-
gen Eckatom dadurch auf, dafl man die jeweils drei nidchsten Atome auf den benachbarten
Seitenwdnden verbindet. Da jeder Wiirfeleckpunkt zu vier Wiirfeln gehort, mufl man dieses
viermal machen und gelangt so zu den zwolf néchsten Nachbarn. Halbierung der Strecken
mit Ebenen erzeugt ein rhombisches Polyeder. Alternativ kann man die drei Basisvektoren
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in einem Elementarwiirfel um %d (d: Kantenliénge des Kubus) verschieben und erhilt dann

auch die Elementarzelle. Die drei Basisvektoren bilden als Produkt das Elementarvolumen
des fce-Gitters:

_ o/ NV %
g | sk

Abb.1.3. Lks: Aufbau des Dreibeins im fce-Gitter. Re.: Das Volumen der WIGNER—
SEITz-Zelle des fce-Gitters ist 1/4d® mit d der Kantenlinge des Kubus.

a = 'hd(i+j)
= 'hd(j+k) (1.2)
c = lhd(k+1)
Diese Basisvektoren stehen im Winkel von 60 © zueinander, die das Polyeder begrenzen-

den Flichen sind Rhomben, und die gegeniiberliegenden Fléchen sind um %d voneinander
entfernt. V, das Volumen der WIGNER-SEITZ-Zelle, ist das Spatprodukt der Gittervektoren:

V=a-[bxd. (1.3)

Daraus bestimmt man als Spatprodukt zunéchst das Kreuzprodukt (3 x3-Determinante)
und dann das Skalarprodukt

i j k 1
01 1|=] 1 (1.4.1)
10 1 ~1
1 1
1| 1 |=1+1=2, (1.4.2)
0 ~1

so daf} sich als Volumen
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1 5 3 1 3

ergibt. Alternativ bestimmt man zunéchst die Fliche eines Rhombus mit der Seitenlénge

4 zu 9 (Abb. 1.4):

30°

Abb. 1.4. Die Basislédnge des (gleich-
seitigen) Dreiecks ist 1 - v/2d = %.
Halbierung fiihrt zur Erzeugung der
dr2"% Hohe mit s - %. Die Gegenkathete

ist % sin 60°, was gleich %l ist. Damit
wird die Flidche des (halben) Dreiecks
A =1 (1/2 : % . g) und damit die

. _ &2
Fliche des Rhombus 4 A = NS

d/21/2

sin(60°)
(1/2)"2d/2"

*

60° 90°
.yz * d/21/2

Der dritte Vektor steht nach Abb. 1.4 senkrecht auf dieser rhomboedrischen Fléiche, so dafl
sich als Volumen ebenfalls

— = —d? (1.6)

ergibt.

1.2 Elementarzellen im Reziproken Gitter: Brillouin-Zonen

e Das reziproke Gitter des primitiven Gitters (simple cubic, sc) ist das primitive
Gitter.

e Das reziproke Gitter des kubisch-flachenzentrierten Gitters (face-centered cubic,
fee) ist das kubisch-raumzentrierte Gitter.

e Das reziproke Gitter des kubisch-raumzentrierten Gitters (body-centered cubic,
bee) ist das kubisch-flichenzentrierte Gitter.

1.3 Formalismus des reziproken Gitters

Die WIGNER-SEITZ-Zelle im reziproken Gitter ist die sog. BRILLOUIN-Zone. Sie spielt
daher eine entscheidende Rolle in der Festkorperphysik und wird deswegen hier néher
untersucht: Die Gittervektoren des reziproken Gitters ergeben sich durch Bildung
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des dufleren Produkts der jeweils anderen zwei Gittervektoren des realen Gitters,
wobei V' das Volumen der WIGNER-SEITZ-Zelle ist (genauer: das Spatprodukt der
Gittervektoren). Wir definieren die Gittervektoren

a = at, (1.7.1)
b=10j, (1.7.2)
c=ck, (1.7.3)
und erhalten
A- 2‘;% X, (1.8.1)
B = 2;0 X a, (1.8.2)
C = 2;& X b, (1.8.3)
so daf} die Bedingung
G g= 2‘?% (1.9)

mit d;; dem KRONECKER-Symbol gilt. Damit wird das Volumen der BRILLOUIN-Zone
eines kubischen Gitters (sc)

Viz = ABC = —. (1.10)

Beispiel 1.2. Ein dreidimensionales, rechteckiges Gitter hat folgende Abmessungen: a =
b = d,c = 2d mit d der Basislinge (sog. tetragonal gestrecktes Gitter). Dann ist V = 2d°
und

A= (1.11.1)

B=2"; (1.11.2)
d

C = gk. (1.11.3)

Beispiel 1.3. Das zum fcc-Gitter reziproke Gitter ist das bece-Gitter. Folglich wird die
primitive Zelle durch Verbinden der acht néchsten Nachbarn eines Zentralatoms bestimmt,
auf denen die senkrecht stehenden Mittelebenen errichtet werden. Das Ergebnis ist Abb.
1.5, ein beschnittener Oktaeder, mit den drei Einheitsvektoren k., ky, k., die durch drei
quadratische Begrenzungsfléchen in der Mitte stechen. Aus den Gln. (1.2) und (1.8) ergeben
sich die reziproken Gittervektoren zu
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Abb.1.5. Die BRILLOUIN-Zone des zum fcc-Gitter reziproken bee-Gitters (lks.) ist ein
beschnittener Oktaeder (re.), der durch Verbinden der acht Eckatome mit dem Mittelatom
gebildet wird, auf dem die senkrechten Mittelebenen errichtet werden. Die perspektivischen
Darstellungen stammen von Dipl.-Ing. (FH) MARTIN ROTTENFUSSER.
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A= %”(Hj—k), (1.12.1)
2, . .

B="l(~i+j+k), (1.12.2)
2 .,

C=2i—j+h). (1.12.3)

1.4 Braggstreuung und Reziprokes Gitter

Bei der Reflexion von Wellen interessiert uns die Phasenverschiebung zwischen ver-
schiedenen Volumina, die Beugungszentren enthalten. Seien zwei Zentren um 7 von-
einander verschieden mit den Koordinaten 0 und r, dann ist die Phasenverschiebung
der ebenen Welle el*" auf der Seite des Einfalls kr, auf der Seite der Reflexion dagegen

—k'r, zweidimensional dargestellt in Abb. 1.6. Uber die ganze Kette gilt daher fiir die
Amplitude

Abb.1.6. Streuung von RONT-
GENstrahlen im reziproken Gitter.
Wenn der Phasenfaktor im Ursprung
O 1 ist, ist er am Ort pppp

ma + nb + pc.
A= [ n(x)eE*)= g, (1.13)
bzw. mit Ak = k" — k
A= /n(m) e ART g, (1.14)

Wie wir wissen, 148t sich jedes periodische Ereignis als FOURIER-Reihe nieder-
schreiben. Im Fall einer linearen Kette sind das Gitterbausteine, die im Abstand a
periodisch angeordnet sind, und deren Dichte beschrieben werden kann als

n(z) = nge (1.15)
G
mit G reziproken Gittervektoren parallel zu z. Einsetzen von (1.15) in (1.14) liefert

A= Z/ngeiGI ek dy, (1.16)
€
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ein Integral, das nur fiir den Fall G — Ak = 0 verschieden von Null ist, da die sonst
stehenbleibenden Kreisfunktionen als Integral immer Null liefern. Damit 148t sich nun
die Streuung von Photonen am Gitter sehr viel einfacher erkléren: Reflexe treten nur
dann auf, wenn Ak = G (Abb. 1.7): (k’: Wellenvektor des Photons nach der Reflexion;
k: Wellenvektor des Photons vor der Reflexion; G: Vektor des reziproken Gitters):

K =k+G (1.17.1)

oder

Ak =G. (1.17.2)

Abb. 1.7. Streuung von RONTGENstrahlen im rezi-
proken Gitter. Auswahlregel-Diagramm fiir die ela-
stische Streuung (Reflexion) eines RONTGEN-Photons
mit dem Wellenvektor k (vorher) und &’ (nachher)
wegen der Wechselwirkung mit dem (reziproken) Kri-
stallgitter (Wellenvektor Ak = G).

In der Realitét ist das eine Auswahlregel fiir den gestreuten Lichtvektor £':

F?=(k+G)?=kK+2k-G+G? (1.18)

da, wenn G ein reziproker Gittervektor ist, —G aus Symmetriegriinden ebenfalls dazu
gehort. Weil wir bei einer Streuung davon ausgehen, dafl die Energie erhalten bleibt,

hw = hu', (1.19)
gilt dies auch fiir k£ wegen w = ck:
w=ck=>uw =ck'=k=F. (1.20)
Also wird aus Gl (1.18) fir —G:
2k -G = G?, (1.21)
was sich bei Division durch 4 umschreiben 148t zu
1 1 \?
k- (=G)=|= . 1.22
20~ () i

% G ist aber gerade die Halfte des Gittervektors, der zwei Punkten im reziproken Git-
ter verbindet. Senkrecht dazu, so war die Konstruktionsvorschrift von WIGNER and
SEITZ, errichten wir eine Senkrechte (im Dreidimensionalen eine senkrechte Ebene),
die damit eine Begrenzungsfliche der BRILLOUIN-Zone darstellt.
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1.5 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie die primitive Elementarzelle (WIGNER-SEITZ-Zelle)
des fce-Gitters und bestimmen Sie deren Volumen!

Losung. Wie aus Abb. 1.8 hervorgeht, baut man zweckméBigerweise ein Dreibein
von einem beliebigen Eckatom dadurch auf, dafl man die jeweils drei ndchsten Atome
auf den benachbarten Seitenwéanden verbindet. Diese bilden als Produkt das Elemen-
tarvolumen des fce-Gitters:

Abb. 1.8. Das Volumen der WIGNER-SEITZ-Zelle des
fce-Gitters ist Y42 mit  der Kantenléinge des Kubus.

a = ‘hr(i+j)
b = hr(j+k) (1)
CcC = 1/2[E (k =+ ’I,)

V, das Volumen der WIGNER-SEITZ-Zelle, ist das Spatprodukt der Gittervektoren:

V=a-[bxc. (2)

Daraus bestimmt man als Spatprodukt zundchst das Kreuzprodukt (3 x 3-
Determinante) und dann das Skalarprodukt

T Y z 1 1
01 1|=| 1 |- [1]=14+41=2 (3)
1 0 1 -1 0
so daf} sich als Volumen
1 3
V= <2> x 20% = —o (4)

ergibt.

Aufgabe 1.2 Der Atomradius des Kupfers ist 1,28 A, seine Struktur fec. Machen
Sie eine Skizze und errechnen Sie daraus die Gitterkonstante des Kupfers!

Losung.
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Abb. 1.9. Die Gittervektoren a und

b (beide Ortsvektoren) sind zueinan-
O der orthogonal und spannen die Ober-

fliche des fcc-Cu-Gitters auf. Ihre
O O Lénge ist gleich dem doppelten Atom-
radius.

Wie aus Abb. 1.9 ersichtlich, ist die Gitterkonstante nach PYTHAGORAS zu er-
rechnen. Der Abstand néchster Nachbarn ist gleich dem doppelten Atomradius, also
2,56 A, und damit ergibt sich ¢ mit a =b =2 x r zu

c=va?+b>=362A, (1)

der Wiirfelldnge.

Aufgabe 1.3 Geben Sie die Gittervektoren des dazu reziproken Gitters an und fer-
tigen Sie eine Skizze!

Losung. Die Betriage der Vektoren des reziproken Gitters ergeben sich zu

21 2,45

a-A=21=|Al= - (1)

|al

Thre Richtung ergibt sich parallel zu denen des Ortsgitters, da im kubischen (or-
thorhombischen) Gitter etwa

be
A=2r—3x k|| . 2
Gk )

Folglich ist auch das reziproke Gitter des fce-(Flichen-)Gitters rechtwinklig (s. dazu
Abb. 1.10).

(0,1)

O O
B
Abb. 1.10. Die Gittervektoren A und
O B (beide Ortsvektoren) sind zueinan-
0,0) A (1,0) der orthogonal und spannen die Ober-

fliche des zum fcc-Gitter reziproken

O O O O Gitters auf.
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Aufgabe 1.4 Magnesium kristallisiert in einem hexagonal dichtesten Gitter (hcp).
Bei einer Dichte von 1,74 g/cm?, einem Molgewicht von 24,3 ¢ und einem Atomradius
von 1,72 A:

e Wieviel Mg-Atome befinden sich in einem cm3?

e Wie grof} ist die Packungsdichte? Beachten Sie dafiir, dafl die Abfolge der Schich-
ten in einem hcp-Gitter ABAB ist, die zweite Schicht von Kugeln in den Liicken
der ersten sitzt, und daf in der Elementarzelle (benutzen Sie die Konstruktion
fiir die WIGNER-SEITZ-Zelle!) zwei Atome sitzen.

Losung.
24,3
VM 171 3,966 cm (1)
n = 4,3-10%* Atome/cm®. (2)

Die hep-Packung zeichnet sich durch die einfachste Schicht-Abfolge iiberhaupt
aus: ABAB (Abb. 1.11).

N,
X

Abb. 1.11. Anordnung der Atome in der Schicht A (lks.) und in den Schichten A und B
(re.). Die Basisfliche (1ks.) ergibt sich als die Summe der Flichen zweier gleichseitiger Drei-
ecke, fiir die der Flicheninhalt bestimmt wird nach A = 2r - \/gr/ 2, was eine Fldache von
A = 2¢/3r? ausmacht. Die Hohe der Elementarzelle (re.) ergibt sich aus der Hilfte des gleich-
seitigen Dreiecks (Winkel 30°), damit ist die Hohe h = 7/ cos 30° = r/(v/3/2) = 2r/(2-V/3).
PYTHAGORAS [(GH)? = r2 + 4r2]: h = (/412 — 4r2/\/3 = 2./2/3r, damit ergibt sich das
Volumen zu V = A - h = 2r2/3 - 2,/2/3r = 8y/2r3. In dieses Volumen passen genau zwei

2<4W,r,3

ganze Mg-Atome. Damit ergibt sich die Packungsdichte n zu n = 8\3[? = JW =0, 74.

Aufgabe 1.5 Die Dichte von Aluminium ist 2,7 g/cm?, das Molgewicht 26,98 g und
die Struktur ist fcc. Gehen Sie von der Einheitszelle aus, die insgesamt vier Atome
umfafit und zeichnen Sie diese. Wie grof} ist der Abstand néchster Nachbarn bzw. der
Atomradius?
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Abb. 1.12. Die Einheitszelle des fcc-Gitters besteht aus sechs halben und acht Achteln,
also insgesamt 4 ganzen Atomen. Die Basisldnge a ist %37“.

Losung.
Wie aus Abb. 1.12 ersichtlich, besteht die Einheitszelle aus 4 Atomen, 6- /4 und 8- 4.
Die Diagonale ist 4r. Also ist nach PYTHAGORAS die Kantenlédnge a:

4r* = 20> = a = ir. (1)

V2

Da vier Atome in eine Einheitszelle passen, gibt es davon

22
0’623 -10%* = 0,151 - 10**. (2)
Auf eine Achse passen also
N = 0,151 -10% = 0,532 - 10°. (3)

Das Molvolumen ist 9,99 cm?, also ist die Kantenléinge des molaren Wiirfels

A = 2,154 cm. (4)
Damit wird die Kantenlédnge des Elementarwiirfels
A
= =4,05-10"%cm. 5
70532108 o (5)

Also ist der Radius eines Al-Atoms:
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=1,43A,

r =

2,828
und der Abstand néchster Nachbarn das Doppelte.

13
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2 Metalle

2.1 Der kondensierte Zustand

e Warum kondensieren Atome?
e In welcher Weise ordnen sich die Energieniveaus an?

e In welcher Weise ordnen sich die Atome an?

Abb.2.1. Bringt man Atome dicht
und geordnet zusammen, iiberlap-
pen die Wellenfunktionen der dufleren
Elektronen, der sog. Bindungselektro-
nen, was dazu fiihrt, dafl diese Elek-
tronen die lokalen Potentiale verlassen
konnen und sich ,frei“ innerhalb des
i ° ¢ - ¢ |

Systems bewegen kénnen.

V() [a. u]

x[a.u.]

Erhoht man die Dichte eines Dampfes, fithrt das irgendwann zur Kondensati-
on. Dabei verdndern sich die Wellenfunktionen der einzelnen Atome auf Grund ih-
rer gegenseitigen Nahe. Im einfachsten Fall, bei dem eine translatorische Bewegung
des Elektrons von einem Atom zum néchsten zunéchst vernachléssigt wird, was der
Bedingung k£ = 0 entspricht, kommt es zu einer Addition der Amplituden im zwi-
schenatomaren Bereich (Abb. 2.1), wodurch der exponentielle Abfall der Amplituden
gemildert wird. Spétestens beim halben zwischenatomaren Abstand mufl der Wert
von ¢ konstant und endlich sein, denn hier ist die Nahtstelle mit der Wellenfunktion
des Nachbaratoms. Von WIGNER und SEITZ stammt die Bedingung fiir die Nahtstelle

dy
(%) - o

15
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fiir eine kugelférmige Zelle mit Radius rg, eine Ndherung, die fiir Systeme, die im fcc
oder bce kristallisieren, ja gar nicht schlecht ist (Abb. 2.2, s. a. Kap. III,1) [1]. Damit

Abb. 2.2. Wellenfunktionen des 3s—
Elektrons eines isolierten und eines
Ketten-Natrium-Atoms nach WIGNER
und SEITZ. Durch Aneinanderreihen
T auf Abstinde, die dem Atomdurch-
messer entsprechen, sinkt der asym-
ptotische Ast nicht so stark ab, die
Kriimmung von ¥ wird geringer. Da-
durch nimmt die kinetische Energie
ebenfalls ab [2].

0.0

wird die Kriimmung der Wellenfunktion geringer und folglich auch die kinetische
Energie der Elektronen
Eyin ~ " V2 2.2
o~V 2.2
Da das Quadrat der Wellenfunktion eine Aussage iiber die rdumliche Abhéngigkeit
der Elektronendichte erlaubt, konnen wir damit auch feststellen, daf§ die Dichte der
Valenzelektronen stirker im zwischenatomaren Bereich konzentriert ist. Damit wird
auch die potentielle Energie abgesenkt, und zwar in allen drei Raumrichtungen.

Ist dies die Sicht von zwei benachbarten Atomen, wissen wir von den aneinander
kondensierten Benzol-Kernen und schliellich den unendlich ausgedehnten ein- und
zweidimensionalen Strukturen, dal wir aus n AOs n MOs herstellen, also werden aus
10 AOs 10 MOs. Und die Energieniveaus beeinflussen sich wechselseitig: Die An-
ordnung der Atome (Abstand, Struktur) wird durch das Minimum der Potentialkurve
(z. B. MORSE-Kurve) bestimmt (Abbn. 2.1 — 2.3), die zu Bdndern verschmieren.

2.2 Das freie Elektronenmodel (FEM)

Eine Bindungsbildung erfolgt durch die sog. Valenzelektronen in der &ulersten Schale.
Als Folge spalten ihre Energieniveaus auf in bindende und antibindende Zusténde,
wihrend die Energien der inneren Schalen (nahezu) unveréndert bleiben. Wie wir
bei den gréfleren Molekiilen gesehen haben, die wir bis zu unendlichen eindimensio-
nalen Ketten und zweidimensionalen Netzwerken verfolgt haben, werden die ener-
getischen Distanzen innerhalb dieser Zustdnde im Verhéltnis zum Abstand HOMO-
LUMO immer geringer. Im Idealbild des HMO-Modells sind diese Valenzelektronen
nun vollstdndig delokalisiert und kénnen damit nicht mehr ihrem Mutteratom zuge-
ordnet werden.
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Abb.2.3. Durch das Zusammen-

bringen vieler Zentren verschmie-

3r \ Gitterabstand ! ren die einzelnen MORSE-Kurven zu
I im Festkorper Béndern. Die energetische Aufspal-
2r 1 tung héngt dabei — wie bei Mo-
I : lekiilen — von der Stérke der Wech-

selwirkung und vom Symmetrietyp
E, p ab. Wie bei Molekiilen fithrt die Auf-

E [Rydberg]

spaltung zu Zusténden mit einer Ener-
] I gie, die kleiner oder grofler als die des
0 1 5 3 4 5 5 Ausgangszustandes sind.
R [ao]

Zwar gewinnen diese , freien® Elektronen die Delokalisierungsenergie, aber nun be-
legen sie alle den gleichen Raumbereich, ndmlich den gesamten Kristall. Daher miissen
diese Elektronen dem PAULI-Prinzip gehorchen. Sie besetzen ein System energetisch
sehr eng benachbarter Zustédnde mit je zwei Elektronen; man spricht von einem Qua-
sikontinuum.

Wie aus Abb. 2.4 ersichtlich, entstehen durch die periodische Anordnung der Ato-
me im Festkorper Bénder, in die die Spitzen der Potentialbégen eintauchen: Durch den
Gewinn an Delokalisierungsenergie sinkt die Energie der frei gewordenen Elektronen
unter die der lokalisierten Elektronen. Da die Elektronen tunneln kénnen, bleiben die
freien Elektronen frei und werden nicht im Minimum zwischen zwei Potentialbégen
eingeschlossen. Je nachdem, wie stark die Wechselwirkung der Ionenriimpfe auf das
oberste Band ist, kann man verschiedene Néherungen verwenden. Ist die Wechselwir-
kung Null, sind die Elektronen frei; sie haben nur kinetische Energie. Dieser Fall ist
in guter Ndherung fiir die fluiden Alkalimetalle erfiillt.

Bandoberkante
Fermi-Niveau Abb. 2.4. Bringt man Atome dicht
Bandunterkante T und geordnet zusammen, iiberlap-
= /\ /\ /\ 4 pen die Wellenfunktionen der &ufleren
5, Elektronen, der sog. Bindungselektro-
> . - | nen, was dazu fithrt, daf§ diese Elek-
Gittergotdntial . tronen die lokalen Potentiale verlassen
koénnen und sich ,frei“ innerhalb des
1 Systems bewegen koénnen.
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Die Elektronen ,sehen® in einem amorphen System keine Ordnung und miissen
daher ihre Energie auch nicht anpassen, im Kristall mit einer periodischen Anord-
nung dagegen schon. Daher ist der Prototyp ungeordneter kondensierter Materie eine
Fliissigkeit ohne Nahordnung, der Prototyp einer geordneten kondensierten Phase
dagegen der unendlich ausgedehnte kristalline Festkoérper. Die Elektronen bewegen
sich im Idealfall durch die Materie, als wiirden sie von den Atomen iiberhaupt nicht
beeinfluft: Man spricht vom Freien Elektronenmodel (FEM).

Wir werden uns daher zunéchst um das Verhalten der Elektronen in einem
amorphen System kiimmern, bei dem wir die Wechselwirkung mit den Ionenriimp-
fen, gleich, ob sie nun regelméflig oder chaotisch angeordnet sind, vernachléssigen
(kénnen).

Diese Verdnderung der einzelnen Wellenfunktionen zu einer Gesamtwellenfunktion
ist wesentlich verantwortlich fiir das Zustandekommen der ,metallisch“ genannten
Bindung und fiir das Phdnomen der elektrischen Leitfdhigkeit.

2.3 Dichte der Zustinde in Metallen

Bei der Kondensation nimmt die Zahl der Energiezustinde stark zu; gleichzeitig
erhoht sich die Dichte der Atome. Wir erwarten also eine Zunahme der Zustands-
dichte, der Dichte der Zusténde pro Energieintervall. Einfachste Atome: Alkalimetall-
atome. Im einfachsten Fall des FEM vernachlissigen wir die potentielle Energie der
Ionenriimpfe, die nach Abgabe von Elektronen an das Flektronengas von den Ato-
men iibriggeblieben sind. Das bedeutet, dafl wir uns nicht fiir die potentielle Energie
im Ortsraum interessieren, sondern fiir die kinetische Energie im Impulsraum oder
k-Raum (p = hk). Im cartesischen Koordinatensystem — und nur in diesem — ist
die kinetische Energie durch die Summe der Quadrate der Impulskomponenten p,, p,
und p, gegeben:!

p* pitp, Dl
2me 2Me ’

Bun = (2.3)

wobei die p,, . durch die Quantenzahlen n, , . gekennzeichnet sind.

2.4 Impulsraum und Phasenraum

Betrachten wir nochmals die Unschérferelation. Den Elektronen als Fermionen soll ein
Volumen von V' = abc zur Verfiigung stehen. Dann ist die maximale Ortsunschérfe
Ax eines eingesperrten Elektrons in der z-Koordinate a, in der y-Koordinate ist
Ay = b und in der z-Koordinate entsprechend c. Daraus folgt fiir die minimale Im-
pulsunschérfen

In krummlinigen Koordinatensystemen mufl der LAPLACE-Operator entsprechend modifiziert
werden. Dies ist im Kap. 8 der Advanced Topics explizit dargestellt.
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Ap, = 241

Pe = Ao (2.4.1)
h

Ap, = A =0 (2.4.2)
h

Ap, = e (2.4.3)

Diese Elektronen beanspruchen im sog. Impulsraum folglich ein Volumen von V,, =
h3/(abc = V'), im sechsdimensionalen Phasenraum einheitlich grofie Zellen V,,-V = h3,
in das jeweils zwei Elektronen mit gepaartem Spin hineingesetzt werden kénnen.

Wir iiberlegen uns nun, wie grofl die Dichte der Zustédnde pro Energieintervall
ist, die fiir diese Elektronen zur Verfiigung stehen. Da sie nach dem Energieprinzip
eingefiillt werden, kommt es also darauf an, moéglichst viele Elektronen zu moglichst
giinstigen Konditionen unterzubringen.

Dabei ist das grofite Volumen, das von einer Fliche eingeschlossen werden kann,
die Kugel, die groite Fliche, die von einer Strecke eingeschlossen werden kann, die
Kreisfliche, und umgekehrt die kiirzeste Linie, die das gréfite Volumen bzw. die grofite
Fléache einschlieft, der Umfang.

Daher werden wir diese geometrischen Korper zur Bestimmung der Elektronen-
dichte n = N/V verwenden. Das Volumen V' im eindimensionalen Fall ist dabei L,
im zweidimensionalen Fall A, im dreidimensionalen Fall V. Wir bestimmen in jedem
Fall den Zustand mit dem hochsten Impuls, dem wir den Index ,,F*“ fiir FERMI geben.

2.4.1 Eindimensionaler Fall

Auf der eindimensionalen Energieskala nimmt jedoch die Dichte der Zusténde pro
Energieeinheit dramatisch ab, denn die Energie ist proportional dem Quadrat der
Quantenzahl (Elektron im Kasten, s. Abb. 2.5). Diese Quantenzahl ist im einfachsten
Fall die Zahl der Zustidnde '4N (zur Entartung s. Abschn. 2.6).

i Abb. 2.5. Die (rein kinetische) Ener-
gie der Elektronen im Kasten nimmt
quadratisch mit dem Impuls (und da-
sy mit auch k) zu.

Kinetische Energie [a. u.]

Impuls [a. u.]
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Die kiirzeste Linie, die die grofite Fléiche einschliefit, ist ein Kreis. Das erforderliche
Impulsvolumen, hier also eine Impulslénge, ist

bzw. ein FERMI-Vektor von

Die Grenzenergie Er betrigt damit

1
2mpp = ———=h. 2.

TPF 2(L=V) (2.5)

1
pr = §nh (2.6.1)

1
kp = —n. (2.6.2)

2

o 1N\?

B = e <2L) N (27)

so dafl die Zahl der Elektronen eine Abhéngigkeit von

und die Zustandsdichte D

L
N = SmeEF% (2.8)
dN 2me L
D=—= — 2.
dE Erx h (2.9)

aufweisen. Im eindimensionalen Fall nimmt die Zahl der Zustinde mit VE zu, die

';‘ "'
w LT Abb.2.6. Im eindimensionalen Fall
> " ---- Zahl N der Zusténde nimmt die Zahl der Zustiande mit
° - ——dN/dE

Z

der Quadratwurzel aus der Energie
zu. Wegen der fehlenden Entartung

. . . . L
nimmt die Zustandsdichte mit NG ab.

Energie [a. u.]

Zustandsdichte mit /1/F sogar ab.
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2.4.2 Zweidimensionaler Fall

Im Zweidimensionalen nimmt allerdings gleichzeitig die Zahl der Zustdnde durch Ent-
artung schneller zu: Gibt es (in einem einwertigen Metall) N Elektronen, dann ist das
Impulsvolumen

N

1
2 2
=—-——-—h 2.10
woraus sich ein FERMI-Impuls von
ph = 2mnh’ (2.11.1)
und ein FERMI-Vektor von
kr = V2mn (2.11.2)
ergeben, und fiir die FERMI-Energie:
h2
EF = Zme (27TTLF> : (212)

Die FERMI-Energie hdngt nur von der Elektronendichte ab, und zwar linear mit n1:2/ 2,
Lost man Gl. (2.12) nach N auf (n = N/V), folgt

me [ L\2
N=2-—(—=) Ey: 2.13
2T (ﬁ) N ( )

Im zweidimensionalen Fall wachst die Zahl der Zustande linear mit E. Damit wird
fiir die Ableitung

AN m, (L\?
D = diE = ? (h) = const. (214)

Im zweidimensionalen Fall nimmt die Zahl der Zustdnde mit E2/2 zu, die Zu-
standsdichte ist mit E° konstant (Abb. 2.7).

2.4.3 Dreidimensionaler Fall

Im Dreidimensionalen nimmt die Zahl der Zustédnde durch noch schnellere Entartung
erheblich zu. Wir erhalten fiir das Impulsvolumen

4 4 1N 4
= 2.1

und damit fir den FERMI—Impuls
1/
Pr = (37z2n) 3h (2161)

bzw. den FERMI-Vektor
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- -- - Zahl N der Zustande ’
T ——dNidE .
w — Abb. 2.7. Im zweidimensionalen Fall
§ r - .7 1 nimmt die Zahl der Zustinde Ener-
; e gie linear mit der Quantenzahl zu.
- e 1 Bei fehlender Entartung bleibt die Zu-
el standsdichte konstant.

ke = (3n2n) /5. (2.16.2)

- --- Zahl N der Zustande P 4 - --- Zahl N der Zustande ’
——dN/dE ] |  ——dN/dE

n, dN/dE
n, dN/dE

Energie [a. u.] Energie [a. u.]

Abb. 2.8. Im dreidimensionalen Metall nimmt die Zahl der Zustéinde mit E3/2 und die
Dichte der Zustéinde mit v/E zu, re. eine vergrofierte Darstellung.

Die maximale Energie EFr ist dann

pi
Er = 2.17.1
T om ( )
oder, auf den FERMI-Vektor bezogen:
h2 ) 2/3
Bp =g - (3n%n) ™ - (2.17.2)

Die FERMI-Energie héingt nur von der Elektronendichte ab (und zwar mit n%3, Abb.
2.8) und gibt die gesamte Translationsenergie der Elektronen und damit die Breite
des Bandes an. Fiir die einfachen Metalle mit einem s-Elektron, die Alkalimetalle,
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3
betrigt sie zwischen 3 und 5 eV. Umgekehrt wéchst die Zahl der Zustédnde mit EF/ 2

1/2

und nicht, wie im eindimensionalen Fall, mit Ey~, oder im zweidimensionalen Fall,

2
mit EF/2 (s. Tab. 2.1).

Tabelle 2.1. Abhéngigkeiten der Zahl der Zustéinde N und der Zustandsdichte D von der
Dimension.

Dimension | Zahl der Zustinde N | Zustandsdichte D
T T
1 « B /2 x E- /2
2/ 0
2 x E 72 x FE
3 1
3 « EP ~ E'l

Die Dichte der Zustinde pro Energieintervall ist schliefilich die Ableitung
der nach N (n = N/V) aufgelosten Gl. (2.17.2):

h

3
_ AN 87 3 (L)3X dE

3 L\?
- S = em) | =4mx(2m) /2><(h) x /B ¢ (2.18)

F

D(E)

Die Dichte der Zustidnde an der FERMI-Kante ist der Wurzel aus der FERMI-Energie
proportional.?

Beispiel 2.1 Wie grob ist in unserer Herleitung die Koérnigkeit der FERMI-Fléche
fir B =5 eV?
h

Das (kubische) Impulsvolumen eines jeden Zustands ist V' = (3)3, damit wird fiir

den FERMI-Impuls pr O 1072* kg m/sec, fiir die Unsicherheit in jeder Koordinate
Ap aber . Fiir L = 3 cm Kubuskantenlinge 2 x 10732 kg m/sec, also 10 ppb von

AL
PF.

Beispiel 2.2 Wie grofl sind FERMI-Vektor, FERMI-Geschwindigkeit und FERMI-
Energie fiir Na (Elektronendichte: 2,65 x 10*?/cm?), K (Elektronendichte: 1,40 x
10??/cm?®), Rb (Elektronendichte: 1,15 x 10?2 /cm?) und Cs (Elektronendichte: 0,91 x
10?2 /cm?®) (s. Tab. 2.2)?

e Valenz = 1.
e FElektronendichte Valenz x atomare Konzentration.

o kp = (37T2TL)1/3

2Diese Herleitung héngt nicht vom Fiillgrad des Bandes ab und gilt daher sowohl fiir gefiillte wie
halb gefiillte oder halb leere Bénder.
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Tabelle 2.2. FERMI-Parameter fiir einige Metalle (Alkalimetalle bei 5 K).

Metall | Dichte | Elektronen- | FERMI- FERMI- | FERMI-
dichte vektor geschw. | energie
[g/cm?] | [10%2cm ™3] | [10%cm™!] | [10%cm/s] [eV]
Na 1,1013 2,65 0,92 1,07 3,23
K 0,910 1,40 0,75 0,86 2,12
Rb 1,629 1,15 0,70 0,81 1,85
Cs 1,997 0,91 0,64 0,75 1,58
Cu 8,93 8,45 1,36 1,57 7,00
Ag 10,50 5,85 1,20 1,39 5,48
Au 19,28 5,90 1,20 1,39 5,51
Al 2,70 18,06 1,75 2,02 11,63

Die thermische Geschwindigkeit eines Molekiils ist um den Faktor 103 kleiner
als die FERMI-Geschwindigkeit der Elektronen. Die FERMI-Vektoren liegen in der
GroBlenordnung der reziproken Gitterkonstanten oder Atomabsténde.

Der Vorfaktor 2 gilt fiir s-Elektronen. Da die Entartung in hoheren winkelabhéngi-
gen Funktionen grofler ist, gelten dort andere Vorfaktoren (Tab. 2.3).

Tabelle 2.3. Entartungsfaktoren fiir verschiedene Zusténde, definiert durch die spektrosko-
pischen Symbole.

Zustand | Entartung g
S 2
P 6
d 10
f 14
2
R: (3n°n /3
Ep = 2me< ; ) : (2.19)

sind die Atome weit voneinander entfernt, ist also die Dichte niedrig, ist
die Bandbreite ebenfalls klein. Bei steigender Dichte, d. h. zunehmender
WW, steigt die Bandbreite an.? Energieunschiirfe kr und Ey hingen auch
nicht von der Teilchenmasse ab!

3Geht man zum Grenzfall des united atom, ist ersichtlich, dal Wellenfunktionen urspriinglich
verschiedener Atome zusammenfallen wiirden. Dies ist nach dem PAULI-Prinzip verboten. Folglich
gilt fiir die Impulsunschérfe die HEISENBERGsche Unschirferelation: Ap > h/Ax: Der Impuls, damit
die kinetische Energie, miissen zunehmen!
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Beispiel 2.3 Aus der Gl (2.17.2) bestimmen wir die Zahl der Zusténde an der

FERMI-Kante:

2mEF 3/2 \%
v= (%)

h* 3m2’
logarithmiert
3 3
InN = ilnEF + const = dIn N = idthF7

woraus

dN  3dEF

‘N 2 Fp
folgt und damit

N _3N

dEBp 2 Fp’

2.5 Mittlere Energie der Elektronen
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Wie hoch ist nun die mittlere Energie eines Elektrons? Am Boden des FERMIsees ist
die Energie Null, am Ufer Ey. Der Mittelwert einer Grofle ist die normierte Grofle

selbst, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens:

7 EDAE
< Bgn>= 22— (2.20.1)
B DdE
0" oo (Qm) t VE dE
< Byin > = (2.20.2)
By () B ap
5/2 3E /
< Bun > = ¢F Vﬁ, (2.20.3)
also schliellich (bei T'= 0 K):
< By > = 3/5EF. (2204)

Dieses sehr einfache Modell gilt besonders gut fiir einfache Metalle

(Alkalimetalle), am besten im fliissigen Zustand.

e Warum Alkalimetalle? Ey ist kleiner als E,,.., d. h. viele Zustdnde unmittel-
bar oberhalb Ef sind frei, in denen sich die Elektronen durch Aufnahme eines
infinitesimalen Energiebetrags frei bewegen konnen. Fiir einen Na-Kristall mit
1 m Kantenlénge ist die Schrittweite etwa 1 neV. Diese Energiezufuhr kann in
Form eines elektrischen Felds erfolgen (gute elektrische Leitfahigkeit) oder auch
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als elektromagnetische Welle bis hin zum UV (hohe Absorption, imaginérer
Brechungsindex).

e Warum fliissig? Im festen Zustand mit Fernordnung durch das Gitter, d. h.
nicht zu vernachléssigender, aber periodischer, WW der freien* Elektronen
mit den positiven Ionenriimpfen, dagegen kommen zusatzliche Effekte ins Spiel.
Im fliissigen Zustand ist die Fermifliche eine Kugeloberfldche, also einfach zu
berechnen. Wir haben gesehen, dal der FErRMI-Vektor vergleichbar dem rezi-
proken Atomabstand ist. Wir erwarten daher einen Einflul des Gitters auf die
Mobilitat der Elektronen, selbst wenn das Hintergrundpotential schwach ist.

2.6 Verteilungsfunktion fiir ein freies Elektronengas

Jedes Elektron besetzt ein Spinorbital, und daher ist die Hohe des FERMI-Sees einige
eV (Aufgabe 2.5). Wegen ihrer Eigenschaft als sog. Fermion ist es einem tiefsitzen-
den Elektron nicht mdéglich, sein Orbital zu verlassen und ein etwas hoher gelegenes
zu besetzen, denn dieses Orbital ist bereits besetzt. Das bedeutet, dafl nur die Elek-
tronen, die unmittelbar an der FERMI-Kante sitzen, durch duflere Effekte beeinfluf3t
werden konnen. Dazu gehoren elektrische und magnetische Felder (Leitung des elek-
trischen Stroms, HALL-Effekt) und die Warmeleitung. Wie sieht nun die Verteilung
der Elektronen aus?

2.6.1 Fermi-Dirac-Verteilung

e Absoluter Nullpunkt: Die Elektronen fiillen den FERMI-See bis zur FERMI-
Kante; dariiber ist alles leer.

e Temperaturerh6hung: An der FERMI-Kante wird die Verteilung aufgeweicht,
und dort beheimatete Elektronen besetzen hohere, urspriinglich leere Zusténde
und hinterlassen ein Loch. Dadurch sinkt die Besetzungsdichte energetisch tiefer
gelegener Niveaus. Die Besetzung erfolgt iiber den MAXWELL-BOLTZMANN-
Ansatz und ist das Produkt aus der Dichte der Zusténde bei E und der Wahr-
scheinlichkeit, dafl Elektronen dieses Niveau erreichen konnen.

Eine Funktion, die diese Eigenschaft beschreibt, ist die Gl. (2.21), Abb. 2.9:

1
HE) = Bt 11

(2.21)

wobei Ep eine (schwache) Temperaturfunktion ist und so definiert wird, daf§ die Zahl
der Zustéande N erreicht [3]. Am absoluten Nullpunkt ist f(£) Eins bis F < Er und
fir £ > Ep Null.? In jenem Fall (E < Fr) wird das Elektronengas als vollstéindig
entartet bezeichnet. Alle Zustédnde unterhalb von Ef sind besetzt, alle dariiber sind
leer.

4Im ersten Fall ist Ex — F > kgT, im zweiten Fall dagegen E — Ep > kgT.
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Bei allen Temperaturen ist f(E) = !4 fir £ = Ep, da dann der Nenner 2 ist
(sog. ,,Halbwertsordinate“ von f).> Von besonderer Bedeutung ist die Umgebung von
E — Ep = kgT, d. h. dicht an der FERMI-Kante: Nur hier ist f(F) verschieden von
Null oder Eins. Fiir sehr hohe Temperaturen, fiir die kg1 > EF, erhalten wir wieder
eine MAXWELL-BOLTZMANN-Charakteristik. Schreiben wir némlich

A = /T (2.22)
ist also

1
%eE/kBT +1

J(E) = (2.23)

Wenn A nach Voraussetzung klein ist, ist 1/A groB, und die Eins als Summand im
Nenner kann vernachléssigt werden, so dafl wir

f(B) = Ae~B/ksT (2.24)

als Ergebnis erhalten.

Abb. 2.9. Die FERMI-DIRAC-Funk-

100 o tion fiir fiinf Temperaturen. Bei T = 0
075l - loooong | K ist es eine Stufenfunktion mit einer

10000 K Diskontinuitdt bei K = Fr =4,3eV =
050 100 000K | 50000 K; bei hoheren Temperaturen

(hier gezeigt fiir etwa 5000 K) wird die
steile Stufe aufgeweicht, und es ent-
0.25¢ T steht ein exponentieller Schwanz. Bei
E = FEy ist f(E) = 4. Die Funktion
ist punktsymmetrisch um Fp.

f(E)

0.00

0 25000 50000 75000 100000
Elk, [K]

2.6.2 Spezifische Wirme

Die innere Energie U eines Metalls ist nach der FERMI-DIRAC-Verteilung also bei
T = 0 K eine Konstante. Demzufolge verschwindet ihre Temperaturabhéingigkeit,

1 1 ! -
_ — ~-=1
e(B=Er)/kal 1 o= (Br—B)/keT 1 i +1 1
1 —(E—Er)/ksT
e — 0.

e(E_EF)/kBT + 1

Dies gilt auch fiir Halbleiter, s. Kap. 4.
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und die spezifische Wirme ist Null. Damit verschwindet auch die Warmeleitfahig-
keit. Fiihren ndmlich auf ihrem Weg von einer aufgeheizten Zonen eines Metalls die
Elektronen keine hohere Wéarmeenergie mit sich, gilt dies auch fiir , kiihlere® Elek-
tronen. Die Temperaturabhédngigkeit steckt lediglich in dem winzigen Bereich des
MAXWELL-Schwanzes, der bei hoheren Temperaturen die FERMI-DIRAC-Verteilung
aufweicht (Abb. 2.10). Die Temperaturabhéngigkeit erweist sich als proportional zu
T2, womit die spezifische Wirme also proportional zu T' wird (N: Zahl der betrach-
teten Elektronen) [4] [5]:

77 Y 2 . 3 1
U=UT, =T = =~TmitUy=N-F Ry —, 2.25
o+ 5 cy =74 mit Ug 5 Y 200 ( )

Der sehr kleine Faktor v bewirkt, dafl die Elektronen nahezu keinen Beitrag zur
spezifischen Wirme eines Metalls leisten.

1.5| T T T T T

Abb. 2.10. Die FERMI-DIRAC-Funk-
tion und ihre Ableitung nach der
Energie fiir zwei Temperaturen. Die
bei T = 0 K vorliegende Stufen-
funktion mit einer Diskontinuitét bei
EF = Er = 43 eV = 50000 K er-
gibt die DirAcCsche ¢é-Funktion mit
unendlicher Hohe und der Fléche 1;
bei hoheren Temperaturen erhéilt man
' ' y ' ' ' als Ableitung Glockenkurven.

dfidE [a.u]

E/k [10' K]

2.7 Entartung

Unter ,,Entartung“ verstehen wir einerseits die Zahl unterschiedlicher Zusténde glei-
cher Energie. So sind im Benzol die HOCKELschen Energieniveaus HOMO® und LU-
MO7 beide doppelt entartet mit der relativen Energie #1.

In der Metallphysik verstehen wir darunter die Abweichung der Zustandsgleichung
und der Energieverteilung von der klassischen, die es erforderlich macht, eine neue
Statistik einzufiihren, da die Quanteneigenschaft des Spins dazu fiihrt, dal die Null-
punktsenergie eines Metalls um Groflenordnungen iiber der liegt, die wir etwa vom
harmonischen Oszillator her kennen, und bei dem wir die Energie des Grundzustandes
als ersten Eigenwert des Energicoperators zu Ey = 'hhiw berechnet haben.

6Highest Occupied Molecular Orbital
"Lowest Unoccupied Molecular Orbital
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2.7.1 Translatorische Bewegung

Fiir den einfachsten Fall des Teilchens im Kasten der Lange L gilt fiir die kinetische
Energie der translatorischen Bewegung

hAm?
- 2mAL2
wobei die n; positive ganze Zahlen sind. Wie dicht sind diese Niveaus bei Zimmer-
temperatur kgT = 0,025 eV gepackt, wie grof§ ist also das Verhéltnis r der Zahl
der Zusténde bis zur Energie kgT zur Gesamtzahl der Partikeln? Zunéchst ist die
maximale Quantenzahl 7n,,,:

h?m? 2mp L2kgT
kT = — " 2 o = | ALAYE \/QmAkBT— (2.27)

R
Beachten wir, dal die Masse des Teilchens gleich der molaren Masse M dividiert
durch die AvOGADRO-Konstante N, ist, wird

(n2 +n?+n2), (2.26)

2MkgT L
max — - 2.28
" NA hr ( )

Die Zahl der Zustidnde in einem Achtel des Kugelvolumens (Oktant positiver
Quantenzahlen, Abb. 2.11!) ist

147 n3
max 2.29.1
rEST N ( )

wenn N die Teilchenzahl ist. Damit wird fiir r

P,

Abb. 2.11. Graphische Darstellung

Py des Quantenzahltripels i,1,,7, mit
1 natiirlichen Zahlen, die im rechten
oberen Oktanten liegen.

Py

%,
14n (2MkgT\ 2 / L \?

- | === = . 2.29.2
" 83N< Na ) (m) (2.292)

Mit dem idealen Gasgesetz V/N = kT /p wird
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3
7w kgT <2MkBT> /2 1
—
(

— 2.29.3
6 P NA hﬂ')g ’ ( )
insgesamt also
3 5
8 /MN?  (keT))l
r= 4 () « k1) ® (2.29.4)
6h°m2 \ Ny P
bzw. mit numerischen Werten fiir alle Konstanten
3/ 5
MRT2  atmMol
- amro (2.30)

X :

50 x p g3/2 K5/2

Ist diese Zahl r grof3 gegen Eins, dann gibt es geniigend Zustdnde der Transla-
tion, die die Partikeln besetzen konnen, um die BOLTZMANN-Statistik anwenden zu

koénnen, gleichgiiltig, ob es sich um Bosonen oder Fermionen handelt. So liegt r selbst
fiir Wasserstoff bei 20 K und 1 bar bereits bei etwa 50.

2.7.2 Elektronen

Fiir Elektronen erhélt man aber unheimliche Ergebnisse. So ist die Gl. (2.30) zwar
auch fiir Elektronen giiltig, und wegen der Spins, die entweder 4% oder —'/4h sein
konnen, ist r sogar doppelt so grofl wie nach Gl. (2.30) berechnet. Also lautet die Gl.
(2.29.3) fiir Elektronen

r

2m <2MkBT>3/2 ( 1%

= 2.31
6N NA fL7T)3’ ( 3)

Im Verhiltnis zum Wasserstoffatom ist aber ihre Masse m, = 1/1840 x my. Das
Molvolumen der dicht gepackten Atome (und Elektronen) im Feststoff betrigt einige
10 ¢cm?®, damit erhélt man Dichten von einigen 10?2/cm?® (statt einigen 10'/cm?® im
Gas). Setzen wir fiir Silber die Werte ein: p = 10,51 g/cm?, V31 = 10,26 cm?, erhalten

wir bei 300 K einen Wert fiir 7 von 0,016 - 1073 - 3003/2 = 0,083 : zwolf Elektronen
miifften sich einen Zustand teilen. Bei 1 K sind es bereits 62 500 Elektronen, bei 0 K
alle, was aus der FERMI-Funktion ersichtlich ist: Ist E bei 0 K grofler als Ep, wird
f= m R é — 0, ist £ dagegen kleiner als Er, erhalten wir fiir f =

1 ~
oy
1/ea71/0+1 — 1: Alle Zustdnde unterhalb von EF sind besetzt, alle oberhalb VorJlr Er
sind leer. Es ist nur ein einziger Zustand maglich, in dem jedes Elektron seinen Platz
einnimmt. Elektronen mit £ = Fp liegen an der Oberfliche des FERMI-Sees. Dieser
Fall wird als vollstindig entartet bezeichnet.

Rechnet man umgekehrt aus, bei welcher Temperatur r Eins wird, kommt man
fiir Silber auf einen Wert von 64000 K. Ein Metall miifite also bis weit iiber sei-
nen Siedepunkt erhitzt werden, damit die Elektronen mit der BOLTZMANN-Statistik
beschrieben werden konnten. Da der metallische Zustand aber notwendig an hohe
Dichten gekoppelt ist, ist ein Metall immer hochgradig entartet.



2.8 Bander 31

2.8 Bander

In einem fliissigen Metall lassen sich also besonders einfach darstellen:
e Die Energie als Funktion des Impulses (Wellenvektors) und
e die Dichte der Zusténde als Funktion der Energie.

Im ersten Fall beobachten wir den einfachen quadratischen Zusammenhang zwi-
schen F und n?, im zweiten Fall die Wurzelabhiingigkeit der Zustandsdichte D von E.
Den Zusammenhang zwischen F und k bezeichnet man als Energieband oder einfach
als Band. Die Zahl der Zusténde in einem Band ist prinzipiell endlich; daher mufl
jedes Band ein Ende haben. Leider gibt die hier vorgestellte Theorie keine einfache
Erkldrung fiir den Abfall vom Maximum. Oft — insbesondere in der Halbleiterei —
wird eine Darstellung verwendet, indem im sog. reduzierten Zonenschema die Disper-
sionskurve E(k) an 7/a ,gespiegelt“ wird und dann die so erhaltenen Bilder gegen
die Energie aufgetragen werden. Charakteristisch fiir Metalle sind ungefiillte Bander,
so daB ein problemloser Ubergang der Elektronen in freie Zustéinde moglich ist, wo-
durch die hohe elektrische und thermische Leitfahigkeit der Metalle erklart wird. Ist
ein Band eigentlich bis zur FERMI-Kante gefiillt (wie in Erdalkalimetallen oder auch
Quecksilber), kommt es zu einer Uberlappung mit einem dariiberliegenden Band, so
dafl die Zustandsdichte an der FERMI-Kante kleiner als etwa in Alkalimetallen wird,
aber immer noch ein kontinuierlicher Ubergang in freie Zustinde moglich ist (Abb.
2.12).

e Die FERMI-Energie gibt die Bandbreite an. Sie hdngt bei konstanter Elektro-
nenmasse ausschliefSlich ab von der Elektronendichte.

e Die Elektronendichte héngt ab vom das Ensemble kondensierter Materie konsti-
tuierenden Atom und dem Abstand der Atome untereinander. Die Kompressi-
on der Atome fiihrt nicht nur zu erhohter elektrostatischer Abstoflung, sondern
auch zu einem Quanteneffekt. Geht man namlich zum Grenzfall des united atom
iiber, ist ersichtlich, daf§ Wellenfunktionen urspriinglich verschiedener Atome zu-
sammenfallen wiirden. Dies ist nach dem PAULI-Prinzip verboten. Folglich gilt
fir die Impulsunschérfe die HEISENBERGsche Unschérferelation: Ap > h/Aux:
Der Impuls und damit die kinetische Energie miissen zunehmen!

2.9 Elektrische Leitfdhigkeit

2.9.1 Ohmsches Gesetz

OnMsches Gesetz der Stromleitung durch einen metallischen Draht der Léange [ und
dem Querschnitt A:
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Il L L 1

Energie Energie

Abb. 2.12. Einfachster Fall eines fliissigen Alkalimetalls (lks.) und eines Erdalkalimetalls
(oder auch von Quecksilber, re.). Die s-Elektronen fiillen im Falle des Alkalimetalls das
Band nicht voll auf, sondern nur bis zur FERMI-Energie Fr. Dadurch ist es den Elektronen
an der FERMI-Kante leicht mdglich, durch infinitesimale Energiezuwéchse in freie Zustdnde
zu wechseln. Bei den Erdalkalimetallen iiberlappt das eigentlich gefiillte s-Band unterhalb
der FERMI-Energie mit dem p-Band, weswegen an der FERMI-Kante die Zustandsdichte
endlich ist.

U=RlI=pxcxI (2.32)

mit o dem spezifischen Widerstand und ¢ = I/A der Zellkonstanten. Die vektorielle
Darstellung ist

j=oE. (2.33)

Die Stromdichte j ist dabei die Zahl der Elektronen, die pro Zeiteinheit eine
Einheitsfliche durchstromen. Sie ist der Grofie des elektrischen Felds E proportional.
Das ist das makroskopische Bild.

Wie sieht das ein einzelnes Elektron? Die Beschleunigung eines einzelnen Elek-
trons im elektrischen Feld gehorcht der Gleichung

d’x
e = ek, 2.34
Meqr T (2:34)
die fiir ¢ — oo — selbst bei kleinen Feldern — einen divergierenden Strom erge-

ben wiirde. Offensichtlich ist also Gl. (2.34) nicht vollstindig, sondern mufl um einen
Term korrigiert werden, der der immerwéhrenden Beschleunigung des Elektrons zu-
widerlduft. In welche Richtung dieser Bremsterm laufen muf}, geht aus dem Tempe-
raturkoeffizienten der Leitfahigkeit hervor, der negativ ist: bei steigender Temperatur
nimmt die Leitfahigkeit ab. Die erste Hypothese ist, daf} bei steigender Temperatur
die Atome ihre Schwingungsamplitude und auch die Zahl der Schwingungsfrequenzen
erhohen und so eine gewisse Reibungskraft erzeugen, die der Beschleunigung durch
das elektrische Feld entgegenwirkt. Dafiir spricht auch die Tatsache, dafl der elek-
trische Widerstand reiner, getemperter Metalle bei Annéherung an den absoluten
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Nullpunkt gegen Null geht. Dort kann man den Impuls und den Wellenvektor eines
Elektrons mit der DE-BROGLIE-Beziehung

Me otV = hk (2.35)

beschreiben, allerdings mit einer Elektronenmasse, die einen oft deutlich
héheren, manchmal aber auch kleineren Wert aufweist als die des frei-
en Elektrons! In diesem hoheren Wert verbirgt sich die WW des Elektrons mit den
einzelnen, periodisch angeordneten Atomen [6]. Man bezeichnet me g, als effektive
Masse des Elektrons.

Wir gehen also davon aus, dal St68e mit Atomen zu einer Abbremsung der sonst
ungehindert wachsenden Geschwindigkeit des Elektrons fithren. Gl. (2.34), einmal
integriert, ergibt zunéchst fiir die Geschwindigkeit des Elektrons:

eoEzt

Y
Mg eff.

V=g + (236)
wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons ist. Diese ist jedoch Null, da ohne
elektrisches Feld alle Richtungen der Geschwindigkeit gleich wahrscheinlich sind und
somit deren Mittelwert verschwinden mufl. Erleidet das Elektron nun einen Stof,
soll es die gesamte aufgenommene Energie verlieren; anschlieend wird es wieder
beschleunigt. Dabei wird 7 als Relaxationszeit und

v, (t=0) + e,E,2t/m, 4

Abb. 2.13. Waihrend der Zeit t = 27
wird das Elektron gleichférmig be-
schleunigt, es legt dabei den Weg
A = 27 x (vp + v) zuriick; erleidet es
einen Stof3, wird es auf die Anfangsge-
schwindigkeit abgebremst.

v, [a. u.]

A =27 X (vp + ) (2.37)

als mittlere freie Weglédnge bezeichnet; fiir normale Felder ist vgp > v. Der Mittelwert
der Geschwindigkeitszunahme < v, > ist natiirlich die Hélfte des maximal erzielten
Geschwindigkeitszuwachses (Abb. 2.13):

eoB,T
<wvy >= z

(2.38)

M eff
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Unter der Annahme, daf§ alle Elektronen an dieser sdgezahnartigen Bewegung teil-
nehmen, wird fiir die gesamte Elektronenstromdichte

. N N  eoT
Jz = —5€o < Uy >= —€p
V M eff

x B, : (2.39)

der Strom ist also dem Feld proportional, was eine andere Schreibweise des OHMschen
Gesetzes darstellt, und damit ist fiir die Leitfahigkeit bzw. den Kehrwert, den spezi-
fischen Widerstand:

ne;T I mees.
oc=—2—=p=—= "2, (2.40)
Me.off. o negT

Mit dieser Ergénzung wird die Driftgeschwindigkeit wirklich proportional zur elek-
trischen Feldstiarke mit einer Proportionalitdtskonstanten, der sog. Beweglichkeit:

v=pukE, (2.41)

und es ergibt sich eine weitere Bestimmungsmoglichkeit fiir o

o = negjl. (2.42)
Damit ist die Leitfahigkeit

e proportional zur Ladungstragerdichte;

e unabhéngig vom Vorzeichen;

e proportional der Relaxationszeit 7;

e umgekehrt proportional zur effektiven Masse des Ladungstréagers.

Damit werden die Unterschiede in der elektrischen Leitfdhigkeit von Metallen
erkldrbar: Obwohl z. B. die Elektronendichte in Gold hoher ist als die des Silbers, ist
dennoch die Leitfiahigkeit des Silbers hoher (0,63 zu 0,45 - 10 Q~tem™!), was auf die
unterschiedliche Beweglichkeit der Elektronen in den beiden Metallen zuriickzufiithren
ist.

2.9.2 Weitere Eigenschaften des elektrischen Widerstandes

Die Streuung der Elektronen — und damit der elektrische Widerstand o — wird also
durch Gitterdefekte verursacht: entweder durch temperaturinduzierte Schwingungen
der Atome (T), aber auch durch Verunreinigungen (Verunr., sowohl interstitiell als
auch substitutional), schlieflich auch durch mechanische Deformation (Def.: Verset-
zungen, Leerstellen ...). Diese Beitrédge sind additiv (Regel von MATHIESSEN, Abb.
2.14):

0 = 01 + OVerunr. t ODef.- (243)
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Co—Cu+332%Ni —w—Cu*2.16 % Ni

deformiertes Cu —o— Cu + 1.2 % Ni
5 f—+— reines Cu -
4t : -
’ M =

35

Abb. 2.14. Die additive Na-
tur des Widerstands, gezeigt an
Cu/Ni-Legierungen. Es gibt einen von
der Temperatur unabhingigen und
einen von ihr abhéngigen Anteil. Jener
ist bedingt durch die Verunreinigung

2 . — 1 des Cu-Gitters durch Fremdatome
(hier: Ni) oder durch Deformation,
dieser wird durch Gitterschwingungen
bestimmt (nach [7]).

p [10° Q cm]

150 200 250 300
T[K]

0 50 100

Der Grund liegt in der Natur des Streuprozesses. Die in Gl. (2.37) eingefithrte mitt-
lere freie Weglédnge ist eben ein Mittelwert der verschiedenen Streuvorgénge. Dazu
diene folgendes (makroskopisches) Modell, das die unterschiedliche Natur der Streu-
prozesse ignoriert.
Die Schwichung des Elektronenstrahls beim Durchgang durch ein Stiick Materie
ist
dN(z) N(x)

= — 2.44
dx const’ ( )

integriert:

N(z) = Nye®/const, (2.45)

Die Konstante const hat natiirlich die Dimension einer Lénge. Wir bezeichnen sie mit
A1. Gibt es noch einen zweiten Schwichungsprozefl mit einer zweiten Konstanten As,
so ist die erweiterte DGI.:

dN(x) N(xz) N(x)

=— — 2.46
dx /\1 /\2 ( )
mit der Losung
N(x) = Noe ®/M e7#/%2 = Nye @1/ M+1/A2), (2.47)
Die vollstiandige mittlere freie Weglange ist folglich
1 1 1
-4 2.48
die gesamte Relaxationszeit
1 1 1
—=2 — + — 2.49
T ”FX<A1+A2>’ (2:49)

und damit schliefllich der Widerstand nach Gl. (2.43):
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M eff. M eff. .
ne3r,  neir

0o=01+ 0= (2.50)

Die Beitrige der einzelnen Widerstandsarten sind additiv.

2.10 Kontaktpotentiale

Jedes Metall weist ein individuelles FERMI-Niveau auf. Das bedeutet, dafl die Dif-
ferenz zum Nullpotential, die sog. Austrittsarbeit Wy = eq®, die mit dem EIN-
sTEINschen Photoeffekt gemessen wird, verschieden negativ ist (Abb. 2.15).

O L
2
5 4
o
g O y Abb. 2.15. Unterschiedliche Metalle
c
w gl Metall 1 | mit verschiedenen FERMI-Potentialen
FEp und Austrittsarbeiten eg®;.
-10

Beim Zusammenbringen der Metalle wird ein Potentialausgleich erfolgen, der
durch StromfluB erreicht wird: das Metall mit dem hoéheren FERMI-Potential (II)
gibt an das Metall I Elektronen ab, weil ein Teil der besetzten Energieniveaus im
Metall II oberhalb der Grenze der aufgefiillten Niveaus in Metall I liegt, so dafl ein
Tunneliibergang moglich ist (Abb. 2.16).% AnschlieBend sind zwar die FERMI-Niveaus
ausgeglichen, dafiir aber nun die Potentiale an der Metalloberfliche unterschiedlich;
die Potentialdifferenz oder Spannung betragt

V.= dy— . (2.51)

Diese Potentialunterschiede bewegen sich in der Gréflenordnung einiger Volt und
werden als Kontaktpotentialdifferenz V. bezeichnet. Wichtig sind sie fiir Thermoele-
mente und Halbleiter als p-n-Ubergang. Der Effekt wurde bereits von VOLTA entdeckt
und ist nur mit dem Tunneleffekt erkldarbar.

2.11 Aufgaben und Loésungen

Aufgabe 2.1 Leiten Sie GI.

8Der umgekehrte Weg: Elektronen von I nach II, ist deswegen unmoglich, weil alle Elektronen
des Metalls I Energien besitzen, die bereits aufgefiillten Niveaus in Metall II entsprechen.
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10 — —
sl Abb. 2.16. Werden die beiden Metal-
€ le kontaktiert, gleichen sich die FER-
% 6 MI-Potentiale aus; die Oberflichen lie-
° = gen jetzt auf unterschiedlichem Po-
S 4r tential, das durch die verschiede-
(0 ol Metall 1 Metall 2 | 1‘1/en zg)ustri(’;)tsarbeiten eo®;bestimmt:
c = ¥1 — ¥2.
O -

3 5
M/QT /2 " atmMol
50 x P g3/2K5/2 .

her und wenden Sie sie auf Wasserstoff und Elektronen an!

Aufgabe 2.2 Die spezifische Leitfihigkeit des Na bei RT betrigt o ~ 2,2 x 10° Q!
cm™! und die effektive Masse Meer. = 1,2me, das Molgewicht 23 g und die spezif.
Dichte 1,01 g/cm?. Berechnen Sie

e den FERMI-Vektor kp,

e die FERMI-Energie Ef,

die Relaxationszeit 7,

die mittlere freie Weglénge A,

die Beweglichkeit p und

die Driftgeschwindigkeit in einem Feld der Stérke 1 V/cm.

Dabei wird angenommen, dafl die durch das elektrische Feld erzielte Geschwindigkeit
klein gegen die FERMI-Geschwindigkeit ist.
Daten und Gleichungen:

e Molvolumen = Molmasse/Dichte.

Na = 0,6 x 10%.

kp = (37T2n)1/3.

[
=
=]

|

=t
N

oy
N
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me: 9,1 x 1073 kg.

eo: 1,6 x 10719 C.

2
nesgT

Me,eff.

o 0 —

® 0 = neyl.

(%

[ J /,L = B,
Losung.
23
Var = = 22,77 cm®
MT i et
0,6 x 10%
= ———— =264 x 10%/cm’
"= 0o x10p - 20X 107 em
1/3 1/3

ke = (78,16 x 10%2) = (781,6 x 10™) ¥ = 9,21 x 107 /em

g _ 06,6257 x 9,217 x (107*7)? x (107)”
T 4 2%x1,2x9,1 x 1028

Fp=14,32x 102 erg =2,7¢eV

o X Megg 2,2 X 10°x 1,2 x 9,1 x 10728 Acm~'gem?

erg2 52 cm’Qg’1

T net 2,64 x 1022 x 2,56 x 10738V Asec Asec
2 -1
T=3,55x107BH10 08 3 551071
107erg
o 2,2 x 10° AV~—tem~lem?

= 0,52 x 10%cm?/Vsec

B e T 2.64x 102 x 1,6 x 1019~ Asec
vy = pE = v, = 0,52 x 10%cm/s
_pr hkw 6,625 x 107%7 x 9,21 x 107 ergscm™!

Mo Meer 6,283 x 1,2x9,1x 103 g 0,89 x 10°cm/s

A=ovp x7=3,16 x 107 cm = 316 A

cm? V 5 ¢

(%3

vp = puFEy =52-1 )
Vsec cm sec

Aufgabe 2.3 Gold hat eine FERMI-Energie von 5,51 eV. Um welchen Bruchteil der
mittleren kinetischen Energie der Elektronen bei 7' = 0 K erhcht sich der Mittelwert
bei T'= 300 K?

Daten und Gleichungen:

o < Ly, >= 3/5EF.
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e kg1 =0,025eV.
o f(E)= m

Losung. Bei T' = 0 K ist < Ey, >= 3,31 eV, die thermische Energie also 3,31+0, 025
eV = 3,325 eV = 0,025/3,335 ~ 0, 7%.

Aufgabe 2.4 Wie bestimmt man die Tiefe des FERMI-Sees?

Losung. Uber den EINSTEINschen Photoeffekt: Es gilt

Ekin,e = hw — WA (1)

mit Wy, der Austrittsarbeit. Bestrahlt man ein Metall mit kontinuierlich abnehmen-
der Wellenlénge, wird ab einer Schwellenenergie ein Strom flieen. Dieser riithrt von
Elektronen her, die von der FERMI-Kante abgeltst werden. Bei weiter abnehmender
Wellenldnge konnen auch Elektronen aus grofleren Tiefen des FERMI-Sees heraus-
gelost werden, was zu einem Stromanstieg fiihrt. Ist der Seeboden erreicht, wird der
Elektronenstrom konstant. Man findet eine Gré8enordnung von 10 eV. Die Geschwin-
digkeit der Elektronen ist etwa /g9 ¢ (Abb. 2.17).

Abb. 2.17. Auflerer Photoeffekt: Be-
strahlt man ein Metall mit kontinuier-
lich abnehmender Wellenldnge, wird
ab einer Schwellenenergie, der sog.
Austrittsarbeit Wy, ein Strom flieflen,
der bis zum Erreichen des Seebodens
ansteigt.

I [mA]

o

upvl

Aufgabe 2.5 Berechnen Sie die Relaxationszeit 7 = 1/vy, der Elektronen in Kupfer
(p = 1,7-107% Qcm). Wie hoch ist die Driftgeschwindigkeit der Elektronen vp in
einem Draht mit 1 mm? Querschnitt, durch den ein Strom von 1 A fliet?

Loésung.

2
egn

o= (1)

MeVm

Die Zahl der Elektronen im cm? ergibt sich aus der Dichte des Cu (8,9 g/cm?) zu



40 2 Metalle

_ Na 0,602-10%

=S =" " —  —844-10%*/ cm?. 2
TV 635/89 O / em 2)
Damit wird
7=2,5-10""sec. (3)
. 7
Jj=puv=env=1v=—"—. (4)
€eon

Bei einer Stromdichte von 100 A /cm? ergibt sich eine Driftgeschwindigkeit von

vp = 0,74 - 1072 cm/sec. (5)

Aufgabe 2.6 Bestimmen Sie den Elektronendruck in Kupfer (p = 8,93 g/cm?, Ep =
7,00 eV)! Warum explodiert das Metall nicht?

Losung.
Fr=7,00-1,6=11,2-10"%J. (1)
—&—M—844 1022/CH13 (2)
Vi 63,5/8,9 '
3 3 2
<FE>= Ekin = ikBT = 5EF = kﬁBT = pV = gEF (3)
2
p=—FEp-n. (4)
)
p=3,8-10° bar. (5)

Dieser Druck ist dem durch die elektrostatische Anziehung zwischen Ionen und Elek-
tronen bedingten (negativen) Druck entgegengesetzt gleich. Wéren die Festigkeit der
Winde elastischer und nicht elektrischer Natur, wiirden sie sofort bersten.

Aufgabe 2.7 Da die Dichte der Valenzelektronen bei Kompression erhoht wird, stei-
gen sowohl Ep wie < E > eines Metalls an.” Wenn die (isotherme) Kompressibilitét
eines idealen Gases gegeben ist durch

10V
RT = —Vaip . (].)

9Genau genommen gilt dies auch fiir die Core-Elektronen, da sie aber sehr viel dichter am Atom-
kern sind, werden sie durch duflere Einfliisse wie Verdnderungen von Druck und Temperatur kaum
beeinfluflt.
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wie hoch ist die Kompressibilitdt eines freien elektronischen FERMI-Gases?

Loésung.
RT 3

pV =nRT =V = ”p A Eign = S RT. 2)
071/ B _nRT L nRT 3)

op P Tovpr

nRT V2
Y (MRT) 4)
e VBV (5)
"7 nRT ¥ -3%Epn " 2nEp

Aufgabe 2.8 Bei der Herleitung der Zustandsdichte von Fermionen im dreidimensio-
nalen Fall bestimmt man die Zahl der Zustdnde innerhalb der FERMI-Kugel mit dem
Volumen 47 /3p3, wobei das Volumen der (kubischen) Phasenraumzelle zu h3/L? an-
genommen wird (maximale Unschérfe des Impulses fiir einen Wiirfel der Kantenlénge
L). Natiirlich ist das nur eine Ndherung, da die Oberflache der FERMI-Kugel dadurch
rauh wird. Wie rauh? Gehen Sie von einem Wiirfel der Kantenldnge 1 cm und einer
FERMI-Energie von 5 eV aus und bestimmen Sie die Unsicherheit der Elektronenge-
schwindigkeit!

Losung. Die Zahl der Zusténde, in die zwei Elektronen hineinpassen, ist

N Iph
B B3 (1)
2 I

woraus fur N

SmL3
N = 3h3 : \3/ 2meEF (2)

folgt. Die FERMI-Energie ist in der Gegend von 5 eV, was fiir den FERMI-Impuls einen
Wert von etwa 1071° g cm/sec bedeutet, womit die Unsicherheit in jeder Koordinate

h 6,63- 107%7
AL~ 1
wird, was fiir ein freies Elektron eine Unsicherheit in der Geschwindigkeit von 7,3
cm/sec ergibt. Verglichen mit der FERMI-Geschwindigkeit, die in der Gegend von 1%
der Lichtgeschwindigkeit liegt, ist das vollig zu vernachléssigen.

Ap = gcemsec ! (3)

Aufgabe 2.9 Beschreiben Sie ein Experiment, mit dem Sie mit Hilfe des sog. Freien
Elektronenmodells unter der Randbedingung ,,einwertiges Metall“ die Zeit zwischen
zwei StoBen in Kupfer bestimmen!
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. OnMmsches Gesetz: j = oF
. 0 =neir/me

. T =ome/ne}

. 0=588x10°Q tem™!

. n =845 x 10*/cm?

T =247 x 10714 sec

2 Metalle



3 Elektronen im realen Festkorper

3.1 Das Modell fast freier Elektronen (NFE-Modell)

3.1.1 Elektronengas im Gitter positiver Ionen

Bisher gingen wir davon aus, daf§ die Elektronen nur kinetische Energie besitzen. Da
sie frei sind, konnen sie kontinuierlich jeden Energiebetrag aufnehmen oder abgeben.
Sie bewegen sich jedoch in der Fliissigkeit vor einem nahezu amorphen positiven Hin-
tergrund, der in erster Ndherung als konstant betrachtet werden kann, im Festkorper
dagegen vor einem periodisch angeordneten, positiven Hintergrund. In jedem Fall ist
der Abstand der Atome vergleichbar mit ihrem Durchmesser — also fast kein freier
Raum! Daher ist es sehr erstaunlich, dafl sich die Elektronen in einem idealen Gitter
mit wenig Fehlstellen fast so frei wie im Vakuum bewegen (Elektronenrohre vs. Diode
oder Transistor).

Mit geeigneten Wellenfunktionen werden in einer SCF-Schleife durch Losen der
SCHRODINGER-Gleichung fiir ein Elektron im Potential eines Na™-Ions die Eigenwerte
fiir die Energie ermittelt. Fiir das freie Atom ist dabei die (iibliche) Randbedingung
¥(r) — 0 fir r — oo; und der Eigenwert ist im Falle des Natriums —5, 14 eV, dem
ersten lonisationspotential. Fiir das im Gitter gebundene Atom ist d¢/dr = 0 fiir r
dem Bindungsabstand (Bedingung von WIGNER und SEITZ, s. Abschn. 2.1), und die
in einer SCF-Schleife von WIGNER und SEITZ berechnete Energie ist Fy = —8,2 eV
[1] (Abb. 3.1), also bedeutend niedriger als die des freien Atoms.

Die Energie eines derartigen Systems aus N Atomen ist gegeniiber dem N-fachen
Eigenwert der Energie der einzelnen Atome abgesenkt. Hierbei sind zwei gegenléufige
Effekte von Bedeutung:

e @ Wenn sich die Atome néhern und die Valenzelektronen iiberlappen, wird die
potentielle Energie eines jeden Elektrons abgesenkt.

e © Das Elektronengas wird komprimiert, und dadurch erhoht sich die mittlere
kinetische Energie der Elektronen.

Bei der metallischen Dichte sind beide Kréfte im Gleichgewicht. Bezeichnen wir die
Energie des freien Atoms mit Fpe (=5,15 €V), die des gebundenen Atoms mit Fy,
dann ist mittlere Elektronenenergie F,, fir K = 0 am Boden eines Bandes unter
Beriicksichtigung von < Fyg, >= 3/ Fp:

43
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3 Elektronen im realen Festkorper

S N Abb. 3.1. Wellenfunktionen des 3s—

/ R\ Elektrons eines isolierten (—5,15 eV)

und eines Ketten-Natrium-Atoms mit

k=0 (-8,2 eV), also am Boden ei-

L Metall, k=0 nes Bandes, und mit k an der Zonen-

— ]lc\/letallAli an der Zonengrenze grenze (+2, 7 eV), die allerdings in Na-

N It s IR trium nicht besetzt sind (halbgefiilltes

0 1 5 3 4 Band!), nach WIGNER und SEITZ [2].
rla)

E,, = Ey+ < Eyip >= (—8, 2+1,9= -6, 3) eV. (31)

Vergleichen wir dies mit den —5, 15 eV fiir das freie Atom, finden wir eine Absenkung
um etwa 1,1 eV. Sie wird als Sublimationsenergie bezeichnet. Fiir die Alkalimetalle
betrégt sie recht genau %5 B, steigt aber fiir Ubergangsmetalle bis auf fast 10 eV an
(W, Tab. 3.1, gezeigt fiir Natrium in Abb. 3.2 und im Beispiel 3.1).

Energie [eV]

lon und|freies Elektron

T Metall
Na-Atom | Grund- o
zustand Fermi-Niveau
02

Ef”" mittlere kinet. Energie

Abb. 3.2. Natrium: Die Kohésions-
energie ergibt sich als Differenz zwi-
schen dem Ionisationspotential FEjqp
des isolierten Atoms (—5,15 eV), das
in erster Naherung auf das FER-
MI-Niveau gesetzt wird, und der Sum-
me aus mittlerer kinetischer Energie
der freien Elektronen (60 % von 3,1
eV = 1,1 eV) sowie der abgesenkten
Energie des 3s-Elektrons.

Beispiel 3.1 Das Ionisationspotential des isolierten Natrium-Atoms betrédgt 5,14 eV. Das
muf} verglichen werden mit der Tiefe der 3s-Orbitalenergie des gebundenen Natriums. WIG-
NER und SEITZ fanden einen Wert fiir k = 0 von —8, 2 eV fiir diesen Zustand [1], wozu noch
die mittlere kinetische Energie der Elektronen (/5 des Wertes fiir Er) addiert werden muf;
also ist die mittlere Energie eines Elektrons im Na-Metall um etwa 1,2 eV gegeniiber dem
Na-Atom abgesenkt. Das sind etwa %/ Ep, ein Wert, der fiir alle Alkalimetalle gilt.
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Tabelle 3.1. Sublimationswérmen einiger Metalle [8].

Metall Wertigkeit Esun [eV]
Li 1 1,58
Na 1 1,13
K 1 0,94
Cs 1 0,82
Ag 1 2,99
Al 3 3,98
Fe 243 4,20
W 3+44+5+6 8,75

3.1.1.1 Wellenfunktion im Gitter, 1. Approximation. Was ist eine geeignete
Approximation fiir eine derartige Wellenfunktion, die in die SCHRODINGER-Gleichung
mit einem periodischen Gitterpotential eingesetzt, die richtigen Eigenwerte der Ener-
gie ergibt? Die Periodizitdt wird mit einer FOURIER-Reihe beschrieben, und fiir das
Potential eines einzelnen Gitterbausteins gibt es viele verschiedenene Naherungen, die
alle irgendeinen Vorteil haben, aber natiirlich auch Nachteile, so wie es auch keine
perfekte Projektion der Erdkugel auf zweidimensionale Landkarten gibt. Eines der
am héufigsten verwendeten ist das empty-core-Potential von ASHCROFT, das die tiefe
Trichtersenke am Kern auf sehr flache Werte anhebt und {iiber einen kleinen Bereich
konstant ist. Betrachten wir zunéchst die Periodizitit des Atompotentials, das mit
einer Elektronenwelle, die als ebene Welle approximiert wird, wechselwirkt. Wir er-
warten, dafl beim Einfall einer derartigen Elektronenwelle in einen Metallrumpf zwei
Moglichkeiten realisiert werden. Es entsteht entweder eine vorwérts propagierende
Welle, oder eine reflektierte Welle (Abb. 3.3). Ist die Amplitude der reflektierten
gleich der vorwérts gerichteten, kommt es zur Ausbildung einer stehenden Welle, fiir
die es zwei Hauptphasenlagen gibt:

¥ = osin - A = i cos - (3.2)

Dabei ist die Phasenlage des Cosinus energiedrmer, weil ihr Maximum mit dem Kern-
potential zusammenfllt. 1)%(+) ist eine Funktion, die bei 7 = 0 und auch an jedem
Gitterplatz grof3 ist und entspricht einem Zustand, bei dem die Elektronendichte am
Kern hoch ist, also einem s-Zustand. 1)?(—) dagegen entspricht einem p-Zustand; hier
wird Elektronendichte zwischen den Kernen angehéuft. Dies hat bedeutende Konse-
quenzen fiir das im Kristallgitter sich bewegende Elektron, das wir bisher als ebene
Welle beschrieben haben, dessen Energiecigenwerte quadratisch mit dem Wellenvek-
tor skalieren.

Die wechselwirkende Materie ist zwar granular, aber periodisch granular, daher
muf} die Elektronenwelle mit dieser granularen Periodizitédtsfunktion moduliert wer-
den.
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Abb. 3.3. Die hohe Beweglichkeit der Elektronen im Elektronengas schirmt die Ionenriimp-
fe nahezu perfekt ab.

- Sicht eines einzelnen Elektrons: Die Ionenriimpfe schirmen sich mit Elektronen weitgehend
ab; das Elektron ,sieht“ keine ganze positive Ladung, sondern nur einen Bruchteil davon
(DEBYE-Lénge).

- Alternatives Bild (Sicht aller Elektronen): Die freien Elektronen bilden in zweiter Néhe-
rung kein chaotisches Elektronengas, sondern ein schwach geordnetes Gitter mit Maxima
an den Ionenriimpfen. So wird ihr Abstand zueinander maximal (PAULI-Verbot), und sie
konnen kollektiv auf Storungen des Gleichgewichts (Beschufi mit Photonen, Anlegen eines
E-Feldes, Stérung durch Wirme) reagieren. Dieses Kollektiv wird aber sehr leicht durch
verunreinigende Atome oder fremde Ionenriimpfe gestort.

Es entsteht beim Aneinanderreihen von vielen Atomriimpfen mit je-
weils gleichen Abstinden ein periodisches Potential. Jedem Gitteratom ent-
spricht in diesem einfachen eindimensionalen Fall eine Elementarzelle. Wir benotigen
jetzt eine Ortsfunktion, mit der diese Anordnung von Atomriimpfen wiedererkannt
werden kann.

3.2 Elektronenenergie im periodischen Feld eines Gitters

U(z) ist die potentielle Energie eines Elektrons in einem linearen Gitter mit der
Gitterkonstanten a. Dann ist U(x) bei einer Translation des Kristallgitters invariant:

U(x) =U(z + a). (3.3)

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft kann als FOURIER-Reihe der reziproken Gitter-
vektoren G entwickelt werden, und wir schreiben dafiir

Uz) =Y Ug 9% (3.4)
G
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dabei soll U(z) eine reelle Funktion sein. Dies hat eine Restriktion fiir die Amplitu-
denkoeffizienten zur Folge. Es ergibt sich namlich daraus sofort, dafl die konjugiert-
komplexen Amplitudenkoeffizienten U}, die Eigenschaft

Uz = Ug (3.5)

haben miissen, so daf3
Y U e =3 Ut e 9" (3.6)
a €]

wird. Wie man durch Einsetzen zeigt, wird diese Gleichung einfach durch die Ampli-
tudenkoeffizienten

U_,=Ug (3.7)

gelost. Das ist unsere erste Restriktion fiir die FOURIER-Reihe, mit der wir die poten-
tielle Energie U(x) beschreiben. Fordern wir weiter, da8 U (z) durch eine symmetrische
(gerade) Funktion beschrieben wird, also

U(=z) = U(), (3.8)
woraus
U(—z)=> Uge " (3.9)
€
folgt, dann sehen wir durch Vergleich von (3.4) mit (3.9), daf3 die beiden Reihen fiir

Us=U_g (3.10)

identisch werden. Durch Vergleich von (3.7) mit (3.10) sehen wir schlielich, daf8 die
oben aufgestellte Behauptung

Uc =Ug (3.11)

bestétigt wird: Unter der Voraussetzung, dafl U(x) eine gerade reelle Funktion ist,
sind die Amplitudenkoeffizienten reell. Setzen wir Uy auf Null, kénnen wir fiir U(z)
schreiben:

Ux) =Y Ug (€97 +e79%) = 2" Ug cos(G). (3.12)

G>0 G>0

Diese Funktion hatten wir fiir das , Elektron im Kasten* mit k, = ny7- definiert;
und wir hatten gefunden, dafl durch die Randbedingungen ¢ (z = 0) = 0 A ¢p(x =
L,) = 0 die Exponentialfunktion verschwinden muf}, was ein imaginires Argument
bzw. eine Kreisfunktion bedingt. Nun fordern wir, dafl fiir einen unendlich ausge-
dehnten Kristall, wenn x also bei einem Sprung um x = 2L, vom Aufatom zu einem
benachbarten Atom springt, die Funktion um exp[i27n,] = exp[i(27]") = 1" =1

wachsen mufl. Nur wenn n, eine ganze Zahl ist, dann wird der Wert Eins, und die
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Funktion ist tatsdchlich periodisch. Im Unterschied zur stehenden Welle des
Elektrons im Kasten sind nun die Exponentialfunktionen fortlaufende ebe-
ne Wellen.

3.3 Wellenfunktion im periodischen Feld

Wir definierten in Kapitel 1,4 die Wellenfunktion mit Hy = E oder mit ausgeschrie-
benem HAMILTON-Operator

() + V() i) = Bia). (3.13)

Setzen wir mit Gl. (3.4) das periodische Potential des (reziproken) Gitters ein, also

<_w z%e) v) = Eu(), (3.1

dann beschreibt diese Gleichung die Bewegung eines Elektrons im Potential der
Ionenriimpfe und im (gemittelten) Potential der anderen Leitungselektronen. Wir
driicken die Wellenfunktion des Elektrons als FOURIER-Reihe

=> C(K)e™? (3.15)

aus, wobei die K die durch die Randbedingungen eingeschréinkten Werte des Wellen-
vektors bedeuten, die in der uns bekannten Form 27 /L n auftreten mit L der Lénge
des Gitters und n einer ganzen Zahl, positiv oder negativ. Es ist noch nicht einmal
erforderlich, anzunehmen, daf sich die periodische Lange a aus Gl. (3.3) hier nieder-
schliige. Die erste Aufgabe besteht jetzt darin, die Amplitudenkoeffizienten C'(K') zu
bestimmen, wozu wir (3.15) in (3.14) einsetzen.

Der Term fiir die kinetische Energie lautet

I Grpta) = 2 ¥ KEC(I) oK (3.16)
2m x_QmK ¢ '

der fiir die potentielle Energie

(Z Us eiGm) Z Z Us elGx C( 1K:p _ Z Z UG 1(G+K)x’ (317)
G G K

und die Wellenfunktion ist die Summe der rechten Terme. Als nichstes bilden wir das
Linienintegral iiber das Produkt der konjugiert-komplexen Wellenfunktion mit den
rechten Termen der Gln. (3.16) und (3.17).

Dazu erinnern wir uns, dafl die einzelnen FOURIER-Komponenten orthogonal zueinander
sind:

L .
/ ef1zek2® qp — Qv 1; (3.18)
0
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fir k1 = ko ergibt sich ein Wert von 1, wahrend fiir k&1 # ko Null herauskommt. Das
bestimmte Integral in den Grenzen zwischen 0 und L ist

1 .
— |efkimk)L ) 3.19
(k1 — k2) c ) (3.19)
Fiir k1 # ko ergibt sich fiir den Exponenten
) 27 27 . o
iL {m (L) — ng (L)} =1i2mn = ™M =1, (3.20)

und die Differenz in der eckigen Klammer von (3.19) wird Null, fiir k&1 = ko werden Zahler
[in der eckigen Klammer von (3.19)] und Nenner Null, und wir miissen mit der Regel von
L'HOSPITAL die Ableitungen nach y von Zihler und Nenner fiir y = ky — ko = (27/L) (n1 —
ny) bilden und durcheinander dividieren:

eTilm—n2)z _ 1 T eTim—n2)z (3.21.1)
. 2T
i(ky — ko) = lf (3.21.2)
Eiwefi(nlfnz)x L
' =L—-0=1L. (3.21.3)
2
! 0

Damit fallen nahezu alle FOURIER-Komponenten aus den Gln. (3.16) und (3.17)
heraus, im ersten Term alle aufler denen, fiir die K’ = K ist, im zweiten Term alle
auBler denen, fiir die K’ = K+ @G, also K’ —G = K, und wir erhalten fiir die kinetische
Energie

h2
—K"”C(K' 22
KO (322)
und fiir die potentielle Energie
Y UcC(K' - @), (3.23)
a

so daf} wir als Eigenwert-Gleichung erhalten

h2
Q—K’QC(K’) + > UgC(K'— G) = EC(K'). (3.24)
m G

Da wir frei sind in der Wahl unserer Indices, schreiben wir noch fiir K’ einfach

K, und fiir die kinetische Energie der FOURIER-Komponente K

h2
Mg = —K? 3.25
K™ om ( )
und erhalten eine Fundamentalgleichung der Festkorperphysik in der BETHEschen
Notation
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(Ax — E)C(K) + Z UsC(K —G) =0, (3.26)
G

die in der Literatur als Hauptgleichung bekannt ist. Diese Gleichung verbindet einen
gegebenen FOURIER-Koeffizienten C'(K') mit der unendlichen Zahl anderer FOURIER-
Koeffizienten, fiir die sich der Wellenvektor um einen reziproken Gittervektor unter-
scheidet. Die Gleichung (3.26) sieht dann wie folgt aus:

(Ak—er — E)C(K = G')+ > UsC(K — G —G') =0, (3.27)
G

dargestellt fiir einen abzuziehenden reziproken Gittervektor G.

Die Herleitung zeigt, dal es unendlich viele Vektoren K gibt, die sich um irgend-
welche G unterscheiden. Eine vielfach verwendete Konvention besteht daher darin,
denjenigen K-Vektor von 1 zu benutzen, der innerhalb der ersten BRILLOUIN-Zone
zwischen —7/a und 7/a liegt. Dieser K-Vektor erhilt daher den Index 0, K. Uber
die Konstruktionsregeln fiir die BRILLOUIN-Zonen ist sichergestellt, daf} damit alle
anderen Komponenten mit Ky + G sich auflerhalb der ersten Zone befinden.

Der Hauptvorteil dieser Methode ist, dafl man tatséchlich selten mehr als zwei
Koeffizienten der potentiellen Energie, Ug, benotigt, damit die Reihe konvergiert.
Fiir zwei Gleichungen mufl man eine 2 x 2-Determinante l6sen, um die FOURIER-
Koeffizienten C zu finden, aus denen sich dann die Wellenfunktion ergibt

Ui (r) =Y C(K - G) =, (3.28)
G

und damit die Eigenwerte E nach dem iiblichen Verfahren. Dabei sind die FOURIER-
Koeffizienten frei wéhlbar:

Sei z. B. der einzige Gittervektor GG, um den Ky modifiziert werden kann, dann erhalten wir
die drei Koeffizienten C'(Ky) und C(Ko £+ G), die in Gl. (3.26) eingesetzt, ergeben (wegen
der Symmetrie haben wir zu jedem Gittervektor G einen mit —G):

()\KofG - E)C(Ko - G) + U [C(Ko) + C(Ko - QG)] = O;
(Ak, — E)C(Kp) + U[C(Ko+G)+C(Ky— Q)] = 0 (3.29)
(Akorc — E)YC(Ko+G) + U[C(Ko+2G)+C(Kp)] = O0:

Selbst fiir den Fall, dal das Gitterpotential nur eine einzige FOURIER-Komponente aufweist,
erhalten wir einen unendlich groflen Satz von Eigenwertgleichungen, den wir aber in den
meisten Féllen auf sehr wenige Gleichungen reduzieren kénnen.

3.3.1 Verkniipfung mit der Bragg-Gleichung

Wir werden uns jetzt die Gln. (3.26) und (3.28) genauer ansechen. Schreiben wir die
Hauptgleichung (3.26) etwas um, so da8

S UC(K = G)

(3.30)
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dann sehen wir leicht, dal die FOURIER-Koeffizienten grofl werden fiir

hAK?
~ F, (3.31)

2m
d. h. wenn die kinetische Energie der ebenen Welle mit dem Wellenvektor K etwa
gleich der Energie E der Wellenfunktion 1k (x) ist. Gilt dieses zusétzlich auch noch
fiir einen anderen FOURIER-Koeffizienten, dessen Wellenvektor sich von dem eben
vorgestellten um G’ unterscheidet, also C(K — G’), das ist Gl. (3.28) dquivalent um-
geschrieben:

S UGC(K — G — @)
G
Ak-q — F

dann sehen wir, dal sowohl die erste ebenen Welle mit dem Wellenvektor K wie die um
den sich um den reziproken Gittervektor unterscheidende Welle mit dem Wellenvektor
K — G’ bedeutende Komponenten der Wellenfunktion 1k (x) sind, und wir schreiben

C(K—-G)=-— , (3.32)

(K - G')? =K (3.33)

eine Bedingung, die wir in Gl. (1.18) als BRAGG-Bedingung identifiziert haben, der
Bedingung fiir Reflexion von RONTGEN-Strahlen, Elektronen oder Neutronen an ei-
nem Kristallgitter.

3.4 Bloch-Funktionen

Gl. (3.28) zeigt uns, dafi die Wellenfunktion
Ui (r) =Y C(K - G) "=, (3.34)
G

die wir verwenden, um die Bewegung eines Elektrons im Potentialfeld der regulér an-
geordneten lonenriimpfe und im mittelnden Potential der anderen Leitungselektronen
zu beschreiben, und die umgeschrieben folgendermafen aussieht (K — k)

V() = <2Gj C(k - Q) em) et (3.35)

als Produkt zusammengesetzt ist aus einer FOURIER-Reihe der reziproken Gitter-
vektoren G, in der sich die translatorische Symmetrie des Gitters widerspiegelt, und
einer ebenen Welle e**. Wegen ihrer iiberragenden Bedeutung in der Festkorper-
physik bezeichnen wir Wellenfunktionen des Typs (3.35) nach ihrem Entdecker als
BLocH-Funktionen und schreiben fiir die Summe der FOURIER-Koeffizienten

sz Ck —G)e " = ug(x). (3.36)

Wenn das Gitterpotential verschwindet, bedeutet das mit Gl. (3.24)
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(A — E)C(k) =0, (3.37)
oder anders: alle FOURIER-Koeffizienten C'(k—G) werden Null auBer C'(k), und damit
wird wuy(x) konstant,

Ur(x) = 7, (3.38)

wie fiir ein freies Elektron.

Zeigen wir noch die Invarianz von ¢y (x) bzw. von ug(z) bei einer Gittertransla-
tion.
Wenn die Wellenfunktion v (z) invariant unter der Operation einer Gittertranslation sein
soll, dann muf} gelten:

Yr(z + a) = const = C Yy (x), (3.39)

und an der Stelle z + Na muf3 dann sein:

Yi(x) = Yz + Na) = CN1/Jk(.Z‘), (3.40)

und damit

cN =1, (3.41)

die nur nicht-triviale Losungen hat fiir

N
C = exp2mi— mitn = 0, +1, 42, + =, (3.42)

N 2

mit dem Wellenvektor
2mn

= _— 3.43
* Na ( )
C = ¢lkaa (3.44)

und damit dreidimensional als BLoCcH-Funktion:

Yr(r) = eikruk(r). (3.45)

k ist der (radiale) Wellenvektor, dessen Komponenten mit n einer ganzen Zahl lauten:

2mn 1

ky = ——-—, 46.1
N o (3.46.1)
2mn 1

ky = N b (3.46.2)
2mn 1

k, = 20 (3.46.3)

N o
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3.5 Bandliicke (Gap)

Wir sehen uns nun die Hauptgleichung (3.26) fiir einige Werte an der Zonengrenze
an, also dort, wo k — hG;.

3.5.1 Auf der Grenze

Hier ist k = 4G = I, woraus fiir die Wellenvektoren folgt:

) 1 2 ) 1 2 1 2
B2 — <G1> (k= Gh)? = <G1 _ Gl) _ <G1) . (3.47)
2 2 2
Wir betrachten die zwei Komponenten
ek p gllk=Gr)e. (3.48)

alle anderen Koeffizienten werden vernachléssigt. An der Zonengrenze sind ihre kine-
tischen Energien

K /1 2
M=o <2G1) (3.49.1)
/1 2
)\k_Gl - % <2G1) (3492)

gleich, wobei wir wissen, daf}, wenn C'(4G;) an der Zonengrenze in der Gleichung
Ui (r) =Y C(K - G)E=9, (3.29)
G

von Bedeutung ist, das auch fiir C(—'4G) zutrifft, und wir verwenden die Haupt-
gleichung zur Bestimmung der Koeffizienten C'(}4G1) und C(—14G)):

(Axk — E)C(K)+ > _ UgC(K — G) =0, (3.27)
G
wobei
1 2 /1 \?

ist. Schreiben wir fiir Ug, = U_¢, = U;, dann wird

(A — E)YC(hLGy) + ULC(—'LGy) 0
(A1 — E)C(—'6G1) + UC(LG) = 0

(3.51)

die nur dann nicht-triviale Losungen hat, wenn die Koeffizientendeterminante ver-
schwindet:
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AN —F Uy
— 0. (3.52)
U,y A1 —F
Da \; = A_y, folgt fiir £
R 1 \?
Eia= o <2G1) LU (3.53)

Das periodische Potential 2U; cos(Gz) erzeugt an der Zonengrenze eine Bandliicke
der Groe 2U;. Aus den Gln. (3.51) bestimmen wir das Verhéltnis der FOURIER-
Koeffizienten zu

C(-hG) M-
C(hG1) Ui

und damit bekommen wir fiir die Wellenfunktion zwei Losungen fiir die Welle am
Boden des Gaps und eine an der Decke des Gaps:

= 41, (3.54)

b(x) = o G 4 oG (3.55)

Dabei entspricht geméaf der EULER-Relation das @ dem zweifachen Cosinus, das ©
dem zweifachen Sinus. Den Cosinus kann man fiir kleine z nach cosy =~ 1 — '4y?
entwickeln und erhélt erneut mit y = Gix die bekannte quadratische Abhéangigkeit
von w(k) weit weg von der Zonengrenze. Dies gilt auch fiir das Potential, Gl. (3.12)
kann also fiir eine Komponente

Ux) =2 Y Ug cos(Ga) ~ Ug (1 _ ;(Gle) (3.56)

G>0
geschrieben werden.
3.5.2 In der Néhe der Zonengrenze

Hier gilt das eben beschreibene Verfahren analog. Natiirlich haben wir jetzt eine
Wellenfunktion

Y(z) = C(k) ¥ + C(k — Gy) k=G0, (3.57)

und wir erhalten ein Paar der Gleichungen (A, = %k’Q)

O — E)YO(K) + UC(k—Gy) = 0

M-, —E)C(k—Gy) + UCK) = 0° (3.58)
aus denen wir die Determinante
e — E U,
=0 (3.59)

U1 )\k—G1 - F

gewinnen. Diese Gleichung hat die beiden Wurzeln
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1
E =3 (k-c + M) £ kg = M)? + UF

95

}1/ 2 (3.60)

die in der Abb. 3.4 zusammen mit der Losung fiir das freie Elektron fiir ein U
von 0.25 atomic units gezeichnet sind. In der Abb. 3.5 ist das im sog. ausgedehnten

Zonenschema gezeigt.

2.0
freigs Elektron U=-025

_ 15 *
2
5
o 1.0
©
0 0.5

0.0 = ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k
T T T T T
';' L
S,
Q |
(=)
(o}
c
m -
2n/a wa 0 ma 2r/a

3.5.3 Zusammenfassung

Abb. 3.4. Losungen im periodischen
Zonenschema an der Grenze der 1.
BZ. Uy = -—-0,25 atomic units,
G, = 2,%2 = 1. Die Bandliicke be-
tragt 0,5 atomic units. Im allgemeinen
ist A1 > Us.

Abb. 3.5. Ausgedehntes Zonensche-
ma: Die Elektronenwellen werden an
der Grenze der BRILLOUIN-Zone bei
7 reflektiert. Dadurch kommt es zur
Ausbildung einer ,,verbotenen“ Zone,
innerhalb derer keine Ausbreitung ei-

ner Elektronenwelle méglich ist [9].

Im Ergebnis wird die parabolische Abhéngigkeit der Energie £ vom Wellenvektor
k, leicht, aber entscheidend modifiziert, da bei k = nm Unstetigkeiten auftreten,
der Funktionswert ist also an diesen Stellen mehrfach, also nicht eindeutig, definiert.
Physikalisch gesehen, entspricht dieses einem verbotenen Bereich, einem Bereich
also, in dem keine Wellenausbreitung maoglich ist. Die Elektronenwelle wird am
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Gitter reflektiert, geradeso, als ob es ein duflerer Elektronenstrahl wére. Damit kommt
es zur Ausbildung einer stehenden Welle, deren Gruppengeschwindigkeit i—‘,‘; = %%
verschwindet (horizontale Tangente); und fiir die es zwei Hauptphasenlagen gibt:

1) = 1y sin % A 1) = 1)g cos % (3.61)

Dabei ist die Phasenlage des Cosinus energiedrmer, weil ihr Maximum mit dem Kern-
potential zusammenfillt. Der FEM-Wert

p=hk= h% (3.62)

spaltet folglich in zwei Zusténde erheblich unterschiedlicher Energie auf. So entstehen
Bénder einer gewissen Energiebreite, die durch Liicken einer gewissen Energiebreite
voneinander getrennt sind (Abb. 3.6).

Die Breite der Energiebénder ergibt sich in erster Néherung mit k = 7/d aus

K Rir?
2Me B 2med?

Der Unterschied der Energien zwischen Sinus- und Cosinuswelle ist maximal der
Betrag der potentiellen Energie eines gebundenen Elektrons, also

B = (3.63)

1 €
dmeg d’

Setzt man in die Gln. (3.63) u. (3.64) typische Absténde von 3 A ein, erhilt man
sowohl fiir die Bandbreite wie deren Differenz Werte von einigen eV [10].

Gerade, weil der FERMI-Vektor die Gréfle des reziproken Gitterabstands erreicht,
kommt es fiir diese Elektronen zur Reflexion. Das sind aber genau die Valenzelektro-
nen, eben jene Elektronen, die zur metallischen Leitfdhigkeit entscheidend beitragen.
Obwohl wir also sehen, dafi das Modell freier Elektronen in Schérfe deswegen nicht
gelten kann, weil es zur Aufspaltung der parabolischen Abhéangigkeit freier Elektro-
nen an einer Grenze kommt, die eng mit dem reziproken Gitterabstand verkniipft ist,
kann man erstaunlich viele metallische Eigenschaften mit dem FEM gut beschreiben.

(3.64)

3.6 An den Band- und Zonengrenzen

Wir haben gesehen, dafli am Boden eines Bandes der einfache quadratische Zusam-
menhang zwischen der Energie und dem Wellenvektor (Impuls) gilt, und die FERMI-
Oberfliache ist eine Kugeloberfliche. Beim Annédhern an die Grenze der BRILLOUIN-
Zone wird diese Abhéngigkeit zunéchst schwécher, um dann bei k = = zu springen.
Auch dann ist die F(k)-Abhéngigkeit zunédchst schwicher, um dann wieder einen
quadratischen Zusammenhang zu zeigen. Diese Abhéngigkeit ist im Festkorper meist
anisotrop.

Die FERMI-Kugel wird deformiert: die Zustandsdichte steigt bei Anndherung an
die Zonengrenze zunichst steiler als mit v/E und fillt dann steil auf Null ab, wenn
das Band gefiillt ist (Abb. 3.6, s. a. Abschn. 3.8).
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einfache
Theorie |

Abb. 3.6. Zustandsdichte an der Zo-
nengrenze. Es kommt zu signifikan-
ten Abweichungen von der einfachen
Theorie (s. a. Tabelle 3.1).

Zustandsdichte [a. u.]

Energie [a. u.]

Etwa noch vorhandene Elektronen miissen in die zweite BRILLOUIN-Zone gehen,
die ebenfalls nach der Vorschrift des Kap. 1 konstruiert wird, und es kommt zu kom-
plizierten Oberflachen, wobei die Dynamik der Elektronen keineswegs mehr mit dem
Modell freier Elektronen (FEM) beschreibbar ist. Insbesondere nimmt die Masse Wer-
te an, die sehr entfernt von der des freien Elektrons sind, und sogar das Vorzeichen
kann wechseln. Beispielsweise kann die mit dem HALL-Effekt gemessene Ladungs-
tragerdichte positives Vorzeichen haben. Da in einem Metall nur die Elektronen zum
Strom beitragen, mufl also die Masse ihr Vorzeichen wechseln: es handelt sich um
Lécher, die fiir den Stromtransport verantwortlich sind.

Der Unterschied zwischen einem einfachen und einem etwas komplizierteren Me-

tall wird in Abb. 3.7 verdeutlicht.

5 5
S b KA
Q - Z -
b= £ -
Q ] © _
8 . Fgrmi— g ]
°© T Niveau o Fermi-
% B [ < o A Niveau 4
£ H g A
a ( gefiillte leere 2 p gefilite
N Zusténde Zustande N Zustande leere
Zustande
pd Fi
Il il
I I
Energie [a. u.] Energie [a. u.]

Abb. 3.7. Besetzung von Zustdnden in einem einfachen und einem etwas komplizierteren
Metall. Die Zustandsdichte selbst wird mit der Verteilungsfunktion FERMIs modifiziert.
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3.7 Effektive Masse

Wg. der Wechselwirkung der Ladungstriger mit dem Gitter ist die Masse sowohl der
Elektronen wie auch der Locher von der der freien Elektronen deutlich verschieden. Es
stellt sich sogar heraus, dafl m, und m, richtungsabhéngig sind und damit Tensoren
darstellen. Fiir ein freies Elektron ist die Abhéngigkeit einfach; im Gitter jedoch gilt

fiir eine Anderung der Geschwindigkeit (Abb. 3.8):

FE
E=hw=w= 5 (3.65)
dw 1dFE
dp  dk
dt dt (3 67)
dv 100E 100E 100E0k _10°E0k (3.68.1)
dt  hotdk hok Ot hOk Ok ot  hOk2 ot o
dv F 1 O°FE Op 1 0°FE
_———e—_———— = —— F . '2
& m oo ok ' T (3.68.2)
A
2
Men = h <dk2> , (3.69)

=
S,
2
oy :
(0] '
c L ' 4
L0 .
VB
m/a 0 m/a
[111] k [100]

Abb. 3.8. Reduziertes Zonenschema
zur Darstellung der effektiven Mas-
se, die durch die Kriimmung des Ban-
des bestimmt wird. Bei kleinen £ gilt
der parabolische Zusammenhang. Ist
die Parabel invertiert (untere Funk-
tion), ist die effektive Masse negativ.
Schwache Kriimmung bedeutet gleich-
zeitig numerisch hohe Masse. Ist die
Parabel normal (obere Funktion), ist
die effektive Masse positiv. Die starke
Kriimmung bedeutet dariiber hinaus
eine niedrige effektive Masse.

sie sind also der Kriimmung der E(k)-Bénder umgekehrt proportional, und fiir eine
Linkskurve (umgekehrte Parabel) wird die effektive Masse negativ: Die kinetische
Energie sinkt bei Anwendung einer duferen Kraft (eines elektrischen Feldes). Das
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bedeutet, daf} sich diese Elektronen entgegen der Feldrichtung bewegen. Ordnet man
das negative Vorzeichen in der Kraftgleichung

F =mega = egE (3.70)

dagegen der Ladung zu, ergeben sich zwanglos die positiv geladenen L&cher. Dieses
Vorzeichen ergibt sich durch eine HALL-Messung (s. Abschn. 3.8.4).

Diese Beschreibung zeigt, daf§ nur fiir kleine %k eine einfache Abhéngigkeit vom
Wellenvektor besteht. Die Masse meg ist etwa gleich m, und das Elektron verhalt
sich als laufende Welle mit dem Phasenfaktor e** und einer kleinen Komponente
eIz der aber mit zunehmendem & zunimmt. Eine Zunahme dieser Komponente ist
gleichbedeutend mit einem Impulsiibertrag vom Gitter zum Elektron, seine Geschwin-
digkeit nimmt ab. Das ist gleichbedeutend mit einer Zunahme seiner tragen Masse,
die an der Wendestelle sogar unendlich wird. Weitere Versuche, das Elektron zu be-
schleunigen, fithren im Gegenteil zu einer Umkehr der Geschwindigkeit, bis an der
Zonengrenze durch Reflexion an der Zonengrenze aus laufenden Wellen stehende mit
Gruppengeschwindigkeit Null geworden sind, mit einem Wellenvektor k = 5G| = ~
der der entsprechende des Gitters gegeniibersteht.

Wir sahen im Kap. 2, daf3 die Bandbreite bei konstanter Elektronenmasse aus-
schlieBllich durch die Elektronendichte bestimmt wird. Annéherung von Atomen auf
Absténde, die fiir kondensierte Materie typisch sind, bedeutet aber keineswegs glei-
che Bandbreite auch fiir die tiefer liegenden Elektronen, da deren effektive Masse
bedeutend zunimmt. Das fiithrt zu Bandbreiten, die genauso scharf sind wie die Ener-
gieniveaus im isolierten Atom: Diese Elektronen sind und bleiben lokalisiert.

3.8 Bestimmung der Fermi-Fliche

Wie wir gesehen haben, sind die Elektronen an der FERMI-Kante zustédndig fiir die
Transportgréfen elektrische Leitfahigkeit, Thermokraft, Warmeleitfahigkeit, HALL-
Effekt ... Die hohe elektrische Leitfahigkeit der Metalle ist auf freie Zustdnde im
Valenzband zuriickzufiihren, die fiir Elektronen an der FERMI-Kante iiber infinitesi-
mal geringe Energiedifferenzen zugénglich sind.

Leider ist der einfache E(k)-Zusammenhang, der zu FERMI-Kugeln fiihrt, nur
fiir fliisssige Alkalimetalle giiltig. So ist die Abweichung von der Kugelform fiir das
Alkalimetall Kalium weniger als 1 % [11]. Fiir alle anderen Metalle gibt es bereits
in fliissigem Zustand Komplikationen (etwa die Uberlappung von Béndern bei Erd-
alkalimetallen oder Quecksilber oder s — d-Hybridisierung bei Kupfer und Gold [12]).
Generell findet man aber, dafl

e die FERMI-Flédche die Zonengrenzen senkrecht schneidet, und

e die dadurch entstehenden Ecken der Fermiflache durch den Einflufl des Kristall-
potentials verrundet werden.

Aber immer ist das Volumen der FERMI-Kugel nur von der Elektronendichte abhéngig
und unabhéngig von der Wechselwirkung mit dem Gitter.
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Daher sind zahlreiche Verfahren entwickelt worden, um die FERMI-Fliache expe-

rimentell zu bestimmen. Dazu zahlen u. a.

e Untersuchung mit RONTGENstrahlen,

DE HAAS-VAN ALPHEN-Effekt,

HALL-Effekt und

der anomale Skin-Effekt.

Elektronen-Cyclotronresonanz (bei Halbleitern),

Wechselwirkung akustischer Phononen mit Elektronen,

Einige dieser Verfahren werden im folgenden vorgestellt.

3.8.1 Rontgenstrahlen

Das RONTGEN-Spektrum isolierter (Gas-)Atome ist scharf, da die elektronischen Ni-
veaus scharf sind. Bei der Kondensation verbreitern sich zur Bindung verwendete Ni-
veaus zu Béndern einer bestimmten Breite, wédhrend darunterliegende Niveaus scharf
bleiben (Abb. 3.9). Somit kann aus der spektralen Breite des emittierten RONT-
GENstrahls zunéichst die Breite des Valenzbandes ermittelt werden.

[ T T T T T T T T T T T T T
I 3s-Band 0 HenNiveau
i ==an -5,01 eV
s ]
, i
.0 r
> L i
) L ]
e L
w N 2p-Niveau 2p-Niveau ]
[ ——————— -387eV ~——— ]
Festes Na Gasformiges Na

Abb. 3.9. Mit weichen RONT-
GEN-Strahlen kann die Breite des
Valenzbandes (3s) bestimmt werden.

Es ergibt sich eine Breite von etwa 3
eV.

Dariiber hinaus kann aber auch eine Aussage iiber die Zustandsdichte getroffen
werden. Wiren namlich alle Emissions-Ubergéinge aus einem Band gleich wahrschein-
lich, wiirden wir eine konstante Intensitéat beobachten. Tatsdchlich zeigt das Spektrum
fiir ein einfaches Metall, wie Natrium, die erwartete v/ E-Abhéngigkeit bis zur FERMI-
Energie. Kurz danach nimmt aber die Intensitit nicht ab, sondern steigt zunéchst an,

um dann allerdings steil abzufallen (Abb. 3.10).

Wie wir dem sehr steilen hochenergetischen Abfall mit kleiner Spitze entnehmen,
wird die Zustandsdichte bei endlicher Temperatur mit der FERMI-Funktion moduliert.
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Abb. 3.10. Zustandsdichte des Na-
triums bei endlicher Temperatur,
bestimmt  mit  weicher = RONT-
GENstrahlung (rot). Strichliert und
schwarz: D(F) = const VE.

berechn. Zustandsdichte [a. u.]

Rontgenstrahlen-Intensitat [a. u.]

o
N
N F
w

Energie [eV]

3.8.2 Elektronen-Cyclotronresonanz

Anregung von Elektronen ins Leitungsband und Anlegen eines starken statischen Ma-
gnetfelds zwingt die Elektronen auf Kreisbahnen. Einstrahlung eines variablen Wech-
selfeldes fiihrt bei der Kreisfrequenz der Elektronen zur Resonanz [13]. Bestimmt wird
die effektive Masse der Elektronen. Da das Magnetfeld in unterschiedliche Richtun-
gen orientiert werden kann, erhélt man zusétzlich Aussagen iiber die Anisotropie der
Elektronenmasse (Abb. 3.11).

Abb. 3.11. Deformation der FER-
MI-Kugel in Kupfer. Bei Anlegen ei-
nes Magnetfeldes folgen die Elektro-
nen den eingezeichneten Bahnen. Man
unterscheidet zwischen Bauchbahnen
(B) und Halsbahnen (H). Die FER-
MI-Fliche schneidet die Zonengrenze
senkrecht.

3.8.3 de Haas-van Alphen-Effekt

Die magnetische Suszeptibilitdt x gibt an, ob sich ein Stoff diamagnetisch oder pa-
ramagnetisch verhélt, wenn er in ein Magnetfeld gehalten wird und ist als Verhéltnis
der Magnetisierung M zur magnetischen Flufdichte B definiert:
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M Iz
= g — = g ——— . 3.71
X = Ho B Ho VB ( )
Wird ein Metall in ein Magnetfeld gehalten, bewegen sich die freien Elektronen mikro-
skopisch nicht auf Geraden, sondern rotieren auf Kreisbahnen. Ist der Radius dieser

Kreise derart, dafl die Kreisfrequenz an der FERMI-Kante

M
wy, = “ p- O _U_ Vg, (3.72)
Me eff Meeff X r

beobachten wir eine Erhohung der magnetischen Suszeptibilitat. Damit kénnen nicht
nur FERMI-Oberflichen einfacher Alkalimetalle, sondern auch von sich nicht einfach
verhaltenden Metallen ausgeleuchtet werden.

3.8.4 Halleffekt

In welche Richtung flieit ein elektrischer Strom durch einen Leiter? Wie aus dem dif-
ferentiellen OHMschen Gesetz 3 = o E ersichtlich, flieit der Strom immer in Richtung
des Feldes. Dies ist mit der Formel 3 = pv nur dadurch in Einklang zu bringen, indem
wir feststellen, dafl das Vorzeichen der Ladung auch das Vorzeichen der Geschwindig-
keit sein muf:

sign(p) = sign(v) (3.73)

Da aber Strome in Abhéngigkeit ihres Ladungsvorzeichens durch ein Magnetfeld
in entgegengesetzte Richtungen abgelenkt werden, entsteht eine Erhéhung der Dichte
der Majoritdtstrager immer an derselben Elektrode, entweder & fiir Defektelektronen
oder © fiir Elektronen. Diese Ladungstrennung findet solange statt, bis das dadurch
entstandene Feld, der Gradient der HALL-Spannung, gleich der LORENTZ-Kraft ist:

Fy =qE. (3.74)

In Abb. 3.12 ist dieser Effekt qualitativ dargestellt: Zwischen zwei Elektroden ist
ein Silberstreifen gespannt; die Aquipotentiallinien laufen senkrecht zur Stromrich-
tung. Beispielsweise befinden sich die Punkte A und C' auf gleichem Potential. Wird
nun senkrecht zum Silberstreifen ein Magnetfeld angelegt (Richtung in die Zeichene-
bene hinein), dann werden Elektronenstrome, die von rechts nach links flielen, durch
die LORENTZ-Kraft in Richtung nach A abgelenkt.

In Halbleitern, aber auch Halbmetallen wie Bismuth, konnen auch positive La-
dungen (sog. Defektelektronen oder Locher) flielen, und zwar von links nach rechts.
Beide Ladungstrigersorten werden daher in Richtung A abgelenkt. Deswe-
gen kann durch die Polaritdat der Elektrode A entschieden werden, ob es sich um einen
n- oder p-Typ handelt (Abb. 3.13).

Die HALL-Spannung ergibt sich aus dem Linienintegral iiber das Feld

1
UH:/ Eds (3.75)
0
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A Abb.3.12. In einem mag-

netischen Feld erfahren
Ag S~/ Strome eine Ablenkung, die
—~— zu einer Ladungsseparation
T und damit zum Aufbau einer

C‘ Spannung fithrt, der sog.
HALL-Spannung, hier gezeigt

fiir Elektronen in einem
II typischen Metall.

Abb. 3.13. In Bismuth oder
p-Halbleitern werden Defekt-
elektronen im elektrischen
@ Feld bewegt. Diese bewegen
A sich, bezogen auf die Elek-

. tronen, in entgegengesetzter
-~ _ Richtung und werden daher
__/l Bi . .

von einem magnetischen Feld
_ in dieselbe Richtung abgelenkt

C wie die Elektronen. Die sich
an der Elektrode A kumulie-
rende Ladung hat aber jetzt
II das andere Vorzeichen.

fiir [ den Abstand der Elektroden, an der senkrecht dazu die Strombewegung durch
ein dufleres Feld stattfindet. Ist die Dicke des Substrats d, dann ist die Stromstérke
durch das duflere Feld I = jA = jld, und aus (3.75) errechnet sich mit (3.74) bei
linearem Gradienten

U IB IB
il V Uy = .
negd

T = Celd

(3.76)

nieo hat je nach Typ unterschiedliches Vorzeichen und wird als HALL-Konstante ta-
belliert (s. Tab. 3.2). In dieser Tabelle ist auch die Beweglichkeit aufgefiihrt, die einen
Zusammenhang zwischen der Driftgeschwindigkeit und dem &ufleren Feld darstellt:

v =puE. (7.15)

Besonders wichtig ist der HALL-Effekt fiir Halbleiter, in denen die Beweglichkeit
der Ladungstriger deutlich hoher als in Metallen ist (einen Faktor 5 —1000) — und
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damit auch eine hohe Geschwindigkeit im elektrischen Feld, was wiederum bedeutet,
dafl die LORENTZ-Kraft hohe Betriage erreicht.

Tabelle 3.2. HaLr-Konstanten und HALL-Beweglichkeiten fiir einige Metalle bei Raum-
temperatur.

Metall | R [10"™ m?/Coul] | u [m?/V sec]
Ag —0,84 0,0056
Al —0,30 0,0012
Na —2.50 0,0053
Zn +0,3 0,0060
Cd +0,6 0,0080

3.9 Legierungen

Legierungen sind Mischphasen von mindestens zwei Elementen, im engeren Sinne
zweier Metalle, die mittels der Phasendiagramme beschrieben werden, in denen die
einzelnen Phasen durch Strichlinien voneinander getrennt sind. Es gibt voll mischba-
re Systeme wie Gold/Kupfer oder Gold/Silber, merkwiirdigerweise aber nicht Kup-
fer /Silber, es gibt Metalle, in die bis zu einem bestimmten Prozentsatz ein weiteres
Metall zulegiert werden kann, ohne dafl die Kristallstruktur sich dndert, und dann
,plotzlich® ein Umbruch in der Struktur erfolgt. Die dieses Verhalten regelnden Ge-
setze sind weitestgehend empirisch, so gibt es etwa die sog. ,, 15 %-Regel®, die ein Zu-
legieren bis eben etwa 15 % ohne Umschlag des Kristallgitters erlaubt. Dann gibt es
sog. elektronische Legierungen, die durch die hier besprochenen Festkorperparameter
FERMI-Flache und BRILLOUIN-Zone beschrieben werden. Hier soll auf die Regeln von
HuUME-ROTHERY hingewiesen werden, die in den Ubungsaufgaben zu Kap. 3 exten-
siv ausgeleuchtet werden und dort am Beispiel des a-Messings (fcc) und §-Messings
(bee) verdeutlicht werden.

3.10 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 3.1 Wir finden eine Aufspaltung der Elektronen, die fiir die elektrische
Leitfahigkeit verantwortlich sind, zu Béndern, die einige eV breit sind. Schétzen Sie
diesen Wert im Modell Freier Elektronen ab mit dem Abstand a néichster Nachbarn
in z-Richtung, der fiir Kupfer 2,56 A betrigt!

Losung.

R? 1.2
o Fyn = %k
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T
o lﬁ.Bz—g

o Ly =5H,75 eV.

Aufgabe 3.2 Das Biandermodell geht davon aus, dafl sich die Wellenfunktionen der
einzelnen Atome bei Anndherung auf den Gitterabstand iiberlappen. Warum gilt dies
nur fiir die Valenzelektronen? Was ist die typische Breite solcher Béinder? Vergleichen
Sie Wasserstoff und Natrium (fiir den Radius der duflersten Bahn verwenden Sie den
Mittelwert aus kovalentem und atomaren Radius: rg = '4(0,3240.79) = 0,55 A und
rNa = o(1,54 +2,23) = 1,88 A).

Losung. Bei Anndherung an den Bindungsabstand tunneln Valenzelektronen, und
zwar sie ausschliellich, zwischen den Atomen immer heftiger hin und her, wodurch sich
ihre Aufenthaltsdauer an einem Atom verkiirzt. Angenommen, nach jedem Umlauf
finde im Wasserstoff eine Tunnelung zum néchsten Atom statt, dann ist das nach

271'(10
1/137-¢

der Fall. Damit ist nach der 4. Unschérferelation eine Energieverbreiterung von ur-
spriinglich Null auf

=1,5x 10" sec (1)

h
AE = — =~ 27,5eV 2

verbunden.
Fiir Na im Verhiltnis zu Wasserstoff dagegen sieht die Bilanz wie folgt aus: Die
kinetischen Energien verhalten sich wie

Ekin,Na o 57 1
Eynn 13,6

damit die Verhéltnisse der Bahngeschwindigkeiten wie

V3s,Na 5a 1
— =y = 0,61. 4
Uls,H 13,6 ’ ( )

v

Also folgt fiir die Umlauffrequenz v = ;-

= 0,375, (3)

27r
0,61-3
= ’ 10" Hz=1,13-10" H
VssNa = T35 605 1 gg 10 Hz= 113107 Hz (5)
oder
1 15
T=-—=0,83-10" sec. (6)

v
Damit wird

AEy, = 4,7eV, (7)



66 3 Elektronen im realen Festkorper

der Wert betragt nurmehr 17 % des fiir Wasserstoff ermittelten. Die zum Tunneln
erforderliche Energie fiir Na ist bedeutend kleiner als die fiir H. Damit wird es sehr
viel leichter sein, den metallischen Zustand fiir Na im Verhéltnis zum H zu realisieren.

Aufgabe 3.3 Ein 2D-Metall hat ein Elektron in einem s-Zustand und kristallisiert
in einem quadratischen Gitter der Anordnung AAA mit dem Atomabstand d. Zeigen
Sie, daf3 bei einer Dichte n pro Quadratzentimeter (= 1/d?)

e die FERMI-Energie gegeben ist durch den Ausdruck

2
Er

= o (2mn), (1)

e und dafl die Zustandsdichte unabhéngig von der Energie ist.

Bestimmen Sie aulerdem das Aussehen der 1. BRILLOUIN-Zone. Wieviele Elektronen
passen hinein, wann stof3t also der FERMI-Kreis an die erste BRILLOUIN-Zone an?

Losung. Zu den ersten beiden Fragen s. Abschn. 2.4.2. Das reziproke Gitter eines pri-
mitiven Gitters (sc) ist wieder ein primitives. Aus Abb. 3.14 geht hervor, dafl bei qua-

¢ * Abb. 3.14. Die WIGNER-SEITZ-Zelle
eines primitiven quadratischen Git-
ters.

L L

dratischer Parkettierung die WIGNER-SEITZ-Zelle (und damit auch die BRILLOUIN-
Zone) ein Quadrat ist. Die Vektoren A und B des reziproken Gitters sind gegeben
durch (a = b=d,V = ab = d?, der fiktive Vektor in 2-Richtung soll die Einheitsléinge
k haben)

a = ai (1)

b=bj (2)

c=k (3)
2
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27 )
B = ﬁk X 1. (5)
Damit wird die Flache der BRILLOUIN-Zone
27\ 2 2,9

Es pait 1 Elektron in die WS-Zelle der Fliche F' = d?, womit der FERMI-Vektor

ke = /(2m)n = \/21/ a2 (7)

und die FERMI-Flache

Fp =27 /d® (8)

werden. Die Kantenldnge des Quadrats ist 27/d, und die Grenzen nach links und
rechts, oben und unten sind (s. Abb. 3.15)

e

- \L Abb. 3.15. Die BRILLOUIN-Zone ei-

N nes primitiven quadratischen Gitters

%‘ ° mit einbeschriebenem FERMI-Kreis
TT ¢ fiir ein einwertiges Metall.

o

QA

Q_|:] ,]\

1 T

LoA= g

+ip =47 (10)
2 - d]?

numerisch also 3,14/d. Der Betrag des FERMI-Vektors ist aber 2,51/d, also 79 % der
halben Kantenlédnge. Damit ist die BRILLOUIN-Zone doppelt so grofl wie die FERMI-
Fléache, der FERMI-Kreis beriihrt die Zonengrenze nicht, und die Elektronen passen
alle in die 1. BRILLOUIN-Zone. Wenn sich der Betrag des FERMI-Vektors nun um
diese 21 % erhoht, sich also die Elektronendichte um

/0,21 = 0,45 (11)

erhoht, stofit die FERMI-Flache an.
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° *

®
<€ >
. °

Abb. 3.16. Ein ebenes flichenzentriertes Gitter mit der Gitterkonstanten d.

Aufgabe 3.4 Gegeben ist das ebene flichenzentrierte Gitter nach Abb. 3.16 (ein-
wertiges Metall). Bestimmen Sie

e die 1. BRILLOUIN-Zone nach der Methode von WIGNER und SEITZ sowie ihr
Volumen in (Fléchen-)Einheiten,

o die Grofle des FERMI-Kreises.

e Jetzt fiillen Sie Elektronen hinein dadurch, da Sie ein zweiwertiges Metall
zulegieren. Wann erreicht der FERMI-Kreis die Zonengrenze?

Losung. Zunichst bestimmen wir das Volumen der WIGNER-SEITZ-Zelle (Abb.
3.17):

|
"

Abb. 3.17. Die 1. BRILLOUIN-Zone des flichenzentrierten kubischen 2D-Gitters mit der
Gitterkonstanten d.
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> 1,
F=2vV2V2=Cd (4)

Damit ergeben sich fiir die reziproken Gittervektoren

2 .
A="mi- g, )
2
B="1[j - (6)
somit fiir das Volumen der 1. BRILLOUIN-Zone
2m\%2 872
V=2—] =— 7
(7)) =& )

ihre Basis damit

| = \/53, (8)

die Halfte also

l NEXS T

22 V2 ©)
Die FERMI-Kugel, in diesem Falle ein Kreis, hat einen Wert von

e = vEm = [ =2 (10

Da 2v/2 < v/27, beriihrt der FERMI-Vektor die Zonengrenze noch nicht! Wann? Wenn
die Elektronendichte n; um x zugenommen hat:

1
kg = 5[ = \/_g = /2mxny, (11)

woraus sich fiir n, ergibt:

Ny = TN = gnl. (12)

D. h. ny muB sich um 7/2 = 57 % erhohen, damit kg an das Zonengrenze des 2D-
Gitters anstoflt. Damit werden:

2
g\/% =

kr (einwertig) (13)

4,44
kr (BZ — Anstoss) :(~—/72 = —— (14)

e (15)

kg (zweiwertig) :
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Aufgabe 3.5 Das Valenzband eines einfachen Metalls hat die analytische Form

E=ak*+b (1)

mit a = 1072 J m? und b = —12 eV (k = 27/)). Die Ionisierungsenergie des freien
Atoms ist 1,0 eV, das Band ist ein p-Band, die Zusténde sind bis ka = v/272 gefiillt,
wobei a, die Wiirfellinge der Struktur, 2,0 A betriigt. Bestimmen Sie

e die effektive Masse,
e die Zahl der Valenzelektronen,
e die FERMI-Energie und

e die Sublimationswiarme des Metalls!

Loésung.
% o 1 —28

m*=h 557 =5,6-107""g = 0,62 - Mg frei (2)

ok2

/272
_ -1 _ 8§ -1

hQ
fﬁ«::5%;k§::18.10”9J::11,2ev. (4)
Fsn = Etei — Foona + %5 Er. (5)

Aufgabe 3.6 Aus Al (xy = 2-107°) wird ein Toroid mittleren Umfangs von [ = 20 cm
hergestellt und mit N = 250 Drahtwicklungen gleichmé&fiig umwickelt. Wenn durch
den Draht ein Strom von I = 10 A flief}t:

e Wie grof} ist die Magnetisierung M des Aluminiums?
e Wie hoch ist die magnetische Flufidichte im Aluminium?

e Welcher Strom miifite flielen, damit in der leeren Spule die gleiche magnetische
Induktion herrscht wie im Aluminium (wenn Strom flieBt)?

Losung.
Definitionsgleichungen mit Ergebnissen:

NI A
H=—=12500 —. (1)
l m

A
M =xH =0,25—. (2)
m
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Vsec

B =po(H+M)=poH(1+x)=4r-10"7-12500 - 1,00002 — (3)
_, Vsec
B=1,57-10"2 — (5)

Aus Gl. (3) ist ersichtlich, daf§ der Beitrag von M zu B verschwindend klein ist.
Gleiches B ohne das Al-Toroid erhilt man, indem man den Strom 20 ppm erhéht.t

Aufgabe 3.7 Die Sittigungsmagnetisierung in Eisen ist etwa 1,7-10% A /m. Wie hoch
ist das magnetische Moment 4 eines einzelnen Eisenatoms in BoHRschen Magnetonen,
wenn man annimmt, dafl bei Sattigung alle atomaren Momente ausgerichtet sind?

Losung.
Wir bestimmen zunéchst die Gréfle des BOHRschen Magnetons:

eoh  1,6-107"-6,6,2- 107 Coul J sec

HBobr = 5 2.9.1-10-3- 21 ke

fiBone = 9,27 - 107 (Am® = J/T). (2)
Die Magnetisierung M ist das magnetische Moment p pro Volumeneinheit:

N

M = pyz = pn, (3)
wobei die Dichte der Fe-Atome pro cm?
N 6,02 - 10?3
n=-—"= ! =8,4-10%/cm? (4)

Vua (55,8 ¢g/Mol)/(7,8 g/cm?)
betréigt. Sind alle Atome ausgerichtet, ist nach Gl. (3) das magnetische Moment

p=2,0-10"" Acm?, (5)

und in BoHRschen Magnetonen

= 2,2 [Bohr- (6)

Aufgabe 3.8 Wie grof3 sind Zustandsdichte und Dichte der Leitungselektronen in
Kupfer bei £ = Ep, wenn die Grofe der Elementarzelle des fee-Gitters V' = 0, 36 nm?
ist und 4 Cu-Atome mit je einem Leitungselektron pro Elementarzelle vorhanden
sind? Wie grof ist der Radius der FERMI-Kugel?

Daten und Gleichungen:

!Bei Ferromagneten wird dieser Unterschied allerdings erheblich! Ausgerichtete magnetische Mo-
mente der Atome sind also gleichbedeutend mit zusétzlichem Spulenstrom.
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o Fp:7eV =1,12x 10718 J.
o n=2¢N/V.

o D(EF> _ % (222%) /2 \/E_F

Losung.

3
— (4x3\ " 4
kF: 337r2n: < ><37T > ~ 790’ (1>

ad a

und der Durchmesser ist 9,8/a. Der kleinste Durchmesser der BRILLOUIN-Zone ist
aber

2 2 10,9
G="VIF 124 12=""\3~ 2, 2)
a a a

also etwas grofler als der Durchmesser der FERMI-Kugel. Danach sollte die BRIL-
LOUIN-Zone nirgendwo mit der FERMI-Kugel in Konflikt kommen!

Aufgabe 3.9 Die (ganze) Zahl der pro Atom ans Elektronengas abgegebenen Elek-
tronen wird e/a-Verhiltnis genannt und als Elektron/Atom-Verhéltnis oder auch als
Valenzelektronenkonzentration bezeichnet. e ist dabei die Anzahl der an der Verbin-
dungsbildung beteiligten Valenzelektronen, a die Anzahl der Atome pro Verbindung.
Zeigen Sie, daf3

e die FERMI-Kugel die erste Zonengrenze des bee-Gitters (die das reziproke Gitter
des fee-Gitters darstellt, in dem Kupfer kristallisiert) bei einem e/a-Verhiltnis
von 1,36 erreicht, und

e bei welcher Zusammensetzung die Zugabe von Zink (e/a-Verhéltnis 2) zu Kupfer
(e/a-Verhiltnis 1) dieses Verhéltnis von 1,36 erreicht wird!

e Bei diesem Verhiltnis kippt das fce- in das bee-Gitter um. Wenn Sie die Zink-
Zugabe weiter erhohen, bei welchem e/a-Verhéltnis beriihrt der FERMI-Vektor
die 1. BRILLOUIN-Zone des bce-Gitters?

Losung. Im fee-Gitter passen 4 Elektronen in einen Kubus des Volumens a®. Damit
wird der FERMI-Vektor

1 2 1/3
/3:(12a) :4,51' "

Der kiirzeste Einheitsvektor in der BRILLOUIN-Zone, die einen abgeschnittenen Ok-
taeder im reziproken Gitter darstellt [17], ist die Diagonale

kp = (37%n)

2 10,9
Gl =TV = —= (2)
a a
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Die Frage ist also: Bei welcher Elektronenkonzentration n beriihrt der FERMI-Vektor
die 1. BRILLOUIN-Zone (s. Abb. 3.18)? Wenn

10,9/2\°
= = 1,376.
kr =G = ( Lol ) 376 (3)

2k,

Abb. 3.18. Bei einer Einlagerung von 37 % zweiwertigen Atomen in das Kupfergitter
beriihrt der FERMI-Vektor die 1. BRILLOUIN-Zone = das Gitter wird instabil und kippt in
das bee-Gitter des 3-Messings um.

Experimentell findet man ein Umklappen von a-Messing (fcc) nach 8-Messing (bcec)
bei einer Zugabe von etwa 37 Atom-Prozent Zink [18].

Eine entsprechende Abschétzung fiir das Ende der §-Phase (bec) ergibt: Im bee-
Gitter passen 2 Elektronen in einen Kubus des Volumens a®. Damit wird der FERMI-
Vektor

(6725 3,90

]i]F = (371'277,)
a a

(4)

Der kiirzeste Einheitsvektor in der BRILLOUIN-Zone, die einen sog. rhombischen Do-
dekaeder im reziproken Gitter darstellt [19], ist die Diagonale

2 8,89
G| =Z2v2 =222 (5)
a a

Die Frage ist auch hier: Bei welcher Elektronenkonzentration n beriihrt der FERMI-
Vektor die 1. BRILLOUIN-Zone? Wenn

8,80/2\°
kp = : =1,48.
p=G= (5o ) =1 ©)

Das Stabilitdtsmaximum des [3-Messings ist beim e/a-Verhéltnis 1,48 erreicht. Ex-
perimentell findet man nahezu denselben Wert [20]. Dies wurde erstmals von MOTT
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1050 <

Schmelze 37 %
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900 \ \
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Abb. 3.19. Bei einer Einlagerung von 37 % zweiwertigen Zn-Atomen in das Kupfergitter
wird die Zone des fcc-a-Messings verlassen, und es folgt ein Zwischenbereich mit Mischkri-
stallen aus a- und (-Messing (becc). Bei einer Zugabe von 48 % wird auch das bee-Gitter
instabil. Beide Ereignisse werden mit einer unglaublichen Prézision vom ganz einfachen
NFE-Modell beschrieben (obwohl die FERMI-Fléiche gerade des Kupfers bei Anniherung an
die erste BRILLOUIN-Zone Hilse zeigt!).

und JONES in ihrem berithmten Buch Theory of Metals and Alloys 1936 gezeigt [21]
(Abb. 3.19).



4 Halbleiter

4.1 Elektrisches Verhalten

Halbleitende Materialien verhalten sich am absoluten Nullpunkt als Isolatoren und
zeigen bei hoherer Temperatur elektrische Leitfahigkeit, da die Gapenergie zwischen
einem gefiillten Valenzband (VB) und einem leeren Leitungsband (CB) durch thermi-
sche Fluktuationen tiberbriickt werden kann (s. Abb. 4.1). Daher ist der Temperatur-
koeffizient — im Gegensatz zu Metallen — positiv. Metalle wie Halbleiter gehorchen
dem OHMschen Gesetz. Im Fall der Metalle haben wir Elektronen als bewegliche La-
dungstriger, im Fall der Isolatoren und Halbleiter aber nicht nur Elektronen, sondern
auch Locher (Defektelektronen), die auf mehrere Arten angeregt werden kénnen.

Abb. 4.1. Zustandsdichte eines Halb-
leiters bei T = 0 K. Es sind kei-
ne elektronischen Zustdnde im Lei-
tungsband besetzt, daher ist die elek-
trische Leitfihigkeit sehr gering. Die
Abnahme nach dem Maximum ist
durch die Multiplikation mit der FER-
MI-Verteilungsfunktion bedingt.

Zustandsdichte [a. u.]

Energie [a . u.]

Wir werden uns zunéchst um die Banddarstellung in einer vereinfachten Dar-
stellung kiimmern. Dazu ist es lediglich erforderlich, anzunehmen, dafl die vier Va-
lenzelektronen eines Halbleiters wie Silicium oder Germanium oder eines III/V-
Verbindungshalbleiters wie GaAs in zwei gefiillten Bandern untergebracht sind, die
damit vollstdndig gefiillt sind. Bei einer Abfolge wie in Abb. 2.3 folgt daraus, dafl das
hochste besetzte Band p-Charakter und das niedrigste unbesetzte Band s-Charakter
tragen. Dann ergibt sich im reduzierten Zonenschema eine Darstellung wie in Abb.
4.2.

Es sei explizit darauf hingewiesen, dafl diese s- und p-Bénder unterschiedliche
Energien bei gleichem reduzierten Wellenvektor aufweisen: Die Energie erscheint im

5
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- . Abb. 4.2. Vereinfachte Bandstruktur

! eines direkten Halbleiters im redu-
zierten Bandschema. Gezeigt ist das
oberste besetze Band (Valenzband
mit p-Charakter) und das unterste
unbesetze Band (Leitungsband mit
s-Charakter).

Energie [a. u.]

[111]

[100]

reduzierten Zonenschema als vielwertige Funktion von k, was eine Folge des BLOCH-
Theorems ist. Daher wére das ausgedehnte Zonenschema, in dem jeder Zustand durch
seinen , richtigen“ Wellenvektor dargestellt wird, die suggestivere Darstellung (Abb.
4.3).

Abb. 4.3. Vereinfachte Bandstruktur
. eines direkten Halbleiters im ausge-
dehnten Bandschema. Gezeigt ist das
o P untere s-Valenzband und das obe-
; ; ; ; ; re p-Valenzband. Aus dieser Darstel-
] lung ist ersichtlich, dal das ausge-
dehnte Bandschema zwar suggestiver,
aber dennoch bald sehr uniibersicht-
27;/a -a 0 a 2na lich wird.
[111] [100]

Energie [a. u.]

Daher erfolgt anschaulich jeweils eine Drehung um 180° bei n7/a, wodurch das re-
duzierte Zonenschema entsteht (Abb. 4.4). Diese Drehung ist der Reflexion an den
Zonengrenzen geometrisch dquivalent.

Tatséchlich ist die Bandstruktur wesentlich komplizierter. Wir werden das zum
Abschlufl dieses Kapitels genauer studieren. Da die Gapenergie bei k = 0 liegt, ist ein
optischer Ubergang ohne Phononenunterstiitzung mdoglich.
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T T T T T
' ; ; ; ; Abb. 4.4. Wie entsteht das reduzier-
1 te Zonenschema? Die hoheren BRIL-
LOUIN-Zonen werden durch n-fache
Drehung an den Zonengrenzen bei
nm/a auf die erste Zone ,reduziert®.
Gezeigt ist das untere s-Valenzband
(elektrisch unwirksam) und das obe-
re p-Valenzband. Aus dieser Darstel-
lung ist ersichtlich, dafl das redu-
. . zierte Bandschema alle Informationen
2n/a ! 0 n/a 2n/a enthélt, aber groBer Ubung und Erfah-
[111] [100] rung bei der Interpretation bedarf.

Energie [a. u]

4.2 Die Fermi-Energie in Halbleitern

Die elektrische Leitfdhigkeit héngt — wie in Metallen — von zwei Gréflen ab: von der
Dichte der Ladungstriger und ihrer Beweglichkeit. Fiir ein einfaches Metall hatten
wir gesehen, daf

N
Ne X Natom. = V (41)
und
1 2
g=-= "0 (4.2)
P VmMe

Wir werden uns zunéchst der Frage der Elektronenkonzentration zuwenden.

4.2.1 Der intrinische Halbleiter

Unter einem intrinischen Halbleiter wollen wir einen Halbleiter ohne Verunreinigun-
gen verstehen. Die einzige Moglichkeit der Erzeugung von Ladungstrigern ist die
thermische Anregung von Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband. Fiir Si und Ge
sind dazu 1 eV notwendig. Fiir jedes so erzeugte Elektron bleibt ein Loch
im Valenzband zuriick; es wird ein Paar von beweglichen Ladungstrigern
erzeugt.

Die Wahrscheinlichkeit der Besetzung eines Zustands ist wegen £ — Er > kgT
sehr klein, so da} die FERMI-DIRAC-Verteilung in die MAXWELL-BOLTZMANN-
Verteilung iibergeht,

E—Ep
fe(E) =e FT, (4.3)
wobei der Index e auf Elektronen hindeutet und Er das Energienormal (E > Ef) ist,
auf das die Anderung bezogen wird. Die Dichte der Elektronen in einem bestimmten



78 4 Halbleiter

Energieintervall ist die Wahrscheinlichkeit der Besetzung, multipliziert mit der Dichte
der Zusténde in diesem Energiebereich, bezogen auf das Einheitsvolumen:

no(E) = / B D (E) [(B) dE (4.4.1)

Eg

3
1 /2m\ 2 Emes B8
ne(E) = 55 (;;”) : [E " E—Ege mTdE. (4.4.2)

Die Dichte der Elektronen im Leitungsband wird durch Integration der Gln. (4.4)
tiber das ganze Band (von E = E, bis E = E,,x) erhalten. Wegen der exponentiellen
Abhéngigkeit kann man die obere Grenze einfach nach oo setzen, und Substitution
mit x = @%/E — E, fithrt zu :

no(E) = /°° D.(E) f(E)dE = 2;2 <2me>% /OOO JTe da, (4.5.1)

Eq h?

0.5 T T T T T T

&
03r L\

!
Z o02f %
3
01} a,
N
00} o oo oo Abb. 4.5. Zur Integration der Funkti-
on v/xre T,

0 2 4 6 8 10

Das Integral dieser Funktion (Abb. 4.5) ist tabelliert und betrdgt /7, womit wir
erhalten:

Vs
mekaT 2 _Eg—FEp
ne(E) — 2 <W> - e kT . (452)

Dabei ist der Vorfaktor des Exponenten die Elektronendichte am Energieminimum
des Leitungsbandes, ne c:

Eg—Ep

ne(E) =nec-e  *sT | (4.5.3)

Da fiir jedes Elektron im Leitungsband ein Loch im Valenzband entsteht, bekommen
wir mit der (ausschliefenden) Wahrscheinlichkeit!

!Die Wahrscheinlichkeit, ein Loch mit der Wahrscheinlichkeit f;, in einem Band anzutreffen, ist
gleich der Wahrscheinlichkeit, ein Elektron an dieser Stelle nicht anzutreffen.
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fhzl_fe7 (46)
also?
. 1 B oBr—E/ksT 4 | oFr—E/kpT B 1 -
fo=1- eF—Br/ksT 4 | oBr—B/ksT 4 | 1 + eBr—E/ksT — oBe—B/ksT 4 1’ (4.7.1)
was insgesamt fir By — E > kgT
E-Ep _Ep-E
Mh(E)~e T V fi(E)~e *T (4.7.2)

ergibt, wobei die Anregungsenergie vom FERMI-Niveau aus mit dem Energienull an
der Oberkante des Valenzband positiv gezdhlt wird (Abb. 4.6), so dal der Exponent
nach wie vor negativ bleibt, und die die Verteilungsfunktion fiir die Locher nach

r ] Abb. 4.6. Zur Definition der verschie-
denen Energien: Das Energienull ist
I ‘ Leitungsband (CB) E 1 die Oberkante des Valenzbandes, die
Gapenergie ist die Differenz der Ener-
Epoooepooe Fermi-Niveau | E gien Leitungsband/Unterkante und
L ? ] Valenzband /Oberkante. Sind Locher-
und Elektronenmasse gleich, liegt das
- Valenzband (VB) . FERMI-Niveau genau in der Mitte der
Gapenergie.

Energie [a. u.]

i

kgT\ 7?2 _Ee

%) e BT, (4.8.1)
Vs

0

nn(E) = /_ Du(E) fu( E)dE = 2 (

beschreibt. Analog zu Gl. (4.5.3) konnen wir auch hier in dem Vorfaktor der Expo-

nential-Funktion die Locherdichte am Energiemaximum des Valenzbandes erkennen

(wegen der fiir Locher umgekehrten Energieskala ist das also das Energieminimum):

_Er

ny(E) =npy-e BT, (4.8.2)

Die Elektronen- bzw. Defektelektronendichte, die mit den Gln. (4.8) bestimmt wird,
ist in Abb. 4.7 dargestellt.

ne,c und nyv werden effektive Zustandsdichten genannt; sie enthalten die effekti-

ven Massen der Elektronen und Loécher. Sie wéren die Zustandsdichten, wenn alle

Zustande bei F = E¢ und E = FEy angesiedelt wéren. Fiir Silicium etwa erhélt man

2(1) Minuend: Erweitern mit e#r—#/ksT 4 1 (2) Subtrahend: Erweitern mit e®r—#/ksT
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' ' ' ' Abb.4.7. Die thermisch angereg-
] ten FElektronen- bzw. Defektelektro-
nendichten sind ndherungsweise das
Produkt aus Zustandsdichte (schwarz)
und FERMI-Funktion [blau, Gln. (4.5)

m
5» u. (4.8)] fiir den symmetrischen Fall
=t (Meeff = Mmnes). Aus didaktischen

Griinden ist die Temperatur stark
iiberhoht (1/10EF).

fiir me = my bei 300 K einen Wert fiir np von 4,6 - 10*® ¢m ™0, woraus sich mit der

Gapenergie von 1,21 eV bei 0 K ein Wert fiir nec = ny,v von 2,39-10' cm™? bei 300
K ergibt (Abb. 4.8) [14].

UT K]

0.0008 0.0012 0.0016 = 0.0020  0.0024 Abb. 4.8. Wurzel aus dem Produkt
' T T T T T der Ladungstriagerdichten im intrini-
107§ . schen Bereich des Siliciums als Funk-
10"t tion von absoluter und reziproker ab-
— soluter Temperatur. Die Meflpunkte
E 107 sind experimentell ermittelt, aus der
%,; 101 angepafiten Geraden wurde die Gap-
£ energie des Siliciums zu 1,21 eV am

10" absoluten Nullpunkt ermittelt [14].

1014 .

1200 1000 800 600 400
TIK]

Wie aus den Gln. (4.5.2) und (4.8.1) ersichtlich, sind beide schwach mit t72 tem-
peraturabhéngig, und fiir Silicium ist etwa

3
e = 4,59 - 10 cm ™3 . T2, (4.8.3)

neg andert sich also um etwas mehr als eine Gréflenordnung, wenn sich 7" um eine
GroBenordnung dndert (Abb. 4.9). Damit die Zahl der Elektronen gleich der Zahl der
Locher wird, miissen die Exponenten der Gln. (4.5) und (4.8) gleich sein. Wiren die
Massen der Elektronen und Loécher gleich, dann miifite

Bp =% (4.9)



4.2 Die Fermi-Energie in Halbleitern 81

1T [KY e
20 1(900008 0.0012 0.0016 ~ 0.0020  0.0024 Abb.4.9. Temperaturabhingigkeit
.UX T T

' ' ' ' ' ' ' der effektiven Zustandsdichte im int-
rinischen Bereich des Siliciums.
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sein. Physikalisch gesehen, ist die Anregung eines Elektrons von der Oberkante des
Valenzbands zur Unterkante des Leitungsbandes mit der Aufnahme der Energie F,
und der Erzeugung eines Lochs an der Oberkante des Valenzbandes verbunden. Da
die Hélfte der Gapenergie so zum Elektron und die andere Hélfte zum Loch geht, muf}
Er in der Mitte zwischen den beiden Bandkanten liegen. Im Halbleiter /Isolator liegt
die FERMI-Energie E, bei der die Besetzungswahrscheinlichkeit durch freie Ladungs-
trager 0,5 ist, in der Mitte der verbotenen Zone. Ef ist die energetische Referenz, von
der aus Elektronen und Loécher durch thermische Anregung erzeugt werden. Diese
Néherung gilt um so besser, je kleiner kg1 gegeniiber ' — Ey ist. — Mathematisch
und energetisch gesehen, ist es gleichgiiltig, ob die Quelle des Elektron/Loch-Paares
in der Mitte zwischen Valenz- und Leitungsband, also bei Er liegt, oder ob das Elek-
tron des ganzen Weg vom Valenz- zum Leitungsband zuriicklegt und dabei ein Loch
zuriicklafit bzw. erzeugt.
Damit ergibt sich weiter fiir die Gln. (4.5) und (4.8), da8 der Exponent wegen

E, — Ep = 'hE, (4.10)
in beiden Fillen ‘5 E, ist, so dafl wir fiir das Produkt der beiden Dichten

kT \° 3, _ Fs By
ne(E)ny(E) = n? = 4 <2Bh2> (memy) /o .o T = Ne.C Ny - € BT (4.11.1)
T
m k?BT 3/2 Eg Eg
ne(E) =2 <2€;Th2> ce kBT = Ne,C - e 2kBT (4.11.2)
mypkgT 3/2 Eg L
nn(E) =2 ( 2h ;;2 ) e 2T =ney-e 2T (4.11.3)
T

erhalten: Das Produkt der Ladungstragerkonzentrationen ist von der FERMI-Energie
unabhéngig und dem Massenwirkungsgesetz algebraisch &hnlich. n; wird Inversi-
onsdichte oder auch Eigenleitungskonzentration genannt. Wegen der exponentiellen
Abhéngigkeit reagieren die Dichten sehr empfindlich auf die Breite des Gaps.
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In den Halbleitern ist die Bandliicke in der Gegend von einigen eV, so dafl unsere
beiden Annahmen F, — Er > kgT und Ey > kgT gerechtfertigt sind.

4.2.2 Massenwirkungsgesetz der Halbleiter

Das Produkt aus beiden Ladungstriagerdichten ist
e bei gegebener Temperatur konstant,
e proportional einem BOLTZMANN-Term,

e ist unabhéingig vom FERMI-Level Ex. Die Energie im Zéhler ist die Gap-Energie
allein.

Dies entspricht dem Massenwirkungsgesetz in der Chemie, und deswegen wird es
auch in der Festkorperphysik so genannt. Die einzige Voraussetzung fiir seine Anwen-
dung ist, dafl der Zahler im BOLTZMANN-Term grof gegen kg7 ist, so dal Gln. (4.1)
und (4.7) giiltige Nidherungen sind. Die Erhohung der Konzentration einer Ladungs-
tragersorte erniedrigt also die der gegensinnigen Sorte. Durch kontrollierte Dotierung
eines unreinen Kristalls mit einem geeigneten Dopanden kann damit die Konzentra-
tion der (beweglichen) Ladungstriger und damit die elektrische Leitfahigkeit enorm
verringert werden (sog. Kompensation).

Setzt man fiir einen intrinsischen Halbleiter die Gln. (4.5) und (4.8) gleich, erhélt
man fiir die FERMI-Energie den Ausdruck

3 my E
Ep = —kgT — 4.12

R 1 (me> + 2 ( )
wir beobachten eine schwache Temperaturabhingigkeit im Falle unterschiedlicher ef-
fektiver Massen.

4.2.3 Extrinsische Halbleiter

Gln. (4.11) legt nahe, dafi bei Erhohung der Konzentration einer Ladungstréigersorte
die der anderen zuriickgehen sollte. Die Idee dahinter ist, daf§ bei Vorhandensein von
besetzten Zustdnden eines Donators in der verbotenen Zone dicht am Leitungsband
bzw. eines Akzeptors dicht am Valenzband, also energetisch weniger als E,, bei ther-
mischen Fluktuationen die Dichte im jeweiligen Band erheblich héher als bei einem
intrinsischen Halbleiter sein miifite.

Derartige Dotierstoffe gibt es fiir Elektroneniiberschufl (n) und fiir Locheriiber-
schuB (p). Beim Einbau eines Fremdatoms in das sog. Wirtsgitter wird dieses ionisiert
und gibt entweder zu viel oder zu wenig Elektronen an das Wirtsgitter ab. Dabei wird
die elektrostatische Energie, die zur Ionisation notwendig ist, um die Dielektrizitéts-
konstante £ des Wirtsgitters entscheidend gesenkt (Abb. 4.10):

2 2
€@ eg

W:

_ — 4.13
Ameor Areger’ (4.13)
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wihrend der ,, Aktionsradius® der freigesetzten Ladung um e gegeniiber dem Atom-
radius bedeutend erhoht wird.

] tor-Niveaus eines (flachen) extrinsi-
______________________________ schen Halbleiters befinden sich dicht
r Donator-Niveau ] an den Grenzen des Leitungs- bzw.
I Acceptor-Niveau ] Valenzbandes (dicht bedeutet: energe-
------------------------------ tischer Abstand ist deutlich kleiner als
die Gapenergie), und ,,flach“ bedeutet,
daB Eq > YhE, bzw. E, < \hE,.

‘ ] Abb. 4.10. Die Donator- und Accep-

Energie [a. u.]

Beispiel 4.1 Im Silicium betrigt die effektive Masse der Elektronen, gemessen mit
Elektronen-Cyclotron-Resonanz, 0,19 m,, die relative DK 12,1, gemessen mit einer Kapa-
zititsbriicke [15]. Wir schiitzen damit die effektive Austrittsarbeit W im Verhéltnis zum
Wasserstoffatom [I, (3.7.2), ¢ = 1] ab zu

_ 1 me(eg)2

E = Bt + By = ~ 2\ 1,3.7.2
pot T Hi 2 4e2h?n? ( )

woraus fiir unsere Anwendung folgt

W frg lme7eﬁ‘(€3)2
AT 2 (2e0e)2R2”

also

1
WA = Me et X 51 13,6 [eV] = 0,21 eV.

Experimentell ergibt sich z. B. fiir As ein Wert von 54 meV. Damit wird der effektive Radius

statt 1 A 12 A, was bedeutet, daB das effektive Volumen auf ca. 1700 A3 zunimmt. Derartige
Elektronen sind bereits als ,,frei“ zu betrachten.

Wie aus dieser Abschéitzung ersichtlich, sind die in den Dopanden bzw. Akzepto-
ren vorhandenen Ladungstriger iiber einen wesentlich gréfleren Raum als ein Atom
verteilt. Daher ist eine Kontinuumsbeschreibung mit einer Beschreibung dieser Nive-
aus als sog. Storband gerechtfertigt. Da aus jedem dieser Zusténde nur ein Ladungs-
triager abgegeben werden kann, dndert sich auch die Verteilungsfunktion. Betrachtet
man z. B. die Dichte neutraler Dotieratome nY zu deren Gesamtzahl ng, dann ist
deren Verteilungsfunktion nicht

0
ng B 1
HE) = e(Ba—Er)/ksT 4 1’

g

(4.14.1)
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sondern nur

1

f(E) - %e(Ed_EF)/k’BT + 1’ (4142)
womit die Dichte der ionisierten Atome
+ 0
Ng _MNda—nNg . 1 1

wird. Die Abgabe von Ladungstragern bedeutet, dafl auch die FERMI-Energie ge-
geniiber dem Niveau im intrinsischen Halbleiter verschoben wird (Abb. 4.11). Sie
gibt ja die mittlere Energie an, die notwendig ist, um Elektronen ins Leitungsband
(bzw. Locher ins Valenzband) zu beférdern.

Ein wichtiger Unterschied zwischen der Elektron/Loch-Paarbildung eines intrin-
sischen Halbleiters und der Ionisierung eines extrinsischen Dopanden besteht darin,
dafl in diesem Fall nur ein bewegliches Elektron/Loch (dazu ein stationéres Ion) er-
zeugt wird und kein mobiles Paar wie beim intrinsischen Halbleiter. Das bedeutet,
daB die Dichte der gebildeten Ladungstréiger/Dopandenatom nur halb so grof ist wie
bei der Elektron/Loch-Paarbildung!

Abb.4.11. In einem extrinsischen
T Halbleiter wird auch die Fermi-

- ‘ Leitungsband (CB) E

';:' = Donator-Niveau T | Energie FEy verschoben: in einem
% Er---4----- FormiNveas ™ T E, n-dotierten Halbleiter dichter ans Lei-
© | i tungsband, in einem p-dotierten dich-
é E=0 l ter ans Valenzband (hier gezeigt fiir

- ‘ Valenzband (VB) ‘ . n-Dotierung, nicht mafstabsgerecht).

Natiirlich muf§ die Dichte ngq der Donatoren bzw. n, der Akzeptoren klein gegen
die Gesamtdichte des Halbleiters sein. Es ist qualitativ sofort einsichtig, dafl jedes
Heteroatom zu einer Storung der Ordnung des Einkristalls fithren mufl und damit die
Leitfahigkeit beeintrachtigt. Die Frage ist, ob die durch den Einbau der Heteroatome
verursachte Erhohung der Dichte an freien Ladungstrigern stiarker zunimmt als die
Abnahme der Beweglichkeit.

4.2.3.1 Lage der Fermienergie.

Qualitative Betrachtung. In der Ndhe des absoluten Nullpunkts wird es nun wesentlich
schwieriger sein, Elektronen iiber das Gap zwischen VB und CB zu befordern, denn
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direkt aus den Donatorzustédnden, d. h. alle Elektronen im Leitungsband werden bei
sehr tiefen Temperaturen aus den Donatorzustdnden kommen =- das FERMI-Niveau
mufl in Richtung CB verschoben werden. Die Lage des FERMI-Niveaus war im Kap.
1 definiert worden als hochster besetzter Elektronenzustand, so dafl wir fordern, daf3
firT=0K

By = Ep (4.15)

mit Fq dem Energieniveau der Donatoren. Andererseits ist in intrinsischen Halbleitern
die Lage der FERMI-Energie irgendwo zwischen Oberkante Valenzband und Unter-
kante Leitungsband, in der Niherung gleicher effektiver Massen genau bei Y5 F,. Wir
erwarten also, dafl die FERMI-Energie dicht am absoluten Nullpunkt oberhalb von
Eq4 liegt. Bei hoher Temperatur wird dieser Effekt dagegen vom intrinsischen Effekt
der Ladungstriagererzeugung iiberholt, da ng < ng. sein muf, und wir das qualitative
Bild in Abb. 4.12 erhalten. Damit mufl der Grenzwert von Er wieder bei der halben
Gapenergie E, liegen.

1 Abb.4.12. In einem extrinsischen
I Leitungsband (CB) Halbleiter ist die Fermi-Energie EFf
deutlich konzentrations- und tempera-
Er turabhéngig. Liegt sie bei T = 0 K
dicht am Niveau der Donatoren (ge-
_ nau: in der Mitte zwischen F4 und
der Unterkante des Leitungsbandes),
. rutscht sie fiir Temperaturen, die grof3
gegen Ep sind, zur halben Gapenergie
(hier gezeigt fiir n-Dotierung).

Energie [a. u.]
S
Jn

Valenzband (VB)

Tia. u]

Quantitative Betrachtung. Der Fall T = 0 K ist klar. Jetzt erhohen wir die Tempera-
tur. Es werden einige Donatoren ionisiert und geben ihr Elektron ans Leitungsband
ab:

Ne =ng =nqg —n = nejce_(Eg_EF)/kBT, (4.16)

was mit einer Grenzwertbetrachtung fiir niedrige 7" der Gl. (4.14.3)

+
nq 1 —(Ep—Eq)/kT
— == 4.14.3
w2 ( )

zu vergleichen ist und eine Ndherungsgleichung fiir die FERMI-Energie® zu

3Fiir eine genauere Betrachtung muf erstens beriicksichtigt werden, daf die Dichte der Akzepto-
ren endlich ist, und dafl zweitens mit steigender Temperatur die intrinsischen Effekte immer grofliere
Bedeutung bekommen.
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1
Ep(T) = = (Bq + Ey) + ~kpTIn —2 (4.17)
2ne,C
mit

¥

mekBT 2
eo =222 4.11.2
n ,C ( 27Th2 ) ( )

ergibt, also mit Gl. (4.9) der analoge intrinische Wert + ein temperaturabhéngiger
Anteil. Aus Gl. (4.17) ermitteln wir die Grenzfalle fiir sehr niedrige und sehr hohe
Temperaturen:

1
T—0:Ep(T)= §<Ed+Eg)’ (4.18)
die FERMI-Energie liegt in der Mitte zwischen den Donatorniveaus F4q und der Un-
terkante des Leitungsbandes E, — analog zu einem intrinsischen Halbleiter. Bei
vollsténdiger Ionisation wird bei hoherer Temperatur wegen 2n,c > nq der Loga-
rithmus negativ, und Fr wird in Richtung Fy verschoben. Wir verwenden Gl. (4.16)
und erhalten mit ng &~ n} = n,
Ep(T) = E, — kpTln —<C. (4.19)
nq

In der Abb. 4.13 ist diese Abhéngigkeit fiir einen n-dotierten Halbleiter gezeigt.

Bei weiter steigenden Temperaturen iiberwiegen dann die intrinsischen Effekte.

0.50 : : : : Abb. 4.13. Verlauf der FER-

0.45 %OOOO ] MI-Energie, berechnet mit Gl. (4.17),

' ©og, als Funktion der Temperatur. Dichte

0.40 f \\ 1 der Donatoren: 1-10'®/cm?, E; =0,5
< " eV, Eq = 0,45 eV. Bei hohen Tem-
©» 035f 1 . . ..
= peraturen wird der intrinische Fall
" oaof \ : (Br = 'foEy) gefunden.

025} °

0'200 2(I)0 4(I)0 660 8(I)O 1000

TK]

Wird dagegen die Dichte der Dopanden ngq weiter erhéht, wandert das FERMI-
Niveau immer dichter an die Bandkante und kann sie sogar iiberschreiten. Dann ist
die Dichte der Ladungstrager entartet, die Bedingung F, — Ey > kgT ist nicht langer
giiltig, und die FERMI-DIRAC-Statistik mufl Anwendung finden. Dies ist typisch bei
Dichten ab 10'®/cm? der Fall.

Wir finden also, daffl im Unterschied zum intrinsischen Halbleiter die Zahl der
Locher nicht gleich der Zahl der Elektronen ist, weil wir zusétzliche Elektronen aus
den ionisierten Donatoren gewonnen haben. Auf Grund der Tatsache, dafl bei tieferen
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Temperaturen nur ein Teil der Donatoren tatséchlich ionisiert ist, viele Elektronen
also lokalisiert sind, unterscheiden sich derartige Systeme prinzipiell von Metallen,
bei denen die Elektronendichte von der Temperatur unabhéngig ist.

4.2.4 Temperaturabhingigkeit der Ladungstrigerdichte

Mit den zwei unterschiedlichen Quellen zur Erzeugung von Ladungstragern kénnen
wir die Dichte der Ladungstriger sehr effektiv steuern. Die Zunahme der Ladungs-
trager von Null auf einen endlichen Wert, bei dem n., ~ nq, 148t den Logarithmus
der Leitfahigkeit zunéchst linear ansteigen, da bei sehr tiefen Temperaturen nahe-
zu alle Ladungstrager aus den Dopanden stammen, die ihrerseits entgegengesetzt
ionisiert werden. Ab einer bestimmten Temperatur ist diese Quelle erschopft, die
Elektronen/Loch-Paarbildung aber noch nicht effizient, und es kommt zu einer Tem-
peraturunabhéngigkeit der Leitfahigkeit. Irgendwann, bei einer bestimmten kritischen
Temperatur, aber wird die Elektron/Loch-Paarbildung immer bedeutender, um den
extrinischen Beitrag zu iiberholen, womit die extrinischen Eigenschaften verlorenge-
hen.
Um diese Bereiche

e exponentieller Anstieg der Trégerdichte (Dopanden beginnen, ihr Elektron ab-
zugeben, keine Eigenleitung),

e Konstanz der Trigerdichte (Dopanden voll ionisiert, Eigenleitung noch nahezu
nicht aktiviert) und

e erneuter exponentieller Anstieg der Triagerdichte durch thermische Eigenleitung

zu bestimmen und gegeneinander abzugrenzen, miissen wir die Gleichung (4.11.2)
genauer l6sen, hier dargestellt fiir Donatoren. Es war

1
+ _
ng =nq |l “Ea BT £ 1] (4.14.3)

und es gilt immer

Ne = e e Fe=Er)/kel (4.5.3)
woraus wir die FERMI-Energie isolieren konnen zu
n
T oBe/krT _ oEr/kpT (4.20)
Ne,C

Einsetzen in Gl. (4.14.3) liefert nach miithsamer Algebra

Qnd
Ne R .
1+ \/1 + 414 _e(Be—Eq)/knT

TNe,C

(4.21)

Aus dieser Gleichung gewinnen wir Naherungslosungen fiir die drei Temperaturzonen
(Abb. 4.14):
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1. Tiefe Temperaturen, bei denen viele Donatoren noch ihr Elektron gebunden

haben,

E,—E
E, — Eq > kT = exp (ngd> > 1, (4.22)
B

und eine Erhohung der Temperatur eine exponentielle Zunahme der Elektro-
nendichte mit der Aktivierungsenergie F4 verursacht:

Ne /2 4 /ndneyce’(Eg’Ed)/kBT. (4.23)

Wenn wir diese Gleichung mit der fiir die intrinsische Dichte vergleichen,

Ne = 4 /nhyne,ce’Eg/%BT, (4.11.1)

sehen wir, dafl die Zustandsdichte an der Valenzbandkante durch die Dichte der
Donatoren und das Bandgap durch den wesentlich kleineren Donatorabstand
ersetzt sind. Dies ist der Bereich der Storstellenreserve.

. Mittlere Temperaturen, bei denen die Donatoren alle ihr Elektron abgegeben

haben, aber die Elektronen aus dem Valenzband noch nicht wesentlich zur
Leitfahigkeit beitragen: sog. Erschopfungszustand oder Storstellenreserve:

E
E, — By < kgT < f A elFe= B/l « | A B> kT (4.24)

Ne & Ng = const. (4.25)

. Hohe Temperaturen, bei denen aus dem Leitungsband thermisch angeregte

Elektronen die elektrischen Eigenschaften bestimmen: intrinsischer Bereich:

Ne =2 /nh,vnevce_Eg/%BT (4.11.1)

Die kritische Temperatur 7T}, bei der alle Dopanden ionisiert sind, ist fiir einen
n-Leiter n, = nq = n;, was mit dem auf Donatoren/Elektronen modifizierten
Massenwirkungsgesetz [Gl. (4.11.1)]

Eg
2 -
n; = Nahe = Ne.c Ny - € BT (4.11.1)

fiir die Temperatur

S - (4.27)

ergibt.
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TIK]
10];)00 100 10 Abb.4.14. In einem extrinisischen

Halbleiter kénnen wir drei Regime
erkennen: Bei sehr niedrigen Tempera-
! turen thermisch aktivierte Anregung
mit der Steigung exp(—FEq/ksT),

10"k
m~ exp(-l_:g 12KT)

E 10°E dann  einen nahezu konstanten
= s ] Bereich  (Storstellenreserve) — und
10"k schliefllich den intrinsischen Bereich,
i m ~ exp(-E, /KT) ] in dem die Steigung proportional
1 . exp(—FEg/2kpT) ist, hier gezeigt fiir

10° 102 10" Arsen-dotiertes Silicium.

1/T [1/K]

Beispiel 4.2 Bei ciner Elektronendichte von 2,5-10' /cm? ergeben sich bei einer Konzen-
tration an Donatoren von 2,5 - 10'*/cm? fiir Silicium mit einer Bandliicke von 1,21 eV und
fiir Germanium mit einer Bandliicke von 0,75 eV (jeweils bei 0 K) kritische Temperaturen
von 510 bzw. 360 K.

Es ist die Lage der Invesionstemperatur, die den Einsatzbereich dotierter Halblei-
ter — und damit der daraus hergestellten elektronischen Bauelementen — nach oben
begrenzt. Je kleiner die Bandliicke, bei um so tieferen Temperaturen setzt bereits
das Regime der intrinischen Leitfahigkeit ein. Es ist aus dieser Abschétzung klar,
warum Germanium gegen Silcium verlor, obwohl die ersten Halbleiterbauelemente
aus Germanium bestanden.

4.3 Elektrische Leitfahigkeit

Die Leitfahigkeit wird durch die Ladungstrigerdichte und ihre Beweglichkeit be-
stimmt. Im Gegensatz zu Metallen mit Elektronen als einzigen Ladungstrigern gibt
es in Halbleitern zwei Sorten: Elektronen und Locher. Diese haben unterschiedliche
Beweglichkeiten und kénnen verschiedene Dichten aufweisen; auch sind ihre Massen
unterschiedlich (s. Abschn. 4.5).

Folglich muf} die Leitfahigkeit funktional von beiden Ladungstriagersorten abhén-
gen:

Ne€iTe  MKEAT
o= ¢ hoh (4.28)

Mg eff M eff

was auch in Beweglichkeiten ausgedriickt werden kann:

0 ="ne |eo| tle +1n | €0 | pin : (4.29.1)

die Leitfdhigkeit ist immer positiv und unabhéngig vom Vorzeichen des Ladungs-
tragers.
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Bei einem intrinsischen Halbleiter sind die Dichten der beiden Ladungstrigersor-
ten gleich, und Gl. (4.26) kann geschrieben werden als

0 =ne |eo| (fte + pn). (4.29.2)

Die Leitféhigkeit und ihre Temperaturabhéngigkeit hdangen von zwei Gréflen ab:
der Dichte der Ladungstrager und ihrer Beweglichkeit. Gln. (4.11) beschreibt jene
Grofle, und die Beweglichkeiten werden nahezu vollstdndig durch die Streuung der
Ladungstriger an den Phononen bestimmt.

Der Streuquerschnitt o fiir diesen Prozef3 ist proportional zur mittleren quadra-
tischen Amplitude der Gitterbausteine oder proportional zu kgT. Die mittlere Ge-
schwindigkeit der (wenigen freien) Elektronen ist proportional zu /kgT', insgesamt

also o T3/2, so dafl die Beweglichkeit zu 1/ T3/2 gefunden wird, was sich wunderbar

3
gegen die T /2 der Ladungstréigerdichte herauskiirzt, so dafl wir

Ointrins. ~ const - e_Eg/QkBT (430)

erhalten (Abb. 4.15).

4 T T T
10 1x 10K =727 °C
2x 103K =227"°
10°F , .
= Abb. 4.15. Trigt man den Logarith-
g , mus der elektrischen Leitfahigkeit ei-
‘Tg 10°¢ nes intrinsischen Halbleiters gegen die
b reziproke absolute Temperatur auf, er-
10F gibt sich eine fallende Gerade, de-
ren Steigung ziemlich genau die halbe
Py - - - Gapenergie ist: m = 1/2Eg/]€B.
0.0010 0.0015 0.0020

1T [1/K]

Die Methode der Wahl, um die Ladungstriagerdichte, ihren Typ (p oder n) und
ihre Beweglichkeit zu bestimmen, ist die Messung der HALL-Spannung (s. Abschn.
2.8).

Demgegeniiber hiangt die Leitfahigkeit eines extrinsischen Materials natiirlich von
beiden Parametern ab: den Eigenschaften des Wirtsgitters und denen des Dopanden.
Die Dichten der beiden Ladungstrigersorten miissen immer stark unterschiedlich sein;
man unterscheidet zwischen Majoritits- und Minorititstrigern. Das Produkt der
beiden Dichten aus Gln. (4.11.1/2),

—(Eg—FEr)/kT

Ne = Ne, € Any = nhye_EF/kBT, (4.31)

das dort eingefiihrte Massenwirkungsgesetz, zeigt hier seine Kraft, da das Quadrat der
Inversionsdichte sich — wie bei intrinsischen Halbleitern — als Konstante erweist:
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—FEq/kgT 2
Ne * NMh = Te effTh,eff€ s/kel — n;. (432)

Abb. 4.16. Abhingigkeit des Loga-
rithmus der elektrischen Leitfahigkeit
von der reziproken Temperatur eines
extrinsischen Halbleiters.

Inoc

T K™

Der zweite Beitrag zur Leitfahigkeit, die Beweglichkeit, muf} sich zur Zahl der
durch die Heteroatome erzeugten Ladungstréiger aber invers verhalten, da ja durch
deren Einbau das Kristallgitter gestort wird. Wir unterscheiden in extrinsischen Halb-
leitern damit zwei Beitréige, die Streuung an

e ionisierten Storstellen, die mit der Formel von RUTHERFORD beschrieben wird

3
und eine T’ /Z—Abhangigkeit ergibt, und an

e Phononen (o T*S/Q).

Bei tiefen Temperaturen ist also der erste Effekt stark, bei hohen Temperaturen
dagegen der zweite. Auf jeden Fall ergibt sich aber durch die gegenldufigen Funktionen
ein Maximum der Beweglichkeit.

Aus der Abhéngigkeit des Logarithmus der elektrischen Leitfdhigkeit von der
reziproken Temperatur eines extrinsischen Halbleiters ergibt sich bei niedriger Tem-
peratur (groflem 1/7") eine kleine Steigung, da sie durch die Dotieratome definiert
wird, deren Dichte niedrig gegen die der Wirtsgitteratome ist. Die zwar flache, aber
von Null verschiedene Neigung der Kurve bedeutet eine zunehmende Lokalisation der
Ladungstriger bei abnehmender Temperatur. Die Steigung ist 4 F;/kg, wenn E; die
Bindungsenergie zwischen Loch bzw. Elektron und Mutterion ist. Steigt die Tem-
peratur (kleine 1/T"), wird die Steigung durch die Eigenleitfihigkeit des Halbleiters
bestimmt, woraus man die Gapenergie ermittelt: m = '4FE,/kg (Abb. 4.16).

4.4 p-n-Uberginge

Durch die n-Dotierung wird das FERMI-Niveau Ef fiir Elektronen von 1/2Eg dicht
an die Kante des Leitungsbandes (CB) geschoben (bei 7' = 0 K genau in die Mitte
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zwischen Donatorniveau Eq und Unterkante Leitungsband). Auf der p-Seite dagegen
befindet sich Fr dicht am Valenzband (bei 7' = 0 K genau in der Mitte zwischen
Oberkante Valenzband und Acceptorniveaus F,). Bringt man n- und p-dotierte Be-
reiche zueinander, wird solange ein Strom von Elektronen auf die p-Seite und von
Lochern auf die n-Seite flieen, bis sich die unterschiedlichen FERMI-Niveaus ange-
glichen haben (Abb. 4.17). Dadurch entstehen

e eine Verarmungszone beweglicher Ladungstriager an den Kontaktflichen,
e cine Raumladungszone negativer Ladungstriger auf der p-Seite,

e cine Raumladungszone positiver Ladungstréiger auf der n-Seite,

die noch nicht rekombiniert haben. Diese erzeugen ein zusétzliches Feld, das einen
Potentialsprung bewirkt (Kontaktspannung, s. Kap. 1, die zu einer Bandverbiegung
Anlaf gibt).

Wie grof sind die Strome von Lochern und Elektronen? Die Elektronendichte
auf der p-Seite ist proportional zur Differenz des FERMI-Niveaus bis Unterkante Lei-
tungsband: E, also e #/%T jedes Elektron, das diese Energie hat, wird zur n-Seite
hinunterfallen. Die Dichte auf der n-Seite ist proportional e~ (Fs=Er)/ksT  der Strom
ist proportional diesem Term. Zusétzlich mufi noch die Energiebarriere von (E, — EF)
bis E iiberwunden werden, also das Produkt aus den beiden BOLTZMANN-Termen:

jpsn = const e~ E/keT (4.25.1)

fnsp = const e~ (Fe=Be)/knT o =(B=(Ey=Er) /ksT . (4.25.2)

die Elektronenstrome sind entgegengesetzt gleich, also kein Strom negativer Ladungs-
trager. Gleiche Argumentation fiir die Locher.

Abb. 4.17. Kontakt zwischen n- und
p-Halbleiter fithrt zum Ladungstrans-
port und zum Ausgleich der unter-
schiedlich hohen FERMI-Niveaus.

Energie [a. u.]

Wegen der Verschiebung der FERMI-Energie in extrinsischen Halbleitern kommt
es nun bei angelegter externer Spannung zum Stromflufl oder zur Sperrung. Dabei
wird der FERMI-Energie die duflere Spannung eV aufgeprégt. Es sind nun zwei Félle
moglich (@-Pol: Quelle der Elektronen, &-Pol: Quelle der Locher):
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1. @-Pol auf der p-Seite, ©-Pol auf der n-Seite: sog. Durchlafirichtung oder forward
bias;

2. @-Pol auf der n-Seite, ©-Pol auf der p-Seite, sog. Sperr-Richtung oder reverse

bias.

4.4.1 Durchlaflrichtung

Beide Seiten, die n- und die p-Seite, werden energetisch angehoben (Abb. 4.18).

e p-Seite: Die energetische Richtung der Elektronen ist ,,downhill“: Es gibt kei-
nen Energieberg, der von ihnen iiberwunden werden miifite. Deren Dichte ist
proportional e #/k8T  Jedes Elektron, das diese Energie hat, wird zur n-Seite
hinunterfallen. Also ist der Strom nach Gl. (4.25.1):

jpn = const e E/ksT (4.26.1)

e n-Seite: Die Richtung ist ,,uphill“, urspriinglich der Energieberg mit dem Betrag
E, — Ey, der um eyV vermindert wird. Damit wird der Strom von n — p:

jn—>p — const e—(Eg—EF)/kBT . e—(E—(Eg—EF))/kBT . eﬁov//’ﬂBT7 (4'26'2)
jn_p = const e~ (EeoV)/keT (4.26.3)

so daf} der Gesamtstrom wird:
J = Jp—n + Jn—p = const e~ B/keT (eeOV/kBT — 1) . (4.27)

L ] Abb. 4.18. Durchlafirichtung: durch

L ‘ - die n-Dotierung wird das FER-

n 1 MI-Niveau FEf fiir Elektronen von
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CB | tungsbandes (CB) geschoben. Auf der

p-Seite dagegen befindet sich Er dicht

I ] am Valenzband. Der Stromfluf§ der
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C ] Lage der FERMI-Niveaus bestimmt:
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4.4.2 Sperr-Richtung

Beide Seiten, die n- und die p-Seite, werden energetisch abgesenkt (Abb. 4.19).

e p-Seite: Die Richtung ist ,,downhill“: es gibt keinen Energieberg, der von Elek-
tronen iiberwunden werden miifite. Deren Dichte ist proportional e~ /87 Je-
des Elektron, das diese Energie hat, wird zur n-Seite hinunterfallen. Also ist der
Strom nach Gl. (4.25.1):

jpsn = const e~ E/keT (4.25.1)

e n-Seite: Die Richtung ist ,,uphill“, urspriinglich der Energieberg mit dem Betrag
E, — Eg, der um ¢V angehoben wird. Damit wird der Strom von n — p

vermindert:
jn—>p — const e—(Eg—EF)/kBT . e—(E—(Eg—EF))/kBT . e—eov/kBT7 (4'28'1)
np = const e~ (FFeoV)/kel’ (4.28.2)
so daf3 der Gesamtstrom wird:
J = Jp—n t+ Jn—p = const e~ B/ksT (e’eov/kBT — 1) . (4.29)

] Abb. 4.19. Sperr-Richtung: durch die
- n-Dotierung wird das FERMI-Niveau
] FEFr fiir Elektronen von 1/2Eg dicht an
1 die Kante des Leitungsbandes (CB)
geschoben. Auf der p-Seite dagegen
befindet sich Er dicht am Valenzband.
] Der Stromflul der FElektronen von
: n — p wird durch die Lage der FER-
] MI-Niveaus bestimmt: ,,uphill“ bedeu-
tet Stopp.

Energie [a. u.]

4.4.3 Kennlinie der Diode
Gln. (4.27) und (4.29) sind gleich bis auf das Vorzeichen von e~¢"/ksT,

J = Jpon + jnp = const e~ F/keT (e‘eolV/kBT - 1) : (4.30)
Die graphische Darstellung zeigt:
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Tabelle 4.1. Mittlere effektive Massen fiir Elektronen und Locher in einigen Halbleitern.

Halbleiter | meer/Me | M eft/Me
Si 0,19 0,56
Ge 0,22 0,37
GaAs 0,067 0,48
InP 0,078 0,64

e Der R-Strom (reverse biased) ist nur einige mA /cm?.
e Der F-Strom (forward biased) dagegen steigt exponentiell an (Abb. 4.20).

Wird in R-Richtung die Spannung weiter erhoht (also starker negativ gemacht), dann
bricht der Strom irgendwann, oft erst bei einigen hundert V, durch (Lawine oder
Avalanche). Der maximale F-Strom von einigen A/cm? wird dagegen bereits bei
einigen V erreicht: gleichrichtendes Verhalten.

4.5 Effektive Masse

In Halbleitern spielt die effektive Masse wegen der gegeniiber Metallen bedeutend
geringeren Leitfahigkeit eine grofie Rolle. Da im n-Halbleiter das Valenzband sehr
viel schwicher gekriimmt ist als das Leitungsband, ist folglich die effektive Masse
der Elektronen sehr viel kleiner (typisch eine Grofienordnung) als die der Locher

(Tab. 4.1). Nach Gl (2.18) ist die Zustandsdichte proportional m’”2. Daher ist die
Zustandsdichte z. B. in GaAs zwischen Leitungs- und Valenzband um einen Faktor 25
unterschiedlich. Insbesondere die sehr geringe effektive Masse der Elektronen im GaAs
erklart die jahrzehntelangen, heftigen Bemiithungen, dieses Material fiir elektronische
Bauelemente einzusetzen (Abbn. 4.21/22).
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Abb.4.21. An der Oberkante des
- ' . Valenzbandes (p-Typ) ist die effek-
! tive Masse numerisch klein (starke
Kriimmung), aber negativ, an der
Unterkante des Leitungsbandes nu-
merisch grof (schwache Kriimmung),
aber positiv. Der parabolische Zusam-
menhang gilt nur fiir kleine k.

Energie [a. u.]

[111] [100]

Abb.4.22. An der Oberkante des
Valenzbandes (n-Typ) ist die effek-
tive Masse numerisch grof§ (schwa-
! che Kriimmung), aber negativ, an der
Unterkante des Leitungsbandes nume-
risch klein (starke Kriimmung), aber
"VB positiv. Der parabolische Zusammen-
hang gilt nur fiir kleine k.

Energie [a. u]
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4.6 Exzitonen

Eine Absorption von Licht erfolgt in einem Halbleiter offenbar immer dann, wenn die
Energie der Lichtquanten gleich oder grofler als die Gapenergie ist.

Oft trifft man aber eine Absorptionsbande an, die eine Energie knapp unter-
halb von FE, aufweist. Diese Bande riihrt von , Exzitonen® her. Das Charakteristi-
kum des Exzitonenpeaks besteht darin, daf§ die Absorption von Licht nicht mit einer
Erhohung der elektrischen Leitfahigkeit einhergeht, weil bei der Exziton-Absorption
ein Elektron-Loch-Paar entsteht. Wegen der attraktiven WW entstehen gebundene
Zustédnde dhnlich denen im Wasserstoff-Atom, die energetisch unter denen des sepa-
rierten Flektron-Loch-Paars liegen, also innerhalb des Gaps.

Ein Exziton bildet sich, wenn sich Elektron und Loch auf einen Abstand, der
kleiner als der CouLoMB-Radius r¢ ist, anndhern:

2
€0

= 4.31
47T€r€0 k’BT ( )

rc
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Die DK ¢, hat in Halbleitern Werte um zehn (Si: 12, Ge: 15). Damit ergeben sich
CouromB-Radien zwischen 50 und 70 nm, wéhrend in Isolatoren (z. B. Steinsalz mit
einer DK von nur zwei bei hohen Frequenzen) der Wert einige hundert nm betrégt.

Dariiberhinaus ist es moglich, dafl das Exziton wandert, bevor es zerféllt. Dieser
Effekt ist eigentlich unerwiinscht, denn wenn das Exziton eine Elektrode erreicht,
zerfallt es nichtstrahlend. Die Bildung von Exzitonen gehort daher zu den parasitéaren
Verlustmechanismen.

Man unterscheidet zwischen verschiedenen Kategorien von Exzitonen:

e Beim FRENKEL-Exziton ist nur ein Molekiil beteiligt; es tritt oft in Edelgasen
oder Ionenkristallen auf. Die Bindung ist Folge der starken Wechselwirkung
zwischen den Elektronenschalen; daher ist auch die Bindungsenergie mit 1 eV
relativ hoch.

e Das WANNIER-MOTT-Exziton ist das Exziton, das im anorganischen Halbleiter
iiberwiegt. Da die Bindungsenergie mit etwa 0,1 eV relativ klein ist, kénnen
sich die Ladungstriger nahezu frei im Kristall bewegen. Die COULOMBsche
Wechselwirkung manifestiert sich in der Polarisation des Kristalls.

e Das Charge-Transfer-Exziton ist haufig in organischen Halbleitern anzutreffen;
Elektron und Loch sitzen auf benachbarten Molekiilen. Die Bindungsenergie
liegt um 0,2 eV.

4.7 Bandstrukturen

Am Beginn dieses Kapitels machten wir die vereinfachende Annahme, dafl die Bander
unserer Halbleiter (entweder IV/IV wie Si oder Ge oder III/V wie GaAs) bei 0 K
entweder voll besetzt oder génzlich leer sind. Das wiirde bedeuten, dafl das Valenzband
vier Elektronen enthielte. Natiirlich ist das eine unrealistische Annahme.

Wie sich bei genauerer Betrachtung zeigt, besteht das Valenzband aus vier
Bindern, die s- oder p-Charakter tragen und ineinander verschachtelt sind. Der Uber-
gang von einem atomaren System hin zu einem unendlich ausgedehnten Verbund ist
nochmals in den Abbn. 4.23 dargestellt.

Das Gap liegt zwischen einem Band mit p-Charakter und einem Band mit s-
Charakter. s-Elektronen haben eine Nebenquantenzahl von 0 und damit keinen Bahn-
drehimpuls (L = 0&), p-Elektronen haben eine Nebenquantenzahl von 1 und damit
einen Bahndrehimpuls von L = 1. Dieser koppelt mit dem Spin (s = 14h), und so
entstehen die drei Subbénder, entweder mit J = !4 oder mit J = 3/, bezeichnet als
p3/2 (vierfach entartet, da die Multiplizitat gegeben ist nach 2.J+1) oder py/, (doppelt
entartet), insgesamt also acht Bénder fiir acht Elektronen, vier im Valenz- und vier
im Leitungsband.
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Abb. 4.23. Vereinfachte Darstellung der Transformation von atomaren Zustédnden iiber mo-
lekulare Zustédnde zu Zusténden im Festkorper. Die vier atomaren Zusténde spalten grob in
zwei Zustdnde auf, die jeweils vier Elektronen enthalten. Es entsteht eine Substruktur aus
einem s- und drei p-Zustdnden. Durch das Zusammenbringen vieler Zentren verschmieren
die einzelnen Zustédnde entlang von MORSE-Kurven zu Béndern; die energetische Aufspal-
tung héngt dabei — wie bei Molekiilen — von der Starke der Wechselwirkung und vom
Symmetrietyp ab. Wie bei Molekiilen fiihrt die Aufspaltung zu Zusténden mit einer Energie,
die kleiner oder grofler als die des Ausgangszustandes sind.

4.7.1 Bandstruktur eines direkten Halbleiters

Der tatséchliche Verlauf der Bandstruktur ergibt allerdings zahlreiche neue Aspekte
(Abbn. 4.24/25). Da dieser fiir direkte Halbleiter suggestiver ist, beginnen wir damit
und beschreiben zunéchst qualitativ den Kurvenverlauf. In der Legende sind auch die
Definitionen enthalten. Wegen der Anisotropie des Kristalls sind die Bénder in [100]-
und [111]-Richtung unterschiedlich — in einem Diamantgitter gibt es insgesamt 14
solcher Richtungen (6 in [100]-, 8 in [111]-Richtung) —, was im Diagramm zum Aus-
druck kommt, das mit einer nichtlokalen Pseudopotentialmethode berechnet wurde.
Dafiir werden die Kernelektronen als fest gebunden betrachtet; das entstehende Po-
tential ist das Pseudopotential. Hierfiir gibt es verschiedene Naherungen, z. B. das
ASHCROFTsche empty-core potential. Typisch fiir einen sog. direkten Halbleiter wie
GaAs ist, dal die Gapenergie, also der kleinste Abstand zwischen dem Maximum des
Valenzbandes (hier: das p3/-Band) und dem Minimum des Leitungsbandes (hier: das
unbesetzte s-Band), bei gleichem k liegt, hier bei k = 0.

Im reduzierten Zonenschema beobachten wir Bander, die entweder ihr Minimum
(s-Typ) oder ihr Maximum (p-Typ) am I'-Punkt bei £ = 0 aufweisen, aber durch-
aus auch solche, die das am X-Punkt tun (X-Punkt: Zonengrenze in [100]-Richtung,
k = 7(0,0,1)). Wahrend die s-Bander im Charakter etwa das Dispersionsverhalten
(E(k)-Zusammenhang) eines einfachen Metalls zeigen, wie es im reduzierten Zonen-
schema in der Abb. 3.6 dargestellt ist (Energieminimum bei k& = 0, dem sog. T'-
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8 - - - Abb.4.24. Die Bandstruktur von
GaAs fir die 1. BRILLOUIN-Zone.
Die unterste Kurve ist das s /,-Band
mit Minimum bei k¥ = 0, dann
folgt das p;/,-Band, das breite Band
dariiber mit geringer Neigung ist
das p3/o-Band, dessen Entartung in
der [111]-Richtung aufgehoben ist
(spin-orbit-splitting. Termsymbole oh-
ne Beriicksichtigung des Spins) [16].
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Abb. 4.25. Die Bandstruktur von GaAs, berechnet mit einer nichtlokalen Pseudopoten-
tialmethode, in zusétzlichen anderen Richtungen, die mit der 1. BZ lks. definiert werden.
Eingezeichnet sind die Termsymbole. Die unterste Kurve ist wieder das sy /5-Band mit Mini-
mum bei k& = 0, dann folgt das p; jo-Band, das breite Band dariiber mit geringer Neigung ist
das p3/p-Band, dessen Entartung in der [111]-Richtung aufgehoben ist (spin-orbit-coupling).
Die Zonengrenze in der [111]-Richtung liegt bei L [k = %(1,1,1)], die in der [100]-Richtung

a

bei X [k = Z£(0,0,1)]. " bezeichnet den Ursprung der BRILLOUIN-Zone mit k£ = 0.

Punkt), haben die insgesamt drei p-Béander dort ihr Maximum. Da dieses Maximum
in kubischen Systemen, zu denen GaAs bekanntlich gehért, nahezu isotrop ist, ist die
Kriimmung aller drei Bander dort nahezu gleich: die effektive Masse der Locher ist
am ['-Punkt gleich, und dariiber hinaus sind die Bénder dort schwer unterscheidbar,
was die anfangs gemachte Vereinfachung rechtfertigt. Jedes dieser vier Bander kann
nun mit einem Elektron besetzt werden.

Zunéchst wird das s-Band aufgefiillt. Wie aus den Abbn. 4.24/25 ersichtlich, findet

die Auffiilllung sehr symmetrisch in den beiden ausgezeichneten Richtungen statt. Ist
dieses Band mit einem Elektron pro abgebendem Atom gefiillt, folgt das p;.-Band,
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das sein Maximum am ['-Punkt bei £ = 0 hat. Insgesamt enthalten diese Bénder also
zwei Elektronen pro Atom.

Das p3/o-Band ist an den Zonengrenzen leicht gespaltet (s. a. Bandstruktur von
GaAs), dagegen fiir kleine & meist ununterscheidbar, hier werden pro Atom weitere
zwei Elektronen eingefiillt, damit ist auch dieses Band vollstéindig gefiillt. Wie aus
dem Diagramm ersichtlich, liegt das Maximum des p;/,-Bandes energetisch um die
sog. Spin-Bahnaufspaltung A unter dem Maximum der ps/,-Bénder.

Es soll darauf aufmerksam gemacht werden, dafl die Bezeichnung als s-Band oder
p-Band suggeriert, dal der Bahndrehimpuls, der in einem Zentralfeld gut definiert ist,
dies auch in einem unendlich ausgedehnten Kristallfeld ist, das doch aus der Uberlage-
rung einzelner atomarer Potentiale entstanden ist. Einem BLOCH-Zustand kann man
aber prinzipiell keinen eindeutigen Bahndrehimpuls zuordnen. Allerdings kann man
einen BLOCH-Zustand nach Kugelfunktionen entwickeln, und da zeigen sich manch-
mal drastische Abweichungen des Charakters, besonders bei Ubergangsmetallen.

4.7.2 Bandstruktur eines indirekten Halleiters

Der Verlauf der Bandstruktur fiir Silicium ist noch komplizierter als der fiir GaAs
(Abb. 4.26).

J
of
s |
o Ll Abb. 4.26. Bandstruktur des Silici-
g ums mit indirektem Gap, das zwischen
w gl einem Band mit p-Charakter und
; einem Band mit s-Charakter liegt.
12 . . Spin-orbit-coupling ist vernachléssigt.
rr/la k ' 0 K ' TE}a

Die Unterschiede kénnen wie folgt zusammengefafit werden:

e Das Maximum des p3/o-Bandes (liegt am I'-Punkt bei £ = 0) und das Minimum
des s1/o-Bandes (liegt auf der Zonengrenze bei L) liegen bei unterschiedlichen
k-Werten.

e Beim Auffiillen des s-Bandes beobachtet man (Abb. 4.2), dafl das Band in [111]-
Richtung eher gefiillt ist als in [100]-Richtung. Ist dieses Band jedoch gefiillt, ist
ein kontinuierlicher Ubergang in das erste p-Band auf der [100]-Seite moglich,
dem p/o-Band. Es besteht daher in dieser Richtung kein Gap zwischen s- und
p-Band, und diese Bénder verlaufen daher ineinander; der Charakter der Elek-
tronen ist folglich hybrid zwischen s und p; insgesamt enthélt dieses Hybridband
zwei Elektronen pro Atom.
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4.7.3 Ubergiinge im direkten und indirekten Halbleiter

Interband-Ubergénge in einem direkten Halbleiter erfolgen photonisch, da der Impuls
eines Photons bei den Energien von einigen eV vernachléssigbar ist. Daher ist der
Ubergang vertikal (Abb. 4.26).

4 = : T T T T : 4
X,
- |
S of | P
2 : :
2 :
g %
c '
a .
i i Abb. 4.27. Interband-Ubergang in ei-
L , , X nem direkten Halbleiter.
va km' 0 ' kmo'rr/a

Es ist offensichtlich, dafl der Impulssatz in einem indirekten Halbleiter rein pho-
tonisch nicht gelten kann. Da aber wegen der sehr geringen Geschwindigkeit der
Phononen (vs ~ ) umgekehrt Phononen bereits bei sehr niedrigen Energien einen
groBen Impulsbetrag aufweisen, kann ein Interband-Ubergang durch einen kombinier-
ten Photon-/Phonon-Proze erfolgen (Abb. 4.27). Umgekehrt sind die thermischen
Phononenenergien (0,01 — 0,03 eV) klein gegeniiber dem Energiegap (bis zu einige

eV).

4l U ]
o
= :
9, 5
S Ar
o} ;
C ll
w 8 ;

; Abb. 4.28. Interband-Ubergang in ei-
ol . . | nem indirekten Halbleiter.
rr/la k ' 0 ' k ' rr}a

Beispiel 4.3 Vergleichen Sie den Impuls einen thermischen Phonons bei einer typi-
schen Schallgeschwindigkeit von 5 - 10° cm/sec mit dem eines gelben Photons!
w ) F
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E

p=—=28-10"*kgmsec ", (4.33)
Cs

p=nhk=1,1-10"%"kgmsec ?, (4.34)

also liegt der Impuls eines thermischen Phonons mehr als eine Groflenordnung {iber
dem von gelbem Licht (2 eV).

4.8 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 4.1 Wie unterscheiden sich Elektronenaffinitit und Austrittsarbeit von-
einander?

Losung. Die Elektronenaffinitét ist die Energie, die erforderlich ist, um ein Elektron
von der Unterkante des Leitungsbandes zum Vakuumlevel anzuregen, wihrend die
Austrittsarbeit von der FERMI-Kante nach Unendlich gezéhlt wird.

Aufgabe 4.2 Was versteht man unter einem Halbleiter mit einer direkten und ei-
ner indirekten Bandliicke? Zeigen Sie graphisch je ein Beispiel! Beachten Sie die
Kriimmung der Bénder! Erklarung!

Aufgabe 4.3 Wie hoch ist die Plasmafrequenz fiir Halbleiter? Die Ladungstréger-
dichte schwankt zwischen 101 < n < 10?°/cm3. Vergleichen Sie diese Werte mit den
Frequenzen fiir den VIS-Bereich!

Loésung.

10 GHz < wp < 10™ Hz. (1)

Die Absorptionskante der Halbleiter wird meist durch die Grole der Bandliicke be-
stimmt. Fiir Frequenzen, die Energien kleiner als die Bandliicke entsprechen, ist
der Halbleiter ,,durchsichtig® (Ultrarot-Durchléssigkeit). Fiir hochdotierte Halbleiter
rutscht die FERMI-Kante in das Leitungsband, und wir haben metallische Verhélt-
nisse.

3
Aufgabe 4.4 Die Zustandsdichte D ist proportional zu me{? . Was bedeutet das
fiir die Dichten der Locher und Elektronen in Valenz- und Leitungsband, wenn das
Verhiltnis der effektiven Massen in GaAs 9,7 ist?

Losung.
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3
\% 2m /2
DE)= —— ()" 9B _E, 1
B = Gz (52) : (1)
. D
Thet _ 972 ZVB _ 30,3, 2)
Me eff CB

Aufgabe 4.5 In einem n-Si-Kristall mit Eq,, = 1,11 eV sei die Donatorkonzentrati-
on ngo 10'®/cm?, ihre Tonisierungsenergie Fr,, = 1072 eV. Wie grof} ist bei RT (0,025
eV) die Konzentration der Leitungselektronen?

Losung. Die Elektronendichte eines extrinsischen Halbleiters hangt ab von der Kon-
zentration der Donatoren, der FERMI-Energie und der Bindungs- oder Ionisierungs-
energie I/4. Der Bruchteil nicht ionisierter Donatoratome ist

m_ ! (1)
ng o 2e(Ea—Er)/kpT +1 )

Die Donatoratome entsenden

ne(T) =ng — na (2)

pro Volumeneinheit in das Leitungsband, also ist der Bruchteil

nY — ngq _ 1 (3)
ng 2e(Er—Eq)/ksT 1 1
ionisiert, ndherungsweise:
e = Yyl Fe=F/taT, @

also halb so viel wie bei der Erzeugung eines (beidseitig mobilen) Elektron/Loch-

Paares, wéhrend die FERMI-Energie bei 7' = 0 K genau in der Mitte zwischen F, — Fq4
liegt, also praktisch bei 15 Ey:

Fr =1Y(Ey + Eq) = '5(1,11 4+ 1,10) eV = 1,11 eV (5)

ng = 1018 . 67(1,1171,10)/07025 — 1018670,4 — 07 66 - 1018/Cm3. (6)

Aufgabe 4.6 Wie hoch ist die Zustandsdichte im Leitungsband eines reinen Halb-
leiters 0,25 eV oberhalb der Bandkante (m = m,)?

Losung. Die Zustandsdichte pro cm?® und AE = 1 erg ist gegeben durch

D(E) = (2‘;)2 <2;Z§e)3/2 E - E,. (1)
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3
1 2.9,1-10728 2 o
D) = s (T ) VOB LE 0 e ()
D(E) = 10,75 -10°%/(erg - cm®) = 1,72 - 10*! /(eVem®). (3)

D(E) =1,72-10*" /eV. (4)

Aufgabe 4.7 Die FERMI-Energie.
e Wahrscheinlichkeitsfunktion wofiir?
e Besondere Werte bei?
e [hre Lage im Metall und im Halbleiter.

e Thre Wirkungsweise beim Zusammenfiigen von Metallen und Halbleiter. Gehen
Sie auf Kontaktspannung und Austrittsarbeit ein und beschreiben Sie qualitativ
die Bandverbiegung beim Zusammenfiigen von n- und p-Schicht.

Aufgabe 4.8 Welcher Prozentsatz der Donatoren eines n-dotierten Halbleiters (np =
10'8 /em3) ist bei RT ionisiert, wenn die Gapenergie 0,5 eV und die Energie Ep der
Donatoratome 0,45 eV betragt? Effektive Masse der Elektronen gleich der Ruhemasse!

Losung. Die Zahl der ionisierten Donatoren ist natiirlich gleich der Zahl der Elek-
tronen, die ans Leitungsband abgeliefert werden:

Me = MDY (Gr—Ep) /T 1 1 (1)
wobei
Fe(T) = 2 (Ep + Ey) + ~kpTln 2 (2)
F =3 D g 5 B n2n0’
V.
kpT 2
no=2( B2 ) o g = 2,5 109 /em?. (3)
21h
1018
In— = 3 9L 4
1o 05101 ’ (4)
Ep = 0,425 eV. (5)
. 1
Te ~ 0,57, (6)

np  2e-0025/0,026 1 |

also ist etwas mehr als die Halfte der Donatoren ionisiert.
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Aufgabe 4.9 Ein Halbleiter aus reinem Germanium hat folgende Werte fiir den spe-
zifischen Widerstand:

e bei 145 °C: p=1Qcm,
e bei 710 °C: p=3-107% Qcm.

Bestimmen Sie die Gapenergie E,! Gehen Sie dabei davon aus, daf§ die Beweglichkeit
keine Temperaturabhéngigkeit zeigt.

Losung. Die spezifische Leitfidhigkeit, der Kehrwert des spezifischen Widerstands, ist
gegeben durch

o = eo(nipiy +n_pi-), (1)
wobei die Beweglichkeiten nur schwach temperaturabhéngig sind (p o< T*%), dage-
gen ist die Temperaturabhéngigkeit der Dichte exponentiell:

E
_ny = constT? <—g> : 2
n_n; = constT” exp T (2)

Also ist fiir die Temperaturabhéngigkeit von p der BOLTZMANN-Faktor ausschlagge-
bend:

. ) e ()
Pro_ _ _ — : 3
by P ( Ty ) TP\ 2Ty )

T, P1
E, =2k In —. 4
¢ BT2 =Ty po ( )
Einsetzen liefert

E, =~ 0,7eV. (5)

Aufgabe 4.10 Bestimmen Sie die Grofle der Delokalisation, also den Raumbedarf,
eines wasserstoffahnlichen Elektrons, das von einem P-Atom an das Si-Gitter abge-
geben wird (Meer/me =~ 0,3; € ~ 12)!

Losung.
Me eff 1
By =—-13,6——— ~ 40 meV. (1)
Me €
r=0,053—<¢ ~ 2 nm. (2)
Me eff

Damit sind die BoOHRschen Radien in diesem wasserstoffihnlichen System um den
Faktor ¢ vergrofert, die Ionisationsenergien um 1/¢% verkleinert, so daf sie in der
Gegend von kgT liegen. Damit sitzt dieses Uberschuflelektron in einem flachen, am
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Abb. 4.29. Zum HALL-Effekt.

P-Atom lokalisierten Term, dem Donatorterm, und kann bereits thermisch gelost
werden, also um viele Gréflenordnungen leichter als eines der Bindungselektronen.
Innerhalb des Radius von 2 nm liegen etwa

2\ 4r ,
Z) =3 = Ng 3
(a) 37° S )

Gitteratome, wenn a die Kantenlédnge des Kubus ist, in den 8 Si-Atome hineinpassen.
Bei einer Gitterkonstanten von a ~ 5 A wird N ~ 100.

Aufgabe 4.11 Ein stromdurchflossener Halbleiter wird senkrecht zur Stromrichtung
in ein Magnetfeld gebracht. Bestimmen Sie die zwischen den Punkten A und B auf-
tretende HALL-Spannung, bei der Stromdichte j und der Flufidichte B (Abb. 4.29)!

Losung. Auf die bewegten Ladungstréger wirkt senkrecht zum Magnetfeld und zur
Stromrichtung eine Kraft, die zum Ladungstransport in zwei Richtungen, je nach
Polaritéit der Ladungstriger, Anlal gibt. Durch diese Ladungsverschiebung entsteht
ein elektrisches Feld E, und das Potential Up g = Ed kann gemessen werden:

BQE = 60[’0 X B}, (1)
da die Stromdichte definiert ist nach

J = pv = eynv, (2)
mit n der Ladungstrigerdichte, ist auch

i x B
E=1"2 (3)
egn

Fiir das Potential, eben die HALL-Spannung, gilt dann
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B
Unp = Uy = 2= d. (4)
€on
Anhand der HALL-Spannung kann man folglich die Dichte der Ladungstriager
messen. Die Polaritdt von U gibt AufschluBl {iber die Polaritét der Ladungstriger.

Aufgabe 4.12 Warum spielt der HALL-Effekt zur Bestimmung der Elektronendichte
bei Metallen keine Rolle, sondern ist eine Doméne der Halbleitercharakterisierung?

Losung. Der HALL-Koeffizient Ry = 1/(egn) ist fiir alle Metalle wegen der sehr hohen
Elektronendichten viel zu klein. Daher wird der Effekt erst bei sog. Halbmetallen
wie Bismut, ganz besonders aber bei Halbleitern von grofler Bedeutung, in denen
die Beweglichkeit der Ladungstriger teilweise um Groflenordnungen héher ist als in
Metallen. Hohere Beweglichkeit bedeutet Erreichen hoherer Driftgeschwindigkeiten,
womit die LORENTZ-Kraft, und damit die beim HALL-Effekt gemessene Ablenkung
des Stroms, grofer ist als bei Metallen.

Aufgabe 4.13 Bestimmen Sie die kritische Temperatur von GaAs bei einer Ladungs-
trigerdichte von 2,5 - 10! /ecm?, einer Donatorendichte von 2,5 - 10*/cm? und einer
Gapenergie von 1,34 eV!

Losung.

I 1)

- Ne,C 7
2kBqu7%r

T = 620 K. (2)

Aufgabe 4.14 An der Grenzfliche Oxid/Si eines MOS-Transistors findet eine Band-
verbiegung auf Grund der Bildung einer Raumladungszone statt. Wenn diese eine
Ausdehnung von x = 0 bis x = xp hat und eine Dichte p: Wie sieht der Potential-
verlauf als Funktion von x aus, bzw. umgekehrt gefragt: wie tief reicht die Raumla-
dungszone ins Si hinein?

Loésung.

d (Ao ede  d*e  d (o) 1 )
de \dz ) “dz?2 dz " d2?2  dz \dz 292"
2 2
pdd  d [(dd p do 4o
A 2P Cqr =] . 2
goedr dx (dx = goc do o dzx (2)
2 2
P Bdr = d(E?) = L Ex = B (3)

£o€ Eo&
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2
E=Ls10 (4)
Eo€
o=—"1202 10wt (5)
Eo€

Die Randbedingungen werden danach bestimmt, dal am Ende der Raumladungszone
bel z = x4

do

— =0A®=0 6
dx 9 ( )
also
d®
S 9l =020 =20y (7)
dz €0E €o€
o=0=-"L0242L 2105 0=-L 22 (8)
€€ Eon& €€
Damit wird fiir ®
_ P (.2 2 = P Y2
o = 80—6< xr° 4 2xx4 xd) = 605(x Tq). 9)

Entsprechend fiir x — x4 die Wurzel.
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