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IT Advanced Topics

Advanced Topics

Diese Vorlesung entstand aus dem Wunsch der Studenten heraus, einzelne Gebiete
der Physik nach dem Absolvieren des Grundkurses Quantenphysik genauer zu durch-
leuchten. Dabei konnten die Studenten aus einem Gebietskanon auswihlen. So ist zu
erklaren, dafl nicht nur Themen der Quantenmechanik enthalten sind, sondern auch
elementare Abschnitte iiber Schwingungen und Wellen sowie Dipole und die elektro-
magnetische Masse. Auch wurden in einem Semester nochmals die BLocHfunktionen
und die Entstehung des Bandgaps ausfiihrlich besprochen (s. Grundkurs III).
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1 Basics

Dieses Kapitel dient zum einen der Rekapitulation von Sachverhalten, die
fiir das Verstindnis der Wellenmechanik unverzichtbar sind. Dariiber hin-
aus wird die Unschérferelation fiir klassische und fiir DE BROGLIE-Wellen
genauer begriindet.

1.1 Schwingungen

1.1.1 Federpendel

Auslenkungen aus der Ruhelage fithren zu periodisch sich wiederholenden Bewegun-
gen, die als Schwingungen bezeichnet werden. Beim Herunterziehen des an der Feder
befestigten Korpers spiirt man die sog. Riickstellkraft (Abb. 1.1). Die Schwingung ist
charakterisiert durch

e cine Schwingungsdauer 7',

e durch Umkehrpunkte an den Stellen der grofiten Auslenkung (Amplitude), an
denen die Geschwindigkeit Null ist,

e durch den doppelten Nulldurchgang des Korpers innerhalb einer Periode.

Axiom 1.1 Mechanische Schwingungen kommen durch die Einwirkung einer Riick-
stellkraft auf einen Korper mit trager Masse zustande.

1.1.2 Federkraft

Dehnung und riicktreibende Kraft sind einander entgegengesetzt proportional: Je
grofer die Dehnung, um so grofer die Kraft (HoOKEsches Gesetz) (Abb. 1.2):

F = —Dz. (1.1)

Die Konstante wird als Federkonstante bezeichnet.!

"'Wie jeder bereits ausprobiert hat, schnellt die Feder aber nur bis zu einer bestimmten Dehnung
zuriick. Verldft man den sog. Elastizitdtsbereich, wird das Federmaterial plastisch, d. h. irreversibel,
verformt.
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Abb.1.1. Ein Federpendel
besteht aus einer Feder und ei-
ner daran befestigten Masse.
D Vereinfachend betrachtet man
das sog, mathematische Pen-
del, bei dem man sich die ge-
samte Masse im an der Feder
befestigten Massestiick kon-
zentriert denkt und die Feder
selbst als masselos betrachtet.

D Abb.1.2. Im Elastizitdtsbe-
reich einer Feder nimmt die
riicktreibende Kraft mit der
Dehnung zu.

1.1.3 Der harmonische Oszillator

Die Schwingungsgleichung wird angesetzt mit dem 2. NEWTONschen Axiom:

D
mi=F=—-Dr=1i+—x=0. (1.2)
m
Machen wir den Ansatz fiir eine Schwingungsgleichung mit w2 = %
d?y
W + wg =0 (13)
mit
¢ - wOeth (14)

geht die DGI 2. Ordnung in die Bestimmungsgleichung fiir w iiber:
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w4 ws =0 (1.5)
mit den beiden Losungen

W12 = :i:lu.)o (16)
Die allgemeine Losung lautet mit zwei komplexen Zahlen C' und D demnach

Y(t) = Cet  De ot (1.7)

Soll die Losung reell sein, sind C' und D nicht mehr frei wihlbar; vielmehr mufl D* =
C, damit also auch C* = D sein. Die Schwingung hat damit eine reelle Amplitude
und eine komplexe Phase

C = 1hpe', (1.8.1)
also
w@) _ wo[ei(wotJra) + efi(wotfa)]y (1.8.1)
was aber die Cosinus-Funktion ist:
Y (t) = 29 cos(wot + ). (1.8.2)

mit den Integrationskonstanten 1y (Amplitude) und « (Phase).

1.1.3.1 Energieerhaltung. Bei fehlender Reibung gilt der Energiesatz

F =mi = mo. (1.9)

Da man an der Abhéngigkeit der Energie von der Lage x interessiert ist, benutzt man
die Identitdt

dv dovdzx

— = 1.1
dt  dadt’ (1.10)
womit wird
dvd
méd—f—l—Daﬁ:Oémdvv—i—Dyde:O: (1.11)
D
%UQ = 5952 =const : T+ V = const : (1.12)

die beiden Energien, potentielle und kinetische Energie, sind also auch im Maximum
gleich groff. An den Umkehrpunkten, der maximalen Amplitude, ist die Geschwindig-
keit Null, die Gesamtenergie also nur potentielle Energie, wihrend beim Durchgang
durch die Ruhelage die Geschwindigkeit, und damit die kinetische Energie, ihr Maxi-
mum erreicht; hier verschwindet die potentielle Energie.
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1.1.4 Ubersicht der Oszillatoren

In der folgenden Ubersicht finden wir eine Zusamenstellung von harmonischen Oszil-
latoren, d. h. von schwingfihigen Systemen, die einem linearen Kraftgesetz gehorchen,
fiir die also die (riicktreibende) Kraft linear zur Auslenkung ist.

Tabelle 1.1. Ubersicht iiber Oszillatoren mit linearem Kraftgesetz (Harmonische Oszilla-
toren).

Gleichung Feder- Torsions- Mathemath. / Elektr.
pendel pendel Physikal. Schwing-
Pendel kreis
NEwTON 11 F=mi M =1 M=1Ip Up+Uc=0

Riickstellkraft | F = —Dux M=-D*  M=—-mglsing LI+Q/C=0
Bewegungs-
gleichung mi+Dr=0 Ip+D*¢=0 Ip+mglsing=0 LI+I1/C=0

Kreisfrequenz V/D/m /D*/J vmgl/I V1/LC

1.1.5 Gedampfte Schwingung

Bei Giiltigkeit dieses Ansatzes wiirde eine einmal angestolene Schwingung beliebig
lange dauern. Ist die Schwingung geddmpft, nimmt die Amplitude nach einem Expo-
nentialgesetz

z(t) = xoe (1.13)

ab, wobei mit ¢ eine Dampfungskonstante bezeichnet wird. Nimmt man im einfach-
sten Fall eine gedampfte Bewegung an, bei der die Reibungskraft proportional der
Geschwindigkeit und ihr entgegengerichtet ist:

dx
Re —rp— 3% 1.14
v T (1.14)
folgt fiir die DGI (Dz: riicktreibende Kraft, ri: Reibungskraft):
D
mi = —Dx —ri = & + —i + —z = 0. (1.15)
m - m

Dies ist die DGI einer geddmpften Schwingung der Masse m; wir ersetzen jetzt die bei-
den Kreisfunktionen durch die EULERsche Relation und machen den iiblichen Ansatz

P = Py

D
W oilw— 2=, (1.16)
m m

Dynd § =

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt mit w2 = pon T
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W= i0 £ \Jwd — 62 (1.17.1)
1) = g exp [i (iéi o2 —52) t}. (1.17.2)
1 = g exp[—dt] exp {:I:i\/wg - 5215} ; (1.17.3)

1,0
]
05 7\‘&‘1 e-ot
[
é / Abb. 1.3. Bei einer geddmpf-
EL 0.0 ten Schwingung nimmt die
< — | ] Amplitude im Zeitverlauf ab,
0,5 o = im vorliegenden Fall innerhalb
M 1 einer halben Periode um 16,8
-1,0 %, womit sich ein §t von 0,31
ergibt.

0 180 360 540 720 900 1080 1260
Winkelgrad [°]

Die Amplitude der Schwingung nimmt exponentiell ab, und zwar mit der Winkel-
geschwindigkeit \/wg — 2 (Abbn. 1.2 u. 1.3). Die Projektion auf die Zahlenachsen
beschreibt eine geddmpfte Schwingung. Sie wird durch den Real- bzw. Imaginérteil
dieser komplexen Zahl dargestellt, wobei die Grofie 4':22 = 62 charakteristisch fiir die
Déampfung ist. Bei starker Dampfung unterscheiden wir zwischen zwei Féllen. Wenn

2
o T D 2
kommt eine Schwingung iiberhaupt nicht mehr zustande; die Bewegung wird aperi-

odisch:

e Wenn die Wurzel Null wird, ist das der sog. aperiodische Grenzfall, und die
Masse, die in periodische Schwingungen versetzt werden sollte, kehrt nach einer
Auslenkung kriechend in ihre Ruhelage zuriick.

e Fiir noch stiarkere Dadmpfung wird auch die Wurzel imaginér, und die allgemeine
Losung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen (Kriechfall).

Bei der geddmpften Schwingung bleibt das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender
Schwingungsamplituden konstant; es wird als Ddmpfungsverhdltnis bezeichnet:

w(t=0) _at=T) _ P o _ or_
w(t=T) x({t=2T) e @+D)/2m — © =c" =k (1.19.1)
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10

8 e

6 190/ i Abb.1.4. In einem Polardia-
41 ‘ ' gramm ist die Abnahme der
2480 f‘ “ » ‘ Amplitude gut zu erkennen;
20 | sie beschreibt eine logarithmi-
4 . ’ sche Spirale mit dem Pol Null,
61 210 R L A der den asymptotischen Punkt
8 WA TR darstellt.

10

Den natiirlichen Logarithmus dieses Verhiltnisses bezeichnet man als logarithmisches
Dekrement:

A=Ink =T (1.19.2)

Im Falle der Abb. 1.3 ergibt sich ein Verhéltnis von 1,45 und ein logarithmisches
Dekrement von 0,37.

Durch eine exaktere Losung der DGI 2. Ordnung kann man zeigen, dafl nicht nur
die Amplitude, sondern auch die Eigenfrequenz sich wihrend des Schwingungsprozes-
ses dndert, und zwar nach

A 0T\
T ="Tp/1 — | =Tuy/1 — | . 1.20.1
() = (5) na
also fiir die Frequenz w (Abbn. 1.5):
W= —20 (1.20.2)
1+ (58)°

1.1.6 Erzwungene Schwingungen

Wird ein System durch eine periodische Kraft F = Fe“! von aufien zum Schwingen
gebracht, fithrt es erzwungene Schwingungen aus. Sei die riicktreibende Kraft eine
Federkraft, dann ist die DGI fiir die ungeddmpfte Schwingung

m& + Dz — Fye“' = 0. (1.21)

Setzt man fiir die Kreisfrequenz wy des ungestorten Systems den Wert wg = \/g ein,
wird

Fy

T+ w2£1: = eiwt. 1.22
0
m
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1.0
1.0
0.5
oLl ™) L g \ ot
s Waw g 00 NS
2 00 o~ E. —’S‘L_.-
ST T :
-0.5
-05
%
-1.0 -1.0
0 180 360 540 720 900 108012601440 0 360 720 1080 1440 1800

Winkelgrad [°] Winkelgrad [°]

Abb. 1.5. Auch die Eigenfrequenz wird bei einer geddmpften Schwingung eine Zeitfunktion,
allerdings so schwach abhéngig, dafl sie kaum in einigen Perioden sichtbar zu machen ist.

Das ist eine inhomogene lineare DGI 2. Grades. Auf der linken Seite steht die zugehori-
ge homogene DGI & + wix = 0, auf der rechten die Stérung. Die Lésungen solcher
DGIn lassen sich als Summe aus der allgemeinen Losung der homogenen DGl und
einer speziellen Losung, auch partikuldre Losung genannt, der inhomogenen DGI. Die
homogene Losung haben wir in Abschn. 1.1.3 ermittelt; fiir die rechte Seite machen

wir fiir den eingeschwungenen Zustand den Ansatz v = 1)y e, so dafi wir
F
Yo (Wi — w?) — =0 (1.23)
m

schreiben konnen, und fiir die Amplitude ¢y dieser Schwingung folgt aus (1.23)

Yo = B L (1.24)

mwi —w?

Nach der Gl. (1.24) wird die Amplitude unendlich fiir den Fall, daf die Storfrequenz
gleich der Eigenfrequenz wy ist: Resonanz. In Wirklichkeit ist die Schwingung immer
geddmpft, was durch die Einfithrung eines Dampfungsglieds in Gl. (1.21) beriicksich-
tigt wird:

D

F, .
Gl Vet =, (1.25)
m m m

Im eingeschwungenen Fall und mit dem Ansatz

P = hoci =), (1.26)

der eine Phasenverschiebung zwischen Erreger und angeregtem System beriicksichtigt,
erhalt man fiir die Ableitungen von GI. (1.26)

Y = iwp Ap = —w). (1.27)
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Einsetzen in Gl (1.25) ergibt (2 = wg)

D F |
Lt 2 20 g, (1.28.1)
m m  Pom
Fy .
m (wh — w?) + riw = w—oe‘a. (1.28.2)
0

Dabei ist %eio‘ =1+ iy mit z = m(wi — w?) und y = rw (Abb. 1.6).

A F/\lf o€ o
ro
Abb. 1.6. Zeigerdiagramm
der erzwungenen Schwingung.
x-Achse: Realteil, y-Achse:
(0 Imaginérteil.
2 2 > R
m((Do -0 )

F
@D_O = \/mz(wg — w?)? + r2w?, (1.29)

0

so daf fiir die Amplitude folgt (Abb. 1.7):
Fy

M2 (wE — W22+ rw?

Die Schwingung wird also durch Real- oder Imaginérteil von ¢ = 1y e“! beschrieben:

Yo (1.30)

Foy cos(wt — )

Y= , 1.31
VM2 (Wi — w?)? + r2w? (1.31)
und die Phasendifferenz ergibt sich aus Abb. 1.8 zu
sin «v rw
t = = 1.32.1
M= osa m(ws — w?)’ ( )
woraus fiir den Winkel « folgt
rw
o = arctan W (1322)

Die Gleichung ist recht kompliziert; daher ist es niitzlich, sich die Grenzfille ge-
nauer zu betrachten (Abbn. 1.7 und 1.8):

1. w K \/% ANw <K %: Die Riickstellkraft D bestimmt das Geschehen. Damit
vereinfacht sich die DGI (1.25) zu
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1,0k . _
-o-omlr=5
.§ - - -m/r=5/2
2 Dol - —-m/r=5/3
g 035- _.I‘ \ " —— m/r=5/4 B
/ '\'-' Abb.1.7. Resonanzkurven
I - \\\_‘, fiir verschiedene Verhaltnisse
von m/r bei einer Eigenfre-
quenz von w = 1 sec™! =1
0,0 1 1 1 1 1 1 HZ,
00 05 1,0 15 20 25 3,0 35
ey
FO iwt
r=—e"": 1.33
- (1.33)

e keine Phasendifferenz zwischen Erreger (F') und System (x), weil Masse
und Auslenkung, damit auch Geschwindigkeit und Beschleunigung, klein
sind (quasistatischer Bereich).

e Leistungs- bzw. Energieaufnahme:

2T 2 d
E:/ F-vdt:/ F-Zdt=02 (1.34)

2. w > \/g Aw > L: Das Trigheitsglied [oc mw?, Gl (1.18)] bestimmt das
Geschehen:

Fy

— et (1.35)

mi = Fye“' = o= —

e Beschleunigung und Kraft sind in Phase, also héngt die Auslenkung um
180° hinterher: Das System ist ., quasifrei.

2Das Integral aus einer geraden und einer ungeraden Funktion ist immer Null, z. B.
2w
/ sinzcosx dr = psin? 22 = 0 — 0 = 0.
0

Natiirlich gilt dies nicht fiir die (absolute) Fliche, von der wir wissen, dafl zu deren Bestimmung
von Nullstelle zu Nullstelle integriert werden muf, hier also

1 3
Va5 7 [sin® )|+ sin? |27+ sin 3 ]) = 2.
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180 r ,J=—a
§13= //’f
=T ARk =] Abb. 1.8. Phasenverschiebung
% T m k3 einer erzwungenen Schwin-
2 90 o tim =1 gung gegen die erregende
_§ o= m ;8:25 Kraft als Funktion des Fre-
& 45 T rmp0.125 quenzverhiltnisses w/wg fiir
—— r/m £ 0,005 verschiedene Werte von r/m.
Fiir den Fall der Resonanz ist
ol . . 1
)0 15 20 25 30 die Verschiebung “/.
ooy
e Leistungs- und Energieaufnahme sind wieder Null.
3. Reibungskraft und Erregerkraft sind etwa gleich:
D
w=14/—. 1.36
2 (1.36)
e Phasendifferenz zwischen Geschwindigkeit und Erregerkraft: /.
e = Das System nimmt stdndig Energie auf.
e Die Amplitude ist wegen
ro. Fy —
—p = —wy = —0 giwt (1.37)
m m m
Ey Fy
Yy = = —. (1.38)
D Tw
o
1.2 Wellen

Bisher haben wir die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes unter dem Einflufl
einer linearen Riickstellkraft betrachtet, die eine harmonische Schwingung ausloste.
Nun wollen wir uns mit ausgedehnten Modell-K6rpern beschéftigen, in denen einzelne
Massenpunkte elastisch miteinander verkoppelt sind.

1.2.1 Wellengleichung

Wir betrachten einen langen Stab mit dem Querschnitt A, der Dichte p und dem
E-Modul F in z-Richtung (Abb. 1.9). Wenn an der Stelle = eine auslenkende Stérung
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¢ auftritt, die elastischer Natur sein soll, dann hat zur gleichen Zeit an der Stelle
x + dz die Storung den Wert £ 4 d¢; aulerdem ist

o3
dé = —dx. 1.
EHdi=¢+ oode (1.39)
Das Stabelement ist unter dem Einflu der Kréfte durch Zug

Stelle x : (z,t) : Zug (1.40.1)

—

] Abb. 1.9. Zur Herleitung und
Nomenklatur der Wellenglei-
A —> <G—+E chung einer longitudinalen
Storung in einem sehr langen
(quasi eindimensionalen )
5E Stab. § ist als 0 zu lesen.
X dx %g + adx {
und Druck

Stelle x + dx : 0 + Jo/Oxdx : Druck (1.40.2)

verlangert worden, wobei diese Verldangerung nach dem HOOKEschen Gesetz

%4
Al _gdr 08 _ o (1.41)
[ dx or FE

betragt. Neben der elastischen Verformung mufl man aber auch die Bewegung des
Stabelements zwischen z und x 4 dz betrachten. Nach dem 2. NEWTONschen Axiom
ist die Kraft dF auf das Massenelement dm:

9*¢

dF = dm—
m8t2’

(1.42)

dabei ist dies die Differenz der Krifte, die von links und von rechts auf das Stabele-
ment einwirken. Die Differenz der Driicke ist nach Gln. (1.40)

do do
Damit wird fiir die resultierende Kraft
0% do
dm— = A—dzx. 1.44
Moz T Pt (1.44)

Das Massenelement dm kann geschrieben werden als
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dm = pdV = pAdz. (1.45)
Damit wird schlie3lich
0% Oo
— = 1.4
Porz ~ ox (1.46)

Mit % = % wird fiir die rechte Seite von GI. (1.46)

do 0%

—=F— 1.4

ox 0x?’ (1.47)
womit wir die wunderschon symmetrische Wellengleichung

0*¢  E 0%

S _ZZ5 1.4

o’ p 0x? (1.48)

fiir eine elastische Welle lings des Stabes der Dichte p und dem E-Modul E erhalten.
Zur Aufstellung der Wellengleichung benétigt man also vier Schritte:

1. Betrachtung der Verldngerung des Stabelements dm;
2. Anwendung des 2. NEWTONschen Axioms;

3. Feststellung der Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes;
4. Gleichung fiir die Fortpflanzung der Stérung &.

Die Wellengleichung wird durch den allgemeinen Ansatz

= f(x —ct) (1.49)

gelost, wobei f eine zweimal nach Ort und Zeit differenzierbare Funktion sein muf:
0% Y _ -,

@:f”(:v—ct)/\w:w:c flx —ct), (1.50)

was von den Kreisfunktionen Sinus und Cosinus sowie von der Exponentialfunktion
mit imagindrem Argument geliefert wird. Schreiben wir

y =1 — ct, (1.51)

erhalten wir eine Funktion, die nur von y abhéngt. Trennen wir das auf in x und
t, dann ist f(x) eine Funktion des Profils, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach
positiven Werten von x bewegt. Ein mit der Geschwindigkeit ¢ sich nach rechts bewe-
gender Beobachter beobachtet immer denselben Funktionswert oder dieselbe Phase y
von 1. Daher heifit ¢ die Phasengeschwindigkeit.

Beispiel 1.1 x — ¢t = 0 = f(y) hat ein Maximum.
e Falll: 2 =0=1¢=0.

e Fall 2: ¢t = 10 = f(y) hat ein Maximum bei z = 10c.
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Diese Funktion wird auch oft

X

flx—ct)= f(t — c) (1.52)

geschrieben:

T T —ct

Ft=2) = F(="—=) = f(z - at). (1.53)

Wenn f(x — ct) eine Losung der DGI ist, dann ist f(z + ct) natiirlich auch eine, da
die DGI nur das Quadrat von ¢ enthélt. Also ist die allgemeine Losung

Y= f(x—ct)+g(z+ct). (1.54)
Durch Einsetzen von Gl. (1.50) in Gl. (1.48) finden wir

E E
c="=c= /=, (1.55)
p p

so dafl wir fiir die allgemeine Wellengleichung

1 0% B 0?1
2o 012
erhalten (D’ALEMBERT-Gleichung). Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung ei-
ner longitudinalen (Stab in z-Richtung, Stérung in z-Richtung) oder transversalen
(Stab in z-Richtung, Stérung in y- oder z-Richtung) eindimensionalen Stérung in
einem eindimensionalen Tréger, dessen Massenpunkte elastisch miteinander verkop-
pelt sind. Ist die Welle iiber den Massenpunkt hinweggelaufen, ist er wieder im alten
Gleichgewicht. Mit der Welle wandern Spannarbeit und Beschleunigungsarbeit; es
wird also durch die Welle Energie transportiert.
In der Abb. 1.10 wird die Propagation der Welle in der Zeit- und Ortsdoméne
deutlich. Nach einer Periode ist die Welle in der Zeit 7" um A\ vorwérts gewandert,
woraus sich die Propagationsgeschwindigkeit der Phase zu

(1.56)

c= \sz - % _—Y (1.57)
ergibt:
1 = 1 sin (277 (; — yt>> = 1)y sin (QTW (x — ct)) : (1.58)

Eine Momentaufnahme des ganzen Zustandes erkennen wir die rdumliche Periodi-
zitdt in der Wellenlédnge, die zeitliche in der Zahl einer bestimmten Phase. Fiir die
Auslenkung des Massenpunktes an der Stelle « erhalten wir zur Zeit ¢

W(t,x) = Yy sin (kx — wt) , (1.59)

und fiir seine Schnelle
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0 T T T T T |_t:|0

P ——t=18T

al —t=2/8T

sl _ iamt Abb. 1.10. Das Fortschreiten

8 et in der Zeit und im Ort wird

10 in dieser Abbildung deutlich,
—1t=58T

2P in der Punkte gleicher Pha-
—t=6/8T . .

14l se miteinander verbunden wer-

16 e den. Nach einer Periode ist

18 e e e die Welle in der Zeit T um A

vorwérts gewandert.
Periode

WY(t, x) = wipg cos (kx — wt). (1.60)

Die Geschwindigkeit der Massenpunkte und die Propagationsgeschwindigkeit der

Welle (fiir den Schall: Schallgeschwindigkeit) sind i. a. sehr verschieden.

1.2.2 Uberlagerung von Wellen gleicher Amplitude und Frequenz

In diesem Fall sind die Betrige der Wellenvektoren k gleich. Die Summe der beiden
Wellenziige ist

Wb = olel(FrT) o i) (1.61)

Die Summe der beiden imagindren Exponentialfunktionen kann man nach der EU-
LERschen Relation und den trigonometrischen Additionstheoremen auflésen zu

el e = cosx+isinz+ cosy +isiny
= 2cos$—;wcosx—;y+2sin%ﬂcosw

2
= 2cos [C(ﬁfTﬂ + sin 23] (1.62)
= 2cos z—;ye‘(T).
Das bedeutet fiir die resultierende Welle
(kl — k2) - r 1
1 = 21y cos s O (k1 + ko) 7 —wt] p. (1.63)

e Vorfaktor ist die Amplitude. Sie ist rdumlich moduliert und bei (2i + 1)7 mit 4
einer ganzen Zahl ist sie stets Null: dort liegen Knotenebenen.

e Exp-Faktor: Die resultierende Welle hat einen Wellenvektor, der grofler ist als
die der zu summierenden Wellen.
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e k; = ko, mit Phasendifferent ¢:

¥ =20 cosgexp {i [k-r—thrg}}. (1.64.1)

In die gleiche Richtung laufende Wellen verstédrken oder schwéchen sich — je
nach Phasendifferenz.

e ki = —ky mit Phasendifferent ¢:

¥ = 20 cos (kv + g) exp { =i (wt - g)} . (1.64.2)

Im Exponenten ist der rdumliche Anteil verschwunden, und die laufende Welle
ist zur stehenden geworden, und an jeder Stelle schwingt 1 zeitlich auf und ab.

1.2.3 Intensitéit einer propagierenden Welle

Die Intensitat einer Welle ist definiert als die Dichte des Energiestroms (Energie durch
eine Fliche pro Zeiteinheit):

E K

Beachtet man, dafl man die Schnelle als Ableitung der Auslenkungsfunktion erhélt,
so daf

vy = wéo, (1.66)

erhilt man fiir die Energiedichte oder den Strahlungsdruck:

FE m
w=p=q;= 1/271’3 = Thpvh = Thpw®E?, (1.67)
so daf3 die Intensitat
I = we = Yoepvd = ocpuw€? (1.68)

wird: Die Intensitét einer Kugelwelle hingt ab vom Quadrat der Auslenkung (Am-
plitude) und vom Quadrat der Frequenz. Der Proportionalitatsfaktor ist der Schall-
widerstand oder Wellenwiderstand:

7 = pe, (1.69)

er betriigt z. B. fiir Luft 428 kg/m?sec?.
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1.2.4 Wellengruppen und Gruppengeschwindigkeit

In der Quantenmechanik-Einfiihrung haben wir uns im Kap. 2 mit der Unschérfe-
relation fiir Wellen AxzAk > 27 und daraus folgend mit der HEISENBERGschen
Unschérferelation ApAx > h beschéftigt. Wir sahen die Notwendigkeit, die unendlich
ausgedehnte ebene Welle mit scharfer Wellenzahl durch Uberlagerung benachbarter
Wellenléngen auf ein bestimmtes Gebiet zu verdichten, wobei notwendig die Wel-
lenzahl unschérfer wird. Dies wollen wir hier auf einem hoheren Niveau nochmals
untersuchen.

Um den Teilchen ihre Welleneigenschaften zu erhalten, beschreiben wir, wie in der
Wellentheorie iiblich, einen harmonischen Vorgang nicht mittels monochromatischer
Wellen, sondern mittels Wellengruppen oder Wellenpaketen. Dies wird auf zwei unter-
schiedlichen Abstraktionniveaus durchgefiihrt, einem einfithrenden, eher qualitativen,
und einem quantitativen. Dazu iiberlegen wir als erstes, dafl in der Realitéit alle Wel-
len polychromatisch sind; sie besitzen also ein k+ Ak, so dafl in einem dispergierenden
Medium auch w + Aw folgt.

1.2.5 Wellenpaket einer konventionellen Welle

Wir beschreiben also nun die Welle als eine Gruppe von Wellen oder als eine Wellen-
gruppe mit einer orts- und zeitabhdngigen Amplitude nach Abb. 1.11.

ANANAANANAAN

LAY

f—""

o)
TV
AR VYN i
< ¢ S ! Y Abb. 1.11. Die Interferenz zwischen
. \{ ‘ / f\]\ { \ [ L U U [ zwei (stationédren) Eigenfunktionen er-
6 " U U 'U' U “\U U gibt eine zeitabhingige Resultierende,
e Rk - T hier gezeigt fiir das Verhiltnis von
-8 Grundton zu kleiner Sekunde.
0 2 4 6 8 10 12

Phase [rad]

Die Wellenlénge einer Welle kann nur mit einer bestimmten Unsicherheit ange-
geben werden. So ist es z. B. erforderlich, mehrere Wellenziige abzuwarten, um die
(mittlere) Wellenldnge einer Wellengruppe tatséchlich messen zu kénnen. Die Wel-
lenldnge an einem bestimmten Ort kann also gar nicht definiert sein, da die Welle
immer aus einer endlichen Anzahl von Wellenziigen unterschiedlicher Wellenldngen
besteht. Die Groflen A und zx sind folglich komplementér. Was ist die gréfite Unsi-
cherheit?
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Habe unser Element Az die Lidnge L, dann ist die Zahl der darauf passenden
Wellenziige
L kL
N= A o2n
Da wir bei einer endlichen Linge die Wellenlénge A — und damit auch £ — nur mit
einer endlichen Sicherheit bestimmen kénnen, kénnten auch N + 1 Wellenziige einer
etwas kiirzeren Wellenldnge darauf passen:

(1.70.1)

k+ Ak)L
N+1= u, (1.70.2)
2m
was mit (1.70.1)
kL k+Ak)L  kL+2 k+ Ak)L
KL _ R+ ARL kL +2r _ (k+AK) (1.70.3)
2m 2m 2 2m
ergibt. Nach Auflosen folgt
o1 = LAk = AzAk, (1.71.1)

was die unterste Grenze der Unsicherheit darstellt, denn wenn N + 2 Wellenziige auf
unsere Linge Ax = L passen wiirden, wiirde ja gelten

dm = LAk = AzAk. (1.71.2)
Mithin sind Gln. (1.71) Spezialfille der Unbestimmtheitsbeziehung

AzAk > 2r. (1.72)

Fiir eine DE BROGLIEsche Materiewelle ergibt sich daraus einfach

AzAp > h, (1.73)

die die Bezeichnung Unbestimmtheitsrelation erhielt.

1.2.6 Wellenpaket einer Materiewelle

Eine DE BrROGLIEsche Welle eines freien Teilchens ist dadurch charakterisiert, dafl

2 h2 k2
E=hw=2—=
2m0 2m0

(1.74)

wozu oft noch die Ruheenergie moc? addiert wird, wodurch die Materiewelle eine
Dispersion, also eine w(k)-Abhéngigkeit, auch im Vakuum zeigt:
hk?
= —. 1.75
Y= e (1.75)
Da unsere Wellen nur einen um ein kleines Ak unterschiedlichen Wellenvektor aufwei-
sen sollen, d. h. Ak < k, konnen wir die Gleichung der ebenen Welle so umschreiben:
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ko+5~ .
(1) = / C(k)et=k) ;. (1.76)
k

Ak
0— %"

wobei ky = 2” die mittlere Wellenzahl der Gruppe ist. Wegen der Kleinheit von
Ak =k — ko konnen wir Gl. (1.76) nach k£ um die Stelle &y entwickeln und erhalten
mit k = ]{3() + (k? k’o)

w:wo+(j—:)o(k:—k0)+..., (1.77)

und wir wihlen die Amplituden C'(k) so aus, daf sie nur in diesem Intervall ko+'4Ak
verschieden von Null sind. Dann nimmt die Wellenfunktion folgende Form an:

+Ak
W, 1) = Clkg)eiot=kon) [ % o=[(5)t=w]ak g (1.78)
— Ak
Mit der Substitution
Ak dw
¢ Bk {x_ <_) t}, (1.79.1)
2 dk /,
also
dAEk dw
df=—|z—|— | ¢ 1.79.2
=l (3),1) 1792
wird
p 2
Y(x,t) = C(ky)e(wot—ko) — e de, (1.80.1)
$_(&)ot —ok

als bestimmtes Integral

e 5"
eS| _
D(z, 1) = O(ko)e ot—Fo) -l (1.80.2)
iz — (%))
ausgeschrieben mit der Definition von &:
i[z—(92) t|ak _ —ife—(92) t]Ak
—i(wot—kox € 0 € 0
Y(x,t) = C(ko)e(wot—hoz) o= (2.1 , (1.80.3)
dk /o
was mit der EULERschen Formel kiirzer
sin x— (L) ¢t] Ak
€r— (@)ot

wird.
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1.2.6.1 Die 6-Funktion. In dieser Formel tritt der Quotient
sin { [z — (‘é—‘,:)ot] Ak} _ sinax
r— (i_bl;})ot v

auf, dessen Eigenschaften wir fiir & — oo untersuchen. Nach der Regel von L’HOSPITAL
wird der Quotient fiir kleines x gegen a gehen,

(1.81)

sin o

lim =a — 00, (1.82)
z—0 €x
er wird also unendlich, und integrieren wir iiber dx von —oo bis +o0o mit der Substi-

tution ar = £ (Integral von DIRICHLET), erhalten wir

+oo o3 +00 3
/ R g = é/ SI0E e — . (1.83)

o T 00 5

Damit erfiillt der Ausdruck in der Gl. (1.81) alle Forderungen an eine §-Funktion, die
i. a. aus den orthonormierten Funktionen abgeleitet wird, mit denen eine Zerlegung
in die FOURIER-Reihe durchgefiihrt wird:

1 27n

Oz —a) =+ Y etEiE), (1.84)

n

Da das Argument des Sinus die kleine Grofle Ak enthélt, wird sich dieses als Funktion
von x und ¢ zwar nur langsam dndern, aber es ist nicht konstant in Zeit und Ort.
Betrachten wir den Bruch als die Amplitude C(x,t) einer nahezu monochromatischen
Welle und wgt — ko als ihre Phase, konnen wir dafiir

Y(x,t) = C(x,t)e(wot—ko) (1.85)
schreiben. Die Amplitude zeigt dabei die Abhéingigkeit

sin z

Ax

: (1.86)

1.2.6.2 Gruppengeschwindigkeit. Damit konnen wir das Maximum der Ampli-
tude, also den Schwerpunkt des Wellenpaketes, bei

x= (3—‘1:)075:0 (1.87)

identifizieren, woraus folgt, dafl sich der Schwerpunkt der Wellengruppe mit der kon-
stanten Geschwindigkeit

dx dw
Vgr = E == (@)0 (188)

bewegt. Legt man den Schwerpunkt des Wellenpaketes also zur Zeit ¢ = 0 auf das
erste Maximum, d. h. wenn nach Gl. (1.79.1) £ = %x auch = 0 und damit auch



20 1 Basics

1.0 Gruppengeschwindigkej
VE Y SR
0.5 ‘ _ix | |
ERPIN /HH\ AL
2 ool AN N
g‘ ' %/‘\j l / \ ; K/‘KM 7
-0.5|" nasengeschwindigkat ] : : Abb. 1.12. Die Form des aus
VS Ve~
‘ " \v v zwel monochromatischen Wel-
10 len bestehenden Wellenpake-

tes bei t = 0.

¢ = 0 sind, dann ist seine Ausbreitung nach Abb. 1.12 durch die Grenzen +7 gegeben,
wo die Amplitude zum erstenmal verschwindet, und damit ist der Bereich

IAE = AkAz ~ T, (1.89)

was wir im vorigen Abschnitt als wellentheoretisches Charakteristikum kennengelernt
hatten. Fiir eine DE BROGLIE-Welle folgt daraus

ApAx =~ h, (1.90)

die die Bezeichnung Unbestimmtheitsrelation erhielt. Fiir ein freies Teilchen ergibt
sich aus Gl. (1.75)

dw Ak  mgu
dk mg mo ! ( )

die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets einer DE BROGLIEschen Welle ist ge-
nauso grof3 wie die Geschwindigkeit des durch die Welle beschriebenen Teilchens:

Vgr = U, (192)

und damit beschreibt das Wellenpaket die Ausdehnung des Teilchens.

1.2.6.3 Kohirente Wellen. Wir sehen, daff die einhiillende Funktion vom Typ %
ist. Ist sie eine GAUSSsche Glockenkurve, bezeichnet man diesen Typ als kohérenten
Zustand oder kohdrente Wellenfunktion. Von allen moglichen Wellenpaketen weist
dieser Zustand die geringste Breite auf, also minimale Unschdrfe.
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1.3 Elementares aus der Elektrizitatslehre

1.3.1 Das Gesetz von Biot-Savart

Das Ziel ist, fiir den stationédren Zustand bei Kenntnis der elektrischen Groflen das
Magnetfeld H oder die magnetische Flufidichte B zu bestimmen. Gehen wir von der
dritten MAXWELL-Gleichung aus:

AVxB=LVVxH=j (1.93)
€0

Fiir die Auflésung dieser Gleichung machen wir einen Ansatz unter der Annahme,
daB sich der Vektor B = ugH als Rotation eines anderen Vektors A darstellen 1aft:

B=VxA, (1.94)
was mit Gl. (1.93)

V x [V x A] = poj (1.95.1)

ergibt und nach dem Entwicklungssatz weiter zu
V(V-A)~V?*A = upj (1.95.2)
fithrt. Da wir zur Darstellung von B nur die Rotation von A benotigen, kénnen wir

e zu A eine additive Konstante hinzufiigen, da sie bei der Ableitung herausfallt
und dariiber hinaus auch

e iiber die Divergenz von A noch frei verfiigen und nehmen sie in der Magneto-
statik zu Null an (sog. CouLOMB-Eichung):

V-A=0. (1.95.3)
Damit wird aus Gln. (1.95):

AA = —puj, (1.96)
was die vektorielle Analogie zur POISSON-Gleichung A®, = —p/ey darstellt. Die
Losung war fiir eine Raumladung p

1 pd3x
O, = . 1.97
: 4dmeg / T ( )

“The same equations have the same solutions.” Daher erhalten wir fiir das Vektorpo-
tential im Vakuum:

ad3 . d3
A=l 55 Az, 41, 21) = &/J(%’y%@) x) (1.98)
4m r 4m 712

woraus sich fiir die magnetische Flufldichte
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Ho jdzx
B ="V x 1.99

4m / r ( )
ergibt. Dabei erstreckt sich die Integration tiber das Volumenelement (2), in dem der
Stromfluf (2) stattfindet, wihrend die Bildung der Rotation an den Stellen des Raum-
es (1) stattfindet, an denen man die magnetische Fluidichte bzw. das magnetische
Feld berechnen will, also senkrecht zu 3 und um

T12 = \/(xl —22)? + (Y1 — y2)* + (21 — 22)?

vom stromdurchflossenen Element entfernt:

B(1)=V x A(1) = 20y « / 12 g2, (1.100)
Va

47 12

also folgt etwa fiir die z-Komponente

0 0
B,=—A, ——A 1.101.1
ayl 821 Y ( )
Ho 0 1 o0 1 } 5
B, = — e — — Jy=——| d°z(2), 1.101.2
47'(' 17 |:] (9y1 T12 .]y 821 T12 ( ) ( )
Ho Y1 — Y2 . Rl T R2 3
B, =— Jo e —] —] d’z(2), (1.101.3)
A Jy, [ 1 ol
was die z-Komponente des Kreuzprodukts
JXTi2  JXep
= (1.101.4)
1 1o
ist, insgesamt also
1
B=1 [jxv (—) &z, (1.102)
47 r
was einfach
Bt [IXT g, (1.103)
4T r3

ergibt: B und H stehen iiberall senkrecht auf r und j (Gesetz von BIOT und SAVART).
Im Prinzip lassen sich die Felder eines Drahts oder einer Spule aus den Beitrdgen der
Stromdichteelemente aufsummieren.
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1.4 Das erweiterte elektrische Feld

Wir wissen, dafl im statischen Fall sich das elektrische, wirbelfreie Feld als negativer
Gradient des (skalaren) Potentials ergibt:
E=-Vo, (1.104)
andererseits ist nach Gl. (1.93) B = V x A und damit
oB 0
ot ot
Damit kann das FARADAYsche Induktionsgesetz

[V x Al (1.105)

0B

E=—— 1.1
V x o (1.106)
geschrieben werden als
0A
E+—)=0 1.107
V x ( + 5 ) , ( )
und damit ist das elektrische Feld im dynamischen Fall
0A 0A
EFE=—=FE=-Vd— — 1.108
at Ve (1.108)

Der verschwindende Rotor in Gl. (1.107) kann also als Gradient eines skalaren Poten-
tials ® geschrieben werden.

1.5 Linearitit und Superpositionsprinzip

Die beiden Gleichungen fiir ein statisches Magnetfeld

J
goc?’

V x B =

(1.109)

V-B=0 (1.110)

sind beide linear in B und j, weshalb sie dem Superpositionsprinzip gehorchen. Die
allgemeine Losung einer derartigen DGI (im ersten Fall inhomogen, im zweiten Fall
homogen) gewinnt man ja durch die Summe aus homogener und einer speziellen
partikuldren Losung. Im einfachsten Fall einer homogenen DGI ist klar, dafl mit dem
System

a(z)y" +b(x)y + c(z)y =0 (1.111.1)

a(z)y" +b(x)y + c(x)y =0 (1.111.2)
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wir fiir die Losungen y; (x) und yo(z) durch Einsetzen in die Gleichungen (1.111) und
Summation der beiden Losungen in beliebigen Verhéltnissen auch wieder eine Losung
dieses Systems erhalten, also:

a(z)(y! +vy) +b(@) (v + v5) + c(x)(y1 + y2) = 0, (1.112.1)
aber auch
ar(2)y] + a2y + by (@) Yy + ba(x)yy + cr(2)y1 + c2(x)y2 = 0, (1.112.2)

was man als Linearkombination bezeichnet. Man kann also die Losung der DGIn aus
den Einzellosungen und anschliefende Addition erhalten. Dasselbe gilt, wenn auf der
rechten Seite von (1.111) nicht Null, sondern irgendwelche Funktionen f(x)

a(z)y” +b(x)y + c(z)y = fi(x) (1.113.1)

a(x)y” +b(x)y + c(z)y = falz) (1.113.2)
stehen. Statt (1.112) bekommen wir dann

a(z) (i + ya) + (@) (i +15) + c(@) (1 + 12) = fi(2) + fa(2), (1.114)

und die Losung y(z) ist demnach die Summe der Teillésungen

y(@) = yi(2) + y2(). (1.115)

1.6 Operationen mit Matrizen

Genauso, wie ein Operator aus einer Funktion eine andere macht, macht nun eine
Matrix aus einem Vektor einen anderen. Wir schreiben symbolhaft

Ba = b (1.116)

und meinen damit, dal die Komponenten des Vektors b, die b;, sich aus a mit den
Komponenten a; ergeben durch

j=1
Diese Matrix kann transponiert oder adjungiert werden durch die Operation

B}, = B;i, (1.118)
d. h. es werden die Zeilen gegen die Spalten vertauscht. Wenn die transponierte Matrix

die Eigenschaft hat, dafl
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B' =B, (1.119)

dann nennen wir die Matrix symmetrisch, wenn

B' = -B, (1.120)

dann ist sie antisymmetrisch. Wir kénnen jedes B in einen symmetrischen und in
einen antisymmetrischen Term aufspalten:

1 1
B = 5 (Bix + Byi) + 3 (Bix — Bui) (1.121)

Ein beliebter Anwendungsbereich sind Koordinatendrehungen. Dabei sind die a;;
die cos ¢;;, um die die einzelnen Vektoren gedreht werden. Diese Drehmatrix erfiillt
weiterhin die Bedingungen der Orthonormalitét fiir Zeilen und Spalten:

a,-kbjk == (5,'3' VAN aijbik == 5jk- (1122)
Machen wir die Drehung
b= Ba (1.123)
riickgdngig, dann muf} sein
a=B'b; (1.124)

und wir bezeichnen die zu B inverse Matrix B! als invers. Es ist klar, da8

BB '=1 (1.125)

ergeben mufl. Alle Drehmatrizen sind antisymmetrisch.

1.7 Aufgaben und Lésungen

1.7.1 Der harmonische Oszillator
1.7.1.1 Ungedidmpfte Schwingungen.

Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie die Eigenfrequenz eines mathematischen Federpendels
der Masse m = 0,5 kg und der Federkonstanten D = 6 N/m!

D
w=1/— =3,46sec”t = v =0,55sec” . (1)
m

Losung.
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Aufgabe 1.2 40 Schwingungen eines Federpendels dauern 20 sec. Die Masse der
Kugel betragt 250 g. Berechnen Sie die Federkonstante! Wie héngt die Amplitude
von der Schwingungsdauer ab?

Losung.

/D
w=4/—=D=0,250- (27 - 0,5)% = 2,47 kgsec”. (1)
m

Aufgabe 1.3 Wie dndert sich T, wenn man die Masse an derselben Feder verdoppelt

oder vervierfacht?
m 2-m
T, =27 31;»@:27“/ 5 L =21,

m [4-m
T1:27I' 31:>T2:2’/T Dlz\/ZT1:2T1.

Aufgabe 1.4 In einen Omnibus (Gewicht: 3000 kp) steigen 20 Fahrgiste mit einem
mittleren Gewicht von 75 kp ein. Hierdurch senkt sich die Karosse um 10 cm. Be-
rechnen Sie die Federkonstante. Wie grof§ ist die Schwingungsdauer des leeren und
des beladenen Wagens, wenn es sich um zur Léngsachse senkrechte Schwingungen
handelt?

Losung.

Losung.
o1 - 9,81

X
/m /3000
T1:27T 526,28 720,89sec;
/4500
T2:6,28' T:Llsec.

Aufgabe 1.5 Eine Schraubenfeder mit der Konstanten 10 N/m, an der eine Kugel
einer Masse von 20 kg héngt, wird um 5 cm aus der Ruhelage ausgelenkt. Nachdem
die Kugel mit einer Geschwindigkeit von 5 cm/sec angestoflen worden ist, wird das
System analysiert.

— 147150 N/m.

e Wie hoch ist die Anfangsenergie Figia?

e Wie hoch ist die Geschwindigkeit beim Durchgang durch die Ruhelage?
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e Was ist die maximale Auslenkung?

Losung.
1 N
Epor = §D:n2 =5-52-107* EmQ. (1)
Eoor = 12,5 mlJ. (2)
I 4. m?
Ein = 25 mJ. (4)
Etotal = 37, 5mJ. (5)
2 - Etotal 75 m
= =4/=—-1073—. 6
v \/ m 20 sec (6)
v="612 2, (7)
sec
2. Etotal 75 m
= =4/—-1073—. 8
. \/ D 10 sec (8)
x = 8,66 cm. 9)

Aufgabe 1.6 Feder als Katapult: Sie driicken eine Feder mit der Federkonstanten
100 N/m um 5 cm mit einem Massestiick (m = 25 g) zusammen und iiberlassen es
bei senkrechtem Abschufl nach oben seinem Schicksal. Wie hoch fliegt es und wann
ist der Scheitelpunkt der Flugkurve erreicht (Luftwiderstand sei vernachléssigbar!)?

Losung.

100-25-10* Nm~! m?

D =100N/m Az =5cm = Y%hDz? = Yomuvj = v = 55 10k . (1)
- 1UTT kg

vo = V100 - 10~ m/sec = 3,16 m/sec. (2)

T =" = 0,32sec. (3)
g
h=" _051m (4)
=50 =0.51m,
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oder auch:
mgh = pDz?, (5)
D 2
Dr=ma=a="2ANt=4]2 (6)
m a

Aufgabe 1.7 Ein mit Luft gefiillter Gasdruckstofiddmpfer wird von oben durch ein
Kolbengewicht auf 62,5 cm zusammengedriickt. Wenn die (isotherme) Kompressibi-
litét gleich dem inversen Gasdruck ist: mit welcher Frequenz schwingt der Kolben auf
und ab, wenn man ihn ansté8t und das System sich selbst {iberlaf3t?

Losung.
1AV 1 AV VAL "
vV Ap p  Ap p  mg/A
Al — A2L - AQi (2)

Aufgabe 1.8 Bestimmen Sie das Weg-Zeit-Gesetz der Schwingung eines Federpen-
dels nach folgenden Angaben: m = 1 kg, D = 400 N/m, r(t = 0) = 10 cm,
v(t =0) = 20cm/s.

Loésung.
wo = 20 Hz. (1)
r = Acoswt + Bsinwt A v = —Awsinwt + Bw cos wt. (2)
A=10cm, B =1cm. (3)

Aufgabe 1.9 Ein Parabelpotential ist fiir kleine Auslenkungen eine gute Naherung
fiir schwingfahige Systeme, die dann durch eine sog. harmonische Schwingung be-
schrieben werden konnen, bei der die riicktreibende Kraft proportional der Auslen-
kung ist. Zeigen Sie fiir diesen Fall, daf3
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e das Minimum kraftefrei ist und daf

e die Figenfrequenz sich aus der Ortsabhéngigkeit der potentiellen Energie be-
stimmen l&3t!

Losung. Wir entwickeln die potentielle Energie um das Minimum als Taylor-Reihe:

U(zo + Az) = U(xo) + (%)wxo(xo +Az) + % (

dQU)
— (o + Az)* 4 ..., (1)
dz? /.,

was fiir die Parabelndherung Null fiir die hoheren Ableitungen bedeutet. Der negative
Wert der ersten Ableitung ist die Kraft, sie ist also, da mit z¢ + Az multipliziert,
entgegengesetzt gerichtet zur Auslenkung und proportional zur stirksten Anderung
des Potentials (Definition des Gradienten):

Fe- (%) (20 + Ax) = —D(z0 + Ax) = mi )

Speziell im Minimum wird die erste Ableitung Null, damit erfolgt der Durchgang
durch das Minimum kréftefrei, und die zweite ist fiir ein Minimum grofler Null und
beschreibt die Kritmmung der U(z)-Kurve. Aus (1) folgt mit der Nebenbedingung fiir
das Extremum die quadratische Abstandsabhéngigkeit der Energie (x = xy + Ax)

Uz) — Ul(xg) = % (%)mox? (3)

Aus (2) folgt die Schwingungsgleichung

D
mi+Dr=0=2+—x=0, (4)
m
woraus sich erstens die Energieerhaltung

dv dz B 1 o, 1 2\ _
manLDx—mvdijDxdx—de(U)+2Dd($)_0 (5)

ergibt. Vergleich mit (3) zeigt auflerdem, dafl

(3)... =" ®

Zweitens folgt aus (4) die Eigenfrequenz des Systems zu

wo =1/ 2. (7)

m

die somit von der Kriimmung der (U(z)-Kurve abhéngt.
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1.7.1.2 Gedampfte Schwingungen.

Aufgabe 1.10 Eine geddmpfte Schwingung hat zu Beginn eine Dauer von 1,000 sec.
Thre Amplitude ist nach 5 Perioden auf 1/e abgefallen. Bestimmen Sie das logarithmi-
sche Dekrement! Zeichnen Sie grob den Schwingungsverlauf iiber drei Perioden. Wie
verdndert sich die Frequenz?

Losung.
-1 _ 5k 1
e =" =2 A=—-1=0,2 (1)
A 2
T =T\ 1+ (—) = 1, 0005 sec. (2)
2m
w A wp. (3)

Aufgabe 1.11 Zeigen Sie mittels der Gleichungen fiir die Eigenfrequenz (1) und die
Auslenkung (2) (wi = % und § = ;=)

w =10 &+ {/wi — 2. (1)
Y = by exp[—0t] exp {:I:i\/wg - 5275} : (2)

analytisch und graphisch die Félle fiir die geddmpfte Schwingung, den Kriechfall und
den aperiodischen Grenzfall!

Aufgabe 1.12 Ist das Abklinggesetz

U=t (1)
allgemeingiiltig oder héngt es von der speziellen Art der Dampfung ab? Erklaren Sie
dazu zuniichst den Ansatz mit der Reibungskraft R = —rv = —rv! und beschreiben

Sie den Einflufl ihrer Leistung auf die Schwingungsenergie! Wie nimmt die Amplitude
bei CouLoMBscher Reibung (Démpfung mit R = —rv?) ab?

Losung. Durch die Reibungskraft R = —rv und ihre Leistung

P=E=Rv=—rv’ (2)
verringert sich die Schwingungsenergie 'omuv? entsprechend
dE
i mut = —rv® = 0 = —%v. (3)

Ist etwa der Exponent im Ansatz fiir die Reibungskraft Null, nimmt die Amplitude
nicht exponentiell, sondern linear ab.



1.7 Aufgaben und Liosungen 31

Aufgabe 1.13 Bei einer Schwingung ging die Amplitude nach 5 Perioden auf die
Halfte zuriick. Wie grof§ ist das Dampfungsverhéltnis?

Losung. Da der Quotient zweier aufeinanderfolgender Amplituden konstant ist, gilt

v\ _ (¢@)Y s 055 — 08T A — Ink — —
(¢(1)>_(¢(1)) P =0,5=k=0,5 0,87;A=Ink=—0,14. (1)

1.7.1.3 Erzwungene Schwingungen.

Aufgabe 1.14 Ein schwach gedampftes, schwingungsfihiges System soll mit einer
periodisch wirkenden &ufleren Kraft so angeregt werden, dafl die Schwingungsam-
plitude g erreicht wird. Bestimmen Sie die dazu notwendige momentane und die
mittlere Leistung!

Losung.
Bewegungsgleichung fiir eine erzwungene, geddmpfte Schwingung:

D F, .
Pt @+~ — 2 et =, (1)
m m m

die die stationdre Losung

v = Fy cos(wt — a)
VM (wf — w?) + riw?
hat, wobei der Phasenwinkel

rw
= arctan —————~. 3
a = arctan (@R — ) (3)

ist. Da mit der Resonanzfrequenz angeregt werden soll, ist

F
a=90°=Yr = ¢ = % ginwt = o sin wt. (4)
rWo

Die momentane Leistung ist

d
P=F.-c= Fd—f = wgrh? cos® wi. (5)

Die mittlere Leistung ist das Zeitintegral

?—1/Tpdt— L (6)
T 2w



32 1 Basics

Aufgabe 1.15 Die Losung der DGI (1)

D F, .
it —@+ —x— 2ot = (), (1)
m m m

ist recht kompliziert (wg = /D/m):

D F .
2y D 22 S0 e, (2.1)
m m  Yom
Fy .
m (wg — w?) + riw = “Oeie, (2.2)

0

Man kann aber drei unterschiedliche Naherungen betrachten: niedrige Frequenzen
(Auslenkung und (periodische) Anschubkraft sind in Phase: quasistatischer Bereich),
hohe Frequenzen (Trégheit dominiert, Auslenkung und Kraft sind um 7 phasenver-
schoben: quasifreier Fall), Resonanzfall (Auslenkung und Kraft sind um !4m pha-
senverschoben). Beschreiben Sie diese Grenzfille mittels der Gln. (2), indem Sie die
jeweils kleinsten Terme gegeniiber den anderen vernachléssigen!

Losung.

1. w K \/g Nw K %: Die Riickstellkraft D bestimmt das Geschehen. Damit
vereinfacht sich die DGI (1) zu

Fy .
= et (3)

=D

e keine Phasendifferenz zwischen Erreger (F) und System (z), weil Masse
und Auslenkung, damit auch Geschwindigkeit und Beschleunigung, klein
sind (quasistatischer Bereich).

e Leistungs- bzw. Energieaufnahme:

2T 2T d
E=| F.vdt= | F-“Zat=03 (4)

2. w> \/% Aw > L: Das Triigheitsglied (o< mw?) bestimmt das Geschehen:

Fy
mw?

elwt, (5)

mi = Fye“' = o= —

e Beschleunigung und Kraft sind in Phase, also héngt die Auslenkung um
180° hinterher (umgekehrtes Vorzeichen zwischen Kraft und Auslenkung:
quasifreier Bereich).

e Leistungs- und Energieaufnahme sind wieder Null.

3Das Integral aus einer geraden und einer ungeraden Funktion ist immer Null.
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3. Reibungskraft und Erregerkraft sind etwa gleich (Resonanzfall):

w= /2. (6)

m

e Phasendifferenz zwischen Geschwindigkeit und Erregerkraft: /.
e = Das System nimmt sténdig Energie auf.

e Amplitude ist
Fo

7”\/E
m

Aus dieser Gleichung ist erneut ersichtlich, daf§ die Dadmpfung zur Bestimmung der
Amplitude immer angegeben werden muf3.

Yo = (7)

1.7.2 Wellen
Aufgabe 1.16 Wie grof ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Querwelle in einer

(a’-Saite (440 Hz) der Lange 32,5 cm? Wie grofi muf§ die Spannkraft sein, wenn eine
Saite von ', m Linge 1,6 g wiegt?

Losung.

:—/\)\—2L2>U——:>c—065 440 = 286 m/sec. (1)

_ljr ()
2L AmAL 2V mL’

F=2u)?* m-1=4-4,40%-10*-1,04-107%-32,5- 102 sec *kgm = 262 N. (3)

Aufgabe 1.17 Ein hochelastischer Gummifaden wird durch die Kraft 60 p auf die
Lange von 40 cm gedehnt. Dann wird er angezupft und man hort den Ton Gy = 47
Hz. Welche Masse hat der Faden? Die Kraft F, = 120 p dehnt ihn auf 80 cm. Welchen
Ton hért man nun?

Losung. Wir beginnen mit Gl. (2.24), in der der Zusammenhang zwischen der Fre-
quenz, der Spannkraft, der Dichte und dem Querschnitt der Saite dargestellt wird:

1 Fy

— ) —. 1
2L, \ Aip 1)

vy =

AuBlerdem ist
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m m
P=V = UL (2)
Eingesetzt in Gl. (2.24)
1 [FL 1 [F -
otV T 2V

Damit ergibt sich fiir m:

_F  60-9,81-107° kgmsec?
T WAL T 44740 102 msec 2
Wird die Lange des Gummis durch eine doppelt so grofie Kraft verdoppelt, hal-
biert sich die Flache, womit fiir v

1 2F, 1 | 2R )
v = 4. L1 1/2Ap N 2L 1/214,0

wird, also unveréndert. Fiir den tatséchlich vorliegenden Fall einer sehr viel geringe-
ren Abhéngigkeit sowohl von Lénge wie von Querschnittsfliche von der Spannkraft
bekommen wir die beobachteten Effekte (starke Zunahme der Tonhohe bei hoherer
Spannkraft ... ).

=0,167g. (4)

Aufgabe 1.18 Was verstehen Sie unter einem Klang im Gegensatz zu einem Ton
und einem Gerausch?

Losung. Der Klang eines Tons besteht aus dem Grundton (der Grundschwingung)
und einer fiir den jeweiligen Schallerzeuger charakteristischen Uberlagerung von
Obertonen (im einfachsten Fall hoheren Harmonischen). Daher ist der Klang eines
jeden Instruments bei gleichem Grundton unterschiedlich.

Aufgabe 1.19 Aus dem iibereinandergelegten Bild der Propagation einer Querwelle
auf einer Saite mit der Frequenz von 440 Hz mit mehreren Momentaufnahmen sollen
ermittelt werden (Abb. 1.11):

e die Amplitude in Kasteneinheiten (1 Késtchen = 1 c¢m),

die Wellenldnge in Kasteneinheiten (1 Késtchen = 1 c¢m),

die Phasengeschwindigkeit,

die Wellenfunktionen fiir die Auslenkung und die Schnelle.

Wenn die Massenbelegung der Saite 2 g/m betrigt, wie hoch ist dann die Kraft,
mit der die Saite eingespannt ist (allgemeiner Fall und Fall fir 50 ¢cm)?

o =2y, A\ =1cm = k = 6,28/cm. (1)
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Periode

Abb. 1.13. Zur Phase und Propagation einer Welle.
S
c=v\= ;= 440 cm/sec.
. T
Y(x,t) = 1ysin (27r <X — yt)) )

() = 1hpw cos (27 (; - Vt)> .

ot
1/ F m
vo=3 EZ:F:@@M:AﬁZﬁ.

Allgemeiner Fall:

F=4yiLm = 774,4-10° - 2-107% - L? sec *kg/mm” :
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d. h.: bei doppelter Léange ist die Eigenfrequenz bei gleicher Spannkraft nur mehr halb
so hoch. Spezieller Fall:

1
F:41/§Lm:774,4-103-2-5-10_3N:774,5N. (7)

1.7.3 Biot-Savartsches Gesetz

Aufgabe 1.20 Bestimmen Sie das Magnetfeld eines rotierenden Elektrons im Kreis-
mittelpunkt mittels des BIoOT-SAVARTschen Gesetzes!

Losung.
ds Abb.1.14. Vom Elektron
r auf dem Radius p umkreiste
N Flache. ds steht senkrecht
) auf p und r. Im Falle der
P o Untersuchung des Mittel-

punkts der Kreisfliche ist
zusétzlich p = r.

Das B10T-SAVARTsche Gesetz lautet

1 dlxr
dH = —1 1
Agp™ 3 7 (1)
wobei H | x7r und 7 X s stehen, und
sina:/—),ﬁ:900—az>cosﬁ:/—). (2)
r r

Wir bendtigen nur die z-Komponente, denn in den anderen Richtungen ergénzen sich
alle Magnetfeldkomponenten zu Null:

I ds 1 p [*
dH:EFTSIHQjH:Eﬁ ;

ds. (3)

Somit erhalten wir fiir das Magnetfeld eines rotierenden Elektrons im Ursprung (wg.
r=p):

10 I
SN - (4)

H
273 2r
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ds

p 3

p & Abb.1.15. Vom Strom
I durchflossene Spulenwin-
dung des Durchmessers p.

Aufgabe 1.21 Bestimmen Sie das Magnetfeld an einer beliebigen Stelle einer ,lan-
gen“ Spule (Ldnge L mit N Windungen und dem Radius p) mit Hilfe des BioT-
SAVARTschen Gesetzes!

Losung.
Das B10T-SAVARTsche Gesetz lautet

1 dlxr
dH = —1 1
An- 3 (1)
wobei H L xr und r x s stehen, und
sina:£,6:90°—a:>cosﬁ:£. (2)
r r

Wir benétigen nur die z-Komponente, denn in den anderen Richtungen ergénzen sich
alle Magnetfeldkomponenten zu Null:

L p

Id
dH = =S cosf= H =
4 r3

4 r?

[ 2
s=2mpArt=a*+p =r=p %—i—l (4)

erhalten wir fiir das Magnetfeld einer Wicklung, z. B. an der Stelle X in der Mitte
der Spule:

ds. (3)

Mit

3
Ip? 1 1
Helam=(——— ) (5)
2r 2 P 1—|-x2/p2

Das Gesamtfeld der Spule ist nun aus den einzelnen Beitrdgen der Windungen zu-
sammengesetzt, die in der Dichte

N
T (6)

iiber die Lénge dz gleichméfig verteilt sind:
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ag-t(_—_r
2 L+ 22/p?

X+L/2
- I'N
p

2L Jx 1

I'N
H

X

2L p /11

U N

3
dx
L+a?/p? )

X+L/2

X—L/2

X - %L

IN X +1
H=-— - 1L
2L

Daraus ergeben sich die Grenzfille fiir

e das Innere einer langen, engen Spule (‘AL > X, 'L0L > p):

H

NI
==

VP (X +HLE P+ (X — L)

e das Ende einer langen, engen Spule (X ='AL, L > p):

H

NI
oL

) |

1 Basics

(7)

(10)

(11)

(12)



2 Dipole

Im ersten Teil werden wir uns mit dem statischen Dipol beschéftigen und die
Ahnlichkeit der Feldverteilung mit den winkelabhéngigen Atombahnfunktio-
nen erkennen. Dabei wird mit der cartesischen Multipolentwicklung gearbei-
tet. Im zweiten Teil geht es um die Abstrahlung elektromagnetischer Strah-
lung von bewegten Ladungen, die unvereinbar sind mit einem dynamischen
Atommodell nach RUTHERFORD. Weiterhin 16sen wir noch die Gleichung fiir
die PLANCKsche Strahlungsdémpfungskraft, die fiir die urspriingliche Her-
leitung des Schwarzen Strahlers erforderlich ist und auch in der Theorie
des Lasers bei der Absolutbestimmung der EINSTEINschen Koeffizienten ei-
ne wichtige Rolle spielt. Schliellich werden das Nah- und das Fernfeld eines
strahlenden Dipols untersucht.

2.1 Dipolpotential

Unter Verwendung der aus der Elektrostatik bekannten Gleichungen

o)=Y L (2.1)

47T€0 1y

bzw. fiir eine Ladungsdichte

D(ry) = ! /p(2)dv2 (2.2)

47T€0 T12

wird fiir zwei Ladungen +@) und —(@), die um d voneinander getrennt sind, das Po-
tential an der Stelle (z,y, 2z) (Abb. 2.1):

1 +Q —Q

P(x,y, 2z) =
S e |V thaP e T VEr P TRy

(2.3)

Dieser Fall eines Ladungsensembles ist wichtig fiir das Potential zweier gegensétz-
licher Ladungen, die um einen Abstand getrennt sind, der klein ist gegen die Entfer-
nung, an der das Potential bestimmt wird. Man spricht von einem Dipol, z. B. Wasser
oder Ammoniak, aber auch der HERTZsche Dipol, der zur Abstrahlung von Rund-
funkwellen benutzt wird.

39
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Abb.2.1. Das elektrische
T~ Feld an der Stelle P(z,y,2)
“U/y\ eines weit entfernten Dipols
" X , der aus zwei Ladungen
\ +eg und —eg im Abstand d
besteht.

2.1.1 Approximatives Dipolpotential

Fiir den Fall, da3 die beiden Ladungen immer ndher aneinanderriicken, so daf§ d —
0, l16schen die Ladungen sich aus, und das Potential verschwindet. Fiir sehr kleine
Abstéande (r > d) allerdings kann man Gl. (2.3) entwickeln, wobei wir zunéchst von
einer Binomial-Entwicklung Gebrauch machen und Glieder héherer Ordnung in A

vernachléssigen:
2\ 2
<z — 5) ~ 22— zd. (2.4)

Wegen der Kugelgleichung

r? =z% 4y + 22 (2.5)
wird
d2+2+2 2 g—p2 (1% (2.6)
Z— = T ~r°—zd=r - — )
2 y /]"2 )
und damit wird fiir die Formel
1 1 1 1
= (2.7.1)

VG- (P 2+ 9 PL-Gdj?)] T/ (djr)

die nach erneuter Entwicklung von 1/v/1+z ~ 1 — s

1 1zd
14+ =— 2.7.2
r( +2r2) (2.7.2)

ergibt. Entsprechend fiir die andere Hilfte der Gl. (2.3)

1 1 1zd
Vet (hdE+a2+2 7 (1 - 572) (2.7.3)

ergibt. Damit ergibt sich als Summe fiir das skalare Potential eines Dipols
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1 =z

das Potential eines Dipols ist proportional dem Produkt aus Ladung und Abstand,
dem Dipolmoment u = QQd. Beachten wir noch, dafl

z =rcosb, (2.9)

wobei 6 der Winkel zwischen der Dipolachse und dem Radiusvektor zum Punkt
(x,y, z) ist, konnen wir Gl. (2.8) schreiben als

1 pcost

P(z,y,z) (2.10)

- drey 12
Das Potential eines Dipols fillt mit 1/r? von der Dipolachse ab, das elektrische Feld
folglich mit 1/r3. Gl. (2.9) eréffnet uns noch den Weg einer besonders eleganten,
vektoriellen Schreibweise fiir das Potential des Dipols, ist doch

Abb. 2.2. Der Dipol in vekto-
rieller Schreibweise.

peost =p-e, (2.11)

mit e, dem Einheitsvektor des Radiusvektors, wenn der Punkt (x,y, z) durch = cha-
rakterisiert wird. Damit erhalten wir fiir das Potential eines Dipols (Abb. 2.2):

1 p-e, 1 pw-r
@ pg g
(r) ey 12 dmey 137

(2.12.1)

eine Formel, die fiir jede beliebige Orientierung der Dipolachse zum Radiusvektor gilt.
Danach ist das Potential auf der Symmetrieebene des Dipols Null, nicht aber das Feld
E (Abb. 2.3).

Da wegen V% = —T% gilt, kann man fiir das Potential eines Dipols auch
1 1 1 €o
Or) = — V(-)=d - (22) = —a- 2.12.2
(r) 47T€0“ v (7“) 47r50V r Velr) ( )

schreiben: Das Potential eines Dipols ist der Gradient des Potentials einer Punktla-
dung, ¢(r), skalar multipliziert mit dem Abstand der beiden den Dipol konstituieren-
den Teilladungen, was eine Manifestation des Superpositionsprinzips ist.
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Abb. 2.3. Elektrischer Dipol:
Aquipotentialflichen, aus de-
nen der elektrische Feldstér-
kevektor als Fldchennormale
(Gradient) entsteht. Die Feld-
linien beginnen auf den Ober-
flachen der positiven Ladun-
gen und enden auf denen der
negativen, so dafl das Potential
auf der Dipolachse Null wird.

Linien des
elektrischen Feldes

2.1.2 Das elektrische Feld eines Dipols

ermitteln wir komponentenweise aus Gl. (2.8) (z||x) unter Beachtung von r* = (2 +

3
y? + 2%) /2 und r = Va2 +y? + 22, so daB

0 [z 73 —3fzr2z
oo \3) T T 6 2.13.1
0z (7“3) 76 ’ ( )
0 [z —3zr2x
o \3)— 2.13.2
ox (7”3) 206 7 ( )
0 (= —3212y
a \3) = 2.13.3
8y (7‘3> 206 ( )
woraus mit (2.8)
0z Ameg 0z \r3 Aey 13 r2 Areq 3
(2.14.1)
wird, sowie
po 3zx o 3zy
Bp= ——NEy=_——, 2.14.2
dreg 10 Y dmey 10 ( )

die zusammengefait eine Komponente ergeben, die senkrecht zur z-Achse (und da-
mit zur Dipolachse) in der zy-Ebene orientiert ist, und die daher die transversale
Komponente genannt wird (Abb. 2.4):

3 3cos sin
Bi=\B2+E2= L2 e 4:&: CoRvSIMY. (2.14.3)
0

deg 1P r3

da

2
\/372+y2:\/7’2—22:7“ 1—Z—2:r\/1—cos29:rsin9. (2.15)
r
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/ Abb. 2.4. Elektrischer Dipol.
Eingezeichnet sind F) und £ .

Fiir 6 = 0° und 6 = 90° ist nach der Gl. (2.14.3) die transversale Komponente
Null; das Feld besteht hier nur aus einer axialen Komponente, wobei das Feld fiir
6 = 0° doppelt so groB und entgegengesetzt dem Feld bei § = 90° gerichtet ist. Der
Gesamtbetrag der elektrischen Feldstérke ergibt sich zu

|E| =+/E2+ E? = —E\/3cos20 + 1. (2.16)
z L dreyr3

Die Komponenten F, und Ej finden wir durch Ableitung der Potentialgleichung (2.10)

zut

_0%(r,0) 1 2pucosd

E, = - , 92.17.1
or dreqg 13 ( )
10®(r,0) 1 psind

Ey=—- =— ) 2.17.2

o r 00 dreg 13 (2.17.2)

Eine sehr viel elegantere Ableitung ergibt sich direkt aus Gl. (2.12.1) mit der Pro-
duktregel zu

1 1 1
E=-Vo(r)=—|—= . . — . 2.18.1
Vo(r) o <r3Vu T+ @ rVT3> (2.18.1)
Ausdifferenzieren ergibt z. B. fiir den ersten Term der Summe
V( r)—g( T) = [zt (2.18.2)
I = gp Wel) = Hal, Ao.

also fiir drei (kartesische) Komponenten:

V(p-r) = pi+ pj + pk = p, (2.18.3)

wéahrend der zweite Term, z. B. in z-Richtung, ergibt:

'In Polarkoordinaten ist die Ableitung

0,0 _0 10
or Oy Oor rob



44 2 Dipole

1
a1 — or

et e (2.18.4)
or 1 2x )
or §w/x2+y2+z227 (2185)
oder
or 12x,
so daf} insgesamt sich fiir die z-Komponente
0 1 3 .
und fiir die drei Komponenten sich entsprechend
1 3
Vﬁ =-3" (2.18.8)

ergeben. Damit folgt fiir das elektrische Feld

B! (3(“'r)r—u>. (2.19)

deor3 72

Diese einzelnen Komponenten sind in den Polarkoordinatendarstellungen des
Abb. 2.5 explizit dargestellt.

2.1.3 Zusammenfassung

Das Potential eines Feldes mit verschwindender Gesamtladung ist in grofien Entfer-
nungen dem Quadrat und die Feldstérke der dritten Potenz der Entfernung umgekehrt
proportional. Es besitzt Axialsymmetrie um die Achse d, die auch die z-Achse des
Koordinatensystems darstellt.

2.2 Multipolentwicklung

Natiirlich ist die Entwicklung des Potentials fiir » — 0 wegen der auftretenden Sin-
gularitdt besonders interessant. Dabei mufl beachtet werden, dafl der Ort =, an dem
das Potential tatséchlich bestimmt wird, von dem Ort der Erzeugung des Potentials,
namlich der Ladungsverteilung, die durch einzelne Momente ¢ an den Orten m Ort
r; erzeugt wird, verschieden ist.

Man unterscheidet zwei unterschiedliche Entwicklungen, nédmlich die cartesische
und die sphdrische Multipolentwicklung, die im Abschn. 7.2 behandelt wird.

Die Funktion ® = ®(x,y, z) lautet

1l & Q
O(r) = 4mo; -~ (2.20)
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90

- Esenkrechl

150 E ’ ) ‘:,:“";‘7 “""’"—,7“ Lo » 14 150

-1180

“1fi80H

210 j"‘u: ) . ”:‘,m’; 210 o

270

2
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2.0
1.5
1.04
0.5
0.0180
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2 2 112
+
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Abb. 2.5. Oben: Die Komponenten der Feldstérke eines Dipols. Fiir § = 0° (Sender und
Empfinger stehen parallel) und 6 = 90° (Sender und Empfinger stehen senkrecht zueinan-
der) ist nach Gl. (2.14.3) die transversale Komponente Null; das Feld besteht hier nur aus
einer axialen Komponente (lks.), wobei das Feld fiir § = 0° doppelt so grofl und entgegenge-
setzt dem Feld bei 6 = 90° gerichtet ist; re.o.: das transversale Feld. M. Lks.: Das Quadrat
der Komponente der axialen Feldstérke, M.re.: das Quadrat der transversalen Komponente.
Unten die fiir die vom Dipol abgestrahlte Energie wichtige gesamte Feldstéirke, berechnet
nach Gl. (2.16).

und wird in eine TAYLOR-Reihe entwickelt, deren erste beide Ordnungen lauten:

(r) = 47T60{z‘z|7“| ZQ’&C( ) ZQzé’y(lrl)yz ZQZ@Z (|’°|> }

- (2.21)
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Sehen wir uns das erste Glied an:

1 n
. E;Q (2.21)

stellen wir fest, daf} es fiir eine neutrale Molekel, aber auch fiir ein Ensemble von La-
dungen, die sich gegenseitig kompensieren, verschwindet. Fiir eine Uberschufladung,
also einen Monopol, fillt das Potential mit 1/r ab. In grofler Entfernung wirkt jede
Ladungsverteilung wie eine Punktladung. Die nichsten drei, die die erste Ableitung
enthalten, lauten

~0.9 (1 ~ 9 (1 "0 (1
N ;Q’H_x (;) T ;Qla_y <;> Yi ;Qig (;) %, (2.22.1)
was

%{xZQixi"f'yZQiyi‘f'ZZQizi} (2.22.2)
i=1 i=1 i=1

ergibt. Das sind die Dipolmomente. Die nichste Ndherung umfaflt die Quadrupolmo-
mente

lzn:Q. L (1Y, (2.23)
2”. ”xlyZaXZ@Y; . )

mit @;; dem Tensor des Quadrupolmoments. Dabei sind die z;,y; die Komponenten
des Vektors r;, die X;,Y; aber die Komponenten des Vektors 7.

2.3 Abstrahlung von bewegten Ladungen

2.3.1 Intensitit des Strahlungsfeldes in groflen Entfernungen

Es soll das Feld, das durch ein Ensemble bewegter Ladungen in Entfernungen er-
zeugt wird, die grofl im Verhéltnis zu dessen Ausdehnung sind, bestimmt werden. Aus
Griinden der Rationalitéit und der Asthetik wird in diesem Abschnitt das GAuUsssche
System verwendet.? Im speziellen betrachten wir einen Aufpunkt P, seinen Radius-
vektor vom Ursprung mit R = Rn, der Radiusvektor des Ensembles de = pd3r sei 7,
und der von der Ladungsverteilung zum Aufpunkt P gerichtete Vektor sei &, dann
ist (Abb. 2.6)

’In diesem System haben E und H dieselbe Einheit und lassen sich durch die LORENTZ-
Transformation elegant ineinander {iberfithren. Die relativistische Struktur der Elektrodynamik
kommt dariiber hinaus durch die 1/c-Faktoren besser zum Ausdruck. So ist der Zusammenhang
zwischen H und B durch B = £ gegeben. Die Einheit der magnetischen FluBdichte ist [B] 1
G(auss), was 107*T im SI-System sind; die Einheit der magnetischen Feldstirke aber [H] = 1 Oe
= 1900 A/m ~ 80A/m.
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A a,

a, Abb. 2.6. Zur Nomenklatur eines La-
dungsensembles, das um den Abstand
x vom Aufpunkt P entfernt ist.

r=R-—r (2.24)

und fiir groffe Entfernungen vom Ensemble (R > r) gilt dann ndherungsweise

r=|R—-r|=~=R—7r-n (2.25)

mit r-n der Projektion des Vektors r auf den Vektor R. Damit ist bei einer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ das Potential der Ladungsverteilung mit dem Radiusvektor r
am Aufpunkt P mit dem R zur Zeit t

1
t=t'+ =t 4+~ (R—r-n) (2.26)
C C

angekommen, oder umgekehrt: Die Ladungsverteilung zur Zeit ¢’ am Punkt 7 be-
stimmt das Potential am Punkt P zum spéteren Zeitpunkt ¢. Damit ergeben sich die
beiden Potentialgleichungen zu

1

b= / Doty AV, (2.27.1)
e

A= / Gty V. (2.27.2)

Die Ausbreitung des Feldes erfolgt in hinreichend grofem Abstand vom Ensemble
der Ladungstriger durch ebene Wellen (sog. Fernzone), in der zusétzlich auch die
Lénge der vom Ensemble abgestrahlten (Kugel-)Welle klein gegen die Entfernung
zwischen Ladungstragerensemble und Aufpunkt sein muf:

kx > 2w (2.28)
mit £ dem Wellenvektor oder skalar der Wellenzahl
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2w 2
k=—Vk=— 2.2
3 v L (2.29)
wobei n der zum Wellenvektor parallele Einheitsvektor ist. — In einer ebenen Welle

sind iibrigens die beiden Vektoren E und H betragsmifig gleich groff und stehen
senkrecht aufeinander, so daf3

E
H:Exn/\]B|:u. (2.30)
c
Wir erinnern uns, dafl die CouLoMB-Eichung
V-A=0 (2.31)

fiir quellenfreie Felder Anwendung findet, wenn das betrachtete Volumenelement also
frei von Ladungen ist, und dafl sich die beiden Felder errechnen lassen nach

10A
H-VxANE-_194 (2.32)
c Ot
Daraus ergibt sich sofort mit Gl. (2.30)
0A

mit n dem Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung. Fiir die x-Achse des (eindimen-
sionalen) Nabla-Operators mufl im Prinzip die retardierte Zeit aus Gl. (2.26) Beriick-
sichtigung finden. Andert sich aber die Ladungsverteilung mit dem Durchmesser d
wihrend des Zeitraums T = £ (r - n) jedoch nur geringfiigig (Abb. 2.6), kann man
diesen Term vernachléssigen. Dazu muf} offenbar sein:

d<r-n (2.34.1)

oder

1 d
T==(r-n)>-. (2.34.2)
C C

Wir bemerken, daf§ das Produkt aus ¢ und 7' die Wellenléinge der vom System aus-
gesandten Strahlung ist (£ = A), so daf8 (2.34.2) auch in die Form

A d (2.35)

gekleidet werden kann: Der Durchmesser der Ladungsverteilung muf3 klein gegen die
Lénge der abgestrahlten Wellen sein. Aus Gl. (2.34.2) geht noch hervor, dafl die
Geschwindigkeit, mit der eine Anderung der Ladungsverteilung erfolgt, klein sein
muf} gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit c:

d d
T> - — 2.36
>-=e> (2.36)

Damit wird aus Gl. (2.27.2)
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1
A:_ ./d 2
i [ (237)

weil wegen r-n < 1 die Zeit ¢’ = ¢ — £ (R — 7 - m) nicht mehr von der von der Integra-
tionsvariablen abhéngt. Mit der Beziehung j = pv und iibergehend zu Punktladungen
konnen wir schreiben:

1
A= R Z €oVi; (2.38)

i
wobei alle Groflen auf der rechten Seite zur Zeit ¢’ zu nehmen sind, um das Potential

A zur Zeit t am Ort x zu ermitteln. In der Summe ist das sich dndernde Dipolmoment
enthalten:

Zeovi = %Z €oL; — [,l, (239)

mit g dem Dipolmoment des Gesamtsystems. Damit folgt fiir das Magnetfeld mit
(2.30) + (2.33):

1 .
Bei Vernachlassigung hoherer Momente ist folglich die Intensitdt der Abstrahlung
durch die zweiten Ableitung des Dipolmomentes

=" eod;, (2.41)

nach der Zeit gegeben: Ladungen strahlen, wenn sie sich beschleunigt bewegen.
Gleichformig bewegte Ladungen strahlen nicht, was auch aus dem Inertialprinzip
hervorgeht. Eine gleichféormig bewegte Ladung ist danach von einer ruhenden nicht
zu unterscheiden; eine ruhende Ladung strahlt aber nicht.

Der Energietransport einer ebenen Welle ist durch den POYTING-Vektor gegeben:

C
=—FExH 2.42
S=CEBxH (242)

in Einheiten von Energie pro in der Zeiteinheit durchstrahltes Flachenelement do, das
in Kugelkoordinaten

do = 27 R? sin 6dd (2.43)
lautet. Die abgegebene Leistung ist folglich

P=S-do (2.44)

mit dem auf der Oberfliche o senkrecht stehenden Normalenvektorelement. Mit den
Gln. (2.33), (2.38) und (2.39) wird fiir die beiden Feldvektoren:

H=—jixn, (2.45.1)
C
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1 .
E= i (2.45.2)
und damit fiir d/:
1 [1\°,. b
= 3 - [t X n)*R*sin¥27dd) : (2.46)
mC

mit ¥ dem Winkel zwischen den Vektoren fx und m: Der Dipol strahlt also nicht in
Richtung des Dipols (0 = 0) ab. Wir erhalten fiir die Intensitit selbst

4ded

I 1 T
I :/ dI = / j1? sin? 9 sin 927 dd; (2.47)
0 0
mit dem Integral
" i3 1 3 .9|m 4
sin® ¥d) = — cos ¥ + 5 cos” | = 3 (2.48)
0

bekommen wir fiir die Intensitéit (= abgestrahlte Leistung)

2

I= @,ﬁ, (2.49)
was mit der im SI- System erhaltenen Formel
.,
I= 67r6003u , (2.50)

genau iibereinstimmt, da gg = 1/47.

Wir ersehen daraus, dal nach der klassischen Theorie ein atomares Planetensy-
stem instabil sein muf}, da das sich beschleunigt bewegende Elektron, gleichgiiltig,
ob es sich um eine (kreisformige) Umlaufbahn noch eine Pendeltrajektorie handeln
wiirde, Energie abstrahlen wiirde.

2.3.2 Nahfeld

Fir A = R oder kR ~ 7 miissen die Feldgleichungen genauer untersucht werden.
Insbesondere kann das Feld nicht mehr als ebene Welle angesehen werden, weswegen
die Gln. (2.45) nicht mehr anwendbar sind. Dies gilt jedoch nicht fiir die Gln. (2.38)
und (2.39) fiir das Vektorpotential, da hier nur vorausgesetzt wird, da§ R > p ist.
Insbesondere ergibt sich die Naherung der Losung der beiden Potentialgleichungen als
ebene Welle nur wegen der Quellenfreiheit (2.31). Wir beginnen mit den Gln. (2.38)
und (2.39), die

o
A=
cR
ergeben, wobei alle Grofien auf der rechten Seite zur Zeit t' =t — % zu nehmen sind,
um das Potential A zur Zeit t am Ort z zu ermitteln, und der LORENTZ-Eichung

(2.51)
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10®
V~A+EE—O

erhalten wir bei Integration iiber die Zeit

v‘ﬂt/+la_q)—

cR c ot 0,
also
Hy
d=-V. =
v R

Weiters gilt fiir die beiden Felder

H-VxA—oH- vt
c R

E:—l%—Vcb:»Ezv(v-ﬂ)—ﬁ.

c Ot R
In Gl (2.55.2) konnen wir, da fiir % die Wellengleichung

2R

1Py _ AP
2ot R R
gelten muf}, den Subtrahenden auch schreiben als

1t

2 R’

womit wir fiir das elektrische Feld

erhalten, was aber leicht umgeschrieben werden kann zu

1y
E=-VxVx|2),
« X(R)

51

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55.1)

(2.55.2)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Diese Gleichung bestimmt das Feld in Entfernungen, die mit der Wellenlénge ver-

gleichbar sind.

2.3.2.1 Fourier-Komponenten. Die FOURIER-Komponenten H, und g, in Gl

(2.55.1) werden durch

H /
H - H, e

und

H !
o — l-l'we_Mt

ersetzt, wobei t/ = ¢ — % und ¢ = 7 oder ¢ = k sind:

(2.59.1)

(2.59.2)
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H — H e (%) (2.60.1)

und

p— p e (%), (2.60.2)

und wir erhalten fiir die Zeitableitung selbst
fr, = —iwp o' kR, (2.61)

H-Feld. Also folgt fiir H, e “:

; i(kR—wt)
. 1w [§
H,e“'=_-2V . 2.62
Ll (e (2:62)
Kiirzen durch e ! und Beachtung von k = # liefert nun wunderschon
ik R
H, = —ikV x (p,w—> : (2.63)
R
Die Rotation ergibt zwei Terme:
olkR ikR olkR
— | = \Y — 2.64

von denen der erste wegen der fehlenden Ortsabhéngigkeit von g, Null ist. Somit
folgt fiir H,,:

oikR
H, =ik (uwxv = ) (2.65)
Ausfithren der Ableitung ergibt (n = R/R)
H,=ikp, xn (% — %) et (2.66.1)
bzw. nach Ausklammern von k%
, 1 kR
Hw:kuwxn(ﬁ—l) 7 (2.66.2)
oder {Jackson, Gl. (9.18.1) [4]}:
H,=knxp (1 — i) e (2.66.3)
¢ ikR) R

bzw. in SI-Einheiten (H — B, Faktor —)

4megce

k? 1 ikR
B, = nxp, (1 - —) S (2.66.4)
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Die magnetische Feldstérke steht immer auf dem Radiusvektor (oder dem Wellenvek-
tor) senkrecht. Von den zwei Termen représentiert der erste das Fernfeld mit einer
1/R-Abhingigkeit, der zweite dagegen das Nahfeld mit 1/R?, der um 90° gegeniiber
dem Fernfeld phasenverschoben ist. Also ist die Phasengeschwindigkeit von H, R-
abhingig — im Gegensatz zu A, das immer parallel zu p, steht.

E-Feld. Aus Gl. (2.55.2) folgt fiir E e

. i(kR—wt) 1 92 .
—iw ne i(kR—wt
E e =V (V- — —— e e, 2.67

¢ < R ) 2R orzH’ (2.67)
Ausfiihren der Zeitableitung unter Beachtung von k = % und nachfolgendes Kiirzen

von e % Jiefert

ikR 2
K€ k ikR
E, =V (V- — . 2.68
Natirlich ist der erste Term der interessantere:
kR kR kR
n.e e e
LPwr ) . . 2.69

davon ist der erste Term wegen Konstanz von p, wie oben Null, und der zweite Term
ergibt analog zu (2.66.1) mit n = R/R:

ikl ik 1 .
-V 7= M m (E — ﬁ> elFft (2.70.1)
oder
elklt ik 1Y .

Davon ist nun der Gradient zu bilden:

v <(uw ‘R) <%€2 — %) eikR) : (2.71)

Term (1) liefert

ik . ik . K 2ik\ .
¥ (0 R o) = e+ G B (g = ) 2720)

R? R R?2 R3
oder
ik ik K21k |
V <(I‘l’w : R) RQ kR) = ﬁe kRu’w + (I‘l’w : n)n (_E - ﬁ) ekRv (2722)

Term (2) aber
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oikR ik R oikR
Der Gradient von p, - R ist aber p, [Gln. (2.18)], so da8 wir erhalten:
eikR eikR ik 3 .
V(0 R ) = G R (g ) (2741)
bzw. nach Division durch R:
eiIcR elkR ik 3 .
\% ((,uw : R)F> = g Mo + (p, -m)n (ﬁ — ﬁ) e, (2.74.2)

Damit sind wir fertig. Wir fassen zusammen und erhalten mit unserem lange nicht
mehr beachteten zweiten Term aus Gl. (2.68)

ook 1 Koo3ik 3\
szuw<E+ﬁ—ﬁ)ekR—l—(uw-n)n(—E—ﬁnLﬁ)ekR. (2.75)

Das ist Gl (9.18.2) aus dem Jackson [4], wenn man beachtet, dal das dreifache
Kreuzprodukt dort leicht umgeschrieben werden kann (hier gleich in SI-Einheiten

mit dem unvermeidlichen Faktor = ):
0

) xS G ) — ) () R (276)

o = n ol X1 nn-pu,)—pn,) | =——= e )

dreg T H R Ho) =BJ\ s ™ 2

e Das elektrische Feld hat Komponenten parallel und senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung.

e Der erste Term repréasentiert die Fernzone:

kR
H,=k'nxp,—, (2.77.1)
R
E,=knxp)xne"™=H,xn: (2.77.2)
E, 1 n 1 H,, beide Felder sind in Phase.

e Der zweite Term ist nicht transversal, fiir sehr kurze Abstiande mit kR < 27
dominiert der Term mit % — ein reines elektrisches Dipolfeld:

‘ ik R
H, =ik[n x p) 7 (2.78.1)
ik R
E, = 3n(p, n)—p,) TR (2.78.2)

Fiir £ — 0, also im statischen Limit, verschwindet der magnetische Term, und
die Nahzone erstreckt sich bis nach Unendlich.
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2.3.3 Strahlungsdampfungskraft

Wir wissen, dafl nach dem 2. NEWTONschen Axiom eine geladene Partikel mit der
Masse m sich unter dem Einflufl einer externen Kraft F'. beschleunigt bewegt. Da-
bei strahlt sie eine bestimmte Leistung nach Gln. (2.49/50) ab, die algebraisch in
der Bewegungsgleichung dem Einflufl einer Démpfungskraft bei einer mechanischen
Schwingung gleichgesetzt werden kann [5]:

mo = Feyy + Frag. (2.79)

Die Arbeit, die durch F'.,q verrichtet wird, soll dem Wert der Energie, die in dieser
Zeit vom System abgestrahlt wurde (daher negativ zu werten ist), gleich sein (pu =
qd, ji = qv). Auf der linken Seite steht das Integral fiir die Arbeit, auf der rechten
Seite das Leistungsintegral:

to 2 to e%
Fog-vdt=—= | Q. pat, 2.80
| Fawvar=—2 [ Qoo (2:80)

was mit partieller Integration

(2.81)

51

ergibt. Bei einer periodischen Bewegung ist T" = t5 — t; und damit verschwindet das
Produkt v - ¥ an den Umkehrpunkten und im Nulldurchgang, woraus

t2 2 to 62
/‘wa&:—/‘ﬁﬁvﬁ (2.82)
t1 3 t1 c
folgt, so dafl wir fiir die Strahlungsdédmpfungskraft selbst den Wert von
2€f .
Frad = gg’v (283)

erhalten, und es ergibt sich die Bewegungsgleichung von ABRAHAM-LORENTZ:

Fo i = m(v — 70). (2.84)

Wenn die duflere Kraft verschwindet, hat Gl. (2.84) zwei Losungen, eine triviale (0 =
0) und eine zweite, die sich aus

dv d dv
B 2.
dt ~ Tdtdt (2.85)
ergibt:
g:d—‘v:dlmi):lni}:E—Fconst (2.86)
T 0 T

mit
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2 el
=-——. 2.87
3me3 (287)
Diese Gleichung also den einmaligen Fall mit einer dritten Zeitableitung, und damit

erhalten wir fiir verschwindende externe Kraft die zwei Losungen

@:{ o (2.88)

aet/T )

wobei a die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist. Entsprechend unserer Ableitung
aber wére im Nulldurchgang v - v verschieden von Null. Entweder ist also ¥ Null und
damit v const, oder die Beschleunigung wéchst unbeschrinkt mit der Zeit. Daher
kann diese Gleichung nur eine kleine Korrektur sein.

Die Losung dieser Schwierigkeit liegt aber in Wirklichkeit in der unendlich grofien
elektromagnetischen Eigenmasse der Elektronen.

2.4 Aufgaben und Lésungen
Aufgabe 2.1 Geben Sie die FOURIERtransformierte der geddmpften Schwingung

¢(t) — \;Dz()_ﬂe—gt eiwot (1)

mit wy = 1/sec und d = 2/sec an. Zeichnen Sie auch die Funktion!

Losung. Das FOURIER-Spektrum lautet

o) = = [T e Heteraray 2

-
o

f(of = 11 +o-0,)]

o
e

<
)

Dy

Intensitét [a. u.]
o
~

o
[N

o
=)

10 0 10 20

o[sec]

N
o

Abb. 2.7. Die FOURIERtransformierte einer geddmpften Schwingung ist eine LORENTZsche
Glockenkurve, deren FWHM gleich § ist.

woraus sich durch die Integration
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Yo 1
V21§ = i(wy — w)
ergibt. Auftrennen in Real- und Imaginérteil und Verwendung des Realteils ergibt
(Abb. 2.7)

¢(w) = (3)

52
_ ¥ T

B 2m & 4 (wp — w)?’

¢*(w) (4)

eine Glockenkurve mit Maximum bei wy und der FWHM von §, wo der Quotient
gleich Eins wird:

B 5| S
W(wo —w)F 2 L4 (wy—w)? (5)
%: % (%‘1‘ (WO —w)Q) , (6)
g:wo‘“” (7)

q. e. d.

Aufgabe 2.2 Geben Sie die FOURIERtransformierten der Sinusschwingung v =
Yo sin(wt) an, die die Zeit 7 = 2 sec bzw. 7 = 5 sec dauern, und zeichnen Sie die
Funktionen! Die Kreisfrequenz soll 1/sec betragen.

Losung. Die Aufgaben werden auf gleiche Weise gelost. Der Losungsweg wird an
T = 2 sec gezeigt. Zunéchst wird das Integrations-Intervall symmetrisch zum Ursprung
(t = 0) gelegt, also Yo7 =1 sec. Also ist v/ = 1/sec, und o' = 27/":

/ 1 z if(w—w’
VW) = —= / o el g, (1)

Vo) = s (e ) 2
0(o!) =y 2 sl o) ®)
0 = 2 R et -] (@)
Mit
y=(w-o) =22 6

erhalten wir
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o) = 2w ©)

Die Funktion #2¥ spielt in der Beugungstheorie eine iiberragende Rolle und wird als
Spaltfunktion bezeichnet. Thre Nullstellen liegen bei

y=nm,n=0,1,2..., (7)

ihre Maxima bei y = 0 und
y:<n+%>7r,n:1,2.... (8)

1

Da nach Gl (5) Aw o< -, ist die Halbwertsbreite um so breiter, je kiirzer 7. Wir
ermitteln sie aus der Bedingung (6):

wOP 2y
Das ist eine transzendente Gleichung, die graphisch gelost wird (Abb. 2.8)

P _1_siny

(9)

1
¥ =siny, (10)

L siny

Y2

fly)

0.0 : : N
osf
1.0
0 1 2 3 4
y

T T

Abb. 2.8. Mit Gl. (10) ergibt sich die Wurzel der Halbwertsbreite zu wiy, = 21719 _ 3109

und wir finden sie zu

2-1,79 3,79
Die Intensitat erhalten wir durch Quadrierung der Gl. (6) zu (Abb. 2.9)
2 7\ 2 sin? y
1o g?() = ~uf (5) . 12
() = 20 ()2 (12)
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1.0F ! H j ] 1.0F
fle) =
0.8f Vo/l-0)sinfe-0)* 1] 1 0.8t f(o) =
o /(o-0) Sinf-wy) * 2.5]
< 06} S 0.6t
S, S,
o 0.4r o 04}
g g
é_ 0.2} E 3 o2l |
<0.0\\_//-\ /\ /\ /-\\_// E nr\/\;’\nﬂﬂ j\/\ﬂ(\l\nr\
NS \/ NS 0.0 S AATAY TAVRA A
0.1 . . . ] 0.2k . “ U . ]
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
o[sec] o[sec]]

Abb. 2.9. Die FoURIERtransformierte einer zeitlich limitierten Sinusschwingung ist &hnlich
dem Beugungsbild eines Spaltes. Je kiirzer die Dauer, um so unschérfer seine Frequenz: so
ist der Sinusimpuls auf der LHS 2, auf der RHS 5 sec lang.

Aufgabe 2.3 Eine Spektrallinie mit LORENTZ-Profil wird durch DOPPLER-Verbrei-
terung zu einer GAUSSschen Glockenkurve, in der man einige ausgezeichnete Werte
definieren kann. Was sagt uns z. B. die Halbwertsbreite? Und wo ist der Wert auf ca.
/3 abgefallen?

Lo6sung. Die (eindimensionale) Geschwindigkeitsverteilung im Gas kann durch eine
GAuUss-Verteilung

2

flvg) = Aexp (— ;Z:;) dv, (1)

beschrieben werden. Die DOPPLER-Verbreiterung um die urspriinglich scharfe Spek-
trallinie der Frequenz wy ist

w — wp :wov—m, (2)
c

woraus

W — Wy

(3)

wird. Die Geschwindigkeitsverteilung f(v,) erzeugt also eine spektrale Frequenzver-
teilung f(w) nach

Vp = C
Wo

flw) = Aexp (—%) o ()

[ kT
0 = Wy % (5)

einzufiihren, so dafl die Glockenkurve in die Form

Ublich ist es, die Abkiirzung
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) = e (0 (6)

202

gekleidet werden kann. Wie aus der Theorie der Fehlerrechnung sich ergibt, ist die
Halbwertsbreite w1 /) fiir ein GAUSS-Profil definiert als

FWHM = wiy, = 2v21n 20. (7)

Beispiel 2.1 Der Faktor 2v/21In2 vor dem o betrigt 2,355. Reduziert auf die Wel-

lenlénge, wird daraus
kgT
AN =2,36X |/ —. (8)
mc

So ist fiir die Kr-Wellenlinge A = 763 nm mit einer Masse von m = 1,4- 10722 g
bei 300 K von 3 - 1072 nm, was gut mit dem beobachteten Wert iibereinstimmt.

Zusitzlich ist klar, daB ein Abfall auf etwa /5, genauer: auf 1/e-tel, gegeben ist
durch

flw)=e" (8)

Also muf} das Argument des Exponenten gerade Eins sein oder

w —wy = V20. (9)

Aufgabe 2.4 Was ist der Unterschied zwischen Lebensdauer eines angeregten Zu-
standes und der Emissionszeit?

Losung. Die Lebensdauer ist die Emissionszeit. Sie tritt in der Quantenphysik an
die Stelle der Abklingzeit eines Oszillators im klassischen Strahlungsmodell. Voraus-
gesetzt wird, dafl der Quantensprung beliebig schnell erfolgt, also genau die in den
beiden vorherigen Aufgaben diskutierten unterschiedlichen Betrachtungen, entweder
geddampfte Oszillation oder Ostzillation in einer bestimmten Zeit, gleichgesetzt werden
(kénnen).® Dann ist die Zahl der spontanen Zerfallsakte pro Zeiteinheit

dN
dt

und wir erhalten eine Reaktion 1. Ordnung nach

— AN, (1)

N(t) = Noe /" AT =

. 2
i (2)
Sie ergibt sich aus dem Verhéltnis der Gesamtenergie einer Schwingung zu der

abgestrahlten Leistung, also fiir eine elektronische Anregung mit den Gln. fiir den
HERTZschen Dipol:

3Wie erst kiirzlich an der ETH nachgewiesen werden konnte, erfolgt der Ubergang in einem
Zeitraum von weniger als 34 Attosekunden [3].
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1 1
E= Emev2 = §mex(2]w2 (3)

2 4 2.2 4
prwt o egrpw

P

3:2mgpc® 3 2megpcd

zu etwa 7 ~ 10~% sec, woraus sich eine Dampfungskonstante von
27
2T

ergibt. Damit ergibt sich eine Wellenlédngenverbreiterung (FWHM) von

ow

AN = Aoj2n ~ 2cT (6)
Die Kohérenzlénge L ergibt sich danach zu
\2
L:N)\\/FWHM. (7)

Z. B. hat die griine Hg-Linie bei 546 nm in einer Niederdruck-Entladungsrohre eine
Halbwertsbreite von 0,028 A, damit wird die Kohérenzlinge 11 mm oder etwa 20 000
Wellenldngen, wihrend die Na-D-Linie bei 596 nm eine Halbwertsbreite von 0,6 nm
aufweist und damit nur eine Kohérenzléinge von 600 pm oder 1000 Wellenlédngen.
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3 Elektromagnetische Masse

Im folgenden Kapitel soll, nachdem wir einige Grundlagen rekapituliert ha-
ben, eine der Schwierigkeiten etwas genauer beleuchtet werden, denen sich
die Physiker am Beginn des 19. Jahrhunderts ausgesetzt sahen. Sie lehnt sich
eng an die Darstellung im Kapitel 28 des 2. Bandes der FEYNMAN Lectures
und das letzte Kapitel im JACKSON an.

3.1 Die Feldenergie einer Punktladung
Die Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes ist im Vakuum gegeben durch

1
u=3 (e0E* + poH?) (3.1)
im elektrischen Feld allein (Ladung in Ruhe):

1

u = §€0E2. (32)
Das elektrische Feld einer Punktladung () ist
1 Q
EFE=—— 3.3
Ameg 2’ (3:3)
damit
QQ
= — . 3.4
Y 32m2eqr? (3-4)

Damit ergibt sich die gesamte Energie U, wenn man iiber das Volumenelement 47r?dr
integriert:

00 Q2

8megr?

Udee = / w - Arridr = dr, (3.5)

a

wobei a der Radius der Kugel sei, auf der die Ladung gleichméBig verteilt ist, so dafl
man erhélt:

1Q? 1

Uelec = 5471'8 CL,
0

(3.6)

63
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dr

rsi
[0

Abb. 3.1. Das bei der Integration benétigte Volumenelement 2712 sin ©dOdr.

was solange ein zufriedenstellendes Ergebnis ist, bis a — 0. Zwar handelt es sich um
die Energie selbst, die ruhig sehr grof§ sein kann (man denke an mc?!), aber wenn sich
herausstellen sollte, daf3 diese Gleichung auch fiir Energiednderungen zutrife, kimen
wir in Schwierigkeiten.

3.2 Der Impuls einer bewegten Ladung

Genauso, wie ein Feld Triger von Energie ist, besitzt es auch einen definierten Impuls
einer bestimmten Dichte g, die aus dem POYNTING-Vektor resultiert (s. Aufg. 3.3):

1 1
g=—5S=c0ExB=¢cFExpuH=—ExH, (3.7)
c c
was mit der aus dem FARADAYschen Gesetz folgenden Beziehung

v X F

B = > (3.8)
fiir den Betrag von g in Richtung von v
o €0V o .
g= ?E sin © (3.9)

ergibt; hier ist das Volumenelement ein Ring (Abb. 3.1) 27r?sin ©dOdr, womit der
gesamte Impuls

=00 O=7
p= / / gEQ sin? ©27r% sin ©dOdr (3.10)
r=0 Jo=0 C€
wird. Das Integral ist

/Sin3 ©dO = — cos © + /3 cos® © + const, (3.11)
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so daf3 sich fiir den Impulsintegral in den Grenzen © = 0 und 7 schlieBlich ergibt (4/3):

8megu 9 9
P="—", /E redr. (3.12)
. . R . . o Q . Q2
Dieses Integral (Gl 3.1) haben wir gerade gelost; es ist mit F'= ;—=: Ton2Za
2 v
=- —. 3.13
p 3 4meq ac? ( )
Losen wir uns von dem SI-Faktor und schreiben
Q* 5
3.14
47T€0 — €0 ( )
2 el
=—-——=v: 3.15
p 3 acz’ ( )

Der Impuls ist proportional der Geschwindigkeit! Also ist der Faktor dazwi-
schen die (oder zumindest eine) Masse:

2 el
elec — 5 o 3.16
el 3 ac? ( )

3.3 Ist alles elektromagnetische Masse?

Annahme: es gibt keine mechanische Masse; alle Masse ist elektromagnetischer Natur,
dann ist mit m. der Elektronenmasse

2 €
S 3.17
“=g @ (3.17)
wobel
2
€0
— 3.18
To MaC? ( )

der sog. klassische Elektronenradius ist und einen Wert von 2,82 x 10~!3 c¢m hat,
also 10 ppm des Atomdurchmessers.!
LORENTZ fand bereits vor EINSTEIN, dafi die Gl. (3.15) um den Faktor

! (3.19)

2

c2

bei Annéherung an die Lichtgeschwindigkeit erweitert werden muf3:

'Der Grund, warum 7o und nicht @ als Radius bezeichnet wird, hat historische Griinde, die
hauptsiichlich in den unterschiedlichen Maflsystemen liegen (elektrostatisches und elektromagneti-
sches cgs-System, ein System, das diese beiden verband, und das Heavyside-System).
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2 €2 v
p= ga_coz T (3.20)

Einige Jahre spéter lag auch die EINSTEINsche Formel E = mc? in der Luft,
und es ergab sich fiir Elementarladungen folgende Diskrepanz (in Gl. (3.6) mufl dazu
einfach Q%/4mey durch €2 substituiert werden, und GI. (3.17) in Gl. (3.21) eingesetzt
werden ):?

1 2
Uelec - 5%7 (321)
2 e2
Melec = ga_; (316)
3 2 2
Udee = Zmelecc statt £ = mc”, (3.22)

ein dhnliches, aber dennoch ungleiches Resultat (s. a. [6]).

Angenommen, das Elektron wire ein klassisches Teilchen, vielleicht eine Kugel,
auf deren Oberflache die Elementarladung verteilt wére, so wiirde es zweifellos Ener-
gie kosten, die Kugel vor dem Zerplatzen zu schiitzen. Diese nicht-elektrostatischen
Krifte, die ahnlich wirken sollten wie die Oberflichenspannung eines fliissigen Trop-
fens, wurden nach ihrem Entdecker POINCARE-Krifte genannt, und damit war klar:
die Materie konnte nicht vollsténdig elektrodynamisch erkléart werden.

3.4 Das sich beschleunigt bewegte Elektron

Offensichtlich ist das Problem die endliche Ausdehnung des Elektrons, wodurch bei
einer Beschleunigung sich dndernde elektrische und magnetische Felder entstehen, die
andere Teile der Ladungskugel retardierend, d. h. zeitabhéngig verzogert, beeinflussen.

’Dabei ergibt sich die EINSTEINsche Formel durch Entwickeln des Nenners von

mo

JV1-7p32

also

1
m = Mo <1+2ﬂ2),
damit wird fiir die Differenz Am

1
Am:m—mowmo-iﬁQ,

was nach Multiplikation mit ¢? in
m
Amc? = 701)2

iibergeht: Am c? ist die zusétzliche kinetische Energie der Partikel.
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Abb. 3.2. In einem beschleunigten Elektron (re.) treten im Gegensatz zu einem ruhenden
Elektron (lks.) retardierende Kréfte auf (sog. PLANCKsche Strahlungsddmpfungskraft).

Man spricht von der ,,Kraft des Elektrons auf sich selbst*. Selbst wenn das Elektron
,masse“los wire, miifite diese magnetische Feldenergie aufgebaut werden, die der
Beschleunigungsarbeit %1)2 entspricht. Wird das Elektron wieder angebremst, bewirkt
die Schwichung des Magnetfeldes, dafl das Elektron nach dem Induktionsgesetz noch
weitergetrieben wird (was mechanisch der Trégheit entspricht). Diese Kraft heifit
Prancksche Strahlungsdampfungskraft, und wir erhalten bei einer auf einer Kugel-
oberflache homogen verteilten Elementarladung e,
2¢y A’z 2efd%

= —_—— — - — ... 3.23
3ac? dt2 3¢ de? + ( )

e im ersten Term (Beschleunigungsterm) ist offenbar die elektromagnetische Mas-
se aus Gl. (3.15) enthalten (bei Annahme einer sphérischen Ladungsverteilung
ist dieser Faktor %4, sonst sind andere Faktoren einzusetzen).

e Der Dampfungsterm berticksichtigt, dafl nach Term (1) beschleunigt bewegte
Ladungen elektromagnetische Energie abstrahlen; er ist unabhéngig von der
angenommenen Verteilung der Ladung und auch vom Elektronenradius, denn
je punktformiger die Ladungsdichte und ihre Verteilung, um so geringer die
unterschiedlichen Einfliisse auf andere Teile der Ladungskugel.

e Lassen wir die Kugel schrumpfen, ist das ohne Belang fiir die Riickwirkung,
jedoch wird der Beschleunigungsterm singulér!

Auf Grund der Abstrahlung ist die Beschleunigung, die eine bestimmte Kraft
verursacht, auf eine Ladung der Masse m geringer als auf eine neutrale Kugel glei-
cher Masse; daher ist der Ddmpfungsterm vom Beschleunigungsterm abzuziehen, und
die abgegebene Leistung ist gleich der im Zeitintervall aufgenommenen Energie. Im
Groflen wird das als Antennen- oder Strahlungswiderstand bezeichnet, und wir er-
klaren das mit dem Einflul der gegenphasig aufeinander wirkenden Stréome. Aber fiir
eine einzelne Ladung, die ins Vakuum abstrahlt?
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Eine periodisch angeregte Ladung strahlt elektromagnetische Leistung ab nach

dFE . 2 (60;%)2

dt 3 A
und da Leistung neben Energie/Zeit auch als Kraft - Geschwindigkeit definiert ist,
setzen wir mit Gl. (2.83) an:

(3.24)

d& _ d_x:ge_g(]lg_x%_gi%&_xd_x+ (3.25)
dt dt  3ac?dt2 dt 3 ded dt
Im Produkt der ersten und zweiten Ableitung erkennen wir nach der Produktregel
der Differentialrechnung

d (de\® _ded’x
dt (dt) =24 ap (8:26)
die kinetische Energie 'om? und deren zeitliche Anderung, der zweite Term in Gl.
(3.26) ist jedoch verschieden von der rechten Seite der Gl. (3.24). Der Unterschied
liegt darin, dafl Gl. (3.24) fiir die Abstrahlung einer schwingenden, also periodisch
angeregten, Ladung abgeleitet wurde, wihrend Gl. (3.26) allgemein gilt. Die sieht
man leicht, indem man auf Gl. (3.26) ebenfalls die Produktregel anwendet:

d [dxd?x A’z dxdz

@ (a$> =2t @ (3:27)
so daf

ded®x d [dzd?zx d?z

e e 3.28

dt a8~ dt (dt dt2) a2 (3.28)

Der zeitliche Mittelwert des ersten Terms ist fiir eine periodische Bewegung Null,
der zweite Term ist als Quadrat immer positiv, also auch sein Mittelwert. Fiir eine
periodische Bewegung féllt damit ausgerechnet der Dampfungsterm weg, der einer
der Triumphe der LORENTZschen Strahlungstheorie war.

Aus dieser Sackgasse

e Was passiert bei r = a?
e Was ist, wenn das Elektron punktférmig wird?

e Aber ein Teil, vielleicht der wesentliche Teil, der Materie muf} elektromagneti-
scher Natur sein!

fand man bis heute nicht heraus. Losungsansétze existieren von

e M. BORN: nichtlineare MAXWELL-Theorie,
e P.A.M. DIRAC: keine retardierenden, sondern fortschreitende Kréfte,
e R.P. FEYNMAN: Quantenelektrodynamik,

e ['. BoprpP: nichtlokale Theorie mit Vierervektoren.
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Tabelle 3.1. Eigenschaften von Elementarteilchen (Am ist der Massenunterschied zwischen
dem geladenen und dem vergleichbaren neutralen Elementarteilchen).

Teilchen | Ladung | Masse | Am
€o MeV] | [MeV]

n 0 939.5
p +1 | 9382 | —1,3
™ 0 135,0
™ +1 | 139,6 | +4,6
K 0 497.8
K +1 | 4939 | —3,9
) 0 |11915
5 +1 [ 11894 | —2,1
) —1 | 1196,0 | +4,5

3.5 Elementarteilchen

Wir miissen also auf die Suche nach Partikeln gehen, die gleich oder nahezu gleich
schwer sind, aber einmal geladen sind und einmal neutral. Aus der Beobachtung der
unterschiedlichen Eigenschaften miifite eine Antwort auf die Frage nach der elektro-
magnetischen Masse méoglich sein.

In Tabelle 3.1 sind die Eigenschaften einiger Elementarteilchen aufgelistet. Wie
wir wissen, werden die Nucleonen durch die starke Wechselwirkung zusammengehal-
ten, die um ein Vielfaches fester als die elektrostatische AbstoBung ist.

Nehmen wir als erstes Neutron und Proton: fast die gleiche Masse, aber einmal
neutral, einmal Ladung +1; die Restenergie (E = mc?) ist 1,3 MeV, was ungefihr
2,6 Elektronenmassen ist. Jedoch ist das Neutron nicht leichter, sondern schwerer als
das Proton.

Dagegen verhalten sich die m-Mesonen genau im erwiinschten Rahmen. Die Rest-
energie von 4,6 MeV konnte also elektromagnetischer Natur sein; sie wiirde einem
Radius zwischen 3 und 4 - 107'* c¢m entsprechen, wenn wir die untere Grenze des
Integrals fiir die Energie des Feldes genau dorthin legen.

Vermutlich ist die Struktur des Neutrons auch wesentlich komplizierter; zumin-
dest 1dBt die Tatsache, dafi Neutronen zwar nach auflen neutral, aber dennoch ein
magnetisches Moment haben, darauf schlieflen.

e Die MAXWELLsche Theorie sagt die Existenz einer elektromagnetischen Masse
voraus, aber es ist nicht moglich, eine konsistente Theorie aufzustellen.

e Es gibt experimentelle Hinweise auf die Existenz einer elektromagnetischen Mas-
se.

e All diese Massen erweisen sich als in der Gréfenordnung der Elektronenmasse
liegend.
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Andererseits weist das Elektron nach allem, was wir heute experimentell wissen,
keine Substruktur auf.

Und wir verstehen nun, warum es LORENTZ gelang, aufgrund der Hypothese
der elektromagnetischen Masse die richtige Formel zu finden. Er fand nédmlich vor
EINSTEIN, dal die MAXWELL-Gleichungen nach der nach ihm benannten Metrik
invariant sind. Auflerdem gilt die Beziehung fiir die relativistische Masse nicht nur
fiir geladene Teilchen, sondern fiir alle Teilchen.

Das vorldufige Ende dieser Diskussion wurde mit der von H. DAvVID PoLIT-
ZER, FRANK WILCZEK und DAVID J. GROSS begriindeten Quantenchromodynamik,
QCD, geschrieben. Danach bestehen zwischen den unbeobachtbaren Unterbausteinen
der Elementarteilchen, den sog. Quarks, Kréfte, die man auch als Klebekrifte, sog.
Gluonen, bezeichnet. Quarks ziehen sich um so stéarker an, je weiter man sie vonein-
nader entfernt, wihrend die Wechselwirkung bei kleinen Abstéinden am schwéchsten
ist. Charakteristikum dieser Kraft ist die asymptotische Freiheit, die oft mit einem
Gummiband verglichen wird — POINCARE li8t griifien: Je stirker man zieht, desto
starker wird der Widerstand.

Nach der QCD erhalten die Quarks zusétzlich zur elektrischen Ladung noch eine
Farbe: rot, blau oder griin. Nur, wenn bei der Verbandelung ,, weifl* oder ,neutral*
herauskomme, konnten sich die Quarks zusammenschliefen, z. B. zwei up-Quark und
ein down-Quark ergeben ein Proton.

3.6 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 3.1 Die Energiedichte eines geladenen Plattenkondensators ist 4D - E,
was man bei Proportionalitit zwischen D und E oft schreiben kann als D = ¢qe E.
In normaler Atmosphiire tritt oberhalb von 2,5 - 10° V/m Funkeniiberschlag auf.
Welche Energiedichte hat das elektrische Feld (e = 1)? p = 27,5 J/m?.

Aufgabe 3.2 Berechnen Sie die Beschleunigung einer kugelférmigen, perfekt absor-
bierenden Partikel mit einem Radius von 107* c¢m und einer Dichte von 2 g/cm?
durch den Strahlungsdruck des Sonnenlichts, wenn es sich in einem gut evakuierten
GlasgefiB befindet. Die Solarkonstante ist 1,4 - 107" W/cm?, der Druck ist p = I /c.

Losung.

I I-A
F=ma=-A=a= (1)
C m - C
I 1,4-10°Wm™2 s o
1
A= §4m«2 =6,28- 10" m? (3)

a=0,35-10"2 m/sec’. (4)
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Aufgabe 3.3 Zur Eichmessung, um den Strahlungsdruck der Sonnenphotonen zu
messen:

e Wie grof§ ist die auf eine perfekt reflektierende Fliche von 1 m? Anzahl von
Photonen, die dort senkrecht auftreffen, von

— einem Laserstrahl (A = 656 nm, P =5 mW)

— einer ebenen elektromagnetischen Welle aus einem Magnetron (2,45 GHz,
A=12,25 cm, P =5 mW)?

e Wie grof} ist die mittlere Kraft auf die Platte?
Losung. Die Anzahl der pro Sekunde auftreffenden Photonen n ist nach I, Kap. 1
gleich dem Quotienten aus Strahlungsleistung und Photonenenergie:

PP
"Tho T he/x

(1)
Das ergibt folglich fiir

e 656 nm: 1,64 - 10 /sec;

e 12,25 cm: 3,06 - 10%! /sec.

Bei senkrechtem Einfall ist der Kraftsto3 wegen Impulsumkehr

h
Ap = 2— 2
p )\7 ( )

was mit Gl (1)
a 2h 2P

= n— =

A c
ergibt. Da die Geschwindigkeit beider Wellen c ist, ergibt sich fiir

F=0,33-10"1°N. (4)

Aufgabe 3.4 Zeigen Sie, dafl die Kontinuitatsgleichung der Energie eines elektroma-
gnetischen Feldes (2) sich von der Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung
(1) sich algebraisch und physikalisch unterscheidet durch einen Term E - j:

~L v (1)

~Z_V.S+E-j (2)

Zeigen Sie weiterhin die Identitdt von
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S =F x B! (3)

Losung. Die Erginzung des Stromgliedes in der 3. MAXWELLschen Gleichung erlaubt
es uns, einen Ausdruck fiir die Energie eines Strahlungsfeldes zu finden. Insgesamt
gesehen, muB die Anderung der Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes gleich
der Summe aus der Ergiebigkeit des Energieflusses sein, der aus den Winden tritt,
die die Quelle umschlieBen, 4+ der Anderung der kinetischen Energie der Teilchen, die
durch die Arbeitsleistung des elektromagnetischen Feldes an den Teilchen entstanden
ist. Dabei leistet nur das elektrische Feld Arbeit, nicht dagegen das Magnetfeld, da
die Kraft, mit der ein Magnetfeld auf ein Teilchen wirkt, immer senkrecht auf dessen
Geschwindigkeit steht. Die zeitliche Anderung des Impulses ist

F- (4)

dt _60E+60’U X B,

und die Anderung der kinetischen Energie T' = p?/2m, ist

dT
= 5
T ovP (5)
bzw. mit Gl. (4)
dT
E = 60’UE, (6)
und auf das Volumen bezogen mit
Jj = egnv = pv (7)
1dT
—— = E=j-E.
v o comrE T ®)

Damit ergibt sich aus Gl. (2)

aat/udv /V SdV+/E jdv 9)

bzw. mit dem GAUSSschen Satz

aat/udv 7{5 dA+/E jav. (10)

Da dieses fiir jedes Volumen gelten muf}, konnen wir die Integrale fortlassen und
gelangen zur differentiellen Form der Energieerhaltung fiir elektromagnetische Felder:
ou ou

~5 =V-S+E-j=>EB-j=-2 V-8 (11)

Die linke Seite ergibt sich durch Bildung des Skalarproduktes aus der 3. MAXWELL-
Gleichung mit E:
oD
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zu

Ejz@gE{VXM—%%@%E. (13)

Kiimmern wir uns um den ersten Term auf der rechten Seite, der durch Umstellen
von

E .|V x B] (14)
iiber

[VxB|-E (15)

V- [B x E] (16)

wird, das nach Gesetzen der Vektoralgebra als Linearkombination geschrieben werden
kann nach

V.- [BxE|=|VxB|-E—-|VxE]-B, (17)
woraus fur den ersten Term wird

VxB]-E=V-[BxE|+|VxE]| B. (18)

Setzen wir in den zweiten Term auf der rechten Seite die 4. MAXWELL-Gleichung ein,
kénnen wir schliefSlich

10

[VXB]-E:V-[BXE]—ga(B-B) (19)
schreiben, so dal wir fiir E - 5 schlieflich erhalten:
10 g0 0
G =en? |V - __-~(B- _N " E.
E.j=¢cyc" |V-[B x E] 26t(B B) 5 8t(E E), (20)
was eine Identitdt zu Gl. (13) dann ist, wenn
S =&y *[E x B] (21)
und
€0 £0c?
u=—(E-E)+ (B - B). (22)

2 2
Der Vektor S wird nach seinem Entdecker POYNTING-Vektor genannt, und w ist die
Dichte des elektromagnetischen Feldes.
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Aufgabe 3.5 Wenn die von einem Eichsender abgestrahlte ebene Welle eine Bestrah-
lungsstirke von 1 W/m? hat: wie grof ist die Amplitude der elektrischen Feldstéirke?

Losung. Die mittlere Stromdichte der Energie ist

— W
und der POYNTING-Vektor ist
S=FExH. (2)

Im Vakuum sind E und H gleichphasig, auflerdem ist

1
| Bl== 1 B, (3)

also

| Bl=Veomo | E, (4)

€0
Hl=,/— | FE|, 5
| H | Mo’ | (5)

damit also fiir den Betrag des POYNTING-Vektors:
Sl=/— | E|". 6
SI=y/2 1B ©)

Bei einer ebenen Welle ist der zeitliche Mittelwert sin? wt = Y5, damit

— 1 Jeo \Y
51 =54/ | EP~ 27— (7)
Ho m

Aufgabe 3.6 Nach dem GAUSSschen Satz nimmt die Intensitdt eines Flusses mit
1/r? nach aulen ab, z. B. magnetischer Fluf und FluBdichte: ® = ¢ B 27 r dr = Brr?.
Begriinden Sie, warum in der Nahzone eines Strahlungsfeldes, in dem man die Wellen

als Kugelwellen betrachten kann, die Amplituden der beiden Feldvektoren nur mit
1/r abfallen!

Losung. Die Intensitit einer Welle ist dem Quadrat der Feldstéarke proportional (s.
Gl. (6), Aufg. 3.4).

o 2
Sl=/— | E|*. 1
| 5] " | E (1)
Da die Intensitit aber gleichzeitig mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, geht
die radiale Variation der Feldstirke aber nur mit 1/7.
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Aufgabe 3.7 Die Solarkonstante betrigt in der Sahara S = 1,4 x 10> W/m?. Wie
hoch ist dort der Strahlungsdruck auf eine perfekt absorbierende Platte? Verwenden
Sie die DE BROGLIE-Beziehung zur Ermittlung!

Losung. Wir verwenden die Gln. aus Aufgabe 3.2. Dort hatten wir gefunden, daf
die mittlere Kraft mit der Strahlungsleistung zusammenhéngt iiber
— 2h 2P

F: —_— = ]_
o= 1)

hier ist aber kein perfekt reflektierendes, sondern ein perfekt absorbierendes Sub-
strat vorgelegt. Damit ist die mittlere Kraft nur halb so hoch, damit also der Druck
entsprechend iiber p = F//A nach

: (2)

eingesetzt 4,7 pPa.

Aufgabe 3.8 Bestimmen Sie nun den klassischen Elektronenradius aus der Ru-
heenergie des Elektrons und dem Ansatz einer auf der Oberfliche einer Kugel
gleichméfig verteilten Ladung.

Losung.
Die Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes ist im Vakuum gegeben durch

1
u = 5 (€0E2 -+ /L()Hz) s (1)

im elektrischen Feld allein (Ladung in Ruhe):

1
u = 550E2. (2)
Das elektrische Feld einer Punktladung () ist
1 Q
E = = 3
Areyr?’ (3)
damit
Q2

= . 4
“ 32m2eqrt (4)

Damit ergibt sich die gesamte Energie U, wenn man iiber das Volumenelement 47r?dr
integriert:

o] Q2
d 5
Smegr? " (5)

Udlee = / w - Anridr =

a

wobei a der Radius der Kugel sei, auf der die Ladung gleichméBig verteilt ist, so dafl
man erhélt:
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1Q?1

Uelec - 547{'8 a?
0

(6)
was mit der Ruhenergie £ = moc? und fiir Q = e

62

0 2

Uelec - Srear = mopcC (7>
0

ergibt. Also ist der klassische Elektronenradius

e e2 1 1
o = =

_ 15
T Bmegmo® | 2 dmegmod 0T 281077 m. (®)

Aufgabe 3.9 Bestimmen Sie schliefflich den klassischen Elektronenradius aus der
Ruheenergie des Elektrons und dem Ansatz einer homogen im Volumen einer Kugel
verteilten Ladung.

Losung. Zu der im Auflenraum gleichen Feldenergie kommt jetzt noch ein Beitrag
hinzu.

1 R
€= /ud?’:v: 550/ E%(r) 4nr?dr, (1)
0
mit

1
2)

4deg a3

wenn a der Radius der Kugel ist. Also wird aus (1)

1 1 @
== E*(r) 4mr?d 3
€ 247T€0/0 (r) 4mr= dr, (3)
2 a
€0 4
— d 4
© 87T60/0 man (4)
also
1 e 1
- —. 5
58meg a (5)

Damit ergibt sich ein geringfiigig anderer Wert:

3e 1 1
o = 58

5 4megmoc?’



4 Axiomatischer Ansatz

4.1 Axiome

Axiom 4.1 Ein System von Partikeln kann durch eine Wellenfunktion v (z,y, z,t)
beschrieben werden, mit der sdmtliche Observablen beschrieben werden kénnen. v
wird physikalisch dadurch definiert, daf§ die Wahrscheinlichkeit, die Partikeln im In-
tervall dzdydz zu finden, gleich ist

dW = yp*dadydz, (4.1.1)
bzw. integriert und normiert
W=1= / Y *dedydz. (4.1.2)
Yp* ist also die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Verteilung.

Axiom 4.2 Der Mittelwert einer jeden Observablen kann durch das Volumenintegral
eines Operators beschrieben werden, der auf die Wellenfunktion 1 wirkt:

<M >= /w*szdx. (4.2.1)

Der Operator erhélt den Namen derjenigen Observablen, die durch die Rechenopera-
tion entsteht (Energieoperator, Impulsoperator ... ).

Beispiele: Mittelwert der x-Koordinate:

<z >= /w*xwdx. (4.2.2)
Mittelwert der x-Komponente des Impulses einer einzelnen Partikel:
h 0
< Py >= | == | ¥dx. 4.2.3
b= [v (G4 v (123)

Axiom 4.3 Ein linearer Operator erfiillt die Bedingungen
A(f(x) +9(x)) = Af(x) + Ag(a), (4.3.1)

7
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und

A const f(x) = const A f(x). (4.3.2)

Axiom 4.4 FEin konservatives System, dessen Gesamtenergie also nicht zeitabhéngig
ist, wird durch die HAMILTON-Funktion H beschrieben. Der entsprechende Operator
heifit HAMILTON-Operator und wird mit H bezeichnet. In einem derartigen System
gilt die Beziehung

Hw(',L)? y? Z? t) = Ew($7 y? Z7t>7 (4'4)
und FE ist der Eigenwert des Operators H zur Eigenfunktion .

Ein wesentlicher Unterschied zur klassischen Mechanik besteht darin, dafl Gl. (4.4)
zwar ein Ergebnis fiir die Gesamtenergie liefert, aber nicht fiir die beiden Beitrége
separat. Die kinetische Energie ist im cartesischen Koordinatensystem — und nur dort
— eine Funktion der Impulse, die potentielle eine Energie der Koordinaten. Aber es
gibt keine Zustdnde quantenmechanischer Gesamtheiten, die gleichzeitig scharf fiir
Ort und Impuls definiert sind. Daher kann man die Gesamtenergie nicht dadurch
bestimmen, indem man die potentielle und die kinetische Energie separat mifit.

Axiom 4.5 Enthilt die HAMILTON-Funktion eine Zeitabhéngigkeit, muf in Gl. (4.4)
der Eigenwert der Energie durch den Energieoperator ersetzt werden:

HU(r,y,2 1) = o W(r,y,%1), (4.5

und wir erhalten die zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung. Ein konservatives Sy-
stem erfiillt sowohl Gl. (4.4) wie Gl. (4.5), womit weiter folgt:

oWyt = BU( .2 0) (46)

Der grofite Unterschied zur klassischen Mechanik besteht darin, dafl eine imaginére
Groe vor die erste Zeitableitung tritt, denn dort bezeichnen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung und ersten Grades keine periodischen Losungen; durch sie wer-
den vielmehr irreversible Prozesse beschrieben wir z. B. die Diffusion, Dissipation
von Energie durch Reibung etc. Wegen des imaginiren Koeffizienten von ¢ kann
die SCHRODINGER-Gleichung als DGI 1. Ordnung und 1. Grades auch periodische
Losungen in der Zeit besitzen.
Verwenden wir den FOURIERschen Produktansatz

und substituieren Gl. (4.7) in Gl. (4.4) und kiirzen die Exp-Funktion heraus, erhalten
wir die zeitunabhdingige SCHRODINGER-Gleichung:
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Hy(z,y,2) = E(z,y, 2). (4.8)
Die HAMILTON-Funktion fiir ein Elektron mit der potentiellen Energie V' ist

T+V = (2 +po+p2)+ V. (4.9)

2me

Einwirken des Impulsoperators auf die Wellengleichung und Einsetzen in Gl. (4.9)
ergibt dann fiir den HAMILTON-Operator:

—n? [ 0? 0* 0
H= — V 4.10
2. (8x2 i dy? - 87:2) S (4.10)
womit wir fiir Gl. (4.8) schliellich in die Form
2me
V2 + 2 (E—=V)i =0 (4.11)

kleiden konnen.

Axiom 4.6 Die Observablen atomarer Systeme zeichnen sich dadurch aus, daf sie
entweder diskrete, quantisierte Eigenwerte sind (etwa die Energie eines gebundenen
Elektrons), oder daf sie Mittelwerte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sind (z. B. die
Elektronendichte). Ein diskreter Eigenwert bedeutet, daff bei jeder Messung derselbe
Wert erhalten wird.

Wenn ein Operator L nur einen Eigenwert A\ und eine Eigenfunktion ¢ besitzt,
dann wird dieser dem Mittelwert gleich sein und wird nach Gl. (4.2.1) bestimmt, in
diesem Falle also

Ly = \p =< [ >= /zp*w 43 (4.12.1)

woraus folgt, dafl

<L >= A/¢*¢ dBr =\ (4.12.2)

Wenn der Operator L mehrere Eigenwerte Ay, Ao, ..., A\, besitzt, die zu den Funktio-
nen ¥y, ¥y, . . ., 1, gehoren, wie dies fiir das Spektrum von Eigenwerten fiir die Energie
typisch ist, konnen wir mit dem allgemeinen Ansatz

Y= Cutm (4.13.1)

fiir den Mittelwert des Operators L finden, daf3

<L>=) e\ (4.13.2)

c? ist dabei die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Quantenzustand m besetzt werden

kann. Sind alle ¢,,, mit Ausnahme von ¢,,,, gleich Null, ist < L >= \,,,, und der

Mittelwert stimmt mit dem Eigenwert iiberein. Sind dagegen mehrere Koeffizienten
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¢m verschieden von Null, ergibt sich aus den Experimenten entweder der eine oder
der andere Wert, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit ¢Z,.

Axiom 4.7 Da die meisten Operatoren nicht kommutieren, worunter wir verstehen,

daB

B H=H B, (4.14)

ist die Reihenfolge der Operationen streng einzuhalten. Kommutieren zwei Opera-
toren, 148t sich immer ein Satz von Funktionen finden, die Eigenfunktionen beider
Operatoren sind.

Bo, = b;¢;. (4.15.2)
Wenden wir jetzt die Operation A auf Gl. (4.15.2) an:

A Bo; = Abjo; = b;Ag;, (4.16)

was wegen der Kommutierbarkeit gleich ist mit

B(Ag¢;) = b;(Ag;) : (4.17)
D. H.: Ag; ist eine Eigenfunktion von B mit dem Eigenwert b;. Da aber ¢; gleichzeitig

eine Eigenfunktion von B mit dem Eigenwert b; ist, geht dies nur dann, wenn die Ag;
sich von den ¢; um eine multiplikative Konstante unterscheiden:

Ad; = ko;, (4.18)

womit gezeigt ist, daBl auch ¢, eine Eigenfunktion von A ist. Folglich ist ¢; eine
Eigenfunktion aus dem Satz der ;.

Kommutieren also zwei Operatoren nicht miteinander, gibt es folglich keinen Satz
von Eigenfunktionen, die gleichzeitig Eigenfunktionen beider Operatoren sind. Ergo
gibt es auch kein Experiment, das zum Ergebnis hat, dafl beide beobachteten Grofien
(die ,,Observablen®) gleichzeitig scharf definiert sind. Z. B. sind x und 0/0x keine
kommutierenden Operatoren. Folglich sind x und p, nicht beide gleichzeitig scharf
definiert:

h d
h (d h d
 hdy

(AB - BA)y) = ?zﬁ = —ih £ 0. (4.19.4)
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4.2 Hermitesche Operatoren

Die Wellenfunktion selbst ist keine Observable und kann daher komplex sein. Mef3-
groffen dagegen sind immer reell. Folglich kann auch der Operator komplex sein, um
eine reelle Gréfle zu erhalten, z. B. der Mittelwert von b:

<b>= /w*deazdydz. (4.20.1)
<b>"= /wB*w*dxdydz. (4.20.2)
Da aber die konjugiert-komplexe einer reellen Zahl diese selber ist, folgt
/¢*dexdydz = /wB*w*dxdydz, (4.21)
allgemein
/wIngdxdydz = /1/12B*1/1’fd:cdydz, (4.22)

und wir bezeichnen den Operator als hermitesch. In der Quantenmechanik miissen
alle Operatoren diese Figenschaft aufweisen, da die Eigenwerte Observable sind. Ob-
servable aber sind immer reell. Dazu miissen die einzelnen Faktoren einer klassischen
Funktion solange umgestellt werden, bis die daraus resultierenden Operatoren hermi-
tesch sind.

h 0
TP, — T:E%7 (4.23)

Dieser Operator ist nicht hermitesch. Vielmehr miissen wir den Produktansatz in eine
Summe zerlegen, wohinter sich natiirlich die Produktregel verbirgt:

1
wpy — 5 (XPy + PaX); (4.24)
dieser symmetrische Ansatz liefert dann einen hermiteschen Operator.

Axiom 4.8 Liefern zwei Figenfunktionen eines hermiteschen Operators zwei ver-
schiedene Eigenwerte, sind sie orthogonal zueinander. Es soll also gelten:

Awl = alwl N Awg = a2¢2 = /1?;1/11 d3ZC =0. (425)

Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung von links mit ¢35 und das konjugiert-
komplexe der zweiten Gleichung von links mit 11, integrieren

/ A P = a, / Y & A / Y1 A% &% = 0, / gy die (4.26.1)

und bilden die Differenz:
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/Qﬁ;Al/)l d3I — /QﬁlA*w; dsl' == (a1 - (IQ) /1/);’(#1 dSI'. (4262)

Nach Gl. (4.22) ist die linke Seite der Gleichung die Definition des hermiteschen
Operators und Null, q.e.d.

4.3 Der Drehimpuls als Operator

Wéhrend x und p beide nicht scharf bestimmt sind, ist der Drehimpuls in jedem
stationdren Zustand eine exakt bestimmte Grofle oder Erhaltungsgréfie: Bei einer
Vielzahl von Messungen kédme der Bahndrehimpuls nicht als Mittelwert heraus, son-
dern es miifite sich immer derselbe Meflwert beobachten lassen. Der Drehimpuls hat
als Kreuzprodukt der Vektoren r und p die drei Komponenten

L, = zp,—xp. (4.27)

h
L, = ¥ (e —23) (4.28)
n

Um festzustellen, ob diese Operatoren kommutieren, bilden wir etwa die Differenz der
Produkte L,L, und L,L, aus Gln. (4.27) oder L,L, und L,L, aus Gln. (4.28):

L,Ly, = (yp. — 2py) 2Dz — TD5) = YP22Ds — YP2TPs2 — 2Dy2Ds + 2Dyp..  (4.29.1)

Da y und p, im ersten Term, alle im zweiten und dritten Term und p, und x im
vierten Term vertauschbar sind, gilt auch

LxLy = YPzP27 — Iypz - 22pxpy + TPyzZPz- (4292)

L,L, = (2ps — xp.)(yp. — 2Dy) = 2D2YPs — 2Pu2Dy — TP2YP: + TD22py.  (4.29.3)

Im ersten Term sind y und p,, alle im zweiten und dritten Term, x und p, im vierten
Term vertauschbar:

LyLy = ypezps — 2°DaPy — Y2 + Tpyp. 2. (4.29.4)
Die Differenzbildung ergibt fiir L, L, — L, L,:
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(ypzpzz - xfl/pg - Z2pxpy + xpyzpz) - (ypzzpz - xypﬁ - 22pxpy + 'prpzz)v (4295)

also
L,L,— L,L, =yp,(p.z — 2p.) + xpy(2p, — p.2). (4.29.6)
Der Kommutator von p.z — zp, ist nach Gl (4.19.4) 2 also ist
h h
LyL,— LyL, = —(yps — xp,) = ~ L. (4.29.7)
i i

Dasselbe Resultat erhalten wir beim direkten Einsetzen:

0 o? 0? o? 0?
42 B 2

L,L,=—h (y—ax Y5 + e o T2 920y + xz@y@z) (4.30.1)

o? o? o? 0? 0

— _ 52 _ 52 _ _ —
L,L,=—h (Zy{?x@z z 920y Y53 + xzayaz + xay) : (4.30.2)

15} 0 h
— — 2 - — — 9 .

L,L, — L,L, = 7 (y — 3 8y> L. V —ifL. (4.31)

sie kommutieren nicht. Damit ist es unmoglich, die drei Komponenten des Drehim-
pulses gleichzeitig genau zu bestimmen. Das Quadrat des Drehimpulsvektors ist

L =L+ L) +L2 (4.32)

und mit den Definitionen der Drehimpulskomponenten [Gln. (4.27/28)] kann man
zeigen, daB L? mit allen Komponenten von L kommutiert. Damit koénnen der Ge-
samtdrehimpuls und eine seiner Komponenten gleichzeitig genau bestimmt werden.
Nach Konvention ist dies die z-Komponente. Wenn wir ein Experiment durchfiihren,
mit dem L? und L, scharf bestimmt werden kénnen, dann sind die beiden ande-
ren Komponenten L, und L, gleichzeitig nicht scharf bestimmt, sondern nur deren
Mittelwerte (Abb. 4.1).

Wenn nun L? und L. kommutieren, dann kann man einen Satz von Eigenfunk-
tionen finden, fiir die sowohl

L*Y,™ = kY™ (4.33.1)

als auch

LY = kY™ (4.33.2)

gilt. Diese Gleichungen sind die (zugeordneten) Kugelfunktionen mit den Eigenwerten
k™, mit denen der auch der winkelabhéngige Anteil der Atombahn-Eigenfunktionen
ermittelt wird. Wenn diese Gleichungen gelten, ist gleichzeitig erforderlich, daf3
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Abb. 4.1. Rdumliche Darstellung des
Drehimpulses fiir | = 2. Der Ge-
samtdrehimpuls und sein Betrag in
z-Richtung sind exakt bestimmbar,
dagegen konnen die Werte fiir die
z- und die y-Komponente gleichzeitig
nur als Mittelwert angegeben werden.

L,Y,™ # K'Y, AL,Y,™ # Y™ : (4.33.3)

verschiedene Operatoren ergeben verschiedene Figenwerte. Diese ergeben sich zu

kr=1(1+1r*1=0,1,2... (4.34.1)

und

km = mh, —1 <m <. (4.34.2)

4.4 Eigenfunktion und Eigenvektor

Der Begriff der Orthogonalitit tritt in der Vektoralgebra auf; zwei Vektoren a und
b stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr inneres Produkt Null ist. Das bedeutet,
daf sie beide linear unabhéngig voneinander sind, weder enthélt a eine Komponente
von b, noch enthélt b eine Komponente von a. Entsprechend sind zwei Funktionen
zueinander orthogonal, wenn das Volumenintegral ihres Produkts Null wird; eben
deswegen, weil sie vollstdndig voneinander unabhéngige Funktionen sind. In vielen
Féllen verhélt sich eine Funktion wie ein Vektor mit unendlich vielen Komponenten;
damit hat sie sehr viel mehr Moglichkeiten, zu anderen Funktionen orthogonal zu
sein als ein dreidimensionaler Vektor. Und wie wir einen Vektor aus Vielfachen seiner
linear unabhéngigen Einheitsvektoren entwickeln, entwickeln wir eine Wellenfunktion
als (unendliche) Summe aus orthogonalen Eigenfunktionen:

a = a1t + asj + ask, (4.35)

U= ci (4.36)
=1
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Umgekehrt wissen wir, da3 die Observablen in der Quantenmechanik gerastert
auftreten, also ein diskretes Spektrum von Eigenwerten annehmen; meist treten nur
wenige FEigenwerte auf, und das legt es nahe, die Analogie noch weiterzutreiben.

Die Operatorgleichung

() = Li(z) (4.37)

erzeugt aus der Funktion

U(r) = cntbu(x) (4.38)

n

die Funktion
p(r) = bupn(z) (4.39)

und aus den Amplituden ¢, neue b,. Um das zu zeigen, setzen wir die Gln. (4.38) und
(4.39) in (4.37) ein und erhalten

Z bppn(z) = Z e Ly, (). (4.40)

n

In bekannter Manier multiplizieren wir diese Gleichung von links mit ¢ (z) und
bilden das Volumenintegral:

S [ w@e@d=Ye [ v@le@d @

und erhalten wegen der Orthogonalitét der Funktionen ;(z)

> bubmn =D Luncn, (4.42)

wobei
Lo = / " (2) () dz (4.43)

b = Y Lyt (4.44)

Kennen wir die Werte von L,,,, konnen wir also die Amplituden b, der Funktion
¢ auf Grund der gegebenen Funktion v aus den ¢, finden. Wir hatten frither das
Element L,,, als Matrizelement bezeichnet (s. I, Kap. IV), und in der Tat kann die
Gl (4.44) als Matrizenprodukt betrachtet werden. Dazu schreiben wir den Operator
L als Diagonalmatrix, die Funktionen v und ¢ als Spaltenvektoren:

Lll 0 0 C1 bl
0 L22 0 Co == bg . (445)
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Dabei werden die Elemente der Diagonalmatrix geschrieben als

Lo = LG : (4.46)

Nur fiir den Fall m = n werden die Plitze in der Matrix verschieden von Null. Die
Aufgabe, die Eigenwerte des Operators L zu finden, erweist sich daher gleichbedeu-
tend damit, die in einer beliebigen Darstellung gegebene Matrix des Operators L auf
Diagonalform zu bringen. In diesem Fall dndert der Operator (die Matrix) die Rich-
tung der Eigenfunktion (des Vektors) v nicht, sondern veréndert nur ihren Betrag,
und die Funktion Lt ist parallel zur Funktion 1.

4.5 Unbestimmtheit und Ungewif3heit

Ein klassisches Experiment liefert eine Aussage dadurch, daf§ durch die Beeinflussung
der MeBapparatur durch ein Teilchen oder durch Energie ein makroskopischer Effekt
ausgelost wird. Diese Kausalitdat wird in der Quantenmechanik in Frage gestellt.

Ein geradezu klassisches Experiment ist die Beugung von Elektronen am YOUNG-
schen Doppelspalt (Abbn. 4.2). Die von einer Quelle ausgesandten Elektronen pas-
sieren einen Doppelspalt und werden auf einer photographischen Platte registriert.
Im einen Fall (Abb. 4.2 lks.) sind beide Schlitze offen, im anderen Fall (Abb. 4.2 re.)
ist alternativ nur ein Schlitz offen und der andere geschlossen. Waren die Teilchen

7

T -

Abb. 4.2. Begungsbilder von Elektronen nach Passieren des YOUNGschen Doppelspalts.
Lks.: Beide Schlitze offen, re.: konsekutive Messung, jeweils nur ein Schlitz offen.

bewegte Massenpunkte, diirfte das Ergebnis nicht davon abhéngen, ob ein Schlitz
offen oder geschlossen sind oder beide gleichzeitig offen sind, solange die gleiche An-
zahl von Teilchen entweder den oberen oder unteren Schlitz passiert. Wir kénnen die
Unbestimmtheit: geht ein Elektron durch den oberen oder unteren Schlitz? nur da-
durch aufheben, indem wir den Schirm mit den Schlitzen unmittelbar vor der Platte
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postieren. Dann wird die experimentelle Anordnung jedoch so verandert, dafl das ur-
spriingliche Beugungsbild nicht mehr beobachtbar sein kann. Zum einen manifestiert
sich in dem Beugungsbild der Wellencharakter der (langsamen) Elektronen. Zum an-
deren aber sehen wir, dafl die Festlegung der verdnderlichen Grofle, hier der Ort des
Elektrons auf der Platte, solange unbestimmdt ist, bis das Experiment durchgefiihrt
worden ist. In diesem Moment tritt durch die Wechselwirkung mit der Apparatur ein
meBbarer, makroskopischer Effekt auf. Demgegeniiber ist eine physikalische Grofie,
die lediglich dem Experimentator unbekannt ist, ungewifs.

Wenn wir annehmen, daf bis zum Auftreffen auf dem Schirm aus den Kugelwel-
len ebene Wellen entstanden sind, dann ist dort die Summe der beiden elektrischen
Feldvektoren (Abb. 4.3)

A P
E,
k(ry - 1p) Abb.4.3. Zeiger- oder Ro-
tordiagramm der elektrischen
Feldvektoren im Punkte P.
ot - kr, ot-Kkr, -

E,+E,=F, (4.47)
genauer fiir die beiden Vektoren
E = E(1)72 sin(k - 712 — wt), (4.48)
wobei der Winkel
0=k- (’I"l — 7"2) (449)

der Phasendifferenz der beiden Vektoren entspricht. Anwendung des Skalarproduktes
ergibt

E. = (Ey + Ey)* = E} + E; + 2B\ E; cos 6. (4.50)

Der dritte Term wird als Interferenzterm bezeichnet.

Mit diesem Experiment ist also die Wellennatur der Elektronen klar bewiesen.
Aber auch das Ergebnis beim Verschlielen eines Schlitzes, das der Zielscheibe eines
ungeiibten Schiitzen entspricht, 148t eine weitere Folgerung zu, denn das ist das Beu-
gungsbild einer Elementarwelle: Die Intensitéit der Elektronenwelle (also ihr Ampli-
tudenquadrat) auf dem Schirm ist folglich der Wahrscheinlichkeit des Auftreffens des
Elektrons proportional. Das ist die statistische Interpretation der DE BROGLIEschen
Welle von MAX BORN.
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4.5.1 Das Schwankungsquadrat in der kinetischen Gastheorie

Zur Klarung der Diskriminierung zwischen Unbestimmtheit und Ungewilheit ndhern
wir uns iiber die kinetische Gastheorie. Wir haben dort gelernt, dafl die innere Energie
eines Gases eine Funktion von 7' und V ist. Greifen wir jetzt eine Molekel mit der Tem-
peratur 7" heraus, dann hat es eine Energieverteilung nach MAXWELL-BOLTZMANN:

f(E)dE = constvVEe P/kT dE, (4.51)

was ein flagranter Widerspruch zur eben gemachten Behauptung ist. Die gemessene
Temperatur ist keineswegs scharf, sondern wir sehen, dafl sehr viele verschiedene Wer-
te angenommen werden (diirfen und konnen). Die Aussage wird allerdings dadurch
relativiert, dafl bei einer derart groflen Anzahl von Molekeln, wie sie fiir Gase unter
Standardbedingungen typisch ist, die Wahrscheinlichkeit, dafl die mittlere Energie
tatséchlich mit der Temperatur korreliert sei, ein unglaublich scharfes Maximum bei
E =< E > hat. Dazu iiberlegen wir, wie hoch die Wahrscheinlichkeit f(E)dFE ist,
daBl die Gesamtenergie von j Molekeln im Intervall zwischen E und E + dFE liegt?
Dabei sollen die Molekeln drei Freiheitsgrade der Translation haben. Da die Wahr-
scheinlichkeiten unabhéngig voneinander sind, ist das

FUE) - fo(E) ... f;(E)dE, dEydE;s ... dE;. (4.52)

Die Wahrscheinlichkeit, dafi eine jede Molekel eine Energie F; inne hat, ist gleich
dem BOLTZMANN-Term e~ %/#87 fiir alle j also

_ E1+E9+E3+... +E

e mT B dE,dE;... dE. (4.53)

Die Gesamtenergie dieser Molekeln ist

m
E = 5 (2, +02 +v2 + ... +ui i+l (4.54)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit w liegt deren gesamte Energie im Intervall zwischen
E und E + dE? Geometrisch ist das eine Kugelschale mit dem Radius r = \/%\/E

im Raum der Dimension 3 - j, da wir 5 Molekeln betrachten. Die Kugel selbst hat das
Volumen

5
V= /w(E)dE - 01/ <\/E> " aE, (4.55)
und damit die Kugelschale zwischen F und E + dFE

37 3

dV = ClEE LdE. (4.56)

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Gesamtenergie des Systems im Intervall zwi-
schen E und E + dE liegt:

w(E)dE = Cye BT p3-14E. (4.57)
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Wir schreiben das jetzt um und setzen

n= %j -1 (4.58)
Dann wird aus Gl. (4.57)
w(W)AE = Cye B/l ErdE. (4.59)
Um das besser zu zeichnen, setzen wir fiir n Molekeln
E
= 4.60
T T (4.60)
womit wir schliellich
—E/kgTn E ! n —z, "
w(E)dE = Cy |e P/FsTm . —— 1 (kgTn)" = C5 [e "x] (4.61)
kBTTL

schreiben kénnen. Diese Funktion ist in Abb. 4.4 fiir verschiedene Werte von n dar-
gestellt. Man sieht die Zunahme der Schéirfe der Verteilung fiir steigendes n. Es ist
ersichtlich, daf} diese Funktion ein ungeheuer scharfes Maximum fiir tatsdchliche Sy-
steme hat (Gasdichten bei STP sind in der Gegend von 10 /cm?).

1.00F
0.75¢ Abb. 4.4. Diagramm der Ver-
teilungsfunktion der FEnergie
< 0.500 fiir verschiedene Zahlen der
= Molekeln. Mit zunehmender
Zahl nimmt die Schérfe der
0.25p Verteilung enorm zu. Die Ver-
teilungsfunktionen sind auf
0.00 das Maximum normiert.

Das Maximum liegt bei x = 1, also bei E = nkgT. n ist aber nach Gl. (4.58)
iitber n = 353 — 1 eng korreliert mit der Zahl der Molekeln, liegt aber wegen der
asymmetrischen Verteilungsfunktion fiir eine Molekel bei geringfiigig niedrigerem .
Dieser Unterschied zwischen < E > und F,,.. spielt aber bei den Zahlen bei STP
keine Rolle mehr.

4.5.2 Die spukhafte Fernwirkung

In einem 1935 erschienenen Aufsatz fragten ALBERT EINSTEIN, NATHAN ROSEN und
Boris PODOLSKY, ob die Quantenmechanik nur eine unvollstéindige Beschreibung
physikalischer Probleme liefern kénne.
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Ihr Beispiel beruht auf folgender Annahme: Bei einem Experiment stoflen zwei
Teilchen zusammen und fliegen danach auseinander. Bekannt ist der Gesamtimpuls
p, jedoch sind die beiden Impulse p; und p, unbestimmt. Gleiches gilt fiir den Vektor
T = q; — q, der relativen Lage der Teilchen zueinander. Wenn der Impuls p; des
Teilchens 1 gemessen wird, ist damit gleichzeitig der Impuls p, bestimmt. Gleiches
gilt fiir die Koordinaten.

e Sind Ort und Impuls der zweiten Partikel davon abhéngig, was an der ersten
Partikel gemessen wird? Ist die Information am zweiten Mepunkt instantan
erhéltlich?

e Mifit man am zweiten Ort den Impuls und am ersten den Ort oder umgekehrt,
dann sind offenbar beide Groflen absolut bestimmbar.

Die Antwort darauf ist:

e Die Impulswerte des Teilchens 2 liegen seit dem Stof} fest, genau wie die des
Teilchens 1. Die Messung macht diese Werte nur manifest. Eine Grofle, die
bestimmt gemacht werden kann, kann aber ihren Wert erst bei der Messung
offenbaren, nicht vorher.

e Die Apparatur zur Messung des Impulses ist natiirlich eine andere als die, mit
der der Ort des Teilchens gemessen wird. Wird in Abb. 4.1 der Schirm direkt
hinter den Schlitzen befestigt, ist eine genaue Ortsmessung moglich, aber keine
Impulsmessung und vice versa.

4.6 Aufgaben und Loésungen

Aufgabe 4.1 Welche der Operatoren sind linear, welche nicht?

[+5], f(z) = 2%5 + 23, (1)

d

] £(e) = 2347 @

2

Losung. Wir kreieren eine zweite Funktion g(z) = 2%, mit der wir die Tests

Alf(x) + g(x)] = Af(x) + Ag(x) (5)

durchfithren:
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5+ [2° 4+ 2% # (2+2%) + (24 2°); (6)
z(z® + %) = 2* + 2°; (7)
Vad + a2 £ Vad + Va2, (8)

d d
a(xg +2%) = d—:c3 + azﬁ 9)

= (2) und (4).

Aufgabe 4.2 Was sind die Eigenwerte der Funktion e** fiir den Differentialoperator?
Diskutieren Sie das Ergebnis!

Losung.

d

— M = ke 1
¢ e (1)
Die Eigenfunktionen ¢ besitzen fiir den Differentialoperator die Eigenwerte k. Die
Werte sind nicht gerastert, da keine Randbedingungen angegeben sind, die die Aus-

wahl einschrianken, und daher verdienen sie nicht die Bezeichnung Eigenfunktion.

Aufgabe 4.3 Zeigen Sie, dal die Operatoren des Impulses und des Ortes fiir die
gleiche Koordinate nicht kommutieren, indem Sie sie auf die Funktion f wirken lassen!

Losung.
A="0AB =y (1)
Asz?%xfz?(vaxg), (2)
BAf:x?%, (3)
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Aufgabe 4.4 Zeigen Sie, daf die Operatoren des Impulses und des Ortes dagegen fiir
unterschiedliche Koordinaten durchaus kommutieren, indem Sie sie auf die Funktion
f wirken lassen!

Losung.
A-ld g, o

anr="0ur =2 (v ). )

BAf= ?% -y, (3)

(AB-BA)f =0. (4)

Aufgabe 4.5 Zeigen Sie, dal der Operator % nicht, aber der Operator ia% sehr wohl
hermitesch ist!

Lésung. Wir machen das an der ebenen Welle ¢ = 1yel*® und ihrem konjugiert-
komplexen 1* = e~ ** fest: Die Bedingung fiir Hermitizitét lautet

[ (Ag) = g(Af)". (1)
Fiir den ersten Fall ergibt sich fiir die linke Seite von Gl. (1)
/xz e’ikxgeikx dr = ik(xe — 1), (2)
. Ox
und die rechte Seite
” 0 —ikx ikx :
/I1 5.° ¢ do = —ik(xe — 21), (3)
die Seiten sind also unegal. Mit dem i:
/ —igef““"”e“‘“C dr = +i%k(xg — 21) = —k(2y — 1), (4)
s Oz
2 —ikx: 9 ikx -2
/ e Mg e de = +i%k(xe — 1) = —k(x9 — 21). (5)
T x

Aufgabe 4.6 Wenn die Funktionen ¢ und ¢ Eigenfunktionen desselben Operators
B mit unterschiedlichen Eigenwerten a und b sind, wie grof} ist dann das Integral

/ v Bod3x? (1)
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Losung.

By = ay. (2)

Bo = bo (3)

Da die Operatoren hermitesch sein sollen, bedeutet das, dafl auch

B ¢* = bo*. (4)
Multiplizieren wir Gl. (2) von links mit ¢* und GI. (4) von links mit v, integrieren
iiber den Raum und bilden die Differenz:

/ »*By d®z — / YB* ot dPx = / o*ayy APz — / Vbo* d3x. (5)
/ o*arp Pz — / Ybo* BPx = a / o 1 d3x —b / Vo . (6)

a / ¢*1p Bz — b / ve* Bz = (a —b) / o*1p BBz, (7)

Wegen der Definition fiir einen HERMITEschen Operator

/ o'Bud's = [ u(Boy ®)

ist die linke Seite der Gl. (7) Null. Damit muf} das Integral in Gl. (1) auch fiir a # b
ebenfalls Null sein.

Aufgabe 4.7 Warum hat das Elektron im s-Zustand keinen Bahndrehimpuls?

Losung. Der Drehimpuls ist klassisch
2 _ 72 2 2
L*=L,+L,+L; (1)
und nach der BoHRschen Theorie

L=nhn=12,... (2)

Damit hétte ein s-Elektron einen Bahndrehimpuls. Die Quantentheorie sagt: Der
Gesamtdrehimpuls ist

=/I(l+ 1)h, (3)
fiir I = 0 (s-Elektron) also Null. Angenommen, BOHR hétte recht, dann wire nach

GL (2)

L?=h*= L=nh, (4)
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aber gleichzeitig nach Gl. (1) auch gleich der z-Komponente, da die beiden anderen
Null sein miifiten, weil die Wurzel aus 1 wieder 1 ist. D. h. der gesamte Drehimpuls
und alle seine Komponenten wéren scharf:

L=hL,=0,L,=0,L.=h, (5)

damit sind alle Komponenten und der Gesamtwert scharf. Dieses Dilemma kann man
nur vermeiden, wenn der Gesamtdrehimpuls fiir die s-Bahn verschwindet, denn nur
dann ist er weder scharf noch unscharf. Etwas, was nicht existiert, kann man keinen
Wert zuordnen.

Fir [ =1 gilt z. B.

VIA+1)=v2=/I2+ L2+ [?=1,414. (6)

Die Projektion in z-Richtung ist mh = h, die in z- oder y-Richtung aber auch. Wir
wissen aber nicht, in welche Richtung!

Ein s-Zustand hat kein klassisches Analogon, und es gibt keine ihm entsprechen-
den BoHRschen Bahnen! Insbesondere war die BOHRsche Theorie gezwungen, dem
optischen s-Term Zusténde mit [ = 1 zuzuordnen, obwohl die Versuche eindeutig
bewiesen (z. B. der STERN-GERLACH-Versuch), daf§ ein Elektron im s-Zustand kein
mechanisches (und magnetisches) Bahnmoment besitzt (s. Kap. 6).

Aufgabe 4.8 In Kugelkoordinaten unter Vernachlédssigung der winkelabhingigen
Anteile lautet die SCHRODINGER-Gleichung fiir das KEPLER-Problem (E = —13,6
eV):

h’ 1 d dv(r) Ze? B
2mr?dr (72 dr > a 47r53r¢(r> = o). (1)

Verifizieren Sie die Richtigkeit der 1s-Bahnfunktion mit

Y100 = Ae™/®. (2)

Aufgabe 4.9 Zeigen Sie mittels der ebenen Welle, dafl der Differentialoperator des
Impulses hermitescher Natur sein muf!

Losung. Die allgemeine Forderung lautet

/z By AP = / YvB* Yt 3, (1)

damit fiir eine ebene Welle e** und deren konjugiert-Komplexes e % fiir den Diffe-

. h
rentialoperator ¥ 7~



4.6 Aufgaben und Liosungen 95

o . hO oo h 0
—ikx °° ¥ ikx — ike 7 ¥ —ikx
/gc1 3 T9aC dz /x1 e =50 dz. (2)
/ hk dz = / hk da, (3)
1 Tl
hk’(l’g — ZL‘l) = hk(l’Q — Il). (4)

Aufgabe 4.10 Zeigen Sie, dal der wahrscheinlichste Radius des 1s-Elektrons im
Wasserstoffatom der BoOHRsche Radius ist! Verwenden Sie dabei die Funktion

1
Y= —3€_T/a0- (1)

ay

1
_ —r/ag
V= frme 1)

Damit wird die Funktion, deren Maximum gesucht wird:

1 -2
Amr?— exp (—T) : (2)

Losung.

Abgeleitet:
-2 2 -2
2r (exp _7“) —7r?. Zexp (—T) =0 (3)
Qg Qo ao
= ap. (4)

Aufgabe 4.11 Der wahrscheinlichste Radius des 1s-Elektrons im Wasserstoffatom
ist der BoHRsche Radius. Was aber ist der Mittelwert? Die Wellenfunktion lautet

1 —7T/aQ,
Y100 = 3 /a0, (1)
\/ 0

Losung. Es handelt sich um eine asymmetrische Funktion, dhnlich wie die MB-
Verteilung, fiir die der Mittelwert rechts vom Maximum, der héufigsten Geschwindig-

keit, liegt:
1
=, [ —= e "/, 1
6=z ()
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/1
)= [—5 e
Tag

<xr>= /w*af;z/} d3z.

2 ™ %) ) 1 —9
<r>:/ do / sin@dé’/ rr—s exp — dr.
0 0 0 Tag ag

1 o —2r
<r>=2-21-— 3 exp —— dr.
7'(-0/0 0 ao

3
<r>= 5(10 =0,79A.

Aufgabe 4.12 Erkldren Sie an Hand der SCHRODINGER-Gleichung das Verhalten
der Wellenfunktion fiir unterschiedliche kinetische Energien von 7" = 0 bis T" > V fiir

eine ebene Welle (F — p — \)!
Losung.

R

N 2m0

E

+V,

was fiir die Wellenldnge geschrieben werden kann als (7' = Eyy,):

V:O:)\:ﬁ.
p
0 <V < E: \steigt.

V=FE:T=0= )\ — 0.



5 Starrer Rotator, Rotationsspektroskopie

Die Bestimmung der Eigenwerte der Energie eines Systems ist eine zentrale
Aufgabe in der Quantenmechanik. Dies wird daher in diesem Kapitel fiir das
Modell des starren Rotators exekutiert. Der Harmonische Oszillator ist im
Rahmen der Grundausbildung behandelt worden, s. nano-1.pdf, hier folgen
noch einige Ubungsaufgaben.

5.1 Definition des Rotators

Wir betrachten Rotationsbewegungen von Molekiilen, die {iber eine bestimmte Sym-
metrie verfiigen und gehen davon aus, dafl ein dreidimensionaler Korper drei Haupt-
tragheitsachsen aufweist. Besitzt das Molekiil eine Symmetrieachse beliebiger Ord-
nung, liegt der Schwerpunkt auf dieser Achse, mit der auch eine der Haupttréagheits-
achsen zusammenfillt — die beiden anderen stehen senkrecht auf dieser. Liegen die
Atome zusétzlich auf einer Geraden, die als eine Tragheitsachse x5 ausgezeichnet wird,
dann fallen die beiden anderen Haupttrigheitsmomente zusammen:

Ein solches System heifit Rotator; er hat nur zwei Freiheitsgrade der Rotation, die
Drehungen um die x1- und z9-Achse entsprechen, denn eine Rotation einer Geraden
um sich selbst ist sinnlos.

Der Drehimpuls eines derartigen Systems ist dann

L=1Iv=Y mal (”—) (5.2.1)
, a;

und seine kinetische Energie gleich der Gesamtenergie (wegen der freien Wihlbarkeit
der potentiellen Energie wird diese auf Null gesetzt):

orT
E=T= 1/2m0a2gb2 = Dy = a— = m0a2gb = IQO (522)
¥

5.2 Rotator als quantenmechanisches System

Fiithrt man die Quantelung entsprechend der BoHRschen Regel durch:

97
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h
2mr = nA =n—, (5.3)
mu

stellt man fest, dafl in dieser Gleichung bereits der Drehimpuls , versteckt® ist:
L=nlt —uh (5.4)
mur =L=n—=n .
21 ’
womit sich die Eigenwerte der Energie ergeben zu

n’n?
E, = . 5.5
Vi (5.5)
Quantenmechanisch ergibt sich jedoch (s. ausfiihrlich Kap. 7)
AL+ 1)
Ei=—+-=DBIl(l+1 5.6
= " = B+ 1), (56)

wobei die Eigenfunktionen zugeordnete Kugelfunktionen sind (LEGENDRE-Polyno-
me). Die Energie des Rotators hiangt von der Nebenquantenzahl [ ab. Die Magnet-
quantenzahl m, die die Projektion des Drehimpulses L auf die z-Achse charakterisiert,
geht in den Ausdruck fiir £y nicht ein. Jedoch héngen die den Eigenwerten Ej ent-
sprechenden FEigenfunktionen

Y"(0, ) = O] @y = G B (cos 9)e™? (5.7)

von m ab. Weil m von —[ bis 4+ incl. Null lauft, entsprechen jedem Eigenwert von [
2l + 1 orthogonale Eigenfunktionen. Fiir die Auswahlregeln ergibt sich

e Am=0AAl==+1;
e Am = —1A Al = %1 [rechte (CW) Rotation];

e Am =1AAl= =1 [linke (CCW) Rotation].

Mit den Auswahlregeln lassen sich alle moglichen Emissions- oder Absorptions-
frequenzen des Rotators ermitteln:

h h
h h

In Verbindung mit Rotationen schreibt man meist J statt [. Obwohl die Energie-
abstinde mit groflerem .J grofler werden, gilt fiir die Energie zwischen zwei Zustianden:

AE = hB2(J + 1) (Absorption) A AE = 2hB.J (Emission): (5.9)

die Energiedifferenzen wachsen linear an, und man erhélt ein dquidistantes Linien-
spektrum. Da B oc 1/.J ist, wird der Linienabstand umso grofier, je kleiner J ist.
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5.3 Antisymmetrieprinzip

Die Rotations-Eigenfunktionen besitzen den gleichen Funktionsgraphen wie die win-
kelabhéngigen Anteile der Wellenfunktion eines wasserstoffihnlichen Atoms. Deswe-
gen kann man das Quadrat der Rotations-Eigenfunktion wie ein normales Orbital
darstellen:

e J oder [ = 1: p-Zustand: ungerades J, [: antisymmetrische Eigenfunktion.

e J oder | = 2: d-Zustand: gerades J,[: symmetrische Eigenfunktion.

Fiir homonucleare Molekiile wie Oy oder H,, die elektronisch angeregt werden,
ergibt sich daraus eine iiberraschende Konsequenz. In Hochauflosung wird eine sog.
Hyperfeinstruktur der Elektronenbanden beobachtet, die Wellenfunktion der Elektro-
nen koppelt mit der der Kerne.

Fiir Fermionen muf} die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch sein, fiir Bosonen
symmetrisch. Z. B. ist das Os-Molekiil ein Boson, wenn es aus den beiden Isotopen
250 besteht, das Hy-Molekiil besteht aus zwei Fermionen. Die Spins der beiden Was-
serstoffatome konnen jetzt parallel oder antiparallel sein, damit ist die Kern-Funktion
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Sind die Spins parallel, spricht man von
ortho-Wasserstoff (Triplett), in diesem Fall vom para-Wasserstoff (Singulett). Die Ge-
samtwellenfunktion

,Ivbrot - wKerne : @{nq)m (510)

muf} jedoch antisymmetrisch sein. Da die Rotationsfunktionen Kugelfunktionen sind,
die in der Hierarchie von unten mit [ = 0 mit einer geraden Funktion beginnen,
kann also der ortho-Wasserstoff nicht in den Grundzustand mit J = 0 gehen, sondern
nur der para-Wasserstoff. Der néchste besetzbare Zustand ist von diesem aber um
AJ = 2 verschieden, entsprechend beim ortho-Wasserstoff von J =1 — J = 3. Und
Ubergiinge sind entsprechend der Auswahlregel Al = £1 nicht mit dieser Asuwahl-
regel vereinbar. Daher sind in homonuclearen Molekiilen und Molekiilen mit Inversi-
onszentrum, d. h. fehlendem Dipolmoment, reine Rotationsspektren unmaglich.

5.4 Oszillierender Rotator

Die Population der Rotationsenergie-Niveaus ist im thermischen Gleichgewicht

Ny oGy, )e e (5.10)
No
fir kleine J: BJ(J + 1) < kgT = Ny ~ (2J + 1)Ny: Gerade mit der Steigung 2Ny,
fiir grofle J: exponentieller Abfall.
Fiir Rotations-Schwingungs-Spektren: BJERRUMsche Doppelbande (Abb. 5.1).
Bei grofleren J: zwei entgegengesetzt gerichtete Krifte werden bedeutsam:
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0,50 T ¥ T T T T T T T

0,25

Intensitat

0,00

Abb. 5.1. BJERRUMsche Doppelbande.

e Zentrifugalkraft F = mw?r;

o Riickstellkraft F' = k(r — ry).

Dadurch werden die Energie-Eigenwerte modifiziert:*

Ey=BJ(J+1) — DJ*(J + 1) (5.11)

Die Tragheitskrifte bei hohen J bringen fast keine Verdnderung von B. Es édndert
sich aber das Tragheitsmoment ganz entscheidend, wenn der Abstand r durch eine
Schwingung vergroflert wird.

5.5 Aufgaben und Lésungen

5.5.1 Harmonischer Oszillator

Aufgabe 5.1 Ein dreiatomiges homonucleares Molekiil schwinge mit den drei Eigen-
frequenzen wy 1, w2 und wp 3, und die Bewegungsgleichungen lauten:

!Dieser Effekt spielt nur bei hohen .J eine Rolle.
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%.’B& = —I + T

m o

Biy = 1 — 219 + 23 (1)
moe

5333 = T — I3

Wir setzen mit dem 1. und 3. NEWTONschen Axiom an:

m;T; = — Z Airzy, (2)
k=1
Ai = Ap (3)
und erhalten daraus die Matrix
1 -1 0
A = -1 2 -1 1. (4)
0o -1 1

Alle n Punkte sollen jetzt synchron mit einer Frequenz wy; schwingen:

n
x; = D; coswy it = Z Aipxr = Wo ;. (4.41)
k=1
Das ist ein Eigenwertproblem mit n linearen homogenen Gleichungen fiir n Amplitu-
den, die nur dann eine von Null verschiedene Lésung haben, wenn die Koeffizienten-
determinante verschwindet:

ailr — Wy a2 a13
21 A99 — Wo A23 = O, (442)
a3 a32 a3z — Wo

insgesamt gibt es n Wurzeln, die die Eigenwerte der Matrix A darstellen. Zu jedem
Eigenwert wyp; der Gl (4.41) gehort eine Losung, und die Zahlen .Tl(-k) bilden die n
Komponenten des zum Eigenwert wy ;, gehdrenden Eigenvektors.

Aufgabe 5.2 Ein dreiatomiges, lineares Molekiil, z. B. CO,, schwinge mit den drei
Eigenfrequenzen w1, wp2 und wp 3, und die Bewegungsgleichungen lauten:

%ii’.l = —I -+ )

mo

5372 = I — 2%2 + x3 (1)
m o

51’3 = T — T3

Wir setzen mit dem 1. und 3. NEWTONschen Axiom an:

m;T; = — Z Ay, (2)
=1
Ai = Ap (3)

und erhalten daraus die Matrix
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A= -1 2 -1 ]. (4)
Alle n Punkte sollen jetzt synchron mit einer Frequenz w; schwingen:

n
x; = D, cos u)()’z‘t = Z flzkl’]C = Wo,iTi- (441)
k=1
Das ist ein Eigenwertproblem mit n linearen homogenen Gleichungen fiir n Amplitu-
den, die nur dann eine von Null verschiedene Lésung haben, wenn die Koeffizienten-
determinante verschwindet:

ailr — Wo a2 ais
91 Q92 — Wp A23 = O; (442)
@31 32 a33 — Wo

insgesamt gibt es n Wurzeln, die die Eigenwerte der Matrix A darstellen. Zu jedem
Eigenwert wy; der Gl (4.41) gehort eine Losung, und die Zahlen xgk) bilden die n
Komponenten des zum Eigenwert wy j gehérenden Eigenvektors.

5.5.2 Starrer Rotator, Rotationsspektroskopie

Aufgabe 5.3 Bestimmen Sie die minimale Rotationsenergie und den minimalen
Drehimpuls des Benzolmolekiils (I = 2,93 - 1073¢ g cm?) bei einer Rotation um eine
Achse senkrecht zur Molekiilebene!

Losung.

(m? = 12)h?

E =
21

=1,9-107J=1,19-10""eV. (1)

L=(m=1)h=1,06-10"* Jsec. (2)

Aufgabe 5.4 Berechnen Sie die ersten fiinf Rotationsniveaus des Ho-Molekiils (I =
4,60-10~* g cm?), die dazugehorigen Werte des Drehimpulses und die Zahl der mogli-
chen Orientierungen im Magnetfeld!

Losung. Als erstes benotigen wir die Energien
2

El:l(l+1)2—]_/\l:0,1,2,3,4 (1)

und die (gesamten) Drehimpulse

L=+/I(l+1)h, (2)
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wobei der Betrag in z-Richtung gegeben ist durch

LZ = mlh. (3)

Der Betrag von h*/21 ist 1,19-107%' J. Mit diesem Wert sind die Betrige in der Tab.
5.1 zu multiplizieren. Wegen des kleinen Triagheitsmoments sind diese Werte etwas
kleiner als die fiir Benzol (s. Aufg. 5.1).

Tabelle 5.1. Zusammenhang zwischen der Quantenzahl J = [(l + 1) des Drehimpulses L
und verschiedenen Groflen.

l
Grifie 0 1 2 3 4
I(1+1) |0 2 6 | 12 | 20
J 0| 2 6 | 12 | 20
Efp?/21) [0] 2 6 | 12 | 20
|L|[A] 0| 1,41 | 2,45 | 3,46 | 4,47
Multiplizitdt | 1 3 5 7 9
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6 Effekte im magnetischen Feld

Ein hervorragendes Beispiel der (einfachen) Berechnung solcher Energieei-
genwerte fiir Quantenzustidnde bieten magnetische Effekte. Auch hier wird
der klassisch berechnete Wert mit dem quantenmechanisch berechneten Wert
verglichen, und die Nichtkommutierbarkeit von Orts- und Impulsoperator
benutzt, um die Einstellmoglichkeiten des Elektronen- und Kernspins im
Magnetfeld zu verstehen. Mit diesen Kenntnissen wird schliellich die NMR-
Spektroskopie erklért.

6.1 Richtungsquantelung

1922 spalteten STERN und GERLACH einen Strahl aus Silberatomen (ein 5s-Elektron
mit 4% Spinmoment, aber kein Bahnmoment, s.w.u.) durch das stark inhomogene
Feld eines Magneten in zwei Substrahlen auf, deren Breite durch das Verhéltnis der
Einstellenergie des Dipols im magnetischen Feld zur thermischen Energie bestimmt
wird. Klassisch wére jede Einstellung moglich. Im homogenen Magnetfeld erfolgt eine
Prézession um die Feldlinien, die zusétzliche Energie wére

U= —puBcos0, (6.1)

und die ausgeiibte Kraft gerade wegen der Homogenitéit Null (parallele Feldlinien).
Im inhomogenen Feld dagegen wirkt eine zusétzliche Kraft auf die magnetischen Mo-
mente. die nach

0B
F = pcos @5 (6.2)

berechnet wird, was zu einer Verbreiterung des Strahls in z-Richtung fithren sollte, so
daBl man eine Ellipse in z-Richtung in Abhéngigkeit der (Inhomogenitét) der Magnet-
feldstarke erwartet. Tatséchlich wurden auf der Glasplatte zwei Flecke beobachtet. Of-
fenbar sind zwei diskrete Einstellmoglichkeiten des Dipols zum Feld moglich, ndmlich
parallel und antiparallel. Da das Einstellverhéltnis der beiden Strahlen zusétzlich
durch die thermische Energie verschmiert wird, beobachtet man nicht zwei Punkte,
sondern zwei Flecken auf dem Auffanger (sog. Richtungsquantelung, Abb. 6.1). War
nicht nur die Aufspaltung ratselhaft, galt das auch fiir die Zahl der Flecke, die sog.

105
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Multiplizitét, die nach 2] + 1 berechnet werden kann und damit immer eine ungerade
Zahl liefert.

inhomogen.

Ofen

Magnet

Glasplatte
Strahlfilter

Abb. 6.1. STERN und GERLACH beobachteten 1922 erstmals die Richtungsquantelung an
Ag-Atomen. Die Bewegungsrichtung der Atome ist senkrecht zum Magnetfeld und senkrecht
zu dessen Gradienten.

Mit freien Elektronen gelingt das Experiment nicht, da die LORENTZ-Kraft auf
die freie Ladung viel grofler ist als die Kraft auf den Dipol. ,,Closed Shell“-Molekiile
zeigen keine Aufspaltung, weil ihre Elektronenhiille kein magnetisches Moment hat.

6.2 Magnetische Momente

Klassische Argumentationskette: Bei der Umkreisung eines Elektrons um den Kern
entstehen ein Drehimpuls L und ein magnetisches Moment p, wobei gilt:!

L =mer x v. (6.3)

Dabei steht L senkrecht auf der durch r und v gebildeten Fléche.
Das magnetische Moment der gleichen Umlaufbahn ist Strom (Ladung mal Um-
lauffrequenz) mal Fléche:
w 5 €QUT
= ep - — - = 4.1
p=eo g 5 (6.4.1)

und steht gleichfalls senkrecht auf der durch = und v gebildeten Ebene (Abb. 6.2),
und sie hdngen iiber

L=—rxv (6.4.2)

zusammen. Das Verhiltnis hidngt also weder von der Geschwindigkeit noch vom Radi-
us ab. Da ein Elektron aber negativ geladen ist, zeigen Drehimpuls und magnetisches
Moment demzufolge in genau entgegengesetzte Richtungen. Dies gilt auch quanten-
mechanisch; zusédtzlich wird ein magnetisches Moment beobachtet, das durch den Spin

"'Wie wir wissen, ist die nicht-relativistische Rechnung fiir die meisten Atome erlaubt, da die
Elektronengeschwindigkeiten in der Gréfienordnung von e2/he = 1/137 sind.
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Abb. 6.2. Drehimpuls L und magnetisches Moment g stehen senkrecht auf der von r und
v gebildeten Ebene und sind gleichgerichtet.

(klassisch ,erklart* die Eigendrehung des Elektrons) verursacht wird, und das sehr
genau doppelt so grofl wie das durch den Umlauf verursachte Moment ist (s. Abschn.
6.2.1). Die allgemeine Gleichung fiir freie Elektronen, Spin und Kerne ist:

€o I
2me
mit ¢ dem LANDE-Faktor, der fiir ein reines Orbitalmoment Eins, fiir ein reines Spin-
moment Zwei ist und fiir komplizierte Systeme, wie Atome, dazwischen liegt, alles
zusammengefafit auch

pw=-—g (6.5.1)

pu=—L (6.5.2)

mit v dem gyromagnetischen Verhéltnis. — Wegen der sehr viel gréfleren Kernmassen
sind die entsprechenden Momente der Kerne um Groflenordnungen niedriger; auch
das Neutron besitzt ein magnetisches Moment mit einem negativen g-Faktor, was ein
Planetenmodell mit einem positiven Kern suggeriert.

6.2.1 Der Elektronenspin

Dafl mit dem magnetischen Moment ein Drehimpuls verbunden ist, wurde von EIN-
STEIN und DE HAAS in einem geradezu spektakuldren Experiment gezeigt (Abb. 6.3).
Ein Eisenstab in einer Spule héngt an einem Quarzfaden, dessen Drehung durch die
Reflexion eines Lichtstrahls an einem am ebenfalls am Quarzfaden befestigten Spiegel
manifest wird. Die Spule wird von dem Entladungsstrom eines Kondensators durch-
flossen, wodurch der Eisenstab permanent magnetisiert wird (Remanenz). Das so er-
zeugte magnetische Moment ist nun umgekehrt mit einer Anderung des Drehimpulses
verbunden, und zwar ist

dL
M = i wp L sin ®. (6.6.1)
Da das gyromagnetische Verhéltnis den ganzen Wert der spezifischen Ladung des

Elektrons (statt des halben fiir ein Bahndrehmoment) aufweist, konnte demonstriert
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Abb. 6.3. Durch das Experiment von
EINSTEIN und DE HAAS wurde der
Spin der Elektronen nachgewiesen.
5 Der im Magnetfeld einer Spule magne-
tisierte Eisenstab rotiert mit der Win-
kelgeschwindigkeit w.

AN\

werden, dafl im magnetisierten Eisen weder das elementare magnetische Moment noch
der Drehimpuls auf umlaufende Elektronen zuriickzufiihren ist. Vielmehr war das der
experimentelle Nachweis fiir den Spin der Elektronen.

6.3 Prizession der atomaren Magnete

Als kreiselnde Magneten werden Radikale und Kerne mit einem magnetischen Mo-
ment verschieden von Null zur Prizession gezwungen (Abb. 6.4).

-

sin

Abb. 6.4. Bei Einwirkung eines Ma-
gnetfelds prizediert der Kreisel mit
Drehimpuls L und magnetischem Mo-
ment p mit der Prézessionsfrequenz
wp. Dabei dndert sich der Betrag des
Drehimpulses nicht.

Dabei ist die zeitliche Anderung des Drehimpulses gleich dem Drehmoment, wobei

dL
M = T wpLsin ®, (6.6.1)

also die Projektion von L auf den Prézessionskegel. Unsere Observable ist jedoch nicht
der Drehimpuls, sondern das magnetische Moment, und das Drehmoment ist nicht



6.3 Prizession der atomaren Magnete 109

das Kreuzprodukt aus Kraft und Kraftarm, sondern aus magnetischem Moment und
magnetischer Flufldichte:

M:uxB:uBsm@:sz%B. (6.7)

Aus diesem Bild ersehen wir, dafl nach der klassischen Theorie Elektronen und ma-
gnetische Kerne in einem Magnetfeld priazedieren. Dabei bleibt der Betrag des Dreh-
impulses konstant, aber seine Richtung &ndert sich kontinuierlich. Wollen wir den
Betrag des Drehimpulses selbst verédndern, sollten wir ein Drehmoment ausiiben, das
nach Gl. (6.7) um so wirkungsvoller agiert, je groer der Sinus des Winkels zwischen
magnetischem Moment und statischem Magnetfeld ist. Da es sich um bewegte La-
dungen handelt, wird Licht der Prézessionsfrequenz wp abgestrahlt, wobei das System
Energie verliert, bis es schliellich parallel zum statischen Magnetfeld steht.

6.3.1 Klassische Betrachtung der Energie im Magnetfeld

Das Magnetfeld wirkt nach

Fi =ew x B (6.8)

nur zu einer Flache senkrecht zu sich selbst und verdndert die Energie des Elek-
trons, obwohl die LORENTZkraft senkrecht zur Geschwindigkeit steht. Deshalb muf
die Arbeit, wie jede Arbeit einer beliebigen zentripetalen Kraft, Null sein. Das Elek-
tron bildet jedoch einen Kreisstrom, der einem magnetischen Dipol entspricht, dessen
Energie

Umagn. - _Mmagn. -B (69)

ist. Im Laufe der zeitlichen Anderung des Magnetfeldes auf den Wert B, = B wirkt auf
ein Elektron die in Bewegungsrichtung liegende Komponente des elektrischen Feldes
E:

0B
0
/VXE.dA:——/B.dA;» (6.10.2)
A at A
fE-ds _ —/dA-a—B. (6.10.3)
. A ot

e STOKESscher Satz gibt die Umwandlung eines Linien- oder Umlauf-Integrals in
ein Oberflachenintegral an.

e spielt im rechten Integral die Fliche die Rolle eines Parameters, deswegen darf
man dA vorziehen.
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Da es sich um eine Kreisbahn handelt, ist

0B roB
2mrE = —mr?—— = FE = ———. 11.1
s i = 5 5z (6 )

Die dem Elektron additiv zugefiihrte Geschwindigkeitskomponente ist also

d reg O
e 7, Ymagn. — — E = _B, 1.2
e gz Vmag o 2 ot (6.11.2)
so daf3 wir schliefilich
Vrnagn, = 2“30 B=-rB (6.11.3)

e

erhalten. v héngt nicht vom Einschaltvorgang des Magnetfeldes ab. Weil B parallel
zur z-Achse steht und nach der Definition der LORENTZkraft

Vmagn, L7 LFL, (6.12)

kann man die induzierte Bahngeschwindigkeit in Vektorform hinschreiben:

Vmagn, = 7B X 7. (6.13)

Das Magnetfeld ruft eine zusdtzliche Prdzession mit der Winkelgeschwindigkeit

0o=+B (6.14)

hervor. Die Energie, die ein rotierendes Elektron beim Einschalten eines Magnetfeldes
aufnimmt, ist nur kinetische Energie (vg ist die Geschwindigkeit des Elektrons vor dem
Einschalten des Magnetfeldes):

Unagn, = 5° (00 + Vimagn.)* = S0,
Einsetzen von Gl. (6.13) liefert uns bei Vernachlissigung quadratischer Glieder den
Gewinn an kinetischer Energie

(6.15)

T:%O'U-er:e—;B-'rxv:—u-B. (6.16)

6.3.2 Klassische Betrachtung des Zeeman-Effektes

Die LorRENTZsche Elektronentheorie besagt, daf} sich im einfachsten Modell das Elek-
tron unter der Wirkung einer harmonischen Kraft bewegt:

F + mwjz = 0. (6.17)

damit wird die Schwingungsgleichung eines Elektrons im homogenen und konstanten
Magnetfeld B

met + mwir = Fr, = —eg x B. (6.18.1)
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Projiziert man die Gl. (6.18.1) auf die Koordinaten, wobei die z-Achse in Richtung
des B-Feldes zeigt, so da8 Hy = Hy, = 0; H, = H, findet man mit
ixj=k;jgxk=4kxi=7:

i+w§x+;—lg)B = 0

j+woy— 2B = 0. (6.18.2)
Z4+wiz = 0
Multipliziert man die zweite Gleichung mit i2 = —1 und definiert ¢ = x + iy, wird

aus den ersten beiden Gleichungen

é:fé+igj:é+w§§+%3(y—i¢):0, (6.19.1)
was nach Umformungen iiber e
€+ wie + %B(y—ig — ) =0, (6.19.2)
zZu
£+ w2 — ;—OBig —0 (6.19.3)

fithrt. Ist die LARMOR-Frequenz

€o

0= 2meB < wo, (6.20)
ist die Losung der Schwingungsgleichung
¢ =e (Ae*"" + Be ) (6.21)
da
et = ¢ = £ = —a%, (6.22)
so dafl wir die Gleichung
—a* + wj + 2a0 =0 (6.23)
erhalten, aus der folgt
a = wy+o. (6.24)

Fiir die Koordinate z folgt aus Gl. (6.18.2)

z = Cetiot, (6.25)

Unter dem Finflufy eines Magnetfeldes mufS sich also die Frequenz der Schwin-
gungen eines Elektrons dndern, das einen dreidimensionalen Oszillator darstellt (nor-
maler ZEEMAN-Effekt). Ein Atom im Magnetfeld mufl folglich eine Strahlung mit
drei verschiedenen Frequenzen emittieren, die linear polarisiert sind (senkrecht zum
Magnetfeld):
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Wy — 0, Wy, Wo + 0. (6.26)

Dabei stehen die erste und die dritte Abstrahlungsrichtung mit E senkrecht auf
B, wihrend die unverschobene ihr E-Feld parallel zu B hat. — Ein Dipol-Oszillator
emittiert nicht in Richtung seiner Schwingung. Deshalb wird man in z-Richtung nur
die Schwebungsfrequenzen wy + o nachweisen koénnen, die circular polarisiert sind

(Abb. 6.5).

. EIB,

E_LB,

Abb. 6.5. Lks.: Quer zu den Linien des statischen Magnetfeldes betrachtet, sehen wir drei
Linien: Die mittlere zeigt die urspriingliche Frequenz (wg) und schwingt parallel zum Ma-
gnetfeld, die beiden anderen (wg £ 0) schwingen dagegen senkrecht zur Feldrichtung. Re.:
Beobachtet man in der Feldrichtung, sieht man nur die Komponenten w + o, gegenseitig
circular polarisiert [7].

6.4 Drehimpuls in der Quantenmechanik

Wie wir bereits bei der Quantelung des Drehimpulses in der BoOHRschen Theorie,
die von DE BROGLIE erweitert wurde, und bei den Fragestellungen des Rotators und
Oszillators gesehen haben, ist es in der Quantenmechanik notwendig, nach der Quan-
telung der Energie zu fragen. Klassisch ist die Energie eines magnetischen Momentes
im magnetischen Feld

U=—p- B: (6.27)

Ein magnet-sensitives System in einem Magnetfeld weist eine Energie auf, die pro-
portional zur Stédrke des Feldes ist, und die Proportionalitétskonstante nennen wir
magnetisches Moment.

Quantenmechanisch ist jedoch nur eine bestimmte Anzahl von Zustdnden erlaubt,
deren Dichte gerade bei niedrigen Energien und kleinen Systemen sehr gering ist, so
dal andererseits dort die Quantelung besonders gut nachweisbar ist.

Argumentieren wir im Sinne des BOHRschen Korrespondenzprinzips und nehmen
ein klassisches Teilchen mit Drehimpuls L, das im B-Feld Eigenwerte von —[ bis +{



6.4 Drehimpuls in der Quantenmechanik 113

annehmen kann, insgesamt also (mit der Null) 2/ + 1 Werte, damit also auch 2{ + 1
Eigenwerte der Energie. Nach der BoHRschen Bedingung ist

Ly = lh. (6.28)

Da der Drehimpuls selbst eine vektorielle Gréfle ist, konnen wir ihn in Kom-
ponenten zerlegen, und die Komponente parallel zum p-Feld wird iiblicherweise als
z-Komponente bezeichnet. Fiir diese interessieren wir uns. Es stiinde uns aber frei,
auch jede andere Richtung zu untersuchen, denn der Drehimpuls in jeder Richtung
ist gequantelt.? Der Betrag des Drehimpulses ist

VL-L=\/E+12+12h, (6.29)

1. richtungsunabhéngig, und damit

und ist

2. fiir alle drei Richtungen gleich.
Damit ist

L. L =3I’h* (6.30)

Das System kann aber zugleich nicht alle Zusténde, sondern nur einen einzigen
annehmen. Vor Einschalten des Magnetfeldes ist keiner der Zustdnde ausgezeichnet;
daher ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Zustand besetzt ist, gleich dem Mittelwert:
Summe der einzelnen Drehimpulse durch Zahl der Zusténde:

P+(l—172%+.. .+ (=1+1)2+(=1)?

L2>= R 31
<t 20+1 ’ (6:31)
was eine Reihe darstellt, deren Wert

i=l 1

it = S+ +1) (6.32.1)

i=1

ist, so daB die rechte Seite von Gl. (6.31) natiirlich den doppelten Wert von Gl. (6.32.1)
darstellt:

=l
1
it = gl(l +1)(20 + 1). (6.32.2)

Da zusétzlich alle drei Raumrichtungen dquivalent sind, ist

I(l+1)(20+1)

B2 =10+ 1)h? 33.1
1 11+ 1)h%, (6.33.1)

<L}>=

womit fiir den Betrag selbst

2Koordinatensysteme sind fiktiv und sollten nach dem physikalischen Problem gewiihlt werden.
Daher verwenden wir fiir Antennenprobleme Kugel- oder Zylinderkoordinaten etc.
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VL-L=+/I(l+1)h (6.33.2)
iibrigbleibt. Das bedeutet aber, dafl der gréfftmogliche Betrag der Komponente des
Drehimpulses L in z-Richtung — und damit in jeder Richtung — v/I2h ist, der
damit etwas kleiner als der Betrag des gesamten Drehimpulses ist. Das Drehmoment
kann sich also nie vollsténdig parallel zu einer ausgezeichneten Richtung einstellen.
Wenn L, = Ly = hl ist, nehmen die Projektionen von L, und L, nicht den Wert
Null an, sondern einen minimalen Wert:

L*=12 .. + (AL, + (AL, (6.34)

zZ,max min?

die aus der Unbestimmtheitsrelation bestimmt werden kénnen, denn wenn immer zwei
Operatoren nicht kommutieren, gehorchen sie der Unschérferelation (s. Kap. 4):

1 1\? 72
(AL (AL = § | Ly = L P= (3 ) WL = TO0% (639)
Also ist
| L,L, — L,L, [*= B’} . = [B(RD)]. (6.36)

Da z- und y-Achse ununterscheidbar sind, ist folglich

s N

(AL,)%., = (AL,) 5m, (6.37)

min min ~

also gerade der von den Gln. (6.33) geforderte Betrag, so daB L? = RI(l + 1) =
R + B2l wird.

6.5 Energie im Magnetfeld (quantenmechanisch)

Beginnen wir wieder mit Gln. (6.5.1) und (6.27)

o= —g;—OL (6.5.1)

)
m

3Der Unterschied zur HEISENBERGschen Formel rithrt daher, da8 wir uns hier um den mittleren
Fehler, also die Abweichung vom Mittelwert, kiimmern:

< Ax? >= /w*(x— <z >)pdix

<A >=<?> 2<r>?t<r>?=<®> <z >?.

Dann wird z. B. fiir p und z:

h2
<(Ap)° >< (A2)’ >> - > 4 < |poz —apaf’ >

NG
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U=—-p- B, (6.27)

skalar auf die z-Komponente bezogen

Umagn. = _,uzBa (638)
schreiben wir zusammengefaf3t
€0
Unnagn. = — (-) L,B. 6.39
st g 2m ( )

Quantenmechanisch sind nur bestimmte Drehimpulswerte zugelassen, was bedeutet,
daB die Energie gerastert ist und ihr maximaler Wert*

€p eoh
magn.,max — — )hJB=— P B =— B 4
Usnagn. g(5)nJ g(2m)J gund (6.40)

ist mit dem BoOHRschen Magneton in der runden Klammer. Die anderen Werte der
Stufen auf der Leiter sind gegeben durch

Umagn = —giiJ B, (6.41)

zwischen denen Ubergénge erlaubt sind. Quantenmechanisch findet man also die Aus-
wahlregeln zu

AJ ==+1,Am =0V +1: (6.42)

es sind also nur 2m + 1 Einstellungen moglich (Abb. 6.6, LEGENDREsche Polynome).

Da die Energiedifferenzen mit AE = ug - g - B konstant sind (g: LANDE-Faktor),
beobachtet man fiir jeden Ubergang nur eine Linie. Hat man nur ein Spinmoment,
spaltet dieses bei Al = 41 nur in zwei Niveaus auf. Die Grofle der Aufspaltung héingt
vom LANDE-Faktor ab, der fiir freie Elektronen ziemlich genau gleich Zwei ist, sonst
Eins. Deswegen erhilt man fiir Spin-Ubergiinge eine doppelt so hohe Aufspaltung wie
fiir Ubergiinge, bei denen sich m #ndert.

Wie wir gesehen haben, ist nur eine Komponente des Drehimpulses scharf be-
stimmbar. Die Darstellung in Abb. 6.6 stellt also die Projektion des rdumlichen Bildes
6.7 dar, aus dem klar wird, dafl nur der Gesamtdrehimpuls und eine seiner Komponen-
ten scharf, die beiden anderen Komponenten dagegen gleichzeitig nur als Mittelwerte
angegeben werden konnen.

6.6 Nichtklassizitit des Elektronenspins

Das magnetische Moment des ungepaarten Elektrons mit Bahndrehimpuls Null (s-
Elektron) ist in Wirklichkeit doppelt so grof8 wie nach Gl. (6.5) berechnet, weswe-
gen man den g-Faktor einfiihrt. Unter der Annahme, dafl dieses Moment durch das

4Bei Fragestellungen im ESR-Bereich tritt die Quantenzahl J, im NMR-Bereich die Quantenzahl
I des Kerndrehimpulses I, an die Stelle von [ und s, da der Gesamtdrehimpuls betrachtet werden
muf}, der sich vektoriell aus Bahndreimpuls und Spin zusammensetzt.
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L,=h/2x
L,=%h/2n N
=1 - Va
ST L= L =y(1+ 1172 hi2n
1+14)] 2 hi2n m=0
L,=- %hi2n L=-h2nl
s=-% m=-

Abb. 6.6. Einstellmoglichkeiten fiir den Spin '/ (Elektron, Wasserstoffkern = Proton) oder
den Spin 1 (Deuteron: Proton+Neutron) im B-Feld.

Abb. 6.7. Riaumliche Darstellung des
Drehimpulses. Der Gesamtdrehimpuls
und sein Betrag in z-Richtung sind
exakt bestimmbar, dagegen koénnen
die Werte fiir die 2- und die
y-Komponente gleichzeitig nur als
Mittelwert angegeben werden.

kreiselnde Elektron mit dem klassischen Elektronenradius 7y = 2,82 - 10713 cm
hervorgerufen wird, ergibt sich die Rotationsgeschwindigkeit des Elektrons mit Gl.
(6.28) und einem g-Faktor von 2:

Ly = Jh =merv. (6.28)
Fiir ein spinnendes Elektron ist dann

2h

)
MeTKlass

(6.43)

v =
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damit also

v=273"c, (6.44)

was die Notwendigkeit einer relativistischen Korrektur offensichtlich macht.

6.7 Zeeman-Effekt

Mit den in den vorigen Abschnitten gewonnenen Erkenntnissen kénnen wir nun den
ZEEMAN-Effekt: die Aufspaltung von Spektrallinien im Magnetfeld, quantenmecha-
nisch deuten (Abbn. 6.8 und 6.9). Die Aufspaltung in 2J + 1 Zusténde ist um so
grofer, je stirker das Magnetfeld B ist. Aus der Abschéitzung mit der Flufidichte
B =1Vs/m” (= 10~* Gauss) ergibt sich eine magnetische Feldenergie von

LB
U= 620 —0,9-102J=56.10"%eV, (6.45)
me

was gegen kT ~ 0,22% bei RT betrigt. Die Atome sind daher nahezu gleichverteilt,
mit kaum wahrnehmbarer Bevorzugung der parallelen Ausrichtung (Paramagnetis-
mus).

Abb. 6.8. Man erwartet drei Serien von Ubergingen mit AM = —1,+0, +1, die zu dquidi-
stanten Spektren fithren.
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= 1+1 i &

Am = -1 Am = +1
Am =0

Abb. 6.9. Sind nur zwei verschiedene Niveaus vorhanden, die einfach aufspalten, erhilt
man drei Linien im Verhéltnis 1:2:1 (PAscALsches Dreieck).

6.8 NMR und ESR

Bei tiefen Temperaturen und wesentlich stéirkeren Magnetfeldern kann man nun den
ZEEMAN- Effekt vervielfachen. Ubergéinge zwischen den einzelnen LARMOR-Niveaus,
oft auch als ZEEMAN-Niveaus bezeichnet, sind mit jeder Methode méglich, am besten
aber mit einer resonanten Einstrahlung eines elektromagnetischen Wechselfeldes. Im
Unterschied zur optischen Spektroskopie werden die Niveaus bei dieser Spektroskopie
aber erst durch das statische Feld erzeugt. Fiir Radikale ist die ESR-Methode hervor-
ragend zur Bestimmung von Spinpopulationen geeignet, wihrend die NMR-Methode
weite Verbreitung in der Chemie gefunden hat. Wegen der grundlegenden Bedeutung
fiir die bildgebenden medizinischen Verfahren sei diese Methode daher hier dargestellt.

Die Elementarmagnete sind in diesem Falle Kerne, die einen Spin verschieden von
Null aufweisen. Dazu gehéren 'H, 3C und *F mit s = !5, withrend 7O einen Spin
von %/ aufweist.

Die Magnete sind zunéchst chaotisch verteilt und werden durch Anlegen des sta-
tischen Magnetfeldes zur Prizessionsbewegung gezwungen, und zwar um eine Achse,
die parallel zum statischen Magnetfeld liegt, weil das statische Magnetfeld versucht,
die Magnete parallel zu stellen, und die Magnete senkrecht zu diesem Drehmoment
ausweichen. Als Ergebnis stellt sich ein Doppelkegel ein (Abb. 6.7). Anderungen des
Winkels ¥ von p zur z-Achse erfolgen nur, wenn man ein Drehmoment parallel zur
z-Achse anlegt, d. h. ein zweites, zu By senkrecht stehendes Feld, z. B. in z-Richtung.
Es entsteht damit ein Drehmoment des Magnetisierungsvektors M, um einen Win-
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kel ¢ in der yz-Ebene. Bei der Prézessionsfrequenz wird resonant absorbiert. Da die
p-Werte gequantelt sind, sind nur Ubergénge mit Am = +1 moglich.

Um den Doppelkegel in der Richtung zu verdndern, mufl ein Drehmoment aus-
gelibt werden, das nicht nur die Richtung, sondern auch den Betrag verdndert.
Natiirlich sind nur Uberginge mit A = +1 moglich. Es gibt zwei Moglichkeiten, das
Anlegen eines statischen und das eines oszillierenden Feldes, am effektivsten senk-
recht zur bisherigen Feldachse, um das der M-Vektor préizediert, der ja wiederum
aus einzelnen atomaren oder molekularen Momenten besteht.

Ein statisches Feld B; verursacht ein Drehmoment, das senkrecht auf dem ma-
gnetischen Moment und der Achse des Storfeldes steht; damit wird p abwechselnd
zum statischen Feld By und von ihm weggekippt. Im Ergebnis wiirde lediglich die
gesamte Drehachse von By nach By + B; verschoben.

Ein dynamisches Feld der Resonanzfrequenz w dagegen wird etwa die Hélfte der
Elementarmagnete auf B hin, die andere von B fortbewegen, je nach der zufalli-
gen Phase des Elementarmagneten. Jenes bedeutet Energieabnahme (Emission), die-
ses Energiezunahme (Absorption), beide Prozesse sind gleich wahrscheinlich, da die
spontane Emission wegen der auflerordentlich hohen Lebensdauer des angeregten Ni-
veaus gegen Null geht. Ein hierzu auflerordentlich niitzliches Bild ist die Zerlegung
einer linear polarisierten Welle in zwei circular polarisierte mit gegenldufigem Dreh-
sinn. Von diesen urspriinglich gleichberechtigten Drehrichtungen wechselwirkt nur die
Welle mit dem gleichen Drehsinn; die in Gegenrichtung rotierende erzeugt nur einen
Effekt zweiter Ordnung. ,,Setzt“ man sich jetzt auf diese Welle, beobachtet man zu
den bei der LARMOR-Frequenz rotierenden Elementarmagneten keine Verdnderung
mehr: das Bild ist statisch geworden (Abb. 6.10).

0 0

M, M,

Abb. 6.10. Einwirkung eines oszillierenden elektromagnetischen Feldes auf den magneti-
schen Préazessionskegel bei dessen Prézessionsfrequenz fiihrt zu einer Verkippung von M
und einem zweiten Prézessionskegel um Bj. Wegen der Gleichheit der beiden Frequenzen
ist das Bild statisch.

6.8.1 Ubergiinge bei der Resonanz

6.8.1.1 Anlegen des statischen Magnetfeldes.
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t = 0: Eine unmagnetische Probe mit M = 0 wird in ein statisches Magnetfeld
Byz in z-Richtung gestellt, dann wird bei ¢ = ¢ der Endwert der Magnetisierung
erreicht sein.

My: thermischer Gleichgewichtswert der Magnetisierung; M, hat die Kompo-
nenten M, = M., M, = M, = 0.

Ist M, nicht im thermischen Gleichgewicht, dann soll das Gleichgewicht mit
einer Rate erreicht werden, die der Differenz zwischen M, und dem momentanen
Wert von M, proportional ist:

dM. My — M.
0T

= M.(t) = My (1 —e™"/™) (6.46)

wobei T7 die sog. Spin-Gitter-Relaxationszeit ist, die als Geschwindigkeitskon-
stante dieser Reaktion betrachtet werden kann (BLOCH-Gleichung in longitudi-
naler Richtung). Wéhrend die Magnetisierung zunimmt, wird die magnetische
Energie

U=-M-B, (6.47)

kleiner (Abb. 6.11). Damit ist der Effekt der Spin-Gitter-Relaxation im NMR-~
Experiment nicht sichtbar, weil er in der Richtung des stationdren Magnetfeldes
erfolgt, wihrend der Detektor senkrecht dazu steht.

100 . . : — 100
075} - 0,75
o
0,50 } 9 050
=
0,25} 1 0,25}
0’00 C 1 1 1 1 1 ] 0’00 L 1 1 1 1 1
0,0 2,5 5,0 7.5 10,0 0,0 2,5 5,0 75 10,0

a U,

Abb. 6.11. Lks.: Séttigung der Magnetisierung fiir lange 77, re.: Die magnetische Energie
stellt sich fiir lange Zeiten auf ein Minimum.

6.8.1.2 Anlegen eines hochfrequenten Storfeldes. Wir unterscheiden zwischen
zwei Pulsen, dem 90°- und dem 180°-Impuls. Das Storfeld steht senkrecht zum stati-
schen Magnetfeld (90°-Impuls): B, L By. Dabei wird die Komponente in Richtung
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von By kleiner. Es erfolgt eine Absorption bei der Préizessionsfrequenz. Da die Werte
des magnetischen Momentes gequantelt sind, sind nur Ubergénge mit Am =41 moglich:

AFE = hw = yhBy = wi, = 7By (6.48)

wobei wy, die sog. LARMOR-Frequenz bezeichnet. Aus der zeitlich unkorrelierten Be-
wegung um B entsteht eine weitgehend phasenkohérente Bewegung um einen Dop-
pelkegel, der sehr viel flacher geworden ist. Die Magnetisierung in z-Richtung ist
verschwunden oder sehr klein geworden. Dafiir ist die sog. Quermagnetisierung domi-
nant. Ein z-Impuls erzeugt eine —M,-Magnetisierung. Ist M, gar Null, dann miissen
die alten Energieniveaus sogar gleich stark besetzt sein, denn sonst bliebe ja eine
Restmagnetisierung iibrig.

Das Storfeld steht antiparallel zum statischen Magnetfeld (180°-Impuls): B, ||
By. Das urspriinglich energiereichere Niveau ist stirker besetzt; es wird eine — M-
Magnetisierung erzeugt.

Um die Resonanzbedingung erfiillen zu kénnen, sind prinzipiell zwei Wege méoglich:
Man variiert w oder By in der Zeit (Continuous Wave-Betrieb), oder man tiberstreicht
die Probe mit einem Frequenzband in einem Zeitpuls von einigen Mikrosekunden
(Fourier Transform-Betrieb), heute die Methode der Wahl. Je langer der Impuls auf
den Doppelkegel einwirkt, um so stéarker wird M von der z-Achse weggedreht. Fiir
den Impulswinkel gilt

Y =BT (6.49)

mit 7 der Impulsdauer.

Durch die Einstrahlung entsteht eine neue Gleichgewichtssituation, eine Ausrich-
tung der Elementarmagnete auf die neue Situation. Nach dem Abschalten dagegen
ist wiederum nur noch das statische Feld aktiv, und das System antwortet mit Re-
laxationsprozessen auf die neue Situation. Klassisch wiirde man ein Eintrudeln der
Momentspitze in Richtung By erwarten (Abb. 6.12).

Abb.6.12. NMR: Relaxation eines
B— atomaren Kreiselsystems nach Ab-
B schalten des magnetischen Wechsel-
felds. Die Quermagnetisierung nimmt

ab, und es erfolgt langsames Eintor-
keln in die Gleichgewichtslage parallel
zu By.
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6.8.1.3 Relaxationsprozesse. Durch die Anregung wird etwa die Hélfte der Ele-
mentarmagnete in die energiereichere Position angehoben, bei der induzierten Emis-
sion die andere Hélfte gleichzeitig wieder in die energieirmere Position abgesenkt.
Im Gleichgewicht wiirde dieses zu einer Séttigung mit einer Abnahme des Signals
fithren. Da es aber zusétzliche nichtstrahlende Relaxationsprozesse gibt, ist die Ver-
lustrate geringfiigig hoher als die Gewinnrate. Bei der Relaxation wird die wihrend
des Resonanzprozesses aufgenommene Energie an die Umgebung abgegeben.® Dabei
wird die um den Winkel ¥ ausgelenkte Magnetisierung M mit den Relaxations-
zeiten T} und T, wieder in die Ausgangslage zuriickgedreht. Dafiir gelten dann die
Brocn-Gleichungen (hier dargestellt fiir ein mit wp rotierendes Koordinatensystem)

dM, M, — M, _
- o M) = My (1 — e V1), (6.50.1)
dt T,

in z-Richtung, in 2- und y-Richtung dagegen

dM, M, dM, M,

— E— .50.2
dt T, " dt T, (6.502)

mit 75 der transversalen Relaxationszeit. Die Kehrwerte dieser Zeiten sind die
Geschwindigkeitskonstanten oder Ratenkoeffizienten der Reaktionen. Die BLOCH-
Gleichungen sind nicht symmetrisch in z, y und 2, da wir ja eine Koordinate, iibli-
cherweise mit z bezeichnet, ausgezeichnet haben.

Longitudinale Relazation. Das Prinzip ist folgendes: Ein 180°-Impuls erzeugt eine
Magnetisierung in —z-Richtung, die Relaxation fithrt zur Gleichgewichtsmagnetisie-
rung M,. Die Anfangsbedingung bei t = 0 ist —M,, die bei t = t ist M,. Damit
erhalten wir aus Gl. (6.50.1)

My — M, = 2Mye™ /™, (6.51)
die, logarithmiert, eine fallende Gerade darstellt:

My — M, t
In i, T (6.52)
Trégt man die logarithmierte Intensitéit des Signals also gegen die Zeit auf, kann man
aus der Steigung 77 bestimmen.

In Wirklichkeit kann man im Winkel von 0° bzw. 180° nicht messen. Daher muf
nach einer bestimmten Zeit ¢ ein 90°-Impuls auf die Probe gegeben und das Signal
gemessen werden etc., bis M, = M, geworden ist (Abb. 6.13), hier fiinfmal.

Lange Zeiten von T} fithren zu einer Reduktion der Signalintensitéit; die Reso-
nanz wird gesittigt. Kurze T)-Zeiten fithren nach der 4. Unschérferelation zu einer
Verbreiterung der Resonanz.

®Dieses kénnen auch in der Umgebung befindliche Molekiile sein.
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Abb.6.13. Durch die longitudina-
le oder Spin-Gitter-Relaxation wird
iiberschiissige Energie an die Umge-
t 5t bung, das sog. Gitter, abgegeben. Die
zur Ermittlung dieser Kurve erforder-
liche Pulssequenz heifit Inversion Re-

covery, die Kurve Free Induction De-
cay (FID).

Transversale Relazation. Einstrahlung eines 90°-Impulses korreliert die einzelnen Ele-
mentarmagnete zu einer weitgehend phasenstarren Bewegung. Diese geht nach dem
Abschalten wieder verloren, womit eine Erzeugung von Entropie verbunden ist. Prin-
zipiell geht immer erst die Phasenkohérenz verloren, bevor die Quermagnetisierung
verschwunden ist und somit My = M, erreicht worden ist (Abb. 6.14).

B, B,

» -y >-y

Abb. 6.14. Transversale Rexation. Die phasenstarre Quermagnetisierung geht nach Ab-
schalten des Storfeldes mit der Zeitkonstanten 1/7% verloren.

6.8.1.4 Gleichgewichtseinstellung. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten W; und
W, werden ausschlielich durch H,, bestimmt

Wy =W, =W o H2, (6.52)

da die spontanen Relaxationsprozesse sehr klein gegen den induzierten Prozessen
sind.® Es ist in einem Zwei-Niveau-System mit den Niveaus Ny (unten) und N; (oben)
oft zweckméBig, folgende Definitionen zu treffen:

bs. 1,1: das Verhiltnis A/B ist hw3/kpT, und die Lebensdauern der angeregten Zustéinde sind
bei diesen Frequenzen sehr grof. Das Verhéltnis

pB 1
A ehw/keT

ist fiir Aw ~ 1078k T — .
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e N = N; + Ny = const;
e n(t) = Ny — Ny # const;
e n: Besetzungszahldifferenz;

e ng: Besetzungszahldifferenz im Gleichgewicht.

Aus der ersten Bedingung folgt

dN
— =0 6.53
=0, (6.53)

wihrend sich die zeitlichen Anderungen der Besetzungszahlen der Niveaus 0 und 1
zu

dN,

F — NOWT - NlWl’ (6541)
Y
d—to = NyW, — NoW,; (6.54.2)

ergeben. Da Wy = W = W, folgt aus diesen Gleichungen fiir n:

d(Ny— N
. % — NyW — NoW — NgW + NiW = 2W(Ny — Ny) = —20Wn. (6.55)

Im stationaren Zustand ist n = i—? =0:

Ng—n

0= —2Wn + =0, (6.56)

1

woraus folgt

Uun 0Ew
n — [0 ¢
2WTy +1 ot '’

was proportional ist der Energieabsorption, die im Experiment gemessen wird:

(6.57)

OE,
ot

BeeinfluBBbare Groflen sind danach

=hw W -n = h(yBy)ng (6.58)

14+2WTy
e die Stédrke des statischen Magnetfeldes,
e die Besetzungszahldifferenz im Gleichgewicht,

e die Ubergangswahrscheinlichkeit durch die Stérke des oszillierenden Magnetfel-
des.
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Lange Ti-Zeiten und hohe Amplituden des Radiofrequenzfeldes fithren allerdings zu
einer Sattigung bei

hwong
27,

Bei kurzen Ti-Zeiten tritt eine Verbreiterung der Resonanzlinien nach der 4.
Unschérferelation auf:

(6.59)

AEAt > h = Av > (6.60)

2w At :

Die Linienbreite enthélt den Beitrag 1/At oder 1/7}.

Paramagnetische Substanzen haben um GroéBenordnungen kleinere 7)-Werte (77 o<
©?), die dem Kernspin von den Elektronen aufgezwungen wird, was zu einer starken
Linienverbreiterung der NMR-Signale fiihrt.

M weist in Richtung von By, da die préizedierenden Magnete untereinander keine
feste Phasenbeziehung haben und das untere Niveau stiarker besetzt ist, also mehr
Momente in Feldrichtung stehen.

6.8.2 Chemische Verschiebung

6.8.2.1 Einflufl der Nachbarkerne. Von ganz entscheidender Bedeutung ist die
chemische Umgebung der Kerne, wodurch das Magnetfeld modifiziert wird:

Dieses lokale Feld mittelt sich in der Losung heraus, ist aber von ganz entscheidender
Bedeutung in Festkorpern.

Abschitzung: g =5-1072* erg/Gauss, r = 1 A, 9 = 0: By, = +10 Gauss, also 20 Gauss
breite Resonanzlinien. vy ist 2,675 - 10 sec™!Gauss™!, also sind 20 Gauss 535 kHz.

6.8.2.2 Einflufl der Elektronen. Wegen der negativen Ladung ist das magnetische
Moment des Elektrons dem des Kerns entgegengerichtet; wegen der einige Tausend
Mal kleineren Masse zusétzlich sehr viel gréfler. Die Prazession der Elektronen fiihrt
nach Mittelung zu

! al = 3m0c2 Z <5> B, (6.62)

der sog. LAMB-Formel. Das lokale Feld ist zwar dem statischen Magnetfeld propor-
tional, ihm aber entgegengesetzt gerichtet. Aulerdem héngt es entscheidend von der
Art der Elektronen ab: s-Elektronen haben eine im Kern endliche Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit, und umso groéfer ist also die Abschirmung des Kerns. In Losung: hoch-
auflosende NMR-Spektroskopie (z. B. Computer-Tomographie).

Damit wird mit Gl. (6.61) in Losung
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Tabelle 6.1. Spektroskopien und Bereiche (Zahler im BoLTzZMANN-Faktor) in erg,
kgT, cal, A, cal und eV, Besetzungsverhéltnisse.

Spektroskopie | AE | AE | AE | AFE Bereich N1/Ny
lerg] | [kgT] | [cal] | [eV]
MoBbauer 107 [ 10* | 10° |5-10* | 10" Hz, 0,1 A | 10~ %4334
(0A% 107" 10 | 10° 5 10%® Hz, 1000 A 10434
IR 10713 10 103 10'% Hz, 10 5-107°
ESR/Rotation | 1071% | 1072 1 1—10 GHz 0,99
NMR/NQR 1072 | 107¢ | 1074 MHz 0,999999
B =B+ B, =B, oB,, (6.63)

woraus folgt

B = By(1 - 0), (6.64)

mit o der Abschirmkonstanten. o ist in der GroBenordnung 10~° und wird daher auch
in ppm angegeben. Die chemische Verschiebung wird dann definiert iiber

HO - Href
Href
anhand eines Standards (z. B. Trimethylsilan, TMS). Die §-Werte sind nicht tem-

peraturunabhéngig. Z. B. verschieben sich die O-H-Signale von H,O und EtOH bei
hoherer Temperatur zu hoheren Feldstérken wegen der Zerstérung der H-Briicken.

0 =0 —Opg N0 = (6.65)

6.9 Aufgaben und Lésungen

Axiom 6.1 Wie grof ist der aus Bahn- und Spindrehimpuls zusammengesetzte Dre-
himpuls eines freien Elektrons?

Losung. Ein freies Elektron hat keinen Bahndrehimpuls, sondern nur einen Spin, der
allerdings derselben Restriktion unterliegt. Damit wird

L?* =h’s(s + 1) A L, = hs. (1)

Axiom 6.2 Was kénnen Sie dem magnetogyrischen Verhéltnis « fiir eine anschauli-
che Bedeutung abgewinnen?

Losung.
~ magnetisches Moment

, (1)

Drehimpuls
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ist genau der halben spezifischen Ladung eg/m,. (fiir unsere SI-Pépste: verziert mit
o). Das freie Elektron ist also doppelt so magnetisch, wie es als klassische Partikel
eigentlich sein diirfte.

Axiom 6.3 STERN-GERLACH-Versuch:

e Wie sieht das Profil des Ag-Niederschlags in Richtung der Achse der Magneten
aus (Energieverteilung des Strahls!)?

e Konnen Sie sich einen Grund fiir die merkwiirdige Form der Magneten vorstel-
len?

e Wie stark mufl das Magnetfeld und wie grofl seine Inhomogenitit sein, damit
die beiden Substrahlen getrennt werden kénnen?

e Kommen nur Atome vor, sondern auch Ionen? Warum?

Losung. Das magnetische Moment des Elektrons ist Elektronenstrom x Fléche, also
Uapio egvere, auf das das inhomogene Magnetfeld VB =~ B/R mit R dem Kriimmungs-
radius wirkt:

B H
F=uVB = ME = M‘Jeovereﬁ- (1)
Die LORENTZ-Kraft auf ein Ion ist dagegen
F1, = equB = equpugH, (2)
das Verhéltnis der beiden Krifte damit
FL vR
F VeTo (3)

es kommt entscheidend auf den Kriimmungsradius R und die thermische Geschwin-
digkeit v des Atomstrahls an. Aber selbst bei einer Spitzenverrundung mit einem
Radius von 10 pm und einem 1000 °C heiflen Strahl ist das Verhéltnis (thermische
Geschwindigkeit = Ofentemperatur, also Yomv? = kgT,v = 2,6 - 10* cm/sec fiir Ag)
26, damit unmefibar.

Damit ergibt sich der Ablenkwinkel der Atome als Verhéltnis von f Fragnd mit d
der Léange des Magnetfeldes zu der kinetischen Energie:

Fd
kT

Also konnen die Atome getrennt werden, wenn

cos© =

(4)

H kT
F:ME>%%. (5)
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Da das 5s-Elektron des Silbers gerade 1 B.M. hat, folgt fiir eine sehr lange und scharfe
Schneide des Polschuhs (d ~ 500R) fiir H:

ksTR
P2~ 7-10° A/m. (6)

H >

Axiom 6.4 ZEEMAN-Effekt:

e Die Verbreiterung von Spektrallinien hat mindestens drei Griinde: thermische
(DOPPLER), druckbedingte, Lebensdauer. Wie stark mufl das Magnetfeld sein,
damit der Effekt aus dem Rauschen herauswéchst?

e Wenn die Sonnenflecken durch magnetische Kréfte entstehen, wie stark ist das
Magnetfeld an der Oberfliche (7" = 6000 K)?

Losung. Beim ZEEMAN-Effekt werden die Spektrallinien durch ein starkes Magnet-
feld aufgespaltet:

p- B poequere - H

AU =pu-B=Av= . 1
[ V= h (1)
Die DOPPLER-Verbreiterung ist
v
Avp = v—. 2
Vp l/c ( )
Also muf} gelten:
h
B> (3)
€0VCTe

Fiir blaues Licht ist hv etwa 3 eV, also mufl das Feld etwa 1 T grof sein. Dies ist
etwa die Stéirke des Magnetfeldes in den Sonnenflecken!

Axiom 6.5 Zeigen Sie mit Formeln aus der Vorlesung, dafl die LARMOR-Frequenz,
mit der die Elektronen um die Achse eines Magnetfeldes kreiseln, durch den FARA-
DAYschen Induktionseffekt zu erkléren ist!

Losung. Die vom kreisenden Elektron eingenommene Flache ist

A=mr2 (1)
in der die Induktionsspannung
do dB
— =—-A— 2
dt dt 2)

entsteht, die — je nach Umlaufrichtung — das Elektron bremst oder beschleunigt,
und zwar mit der Kraft

Uind = -
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U eor dB
F=eF =¢g— = — —. 3
o TS T Y (3)

Wenn die Fludichte B erreicht worden ist, ist der Impuls um

Ap = /th = lheorB (4)

gedndert worden. Da wir davon ausgegangen sind, daf} sich der Radius des kreiselnden
Elektrons nicht gedndert hat, hat sich die Frequenz geédndert, und zwar um

Aw— Al _ 2P B
me

T M

1/2

(5)

Axiom 6.6 Erkliren Sie die GroBenordnung der Chemischen Verschiebung von 10~°
fir Aw/w bei der hochauflésenden NMR!

Losung. Das B-Feld wirkt auf Kerne und Elektronen, wobei diese wegen der zum
Kern gegensinnigen Ladung eine Abschirmwirkung entfalten. Da ein Elektron mit der
LARMOR-Frequenz

GoB

Me

(1)

Wi, =

prézediert und dabei ein magnetisches Gegenmoment

Hm = 1/2M0€0WL7‘27 (2)

erzeugt, wird die magnetische Fluldichte am Kern (im Abstand r) um

’B
AB ~ Hm _ Ho€oWL ~ Ho€q (3)

~

73 r mMer

reduziert. Mit dem BOoHRschen Radius ag wird

2
AB ~ Ho%B (4)

Meao

Beachtet man noch, dafl der BoHRsche Radius geschrieben werden kann als

47'('50712
= 5
Qo egme ( )
und
1
g = EoMo, (6)

dann ist die Schwichung des Flusses
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AB ¢
B " 4xcein®

In dieser Gleichung ist die SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante

(7)

2
€0

B dmeghc
enthalten, so daf3
AB o
—~—0107°
7 ~ 19010 (9)

ist. Chemische Verschiebungen sind also (in diamagnetischen Molekiilen) von der
Gegend von 10 ppm.

Axiom 6.7 Ein ESR-Spektrum des Methyl-Radikals wurde bei einer Kreisfrequenz
von 9,233 GHz aufgenommen. Das Zentrum der Linie liegt bei 3294 Gauss. Bestimmen
Sie den g-Faktor! Was fiir einen Wert héitten Sie erwartet? Warum?

Losung.
He = iy = By (2)
~(6,63-107% Jsec) - (9,233 - 107 sec™!) 5
9= (9, 274 -10—%4 J/T) . (07 3294 T) .

g = 2,0026. (4)

Der g-Faktor stammt aus der relativistischen Korrektur. Die Abweichung von 2 riihrt
her von der WW mit dem lokalen Feld, wodurch das Elektron zu zusétzlichen Bahnen
innerhalb des Molekiils gezwungen wird.

Axiom 6.8 Leiten Sie Gl. (6.46) her!

Losung. Bei t = 0 soll die Magnetisierung in z-Richtung M, Null sein, bei t = ¢ ist
sie M,. Wir setzen an

also

MO_MZ

P M.. (2)
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Wir setzen
Y T v=—7 19 (3)
womit wir
dl ! dt (4)
ny =——
Y T
erhalten. Ausfithren der Integration liefert
t
Iny|h = —— 5
nyly = -7 )

was mit den anfangs erwidhnten Randbedingungen

My — M, M,y t
n—

| —In— = ——
T " T (6)
und
M, t
In{1— = ——
n ( MU) T (7)
oder
M, = M, (1 —e /M) (6.46)
liefert.

Axiom 6.9 In der ESR-Spektroskopie ist AE () 1072kgT. Schiitzen Sie mit den
EINSTEIN-Koeffizienten ab, wie das Verhéltnis der spontanen zu den induzierten Re-
laxationen ist bei 10 GHz und bei Zimmertemperatur (kg7 = 0,025 e¢V)!

Losung.
E=hr=6,6x10"J=4,13x 107"V, (1)
Bp 1
- = : (2)
ersT — 1
Bp 1

Es finden ganz iiberwiegend induzierte Prozesse statt. Noch viel drastischer ist dieses

Verhéltnis natiirlich bei NMR, bei dem die Stoérfrequenz nochmals 3 Gréenordnungen
niedriger liegt.
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7 Reihenentwicklungen

Die beste Einfithrung der FOURIERsynthese steht im Sommerfeld [8], die fiir
Kugelfunktionen im Jackson [9] und im Joos [10].

7.1 Fouriersynthese

Periodische Funktionen konnen nach FOURIER aus harmonischen Teilen approximiert
werden. Ist die Funktion f(x) definiert im Intervall —7 < x < 7, schreiben wir als
Summe

Sp(z) = Ay +Ajcosx+ Aycos2x + ...+ A, cosnr+

+Bysinx + Bysin2x + ...+ B, sinnz. (7.1)

Die A, B, werden nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt; dabei machen
wir
1 [ 1 [

[f(z) = Sp(2))dx = — £n(x)? dx (7.2)

T o o 2T

durch die Wahl der A, By zu einem Minimum:

M 1 [7
_3_:_/ en(z)coskrdr =0,k=0,1,2,...,n, (7.3.1)

8Ak LR

M 1 [
—g—Bk:;/_Wan(x)sink:cdxzo,k:1,2,...,n: (7.3.2)

also gerade 2n+1 Gleichungen zur Bestimmung der 2n+1 unbekannten Koeffizienten.
Dabei wird also jeder Koeffizient einzeln und endgiiltig bestimmt. Die in der nten
Néherung aus den Gln. (7.3) zu berechnenden Koeffizienten sollen damit auch in der
(n + 1)ten Néherung beibehalten werden konnen. Gl. (7.3.1) lautet ausgeschrieben
(Grenzen zwischen —7 und +):

Ao/coskxdx—|—Al/cosa:cosk:xdx+A2/0052xcoskxdx—l—...
—|—An/cosnxcos kxdx:/f(x) cos kx dx. (7.4)

133
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Diese Gleichung gilt wegen der Forderung, dal die rechte Seite erstens von n un-
abhéngig sein soll und zweitens die Koeffizienten A, endgiitig sein sollen, auch fiir die
n + 1te Naherung; allerdings haben wir auf der linken Seite nun das zusétzliche Glied

Aniq /cos(n + 1)x cos kx d, (7.5)

was aber Gl. (7.4) widerspricht. M. a. W.: dieses Glied muf} verschwinden. Das ist
aber gleichbedeutend mit der Forderung, dafl cos(n+ 1)z orthogonal zu allen anderen
cos kx, und zwar fiir beliebiges n:

cos kxsinlx dz = 0, (7.6.1)

J7_cos kx coslz dx
— b, (7.6.2)

[T _sinkxsinlz dz

was gleichzeitig eine Normierungsbedingung darstellt. Dies wird in den Ubungsauf-
gaben zu Kap. 7 gezeigt.

Setzt man die Gln. (7.6.2) in die Gln. (7.2) ein, fallen in den mit S,, gebildeten In-
tegralen alle Glieder bis auf das kte fort, und wir erhalten die Koeffizientendarstellung
von FOURIER:

Ay = [ f(x)coskadx
By = L[ f(a)simkeds (000 (7.7.1)
dazu aber noch das Glied mit k = 0:
1 ™

Aus den Gln. (7.7) ist unmittelbar ersichtlich, dafl bei einer geraden Funktion alle By,
verschwinden, und umgekehrt bei einer ungeraden Funktion alle A;; auch das Glied
Ag, das eine beliebige Ausgangsamplitude darstellt.

Stellen wir f(z) mit den Gln. (7.7) ausfiihrlich dar (Grenzen immer zwischen —m
und 7) mit g der zu = komplementéiren Grofe:

flx) = 5 [ flq)dg+
+ L3, flg)coskqdq - cos kx+ (7.8)
+ % Sone, [ f(g)sinkgdg - sinkz,
dann ist mit einem Additionstheorem
flx) = 5 [ fla)da+

+ 30 [ flq)cosk(z — q) dg,
und der EULERschen Formel fiir den Cosinus
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f@) = 5 { [ s@an+ 3 ([ swerenags [ e dq>} (7.10)

ergibt. Wir kénnen nun im letzten Glied in Gl. (7.10) die Summation {iber positive k
genausogut iiber negative k laufen lassen, dann aber von —oo bis —1, und damit fiigt
sich das Glied A, zwanglos zwischen die positiven und negativen Werte von £ ein. So

wird schliellich fiir f(z)

f@0 =52 3 [ e g (7.11)

k=—oc0
Die f(z) konstituierenden Summanden verfiigen damit iiber komplexe Koeffizienten
Cki

+o0
. 1 .
= 3 =g [ roetia (7.12)
selbst wenn f(z) reell ist, und mit den EULERschen Formeln ergibt sich der Zusam-
menhang zwischen den C} und den Ay, By:

%(Ak — lBk), k>0,
Cr = . ' (7.13)
§(A|k| + lB‘k|), k <0,
Da Ay iiber keinen trigonometrischen Term verfiigt, ist

7.1.1 Vergleich zur Taylor-Reihe

Waihrend die Genauigkeit der Approxomation bei der TAYLOR-Reihe davon abhéngt,
wie genau die Differentialquotienten an einem Punkt bekannt sind, benétigen wir bei
der FOURIER-Reihe eine oszillierende Néherung iiber das ganze Entwicklungsintervall.

Elegant ist die symmetrische Darstellung der beiden zueinander komplementéren
Funktionen, indem der Faktor % auf beiden gleichméflig nach

fa) = o= [ v dnea = o= [ swetra @)

verteilt wird.

7.2 Kugelfunktionen

Die im Abschn. 2.2 durchgefiihrte Multipolentwicklung nach cartesischen Koordinaten
soll hier ergénzt werden durch die sphérische Entwicklung, zu der Kugelfunktionen
bendtigt werden.
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7.2.1 Legendresche Polynome

7.2.1.1 Die erzeugende Funktion. Wir wollen das Potential einer Einheitsladung
am Punkte P berechnen, die sich im Abstand 1 vom Ursprung (allgemein: ro =
Zo + Yo + 20) befinden solle (Abb. 7.1). Der Abstand von der Ladung sei 7/, dann ist
mit dem Cosinussatz:

Abb. 7.1. Zur Definition der
erzeugenden Funktion: Man
geht vom NEWTONschen Po-

tential aus und verschiebt den
Nullpunkt, hier nach (0,1).

I 1 B 1
" /1412 —2rcosd 1+ r(r—2x)
Fiir kleine r» konnen wir die Wurzel nach r entwickeln und erhalten eine in Poten-

zen von r ansteigende Reihe, deren Koeffizienten die Glieder der LEGENDREschen
Polynome sind:*

(7.16)

(7.17)

1 S n
V1+r(r—2x) N ;Pn(x)r '

Das ist die erzeugende Funktion der LEGENDREschen Polynome. Als Randbedingun-
gen fordern wir, daf3

e die Normierungsbedingung

Py(1) =1 (7.18)
gilt, daB

e fiir das erste Glied

Py(z) =1 (7.19)
gilt, und dafl

'Dabei wird y = r? — 2rz gesetzt und die Wurzel nach den binomischen Formeln nach \/11Ty ~
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e die Koeffizienten P, in jeder Naherung endgiiltig sind. Dazu ist erforderlich,
daBl die Polynome zueinander orthogonal sind, wie das fiir die FOURIER-Reihen
gezeigt wurde. Damit kann jede Funktion im Intervall —1 < x < 1 nach den
LEGENDRE-Polynomen entwickelt werden.

Wir zeigen das fiir die ersten Polynome, indem wir fiir die einzelnen Polynome
die Koeffizienten bestimmen, die Integrale sind in den o. a. Grenzen zwischen —1 und
+1 zu nehmen.

7.2.1.2 PO und P]_.

1
/ PPy dz =0 (7.20)
-1
mit den Testfunktionen
Py(x) =1APi(x) =ax+b: (7.21)
! ar? ! a
/(am+b)dx:7+bx =i ()] +b=0=b=0. (7.22)
-1 1
Damit ist
P(l)=1=a=1= P(z) == (7.23)

7.2.1.3 Py, P, und P,. Wir haben nun drei Bedingungen, also benotigen wir drei
Gleichungen:

Unsere Startgleichungen sind

Py=1;P = ax + b; P, = ar® + bxr + c. (7.25)

! a b !
/ PoPydr = —2® + 2% + cx
1 3 2

_ (§+b+c) _ (—§+b—c> — 0. (7.26.1)

-1

Daraus folgt

2
?a+26:0:>c:—§. (7.26.2)
! a> , 2ab , b ca, , !
PPpdr = —a" + —a° + (= + —)z° + cbz| (7.27.1)
. 1 3 2 T2 B
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1 2 9ab b2 2 2ab  b?
/P1P2dx:(a—+i+—+%+cb)—(%—%—FEJr%—Cb),(7-27-2)
—1

1
4
/ P Pydx = gab + 2¢cb = 0. (7.27.3)
-1
Mit ¢ = —% folgt
! 2 1
PPyde=—ab— ~ab=0= b= 0. (7.27.4)
» 3773
5 1
Pyx)=alx®— 3) (7.27.5)
Mit der Normierungsbedingung P,(1) = 1 folgt
3, 1y 3, 1 1 2
Py(x) = 3 <g; 3> =57~ 3= 3 (32 —1). (7.28)

Da nach Voraussetzung x = cos v, ist

Py(cosv) = % (3cos®¥ — 1), (7.29)

in dem wir den winkelabhingigen Anteil der d.2-Funktion wiedererkennen. Das Poly-
nom mit der verénderlichen cos?) als Argument wird Kugelfunktion genannt.

Damit haben wir die Koeffizienten der Entwicklung von (7.17) in Potenzen von r
ermittelt. Die hoheren Glieder lauten

P3(z) = 5% = 5 (7.30)

Py(z) = —a" — —a + < (7.31)

Die P, sind gerade, die P, sind ungerade Polynome mit lauter rationalen Koeffi-
zienten (s. Abbn. 7.2).

7.2.1.4 Rekursionsbeziehungen. Die Gleichung (7.17) lautet ausgeschrieben:

1

= Py(z) + Py(2)rt + Py(z)r® + ...+ Po(z)r™ + Py (2)r™™, (7.32)
L+ r(r—2x)

aus der sich durch Differenzierung nach r

r—rT

/1 +r(r—2x)

= Pi(x) +2rPy(z) + ...+ nr" ' Py(x) + (n + 1) Py (2)r™ (7.33.1)

oder
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100I T T T T T T T 100
0.75} 0.75¢
0.50} 0.50F
= 025} = 025}
= a
0.00 0.00}
-0.25} -0.25}
-0.5QL - - - s -0.50
8.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0

Abb. 7.2. Die ersten LEGENDREschen Polynome gegen x und gegen cos .

x—r
1+7r(r—2z)

= (Py(2)+2Py(z)r' +. . AnPy(z)r" - (n+1) Py gt (2)r™) (147 (r—21))

(7.33.2)
ergibt. Entwickelt man links nach Potenzen von r, ergibt sich eine Rekursionsbezie-
hung zwischen P, _1, P, und P, ;:

(x —7r)(Po(x) + Pi(x)r + ...+ Py(x)r™ + Poyi(z)r™th) =
(Pi(x) + 2P (x)rt + ...+ nPy(2)r" ' + (n+ 1) Poyr (x)r™) (1 + r(r — 22)).
(7.33.3)

Sortiert man nach gleichen Potenzen von r, erhédlt man nach etwas umstédndlicher

Algebra

(2n+ 1)zP,(z) =nP,_1(x) + (n+ 1) Py (2), (7.34.1)

entsprechend bei Differentiation nach x:

(2n+1)P,(z) = P, 4(z) — P,_,(x). (7.34.2)

7.2.1.5 Formel von Rodrigues Die LEGENDREschen Polynome kénnen auch di-
rekt aus der Formel von RODRIGUES gewonnen werden:

1 d o,

Bi(x)

Insbesondere folgt hieraus auch fiir jeden Grad P, (1) = 1.
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7.2.2 Zugeordnete Legendresche Kugelfunktionen

Unter Kugelfunktionen des Grades [ und der Ordnung m wollen wir die (normierten)
LEGENDREschen Polynome verstehen, deren Argument die Cosinusfunktion ist:

O] (cosv) = C"P". (7.36)

Ihre Differentialgleichung ist mit x = cos ¥

i<<1_x)d@>+<z(z+1)—1m2 )@:0, (7.37)

dx dz — 2

sie heifit allgemeine LEGENDREsche Differentialgleichung, und ihre Losungen sind die
zugeordneten LEGENDREschen Polynome. Mit m? = 0 erhilt man die LEGENDREsche
Differentialgleichung, und es ergeben sich die LEGENDREschen Polynome:

% ((1 - x?)ii) +1(l+1)0 =0. (7.38)

7.2.3 Zugeordnete Kugelflichenfunktionen
Unter den zugeordneten Kugelflichenfunktionen oder spherical harmonics verstehen
wir das Produkt aus einer Kugelfunktion ©}" und einer trigonometrischen Funktion

O, (s. Tab. 7.1):

= 0" (V)P (). (7.39)

Tabelle 7.1. Zugeordnete Kugelflichenfunktionen Y, ().

LYY, )
01Y) =57
1YL= /2 cosd

Y20 =/ = (36082 -1
iw/ sin ¥ cos ¥ eti?
Y2jE2 = /52 sin® J ¢

NN N

7.3 Aufgaben und Lésungen

Axiom 7.1 Zeigen Sie, dafl
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/ coskxsinlrdr =0, (1)
und
%fjﬁ cos kx coslx dx
_ = Opt! (2)
%f_ﬁ sin kx sin lx dx
Losung.

Die Untersuchung der Orthogonalitédt der Kreisfunktionen geschieht am besten {iber
die EULERsche Formel

T 1 i . . .
/ cos kx coslxdr = 1 (el(kH)I + ellh=lz | @il=htlz el(_k_l)m) ; (3)
was die vier Terme
1 +i(k+1) " 1 +i(k—1) !
i T 1 x 4
Fi(k +10)° . TEE-D° - W

ergibt. Fiir k = [ ist der erste Term Null, da ¢™® = 1, beim zweiten miissen wir nach
L’HOSPITAL vorgehen und setzen als Verinderliche k — [ = y und leiten danach ab:

ki
ii‘eiiym _ im:e' "
dy t+iy +i

Das gibt fiir beide Vorzeichen 27, in der Summe also 47, damit wird das Integral 7.

— petivT, (5)

Ein anderer Weg ist die Verwendung der Additionstheoreme. Es ist z. B.

1
sin kz sin lz = 5 (cos(k — l)x — cos(k + 1)x), (6)
also
1 1 B 1 1 . "
~5 T 7 sin(k — 1)zl - t35 7 T sin(k + )zl = 0. (7)

Axiom 7.2 Zeigen Sie, dafl die Entwicklung von

1
1+7r(r—2z)

(1)

eine Potenzreihe in 7 ergibt, deren Koeffizienten die LEGENDREschen Polynome sind:

1 - n
NiEwzc=) ~ ; P,(x)r". (2)



142

Losung.

r

3
1——+7"x+—(r4—4r3x+4?"23:2)—

2 8
15

- (TG — 67100+ 12r%2% — 87“3953) +

48
105

+— (7“8 — 87T + 247522 —32r%23 + 16 r4:p4)

384

1+337"—|—%(3332—1)7"2+%(5:63—355)7“34—1(

4

Axiom 7.3 Zeigen Sie, dafl

die Gleichung

(1—a*)u” —2z(m+ D' + (1 +1) —m(m+1))u=0

lost!

Lo6sung. Die Funktion

v = (2% —1)

gehorcht der Gleichung

d
(1—x2)d—v+2xlv:0:

d
—(1— x2)d—v = 2zlv,
x
(2% — l)j—v = 2zlv,
T

Variablentrennung:

5
ot — 1522 + §

7 Rethenentwicklungen
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/2xldx_ dv
2—1 ) v’
IInjz®> - 1= =2*-1=0.

Differenziert man Gl. (2) (I +m + 1)-mal und setzt

l+m

U(H_m) = de—m (ZU2 — 1)l = Uy,

so erhalt man die Urfunktion
d
(—1)(z? — 1)% + 20lv = 0,

aus der als Ableitungen folgen:

7.3.1 Ableitungen

7.3.1.1 1. Ableitung: [,m =0

dz? d

d?v dv
1—2Y)— —22— =0
( x)dxz dx

d3v d?v dv v d?v
1—a? —dr—s — 2 20 ( 2 — | =0;
(1- )dx?’ Tt e ( ar " xdﬁ) 0
d3v d?v dv
1—2?)— — 20— +2— =
( . )dx?’ xde + dz 0
7.3.1.3 3. Ableitung: l =2,m =0
d*v d3v d?v d3v d%v d?v d*v  d%v
1—2? —2 —d—— —Ap— —2— 4 2] (2
(1-z )dx4 T a2 s Cd? i ( da? * Y3 i da?

d*v d3v d?v
2 _
(1—x )dx4 _2xdx3 +6dx2 = 0.

7.3.1.4 1. Ableitung: Il =1l,m =0

dl+2v dl+lv dlv

2
(1 —2%) o

143

(12)

(13)

. (15)

(16)
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7.3.1.5 14+1. Ableitung: l =1l,m =1

(1—:&)%— xj;iz +(—2+l(l+1)% ~ 0. (18)
7.3.1.6 1l + 2. Ableitung: l =1l,m = 2
(1- :172)3;:2 - xj;ﬁf; +(—6+10+ 1)% — 0. (19)
7.3.1.7 1l + 3. Ableitung: l =1,m = 3
(1-:&%— x%+(—l2+l(1+l)% = 0. (20)
7.3.1.8 1 + 4. Ableitung: l =1l,m =4
(1- x2)j;+liz - xj:;iz + (=20 + (1 + 1)322 — 0. (21)
daraus ergibt sich
—dr=-2z(1+1) & —2z(m+1),m=1, (22.1)
—6r = —2x(2+1) < —2z(m+1),m =2, (22.2)
—10z = —2z(4+1) < —2z(m+1),m = 4; (22.2)
ausBerdem
m=1:-2+1(1+1), (23.1)
m=2:—6+1(1+1), (23.2)
m=3:—12+1(+1), (23.3)
m=4:-20+1(1+1); (23.4)

allgemeiner: —2, —6, —12, —20 sind Glieder der Folge < —m?—m >=< —m(m+1) >,
was man mit [(l + 1) als binomische Formel

—mm+1)+1(l+1)={+m+ 1) —m) (24)

schreiben kann, und mit Gl. (10)

dl+m

U(l—l—m) o

= (2 = 1) =y (10)
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kénnen wir Gl (11) schreiben als
(1 —2®)u] —2z(m+ D) + (11 +1) —m(m+1)u; =0: (2)

Daher miissen die Funktionen u der Gl. (1) und u; der Gl. (10) einander proportional
sein:

u = const - uy. (25)
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8 Das Zentralfeldproblem

Wir 16sen das KEPLERsche Problem in aller Ausfiihrlichkeit. Als Ergebnis
erhalten wir die Wellenfunktionen eines wasserstoffihnlichen Systems, die
mit dem HAMILTON-Operator, den wir in Kugelkoordinaten entwickeln. Ab-
schlieend folgen einige Betrachtungen zum wellenmechanischen und zum
BouRrschen Modell.

8.1 Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten kann der LAPLACE-Operator geschrieben werden als

A ”? 20 1 0> cotd O 1 0? 8.1

—8T2+T87’+T_2W+ r? 319+r28in219%' (8.1)

Wir haben damit eine Ortskoordinate mit zwei Winkelangaben. ¥ entspricht astrono-

misch der Deklination, sie wird gerechnet von 0 iiber 90° (Zenit) bis 180°, ¢ ist das

Pendant zur Rektaszension; sie wird gemessen von 0 bis 360° und ist der azimutale
Winkel. Die Deklination kann elegant umgeschrieben werden nach

1 9*  cotd 9 1 0? 0
= — — U= vV 2.1
r? 00?2 T 2 00 r2sind (sm 00?2 eos 819) (82.1)

woraus weiter folgt

1 0? 0 1 0 0
oD (smﬂw + cos 19819) = im0 80 (811“9819) (8.2.2)
Der radiale Anteil ergibt sich zu
9?20y 1 [ ,0° 0 10 0
W*FE‘E( o 25>—Tzar( m) 8.3)
Der LAPLACE-Operator lautet daher in Kugelkoordinaten
10 0 1 1 0 0 1 02
A= r2or < 87’) i = (811119819 (Smﬁﬁﬁ) - sinzﬂﬁ_gog) ' (8.4)

Schreibt man fir

147



148 8 Das Zentralfeldproblem

19 <r2ﬁ) 2 (8.5.1)

und fir

1 0 9, 1 02
ind— I v £ 5.2
sin ¥ 0V <sm (919) * sin? ¢ Qg2 Vi (85.2)

ergibt sich die SCHRODINGER-Gleichung mit m, der Masse zu
2m0

(Vi - T%V?W) Y+ -7 [E -V (r)]y=0. (8.6)

8.2 Separation der Schrodinger-Gleichung

Diese Gleichung 148t sich mit dem FOURIERschen Produktansatz

b(r,0,) = R(r)Y (0, ¢) = R(r)0(0)®(p) (8.7)

in drei voneinander unabhéngige DGIls aufgliedern, die fiir sich jeweils nur von
einer Variablen abhéngen. Dazu setzt man den Produktansatz ein, schreibt fiir
250 [E — V(r)] nun k(r)? und erhélt

1
(vi + ﬁv;@) RY + k(r)?RY =0, (8.8.1)
YV2R + Boe y +k(r)’RY =0 (8.8.2)
r ,,,.2 ,19’(10 r i . . .
Gl (8.8.2) wird nun mit Ig—; multipliziert:
ViR 1_, 5 5
7+ 5 VoY Hh()? =0, (8.8.3)
oder
V2R 1
7+ k(r)*r? = —?vgwy (8.9)

Waéhrend die linke Seite nur von r abhéngt, gilt dies umgekehrt auf der rechten Seite
nur fiir die Winkel ¥ und ¢. Das kann nur dann richtig sein, wenn beide Seite einer
Konstanten, der sog. Separationskonstanten, gleich sind. Sie wird iiblicherweise mit A
bezeichnet, und wir erhalten die zwei Gleichungen

)\2
V2R + (k:Q — 72) R = 0; (8.10)
Vi, +AY =0. (8.11)

Gl. (8.11), d. h. der Winkelanteil, ist von der Verdnderlichen r unabhéngig, damit also
insbesondere nicht von der konkreten Form der potentiellen Energie V (r), sondern
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fiir alle Zentralkrifte giiltig. — Mit dem gleichen Verfahren separarieren wir nun auch
die Funktionen © und ®: Als erstes wird der LAPLACE-Operator aufgespaltet:

1 0 0 1 02
= 9 S v ¢ 2 12
sin ¥ OV (sm 819) * sin? 1) Op? Vo sin? ﬂvw (8.12)
woraus sich ergibt:
vﬁ@clwr 19V2 0P +\O0d = 0; (8.13.1)
O &
GAVEIC) + ﬁV d+)20P =0, (8.13.2)
was dividiert durch ©®
sin ¥ ) 1
5 V30 +sin” I\ = —6v§, d (8.13.3)

ergibt: links der ¥-abhéngige, rechts der p-abhéngige Teil, die, jeder fiir sich, wieder
konstant sind. Hier wird die Separationskonstante gleich m? gesetzt:

2 m?
Vi@ + | A — — =0; (8.14)
sin“ 9

Vid +m*® = 0. (8.15)

Damit haben wir die drei Gleichungen (8.10), (8.14) und (8.15), um die Eigenwerte
der Energie F; und die zugehorigen Eigenfunktionen ; zu bestimmen. Da die letzte
Gleichung nur einen Parameter enthilt, beginnt man zweckméfigerweise mit ihrer
Losung. Nach Ermittlung von m? geht man dann an die Gl. (8.14), schlieflich an
Gl. (8.10). Und auch die Normierung kann separat durchgefiihrt werden, denn jeder
Beitrag muf fiir sich genommen Eins ergeben:

00 ™ 21
¢*¢d3a;=/0 R*Rr2dr/0 0*0 sinﬁdﬁ/o P*ddp = 1. (8.16)

8.3 Rektaszension

Die Gleichung

d*®(e)
de?
ist die DGI der trigonometrischen Funktionen, die sich durch Linearkombination der
partikuldren Losungen

= i’m?®(p) (8.15)

() = Ae™?® (8.17)

ergeben. Dieses Integral ergibt sich aus dem allgemeinen Losungsansatz
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26,

— o =0. 1

G =0 (8.18)
Do) = e = D' (p) =re’” = &"(p) = re? (8.19)

(r* + m*)e™ = 0. (8.20)

Da die Exponentialfunktion nie Null werden kann, bleibt nur der Koeffizient:

r?=—m? =i’m? =1 =mi= d(p) = A"¥. (8.21)

Physikalisch sinnvoll sind davon nur Losungen, fiir die ® nach einer Rotation des
Elektrons um 27 wieder seinen Anfangswert erreicht. Es muf3 also gelten:

Ae™? = Achmietam) (8.22)

Diese Bedingung ist aber nur erfiillt, wenn m eine ganze Zahl ist, also die Werte
0,+1,42, ... besitzt. Sie heifit magnetische Quantenzahl und ist der Eigenwert der
Gl (8.15). Normiert man

/@*@ dp =< B|D >=1: (8.23)
d = Ae™? = A(isinmep + cosmy) (8.24)
P* = Ae ¥ = A(—isinmp + cosmy) (8.25)
2T
A? / (isinmep + cosmp)(—isinme + cosme)dp = 1, (8.26)
0
2
A? / (—i%sin® my + cos® myp)dyp = 1, (8.27.1)
0
21
A2/ dp =1, (8.27.2)
0
Ao (8.27.3)
Vo o
1 .
D(p) = e'?, (8.28)
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8.4 Deklination

Nachdem die erste DGI gelost ist, kann man an die zweite, ndmlich Gl. (8.14), gehen.
Wir merken uns, daf§ © eine Funktion von ¥ ist, und schreiben die Gleichung etwas
kiirzer

1 9’0 00 m?
g <sm19—8192 +Cosz9819) sin2196+)\® 0 (8.29)
und finden sofort
9’0 00 m?
W—FCOtﬁa—ﬁ— (m—)\)@o (830)

Seien ©(z) eine Funktion von = = cos(9) und ©’ die erste und ©” die zweite Ableitung,
dann ist

g = —sind O'(cos¥) = —vV1 — 220 (x) (8.31.1)
d2@ / <2 " !/ 2 "
T —cos ¥ ©'(cos ) + sin” O" (cos V) = —2O'(z) + (1 — 2*) O"(x), (8.31.2)
dann wird aus Gl. (8.30) mit cot V) = 7=
/ 2 " V1 — z? / m? _
also
m2
(1—2*)0"(x) —226(z) — <1 T )\) 0 =0, (8.32.2)
was man auch elegant als
d 9\ m? B
a((1—yc)@(ac))—<1_$2—A)@_0 (8.33)

schreiben kann, und in der wir die DGI fiir die zugeordneten Kugelflichenfunktionen
[Gl. (7.37)] fur A = [(I+1) wiedererkennen. In der folgenden umfassenden Herleitung,
die derjenigen im SOKOLOW folgt, wird diese Identitit gezeigt [11].

Diese Gleichung hat fiir z = +1 Singularitédten, die mit einem Ansatz

0=(1-2z%:2u (8.34)

umgangen werden. Die Ableitungen von (8.34) sind dann

O'(z) =u' - (1 —2?)2 — zsu(l —2?)2~" (8.35.1)
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@//(fC) —
Wi~ - neu(l —a )i (8.35.2)
s (w1 — )i bu (- )i 20t (5 - 1) (1-a?)72),

was wir in Gl. (8.33) einsetzen:

2 . zsu  wmsu _ su 20%su_ (s
-z (u 1—a? 1—a? 1—a2 + (1—x2)? (2 1)

o (uf_ 1@2) n (A_ %)u:o, (8.36)

Das gibt kiirzer

2225 /s 222 su m?
2N I s . / . _
(I1—z%)u" -2z su Su+1—:n2 (2 1) 2$u—|—1_m2—}-<)\ 1_$2)u 0, (8.37)

woraus leicht

2.2 2
(1 -2 —2zsu — 224 — su+ :f_S;; + <)\ ~37 Tx2> u=0 (8.38)
und
2282 —m2
(1—132)U,/—2$(5+1)U,+ ()\—S—‘—l_xQ)U:O (839)
folgen. Bei der Division von z2s? durch 1 — 22 kommt —s? + T f; heraus, so dafl aus Gl.
(8.39)
2\, 1 / 2 5% —m?
(I—29)" —2z(s+1)u + | A—s—s —f—ﬁ u=0 (8.40)
—

wird. Die Singularitit im letzten Glied eliminieren wir, indem wir

s==xm (8.41)

annehmen. Weil die Grundgleichung (8.29) nur von m? abhiingt, die Losungen aber, die
diesen beiden Werten von s entsprechen, ein und derselben Gleichung geniigen, miissen sie
durch eine einfache lineare Beziehung verkniipft sein:

O(m) = AO(—m). (8.42)
Unter Beriicksichtigung dieser Relation l6sen wir die Gl. (8.40); dabei soll

s=m2>0 (8.43)

sein. Wegen der Beziehung (8.41) erstreckt sich der Bereich automatisch auch auf negative
Werte von m. Unter der Bedingung (8.43) nimmt die Gl. (8.40) folgende Form an:

(1 —aHu” —2z(m+1)u + (A —m(m+1))u = 0. (8.44)

Weil diese Gleichung keine singuldren Punkte enthélt, konnen wir sie als Polynom darstellen:
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u = Z apa®. (8.45)
k=0
Einsetzen in Gl. (8.44) ergibt mit

u = zak kxRt A = Zak k(k —1)zF2 (8.46)
k=0 k=0

(1=2)Y " k(k=Dar 2" > =2z(m+1) > apka™ '+ (A —m(m +1)) > ap2* =0, (8.47)

k=0 k=0 k=0
= S_ok(k—Daga*2 =3, _k(k — ag 2*
—22my g apka® Tt — 2237, apat? (8.48)

+ (A =m(m+1)) X _garz® =0,
= Yo (k(k—Dagz"2 — k(k — 1)agz® — 2may, k 2*

(8.49)
—2ap2%k + (A —m(m + 1)) axz® ) = 0,

= (k:(k: — Dapz" 2 + ap O — m(m + 1) — k(k — 1) — k(2m + 2))) 2 =0, (8.50)
k=0

= (k(k ~Dapet 2 4 ap (0 — (m 4k + 1) (m + k))) 2y, = 0. (8.51)
k=0

8.4.1 Rekursionsformeln

Gruppiert man die Glieder gleicher Ordnung von x, gewinnt man die Gleichung

> ((k+2)(k+ Dagga + (A= (m+k+1)(m+k))) 2" =0, (8.52)
k=0

aus der die Rekursionsformel

(k+2)(k+Dagro=—A—(m+k+1)(m+k))ag (8.53)

folgt, die alle Koeffizienten der Reihe miteinander in Beziehung setzt, deren Summe gleich
Null ist. Da die Koeflizienten aj nur mit ago verkniipft sind, wird die Funktion u entweder
gerade beziiglich = sein oder ungerade.

Aus den Grenzbedingungen der Wellenfunktion fiir grofie k, wo sie verschwinden muf,
fordern wir, dafl

aq # 0, aber a2 = 0. (8.54)
Damit ergibt sich auf der Grundlage von Gl. (8.53)

A=(g+m)(g+m+1), (8.55)

bzw. mit der Nebenquantenzahl
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l=q+m, (8.56)

so dal | — ebenso wie ¢ und m — nur positive ganzzahlige Werte annehmen kann:

1=0,1,2,..., (8.57)
und sich aus (8.56) ergibt, daf3

1> m. (8.58)
Schliefilich folgt aus den Gln. (8.55) und (8.56) noch

A=I(l+1), (8.59)

womit wir die Gl. (8.40) in die Form

(1 — 22" = 2z(m+ D/ + ((1+1) —m(m+1))u=0 (8.60)

kleiden konnen, mit

u = agr? +ag_02? ..+ { Zox (8.61.1)
14,
oder auch, da g =1 —m:
W= T a2 { Z?x (8.61.2)
Man kann leicht zeigen, dafl diese Gleichung durch
dl+m ) !

befriedigt wird (Ubungsaufgaben z. Kap. 8). Die Losungen der Gl. (8.29), ihre Eigen-
werte also, sind damit bestimmt.

8.5 Die radiale Teilgleichung

Die dritte Teilgleichung

A
V2R + (k2 - ﬁ> R =0; (8.63)
lautet mit der nun bekannten Separationskonstanten A = [(l + 1) und k(r)* =
—2;:30 [E =V (r)] mit V(r) = —e3/r
2m Zey R+ 1)
2 0 0
o (g - = 0. -
ViR + 2 ( + " Sigr? )R 0 (8.64)

Gegeniiber der SCHRODINGER-Gleichung
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1 2m0
(vi + ﬁv?g,w) Yt =5 [E=V)]y =0 (8.6)
hat sich der Term fiir die potentielle Energie um einen Betrag
R* U1+ 1)
- 8.65
2mg 12 ( )

erweitert. Dessen Entstehung hat folgende Bewandtnis:
Ein klassisches, um ein Zentrum bewegtes, Teilchen hat eine Bewegungsenergie
von

E = V(r) —F%moUQ
- w7+ () (8.66)

= const.

Dabei kénnen wir die Geschwindigkeit in eine radiale und eine angulare Komponente
zerlegen, was man sich am einfachsten in Polarkoordinaten klarmacht:

T =1rcosg Ay =rsin¢ (8.67.1)
d d d
d_:; = d—z cos ¢ — rsin ¢d—f, (8.67.2)
d d d
d—?Z = d_: sin ¢ + r cos gbd—f (8.67.3)
Daraus folgt fiir die Quadrate
A ar\> , do 5 . o, (do\?
<E) = (E) cos” ¢ — 2rsin ¢ cos ¢E + r°sin” ¢ (E) , (8.67.4)
ay\>  (dr\? | A6 o o (0N
(E) = <E) sin ¢+2rsm¢cos¢a+r cos” ¢ ) (8.67.5)
insgesamt also
2 2
v? = (%) + 72 (%) =02 + (r¢)? = v? + ri? (8.68)

mit w = ¢ der Winkelgeschwindigkeit. Da der Drehimpuls L = mgr2¢? = mor2w? bei
einer Drehbewegung ebenfalls erhalten bleibt, konnen wir fiir die Energie nun auch
schreiben:

1 L?

E = §movf +V(r)+

(8.69)

2mor?’
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Ohne Drehimpuls hétten wir nur die ersten beiden Terme. Das Hinzufiigen des Dreh-
impulses zur (potentiellen Energie) macht also den Term L?/2mgr? aus, genau den
Zusatzterm in Gl. (8.64), denn wir wissen, dafl der Drehimpuls quantenmechanisch
von

Ih— \I(l+ 1A (8.70)
tibergeht [12] [13]. Wir werden das im néchsten Abschnitt noch genauer studieren.
Die Losungen der DGI (8.64) liefert die komplette Wellengleichung

mit p = = und den Eigenwerten

i
E, = moeo( > (8.72)

o \n2
die wir von der BOHRschen Losung her kennen. Die Funktion R ist das LAGUERREsche
Polynom

pRnl(p) =e Z akpk. (873)
k=141
Wihrend der Exponentialfaktor mit zunehmendem p, also normiertem r, fallt, zeigt
der Term in der Summe, dafl

Ru(p) = 1. (8.74)

Fiir [ > 0 wird also im Ursprung ¢ = 0, und aulerdem wird die Amplitude von
mit zunehmendem [ immer weiter nach auflen verlagert. D. h. ein p-Orbital hat sei-
nen Ladungsschwerpunkt jenseits des s-Orbitals, wahrend das d-Orbital noch weiter
ausladende Orbitallappen aufweist (Abb. 8.1).

Die Zahl der Zusténde ist insgesamt

n—1 m=+l n—1
DD m=> @+1)=n (8.75)
=0 m=~I =0

also fir n =11 (1 s-Zustand), fiir n = 2 4 (1 s-Zustand, 3 p-Zustinde), fiir n =3 9
(1 s-Zustand, 3 p-Zustéinde, 5 d-Zusténde).

8.6 Gesamtenergie und Drehimpuls

Die kinetische Energie ist also

b s oy L sy
T—2mo (7 +rg0)—2m0 (7% + r’w?) . (8.76)

Beachten wir, da8 L = myr?w, also w = #, und
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Abb. 8.1. Der Radialanteil der Wellenfunktion fiir die ersten drei Quantenzahlen.

dr  drdy . , L

B S = 8.77
dt  dp dt e mor?’ (877)
wird fiir die kinetische Energie
L [ 1
T=—|—+—= 8.78
Qm() ( 4 + 7“2) ’ ( )
bzw. fiir die Summe von potentieller und kinetischer Energie
L? (v 1
E=T+V=—|(—+—= V. 8.79
- 2m0 ( 4 * 7'2) - ( )

Wie uns NEWTON gelehrt hat, sind die Trajektorien gebundener Partikeln, die
sich um eine Zentralkraft bewegen, Ellipsen (s. Abb. 8.2) mit der Polargleichung mit

Abb. 8.2. Darstellung einer Ellipse
und ihrer wesentlichen Parameter: b:
kurze Halbachse, a: grofle Halbachse,
e: lineare Exzentrizitit, ¢ = e/a: nu-
merische Exzentrizitat, p: Parameter.

e>1
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p
== 8.80
" 1 —ecosyp ( )

= 22 (8.81)
p
Nach Gl. (8.79) benétigen wir das Verhéltnis r2/r*:

2 %1 — cos?
aus dem wir ¢ mit der Ellipsengleichung (8.80) eliminieren:

T p pr 7’27 ( )
was, in Gl (879) eingesetzt,

L? 21 1
EF=— : + — | + V = const.
mo 2]?2 pr

(8.84)

ergibt. Das ist nur dann eine Konstante, wenn V' nach Voraussetzung ebenfalls eine
1/r-Abhéngigkeit aufweist, nimlich V = —Ze?/r mit Z der Kernladung;:

') 2 [e'e] 2
V:/_szi;/(k L
0 0

— =— 8.85
mop r? mopr’ (8.85)

wenn wir V' (r = oo) auf Null setzen. Folglich bekommen wir fiir den Drehimpuls

L = egr/ Zmyp. (8.86)

Wir erhalten damit als erstes das bemerkenswerte Resultat, dafl der Drehimpuls nur
vom Parameter p abhiingt. Da p = b?/a, ist damit

| Z
L:eob mo.
a

Die Gesamtenergie des Systems ergibt sich mit Gl. (8.84) zu

(8.87)

P (egh)*Zmge? — 1 _ Zede? — 1’ (3.88)
mea  p? 2 p
was mit den Definitionen der Ellipse nach einfacher Algebra schliefilich

Zei 1

- (8.89)

ergibt: Die Gesamtenergie hingt zweitens nur von der groen Halbachse ab, und zwar
ist sie nach dem Virialsatz genau halb so grofl wie die potentielle Energie V.
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8.7 Das Bohrsche und das quantenmechanische Ergebnis

Als néchstes kehren wir zur Gl. (8.69) zuriick und schreiben sie zu

Lt =B (v + -2 (8.90)
5 oYy = r e .

um, was mit den Formeln fiir den translatorischen Impuls und die potentielle Energie

2 2 2
D Zeg L
=FE—-|— 8.91
2my ( r i 2m0r2> (8.91)

ergibt. Fiir ein gebundenes Elektron mufl die Gesamtenergie negativ sein: £ < 0, und
dafiir muf} die kinetische Energie, die linke Seite der Gl. (8.91), mindestens Null sein.
Wir ermitteln das Intervall der dazu erforderlichen Radien zwischen 7., und rpax
aus dieser Gleichung unter Beriicksichtigung von

h2
2

(8.92)

und erhalten

nag L\?
min,max — 1+ 1—(— . .
Fanin p (m) (8.93)

Aus der Gl. (8.83) andererseits erhalten wir durch Suchen des Extremums fiir r:

e2—-1 2 1

12
=0= —_— = 8.94
r T (8.94)
woraus fur die Extremwerte von r
T'min,max = b (]- =+ 5) (895)
’ 1 —¢e?

folgt. Der Bruch ist aber gerade die grofie Halbachse, also wird schliellich

I'min,max = a(l + 5)- (896)

Der Vergleich mit (8.93) ergibt, dafl das klassische Analogon der grofien Halbachse a
der Ellipse gegeben wird durch

(8.97.1)

deren Exzentrizitat € durch

e=4/1- (%)2 (8.97.2)

bestimmt wird. Setzt man in diese Gleichung die Werte fiir den Drehimpuls ein, also
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L* =n?h® = (1 +1)*° (8.98.1)

mit dem BOHRschen Ansatz und

L? =1(l+ 1)n? (8.98.2)

fiir den quantenmechanischen Ansatz,

e=4/1— (z+_1)2 (8.99.1)

n

=\ (1Y, 5992

sieht man, dafl die Exzentrizitidt nur in der BOHRschen Theorie fiir [ = n — 1 Null
werden kann. In der Quantenmechanik bleibt sie auch fiir [ = n — 1 stets endlich:

1
—. 8.100
X (5.100)

Emin =

Fiir [ = 0, also fiir s-Zusténde, ergibt sich ein &,,,, von Eins, was im klassischen Fall
parabolischen Bahnen, also ungebundenen Zustédnden mit einer Gesamtenergie von
Null, entspricht. Folglich existiert bei [ = 0 kein klassisches Analogon.



9 Die Hauptgleichung der
Festkorperphysik

Die Hauptgleichung der Festkorperphysik wird elegant mit einer Storungs-
rechnung 2. Ordnung gewonnen

9.1 Beugung von Valenzelektronen

9.1.1 Bragg-Reflexion der Elektronen am Gitter

Die Elektronen an der FERMI-Kante sind mit Ausnahme der einwertigen Alkalime-
talle in Zustédnden, deren Wellenléinge mit dem Gitterabstand vergleichbar ist. Wir
erwarten daher nach der Stérungstheorie,’ daff das Gitterpotential U(r) einen wesent-
lichen Einflufl gerade auf diese Elektronen ausiibt, die ja fiir die Transportphédnomene
wie elektrische und thermische Leitfahigkeit verantwortlich sind.

Wir setzen fiir die Elektronenzustdnde ebene Wellen

Uy, = UpelkT (9.1)

an und entwickeln das periodische Potential der lonenriimpfe in eine FOURIER-Reihe
nach

Ulr) = Z UgelGT, (9.2)
G
wobei wir die Nomenklatur von Quantenphysik 111, Kap. 3, verwenden. Damit ergibt

sich fiir die Storung der ebenen Wellen durch das Gitterpotential in der BORNschen
Storungstheorie das Quadrat des Matrixelementes

My = Z/eik/'rUG G kT gy (9.3)
G

oder

My = Ug / el(k+G-K)r 4. (9.4)
G

L Quantenphysik I, Kap. 4
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Da die FOURIER-Komponenten aber zueinander orthogonal sind, verschwindet dieses
Integral iiberall aufler bei

E+G—-K =0, (9.5)
was gleichbedeutend mit der Bedingung

G=k —k (9.6)

ist: Der Streuvektor muf ein Vektor des reziproken Gitters sein. Diese Bedingung ist
also identisch mit der Beugung von RONTGENstrahlen oder dufleren Elektronenstrah-
len am (reziproken) Gitter.

9.1.2 Storungstheorie 2. Ordnung

In der Quantenphysik I, Kap. 4, haben wir einen Ausdruck fiir die gestorte Energie
in 1. und 2. Ordnung hergeleitet mit EY der ungestérten Energie des k-ten Zustandes
EY = h*k?/2m:

< KUK > |2

E(k) = Ep+ < k|Ulk >+ | =0 5o
k k'

k/

(9.7)

Setzen wir unser Matrixelement aus Gl. (9.4) in den Term fiir die Stérung 2. Ordnung
ein, ergibt sich einfach

U, 2
E(k) = Ep+ < k[U|k > + ) ﬁ (9.8)

G#O k k-G

mit Ug einer FOURIERkomponente von U zum Vektor G des reziproken Gitters. Es
ist klar, daf3 gerade fiir den Fall

|k — G| = [k, (9.9)

d. h. wenn k in der Nidhe der Zonengrenze liegt, der Grenze, die den Vektor G
halbiert,? der Amplitudenfaktor der Welle mit dem Argument k—G ebenso bedeutend
wird wie der der ungestorten Welle mit dem Argument k.

9.1.3 Hauptgleichung

Um jetzt eine Losung in der Néhe bzw. auf der Zonengrenze zu finden, nutzen wir
gerade diese eben festgestellte Tatsache aus: Alle anderen FOURIERkomponenten mit
Ausnahme von k — G werden klein. Dazu entwickeln wir unsere Elektronenfunktion
aus den ebenen Wellen der Gl. (9.1) in eine Reihe unter Beachtung der Tatsache,
dafl die k die durch die Randbedingungen eingeschrinkten Werte des Wellenvektors

2 Quantenphysik III, Kap. 1
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bedeuten, die in der uns bekannten Form 27/L n auftreten mit L der Lénge des
Gitters und n einer ganzen Zahl, positiv oder negativ:

Y = Z Ckeik.r (9.10)
k
und setzen sie in die SCHRODINGER-Gleichung
hQ
(——v2 + U(r)> U = E(k)Yp (9.11)
2m0

ein:

2m0

(g4 () ) 0 Ot = B 3 e (9.12)
k k

Fiir das periodische Potential setzen wir (9.2) ein und erhalten schlieflich:

n’ 2 iG- ik- ik-
(—Q—m()v +) Uge ”> %Cke " = E(k) %C’ke T (9.13)

Diese Gleichung beschreibt die Bewegung eines Elektrons im Potential der lonenriimp-
fe und im (gemittelten) Potential der anderen Leitungselektronen. Die Aufgabe be-
steht jetzt darin, die Amplitudenkoeffizienten C}, zu bestimmen. Wegen der Lénge
der Terme machen wir das fiir kinetische und potentielle Energie separat. Der Term
fiir die kinetische Energie lautet

h? 2 n? 2 ik
—_—— _ —_— 1 .r
o \V wk‘ =5 E kCy ™", (9.14)

der fiir die potentielle Energie

(Z Uc eiG~r> g = Z Z Uc oG Ckeik'r _ Z Z U Che ei(G—s—k)-r7 (9.15)
G G k G k

und die Wellenfunktion ist die Summe der rechten Terme. Als néchstes bilden wir das
Linienintegral iiber das Produkt der konjugiert-komplexen Wellenfunktion mit den
rechten Termen der Gln. (9.14) und (9.15). Wegen der Orthogonalitdt der FOURI-
ERkomponenten fallen die meisten Terme heraus,® im ersten Term alle auBer denen,
fiir die k' = k ist, im zweiten Term alle aufier denen, fiir die ¥’ = k + G ist, also
k' — G = k, und wir erhalten fiir die kinetische Energie
2
h—k’2 C (9.16)

2m0

und fiir die potentielle Energie

3s. dazu Quantenphysik III, Kap. 3
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E:(Q;<Ck/—(?>, (9.17)
G

so dafl wir als Eigenwert-Gleichung erhalten
o, 3
/

Da wir frei sind in der Wahl unserer Indices, schreiben wir noch fiir k" einfach k,
und fiir die kinetische Energie der FOURIER-Komponente k

K2 k2
B 2m0

Ak (9.19)
und erhalten eine Fundamentalgleichung der Festkérperphysik in der BETHEschen
Notation

(A — E)C + Y _UgCl_g =0, (9.20)
G

die in der Literatur als Hauptgleichung bekannt ist. Diese Gleichung verbindet einen
gegebenen FOURIER-Koeffizienten C}, mit der unendlichen Zahl anderer FOURIER-
Koeffizienten, fiir die sich der Wellenvektor um einen reziproken Gittervektor unter-
scheidet.



10 Gitterdynamik

10.1 Waiarmeleitung

10.1.1 Tatsachen

Tabelle 10.1. Zusammenstellung verschiedener Eigenschaften, die fiir das Verstédndnis der
Wairmeleitung von Wichtigkeit sind.

Verbindung | Schall- Wiirme- Dichte spezif. Temp.- Elektr.
geschw. leitf. k p Wirme cy Leitz. leitf. o
[m/sec] | [J/m sec K| | [g/cm?] [J/g K] | n[em?/sec| | [27'em™!]
Luft 330 0,024 (0°C) | 13 x 107 1,01 1,8
Quarzglas 5300 1,4 (0°C 1,7 0,795 0,0104
Diamant | 18 200 2050 3,512 0,197 29,63
Al 5080 230 2,70 0,90 0,94 37,7 x 10*
Fe 5170 75 7,86 0,44 0,22 9,93 x 104
Cu 3710 380 8,96 0,38 1,12 59,6 x 10%

e Schallgeschwindigkeit

— variiert maximal um einen Faktor 60;

— variiert in Gasen um einen Faktor 3;

— variiert in Festkorpern um einen Faktor 15;

— Extrema: Diamant und Luft.

o Wirmeleitfahigkeit

— variiert maximal um einen Faktor 100 000;

— variiert in Gasen um einen Faktor 10;

— variiert in Festkérpern um einen Faktor 1 500;
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— Extrema: Diamant und Luft.
e Temperaturleitzahl

— variiert maximal um einen Faktor 10 000;

— variiert in Gasen um einen Faktor 3;

— variiert in Festkorpern um einen Faktor 3 000;
— Extrema: Diamant und Wasser.

— Temperaturleitung ist in Gasen oft besser als in Metallen!

10.2 Kinetische Gastheorie

Axiom 10.1 Wirme ist die ungeordnete kinetische Energie von Molekeln im Gas.

Daraus ersehen wir, dal die Ubertragung von Warme an Materie gebunden ist,
wobel wir zwischen zwei Mechanismen unterscheiden:

e Wirmestromung (mit makroskopischer Bewegung der Materie verbunden);

e Wirmeleitung (Transportmechanismen innerhalb des Systems):
Diffusion nicht nur von Molekiilen, sondern zusétzlich von kinetischer Energie.

— Diffusion: langsame Durchdringung von unterschiedlichen Gasen durch

chaotische Molekelbewegung (Random Walk) bis zur vélligen Durchmi-
schung.

— Obwohl die Bewegung der einzelnen Molekeln vo6llig chaotisch ist, gelten
die Gesetze der Kinetischen Gastheorie in ihren Grenzen sehr genau.

k= pAey <v> (10.1)
e p: Dichte des Gases,
e cy: spezifische Warme bei konstantem Volumen,
e < v >: mittlere thermische Geschwindigkeit,
e )\ mittlere freie Weglinge (A =< v > 7, 7 Zeit zwischen 2 Stofen).!

Random Walk:

z oVt (10.2)
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Abb. 10.1. Nichtstationdre Wirmeleitung in einem runden Eisenstab (8 mm Durchmesser,
1 m Lénge): Wie schnell kommt eine bestimmte Temperatur im Stab voran? Es braucht
groBenordnungsméBig Minuten, bis sich ein stationéres Gleichgewicht einstellt [1].

10.2.1 Nichtstationirer Fall

Es besteht eine Abhéngigkeit vom Ort in der Zeit.

10.2.2 Stationirer Fall

Zeitliche Unterschiede sind ausgeglichen: keine Abhéngigkeit der Temperatur von der

Zeit, wohl aber vom Ort.

e MelBBmethode:

— An den lénglichen Seitenflichen wérmeisolierter Stab

— 2 Warmereservoire unterschiedlicher Temperatur 7} und 75.

— Stationérer Zustand (FOURIERsche Gl.):

e Erste Interpretation:

] =—K—:

7T
10.3
o (10.3)

— Minuszeichen: Wirme flieit von der hohen zur tiefen Temperatur.

— @ # const x AT (nur fiir Materietransport oder kK — 00)

L) ist vom Gasdruck deswegen unabhingig, weil n oc p und [ oc 1/p, aber oc VT.
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— () x Temperaturgefille = randomisierende Prozesse sind fiir den
Wiérmetransport verantwortlich.

— k bestimmt die Geschwindigkeit der Warmeiibertragung.
k="5px A, <v> (10.1)
e Erste Fragen:

— Gilt diese Gleichung auch in Festkorpern?

— Welche Groflen entsprechen sich?

— Temperaturdanderung:
AT = (10.4)
PCu
K
= 10.5
T e (105)

[dim] 7: cm?/sec = Diffusionskoeffizient der Temperatur(Temperatur-
Leitzahl).

10.3 Unterschied zwischen Gas und Festkorper

Gas: frei bewegliche Molekeln, Faktor 1000 in der Dichte reduziert gegeniiber konden-
sierter Materie. Transport von Impuls, Warme und Materie erfolgt durch Diffusion
(random walk) und StoBe der Molekeln. Total chaotische Bewegung der Molekeln, in
erster Naherung keine potentielle Energie, sondern im einfachsten Fall nur kinetische
Energie (Harte-Kugel-Modell).

Energieerhthung fiihrt im Gas zur Erhchung von kinetischer Energie der sich
wechselwirkungsfrei bewegenden Molekeln (Translation, Rotation). ¢y: Anregung von
Rotation und Translation. Erst bei sehr hoher Temperatur werden Schwingungen
der Molekeln angeregt = Wéirmeleitung wird durch Stofiprozesse dominiert. Obwohl
durch den Temperaturgradienten eine Richtung vorgegeben wird, kommt es — im
Gegensatz zur stark richtungsabhéngigen Schalliibertragung — schnell zu einer Ver-
breiterung des Wiéirmestrahls.

k von Gasen ist proportional der mittleren Geschwindigkeit, (wesentlich kleiner
als die Schallgeschwindigkeit), also der Temperatur, dagegen unabhéngig von Druck
(und damit der Dichte).

Im Festkorper sind die Atome dicht benachbart und wechselwirken stark iiber
verschiedene Krifte (Dipol-WW., chemische Bindung). Daher mufl der Mechanismus
der Energieiibertragung im Gas prinzipiell anders als im Festkorper sein.

Energieerhohung im Festkorper fiithrt im Gegensazu zum Gas zur Anregung von
Schwingungen der aneinander gebundenen Gitterkonstituenten, also nicht isoliert,
sondern im Kristallverbund: Mechanische, harmonische Schwingungen.
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PHONON = GITTERSCHWINGUNG

-

-l
»

Abb. 10.2. Mechanische
StoBe (Kloppel gegen
Glockenwand) koénnen das
schwingfdhige  System  zu
harmonischen Schwingungen
anregen. Die  Ausbreitung
innerhalb des Systems erfolgt
mit der dem Medium eigenen
Schallgeschwindigkeit. =~ Hier
T.A. EDISON vor der Liberty
Bell aus Philadelphia, Penn.,
U.S.A.

Im Festkorper kann man die zwischen Atomen wirkenden Krifte gut durch me-
chanische Federn mit einer harmonisch wirkenden Riickstellkraft approximieren. Es
werden Gitterschwingungen angeregt durch

o clektrische Wellen? Nur in Metallen!

e clektromagnetische Wellen des sichtbaren Spektrums? Nur in transparenten
Korpern, aber weder in hochabsorbierenden Isolatoren wie Porzellan, Beton
oder Holz noch in Metallen!

e (unsichtbare) elektromagnetische Schwingungen (RONTGENstrahlen)? Teils stark
absorbierend, teils erstaunlich transparent.

e mechanische Wellen, Druckwellen, Schallwellen, mechanische Anregung (har-
monische Anregung oder Stof)? Ja, als Schall: Uberall breitet sich Schall aus!
= Phonon von pwrn Stimme in Analogie zum Photon pwrog Licht (Abb. 4.4).

e ...und durch Warme!
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10.4 Geschichte

Was passiert bei der Kondensation einzelner, individuell schwingféhiger Molekiile oder
auch nicht-schwingfihiger Atome zu einer grofien Gesamtheit, die schwingfihig ist und
z.B. durch Licht angeregt wird?

10.4.1 1. Ndherung

Wie im Gas schwingen alle Atome unabhéngig voneinander, aber mit der gleichen
Grundfrequenz hw in ihrer parabolischen Potentialmulde (und entsprechenden Ober-
tonen nhw):

Die Schwingung ist quantisiert. Erster Nachweis (Erklarung durch EINSTEIN): die spe-
zifische Wéarme geht bei 7" — gegen Null, weil die Gitterschwingungen nacheinander
eingefroren werden:

lim ¢y = 0. (10.6)

T—0

cy [J/K Mol]

Abb.10.3. Die spezifische
Wiérme ¢y geht bei Annéhe-
rung an den absoluten Null-

0g . . . . . J punkt gegen Null.
0 50 100 150 200 250 300

TIK]

10.4.2 2. Niherung

Die Atome sind ins Kristallgitter eingebaut, damit sind Schwingungen nur entlang be-
stimmter Vorzugsrichtungen moglich. Die Atome schwingen konzertiert miteinander,
die Schwingung kann den ganzen Kristall erfassen =

e Reduktion der riicktreibenden Kréfte zwischen den Atomen.

e Reduktion der Anregungsenergie einer Schwingung.

Damit ist nicht nur eine Grundfrequenz moglich, sondern ein ganzes Spektrum, weil
ganze Gruppen von Teilchen gegen andere Gruppen schwingen. Die Breite des Spek-
trums, sein Anfang und Ende wird durch bestimmte Randbedingungen festgelegt
(DEBYE):
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15+ / = = Grad der Besetzung
— 'Zahl der Zusténde
/ = Grad der Anregung

(T)

Abb.10.4. Der Beitrag einer Schwingung (nhw) zur Gesamtwirme wird durch zwei Fak-
toren bestimmt:

- den Grad ihrer Besetzung (je hoher ihre Ordnung, umso schwécher ihre Besetzung) und

- ihre Ordnung (je hoher die Ordnung, umso hoher der Beitrag).

Im Ergebnis liefern diese beiden Faktoren ein Maximum im Diagramm Beitrag gegen Tem-
peratur.

e So kann der grofite Wellenvektor eines Phonons nicht grofler als der Wellenvektor
des reziproken Gitters sein.

e Am Rand des Kristalls miissen die Wellen einen Knoten haben.
e Auflerdem konnen die Phononen miteinander interferieren.

Zusétzlich priagt die Gitterstruktur noch die Art der Schwingung. Es ist also
nicht gleichgiiltig, ob wir eine Schwingung in einem Korper mit bcc, sc, fce oder
einer der anderen 32 Kristallklassen anregen (Anisotropie der Gitterschwingungen)
= die richtungsabhingige Anregung eines Kristalls 148t mehrere Wellen entstehen:
longitudinale Druckschwankungen, transversale Scherwellen. .. (Erdbeben), die auch
unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten aufweisen. Ist das Schall, spricht man
von Schallwellen. Die Schwingung ist also nicht nur durch ihre Energie charakterisiert,
sondern auch durch ihren richtungsabhéngigen Impuls, der vektoriellen Charakter hat.

Die richtungsabhéingige Anregung eines Kristalls 148t ein ganzes Spektrum von
Wellen mit unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten und Wellenldngen ent-
stehen.

e Wellenldnge ist grofl gegen den Atomabstand:

— longitudinale Druckschwankungen (Schallwellen),

— transversale Scherwellen. . . (Erdbeben),
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Dl

Abb. 10.5. Die Atome in einem monatomigen Kristall schwingen konzertiert als Longitudi-
nal- oder Transversalwelle. Der maximale (minimale) Abstand zwischen zwei benachbarten
Teilchen ist d — 2a mit d dem Abstand in der Ruhelage und a der Schwingungsamplitude,
der momentane Abstand x = d 4+ 2acoswt, allgemein 2 — 1 — coskd. Mit dem Ansatz
einer harmonischen Schwingung ist ' = —Dux; da nach zwei Seiten entweder gedehnt oder
gestaucht wird, ist F' = —Dx = —2D X (1 — cos kd)a coswt = —2D x a x (1 — cos kd) cos wt.
Die Riickstellkraft und die Eigenfrequenz sind allgemein verbunden iiber w? = %, also wird

w=1/22(1—coskd). D ist die zweite Ortsableitung des Potentials und gleich dem inversen

m

E-Modul, geteilt durch die 3 Raumrichtungen.

e Wellenldnge ist vergleichbar dem Atomabstand:

— Gitterwellen.

Von Bedeutung fiir eine Schwingung in einem realen Kristall ist dariiber hinaus,
daBl sie zwar in erster Ordnung mit dem Modell des harmonischen Oszillators be-
schrieben werden kann, da eine derartige Schwingung aber immer symmetrisch um
den jeweiligen Gitterpunkt ist, ist eine Ausdehnung des Gitters (etwa durch Erhéhung
der Temperatur) nur durch anharmonische Anteile hohere Ordnung erklarbar.

10.5 Wechselwirkung mit Photonen

Elastische Streuung von RONTGENstrahlen mit einem Festkorper: BRAGGstreuung
In Wirklichkeit erfolgt die Wechselwirkung vektoriell:
(k’: Wellenvektor des Photons nach der Reflexion; k: Wellenvektor des Photons
vor der Reflexion; G: Vektor des reziproken Gitters):

kK =k+G (10.7)
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Abb. 10.6. Im realen Gitter mit Netzebenenabstand d wird RONTGENstrahlung gestreut.
Bei entsprechendem Gangunterschied d cos ) zweier gestreuter Elementarwellen erfolgt kon-
struktive Interferenz unter der Bedingung 2dsin1 = n\. Dieses Gesetz ist eine Konsequenz
der Gitterperiodizitit. ¥ und A miissen zueinander passen! Bei 100 %iger Reflexion bereits
an der ersten Netzebene wiirden alle Wellen jeder Wellenléinge reflektiert!

Unelastische Streuung von RONTGENstrahlen mit einem Festkorper: COMPTONstreu-
ung (k’: Wellenvektor des Photons nach der Reflexion; k: Wellenvektor des Photons
vor der Reflexion; K: Vektor des erzeugten (4) bzw. vernichteten (-) Photons; G-
Vektor des reziproken Gitters):

K+ K=k+G (10.8)

CompTON-Effekt: WW zwischen RONTGENstrahlen und gebundenem FElektron
148t sich exakt mit Anwendung des Impuls- und Energiesatzes erkliaren (Effekt bei der
Riickwiartsstreuung bis etwa 10 %). Es ist klar, dal wegen der groflen Masse eines Kri-
stalls der Nachweis einer derartigen WW sehr viel schwerer sein muf} als der zwischen
einem gezielt angesteuerten Elektron und einem Photon (sog. BRILLOUIN-Streuung,
Effekt etwa 1 ppm, Streulicht wie beim RAMAN-Effekt). Aus diesen Messungen wer-
den die Dispersionsrelationen ermittelt. Durch Anregung mit dipolarer WW (z. B.
Licht) entstehen optische Moden, bei denen in einem zweiatomigen Gitter die Ato-
me gegeneinander schwingen, durch Anregung mit Schall entstehen sog. akustische
Moden; hier schwingen die Atome miteinander. Die Frequenz ist jedoch die gleiche.

Auch die Wechselwirkung einer Gitterschwingung mit Photonen erfolgt vektoriell.

k=K +K (10.9)
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Ak =G

Abb.10.7. Dasselbe Bild im reziproken Gitter. Auswahlregel-Diagramm fiir die elasti-
sche Streuung (Reflexion) eines RONTGEN-Photons mit dem Wellenvektor & (vorher) und
k' (nachher) wegen der Wechselwirkung mit dem (reziproken) Kristallgitter (Wellenvektor
Ak =G).

Photonen skalar: Wellenldnge A und Ausbreitungsgeschwindigkeit c,
Photonen vektoriell: Impuls (DE BROGLIE-Beziehung p = h/\) (richtig vektoriell: p
= hk) und Frequenz (w = 27 x v).

Beispiel 4.2. Griines Licht der Vakuumwellenlinge von 500 nm trifft auf Glas (n : 1,5).
Da ¢ > vs (5100 m/sec), bedeutet das bei im Betrag etwa vergleichbaren Wellenvektoren
des entstehenden Phonons K und des auftreffenden Photons k& (und dem des gestreuten
Photons k'), da8

’US:%<<C=WZ”; (10.10)
k~k ~K (10.11)
w= czk >0 =K x v, (10.12.1)
Wegen Energieerhaltung
hw = hw' + hQ (10.12.2)

folgt

JmwAE =k (10.12.3)
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K ~ 2k sin 45° (10.13.1)
2
K~ 2" gin45° (10.13.2)
C
2
Q= v, x K~ =2 5 gin45° (10.14)
2x5x10°x 27 x 1,5
0=2" X5 . 137: X9 o sin45° & 13 x 100sec ! (10.15)
Y = 9,7%x 1075, (10.16)
Q
2
A= % X vy = 242 nm. (10.17)

Das durch Licht erzeugte Phonon hat also

e cinen sehr kleinen Wellenvektor;

e damit eine sehr grofie Wellenlénge (an der Grenze der BRILLOUIN-Zone ist A = 2d ~ 6
A (0,6 nm), Abb. 4.5).

10.6 Modell fiir die Wiarmeleitung im Festkorper

e Gitterschwingungen haben vektoriellen Charakter.

e Gitterschwingungen, die ungeordnete kinetische Energie der Gitterkonstituen-
ten iibertragen, haben sehr kurze Wellenldngen.

e Dazu mufl das Gitter Energie (oder einen Impuls) aufnehmen!

Photon — Kristall = Photon + Phonon (10.18)
k=k'+ K (10.19)

Phonon; + Phonon, = Phonons + Phonony (10.20)
K, + Ky = K; + Ky (10.21)

Phonon; + Phonony; = Phonons + Gittervektor (10.22)
K, +Ky=Ks+G: (10.23)

Nur bei einer Wechselwirkung der Phononen mit dem Kristallgitter nach Gl.
(4.23) nimmt dieses einen Impuls auf, und nur mit einem derartigen Prozef kann sich
thermisches Gleichgewicht zwischen Kristallgitter und Phononen einstellen. Dieser
Proze heifit nach PEIERLS Umklapp-Prozefs. Die Wechselwirkung zwischen Phonon
und Gitter ist gleichbedeutend mit einem Stofl mit Impuls- und Energieéinderung.
Damit kann man eine mittlere freie Weglinge der Phononen definieren.
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45° K

45°

Abb. 10.8. Auswahlregel-Diagramm fiir die Erzeugung

- einer Gitterschwingung mit dem Wellenvektor K oder der reziproken Wellenldnge 27 /A
und

- eines gestreuten Photons mit dem Wellenvektor k’ oder der reziproken Wellenlinge 27 /)
beim Auftreffen eines

- Photons mit dem Wellenvektor k oder der reziproken Wellenldnge 27/ auf einen Kristall.
k~k'= K/2 ~ ksin45°.

Das durch Licht erzeugte Phonon hat

- wg. der vergl. mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit sehr kleinen Schallgeschwindigkeit im
Kristall einen sehr kleinen Wellenvektor und damit

- eine sehr grofle Wellenlénge (einige 100 nm; an der Grenze der einer typischen Elementar-
zelle ist d ~ 6 A (0,6 nm)).

Dieses einfache Diagramm ist das zentrale Bild fiir die Warmeleitung im Festkorper!

1. Phononen = Kristallgitter.

2. Energie- und Impulsaustausch zwischen dem Kristallgitters und den Gitter-
schwingungen.

3. Thermisches Gleichgewicht = Temperaturerh6hung des Kristallgitters.
4. Warmetransport im Kristallgitter.
5. Gesamtheit aller Phononen: Phononengas.

6. = Definition der mittleren freien Weglinge der Gitterschwingungen (Phono-
nen).
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10.6.1 Mittlere freie Weglinge und Dichte der Gitterschwingungen
e Geometrische Streuung an den Kristallgrenzen &;
e Streuung von Phononen untereinander &;
e Dichte der Phononen .
k= lhpcy <v> A\ (10.1)

1. p: Dichte der Gitterschwingungen o< N/(L/2m)3, genauer: p = L/7 X v, z. B.:
N/V =10 Atome/cm?, vs: 5% 10% m/sec, Kp = 2 x 10'%/m, w = 1 x 10 /sec.

2. cy: spez. Wirme der Gitterschwingungen (oc 7°%).
3. < v >: Schallgeschwindigkeit.

4. A: mittlere freie Weglénge der Gitterschwingungen.

1 + 2 aus DEBYE-Theorie, A und < v > aus Experiment.
Wir konnen folglich drei Bereiche unterscheiden:

e sehr tiefe Temperaturen: p =0 = xk = 0.

e Anniiherung an den absoluten Nullpunkt (10 — 30 K): p o ¢y oc T? = steiler
Anstieg von .

e hohere Temperaturen (oberhalb von typisch 50 K): x nimmt stark ab (0 °C:
zehn Atomdurchmesser, bei —196°C: einige zehn Atomdurchmesser) = £ nimmt
wieder ab.

Tabelle 10.2. Mittlere freie Weglidnge A von Phononen in zwei Kristallen (Quarz, hcp
und Steinsalz, fcc) bei unterscheidlichen Temperaturen. Die Schallgeschwindigkeit vg ist zu
5 x 105 ¢cm/sec angenommen.

Verbindung | Temperatur | spez. Wirme Wiirme- Mittlere
Cy leitf. K freie Wegl.
[°C] [J/em?® K| | [J/cm sec K] [nm)]
Quarz 0 2,00 0,13 4
—190 0,55 0,50 54
Steinsalz 0 1,88 0,07 2,3
—190 1,00 0,27 10

Zwar sind bei hoheren Temperaturen mehr Phononen angeregt (wegen kg1 >>
hwWmax 1St exp|—hwmax/ksT| > 1, dafiir ist deren mittlere freie Weglidnge bedeutend
kleiner. Diese ist bei 0 °C etwa zehn Atomdurchmesser lang, bei der Temperatur
fliissigen Stickstoffs dagegen einige zehn Atomdurchmesser.
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100 ¢ ] Abb.10.9. Die Wairmeleitfahigkeit
der kristallinen Festkorper weist beim
Absenken der Temperatur ein abso-
lutes Maximum auf wegen zwei ge-
genldufigen Effekten: Abnahme der
Phononendichte, Zunahme der mitt-
leren freien Wegléange, hier gezeigt an
1 . NaF [2].

1 10 100

TK]

k [W/cm K]
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10.6.1.1 Mittlere Freie Weglinge. Entscheidend fiir die mittlere freie Weglinge
ist die Storung an der Grenze der Elementarzelle des reziproken Gitters, der BRILLOUIN-
Zone. Dort werden einer fortlaufenden Welle

eta (10.24)

e uy () (10.25)

Brocu-Funktionen uy(x), mit denen die Periodizitét des reziproken Gitters beschrie-
ben wird, aufmoduliert. Das Ergebnis sind an der Grenze der BRILLOUIN-Zone ste-
hende Wellen mit der Gruppengeschwindigkeit Null.

10.6.1.2 Dichte der Phononen. Wenn die mittlere freie Weglédnge der Phononen
nur einige Atomdurchmesser betrigt (im Gegensatz zum Gas, wo bei etwa 1 Torr, d.
h. 1/1000 atm, das MFP bei 3 x 1072 cm liegt), die Wirmeleitfihigkeit aber den-
noch um Groéflenordnungen hoher ist, mufl das entweder an der Dichte der Phononen
oder der Wahrscheinlichkeit liegen, effektiv mit dem Kristallgitter Energie auszutau-
schen. Dafiir spricht auch, dafl die Geschwindigkeit der Warmeiibertragung in cm/sec
gemessen wird, wiahrend die Schallgeschwindigkeit sich in km/sec mifit (Tab. 4.1).

Fiir die Anzahl der moglichen Moden gilt das Modell des Elektrons im Kasten:
An den Enden einer Atomkette der Lange L = N x d mit N der Zahl der Atome und
d ihrem Abstand miissen Knoten sein, und es muf3 eine ganze Zahl von Halbwellen
auf diese Lange passen:

nm
Nxd—n/\/2:>L—N—d. (10.26)

Mit der Randbedingung A > 2d folgt, dafl n bis N laufen kann: Ein Gitter hat
dreimal so viel Eigenschwingungen, wie es Atome aufweist (1 longitudinale Mode, 2
transversale Moden pro Atom).

D(w) = (10.27)

TV,
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L
X dw/dk

Die Gruppengeschwindigkeit bestimmt also ganz wesentlich die Dichte der Pho-
nonen, und zwar ist D umgekehrt proportional vg,. Im Fall einer stehenden Welle ist
Vg 0, und die Dichte wird unendlich. Wie wir gesehen haben, ist dies genau an der
Grenze der BRILLOUIN-Zone der Fall.

D(w) = (10.28)

10.7 Warmeleitung in Metallen

Tabelle 10.3. Zusammenstellung verschiedener Eigenschaften, die fiir das Verstédndnis der
Wiérmeleitung in Metallen von Wichtigkeit sind.

Verbindung |  Wirme- | Elektr. Leitf. | 107 x x/o
leitf. K o
[J/m sec K] | [Q 'em™?]
Al 230 37,7 x 10% 6,098
Pb 36 (0°C) 4,81 x 10* 7,463
Fe 75 9,93 x 10° 7.576
Cu 380 59,6 x 10* 6,369
Ag 420 63 x 10* 6,66

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen elektrischer Leitfahigkeit und Wéarme-
leitfahigkeit, das sog. (WIEDEMANN-FRANZsche Gesetz):

Z = const T (10.29)
o
mit
ks
const = 3 —; (10.30)
€0
LORENZ-Zahl:
K w2 kp 2
L=—=— — ] . 10.31
ol" 3 8 <eo> (10:31)

L enthilt weder die Elektronendichte noch die Elektronenmasse!
Zwei Griinde fiir einen wesentlich effektiveren Transportmechanismus:

1. MFP von Elektronen ist wesentlich grofier als das von Phononen (MFP in Cu
(0 =0,6x10°Q7! em™"): 3 nm bei RT, bei 10 K 10* nm).
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Abb. 10.10. Die Beitréige der Atomgitters und des Elektronengases zur spezifischen Warme
konnen fiir tiefe Temperaturen aufgespalten werden: cyy = yT + oT? = cy /T = v + oT?.

2. mit dem Gitter wird keine Energie ausgetauscht:

R = KRPhonon + RElektron mit KPhonon ~ 1/100 X KElektron- (1032)
k="lhpc, <v>A\? (10.1)
k= 1hpc, <v> A (10.1)

Fiir ¢y wére der Beitrag der freien Elektronen einzusetzen (alle anderen sind fest
gebunden und benétigten sehr hohe Energien zur Anregung), ein sehr kleiner Betrag,
dagegen ist die einzusetzende FERMI-Geschwindigkeit fiir viele Metalle typisch 1/100
der Lichtgeschwindigkeit. A\ ist das MFP der Elektronen, das bedeutend groflier als
das der Phononen ist (A fiir Cu bei 300 K ist 30 nm, also einen Faktor 10 groBer als
das MFP von Phononen).

Warum wechselwirken freie Elektronen nicht oder nur sehr schwach mit den Ilo-
nenriimpfen?

e Sicht eines einzelnen Elektrons: Die Ionenrtimpfe schirmen sich mit Elektronen
weitgehend ab; das Elektron ,sieht” keine ganze positive Ladung, sondern nur
einen Bruchteil davon (DEBYE-Lénge).

e Alternatives Bild (Sicht aller Elektronen): Die freien Elektronen bilden in zwei-
ter Ndherung kein chaotisches Elektronengas, sondern ein schwach geordnetes
Gitter mit Maxima an den Ionenriimpfen. So wird ihr Abstand zueinander maxi-
mal (PAULI-Verbot), und sie konnen kollektiv auf Stérungen des Gleichgewichts
(Beschufl mit Photonen, Anlegen eines E-Feldes, Storung durch Wirme) rea-
gieren. Dieses Kollektiv wird aber sehr leicht durch verunreinigende Atome oder
fremde Ionenriimpfe gestort.
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Tabelle 10.4. Metamorphose der Wirmeleitungsgleichung in Gasen und Festkorpern (Di-
elektrika mit Phononengas und Metalle mit Elektronengas)

Physikal. Gas Dielektr. Festkorper Metall. Festkorper
Grifse m. Phononengas m. Elektronengas
N/V Gasdichte | Phononen-Gasdichte | Elektronen-Gasdichte

a. d. Fermikante
[ MFP der MFP der MFP der
Molekeln Phononen freien Elektronen
cy N x kgT aT? vT
v V<> Cs VR

10.8 Zusammenfassung

Die Wirmeleitung in Festkorpern und Gasen erfolgt durch den Random Walk.
Im Gas: Molekeln, im dielektrischen Festkorper: Gitterschwingungen (Phono-
nen), im metallischen Festkorper: Gitterschwingungen und Elektronen. Die Aus-
breitung so unterschiedlicher Phidnomene wie Schall, Dichteschwankungen und
Wirme kann durch ein Modell beschrieben werden, je nach Phénomen mit sehr
unterschiedlichen Wellenléngen: sehr kurze: Warmeleitung (elastische Wellen,
die isotherme, langsam sich dndernde, Druckschwankungen erzeugen), sehr lan-
ge: Leitung von Schall (elastische Wellen, die adiabatische, sich schnell &ndernde,
Druckschwankungen erzeugen).

Die Dichte der Phononen p wird durch die DEBYEsche Theorie bestimmt. Es
gilt: p oc ¢, oc T3.

Phononen breiten sich nicht einfach durch das Gitter aus, sondern erleiden haufi-
ge Streuungen an Grenzen des (reziproken) Gitters und mit anderen Phononen.
Dadurch sinkt das MFP in die Gegend von einigen nm. So kommt es zu ei-
nem Maximum der Wéarmeleitfiahigkeit bei knapp oberhalb des absoluten Null-
punkts.

Durch Photonen angeregte Gitterschwingungen haben sehr kleine Wellenvekto-
ren und entsprechend grofle Wellenldngen. Das bedeutet, daf sie grofie Volumina

anregen, aber schwach.

Die minimale Wellenlédnge der Gitterschwingungen ist durch die Gitterkonstante
festgelegt. Aus

(10.33)
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folgt, daB die kiirzeste Wellenldnge in der Gegend des doppelten Atomabstands
liegt. Diese kurzen Wellen sind fiir die Warmeleitung verantwortlich. Sehr lange
Wellen, fiir die die atomare Kérnigkeit keine Rolle mehr spielt, sind dagegen fiir
den Transport der Dichteschwankungen zusténdig.

In Metallen sind die Elektronen fast frei beweglich. Sie transportieren Strom und
Wairme unabhéngig vom Kristallgitter. Dennoch ist die Warmeleitungsgleichung
auch hier verwendbar.

Die Natur bietet mit einem Kristall selbst ein Modell zur Uberpriifung des
Bomnrschen Korrespondenzprinzips an: inwieweit kann man einzelne, nur durch
die Quantenmechanik erfafSbare Grofien der Mikrowelt (Mikrozustdnde) auf die
makroskopische Welt iibertragen?



11 Quantum-Well-Laser

11.1 Historische Einordnung

1962 wurde der erste Injektionshalbleiterlaser erfunden. Dabei handelte es sich um
eine in Flufirichtung gepolte GaAs pn-Diode. Durch ihre hohe Schwellstromdichte
von rund 50% war natiirlich ein kontinuierlicher Betrieb bei Raumtemperatur vollig
unmoglich.

1969 wurde erstmals ein Doppelheterostruktur-Laser bei Raumtemperatur betrieben.
Die Schwellstromdichte war dabei schon auf 5% gesenkt worden. Damit war der
Halbleiterlaser nicht mehr im Laborstadium, sondern eine praktische und kompakte
kohérente Lichtquelle fiir zahlreiche Anwendungsmoglichkeiten.

1974 wurde erstmals ein Quantum Well Laser hergestellt.

11.1.1 Motivation

Die Motivation fiir die Herstellung von Quantum Well Strukturen war anfangs das
Studium von Quanteneffekten in der Grundlagenforschung. Jedoch wurde bald er-
kannt, dafl durch Quantum Well Laser eine Verbesserung der Parameter eines Lasers
moglich war. Gegeniiber einem Doppelheterostruktur-Laser wollte man die Tempe-
raturabhingigkeit verbessern, die Schwellstromdichte senken und die Emissionswel-
lenldnge variieren konnen. Durch eine Verbesserung des optischen Gewinns sollte eine
hohere Modulierbarkeit erreicht werden.

11.2 Doppelheterostruktur

Bei einer Doppelheterostruktur wird ein I111/V-Halbleiter, z.B. GaAs mit zwei Deck-
schichten eines I11/V-Halbleiters mit einer hoheren Bandliicke, z.B. AlGaAs, umge-
ben. Dabei ist es wichtig, dafl beide Kristallschichten nahezu gleiche Gitterkonstanten
aufweisen, da es sonst zu unerwiinschten Versetzungen im Halbleiter kommt. We-
gen des geringeren Bandabstandes weist die mittlere Schicht eine geringfiigig héhere
Brechzahl auf. Somit wirkt die GaAs-Schicht als Wellenleiter. Durch die Doppelhe-
teroschicht wird, bei p- und n-Dotierung der umgebenden Schichten und angelegter
FluBispannung, die Ladungstrigerrekombination auf die mittlere Schicht beschrankt.

183
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Wird nun die Breite L, der mittleren Schicht bis unter die de-Broglie Wellenlénge
der Ladungstréiger reduziert, das heifit L, im Bereich von rund 10 nm, so treten quan-
tenmechanische Effekte auf. Diese haben eine Quantisierung der Energiezustéinde im
Leitungsband und Valenzband zur Folge. Da die Quantisierung analog dem Potential-
topf in der Quantenmechanik ist, spricht man hier auch von einem Quantentopf oder
Quantum Well. Da die Quantisierung nur senkrecht zu den Grenzflichen auftritt, nicht
aber in den beiden anderen Richtungen, spricht man von einem 2d-Elektronengas oder
Quantum Confinement. Die Einschrankung der Bewegungsmoglichkeiten fiihrt zu ei-
ner Verringerung der Streumechanismen der Ladungstriager und zu einer Erhohung
ihrer Beweglichkeit.

AlGaAs GaAs AlGaAs
< L >
Leitungsband
A Elfmm
Epef———————————1
B b-———————————1
A
Eq (AlGaAs)
Eq (GaAs)
\4
Elhh - - . T = Ellh
2 I I
v Egf——— "~~~ 2lh
Valenzband < L, >

Abb. 11.1. Doppelheterostruktur

Aus der SCHRODINGER-Gleichung?

72 nm\ > 9 9
E(n, ky, k) = — | +kitk,

11.1
2ms |\ L, ( )

folgt, daBl mit kleiner werdender Dicke L., die Energieniveaus, die sogenannten Sub-
bandkanten, hohere Energien annehmen. In der Abbildung 11.1 erkennt man die dis-
kreten Energieniveaus (Subbandkanten) fiir die Elektronen und Locher. Aufgrund der
unterschiedlichen effektiven Massen der schweren und der leichten Locher treten im
Valenzband bei gleicher Ordnungszahl jeweils zwei unterschiedliche Energieniveaus
Eun, Ej, auf. Bei geniigend kleiner Dicke L, des Quantentopfes kann erreicht wer-
den, dafl nur noch eine Subbandkante fiir schwere Locher im Valenzband Platz findet.

'wobei n die Ordnungszahl, k, und k, die Komponenten des Wellenvektors in « und y Richtung,
m} die effektive Masse des Ladungstrégers sind.
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Dann ist die strahlende Rekombination nur zwischen den Subbandkanten FE;. und
Elhh moghch

AlGaAs GaAs AlGaAs

Leitungsband
A E. r————

3C
E2C _____
ElC I
A
Eq (AlGaAs)
Y —~~—""9 hf
Eg (GaAs)
v
Em[===o=
ohh| = | Eqg
v E3hh _______ Eon
Valenzband € L >
zZ

Abb. 11.2. Doppelheterostruktur

11.3 Zustandsdichte

Die gestrichelte Linie in Abbildung 11.3 zeigt die Zustandsdichte fiir die Elektronen
und Locher ohne Quantisierung (d.h. L, ~ 100 nm). Die Zustandsdichte nimmt dabei
parabolisch mit dem Abstand von der jeweiligen Bandkante zu. Durch die Quanti-
sierung wandeln sich die Parabeln in Stufenfunktionen, den Subbédndern um. Der
kleinste besetzbare Energiezustand liegt nicht mehr an den Bandkanten, sondern bei
den Subbandkanten erster Ordnung. Bei diesen Energien steigt die Zustandsdichte
der Elektronen und der Locher sprunghaft an. Die Gesamtiibergangsenergie zwischen
Elektronen und Lochern ist stéirker konzentriert als ohne Stufung. Sie setzt sich zu-
sammen aus dem Bandabstand F,, der n-ten Subbandkante im Leitungsband und
der n-ten Subbandkante der leichten oder schweren Locher. Eine strahlende Rekom-
bination von Ladungstrédgern kann nur zwischen Energieniveaus gleicher Ordnung n
erfolgen. Dadurch verengt sich die spektrale Breite der spontanen Emission deutlich
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und es ergeben sich niedrigere Schwellstrome. (‘ii—]’; ist die spektrale Ladungstrigerdich-
te und gibt an, wieviele Ladungstréger sich bei einer bestimmten Energie im Subband
befinden konnen.

dn/dE ’
- n=2
E c >
n=1 D
EV V ‘o\\\\\ | ‘\\\
5 \\‘i \\\\\ hh

Abb. 11.3. Zustandsdichte

11.4 Emissionswellenlinge

Die Energie der n-ten Subbandkante im Leitungsband ist gegeben durch die Glei-
chung:

Enc = - (£>2 (11.2)

8meﬁ Lz

Bei kleiner werdender Dicke L, des Quantentopfes wird die Energie der Subband-
kanten immer grofler. Deshalb kann die Emissionswellenlénge durch die geometrische
Grofle L, eingestellt werden. In Abbildung 11.4 erkennt man die Moden-Spektren fiir
verschieden dicke Topfe. Beim ersten Topf von 100 nm Dicke gibt es keine Quan-
tisierung. Die Emissions-Wellenldnge betrédgt 1,7 um. Bei einer Dicke von 10 nm,
verschiebt sich die Subbandkante um ca. 60 meV. Die Ubergangsenergie wird des-
halb gréfler und infolgedessen sinkt die Emissionswellenlénge auf 1,55 pm. Bei einer
Toptbreite von 8 nm betrégt die Emissionswellenlénge 1,5 pm.
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Abb. 11.4. Moden-Spektren von drei verschieden dicken Quantum Wells

11.5 Optischer Gewinn

Das Diagramm in Abbildung 11.5 zeigt den optischen Gewinn eines GaAs-Quantum-
Well-Lasers in Abhéngigkeit der injizierten Elektronendichte n. Dabei ist der Gain g
logarithmisch aufgetragen. Charakteristisch ist der steile Anstieg des Gewinns und
die ausgepriagte Sattigung bei zunehmender Elektronendichte wegen der konstan-
ten Zustandsdichte im niedrigsten Subband. Im Vergleich zum Gewinn von GaAs-
Volumenmaterial ist der Gewinn einer GaAs-Quantentopfstruktur wesentlich hoher.
Fiir gute Betriebseigenschaften sollte der Arbeitspunkt so gewéhlt werden, dafl der
Laserbetrieb im steilen Anstieg des Gewinns bei relativ geringer Elektronendichte
erfolgt. Hier existiert ein grofer differentieller Gewinn j—z, der je nach Arbeitspunkt
und Weite des Potentialtopfes (und Anzahl der Potentialtopfe) bis um den Faktor
10 grofer sein kann als im Volumenmaterial. Daraus resultiert die merkliche Uberle-
genheit von Quantum-Well-Lasern im Vergleich zu konventionellen DH-Lasern. Der
bessere differentielle Gewinn fiihrt zur Reduktion des Schwellstroms und Verbesserung

des dynamischen Verhaltens.

11.6 Temperaturabhingigkeit der Schwellstromdichte

Der Schwellstrom Iy, ist gegeben durch die Niherungsgleichung?:

[n(T) = Iy e (11.3)

2Ty ist die charakteristische Temperatur, die vom Material abhéngt. Iy sei der Strom bei der
Temperatur Tp.
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Abb. 11.5. Optischer Gewinn

Umso hoher die charakteristische Temperatur ist, desto geringer ist die Temperatur-
empfindlichkeit der Schwellstromdichte. Im Diagramm ist auf der z-Achse die Tempe-

ratur 7' in K und auf der y-Achse die Schwellstromdichte jg, in Ck—A aufgetragen. Man

m?2
erkennt, dafl bei einem InGaAsP-Doppelheterostruktur-Laser die Schwellstromdichte
viel schneller mit der Temperatur ansteigt, als bei GaAs mit einem Quantum-Well.
Dies ist dadurch bedingt, dal InGaAsP ein T von ca 50 — 70 K aufweist. GaAs hat
eigentlich ein Tj von rund 120 K, aber fiir GaAs Quantenstrukturen wurden experi-
mentell 250 — 400 K ermittelt. Deshalb steigt die Kennlinie fiir GaAs-Quantentopfe

nicht so schnell.

[ GaAs SQW
InGaAsP DH-Laser

j..(kAlcm?

t

200 300 400
T(K)

Abb. 11.6. Temperaturabhingigkeit der Schwellstromdichte

11.7 Ausfiihrungsformen

11.7.1 Single Quantum Well

Als erste Ausfithrungsform betrachten wir den Single-Quantum-Well, kurz SQW. Die
Abbildung 11.7 zeigt, dafl er aus einer Doppelheterostruktur besteht. Dabei ist die
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Dicke L, im Bereich von 3 — 10 nm. Die injizierten Elektronen werden im Topf
eingefangen. Unten eingezeichnet ist die Wellenfunktion der Elektronen, die praktisch
auf den Quantentopf beschrankt ist. Deshalb spricht man hier von einem effektiven
Carrier-Confinement. Das optische Feld breitet sich jedoch zu einem grofien Teil auch
auflerhalb der aktiven Schicht, hier die mittlere GaAs-Schicht, aus. Folglich hat der
Single-Quantum-Well ein schwaches Optical Confinement. Der Confinement-Faktor T’
ist proportional zur Dicke L, im Quadrat:

I o L2 (11.4)

Wird nun die Dicke sehr klein, wird nur noch ein sehr geringer Anteil, einige Prozent,
des optischen Feldes in der aktiven Schicht gefithrt und verstérkt.

Leitungsband
A

E, (AlGaAs)

Eq (GaAs)

A\ 4

Valenzband

Optisches Feld

Wellenfunktion

»
»

Abb.11.7. Single Quantum Well

11.7.2 Multiple Quantum Well

Um das schlechte Optical Confinement des Single-Quantum-Well zu verbessern, ist
man dazu iibergegangen, mehrere Quantentopfe zu koppeln. Die Wellenfunktionen der
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Elektronen sind weiterhin auf einen Quantentopf beschrankt. Durch die hohere Anzahl
von Quantentopfen wird das optische Confinement verbessert und die Schwellstrom-
dichte sinkt im Vergleich zum Single-Quantum-Well. Jedoch treten Ladungstrigerver-
luste auf, da nicht alle injizierten Ladungstréger in den Quantentopfen eingefangen

werden.
GaAs
n-AlGaAs /‘/ \\ p-AlGaAs

Nt/

AlGaAs

Barrieren

z \—fé‘l‘\v\¥—\v > 2

v — AL
®= NV T/ ®

Quantentopfe

Abb. 11.8. Multiple-Quantum-Well.

11.7.3 MQW mit Separate-Confinement-Heterostructure

Um diese Ladungstrigerverluste zu verhindern, wird die multiple Quantum-Well-
Struktur zwischen Schichten mit einer noch gréfieren Bandliicke F, eingebettet. Dabei
ist y > = d. h. die &uflere Schicht hat einen hoheren Aluminium-Anteil. Die Schicht,
die an die Quantentopfe grenzt, wird als Separate Confinement Heterostructure be-
zeichnet. Durch den gréfieren Brechungsindex wird die Welle zum grofiten Teil in der
SCH- und der MQW-Region gefiihrt. Das Carrier Confinement wird dadurch verbes-
sert, dafl die einmal in der mittleren Schicht eingefangen Ladungstriger diese aufgrund
der Energiebarrieren nicht mehr verlassen konnen. Das Auffiillen der Quantentopfe
erfolgt dadurch gleichméflig und ohne Ladungstrigerverluste.

11.7.4 GRINSCH-Struktur

Eine andere Moglichkeit, das Carrier- und Optical-Confinement im Vergleich zum
Single Quantum Well zu verbessern, stellt die GRINSCH-Struktur dar. Bei dieser
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Abb. 11.9. MQW mit Separate Confinement Heterostructure

Quantentopf-Struktur wird die aktive Schicht von Heteroschichten umgeben. Die
Bandliicken dieser Schichten nehmen mit zunehmenden Abstand von der aktiven Zo-
ne, aufgrund der Materialzusammensetzung parabolisch zu. Damit wird erreicht, daf3
die Ladungstriger innerhalb des trichterformigen Bereichs im Bénderschema einge-
fangen werden und in den Quantentopf gelangen. Der parabelférmige Verlauf der
Brechzahl bewirkt eine Fokussierung der optischen Strahlung in Form eines Gauf-
strahls. Bei dieser speziellen optischen Fiihrung ist dann der Confinement-Faktor T’
nicht mehr proportional zu L?, sondern durch

2L,
[=4/==2 (11.5)
™ Wo

gegeben, wobei wy der Strahlradius des Gauflstrahls ist.?

11.8 Technologische Realisierung

Die Abbildung 11.11 zeigt den Querschnitt einer technologischen Realisierung eines
GRINSCH-Lasers. Diese Struktur wird als vergrabene Heterostruktur (Buried He-
terostructure) bezeichnet, da die aktive Schicht auch lateral durch eine p-GaAlAs-
Schicht begrenzt wird. Dadurch wird eine laterale Begrenzung des optischen Feldes
erreicht, da AlGaAs eine hohere Bandliicke als GaAs aufweist und somit einen nied-
rigeren Brechungsindex hat. Man spricht deswegen auch von einer Indexfithrung.*

3Die Deckschichten aus Aluminium-Gallium-Arsenid weisen die héchste Bandliicke auf. Durch
allmé#hliche Verringerung des Al-Gehalts und Erhohung des Gallium-Anteils der mittleren Schichten
wird ein Bandverlauf mit graduell abnehmender Bandliicke erzielt. In der Mitte befindet sich ein
Quantentopf. Der graduelle Bandverlauf bringt eine Einschrénkung des optischen Feldes mit sich.

4AuBerdem dient die p-GaAlAs-Schicht als Sperrschicht, die den StromfluBl beschrinkt.
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Abb.11.10. GRINSCH-Struktur.

— p-Gag sAlgsAs
p-Ga Al As —| [~ I-GaAIAs
— GaAs (aktive Zone)
n-Ga; Al As —
n-Gag sAlgsAs — |- p-GaAlAs
| — n-GaAlAs
n*GaAs Substrat —|

Abb. 11.11. Technologische Realisierung der GRINSCH-Struktur

11.9 Zusammenfassung

Ist die Dicke der aktiven Schicht eines Lasers geniigend klein, so tritt ein Quan-
tum Confinement in eine Richtung auf. Die Ladungstrager konnen sich nur noch in
zwei Dimensionen frei bewegen. Die Zustandsdichte wird stufenférmig, es bilden sich
Subbénder aus. Dadurch verdndert sich die spektrale Ladungstréagerdichte. Durch eine
technologische Verdnderung der Dicke ist deshalb die Emissionswellenlédnge des Lasers
variierbar. Es werden geringere Schwellstromdichten und eine geringe Temperatur-
empfindlichkeit erzielt. Die Einschriankung der Bewegungsmoglichkeiten der Ladungs-
trager fiihrt zu einer Verringerung der Streumechanismen und zu einer Erhohung der
Beweglichkeit.

Die Multiple-Quantum-Well-Struktur und die GRINSCH-Struktur werden ge-
geniiber der Single-Quantum-Well-Struktur bevorzugt, da diese ein zu geringes op-
tisches Confinement aufweist. Augenblicklich wird sehr intensiv an Strained-Layer-
Quantum-Wells, Quantentopfe mit verspannten Schichten, geforscht. Sie bieten die
Moglichkeit, neue Wellenldngenbereiche, die etwa fiir die Umweltanalytik von Bedeu-
tung sind, zu erschlieflen.
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