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Abstract
In this thesis we investigate two different aspects of nonlinear dynamical behaviour: First, we study quantum synchronization which is based on nonlinear, so-called limit-cycle oscillators. Second, we investigate the influence of nonlinear interactions on topological transport
in bosonic systems.
We begin with the investigation of the synchronization of two optomechanical systems in
the presence of quantum noise. With numerical simulations of the full quantum and a semiclassical model, we identify different phase synchronization regimes, although exact phase locking is prevented due to the inevitable quantum noise. Our main results are noise-induced
transitions between different synchronization states, as well as noise-induced bistability, i.e., the appearance of a second synchronization state in the quantumregime, even if in the classical, noiseless limit only a single stable synchronization state exists. We give an overview about the classical-to-quantumtransition and also compare our findings to synchronization in the presence of classical, thermal noise.
Subsequently, we study the quantum synchronization dynamics of a quantum Van der
Pol oscillator coupled to an external periodic driving. This paradigm system for limit-cycle oscillators allows us to derive an effective, analytical quantum model and identify the different
dynamical regimes, like overdamped, underdamped, and notably also quantum-coherent
phase motion. We explore the distinct signatures of these different dynamical regimes, e.g., in the spectrum or the squeezing. Moreover, we show that in the remarkable regime of quantum-coherent
phase dynamics quantum states with negative Wigner densities (like Schrödinger cat states) are preserved for many oscillations of the system. Our effective model gives insight into how to achieve quantum coherence in synchronization dynamics, while numerical simulations of the full model confirm the predicted behaviour.

Finally, we turn to the classical dynamics of a Chern topological insulator in a nonlinear bosonic system. To this end, we study the half Bernevig-Hughes-Zhang model on a square lattice in the presence of a local Kerr nonlinearity. We investigate the stability of a linear
edge state in the nonlinear model and present a linear stability analysis to gain insight into the unstable scattering processes enabled by the nonlinearity. In a time evolution of the full
nonlinear model, we can show that these processes lead to a spatially periodic modulation of the edge channel on an intermediate timescale. However, eventually we observe that strong nonlinear processes lead to more complicated behaviour and a significant radiation into the bulk.
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Abstract
In dieser Arbeit untersuchen wir zwei unterschiedliche Aspekte von nichtlinearem, dynamischem Verhalten: Zuerst studieren wir Quantensynchronisation, welche auf nichtlinearen,
sogenannten Grenzzyklusoszillatoren aufbaut. Als zweites untersuchen wir den Einfluss von nichtlinearen Wechselwirkungen auf topologischen Transport in bosonischen Systemen.
Wir beginnen mit einer Untersuchung der Synchronisation von zwei optomechanischen
Systemen unter dem Einfluss von Quantenrauschen. Durch numerische Simulationen des
vollen Quantenmodells und eines semi-klassischen Modells identifizieren wir verschiedene Regime der Phasensynchronisation, obwohl exakte Phasenübereinstimmung durch das unvermeidbare Quantenrauschen verhindert wird. Unsere Hauptresultate sind durch Rauschen
induzierte Übergänge zwischen verschiedenen Synchronisationszuständen, sowie durch Rauschen induzierte Bistabilität, d.h. ein zweiter Synchronisationszustand taucht im Quantenregime auf, obwohl im klassischen, rauschlosen Grenzfall nur ein einziger stabiler
Synchronisationszustand existiert. Wir geben einen Überblick über den Übergang zwischen dem klassischen Verhalten und dem Quantenregime und vergleichen außerdem unsere Ergebnisse
mit Synchronisation unter dem Einfluss von klassischem, thermischen Rauschen.
Anschließend studieren wir die Quantensynchronisationsdynamik eines Quantenmodells des Van der Pol Oszillators, der an einen externen, periodischen Antrieb gekoppelt ist. Dieses Paradebeispiel für einen Grenzzyklusoszillator erlaubt es uns ein effektives,
analytisches Quantenmodell herzuleiten und die verschiedenen dynamischen Regime, wie überdämpfte, unterdämpfte und inbesondere quanten-kohärente Phasendynamik, zu
identifizieren. Wir untersuchen die verschiedenen Merkmale dieser unterschiedlichen dynamischen
Regime, z.B. im Spektrum oder in der Art wie der Quantenzustand gequetscht
wird. Darüber hinaus zeigen wir, dass Quantenzustände mit negativen Wignerdichten (wie
zum Beispiel Schrödingers Katzen Zustände) in dembemerkenswerten quanten-kohärenten Regime für viele Oszillationen des Systems erhalten bleiben. Unser effektives Modell gibt Einsichten wie man Quantenkohärenz in der Quantensynchronisation erreichen kann, während
numerische Simulationen des vollen Modells das vorhergesagte Verhalten bestätigen.

Schlussendlich wenden wir uns der klassischen Dynamik eines topologischen Chern Isolators
in einem nichtlinear bosonischen System zu. Dazu studieren wir das “half Bernevig-Hughes-Zhang” Modell auf einem quadratischen Gitter in der Gegenwart einer lokalen Kerr-Nichtlinearität. Wir untersuchen die Stabilität eines linearen Randzustands im nichtlinearen Modell und präsentieren eine lineare Stabilitätsanlyse um Einblicke in die instabilen Streuprozesse zu bekommen, welche durch die Nichtlinearität ermöglicht werden. In einer Zeitentwicklung
des vollen nichtlinearen Modells können wir zeigen, dass diese Prozesse mittelfristig zu räumlich-periodischen Modulierungen des Randkanals führen. Jedoch beobachten wir auch, dass schlussendlich starke, nichtlineare Prozesse zu einem komplizierteren Verhalten
und signifikantem Abstrahlen in das Innere des Gitters führen.
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