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Kapitel 1

Einleitung

Elektronische Bauteile sind während ihres Betriebes Umwelteinflüssen ausge-
setzt. Mechanische Kräfte, Temperaturänderungen und Feuchtigkeit können
auf das Bauteil einwirken. Zum Schutz vor diesen Einflüssen und zur elektri-
schen Isolation werden elektronische Komponenten häufig mit einer Kunst-
stoff-Verpackung umgeben. Die Verpackung trägt so wesentlich zur Erhöhung
der Zuverlässigkeit und zur Verlängerung der Lebensdauer des Systems bei.

In elektronischen Bauteilen werden Materialien mit verschiedenen thermi-
schen Ausdehnungskoeffizienten kombiniert. Temperaturänderungen führen
deshalb zu einem unterschiedlichen Ausdehnungsverhalten der Materialien
und verursachen mechanische Spannungen und Dehnungen, die sich auf die
Kunststoff-Ummantelung übertragen können. Diese thermo-mechanische Be-
lastung führt im Kunststoff zur Entstehung von mikroskopischen Rissen und
Hohlräumen. Während der Belastungsgeschichte des Bauteils können sich
diese mikroskopischen Defekte vergrößern, akkumulieren und zu einem ma-
kroskopischen Riss anwachsen. Die Entstehung eines makroskopischen Risses
in der Kunststoff-Verpackung kann die Funktionalität des gesamten Systems
beeinträchtigen und schließlich zu seinem Versagen führen. Um den Einfluss
der Verpackung auf die Zuverlässigkeit und Lebensdauer von elektronischen
Bauteilen zu verstehen, ist es notwendig, die Schädigungsentwicklung unter
thermo-mechanischer Belastung näher zu betrachten.

Die vorliegende Arbeit untersucht das Schädigungsverhalten eines hochgefüll-
ten Reaktionsharzes, das zur Verpackung elektronischer Komponenten ver-
wendet wird. Im schädigungsfreien Zustand zeigt dieser Kunststoff viskoelas-
tisches Materialverhalten. Die durch thermo-mechanische Belastung entste-
henden Mikroschädigungen beeinflussen das mechanische Verhalten. Deshalb
ist das viskoelastische Materialverhalten des Kunststoffs unter dem Einfluss
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 7

von Schädigung zu formulieren und experimentell zu charakterisieren. Um die
Lebensdauer unter thermo-mechanischer Belastung vorhersagen zu können,
wird die zeitliche Entwicklung der Schädigung modelliert und ein viskoelas-
tisches Schädigungsmodell mit einem geeigneten Versagenskriterium vorge-
schlagen.

Mit dem eingeführten viskoelastischen Schädigungsmodell kann die räumliche
Verteilung der Schädigung in der Kunststoff-Verpackung simuliert werden.
Aus dem berechneten Schädigungsfeld lassen sich besonders beanspruchte
Bereiche erkennen, in denen bei fortschreitender Schädigung mit einem Ver-
sagen des Materials zu rechnen ist. Daraus können Rückschlüsse auf kon-
struktive Verbesserungen des Bauteils gezogen werden. Das Schädigungsmo-
dell kann so zur Erhöhung der Zuverlässigkeit von elektronischen Bauteilen
beitragen. Die vorliegende Arbeit untersucht die Schädigungslokalisation un-
ter zyklischer mechanischer Belastung durch Anwendung des vorgeschlagenen
Schädigungsmodells auf eine geeignete Demonstrator-Geometrie.

Die Entstehung von Schädigung unter thermo-mechanischer Belastung und
der Einfluss von Schädigung auf das Materialverhalten können durch die
Schädigungsmechanik beschrieben werden. Die Anfänge dieser Theorie ge-
hen zurück in das Jahr 1924, als Palmgren in Dauerlauftests die Haltbarkeit
von Kugellagern unter wechselnden Belastungen untersuchte [1]. Zur For-
mulierung eines Versagenskriteriums schlug Palmgren eine lineare Schädi-
gungsakkumulation der einzelnen Belastungsstufen vor. Das Verhältnis der
Umdrehungen bei einer bestimmten Last zur Lebensdauer unter derselben
Last wurde dabei als Schädigung interpretiert. Damit konnte der Zustand
des Materials durch eine phänomenologische Schädigungsvariable beschrie-
ben werden, die aufgrund von Vorversuchen bestimmt wurde. Dieses Versa-
genskriterium wurde 1945 von Miner [2] wieder aufgegriffen und ist seitdem
als Palmgren-Miner-Gesetz [3] bekannt. Bei der von Palmgren und Miner
eingeführten Schädigungsvariable handelt es sich allerdings nicht um eine
kontinuumsmechanische Variable, die eine räumliche Verteilung der Schädi-
gung im Material beschreibt. Vielmehr wird der Zustand des Materials durch
eine globale Variable charakterisiert. Der Einfluss der Schädigung auf das
Materialverhalten wird durch dieses Konzept nicht beschrieben.

Um den Einfluss einer diskreten Verteilung von Mikrodefekten auf das Ma-
terialverhalten zu beschreiben, führte 1958 Kachanov eine kontinuierliche
Schädigungsvariable ein [4]. Dies bezeichnet den Anfang der Schädigungsme-
chanik. Mit einem Schädigungsgesetz konnte die zeitliche Entwicklung der
Schädigung modelliert und das Versagen des Materials für Kriechen vorher-
gesagt werden [5]. Mit der Einführung eines kontinuierlichen Schädigungsma-
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ßes nahm die Schädigungsmechanik eine rasante Entwicklung mit zahlreichen
Anwendungen für verschiedene Materialien [6]. Die Untersuchungen konzen-
trierten sich dabei vor allem auf Materialien wie Metalle oder Lote, die plas-
tisches oder viskoplastisches Materialverhalten zeigen [6–8]. Die Anwendung
der Schädigungsmechanik auf gefüllte Kunststoffe mit viskoelastischem Ma-
terialverhalten bedarf dagegen noch weiterer Untersuchung. Ziel dieser Arbeit
ist es, die Konzepte der Schädigungsmechanik auf viskoelastische Materiali-
en zu übertragen und experimentell zu überprüfen. Dazu wird die Theorie
der linearen Viskoelastizität mit einem Schädigungsmaß modifiziert und ein
viskoelastisches Schädigungsmodell abgeleitet.

In der Literatur sind bereits Schädigungsmodelle für viskoelastische Materia-
lien bekannt. Park und Schapery schlugen 1996 ein viskoelastisches Schädi-
gungsmodell vor [9], das auf verschiedene gefüllte Kompositmaterialien an-
gewendet wurde [10–12]. Die Schädigung wird dabei durch interne Zustands-
variablen Sm beschrieben. Der Einfluss der Schädigung auf das Material-
verhalten wird durch Materialfunktionen Cij(Sm) vermittelt, die von den
Schädigungsvariablen Sm abhängen. Die zeitliche Entwicklung der internen
Zustandsvariablen wird durch ein gefordertes Potenzgesetz modelliert. In die-
sem Modell werden die Schädigungsvariablen als zusätzliche Parameter einge-
führt, ohne diese schädigungsmechanisch zu interpretieren. Außerdem ist die
experimentelle Bestimmung der Materialfunktionen Cij aufwendig und nur
über eine geeignete Approximation durchführbar [10, 13]. In Abhängigkeit
vom Material müssen mehrere Materialfunktionen experimentell charakte-
risiert werden, die wiederum von mehreren internen Zustandsvariablen ab-
hängen können. Für die praktische Beurteilung der Zuverlässigkeit ist dieses
Modell damit nur bedingt geeignet.

Ein weiteres Modell zur Beschreibung viskoelastischen Materialverhaltens un-
ter dem Einfluss von Schädigung wurde 2001 von Abdel-Tawab und Weits-
man vorgeschlagen [14]. Das viskoelastische Materialverhalten wird hier ab-
hängig von internen viskoelastischen Zustandsvariablen beschrieben, die die
Freiheitsgrade der molekularen Bewegung im Polymer repräsentieren. Die
Schädigung wird als symmetrischer Tensor zweiter Stufe dargestellt. Unter
Verwendung einer Schädigungsfläche wird eine Bedingung für Schädigungs-
entwicklung formuliert, die mit der Fließfläche der Plastizitätstheorie [15]
verglichen werden kann. Die Schädigungsrate folgt aus einer Potentialfunkti-
on und ist in ihrer mathematischen Darstellung dem plastischen Fließgesetz
ähnlich. Da die Schädigungsrate zudem von den internen viskoelastischen
Zustandsvariablen abhängt, ist die mathematische Form der Schädigungsra-
te kompliziert und kommt nicht ohne vereinfachende Annahmen aus. Weiter
ist in diesem Modell nicht aufgeführt, wie die benötigten Materialparameter
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experimentell charakterisiert werden können.

Aufgrund der Schwierigkeiten der vorgestellten Modelle wird in dieser Arbeit
ein viskoelastisches Schädigungsmodell für ein hochgefülltes Reaktionsharz
entwickelt, das mit vertretbarem Aufwand experimentell charakterisiert wer-
den kann und eine Lebensdauervorhersage unter zyklischer thermo-mechani-
scher Belastung gestattet. Zur Verifikation der Lebensdauervorhersage wird
das vorgeschlagene viskoelastische Schädigungsmodell mit dem phänomeno-
logischen Coffin-Manson-Gesetz [16, 17] verglichen, das in der Mikroelektro-
nik breite Verwendung findet [18–25]. Die Anwendung des Schädigungsmo-
dells auf einen geeigneten Demonstrator gestattet die Simulation des Schädi-
gungsfeldes. Dadurch kann die Schädigungslokalisation im Demonstrator un-
tersucht werden. Das simulierte Schädigungsfeld wird anschließend mit dem
Verfahren der Grauwert-Korrelation experimentell nachgewiesen.



Kapitel 2

Grundlagen der

Schädigungsmechanik

Während ihres Betriebs wirken mechanische Kräfte, Temperaturänderungen
und Feuchtigkeit auf elektronische Komponenten ein. Um die Bauteile vor
Umwelteinflüssen zu schützen, werden diese häufig mit einer Kunststoff-Ver-
packung umgeben. Die Verpackung erhöht so die Zuverlässigkeit und die
Lebensdauer des Bauteils. Thermo-mechanische Belastungen verursachen ei-
ne Schädigung dieser Verpackung und können schließlich zum Versagen der
Komponente führen. Dieser fortschreitende Prozess der Schädigung kann mit
Konzepten der Schädigungsmechanik beschrieben werden. Im Folgenden wer-
den deshalb die grundlegenden Konzepte der Schädigungsmechanik erläutert.

2.1 Gültigkeitsbereich der Schädigungs-

mechanik

Die Schädigungsmechanik beschreibt den fortschreitenden Prozess der Schä-
digung eines Materials vom schädigungsfreien Zustand bis zu seinem Versa-
gen. Um den Gültigkeitsbereich dieser Theorie einzugrenzen, muss zunächst
definiert werden, was unter einem schädigungsfreien Zustand und dem Ver-
sagen eines Materials zu verstehen ist. Abhängig von der betrachteten Grö-
ßenskala gibt es dazu unterschiedliche Betrachtungsweisen.

Von einem mikroskopischen Standpunkt aus kann der schädigungsfreie Zu-
stand eines Materials durch die Forderung festgelegt werden, dass das Mate-
rial auf mikroskopischer Skala frei von Defekten wie Rissen und Hohlräumen
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ist. Diese mikroskopische Definition ist in ihrer idealisierten Form nicht erfüll-
bar und kann experimentell nicht überprüft werden. Deshalb wird in dieser
Arbeit eine andere Definition für den Zustand schädigungsfreien Materials
verwendet.

Auf einer makroskopischen Skala kann das Material kontinuumsmechanisch
durch sein mechanisches Verhalten charakterisiert werden. Da Schädigung
das mechanische Verhalten des Materials beeinflusst, kann Schädigung als
die Veränderung der Materialeigenschaften bezogen auf den Ausgangszustand
des Materials aufgefasst werden. Ein Material im schädigungsfreien Zustand
besitzt dann dieselben Materialeigenschaften wie ein gleichartiges Material
in seinem Ausgangszustand. Der Ausgangszustand eines Materials lässt sich
nicht objektiv feststellen. In der Regel wird als Ausgangszustand der Zustand
bezeichnet, in dem sich das Material am Anfang seiner Belastungsgeschichte
befindet. Der schädigungsfreie Zustand eines Materials kann demnach folgen-
dermaßen definiert werden:

Definition 2.1 Ein Material wird dann als schädigungsfrei angesehen, wenn
sein mechanisches Verhalten dem Materialverhalten im Ausgangszustand ent-
spricht.

Aus dieser Definition ergibt sich, dass die Veränderung des Materialverhaltens
gegenüber dem Ausgangszustand als Schädigung anzusehen ist. Dies führt zu
folgender Definition der Schädigung:

Definition 2.2 Die Veränderung des mechanischen Materialverhaltens ge-
genüber dem Materialverhalten im Ausgangszustand wird als Schädigung be-
zeichnet.

Um den Begriff Versagen zu definieren, ist zu beachten, dass die Schädigungs-
mechanik als kontinuumsmechanische Theorie die diskrete, mikroskopische
Struktur der Materie als Kontinuum beschreibt. Folglich wird angenommen,
dass die Materie den Raum stetig ausfüllt und jedem Punkt Materialeigen-
schaften und mechanische Größen zugeordnet werden können. Die den ein-
zelnen Punkten zugeordneten Eigenschaften ergeben sich durch räumliche
Mittelung über ein so genanntes repräsentatives Volumenelement. Zur konti-
nuumsmechanischen Beschreibung geschädigter Materie muss eine geeignete
Größe dieses repräsentativen Volumenelements definiert werden [26]. Dazu
werden verschiedene Größenskalen unterschieden.
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s c h ä d i g u n g s f r e i e r
A u s g a n g s z u s t a n d

S c h ä d i g u n g s -
a k k u m u l a t i o n

V e r s a g e n  =  
R i s s i n i t i i e r u n g R i s s a u s b r e i t u n g B r u c h

S c h ä d i g u n g s m e c h a n i k B r u c h m e c h a n i k

M e s o s k a l a M a k r o s k a l a
Abbildung 2.1: Abgrenzung zwischen Schädigungs- und Bruchmechanik

Auf der mikroskopischen Skala (Mikroskala) ist die Materie aus Atomen und
Molekülen aufgebaut, die durch elektromagnetische Bindungskräfte zusam-
mengehalten werden. Die Verformung eines Materials entspricht der relativen
Bewegung von Atomen und Molekülen. Schädigung kann mit dem Brechen
von interatomaren und -molekularen Bindungen identifiziert werden. Wegen
ihrer diskreten Struktur kann Materie auf der Mikroskala nicht kontinuums-
mechanisch beschrieben werden.

Die Skala, auf der das Material als Kontinuum aufgefasst werden kann, wird
als makroskopische Skala (Makroskala) bezeichnet [27]. Die Makroskala ist
damit die Skala der Kontinuumsmechanik. Auf dieser Skala wird über dis-
kontinuierliche Bereiche, wie sie durch Schädigung erzeugt werden, gemit-
telt, so dass auf makroskopischer Ebene nach dieser Mittelung das Mate-
rial kontinuierlich erscheint. Schädigung zeigt sich auf der Makroskala als
die Veränderung des mechanischen Materialverhaltens, kann aber wegen der
durchgeführten Mittelung nicht lokal aufgelöst werden.

Um das Material sowohl kontinuumsmechanisch beschreiben, als auch geschä-
digte Bereiche auflösen zu können, muss eine Größenskala definiert werden,
die zwischen mikroskopischer und makroskopischer Skala liegt. Diese Ska-
la wird als mesoskopische Skala (Mesoskala) bezeichnet. Einerseits ist diese
Skala groß genug, dass das Material als Kontinuum aufgefasst werden kann.
Andererseits ist die Mesoskala fein genug, um geschädigte Bereiche lokal auf-
zulösen. Der Zustand der Schädigung wird auf dieser Skala durch ein ortsab-
hängiges Schädigungsmaß gekennzeichnet. Die Mesoskala ist damit die Skala
der Schädigungsmechanik.

Die Mesoskala wird durch die Größe des repräsentativen Volumenelements
charakterisiert. Aufgrund ihrer Struktur ergeben sich für verschiedene Mate-
rialien unterschiedliche Größen für das repräsentative Volumenelement. Für
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folgende Materialien ist die Größe des repräsentativen Volumenelements zur
schädigungsmechanischen Charakterisierung näherungsweise angegeben [28]:

• Metalle und Keramiken: (0,1 mm)3

• Polymere und Komposite: (1 mm)3

• Holz: (10 mm)3

• Beton: (100 mm)3.

Nach Einführung der Mesoskala, auf der das geschädigte Material beschrieben
wird, kann der Begriff des Versagens als Bruch des repräsentativen Volumen-
elements auf der Mesoskala definiert werden. Das Versagen des Materials ist
damit gleichbedeutend mit der Initiierung eines Risses auf der Makroska-
la [29]. Dies führt zu folgender Definition des Versagens:

Definition 2.3 Das Versagen eines Materials ist durch die Initiierung eines
makroskopischen Risses gekennzeichnet.

Mit dieser Definition des Versagens bietet sich eine Möglichkeit, Schädigungs-
mechanik und Bruchmechanik voneinander abzugrenzen. Diese Abgrenzung
soll anhand Abbildung 2.1 erläutert werden. Die Schädigungsmechanik be-
schreibt auf der Mesoskala den Prozess der Schädigung, ausgehend von einem
Material im schädigungsfreien Ausgangszustand. Durch Schädigung entste-
hen im Material Mikrorisse und Mikroporen, die sich vergrößern und ge-
genseitig wechselwirken. Die Schädigungsakkumulation dieser Mikrodefekte
führt schließlich zur Initiierung eines makroskopischen Risses und damit zum
Versagen im Sinne der Schädigungsmechanik. Mit dem Versagen auf meso-
skopischer Ebene und dem Auftreten einer diskontinuierlichen Struktur auf
der Mesoskala endet der Bereich, der von der Schädigungsmechanik beschrie-
ben wird. Die Fortpflanzung des initiierten Risses wird auf makroskopischer
Ebene von der Bruchmechanik beschrieben. Diese Theorie betrachtet den
initiierten Riss als Diskontinuität in einem kontinuierlichen Material. Die
Bruchmechanik beschreibt Spannungs- und Dehnungsfelder in der Umgebung
der Rissspitze und die Rissausbreitung bis zum makroskopischen Bruch des
Materials.
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Abbildung 2.2: Schädigungsmechanik und Lebensdauervorhersage

2.2 Anwendung der Schädigungsmechanik

zur Lebensdauervorhersage

In dieser Arbeit soll ein Kunststoff, der als Verpackung elektronischer Bau-
teile eingesetzt wird, schädigungsmechanisch charakterisiert und daraus eine
Lebensdauervorhersage unter thermo-mechanischen Belastungen abgeleitet
werden. Um die fortschreitende Schädigung des Materials zu beschreiben,
werden Konzepte der Schädigungsmechanik verwendet.

Die Anwendung der Schädigungsmechanik zur Lebensdauervorhersage wird
in Abbildung 2.2 vorgestellt. Das mechanische Materialverhalten wird durch
Materialgleichungen beschrieben, während die zeitliche Schädigungsentwick-
lung durch die Evolution eines Schädigungsmaßes ausgedrückt wird. Die aus
der thermo-mechanischen Belastung des Bauteils resultierenden Dehnungs-
und Spannungsfelder führen zur Entwicklung von Schädigung. Andererseits
beeinflusst die Schädigung wiederum das mechanische Materialverhalten. Me-
chanisches Materialverhalten und Schädigung sind demnach vollständig mit-
einander gekoppelt und können nicht getrennt voneinander beschrieben wer-
den.

Um das Materialverhalten unter dem Einfluss von Schädigung simulieren zu
können, müssen die gekoppelten Material- und Schädigungsgleichungen in
ein numerisches Berechnungsverfahren implementiert und gleichzeitig gelöst
werden. Als weit verbreitetes Verfahren für Probleme der Strukturmechanik
findet hier die Finite-Elemente-Methode Anwendung (vgl. Abb. 2.2). Der in
dieser Arbeit betrachtete Kunststoff zeigt im schädigungsfreien Ausgangs-
zustand viskoelastisches Materialverhalten. Wegen der vollständigen Kopp-
lung von Viskoelastizität und Schädigung kann nicht auf die Möglichkeiten
zurückgegriffen werden, die derzeitige FE-Programme zur Simulation visko-
elastischen Materialverhaltens bieten.
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Zunächst ist durch Kopplung von Viskoelastizität und Schädigung ein visko-
elastisches Schädigungsmodell mathematisch zu formulieren. Dieses Schädi-
gungsmodell kann dann als benutzerdefiniertes Materialmodell in ein Finite-
Elemente-Programm implementiert werden. Zur Simulation des geschädigten
Materialverhaltens wird in dieser Arbeit das weit verbreitete FE-Programm
ABAQUS verwendet, das die Programmierung eines benutzerdefinierten Ma-
terialmodells in einer Subroutine gestattet. In einer FE-Analyse, in die neben
dem Schädigungsmodell die Geometrie und die thermo-mechanische Belas-
tung des Bauteils eingehen, werden die Dehnungs-, Spannungs- und Schädi-
gungsfelder ermittelt (vgl. Abb. 2.2). Aus dem simulierten Schädigungsfeld
lässt sich erkennen, an welchen Stellen das Bauteil kritischen Belastungen
ausgesetzt ist. Der Vergleich des simulierten Schädigungsfeldes mit einem ge-
eigneten Versagenskriterium ermöglicht die Lebensdauervorhersage des be-
trachteten Materials.

2.3 Schädigungsmaße und Versagenskriterium

Die Schädigungsmechanik beschreibt die Schädigung eines Materials vom
schädigungsfreien Ausgangszustand bis zur Initiierung eines makroskopischen
Risses. Der Zustand der Schädigung wird dabei durch eine interne Zustands-
variable beschrieben. Diese Zustandsvariable gibt an, wie geschädigt das Ma-
terial zu einer bestimmten Zeit an einem Raumpunkt ist, und wird deshalb als
Schädigungsmaß bezeichnet. Im Folgenden werden Schädigungsmaße vorge-
stellt, die sich als skalare Größen darstellen lassen. Skalare Schädigungsmaße
eignen sich besonders, um isotrope Schädigung zu beschreiben. Auf die Mo-
dellierung anisotroper Schädigung durch so genannte Schädigungstensoren
wird in einem späteren Abschnitt eingegangen.

2.3.1 Flächenbezogenes Schädigungsmaß

Zur Beschreibung der Schädigung durch ein skalares Schädigungsmaß zeigt
Abbildung 2.3 ein repräsentatives Volumenelement auf der Mesoskala. Die-
ses Volumenelement befindet sich am Raumpunkt x und besitzt im Innern
das Flächenelement δS mit der Flächennormalen n. Geschädigte Bereiche
in diesem Volumenelement erzeugen Schnittflächen mit der Fläche δS und
verkleinern den Bereich, der von ungeschädigter Materie eingenommen wird.
Durch das Verhältnis der Fläche δSD der geschädigten Bereiche zur Gesamt-
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Abbildung 2.3: Definition des flächenbezogenen Schädigungsmaßes D

fläche δS lässt sich ein skalares Schädigungsmaß

D(n,x) =
δSD(n,x)

δS
(2.1)

definieren. Dieses Schädigungsmaß wurde erstmals von Kachanov 1958 einge-
führt [4]. Weil in diesem Schädigungsmaß Flächen zueinander ins Verhältnis
gesetzt werden, handelt es sich um ein flächenbezogenes Schädigungsmaß.

Da die von den geschädigten Bereichen erzeugte Schnittfläche δSD von der
Orientierung des Flächenelements δS abhängt, ist das Schädigungsmaß D
ebenfalls von der Flächennormalen n abhängig. In dieser Abhängigkeit kommt
die Richtungsabhängigkeit der Schädigung zum Ausdruck. Für isotrope Schä-
digung ist die Fläche δSD unabhängig von der Flächenorientierung n. Im Fall
isotroper Schädigung vereinfacht sich das Schädigungsmaß (2.1) zu

D(x) =
δSD(x)

δS
(2.2)

und ist durch ein skalares Schädigungsfeld gegeben. Das Schädigungsmaß D
kann Werte zwischen Null und Eins annehmen:

0 ≤ D(x) ≤ 1. (2.3)

Für schädigungsfreies Material nimmt das Schädigungsmaß den Wert Null
an. Einem vollständig geschädigten Volumenelement entspricht das Schädi-
gungsmaß D = 1. Bei realem Materialverhalten tritt Versagen allerdings
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Abbildung 2.4: Definition des volumenbezogenen Schädigungsmaßes DV

schon bei einer Schädigung D < 1 ein. Durch Einführung einer kritischen
Schädigung DC kann so ein Versagenskriterium definiert werden:

Definition 2.4 Versagen eines Materials tritt ein, wenn die Schädigung D
die kritische Schädigung DC erreicht:

D = DC . (2.4)

Mit diesem Versagenskriterium ist das Versagen des Materials charakterisiert.

2.3.2 Volumenbezogenes Schädigungsmaß

Neben flächenbezogenen Schädigungsmaßen lassen sich auch volumenbezoge-
ne Schädigungsmaße definieren, indem das Volumen der geschädigten Berei-
che ins Verhältnis mit dem Volumen des repräsentativen Volumenelements
gesetzt wird. Abbildung 2.4 zeigt ein repräsentatives Volumenelement, in dem
sich durch Schädigung Mikroporen gebildet haben. Das Verhältnis des geschä-
digten Volumens δVD zum Gesamtvolumen δV ergibt das volumenbezogene
Schädigungsmaß

DV (x) =
δVD(x)

δV
. (2.5)

Diese Definition der Schädigung wurde ursprünglich von Gurson und Tver-
gaard vorgeschlagen [30–33]. Materialien, in denen Schädigung vor allem
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durch die Bildung von Mikroporen dominiert wird, können durch dieses Schä-
digungsmaß beschrieben werden.

Für isotrope Schädigung kann der Zustand des geschädigten Materials durch
skalare Schädigungsmaße charakterisiert werden. Wirken auf das geschädig-
te Material mechanische Kräfte, so entstehen Spannungen im Material. Die
entstehenden Spannungen werden von der Schädigung im Material beein-
flusst. Deshalb stellt sich die Frage, wie die Spannung in einem geschädigten
Material beschrieben werden kann.

2.4 Effektive Spannung

Um die mechanische Spannung anzugeben, die im Fall isotroper Schädigung
auf das geschädigte Material wirkt, ist in Abbildung 2.5 ein repräsentatives
Volumenelement dargestellt, auf das eine mechanische Kraft wirkt. Auf der
linken Seite dieser Abbildung wird ein Volumenelement mit geschädigten Be-
reichen gezeigt. Dieser Teil der Abbildung stellt den physikalischen Raum dar.
Auf das Flächenelement δS wirkt hier die Kraft δF in Richtung der Flächen-
normalen n. Diese Kraft δF verursacht auf der Fläche δS die mechanische
Normalspannung

σ =
δF

δS
. (2.6)

Da geschädigte Bereiche in der Spannung σ keine Berücksichtigung finden,
wird diese Spannung als makroskopische Spannung bezeichnet. Welche Span-
nung wirkt nun auf das geschädigte Material?

Zur Beantwortung dieser Frage ist zu beachten, dass die geschädigten Berei-
che δSD zu einer Verkleinerung der Fläche δS führen, auf die die Kraft δF
wirkt. Die verbleibende Fläche ungeschädigten Materials wird als effektive
Fläche δS̃ bezeichnet. Für isotrope Schädigung ergibt sich nach Definition
(2.2) für die effektive Fläche δS̃ der Ausdruck

δS̃ := δS − δSD = (1 − D) δS. (2.7)

Das rechte Teilbild von Abbildung 2.5 zeigt die effektive Fläche δS̃ im effek-
tiven Raum. Die Spannung auf diese effektive Fläche wird durch die effektive
Spannung σ̃ ausgedrückt, die im Folgenden berechnet werden soll.

Da die Kraft δF nur auf ungeschädigte Bereiche des Materials wirken kann,
wirkt im physikalischen und effektiven Raum dieselbe Kraft

δF̃ = δF. (2.8)
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Abbildung 2.5: Physikalischer und effektiver Raum

Im effektiven Raum wirkt die Kraft δF̃ allerdings auf die verkleinerte effektive
Fläche δS̃. Unter Verwendung der Gleichungen (2.6), (2.7) und (2.8) ergibt
sich für die effektive Spannung

σ̃ =
δF̃

δS̃
=

δF

(1 − D)δS
=

σ

(1 − D)
. (2.9)

Die Verkleinerung der lasttragenden Fläche, auf die die Kraft δF̃ im effektiven
Raum wirkt, führt damit zu einer Erhöhung der effektiven Spannung σ̃ auf
das verbleibende ungeschädigte Material.

Im Fall isotroper Schädigung kann der Faktor 1/(1−D) auf jede Komponente
des Spannungstensors σ angewendet werden. Der effektive Spannungstensor
σ̃ kann dann als

σ̃ =
σ

(1 − D)
(2.10)

geschrieben werden. Hier und im Folgenden wird durch Fettdruck symboli-
siert, dass es sich bei der fett gedruckten Größe um einen Tensor handelt,
während Variablen in Normalschrift skalare Größen darstellen.

Das Konzept der effektiven Spannung [5] wurde 1968 von Rabotnov [34] vor-
geschlagen. In diesem Konzept wird der physikalische Raum mit geschädigtem
Material formal in einen effektiven Raum mit quasi-schädigungsfreiem Ma-
terial transformiert (s. Abb. 2.5). Das Flächenelement δS des physikalischen
Raums wird dabei in ein effektives Flächenelement δS̃ mit quasi-schädigungs-
freiem Material abgebildet. Entsprechend werden die mechanischen Größen
δF und σ des physikalischen Raums in effektive Größen δF̃ und σ̃ trans-
formiert. Für isotrope Schädigung bestehen mit den Gleichungen (2.7), (2.8)
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und (2.10) zwischen physikalischem und effektivem Raum folgende Transfor-
mationen:

δF̃ = δF (2.11)

δS̃ = (1 − D) δS

σ̃ =
σ

(1 − D)
.

Die effektive Spannung σ̃ beschreibt den Spannungszustand im geschädig-
ten Material. Neben der mechanischen Spannung beeinflusst Schädigung das
gesamte Verhalten eines Materials. Um die Materialgleichungen für geschä-
digtes Material angeben zu können, wird eine weitere Transformation für die
mechanischen Dehnungen

ε 7→ ε̃ (2.12)

benötigt. Diese Transformation ergibt sich aus so genannten Äquivalenz-Prin-
zipien, mit deren Hilfe sich die Materialgleichungen für geschädigtes Material
aus dem bekannten Materialverhalten für schädigungsfreies Material ableiten
lassen.

2.5 Materialgleichungen mit Schädigung

Zur Ableitung von Materialgleichungen für geschädigtes Material aus be-
kanntem Materialverhalten für schädigungsfreies Material wurden zahlreiche
Äquivalenz-Prinzipien vorgeschlagen und untersucht [35–39]. In dieser Ar-
beit wird das von Chaboche vorgeschlagene Prinzip der äquivalenten Deh-
nungen [40, 41] verwendet.

Dieses Prinzip der äquivalenten Dehnungen fordert die Äquivalenz der physi-
kalischen und effektiven Dehnungen (vgl. Abb. 2.5). Im physikalischen Raum
wird das geschädigte Material abgebildet, während das Material im effek-
tiven Raum durch einen quasi-schädigungsfreien Zustand beschrieben wird.
Die physikalische Dehnung ε ist damit mit der makroskopischen Spannung
σ und der Schädigung D verbunden, während die effektive Dehnung ε̃ mit
der effektiven Spannung σ̃ und einem schädigungsfreien Zustand (D = 0)
assoziiert wird. Das Prinzip der äquivalenten Dehnungen lässt sich demnach
mathematisch folgendermaßen formulieren:

ε(σ, D) = ε̃(σ̃, 0). (2.13)

Mit dieser Gleichung wird das Dehnungsverhalten eines geschädigten Mate-
rials im physikalischen Raum auf das Dehnungsverhalten eines schädigungs-
freien Materials im effektiven Raum zurückgeführt. Die effektive Spannung σ̃
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kann als die Spannung interpretiert werden, die auf schädigungsfreies Mate-
rial wirken muss, um dieselbe Dehnung zu erzeugen, die die makroskopische
Spannung σ an einem geschädigten Material hervorbringt [38,39].

Nach dem Dehnungsäquivalenz-Prinzip kann das Dehnungsverhalten eines
geschädigten Materials aus dem Dehnungsverhalten eines schädigungsfreien
Materials abgeleitet werden, indem die makroskopische Spannung σ durch
die effektive Spannung σ̃ ersetzt wird. Daraus ergeben sich die Materialglei-
chungen für geschädigtes Material aus den bekannten Materialgleichungen
für schädigungsfreies Material. Das Schädigungsmaß D geht dabei über die
effektive Spannung σ̃ in die Materialgleichungen des geschädigten Materials
ein.

Anhand der Modifikation linear elastischen Materialverhaltens durch Schä-
digung soll das Prinzip der äquivalenten Dehnungen veranschaulicht werden.
Das Materialgesetz für linear elastisches Material im physikalischen Raum
lautet

σ = E0 ·· ε, (2.14)

wobei E0 den Elastizitätsmodul als Tensor vierter Stufe und ·· das doppelte
Skalarprodukt bezeichnen. Im effektiven Raum hat das Elastizitätsgesetz für
quasi-schädigungsfreies Material die Form

σ̃ = E0 ·· ε̃. (2.15)

Nach dem Prinzip der äquivalenten Dehnungen (2.13) folgt mit ε = ε̃ die
Gleichung

σ̃ = E0 ·· ε. (2.16)

Im Fall isotroper Schädigung kann mit Gleichung (2.10) die effektive Span-
nung σ̃ durch die makroskopische Spannung σ und die Schädigung D ausge-
drückt werden. Daraus ergibt sich die makroskopische Spannung

σ = (1 − D)E0 ·· ε (2.17)

eines linear elastischen Materials mit Schädigung. In dieser Materialgleichung
tritt der Elastizitätsmodul E0 multipliziert mit dem Faktor (1−D) auf. Nach
Definition des effektiven Elastizitätsmoduls

Ẽ := (1 − D)E0 (2.18)

lässt sich linear elastisches Materialverhalten mit Schädigung in der Form

σ = Ẽ ·· ε (2.19)
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schreiben. Durch die Bildung von Mikrorissen und -hohlräumen reduziert
sich nach Gleichung (2.7) mit zunehmender Schädigung D die lasttragen-
de effektive Fläche δS̃. Infolge dieser Flächenreduktion nimmt der effektive
Elastizitätsmodul Ẽ und damit die makroskopische Spannung σ mit zuneh-
mender Schädigung ab.

Das Prinzip der äquivalenten Dehnungen beantwortet die Frage, wie aus Ma-
terialgleichungen für schädigungsfreies Material Materialgleichungen für ge-
schädigtes Material abgeleitet werden können und wie das Materialverhalten
unter dem Einfluss von Schädigung modifiziert wird.

2.6 Richtungsabhängige Schädigung

In den bisherigen Betrachtungen wurde Schädigung als isotrop betrachtet,
was zu einer erheblichen Vereinfachung des mathematischen Formalismus
führt. Im Allgemeinen ist Schädigung allerdings ein richtungsabhängiges Phä-
nomen. Um diese Richtungsabhängigkeit abzubilden, werden anstatt skalarer
Schädigungsmaße Tensoren als Schädigungsmaße verwendet. Im Folgenden
wird dargestellt, wie anisotrope Schädigung durch so genannte Schädigungs-
tensoren beschrieben werden kann.

2.6.1 Schädigungstensor zweiter Stufe

Um Schädigung in einem orthotropen Material zu formulieren, schlagen Mura-
kami und Ohno [42,43] einen Schädigungstensor

D(2) =
3
∑

i=1

Di vivi (2.20)

zweiter Stufe in Hauptdiagonalform vor. Dabei sind Di die Hauptwerte des
Tensors. Die Hauptrichtungen vi bilden ein orthonormales Basissystem. Die
Vektoren vivi sind über ein Tensorprodukt miteinander verbunden und bil-
den so einen Tensor zweiter Stufe.

Zur Interpretation dieses Schädigungsmaßes wird im physikalischen Raum
das Flächenelement δS = n δS mit der Flächennormalen n definiert. Im
effektiven Raum wird das entsprechende effektive Flächenelement δS̃ = ñ δS̃
mit der Flächennormalen ñ eingeführt. Abbildung 2.6 zeigt diese Flächen im
physikalischen und effektiven Raum in der kartesischen Basis {ei}. Durch
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Abbildung 2.6: Orthotrope Schädigung im physikalischen und effektiven
Raum

Transformation des Flächenelements δS in den effektiven Raum ergibt sich
das effektive Flächenelement

δS̃ = (I(2) − D(2)) · δS, (2.21)

wobei I(2) den Einheitstensor zweiter Stufe darstellt, dessen Eigenschaften
im Anhang A vorgestellt werden. Durch · ist das einfache Skalarprodukt
bezeichnet. Für die i-te Komponente der Gleichung (2.21) gilt

δS̃i = (1 − Di) δSi. (2.22)

Mit der Gesamtfläche der geschädigten Bereiche

δSD = δS − δS̃ (2.23)

können die Hauptwerte Di im Sinne von Gleichung (2.1) als Verhältnis der
geschädigten Bereiche δSDi des Flächenelements in Richtung ei zu seiner
Gesamtfläche δSi interpretiert werden:

Di =
δSDi

δSi

. (2.24)

Anschließend stellt sich die Frage, wie die effektive Spannung für ein ortho-
trop geschädigtes Material dargestellt werden kann. Zur Beantwortung dieser
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Frage ist zu beachten, dass nach Gleichung (2.11) die Kräfte im physikali-
schen und effektiven Raum durch die identische Abbildung gegeben sind:

δF̃ = δF. (2.25)

Die Kräfte in beiden Räumen lassen sich als Skalarprodukt zwischen dem
jeweiligen Spannungstensor und dem entsprechenden Flächenelement aus-
drücken. Aus Gleichung (2.25) folgt mit Gleichung (2.21) die Bedingung

σ · δS = σ̃ · δS̃ (2.26)

σ · δS = σ̃ · (I(2) − D(2)) · δS ∀ δS.

Da diese Bedingung für alle Flächenelemente δS im physikalischen Raum
erfüllt sein muss, lässt sich die effektive Spannung schreiben als

σ̃
as = σ · (I(2) − D(2))−1. (2.27)

Der so erhaltene Spannungstensor σ̃
as ist in der Regel asymmetrisch. Da

nur der symmetrische Anteil des Tensors in die kontinuumsmechanischen
Materialgleichungen eingeht, ergibt sich die effektive Spannung [44] als

σ̃ =
1

2

(

σ · (I(2) − D(2))−1 + (I(2) − D(2))−1 · σ
)

. (2.28)

Für den Fall isotroper Schädigung D(2) = D I(2) reduziert sich dieser Ausdruck
für die effektive Spannung entsprechend Gleichung (A.3) aus Anhang A auf
den Ausdruck (2.10) der isotropen effektiven Spannung.

2.6.2 Schädigungstensor vierter Stufe

Anisotrope Schädigung kann durch einen Schädigungstensor vierter Stufe
charakterisiert werden. Dazu wird das Prinzip der äquivalenten Dehnungen
und das Konzept der effektiven Spannung auf linear elastisches Material an-
gewendet [45].

Linear elastisches Materialverhalten kann nach dem Prinzip der äquivalenten
Dehnungen im physikalischen und effektiven Raum durch die Gleichungen
(2.16) und (2.19) beschrieben werden:

σ̃ = E0 ·· ε (2.29)

σ = Ẽ ·· ε. (2.30)
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In Verallgemeinerung des Konzepts der effektiven Spannung (2.10) wird ein
Schädigungstensor D(4) vierter Stufe eingeführt, so dass die effektive Span-
nung σ̃ durch

σ̃ = (I(4) − D(4))−1 ··σ (2.31)

gegeben ist. I(4) stellt den Einheitstensor vierter Stufe dar, dessen Eigenschaf-
ten in Anhang A zusammengefasst werden. Die Transformation des Span-
nungstensors σ zur effektiven Spannung σ̃ kann durch einen so genannten
Schädigungseffekt-Tensor M(D) vermittelt werden [46–51]:

σ̃ = M(D) ··σ. (2.32)

Einsetzen des Ausdrucks (2.31) in die Gleichung (2.29) führt unter anschlie-
ßender Verwendung der Gleichung (2.30) auf folgende Bedingung:

(I(4) − D(4))−1 ··σ = E0 ·· ε (2.33)

(I(4) − D(4))−1 ·· Ẽ ·· ε = E0 ·· ε ∀ ε.

Da diese Bedingung für alle Dehnungen ε erfüllt sein muss, gilt für den Schä-
digungstensor D(4) folgende Gleichung

(I(4) − D(4))−1 ·· Ẽ = E0. (2.34)

Durch Umformen dieses Ausdrucks und unter Berücksichtigung der Eigen-
schaft (A.7) aus Anhang A folgt der Schädigungstensor

D(4) = I(4) − Ẽ ··E−1
0 (2.35)

und der effektive Elastizitätsmodul

Ẽ = (I(4) − D(4)) ··E0. (2.36)

Unter der Annahme isotroper Schädigung D(4) = D I(4) reduzieren sich die
effektive Spannung (2.31) und der effektive Elastizitätsmodul (2.36) auf die
entsprechenden Ausdrücke (2.10) und (2.18) in ihrer isotropen Form.

Durch die Definition eines Schädigungsmaßes ist die mathematische Form der
effektiven Spannung festgelegt. Richtungsabhängige Schädigung kann durch
Schädigungstensoren höherer Stufe charakterisiert werden. Unter der An-
nahme isotroper Schädigung vereinfachen sich die vorgestellten Schädigungs-
tensoren (2.20) und (2.35) zum skalaren Schädigungsmaß (2.2) und repro-
duzieren die isotropen Ausdrücke für die effektive Spannung (2.10) und den
effektiven Elastizitätsmodul (2.18). Für isotrope Schädigung ist damit die Be-
schreibung der Schädigung durch Schädigungstensoren der Darstellung durch
ein skalares Schädigungsmaß äquivalent.
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In dieser Arbeit soll das schädigungsmechanische Verhalten eines Kunststoffs
charakterisiert werden. Das Schädigungsverhalten dieses Kunststoffs wird als
isotrop angenommen. Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf dieser
Arbeit zur Beschreibung der Schädigung das skalare Schädigungsmaß (2.2)
und die sich daraus ergebende effektive Spannung (2.10) verwendet.

2.7 Messung der Schädigung

Nach Einführung eines skalaren Schädigungsmaßes, durch das der Zustand
des geschädigten Materials charakterisiert wird, stellt sich die Frage, wie die-
ses Schädigungsmaß experimentell bestimmt werden kann. Da Schädigung
das mechanische Verhalten eines Materials verändert, kann das Schädigungs-
maß über die Änderung der Materialeigenschaften bestimmt werden. In der
Literatur werden zahlreiche Verfahren vorgeschlagen, mit denen das Schä-
digungsmaß aus der Änderung der makroskopischen Materialeigenschaften
ermittelt werden kann [8].

2.7.1 Messung des effektiven Elastizitätsmoduls

Das elastische Verhalten eines geschädigten Materials wird durch die Glei-
chungen (2.18) und (2.19) beschrieben. Für einen einachsigen Zugversuch
vereinfachen sich diese Gleichungen auf ihre skalare Form. Der effektive Elas-
tizitätsmodul kann als

Ẽ = (1 − D) E0 (2.37)

geschrieben werden. Für die makroskopische Spannung gilt bei einachsiger
Belastung

σ = Ẽ ε. (2.38)

Aus dem Materialverhalten unter einachsiger Belastung kann mit Gleichung
(2.38) der effektive Elastizitätsmodul Ẽ bestimmt werden. Bei bekanntem
Elastizitätsmodul E0 ergibt sich daraus nach Gleichung (2.37) die Schädigung

D = 1 −
Ẽ

E0

. (2.39)

Diese Bestimmung der Schädigung über den effektiven Elastizitätsmodul ba-
siert auf dem Konzept der effektiven Spannung und dem Prinzip der äquiva-
lenten Dehnungen und wurde unter anderem von Kachanov vorgeschlagen [5].
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Dieses Messverfahren erfordert eine genaue Bestimmung des Elastizitätsmo-
duls und damit eine hohe Genauigkeit bei der Bestimmung von kleinen Deh-
nungen. Externe Dehnungsaufnehmer sind in der Lage, Dehnungen mit hoher
Genauigkeit zu erfassen. Bei einem externen Ansetzaufnehmer (Multisens)
wird durch Kontaktierung des Prüfkörpers die lokale Verformung bestimmt
und über Metallarme auf eine Messmechanik übertragen. Diese Messmethode
eignet sich vor allem für monotone Zugversuche.

Bei dynamischen Versuchen mit Zug- und Druckphasen kann das Messergeb-
nis durch mechanisches Spiel in den Lastumkehrpunkten beeinflusst werden.
Dies führt zu einer Verringerung der Messgenauigkeit. Bei dynamischen Ver-
suchen bietet sich deshalb die Traversenwegmessung zur Bestimmung der
Dehnung an. Hier wird die Dehnung des Zugstabs über die Auslenkung der
Traverse bestimmt. Aus der Kraft, die auf die Probe aufgebracht wird, und
der Querschnittsfläche des Zugstabs lässt sich die Spannung ermitteln. Bei
bekannter Dehnung und Spannung kann eine Spannungs-Dehnungskurve er-
zeugt werden, die das mechanische Verhalten des Materials wiedergibt.

Zur Bestimmung der Schädigung wird der effektive Elastizitätsmodul im li-
nearen Bereich dieser Spannungs-Dehnungskurve während der Entlastung des
Prüfkörpers ermittelt. Durch mechanisches Spiel und viskose Effekte zeigt die
Spannungs-Dehnungskurve in der Nähe der Lastumkehrpunkte nichtlineares
Verhalten. Für die Bestimmung des effektiven Elastizitätsmoduls während
der Entlastung des Prüfkörpers ist deswegen ein Spannungsbereich zu wäh-
len, in dem das mechanische Verhalten annähernd linear ist. In der Regel
wird das Materialverhalten im Spannungsbereich

0, 15 σmax < σ < 0, 85 σmax (2.40)

als linear angenommen [8]. σmax bezeichnet hier die maximale Spannung vor
der Entlastung der Probe.

Weiter setzt die Bestimmung der Schädigung eine homogene Verteilung der
Schädigung im Prüfkörper voraus. Bei spröden Materialien tritt Schädigung
häufig lokalisiert auf. Um eine annähernde Gleichverteilung der Schädigung
sicherzustellen, werden bei spröden Materialien kleine Zugstab-Geometrien
verwendet. Bei dynamischen Versuchen werden häufig Proben mit kreisförmi-
gem oder quadratischem Querschnitt bevorzugt [52–54]. Durch diese Gestal-
tung wird das Risiko minimiert, dass der Zugstab während der Druckphase
durch Knicken zerstört wird.
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2.7.2 Messung der Hysteresefläche bei Zyklusversuchen

Bei Zyklusversuchen kann die Schädigung D alternativ durch die von der
Spannungs-Dehnungskurve während eines Zyklus eingeschlossene Fläche be-
stimmt werden [55–59]. Für geschädigtes Material wird dazu die effektive
Hysteresefläche

W̃ =

∫

Zyklus

σ dε (2.41)

definiert. Die Fläche W̃ kann als externe Arbeit interpretiert werden, die am
Material während eines Zyklus verrichtet wird. Nach wenigen Zyklen stellt
sich für schädigungsfreies Material eine stabile Spannungs-Dehnungskurve
ein. Die Hysteresefläche in diesem stabilen Zyklus wird als initiale Hysterese-
fläche W0 bezeichnet und charakterisiert das Material im schädigungsfreien
Ausgangszustand. Unter Verwendung der effektiven Spannung (2.10) lässt
sich die effektive Hysteresefläche (2.41) zum Ausdruck

W̃ =

∫

Zyklus

(1 − D) σ̃ dε = (1 − D)

∫

Zyklus

σ̃ dε (2.42)

umformen. Hier wurde vorausgesetzt, dass die Schädigung während eines
Zyklus annähernd konstant ist und sich nur im Verlauf des Zyklusversuchs
ändert. Mit dieser Annahme lässt sich die Schädigung D in Gleichung (2.42)
vor das Integral ziehen. Zwischen effektiver Spannung σ̃ und der Dehnung ε
besteht nach dem Dehnungsäquivalenz-Prinzip (2.13) der gleiche funktionale
Zusammenhang wie für schädigungsfreies Material. Das letzte Integral in
Gleichung (2.42) ist somit mit der initialen Hysteresefläche identisch:

W0 =

∫

Zyklus

σ̃ dε. (2.43)

Durch Einsetzen dieser Gleichung in den Ausdruck (2.42) folgt für die effek-
tive Hysteresefläche W̃ die Beziehung

W̃ = (1 − D)W0. (2.44)

Daraus kann bei bekannter initialer Hysteresefläche W0 die Schädigung

D = 1 −
W̃

W0

(2.45)

durch Bestimmung der effektiven Hysteresefläche W̃ ermittelt werden.
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Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens besteht in der Integration (2.41)
über einen vollständigen Zyklus. Dadurch kann auf die Angabe eines linearen
Bereiches (2.40), wie es für die lineare Approximation des effektiven Elasti-
zitätsmoduls im vorausgehenden Abschnitt notwendig war, verzichtet wer-
den. Außerdem ist die Integration numerisch stabiler und weniger anfällig
für Messungenauigkeiten als die lineare Approximation der Entlastungskur-
ve. Der in dieser Arbeit betrachtete Kunststoff unterliegt zyklischen Belas-
tungen. Wegen der geschilderten Vorzüge wird die Schädigung im Kunststoff
über die effektiven Hystereseflächen der Zyklen bestimmt.

2.8 Schädigungsakkumulation

Durch thermo-mechanische Beanspruchung entstehen in einem Material Deh-
nungen und Spannungen, die über die Bildung von Mikrorissen und Mikropo-
ren zur Schädigung des Materials führen. Diese Mikroschädigungen können
durch Anwachsen und Akkumulation einen makroskopischen Riss bilden, der
das Versagen des Werkstoffs zur Folge haben kann. Um die Lebensdauer ei-
nes Materials bei vorgegebener Belastungsgeschichte vorhersagen zu können,
werden Kenntnis über die zeitliche Schädigungsentwicklung und ein geeigne-
tes Versagenskriterium benötigt.

In Rahmen einer thermodynamischen Formulierung [60] der Schädigungsme-
chanik ergibt sich das mechanische Materialverhalten aus einem Zustandspo-
tential. Die zeitliche Änderung der Zustandsvariablen wird aus einem Dissi-
pationspotential abgeleitet.

Als Zustandspotential wird zunächst die elastische Energiedichte ωel eines ge-
schädigten Materials betrachtet. Die elastische Energiedichte ωel ergibt sich
durch Integration des Materialgesetzes (2.19) über eine Verformung vom deh-
nungsfreien Ausgangszustand zu einem Zustand mit der elastischen Dehnung
ε

el:

ωel =

∫

ε
el

0

σ ·· dε
el =

1

2
ε

el ·· Ẽ ·· εel =
1

2
(1 − D) ε

el ··E0 ·· ε
el. (2.46)

Hier wurde die Definition des effektiven Elastizitätsmoduls (2.18) verwendet.
Für D = 0 ergibt sich die elastische Energiedichte eines schädigungsfreien
Materials. Die elastische Energiedichte ωel hängt von den elastischen Deh-
nungen ε

el und der Schädigung D ab. Partielle Ableitung nach diesen Varia-
blen liefert die Materialgleichungen. So ergibt die Ableitung der elastischen
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Energiedichte ωel nach der elastischen Dehnung ε
el das bekannte Elastizitäts-

gesetz

σ =
∂ωel

∂ε
el

= (1 − D)E0 ·· ε
el (2.47)

für geschädigtes Material. Über den effektiven Elastizitätsmodul Ẽ hängt
die elastische Energiedichte ωel von der Schädigung D ab. Durch partielle
Ableitung der elastischen Energie ωel nach der Schädigung D kann die zur
Schädigung assoziierte Variable

Y := −
∂ωel

∂D
(2.48)

definiert werden. Y gibt die Änderung der elastischen Energie pro Schädi-
gungszunahme an, also die bei Schädigung freigesetzte elastische Energie.
Die Variable Y wird deshalb als Energiefreisetzungsrate bezeichnet. Da die
freigesetzte elastische Energie ∂ωel negativ ist, ist nach Definition (2.48) die
Energiefreisetzungsrate Y positiv:

Y ≥ 0. (2.49)

Die Energiefreisetzungsrate Y kann mit der bruchmechanischen Energiefrei-
setzungsrate

G := −
∂U

∂A
(2.50)

bei Rissfortschritt verglichen werden. Die bruchmechanische Energiefreiset-
zungsrate G gibt die Änderung der inneren Energie ∂U im Verhältnis zur bei
Rissfortschritt erzeugten Fläche ∂A an, während die Energiefreisetzungsrate
Y die Änderung der inneren Energie im Verhältnis zum Schädigungsfort-
schritt ∂D angibt [61]. Damit beschreiben beide Größen auf verschiedenen
Größenskalen vergleichbare Phänomene. Die Energiefreisetzungsrate Y be-
schreibt auf der Mesoskala die Entstehung von Mikrorissen und Mikroporen,
während die bruchmechanische Energiefreisetzungsrate G den Fortschritt ei-
nes makroskopischen Risses auf der Makroskala beschreibt.

Zur weiteren Interpretation der Energiefreisetzungsrate wird die explizite
Form der Energiefreisetzungsrate

Y =
1

2
ε

el ··E0 ·· ε
el (2.51)

berechnet, die sich aus Definition (2.48) und der elastischen Energie (2.46)
ergibt. Mit dem Materialgesetz (2.16) für geschädigte Elastizität folgt für die
Energiefreisetzungsrate die Form

Y =
1

2
ε

el ·· σ̃. (2.52)
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Wird die elastische Energiedichte des verbleibenden ungeschädigten Materi-
als mit

ω̃el :=
1

2
ε

el ·· σ̃ (2.53)

definiert, dann gilt für die Energiefreisetzungsrate

Y = ω̃el. (2.54)

Die Energiefreisetzungsrate entspricht damit der im ungeschädigten Anteil
des Materials verbleibenden elastischen Energie. Dies ist sinnvoll, da nur
im verbleibenden ungeschädigten Material Energie gespeichert und damit
freigesetzt werden kann. Aus der elastischen Energie (2.46) für geschädigtes
Material ergibt sich über die explizite Form der Energiefreisetzungsrate (2.51)
die bekannte Beziehung

Y =
ωel

1 − D
, (2.55)

die eine Verbindung zwischen Energiefreisetzungsrate Y , elastischer Energie
ωel und Schädigung D herstellt [29].

Als assoziierte Variable der Schädigung D stellt die Energiefreisetzungsrate
Y die treibende Kraft für die Schädigungsentwicklung dar. Im Allgemeinen
wird die zeitliche Änderung der Schädigung durch ein so genanntes Dissipa-
tionspotential FD dargestellt. Die Schädigungsrate

Ḋ = −
∂FD

∂Y
(2.56)

ergibt sich dann durch partielle Ableitung des Dissipationspotentials FD nach
der Energiefreisetzungsrate Y . Für verschiedene Schädigungsmechanismen
und Belastungen ist eine geeignete funktionale Form des Dissipationspoten-
tials FD zu wählen [62–65].

Für die Abhängigkeit des Dissipationspotentials FD von der Energiefreiset-
zungsrate Y wird häufig ein Potenzgesetz verwendet [66–68]. Mikromecha-
nische Betrachtungen [28] und die Forderung, dass die Schädigungsrate pro-
portional zur freigesetzten Energie sein soll, legen eine quadratische Abhän-
gigkeit des Dissipationspotentials [61,69,70] von der Energiefreisetzungsrate
nahe:

FD ∼ Y 2. (2.57)

Aus diesem Grunde wird in dieser Arbeit zur Beschreibung der Schädigungs-
entwicklung im betrachteten Kunststoff ebenfalls eine quadratische Abhän-
gigkeit des Dissipationspotentials von der Energiefreisetzungsrate verwendet.
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Darüber hinaus wird die Schädigung stark von inelastischen Prozessen beein-
flusst. Die Akkumulation von inelastischen Dehnungen trägt wesentlich zur
Schädigung des Materials bei. Um den Einfluss der inelastischen Dehnungen
auf die Schädigung wiedergeben zu können, wird der Dehnungstensor ε in
elastische Dehnungen ε

el und inelastische Dehnungen ε
in aufgeteilt:

ε = ε
el + ε

in. (2.58)

Die Akkumulation der inelastischen Dehnungen im Material wird durch die
Vergleichsgröße

ṗ =

(

2

3
ε̇

in ·· ε̇in

)1/2

(2.59)

beschrieben. ṗ wird als Rate der äquivalenten inelastischen Dehnung be-
zeichnet. Der Beitrag inelastischer Prozesse zur Schädigungsentwicklung wird
durch Proportionalität des Dissipationspotentials FD zur Rate der äquivalen-
ten inelastischen Dehnung ṗ abgebildet [28,70]:

FD ∼ ṗ. (2.60)

Die Forderungen (2.57) und (2.60) ergeben damit folgenden funktionalen Zu-
sammenhang für das Dissipationspotential:

FD(Y, p) =
1

2
S

(

Y

S

)2

ṗ. (2.61)

Die Energiefestigkeit S wurde dabei als Materialparameter eingeführt. Parti-
elle Ableitung dieses Dissipationspotentials nach der Schädigung liefert ent-
sprechend Gleichung (2.56) die Schädigungsrate

Ḋ =
Y

S
ṗ. (2.62)

Dieses Schädigungsgesetz beschreibt die zeitliche Schädigungsentwicklung.
Die zeitliche Änderung der Schädigung ist proportional zur Energiefreiset-
zungsrate Y und zur Rate der äquivalenten inelastischen Dehnung ṗ. Da Y
und ṗ positiv sind, ist die Schädigungsrate ebenfalls positiv:

Ḋ ≥ 0. (2.63)

Die Schädigung in einem Material kann demnach zeitlich nur zunehmen, was
die Irreversibilität des Schädigungsprozesses wiederspiegelt.

In diesem Kapitel wurde ein Schädigungsmodell zur Lebensdauervorhersage
vorgestellt, das auf einen Kunststoff unter thermo-mechanischer Belastung
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angewendet werden soll. Die Schädigung im Kunststoff wird als isotrop an-
genommen. Es konnte gezeigt werden, dass isotrope Schädigung durch ein
skalares Schädigungsmaß beschrieben werden kann. Durch das Konzept der
effektiven Spannung und das Dehnungsäquivalenz-Prinzip können Material-
gleichungen für geschädigtes Material aus schädigungsfreiem Materialverhal-
ten abgeleitet werden.

Durch Schädigung wird elastische Energie im Material freigesetzt. Diese frei-
gesetzte Energie trägt zusammen mit inelastischen Prozessen zur Schädi-
gung des Materials bei. Die zeitliche Entwicklung der Schädigung wird durch
ein Schädigungsgesetz beschrieben, in dem die Schädigungsrate proportio-
nal zur Energiefreisetzungsrate und zur Rate der äquivalenten inelastischen
Dehnung ist. Die Schädigung im Material nimmt zu, bis bei Erreichen ei-
ner kritischen Schädigung Versagen in Form eines makroskopischen Risses
eintritt. Die Materialgleichungen für geschädigtes Material und die Kenntnis
der Schädigungsentwicklung gestatten so zusammen mit dem vorgestellten
Versagenskriterium eine Lebensdauervorhersage für den betrachteten Kunst-
stoff.

Der in dieser Arbeit betrachtete Kunststoff zeigt im schädigungsfreien Aus-
gangszustand viskoelastisches Materialverhalten. Aus diesem Materialverhal-
ten kann durch Kopplung von Viskoelastizität und Schädigung das geschädig-
te Materialverhalten des Kunststoffs abgeleitet werden. Im nächsten Kapitel
wird das viskoelastische Materialmodell für den betrachteten Kunststoff vor-
gestellt.



Kapitel 3

Viskoelastisches Materialmodell

Bevor das Materialverhalten des betrachteten Kunststoffs unter dem Ein-
fluss von Schädigung formuliert werden kann, muss sein Materialverhalten
im schädigungsfreien Ausgangszustand beschrieben werden. Dieser Kunst-
stoff besitzt bei Raumtemperatur annähernd elastisches Verhalten mit einem
geringen Anteil an inelastischen Dehnungen. Bei höherer Temperatur zeigt
der Kunststoff Relaxation und Kriechen. Um das Materialverhalten dieses
Kunststoffs zu charakterisieren, wird deswegen ein viskoelastisches Material-
modell verwendet.

3.1 Viskoelastische Materialgleichungen

Viskoelastisches Material reagiert auf eine zeitlich konstante Dehnung mit ei-
ner Spannung, die mit zunehmender Zeit abnimmt. Diese Beobachtung wird
als Relaxation bezeichnet. Wird dagegen an das Material eine zeitlich kon-
stante Spannung angelegt, zeigt es eine mit der Zeit zunehmende Dehnung.
Dieser Vorgang heißt Kriechen.

Eine Dehnungsänderung hat bei viskoelastischem Material eine Änderung
der Spannung zur Folge, die mit zunehmender Zeit abnimmt. Eine wesent-
liche Eigenschaft viskoelastischen Materials ist es, dass sein Spannungsver-
halten auch durch zeitlich zurückliegende Dehnungsänderungen beeinflusst
wird. Dieses Verhalten kommt im viskoelastischen Faltungsintegral

σ(t) =

∫ t

0

R(τ − τ ′) ·· ε̇ dt′ (3.1)

34
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zum Ausdruck [71]. Hier bezeichnet R(τ) den von der effektiven Zeit τ abhän-
gigen Relaxationsmodul, wobei die effektive Zeit mit τ = τ(t) und τ ′ = τ(t′)
von der physikalischen Zeit abhängt. Das Temperaturverhalten des Materials
kann durch Einführung der effektiven Zeit

τ :=

∫ t

0

dt′

aT (T (t′))
(3.2)

beschrieben werden, die durch Skalierung mit einem temperaturabhängigen
Zeit-Verschiebungsfaktor aT (T ) aus der physikalischen Zeit t hervorgeht:

dτ =
dt

aT (T )
. (3.3)

Die Einführung der effektiven Zeit τ lässt sich folgendermaßen begründen:
Viskoelastische Effekte nehmen mit der Temperatur zu. Mit zunehmender
Temperatur verlaufen Relaxations- und Kriechprozesse schneller. Die Zeit
scheint damit bei höheren Temperaturen schneller zu vergehen als bei niedri-
geren. Dies führt zur Skalierung der physikalischen Zeit t mit dem tempera-
turabhängigen Zeit-Verschiebungsfaktor aT (T ). Materialien, die mit diesem
Konzept der Zeit-Temperatur-Verschiebung beschrieben werden können, hei-
ßen thermorheologisch einfach [72].

Als Referenztemperatur Tref wird die Temperatur bezeichnet, bei der physi-
kalische und effektive Zeit übereinstimmen:

aT (Tref ) = 1. (3.4)

Das Relaxationsverhalten bei Referenztemperatur Tref wird durch den zeit-
abhängigen Relaxationsmodul R(t) charakterisiert. Mit dem Konzept der
Zeit-Temperatur-Verschiebung kann das Relaxationsverhalten bei anderen
Temperaturen T durch das Relaxationsverhalten bei Referenztemperatur aus-
gedrückt werden:

R(t, T ) = R(τ). (3.5)

Bei konstanter Temperatur entspricht damit die Skalierung (3.3) auf einer
logarithmischen Zeitskala einer Verschiebung der Relaxationskurve um den
Betrag − log(aT ) [73]. Durch Verschiebung der Relaxationskurve bei Refe-
renztemperatur ergibt sich das Relaxationsverhalten bei anderen Tempera-
turen [72]. Das viskoelastische Material ist also durch den temperaturab-
hängigen Zeit-Verschiebungsfaktor aT (T ) und das Relaxationsverhalten R(τ)
vollständig charakterisiert.
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Für isotropes Materialverhalten kann der tensorielle Relaxationsmodul R(τ)
durch einen von der effektiven Zeit τ abhängigen Kompressionsmodul K(τ)
und Schubmodul G(τ) dargestellt werden:

R(τ) = K(τ) I(2)I(2) + 2G(τ)

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

. (3.6)

I(2) und I(4) sind die Einheitstensoren zweiter und vierter Stufe. Gleichung
(3.6) ergibt sich aus der bekannten Zerlegung des Elastizitätstensors in einen
Kompressions- und Schubmodul [74, 75]. Dieser Zusammenhang lässt sich
auf die lineare Viskoelastizität mit einem zeitabhängigen Relaxationsmodul
übertragen [76].

Der Kompressionsmodul K(τ) und der Schubmodul G(τ) können als Prony-
Serien

K(τ) = K∞ +
m
∑

i=1

Ki e
−τ/τi (3.7)

G(τ) = G∞ +
m
∑

i=1

Gi e
−τ/τi (3.8)

geschrieben werden [72, 77, 78]. Kompressions- und Schubmodul werden da-
bei durch eine Summe von Exponentialfunktionen genähert. Die Prony-Se-
rien sind durch die Prony-Koeffizienten Ki, Gi und die Relaxationszeiten τi

parametrisiert. K∞ und G∞ geben den Kompressions- und Schubmodul für
unendlich lange Zeiten (t → ∞) an. m bezeichnet die Anzahl der verwende-
ten Exponentialfunktionen. Der initiale Kompressions- und Schubmodul ist
durch

K0 := K(0) = K∞ +
m
∑

i=1

Ki (3.9)

G0 := G(0) = G∞ +
m
∑

i=1

Gi (3.10)

definiert. K0 und G0 entsprechen dem zeitunabhängigen Kompressions- und
Schubmodul der Elastizitätstheorie. Damit ist viskoelastisch isotropes Mate-
rial durch den von der effektiven Zeit abhängigen Kompressions- und Schub-
modul und die temperaturabhängige Zeit-Verschiebungsfunktion aT (T ) voll-
ständig charakterisiert.
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Abbildung 3.1: Relaxationskurven bei verschiedenen Temperaturen und Er-
zeugung einer Masterkurve [81]. Die bei verschiedenen Temperaturen gemes-
senen Relaxationskurven sind als Kreise ◦ dargestellt. Durch Verschiebung
lässt sich aus den verschobenen Relaxationskurven (3) eine Masterkurve er-
zeugen, die als durchgezogene Linie zu sehen ist. Das aus der Masterkurve
für verschiedene Temperaturen T 6= Tref abgeleitete Relaxationsverhalten ist
jeweils als gestrichelte Linie eingezeichnet.

3.2 Experimentelle Charakterisierung des

viskoelastischen Materialverhaltens

Anstatt Kompressions- und Schubmodul für viskoelastisch isotropes Mate-
rial direkt zu bestimmen, werden in einem einachsigen Relaxationsversuch
der zeit- und temperaturabhängige Elastizitätsmodul E(τ) und die Pois-
sonzahl ν(τ) ermittelt. Zur Charakterisierung viskoelastischen Materialver-
haltens werden diese Größen dann in einen Kompressionsmodul K(τ) und
Schubmodul G(τ) umgerechnet. Wegen der Zeitabhängigkeit des isotropen
Relaxationsmoduls (3.6) im Faltungsintegral (3.1) können zur Umrechnung
nicht die aus der linearen Elastizitätstheorie bekannten Beziehungen [79] ver-
wendet werden. Unter Verwendung der Laplace-Transformation lassen sich
allerdings Elastizitätsmodul und Poissonzahl in Kompressions- und Schub-
modul umrechnen [80].

Zur experimentellen Bestimmung des Elastizitätsmoduls E(τ) werden Re-
laxationsversuche bei der Referenztemperatur Tref = 25 ◦C und den Tem-
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peraturen T = 100 ◦C, 175 ◦C und 225 ◦C durchgeführt [81]. Die zugehöri-
gen Relaxationskurven E(t, T ) sind in Abbildung 3.1 als Kreise ◦ zu sehen.
Durch Verschiebung der Relaxationskurven höherer Temperaturen in Rich-
tung der Relaxationskurve für die Referenztemperatur Tref lässt sich eine so
genannte Masterkurve E(τ) erstellen. Die in Richtung der Referenztempera-
tur verschobenen Messpunkte sind in Abbildung 3.1 als Rauten 3 dargestellt.
Die aus den verschobenen Messwerten approximierte Masterkurve wird als
durchgezogene Linie gezeigt. Die Relaxationskurven E(t, T ) für Temperatu-
ren T 6= Tref ergeben sich durch Verschiebung der Masterkurve entsprechend
den Gleichungen (3.5) und (3.3). Die verschobenen Relaxationskurven E(t, T )
sind in Abbildung 3.1 als gestrichelte Linien abgebildet.

Die durch Verschiebung der Relaxationskurven erzeugte Masterkurve E(τ)
wird durch die Prony-Serie

E(τ) = E∞ +
m
∑

i=1

Ei e
−τ/τi (3.11)

mit den Prony-Koeffizienten Ei und den Relaxationszeiten τi approximiert.
E∞ gibt den Elastizitätsmodul für unendlich lange Zeiten (t → ∞) an. Der
initiale Elastizitätsmodul ist durch

E0 := E(0) = E∞ +
m
∑

i=1

Ei (3.12)

definiert. Der initiale Elastizitätsmodul E0 entspricht dem zeitunabhängigen
Elastizitätsmodul der Elastizitätstheorie.

Zur Charakterisierung des betrachteten Kunststoffs wird m = 16 verwen-
det. Die Koeffizienten der Prony-Serie werden durch Least-Square-Approxi-
mation mit nichtnegativen Koeffizienten bestimmt [82]. Daraus ergibt sich
E∞ = 816 MPa. Die approximierte Masterkurve ist in Abbildung 3.1 als
durchgezogene Linie zu sehen.

Untersuchungen von Kunststoffen der betrachteten Materialklasse haben ge-
zeigt, dass das effektive Zeitverhalten der Poissonzahl ν(τ) in sehr guter
Näherung durch die Annahme eines konstanten Kompressionsmoduls

K(τ) = K0 (3.13)

bestimmt werden kann [83]. Der initiale Kompressionsmodul K0 lässt sich
aus der gemessenen initialen Poissonzahl ν0 = ν(0) und dem initialen Elasti-
zitätsmodul E0 über die aus der Elastizitätstheorie bekannte Beziehung

K0 =
E0

3(1 − 2 ν0)
(3.14)
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Abbildung 3.2: Approximation der Zeit-Verschiebungsfaktoren durch die
WLF-Funktion [81]

berechnen [79]. Aus dem bekannten Kompressionsmodul (3.13) und dem ap-
proximierten Elastizitätsmodul (3.11) lässt sich unter Verwendung der La-
place-Transformation der Schubmodul G(τ) errechnen, wie in [80] gezeigt
wird.

Aus der Verschiebung der gemessenen Relaxationskurven E(t, T ) zur Erzeu-
gung der Masterkurve (3.11) und der Definition der effektiven Zeit (3.3) er-
geben sich die Zeit-Verschiebungsfaktoren aT (T ) für die jeweilige Versuchs-
temperatur. Das Temperaturverhalten des Zeit-Verschiebungsfaktors aT (T )
wird durch die Williams-Landell-Ferry-Funktion (WLF-Funktion)

− log(aT ) = h(T ) :=
C1(T − Tref )

C2 + (T − Tref )
(3.15)

genähert [84, 85]. Die Koeffizienten Ci der WLF-Funktion werden ebenfalls
durch Least-Square-Approximation [86–90] bestimmt. In Abbildung 3.2 sind
die experimentell ermittelten Zeit-Verschiebungsfaktoren aT (T ) in Abhängig-
keit von der Temperatur T als Rauten � dargestellt [81]. Die approximierte
WLF-Funktion ist als durchgezogene Linie zu sehen.

Mit der Prony-Serie (3.11) für den Relaxationsmodul E(τ) und der WLF-
Funktion (3.15) für die Zeit-Temperatur-Verschiebung sind für den betrach-
teten Kunststoff alle Materialparameter bestimmt, die zur Beschreibung des
viskoelastischen Verhaltens benötigt werden. In Abbildung 3.3 wird bei ver-
schiedenen Temperaturen der experimentell ermittelte Relaxationsmodul E(τ)
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Abbildung 3.3: Zeitverlauf des experimentell ermittelten und simulierten Re-
laxationsmoduls E(τ) für verschiedene Temperaturen [91]

mit einem theoretischen Relaxationsmodul verglichen, der sich durch Simu-
lation aus dem ermittelten Materialmodell ergibt [91]. Der Zeitverlauf des
experimentellen Relaxationsmoduls ist als durchgezogene Linie zu sehen. Der
Zeitverlauf des simulierten Relaxationsmoduls ist durch gefüllte Kreise • dar-
gestellt. Simulierte und experimentell bestimmte Werte zeigen bei den ver-
schiedenen Temperaturen gute Übereinstimmung. Das Relaxationsverhalten
des Kunststoffs wird somit vom charakterisierten Materialmodell gut abge-
bildet. Dieses Materialmodell soll nun auf eine geeignete Demonstrator-Geo-
metrie angewendet werden.

3.3 Verifikation des Materialmodells

Um das ermittelte viskoelastische Materialmodell für den betrachteten Kunst-
stoff zu verifizieren, wird das Materialmodell in einer FE-Analyse auf eine
Demonstrator-Geometrie angewendet. Zur Verifikation des Materialmodells
werden die simulierten Dehnungen unter thermo-mechanischer Belastung mit
gemessenen Dehnungswerten verglichen, die durch Grauwert-Korrelation be-
stimmt werden [81].
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Abbildung 3.4: Belastungsgeschichte des Kunststoffs [81]

3.3.1 Finite-Elemente-Simulation am Demonstrator

Als Demonstrator wird eine in der Elektronik typische Anordnung benutzt,
in der der charakterisierte Kunststoff als Verpackung elektronischer Kom-
ponenten verwendet wird. Dadurch kann das Bauteil vor Umwelteinflüssen
und mechanischen Belastungen geschützt werden. Wegen der viskoelastischen
Eigenschaften des betrachteten Kunststoffs muss die FE-Analyse zeitabhän-
gig durchgeführt werden. Um die Dehnungen im Demonstrator simulieren zu
können, ist also der gesamte Belastungsverlauf zu berücksichtigen [81].

Abbildung 3.4 zeigt die Belastungsgeschichte des Kunststoffs. Da der Kunst-
stoff bei einer Temperatur von 200 ◦C vergossen und getempert wird, kann
der Demonstrator bei dieser Temperatur als spannungsfrei angenommen wer-
den. Dieser Zustand bildet den Ausgangspunkt der Simulation. Nach der
Prozessierung wird der Demonstrator auf die Raumtemperatur von 25 ◦C
abgekühlt. Die Abkühlung der Komponente ist in Abbildung 3.4 durch die
Belastungsstufe I dargestellt. Die Lagerung der Komponente nach Abküh-
lung wird durch die Belastungsstufe II abgebildet. Diese Stufe berücksichtigt
die im viskoelastischen Material auftretende Relaxation. Um die simulierten
Dehnungen im Kunststoff experimentell zu überprüfen, wird nach Lagerung
der Probe ein weiterer Temperaturschritt durchgeführt, bei dem die Probe
von Raumtemperatur 25 ◦C auf die Temperatur von 150 ◦C erwärmt wird.
Die thermische Belastung während des Experiments wird in Abbildung 3.4
durch Belastungsstufe III dargestellt.

Zur Verifikation des Materialmodells werden die Dehnungsdifferenzen zwi-
schen Anfang und Ende der Belastungsstufe III unter Berücksichtigung der
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Vorgeschichte simuliert. Diese simulierten Dehnungsunterschiede lassen sich
mit den Dehnungsänderungen vergleichen, die durch die thermische Belas-
tung während des Experiments hervorgerufen werden und experimentell be-
stimmt werden können. Abbildung 3.5 stellt in den Teilbildern (a-c) die simu-
lierten Dehnunungsinkremente εxx, εyy und die Scherdehnungen εxy während
des letzten Belastungsschritts dar [81]. Diese simulierten Dehnungsinkremen-
te werden im nächsten Abschnitt mit experimentell ermittelten Dehnungen
verglichen.

3.3.2 Messung der Dehnungen mit Grauwert-

Korrelation

Zur experimentellen Bestimmung der Dehnungen wird der Demonstrator in
einem zusätzlichen Temperaturschritt belastet. Dieser Temperaturschritt ist
in Abbildung 3.4 als Stufe III bezeichnet. In diesem Belastungsschritt wird
die Probe von Raumtemperatur 25 ◦C auf 150 ◦C aufgeheizt. Die aus der ther-
mischen Belastung der Probe resultierenden Dehnungen werden dann durch
Grauwert-Korrelation [92] ermittelt. Dazu werden mit einem optischen Mi-
kroskop Bilder der Oberflächenstruktur der Probe bei Raumtemperatur und
bei 150 ◦C aufgenommen. Das Bild bei Raumtemperatur dient als Referenz-
bild, das mit der deformierten Struktur bei 150 ◦C korreliert werden kann. Die
Grauwert-Korrelation wird mit der Software microDAC [81,93–97] durchge-
führt. Aus der Korrelation des Referenzbildes bei Raumtemperatur und des
Bildes der belasteten Probe ergeben sich die Dehnungen während des letzten
Belastungsschritts. Mit diesem Verfahren lassen sich Dehnungen mit einer
Messgenauigkeit von ± 10−3 bestimmen.

Die mit microDAC ermittelten Dehnungen sind in Abbildung 3.5 als Teilbil-
der (d-f) dargestellt [81]. Einzelne Bereiche werden in den Teilbildern durch
Großbuchstaben (A-D) hervorgehoben. Die gemessenen Dehnungswerte εxx

im Kunststoff (Bereich A) variieren in Teilbild (d) von 0, 002 bis 0, 007 und
nehmen in Richtung Keramik (Bereich B) zu. Am rechten Bildrand befindet
sich ein lokales Extremum mit einer gemessenen Dehnung von 0, 003. Diese
Messwerte und ihre Zunahme werden von der Simulation mit hoher Genauig-
keit wiedergegeben. In der Simulation (Teilbild a) ist im Kunststoff (Bereich
A) ein Anstieg der Dehnungswerte von 0, 002 auf 0, 006 zu erkennen. Am
rechten Bildrand in Teilbild (a) ist ebenfalls ein lokales Extremum mit einer
Dehnung von 0, 003 zu sehen. Die gemessene Dehnung in der Keramik (Be-
reich B) liegt bei 0, 002 (Teilbild d). In der Simulation gehen die Dehnungen
in der Keramik auf 0, 001 zurück. Im Trägermaterial (Bereich C) werden au-
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Abbildung 3.5: Simulation und Messung von Dehnungsfeldern am Demons-
trator [81]
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ßerhalb der lokalen Extrema sowohl in der Simulation (Teilbild a), als auch
in der Messung (Teilbild d) Dehnungen von 0, 002 gefunden.

Die gemessenen Dehnungen εyy in y-Richtung liegen im Trägermaterial (Be-
reich C) bei annähernd 0, 002 (Teilbild e). Diese Werte stimmen mit der Si-
mulation überein, in der im Trägermaterial (Bereich C) ebenfalls Dehnungs-
werte von 0, 002 berechnet werden (Teilbild b). In der Keramik (Bereich B)
sind sowohl in der Simulation, als auch in der Messung Werte von 0, 001 fest-
zustellen. Die in der Simulation (Teilbild b) auftretenden stark lokalisierten
Maxima in den Bereichen D werden von der Messung in Teilbild (e) nicht
aufgelöst.

Da der simulierte Demonstrator in x- und y-Richtung nicht vollständig sym-
metrisch ist, resultieren aus der Temperaturerhöhung Scherdehnungen. Die
gemessenen Scherdehnungen εxy zeigen in Teilbild (f) Extremwerte von ±0, 01
in den Bereichen D. Außerhalb dieses Bereiches sind die Scherdehnungen an-
nähernd Null. Dies wird auch von der Simulation in Teilbild (c) wiedergege-
ben. Bei vertikaler Bewegung vom oberen Extremum zum unteren Extremum
ist in Teilbild (f) ein Vorzeichenwechsel der Scherdehnungen zu sehen. Dieser
Vorzeichenwechsel findet sich auch im simulierten Scherdehnungsfeld in Teil-
bild (c). Das simulierte Dehnungsfeld wird damit in hoher Genauigkeit von
den gemessenen Dehnungswerten wiedergegeben. Simulation und Messung
stehen in guter Übereinstimmung.

Damit wird das schädigungsfreie Materialverhalten des Kunststoffs durch das
benutzte viskoelastische Materialmodell gut abgebildet. Als schädigungsfrei-
es Materialmodell bildet das verifizierte viskoelastische Materialmodell den
Ausgangspunkt für die Charakterisierung geschädigten Materialverhaltens,
das durch Modifizierung mit einem Schädigungsmaß aus dem schädigungs-
freien Materialmodell hervorgeht (vgl. Abschnitt 2.5).

Um Viskoelastizität mit Schädigung simulieren zu können, muss das viskoe-
lastische Materialmodell mit einem Schädigungsmaß gekoppelt werden. Das
resultierende Schädigungsmodell ist dann als benutzerdefiniertes Materialver-
halten in ein FE-Programm zu implementieren. FE-Programme stellen dazu
so genannte Subroutines zur Verfügung, die frei programmiert werden kön-
nen. Über definierte Schnittstellen können Variablen zwischen FE-Programm
und Subroutine ausgetauscht werden. Zur Implementierung des viskoelasti-
schen Schädigungsmodells wird zunächst schädigungsfreie Viskoelastizität als
benutzerdefiniertes Materialmodell programmiert. Nach Verifikation dieses
Materialmodells wird dann der Programmcode mit einem Schädigungsmaß
modifiziert. Die numerische Implementierung des viskoelastischen Material-
modells wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.
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3.4 Numerische Implementierung der Visko-

elastizität

Die Lösung eines Finite-Elemente-Problems der Strukturmechanik wird durch
Iteration ermittelt. Wegen seiner hohen Konvergenzgeschwindigkeit und Sta-
bilität wird zur Lösung nichtlinearer Modelle häufig das Newton-Raphson-
Verfahren verwendet. Dieses Iterationsverfahren wird in Anhang B näher er-
läutert.

Für zeitabhängige FE-Probleme muss die kontinuierliche Zeit in diskrete
Zeitschritte aufgeteilt werden. Das Iterationsverfahren wird dann für jeden
Zeitschritt durchgeführt. Zur numerischen Diskretisierung des Materialmo-
dells ist die Spannungsänderung in jedem Zeitinkrement zu berechnen. Um
das Newton-Raphson-Verfahren anwenden zu können, muss zudem die Ja-
cobi-Matrix des Materialmodells angegeben werden. Anschließend kann das
diskretisierte Materialmodell als benutzerdefiniertes Materialverhalten in ein
FE-Programm implementiert werden.

3.4.1 Diskretisierung des viskoelastischen Material-

modells

Zur Durchführung des Newton-Raphson-Verfahrens bei einem zeitabhängigen
FE-Problem wird zunächst die kontinuierliche Zeit t in diskrete Zeitschritte
tk, k ∈

�
unterteilt. In jedem Zeitinkrement

∆t := tk+1 − tk (3.16)

ist dann bei vorgegebener Dehnungsänderung

∆ε := ε(tk+1) − ε(tk) (3.17)

die Spannung σ(tk+1) am Ende des jeweiligen Zeitinkrements gesucht. Dazu
wird für jeden Zeitschritt ∆t die Spannungsänderung

∆σ := σ(tk+1) − σ(tk) (3.18)

berechnet. Für eine schnelle Konvergenz des Newton-Raphson-Verfahrens
wird die Jacobi-Matrix des Materialmodells benötigt. Die Spannungsände-
rung ∆σ(∆ε) hängt vom vorgegebenen Dehnungsinkrement ∆ε ab. Durch
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partielle Ableitung der Spannungsänderung ∆σ nach der Dehnungsänderung
∆ε lässt sich für das betrachtete Zeitinkrement die gesuchte Jacobi-Matrix

JV :=

(

∂∆σ

∂∆ε

)

(3.19)

für Viskoelastizität als Tensor vierter Stufe definieren. In Anhang C werden
die Spannungsänderung ∆σ in Abhängigkeit des Dehnungsinkrements ∆ε

und die Änderung des effektiven Zeitinkrements ∆τ berechnet. Daraus kann
die Jacobi-Matrix JV abgeleitet werden. Im Folgenden werden die wesentli-
chen Ergebnisse aus Anhang C vorgestellt.

Berechnung der Spannungsänderung ∆σ

Unter Verwendung des isotropen Relaxationsmoduls (3.6) kann das viskoe-
lastische Faltungsintegral (3.1) zunächst in einen hydrostatischen und devia-
torischen Anteil aufgespalten werden:

σ =

∫ τ

0

2G(τ − τ ′)
de

dτ ′
dτ ′ + I(2)

∫ τ

0

3K(τ − τ ′)
dεH

dτ ′
dτ ′. (3.20)

Hier bezeichnet εH die hydrostatische Dehnung und e den Dehnungsdeviator,
die in Anhang A eingeführt werden. In Gleichung (3.20) wurde die Zeitinte-
gration nach Definition (3.2) durch Integration über die effektive Zeit τ er-
setzt. Der Spannungstensor kann ebenfalls in eine hydrostatische Spannung
σH und einen Spannungsdeviator s aufgespalten werden. Nach Berechnung
der hydrostatischen Spannungsänderung ∆σH und der Änderung des Span-
nungsdeviators ∆s ergibt sich die Spannungsänderung ∆σ aus

∆σ = ∆σH I(2) + ∆s. (3.21)

Zunächst folgt unter der Annahme eines konstanten Kompressionsmoduls
(3.13) aus Gleichung (3.20) die hydrostatische Spannung

σH = 3K0 εH . (3.22)

Für die Änderung der hydrostatischen Spannung ∆σH während eines Zeitin-
krements gilt dann

∆σH = 3K0 ∆εH . (3.23)

Durch Vergleich mit dem bekannten Elastizitätsgesetz [79] kann die hydro-
statische Dehnung εH in Gleichung (3.22) mit der hydrostatischen elastischen
Dehnung

εel
H = εH (3.24)
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identifiziert werden. Mit der Aufspaltung des Dehnungstensors (2.58) in elas-
tische und inelastische Anteile folgt daraus, dass die hydrostatische inelasti-
sche Dehnung verschwindet:

εin
H = 0. (3.25)

Hier wurde die Linearität der Spur in der Definition der hydrostatischen
Dehnung (A.8) in Anhang A benutzt. Aus dem Verschwinden der hydrosta-
tischen inelastischen Dehnung folgt nach Definition des Dehnungsdeviators
(A.9), dass der inelastische Dehnungstensor ε

in mit dem inelastischen Deh-
nungsdeviator ein identisch ist:

ε
in = ein. (3.26)

Aus der Annahme eines konstanten Kompressionsmoduls ergibt sich somit
die Folgerung, dass nur die deviatorischen Anteile zur inelastischen Dehnung
ε

in beitragen, während die hydrostatischen Anteile verschwinden.

Weiter folgt unter Verwendung der Prony-Serie (3.8) für den Spannungsde-
viator s der Ausdruck

s = 2G0

(

e −

m
∑

i=1

αi ei

)

, (3.27)

wobei G0 wie in Gleichung (3.10) definiert ist. Außerdem wurden die nor-
mierten Schubmodule

αi :=
Gi

G0

(3.28)

und die Prony-Dehnungen

ei :=

∫ τ

0

(

1 − e(τ ′
−τ)/τi

) de

dτ ′
dτ ′ (3.29)

eingeführt. Wieder kann nach dem bekannten Elastizitätsgesetz [79] der Klam-
merausdruck in Gleichung (3.27) als Deviator der elastischen Dehnung

eel = e −
m
∑

i=1

αi ei (3.30)

interpretiert werden. Nach den Gleichungen (2.58) und (3.26) ergeben sich
dann die inelastischen Dehnungen als

ε
in = ein =

m
∑

i=1

αi ei. (3.31)
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Diese Beziehung wird später zur Programmierung der Änderung der äquiva-
lenten inelastischen Dehnung ∆p während eines Zeitinkrements entsprechend
Gleichung (2.59) verwendet.

Zur Berechnung der Änderung des Spannungsdeviators ∆s wird nach Glei-
chung (3.27) die Änderung der Prony-Dehnungen ∆ei während eines Zeit-
inkrements benötigt. Im Anhang C wird unter Verwendung der Definition
(3.29) für die Änderung der Prony-Dehnungen nach [98] folgender Ausdruck
hergeleitet:

∆ei =
[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

∆e +
(

1 − e−∆τ/τi

) (

e(tk) − ei(t
k)
)

. (3.32)

Die Änderung der Prony-Dehnungen ∆ei ist damit auf die Änderung des
Dehnungsdeviators ∆e und die Änderung der effektiven Zeit ∆τ zurückge-
führt. Bei bekanntem effektiven Zeitinkrement ∆τ ist nach Gleichung (3.27)
die Änderung des Spannungsdeviators ∆s durch

∆s = 2G0

(

∆e −
m
∑

i=1

αi ∆ei

)

(3.33)

gegeben. Entsprechend Gleichung (3.21) ist damit die Spannungsänderung
∆σ bei vorgegebener Dehnungsänderung ∆ε durch die Gleichungen (3.33)
und (3.23) gegeben.

Berechnung des effektiven Zeitinkrements ∆τ

Zur Berechnung der Änderung der Prony-Dehnungen ∆ei nach Gleichung
(3.32) wird das effektive Zeitinkrement ∆τ benötigt. Für konstante Tempe-
ratur (∆T = 0) während des Zeitinkrements ∆t kann das effektive Zeitin-
krement ∆τ direkt aus Definition (3.2) berechnet werden. Daraus folgt die
Änderung der effektiven Zeit

∆τ =
∆t

aT (T (tk))
für ∆T = 0. (3.34)

Findet im Zeitinkrement ∆t eine Temperaturänderung (∆T 6= 0) statt, kann
die WLF-Funktion h(T ) in Definition (3.15) im Zeitinkrement ∆t durch eine
lineare Funktion genähert werden [98]. Nach Integration entsprechend Glei-
chung (3.2) ergibt sich daraus das effektive Zeitinkrement

∆τ =
aT

(

T (tk+1)
)

−1
− aT

(

T (tk)
)

−1

h (T (tk+1)) − h (T (tk))
∆t für ∆T 6= 0. (3.35)
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Mit dem effektiven Zeitinkrement ∆τ ist die Spannungsänderung ∆σ in Ab-
hängigkeit der Dehnungsänderung ∆ε bekannt. Daraus kann nun die viskoe-
lastische Jacobi-Matrix JV berechnet werden.

Berechnung der Jacobi-Matrix JV

Durch partielle Ableitung der Spannungsänderung ∆σ nach der Dehnungs-
änderung ∆ε folgt nach Definition (3.19) die gesuchte Jacobi-Matrix

JV = K0 I(2)I(2)+

2G0

{

1 −
m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

(3.36)

für schädigungsfreie Viskoelastizität. Die Herleitung der viskoelastischen Ja-
cobi-Matrix JV ist ebenfalls in Anhang C aufgeführt.

Mit Berechnung der Spannungsänderung ∆σ, des effektiven Zeitinkrements
∆τ und der Jacobi-Matrix JV ist das viskoelastische Materialmodell vollstän-
dig diskretisiert und kann als benutzerdefiniertes Materialmodell in das FE-
Programm ABAQUS implementiert werden. Um die korrekte Programmie-
rung des Materialmodells zu überprüfen, wird das benutzerdefinierte Mate-
rialmodell mit dem viskoelastischen Materialmodell, das von ABAQUS zur
Verfügung gestellt wird, verglichen.

3.4.2 Programmierung und Verifikation

Zur Programmierung von benutzerdefinierten Materialmodellen stellt das
FE-Programm ABAQUS die Subroutine UMAT zur Verfügung. Diese Sub-
routine ist eine frei programmierbare Fortran-Routine, die an jedem Inte-
grationspunkt von ABAQUS aufgerufen wird. Über definierte Schnittstellen
lassen sich Variablen zwischen FE-Programm und Subroutine austauschen.

Abbildung 3.6 erläutert die Funktionsweise der Subroutine UMAT. Als Ein-
gabe werden die Zeit t mit dem Zeitinkrement ∆t, die Dehnung ε(t) mit
dem dazugehörigen Dehnungsinkrement ∆ε und die Temperatur T (t) mit
der Temperaturänderung ∆T übergeben. Weiter wird die Spannung σ(t)
zum Zeitpunkt t definiert. Die Subroutine UMAT gestattet es, so genannte
Zustandsvariablen zu definieren, die neben den thermo-mechanischen Grö-
ßen den Zustand des Materials beschreiben. Diese Zustandsvariablen zum
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Abbildung 3.6: Funktionsweise der Subroutine UMAT zur Erstellung eines
benutzerdefinierten Materialmodells

Zeitpunkt t müssen ebenfalls an die Subroutine übergeben werden. Zur Pro-
grammierung schädigungsfreier Viskoelastizität werden die Prony-Dehnun-
gen ei(t) als Zustandsvariablen definiert. Zusätzlich werden die Materialpa-
rameter des Modells an die Subroutine übergeben.

Mit diesen Eingaben kann nun in der Subroutine die Spannungsänderung
∆σ nach den Gleichungen (3.23), (3.33) und (3.21) berechnet werden. Die
Änderung der Prony-Dehnungen ∆ei wird über Gleichung (3.32) program-
miert. Für eine stabile Konvergenz des Newton-Raphson-Iterationsverfahrens
wird in der Subroutine UMAT zusätzlich die Jacobi-Matrix JV entsprechend
Gleichung (3.36) ermittelt (vgl. Abb. 3.6). Nach Berechnung der Spannungs-
änderung ∆σ und der Änderung der Zustandsvariablen ∆ei können die Span-
nung σ(t + ∆t) und die Zustandsvariablen ei(t + ∆t) zum Zeitpunkt t + ∆t
angegeben werden. Die Spannung und die Zustandsvariablen am Ende des
Zeitinkrements werden als Ausgabe an das FE-Programm zurückgegeben.

Damit ist es möglich, unter Verwendung von UMAT schädigungsfreie Viskoe-
lastizität als benutzerdefiniertes Materialmodell in das FE-Programm ABA-
QUS zu implementieren [99]. Um die korrekte Programmierung dieses Mate-
rialmodells zu überprüfen, wird das in der Subroutine UMAT programmierte
Materialmodell mit dem viskoelastischen Materialmodell verglichen, das von
ABAQUS standardmäßig über die Routine VISCO zur Verfügung gestellt
wird.

Zunächst wird ein einachsiges Relaxationsexperiment bei verschiedenen Tem-
peraturen simuliert. Während der Zugphase ∆t1 = 3 s wird auf den Zugstab
eine Dehnung von ∆ε = 0, 25 % aufgebracht. Diese Dehnung bleibt dann
während einer Haltephase von ∆t2 = 5000 s konstant. Das Relaxationsex-
periment wurde unter Verwendung des benutzerdefinierten Materialmodells
(UMAT) und der Standard-ABAQUS-Routine VISCO simuliert. Abbildung
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Abbildung 3.7: Vergleich der Subroutine UMAT und der Standard-Routine
VISCO für einen einachsigen Zugversuch

3.7 zeigt bei verschiedenen Temperaturen die Spannung σ(t) in Zugrichtung
in Abhängigkeit der Zeit t. Die Simulation mit der Standard-Routine VISCO
ist als durchgezogene Linie zu sehen, während die Simulation mit der Subrou-
tine UMAT durch gefüllte Kreise • dargestellt ist. Die beiden Simulationen
stimmen mit einem relativen Fehler von

δσrel =

∣

∣

∣

∣

σumat − σvisco

σvisco

∣

∣

∣

∣

< 10−6 (3.37)

sehr gut überein.

Um die Übereinstimmung des in UMAT definierten Materialmodells mit der
Standard-Routine VISCO auch für andere Spannungskomponenten zu über-
prüfen, wird zusätzlich ein Schubversuch simuliert. In einem Zeitraum von
∆t1 = 3 s wird auf einen Würfel eine Scherung von ∆ε12 = 0, 5 % aufgebracht,
die dann über den Zeitraum ∆t2 = 600 s konstant bleibt. Der Schubversuch
bei der Temperatur T = 100 ◦C ist in Abbildung 3.8 schematisch dargestellt.
In dieser Abbildung werden die aus einer Simulation mit der Subroutine
UMAT und der Standard-Routine VISCO resultierenden Spannungskompo-
nenten in Abhängigkeit der Zeit t gezeigt. Die Simulation mit der Standard-
Routine VISCO ist wieder als durchgezogene Linie zu sehen, während die
Simulation mit der Subroutine UMAT durch gefüllte Kreise • dargestellt ist.
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Abbildung 3.8: Vergleich der Subroutine UMAT und der Standard-Routine
VISCO für einen Schubversuch

Die beiden Simulationen stimmen sehr gut überein, und es gilt die Abschät-
zung für den relativen Fehler aus Ungleichung (3.37).

Die Simulation des einachsigen Zugversuchs bei verschiedenen Temperaturen
und des Schubversuchs zeigen, dass schädigungsfreie Viskoelastizität durch
das in der Subroutine UMAT programmierte Materialmodell mit höchster
Genauigkeit wiedergegeben wird. Das Temperaturverhalten und der mehr-
achsige Spannungszustand werden im Vergleich zur Standard-Routine VIS-
CO mit einem relativen Fehler δσrel < 10−6 abgebildet. Damit sind die mit
UMAT und VISCO programmierten Materialmodelle numerisch äquivalent.
Das in UMAT programmierte Materialmodell beschreibt damit schädigungs-
freie Viskoelastizität. Um ein Modell für Viskoelastizität mit Schädigung zu
erhalten, kann dieses benutzerdefinierte Materialmodell nun mit einem Schä-
digungsmaß modifiziert werden.



Kapitel 4

Viskoelastisches

Schädigungsmodell

Um die Schädigung von viskoelastischem Material unter thermo-mechani-
scher Belastung beschreiben zu können, wird in dieser Arbeit ein viskoelas-
tisches Schädigungsmodell vorgeschlagen und untersucht. Durch Kopplung
mit einem Schädigungsmaß lassen sich aus dem vorgestellten viskoelastischen
Materialmodell die Materialgleichungen dieses Schädigungsmodells ableiten.
In diesem Kapitel wird das viskoelastische Schädigungsmodell entwickelt und
für den betrachteten Kunststoff experimentell charakterisiert.

4.1 Materialgleichungen des viskoelastischen

Schädigungsmodells

Das Schädigungsverhalten des betrachteten Kunststoffs wird durch ein vis-
koelastisches Schädigungsmodell beschrieben. Die Materialgleichungen die-
ses Schädigungsmodells lassen sich aus dem viskoelastischen Materialmodell
durch Modifikation mit einem Schädigungsmaß ableiten. Dazu wird das Deh-
nungsäquivalenz-Prinzip aus Abschnitt 2.5 auf das viskoelastische Faltungs-
integral (3.1) angewendet. Im effektiven Raum mit quasi-schädigungsfreiem
Material gilt dieses Faltungsintegral für die effektive Spannung σ̃ und Deh-
nung ε̃:

σ̃(t) =

∫ t

0

R(τ − τ ′) ·· ˙̃ε dt′. (4.1)

53
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Aus dem Dehnungsäquivalenz-Prinzip (2.13) folgt das Faltungsintegral

σ̃(t) =

∫ t

0

R(τ − τ ′) ·· ε̇ dt′ (4.2)

für Viskoelastizität mit Schädigung, wobei die effektive Spannung σ̃ für iso-
trope Schädigung durch Gleichung (2.10) definiert ist.

Das Schädigungsmaß D geht über die effektive Spannung σ̃ in das Schädi-
gungsmodell ein. Die zeitliche Entwicklung der Schädigung wird durch das
Schädigungsgesetz (2.62) beschrieben:

Ḋ =
Y

S
ṗ. (4.3)

Dabei ist die Rate der äquivalenten inelastischen Dehnung ṗ durch die Glei-
chungen (2.59) und (3.31) gegeben. Aufgrund thermo-mechanischer Belas-
tungen akkumuliert sich Schädigung im Material entsprechend dem Schädi-
gungsgesetz (4.3), bis nach dem Versagenskriterium (2.4) die kritische Schä-
digung DC erreicht ist. Zusammen mit dem viskoelastischen Materialmodell
aus Kapitel 3 ist damit das viskoelastische Schädigungsmodell vollständig
beschrieben.

4.2 Experimentelle Charakterisierung des

Schädigungsmodells

Um das Schädigungsverhalten des betrachteten Kunststoffs unter zyklischer
Wechselbelastung zu charakterisieren, werden dehnungsgesteuerte Zyklusver-
suche durchgeführt. Zunächst ist zu klären, ob das in Abschnitt 2.7.2 vorge-
stellte Verfahren zur Messung der Schädigung über die effektive Hysterese-
fläche auf viskoelastische Materialien übertragen werden kann.

4.2.1 Stabiler Zyklus für viskoelastisches Material

Die effektive Hysteresefläche kann nur dann ein geeignetes Schädigungsmaß
darstellen, wenn sich für schädigungsfreies Material ein zeitlich konstanter
Wert einstellt. Die Spannungs-Dehnungskurve befindet sich dann in einem
stabilen Zyklus.
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Abbildung 4.1: Simulation der Hysteresefläche W in Abhängigkeit der Zy-
klen n für schädigungsfreies Material in einem dehnungsgesteuerten Zyklus-
versuch. Nach wenigen Zyklen stellt sich für viskoelastisches Material eine
konstante Hysteresefläche ein.

Zur Untersuchung, ob sich für die Hysteresefläche bei viskoelastischem Mate-
rial ein stabiler Wert einstellt, wird das experimentell charakterisierte viskoe-
lastische Materialmodell aus Abschnitt 3.2 zur Simulation eines dehnungsge-
steuerten Zyklusversuchs verwendet. Abbildung 4.1 zeigt die Hysteresefläche
W für schädigungsfreies Material in einem dehnungsgesteuerten Zyklusver-
such in Abhängigkeit der Zykluszahl n. Die Hysteresefläche wurde für die
Dehnungsamplitude ∆ε = 0, 8 % und die Temperatur T = 190 ◦C berech-
net. Nach einem starken Anstieg erreicht die Hysteresefläche nach etwa 10
Zyklen einen konstanten Wert. Das schädigungsfreie viskoelastische Mate-
rial befindet sich damit bereits nach wenigen Zyklen in einem stabilen Zy-
klus. Demnach erfüllt die Hysteresefläche die Voraussetzung, dass sich für
schädigungsfreies Material ein konstanter Wert einstellt. Die effektive Hys-
teresefläche W̃ nach Gleichung (2.45) kann somit als Schädigungsmaß für
viskoelastisches Material verwendet werden.
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Abbildung 4.2: Dehnungsgesteuerter Zyklusversuch für viskoelastisches Ma-
terial

4.2.2 Hysteresefläche und Schädigungsmaß

Zur Bestimmung der effektiven Hysteresefläche W̃ werden für den betrach-
teten Kunststoff dehnungsgesteuerte Zyklusversuche durchgeführt. Der Zug-
stab wird dabei unter einachsiger Zug-Druck-Belastung mit konstanter Deh-
nungsrate ε̇ = const. abwechselnd auf die Dehnung ±∆ε gezogen oder ge-
staucht. Abbildung 4.2 zeigt die daraus resultierende Spannungs-Dehnungs-
kurve für viskoelastisches Material. Die effektive Hysteresefläche W̃ ist die
von der Spannungs-Dehnungskurve eingeschlossene Fläche, die sich mathe-
matisch durch Integration der Spannungs-Dehnungskurve berechnen lässt.

Der betrachtete Kunststoff zeigt bei Raumtemperatur annähernd elastisches
Materialverhalten mit geringen inelastischen Dehnungen. Diese bei Raum-
temperatur geringen viskosen Effekte führen zu kleinen Hystereseflächen.
Bei niedrigen Temperaturen kann das Schädigungsverhalten des betrachte-
ten Kunststoffs als spröde charakterisiert werden. Bei höheren Temperaturen
nehmen die viskosen Effekte und damit die von der Spannungs-Dehnungskur-
ve eingeschlossene Fläche zu. Unter zyklischer Wechselbelastung zeigt der be-
trachtete Kunststoff bei höherer Temperatur eine kontinuierlich zunehmen-
de Schädigung. Deshalb wird das Schädigungsverhalten des viskoelastischen
Materials bei erhöhter Temperatur charakterisiert.

Für den betrachteten Kunststoff wurden Zyklusversuche mit unterschied-
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Abbildung 4.3: Experimentell bestimmte effektive Hystereseflächen W̃ in Ab-
hängigkeit der Zykluszahl n. Die Hystereseflächen wurden in einem dehnungs-
gesteuerten Zyklusversuch bei der Temperatur T = 190 ◦C für unterschiedli-
che Dehnungsamplituden ∆ε bestimmt.

lichen Dehnungsamplituden ∆ε bei der Temperatur T = 190 ◦C und der
konstanten Dehnungsrate ε̇ = 0, 1 %/s durchgeführt. Die effektive Hyste-
resefläche W̃ in Abhängigkeit der Zyklen n ist in Abbildung 4.3 auf einer
logarithmischen Skala dargestellt. Zu Versuchsbeginn zeigt die Hystereseflä-
che einen stabilen Wert. Dieser Wert liefert die initiale Hysteresefläche W0

und charakterisiert den schädigungsfreien Zustand des Kunststoffs. Im wei-
teren Zeitverlauf ist eine Abnahme der Hysteresefläche W̃ zu erkennen, die
sich kurz vor Versagen des Kunststoffs stark beschleunigt. Bei gleicher Deh-
nungsamplitude sind die gemessenen Verläufe parallel verschoben. Diese Pa-
rallelverschiebung ist auf Schwankungen der Materialeigenschaften zurückzu-
führen. Der beschriebene Verlauf der Hysteresefläche ist in Abbildung 4.3 für
unterschiedliche Dehnungsamplituden ∆ε zu beobachten. Mit abnehmender
Dehnungsamplitude nehmen auch die absoluten Werte der Hysteresefläche
ab.

Aus dem experimentell ermittelten Zeitverlauf der Hysteresefläche lässt sich
der Schädigungsverlauf während des Zyklusversuchs ableiten. Durch Skalie-
rung mit der initialen Hysteresefläche W0 kann nach Gleichung (2.45) das
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Abbildung 4.4: Schädigungsverlauf für dehnungsgesteuerten Zyklusversuch
mit unterschiedlichen Dehnungsamplituden ∆ε. Die Zyklusversuche wurden
bei der Temperatur T = 190 ◦C durchgeführt.

Schädigungsmaß D berechnet werden. Durch lineare Approximation lässt sich
daraus der Schädigungsverlauf im betrachteten Kunststoff ermitteln. Abbil-
dung 4.4 zeigt den so ermittelten Schädigungsverlauf in Abhängigkeit der Zy-
kluszahl n. Da sich die kritische Zykluszahl nR für verschiedene Dehnungsam-
plituden stark unterscheidet, ist die Zykluszahl n logarithmisch aufgetragen.
Die Schädigungsverläufe für verschiedene Zugstäbe weisen starke Schwankun-
gen auf. In den Schädigungsverläufen lässt sich aufgrund der hohen Schwan-
kungen zwischen den einzelnen Zugstäben keine direkte Abhängigkeit von
der Dehnungsamplitude ∆ε erkennen.

4.2.3 Bestimmung der Energiefestigkeit

Zur schädigungsmechanischen Charakterisierung des betrachteten Kunststoffs
muss aus den gemessenen Schädigungskurven die Energiefestigkeit S be-
stimmt werden, die im Schädigungsgesetz (2.62) als Materialparameter ein-
geführt wurde. Dazu ist zunächst durch Integration des Schädigungsgesetzes
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(2.62) die Schädigungszunahme pro Zyklus zu berechnen:

dD

dn
= 4

∫ ∆t

0

Ḋ dt = 4

∫ ∆t

0

Y

S
ṗ dt. (4.4)

Ein Zyklus wurde hier in vier Abschnitte der Zeitspanne ∆t zerlegt. Im ersten
Abschnitt wird in das Material die Dehnung ∆ε eingebracht. Anschließend
wird im zweiten Abschnitt das Material entlastet, bis die Dehnung ε = 0
erreicht ist. Im dritten Abschnitt wird das Material dann auf die Dehnung
−∆ε zusammengestaucht und im vierten wieder auf die Dehnung ε = 0 ent-
lastet. Aus der Aufteilung eines Zyklus in vier Zeitabschnitte ∆t resultiert
der Faktor 4 in Gleichung (4.4).

Der Zeitverlauf der Energiefreisetzungsrate Y lässt sich nach Gleichung (2.52)
durch

Y (t) =
1

2
εel(t) σ̃(t) (4.5)

ausdrücken. Für einen dehnungsgesteuerten Zyklusversuch mit konstanter
Dehnungsrate ε̇ lassen sich die elastische Dehnung εel(t) und die effektive
Spannung σ̃(t) durch

εel(t) =
∆εel

∆t
t (4.6)

σ̃(t) =
∆σ̃

∆t
t (4.7)

approximieren. Die Rate der äquivalenten inelastischen Dehnung ṗ wird durch

ṗ ≈
∆p

∆t
(4.8)

genähert. Einsetzen der Gleichungen (4.6) und (4.7) in den Ausdruck (4.5)
liefert eine quadratische Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate Y (t) von
der Zeit t:

Y (t) =
1

2

∆εel∆σ̃

∆t2
t2. (4.9)

Verwendung der Gleichungen (4.9) und (4.8) im Ausdruck (4.4) und anschlie-
ßende Integration ergeben für die Schädigungszunahme pro Zyklus den Aus-
druck

dD

dn
=

2

3S
∆εel∆σ̃ ∆p. (4.10)

Durch experimentelle Bestimmung der Schädigungszunahme lässt sich aus
Gleichung (4.10) die Energiefestigkeit

S =
2

3

∆εel∆σ̃ ∆p
(

dD
dn

)

exp

(4.11)
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Abbildung 4.5: Experimentelle Bestimmung der Energiefestigkeit. Die Ener-
giefestigkeit S (blaue Linie) wird durch Mittelwertbildung aus den experi-
mentell ermittelten Werten (•) berechnet. Durch Mittelwertbildung kann der
Fehler der Energiefestigkeit S stark reduziert werden. Die Fehlergrenzen sind
als blau gepunktete Linien eingezeichnet.

bestimmen. Die Energiefestigkeit wird für jeden durchgeführten Versuch ein-
zeln ermittelt und daraus durch Mittelung die Energiefestigkeit S des Mate-
rials berechnet.

In Abbildung 4.5 sind die experimentell ermittelten Werte der Energiefes-
tigkeit S für jeden Zugstab als gefüllte Kreis • dargestellt. Aufgrund von
Schwankungen in den Materialeigenschaften zeigt das Schädigungsverhalten
der einzelnen Zugstäbe eine große Streuung (vgl. Abb. 4.4). Dies führt zu ei-
ner großen Streuung der gemessenen Energiefestigkeiten. Durch Mittelwert-
bildung lässt sich allerdings der Fehler bei Bestimmung der Energiefestigkeit
stark reduzieren. Die gemittelte Energiefestigkeit

S = (0, 72 ± 0, 09) MPa (4.12)

ist als blaue Schwerpunktsgerade in Abbildung 4.5 eingetragen. Die Fehler-
grenzen der Energiefestigkeit sind als blau gepunktete Linien zu sehen.
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Abbildung 4.6: Kritische Schädigung DC in Abhängigkeit der Dehnungsam-
plitude ∆ε

4.2.4 Bestimmung der kritischen Schädigung

Für die schädigungsmechanische Charakterisierung muss als weiterer Materi-
alparameter die kritische Schädigung bestimmt werden. Die kritische Schädi-
gung DC ergibt sich aus der Schädigung bei Versagen des Materials. Aus den
Schädigungsverläufen in Abbildung 4.4 lässt sich für den betrachteten Kunst-
stoff die kritische Schädigung DC in Abhängigkeit der Dehnungsamplitude
∆ε ermitteln. In Abbildung 4.6 ist die kritische Schädigung in Abhängigkeit
der Dehnungsamplitude dargestellt. Die experimentell bestimmten Werte für
die kritische Schädigung sind als gefüllte Kreise • zu sehen. Die kritische
Schädigung DC nimmt mit zunehmender Dehnungsamplitude ∆ε ab. Die
Abhängigkeit der kritischen Schädigung von der Dehnungsamplitude soll im
Folgenden untersucht werden.

Über die Energie, die bis zum Versagen im Material freigesetzt wird, lässt sich
ein Zusammenhang zwischen kritischer Schädigung DC und Dehnungsampli-
tude ∆ε herstellen. Die bis zum Versagen freigesetzte Energie Jkrit ergibt sich
nach Definition (2.48) durch Integration der Energiefreisetzungsrate Y über
die Schädigung D:

Jkrit =

∫ DC

0

Y dD = const. (4.13)
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Die kritische freigesetzte Energie Jkrit kann für ein Material als konstant
angenommen werden [28]. Unter dieser Annahme lässt sich die Abhängigkeit
der kritischen Schädigung DC von der Dehnungsamplitude ∆ε ableiten.

Dazu wird im Ausdruck (4.13) die Integration über die Schädigung D durch
eine Zeitintegration ersetzt:

Jkrit =

∫ tC

0

Y (t) Ḋ dt. (4.14)

Hier wird bis zur Zeit tC integriert, die das Versagen des Materials angibt. Die
Schädigungsrate im Integral (4.14) kann durch das Schädigungsgesetz (4.3)
ausgedrückt werden. Die kritische freigesetzte Energie hat dann die Form

Jkrit =
1

S

∫ tC

0

Y (t)2 ṗ dt. (4.15)

Die Zeitintegration bis zum Versagen lässt sich in eine Integration über ein-
zelne Zyklen zerlegen:

Jkrit =
4 nR

S

∫ ∆t

0

Y (t)2 ṗ dt. (4.16)

Ein Zyklus wurde hier in vier Abschnitte der Zeitspanne ∆t unterteilt, wie
bereits im vorangehenden Abschnitt ausgeführt wurde. Aus dieser Zerlegung
in vier Zeitabschnitte ∆t resultiert der Faktor 4 in Gleichung (4.16). Das Ver-
sagen des Material ist durch die kritische Zykluszahl nR festgelegt. Um über
die gesamte Schädigungsentwicklung bis zum Versagen zu integrieren, muss
deshalb in Gleichung (4.16) noch mit der kritischen Zykluszahl nR multipli-
ziert werden. Verwendung der Gleichungen (4.8) und (4.9) und anschließende
Zeitintegration liefern dann den Ausdruck

Jkrit =
1

5S

(

∆εel
)2

(∆σ̃)2 ∆p nR. (4.17)

Nach Gleichung (4.10), die die Zunahme der Schädigung pro Zyklus angibt,
kann die kritische Schädigung DC durch

DC =
2

3S
∆εel∆σ̃ ∆p nR (4.18)

ausgedrückt werden. Verwenden der kritischen Schädigung (4.18) in Glei-
chung (4.17) führt auf die Beziehung

Jkrit =
3

10
∆εel∆σ̃ DC . (4.19)
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Abbildung 4.7: Fehlergrenzen für die Approximation der kritischen Schädi-
gung. Die kritische Schädigung DC ist auf einer doppelt logarithmischen Skala
in Abhängigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε aufgetragen.

Für einen Zyklusversuch mit konstanter Dehnungsrate und vergleichbaren
effektiven Belastungszeiten ∆τ verhält sich zudem die elastische Dehnungs-
amplitude ∆εel und die effektive Spannungsamplitude ∆σ̃ annähernd pro-
portional zur Dehnungsamplitude ∆ε:

∆ε ∼ ∆σ̃ ∼ ∆εel. (4.20)

Die Proportionalität zwischen der Dehnungsamplitude ∆ε und der effektiven
Spannungsamplitude ∆σ̃ ergibt sich bei konstanter Dehnungsrate ε̇ aus dem
viskoelastischen Faltungsintegral (4.2), indem die konstante Dehnungsrate ε̇

vor das Integral gezogen wird. Die effektive Spannung σ̃ ist nach dem Deh-
nungsäquivalenz-Prinzip mit dem Spannungsverhalten des schädigungsfreien
Materials identisch. Die Proportionalität zwischen der effektiven Spannungs-
amplitude ∆σ̃ und der elastischen Dehnungsamplitude ∆εel folgt deshalb aus
den Gleichungen (3.22) und (3.27) für viskoelastisches Material zusammen
mit den Identifikationen (3.24) und (3.30) für die elastische Dehnung.

Verwendung der Proportionalität (4.20) im Ausdruck (4.19) führt dann zur
Aussage

Jkrit ∼ DC∆ε2. (4.21)
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Unter der bereits erwähnten Annahme, dass die kritische freigesetzte Energie
Jkrit für ein Material konstant ist, ergibt sich daraus eine indirekt quadrati-
sche Abhängigkeit der kritischen Schädigung DC von der Dehnungsamplitude
∆ε:

DC =
α

∆ε2
. (4.22)

α wurde hier als Proportionalitätskonstante eingeführt. In Verallgemeinerung
dieser Beziehung kann die kritische Schädigung DC durch die Funktion

DC =
α

∆εm
(4.23)

mit einem zusätzlichen Parameter m genähert werden. Um die in Gleichung
(4.22) behauptete Abhängigkeit der kritischen Schädigung zu überprüfen,
werden die experimentell ermittelten Werte für die kritische Schädigung mit
der Funktion (4.23) approximiert und die Funktionsparameter α und m be-
rechnet. Die approximierte Kurve ist in Abbildung 4.6 als durchgezogene
Linie zu sehen. Aus der Approximation folgen die Parameter

α = (5, 2 ± 0, 3) · 10−6 (4.24)

m = 2, 1 ± 0, 3.

Durch die Approximation ergibt sich ein Exponent m ≈ 2. Damit bestätigt
sich der abgeleitete funktionale Zusammenhang für die kritische Schädigung,
der in Gleichung (4.22) behauptet wurde.

Die Fehlergrenzen der Approximation sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Hier
ist die kritische Schädigung DC auf einer doppelt logarithmischen Skala in
Abhängigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε aufgetragen. Die experimentell be-
stimmten Werte für die kritische Schädigung liegen innerhalb der ermittelten
Fehlergrenzen. Die Approximation der kritischen Schädigung bestätigt da-
mit die in Gleichung (4.23) angenommene funktionale Form. Die kritische
Schädigung DC ist dann durch die Parameter (4.24) charakterisiert.

Mit Bestimmung der Energiefestigkeit S und der Charakterisierung der kri-
tischen Schädigung DC durch die Funktion (4.23) mit den Parametern (4.24)
ist der betrachtete Kunststoff bei der gewählten Temperatur T = 190 ◦C
schädigungsmechanisch vollständig charakterisiert.

Nach der experimentellen Charakterisierung kann das viskoelastische Schädi-
gungsmodell dazu verwendet werden, das Schädigungsverhalten des betrach-
teten Kunststoffs unter zyklischer mechanischer Belastung zu simulieren. Da-
zu muss das in Abschnitt 4.1 vorgeschlagene Schädigungsmodell in ein FE-
Programm implementiert werden. Im folgenden Abschnitt wird die numeri-
sche Implementierung des viskoelastischen Schädigungsmodells vorgestellt.
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4.3 Numerische Implementierung des

viskoelastischen Schädigungsmodells

Zur numerischen Implementierung des viskoelastischen Schädigungsmodells
muss die kontinuierliche Zeit in diskrete Zeitschritte unterteilt werden. Zur
Diskretisierung des Schädigungsmodells ist dann für jedes Zeitinkrement die
Spannungsänderung bei vorgegebener Dehnungsänderung zu berechnen. Dar-
aus lässt sich die Jacobi-Matrix für das viskoelastische Schädigungsmodell
ableiten. Anschließend kann das diskretisierte Schädigungsmodell in ein FE-
Programm implementiert werden.

4.3.1 Diskretisierung des Schädigungsmodells

Zur Diskretisierung des Schädigungsmodells wird die kontinuierliche Zeit in
diskrete Zeitschritte tk, k ∈

�
aufgeteilt. Die Spannungsänderung ∆σ ergibt

sich nach Gleichung (2.10) aus der Schädigungszunahme ∆D und der effekti-
ven Spannungsänderung ∆σ̃ im Zeitinkrement ∆t = tk+1− tk. Die Spannung
σ am Anfang und am Ende des Zeitinkrements ∆t ist durch

σ(tk) =
[

1 − D(tk)
]

σ̃(tk) (4.25)

σ(tk+1) =
[

1 − D(tk+1)
]

σ̃(tk+1)

gegeben. Daraus kann die Spannungsänderung

∆σ := σ(tk+1) − σ(tk) (4.26)

berechnet werden. Mit den Definitionen

∆σ̃ := σ̃(tk+1) − σ̃(tk) (4.27)

∆D := D(tk+1) − D(tk) (4.28)

ergibt sich aus den Gleichungen (4.25) und (4.26) die Spannungsänderung

∆σ =
[

1 − D(tk)
]

∆σ̃ − ∆D ∆σ̃ − ∆D σ̃(tk) (4.29)

in Abhängigkeit der Schädigungszunahme ∆D und der effektiven Spannungs-
änderung ∆σ̃.

Durch partielle Ableitung der Spannungsänderung ∆σ nach der Dehnungs-
änderung ∆ε kann die Jacobi-Matrix

JD :=

(

∂∆σ

∂∆ε

)

(4.30)
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des viskoelastischen Schädigungsmodells als Tensor vierter Stufe definiert
werden. Die effektive Spannungsänderung ∆σ̃(∆ε) und die Schädigungszu-
nahme ∆D(∆ε) im Ausdruck (4.29) hängen von der Dehnungsänderung ∆ε

ab. Partielle Ableitung der Spannungsänderung (4.29) nach dem Dehnungs-
inkrement ∆ε liefert dann den Ausdruck

JD =
[

1 − D(tk+1)
] ∂∆σ̃

∂∆ε

− σ̃(tk+1)
∂∆D

∂∆ε

. (4.31)

Die effektive Spannung σ̃(tk+1) und die partielle Ableitung der Schädigungs-
zunahme sind über ein Tensorprodukt verbunden und bilden so einen Tensor
vierter Stufe.

Die effektive Spannung σ̃ beschreibt nach dem Dehnungsäquivalenz-Prinzip
(2.13) das Verhalten des schädigungsfreien Materials. Für die effektive Span-
nung σ̃ des viskoelastischen Schädigungsmodells gilt das Faltungsintegral
(4.2). Ein Vergleich mit dem viskoelastischen Faltungsintegral (3.1) zeigt,
dass sich die effektive Spannung σ̃ wie die Spannung des schädigungsfrei-
en viskoelastischen Materialmodells verhält. Damit ist im Ausdruck (4.31)
die partielle Ableitung der effektiven Spannungsänderung ∆σ̃ nach der Deh-
nungsänderung ∆ε mit der viskoelastischen Jacobi-Matrix JV identisch, die
bereits in Gleichung (3.36) berechnet wurde:

∂∆σ̃

∂∆ε

≡ JV . (4.32)

Die partielle Ableitung der Schädigungszunahme ∆D nach der Dehnungsän-
derung ∆ε in Gleichung (4.31) wird in dieser Arbeit als Schädigungsmatrix

MD :=
∂∆D

∂∆ε

(4.33)

eingeführt. Die Schädigungsmatrix MD stellt einen Tensor zweiter Stufe dar.
Mit den Gleichungen (4.32) und (4.33) folgt für die Jacobi-Matrix JD der
Ausdruck

JD =
[

1 − D(tk+1)
]

JV − σ̃(tk+1)MD. (4.34)

In diesem Ausdruck sind wieder die effektive Spannung σ̃(tk+1) und die
Schädigungsmatrix MD über ein Tensorprodukt verbunden und bilden so
einen Tensor vierter Stufe. Die viskoelastische Jacobi-Matrix JV im Aus-
druck (4.34) ist durch Gleichung (3.36) gegeben. Die Schädigungsmatrix MD

wird im Folgenden berechnet.
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Berechnung der Schädigungsmatrix MD

Die Schädigungsmatrix MD kann aus der Schädigungszunahme ∆D im be-
trachteten Zeitinkrement abgeleitet werden. Die Schädigungszunahme ∆D
während des Zeitinkrements ∆t ist nach dem Schädigungsgesetz (4.3) durch

∆D =
Y (tk)

S
∆p (4.35)

gegeben. Daraus folgt für die Schädigungsmatrix MD der Ausdruck

MD =
Y (tk)

S

∂∆p

∂∆ε

. (4.36)

Nach Gleichung (2.59) gilt für die Änderung der äquivalenten inelastischen
Dehnung ∆p der Ausdruck

∆p =

(

2

3
∆ein ··∆ein

)1/2

. (4.37)

Die partielle Ableitung der Änderung der äquivalenten inelastischen Dehnung
∆p nach der Dehnungsänderung ∆ε wird in Anhang D berechnet. Es ergibt
sich der Ausdruck

∂∆p

∂∆ε

=
2

3∆p

{

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

∆ein. (4.38)

Dabei ist die Änderung der inelastischen Dehnung ∆ein nach Gleichung
(3.31) durch

∆ein =
m
∑

i=1

αi ∆ei (4.39)

gegeben. Die Änderung ∆ein kann damit auf die Änderung der Prony-Deh-
nungen ∆ei zurückgeführt werden, die durch Gleichung (3.32) beschrieben
wird. Mit den Gleichungen (4.36) und (4.38) folgt für die Schädigungsmatrix
MD der Ausdruck

MD =
2

3

Y (tk)

S∆p

{

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

∆ein. (4.40)

Mit der Schädigungsmatrix (4.40) ist nach Gleichung (4.34) die Jacobi-Matrix
JD des viskoelastischen Schädigungsmodells vollständig bekannt und kann
zur numerischen Implementierung des Schädigungsmodells verwendet wer-
den.
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4.3.2 Programmierung des Schädigungsmodells

Das viskoelastische Schädigungsmodell wird als benutzerdefiniertes Materi-
almodell in das FE-Programm ABAQUS implementiert. Dazu wird das in
der Subroutine UMAT programmierte viskoelastische Materialmodell, das in
Abschnitt 3.4.2 vorgestellt wurde, mit dem Schädigungsmaß D modifiziert.

Zunächst wird in der Fortran-Routine UMAT die effektive Spannungsände-
rung ∆σ̃ berechnet. Da sich die effektive Spannung σ̃ entsprechend dem
schädigungsfreien viskoelastischen Materialmodell verhält, können zur Be-
rechnung der effektiven Spannungsänderung ∆σ̃ die diskreten viskoelasti-
schen Materialgleichungen aus Abschnitt 3.4.1 verwendet werden. Aus der
effektiven Spannungsänderung ∆σ̃ wird dann nach Gleichung (4.27) die ef-
fektive Spannung σ̃(tk+1) am Ende des Zeitinkrements ermittelt. Die Schädi-
gungszunahme ∆D ist durch das diskrete Schädigungsgesetz (4.35) gegeben.
Nach Gleichung (4.28) ergibt sich daraus die Schädigung D(tk+1) zum Zeit-
punkt tk+1. Mit Gleichung (4.25) ist dann die Spannung σ(tk+1) am Ende
des Zeitinkrements bekannt.

Mit diesem modifizierten Materialmodell kann nun das Schädigungsverhal-
ten des betrachteten Kunststoffs simuliert werden. Zunächst sollen die Ei-
genschaften des viskoelastischen Schädigungsmodells qualitativ untersucht
werden.

4.3.3 Eigenschaften des Schädigungsmodells

Anhand des viskoelastischen Schädigungsmodells lässt sich der Einfluss der
Schädigung auf das Materialverhalten qualitativ untersuchen. Durch Simu-
lation des Modells lassen sich wesentliche Eigenschaften des viskoelastischen
Schädigungsmodells ableiten und bereits abgeleitete Beziehungen verifizieren.

Die hohe Energiefestigkeit S des betrachteten Kunststoffs führt im Verlauf
eines Zyklusversuchs bei üblichen Belastungen zu einer relativ langsamen Zu-
nahme der Schädigung. Ein signifikanter Einfluss der Schädigung ist deshalb
erst nach vielen Zyklen festzustellen. Um den Einfluss der Schädigung inner-
halb weniger Zyklen zu verdeutlichen, wird zur Untersuchung des viskoelas-
tischen Schädigungsmodells eine geringere Energiefestigkeit verwendet. Die
nachfolgenden Betrachtungen geben damit nicht das Schädigungsverhalten
des charakterisierten Kunststoffs wieder, sondern dienen dazu, wesentliche
Eigenschaften des viskoelastischen Schädigungsmodells darzustellen.
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Abbildung 4.8: Dehnungsverlauf für dehnungsgesteuerten Zyklusversuch. Die
Dehnungsamplitude beträgt ∆ε = 0, 8 % und die Zeitspanne ∆t = 600 s.

Zur qualitativen Untersuchung des viskoelastischen Schädigungsmodells wird
ein dehnungsgesteuerter Zyklusversuch simuliert und die Änderung des Ma-
terialverhaltens mit fortschreitender Schädigung beobachtet. Zur Verdeutli-
chung der Simulationsergebnisse wird eine theoretische Energiefestigkeit von
Stheo = 0, 01 MPa angenommen. Die Dehnungsamplitude des Zyklusversuchs
beträgt ∆ε = 0, 8 %. Der Zyklusversuch wird für die Temperatur T = 225 ◦C
und die Zeitspanne ∆t = 600 s simuliert. Der Dehnungsverlauf für diesen
Zyklusversuch ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Anhand dieser vorgegebenen
Belastung wird mit der angenommenen Energiefestigkeit die Schädigung und
die daraus resultierende Spannung im Material berechnet.

Schädigungsakkumulation

Die simulierte Schädigung in Abhängigkeit der Zykluszahl n ist in Abbildung
4.9 zu sehen. Die Schädigung D nimmt dabei linear mit der Anzahl der Zyklen
n zu. Analytisch kommt diese lineare Zunahme der Schädigung in der bereits
vorgestellten Formel (4.10) zum Ausdruck, die für einen dehnungsgesteuerten
Zyklusversuch die Zunahme der Schädigung in Abhängigkeit der Versuchs-
parameter beschreibt. Durch lineare Approximation der Schädigungskurve in



KAPITEL 4. VISKOELASTISCHES SCHÄDIGUNGSMODELL 70

Abbildung 4.9: Schädigung D für dehnungsgesteuerten Zyklusversuch in Ab-
hängigkeit der Zykluszahl n

Abbildung 4.9 lässt sich diese Formel verifizieren. Die lineare Approximation
der simulierten Schädigungskurve D(n) liefert die Steigung

(

dD

dn

)

sim

= 2, 921 · 10−2. (4.41)

Für die durchgeführte Simulation lassen sich durch Mittelwertbildung die
Versuchsparameter für die elastische Dehnungsamplitude ∆εel, die effektive
Spannungsamplitude ∆σ̃ und die Amplitude der äquivalenten inelastischen
Dehnung ∆p berechnen. Für diese Versuchsparameter ergeben sich folgende
Werte:

∆εel = 3, 925 · 10−3 (4.42)

∆σ̃ = 30, 06 MPa

∆p = 4, 049 · 10−3.

Mit diesen Werten kann über die Näherungsformel (4.10) die theoretische
Steigung der Schädigungskurve

(

dD

dn

)

theo

= 3, 185 · 10−2 (4.43)
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Abbildung 4.10: Schädigungsentwicklung innerhalb der ersten beiden Zyklen

berechnet werden. Die Steigung der simulierten Schädigungskurve und die
aus der Näherungsformel (4.10) abgeleitete Steigung stimmen mit

(

dD

dn

)

theo

≈

(

dD

dn

)

sim

(4.44)

in guter Näherung überein. Die Formel (4.10) kann damit als Näherung zur
Berechnung der Schädigungszunahme pro Zyklus verwendet werden. Durch
Simulation des viskoelastischen Schädigungsmodells konnte gezeigt werden,
dass die Schädigung linear mit der Anzahl der Zyklen akkumuliert. Die theo-
retische Steigung, die in Formel (4.10) berechnet wurde, stimmt mit der si-
mulierten Steigung der Schädigungskurve in guter Näherung überein.

Obwohl sich die Schädigungszunahme über mehrere Zyklen linear verhält,
zeigt die Schädigungskurve innerhalb eines Zyklus nichtlineares Verhalten. In
Abbildung 4.9 lässt sich dieses nichtlineare Verhalten der Schädigungskurve
als Wellenlinie erkennen. Wie ist dieses nichtlineare Verhalten der Schädigung
innerhalb eines Zyklus zu erklären?

Um das nichtlineare Verhalten der Schädigung innerhalb eines Zyklus zu
untersuchen, ist in Abbildung 4.10 der Schädigungsverlauf für die ersten bei-
den Zyklen abgebildet. Hier ist deutlich das nichtlineare Verhalten der Schä-
digung innerhalb eines Zyklus zu erkennen. In einem Zyklus wechseln sich
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Zug- und Druck-Phasen mit Entlastungsphasen ab. An den Umkehrpunkten
erreicht die Dehnung ihren maximalen und minimalen Wert ±∆ε. Gleichzei-
tig besitzen die elastische Dehnung εel und die effektive Spannung σ̃ an den
Umkehrpunkten Maximal- und Minimalwerte. Nach Gleichung (2.52) nimmt
dann die Energiefreisetzungsrate Y bei den Umkehrpunkten ihren maximalen
Ymax Wert an.

Die Schädigungszunahme ist entsprechend Gleichung (2.62) proportional zur
Energiefreisetzungsrate Y und zur Rate der äquivalenten inelastischen Deh-
nung ṗ. Bei einem dehnungsgesteuerten Zyklusversuch ist die Rate der äqui-
valenten inelastischen Dehnung annähernd konstant. Damit verhält sich die
Schädigungsrate proportional zur Energiefreisetzungsrate Y :

Ḋ ∼ Y. (4.45)

Da die Energiefreisetzungsrate in den Umkehrpunkten maximal ist, ist dem-
nach die Steigung der Schädigungskurve ebenfalls maximal. Im simulierten
Zyklusversuch beträgt die Dauer einer Be- oder Entlastungsphase ∆t = 600 s.
Die Umkehrpunkte sind also bei t = 600 s und t = 1800 s zu beobachten. In
Abbildung 4.10 zeigt die Schädigungskurve zu diesen Zeitpunkten maximale
Steigung.

Zu den Zeitpunkten der Nulldurchgänge der Dehnung ist die Energiefreiset-
zungsrate entsprechend Gleichung (2.52) annähernd gleich Null. Wegen der
Proportionalität (4.45) verschwindet damit ebenso die Steigung der Schädi-
gungskurve. Zu den Zeitpunkten t = 0 s, 1200 s und 2400 s hat die Dehnung
ihre Nulldurchgänge. In Abbildung 4.10 zeigt die Schädigungskurve zu diesen
Zeiten eine verschwindende Steigung. Aus diesen Betrachtungen ergibt sich
das nichtlineare Verhalten der Schädigung innerhalb der einzelnen Zyklen.
Nach einer Zeitintegration über einen Zyklus kann dieses nichtlineare Ver-
halten durch eine lineare Schädigungszunahme pro Zyklus genähert werden.

Spannungsverlauf

Die für den beschriebenen Zyklusversuch simulierte makroskopische Span-
nung σ ist in Abbildung 4.11 in Abhängigkeit der Zykluszahl n dargestellt.
Es ist deutlich zu erkennen, dass die Spannungsamplitude mit zunehmender
Zykluszahl abnimmt. Die Abnahme der Spannung entspricht nach Gleichung
(2.10) der fortschreitenden Schädigung des Materials mit wachsender Zyklus-
zahl. Mit zunehmender Schädigung des Materials verringert sich die lasttra-
gende Fläche. Dies führt zu einer Abnahme der makroskopischen Spannung.
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Abbildung 4.11: Spannungsverlauf für dehnungsgesteuerten Zyklusversuch.
Mit zunehmender Schädigung D verringert sich die makroskopische Span-
nungsamplitude ∆σ.

Hysterese

Die Abnahme der Spannungsamplitude lässt sich auch in der simulierten
Spannungs-Dehnungskurve erkennen, die in Abbildung 4.12 gezeigt wird.
Während im dehnungsgesteuerten Zyklusversuch die Dehnungsamplitude kon-
stant bleibt, ist die durch Schädigung abnehmende Spannungsamplitude durch
zwei Pfeile gekennzeichnet. Mit fortschreitender Schädigung verkleinert sich
die Hysteresefläche eines Zyklus. Diese Verkleinerung der Hysteresefläche
wurde in Gleichung (2.45) zur experimentellen Bestimmung der Schädigung
verwendet. Mit zunehmender Schädigung verringert sich die Spannungsam-
plitude des Zyklus und damit die Arbeit, die für das Durchlaufen eines Zyklus
aufgebracht werden muss.

Die Simulation des Schädigungsmodells für einen dehnungsgesteuerten Zy-
klusversuch zeigt eine lineare Zunahme der Schädigung mit der Zykluszahl.
Durch Zeitintegration über einen Zyklus kann die lineare Zunahme der Schä-
digung in Abhängigkeit der Zykluszahl analytisch begründet werden. Für
die Steigung der Schädigungskurve wurde eine analytische Näherungsformel
hergeleitet. Die simulierte Steigung und die sich aus der Näherungsformel
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Abbildung 4.12: Hysterese für dehnungsgesteuerten Zyklusversuch. Während
im dehnungsgesteuerten Zyklusversuch die Dehnungsamplitude ∆ε konstant
bleibt, verringert sich mit zunehmender Schädigung D die makroskopische
Spannungsamplitude ∆σ.

ergebende Steigung stehen in guter Übereinstimmung. Das nichtlineare Ver-
halten der Schädigung innerhalb eines Zyklus konnte anhand des verwendeten
Schädigungsgesetzes erklärt werden. Mit zunehmender Schädigung nimmt die
makroskopische Spannungsamplitude ab und die Hysteresefläche eines Zyklus
verkleinert sich. Dies entspricht den physikalischen Vorstellungen des vorge-
schlagenen Schädigungsmodells.

Mit der durchgeführten Diskretisierung des viskoelastischen Schädigungsmo-
dells und der Berechnung der Jacobi-Matrix ist es gelungen, das Schädigungs-
modell numerisch stabil in ein FE-Programm zu implementieren. Zur numeri-
schen Implementierung wurde das viskoelastische Schädigungsmodell als be-
nutzerdefiniertes Materialverhalten programmiert. Das viskoelastische Schä-
digungsmodell kann nun zur Simulation des Schädigungsfeldes unter thermo-
mechanischer Belastung verwendet werden. Im folgenden Kapitel wird die
Schädigungslokalisation an einem Demonstrator untersucht.



Kapitel 5

Schädigungslokalisation

Thermo-mechanische Belastungen verursachen in der Regel eine fortschrei-
tende Schädigung des Materials. Zur Beurteilung der Zuverlässigkeit eines
Bauteils ist es notwendig, die räumliche Verteilung der Schädigung in die-
sem Bauteil zu ermitteln. Aus dem Schädigungsfeld lässt sich erkennen, an
welchen Stellen das Bauteil kritischen Belastungen ausgesetzt ist. Ein Über-
schreiten der kritischen Schädigung kann in diesen Bereichen zu einem Ver-
sagen des Materials führen. Aus der Schädigungslokalisation im Bauteil kann
daher die Zuverlässigkeit des Bauteils unter vorgegebener Belastung abgelei-
tet werden. Aus der räumlichen Verteilung der Schädigung lassen sich zudem
Rückschlüsse auf konstruktive Verbesserungen des Bauteils ziehen. Die Simu-
lation des Schädigungsfeldes kann so zur Erhöhung der Zuverlässigkeit bei-
tragen. Durch Anwendung des viskoelastischen Schädigungsmodells auf eine
geeignete Demonstrator-Geometrie wird in diesem Kapitel das Schädigungs-
feld unter zyklischer Belastung simuliert und anschließend mit Grauwert-
Korrelation experimentell untersucht.

5.1 Demonstrator-Geometrie

Zur Simulation des Schädigungsfeldes werden die Zugstäbe, die zur experi-
mentellen Charakterisierung des Schädigungsmodells verwendet wurden, ge-
eignet modifiziert. Diese Zugstäbe sind in Teilbild (a) der Abbildung 5.1 sche-
matisch dargestellt. Die Zugstäbe besitzen die Gesamtlänge l1 mit der Breite
b1 im Einspannbereich. Im schmalen Bereich weist der Zugstab die Länge l2
und die Breite b2 auf. Durch diese Größen ist die Geometrie des Zugstabs

75
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b )  D e m o n s t r a t o r - G e o m e t r i e
Abbildung 5.1: Zugstab-Geometrien. Teilbild (a) zeigt den Zugstab zur ex-
perimentellen Charakterisierung des Schädigungsmodells. In Teilbild (b) ist
die Demonstrator-Geometrie zur Simulation des Schädigungsfeldes abgebil-
det. Das eingebrachte Loch verursacht eine Spannungsüberhöhung und damit
eine Schädigungslokalisation. Die Bereiche mit erwarteter maximaler Schädi-
gung sind durch zwei schwarze Punkte gekennzeichnet.

festgelegt. Zur schädigungsmechanischen Charakterisierung wurden Zugstä-
be mit folgenden geometrischen Größen verwendet:

l1 = 35 mm (5.1)

l2 = 12 mm

b1 = 6 mm

b2 = 2 mm

d = 2 mm.

Die normgerechte Form des Zugstabs stellt dabei im schmalen Bereich eine
annähernd homogene Spannungsverteilung sicher [100]. Bei Zyklusversuchen
ist deshalb eine homogene Verteilung der Schädigung im schmalen Bereich zu
erwarten. Wie in Abschnitt 2.7 erwähnt wurde, ist eine homogene Schädigung
des Zugstabs eine grundlegende Voraussetzung zur schädigungsmechanischen
Charakterisierung des betrachteten Materials.

Zur Simulation des Schädigungsfeldes ist es allerdings vorteilhaft, eine Geo-
metrie zu wählen, bei der Schädigung an vorgegebenen Stellen lokalisiert
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Abbildung 5.2: Unendlich ausgedehnte Zugscheibe mit elliptischem Loch
(nach [101]). Die im Unendlichen angebrachte Spannung σ verursacht am
elliptischen Loch eine Spannungsüberhöhung σmax. Die Stellen mit maxima-
ler Spannung sind mit schwarzen Punkten gekennzeichnet.

auftritt. Dies ermöglicht, Bereiche mit verschiedenen Schädigungswerten zu
unterscheiden und die Simulationsergebnisse auf physikalische Plausibilität
zu prüfen. Um diese Schädigungslokalisation zu erreichen, wird in den Zug-
stab aus Teilbild (a) der Abbildung 5.1 ein Loch eingebracht. Der Zugstab mit
Loch ist in Teilbild (b) dargestellt. Das Loch mit dem Radius r führt zu einer
Spannungsüberhöhung am Lochrand und damit zu einer starken Lokalisation
der Schädigung in diesem Bereich. Die Bereiche mit hoher Schädigungsloka-
lisation sind in Teilbild (b) durch schwarze Punkte gekennzeichnet. In diesen
Bereichen sollte vom viskoelastischen Schädigungsmodell eine ausgeprägte
Schädigungslokalisation vorhergesagt werden.

Um die Simulationsergebnisse experimentell zu verifizieren, wird anschlie-
ßend mit dem Demonstrator ein kraftgesteuerter Zyklusversuch durchgeführt.
Während der einzelnen Zyklen werden mit einem Rasterelektronenmikroskop
Aufnahmen angefertigt. Aus diesen Bildern lassen sich durch Grauwert-Kor-
relation [93–97] Dehnungsfelder errechnen, die Rückschlüsse auf die räumliche
Verteilung der Schädigung erlauben. Wegen der hohen Vergrößerung kann im
Rasterelektronenmikroskop nur ein räumlich begrenzter Bereich des Zugstabs
beobachtet werden. Zur experimentellen Überprüfung ist deshalb eine ausge-
prägte Schädigungslokalisation an vorgegebenen Stellen von Vorteil.

Um eine ausreichende Schädigungslokalisation zu erreichen, muss das ein-
gebrachte Loch hinreichend klein sein. Es stellt sich deshalb die Frage, ab
welchem Radius r das eingebrachte Loch als hinreichend klein anzusehen ist.
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Abbildung 5.3: Definition des Pfads entlang des Lochrands der Demonstrator-
Geometrie

Zur Beantwortung dieser Frage wird das Problem der Zugscheibe mit ellip-
tischem Loch herangezogen, das aus der linear-elastischen Bruchmechanik
bekannt ist [79, 101]. Dieses Problem ist in Abbildung 5.2 skizziert. In einer
unendlich ausgedehnten Zugscheibe aus linear-elastischem Material befindet
sich ein elliptisches Loch mit den Halbachsen a und b. Im Unendlichen ist
an der Scheibe die Spannung σ angebracht. Das elliptische Loch verursacht
am Rand der Halbachse a eine Spannungsüberhöhung. Die beiden Punkte
mit der maximalen Spannung σmax sind in Abbildung 5.2 als schwarze Punk-
te eingetragen. Inglis fand 1913 für eine unendlich ausgedehnte Scheibe mit
elliptischem Loch die Beziehung

σmax = σ

(

1 +
2a

b

)

(5.2)

zwischen der maximalen Spannung σmax und der Spannung σ im Unendlichen
[102]. Für ein kreisförmiges Loch mit a = b ist damit die maximale Spannung
σmax dreimal so hoch wie Spannung σ am Rand der Scheibe:

σmax = 3 σ. (5.3)

Dieses Ergebnis gilt für eine unendlich ausgedehnte Scheibe mit kreisförmi-
gem Loch. Dabei wird angenommen, dass das Spannungsfeld am Loch nicht
vom Rand der Scheibe beeinflusst wird. Umgekehrt kann die Beziehung (5.3)
dann auch auf sehr kleine Löcher in einer endlich ausgedehnten Scheibe an-
gewendet werden. Mit Definition des Spannungskonzentrationsfaktors

κ :=
σmax

σ
(5.4)
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Abbildung 5.4: Spannung in y-Richtung entlang eines Pfads um den Lochrand
für verschiedene Radien r. Die Spannungskurven besitzen jeweils bei x = r
ein Maximum. Der verwendete Pfad wurde in Abbildung 5.3 definiert und
ist durch seine x-Koordinate parametrisiert.

liefert Gleichung (5.3) damit ein Maß für die Kleinheit des eingebrachten
Loches. Der Radius r ist dann als hinreichend klein zu betrachten, wenn der
Spannungskonzentrationsfaktor κ(r) sich der Zahl 3 annähert:

lim
r→0

κ(r) = 3. (5.5)

Um für die Demonstrator-Geometrie aus Abbildung 5.1 zu beurteilen, ab
welchem Radius das eingebrachte Loch hinreichend klein ist, wurde die Span-
nungsverteilung in der Umgebung des Lochrands für unterschiedliche Lochra-
dien simuliert. Zur Verdeutlichung der Spannungslokalisation wurde die Span-
nung entlang eines Pfads um den Lochrand berechnet. Dieser Pfad ist in Ab-
bildung 5.3 als rote Kurve eingezeichnet und wird durch seine x-Koordinate
parametrisiert. Zur Berechnung des Spannungsfeldes wurde auf den Demons-
trator in einer Belastungszeit ∆t = 35 s eine Dehnung von ∆ε = 0, 4 % in y-
Richtung aufgebracht.

Die daraus resultierende Spannung in y-Richtung wird in Abbildung 5.4 für
verschiedene Lochradien gezeigt. Die erwartete Spannungsüberhöhung lässt
sich für alle simulierten Radien erkennen. Die Spannungskurven besitzen bei
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Abbildung 5.5: Spannungskonzentrationsfaktor κ(r) in Abhängigkeit des
Lochradius r bei einer Probenbreite von b2 = 2 mm

der x-Koordinate x = r jeweils ein Maximum. Das Spannungsmaximum σmax

nimmt mit wachsendem Radius r zu, was durch die zunehmende Reduktion
der lasttragenden Fläche zu erklären ist. Mit abnehmendem Radius zeigen
die Flanken des Maximums eine wachsende Steilheit. Wie erwartet, nimmt
die Spannungslokalisation mit abnehmendem Radius zu.

Als Maß für die Spannungslokalisation ist in Abbildung 5.5 der Spannungs-
konzentrationsfaktor κ(r) in Abhängigkeit des Radius r aufgetragen. Mit
abnehmendem Radius r nähert sich der Spannungskonzentrationsfaktor κ(r)
entsprechend Gleichung (5.5) asymptotisch dem Zahlenwert 3. Die Überein-
stimmung des Spannungskonzentrationsfaktors mit dem theoretischen Grenz-
wert für ein kleines Loch ist ein Maß für die Spannungslokalisation. Ab einem
Radius von r = 0, 25 mm ist bei einer Probenbreite b2 = 2 mm annähernd
der theoretische Grenzwert erreicht. Für Radien r ≤ 0, 25 mm ist deshalb ei-
ne ausreichende Lokalisation der Spannung und damit des Schädigungsfeldes
gegeben. Hinsichtlich der Spannungs- und Schädigungslokalisation kann folg-
lich ein Loch mit dem Radius r = 0, 25 mm als ausreichend klein betrachtet
werden. Mit der Festlegung des Lochradius

r = 0, 25 mm (5.6)
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Abbildung 5.6: Schädigungsfeld für zyklische Belastung des Demonstrators.
Die Schädigung ist nach n = 20 Zyklen dargestellt.

ist damit die Demonstrator-Geometrie zusammen mit Gleichung (5.1) ent-
sprechend Abbildung 5.1 festgelegt. Für die vorgestellte Demonstrator-Geo-
metrie soll nun das Schädigungsfeld unter zyklischen Belastungen simuliert
werden.

5.2 Simulation des Schädigungsfeldes

Zur Simulation des Schädigungsfeldes wird das viskoelastische Schädigungs-
modell auf die vorgestellte Demonstrator-Geometrie angewendet. In einem
Zyklusversuch wird dazu auf den Zugstab abwechselnd eine Dehnung von
∆ε = ± 0, 283 % aufgebracht. Die Be- und Entlastungsphasen dauern jeweils
∆t = 5, 5 s. Der Zyklusversuch wird bei Raumtemperatur T = 25 ◦C durchge-
führt. Das schädigungsmechanische Verhalten des Kunststoffs ist durch seine
experimentell bestimmte Energiefestigkeit (4.12) charakterisiert. Die Simula-
tion wird für n = 20 Zyklen durchgeführt. Aus Symmetriegründen reicht es
aus, ein Achtel des Demonstrators zu simulieren.

Das simulierte Schädigungsfeld für das Ein-Achtel-Modell des Demonstrators
wird in Abbildung 5.6 gezeigt. Die Umgebung des Loches ist dabei vergrö-
ßert dargestellt. Um die Innenseite des Loches sichtbar zu machen, ist der
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Zugstab leicht gedreht. Am unteren Lochrand zeigt sich im rot gefärbten Be-
reich eine deutliche Lokalisierung der Schädigung. In diesem Bereich erreicht
die Schädigung nach 20 Zyklen ihren maximalen Wert Dmax = 1, 77 · 10−4.
Mit zunehmender Entfernung vom Lochrand nimmt die Schädigung stark
ab. Außerhalb des Loches ist die Schädigung annähernd konstant. Der De-
monstrator bleibt hier mit der minimalen Schädigung Dmin = 2, 09 · 10−8

nahezu ungeschädigt. Damit liegt die minimale Schädigung Dmin in Entfer-
nung vom Loch um 4 Größenordnungen unter der maximalen Schädigung
Dmax am Lochrand. Die Simulation zeigt folglich eine ausgeprägte Schädi-
gungslokalisation am unteren Lochrand, wie sie im vorangehenden Abschnitt
vorhergesagt wurde.

Aufgrund der Spannungsüberhöhung der gewählten Demonstrator-Geome-
trie ist das simulierte Schädigungsfeld physikalisch plausibel. Das vorgestell-
te viskoelastische Schädigungsmodell ist damit in der Lage, die Schädigung
des Demonstrators räumlich korrekt abzubilden. Es stellt sich nun die Frage,
ob die simulierte Schädigungslokalisation am Lochrand experimentell nach-
gewiesen werden kann.

5.3 Experimentelle Bestimmung der

Schädigung

Die festgestellte Schädigungslokalisation soll am vorgestellten Demonstrator
überprüft werden. Dazu wird der Demonstrator in einem kraftgesteuerten
Zyklusversuch belastet. Während des Versuchs werden in einem Rasterelek-
tronenmikroskop Bilder von der unmittelbaren Umgebung des Loches auf-
genommen. Aus diesen Bildern lässt sich unter Verwendung von Grauwert-
Korrelation das Dehnungsfeld in der Nähe des Loches berechnen. Bei einem
kraftgesteuerten Versuch kann eine zunehmende Dehnung als Entfestigung
des Materials interpretiert werden. Aus den gemessenen Dehnungsfeldern
lässt sich so auf die fortschreitende Schädigung des Materials schließen. Durch
Vergleich der gemessenen Dehnungsfelder mit dem simulierten Schädigungs-
feld kann das verwendete Schädigungsmodell überprüft werden.

Simulation des Dehnungsfeldes

Zur Simulation des Dehnungsfeldes wird das viskoelastische Schädigungsmo-
dell auf den vorgestellten Demonstrator angewendet. Aus Symmetriegründen
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Abbildung 5.7: Simulierte Dehnungen ε11 in x-Richtung
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Abbildung 5.8: Simulierte Dehnungen ε22 in y-Richtung
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kann die Simulation wieder auf ein Achtel des Demonstrators reduziert wer-
den. Die zyklische Belastung des Demonstrators wird durch die Dehnungs-
amplitude ∆ε = 0, 283 % wiedergegeben. Bei Raumtemperatur T = 25 ◦C
beträgt die Zeit für Be- und Entlastung ∆t = 5, 5 s.

Diese Vorgaben erzeugen an den Einspannflächen des Demonstrators eine
Spannungsamplitude von ∆σ = 21, 25 MPa. Bei einer Querschnittsfläche von
S = 4 mm2 entspricht dies der Kraftamplitude

∆F = ∆σ · S = 85 N, (5.7)

die im Zyklusversuch aufgebracht wurde. In der Simulation lassen sich die
Dehnungen in der Umgebung des Loches berechnen. Die Dehnungsfelder sind
jeweils nach 20 Zyklen angegeben.

Das simulierte Dehnungsfeld ε11 in x-Richtung ist in Abbildung 5.7 zu sehen.
Aufgrund der Kontraktion in Querrichtung sind die Dehnungen ε11 negativ.
Am oberen und unteren Lochrand weisen die Dehnungen jeweils ein Minimum
von εmin

11 = −3, 2 · 10−3 auf. Die Dehnungen in Entfernung vom Loch liegen
etwa bei ε11 ≈ −1 · 10−3. Damit zeigen die Dehnungen in x-Richtung am
unteren und oberen Lochrand eine Lokalisation.

Abbildung 5.8 stellt das simulierte Dehnungsfeld ε22 in y-Richtung dar. Eine
Dehnungslokalisation ist hier nur am unteren Lochrand zu erkennen. Am
unteren Lochrand betragen die maximalen Dehnungen εmax

22 = 8, 8 · 10−3,
während am oberen Lochrand die Dehnungen in y-Richtung mit εmin

22 = 4, 4 ·
10−5 fast verschwinden. Die Dehnungen in Abstand vom Loch liegen bei etwa
ε22 ≈ 3 · 10−3. Die Dehnungen ε22 in Zugrichtung sind damit größer als die
aufgrund der Querkontraktion hervorgerufenen Dehnungen ε11 in x-Richtung.
Am unteren Lochrand weist das Dehnungsfeld in y-Richtung eine deutliche
Dehnungslokalisation auf. Die simulierten Dehnungsfelder können nun mit
experimentell bestimmten Dehnungsfeldern verglichen werden.

Bestimmung der Schädigung mit Grauwert-Korrelation

Zur experimentellen Überprüfung der Schädigungslokalisation wird mit dem
vorgestellten Demonstrator ein kraftgesteuerter Zyklus-Versuch durchgeführt.
Im Zyklusversuch wird der Demonstrator bei Raumtemperatur T = 25 ◦C
mit der Kraftamplitude ∆F = 85 N belastet. Während des Versuchs werden
mit einem Rasterelektronenmikroskop in der unmittelbaren Umgebung des
Loches Bilder aufgenommen. Das im Kraft-Nullpunkt aufgenommene Bild
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dient dabei als Referenzbild. Das Bild des Demonstrators im darauf folgen-
den Kraft-Maximum gibt den belasteten Zustand des Zugstabs wieder. Durch
Grauwert-Korrelation des Referenzbildes mit dem Bild des maximal belas-
teten Demonstrators lassen sich die Dehnungsänderungen in diesem Belas-
tungsschritt berechnen. Bei einem kraftgesteuerten Zyklusversuch kann eine
zunehmende Dehnung als Entfestigung des Materials interpretiert werden.
Auf diese Weise kann die fortschreitende Schädigung des Materials experi-
mentell nachgewiesen werden. Durch Vergleich der gemessenen Dehnungsfel-
der mit dem simulierten Schädigungsfeld lässt sich das vorgeschlagene Schä-
digungsmodell überprüfen.

Mit dem Verfahren der Grauwert-Korrelation lassen sich Dehnungen mit ei-
ner Genauigkeit von

δε = 1 · 10−3 (5.8)

in x- und y-Richtung bestimmen. Wie aus den simulierten Dehnungsfeldern
in den Abbildungen 5.7 und 5.8 hervorgeht, sind die Dehnungen ε11 in x-
Richtung kleiner als die Dehnungen ε22 in y-Richtung. Dies entspricht einer
Querkontraktion mit der Poissonzahl

ν = −
ε11

ε22

≈ 0, 3. (5.9)

Damit liegen die kleineren Dehnungen ε11 in x-Richtung im Bereich der Mess-
genauigkeit und können durch das Verfahren nicht mehr aufgelöst werden.
Die Dehnungen ε22 in y-Richtung liegen dagegen über der Messgenauigkeit.
Im Folgenden werden deshalb nur die Dehnungsfelder in y-Richtung ausge-
wertet.

Abbildung 5.9 zeigt das experimentell bestimmte Dehnungsfeld ε22 in y-Rich-
tung nach n = 2000 Zyklen. Bei Belastung ergibt sich in der unmittelbaren
Umgebung des Lochrands ein Dehnungsmaximum von etwa 0, 006. Diese er-
höhten Dehnungen erstrecken sich über einen weit ausgedehnten Bereich in
der Nähe des Lochrands. Das simulierte Dehnungsfeld in Abbildung 5.8 weist
in der näheren Umgebung des Lochrands Dehnungen von etwa 0, 007 auf.
Das simulierte Dehnungsmaximum wird damit vom Experiment mit guter
Genauigkeit wieder gegeben. Ausgehend von der Mitte des Lochrands zum
oberen und unteren Ende des Loches zeigt das experimentell ermittelte Deh-
nungsfeld in Abbildung 5.9 einen Gradienten von 0, 006 auf annähernd Null.
Dieser Gradient wird ebenfalls von der Simulation in Abbildung 5.8 vor-
hergesagt. Eine Bewegung vom Dehnungsmaximum in horizontaler Richtung
zum linken Bildrand liefert eine Abnahme der experimentellen Dehnungen
(Abb. 5.9) von 0, 006 auf 0, 002. Die Simulation (Abb. 5.8) zeigt bei dieser
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Abbildung 5.9: Experimentell bestimmtes Dehnungsfeld in y-Richtung nach
2000 Zyklen
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Abbildung 5.10: Experimentell bestimmtes Dehnungsfeld in y-Richtung nach
4800 Zyklen
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Abbildung 5.11: Experimentell bestimmtes Dehnungsfeld in y-Richtung nach
6500 Zyklen

Bewegung ebenfalls eine Abnahme der Dehnungen von 0, 007 auf etwa 0, 002.
Das Experiment (Abb. 5.9) weist in Entfernung vom Loch Dehnungen von
0, 002 bis 0, 003 auf. Dies entspricht ebenfalls den simulierten Dehnungen der
Abbildung 5.8, die in Entfernung vom Loch Werte von 0, 002 bis 0, 004 anneh-
men. Die experimentell bestimmten Dehnungen geben damit das simulierte
Dehnungsfeld mit hoher Genauigkeit wieder. Wie in der Simulation zeigen
die experimentellen Dehnungen eine Lokalisation in der Umgebung des Lo-
ches. Die im Experiment festgestellten Dehnungsüberhöhungen am unteren
Bildrand und in der oberen Bildhälfte von Abbildung 5.9 werden von der
Simulation nicht wiedergegeben. Diese Dehnungsüberhöhungen können auf
Inhomogenitäten des Materials zurückgeführt werden.

Die experimentell bestimmten Dehnungen ε22 in y-Richtung nach 4800 Zyklen
sind in Abbildung 5.10 dargestellt. In der Nähe des Lochrands befindet sich
hier wiederum eine Maximum von etwa 0, 007. Im Vergleich zu Abbildung
5.9 sind die Dehnungen am Lochrand von 0, 006 auf 0, 007 angestiegen. Der
Bereich mit erhöhten Dehnungen ist in Abbildung 5.10 stärker lokalisiert als
in Abbildung 5.9. Dies weist auf eine zunehmende Entfestigung des Materials
und eine zunehmende Schädigungslokalisation in diesem Bereich hin. In Ab-
bildung 5.10 lässt sich ebenfalls ein Gradient um den Lochrand beobachten,
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in dem die Dehnungen von 0, 007 auf annähernd Null abnehmen. Ebenso
ist eine Abnahme der Dehnungen in horizontaler Richtung vom Lochrand
zum linken Bildrand zu erkennen. Die Dehnungswerte in Entfernung vom
Loch liegen zwischen 0, 002 und 0, 004 und entsprechen damit ebenfalls der
Simulation in Abbildung 5.8. Nach 4800 Zyklen stimmen gemessenes Deh-
nungsfeld und simuliertes Dehnungsfeld ebenfalls gut überein. Im Vergleich
zum Dehnungsfeld nach 2000 Zyklen (Abb. 5.9) ist hier allerdings eine Erhö-
hung des Dehnungsmaximums und eine stärkere Lokalisation der Dehnung
zu beobachten.

Das in Abbildung 5.11 gezeigte Dehnungsfeld wurde nach 6500 Zyklen auf-
genommen. Hier ist in der Mitte des Lochrands deutlich ein Dehnungsmaxi-
mum zu erkennen. Die Dehnung in diesem Bereich ist auf 0, 008 angestiegen.
Durch die zyklische Belastung wird das Material in diesem Bereich zuneh-
mend entfestigt, was zu einem Anstieg der Dehnungen in diesem Bereich
führt. Die zunehmende Entfestigung des Materials lässt sich als zunehmende
Schädigung mit wachsender Zykluszahl interpretieren. Ein Vergleich mit den
Bildern nach 2000 und 4800 Zyklen zeigt, dass der Bereich höherer Dehnun-
gen nach 6500 Zyklen bereits sehr stark lokalisiert ist. Dadurch kann eine
zunehmende Schädigungslokalisation beobachtet werden.

Durch die zunehmende Dehnung am Lochrand konnte die fortschreitende
Schädigung des Materials und die Schädigungslokalisation experimentell nach-
gewiesen werden. Die experimentell festgestellte Schädigungslokalisation ent-
spricht dem simulierten Schädigungsfeld in Abbildung 5.6. Das vorgeschla-
gene Schädigungsmodell ist somit in der Lage, die räumliche Verteilung der
Schädigung in guter Übereinstimmung mit dem Experiment wiederzugeben.



Kapitel 6

Lebensdauervorhersage

Mit dem vorgestellten Schädigungsmodell kann die Schädigungsentwicklung
im betrachteten Kunststoff unter thermo-mechanischer Belastung vorherge-
sagt werden. Ein Überschreiten der kritischen Schädigung führt durch die
Bildung eines makroskopischen Risses zum Versagen des Materials. Durch
Anwendung des viskoelastischen Schädigungsmodells auf zyklische Belastung
lässt sich die kritische Zykluszahl berechnen, bei der ein Versagen des Kunst-
stoffs zu erwarten ist. In diesem Kapitel wird die kritische Zykluszahl in
Abhängigkeit der Dehnungsamplitude hergeleitet.

Phänomenologisch kann die Abhängigkeit der kritischen Zykluszahl von der
Dehnungsamplitude durch das bekannte Coffin-Manson-Gesetz [16, 17] be-
schrieben werden. Dieses Gesetz findet in der Mikroelektronik weite Anwen-
dung [18–25]. Bei bekannten Materialparametern kann es ebenfalls zur Le-
bensdauervorhersage verwendet werden. Zum Vergleich mit dem viskoelas-
tischen Schädigungsmodell werden die gemessenen kritischen Zykluszahlen
zusätzlich durch das Coffin-Manson-Gesetz approximiert. Dadurch kann das
viskoelastische Schädigungsmodell überprüft und das phänomenologisch ab-
geleitete Coffin-Manson-Gesetz schädigungsmechanisch begründet werden.

6.1 Lebensdauer nach viskoelastischem

Schädigungsmodell

Aus dem viskoelastischen Schädigungsmodell lässt sich die Schädigungsent-
wicklung unter zyklischer mechanischer Belastung herleiten. Für einen deh-
nungsgesteuerten Zyklusversuch mit der Dehnungsamplitude ∆ε wurde in

89
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Gleichung (4.10) die Schädigungszunahme pro Zyklus abgeleitet:

dD

dn
=

2

3S
∆εel∆σ̃ ∆p. (6.1)

Hier bezeichnen ∆εel die elastische Dehnungsamplitude, ∆σ̃ die effektive
Spannungsamplitude und ∆p die Amplitude der äquivalenten inelastischen
Dehnung. Durch Integration der Schädigungsrate (6.1) folgt die Schädigungs-
entwicklung

D(n) =
2

3S
∆εel∆σ̃ ∆p n (6.2)

in Abhängigkeit der Zykluszahl n. Mit dem Versagenskriterium (2.4) folgt
aus

DC =
2

3S
∆εel∆σ̃ ∆p nR (6.3)

die kritische Zykluszahl

nR =
3S

2

DC

∆εel∆σ̃ ∆p
. (6.4)

Für einen dehnungsgesteuerten Zyklusversuch ist damit die kritische Belas-
tung in Abhängigkeit der Zyklusparameter ∆εel, ∆σ̃ und ∆p und der Ma-
terialeigenschaften gegeben. Die Energiefestigkeit S des Kunststoffs wurde
in Abschnitt 4.2.3 entsprechend Gleichung (4.11) experimentell bestimmt.
Daraus ergibt sich die Energiefestigkeit in Gleichung (4.12). Die Abhängig-
keit der kritischen Schädigung DC von der Dehnungsamplitude ∆ε wird in
Gleichung (4.23) beschrieben. Die kritische Schädigung ist dabei durch die
Parameter (4.24) charakterisiert.

Zusammen mit der schädigungsmechanischen Charakterisierung des Mate-
rials lässt sich aus Gleichung (6.4) die kritische Zykluszahl nR berechnen.
Dadurch ist es möglich, in Abhängigkeit von den Zyklusparametern die Le-
bensdauer der Kunststoff-Verpackung vorherzusagen.

Für einen Zyklusversuch mit konstanter Dehnungsrate ε̇ und vergleichbaren
effektiven Belastungszeiten ∆τ verhalten sich entsprechend Ausdruck (4.20)
die elastische Dehnungsamplitude ∆εel und die effektive Spannungsamplitu-
de ∆σ̃ annähernd proportional zur Dehnungsamplitude ∆ε. Für die durch-
geführten Zyklusversuche kann die lineare Abhängigkeit der effektiven Span-
nungsamplitude ∆σ̃ von der Dehnungsamplitude ∆ε durch

∆σ̃ = K1 ∆ε (6.5)
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Abbildung 6.1: Lineare Abhängigkeit der effektiven Spannungsamplitude ∆σ̃
von der Dehnungsamplitude ∆ε. Aus der Steigung der approximierten Gera-
den lässt sich der Proportionalitätsfaktor K1 bestimmen

beschrieben werden. Hier wurde der von der effektiven Belastungszeit ∆τ
abhängige Proportionalitätsfaktor K1(∆τ) eingeführt. Um den Proportiona-
litätsfaktor K1 für die durchgeführten Zyklusversuche zu bestimmen, wer-
den für die verwendeten Dehnungsamplituden ∆ε die zugehörigen effektiven
Spannungsamplituden ∆σ̃ simuliert. Die lineare Abhängigkeit der effektiven
Spannungsamplitude ∆σ̃ von der Dehnungsamplitude ∆ε ist für die Tempe-
ratur T = 190 ◦C in Abbildung 6.1 gezeigt. Die simulierten Zahlenpaare sind
als gefüllte Kreise • wiedergegeben. Die durchgezogene Linie gibt die lineare
Approximation der simulierten Werte wieder. Die simulierten Zahlenpaare
liegen auf der approximierten Geraden, die annähernd durch den Ursprung
geht. Damit kann die angenommene Proportionalität (6.5) für die verwen-
deten Versuchsparameter bestätigt werden. Für die durchgeführten Versuche
lässt sich der Proportionalitätsfaktor

K1 = (4954 ± 10) MPa (6.6)

aus der Steigung der approximierten Geraden bestimmen.

Die Proportionalität zwischen der elastischen Dehnungsamplitude ∆εel und
der Dehnungsamplitude ∆ε kann für die durchgeführten Versuche durch die
Gleichung

∆εel = K2 ∆ε (6.7)
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Abbildung 6.2: Lineare Abhängigkeit der elastischen Dehnungsamplitude
∆εel von der Dehnungsamplitude ∆ε. Aus der Steigung der approximierten
Geraden lässt sich der Proportionalitätsfaktor K2 bestimmen

wiedergegeben werden. Hier wurde der Proportionalitätsfaktor K2(∆τ) einge-
führt, der ebenfalls von der effektiven Belastungszeit ∆τ abhängt. Die linea-
re Abhängigkeit zwischen der elastischen Dehnungsamplitude ∆εel und der
Dehnungsamplitude ∆ε ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Aus der Steigung
der approximierten Geraden ergibt sich für die durchgeführten Versuche der
Proportionalitätsfaktor

K2 = 0, 647 ± 0, 001. (6.8)

Zuletzt verhält sich für vergleichbare effektive Belastungszeiten ∆τ die Am-
plitude der äquivalenten inelastischen Dehnung ∆p annähernd proportional
zur Dehnungsamplitude ∆ε. Für die durchgeführten Zyklusversuche wird die-
se Proportionalität durch die Gleichung

∆p = K3 ∆ε (6.9)

mit dem Proportionalitätsfaktor K3(∆τ) beschrieben. Die lineare Abhän-
gigkeit der Amplitude der äquivalenten inelastischen Dehnung ∆p von der
Dehnungsamplitude ∆ε ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Aus der Steigung
der approximierten Geraden lässt sich wiederum der Proportionalitätsfaktor
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Abbildung 6.3: Lineare Abhängigkeit der Amplitude der äquivalenten inelas-
tischen Dehnung ∆p von der Dehnungsamplitude ∆ε. Aus der Steigung der
approximierten Geraden lässt sich der Proportionalitätsfaktor K3 bestimmen.

K3 bestimmen:
K3 = 0, 353 ± 0, 001. (6.10)

Wegen der Aufspaltung der Dehnungen in elastische und inelastische Anteile
in Gleichung (2.58) stehen die Proportionalitätsfaktoren K2 und K3 über die
Gleichung

K2 + K3 = 1 (6.11)

miteinander in Beziehung. Die approximierten Proportionalitätsfaktoren K2

und K3 erfüllen nach den Gleichungen (6.8) und (6.10) diese Beziehung.

Die Zyklusparameter ∆σ̃, ∆εel und ∆p lassen sich durch die Gleichungen
(6.5), (6.7) und (6.9) in Abhängigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε ausdrücken.
Die eingeführten Proportionalitätsfaktoren Ki hängen dabei von der effekti-
ven Belastungszeit ∆τ ab. Durch Definition der Konstante

K := K1 · K2 · K3 (6.12)

kann für die durchgeführten Versuche die kritische Zykluszahl nR in Abhän-
gigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε ausgedrückt werden. Aus den Gleichungen
(6.6), (6.8) und (6.10) folgt der Zahlenwert

K = (1131 ± 8) MPa. (6.13)
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Mit den Gleichungen (6.5), (6.7) und (6.9) und der Definition (6.12) der
Konstanten K lässt sich entsprechend Ausdruck (6.4) die kritische Zykluszahl
in der Form

nR =
3S

2K

DC

∆ε3
(6.14)

schreiben. Die kritische Schädigung DC hängt nach Gleichung (4.23) eben-
falls von der Dehnungsamplitude ∆ε ab. Einsetzen der kritischen Schädigung
(4.23) in den Ausdruck (6.14) liefert die kritische Zykluszahl

nR =
3S

2K

α

∆εm+3
(6.15)

in Abhängigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε. In dieser Gleichung kommt die
Abhängigkeit der kritischen Zykluszahl nR von einer Potenz der Dehnungs-
amplitude ∆ε zum Ausdruck. Diese Abhängigkeit von der Dehnungsampli-
tude ist auch aus dem phänomenologisch begründeten Coffin-Manson-Ge-
setz [16,17] bekannt, das in der Mikroelektronik häufig zur Lebensdauervor-
hersage angewendet wird.

In die Lebensdauervorhersage (6.15) geht die Energiefestigkeit S als Schädi-
gungsparameter ein. Die kritische Schädigung DC wird durch die Parameter
α und m entsprechend Gleichung (4.24) charakterisiert. Die in Definition
(6.12) eingeführte Konstante K lässt sich aus der Proportionalität der Zy-
klusparameter für eine gegebene Temperatur T und vergleichbare effektive
Belastungszeiten ∆τ bestimmen. Damit kann die Lebensdauer in Abhängig-
keit der Dehnungsamplitude ∆ε aus dem viskoelastischen Schädigungsmodell
abgeleitet werden.

Abbildung 6.4 zeigt die kritische Zykluszahl nR, die sich für den charakte-
risierten Kunststoff aus dem viskoelastischen Schädigungsmodell ergibt. Die
kritische Zykluszahl nR ist auf einer doppelt logarithmischen Skala in Ab-
hängigkeit der Dehnungsamplitude ∆ε aufgetragen. Die durchgezogene Linie
gibt die vom Schädigungsmodell vorhergesagte Lebensdauer an. Die in Zy-
klusversuchen ermittelten kritischen Zykluszahlen sind als gefüllte Kreise •
angegeben. Die gemessenen kritischen Zykluszahlen streuen gleichmäßig um
die durchgezogenen Linie, die vom Schädigungsmodell als Lebensdauer vor-
hergesagt wird. Für die Parameter, die in Gleichung (6.15) zur Vorhersage
der Lebensdauer eingehen, sind jeweils Fehlergrenzen bekannt. Aufgrund der
angegebenen Genauigkeiten können die maximale und minimale kritische Zy-
kluszahl und damit die Fehlergrenzen des viskoelastischen Schädigungsmo-
dells bestimmt werden. Die berechneten Fehlergrenzen sind in Abbildung 6.4
als gestrichelte Linien eingezeichnet. Die gemessenen Lebensdauern liegen al-
le innerhalb dieser Fehlergrenzen. Durch das vorgestellte Schädigungsmodell
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Abbildung 6.4: Lebensdauervorhersage nach viskoelastischem Schädigungs-
modell. Die aus dem Schädigungsmodell abgeleitete kritische Zykluszahl nR

ist als durchgezogene Linie angegeben. Die experimentell bestimmten kriti-
schen Zykluszahlen sind als gefüllte Kreise • eingetragen. Die Fehlergrenzen
des Modells sind als gestrichelte Linien zu sehen.

wird damit die Lebensdauer in guter Übereinstimmung mit den experimen-
tellen Werten vorhergesagt.

Die kritische Zykluszahl (6.15) gibt die Lebensdauer des charakterisierten
Kunststoffs gut wieder. Das vorgestellte viskoelastische Schädigungsmodell
kann somit zur Lebensdauervorhersage verwendet werden. Die Schädigung
des Materials wird dabei durch das isotrope Schädigungsmaß (2.2) abgebil-
det. Es zeigt sich, dass die Verwendung eines isotropen Schädigungsmaßes für
hochgefüllte Reaktionsharze keine wesentliche Einschränkung darstellt. Die
Schädigungsentwicklung im Material kann durch das geforderte Schädigungs-
gesetz (2.62) beschrieben werden. Die eingeführten Materialparameter lassen
sich experimentell in einachsigen Zyklusversuchen charakterisieren. Durch
das vorgeschlagene Schädigungsmodell kann damit die Schädigungsentwick-
lung von viskoelastischem Material unter zyklischer mechanischer Belastung
vorhergesagt werden.

Die Lebensdauer eines Bauteils kann phänomenologisch durch das bekannte
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Coffin-Manson-Gesetz beschrieben werden. Da dieses Gesetz in der Zuverläs-
sigkeitsbewertung häufig verwendet wird, soll im Folgenden das vorgestell-
te viskoelastische Schädigungsmodell mit dem phänomenologischen Coffin-
Manson-Gesetz verglichen werden.

6.2 Lebensdauer nach Coffin-Manson

Die Lebensdauer unter zyklischer Belastung kann phänomenologisch auch
durch das Coffin-Manson-Gesetz [16, 17] vorhergesagt werden. Coffin und
Manson entdeckten den Einfluss der inelastischen Dehnung auf die Schä-
digung und formulierten unabhängig voneinander ein Kriterium für die Le-
bensdauer unter zyklischer Belastung. In Abhängigkeit der äquivalenten in-
elastischen Dehnungsamplitude ∆p wird für die kritische Zykluszahl nR die
Beziehung

nR =

(

∆p

C

)γ

(6.16)

angenommen. Der Coffin-Manson-Koeffizient C und der Coffin-Manson-Ex-
ponent γ werden durch Funktionsapproximation aus den experimentellen Le-
bensdauern bestimmt. Das Lebensdauer-Kriterium (6.16) ist in der Zuverläs-
sigkeitsbewertung von Mikrosystemen weit verbreitet [18–25].

Für die durchgeführten Zyklusversuche ist nach Gleichung (6.9) die äquiva-
lente inelastische Dehnungsamplitude ∆p annähernd proportional zur Deh-
nungsamplitude ∆ε. Mit dieser Gleichung lässt sich das Coffin-Manson-Ge-
setz als

nR =

(

∆ε

C̃

)γ

(6.17)

mit einem modifizierten Coffin-Manson-Koeffizienten C̃ schreiben. Formal ist
diese Gleichung mit der Lebensdauervorhersage (6.15) identisch, die aus dem
viskoelastischen Schädigungsmodell abgeleitet wurde.

Die gemessenen kritischen Zykluszahlen nR können nun in Abhängigkeit der
eingebrachten Dehnungsamplitude ∆ε durch Gleichung (6.17) approximiert
werden. Die approximierte Coffin-Manson-Kurve ist in Abbildung 6.5 als
blaue durchgezogene Linie dargestellt. Die experimentell ermittelten Lebens-
dauern werden als gefüllte Kreise • gezeigt. Die gemessenen kritischen Zy-
kluszahlen nR werden durch das Coffin-Manson-Modell gut wiedergegeben.
Die Fehlergrenzen des Coffin-Manson-Modells sind als blau gestrichelte Lini-
en eingezeichnet. Die gemessenen Werte liegen innerhalb der Fehlergrenzen
des Coffin-Manson-Modells.
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Abbildung 6.5: Approximation der experimentellen Lebensdauern durch das
Coffin-Manson-Gesetz und Vergleich mit dem viskoelastischen Schädigungs-
modell. Die Fehlergrenzen der Modelle sind jeweils als gestrichelte Linien
eingetragen.

Um die Coffin-Manson-Approximation mit dem viskoelastischen Schädigungs-
modell vergleichen zu können, wird in Abbildung 6.5 zusätzlich die Lebens-
dauervorhersage des viskoelastischen Schädigungsmodells gezeigt. Das vis-
koelastische Schädigungsmodell ist als grüne durchgezogene Linie eingetra-
gen. Die zugehörigen Fehlergrenzen sind als grün gestrichelte Linien zu se-
hen. Das viskoelastische Schädigungsmodell zeigt eine sehr gute Übereinstim-
mung mit dem Coffin-Manson-Gesetz. Für kleine Dehnungsamplituden wird
die Lebensdauer durch das Schädigungsmodell genauer wiedergegeben. Dage-
gen wird die Lebensdauer für kleine Dehnungsamplituden durch das Coffin-
Manson-Gesetz etwas überschätzt. Außerdem sind die Fehlergrenzen des vis-
koelastischen Schädigungsmodells etwas geringer als die Fehlergrenzen der
Coffin-Manson-Approximation.

Durch die Übereinstimmung mit dem Coffin-Manson-Gesetz konnte das in
Kapitel 4 vorgestellte viskoelastische Schädigungsmodell verifiziert werden.
Die Lebensdauervorhersage (6.17) des Coffin-Manson-Modells hat mathema-
tisch dieselbe Form wie die Lebensdauervorhersage (6.15) des viskoelastischen
Schädigungsmodells. Damit lässt sich das phänomenologisch eingeführte Cof-
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fin-Manson-Gesetz schädigungsmechanisch begründen.

Der Unterschied zwischen dem phänomenologischen und dem schädigungs-
mechanischen Ansatz besteht in der Bestimmung der zugehörigen Materi-
alparameter. Im Coffin-Manson-Modell werden die Material-Parameter di-
rekt durch Approximation der gemessenen Lebensdauern in Abhängigkeit
der Dehnungsamplitude bestimmt. Bei einer gegebenen Temperatur können
so die Lebensdauern für die betrachteten Dehnungsamplituden gut wiederge-
geben werden. Im vorgestellten Schädigungsmodell wird dagegen die Schädi-
gungsentwicklung im Material beschrieben. Die Materialparameter des Schä-
digungsmodells werden in dehnungsgesteuerten Zyklusversuchen für eine ge-
gebene Temperatur charakterisiert. Das Versagens des Materials ist dabei
durch das Erreichen einer kritischen Schädigung definiert. Mit dem experi-
mentell charakterisierten Schädigungsmodell lässt sich so die Lebensdauer
des Materials unter thermo-mechanischer Belastung vorhersagen.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Zum Schutz vor Umwelteinflüssen und zur elektrischen Isolation werden elek-
tronische Komponenten mit einer Kunststoff-Verpackung umgeben. Die Ver-
packung trägt wesentlich zur Erhöhung der Zuverlässigkeit und zur Verlän-
gerung der Lebensdauer des Bauteils bei. Die vorliegende Arbeit untersucht
die Schädigungsentwicklung in einem hochgefüllten Reaktionsharz, das zur
Verpackung elektronischer Systeme eingesetzt wird.

Die Schädigung des Kunststoffs kann durch ein isotropes Schädigungsmaß
beschrieben werden. Es zeigt sich, dass die Annahme einer isotropen Schä-
digung für den charakterisierten Kunststoff keine wesentliche Einschränkung
darstellt. Das Versagen des Materials ist durch die Erzeugung eines makro-
skopischen Risses definiert und wird durch das Erreichen einer kritischen
Schädigung bestimmt. Die zeitliche Schädigungsentwicklung kann durch eine
Schädigungsrate modelliert werden, die als proportional zur Energiefreiset-
zungsrate und zur Rate der äquivalenten inelastischen Dehnung angenommen
wird.

Im schädigungsfreien Zustand lässt sich der Kunststoff durch linear visko-
elastisches Materialverhalten beschreiben. Die viskoelastischen Materialpa-
rameter werden in Relaxationsexperimenten bei verschiedenen Temperatu-
ren experimentell charakterisiert. Durch Erzeugung einer Masterkurve wird
gezeigt, dass das Relaxationsverhalten thermorheologisch einfach formuliert
werden kann. Zur Verifikation des ermittelten Materialmodells wird für einen
Demonstrator das Dehnungsfeld unter thermischer Belastung simuliert. Die
mit dem Verfahren der Grauwert-Korrelation bestimmten Dehnungsfelder
stimmen in hoher Genauigkeit mit der Simulation überein.

Um das Schädigungsverhalten des Kunststoffs zu beschreiben, wird ein visko-
elastisches Schädigungsmodell entwickelt. Das Schädigungsmodell kann durch
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Anwendung des Dehnungsäquivalenz-Prinzips und des Konzepts der effek-
tiven Spannung abgeleitet werden. Bei gegebener Temperatur können die
Schädigungsparameter in dehnungsgesteuerten Zyklusversuchen charakteri-
siert werden. Aus der Abnahme der effektiven Hysteresefläche wird dabei die
Schädigung des Materials bestimmt. Daraus ergibt sich die kritische Schä-
digung bei Versagen des Kunststoffs. Die Energiefestigkeit lässt sich aus der
Steigung der Schädigungskurven berechnen. Damit ist es gelungen, das visko-
elastische Schädigungsmodell experimentell vollständig zu charakterisieren.

Zur numerischen Implementierung des Schädigungsmodells wird die Jacobi-
Matrix für das viskoelastische Schädigungsmodell analytisch abgeleitet. Da-
mit kann das Schädigungsmodell unter Verwendung des Newton-Raphson-
Verfahrens numerisch stabil in ein FE-Programm implementiert werden. Die
Simulation des Schädigungsfeldes für eine geeignete Demonstrator-Geometrie
zeigt an der vorhergesagten Stelle eine ausgeprägte Schädigungslokalisation.
In einem kraftgesteuerten Zyklusversuch lässt sich durch Grauwert-Korrela-
tion, die auf Aufnahmen eines Rasterelektronenmikroskops angewendet wird,
die fortschreitende Schädigung des Materials experimentell nachweisen. Die
experimentell festgestellte Schädigungslokalisation entspricht mit hoher Ge-
nauigkeit dem simulierten Schädigungsfeld. Durch das Schädigungsmodell
wird somit die räumliche Verteilung der Schädigung sehr gut wiedergegeben.

Zur Lebensdauervorhersage wird aus dem viskoelastischen Schädigungsmo-
dell für dehnungsgesteuerte Zyklusversuche die kritische Zykluszahl in Ab-
hängigkeit der Dehnungsamplitude abgeleitet. Formal stimmt die hergelei-
tete Beziehung mit dem bekannten Coffin-Manson-Gesetz überein, das auf
diese Weise schädigungsmechanisch begründet werden kann. Die gemessenen
Lebensdauern werden vom viskoelastischen Schädigungsmodell sehr gut vor-
hergesagt. Durch die Übereinstimmung mit dem Coffin-Manson-Modell lässt
sich das entwickelte Schädigungsmodell verifizieren. Für kleine Dehnungsam-
plituden gibt das viskoelastische Schädigungsmodell die Lebensdauer genauer
wieder. Zudem sind die Fehlergrenzen des Schädigungsmodells geringer als
die Fehler der Coffin-Manson-Approximation. Das vorgestellte Schädigungs-
modell ist somit in der Lage, die Schädigungsentwicklung unter mechanischer
Belastung zu modellieren. Das geforderte Versagenskriterium ermöglicht die
Lebensdauervorhersage unter zyklischer Beanspruchung.

Damit ist es in dieser Arbeit gelungen, ein viskoelastisches Schädigungsmodell
zu entwickeln, das die räumliche Schädigungsverteilung und die Schädigungs-
entwicklung eines gefüllten Kunststoffs unter zyklischer Belastung vorhersa-
gen kann.



Anhang A

Tensoralgebra

In diesem Anhang sind Beziehungen aus der Tensoralgebra zusammengestellt,
die in dieser Arbeit verwendet werden.

A.1 Einheitstensoren

Der Einheitstensor zweiter Stufe I(2) ist durch

I(2) := δij vivj (A.1)

definiert, wobei δij das Kronecker-Delta bezeichnet und {vi} eine orthonor-
mierte Basis darstellt. Die Vektoren vivj sind über ein Tensorprodukt mit-
einander verknüpft und bilden so einen Tensor zweiter Stufe. In Definition
(A.1) wird nach der Einsteinschen Summenkonvention über doppelt auftre-
tende Indizes summiert.

Der Einheitstensor vierter Stufe I(4) ist durch

I(4) := δik δjl vivjvkvl (A.2)

definiert. Mit A(2) als Tensor zweiter Stufe gelten für die Einheitstensoren
I(2) und I(4) folgende Beziehungen:

I(2) · A(2) = A(2) (A.3)

I(2) ··A(2) = Sp(A(2)) (A.4)

I(4) ··A(2) = A(2), (A.5)
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wobei
Sp(A(2)) := A11 + A22 + A33 (A.6)

die Spur des Tensors A(2) bezeichnet. Das einfache Skalarprodukt wird als ·
geschrieben, das doppelte Skalarprodukt ist durch ·· gekennzeichnet. Mit B(4)

als Tensor vierter Stufe gilt zusätzlich die Beziehung

I(4) ··B(4) = B(4). (A.7)

A.2 Zerlegung des Dehnungs- und Spannungs-

tensors

Der Dehnungstensor kann in einen Dehnungsdeviator und eine hydrostatische
Dehnung zerlegt werden. Die hydrostatische Dehnung εH ∈ � ist durch

εH :=
1

3
Sp(ε) (A.8)

definiert. Der Dehnungsdeviator e wird durch

e := ε − εH I(2) = ε −
1

3
Sp(ε) I(2) (A.9)

eingeführt. Entsprechend werden die hydrostatische Spannung

σH :=
1

3
Sp(σ) (A.10)

und der Spannungsdeviator

s := σ − σH I(2) = σ −
1

3
Sp(σ) I(2) (A.11)

definiert. Wegen Sp(I(2)) = 3 gilt für Dehnungs- und Spannungsdeviator

Sp(e) = 0 (A.12)

Sp(s) = 0. (A.13)

Aus den Definitionen (A.9) und (A.11) und den Eigenschaften der Einheits-
tensoren (A.4) und (A.5) lassen sich die Beziehungen

e =

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

·· ε (A.14)

s =

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

··σ (A.15)

ableiten.



Anhang B

Newton-Raphson-Verfahren

Die Lösung von Finite-Elemente-Problemen lässt sich auf die Bestimmung
der Nullstelle einer mehrdimensionalen Funktion zurückführen. Das Newton-
Raphson-Verfahren stellt ein iteratives Verfahren dar, um die Nullstelle einer
Funktion zu finden. Das Verfahren wird im Folgenden erläutert.

Die Freiheitsgrade eines Finite-Elemente-Problems werden mit ui, i = 1, ..., n
bezeichnet und im n-dimensionalen Vektor der Knotenvariablen u ∈ � n zu-
sammengefasst. Die Lösung ũ des Finite-Elemente-Problems ist so zu wählen,
dass die Gleichgewichtsbedingung

F(ũ) = 0 (B.1)

erfüllt ist [98,103,104]. F(u) ∈ � n stellt als Funktion der Knotenvariablen u

den Vektor der verallgemeinerten Kräfte Fi dar, die den Knotenvariablen ui

zugeordnet sind. Zur iterativen Bestimmung der Nullstelle ũ von Gleichung
(B.1) wird im Newton-Raphson-Verfahren [105–107] durch die Rekursions-
formel

uk+1 = uk − F ′(uk)
−1F (uk) (B.2)

eine Folge {uk} definiert. Unter der Bedingung, dass die Jacobi-Matrix

F ′(u) :=

(

∂F

∂u

)

(B.3)

invertierbar ist, und weiteren Voraussetzungen [107,108] konvergiert die Folge
{uk} gegen die Lösung ũ der Gleichgewichtsbedingung (B.1):

lim
k→∞

uk = ũ. (B.4)
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F ( u )

u
u 1

u 2
u 3u~

Abbildung B.1: Geometrische Interpretation des Newton-Raphson-Verfah-
rens

Die Rekursionsformel (B.2) besitzt im eindimensionalen eine einfache geo-
metrische Interpretation [106]. Diese wird in Abbildung B.1 veranschaulicht.
Um ausgehend von der Knotenvariable uk ∈ � eine bessere Näherung uk+1

zu erhalten, wird im Punkt uk die Tangente an die Kurve F (u) gebildet. Der
nach Vorschrift (B.2) berechnete Punkt uk+1 ist der Schnittpunkt dieser Tan-
gente mit der x-Achse. Wie in der Abbildung B.1 zu erkennen ist, konvergiert
die Folge {uk} gegen die Nullstelle ũ der Funktion F (u).

Ein wesentlicher Vorzug des Newton-Raphson-Verfahrens liegt in seiner ho-
hen Konvergenzgeschwindigkeit. Um die Konvergenz des Newton-Raphson-
Verfahrens zu verdeutlichen, wird wieder der eindimensionale Fall betrach-
tet [106]. Die konvexe Funktion F ∈ C3(J) sei auf dem kompakten Intervall
J dreimal stetig differenzierbar und mit F ′ > 0 streng monoton wachsend.
Die durch

Φ(u) := u −
F (u)

F ′(u)
(B.5)

definierte Abbildung Φ ist dann auf J zweimal stetig differenzierbar: Φ ∈
C2(J). Die Nullstelle ũ der Funktion F ist mit dem Fixpunkt der Funktion
Φ identisch:

Φ(ũ) = ũ ⇔ F (ũ) = 0. (B.6)

Mit Definition (B.5) lässt sich die Newton-Raphson-Folge {uk} als Fixpunkt-
Iteration

uk+1 = Φ(uk) (B.7)

schreiben. Die Taylor-Entwicklung der Funktion Φ um den Fixpunkt ũ führt
auf

uk+1 = Φ(uk) = Φ(ũ) + (uk − ũ) Φ′(ũ) +
1

2
(uk − ũ)2 Φ′′(ũ′) (B.8)
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mit ũ′ ∈ (ũ, uk) ⊂ J . Daraus ergibt sich wegen Φ(ũ) = ũ und Φ′(ũ) = 0 die
Abweichung der neuen Näherungslösung uk+1 von der Lösung ũ als

uk+1 − ũ =
1

2
Φ′′(ũ′) (uk − ũ)2. (B.9)

Wegen Φ ∈ C2(J) ist Φ′′ auf dem kompakten Intervall J stetig. 1
2
|Φ′′(ũ′)|

kann dann durch die positive Konstante

A :=
1

2
max

J
|Φ′′(ũ′)| > 0 (B.10)

abgeschätzt werden. Für die Abweichung der Iteration uk+1 von der Nullstelle
ũ gilt dann die Ungleichung

|uk+1 − ũ| ≤ A |uk − ũ|2. (B.11)

Aufgrund dieser Ungleichung wird das Newton-Raphson-Verfahren als qua-
dratisch konvergent bezeichnet. Der Fehler einer nachfolgenden Iteration uk+1

nimmt quadratisch mit dem Fehler der vorangehenden Iteration uk ab. Die
quadratische Konvergenz lässt sich auf den mehrdimensionalen Fall übertra-
gen [108]. Die hohe Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Raphson-Ver-
fahrens, die in seiner quadratischen Konvergenz zum Ausdruck kommt, stellt
einen seiner wesentlichen Vorzüge dar.

Ein weiterer Vorzug liegt darin, dass es sich beim Newton-Raphson-Verfahren
um ein Iterationsverfahren handelt, bei dem die nachfolgende Näherungslö-
sung nur von der vorher gefundenen Lösung abhängt. Jede gefundene Nähe-
rungslösung kann als erster Schritt des Verfahrens angesehen werden. Es muss
daher nicht bei jedem Iterationsschritt mit der angestrebten Genauigkeit ge-
rechnet werden. Das hat zur Folge, dass Rundungsfehler sich nicht akku-
mulieren, sondern das Verfahren vorher gemachte Fehler vergisst. Dies trägt
wesentlich zur Stabilität des Verfahrens bei. Die hohe Konvergenzgeschwin-
digkeit und Stabilität erklären die weite Verbreitung des Newton-Raphson-
Verfahrens zur Lösung von FE-Problemen.

In dieser Arbeit wird zur Programmierung des viskoelastischen Material-
modells und zur Programmierung des viskoelastischen Schädigungsmodells
ebenfalls das Newton-Raphson-Verfahren verwendet.



Anhang C

Diskretisierung der

Viskoelastizität

Zur Lösung von zeitabhängigen FE-Problemen wird die kontinuierliche Zeit
in diskrete Zeitschritte aufgeteilt. Für jedes Zeitinkrement wird die Gleich-
gewichtslösung durch Iteration ermittelt. In dieser Arbeit wird als Iterati-
onsverfahren das so genannte Newton-Raphson-Verfahren verwendet, das in
Anhang B beschrieben wird. Um dieses Verfahren auf Viskoelastizität an-
wenden zu können, muss das Materialmodell zunächst diskretisiert werden.
Bei vorgegebener Dehnungsänderung ist dabei die Spannungsänderung für je-
des Zeitinkrement zu berechnen. Daraus kann dann die Jacobi-Matrix (3.19)
für schädigungsfreie Viskoelastizität berechnet werden, die für eine stabile
Konvergenz des Verfahrens benötigt wird.

C.1 Berechnung der Spannungsänderung ∆σ

Für isotropes viskoelastisches Material ist der Relaxationsmodul R(τ) durch
Gleichung (3.6) gegeben. Verwendung des isotropen Relaxationsmoduls (3.6)
im viskoelastischen Faltungsintegral (3.1) führt auf den Ausdruck

σ =

∫ t

0

2G(τ − τ ′)ė dt′ + I(2)

∫ t

0

3K(τ − τ ′) ˙εH dt′. (C.1)

Hier wurde die hydrostatische Dehnung εH und der Dehnungsdeviator e ver-
wendet (s. Anhang A). In Gleichung (C.1) lässt sich die Zeitintegration nach
Definition (3.2) durch Integration über die effektive Zeit τ ersetzen. Daraus
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folgt der Ausdruck

σ =

∫ τ

0

2G(τ − τ ′)
de

dτ ′
dτ ′ + I(2)

∫ τ

0

3K(τ − τ ′)
dεH

dτ ′
dτ ′, (C.2)

der in Abschnitt 3.4.1 als Gleichung (3.20) verwendet wurde. Zur Berechnung
der Spannungsänderung ∆σ wird die Spannung σ in eine hydrostatische
Spannung σH und einen Spannungsdeviator s aufgespalten und die Änderung
der beiden Anteile getrennt berechnet [98].

C.1.1 Änderung der hydrostatischen Spannung ∆σH

Die hydrostatische Spannung ergibt sich nach Definition (A.10) aus Gleichung
(C.2) als

σH =

∫ τ

0

3K(τ − τ ′)
dεH

dτ ′
dτ ′, (C.3)

wobei Beziehung (A.12) verwendet wurde. Unter der Annahme eines konstan-
ten Kompressionsmoduls (3.13) folgt mit der Anfangsbedingung εH(0) = 0
der Ausdruck

σH = 3K0 εH . (C.4)

Daraus ergibt sich die Änderung der hydrostatischen Spannung

∆σH = 3K0 ∆εH , (C.5)

die in Gleichung (3.23) behauptet wurde.

C.1.2 Änderung des Spannungsdeviators ∆s

Der Spannungsdeviator s ergibt sich nach Definition (A.11) aus Gleichung
(C.2) als

s =

∫ τ

0

2G(τ − τ ′)
de

dτ ′
dτ ′, (C.6)

wobei die hydrostatische Spannung (C.3) verwendet wurde. Unter Verwen-
dung der Prony-Serie (3.8) folgt daraus der Ausdruck

s =

∫ τ

0

2

(

G∞ +
m
∑

i=1

Gie
(τ ′

−τ)/τi

)

de

dτ ′
dτ ′. (C.7)
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Diese Gleichung kann mit den normierten Schubmodulen (3.28) und den
Prony-Dehnungen

ei :=

∫ τ

0

(

1 − e(τ ′
−τ)/τi

) de

dτ ′
dτ ′ (C.8)

zum Ausdruck

s = 2G0

(

e −
m
∑

i=1

αi ei

)

(C.9)

umgeformt werden, der in Gleichung (3.27) verwendet wurde. Hier wurde
zudem die Definition (3.10) des initialen Schubmoduls G0 benutzt.

Damit die Änderung des Spannungsdeviators ∆s in einem Zeitinkrement er-
mittelt werden kann, muss die Änderung

∆ei := ei(t
k+1) − ei(t

k) (C.10)

der Prony-Dehnungen berechnet werden. Die Prony-Dehnungen ei(t
k+1) zum

Zeitpunkt tk+1 ergeben sich nach Definition (C.8) als Integral

ei(t
k+1) :=

∫ τk+1

0

(

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi

) de

dτ ′
dτ ′. (C.11)

Dieses Integral kann in zwei Summanden zerlegt werden:

ei(t
k+1) =

∫ τk

0

(

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi

) de

dτ ′
dτ ′

+

∫ τk+1

τk

(

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi

) de

dτ ′
dτ ′.

(C.12)

Mit der Definition ∆τ = τ k+1 − τ k gilt die Identität

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi = 1 − e−∆τ/τi + e−∆τ/τi

(

1 − e(τ ′
−τk)/τi

)

. (C.13)

Im zweiten Summanden von Gleichung (C.12) kann die Zeitableitung des
Dehnungsdeviators während des effektiven Zeitinkrements ∆τ durch

de

dτ ′
≈

∆e

∆τ
(C.14)

approximiert werden. Einsetzen der Identität (C.13) in den ersten Summan-
den von Gleichung (C.12) und Verwendung der Näherung (C.14) im zweiten
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Summanden führt auf den Ausdruck

ei(t
k+1) =

(

1 − e−∆τ/τi

)

∫ τk

0

de

dτ ′
dτ ′

+ e−∆τ/τi

∫ τk

0

(

1 − e(τ ′
−τk)/τi

) de

dτ ′
dτ ′

+
∆e

∆τ

∫ τk+1

τk

(

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi

)

dτ ′.

(C.15)

Das erste Integral in Gleichung (C.15) entspricht mit der Anfangsbedingung
e(0) = 0 dem Dehnungsdeviator

e(tk) =

∫ τk

0

de

dτ ′
dτ ′ (C.16)

zum Zeitpunkt tk und das zweite Integral ist mit den Prony-Dehnungen

ei(t
k) =

∫ τk

0

(

1 − e(τ ′
−τk)/τi

) de

dτ ′
dτ ′ (C.17)

identisch. Durch Integration kann das dritte Integral zu

∫ τk+1

τk

(

1 − e(τ ′
−τk+1)/τi

)

dτ ′ = ∆τ − τi

(

1 − e−∆τ/τi

)

(C.18)

umgeformt werden. Einsetzen der Integrale (C.16), (C.17) und (C.18) in Glei-
chung (C.15) unter Verwendung der Definition (C.10) liefert die Änderung
der Prony-Dehnungen

∆ei =
[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

∆e +
(

1 − e−∆τ/τi

)

(e(tk) − ei(t
k)), (C.19)

die in Gleichung (3.32) behauptet wurde. Mit den Änderungen der Prony-
Dehnungen ∆ei ergibt sich nach Gleichung (C.9) die Änderung des Span-
nungsdeviators

∆s = 2G0

(

∆e −
m
∑

i=1

αi ∆ei

)

, (C.20)

die als Gleichung (3.33) verwendet wurde. Aus der hydrostatischen Span-
nungsänderung ∆σH und der Änderung des Spannungsdeviators ∆s lässt
sich über die Gleichung

∆σ = ∆σH I(2) + ∆s (C.21)

die Spannungsänderung ∆σ bei bekanntem effektiven Zeitinkrement ∆τ be-
rechnen.
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C.2 Berechnung des effektiven Zeit-

inkrements ∆τ

Zur Berechnung der Änderung der Prony-Dehnungen ∆ei nach Ausdruck
(C.19) wird das effektive Zeitinkrement ∆τ benötigt. Für konstante Tempe-
ratur (∆T = 0) während des Zeitinkrements ∆t kann das effektive Zeitin-
krement ∆τ direkt aus Definition (3.2) berechnet werden. Daraus folgt die
Änderung der effektiven Zeit

∆τ =
∆t

aT (T (tk))
für ∆T = 0. (C.22)

Findet im Zeitinkrement ∆t eine Temperaturänderung (∆T 6= 0) statt, wird
der Zeitverlauf der WLF-Funktion h(T ) im Zeitinkrement ∆t durch eine
lineare Funktion genähert [98]:

h (T (t)) = − log (aT (T (t))) = a + bt. (C.23)

Die Parameter der Geraden sind durch folgende Gleichungen gegeben:

a =
1

∆t

[

tk+1 h
(

T (tk)
)

− tk h
(

T (tk+1)
)]

(C.24)

b =
1

∆t

[

h
(

T (tk+1)
)

− h
(

T (tk)
)]

. (C.25)

Zur Berechnung des effektiven Zeitinkrements ∆τ muss entsprechend Glei-
chung (3.2) über das Zeitinkrement ∆t integriert werden. Mit der Näherung
(C.23) führt die Integration auf den Ausdruck

∆τ =

∫ tk
+1

tk

dt′

aT (T (t′))
=

∫ tk
+1

tk
10a+bt′dt′ = (C.26)

=
1

b ln(10)

(

10a+btk
+1

− 10a+btk
)

.

Dieser Ausdruck kann mit den Gleichungen (C.23) und (C.25) zur behaup-
teten Gleichung (3.35) für das effektive Zeitinkrement

∆τ =
aT

(

T (tk+1)
)

−1
− aT

(

T (tk)
)

−1

h (T (tk+1)) − h (T (tk))
∆t für ∆T 6= 0 (C.27)

für nichtkonstante Temperatur umgeformt werden. Bei bekanntem effektiven
Zeitinkrement ist damit die Spannungsänderung ∆σ(∆ε) in Abhängigkeit
des Dehnungsinkrements ∆ε bekannt. Daraus kann die Jacobi-Matrix für
schädigungsfreie Viskoelastizität berechnet werden.
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C.3 Berechnung der viskoelastischen Jacobi-

Matrix JV

Die Jacobi-Matrix JV ergibt sich nach Definition (3.19) durch partielle Ablei-
tung des Spannungsinkrements ∆σ nach dem Dehnungsinkrement ∆ε. Durch
Aufspaltung der Spannung in eine hydrostatische Spannung und einen Span-
nungsdeviator entsprechend Gleichung (C.21) kann die Jacobi-Matrix als

JV =
∂∆σ

∂∆ε

=
∂∆s

∂∆ε

+ I(2)
∂∆σH

∂∆ε

(C.28)

geschrieben werden. Der Einheitstensor I(2) und die partielle Ableitung der
hydrostatischen Spannung sind über ein Tensorprodukt verbunden und bil-
den so einen Tensor vierter Stufe. Der hydrostatische Anteil und der Devia-
toranteil der Jacobi-Matrix JV werden im Folgenden berechnet.

C.3.1 Hydrostatischer Anteil der Jacobi-Matrix

Der hydrostatische Anteil der Jacobi-Matrix ergibt sich durch Anwendung
der Kettenregel als

∂∆σH

∂∆ε

=
∂∆σH

∂∆εH

∂∆εH

∂∆ε

. (C.29)

Aus Gleichung (C.5) folgt
∂∆σH

∂∆εH

= 3K0 (C.30)

und Definition (A.8) ergibt

∂∆εH

∂∆ε

=
1

3
I(2). (C.31)

Einsetzen der Ausdrücke (C.30) und (C.31) in Gleichung (C.29) liefert die
Gleichung

∂∆σH

∂∆ε

= K0 I(2). (C.32)

Damit ist der hydrostatische Anteil der Jacobi-Matrix JV berechnet.

C.3.2 Deviatoranteil der Jacobi-Matrix

Der Deviatoranteil der Jacobi-Matrix kann durch Anwendung der Kettenre-
gel in der Form

∂∆s

∂∆ε

=
∂∆s

∂∆e
··

∂∆e

∂∆ε

(C.33)
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geschrieben werden. Der erste Term kann aus der Änderung des Spannungs-
deviators (C.20) unter Verwendung der Prony-Dehnungen (C.19) berechnet
werden:

∂∆s

∂∆e
= 2G0

{

1 −

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

I(4). (C.34)

Der zweite Term folgt aus der Definition des Dehnungsdeviators (A.9) oder
aus Beziehung (A.14) als

∂∆e

∂∆ε

= I(4) −
1

3
I(2)I(2). (C.35)

Aus den Eigenschaften (A.5) und (A.7) des Einheitstensors I(4) ergibt sich
durch Einsetzen der Ausdrücke (C.34) und (C.35) in Gleichung (C.33) der
Deviatoranteil

∂∆s

∂∆ε

= 2G0

{

1 −

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

(C.36)

der Jacobi-Matrix JV . Durch Zusammenführen des hydrostatischen Anteils
(C.32) und des Deviatoranteils (C.36) entsprechend Gleichung (C.28) folgt
der Ausdruck für die viskoelastische Jacobi-Matrix

JV = K0 I(2)I(2)+

2G0

{

1 −
m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

,
(C.37)

der in Gleichung (3.36) behauptet wurde.



Anhang D

Diskretisierung des

Schädigungsmodells

Zur Diskretisierung des viskoelastischen Schädigungsmodells wird in Ab-
schnitt 4.3.1 die Schädigungsmatrix MD berechnet. Dabei wird für die par-
tielle Ableitung der äquivalenten inelastischen Dehnung ∆p nach der Deh-
nungsänderung ∆ε der Ausdruck (4.38) verwendet. Diese Gleichung wird im
Folgenden abgeleitet.

Die Änderung der äquivalenten inelastischen Dehnung ∆p ist durch Glei-
chung (4.37) gegeben. Nach der Kettenregel folgt für die partielle Ableitung
der äquivalenten inelastischen Dehnung der Ausdruck

∂∆p

∂∆ε

=
∂∆p

∂∆ein
··

∂∆ein

∂∆ε

. (D.1)

Für den ersten Term in Gleichung (D.1) folgt mit Gleichung (4.37) die Be-
ziehung

∂∆p

∂∆ein
=

2

3∆p
∆ein. (D.2)

Der zweite Term lässt sich mit der Änderung der inelastischen Dehnung (4.39)
und der Änderung der Prony-Dehnungen (3.32) als

∂∆ein

∂∆ε

=

{

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

∂∆e

∂∆ε

(D.3)

schreiben. Mit Gleichung (C.35) aus Anhang C folgt daraus der Ausdruck

∂∆ein

∂∆ε

=

{

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

(

I(4) −
1

3
I(2)I(2)

)

. (D.4)
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Da die Änderung der inelastischen Dehnung ∆ein nach Gleichung (3.31) ein
Deviator ist, verschwindet seine Spur mit

Sp(∆ein) = 0. (D.5)

Einsetzen der Gleichungen (D.2) und (D.4) in den Ausdruck (D.1) liefert mit
den Eigenschaften (A.4) und (A.5) der Einheitstensoren und der Gleichung
(D.5) den Ausdruck

∂∆p

∂∆ε

=
2

3∆p

{

m
∑

i=1

αi

[

1 +
τi

∆τ

(

e−∆τ/τi − 1
)

]

}

∆ein, (D.6)

der in Gleichung (4.38) behauptet wurde.
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