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Zusammenfassung

Mit Hilfe einer Evolutionsgleichung fiir die Filmdicke, welche vor kurzem
aus der diffusen Grenzflachentheorie und der Ndherung langer Wellenléngen
abgeleitet wurde [L. M. Pismen und Y. Pomeau, Phys. Rev. E 62, 2480
(2000)], werden die Entnetzungseigenschaften diinner Filme (d < 100nm)
auf einem festen Substrat untersucht. Das Diffuse-Grenzflichen-Modell er-
laubt es ein Phasendiagramm fiir stabile und instabile Schichtdickenberei-
che sowie fiir Tropfen- und Lochbereiche zu berechnen. Die zweidimensio-
nale Betrachtung der Diinnfilmgleichung fithrt zu einer Unterteilung des
linear instabilen Schichtdickenbereichs in einen nukleations- und in einen
instabilitdtsdominierten Bereich. Im Fall einer gekippten Unterlage werden
stationdre Losungsfamilien der zweidimensionalen Gleichung fiir periodische
Randbedingungen bestimmt. Fiir grole Periodenlénge finden sich universel-
le Losungen (flache Tropfen), deren Eigenschaften nicht von der mittleren
Schichtdicke abhédngen. Fiir groflere Neigungswinkel tritt ein weiterer stabi-
ler Losungszweig auf, welcher einen dynamischen Entnetzungsiibergang mit

Hysterese erlaubt.

Abstract

Using a recently derived film evolution equation combining long-wave approx-
imation and diffuse interface theory [L. M. Pismen and Y. Pomeau, Phys.
Rev. E 62, 2480 (2000)], we study the dewetting properties of a thin film
(d < 100nm) on a solid substrate. The diffuse interface enables one to com-
pute a phase diagram for the stable and unstable regions of film thickness.
This region can be separated into a drop and a hole domain. Semi-analytical
analysis of the two dimensional equation leads to a further separation of the
linearly unstable thickness range in nucleation and instability dominated re-
gions. In the case of the thin film on an inclined plane we study stationary
solution families for periodic boundary conditions. For large periods we find
universal solutions (flat drops), whose properties do not depend on the mean
film thickness. For larger inclination angles another stable solution branch

emerges, allowing for a dynamic wetting transition and showing hysteresis.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorbemerkungen

Diinne Fliissigkeitsfilme auf einer festen Unterlage spielen eine wichtige Rolle
in unserem téglichen Leben. Denken wir nur einmal an den Trénenfilm auf der
Hornhaut eines menschlichen Auges, den Olfilm im Lager einer Rechnerfest-
platte oder an einen noch nicht ausgehérteten Lackfilm auf einer Oberfléche.
In der Regel liegt die Aufgabe des Films darin, die von ihm benetzte Ober-
fliche vor dufleren Einfliilssen zu schiitzen. So verhindert der Trénenfilm das
Austrocknen der Hornhaut, der Olfilm den direkten Kontakt von Welle und
Lager, der Lackfilm die Entstehung von Rost oder Beschiadigung durch UV-
Licht.

Alle diese Beispiele haben gemeinsam, dass meist eine vollstdndige, homoge-
ne Benetzung der Unterlage fiir die Funktion des Films Voraussetzung ist.
Deshalb mochte man vermeiden, dass der Film plotzlich aufzureiflen oder so-
gar abzuperlen beginnt. Oft sind die zu bedeckenden Oberflachen jedoch fiir
diese Fliissigkeiten nicht benetzend. Nur mit Hilfe geeigneter Auftragever-
fahren gelingt es dann, einen deckenden Fliissigkeitsfilm auf die Oberfliche
aufzubringen. Ob dieser jedoch stabil bleibt, hdngt in der Regel von dessen
Dicke, sowie eventuell vorhandenen Inhomogenitéiten und Verunreinigungen
auf der Oberfliche ab.
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Andererseits existieren auch Anwendungsgebiete, bei denen ein Abperlen
des Films durchaus erwiinscht ist, wie z.B. das von Wasser auf der Wind-
schutzscheibe eines Autos oder auf einer Regenjacke. Um die gewiinschten
Eigenschaften zu erzielen ist es notwendig, die zugrundeliegenden physika-
lischen Mechanismen des Entnetzens zu verstehen, die fiir das Aufbrechen
eines diinnen Fliissigkeitsfilms verantwortlich sind und zur anschliefenden
Bildung von Lochern, polygonalen Netzwerken, Wellenstrukturen oder Trop-
fenmustern [12, 61] fithren. Oft sind Gradienten der Oberflichenspannung
dafiir verantwortlich, dass der Film instabil wird. Diese werden durch raum-
liche Temperaturschwankungen, Oberflaichenverunreinigungen, Verdampfung
oder durch die Wechselwirkung zwischen Substrat und Fliissigkeit verursacht
[55]. Gerade fiir sehr diinne Filme einer Dicke unter 100 nm spielt Letztge-
nanntes eine wichtige Rolle. Die intermolekularen Kréfte fithren hier zu Wech-
selwirkungen zwischen beiden Grenzflichen. Genaue Kenntnis dieser Wech-
selwirkungen bildet die Voraussetzung dafiir, um Methoden zu entwickeln

den Film zu stabilisieren [40] oder kontrolliert aufbrechen zu lassen [49].

1.2 Grundlagen der Entnetzung

Molekulare Wechselwirkungen fithren zu anziehenden Kréiften zwischen den
Fliissigkeitsmolekiilen. Wihrend sich diese Anziehungskréfte im Innern der
Fliissigkeit gegenseitig kompensieren, resultiert fiir Molekiile in der N&he der
Oberfldche eine senkrecht zur Oberfldche nach innen gerichtete Kraft, welche
als Oberflichenspannung bezeichnet wird. Sie fithrt dazu, dass die Fliissig-
keit bestrebt ist, die Oberfliche zu minimieren, um so die Oberflichenenergie
herabzusetzen.

Wiéhrend die Oberfliichenspannung an der Grenzfliche fliissig/gasformig fast
ausschliellich durch die Eigenschaften der Fliissigkeit bestimmt wird, hangt
die Oberflachenspannung an der Grenzfliche zwischen zwei Fliissigkeiten
oder der einer Fliissigkeit und dem Substrat von den Wechselwirkungen

der grenznahen Molekiile oder Atome der beiden Phasen ab. Man teilt
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die Wechselwirkungen iiblicherweise in zwei Gruppen ein, die polaren und
die apolaren Wechselwirkungen. Die polaren Wechselwirkungen sind Dipol-
Dipol, Wasserstoftbriicken-, Elektronen-Donator/Akzeptor und Séure-Base-
Wechselwirkungen, wohingegen die unpolaren Wechselwirkungen durch elek-
trodynamische Van-der-Waals Krifte, sowie induzierte Dipolkrifte (London-,
Debye- und Keesom-Wechselwirkungen) verursacht werden.

Um eine Fliissigkeitsschicht zwischen zwei Halbrdume, aus fester und
gasformiger Phase einzubringen (siehe Abb. 1.2) ist diejenige Energiemen-
ge pro Fliche notig, welche der Differenz S = v55 — 755 — Vf4, d.h. der
Oberflichenspannungen der Grenze fest /fliissig und fliissig/gasformig, zu der
Oberflachenspannung der Grenze fest/gasférmig, entspricht. Ist S > 0, wird
dabei Energie gewonnen und die Fliissigkeit ist benetzend. Ist S < 0, ist sie
nicht oder nur teilweise benetzend.

Dies gilt allerdings nur solange die Fliissigkeitsschicht geniigend dick ist, so
dass die beiden Grenzflichen nicht miteinander in Wechselwirkung treten.
Fiir diinne Filme einer Dicke h < 100nm fiihrt die Ndhe der einen Grenz-
flache zur anderen dazu, dass die Oberflichenenergien modifiziert werden
miissen. Dieser Einfluss ldsst sich durch Einfiihrung eines von der Dicke der

Schicht abhéngigen effektiven Grenzfidchenpotenzials [41, 42] beschreiben.

1.2.1 Effektives Grenzflichenpotenzial

Das effektive Grenzflachenpotenzial V' (h) einer Fliissigkeitschicht der Dicke h
ist gegeben durch die Differenz zwischen der freien Energie f(h) der Schicht

pro Fldche und der beiden Oberflichenspannungen:

V(h) = f(h) = vsr = Vsg- (1.1)

Da fiir dicke Filme keine Wechselwirkung der beiden Oberflichen zu er-
warten ist, wird angenommen, dass f(h) — 0 fiir h — oo ist, so dass
V(h — 00) = =755 — V4 ist. In Abb. 1.1 sind die drei unterschiedlichen Fille
fiir den Verlauf eines effektiven Grenzflachenpotenzials dargestellt. Das durch

die punktgestrichelte Kurve dargestellte Potenzial wird minimal fiir h — oo,
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Abbildung 1.1: Skizze der drei Phasen.

die einzig stabile Konfiguration stellt einen unendlich dicken Film dar. Die
Fliissigkeit ist somit entnetzend. Anders verhélt es sich fiir ein Potenzial,
das durch die durchgezogene Kurve gegeben ist. Es besitzt ein Minimum bei
einem endlichen Wert der Hohe hg, d.h. ein Film dieser Dicke ergibt die sta-
bilste Konfiguration. Der Film ist weiterhin benetzend. Das dritte Potential
(gestrichelte Kurve) stellt eine Mischung der beiden Vorherigen dar. Sowohl
ein unendlich dicker Film sowie der einer endlichen Dicke hy stellt eine lo-
kal stabile Konfiguration dar, welche jedoch global nur metastabil ist. Mit
Hilfe des effektiven Grenzflichenpotenzials ist es moglich, die Entnetzungs-
eigenschaften einer glatten Fliissigkeitsschicht kompakt zu beschreiben. Was
passiert aber, wenn ein glatter Film eine instabile Dicke h besitzt? Dazu ist
es notig, die Transportphédnomene innerhalb der Fliissigkeitsschicht einzube-
ziehen. Diese fiithren in der Regel dazu, dass die Filmoberfliche durch ein
ortsabhéngiges Hohenprofil h(x,y) beschrieben werden muss.

Meist sind auch die Fliissigkeitparameter, wie Oberflichenspannung, Visko-

sitdt und Dichte temperaturabhéngige Grofien, d.h. das Potenzial &ndert sich
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Abbildung 1.2: Verschiedene effektive Grenzflichenpotenziale V (h) dber h.

mit der Temperatur.

1.2.2 Spinodale Entnetzung

Um eine Vorstellung iiber die Transportdynamik innerhalb der Fliissigkeit
zu gewinnen, kann ein vereinfachtes Modell herangezogen werden. Dazu wird
von der Kontinuititsgleichung (Massenerhaltung) in der Form

%h = -V-J =CAP (1.2)
ausgegangen, wobei J die Stromdichte, C' eine Konstante und P der Druck

ist. Der Druck wird beschrieben durch
P = TI(h) — vAh, (1.3)

wobei v die Oberflichenspannung ¢, des Films ist. Der letzte Term ist der
sogenannte Laplace Druck, welcher durch die Kriimmung der Oberflache ent-
steht. Der erste Term driickt den Einfluss der Benetzungskrifte aus. Er ergibt
sich aus dem effektiven Grenzflachenpotenzial V' (h) zu

0

(k) = VR, (1.4)
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und wird als Trennungsdruck bezeichnet. Der Trennungsdruck wurde von
DERJAGUIN [17, 18] eingefithrt und kann je nach Art des Systems Van-
der-Waals, elektrostatische oder strukturelle Wechselwirkungen beinhalten
(83, 31, 33, 82]. Einsetzen von Gl. (1.3) in Gl. (1.2) fithrt zu der Bewegungs-

gleichung

d
h = A[L(h) — yAN. (1.5)

Um die Stabilitdt eines glatten Films der Hohe hy zu untersuchen, macht

man den Stérungsansatz
h(x,t) = ho+ e’ cosk - x (1.6)

wobei x = (z,y) und ¢ eine kleine Amplitude ist. Einsetzen in Gl. (1.4)

liefert die lineare Wachstumsrate
B(k) = —C(V"E* 4+ ~vk*), (1.7)

wobei k = |k| ist. Sie bleibt immer negativ, solange die zweite Ableitung
des effektiven Grenzflichenpotenzials V" = 9?V/Oh? positiv ist, d.h., eine
zuféllig vorhandene Fluktuation der Oberflache wird geddmpft.
Ist die Ableitung jedoch negativ, so wird §(k) fiir bestimmte Wellenzahlen &
positiv. Die Wachstumsrate ist maximal fiir

_yr

kmaz = . 1.
= (18)

Storungen mit dieser Wellenzahl wachsen am Schnellsten an, was im Friihsta-
dium der Entnetzung zu méanderartigen Mustern fiihrt, welche durch die
Wellenlénge A\por = 27/kmee dominiert werden. Im weiteren Verlauf der
Entnetzungsdynamik bilden sich in den Wellentélern der Meanderstruktur
einzelne Locher. Der nichtlineare Charakter des Potenzial V'(h) fiihrt jedoch
dazu, dass anfingliche, zuféllige Fluktuationen der Filmoberfliche dafiir ver-
antwortlich sind, wo sich letztendlich Locher ausbilden. Es kann zumindest
im Frithstadium der Entnetzung davon ausgegangen werden, dass der mitt-

lere Abstand der Locher \,,q., beziehungsweise die mittlere Fliche pro Loch
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A2 ist.

Gleichung (1.5) besitzt die gleiche Form wie die Cahn-Hilliard Gleichung,
welche die spinodale Entmischung einer bindren Mischung beschreibt [16].
Aufgrund dieser Analogie fithrte M1TLIN [50] den Begriff spinodale Entnet-
zung fiir den hier beschriebenen Instabilitdtsmechanismus ein. Der Schicht-
dickenbereich, fiir den der glatte Film lokal instabil ist, wird als spinodaler

Bereich bezeichnet.

1.2.3 Entnetzung durch Keimbildung

Neben der spinodalen Entnetzung kann der Fliissigkeitsfilm auch aufgrund
von lokalen Inhomogenitéiten des Substrats, Oberflichenverunreinigungen
oder Temperaturdifferenzen instabil werden. Diese lokalisierten Stérungen
wirken als Keime, die den Film an diesen Stellen aufbrechen lassen. Da-
bei entstehen Locher, welche lateral wachsen konnen. Dieser Mechanismus
konkurriert entweder im spinodalen Schichtdickenbereich mit der spinodalen
Entnetzung oder fithrt dazu, dass ein Film metastabiler Dicke instabil wird.
Die durch Keimbildung entstehenden Locher sind wie die Keime zuféllig {iber

die Oberfliche verteilt, ihre Zentren weisen keine Korrelation auf.

1.3 Theorie und Experimente zur Entnet-

zung

Es existieren zahlreiche experimentelle und theoretische Arbeiten iiber die
verschiedenen Stadien des Entnetzens. Im Folgenden wird ein kurzer Uber-

blick dariiber gegeben.

1.3.1 Etappen des Entnetzungsprozesses

Arbeiten iiber das Frithstadium des Aufbrechens eines diinnen Fliissigkeits-
films finden sich bei RUCKENSTEIN&al [66], KHESHGI&al [40], sowie bei

KHANNA&al. Das Wachstum einzelner Locher und die Eigenschaften der,
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das Loch umgebenden Randwulst sind in REDON&al [60], JAcOBs&al [35]
und REITER&al [63] untersucht worden. Die Stabilitdt der Randwulst wurde
von SHARMA&al [72], JacoBs&al [36] und SAMID-MAERZEL&al [67] disku-
tiert. Des weiteren beschéftigen sich die Arbeiten von REITER&al [61, 64, 26],
MERTIG&al [49], JAcOBs&al [34] und MITLIN [51] mit dem am Ende ver-

bleibenden globalen Entnetzungsmuster.

1.3.2 Instabilititsmechanismen

Die beiden oben eingefiihrten Instabilitdtsmechanismen, die spinodale Ent-
netzung und die heterogene Nukleation an Defekten, sind die Themen einer
Vielzahl von Artikeln, wie die von KHESHGI &al [40], REITER&al [61, 64],
JacoBs&al[34], BiscHor&al[11], Xie&al [91], THIELE&al[85] und KHANNA
&al[39]. Es wird beobachtet, dass fiir sehr diinne Filme spinodale Entnetzung,
hingegen fiir dickere, metastabile Filmdicken die Entnetzung an Nukleati-
onskeimen stattfindet. Ferner werden einige Verfahren vorgeschlagen, um die
beiden Instabilitdtsmechanismen voneinander zu unterscheiden. In diesem
Zusammenhang soll an dieser Stelle das Experiment von G. REITER [61, 62]

betrachtet werden.

1.3.3 Das Experiment von G. Reiter

Es handelt sich dabei um ein Entnetzungsexperiment eines diinnen Polymer-
films (d < 100 nm) auf zwei unterschiedlichen, nichtbenetzenden Substra-
ten. Bei dem Polymer handelte es sich um Polystyrene (Molekulargewicht
M,, = 2800 g/mol, Verhéltnis zur Molmasse M,,/M, < 1.05), welche einen
vernachlassighbaren Dampfdruck besitzen, so dass unter den experimentel-
len Bedingungen das Filmvolumen als konstant betrachtet werden kann. Das
Auftragen des Films auf das Substrat erfolgte durch spin coating mit einer
Toluollésung des Polymers. Bei den beiden Substraten handelt es sich um Si-
licon Waver vom Typ A und vom Typ B. Beide Substrate unterscheiden sich

in der Oberflichenbeschaffenheit, so dass der Kontaktwinkel eines Tropfens
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auf einem Waver des Typs A 22° + 4° und auf einem des Typs B 42° + 5°
betrug.

Die Entnetzungsexperimente wurden auf zwei Arten durchgefiihrt. Im ersten
Fall wurden Probenserien verschiedener Schichtdicken im Bereich von 1 nm
bis 100 nm fiir beide Wavertypen bei 166°C' fiir 12 Stunden ausgehértet. Diese
Versuchsreihe diente dazu, das Langzeitverhalten des Entnetzungsprozesses
zu untersuchen. Im zweiten Fall wurde das Anfangsstadium der Entnetzung
untersucht, wozu eine Probenserie auf einem Waver des Typs A fiir verschie-
dene Zeiten von 15 Minuten bis 2 Stunden bei einer Temperatur von 135°C'
bis 150°C" ausgehértet wurden. Die Temperaturen unter denen die Experi-
mente durchgefithrt wurden, liegen oberhalb der Glasiibergangstemperatur,
so dass davon ausgegangen werden kann, dass die diinnen Filme unter den
Versuchbedingungen instabil sind.

Das Langzeitverhalten ldsst sich folgendermaflen wiedergeben. Der Film
bricht an zufillig iiber die Oberfldche verteilten Orten auf und bildet dort
Locher, deren Tiefe entsprechend der experimentellen Messgenauigkeit der
Schichtdicke des glatten Films entspricht. Die Locher beginnen zu wach-
sen und sind umgeben von einer Randwulst, welche durch die Materialver-
dréangung entsteht. Die Locher wachsen weiter, wobei die Randwulst an Hohe
gewinnt. Einige der Locher beriihren sich und verschmelzen. Die anderen
wachsen weiter bis sich schliellich alle Locher beriihren. Es entsteht eine wa-
benartige Struktur, wobei die Zellen durch Randlinien aus Tropfen begrenzt
werden. Diese Tropfenlinien stammen von den vorherigen Randwiilsten, wel-
che ab einer gewissen Hohe instabil gegeniiber der Separation in Tropfen
werden. Die Absténde der Tropfen zu ihrem néichsten Nachbarn sind dhn-
lich, die Position der Tropfen somit korreliert.

Im Gegensatz zum Langzeitexperiment auf dem Waver A weicht das Verhal-
ten auf Waver B etwas von dem eben Erklérten ab. Die am Ende beobachtete
Struktur dhnelt der wabenartigen von oben, weist jedoch iiber die gesamte
Oberflache verteilt viele kleine Tropfen auf, deren Abstdnde eine gewisse

Korrelation vermuten lassen. Die Existenz dieser Tropfen erklirt der Autor



10 Einleitung

damit, dass sich im Fall des Wavers B bereits wihrend des Wachstumspro-
zesses eines Loches Tropfen bilden.

Die Kurzzeitexperimente zeigen das anfiangliche Wachstum der Lécher. Die
Locher sind zuféllig verteilt und wachsen anndhernd gleich schnell, so dass
sie mehr oder weniger gleich grof§ sind. Dieses gleichméfiige Wachstum weist
darauf hin, dass die Instabilitdt an allen Lochpositionen synchron einsetzt,
weshalb Keimbildungsprozesse an Defekten und Unreinheiten weitgehend als
Instabilitédtsursache ausgeschlossen werden.

Fiir die Analyse der verschiedenen Entnetzungsstrukturen verwendete Rei-
ter verschiedene charakteristische Grofien, wie der mittlere Durchmesser der
Tropfen D, die mittlere Anzahl der Tropfen pro Referenzfliche Ny, die mitt-
lere Anzahl von Lochern pro Referenzfliche Ny, die mittlere Anzahl von Po-
lygonen pro Referenzfliche Np, der mittlere Durchmesser der Polygone Dp
und die anfingliche Filmdicke h. Es zeigt sich, dass Dy, N4, D, sowie Np
und Ny durch ein Potenzgesetz von der Filmdicke h abhéngen. Der Durch-
messer Dy nimmt mit zunehmender Schichtdicke ab, die Anzahl der Tropfen
Ny nimmt hingegen zu. Dabei sind die Tropfen fiir den Waver B zahlreicher
und, wie aus dem grofleren Kontaktwinkel zu erwarten ist, kleiner. Der mitt-
lere Durchmesser der Polygone Dp nimmt mit zunehmendem h zu und ist
fiir beide Wavertypen fast identisch. Die mittlere Anzahl der anfinglichen
Locher Ny sowie die mittlere Anzahl der Polygone Np nimmt mit zuneh-
mender Filmdicke ab, wobei Np im gesamten Verlauf kleiner als Ny ist, was
sich durch die Verschmelzung von Lochern und Verdrangung der beiden sepa-
rierenden Randwiilste erklaren ldasst. Diese Verunreinigungsprozesse sind au-
Berdem dafiir verantwortlich, dass die Polygongrofie weitgehend unabhéngig
vom Wavertyp ist. Ab einer gewissen Lochgréfle fithren zwei aufeinander-
treffende Randwiilste zu einer stabilen Tropfenreihe, wobei die Verdrangung
bei zu kleinen Lochern iiberwiegt. Es zeigt sich, dass die anfingliche mittle-
re Lochanzahl Ny annihernd proportional zu h? ist. Setzt man das Modell
nach BLOCHARD &al [14] fiir die Oberflichendynamik voraus, fiir welches

Amaz Proportional zu h? ist, so lisst sich daraus schliefien, dass die Filme im
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Experiment aufgrund spinodaler Entnetzung aufreissen. Das Lochwachstum
erfolgt mit einer fast konstanten Geschwindigkeit, welche, solange das Loch
relativ weit vom néchsten entfernt ist, nicht vom Lochdurchmesser, jedoch
vom Kontanktwinkel abhéngt. Diese Abhéngigkeit findet sich in der Regel bei
dicken Filmen, scheint jedoch, wie die Experimente zeigten, auch fiir diinne
Filme zu gelten.

Im dem Artikel von BisSCHOF &al [11] werden Zweifel daran geduflert, ob es
sich bei den Experimenten von Reiter in der Tat um spinodale Entnetzung
handelt oder ob die anfinglich entstandenen Locher nicht durch Nukleation
an Defekten zustande kommen. In ihrem Artikel untersuchen die Autoren die
Entnetzung von diinnen Metallfilmen (Au, Cu, Ni) auf Silikon Wavern. Im
Gegensatz zu den Resultaten von Reiter zeigen ihre Entnetzungsexperimen-
te die typischen spinodalen Wellenmuster mit der charakteristischen Wel-
lenlénge, welche mit dem Quadrat der Schichtdicke skaliert. Erst im weiteren
Verlauf des Experiments bilden sich viele kleine Locher, die dann aufgrund
der nichtlinearen Prozesse zu grofleren verschmelzen. Neben diesen, durch
spinodale Entnetzung entstehenden Strukturen, finden sich in den selben
Experimenten auch Locher mit viel grofferem Radius, welche nach Ansicht
der Autoren durch Keimbildung an Defekten verursacht wurden. Diese wei-
sen ein dhnliches Wachstumsverhalten auf wie bei den Experimenten von
Reiter. Die quadratische Abhéngigkeit der spinodalen Wellenldnge von der
Filmdicke, welche die Autoren als Identifikation fiir spinodale Entnetzung
betrachten, entspricht der Annahme von Reiter und stiitzt sich auf ein theo-
retisches Modell von BROCHARD-WYART &al [13].

Neben der direkten Messung der spinodalen Wellenlédnge wurden spéter noch
andere Identifikationsmethoden vorgeschlagen, welche auf der Korrelations-

funktion der Lochmittelpunkte [11] und dem Minkowskimaf [34] beruhen.

1.3.4 Theoretische Modelle

Ausgehend von dem relativ simplen Zusammenhang aus Gl. (1.2) existiert

eine Anzahl von theoretischen Modellen zur Beschreibung der Dynamik der
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Filmoberfliche. Die Rechtfertigung dieser phanomenologischen Modelle liegt
in der Geometrie des Problems, d.h. in dem groflen Unterschied der bei-
den Léngenskalen, die der Filmdicke h und die der lateralen Ausdehnung
des diinnen Films. Dadurch lésst sich die Navier-Stokes-Gleichung auf die
Stokes-Gleichung in der Schmiermittelndherung (z.B. OrRON&al [55]) redu-
zieren. Die Modelle unterscheiden sich von Gl. (1.2) durch die Hinzunahme
eines Mobilitatsfaktors und in der jeweiligen Form des Trennungsdrucks I1(h).
Meist besteht der Trennungsdruck aus zwei Anteilen, einer langreichweitigen
und einer kurzreichweitigen Komponente. Dabei kann jede der Komponen-
ten anziehend oder abstoflend sein, welches zu vier unterschiedlichen Typen
von Trennungsdrucken fithrt [75, 73]. Zum Beispiel besitzt der zum stabilen
Potenzial aus Abb. 1.1 gehorende Trennungsdruck einen abstoflenden kurz-
reichweitigen und einen anziehenden langreichweitigen Anteil.

In dieser Arbeit wird ein Trennungsdruck verwendet, welcher sich aus der
Diffusen-Grenzflichen- Theorie ergibt in der die Grenze fliissig/gasformig als
diffus angenommen wird [4]. Dieser Trennungsdruck stammt aus einem vor
kurzem veroffentlichten Artikel von PISMEN und POMEAU [57] und stellt
eine Kombination aus dem kurzreichweitigem polaren und dem langreichen-
den apolaren Anteil dar, wie er sich auch in anderen Modellen [75, 74] findet.
Er unterscheidet sich allerdings in der Motivation von den anderen Model-
len und beinhaltet eine andere Interpretation der “trockenen Bereiche auf
dem Substrat, da hier die Filmhohe nicht auf Null zuriickgeht. Diese An-
nahme entspricht der eines Vorlauffilms, welcher von DE GENNES in [22]
eingefithrt wurde, um Inkonsistenzen in den hydrodynamischen Gleichun-
gen an der Kontaktlinie fiir no slip Randbedingungen zu vermeiden. Das
Problem der sich bewegenden Kontaktlinie tritt bei Ausdehnung oder Kon-
traktion eines bereits vorhandenen Tropfens oder Loches auf, jedoch auch
wenn sie sich durch Einfluss &uflerer Kréfte wie z.B. der Gravitation bewegt.
Eine genaue Untersuchung der Auswirkungen des Trennungsdrucks aus dem
Diffusen-Grenzflichen-Modell spielt nicht nur fiir Entnetzungsphénomene auf

einer horizontalen Unterlage eine Rolle, sondern eréffnet auch neue Moglich-
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keiten der Beschreibung fallender Filme.

1.4 Fallende Filme

Wird die benetzte Fliche um einen Winkel o geneigt, so kann die Schwer-
kraft dazu fiithren, dass der Zustand der ruhenden Fliissigkeit instabil wird,
so dass ein Fluss hangabwirts einsetzt. Die Oberflachenspannung kann dabei
bewirken, dass sich Oberflichenwellen oder eine Front ausbilden. Auf einer
Front kann es zur Ausbildung einer Wulst kommen, welche dann senkrecht
zur Bewegungsrichtung instabil wird und zur Ausbildung sogenannter Fin-
ger fiihrt. Die Finger bilden sich dadurch, dass die Front an einigen Stellen
zuriickbleibt, an anderen sich jedoch schneller fortbewegt. Ist die Fliissigkeit
auf der Unterlage entnetzend, so bilden sich Locher oder Tropfen im Film.
Diese Strukturen bewegen sich dann mit einer von ihrer Grofle abhéingigen
Geschwindigkeit hangabwirts. Wegen der Abhéngigkeit der Geschwindigkei-
ten von Form und Gréfe der lokalisierten Strukturen kénnen sich diese einho-
len und verschmelzen, oder sich in kleinere teilen. Diese Phdnomene koénnen
ebenfalls fiir diinne Filme eine entscheidende Rolle spielen, obwohl die cha-
rakteristische Zeitskala hier oft viel gréfer ist als bei dicken Filmen und meist

groffer als die der Entnetzugsphdnomene.

1.4.1 Theorie und Experiment

Die Bildung von Oberflichenwellen auf einem fallenden Film wurde zuerst
von KAPITZKA und KAPITZKA [37] experimentell untersucht. Mit der Wech-
selwirkung der lokalisierten Strukturen befasste sich JUN LUl und GOLLUB
[47]. Arbeiten zur linearen Stabilitdt des fallenden Films wurden von BE-
JAMIN [8] und Y1H [92] erstellt. Eine schwach nichtlineare Analyse wurde
von BENNY [9] und GJEVIK [23] durchgefithrt. LIN [46] untersuchte Seiten-
bandeneffekte und PuMir&al [59] solitire Wellen im Zusammenhang mit
fallenden Filmen. Obwohl mit diesen Arbeiten entscheidende Eigenschaften

der fallenden Filme verstanden werden konnten, haben alle gemeinsam, dass
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die untersuchten Phdnomene in erster Linie auf den Trigheitseigenschaf-
ten der Fliissigkeit beruhen, welche sich in den jeweiligen Reynoldszahlen
ausdriicken. Molekulare Wechselwirkungen zwischen der Unterlage und der
Fliissigkeitsoberfliche wurden dabei vernachléssigt, da es sich meist um re-
lativ dicke Filme handelte.

Dasselbe trifft auch auf eine Vielzahl von Arbeiten zu, welche die Bewegung
von Fliissigkeitsfronten oder Tropfen auf einem geneigten, trockenen Sub-
strat behandeln, wie z.B. die von HUPPERT &al [32] und SiLvi &al [79].
Um das oben bereits geschilderte Kontaktwinkelproblem zu umgehen, finden
sich einige Arbeiten wie die von HUPERT [30], GREENSPAN [25] und SPAID
und Homsy [81], welche die Bewegung von Tropfen und Fronten auf einer
geneigten Ebene untersuchen und das Vorlauffilmmodell verwenden oder ein
Gleiten am Substrat zulassen. Die hierbei verwendeten Modelle erfordern
jedoch die Einfiithrung von zusétzlichen Parametern, deren physikalische Be-
deutung meist nicht eindeutig erklarbar ist. Im Vorlauffilmmodell z.B. legt ein
Parameter die Filmhohe des Vorlauffilms fest und beeinflusst die Grundzu-
standsprofile, sowie die Wachstumsrate und die Wellenldnge der transversa-
len Frontinstabilitdt [69, 29, 81, 38|. Ferner fordern diese Theorien, dass der
statische Gleichgewichtskontaktwinkel und der dynamische Kontaktwinkel
unabhéngig voneinander festgelegt werden [25, 28, 52]. Ein weiterer Ansatz
zur Losung des Kontaktwinkelproblems stammt von SHIKHMURZAEV [78],
welcher die Gas-/Fliissikeits- sowie die Fliissigkeits-/Substratgrenzfliche als
unabhéngige Phasen betrachtet. Beide Grenzflachen bilden dabei neue Pha-
sen, welche von denen innerhalb der Medien verschieden sind. MADEVAN und
POMEAU [48], sowie RICHARD und QUERE [65] zeigten, dass die klassische
Singularitdt im Spannungstensor an der Kontaktlinie eines Tropfens auf eine
nichtbenetzende schiefen Ebene im Falle eines abrollenden Tropfens ebenfalls
vermieden werden kann. Neuere Experimente [58] weisen darauf hin, dass be-
stimmte stationdre Tropfenprofile existieren, welche ohne Formverdnderung
die schiefe Ebene heruntergleiten.

Das bereits oben erwahnte Diffuse-Grenzflachen-Modell vermeidet ebenfalls
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das Kontaktwinkelproblem. In dieser Arbeit wird untersucht, welche Auswir-

kung es auf das Problem des fallenden Films hat.

1.5 Gliederung der Arbeit

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Entnetzungseigenschaften eines
diinnen Films auf einer horizontalen Ebene mit Hilfe des Diffusen- Grenz-
flichen-Modells untersucht. In Kapitel 2 wird die Herleitung des Modells von
PisMEN und POMEAU skizziert und dessen grundlegende Eigenschaften wie
die freie Energie und die Existenz von globalen Lésungen behandelt. Am
Ende von Kapitel 2 werden einige numerischen 3d-Simulationen in den ver-
schiedenen Entnetzungsregionen gezeigt.

Kapitel 3 widmet sich eingehend mit der Analyse der zweidimensionalen
Version des Modells und es wird gezeigt, dass die Grenze zwischen spino-
dalen und nukleationsdominierten Entnetzungsbereich, wie sie bisher ver-
standen wurde, revidiert werden muss. Ferner wird diese fiir das Diffuse-
Grenzflichen-Modell bestimmt. Am Ende des Kapitels werden die gefun-
denen Resultate anhand von numerischen Simulationen der zeitabhédngigen
Gleichung bestitigt.

Kapitel 4 befasst sich mit dem Problem des fallenden Films unter Verwen-
dung des Diffusen-Grenzflichen-Modells. Dazu wird die zweidimensionale
Darstellung des zugrundeliegenden Problems betrachtet und die dazugehori-
gen Hohenprofile und deren Stabilitdt bestimmt. Am Ende von Kapitel 4
wird anhand numerischer Simulationen der dreidimensionalen Gleichung ein
Uberblick iiber die Vielfalt der unterschiedlichen Losungen gegeben.

Diese Arbeit schliefit mit der Zusammenfassung in Kapitel 5, in dem die
gefundenen Resultate in Zusammenhang mit den bisherigen Theorien und

Experimenten diskutiert werden.
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Kapitel 2

Diinnfilmevolution im
Diffusen-Grenzflaichen-Modell

2.1 Herleitung der Evolutionsgleichung

In diesem Abschnitt wird die Bewegungsgleichung fiir die Oberfliche z =
h(x,t) eines diinnen Fliissigkeitsfilms auf einem festen Substrat hergeleitet.
Der Vektor x stehe fiir die Raumrichtungen (z,y) und das Substrat befinde
sich bei der Hohe z = 0 (siche Abb. 2.1). Dabei wird vorausgesetzt, dass
das Volumen des Films iiber die betrachtete Zeit konstant bleibt, das d.h.
die Dynamik der Verdnderung der Oberfliche verlauft viel schneller als ein

etwaiges Verdampfen oder Kondensieren der Fliissigkeit.

Gas
, T
y h(x) Fliissigkeit
X
S S S S
Substrat

Abbildung 2.1: Skizze des diinnen Flissigkeitsfilms auf einem festen Substrat.
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2.1.1 Grundideen der neuen Theorie von Pismen und

Pomeau

Stellen wir uns zunéchst einen Tropfen einer nicht benetzenden Fliissigkeit
auf einem festen Substrat vor (siehe Abb. 2.2) und nehmen wir an, dass die-
ser im thermodynamischen Gleichgewicht mit seinem Gas ist.

An der Dreiphasengrenze fliissig-fest-gasformig (Punkt in der Abbildung) fin-
det sich eine wohldefinierte Kontaktlinie mit dem zugehorige Kontaktwinkel
¢. In der gewohnlichen, viskosen Hydrodynamik ohne Gleiten (no slip) fiihrt
eine Bewegung dieser Kontaktlinie zu einem Paradoxon, da die Kraft, die
notig ware diese Kontaktlinie zu verschieben, logarithmisch divergiert [21].
Dies folgt direkt aus der Mehrdeutigkeit des Geschwindigkeitsfeldes an der
Kontaktlinie. Um dieses Paradoxon zu umgehen, wurden, wie im letzten Ka-
pitel bereits erwihnt, einige Versuche unternommen. Diese erlaubten jedoch
nicht, den dynamischen Kontaktwinkel bei der sich bewegenden Kontaktlinie
zu berechnen und erscheinen deshalb als unbefriedigend.

Die Idee von Pismen und Pomeau [57] liegt nun darin, die scharfe Pha-

Fliissigkeit Gas Fliissigkeit ‘ Gas

¢ ¢

Substrat ’ Substrat
Abbildung 2.2: Skizze zum Kon- Abbildung 2.3: Skizze zum Kon-
taktwinkel mit Kontaktlinie taktwinkel ohne Kontaktlinie

sengrenze durch eine diffuse zu ersetzen. Die neue Oberfliche wird dann als
Fliache konstanter Dichte definiert, deren Wert zwischen der der Fliissigkeit
und der des Gases liegt (Linie in Abb.2.3). Um ihrem Gedankengang zu
folgen, wird das Gas und die Fliissigkeit nicht mehr gesondert betrachtet,
sondern als ein Medium, welches sich lediglich in seiner vom Ort abhéingigen

Dichte unterscheidet. Der Ubergang von gasformig zu fliissig erfolgt nicht
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sprunghaft, sondern kontinuierlich iiber eine sehr schmale Grenzschicht hin-
weg. Dies entspricht der Sichtweise der statistischen Thermodynamik, welche
iiber die Dichtefunktionaltheorie fiir ein System kugelformiger Fliissigkeits-
molekiile mit Paarwechselwirkungen zu einer entsprechenden Oberflachen-
struktur gelangt. Molekulare Wechselwirkungen des Mediums mit dem Sub-
strat fithren dazu, dass die Dichte in der Néhe des Substrats modifiziert wird.
Dies hat zur Folge, dass z.B., wie in dem hier betrachteten Fall, die Dichte des
Gases am Substrat erhoht ist. Eine Flache mittlerer Dichte, welche als neue
Oberflache definiert werden kann, beriihrt dann nicht mehr das Substrat.
Die scharfe Kontaktlinie ist nicht mehr definiert, da die Hohe der trockenen
Bereiche nicht mehr den Wert Null erreicht (siche Abb. 2.3). Somit treten

keine Singularitdten mehr auf.

2.1.2 Das Diffuse-Grenzflichen-Modell

Ausgangspunkt fiir das Diffuse- Grenzflichen-Modell bilden die obigen Uber-
legungen. Die Betrachtung geht von einer Oberfléiche bei z = h zwischen einer
Fliissigkeit und ihrem Gas (entsprechend Abb. 2.1 ohne Substrat) aus, wobei
man sich beide Phasen nach z = —oo und z = +oo fortgesetzt denkt. Die ge-
eignete Grofle, um dieses einkomponentige System zu beschreiben, stellt die
Dichte p dar. Sie sei in der Fliissigkeit p; und im Gas p,. In diesem Modell
macht die Dichte bei z = h keinen Sprung, sondern geht iiber eine "diffuse”
Zone kontinuierlich von p; in p, iiber (siche Abb. 2.4). Die exakten Werte p;
und p, werden erst fiir z — £o00 erreicht, weichen jedoch bereits jenseits eines
sehr schmalen Bereichs der Breite [; nur minimal von py bzw. p, im Inneren
der Medien ab. Um den Ort der neuen Oberfliche zu definieren, kann zum
Beispiel die Position mittlerer Dichte p(h) = (py + py)/2 gewéhlt werden.
Dies liefert wieder eine eindeutige Funktion z = h(x).

ANDERSON&al [3] zeigten, dass sich die statische Dichteverteilung dieses Sy-

stems aus einem Energiefunktional der Form

1
= [LX mit L= pf(p)+ 3KIVoP ~ o (2.1)
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PA

o)

P
V4

Abbildung 2.4: Darstellung des Dichteverlaufs an der Oberfliche, wobei z die

Koordinate normal zur Oberfliche darstellt

herleiten ldsst, wobei p der Lagrangemultiplikator (chemisches Potenzial) ist,
der die Massenerhaltung gewéhrleistet. Das Funktional f(p) gibt die freie
Volumenenergie pro Einheitsmasse an. Es wird angenommen, dass die freie
Energie pf(p) unterhalb der kritischen Temperatur zwei Minima, ndmlich
bei den Dichten p; und p, besitzt. Ferner soll gefordert werden, dass diese
Minima, welche man aus einer Maxwell-Konstruktion erhalt, fiir 4 = 0 die
gleiche Energie pf(p) besitzen. Das chemische Potenzial p besitzt in diesem
Modell die Bedeutung eines Neigungsparameters, welcher das Gleichgewicht
zu Gunsten der einen oder anderen Phase verschiebt (siche Abb. 2.5).

Der Term 3 K |Vp|? hiingt mit der Variation der Dichte zusammen und leistet
vor allem an der Grenze der beiden Phasen einen Beitrag, weshalb er auch
als Oberflachenenergie bezeichnet wird. Der Gradient-Energie-Koeffizient K
soll hier als konstant angenommen werden. Die zugehorige Euler-Lagrange-

Gleichung zum Funktional (2.1) lautet

KN?p—0,[pf(p)] +n = 0. (2.2)

Die Losungen von Gl. (2.2) kénnen auch als stationdre Losungen der dyna-
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pf(p)

% P

Abbildung 2.5: Skizze des Volumenenergiefunktionals.

mischen Evolutionsgleichung

dip = KV?p—,[pf(p)] + u (2.3)

fiir die Dichte p verstanden werden. Darauf wird spéter genauer eingegangen.
Die Lingen werden nun mit der charakteristischen Dicke I; = (K/f)'/? der
diffusen Grenze skaliert, wobei angenommen wird, dass sich die charakte-
ristischen Anderungen des makroskopischen Geschwindigkeitsfeldes, sowie
die Dichteschwankungen tangential zur Oberfliche, auf einer viel grofleren
Langenskala abspielen, als die der Dicke der diffusen Oberflache. Mit f sei
ein charakteristischer Wert von f(p) im Bereich der diffusen Grenze gemeint,
wie z.B. der Wert an der Stelle p = (ps — py)/2. Die neuen Ortskoordinaten

gehen durch die Skalierung iiber in

Po= = (2.4)
lq

j = lﬂ (2.5)
d

;o= 2 (2.6)
lq

wobei die Tilden im Weiteren weggelassen werden. Es ergibt sich damit aus

Gl (2.2)
V20— ,lpf(p)] + 1 = 0, (2.7)
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wobei die unskalierten Grofien wieder wie die vorherigen umbenannt wurden.
Kehren wir nun wieder zu den zwei Phasen zuriick, also der bis z — —o0
ausgedehnten fliilssigen Phase und der nach z — oo ausgedehnten Gasphase.
Es wird sich herausstellen, dass uns das bereits wichtige Resultate fiir die
spitere Behandlung der Dreiphasengrenze liefert. Die Oberflichenspannung
ist definiert als Oberflachenenergie pro ebener Einheitsflache fiir zwei bis ins
Unendliche ausgedehnte Phasen. Die statische Losung héngt nur von der
Koordinate z ab, d.h. die z-Achse bildet die Normale zur ebenen Oberfliche.
Damit lautet Gl. (2.7)

p'(z) —g(p) +p =0, (2.8)
wobei

9(p) = Aplpf(p)] (2.9)

eingefithrt wurde. Als Randbedingungen wird gefordert, dass p fiir z — 400
gegen p, bzw. p; geht. Motiviert aus der klassischen Mechanik, wird die

Verzerrungsenergie T' = 1(p')? eingefiihrt und man erhélt damit

d
—T(p") — —u = 0. 2.10
S T() = 9(p) —n (2.10)
Integration dieser Gleichung ergibt, dass die Verzerrungsenergie an jedem
Punkt gleich der potentiellen Energie ist
1
30" = pf(p) + pp (2.11)

und es kann der Virialsatz angewendet werden, um die Oberflachenspannung

= [ @ras = [ i lde (2.12)

[e.o]

zu berechnen. Um auf das eigentliches Problem der Kontaktlinie zuriickzu-
kommen, muss das Substrat in die Uberlegungen einbezogen werden. Dabei
ist eine Modifikation der Dichten am Substrat zu erwarten, welche fiir das
Gas und die Fliissigkeit unterschiedlich sein wird. Die Dichte der Fliissig-
keit am Substrat soll mit p,¢, die des Gases am Substrat mit ps, bezeichnet
werden (sieche dazu Abb. (2.6)).
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Qe
R
Fliissigkeit Gas
Fs)f eg
W22t ds

Substrat
Abbildung 2.6: Darstellung der unterschiedlichen Dichten in der Phase und

an den Grenzflichen

Da die Dichten p, und py aus einer Maxwell-Konstruktion gewonnen werden
sollen, wird angenommen, dass ¢g(p) in der Ndhe des kritischen Punktes eine

kubische Funktion in der Abweichung von der kritischen Dichte p. der Form

9(p) = p—pe—(p—pe)’ (2.13)

ist. Es soll jedoch ein System fern vom kritischen Punkt betrachtet werden,
weshalb die Form der Funktion g(p) verdndert werden muss. Aus diesem

Grund wird eine verschobene kubische Funktion der Form

9(p) = p(1=2p)(1—p) (2.14)

eingefiihrt, welche einer Maxwell Konstruktion bei 4 = 0 entspricht. Der
Grenzwert der Dichte der Gasphase (p, = 0) wird dabei vernachldssigt und
jener der Fliissigkeit auf p = 1 gesetzt. Dies liefert fiir die Funktion f(p)

1

f(p) = 5p(1=p)", (2.15)

und damit fiir die Oberflichenspannungen bei ¢ = 0

! 1
v = / p(=p)dp = ¢, (2.16)
0

1 1 ,

Vsf = / P =p)dp = (1= psp)"(1+ 2psp), (2.17)

Psg
Ysg = / p(1—p)dp = _pgg(g - 2989)' (2.18)
0
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Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, dass man die Formel (2.16) auch mit

einem Ansatz in Form der Standardfrontlosung
1
= 2.19
po(z) 1+ e ( )

als Dichte erhélt. Diese Losung wird spéter noch Verwendung finden.

Fliissigkeit Gas

Y sf

Substrat

Abbildung 2.7: Skizze zur Erlduterung der Oberflichenspannungen

Gleichungen (2.16) (2.17) und (2.18) lassen sich durch die Young-Laplace
Formel

Vsg — Vsf = Y COSP (2.20)
mit dem Kontaktwinkel ¢ in Beziehung setzen (siehe Abb. 2.7). Um jedoch
den Kontaktwinkel beobachten zu konnen, muss man geniigend weit vom
Substrat entfernt sein, d.h. auf einer Skala, die viel gréfer ist als die Dicke der
diffusen Grenzfléche (siche dazu ¢ in Abb. 2.3). Um die Werte der Dichte am
Substrat psy und ps, zu untersuchen, bietet es sich an, einen kleinen Exkurs

auf die mesoskopische Beschreibungsebene zu machen.

2.1.3 Mean-Field-Energie

Um eine Motivation fiir die Dirichletschen Randbedingungen der Dichte am
Substrat zu erbringen, wird von einer allgemeinen Darstellung der moleku-
laren Wechselwirkung in Form eines Energiefunktionals

E-= / / p(X)p(X )V (X — X') d*X d*X + / o(X) L)X (2.21)

s [ J

Vv v
Emol Eeat
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ausgegangen. Diese Energie entspricht der freien Energie nach Helmholtz ei-
nes molekularen Fliissigkeitssystems, bei dem nur paarweise Wechselwirkun-
gen beriicksichtigt und die Struktur der Fliissigkeitmolekiile vernachléssigt
wird. Das erste Integral FE,,, enthilt das Potenzial V(X — X'), welches
die Summe aller hier vorkommenden molekularen Paarwechselwirkungen be-
schreibt. Das zweite Integral E.,; beschreibt duflere Krafte und enthélt f,, das
auBere Potenzial pro Masse, welches hochstens von der Dichte p(X) abhéngt.
Der Vektor X steht hier fiir (x, ).

Die im Potential V(X —X’) enthaltenen molekularen Wechselwirkungen sind
zum Beispiel die elektromagnetischen Dipol-Dipol Wechselwirkungen in Form
der Van-der-Waals-Wechselwirkung. Auf die konkrete Form der Wechselwir-
kungen soll hier nicht ndher eingegangen werden. Es werden nur einige wenige
Voraussetzungen an das Energiefunktional E gestellt, um ein moglichst all-
gemeingiiltiges Minimalmodell zu erhalten.

Von dem Energiefunktional soll gefordert werden, dass das im Integrand ent-
haltene Volumenpotenzial, analog zu dem im letzten Abschnitt behandelten,
zwei Minima besitze und zwar fiir den Wert der Dichte p; im Fliissigkeitsin-
neren und p, im Gasvolumen fiir einen geniigend groflen Abstand von der
Grenzflache.

Weiter wird gefordert, dass sich die Dichtedinderung auf einer typischen
Langeskala abspielen, die weit jenseits der Reichweite des Potenzials V(| X —
X']) liegt!. Damit kann der erste Teil des Energiefunktionals (2.21) genihert
werden und es wird angenommen, dass das Potenzial, und damit der Inte-
grand fiir Absténde |X — X’| > 2R, nahezu verschwindet. Dabei stellt R die
charakteristische Reichweite des Potenzials V' dar. Fiir die weitere Betrach-

tung werden Relativ- und Schwerpunktskoordinaten eingefiihrt:

s = X—-X'" und (2.22)
¢ = X+X)/2 (2.23)

!Dies stellt eine gute Niherung fiir die Phasengrenze fliissig/gasformig dar, gilt aber
nicht mehr in der Ndhe des Substrats
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Da das Integral nur fiir Abstdnde |X — X'| < 2R einen von Null verschieden
Wert hat, kann das Doppelintegral iiber das Volumen ersetzt werden, indem
die Wechselwirkungsenergie in einer Kugel mit Mittelpunkt & und Radius
R mit den Dichten p(¢ + s) und p(§ — s) berechnet wird. Die Koordinate s
lauft dabei iiber das ganze Kugelvolumen. Das Ergebnis wird dann {iber alle

¢ aufintegriert. Auflerdem werden die Dichten in der Form

p(X) = p(&) +35V(&) +O(ls]), (2:24)
p(X') = p(&) = 5Vp(&) + Olls]). (2:25)

entwickelt, wobei alle Terme ab der zweiten Ordnung in |s| vernachldssigt

werden. Das Integral F,,, vereinfacht sich somit zu

B [ [0 [2V(shas + 190007 [ SVishas] s 220

Wie leicht zu erkennen ist, dhnelt die Struktur bereits der des fritheren Funk-
tionals (2.1). Zur Auswertung der noch verbleibenden Integrale, welche V' ([s])
enthalten, muss ein Abschneideradius eingefiihrt werden, um Divergenzen zu
vermeiden. Dies erhélt man aus der iiblichen Hartkugelndherung. Eine exak-
ter Herleitung des Energiefunktionals erfordert genaue Kenntnis der zugrun-
deliegenden molekularen Wechselwirkungen und erweist sich in den meisten
Féllen als sehr komplex, so dass die Berechnung nur numerisch moglich ist.
Gleichung (2.1) stellt eine der einfachsten Formen dieser Energie dar und
besitzt einen eher phdnomenologischen Charakter.

Die eben gemachten Nédherungen gelten nicht mehr, wenn sich die Dichten
iiber die Lénge R signifikant dndern, wie es sich in der Nahe des Substrats

erwarten lasst.

2.1.4 Randbedingungen der Dichte am Substrat

Fiir Absténde im Bereich der Reichweite des Potenzials V(X —X') zum Sub-
strat ist zu erwarten, dass das Energiefunktional modifiziert werden muss.

Dazu soll als Beispiel das Lenard-Jones Potenzial, welches genédhert als
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V o (X — X')7% mit einem Abschneideradius dy (harte Kugeln) fiir klei-
ne Abstidnde beschrieben werden kann, betrachtet werden. In diesem Fall
divergiert das Energiefunktional mit dem Abstand z vom Substrat wie z 3.
Diesen divergierenden Anteil der Energie werde als Oberflichenenergie am
Substrat gedeutet, welche zu minimieren ist, um die Dichte p; am Substrat
zu erhalten.

Es wird angenommen, dass das Energiefunktional, wie oben postuliert, die
beiden Minima p; inmitten der Fliissigkeit und p, inmitten des Gases hat.
Damit liegt es nahe, dass es ebenfalls zwei Oberflachendichten, ps¢ und p,,
gibt, welche die Oberflichenenergie am Substrat minimieren. Auch wird im
Allgemeinen davon ausgegangen, dass sich diese Dichtewerte von den Volu-
menwerten unterscheiden.

Die Oberfliche des Substrats befinde sich bei z = 0, also identisch mit der
-y Ebene. Es wird davon ausgegangen, dass eine Benetzung entsprechend
Abb. 2.6 vorliegt, wobei man sich die Anordnung senkrecht zur Bildebene in
y-Richtung fortgesetzt denken muss. Fiir die Dichte am Substrat weit links
im Bereich, wo die Fliissigkeit das Substrat beriihrt, erhdlt man damit psy,
weit rechts, wo das Gas das Substrat beriihrt, ps,. Im Bereich dazwischen
folgt aus der Eindeutigkeit der Oberflichendichte, dass p kontinuierlich iiber
Psf = p > psg variieren muss. Diese Dichteverteilung am Substrat stellen
dann Dirichletsche Randbedingungen fiir p bei z=0 dar.

Wie weiter gezeigt werden kann [57], fithrt die Annahme zweier unterschiedli-
cher minimierender Oberflichendichten zu unnatiirlichen oder sogar unphysi-
kalischen Losungen, und es bietet sich an, eine einheitliche Oberflichendichte
am Substrat ps zu fordern. Im Folgenden soll untersucht werden, welche Aus-

wirkungen diese Annahme auf das System hat.

2.1.5 Dichteverteilung am Substrat

Um die Dichteverteilung am Substrat zu untersuchen, erweist es sich der Ein-
fachheit halber als hilfreich, die beiden Oberfléichen als parallel anzunehmen,

da dies die Rechnung stark vereinfacht. Das Substrat befinde sich bei z =0
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und die diffuse Oberfliche bei z = h. Die Dichteverteilung p(z) ldsst sich
aus Formel (2.7) in dieser eindimensionalen Néherung berechnen. Es wird
dabei die kubische Form (2.14) fiir g(p) verwendet. Als Randbedingung am
Substrat wird p(0) = p; = 1 — a gewéhlt, wobei a < 1 sein soll. Die Dichte
am Substrat unterscheidet sich nur gering von der Dichte im Fliissigkeitsvo-
lumen py = 1. Da sich die Losung von Gl. (2.7) nicht analytisch berechnen
ldasst, wird als genédherte Losung eine um die Hohe h zentrierte Standard-
front (2.19) po(z — h) angesetzt, welche mit einer Stérung proportional zu a

versehen wird:
p(2) = po(z — h) +api(z,h) + - - (2.27)

Damit die Standardfront als Naherung in nullter Ordnung ausreicht, muss
gefordert werden, dass po(—h) geniigend nahe am Wert 1 liegt, um die Rand-
bedingungen zu erfiillen. Dies liefert, dass h > In(1/a) gelten muss. Es soll

zundchst von p = 0 ausgegangen werden. In erster Ordnung ergibt sich
p1(z) +g'(po)p1 = 0, (2.28)
mit der Randbedingung
p1(0) = =1 +a [l — po(—h)] =~ -1+, (2.29)

wobei ¥ = a~le™ < 1 sei. Die Losung in erster Ordnung ist aufgrund des
exponentiellen Abfalls der Wechselwirkung mit dem Substrat in Wirklichkeit
von hoherer Ordnung, jedoch nicht fiir Abstéinde O(In(a™')) vom Substrat,
wo po fast Eins ist. In diesem Intervall kann Gl. (2.28) mit der Gleichung

pi(z) —p1 = 0, (2.30)

mit konstanten Koeffizienten gendhert werden. Fiir die fiir z — oo abfallende
Losung ergibt sich
pi(z) = —e*(1 - V) (2.31)

und damit fiir die gesamte Losung in erster Ordnung zu

pa = pot+apr = (1+e M —e#(a—e™). (2.32)
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Abbildung 2.8: Dichteverteilung am Substrat fir h = 3,6,9 und a = 0.1.

Fiir @ > 0 und h > In(2/a) besitzt die Losung ein Maximum bei z =
%ln(a e —1) > 0 (siehe Abb. 2.8).

Diejenigen Dichteprofile, welche ein Maximum besitzen, werden als Fliissig-
keitsschicht gedeutet, welche zwischen Gas und Substrat eingequetscht sind,
Dichteprofile ohne Maximum, deren Dichte am Substrat erhoht ist, hingegen
als Gas. Hierauf beruhend, werden im Weiteren die Stellen auf der z-y-Ebene,
wo das dariiberliegende Dichteprofil ein Maximum besitzt, als benetzt und die
wo kein Maximum vorliegt, als unbenetzt bezeichnet.

Um die gewéhlten Ndherungen rechtfertigen zu kénnen, muss gefordert wer-
den, dass h > In(1/a) ist. Dies soll von nun an angenommen werden. Die
Losung bleibt auch fiir a < 0 giiltig, d.h. wenn die Dichte am Substrat fiir
die Fliissigkeit erhoht ist. Das Maximum wird dann jedoch durch ein Plateau
ersetzt, aber die Interpretation bleibt dieselbe. Nur fiir den Fall a = 0 liegt
eine Entartung der beiden Dichteprofile vor und die Losung ist eine Stan-
dardfront, deren Zentrum ins Unendliche verschoben ist.

Es muss erwahnt werden, dass nichtmonotone Dichteprofile instabil sind. Da
der Einfluss des Substrats jedoch exponentiell mit z abnimmt, kann die Dy-

namik praktisch als eingefroren betrachtet werden. Dies liegt daran, dass
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der Abstand des Substrats zur Phasengrenze fliissig-gasférmig im Vergleich
zur Dicke der diffusen Grenzfliche sehr grof§ ist. Ferner ist die Dynamik an
der diffusen Grenze um Groflenordnungen schneller als die am Substrat. Mit
den neugewonnenen Randbedingung pss = psg = 1 — a ergibt sich mit der
Young-Laplace Formel (2.20) fiir den Kontaktwinkel die Relation

¢ = 2v/3a, (2.33)

welche spéter fiir die Skalierung das Systems Verwendung findet.

2.1.6 Chemisches Potenzial im Gleichgewicht

Eine stabile Losung mit einem bestimmten h existiert nur fiir einen ganz
bestimmten Wert des chemischen Potenzials p. Dieser Zusammenhang soll
in diesem Abschnitt hergeleitet werden.

Man erhélt die gesuchte Bedingung iiber die Losbarkeitsbedingung der Glei-
chung erster Ordnung. Dazu wird zunéchst von einer allgemeinen inhomoge-

nen Gleichung erster Ordnung der Form
Lpi+1(z) =0 (2.34)

ausgegangen, wobei I(z) eine inhomogene Funktion von z sein soll. Der li-

neare Operator L sei gegeben durch

L=—+d(p). (2.35)

Im Falle, dass Gl. (2.34) auf dem Intervall —oo < z < oo definiert ist, ver-
steht man unter der Losbarkeitsbedingung, dass der inhomogene Anteil 1(z)
orthogonal zur Eigenfunktionen des linearen Operators L zum Eigenwert 0
sein muss. Die Eigenfunktion von L zum Eigenwert 0 ergibt sich im betrach-
teten Fall direkt aus der Translationssymmetrie des Problems in z-Richtung,

zu Jiz po(z). Damit ldsst sich die Losbarkeitsbedingung schreiben als:

/00 po(2)I(2)dz = 0. (2.36)

o0
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Da das Problem jedoch nur im Intervall 0 < z < oo definiert ist, ist die
Translationssymmetrie in z-Richtung gebrochen. Deshalb muss eine etwas
andere Methode gefunden werden, um eine neue Art von Losbarkeitsbedin-
gung fiir halbunendliche Gebiete zu gewinnen. Dazu wird die von PISMEN
in [56] entwickelte Methode der asymptotischen Anpassung verwendet. Ahn-
lich wie in Gl. (2.36) wird das Integral der verschobenen Eigenfunktion pg
mit dem inhomogenen Anteil gebildet. Die untere Grenze der Integration soll
dabei jedoch die Stelle z = 2z > 0 sein, an der p vom asymptotischen Wert
p = 1 hochstens von O(a) abweicht. Gleichung (2.36) ldsst sich schreiben als

/OO dpo(z=1) | _ _/ZO dpo(z —h)
(2)dz = I(z)dz

0 dz N e
Z0 d —h R
— +/ MLpl(Z)dZ (2.37)
—oo dz
_ oy [T ()
N +/oo dz 422 + g'(po)p1(2) | d.

Im weiteren Verlauf der Rechnung wird der linke Term auf der rechten Seite

zweimal partiell integriert und angenommen, dass die Stammfunktionen bei

z = —oo verschwinden. Verwenden von pj — ¢'(po)pl, = 0, welches aus der

Bestimmungsgleichung fiir p, folgt, liefert dann schliellich

/OO w[(z)dz = dpo(;_ h) dp;iz)
d*po(z — h)

—Tm(Z) . (2.38)

0

2=z
Diese neue Losbarkeitsbedingung enthélt nun die Randterme, die gesondert
betrachtet werden miissen. Der Randwert fiir p(z) ergibt sich durch Losen
der Gl (2.34) im Intervall 0 < z < zj, in dem diese Gleichung auf die Glei-
chung konstanter Koeffizienten (2.30) mit der Inhomogenitdt I(z) reduziert

werden kann. Die Losung lésst sich ausdriicken als
) = ie) + [ G- (2:39
0

wobei der homogene Anteil der Losung pgh) durch GI. (2.31) gegeben ist. Der
inhomogene Anteil, welcher die Greensche Funktion G(z — &) zur Gl. (2.30)
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enthélt, kann fiir gewisse Inhomogenitéten 7(z) vernachlissigt und die untere
Integrationsgrenze nach oo verschoben werden, ohne dabei einen signifikan-
ten Fehler zu machen.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn die Inhomogenitéit ein konstantes chemi-
sche Potenzial (I = p.) ist, welches die Frontlosung bei einer Hoéhe z = h
im Gleichgewicht hélt. Die Integration der linken Seite von Gl. (2.38) ergibt
dann

[T = (o) - polan)] = e+ Ola), (2:40)

wobei im letzten Schritt vorausgesetzt wurde, dass die untere Integrations-
grenze nach —oo verschoben werden kann und py(z9) = 1 —0O(a) ist. Um den
fithrenden Term zu erhalten, reicht es aus, den 1. Term von Gl. (2.39) in die

rechte Seite von (2.38) einzusetzen. Dies liefert
e = a*M(h) = 2a°¥(1 —U) = 2 "(a —e™"). (2.41)

Es zeigt sich, dass das erhaltene chemische Potenzial . von der Ordnung
O(a?) ist. Dies liegt in dem schnellen Abfall der molekularen Wechselwirkun-
gen begriindet. Fiir a > 0 weiit das Maximum bei A = In(2/a) auf den Wech-
sel von monotonem zu nichtmonotonem Dichteprofil hin, dieses Maximum
stellt den kritischen Wert fiir die Keimbildung eines dicken Fliissigkeitsfilms
auf dem Substrat dar. Das chemische Potenzial muss das Volumenpotenzial
etwas in Richtung der Fliissigkeit kippen. Fiir a < 0 ist das Gegenteil der
Fall und das Kippen erfolgt hier zu Gunsten des Gases, um das Héhenprofil
stationdr zu halten.

Das Resultat dieses Abschnitts soll nun dazu dienen, die Energickorrektur £
fiir das Problem zu bestimmen. Dazu wird der letzte Term im Energiefunk-
tional (2.1) betrachtet, der das chemische Potenzial enthélt. Ersetzen von
p(z) durch po(z — h) und die Annahme, dass das Integral iiber den Energie-
term extremal in Bezug auf h ist, ergibt fiir die Ableitung des Energieanteils

FE nach h ~
dE

1B _ —M/OOO do(z — )dz = M + O(a). (2.42)
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2.1.7 Kopplung an die Hydrodynamik

Es wird nun eine schwache Abhéngigkeit der Hohe h und somit auch von p
und L von den horizontalen Ortskoordinaten x und y angenommen. Dazu
ist es notig einige Uberlegungen anzustellen, um im Bereich der GréBenord-
nungen der Naherungen zu bleiben. Zunéchst wird ein Kleinheitsparameter
a® eingefiihrt, welcher mit der Ordnung des chemischen Potenzials {iberein-
stimmt. Das natiirliche Skalenverhéltnis zwischen z- und z-y- Richtung ist
durch den Kontaktwinkel ¢, der von der Ordnung a ist, gegeben. Um die an-
deren Skalierungen zu erhalten, werden die hydrodynamischen Gleichungen
betrachtet.

Da weder der Integrand der Freien Energie (2.21) nach Helmholtz, noch
die Gesamtmasse direkt von der Ortskoordinate abhéngen, folgt aus dem

Noether-Theorem [24] die Existenz eines entsprechenden Erhaltungsgesetzes
V-T =0, (2.43)

wobei der Tensor zweiter Stufe T gegeben ist durch
T = LI — Vp®JL/OVp (2.44)

mit L aus Gl. (2.1) und der Einheismatrix I. Der Tensor T stellt eine verall-

gemeinerte Form des Kapilaritatstensor
Ty = <pr + %\Vp|2> I-VpeVp (2.45)
nach KORTEWEG [43] dar [4, 20, 2, 1]. Mit Hilfe der Euler-Lagrange-
Gleichung (2.2) wird zunéchst p in Gl. (2.44) eliminiert und es folgt
T = (%KIWI2 +KpDp—p)I—KVp® Vp, (2.46)

mit dem hydrodynamischen Druck, der als p = p*f’(p) definiert ist. Un-
ter Vernachlidssigung der Anfangseffekte und der Annahme einer langsamen,
schleichenden Bewegung, kénnen die Trigheitsterme in der Navier-Stokes-
Gleichung (C.6) vernachlissigt werden. Dies erlaubt es, den Fluss durch die

Stokes-Gleichung zu beschreiben:

V. (T+S)+F =0, (2.47)
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wobei F eine duflere Kraft ist, die sich aus einem Potenzial nach F = —VV

ableiten ldsst. Fiir den viskosen Spannungstensor S [44] ergibt sich
2
Sjk = U(@j@k + 8kvj) + (C - gn)émv V. (248)

Dabei ist v, die k-te Komponente der Geschwindigkeit v, n und ¢ die dy-
namischen Viskositdten und d;; das Kronekker-Delta. Das Gleichungssystem

wird durch die Kontinuitéatsgleichung
pr + V-(pv) =0 (2.49)
geschlossen. Einsetzen von Gl. (2.44) in die Stokes Gleichung (2.47) liefert
—V(ip+V)+KpVAp+V-S =0 (2.50)
oder mit dem chemischen Potenzial anstelle des Drucks
—VV —pVu+ V- (nVv) + V[ + én)v -v] = 0. (2.51)

Es wird weiter angenommen, dass die mittlere Schichtdicke des Films hg sehr
klein ist gegeniiber der charakteristischen Wellenlénge A, einer Stérung der
glatten Oberflache des Fliissigkeitsfilms. Damit folgt, dass die horizontalen
Ableitungen von der Groflenordnung des Kontaktwinkels O(a) sind (siehe
GL.(2.33)) unter der Voraussetzung, dass die Ableitung 9, von O(1) ist. Ein-
setzen von pg in die Kontinuititsgleichung (2.49) ergibt

% (—g—? + v, — vx% — vyg—z> = poV - v, (2.52)
wobei die linken zwei Terme in der Klammer identisch Null, die Randbedin-
gung an der Oberflache fiir eine scharfe Phasengrenze wéren. Sehen wir uns
die Ordnungen in dieser Gleichung an. Es ergibt sich, dass O(v,)/O(v,,) =
O(a) sein muss. Zusammen mit Gl. (2.51) ergibt sich, dass v, = O(a*) und
Vg y = O(a?) ist.

Die z-y-Abhéngigkeit in der Dichte duBlert sich darin, dass in Gl. (2.34) der
Term AP p = p,, + p,, hinzukommt. In Ordnung a? ist nur po(z — h(z,y,t))

zu betrachten und es folgt

A®p = —piy(z = h)(APR) + p(z = W) (VP h)?, (2.53)
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wobei V) = (8,,d,) ist. Dies wird in die Losbarkeitsbedingung (2.38) als

zusétzliche Inhomogenitét eingesetzt und man erhélt in fithrender Ordnung
= (o [ B e [ ) = At ), (250

wobei die Terme h2 und h? aus Symmetriegriinden wegfallen.

Im Weiteren soll die Gravitation als duflere Kraft in z-Richtung mitberiick-
sichtigt werden. Dazu wird Gleichung (2.51) betrachtet. Um die Hohe h im
Gleichgewicht zu halten, ist nun p = g — gz ausschlaggebend und nicht mehr
einfach p. Es wird angenommen, dass die Gravitation von derselben Grofien-
ordnung ist, wie das iibrige chemische Potenzial, welches durch Einfiithren von
G = g/a? iiber p = pp—a*Gz verdeutlicht werden soll. Die Gravitation liefert
in der Losbarkeitsbedingung den Beitrag

—G/ 2py(z — h)dz =~ Gh. (2.55)
0
Somit ergibt sich fiir das hydrostatische chemische Potenzial

p = e[M(h) —yAPh +G(h - 2)], (2.56)

wobei A® die Skalierung der Ortskoordinaten z und y enthilt. Die Funktion
M (h) ergibt sich aus Gl. (2.41) zu

M(h) = Zoon (1 - le—h> : (2.57)

2.1.8 Die Schmiermittelndherung

Fiir eine diinne Fliissigkeits- oder Gasschicht erhohter Dichte folgt, nach der

Ordnungsbetrachtung von oben, fiir kleine Parameter a
Vg, vy = O(a®) > v, = O(a") (2.58)

sowie

0z, 0y =0(a) < 0, =0(1) (2.59)
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und damit die Hierarchie
D.0py = O(a®) > 0y Vs, 0,0, = O(a*) > 0, v, = O(a®). (2.60)

Unter Beriicksichtigung dieser Bedingung liefert Gl. (2.51) in fithrender Ord-

nung
po(z —h)0, P = 0,(nd,v,), (2.61)
po(z —h)0, P = 0.(n0.vy), (2.62)
po(z —h)0.P = po(z—h)G. (2.63)

Dabei kann der letzte Term in (2.51) in dieser Ordnung fiir die z- und y-
Komponente der Gleichung vernachléssigt werden und fiir die z-Komponente
sogar alle von Geschwindigkeitsgradienten abhéngigen Grofien. Es soll weiter
angenommen werden, dass n konstant ist. Der effektive Druck P ergibt sich

aus dem hydrostatischen chemischen Potenzial u zu
P = a®|M(h) —yAPh+G(h - 2)|. (2.64)

Das Gleichungssystem (2.61) und (2.62) bildet die von SOMMERFELD [80] ein-
gefithrte Schmiermittelndherung, welche die Bewegung eines diinnen Fliissig-
keitfilms mit geringer Dickenédnderung beschreibt. Letztendlich enthélt die
Gleichung nur py, die um z = h zentrierte Frontlosung fiir die Dichte. Zur

Losung der Gleichung werden noch zusétzliche Randbedingungen benétigt.

2.1.9 Bewegungsgleichung der Oberfliche

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei ein glattes, steifes und undurchdring-
liches Substrat an dessen Oberfliche z = 0 die Fliissigkeit haftet (no slip
Randbedingung).

Auf diesem festen Rand verschwinden somit alle Komponenten des Geschwin-

digkeitsfeldes v;
Ui’z:O = 0. (265)
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Damit kénnen Gl. (2.61) und (2.62) integriert werden und es ergibt sich

v(2) = 0P Y(zh), (2.66)
vy(2) = 09y P (2 h), (2.67)

dabei ist ¥(z; h) eine Funktion, die noch von 1 und py abhéngt. Diese Funk-
tion unterscheidet sich nur wenig von der Standardschmiermittelndherung

¢ = z(h— %z), (2.68)

welche man fiir den inkompressiblen Poiseuille-Strom in einer Schicht der
Dicke h mit freien Randbedingungen erhélt. Deshalb soll im Weiteren diese
Losung verwendet werden, um die Rechnung nicht unnétig zu verkomplizie-
ren. Dies impliziert indirekt, dass 1 gendhert konstant angenommen wird. Die
Annahme lésst sich damit rechtfertigen, dass die wesentlichen Beitrdge zum
Strom aus dem unteren Bereich fiir z zwischen a und einem Wert, der nur
geringfiigig grofler als h ist, stammen. Einsetzen der Standardfrontlésung py,
sowie (2.66) und (2.67) in die Kontinuitétsgleichung (2.52) und Integration

von z = (0 bis z = oo liefert mit Hilfe von

/ prdz = —hy / ph(2)dz = hy + O(a*) (2.69)
0 0

und .
/0 d.(pv) = 0 (2.70)

schlieSlich
hy = 7 VP[Q(R)VP P (2.71)

Wobei die Mobilitéat Q(h) gegeben ist durch

Qh) = — / " polz — h)b(zh) de. (2.72)

In [57] wird gezeigt, dass Q(h) durch die entsprechende Funktion fir das

scharfe Grenzflichenmodell Qy(h) = %hS approximiert werden kann, da die

Abweichungen nur fiir sehr kleine h signifikant werden, jedoch h > In(1/a)

vorausgesetzt wurde.
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Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir die Oberfliche h(z,y,t) im
Diffusen-Grenzflachen-Modell

oh = =V (Qh) {VP [y 2APh — o f(h)]}) (2.73)

mit
Q(h) = h’/3n (2.74)

und
onf(h) = a*[M(h) + Gh]. (2.75)

2.1.10 Skalierung

Die Evloutionsgleichung (2.73) soll nun auf dimensionslose Gréfien tiberfiihrt

werden. Dazu werden die Skalierungen

- 3777:
t = t = ——1t
a4ld
. ~ ld'V:
Tz = o = z
a
- My =
y = lay = Yy
a
h = lh = Lyh,

verwendet, wobei man sich die Gleichungen (2.73-2.75) in Einheiten von Z,
g, h und £ vorstellen muss. Um eine gesamte Darstellung der Skalierungen
zu erhalten, sind hier die physikalischen Gréflen z, y, h und t nochmals
dargestellt. Im Folgenden werden die Doppeltilden weggelassen. Dies liefert
die Evolutionsgleichung der Schichtdicke h zu

oh = —V® {n? VO [APR — M(h,a) — Ghl}, (2.76)
wobei )
Py

a — 1;2 d (2.77)

in unskalierten Einheiten ist. Es wurde hier wieder p¢, die Dichte der Fliissig-

keit beriicksichtigt, um die physikalische Bedeutung von G hervorzuheben.
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Die Konstante a in M (h,a) kann durch eine Transformation h* = h + In a
in den Mobilitédtsfaktor Q)(h) iibertragen werden. Dies bietet sich an, da die
stationédren Losungen der Gl. (2.73) damit von a unabhéngig werden.

Nach Weglassen des Sterns ergibt sich fiir M (h)

M(h) =2e™ (1—e") (2.78)
und fiir die Evolutionsgleichung
Oh = =V@ {(h —Ina)* VP [APDh -0, f(h)]} (2.79)

mit

Onf(h) = M(h)+ Gh. (2.80)
Im Folgenden wird die Abkiirzung 0, f(h) beibehalten und nur falls notwen-
dig, die konkrete Form in Gl. (2.80) verwendet. Dies bietet sich an, da sich
einige der Resultate direkt auf andere Formen von 9y f(h) tibertragen lassen

(77,76, 75, 74, 70, 71]. In diesem Zusammenhang soll daran erinnert werden,

dass IT = —M(h) der entsprechende Trennungsdruck in unserem Modell ist.

2.2 Allgemeine Eigenschaften der Evoluti-

onsgleichung

Die Gl. (2.79) fiir die Evolution der Oberfliche h(x,t) ist von ihrer Struktur
her dhnlich der Cahn-Hilliard Gleichung, welche das spinodale Entmischen
von bindren Mischungen beschreibt [16].

In Analogie dazu bezeichnet man das Aufreisen eines glatten Films aufgrund
von Oberflicheninstabilitdten in benetzte und unbenetzte Bereiche als Spi-
nodales Entnetzen [50]. Im Gegensatz zur Cahn-Hilliard-Gleichung besitzt
Gl. (2.79) jedoch eine kompliziertere Form, so dass man weitgehend auf die
numerische Untersuchung ihrer Eigenschaften angewiesen ist. Einige dieser
Eigenschaften folgen aus den analytischen Resultaten aus Arbeiten zur Cahn-

Hilliard-Gleichung [54, 53], weisen jedoch den einen oder anderen Unterschied
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auf.

Zunichst wird die lineare Stabilitéit glatter Filme der Dicke h betrachtet,
welches die lokalen Stabilitdtsgrenzen liefern wird. Anschliefend wird die
globale Stabilitdt untersucht. Das fithrt zu stationdren Losungen, welche die
Form rdumlich getrennter, benetzter und unbenetzter Bereiche besitzen. Die
stationdren Losungen von (2.79) sind von der Wahl der Randbedingungen

abhéngig, so dass auf diese zunéchst eingegangen wird.

2.2.1 Randbedingungen

Zur Losung der Gl. (2.79) werden zwei unterschiedliche Randbedingungen
betrachtet. Zum einen periodische mit den Seitenléngen L, und L,, zum
anderen die eines glatten Films im Unendlichen. Die Evolutionsgleichung

(2.86) lasst sich als Divergenz eines Stromes J
Oh = —V@J(h) (2.81)
schreiben, wobei der Strom gegeben ist als
J = {(h—ma)* VO [ADL -0, f(h)]}. (2.82)

Mit den Randbedingungen folgt dann die Volumenerhaltung zu

oV = 0 //hdxdy —/ Och dxdy
= //v<2>J dredy = /J-n|QdQ =0, (2.83)
Q

wobei n der Normalenvektor des Randes ) darstellt, welcher nach aussen
zeigt. Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde vorausgesetzt, dass die Inte-
grationsgrenzen zeitunabhéngig sind und beim Letzten, dass die Rénder pe-
riodisch sind, oder der Strom im Unendlichen verschwindet. Die gewéahlten

Randbedingungen sind damit mit der Volumenerhaltung vereinbar.
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2.2.2 Lyapunov-Funktional

Die Evolutionsgleichung (2.73) lasst sich aus der Variation einen Lyapunov-

Funktionals der Form
F(h) = / / B (VPh)? + f(h)} dxdy (2.84)

herleiten, wobei

1
f(h) = —e"(2—e") + 3G (2.85)
ist. Die Evolutionsgleichung (2.79) lasst sich damit schreiben als
oF
oh = vV (Q(h) v<2>%) : (2.86)

wobei 6 /6h die Funktionalableitung ist. Damit F' auch ein Lyapunov Funktio-
nal darstellt, muss dF/dt < 0 sein. Multiplikation von Gl. (2.86) mit 6F/dh

und Integration iiber dzdy ergibt nach partieller Integration

‘;_f = - //Q(h) <v<2>‘;—i>2 dady, (2.87)

was wegen Q(h) > 0 immer negativ ist. Das Integral F' soll im Weiteren als
”Energie” und f(h) als die freie Gibbssche Energie bezeichnet werden. Damit

lasst sich die absolute Stabilitdt stationdrer Losungen untersuchen.

2.2.3 Lokale Stabilitdt der homogenen Lésung

Mit Hilfe des Lyapunov-Funktionals lassen sich einige generelle Aussagen
iiber die Stabilitéit der stationdren Losungen von Gl. (2.79) gewinnen. Zu
Beginn soll der Gradiententerm in (2.84) einmal vernachléssigt werden. Die
Giiltigkeit dieser Naherung soll spéater noch erldutert werden. Es soll ange-
nommen werden, dass unser System ein gewisses Volumen V besitze.
Zunéchst soll von der homogenen Losung ausgegangen werden, d.h. einem
glatten Film der Hohe h. Dazu wird die Gibbssche freie Energie

f(h) = —e"(2—¢") + %GhQ, (2.88)
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betrachtet, welche fiir die Stabilitdt des glatten Films verantwortlich ist. Der
glatte Film wird gestort, indem die Schichtdicke iiber eine Fliche B auf
den Wert h* abgesenkt und an einer anderen Stelle iiber die Fliche A auf
den Wert h° erhoht wird. Um die Volumenerhaltung zu gewéhrleisten, muss
(h—h")B = (h°—h)A gelten. Ferner werden die Abweichungen 6h, = (h°—h)
und 6hy, = (h — h") eingefiihrt. Die Gesamtfliche wird mit Q@ = A + B

bezeichnet. Damit ergibt sich die Energiednderung zu

he —h

ho ) £+ 610) ~ 2 (3= ) 16— a), (259

ho_hu

5F:Qf(h)—Q<

wobei A und B mit Hilfe der Volumenerhaltung ersetzt wurden. Da nur kleine
Auslenkungen betrachtet werden, bietet es sich an, in der Energiedifferenz
f(h) in eine Reihe um h der Form

f(h+6h) = f(h) + Onf(h)lner O + %0hhf(h)|hzﬁ(5h)2 (2.90)
+ S (1) (90 + O(15h])
zu entwickeln. Dies ergibt fiir die Energieinderung
6F =Qf(h) (2.91)

—{ (}Z—_f}i‘u) {f(h) + Onf(h)|p=p Oha + %&mf(h)!hzﬁ((%a)z

+ éfhhhf(h>|h—h(5ha)3 + }

-0 (W) [10) = a0+ 30 s 00 s (o0

~ g lacaoh® + -

= -0 Bahhf(hﬂhh (0hadhy)

1 ( OhaOhy

6 M) Onnnf (R) = ((6ha)? = (6hp)?) + -

Die homogene Losung ist instabil, wenn die Energiednderung 0 F' negativ ist,

d.h. die homogene Losung eine hohere Energie besitzt, als die gestorte. Wird
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von infinitesimal kleinen Auslenkungen ausgegangen, so folgt mit dh,, dh, > 0
aus (2.91), dass der glatte Film lokal stabil ist fiir

&mf(h) < 0. (2.92)
Dies bedeutet, es gibt einen instabilen Schichtdickenbereich

h <h <hy (2.93)

Rt = H (1+ m)] (2.94)

in dem der glatte Film gegen infinitesimal kleine Stérungen instabil ist. Das
identische Ergebnis ergibt sich, wenn der Term V() beriicksichtigt, die Ana-
lyse jedoch im Fourrieraum gemacht wird. Dazu wird von einer Storung der
Form h(z) = h+e exp(Bt+ikx) ausgegangen, wobei 3 die lineare Wachstums-
rate und k der zweidimensionale Wellenvektor ist. Einsetzen dieses Ansatzes
in die linearisierte Form von Gl. (2.79) liefert fiir die lineare Wachstumsrate
der Storung

B = —(h—Ina)®k* [k* + Opnf(h)|nor] » (2.95)

wobei k? = k - k ist. Die Bedingung 3 > 0 liefert wieder den Instabilitiitsbe-
reich aus Gleichung (2.93) bzw. (2.94). Fiir den grofiten, instabil werdenden
Betrag ky,;; ergibt sich aus 8 = 0 in Gl. (2.95) fiir die Hohe h

Errit = /—Onnf(P)|n=r (2.96)

welches der kleinsten instabil werdenden Wellenlénge
2

Nrit = 2.97
' 0 f (W)= 240

entspricht. Die am schnellsten wachsende Wellenldnge ergibt sich zu

A = V2\rit (2.98)
mit der Wachstumsrate

B = 7 (=10 O (1) i (299)
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Betrachtet man die Linearisierung von Gl. (2.79) um den glatten Film der

Dicke h im Ortsraum
Oy 0h(x) = (h— ln(a))i)’(ahhf(h)|h:h8m — Opaaz) ON(X), (2.100)

so bedeutet die Bedingung Oy, f(h),—;, = 0, dass der Diffusionskoeffizient an

dieser Stelle sein Vorzeichen andert.

2.2.4 Globale Stabilitit der homogenen Lésung

Es soll nun die globale Stabilitit eines glatten Films der Hohe h untersucht
werden. Dazu wird der Verlauf der freien Gibbs Energie f(h) in Abbbildung

Abbildung 2.9: Die Gibbssche Energie f(h) mit den Stabilititsgrenzen fir
G = 0.05. Die unterbrochene Linie besitzt die Steigung fiy
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2.9 betrachtet.

Die lokalen Instabilitdtsgrenzen h¥ und h¢ sind als Wendepunkte von f(h)
bereits eingezeichnet. Diese begrenzen den mittleren konkaven Bereich der
Kurve. Nach GI. (2.89) ist die Separation in einen Bereich einer erhohten
Schichtdicke h® = h + 6h, und einer erniedrigten Schichtdicke h* = h — 6h,
dann energetisch giinstiger, wenn dadurch die Gesamtenergie abgesenkt wird.

Dabei muss das Volumen konstant bleiben, d.h. es ist dh,A = dhy B. Damit

h — h* h® —h
A:Q(ho_hu) B:Q(ho_hu), (2.101)

wobei ) = A+ B ist. Unter Beriicksichtigung dieser Volumenerhaltung h®A+
h"B = hC ergibt sich die Instabilititsbedingung,

h — h* . h° —h "

(=) 1000+ (g ) 0

Einsetzen der beiden Punkte mit gemeinsamer Tangente an f(h) liefert (siehe
Abb. 2.9)

ergibt sich

< f(h). (2.102)

[(%) F2) + (%) f(h”m)} < f(h). (2.103)

Wenn die Schichtdicke & eines glatten Films im Bereich A%, < h < h?, liegt,
dann ist dieser immer global instabil gegen Phasenseparation. Die rechte
Seite von Gl. (2.103) stellt einen Wert auf der Tangenten (sieche Abb. 2.9) in
dem Bereich dar, wo dieser immer kleiner ist als f(h). Die beiden Punkte h?,

und A% lassen sich charakterisieren durch

Onf () nens = Onf(h)|h=no,

f<h2;j:£;hm = Onf(h)|h=hy hg,- (2.104)

Dies entspricht der Maxwell-Konstruktion beim verallgemeinerten Druck
(k) = —M(h) — Gh (2.105)

nach Abb. 2.10. Bevor im Folgenden Losungen von Gl. (2.79) untersucht
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Abbildung 2.10: Darstellung der Mazxwell-Konstruktion und der linearen Sta-
bilitdtsgrenzen beim negativen verallgemeinerten Druck —f[(h) fiir G =0.05,
a=0.1

werden, soll nochmals die urspriingliche Evolutionsgleichung des Dichtepro-
fils (2.3) herangezogen werden, um die Bedeutung der so eben gefundenen
Schichtdicken h = h¥ h¢ in dieser Beschreibungsebene zu erldutern. Die

m’'m

unskalierte Evolutionsgleichung fiir die Dichte ergibt sich aus (2.3) zu

dp = 0z2p — 0,p9(p) + 1, (2.106)

wobei g(p) durch Gl. (2.14) gegeben ist. Durch Entwicklung der Dichte aus
(2.32) nach a erhdlt man in erster Ordnung in a fiir die Abweichung in ska-

lierten Einheiten
Op1(z:h) = a0..p1(z;h) — api(z;h) + (i + G), (2.107)

wobei die Randbedingungen p(0) = 1 — a und p(z)],— = 0 sind. Dabei

wurde 0,,p0 — g(po) = 0 verwendet. Im letzten Term wurde die Gravitation
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mit einbezogen und das chemische Potenzial durch u = a?ji ersetzt. Die

stationédren Losungen von (2.107) ergibt sich zu
O..p1(z;h) + ag (po(z —h)) pi(z;h) + a(ii — Gz) = 0. (2.108)

Die Dichtefunktionen in 1. Ordnung p;(z;h) sind durch den Parameter h
eindeutig bestimmt. Es reicht daher aus, das jis zu finden, welches bei ge-
gebenem h; die Gleichung bei z = h; erfiillt, um eine stationdre Losung zu

erhalten. Das chemische Potenzial [i; ergibt sich in diesem Falle zu
fis = [Qefhs(l —ehe) o Ghs} = Onf(h)|heh. (2.109)

wobei die explizite Form von py(z;h) eingesetzt und h um In(a) verschoben
wurde. Dies entspricht genau den Gleichungen (2.41) und (2.55), die frither

hergeleitet wurden. Um die Stabilitdt dieser Losung zu erhalten, ist es nétig

6 8 10 12 14

|
|
|
|
|
|
|
0 . [ I . I
u (0}
h,, +In(@ h_+In(@)

Abbildung 2.11: Gendherte Dichteprofile der beiden stabilen Hohe h = h}
und hY,, fir G =0.05 und a = 0.1

die entsprechende unskalierte Evolutionsgleichung fiir die Dichtekorrektur bei

2z = hs zu betrachten. Sie ergibt sich zu

upr(z = he) = —a2Oh [f(h) — fish]. (2.110)
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Der Wert des Dichteprofils bei z = hy und damit das Profil selbst ist bei
einem korrespondierenden chemischen Potenzial i stabil, wenn das Potenzial

f(h) — [is h bei hy ein Minimum besitzt. Mit dem kritischen Wert

fix. = Onf(h)ln=hu ho,, (2.111)

erhdlt man das chemische Potenzial, welches gleichzeitig zwei stabile Dich-
teprofile besitzt. Diese sind um z = A" und z = h?, zentriert (siche Abb.
2.11). Ein in z-y-Richtung rdumlich begrenztes System mittlerer Schichtdicke

hY, < h < he, erreicht somit seine stabilste Konfiguration durch Separation in

o

0., genau wie wir es bereits oben erhalten

zwei Bereiche der Dicken A} und A
haben. Da der Term (V®h)? vernachlissigt wurde, ergibt sich die stabilste
Konfiguration fiir das chemische Potenzial fi.

Im néchsten Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse in einem Diagramm
zusammengefasst und der Einfluss des Beitrags (V(Q)h)2 im Energiefunktio-

nal (2.84) diskutiert.

2.2.5 Stabilitdtsdiagramm und Eigenschaften der sta-

tionédren LOsungen

In diesem Abschnitt werden die zuvor erhaltenen Ergebnisse in einem Dia-
gramm zusammengefasst und deren Bedeutung in Hinblick auf die stati-
ondren Losungen diskutiert.

Abbildung 2.12 enthélt die verschiedenen Stabilitétsbereiche fiir einen glat-
ten Film der Hohe h. Im spinodalen Bereich, der durch die durchgezogene
Linie begrenzt ist, ist der glatte Film instabil gegen Phasenseparation. Im
metasatabilen Bereich ist eine endliche Stérung notwendig, um ihn zu de-
stabilisieren. Fiir G > 0.25 stellt der glatte Film die einzige stabile Form
der Losung dar. Der Punkt (G.,h.)=(0.25,In(4/a)) soll als kritischer Punkt
bezeichnet werden. Wie spéter gezeigt wird ist es moglich, die stationédren
Losungen in der Nahe dieses Punktes ndherungsweise analytisch zu berech-
nen.

Die gepunktete Linie gibt die kritische Hohe hy,;; des glatten Films an, welche
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Tropfen von Lochern trennt. Fiir mittlere Filmdicken oberhalb dieser Linie
erfolgt die Phasenseparation durch Ausbildung von Loéchern, deren untere
Filmdicke einem unbenetzten Bereich entspricht. Fiir mittlere Filmdicken
unterhalb der Linie bilden sich Tropfen. Fiir glatte Filme einer Dicke auf der
gepunkteten Linie erfolgt die Dynamik sehr schnell, der glatte Film ist hier

am instabilsten.

s \\ flacher Film i

Abbildung 2.12: Stabilitatsdiagramm fir a = 0.1

Die stabilste Losung stellt eine Losung dar, bei der die beiden Phasen bei
gegebenem G in zwei Bereiche der beiden Schichtdicken A} und h?,, welche
auf der gestrichelten Linie liegen, separiert sind. In den bisherigen Betrach-
tungen wurde der Term (Vh)? im Integranden des Energiefunktionals (2.84)
vernachlassigt. Fiir relativ grofie Tropfen oder Locher wird dessen Beitrag,
welcher immer positiv ist, keine allzugroie Rolle spielen. Er liefert einen Ober-

flichenterm, welcher nur im Ubergangsbereich zwischen zwei Schichtdicken
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einen signifikanten Beitrag leistet. Da er die freie Energie erhoht, scheint es
heuristisch, dass man die stabilste Losung erhélt, wenn dieser Oberflichen-
beitrag und somit die Oberfliche zwischen den beiden Schichtdicken minimal
wird unter Berticksichtigung der Randbedingungen. Mit anderen Worten er-
gibt sich die stabilste Losung, wenn das System nur aus zwei Bereichen unter-
schiedlicher Schichtdicken besteht und die Grenzfliche zwischen den beiden
Bereichen minimal ist.

Um diese eher anschauliche Aussagen zu verifizieren, wenden wir uns der
quantitativen Analyse der moglichen stationdren Losungen unseres Systems
zu. Eine Funktion h(z) ist dann eine stationdre Losung der Gl. (2.79), wenn

die Variation des Funktionals F'(h) konstant ist, d.h. es ist
OF
h(x)

woraus sich sofort d;h(x) = 0 ergibt®. Die Konstante fi ist wieder unser

= const = [i (2.112)
h=ho(x)

o9

chemisches Potenzial, also der Lagrangemultiplikator, welcher die Volume-

// )dzdy = 0 (2.113)

gewéhrleistet. Dies fithrt uns zum Variationsproblem

5h(zx) ( / / dfﬁdy) =0 (2.114)

st [ |5 (920600 + 10 — it ety =0 (2119

und somit zu der Gleichung

nerhaltung

bzw.

APDn(x) — Opf(h(x)) + i = 0. (2.116)

Das Hohenprofil ist lokal stabil, wenn es unter den Randbedingungen F mi-

nimiert. Im néchsten Abschnitt werden radialsymmetrische Losungen dieser

2Es wire auch moglich noch einen Term K,z + K, y, mit den Konstanten K, und
K, auf der rechten Seite hinzuzufiigen, dieser kann jedoch wegen der Symmetrie * — —zx,

y — —y der Gl (2.79) immer zu 0 gesetzt werden
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Gleichung betrachtet. Dazu wird die stationére Gleichung als Bewegungsglei-

chung eines verallgemeinerten dynamischen Systems interpretiert.

2.2.6 Stationidre Gleichung als dynamisches System

Motiviert durch die Annahmen im letzten Abschnitt iiber die Minimierung
der Grenze zwischen benetztem und unbenetztem Bereich, werden an dieser
Stelle radialsymmetrischen Losungen von Gl. (2.116) untersucht. Dabei sei
das Hauptaugenmerk auf ein einzelnes Loch, bzw. einen einzelnen Tropfen
gerichtet. Die folgenden Uberlegungen entsprechen denen von R. BAUSCH
und R. BLossY in [5] fiir den Fall eines elementareren Funktionals f(h) [68]
fiir die Beschreibung von Entnetzugsiibergéngen 1. Ordnung.

Schreibt man Gl. (2.116) in Zylinderkoordinaten (7, ¢), so erhélt man fiir den

Fall rotationssymmetrischer, zweidimensionaler Losungen
1 .
Orrh(r) + —0ph(r) = =0 [=f(h(r)) + (7, 0)] - (2.117)

In Analogie zur klassischen Mechanik lasst sich Gl. (2.117) als Bewegungs-

gleichung eines Massepunktes unter Einfluss des Potenzials

® = f(h(r)) — fuh(r) (2.118)

auffassen, wobei r die Rolle einer Zeit spielt. Das Potenzial entspricht einer
verallgemeinerten Form des effektiven Grenzflichenpotenzials aus Abschnitt
1.2.1. Im dreidimensionalen Fall ist diese Bewegung jedoch aufgrund des zwei-
ten Term der rechten Seite von (2.117) geddmpft. Um eine Vorstellung iiber
die Losungen zu bekommen, soll der konkreten Fall des Potenzials ® fiir die
Parameter i = 0.35 und G = 0.05 betrachtet werden (Abb.2.13).

Eine radialsymmetrische, bis ins Unendliche ausgedehnte Tropfenlosung kann
man sich in diesem Bild folgendermafien vorstellen. Ein Teilchen startet
rechts, etwas oberhalb der gestrichelten Linie bei der Hohe h; mit der Ge-
schwindigkeit 0,h(r) = 0 und erreicht nach unendlich langer ”Zeit” r das
rechte Maximum bei ho, mit der Geschwindigkeit 0,h(r)|,—o. = 0. Eine sol-

che Hohe h; lidsst sich immer finden, insofern das rechte Maximum hoher
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p=0.35, G=0.05
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Abbildung 2.13: Potenzial ®(h) fir G = 0.05 i = 0.35

ist, als das linke. Startet man mit einem zu kleinen h;, so erhélt man eine
oszillierende Bewegung mit abnehmender Amplitude. Fiir ein zu grofles h;
schiet das Teilchen iiber das lokale Maximum hinaus. Dazwischen existiert,
solange der Bereich innerhalb der gestrichelten Linie von Abb. (2.12) nicht
verlassen wird, immer ein Wert h; der den Anforderungen geniigt. Dies lasst
sich dadurch begriinden, dass der Dampfungsterm fiir r — oo unbedeutend
und die anfidngliche Bewegung immer langsamer wird, je weiter sich h; an
das rechte Maximum annéhert. Im zweidimensionalen Fall ldsst sich aufgrund
der fehlenden Dampfung der entsprechende Wert h; leicht aus der Bedingung
U(ho) = W(hy) gewinnen.

Fiir Werte von fi, fiir welche das linke Maximum niedriger liegt als das rech-
te, finden sich Lochlésungen, die von kleinen h her starten und dann schlief3-
lich auf dem rechten Maximum zur Ruhe kommen. In Abb. (2.14) ist ein
typisches Tropfenprofil h(r) fir das Potenzial aus Abb. (2.13) dargestellt.
Die unterschiedlichen Losungen lassen sich durch die Héhe im Unendlichen
he charakterisieren. Diese Hohe entspricht der Position des linken bzw. bei

Lochern rechten Maximums des Potenzials ®(h), aus dem der zugehorigen
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Wert fiir fi(he) berechnet werden kann.

Die unterschiedlichen, unendlich ausgedehnten Losungen lassen sich somit,
wenn man von den entarteten, glatten Losungen absieht, eindeutig durch ji
oder h,, parametrisieren.

Inwieweit die einzelnen Loésungen fiir unser System von Bedeutung sind,
héngt von deren Stabilitdt beziiglich des vollen, zeitabhéingigen Systems ab.
Aufgrund der Struktur der Evolutionsgleichung (2.79) und insbesondere we-
gen des Mobilitéitsfaktors (h—Ina)? erweist sich eine lineare Stabilitéitsanaly-
se rotationssymmetrischer Tropfen oder Locher als relativ schwierig und nur
numerisch durchfithrbar. Deshalb wird hier davon abgesehen. Das néchste
Kapitel wird sich daher auf zweidimensionale Losungen beschrinken, deren
Behandlung deutlich einfacher ist, jedoch viele wesentliche Eigenschaften des

Systems wiederspiegelt.

Abbildung 2.14: Numerische Losung fir G = 0.05 = 0.35

In Bezug auf die dreidimensionalen, radialsymmetrischen Losungen wird er-
wartet, dass eine stationdre Losung wie die eines kreisformigen Tropfens oder

Lochs gegeniiber einer Storung, welche die Rotationssymmetrie bricht, weit-
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gehend stabil ist, da die Kreisform das Verhéltnis von Fléache zu Umfang ma-
ximiert und damit die freie Energie minimiert. Dies kann hier jedoch nicht
bewiesen werden. Die Vermutungen begriinden sich darauf, dass eine Mi-
nimierung des Ubergangsbereichs der beiden metastabilen Schichtdicken zu
einer Minimierung des Lyapunov-Potenzials fiihrt und die Minimaloberfléiche
im Zweidimensionalen durch den Kreis gegeben ist.

Bevor die zweidimensionalen Form des Systems genauer untersucht wird, soll
nun der Entnetzungsprozess des dreidimensionalen Systems anhand numeri-

scher Simulationen betrachtet werden.

2.3 Numerische Simulationen in 3-d

Den Schluss dieses Kapitels bilden numerischer Simulationen der dreidimen-
sionalen Gleichung, welche das Aufbrechen eines glatten Films im spinodalen
Schichtdickenbereich veranschaulichen.

Dazu wird die Gleichung (4.2) numerisch iiber einem zweidimensionalen Git-
ter von 512 x 512 Punkten integriert, wobei die Ortsauflésung in x- und
y-Richtung so gewihlt wird, dass die Bereichslange L = 8\, (2.98) ent-
spricht. Die Randbedingungen wurden fiir beide Richtungen zyklisch gew#hlt.
Fiir die Simulation wird ein pseudospektrales, semiimplizites Euler-Vorwérts-
Verfahren verwendet (Anhang A.2). Die Simulationen unterscheiden sich in
der Wahl der mittleren Schichtdicke h, wobei die Parameter G = 0.2 und

a = 0.1 beibehalten wurden.

1. Spinodale Entnetzung unter Tropfenbildung:
Den zeitlichen Entnetzungsverlauf, ausgehend von einem glatten Film
der mittleren Schichtdicke h = 1.2 im Tropfenbereich, ist in den Ab-
bildungen 2.15 und 2.16 dargestellt. Die Wellenzahl der instabilsten
Moden des glatten Films betrug in diesem Fall k,, ~ 0.14 welches zu
einer Zeitskala der spinodalen Instabilitat von 7 = 1/4,, ~ 60 (siehe Gl.
(2.99) ) entspricht. Der glatte Film wird zunéchst linear instabil und es

bilden sich kleine Tropfen, deren Durchmesser von der Groflenordnung
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der instabilsten Wellenlénge ist. Im weiteren Verlauf verschmelzen die-
se zu grofleren Tropfen, bis schlieBlich nur ein grofler, runder Tropfen

iibrig bleibt.

2. Spinodale Entnetzung unter Lochbildung:
Das Verhalten fiir die Entnetzung unter der Ausbildung von Lochern
entspricht weitgehend dem der Tropfenbildung. Der glatte Film wird
instabil und es bilden sich kleine Locher, welche zu grofieren verschmel-
zen bis nur noch ein grofes, rundes Loch existiert (siche Abb. 2.17 und
2.18). Die mittlere Schichtdicke betrug hier h = 1.8, welches zu der
Wellenzahl k,,, ~ 0.10 und einer Zeitskala von 7 ~ 128 fiihrt.

3. Spinodale Entnetzung unter Ausbildung labyrinthartiger Strukturen:
Die Anfangsbedingung ist ein glatter Film, dessen Schichtdicke h =
1.486 auf der Grenze zwischen Loch- und Tropfenbereich liegt. Die Wel-
lenzahl der instabilsten spionodalen Mode betrédgt hierfiir k,, ~ 0.15
und die dazugehorige Zeitkonstante 7 ~= 32. Der glatte Film wird in-
stabil unter Ausbildung labyrinthartiger Strukturen, welche nach und
nach zu grofiskaligeren verschmelzen (sieche Abb. 2.19 und 2.20). Fir
sehr lange Zeiten fiihrt die Strukturbildung wiederum zu einem Trop-
fen oder einem Loch, je nachdem, ob die mittlere Schichtdicke mehr im
Loch- oder Tropfenbereich liegt. Es zeigt sich jedoch, dass der Entnet-
zungsverlauf deutlich von der im Loch- oder Tropfenbereich abweicht,
da die labyrinthartigen Strukturen iiber eine ldngere Zeit erhalten blei-
ben und die Bildung separierter Locher oder Tropfen erst sehr spét

erfolgt.
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Abbildung 2.15: Dreidimensionale Darstellung der Tropfenbildung ausgehend
von einer glatten Filmoberfliche der mittleren Hohe h = 1.2 im Tropfenbe-
reich bei G = 0.2, a = 0.1, Az = Ay = 0.95 fir 512 x 512 Punkte.
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t=11100

Abbildung 2.16: Dreidimensionale Darstellung der Tropfenbildung im fortge-
schrittenen Stadium mit der mittleren Hohe h = 1.2 im Tropfenbereich bei
G=02a=0.1, Ax = Ay =0.95 fir 512 x 512 Punkte.
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Abbildung 2.17: Dreidimensionale Darstellung der Lochbildung ausgehend
von einer glatten Filmoberfliche der Hohe h = 1.8 im Lochbereich bei
G=02,a=0.1, Az = Ay =0.7 fiir 512 x 512 Punkte.
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Abbildung 2.18: Dreidimensionale Darstellung der Lochbildung im fortge-
schrittenen Stadium mit der mittleren Hohe h = 1.8 im Lochbereich bei
G =02, a=0.1, Az = Ay = 0.7 fir 512 x 512 Punkte.
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Abbildung 2.19: Dreidimensionale Darstellung der Bildung labyrinthartiger
Strukturen ausgehend von einer glatten Filmoberfliche der mittleren Hohe

h = 1.486 auf der Grenzlinie zwischen Loch- und Tropfenbereich bei G = 0.2,
a=0.1, Ax = Ay =0.64 fir 512 x 512 Punkte.
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t=7600

Abbildung 2.20: Dreidimensionale Darstellung der Bildung labyrinthartiger
Strukturen im fortgeschrittenen Stadium fiir eine mittleren Hohe h = 1.486
auf der Grenzlinie zwischen Loch- und Tropfenbereich bei G = 0.2, a = 0.1,
Azr = Ay = 0.64 fiir 512 x 512 Punkte.
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Kapitel 3

Zweidimensionale Beschreibung

der Evolutionsgleichung

In diesem Kapitel werden die Losungen der zweidimensionalen Version der
Filmevolutionsgleichung untersucht. Dazu werden zunéchst die stationiren
Losungen betrachtet und diese fiir periodische Randbedingungen berech-
net. Die stationdren Losungsfamilien werden dann durch Amplitude, Peri-
odenlénge und die dazugehorige Lyapunov Energie klassifiziert.
Anschlielend erfolgt eine Untersuchung in Hinblick auf die dynamische Evo-
lutionsgleichung anhand einer linearen Satabilitdtsanalyse und es wird ein
Vergleich zu den Eigenschaften des glatten Films hergestellt.

Schliefflich werden die gefundenen Ergebnisse mit numerischen Simulationen

der zeitabhédngigen Gleichung verglichen.

3.1 Die 2d-Evolutionsgleichung

Fiir die zweidimensionale Beschreibung wird von der Form von Gl. (2.79) in

einer Raumdimension

Ouh(a,t) = =0, {(h(w,t) — @) O, [Ouuh(e, 1) — Ouf (h(z )]} (3.1)
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ausgegangen, wobei 0y, f(h) nach (2.80) gegeben ist durch
onf(h) = M(R) + Gh. (3.2)

mit
M(h) =2e7"(1 —e™). (3.3)

Das dazugehorige Lyapunov-Funktional in eindimensionaler Form ist

F(h) = / B (0.h)? + f(h)] da. (3.4)

Es werden zunéchst die stationdren Losungen von Gl. (3.1) betrachtet.

3.2 Stationidre Losungen

Die stationédren Losungen ergeben sich aus Gl. (2.116) als Losungen von
Opzh(z) — Onf(h(x)) + i = 0. (3.5)

Dabei werden periodische Randbedingungen fiir die Systemlénge L in der

Form

h(z =0) = h(z = L) (3.6)

gefordert. Durch Multiplizieren von Gl.(3.5) mit d,h und unbestimmte Inte-

gration iiber z ergibt sich

0uh = V2\/f(h) — (Buf(ho)) h — C, (3.7)

wobei hg die Hohe am Aufpunkt der Integration xy ist. Die Integrationskon-
stante C' wird {iber die Bezichung 0,h(z)|,—,, = 0 festgelegt. Die Filmdicke
an dieser Stelle soll mit h; = h(z;) bezeichnet werden und es wird gefordert,
dass diese Hohe entweder ein Maximum oder ein Minimum des Hoéhenprofils

darstellt. Damit ergibt sich die Konstante C' zu

C = f(h1) — (9uf(h1)) ho. (3.8)
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Da das Oberflichenprofil beliebig verschoben werden kann, wird die Integra-
tion so gewahlt, dass h; den Aufpunkt der Integration darstellt. Fiir g gilt
damit

fi = f(ho). (3.9)
Die stationdren Losungen lassen sich, abgesehen von der entarteten glatten
Losung mit hy = hy ab, durch das Parameterpaar (hg, hy) bzw. (fi, C') ein-
deutig charakterisieren (siche auch Abschnitt 2.2.6). Die nicht glatten Losun-
gen sollen im Weiteren als lokalisierte Lisungen bezeichnet werden, da sie

Tropfen- bzw. Lochlésungen enthalten.

3.2.1 Lokalisierte Losungen

Zunichst soll nochmals auf die Beschreibungsform aus Abschnitt (2.2.6)
zriickgekommen werden. Dazu werden die stationdren Losungen wiederum
als Trajektorien eines Teilchens unter dem Einfluss des Potenzials ®(h) und
der "Zeit” x betrachtet. Die expliziten Losungen dieses dynamischen Systems
lassen sich durch numerische Integration von Gl. (3.7) gewinnen.

Um Aufschluss iiber die unterschiedlichen Typen von Losungen zu erhalten,
wird das dynamische System (2.117) in der zweidimensionalen Phasenebene
(hy(z) = 0,h(x), h(x)) dargestellt. Es ergibt sich zu

Oh(z) = hg(x), (3.10)
Ophy(x) = M (h(z)) + Gh(x) — M (ho) — Gho. (3.11)

Dieses System besitzt, je nach der Wahl von G entweder einen, zwei oder
drei Fixpunkte, von denen wir bereits einen durch die Wahl von hq festge-
legt haben (siehe Abb. 3.1). Zunéchst wird von dem Fall dreier Fixpunkte
ausgegangen.

Die zwei auflen liegenden Fixpunkte stellen immer Sattelpunkte im Phasen-
raum dar. Der innere Fixpunkt ist ein Zentrum, das sich durch Berechnung
der dazugehorigen Jakobimatrix zeigen léasst. Je nach relativer Lage der Fix-
punkte zueinander ist es moglich, einen homoklinen, beziehungsweise hetero-

klinen Orbit des Systems zu finden. Diese Losung liefert, betrachtet man das
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urspriingliche System, ein stationéires und bei geeigneter Wahl der z—Achse

bei x = 0 lokalisiertes Hohenprofil, welches fiir + — 400 unendlich glatt ist.
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Abbildung 3.1: Bifurkationsdiagramm der Fizpunkte hy, fir (a) bei festgehal-
tenem hy = 1/4 fir variierende G und (b) bei G = 0.04 fiir unterschiedliche
ho. Die unterbrochenen Linien bedeuten, dass der Fizpunkt ein Sattelpunkt

ist, die durchgezogene ein Zentrum.

Diese speziellen Losungen sollen hier im Phasenraum fiir den Fall G = 0.04
betrachtet werden. In Abbildung 3.2 sind einige Trajektorien in der
Phasenraumebene fiir die drei Werte hy = 1/4,hy = 0.183086074 und
ho = 5.0 dargestellt. Rechts neben jedem Phasenbild ist jeweils ein Teil des
dazugehorigen homoklinen, bzw. heteroklinen Hohenprofils abgebildet.

Im Fall (a) verbindet die Trajektorie (dick gestrichelt) der homoklinen
Losung die beiden Mannigfaltigkeiten des linken Sattelpunktes. Diese
Trajektorie liefert iiber z dargestellt eine Tropfenlosung (siehe rechts).
Der dritte Fixpunkt liegt im Bereich nichtbeschrinkter, unphysikalischer

Losungen.
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Abbildung 3.2: Phasenportraits (links) und Oberflichenprofile (rechts), der
dick gestrichelten Trajektorien bei G = 0.04 und hy = 1/4 (a), hy =
0.183086075 (b) und hg = 5.0 (c). Die obere Kurve im Fall (b) rechts zeigt
eine Losung eines flachen Tropfens, d.h. eine periodische Trajektorie, sehr

nahe an den zweir Heteroklinen.
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Fiir den Fall (¢) mit geniigend groem hg haben die beiden dufleren Fixpunk-
te ihre Rolle vertauscht und es ergibt sich ein Lochprofil.

Dazwischen existiert ein Wert fiir hq fiir welches eine Trajektorie existiert,
die beide duleren Fixpunkte verbindet. Diese heterokline Trajektorie stellt
eine Frontlosung dar, welche zwei unterschiedliche Hohen fiir x+ — —oo und
x — oo miteinander verbindet (siehe (b)). Betrachtet man die drei Pha-
senraumbilder, so finden sich innerhalb der homoklinen, bzw. heteroklinen
Linien weitere geschlossene Trajektorien, welche periodischen Losungen der
Periodenldnge P entsprechen. Fiir P — oo gehen diese Losungen in die vor-
herigen homoklinen, bzw. heteroklinen Losungen iiber. Da eine periodische
Losung endlicher Periode numerisch jedoch leichter zu handhaben ist und
deren Eigenschaften fiir sehr grofie Periodenldngen P annéhernd denen der
unendlich ausgedehnten entsprechen, werden sich die folgenden Betrachtun-
gen vor allem diesen widmen. Dazu werden deren Eigenschaften mit denen
eines glatten Films verglichen, die denselben Randbedingungen geniigen.
Ahnliche Phasenraumbilder wie die in Abb. 3.2 wurden bereits bei MITLIN in

[50] fiir ein System mit einem qualitativ d&hnlichen Trennungsdruck gefunden.

3.2.2 Periodische Losungen

Fiir die weitere Betrachtung soll von einem System der Systemldnge L mit
periodischen Randbedingungen ausgegangen werden. Aus der Existenz des
zu minimierenden Lyapunov Funktional folgt, dass mindestens eine stabile
Losung existiert, welche den geforderten Randbedingungen geniigt. Dabei
kann es sein, dass nur die triviale Losung des glatten Films existiert. Fin-
det sich dariiberhinaus eine nichttriviale periodische Losung, so kann diese
entweder energetisch tiefer liegen als die des glatten Films oder umgekehrt.
In einem solchen Fall liegt eine der beiden Losungen lediglich metastabil.
Aus den Uberlegungen von Abschnitt 2.2.6 ergibt sich, dass im Fall einer
lokalisierten Losung das System bestrebt ist, die Oberflichenergie, d.h. den
Ubergangsbereich zwischen den zwei metastabilen Schichtdicken, zu mini-

mieren. Daraus folgt, dass die stabilste, nichtglatte Losung diejenige ist, fiir
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die die Periodenlédnge mit der Systemlédnge P = L iibereinstimmt. Dies folgt
daraus, dass Losungen hoherer Periodizitét einen grofleren Randbereich be-
sitzen und daher energetisch ungiinstiger sind.

Diese heuristische Aussage soll im Folgenden quantifiziert werden. Ferner ist
es wiinschenswert zu verstehen, welche Bedeutung diese héherperiodischen
stationdren Losungen, die unter denselben physikalischen Parametern stati-

onédre Losungen darstellen, fiir unser System besitzen.

Abbildung 3.3: Periodische Losung h(x) der Periodenlinge P, der mittleren
Héhe h und dem Volumen V. = hL

Da die Evolutionsgleichung volumenerhaltend ist, wird von einem System
ausgegangen, welches neben der Systemlénge L ein festes Volumen V' besitzt.
Es wird untersucht, welche stationdren, periodischen Losungen bei festem
G existieren. Da die Eigenschaften der periodischen Losungen mit denen
des glatten Films verglichen werden sollen, wird als Parameter anstelle
des Volumens V die mittlere Filmhohe h verwendet, die der Hohe eines
glatten Films desselben Volumens entspricht. Die Nomenklatur soll dabei so

vereinfacht werden, dass anstelle der Systemlédnge L die Periodenléinge P als
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Parameter vorkommt, ohne dabei zu vergessen, dass alle Lésungen fiir die L
ein Vielfaches ihrer Periodenlénge ist, ebenfalls stationdre Losungen unter
denselben Randbedingungen darstellen. Eine Losungsfamilie ist somit durch
die mittlere Hohe h, die Periodenlinge P, und der Gravitation G (siehe
Abb. 3.3) bestimmt.

Um die unterschiedlichen stationdren Losungen zu berechnen, wurde die
Bifurkationssoftware AUTO [19] verwendet. Damit ist es moglich, bei
konstantem P neben der Losung des glatten Films mit der Hohe h weitere
Losungen derselben Periodeléange P zu finden. Die folgenden Darstellungen
beschréanken sich auf den oberen Bereich des Stabilitdtsdiagramms, d.h.
den Bereich, in dem die nichtglatte stationdre Losung eine lokalisierte
Lochlosung bildet. Die Ergebnisse lassen sich jedoch in analoger Form auf
den Tropfenbereich iibertragen.

Die numerischen Berechnungen der stationédren Losungen erfolgte auf einer
Alpha Workstation XP1000. Dabei stellte sich heraus, dass innerhalb des
metastabilen Bereichs drei qualitativ unterschiedliche Zonen existieren, wel-
che sich bei festgehaltenem G in Abhingigkeit von P und h unterscheiden.
Zur Erlduterung dieser drei Bereiche werde Abb. 3.4 betrachtet. Zur Cha-
rakterisierung der Losungen wurde die Amplitude, die Periodenldnge sowie
die relative Energie, welche der Differenz der freien Energie zu derjenigen
eines glatten Films gleicher mittlerer Hohe h entspricht, fiir verschiedene
mittlere Schichtdicken h bei G = 0.05 gegeneinander aufgetragen.

Die linken drei Diagramme Abb. 3.4 (a), (b) und (c) enthalten Kurven fiir
die mittleren Hohen h = In(4),2.0,2.5,3.2 und 3.4 welche linear instabilen
Schichtdicken des glatten Films entsprechen. Die Kurven Abb. 3.4 (b), (d)
und (e) entsprechen den mittleren Hohen h = 4.0,4.5 und 5.0 fiir welche der
glatte Film metastabil ist. Diese Schaubilder legen es nahe, die folgenden

drei Bereiche fiir h zu definieren:
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(i) Instabiler Bereich

Die zwei unteren Kurven in Abb. 3.4 (a) und (c), beziehungsweise die beiden
linken Kurven in Abb. 3.4 (e) entsprechen Losungen, deren Energie immer
kleiner ist, als diejenige des entsprechenden glatten Films, der fiir diese mitt-
leren Hohen h = In(4) und h = 2 linear instabil ist.

Es existiert nur ein Losungszweig fiir periodische Losungen, welcher von ei-
ner minimalen Periodenlénge bis hin zu unendlicher Periodelénge existiert.
Werden dem System durch Begrenzung der Systemlédnge all diese Perioden,
welche grofer sind als diese, von h abhingige, minimale Periodenlinge ver-
boten, so ist der glatte Film stabil. Dieser minimale Wert der Periodenlénge
fiir die periodische Losung stimmt hier mit der kleinsten Periodenlénge der
instabilen Mode des glatten Films iiberein und ist durch Ag.; aus Gl. (2.97)
gegeben.

Die Energie des periodischen Losungsastes nimmt mit zunehmender Peri-
odenlénge und Wellenldnge monoton ab. Seine Amplitude néhert sich erwar-
tungsgeméafl mit wachsender Periode asymptotisch der Differenz der beiden
metastabilen Schichtdicken.

Bei endlichen Periodenléngen spielt die Oberflichenenergie der Bereichsgren-
zen jedoch eine nicht zu vernachléssigbare Rolle und fiihrt zu einer Erhohung
der Energie. Die stabilste periodische, nichtglatte Losung erhélt man fiir die
Periodenlénge P, welche durch die Systemlédnge L festgelegt ist. Alle Losun-

gen kleinerer Perioden sind demnach global instabil.

(ii) Gemischter Bereich

Die drei oberen Kurven in (a) und (b) in Abb. 3.4, sowie die drei rechten
Kurven in (e) bestehen aus zwei verschiedenen Losungszweigen. Dies ist be-
sonders gut im Energie-Periode Diagramm (e) zu sehen.

Einer der beiden Zweige liegt energetisch oberhalb des anderen und besitzt
fiir alle Perioden eine héhere Energie, als der entsprechende glatte Film. Bei-
de periodische Losungszweige existieren ab einer minimalen Periodenlédnge.

Im Gegensatz zum Bereich (i) stimmt dieser Wert hier jedoch nicht mit der
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kurzwelligsten instabilen Mode des glatten Films iiberein. Die Periodenlénge
Aeri¢ 18t in diesem Fall der Wert, an dem der energetisch hoherliegende pe-
riodische Ast endet. Fiir groflere Periodenlidngen ist der glatte Film instabil
und man findet nur noch einen Ast stabiler periodischer Losungen.

Man stelle sich ein System vor, dessen Systemlidnge den Wert einer Peri-
odenlénge aus dem Bereich hat, in dem beide periodische Losungen existie-
ren. In diesem System ist sowohl der glatte Film, als auch die energetisch
niedrigere, periodische Losung in der Zeit lokal stabil.

Um ausgehend von einer dieser stationédren Losungen zur anderen zu gelan-
gen, muss die Oberflachendeformation grofl genug sein. Die Stérung muss
also einen bestimmten kritischen Wert {iberschreiten, um von der einen lo-
kal stabilen Losung zur anderen zu gelangen. Diese kritische Deformation
ist durch die instabile, zweite periodische Losung gegeben. Sie stellt in die-
sem Fall die kritische Keimbildungslésung dar, welche iiberwunden werden
muss, damit der in diesem Bereich metastabile Film in zwei separierte Be-
reiche unterschiedlicher Schichtdicken der Ausdehnung P < M. aufbrechen
kann. Eine Stérung, welche zu klein ist um diese Keimbildungslosung zu er-
reichen, relaxiert zum glatten Film, eine die grof§ genug ist, wéchst hingegen
an. Mit diesem groff und klein, welches hier etwas locker formuliert wurde,
sind solche Stérungen gemeint, welche zu Hohenprofilen fithren, die im Funk-
tionenraum auf einer der beiden Seiten der Separatrix liegen, welche durch
die Keimbildungslosung gegeben ist. Spater wird gezeigt werden, dass diese
Aussagen, die hier aus rein stationidren Losungen abgeleitet wurden durch-
aus ihre Rechtfertigung fiir das zeitabhéngige System besitzen. Dies lésst sich
damit begriinden, dass die Keimbildungslosung zwar eine zeitlich lokal insta-
bile Losung darstellt, jedoch nur sehr wenige instabile Eigenwerte besitzt.
Alle anderen Eigenwerte sind abgesehen von dem durch die Symmetrie be-
dingten, neutralen Eigenwert negativ. Die Keimbildungslosung bildet somit
einen Sattelpunkt im zeitabhéngigen System.

Die Existenz der Keimbildungslosung weist darauf hin, dass Storungen, deren

laterale Ausdehnung kleiner als A.,.;; ist, eine entscheidende Rolle in der Dy-



3.2 Stationidre Losungen 73

namik der Filmoberfldche fiir diesen Schichtdickenbereich spielen kénnen. Die
Energie des anderen periodischen Losungsastes féllt mit zunehmender Peri-
ode schnell ab, seine Amplitude wéchst asymptotisch gegen die Differenz der
metastabilen Hohen. Ferner fillt auf, dass die Energie fiir die kleinstmogliche
Periode monoton mit der mittleren Schichtdicke A zunimmt, was sich dadurch

erkldren lédsst, dass die Amplitude fiir diesen Wert ebenfalls zunimmt.

(iii) Reiner Keimbildungsbereich

Fiir mittlere Schichtdicken A im metastabilen Bereich entsprechend Abb. 3.4
(b), (d) und (e), existieren wieder zwei Zweige periodischer Losungen von
einer minimalen Wellenldnge ab. Beide beginnen gemeinsam wie im Bereich
(ii), der energetisch hoherliegende Ast existiert hier jedoch ebenfalls bis hin zu
unendlicher Periodenldnge. Diesem energetisch hoher liegenden Ast kommt
wieder die Bedeutung als Keimbildungslosungen zu, die den metastabilen
glatten Film von der stabileren periodischen Losung trennen. Er liegt wie-
derum energetisch oberhalb des entsprechenden glatten Films.

Der Begriff Keimbildungslésung wird in der Literatur meist mit einer et-
was anderen Bedeutung verwendet. Gemeint ist damit die “wahre” kritische
Keimbildungslosung, welche wir erhalten, wenn wir dem Keimbildungsast bis
hin zu unendlicher Periode folgen. Dieser Keim ist das kritische Loch, bezie-
hungsweise der kritische Tropfen, welcher fiir einen anderen Trennungsdruck
in [6, 7] diskutiert wurde.

In Abhéngigkeit der Systemgrofle, also der maximal moglichen Peri-
odenlénge, stellt entweder der untere Losungszweig oder der glatte Film die
global stabile Losung dar. Im Gegensatz zum Bereich (ii) ist die Energie der
periodischen Losung kleinster Periodenlénge hier keine monotone Funktion

von h mehr.
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Abbildung 3.4: FEigenschaften der periodischen Ldsungen fiir verschiedene
Schichtdicken h bei festem G = 0.05. Die linken Schaubilder (a),(c) und
(e) zeigen die Familien fiir linear instabile Schichtdicken h, die rechten (b),
(d) und (f) hingegen fiir den metastabilen Bereich. Die Darstellungen be-
schrinken sich auf den oberen Schichtdickenbereich h > h.. Mit Amplitu-
de bezeichnen wir die Hohendifferenz zwischen Maximum und Minimum der
Profile. Die relative Energie gibt die freie Energie abziiglich der des entspre-

chenden glatten Films an.
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3.3 Die Keimbildungslésung

Im letzten Abschnitt wurden die verschiedenen Arten von periodischen stati-
ondren Losungen untersucht und es wurde ein Losungstyp gefunden, welcher
als Keimbildungslosung bezeichnet wurde. Um deren Bedeutung genauer zu
untersuchen, wird nun deren Stabilitdt in Hinblick auf die Dynamik der Fil-
mevolutionsgleichung berechnet und diese mit der des glatten Films vergli-
chen. Anschliefend werden die Resultate anhand numerischer Simulationen

der vollen zeitabhéngigen Gleichung vertieft.

3.3.1 Existenzbereich

Die Analyse der stationdren Losungen der 2d-Evolutionsgleichung lassen
darauf schlieflen, dass die Unterscheidung zwischen instabilem Bereich und
Keimbildungsbereich in der bisher in der Literatur geldaufigen Form modi-
fiziert werden muss. Es liegt nahe, die etwas feinere Einteilung der obigen
Form in instabiler Bereich (i), gemischter Bereich (ii) und reiner Keimbi-
lungsbereich (iii) vorzunehmen. Hierzu wird in Analogie zu den harmonischen
Funktionen der Periodenlénge P die Wellenzahl k = 27 /P eingefiihrt. Um
eine kompakte Darstellung der drei verschiedenen Existenzbereiche zu er-
halten, ist in Abbildung 3.5 bei festem G die maximale Wellenzahl fiir die
periodischen Losungen, d.h. der Wert der Wellenzahl an dem Punkt an dem
beide Losungen zu existieren beginnen iiber der mittleren Schichtdicke h auf-
getragen. AuBerdem ist die maximale Wellenzahl des entsprechenden glatten
Films 27/, dargestellt.

Im Bereich (iii) existiert keine maximale Wellenzahl, bzw. minimale Peri-
odenlénge des entsprechenden glatten Films. Er ist hier global stabil. Im Be-
reich (ii) ist die minimale Wellenzahl der instabilen Mode des glatten Films
kleiner als die der periodischen Losung. Die kleinste instabile Wellenlénge des
glatten Films ist somit grofler als die minimale Wellenlénge der periodischen
Losungen. Fiir eine Systemlédnge zwischen diesen beiden Grenzwellenléingen

ist der glatte Film metastabil.
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Abbildung 3.5: Maximale Wellenzahl der Keimbildungslosung und der linear
instabilen Mode des glatten Films iiber der mittleren Schichtdicke h fiir G =
0.05.

maximale Amplitude der Keimbildungslésung

Abbildung 3.6: Maximale Amplitude der Keimbildungslosung tiber der mitt-
leren Schichtdicke h fir G = 0.05.



3.3 Die Keimbildungslésung 77

Beide Wellenzahlen nihern sich mit abnehmendem A bis zur Grenze zwischen
Bereich (i) und (ii) an und verschmelzen schliefilich an der Grenze. Wie in
Abbildung 3.6 zu sehen ist, fillt die Amplitude der periodischen Losung
nach einem Potenzgesetz zu Null ab, d.h. die periodische Losung geht in die
instabile Mode grofiter Wellenzahl, bzw. kleinster Periode des entsprechenden
glatten Films iiber. Der relativ scharfe Abfall der Amplitude auf Null macht
es uns moglich, die Grenze zwischen Bereich (i) und (ii) numerisch gut iiber

den ganzen Wertebereich von G zu bestimmen.

=l

Abbildung 3.7: Darstellung der drei Bereiche (i), (ii) und (i) in der (h,G)
Ebene. Die gepunktete Linie beschreibt die Bereichsgrenze des Instabilitits-
bereichs (i), die durchgezogenen Linie die Grenze des gemischten Bereichs
(i1) zum Keimbildungsbereich (iii), welche durch die gestrichelte Linien nach
auffen hin begrenzt ist. Die zweipunkt gestrichelte Linie ist die Loch-Tropfen
Grenze. In (a) sind die numerisch erhaltenen Bereichsgrenzen iber den gan-

zen positiven Bereich von G eingezeichnet. Abb. (b) zeigt eine Vergrifierung
in der Néihe des kritischen Punktes (h = In(4),G = 0.25)
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In Abbildung 3.7 (a) sind die verschiedenen Bereiche iiber G aufgetragen. Ab-
bildung 3.7 (b) zeigt eine Vergrofierung in der Néhe des kritischen Punktes
(h = In(4),G = 0.05), wo unsere Gleichung durch eine verschobene Cahn-
Hilliard Gleichung angendhert werden kann.

Neben den numerischen Kurven sind hier weitere diinne Linien eingezeichnet,
welche analytisch durch eine Entwicklung um den kritischen Punkt gewon-
nen wurden (siche Anhang B.1, B.2). Wie in Abbildung 3.7 (a) zu sehen ist,
miindet die obere Grenze des Instabilitétsbereichs (i) (gepunktete Kurve) fir
G — 0 in einen endlichen Wert h ~ 1.989 in die h-Achse ein. Sie divergiert
nicht wie die anderen, oberen Bereichsgrenzen, d. h. der gemischte Bereich
(ii) verliert auch fiir G = 0 seine Bedeutung nicht.

Die bisherige Betrachtung der stationdren Lésungen mit Hilfe der freien Ener-
gie gibt Aufschluss dariiber, welche der Losungen bei festgehaltener Peri-
odenlénge stabil, instabil oder metastabil sind.

Wie aus Abb. 3.4 (e) und (f) hervorgeht, sind die nichtglatten Losungen
immer instabil, wenn die Systemlénge L vergréflert wird, d.h. eine fiir ein
System der Lénge L stabile Losung wird instabil wenn die Systemlénge auf
ein vielfaches von L auf nL vergroflert wird, da Losungen groflerer Perioden
immer eine niedrigere Energie besitzen.

Um Aussagen iiber die Bedeutung der Keimbildungslésungen im gemisch-
ten Bereich im Rahmen des zeitabhéingigen Systems zu ermdoglichen, ist es
notwendig, deren lineare Stabilitét zu untersuchen. Dies soll im néchsten Ab-
schnitt gemacht, und wieder mit der linearen Stabilitit des entsprechenden

glatten Films in Beziehung gesetzt werden.

3.3.2 Lineare Stabilitit der Keimbildungslésung

Um die lineare Stabilitdt der Keimbildungslosungen zu berechnen, wurde die
volle, zeitabhéngige Gl. (3.1) um die periodische Keimbildungslosung hgo(x)

linearisiert. Dazu wird der Ansatz h(z) = ho(x) + €hi(z)e’" verwendet, der
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die linecaren Wachstumsrate 3 enthélt. Fir die Storung in O(e) ergibt sich

ﬁ hl = {ax [3q2(axh0 ahhf - amx:chO)] + 8x(q3azh0 6hhhf)} hl

+  [2¢°0:h0 Onnnf + 3¢°(20:ho O f — Bawaho)] Ozha
+ qgahh.f aﬂczhl - 3q2(8xh0> amcthl - q3 amcxxhb (312)
wobei ¢ = ho(z) — Ina ist. Die Form 0y, f ist die Kurzschreibweise fiir

Onf(h)|h=ho(z), bzw. fiir die hoheren Ableitungen in analoger Form. Fiir den
glatten Film reduziert sich Gl. (3.12) auf

ﬁhl = q3ahhf 8a:ach1 - q38ma:xzh1' (313)

Um Gl (3.12) numerisch zu lésen, wird die Ortskoordinate x und die Orts-
ableitungen durch Einfithrung von n Stiitzstellen diskretisiert. Die orts-
abhéngigen Funktion hy(z) und hy(z) werden dabei zu den Vektoren hy[i] =
hi(z;) und holi] = ho(z;) mit i—2 < n < i+ 2, wobei die Periodizitét beriick-
sichtigt wird. Damit geht das Eigenwertproblem (3.12) in das algebraische

Eigenwertproblem

6h1 + L(h07 aa:hOa a:m:h()) axxa:h[b axxaca:h())
On fh=hos Onn flh=ho> Onnn flne) P = 0 (3.14)

iiber, wobei der lineare Operator L hier eine, von hy abhédngige Matrix dar-
stellt. Die Zeitevolution wird durch den Parameter a, welcher im Mobilitats-
faktor ¢ vorkommt, beeinflusst, d.h. je kleiner a ist, desto schneller erfolgt
die Dynamik.

Fiir die Diskretisierung der Ableitungen wurden zentrale finite Differenzen
erster Ordnung verwendet. Die Anzahl der Stiitzstellen variiert zwischen
n = 512 und n = 2048 Punkten. Fiir eine Keimbildungslosung ho(z) der
Periodenlinge P und der mittleren Schichtdicke h wurde nach Gl (3.14)
der Eigenwert mit dem grofiten Realteil () bestimmt und der dazugehori-
gen Eigenvektor bzw. die Eigenvektoren h; und h] berechnet. Anschlie-

Bend wird R(() einer infinitesimalen, harmonischen Stérung der Wellenlédnge
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A = P des entsprechenden glatten Films bestimmt und mit dem der Keim-
bildungslésung verglichen. Bei festgehaltenem h und festem G wurde die

Prozedur fiir verschiedene Periodenlédngen wiederholt.
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Abbildung 3.8: Abhdngigkeit der linearen Wachstumsrate 3 von der Peri-
ode der Keimbildungslésung (durchgezogenen Linie), bzw. der Wellenlinge
A, der instabile Mode des entsprechenden glatten Films (gestrichelte Linie)
fiir unterschiedliche h bei G = 0.05 und a = 0.1.

Das Resultat ist in Abb. (3.8) fiir die drei mittleren Hohen h = 3.2, h = 2.61
und h = 2.5 fiir G = 0.05 dargestellt. In allen drei Grafiken ist zu erkennen,
dass die Eigenwerte der Keimbildungslosung (dicke Linie) immer positiv sind.
Von dem Periodenldngenwert an, ab dem die Keimbildungslosung existiert,
wéchst der Eigenwert von Null bis zu einem maximalen Wert an und féllt
dann wieder auf Null ab. Dies erfolgt an der Stelle, wo der Eigenwert des
glatten Films (gestrichelte Linie) positiv wird. Dessen Eigenwert wéchst von

dem Punkt aus an und passiert ebenfalls ein Maximum, bevor er wieder
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asymptotisch auf Null abfallt.

Je nachdem welches der beiden Maxima grofler ist, wird der Film entweder
durch die Instabilitdt des glatten Films oder durch zufillige Oberfléchen-
deformationen, welche bei einer realen Fliissigkeitsschicht immer vorhanden
sind, aufbrechen. Dabei muss die Systemlédnge so grofl sein, dass zumindest
mehrere dieser Wellenléngen im System realisierbar sind. Die Héhe der Ma-
xima ergibt sich aus der mittleren Schichthéhe h.

In Abbildung 3.8 ist zu sehen, dass fiir h = 3.2 der maximale Eigenwert der
Keimbildungslosungen viel hoher liegt, als der der instabilsten Mode des glat-
ten Films. Fiir h = 2.61 liegen die Maxima praktisch auf gleicher Héhe und
fiir h = 2.5 ist der glatte Film deutlich instabiler. Es ist zu erwarten, dass
je nachdem, ob das Aufbrechen des Films durch die lineare Instabilitat des
glatten Films oder durch Deformationen in der Nihe der Keimbildungslosung
erfolgt, es zu unterschiedlichen Anordnungen von Loéchern, beziehungswei-
se Tropfen, im Frithstadium der Zeitentwicklung kommt. Betrachtet man
die Zeitevolution iiber einen ldngeren Zeitraum, findet sich am Ende un-
abhéngig von der Art des anfinglichen Aufbrechens dasselbe, vorldufig sta-
tiondre Hohenprofil, welches der periodischen Losung des stabilen Zweiges
maximaler, im System moglicher Wellenlédnge entspricht. Die fortgeschritte-
ne Zeitentwicklung verlduft geméfl dem coarse graining, d.h. die einzelnen
Locher verschmelzen nach und nach zu groleren, bis letztendlich nur eines
iibrig bleibt. Dieses Verhalten lésst sich in analoger Weise auf Tropfen iiber-
tragen.

Dazu soll Abb. 3.9 betrachtet werden. In (a) ist die lineare Wachstumsrate
des energetisch niedriger liegenden Astes stationérer periodischer Losungen
fiir verschiedene h iiber der Periodenlinge aufgetragen. Die Systemlinge wur-
de so gewahlt, dass sie der Periodenlénge entspricht. Es féllt auf, dass es eine
Periodeldnge gibt, an der die Eigenwerte ein Minimum besitzen, d.h. es exi-
stiert ein Periode fiir welche die global stabile Lésung, bei Storungen schneller

relaxiert, als die einer anderer Periodenléange.
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Abbildung 3.9: Lineare Wachstumsrate 3 des niederenergetischen Astes peri-
odischer Losungen fiir unterschiedliche h iiber der Periodenlinge bei G = 0.05
und a = 0.1. Dabei enthdlt (a) die Wachstumsraten fiir eine Periode, (b) hin-
gegen fiir zwei Periodenlingen und zeigt dementsprechend die Instabilitdt in

Bezug auf das coarse graining.
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In (b) sind die entsprechenden Eigenwerte fiir dieselben Losungen, jedoch fiir
zwei Perioden aufgetragen. Im Gegensatz zu (a) wo alle Eigenwerte negativ
sind, sind die in (b) alle positiv, d.h. dass eine kurzperiodische Losung insta-
bil gegeniiber einer Losung groBerer Periode ist, wie schon frither behauptet
wurde. Es zeigt sich jedoch auch, dass die Wachstumsraten fiir grofie Pe-
rioden sehr klein sind. Je breiter die einzelnen Loécher, bzw. Tropfen sind,
desto ldnger dauert es deshalb, bis sie zu grofleren verschmelzen werden. Es
soll hier nicht weiter auf das coarse graining eingegangen werden: Mehr dazu
findet sich in [45], wo es fiir ein qualitativ dhnliche System untersucht wurde.
Wie in [15] gezeigt wird, kann das coarse graining durch eine geeignete Struk-
turierung der Supstratoberfliche gestoppt werden, d.h. eine der periodischen
Strukturen wird gepinnt.

In Abb. 3.10 sind nochmals die Bereichsgrenzen in der (h,G) Ebene fiir
h > h.t (a) und h < h. (b) aufgetragen. Dabei wurde das Stabilitdtsdia-
gramm durch die Linie ergéinzt, welche der mittleren Hohe entspricht, bei
der die maximale Wachstumsrate des glatten Films mit der der Keimbil-
dungslosung iibereinstimmt (punktgestrichelte Linie). Diese Grenze unter-
teilt den gemischten Bereich in zwei Bereiche. Einen Bereich auflerhalb der
Grenze (hier B), in dem das Aufbrechen des Films durch die Keimbildung
dominiert wird und einen inneren Bereich A, in dem die instabilen Moden des
glatten Films wichtiger sind. In diesem Zusammenhang soll daran erinnert
werden, dass bei einem realen Film beide Prozesse gemischt auftreten wer-
den, solange die mittlere Schichtdicke h nicht deutlich von dem Wert an der
Bereichsgrenze abweicht. In diesem Fall sind es mehr die lokalen Gegeben-
heiten, die dafiir verantwortlich sind, welcher der beiden Prozesse dominiert.
Besitzt das Oberflachenprofil viele Defekte, wird die Keimbildung iiberwie-
gen, ist der Film jedoch iiberwiegend glatt, die Instabilitat des glatten Films.
Genauso kann es vorkommen, dass verschiedene Zonen auf der Oberfliche

vorhanden sind, wo entweder der eine oder der andere Prozess {iberwiegt.

thier h. = In(4)
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Abbildung 3.10: Die verschiedenen Bereiche fiir das Aufreifien des Films in
der Parameterebene (h,G) jeweils fiir (a) h < h. und h > h. (durchgezo-
gene Linie) fiir unterschiedliche h bei G = 0.05. Der gestrichelte Bereich
(A) zeigt den instabilititsdominierten Bereich, der gepunktete (B) den keim-

bildungsdominierten. Beide sind durch die punkt-gestrichelte Bereichsgrenze

voneinander getrennt.
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Im Experiment wird ein durch die Filmintsabilitit verursachtes Aufbre-
chen zu einer regelméfigen Anordnung von Tropfen und Loécher fiithren,
d.h. der mittlere Abstand der Locher bzw. Tropfen zu ihren néchsten Nach-
barn wird zumindest im Kurzzeitverhalten stérker korreliert sein (siehe Ab-
schnitt 1.3.3). Hingegen erwartet man im keimbildungsdominierten Bereich
eine zufillige Anordnung von Lochern oder Tropfen ohne Korrelation. In rei-
ner Form werden beide Prozesse nur dann zu beobachten sein, wenn der Wert
der mittleren Schichtdicke A in der Nihe von h. oder der Grenze zum meta-
stabilen Bereich liegt.

Die Grenzlinie, welche Tropfen und Lécher voneinander trennt, schneidet die
Instabilitétsline in der Nihe von (G = 0.009857, h = 2.810858) (siche Abb.
3.10 a). Das bedeutet, dass es fiir kleine G keinen Instabilitéatsbereich fiir das
Aufbrechen in Locher gibt, sondern hier die Keimbildung dominiert, insofern
die Oberfliche geniigend Deformationskeime aufweist. Andererseits gibt es
jedoch in diesem Fall zwei Schichtdickenbereiche, bei denen bei der Tropfen-
bildung die Keimbildung iiberwiegt. Leider ist die Simulation des Systems
fiir kleine Werte von G numerisch problematisch, so dass hierauf in dieser
Arbeit nicht weiter eingegangen wird.

Die bisherigen Ergebnisse iiber die Einteilung in keimbildungsdominierte und
instabilitdtsdominierte Bereiche beruhen auf Aussagen, welche aus Eigen-
schaften der stationéiren Losungen des Problems folgen. Das Vorhandensein
einer Keimbildungslosung, welche linear viel instabiler ist als der entsprechen-
de glatte Film, beweist lediglich, dass eine endliche, periodische Storung des
glatten Films existiert, welche viel schneller anwichst, als die instabile Mode
des glatten Films. Es lésst sich vermuten, dass Oberflichendeformationen,
welche in der Nahe der Keimbildungslosung liegen und deren laterale Aus-
dehnung kleiner ist als die kritische Wellenldnge \.,.;; des glatten Films, eine
entscheidende Rolle beim Aufbrechen des Films spielen. Um diese Hypothese
zu untermauern, wird diese Situation im néchsten Abschnitt anhand nume-
rischer Simulationen der vollen zeitabhingigen Gleichung fiir zwei mittlere

Schichtdicken A aus den beiden Bereichen untersucht.
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3.3.3 Numerische Zeitintegration

Um den Einfluss der Keimbildungslosung auf das Aufbrechen eines Films der
mittleren Schichtdicke h genauer zu verstehen, wird nun die zeitabhingige
Gleichung (3.1) integriert. Um ein Aufbrechen beobachten zu kénnen, wird
ein glattes, leicht verrauschtes Oberflachenprofil durch einen kleinen Defor-
mationskeim gestort. AnschlieBend wird das zeitliche Verhalten fiir zwei h,
von denen eine im keimbildungsdominierten Bereich und die andere im in-
stabiltdtsdominierten Bereich liegt, verglichen. Die Systemlidnge L werde so
gewdhlt, dass sie einem Vielfaches der Wellenlénge der instabilsten Mode des
entsprechenden glatten Films der Dicke h L = n Aoy ist, wobei n > 1 sei.

Als Storung wird ein Keim der Form

-2
- X

angesetzt. Der Parameter d beschreibt die maximale Tiefe der Stérung in
Einheiten von h, der Parameter w die Breite der Stérung in Einheiten von
Amaz- Desweiteren werden periodische Randbedingungen vorausgesetzt. Der
Wert von w wird dabei so gewéhlt, dass die Breite der Storung kleiner ist,
als die kritische Wellenldnge A\ des glatten Films der Dicke h. Ferner wird
angenommen, dass die von der Stérung verursachte Volumenénderung relativ
klein bleibt, so dass die Schichtdicke weit entfernt von der Stérung anndhernd
h entspricht. Es ist zu erwarten, dass eine derartige Stérung einen entschei-
denden Einfluss auf das Aufbrechen des Films im keimbildungsdominierten
Bereich hat, hingegen im instabilitdtsdominierten Bereich kein signifikanter
Einfluss erwartet wird.

Fiir die im Folgenden dargestellte Zeitentwicklung wurde die Systemlédnge auf
L = 16,42 gesetzt. Das numerische Verfahren ist in Anhang A.1 erlautert.
Die Zeit t wird in Einheiten der maximalen Wachstumszeit 7,00 = 1/8max
gemessen, wobei (3,,., die Wachstumsrate der instabilsten Mode des glatten
Films ist. Zur Demonstration des zeitlichen Verhaltens wurden die mittleren
Hohen, h = 3.2 fiir den keimbildungsdominierten Bereich und h = 2.4 fiir

den instabilitdtsdominierten Bereich gewéhlt. Diese mittleren Schichtdicken
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liegen deutlich im Bereich A und B (siche Abb. 3.10).
Um den Einfluss der Keimgrofle zu zeigen, wird die Tiefe des Keims im Be-
reich d = 0.1...0.4 und dessen Breite im Bereich w = 0.1...0.4 in Schritten

von (.1 variiert. Die Simulationen zeigen folgendes Verhalten:

Keimbildungsdominierter Bereich A

In Abb. 3.11 ist die Kurzzeitevolution bei h = 3.2 fiir den Fall einer Stérung
der Tiefe d = 0.1 und der Breite w = 0.2 dargestellt.

Die Storung beginnt nach unten hin zu wachsen. Es formt sich ein Loch, an
dessen Réndern es aufgrund der Materialverdringung zu einer Randwulst
kommt. Diese Randwulst fithrt zu sekundéiren Keimen, welche anschlieffend
selbst nach unten anwachsen, wéihrend das primére Loch lateral wéachst. Die-
ser Prozess setzt sich nach beiden Seiten fort. Der vorldufige Endzustand
der Kurzzeitentwicklung stellt eine Lochreihe dar, deren Abstand deutlich
von der Wellenlénge A, der instabilsten Mode des entsprechenden glat-
ten Films abweicht (sieche Abb. 3.11, letztes Bild). Die Lochbreiten variieren
dabei in Abhéngigkeit der Wachstumsvorgeschichte. Das primére Loch ist
erwartungsgeméafl das Breiteste.

Das Lochwachstum héngt fiir Schichtdicken im Keimbildungsbereich stark
von der anfinglichen Stoérung ab. In Abb. 3.12 (a) haben wir die Fourier-
transformierten der vorlaufigen Endstruktur der Kurzzeitentwicklung iiber
der Wellenlénge fiir unterschiedliche Anfangsstorungen dargestellt. Abhéngig
von Tiefe und Breite der Anfangsstorung sind die Fourierspektren der Losun-
gen deutlich unterschiedlich, d.h. es ist keine ausgezeichnete einheitliche Wel-
lenldnge zu erkennen. Die Losungen besitzen ein breites Spektrum hin zu
langen Wellenléngen.

In Abb. 3.13 (a) ist der zeitliche Verlauf der relativen freien Energie fiir die
verschiedenen Storungen aufgetragen. Die horizontalen, diinnen Linien stel-
len dabei die Energien der stationéren, periodischen Losungen der Perioden
P = Amazs Amaz/ 11, Amaz /10, Mnaz /9, Amaz /85 Amaz/7 dar. Der zeitliche Ver-

lauf der Energien ist durch ein stufenartiges Verhalten gepragt, welches durch
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die sekundére Keimbildung hervorgerufen wird. Alle Energiekurven miinden
auf einen im Kurzzeitverhalten stationdren Energiewert ein, welcher von der
Anfangsstorung abhéingig ist. Dieser Energiewert entspricht ndherungsweise
einem, der durch die diinnen Linien dargestellten periodischen, stationédren

Losungen.
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Abbildung 3.11: Kurzzeitentwicklung des Storung fir d = 0.1 und w = 0.2 bei
G = 0.05 und h = 3.2. Die z-Koordinate ist in Einheiten von \pmas gegeben,

die Zeit in Finheiten der mazimalen Wachstumszeit T = 1/Bpan (siehe Text).

Instabilititsdominierter Bereich B

Hierzu wird die Evolution einer Oberfliche mit h = 2.5 betrachtet. Fiir die
Storung sei wieder d = 0.1 und w = 0.2. Der zeitliche Verlauf ist in Abb.
3.14 dargestellt. Die urspriingliche Storung wéchst zunéchst nach unten hin

all.
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Bereits nach kurzer Zeit formt sich eine wellenartige Modulation der Ober-
fliche an den beiden Réndern der Stérung. Diese pflanzt sich im weiteren
Verlauf iiber die ganze Systembreite fort. Die Ausbreitung dieser Modulati-

on erfolgt mit nahezu konstanter Geschwindigkeit.

Abbildung 3.12: Fouriertransformierte des vorldufigen Endzustandes iiber der
Wellenlinge fiir (a) h = 3.2 und (b) h = 2.4 Fiir verschiedene Anfangsstérun-
gen (siehe Text) bei G = 0.05

Die vorlaufige Endstruktur des Kurzzeitverhaltens entspricht einer fast per-
fekten periodischen Anordnung von Lochern, deren Abstand der Wellenlénge
der instabilsten Mode des glatten Films entspricht.

Betrachtet man, wie zuvor das Fourierspektrum dieses Endprofils fiir unter-
schiedliche anfingliche Stérungen (sieche Abb. 3.12 (b))m so ist deutlich zu
erkennen, dass das Maximum fiir alle Kurven bei \,,,, liegt. Alle Strukturen
weisen unmittelbar vor Beginn des coarse grainings die Periodenldnge der

maximalen instabilen Mode des glatten Films auf, unabhéngig von der An-



90 Zweidimensionale Beschreibung der Evolutionsgleichung

fangsstorung.

Im Energiediagramm 3.13 (b) sieht man, dass jedoch eine kleine Verschiebung
im zeitlichen Verlauf stattfindet. Der Energieverlauf léasst sich, sieht man von
Anfangs- und Langzeitverhalten einmal ab, durch eine Gerade beschreiben,
d.h. das laterale Wachstum erfolgt kontinuierlich und nicht wie im Fall (A)

stufenartig.

Abbildung 3.13: Zeitlicher Verlauf der relativen Energien im Fall (a) fir
h = 3.2 und im Fall (b) fiir h = 2.4 fiir verschiedene Anfangsstorungen
(sieche Text) bei G = 0.05

Die numerischen Simulationen haben gezeigt, dass die Unterscheidung in
keimbildungsdominierten Bereich (A) und instabilitédtsdominierten Bereich
(B) durchaus ihre Berechtigung besitzt. Durch weitere Simulationen fiir un-
terschiedliche G und h lisst sich zeigen, dass der Ubergang zwischen den
beiden Regimen néherungsweise der gestrichelten Linie in Abb. 3.10 ent-

spricht.
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Es ist zu beobachten, dass das Wachstum einer Storung in der Nahe der
Ubergangslinie stark von der Form der Stérung abhingt, d.h. je nach Form
und Grofle der Storung kann die Evolution mehr keimbildungsartig oder in-
stabilitdtsartig ablaufen. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass das System
nur an einer rdumlich begrenzten Stelle gestort wurde, um das Anwachsen

der periodischen Losung anzutreiben.
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Abbildung 3.14: Kurzzeitentwicklung der Storung mit d = 0.1 und w = 0.2 bes
G = 0.05 und der mittleren Schichtdicke von h = 2.4. Die z-Koordinate ist
i Einheiten von \,q. gegeben, die Zeit in Einheiten der mazimalen Wachs-

tumszeit T = 1/Bnae (siehe Text).

Weiter entfernt von dieser Stelle ist die Filmoberfliche jedoch relativ glatt,
so dass hier die Eigenmoden des glatten Films, welche ebenfalls instabil sind,
anwachsen konnen.

Fiir kleine Systeme treten die beiden, dadurch entstehenden Bereiche schnell
in Wechselwirkung aufgrund der Nichtlinearitdten und der Volumenerhal-

tung. Die Materialverdriangung in der Nihe des anfinglichen Keims kann
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dazu fithren, dass das Wachstum der instabilen Mode des glatten Films ver-
hindert wird. Eine schnell anwachsende Oberflaichenmodulation aufgrund der
Instabilitéit des glatten Films kann jedoch auch das laterale Wachstum des
Keims abbremsen. Dieses Verhalten wird stark durch die laterale System-
grofle beeinflusst.

Auf der anderen Seite existieren auch Fille, wo die die Materialanhdufung
an den Randern des primédren Loches die Instabilitdt des glatten Films ge-
radezu antreibt. Dies tritt auf, wenn die Form und die Grofle der Randwulst
der instabilen Mode des glatten Films dhnelt, d.h. die Wulst bildet hier einen
Keim fiir das Anwachsen der instabilen Mode. In der Regel wird man in der
Néhe der Bereichsgrenzen fast immer Mischzustdnde finden, d.h. beide Me-
chanismen konkurrieren. Je nach Form der Anfangsstorung ist entweder der
eine oder der andere Instabilitdtsmechanismus dominant.

Weiter entfernt von der Grenze ist jedoch ein dhnlich klares Verhalten zu
erwarten wie es in der Simulation gefunden wurde. All dies gilt natiirlich nur
unter der Voraussetzung, dass die laterale Ausdehnung der Storung geniigend
klein bleibt und ihr Volumen gegeniiber dem Gesamtvolumen vernachlissig-

bar ist.



Kapitel 4

Gleitende Tropfen und Locher

1m
Diffusen-Grenzflichen-Modell

4.1 Einleitung

Wiéhrend im vorherigen Kapitel die Entnetzungseigenschaften eines diinnen
Fliissigkeitsfilms auf einer horizontalen Unterlage untersucht wurden, soll
nun betrachtet werden, was passiert, wenn die Unterlage um einen kleinen
Winkel « gekippt wird. Dieses Problem ist, wie im Kapitel 2 gezeigt wurde,
eng mit dem Diffusen-Grenzflichen-Modell verkniipft. Die Motivation liegt
in der Beschreibung einer sich bewegenden Kontaktlinie.

Es wird zunéchst wie im vorherigen Kapitel von dem zweidimensionalen Pro-
blem, dessen Losung ein eindimensionales Hohenprofil ist, ausgegangen. Es
werden periodische Randbedingungen gefordert und stationére Losungen be-
rechnet, welche sich mit einer konstanten Geschwindigkeit v hangabwérts
bewegen. Fiir diese Losungen wird die Abhéngigkeit ihrer charakteristischen
Groflen wie Amplitude, Periodenléinge, Geschwindigkeit, mittlere Schicht-
dicke, fort- und riickschreitender dynamischer Kontaktwinkel voneinander

untersucht. Diese Analyse wird zu einer universellen Losungsform fiihren,
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welche als flache Tropfen bezeichnet werden. Es zeigt sich, dass die Eigen-
schaften dieser universellen Ldsungen weitgehend unabhéngig vom Fliissig-
keitsvolumen sind. Neben diesen findet sich noch eine weiterer Art von Losun-
gen, die als nicht universelle Lésungen bezeichnet werden sollen.

Am Ende des Kapitels wird anhand numerischer Simulationen des vollen
dreidimensionalen Systems ein kleiner Ausblick auf Frontinstabilititen und

die Bewegung von Tropfen gegeben.

4.2 Die Grundgleichung

Im ungekippten System ist die Filmhohenevolutionsgleichung in der Schmier-
mittelndherung durch Gl. (2.79) gegeben. Das System sei um den Winkel «
um die y—Achse (siche Abb. 4.1) geneigt. Das neue Koordinatensystem liegt
so im gekippten System, dass h der Abstand der Oberfliche zur Unterlage
und z die Koordinate hangabwirts parallel zur Unterlage ist (sieche Abb.
4.1). Zunéchst soll der Einfluss der Neigung auf den Term 9, f (h) betrachtet
werden. Der Term M (h) aus Gl. (2.78) erfihrt keine Anderung, da er von
der Gravitation unabhéngig ist. Der zweite Term muss modifiziert werden, da
die Schwerkraft senkrecht zur Unterlage reduziert wird, d.h. es muss G durch
G cos a ersetzt werden. Auflerdem fiihrt die Schwerkraft zu einem zusétzli-
chen Fluss I'¢ hangabwérts parallel zur Unterlage. Dieser Fluss besitzt die

Form
a2ld .
I'c = Q(h) /] — G sinae,, (4.1)
Y
wobei e, der Einheitsvektor in z Richtung ist und Q(k) = (h — Ina)? im
skalierten System. Damit ergibt sich die Evolutionsgleichung im gekippten

System zu

Oh = =V {(h—Ina)* V@ [A@Dh — M(h) — Ghcosal} (4.2)

2
— 0y {(h—lna)3 a—ldGsina}. (4.3)
Y
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Gas

hx) . . .
/ Fliissigkeit

Substrat

Abbildung 4.1: Problemskizze

Es soll weiter angenommen werden, dass der Winkel « klein ist und die
trigonometrischen Funktionen durch ihre Ndherung in erster Ordnung in «

ersetzt werden konnen. Damit vereinfacht sich Gl. (4.2) zu
Oh = =V@ (h—Ina)® {VP[APL - M(h) — Gh] + aGe,}  (4.4)

wobei der umskalierten Winkel o durch

Yla
a

(4.5)

a =

gegeben ist. Im Weiteren soll der Querstrich iiber & weggelassen werden, ohne
dabei zu vergessen, dass dieses neue «, je nach Fliissigkeitseigenschaften,

nicht auf kleine Werte beschrankt sein muss.

4.3 Zweidimensionale Beschreibung

Wie im vorherigen Kapitel werden sich die Betrachtungen auf das zweidi-
mensionale Problem beschrinken, um die Berechnungen zu vereinfachen. Zur
Beschreibung des zweidimensionalen Problems wird die Gl. (4.4) auf ihre ein-

dimensionale Form reduziert. Fiir das Oberflachenprofil h(x) senkrecht ergibt
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sich dann die Evolutionsgleichung
Oh = =0, {(h—Ina)® [0, (Oyh — M (h,a) — Gh) + aG]} . (4.6)

Gleichung (4.6) kann nicht mehr wie im ungekippten Fall aus einem freien
Energiefunktional abgeleitet werden, da der Term 9,(h —In a)?>aG nicht inte-
grabel ist. Die rechte Seite der Gleichung stellt weiterhin die Divergenz eines
Stromes dar.

Aus numerischen Griinden werden periodische Randbedingungen angenom-
men. Es ist zu erwarten, dass deren Einfluss vernachléassigbar bleibt, solange
die Strukturen rdumlich stark begrenzt sind, beziehungsweise solange die
Filmhohe, welche weit von der lokalisierten Struktur entfernt ist, geniigend
glatt ist.

4.4 Stationidre Losungen

Unter den stationédren Losungen von Gl. (4.6) werden diejenigen Hohenprofile
verstanden, welche sich mit einer konstanten Geschwindigkeit v ohne Form-
verdanderung bewegen. Es bietet sich deshalb an, die Losungen in einem sich
mitbewegenden Koordinatensystem xi, = x — vt zu berechnen. Dies wird
durch die Transformation d;h — J;h + vh erreicht. Die Bestimmungsglei-
chung der stationdren Losungen ergibt sich dann iiber die Ortsintegration

zu
0 = Q(h,a)(Ozzh — Opnf 0zh) + aGQ(h,a) — vh + Cy, (4.7)

wobei Cj die Integrationskonstante darstellt. Im Gegensatz zum ungekippten
Fall hdngen die stationdren Losungen explizit vom Parameter a ab. Um die

Integrationskonstante Cj festzulegen, wird der Fluss
U(h) = Q(h, a)(Dszah — Onnf 0:h) + Q(h,a) aG (4.8)

eingefiithrt. Dieser Term stellt den Fluss im Laborsystem dar. Damit lésst
sich Gl. (4.7) in Kurzform als (I' — vh) + Cy = 0 schreiben. Dies bedeutet,
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dass der Fluss I' — vh im mitbewegten Koordinatensystem an jedem Punkt
x fiir alle stationdren Losungen konstant ist, jedoch nicht im Laborsystem.
Damit ldsst sich die von uns gewéhlte Integrationskonstante Cy ausdriicken
als

Co = —(I'(ho) — vhy) = —Q(ho,a) aG + v hy. (4.9)

Dies entspricht dem Fluss eine glatten Films der Hohe hg, der im Laborsystem
zum Fluss I'(hg) = —Q(ho, a) aG gehort. Die Wahl von by hidngt mit der Vo-
lumenerhaltung unseres Systems zusammen. Bei vorgegebener Systemlénge
legt die Wahl von hy das Volumen und somit die mittlere Schichtdicke h fest.
Analog zum ungekippten Fall, lassen sich die Losungen der stationédren
Gleichung als Losungen eines dynamischen Systems auffassen, das in die-
sem Fall dreidimensional ist. In den Variablen h(x), h,(z) = 0,h(z) und

hax(x) = Oph(x) ldsst sich dieses schreiben als
Oh(z) = hy(x) (4.10)
Ophi(x) = hge(2) (4.11)

Ouha(t) = Onfhalz) —aG + %.

Dieses System besitzt bis zu drei Fixpunkte, welche durch h,(z) =0, hy, =0

(4.12)

und aG — Q(%()m—)co = 0 gegeben sind. Einer dieser Fixpunkte ist bereits durch

die Wahl von hg festgelegt. Die beiden anderen ergeben sich zu

1 v 3
hij2 = (ho —Ina) (—5 + \/Ga(hg “Tna)? Z) + Ina. (4.13)

Da der Term h — Ina in unserem Modell positiv sein muss, kann der Fix-

punkt mit dem negativen Vorzeichen in Gl. (4.13) ignoriert werden. Fiir das
positive Vorzeichen hingegen ergibt sich ein zweiter Fixpunkt im physikalisch
sinnvollen Bereich, solange v/Ga(hy —Ina)?® > 1 ist. In Abbildung (4.2) ist
dieser zweite Fixpunkt iiber hg aufgetragen. Der zweite Fixpunkt entspricht
einer zweiten Hohe hy, welche zu einem glatten Film des gleichen Flusses
Co =11 —vhy =Ty — vhy gehort.

Fiir v/Ga(hy — Ina)? < 3 ist hy — Ina grofer als hy. Betrachtet man die
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Abbildung 4.2: Abhdngigkeit der Fizpunkte tiber hy. Die durchgezogenen Li-
nien entsprechen den Werten des Fizpunktes hy fir die Werte v/Ga =
0.1,0.2,0.5,1.0,2.0, 3.0 von links unten abgezihlt. Die gepunktete Linie ent-

spricht dem vorgegebenen Fixpunkt hy.

Stabilitdt der Fixpunkte des dynamischen Systems, so besitzt ein Fixpunkt
zwei instabile Richtungen und eine stabile, der andere zwei stabile Richtun-
gen mit komplexen Eigenvektoren und eine instabile.

Bei v/Ga(hg — Ina)? = 3 vertauschen beide ihre Rollen. Unendlich ausge-
dehnte Tropfen- oder Lochlésungen, welche sich mit konstanter Geschwindig-
keit v bewegen, werden durch Trajektorien wiedergegeben, welche am Fix-
punkt mit den zwei instabilen Richtungen bei z = —oo starten und dann
fiir x = oo in dessen stabiler Richtung einmiinden. Eine solche Losung stellt
einen homoklinen Orbit dar, der hier in einen dreidimensionalen Raum ein-
gebettet ist.

Neben diesen Losungen finden sich in Abhéngigkeit der Systemparameter

auch Frontlosungen. Deren Trajektorien starten von der instabilen lokalen
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Mannigfaltigkeit des einen Fixpunktes und miinden dann in die stabile des
anderen ein. Sie stellen somit einen heteroklinen Orbit dar.

Fiir periodische Randbedingungen sind die stationédren Losungen geschlosse-
ne Trajektorien, welche sich mehr oder weniger nah an einem dieser homo-
klinen, bzw. heteroklinen Orbits befinden. Im Falle weitausgedehnter flacher
Tropfen oder Locher befindet sich die Trajektorie in der Néahe des hetero-
klinen Orbits, d.h. die beiden Schichthchen entsprechen néherungsweise den
numerischen Werten der beiden Fixpunkte. Die Geschwindigkeit v im Labor-
system erhélt man nédherungsweise aus der Differenz der Geschwindigkeiten
glatter Filme, deren Hohen den beiden Plateauhchen entsprechen.

Es soll darauf hingewiesen werden, dass die Lage der beiden Fixpunkte un-
abhéngig von M (h) und somit unabhéngig von den molekularen Wechsel-
wirkungen (abgesehen von a) ist, solange o # 0 ist. Dies gilt jedoch nur fiir
diese speziellen stationidren Losungen. Auf die Dynamik haben sie natiirlich
einen bedeutenden Einfluss.

Auf die oben genannten Eigenschaften wird wieder zuriickgekommen, so-
bald die verschiedenen Losungsfamilien untersucht werden. Zunéchst wird
die einfachste stationédre Losung betrachtet, welche durch einen glatten Film

gegeben ist.

4.4.1 Der glatte Film

Um die Stabilitéat eines glatten Films der Hohe hy zu bestimmen wird von

dem Ansatz

h(z) = hg + e’ (4.14)

ausgegangen. Einsetzen von (4.14) in Gl. (4.7) ergibt fiir die lineare Wachs-

tumsrate
B = —(ho —na)*k*(k* + funln,) — 13aGk(ho — Ina)?. (4.15)

Fiir die Stabilitét des Films ist der Realteil R(/3) verantwortlich. Der Ima-

ginérteil (3) liefert die Phasengeschwindigkeit, mit der sich eine kleine
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Storung der Wellenzahl k£ bewegt. Der glatte Film wird lokal instabil fiir
R(B) > 0, was uns fiir ¥ — 0 die Bedingung

O f (M) |heny = =27 (1—=2e™) + G <0 (4.16)
liefert. Fiir den instabilen Schichtdickenbereich ergibt sich
h— < hy < hy (4.17)
wobei die Bereichsgrenzen h, gegeben sind durch

1 ({1 1

Wie aus den Gleichungen (4.17), (4.18) zu erkennen ist, héngt der Stabilitéts-

. (4.18)

bereich des glatten Films weder vom Neigungswinkel a noch vom Parameter
a ab. Der Instabilitdtsbereich ist identisch mit dem des glatten Films im un-
gekippten Fall, welcher durch die Gleichungen (2.93) und (2.94) gegeben ist.
Fiir ein hg im instabilen Bereich ergibt sich die gréfite instabile Wellenzahl,
fiir welche () = 0 ist, wieder zu kg, = \/ —Opnf(h)|p=hy- Die am schnell-
sten wachsende Wellenlidnge besitzt die Wellenzahl k0 = kipi/ V2 und
die Wachstumsrate ez = (ho — Ina) [Opnf(h)|pn,]’ /4. Die linearen Mo-
den bewegen sich mit der Geschwindigkeit v = —3(3)/k = 3aG(ho — Ina)?

hangabwérts. In anderen Worten ist dies die Geschwindigkeit, mit der sich

die Oberflache des ungestorten Films hangabwirts bewegt. Die beiden in-
stabilen Bereichsgrenzen gehen fiir sehr kleine G entsprechend GI. (4.18)
iiber in h. ~ —In(G/2) und hy =~ —In2+ G. Am kritischen Punkt
(G. = 1/4,h. = In4) fallen beide Werte zusammen. Fiir groere G existiert

kein Instabilitdtsbereich mehr. Der glatte Film ist dann immer stabil.

4.4.2 Lokalisierte und periodische Lésungen

Zundchst werden die nichtglatten Losungen betrachtet. Fiir periodische
Randbedingungen kann wieder die Bifurkationssoftware AUTO [19] verwen-
det werden, um die verschiedenen stationdren Losungen numerisch zu bestim-

men. Dabei wird angenommen, dass die unendlich ausgedehnten Lésungen
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periodischen Losungen unendlicher Periodenldnge entsprechen, solange von
reinen Frontlosungen abgesehen wird. Die Charakterisierung einer bestimmte
Losung erfolgt durch die Periodenlédnge P, die Geschwindigkeit v, die Gravi-
tation G und die mittlere Schichtdicke h. Der Parameter a besitzt wie zuvor
den Wert 0.1.

Fiir die Losungen wurde der Verlauf der Amplitude und der beiden Kontakt-
winkel untersucht. Anschlieend wurde die lineare Stabilitdt mit der eines
glatten Films verglichen und die Ergebnisse anhand einer numerischen Simu-

lation des zeitabhéngigen Systems verifiziert.

Losungen kleiner Periodenlinge

Damit AUTO die Losungen berechnen kann ist, ist es notwendig, eine Losung
von Gl. (4.7) kleiner Amplitude zu finden. Diese Losung dient als An-
fangslosung, mit der das Programm dann in der Lage ist, weitere Losungs-
zweige im Parameterraum zu finden und die explizite Form der Losungen zu
berechnen.

Fiir die Losung h(x) kleiner Amplitude kann der Ansatz
h(x) = h+ ee'*™, (4.19)

gemacht werden, wobei € sehr klein sein soll. Gleichung (4.19) ist dann die
Losung der linearisierten Form von Gl. (4.7). Fiir die Wellenzahl k ergibt sich
die Bedingung

0 =K + Ounf(R)|hrk — i(3aGk(h —Ina)? — vk). (4.20)
Der Realteil dieser Gleichung liefert den Wert k& = kiriy = /=0 f (h)|h=r,
welcher dem der neutralen Eigenmode eines glatten Films der Hohe h ent-

spricht. Der Imaginérteil enthélt die Geschwindigkeit v, mit der sich die Obe-

flichenwelle fortbewegt:
v = 3aG(h —1na)’. (4.21)

Eine derartige Losung existiert allerdings nur, solange h im instabilen
Schichtdickenbereich liegt.
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Im Weiteren wird G = 0.1 angenommen. Zunéchst wird die Abhéngigkeit der
Geschwindigkeit v und der Amplitude von der Periodenlénge P = 27/k be-
trachtet. Dazu wird die mittlere Schichtdicke h variiert (Abb. 4.3 und 4.4).
Wie aus den Abbildungen ersichtlich ist, existieren je nach h unterschied-
liche Losungszweige. Als Losungsfamilie wird eine Kurve in Abb. 4.3 und
4.4 bezeichnet, welche aus allen Asten besteht, die bei einem festen Wert
von h nichtglatte Losungen bilden. Eine Familie kann aus verschiedenen
Losungsisten bestehen, wovon jeder durch einen eindeutigen Amplituden-

oder Geschwindigkeitswert bei einer bestimmten Periodenlénge festgelegt ist.
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Abbildung 4.3: Geschwindigkeit v iber der Periodenlinge P, fir G = 0.1,

a=0.1 und o = 0.1 fiir verschiedene Werte von h.
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Entsprechend Abb. 4.3 existieren Losungsfamilien, die entweder nur aus ei-
nem oder aus zwei Asten bestehen, einige dieser existieren jedoch nur fiir
kleine Amplitudenwerte. Das Verhalten fiir zunehmende Werte von h soll

nun im Detail wiedergeben werden:
1. Fiir kleine h existiert nur die triviale Losung h(z) = h.

2. Fiir h = 0.7 finden sich zwei Losungséste mit verschiedener Geschwin-
digkeit v und Amplitude A bei gleicher Periodenlinge P. Beide Aste
existieren fiir P — oo und zeigen monotones Verhalten in v und A
beziiglich P. Der Ast mit der grofleren Geschwindigkeit v besitzt auch
die groBere Amplitude.

Amplitude
O RLNWPIIIO EL DN WP MO

Abbildung 4.4: Amplitude tiber der Periodenlinge P, fir G = 0.1, a = 0.1

und o = 0.1 fiir verschiedene Werte von h.



104

Gleitende Tropfen und Loécher

Fiir h = 0.82 existieren wieder zwei Losungsiste, jedoch nur der Ast
mit der hoheren Geschwindigkeit existiert fiir P — oco. Die Geschwin-
digkeit v zeigt monotones Verhalten mit P. Wird die Periodenlénge als
Kontrollparameter aufgefasst, so stellt der Punkt an dem der Losungs-
ast kleinerer Amplitude und Geschwindigkeit endet, den Bifurkations-
punkt dar, an dem eine subkritische Bifurkation zwischen der Losung
kleiner Amplitude und der trivialen glatten Losung stattfindet. Dieser
Periodenldngenwert entspricht der Periodenldnge P = A,.;;, unterhalb
der ein glatter Film der Hohe h = h lokal stabil ist.

Es existiert nur noch ein Ast (h = 1.0), welcher nach P — oo reicht.
Seine Geschwindigkeit v und Amplitude A wachsen mit zunehmender
Periodenldngen P monoton an. Der Startpunkt des Astes entspricht

wieder der Periode Ag,.;; an der eine superkritische Bifurkation vorliegt.

Es existiert wiederum nur ein Ast (h = 1.5) bis P — oco. Die Am-
plitude wéchst mit zunehmendem P monoton an. Fiir v gilt dies nur
fiir grofe Periodenldngen. Der Periodenwert, ab dem die Losung exi-
stiert, fallt hier mit der kleinsten Wellenlénge Akrit einer instabilen
Storung des entsprechenden glatten Films zusammen. Die Bifurkation

ist superkritisch.

Fiir groBere h existieren wieder zwei Aste (h = 2.0, h = 2.5, h = 2.86).
Der Ast der grofleren Amplitude A entspricht dem mit der kleineren
Geschwindigkeit v. Nur der Losungsast mit der geringeren Geschwin-
digkeit existiert fiir P — oo. Amplitude und Geschwindigkeit des ab-
brechenden Astes zeigen monotones Veralten mit zunehmendem P. Fiir
den nicht abbrechenden Ast ist dies nur fiir die Amplitude, jedoch bei
groflen Periodenléngen auch fiir die Geschwindigkeit der Fall. Der End-
punkt des abbrechenden Astes entspricht wieder der kritischen Wel-
lenléinge des glatten Films. Die Bifurkation ist wieder subkritisch. Fiir

h = 2.5 sind einige Losungen in Abb. 4.5 dargestellt.

Bei h = 3.5 existieren wieder zwei Losungsiste bis P — co. Dieser Fall
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entspricht Fall 2, nur dass hier der Ast mit der héheren Geschwindigkeit
die kleinere Amplitude hat und umgekehrt.

8. Fiir sehr grofie h existiert wieder nur die triviale Losung h(z) = h.
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Abbildung 4.5: Hiohenprofile fiir h = 2.5 fiir verschiedene Periodenlingen P
und G =0.1, a = 0.1 und o = 0.1.

Im Folgenden soll ein Uberblick iiber die gefundenen Losungsfamilien gege-
ben werden. In den Féllen 1, 2, 7 und 8 ist der glatte Film linear instabil.
Wie sich aus den Abbildungen 4.3 und 4.4 erkennen lasst, lduft immer ein
Losungsast auf einen gemeinsamen Geschwindigkeits- und Amplitudenwert
zu, d.h. auf einen Losungstyp, dessen Amplitude und Geschwindigkeit von
der mittleren Schichtdicke und somit vom Fliissigkeitsvolumen unabhéngig
ist. Diese flachen Tropfen werden im néchsten Abschnitt genauer behandelt.

Fiir die Losungsfamilien, fiir die beide Losungséste fiir P — oo existieren,
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ist es jeweils der langsamere Zweig bei grofen h (Fall 2), beziehungsweise
der schnellere Zweig bei kleinem h (Fall 7), welcher gegen diese universel-
le Lésung konvergiert. Diese universelle Losung hat die Form eines flachen
Tropfens, der aus zwei, zur Unterlage parallelen Plateaus, unterschiedlicher
Hohen zusammengesetzt ist. Das Langenverhéltnis der beiden Plateaus ist
durch die mittlere Schichtdicke h festgelegt.

Neben dieser universellen Losung existiert, je nach mittlerer Schichtdicke
und Periode, noch der andere Losungszweig. Betrachtet man die lineare Sta-
bilitédt dieser Losung fiir ein System, dessen Systemlidnge der Periodenlénge
entspricht, so ergibt sich, dass diese Losungen immer linear instabil sind. In
den Féllen 2 und 7 ist der glatte Film immer stabil, daher trennt die Losung
auf dem instabilen, zweiten Ast die triviale, glatte Losung von der Trop-
fenlosung.

Im Fall 3 und 6 existiert sie nur bis zu der Periodenlédnge P = A, d.h. so-
lange der entsprechende glatte Film linear stabil ist. Es liegt eine subkritische
Bifurkation vor. Anders sieht es im Fall 4 und 5 aus. Hier existiert der zweite
Zweig nicht. Erst an der Stelle A\g,.;;, wo der glatte Film instabil wird, beginnt
die Tropfenlosung zu existieren.

In Abb. 4.6 sind zur Veranschaulichung die Wachstumsraten § der beiden
Losungszweige fiir verschiedene A iiber der mittleren Schichthohe dargestellt.
Der bei Ay abbrechende Zweig (diinne Linie) besitzt immer eine positive
Wachstumsrate und ist somit linear instabil. Der andere Zweig (dicke Linie)
besitzt immer eine negative Wachstumsrate und bleibt stabil, solange wir nur
eine Periode betrachten. Fiir kleine Winkel « sind seine Losungen jedoch wie
im ungekippten Fall instabil gegen Losungen groflerer Periodenlédnge (coarse
graining). Bei grofleren Winkeln « treten weitere Losungstypen auf, welche
spater noch genauer untersucht werden.

Dass die instabile, nicht glatte Losung des instabilen Losungsastes, &hn-
lich wie im ungekippten Fall fir @ = 0, auch die Bedeutung einer
Keimbildungslésung hat, soll nun anhand einer numerische Simulation des

zeitabhangigen Systems gezeigt werden. Dazu wird fiir die mittlere Schicht-
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dicke h = 2.5 und die Systemlinge L = 32 gewihlt. Die Anfangsbedingung

bildet ein glatter Film, der mit einer sinusférmigen Stérung versehen wurde.
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Abbildung 4.6: Lineare Wachstumsrate 3 tiber der Periode P fiir verschiede-
nen mittlere Schichtdicken h. Die diinnen Linien entsprechen dem instabilen

Zweig, die dicken dem stabilen.

Diese Anfangsstorung liegt sehr nahe an der instabilen Losung. Wird die
Amplitude der Storung so gewdhlt, dass sie grofer ist, als die Amplitude
der entsprechenden Keimbildungslosung, so wichst die Stérung an und es
geht nach einer gewissen Zeit in eine stabile Tropfenlosung iiber. Besitzt die
Storung eine kleinere Amplitude, dann relaxiert sie und es bleibt ein glatter
Film.

Die beiden Anfangsstorungen, die endgiiltige Losung im mitbewegten Koor-
dinatensystem sowie den Verlauf der Amplitude sind in Abb. 4.7 (a), (b) und
(c) dargestellt. Die stationdren Losungen wurden fiir mittlere Schichtdicken

untersucht, bei denen Tropfenlosungen gefunden werden. Die dargestellten
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Abbildung 4.7: Zeitlicher Verlauf eines gestorten glatten Films mit h =
25, L =32,G = 0.0l,a = 0.1 und a = 0.1, fiir zwei Anfangsbedingungen
h(z) = h + Asin(2r/P) fir A = 0.20 (durchgezogene Linie) und A = 0.29
(gestrichelte Linie). Die Anfangs-, die Endprofile und der zeitliche Verlauf
der Amplitude sind in (a), (b) und (c) dargestellt.

Ergebnisse kénnen in analoger Form auch auf Locher iibertragen werden,

welche sich fiir mittlere Hohen im unteren Schichtdickenbereich bilden.

Flache Tropfen

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, ergibt sich fiir sehr grofie Pe-
riodenlédngen ein Losungstyp, dessen Geschwindigkeit und Amplitude nicht
mehr von der mittleren Schichtdicke abhéingt, sondern nur noch von den
GroBen a, o und G. Dies gilt allerdings nur, solange h nicht zu klein oder

zu gro} im Verhéltnis zur Systemléange ist. Bei geniigend grofier Wellenlénge
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haben alle diese Tropfen mit gleichen a, o und G, ungefihr dieselbe Form,
Geschwindigkeit und Amplitude. Sie bestehen annéhernd aus zwei Plateaus,
welche an den Réndern stetig miteinander verbunden sind.

Am vorderen Rand des Tropfens findet man an seiner Oberseite eine Art
Wulst und direkt vor dem Fuf} eine kleine Vertiefung. Auf seiner Riicksei-
te werden die beiden Plateauhohen durch eine monoton ansteigende Kurve
verbunden. Im Fall von Lochern befindet sich die nichtmonotone Verbin-
dungslinie am riickschreitenden Ende.

Geht man von einem Tropfen bei periodischen Randbedingung aus, so erhélt
man die Form eines Lochs, indem man die untere Plateauhohe als Lochtiefe
auffasst. Dies verhélt sich im dreidimensionalen Fall natiirlich anders, da die
Trennung zwischen Tropfen und Lochern auf Grund der zweidimensionalen
Geometrie topologisch eindeutig ist.

Zur Erklarung der flachen Tropfen wird an dieser Stelle nochmals die Be-
schreibungsform der stationdren Losungen als Trajektorie eines verallgemei-
nerten dynamischen Systems (4.10) verwendet. Denkt man sich die Trajekto-
rie auf eine zweidimensionale Ebene projiziert, so lasst sich das Hohenprofil
folgendermaflen erkléren.

Die Trajektorie des dynamischen Systems (4.10) startet in der Ndhe der in-
stabilen Mannigfaltigkeit des Fixpunktes (h = hg, 0,h = 0, 0,.h = 0), wobei
der Wert von hy fiir die Simulationen durch die Wahl von h und P festgelegt
ist. Zunédchst braucht sie relativ lange um sich von diesem Fixpunkt (untere
Plateauhthe) zu entfernen. Dann bewegt sie sich auf den zweiten Fixpunkt
(h = hy,0,h = 0,0,,h = 0) zu und hilt sich relativ lange in seiner Nahe auf
(obere Plateauhohe). Danach kreist sie einmal um den Fixpunkt herum und
bewegt sich zuriick zum ersten Fixpunkt, wobei sie zunéchst ebenfalls um
diesen herumkreist. Je ldnger die dazu benétigte Zeit ist, desto ndher kommt
die Trajektorie den Fixpunkten (siehe Abb. 4.8). Fiir P — oo gehen die bei-
den Plateauhohen in die der Fixpunkte iiber, d.h. h, — hg und h, — h;.
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Abbildung 4.8: Darstellung der Trajektorie des periodischen Profils eines fla-
chen Tropfens im Phaseraum (hg, h) (oben). Die beiden Fizpunkte befinden
sich an den Positionen der Schnittpunkte der gestrichelten Gerade. Darstel-

lung der hinteren und fordere Front des entsprechenden Flachen Tropfens fiir
L =2000, « =0.1, G =0.1 (unten).
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Abbildung 4.9: Abhdngigkeit der Geschwindigkeit v vom Neigungswinkel o
fiir verschiedene Werte fiir G bei a = 0.1 und P = 2000. Die diinnen Linien
zeigen die Niherung bei o = 0 nach Gl. 4.23.
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Abbildung 4.10: Abhdngigkeit der beiden Plateauhdhen h, und h, vom Nei-
gungswinkel o fiir verschiedene Werte fiir G bei a = 0.1 und P = 2000.
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Ist die Periodenldnge P grofl genug, so dass die Plateaus deutlich zu erken-
nen sind, unterscheiden sich zwei Tropfen mit unterschiedlichem A nur durch
ihre Léange [. Das Verhéltnis der Tropfenldnge zur Periodenldnge ergibt sich
gendhert durch den Term [/P ~ x = (h — ho)/((h1 — hg). Dies ist jedoch
nur fiir ein h giiltig, fiir welches y weder in der Nihe von 0 noch von 1
kommt. Dies hdngt damit zusammen, dass fiir x — 0 das System nicht mehr
genug Volumen besitzt, um einen flachen Tropfen auszubilden. Andererseits
verschwindet das untere Plateau fiir y — 1, da die beiden Tropfenenden
auf Grund der periodischen Randbedingungen miteinander in Wechselwir-
kung treten. In beiden Féllen ergibt sich als Losung ein glatter Film, oder
eine nichtlineare Welle kleiner Amplitude. Diese letztgenannte Losung soll
im Folgenden genauer betrachtet werden.

In den Abbildungen 4.3 und 4.4 ist zu erkennen, das bereits ab P = 500 nur
die Losungen mit relativ kleinem A signifikant von der universellen Losung
abweichen. Sind die Parameter so gewéhlt, dass der flache Tropfen eine gute
Néherung darstellt, ist die Geschwindigkeit v anndhernd unabhéngig von der
Tropfenldnge. Dies ist leicht einzusehen, da die Gravitationsbeschleunigung,
die den Tropfen hangabwirts treibt, genauso wie die ihr entgegenwirkende
viskose Reibung, proportional zur Masse und damit zur Tropfenléange ist.
Zur Bestimmung der Eigenschaften der universellen Losungen, wurde fiir die
Berechnung die Periodenlénge zu P = 2000 gewihlt und beriicksichtigt, dass
h weder zu nahe an h, noch h, liegt. Wie zuvor ist a = 0.1. Zunéchst soll fiir
diesen Fall die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v, sowie der beiden Hohen
h., und h,, vom Neigungswinkel oo untersucht werden. Dies ist in Abb. 4.9 und
4.10 fiir verschiedene Werte von G dargestellt. Die Geschwindigkeit sowie die
untere Plateauhohe h, nehmen monoton mit « zu. Die obere h, hingegen ab,
bis sich beide Plateuhdhen bei einem kritischen Wert des Neigungswinkels
ot treffen. Fiir groflere Winkel ist nur noch der glatte Film eine stationére
Losung. Die Lage dieses grofiten Neigungswinkels ag,;; nimmt mit G ab. Das
Verhalten in der Nahe von o = 0 kann im Fall G < 1 approximiert werden.

Im Falle = 0 muss die Geschwindigkeit v = 0 sein und die beiden Hohen h,,
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und 5, gehen in die beiden Plateauhohen des ungekippten Problems A und
he, iber. Die beiden Hohen des ungekippten Problems A} und Ay hingen
nur von f(h) ab. Unter der Bedingung G < 1, h, > 1 und h, < 1 kénnen
diese genéhert berechnet werden (siehe dazu [88]) und ergeben sich fiir « = 0

zu

h, = ,/G+ G+0(G3/2) und

hy = \/7+ Y244 O(G*?). (4.22)

Einsetzen von Gl. (4.22) in Gl (4.13) liefert an der Stelle a = 0 die Steigung,
mit der die Geschwindigkeit v in linearer Naherung mit a wéchst zu

dv

. =2 —3V2G + lna + (i 3(lna)®)G + O(G*?). (4.23)
a=0

In Abbbildung 4.9 ist zu erkennen, dass dies eine recht gute Néherung fiir
kleine Winkel o darstellt. Fiir sehr kleine G geht die Stelgung Pla=o in 2
iiber. In physikalischen Einheiten ist diese Geschwindigkeit v = (2al;/3n)
Widmen wir uns nun den dynamischen Kontaktwinkeln der flachen Tropfen.
Dabei soll zwischen fortschreitendem Kontaktwinkel ©; an der Vorderseite
des Tropfens und riickschreitendem an der Riickseite des Tropfens O, unter-
schieden werden.

In Abb. 4.11 und 4.12 ist die Differenz der beiden Winkel von ihrem Gleichge-
wichtswert O¢ fiir a = 0 {iber der Geschwindigkeit v fiir verschiedene Werte
von G dargestellt. Der Gleichgewichtskontaktwinkel entspricht dem des sta-
tischen Problems und ist daher gleich fiir beide Tropfenenden. Es zeigt sich,
dass der riickschreitende Kontaktwinkel in dem hier betrachteten Fall im-
mer grofer ist, als der Gleichgewichtskontaktwinkel. Die Differenz ©, — G4
nimmt annéhernd linear mit der Geschwindigkeit v ab, wobei die Abnahme
mit groflerem G schneller erfolgt.

Anders sieht es fiir die Differenz ©; — O aus. Fiir kleine Geschwindigkeiten
v nimmt sie zunéchst zu, erreicht dann ein Maximum und fallt schlieSlich

wieder ab.
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Abbildung 4.11: Abhdngigkeit der Differenz zwischen fortschreitendem Kon-
taktwinkel ©f und Gleichgewichtskontaktwinkel ©¢ von der Geschwindigkeit
v fiir verschiedene Werte von G bei a = 0,1 und P = 2000.

Abbildung 4.12: Abhdngigkeit der Differenz zwischen riickschreitendem Kon-
taktwinkel ©, und Gleichgewichtskontaktwinkel ©g von der Geschwindigkeit
v fiir verschiedene Werte von G bei a = 0,1 und P = 2000.
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Fiir groBe v ist der fortschreitende Kontaktwinkel sogar grofler als der Gleich-
gewichtswinkel. Fiir kleinere Werte von G liegt das Maximum dieses para-
belartigen Verlaufs bei einem gréfferen Wert von v. Numerische Simulationen
haben gezeigt, dass die Abnahme der Differenz entweder daher kommt, dass
unsere Losung den universellen Zweig verlédsst, oder dass Oszillationen im
Hohenprofil auftreten.

Ostzillationen treten bei grofen o und den damit verbundenen groflen v auf.
Die Hohe, der sich vorn am Tropfen befindlichen Wulst, wéchst dabei auf
einen Wert, der deutlich grofler ist, als die obere Plateauhthe. An der riick-
liegenden Front des Tropfens bildet sich eine Eindellung direkt am Fufl der
Front. Eine weitere, jedoch deutlich kleinere, findet sich direkt vor der vor-
deren Front des Tropfens. Bei weiterer Zunahme von « findet schliefflich eine
Wechselwirkung dieser beiden Deformationen statt und die Losungen verlas-
sen den universellen Zweig flacher Tropfen. Diese Losungen sollen als nichtu-
niwerselle Losungen bezeichnet werden. Die Besonderheiten dieser Losungen

werden im nichsten Abschnitt behandelt.

Nichtuniverselle Losungen — Hysterese

Ein weiteres Erhohen des Winkels « fithrt dazu, dass sich die beiden Pla-
teauhdhen der Losung einander anndhern. Sobald eine dieser beiden Héhen
in die Nihe von h kommt, niihert sich das Verhéltnis xy = (h—hg)/((h1—ho) ~
(h—hy)/((ho—h,) dem Wert 1 oder 0 und die stationdren Losungen verlassen
den Zweig der universellen Losungen. Je nachdem, ob es die obere oder die
untere Plateauhohe ist, welcher sich h nihert, ergibt sich eine nichtuniver-
selle Loch- bzw. Tropfenlosung, welche sich auf die oben beschriebene Weise
von den universellen Losungen unterscheidet. Es sei hier nochmals auf Abb.
4.10 fiir den Fall G = 0.1 und h = 3.0 verwiesen. Die obere Plateauhohe h,
erreicht h ungefihr bei einem Neigungswinkel o = 0.5. In Abb. 4.13 ist die
Geschwindigkeit v {iber dem Neigungswinkel « fiir den Fall nichtuniverseller

Losungen dargestellt.
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Abbildung 4.13: Abhdngigkeit der Geschwindigkeit der drei Lésungsfamilien
vom Neigungswinkel o fiir verschiedene mittlere Schichthéhen h bei G = 0.1,

a=0,1 und P = 2000.
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Abbildung 4.14: Abhdngigkeit der Differenz der maximalen und minimalen
Schichtdicke der drei Lésungsfamilien vom Neigungswinkel o fiir verschiede-
ne mittlere Schichthohen h bei G = 0.1, a = 0,1 und P = 2000.
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Wie leicht zu erkennen ist, hingt der Winkelwert, bei dem der Losungszweig
den der universellen Losungen verlisst, stark von h ab. Er befindet sich fiir
h = 3.0 in der Nihe von a = 0.5. Abbildung 4.13 entspricht Abb. 4.9 der
universellen Losungen. Mit zunehmendem A verschiebt sich der Ubergangs-
punkt zu immer grofferen Werten von «. Das entsprechende Verhalten der
Amplitude ist in Abb. 4.14 dargestellt.

Die nichtuniversellen Losungen besitzen einen, zwei oder drei Losungszweige:

(a) Es existieren zwei Losungszweige. Die Kurve im v(«) Diagramm (siehe
Abb. 4.13, h = 3.0) besitzt eine keulenartige Form. Der Losungszweig
mit der kleineren Geschwindigkeit besteht aus Losungen groflerer Am-
plitude als der andere Zweig (bei gleichem «). In Abb. 4.15 sind einige
dieser Losungen fiir o = 3.0 dargestellt.

(b) Es existieren drei Zweige. Die Kurve im v(«) Diagramm zeigt eine
aufgebrochenen Keule, beziehungsweise ein Z-artige Form (siehe Abb.
4.13, h = 2.8,2.68). Der Zweig mit der hoheren Geschwindigkeit liuft
mit zunehmendem o asymptotisch auf die Kurve v = 3aG(h—Ina)? zu,
welcher der Losung kleiner Amplituden aus Abschnitt 4.4.2 entspricht.
Losungen zu h = 3.00 und h = 2.86 sind in Abb. 4.15 bzw. Abb.
4.16 fiir P = 2000 bzw. P = 500 fiir verschiedene Neigungswinkel
dargestellt.

(c) Es existiert nur ein Losungszweig, der jedoch ab einem gewissen Wert
von a vom universellen Zweig abzweigt (siehe Abb. 4.13, h = 1.0,2.0).
Dies ist deutlich im v(«) Diagramm fiir h = 2.0 in der Nithe von o = 1.2

zu erkennen.

Um die Resultate zu interpretieren, bietet es sich sich an, die Beschrei-
bungsweise an den ungekippten Fall & = 0 anzulehnen. Ahnlich wie im Fall
metastabiler Filmdicken des ungekippten Systems sollen die linear instabilen
Zweige als Nukleationslosungen bezeichnet werden, was sich aus der linearen
Stabilitdtsanalyse ableiten lasst. Die Begriindung dieser Namensgebung liegt

darin, dass nur wenige Eigenwerte dieser Losungen positiv sind.
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unterer Ast

Abbildung 4.15: Hohenprofile der zwei stabilen Losungsdste fiir h = 3.0 fiir
verschiedene Neigungswinkel o bei G = 0.1, a = 0,1 und P = 2000. Die

Bezeichnungen der Aste beziehen sich auf deren Geschwindigkeiten.

Im Falle (a) stellt der obere Zweig im v(«) Diagramm den linear instabilen
Nukleationslosungszweig dar. Der untere Zweig ist linear stabil und ist
durch die Nukleationslosung von der Losung des glatten Films getrennt. Fiir
a — 0 gehen beide Zweige in die entsprechenden Zweige des ungekippten
Problems {iber. Die lineare Stabilitdtsanalyse bezieht sich hierbei wieder auf
den Fall einer Periodenlénge des Systems. Fiir mehrere Periodenléngen ist zu
erwarten, dass die fiir eine Periodenlénge stabilen Losungen wieder instabil
sind gegeniiber coarse graining, hin zu Losungen grofierer Periodenléngen.

Fiir den Fall (b) existieren fiir einen Winkelbereich drei Losungszweige. Dazu

werde der Z-artige Verlauf im v(«) Diagramm 4.13 fiir mittlere Schichthéhen
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Abbildung 4.16: Hohenprofile der drei Losungsdste fiir h = 2.86 fiir verschie-
dene Neigungswinkel o bei G = 0.1, a = 0,1 und P = 500, wobei a) der
langsamere, stabile untere Ast, b) der instabile und c) der schnellere, oberer
Ast ist.

im Fall (b) betrachtet. Fiir kleine Winkel existiert nur der Ast grofier
Amplitude und kleiner Geschwindigkeit, welcher dem aus Fall (a) entspricht.
Ab einem Winkelwert «, existieren drei Losungszweige bis zu einem zweiten
Grenzwinkel «, hin. Wie aus der linearen Stabilitdtsanalye hervorgeht
(Siehe Anhang A.3) ist der mittlere Ast linear instabil, hingegen sind die
anderen zwei Aste stabil sind. Der untere Ast im v(a) Diagramm stellt die
Fortsetzung der bereits fiir kleinere Winkel existierenden Losungeszweigs
grofler Amplitude dar. Der andere stabile Zweig hoherer Geschwindigkeit

besteht aus mnichtlinearen Oberflichenwellen kleiner Amplitude. Beide
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Losungszweige stellen stabile, stationdre Losungen dar, welche sich mit
unterschiedlicher Geschwindigkeit hangabwérts bewegen. Sie sind #hnlich
wie im ungekippten Fall durch den mittleren Ast voneinander getrennt,
auf dem Nukleationslosungen liegen. Um bei einem festen Winkel o von
einer stabilen Losung zur anderen zu gelangen, ist es nétig, diese durch eine
geeignete Storung geniigend weit auszulenken. Ab dem Neigungswinkel «,
existieren nur noch die kleinamplitudischen, schnellen Wellenlsungen.

Eine andere Moglichkeit einen Ubergang zwischen beiden stabilen Losungen
zu erzielen, bietet eine kontinuierliche Anderung des Neigungswinkel bis zu
einem Wert, bei dem der anfidngliche Losungszweig aufhort zu existieren.
Befindet sich die Losung auf dem unteren Zweig und wird der Neigungswin-
kel v erhoht, so verlédsst das System die Losung grofler Amplitude und geht
auf die wellenartige iiber sobald «, iiberschritten wird. Erneutes Verringern
des Neigungswinkels fiihrt dazu, dass die Losung ab dem Winkel «, wieder
auf die Losung groBer Amplitude zuriickspringt. Da dieser Ubergang nicht
beim gleichen Winkel « stattfindet, kann von Hysterese gesprochen werden.
Diese Eigenschaft des fallenden Films soll in Zukunft als dynamischer
Entnetzungsibergang mit Hysterese bezeichnet werden.

Um zu zeigen, dass dieses eben dargestellte Szenario dem wirklichen
Verhalten der zeitabhéngigen Evolutionsgleichung des zweidimensionalen

Problems entspricht, soll die folgende numerischen Simulation dienen.

Numerische Simulation — Hysterese

Zu Beginn der Simulation der zeitabhéingigen Gleichung wird der Winkel
a = 0.2 < a, und die Systemlinge L = 100 gewéahlt. Wie sich aus dem
Amplitudenverlauf (sieche Abb. 4.17) erkennen lésst, existiert fiir diesen Wert
des Neigungswinkels nur eine stabile Losung fiir die Periodenléinge P = L.
Die Anfangsbedingung stellt ein glatter leicht verrauschter Film der mittleren
Dicke h = 2.86 dar, welcher dann auf die sich mit konstanter Geschwindigkeit

hangabwérts bewegende, stationédre Losung grofler Amplitude relaxiert.
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Abbildung 4.17: Vergleich der Amplitude A (a) und der Geschwindigkeit v

(v), gewonnen aus den stationdren Losungen (gestrichelte Linien) mit den

Werten der numerischen Simulation (Kreise).
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Sobald das System diese Losung erreicht hat, wird der Winkel um da = 0.1
vergroflert und gewartet, bis die Losung wieder auf die stationére relaxiert
ist. Daraufthin wird dieser Prozess wiederholt, wobei der Winkel v in v = 0.1
Schritten erhoht wird (siehe Pfeil 2 in Abb. 4.17 oben und unten).

Sobald der Wert o*"™ iiberschritten wird, hort die Losung grofler Amplitude
auf zu existieren und das System springt auf den Ast der Wellenlésungen
kleiner Amplitude (siche Pfeil 3). Daraufhin wird « auf die vorherige Art
und Weise bis zu einem Wert von a = 1.3 erhoht.

Von hier ab wird a nun wieder in o = —0.1 Schritten reduziert, wobei jedes
mal gewartet wird, bis die Losung auf die stationdre Losung kleiner Ampli-
tude relaxiert ist (siche Pfeil 5). Sobald der Wert a = o)/ iiberschritten
wird, springt die Losung zuriick auf den Ast der Losungen grofler Amplitude

(siche Pfeil 6). Hingegen fiir den ersten Ubergang o™ = a, ist, erfolgt der

num

< a,, als nach den Kurven

Ubergang hier bei einem kleineren Winkel o
der zuvor berechneten stationdren Losungséste zu erwarten wére. Dies ist
darauf zuriickzufiihren, dass die Wachstumsrate der Losung kleiner Ampli-
tude gegen Null strebt, wenn sie mit dem instabilen Ast zusammentrifft (was
sich aus dem relativ spitzen Zusammenlauf in Abb. 4.17 (b) erkldren lasst).
Dieses Verhalten fithrt zu einem kritischen Langsamerwerden der Dynamik,
sobald der Winkel o verkleinert wird. Das System befindet sich in diesem
Fall in der Néhe einer Wellenlosung kleiner Amplitude aus Abschnitt 4.4.2.
Diese Wellenprofile sind zwar instabil, besitzen aber fiir einen Winkel « in
de Néhe von «,, eine so kleine Wachstumsrate, dass es sehr lange dauert bis
das System auf den stabilen Ast iibergeht. Abgesehen von diesem unteren
Ubergang liegen die Punkte der Zeitsimulation relativ gut auf der aus den
stationdren Losungen erhaltenen Kurve. Die numerische Simulation bestétigt
weitgehend das aus den stationdren Profilen erhaltene Resultat. Die Winkel-
hysterese lidsst sich damit auch im dynamischen System erkennen. In Abb.

4.18 ist das dazugehdrige Hohenprofil fiir den obigen Ubergang bei i iiber
der Zeit dargestellt.
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Abbildung 4.18: Darstellung der Hdéhenprofile fiir verschiedene Zeiten des
Ubergangs von der schnellen Lisung kleiner Amplitude zu der langsamen
Losung grofler Amplitude entsprechend dem durch den Pfeil 3 markierten
Ubergang aus Abb. 4.17. Die Legenden beziehen sich auf die Zeit t

4.5 Dreidimensionaler Ausblick

Nachdem die charakteristischen Eigenschaften des zweidimensionalen Pro-
blems eingehend untersucht wurden, soll hier ein kleiner Einblick in die
Losungsvielfalt und die Dynamik des dreidimensionalen Problems gegeben
werden. Dazu wird Gleichung (4.4) mit Hilfe eines semi-impliziten, pseudo-
spektralen Euler Vorwérts-Algorithmus (sieche Anhang A.2) fiir verschiedene
Parameter und Anfangsbedingungen numerisch integriert. Fiir die folgenden

Simulationen wurden die gleichen Werte G = 0.2 und a = 0.1 gewéhlt. Sie
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unterscheiden sich jedoch in der mittleren Schichtdicke h, dem Neigungswin-
kel a, der Anzahl der Stiitzstellen sowie in der Form des Schichtdickenprofils

zu Beginn der Simulation. Die Simulationen zeigen folgendes Verhalten:

1. Tropfen verschiedener Grifien
Um die Form eines sich bewegenden Tropfens zu veranschaulichen, wur-
den drei Tropfen verschiedener Grofle betrachtet. Die flachen Tropfen
haben vor dem Kippen eine kreisrunde Grundfliche, ihre Hohe ent-
spricht der oberen metastabilen Schichtdickengrenze h, =~ 2.44. Die
Schichtdicke des verbleibenden Feldes wurde auf den Wert der Hohe
der unteren metastabilen Grenze h, ~ 0.74 gesetzt. Das Feld bestand
aus 256 x 256 Stiitzstellen. Die Tropfen besaflen die Radien 15,20 und
25 Punkte. Fiir die Gesamtlidnge des Systems wurde L = 1000 gew#hlt,
so dass sich ein Ortsschritt von dz = dy =~ 3.91 und eine mittlere
Schichtdicke von h ~ 0.84 ergab. Der zeitliche Verlauf der Simulation
ist in Abb. 4.19 und 4.20 dargestellt.
Am Anfang der Simulation beginnen die Tropfen hangabwirts zu glei-
ten. Dabei bewegen sich gréflere Tropfen schneller als kleinere. An der
vorderen Tropfenfront lédsst sich eine bandartige Erhohung in Form ei-
ner Randwulst erkennen (¢ = 100).
Im weiteren Verlauf der Simulation (¢ = 2500) geht die Form der Trop-
fen nach und nach in die typische Form eines gleitenden Tropfen iiber,
wie man sie von fallenden Wassertropfen auf einer Unterlage kennt.
Die kreisrunden Tropfen werden dabei in xz-Richtung langer und ver-
schméhlern sich in y-Richtung. An der Vorderseite bildet sich eine halb-
kreisformige runde Front aus, wogegen man an der Riickseite eine sich
nach hinten hin abflachende, spitz zulaufende Kuspe findet. Der klein-
ste Tropfen (links auBen) weist schon die charakteristische Tropfenform
auf, wobei die anderen Tropfen noch im Mittelbereich eine bauchartige
Verbreiterung zeigen.
Die anschlieffende Zeitevolution wird durch das Abloésen kleinerer Trop-

fen am hinteren, kuspenartigen Ende der fallenden Tropfen dominiert.
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Dabei schniirt sich das hintere Tropfenende ein und es 16st sich ein
fast halbkugelartiger, kleinerer Tropfen ab. Aufgrund der geringeren
Grofle bleibt dieser im weiteren Verlauf etwas hinter dem Muttertropfen
zuriick. Zunéchst findet dieser Prozess am kleinsten der urspriinglichen
Tropfen (¢ = 3600) statt. Daraufhin setzt dieser Prozess auch bei den
anderen Tropfen ein (¢ = 5800), wobei sich vom urspriinglich kleinsten
Tropfen bereits ein weiterer Tropfen ablést (¢ = 7000, 10600). Nach und
nach losen sich weitere kleine Tropfen ab, wobei deren Anzahl durch
das Volumen des Muttertropfens und die periodischen Randbedingun-
gen beschrankt ist. Es verbleiben Tropfenreihen, bestehend aus kleinen
Tropfen dhnlicher Grofle mit einem etwas grofleren Tropfen, der der

Tropfenreihe voraus lauft.

2. Viele kleine Tropfen

Als Anfangsbedingung der Simulation wurde ein Feld mit 250 kleinen,
runden Tropfen gewihlt. Die obere und untere Schichtdicke entsprach
der oberen und unteren Grenze des metastabilen Bereichs, welche durch
he = 2.44 und h,, =~ 0.74 gegeben sind. Der Radius der Tropfen betrug
20 Punkte, was unter Beriicksichtigung des Ortschritts doz = dy ~ 2.15
dem Wert r = 43 entspricht. Die Tropfen beriihren sich zu Beginn
der Simulation nicht. Damit ergab sich eine mittlere Schichtdicke von
h = 1.03. Der Neigungswinkel betrug o = 0.2. Die Zeitsimulation ist
in Abb. 4.21 und 4.22 dargestellt.

Die Tropfen beginnen sich hangabwarts zu bewegen und &dndern ihre
Form zu der des fallenden Tropfens (¢ = 100, 350). Nach und nach fiihrt
die Wechselwirkung der benachbarten Tropfen zu deren Verschmelzen
und zu einer Richtungsdnderung der Bewegung. Die etwas grofleren
Tropfen fallen schneller und verschmelzen so weiter mit den kleineren.
Diese neuen Tropfen besitzen die Form schlangenartiger Gebilde, welche
an ihrer Vorderseite eine charakteristische Wulst und einen nach hinten
abfallenden Schwanz aufweisen (¢t = 1100, 2600). Diese langen Tropfen

verschmelzen mit anderen, welche sich in ihrer Ndhe befinden, wobei



126

Gleitende Tropfen und Loécher

sie sich danach etwas versetzt weiterbewegen (¢ = 6600).

Front bei o = 0.1

Die Anfangsbedingung der Simulation stellt eine wallartige Front dar,
welche fiir ein Feld aus N = n, xn, = 512x 512 Stiitzstellen eine Breite
von n = 167 hatte. Die Schichdicke innerhalb des Walls entsprach der
oberen metastabilen Bereichsgrenze h, =~ 2.44, auflerhalb der unteren
h. = 0.74. Dies ergab eine mittlere Schichdicke von h = (n/n,)h, +
(1—n/ny)h, =~ 1.3. Der Neigungswinkel betrug v = 0.1 und der Orts-
schritt dx = dy = 1.59. Der zeitliche Verlauf ist in Abb. 4.25 und 4.23
dargestellt. Um die Form der Front besser betrachten zu kénnen, wurde
das Feld fiir die Zeiten ¢t = 2100, 3100, 6100, 10100, 12100, 14100 jeweils
um n = 397,438, 76, 288, 408, 24 Punkte in x-Richtung nach unten ver-
schoben.

Die Front gleitet langsam nach unten, wobei sich an der Vorderseite die
bekannte Randwulst ausbildet, wie sie aus den zweidimensionalen glei-
tenden Losungen bereits bekannt ist. An der Riickseite der Front tritt
eine Fingerinstabilitdat auf (t = 2100), welche sich im weiteren Verlauf
(t = 3100) weiter ausbildet. Die Anzahl der Finger betrigt zunéchst
12, reduziert sich jedoch durch das Verschmelzen zweier Finger auf
11, da die Gesamtldnge des Systems kein Vielfaches der Wellenlénge
der Fingerinstabilitdt zu sein scheint. Geht man daher von 11.5 Fin-
gern aus ergibt sich eine Wellenzahl von k ~ 0.044. Das Anwachsen
der riickschreitenden Finger scheint ebenfalls die vordere Front zu de-
stabilisieren (¢ = 6100, 10100), wobei hier keine klare Wellenlénge zu
erkennen ist. Etwas spéter tritt erneut ein Verschmelzungsprozess zwi-
schen zwei der riickschreitenden Finger auf. Die Finger wachsen auf
beiden Seiten weiter an (¢t = 12100, 14100), wobei das Wachstum an
der Vorderseite durch den Volumenverlust der riickschreitenden Finger
dominiert wird. Im Gegensatz zu den diinnen riickschreitenden Fingern
sind die Finger der Vorderfront deutlich breiter und dhneln der Vorder-

seite fallender Tropfen. Mehr Details zu den Fingerinstabilitdten der
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Vorder- und Hinterfront finden sich im Artikel von THIELE&al [84] .

4. Front bei . = 0.2
Die Anfangsbedingung und die Systemparameter entsprechen bei die-
ser Simulation den Vorherigen. Der einzige Unterschied liegt in der
Wahl des Neigungswinkels, der hier zu @ = 0.5 gewéhlt wurde. Die
zeitliche Evolution ist in Abb. 4.24 und 4.26 wiedergegeben, wobei
das Hohenfeld fiir ¢ = 100,600, 725,1100, 1470, 1850 jeweils um n =
340, 390, 8, 389, 298, 222 Punkte nach unten in x-Richtung verschoben
wurde, um die Darstellung klarer zu machen.
Zunéchst passt sich die Form des Walls dem entsprechenden zweidimen-
sionalen Frontprofil an, welches in y-Richtung translationssymmetrisch
ist (t = 100). Im weiteren Verlauf bilden sich zwischen 16 und 17 Finger
an der hinteren Front (¢ = 600), welche im weiteren Verlauf anwachsen
und dem riickschreitenden Teil einzelner Tropfen &hneln. Geht man von
16.5 Fingern aus, entspricht dies einer Wellenzahl von £ ~ 0.63.
An der Oberseite des Walls tritt eine wellenartige Modulation auf, wel-
che zu einer Lochreihe vor der hinteren Front fithrt (¢ = 725). Die
Finger fithren zur Ablosung einer Tropfenreihe an der Riickseite des
Walls. Die Modulationen an der Oberseite erzeugen weitere Locher und
es kommt zu einer zweiten Tropfenreihe an der Hinterfront (¢ = 1100).
Ferner ist zu beobachten, dass auch die vordere Front instabil wird,
wobei die Anzahl der Finger hier zwischen 12 und 13 liegt. Fiir den
Wert von 12.5 ergibt sich eine Wellenzahl von k£ ~ 0.05
Die abgelosten Tropfen bewegen sich langsamer und bleiben bei der
Fallbewegung weiter zuriick. Die auf der Walloberfldche entstandenen
Lécher brechen vereinzelt nach hinten auf oder vergroflern ihre Fléche
(t = 1470). Die vorderen Finger breiten sich weiter aus. Einige ver-
schmelzen aufgrund der jetzt recht unregelméfliigen Struktur der Front-
oberfliche mit benachbarten Fingern. Im Weiteren kommt es zu einer
weiteren Ablosung von Tropfen an den riickschreitenden Fingern. Die

Unregelméafigkeit der Locher fithrt dazu, dass die Finger an der Riick-
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seite des Walls eine baumartige Aststruktur zeigen (¢ = 1850).

Weitere Simulationen des dreidimensionalen Problems finden sich in [10] und

[36).
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t=100

 t=2500

Abbildung 4.19: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films, mit drei
Tropfen verschiedener Radien als Anfangsbedingung und h = 0.84, G = 0.2,
a=0.1,a=0.1, Ax = Ay = 3.91 fir 256 x 256.
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 t=5800

~ t=10600

Abbildung 4.20: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films im fort-
geschrittenen Verlauf, mit drei Tropfen verschiedener Radien als Anfangsbe-
dingung und h = 0.84, G = 0.2, a = 0.1, a = 0.1, Az = Ay = 3.91 fiir
256 x 256.
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t =350

Abbildung 4.21: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films, mit 250
kleinen Tropfen als Anfangsbedingung und h = 1.03, G = 0.2, a = 0.1,
a=0.2, Az = Ay = 2.15 fir 1024 x 1024 Punkte und dem Tropfenradius
r=43.
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t=1100

 t=2600

Abbildung 4.22: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films im fort-
geschrittenen Verlauf, mit 250 kleinen Tropfen als Anfangsbedingung und
h =103 G=02 a=01 a=02 Az = Ay = 215 fir 1024 x 1024
Punkte und dem Tropfenradius r = 43.
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t=2100

15

h 10:  

 t=6100

Abbildung 4.23: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films im fort-
geschrittenen Verlauf, mit einer Front der Breite n = 167 als Anfangsbedin-
gungund h =13, G=02,a=0.1,a=0.1, Az = Ay = 2.15 fiir 512 x 512

Punkte auf der x-Achse verschoben.
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~ t=10100

t=12100

Abbildung 4.24: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films, mit ei-
ner Front der Breite n = 167 als Anfangsgsbedingung und h = 1.3, G = 0.2,
a=0.1 a=01 Azr = Ay = 2.15 fir 512 x 512 Punkte auf der z-Achse

verschoben.
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t=100

t=725

Abbildung 4.25: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films, mit ei-
ner Front der Breite n = 167 als Anfangsgsbedingung und h = 1.3, G = 0.2,
a=0.1 a=02 Ar = Ay = 2.15 fir 512 x 512 Punkte auf der x-Achse

verschoben.
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t=1100

. t=1475

Abbildung 4.26: Dreidimensionale Darstellung eines fallenden Films im fort-
geschrittenen Verlauf, mit einer Front der Breite n = 167 als Anfangsbedin-
gungund h =13, G=0.2,a=0.1,a =02, Az = Ay = 2.15 fiir 512 x 512

Punkte auf der x-Achse verschoben.



Kapitel 5

Zusammenfassung und

Diskussion

5.1 Entnetzung im Diffusen-Grenzflichen-

Modell

Wir haben die Eigenschaften eines diinnen Fliissigkeitsfilms mit Hilfe des
an die Diinnfilmhydrodynamik gekoppelten Diffusen-Grenzflichen-Modells
auf einem ungeneigten, ebenen Substrat untersucht. Kapitel 2 behandelte
die Herleitung der Evolutionsgleichung der Filmoberfliche nach PISMEN
und POMEAU [57]. Dabei stellte sich heraus, dass sich die Dynamik aus
der Variation eines Lyapunov-Funktionals gewinnen léasst. Mit Hilfe dieses
Potentials wurde die lokale und globale Stabilitdt der stationédren Losung in
der Form eines glatten Films bestimmt und die Wachstumsraten der linear
instabilen Moden berechnet. Die Stabilitdtsbetrachtungen erlaubten eine
Aufteilung der (h,G) Parameterebene in stabile, metastabile und instabile
Schichtdickenbereiche, sowie in Loch- und Tropfenbereiche. Die Existenz
des Lyapunov Potentials ermoglichte es, die Form der im metastabilen
Schichtdickenbereich lokal stabilen Tropfen-, bzw. Lochlésungen zu erhalten.
Die Bestimmungsgleichung der stationdren Losungen wurde auf ein zweidi-

mensionales dynamisches System abgebildet, numerische Simulationen des
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zeitabhangigen, dreidimensionalen Modells fiir verschiedene Parameterwerte
innerhalb des instabilen Schichtdickenbereichs wurden gezeigt.

In Kapitel 3 wurden die Losungen der zweidimensionalen Evolutionsglei-
chung betrachtet. Nachdem die unterschiedlichen stationdren Losungen
numerisch berechnet wurden, erfolgte eine Klassifizierung entsprechend
ihrer charakteristischen Groflen, wie der freien Energie und Amplitude, in
Abhéngigkeit von der Periodenldnge. Dadurch lieen sich die stationédren
Losungen, je nach Gréfle der Gravitation G und der mittleren Schichtdicke
h, in verschiedene Losungsfamilien aufteilen.

Im metastabilen Schichtdickenbereich wurden, neben den tropfen-
bzw. lochartigen periodischen Losungen und der entarteten Losung in
Form des glatten Films, ein weiterer Losungszweig im Energie-Periode-
Diagramm gefunden. Stabilitdtsbetrachtungen ergaben, dass dieser weitere
Losungszweig aus Keimbildungslosungen besteht.

Ferner zeigte sich, dass die Keimbildungslésungen auch noch fiir einen
Schichtdickenbereich existieren, fiir den der glatte Film instabil ist. Durch
Vergleich der linearen Stabilitéit dieser Losung mit der des entsprechenden
glatten Films wurde ein Bereich gefunden, welcher sich dadurch auszeichnet,
dass eine zufillig auf der Oberfliche vorhandene kleinskalige Stoérung
schneller wichst, als die linear instabilste Mode des glatten Films.

Im Gegensatz zu diesem keimbildungsdominierten Bereich liegen die anderen
instabilen Schichtdicken im instabilitdtsdominierten Bereich, in dem die
Strukturbildung durch die am schnellsten wachsende, instabile Mode des
glatten Films dominiert wird.

Anhand numerischer Simulationen fiir ein System, dessen laterale Aus-
dehnung mehreren Wellenldngen der instabilsten Mode des glatten Films
entsprach, konnte gezeigt werden, dass sich die Aufspaltung des instabilen
Schichtdickenbereichs in keimbildungsdominierten Bereich (A) und instabi-
litdtsdominierten Bereich rechtfertigen lasst.

Der keimbildungsdominierte Bereich zeichnet sich dadurch aus, dass die

Breite und Tiefe eines Storungskeims einen entscheidenden Einfluss auf
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das Aufbrechen des Films hat, d.h. die im Kurzzeitverhalten auftretende
vorldufige Endstruktur hangt von der Anfangsstorung ab. Dagegen lief3 sich
im instabilitdtsdominierten Bereich praktisch keine Abhéngigkeit von der
Anfangsstorung feststellen. Das Langzeitverhalten wird, wie in [89] fiir ein
dhnliches System gezeigt wurde, vom coarse graining dominiert.

Dies héngt damit zusammen, dass die stationdren Losungen der Peri-
odenldnge P nur stabil sind, solange die Systemlénge der Periodenléinge
entspricht. Dagegen sind die Losungen dieser Periodenlidnge instabil gegen
coarse graining, wenn die Systemlénge verdoppelt wird.

Obwohl die Resultate nur auf der Untersuchung des zweidimensionalen
Problems beruhen, wird davon ausgegangen, dass die Unterscheidung der
Stabilitatsbereiche im instabilen Bereich auch fiir das dreidimensionale Pro-
blem giiltig bleiben. Aufgrund der grofleren Anzahl rdumlicher Freiheitgrade
wird meist ein gemischtes Verhalten auftreten, d.h. solange die Defektdichte
auf dem anféanglich glatten Film nicht zu hoch ist, wird fast immer auch eine
spinodale Entnetzung auftreten. Die Aufteilung der Instabilitdtsbereiche
gilt ebenfalls fiir andere, formal &hnliche Trennungsdriicke, solange diese
einen kurzreichweitigen destabilisierenden und einen langreichweitigen
stabilisierenden Anteil besitzt.

Diverse Arbeiten, wie [75, 76, 70, 71, 74] fiir den Fall IV und [67, 85]
verwenden einen Trennungsdruck, welcher destabilisierende polare und
stabilisierende molekulare Wechselwirkungen beschreibt und diesen Anfor-
derungen geniigt.

Untersuchungen einer Evolutionsgleichung mit dieser Form des Trennungs-
drucks mit der im ersten Teil dieser Arbeit verwendeten Methodik, fiihrt
zu einer &dhnlichen Einteilung in keimbildungsdominierten Bereich und
instabilitdtsdominierten Bereich [87].

Trotz ahnlicher Eigenschaften beider Modelle gibt es einige grundlegende
Unterschiede. Diese resultieren daraus, dass der Trennungsdruck fiir einen
kleinen Parameter b, welcher dem Parameter G im Diffusen-Grenzflachen-

Modell entspricht, divergiert. Dies hat zur Folge, dass auch dickere Filme nur
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metastabil, jedoch nie absolut stabil sind. Diese dickeren Filme befinden sich
im Keimbildungsbereich, fiir ihre Instabilitét ist vor allem die Keimbildung
verantwortlich. Fiir b — 0 wachst der keimbildungsdominierte Bereich auch
zu den kleinen Schichtdicken hin an bis er letztendlich bei b = 0 h = 0
erreicht.

In unserem System ist der metastabile Bereich immer durch eine maximale
Schichtdicke begrenzt, solange G # 0 ist. Selbst fiir G = 0 behalten die
Instabilitéitsbereiche ihre Giiltigkeit, da die Grenzen auch hier noch endliche
Werte besitzen. Die Ergebnisse iiber die Keimbildungslosung kénnen dazu
verwendet werden, um kritische Tropfen und Locher fiir einen Entnet-
zungsiibergang erster Ordnung zu berechnen.

Die Resultate sollen nun in Bezug auf die Experimente von Reiter [61] und
Jakcob&al [11], auf die wir in Kapitel 1 néher eingegangen sind, betrachtet
werden. Die Experimente lassen sich leicht mit unserem Modell in Bezug
bringen, wenn wir die Gravitation als langreichweitige, stabilisierende
Wechselwirkung betrachten, welche mit der destabilisierenden apolaren
Wechselwirkung konkurriert (im Fall kleiner G).

Die Autoren stimmen darin iiberein, dass der Film linear instabil ist. Im
Artikel von Reiter wird der Prozess als spinodale Entnetzung betrachtet, bei
der die Lochdichte von der Schichtdicke abhédngt. Im Gegensatz dazu sind
die Autoren von [11] der Meinung, dass eine Entnetzung durch Keimbildung
an zuféllig verteilten Defekten erfolgt.

Diese, sich zunéchst widersprechenden Interpretationen lassen sich in
Einklang bringen, wenn wir uns vorstellen, dass die Entnetzungsexperimente
mit einer Schichtdicke durchgefithrt wurden, welche im keimbildungsdo-
minierten Bereich der linear instabilen Schichtdicken liegt. Dabei muss
von der Présenz einiger Storungen ausgegangen werden, die eventuell den
Entnetzungsprozess dominiert haben.

Um die spinodale Instabilitit des glatten Films in diesem Bereich beobachten
zu konnen, diirfen nur wenige Storungen oder Defekte vorhanden sein. Im

Falle von [61] scheint die Keimbildung an den Defekten zu iiberwiegen, da
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das Entnetzen von zuféllig auf der Oberfléiche verteilten Keimen ausgeht. Die
dhnlichen Radien der sich bildenden Locher kénnen davon herriihren, dass
die Storungen oder Defekte von der gleichen Natur waren (Verunreinigungen
auf der Oberfliche der Fliisssigkeit oder dem Substrat, Temperaturschwan-
kungen, geloste Stoffe in der Fliissigkeit, usw.).

In den Experimenten von Reiter féllt auf, dass die Locher relativ weit
voneinander entfernt sind. Es ist keine wellenartige Oberflichendeformation
zu erkennen, welche fiir die Anfangsphase der spinodalen Entnetzung typisch
wire. Es verbleiben relativ grofe, freie Fldchen zwischen den Léchern, wo zu
erwarten ware, ebenfalls Locher zu finden, wenn der Film nicht ideal glatt
ware.

Dies spricht dafiir, dass die Locher durch Keimbildung entstanden sind. Die
lineare Instabilitédt des glatten Films scheint hier im Vergleich zum lateralen
Lochwachstum so langsam zu sein, dass sie praktisch nicht auftritt.

Fiir den Fall des Wavers B entstehen netzartige Strukturen, in denen viele
kleine Tropfen verbleiben. Diese Tropfen scheinen von einem sekundéren
Entnetzungsprozess zu stammen, welcher von der linearen Instabilitdat des
Films verursacht wird.

Im Fall des Experiments nach [11] sind sowohl die Entnetzung an Keimen,
sowie die durch die spinodalen Prozesse entstehende wellenartige Ober-
flachenmodulation klar zu erkennen.

Diese Ansicht wird ebenfalls durch die Experimente von JacoBs&al
[34] bekréftigt. Die Autoren sind der Meinung, dass bei Polymerfilmen
das Aufbrechen im Anfangsstadium fast immer durch Keimbildung an
defektartigen Storungen hervorgerufen wird. Die Nukleationskeime sind
durch zufillig verteilte intrinsische Irregularititen der Morphologie der
Polymerschicht gegeben. Diese werden dadurch verursacht, dass der Film zu
einem bestimmten Mafl das dariiberliegende Gas absorbiert. Dieser Effekt
ist jedoch nicht homogen iiber die Oberfliche verteilt, was zu Defekten
fiihrt.

Sie stimmen damit iiberein, dass im Experiment von Reiter Keimbildung
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dominiert, wobei die in [11] partiell zu beobachtende spinodale Entnetzung
auf die kompakteren Eigenschaften des Metallfilms und somit auf deren ge-
ringere Empfindlichkeit gegeniiber dem Atmosphéarendruck zuriickzufiihren
ist.

Auch wenn in unserem Modell Inhomogenitéiten innerhalb der Fliissigkeit
nicht einbezogen wurden, weisen die Experimente und die daraus erhaltenen
Resultate darauf hin, dass ein Héhenbereich im spinodalen Schichtdickenbe-
reich existiert, fiir den die Keimbildung tiberwiegt.

Diese Aussage lasst sich in analoger Form auch auf das spinodale Ent-
mischen zweier Fliissigkeiten iibertragen, wenn man sich die Schichtdicke
durch die Konzentration einer der Fliissigkeitskomponenten ersetzt, denkt.
Obwohl sich die Lésungen meist von denen bei der Entnetzung auftretenden
unterscheiden, besitzen beide Systeme eine Vielzahl gemeinsamer, allge-
meiner Eigenschaften und lassen sich durch formal &hnliche Gleichungen
beschreiben.

Die Untersuchung solcher spinodaler Systeme lésst sich auf dhnliche Weise
durchfithren, wie es hier fiir die Entnetzung gemacht wurde, wobei die
freie Energie, je nach System, einen weiteren kubischen Term [54, 53] oder
sogar einen quadratischen [27] enthalten kann. Die in [54] berechneten
stationdren, periodischen Konzentrationsprofile lassen sich beziiglich ihres
Kontrollparameters analog unseres Systems (siche Abschnitt 3.2.2), in drei
Bereiche (i), (ii) und (iii) einteilen. Die Autoren bezeichnen den positiven
Energiezweig im metastabilen Bereich als periodische Nukleationslosung,
berechnen allerdings die Bereichsgrenzen nicht. In [53] vermuten sie, dass die
Keimbildung im spinodalen Bereich eventuell beobachtbar ist, jedoch einen
geordneteren Charakter besitzt, d.h. man erwartet eine stérkere rdumliche
Korrelation der Lochmittelpunkte. Diese Annahme entspricht der Untertei-

lung in instabilitdts- und keimbildungsdominierten Schichtdickenbereich.
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5.2 Fallende Filme im Diffusen-Grenzflichen

-Modell

In Kapitel 4 wurde das Problem eines fallenden, diinnen Fliissigkeitsfilms auf
einer um einen kleinen Neigungswinkel a gekippten Ebene behandelt.
Zunichst wurde die lineare Stabilitit fallender, glatter Filme in Abhéngig-
keit von deren Hohe untersucht. Dabei zeigte sich, dass die Driftgeschwin-
digkeit des Films von der Schichtdicke und dem Neigungswinkel av abhéngt,
jedoch nicht dessen lineare Stabilitét. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass sie
wie im ungeneigten Fall, nur von der ersten Ableitung des Trennungdrucks
abhéngen.

Wie im ungekippten Fall wurden die Berechnungen anschlieBend wieder auf
das zweidimensionale Problem beschrinkt. Um die stationédren, periodischen
Losungen zu berechnen, wurde von einer gendherten Losung kleiner Ampli-
tude ausgegangen, die dann durch den Parameterraum verfolgt wurde.

In Abhingigkeit von der mittleren Schichtdicke h fanden sich verschiede-
ne Losungsfamilien, deren Geschwindigkeit und Amplitude bei einem festen
Neigungswinkel auf unterschiedliche Weise von der Periondenlédnge abhéngen.
Eine lineare Stabilitdtsanalyse zeigte, dass sowohl stabile stationédre Losun-
gen als auch instabile Nukleationslosungen existieren. Selbst fiir sehr kleine
Neigungswinkel unterscheiden sich die Eigenschaften der stationdren Losun-
gen deutlich von denen des ebenen Problems. Dies ist auf den Symmetrie-
bruch aufgrund des Kippens zuriickzufiihren. Die stationdren Losungen wei-
sen daher eine klare Asymmetrie auf. Sie bewegen sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit die schiefe Ebene hinab, wobei die Geschwindigkeit eine starke
Abhéngigkeit von der Periodenlinge und der mittleren Schichtdicke zeigt.
Trotz dieser Figenschaften lassen sie sich jedoch noch immer mit den Losun-
gen des ungekippten Problems (« = 0) in Beziehung setzen.

Neben diesen Losungen existiert ein weiterer stationdrer Losungstyp fiir
a # 0 in Form von nichtlinearen Oberflichenwellen kleiner Amplitude. Die-

ser Losungstyp besitzt keine Analogie im ungekippten Fall und tritt nur auf,
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wenn die molekulare Wechselwirkungen und der durch die Gravitation ver-
ursachte viskose Fluss von der selben Groflenordnung sind.

Bei der Untersuchung der Losungen in Abhéngigkeit von der Periodenlinge
wurde ein spezieller Losungstyp gefunden, welcher als universelle Trop-
fenlosung bezeichnet wurde. Diese Losungen zeichnen sich dadurch aus, dass
ihre Geschwindigkeit und Plateauhthen weder von der Periodenlédnge, noch
von der mittleren Schichtdicke abhédngen, solange ein begrenzter Parameter-
bereich nicht verlassen wird. Sie besitzen die Form eines flachen Plateaus,
welches sich {iber einem Film der Dicke der unteren Plateauhohe fortbe-
wegt und an seiner vorderen Front eine kapillare Wulst zeigt. Die Lénge
des Tropfens variiert dabei mit der mittleren Schichtdicke. Wir untersuchten
die Eigenschaften dieser flachen Tropfen in Abhéngigkeit von Modellpara-
metern. Es zeigte sich, dass mit zunehmendem Neigungswinkel die untere
Plateauhohe zunimmt, die obere abnimmt. Ferner nimmt seine Geschwin-
digkeit mit zunehmendem Neigungswinkel stetig zu, wahrend der riickschrei-
tende Kontaktwinkel abnimmt. Im Gegensatz zum riickschreitenden zeigt
der fortschreitende Kontaktwinkel ein nichtmonotones Verhalten in der Ge-
schwindigkeit. Er nimmt zunéchst zu, erreicht einen maximalen Wert und
sinkt dann wieder ab, wobei er sogar Werte unterhalb des Gleichgewichts-
kontaktwinkels erreicht. Dieser Effekt tritt um so stéarker auf, je hoher die
Gravitation ist. Fiir Losungen, die eine der beiden Plateauhohen in die Néahe
der mittleren Schichtdicke haben, verlassen wir den Bereich der eben erwihn-
ten universellen Lésungen.

Bei der Betrachtung solcher nichtuniversellen Losungen fand sich ein Hy-
stereseeffekt in Abhéngigkeit vom Neigungswinkel. Fiir einen bestimmten
Schichtdickenbereich existiert ab einem bestimmten Neigungswinkel eine wei-
tere stabile, stationdre Losung, welche durch eine nichtlineare Welle kleiner
Amplitude gegeben ist. Vergréflert man den Neigungswinkel kontinuierlich,
so kann ein Ubergang des Systems auf diesen neuen Losungtyp erreicht wer-
den, da die urspriingliche Losung instabil wird. Verringert man den Winkel

danach wieder, so findet ein Ubergang des Systems auf den urspriinglichen
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Losungstyp statt, die Losung kleiner Amplitude verliert ihre Stabilitdt. Da
die beiden Uberginge nicht fiir denselben Winkelwert erfolgen, liegt Hyste-
rese Vor.

Zweifelhaft bleibt jedoch, ob die nichtlineare Welle {iberhaupt im Experiment
zu beobachten ist, da ihre Amplitude recht klein ist und die Losung deshalb
nur schwer von einem glatten Film zu unterscheiden ist. Im Experiment kann
daher der Eindruck entstehen, der flache Film sei stabil, obwohl eine grof3-
amplitudische stabile Losung existiert, welche nur durch Uberqueren einer
Nukleationslosung moglich ist.

Wie zuvor erwéhnt, hdngen die erzielten Resultate vom Verhéltnis der mo-
lekularen Wechselwirkungen und der Gravitation, deren Stérke durch den
Parameter G wiedergegeben wird, ab. Die Resultate besitzen auch noch fiir
kleine, jedoch nicht zu kleine Werte von G ihre Bedeutung, wobei die Dyna-
mik entsprechend langsamer abléuft. Im realen Experiment wiirde man an-
nehmen, dass fiir sehr diinne Filme der Einfluss der Gravitation sehr gering
ist, so dass sich die Resultate in Bezug auf Tropfenprofile und Geschwindig-
keiten nur qualitativ {ibertragen lassen. Numerische Simulationen bestétigen
jedoch, dass die grundlegenden Eigenschaften des Systems auch fiir kleine
Werte von G ihre Bedeutung nicht verlieren.

Bei kleiner werdendem Wechselwirkungsparameter a lauft die Dynamik
schneller ab und die Grenzen zwischen den Losungsfamilien im Parameter-
raum verschieben sich (Im Falle a > 0). Da die Verdnderung von a keine
wirklich neuen Erkenntnisse iiber das Modell liefert, wurde in den Simulatio-
nen der Wert a = 0.1 verwendet.

Das hier behandelte System unterscheidet sich in einigen Punkten von den
bisherigen Arbeiten zum Problem fallender Fliissigkeitsfilme.

In den meisten dieser Arbeiten gehen die Autoren von einer Unterteilung
des fallenden Films oder der Fliissigkeitsfront in drei Regionen aus: das auf-
stromende Ende (1) an der Vorderseite, den mittleren, zentralen Bereich (2)
und das abstréomende Ende an der Riickseite des Tropfens oder der Front
(3) [32, 28, 90]. Dabei werden Ahnlichkeitslésungen in den drei Regionen be-
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rechnet und diese dann anschlieend passend zusammengefiigt. Die Losun-
gen dieser Modelle hédngen iiber ein Potenzgesetz von der Zeit ab, was darauf
zuriickzufiihren ist, dass in diesen Modellen eine Superposition von Spreizung
und Gleiten angenommen wird, welche fiir alle Zeiten andauert.

Diese Abhéngigkeit findet sich selbst fiir gleitende Tropfen, welche ihre Form
beibehalten und in einem mitbewegten Koordinatensystem betrachtet wer-
den, wie PODORSKI [58] herausfand. Aufgrund der direkten Zeitabhangig-
keit der Losungen, héngt die lineare Stabilitét der vorderen Kante (1) auf
nichttriviale Weise von den zeitabhingigen Randbedingungen ab, d.h. den
Anschlussbedingungen zu den Losungen in der benachbarten Region. Diese
sind gegeben durch das sich &ndernde Verhéltnis der Filmdicke des aufwérts-
stromenden Anteils auf der einen Seite und der Hohe des Vorlauffilms auf der
anderen, bzw. von der jeweiligen Gleitldnge wie es zum Beispiel in [81, 90] der
Fall ist. Im Falle eines {iber das Substrat gleitenden Films (slip) ist es erfor-
derlich, den Kontaktwinkel an der Kontaktlinie explizit festzulegen [81, 52]
oder ihn wie nach [28] von der Geschwindigkeit abhéngen zu lassen.

Nimmt man auf der anderen Seite die Existenz eines Vorlauffilms an, erhélt
man einen verschwindenden Kontaktwinkel im unbewegten Fall und nicht
den Gleichgewichtskontaktwinkel. Sobald sich der Tropfen jedoch in Bewe-
gung setzt, hingt der Kontaktwinkel von der Geschwindigkeit der vorderen
Front ab, was zu einem relativ komplexen Verhalten im Falle der Kombina-
tion aus Gleiten mit Vorlauffilm fiihrt.

In dem in dieser Arbeit verwendeten Modell wird zwar auf die Superpositi-
on der beiden Mechanismen verzichtet, aber dennoch von einer stationdren
Bewegung der Tropfen ausgegangen. Es werden Tropfen (oder auch Lécher)
betrachtet, welche sich mit einer konstanten Geschwindigkeit ohne Forménde-
rung die Ebene hinab bewegen. Verschwindet der Kontaktwinkel, gehen diese
Losungen in die Gleichgewichtslosungen auf einer horizontalen Ebene iiber.
Die in den anderen Modellen ad hoc festzulegenden Parameter wie dynami-
scher Kontaktwinkel, Tropfengeschwindigkeit, Tropen- und Vorlauffilmdicke

lassen sich mit dem von uns verwendeten Modell aus zwei Parametern be-
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stimmen, welche die Entnetzungseigenschaften und das Verhéltnis zwischen
den molekularen Wechselwirkungen und der Gravitation beschreiben. Dies
fithrt zu einem intuitiveren, geschlosseneren Bild des betrachteten Problems.
Ein weiterer Vorteil dieses Modells liegt darin, einen anderen Trennungdruck
zu verwenden und die Eigenschaften des verinderten Modells mit der hier
entwickelten Methode zu berechnen. Geeignete Trennungdriicke finden sich
z.B. in [55, 83]. Solange der Trennungsdruck aus einem destabilisierenden
kurzreichweitigen und einem langreichweitigen stabilisierenden Anteil be-
steht, erwarten wir, dass qualitativ ahnliche Resultate erzielt werden, welche
sich jedoch in einigen Details unterscheiden. Im Falle eines Trennungsdrucks,
welcher aus stabilisierenden kurzreichweitigem und einem langreichweitigen
destabilisierenden Anteil besteht, werden sich die Resultate deutlich unter-
scheiden. Die hier entwickelte Methode kann jedoch auch hier noch verwendet
werden.

Das hauptséchliche Manko unseres Modells auf der geneigten Ebene stellen
die periodischen Randbedingungen dar, d.h. wir gehen von einer Tropfen-,
bzw. Lochkette aus. Ist die Periodenldnge grof3 genug im Vergleich zur Aus-
dehnung der Struktur (Tropfen, Loch), und kénnen wir von einer gleichen
Schichtdicke davor und dahinter ausgehen, so ist der Einfluss dieser Randbe-
dingungen weitgehend vernachléssigbar. Das gilt vor allem fiir den Param-
terbereich der universellen, flachen Losungen. Wie numerische Simulationen
der zeitabhéngigen Gleichung gezeigt haben, tritt ein durch die Randbedin-
gungen verursachtes, irreguldres Verhalten nur fiir relativ grofe Winkel und
fiir Parameter im nichtuniversellen Bereich auf. Eine Wechselwirkung zwi-
schen Topfenvorder- und Riickseite fithrt dann zu einer nichtlinearen Wech-
selwirkung, welche zu einer zeitabhingigen Losung fiihrt, die nicht in eine
stationdre Losung konvergiert.

Die dreidimensionalen, numerischen Simulationen des gekippten Problems
vermitteln einen Eindruck, wie die realen Strukturen aussehen kénnten. Die
Losungen zeigen eine deutliche Ahnlichkeit zu den in der Natur zu findenden

fallenden Tropfen relativ dicker Filme.
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Anhang A

Numerische Verfahren

A.1 Zweidimensionales Problem

Das Hohenprofil im zweidimensionalen Modell wird durch die eindimensiona-
le Bewegungsgleichung (2.76) fiir die Filmdicke h(z) auf einer um den Winkel

a geneigten Oberflache beschrieben, welche gegeben war durch
Oh = =0, {(h—Ina)® [0, (0ysh — M(h,a) — Gh) + oG]} (A.1)

Fiir a = 0 erhélt man den ungeneigten Fall. Zunéchst wird diese Gleichung

transformiert, indem von der Hohe h der Wert der mittleren Hohe

h=20 """ (A.2)

abgezogen wird. Diese Hohe wird wieder mit h bezeichnet. Um Gleichung
(A.1) numerisch zu lésen, werden zunéchst die Ortsableitungen diskretisiert.
Dazu werden N aquidistante Stiitzstellen z; mit 1 < ¢ < N mit dem Ab-
stand dz = z;41 — x; eingefiihrt. Die Funktion A(x) wird durch den Vektor
ht = h'(z;) ersetzt, welcher die Werte der Hohe an den Stiitzstellen wieder-
gibt. Der Index t bedeutet, dass die Hohe zum Zeitpunkt ¢ betrachtet wird.

Des Weiteren werden die rdaumlichen Ableitungen durch zentrale finite Diffe-
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renzen der Ordnung (6x)? mit der Form

1

aﬂ?h<xz7 t) = %(h;rl - h§71)7 (A3>
1

aﬂwﬁh<xl> t) = W(hf—i-l - 2hf + h§—2>7 (A4)
1

Opzah(Tist) = WWH — 3hipy +3hi_y — hi_y), (A.5)
1

ersetzt. Die Zeitableitung wird durch ein einfaches Euler-Vorwérts-Schema
zu

0! () = 5 (WF — 1), (A7)

diskretisiert, wobei 0t der Zeitschritt ist. Einsetzen in Gl. (A.1) ergibt, dass
die rechte Seite der Gleichung Terme der Ordnung

h30,.h und h30pwnh (A.8)

besitzt, welche aufgrund ihrer Stabilitéit eine starke Einschrénkung des Zeit-
schritts ot darstellen. Dies rithrt daher, dass deren Wert schnell mit h
anwéchst. Es bietet sich deshalb an, diese Terme so weit wie moglich im-
plizit zu behandeln. Des Weiteren wird die Gleichung nach jedem Zeitschritt
um das vorherige Hohenprofil linearisiert. Dazu wird die Abweichung der
Hohe

ut = B0 ! (A.9)

eingefithrt und der lineare Anteil der linken Seite implizit zum Zeitpunkt

t + 0t behandelt. Dies fiihrt auf eine semi-implizite Gleichung der Form

uﬁ—i—ét
Z(St = Li;(u',0u’, .. JufP + NL;(u', 0pu’, . ..) (A.10)
bzw.
1
(E(SZ] — Lij(ut, 0xut, N )) U?Fét = NLZ'(Ut, Oxut, c ) (All)

~~
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oder

Pult = NL, (A.12)

J

wobei vorausgesetzt wird, dass iiber zwei gleiche Indizes summiert wird. Die
Funktion N L ist der nichtlineare Anteil, welcher rdumliche Ableitungen bis
zur 4. Ordnung von v enthélt. Durch Inversion der Matrix P ergibt sich die

t+0t

Abweichung u u.

uit = PN L (A.13)

J

und daraus die Hohe zum neuen Zeitschritt zu

i = WOt plr (A.14)

Die Matrix P besitzt fiir periodische Randbedingungen die Form

XXXXO00O0O0OO0OO0O0..00000000XXX
XXXXX000000..00000O0DO0O0O0OO0OXX
XXXXXXO00000...000000O0O0O0OO0O0X
XXXXXXXO0000..00000O0OO0OOO0OO0ODO
0 X XXXXXXO000..00000O0O0OOO0OO0OTPO
0 0 XXXXXXXO00..0000O0OUOOO0OO0OOPO
00000O0O00O000...00XXXXXXXO00D0
00000O0O0O0000..000XXXXXXXDO
0000O0O0O00DO000...000 0XXXXXXX
X00000OO0OO0ODO0D00..00000XXXXXX
XX000O0OO0OO0ODO0ODO0D0D..000000XXXXX
XXX00000000..0000O0O00XXXX

3!

wobei die X fiir von Null verschiedene, unterschiedliche Elemente der Matrix
stehen. Durch geeignete Wahl des Zeitschritts 0t kann verhindert werden,
dass die Matrix P singulére Eigenwerte besitzt.

Die periodischen Randbedingungen fithren dazu, dass die Matrix P in der
oberen linken und unteren rechte Ecke von Null verschiedene Elemente be-
sitzt, wihrend alle anderen Elemente, abgesehen von der Diagonalen und
einigen Nebendiagonalen Null sind. Zur Inversion dieser Matrix wére ein
Algorithmus noétig, dessen Rechenzeit und Speicheranforderungen proportio-
nal zum Quadrat des Ranges der Matrix anwachsen wiirden. Da der Rang
der Matrix durch die Anzahl N der Stiitzstellen gegeben ist, wiirde dieser
Rechenschritt die numerische Berechnung erheblich verlangsamen. Es bietet
sich daher an, eine Transformation durchzufiithren, welche die Matrix auf eine

Bandmatrix iiberfiihrt. Fiir eine Bandmatrix wachsen die Anforderungen fiir
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Rechenzeit und Speicherplatz nur linear mit der Anzahl der Stiitzstellen an.

Dazu wird der Hohenvektor u entsprechend

ﬂi+N/2 = U2i—1 fir 1< < N/2 (Al?)

umgeordnet, wobei vorausgesetzt wird, dass N gerade ist. Dies entspricht
einer Multiplikation der Gl. (A.12) mit der Matrix

1000000..0000000-~ 0000001
0100000..0000000-0000010
0010000..0000000-0000100
0001000 0000000--0001000
0000100..0000000-0010000
0000010..0000000--0100000

T—=|0000001..0000000-- 1000000 (A.18)
0000000..1000001 0000000
0000000 0100010-0000000
0000000 0010100--0000000
0000000..0001000-0000000
von links. Dies liefert aus aus Gl. (A.12)
D ~t4+0t _ ATTE
Pjmt,, " = NL; (A.19)
wobei
5 _ ~1
Py, = TP T, (A.20)
~ 45t t+6t
w, " = Tynu, (A.21)
NL NL! A
;i =TaNL (A.22)

ist. In GL. (A.19) ist die Matrix 2 eine Bandmatrix, welche oberhalb und un-
terhalb der Diagonalen jeweils 6 Nebendiagonalen besitzt. Diese Bandmatrix
kann dann numerisch effektiv invertiert werden und es ergibt sich schliellich

die neue Hohe zu

h§+6t _ ﬁclﬁ}t:rét I h;*‘”. (A.23)

A.2 Dreidimensionales Problem

Im dreidimensionalen Fall wird die Filmoberfliche durch ein Feld h(z,y,t)

beschrieben. Die entsprechende partielle, nichtlineare Differentialgleichung
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ist gegeben durch Gl. (4.4) zu

Oh = =V {(h—na)*V® [A®hL - M(h) — Gh]} (A.24)
— 8, {(h—1na)’Ga},

wobei die Unterlage um den Winkel a gegen die z-Achse geneigt ist und der
Winkel « entsprechend Gl. (4.5) umskaliert wurde. Fiir & = 0 erhélt man
das dreidimensionale, ebene Problem. Im Gegensatz zum zuvor behandelten
zweidimensionalen Problem kann hier nicht dasselbe numerische Verfahren
verwendet werden, da die Matrix P des zweidimensionalen Problems hier ein
Tensor 4. Ordnung wére. Auch wenn dieser Tensor durch geeignete Transfor-
mationen auf eine einfachere Form gebracht werden kann, wachsen Rechen-
zeit und Speicheranforderungen mindestens mit dem Quadrat der Stiitzstel-
len.

Da periodische Randbedingungen verwendet werden, bietet sich ein pseudo-
spektrales semi-implizites Verfahren an, was darauf beruht, zu jedem Zeit-
schritt den nichtlinearen Anteil im Ortsraum, den linearisierten Anteil der
Gleichung jedoch im Fourierraum zu berechnen. Da durch die Fast-Fourier-
Transformation ein schneller, optimierter Algorithmus existiert, kann die
Tranformation recht effizient durchgefiihrt werden.

Fiir die Zeitintegration wird wiederum von einem einfachen Euler-Vorwérts-

Verfahren ausgegangen und die Ortsableitungen entsprechend

Ouht(ziy ;) = %(hﬁﬂd—hf_w) (A.25)
0 (1, ;) = %(h;jﬂ_h;j_l) (A.26)
Dot (i ;) = (5:1)2 (hy, — 20+ BE ) (A.27)
Ot (i, ;) = @(h;jH—Qh;j—Fhf,j_l) (A.28)
Oy (21, 2;) = m (R sisin = By = By + By 1 )(A29)
Opeh! (ziy ;) = Opyht(zi,25) (A.30)

(A.31)
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1
(9mxht(xi7 ,I‘j) == W (h§+2,j - 2h§+1,j + 2h§*1,j - h§727j) (A32)
1
Oyaalt’ (24, 25) = 2(67)20y (h§+1,j+1 - h§+1,j71 + hlz?fl,jJrl (A.33)
—hi_y oy = 2R+ 2k 5 )
1
ayyyht(xiv zj) = W (hz,jw - 2h§,j+1 + Qh;j—l - 1hf7j,2) (A.34)
1
Duyyh (x5, 7;) = W (h§+1,j+1 —hi g+ h§+1,jfl (A.35)
—hi 10— 2hi + th—u)
1
Oraaah (11, 7;) = ) (Wiypo; —4ht 460l —4hi_y 4+ hi,;) (A.36)
1
amyyht(xia %‘) = W <h§+1,j+1 - 2h§,j+1 + hg—l,j-&-l (A-37)

_2h$+1,j + 4h§,j - 2h§—1,j - h§+1,j—1 + 2h§,j-1 - h§—1,j—1)
1
ayyyyht(xir T;) = W (hﬁ,j+2 - 4h§,j+1 + 6h§,j - 4h§,j—1 + hg,j—2) (A.38)

Oyaalt (T3 25) = Oy (i, ;) (A.39)

diskretisiert. Dabei ist die Hohe h(x,y,t) durch das Feld hi; = h(v;,y;,1)
gegeben. Das Ortsgitter soll dabei N x N Punkte besitzen, wobei dx =
Tip1 — x; und 0y = Y41 — y; ist.

Im Weiteren wird die diskretisierte Form der Gl. (4.2) linearisiert. Dazu wird
die mittlere Schichtdicke

[ o bz, y) dady

h = I

(A.40)

eingefiithrt, wobei angenommen wurde, dass eine quadratische Grundfléiche
der Seitenldnge L vorliegt, so dass 0 < z < L und 0 < y < L ist. Die
mittlere Hohe h ist auf Grund der Volumenerhaltung zeitlich konstant und

stellt einen Kontrollparameter des Systems dar. Es wird die Abweichung

u(z,y,t) = h(z,y,t) — h (A.41)

eingefiihrt, die der Differenz der Schichtdicke am Ort (z,y) zum Zeitpunkt ¢
zur mittleren Schichtdicke entspricht. Einsetzen von Gl. (A.41) in die Bewe-
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gungsgleichung 4.2 ergibt

duu(z,y,t) =D(A)APu(z,y,t) — (h — Ina)* AP APy (z, y, 1) (A.42)
+NL (u,V(z)u, : ) ,

wobei NL den Anteil darstellt, welcher nichtlinear in u ist und rdumliche
Ableitungen bis zur 4. Ordnung enthélt. Der ”Diffusionskoeffizient” D ist
gegeben durch

D(h) = (h —Ina)? (—26_B +de7 4 G) : (A.43)

Die ersten zwei Terme auf der rechten Seite von Gl. (A.42) sind linear in
v und koénnen daher implizit behandelt werden. Dies fiithrt auf folgendes

Integrationsschema

LIA®Yu(a,y, t + 5t) = % + NL(t) = ®(z,y,1), (A.44)

wobei der lineare Differentialoperator

1 _ _
LA®) = i D(W)A® 4 (h —Ina)>)AP AR (A.45)
eingefithrt und die Zeitintegration explizit diskretisiert wurde. Zu jedem Zeit-

schritt wird Gl. (A.44) im Fourrierraum gelost, was zu der Bestimmungsglei-

chung

1 -

w(z,y,t+ 0t) = m@(lsx, ky,t) (A.46)

fiir u fiithrt. Die Fourriertransformierten sind durch eine Tilde gekennzeichnet.
Der Faktor k? stellt das Betragsquadrat des zweidimensionalen Wellenvektors
(kg, ky) dar. Der nichtlinearen Anteil ® wird implizit im Ortsraum berech-
net, um zeitlich aufwendige Mehrfachsummationen zu vermeiden (pseudo-
spektral Verfahren). Die Berechnung der Fouriertransformierten erfolgte, wie

bereits erwéihnt, mit einer Standard FFT Routine.
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A.3 Lineare Stabilititsanalyse im gekippten
System

Analog zum ebenen Fall (siche Abschnitt 3.3.2), wird die volle, zeitabhéngige
Gl. (2.76) um die periodische, stationédre Losung ho(x) linearisiert, wobei ein
sich mit der Geschwindigkeit v mitbewegtem Koordinatensystem gewihlt
wird. Mit dem Ansatz h(z) = ho(z) + ehy(z)e’ ergibt sich fiir die lineare
Wachstumsrate 3 der Storung in O(e)

Bhy = {0.13¢°(0uho Onnf — Ouzaho)] + 02(¢*Ouho Onnnf)} ha
+ [2¢°02ho Onnnf + 3¢*(20:h0 Onn f — Bzarho)] Db
+  COwnf Ozahr — 3¢°(02ho) Ozaxhi — ¢ Bugaahtn
—  0.(3aGq*hy) + v O.hy, (A.47)

wobei ¢ = ho(x) — Ina ist. Die Form 0y, f ist wiederum die Kurzschreibweise
fir On f(h)|h=ho(z), bzw. analog fiir die hoheren Ableitungen. Fiir den glatten
Film reduziert sich Gl. (A.47) auf

ﬁhl = qgahhf aac:chl - q3a;tha:h1 - (SOZGQQ — v)@xhl. (A48)

Zur Losung von Gl. (A.47) werden N Stiitzstellen eingefiithrt und die orts-
abhéngige Funktion ho(z) und h;(z) diskretisiert, wobei diese in die Vektoren
hili] = (hiz;) und hgli] = ho(z;) mit i —2 < N < i+ 2 iibergehen. Fiir die
Diskretisierung der Ableitungen werden einfache, zentrale finite Differenzen
erster Ordnung verwendet. Das Eigenwertproblem (A.47) geht damit in das

algebraische Eigenwertproblem

6]11 + L(h07 817h07 8:cwh01 a:ﬂ:cwhOu a:v:mzh07
Onf|h=ho> Onnfh=ho: Onhn flne) b1 = 0 (A.49)

iitber, wobei der lineare Operator L hier eine Matrix ist. Seine Elemente
héngen von der periodischen Funktion hy ab.
Nun wird die Wachstumsrate mit dem groiten Realteil R(5) und die dazu-

gehorigen Eigenvektoren h; und hj bestimmt. Um den numerischen Aufwand
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in Grenzen zu halten, aber eine geniigende Ortsauflésung zu bewahren, wur-
de die Stabilitdtsanalyse des gekippten Problems auf eine relativ kleine Pe-
riodenlédnge (L = 100) beschrénkt. Die Anzahl der Stiitzstellen betrug dabei
2048 Punkte.
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Anhang B

Gendherte analytische

Resultate

B.1 Genidherte stationidre Losung in der
Nihe des kritischen Punktes (G. =
0.25, h, = In4)

An dieser Stelle werden die zweidimensionalen stationdren Losungen fiir den
diinnen Film auf einer horizontalen Ebene in der Nihe des kritischen Punktes

(G.=1/4,h. = In4) entwickelt. Dazu werden die Abweichungen

h() = hc + W, (Bl)
G = G.+y, (B.2)
h(z) = h.+e(x) (B.3)

eingefiihrt, wobei die Ordnung O(u) = O(e(z)) =~ O(g) < 1 vorausgesetzt
wird. Es soll hier nur der Bereich negativer g betrachtet werden. Einsetzen der
Néherungen (B.1-B.3) in Gl (3.5) liefert, wobei nur Terme bis zur Ordnung
O(g3) beriicksichtigt werden

0 = Buwcle) — Ol (0 — 1) — gle — ) (B.4)
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Dabei wurde angenommen, dass 9y, f(h.) = i und Oy, = Oppnf = 0 ist (siehe
Abschnitt 3.2). Zweimalige Integration der elliptische Gleichung (B.4) im
Ort, ergibt die Losung

€1 — &2

- B.
8(1’) €2 + 1+ asng[c(:p _m()),k] ( 5)
mit
€1 — &4 (g9 —e3)(e1 — €4) 1 \/f4
N b= = /- - B.6
T as (e1 —e3)(e2 —€4)’ “T 4V (61 —e3)(e2 —eq)  (B.G)
und der Periode ,

Die Funktion sn[u, k] ist die elliptische Jacobifunktion. Der Wert 4 entspricht
dem Wert extremaler Amplitude €, und die anderen ¢; die Nullstellen der
quadratischen Gleichung di£2 + doc +ds = 0, wobei die d; gegeben sind durch
dy = em, dy = 12g/fs + €%, und ds = €3, — 4> + 12g¢,,,/ f1 — 24gp/ f4. Der
Term f; ist die Kurzschreibweise fiir Oppnn f . -
Fiir den Fall €, = pund g = py = \/m ergeben sich die drei {ibrigen
Nullstellen zu (gep, —pif, —pep) und Gl. (B.5) reduziert sich auf die heterokline
Frontlosung

e(x) = py tanhlus(z — o)), (B.8)
welche die beiden Schichtdicken €,,0, = py und €5, = —pf miteinander
verbindet und symmetrisch in A, ist. Die Bestimmungsgleichung der eben
erwahnten Nullstellen /Lfc = 6g/ f1 ist auBlerdem eine Bestimmungsgleichung
am kritischen Punkt fiir die Grenze zwischen metastabilem und linear insta-

bilem Schichtdickenbereich. Einsetzen des Ansatzes
e(r) = py+ de™” (B.9)

mit § < g in Gl. (B.4) liefert ebenfalls die Bedingung ,uff +2g/fy=0.
Um die Grenze zwischen rein spinodalem Bereich und dem Bereich bereits
existierenden Nukleationslosungen gendhert zu berechnen, ist ein erweiterter

Ansatz notwendig. Dieser habe die Form

e(x) = p + (@A™ + a?Ae®™ + c.c), (B.10)
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wobei o < 1 vorausgesetzt wurde. Diese Annahme ist fiir £ in der Néhe der
kritischen Wellenzahl ky,;; erfiillt. Des Weiteren werde k£ durch

K = k(1 — ma? —rat) (B.11)

dargestellt. Einsetzen des Ansatzes (B.10) in Gl. (B.4) und Projektion auf
die beiden Moden e** und e?** ergibt zwei Gleichungen fiir die A;. In erster
Ordnung in « erhélt man kj,;;. Die zweite Ordnung liefert eine Relation
zwischen A; und A, und die dritte Ordnung r; = A?s(u, g), wobei s eine
Funktion von p und g ist. An der Bereichsgrenze wechselt die Ableitung der
Wellenzahl in Bezug auf die Amplitude ihr Vorzeichen, d.h. r; = 0. Dies fiihrt
zu der Bedingung s(y, ) = 0, welches fiir die Grenze py + 2gfs = 0 ergibt.

B.2 Geniherte Losung in der Nihe der Inst-
bilitatslinie

Die Grenzlinie zwischen linear instabilem und metastabilem Bereich ist
beziiglich der (G,h) Ebene charakterisiert durch 0y, f = 0. Dies erlaubt es,
Gl (3.5) in der Néahe dieser Grenze zu approximieren. Dazu werden die Ab-

weichungen

h(z) = hy+ e(z) (B.13)

eingefiihrt, wobei h{; die Hohe an der Bifurkationslinie ist. Es wird voraus-
gesetzt, dass O(u) =~ O (e(x)) < 1 ist. Damit ergibt sich aus Gl. (3.5) in
O(1*)

0 = Bacle) — kS

g (€7(2) — 1), (B.14)

welches sich analytisch integrieren lasst. Die Wahl der Integrationskonstanten

Cy legt fest, ob eine homokline Losung (Cy = 0)

e(z) = p (3 tanh? B\/@ (z — xo)} - 2) (B.15)
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oder eine periodische Losung (Cy = 5 f3(€3,,./3 — 11*€maz))

\/E\/ﬁ - 03(17 - 370) Co — C3
2\/§ T — s

vorliegt. Dabei ist sn[s, k] die Jokobi Sinus Amplitude und f3 = Opunf

e(z) = c3 + (c2 — c3)sn? ( ) . (B.16)

h -
Betrachtet man die Situation in der Nahe der oberen Instabilitétslinie
(Lochlosung), so stellt ¢z die minimale Schichtdicke &,,;, und ¢y die maxi-
male Schichtdicke &,,4, des Schichtdickenprofils dar. In diesem Fall besitzt
c1 > ¢ keine physikalische Bedeutung. Mit der Wahl von ¢y = €,,,, ergeben

sich die weiteren ¢; zu
1
01/3 = 5 <—Cg + \/g 4/UL2 — C%) s (B].?)

wobei man fiir das positive Vorzeichen ¢,,;, = c3 erhélt.

An der Instabilitétslinie (Tropfenlosungen) werden die Konstanten auf fol-
gende Weise identifiziert. Fiir ¢, wird die minimale Schichtdicke &,,,;, und fiir
C3 = Emaz gewahlt und vorausgesetzt, dass umgekehrt zu oben ¢; < ¢y ist.
Die elliptische Jakobifunktion sn[u, k] ergibt periodische Losungen fiir k # 1.
Fiir k = (co — ¢3)/(c1 — c3) = 1 gehen diese in homokline Losungen iiber.

Fiir die Periode ergibt sich

(B.18)

und fir die mittlere Schichtdicke

Sp,c1) = 5 + (e1 — c3) (1 —E {62 - 63} /K {62 - C*”’D . (B.19)

1 — C3 Ci — C3

1 — C3

wobei K[k| und E[k] die vollstandigen elliptischen Integrale erster und zwei-

ter Ordnung darstellen.
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Hydrodynamische

Grundgleichungen

Zur mathematischen Beschreibung der Dynamik einer Fliissigkeit werden
Bewegungsgleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld v(x, z;t), den Druck
p(x,z;t), die Dichte p(x,z;t) und das Temperaturfeld T'(x, z;t) bendtigt.
Diese ergeben sich aus den drei Erhaltungssitzen der klassischen Mechanik,
der Impuls-, Massen- und Energieerhaltung. In der Hydrodynamik lassen sich
diese Erhaltungssétze durch lokale, partielle Differentialgleichungen beschrei-
ben.

Die Massenerhaltung lésst sich durch die Kontinuitétsgleichung
Oup(x, 5 1) + ¥ - [plx, 238) v(x, 5 )] = 0 (1)

ausdriicken. Dabei werde davon ausgegangen, dass die Fliissigkeit inkompres-
sibel ist, d.h. %p = 0 gilt. Damit vereinfacht sich die Kontinitédtsgleichung

zZu:

Vv(x,z;t) = 0. (C.2)
Die Impulserhaltung wird durch die Navier-Stokes Gleichung
plOv(x, 2;t) +v(x,2:t) - VVv(x,z1t)] = V- g+ f(x,21) (C.3)

wiedergegeben. f(x,z;t) steht dabei fiir die Volumenkraftdichte, die spéter

entsprechend den Gegebenheiten nédher bestimmt wird. Der Spannungstensor
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¢ hat in einer inkommpressiblen, isotropen Fliissigkeit folgende Form
Oi = —p Ok + ng, (04)

mit dem Druck p und der Zahigkeitspannungstensor o/, , welcher gegeben ist
ov;  Ov,

b= . ] C.5

wobei 7 der Viskositéatskoeffizient ist. Einsetzen von Gl. (C.4) in (C.3) ergibt

als

die Bewegungsgleichung

Ov(x, z;t) +v(x, z;t) - Vv(x, 2; 1)
1
= ——Vp(x, z;t) + v Av(x, z;t) + f(x,2;t), (C.6)
p
wobei v = n/p die kinematische Viskositdt ist. Weiter wird angenommen,

dass die Volumenkraftdichte f(x, z;t) aus einem Potential ®(x, z;t), welches

von molekularen Paarwechselwirkungen ausgeht, und der Gravitation als
f(x,z;t) = =pV (P(x,2;t) — gze,) (C.7)

ausgedriickt werden kann. Dabei stellt g die Gravitationskonstante und e,
den Einheitsvektor in z-Richtung dar. Damit kann Gl. (C.6) geschrieben
werden als

Ov(x, z;t) + v(x, z;t) - Vv(x, 2;t)

1
= - Vip(x,z;t) + pP(x,2;t) + pgze,] +vAv(x, z;t). (C.8)
Die Energieerhaltung wird durch die Warmeleitungsgleichung

OT(x,z;t) + v(x, z;t) - VT'(x,2;t) = k AT(x, 2; 1) (C.9)

beschrieben, wobei x die Warmediffusion ist.
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Anhang D

Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung

t Zeit

T Gesamtzeit

x x-Koordinate parallel zur Substratoberfliache

Yy y-Koordinate parallel zur Substratoberfliche

z z-Koordinate senkrecht zur Substratoberfliche
x, X Koordinatenvektor (z,y, 2)

h Schichtdicke senkrecht zur Substratoberfliche
h_ untere Bereichsgrenze des instabilen Bereichs
h obere Bereichsgrenze des instabilen Bereichs

he Schichtdicke am kritischen Punkt

h mittlere Schichtdicke

V(h) effektives Grenzflachenpotential

V Volumen

f(h), f(p) freie Energie

¥ Oberflachenspannung

Vsg Oberflichenspannung an der Grenze fest/gasformig
Vsf Oberflichenspannung an der Grenze fest /fliissig
Vg Oberflachenspannung an der Grenze fliissig/gasformig
P Druck, Periodenlénge

J Stromdichte

II(h) Trennungsdruck
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k Wellenvektor

k Betrag des Wellenvektors

Kiorit Betrag des kritischen Wellenvektors

km, Betrag des Wellenvektors der schnellstwachsenden Mode
B(k) Wachstumsrate zum Betrag k des Wellenvektors
Om maximale Wachstumsrate

A Wellenlénge

Nerit kritische Wellenlénge

Am Wellenlénge der schnellstwachsenden Mode
Dy Tropfendurchmesser

Dp Polygondurchmesser

Ny Anzahl der Locher pro Referenzfliche

Ny Anzahl der Tropfen pro Referenzfliche
M, Molekulargewicht

M, Molmasse

P Dichte

pf Fliissigkeitsdichte

Pg Gasdichte

Ps Dichte am Substrat

Psf Dichte an der Grenze fest /fliissig

Psg Dichte an der Grenze fest/gasformig

po(2) Standardfrontlosung der Dichteverteilung
p1(z) Dichtekorrektur erster Ordnung

E Energiefunktional

L Lyapunov-Funktional, Systemlénge

K Gradient-Energie-Koeffizient

! Lagrangeparameter (chemisches Potential)
Lhe konstantes chemisches Potential

10} Kontaktwinkel

V(X —X') Molekulares Wechselwirkungspotential

a Kleinheitsparameter

€ Kleinheitsparameter

L linearer Operator
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g Gravitationskonstante
G skalierte Gravitationskonstante
G, Gravitation am kritischen Punkt
T Kapillaritatstensor
S viskoser Spannungstensor
Uk k-te Komponente des Geschwindigkeitsfeldes
0ij Kronecker-Symbol
Tij i,j-te Komponente des Viskositatstensors
n Ziahigkeitkoeffizient
& zweite Ziahigkeit
Q(h) Mobilitéat
F Lyapunov-Funktional, &uflere Kraft
w Breite einer Storung in Einheiten von A4,
d maximale Hohe einer Storung in Einheiten von h
Ag Fluss hangabwérts
o Neigungswinkel
a, oberer Grenzwinkel
Qy, unterer Grenzwinkel
Of fortschreitender Kontaktwinkel
O, riickschreitender Kontaktwinkel
Oa Gleichgewichtskontaktwinkel
D(h) Diffusionskoeffizient
A Amplitude
snls, k| elliptische Jakobifunktion
K[k vollstandiges elliptisches Integral erster Ordnung
E[k] vollstandiges elliptisches Integral zweiter Ordnung
T Temperaturfeld
K Wirmediffusion
v kinematische Viskositét
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