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Zusammenfassung / Abstract

Ordnungsreduktion geometriebasierter
Differentialgleichungssysteme
unter Berucksichtigung schwacher Nichtlinearitaten

Diese Arbeit untersucht Methoden der Ordnungsreduktion schwach nichtlinearer Finite-
Elemente und Finite-Differenzen Systeme.

Die Nichtlinearitaten werden in einheitlicher Weise mittels einer Taylor Reihenentwicklung
parametrisiert. Diese Darstellung dient als Normalform, auf der die Methoden der Ordnungs-
reduktion operieren.

Die Modelle hoher Ordnung werden mittels projektionsbasierter Verfahren auf Systeme mit
nur noch wenigen Freiheitsgraden reduziert. Diese Verfahren beruhen auf Krylov-Unterraum
Methoden (Arnoldi-Verfahren) und Methoden der Zustandsauswahl (Guyan-Verfahren) fir
den linearen Fall. Darlberhinaus werden zwei weitere Methoden der nichtlinearen Ordnungs-
reduktion vorgestellt, das Verfahren der adiabatischen Elimination schnell relaxierender Va-
riablen und das Verfahren der nichtlinearen Frequenzgangsanpassung.

Die Eignung der projektiven Reduktionsmethoden wird anhand von akademischen und in-
dustrierelevanten Beispielen demonstriert.

Model Order Reduction of Geometry-Based Systems
including Weak Nonlinearities

We describe techniques of model order reduction (MOR) for weakly nonlinear finite ele-
ment and finite difference models.

Nonlinearities are uniquely parameterized by means of a Taylor series expansion. The
MOR-methods operate on this standard-representation.

We use projection-based MOR methods to get manageable nonlinear behavioral models.
These approaches are based on Krylov-subspace (Arnoldi-method) and state-selection (Gu-
yan-method) techniques for the linear case. Moreover, we propose other MOR approaches for
the nonlinear case: MOR by adiabatic elimination of fast relaxing variables and a nonlinear
approach in the frequency domain.

The applicability of the projection-based methods is demonstrated on both, academic and
industrial examples.
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Kurzfassung

Unter dem Begriff ,Ordnungsreduktion* werden halbautomatische Methoden verstanden,
um Differentialgleichungssysteme mit vielen Freiheitsgraden durch Verhaltensmodelle zu ap-
proximieren, also durch Differentialgleichungssysteme mit deutlich wenigeren Freiheitsgra-
den. Abhangig von den Einsatzbereichen des Verhaltensmodells erfolgt diese Approximation
unter verschiedenen Gesichtspunkten; deshalb sind in den vergangenen Jahrzehnten insbe-
sondere fir lineare Systeme eine Vielzahl von Verfahren der Ordnungsreduktion entwickelt
worden.

Diese Arbeit verfolgt das Ziel, Methoden der Ordnungsreduktion flir geometriebasierte Mo-
delle bereitzustellen, also fir numerische Modelle, die auf einer Ortsdiskretisierung beruhen,
beispielsweise auf der Basis des Finite-Elemente oder des Finite-Differenzen Verfahrens. Die
betrachteten Modelle entstammen verschiedenen, insbesondere fir technische Anwendungen
interessanten Bereichen der Physik. Dabei werden insbesondere schwache Nichtlinearitaten
— Nichtlinearitaten, die das quantitative, jedoch nicht das qualitative Systemverhalten beein-
flussen — in die Betrachtung mit einbezogen. Die Verhaltensmodelle sollen in erster Linie
das Systemverhalten fiir stationédre oder langsam verénderliche Zustande (naherungsweise)
korrekt wiedergeben, um beispielsweise Echtzeitsimulationen fir regelungstechnische An-
wendungen zu ermoglichen.

Besondere Aufmerksamkeit wird dem Gesamtprozess gewidmet: Es wird ein durchgéngi-
ges Gesamtverfahren der Modellreduktion entwickelt, vom geometriebasierten Ausgangsmo-
dell bis zum Verhaltensmodell.

Eine einheitliche Normalform des der Ordnungsreduktion zugrunde liegenden Systems wird
vorgestellt. Diese Normalform bericksichtigt einerseits durch Einfuhrung einer Tragheitsma-
trix die Besonderheiten geometriebasierter Modelle, namlich die grof3e Zahl von Freiheits-
graden und die oftmals sparliche Besetzung der Systemmatrizen. Andererseits wird eine ein-
heitliche Parametrisierung nichtlinearer Terme eingefihrt, die auf einem Potenzreihenansatz
beruht. Dartberhinaus kdénnen einfache Randbedingungen in der Systemdarstellung bertck-
sichtigt werden.

Als Schnittstelle zu kommerziellen Programmpaketen zur Simulation geometriebasierter
Modelle werden Methoden fiir die Uberfilhrung des geometriebasierten Ausgangsmodells in
die Normalform erarbeitet, insbesondere fiir die Parametrisierung der nichtlinearen Systeman-
teile durch den Potenzreihenansatz der Normalform. Ausgangspunkt der Parametrisierung ist
dabei jeweils eine Serie linearisierter Ausgangsmodelle in verschiedenen Arbeitspunkten, wie
sie von einigen kommerziellen Programmpaketen erhalten werden kdnnen.

Fur die eigentliche Ordnungsreduktion werden zunéchst bereits bekannte Methoden auf
den Fall geometriebasierter, schwach nichtlinearer Modelle angepasst. Es werden insbeson-



KURZFASSUNG

dere zwei fur den linearen Fall entwickelte Verfahren betrachtet, das Guyan-Verfahren und
das Arnoldi-Verfahren. Die ihnen zugrunde liegenden Konzepte werden erlautert und auf der
Basis eines einheitlichen Formalismus diskutiert. Dieser Formalismus beruht auf Projektio-
nen zwischen den Zustandsraumen des vollen und des reduzierten Systems; er I&asst sich in
Verbindung mit der Potenzreihendarstellung der Nichtlinearitaten in naheliegender Weise auf
nichtlineare Systeme verallgemeinern. Neben diesen Ansatzen werden zwei weitere Verfahren
der nichtlinearen Ordnungsreduktion vorgeschlagen, das Verfahren der adiabatischen Elimi-
nation schnell relaxierender Variablen und das Verfahren der Frequenzgangsanpassung.

Die Methoden der Parametrisierung und Ordnungsreduktion werden anhand von Beispielen
aus verschiedenen Bereichen der Physik demonstriert: Zwei Beispiele behandeln die Warme-
ausbreitung unter Berlcksichtigung von Materialnichtlinearitdten und Warmestrahlung; das
erste Beispiel hat vorbereitenden, akademischen Charakter, das zweite Beispiel entstammt
einer industriellen Anwendung. Ein weiteres industrierelevantes Beispiel betrachtet die Aus-
breitung magnetischer Felder in Materie, auch hier unter Beriicksichtigung von Materialnicht-
linearitaten. Auch dieser Anwendung liegt eine Diffusionsgleichung zugrunde, die sich jedoch
im nichtlinearen Fall von der Warmeleitungsgleichung unterscheidet. Das letzte Beispiel be-
trachtet ein einfaches mechanisches Modell auf der Grundlage der Schwingungsgleichung
und damit im Unterschied zu den vorherigen Anwendungen eine Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung; in diesem Fall werden durch eine Randbedingung induzierte Nichtlinearitaten
betrachtet.

Den Kern dieser Arbeit bildet die Entwicklung von Methoden der Ordnungsreduktion ftr
geometriebasierte Modelle mit schwachen Nichtlinearitaten und die erfolgreiche Anwendung
dieser Methoden auf industrierelevante Beispiele. Damit wird demonstriert, dass Methoden
der Ordnungsreduktion auch im schwach nichtlinearen Fall fir geometriebasierte Modelle
geeignet sind.
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Verzeichnis der Abkiirzungen und Symbole

Verzeichnis der bedeutendsten in dieser Arbeit verwendeten Abkirzungen und Symbole.
Symbole, die lediglich von lokaler Bedeutung sind — insbesondere viele der im Anhang
verwendeten Symbole — werden hier nicht aufgefihrt. Fir Symbole, die durch Sub- oder
Superskripte in mannigfaltiger Weise differenziert werden, sind in der ersten Tabelle nur die
Hauptsymbole vermerkt; die Bedeutungen der Sub- und Superskripte werden in der zweiten
Tabelle erlautert. Insbesondere werden Grof3en des vollen Systems durch den Subskript
GroRRen des reduzierten Systems durch den Subskriggkennzeichnet. In der dritten Ta-
belle werden einige selten verwendete Operatoren angefihrt; in der vierten Tabelle werden
schlie3lich Besonderheiten der in dieser Arbeit verwendeten Notation verzeichnet.

Abkirzungen und Akronyme

BL-Tensor BilineartensoB der Stufe(})

DOF Referenznummer eines Freiheitsgrads (,degree of freedom®)

NL-Tensor Nichtlinearitatstensor; Zusammenfassung veaT@nsoren
A, und BL-Tensorem3

Zs-Tensor Zustandstensgt, der Stufe(})

Zs /t-Matrix Matrix Ss ¢ zur Beschreibung dessZTensorsA4, im Rahmen

des Matrizenansatz

Eigenstandige lateinische und griechische Symbole

A Zustandsmatrix

A Sekantenzustandsmatrix

A Tangentenzustandsmatrix

A, Zs-Tensor: Zustandstensor der Stiffe

B Eingangsmatrix

B BL-Tensor: Bilineartensor der Stufg)

C Ausgangsmatrix

Cn reduzierte Ausgangsmatrix bei Strukturerhaltung
D Durchgangsmatrix

€z reduzierte Gleichungsfehler der Zustandsgleichung
€z, voller Gleichungsfehler der Zustandsgleichung

XiX
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Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung

Zustandsfunktion

frequenzabhangiger Anteil der Ubertragungsfunktion
Ausgangsfunktion

Ubertragungsfunktion der Zustandsgleichung

Stationare Ubertragungsfunktion der Zustandsgleichung
Partialsumme der Reihenentwicklung der Ubertragungsfunkti-
on der Zustandsgleichung um die Entwicklungsfrequebis

zur Ordnungt

Partialsumme der Reihenentwicklung der Ubertragungsfunkti-
on der Zustandsgleichung um die Entwicklungsfrequeiis

zur Ordnungk

Tragheitsfunktion

Ubertragungsfunktion der Ausgangsgleichung

Stationare Ubertragungsfunktion der Ausgangsgleichung
Partialsumme der Reihenentwicklung der Ubertragungsfunkti-
on der Ausgangsgleichung um die Entwicklungsfrequebis

zur Ordnungk

Partialsumme der Reihenentwicklung der Ubertragungsfunk-
tion der Aussgangsgleichung um die Entwicklungsfrequenz
bis zur Ordnung:

Einheitsmatrix bzw. Identitatsmatrix

Tragheitsmatrix

Krylov-Unterraum der Dimensiom zu Matrix M und Vektor

w

Matrix der Linkseigenvektoren

Linkseigenvektor zu Eigenwel;

Diagonalmatrix der Eigenwerte

Eigenwert;

Systemordnung des reduzierten Systems

Allgemeines Symbol fur Anzahlen, spezifiziert durch Sub-
skripte

Systemordnung eines allgemeinen Systems und insbesondere
des vollen Systems

Stutzfrequenz im Fourier-Raum

Frequenz

Anregefrequenz

Anzahl der Eingangsgrof3en

dimensionsloser Skalierungsparameter

Auswahlmatrix als Spezialfall der Reduktionsmatrix

Anzahl der Ausgangsgrol3en
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Reduktionsfehler

Matrix der Rechtseigenvektoren

Reduktionsmatrix

transformierte Reduktionsmatrix

Rechtseigenvektor zu Eigenwexit

Unterraum der Dimensiom

Laplace-Variable

Zs/t-Matrix zur Beschreibung dessZTensors4, nach dem
Matrizenansatz

Entwicklungsfrequenz bzw. Stiutzfrequenz im Laplace-Raum
Zeit

Ahnlichkeitstransformation

Eichtransformation

Koordinatentransformation

Eingangsvektor

Rekonstruktionsmatrix

Zustandsvektor

Ausgangsvektor

Sub- und Superskripte
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vir
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Operatoren

colspan (M)

extern (externe Last)

dynamisch

Last

linear

GroRe des reduzierten Systems (Kennzeichnung durch die
Ordnungm des reduzierten Zustandsvektors)
Master-Freiheitsgrad / Antell

Grol3e des vollen Systems (Kennzeichnung durch die Ordnung
n des vollen Zustandsvektors)

nichtlinear

Slave-Freiheitsgrad / Antell

stationar

virtuell (virtuelle Last)

Arbeitspunkt

Durch die Spaltenvektoren der MatiM aufgespannter linea-
rer Vektorraum
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diagi”; (a;)
S{-}
rank (M)
O(-)
R{-}

urbi (W)

Diagonalmatrix aus den Diagonalelemeniemit 1 < i <n
Imaginarteil

Rang der MatrixM

,von Ordnung..."

Realteil

Urbild des Ergebnisvektorg unter einer linearen Abbildung

Besonderheiten der Notation

(52
S1 Su

[-] bzw. |- |

&R

Stufenklammero obere Indizes (Anzahl der oberen Indizes),
u untere Indizes (Anzahl der unteren Indizes)

Dimensionsklammerz; Zeilen (geordnete Folge der Dimen-
sionen der oberen Indizes); Spalten (geordnete Folge der
Dimensionen der unteren Indizes)

Kontraktionsklammer: Kontraktion der unteren Indizes eines
Tensors uber die eingeschlossenenen Objekte

Symmetrisierungs-  bzw.  Antisymmetrisierungsklammer:
Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung eines Tensors
Uber die eingeschlossenen Indizes

Runden zur nachsten ganzen Zahl Richtung bzw. —oco

Tilde zur Kennzeichnung eines Objekts (hier des Vekid)s
als Ergebnis einer linearen Abbildung bzw. Transformation

In dieser Arbeit gilt (falls lokal nicht anders angegeben)tisteinsche Summenkonventi-
on, das bedeutet, bei Formeln in Indexschreibweise ist Uber gleichlautende untere und obere
Indizes Uber den Wertebereich des Index zu summieren. Beispielsweise gilt fir das Ergebnis
w (%) eines Matrix-Vektor-Produkts von MatriXI (?) mit Vektor ¥ (}) nebend = M ' die
abkurzende Indexschreibweigé = 3> | M} v/ = M; /.

Kommata oder Strichpunkte zwischen Subskripten dienen in dieser Arbeit lediglich zur
Gliederung derselben (Kommata) und zur Separierung von Subskripten zur differenzierten Be-
zeichnung von Objekten und Indizes zur Indizierung von Tensorkomponenten (Strickpunkte).
Es handelt sich alsaichtum die in der Differentialgeometrie gebrauchliche Kurzschreibweise
partieller oder kovarianter Ableitungen.
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1 Einleitung

1.1 Numerische Simulationen und Verhaltensmodelle

1.1.1 Numerische Simulationen in der Produktentwicklung

Numerische Simulationen gehdren heute bei der Entwicklung technischer Produkte zu den
Standardwerkzeugen. Ihr Einsatz dient zunachst der Vorhersage physikalisch-technischer Ei-
genschaften der Produkte, Eigenschaften, die vormals nur auf theoretischer Basis mittels ver-
einfachender, analytischer Modelle oder messtechnisch anhand unter grof3em Aufwand herge-
stellter Prototypen zuganglich waren.

Wahrend analytische Modelle und reale Prototypen auch heute noch ihre Berechtigung im
Produktentwicklungsprozess haben — erstere vornehmlich in der Vorausentwicklung, um ein
qualitatives Verstandnis der zugrunde liegenden physikalischen Vorgange zu erhalten, letztere
hauptsachlich in der Endphase der Entwicklung zur Verifikation des ,vorlaufig-endgultigen*®
Entwurfs —, steht mit numerischen Simulationen ein relativ neues, machtiges Werkzeug zur
Verfigung. Numerische Simulationen kénnen in Extremfallen in der Vorausentwicklung fur
die Modellbildung bisher unzugéangliche Gebiete vorhersagbar machen. In Standardanwen-
dungen stellen sie wahrend der Produktentwicklung effiziente Methoden fir Parameteropti-
mierungen dar.

Im Vergleich zu vereinfachenden, analytischen Modellen zeichnen sich numerische Simula-
tionen im Allgemeinen durch eine hohere Genauigkeit aus. Gegeniiber dem messtechnischen
Ansatz an Prototypen liefern numerische Simulationen zuné&chst oft eine umfassendere und ge-
nauere Vorhersage; jedoch liegt hier der ausschlaggebende Vorteil numerischer Simulationen
in dem im Vergleich zur messtechnischen Herangehensweise sehr viel geringeren Aufwand:
Die Herstellung und Vermessung realer Prototypen ist geld-, zeit- und technologieintensiv.
Die Vorhersagegenauigkeit und Effizienz numerischer Simulationen erméglicht durch redu-
zierte Sicherheitszuschlage und ausgedehnte Parameterstudien eine effiziente und optimierte
Auslegung der Produkte.

Ein andauernder Trend ist die zunehmende Komplexitat numerischer Simulationen. Zu-
nachst wachst die pure Grol3e der Modelle parallel zur stetigen Zunahme der rechentechni-
schen Mdoglichkeiten an; dies geschieht entweder rein quantitativ, beispielsweise durch ei-
ne feinere Vernetzung geometriebasierter Modelle, oder auch qualitativ, beispielsweise durch
den Ubergang von einer vereinfachenden zweidimensionalen zu einer dreidimensionalen Be-
schreibung des Modells. Weiterhin werden zunehmend komplexere Wechselwirkungen in
Simulationen mit einbezogen: Neue physikalische Domé&nen werden durch den Einsatz neuer
mathematischer Methoden erschlossen, komplizierte Wechselwirkungen werden durch mo-
dellhafte Ansétze fir die Simulation parametrisiert, nichtlineare Wechselwirkungen werden
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bericksichtigt. Als neuere Entwicklung gibt es auch die Koppelung von Simulationen unter-
schiedlichster physikalischer Domanen zu Mehrbereichssimulationen.

1.1.2 Geometriebasierte Modelle

In dieser Arbeit werden numerische Modelle betrachtet, die das zeitliche Verhalten physi-
kalischer Eigenschaften fir einen begrenzten Bereich des Ortsraums, im Foldtauaten-
gebietgenannt, simulieren. Die physikalische Modellbildung fuhrt fir solche Fragestellungen
in vielen Fallen auf partielle Differentialgleichungssysteme fir die gesuchten Eigenschaften.
Fur numerische Simulationen wird das System partieller Differentialgleichungen in der Regel
mittels einerOrtsdiskretisierunghaherungsweise durch ein System gewdhnlicher Differenti-
algleichungen beschrieben. Das kontinuierliche Rechengebiet wird also in diskreter Form im
Modell abgebildet, das heil3t, das Modell beschreibt das Verhalten der physikalischen Grof3en
an einer eventuell grofR3en, aber endlichen Auswahl von Punkten. Die Anzahl der zur Beschrei-
bung des Rechengebiets verwendeten Punkte steht dabei in direkter Bezieh@ugraurg
des Modells, der Anzahl der unabhangigen Freiheitsgrade. Die Anzahl der Freiheitsgrade pro
Punkt hangt dabei im Wesentlichen von der geometrischen Dimension des betrachteten Mo-
dells und der Ordnung des zugrunde liegenden Differentialgleichungssystems ab, der héchsten
vorkommenden zeitlichen AbleiturﬁbDerartige Modelle werden in dieser Arbgkometrie-
basierte Modellggenannt.

In der Grundlagenforschung liegt das Hauptaugenmerk bei humerischen Simulationen oft
auf der Berucksichtigung und Untersuchung der Eigenschaften verschiedenartigster Wechsel-
wirkungen. Zur Herausstellung und Trennung der Wechselwirkungseffekte von den durch
die geometrischen Verhaltnissen induzierten Eigenschaften werden fir solche Studien Ubli-
cherweise einfache Geometrien verwendet. Die Modellgleichungen werden dann oft mittels
der Finite-Differenzen Methode oder eines verwandten Verfahrens diskretisiert. Fur techni-
sche Fragestellungen ist andererseits oft eine komplizierte Geometrie vorgegeben. In diesen
Fallen werden fur die Erstellung und Ortsdiskretisierung der Modelle tblicherweise compu-
tergestitzte Konstruktionsmethoden eingesetzt; die Simulation erfolgt dann meist auf Basis
der Finite-Elemente Methode, fur die kommerzielle Programmpakete fiir viele physikalische
Domanen vorliegen.

1.1.3 Verhaltensmodelle und Ordnungsreduktion

Erganzend zu komplexen numerischen Simulationen werden andererseits vielfach einfache
Verhaltensmodelle bendtigt, die eine schnelle Vorhersage des Modellverhaltens bzw. wesent-
licher Modelleigenschaften ermdglichen — eventuell auf Kosten der erzielten Genauigkeit.
Als wichtiges Einsatzgebiet solcher Verhaltensmodelle sei die Regelungstechnik genannt, wo

1 Sowohl die Anzahl der unabhingigen Freiheitsgrade eines Modells als auch die héchste vorkommende Ab-
leitung eines Differentialgleichungssystems werden Ublicherweise als Ordnung bezeichnet. Eine Verwechs-
lungsgefahr besteht im Allgemeinen nicht.
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de facto eine Echtzeitsimulation der relevanten Modelleigenschaften erforderlich ist. Ein wei-
teres Anwendungsgebiet sind komplexe Mehrbereichssimulationen. Hier kdnnen Teilsyste-
me durch Verhaltensmodelle implementiert werden, um den Gesamtaufwand der Simulation
zu begrenzen. Fir die Koppelung der Teilmodelle bietet sich beispielsweise ein Netzwerk-
simulator an. Schlie3lich werden innerhalb der Finite-Elemente Methode, insbesondere in
der Strukturmechanik, Verhaltensmodelle im Rahmen der Substrukturtechnik eingesetzt. Da-
bei werden Teile der Gesamtstruktur durch Verhaltensmodelle ersetzt, um das Gesamtsystem
handhabbar zu machen.

Eine Mdglichkeit zur Erstellung einfacher Verhaltensmodelle ist der analytische bzw. halb-
analytische Ansatz, bei dem die wesentlichen physikalischen Zusammenhénge des Modells
durch analytische Gleichungen bzw. Ingenieursformeln oder auch einiger weniger Differen-
tialgleichungen wiedergegeben werden. Die in den Formeln auftretenden Modellparameter
werden heute vielfach mittels numerischer Simulationen optimiert. Der Hauptvorteil dieses
\Vorgehens liegt in der parametrischen und damit nicht an das Einzelmodell gebundenen Mo-
dellbeschreibung sowie in dem durch die analytischen Zusammenh&nge gewonnenen physika-
lischen Verstandnis des Zusammenwirkens der Modellparameter. Nachteilig ist die durch die
im Modellbildungsprozess erforderlichen Naherungen beschrankte Genauigkeit des Modells.
AulBerdem ist dieses Vorgehen auch durch einen grof3en Aufwand gekennzeichnet, der zum
Herausarbeiten der fur das Systemverhalten maf3geblichen physikalischen Effekte und zum
Ableiten des Gleichungssystems benétigt wird.

Unter diesen Gesichtspunkten sind Methoden wiinschenswert, die aus den vorliegenden
~groden“ Modellen fiir die im Produktentwicklungsprozess durchgefiihrten numerischen Si-
mulationen — hier sind insbesondere geometriebasierte Modelle gemeint — ,kleine* Verhal-
tensmodelle ableiten, die damit gewissermalfien eine Licke im Modellbildungsprozess schlie-
3en.

Methoden, die solches leisten, werden in der Regelungstechnik unter dem Begriff ,Ord-
nungsreduktion“ zusammengefasst. Allerdings sind die typischen GrofRenordnungen der in
der Regelungstechnik betrachteten Modelle und insbesondere das Groél3enverhaltnis zwischen
.groen“ und ,kleinen“ Modellen nicht derart extrem, wie sie die hier aufgestellte Frage-
stellung impliziert: Wahrend in der Regelungstechnik eine Reduktion von einigen zehn bis
einigen hundert Freiheitsgraden auf einige wenige bis einige zehn Freiheitsgrade ublich ist,
erfordert die Reduktion geometriebasierter Modelle eine Reduktion von mehreren bis vielen
tausend Freiheitsgraden auf einige wenige Freiheitsgrade. Die in der Regelungstechnik eta-
blierten Verfahren zur Ordnungsreduktion miissen deshalb auf ihre Eignung fur derart extreme
Rahmenbedingungen kritisch Gberprift werden.

1.2 Begriffsbildungen zur Modellreduktion

In dieser Arbeit wird der BegrifModell fir eine allgemeine mathematische Beschreibung
eines physikalisch-technischen Vorgangs verwendet. Ein Modell kann auch implizit vorliegen,
etwa in der Beschreibungssprache eines Finite-Elemente Programmpakets. Im Gegensatz dazu



1 EINLEITUNG

bezeichnet der Begrifbystentie spezielle formale Darstellung eines Modells in eiNer-
malform In dieser Arbeit wird als Normalform ausschlie3lich die Zustandsraumdarstellung
von Differentialgleichungssystemen verwendet, entweder linearer Differentialgleichungssys-
teme oder einer speziellen Klasse nichtlinearer Differentialgleichungssysteme.

In der deutschen Literatur zur Ordnungsreduktion werden die Begriffe Modellvereinfa-
chung und Ordnungsreduktion unterschieden:

Unter dem BegriffModellvereinfachungverden allgemein Verfahren zur Vereinfachung
physikalisch-technischer Modelle verstanden. Die Modellvereinfachung beinhaltet Methoden
wie zum Beispiel Diskretisierung (fur diese Arbeit ist beispielsweise die Ortsdiskretisierung
von grol3er Bedeutung), Linearisierung um einen Arbeitspunkt, Vernachlassigung kleiner Ter-
me, Approximation funktionaler Zusammenhange, usw. Ein durch solche Vereinfachungen
erhaltenes reduziertes Modell wird immer nur eine Naherung der bestmdglichsten Modellbe-
schreibung darstellen. Die Eigenschaften, die das reduzierte Modell moglichst gut erhalten
soll, hangen dabei von der Aufgabenstellung und somit insbesondere vom Einsatzgebiet des
reduzierten Modells ab.

Eine spezielle Vorgehensweise der Modellvereinfachung isOdéungsreduktion Da-
bei handelt es sich um Verfahren, die ein (gewohnliches) Differentialgleichungssystem mit
vielen Freiheitsgraden, daslle Systemdurch ein ebensolches System mit deutlich weniger
Freiheitsgraden, dasduzierte Systepapproximieren. Die Ordnungsreduktion sledibau-
tomatischerfolgen, das bedeutet, mittels eines Algorithmus, der bis auf das Setzen einiger
Steuerungsparameter determiniert ist. Insbesondere soll das Verfahren keine eingehende phy-
sikalisch-technische Analyse des vollen Systems erfordern, sondern allenfalls eine mathema-
tische Analyse der Systemeigenschaften beinhalten.

Die Automatisierbarkeit der Ordnungsreduktion erfordert, dass das volle System in einer
bestimmten formalen Darstellung, der bereits oben angefuhiwemalform vorliegt. Diese
Normalform ist tblicherweise eine Standardform der zugrunde liegenden Systemtheorie, um
die direkte Anwendbarkeit der Reduktionsverfahren auf Standardsysteme zu gewahrleisten.
Im Allgemeinen liegt das zugrunde liegende Modell jedoch nicht in der erforderlichen Nor-
malform vor und ist zudem oftmals mit dieser inkompatibel — ein solches Modell wird hier im
Folgenden al®riginalmodellbezeichnet. Ein Originalmodell kann in einem formal zweistu-
figen Prozess in die Normalform tberfuhrt bzw. ,gezwangt* werden. Zunéchst wird mit den
Methoden der Modellvereinfachung, beispielsweise der Approximation von Materialkennli-
nien durch funktionale Zusammenhange, ein vereinfachtes, mit der Normalform maoglichst
kompatibles Modell abgeleitet, im Folgend@nsgangsmodeljenannt. Danach wird eine
Parametrisierungles Ausgangsmodells durch die Normalform durchgefuhrt.

Fur die Fragestellung dieser Arbeit liegt deshalb ein mehrstufiger Prozeg®delreduk-
tion vor, der in Abbildung[(1.Jl) noch einmal zusammengefasst ist.

Die in der Literatur bekannten Verfahren der Ordnungsreduktion verwenden fur das vol-
le System und das reduzierte System im Wesentlichen die gleiche formale Darstellung, also
die gleiche Normalform. Diese Eigenschaft wird in dieser Arbeifalsnerhaltungbezeich-
net. Zum Beispiel sind eine Reihe von Verfahren der Ordnungsreduktion entwickelt worden,
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Originalmodell
Modellvereinfachung
Ausgangsmodell

Parametrisierung

Modellreduktion

volles System

Ordnungsreduktion

reduziertes System

Abbildung 1.1: Mehrstufiger Prozess der Modellreduktion

die einem linearen, zeitkontinuierlichen System in Zustandsraumdarstellung ein ebensolches
reduziertes System zur Seite stellen.

Bei einigen Verfahren der Ordnungsreduktion konnen die Variablen des reduzierten Sys-
tems als Auswahl der Variablen des vollen Systems aufgefasst werden; diese Variablen des
vollen Systems behalten also ihre Interpretation bei, wahrend die tbrigen aus dem System
entfernt werden. Das Verhalten der Ubernommenen Variablen orientiert sich damit am Verhal-
ten der originalen Variablen und kann deshalb intuitiv verstanden werden. Diese Eigenschaft
von Reduktionsverfahren wird in dieser Arbeit 8tsukturerhaltungbezeichnet.

Ein alterer Ubersichtsartikel zum Thema Modellreduktion, hier aus dem Blickwinkel der
Regelungstechnik betrachtet, ist beispielsweise (TMFE92a; TMKE92b; TMF92c).

1.3 Bekannte Ansatze zur Ordnungsreduktion

1.3.1 Ordnungsreduktion linearer Systeme

Seit vielen Jahrzehnten wurden und werden Methoden der Ordnungsreduktion linearer Sys-
teme entwickelt. Die Beschrankung auf lineare Systeme spiegelt dabei auf der einen Seite
deren immense Bedeutung im Rahmen der Modellbildung und Regelung wieder: Die Eigen-
schaften vieler physikalisch-technischer Systeme lassen sich in guter oder sogar hervorragen-
der Naherung durch lineare Systeme mathematisch beschreiben. Auf der anderen Seite bietet
die geschlossene Theorie linearer Systeme (siehe zum Belispiel (Che84)) ein solides theoreti-
sches Fundament und durch die entwickelten Methoden und Werkzeuge vielerlei Ansatzmaog-
lichkeiten zur Entwicklung von Reduktionsmethoden.

Methoden der Ordnungsreduktion linearer Systeme wurden im Wesentlichen auf zwei Ge-
bieten entwickelt:
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1.3.1.1 Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung

Im Rahmen der Finite-Elemente Methode bzw. der Strukturmechanik wurden Methoden
der Ordnungsreduktion fur Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung entwickelt; Me-
thoden, deren Hauptaugenmerke auf der Approximation der stationaren Zustdnde des Sys-
tems, des Systemverhaltens fur langsam veranderliche Zustande, und / oder der niedrigsten
Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen liegen.

Eine der ersten Methoden fur diese Systeme wurde in (Guy65) vorgeschlagen, eine Metho-
de, die auch fur diese Arbeit eine grof3e Rolle spielt. Diese Methode wird in dieser Arbeit
als originales Guyan-Verfahren bezeichnet. Hier werden die wesentlichen Zustédnde des vol-
len Systems im Sinne der Strukturerhaltung ins reduzierte System tbernommen; die tbrigen
Zustande werden durch ihre stationaren Werte ndherungsweise berucksichtigt.

In (YI91) und (Y193) wird ebenfalls ein Reduktionsverfahren vorgeschlagen, das die Struk-
turerhaltung gewabhrleistet. Hier erfolgt die Reduktion in zwei Stufen: Zunachst wird ei-
ne Ordnungsreduktion mit dem originalen Guyan-Verfahren durchgefiihrt. Das resultierende
Guyan-System wird in ein &quivalentes System erster Ordnung transformiert und dort mittels
balancierter Verfahren weiter reduziert. Schliel3lich werden die so erhaltenen Zustande mittels
einer weiteren Transformation durch eine Auswahl von Zustanden des Guyan-Systems linear-
kombiniert, womit die Strukturerhaltung wiederhergestellt wird. Das reduzierte System liegt
jedoch als System erster Ordnung vor und erfillt die Formerhaltung déhit

In (MS96) werden ebenfalls Reduktionsverfahren untersucht, die auf einer balancierten
Darstellung beruhen. Es werden einerseits Bedingungen angegeben, unter denen ein redu-
ziertes System nach Umwandlung in ein aquivalentes System erster Ordnung und Reduktion
mit einem balancierten Verfahren wieder in die Darstellung zweiter Ordnung zurtcktransfor-
miert werden kann, um ein formerhaltendes Verfahren zu gewahrleisten. Andererseits werden
Methoden angegeben, die direkt in der Darstellung zweiter Ordnung operieren, also ohne Um-
weg Uber Systeme erster Ordnung.

In (Pet86) wird eine systematische Darstellung verschiedener in der Strukturmechanik eta-
blierter Methoden der Ordnungsreduktion angegeben. Die dort vorgestellten Methoden orien-
tieren sich an der Wiedergabe der betragsméafig kleinsten Eigenwerte und der dazugehorigen
Eigenvektoren.

1.3.1.2 Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Im Rahmen der Regelungstechnik wurden fur Differentialgleichungssysteme erster Ord-
nung eine Vielzahl von Verfahren der Ordnungsreduktion entwickelt, die fur unterschiedliche
Einsatzgebiete und unterschiedliche Normalformen verschiedene Aspekte des vollen Systems
im reduzierten System korrekt wiedergeben sollen. Fir die meisten der vorgeschlagenen Ver-
fahren wurden nach ihrer Veréffentlichung Verbesserungen, Erweiterungen und alternative
Ldsungsstrategien vorgeschlagen, so dass heute eine fast uniiberschaubare Vielzahl von Re:
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duktionsverfahren existiert. Diese Verfahren kbnnen nach der ihnen zugrunde liegenden Her-
angehensweise in einige wenige Klassen eingeteilt werden.

Systeme hoherer Ordnung kénnen immer durch &quivalente Systeme erster Ordnung er-
setzt werden. Auf diese Weise sind die hier vorgestellten Methoden auf allgemeine (lineare)
Systeme anwendbar. Die dadurch erhaltenen reduzierten Systeme lassen sich jedoch im Allge-
meinen nicht mehr in der Ausgangsnormalform héherer Ordnung darstellen, dieses Vorgehen
gewabhrleistet die Formerhaltung alsht (fir Systeme zweiter Ordnung siehe hierzu bei-
spielsweise (MS96)).

Neben dem bereits angefiihrten Ubersichtsartikel (TMFB92a; TMF92b; TMF92c) wird in
(FaI83), (FV93) und[(Hip92) ein Uberblick iiber Ordnungsreduktion linearer Systeme gege-
ben, wobei jeweils unterschiedliche Schwerpunkte bei der Auswahl der vorgestellten Verfah-
ren gesetzt werden.

In (Eit81) wird ein strukturerhaltendes Verfahren vorgestellt, das fir sprungférmige au-
Rere Anregungen das reduzierte System durch die Minimierung eines Gleichungsfehlers be-
stimmt.

Der in (Lit79a) vorgestellte modale Ansatz der Ordnungsreduktion erscheint vom Stand-
punkt der Physik aus besonders interessant. Dieses Verfahren bewertet in Verbindung mit der
Steuer- und Beobachtbarkeit insbesondere die Eigenwerte und Eigenmoden des Systems. In
der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls ein modaler Ansatz fur den nichtlinearen Fall vorge-
stellt, der jedoch nicht auf dem Verfahren von (Lit79a) beruht.

In (HP90&; HP90b) werden einige Varianten des auf (Mbo81) zuriickgehenden Verfahrens
der Ordnungsreduktion in balancierter Darstellung eingehend betrachtet. Diese Verfahren lie-
fern im Rahmen der regelungstechnischen Anwendungen sehr gute Reduktionsergebnisse, sie
sind jedoch rechentechnisch sehr aufwéndig und fur grol3e Systeme numerisch nicht stabil, so
dass sie fur die in dieser Arbeit betrachtete Aufgabenstellung ungeeignet sind.

In (VS87) wird ein projektionsbasierter Ansatz der Ordnungsreduktion vorgestellt, bei dem
durch das reduzierte System verschiedene, das volle System charakterisierende Parameter
nachgebildet werden (Parameter-Matching) — beispielsweise das Ubertragungsverhalten im
niederfrequenten Bereich. In der neueren Literatur treten mit den Krylov-Unterraum Verfah-
ren &hnliche Ansétze in den Vordergrund, speziell in der Auspragung als Arnoldi-Verfahren,
das auf dem Arnoldi-Algorithmus zur numerisch robusten Bestimmung von Projektionsma-
trizen beruht. Solche Verfahren werden beispielsweise_in (SKW96), (WW98) loder!(LS04)
vorgestellt und angewendet. Einige Gesichtspunkte dieser Verfahren werden in (Gri97) aus-
fuhrlicher behandelt. Diese Verfahren spielen in dieser Arbeit eine grol3e Rolle, da sie sich auf
die hier betrachteten nichtlinearen Systeme erweitern lassen. Zudem sind sie rechtentechnisch
wenig aufwandig sowie numerisch sehr robust.

Einige neue Verfahren fur unterschiedliche Normalformen werden in (I.ed00) vorgeschla-
gen. Dort wird der Eignung der Verfahren fir geometriebasierte Modelle besondere Aufmerk-
samkeit geschenkt. Insbesondere das dort vorgestellte Frequenzgangsverfahren wird in dieser
Arbeit naher betrachtet.
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1.3.2 Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme

Wie bereits erlautert, lassen sich viele physikalisch-technische Systeme durch lineare oder
— im Sinne der Modellvereinfachung — linearisierte Systeme beschreiben. In vielen anderen
Féallen stellt eine Linearisierung nur eine unzureichende Naherung des Systemverhaltens dar.
Einerseits treten durch Nichtlinearitaten qualitativ neue Effekte auf, wie zum Beispiel Pha-
senlibergénge, chaotisches Verhalten, usw. Speziell Phaseniibergénge werden il Kapitel (2)
unter dem besonderen Augenmerk der Modellvereinfachung etwas ausfuhrlicher betrachtet.
Andererseits kdnnen nach einer Linearisierung in dem fir die Anwendung relevanten Arbeits-
bereich die geforderten Genauigkeitsanspriiche oft nicht erreicht werden; eine Uberdeckung
des Arbeitsbereichs durch mehrere, in verschiedenen Arbeitspunkten linearisierte Systeme ist
aufgrund der Ubergange zwischen den Systemen oft problematisch. Abhilfe kann hier die
Berucksichtigung nichtlinearer Effekte schaffen — in Modellbildung, Simulation und Ord-
nungsreduktion.

Seit einiger Zeit werden daher auch Verfahren der Ordnungsreduktion nichtlinearer Syste-
me entwickelt. Ein Problem bei der Entwicklung von Reduktionsverfahren fur nichtlineare
Systeme stellt das Fehlen einer geschlossenen Theorie solcher Systeme dar, sowie das Fehlel
ausgereifter bzw. allgemein anwendbarer Methoden der Systemanalyse. Beispielsweise man-
gelt es bereits an einer expliziten, fir die Ordnungsreduktion geeigneten Normalform. Die
bisher vorgestellten Reduktionsverfahren nichtlinearer Systeme verwenden meist eine spe-
ziell auf das jeweilige Einsatzgebiet zugeschnittene Normalform und sind deshalb in ihren
Anwendungen stark eingeschrankt.

Auch fur den nichtlinearen Bereich werdenlin (TMFEB2a; TME92b; TMF92c) bereits einige
Bemerkungen gemacht und auch éltere Verfahren der Ordnungsreduktion vorgestellt.

In (Has85), inl(Pal87) und (LM90) sowie in (Loh94a) oder ausfuhrlicher in (Loh94b) wer-
den Verfahren der Ordnungsreduktion vorgeschlagen, die die nichtlinearen Anteile ohne Re-
duktion in das reduzierte System tbernehmen. Wéahrend (Has85) voraussetzt, dass die nicht-
linearen Anteile ausschlief3lich von den in das reduzierte System tibernommenen ,dominan-
ten* Zustandsgrof3en abhangen, wird in (Pal87) und (LM90) sowie in (Loh94a) und (Loh94b)
das Ein- und Ausgangsverhalten des nichtlinearen Systemanteils mittels linearer Transfor-
mationen an eine Serie zeitabhéngiger Testrechnungen angepasst, deren Zeitverlaufe das zt
beschreibende Systemverhalten abdecken sollen. Neben der Problematik der Auswahl von
geeigneten Zeitverlaufen bei den zuletztgenannten Varianten ist hier noch einmal zu betonen,
dass die nichtlinearen Systemanteile bei diesen Verfahren nicht reduziert werden.

Ein neuerer Ansatz der Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme wird in (CWO00) und aus-
fuhrlicher in (Che90) vorgeschlagen. Hier wird das projektive Arnoldi-Verfahren fur lineare
Systeme auf multilineare Systemanteile erweitert. Durch diese spezielle Annahme einer ex-
pliziten Normalform flr den nichtlinearen Systemanteil wird letztlich im Gegensatz zu den im
vorhergehenden Absatz vorgestellten Verfahren auch eine Reduktion des nichtlinearen Sys-
temanteils ermoglicht. In(Phi00) wird eine Anpassung der die Ordnungsreduktion vermitteln-
den Projektion an das nichtlineare Systemverhalten vorgeschlagen, in (BS02) werden ahnliche
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Methoden fur den in der Regelungstechnik weit verbreiteten bilinearen Ansatz zur Darstel-
lung nichtlinearer Systeme vorgestellt (fir bilineare Systeme siehe beispielsweise! (Bea87)).
Eine erweiterte Form des multilinearen Ansatz zur Parametrisierung der nichtlinearen Sys-
temanteile stellt die Grundlage der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Normalform fir

nichtlineare Systeme dar.

Eine relativ neue Herangehensweise an die nichtlineare Ordnungsreduktion fur Systeme
zweiter Ordnung wird in[(PP97) diskutiert. Die dort vorgestellte Methode beruht auf nicht-
linearen Normalmoden, einer Verallgemeinerung der Eigenschwingungen linearer mechani-
scher Systeme (fir nichtlineare Normalmoden siehe beispielsweisel (SP91) o))V
Auch diese Methode basiert auf einem multilinearen Ansatz zur Parametrisierung der Nicht-
linearitaten; aul3erdem setzt sie eine Diagonalisierung und damit Entkoppelung der linearen
Systemanteile voraus. In dieser Darstellung werden Gleichungen fiir eine Approximation der
nichlinearen Normalmoden des vollen Systems durch die des reduzierten Systems abgeleitet,
wobei die Formerhaltung durch die Einfihrung von Nichtlinearitdten héherer Ordnung ver-
letzt wird. Das Verfahren weist formale Ahnlichkeiten mit dem in dieser Arbeit vorgestellten
Verfahren der adiabatischen Elimination schnell relaxierender Variablen auf.

In (RWO1) und [(RWO0R) wird ein Verfahren vorgestellt, das den Arbeitsbereich durch ei-
ne Serie reduzierter linearisierter Systeme in verschiedenen Arbeitspunkten tberdeckt, anstatt
ein nichtlineares System explizit durch einen nichtlinearen Ansatz zu formulieren und zu re-
duzieren. Auch hier wird das Arnoldi-Verfahren zur Reduktion der linearisierten Systeme
eingesetzt.

Eine weitere Herangehensweise zur Parametrisierung eines nichtlinearen Verhaltens ist die
Identifikation von geeigneten Modellen anhand ihres Ausgangsverhaltens bei vorgegebenem
Eingangsverhalten. Beispielsweise werden_ in (KV99) oder auch in (WK99) Verfahren zur
Parameteridentifikation nichtlinearer Systeme vorgestellt, die auf einer Beschreibung des Sys-
tems durch eine \olterra-Reihe basieren. Da ein solches Vorgehen einerseits physikalisch
schlecht motiviert ist und da andererseits das vorhandene Wissen Uber das System nicht in die
Modellbeschreibung mit einfliel3t, werden solche Ansatze hier nicht untersucht.

1.4 Aufgabenstellung und Aufbau der vorliegenden Arbeit

1.4.1 Aufgabenstellung dieser Arbeit

Gegenstand dieser Arbeit ist die Bereitstellung von Methoden der Ordnungsreduktion fur
geometriebasierte Modelle unter Berlicksichtigung schwacher Nichtlinearitaten.

Die betrachteten Modelle entstammen verschiedenen Bereichen der Physik, insbesonde-
re solcher Bereiche, die fur technische Anwendungen interessant erscheinen. Die Modelle
zeichnen sich inshesondere durch ihr stabiles Systemverhalten aus.

Die verwendete Normalform orientiert sich an der Zustandsraumdarstellung zeitinvarianter
linearer Systeme. Die Normalform ist ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung, Sys-
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teme hoherer Ordnung — man denke etwa an mechanische Systeme — miissen gegebenenfall:
durch aquivalente Systeme erster Ordnung ersetzt werden.

In dieser Arbeit werden lediglickchwache Nichtlinearitatebetrachtet. Damit ist eine
Reihe von (nicht unabhangigen) Forderungen gemeint, die die betrachteten Systeme erfillen
sollen:

¢ Die Nichtlinearitaten sollen zwar das quantitative, nicht jedoch das qualitative System-
verhalten beeinflussen; qualitativ neue Systemeigenschaften wie beispielsweise Instabi-
litadten oder chaotisches Verhalten werden ausgeschlossen.

¢ Die Nichtlinearitaten sollen in eindeutiger Weise und ,glatt“ von den den Systemzu-
stand charakterisierenden Gr63en abhéngen; Effekte wie beispielsweise Hysterese sind
dadurch ebenfalls ausgeschlossen. Unter dieser Voraussetzung wird eine einheitliche
Parametrisierung der Nichtlinearitaten durch eine explizite Normalform erméglicht, die
eine Ordnungsreduktion auch der nichtlinearen Systemanteile gewahrleistet.

e Das Verhalten des linearisierten Systems soll eine bereits brauchbare Naherung des
nichtlinearen Systemverhaltens darstellen. Dadurch kann eine Orientierung der Ord-
nungsreduktion des nichtlinearen Anteils an der Reduktion des linearen Anteils erfol-
gen.

Die betrachteten Methoden der Ordnungsreduktion sollen in erster Linie das Systemverhal-
ten fur stationare und langsam veréanderliche Zustande (ndherungsweise) korrekt wiedergeben.
Fur stabile Systeme (das sind Systeme, deren sdmtliche Eigenwerte des linearen Systemanteils
einen negativen Realteil aufweisen) soll das durch die betragsmaRig kleinsten Eigenwerte des
linearisierten Systems dominierte Verhalten durchaus noch durch das reduzierte System ap-
proximiert werden, das reduzierte System soll also Giber den quasistationaren Bereich hinaus
noch brauchbare Ergebnisse liefern. AuRerdem sollen die rechentechnischen Voraussetzunger
der Reduktionsverfahren auch die Reduktion sehr gro3er Systeme erméglichen. Unter diesen
Gesichtspunkten werden vorhandene Methoden der Ordnungsreduktion analysiert und neue
Methoden entwickelt.

Die Ortsdiskretisierung wird in dieser Arbeit mittels der Finite-Differenzen oder der Finite-
Elemente Methode durchgefiihrt. Die auf der Finite-Differenzen Methode beruhenden Mo-
delle werden — unter Zuhilfenahme von Methoden der Modellvereinfachung — direkt in
der in dieser Arbeit betrachteten Normalform nichtlinearer Systeme aufgestellt. Fur die Ord-
nungsreduktion mittels kommerzieller Software simulierter nichtlinearer Modelle wird eine
Schnittstelle fir das oben beschriebene Problem der Parametrisierung vorgestellt, also fur die
Uberfiihrung des Finite-Elemente Ausgangsmodells in das volle System innerhalb der hier
betrachteten Normalform.

Ein mogliches Einsatzgebiet der in der vorliegenden Arbeit entwickelten Methoden sind
beispielsweise nichtlineare Finite-Elemente Simulationen der Warmeausbreitung. In diesem
Fall spielen Materialnichtlinearitaten und die physikalisch intrinsisch nichtlineare Warme-
strahlung eine Rolle. Ein ebenso wichtiges, jedoch auch komplexeres Anwendungsgebiet
sind mechanische Finite-Elemente Simulationen: Diese sind aufgrund geometrischer Nichtli-
nearitaten intrinsisch nichtlinear, hinzu kommen eventuell weitere nichtlineare Effekte.
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1.4 AUFGABENSTELLUNG UNDAUFBAU DER VORLIEGENDENARBEIT

Ziele dieser Arbeit sind also

e das Aufstellen einer geeigneten, physikalisch motivierten Normalform zur Reprasenta-
tion schwach nichtlinearer geometriebasierter Systeme,

e das Bereitstellen geeigneter Methoden der Ordnungsreduktion,

¢ die Entwicklung von Methoden zur Parametrisierung von insbesondere Finite-Elemente
Modellen durch die gewéhlte Normalform, sowie

¢ die Demonstration der Anwendbarkeit dieser Methoden an industrierelevanten Beispie-
len.

Besondere Aufmerksamkeit wird dabei insbesondere der Entwicklung eines durchgéngigen
Gesamtverfahrens der Modellreduktion im Sinne von Abbildling (1.1) geschenkt.

1.4.2 Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel (2) wird zunéchst das Thema Ordnungsreduktion aus dem Blickwinkel der Phy-
sik betrachtet. Insbesondere das Versklavungsprinzip der Synergetik weist formale Ahnlich-
keiten mit einigen regelungstechnischen Methoden der Ordnungsreduktion auf, auch wenn
die Synergetik — im Gegensatz zu den meisten, jedoch nicht allen in der Regelungstechnik
betrachteten Modellen — in diesem Punkt sogar das Verhalten lokal instabiler Systeme be-
schreiben kann.

Kapitel (3) diskutiert die Methoden der Ordnungsreduktion linearer Systeme, insofern sie
den Ausgangspunkt fir die Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme darstellen. Nach der
Einfuhrung und Diskussion der verwendeten Normalform werden verschiedene Verfahren
der Ordnungsreduktion vorgestellt. Insbesondere die projektive Herangehensweise wird aus-
fuhrlich diskutiert, da sich diese Form der Ordnungsreduktion auf natirliche Weise auf den
schwach nichtlinearen Fall erweitern lasst.

In Kapitel (4) werden dann Methoden der Ordnungsreduktion schwach nichtlinearer Syste-
me erarbeitet. Zunachst wird die lineare Normalform im Sinne einer Taylor-Reihenentwick-
lung auf die in dieser Arbeit verwendete nichtlineare Normalform erweitert; anschlie3end
werden einige Eigenschaften dieser Normalform diskutiert. Schlief3lich werden Methoden ftr
die Ordnungsreduktion solcher Systeme vorgestellt. Diese Methoden stellen im Allgemeinen
Erweiterungen und Anpassungen der diskutierten Methoden fiir lineare Systeme dar.

Kapitel (3) schlief3lich stellt Verfahren zur Parametrisierung von Ausgangsmodellen durch
die in dieser Arbeit verwendete Normalform nichtlinearer Systeme vor. Ausgangspunkt ist
dabei eine Reihe linearisierter Systeme in verschiedenen Arbeitspunkten, in Anlehnung an
die von dem hier verwendeten, kommerziellen Finite-Elemente Programmpaket erhaltenen
Daten. Es werden zunéachst rechentechnisch aufwandige Verfahren zur Identifikation der in
der nichtlinearen Normalform verwendeten Terme in ihrer allgemeinsten Form entwickelt.
Danach werden praktikablere Methoden einer vereinfachten Parametrisierung der Nichtlinea-
ritaten vorgestellt.

Danach wird in Kapitel (6) die Anwendbarkeit der verschiedenen Methoden an einigen Bei-
spielen aus verschiedenen Bereichen der Physik demonstriert. Zwei Beispiele behandeln die
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Warmeausbreitung unter Beriicksichtigung von Materialnichtlinearitditen und Warmestrah-
lung. Die folgende Anwendung betrachtet die Ausbreitung magnetischer Felder in Materie,
auch hier unter Berucksichtigung von Materialnichtlinearitaten. Das letzte Beispiel betrachtet
ein mechanisches Modell auf Grundlage der Schwingungsgleichung; in diesem Fall werden
durch eine Randbedingung induzierte Nichtlinearitaten betrachtet.

In Kapitel (7) werden abschlieend die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein
Ausblick auf mégliche zukinftige Weiterentwicklungen gegeben.

12



2 Modellreduktion in der Synergetik

In diesem Kapitel wird das Thema Ordnungsreduktion am Beispiel der Synergetik aus dem
Blickwinkel der Physik betrachtet. In Abschnitt (2.1) wird das Versklavungsprinzip der Syn-
ergetik erlautert, das Ahnlichkeiten mit einigen formalen regelungstechnischen Methoden der
Ordnungsreduktion aufweist. In Abschnlit (2.2) werden diese Uberlegungen zur Strukturbil-
dung im Rahmen der Synergetik am Beispiel der Strukturbildung in diinnen Filmen verdeut-
licht.

2.1 Versklavungsprinzip der Synergetik

In vielen Bereichen der Physik, jedoch auch in vielen Nachbarwissenschaften — nament-
lich etwa in der Chemie, Biologie, Soziologie usw. —, treten offene, nichtlineare Systeme auf.
Diese Systeme sind zum einen durch ein nichtlineares Verhalten gekennzeichnet; zum ande-
ren weisen sie einen standigen Energiedurchsatz auf und sind damit fern vom thermischen
Gleichgewicht. Solche Systeme zeigen in der Nahe von Phasenubergangen, also Instabilitats-
punkten, oft die Tendenz, vergleichsweise einfache, regelmafige Strukturen in Raum und /
oder Zeit auszubilden.

Die auf Haken zurtickgehende interdisziplinare Wissensc®afergetikstellt Methoden
bereit, die eine solche Strukturbildung quantitativ beschreiben. Eine Einflhrung in die Syn-
ergetik gibt beispielsweise der Artikel (Hak75), der die Grundlage fur das Buch (Hak83b)
darstellt.

2.1.1 Versklavungsprinzip und adiabatische Elimination

In diesem Abschnitt wird das Versklavungsprinzip und die Methode der adiabatischen Eli-
mination erlautert. Das in Abschnift (4.4) vorgestellte formale Verfahren der Ordnungsreduk-
tion beruht auf diesen Prinzipien.

Es sei ein nichtlineares System gegeben, dessen linearer Anteil in modaler Form vorliegt,
also ein System der Form

jjl = /\1 xl + f&l (xla Ty xn) )
2.1)
o= A\, 2" 4+ fo(xt -2

mit denAmplituden(bzw. Moden = (¢), denEigenwerten\; des linearen Systemanteils und
dem nichtlinearen Systemantgj), (z', --- , "), wobeil < i < n. Es sei hervorgehoben,
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2 MODELLREDUKTION IN DER SYNERGETIK

dass die nichtlinearen Systemantejlg keine konstanten oder linearen Beitrage enthalten
sollen.

Die Eigenwerte seien nach ihren Realteilen absteigend geordnet,
R{M} > =R}, (2.2)

so dass innerhalb der stabilen EigenweRt¢ \;} < 0, die ,langsamen* einen kleineren Index
erhalten als die ,schnellen®.

Die Eigenwerte seien aul3erdem in zwei Gruppen eingeteilt:ddimungsparametet <
k < m mit
R{\} 20 fur 1<k<m, (2.3)

sowie dieSlave-Modemn + 1 <[ < n mit
m{Al}<o<<—x§§f<(|Ak|) fir m+1<i<n. (2.4)

Der lineare Systemanteil der Ordnungsparameter ist also nicht notwendigerweise stabil. Der
lineare Anteil der Slave-Moden ist stabil; dariiberhinaus entwickeln sich die Slave-Moden sehr
viel schneller als die Ordnungsparameter. Betrachtet man ihre Entwicklung als instantan, so
konnen sieadiabatisch eliminiertverden, das bedeutet, die Slave-Moden werden durch ihre
stationaren Zustande, approximiert.

Durch Setzen vori! = 0 fir die Slave-Moden ist deren nichtlineare stationéare Losting
implizit durch
O:Alxit_}—frlﬂ (xlv ’:L,m’ chH_la axgt) ) (25)
gegeben. Wird weiterhin angenommen, dass< |z*| ist, was wegen {\;}| > |R {\}|

gerechtfertigt scheint, kdnnen im nichtlinearen Angéjlvon ) dierl, in niedrigster Ord-
nung vernachlassigt und durch Null ersetzt werden. Damit gilt néherungsweise (nun explizit!)

l ll
N)\lnl

Dieser Ausdruck wird in die Gleichungen fir die Ordnungsparameter eingesetzt, was auf das
reduzierte Gleichungssystem

(xl, cee xm) . (2.6)

K k k
¥~ A\t + 5 (xl, coe, ™ gt xgt) (2.7)

fur die Ordnungsparameter< k£ < m fihrt.

Wie aus [(2.p) ersichtlich, werden die Slave-Moden durch die Ordnungsparameter ,ver-
sklavt®, worauf die Bezeichnung dieser Vorgehensweise zurtickzufiihren ist. Das System-
verhalten wird gemaff (3.7) durch das Verhalten der Ordnungsparameter dominiert.

14



2.1 VERSKLAVUNGSPRINZIP DERSYNERGETIK

2.1.2 Strukturbildung am Beispiel der Haken-Zwanzig-Gleichungen

Wie diese Methoden die Bildung einfacher Strukturen in komplexen physikalischen Syste-
men erklaren kénnen, sei an einem einfachen Beispiel erlautert.

Wir betrachten di¢daken-Zwanzig-Gleichungedas ist das dynamische System

= — kot — a a'2? (2.8)
P = — ko2 + b () (2.9)

mit
k:120, ]{?2>O>>|/{51|, a,b>0 (210)

(siehe etwa (Hak75)). Durch adiabatische Elimination ergibt sich

b 2
L o (z) (2.11)
und )
i x ket = 2 (@) (2.12)
ks

eine Gleichung, die beispielsweise das Verhalten eines Uberdampften anharmonischen Oszil-
latorg] beschreibt.

Definiert man hier dieverallgemeinerte Kraftt’ und dasverallgemeinertes Potentiab
durch 5

#=F@) ., F(e) =570 (") (2.13)
mit verschwindender Integrationskonstante also
F@Y) = - k a' - Z—b (1), (2.14)
2
Sal) = + Lok (@) + 1Pyt (2.15)
2 4k

so erhalt man die Gleichgewichtszustande des Systems (also die stationdren Zusténde) als
Extrema des verallgemeinerten Potentials. Man kann leicht zeigen, dass fiir dieses System
d®/dt < 0 gilt; deshalb entsprechen Minima des Potentials einem stabilen, Maxima einem
instabilen Gleichgewicht.

Eine Diskussion der Kraft bzw. des Potentials ergibt, dass Gleicfiung (2.12) im stationaren
Fall abh&ngig vom Vorzeichen van ein qualitativ unterschiedliches Verhalten aufweist: Fur
ki > 0istz) , = 0 ein stabiles Gleichgewicht; i, < 0 ist das Gleichgewicht}, , = 0

! Bei einem liberdampften System wird das dynamische Verhalten vom Dampfungsterm dominiert, der Trag-
heitsterm kann vernachlassigt werden. Auf diese Weise vereinfacht sich das Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung zu einem Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
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2 MODELLREDUKTION IN DER SYNERGETIK

instabil, es treten zwei neue stabile GIeichgewichtszustaiqu2 auf. Insgesamt gilt fur die
stationaren Zustande

Tho = 0 stabil ~ fur k& >0 ; (2.16)
Tho = 0 instabil fur &k <0 (2.17)
Thp = £ _lzlkz stabil ~ fur k& <0 . (2.18)

Das System unterliegt b&éi = 0 also einer Bifurkation. Auf diese Weise wird durch das Vor-
zeichen vork,, also durch eine Eigenschaft des Teilsystems der Ordnungsparameter, das qua-
litative Systemverhalten bestimmt — insbesondere auch das Verhalten der Slave-Moden.

Das Bifurkationsdiagramm und das verallgemeinerte Potential sind in Abbilflurjg (2.1) fur
einen exemplarischen Parametersatz grafisch dargestellt.

Es sei nun ein komplexes System in der N&he eines Phasenlbergangs betrachtet, wobei
der fur den Phasenlbergang kritische Systemparameter im Sinne eines Steuerparameters vari
iert wird. FUr eine eventuell auftetende Strukturbildung ist nun insbesondere von Bedeutung,
welche Moden abhangig vom Steuerparameter zuerst instabil werden: Diese versklaven als
Ordnungsparameter im oben genannten Sinne die tbrigen Moden und dominieren das Sys-
temverhalten und die Strukturbildung.

In (Hak75), sowie in[(Hak83b), (Hak83a) urnd (Bes95) werden die Methoden der Synerge-
tik auf eine Reihe von Systemen aus verschiedenen physikalischen und nichtphysikalischen
Bereichen angewendet. An dieser Stelle sollen die vorgestellten Methoden anhand einiger
neuerer Arbeiten zur Strukturbildung in diinnen Flussigkeitsfilmen demonstriert werden.

2.2 Strukturbildung in diinnen Filmen

In diesem Abschnitt wird die Strukturbildung in diinnen Flissigkeitsfilmen betrachtet. Ein
Ubersichtsartikel zum Thema diinne Filme speziell fir ein-Schicht-Systeme ist (DDB97).

Die Diskussion der zugrunde liegenden Gleichungen und Mechanismen erfolgt hier analog
zu (BNO1), wo die Strukturbildung an dem tberschaubaren ein-Schicht-System eines horizon-
talen Flussigkeitsfilms mit einer freien Oberflache demonstriert fird.

SchlieBlich werden einige Resultate numerischer Simulationen au83Mur Rayleigh-
Taylor Instabilitat eines zwei-Schicht-Systems zweier Flussigkeiten zwischen zwei festen Fla-
chen prasentief.

2 In (BNOJ) werden tiber die hier vorgestellten Ergebnisse hinaus auch geneigte Fliissigkeitsfilme mit der Aus-
bildung von ,Fingern® an der Flussigkeitsfront betrachtet.

3 In (M*05) wird die Strukturbildung in der Grenzschicht eines zwei-Schicht-Systems zweier Fliissigkeiten
zwischen zwei festen Flachen unter Einbeziehung einer Vielzahl physikalischer Effekte diskutiert; die vor-
gestellten Ergebnisse stellen nur einen kleinen Teilaspekt dieser Arbeit dar.
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2.2 STRUKTURBILDUNG IN DUNNEN FILMEN

Bifurkationsdiagramm verallgemeinertes Potential

.CEI

Abbildung 2.1: Bifurkationsdiagramm und verallgemeinertes Potential fir die Haken-Zwanzig-
Gleichungen
Im Bifurkationsdiagramm (linkes Diagramm) sind die stationaren Zustahdéer dem Ordnungsparameter
k1 aufgetragen, die stabilen (durchgezogen) und instabilen (gestrichelt) Zweige §emaR (2[16)]bis (2.18).
In der Darstellung des verallgemeinerten Potentials (rechtes Diagramm) ist das verallgemeinerte Botential
tiber dem Zustana' aufgetragen, exemplarisch fir die Ordnungsparanigtet —1 undk; = +1 gemaR
@19).
Weiterhin liegen den Diagrammen die Parameter = 1 undk, = 10 zugrunde; die Bedingungen a{is (3.10)
sind damit erflillt, insbesondere gilt fir den dargestellten Bereich des Bifurkationsdiagramms ndherunsweise
kg > |]€1|
Das rechte Diagramm wurde um9fach rechts gekippt und gespiegelt, um Ubereinstimmende Ordinaten-
achsen zu erzielen.
Die stabilen stationaren Zustande fir die beiden dargestellten Potentiale sind in beiden Diagrammen mar-
kiert (Punkte), fur den Ordnungsparameter= —1 wurden auf3erdem die Hilfslinien zur Konstruktion des
Bifurkationsdiagramms angedeutet (diinne gestrichelte Linien).
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2 MODELLREDUKTION IN DER SYNERGETIK

2.2.1 Grundgleichungen

Nach Reynolds kénnen dinne Filme im Sinne einer Modellvereinfachubhgrigwellen-
bzw. Schmiermittelnaherungeschrieben werden (siehe beispielsweise (ODB97)). Dabei wer-
den die zugrunde liegenden Navier-Stokes-Gleichungen, die Kontinuitatsgleichung sowie die
relevanten Randbedingungen durch eine Entwicklungsgleichung fHildidicke » angena-
hertﬂ Die Naherung erfolgt im Sinne einer Reihenentwicklung nach dem kleinen Parameter

e=hkk1 (2.19)

mit der Wellenzahlk der betrachteten Strukturen, die Schmiermittelnaherung stellt also eine
Langwellenndherung dar. Im Zuge der Schmiermittelndherung werden die urspriinglichen,
das System beschreibenden physikalischen Gro3en, wie beispielsweise Druck und Geschwin-
digkeit, durch die Filmdicke eliminiert; sie kbnnen im Nachhinein Uber Funktionale aus der
Ldsung fur die Filmdicke rekonstruiert werden.

Nach [BNO1) kann die Dické des Films als Funktion der horizontalen Koordinaién=
(2!, %)" und der Zeit in Erhaltungsform als
8 — — —
ah(w,t):—V-S(h) (2.20)
geschrieben werden. Anhand der Erhaltungsform {on(2.20) ist sofort ersichtlich, dass fir
geeignete Randbedingungen am Rechengebietidilere Dickeh, eine Erhaltungsgrél3e dar-
stellt, [ ax
d°x h
ho = =+———= = konst. 2.21
0 ff dQE» y ( )
was der Erhaltung des Flissigkeitsvolumens entspricht (Kompressibilitats-, Warmeausdeh-
nungs-, und Verdampfungseffekte werden hier nicht betrachtet). Die mittlere Dicke wird im
Folgenden als Ordnungsparameter verwendet.

Diein ) auftretegdétromdichte? ist durch dieMobilitat ) der Flissigkeit, sowie die
verallgemeinerten Kraff’ bzw. dasverallgemeinerte Potentd gegeben durch

S(h)=Q(h) F(h)=-Q(h) VO (h) . (2.22)

Die Mobilitat wird im Folgenden als positiv angenommep, > 0. V ist der horizontale
(zweidimensionale) Nabla-Operator.

Das Potential wiederum kann als Variation des Funktionalégeen EnergieF der Ober-

flache erhalten werden,

O (h) = %]—"[h] . (2.23)

Stabile stationare Zustdnde des Flussigkeitsfilms entsprechen einem Minimum der Freien
Energie, wobei zusatzlich (2.21) als Nebenbedingung zu erfillen ist. Fir die Freie Energie

4 In komplizierteren Féllen treten mehrere Entwicklungsgleichungen auf.
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2.2 STRUKTURBILDUNG IN DUNNEN FILMEN

kann dabei unter Einbeziehung d@bperflachenspannungund eines zusatzlichédiennungs-
drucksm bzw. Trennungspotentialg,

7 (h) = —% o(h), (2.24)

dasGinzburg-Landau-Funktional
1 /=2
Fh] = //d%’ {50 (Vh) +¢(h)} (2.25)
verwendet werden.

Der Trennungsdruck: parametrisiert intermolekulare Krafte. Er wurde zunachst einge-
fuhrt als abstof3ende Kraft zur Berticksichtigung stabilisierender Kréfte fur sehr diinne Filme
zur Vermeidung von Filmrissen. Ein einfacher Ansatz hierfur sind etwa Van-der-Waals Krafte,
die integral auf ein effektives Potential der Fogmx —h =3 zwischen den beiden Oberflachen
des Films fuhren. Der neuere, in (BNO1) verwend&tesatz von Pismen und Pomeaus
(PPQO0) parametrisiert die Benetzungseigenschaften der Flissigkeit phdnomenologisch; das
gualitative Verhalten dieses Ansatzes wird im nachsten Abschnitt diskutiert. Die Berticksich-
tigung weiterer physikalischer Effekte fiihrt — bei allen Unterschieden in der Formulierung
und in der Vorgehensweise — oftmals zu dhnlichen Uberlegungen und qualitativ &hnlichen
Ergebnissen; in diesem Sinn steht der Dradbzw. das Potentiab hier auch stellvertretend
fur zuséatzliche physikalische Effekte.

Setzt man nun alle diese Gleichungen ineinander ein, erhalt man einen expliziten Ausdruck
fur (2.20) mit den fuhrenden Termen

%h(i’,t):D(h)Ah—Q(h)A2h+~-~. (2.26)

Die Diffusionskonstant® ist dabei durch

D(R) = Q (k) 56 (h) = ~Q (k) 7 (1) 2.27)

gegeben\ ist der horizontale (zweidimensionale) Laplace-Operator.

2.2.2 Stabilitdtsanalyse und Strukturbildung

Aufbauend auf[(2.26), kann nun eine lineare Stabilitatsanalyse fir einen flachen Film erfol-
gen, also flr den stationaren Zustdngz’, t) = hy = konst.

Man erhélt mit einem Ansatz einer kleinen, rdumlich periodischen Stérung um den statio-
naren Zustand mit der Wellenzahbie exponentiell&Vachstumsrate,

7 (k) = =D (ho) k* = Q (ho) K, (2.28)
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2 MODELLREDUKTION IN DER SYNERGETIK

far die Amplituden der Stérung (vergleiche fur den qualitativen Verlauf dieser Gréf3e auch
Gleichung [(2.1p) und Abbildung (2.1), rechtes Diagramm). Biit,) > 0 gilt v < 0, der
stationare Zustand ist somit stabil. FOr(hy) < 0 gilt in einem bestimmten Bereich der
Wellenzahly > 0; diese Moden sind instabil, bei der dominanten Wellenzall,

1Dy [ 1@ 1 d

ist die Wachstumsrate maximal. Diese kritische Wellenzahl wird bei einer Strukturbildung
aus infinitesimalen Stérungen heraus zuerst sichtbar, bis die nichtlinearen Beitrage vion (2.20)
bzw. (2.26) das Systemverhalten dominieren.

Das Vorzeichen vorD (hg) bestimmt also Uber die Stabilitat eines flachen Films. Dieses
Vorzeichen ist nun tbef (2.27) f@ > 0 direkt mit dem Vorzeichen der Ableitungr/dh |y,
verknupft. Der Verlauf des Drucks (k) fur den Ordnungsparametér= h, gibt also Aus-
kunft Uber die Stabilitét eines flachen Films der Digke Fur dr/dh|,, < 0 ist der flache
Film stabil, furdx/dh|,, > 0 ist er jedoch instabil.

In Abbildung [2.2) wird ein typischer Druckverlauf(2) nach dem Ansatz von Pismen und
Pomeau schematisch dargestellt. Der flache Film ist dabei im Allgemeinen stabil, in einem
begrenzten Hohenbereidh,s;, min < ho < Dinst, max j€dOCh instabi[ﬂ Far einen flachen Film
im instabilen Bereich kann eine Maxwell-Konstruktion Aufschluss tber die weitere Entwick-
lung geben (siehe hierzu Abbildurjg (2.2)): Abhéngig von der mittleren Hélm Vergleich
zur kritischen Hohé.,;; (erhalten aus der Maxwell-Konstruktion) sind TropféR & heit)
oder Locher ko > h.) energetisch bevorzugt, im Ubergangsbereigh=£ h.,;;) bilden sich
in numerischen Simulationen labyrinthartige Strukturen aus.

. (2.29)

h=hgo

2.2.3 Numerische Simulationen

Numerische Simulationen der vollen nichtlinearen Gleichungen|(2.26) in (BNO1) bestétigen
dieses Verhalten.

Abhéngig von der mittleren Dickig, bilden sich in der Zeitskal@ (2.28) auf der Langenskala
(2.29) Tropfen bzw. Locher aus. Im nichtlinearen Bereich vereinigen sich sukzessive kleinere
Tropfen / Locher zu gro3eren, wie die Minimierung vpn (2.25) erwarten lasst. Insbesondere
die Lage des Ubergangs zwischen Tropfen und Léchern, die Labyrinthstrukthy beh.;,
wird im numerischen Experiment bestatigt.

In (M*™05) wird die Strukturbildung in der Grenzschicht eines zwei-Schicht-Systems zweier
Flussigkeiten zwischen zwei festen Flachen betrachtet, wobei verschiedene Mechanismen von
Instabilitaten diskutiert werden (unter anderem Gravitation, thermokapillarer Effekt, externe
elektrische Spannung). In Abbildurig (.3) sind exemplarisch Ergebnisse von nichtlinearen nu-
merischen Simulationen ein&ayleigh-Tayloninstabilen Systems dargestellt. Die Rayleigh-
Taylor Instabilitat beruht auf dem Zusammenspiel von Gravitation und Oberflachenspannung:

5 Fir andere Parametersatze konnen auch qualitativ andere Verlaufe auftreten.
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Abbildung 2.2: Maxwell-Konstruktion fliir schematischen Druckverlauf
Schematischer Verlauf des Drucksiber der Filmdicke: fur den in [(BNO1) verwendeten Ansatz von Pismen
und Pomeau.
Ein flacher Film der mittleren Dické, ist stabil furdn/dh|,, < 0, hier also furkg < hinst, min DZW.
ho > hinst, max (Druckverlauf durchgezogen), er ist instabil it /dh|,, > 0, hier also flrhinst, min <
ho < hinst, max (Druckverlauf gestrichelt).
Fur Druckverlaufe, die dem hier dargestellten schematischen Druckverlauf qualitativ &hneln, kann eine
Maxwell-Konstruktion Aufschluss Uber die weitere Entwicklung eines flachen Films im instabilen Bereich
geben: Die Maxwell-Linie (horizontale gestrichelte Linie) wird nach dem Prinzip der (betragsmafiigen) Fla-
chengleichheit vom’, A” konstruiert; es ergibt sich die kritische Hohg;. Flrhg < hey sind Tropfen
energetisch begunstigt, fliy > h Sind Locher energetisch bevorzugt. Figr = h.,i; bilden sich laby-
rinthartige Strukturen aus.
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2 MODELLREDUKTION IN DER SYNERGETIK

Bei dem betrachteten zwei-Schicht-System besitzt das obere Fluid eine groRere Dichte als das
untere und destabilisiert damit den flachen Film.

Auch hier weist der fur die Instabilitat relevante effektive Druck schematisch einen zu Ab-
bildung ) ahnlichen Verlauf auf. Der Ubergang zwischen Tropfen und Léchern wird auch
hier wieder durch eine Maxwell-Konstruktion beschrieben. Die nichtlinearen Simulationen
bestatigen die Vorhersagen der linearen Stabilitdtsanalyse, insbesondere auch hier wieder die
Lage des Ubergangs zwischen Tropfen und Lochern.
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Tropfen

Locher

Abbildung 2.3: Strukturbildung in der Grenzschicht zweier Flissigkeiten
Momentaufnahmen nichtlinearer numerischer Simulationen von Rayleigh-Taylor instabilen, anfénglich fla-
chen Grenzschichten von zwei-Schicht-Systemen zweier Flissigkeiten a@§M
Wie die lineare Stabilitdtsanalyse erwarten lasst, bilden sich abhangig vom Verhéltnis der mittleren Dicken
der beiden Flussigkeitsfilme Tropfen, Locher oder im Ubergangsbereich Labyrinthstrukturen aus.
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3 Ordnungsreduktion linearer Systeme

In diesem Kapitel wird das Thema Ordnungsreduktion linearer Systeme behandelt. Einer-
seits wird die Aufgabenstellung der Ordnungsreduktion mathematisch prazisiert, andererseits
werden einige ausgewahlte Verfahren der Ordnungsreduktion ausfuhrlicher vorgestellt. Diese
bilden den Ausgangspunkt fur eine Erweiterung auf nichtlineare Systeme im nachsten Kapi-
tel.

In den vergangenen Jahrzehnten sind eine Vielzahl verschiedener Verfahren zur Ordnungs-
reduktion linearer Systeme vorgestellt worden; zu vielen Verfahren existieren dartberhinaus
noch eine ganze Reihe von Abwandlungen. Hier wird lediglich auf Verfahren fir die in dieser
Arbeit ausschlielilich betrachtete Zustandsraumdarstellung von Systemen eingegangen. Es
werden vorwiegend solche Verfahren vorgestellt, die eine Ubertragung in den nichtlinearen
Bereich ermdglichen.

In Abschnitt [3.1) wird zunéchst die in dieser Arbeit verwendete Normalform linearer Syste-
me vorgestellt und unter verschiedenen Gesichtspunkten diskutiert. Danach wird in Abschnitt
) das wichtige Konzept der Ubertragungsfunktion erlautert. SchlieRlich fon (3.3) eine
mathematische Prazisierung der Aufgabe der Ordnungsreduktion sowie die Vorstellung ver-
schiedener Forderungen von Eigenschaften des reduzierten Systems. Schlief3lich folgt in Ab-
schnitt [3.4) das flr diese Arbeit Uberaus wichtige Konzept der projektiven Herangehensweise
an das Reduktionsproblem, das die Grundlage fiir verschiedene in Abschiitt (3.5) vorgestell-
te Reduktionsverfahren darstellt und das dartuberhinaus durch seine Erweiterungsmaoglichkeit
auf multilineare Systeme die Basis fur einige Reduktionsverfahren nichtlinearer Systeme des
nachsten Kapitels darstellt. In Abschnijtt (3.6) wird eine andere Klasse von Reduktionsverfah-
ren kurz vorgestellt; diese beruht auf einer Aquivalenztransformation des Systems, durch die
eine Bewertung wichtiger Systemeigenschaften erméglicht wird. Abschliel3end wird in Ab-
schnitt [3.T) das relativ neue Reduktionsverfahren der Frequenzgangsanpassung erlautert.

3.1 Zustandsraumdarstellung zeitinvarianter linearer Systeme
Hier werden kurz die in dieser Arbeit relevanten Grundlagen linearer Systeme vorgestellt.
Zunéchst wird die in dieser Arbeit verwendete Normalform linearer Differentialgleichungs-

systeme eingefiihrt, danach wird auf das Konzept der Ubertragungsfunktion ausftihrlicher ein-
gegangen.
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

3.1.1 Normalform linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten zunéchst eine Form d&rstandsraumdarstellungeitinvarianter linearer
Gleichungssysteme der Regelungstechnik:

J ¥ = A7 + B U, (3.1)
¥y = C 7 + D d . (3.2)

Die erste dieser Gleichungen wird im Folgendarstandsgleichungenannt, die zweit&us-
gangsgleichung Darin sin@  (t) (’1’) der Eingangsvektqrdas heif3t, der Vektor dervon

auBen auf das System einwirkenden Steuergrofén) (¢) der Ausgangsvektoder g Mef3-
groBen.7 (¢) (1) ist derZustandsvektodes Differentialgleichungssystems, wobedie Sys-
temordnunglesselben darstellt. Diese Vektoren sind UbeZdistandsmatrixA (Z) die Ein-
gangsmatrixB (;}) die AusgangsmatrixC (¢), die DurchgangsmatrixD (Z) und dieTrag-
heitsmatrixJ (") miteinander verknupft.

Die Systemmatrized\, B, C, D, J werden in der gesamten Arbeit als zeitunabhangig be-

trachtet, was bereits eine wesentliche Einschrankung darstellt. Die Zustandsanatrtkdie
Tragheitsmatrix] eines gegebenen Systems werden dartber hinaus als regular, also invertier-

bar vo rausgesetzt.

Bei einemSingle-Input Systenst insbesonderg = 1; hier entartet die Eingangsmatix
zu einem VektorB. Entsprechend entartet bei ein€Smgle-Output Systemit ¢ = 1 die
AusgangsmatrixC zu einem VektoiC'".

3.1.2 Bedeutung der einzelnen Terme

Das Systemverhalten wird zunéchst im Wesentlichen durch die Zustandsglei€hdng (3.1)
bestimmt.

Das zugrunde liegende Differentialgleichungssystem fiir den Zustandsvékgirdurch
die ZustandsmatriA ugd die Tragheitsmatrid gegeben, wobel lediglich das dynamische
Systemverhaltenz # 0) beeinflusst.

Der TermB % (¢) stellt einen auf3eren Antrieb des Systems dar, im Folgenden meist als
Lastbezeichtnet. Die Aufteilung il und @ wird vorgenommen, um die Verteilurig der
Last auf die Zustandsgréf3en von ihrem zeitlichen Verhalt€n) zu separieren. Das quali-
tative Zeitverhalten der Komponenten des Eingangsvektors wird im Folgendanratpung
bezeichnet (zum Beispiel sinusoidale Anregung, stufenformige Anregung usw.).

Die gegenseitige Normierung der beiden Bestandteile ist zunachst willkurlich, fir das Sys-
temverhalten ist lediglich die KombinatioB % (¢) von Bedeutung. In dieser Arbeit wird

! Die Dimensionsklamme(j) gibt Dimensionen von Matrizen und Tensoren anZeilen (Dimension der
oberen Indizes)s Spalten (Dimension der unteren Indizes). Einer Matrizen- bzw. Tensor-Multiplikation
entspricht dann eine Kontraktion zweier aufeinander folgender Objekte Uber den unteren Index der ersten
Objekts und den oberen Index der zweiten Objekts; die involvierten Dimensionen missen dabei Ubereinstim-
men.
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3.1 ZUSTANDSRAUMDARSTELLUNG ZEITINVARIANTER LINEARER SYSTEME

jedoch davon ausgegangen, dass die GroRenordnung der Last im Wesentlichen durch die Ein-
gangsmatri&gegeben ist; der Eingangsvektor wird als dimensionslose Steuergrél3e der Gro-
Renordnungl , aufgefasst.

Die Ausgangsgleichun§ (3.2) dient dazu, aus dem Zustandsvékind dem Eingangsvek-
tor 7 den interessierenden Ausgangsvekjoinear zu kombinieren. Die Ausgangsmateix
transformiert dabei den Zustandsvektor, die Durchgangsmiatdient fir den Eingangsvek-
tor als Bypass zur Zustandsgleichung.

3.1.3 Tragheitsmatrix und Standardeichung

In der Regelungstechnik wird oft auf eine nichttriviale Tragheitsmatrix verzichtet, das heif3t,
die Tragheitsmatrix wird als Identitdt angenomméns= 1,,. Dieser Fall wird in dieser Ar-
beit alsStandardeichungezeichnet (vergleiche Anharig|(A)). Standardeichung kann fir alle
betrachteten Systeme durch Linksmultiplikation (3.1)Jﬁi]t herbeigefihrt werden.

Bei der Ortsdiskretisierung geometriebasierter physikalisch-technischer Systeme erhalt man
im Allgemeinen Systeme mit vielen Freiheitsgraden, deren Systemmattizdn B zwar
grol3, jedoch sparlich besetzt sind. Insbesondere erhalt man oft auch nichtdiagonale Trag-
heitsmatrizen. Eine Uberfiihrung in Standardeichdng- I,, wiirde in solchen Fallen die
Besetzungsstruktur der beiden tUbrigen Matrizerund B zerstéren, also zu vollbesetzten
Matrizen fihren. Dies ist aufgrund des Speicherbedarfs und der Verschlechterung der rechen-
technischen Mdoglichkeiten unbedingt zu vermeiden; deshalb werden in dieser Arbeit meist
auch nichttriviale Tragheitsmatrizen bertcksichtigt.

Nichtdiagonale Tragheitsmatrizen sind oftmals — jedoch nicht immer! — physikalisch
schlecht motiviert: Sie entstammen eher der mathematischen Formulierung der Ortsdiskreti-
sierung als dem zugrunde liegenden physikalischen Modell. Solch kinstlich verteilte Trag-
heitsmatrizen beeinflussen im Wesentlichen das Systemverhalten bei schnellen Verdnderun-
gen, ein Bereich, der eben wegen der zunehmenden Bedeutung der Gittereigenschaften der
Ortsdiskretisierung in dieser Arbeit nicht im Zentrum der Betrachtung steht. Auf langsame
Veranderungen der Zustande hat diese kinstliche Verteilung nur einen geringen Einfluss. In
diesen Fallen einer kunstlich verteilten Tragheitsmatrix ist es oft gerechtfertigt, die Tragheits-
matrix kinstlich zu diagonalisieren, im einfachsten Fall durch Summieren tber die einzelnen
Zeilen. Dieses Vorgehen reduziert den rechentechnischen Aufwand enorm, da bei vielen Ver-
fahren der Ordnungsreduktion letztlich doch eine Multiplikation mit der inversen Tragheits-
matrix erforderlich ist.

3.1.4 Randbedingungen

Isoliert betrachtete physikalische Systeme werden durch Randbedingungen in ein Modell
der wirklichen (oder auch kunstlichen) Welt eingebettet. Diese Randbedingungen beeinflus-
sen — neben den physikalischen Grundgleichungen — oft das Systemverhalten in entschei-
dendem Mal3e. In dieser Arbeit sind insbesondere Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

von Bedeutung. Bebirichlet-Randbedingungevird der Wert der zu bestimmenden physi-
kalischen Grol3e auf dem Rand des Rechengebiets vorgegebenhamogenen Fallurch
beliebige Werte, imhomogenen Faltlurch den Wert Null. BeNeumann-Randbedingungen

wird die Normalableitung der gesuchten Grol3e auf dem Rand des Rechengebiets vorgegeben,
auch hier imimhomogenen Falllurch beliebige Werte, irhomogenen Faldurch den Wert

Null.

In vielen Fallen — insbesondere im Fall von Neumann-Randbedingungen — andern Rand-
bedingungen die Grundgleichungen fir die am Simulationsrand liegenden Zustandsgrof3en
Trana Und damit die Zustandsmatrix ab. Oft — insbesondere im Fall von inhomogenen
Randbedingungen — ergeben sich auch zusatzliche an das System angelegte Lasten, im Fol-
gendervirtuelle Lastergenannt, und damit Anderungen der Eingangsma&rixnd des Ein-
gangsvektorsi. Da Randbedingungen im Allgemeinen nicht willentlich durch die Eingangs-
groRen geandert werden konnen und auch einer anderen Dynamik unterliegen, als die von
aul3en beeinflussbaren Lasten, ist in diesem Fall eine Trennung von Eingangsmatrix und Ein-
gangsvektor in einen von auBBen frei bestimmbanaiernen AnteiB..;, Uy (t) und einen
durch die Randbedingungen vorgegebeviemellen AnteilB.;,, Ui, (t) geman

B = ( Bext Bvir ) ; U = ( ?—j/’eXt ) (33)

U vir

durchzufihren.

Oftmals weisen alle virtuellen Anteile die gleiche Dynamik auf und kénnen daher zu ei-
nem Vektor B,;, bzw. einem Skalat.;, () zusammengezogen werden, was im Folgenden
Single-Input Randbedingurgenannt wird. Der in diesem Zusammenhang wichtigste und in
dieser Arbeit hauptsachlich betrachtete Fall ist der eines konstanten virtuellen Eingangs, ohne
Beschrankung der Allgemeinheit;, (t) = 1, im Folgenden alstationdre Randbedingung
bezeichnet.

In dem in diesem Kapitel betrachteten linearen Fall kénnen virtuelle Lasten durch die Ein-
fuhrung geeigneter Relativkoordinaten, das heif3t, eine Verschiebung des Bezugspunkts, oft-
mals vermieden werden: Das Gesamtsystem wird in zwei Teilsysteme aufgeteilt, wobei je-
weils ein Lastanteil (extern oder virtuell) Null gesetzt witdl,,; (t) = 0 oderi,; (t) = 0.

Die Losungen werden anschliel3end superponiert. Mag dieses Vorgehen fir stationare Rand-
bedingungen gerechtfertigt sein (hier liefert der virtuelle Lastanteil lediglich einen konstanten
Offset), so ist es jedoch im Fall von allgemeineren Randbedingungen fraglich.

Im nichtlinearen Fall gilt das Superpositionsprinzip nicht mehr. Hier ist die Verschiebung
des Bezugspunktes auch fir stationare Randbedingungen mit teilweise aufwandigen Transfor-
mationen verbunden (siehe Abschriitt (4,1.4)). In diesem Fall sollte nach Mdglichkeit auf die
Einfuhrung von Relativkoordinaten verzichtet werden.

Fur die Ordnungsreduktion spielt die Aufteilung in externe und virtuelle Lasten zuné&chst
keine Rolle. Jedoch sind einige Verfahren der Ordnungsreduktion zunéchst nur fur Single-
Input Systeme definiert; in diesem Fall muss eine Erweiterung auf Multi-Input Systeme vor-
genommen werden, wobei gegebenenfalls die Eigenschaften der Randbedingungen in die Be-
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trachtung mit einflieBen kdnnen. Darlberhinaus beeintrachtigt die virtuelle Last oftmals die
fur einige Verfahren wichtige Besetzungsstruktur der Eingangsmatrix.

Als ein Beispiel fur virtuelle Lasten sei hier die Berticksichtigung von Warmebéadern bei
der Simulation der Warmeausbreitung angefuhrt: Durch Warmebader einer Temperatur un-
gleich der Bezugstemperatur treten Warmefliisse auf, die durch virtuelle Lasten in Form von
stationaren Randbedingungen modelliert werden kdénnen.

3.2 Ubertragungsfunktion

Formal I6sen lasst sich das Gleichungssysieni (3.1}, (3.2) nach einer Laplace-Transformati-
on. Man erhélt die Lésungen

(s), (3.4)
(s) (3.5)

mit denUbertragungsfunktione@: (s) (”) undH (s) (£) der Zustands- und Ausgangsgroen
und der komplexehaplace-Variablers.

Es erweist sich als niitzlich, die Abkurzuiiy(s) (%) fur den frequenzabhangigen Anteil
der Ubertragungsfunktionen

7(s) = G(s)u(s) = (sT—A)"" B
J(s) = H(s)d(s) = [D + C (sT—A)" B]

—»
u
—»
u

F(s)=sJ—A (3.6)

einzufiihren, womit dann die Ubertragungsfunktionen durch
G(s) = F(s)' B , (3.7)
H(s) = D + C F(s)' B (3.8)

gegeben ist. Es sei noch zur Klarstellung angemerkt, dass der Superskript hier und in den
folgenden Relationen einen Exponent und nicht etwa einen Index darstellt.

3.2.1 Reihenentwicklung

Die Ubertragungsfunktion lasst sich um eine komplExéwicklungsfrequenizr| < oo im
Laplace-Raum in eine Taylor-Reihe entwickeln. Mit der Beziehung

I-M)"'= il\/[ (3.9)
=0

fur invertierbare MatrizefM ergibt sich durch Umschreiben vdn (8.6) auf die verschobene
Laplace-Variablé = s — o fiir F (s)~" die Entwicklung

Fs)' = = Y {(A-0d)'J}) (A-0d)! (s—0)

1=0
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

-+ ) {F (o) T} F(o)' (0—s) . (3.10)

Damit folgen die Entwicklungen der Ubertragungsfunktionen bis zur Ordiung

7o, = Goxl(s) U (s)

&
)
Y

—

V)

N~—
Il

= + Z {F(cr)*l.]}iF(cr)f1 B (0—s) W(s) (3.11)

<
=
B
—~
»
~—
Il
SE
=~
—~
»
~—
=l
—~
»
~—

- D + Z C {F(o) "I} F(o)' B (0—s)| T(s) (312)

Die einzelnen Terme der Reihenentwicklungen werden Marnenteder Ubertragungsfunk-
tionen genannt. Zur Nomenklatur sei angemerkt, dass unter den Ausdi@gkennd H,

die Partialsummervon Momenten der Ubertragungsfunktionen verstanden werden, nicht die
Momente selbst.

Eine Entwicklung um die Laplace-Variabbe= 0 ist fir diese Arbeit von besonderer Be-
deutung. In diesem Fall ergeben sich die vereinfachten Ausdricke

F(s) ' =— i (A1) ALy (3.13)
sowie
Tr(s) = Gg(s) U (s)
_ - ¥ (A"3)'AY B & W(s) , (3.14)
Yr(s) = Hi(s) U (s)
k
=D - Y C (A)A B s u(s) . (3.15)

Ahnliche Reihenentwicklungen existieren fir den hochfrequenten Limesco der Uber-
tragungsfunktion. In dieser Arbeit stehen jedoch die niederfrequenten Systemeigenschaften
im Vordergrund, da bei ortsdiskreten Systemen im hochfrequenten Limes zunehmend Eigen-
schaften des Diskretisierungsgitters dargestellt werden; deshalb werden die Entwicklungen
umo — oo hier nicht angegeben.
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3.3 ORDNUNGSREDUKTION

3.2.2 Sinusoidale Anregung und Stationare Losung

Furs — o brechen die Reihenentwicklungén (3.11) Und (8.12) nach den nullten Ordnungen
ab, die in diesem Fall den Wert der Ubertragungsfunktion an der Stelle annehmen:

T(s—o0) = G(o)u(o) = Gyo(o) U (o)

= F(o)' B @(o) , (3.16)
Y(s—o0) = H(o) ¥(o) = Hoo(o) (o)

— D + C F(o)' B] ©(o) . (3.17)

Fir o = 0 folgen als nullte Terme der Reihenentwicklungen sliationaren Lésungen
T(s=0)=7Z4undy (s =0) =y zumstationaren Eingangi (s = 0) = U,

Ty = GoTy = - Al B ., (3.18)
Ve = Hoy = [D — C A B] %. (3.19)

3.3 Ordnungsreduktion

Aufbauend auf diese Vorbetrachtungen kann nun der Be@rdhungsreduktiorglinearer
Systeme) fur diese Arbeit systematisch gefasst werden.
3.3.1 Formerhaltende Ordnungsreduktion und MessgréRenerhaltung

Gegeben sei ein lineares System hoher Systemordnuing Folgendervolles Systerge-
nannt, das in der Zustandsraumdarstellung

J, Tn = A, Tn + B, T, (3.20)
Yo = Cy 7y + D, W (3.21)

durch die Vektoren? () (1), ¥ (t) (1), Zu () (}) und die Matrizem,, (7)), B, (7), Cx (7)),
D, (;) J.. () gegeben ist.
Dieses volle System soll mittels (halb-) automatischer Verfahren durale@iziertes Sys-

temapproximiert werden. Dies soll bei Beachtung der Formerhaltung wiederum in Zustands-
raumdarstellung vorliegen, wobei der Zustandsvektor des reduzierten Systems die im Ver-
gleich zum vollen System kleine Systemordnungalso

m<Kn (3.22)
aufweisen soll. Das reduzierte System ist also durch

Jo Twm = An Twm + Bu U (3.23)
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME
Yw = Cum Twm + Dun @ , (3.24)

also durch die Vektore® (t) (1), ¥m (t) (1), 7w (t) (7') und die Matrizem,, (1), Bm (7)),
Cu (%), Dy, (g) Ju () gegeben.

Der Zustandsvektor sowie die Systemmatrizen von vollem und reduziertem System wer-
den durch die Subskripten;, und ,,m“, die die jeweilige Systemordnung symbolisieren, un-
terschieden. Da der Ausgangsvektor des reduzierten Systems lediglich eine Approximation
desjenigen des vollen Systems darstellt, sind auch diese Vektoren durch entsprechende Sub-
skripte zu unterscheiden. Jedoch ist der Eingangsvektor der beiden Systeme identisch; er tragt
daher keinen Subskript.

Die Forderung einer guten Approximation bedeutet, dassGdeichungsfehler der Aus-
gangsgleichung (9) ,

7="Ym— Yn, (3.25)

in einem zu definierenden Sinn minimiert werden soll. Diese Forderung wird im Folgenden
MessgrofRenerhaltungenannt.

3.3.2 Eigenschaften der Reduktionsverfahren

Da die Anforderungen an das Ergebnis der Reduktion in den verschiedenen Einsatzbe-
reichen stark variieren, sind in den vergangenen Jahrzehnten eine Reihe von Verfahren zur
Ordnungsreduktion linearer Systeme entwickelt worden. An das reduzierte System werden
bestimmte Forderungen gestellt, die die gewlinschten Eigenschaften des reduzierten Systems
sicherstellen.

In dieser Arbeit sollen durch das reduzierte System vor allem stationare und langsam ver-
anderliche Zusténde des vollen Systems korrekt wiedergegeben werden, wobei das durch die
niedrigsten Eigenwerte dominierte Systemverhalten durchaus noch ausreichend genau appro-
ximiert werden soll. Die Erzielung dieses Verhaltens durch die Betrachtung der Ubertragungs-
funktion des Systems ist Hauptaugenmerk dieses Abschnitts.

3.3.2.1 Stationare Genauigkeit

Eine der wichtigsten Eigenschaften, die ein Verfahren der Ordnungsreduktion aufweisen
kann, iststationare GenauigkeiDas bedeutet, dass der stationdre Zustand des vollen Systems
im reduzierten System exakt reproduziert wird, dass also der Gleichungsfehler der Ausgangs-
gleichung|(3.2b) im stationéaren Zustand verschwindet:

—

Q‘J’,St - Oq bZW ?jm,st - ?jn,st . (326)

—»
e
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3.3.2.2 Ubertragungsfunktion

Eine Forderung, die man im Frequenzbereich an das reduzierte System stellen kann, ist die

Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktiodép (s) (Z) undH,, (s) (f,) des originalen und
des reduzierten Systems an einer Stutzsteilhe Laplace-Bereich,
H, (s)=H,(s) . (3.27)

Momentenkriterium

Mit Hilfe der Reihenentwicklung (3.12) kann die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunk-
tionen von vollem und reduziertem System in einer Umgebung der Entwicklungsfrequenz
o im Laplace-Bereich ndherungsweise gefordert werden, in dem die niedrigsten Momente
0 < i < k der Ubertragungsfunktionen und somit die Partialsummen der Ubertragungsfunk-
tionen der Ausgangsgleichung tibereinstimmen sollen:

Hm,a,k (S) = Hn,o,k (3) s (328)
oder speziell fur die Entwicklungsfrequeaz 0
Hi i (5) = Hy i (s) - (3.29)

Diese Eigenschaft und ihre Varianten werden im FolgendeMalaentenkriteriunbezeich-
net.

Stationare Genauigkeit

Die stationare Genauigkeit kann auch als Spezialfall der Ubereinstimmung der Ubertra-
gungsfunktionen nach (3.27) bei der Frequenz 0 bzw. nach([(3.29) fik = 0 aufgefasst
werden:

Hyo=H,o0. (3.30)

3.4 Projektive Methoden der Ordnungsreduktion

In diesem Abschnitt wird einer der wichtigsten Formalismen zur Repréasentation von Re-
duktionsverfahren vorgestellt, die projektive Methode der Ordnungsreduktion.

Zunachst werden die formalen Grundlagen des Projektionsansatzes eingefuhrt, danach wer-
den die bereits vorgestellten Charakteristika von Reduktionsverfahren auf den hier betrachte-
ten Fall spezialisiert. In Abschnitf (3.4.6) wird ein neues Charakteristikum vorgestellt, die
ZustandsgroBenerhaltung. SchlieRlich wird in Abschitt (8.4.7) erlautert, wie durch eine Pro-
jektion der Zustandsgleichung das reduzierte System erhalten werden kann.

Ein zentraler Aspekt der projektiven Methode, ndmlich die Wahl geeigneter Abbildungen
zwischen den Zustandsraumen, wird auf Abschiti (3.5) verschoben.
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

3.4.1 Nichtbijektive Projektion der Zustandsraume des vollen und reduzierten
Systems

Wir betrachten einen Zustandsvekiéy, = 7, (¢) aus dem ZustandsrauRi* des vollen
Systems und den korrespondierenden Zustandsvektoe= 7', (t) aus dem Zustandsraum
R™ des reduzierten Systems, jeweils als Lésung von Gleichi@rg) und (3.23) zu einer
beliebigen Zeitt. Bei der hier betrachteten Klasse von Methoden der Ordnungsreduktion
wird die Reduktion durch Projektionsmatrizen zwischen den Zustandsrdumen des vollen und
reduzierten Systems vermittelt. Die durch die Reduktions- und Rekonstruktionsmatrix repréa-
sentierten linearen Abbildungen werden in Abbilduing](3.1) grafisch veranschaulicht.

Die ReduktionsmatriR (™) projiziert via

n

Tn=R7, (3.32)
den Zustandsrauti™ des vollen Systems auf den Zustandsratifndes reduzierten Systems;
die Reduktionsmatrix bildet den vollen Zustandsvekiqrauf einerBildvektor 7', (angedeu-
tet durch die Tilde) aus def™ ab. Ein bedeutender Spezialfall liegt vor, wenn die Reduk-
tionsmatrix als Auswahlmatrix einer Untermenge von Zustanden des vollen Zustandsvektors
gewahlt wird; dieser Fall wird in Abschnift (3.4.6) behandelt.

Fur die Umkehrung vor{ (3.81) wird eirRekonstruktionsmatri% () benotigt, die ei-
ne Abbildung de®R™ in einen geeignet gewahlten-dimensionalen UnterraurR,,, desR"
geman

Ty=V T (3.32)
reprasentiert; die Rekonstruktionsmatrix bildet den reduzierten Zustandsvéktauf einen

BildvektoriN’n (angedeutet durch die Tilde) ai&s, ab.

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der durch die Reduktions- und Rekonstruktionsmatrix reprasentier-
ten linearen Abbildungen
Diese Abbildung dient zur Veranschaulichung der in Abschnitt (B.4.1) diskutierten linearen Abbildungen zwi-
schen den Zustandsraumen des vollen und reduzierten Systems.
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Als zentrale Bedingung fir die Ordnungsreduktion sollen die Reduktions- und Rekonstruk-
tionsmatrix im Sinne von

RV =1, (3.33)
verallgemeinert invers zueinander sein.

Der Unterraunik,, soll dabei so gewéhlt werden, dass er mdglichst genau diejenigen Zu-
stande enthalt, die fir das Systemverhalten mal3geblich sind; der Zustandvektor des vollen
Systems sollte sich also méglichst in der Nahe dieses Unterraums bewegen.

3.4.2 Zustandsgroflenerhaltung

Unter Verwendung dieser Projektionsmatrizen werden zunachsgbtleund derreduzierte
Gleichungsfehler der Zustandsgleichudg (’f) und €z, (’f) definiert als

Tr = Ty — Fo = VFn — Fu , (3.34)
T = Tw — Tm = Twm — RT , (3.35)

also als Abweichung des aus dem reduzierten System rekonstruierten Zustandvektors und des
Zustandvektors des vollen Systems. bzw. als Abweichung des reduzierten Zustandsvektors
und des aus dem Zustandsvektor des vollen Systems projizierten Zustandsvektors. Der redu-
zierte Gleichungsfehler steht mit dem vollen Gleichungsfehler der Zustandsgleichung in dem
Zusammenhang

Cr =R Tz . (3.36)

Bei der Formulierung der Ordnungsreduktion mit Hilfe von Projektionsmatrizen wird an
das reduzierte System meist die Forderung der Minimierung des (vollen oder reduzierten)
Gleichungsfehlers der Zustandsgleichung gestellt. Diese Forderung wird in dieser Arbeit als
(volle oder reduzierte) ZustandsgréfRenerhaltimegeichnet.

3.4.3 Auswertung von Messgroéf3enerhaltung und ZustandsgrofRenerhaltung

MessgrolRenerhaltung (3]25) und volle ZustandsgroRenerhdltunp (3.34) liefern in dieser For-
mulierung der Ordnungsreduktion zusammen die Ausdriicke
Cm = CnV s (337)
D, = D, (3.38)
fur die reduzierte Ausgangs- und Durchgangsmatrix. Damit schreibt sich der Gleichungsfeh-

ler der Ausgangsgleichung unter Zuhilfenahme des vollen Gleichungsfehlers der Zustands-
gleichung als

€7 =C, %z, . (3.39)
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

3.4.4 Stationare Genauigkeit

Die Forderung der stationaren Genauigkeit kann zunachst fur die Zustandsgleichung gestellt
werden. Der volle Gleichungsfehler der Zustandsgleichung](3.34) soll im stationaren Zustand
verschwinden, also

—

E’Ec’n,st =0, bzw. Ty st = \% 5’m, st — E’n, st - (340)

Verwendung der stationéaren Losungen der Zustandsgleichungeh (3.20) und (3.23) liefert fur
die reduzierte Eingangsmati,, als notwendiges Kriteriuﬁ

B,=A,.RA,'B, (3.41)
und damit dann als hinreichendes Kriterium die Bedingung
VRA, 'B,=A,"'B,. (3.42)

Fordert man jetzt die stationdre Genauigkeit der Ausgangsgleichung (3.26), so ergibt sich
mit der Ausgangs- und Durchgangsmatrix ngch (3.37) (ind](3.38) und der eben abgeleiteten
reduzierten Eingangsmatrix (3]41) der Ausdruck

C.VRA,'B,=C,A,'B, . (3.43)

als hinreichendes Kriterium.

3.4.5 Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion und Momentenkriterium

Die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion an einer StiitzstétteLaplace-Bereich
(3.27) reduziert sich mit den Gleichungén (3.37) ynd (3.38) im Wesentlichen auf eine Bedin-
gung fur die Ubertragungsfunktion der ZustandsgroRen:

C.V Gy (5) = CuGy (s) . (3.44)

Fur das Momentenkriterium (3.28) und seine Spezialfélle gelten analoge Beziehungen.

3.4.6 Strukturerhaltung

Ein aussichtsreicher Weg, eine gute Reduktion zu erhalten, ist, eine Auswahl der Zustands-
grol3en selbst im reduzierten System maglichst gut zu approximieren. Dadurch wird Struktur-
erhaltung erreicht, das bedeutet, die ausgewahlten Zustandsgrof3en behalten im Wesentlichen
ihre Interpretation bei.

2 Das Kriterium ist fir die reduzierte Zustandsgrdf&enerhalt(3.3!'55’111—7,St = RTh st = Tm, st DZW.
€. st = 0, — auch hinreichend.
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3.4.6.1 Auswahlmatrix und Ausgangsmatrix

Strukturerhaltung wird gewahrleistet, in dem als Reduktionsm&reine Auswahlmatrix
P (’;) verwendet wird, deren Zeilen StandardbasisvektorerRdetarstellen,

R=P. (3.45)

Eine geeignete Rekonstruktionsmathixmuf® dann gemaf (3.33) gefunden werden. Sie be-
steht im Wesentlichen aus der transponierten Auswahlmatrix mit zusatzlichen Eintragen in
den entstehenden Nullzeilen, mit denen das Systemverhalten verbessert werden kann.

Ein strukturerhaltendes Verfahren kann insbesondere dann Anwendung finden, wenn die
Ausgangsmatrix des vollen Systems nur einen Teil der Zustandsgrof3en bertcksichtigt, wenn
also einige ihrer Spalten aus Nullvektoren bestehen. Dann durfen fir die Ermittlung des Aus-
gangsvektors die dazugehérigen ZustandsgrofRen im reduzierten System fehlen. Die Aus-
gangsmatrixC, lasst sich in diesem Fall darstellen als Produkt ereduzierten Ausgangs-
matrix C,,; (nq%) und einer als Reduktionsmatrix verwendeten Auswahima&&rix

C,.=C,P. (3.46)
Im Folgenden wird bei strukturerhaltenden Verfahren immer die Giiltigkeit der Relgtioh (3.46)
vorausgesetzt.

3.4.6.2 MessgrofRenerhaltung und ZustandsgroR3enerhaltung
Fur eine strukturerhaltende Reduktion folgt dus (3.37) sofort
Cn=C, . (3.47)
Fur den Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung ergibt sich damit

€7 =-C %z, . (3.48)

3.4.6.3 Stationare Genauigkeit
Bei der Wahl der reduzierten Eingangsmatrix nach (3.41) zu
B,=A,.PA,'B,. (3.49)

ist fur eine strukturerhaltende Reduktion das hinreichende Kritefium|(3.43) fur die stationare
Genauigkeit des Ausgangsvektors identisch erfllt, auch wenn die hinreichende Bedingung
(3.42) der stationaren Genauigkeit des Zustandsvektors nicht notwendigerweise gewahrleistet
istP| Damit ist in diesem Fall (3.49) notwendiges und hinreichendes Kriterium zur Gewéahr-
leistung der stationaren Genauigkeit der Ausgangsgleichung.

3 Jedoch ist die stationare Genauigkeit des reduzierten Zustandsvektors auch hinreichend erfiillt; vergleiche
FuBnote zu Gleichun§ (3.41).
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3.4.6.4 Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion und Momentenkriterium

Fur die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktionen von vollem und reduziertem System
an einer Stutzstelle im Laplace-Bereicl (3.27) ergibt sich bei Strukturerhaltung

CriGu(s)=CriPGy(s) . (3.50)

Auch hier gelten fir das Momentenkriterium (3.28) und seine Spezialfélle analoge Beziehun-
gen.

3.4.6.5 Verzicht auf Rekonstruktion des vollen Zustandsvektors

Bei der strukturerhaltenden Reduktion kann oft auf eine Rekonstruktion des gesamten Zu-

standsvektors’, geméBZ) verzichtet werden: In den in diesem Unterabschnitt abgelei-
teten Beziehungen tritt die Rekonstruktionsmawvixnicht auf, in die hier untersuchten Ei-
genschaften des reduzierten Systems fliel3en jeweils ausschlief3lich didPdansigewéahlten
Zustande ein. Erfolgt die Reduktion nicht tber die in Abschpitt (B.4.7) vorgestellte Projek-
tion der Zustandsgleichung kann die Rekonstruktionsmafrigventuell komplett aus dem
Verfahren eliminiert werden (wie beispielsweise bei der Frequenzgangsanpassung, vergleiche
Abschnitt [3.7)).

3.4.7 Projektion der Zustandsgleichung

Mit Hilfe der Transformationer (3.31) unfl (3]32) kann die Zustandsgleichung des vollen
Systems in den Zustandsraum des reduzierten Systems transformiert werden:

3.4.7.1 Reduktionsbedingung

Fur die Transformation erweist es sich als zweckmaBig, Eichtransformaftianeff’) und
Te, () im Sinne von Gleichund (A]3) fiir das originale und das reduzierte System in die
Betrachtung mit einzubeziehen.

Ausgehend von der vollen Zustandsgleichung (3.20) erfolgt die Projektion in den Zustands-
raum des reduzierten Systems in vier Schritten:

e Zunachst wird auf die volle Zustandsgleichung die Eichtransformdtionangewendet
(Multiplikation von links mitT. ).

e Jetzt wird unter Verwendung der ReduktionsmaRixlie linksseitige Projektion vorge-
nommen (Multiplikation von links miR).

e Danach wird auf die linksseitig reduzierte Zustandsgleichung die Eichtransformation
T.. .. angewendet (Multiplikation von links mfE, ,,™").

e SchlieBlich wird unter Verwendung der Zustandsgréf3enerhaltung der volle Zustands-
vektor geméZ) durchi, ~ 7°, approximiert.
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Aus der vollen Zustandsgleichurjg (3.20),
J. 7T, =A,Tu+B. T, (3.51)
folgt damit die Naherung
Tew 'RTenJoaVZy=Tem 'RTe AV T+ Ton 'RT.,B, 7, (3.52)

oder mit dettransformierten Reduktionsmatik (7;)

R=T.n 'RT.., (3.53)
kurz N . N N
RJ,.VZ,=RA,VZ,+RB, 7. (3.54)

Ein Vergleich von[(3.54) mit der reduzierten Zustandsgleichling}(3.23),
Jo T = Ay T+ B U, (3.55)

liefert sofort dieReduktionsbedingungen

Jm = R Jn Vv s (356)
A, = R A, V|, (3.57)
B, = R B, (3.58)

fur die reduzierten GroRen. Insbesondere gilt fir den frequenzabhangigen Anteil der Ubertra-
gungsfunktion[(36) N
F,.=RF,V, (3.59)

was fur die nachfolgenden Betrachtungen von Bedeutung ist.

Die Eichtransformatiorl, ,, des vollen Systems wird verwendet, um die Approximation
bestimmter Eigenschaften des vollen Systems durch das reduzierte System sicherzustellen.
Wahlt man beispielsweisg. , = A, ™", so wird die notwendige Bedingunj (3]41) der sta-
tionaren Genauigkeit erflllt, wie man durch Einsetzen yon {3.57) in|(3.58) nach Verwendung
von (3.53) und[(3.33) leicht bestatigen kann. Weitere Beispiele hierfir werden in Abschnitt

(3.5) gegeben.

Die EichtransformatioT. ,, des reduzierten Systems dient dazu, durch eine frei wahlbare
Eichbedingung Einfluss auf die reduzierte Systemdarstellung zu nehmen:

3.4.7.2 Eichbedingung

Im Allgemeinen wird man fur das reduzierte System Standardeichung verlangen, also die
reduzierte Tragheitsmatrix als Identitat wahlen, was nach|(3.56) und (3.53) durch

Tewm=RT.,J,V (3.60)

39



3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

erreicht wird. Aus den Reduktionsbedingungen (3.56)[bis [3.58) ergeben sich dann die Aus-
dricke

Jo = I , (3.61)
A, = RT.,J, V)" R T.,A, V , (3.62)
B, = RT.,J,V)”' R T.,B, (3.63)

fur die reduzierten Matrizen der Zustandsgleichung.

Fur die weiteren Betrachtungen werden jedoch meist die Reduktionsbedingungen in ihrer
allgemeinen Forn{ (3.56) bis (3]58) verwendet.

3.4.7.3 Reduktions- und Rekonstruktionsmatrix

Bei gegebener Reduktionsmatixund Rekonstruktionsmatri¥ sowie unter zusétzlicher
Vorgabe von Eichtransformationély, , und T, ,, ist das reduzierte System damit vollstan-
dig bestimmt. Geeignet gewéhlte Transformationsmatrizen sollen dabei das Verhalten der
reduzierten Zustandsgleichung unter verschiedenen Gesichtspunkten optimieren (siehe hierzu
Abschnitt [3.5)).

3.4.8 Vergleich mit Aquivalenztransformation

Die projektive Methode der Ordnungsreduktion weist eine formale Ahnlichkeit mit der in
Anhang [(A.3) erlauterten Aquivalenztransformation auf: Ersetzt man dort die Eichtransfor-
mationf| T, durch die transformierte Reduktionsmatix und die Inverse der Koordinaten-
transformatioril’y durch die RekonstruktionsmatrM, also

T.~R, To'~V, (3.64)

so wird der Zusammenhang vdn (A.8) njit (3.31), (3.32) ynd (3.33) sowie[von](A.13) mit
(B3-37), [3-3B) und insbesondere mit den Reduktionsbedingupgen (3.56) bis (3.58) offensicht-

lich. Im Unterschied zur Aquivalenztransformation ist die projektive Ordnungsreduktion in
der Regel jedoch keine bijektive Transformation!

3.5 Projektive Approximation der Ubertragungsfunktion

In diesem Abschnitt werden zwei Ordnungsreduktionsverfahren vorgestellt, die auf einer
Projektion der Zustandsgleichung mit Hilfe der Reduktionsbedingumgen (3.56) bis (3.58) ba-
sieren.

Durch die geeignete Wahl der Transformationsmatrizen soll dabei das Ubertragungsver-
halten des vollen Systems durch das reduzierte System approximiert werden. Bei den hier

4T, ist hiernichteine der in der DefinitioS) vaR verwendeten Eichtransformation@h ,, bzw. T, ,,!
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vorgestellten Verfahren wird dies durch die Ubereinstimmung der Partialsummen der Reihen-
entwicklungen der Ubertragungsfunktionen von vollem und reduziertem System bis zu einer
gewissen Ordnung erreicht.

Beim ersten Verfahren, dem Arnoldi-Verfahren, wird durch das Miteinbeziehen der Ein-
gangsmatrix in den Reduktionsalgorithmus die Ubereinstimmung der Partialsummen bis zu
einer moglichst hohen Ordnung erreicht. Beim zweiten Verfahren, dem Guyan-Verfahren,
wird unter Beriicksichtigung der Strukturerhaltung nur eine Ubereinstimmung der ersten bei-
den Ordnungen gelingen, dafir jedoch teilweise unabhangig von der Eingangsmatrix.

Die Einsatzmdglichkeiten und Eigenschaften dieser beiden Verfahren sind in Tabélle (7.1)
auf Seit¢ 128 noch einmal zum Vergleich zusammengestellt.

3.5.1 Ansatz ohne Strukturerhaltung

Dieser Ansatz fuhrt auf das Arnoldi-Verfahren. Zunachst werden die relevanten Charakte-
ristika fir das Verfahren weiter spezialisiert, danach wird gezeigt, wie die abgeleitete Bedin-
gung durch einen Krylov-Unterraum-Ansatz erfiillt werden kann. Die technische Realisierung
erfolgt durch den Arnoldi-Algorithmus.

3.5.1.1 Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion

Die Bedingung der Ubereinstimmung der Ubertragungsfunk(3.44) kann durch Einset-

zen der Reduktionsbedingungén (3.56) pis (3.58) sowie{von|(3.53) undl (3.59) in den expliziten
Ausdruck [3.F) unter Verwendung der Eichtransformation

Ten="Fo(s)" (3.65)

in die Bedingung
C,VRF,(s) ' B,=C,F,(s)"' B, (3.66)

umgeformt werden.

3.5.1.2 Momentenkriterium

Das Momentenkriteriuni (3.28) bis zur Ordnuhgschreibt sich nach Beachtung der Be-
merkung zu Gleichung (3.44) unter Verwendung der Reihenentwickfung] (3.11) und nach
Einsetzen der Reduktionsbedingungen (3.56)bis [3.58) sowig vorj (3.53) und (3.59) mit der
Eichtransformation

Ten=Fu(0)™ (3.67)

als

C.V[RF, (o) J,V]'RF, (o) B,

I

Q
=1
=)
=1
S
~—r

L

[

Ll

F,(0)'B,,0<i<k.
(3.68)
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Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion und stationare Genauigkeit

Furi = 0 ergibt sich als Bedingung der Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion an der
Entwicklungsfrequenz der Ausdruck

C.VRF,(0) ' B,=C,F,(0)"' By, (3.69)

der mit (3.66) Ubereinstimmt.

Speziell firo = 0ist wegerT. , = —A, " die notwendige Bedingungehn (3]40) der statio-
naren Genauigkeit erflllt, wie bereits angemerkt wurde. Die hinreichende Bedipguhg(3.42)
der stationaren Genauigkeit ist aquivalent zur hier abgeleiteten Bezighung (3.69).

Vollstéandige Induktion

Als hinreichend zur Erfullung des Momentenkriteriums bis zur Ordntigf die Bedin-
gung

%

V[RF,(0) " J,V]'RF, ()" By=[Fa(0) ' J,]'Fu(0) ' B,, 0<i<k.

(3.70)
Durch vollstandige Induktion Ubérerhalt man daraus den aquivalenten Ausdruck

VR [F,(0) " 3] Fu(0) ' By= [Fa(0) ' J]'Fu(0) ' B,, 0<i<k. (3.71)

3.5.1.3 Arnoldi-Verfahren

Im Fall von Krylov-Unterraum Verfahrewird die Forderung[(3.71) und / oder verwand-
te Forderungen fir ein Single-Input System fir eine im Laplace-Bereich frei wéhlbare Ent-
wicklungsfrequenz bis zu einer bestimmten Ordnung erfillt. Solche Verfahren werden in
(Gri97) ausfuhrlich diskutiert. Das Arnoldi-Verfahren ist eine spezielle Variante dieser Ver-
fahrensklasse.

Grundlagen

Bei der in dieser Arbeit verwendeten Variante ist die Eichtransformalion des vollen
Systems durch (3.67) gegeben.

Zur Erfallung von [3.7]1) wird der durch die RekonstruktionsmaWixaufgespannte Un-
terraumR,,, alsKrylov-Unterraum/C,, [Fn (a)_1 Jo; Fy (a)_1 E’n} gewahlt.kC,,, (M; ) ist
dabei der Unterraum

K (M; @) = colspan {M' @ , 0 <i < m} (3.72)
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des Zustandsraumé@s'. Es lasst sich leicht zeigen, dass durch diese Wahl Gleickund (3.71)
fur die erstenn Momente, also mit = m — 1 erflllt ist (sSiehe dazu Anhan§ |B)).

V kann konstruktiv beispielsweise durch demoldi-Algorithmusermittelt werden; in die-
ser Auspragung wird das Reduktionsverfahren in der Literatukmas|di-Verfahrenbezeich-
net. Der Arnoldi-Algorithmus ist ein modifizierter Gram-Schmidt-Prozess zur Ermittlung ei-
ner orthonormalen Basis eines Krylov-Unterraums (siehe beispielsweise (SKW96)). Die or-
thonormierten Basisvektoren dieses Krylov-Unterraums bilden die Spaltenvektoren der Matrix
V. In diesem Fall isR = VT aufgrund der Spalten-Orthonormalitat vheine geeignete,
(3.33) erfullende Reduktionsmatrix.

Insgesamt gilt also
R = colspan{V} = I, [Fn (0) Ty Fo (o)™ En] : (3.73)
Vv =1,, R=V". (3.74)

Die Reduktions- und Rekonstruktionsmatrizen entstammen dem Arnoldi-Algorithmus, das
Reduktionsverfahren ist damit bestimmt.

Behandlung einer komplexen Entwicklungsfrequenz

Bei der Reduktion mechanischer oder im Allgemeinen schwingungsfahiger Systeme sind
insbesondere auch komplexe EntwicklungsfrequeazenC von Bedeutung. In diesem Fall
sind die Spannvektoren des Krylov-Unterraums und damit die Spaltenvekipaer Rekon-
struktionsmatrixV komplex, was dann auch zunéchst eine komplexe reduzierte Zustandsma-
trix A, € C™™ nach sich zieht. Eine reelle reduzierte Zustandsma\gjxc R™*™ kann
durch die gleichzeitige Behandlung der Enwicklungsfrequenmd deren komplex konju-
giertema sichergestellt werden:

Die komplex konjugierte Entwicklungsfrequenrzliefert im Vergleich zuo die komplex
konjugierten Vektoref’;. Die Vektoren’; und 7, kénnen durch Summen- und Differenzbil-
dung zu reellen Spaltenvektoren linearkombiniert werden, was letztendlich zur Bertcksichti-
gung der Real- und Imaginarteile der Vektorénfihrt.

Der Rekonstruktionsmatrix liegt in diesem Fall also nicht die Entwicklungsfrequgesan-
dern vielmehr das Frequenzpaaiz zugrunde. Fur jede Ordnung der Erfullung des Momen-
tenkriteriums werden in diesem Fall zwei Spannvektoren im Krylov-Unterraum und damit
zwei Freiheitsgrade im reduzierten Zustandsvektor bendtigt — im Gegensatz zu jeweils ei-
nem Spannvektor und Freiheitsgrad im Fall einer reellen Entwicklungsfrequenz.

Erweiterung auf Multi-Input Systeme und mehrere Entwicklungsfrequenzen

Im Fall von Multi-Input Systemen kann jede Spalte der Eingangsmatrix wie ein Single-Input
System behandelt werden. Lediglich die korrekte Orthonormierung der gesamten Rekonstruk-
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

tionsmatrix ist zu gewahrleisten. Unterschiedliche Spalten kénnen dabei auch unterschiedli-
che Ordnungen des Momentenkriteriums erfillen; dies ist zum Beispiel interessant fur die
Berucksichtigung virtueller Lasten:

Bei stationaren Randbedingungé:;ir, uyir (t) = 1, kann durch einen Freiheitsgrad zur
Erfillung des Momentenkriteriums fur die nullte Ordnung die stationédre Genauigkeit im (ex-
tern) unbelasteten Zustand,; (t) = 0 sichergestellt werden; die Ubrigen Freiheitsgrade des
reduzierten Systems widmen sich dann ausschlie8lich den externen Basten

Betrachtet man beispielsweise ge(3.3) ein System mit einem externen Eﬁg@;ng

Uext, UN stationaren RandbedingungBn i, uvi; = 1, SO kann anstell3) die Rekon-
struktionsmatrix gemar3

Kot [Fu(0) ™ Jui Fu(0)™" Buox|

—

-1
_An Bn7 vir

R = colspan{V } C (3.75)

gewahlt werden; die Orthonormierungsbedingung (3.74) wird beibehalten. Dies stellt eine
Alternative zu der in Abschnitf (3.1.4) diskutierten Einflilhrung von Relativkoordinaten dar;
diese Alternative wird insbesondere im Fall nichtlinearer Systeme von Bedeutung sein.

Durch die gleiche Methode — die Hinzunahme zusatzlicher Freiheitsgrade und anschlie-
Rende Orthonormierung der Rekonstruktionsmatrix — lassen sich auch mehrere Entwick-
lungsfrequenzen bertcksichtigen.

Bemerkungen

Das Arnoldi-Verfahren ist prinzipiell fir beliebige Entwicklungsfrequenzegeeignet; ins-
besondere fur die Entwicklungsfrequemz= 0 wurden jedoch gute Ergebnisse erzielt. Fur
o = 0 stellt das Momentenkriterium ein relativ gutes dynamisches Verhalten im niederfre-
guenten Bereich in Verbindung mit stationarer Genauigkeit sicher. In dieser Arbeit werden
ausschlie3lich Anwendungen mit = 0 betrachtet; im Folgenden ist mit der Bezeichnung
Arnoldi-Verfahrendeshalb immer das Verfahren far= 0 gemeint, falls nicht eine andere
Entwicklungsfrequenz explizit angegeben wird.

Das Arnoldi-Verfahren ist insbesondere auch fir stark besetzte Eingangsmﬁgim‘r
eignet; hier weist beispielsweise das spater vorgestellte Guyan-Verfahren Schwachen auf.

Ein Nachteil des Arnoldi-Verfahrens ist, dass die Eingangsmﬁgbin die Bestimmung
von R, V und A,, explizit eingeht, dass diese Gro3en also bei Veranderung der Eingangs-
matrix — abgesehen von einer reinen Skalierungen, die auch im Eingangsvektor absorbiert
werden kann — neu bestimmt werden mussen.

Dariuiberhinaus ist das Arnoldi-Verfahren nicht strukturerhaltend; die reduzierten Zustande
sind also nicht anschaulich, eine Interpretation des Verhaltens der Zustandsgleichung bedarf
also immer der Rekonstruktion mittels der Rekonstruktionsmatrix.
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3.5 PROJEKTIVE APPROXIMATION DER UBERTRAGUNGSFUNKTION

3.5.2 Ansatz mit Strukturerhaltung

Dieser Ansatz fuhrt zum Guyan-Verfahren. Nach der Spezialisierung der relevanten Cha-
rakteristika unter Beachtung der Strukturerhaltung wird demonstriert, dass eine Ubertragung
des in der Literatur bekannten originalen Guyan-Verfahrens in die Zustandsraumdarstellung
unter bestimmten Voraussetzungen die abgeleiteten Bedingungen bis zu einem gewissen Grad
erfallt.

3.5.2.1 Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion

Die Beziehung[(3.50) in der expliziten Forin (8.7) wird durch die Wahl der Eichtransfor-
mation [3.65) und durch die Reduktionsbedingungen [3.56) bis|(3.58) unter Verwendung von
(3.53) und |(3.59) identisch erfullt: Die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion an ei-
ner frei wahlbaren Stelle im Laplace-Bereich ist in dem hier vorliegenden Fall also sicherge-
stellt.

3.5.2.2 Momentenkriterium

Das Momentenkriteriuni (3.28) bis zur Ordnuhdiefert bei Beachtung der Bemerkung
zu Gleichung[(3.50) unter Verwendung der Reihenentwickling|(3.11) und nach Einsetzen der

Reduktionsbedingungep (3]56) bis (3.58) sowie Yon (3.53) und](3.59) und der Eichtransfor-
mation [3.67) den Ausdruck

7

Ci[PF,(0) " 3, V]'PF,(0) ' By =CiP [Fu(0) " 3] Fulo) ' By, 0<i<h.

(3.76)

Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion und stationare Genauigkeit

Furi = 0 wird diese letzte Beziehung automatisch erfillt, wasdir= 0 zu stationar
genauen Systemen flhrt.

Vollstandige Induktion

Als hinreichende Bedingung fur das Momentenkriterium findet man den Ausdruck

[PF.(0)" J,V]'PF,(0) "' B,=P[F,(0) "' J,]'Ful(0) ' B,, 1<i<k),
(3.77)
woflr sich mittels vollstandiger Induktion die hinreichende Bedingung
VP [Fo (o) 3] Fu(0) ' Ba=[Fu(0) ' 3] Fu(0) ' B, 0<i<k—1.
(3.78)
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

ableiten lasst.

Im Gegensatz zur entsprechenden Gleichling|3.71) ist die Induktionsverankerung in diesem
Fall durch Konstruktion sichergestellt und die Ubereinstimmung der Entwicklungen der Uber-
tragunsfunktionen bis zur Ordnurigverlangt lediglich das Einhalten der Bedingupg (8.78)
bis zur Ordnung = k£ — 1 (anstelle von = k).

3.5.2.3 Guyan-Verfahren

Das hier vorgestellt&uyan-Verfahrerstellt eine Verallgemeinerung des in (Guy65) be-
trachteten Verfahrens auf Systeme in Zustandsraumdarstellung dar. Das originale Guyan-
Verfahren wurde fir mechanische Finite-Elemente Systeme, also fur Differentialgleichungs-
systeme zweiter Ordnung mit symmetrischen Matrizen entwickelt. Hier erfolgt eine Uber-
tragung der Methode auf Systeme der Form|(3[1)] (3.2). In der Literatur wird das Verfahren
aus (Guy6b) als Guyan-Verfahren bezeichnet. in dieser Arbeit wird dieser Begriff fur die hier
vorgestellte Verallgemeinerung in die Zustandsraumdarstellung verwendet; das Verfahren aus
(Guy65) wird im Folgenden als originales Guyan-Verfahren bezeichnet.

Die im Folgenden vorgeschlagene Ubertragung des originalen Guyan-Verfahrens in den
Zustandsraum wurde in der Literatur bisher nicht erortert. Zwar gibt es bei der stationéren
Reduktion formale Ahnlichkeiten mit einigen balancierten Verfahren (vergleiche Abschnitt
(3.6.3)), jedoch wird dort die Reduktion immer nach einer Bewertung in der balancierten
Darstellung vorgenommen. Insbesondere die in diesem Abschnitt neu eingefiihrte dynamische
Reduktion stellt einen Fortschritt des Formalismus dar.

Das Guyan-Verfahren verbindet die Zustandsgré3enerhaltung mit einer Approximation der
beiden niedrigsten Ordnungen der Reihenentwicklung der Ubertragungsfunktion um die Ent-
wicklungsfrequenz = 0: Forderung[(3.78) wird fuk = 1 exakt, fur héhere Ordnungen nur
noch approximativ mit rasch abnehmender Giite erfllt.

Idee und stationare Reduktion

Die Grundidee des Guyan-Verfahrens ist, eine Auswahl von Zustandsgrof3en ins reduzier-
te System zu Ubernehmen und die Ubrigen adiabatisch zu eliminieren, das heif3t, durch ihre
stationdren Zustande zu approximieren.

Dafir wird der Zustandvektor zunachst so umsortiert, dass die ins reduzierte System uber-
nommenenm ZustandsgrofRen die Indizes 1 bis erhalten. Diese Zustandsgrof3en wer-
den im FolgendemMaster-Freiheitsgradery; (’1”) genannt, die GbrigeBlave-Freiheitsgrade
Ts (”‘1’”) Dadurch wird der volle Zustandsvektdr, in zwei Teilvektoren gesplittet, wobei
die Master-Freiheitsgrade im Sinne der Strukturerhaltung als reduzierter Zustands¥gktor

interpretiert werden:

—
Ts

T, = ( xM) . Tmm~ T (3.79)
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3.5 PROJEKTIVE APPROXIMATION DER UBERTRAGUNGSFUNKTION

Tragheits-, Zustands-, Eingangs- und AusgangsmadtfjxA,, B,, C, des vollen Systems
werden in analoger Weise in die SubmatrizBiy (), Jus (,™ ), Jsm ("), Jss (P27,

m

Anna (1) Awis (,7,), Asa (",7)s Ass (20), B (), Bs (), Cwi (), Cs (,2,,) auf-
geteilt,

_( Jum Jus _ ([ Avm Aws _( Bu _ ,
Jn:<JSM Jss )’An:(ASM Agg )’Bn:(Bs >’Cn:(CM Cs )

(3.80)
lediglich die Durchgangsmatril,, des vollen Systems bleibt in ihrer urspriinglichen Form
erhalten. Damit lassen sich Zustands- und Ausgangsgleichung (8.20), (3.21) in einen Master-
und einen Slave-Anteil splitten.

Flr einen stationaren Zustand erhalt man aus der gesplitteten Zustandsgleichung die Bedin-
gungen

Pl

m = AMM E’M,st + AMS E’S,st + BM Ust ) (381)

e}

nem = Asm Tms + Ass Tge + Bs Uy - (3.82)

Auflésen des Slave-Anteil$ (3]82) naah . (unter Voraussetzung der Invertierbarkeit von
Asgs) und Einsetzen in den Master-Antdil (3]81) sowie in die gesplittete Ausgangsgleichung
legen die reduzierten Matrizen

A, = Aun — Aus Ass™' Asu (3.83)
B, = Bu - Aus Ags' By (3.84)
Ch = Cy — Cg Ags' Agy , (3.85)
D, = D, - Cy Ag ' Bg (3.86)

nahe; eine reduzierte Tragheitsmatrix lasst sich aus dieser Betrachtung jedoch nicht ablei-
ten.

Man sieht, dass hier auch bei verschwindender Durchgangsniatriges vollen Sys-
tems das reduzierte System sprungfahig sein kann, also eine nicht verschwindende reduzierte
DurchgangsmatriD,, aufweisen kann: Die Slave-Zustande ,springen“ quasi instantan auf
ihre stationaren Endwerte und liefern Gber den ZusatztermDygrgegebenenfalls entspre-
chende Ausgangssignale.

Formalismus und dynamische Reduktion

In (Guy65) und [(Led00) wird fur das originale Guyan-Verfahren durch eine Energiebe-
trachtung gezeigt, dass die fur den stationdren Fall abgeleitete Transformation auch bei der
Reduktion der Massen- und Dadmpfungsmatrix ihre Berechtigung hat. Ein analoges Argument
soll hier fir das Guyan-Verfahren vorgestellt werden.
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3 ORDNUNGSREDUKTION LINEARERSYSTEME

Mit der Eichtransformation des vollen Systems nach (3.67yfé&r 0,
Ten=—Ay"", (3.87)
der Eichtransformation des reduzierten Systems
Tem=—-(PA, V)" (3.88)
sowie der Auswahl- und Rekonstruktionsmatrix in Anlehnung an (Guy65)lund (l.ed00),

L,
P— (I, 0). V‘(—AsslASM>’ (3.89)

wird fur das Guyan-Verfahren der Formalismus der projektiven Ordnungsreduktion anwend-
bar.

FUr den stationaren Fall erhalt man aus den Reduktionsbedingunggn (3.57) uhd (3.58) unter
Verwendung von[(3.53) sowie ays (3.37) im Wesentlichen die Ergebiissé (3.8B) bis (3.85)
wieder, fur die reduzierte Zustands- und Eingangsmatrix

A, = PA,V = Auyv — AusAgs ' Agy (3.90)
B, = PA,V PA,'B, = By — AusAgs ' Bg , (3.91)

fur die reduzierte Ausgangsmatrix
Cn=C,V=Cy—CsAgs " Agy . (3.92)

Lediglich der Korrekturterm der reduzierten Durchgangsmatrix nfach](3.86) findet keine Ent-
sprechung innerhalb dieses Formalismus.

Von zentraler Bedeutung fur die hier vorgestellte Variante des Guyan-Verfahrens ist jedoch
das Ergebnis fur den dynamischen Fall: Aus der Reduktionsbedingung (3.56) folgt eine nicht-
triviale Tragheitsmatrixd ,,

Jo = PALVPA, 7'V = Juu — AusAss ' Jsu — JusAgs™ Agu
+ AusAss ' Jss Ags T Agu - (3.93)

Aufgrund des letzten Terms ifi (3]93) liegt das reduzierte System zunéchst nicht in Standar-
deichung vorJ,, # I,,, auch wenn das volle System die Bedingung= I,, der Standardei-
chung erfullt!

Bei verschwindenden Slave-Anteilen der Ausgangsmélgix= 0 ist die Bedingund (3.46)
fur strukturerhaltende Verfahren erfillt. Es lasst sich dann zeigen, dass fir verschwindende
Slave-Anteile der EingangsmatBs = 0 Bedingung|(3.78) mit: = 1 erfullt ist — Gber die
stationare Genauigkeit hinaus wird also eine weitere Ordnung der Ubertragungsfunktion des
vollen Systems durch das reduzierte System korrekt wiedergegeben.
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Bemerkungen

Das Guyan-Verfahren orientiert sich am stationaren Zustand des Systems und ist fur den
dynamischen Fall nur méRig geeignet. Es eignet sich besonders gut fir schwach besetzte
Eingangsmatrizen, so daBsg = 0 erflllt werden kann. Ist dies nicht méglich, leidet darunter
die Reduktionsgiite speziell im dynamischen Fall. Oft wird die Besetzung der Eingangsmatrix
durch virtuelle Lasten dominiert. Dann kann insbesondere fir stationare Randbedingungen
Bm, uyir (t) = 1, die Einfihrung von Relativkoordinaten nach Absch .1.4) sinnvoll
sein.

Das Verfahren sichert die Strukturerhaltung und ist auch fur Multi-Input Systeme geeignet.
Die EingangsmatrixB,, geht in die Bestimmung voi?, V und A, nicht explizit ein, so
dass eine quantitative Verdnderung der Eingangsmatrix bei unveranderter Besetzungsstruktur
keine Neubestimmung dieser Grol3en n6tig macht; lediglich zusatzliche Eintrage an bisherigen
Slave-Freiheitsgraden werden eine neue Reduktion erforderlich machen.

3.6 Ordnungsreduktion nach Aquivalenztransformationen

Eine weitere wichtige Klasse von Reduktionsverfahren fiihrt die eigentliche Reduktion nach
einer geeigneteAquivalenztransformatiodes zugrunde liegenden Systems durch, die insbe-
sondere ein&oordinatentransformatiodes Zustandsvektors enthalt. Diese Verfahren zeich-
nen sich dadurch aus, dass sie die Zustande in der transformierten Darstellung gemaf3 einer
Bewertungsstrategie ordnen und die Zustande mit dem gréf3ten Gewicht ins reduzierte System
ubernehmen.

Alle in diesem Abschnitt verwendeten Transformationen werden in Anfigng (A) ausfuhrlich
behandelt.

3.6.1 Verbindung zu projektiven Verfahren

Lassen sich die Reduktionsverfahren fiir die transformierten Systeme als projektive Verfah-
ren im Sinne von Abschnitf (3.4.1) darstellen, speziell unter Verwendung Relationeh (3.37)
und (3.38) sowie der Reduktionsbedingungden (3.56)[bis(3.58), so lassen sich auch die Ge-
samtverfahren (einschlief3lich Aquivalenztragsformatjon) ebenfalls als Projektion formulie-
ren, wobei die transformierte ReduktionsmafRxdurchR T, die Rekonstruktionsmatri¥’
durchTy V zu ersetzen ist:

R~RT., V~T,'V. (3.94)

Hierbei sindT, und T die Eichund Koordinatentransformation der Aquivalenztransforma-
tion.

5T, ist hiernichteine der in der Definitio3) vaR verwendeten Eichtransformation@h ,, bzw. T, ,,!
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In diesem Fall muss die Aquivalenztransformation nicht explizit ausgefiihrt werden, falls
die Bestimmung der Transformationsmatrizen dies nicht erfordert. Dies ist insbesondere im
unten diskutierten Fall nichtlinearer Systeme von grof3em Vorteil, da eine Bestimmung und
Speicherung von im Allgemeinen vollbesetzten transformierten Tensoren héherer Stufe unter-
bleiben kann.

3.6.2 Modale Verfahren

Bei modalen Verfahremwird zunéchst eine Eigentransformation des Systems durchgefuhrt
(siehe Anhang (A]5)). Damit ist die Zustandsgleichung zunéchst diagonalisiert, also entkop-
pelt, und in Standardeichung.

Als Beispiel eines modalen Verfahrens wird hier das in (Lit79a) vorgestellte Verfahren kurz
erlautert. Dieses Verfahren ist letztlich fur die Rekonstruktion der Original-Zustandsgrol3en,
also fur die Umkehrung der Eigentransformation, auf Zustandsgréf3enerhaltung angewiesen,
also darauf, dass fur den Ausgangsvektor nur eine Auswahl von Original-Zustandsgrof3en
relevant ist.

Durch die Entwicklung einer geeigneten Bewertungsstrategie, die neben dem Betrag der
Eigenwerte auch deren Steuer- und Beobachtbarkeit (also die Eingangs- und Ausgangsmatrix)
in Betracht zieht, wird der Einfluss der Eigenmoden auf das Systemverhalten abgeschatzt. In
(Lit83) werden mehrere modale Bewertungsstrategien verglichen. Insbesondere betragsméalig
kleine Eigenwerte, also langsam veranderliche Moden, werden bei der Bewertung bevorzugt.
Die dominierenden Eigenmoden werden dann ins reduzierte System ibernommen, die Ubrigen
Eigenmoden werden zunachst vernachlassigt.

Fur die Rekonstruktion der Original-ZustandsgrofRen werden die vernachlassigten Eigen-
moden jedoch bendétigt. Anstatt sie (wie bei ein@rmancation-Ansatiiblich) einfach Null
Zu setzen, werden sie approximativ bertcksichtigt, in dem sie als Linearkombination der do-
minierenden Eigenmoden angesetzt werden. Durch die Minimierung eines Fehlermal3es wird
dann die Sprungantwort des reduzierten Systems an die des vollen Systems angepasst; mar
erhalt daraus eine Ahnlichkeitstransformation (sieche Anhand (A.4)), mit der schlieBlich ein
System direkt fur die relevanten Original-ZustandsgroRen erhalten wird.

3.6.3 Balancierte Verfahren

Balancierte Verfahregehen von delbalancierten Darstellunges zugrunde liegenden Sys-
tems aus (siehe Anhar{g (A.6)). In dieser sind die Zusténde bereits anhanSiifyel&arwer-
te geordnet. Die Bedeutung dieser Darstellung fur die Ordnungsreduktion wurde zuerst in
(Moo81) erkannt. In[(HP90a; HP90b) werden einige Varianten der auf (Moo81) zurlckge-
henden Methode eingehend betrachtet; (Hip92) schlieRlich stellt einen Ubersichtsartikel zu
diesem Themenkreis dar. Ahnlich wie bei den modalen Verfahren werden die Zustande mit
den dominierenden Singularwerten in das reduzierte System tlbernommen.
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Die ubrigen Zustande werden entweder Null gesdtatr{cation-Ansatg was insbesondere
im niedrigen Frequenzbereich zu merklichen Fehlern fuhrt; der Fehler verschwindet jedoch im
Grenzfall hochster Frequenzen. Oder sie werden analog zum Guyan-Verfahren genjaf (3.83)
bis (3.86) durch ihre stationaren Zustande bericksictigigular-Perturbation-Ansafzwas
im hohen Frequenzbereich merkliche Fehler verursacht; dafir ist das reduzierte System sta-
tionar genau. Uber den gesamten Frequenzbereich betrachtet, erfiillen beide Varianten jedoch
die gleiche Fehlernorm (siehe (LA89)).

3.7 Frequenzgangsanpassung

Das in (LedQ0) vorgeschlagene ReduktionsverfahrenFdeguenzgangsanpassustglit
die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktionen von Originalmodell und reduziertem Mo-
dell an einer Serie von, + 1 Stitzstellerr;, 0 < i < n, mit oy = 0 im Laplace-Bereich
sicher.

Das Verfahren gewahrleistet Strukturerhaltung. Es bagieht auf einer Projektion der
Zustandsgleichung.

3.7.1 Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion

Ausgangspunkt ist die Bedingung der Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktion von Ori-
ginalmodell und reduziertem Modell, fir die die Bedingung (B.50) abgeleitet wurde. Als hin-
reichendes Kriterium wird ir_(Led00) der Ausdruck

G (o) =P G, (0y) , 0<i<n, (3.95)

verwendet, wobei fif = 0 die Stutzfrequenz, = 0 verwendet, also stationare Genauigkeit
angestrebt wird.

Fur: = 0 ergibt sich Ausdruck (3.49) als Bedingung der stationaren Genauigkeit. Dies
eingesetzt in[(3.95) fur die Ubrigen < ¢ < n, fuhrt nach Einsetzen von (3.4) mit den
AbkurzungerW, (o;) (') undW. (a;) (7)),

W, (0;) = P [A7 + (J-A)"] B, (3.96)
W, (0;) = o; P (; J—A)" B, , (3.97)

auf die Bestimmungsgleichung
AL W, (0;) = W, (0y) , 1<i<n, (3.98)

fur die reduzierte ZustandsmatriX,,,. FUr das reduziertes System wurde dabei Standardei-
chung
Jn=1n (3.99)

angenommen.
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3.7.2 Bestimmung der reduzierten Zustandsmatrix

Fur die Bestimmung der reduzierten Zustandsmatrix aus Gleichungssystem (3.98) sind ins-
besondere auch komplexe Stutzfrequenzere C zu bericksichtigen; die reduzierte Zu-
standsmatrix soll jedoch weiterhin reell sef,, € R™*™. Eine reelle Losung kann erzwun-
gen werden, in dem die Matrizen [n (3]98) explizit in Real- und Imaginarteil gesplittet werden.
Nullsetzen des Imaginarteils vah,, fuhrt je Stitzstelle auf zwei separierte Gleichungen fur
den Realteil vorA .. Unter Berlcksichtigung dieser Nebenbedingung kann durch Definition
der HypermatrizeRy, ( "jla) und20; (," ),

2p 2pne

W = (R{Wi (o)} -+ R{Wi(on,)} S{Wi(o1)} - S{Wi(0n,)} ) ,(3.100)
W = (R{W: (1)} - R{W, (0,,)} S{W,(01)} -+ S{W;(0,,)} ) ,(3.101)

das Gleichungssystein (3]98) schlief3lich als
A, 20, = 20, (3.102)

geschrieben werden.
Fur eine Anzahl von

ny > Pw (3.103)
2p

geeignet ausgewahlten Stitzstellen weist die Mafixden vollen Rangn auf, das System
ist damit (Uber-) bestimmt. In diesem Fall kann Gleichyng (3.102) als Optimierungsproblem
nach eineGaul3-Transformatiogeldst werden (siehe beispielsweise {BS)).
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4 Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme

In diesem Kapitel werden die Betrachtungen von linearen Systemen aus dem vorangegan-
genen Kapitel auf (schwach) nichtlineare Systeme erweitert. Viele Definitionen fir lineare
Systeme werden sinngemal3 auf nichtlineare Systeme verallgemeinert. Eine spezielle Kenn-
zeichnung zur Unterscheidung des linearen und nichtlinearen Falls unterbleibt im Allgemei-
nen. Lediglich wenn das nichtlineare Systemverhalten im Vergleich zum linearisierten Ver-
halten betrachtet wird, wird im Folgenden eine Kennzeichnung durch die SubskKiigtiy,

Jinear* bzw. Jlinearisiert* und nl“ fir ,nichtlinear* vorgenommen.

In Abschnitt [4.1) wird die in dieser Arbeit verwendete Normalform nichtlinearer Syste-
me, im Folgenden spezielle Normalform genannt, aus der allgemeinen, jedoch sehr unspezi-
fischen Darstellung herausgearbeitet. In Abschhitf (4.2) wird die Aufgabe der Ordnungsre-
duktion préazisiert, bevor in Abschnift (4.3) b[s (4.5) verschiedene Ansétze der Ordnungsre-
duktion nichtlinearer Systeme erlautert werden. In AbscHnit (4.3) wird der projektive Ansatz
der Ordnungsreduktion auf nichtlineare Systeme erweitert. In Abschnijt (4.4) erfolgt eine
Ubertragung der Methode der adiabatischen Elimination aus der Synergetik auf die spezielle
Normalform. Schlie3lich wird in Abschnitf (4.5) das Verfahren der Frequenzgangsanpassung
auf den schwach nichtlinearen Bereich erweitert. In Abschniti (4.6) werden abschlieRend
Methoden zur Bewertung der Gite eines Reduktionsverfahrens diskutiert; diese beruhen auf
einem Vergleich von stationaren Loésungen bzw. von Zeitverlaufen des vollen und reduzierten
Systems.

4.1 Systemdarstellung

4.1.1 Allgemeine Form nichtlinearer Systeme

Die allgemeine Darstellung eines dynamischen Systems lautet
s (f T, T, t) - (@ T, (4.1)
g

Yy = (2, d,t) . 4.2)

Darin sind () (’1’) derEingangsvektqrdas heif3t, der Vektor dervon aul3en auf das System
einwirkenden SteuergréRRem, (¢) () der Ausgangsvektoder ¢ MessgroBen.@ (t) (}) ist
der Zustandsvektodes Differentialgleichungssystemsjst die SystemordnungSchlief3lich

sind i 7,7, 0, t) die Tragheitsfunktionf(ii i, t) die Zustandsfunktiong (7, @, t)
die Ausgangsfunktian
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4 ORDNUNGSREDUKTION NICHTLINEARERSYSTEME

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass die Funktionen nicht explizit zeitabhangig
sind. Damit gilt

ﬁ(z’:’, T U t) = ﬁ(z’, z, a’) , (4.3)
f@ a0 = f(@7) : (4.4)
7(T, T, ) = T(T, ) . (4.5)

Die Aufteilung der Beitrage zur Zustandsgleichung wird so vorgenommen, dass in der Trag-
heitsfunktion’, lediglich Terme beriicksichtigt werden, die eifeAbhangigkeit beinhalten;
alle anderen Terme (inklusive insbesondere eines konstanten Offsets) werden in der Zustands-
funktion f absorbiert. Damit gilt insbesondere

" (55’ _ 0, 7 1‘[) — T, (4.6)

Beispielsweise werden im Sinne einer Reihenentwicklunﬁ mur solche Terme bertcksich-
tigt, die eine Ableitung nach” beinhalten.

4.1.2 Reihenentwicklung

Fur hinreichend glatte Zustands- und Ausgangsfunktionen ist eine Reihenentwicklung um

einenArbeitspunkt(ka, Twlks Tk ﬂwk> durchfuthrbar. Man erhalt in der ,nullten“ und
ersten Ordnung die Terme

= 0 + @h’bwk (@ —al,) + okl <x, T, u)
=0+ J (#—dly) + b (TET) @)
i i 9 j ‘
"= fax Tt %f ‘wa T (x] - xivk)
a 3 — —
+ %legwbgwk (v —wly) + fu (7, 7)
= fu + 4 (2! = 2ly)
9 = G T i ' Foks Bk (‘7:] - CUivk)
0 i iy i (o
+ %g Tt Twk (u - uwk) + Gn (ﬁ, u)
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4.1 SYSTEMDARSTELLUNG

= g + C (2! — )
wobei in der Zustandsgleichung die oben diskutierte Aufteilung der Zustandsfunktion und
Tragheitsfunktion bertcksichtigt ist.

Wahlt man als Arbeitspunkt insbesondere eine stationare La—is’Uﬁgf)’n des nichtlinearen
Systems,

— — —» — (= — g — o — — —
Uwk; Twky Twky Ywk | = | Uwk,sty L wk,sts Onu Ywk,st | = (ka,s‘m T wk, sts ywk,st) )

so folgt wegen[(416) auf (4.1), (#.2) 0
f (Twst: Twkst) = On (4.11)
G (T sty Uwkst) = Ywkst (4.12)
und daraus die GrﬁBeﬁwk und ¢ ZU
Fae=Tu,  Gue=Tum - (4.13)

In der Regel misst man darliberhinaus die Variablen’ und % relativ zu dieser stationaren
Losung, also

(st Tusts Towrot) = (0 T T (4.14)

man betrachtet also den stationaren Arbeitspunkt als Ursprung der Koordinatensysteme. Mit
dieser Wahl von Arbeitspunkt und Koordinatensystem vereinfacht sich die Systemdarstel-
lung.

4.1.3 Allgemeine und spezielle Normalform

In dieser Arbeit seien die Tragheits- und Ausgangsfunktion durch die linearen Ausdriicke
gegeben,

. (3; z, T[) =0,, Gu(T.@)=0,, (4.15)

eine Berucksichtigung von Nichtlinearitaten findet lediglich in der Zustandsfunktion statt.

4.1.3.1 Allgemeine Normalform

Unter diesen Voraussetzungen kann das nichtlineare System adlgemeinen Normal-
form

J7 = AT+BT+ [n(7, 0) (4.16)

Yy = CT7+D74W (4.17)

geschrieben werden. Der nichtlineare Systemanteil ist hier also eine vorgegebene, jedoch
zunachst nicht weiter spezifizierte Funktion. Die Charakterisierung als ,allgemein* ist hier
lediglich im Gegensatz zu der unten vorgestellten speziellen Normalform zu sehen.
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4 ORDNUNGSREDUKTION NICHTLINEARERSYSTEME

4.1.3.2 Spezielle Normalform

In dieser Arbeit wird im Allgemeinen eine spezielle Form vﬁm zur Parametrisierung des
nichtlinearen Systemanteils verwendet. Diese spezielle Form folgt aus der Erweiterung der
oben diskutierten Reihenentwicklung auf hohere Ordnungen. Sie dient einerseits der einheit-
lichen Darstellung schwach nichtlinearer Systeme, sie wird andererseits eine Ordnungsreduk-
tion auch des nichtlinearen Systemanteils ermdéglichen.

Aus dem Blickwinkel des Physikers sind insbesondere Nichtlinearitdten von Interesse, die
ausschlieflich Uber den Zustandsvektor vermittelt werden. Es werden deshalb Zustandstenso-
ren der Stu@ (i) im Folgenden alZs-Tensorend, ( " ) bezeichnet, als

n,-,n}smal
i 0* i
As;jr'-js - Ot - Qs f
definiert, die in der speziellen Normalform als nichtlineare Beitrage bertcksichtigt werden.
Dartberhinaus wird der in der Regelungstechnik oft verwendete bilineare Term als Biline-
artensor der Stuf¢}), im Folgenden al8L-Tensor3 (,',) bezeichnet, als
, 0?2 .
B f

K Ogd Quk

(4.18)

— —

Twk; Uwk

(4.19)

— —

Twk, Uwk

eingefuhrt.
Die Zs-Tensoren und der BL-Tensor eines Systems werden auch zusammenfasbdind als
Tensorer(fur Nichtlinearitatstensoren) bezeichnet.

Bei Beriicksichtigung von ZTensoren bis zur maximalen Stufe’ ), also von Z-Ten-
soren mit maximak = s,,., unteren Indizes, ist damit der nichtlineare Systemanteil durch

- Smax 1
fa (B, ) =) S A+ (T, T)+ B« [T, T (4.20)
S
s=2

smal

gegebelﬂ und man erhélt dispezielle Normalforra— im Folgenden meist verkiirzt als Nor-
malform bezeichnet —

Smax

. 1
J—’ — A—’ B—’ . s —’". — — —» 4.21
T T + u+;S!A*x, , T+ Bx [T, ul, ( )

s mal

1 Die bei der Definition der Tensoren verwendsmfenklamme(i) gibt die Zahlero der oberen und der

)
unteren Indizes eines Tensors an; ein Skalar ist in dieser Notaticé@)aTsansor aufzufassen, ein (Spalten)-
Vektor als (é)—Tensor, eine Matrix aIs{})—Tensor. Mittels der (verallgemeinerten) Dimensionsklammer
(ji jjjj:) werden den Stufen des Tensors die zugehdrigen Dimensionen als geordnete FalgeZeden*
unds; ,Spalten zugeordnet.

2 Eine Kontraktion eines Tensors (iber mehrere untere Indizes wird hier symbolisch mit HiKertteaktions-
klammerx[-, - -] ausgedrickt, die die Objekte einschlief3t, Uber die die unteren Indizes kontrahiert werden
— als geordnete Folge in der Reihenfolge, in der mittels der Dimensionsklammer die Dimensionen der un-
teren Indizes definiert werden. Die Kontraktionsklammer ist zum Beispiel im Fall einer Kontraktion eines

Tensors mittels zweier Vektoren &S« [V, W] = >5, >, T;xviw* aufzufassen.
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4.1 SYSTEMDARSTELLUNG

7 = CT+D7T, (4.22)

auf der alle in dieser Arbeit vorgestellten Methoden der nichtlinearen Ordnungsreduktion be-
ruhen. Die Eigenschaft der Multilinearitat der NL-Tensoren ermdéglicht insbesondere eine
projektionsbasierte Reduktion des nichtlinearen Systemanteils.

4.1.4 Verschiebung des Bezugspunktes

In diesem Abschnitt wird diskutiert, wie sich die Systemmatrizen und -tensoren bei einer
Verschiebung des Bezugspunktes verhalten. Die hier gefundenen Ausdriicke bilden den Aus-
gangspunkt fiir eine tensorielle Parametrisierung von Nichtlinearitaten, wie sie in Kapitel (5)
vorgestellt wird.

Durch Anlegen einer stationdren Lagt; g # 6} nimmt das Syste122) den
stationaren Zustand,

—

(Ust,ld7 3"’s‘c,lda @’st,ld) 7é <0p7 Om 0q> (423)
ein. Verschiebt man den Bezugspunkt durch Einfihren der neuen Koordinaten
Uy = U — ?—[st,ld ) Ty=7 — i"st,ld ) 371d = ?/’ - ZTst,ld (4-24)

in diesen stationaren Zustand, so bleibt das System|(4[21)] (4.22) in den neuen Koordinaten
forminvariant erhalten. Jedoch transformieren die Systemmatrizen und -tensoren gemarf3

Ju = T, (4.25)

Smax 1

§=2 (k)Eperm{Yst,ld, ol l,}
§—1 mal 1 ma
+ B * [-, Ust,ld] s (426)
Smax S‘
Aga = As + ~Z 5 ~ > As « (k)] (4.27)
S=stL 0 (keperm{ Ts,1d, * 1,y t )
5—s mal s mal
Bld = B + B*[?st,ldv } ) (428)
Ba = B, (4.29)
Cuqy = C, (4.30)
Dy = D. (4.31)

Die Anzahl der Summanden in der inneren Summe yon [4.26)und (4.27), also die Anzahl der
Permutationer?;, ist dabei durch den Binominalkoeffizient(aj") gegeben,

P = (5> _ 8 (4.32)

s (5 —s)ls!”’
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4 ORDNUNGSREDUKTION NICHTLINEARERSYSTEME

im Spezialfall der Zustandsmatri&,q mit s = 1 also durchP; = (j) = 5. Da alle Kontrak-
tionen der Z-Tensoren in[(4.26) und (4.27) tUber den gleichen Vekigrq erfolgen, tragen
jeweils nur deren symmetrische Anteile zum Ergebnis bei. Unter Benutzung der Symme-
trisierungsklammec - ) (die Summen Uber die Permutationen werden quasi in die Tensoren
gezogen und mit der Anzahl der Permutationen normiert) ergeben sich — hier in Komponen-
tenschreibweise — deshalb die éiquivalenten Ausdriicke

Smax

i _ i } : i Ji—1
Ald;j - Aj + 3_1 A “J5—1]) st d T Lst,1d
5=2
+ Bjub (4.33)
Smax
1 N _ — T _ - 1 - - ,71 . ]9 s
Asld;jl---js As;jl---js + 2 : (g o 8)' Ag;(jl...jgis g1 Js ) st, 1d st ld(4 34)
§=s+1

fur die ZustandsmatriA 4 und die Z-TensorenA, 1q.

Eine Verschiebung des Bezugspunktes kann insbesondere von Vorteil sein, wenn die fur die
Anwendung bedeutende, typische Last deutlich von Null verschieden ist (im alten Bezugssys-
tem). Dann empfiehlt sich eine Bezugspunktverschiebung in den relevanten Lastbereich, um
dort die nichtlinearen Effekte gering zu halten; unter Umstanden ist bereits ein linearisiertes
System mit der Zustandsmatrixy ausreichend.

Dabei ist zu beachten, dass die Verschiebung selbst relativ aufwéndig ist und dass im alten
Bezugssystem eventuell verschwindendel£nsoren niedriger Stufe im neuen Bezugssystem
im Allgemeinen ungleich Null sind.

4.1.4.1 Tangentenzustandsmatrix

Im Folgenden wird die Zustandsmatrik,q nach [4.25) bzw.[(4.33) in einem station&ren
Zustand Wy 14, Tst1d, Ust,1a) — aulBerhalb des Zusammenhangs einer Bezugspunktverschie-
bung — alsTangentenzustandsmatix bezeichnet,

A=Ay. (4.35)

Gleichung|(4.26) bzw. die Komponentenschreibweise {4.33) seien zur Vereinfachung spaterer
Querverweise hier noch einmal angefihrt:

A=A+) - > A5 ()] + B x [, T (4.36)
S=2 (k)eperm{ Tt 1ds * " * )
s—1 mal 1 mal
bzw. .
Az + Z 1 ds—17) xﬁ,ld T Zt Icll + Blk ust 1d (4.37)

Die Tangentenzustandsmatrlx blldet die Grundlage fir die Betrachtung linearisierter Syste-
me.
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4.2 ORDNUNGSREDUKTION

4.1.4.2 Sekantenzustandsmatrix

Beim Konzept der Sekantenzustandsmatrix wird eine Relation definiert, die den stationaren
Zustandsvektol’y; .a mit dem Eingangsvektot. ;q @hnlich wie im linearen Fall verknupft:
0,=A Tst1a + B Ust 1a - (4.38)

Die auf diese Weise definierekantenzustandsmatix kann als Grundlage einer iterativen
Bestimmung einer nichtlinearen stationaren Lésung dienen.

Ein Vergleich mit[(4.2]1) fiir stationére Zustande zeigt, dass sich die Sekantenzustandsmatrix
durch Ausklammern jeweils eines Zustandsvekitdrsy aus den Kontraktionen tber die NL-
Tensoren ergibt. Man erhélt dann

Smax

_ 1 R
A:A+Z§As*[xst,lda"'axstldv ]‘i‘B*[, stld]a (4-39)

-~

s—1mal

1 mal

oder unter Verwendung der Komponentenschreibweise und unter Beriicksichtigung der Sym-
metrisierung aufgrund der Kontraktion tiber identische Vektoren

Smax

— i 1 S y ] s 7
Ay = A5+ Z 5! Agj;l js*l)yl‘ﬁ,ld e it atB; kust 1d (4.40)
=2

wobei bei den Z-Tensoren jewelils der letzte Zustandsvektor ausgeklammert wurde.

Die Beliebigkeit der Wahl des ausgeklammerten Zustandsvektors fiihrt dazu, dass die Se-
kantenzustandsmatrix mit der hier angegebenen Definition im Allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt ist. Eindeutigkeit erhielte man beispielsweise durch eine Symmetrisierung Gber alle
unteren Indizes der £Tensoren; diese Forderung wird jedoch in dieser Arbeit nicht in die
Definition der Sekantenzustandsmatrix mit einbezogen.

4.1.5 Storungstheorie zweiter Ordnung

In Anhang [T) wird die Zustandsgleichurjg (4.21) der speziellen Normalform mit den Me-
thoden der Stérungstheorie behandelt. Die dort vorgestellten Ergebnisse kénnen den Aus-
gangspunkt fur Methoden der Ordnungsreduktion darstellen. Beispielsweise beruht das in
Abschnitt [4.5) vorgestellte Verfahren der Frequenzgangsanpassung auf der in Agschnitt (C.2)
vorgestellten Verallgemeinerung des Frequenzgangs fur nichtlineare Systeme.

4.2 Ordnungsreduktion

Auf der Basis der vorgestellten allgemeinen bzw. speziellen Normalformerj (4.16), (4.17)
bzw. (4.21),[(4.22) kann nun die Aufgabe der Ordnungsreduktion préazisiert werden:
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4 ORDNUNGSREDUKTION NICHTLINEARERSYSTEME

4.2.1 Allgemeine Normalform

In der allgemeinen Normalform soll das volle System

Jn _l'"n = An E;’n + Bn U + ?n,nl (E’n» U) ) (441)
_g—/’n = Cn ifn + Dn s (442)

mit dem nichtlinearen Systemantq_ﬂj, a (7, @) (711) approximiert werden durch das redu-
Zierte System

+ Fon (T, @) (4.43)
(4.44)

S|

I

m = An
Cn

&l Hl
:1 :¢

+ B,
+ Dy,

<

mit dem nichtlinearen Systemantg_‘i’lmnl (T, ©) (”f) Da die Nichtlinearitaten hier nicht
weiter spezifiziert sind, ist zun&chst unklar, in wiefern eine formale Ahnlichkeitﬁgml und

?n,nl gefordert werden kann, also wie, bzw. ob, die Eigenschaft der Formerhaltung definiert
werden kann.

4.2.2 Spezielle Normalform

In der speziellen Normalform soll das System

Smax 1

J.7, = A, 7. +B, u—l—z Ag o % [T, -+, To) + Bux [T, U] , (4.45)

s mal

Yo = Co7n+D, W (4.46)

mit den Zs-TensorenAs » (,, .. 1y, ma) der Stufe(;) und dem BL-TensoB, (,",) der Stufe
(;) unter Beachtung der Formerhaltung durch das System

Smax 1

JnZw = ApTm+ Bn u+z Ao * [T, -, T + B # [T, U] (4.47)

s mal

Jm = CoZn+Dnd. (4.48)

mit den Zs-TensorenA, m (,,, .. 7 . ) der Stufe(]) und dem BL-TensoB,, (") der

Stufe (;) approximiert werden. In diesem Fall ist die Forderung nach Formerhaltung wohlde-
finiert und legt letztlich das reduzierte System fest.
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4.2.3 Eigenschaften der Reduktionsverfahren

Viele Charakteristika der linearen Ordnungsreduktion lassen sich auf den nichtlinearen Fall
Ubertragen, beispielsweise die Messgrél3enerhaltung, die stationare Genauigkeit und auch vie-
le der auf dem projektiven Ansatz beruhenden Eigenschaften, wie beispielsweise die Zu-
standsgroRenerhaltung und die Strukturerhaltung. Diese Charakteristika werden hier nicht
erneut definiert.

Andere Charakteristika der linearen Ordnungsreduktion gelten zun&chst nur fur das lineari-
sierte System, zum Beispiel alle Forderungen, die auf dem Ubertragungsverhalten des Systems
basieren. Diese kdnnen teilweise auf der Basis der vorgestellten Stérungstheorie auf schwach
nichtlineare Systeme verallgemeinert werden.

4.3 Ordnungsreduktion durch Projektion der
Zustandsgleichung

Das in Abschnitt[(3}4) ausfihrlich diskutierte Verfahren der Ordnungsreduktion durch Pro-
jektion der Zustandsgleichung lasst sich leicht auf den hier diskutierten, nichtlinearen Fall
verallgemeinern. Analog zu Abschnift (3.4.7) fiir den linearen Fall wird die nichtlineare Zu-
standsgleichunl) mittels der transformierten Reduktionsniattxd der Rekonstruk-
tionsmatrixV in den Zustandsraum des reduzierten Systems projiziert und mif (4.43) ver-
glichen. Zusétzlich zu den linearen Reduktionsbedingurigen|(3.56) bis (3.58) ergibt sich der
Ausdruck

Font (Fm, T) =R fom (V T, T) . (4.49)

fur den nichtlinearen Systemanté‘ﬂn, . des reduzierten Systems.

Dieser Ausdruck lasst sich fur jedes nichtlineare System in allgemeiner Normalform suk-
zessive auswerten. Damit sinkt die Ordnung der fir numerische Verfahren zu l6senden linea-
risierten Gleichungssysteme auf die Ordnung des reduzierten Systems. Durch die Ordnungs-
reduktion kann deshalb der Aufwand beispielsweise flr eine Zeitintegration oder zur Bestim-
mung einer nichtlinearen stationaren Lésung deutlich reduziert werden. Letztlich wird jedoch
der das nichtlineare Verhalten beschreibende Anfgil, unverandert ins reduzierte System
tubernommen. Dieses Vorgehen ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn die Auswertung
des nichtlinearen Anteils bereits im vollen System keinen grof3en Aufwand bedeutet, etwa
wenn nur wenige Freiheitsgrade durch Nichtlinearitaten beaufschlagt werden. Auf vergleich-
barer Basis wurden eine Reihe von Reduktionsverfahren entwickelt: In (Has85) beispielsweise
wird voraussetzt, dass die nichtlinearen Anteile ausschlief3lich von den in das reduzierten Sys-
tem Ubernommenen ,dominanten” Zustandsgré3en abhangén. Inl(Pal87) und (LM90) sowie in
(Loh94a) undi(Loh94b) wird das Ein- und Ausgangsverhalten des nichtlinearen Systemanteils
mittels linearer Transformationen an eine Serie zeitabhéngiger Testrechnungen angepasst.

In der Regel fordert man jedoch auch eine Reduktion des nichtlinearen Systemanteils, ins-
besondere wenn Darstellung und Auswertung des nichtlinearen Anteils in der vollen Zu-
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standsgleichung einen gewissen Aufwand bedeuten. Fur die hier betrachtete Projektion der
Zustandsgleichung erfordert dies jedoch eine Darstellung f/on, die eine explizite Aus-
wertung der rechten Seite v.49) im Sinﬁgm (-,-) = R 7n,nl (V- -) ermdglicht.
Gerade dies wird durch die in dieser Arbeit verwendete spezielle Normalform erreicht, in dem
die Multilinearitat der NL-Tensoren ausgenutzt wird: Setzt man den AusdjucK (4.20) in die
Reduktionbedingung (4.49) ein, so erhalt die Ausdriicke

As,m = ﬁ As,n *V7"'7V ) (450)

s mal
B = R B, «[V,-] (4.51)

fur die reduzierten Tensoren. Im Allgemeinen ergibt sich aus der Projektion der Zustandsglei-
chung fir die ,Reduktionstransformation“ das TransformationsverhRtefiir obere Indizes
und- V flr tber den Zustandsvektor zu kontrahierende untere Indizes.

Wie im linearen Fall wird die Projektion der Zustandsgleichung durch die Angabe der
EichtransformationerT. ,, und T, ,, des vollen und reduzierten Systems sowie durch die
Reduktions- und RekonstruktionsmatRxundV festgelegt.

Durch die Wahl der Eichtransformatidk. ,, hach @p) wird auch im nichtlinearen Fall
die Standardeichung fur das reduzierte System gewahrleistet.

Als Eichtransformatior, ,, sowie als ProjektionsmatrizdR undV kénnen zunachst die
Matrizen fir den linearen Fall verwendet werden. Die Ubertragung auf den nichtlinearen Fall
liefert gute Ergebnisse, wenn der Einfluss der Nichtlinearitaten nicht zu grol3 ist, wenn insbe-
sondere das linearisierte System schon eine passable Naherung des Systemverhaltens darstell
In diesem Fall kdnnen die nichtlinearen Terme quasi als zusatzliche Lasten betrachtet werden,
wobei die Transformation der nichtlinearen Terme durch die naherungsweise Ubertragung von
(3.31) und|[(3.3R) motiviert werden kann.

In einem zweiten Schritt kbnnen Anpassungen insbesondere der Projektionsniatrindn
V betrachtet werden.

Auf diese Weise ist eine Ubertragung des Arnoldi-Verfahrens und des Guyyan Verfahrens
auf den nichtlinearen Bereich moglich. Hier erfolgen noch einige verfahrensspezifische Be-
merkungen sowie Vorschléage fur eine Anpassung der Verfahren, um nichtlineare stationare
Genauigkeit zu gewéhrleisten. Die Einsatzméglichkeiten und Eigenschaften dieser beiden
Verfahren sind in Tabell¢ (7.1) auf Sefite 128 noch einmal zum Vergleich zusammengestellt.

4.3.1 Arnoldi-Verfahren

Die Anwendung des Arnoldi-Verfahrens fir die Stutzfrequenz 0 auf den 2- und Z3-
Tensor wurde erstmals in (CWO00) und ausfuhrlicher in (Che99) beschrieben. Inl(PhiO0) wird
eine Anpassung der Rekonstruktionsmatrix (und damit auch der Reduktionsmatrix) an den
nichtlinearen Fall vorgeschlagen, die auf einer Stérungstheorie ahnlich der in Abschnitt (C)
vorgeschlagenen beruht. [n (B$02) wird ein &hnlicher Ansatz fir die in der Regelungstechnik
verbreiteten bilinearen Systeme erdortert.
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4.3.1.1 Nichtlineare stationare Genauigkeit

Durch die nichtlinearen Terme in der Zustandsraumdarstellung kann im nichtlinearen Fall
stationare Genauigkeit nicht mehr exakt gewahrleistet werden, weil sich die vorgestellten Pro-
jektionsmatrizen am linearisierten System orientieren. Im Rahmen dieser Arbeit wurde des-
halb eine Modifikation entwickelt, die flr eine bestimmte, typische Last nichtlineare stationare
Genauigkeit sicherstellt.

In (3.73) wird fiir die Entwicklungsfrequenz = 0 als Spannvektor des Krylov-Raums
im Wesentlichen die lineare stationére Losung des vollen Systems verwendet: [Nach (3.6)
und ) giltF, (o = 0)*1 B, = —A, " 'B, = Ty 1in/us; der Skalierungsfaktot /u;
durch die Aufteilung der Last in die Single-Input Eingangsmaﬁixund den (stationaren)
Single-Input Eingangsvektar,; spielt wegen der Orthonormierung im Arnoldi-Algorithmus
im linearen Fall keine Rolle. Im nichtlinearen Fall bietet es sich an, anstatt der stationaren
Losung des linearisierte Systems die nichtlineare stationédre L8g8ung, als Spannvektor
des Krylov-Raums zu verwenden. Diese kann beispielsweise iterativ bestimmt werden. Damit
gilt anstelle von[(3.73)

R = colspan {V} = K, (—Ay " Ju; Taseon) - (4.52)

Formal entspricht dieses Vorgehen der Verwendung einer Ersatz-Eingangsmatrix im Arnoldi-
Algorithmus, die im linearisierten System den Einfluss der Nichtlinearitaten parametrisiert.

Dadurch wird nichtlineare stationére Genauigkeit fiir einen speziellen Zustand, und
damit fir einen speziellen Single-Input Eingangsvekigrerzielt; fur andere Werte wird
nichtlineare stationare Genauigkeit nur naherungsweise erreicht, da im nichtlinearen Fall sta-
tionare Losungen mit dem Eingang nicht mehr kolinear skalieren. Diese Vorgehensweise kann
deshalb als Anpassung an einen typischen Wert des Eingangsvektors aufgefasst werden, falls
diese relativ gut bekannt ist und nicht zu stark variiert. Im Allgemeinen verbessert sich durch
diese Anpassung auch das dynamische Systemverhalten, da der Krylov-Unterraum besser an
die relevanten Systemzustande angepasst ist.

Es sei noch angemerkt, dass die die stationdre Genauigkeit des linearisierten Systems bei
diesem Vorgehen verlorengeht — Es kann also nur entweder stationare Genauigkeit des linea-
risierten Systems oder nichtlineare stationare Genauigkeit erzielt werden.

4.3.1.2 Bericksichtigung stationdrer Randbedingungen

_ Auch im nichtlinearen Fall sei noch gem@]&s) ein System mit einem externen Eingang
B ext Uext, UNd stationaren Randbedingung@én i, u.i; = 1, betrachtet. In Analogie zum
linearen Fall[(3.7)5) und unter Beachtung vppn (4.52) kann hier durch

Icm— _-‘An_1 Jna i’n st,nl (Uext = Ust; Uvir = 1
Ry = colspan {V} C { - 1l st (texe = T ) (4.53)

L n,st,nl (uext =0, Uyir = 1)
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ein gutes dynamisches Verhalten im relevanten Lastbereich und stationdre Genauigkeit fur
die Randbedingung erzielt werden. Damit kann beispielsweise fir einen Einschaltvorgang
stationdre Genauigkeit im Anfangs- und Endzustand erreicht werden.

Eine andere mdgliche Vorgehensweise ist eine Verschiebung des Arbeitspunktes in den Zu-
stand@’, s, i (Uexs = 0, uyiy = 1) mit den Methoden aus Abschnift (4.1..4). Da eine Arbeits-
punktverschiebung insbesondere bei Berticksichtigung vehensoren hoherer Stufe relativ
aufwandig ist und dartiberhinaus mit bedeutenden zuséatzlichen Eintragen in den NL-Tensoren
verbunden sein kann, ist das hier beschriebene Verfahren der ,Spendierung” eines zusatzlichen
Freiheitsgrads im reduzierten System oftmals vorzuziehen.

4.3.2 Guyan-Verfahren

Die zweite Variante, die Projektion nach dem Guyan-Verfahren, wurde noch nicht in der
Literatur beschrieben. Sie wurde im Rahmen dieser Arbeit entwickelt, um dem Arnoldi-
Verfahren eine strukturerhaltende Alternative zur Seite zu stellen, die eine starkere Einfluss-
nahme in die durch das reduzierte System gut approximierten Zutsande erlaubt.

4.3.2.1 Nichtlineare stationare Genauigkeit

Auch im Fall des Guyan-Verfahrens kann nichtlineare stationare Genauigkeit fur eine be-
stimmte, typische Last erzielt werden, wenn der Slave-Anteil der Eingangsmatrix verschwin-
det:

Die Reduktions- und Rekonstruktionsmatrix wird dabei nicht aus einer Zerlegung der Tan-
gentenzustandsmatrix im Arbeitspunkt bestimmt, sondern aus einer Zerlegung der Sekanten-
zustandsmatrix von Arbeitspunkt und typischer Last; diese Projektionsmatrizen operieren auf
die originalen Systemmatrizen und -tensoren.

Nichtverschwindende Slave-Lasten — beispielsweise durch stationdre Randbedingungen
— machen sich bei dieser Methode sehr stérend bemerkbar, hier liefert das Verfahren mit
lediglich linearer stationdre Genauigkeit im Allgemeinen bessere Ergebnisse.

4.3.2.2 Multi-Input Systeme und stationare Randbedingungen

Das Guyan-Verfahren ist zunachst fur Multi-Input Systeme gut geeignet, jedoch leidet auch
hier — wie im linearen Fall — die Reduktionsgiite insbesondere im dynamischen Fall, wenn
die Slave-Anteile der Eingangsmatrizen nicht verschwinden.

Gegebenenfalls kdnnen durch eine Arbeitspunktverschiebung gemaR (4.1.4) zumindest sta-
tionare Randbedingungen ,wegtransformiert* werden, was jedoch im Allgemeinen mit einem
betrachtlichen Aufwand verbunden ist.
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4.4 Adiabatische Elimination schnell relaxierender Variablen

Eine weitere Moglichkeit zur Ordnungsreduktion im nichtlinearen Fall besteht in der adia-
batischen Elimination der schnell relaxierenden Variablen des nichtlinearen Systems in An-
lehnung an die Synergetik. Dieser Ansatz stellt im Wesentlichen eine Spezialisierung des in
Abschnitt [2.1.11) erlauterten Vorgehens dar. Es handelt sich hierbei um einen modalen Ansatz:
der eigentlichen Ordnungsreduktion geht eine Eigentransformation des linearen Systemanteils
voraus.

Das Verfahren wird hier fur Systeme formuliert, deren linearer Anteil stabil und diagona-
l&hnlich ist. Die Methode scheint bei geeigneter Wahl der aktiven Moden jedoch auch flr
linear instabile Systeme geeignet zu sein.

Als Nichtlinearitat wird in diesem Abschnitt ausschlieRlich deérensor.A, berticksich-
tigt.

In diesem Abschnitt wird die Einsteinsche Summenkonvention nicht verwendet, alle Sum-
men werden also explizit ausgeschrieben!

4.4.1 Eigentransformation

Zunachst wird das Systein (4]45), (4.46) einer Eigentransformation unterworfen (siehe An-
hang [(A.%)). Da der lineare Anteil vof (4]45) als diagonalahnlich vorausgesetzt wird, wird
dieser durch die Transformation diagonalisiert und damit entkoppelt. Aufgrund der Stabilitat
gilt aulRerdem fur die Realteile der Eigenwexiel < i < n, des linearen Anteil® {\;} < 0.

Die Eigenwerte werden durch die Eigentransformation nach ihren Realteilen absteigend ge-
ordnet zur Diagonalmatrid,, zusammengefasst, aldg, = diag]-; (\;), mit

0>R{N} > >R{\) . (4.54)

Die ,langsamen® Eigenwerte erhalten bei dieser Sortierung eine kleine Nummer. Mit den
Transformationsmatrizei'., Ty nach ) erhalt man fur den nichtlinearen Antel} ,,
des transformierten Systems den Ausdruck
Az n=Te Az n* [T, T '] (4.55)
so dass die Zustandsgleichung zunachst die Form

~ 1 ~ —~
Fo= ATt 5 Ao [z 3;] +B, T (4.56)

annimmt.

4.4.2 Ordnungsreduktion

Das Spektrum wird in zwei Gruppen geteilt: die ersterModen werden im Folgenden
als aktive Moderbezeichnet, die tbrigen — m Moden alspassive Modef] Die aktiven

3 Als Teilungskriterium des Spektrums kénnen zunéachst die Kriterien fiir lineare Systeme, etwa das Kriterium
von Litz, siehe etwa (Lit83), verwendet werden.
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Moden werden im Sinne der Strukturerhaltung als reduzierter Zustandsvéktarterpre-

tiert. Hierbei ist zu beachten, dass die Bedingling {3.46) im Allgemeinen nicht erflllt werden
kann, da durch die Eigentransformation die Ausgangsmatrix im Allgemeinen stark besetzt
ist. Deshalb ist man in diesem Fall auf eine Rekonstruktion des kompletten Zustandsvektors
angewiesen, also auf die Bereitstellung einer geeigneten Rekonstruktionsmatrix (vergleiche

Abschnitt [3.4.6.5)).

4.4.2.1 Guyan-Ansatz

Die reduzierte Zutstandsgleichung ergibt sich zunachst aus einem zum Guyan-Verfahren
analogen Vorgehen, wobei die Master-Freiheitsgrade durch die aktiven Moden gegeben sind.
Im Unterschied zum Guyan-Verfahren wird hier jedoch eine Aufteilung der Eigenmoden vor-
genommen, anstatt einer Auswabhl relevanter Zustéande im originalen Zustandsraum.

Formal lasst sich dieses Vorgehen darstellen als Projektion mit den Eichtransformationen
T, , undT, ,, des vollen und reduzierten Systems nach (3.87) und|(3.88), hier also

—A (4.57)

T.. = —diag(1/\)
=1

Tew = —diag(l/A) = —An~" | (4.58)
=1

wobei die AuswahlmatridP und die RekonstruktionsmatriX nach [[3.8P) zu verwenden ist,
in diesem Fall

P=(L, 0), V:(f)m). (4.59)

In diesem speziellen Fall wird — im Gegensatz zum allgemeinen Guyan-Verfahrgn 4~ (3.60)
erfullt, so dass die Standardeichung erhalten bleibt. Aus den Reduktionsbedingungen (3.90)
und (3.91) sowie au$ (4.50) erhalt man die formerhaltende reduzierte Zustandsgleichung

—

—~ 1 ~ ~ ~
T = A T 5 Az [z;’m E’m] B, T . (4.60)

Aufgrund der Diagonalitat der ZustandsmatAix liefert diese Vorgehen zunachst das glei-
che Ergebnis, wie ein Truncation-Ansatz, die passiven Moden werden also zunachst einfach
»-abgeschnitten®.

4.4.2.2 Adiabatische Elimination

Es wird nun angenommen, dass die Dynamik des Systems durch die aktiven Moden do-
miniert wird; Die passiven Moden folgen den aktiven aufgrund ihrer schnelleren Dynamik
instantan. Sie werden deshalb adiabatisch eliminiert, das heif3t, sie werden durch ihre statio-
naren Zustande ersetzt.
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Man erhalt fir den stationaren Zusta:“b’\ﬂgst fur die passive Modé m + 1 <[ < n, durch
Nullsetzen der Zeitableitung, in ) zunachst den impliziten Ausdruck

p
fﬁl,st:_lz n,ku _2_>\l Z Aanlk’QNﬁstgﬁzst? m+1§l§n (461)
k=1 k1, ko=1

Die Doppelsumme in Gleichunp (4]61) kann als Naherung bereits Iathigebrochen werden,
da die hoheren Terme aufgrund der starkeren Unterdruckungnds@rbzw a:n & durch die
betragsmaRig groReren Realteile der Eigenwerte in den Tetyign bzw. 1/)\k2 nur wenig
beitragen. Dadurch ergibt sich als Naherung der explizite Ausdruck

Th Bl uf — — Al e TR TR m+1<Ii<n (4.62
t Z 2Alk1kz212k‘1k2 t t ( )

fur den station&ren Zustand der passiven Moden.

Einsetzen vor{ (4.62) in die Zustandsgleichung fur die aktiven Moden flhrt auf ein reduzier-
tes System der Form

T = Ay T+ Bn U+%A~2,m* [??’fn ?fn] +%A~3,m* [??’fn T, ?fn] + By [Ez’wm u} ,

_ _ (4.63)
wobei die Terme\,,, A, ., undB,, mit den entsprechenden Termen des Guyan-Ansatz tiber-
einstimmen. Interessanter sind hier die zusatzlichen Teﬁg]gl und Z§m, gegeben durch

~ n 3
3,m;jkike Z 2_)\1 ( ,n; 4l + A2 n; l]) 'A2 n; k1ko (464)
=m+1
~ "1 ~
m;jk Z 2_>\l ( ,n; 5l + AQ n; lj) Bll’l,k ) (465)
=m+1

die der nichtlinearen Einkoppelung der passiven Moden entstammen. Weitere Terme in héhe-
rer als linearer Ordnung ih/\; sind dabei bereits vernachlassigt.

Durch diese zusatzlichen Terme wird strenggenommen die Formerhaltung verletzt, jedoch
gehort die reduzierte Zustandsgleichung noch zu der in dieser Arbeit betrachteten Normalform

@.21).

4.4.2.3 Ausgangsgleichung

Bei der adiabatischen Elimination kann der Einfluss der passiven Moden in der Ausgangs-
gleichung néherungsweise durch ihre stationéaren Zustiinde (4.62) berticksichtigt werden.
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Der erste Term in(4.62), der dem linearen Anteil des Systems entstammit, fuhrt auf einen
Zusatzterm in der Durchgangsmatiix

~ ~. "1~ ~
Dfn,k:D;,k_ Z XC;,ZBII‘L,]C' (4-66)
l=m+1

Dieser entspricht dem innerhalb des projektiven Ansatz nicht darstellbaren Ausdrugk (3.86)
des Guyan-Verfahrens.

Der zweite Term in[(4.62), verursacht durch die nichtlineare Koppelung des Systems, liefert
einen nichtlinearen Beitrag zur Ausgangsgleichung. Dieser verletzt abermals die Formerhal-
tung, jedoch in einer Weise, die nicht innerhalb der betrachteten Normalfform (4.22) dargestellt
werden kann. Da unter Annahme schwacher Nichtlinearitaten der zweite Term im Vergleich
zum ersten klein sein sollte, kann er vernachlassigt werden, falls keine explizite softwareseiti-
ge Unterstitzung erfolgen kann.

4.4.2.4 Anwendung

Das Verfahren ist in der hier vorgestellten Form implementiert.

An einem Finite-Differenzen Testsystem der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung
mit einer durch einen ZTensor darstellbaren Materialnichtlinearitat liefern die zusatzlichen
Terme [4.64),[(4.65) und (4.66) keine nennenswerten Beitrdge. Ursache dafur ist, dass das
Verhalten des Testsystems durch die erste Eigenmode dominiert wird.

Eine Anwendung auf weitere, eventuell auch linear instabile Systeme steht noch aus.

4.5 Frequenzgangsanpassung

In diesem Abschnitt wird ein strukturerhaltendes Reduktionsverfahren fir nichtlineare Sys-
teme vorgestellt, das die nichtlineare Verallgemeinerung des Frequenzgangs nach (C.20) bis
(C.24) an einer Serie von, + 1 Stutzstellero;, 0 < i < n,, mit beispielsweise (jedoch
nicht notwendigerweise), = 0 im Frequenzraum durch das reduzierte System approximiert.
Fir die linearen Terme nach (C|19) fuihrt das Vorgehen auf die Frequenzgangsanpassung fur
lineare Systeme (vergleiche Abschriitt (3.7) und (Led00)).

Das Verfahren lasst sich fir alle betrachteten Ordnungen des nichtlinearen Frequenzgangs
formulieren; hier wird jedoch nur auf die Ordnuig, zur Bestimmung des reduzierte-Z
TensorsAs, . m bzw. A, ,,, eingegangen.

4.5.1 Ubereinstimmung des Frequenzgangs

Als hinreichendes Kriterium der Ubereinstimmung der Ordndh@'7") des Frequenz-
gangs ergibt sich in Analogie zum linearen Fall unter Beachtung der Strukturerhaltung mit
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der Auspragungr, 10,, (volles System) undr,, 1, (reduziertes System) der Grof3g, ..,
((C.20)) mit der Anregefrequenz, = o0;, 0 < o; < n, aus[C.2D) der Ausdruck

E"mlOoi =P §n100i ) 0 S 0; S No - (467)
oder explizit
Az, em * (G (01), G (01)] = Fin (20;) PF,(20) ™ Az e # [Gu (0;), G (0))] (4.68)

als hinreichendes Kriterium,

Die Grol3enF,, (w) und G, (w) des linearen Anteils des reduzierten System werden als
bekannt vorausgesetzt. Die damit vollstandig bekannte rechte Seite wird im Folgenden als
W, (0;) (,) abgekurzt,

W, (0;) = Fr (20,) PF,, (20) " Ag e % [Gyy (05) , Gy (07)] (4.69)
womit man also den Ausdruck
A2 em * (G (0:), G (05)] = Wi (0;) 0<o0;, <n, (4.70)

als Bestimmungsgleichung fur den reduziert@al&nsorA;, . ,, bzw. A, ., erhalt.

4.5.2 Bestimmung des reduzierten Z 2-Tensors

Die UbertragungsfunktioiG.,, (o;) sowie die rechte Seitd, (o;) von Gleichung O)
sind im Allgemeinen komplexe Grof3en. Um trotzdem einen reeliefehsorA,, ., zu ge-
wabhrleisten,A; ., € R™*™*™ sind entsprechende Nebenbedingungen zu erfullen. Splitten
von (4.70) in Real- und Imaginateil und Nullsetzen des ImaginarteilsAgn ., liefert die
beiden Gleichungen

+ Az em* R{Gwm (05)}, R{Gw (0)}]
— Az em * [S{Gun (0)}, S{Guw (0)}] = R{Wi (o))} , (4.71)
+ Az em * [R{Gw (0)}, S{Gw (0:)}]
+ Az em ¥ [S{Gun (0)}, R{Gun (0))}] = S{Wi (o)} (4.72)

far jeweils0 < o; < n,.

Diese Gleichungen sind im oberen Index vda . ., bzw. W, entkoppelt, die Bestimmung
derm ,Scheiben” des reduzierter2ZTensors kann also separat erfolgen. Zur Auflésung des
Systems[(4.11) (4.72) kdnnen diese Scheiben vektorisiert, das heift, als Vektoren der Dimen-

sion ("f) bzw. (2(”°T1)p2) geschrieben werden. Mit einer geeignet definierten Koppelmatrix

der Dimensioner(z(n:’fl)p2), die die Kontraktionen der linken Seite von (4.71), (4.72) para-
metrisiert, lasst sich ein lineares Gleichungssystem fiur die gesuchten Tensorelemente formu-
lieren.
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Fur eine Anzahl von
m2
ne> | —=| —1 (4.73)
2p?

geeignet gewahlten Stitzstellen weist die Koppelmatrix den vollen Rérapf; das System
ist damit (Uber-) bestimmt und Iasst sich als Optimierungsproblem l6sen.

4.5.3 Anwendung

Auch dieses Verfahren ist in der hier vorgestellten Form implementiert.

Anwendungen auf die eindimensionale Warmeleitung und auf ein eindimensionales mecha-
nisches Feder-Masse-System zeigen, dass die niedrigsten Ordnungen der Ubertragungsfunkti-
on durch das reduzierte System sehr gut wiedergegeben werden. Im Zeitbereich erweisen sich
jedoch bereits die linearen Terme des reduzierten Systems oft als instabil. Eine Stabilisierung
durch Polspiegelung, wie in (Led00) vorgeschlagen, ist noch nicht umgesetzt.

4.6 Bewertung des reduzierten Systems

Um die Leistungsfahigkeit eines Reduktionsverfahrens beurteilen zu kdnnen — und damit
auch einen Vergleich verschiedener Verfahren zu ermdglichen —, werden objektive Kriterien
der Reduktionsgiite bendtigt. Hier sollen verschiedene Kriterien vorgestellt werden, um eine
sinnvolle Bewertung sowohl im stationaren Fall als auch im dynamischen Fall zu ermogli-
chen.

Die Gutekriterien, im Folgenden aeduktionsfehlebezeichnet, beruhen im Allgemeinen
auf dem Gleichungsfehler der Ausgangsgleichiang gegeben nach (3.25) durch

€7 =Ym— Un, (4.74)

der noch geeignet normiert wird. Der Knackpunkt liegt dabei im Auffinden einer geeigne-
ten Normierung. Oft ist es hilfreich, zur Beurteilung und insbesondere zum Vergleich von
Reduktionsverfahren auch den originalen, nicht normierten Gleichungsféileu Rate zu
ziehen.

Insbesondere der Vergleich von reduzierten Systemen, die auf unterschiedlichen Arbeits-
punkten beruhen, erweist sich als problematisch. Solche Systeme beruhen auf vollen Sys-
temen, die im Idealfall &quivalent zueinander sind, die jedoch aufgrund unterschiedlicher
Bezugspunkte der Reihenentwicklung eine unterschiedliche Aufteilung der Gesamtlésung in
einen linearen und einen nichtlinearen Anteil aufweisen. Oft weisen die betrachteten Systeme
einen (physikalisch oder technisch motivierten) natirlichen Arbeitspunkt auf, von dem aus
natlrliche Koordinaten; gemessen werden. Eine Arbeitspunktverschiebung in den statio-
naren Arbeitspunki/y; 14 liefert dann die neuen Relativkoordinatgiy = ¥ — ¥, 1a (Ver-
gleiche hierzu Abschnitf (4.1.4) und insbesondere Gleichung](4.24)). Ein solcher natrlicher
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Arbeitspunkt mit nattrlichen Koordinaten ist beispielsweise bei der Simulation der Warme-
ausbreitung unter Bertcksichtigung der Warmestrahlung mit der absoluten Temperaturskala
bezuglich des absoluten Temperaturnullpunktes gegeben.

Analog zum Gleichungsfehler der Ausgangsgleichinglassen sich ahnliche Gutekrite-
rien auch fir den vollen Gleichungsfehler der Zustandsgleichting definieren. In dieser
Arbeit beschrénken wir uns de jure auf den Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung, wobei
meist jedoch durch eine als Projektor gewahlte Ausgangsm@iriste facto der Fehler einer
Auswahl von Zustandsgrél3en betrachtet wird.

4.6.1 Stationarer Reduktionsfehler

Im stationaren Fall kann davon ausgegangen werden, dass fur den linearen Anteil stets
stationdre Genauigkeit erzielt werden kann (beim Guyan-Verfahren zumindest fur die Master-
Freiheitsgrade). Ein eventuell auftretender Fehler ist stets dem nichtlinearen Anteil zuzu-
schreiben. Die Berticksichtigung nichtlinearer Anteile im reduzierten System ist daher ge-
rechtfertigt, wenn diese Anteile eine Verbesserung im Vergleich zum linearisierten System-
verhalten darstellen. Das heil3t, das Reduktionsverfahren ist als ,gut” zu bewerten, wenn der
Betrag des Gleichungsfehlers der Ausgangsgleichtiag; klein istim Vergleich zum Betrag
des nichtlinearen Beitragg, s n1 — ¥ st,1in des vollen Systems. Damit ist altationérer Re-
duktionsfehler”, der Ausdruck

’E’@’,Sd o |@’m, st,nl — i_y’n, st,n1|
7 (4.75)

TSt = — —> - — —y
|yn,st,nl - yn,st,lin’ |yn,st,nl - yn,st,lin|

ein geeignetes Maf3. Das Reduktionsergebnis ist danr fig 1,1 < i < ¢, als ,gut* zu
bezeichnen, ansonsten ist die Beriicksichtigung der nichtlinearen Anteile fragwdurdig.

Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass der Einfluss der nichtlinearen Systemanteile unab-
hangig von den linearen Anteilen beurteilt werden kann.

Der Nachteil des Vorgehens ist die Abhangigkeit vom gewahlten Arbeitspunkt: Durch eine
Arbeitspunktverschiebung werden die linearen und nichtlinearen Anteile des vollen Systems
bei unveranderter Gesamtlosung verschoben, was direkt in die Normierung des Reduktions-
fehlers einfliel3t. Dies erschwert den Vergleich von Reduktionsverfahren, die auf unterschiedli-
chen Arbeitspunkten basieren. In diesem Fall ist gegebenenfalls eine vom Arbeitspunkt unab-
hangige Normierung vorzuziehen (erlautert beim dynamischen Reduktionsfehler im nachsten
Abschnitt).

4.6.2 Dynamischer Reduktionsfehler

Im dynamischen Fall ist eine Trennung der Beitrdge der linearen und nichtlinearen Antei-
le des Systems zum Gesamtfehler im Allgemeinen nicht mdglich. Oft dominieren in einem
Bereich eines transienten Vorgangs die Fehler des linearen Anteils, in einem anderen Bereich
die zusatzlichen Abweichungen durch die Nichtlinearitaten. Dadurch ist eine Normierung
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des Gleichungsfehlers der Ausgangsgleichung mit dem nichtlinearen Beitrag des vollen Sys-
tems nicht mehr ohne weiteres aussagekraftig, es sind gegebenenfalls geeignetere Grof3en zu
Normierung zu wahlen. Hierflr bieten sich mehrere Mdglichkeiten an.

Zunéachst kann eine kunstliche Normierung durch einen (moglicherweise auch zeitabhangi-
gen) Normierungsvektor oder auch Normierungsskalar erfolgen, der die Gré3enordnung des
tolerierbaren Fehlers festlegt. Dieses Vorgehen hat in der Praxis den Vorteil, dass der Nor-
mierungsvektor anwendungsorientiert gewahlt werden kann, wodurch direkt Aussagen uber
die Einsatzmoglichkeiten eines Reduktionsverfahrens fur eine gewinschte Anwendung er-
zielt werden kdnnen. Der Nachteil dieses Vorgehens liegt in der Willkirlichkeit der Wahl des
Normierungsvektors.

Eine Normierung mit dem Betrag des absoluten, physikalisch bzw. technisch bedeutsamen
Ausgangs im urspriinglichen Arbeitspunktist zwar ein natirliches Vorgehen, jedoch ist der
anwendungsrelevante Bereich des Ausgangsvektors im Vergleich zu seiner Ausdehnung oft
weit von diesem Arbeitspunkt entfernt, so dass auftretende Fehler gegebenenfalls stark unter-
driickt werden. Als Beispiel sei einmal mehr die Simulation der Warmeausbreitung angefuhrt:
Unter Beriicksichtigung von Warmestrahlung ist der absolute Temperaturnullpanktein
physikalisch gut motivierter Arbeitspunkt. Viele Fragestellungen treten jedoch in einem spe-
ziellen Temperaturbereich, beispielsweiser 800 K bis T~ 1.200 K auf, so dass die Fehler
bei Normierung mit der absoluten Temperatur entsprechend unterdriickt werden.

Eine Normierung mit dem Betrag des relativen Ausgangs bezliglich eines Arbeits-
punktesy 14 ist wiederum abhéngig vom jeweiligen Arbeitspunkt, was die bereits ange-
fuhrten Schwierigkeiten fur den Vergleich von Systemen verschiedener Arbeitspunkte nach
sich zieht.

Was letztenendes anzustreben, jedoch im Allgemeinfall kaum zu definieren ist, ist die Nor-
mierung durch den ,in der Simulation zu beschreibenden Effekt“. Eine solche Normierung
ist unabhangig vom Arbeitspunkt und quantitativ aussagekréftig, jedoch abhangig von der be-
trachteten Problemstellung sowie der Anregun@). Fir spezielle Klassen von Anregungen
lassen sich aber auf der Basis dieser allgemeinen Forderung durchaus verninftige Ansatze fur
den Reduktionsfehler finden.

Beispielsweise wird bei den Anwendungen der Reduktionsverfahren in Kapitel (6) oft die
Sprungantwort von Systemen betrachtet, das heif3t, der Ubergang von Systemen von einem sta-
tionaren Zustand in einen anderen durch einen plétzlichen Sprung des Eingangsvektors. Das
Auffinden des stationéren Anfangszustands des Ausgangsvektdts= ¢,) kann unabhan-
gig von der Simulation des transienten Vorgangs(t) erfolgen. Der ,in der Simulation zu
beschreibende Effekt* ist damit die Abweichung des Ausgangsvektors vom Anfangszustand

yn (t) - yn (t = Z50)'

Sei fur ein System mit stationaren Randbedingungen die Sprungantwort auf das Eingangs-
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N (11‘8"“) fir t < t
Umz(“m®>_

tir (1) Uext, 2 fur ¢+ > t

1 0

signal

(4.76)

betrachtet, fir ein System ohne virtuelle Last die Sprungantwort auf das Eingangssignal

. (t) Uext, 1 far ¢ < iy (4 77)
U = .
Uext, 2 fur ¢t >

Meist iSt Uy, 1 = 6p_1 und Uex 2 = Tp_l; in diesem Fall wird im Folgenden von einem
Standardsprungum Zeitpunki, gesprochen.

Damit wird derdynamische Reduktionsfehl€y, (¢) definiert als

o E Ol (Ta® = Tu)
P ) = i — =l T = Talt =t (4.78)

Das Reduktionsergebnis ist wiederum iy (t) < 1,1 <14 < ¢, als ,gut zu bezeichnen. Es
sei hier noch einmal hervorgehoben, dass diese Definition des Reduktionsfehlers unabhangig
vom zugrunde liegenden Arbeitspunkt ist!

Nullstellen im Z&hler bzw. Nenner voh (4178) verursachen scharfe Minima bzw. Maxima
im Verlauf des Reduktionsfehlers. Diese Artefakte kdnnen bei der Beurteilung des Redukti-
onsergebnisses ignoriert werden.
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5 Tensorielle Parametrisierung der Nichtlinearitaten

Im Allgemeinen liegt die Zustandsgleichung eines nichtlinearen Systems nicht in der oben
angegebenen speziellen Normalfofm (4.21) vor, so dass fir eine darauf basierende Ordnungs-
reduktion zunéchst eine tensorielle Parametrisierung insbesondere der Nichtlinearitaten vor-
zunehmen ist, das bedeutet, eine Identifikation der NL-Tensoren aus einer Reihe von Ein-
gangsdaten.

Beispielsweise ist im Fall von Finite-Elemente Systemen anzumerken, dass kommerzielle
Programmpakete zwar Ublicherweise die Lésung des betrachteten Problems angeben, nicht
jedoch die zur Losung verwendeten Gleichungssysteme. Eine Ausnahme ist hier das Pro-
grammpaket PRMAS der INTES GmbH (INT), das Module zur Ausgabe linearisierter Sys-
teme bereitstellt. Alle in dieser Arbeit prasentierten Beispiele zur Ordnungsreduktion nicht-
linearer Finite-Elemente Systeme basieren deshalb BRMRS-Simulationen, die einem der
hier vorgestellten Parametrisierungsverfahren unterzogen wurden.

In diesem Kapitel werden einige Verfahren vorgestellt, die die gesuchten Grél3en aus ei-
ner Serie stationarer Lésungen mit dazugehdorigen Tangenten- oder Sekantenzustandsmatrizen
identifizieren. In Abschnit{ (5]1) werden zunéchst die Rahmenbedingungen der Identifikation
erlautert. Danach werden in Abschnjtt (5.2) Methoden vorgestellt, die eine Bestimmung all-
gemeiner NL-Tensoren bei Beachtung verschiedener Symmetriebedingungen erlauben; dabei
wird stark auf Anhang (D) zuruckgegriffen, wo die Grundlagen dieser Methoden in verallge-
meinerter Form erarbeitet werden. Der Aufwand zur Bestimmung der NL-Tensoren mit diesen
Verfahren ist nur fir Systeme mit kleiner Bandbreite und damit im Wesentlichen nur fur ein-
dimensionale Modelle tragbar. Deshalb wird in Abschitt](5.3) eine Parametrisierung einer
speziellen, jedoch fur viele Anwendungen ausreichenden Klasses+drsoren vorgestellt,
die eine Identifikation auch bei grofRer Bandbreite ermdglicht.

5.1 Parametrisierung anhand stationarer L6ésungen und
dazugehoriger Tangenten- oder Sekantenzustandsmatrizen

Hier wird von dem Fall ausgegangen, dass alleT&nsorend, bis zur maximalen Stufe
Smax, alS02 < s < 5., SOWie der BL-TensoB zu bestimmen sind. Es sind auch Falle denk-
bar, in denen aufgrund einer Symmetrie im zu beschreibenden System bestimmte Tensoren mit
s < Smax VErschwinden mussen; dann vereinfacht sich die Parametrisierung entsprechend.

Die Tensoren werden mit Hilfe einer Reihe veR,q+ 1 stationéren LOsungeiiy; ;, ©st.;)
und den zugehorigen Tangentenzustandsmatdzester Sekantenzustandsmatrizep(ver-
gleiche Abschnitte (4.1.4.1) und (4.1.4.2))< | < nyeq, identifiziert. Alle Daten beziehen
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— —

sich dabei nach (4.14) auf den selben stationaren Arbeitspuikty., Zwi. ) = <Op, 0n>.
Die Zusammenfassung zusammengehoriger Paare von stationdren Lésungen und Matrizen
wird im Folgenden al®arametrisierungsdatebezeichnet.

Ausgangspunkt der Identifikation sind die Gleichunden (4.37) fur die Tangentenzustands-
matrix A,

Smax

A Al + Z s _ 1) ‘Al e Js—17) xitl,ld o it 1<11 + sz ust d s (5-1)

s=2

oder [4.4D) firr die Sekantenzustandsma#Xix

Smax

1
A —AWZ .'A T wls + B b (5.2)

53 (.71 “Js— 1)

die ihrer Bedeutung fur die ldentifikation wegen hier noch einmal wiedergegeben sind. Die
Matrizen sind also im Wesentlichen als Summe Uber Kontraktionen der NL-Tensoren gege-
ben.

Welche Form letztendlich zu wéhlen ist, hangt davon ab, ob als Parametrisierungsdaten
Tangenten- oder Sekantenzustandsmatrizen vorliegemmRs beispielsweise liefert fur me-
chanische Simulationen Tangentenzustandsmatrizen, im Fall von Simulationen der Warme-
ausbreitung jedoch Sekantenzustandsmatrizen.

Anstatt die Ausdriicke (5.1) und (5.2) direkt fur die Identifikation zu verwenden, werden
Beziehungen fur die,,.q Differenzenmatrizes\;, — A, bzw. A, — A, aufgestellt, aus de-
nen die linearen Systemanteile entfallen. Dadurch wird die lineare Zustandsmaricht
Gegenstand der Identifikation (und dadurch gegebenenfalls Gegenstand einer Ausgleichsrech-
nung), sondern kann separat im Sinne einer Nebenbedingung vorgegeben werden. Im Fall
der Identifikation aus Tangentenzustandsmatrizen kann als ZustandsAatnxittelbar die

Bezugs-Tangentenzustandsmaﬁix verwendet werden; flft s o, @st.0) # f)}, 6n ist
dann lediglich die Einfihrung geeigneter Relativkoordinaten vorzunehmen. Im Fall einer
Identifikation aus Sekantenzustandsmatrizen mus§diry, @s.0) # (Op, h__ulrpnach der

Bestimmung der Tensoren die Zustandsmatrix durch Auflésen von Gleichuifg (5.2Anach
erfolgen.

Bei den hier vorgestellten Verfahren wird davon ausgegangen, dass die zur Identifikation
verwendeten Differenzmatrizen spéarlich besetzt sind. Diese Besetzungsstruktur wird mit Hil-
fe derlokalen(Zeilen-) Bandbreiteny.na;, 1 < i@ < n, beschrieben, die angibt, wie viele
Matrixelementej; in Zeile i der Differenzmatrizen besetzt sind. Qjwbale(Zeilen-)Band-
breite wird fir Abschatzungen al8y.,a = max}_; (npanq,:) €ingefihrt. AuBerdem wird die
Anzahl der von Null verschiedenen Matrixelemente Bésetzung..., bezeichnet, wobei
Nelem = Y 51 Mband,i < 7 Npand Gilt. Die GrolRenp,ng,; uUndnp.ng sind strenggenommen im
Sinne einer Vereinigung der Besetzungsstruktur aller Differenzmatrizen zu verstehen, meist
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reicht jedoch die Betrachtung einer Differenzmatrix aus. Es sei hier angemerkt, dass in der
numerischen Mathematik auch andere Definitionen der Bandbreite verbreitet sind; in dieser
Arbeit wird ausschlief3lich auf die hier eingefuihrte Definition zurtickgegriffen.

5.2 Bestimmung vollstandiger Tensoren

In diesem Abschnitt wird erlautert, wie aus den Differenzengleichungen ein Modell fiir die
gesuchten NL-Tensoren identifiziert werden kann. Dafir sind abhangig von den vorliegen-
den Parametrisierungsdaten und den Symmetrieforderungen, die ap-@i@ngoren gestellt
werden, verschiedene Varianten denkbar, die im Folgenden kurz diskutiert werden sollen. Die
mathematisch-technischen Aspekte dieser Identifikation wurden in Anhéng (D) verlagert.

Die Besetzungsstruktur der Differenzmatrizen wird dabei ausgenutzt, um die Anzahl der zu
bestimmenden Parameter drastisch zu reduzieren. Damit verringert sich einerseits der Rechen-
aufwand, also die Anzahl und die Ordnungen der zu I6senden Gleichungssysteme, sowie die
Anzahln.q+1 der zur Identifikation bendtigten Parametrisierungsdaten. Andererseits erhoht
sich zusatzlich die Rechengenauigkeit durch die Verringerung der Ordnung der zu l6senden
Gleichungssysteme.

Die Besetzungsstruktur der Zeilen der Differenzmatrizen wird auf die Besetzungsstruktur
aller unteren Indizes aller &ZTensoren Ubertragen. Fur eine Abschatzung des Aufwandes
der Identifikation werden neben der Anzahl der zu bestimmenden Parameter insbesondere die
maximale Anzahh.,, und die maximale Ordnung.,q der zu l6senden Gleichungssysteme
sowie die Anzahh,,.q der fur eine eindeutige Identifikation benoétigten Parametrisierungsda-
ten angegeben.

5.2.1 ldentifikation aus Tangentenzustandsmatrizen

Bei diesen Verfahren wird Gleichung (5.1) zur Identifikation verwendet. Diese Gleichung
ist im oberen Index entkoppelt, im unteren Indexjedoch durch die Symmetrisierung ge-
koppelt.

Die Tensoren kdnnen mit Hilfe der Methoden aus Anhang|(D.4) bestimmt werden. Fur jede
Zeile i sind die fiir die besetzten Spaltgnrelevanten Anteile der ZTensoren eine Anzahl
voncg”™** unabhéangigen Parametern zu bestimmen (vergleiche|(D]22) | (D.23)), fir den BL-
Tensor eine Anzahl vop Parametern. Damit ergeben sich fur die maximale Anzaplund
maximale Ordnung,.q der durchzufiihrenden Matrixinversionen sowie fir die Anzahly
der bendtigten Parametrisierungsdaten die Abschéatzungen

Nequ = 1N, (5.3)
Nord S Z Cgb;nd + b, (54)
s=2
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Nmod > cnb‘"‘“d ) 55
d |anand (SZ >“ ( )

5.2.2 Identifikation aus Sekantenzustandsmatrizen

Bei diesen Verfahren wird Gleichung (5.2) zur Identifikation verwendet. Diese Gleichung
ist in den Indizes und j entkoppelt; jedoch ist die Besetzungsstruktur in jeder Zeile der
Differenzmatrix dieselbe, so dass durch Aufstellung der relevanten Gleichungssysteme jeweils
fur eine komplette Zeile Mehrfachinversionen ein und derselben Matrix vermieden werden
konnen.

Bericksichtigt man die Symmetriebedingungen defTénsoren, so kdnnen die gesuch-
ten Tensoren nach Anha@ 4) bestimmt werden. Fir jede Zaild jede besetzte Spalte
J; sind fur die Z-Tensoren eine Anzahl vo@b*‘“d * unabhangigen Parameter zu bestimmen
(vergleiche[(D.2R),[(D.23)), fur den BL-Tensor eine Anzahl yoRarametern. Damit erge-
ben sich fur die maximale Anzahl,, und die maximale Ordnung,.q der durchzufiihrenden
Matrixinversionen sowie fur die Anzahl,.q der bendtigten Parametrisierungsdaten die Ab-

schatzungen

Nequ = N, (5.6)

Nord S Z Cnband1 +p ) (57)

Mmod > Y Ca¥ 4 p. (5.8)
s=2

Mit Hilfe der Inversen flr Zeilei sind dann jeweilSu,ana, i < nhana Parametervektoren zu
bestimmen.

Unter Vernachlassigung der Symmetriebedingungen de‘feﬁsoren erhalt man nach An-
hang )nequ =N, Nord S sz? nband + P, Mmod Z szd; nband + D.

Finite-Elemente Matrizen sind im Allgemeinen symmetrisch. Auch diese Symmetrie kann
bei der Identifikation beriicksichtigt werden.

5.3 Bestimmung vereinfachter Z s-Tensoren

Auch unter Berlcksichtigung der Besetzungsstruktur der Differenzmatrizen ist der Auf-
wand zur Identifikation vollstdndiger Tensoren fur Systeme mit hoher Bandbreite, im Allge-
meinen fur Modelle zwei- und dreidimensionaler Probleme, nicht mehr tragbar. Deshalb wird
hier ein einfacheMatrizenansatdler Zs-Tensoren vorgestellt, bei dem unter Annahme ei-
ner sehr einfachen Besetzungsstruktur die Identifikation auch fir grof3e Bandbreiten mit einer
begrenzten Anzahl von Parametrisierungsdaten durchfiihrbar bleibt.
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In diesem Abschnitt wird die Einsteinsche Summenkonvention nicht verwendet, alle Sum-
men werden also explizit ausgeschrieben!

5.3.1 Matrizenansatz

Der Matrizenansatz macht Annahmen Uber die funktionale Abhangigkeit von Matrixele-
menten einer das nichtlineare Systemverhalten charakterisierenden Matrix. Die natlrlichste
Wahl dieser Matrix ist die Tangentenzustandsma#ix Allerdings zeigt sich, dass die Ver-
wendung der Sekantenzustandsmasixeine wesentlich einfachere Darstellung erlaubt, da
die Matrixelemente der Sekantenzustandsmatrix aufgrund der fehlenden Symmetrisierung in
einer einfacheren Weise von den Elementen def@nsoren abhangen, als die Matrixelemen-
te der Tangentenzustandsmatrix (sig¢he] (5.2) (5.2)).

Der Matrizenansatz basiert auf der Annahme, dass ein die Zusténde 27 koppeln-
des MatrixelemenE; ausschlief3lich von ebendiesen Zustanden abhangt. Der durcidie Z
Tensoren beschriebene Beitrag zur Sekantenzustandsnﬁa?ﬁikann deshalb im Allgemei-
nen alsAZ, + Yt LSl (i VS, (a7, )7 geschrieben werden (vergleiche
); der Faktot /s! ist Konvention). Die Koeffizientes? ,. ;,0 <t < s—1,0 < s < spax,
werden nun zu einer Serie vafs /t — Matrizen Ss ¢ zusammengefasst, die das nichtlinea-
re Verhalten des Systems parametrisieren. iBigkomponente der Sekantenzustandsmatrix
wird ausschlie3lich durch diéj-Komponenten der Z/t-Matrizen beeinflusst; die Beset-
zungsstruktur der £/t-Matrizen ist damit im Wesentlichen durch die Besetzungsstruktur der
Sekantenzustandsmatrix gegeben.

Die Zs-Tensoren sind unter diesen Voraussetzungen durch

s—1
i SN a0 S
'AS;]i'"js—lj - 5j1 5jt 5jt+1 5j571 S&t;j (59)
t:O\ ~~ 7 ~ J/
t mal s—t—1mal

gegeben. Ein £Tensor wird also durch eine Anzahl veiZs /t-MatrizenS; ¢, 0 <t < s—1,
parametrisiert, was die Anzahl der freien Parameter enorm reduziert.

Diese Parametrisierung wird in dieser Arbeit als Spezialfall der allgemeinen Zustandsglei-
chung [4.2]1) aufgefasst. Durch einen Bezug [auf {4.21) wird eine eventuelle Parametrisierung
aller oder einiger Tensoren oder auch nur Tensoranteile durch den Matrizenansatz mit abge-
deckt; die Einfihrung einer neuen, um den Matrizenansatz erweiterten Normalform ist deshalb
nicht erforderlich.
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5.3.2 Zustandsgleichung, Tangenten- und Sekantenzustandsmatrix

Mit der Parametrisierun@.g) ergibt sich n.21) fur einefT@nsor der Beitragh
zur Zustandsfunktion zu

s—1

:l‘z Zsm (5.10)

" t=0 j=1

Parametrisiert man allesZTensoren auf diese Weise, ergibt sich in einem stationéaren Ar-
beitspunki w i, Twi) = (6},, 6n> aus ) oder auch auy*/dz7| ;_ 5 die Tangenten-
zustandsmatrid zu

ﬁ; = A; + Z . Z { (s —1) (xémld)t Sé,t;j (x’sgt,ld)87t71
+ 51 étldtlzsstk stld }

- Z PRV (5.11)

aus(5.2) oder auch durch Ausklammern der letzten Kontraktiorf'atie Sekantenzustands-
matrix zu

Smax

A_A’+Z |Z stld st]($§t1d8t1+z k:ustld (5.12)

Diese Beziehungen stellen die Grundlage fur die Identifikation dét-Kiatrizen dar.

5.3.3 Projektive Ordnungsreduktion

Der Ausdruck[(4.50) fiir die projektive Ordnungsreduktion lasst sich[mif (5.9) auf den Fall
des Matrizenansatz spezialisieren. Es folgt der Ausdruck

[y

s—

AZ y 5 J1 e Js—1 ] jil VZ ‘/]{Hrl e ZZ RZ ;t] fi (513)

\
t

Il
=)

' —~ ’Lljl

t mal s—t—1mal

flr den reduzierten £TensorA;, ..

Man erkennt, dass aufgrund der im Normalfall stark besetzten Reduktions- und Rekon-
struktionsmatix trotz der aufRerst schwachen Besetzung des vallgersors der reduzierte
Zs-Tensor im Allgemeinen praktisch vollbesetzt ist!

80



5.3 BESTIMMUNG VEREINFACHTERZs-TENSOREN

5.3.4 Identifikation der Z s/t-Matrizen aus Sekantenzustandsmatrizen

Insbesondere Gleichung (5]12) eignet sich fir die Identifikation dét-Elatrizen, da der
Ausdruck fur die Sekantenzustandsmatrix im oberen und unteren Index vollstandig entkoppelt
ist; damit kann die Identifikation fur jedes Matrixelement separat erfolgen. Die Amzahl
der fur die Identifikation zu Il6senden Gleichungssysteme ist also durch die Besetzurder
Differenzmatrizen gegenben. Die Ordnung, der zu ldsenden Gleichungssysteme sowie die
Anzahln,,,q der zur Loésung bendtigten Parametrisierungsdaten skaliert jetzt Fall nicht mehr
mit der Bandbreiteu,,.,q der Differenzmatrizen, sondern héangt nur noch von der Anzahl der
in Betracht kommendensZ¢-Matrizen ab.

Bei einer Identifikation aus einer Serie stationarer Losungen mit dazugehdrigen Sekanten-
zustandsmatrizen aus Gleichupg ($.12) — analog zur Identifikation vollstandiger Tensoren —
ist nm0q IM Wesentlichen gleich der Anzahl dews Z-Matrizen. Bei der Beriicksichtigung
aller Matrizen bis zur maximalen Stufe,.. erhalt man die Ausdriicke

Nequ = TMelem < M Mpand (514)
1

Nord = 5 Smax (Smax + 1) + b, (515)
1

Nmod 2 5 Smax (Smax + 1) + p (516)

fur die den Identifikationsaufwand beschreibenden Groéf3en.

Lassen sich bei dem betrachteten Problem die nichtlinearen Beitrdge-dengoren unter-
schiedlicher Stufe voneinander trennen, so ist es bei der Bestimmung vereinfachter Tensoren
praktikabel, auch die Identifikation des Zt-Matrizen nach der Tensorstufe zu separieren. Da-
fur werden Serien spezieller Parametrisierungsdaten benétigt, die nur jeweils Nichtlinearitaten
einer bestimmten Stufe bertcksichtigen. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass eine eventuell
unterschiedliche Besetzungsstruktur der Differenzmatrizen fur unterschiedliche Tensorstufen
bei der Identifikation berlicksichtigt werden kann. Dies senkt einerseits den fur die Identifi-
kation benétigten Aufwand, andererseits werden die durch die Ausgleichsrechnung und den
modellhaften Charakter des Matrixansatzes entstehenden kinstlichen Eintréage bei Tensoren
Jfalscher” Stufe vermieden. So kann beispielsweise bei der Simulation der Wéarmeausbrei-
tung unter Bertcksichtigung von Materialnichtlinearitaten (Beschreibung durdfedsoren
der Stufens = 2 unds = 3) und Warmestrahlung (Beschreibung durch#nsor der Stufe
s = 4) die Besetzung der £Tensoren auf die jewelils relevanten Bereiche beschrankt wer-
den.

5.3.5 Implementierung

Der Matrizenansatz (5.9) istim Rahmen dieser Arbeit nicht in dieser Allgemeinheit imple-
mentiert. FUr jede unterstiitzte Tensorstufe s < 4 wird lediglich jeweils eine 2/ (s — 1)-
Matrix Ss s—1 bertcksichtigt. Trotz dieses sehr einfachen Ansatzes wurde bei der Identif-
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kation insbesondere im Fall von Sinmulationen der Warmeausbreitung sehr gute Ergebnisse
erzielt.

Durch diese weitere Vereinfachung wird einerseits der Aufwand zur ldentifikation weiter
verringert. Andererseits muss jedoch bei einer Arbeitspunktverschiebung teilweise wieder
auf die Darstellung durch allgemeing-Zensoren zurtickgegriffen werden. Dies erhdht wie-
derum den Aufwand der Verschiebung selbst sowie den Aufwand einer nachfolgenden Ord-
nungsreduktion und eventueller Vergleichsrechnungen zur Beurteilung der Reduktionsgite —
im Vergleich zu einer Darstellung ausschlie3lich mit Hilfe vosyZMatrizen, insbesondere
bei hoher Tensorstufg, .. und hoher Systemordnung

Fur eine Anwendung des Matrizenansatz auf mechanische Problemstellungen sind aufgrund
der besonderen Besetzungsstruktur der dort auftretengldie@soren Modifikationen in der
Interpretation der Z/t-Matrizen notwendig (siehe hierzu Anharig| (G)). Dies wird bei der
vorliegenden Implementierung bertcksichtigt.
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6 Anwendungsbeispiele

In diesem Kapitel werden die vorgestellten Methoden der Modellreduktion auf mehrere
Beispiele aus verschiedenen physikalischen-technischen Domanen angewendet.

Zunachst werden in den Abschnittén (6.1) und](6.2) zwei Beispiele der nichtlinearen War-
meausbreitung vorgestellt, beide beruhen auf dreidimensionalen Finite-Elemente Simulatio-
nen. Wahrend das erste Beispiel der Warmeausbreitung in einem Stab eher akademischen
Charakter hat, kann das zweite Beispiel der Warmeausbreitung in einem Abgas-Sensor als
Fallstudie einer industrierelevanten Fragestellung angesehen werden. Die Anwendung in Ab-
schnitt [6.8) beruht auf einem eindimensionalen Finite-Differenzen Modell der Ausbreitung
magnetischer Felder in Materie. Auch wenn das Modell zunachst akademisch anmutet, so
kommt die Fragestellung doch auch aus der Industrie: Hier werden mehrere &hnliche Modelle
in einer Netzwerksimulation gekoppelt, um die geometrische Struktur magnetischer Akto-
ren (Stellglieder) nachzubilden. Auch dieser Anwendung liegt eine Diffusionsgleichung zu-
grunde, die sich jedoch im nichtlinearen Fall von der Warmeleitungsgleichung unterscheidet.
Schlief3lich wird in Abschnit{ (6]4) ein mechanisches Anwendungsbeispiel diskutiert, also im
Unterschied zu den vorangegangenen Beispielen ein System zweiter Ordnung. Das Modell
beruht auf Finite-Elemente Simulationen mit Balkenelementen; es hat akademischen Charak-
ter, demonstriert jedoch das reichhaltigere Verhalten schwingungsféahiger Systeme.

Aspekte der physikalisch-mathematischen Modellierung der in den Beispielen verwende-
ten physikalischen Domanen — Warmeausbreitung, Elektromagnetismus und Mechanik —
werden in den Anhangep](E),|(F) urid| (G) eingehender betrachtet.

6.1 Warmeausbreitung in dreidimensionalem Stab

In diesem Abschnitt werden einige der vorgestellten Verfahren der Modellreduktion auf die
Warmeausbreitung in einem dreidimensionalen Stab angewendet. Dieses Beispiel wurde in
ahnlicher Form bereits in (MGBO03) vorgestelit.

Als Nichtlinearitaten wird einerseits eine fiktive Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfa-
higkeit angenommen, andererseits wird Warmestrahlung in die Betrachtung mit einbezogen.
Im Stabinneren wird die Warme durch Warmeleitung transportiert. Die Staboberflache ist tiber
ein Warmebad sowie Uber konvektive und strahlende Oberfachen an unterschiedliche Umge-
bungstemperaturen angekoppelt. Damit enthalt dieses Demonstrationsmodell alle wesentli-
chen Elemente, die bei Finite-Elemente Simulationen der Warmeausbreitung physikalisch-
technischer Problemstellungen standardméafiig mit einbezogen werden.

Anhand dieses eher akademischen Beispiels wird die Anwendbarkeit der projektiven Me-
thoden der Ordnungsreduktion auf diese physikalische Problemklasse demonstriert, insbeson-
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dere im Zusammenspiel mit kommerzieller Finite-Elemente Software. In diesem Zusammen-
hang wird speziell die Anwendbarkeit des Matrizenansatz zur Parametrisierung der Nicht-
linearitaten nachgewiesen. Dartberhinaus werden die Arnoldi- und die Guyan-Variante der
projektiven Ordnungsreduktion miteinander verglichen und ihre wesentlichen Eigenschaften
herausgestellt.

6.1.1 Beschreibung des Modells

Die nichtlineare Warmeausbreitung wird in Anhang (E) ausfiihrlich behandelt; dort werden
die Definitionen und physikalischen Zusammenhange der hier nur kurz eingefihrten Grof3en
ausfuhrlich erlautert.

Die geometrischen Eigenschaften und Randbedingungen des Modells werden in Abbildung
(6.7) verdeutlicht. In Tabellg¢ (6.1) sind die Zahlenwerte der Material- und Modellparameter
zusammengestellt. Im Text wird auf die Angabe von Zahlenwerten weitgehend verzichtet.

6.1.1.1 Physikalisches Modell

Ein dreidimensionaler Stab der Langait quadratischem Querschnitt der Bréite&ird be-
trachtet. Der Stab besteht aus zwei Materialien (linke Halfte / rechte Halfte) mit unterschiedli-
chen Materialeigenschaften. Die Grof3enordnung der verwendeten Zahlenwerte orientiert sich
dabei an den Eigenschaften von Stahl.

In der linken Halfte variiert die Warmeleitfahigkeit mit der Temperatuf’, es liegt also
eine Materialnichtlinearitat vor. Das Materialverhalten wird durch den Ans@ig = \, +
A1 T parametrisiert. In der rechten Halfte liegt keine Materialnichtlinearitat vor, es gilt also
A (T) = Xo.

Die Warmekapazitét wird in beiden Halften jeweils als konstant angenomme(i) =
Ko

Die Mantelflachen der linken Halfte sind tber Konvektion — modelliert durch einen linea-
ren Warmeiibergang mit Ubergangskoeffiziant— an Warmebader unterschiedlicher Tem-
peraturl; gekoppelt. Die Mantelflachen der rechten Halfte sind via Warmestrahlung nichtli-
near mit dem Strahlungskoeffizienan Warmebader unterschiedlicher Temper@tugekop-
pelt.

Die linke Stirnflache ist direkt an ein Warmebad einer Tempergigekoppelt, die rechte
Stirnflache ist thermisch isoliert. Der Stab wird in der Mittelflache, also der Trennflache der
beiden Materialien, durch die externe Warmestromdighte,, an seinem rechten Ende durch
die externe Warmestromdichfg. », geheizt.

6.1.1.2 Finite-Elemente Modell und volles System

Das physikalische Modell wurde mit der Finite-Elemente SoftwaenNPas modelliert und
simuliert.
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Abbildung 6.1: Finite-Elemente Modell und Abwicklung des Stabs
Finite-Elemente Diskretisierung (oberer Teil der Abbildung) und Abwicklung (unterer Teil der Abbildung)
des Stabs. Die Nummerierung der Freiheitsgrade der Knoten derjenigen Achse, deren Temperaturverhalten in
der Auswertung betrachtet wird, ist jeweils durch einen Pfeil angedeutet; die Durchsto3punkte dieser Achse
durch die Stirnflachen des Stabes sind in der Abwicklung durch Punkte markiert.
Die Mantelflachen der linken Halfte sind durch Konvektion mit Ubergangskoeffizigdie der rechten Halfte
durch Warmestrahlung mit Strahlungskoeffiziersn Wéarmebader unterschiedlicher Temperdiugekop-
pelt. Die linke Stirnflache ist direkt an ein Warmebad der TemperBjugekoppelt, die rechte Stirnflache
ist thermisch isoliert. An der Mittelflache und an der rechten Stirnflache wird der Stab durch die externen
Warmestromdichtefiext, a Und jext, b geheizt.
Die Temperaturerf, der Warmebader sind der Abwicklung zu entnehmen. Man beachte die transversale
Asymmetrie durch die abweichende Temperatur des Warmebads jeweils einer Mantelflache pro Halfte.
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Tabelle 6.1: Materialeigenschaften und Modellparameter des Stabs

Materialeigenschaft Linke Halfte Rechte Halfte Einheit
Warmekapazitat Ko 5,00 - 109 5,00 - 109 J/m3K
Warmeleitfahigkeit )\ 40,00 50,00 W/ mK
A1 | +20,00-1073 — W /m K?
Ubergangskoeffizient o 50,00 — W/ m?K
Strahlungskoeffizient ¢ — 56,70- 107 W /m?K*
Modellparameter Wert Einheit
Lange l 100,0 - 1073 m
Breite b 10,0-1073 m
externe Warmestromdichte je. o | 480,0 - 10° W/ m?
Jext.o | 150,010 W/ m?
Knotenzahl n 176 —
Ordnung volles System n 160 —
Ordnung reduziertes System m 5 —

Der quadratische Querschnitt istdrx 3 Elemente und damit x 4 Knoten, die L&dngsachse
in 10 Elemente und damitl Knoten unterteilt. Das Finite-Elemente Modell besteht also aus
90 Elementen mif, = 176 Knoten. Diel6 an das Warmebad gekoppelten Knoten der linken
Stirnflache sind durch die Temperatur des Warmebads fest vorgegeben und deshalb nicht Teil
des zu l6senden Gleichungssystems. Das volle System ist deshalb von Ondauitg.

Die Temperatur des Stabes variiert hauptsachlich entlang der Langsachse, in Querrichtung
wird kaum ein nennenswerter Temperaturgradient erzielt. Wir betrachten das Verhalten der
Temperatur deshalb entlang einer Knotenachse in Langsrichtung im Stabinnern. Diese Kno-
ten werden von links nach rechts durchnummeriert und im Folgenden als-DORnicht
Bestandteil des vollen Systems!) bis DGF10 bezeichndl] Formal — zur Definition des
Gleichungsfehlers der Ausgangsgleichung und der Reduktionsgiite — wird eine Ausgangs-
matrix definiert, die die zehn Freiheitsgrade D@F1 bis DOF = 10 als Ausgangsvektor
herausprojezieren.

Die Heizung am rechten Stabende ist als konstante Flachenlast modelliert, die Heizung in
der Mittelflache als konstante Knotenlast. Alle diese Lasten sind zu einer externen Single-
Input EingangsmatridxB, ... zusammengefasst, der durch den Single-Input Eingangsvektor

1 Das Akronym DOF von ,degree of freedom” wird im Sinne eines Variablennamens fiir die Referenznummer
eines Freiheitsgrades verwendet.
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Uexs geSteuert wird. Die stationaren Randbedingungen werden durch eine virtuel@l]l,alst
beschrieben.

Auf der Grundlage dieses Ausgangsmodells wurden die stationaren Zustande und Sekanten-
zustandsmatrizen fiir sechs verschieden Werte des externen Eingangguidistant verteilt
zwischenu.; = 0 undu. = 1, bei virtuellem Eingang.,;, = 1 ermittelt. Aul3erdem wurde
fur den Arbeitspunki’ = 0, also flru. = 0 undu,;, = 0, die Tangentenzustandsmatrix als
Bezugs-Tangentenzustandsmatrix fur die Parametrisierung bestimmt. Basierend auf diesen
Parametrisierungsdaten wurden mit den Methoden aus Absdhnjtt (5.3) fir das volle System
die 22- und Z-Matrix des Matrizenansatz ermittelt.

6.1.2 Ordnungsreduktion

Auf dieses volle System werden verschiedene projektive Verfahren der Ordnungsreduktion
angewendet. Das volle System der Ordnung= 160 wird jeweils auf Ordnungn = 5
reduziert.

Zum einen wird das Arnoldi-Verfahren angewendet. Die stationaren Randbedingungen wer-
den durch einen Freiheitsgrad berlicksichtigt, das dynamische Verhalten wird mittels vier Frei-
heitsgraden approximiert, wobei fir den Eingang = 1 stationare Genauigkeit im nichtli-
nearen Fall sichergestellt wird.

Zum anderen wird mit dem Guyan-Verfahren das Verhalten der Zustande-DOR, 5, 8
und 10 ins reduzierte System tibernommen. Dafir wird zur Bertcksichtigung der stationaren
Randbedingungen zunachst eine Arbeitspunktverschiebung vom Zustand in den Zu-
standu.,; = 0 undu,;, = 1 durchgefihrt. Da die externe Eingangsmatix... an insgesamt
32 > 5 Freiheitsgraden besetzt ist, ist trotz der Arbeitspunktverschiebung ein Verschwinden
aller Slave-Anteile der Eingangsmatrix bei der niedrigen Zahl der Freiheitsgrade des redu-
zierten Systems nicht zu erreichen. Daher kann im reduzierten System nichtlineare stationare
Genauigkeit nicht erzielt werden, es wird deshalb das Verfahren zur Gewahrleistung lediglich
linearer stationérer Genauigkeit angewendet.

6.1.2.1 Stationarer Zustand

In Abbildung [6.2) werden fir eine Reihe von externen Eingangen aquidistant verteilt
zwischenuq; = 0 undu. = 1, bei konstantem virtuellen Eingang;. = 1 die stationéren
Zusténde der Temperatur der verschiedenen Systeme miteinander verglichen. Im oberen Teil
der Abbildung sind die Ergebnisse des Arnoldi-Verfahrens dargestellt, im unteren Teil der
Abbildung die Ergebnisse des Guyan-Verfahrens. Aus der Abbildung wird der Einfluss der
Nichtlinearitaten ersichtlich: Auf eine konstante Zunahme der Last zwischen den einzelnen
Zustédnden zu verschiedenen Eingangen ,antwortet* das System durch eine variable (im We-
sentlichen aufgrund der Strahlungskihlung abnehmende) und damit nichtlineare Erwéarmung
des Stabes.
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Zunachst erkennt man die gute Ubereinstimmung des aus der Parametrisierung erhaltenen
vollen Systems mit den zugrunde liegenden Finite-Elemente Simulationen. Durch die geeig-
nete Wahl der virtuellen und externen Lm +ir und B,[n oxt KaNN flrue = 0 unduey = 1
eine exakte Ubereinstimmung erhalten werden, fiir die dazwischenliegenden Werte erhalt man
leichte Abweichungen. Diese Aspekte sind unabhangig vom verwendeten Reduktionsverfah-
ren. Zum Vergleich der durch die Parametrisierung hervorgerufenen Abweichungen mit den
durch die Reduktion verursachten, sind die Finite-Elemente Ergebnisse in beide Diagramme
eingezeichnet.

Bei dem mit dem Arnoldi-Verfahren reduzierten System erzielt man eine exzellente Uber-
einstimmung der stationdren Zustdnde des reduzierten Systems mit dem vollen System. Fur
die externen Eingange.,; = 0 undu. = 1 wird nach Konstruktion stationare Genauig-
keit erzielt. Fur die dazwischenliegenden Werte sind die Abweichungen so klein, dass sie im
Vergleich zum betrachteten Temperaturbereich kaum wahrnehmbar sind.

Bei dem mit dem Guyan-Verfahren reduzierten System sind die Abweichungen erwartungs-
gemal grol3er. Fur den hier zugrunde liegenden Arbeitspunkt 0 wird klarerweise sta-
tionare Genauigkeit erzielt, fur die Ubrigen Werte erhalt man Abweichungen, die jedoch klein
sind im Vergleich zum nichtlinearen Anteil, so dass auch hier das Reduktionsergebnis als zu-
friedenstellend bezeichnet werden kann.

6.1.2.2 Sprungantwort

Zur Beurteilung der dynamischen Eigenschaften der betrachteten Reduktionsverfahren wird
die Sprungantwort der verschiedenen Systeme ausgewertet. Die Anregung ist als Standard-
sprung zum Zeitpunkt, = 10 ms gemaf Gleichung (4]76) gewahlt. Die GroRenordnung
von t, ermdglicht eine logarithmische Darstellung der Zeitachse, in der auch die kirzesten
fur das Verhalten der betrachteten Gutekriterien charakteristischen Zeitskalen angemessen re-
prasentiert sind — erkennbar am konstanten Plateau der verschiedenen Gleichungsfehler der
Ausgangsgleichung in Abbildunp (6.4) bei kleiner Zeit.

Quialitativer Vergleich der Sprungantwort

Um eine qualitative Vorstellung sowohl des Verlaufs der Sprungantwort als auch der Uber-
einstimmung der reduzierten mit den vollen Systemen zu erhalten, sind in Abbildung (6.3)
die Sprungantworten der Temperatur des Stabes der verschiedenen Systeme jeweils fur eine
Auswahl von Freiheitsgraden — DCGF 2, 5 und8 — grafisch dargestellt.

Abgebildet sind jeweils die Temperaturverlaufe des vollen Systems und eines reduzierten
Systems. Zur Verdeutlichung des nichtlinearen Effekts ist fir Freiheitsgrad BGFdar-
Uberhinaus das linearisierte Verhalten des Finite-Elemente Systems eingezeichnet. Auf eine
Darstellung des nichtlinearen Verlaufs des Finite-Elemente Systems wurde verzichtet, da die-
ser in diesem Mal3stab von dem Verlauf des vollen Systems praktisch nicht zu unterscheiden
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ist — auch das dynamische Verhalten wird durch die Parametrisierung des nichtlinearen Sys-
tems mit Hilfe des Matrizenansatz also korrekt wiedergegeben!

Vergleicht man das lineare Ergebnis fir DGF8 mit dem nichtlinearen, so entsteht der
Eindruck, dass die Dynamik fiir < 100 s durch den linearen Systemanteil dominiert wird,;
erst danach scheinen die nichtlinearen Anteile einen merklichen Beitrag zu liefern:

Im Anfangszustand befindet sich das System in einem stationaren Zustand und damit im
Gleichgewicht. In der Zustandsgleichung werden deshalb die vom Zustandsvektor verursach-
ten Beitrdge durch die Last kompensiert. Der Lastsprung bewirkt ein Abdriften von diesem
stationaren Anfangszustand. Die Dynamik dieser Drift wird dabei zunachst von der im An-
fangszustand vorliegenden Tangentenzustandsmatrix dominiert, wie man sich anhand einer
Arbeitspunktverschiebung in den Anfangszustand klarmachen kann: Nach der Arbeitspunkt-
verschiebung koppelt die Tangentenzustandsmatrix linear an die Abweichung des Zustands-
vektors vom Anfangszustand, die nichtlinearen Terme multilinear, also Giber hohere Potenzen.
Da die linearen und nichtlinearen Beitrage erst in der Nahe des Endzustands von vergleichba-
rer Gro3enordnung sind, missen sie in der Nahe des Anfangszustands aufgrund der hoheren
Potenzen der Koppelung von kleinerer Gro3enordnung sein, so dass der fihrende lineare An-
teil der Tangentenzustandsmatrix in der Zustandsgleichung dominiert. Als Analogon sei das
einfache Potenzgeset? betrachtet: Fir ~ 1 (,Endzustand®) sind die Potenzgesetze unab-
hangig vons von vergleichbarer GroRenordnungl, fur z < 1 sinkt die Grél3enordnung mit
steigendens.

Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung und dynamischer Reduktionsfehler

In Abbildung (6.4) wird der Gleichungsfehler der Ausgangsgleichdhg(t) nach Glei-
chung[(4.74) und der dynamische Reduktionsfeflgr(¢) nach Gleichund (4.78) exemplari-
sche fur Freiheitsgrad DO¥E 8 fir die betrachtete Sprungantwort grafisch dargestellt.

Der Gleichungsfehler der Ausgangsgleichufig (¢) ist fur beide Reduktionsverfahren so-
wohl fur das nichtlineare, als auch fur das linearisierte System dargestelltt &rl00s
verlaufen die Fehler der nichtlinearen Systeme parallel zu den Fehlern der zugehérigen lineari-
sierten Systeme, die Nichtlinearitaten liefern also allenfalls einen konstanten Offset zum Glei-
chungsfehler (zur Erzielung der nichtlinearen stationéren Genauighkeif (¢t = to) = 6q
im Anfangszustand). Der Gleichungsfehler des Gesamtsystems wird also in diesem Bereich
durch den Gleichungsfehler des linearen Anteils dominiert.

Bei dem mit dem Arnoldi-Verfahren reduzierten System liegt eine hervorragende Uberein-
stimmung des reduzierten mit dem vollen System vor. Insbesondere wird im Anfangs- und
Endzustand nichtlineare stationare Genauigkeit erzieft {; = 0,).

Bei dem mit dem Guyan-Verfahren reduzierten System ist der Anfangszustand mit dem Ar-
beitspunkt identisch. Hier verschwinden zunachst sowohl der Gleichungsfehler des linearisier-
ten Systems als auch der des nichtlinearen Systems. Fr kleinen Zeiten weicht das reduzierte
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System zumindest merklich vom vollen System ab, um dann schliel3lich aufgrund der fehlen-
den nichtlinearen stationaren Genauigkeit im Endzustand in einen konstanten Gleichungsfeh-
ler einzumiinden. Jedoch wird im Endzustand lineare stationare Genauigkeit, (= T)’q)
erzielt!

Der dynamische Reduktionsfehl€y, () ist fir beide Reduktionsverfahren dargestellt. Fur
t < 10s ist wegenr’q, > 1 die Reduktionsgute nicht zufriedenstellend, was jedoch — wie
am Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung verdeutlicht wird — bereits durch den linearen
Anteil verursacht wird; es handelt sich hierbei also nicht um eine Verschlechterung aufgrund
der Bericksichtigung der nichtlinearen Terme. Tendenziell weist das Arnoldi-Verfahren einen
kleineren Reduktionsfehler auf, insbesondere strebt der Reduktionsfehler fur das Arnoldi-
Verfahren fur grof3e Zeiten aufgrund der stationdren Genauigkeit im Endzustand gegen Null,
wahrend der Reduktionsfehler fir das Guyan-Verfahren bei endlichen Werten verharrt.
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Abbildung 6.2: Stationarer Zustande der Temperaturverteilung des Stabs
Stationdre Temperaturverteilufgdes Stabs fur die Auswahl von Freiheitsgraden DOR bis DOF = 10
fur vier verschiedene externe Eingéngg;, aquidistant verteilt zwischen.,; = 0 und ue, = 1, bei
konstantem virtuellen Eingang,;, = 1.
Dargestellt sind die Ergebnisse desRRAs-Modells (diinne gestrichelte Linien), die Ergebnisse des
vollen Systems (Punkte) und die Ergebnisse der reduzierten Systeme (dicke durchgezogene Linien) fur
das Arnoldi-Verfahren (oberes Diagramm) und fur das Guyan-Verfahren (unteres Diagramm). Im Fall des
Guyan-Verfahrens wurden die Master-Freiheitsgrade markiert (vertikale gepunktete Linien).
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Abbildung 6.3: Sprungantwort der Temperatur des Stabs
Temperaturverlauf” fir die Freiheitsgrade DOE 2, 5 und8 uber der Zeit fir einen Standardsprung mit

to = 10ms gemary(4.76).
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Dargestellt sind der Verlauf des vollen Systems (Punkte) sowie der Verlauf der reduzierten Systeme
(dicke durchgezogene Linien) fur das Arnoldi-Verfahren (oberes Diagramm) und fir das Guyan-Verfahren
(unteres Diagramm). Zur Einschatzung des nichtlinearen Effekts ist fur Freiheitsgrad-D®Fzusétz-

lich das Ergebnis derdRMAS-Simulation des linearisierten Systems eingezeichnet (diinne gestrichelte Linie).
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Abbildung 6.4: Gleichungsfehler und Reduktionsfehler der Sprungantwort des Stabes
Gleichungsfehlere’;; nach [4.7§) (oberes Diagramm) und dynamischer Reduktionsfehlemach [(4.7B)
(unteres Diagramm) fiir Freiheitsgrad DOF 8 uber der Zeitt fur die in Abbildung [6.8) dargestellte
Sprungantwort.
Im oberen Diagramm sind die Gleichungsfehler sowohl der nichtlinearen (dicke Linien mit Punkten) als auch
der linearisierten (diinne Linien) Systeme dargestellt, jeweils fur das Arnoldi-Verfahren (durchgezogen) und
fur das Guyan-Verfahren (gestrichelt). Im unteren Diagramm sind die dynamischen Reduktionsfehler des
Arnoldi-Systems (durchgezogen) und des Guyan-Systems (gestrichelt) dargestelt.
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6.2 Warmeausbreitung in einem Abgas-Sensor

In diesem Abschnitt wird in einer Fallstudie die Anwendung der Methoden der Modell-
reduktion auf das industrierelevante Problem der Warmeausbreitung in einem Abgas-Sensor
demonstriert.

Der hier vorgestellte Abgas-Sensor ist in dieser Form nicht als Produkt verwirklicht, der
Aufbau des Sensors ist jedoch fir eine Reihe von Sensoren zur Bestimmung verschiede-
ner Eigenschaften des Abgas von Verbrennungsmotoren typisch, beispielsweise flr Senso-
ren zur Bestimmung der Sauerstoffkonzentration im Abgas oder der Temperatur des Abgas.
Die chemisch-physikalischen Messprinzipien sind nicht Bestandteil der hier vorgestellten Be-
trachtungen und auch nicht Teil des hier zugrunde liegenden Modells; hier ist ausschlief3lich
die Warmeausbreitung im Sensor von Bedeutung.

Die in den Simulationen beriicksichtigten Effekte sind vergleichbar mit denen des vorange-
gangenen Beispiels. Auch hier werden eine temperaturabhangige Warmeleitfahigkeit sowie
Warmestrahlung als nichtlineare Effekte beriicksichtigt. Die Simulationen enthalten wieder-
um die Warmeleitung im Stabinnern sowie Konvektion und Strahlung auf den Oberflachen,
wobei im Unterschied zum vorangegangenen Beispiel an jedem Oberflachenelement Konvek-
tion und Strahlung gleichzeitig bertcksichtigt werden.

Das verwendete Finite-Elemente Originalmodell wurde nicht fur diese Arbeit erstellt; es
entstammt vielmehr einer Studie zur Optimierung der Geometrieparameter des Sensors. Fur
die Verwendung als Ausgangsmodell der Parametrisierung der Nichtlinearitaten durch die spe-
zielle Normalform war lediglich die Modifikation einiger Parameter der Materialeigenschaften
im Sinne einer Modellvereinfachung vonnéten. Die fir Standard-Untersuchungen angefertig-
ten Finite-Elemente Modelle kénnen also mit nur kleinen Modifikationen als Ausgangspunkt
der nichtlinearen Ordnungsreduktion dienen.

Auch hier wird fur die Parametrisierung der Nichtlinearitdten der Matrizenansatz verwen-
det. Fur dieses Beispiel hat sich fur die Ordnungsreduktion das Arnoldi-Verfahren als beson-
ders erfolgreich erwiesen.

6.2.1 Beschreibung des Modells

Auch hier sei fur die Behandlung der nichtlinearen Warmeausbreitung auf Arjhjang (E) ver-
wiesen.

Die geometrischen Eigenschaften des Modells werden in Abbildung (6.5) verdeutlicht, ei-
nige ausgewahlte Zahlenwerte der Material- und Modellparameter sind in Tgbe]le (6.2) zu-
sammengestellt. Im Text wird auf die Angabe von Zahlenwerten weitgehend verzichtet.

6.2.1.1 Physikalisches Modell

Der Abgassensor besteht im Wesentlichen aus drei Teilen: dem Keramikfinger, der Kera-
mikpackung und der Metallhiilse.
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Metallhilse

Heizungyjex

Abbildung 6.5: Finite-Elemente Modell des Abgas-Sensors
Finite-Elemente Diskretisierung der Abgas-Sensors. Aufgrund der Spiegelsymmetrie ist nur eine Halfte des
Sensors modelliert. Die Knoten der in der Auswertung betrachteten Freiheitsgrade sind durch Punkte markiert,
ihre Nummerierung ist durch den Pfeil entlang des Keramikfingers angedeutet.
Die verschiedenen funktionalen Strukturen — der Keramikfinger, die Keramikpackung und die Metallhilse
— sind markiert. Nicht erkennbar ist die Sandwich-Struktur mit der Zwischenschicht des Keramikfingers.
Der vordere Teil des Keramikfingers wird durch die externe Warmestromdjghtgeheizt. Die Heizung
erfolgt genaugenommen in der Zwischenschicht der Sandwichstruktur, zur Kenntlichmachung wurde jedoch
die gesamte Oberflache des beheizten Bereichs des Keramikfingers leicht abgedunkelt.
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Tabelle 6.2: Ausgewahlte Materialeigenschaften und Modellparameter des Stabes

Materialeig. Al;,Os Al,O5 + Pt Fe Einheit
Warmekap. 4,00 - 10° 3,85 - 10° 3,90 - 10° J/m*K
Warmeleitf. A 18,89 24,73 47,20 W/ mK
A | —10,20-107%  —9,06-107*  —7,50-1073 W /mK?
Modellparameter Wert Einheit
Ubergangskoeffizient e} 25,00 W/ m?K
Strahlungskoeffizient S 28,35-107° W /m?K*
Externe Warmestromdichte j.y; 200,00 - 103 W / m?
Knotenzahl n | 4.895 —
Ordnung volles System n | 4.895 —
Ordnung reduziertes Systemm 5 —

Der Keramikfinger mit einer Abomessung von etfitax 4 x 1 mm? enthalt den eigentlichen
aktiven Teil des Sensors. Dieser Finger ist als Sandwich-Struktur aufgebaut: Zwischen zwei
keramischen Schichten aus — in dem hier betrachteten Modell — Aluminiumox{d;Abn
jeweils etwa500 um Dicke befindet sich eine Zwischenschicht von edbam Dicke. Die-
se Zwischenschicht besteht ihrerseits wiederum aus einem elektrischen Leiter aus Platin Pt,
eingebettet in Aluminiumoxid. Der Platin-Leiter dient zur Ohmschen Heizung des Sensors
mittels eines elektrischen Stroms. Diese Heizung dient dem schnellen Erreichen der Arbeit-
stemperatur des Sensors (etlVa~ 800K bis T" ~ 1.200K) aus einem ,kalten* Zustand
heraus. Dieser Platin-Leiter ist im vorderen Teil des Fingers zur Erh6hung des elektrischen
Widerstands als Maander ausgefihrt, im hinteren Teil als breite Bahn zur Zu- und Ableitung
des Stroms. Diese kinstliche Heizung des Sensors stellt die externe Last des Modells dar;
sie wird in den Simulationen modelliert als konstante externe Warmestromdichte den
Bereichen der Zwischenschicht mit mdanderférmigem Platin-Leiter.

Die Keramikpackung besteht aus Zirkonoxid und dient zur mechanischen Fassung des Fin-
gers. Die Metallhilse aus Stahl, im Wesentlichen also Eisen Fe, ist lediglich als mechanischer
Schutz des Keramikfingers vorgesehen. Sie weist einen Radius vory etmaund eine Di-
cke von etwab00 um auf und ist in der Realitdt mit grof3eren Lochern versehen, um einen
maoglichst ungestorten Gasaustausch zu ermoglichen.

Die dominierenden Materialnichtlinearitaten sind in diesem Modell die Temperaturabhan-
gigkeit der Leitfahigkeit\ der Materialien Aluminiumoxid, Platin und Eisen. Diese werden
in dem interessierenden Temperaturbereich Yor 600K bis 7" ~ 1.600 K wieder durch
den Ansatz\ (T) = Ao + A\ T parametrisiert. Ein Vergleich der urspringlichen Kennlini-
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en der verwendeten Materialien mit dem hier verwendeten Ansatz ist in Abbilffurig (6.6) zu
finden?

Die Ubrigen Materialparameter — insbesondere die Warmekapazid@r verwendeten
Materialien — werden als konstant angenommen.

Die Oberflachen des Sensors sind lber (lineare) Konvektion, also einen konstanten Uber-
gangskoeffizienty, und Warmestrahlung, also einen nichtlinearen Strahlungskoeffizeamt
Warmebéader unterschiedlicher Temperdiugekoppelt. Eine direkte Koppelung an ein War-
mebad ist in diesem Modell nicht enthalten.

6.2.1.2 Finite-Elemente Modell und volles System

Das Modell wurde mit der Finite-Elemente SoftwareRMAS modelliert und simuliert.
Aufgrund der Spiegelsymmetrie wurde lediglich eine Héalfte des Sensors modelliert, an den
Schnittflachen gelten homogene Neumann-Randbedingungen.

Die Geometrie des Platin-Leiters wurde im Finite-Elemente Modell nicht aufgeldst; viel-
mehr wurde eine homogene Schicht aus Flachenelementen der entsprechenden Dicke model-
liert, deren Materialeigenschaften einer Mischung aus etwa je zur Halfte Platin und Alumini-
umoxid entsprechen. Die Metallhiilse wurde mittels Schalenelementen modelliert, wobei die
Lécher vernachlassigt wurden. Das Finite-Elemente System beinhaltet.895 Knoten,
was auch der Ordnung des vollen Systems entspricht4.895.

Die Temperaturverteilung ist insbesondere im Keramikfinger interessant und variiert auch
nur in diesem Bereich wesentlich. Deshalb betrachten wir das Temperarurverhalten an einer
Auswahl von neun Knoten entlang des Keramikfingers, die vom freien Fingerende aus von
DOF = 1 bis DOF= 9 durchnummeriert werden. Formal sei auch hier wieder eine entspre-
chende Ausgangsmatrix gedacht.

Die Heizung im Platin-Maander wird durch eine konstante Flachenlast modelliert, die als
externe Single-Input Eingangsmati, .., aufgefasst wird, gesteuert durch den Single-Input
Eingangsvektoruext. Die stationaren Randbedingungen werden durch deine virtuelle Last
B, i beschrieben.

Wie bei dem vorangegangenen Beispiel wurden auf der Grundlage dieses Modells die sta-
tionaren Zustande und Sekantenzustandsmatrizen fur sechs verschieden Werte des externen
Eingangsu..:, aquidistant verteilt zwischen,,; = 0 undu. = 1, bei virtuellem Eingang
uyiy = 1 ermittelt. AufRerdem wurde fir den Arbeitspurikt= 0, also firue.; = 0 und
uyi; = 0, die Tangentenzustandsmatrix als Bezugs-Tangentenzustandsmatrix fur die Parame-
trisierung bestimmt. Auf der Grundlage dieser Parametrisierungsdaten wurden mit den Me-
thoden aus Abschnitf (5.3) fur das volle System de dnd Z4-Matrix des Matrizenansatz
ermittelt.

2 In dem Finite-Elemente Modell wird nicht reines Platin, sondern ein Aluminiumoxid-Platin-Gemisch ver-
wendet. Die Original-Kennlinie dieses Gemisches wurde aus einer Superposition der Kennlinien der reinen
Materialien gewonnen.

97



6 ANWENDUNGSBEISPIELE

6.2.2 Ordnungsreduktion

Auf dieses System wird das Arnoldi-Verfahren der Ordnungsreduktion angewendet. Das
volle System der Ordnung = 4.895 wird auf Ordnungm = 5 reduziert. Die stationaren
Randbedingungen werden durch einen Freiheitsgrad berticksichtigt, das dynamische Verhalten
wird mittels vier Freiheitsgraden approximiert, wobei fur den Eingagg = 1 stationare
Genauigkeit im nichtlinearen Fall sichergestellt wird.

6.2.2.1 Stationarer Zustand

In Abbildung [6.T) werden fiir eine Reihe von externen Eingangen aquidistant verteilt
zwischenu.; = 0 undu. = 1, bei konstantem virtuellen Eingang;, = 1 die stationaren
Zustande der Temperatur der verschiedenen Systeme des Stabes miteinander verglichen. Auct
hier ist der Einfluss der Nichtlinearitdten an der abnehmenden Erwarmung bei konstanter Last-
zunahme ersichtlich.

Das aus der Parametrisierung erhaltene volle System stimmt mit den zugrunde liegenden
Finite-Elemente Simulationen ahnlich gut Uberein, wie bei dem vorangegangenen Beispiel.
Auch hier wird flru.; = 0 undu. = 1 exakte Ubereinstimmung erzielt.

Auch die Ubereinstimmung der stationaren Zustande des reduzierten Systems mit dem vol-
len System ist zufriedenstellend. Fir die externen Eingange= 0 und u. = 1 wird
erwartungsgemal stationare Genauigkeit erzielt, fir die dazwischenliegenden Werte erhalt
man kleine, jedoch wahrnehmbare Abweichungen, die etwa die gleichen Gré3enordnung auf-
weisen, wie die Parametrisierungsfehler, also die Abweichungen der Ergebnisse des vollen
Systems von dem zugrunde liegend@&aRrRRMAS-Modell.

6.2.2.2 Sprungantwort

Auch bei diesem Beispiel wird die Sprungantwort ausgewertet. Als Anregung ist ein Stan-
dardsprung zum Zeitpunk§ = 1 ms gemaf3 (4.76) gewabhlt.

Qualitativer Vergleich der Sprungantwort

In Abbildung [6.8) wird die Sprungantwort der verschiedenen Systeme fur Knoten-bOF
2 und4 miteinander verglichen.

Die Ubereinstimmung des vollen Systems nmaRRAS-Simulationen ist exzellent, die Dy-
namik des Ubergangs wird durch das volle System korrekt wiedergegeben.

Die Dynamik des Arnoldi-Systems weicht insbesondere fur Freiheitsgrad BDQHReicht
vom vollen System ab, der Ubergang erfolgt etwas schneller. Im Anfangs- und Endzustand
wird stationdre Genauigkeit erzielt.
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Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung und dynamischer
Reduktionsfehler

In Abbildung ) wird der Gleichungsfehler der Ausgangsgleichidng(t) nach Glei-
chung [(4.74) und der dynamische Reduktionsfeflgy (¢) nach Gleichung (4.78) exempla-
risch fur Freiheitsgrad DOE 2 fir die betrachtete Sprungantwort grafisch dargestellt.

Wieder wird der Gleichungsfehler der Ausgangsgleichung zunéachst durch den linearen An-
teil dominiert, erst furt > 10s wird der nichtlineare Beitrag wesentlich. Die nichtlineare
stationdre Genauigkeit des Anfangs- und Endzustands ist am Verschwinden des Gleichungs-
fehlers erkennbard ., = 0,).

Der Reduktionsfehler liefert fir > 10 ms ein gutes Reduktionsergebnid,( < 1), fur
kleine Zeitskalen ist das Ergebnis ungenugerigl, (~ 1).
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Abbildung 6.6: Temperaturabhangigkeit der Warmeleifahigkeiten des Abgas-Sensors
Warmeleitfahigkeiter\ der Materialien A}O3, Al;O5 + Pt (Superposition der Kennlinien der reinen Mate-
rialien) und Fe Gber der Temperaflr
Verglichen werden jeweils die durch Stitzstellen (Punkte) gegebenen urspriinglichen Kennlinien (durchgezo-
gene dinne Linien) mit dem hier verwendeten AnsatZ’) = \o + A\ T (gestrichelte dicke Linien). Die
Zahlenwerte flit\y und \; sind der Tabellg (6]2) zu entnehmen.
Der fur die Simulation relevante Temperaturbereich ¥or 600 K bis 7' ~ 1.600 K ist durch vertikale ge-
punktete Linien markiert.
Im relevanten Temperaturbereich ist die Ubereinstimmung der Parametrisierung mit der urspriinglichen Kenn-
linie zufriedenstellend.
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Abbildung 6.7: Stationérer Zustande der Temperaturverteilung des Abgas-Sensors
Stationare Temperaturverteilurigdes Abgas-Sensors fiir die Auswahl von Freiheitsgraden BOF bis
DOF = 9 fur funf verschiedene externe Eingangg;, aquidistant verteilt zwischet.,; = 0 unduey; = 1,
bei konstantem virtuellen Eingangi, = 1.
Dargestellt sind die Ergebnisse desRRAs-Modells (diinne gestrichelte Linien), die Ergebnisse des vollen
Systems (Punkte) und die Ergebnisse des Arnoldi-Systems (dicke durchgezogene Linien).

101



6 ANWENDUNGSBEISPIELE

1600 v v T T T L |
———— Permas-Modell

1400 F e volles System i
= Arnoldi-System DOF 2
4
&~ 1200 ]
=
2
<
g 000
o 1 -
= e—c
0]
F

800 F—e— e oo —-o—o—o—"* .

600 e el e

10! 10° 10! 102
Zeit 1 (s)

Abbildung 6.8: Sprungantwort der Temperatur des Abgas-Sensors
Temperaturverlauf” fir die Freiheitsgrade DOE= 2 und 4 Uber der Zeitt fir einen Standardsprung mit
to = 1 ms gemaf{(4.76).
Dargestellt sind der Verlauf eineERMAS-Simulation (gestrichelte Linien), die Verlaufe des vollen Systems
(Punkte) sowie die Verlaufe des Arnoldi-Systems (durchgezogene Linien). FUreci®A3-Simulation
liegen aufgrund der konstanten Ausgabe-Schrittweite #ir2 s keine Daten vor.
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Abbildung 6.9: Gleichungsfehler und Reduktionsfehler der Sprungantwort des Abgas-Sensors
Gleichungsfehleré'y nach [4.74) (oberes Diagramm) und dynamischer Reduktionsfelemnach [4.7B)
(unteres Diagramm) fiir Freiheitsgrad DOF 2 uber der Zeitt fur die in Abbildung [6.8) dargestellte
Sprungantwort.

Im oberen Diagramm sind die Gleichungsfehler sowohl des nichtlinearen (dicke durchgezogene Linie)
als auch des linearisierten (diinne gestrichelte Linie) Systems dargestellt, im unteren Diagramm ist der
dynamische Reduktionsfehler des Arnoldi-Systems dargestelt.
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6.3 Diffusion magnetischer Felder in Materie

In diesem Abschnitt werden einige Methoden der Modellreduktion auf die Diffusion ma-
gnetischer Felder in Materie angewendet.

Der zu beschreibende physikalische Effekt ist die Behinderung der Ausbreitung von Ma-
gnetfeldern in elektrisch leitender Materie durch die Ausbildung von Wirbelstromen. Die
Felddiffusion ist technisch bedeutsam fur das Verhalten magnetischer Aktoren (Stellglieder),
wie sie beispielsweise in Magnetventilen fir Common-Rail-Einspritzsysteme eingesetzt wer-
den. Dort stellt bei Schaltvorgédngen der Auf- und Abbau der Magnetfelder in ferromagneti-
schen Magnetkreisen einen Verzdgerungseffekt dar, der die dynamischen Eigenschaften der
Aktoren verschlechtert.

Die zu bertcksichtigende Nichtlinearitat ist die Feldabhangigkeit der magnetischen Permea-
bilitat. Speziell in ferromagnetischen Werkstoffen stellt dies eine starke Materialnichtlinearitat
dar.

Nach der Modellvereinfachung liegt das Modell bereits in der Normalform vor, so dass
bei diesem Beispiel keine nachtragliche Parametrisierung der Nichtlinearitaten notwendig ist.
Anhand dieser Anwendung der Ordnungsreduktion wird demonstriert, wie durch die geeignete
Auswahl von Master-Freiheitsgraden beim Guyan-Verfahren das Verhalten des vollen Systems
in Teilbereichen auf Kosten anderer Bereiche verbessert werden kann. Dartberhinaus kommt
in diesem Beispiel eine nichttriviale Ausgangsmatrix zur Anwendung.

6.3.1 Beschreibung des Modells

Die Diffusionsgleichung fiir die magnetische Induktion wird in Anhgnjg (F) aus den phy-
sikalischen Grundgleichungen abgeleitet. Dort sind die Definitionen und physikalischen Zu-
sammenhange der hier nur kurz eingefiihrten Grof3en ausfihrlich erlautert. Insbesondere wird
die netzwerkorientierte Simulation magnetischer Aktoren unter Verwendung eindimensiona-
ler Diffusionsblécke kurz vorgestellt.

Die geometrischen Eigenschaften und Randbedingungen des hier betrachteten Modells wer-
den in Abbildung|(6.10) verdeutlicht. In Tabelle (6.3) sind die Zahlenwerte der Material- und
Modellparameter zusammengestellt. Im Text wird auf die Angabe von Zahlenwerten weitge-
hend verzichtet.

6.3.1.1 Physikalisches Modell

Es wird ein radialer Diffusionsblock betrachtet, also die Diffusion einer axialen magne-
tischen InduktionB in radialer Richtung unter Annahme von Zylindersymmetrie, oder die
Ausbreitung eines axialen Magnetfelds in einem Hohlzylinder mit Innenradirsd Aul3en-
radiusrs,.

Simuliert wird das lokale Verhalten der magnetischen Indukiibn Fiur die technische
Anwendung ist jedoch insbesondere das globale Verhalten von Bedeutung, ausgedrickt durch
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Abbildung 6.10: Schematische Darstellung der Felddiffusion
Zylindersymmetrischer Diffusionsvorgang einer axialen magnetischen InduktiGangedeutet durch Vek-
torpfeile) in radialer Richtung. Am Innenrand bei Radiuiegt als Randbedingung die externe magnetische
Induktion By an (angedeutet durch Vektorpfeile innerhalb des Innenrandes) Die Knoten der in der Auswer-
tung betrachteten Freiheitsgrade sind durch Punkte markiert.
Die externe magnetische Induktion diffundiert in radialer Richtung vom Innenrand zum Auf3enrand des Re-
chengebiets. Dargestellt sind ein friihes (links) und ein spates (rechts) Stadium des Diffusionsvorgangs. Im
spaten Stadium hat sich die magnetische Induktion im Vergleich zum friihen Stadium deutlich weiter ausge-
breitet.
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Tabelle 6.3: Materialeigenschaften und Modellparameter der Felddiffusion

Grole Wert Einheit
elektrische Leitfahigkeit o 5,0 - 106 S/m
magnetische Funktion flo 1,210 Am /Vs
fi3 0,5-103 Am’ /Vigt

Innenradius ri | 20,0-1073 m
AuRenradius ra | 80,0-1073 m
externe magnetische Induktion By 2,0 T
resultierender magnetischer Flus®, | 37,7-1073 Wb
Knotenzahl n 51 —
Ordnung volles System n 50 —
Ordnung reduziertes System m 4 —

den magnetischen Fluds da dieser die fur die mechanische Kraft des Aktors maf3gebliche
Grol3e ist.

Das Material des Hohlzylinders sei ferromagnetisch; damit hangt die magnetische Funktion
fi stark von der magnetischen Induktighab, es liegt eine starke Materialnichtlinearitat vor.
Diese wird in dem hier interessierenden Bereich der magnetischen Induktidd ¥of T bis
B ~ 2T durch den Ansatz (B) = fi + ji3 B> parametrisiert. Der Vergleich dieses Ansatzes
mit einem realistischen Material in Abbildurig (61 11) zeigt, dass die hier verwendete maximale
Potenz in der magnetischen Induktighnicht ausreicht, um das starke Abknicken der wirk-
lichen Kennlinie korrekt wiederzugeben. Deshalb besitzen die hier vorgestellten Ergebnisse
lediglich qualitativen Charakter.

Die elektrische Leitfahigkeit ist als konstant angenommen.

Die magnetische Induktion ist am Innenrand des Rechengebiets im Sinne einer Dirchlet-
Randbedingung ziB, vorgegeben. Am AulRenrand wird eine homogene Neumann-Randbe-
dingung angenommen.

6.3.1.2 Finite-Differenzen Modell und volles System

Das physikalische Modell dieses eindimensionalen Diffusionsblocks wird, wie in Anhang
(F) beschrieben, als Finite-Differenzen Modell diskretisiert und simuliert. Die Ortsdiskre-
tisierung ist in der Normalforni (4.21) (4]22) formuliert und liefert damit sofort das volle
System.

Das Rechengebiet bis r, wird ann = 51 logarithmisch aquidistant verteilten Knoten dis-
kretisiert. Der Wert der magnetischen Induktion am innersten Knoten ist durch die Dirichlet-
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Randbedingung z#, bestimmt, so dass das volle System die Ordnurg50 aufweist.

Die Randbedingung selbst wird am ersten Knoten des vollen Systems als Last formuliert.
Diese Last wird — mangels sonstiger au3erer Antriebe — als Single-Input Eingangsmatrix
B, verwendet; sie wird durch den Single-Input Eingangsvektdontrolliert. Die zweite
Randbedingung ist homogen, eine zuséatzliche virtuelle Last tritt deshalb nicht auf.

In der Auswertung wird zunachst die magnetische Indukiosn vier ausgewahlten Kno-
ten betrachtet; diese Freiheitsgrade sind von innen nach auf3en mitDOBis DOF = 4
durchnummeriert (siehe Abbildung (6]10) uind (6.12)). Diese Knoten beinhalten den inners-
ten und &ufR3ersten im vollen System enthaltenen Knoten, sowie zwei Knoten dazwischen, so
dass die Zeitskalen des Ubergangs bei der unten betrachteten Sprungantwort etwa logarith-
misch aquidistant verteilt sind. Formal wird wiederum eine entsprechende Projektionsmatrix
als Ausgangsmatrix gewahlt.

AulRerdem wird der magnetischen FluBsanalysiert, der ebenfalls durch eine geeignete
Ausgangsmatrix erhalten werden kann.

6.3.2 Ordnungsreduktion

Auf das volle System werden wiederum projektive Verfahren der Ordnungsreduktion ange-
wendet, die das System von Ordnung- 50 auf Ordnungn = 4 reduzieren.

Es werden erneut das Arnoldi-Verfahren und das Guyan-Verfahren verwendet. Durch die
spezielle Art der Randbedingungen unterscheiden sich die stationdren Zustande im nichtli-
nearen und im linearisierten Fall nicht, so dass zur Erzielung der nichtlinearen stationaren
Genauigkeit keine besonderen Vorkehrungen getroffen werden mussen. Auch eine virtuelle
Last tritt hier nicht auf. Beim Guyan-Verfahren sind die in der Auswertung betrachteten Frei-
heitsgrade DOFE= 1 bis4 als Master-Freiheitsgrade gewahlt, um die verschiedenen Zeitskalen
des Systems angemessen zu reprasentieren.

6.3.2.1 Stationarer Zustand

In Abbildung {6.12) wird der stationare Zustand des nichtlinearen und des linearisierten
Systems fiir zwei verschiedene Randbedingungen am Aul3enrand dargestellt, ndmlich eine
homogene Neumann-Randbedingung und eine homogene Dirichlet-Randbedingung.

Lediglich die Neumann-Randbedingung ist physikalisch sinnvoll. In diesem Fall stellt sich
im ganzen Rechengebiet sowohl im nichtlinearen Fall als auch im linearisierten Fall die am
Innenrand anliegende externe magnetische Indukgi@m.

Die Dirichlet-Randbedingung ist hauptséchlich von mathematischem Interesse, sie ist phy-
sikalisch kaum zu motivieren. Sie soll hier lediglich den Einfluss der Nichtlinearitat verdeut-
lichen.
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6.3.2.2 Sprungantwort

Fur das vorliegende physikalisch-technische System ist besonders das dynamische Verhal-
ten von Interesse. Zur Beurteilung desselben wurde die Sprungantwort der verschiedenen
Systeme berechnet, wobei als Anregung ein Standardsprung geman (4.#%/7)>nifs ver-
wendet wird.

Qualitativer Vergleich des Verlaufs der magnetischen Induktion

In Abbildung (6.13) wird fur die Freiheitsgrade DOF 1 bis 4 der Verlauf der magneti-
schen Induktion des vollen Systems mit den Verlaufen der reduzierten Systeme verglichen.

Das Arnoldi-Verfahren ist hier nicht in der Lage, das Systemverhaltert fié& 10 ms
korrekt wiederzugeben. Im Gegensatz dazu kann durch die geeignete Auswahl von Master-
Freiheitsgraden im Fall des Guyan-Verfahren eine gute Ubereinstimmung des Systemverhal-
tens auf kleinen Zeitskalen erreicht werden — jedoch auf Kosten des Systemverhaltens auf
grol3eren Zeitskalen.

Vergleich des Verlaufs des magnetischen Fluss

In Abbildung [6.14) wird der Verlauf des magnetischen Fldssler verschiedenen Sys-
teme miteinander verglichen, in Abbildurig (6.15) wird schlie3lich der Gleichungsfehler der
Ausgangsgleichung y (t) nach[(4.7%) und der dynamische Reduktionsfefilgr(¢) des ma-
gnetischen Fluss nach (4]78) betrachtet. Das beim qualitativen Vergleich des Verlaufs der
magnetischen Induktion gewonnene Bild wird hier bestétigt:

Beim magnetischen Fluss kann das Arnoldi-Verfahren das Verhalten£iriOms nicht
korrekt wiederzugeben. Das Guyan-Verfahren erzielt auf allen Zeitskalen eine gute Uber-
einstimmung; jedoch macht sich ein Uberschwinger bei einig@ms im linearen MaRstab
stérend bemerkbar.

Der nichtlineare Gleichungsfehler unterscheidet sich bei diesem Beispiel vom linearisier-
ten deutlich. Aufgrund der speziellen Randbedingungen weisen beide Reduktionsverfahren
sowohl nichtlineare als auch linearisierte stationdre Genauigkeit im Anfangs- und Endzustand
auf, hier verschwinden deshalb sowohl der nichtlineare, als auch der linearisierte Gleichungs-
fehler. Der Reduktionsfehler weist fir das Arnoldi-Verfahren fip> 1 ms ein gutes Re-
duktionsergebnis aus®, < 1), fur kleine Zeitskalen jedoch ein ungeniugendes,(~ 1).

Das Ergebnis des Guyan-Verfahrens ist auf allen Zeitskalen zufriedenstellend, insbesondere
auch auf kleinen 4, < 1); jedoch liefert auf gréReren Zeitskalen das Arnoldi-Verfahren
tendenziell bessere Ergebnisse.
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14 + L, -

H (kA/m)

10 Kennlinie / T

magnetische Feldstaerke

O | | | l
0,0 0.5 1,0 1.5 2,0 2,5
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Abbildung 6.11: Materialkennlinie fiir die Felddiffusion
Magnetische Feldstérk@ Uber der magnetische Induktidh Die magnetische Funktigi (B) istin diesem
Diagramm als Steigung der Sekante durch den Ursprung und einen Wert auf der Kennlinie gegeben.
Verglichen wird die durch Stutzpunkte (Punkte) gegebene urspringliche Kennlinie (durchgezogene diinne
Linie) mit dem hier verwendeten Ansaiz(B) = fio + jiz B> (gestrichelte dicke Linie). AuRerdem ist der
lineare Anteil des Ansatzes eingezeichnet (gestrichelte diinne Linie). Die Zahlenweigeufinl (15 sind der
Tabelle [6.B) zu entnehmen. Der fiir die Simulationen relevanten Bereich der magnetischen Induktion von
B =0T bis B ~ 2T ist durch eine vertikale gepunktete Linie markiert.
Die in der Parametrisierung verwendete maximale Potenz in der magnetischen IndBikéat nicht aus,
um das starke Abknicken der wirklichen Kennlinie korrekt wiederzugeben. Die auf dieser Parametrisierung
beruhenden Simulationen werden die Wirklichkeit deshalb allenfalls qualitativ korrekt wiedergeben.
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Abbildung 6.12: Stationare Zustande fir verschiedene Randbedingungen der Felddiffusion
Verlauf der mangetischen Induktidn iber dem Radius fir verschiedene Randbedingungen am Auf3enrand.
Dargestellt ist der Verlauf fir einen homogenen Neumann-AuRRenrand (Punkte), sowie der nichtlineare (dicke
Linie) und linearisierte (diinne Linie) Verlauf fur einen homogenen Dirichlet-Auf3enrand. Die Punkte markie-
ren die Knoten der Freiheitsgrade des vollen Systems, die logarithmisch aquidistant verteilt sind. Zu beachten
ist, dass am Innenrang kein Knoten des vollen Systems vorliegt, da hier der Wert der magnetischen Induk-
tion durch die Randbedingung vorgegeben ist. Die Knoten der in der Auswertung betrachteten Freiheitsgrade
sind durch vertikale gepunktete Linien markiert.
Der Neumann-AufR3enrand (Punkte) ist die physikalisch korrekte Randbedingung, die in den dynamischen Si-
mulationen verwendet wird. In diesem Fall weist sowohl im nichtlinearen, als auch im linearisierten Fall das
gesamte Simulationsgebiet im stationaren Zustand den Wert der am Innenrand anliegenden externen magne-
tischen InduktionB, (markiert durch eine horizontale gepunktete Linie) auf.
Der Dirichlet-AuRenrand ist physikalisch kaum realisierbar, diese Randbedingung dient lediglich der Veran-
schaulichung des Einfluss der Nichtlinearitat. Der linearisierte Verlauf (diinne Linie) ergibt in dieser Darstel-
lung eine Gerade; im nichtlinearen Fall (dicke Linie) wird dieser deutlich verzerrt.
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Abbildung 6.13: Sprungantwort der magnetischen Induktion der Felddiffusion
Verlauf der mangetischen Induktids fur die Freiheitsgrade DOE 1 bis 4 Uber der Zeit fir einen Stan-
dardsprung mit, = 1 us gemar(4.17).
Dargestellt sind die Verlaufe des vollen Systems (dinne Linien mit Punkten) sowie die Verlaufe der redu-
zierten Systeme (dicke Linien) fur das Arnoldi-Verfahren (oberes Diagramm) und fur das Guyan-Verfahren
(unteres Diagramm). AnfangszustaBd= 0 und Endzustan@® = B, sind markiert (horizontale gepunktete
Linien).
Man erkennt, wie die externe magnetische Indukfiyprvon innen (DOF= 1) nach auf3en (DOE 4) in das
Rechengebiet eindiffundiert.
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Abbildung 6.14: Sprungantwort des magnetischen Fluss der Felddiffusion
Verlauf des magnetischen Flugsiiber der Zeit fur einen Standardsprung njf = 1 s gemafy (4.77).
Dargestellt sind der Verlauf des vollen Systems (Punkte) sowie der Verlauf des Arnoldi-Systems (dicke
durchgezogene Linie) und des Guyan-Systems (gestrichelte dicke Linie); aufRerdem ist zum Vergleich der
Verlauf des linearisierten vollen Systems eingezeichnet (diinne gestrichelte Linie). Anfangszustand
und Endzustand = ®, sind markiert (horizontale gepunktete Linien).
Kurven linear in der Ordinate aufgezeichnet, im unteren Diagramm logarithmisch.
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Abbildung 6.15: Gleichungsfehler und Reduktionsfehler der Sprungantwort des magnetischen Fluss der
Felddiffusion
Gleichungsfehlere'y nach [4.74) (oberes Diagramm) und dynamischer Reduktionsfehlemach [4.78)
(unteres Diagramm) des magnetischen Flssiber der Zeitt fiir die in Abbildung [6.14) dargestellte
Sprungantwort.
Im oberen Diagramm sind die Gleichungsfehler sowohl der nichtlinearen (dicke Linien mit Punkten) als auch
der linearisierten (diinne Linien) Systeme dargestellt, jeweils fir das Arnoldi-Verfahren (durchgezogen) und
fur das Guyan-Verfahren (gestrichelt). Im unteren Diagramm sind die dynamischen Reduktionsfehler des
Arnoldi-Systems (durchgezogen) und des Guyan-Systems (gestrichelt) dargestelt.
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6.4 Biegebalken unter Einfluss einer Zwangsbedingung

In diesem Abschnitt wird die Anwendbarkeit einiger Methoden der Modellreduktion auf
das mechanische System eines Biegebalkens mit einer Zwangsbedingung demonstriert.

Mechanische Systeme werden durch ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung be-
schrieben; sie sind prinzipiell schwingungsfahig und weisen deshalb ein reichhaltigeres Ver-
halten auf als die bisher betrachteten Diffusionsprozesse mit Differentialgleichungssystemen
erster Ordnung.

Aufgrund dieses reichhaltigen Verhaltens werden anhand dieses Beispiels — neben statio-
naren Zustanden und Sprungantworten — zusétzliche Systemeigenschaften diskutiert: Der
nichtlineare Verlauf von Elementen der Zustandsmatrix wird dargestellt, die Verdnderung von
Eigenwerten des Systems in verschiedenen Arbeitspunkten wird diskutiert, und die nichtli-
neare Verallgemeinerung der Frequenzantwort des Systems wird vorgestellt. Der Verlauf von
Elementen der Zustandsmatrix dient im Wesentlichen zur Beurteilung der Giite der Parame-
trisierung des vollen Systems. Die Eigenwerte des Systems und die Frequenzantwort stellen
wichtige Systemeigenschaften dar, die von reduzierten Systemen mdglichst gut wiedergege-
ben werden sollten. Auch wenn die Approximation dieser Eigenschaften in dieser Arbeit nicht
im Vordergrund steht, kann deren Betrachtung doch zur Beurteilung der Qualitat der Redukti-
onsverfahren herangezogen werden.

Das Modell hat zunachst akademischen Charakter. Jedoch kann es — zusammen mit &hn-
lichen Modellen mit anderen Rand- und Zwangsbedingungen — als Bestandteil einer Biblio-
thek von Balkenelementen verwendet werden, um realistische Modelle komplizierterer Struk-
turen aufzubauen, beispielsweise fur mikromechanische Anwendungen.

Die durch die Zwangsbedingung induzierten Nichtlinearitaten dominieren das Verhalten
dieses Modells. Geometrische Nichtlinearitaten spielen eine untergeordnete Rolle. Die Mate-
rialeigenschaften sind als linear angenommen; sie orientieren sich an den Eigenschaften von
Stahl, sind jedoch auf handliche Zahlenwerte gerundet.

Auch hier werden fur die Ordnungsreduktion die projektiven Methoden herangezogen.
Die Parametrisierung der Nichtlinearitaten beruht in diesem Beispiel auf einer vollstandigen
Bestimmung der NL-Tensoren und demonstriert damit deren Eignung fir Systeme geringer
Bandbreite.

6.4.1 Beschreibung des Modells

Die Schwingungsgleichung mechanischer Systeme und die Besonderheiten ihrer Behand-
lung mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden werden in Anhahg (G) kurz erlautert.

Die geometrischen Grol3en Eigenschaften des Modells werden in Abbildung (6.16) veran-
schaulicht, die Zahlenwerte der Material- und Modellparameter sind in Tapelle (6.4) angege-
ben. Im Text wird auf die Angabe von Zahlenwerten weitgehend verzichtet.
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QuerkraftF,

Knoten 0 his 10

NN\

Endauslenkung,

Abstandd = d, = [, = konst.

A

Abbildung 6.16: Schematische Darstellung des Biegebalkens
Dargestellt ist der durch die Querkraff, ausgelenkte Zustand des betrachteten Balkens, die Biegelinie
y = w (x). Die Endauslenkung; = w (z = d) ist als spezieller Wert der Biegelinie am Balkenende
aufzufassen. Der Balken wird durch ein Finite-Elemente Modell aus zehn Balkenelementer-uridkno-
ten reprasentiert. Die Knoten sind in der Abbildung durch Punkte markiert; sie sind von links nach rechts von
0 bis 10 durchnummeriert (in der Zeichnung angedeutet). Die die Biegelinie beschreibenden Freiheitsgrade
der Querauslenkung der Knoten werden in analoger Weise von-D0bis DOF= 10 durchnummeriert.
Das linke Balkenende (Knotej) ist fest eingespannt (angedeutet durch die Lagerung in der ,Wand"). Das
rechte Balkenende (Knotdi) ist drehbar gelagert und der Zwangsbedingdng dy, = [y = konst. unter-
worfen (angedeutet durch den ,Wagen®). Hierbei sirtle Lange des Balkend, der Abstand des rechten
Balkenendes von der Einspannstelle. Das Subsiriginnzeichnet den kraftefreien Zustand. Zum Vergleich
ist auch die in dieser Arbeit nicht betrachtete Randbedingund, = konst. angedeutet.
Der Ursprung des angedeutetefy-Koordinatensystems wird in der Einspannstelle (Kn@esingenommen.
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Tabelle 6.4: Materialeigenschaften und Modellparameter des Biegebalkens

Grole Wert Einheit
Elastizitatsmodul E 2,0 -10° Pa
Dichte p 10,0 - 103 kg / m?
maximale Gite (max 25,0 -

bei Kreisfrequenz Wmax | 50,0 - 103 1/s
Dampfungsparameter « 1,0-103 1/s
Dampfungsparameter I} 400,0 - 107 S
Querschnittsbreite b 1,0-1073 m
Tragheitsmoment J 83,3-1071° m*
Lange ly 10,0 - 1073 m
Abstand d 10,0 - 1073 m
Querkraft F, 1,0 N
Drehmoment an der Einspannstelle M 10,0 - 1073 Nm
Endauslenkung nach linearer Theorie_ i, 2,0-1073 m
Knotenzahl n 11 —
Anzahl der Auslenkungsvariablen n 29 —
Ordnung volles System n 58 —
Ordnung reduziertes System m 4 —

6.4.1.1 Physikalisches Modell

Der Biegebalken ist an seinem linken Ende fest eingespannt. An seinem rechten Ende ist
er drehbar gelagert und der Zwangsbedingdng d, = I, = konst. unterworfen. Hierbei
sind!/ die Lange des Balkend,der Abstand des rechten Balkenendes von der Einspannstelle;
das Subskripb kennzeichnet den kraftefreien Zustand. Diese Zwangsbedingung erfordert bei
Auslenkung eine Dehnung des Balkens in Langsrichtung, so dass im ausgelenkten Zustand
fur die Langel > [, gilt.

Die mechanischen Eigenschaften des Balkens werden durch seine geometrischen Parame-
ter und seine Materialeigenschaften bestimmt. Es wird von einem quadratischen Querschnitt
der Breiteb ausgegangen, der ein Tragheitsmomeéfiir die Richtung der betrachteten Aus-
lenkung (parallel zu einer Mantelflache des Balkens) bedingt. Das statische Verhalten des
Balkens wird durch das Elastizitatsmodulbestimmt, fir das dynamische Verhalten ist dar-
Uberhinaus die Dichte von Bedeutung. Aul3erdem wir eine auf denap-Ansatz basierende
proportionalen Dampfung angenommen, parametrisiert durch die maximale,Giteei der
Kreisfrequenzou,, .
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Der Balken wird durch eine am rechten Ende angreifende Quetkyaftisgelenkt. Nach
der linearen Theorie (siehe etwa (Sza84)) ergibt sich die Querauslenkudg Biegeli-
nie, zuy = wy, (z) = F,/(6EJ) - 5 (322/13 —2*/13) und damit dieEndauslenkung
W lin = Wiy (x =d) = F,/ (3EJ) - 13. Durch die Zwangsbedingung und die damit verbun-
dene Dehnung des Balkens wird jedoch eine starke, nichtlineare Rickstellkraft verursacht, die
das Systemverhalten dominiert.

6.4.1.2 Finite-Elemente Modell und volles System

Das stationare Verhalten des Modells wurde mit der Finite-Elemente Softver®AS
simuliert. Die dynamischen Ergebnisse beruhen auf Simulationen mit der Finite-Elemente
Software AAQUS der ABACOM Software GmbH (ABCF|

Der Biegebalken ist jeweils durch zehn Balkenelementen modelliert, das Modell hat damit
n = 11 Knoten. Die Knoten sind von der Einspannstelle (Knotipois zum rechten En-
de (Knoten10) aufsteigend durchnummeriert. Jeder Knoten beinhaltet drei Freiheitsgrade,
namlich die Auslenkungen in Langs- und Querrichtung, sowie einen Dreh-Freiheitsgrad. Un-
terdruckt sind die Freiheitsgrade an Knote(feste Einspannung), sowie die Auslenkung in
Langsrichtung an Knotei0 (Zwangsbedingung). Damit verbleibén= 29 Variablen fir die
Auslenkung, das volle System ist damit von Ordnung 58 (vergleiche Anhand (G)).

In der Auswertung wird im Wesentlichen die Biegelinie insbesondere die Endauslen-
kungw, betrachtet, also die Auslenkungen der Knoten in Querrichtung. Die entsprechenden
Freiheitsgrade werden analog zu den Knoten von der Einspannstelle bis zum rechten Ende
von DOF = 0 (unterdruckter Freiheitsgrad; nicht Teil des Systems) bis BOR0 (End-
auslenkungu,) durchnummeriert. Formal wird wieder eine entsprechende Ausgangsmatrix
definiert.

Die QuerkraftF, wird als Single-Input EingangsmatriZZ’frl modelliert, kontrolliert durch
den Single-Input Eingangsvektar Die Randbedingungen sind homogen, eine virtuelle Last
tritt daher nicht auf.

Auf der Grundlage des#ErRMAS-Modells wurden die stationdren Zustande und Tangenten-
zustandsmatrizen fur acht verschiedene Werte des Eingalpgiechnet, symmetrisch verteilt
um den kraftefreien, unbelasteten Zustand 0, ndmlichu = +1, +3, £6, +10. Zusatzlich
wurde fur den kraftefreien Zustand= 0 die Tangentenzustandsmatrix als Bezugs-Tangen-
tenzustandsmatrix fur die Parametrisierung bestimmt. Auf Basis dieser Parametrisierungsda-
ten wurden mit den Methoden aus Abschijitt(5.2) die vollstandigemdd 2-Tensoren des
vollen Systems ermittelt; dabei wurde die Symmetrie des linken unteren Quadranten der Zu-
standsmatrix — also die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix — durch die Bertcksichtigung von
Nebenbedingungen sichergestellt.

In Abbildung (6.17) ist exemplarisch der Verlauf des Wertes eines Elements der Zustands-
matrix unter Last grafisch dargestellt. Die Ubereinstimmung raikWAs Vergleichsrech-
nungen ist im gesamten dargestellten Bereich sehr gut. In der Abbildung sind nur die der

3 Ein entsprechendessRMAs-Modul stand nicht zur Verfiigung.
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Parametrisierung zugrunde liegenden Werte dargestellt; weitere Vergleichsrechnungen wur-
den durchgeflhrt, jedoch nicht eingezeichnet, da in dem gewahlten Mal3stab Abweichungen
zwischen dem PRMAS Matrixelement und dem Matrixelement des vollen Systems kaum er-
kennbar sind. In Abbildung (6.18) wird ein qualitativer Uberblick tiber die vorkommenden
Verlaufe von Matrixelementen gegeben; durch die komplette Dokumentation der Wechsel-
wirkung zwischen zwei Knoten wird dabei ein vollstandiger Uberblick tiber die auftretenden
Verlaufe ermoglicht.

6.4.2 Ordnungsreduktion

Das volle System der Ordnumg= 58 wird reduziert auf ein System der Ordnumg= 4.

Auch bei diesem Beispiel wird zun&chst das Arnoldi-Verfahren verwendet. Hier erweist es
sich als vorteilhaft, als Krylov-Raumicht die in (4.52) vorgestellte Form zum Erreichen der
nichtlinearen stationaren Genauigkeit zu verwenden, sondern die urspriinglichg Fofm (3.73).
Dadurch wird die Symmetrie des kraftefreien Zustands nicht durch die Auszeichnung einer
Belastungszustands gebrochen, das reduzierte System beschreibt Auslenkungen in positiver
und negativer Richtung gleich gut.

AulRerdem wird wiederum das Guyan-Verfahren bemuiht, um das Verhalten der Freiheits-
grade DOF= 5 und DOF= 10 sowie das der zugehorigen kanonisch konjugierten Impulse zu
beschreiben, also das Verhalten der Querauslenkung in der Mitte und am Ende des Balkens.
Auch hier wird die Variante fur lineare stationédre Genauigkeit bevorzugt, um die Symmetrie
des kraftefreien Zustands zu erhalten.

6.4.2.1 Eigenwerte

In Abbildung (6.19) wird das Verhalten der beiden niedrigsten Eigenwerte des Systems
betrachtet; genauer, das Verhalten der Imaginarteile der niedrigsten beiden Eigenwerte der
Tangentenzustandsmatrizen Giber der Endauslenkung, also die Kreisfrequenzen der niedrigsten
Moden von infinitesimal kleinen Schwingungen um stationar ausgelenkte Zustande.

Fur die reduzierten Systeme wird aufgrund der verwendeten Reduktionsstrategien erreicht,
dass, wie beim vollen System, Eigenwerte als konjugiert komplexe Paare auftreten. Da die
reduzierten Systeme die Ordnung = 4 aufweisen, sind mit den beiden dargestelleten Ei-
genwerten bereits alle wesentlich verschiedenen dokumentiert.

Zunéachst ist die gute Ubereinstimmung der Kreisfrequenzen des aus der Parametrisierung
erhaltenen vollen Systems mit denen der zugrunde liegenden Finite-Elemente Matrizen be-
merkenswert. Auch hier wurde die Ubereinstimmung durch weitere Vergleichsrechnungen
uberpriift, jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht dargestellit.

Die beiden reduzierten Systeme sind in der Lage, zumindest den niedrigsten Eigenwert
1 n&herungsweise korrekt wiederzugeben; dies ist fur ein akzeptables dynamisches Verhalten
unbedingt erforderlich. Flr Eigenwextst die Approximationsgute schon deutlich schlechter,
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da bei den verwendeten Reduktionsverfahren eine korrekte Wiedergabe der Eigenwerte nicht
im Vordergrund steht.

Die Realteile der Eigenweﬁedie die Dampfung der entsprechenden Moden beschreiben,
werden von dem Arnoldi-Verfahren &hnlich gut rekonstruiert, das Guyan-Verfahren schneidet
hier jedoch deutlich schlechter ab — Die Auswirkungen auf das dynamische Verhalten werden
in Abbildung (6.22) deutlich.

Die in Anhang|[(C) vorgestellte Reihenentwicklung der Eigenweérte (C.28) ist hier aufgrund
des starken nichtlinearen Beitrags nicht anwendbar.

6.4.2.2 Frequenzantwort

Abbildung [6.20) demonstriert den Verlauf der in Anhapg (C) vorgestellten nichtlinearen
Verallgemeinerung des Ubertragungsverhaltens des Systems, die auf einer Reihenentwicklung
basiert.

Dargestellt ist die lineare Frequenzantwat, ., der Endauslenkung, des Biegebalkens,
sowie die zweiten Ordnungy.,, der Reihenentwicklung der nichtlinearen Frequenzantwort
auf eine rein harmonisch Anregung mit der AnregefrequenzDie erste Ordnung der Rei-
henentwicklung tritt aus Symmetriegriinden hier nicht auf. Es liegen die Gleichyngen (C.19)

und [C.21) zugrunde.

Es werden die verschiedenen System miteinander verglichen; Einzelheiten sind der Bildun-
terschrift zu entnehmen.

6.4.2.3 Stationarer Zustand

In Abbildung [6.21) wird die Biegelinie der verschiedenen Systeme miteinander verglichen,
also die stationaren Zustande der Querauslenkung. Dargestellt ist die Biegelinie fur die Ein-
gangeu = +1, £4, £7, £10.

Es ist insbesondere zu beachten, dass der nichtlineare Effekt fir die dargestellten Zustande
betrachtlich ist: Fiur die betragsmaRig groldte dargestellted.ast 10 betragt die Endaus-
lenkung im linearen Fall bereits unphysikalischg ,, = 20 mm, also das zweifache der
Balkenlangé€,!.

Auch in diesem Beispiel wird eine hervorragende Ubereinstimmung des aus der Parame-
trisierung erhaltenen vollen Systems mit den Finite-Elemente Ergebnissen erzielt. Dies ist
insbesondere bemerkenswert, weil die dargestellten Zustande nicht genau mit denen der Para-
metrisierungsdaten korrespondieren. Das volle System gibt also auch Zustande korrekt wie-
der, fUr die esiicht explizit optimiert ist.

Die Ubereinstimmung der reduzierten Systeme ist sowohl fiir das Arnoldi-System, als auch
fur das Guyan-System sehr gut. Eine exakte Ubereinstimmung im nichtlinearen Fall kann

4 Die Realteile sind in dieser Arbaiiicht grafisch dargestellt.

119



6 ANWENDUNGSBEISPIELE

nicht erzielt werden, daftr wir die Biegelinie flr positive und negative Eingange gleicherma-
Ren gut wiedergegeben: Die Symmetrie des kraftefreien Zustands macht sich hier in einer
Antisymmetrie der Biegelinialler Systeme (insbesondere auch der reduzierten) beziglich
des Eingangs bemerkbar.

6.4.2.4 Sprungantwort

In Abbildung [6.22) wird die Sprungantwort der Endauslenkupgles Systems auf einen
Standardsprung gemdl3 (4.77) mit= 0 dargestellt.

Es sei angemerkt, dass im dynamischen Fall das korrektes Systemverhalten mindestens
bis zur doppelten stationdaren Endauslenkung sichergestellt sein muss, um die Uberschwinger
korrekt wiederzugeben.

Sowohl fur den linearen, als auch fir den nichtlinearen Fall werden die Ergebnisse der
verschiedenen Systeme miteinander verglichen:

Zunachst werden die Verlaufe des vollen Systems mit Finite-Elemente Simulationen ver-
glichen. Im linearen Fall sind die verbleibenden Abweichungen wohl auf die unterschiedli-
chen verwendeten Integrationsverfahren zurtickzufuhren, da die Systeme hier im Wesentlichen
identisch sein solltef.Im nichtlinearen Fall ist die Ubereinstimmung des aus der Parametri-
sierung erhaltenen vollen Systems mit der Finite-Elemente Simulation bemerkenswert!

Schliel3lich werden die Verlaufe der reduzierten Systeme mit denen des vollen Systems ver-
glichen. Die reduzierten Systeme geben im nichtlinearen Fall sowohl die deutlich geringere
Amplitude als auch die hohere Eigenfrequenz der Schwingung korrekt wieder. Das Arnoldi-
System kann dariiberhinaus auch die Dampfung richtig wiedergeben, so dass insgesamt eine
hervorragende Approximation des nichtlinearen Systemverhaltens erzielt wird. Das Guyan-
System weist bei der Wiedergabe der Dampfung insbesondere im nichtlinearen Fall Schwa-
chen auf.

Auch bei diesem mechanischen Beispiel wird durch die Beriicksichtigung der nichtlinearen
Effekte bei der Ordnungsreduktion das Systemverhalten signifikant verbessert!

5 Das volle System beruht aufERMAs-Simulationen, die Sprungantwort auBAQUs-Simulationen. Diese
Inkonsistenz kann eine weitere Ursache fur Abweichungen im dynamischen Fall darstellen, wenn auch die
Qualitat der Ergebnisse nicht auf einen solchen Effekt hinweist.
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Abbildung 6.17: Exemplarischer Verlauf eines Elements der Zustandsmatrix des Biegebalkens unter
Last
Wert eines Elements der Zustandsmatrix des Biegebalkens Uber der (nichtlinearen) Endausignkdag
ausgewahlte Element beschreibt die Koppelung zwischen dem Langs- und dem Quer-Freiheitsgrad von Kno-
teng; es tragt in Abbildung[(6.18) die Nummaibzw. 7.
Dargestellt ist der Wert der,,,q = 8 fur die Systemidentifikation verwendetee®MAs Tangentenzustands-
matnzenA‘ mit 0 < I < myoq (Punkte), der Tangentenzustandsmaﬂ}xdes vollen Systems (durchgezo-

gen), sowie der daraus resultierenden Sekantenzustandsmpttes vollen Systems (gestrichelt).

In Abbildung [6.I8) sind qualitative Verlaufe weiterer Elemente der Zustandsmatrix zusammengestellt.

Dort wird die Wechselwirkung der Freiheitsgrade von Knatamtereindander und mit dem Nachbarknoten

9 vollstandig dokumentiert, so dass alle wesentlichen im Modell auftretenden Verlaufe exemplarisch vertreten
sind. Diese Zusammenstellung verdeutlicht die Symmetrie der Zustandsmatrix (obere Halfte der Abbildung,
Ubereinstimmung der Elemenges, 3-7 und6-8), die Symmetrieeigenschaften der einzelnen Elemente unter
Lastumkehr (gerade / ungerade), sowie die Entstehung zunachst verschwindender Elemente unter Belastung
(alle Elemente mit ungerader Symmetrie, sowie Eleménteds).
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Abbildung 6.18: Uberblick tiber den Verlauf der Elemente der Zustandsmatrix des Biegebalkens unter

Last

Wert von Elementen der Zustandsmatrix des Biegebalkens tber der (nichtlinearen) EndausienkDig
dargestellten Elemente sind varbis 18 durchnummeriert. Die Elemengg 6, 7 und8 sind jeweils mit dem

Faktor10® multipliziert, um die Beschriftung der Ordinatenachse zu vereinfachen.

Eine ausfihrliche Legende ist Abbildurjg (6.17) zu entnehmen.
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Abbildung 6.19: Imaginarteile der Eigenwerte der Tangentenzustandsmatrizen des Biegebalkens
Imaginarteile der beiden niedrigsten Eigenwesté);} der Tangentenzustandsmatex des Biegebalkens,
also die Kreisfrequenzen der niedrigsten Moden von infinitesimal kleinen Schwingungen um stationar ausge-
lenkte Zusténde, aufgetragen Gber der (nichtlinearen) Endausleakung
Verglichen werden die Werte deERMAS-Modells (Punkte) mit denen des vollen Systems (diinne durch-
gezogene Linien), sowie mit den Werten des Arnoldi- (dicke durchgezogene Linie) und des Guyan-Systems
(gestrichelte dicke Linie). Fur den niedrigsten Eigenwett 1 liegen die Verlaufe des Arnoldi- und Guyan-
Systems praktisch tibereinander, so dass sie optisch hier nur als eine Linie erscheinen.
Die Ubereinstimmung des vollen Systems mit deBARRMAS-System ist sehr gut; die reduzierten Systeme
geben den Imaginarteil von Eigenweérinsbesondere fiir kleine Auslenkungen gut wieder, den Imaginérteil
von Eigenwere jedoch nur eingeschrankt bei sehr kleinen Auslenkungen.
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Abbildung 6.20: Frequenzantwort der Endauslenkung des Biegebalkens auf eine rein harmonische An-
regung
Amplituden und Phasen der linearen Frequenzant®gyt,, der Endauslenkung, des Biegebalkens, sowie
der zweiten Ordnun@’y ., der Reihenentwicklung der nichtlinearen Frequenzantwort auf eine rein harmo-
nisch Anregung, aufgetragen uber der AnregefrequenDie erste Ordnung der Reihenentwicklung tritt aus
Symmetriegriinden hier nicht auf. Es liegen die Gleichungen [C.19) bis|(C.21) zugrunde.
Dargestellt sind die Verlaufe des vollen Systems (diinne durchgezogene Linien mit Punkten), sowie die des
Arnoldi- (dicke durchgezogene Linien) und des Guyan-Systems (dicke gestrichelte Linen), wobei fiir die re-
duzierten Systeme die Verlaufe zunéchst mitfels (3.32) in den Zustandsraum des vollen Systems zuriicktrans-
formiert wurden. Fur die Phasen sind die Grenzen des Wertebereiehsarkiert (horizontale gepunktete
Linien).
Die Ubereinstimmung der reduzierten Systeme mit dem vollen System ist im niedrigen Frequenzbereich sehr
gut. Ab etwaw, = 100 - 103 1/s (linear) bzww, = 40 - 10® 1/s (zweite Ordnung) weicht das Guyan-System
vom vollen System ab, was sich zundchst durch Phasenspriinge bemerkbar macht. Das Arnoldi-System zeigt
bis etwa dreifach hohere Anregefrequenzen eine gute Ubereinstimmung mit dem vollen System.
Es sei hier noch hervorgehoben, dass im Fall hdherer Ordnungen die Antwortfrequéi#enit der An-
regefrequenz Ubereinstimmen, sondern Vielfache der Anregefrequenz sind (im Fall der zweiten Ordnung das
dreifache; vergleiche Gleichung (C|21)).
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Abbildung 6.21: Stationare Zustande der Querauslenkung des Biegebalkens (Biegelinie)
Biegeliniew des Biegebalkens fur die Knotérbis 10 (stationére Zusténde fur die Freiheitsgrade DORE
bis DOF= 10) fur acht verschiedene Eingange= +1, +4, +7, £10.
Dargestellt sind die Ergebnisse desRRAs-Modells (diinne gestrichelte Linien), die Ergebnisse des
vollen Systems (Punkte) und die Ergebnisse der reduzierten Systeme (dicke durchgezogene Linien) fur
das Arnoldi-Verfahren (oberes Diagramm) und fur das Guyan-Verfahren (unteres Diagramm). Im Fall des
Guyan-Verfahrens wurden die Master-Freiheitsgrade markiert (vertikale gepunktete Linien).
Die Querauslenkung aller Systeme ist antisymmetrisch bezlglich des Eingangs.
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Abbildung 6.22: Sprungantwort der Endauslenkung des Biegebalkens
Verlauf der Endauslenkung, des Biegebalkens (Freiheitsgrad D&F10) tUber der Zeitt fir einen Stan-
dardsprung mit, = 0 geman[(4.77).
Dargestellt sind jeweils die linearen Verlaufe (vergleichsweise groRe Auslenkungen) und die nichtlinearen
Verlaufe (vergleichsweise kleine Auslenkungen). Das volle System (diinne Linien mit Punkten) wird vergli-
chen mit einem Finite-Elemente Modell und reduzierten Systemen (dicke Linien): BAipBs-Simulationen
(oberes Diagramm), sowie den Ergebnissen des Arnoldi- bzw. Guyan-Systems (mittleres bzw. unteres Dia-
gramm). Die asymptotisch erreichten stationdren Endauslenkungen (des vollen Systems) sind markiert (hori-
zontale gepunktete Linien).
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7 Diskussion

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst. Dartiberhinaus
wird ein Ausblick auf mdgliche Weiterentwicklungen der vorgestellten Methoden gegeben.

7.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Methoden der Ordnungsreduktion fir geometriebasierte
Modelle entwickelt, beispielsweise fur Finite-Elemente oder Finite-Differenzen Modelle, wo-
bei insbesondere schwache Nichtlinearitaten in die Betrachtung mit einbezogen wurden, wie
etwa Materialnichtlinearitéten, geometrische Nichtlinearitaten oder physikalisch intrinsisch
nichtlineare Wechselwirkungen.

In der gesamten Arbeit — im linearen wie im nichtlinearen Fall — wurde die Zustands-
raumdarstellung von Differentialgleichungssystemen verwendet. Hierbei wurde bei fast allen
Betrachtungen eine nichttriviale Tragheitsmatrix mit einbezogen, da eine solche insbesonde-
re im Fall von Finite-Elemente Modellen auftritt. Die lineare Normalform wurde um Terme
erweitert, die eine einheitliche Parametrisierung schwacher Nichtlinearitéaten gestatten.

Um die Anwendbarkeit der Methoden der Ordnungsreduktion auch auf mit kommerziellen
Programmpaketen erstellten Originalmodellen zu gewéhrleisten, wurden dariberhinaus Me-
thoden zur Parametrisierung von Nichtlinearitaten durch die in dieser Arbeit verwendeten Nor-
malform auf der Basis linearisierter Modelle in verschiedenen Arbeitspunkten entwickelt.

Die vorgestellten Methoden wurden an mehreren, zum Teil industrierelevanten Beispielen
aus verschiedenen Bereichen der Physik demonstriert.

Damit steht fir geometriebasierte Modelle ein Gesamtverfahren der Modellreduktion im
Sinne von Abbildung (1]1) auf Seijté 5 zur Verfligung.

7.1.1 Verfahren der Ordnungsreduktion

Es wurden mehrere Methoden der Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme betrachtet:
das nichtlineare Arnoldi-Verfahren,

das nichtlineare Guyan-Verfahren,

die adiabatische Elimination schnell relaxierender Variablen, sowie

die nichtlineare Frequenzgangsanpassung.

Die ersten beiden Verfahren, das Arnoldi- und das Guyan-Verfahren, beruhen auf einer pro-
jektiven Reduktion der Zustandsgleichung, die das Ubertragungsverhalten des linearisierten
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vollen Systems im niederfrequenten Bereich durch das reduzierte System approximieren. Die
trotz der sehr unterschiedlichen Darstellung vorhandenen formalen Ahnlichkeiten dieser bei-
den Verfahren wurden im Rahmen des projektiven Ansatz der Ordnungsreduktion herausge-
arbeitet. Die Einsatzmoéglichkeiten und Eigenschaften dieser beiden Verfahren sind in Tabelle
(7.7) noch einmal zum Vergleich zusammengestellt.

Das in der Literatur bereits bekannte Arnoldi-Verfahren wurde erlautert und im nichtlinea-
ren Fall an die betrachtete Systemklasse angepasst. Es wurde ein Vorgehen vorgeschlagen
das nichtlineare stationére Genauigkeit in einem typischen Lastbereich erzielt. Dariberhinaus
wurde eine Mdglichkeit angegeben, wie stationare Randbedingungen ohne eine Arbeitspunkt-
verschiebung berucksichtigt werden kdnnen.

Dem Arnoldi-Verfahren wurde als Alternative das Guyan-Verfahren zur Seite gestellt, das
aufgrund anderer Charakteristika eine Erganzung im Bereich der projektiven Verfahren dar-
stellt. Das Guyan-Verfahren, das urspringlich fur Differentialgleichungssysteme zweiter Ord-
nung entwickelt wurde, wurde im Rahmen dieser Arbeit auf die Zustandsraumdarstellung
Ubertragen, wobei die urspriingliche Energiebetrachtung durch die Betrachtung der Ubertra-
gungseigenschaften ersetzt wurde. Auch fur das Guyan-Verfahren wurde eine Anpassung vor-
geschlagen, die unter gewissen Voraussetzungen nichtlineare stationédre Genauigkeit in einem
typischen Lastbereich ermdglicht.

Tabelle 7.1: Vergleich der projektiven Verfahren der Ordnungsreduktion
Das Arnoldi-Verfahren und das Guyan-Verfahren werden unter verschiedenen Aspekten miteinander vergli-
chen. Dabei steht die Eignung der Verfahren in Bezug auf die Charakteristika des vollen Systems sowie in
Bezug auf die Anforderungen an das reduzierte System im Vordergrund.

Charakteristik / Anforderung Arnoldi Guyan

Eignung far Multi Input-System schlecht geeignet  gut geeignet

Eignung fiur stark besetzte Eingangsmatrjxgut geeignet schlecht geeignet

Eignung fur station&dre Randbedingungen gut geeignet schlecht geeidﬂet

Einflussnahme auf das Reduktionsverhalterein ja

Lineare stationére Genauigkeit erfUIItﬂ erfullt®

Nichtlineare stationare Genauigkeit erreichbé[ﬂ bedingt
erreichbat®

Dynamisches Verhalten sehr gut malig

Rekonstruktion des vollen Zustandsvektgrsehr gut naherungswefse

Strukturerhaltung nein ja

aproblematisch bei stark besetzter Eingangsmatrix
bfalls keine nichtlineare stationére Genauigkeit angestrebt wird
tfir eine bestimmte Last
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Die adiabatische Elimination schnell relaxierender Variablen stellt eine Ubertragung von
Methoden aus der Synergetik dar und erlaubt auch die Behandlung von Systemen, deren linea-
rer Systemanteil instabil ist. Das Verfahren beruht auf einer modalen Darstellung des linearen
Systemanteils und erfordert zunachst eine Eigentransformation, so dass die bertcksichtigten
nichtlinearen Systemanteile als vollbesetzt vorauszusetzen sind. Dies stellt hohe Anforderun-
gen an die rechentechnischen Méglichkeiten und schrankt die Ordnung der behandelbaren
vollen Systeme ein.

Die Frequenzgangsanpassung schlieRlich stellt eine Ubertragung des Verfahrens fir lineare
Systeme auf eine stérungstheoretische Behandlung schwach nichtlinearer Systeme dar. Sie
approximiert eine Verallgemeinerung der Ubertragungsfunktion des nichtlinearen vollen Sys-
tems durch das reduzierte System.

7.1.2 Parametrisierung von Nichtlinearitaten

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Methoden entwickelt, die die Parametrisierung von Nicht-
linearitaten durch die verwendete spezielle Normalform anhand linearisierter Systeme in ver-
schiedenen Arbeitspunkten ermdglicht. Diese Verfahren ermdglichen insbesondere die Ord-
nungsreduktion von Systemen, die auf Simulationen mit kommerziellen Finite-Elemente Pro-
grammpaketen beruhen. Sie wurden auf die Module zur Ausgabe linearisierter Systeme des
ProgrammpaketsERMAS der INTES GmbH zugeschnitten.

Abgesehen von verschiedenen Varianten, die unterschiedliche Symmetriebedingungen der
zu identifizierenden Tensoren und unterschiedliche Definitionen der Linearisierungsvorschrift
zugrunde legen, wurden im wesentlichen zwei Klassen von Parametrisierungen entwickelt:

e die Bestimmung vollstédndiger Tensoren und
¢ die Bestimmung vereinfachter Tensoren aufbauend auf einem Matrizenansatz.

Die Bestimmung vollstdndiger Tensoren verwendet direkt die spezielle Normalform zur
Identifikation, es werden zunéchst keine weiteren einschrankenden Annahmen zugrundege-
legt. Dadurch wird eine Vielzahl von Koppelungen zugelassen, die abhéngig von der Band-
breite der zur Identifikation verwendeten Matrizen einen betrachtlichen Identifikationsauf-
wand erfordern. Diese Verfahren sind daher nur fir Systeme geringer Bandbreite, das sind
im Wesentlichen eindimensionale Systeme, geeignet.

Die Bestimmung vereinfachter Tensoren basiert auf einer speziellen Parametrisierung der
Zs-Tensoren, dem Matrizenansatz, der die moglichen Koppelungen stark einschrankt. Da-
durch wird eine deutliche Verringerung des Identifikationsaufwands erreicht: der Aufwand
skaliert nicht mehr mit der Bandbreite der Matrizen. Das Verfahren ist damit auch fur mehrdi-
mensionale Systeme geeignet und lieferte trotz der in dieser Arbeit realisierten, vereinfachten
Implementierung gute Ergebnisse bei der Simulation der Warmeausbreitung.
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7.1.3 Anwendungsbeispiele

Die Anwendbarkeit der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden wurden an mehreren Bei-
spielen aus unterschiedlichen physikalischen Doméanen demonstriert: Es wurde

¢ die Warmeausbreitung unter Berticksichtigung von Materialnichtlinearitaten und der in-
trinsisch nichtlinearen Warmestrahlung,

¢ die Diffusion magnetischer Felder in elektrisch leitender Materie unter Bertcksichti-
gung einer starken Materialnichtlinearitat, sowie

¢ die Biegung eines einseitig eingespannten Balkens unter Beriicksichtigung einer nicht-
linearen Randbedingung (und geometrischer Nichtlinearitaten)

behandelt.

Die Warmeausbreitung beruht auERvias-Modellen. Aus diesem Bereich werden zwei
Beispiele diskutiert, zum einen das akademische Beispiel der Warmeausbreitung in einem
Stab, zum anderen das industrierelevante Beispiel der Warmeausbreitung in einem Abgas-
Sensor. Die beiden Beispiele weisen die Anwendbarkeit des Matrizenansatz zur Bestimmung
vereinfachter Tensoren auf mittels kommerzieller Finite-Elemente Programmpakete erstellter
Modelle nach. AuBerdem wird der Einfluss stationarer Randbedingungen verdeutlicht. Am
Beispiel der Warmeausbreitung im Stab werden die Anwendbarkeit und die unterschiedli-
chen Charakteristika des Arnoldi- und des Guyan-Verfahrens demonstriert. Das Beispiel der
Warmeausbreitung im Abgas-Sensor zeigt die Anwendbarkeit der Methoden auch auf indus-
trierelevante Modelle: Das zugrunde liegende, mittelgrof3e Finite-Elemente Originalmodell
entstammt einer Studie zur Optimierung der Geometrieparameter, es wurde nicht speziell fur
Anwendungen der Ordnungsreduktion erstellt.

Das Beispiel der Felddiffusion beruht auf einem Finite-Differenzen Modell. Es vergleicht
das Arnoldi- und das Guyan-Verfahren unter dem Gesichtspunkt der moéglichen Einflussnah-
me auf das Verhalten des reduzierten Systems. Hier weist das Guyan-Verfahren aufgrund
seiner grof3eren Flexibilitat bei einigen Aspekten Vorteile gegentber dem Arnoldi-Verfahren
auf: durch die geeignete Auswahl der Master-Freiheitsgrade wird insbesondere eine gute Wie-
dergabe des Systemverhaltens auch auf kurzen Zeitskalen erzielt.

Das mechanische Beispiel der Biegung eines Balkens beruht ebenfallgRuirnB-Mo-
dellen. Auch hier werden das Arnoldi- und das Guyan-Verfahren miteinander verglichen. Hier
steht der Nachweis der Anwendbarkeit der Ordnungsreduktion auch auf mechanische Pro-
blemstellungen und damit Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung im Vordergrund.
AuRerdem wird die Parametrisierung durch Bestimmung vollstandiger Tensoren demonstriert.
Daruberhinaus werden anhand dieses Beispiels zusatzliche Systemeigenschaften diskutiert,
die bei schwingungsfahigen Systemen ein reichhaltigeres Verhalten aufweisen als bei Diffusi-
onsprozessen.
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7.2 Ausblick

Auf dem Gebiet der Ordnungsreduktion nichtlinearer Differentialgleichungssysteme finden
sich vielerlei Ansatzpunkte flir weitere Arbeiten.

Ausgehend von dieser Arbeit, kbnnen zunachst durch weitere Anwendungsbeispiele der
vorgestellten Methoden in den bereits diskutierten und weiteren physikalischen Domanen die
Wirksamkeit der Methoden untermauert bzw. Unzulanglichkeiten aufgedeckt werden. Insbe-
sondere Erweiterungen der speziellen Normalform beispielsweise um Verallgemeinerungen
des Bilineartensors sind zu prufen. Speziell im wichtigen Fall mechanischer Modelle steht die
Demonstration der Anwendbarkeit der hier vorgestellten Methoden im Fall von industrierele-
vanten Problemen noch aus.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden der adiabatischen Elimination schnell relaxie-
render Variablen sowie der nichtlinearen Frequenzgangsanpassung wurden bisher lediglich
auf einfache Testsysteme angewendet. Es ist zu demonstrieren, unter welchen Bedingungen
diese Methoden gegenulber den bereits ausgiebiger erprobten Verfahren Vorteile aufweisen.
Auch beinhalten diese Verfahren noch Potenzial fur Weiterentwicklungen, beispielsweise in
Hinblick auf Nichtlinearitaten héherer Ordnung.

Der Matrizenansatz zur Bestimmung vereinfachter Tensoren wurde bisher nicht in seiner
allgemeinsten Form implementiert. Trotzdem lieferte seine Anwendung sehr gute Ergebnis-
se, so dass eine vollstdndige Umsetzung des Ansatzes und eine weitergehende Untersuchung
seiner Einsatzmadglichkeiten und Grenzen sinnvoll erscheint, insbesondere in Verbindung mit
nichttrivialen mechanischen Modellen.

Insgesamt ist fur Finite-Elemente Anwendungen bei dem Problem der Parametrisierung
von Nichtlinearitaten bzw. bei der allgemeineren Fragestellung der Darstellung von Nichtli-
nearitaten mit dieser Arbeit ein Punkt erreicht, an dem eine verstarkte Zusammenarbeit mit
Herstellern von Finite-Elemente Programmpaketen sinnvoll erscheint. Auf diese Weise kon-
nen geeignete Schnittstellen zwischen Finite-Elemente Programmpaketen und den Routinen
der Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme erstellt werden.

Fir volle Systeme mit sehr hoher Systemordnung sind herkémmliche Methoden zum L6-
sen linearer Gleichungssysteme zu aufwandig fir die bei der Ordnungsreduktion bendétigten
Matrizeninversionen. Hier kann der Einsatz iterativer Methoden zum Ldsen von Gleichungs-
systemen unter Verwendung geeigneter Prakonditionierer Vorteile bringen. Der Formalismus
der Prakonditionierer weist Ahnlichkeiten mit den in dieser Arbeit betrachteten Eich- und
Koordinatentransformationen auf. Eine Untersuchung dieses Zusammenhangs kann zu einer
Weiterentwicklung der projektiven Reduktionsmethoden insbesondere in Hinblick auf ihre nu-
merischen Eigenschaften fihren. Das Arnoldi-Verfahren wurde fir lineare Systeme in (Gri97)
bereits unter diesem Aspekt betrachtet.

Insbesondere fur Materialnichtlinearitdten und vergleichsweise einfache Geometrien bie-
tet diese Arbeit auch Ansatze fijlarametrischeeduzierte Modelle, also reduzierte Modelle,
bei denen wichtige Modellparameter als freie Parameter des reduzierten Modells im Nach-
hinein variiert werden kdnnen. Die zugrunde liegenden geometrischen Verhaltnisse werden
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7 DISKUSSION

dabei weiterhin durch die Nichtlinearitatstensoren des reduzierten Systems beschrieben; die
freien Parameter spielen dann die Rolle von Vorfaktoren dieser Tensoren. Solche parame-
trische reduzierte Modelle kbénnen als Ausgangspunkt einer Parameteroptimierungen dienen.
Eine andere Anwendung dieser Methode ware die Erstellung einer Bibliothek reduzierter Mo-
delle, beispielsweise fur die Felddiffusion, genauer fur verschiedene Diffusionsblocke mit
unterschiedlichen Randbedingungen, mit den Materialparametern und geometrischen Block-
grenzen als Parametern.

Die Ordnungsreduktion von Nichtlinearitaten, die sich nicht oder nur schwer durch eine Po-
tenzreihe parametrisieren lassen, erfordert eine eingehende Untersuchung; diese Fragestellung
ist noch weitgehend offen.

Teilweise konnen die erforderlichen Arbeitsbereiche eventuell durch mehrere Modelle mit
abschnittweise polynominalen Kennlinien in verschiedenen Arbeitspunkten Uberdeckt wer-
den, die dann jeweils mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden bearbeitet werden kon-
nen. Dabei erscheint insbesondere der Ubergang zwischen den Modellen problematisch. Ins-
besondere ist zu priifen, ob eine Uberdeckung mit wenigen nichtlinearen Modellen gegentiber
einer Uberdeckung mit mehreren linearen Modellen vorzuziehen ist. Auch fiir diese Vor-
gehensweise bietet sich die Felddiffusion mit ihrer stark nichtlinearen Materialkennlinie als
Pilotanwendung an.

Schlief3lich ist zu prifen, in wieweit andere Ansétze zur Darstellung insbesondere der nicht-
linearen Anteile des Systems fir eine Ordnungsreduktion geeignet sind, ob also eine andere
Normalform fir bestimmte Klassen von Nichtlinearitaten vorteilhaft ist.

Letztlich stellt sich hier jedoch die Frage nach Methoden der Ordnungsredwstéideer
Nichtlinearitaten.
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A Transformationen linearer Systeme

Gegeben sei das lineare Systém|(3[1),(3.2),
J ¥ = A7 + B U, (A.1)
7 =C ¥ + D u |, (A.2)

mit p Eingangeng Ausgangen und Zustanden und regulérer Tragheits- und Zustandsmatrix
JundA.

Es werden lineare Transformationen vorgestellt, die zu einem System mit gleichem Sys-
temverhalten, aber unterschiedlicher Darstellung der Matrizen fihren. Diese Transformatio-
nen werden durch regul'a(g)-Matrizen vermittelt. Die Transformationsmatrizen werden in
dieser Arbeit mit dem Namen der zugrunde liegenden Transformation bezeichnet.

In Abschnitt {A.1) und[(A.2) werden Eich- und Koordinatentransformation vorgestellt, die
in Abschnitt (A.3) zur Ahnlichkeitstransformation zusammengefiigt werden. In Abschnitt
@ wird die Aquivalenztransformation als wichtiger Spezialfall der Ahnlichkeitstransfor-
mation eingefthrt. Abschnitf (AL5) diskutiert das Eigenwertproblem in der fiir diese Arbeit
bendtigten Form, bevor in Abschnitt (A.6) die in der Regelungstechnik bedeutende balancier-
te Darstellung eines linearen Systems vorgestellt wird.

A.1 Eichtransformation

Fur die Zustandsgleichung (A.1) liegt eine Eichfreiheit vor, eine Freiheit in der Systemdar-
stellung, die durch Linksmultiplikation vof (A.1) mit einer regularen, jedoch ansonsten frei
wahlbarerEichtransformatioril’, (Z) vermittelt wird: Mit den transformierten Matrizen

J =T, J
A =T, A | (A.3)
B =T, B
ist die forminvariante Darstellung
JT=A7+B7 (A.4)

der Zustandsgleichung aquivalent zur Darstelliing](A.1).

Insbesondere die Ubertragungsfunktionen der Zustands- und Ausgangsgrbfsach (3.7)
und (3.8) bleiben unter Eichtransformationen unveréndert erhalten, der frequenzabhéngige
Anteil (3.8) transformiert wie Zustandsmatrizen:

F=T.F, G=G, H=H. (A.5)
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A TRANSFORMATIONEN LINEARERSYSTEME

In der Regelungstechnik wird die Tragheitsmatrix meist als ldentitat vorausgesetzt,
J=1,. (A.6)

Diese Darstellung wird in dieser Arbeit étandardeichunpezeichnet. Sie kann bei Bedarf
durch eine Eichtransformation mit
T.=J" (A.7)

fur jedes in dieser Arbeit betrachtete System herbeigefuhrt werden.

A.2 Koordinatentransformation

Nun wird eineKoordinatentransformatiof’y (Z) im Zustandsraum betrachtet, die den Zu-
standsvektor?” Uiber die Relationen
T=T.7, ZT=T.'7 (A.8)
mit seiner transformierten Darstellurf’gverkn[)pft. Durch Einsetzen in die Systemgleichun-
gen ist unmittelbar ersichtlich, dass mit den transformierten Matrizen

J J T,
A =AT'!, C=0C T"', (A.9)
B =B ., D =D

das forminvariante transformierte System

8

= C
zu (AJ), [A.2) aquivalent ist. Jedoch hat sich hier die Interpretation des Zustandsvektors

geandert!

Das Transformationsverhalten der Ubertragungsfunktionen der Zustands- und Ausgangs-
groBen nach[ (3]7) undl (3.8) sowie der frequenzabhangige Antejil (3.6) transformieren wie
folgt:

J 7T =A7 + B T, (A.10)
7 C + D % (A.11)

F=FT,', G=T.,G, H=H. (A.12)

A.3 Aguivalenztransformation

Diese beiden Bestandteile, die EichtransformaflQnund die Koordinatentransformation
Ty im Zustandsraum, lassen sich zu der allgemeinduivalenztransformatiokombinie-
ren. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass mit den transformierten Matrizen

J =T, J T,

A =T AT ', C= C T,', (A.13)

B =T B ., D= D
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A.4 AHNLICHKEITSTRANSFORMATION

das forminvariante transformierte System

J

- A

= C

+ B

+ D

sl

(A.14)
(A.15)

<] s
ST

sl

zu (A1), [A.2) aquivalent ist.

Das Transformationsverhalten der Ubertragungsfunktionen der Zustands- und Ausgangs-
groBen nach[ (3} 7) und (3.8) sowie dasjenige des frequenzabhéangigen Anigils (3.6) ist wie
folgt:

F=T,FT, ', G=T,G, H=H. (A.16)

Im allgemeineren nichtlinearen Fall transformieren sich bei Tensoren der Zustandsglei-
chung obere Indizes MiK,, untere Indizes, die Uber den Zustandsvektor kontrahiert werden,
mit Tk_l.

A.4 Ahnlichkeitstransformation

Fur lineare Systeme in Standardeichung, also
J=1,, (A.17)

spielt dieAhnlichkeitstransformatiorine groRe Rolle. Diese ist eine Aquivalenztransforma-
tion mit
T.=T, T,=T. (A.18)
Der Zustandsvektor transformiert analog [zu (A.8) Gber
7=T7, ZF=T'7. (A.19)

Die Ahnlichkeitstransformation hat insbesondere die Eigenschaft, innerhalb der Standardei-
chung forminvariant zu sein, die Standardeichung im transformierten System also zu erhalten:

J=1,. (A.20)
Fur die tbrigen Systemmatrizen ergeben sich [aus {A.13) die Ausdriicke
A -1 ~ -1
A=TAT', C= CcT', (A.21)
B =T B ., D= D

Auch hier sei das Transformationsverhalten der Ubertragungsfunktionen der Zustands- und
AusgangsgrofRen nadh (B.7) und [3.8) sowie dasjenige des frequenzabhéangigen[Anteils (3.6)
angegeben: B B B

F=TFT!, G=TG, H=H. (A.22)
In diesem Fall transformiert die Ubertragungsfunktion der ZustandsgréRen also wie die Zu-
standsgrol3en selbst.
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A TRANSFORMATIONEN LINEARERSYSTEME

A.5 Eigenwertproblem

Flr das dynamische Verhalten eines linearen Systems siritigbawerte\; mit den zuge-
horigenRechtseigenvektorer; undLinkseigenvektoreri ; des Matrixpaard\, J von funda-
mentaler Bedeutung.

Gesucht sind nichttriviale Losungen der Beziehungen

AT o= N J 7 :
T A = N T3 :
bzw.
A R = J R A, (A.23)
LT A = A LT J . (A.24)

Dabei istA (") eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als Diagonalelementey =
diagl, (A\;). Die Eigenwerte werden meist nach ihren Realteilen absteigeAdangeordet,

wodurch im Fall stabiler Systeme niit{\;} < 0 die ,Jangsamen” Eigenwerte eine kleine
Nummer erhaltenR (" ) ist eine Matrix mit den Rechtselgenvektorem als Spalten! =

9 , L ( ) eine Matrix mit den Llnkselgenvektoreh als SpaltenLJ = lj AulRerdem isti,
mlt 1 <1 < n. < ndie Zahl der linear unabhangigen Eigenvektoren des Matrixpaars; damit
haben die Matrizen der Eigenvektoren insbesondere HochstiaRgL) = n., rank (R) =
Ne.
Nichttriviale Losungen vorj (A.23) bzw. (A.P4) erhalt man genau dann, wenchdieakte-
ristische Determinanteerschwindet,

det (A —AJ)=0. (A.26)

die Eigenwerte ergeben sich damit als Nullstellen der charakteristischen Determinante, die
Eigenvektoren dann aus den linearen Gleichungssystémer] (A.23) und (A.24).

Aus den Definitionsgleichungehn (AJ]23), (A]24) ist ersichtlich, dass die Linkseigenvektoren
des Matrixpaard\, J gleich den Rechtseigenvektoren des transponierten Matrixpaard™
sind.

Unterzieht man| (A.23)] (A.24) einer Aquivalenztransformation, so erkennt mgn an (A.26)
zunachst, dass die Eigenwerte unverandert erhalten bleiben, also Invarianten der Aquivalenz-
transformation darstellen. Aul3erdem ergeben sich die Ausdricke

—~
—~

7i=Ty i, Ti=T. "1, (A.27)

fur das Transformationsverhalten der Eigenvektoren.
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A.6 BALANCIERTE DARSTELLUNG
Besitzt das Matrixpaar ein vollstandiges Basissystem aus Eigenvektoren (das Matrixpaar
heil3t danrdiagonalahnlich, alson. = n, kann die Normierungsbedingung
LTJR=1,. (A.28)

erfillt werden. In diesem Fall folgt aus den Eigenbedingungen {A.23), [A.24) sofort die Be-
ziehung
LTAR=A, (A.29)

Mit der Eigentransformation
T.=L", T, =R (A.30)

lasst sich das Systern (A.1) also diagonalisieren und damit entkoppeln, die transformierte Zu-
standsgleichung (A.14) nimmt die Form

T=AT+BT7, (A.31)

an. Die ZustandsgroRen werden in dieser Darstellung Biggnmodemenannt.

A.6 Balancierte Darstellung

Ausgehend von einem linearen System in Standardeichung, also
J=1,, (A.32)
werden dieSteuerbarkeitsmatri® (") sowie dieBeobachtbarkeitsmatrig (") formal defi-
niert als Integrale Gber eine matrixwertige Exponentialfunktion (siehe beispielsweise (Che84)
oder (Moo81)):

P = / At B BT AP gt (A.33)
0

Q = / At CT C A gt . (A.34)
0

Fur stabile Systeme lassen sich aus dieser Definition durch Kombination zu den Ausdriicken
AP +P AT sowieA" Q + Q A, Vertauschung der Exponentialfunktion mit der Zustands-
matrix bzw. deren Transponierten und anschliel3ender partieller Integration Bestimmungsglei-
chungen von Ljapunov Typ fir die Steuer- und Beobachtbarkeitsmatrix ableiten:

A P + P AT = - B B' (A.35)
AT Q + Q A = - ¢ct c . (A.36)

Ein System heisssteuerbarbzw. beobachtbar wenn die SteuerbarkeitsmatrBx bzw. die
BeobachtbarkeitsmatriQ vollen Rangr habenyank (P) = n bzw.rank (Q) = n.
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A TRANSFORMATIONEN LINEARERSYSTEME

Unter einer Ahnlichkeitstransformati@h kann fiir die Steuer- und Beobachtbarkeitsmatrix
durch Einsetzen der AusdrucKe (Al21) in die Definitionsgleichungen [A.33) und(A.34) das
Transformationsverhalten

P=TPT", Q=T"QT" (A.37)

abgelesen werden; Steuer- und Beobachtungsmatrix transformieren also nicht wie die System-
matrizen, sie weisen ein komplexeres Transformationsverhalten auf. Die KombiRa€pn
jedoch transformiert wie Systemmatrizen,

PQ=TPQT", (A.38)

so dass die Eigenwerte dieser Kombination Invarianten der Ahnlichkeitstransformation dar-
stellen.

Es lasst sich zeigen (siehe zum Beispiel (Mdo81)), dass eine Ahnlichkeitstransformation
T existiert, die stabile, steuer- und beobachtbare lineare Systeme in Standardeichung in eine
Form Uberfiihrt, in der die Steuerbarkeitsmat?ixind die Beobachtbarkeitsmatiix diagonal
und gleich sind, B B

P=X, Q=X, (A.39)

wobei die Diagonalelemente von 3, alsoX = diag]- , (0;), die sogenannteBingularwerte
gleich den Wurzeln der Eigenwerie von P Q sind,

o=vNPQ) bzw ¥=APQ (A.40)

(Die Klammern in diesem Ausdruck sind als Argumentklammern zu verstehen). Die Transfor-
mationT ist bis auf Linksmultiplikation mit einer orthogonalen Matfix, UT = U, die mit

3} vertauscht, als®J X = X U, eindeutig bestimmt. Die Singularwergewerden aul3erdem

als absteigend geordnet angenommen,

op>--->0,>0. (A.41)

Unter diesen Voraussetzungen heif3t das transformierte Systdi) C, D balanciert Ein
Algorithmus zur Transformation eines Systems in die balancierte Darstellung ist beispielswei-
se in (HP90a) beschrieben.
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B Momentenkriterium und Krylov-Unterraum
Verfahren

In diesem Anhang wird der in Abschnift (3.5.]1.3) aufgrund der besseren Lesbarkeit tiber-
gangene Beweis nachgeliefert, dass durch die Wahl des durch die Rekonstruktionsmatrix
aufgespannten Unterraums als Krylov-Unterraum das Momentenkriterium fur die niedrigsten
Ordnungen erfillt wird.

In Abschnitt [B.1) wird zuné&chst eine allgemeine Betrachtung der Eigenschaften der durch
die Reduktions- und der Rekonstruktionsmatrix reprasentierten linearen Abbildungen durch-
gefuhrt, in Abschnitt{(B.2) wird das Ergebnis dann auf den Fall des Krylov-Unterraums ange-
wendet.

B.1 Nichtbijektive Projektionen

Trotz der eher einfachen Zusammenhénge wirkt die mathematisch exakte Formulierung
sehr unubersichtlich. Deshalb sind die hier diskutierten GréR3en sowie insbesondere die Ei-
genschaften der durch die Reduktions- und der Rekonstruktionsmatrix reprasentierten linearen
Abbildungen in Abbildung[(B 1) grafisch veranschaulicht.

Abbildung B.1: Veranschaulichung der Eigenschaften der durch die Reduktions- und Rekonstruktions-
matrix reprasentierten linearen Abbildungen
Diese Abbildung dient der Veranschaulichung der in Abschniti](B.1) diskutierten Gré3en und Zusammenhén-

ge.
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B MOMENTENKRITERIUM UND KRYLOV-UNTERRAUM VERFAHREN

SeiR,, einm-dimensionaler Unterraum des Rauls, die Rekonstruktionsmatri¥’ (;";)
eine Basis vorR,,,, das heifl3t, eine Matrix, deren Spalten aus BasisvektoreR gdsestehen,
R, = colspan {V }.

Sei auRerder®, (1) € R,, ein Vektor aus diesem Unterraurd,, (') € R™ seine Dar-

stellung in der Basi¥/, also

T,=V T, . (B.1)

Die ReduktionsmatriR. (m) wird als Abbildung de®” in denR™ aufgefasst. Se?n ein

n

Vektor aus dem Urbild vor,,, 7., (1) € urbi(Z',); dann gilt definitionsgeman

Tw=RT,. (B.2)
Fir Reduktions- und Wiederherstellungsmatrix gelte
RV =1,,. (B.3)

Damit ist spezieIIZ:N’n € urbi (7',); ein Vektor aus dem Unterrauf,, wird deshalb mittels
der Reduktionsmatrix auf auf seine Darstellung in der B¥sabgebildet:

R7, =RV 7w = Tn (B.4)
und damit .

VRZ, =V Tu= 7. (B.5)
B.2 Momentenkriterium und Krylov-Unterraum Verfahren

Nach 3.71) lautet das Momentenkriterium fiir projektionsbasierte Reduktionsverfahren fir
Single-Input Systeme

VR (TenJdn) Ton Bo = (TenJu) TenBa, 0<i<k. (B.6)
Man erkennt, dass diese Relation durich [B.5) erfullt werden kann, wenn sichergestellt wird,
dass die relevanten Vektoren im betrachteten Unterraum enthalter($§ingJ, )" T , B, €
R, fur 0 <i < k. Aber gerade dies wird durch die Wahl v, als Krylov-Unterraum
7?/m = Km (Te,an; Te,n En) (87)

fur £k = m — 1 erreicht.
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C Stérungstheorie zweiter Ordnung

In diesem Anhang wird die Zustandsgleichupg (#.21) der speziellen Normalform mit den
Methoden der Storungstheorie behandelt. Nach der Postulation einer schwachen Koppelung
in Abschnitt [C.1) wird in Abschnitf (C]2) aufbauend auf einer Reihenentwicklung das Kon-
zept der Ubertragungsfunktion auf den nichtlinearen Bereich verallgemeinert. Dies stellt die
Grundlage fiir die in Abschnitt (4.5) auf den nichtlinearen Bereich erweiterte Reduktionsme-
thode der Frequenzgangsanpassung dar. Schlieflich wird in AbsEhnitt (C.3) das Verhalten der
Eigenwerte der Tangentenzustandsmatrix fir einen bestimmten Lastzustand abgeschétzt. Die-
se Relationen kénnen zur Systemanalyse eingesetzt werden; dariiberhinaus kdnnen sie eben-
falls als Basis fur ein Reduktionsverfahren verwendet werden, was jedoch in dieser Arbeit
nicht weiter ausgearbeitet ist.

C.1 Schwache Koppelung

Voraussetzung fur eine stérungstheoretische Behandlung der Zustandsgleichung ist eine
schwache Koppelung der Nichtlinearitdten; das bedeutet, das die nichtlinearen Terme in ei-
nem zu definierenden Sinne klein sind im Vergleich zu den linearen Termen.

Die schwache Koppelung wird durch im Allgemeinen physikalisch motiviéojgelungs-
konstanterz, n vermittelt, die als skalare Parameter die Gro3enordnung der NL-Tensoren mit
der Zustandsmatrix im Folgenden Sinn vergleichbar macht: Bi@ehsorend, werden Uber
die Koppelungskonstanteumskaliert, so dass fiir die skalierten-ZensorenA, . fir alle
relevanten Zustandsvektorehdie Beziehungen

(A [T, F)) < (AT
s mal
(Ag, e x [, -+ T])" ~ (AZ)

s mal

A, =T A, . mit e <1 (C.1)

erfullt sind. Fir den BL-TensdB wird analog vorgegangen; dieser wird unabh&ngig von den
Zs-Tensoren Uber die separate Koppelungskonstaateyekoppelt:

ﬂ’])’: < (AT

| B=nB, mi <1 (C.2)
D'~ (AT } ! !

Die Gultigkeit dieser Beziehungen muss im Zweifelsfall a posteriori bestatigt werden.

141



C STORUNGSTHEORIE ZWEITERORDNUNG

Fur die hier vorgestellte Stérungstheorie zweiter Ordnung beschranken wir uns-auf Z
Tensoren bis zur Stuf@); damit schreibt sich die Zustandsgleichung als

52

E’:A§+BU+%A2,E*[?U’, T+ o Ase # [T T T 4By« [T, W] . (C3)

Diese Gleichung ist die Grundlage fur die vorgestellte Reihenentwicklung und Eigenwertent-
wicklung.

C.2 Reihenentwicklung und Ubertragungsverhalten

Unter den vorgestellten Voraussetzungen kann eine Reihenentwicklung der Zustandsglei-
chung in Ordnungen vonundn durchgefiihrt werden. Mit dem Ansatz

—

T =T +eT1w0+ To +1T01 +7° Tz +enTn (C.4)

(die Indizes der einzelnen Bestandteile geben die Potenzen der Vorfaktonel,) an) erge-
ben sich die Beziehungen

@ (50770) . T = ATy + BT, (C.5)
O 1.0 .= o A — lA — — C
(877 ) . T = T19 -+ 9 2,5*[1’00, .’Koo] ) ( 6)
O (827’]0) . Ty = A T 20 + 5 Az,s * [Igo, Iol] (C?)
1 — —
+ 5 2,6 % [To1, ZToo)
]- — — —
+ 6A3,s * [0, Too, Zoo) »
0 50771 ?01 = A To1 + B’? * [Y{)O, ’l_[] 5 (C8)
(50772 T = Too + Byx[Zo, U], (C.9)
(") T o= ATy + 5 A2, * B (C.10)

also eine Folge gestaffelter linearer Systeme fiir die verschiedenen Ordnungen der Entwick-
lung.
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C.2 REIHENENTWICKLUNG UND UBERTRAGUNGSVERHALTEN

C.2.1 Frequenzantwort

Diese Gleichungen konnen formal wieder durch Ubergang in den Frequenzraum geldst wer-
den. Im Unterschied zum linearen Fall ist es hier gunstiger, eine Fourier-Transformation an-
statt der Laplace-Transformation zu verwenden. Man erhdlt fir den linearen Systemanteil

Zoo (W) =G (W) T (w) = (iw] —A) "B (w) . (C.11)

G (w) (Z) ist hierbei dieUbertragungsfunktiordes linearen Systemanteils; sei aulRerdem
F (w) (Z) eine Abkurzung fir den frequenzabhangigen Antell

F(w)=iwJ - A (C.12)

der Ubertragungsfunktion.
Damit ergeben sich fur dierequenzantworsukzessive die Ausdriicke

— 1 - e / — N = ’
T10 (w) = Wor F (w) 1/ dw' Ag ¢ % [Too (W), Too (w—)], (C.13)
—- 1 - e ! —- N = /
To (W) = Wor F (w) 1/_ dw' Az e x [Too (W), T10 (W —w')] (C.14)
1 — oo — / — /
+ ot F (w) 1/_00 dw' Ay ¢ * [Z10 (W), Too (w —w')]
1 1 too oo (W), Too (W),
4 Tom F (w) /_OO dw'dw” As, e * [ Foo (0 — o — o) ;
. 1 [T, — o = /
To (W) = N F (w) 1/_ dw' By * [Too (W), U (w—w')] , (C.15)
— 1 — oo !/ — / — /
To (W) = E F (w) 1/_ dw' By * [T (W), U (w—w')] , (C.16)
—- 1 - e ! — N = /
71 (w) = Wt F (w) 1/ dw' Ag o * [Too (W), To1 (w—w')] (C.17)
1 — oo — / — /
+ Wit F (w) 1/_00 dw' Ay e * [Zo1 (W), Too (w —w')]
1 - e — N = !
+ E F(w)1/Oodw’Bn*[x10(w),u(w—w)],

fur die héheren Ordnungen.

C.2.2 Harmonische Anregung

Die relativ abstrakten Ausdriicke der Frequenzantwort des vorhergehenden Abschnittes sei-
en an dem Beispiel der rein harmonischen Anregung konkretisiert.
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C STORUNGSTHEORIE ZWEITERORDNUNG

Eine harmonischen Anregung
U (t) = p U, ™ (C.18)

mit dem dimensionsloseBkalierungsparameter der Grof3enordnung, der Lastgeometrie
., und der Anregefrequeng, liefert nach Fourier-Rucktransformation die Ausdriicke

C_L"OO (t) = pfoow eiwﬂt = pG (u)()) Uwo eth s (Clg)
2
— — [} p - — — iw
Tio (1) = p* Trow, €0 = EF (2wo) ™" Az, * [To0wss Toowo) €', (C.20)
3
— —> ) p — —> — W
T 20 (Zf) = p3 L 20 wo 63 ot — EF (3&)0) IAQ,E * [Q?()Qwo, 'rl(]wo] 63 ot (C21)
P’ -1 3
+ 5 F (Bwo) ™ Aa,e * [T10wys T00ws) Pt
p3 -1 ;
+ 5 F (3wo) ™ As,e * [T00wo> T00wo, L00ws) €0,
?01 (t) = p2 ?01(_00 e2iw0t = p2F (2@0)71 Bn * [BUOwoa Uwo} e2i“’°t y (C22)
i”og (t) = p3 ?02(_00 e3iw0t = ng (3w0)_1 B’? * [Eﬂlwoa Q—L’wo} e3i‘“°t s (C23)
3
— — ) p — — — iw
Tu(t) = p’Tig & = 5 F (3wo) P A, [Toow Torwg] €4 (C.24)
p3 -1 ;
+ = F (Bwo) " Az, e * [To1w, Loow,] €

2
‘I’ p3 F (3&)@)71 B"? * [YIOwoa Uwo} e3iw0t s

fur die verschiedenen Ordnungen der Reihenentwicklung. Hier sind insbesondere die Poten-
zen des Skalierungsparametgrsowie die Frequenzvervielfachung bei den Termen hdherer
Ordnung zu beachten.

Die Beziehunger] (C.20) bis (CJ24) im Frequenzraum kdnnen als nichtlineare Verallgemei-
nerung des linearen Konzepts des Frequenzgangs (C.19), also des Antwortverhaltens des Sys:
tems auf eine harmonische Anregupg (C.18) angesehen werden.

Diese Ausdriicke konnen verwendet werden, um das Ubertragungsverhalten des linearen
Systems und der nichtlinearen Anteile getrennt voneinander zu betrachten. Auf diese Weise
kann eine frequenzraumbasierte Bewertung eines reduzierten nichtlinearen Systems erfolgen.
Allerdings gelten die daraus abgeleiteten Einsichten in das nichtlineare Ubertragungsverhalten
streng nur fUr rein harmonische Anregungen, da das Superpositionsprinzip im nichtlinearen
Bereich nicht mehr anwendbar ist.

C.3 Eigenwertentwicklung der Tangentenzustandsmatrix

Fur das dynamische Verhalten eines linearen bzw. linearisierten Systems sind die Eigenwer-
te des Matrixpaared, J bzw. A, J von fundamentaler Bedeutung. Deshalb wird hier eine
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C.3 EGENWERTENTWICKLUNG DERTANGENTENZUSTANDSMATRIX

storungstheoretische Behandlung des Verhaltens der Eigenwerte des linearisierten Systems
unter einer stationaren Last vorgestellt. Das hier vorliegende Eigenwertproblem eines Matrix-
paares wird in Anhang (Al5) ausfuhrlicher behandelt. Wir betrachten hier vereinfachend ein
System mit verschwindendem BL-Tend8r= 0 bzw. 3,, = 0.

C.3.1 Tangentenzustandsmatrix

Aus Gleichung[(4.36), angepasst fur die hier zugrundegelegte (C.3), erhalt man un-
ter Verwendung der Ausdrickg (C]19) und (G.20) mit der Anregungsfrequenrz 0 eine
Entwicklung der Tangentenzustandsmaiixn einem belasteten stationaren Zustand,

A(p)=A +pcA +p*? A" (C.25)
mit den Abktrzungen
1 N 1 .
A= 5 A2,s * [fEOOwO:O, ] + 5 A2,e * ['7 IOOwO:O] (C.26)
und
.1 . 1 .
A" = 5«42,3 * [$10w0=07 ] + 5-/42,5 * [', $10w0=0] (C.27)
]— — —
+ 6A3,s * [ Z00wo=0, L00wo=0, * |
1 — -
+ EAS,e * [T 00wp=0> "5 T 00wo=0)
]- — —
+ 6A3’€ * [+, T00wy=0, Z00wo=0] -

C.3.2 Eigenwerte

Als Ansatz fur dieEigenwerte); (p) des Matrixpaared\, J wird die Reihenentwicklung

Xi(p) =X +pe X +pe? N (C.28)
verwendet, wobeh; (ohne Funktionsargument!) die Eigenwerte der unbelasteten Tangen-
tenzustandsmatritA (p = 0) = A darstellen. Fir die dazugehorig&echtseigenvektoren
7, (p) undLinkseigenvektoreri ; (p) wird analog verfahreny’; bzw. [ ; (ochne Funktionsar-

gumente!) sind die Eigenvektoren der unbelasteten Tangentenzustands%‘(atﬁx@) =A.
Nimmt man vereinfachend ein diagonaldhnliches Matrixpaar mit paarweise verschiedenen Ei-
genwerten an, so erhalt man aus der Stérungstheorie die Ausdriicke

N = ITA'7;, (C.29)
— 1 — —

"o T "= T = T I~d

o= TTA m+j§# S (ler]>(lem> (C.30)
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C STORUNGSTHEORIE ZWEITERORDNUNG

fur die Entwicklungskoeffizienten der Eigenwerte. Die geklammerten Teile[von](C.30) sind
jeweils fur sich genommen Skalare. Die Summg in (€.30) wird aufgrund des Nenners durch
die zu )\; benachbarten Eigenwertg dominiert. Es sei hier noch explizit angemerkt, dass
die Entwicklungskoeffizienten;, A/ der Eigenwerte von der Lastgeometiie,_, in (C.18)

abhéngen und deshalb bei Veranderung der Lastgeometrie neu bestimmt werden missen!
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D Identifikation von Tensoren aus Kontraktionen
niedrigerer Stufe

In diesem Anhang werden Methoden vorgestellt, die es erlauben, einen Tensor zu bestim-
men, wenn eine Serie von Kontraktionen niedrigerer Stufe des Tensors Uber einen Vektor
gegeben sind. Diese Methoden werden in Abschniti (5.2) verwendet, um aus einer Serie li-
nearisierter Systeme die in dieser Arbeit verwendete Normalform zur Parametrisierung von
Nichtlinearitaten zu identifizieren.

Seien eine Serié < [ < ny,.q Stationérer Zusténdei ;, 7's.;) gegeben, sowie die zuge-
horigen linearisierten Systemmatrizen, im Allgemeinen Tangenten- oder Sekanten-Differenz-
matrizen, hier allgemein midy;, ; bezeichnet. Die Systemmatrizen werden nun als Summe
von Kontraktionen Uber eine Reihe von Tensosp, B dargestellt. Inhalt dieses Anhangs
ist, Kontraktionen dieser Art umzukehren, also unter Verwendung der Systemmafizen
und der stationéren Zustan@é ;, 7y ;) die Tensorend,, B zu bestimmen.

Dazu wird in [D.]) die Problemstellung zunéchst abstrahiert und verallgemeinert: Die gege-
benen stationédren Zustan@é,, ;, 7’ ;) werden zu Vektoren’, verallgemeinert, Die gegebe-
nen SystemmatrizeA,;, ; zu TensorerC;, der gesuchte Tensof, (zunéachst ausschlief3lich
dieser) zu einem Tens@. Die Zusammenfassung zusammengehoriger Paare von Vektoren
7 und TensoreilC; mit 1 < [ < ny,,.q Wird mit dem BegriffParametrisierungsdatenezeich-
net. Das Problem der Umkehrung von Kontraktionen wird nun unter Beachtung verschiedener
Symmetrieforderungen in den Abschnitten (D.R), (D.3) und](D.4) analysiert, schlie3lich wer-
den in Abschnitt[(D.p) noch einige Verallgemeinerungen diskutiert.

D.1 Problemstellung
Wir betrachten einen Tens&(,, . .., .) der Stufe(;) und der Dimensiom. Durch
Kontrahieren vony Indizes vonZ (ohne Beschrankung der Allgemeinheit diéninteren)
tiber dem-dimensionalen Vekto? () entstehe der Tense€ ( 711}pmal) der Stufe(g) und
der Dimensiom, wobei

k=q+p (D.1)
gilt. Die Einteilung der Indizes in obere und untere ist willkirrlich, gegebenenfalls ist sie der
Anwendung anzupassen.

Die genauen Interpretationen dieser abstrakten Tensoren hangen letztlich von der Anwen-
dung ab. Zur Veranschaulichung der Zusammenhéange in diesem Anhang kann beispielsweise
in Anlehnung an[(5]2) eine spezielle Anwendung ins Auge gefasst werden: Aus einer Serie
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D IDENTIFIKATION VON TENSOREN AUSKONTRAKTIONEN NIEDRIGERERSTUFE

von Parametrisierungsdaten soll eine Zegilder Kontraktion tber einen s£ZTensor simul-
tan betrachtet werden. In diesem Fall erhalt man Zeder Systemmatrized;, ; aus der
Kontraktion von insgesamt — 1 unteren Indizes derKomponente des £TensorsA, Uber
jeweils den Vektorr ;:

Ty = A . K= Al vi=al, (D.2)

$3J1 Js lin; 7 »

Damit sind die Stufen der Tensoren in diesem Beispiel direhs, ¢ = s—1, p = 1 bestimmit.
Aus dem sich ergebenden Gleichungssystem soli-Hiemponente des £Tensors ermittelt
werden. Fur die Bestimmung des gesamterAl&nsors ist eine solche Bestimmung fir dlle
mit 1 <4 < n, alson-mal durchzufthren.

Sei auRerdem der Tensbr(™ 7™ der Stufe(?) und der Dimensiom definiert, ge-
bildet aus den multiplikativen Kombinationen der Vektorkomponentenwpn

Yrtta =Mt (D.3)

JC ist dann durch

=T, -, U, B =Tx[-, -, -,V (D.4)

pmal gmal pmal

bzw. in Indexschreibweise
Kiriny = Ty onpin g V7 - 0V =T iy ey VT (D.5)

gegeben.
Aufgrund der Kommutativitat der Multiplikation i8¢ vollsymmetrisch,

Vljl"'l/q — V(Vl “‘Vq) , (D6)

wobei die Klammer um die Indizes eine Symmetrisierungsklammer darstellt. Deshalb tragt
nur der in dery hinteren Indizes, bis v, symmetrische Anteil des TensdrSzur Kontraktion
IC bei,

Ky g = T oy 1 o) V700 (D.7)

Das bedeutet, dass alis (D.5) oder be§set (D.7) aufgrund der Symmetvepvimzipiell nur

der in deny hinteren Indizes, bisy, symmetrische Anteil des Tensdfsrekonstruiert werden

kann, eine Identifikation vo mit Hilfe der hier vorgestellten Methoden liefert also nur einen

in 4 bis v, symmetrisierten Reprasentanten des gesuchten Tensors! Fir die in dieser Arbeit
betrachteten Anwendungen der Identifikation ist dieser symmetrische Antell yedoch im
Allgemeinen ausreichend.

In diesem Anhang werden Methoden vorgestellt, mit denen eine Reprasentation des Origi-
naltensorsZ” aus einer Serie von,,,q Kontraktionen/C niedrigerer Stufe tber Vektoren
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D.2 IDENTIFIKATION OHNE SYMMETRIEBEDINGUNGEN

im Sinne von[(D.p) rekonstruiert werden kann; gesucht wird letztlich also immer der Ten-
sor7. In Abschnitt (D.2) wird zun&chst eine vereinfachte Methode vorgestellt, die keinerlei
Symmetriebedingungen berlcksichtigt; danach folgt in Abschiniti (D.3) eine Methode fir den
Spezialfall eines vollsymmetrischen Tens@isAufgrund dieser Betrachtungen lasst sich ein
Verfahren fur den allgemeinen Fall eines teilsymmetrischen Tensors aufbauen; dies und einige
Ergéanzungen werden in (D.4) kurz erlautert.

D.2 ldentifikation ohne Symmetriebedingungen

Wir betrachten hier zunéchst Gleichupg (D.5) in ihrer Originalform,
Kiny = Ty rpin g V00 (D.8)

Diese Gleichung stellt ein lineares Gleichungssystem fir die Komponenten des TErdzors
Dieses System ist in den ,zuschauenden® Indizesis «,, entkoppelt, die Identifikation kann
fur jede diesern? Indexkombinationen separat erfolgen.

Hier soll zunéchst eine in vielen Féllen praktikable vereinfachte Identifikation[aus (D.8)
ohne Berlicksichtigung der Symmetriebedingungen (D.7) vorgestellt werden. Aufgrund
der begrenzten Rechengenauigkeit wird die Symmetrie in der hinteren Indizes dabei im All-
gemeinen nur ndherungsweise wiedergegeben.

D.2.1 Vektorisierte Kontraktionsgleichung

Die n? Komponenten vorV kénnen zu einem VektoV’ (") zusammengefasst werden.
Definiert man auRerdem fiir jede Kombinationbis «, den VektorT’ (K1, ==+, Kp) (”lq) der
zu den Indizes/; bis v, gehdrendem? Komponenten voriZ” (die Nummerierung ist dabei
durch die Nummerierung vor vorgegeben), so kann GIeichungssyst(D.8) als eine Folge
entkoppelter linearer Gleichungen

Kiiin, = VT T(Hl, ey Rp) (D.9)
geschrieben werden, deren Anzahl, und Ordnung,q durch
Nequ = NP, Nord = N (D.10)

gegeben sind.

Zur Bestimmung voril’ (K1, -+, Kp) AUS ) wird eine Serie von,,,q Parametrisie-
rungsdaten verwendet. Das auf diese Weigg;-fach duplizierte Gleichungssystem ist fur
eine Anzahl vom,,,q > norq, alSo

Nmod > N (D.11)

linear unabhangigen Vektord—ri’l (Uber-) bestimmt und das System kann als Optimierungs-
problem gelést werden, wobei die Inversion der aussdgn VektorenV,; gebildeten Matrix
nur einmal fur allen” Gleichungen durchgefihrt werden muss. Damit ist der TeASmen-
tifiziert.
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D.2.2 Berlcksichtigung von Besetzungsstrukturen

Fir einen spéarlich besetzten Kontraktionsteri§ayilt fur viele bzw. die meisten Elemente
K, ..x, = 0, lediglich eineBesetzungon n.., < n” Elementen verschwindet nicht, wobei
meistnqen < n? gilt. Hinreichend (jedoch nicht notw_qndig) fur das Verschwinden eines Ele-
mentskC;, ...z, ist das Verschwinden aller Elemente Vbr{x,, - - - , «,), flr die Nullelemente
kann also auf das Losen des Gleichungssystems (D.9) verzichtet werden. Damit sind lediglich

Nequ = Melem S n? (D12)

anstatin? Gleichungssysteme zu lésen.

Es sei noch der Fall diskutiert, dass fiir den TerFoeine bestimmte Besetzungsstruk-
tur vorgegeben oder zumindest nahegelegt wird. Hier wird vorausgesetzt, dass fir jede In-
dexkombinationx, bis «,, fur jeden einzelnen Index; bis v, von denn Tensorelementen
lediglich eine Untermenge ddokalen Bandbreit@u,ana, i (K1, -+ -, k) < n, 1 < i < n?,
von Null verschieden sein kann, wobei meist,q ; (k1, - - - , £,) << n gilt. Fur Nullele-
mente des Tenso#s kann formal im Sinne des vorhergehenden Absatzes die lokale Band-
breite Null gesetzt werden. Fur Abschatzungen sei nochgldibale Bandbreitei,..q =
max?; [Npand,i (K1, -+ , Kp)] < n definiert; meist ist auch hiety,a < n. System[(D.P)
kann nun auf die relevanten Komponenten beschrankt werden. die zu I6senden Gleichungen
sind nunmehr lediglich von Ordnung

Nord,i = ngand,i (ﬁl? T /ip) S ngand S n? (D13)

anstattn?. Fur die Anzahl der zur eindeutigen Identifikation zu verwendenden Vektoren und
Kontraktionen ergibt sich nun anstatt der Ausdruck

Nmod > Mg < . (D.14)

Durch die Berucksichtigung der Besetzungsstruktur wird also einerseits die Ordnung der zu
l6senden Gleichungssysteme stark verringert, was sowohl eine enorme Verringerung des Re-
chenaufwands als auch eine deutliche Verbesserung der Rechengenauigkeit bedeutet; anderer
seits sinkt die Anzahl der zur Identifikation benétigten Vektoren und Kontraktionen.

Durch die Berucksichtigung einer sparlichen Besetzung/deund einer vorgegebenen
Besetzungsstruktur voR sind also nunmehr mittels der Anzahl,,q > n{,,, Parametrisie-
rungsdatem.q,, = naem Gleichungssysteme der Ordnunga < n{,_, zu l6sen, anstatt mit-
telsnmea > n? Parametrisierungsdateqn,,, = n* Gleichungssysteme der Ordnung, = n?.

Zu beachten ist noch, dass ohne Berlcksichtigung der Besetzungsstruktur die awsden
VektorenV; gebildete Matrix nur einmal invertiert werden muss; bei Bertcksichtigung der
Besetzungsstruktur jedoch muss im Allgemeinen jedesidgr Gleichungssysteme separat
geldst werden. Trotzdem verringert sich im Allgemeinendiit, < n? und npag <€ n
durch die Berucksichtigung der Besetzungsstrukturen der Aufwand zur Identifikatiol von
enorm.
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D.3 ldentifikation vollsymmetrischer Tensoren

Der TensorZ sei nun als vollsymmetrisch angenommen,
Triry = gy iy - (D.15)

Diese Symmetrie stellt eine Serie von Nebenbedingungen dar, die simultgn njit (D.8) erfullt
werden sollen. Die auf diese Weise abgeéanderte Gleichung

K ) = Tiss gy V10 (D.16)

ist im Allgemeinen vollstandig gekoppelt, so dass alle unabhangigen Tensorkomponenten si-
multan gelost werden missen. Die Umstrukturierung des Gleichungssygtems (D.16) zur ex-
pliziten Berticksichtigung der Symmetriebedingungen ist Gegenstand der folgenden Ausfuh-
rungen.

Es sei schon hier auf das in Abschriitt (D]3.5) vorgestellte Beispiel hingewiesen, in dem die
hier abgeleiteten Ergebnisse veranschaulicht werden.

D.3.1 Vielfachheit und Reprasentant

Die Symmetriebedingungen bedeuten explizit, dass alle Tensorkomporignten, die
aus einer Permutatiafry, - - - , 7) der Indexfolgg(7, - - - , 7) eines Reprasentantéy, ... -,
dieser Gruppe hervorgehen, tUbereinstimmen, also

(11, -+, m6) € perm{ (71, -+, Tw)} = Tnor, =77 .5 . (D.17)

Die Anzahl der Elemente in der Menge der Permutatiopem { (74, - - - , 7%)} wird im
Folgenden Vielfachheif'™ ™ genannt. Sind unter dénlindizes! verschieden mit den Viel-
fachheitenm,, 1 < i < I, Y.\_, m; = k, so ist die Vielfachheit"™ ~ 7 gegeben durch die
Anzahl der verallgemeinerten PermutationW“'"’ml),

PRt P}Eml,--wml) : (D.18)
wobel el k!
Pk(:ml,--.,mz) = Hl . : — ‘ : P (Dlg)
z:1 mz. ml‘ e e e e ml'

[ Faktoren

D.3.2 Unabhangige Tensorkomponenten und vektorisierter Tensor

Ein TensorZ (.. i}kmal) der Stufe(}) und der Dimensiom habe eine Anzahl vor; ,
Komponenten, wobetj , durch die ZahlVi , der Variationen vork ausn Elementen mit
Wiederholung gegeben ist,

Gk =Y,k » (D.20)
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wobei
Viv e =n” (D.21)

gilt. Diese Beziehungen wurden in diesem Anhang implizit schon mehrfach verwendet, eine
Definition dieser Grof3en dient an dieser Stelle im Wesentlichen einer sauberen Begriffsbil-
dung. SefZ nunim Sinne von@S) als vollsymmetrisch angenommen; vorrfjgrKom-
ponenten des Tensors ist dann nur eine Anzghlunabhangig. Diese Anzahl ist durch die
ZahlCy, , der Kombinationen voik ausn Elementen mit Wiederholung gegeben,

g, =Cwu> (D.22)

wobei

k—1 1 1
Coy v = (”+k >’“§05H(n+¢—1)=H@(n+1)- oo (n+k—1) (D.23)
111 !

~
k Faktoren

ist (far den Spezialfall eines Skalafs= 0, gilt Cy, , = 1). Diese unabhangigen Komponen-
ten kénnen zu eineng ,-dimensionalen Vektol" (Cslk) zusammengefasst werden.

Fur eine explizite Realisierung ist dabei die Frage der Nummerierung der Vektorkomponen-
ten zu klaren, das heil3t, es ist eine Abbildung zwischen den Tensorkompoflgntenund
den Vektorkomponenteh” zu realisieren. Im Folgenden wird eine Mdglichkeit einer solchen
Zuordnung beschrieben:

Von den aufgrund der Symmetriebedingung identisch gleichen Tensorkomponenten werden
diejenigen als Repréasentanten ausgewahlt, deren Indexfolge aufsteigend sortiert ist. Diese
Reprasentanten werden dann anhand ihrer Indexfolge ebenfalls aufsteigend im Sinne eines
Stellenwertsystems zur Basidn die Vektordarstellung des Tensors einsortiert.

Die KomponenteZ, ..., wird durch diese Vorgehensweise Uber ihren Reprasetitant,
mit

(1, -+, Tx) = sort T {(m, -+, )} (D.24)

auf die Vektorkomponent&™ mit

k
F=ind(n; 7, -+, ) = Oy — D it (D.25)

=1

abgebildet.

Die Umkehrung dieser Darstellung, also die Bestimmung der Indexfélge - - , 7;) des
Reprasentanten im Tensor aus dem Intlder Komponente im vektorisierten Tensor, ist eine
Verallgemeinerung des Problems des Auffindens einer Darstellung einer natirlichen Zahl in
einem Stellenwertsystem. Fur die praktische Realisierung dieser Umkehrung bietet sich auch
eine Indextabelle an.
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D.3.3 Vektorisierte Kontraktionsgleichung

Damit lasst sich die Kontraktion (D.[L6) in die vektorisierte Form umschreiben: Der Tensor

T(, . i}kmal) wird als ¢¢ ,-dimensionaler Vektofl' (“*) mit den Komponente” darge-

stellt, der TensoiC (n i}pmal) alscg -dimensionaler Vektok (Cslm) mit den Komponenten

K*, der Tensow (n7.,,7i}qma|) als g -dimensionaler Vektob () mit den Komponenten

V7: zusétzlich werden die Vielfachheiten des Ten$drau einemcg -dimensionalen Vektor
F (C%q) zusammengefasst. Den Vektorkomponenten werden dabei die Tensorkomponenten

7 = Ti .5 7 = ind(n; 7, -0, k) (D.26)
K* = Kior, » & = ind(njiy, -+, &) (D.27)
Vio= Vit o o= ind (nyin, oo, ) (D.28)
F? = F"n 7 (D.29)

gemal der oben vorgestellten Zuordnung zugetéﬂﬁst mit K uber eine noch zu bestim-
mende Koppelmatri%/ (“») durch die lineare Beziehung
S, k

K=VT (D.30)

der Ordnung
Nord = €3 i (D.31)

verknupft, die zur Gleichung (D.16) aquivalent sein soll.

Zu elnem Elemenk des vektorisierten Kontraktlonstensd@ tragen alle Elemente,
1 < v < cg,, des vektorisierten Kombinationstensdfsbei; diese werden in Zeilg der
KoppelmatrixV in den Spalteri’ der koppelnden Tensorelemente vﬁnelngetragen. Die
Spalten ergeben sich aus der Zusammenfassung der Indizes von Kontraktions- uns Koppelten-

sor:
7 (k, ) =ind (n; 71, -+, T) (D.32)

mit
(1, -+, Tx) = sort T {(Ry, -+, Rp, D1, =+, D)} . (D.33)
Zusatzlich sind noch die Vielfachheiten der Komponenten des Kombinationstersors:

zu berucksichtigen. Es ergeben sich damit die Kompone‘rifeder sparlich besetzten Kop-
pelmatrixV zu

VE = o 7 (D.34)

F*vy  fur =7k, D), 1<hR<cR , 1<D< R
0 sonst.

Von dencg , Elementen jeder Zeile voW sind also lediglichrg , besetzt.
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Auch hier wird zur Bestimmung Vo' aus ) eine ganze Serie vop,q Parametrisie-
rungsdaten bendétigt. Das,,q-fach duplizierte Gleichungssystem ist flr

Sk PIL (n+i=1) [(n+p)---(n+k—1)
Mmod = {——‘ = {k! I, (n+i_1)w —J TES R w (D.35)

k—p=q Faktoren

J/

(Gber-) bestimmt, wenn alle Zeilen der verschiedenen Koppelmatrizen linear unabhangig sind.
Das System kann als Optimierungsproblem gelost werden. Damit ist der TEngentifi-
Ziert.

D.3.4 Bericksichtigung von Besetzungsstrukturen

Im Fall eines sparlich besetzten Projektionstengorszw. K sind viele bzw. die meisten
Tensorelemente Vol bzw. K gleich Null. Meist ist es winschenswert, diese Gleichungen
von (D.30) im Sinne von Nebenbedingungen exakt zu erflllen, anstatt nur ndherungsweise im
Sinne der Ausgleichsrechnung.

Hinreichend (jedoch nicht notwendig) fir das Verschwinden eines Elements des Projekti-
onstensorsC;, ...z, = 0 bzw. K% = 0 ist das Verschwinden aller beitragenden Elemérite

vonT bzw. T nach |(D 312) und (D. 33) Diese Forderung lasst sich in der vektorisierten Kon-
traktionsgleichung (D.30) formal realisieren durch Streichung der Zeilad zusatzlich auf

der rechten Seite allety , Spalten der Koppelmatri¥ und Zeilen vonT', bei denen durch
nichtverschwindende Elemente der Koppelmatrix eine Koppelung vorliegt. Die dadurch ge-
strichenen Elemente vdfi sind Null zu setzen.

Mehrere Nebenbedingungen dieser Art flhren oft zur mehrfachen Streichung und Nullset-
zung ein und desselben Elements vbn Die Anzahl der nichtverschwindenden Elemente
von T bzw. T und damit auch die Ordnung,,q des zu ldsenden Gleichungssystems und
die Mindestzahh,,,q der bereitzustellenden Parametrisierungsdaten lasst sich aufgrund die-
ser schwer zu tUberblickenden Mehrfachstreichugnen flr sparlich besetzte Projektionstensoren
nicht in einfacher Weise a priori angeben.

D.3.5 Beispiel

Die Ergebnisse von Abschnift (D.3) seien an einem kleinen Beispiel verdeutlicht (siehe Ta-
belle (D.1) und Abbildung (D|1)). Wir betrachten den vollsymmetrischen Te’fz\'s{g 5.3, 3)
der Stufe(i), k = 4, und der Dimensiom = 3. Die hinteren beiden Indizeg,= 2, werden
tiber den VektorZ” (}) bzw. den TensoW (**) der Stufe(?) kontrahiert, wobei der Projekti-
onstensofC (,',) der Stufe(5), p = 2, entsteht. Damit sind von deg} , = 81 Komponenten
vonT nurcg47 = 15 unabhangig, von dee, , = 9 Komponenten voriC und V lediglich
¢ , = 6 unabhangig.
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In Tabelle [D.1) werden die Komponenten der vektorisierten Beispiel-Tensoren ihren Re-
prasentanten gegentbergestellt, um Auswahl und Sortierung der Reprasentanten zu verdeut-
lichen. Auf3erdem wird die Vielfachheit der Reprasentanten angegeben. In Abbildung (D.1)
wird das daraus abgeleitete vektorisierte Gleichungssystem explizit angegeben.

Fur die Beriicksichtigung einer Nebenbedingukiyy = K13 = K31 = 0 nach Abschnitt
) sind in Tabelll) dieZ , = 6 durch Nullsetzen betroffenen Komponenten \Ion
in Abbildung [D.1) die durch Streichung betroffenen Zeilen und Spalten grau unterlegt.

D.4 Identifikation teilsymmetrischer Tensoren

Nach diesen Betrachtungen sei auf Gleichling](D.7) eingegangen,
ICm---fip = 7;1"%,, (v1 -+ vq) V(Vlmuq) ’ (D36)

bei der sich die Symmetrisierungsklammer nur Gber die hintgtadizes reicht.

Diese ist analog zu Abschnift (D.2) in den vorderen Indizebis «, entkoppelt. Fur jede
diesern” Indexkombinationen kénnen die zu den hinteren, symmetrisierten Indiss v,
gehdrendeng , unabhangigen Komponenten des Tensbrseparat mit Hilfe der Methoden
aus Abschnitt[(DJ3) bestimmt werden. Bei dieséhseparaten Systemen werden also die
symmetrisierten Indizeg, bisv, vonT,, ..., @, ...v,) Ubery®: ¥4 yollstandig kontrahiert zu
den SkalareilC,,, ... .,. FUr die Verwendung der Formeln aus AbschD.S) zur Abschatzung
des Aufwands sind die fur die hier diskutierte Anwendung relevanten Tensorstufen einzuset-
zen: Seien die Bezeichnungen fir Tensorstufen aus Absdhniit (D.3) hier zur Unterscheidung
zu den in diesem Abschnitt verwendeten Symbolen durch eine Tilde markiert, go-gilt,
q=¢,p=0.

Der KontraktionstensokC weise eine Besetzung von,., < n? Elementen auf; damit ist
die Anzahln.q, der zu losenden Gleichungssysteme analog zu {D.12) durch

Nequ = Melem S n? (D37)
gegeben.
Sei fur den Projektionstensor aul3erdem eine Besetzungsstruktur vorgegeben, die die lokale
Bandbreitenyana, i (k1, -+, ) < n, 1 < i < n? und die globale Bandbreitey,,.a =
max?™ | [Nband,i (K1, -, £,)] < n aufweist. Die Gleichungssysteme kdnnen wieder auf die

relevanten Komponenten eingeschrankt werden. Diese eingeschrankten Gleichungssysteme
sind in den zu bestimmenden Komponenigrbis v, vollbesetzt und damit nach (DJ31) von
Ordnung

Tlband, i Nban
Nord,i = Cg g < cghad (D.38)

Fur die Mindestanzahl der zur Identifikation zu verwendenden Vektoren und Kontraktionen
ergibt sich aug (D.35) der Ausdruck

Nmod > Caa™ (D.39)

da sich der Nenner zt§";" = 1 vereinfacht.
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D.5 Verallgemeinerungen

Fur die in dieser Arbeit betrachteten Anwendungen sind die hier vorgestellten Methoden
noch in mehreren Punkten zu verallgemeinern:

Oft ist die rechte Seite von Gleichung (ID.5) als Summe (bzw. Differenz im Sinne einer
,Differenzmessung“) mehrerer Kontraktionen mit demselben Te@$Sgedoch unterschied-
lichen Vektorenv; gegeben. Dies lasst sich in einfacher Weise durch eine entsprechende
Summenbildung der Tensord#) bertcksichtigen.

Haufig ist die rechte Seite vop ().5) auch als Summe mehrerer Kontraktionen mit demsel-
ben Vektor, jedoch Tensoref; unterschiedlicher Stufen gegeben. In diesem Fall ist die
vektorisierte Formil’; fur alle zu identifizierenden Tensoren und die dazugehérigen Koppel-
vektoren bzw. Koppelmatrizen aufzustellen und durch Aneinanderhangen zu einem einzigen
Vektor 7" und zu einem Koppelvektor bzw. einer Koppelmatrix zusammenzufassen und ge-
meinsam zu losen. Hierflr ist eine entsprechend erhdhte Zahl von Vektoren und Kontraktio-
nen bereitzustellen.

Schliel3lich kbnnen zusatzlich noch weitere Terme angekoppelt werden, die sich in weiteren
Punkten von den bisher berlcksichtigten unterscheiden. Beispielsweise mussen die zu kontra-
hierenden Indizes einiger Terme nicht notwendigerweise die selbe Dimension aufweisen, wie
zuschauende Indizes.
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Tabelle D.1: Komponenten der vektorisierten Beispiel-Tensoren
Komponenten der vektorisierten Tensoren, ihrer Reprasentanten und der zugehdorigen Vielfachheiten fiir die
Beispiel-Tensoref (, ,'; 5), K (5'5) undV (;;) (letzterer basierend auf dem Beispiel-Vekto(?)). Grau
unterlegt sind diejenigen Komponenten, die Null gesetzt werden, wenn eine NebenbedifigandC,; =

K31 = 0 durch Streichung der involvierten Zeilen und Spalten vorgenommen wird (vergleiche hierzu Abbil-

dung [D1)).

TT 7;1%27:37:4 FT1T2T3T4 KK) ]CRIRQ Fﬁlng VV Vllll/g FVlVQ

T T 1 K' Kpi 1 Vi opit 1
T? 7—1112 4 K? K:lg 2 vz oy 2
T T 4 K3 Kis 2 V3o pis 2
T4 73122 6 K* Koo 1 V4 V22 1
T5 Tii03 12 K> Ko 2 VAR VRS 2
TS Tiss 6  K® Ku TR IRV 1
T7 71222 4 02’2:6, 0672:9 03’2:6, 0672:9
T®  Tioos 12
T°  Tiass 12
T Tiss 4
T Toooo 1
T T 4
T Thoss 6
T Thsss 4
T Ta3 1

Cs’4:157 6674:81
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Ti111
Ti112
Ti113
Ti122
T1123
Th133
T1222

K Pl opl2 9Pl3 122 9123 1,33

Ko . Pl . opl12 9I3 . Y22 923 133

K13 ) . Pl . P12 9 i3 . Y22 923 133

Coo ) . . Pl . . op12 gl3 ) . P22 923 33

Cos ) . . ) il . . opl2 9l3 i . Y22 923 133
KCas ) . . ) . it . . P12 9Pl | . Y22 923 )33

71223

\N\waw

T1333
T2222
12223
12233

Ta333

T3333

Abbildung D.1: Vektorisiertes Gleichungssystem
Vektorisiertes Gleichungssystem fiir die wm_mc_m_%m:m&ﬂm,wwng_ K A%wv und V Awwv (letzterer basierend auf dem Beispiel-Vekisr(?)).
Angegeben sind jeweils die den Komponenten der vektorisierten Tensoren zugeordneten Reprasentanten (vergleiche hierzu Tabelle (D.1)). Grau
unterlegt sind diejenigen Zeilen und Spalten, die entfallen, wenn die NebenbediAgurg K13 = K31 = 0 durch Streichung der involvierten

Zeilen und Spalten vorgenommen wird.
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E Nichtlineare Warmeausbreitung

In Abschnitt [E.1) wird zunéchst die Warmeleitung unter Berticksichtigung von Material-
nichtlinearitaten diskutiert. In Abschnift (E.2) werden Oberflacheneffekte in die Betrachtung
mit einbezogen, also (lineare) Warmeubergange, Konvektion und Warmestrahlung.

E.1 Warmeleitungsgleichung

E.1.1 Grundgleichung und Materialgesetze

Betrachtet man_dje Warme als Erhaltungsgréf3e, so gehorchédatimedichte; und die
Warmestromdichtg einer Kontinuitatsgleichung
0+ V= e, (E.)

wobei ., die dem System von aul3en zugeflhrte Warmeleistungsdichte ist.

Durch Materialgesetze des Mediums werden dig in|(E.1) auftretenden Gréf3en durch die
Temperaturl’ ausgedrickt.

Die Warmedichtey wird durch dieWarmekapazitat (7') uber
qg=rk(T)T (E.2)

parametrisiert. Die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat stellt eine Materialnichtli-
nearitat dar.

Das Fourierschen Gesetz schlie3lich verkniupft die Warmestromd}f:ﬁtmer diewarme-
leitfahigkeit\ (7') mit dem Temperaturgradient,

T =-A(T)VT. (E.3)

Auch hier bedeutet die Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit eine Materialnichtli-
nearitat.

Damit ergibt sich schliel3lich die Warmeleitungsgleichung
(kT) -V - ()\ %’T) = Goxs (E.4)

zur Beschreibung des Temperaturverhaltens von Korpern zunéchst unter Vernachléassigung
von Oberflacheneffekten.
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E NICHTLINEARE WARMEAUSBREITUNG

E.1.2 Parametrisierung der Materialnichtlinearitaten

Die Warmekapaziték (7) und die Warmeleitfahigkeid (7') werden im Sinne einer Po-
tenzreihe als schwach temperaturabhangig im Sinne von

R(T) = > m TF (E.5)
k=0
AT) = ) n T8, (E.6)
k=0
angenommen.
Setzt man diese Ausdrucke in Gleichupg (E.4) ein, erhalt man schlie3lich die Beziehung
>k (TH1) = 3NV - (TEVT) = (E.7)
k=0 k=0

als Warmeleitungsgleichung.

Im stationdren Zustand gitt = 0; hier verschwinden alle zeitabhangigen Terme und die
rr-Abhangigkeiten entfallen.

In der Praxis kann vielfach die Nichtlinearitat der Warmekapazitat vernachlassigt werden.
Zur Darstellung der Warmeleitungsgleichung in der nichtlinearen Normalform| (4.21) ist dies
Voraussetzung, da in der Normalform multilineare Terme im Zustandsvektor und dessen zeit-
licher Ableitung nicht bertcksichtigt sind.

E.1.3 Eindimensionaler Fall

Wir beschranken uns nun auf den eindimensionalen Fall in ebener Geometrie, die Ortsko-
ordinate seir.

E.1.3.1 Stationare Losung im quellenfreien Fall

Betrachtet man einen Abschnitt, in dem die externe Warmeleistungsdichte verschwindet,
dext (x) = 0, so folgt damit aus der stationaren, eindimensionalen Fgrfdxz = 0 von
Gleichung|[(E.]L) sofort, dass die eindimensionale Warmestromdijghte= j, konstant ist.

Die eindimensionale, stationare For ;- , A« (T’“ T/)' =(0von ) lasst sich mit dieser
Integrationskonstante durch Trennung der Variablen integrieren, wobei als Randbedingung
nochT (x = xy) = Ty vorgegeben wird. Als Losung ergibt sich fin('7") ein Polynom inT,

2 (T)=xzo+— Y —— (Tg™ =T . (E.8)
Eine inverse analytische Darstellung in der Fdfifx) ist im Allgemeinen nicht moglich.

Dieser analytische Ausdruck kann verwendet werden, um numerische Ergebnisse statio-
narer Rechnungen zu prifen.
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E.1 WARMELEITUNGSGLEICHUNG

E.1.3.2 Finite-Differenzen Diskretisierung und Normalform

Gleichung [(E.J) sei im hier betrachteten eindimensionalen Fall in ebener Geometrie bei-
spielhaft unter Verwendung der Finite-Differenzen Methode auf einem &aquidistanten Gitter
diskretisiert.

Die Gitterweite seiAz. Die Temperatufl’ an den Stitzstellen’ des Gitters, wird zum
Zustandsvektol = T zusammengefasst, wobei von einer natirlichen Nummerierung der
Komponenten ausgegangen wird. Unter Verwendung einer einfachen Ortsdiskretisierung des
involvierten Operators ergibt sich fur dzieKomponentE der Temperatuf™ der Ausdruck

> ‘ : 1 & , _ ‘ ,
§ K [(Tz)k—f—l] - A_xQ E :)\k (Tz)k (Tz—l ) Tz+1) — (jext ’ (Eg)
k=0 k=0

wobei der innere Superskript einen Index, der &uf3ere einen Exponenten darstellt.
Gleichung [(E.P) liegt jetzt in der nichtlinearen Normalfoim (4.21) vor, die Zustandsmatrix
und die Z&-Tensoren kénnen direkt abgelesen werden. Hier werden nur die nichtverschwin-
denden Komponenten der Tensoren angegeben, wobei durch die Schreipweise: 7,
vom Index; der Bereich von der Komponenjg bis zur Komponentg, angesprochen wird.
Fir k = 0 liest man fur die Zustandsmatrik den Ausdruck
Al L

j=i—1l:i+1 — _Axg

AO( 1 -2 1 ) (E.10)
ab, fur die &-Tensoren erhalt man den Ausdruck

|
; S
A

S;j1 - js—1 j=i—lri+1 — _Axg

Aso1 6y -0 (1 =2 1), (E.11)
N’

Js—

s—1mal
der auch im Formalismus des Matrizenansatz (5.9) afs Z- 1-Matrix S, 51,

|
SZ _ S.
s,s—1;j=i—1:94+1 — AZL’Q

A1 (1 =2 1) (E.12)

dargestellt werden kann.

E.1.3.3 Randbedingungen

Das Gleichungssystem muss an den Randern durch Randbedingungen abgeschlossen wer-
den. Beispielsweise kann ein Ende durch eine inhomogene Dirichlet Randbedingung an ein
Warmebad der Temperatl, angekoppelt und damit fest vorgegeben werden. Das ande-
re Ende kann als homogene Neumann Randbedingung gewahlt und damit thermisch isoliert
werden.

1 Auf die Komplikationen, die durch Randbedingungen verursacht werden, wird hier nicht eingegangen; des-
halb soll der zui-Komponente korrespondierende Stiitzpurikkein Randpunkt sein.
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Freiheitsgrade, deren Verhalten durch die Randbedingung explizit vorgegeben wird, werden
aus dem Gleichungssystem eliminiert. lIhr Einfluss wird durch virtuelle Lasten an den benach-
barten Freiheitsgraden modelliert. Die Anzahder Stiutzstellen ist deshalb von der Ordnung
n des Gleichungssystems zu unterscheiden.

E.1.3.4 Implementierung

Die ortsdiskrete nichtlineare Warmeleitungsgleichung wurde fur den eindimensionalen Fall
in ebener Geometrie flr ein aquidistantes Gitter gemal} (E.9) mit einer frei wahlbaren Anzahl
von Stitzstellen implementiert. Es werden die dukghund )\, parametrisierten Material-
nichtlinearitaten, also dies£Tensoren bis zur maximalen Stufg., = 3, berlcksichtigt.

E.2 Oberflacheneffekte

Neben den einfachen Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen sind insbesondere im ho-
herdimensionalen Fall auch allgemeinere, physikalisch motivierte Randbedingungen von Be-
deutung.

Im Allgemeinen wechselwirkt das Rechengebiet Uber die Oberflache der Tempenaiiur
der Umgebung, modelliert als Warmebad der TemperBiuDiese Wechselwirkung driickt
sich in einer Warmestromdichtedurch die Oberflache aus, die dem Rechengebiet Warme
zu- oder abfuhrt.

E.2.1 Linearer Warmetbergang und Konvektion

Der einfachste Ansatz einer solchen Wechselwirkung ist der eines linearen Wéarmeuber-
gangs. In diesem Fall ist die durch eine Oberflache tretende Warmestromdichte proportional
zu einemUbergangskoeffizientenund der Temperaturdifferenz — T;, also

Jeon=a (T'=Tp) . (E.13)

Die inhomogene Dirichlet- und die homogene Neumann-Randbedingung kdnnen als Grenzfall
dieses linearen Warmeubergangsdii- oo unda — 0 aufgefasst werden.

Der Ubergangskoeffizient ist weniger als Materialeigenschaft aufzufassen; vielmehr pa-
rametrisiert er Oberflacheneigenschaften des Rechengebiets (wie zum Beispiel die Oberfla-
chenrauhigkeit) sowie die Kontakteigenschaften zum umgebenden Medium. Beispielsweise
wird dieser lineare Ansatz in Finite-Elemente Simulationen oft verwendet, um konvektive
Oberflachen in einfacher Weise zu modellieren. In diesem Fall parametrisiert der Ubergangs-
koeffizient insbesondere auch die Stomungsverhaltnisse des das Rechengebiet umgebender
Transportmediums.

Fur eine Darstellung in der Normalforrn (4]21) kann die ortsdiskrete Form[von|(E.13) in
einen in der Temperatur linearen Term und in einen konstanten Term zerlegt werden. Der
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lineare Term wird dann als Bestandteil der Zustandsmatrix aufgefasst, der konstante Term ist
Teil der (im Allgemeinen virtuellen) Eingangsmatrix.
E.2.2 Warmestrahlung

Fiar den Warmeaustausch mit der Umgebung mittels Warmestrahlung gilt nach dem Stefan-
Boltzmann-Gesetz fir die Warmestromdichte die Beziehung

jraa= o090 (T*=Ty) =< (T* = Ty) . (E.14)
Darin isto derEmissionskoeffizient, die Stefan-Boltzmann-Konstante
o W
o9 = 56,7010 pn e (E.15)
Die Kombination aug, o wird noch alsStrahlungskoeffizienteingefihrt,
C=000 . (E.16)

Fir einen ideal schwarzer Strahler gilt fur den Emissionskoeffizienten definitionsgemar
o = 1, fur realistische Materialien ist < o < 1. Der Emissionskoeffizient ist keine reine
Materialeigenschaft, vielmehr parametrisiert er auch Oberflacheneigenschaften des Rechen
gebiets (wie zum Beispiel die Oberflachenrauhigkeit). Der Emissionskoeffizient ist im All-
gemeinen eine Funktion der Frequenz der Strahlung und eventuell des Raumwinkels relativ
zur Orientierung des Flachenelements. In dem hier verwendeten Ansatz soll von solchen
Abhangigkeiten abgesehen werden, der Emissionskoeffizient ist hier als integraler Wert zu
verstehen.

Fir eine Darstellung in der Normalforr (4]21) kann die ortsdiskrete Form[von|(E.14) in
einen nichtlinearen Term und einen konstanten Term zerlegt werden. Der nichtlineare Term
ist als Z-Tensor bzw. als Z-Matrix beschreibbar, der konstante Term gibt wiederum einen
Beitrag zur (virtuellen) Eingangsmatrix.

Eine Besonderheit weist die Finite-Elemente SoftwaeeW®As auf: Hier ist Warmestrah-
lung nicht als eigenstandige Eigenschaft der Elemente implementiert. Vielmehr wird Warme-
strahlung als Warmeibergang analog.13) mit temperaturabhangigem Ubergangskoeffi-
zienten modelliert. Bezeichnet man den hier benétigten speziellen Ubergangskoeffizienten als
S(T, Tp), so soll also

Jrad = S (T, To) - (T'— To) (E.17)
gelten. Fur den Ubergangskoeffizienten erhalt durch Abspalten eines Fékterg;) aus
(E.14) mittels Polynomdivision den Ausdruck

(T, 1Y) =< (TP +T* Ty +TTy + Ty) (E.18)

Diese besondere Darstellung der Warmestrahlung muss bei der Identifikation-dleasbrs

bzw. der Z-Matrix bertcksichtigt werden. Aul3erdem ist zu beachten, dass der Beitrag von
(E.I7) zur (virtuellen) Eingangsmatrix fur verschiedene Zustande variiert, was eine weitere
Komplikation darstellt, da der Beitrag vop (El14) zur (virtuellen) Eingangsmatrix zunéchst
nicht zuganglich ist.
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F Diffusion magnetischer Felder

In Abschnitt [F.1) wird die Diffusionsgleichung fiir die Diffusion magnetischer Felder aus-
fahrlich diskutiert. In Abschnitt[(F]2) wird mit dem Integral des magnetischen Flusses eine
nichttriviale Ausgangsgleichung vorgestelit.

F.1 Diffusionsgleichung

F.1.1 Grundgleichungen und Materialgesetze

Ausgangspunkt zur Beschreibung der Ausbreitung magnetischer Felder durch eine Diffu-
sionsgleichung sind die Maxwell GleichungenWirbelstromnaherungin dieser Naherung
wird die Verschiebungsstromdichte vernachlassigt, also die von Maxwell eingeflihrte Korrek-
tur des Durchflutungsgesetzes von Ampére. Die fir die Felddiffusion relevanten Gleichungen
fur die magnetische Induktiofs, diemagnetische Feldstarki, die elektrische Feldstarké
sowie dieelektrische Stromdlchte lauten dann

v B = 0 . (F.1)
V x H = T (F.2)
V x E = - B (F.3)

Das Gleichungssystem wird durch Materialgesetze des Mediums abgeschlossen:
Die elektrischen Materialeigenschaften werden unter VerwendunQhieschen Gesetz

—

—oE (F.4)

.|

durch dieelektrische Leitfahigkett parametrisiert. Fur die hier betrachtete Anwendung wird
die elektrische Leitfahigkeit als konstant angenommen, auf der elektrischen Seite liegt also
ein lineares Verhalten vor.

Die magnetischen Materialeigenschaften werden unter Verwendung des Ansatzes

E(ﬁ) :u0u<l—-j> i (F.5)

durch diemagnetische Permeabilitét parametrisiert, wobei dimagnetische Feldkonstante

Lo als
Vs

A (F.6)

po=4m-1077
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definiert ist; im Vakuum gilj (ﬁ) = 1. Die magnetische InduktioB ist damit eine eindeu-
tige Funktion der magnetischen Feldstaﬁie Hystereseeffekte sind in diesem Ansatz nicht
enthalten. Insbesondere verschwindet bei fehlendémuch B, es tritt also keine Rema-
nenz auf. Die magnetische Permeabiljt'a(tﬁ> wird dartiberhinaus als skalar angenommen,

H und B sind kolinear. Jedoch weist — insbesondere im Fall von Ferromagnetika — die
Funktion H) eine starkeﬁ-Abhangigkeit auf, so dass eine starke Materialnichtlinearitat
vorliegt!

Fur die Felddiffusion erweist es sich als nitzlich, durch EinfUhrungrdegnetischen Funk-
tion [ (E) als

- 1
f=— (F.7)
Ho K
die magnetischen Materialeigenschaften in der Form
H (B’) - (E) B (F.8)

zu parametrisieren. Die daflr notwendige Voraussetzung der Invertierbarkeit vpn (F.5) ist
fur reale Materialien zumindest naherungsweise meist erfullt. Auf diese Weise lasst sich die
Gleichung zur Beschreibung der Felddiffusion in eine Form bringen, die eine Darstellung in
der Normalform|[(4.2]1) erlaubt.

F.1.2 Ableitung der Diffusionsgleichung

Zunéachst wird von Gleichung (F.2) erneut die Rotation gebildet. Einsetzen der Material-
gleichungen[(F}4) und (F.7) und Elimination der elektrischen Feldstéarke durch Verwendung
von (F.3) fuhrt sofort auf die Beziehung

0§:—§>< [@’x (ﬂ?)] : (F.9)

Die doppelte Rotation auf der rechten Seite von|(F.9) wird in zwei Stufen aufgeldst, wobei
aufgrund von[(F]1) einer der entstehenden Terme verschwindet. Es folgt schlie3lich die Be-
ziehung

UEZA(,}B’) —%’[E- (6’,1)] , (F.10)
fur die Ausbreitung der magnetischen Induktion in elektrisch leitenden Materialien.
F.1.3 Diffusionsblécke zur netzwerkorientierten Simulation

Zur Simulation des Verhaltens magnetischer Aktoren (Stellglieder) existiert neben dem geo-
metriebasierten Ansatz der Ortsdiskretisierung der gesamten geometrischen Struktur auch ein
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netzwerkorientierter Ansatz. Bei letzterem werden einfache eindimensibifélsionsblo-
cke die jeweils die Felddiffusion in eine bestimmte Richtung beschreiben, zu einem magneti-
schen Netzwerk gekoppelt, das die geometrische Struktur des Aktors wiedergibt.

Innerhalb eines Diffusionsblocks ist oft die Annahme gerechtfertigt, dass die Richtung der
magnetischen Induktiors senkrecht zum Gradient der magnetischen Funkii@st, so dass
das entsprechende Skalarprodukt verschwindet,

B- (W) ~0. (F.11)

Fuhrt man noch den Betrag der magnetischen Indukii@mn,

B= (B’ , (F.12)
wird die Felddiffusion schliel3lich durch die Diffusionsgleichung
oB=A(iB) (F.13)

beschrieben.

Man erkennt an dieser Gleichung, dass eine gute elektrische Leitfahigkeit die Diffusion der
magnetischen Induktion erschwert, eine hohe magnetische Funktion und damit eine kleine
magnetische Permeabilitat die Diffusion erleichtert. Insbesondere der Effekt der Sattigung
ferromagnetischer Materialien, also die Begrenzung der magnetischen Induktion bei hohen
magnetischen Feldstarken und die damit verbundene Abnahme der magnetischen Permeabili-
tat bzw. Zunahme der magnetischen Funktion, bewirkt gegentiber dem linearisierten Verhalten
eine Beschleunigung der Diffusion.

Es sei noch auf die Unterschiede der rAumlichen Operatoren der Felddiffusionsgleichung
(F.13) im Vergleich zur Warmeleitungsgleichung (E.4) hingewiesen, die auf der jeweiligen
Definitionen der der Materialeigenschaften durch die Materialgesetzg 4~ (F.8) im Fall der
Felddiffusion, [(E.B) im Fall der Warmeleitungsgleichung — beruhen.

F.1.4 Parametrisierung der Materialnichtlinearitaten

In dem fir die technische Anwendung interessanten Fall der Felddiffusion in ferromagneti-
schen Materialien liegt eine starkeAbhangigkeit der magnetischen FunktigiiB) vor, die
sich im Allgemeinen kaum durch eine Potenzreihe darstellen lasst.

Trotzdem kdnnen qualitative Effekte unter Verwendung eines solchen Ansatz demonstriert
werden. Die magnetische Funktign B) werde deshalb als Potenzreihe

ji(B) =" juB* (F.14)
k=0

angesetzt.
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Durch Einsetzen dieser Parametrisierung in die Diffusionsgleicijung (F.13) erhélt man die
Beziehung

oB=> [ ABM!. (F.15)
als Felddiffusionsgleichung.

F.1.5 Finite-Differenzen Diskretisierung und Normalform

Gleichung|[(F.1p) sei beispielhaft unter Verwendung der Finite-Differenzen Methode in ebe-
ner Geometrie auf einem aquidistanten Gitter diskretisiert.

Die Ortskoordinate sei, die Gitterweite sei\z. Der Betrag der magnetischen InduktiBn
an den Stiitzstellen’ des Gitters wird zum Zustandsveki@r= B — nicht zu verwechseln
mit dem oben betrachteten vektoriellen Darstellung der magnetischen Induktion — zusam-
mengefasst, wobei von einer nattrlichen Nummerierung der Komponenten ausgegangen wird.
Unter Verwendung der einfachsten Ortsdiskretisierung des involvierten Operators ergibt sich
far diei-KomponentE des Betrags der magnetischen Induktigénder Ausdruck

B AL Z [ (B kL, (Bi)k+1 n (Bi+1>k+1} 7 (F.16)
k=0

wobei der innere Superskript einen Index, der &uf3ere einen Exponenten darstellt.

Gleichung|(F.1p) liegt jetzt in der nichtlinearen Normalfofm (4.21) vor, die Zustandsmatrix
und die Z-Tensoren kénnen direkt abgelesen werden. Hier werden nur die nichtverschwin-
denden Komponenten der Tensoren angegeben, wobei durch die Schreipweige: j,
vom Index; der Bereich von der Komponenjg bis zur Komponentg, angesprochen wird.

Als ZustandsmatripA liest man firk = 0 den Ausdruck

i L
A] i—lii+1 — AZ’Q NU( I =21 ) (F17)

ab, fur die &-Tensoren erhalt man den Ausdruck

7 s! - . .
Ao gmimtiint = g He-1 8 0y (1 -21), (F.18)

s—1mal
der auch im Formalismus des Matrizenansatz (5.9) af§Matrix S; o,

i st .
Se 0 jmiotiit1 = A_Q;Q,Us—l( 1 -2 1 ) (F.19)

1 Auf die Komplikationen, die durch Randbedingungen verursacht werden, wird hier nicht eingegangen; des-
halb soll der zu-Komponente korrespondierende Stitzpurikkein Randpunkt sein.
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ausgedruckt werden kann.

Auch in der ortdiskreten Form sei noch einmal auf den Unterschied der Felddiffusions-
gleichung [(F.1j6) zur Warmeleitungsgleichung {E.9) hingewiesen, der sich auch in den ent-
sprechenden £Tensoren bzw. £/t-Matrizen niederschlagt: Im Fall der Warmeleitungsglei-
chung ist der obere Index dérAusdriicke derét;j1 .., ; 9leich dem oberen Indexim Fall
der Felddiffusionsgleichung gleich dem letzten unteren Indekes flhrt im Matrizenansatz
im ersten Fall zu einer&/s — 1-Matrix Sg s_1, im zweiten Fall zu einer £/0-Matrix S; .

F.1.6 Randbedingungen und Last

Bei der vorliegenden Fragestellung ist auf der einen Seite des Diffusionsblocks eine in-
homogene Dirichlet Randbedingung, also eine fest vorgegebene magnetische Induktion, ver-
wirklicht, auf der anderen Seite eine homogene Neumann Randbedingung, also ein isolieren-
des Ende.

Da das System durch keine externe Last beaufschlagt wird, wird stattdessen die die Dirichlet
Randbedingung modellierende virtuelle Last als externe Last aufgefasst.

F.1.7 Implementierung

Die ortsdiskrete nichtlineare Felddiffusion wurde fur den eindimensionalen Fall auf der Ba-
sis von[[F.1p) in ebener und Zylindergeometrie fur ein Gitter mit variabler Gitterweite und frei
wéhlbarer Anzahl von Stutzstellen implementiert. Es werden die durgh, und i3 parame-
trisierten Materialnichtlinearitaten, also die-Zensoren bis zur maximalen Stufg,, = 4,
bertcksichtigt.

F.2 Magnetischer Fluss

Fur technische Anwendungen ist weniger die lokale magnetische Induktads vielmehr
die integrale GroRRe demagnetischen Flusé von Bedeutung, da dieser letztlich die mecha-
nische Kraft des Aktors bestimmt. Diese ist definiert als Flachenintegral

i) :/ B-dA (F.20)
A
Uber eine vorgegebene FlachAe
Im Fall eindimensionaler Diffusionsflocke ist die Flachennormale der relevanten Flache

meist parallel zur magnetischen Induktion des betrachteten Blocks, so dass sich die vektorielle
Gleichung[(F.2D) zur skalaren Gleichung

<I>:/ABdA (F.21)
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vereinfacht.

Diese Gleichung lasst sich im Rahmen der Normalfdrm (4.21), [(4.22) als lineare Aus-
gangsgleichung (4.22) diskretisieren, wobei das Integral als durch Flachenelemente gewichte-
te Summe mittels einer geeigneten Ausgangsmatrix approximiert wird.
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G Schwingungsgleichung mechanischer Systeme

In diesem Anhang werden die Grundlagen und Besonderheiten zur Ordnungsreduktion me-
chanischer Systeme vorgestellt.

Die Modellierung mechanischer Systeme fihrt im Allgemeinen auf eine Schwingungsglei-
chung. Diese ist in der Physik wohlbekannt; ihre mathematischen Eigenschaften werden des-
halb hier nur insofern betrachtet, wie dies fur die hier betrachteten Anwendungen erforderlich
ist.

In Abschnitt {G.1) wird die Schwingungsgleichung zunéchst in der in dieser Arbeit be-
trachteten Normalform dargestellt, um sie den Verfahren der Ordnungsreduktion zuganglich
zu machen. Ein fur numerische Simulationen oft verwendeter Ansatz fur die Schwingungs-
dampfung wird in Abschnitt (G]2) kurz vorgestellt. SchlieR3lich werden in Abschnitf] (G.3)
maogliche Nichtlinearitaten fur mechanische Systeme diskutiert und Besonderheiten der Im-
plementierung der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren fir mechanische Systeme erlau-
tert.

G.1 Zustandsraumdarstellung der Schwingungsgleichung

Mechanische Modelle werden — in linearisierter und bereits ortsdiskreter Form — durch
ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung beschriebergah@ingungsgleichung

M{+D¢+K¢=F7 (G.1)

fir die Auslenkungg (¢) (7). Hierbei bedeuteM (7) die MassenmatrixD (%) die Damp-
fungsmatrixK (7) die Steifigkeitsmatrixind F (Z) die Kraftmatrix; @ () (?) ist der bereits
bekannte Eingangsvektor deEingangsgréRen. Die Auslenkumgmit 7 Variablen ist dabei

eine Zusammenfassung der Auslenkung verallgemeinerter Ortskoordinaten (lineare Ortskoor-
dinaten, Winkelkoordinaten usw.).

Um die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden der Ordnungsreduktion anwenden zu kon-
nen, kann dieses System in ein aquivalentes System erster Ordnung in Zustandsraumdarstel-

lung (3:3), .
JT=AT+B7, (G.2)

umgewandelt werden. Die Ordnunglieses Systems ist

n=2n, (G.3)
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die Matrizen der Zustandsraumdarstellung setzen sich beispielsweise gemafi

- (9

m_<_q,) , (G.4)
_ (I -

J:<‘M) , (G.5)

A = ' 1 G.6
:<—K —D)’ (G.6)

Bz<b;) (G.7)

aus den Matrizen der Schwingungsgleichung zusammen.

G.2 Proportionale Dampfung

Die SteifigkeitsmatriX< und die Massenmatrik1 sind im Allgemeinen durch das zugrun-
de liegende physikalisch-technische Modell vorgegeben. Fir die Dampfungsiiastiht
jedoch oft kein fundiertes Modell zur Verfigung. In der Praxis werden fur numerische Simu-
lationen deshalb oft einfache Ansatze fur die Dampfungsmatrix verwendet.

Ein einfacher, aus theoretischer Sicht interessanter Ansatz, igtagiertionale Dampfung
bei der die Dampfungsmatrix als einfache Linearkombination aus der Massen- und Steifgkeits-
matrix gebildet wird,
D=aM+3K; (G.8)

die Parameter und 3 stellen skalare Parameter dar. Der Vorteil dieses Ansatzes zeigt sich
bei der Losung des Eigenwertproblems der Schwingungsgleichung: Die Transformationsma-
trizen, die das ungedampfte System diagonalisieren, diagonalisieren aufgrund (G.8) auch die
Dampfungsmatrix, so dass die Schwingungsgleichung vollstandig entkoppelt.

Wie sich leicht zeigen lasst, weisen die Eigenmoden der Schwingungsgleichung bei Benut-
zung des Ansatzef (G.8) abhangig von den Eigenfrequenzeanterschiedliche Gltefakto-
renq; auf. Bei der Kreisfrequenz,,., wird eine maximale Gute,,., erreicht; diese Grolien
stehen mit den Parameterrund 5 Gber

— (23 — Wmax
Wmax = 8 ) o = 2 gmae ’ } (Gg)

_ 1 g = 1
qmaX 24/ Oéﬁ ) 2 Wmax Qmax ’

in Verbindung.

Alle in dieser Arbeit betrachteten mechanischen Probleme beinhalten eine auf-dem
Ansatz beruhende Dampfung, die im Allgemeinen durch die Vorgabesygnund ¢,,,. pa-
rametrisiert wird.
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G.3 Nichtlinearitaten

Fur mechanische Systeme sind mehrere Klassen von Nichtlinearitaten von Bedeutung: geo-
metrische Nichtlinearitdten, Zwangsbedingungen und Materialnichtlinearitaten.

Die fur technische Problemstellungen bedeutendste Klasse ist dieoleretrischen Nicht-
linearitaten Die in der Schwingungsgleichung (G.1) auftretenden Matrizen parametrisieren
im Wesentlichen die fir die Problemstellung relevanten Geometrie. Die durch die Schwin-
gungsgleichung beschriebene Auslenkung stellt jedoch gerade eine Veranderung der geome-
trischen Verhéltnisse dar, der durch eine entsprechende Verdnderung der Matrizen Rechnung
getragen werden muss. Dadurch sind die Matrizen auf natlrliche Weise funktional von der
Auslenkung abhangig. Diese Abhangigkeiten konnen von komplexer Natur sein, was eine
Parametrisierung durch den in dieser Arbeit verwendeten tensoriellen Ansatz erschwert.

Eine damit verwandte Klasse von Nichtlinearitaten wird duZetangsbedingungeher-
vorgerufen: In diesem Fall erfolgt die durch die Schwingungsgleichung beschriebene Aus-
lenkung nicht in natirlicher Weise, sondern muss im Sinne von Randbedingungen gewisse
Zwangsbedingungen erfillen. Die daraus resultierenden geometrischen Verhaltnisse knnen
das System in einen unnatirlichen Zustand Uberfuhren, der durch starke Krafte, Momente und
Spannungszustédnde gekennzeichnet ist. Die dieses Verhalten beschreibenden Nichtlinearita-
ten kénnen daher einen starken Einfluss auf das Systemverhalten haben. Ein solches Beispiel
wird in Abschnitt [6.4) diskutiert.

Daneben spielen fur mechanische Probleme die in dieser Arbeit haufig betradWiteten
terialnichtlinearitdteneine Rolle, also die Abh&ngigkeit der Materialeigenschaften von der
Auslenkung. Diese Abhangigkeit kann einerseits direkt sein — man denke etwa an nicht-
lineare Federkennlinien —, andererseits indirekt, beispielsweise als Abhangigkeit von dem
durch die Auslenkung verursachten Spannungszustand.

G.3.1 Berucksichtigte Formen von Nichtlinearitaten

Die vorgestellten Klassen von Nichtlinearitaten kénnen in einheitlicher Weise als funktio-
nale Abhangigkeit der Matrixelemente der in der Schwingungsgleichung (G.1) auftretenden
Matrizen von der Auslenkung parametrisiert werden. In dieser Arbeit wird vereinfachend nur
eine Variation der SteifigkeitsmatriX in Betracht gezogen, die Gibrigen Matrizen werden als
konstant angenommen.

Insbesondere die Massenmatid wird als konstant angenommen. Fir Komponenten
der Auslenkung, die lineare Koordinaten beschreiben (im Gegensatz zu Winkelkoordinaten),
scheint diese Annahme in guter Naherung gerechtfertigt zu sein: Die Massenmatrix selbst
kann zunachst als diagonal angenommen werden; die Verteilung derselben beruht — im Fall
von Finite-Elemente Modellen — auf dem Ansatz des zugrunde liegenden Elements. Eine
konstante diagonale Massenmatrix entspricht aber der physikalischen Forderung der Erhal-
tung der dem Element zugewiesenen Masse, in der Summe insbesondere der Gesamtmasse.
Eine Verteilung der Elementmasse gemald dem verwendeten Ansatz sollte — speziell im in
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dieser Arbeit betrachteten niederfrequenten Bereich — nur eine untergeordnete Rolle spielen.
Damit ist auch die Veranderung der Verteilung nur von untergeordneter Bedeutung, sofern die

Gesamtmasse des Elements erhalten bleibt. Fir Komponenten der Auslenkung, die Winkelko-
ordinaten beschreiben, ist der Fall anders geartet: Hier enthélt die Massenmatrix Elemente des
entsprechenden Tréagheitstensors, der direkt von Koordinatendifferenzen und damit von Aus-

lenkungen abhangt. In diesem Fall stellt also die Annahme einer konstanten Massenmatrix

eine Naherung dar.

Die DampfungsmatriXD wird ebenfalls als konstant angenommen; der Zusammenhang
(G.8) des Ansatzes der proportionalen Dampfung gilt deshalb strenggenommen nur im linea-
risierten Fall. Da die Annahme der proportionalen Dampfung einerseits physikalisch wenig
motiviert ist, und da andererseits die Betrachtung einer nichtlinearen Dampfung kein Haupt-
thema dieser Arbeit ist, wurde auf eine nichtlineare D&mpfungsmatrix verzichtet.

Schliel3lich wird die Matrix¥ als konstant angesetzt. Dies stellt in vielen Féllen eine Nahe-
rung dar, da die effektiven aufR3eren Krafte und Drehmomente durchaus von der Geometrie und
damit von der Auslenkung der betrachteten Problemstellung abhangen. Im Fall von Finite-
Elemente Simulationen ist hierbei auf die genaue zugrunde liegende Definition der angelegten
Last zu achten. Als Beispiel sei ein einseitig eingespannter Balken mit einer betragsmalig
konstanten Querkraft senkrecht (auch in ausgelenktem Zustand!) zum freien Balkenende be-
trachtet: Durch eine Auslenkung und damit Biegung des Balkens &ndert sich der Winkel des
freien Balkenendes und damit auch des Kraftvektors im &uf3eren Koordinatensystem; damit ist
eine Anderung der Zerlegung der Kraft in ihnre Komponenten mit der Auslenkung verbunden.
Die Kraftkomponenten sind hier also eine Funktion der Auslenkung.

G.3.2 Parametrisierung der Nichtlinearitaten

Die Steifigkeitsmatri¥K wird als Funktion der Auslenkung angesetzt,
K=K(7q) (G.10)

(nicht: K = K (7¥) = K (Z[, Z[) 1) Dabei werden wieder schwache Nichtlinearitaten vor-
ausgesetzt, so dass auch hier ein Potenzreihenansatz anwendbar ist.

Dieser Ansatz wird wieder durchsZTensoren parametrisiert. Da unter den erlauterten
Voraussetzungen konstanter Massen- und Dampfungsmatrix nur der linke untere Quadrant
der Zustandsmatrix (G.6) als nichtlinear angesetzt wird und da dieser dartiberhinaus nur von
der oberen Halfte des Zustandsvektfrs [G.4) abhéngt, weisersdiersoren eine spezielle
Besetzungsstruktur auf. So ist der obere Indder Zs-Tensoren nur fut < i < n besetzt,
die unteren Idizeg;, 1 <1 < s, jedoch nur fum + 1 < j, < 2n.

Insbesondere der Matrizenansatz aus Abschniit (5.3) zur Parametrisierung-Vensbren
durch Zs/t-Matrizen ist in seiner dort erlauterten Form fur die hier betrachtete Koppelung
nicht anwendbar. So koppelt das Matrixelemﬁ;fnaus dem linken unteren Quadranten, also
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n+1<i<2n,1<j<n,die Geschwindigkeit’ = ¢"~" an die Auslenkung’ = ¢’. Der
Matrizenansatz setzt nun eine Abhéngigkeit

Aé- = A; (xi, :pj) = (q’i_ﬁ, qj) (G.11)
voraus. Sinnvoller ware jedoch, eine Abhéngigkeit
Ay = A5 (@7 ') = (¢ ) (G.12)

anzusetzen. Die dafur notwendige Uminterpretation der Bedeutungsdeiatrizen ist bei
der Implementierung der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bericksichtigt.
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