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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt fiir eine breite Klasse zweidimensionaler Variations-
probleme eine Existenz- und Regularititstheorie, die der Losung von Randwertproble-
men partieller Differentialgleichungssysteme dient. Dabei werden bekannte Ergebnisse
griindlich untersucht und umfassend aufgearbeitet. Teilweise wird eine geeignete An-
passung der Voraussetzungen einiger Resultate vorgenommen. Speziell wird die Theo-
rie auf das Plateausche Problem fiir Flachen vorgeschriebener mittlerer Kriitmmung
im R? angewendet.

Eingangs wird das Konzept der direkten Methoden der Variationsrechnung erlautert.
Uber einen fundamentalen Satz zur schwachen Unterhalbstetigkeit von Funktionalen
wird die Existenz eines Minimierers fiir eine breite Klasse von Variationsproblemen
nachgewiesen. Da die Existenztheorie in Sobolev-Réumen agiert, sind Untersuchungen
zur Regularitit eines Minimierers notwendig.

Im Rahmen der Regularitédtstheorie wird das Dirichletsche Wachstumstheorem von
Morrey gezeigt, welches ein hinreichendes Kriterium fiir die Holder-Stetigkeit einer
Funktion X € Wh2(G) liefert. Zum Nachweis der Anwendbarkeit des Dirichletschen
Wachstumstheorems auf einen Minimierer wird ein Wachstumslemma verwendet. Da-
bei werden eine Verkniipfung des Dirichlet-Integrals mit Fourierreihen sowie das Diri-
chlet-Integral der harmonischen Ersetzung einer Funktion mit L*-Randwerten genutzt.
Infolgedessen ergibt sich die Holder-Stetigkeit im Inneren fiir einen Minimierer. Zudem
wird die Stetigkeit des Minimierers bis zum Rand gezeigt, sodass die Existenz eines
stetigen Minimierers fiir eine breite Klasse von Variationsproblemen gesichert ist.
Anschliefilend erfolgt die Berechnung der ersten Variation sowie die damit verbundene
Herleitung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung, welche eine Beziehung zur Lo-
sungstheorie von Differentialgleichungen im Sinne des Dirichletschen Prinzips herstellt.
Ausgehend von der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung wird die Holder-Stetigkeit
der ersten Ableitungen eines Minimierers bewiesen.

Fiir die Lésung von Randwertproblemen mit partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mithilfe der Variationsrechnung ist der Nachweis stetiger zweiter Ableitun-
gen des Minimierers notwendig. Dabei wird der Fokus auf sogenannte Minimierer vom
Poissonschen Typ gelegt. Eine C*?-Rekonstruktion, die auf der Schaudertheorie ba-
siert, liefert in diesem Fall die gewiinschte Regularitét.

In Anwendung dessen werden das Randwertproblem harmonischer Abbildungen in
Riemannschen Rdumen sowie das Dirichletproblem des H-Flachen-Systems behan-
delt, indem jeweils ein geeignetes Variationsproblem aufgestellt wird.

Als Erweiterung des Dirichletproblems des H-Flachen-Systems wird das allgemeine
Plateausche Problem fiir Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriitmmung mit den erar-
beiteten Methoden der Variationsrechnung untersucht. Zudem wird das Plateausche
Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung in Kugeln, in Zylindern
sowie insbesondere im Einheitskegel gelost.

Insgesamt wird eine ausfiihrliche, in sich geschlossene und gut verstédndliche Existenz-
und Regularititstheorie der zweidimensionalen Variationsrechnung zur Behandlung
von Randwertproblemen partieller Differentialgleichungssysteme dargestellt, welche
sich in besonderer Weise bei der Losung des Plateauschen Problems fiir Flachen vor-
geschriebener mittlerer Kriimmung entfaltet.



Abstract

This work deals with the existence and regularity theory for a wide class of two-
dimensional variational problems, with the intention to solve boundary value problems
for systems of partial differential equations. Known results are thoroughly examined
and comprehensively elaborated. Partially, the requirements for some of the results
are suitably adapted. In particular, the theory is applied to Plateau’s problem for
surfaces of prescribed mean curvature in R3.

At the beginning, the concept of the direct methods in the calculus of variations is
explained. The existence of a minimizer for a wide class of variational problems is
demonstrated by means of a fundamental theorem on the weak lower semicontinuity
of functionals. Since the existence theory operates in Sobolev spaces, investigations
about the regularity of a minimizer are necessary.

In the context of the regularity theory, the Dirichlet growth theorem by Morrey is
shown, which provides a sufficient condition for the Holder continuity of a function
X € WH2(G). A growth lemma is used to demonstrate the applicability of the Diri-
chlet growth theorem to a minimizer. A combination of the Dirichlet integral with
Fourier series and the Dirichlet integral for the harmonic replacement of a function
with L2 boundary values are utilized. As a result, the Holder continuity in the interior
for a minimizer is established. In addition, the continuity of the minimizer up to the
boundary is shown, so that the existence of a continuous minimizer is ascertained for
a wide class of variational problems.

Subsequently, the first variation is calculated and the associate weak Euler-Lagrange
equation, which relates to solutions of differential equations in the sense of Dirichlet’s
principle, is derived. The weak Euler-Lagrange equation is the base for proving the
Holder continuity of the first derivatives for a minimizer.

In order to solve boundary value problems with partial differential equations of the
second order via the calculus of variations, the proof of continuous second derivatives
for the minimizer is necessary. The focus is laid on so-called minimizers of Poisson type.
A C%7-reconstruction based on the Schauder theory provides the desired regularity in
this case.

As an application of this theory, the boundary value problem of harmonic mappings
in Riemannian spaces as well as the Dirichlet problem of the H-surface system are
treated via the solution of a suitable variational problem in each case.

As an extension for the Dirichlet problem of the H-surface system, the general Plateau’s
problem for surfaces of prescribed mean curvature is investigated using the variational
methods that have been developed. In addition, Plateau’s problem for surfaces of
prescribed mean curvature is solved in balls, in cylinders and especially in the unit
cone.

With these investigations a detailed, self-contained and easily understandable existence
and regularity theory of the two-dimensional calculus of variations for the treatment
of boundary value problems for systems of partial differential equations is presented,
which is especially suited to solve Plateau’s problem for surfaces with prescribed mean
curvature.
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1 Einleitung

1.1 Einfithrung in die Thematik

Der Begriff Variationsrechnung wurde im Jahr 1756 erstmalig von Leonhard Euler ver-
wendet, um eine von Joseph-Louis Lagrange 1755 dargelegte Methode zu kennzeich-
nen. Euler selbst zog weitere formale Ergebnisse aus den Darstellungen von Lagrange.
Insofern kénnen Euler und Lagrange als Schopfer der Variationsrechnung angesehen
werden.

Ausgehend davon hat sich die Variationsrechnung bis heute zu einem eigenstandigen
Teilgebiet der Mathematik entwickelt. Sie ermoglicht es, eine Vielzahl mathematischer
Fragestellungen in einem einheitlichen Kontext zu untersuchen. Im weitesten Sinne ver-
stehen wir unter einem Problem der Variationsrechnung die Suche nach minimalen,
maximalen oder auch kritischen Punkten eines Funktionals, also einer reellwertigen
Abbildung von Funktionen, in einer zuldssigen Menge. In Anwendungen besteht ei-
ne derartige zuldssige Menge beispielsweise aus Kurven, Flichen oder allgemeiner aus
Funktionen. Wir nennen eine solche Fragestellung auch Variationsproblem. In gewisser
Weise stellt ein Variationsproblem eine Verallgemeinerung der Bestimmung minima-
ler, maximaler oder kritischer Punkte einer reellwertigen Funktion tiber einem endlich
dimensionalen Raum dar.

Bereits in frithen Hochkulturen traten Probleme der Variationsrechnung auf, obgleich
diese weder formal beschrieben geschweige denn Losungen bewiesen werden konnten.
Von Interesse waren sie dessen ungeachtet. So war bereits im Alten Agypten bekannt,
dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten in einer Ebene durch eine Gera-
de beschrieben wird. Im antiken Griechenland wurde damit begonnen, Beobachtungen
durch Beweise zu begriinden. Dass der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten in einer
Ebene durch eine Gerade realisiert wird, konnte ebenso wie die Losungen anderer Ex-
tremalprobleme gezeigt werden.

Eine gewisse Beriihmtheit erlangte das Problem der Dido, welches als Urform des
sogenannten isoperimetrischen Problems angesehen werden kann. Dieses geht der Fra-
ge nach, welche Gestalt eine geschlossene Kurve fester Linge haben muss, um den
groften Flicheninhalt einzuschlieBen. Uberlieferungen zufolge soll Dido, eine phonizi-
sche Prinzessin und spétere Konigin Karthagos, im Jahre 814 v. Chr. vom Numidier-
Konig Hierbas so viel Land versprochen worden sein, wie eine Rinderhaut umspannen
kann. Sie verarbeitete die Rinderhaut zu fadendiinnen Streifen und grenzte damit die
Grundfldche einer neuen Stadt ab. Ein erster Ansatz eines Beweises der isoperimetri-
schen Ungleichung fiir Polygone soll um 200 v. Chr. durch Zenodoros erbracht worden
sein. Auch spéter hatte das isoperimetrische Problem eine grofie Anziehung auf ei-
ne Vielzahl berithmter Personen der Mathematik wie beispielsweise Karl Weierstraf,
Hermann Amandus Schwarz, Adolf Hurwitz oder Erhard Schmidt, die Beweise mit
unterschiedlichen Methoden fiithrten.
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Ebenso fand auch das Problem der Brachistochrone eine starke Resonanz in der ma-
thematischen Gemeinschaft. Dieses stellt die Frage nach derjenigen Kurve, auf welcher
ein Korper reibungsfrei unter dem Einfluss der Gravitationskraft am schnellsten von
einem Startpunkt zu einem tiefer liegenden Zielpunkt gleitet. Der Zeitpunkt im Juni
1696, als Johann Bernoulli dieses Problem l6ste, wird oft als Geburtsstunde der Varia-
tionsrechnung angesehen. Popularitét erlangte das Problem der Brachistochrone auch
dadurch, dass Bernoulli sein Ergebnis zunéchst zuriickhielt, um die mathematische
Gemeinschaft seiner Zeit und insbesondere seinen 13 Jahre &lteren Bruder Jakob her-
auszufordern, das Problem zu l6sen. Unter anderem gaben Gottfried Wilhelm Leibniz,
Isaac Newton sowie Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L’Hospital, und ebenfalls
Jakob Bernoulli Losungen an.

Auch physikalische Untersuchungen haben zur Entwicklung von Methoden der Varia-
tionsrechnung beigetragen. So wurden beispielsweise im 17. Jahrhundert Probleme der
geometrischen Optik oder der Hydrodynamik mit Techniken behandelt, die auch zur
Losung von Variationsproblemen von Interesse sind. Newton, Christiaan Huygens und
Pierre de Fermat sind in diesem Zusammenhang zu erwihnen. Gleichermafien ist die
Variationsrechnung bis heute zu einem der wertvollsten Hilfsmittel in der mathemati-
schen Physik gereift.

Ausgehend von der geometrischen Optik formulierte William Rowan Hamilton 1834
das spéater nach ihm benannte Prinzip fiir die Mechanik, welches teilweise auch als
Prinzip der kleinsten Wirkung bezeichnet wird. Das Hamiltonsche Prinzip liefert ei-
ne dquivalente Formulierung der Newtonschen Bewegungsgleichungen oder auch der
Feldtheorie. Dabei bietet diese Vorteile gegeniiber einer klassischen Formulierung wie
etwa durch eine systematische Darstellung von Nebenbedingungen und eine vom Ko-
ordinatensystem unabhingige Beschreibung. Das von Emmy Noether 1918 gezeigte
fundamentale Noether-Theorem, welches aus der Invarianz der Wirkung unter Sym-
metrien Erhaltungssétze eines physikalischen Systems ableitet, ist ein weiteres Beispiel
dieser Uberlegenheit. Insgesamt spiegelt sich die Bedeutung des Hamiltonschen Prin-
zips und der damit verbundenen Variationsrechnung bis heute in der mathematischen
Physik wider. Die Einfliisse bei der 1915 von Albert Einstein vorgestellten allgemeinen
Relativitdtstheorie sowie die von Erwin Schrodinger 1926 dargelegte Schrodingerglei-
chung sollen hier als prominente Beispiele genannt sein.

Aufgrund des in physikalischen Vorgéngen oft zu beobachtenden Prinzips der kleinsten
Wirkung identifizierte Euler das Verschwinden der sogenannten ersten Variation als ei-
ne erste notwendige Bedingung, der ein Minimierer eines Variationsproblems geniigen
muss. Dabei suchte er zu Funktionalen der Gestalt

b
[ euo.y o) a

eine Funktion yo: [a,b] — R, welche ein solches minimiert. Indem er die gesuchte
Funktion durch einen Polygonzug approximierte, gelangte er zu der Bedingung

0 : 0
o 0. 6(0) ~

By (t.90(t), yo(t) = 0 (L.1)

in (a,b) fiir eine minimierende Funktion yq.
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Lagrange vereinfachte die Vorgehensweise Eulers und gelangte mithilfe von Variationen
z: [a,b] = R zu der Bedingung

b
J (55t 3000256060 = 5% o)) 62 =0 (12

fiir eine minimierende Funktion yy. Er folgerte daraus die Giiltigkeit der Bedingung
(1.1) von Euler, ohne die Notwendigkeit eines Beweises zu sehen. Erst 1879 rechtfertigte
Paul du Bois-Reymond mit dem heute als Fundamentallemma der Variationsrechnung
bekannten Hilfssatz diesen Schluss, wobei er den 1820 von Augustin-Louis Cauchy
geprigten Begriff der Stetigkeit verwendete.

Die Bedingung (1.1) wird heute als Euler-Lagrange-Gleichung bezeichnet. Im Gegen-
satz dazu kann die Bedingung (1.2) als schwache Formulierung der Euler-Lagrange-
Gleichung verstanden werden. Uber die Euler-Lagrange-Gleichung (1.1) entsteht eine
Verbindung zum Themengebiet der gewohnlichen Differentialgleichungen. So lassen
sich beispielsweise die Newtonschen Bewegungsgleichungen aus der Formulierung ei-
nes entsprechenden Variationsproblems ableiten.

Lagrange erweiterte seine Untersuchungen auf Funktionale mit Mehrfachintegralen.
Die Anwendung der gleichen Idee wie im eindimensionalen Fall fithrt auf eine oder
mehrere Euler-Lagrange-Gleichungen, die partiellen Differentialgleichungen entspre-
chen. Die Behandlung partieller Differentialgleichungen entzieht sich im Gegensatz zu
gewohnlichen Differentialgleichungen bis heute einer einheitlichen Losungsstrategie.
Daher hat sich teilweise die Methode entwickelt, ein korrespondierendes Variations-
problem zu untersuchen, dessen Losung notwendigerweise Euler-Lagrange-Gleichungen
gentigt, die dquivalent zu den gewiinschten partiellen Differentialgleichungen sind.
Als ein Beispiel fir Funktionale mit Mehrfachintegralen betrachtete Lagrange soge-
nannte Minimalflichen. Eine Minimalfldche ist eine Fliche lokal kleinsten Flichenin-
halts, die eine vorgegebene Randkurve besitzt. Experimentell erforschte der Physiker
Joseph Antoine Ferdinand Plateau Minimalflichen. Diese kénnen demnach als Seifen-
héute beschrieben werden, die sich in einer gegebenen Randkurve bilden. Das Problem
der Minimalflichen wird daher heutzutage Plateausches Problem genannt. Seither ha-
ben sich unzéihlige Personen der mathematischen Gemeinschaft mit dem Plateauschen
Problem auseinandergesetzt. Noch heute existieren offene Fragen. Erst zu Beginn der
1930er Jahre lieferten Jesse Douglas und Tibor Rad6 unabhéngig voneinander allge-
meine Existenzbeweise fiir Losungen des Plateauschen Problems.

Dass die Existenz einer Losung fiir ein Variationsproblem einen Beweis erfordert,
wurde bis in das 19. Jahrhundert weitgehend vernachléssigt. Als einer der bekann-
testen Belege hierfiir kann die Doktorarbeit von Bernhard Riemann aus dem Jahr
1851 angesehen werden. Er erkannte, wie zuvor bereits Carl Friedrich Gaufi oder Wil-
liam Thomson bei ihren Untersuchungen zur Elektrostatik, dass ein Minimierer des
Dirichlet-Integrals mit geeigneten Randwerten einer Lésung des Dirichletproblems der
Laplace-Gleichung entspricht. Da der Integrand des Dirichlet-Integrals stets nichtne-
gativ ist und dieses somit eine untere Schranke besitzt, folgerte Riemann ohne einen
Nachweis die Existenz eines Minimierers des Dirichlet-Integrals und somit auch die
Existenz einer Losung des zugehdrigen Dirichletproblems der Laplace-Gleichung. Er
bezeichnete seine Methode als Dirichletsches Prinzip, da er die Idee als Student aus
den Vorlesungen von Peter Gustav Lejeune Dirichlet kannte.



4 1 Einleitung

Karl Weierstra8 kritisierte die Vorgehensweise Riemanns 1870 und zeigte anhand meh-
rerer Beispiele, dass es nach unten beschrénkte Funktionale ohne Minimierer gibt.
Damit etablierte sich die Einsicht fiir die Notwendigkeit, die Existenz von Lésungen
nachzuweisen. Viele Versuche, das Dirichletsche Prinzip zu retten, scheiterten in den
darauffolgenden Jahren. Erst 1900 présentierte David Hilbert auf der Tagung der Deut-
schen Mathematiker-Vereinigung eine neue Herangehensweise, die das Dirichletsche
Prinzip legitimierte. Die Hauptidee bestand darin, den Losungsbegriff zu erweitern,
sodass eine Losung in einem allgemeineren Raum nachgewiesen werden kann. Damit
einher geht die Frage nach der Regularitét einer solch allgemeinen Losung. Dieses heut-
zutage als direkte Methoden der Variationsrechnung bezeichnete Verfahren spaltet die
Losungstheorie also in die Existenz- und die Regularitétsfrage auf. Damit wurde die
moderne Variationsrechnung eingeleitet.

Das Forschungsinteresse im Bereich der Variationsrechnung verstérkte sich durch einen
Vortrag Hilberts auf dem 2. Internationalen Mathematiker-Kongress 1900 in Paris. In
diesem beschrieb er die Entwicklungen der Mathematik in den vorangegangenen Jah-
ren und erkliarte 23 mathematische Probleme, die aus seiner Sicht fruchtbar fiir das
20. Jahrhundert sein sollten. Drei dieser Probleme beinhalteten dabei Fragestellungen
zur Variationsrechnung. Das 19. Problem verband er mit der Frage nach der Regula-
ritdt der Losungen regulérer Variationsprobleme. Die Existenz{rage von Minimierern
fiir reguldre Funktionale mit sinnvollen Randbedingungen war der Inhalt des 20. Pro-
blems. Das 23. Problem war vage formuliert und befasste sich mit der Moglichkeit zur
Entwicklung neuer Methoden in der Variationsrechnung.

Animiert und inspiriert durch Hilberts Reputation und seine formulierten Probleme
entwickelte sich die Variationsrechnung im 20. Jahrhundert sehr reichhaltig. Eine ge-
naue Aufstellung der unzéhligen Beitrage erweist sich an dieser Stelle als schwierig.
Dabher sollen stellvertretend einige wichtige Personen genannt sein, deren Arbeiten sich
mafigeblich auf die gehaltvolle Entwicklung der Variationsrechnung im 20. Jahrhun-
dert ausgewirkt haben. Zu nennen sind unter anderem Henri Léon Lebesgue, Leonida
Tonelli, Sergei Bernstein, Leon Lichtenstein, Eberhard Hopf, Iwan Petrowski, Charles
Bradfield Morrey Jr., Tibor Radé, Juliusz Schauder, Jean Leray, Renato Caccioppoli,
Ennio De Giorgi, John Forbes Nash Jr., Enrico Giusti, Mario Miranda, Nina Uralzewa
sowie Olga Ladyschenskaja.

Insgesamt reicht die Geschichte der Variationsrechnung weit zuriick und hat stets die
allgemeine mathematische Entwicklung begleitet und geprigt. Sie bietet ausreichend
Material fiir ausgiebige historische Betrachtungen und interessante Anekdoten. Einen
kompakten Abriss mit weiterfithrender Literatur zur Geschichte der Variationsrech-
nung bieten beispielsweise Blanchard und Briining [6, Kap. 0]. Fiir eine ausfiihrliche
Betrachtung der Entwicklung im 20. Jahrhundert empfiehlt sich die Darstellung von
Josef Bemelmans, Stefan Hildebrandt und Wolf von Wahl [5].

Neben der noch immer fundamentalen Bedeutung der Variationsrechnung in der ma-
thematischen Physik haben sich bis heute weitere Anwendungsgebiete beispielsweise in
den Wirtschaftswissenschaften, der Biologie und der optimalen Steuerung ergeben. Als
eine der bedeutendsten mathematischen Anwendungen, die aus der Variationsrechnung
hervorgegangen ist, seien noch die Theorie der Minimalflichen und des Plateauschen
Problems sowie deren Verallgemeinerung, die Theorie der Flichen vorgeschriebener
mittlerer Kriimmung, genannt.
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1.2 Aufgaben und Ziele dieser Arbeit

Mit der Entwicklung der direkten Methoden der Variationsrechnung zu Beginn des 20.
Jahrhunderts wurde die Existenzfrage von Minimierern als eigenstandiges Problem er-
kannt und behandelt. Indem die Rdume zuléssiger Funktionen erweitert werden, kann
fiir eine breitere Klasse von Variationsproblemen die Existenz von Losungen gesichert
werden. Infolgedessen entsteht jedoch eine Liicke zur Lésung von Randwertproble-
men, da ein Minimierer in einem allgemeineren Raum nicht zwingend die erforderliche
Regularitit besitzen muss. Dazu sind weitere Untersuchungen der Regularitéit eines
Minimierers notwendig.

Im Zentrum der vorliegenden Arbeit sollen daher die Existenz- und Regularititsfragen
von Minimierern einer breiten Klasse von Variationsproblemen stehen mit dem Zweck,
der Losung partieller Differentialgleichungssysteme im Sinne des Dirichletschen Prin-
zips zu dienen. Konkret sollen Funktionale Z der Form

I(X,G) = / Flw, X (w), VX (w)) dw (1.3)
G

fiir Abbildungen X : G — R"™ mit einer erzeugenden Funktion f: G x R™ x R"*™ — R
betrachtet werden, wobei G C R™ ein Gebiet ist und m > 2 sowie n > 1 gilt. Va-
riationsprobleme mit Funktionalen der obigen Gestalt werden heutzutage vorwiegend
untersucht. Unterschiede ergeben sich dabei aus der Wahl der Dimensionen m und
n, aus den Voraussetzungen an die erzeugende Funktion f, aus Bedingungen fiir das
Gebiet G sowie aus der Wahl der zuldssigen Menge F, in der ein Minimierer zu suchen
ist.

Unter anderem durch Beitrdge von Lichtenstein, E. Hopf, Rad6, Morrey, Schauder
und Leray konnte mit Blick auf das 19. Hilbertsche Problem gezeigt werden, dass ein
hinreichend oft stetig differenzierbarer Minimierer von (1.3) analytisch ist, sofern die
erzeugende Funktion f analytisch ist. Die direkten Methoden der Variationsrechnung
lassen hier allerdings eine Liicke entstehen, da die Existenz eines Minimierers im All-
gemeinen lediglich in einem Sobolev-Raum gesichert werden kann.

Im skalaren Fall (n = 1) konnte diese Diskrepanz 1957 durch eine fundamentale Ar-
beit von De Giorgi [13] iiberwunden werden. Er zeigte, dass ein Minimierer aus einem
Sobolev-Raum auch stetig differenzierbar ist. Im vektorwertigen Fall (n > 1) gestaltet
sich eine derartige Ubertragung schwieriger. 1968 legten De Giorgi [14] sowie Giusti
und Miranda [24] Beispiele vor, bei denen Minimierer eines Funktionals der Gestalt
(1.3) unstetig sind. Fiir den vektorwertigen Fall haben sich in der Folge unterschied-
liche Resultate entwickelt. So ist bis heute eine vielfiltige Literatur entstanden, die
unter verschiedenen Voraussetzungen an das Variationsproblem diverse Resultate in
der Existenz- und Regularitédtstheorie zeigt.

Daher soll die bestehende Theorie derart aufgearbeitet werden, dass die bisherigen
Ergebnisse gesammelt, geordnet und unter Beriicksichtigung einer moderneren Be-
handlung versténdlich présentiert werden. Hierbei wollen wir unser Augenmerk auf
die Anwendung zur Losung von Randwertproblemen legen. Da allgemeine Existenz-
und Regularitdtsaussagen unter schwéichsten Voraussetzungen fiir bestimmte Anwen-
dungen nicht hinreichend belastbar sind, miissen fiir qualitativ stidrkere Ergebnisse die
Anforderungen an ein Variationsproblem der Form (1.3) sukzessiv verschérft werden.
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Es muss also ein Kompromiss zwischen allgemeineren Theorien der Variationsrechnung
einerseits und der Anwendbarkeit auf konkrete Randwertprobleme andererseits gefun-
den werden. Als sinnvoll wird ein Vorgehen empfunden, das stets die fundamentalen
Beweisideen erkennbar darlegt.

Im Sinne einer einheitlichen Darstellung soll die Existenz- und Regularitiatstheorie
iiberwiegend fiir Minimierer X : G — R3 mit G C R? behandelt werden, da die Theo-
rie im spéteren Verlauf auf das Plateausche Problem fiir Fliachen vorgeschriebener
mittlerer Kriimmung im R3 angewendet werden soll. Eine Diskussion moglicher Ver-
allgemeinerungen hinsichtlich anderer Dimensionen wird angestrebt.

Zunéchst soll eine geeignete Klasse von Variationsproblemen eingefiihrt und die Exis-
tenz eines Minimierers fiir ein derartiges Variationsproblem aufgearbeitet werden. Im
Anschluss daran sollen Aussagen iiber die Regularitit eines solchen Minimierers ge-
troffen werden. Es soll eine geschlossene Existenz- und Regularititstheorie entstehen,
die der Losung von Randwertproblemen, hierbei insbesondere dem Plateauschen Pro-
blem fiir Flachen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung, dient.

Insbesondere soll keine Existenztheorie unter schwichsten Voraussetzungen ausgear-
beitet werden, da diese Voraussetzungen in der Regularitiatstheorie nicht gehalten wer-
den koénnen. Die Behandlung einer allgemeineren Existenztheorie, welche die Einfiih-
rung einer Terminologie erfordert, die im Rahmen der Regularitatstheorie grofitenteils
verworfen werden miisste, soll vermieden werden. Als leitende Quelle der Existenz-
und Regularititstheorie soll unter anderem die Monographie [55] von Morrey dienen.
Um eine Verbindung zur Losungstheorie partieller Differentialgleichungssysteme be-
ziehungsweise zu Randwertproblemen herzustellen, wird zudem eine Betrachtung der
ersten Variation notwendig sein.

Schlieflich sollen die erarbeiteten Resultate der Variationsrechnung auf das Plateau-
sche Problem fiir Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung angewendet werden.
Unter anderem wollen wir an neue Ergebnisse zu Flachen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung im Kegel von Friedrich Sauvigny [62, 63], Paolo Caldiroli und Alessandro
Tacopetti [8] sowie Josef Bemelmans und Jens Habermann [4] ankniipfen und mit-
hilfe der Variationsrechnung das Plateausche Problem fiir Fléchen vorgeschriebener
mittlerer Kriitmmung im Kegel untersuchen. Fiir Methoden, die zuséitzlich zur Varia-
tionsrechnung erforderlich sind, um das Plateausche Problem fiir Flachen vorgeschrie-
bener mittlerer Kriimmung zu behandeln, soll auf Standardwerke der Minimal- und
H-Flachen-Theorie wie [10, 15, 16, 56] zuriickgegriffen werden.

Insgesamt wird eine schliissige, liickenlose und gut nachvollziehbare Darstellung der
Existenz- und Regularititstheorie der zweidimensionalen Variationsrechnung zur An-
wendung auf Randwertprobleme angestrebt.

1.3 Zum Aufbau der Arbeit

Wir wollen das Kapitel 2 nutzen, um wichtige Begriffe und Zusammenhénge elemen-
tarer Natur zu sammeln. Dabei soll keine umfangreiche Aufarbeitung grundlegender
Theorien erfolgen, sondern vorrangig ein Nachschlagewerk wiederkehrender und fun-
damentaler Inhalte entstehen. Besonders wollen wir ein Verstédndnis fiir vektorwertige
Lebesgue- und Sobolev-Raume sowie fiir verschiedene Stetigkeitsbegriffe schaffen.
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Im Kapitel 3 gehen wir auf die Theorie der direkten Methoden der Variationsrechnung
im Zusammenhang mit dem Funktional (1.3) ein. MaBgeblich fiir die Existenz- und
Regularitatstheorie werden die Eigenschaften der im Funktional (1.3) auftretenden
Funktion f sein. Wir werden die Forderungen an f im Verlauf der Arbeit sukzessiv
spezifizieren, sodass die erhaltenen Ergebnisse im Einklang zueinander stehen.
Nachdem wir die schwache Unterhalbstetigkeit des Funktionals in W12(G) nachge-
wiesen haben, werden wir die Existenz eines Minimierers in einer geeignet gewahlten
Klasse F € Wh2(G) zeigen. Es handelt sich hierbei um zwei grundlegende Ergebnisse
der modernen Variationsrechnung, die wir ausfithrlich darlegen.

Da wir die allgemeine Theorie der Variationsrechnung spéter auf das Plateausche Pro-
blem fiir Flichen vorgeschriebener mittlerer Kritmmung im R? anwenden wollen, for-
mulieren wir den Grofiteil der Ergebnisse fiir Abbildungen X: G — R? mit G C R2.
Eine Verallgemeinerung der Theorien des Kapitels 3 auf Abbildungen X : G — R™ mit
G C R™ ist jedoch ohne Weiteres moglich.

Hingegen werden uns im Verlauf des Kapitels 4 Ergebnisse wie beispielsweise die Ver-
kniipfung von Fourierreihen mit dem Dirichlet-Integral (Lemma 4.2) begegnen, die
explizit die Raumdimension m = 2 erfordern. Beziiglich der Dimension des Wertebe-
reichs konnen die Ergebnisse aus den Kapiteln 4 und 5 problemlos auf Abbildungen
X: G — R" iibertragen werden.

Zu Beginn des Kapitels 4 zeigen wir mit dem Dirichletschen Wachstumstheorem ein
fundamentales Ergebnis Morreys, welches in vielen seiner Arbeiten [z. B. 50-55] von
entscheidender Bedeutung ist. Das Dirichletsche Wachstumstheorem ermdglicht den
Nachweis der Holder-Stetigkeit einer Funktion X € W'2(G), sofern deren Dirichlet-
Integral einer gewissen Wachstumsbedingung gentigt. Anders als in den Ausfithrungen
Morreys nutzen wir fiir den Beweis ein Ergebnis, das auf Campanato zuriickzufithren
ist. Abweichend von anderen Arbeiten wie [26, 48, 64] verwenden wir eine Friedrichs-
Gldttung anstelle des Integralmittels. In diesem Kontext leiten wir eine Poincaré-
Ungleichung her, die das Integralmittel durch eine Friedrichs-Glattung ersetzt.

Im Anschluss daran weisen wir nach, dass sich das Dirichletsche Wachstumstheorem
auf einen Minimierer des Variationsproblems anwenden lésst, um die Holder-Stetigkeit
des Minimierers zu zeigen. Dafiir sind einige Vorbetrachtungen notwendig.

Zunéchst tiberarbeiten wir einen Zusammenhang aus [51], der eine fundamentale Ver-
bindung zwischen Fourierreihen und dem Dirichlet-Integral herstellt. Wir setzen uns
anschliefend mit der Begriffsbildung von Randwerten fiir Sobolev-Funktionen ausein-
ander und definieren die harmonische Ersetzung einer Funktion. Mithilfe des Zusam-
menhangs zwischen Fourierreihen und dem Dirichlet-Integral kdnnen wir das Dirichlet-
Integral einer harmonischen Ersetzung bestimmen. Dabei schlieflen wir eine wesentli-
che Liicke in der bisherigen Argumentation, indem wir die eindeutige Darstellung der
harmonischen Ersetzung mit L2-Randwerten unter Verwendung der Theorie harmoni-
scher Hardy-Rédume herleiten.

Mit diesen Vorbetrachtungen zeigen wir das Wachstumslemma. Dieses liefert ein Kri-
terium, welches durch einen Vergleich der Dirichlet-Integrale einer Funktion und zuge-
horiger harmonischer Ersetzungen die im Dirichletschen Wachstumstheorem notwen-
dige Wachstumsbedingung gewéhrleistet. Da das Wachstumslemma und somit auch
das Dirichletsche Wachstumstheorem auf einen Minimierer des behandelten Variati-
onsproblems anwendbar sind, kénnen wir die Holder-Stetigkeit des Minimierers im
Inneren nachweisen.
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Daran ankniipfend zeigen wir, dass der Minimierer bis zum Rand stetig ist, sofern ste-
tige Randwerte vorliegen. Dafiir nutzen wir eine Methode von Hildebrandt und Kaul
[36]. Da in der dortigen Argumentation offen bleibt, wie sich eine zentrale Voraus-
setzung unter konformen Transformationen verhilt, nutzen wir im Gegensatz zu [36]
eine unter konformen Transformationen invariante Bedingung, welche wir bereits vom
Wachstumslemma kennen.

Die Ergebnisse des Kapitels 4 biindeln wir in einer Aussage iiber die Existenz eines
stetigen Minimierers. Wir erhalten mit dieser Regularitéitsaussage eine erste Erweite-
rung der Existenzaussage aus dem Kapitel 3.

Im Kapitel 5 werden wir darlegen, dass sich die Regularitdt eines Minimierers des
Variationsproblems unter spezielleren Anforderungen an die dem Funktional (1.3) zu-
grundeliegende Funktion f weiter erhohen lésst. Wir werden die Holder-Stetigkeit der
ersten Ableitungen eines Minimierers zeigen. Grundlegend dafiir ist die notwendige
Bedingung, dass die erste Variation des Funktionals (1.3) fiir den Minimierer exis-
tiert und verschwindet. Die erste Variation fithrt uns gleichzeitig auf die sogenannte
Euler-Lagrange-Gleichung, welche eine Verbindung zur Losung partieller Differential-
gleichungen herstellt.

Bei der Untersuchung der ersten Variation spielt die Wahl der Testfunktionen, be-
ziiglich derer ein Minimierer variiert wird, eine wichtige Rolle. Je nach Auswahl der
Testfunktionen sind verschiedene Voraussetzungen an die dem Funktional (1.3) zu-
grundeliegende Funktion f nétig [vgl. 12, 3.4.2]. Da wir fir den Nachweis hoherer
Regularitét eines Minimierers Modifikationen des Minimierers als Testfunktionen nut-
zen, wihlen wir den Raum der Testfunktionen entsprechend angepasst.

Die grundlegende Idee zum Beweis der Differenzierbarkeit eines Minimierers besteht
darin, die Differenzenquotienten des Minimierers {iber die erste Variation zu untersu-
chen und das Dirichletsche Wachstumstheorem geeignet anzuwenden. Daher tragen wir
in Vorbereitung dessen Eigenschaften iiber Differenzenquotienten in Sobolev-Rdumen
zusammen. Gleichzeitig wird es notwendig werden, weitere Untersuchungen zum Di-
richletschen Wachstum vorzunehmen. Hierbei werden Aussagen verallgemeinert bezie-
hungsweise in ihrer Darstellung verbessert.

Zum Nachweis der Holder-Stetigkeit der ersten Ableitungen eines Minimierers folgen
wir methodisch dem zweiteiligen Vorgehen von Hildebrandt und von der Mosel [37].
Allerdings weichen wir bei den Voraussetzungen an die dem Funktional (1.3) zugrun-
deliegende Funktion f ab und verallgemeinern die Aussage von der Kreisscheibe auf
beschrénkte, konvexe C2-Gebiete. Wir zeigen im ersten Teilresultat die Zugehorigkeit
eines Minimierers zur Klasse I/Vlif(G), bevor wir im zweiten Teilresultat die Holder-
Stetigkeit der ersten Ableitungen nachweisen. Beide Teilbeweise gestalten wir deutlich
ausfiihrlicher als in [37].

Ein zentrales Hilfsmittel in beiden Beweisen stellt eine sogenannte Abschneidefunk-
tion dar. Wir werden die Existenz einer solchen Funktion nachweisen und dabei ein
besonderes Augenmerk auf die selten untersuchte Abschétzung ihres Gradienten legen.
Zudem erarbeiten wir weitere Hilfsmittel wie eine Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe,
die wir im Beweis des zweiten Teilresultats, der Holder-Stetigkeit der ersten Ableitun-
gen eines Minimierers, benotigen werden. Abschliefend biindeln wir unsere Ergebnisse
des Kapitels 5 und verkniipfen diese mit den Erkenntnissen der vorangegangenen Ka-
pitel in einem Satz iiber die Existenz differenzierbarer Minimierer.
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Um mithilfe der Variationsrechnung tiber die Euler-Lagrange-Gleichung eine Verbin-
dung zu partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu schaffen, ist es erstre-
benswert, dass ein Minimierer des Variationsproblems mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist. Vom Nachweis einer hoheren Regularitdt, wie von Morrey in [49]
angegeben, wollen wir jedoch Abstand nehmen, da die Ubertragung eines im skalaren
Fall giiltigen Ergebnisses von Hopf [38] auf den vektorwertigen Fall in den Ausfithrun-
gen Morreys offen bleibt.

Stattdessen spezifizieren wir unsere Untersuchungen im Kapitel 6 auf eine speziel-
le Klasse von Variationsproblemen zu der beispielsweise auch das Dirichletproblem
des H-Flichen-Systems gehort. Die Kernidee besteht darin, den Minimierer eines Va-
riationsproblems lokal unter Verwendung der Schaudertheorie mit der Losung einer
Poisson-Gleichung zu identifizieren und so zu einer entsprechenden Regularitdtsaussa-
ge des Minimierers zu gelangen. Wir bezeichnen Minimierer derartiger Variationspro-
bleme daher auch als Minimierer vom Poissonschen Typ.

Wir beginnen das Kapitel 6 mit dem Nachweis, dass eine differenzierbare Losung einer
schwachen Poisson-Gleichung Holder-stetige zweite Ableitungen besitzt und auch die
zugehorige klassische Poisson-Gleichung 16st. Das Ergebnis ldsst sich fiir Minimierer
entsprechender Variationsprobleme nutzen, indem wir die Euler-Lagrange-Gleichung
eines Minimierers so umformulieren, dass sich die Struktur der schwachen Poisson-
Gleichung ergibt. Aufgrund der Konstruktion wird der Minimierer somit zu einer Lo-
sung der schwachen Poisson-Gleichung, sodass wir die Regularitdtsaussage verwenden
konnen. Ein erstes Beispiel dieses Vorgehens zeigen wir anhand des Dirichletschen
Prinzips fiir harmonische Abbildungen in Riemannschen Rdumen.

Im Anschluss daran wollen wir die erarbeitete Existenz- und Regularitédtstheorie im
Kontext des Plateauschen Problems fiir Flachen vorgeschriebener mittlerer Kriim-
mung, auch H-Flichen genannt, zur Anwendung bringen. Dafiir 16sen wir zunéchst
das Dirichletproblem fiir das H-Flichen-System, indem wir ein geeignetes Variations-
problem untersuchen. Von zentraler Bedeutung ist hierbei die Auswahl eines zweck-
méafigen Funktionals. Es muss so gewdhlt sein, dass die zugehorige Euler-Lagrange-
Gleichung auf das H-Flachen-System fiihrt.

Mit dem Heinz-Hildebrandt-Funktional, welches auf Erhard Heinz und Stefan Hilde-
brandt zuriickzufiihren ist, werden wir ein geeignetes Funktional einfithren, das wir in
Anerkennung einer Vielzahl wegweisender Arbeiten beider Mathematiker im Bereich
der Minimal- und H-Fléchen entsprechend bezeichnen. Wir untersuchen ausfiihrlich,
dass dieses die Voraussetzungen der allgemeinen Existenz- und Regularitidtstheorie
der vorangegangenen Kapitel erfiillt. Derartige Betrachtungen werden meist vernach-
lassigt. Zudem beweisen wir Hilfsmittel, die uns bei einer nachfolgenden detaillierten
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung und der damit verbundenen Lésung des Di-
richletproblems fiir das H-Flachen-System unterstiitzen.

Als Erweiterung des Dirichletproblems fiir das H-Flidchen-System betrachten wir an-
schliefend das allgemeine Plateausche Problem fiir H-Flachen. Wir formulieren das
Plateausche Problem fiir H-Fldchen und beleuchten wesentliche Aspekte, die eine Lo-
sung des Problems mit Methoden der Variationsrechnung erméglichen. Insbesondere
setzen wir uns mit der Wahl einer zuldssigen Menge sowie der Invarianz des Volumen-
terms des Heinz-Hildebrandt-Funktionals unter gewissen Abbildungen auseinander.
Fiir die Losung des allgemeinen Plateauschen Problems fiir H-Flachen minimieren wir
das Heinz-Hildebrandt-Funktional zunéchst in der zuldssigen Menge.
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Uber die so erhaltene Losung gelangen wir mithilfe der vorangegangenen Losungstheo-
rie des Dirichletproblems fiir das H-Flachen-System zu einer Losung mit der gewiinsch-
ten Regularitdtsaussage und erkennen, dass diese das H-Fldchen-System erfiillt. Der
Beweis der Konformitéatsrelationen der Losung lésst sich aufgrund der Invarianz des
Volumenterms des Heinz-Hildebrandt-Funktionals auf entsprechende Untersuchungen
zum Dirichlet-Integral von Courant [10] oder Nitsche [56] zuriickfiihren. Fiir den Nach-
weis, dass die Losung den Rand des Parametergebiets topologisch auf die gegebene
Randkurve abbildet, greifen wir auf Ergebnisse von Hartman und Wintner [28] sowie
Heinz [30, 31] zuriick. Wir gelangen so zu einer Losung des allgemeinen Plateauschen
Problems fiir H-Fléchen.

Zu beachten ist dabei, dass wir die Funktion der mittleren Kriimmung aus dem Heinz-
Hildebrandt-Funktional abgeleitet haben. Aus der Sicht des Plateauschen Problems
ist es jedoch eine natiirlichere Anforderung, das Funktional aus einer gegebenen mitt-
leren Kriimmung herzuleiten. Zudem stellt sich die Frage, wie sich eine H-Flidche
verhélt, deren gegebene Randkurve innerhalb eines Korpers liegt. In Ergénzung der
vorangegangenen Darstellung zum allgemeinen Plateauschen Problem fiir H-Flachen
untersuchen wir diese beiden anwendungsbezogenen Aspekte.

Zunichst zeigen wir ein Maximumprinzip, welches auf dem Berithrprinzip von Mini-
malflachen beruht. Anschliefend 16sen wir das Plateausche Problem fiir H-Flachen in
Kugeln, in Zylindern sowie im Einheitskegel. Dazu konstruieren wir fiir verschiedene
Geometrien, motiviert durch das Poincarésche Lemma, mithilfe von Differentialformen
aus einer in der entsprechenden Geometrie gegebenen Funktion der mittleren Kriim-
mung ein zugehoriges Heinz-Hildebrandt-Funktional.

Es ist uns so moglich, das Plateausche Problem fiir H-Flichen in Kérpern auf das all-
gemeine Plateausche Problem fiir H-Fléchen zuriickzufiihren. Wir weichen damit von
der vorherrschenden Philosophie ab, die zuldssige Menge auf Abbildungen mit Werten
innerhalb des Korpers einzuschréinken. Wir erhalten eine allgemeine H-Fliche, welche
wir mittels des gezeigten Maximumprinzips und geometrischer Maximumprinzipien
von Erhard Heinz, Stefan Hildebrandt und Friedrich Sauvigny als innerhalb des Kor-
pers befindlich erkennen.

Wir beenden unsere Ausfithrungen, indem wir die wesentlichen Aspekte der Arbeit im
Kapitel 7 restimieren.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Me-
dium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ord-
nungsgemail nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob
Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der
genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes
ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz
steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir
die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.



®

Check for
updates

2 Grundlagen

Zunéchst tragen wir einige mathematische Grundlagen zusammen. Unser Ziel ist es,
einerseits die verwendete Notation und Konventionen einzufithren sowie andererseits
wesentliche Definitionen und Ergebnisse fundamentaler Natur zusammenzutragen, die
als weitgehend bekannt angesehen werden kénnen. Ein Nachschlagen in der entspre-
chenden Fachliteratur soll sich dadurch eriibrigen. Es sei jedoch ausdriicklich ange-
merkt, dass keine umfassende Darstellung von Zusammenhéngen angestrebt wird. Des
Weiteren legen wir einige Aspekte erst in spéateren Kapiteln dar, wenn dies dem bes-
seren Verstdndnis des entsprechenden Kontextes dient.

Fiir ein vertiefendes Studium der angeschnittenen Themenfelder verweisen wir auf die
einschldgige Literatur. Eine mathematische Grundbildung in den Bereichen der Ana-
lysis, der Funktionentheorie, der Funktionalanalysis und der linearen Algebra, die sich
beispielsweise in der teilweisen Kenntnis der Inhalte von [59-61] und [19] widerspie-
gelt, wird vorausgesetzt.

Zu Beginn erkldren wir die grundlegende Notation und vereinbaren einige Konven-
tionen. Anschlieflend befassen wir uns mit elementaren Ungleichungen, die im Laufe
unserer Ausfithrungen zur Anwendung kommen und teilweise unbekannterer Natur
sind. Zuséatzlich fiihren wir auf der Basis reellwertiger Lebesgue- und Sobolev-Réume
deren vektorwertige Pendants ein und zeigen einige zugehorige Eigenschaften dieser.
Abschliefilend befassen wir uns mit der Holder- und Lipschitz-Stetigkeit sowie den ab-
solut stetigen Funktionen.

2.1 Notation und Konventionen

Mit N := {1,2,...} bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen und mit Ny := NU {0} die
natiirlichen Zahlen mit der Null. Weiter kennzeichnen wir mit R die reellen Zahlen
und mit C die komplexen Zahlen.

Das Kronecker-Delta oder auch Kronecker-Symbol erkldren wir durch

1 firi=j,
bij = o
0 firi#j

und das Levi-Civita-Symbol in drei Dimensionen durch

- JE— i
€j1j2gs = H E_1
1<k<I<3

Zu einer Menge €2 bezeichnen wir mit € ihren Abschluss, mit Q° ihr Inneres, mit 9
ihren Rand oder auch ihre Randpunkte sowie mit Q€ ihr Komplement.

© Der/die Autor(en) 2023
A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf

das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_2
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Zudem kennzeichnen wir mit

2= [ 1dy
Q

das MaB beziehungsweise den Inhalt der Menge Q. Wir schreiben G cC €2, wenn G
kompakt ist und G C  gilt.

Wie fiblich identifizieren wir R? und C miteinander. Eine komplexe Zahl w = u-+iv € C
verstehen wir auch als Vektor oder Punkt w = (u,v) € R? und umgekehrt. Dabei
sei zusdtzlich angemerkt, dass wir eine Funktion g der reellen Variablen u und v
gegebenenfalls als Funktion der komplexen Variable w auffassen und umgekehrt.

Mit R™*™ bezeichnen wir den Vektorraum der m xn-Matrizen. Wir wollen einen Vektor

y = (y1,-,Ym) € R™ gleichermaBen als Element aus R™*! oder R!*™ auffassen,
sofern sich aus dem Kontext keine Notwendigkeit zur Spezifizierung ergibt. Den j-ten
Einheitsvektor im R™ erkldren wir fiir j € {1,...,m} durch e = (01,---,0jm) € R™
Wir kennzeichnen eine Matrix A = (aij)i=1,..,myj=1,...n = (a})i=1,....m;j=1,..n € R™*"
teilweise durch ihre Spalten, indem wir A = (a4, ...,a,) mit den Vektoren
ajA,l a;
a; = : =|: | eR™
@jm ag*
fir j = 1,...,n schreiben. Eine Matrix A = (a1,...,a,) € R™*™ interpretieren wir
mittels
at
A=|: | eR™
an

manchmal auch als Vektor. Durch AT € R™™ kennzeichnen wir die transponierte
Matrix einer gegebenen Matrix A € R™ ™. Mit |y| := /y? + ...+ y2, bezeichnen

wir die euklidische Norm eines Vektors y = (y1,...,¥m) € R™. Wir iibertragen diese
Definition fiir eine Matrix A = (aij)i=1,...myj=1,.... = (@1, ..., an) € R™*™ gemifl
1 1
m n 2 n ) 2
A= (> k| = lal
i=1j=1 j=1

in den Raum R™*". Allgemeiner definieren wir fiir ¢ > 1 durch

1

m a
Iyl = [ Dyl
j=1

die ¢-Norm eines Vektors y = (y1,...,¥m) € R™ und bemerken ||y||, = |y|.

Um die Verwendung des Standardskalarprodukts im R™ hervorzuheben, schreiben wir
y1 - yo oder (y1,y2) fiir y1,y2 € R™. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren y;,ys € R3
stellen wir durch y; A yo € R3 dar. Zu drei Vektoren y1,y2,y3 € R? bezeichnen wir
deren Spatprodukt mit (y1,y2,y3) € R.
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Wir kennzeichnen mit B(wo, ) := {w € R™ : |w —wp| < r} C R™ die offene Kugel im
R™ vom Radius 7 > 0 mit Mittelpunkt wy € R™ und setzen S™~1 := 9B(0,1) C R™.
Zudem erklaren wir durch dist(Q,Q2) := inf{|ly1 — ya| : (y1,92) € Q1 x Qa} den
Abstand zweier Mengen Q1,2 C R™ und vereinbaren dist(y, Q) := dist({y}, ) fur
y € R™ und Q C R™ sowie dist(y1, y2) := dist({y1}, {y2}) fiir y1,y2 € R™.

Zu einer Funktion g: 2 — R™ und einer Teilmenge 2y C 2 erkliren wir das Bild von
Qo unter der Abbildung g durch

9(Q0) :=={g(w) : we Q} CR™.

Wir bezeichnen die zu einer bijektiven Abbildung g: 2 — G inverse Abbildung mit
g~ G — Q. Fiir zwei Funktionen g1: Q1 — Qs und go: Q9 — R™ erkliren wir deren
Komposition mittels

920 g1 (y) = 92(91 (?J))

fr S Q.
Den Vektorraum der stetigen Funktionen, die von einer Menge 2 C R"™ nach R™
abbilden, bezeichnen wir mit

C(Q,R™) :={g: Q > R™ : g ist stetig auf Q}.

Analog hierzu erkliren wir zu k € Ny den Vektorraum C*(Q, R™) aller auf einer offenen
Menge Q C R™ k-mal stetig differenzierbaren Funktionen g: Q@ — R™. Wir beachten
dabei C(Q,R™) = CO(Q,R™). Mit C*(Q,R™) charakterisieren wir alle Funktionen
aus C*(Q,R™), die zusammen mit all ihren Ableitungen bis zur einschlieBlich k-ten
Ordnung stetig auf Q fortgesetzt werden kénnen. Des Weiteren erkliren wir die Riume

C>®(Q,R™) = (] C*(Q,R™)
keNg

und

C®(Q,R™) = (] C*(Q,R™).
keNg

Soll der Bildbereich € hervorgehoben werden, schreiben wir auch C*(€2, Q). Im Ge-
gensatz dazu notieren wir kurz C*((2), wenn der Bildbereich aus dem Kontext ersicht-
lich oder nicht relevant ist.

Sofern keine anderslautende Definition tiblich ist beziehungsweise eingefithrt wird, ist
eine fiir reellwertige Funktionen bekannte Operation wie etwa die Integration oder die
Differentiation auf eine vektorwertige Funktion komponentenweise anzuwenden. Wir
bemerken beispielsweise

/g(y)dy= (/91(y)dy7---7/gn(y)dy>

fiir eine Funktion g = (g1,...,9n): & — R™
Die partielle Ableitung einer Funktion g € C1(Q) nach der j-ten Variable y; an der
Stelle y = (y1,- .., Ym) € & C R™ kennzeichnen wir durch

99(y)

Gy, (y) = 371}] .
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Fiir eine vektorwertige Funktion g = (g1,...,g,) € C1(,R™) mit Q C R™ beachten
wir

_9aily) _ (69(31)

(gi)yj (y) = y; 8y]~ ) = (gyj ()i = gyj,i(y) .

Mit

_ Pgly) 9 [(d9(y) _
Gy (Y) = ByeOy; B ay; |~ <9yj>yk (y)

charakterisieren wir die zweite Ableitung nach y; und yj. Hohere Ableitungen kenn-
zeichnen wir analog.

Unter Verwendung des Nabla-Operators V erkliren wir zu einer Funktion g € C1(Q)
mit Q C R™ ihren Gradienten Vg fir y = (y1,...,Ym) € Q durch

99(y) 39(@/))
\% =—=,...,—% | = .
o) = (52 ) = (0 0 ()
Zu einer Funktion g = (g1, ..., gm) € C*(Q,R™) mit Q C R™ bilden wir deren Diver-
genz in y = (y1,...,Ym) € Q durch

divg(y) == i M = i(gj)yj(y) .

= Oy j=1
Des Weiteren definieren wir zu g € C2?(Q, R)

m a2 m
Bg(w) = aiv o) = 3 TP = 3,0
j j=1

=1

fir y = (Y1, .,ym) € @ C R™ mithilfe des Laplace-Operators A. Fiir g € C?(Q,R™)
erkldren wir Ag komponentenweise.

Zu einer Funktion g: Q1 x Qo — R™ mit g(w,y) fir alle (w,y) € Q1 x Qg erhalten wir
fiir jedes feste y € Q9 eine Funktion g(-,y): Q1 — R™ und fiir jedes feste w € Q eine

Funktion g(w, ): Qo — R™. Dementsprechend kennzeichnen wir mit w = (wy, ..., wy,)
durch
dg(w, dg(w,
Vaglw.g) = (PE0 D) (g 9) g 10)

den Gradienten von g beziiglich w und durch Vg den Gradienten von g beziiglich y.
Analog dazu erkldren wir

Viy9(w,y) = Vy(Vug(w,y))

sowie Vi,,9(w,y), Vj,9(w,y) und Vi, g(w,y).
Wir definieren zu einer Funktion ¢g: 2 — R™ ihren Tréger oder Support durch

supp(g) :={y € Q : g(y) # 0}.
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Mit

Co(Q2) :=={g € C(Q) : supp(g) CC Q}
bezeichnen wir die Menge der Funktionen mit kompaktem Trager in € und setzen
CE(Q) = C*(Q) N Co(Q) fiir k € No U {oc}.
Eine nichtleere und offene Menge €2, die zusammenhéngend in dem Sinne ist, dass es
zu jedem Punktepaar aus €2 einen stetigen Weg in {2 vom einen zum anderen Punkt
gibt, nennen wir auch Gebiet. Gebiete lassen sich hinsichtlich der Regularitét ihres

Randes klassifizieren. Im Sinne von [11, Definition 1.40] beachten wir dazu die folgende
Definition.

Definition 2.1 (C*-Gebiet). Wir bezeichnen ein Gebiet G C R™ als C*-Gebiet
oder auch als Gebiet der Klasse C* mit k € N U {cc}, falls fiir jedes wg € OG eine
Umgebung 2 von wy sowie eine bijektive Abbildung g: 2 — B(0,1) C R™ existieren,
sodass die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) g(QNG) ={w=(w1,...,wn) € R™ : |w| < 1,wy > 0},
b) g(2NIG) = {w = (w1,...,wy) € R™ : |w| < 1,w, = 0} sowie
¢) g € C*Q) und g~ € C*(B(0,1)).

2.2 Elementare Abschatzungen

Wir beginnen mit einer gewichteten Variante der Ungleichung vom arithmetischen und
geometrischen Mittel. Mithilfe der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel erhalten wir fiir zwei nichtnegative Zahlen a,b > 0 und beliebiges € > 0 sofort
1
NG

Somit ist das folgende Lemma bewiesen.

1 1
2ab = 2\/ea —=b=2,/(ca?) <7b2> <ed® + - b2
€ €
Lemma 2.1. Fiir beliebige nichtnegative Zahlen a,b > 0 und beliebiges € > 0 gilt
1
2ab < ea®+ = b2,
€
Aus [48, Lemma 1.1] entnehmen wir das folgende Resultat und die Idee fiir dessen
Beweis.
Lemma 2.2. Fir alle a,b € R und e > 0 gilt

a=1.1q N e g <
a4+ b7 < (14+¢e)7 7 |a +(1+5) [b|? fiir 1 < q < +o0,
la|? + |b]? fir0<qg<1.

Beweis. Da die Funktion y — y? fiir alle ¢ > 0 auf [0, +0c0) monoton wachsend ist,
schlieen wir fiir alle a,b € R mithilfe der Dreiecksungleichung

la+ 0| = (Ja +b)* < (lal + [b)* = [la] + [b[|* .
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Somit gentigt es, die Aussage fiir a,b > 0 zu zeigen, wobei wir zusétzlich beachten,
dass fiir a = 0 oder b = 0 nichts zu zeigen ist.
Fir 1 < g < +o0 ist die Abbildung y — y? auf (0, +00) konvex, sodass sich

(a+b)qz</\§+(1*)\)%>qS/\<§>q+(1,A)(%)q
—Al9q9 4 (1- )\)l—q Ba

fiir alle a,b > 0 und jedes A € (0,1) ergibt. Mit

_ 1
T 14e

erhalten wir daraus die gewilinschte Aussage fiir den Fall 1 < ¢ < +o0.
Fiir 0 < ¢ < 1 ist die Abbildung y + 9! streng monoton fallend auf (0, +c0). Wir
wihlen ein beliebiges y € (0,a + b) und erhalten

0<(a+b)?t<yr!
sowie
0<(a+b)Tly<yl

fiir a,b > 0. Wir nutzen diese Abschéitzung mit y = a beziehungsweise y = b und
berechnen

(a+b)7=(a+b)" a+b)=(a+b" a+ (a+b)T1b<al+ b

fir alle a,b > 0. O

Wir zeigen ein Ergebnis, das wir fiir den anschliefenden Beweis der Norméquivalenz
im R" benotigen werden.

Lemma 2.3. Seia € [0,1] fest gewdhlt. Dann ist die Funktion g,(q) = a? auf dem
Intervall [1,+00) schwach monoton fallend.

Beweis. Fir die Werte a = 0 oder a = 1 gilt go(q) = 0 beziehungsweise g1 (¢) = 1 fur
alle ¢ € [1,+00) und daher ist in diesen Féllen nichts zu zeigen.
Sei nun also ein a € (0,1) fest gewdhlt. Wir bemerken zunéchst

eln al glna

gu(q) = aq = = e

und berechnen entsprechend
¢.(q) =Inae?™® =Inag,(q)

fiir ¢ € [1, 4+00).

Wegen a € (0,1) folgt Ina < 0 und es ergibt sich unter zusétzlicher Beachtung von
ga(q) > 0 fiir alle ¢ € [1,+00) insbesondere g/,(q) < 0 fiir alle ¢ € [1,+00), was die
schwache Monotonie von g, auf dem Intervall [1,4+00) zur Folge hat. O
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Das folgende Ergebnis zur Aquivalenz der g-Normen im R™ wird im Verlauf der Arbeit
auf vielféltige Weise immer wieder zur Anwendung kommen.

Lemma 2.4 (Norméquivalenz im R™). Fir einen Vektor v = (vi,...,vy) € R™
und 1 < q1 < g2 < 00 gilt

m é m ﬁ 1 1 m i
Dol < DMl | <ma e [ ey
j=1 j=1 Jj=1

1 1
beziehungsweise kurz ||v|,, < [|v[l,, <ma 2 o],

Beweis. Da ||lv|,, = [lv|l,, = 0 fiir v =0 gilt und sich die Richtigkeit der Aussage in
diesem Fall unmittelbar ergibt, wollen wir im Folgenden v # 0 voraussetzen.
Wegen [|v]|,, # 0 gilt zunéchst

1 1

ol = (fmrﬁ) "= el (i(v” ) ) . e.)

Unter Beachtung von

1

a1
0< |UJ0| = (|U10|ql)q1 < (Z |UJQI) = “Uqu

j=1
beziehungsweise
0< |vjo <1
vllg,
fiir jedes jo € {1,...,m} konnen wir das Lemma 2.3 in (2.1) auf jeden Summanden

der rechten Seite anwenden und erhalten

m ‘U‘ q2 é m |’U| q1 i
ol Z(m’ ) <Joll, Z(”Uﬁ )
j=1 a j=1 a
L 1 (2.2)
i, (3 Y (”'gi)” ol
= ||v Z = ||V = ||U .
o | 200 || o \ o "

Die Kombination aus (2.1) und (2.2) liefert uns schliefflich

1 1

m E m H
[vllg, = 21 il | < levjl‘“ = [lvlly,
J= J=

firl <q < g < 400.
Somit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.
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Mit der Holderschen Ungleichung im R™, die wir [61, Kap. III, §7, Satz 8] entnehmen,
berechnen wir

1 1 a1 _a

m E m E m a2 5 m a2 q2
Sl | =D 1) < DD (™) > lmm
=1 =1 i= =1

1

m a2 11
(S|t
j=1

fiir 1 < ¢ < g2 < +o00. Wir beachten, dass die Aussage

A

m T, (m B,
ol = { D_lusl™ ] <mu"a | 3 jus|® | =mn = o],
j=1 Jj=1
auch fir 1 < ¢; < g2 < 400 richtig bleibt. Dies vervollstandigt den Beweis. O

Wir kommen nun zu einem Ergebnis, mit dessen Hilfe wir spéter die Koeffizienten von
Matrixfunktionen abschétzen kénnen.

Lemma 2.5 (Matrixabschidtzung). Es sei A = (a;j)ij=1,..n € R™*" eine symme-
trische, positiv semidefinite Matriz. Zusdtzlich sei mit einer Konstanten M > 0

vTAv < M o) (2.3)
fiir alle v € R™ richtig.
Dann gilt |a;j| < M fir alled,j € {1,...,n}.
Beweis. Zunichst bemerken wir aufgrund der Symmetrie von A

wTAv =wTATy = (Aw)Tv = vTAw

und erhalten so

1 ((U +w)TA(w+w)—vTAdv—wTA w) =

5 <’UTA w4+ wTA v)

N =N =

(vTAw +0TA w) =vTAw

fiir alle v,w € R™.
Indem wir mit e, € R” den k-ten Einheitsvektor bezeichnen, gilt fiir 4,5 € {1,...,n}

1
aij =elAe; = 3 ((ei +e)TAe; +e) —ef Ae; — e]TA ej)

und wir ermitteln daraus wegen der positiven Semidefinitheit der Matrix A und der
Eigenschaft (2.3) einerseits

1 1
Qij < 5 ((e, + ej)TA (ei + ej)) < 5 M |eZ~ + ej|2 =M
sowie andererseits

aij > % (—e;rAeZ- — e;FAej) > (—M les| — M |ej|2> =-M.

D=

Dies entspricht der Aussage. O
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2.3 Vektorwertige Lebesgue- und Sobolev-Raume

Wir wollen die Theorie iiber reellwertige Lebesgue- und Sobolev-Réume als bekannt
voraussetzen. Fiir eine grundlegende Einfithrung in diese Rédume empfiehlt sich bei-
spielsweise das Studium von [59] und [60].

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Erweiterung dieser Radume auf den vektorwertigen
Fall einzufiihren. Es wird sich dabei zeigen, dass sich Eigenschaften dieser aus ei-
ner komponentenweisen Betrachtung folgern lassen. Fiir die Definition vektorwertiger
Lebesgue-Réume fithren wir mit R := R U {400} die erweiterte reelle Achse ein.

Definition 2.2. Es seien ¢ € [1,400) und © C R” eine beschrankte offene Menge.
Zu einer messbaren Funktion g: @ — R™ mit g(y) = (g1(y);---,gm(y)) fir y € Q
erklaren wir die L4(€2)-Norm durch

q

La() = (/g(y)qdy) = /(ilgj(yV) dy | . (24)
Q .

Q \=l

llgl

Die Menge aller messbaren Funktionen g: Q — R™ mit ||g] Ly < oo bildet den

Raum L9(Q,R™) oder kurz LI(Q), wenn der Kontext eindeutig ist. Zudem schreiben
wir g € L°(f) fiir eine messbare Funktion g: Q@ — R"", sofern |g| € L>®(Q) gilt.

Bemerkung 2.1. Nachfolgend untersuchen wir nur die Réume L?(2) mit ¢ € [1, +00).

Bemerkung 2.2. Streng betrachtet handelt es sich bei der in (2.4) erklidrten Funktion
um keine echte Norm auf dem Raum L7(2), da es durch diese nicht moglich ist, zwei
Abbildungen aus L7(€2), die lediglich auf einer Menge vom Mafi Null voneinander ab-
weichen, zu unterscheiden. Daher wird eine Aquivalenzrelation auf L7((2) eingefiihrt,
die zwei Funktionen dieselbe Aquivalenzklasse zuordnet, sofern diese fast iiberall iden-
tisch sind. Die Menge dieser Aquivalenzklassen bildet dann den Raum L9(f), auf
welchem ||| La(q) #u einer Norm wird.

Bemerkung 2.3. Mit g € Lq(Q,Rm) ist fortan ein unbestimmter Reprisentant der
zugehorigen Aquivalenzklasse aus £9(€) gemeint. Da eine Funktion g € LI(Q,R™)
lediglich auf einer Nullmenge die Werte +00 und —oo annehmen kann, ist es gerecht-
fertigt, zukiinftig einen Reprisentanten g: @ — R™ € Lq(Q,Em) auszuwahlen und
g € L1(Q,R™) zu schreiben.

Wenn wir g € LI(Q,R™) eine gewisse Eigenschaft wie beispielsweise Stetigkeit zu-
schreiben, ist damit gemeint, dass es einen entsprechenden Représentanten der zuge-

horigen Aquivalenzklasse mit dieser Eigenschaft gibt.
Bemerkung 2.4. Fir g € LI(Q,R™) folgt aus der Definition 2.2 unmittelbar

||9HLq(Q) = H|9H|Lq<g) ,

wobei wir beachten, dass auf der linken Seite die L9(Q2)-Norm im Sinne von (2.4)
vorliegt und uns auf der rechten Seite die wohlbekannte L9(€2)-Norm der reellwertigen
Funktion |g| € L(Q, R) begegnet. Dementsprechend gilt g € LI(Q,R™") genau dann,
wenn |g| € L4(Q,R) erfiillt ist.



20 2 Grundlagen

Wir notieren die folgende Verallgemeinerung einer Eigenschaft reellwertiger Lebesgue-
Funktionen.

Lemma 2.6. Es sei g € LY(Q,R™). Dann gilt

/ 9(y) dy

< / lg(y)] dy .
Q Q

Beweis. Falls

/Ag(y)dy =0

Q

gilt, ist nichts zu zeigen. In allen anderen Féllen berechnen wir mithilfe der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

2
/g(y) dy| = (/g(y) dy) : (/g(ﬂ) dﬂ) :/ (/g(y) dy) -9(9) dy
Q Q Q Q Q
< [ 1] sw a| 9@
Q 1Q
~ | [ ay [ls@)las.
Q Q
woraus sich
[ 9w dy| < [19@)1d5 = [ lgtw)ldy
Q Q Q
ergibt. O

Wir wollen nun eine zu (2.4) dquivalente Norm einfiihren und mit dieser erkennen,
dass sich viele Eigenschaften reellwertiger Funktionen aus L%(2) durch eine kompo-
nentenweise Betrachtung auf den vektorwertigen Fall {ibertragen lassen.

Lemma 2.7. Eine Funktion g: @ — R™ mit g(v) = (01(v), .., 9m(y)) firy € Q
gehort genau dann zur Klasse LI(Q), 1 < ¢ < 400, wenn g; € LY(Q) fir jedes
Jj€{1,...,m} richtig ist. Zudem existieren Konstanten 0 < C; < Cy < 400, sodass

m

1 Z ||ngLq(Q) < Hg”Lq(Q) <Gy ||9jHLq(Q) (2.5)
j=1 j=1

fiir alle g = (g1, -, gm) € LYU(Q) gilt.
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Beweis. Wir berechnen mithilfe einer zweimaligen Anwendung des Lemmas 2.4

1
q 1
Fl q

m l_l m q l_i m q
> lgillaey <m' 0 (S laillaey | =m0 | [ { S laswl| dy
j=1 j=1 j=1

Q

1
q
m

gmax{mk%,m%} / (Z|9j(y)|2> dy
Q

J=1

-1 1
=max{m ¢, m2}||g]l 14

fir jedes g = (91,-..,9m) € L1(Q). Indem wir Cy = (Inax{m17%7nL%})*1 setzen,
ergibt sich daraus

m
3 Mgl oy < 19l ooy (2.6)
j=1
ﬁir aue g = (g17 e 79m) € Lq(Q)
Umgekehrt erhalten wir unter nochmaliger Verwendung des Lemmas 2.4

q 1
5 q

lolzoey = | [ ( w(y)ﬁ) dy
Q V=l
< max{1,m? 1) ( / (Z gj(w) dy>

Q

q

11 =
< max{l,m? q}ZIIgjlqum)
j=1

11 [&
=max{1l,m2 ¢} (Z gj”qu(Q))
j=1
1 1
beziehungsweise mit Cy = max{1l,m? 4}

m
190l Loy < C2 D 19ill o (2.7)
j=1
fir alle g = (g1,.-.,9m) € LI(Q).
Aus (2.6) und (2.7) schlieBen wir (2.5) und damit auch den Rest der Aussage des
Lemmas. O

Bemerkung 2.5. Wir entnehmen dem Lemma 2.7, dass eine Folge von Funktionen aus
L9(Q,R™) genau dann beziiglich der Norm (2.4) konvergiert, wenn die Funktionenfol-
ge in jeder Komponente beziiglich der LI(2)-Norm konvergiert.

Dementsprechend vererben sich Eigenschaften, die im Zusammenhang mit einer Kon-
vergenzaussage beziiglich der L9(Q2)-Norm stehen, auf den vektorwertigen Fall.

Zusétzlich wollen wir die Héldersche Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung auf
den vektorwertigen Fall iibertragen.
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Unter Beachtung der Bemerkung 2.4 erhalten wir mithilfe der Holderschen Unglei-
chung aus [59, Kap. II, §7, Satz 1] und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir zwei
Funktionen g € LI(Q,R™) und § € LI(Q,R™) mit ¢~ ' +§ 1 =1
g+l Ly =g~ 3l Ly < Nlgl1alll e
< gl oy 1181 iy = llgl

Damit gelangen wir zu folgender Aussage.

Lo 19l La) -

Satz 2.1 (Holdersche Ungleichung). Es scien q,§ € (1,+00) mit ¢ ' +¢ 1 =1
sowie g € LI(Q,R™) und § € LI(Q,R™). Dann sind g - § € L' (2, R) und

g -3l < N9l La) 19l La o)
richtig.

Ahnlich lisst sich auch die Minkowski-Ungleichung aus dem reellwertigen Fall ableiten.

Satz 2.2 (Minkowski-Ungleichung). Es seien g € [1,+00) und g,§ € LI(Q,R™).
Dann gelten g+ g € LY, R™) und

g + 3l Lac) < N9l Loy + 19 Ly -

Beweis. Aufgrund der Bemerkung 2.4 ermitteln wir

1

g+ 3l o0 = ( / |g<y>+g<y>qdy) < ( [ s+ |§(y)|)qdy)
Q

Q

( llgtw)1+ |§<y)||‘Zdy)
Q

= lllgl + 19/l o)
Die Minkowski-Ungleichung aus [59, Kap. II, §7, Satz 2] liefert uns zudem
La(Q) (2.9)

1
q

A

i (2.8)

gl + 131l o) < Mglllag) + M3l L) = 9]l Lage) + 1191

unter zuséatzlicher Verwendung der Bemerkung 2.4.
Der Kombination aus (2.8) und (2.9) entnehmen wir die gewiinschten Aussagen. [

Wir wollen des Weiteren vektorwertige Sobolev-Réume erkliren. Diese fithren wir auf
die reellwertigen Sobolev-Raume, wie sie beispielsweise in [60, Kap. X, §1] erarbeitet
werden, zuriick.

Zunéachst rekapitulieren wir dafiir den Begriff der schwachen Ableitung reellwertiger
Funktionen.

Definition 2.3. Es sei @ C R™ eine beschrénkte offene Menge. Zu einer Funktion
g: @ = R e L) und einem Multiindex a = (ay, ..., a,) € Nj mit |a| := a1+...+a,
nennen wir D?¢g € L1(Q2) die a-te schwache partielle Ableitung, falls

/Da y)dy = ( 1)"”"/9 ) Po(y) dy



2.3 Vektorwertige Lebesgue- und Sobolev-Réaume 23

fiir alle ¢ € C§°(92) richtig ist, wobei wir verkiirzend
o O
Dy Oy

gesetzt haben.

Die schwache Ableitung einer Funktion g: @ — R™ mit g(y) = (¢1(y), - .-, gm(y)) fir
y € Q bilden wir durch die Anwendung der schwachen Ableitung auf jede Komponente
von g, das heifit D*g = (D?¢1, ..., D®gnm ), sofern diese fiir jede Komponente existiert.

Bemerkung 2.6. Fiir eine Funktion g € C ‘a|(52) stimmen die schwache Ableitung und
die (klassische) Ableitung tiberein. Es gilt also
D?g = 9%
fiir g € Cl2I(Q).
Infolgedessen kénnen wir den Gradienten auch im Kontext schwacher Ableitungen

definieren.

Definition 2.4. Zu einer beschrinkten offenen Menge 2 C R™ erkldren wir fiir eine
Funktion g: 2 — R™ den schwachen Gradienten durch

Vg := (D%yg,...,Dg),
sofern alle schwachen Ableitungen existieren.
Damit sind wir in der Lage, vektorwertige Sobolev-Raume wie folgt einzufithren.

Definition 2.5. Es seien k € Np und ¢ € [1,+00) sowie @ C R™ eine beschrinkte
offene Menge. Dann erkldren wir durch

Wha(Q, R™) = {g = (g1, 9m) € LYQ) : g € WFI(Q) fiir alle i € {1,...,m}}

den vektorwertigen Sobolev-Raum mit der W*9(Q)-Norm

1

q

q
P — :<Z||Dag||‘zq<m) (Z / |Dag<y>|qdy> . (210)

lal<k lal<k &

Bemerkung 2.7. Sofern es aus dem Zusammenhang hervorgeht, schreiben wir kurz
WHe(Q) anstelle von W*4(Q,R™).

Bemerkung 2.8. Es ist Wo9(Q) = L9(Q).

Die komponentenweise Betrachtung von Funktionen vektorwertiger Sobolev-Rdume
ist durch das folgende Lemma gerechtfertigt.

Lemma 2.8. FEs existieren Konstanten 0 < C7; < Cy < +00, sodass

m m
C1 Z ||ngWA-,q(Q) < ||9HWk,q(Q) <Oy Z ||9jHWk,q(Q)
j=1 j=1

fiir alle g = (g1, - .., gm) € WEUQ) gilt.
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Beweis. Wir setzen zunéchst

=> 1.

la|<k

Aufgrund des Lemmas 2.7 finden wir Konstanten C; > 0 und Cy > 0, sodass

Z ||DangLq(sz) <G ||D? QHLq(sz) (211)
pt
und
HDagHLQ(Q) <Cy Z ”DagiHLq(Q) (2.12)
i=1

fiir jedes a € NB mit |a| < k und alle g = (g1, ..., gm) € WHI(Q,R™) gilt.
Unter Verwendung des Lemmas 2.4 berechnen wir

1

S lgilhweaey =3 (Z ||Dagz-‘zq<m) <3 3 1Dl
i=1

i=1 \Ja|<k i=1 |a| <k

= Z Z HDaQiHLq(Q)

lal<k i=1

3

fir alle g = (g1, .., gm) € WH(Q).
Indem wir (2.11) und nochmals das Lemma 2.4 nutzen, ergibt sich daraus

m
Z ”gi”W’c»q(Q) <G Z ||Dag||Lq(gz)
i=1

la|<k
1
~ 1 a4
< Cvm'"v | 7 DI,
la|<k
~ _1
=Cym' ||9Hquq(Q)

fir alle g = (g1, ..., gm) € W*(Q). Wir setzen C; = (C} rhl_%)_l und erhalten so
m
G Z ng”Wk-,q(Q) < ||9||Wk,q(9)
j=1

fitr alle g = (g1, . gm) € WH(Q).
Umgekehrt ergibt sich mithilfe des Lemmas 2.4 zunéchst

1
q
Hgnwkq(z (Z | D* 9||Lq Q) < Z HDagHLq(Q)

la|<k la|<k
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und daraus mit (2.12)

lgllyeacey 2
a|<k

m
|Dagz'||Lq<Q) =0 Y 1Dl ooy
i1 Ja|<k

\\Mg

fir alle g = (g1,...,9m) € W’W(Q).
Durch eine weitere Anwendung des Lemmas 2.4 folgt schliefilich

1

m q m
1 1 _1
||£?HW’c q(Q) B Z ( Z ||Dagi%q(g)> C K Z ||91||qu
i=1 \|a|<k i=1
=0y Z ||9iHWk.q(Q>
i=1
fir alle g = (g1,...,9m) € WH4(Q), wobei wir Cy = Cy ml‘% gesetzt haben. O

Bemerkung 2.9. Das Lemma 2.8 zeigt, dass eine Folge von Funktionen aus W’“’q(Q)
genau dann beziiglich der Norm (2.10) konvergiert, wenn die Funktionenfolge in jeder
Komponente beziiglich der W*4(Q)-Norm konvergiert.

Eigenschaften, die im Zusammenhang mit einer Konvergenzaussage beziiglich der
WH4(Q)-Norm stehen, lassen sich demnach vom reellwertigen auf den vektorwertigen
Fall tibertragen.

Entsprechend kénnen wir auch den Raum der vektorwertigen Sobolev-Funktionen mit
Nullrandwerten folgendermafien einfithren.

Definition 2.6. Es seien £ € N und ¢ € [1,+0c0) sowie Q& C R" eine beschrénkte
offene Menge. Dann bezeichnet

kq(ﬂ {g = (g1, 9m) EWHIQ) : g; € Wéﬂ’q(Q) fir alle ¢ € {1,.. .,m}}
den Sobolev-Raum mit schwachen Nullrandwerten.

Bemerkung 2.10. Aquivalent zu dieser Definition ist die Bedingung, dass es zu jedem
g€ Wg’q(Q,Rm) eine Funktionenfolge {¢;}1=12, . in C§°(Q, R™) mit

}g& lg — ‘pl“Wlwz(Q) =0
gibt. Der Raum Wéc 9(Q,R™) kann demnach auch als Vervollstindigung des Raumes
(2, R™) unter der W#?(Q)-Norm angesehen werden.
Ergénzend beachten wir die Definition lokaler Lebesgue- und Sobolev-Raume.
Definition 2.7. Eine Funktion g: Q@ — R™ gehort dem Raum VVIIZ’Cq(Q) an, sofern
g € Wha(Qp) fiir alle Qp CC Q erfiillt ist. Dabei setzen wir LL (Q) = V[ﬁ?)’g(Q)

Eine ausfiihrliche Darstellung iiber Sobolev-Réume lésst sich beispielsweise in [1] und
[46] finden. Die im Rahmen dieser Arbeit bendtigten spezifischen Eigenschaften von
Sobolev-Funktionen wollen wir an den entsprechenden Stellen angeben, sodass ihre
Bedeutung im Kontext sichtbar wird.

loc



26 2 Grundlagen

Wir wollen abschlieend unter Berticksichtigung von [60, Kap. X, §1] die im Zusam-
menhang mit Sobolev-Ridumen haufig auftretenden Begriffe der Friedrichs-Glattungs-
funktion sowie der Friedrichs-Glattung erklaren.

Definition 2.8 (Friedrichs-Gliattungsfunktion). Wir bezeichnen eine Funktion
@: R™ — [0, 400) mit supp(y) = B(0,1) als Friedrichs-Glattungsfunktion, falls die
Bedingungen ¢ € C*°(R™) sowie

erfillt sind.
Bemerkung 2.11. Die Funktion ¢: R™ — [0, 400) mit
-1 .
o(y) = Cyexp (—1_@'2) fir |y <1,
0 fir [y[ > 1,
wobei die Konstante Cy > 0 als Normierungsfaktor so gewéhlt ist, dass
/ o(y)dy = P(y)dy =1
R™ B(0,1)

gilt, bezeichnen wir auch als Standard-Glattungsfunktion. Diese ist ein Beispiel fiir
eine Friedrichs-Glattungsfunktion.

Definition 2.9 (Friedrichs-Glattung). Es seien eine Friedrichs-Glattungsfunktion

¢: R™ — [0, +00) mit supp(p) = B(0,1) sowie eine Funktion X : R™ — R™ gegeben.
Dann nennen wir die zu € > 0 durch

X = [ x@e (*0)a
&

fiir y € R™ erklarte Funktion eine Friedrichs-Glattung von X. Wir sprechen auch von
der abgegliatteten Funktion X..

Bemerkung 2.12. Liegt in der Definition 2.9 lediglich eine Funktion X: £ — R™ mit
Q C R™ vor, erweitern wir diese stillschweigend auf den gesamten R™, indem wir
X(y) =0 fir alle y € R™ \ Q setzen.

Der Begriff einer Friedrichs-Glattung wird durch das folgende Resultat gerechtfertigt,
welches wir [60, Kap. X, §1, Satz 3] ohne Beweis entnehmen wollen.

Satz 2.3. Es sei X € W59(Q). Dann gehért die Friedrichs-Glittung X, fir jedes
€ > 0 zur Regularititsklasse C*°(Q) und es gilt fiir jedes y € Q die Identitdt

(D*X)e(y) = 0* Xe(y)

fiir alle a € NB mit |a| < k und ¢ € (0, dist(y, Q°)).
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2.4 Spezielle Stetigkeitsbegriffe

Wir wollen abschlieend besondere Formen von Stetigkeit zusammentragen und be-
ginnen mit dem Begriff der Holder-Stetigkeit.

Definition 2.10 (Holder-Stetigkeit). Es seien  C R" eine Menge sowie 0 < a < 1.
Eine Funktion g: {2 — R™ heifit Holder-stetig (zum Exponenten «) auf 2, falls es zu
jeder Menge 2 CC € eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

lg(y1) — 9(y2)| < Clyr — yal”

fiir alle y1,ys € Q gilt.

Die Menge aller Funktionen, die auf €2 Holder-stetig zum Exponenten « sind, erklaren
wir mit C%%(Q, R™) oder kurz mit C%*(Q) bezichungsweise C*(Q), sofern der Bild-
bereich nicht relevant ist oder aus dem Kontext hervorgeht. Die Menge C*<(Q, R™)
beziehungsweise C*(Q) bezeichnet die Klasse aller Funktionen aus C*(£2), die zu-
sammen mit all ihren Ableitungen bis zur einschlieflich k-ten Ordnung Holder-stetig
zum Exponenten « auf € sind.

Diese Form der Stetigkeit wird in manchen Arbeiten auch als lokale Holder-Stetigkeit
definiert. In Abgrenzung dazu beachten wir die folgende Verschérfung der Holder-
Stetigkeit.

Definition 2.11 (GleichmiBige Holder-Stetigkeit). Zu 0 < a < 1 und einer
Menge © C R™ nennen wir eine Funktion g: Q — R™ gleichméBig Holder-stetig (zum
Exponenten «) auf €, wenn eine Konstante C' > 0 existiert, sodass

lg(y1) — g9(y2)| < C'lyr — yal®
fiir alle y1,y2 € Q gilt.

Bemerkung 2.13. Entsprechend den Definitionen 2.10 und 2.11 ist jede (gleichméBig)
Holder-stetige Funktion auch stetig.

Bemerkung 2.14. Eine auf © Holder-stetige Funktion ist auf jeder kompakten Teil-
menge von £} gleichméfig Holder-stetig.

Als Spezialfall der Holder-Stetigkeit kennzeichnen wir die Lipschitz-Stetigkeit wie folgt.

Definition 2.12 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine auf Q@ C R"™ zum Exponenten o = 1
(gleichmaBig) Holder-stetige Funktion g: £ — R™ bezeichnen wir als (gleichméBig)
Lipschitz-stetig auf 2.

Bemerkung 2.15. Wir nennen die in den Definitionen 2.10 und 2.11 auftretende Zahl
a € (0,1] auch Holder-Exponent und die Konstante C' > 0 Holder-Konstante bezie-
hungsweise im Fall der Definition 2.12 auch Lipschitz-Konstante.

In Anlehnung an die Definition 2.1 itber C*-Gebiete folgen wir [12, Definition 12.10)
und erkldren Lipschitz-Gebiete.
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Definition 2.13 (Lipschitz-Gebiet). Ein Gebiet G C R™ nennen wir Lipschitz-
Gebiet, falls fiir jedes wg € OG eine Umgebung 2 von wq sowie eine bijektive Abbildung
g: Q@ — B(0,1) C R™ existieren, sodass die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) g(QNG) ={w = (wy,...,wy) €ER™ : |w| < 1,wy, > 0},

b) ¢g(2NIG) ={w = (wi,...,wn) € R™ : |w| < 1,wy, = 0} sowie

¢) g€ C%(Q) und g~' € CO(B(0,1)).
Lipschitz-Gebiete spielen in vielen Ergebnissen tiber Sobolev-Raume eine bedeutende
Rolle. Wir werden daher oft fordern, dass uns ein Lipschitz-Gebiet vorliegt.
Bemerkung 2.16. Jedes C*-Cebiet mit k € NU {oo} ist auch ein Lipschitz-Gebiet.

Schliefllich wollen wir noch absolut stetige Funktionen kennzeichnen. Diese stehen
in einer engen Verbindung zu Sobolev-Riéumen und kénnen historisch gesehen als
Vorlaufer der Sobolev-Funktionen angesehen werden. Wir folgen [46, Definition 3.1]
und gelangen zur nachstehenden Definition.

Definition 2.14 (Absolute Stetigkeit). Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion
g: I — R heifit absolut stetig auf I, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 derart gibt, dass

&
> lg(bj) = glay)| < e (2.13)
j=1

fir jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;,b;)}j=1 . richtig ist, die den
Bedingungen [a;,b;] C I fur j=1,...,k und

k
> 1bj—al <6
=1

geniigt.

Bemerkung 2.17. Eine absolut stetige Funktion ist gleichmafig stetig.
Wir wollen sehen, dass die Verkettung einer absolut stetigen Funktion mit einer

Lipschitz-stetigen Funktion absolut stetig bleibt.

Lemma 2.9. Seien —0o < a < b < 400 und —00 < ¢ < d < 400 sowie g1: [a,b] = R
Lipschitz-stetig auf [a,b] und go: [c,d] — [a,b] absolut stetig auf [c,d].
Dann ist die Funktion g1 0 ga: [¢,d] — R ebenfalls absolut stetig auf [c, d).

Beweis. Da g;: [a,b] — R Lipschitz-stetig auf [a, b] ist, gibt es eine Konstante L > 0
mit
lg1(y1) = g1(y2) < Lyr — w2l

fiir alle y1,y2 € [a, b].
Sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Entsprechend der Definition 2.14 finden wir zu & > 0
ein ¢ > 0, sodass

k
3 lga(by) = g2(a)| < T
j=1
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fiir jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;,b;)} =1
j=1,...,kund

&k mit [aj, b;] C [, d] fir

.....

k
> Ibj—ajl <6
=1

erfiillt ist. Wir erhalten demnach unter Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit von ¢;

k k
Z g10g92(bj) — g1 092(aj | = Z|91(92 )) _gl(QZ(aj))|
i =

k

ZL\% j _92(aj)|<L%:

fiir eine jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;, bj)};j=1,.. x mit [a;, b;] C [c, d]
firj=1,...,k und

k
> 1k —al <4
Somit ist die Funktion ¢; o go absolut stetig auf [c, d]. O

Wir entnehmen [46, Theorem 3.30] ein Teilresultat des Fundamentalsatzes der Analysis
fiir absolut stetige Funktionen. Der zugehorige Beweis findet sich in der angegebenen
Literatur.

Lemma 2.10. Zu —co < a < b < 400 sei die absolut stetige Funktion g: [a,b] = R
gegeben. Dann ist g fast diberall in [a,b] differenzierbar mit g' € Li ((a,b)) und es gilt

Y
o) = 9w) + [ o/5) s

Yo
fiir alle y,yo € [a,b].
In Ergénzung des vorangegangenen Lemmas beachten wir das folgende Ergebnis aus
[46, Lemma 3.31], dessen Beweis sich ebenda befindet.

Lemma 2.11. Es seien das Intervall I = (a,b) mit —co < a < b < 400 und eine
Funktion go: I — R € LY(I) vorgelegt. Zudem sei yo € I fest gewdhlt. Dann ist die
durch

9w) = [ 9@

fiir y € I erklirte Funktion absolut stetig in I und es gilt ¢'(y) = go(y) fiir fast alle
yel.

Wir wollen noch einen Beweis fiir ein Ergebnis aus [46, Exercise 3.7 (ii)] liefern. Dieses
besagt, dass eine auf einem offenen Intervall absolut stetige Funktion eine stetige
Fortsetzung auf den Abschluss des Intervalls besitzt, die auf diesem absolut stetig ist.
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Lemma 2.12. Gegeben seien —o0o < a < b < 400, das Intervall I = (a,b) sowie
eine auf I absolut stetige Funktion g: I — R. Dann ist die Funktion g stetig auf T
fortsetzbar und die auf I fortgesetzte Funktion ist absolut stetig auf I.

Beweis. Indem wir die Bedingung (2.13) stets fiir lediglich ein Teilintervall (aj, b1) mit
[a1,b1] C I betrachten, erkennen wir, dass die Funktion g auf I gleichméaf8ig stetig ist.
Insbesondere finden wir zu jedem € > 0 ein 6 > 0, sodass

l9(y2) — g(y1)| < e (2.14)

fiir alle y1,y2 € I mit |y2 — y1| < 0 richtig ist.

Wir zeigen, dass sich g stetig auf I fortsetzen lisst und die fortgesetzte Funktion
gleichmaBig stetig auf T ist.

Dazu wéhlen wir eine monoton fallende Folge {0;};=12,.. mit 0 < ¢; < min{b — a, %}
und

lim §; =0.
=00
Wir schliefen damit fiir die Folge {a + 0;}i=1,2,...

11
\(a+5z)—(a+5k)|S|5l—5k\S\5l|+\5k\=5z+5k<7+%<5

fiir alle k,1 > %. Entsprechend (2.14) folgt
lg(a+d) —gla+d) <e

fur alle k,1 > %, sodass wir die Folge {g(a + ;) }1=1,2,... als Cauchy-Folge erkennen.
Wir setzen die Funktion g mittels

g(a) := lim g(a + ) (2.15)
l—00
auf I U {a} = [a,b) fort.

Sei nun € > 0 beliebig gewihlt. Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von g in I
existiert ein § > 0, sodass

lg(y2) —g(n)| < € (2.16)

fiir alle y1,y2 € I mit |y2 —y1 < 6 gilt. Fir jedes [ € N mit a + & € (a,a+6)N T und
jedes y € (a,a+ &) NI ermitteln wir dann

lg(a) — g(y)| < |g(a) — gla+ )|+ |gla+ &) — g(y)| < |g(a) — gla+ &) +&

unter Berticksichtigung von (2.16). Der Grenziibergang [ — oo liefert daraus wegen
(2.15)

lg(a) —g(y)| < &

fiir alle y € (a,a 4 8) N 1. Somit ist die fortgesetzte Funktion in [a, b) stetig.
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Analog dazu kann die Funktion g mittels
g(b) = lim g(b— &)
l—o0

stetig auf [a,b) U {b} = [a,b] = I fortgesetzt werden. Da die Menge I kompakt ist,
ergibt sich, dass ¢g auf I gleichméBig stetig sein muss.

Es verbleibt, die absolute Stetigkeit von g auf I zu zeigen. Dazu sei ein € > 0 beliebig
gewdhlt. Wir bemerken zunéchst aufgrund der absoluten Stetigkeit von ¢ in I die
Existenz eines §y > 0, sodass

k
Z\g(b — g(ay)| < 5 (2.17)

fir jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;,b;)} =1,
gungen [a;j,b;] C I fir j=1,...,k und

& gilt, die den Bedin-

k
> b —ajl < o
j=1

geniigt. Zudem schliefen wir aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von g auf I, dass
es ein § > 0 gibt, sodass

l9(5) — g(a)] < 3 (218)
und
l9(b) ~ g(@)| < 5 (2.19)

fiir alle a,b € T mit |b— a| < § und |b— a| < § richtig sind.

Es seien nun eine beliebige endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;, bj)};=1,.. & mit
(aj,b;) C I fir j =1,...,k sowie das Intervall (ao, bp) mit ag := a und by € [a,b] und
das Intervall (a1, bky1) mit agr1 € [bo, b] und b1 := b gegeben, sodass

(ao,b0) N (aj,b;) = 0 = (agy1, bey1) N (aj, b))

fir alle j = 1,...,k und

k41 R
Z |bj — aj] < 9 := min{dy,0}
=0
erfiillt sind. Wir beachten
k
Z‘b]‘—a]“ <5§50
j=1

sowie |bg — agp| < 6 < 5 und [br+1 — aky1] < < 5.
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Infolgedessen erhalten wir

k+1 k
> 19(b;) = g(aj) = lg(bo) — g(ao)| + lg(brs1) — glars1)| + Y lg(b;) — g(ay)|
j=0 j=1

< - + = + - €
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unter Beriicksichtigung von (2.17), (2.18) und (2.19). Wir beachten hierbei, dass die
Aussage auch giiltig bleibt, falls a; = b; beziehungsweise (a;, b;) = 0 fiir einige Indizes
j€A{0,1,... k k+ 1} gilt.
Dies entspricht der absoluten Stetigkeit von g auf I. O

Fiir ein weiterfiihrendes Studium zu absolut stetigen Funktionen empfehlen sich die
Ausarbeitungen in [46, Chap. 3] oder auch [58, Chap. 5, Sec. 4].

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Me-
dium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ord-
nungsgemail nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob
Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der
genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes
ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz
steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir
die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.
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3 Direkte Methoden der
Variationsrechnung

Wir wollen uns in diesem Kapitel zunéchst unter Verwendung der sogenannten direk-
ten Methoden der Variationsrechnung mit der Existenz von Minimierern fiir eine breite
Klasse von Variationsproblemen befassen. Mit der Idee des Dirichletschen Prinzips ist
es moglich, den Minimierer eines Variationsproblems als Losung des zugehorigen Rand-
wertproblems zu erkennen. Dies erfordert allerdings, dass der Minimierer ein Element
einer bestimmten Klasse differenzierbarer Funktionen ist. Die Existenz eines solchen
Minimierers innerhalb der gewiinschten Regularitétsklasse kann jedoch nur selten ge-
wiahrleistet werden. Insbesondere sichert das Vorhandensein einer unteren Schranke
fiir ein zu minimierendes Funktional nicht zwingend die Existenz eines Minimierers
innerhalb der entsprechenden Klasse. Infolgedessen haben sich die sogenannten direk-
ten Methoden der Variationsrechnung entwickelt.

Bei dieser Vorgehensweise wird die Menge der zuldssigen Funktionen geeignet erwei-
tert. Hierbei sind zwei Anforderungen sicherzustellen. Die Menge zuldssiger Funktio-
nen muss einerseits abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz sein. Andererseits
soll das zu minimierende Funktional schwach unterhalbstetig in einem allgemeineren
Raum sein, der die Menge der zuldssigen Funktionen umfasst. So ergibt sich die Exis-
tenz eines Minimierers in einem allgemeineren Raum. Als geeignete Erweiterung der
Klasse differenzierbarer Funktionen haben sich die Sobolev-Réume erwiesen.

Dieser Existenznachweis eines Minimierers in einem allgemeineren Raum erfolgt dabei
jedoch zulasten der Regularitét des erhaltenen Minimierers, sodass die unmittelbare
Verkniipfung zur Losung von Randwertproblemen iiber die Euler-Lagrange-Gleichung
aufgehoben wird. Um diese wiederherzustellen, muss zusétzlich die Regularitit eines
derartigen Minimierers untersucht werden.

Wir beginnen unsere Ausfiihrungen mit einer Charakterisierung der schwachen Unter-
halbstetigkeit. Dabei fithren wir gleichzeitig die allgemeine Klasse der zu untersuchen-
den Funktionale Z ein und erkennen das fundamentale Dirichlet-Integral als Spezialfall.
Wir zeigen anschlieBend die schwache Unterhalbstetigkeit derartiger Funktionale im
Sobolev-Raum W'2(G) unter geeigneten Voraussetzungen an Z. Wir nutzen dazu sol-
che Voraussetzungen, die im Einklang mit der spéteren Regularitéitstheorie stehen und
die grundlegende Beweisfithrung bei einer Abschwéichung der Voraussetzungen nicht
wesentlich verédndern.

Im Anschluss daran nutzen wir die schwache Unterhalbstetigkeit zum Nachweis der
Existenz eines Minimierers fiir eine breite Klasse von Variationsproblemen, die wir in
diesem Zusammenhang kennzeichnen. Auch dort sind Verallgemeinerungen moglich,
die den Charakter des Beweises allerdings nicht verdndern.

Fir ein ausgiebiges Studium der Existenzfrage unter verschiedenen Voraussetzungen
empfiehlt sich beispielsweise die Monographie [12] von Dacorogna.

© Der/die Autor(en) 2023
A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf

das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_3
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3.1 Schwache Unterhalbstetigkeit

Wir beginnen mit dem fiir die direkten Methoden der Variationsrechnung bedeutenden
Begrift der schwachen Unterhalbstetigkeit.

Definition 3.1 (Schwach unterhalbstetig). Ein Funktional Z: X — R auf einem
normierten Raum X heifit schwach unterhalbstetig, wenn fiir jedes X € X und jede
Folge {Xp}n=1,2,.. in X, die gemdB X,, — X schwach gegen X in X konvergiert, die
Beziehung

I(X) < linrgicgfI(Xn)
gilt.
Konkret wollen wir uns fortan mit Funktionalen der nachfolgenden Art beschéftigen.

Definition 3.2. Wir erkliren zu einem beschrinkten Gebiet G C R? und einer Funk-
tion f: G x R x R¥*? - R fiir X € WH(G) mittels

1(X,G) ::/f(w,X(w),VX(w))dw
G

das zu f gehorende Funktional Z.

Bemerkung 3.1. Eine Verallgemeinerung fiir Funktionen f: G x R” x R™*™ — R mit
G C R™ in der Definition 3.2 ist ohne Weiteres moglich.

Bemerkung 3.2. Wir werden im Verlauf dieser Arbeit sehen, dass die Eigenschaften
eines Funktionals Z der Definition 3.2 mafigeblich von den Forderungen an die indu-
zierende Funktion f abhingen.

Als einen elementaren Spezialfall der Definition 3.2 sei f(w, X, p) = f(p) = |p|* gesetzt.
Wir gelangen damit zum Dirichlet-Integral.

Definition 3.3 (Dirichlet-Integral). Es seien G C R? ein beschriinktes Gebiet und
X: G — R? € W'3(G). Dann bezeichnet

DX, G) = [VX ) = [ IV (w)du
G

das Dirichlet-Integral von X.

In Vorbereitung auf einen Satz tiber die schwache Unterhalbstetigkeit von Funktio-
nalen der Definition 3.2 entnehmen wir [25, Theorem 2.7] das folgende fundamentale
Ergebnis iiber konvexe Funktionen, die differenzierbar sind.

Lemma 3.1. Es seien @ C R™ eine offene konvexe Menge und g:  — R eine
konveze Funktion der Klasse C*(Q,R). Dann gilt

g(y1) > g(y2) + Va(y2) - (y1 — v2)

fir alle y1,y2 € Q.
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Die Ausfiihrungen zu [55, Kap. 1.8, Theorem 1.8.2] sowie [21, Kap. I, Theorem 2.3]
erweiternd wollen wir nun eine Aussage zur schwachen Unterhalbstetigkeit von Funk-
tionalen geméf der Definition 3.2 beweisen.

Satz 3.1 (Schwach unterhalbstetige Funktionale). Es seien G C R? ein be-
schrinktes Lipschitz-Gebiet und f(w, X,p) eine Funktion f: G x R® x R32 - R
derart gegeben, dass

i) f(w,X,p) >0 fiir jedes (w, X,p) € G x R® x R¥*2 gilt,
i) f sowie alle partiellen Ableitungen f,: stetig auf G x R3 x R3*2 sind und
J
iii) f konvex in p fiir jedes (w, X) € G x R3 ist.

Zudem seien X € WH2(G) und eine Folge {Xn}n=1p2,.. in Wh2(G) mit X, — X in
WL2(@Q) wvorgelegt. Dann ist

I(X,G) < l%&fI(Xn,G)
fir das zu f gehorende Funktional T richtig.

Beweis. Wir nutzen das Theorem von Rellich-Kondrachov aus [1, Theorem 6.2, Part I],
welches uns die Kompaktheit der Einbettung

WL(G) — LY(G)

fiir 1 < g < 400 liefert. Inshesondere folgt damit aus X,, — X in W12(G) die (starke)
Konvergenz X,, — X in L(G) fiir n — oo.

Nun wihlen wir eine Teilfolge { X, }x=1,2,.. von {X,}n—12, ., sodass
kILH;oI(X"k’ G)= hnn_1}1£fI(X,,,7 G) (3.1)

gilt. Ohne Einschrénkung kénnen wir fiir diese Teilfolge auch

lim X, (w) = X (w)

k—o0
fiir fast alle w € G annehmen, da wir anderenfalls mithilfe des Lebesgueschen Aus-
wahlsatzes [59, Kap. II, §4, Satz 8] zu einer weiteren Teilfolge {ibergehen konnten.
Zunichst nehmen wir nun Z(X, G) < +oo an. Aufgrund der absoluten Stetigkeit von
MafBlen kénnen wir dann schlieflen, dass zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, sodass
I(X,G\ Gp) < ¢ fiir jede Menge Gy C G mit |G\ Gyl < § gilt.
Da die Folge { Xy, }x=12,.. fast iiberall punktweise gegen X konvergiert, gibt es nach
dem Satz von Egorov [59, Kap. II, §4, Satz 10] eine Teilmenge Sy C G mit |G \ So| < 3,
sodass die Konvergenz X,,, — X gleichméBig auf Sy ist.
Zusatzlich konnen wir mithilfe des Satzes von Lusin [59, Kap. II, §4, Satz 11] die
Funktionen X und VX als stetig auf einer kompakten Menge S C Sy mit |Sp \ S| < %
erkennen. Dazu wenden wir den Satz von Lusin nacheinander auf jede Komponente
von X und die schwachen Ableitungen von X an, wodurch beginnend bei Sy eine end-
liche Folge von kompakten Teilmengen entsteht. Das letzte Folgenelement entspricht
dabei der kompakten Menge S.
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Insgesamt erhalten wir also eine kompakte Menge S C G mit |G\ S| < 4, sodass die
Folge { Xy, }r=12,.. auf S gleichmaflig gegen X konvergiert, X sowie VX auf S stetig
sind und

I(X,G)-Z(X,S) =Z(X,G\ S) < ¢
beziehungsweise
I(X,G)—e < I(X,S) (3.2)

richtig ist.
Aufgrund der Voraussetzung iii) und des Lemmas 3.1 schlielen wir nun

Fw, X, VX)) > fw, X, VX) + Vo f (w, X, VX) - (VX,, — VX)
+ V,f(w, X, VX) - (VX,, — VX)
= f(w, Xp,, VX) + Vo f(w, X, VX) - (VX,, — VX)
+ [Vpf (w, Xp,, VX) = Vo f(w, X, VX)] - (VX,, — VX)

(3-3)

fiir w € S, wobei wir hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf das Argument w bei
den Funktionen X, VX, X,,, sowie VX, verzichten und verkiirzend

2
fo(w7X7p) p= vazf(vavp) *Pi

i=1

schreiben.

Bevor wir die Identitét (3.3) tiber S integrieren und den Grenziibergang k — oo
vollziehen, wollen wir einzelne Ausdriicke separat betrachten.

Erkliren wir die Funktion g: S — R3*2 durch g(w) := V, f(w, X (w), VX (w)), so folgt
g € C(9S) aufgrund der Stetigkeit von X und VX auf der kompakten Menge S sowie
der Voraussetzung ii). Die damit verbundene Beschranktheit von g auf S impliziert
gleichzeitig g € L2(S) sowie gl r2(sy < +o0.

Demnach stellt das durch

T@.8) = [ Vufw, X(w), VX () - plw) du
S

fiir Funktionen p: S — R3*2 erklarte Funktional 7 ein beschrénktes lineares Funktio-
nal auf L2(S) dar.

Weil X,,, — X in W12(G) auch VX, — VX in L*(G) impliziert und somit insbe-
sondere VX, — VX in L2(S) folgt, gilt entsprechend der Definition der schwachen
Konvergenz

klim J(VX,,,S) =J(VX,S)
—00
beziehungsweise

k—o0

lim /fo(w,X(w),VX(w)) (VX (w) = VX(w))dw =0. (3.4)
S
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Zusatzlich gilt wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge { Xy, }x=12, . gegen X

auf S

s

1
2

(./|fo(w,Xnk(w),VX(w)) —fo(w,X(w),VX(w))de) =0 (3.5)
S

lim
k—o0
beziehungsweise existiert zu jedem €9 > 0 ein kg € N, sodass

lgni — 9l 125y < €0

fir alle k& > ko richtig ist. Hierbei haben wir gn, (w) = V,f(w, Xp, (w), VX (w))
gesetzt.
Infolgedessen erkennen wir wegen

lgnill 25y = Nlgne =9+ 9llr2cs) < Nlgne = 9ll12(s) + l9llL2(s) < o+ llgllL2s)

neben g € L?(S) auch g,, € L*(9) fiir alle k > ko. Ohne Einschrinkung kénnen wir
sogar ko = 1 fordern, da wir anderenfalls die Teilfolge { X, }x=12,.. bei ko beginnen
lassen wiirden.

Aus der schwachen Konvergenz VX,, — VX in L%(S) folgt zudem die gleichmé-
Bige Beschrinktheit der Folge {V.X,, }x=12,. in L?(S) nach dem Satz von Banach-
Steinhaus [2, Satz 5.3 und Bemerkung 6.3 (5)] und wir erhalten

1
2

(/ VX, () — VX (w)[? dw) — VX, = VX2,
S

(3.6)
SIVXnll2(s) + IV X 25y < €
mit einer Konstanten C' < +o0.
Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich nun zunéchst
0< / (Vo f (w, X, VX) — Yy f (w0, X, VX)] - (VX — VX) duw
s
< / [V f (w0, Xy, VX) — Vol (w0, X, VX)] - (VX — VX)|dw (3.7
s

< / IV f (w0, Xn, VX) — Yy f (w0, X, VX)| VX, — VX|dw,
S

wobei wir auch hier das Argument w aus Griinden der Ubersichtlichkeit teilweise unter-
driicken. Da die betreffenden Elemente aufgrund der zuvor gemachten Bemerkungen
zur Klasse L2(S) gehoren, kénnen wir auf den letzten Term in (3.7) die Holdersche
Ungleichung anwenden.
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Wir erhalten daher

0<

[ 1900, X0 9 X) = ¥yl (10, X, 9X)] - (VX = T X)
S

1 1

. 2
< (/ [V f(w, Xn,, VX) = Vpf(w, X, VX)Zdw) (/VX,Lk - VX|2dw>
S S

1
2

<c (/ IV f (w0, X, VX) — Y f (w0, X, VX) dw)
S

unter zusétzlicher Beachtung von (3.6).
Mit (3.5) ergibt sich daraus beim Grenziibergang k — oo

Jim / (Vo f (w, Xn,, VX) =V, f(w, X, VX)]- (VX —VX)dw=0. (3.8
S

Zusatzlich gilt

Jim / F(w, X (w), VX (w)) dw = / Flw, X (w), VX (w) dw = T(X,S)  (3.9)
S S

aufgrund der gleichméBigen Konvergenz X, — X auf S.
Wir integrieren nun die Ungleichung (3.3) {iber S und erkennen unter Verwendung
von (3.2), (3.4), (3.8) sowie (3.9)

I(X,G) —e < I(X,8) < lim Z(X,,,S) (3.10)
k—o0
beim Grenziibergang k — co.
Aus der Voraussetzung i) folgt Z(Xy, , S) < Z(Xn,,G) und es ergibt sich aus (3.10)
I(X,G) —e < lim (X, 8) < lim Z(X,,,G) = kiminfZ(X,,,G)  (3.11)
unter zusétzlicher Beachtung von (3.1).

Da die Abschétzung (3.11) derart fiir alle € > 0 gezeigt werden kann, erhalten wir
schliefflich die gewiinschte Aussage.

Fiir den Fall Z(X,G) = 400 konnen wir die kompakte Menge S C G, auf der die
Teilfolge { Xy, }r=1,2,. gleichméBig gegen X konvergiert und X sowie VX stetig sind,
so wahlen, dass Cp < Z(X, S) fiir jede beliebige Konstante Cy > 0 richtig ist.

Da die Identitéaten (3.3), (3.4), (3.8) und (3.9) ihre Giiltigkeit behalten, schliefen wir

Co <I(X,S) < lim Z(X,,, 5) < lim I(X,,,,G) = liminf Z(X,, G)

wobei wir die Voraussetzung i) sowie (3.1) beachten.
Schlussendlich erhalten wir

h}gioréfI(Xn, G) =+

aufgrund der beliebigen Wahl der Konstante Cy, woraus sich die Aussage auch fiir
diesen Fall ergibt. O
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Bemerkung 3.3. Wir entnehmen dem Beweis des Satzes 3.1, dass unter den entspre-
chenden Voraussetzungen aus l%lrgior.}f Z(Xp,G) < o0 stets Z(X, G) < oo folgt.

Bemerkung 3.4. Wie in [55] und [21] angegeben, kann der dargestellte Beweis des
Satzes 3.1 hinsichtlich der Raumdimensionen sowie des betrachteten Sobolev-Raums
verallgemeinert werden. Mit dem Blick auf spétere Anwendungen in dieser Arbeit
haben wir die Rd&ume bereits hier entsprechend angepasst.

3.2 Existenz von Minimierern

Bevor wir mithilfe des Satzes 3.1 unter etwas stirkeren Bedingungen an f die Exis-
tenz eines Minimierers des zu f gehérenden Funktionals zeigen, bendtigen wir eine
Poincaré-Ungleichung im Sobolev-Raum mit Nullrandwerten. Diese wird im Existenz-
satz (Satz 3.3) die Beschranktheit einer minimierenden Folge sicherstellen.

Wir entnehmen die Poincaré-Ungleichung und ihren Beweis aus [55, Theorem 3.2.1].
Bei den Ausfithrungen des zugehorigen Beweises wollen wir hier allerdings detaillierter
vorgehen.

Satz 3.2 (Poincaré-Ungleichung in Wé“’q(G,Rm)). Es seien G C B(wp, R) C R!
eine offene Menge, ¢ > 1 und g € W(;c’q(G,R""). Dann gilt

[197g)l? dw < g RED [ [94g(w) 1 du
G G

fir0<j<k.

Beweis. Wir zeigen die Ungleichung fiir j = 0 und k& = 1. Der allgemeine Fall folgt
dann induktiv unter Beachtung von Vig € We74(G).
Zunéchst sei g € C§°(G). Wir erweitern g in natiirlicher Weise durch g(w) := 0 fiir alle
w € RN\ G und stellen jedes w € B(wp, R) mittels Polarkoordinaten durch w = wg+0¢
mit 0 < ¢ < R und ¢ € S dar. Indem wir §(o,¢) := g(wo + ¢¢) setzen, ermitteln
wir

R

§(,€) = 3(r.¢) ~ 9(R.0) = ~ [ 3a(e.C)de

T

fir 0 <r < R.
Unter Verwendung des Lemmas 2.6 und der Holderschen Ungleichung ergibt sich dar-
aus fir 0 <r < R

R R % R %
301 < [ lau(e. Ol de < ( [ dg) ( / |gg(g,<>|ng)
-1 B %
- (R-1)7 ( [ laute. <>ng>
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beziehungsweise
R
92O < (R =) [1a,(e.Ol" de (312)
T

Wir bemerken nun
130(0, )| = I¢" Vg(wo + 0¢)| < [Vg(wo + 0 Q)| [¢] = [Vg(wo + ¢¢)|

aufgrund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und ¢ € S*=1.
Dementsprechend folgt aus (3.12)

a -1
3017 < (R=r)""" [ 19(uw0-+ 0 Q)" & do
1 R
< ®-n [ Dgtwn+ g0t de

R
< (=)t [ 1Vg(wo+ 0016 do
0
beziehungsweise
R
P O < (Rt [ [Va(wo+ 20l ¢ do
0

fir 0 <r < R.
Infolgedessen erhalten wir unter Nutzung des Oberflichenelements do der Einheits-
sphire S'"! und des Transformationssatzes fiir mehrfache Integrale

R
[ et ords < [ (=)t [ Vatuo+ 00 ¢ dodo
0

Sl—l Sl—l
— (R— )1 / IVg(w)[? duw (3.13)

B(wo,R)

= (R—n)"" [|Vg(w)|? dw
/

unter Beachtung von g € C§°(G).
Da aufgrund des Transformationssatzes fiir mehrfache Integrale

R
[ ordodr = [ jg)tdw = [lgw)dw
0 gi-1 B(u'zo,R) G

und zusatzlich auch

1
R—r)1dr=-R4
q
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richtig sind, schliefen wir aus (3.13) durch Integration beziiglich r von 0 bis R
1
[l dw < < 72 [19g)du. (3.14)
G G

Somit gilt (3.14) fir g € C§°(G).

Wir wollen dieses Ergebnis nun auf den Fall g € WO1 (@) iibertragen. Da C§°(G) dicht
im Raum Wol’q(G) liegt, finden wir eine Folge {gn}n=1,2,.. in C§°(G) mit

nlglgo ”g - gn”WLq(G) =0
und beachten daher besonders
nh—>H<}o ”g - gnHLq(G) =0

sowie

nhjgo Vgnl Ly@) = HVg”Lq(G) :

Unter Verwendung von (3.14) fiir g, € C5°(G) ergibt sich

90l Loy = l9 = 9n + 9nllLacey < 19 = 9nll o) + N9nll Lo

1

1 q
< g = gnllpae) + (6 Rq) IV9nll La(c)

fiir jedes n € N und der Grenziibergang n — oo liefert uns

1
1 A\
9l Lacey < (a Rq)q IVl o)

beziehungsweise

[lotw)itdw < > R7 [1Vg()l? du
& R

fiir g € Wy 9(G). O

Schliefllich sind wir nun bereit, eine Aussage tiber die Existenz eines minimierenden
Elements in einer gewissen Menge fiir Funktionale der Definition 3.2 zu zeigen. Dafiir
orientieren wir uns an [21, Kap. 1.3] sowie [55, Theorem 1.9.1].

Anders als in [55] arbeiten wir hier im Sobolev-Raum W12(G) anstelle von WH(G).
Hinsichtlich spéiterer Ergebnisse ist die Betrachtung in W1!(G) nicht notwendig. Da
der Raum W1(G) im Gegensatz zu W12(G) nicht reflexiv ist, wire zudem eine Zu-
satzbedingung erforderlich, die die Auswahl einer schwach konvergenten Teilfolge aus
einer beschrénkten Folge gewéhrleistet. Genauere Betrachtungen dazu finden sich in
[21, Kap. L.3].

In Bezug auf die Raumdimensionen ist wie schon beim Satz 3.1 eine Verallgemeinerung
moglich.
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Satz 3.3 (Existenzsatz). Es seien G C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und
Fflw, X, p) eine Funktion f: G x R? x R3*2 — R derart gegeben, dass

i) f(w,X,p) > My \p\Q fiir alle (w, X,p) € G x R? x R3*2 mit einer Konstante
My > 0 gilt,

it) [ sowie die partiellen Ableitungen Jpi mach p;- fir j=1,2 undi=1,2,3 stetig
J
in G x R? x R¥*2 sind sowie
iii) f konvex in p fiir alle (w, X) € G x R3 ist.

Zusitzlich seien eine Funktion Y € WY2(G) vorgelegt und F C WY2(G) eine beziiglich
schwacher Konvergenz in WYH2(G) abgeschlossene Familie, sodass jedes X € F mit
der Punktion Y € WY2(G) auf G im Sinne der L?>-Norm tibereinstimmt, das heifit
X —Y € WpA(G) fir alle X € F.

Auferdem sei I(Xo,G) < +oo fir ein Xo € F erfillt.

Dann nimmt das Funktional

I(X,G) = / F(w, X (w), VX (w)) duw
G

sein Minimum in F an. Es ist also
I(X*,G) = inf Z(X,G)
XeF
fiir ein X* € F richtig.

Beweis. Wir wihlen eine das Funktional Z in F minimierende Folge { X, }n=12,...., das
heif3t

Jim 7(X,,,G) = inf I(X,G).

Da nach Voraussetzung ein Xy € F mit Z(Xo,G) =: M < +o0o existiert, konnen wir
ohne Einschrankung

I(X,,G) < I(X0,G) = M (3.15)

fiir alle n € N annehmen.
Aufgrund der Voraussetzung i) gilt zudem

My D(X, G) = M0/|VXn(w)|2dw < /f(w7Xn(w)7VXn(w))dw — I(X,,C)
G G

und wir erhalten so mit (3.15)

S

D(X,,G) <

(3.16)

=
&

fur alle n € N.
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Mithilfe des Lemmas 2.4 ermitteln wir

/\X )| dw—/|X (W) + Y (w)[? dw
<2 _/ X (w) =Y (@) + |Y () dw (3.17)
_2/|Xn Y (w)? dw+2/|Y )2 duw

und betrachten nun die Folge {Z, }n=12,.. mit Z, := X, —-Y € WOI’Q(G).

Wegen der Beschrianktheit von G finden wir einen Radius R > 0 mit G C B(0, R)
und schlieBen unter Verwendung der Poincaré-Ungleichung (Satz 3.2) fiir alle n € N
zunéchst

2
/|Zn(w)\2dw < QO’IR(I’O)Q/WZH(w)\de _ %/|VZ”(w)|2dw. (3.18)
G G G

Zusétzlich bemerken wir unter erneuter Verwendung des Lemmas 2.4

IV Z(w)]?dw < 2 | [VXp(w)*dw+2 [ |VY (w)[* dw . (3.19)
/ / /

Aus (3.17), (3.18) und (3.19) folgt unter Beachtung von (3.16) sowie Y € W12(G)
schlieBlich

M
/\Xn(w)\?dw < 2R’ ST 2max{1, R} | Y[}

fir alle n € N.

Dementsprechend ist die Folge {X}n=12,. in W12(G) beschrinkt und wir finden
wegen der Reflexivitdt des Raumes eine schwach konvergente Teilfolge { Xy, tr=12,....
mit X,,, — X* in W12(G). Dariiber hinaus gilt X* € F aufgrund der Voraussetzung,
dass die Menge F schwach folgenabgeschlossen ist.

Insbesondere erhalten wir

i < * . .
inf 7(X,6) <Z(X".G) (3.20)

Schlussendlich erméglichen die Voraussetzungen an die Funktion f die Anwendbarkeit
des Satzes 3.1 {iber die schwache Unterhalbstetigkeit des zu f gehérenden Funktionals
und wir erkennen

I(X*,G) < llmlan(Xnk7G) = hm I(Xnk,G) = hﬁm I(Xn,G) = 1nf I(X G).
Dabei beachten wir, dass die Teilfolge {Z(Xp,,G)}ir=1,2,... den gleichen Grenzwert wie
die urspriingliche minimierende Folge {Z(Xy, G)}n=1,,.... besitzt. In Verbindung mit
(3.20) ergibt sich hieraus die Aussage des Satzes. O

Bemerkung 3.5. Das Element Y € W12(G) aus dem Satz 3.3 stellt eine Art Randbe-
dingung dar und bestimmt die Menge der zulédssigen Funktionen F. Im Zusammenhang
mit Untersuchungen der Randregularitét eines Minimierers X™* wird auch die Regula-
ritdt von Y entscheidend sein.
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4 Regularitatstheorie zur Stetigkeit von
Minimierern

Ausgehend von der Existenz eines Minimierers X* fiir eine breite Klasse von Varia-
tionsproblemen (Satz 3.3) sollen in diesem Kapitel Regularitidtsaussagen fiir diesen
sowohl im Inneren des Gebietes G als auch auf dessen Abschluss G hergeleitet wer-
den. Die Eigenschaften der dem Funktional Z aus der Definition 3.2 zugrundeliegenden
Funktion f verschérfen wir dazu leicht. Gleichermaflen miissen auch die Bedingungen
an den Rand des Gebietes G spezialisiert werden.

Von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchungen ist das Dirichletsche Wachstums-
theorem, welches ein Kernelement vieler Arbeiten Morreys [z. B. 50-55] bildet. Dieses
leitet aus dem Wachstum des Dirichlet-Integrals einer Funktion ein Ergebnis iiber
deren Stetigkeit im Inneren ab. Es wird sich aber auch fiir das Studium der Randre-
gularitit als essenziell herausstellen.

Wir beginnen dieses Kapitel daher mit einer ausfithrlichen Herleitung des Dirichlet-
schen Wachstumstheorems, die auf einem Ergebnis von Sergio Campanato basiert.
Wir lernen dabei eine gleichméfige und eine lokale Version dieser Sdtze kennen. Im
Gegensatz zu anderen Arbeiten verwenden wir bei den Sdtzen von Campanato ei-
ne Friedrichs-Glattung statt des Integralmittels. Dafiir ist es allerdings notwendig,
eine Poincaré-Ungleichung zu beweisen, die ebenfalls anstelle des Integralmittels die
Friedrichs-Glattung nutzt.

Im Anschluss daran fithren wir Betrachtungen zum Dirichlet-Integral durch. Dabei ver-
kniipfen wir einerseits Fourierkoeffizienten mit dem Dirichlet-Integral und untersuchen
andererseits das Dirichlet-Integral harmonischer Funktionen mit L?-Randwerten. Ins-
besondere die eindeutige Darstellbarkeit harmonischer Funktionen mit L?>-Randwerten
wird eine entscheidende Rolle spielen, die vermutlich bisher keine Beachtung fand.
Mithilfe des Wachstumslemmas, welches uns die Anwendbarkeit des Dirichletschen
Wachstumstheorems gewéhrleistet, sind wir dann in der Lage, die Holder-Stetigkeit
eines Minimierers zu zeigen.

Nachfolgend nutzen wir eine Methode von Hildebrandt und Kaul [36] zum Beweis der
Stetigkeit eines Minimierers bis zum Rand. Allerdings weichen wir dabei wesentlich
bei einer Bedingung ab, da uns mit der Voraussetzung von Hildebrandt und Kaul ein
Transformationsproblem begegnet. Wir umgehen dies, indem wir auf eine invariante
Voraussetzung zuriickgreifen.

Abschliefilend biindeln wir die Ergebnisse dieses Kapitels und gelangen zu einer umfas-
senden Aussage dariiber, unter welchen Bedingungen an die zugrundeliegende Funkti-
on f ein Minimierer des Funktionals Z existiert, der im Inneren Holder-stetig und bis
zum Rand stetig ist.

© Der/die Autor(en) 2023

A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf
das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_4
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4.1 Das Dirichletsche Wachstumstheorem

Zunéchst benotigen wir eine Abschétzung, die sich in [48, Theorem 1.31] finden lésst.

Lemma 4.1. Seien G C R? ein beschrinktes Gebiet und 1 < g < +00.
Dann gilt fir jedes g € L1(G)

G \G

mit der Konstante C' = 2,/7 \G\%

Beweis. Mithilfe der Holderschen Ungleichung ermitteln wir

9@ g [ o0 1

w — @ -

& lw— A| \w—w\

1-1 (4.1)
1 /
- |w — w\ |w — w|
G
fiir 1 < ¢ < +o0.

Entsprechend der Ungleichung von E. Schmidt, welche wir [42, Lemma 4.3] entnehmen,
gilt

Q

dw <27 |G|2 =C. (4.2)

Damit folgt aus (4.1) unmittelbar

(@) <Cl<|m>wm0q.
J o=l J T =]

Wir bemerken dabei, dass diese Abschétzung auch fiir ¢ = 1 ihre Giiltigkeit behélt.
Davon ausgehend ergibt sich

/( 'de) dw < C1- 1//‘|9w)|qd dw

G \G
— -1 7 ; b,
C !g(w)r} (CZ |w_wdw) dad

wobei wir den Satz von Tonelli aus [61, Kap. VIII, §7, Satz 3] nutzen.
Die erneute Anwendung von (4.2) liefert schlieflich

//de dw<cq/|J )% did .
|w — |
& \G

Dies entspricht der gesuchten Aussage. O
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Das folgende Resultat ist inspiriert durch Ergebnisse aus [48, Abschnitt 1.3.1]. Da es
sich um eine Art von Poincaré-Ungleichung handelt, die statt des iiblicherweise ver-
wendeten Integralmittels eine Friedrichs-Glattung nutzt, wollen wir diese als Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung bezeichnen.

Satz 4.1 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Es seien 1 < ¢ < +oo und ein
beschrinktes Gebiet G C R? sowie die Funktion X: G — R3 € WH9(G) gegeben.
Zudem sei p: R? — [0,4+00) eine Friedrichs-Glattungsfunktion mit supp(¢) C B(0,1).
Dann gilt

X — Xs,wolqu(B(wo,s)) SAnCoCre HVX||L‘1(B(

wo,€))

fir jede Kreisscheibe B(wg,€) C G.
Hierbei sind

<5

1 . wy — W
KXoy = Xe(wo) = g—Z/X(w)go( 06 )d
R2

sowie Cp = sup,,er2 p(w) und C1 = Ci(¢g) = max {6%7%, 6%7%}.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunichst fir X € W4(G) N C*°(G) und verwenden
anschliefend ein Approximationsverfahren, um die Giiltigkeit auch fir X € WhH4(Q)
zu verifizieren.

Zu B(wo,e) C G sei w € B(wy, €) beliebig gewéhlt. Bevor wir den vektorwertigen Fall
betrachten, ziehen wir uns zunéchst auf den skalaren Fall zuriick. Fiir eine Funktion
g: G =R e WH(G)NC>®(G) und

ge(wo) = giz/g(u?) ) (wOT_w> dw
R2

erhalten wir aufgrund der Eigenschaft, dass die Friedrichs-Glattungsfunktion normiert
ist,

J9w) = g2w0)| = | [(gtw) — g2)) o (=T ) i

R2
1 . wo — WY .
<5 (/ | lg(w) — g()] @( 5 >dw (4.3)
B(wo,e
C e
<3 [ lotw) - gt
B(wo,e)

mit Cy = sup,,er2 p(w).
Stellen wir jedes @ € B(wop,¢) in Polarkoordinaten um w dar, ergibt sich @ = w+ ¢
mit ¢ € ST und 0 < ¢ < go(¢) := sup{p € [0, +00) : w+ o¢ € B(wg,€)} < 2. Damit
folgt

0
g(w+1¢)dt = f/g-Vg(w+t()dt

0

Q—-‘Q

9(w) ~ 9(0) = g(w) —g(w+ 0O =~ [
0
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beziehungsweise unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

e 4
l9(w) = 9w+ Q)| < [ ¢ Vglw+tldt < | [ [Vglw+ )|t
0 0

00(€) (4.4)

< | IVglw+tQldt,
/

wobei wir |¢| = 1 und die Definition von gy(¢) beachten.
Wir gehen nun in (4.3) wie eben beschrieben zu Polarkoordinaten um w tiber und
erhalten
o 20(¢)
l9(w) = go(wo) < 3 [ [ lgw) = g(w+ o0l eded

st 0

unter Verwendung von dw = pdpd(.
Indem wir auf den Integranden der rechten Seite (4.4) anwenden und somit die Ab-
héangigkeit von ¢ vereinfachen, gilt

00(¢) 00(¢)

9tw) — gewo) < 2 [ /|ng+t<>\dtgdgd<
st 0
2 20(¢)

/,Qd,g / Vg(w + ¢ ¢)|dtd¢
0
o0(0)

810

¢
= Zseer [ / Vgl +0)|dtdC .

St

o

Schliefllich gehen wir zuriick zu einer Integration beziiglich & = w + ¢ { und ermitteln

00(€)
|g(w)*gs(wo)| SQC()/ / wtdtdc 20 / \Vg(w do .

_ ’LU‘
St 0 B(wo,e)

Aufgrund des Lemmas 4.1 folgt daraus

[ s - gtwolaw < 2o [ ‘\Z“’E”“Zj“d dw
B(wo,e) B(wo.e) (wo,€) (4.5)
<eaoy [ vy@|d

B(wo.e)

fiir g € WH(G) N C*(G) mit der Konstante C' = 2./7 |B(w0,€)|%

Il
N
3
™
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Fiir X = (21,72, 73) € WH(G) N C*®(G) wollen wir die Aussage (4.5) jetzt auf jede
Komponente anwenden. Dazu beachten wir

3 2

X (w) = Xe(wo)|* = (Z |2j(w) = (Ij)s(wo)2>

j=1
Fiir 1 < ¢ < +00 ermitteln wir unter Verwendung des Lemmas 2.4
. 3
X (w) = X (wo)|? < max {1,357} 37 |a;(w) = () (wo)|”
Jj=1

Damit kénnen wir (4.5) fiir jeden Summanden einzeln nutzen und erhalten

3
/ X () — Xe(uwo) [ dw < max {1,387} (20, 0)f / S |V (@) i .
B(wo,e) B(wo,e) j=1
Die mehrmalige Anwendung des Lemmas 2.4 liefert uns

3

3
> IV (@)1" = 3 (IGi)u(@) P + |(3)o(@) )

j=1

(SIS

< max {1,2 %}23] Ju(@)[* + (7)o (@)

j=1

<.

< max {1, 2%_1} max {1, 61_5} VX ()]

beziehungsweise
3
Vo I < max {227,612 VX (@)

wobei wir
max {I,ngl} - max {1,617%} = max {2%71,617%}

fiir 1 < ¢ < 400 bemerken. Somit erhalten wir

g q_
1X = Xeo | o o ey < max {612,651 (2Co )7 VX NI% )
fiir 1 < ¢ < 400 unter Beachtung von
max {1, 3%71} - max {2%71, 617%} = max {617%, 6%71} .
111

Daraus folgt mit C = 27¢e und C; = max{ 2. 62 q}

i

C() Clé:‘ HVX|

”X - XE,wo”Lq(B(wO,a)) < (4-6)

fiir jedes X € Wh4(G) N C*(G).

9(B(wo,€))
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Wir wollen die Giiltigkeit der Aussage nun auch fiir X = (1, zq, 73) € WH4(G) zeigen.
Da der Raum W4(G)NC>(G) dicht in W'4(G) liegt, gibt es eine Folge {X ¥ }_; o
in WH(G) N C®(G) mit X*®) — X in WH(G). Aus

”X - X.f-:,wo”Lq(B(wo,s)) = HX + X<k) + X(E<‘,k1:1)][] - Xa,wo

L9(B(wo.))
<Jr-x

+ HX(k) _ x )

£,wo

La(B(wo,e))

+ HX&QL)) — Xewp

0

L4(B(wo,e))

L (B(wo,€))

folgt zunachst

1X = Xeawo ey < X~ X®

4w Cy ClsHVX(k)‘

La(B(woe)) La(B(wo,¢))

(k) _
e @
unter Verwendung von (4.6) fiir X*) = (z(lk), $(2k)7 zf,,k)) € WH(G) N C=(G).
Da es sich bei X§20 und X; ,,, um konstante Vektoren handelt, gilt
q
® x| _ 1 / ® @) — X))o (PP 4p
159 = Xewn| sy = [ |z [ EO@ =X (@) () do| dw
B(woe) B(wo,e)
, q
e : . . wo — WY
- @) - xpe (020 ) ao
(wo,€)
Hieraus folgt mit dem Lemma 2.4 und der Konstante C' = max {1, 3%7%}
q
" _ ‘ c B () — s () o (LD g
X80 = X[} ) < 255 Z [ @) -y (T ) do
(wo,¢)
2 3 !
TET | A k), N
< (Cary. / |2 () — ;)|
I=1 \B(wo.e)
beziehungsweise
k) _ a (R
HXE,’LUO Xs,wo Lq(B(wo,S)) — 52(1 CCO Z H ‘TJ‘ LI(B('LUO,E)) (48)

fir 1 < ¢ < +oo.

q—1

Im Falle von ¢ > 1 nutzen wir zusétzlich die Héldersche Ungleichung und erhalten
q q

| P @i < | [ | - a)f an | | [ vad

B(wo,e) (wo,€) (wo,€)

Il La(Bwo.e) (7<)

q—1

q
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Somit ergibt sich fir ¢ > 1 aus (4.8)

2 3
;(B(wm)s Z; CCy)t Z(ﬁg ) IH ® )

o - o
j=1

q
L1(B(wo,e))

K88 = X

I LaBwo.e))

oder mit erneuter Verwendung des Lemmas 2.4

1
3 q
A F) _ . |1?
Li(B(wo.e)) — mCCo Z Hz] IJ‘ La(B(wo,e))
J=t (4.9)

Y [~ )

Jj=1

ot e

£,w0

A

IN

Li(B(woe))

Durch einen Vergleich mit (4.8) bemerken wir, dass (4.9) auch fiir ¢ = 1 giiltig bleibt.
Aus X®) — X in WHe(G) folgt mit (4.9) insbesondere

hm‘X(k) — Xewo =0.

£,w0

La(B(wo,e))

Mit diesen Uberlegungen vollziehen wir in (4.7) den Grenziibergang k — oo und
erhalten schliellich
X — Xs,wo”Lq(B(wo,s)) <drCoCre HVX”L:;(B(LUO,E))

fiir jedes X € W14(G).
Dies vervollstandigt den Beweis. O

Bemerkung 4.1. Es ist moglich, die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) hin-
sichtlich der Dimensionen des Definitions- und des Wertebereichs zu verallgemeinern.
Der Fall einer reellwertigen Funktion mit einem beschrinkten Definitionsbereich in R?
kann dem Beweis durch ein analoges Approximationsargument ausgehend von (4.5)
unmittelbar entnommen werden. Fiir einen allgemeinen Bildbereich kann die Argu-
mentation unter entsprechender Verwendung des Lemmas 2.4 wie im Beweis fiir R3
geschehen aus dem skalaren Fall hergeleitet werden.

Hinsichtlich einer Verallgemeinerung beziiglich der Dimension des Definitionsbereichs
G ist zunéchst eine Anpassung des Lemmas 4.1 notig, die gemaf [48, Theorem 1.31]
moglich ist.

Um die erste Version des Dirichletschen Wachstumstheorems zu zeigen, bendtigen
wir zunachst ein Ergebnis, welches auf Campanato zuriickgeht. In dieser Version wie
auch bei dem daraus folgenden Dirichletschen Wachstumstheorem wird eine im Gebiet
gleichméfige Voraussetzung gefordert.

Fiir den Beweis orientieren wir uns an dem Vorgehen zu [26, Theorem 3.1]. Im Gegen-
satz zu [26] und weiterer Literatur wie etwa [48, Theorem 1.54] oder [64, Theorem 1.4.1]
nutzen wir hier allerdings nicht das Integralmittel, sondern Friedrichs-Glattungen.
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Satz 4.2 (Campanato, 1. Version). Es seien G C R? ein beschrinktes Gebiet,
©: R? — [0,+00) eine Friedrichs-Glittungsfunktion mit supp(p) C B(0,1) und fir
X = (21,72,73): G — R3 € L}(G) die Abschitzung

1X = Xe o172 (B cy) < M7>H (4.10)

fiir alle B(wg,e) C G mit einem « € (0,1) und einem M > 0 erfillt.
Dann gilt X € C*(G) und fir alle G CC G ist

| X (w1) — X (w

sup | X (w)|+ sup 2)] <C (]Vf + Co |1 X1 2 G)) (4.11)
weG!

U}l,’lUQEG/ |’U]1 - ’LUQ‘
w1 Fwz
mit Cp := sup,,ege p(w) und einer Konstante C = C(a, G, G') > 0 richtig.
Zudem gibt es eine weitere Konstante C = C(a) > 0, sodass fir jedes wy € G mit
= dist(wo, 0G)

|X (wo) — X (w)| < C M |wy — w|* (4.12)

fiir alle w € G mit Jwo —w| < 4 gilt.

Beweis. Wegen
2 > 2
HIJ'() - (zjo)s,wn HLZ(B(thg)) < Z ”IJ - (-Tj)s,wg HLZ(B(M;U@))
—

= HX — Xa,oni?(B(wuﬁ))

fiir jo € {1,2, 3} geniigt es, den skalaren Fall zu zeigen.
Haben wir eine Aussage der Form (4.11) némlich fiir jede Komponente von X, das
heifit

| (w1) — z;(w2)]

sup [z;(w)| + sup LU < O (M 4 C [l o )

weG! ’ w1, wa€G’ |w] _wQ‘a TLAE)
w1 F w2

mit einer Konstante C' = C(a, G,G’) > 0 fiir jedes j € {1,2,3}, folgt unter Verwen-
dung des Lemmas 2.4 aus

3 3 3
X ()] <3 Jzi(w)] < 30 C (M +Co |12l o) = € <3M +Co Y ||x]-||L2<G))
j=1 j=1

Jj=1
und

3

| X (wy) — Z i(w1) —zj(we)| < C (3M+COZ:UJ||LZ ) [wy — wa|®

Jj=1
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fiir alle w,wi,wy € G’ CC G auch (4.11) fir die Funktion X, wenn wir wiederum
mithilfe des Lemmas 2.4 zudem

1

2

3 3 1
Zaaw@<ﬁ%2w@;@0x@mX;@VVMMLm)
=1 =1

beachten. Insbesondere ergibt sich auch X € C%(G).
Gilt des Weiteren eine Aussage der Form (4.12) fiir jede Komponente von X, das heiflt,
fiir jedes wg € G gilt mit g = dist(wg, OG)

23(a0) — ()| < CM g — w]?
fir alle w € G mit |wy — w| < @ fiir j € {1,2,3}, ergibt sich aufgrund des Lemmas 2.4
zusétzlich

3 3
| X (wo) — X (w)] <Y | (wo) — ;(w) Z M |wy —w|® = 3C M |wy — w|®
J=1 j=1

fiir wo, w € G mit |wy —w| < %dist(wo, OG). Somit erhalten wir (4.12) auch fir X.
Wir betrachten dementsprechend eine Funktion g: G — R € L?(G), die

2
19 = g w0l 2Bl ey < M*T> (4.13)

fiir alle B(wp, &) C G mit einem « € (0,1) und einem M > 0 erfillt.
Es seien wg € G und gy < dist(wg, OG) sowie 0 < 1 < €2 < go. Unter Verwendung
des Lemmas 2.4 ermitteln wir zunéchst

2 2
|1 wo — 952,w0| < (lgal,wo = g(w)| + g(w) = gey,uwol)

4.14
<2 (|gsl,wo - g(w)|2 + [g(w) — 962,wo|2) ( )

fiir jedes w € G.
Eine Integration beziiglich w tiber B(wyp, 1) liefert uns demnach

ﬂe% ‘g517w0 - 962,1120‘2 <2 / ‘g( ) 961,U)0| dw + / = Ge, LUUl dw

(wo,e1) B(wo,e1)

2 2
<2 (”9 - 961,wo||L2(B(w0,5])) +1llg - 962,w0||L2(3(w0,52))>

unter Beachtung von B(wg,e1) C B(wo, €2).
Indem wir (4.13) nutzen, ergibt sich daraus

2
2 2 242 242
|gs1.,w0 - gsz,wo‘ < T&% M (“fljL “+ 52+ a) (4'15)

fﬁr0<51<52§90.
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Wir setzen nun 1 = ZJ% und g9 = 27 mit 0 < o < gp und erhalten dann

2 2 9(41) 12 92+2a 92+2a
_ < 2 920
9o ~ 9L wo| = 7 02 2 M 2(j+1)(2+2a) + 27 (2+2a)

_ 2000 90241 (L2
- }M 02 2(+1)(2+2a)

2 M2 2%, 1+ 22+2a
. 922a(j+1)

beziehungsweise

2
Z(1 4 22+20) Mg®
m

g_ce

231"

_ < -
Igiwo| = 2a(+D)

fiir jedes j € Np.
Mittels einer Teleskopsumme folgern wir daraus

T
I

<

g_e

27k W0

_gQ%,wg g

Q - Q
Ao~ Iofrw

1
2+42c
1/ (1+22420) Mo® oy
k—1 1
2 1 1
— = 242 (e
\/ 7T(l +22020) M o™ ooy lgo <2a>

fiir jedes j € Ny und alle k E N.
Wegen « € (0,1) gilt auch 2,¥ € (0,1) und wir schlieflen

2 1 1*(

= 242 -
_\/W(1+2 ) Mo® e 1
< g(1+22+2a) ( )
,\/ﬂ_ —

unter Beachtung der Eigenschaften der geometrischen Reihe.
Somit ist die Folge {g 92 wo }j=0.1,2,... eine Cauchy-Folge in R. Wir wollen noch erkennen,

w
»—o

M

{8

)k

g

ﬁ awo gz% ,wo

I\D‘,_‘

(4.16)

dass dieser Grenzwert unabhanglg von der Wahl von p ist. Dazu bemerken wir, dass

(4.15) auch fir e; = 2—) und €2 = 57 mit 0 < p < § < pg giiltig bleibt und ermitteln
) 2 - 2A{2 22]' g2+2a §2+2a
Fwo gQ%,wg T ? 95 (2+2a) + 23 (2+2a)
2 M2 QZ+20¢ + §2+2a 1
- o2 92aj

sowie daraus folgend

=0.

lim
j—00

Q — g
921 ;W0 gﬁ,wo
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Dementsprechend ist
. i i
§(wo) = lim gz, = lim gz (wo)

wohldefiniert und wir entnehmen (4.16)

2 M
|G(w0) = Geawo| < ) = (1 + 22F20) —— & (4.17)
m 20 —1
fiir 0 < e < go.

Zu einer Menge G’ CC G mit gp = dist(G’, dG) erhalten wir (4.17) fiir jedes wo € G’
und damit insbesondere

19 = gell 2y = 0

fir e — 0+.
Beachten wir die Konvergenz der Friedrichs-Glattungen aus [60, Kap. X, §1, Satz 2],
das heif3t

lg = gell Loy = 0

fiir ¢ — 0+, folgt wegen
g = 9ll2cy < 119 = gell 2y + 19 = gell L2y = 0

fiir € — 0+ auch g = § fast iiberall in G'.

Zudem entnehmen wir (4.17) die gleichméBige Konvergenz der Funktionen g. gegen §
in G' fiir ¢ — 0+. Da die Funktionen g. insbesondere stetig in G’ sind, ist auch § nach
dem Konvergenzsatz von Weierstraf}, den wir in [61, Kap. II, §2, Satz 1] finden, stetig
in G’.

Somit besitzt die auf G’ eingeschrinkte Funktion g mit § einen stetigen Reprisentan-
ten, welchen wir von nun an meinen, wenn auf G’ lediglich von g die Rede ist.

Wir wollen erkennen, dass g in G’ beschréinkt ist. Fiir jedes w € G’ sehen wir mithilfe
der Holderschen Ungleichung

1 N w—w N Co " A

el = o [ s (M )an| <S4 [ o) a0
2 @

B(w,e0) B(w,00)

Co
||g||L2 ) VT 00

I /\

mit der Konstante Cy = sup,,cge ¢(w) und unter Beachtung von B(w, go) C G.
Aus (4.17) folgern wir daher

2 M Coxf
lg(w)| < \/;(1+22+2O‘)ﬁ03+ l9ll L2(c)

fiir jedes w € G’ und somit

2 M C()\/>
<4/ = (1 +22H2a) —— o8 . 4.18
sup oG] <21+ 2200 Mg 1 OV gy
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Wir zeigen noch, dass g Holder-stetig ist. Es seien dafiir zunéchst wi, w2 € G mit
0 < g1 < dist(wy, 0G) und ¢ = |wy — wa| < 4 gegeben.
Die Dreiecksungleichung liefert uns

‘g(wl) - 9(w2)‘ < ‘g(wl) - 929,7111' + |g(w2) - gg,wz' + |92g,w1 - gg,wz‘ .

Wir wollen jeden Term auf der rechten Seite getrennt betrachten.
Mit (4.17) folgt sofort

M
l9(w1) = g2, | <\ = (1 +22+29) P (20)°

(e}

29 M
1 9224+2a
(142220

(4.19)

[w1 — wa|®

ERESIERES

und wegen dist(ws, 0G) > & analog

2 M
900) = Gpan| <\ 2 (14 22620) 2y — (4.20)

Ahnlich wie bereits in (4.14) schlieen wir mithilfe des Lemmas 2.4

‘9294’1111 - gg,w2|2 < 2 (|92g,w1 - g(w)‘Q + |gg,1u2 - g(w)‘Q) (421)
fiir beliebiges w € G.

Wegen |wg — wi| < |[We — wa|+|w1 — wa| < o+ 0 = 2p fiir alle Wy € B(ws, 0) beachten
wir B(ws, 0) C B(wi,20). Eine Integration von (4.21) beziiglich w liefert dann

92000~ 00?00 <2 [ (19200 = 90 +1gg0 — 9(@)I7) i
B(w2,0) B(w2,0)

2 2
< 2llg = 920 L2 (B(wr 20) T 219~ JowaI12(Bws,0)

bezichungsweise unter zusétzlicher Verwendung von (4.13)
- 02 |929,w1 o gg,w2|2 < 2M2(29)2+2a + 2M2Q2+2a — o2 (22+2a + 1) Q2+2a ]

Demnach gilt

/2 /2
[920,01 = Goawa| < ;(1 + 22120) Mo* = ;(1 +22720) M wy — wa|® .

Zusammen mit (4.19) und (4.20) erhalten wir
lg(w1) — g(ws)| < C1(e) M fwy — wol* (4.22)

fiir alle w1, ws € G mit 0 < o1 < dist(wy, 0G) und |wy — wy| < %, wobei wir

2 21+(1
Ci(a) =1/ = (1+2202) ——

gesetzt haben. Daraus folgt unmittelbar (4.12).
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Zu G’ CC G mit gy = dist(G',0G) gilt (4.22) insbesondere fiir alle wy, wy € G’ mit
[wy —wa| < &

Im Gegensatz dazu betrachten wir noch wy, ws € G’ mit |wy; — wa| > 9—20 und erinnern
uns an (4.18). Wegen

D) M Cov/m
su w)| <4/ (1 4 22+20) = o 1
sup [o(w)] < 2 2y g OVE g
P 2N 290/ 00\ ®
— - 242 =Y
(s zeeom 28 ZO 1) (%)

< Ca(a,00) (M + Co g

L?(G)) w1 — wa|*
mit einer entsprechenden Konstante Ca(«, gp) folgern wir in diesem Fall

lg(w1) — g(w2)| < [g(w)] + |g(wa)| <2 sup |g(w)]
weG’
< 2Csla, 00) (M + Co llgll 2 ) lwor = wal” -
Insgesamt erhalten wir daraus unter gleichzeitiger Beachtung von (4.22)
l9(w1) — g(w2)] < Cla 20) (M + Co llgll () leor — wal® (4.23)

fiir alle w1, ws € G’ mit einer entsprechenden Konstante ¢ (a, 00). Da die Grofie g
lediglich von G und G’ abhiingt, finden wir schliefilich eine Konstante C(«a, G, G’) > 0,
sodass aus (4.18) und (4.23)

w1) — w9
sup lg(w)| + sup N ZIW < oq66r) (M 4 Co gl )
weG! wi,w2 G’ ‘wl - ’11)2|

w1 Fw2

folgt. O

Wir sind damit in der Lage, eine erste Version des fundamentalen Theorems Mor-
reys [55, Theorem 3.5.2] zu beweisen, welches als ,Dirichlet growth theorem® in der
englischsprachigen Literatur zu finden ist. Wie auch spéter bei der zweiten Version
haben wir hier die Beweisfithrung iiber den Satz von Campanato gewéhlt, da dessen
wesentliche Ideen zusammen mit denen der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1)
implizit in den recht kurzen Ausfiihrungen zu [55, Theorem 3.5.2] enthalten sind.
Wie in [26, Corollary 3.2] gelangen wir durch die Sétze 4.1 und 4.2 unmittelbar zu dem
folgenden Resultat. Wir beachten die hier verwendete Friedrichs-Glattungsfunktion.

Satz 4.3 (Dirichletsches Wachstumstheorem, 1. Version). Seien G C R? ein
beschrinktes Gebiet sowie X : G — R? € WH2(G) und

DX, B(wo,2)) = VX 22500y = / VX ()2 dw < M2%2 (4.24)
B(wo.e)
fir alle B(wg,e) C G mit einem o € (0,1) und einem M > 0 erfillt.
Dann gilt die Aussage des Satzes 4.2 mit der Konstante 4w Co M anstelle von M,

wobei Cp := sup,,eg2 p(w) durch eine Friedrichs-Glittungsfunktion ¢: R? — [0, 400)
mit supp(p) C B(0,1) gegeben ist.
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Beweis. Der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) entnehmen wir

IX — Kol 2y < (47 Co)E VX a5y < (4 Co M2+

wo,&

fiir alle B(wg,e) C G, woraus mithilfe des Satzes 4.2 sofort die Aussage folgt. O

Indem wir die Voraussetzung (4.10) im Satz 4.2 durch

M?
) 242
HX — Xs,onLQ(B(woyf)) < (527 ’

beziechungsweise die Voraussetzung (4.24) im Satz 4.3 durch

c 2c
19X s gy = / ot < a7 (5)
B(wo,e)

fiir alle B(wg,e) C G und ¢ = dist(wo, dG) ersetzen und in den Beweisen der Séitze
verwenden, kann ebenfalls X € C*(G) und (4.11) sowie in diesem Fall

[e3
| X (wo) — X(w)| < CM (M)
fiir alle wp, w € G mit Jwy — w| < %dist(wo, 0G) = %6 gezeigt werden.
Wir erhalten damit eine zweite Version der Sétze 4.2 und 4.3. Die Grundidee der
Beweise ist dabei die gleiche. Aufgrund vieler Unterschiede in den Details wollen wir
sie zusétzlich ausfithren. Insbesondere kénnen wir einem Vergleich der Beweise auch
entnehmen, dass die auftretenden Konstanten durchaus verschieden sind.

Satz 4.4 (Campanato, 2. Version). Es seien G C R? ein beschrinktes Gebiet und
©0: R = [0,400) eine Friedrichs-Glittungsfunktion mit supp(¢) C B(0,1). Zu einem
X = (z1,29,23): G — R3 € L%(G) mdgen zudem ein o € (0,1) und ein M > 0
existieren, sodass fir jedes wo € G die Abschdtzung

1 2a
I1X = Xewoll22(Bun ey < M* (5) gt (4.25)

fir 0 < e <6 = dist(wo, OG) erfillt ist.
Dann gilt X € C*(G) und fiir alle G’ CC G ist

X(wy) — X(w
sup [X(w)| + sup  Xlw) = Xlwa)]
weG! w1, wa €G! |’LU1 - 'LUQ‘

w1 FWw2

<C (M + Co HXHL?(G)) (4.26)

mit Cp 1= sup,,cre p(w) und einer Konstante C = C(a, G, G") > 0 richtig.
Zudem gibt es eine positive Konstante C = C(a) > 0, sodass fir jedes wy € G mit
¢ = dist(wo, 0G)

|X (wo) — X (w)] < C M (M)a (4.27)

fir alle w € G mit lwyg —w| < g gilt.
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Beweis. Wegen

3
2
2o — (Ijo)a,wuHLQ(B(wg,g)) E ll2j — (x; swuHLZ(B(wU,E))
j=

HX XewolZ2(Bwn.e))

fiir jo € {1,2, 3} geniigt es, den skalaren Fall zu zeigen.
Haben wir eine Aussage der Form (4.26) namlich fiir jede Komponente von X, das
heifit

Ti\wy) —x5(w
sup |x](w)|+ sup | ]( 1) ]( 2)'
weG’ wy,w2€G’ |U71 - w?‘
w1 Fw2

<cC (M +Co ||$j||L2(G)>

mit einer Konstante C' = C(a, G,G’) > 0 fiir jedes j € {1,2,3}, folgt unter Verwen-
dung des Lemmas 2.4 aus

3 3 3
X ()] <3 Jajw)] < 320 (M +Collajl o) = C (3M +0Y ||xj||L2<G>)

=1 =1 =1

und

3
| X (wy) — Z i(wy) — x; w2)|<C<3M+COZ:UJ||LZ >|w1_w2a
j=1 j=1
fiir alle w, w1, we € G CC G auch (4.26) fiir die Funktion X, wenn wir wiederum
mithilfe des Lemmas 2.4 zudem

1

2

3 3 1
> 125ll L2y < V3 (Z ||37j%2<g)) =3 (||XH?;2(G)) 2 _\3 X1 2 ()
= =

beachten. Insbesondere ergibt sich auch X € C*(G).
Gilt des Weiteren eine Aussage der Form (4.27) fiir jede Komponente von X, das heifit,
fiir jedes wg € G gilt mit § = dist(wp, IG)

festu) — )] < 2t (120221

fiir alle w € G mit |wy — w| < % fiir j € {1, 2,3}, ergibt sich aufgrund des Lemmas 2.4

3 5. Jwo — w|

X ) = X(w)] < 3 [oun) (0] < 35 €1 (M0
j=1 =1

:30M<|w06—w\>“

fiir wo, w € G mit |wy — w| < & dist(wo, dG). Somit erhalten wir (4.27) auch fiir X.
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Wir betrachten dementsprechend eine Funktion g: G — R € L%(G), die

1 2c
lg — gsvaHQLQ(B(wo.,E)) <M <g> gtie (4.28)

fiir alle wo € G und 0 < ¢ < § = dist(wp, dG) mit einem « € (0,1) und einem M > 0
erfiillt.

Es seien wy € G und gy < dist(wp, dG) sowie 0 < g1 < 9 < go < J. Wegen g < ¢
entnehmen wir (4.28) insbesondere, dass

1 2a
lg — gEﬂ""UHiQ(B(wo,E)) < M? <%> gte (4.29)

fiir 0 < e < go < 0 gilt.
Mithilfe des Lemmas 2.4 ermitteln wir zunéchst

|961,wg - 962,w0|2 < (lgsl,wo — g(w)l + |g(w) - gsz,quz
) ) (4.30)
<2 (|60 = 9()I” + [g(w) = 9oy o)

fiir jedes w € G.
Eine Integration beztiglich w tiber B(wyp, 1) liefert

2 2 2
775% ‘gel,wo - gsz,wu‘ <2 / lg(w) — 961,w0| dw + / |g(w) — gsz,wu| dw
(wo,e1) B(woe1)
2 2
<2 <||9 = Yerwo L2 (Bup.ery) T 119 = gez,wo||L2<B(w0,52))>

unter Beachtung von B(wp,e1) C B(wp, €2).
Indem wir (4.29) nutzen, ergibt sich daraus

2 2 2 1 2 242 242
lgsl«,wo - gsz,wo‘ S 7r€2 M <5) (81+ “ + €2+ a) (4'31)
1

flir 0 <ep <eg <o <6.

Wir setzen €1 = 5% und €2 = & mit 0 < ¢ < gop < § und erhalten fiir jedes j € Ny

2 - i22(j+1)]\/[2 i 2a 92+20¢ N 02+2a
T o) \20ih@Eee T i)

2 242
— g M2 o “ 92(j+1) ﬂ
T 00 2G+1)(2+2a)

_ ) ]\[2 0 2 1 + 22+20(
T 00 22a(j+1)

g

o —(ge
PYESSLI 927,1170

beziehungsweise

/2 o\* 1
242
< (1+2 )M<0> 2aG+1)

g#,wn - gz%,wo
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Mittels einer Teleskopsumme folgern wir daraus fir jedes j € Ny und alle k € N

T
.

g < g

o - 2
27 HFT W0 9 Ferwo

I —ge
25RO 27 "0 27

ol
_ o

<% 2oy (2) L
— p T 00 9a(j+i+1)

=0
2 o\ 1 Hy!
— - 242 = - _
ﬁ/ﬁ(1+2 )M <QO> 507D ; <2a> ‘
Wegen a € (0,1) gilt auch 5+ € (0,1) und wir schliefien
k
1— (4L
< \/g(1+22+2a)M <£>a ! . ﬁ
™ 00/ 20U%D 1 - o (4.32)
< 1/2(1 + 22+20) M (ﬁ)a <L>J
~Vr 2 —1 \ oo 2¢

unter Beachtung der Eigenschaften der geometrischen Reihe.
Somit ist die Folge {g 2w }j=0,1,2,... eine Cauchy-Folge in R. Wir wollen noch erkennen,
Z,

g

— B

. _
siEwo — 9% wo

dass dieser Grenzwert unabhéngig von der Wahl von p ist. Dazu bemerken wir, dass
(4.31) auch fiir e; = & und e2 = &5 mit 0 < ¢ < g < o < ¢ giiltig bleibt und ermitteln

27
2 - 2]\/[2 i 2a g g2+2a N §2+2a
- I 00 92 27 (24+2a) 27 (2+2a)
2A12 ( 1 >2a Q2+2a + §2+2a 1

5 02 92aj

2 — Y
'gzj »WO g;,wg

™

sowie daraus folgend

=0.

lim
j—00

gz%,wo - gzi;,wo
Dementsprechend ist

N 1 i

g(wo) Him e, Elﬁ)lgs(wo)

wohldefiniert und wir entnehmen (4.32)

N 2 M e \*
19(wo) — gewol < 1 4-22+2) a1 ( > (4.33)

P )

fir 0 <e < g <4.
Zu einer Menge G’ CC G mit gg = dist(G’, dG) erhalten wir (4.33) fiir jedes wo € G’
und damit insbesondere

19 = gell L2y = 0

fir e — 0+.
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Beachten wir die Konvergenz der Friedrichs-Glattungen aus [60, Kap. X, §1, Satz 2],
das heifit

lg = gell L2y = 0

fiir ¢ — 0+, folgt wegen
g =9l 2y < N9 = gell 2y + 19 = gell 2y = 0

fiir € — 0+ auch g = § fast iiberall in G’.

Zudem entnehmen wir (4.33) die gleichméaBige Konvergenz der Funktionen g. gegen §
in G’ fiir ¢ — 0+. Da die Funktionen g. insbesondere stetig in G’ sind, ist auch g nach
dem Konvergenzsatz von Weierstrafl aus [61, Kap. 11, §2, Satz 1] stetig in G'.

Somit besitzt die auf G’ eingeschrinkte Funktion g mit § einen stetigen Reprisentan-
ten, welchen wir von nun an meinen, wenn auf G’ lediglich von g die Rede ist.

Wir wollen erkennen, dass g in G’ beschréiinkt ist. Fiir jedes w € G’ sehen wir mithilfe
der Holderschen Ungleichung

1 . w— 0 . C . N
ol = |22 [ s@rp (" )an| <D [ lgto)an

0o 4
® B(uw,g0) % B(w.eo)
Co
< 2 91l L2y V' 00
0

mit der Konstante Cy = sup,,cg2 ¢(w) und unter Beachtung von B(w, go) C G.
Aus (4.33) folgern wir daher

2 M Coy/T
<4/ Z(1 4+ 2242
lg(u)| < /(1 +22420) S 2 gl

fiir jedes w € G’ und somit

2
(1 22+2a
_(+ ) T

M Co/T
2(! —

sup |g(w)| < I9ll 22y - (4.34)
weG!

Wir zeigen noch, dass g Holder-stetig ist. Es seien dafiir zunédchst wi, w2 € G mit
0 < g1 < 91 = dist(wy, 0G) und ¢ = |wy — wa| < & gegeben.
Die Dreiecksungleichung liefert uns

lg(w1) — g(w2)| < |g(wr) — 92g,w1| +1g(w2) — gg,w2| + |929,w1 - gg,wz‘ .

Wir wollen jeden Term auf der rechten Seite getrennt betrachten.
Mit (4.33) folgt sofort

M 20\ ¢
[9(01) = gogun | < |/ 2 (14 22420) = (E)

24 M |w1 — wz‘ @
1 9224+2c
7r( + ) 20 — 1 ( )

(4.35)

NS

fiir 0 < 20 < p1 < 01.
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Wegen dist(ws, 0G) > %1 >4 > p> 0 ergibt sich mit (4.33) analog

2 M 20\
_ < N1 22420y = [ 2=
l9(w2) = Gows| < ﬂ( + ) 20 _q <91>

5 Y s\ (4.36)
— 7(1 + 22+2a) I <u)
by 20 —1 01
fir0<o< %4 < %1.
Ahnlich wie bereits in (4.30) schlieen wir mithilfe des Lemmas 2.4
‘929,w1 - gg,wQ|2 S 2 (|g2g,wl - g(w)‘Q + |gg,u)2 - g(w)‘g) (437)

fiir beliebiges w € G.
Wegen |wg — wi| < W2 — wa|+ |wi — wa| < o+ ¢ = 2p fur alle Wy € B(ws, p) beachten
wir B(ws, 0) C B(wi,2p). Eine Integration von (4.37) beziiglich @ liefert dann

‘929,1111 - 99,w2|2 dw <2 / (|929,w1 - .9(717)‘2 + |gg,w2 - g(w)‘z) dw
B(wz,0) B(wz,0)
2 2
<2|lg - 9201 ||]42(B(w1729)) +2|lg - 99,w2||112(B(U,27Q))

bezichungsweise unter zusétzlicher Verwendung von (4.29)

2 2 2 (1N o 2420 2 ( 2)\** 2194
T 0° 92001 — Gowa|” < 2M o (20) +2M o) ¢

1 2«
— QAIQ <a> (22+2[1 4 22(1) Q2+2a

— 10M2 <i>2a 22a02+2a
01

fir0<o< %4 < % Demnach gilt

/10 o 10 w1 — wa|\ ¢
|g297w1 - g.@,wzl < 2°M < ¢ > = 2°M <| ! 2‘)
™ 01 m 01

fiir 0 < 20 < g1 < 01
Zusammen mit (4.35) und (4.36) erhalten wir

|’LU1 7w2‘>(1

Jawr) = g(ws)| < Crla) M ( =

(4.38)

fir alle wy,ws € G mit 0 < o1 < 1 = dist(wy, dG) und |wy — ws| < %, wobei wir

gesetzt haben. Speziell fir g; = §; folgt aus (4.38) unmittelbar (4.27).
Zu G' CC G mit gy = dist(G’,0G) gilt (4.38) insbesondere fiir alle w1, wy € G’ mit
|w; — wa| < 4. Wir erhalten dementsprechend fiir wy, wy € G’ mit jwy — wa| < &

Ci(a o
|g<w1>—g<w2>|S%Mm—ua\ . (4.39)
0
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Im Gegensatz dazu betrachten wir noch wy, wy € G’ mit |wy — wa| > 9—20 und erinnern
uns an (4.34). Wegen

2 M Coym
s <A/ =(1 422420 ———
sup, lgw)l <4/ —(1+ Jga—7 t % lgll 2

2 M 2\  2%Coy/m 00\“
= Z(1 4+ 922420 = - Ve =
< 7r( + ) 20 1 ( > + ot ||9L2(G)> < D) >

Q0

< Co(, 00) (M + Co llgll 2y ) lon = wal®
mit einer entsprechenden Konstante Ca(«, 0p) folgern wir in diesem Fall
l9(w1) = gw2)l < lg(wn)[ + lg(wz)| < 2 sup |g(w)l
< 2Csla, 00) (M + Co llgll 2 ) lwor = wal” -

Insgesamt erhalten wir daraus unter gleichzeitiger Beachtung von (4.39)
lg(wr) = gws)| < C(a, 00) (M + Co llgll 2 ) lwn — ws|* (4.40)

fiir alle wy,ws € G’ mit einer entsprechenden Konstante C’(a, 00). Da die Groe gg
lediglich von G und G’ abhingt, finden wir schliefilich eine Konstante C(a, G,G’) > 0,
sodass aus (4.34) und (4.40)

w1) — w9
sup [g(w) + sup I o 660 (11 1 Co gl
weG’! w1, wa €G! ‘wl - ’LU2|

w1 FWw2

folgt. O

Satz 4.5 (Dirichletsches Wachstumstheorem, 2. Version). Es seien G C R?
ein beschrinktes Gebiet sowie X: G — R3 € WVY2(Q). Zusdtzlich gelte mit einem
a € (0,1) und einem M > 0, dass fir jedes wy € G
2 2 2 ()
DX, Bl ) = VX By = [ [VX@)Pdw <0 (5) (a4
B(wo,e)

fir 0 < e <6 = dist(wo, OG) erfillt ist.

Dann gilt die Aussage des Satzes 4.4 mit der Konstante 4w Co M anstelle von M,
wobei Cy := sup,,eg2 p(w) durch eine Friedrichs-Glittungsfunktion ¢: R? — [0, 400)
mit supp(p) C B(0,1) gegeben ist.

Beweis. Fiir jedes wy € G folgt mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1)

1

2a
I = Xewnlaau e < (47 Col'e [V X Ex o < (n Co M) (5) 120

wo,€))

fiir 0 < e < ¢ = dist(wo, G), woraus sich unter Verwendung des Satzes 4.4 direkt die
Aussage ergibt. O
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Bemerkung 4.2. Bei den Sitzen 4.4 und 4.5 liegen mit den Bedingungen (4.25) be-
ziehungsweise (4.41) lokale Voraussetzungen an X vor. Im Gegensatz dazu stellen die
Bedingungen (4.10) und (4.24) aus den Sétzen 4.2 beziehungsweise 4.3 gleichméBige
Voraussetzungen an X in ganz G dar. Insofern ist die Bezeichnung der Sétze 4.2 und
4.3 als gleichméflige Version und die Bezeichnung der Sitze 4.4 und 4.5 als lokale
Version gegeben.

Bemerkung 4.3. Die lokale Version des Dirichletschen Wachstumstheorems hat sich
durch Morrey mit [55, Theorem 3.5.2] etabliert. Zudem entwickelte sich in spéteren
Arbeiten wie [26, 48, 64] eine gleichméafiige Version des Dirichletschen Wachstums-
theorems als Folgerung aus einer gleichméfligen Version des Satzes von Campanato.
Andere Quellen wie etwa [21, Chap. III, Theorem 1.1] beweisen die lokale Version des
Dirichletschen Wachstumstheorems unter Beriicksichtigung des Vorgehens aus [55].
Wir haben hier beide Aspekte kombiniert, indem wir einen Satz von Campanato in
seiner lokalen Version (Satz 4.4) hergeleitet haben.

Bemerkung 4.4. Beziiglich der Raumdimension des Gebietes G C R? und der Wahl
von X aus WH2(G) liegt hier ein Grenzfall vor, der nicht gestattet, die Stetigkeit von
X mithilfe des Einbettungssatzes von Sobolev [1, Theorem 5.4] zu folgern. Durch die
Zusatzbedingungen (4.24) beziehungsweise (4.41) kann dies gewéhrleistet werden.

4.2 Holder-Stetigkeit im Inneren

Mithilfe der lokalen Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) wird es
uns in diesem Abschnitt moglich sein, die Holder-Stetigkeit eines Minimierers X* aus
dem Satz 3.3 herzuleiten. Dafiir spezialisieren wir die Voraussetzung an die Funktion
f, die das Funktional Z geméafl der Definition 3.2 induziert, leicht.

Zur Anwendbarkeit des Satzes 4.5 wird es erforderlich sein, dass ein Minimierer X* der
Wachstumsbedingung (4.41) geniigt. Hierzu ist die Untersuchung des Zusammenhangs
des Dirichlet-Integrals und der Fourierreihe auf Kreisringen fiir eine Funktion wichtig.
Anschlieflend werden wir den Begriff der harmonischen Ersetzung kennenlernen und
mithilfe des Dirichlet-Integrals dieser einen Vergleich mit dem Dirichlet-Integral des
Minimierers X* vornehmen. Daraus folgt dann die Herleitung der Bedingung (4.41)
und damit auch die Holder-Stetigkeit fiir X*.

Zunéchst beachten wir das folgende Ergebnis zur Transformation von Variablen bei
Funktionen aus W14(@), das wir [46, Theorem 11.51] oder auch [70, Theorem 2.2.2]
entnehmen.

Satz 4.6 (Variablentransformation). Seien G,G C R™ offen und die Abbildung
K: G — G bijektiv sowie K und K~ gleichmdpig Lipschitz-stetig in G beziehungsweise
G. Zudem sei g € WH(G) mit 1 < ¢ < +oo.

Dann gilt go K € WH4(G) und fiir alle j € {1,...,m} und fast alle §j € G ist

Z ayz

a(g o zc) ) 9K

0y,

(@)

richtig.
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Wir kommen nun zu einem Ergebnis von Morrey aus [51, Chap. ITI, Lemma 6.1]. Dieses
stellt eine bemerkenswerte Verkniipfung zwischen den Fourierkoeffizienten entlang von
Kreisringen und dem Dirichlet-Integral einer Funktion g € W12(B(wo, R)) her. Im
Gegensatz zum Beweis in [51] gehen wir hier deutlich stirker ins Detail.

Lemma 4.2 (Fourierreihe und Dirichlet-Integral). Es seien B(wo, R) C R? und
g € WH2(B(wo, R),R). Dann existieren Funktionen ag(0), ax(o) und bi(0), k € N, die
zu jedem oo € (0, R) absolut stetig auf (0o, R) sind, sodass die Reihe

(ak ) cos(k6) + by (o )sin(k@))

fiir jedes 0 € (0, R) in LQ((O,ZW)) gegen eine Funktion go(o,-) konvergiert. Die Kon-
vergenz ist dabei absolut und gleichmdfig in 0 fir fast alle festen o € (0, R). Zusdtzlich
geharen go und die durch g(o,0) := g(wo + oexp(if)) gegebene Funktion § fir jedes
00 € (0, R) der gleichen Aquivalenzklasse in W2 ((00, R) % (0,2n)) an und die Identitdt

D(g, B(wo, R)) = / {”0(9 +Z( (0P + kQ(ak(p):ﬁLbk(@)?)ﬂdQ

4
0

ist richtig.

Beweis. Zunéchst nehmen wir go € (0, %) an und leiten daraus spéter den allgemeinen
Fall g9 € (0, R) her.

Wir beachten, dass mit g € W'2(B(wo, R)) auch g € WH2(B(wq, R) \ B(wo, 00))
richtig ist. Durch die Koordinatentransformation (g, ) +— wg + ¢ erhalten wir daher
fir die mittels

§(0,0) == g(wo + 0¢*) (4.42)

gegebene Funktion § € W12((gg, R) x (0,27)) unter Beachtung des Satzes 4.6.

Infolgedessen erhalten wir g,, s € L%((00, R) x (0,27)) und mit dem Satz von Fubini,
welchen wir [61, Kap. VIII, §7, Satz 2] entnehmen, §,(o, ), do(0,-) € L*((0,27)) fiir
fast alle o € (0o, R) sowie §,(-,6),do(-,0) € L?((00, R)) fiir fast alle 8 € (0, 27).

Gemaf [46, Theorem 10.35] konnen wir annehmen, dass g fir fast alle § € (0,2n)
absolut stetig beziiglich o in (9o, R) ist und fiir fast alle o € (go, R) absolut stetig
beziiglich 6 in (0, 27). Die absolute Stetigkeit beziiglich p liefert mit dem Lemma 2.10

e
3(e.0) = 3(01.0) + [ gu(r.0)ar (1.43)

o1

fiir alle ¢ € (go, R) und fir fast alle 6 € (0,27), wobei o1 € (%,R) so gewahlt wird,
dass §(p1,-) absolut stetig in (0,27) ist und go(o1,-) € L?((0,27)) gilt. Speziell kénnen
wir g(o1,-) aufgrund des Lemmas 2.12 zu einer auf [0, 27] absolut stetigen Funktion
fortsetzen, wobei wir die Bezeichnung § der Einfachheit halber beibehalten.

Fiir alle g € (0o, R) und fiir fast alle § € (0,27) ermitteln wir

e
#(.0)] < 13(e1,0)| + [ lga(r,0)|

o1
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und daraus

2
3.0 < la(e1. O +2l3(e1. |/\g@r9 dr+(é/|gg(re|dr) .

o1

Da g(o1, ) eine stetige Fortsetzung auf [0, 27| besitzt, finden wir ein My > 0, sodass

sup [g(e1,0)] < sup [g(e1,0)] = max |g(e1,0)] < My
0e(0,2m) 0el0,2n] 0€[0,27]

erfillt ist.
Mit der Hélderschen Ungleichung beachten wir noch

0 2 o 0 o
(e 19 (r, 9>|dr> = Q/ v d’“) (é/ 1Ge(r, 9>2dr) < RQ 1Go(r, e)m)

fiir alle ¢ € (0o, R) und fiir fast alle 6 € (0, 27).
Somit erhalten wir
27 0

/|g 0,6)] d9</]\40d9+2M0//\gQr0\drd9+R//\gQr9\ drdé

0 o1

fiir alle o € (o, R), woraus §(o,-) € L?((0,2n)) fiir alle o € (00, R) folgt.
Fiir jedes feste o € (0o, R) setzen wir nun

2
ao(0) == %/ﬁ(@, 0)de , (4.44)
i
ax(0) = — / 3(0,0) cos(k0) do | (4.45)
1 0271'
(o) =~ / i(0,0) sin(k6) do (4.46)
0

fiir k € N und schliefen wegen §(o,-) € L?((0,27)) gemi [27, Theorem 21]

2T 2

lim dg =0
l—00
0

1
g(0,0) — < Z ax(0) cos(k) + bi(0) bln(k9))>

k=1

fiir alle o € (0o, R)-
Indem wir (4.43) in (4.45) bezichungsweise (4.46) verwenden, erhalten wir mithilfe des

Satzes von Fubini
27 2T 0

ar(0) = 1/g(gl.ﬂ) cos(k0) d9+%//§g(r, 0) dr cos(k6) do

™

0 0 o1
) o (4.47)

= ak(@l)‘i‘%//ﬁg(r, 6) cos(k6) do dr
o1 0
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beziehungsweise
1 2 1 o o
br(o) = 7/!7(@179) sin(k@) d0 + — //g,_,(r, 6) drsin(k6) df
™ .
0 0 o
1 0 2m (448)
= b(o1) + = / / Go(r, 0) sin(k0) A0 dr
™
o1 0

fiir jedes ¢ € (00, R) und k € N sowie mit (4.43) in (4.44)

27 2T o
1 /. 1 ~
ap(0) = ;/9(91,9) d9+;//gg(r,9) dr dé
0 0 o

(4.49)

o 27

1
:ao(gl)Jr;//gg(?"., 0)do dr
o1 0

fiir alle ¢ € (0o, R).
Insbesondere gehoren die Funktionen

oo(r) = [ Go(r,0)do

o k(r) =

2
/
2

P1i(r) = /99(7*, 6) cos(k#)dd |
g
/gg(r, ) sin(k0) dé
0

fir k € N zur Klasse L'((go, R)) und folglich sind die Funktionen ag(g), ax(¢) und
bi (o) fiir k£ € N geméf Lemma 2.11 absolut stetig auf (go, R).

Wir erinnern daran, dass §(p, ) fir fast alle o € (g, R) ebenfalls absolut stetig auf
(0, 27) ist. Insbesondere kénnen wir g(p, -) fiir fast alle p € (0o, R) zu einer auf [0, 27]
absolut stetigen Funktion mithilfe des Lemmas 2.12 fortsetzen.

Aufgrund von (4.42) und g € W'2(B(wp, R)) in Kombination mit der absoluten Ste-
tigkeit entlang achsenparalleler Linien nach [46, Theorem 10.35] gilt zusdtzlich

(0,0) = g(o,2m) (4.50)

Q

fiir fast alle o € (0o, R).
Infolgedessen berechnen wir

3=

2m
ax(0) /g(g, ) cos(k6) do
0

2w
# (g(0,2m) sin(27k) — g(o,0) sin(0)) — %/gg(@ 0) %sin(kﬂ) de
0
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beziehungsweise
1 2T
— [ dule.0)sin(k0) a8 = k(o) (451)
s
0

und analog

—_

2T
(o) = - [ do.0)sin(ko) a0
0

27
= _% (g0, 2m) cos(27k) — §(0,0) cos(0)) + % /!?9(9, 0) %cos(k@) de
0

beziehungsweise

2T

~ [ a0(e.0) cos(h0) a0 = k(o) (4.52)

s
0

fiir fast alle o € (9o, R).
Zudem ergibt sich aufgrund von (4.50)

2T
~ [ a0te.0)a0 = = (3(,2m) ~ 0,0)) = 0 (4.59)
0

fiir fast alle o € (0o, R).
Da go(o,-) € L2((0,27)) fiir fast alle ¢ € (0o, R) gilt, erhalten wir mit

27

o) ==~ [ dole.0) 0,
0
21

(o) =+ [ Go(0,6) cos(i6) 0,
0

27

B (o) = %/gg(g, 0) sin(k0) do
0

fiir fast jedes feste g € (0o, R) die Fourierkoeffizienten von gg(p, -) und schlieflen unter
Beachtung von (4.51), (4.52) und (4.53)

do(0) =0 , (4.54)
ar(0) = kbi(o) , (4.55)
bi(0) = —k ax(o) (4.56)

fiir fast jedes feste p € (0o, R), was auch durch [27, Theorem 27] bestatigt wird.
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Gleichzeitig folgern wir mithilfe der Parsevalschen Gleichung, die wir beispielsweise in
[20, Theorem 5.27] finden,

27

ik Z( OF + (@) =~ [@(e.0)Pds < +o0  (457)
k=1 0
und speziell
Ek2(|ak ) + b (0)]?) < +o0

fiir fast jedes o € (0o, R)-
Die Holdersche Ungleichung fiir Reihen liefert uns somit

5 Vi@ + 0P = 3= Vi + In(oF
(Z (lax(0)? + Ibi(o)] ))2 (;j) < 4o
= k

fiir fast alle g € (0o, R).
Wir beachten noch

lak(0)] + br(0)] < 2y/|ar(e)]* + |br(e)|®

fiir alle k € N und fast alle p € (0o, R) unter Nutzung der Ungleichung vom arithme-
tischen und geometrischen Mittel. Infolgedessen erhalten wir mithilfe des Weierstraf3-
schen M-Tests, den wir beispielsweise in [61, Kap. I, §2, Satz 3| finden, die absolute
und gleichméfige Konvergenz der Reihe

i 0) cos(kf) + by (o) sin(k6))

auf [0, 27] fiir fast alle ¢ € (o, R).

Wir erinnern uns an die Darstellungen (4.47), (4.48) und (4.49) fir die auf (oo, R)
absolut stetigen Funktionen ag (o), ar(0) und bx (). Diese sind dementsprechend fast
tiberall auf (go, R) differenzierbar und wir ermitteln

2m
ag(o) = %/59(97 0)de (4.58)
1 02~”
ah(e) = = [ (e 0)cos(k) 0, (159)
0
(o) = [ ul0.0)sin(ko) a9 (4.60)
0

fiir fast alle p € (0o, R).
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Da §,(0,-) € L%((0,2r)) fiir fast alle o € (9o, R) gilt, erkennen wir in (4.58), (4.59) und
(4.60) die Fourierkoeffizienten von g,(o,-) fir fast alle ¢ € (0o, R). Die Parsevalsche
Gleichung liefert uns daher

+ futo.0 a0 = 4 5 (st +4007) (161

fiir fast alle o € (0o, R).
Zusammenfassend ergibt sich aus (4.61) und (4.57) unter Beachtung von (4.54), (4.55)
sowie (4.56)

/ (5ol 6)+ -5 (Gu(e.0))* 40
(4.62)

{aom +Z( o )2+k2<ak(g>22+bk(g>2>>}

%

fiir fast alle o € (0o, R).

Wir bemerken, dass alle bisherigen Ergebnisse fiir beliebiges oo € (0, g) richtig sind.
Die Ergebnisse lassen sich ohne Probleme auch fiir go € [g,R) ibertragen, da in
diesem Fall insbesondere (0o, R) C (£, R) gilt und die fiir gy € (0, %) hergeleiteten
Eigenschaften stets auf Teilmengen giiltig bleiben. Die urspriingliche Einschrankung
00 € (0, ) hatte lediglich Auswirkungen auf die Wahl von g; in (4.43) und diente der
Veremfachung des Beweises.

Um schlielich den Beweis zu beenden, fithren wir zu beliebigem gy € (0, R) mittels

1 fir 0€ (QOaR)7

X(eo.m)(0) = {0 fiir 0 ¢ (00, R)

die charakteristische Funktion fiir das Intervall (go, R) ein.
Wir beachten aufgrund des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23]

2w

[ [watols

/_\

(3(0.6)% + Qi (30(e.0)?) | a00

R 27
ZQKO/Q ((5’9(97 0)* + gi (Go (e, 0))2> o do (4.63)
= 'D(g7 B(w07 ) \m)
< D(g, B(wo, R))

fiir alle go € (0, R).

Indem wir (4.62) in (4.63) verwenden, ergibt sich mithilfe des allgemeinen Konver-
genzsatzes von Beppo Levi, welchen wir beispielsweise [61, Kap. VIII, §4, Satz 5]
entnehmen kénnen, durch den Grenziibergang pg | 0 die gewiinschte Formel.

Dies vervollstandigt den Beweis. O
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Bevor wir uns mit der harmonischen Ersetzung und ihrem Dirichlet-Integral befassen,
ist es hilfreich, zunéchst einige vorbereitende Ergebnisse zu sammeln. Diese gehen der
Frage einer sinnvollen Begriffsbildung fiir Randwerte von Funktionen aus dem Sobolev-
Raum W14(G) nach.

Wir notieren zunéchst den folgenden Satz aus [18, Chap. 5.3, Theorem 3].

Satz 4.7 (Dichtheit von C*®(G) in W19(G)). Es sei G C R™ ein beschrinktes
C'-Gebiet und q € [1,4+00). Dann liegt der Raum C®(G)NW4(G) dicht in Wh1(G).

Von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung von Randwerten ist die Existenz des
sogenannten Spuroperators. Dazu wollen wir [18, Chap. 5.5, Theorem 1] die nachste-
hende Aussage entnehmen.

Satz 4.8 (Spuroperator). Sei G C R™ ein beschrinktes C1-Gebiet und q € [1, +00).
Dann existiert ein beschrinkter, linearer Operator Tr: WH4(G) — L1(9G), sodass

Tr[g] = gloc (4.64)
fiir alle g € WH(G) N C%(G) und
ITr[glll Laoey < Cne(Gr @) I9llwrae

fiir alle g € WH4(G) gilt, wobei Cty eine Konstante ist, die nur von G und q abhingig
ist.

Dementsprechend erhalten wir den Begriff der Spur.

Definition 4.1 (Spur). Wir nennen Tr[g] die Spur von g € W4(G) auf 0G.

Ergénzend dazu beachten wir das folgende Ergebnis aus [18, Chap. 5.5, Theorem 2],
welches ein Kriterium fiir eine verschwindende Spur einer Funktion aus W14(G) liefert.

Satz 4.9 (Spur-Charakterisierung von W, %(G)). Seien G C R™ ein beschrinktes
C*-Gebiet und g € WHI(G), 1 < q¢ < +00. Dann gilt Trlg] = 0 genau dann, wenn
g € Wy U(G) richtig ist.

Bemerkung 4.5. Die Sétze 4.7, 4.8 und 4.9 kénnen hinsichtlich der betrachteten Men-
gen verallgemeinert werden. Es geniigt, wenn diese einen Lipschitz-Rand besitzen be-
ziehungsweise einer sogenannten Segmenteigenschaft geniigen. Untersuchungen dazu
konnen [1, Theorem 3.18] und [46, Theorem 10.29, Theorem 15.23, Theorem 15.29]
entnommen werden.

Wir méchten noch den folgenden Gedanken aus dem Beweis des Satzes 4.8, der sich
in [18, Chap. 5.5, Theorem 1] befindet, aufgreifen. Fiir ein beschrinktes C'-Gebiet
G und ein g € W9(G) koénnen wir aufgrund des Satzes 4.7 eine Folge {gi}i=12,.. in
C®(G) N WH4(G) mit

llggo llg — ngwl,q((;) =0

finden. Insbesondere bildet die Folge {g;};=12, . eine Cauchy-Folge in W4(G). Wir
erhalten daher mithilfe des Satzes 4.8

llg: — gk”Lq(aG) = || Trlg] — Tr[gk]HLq(aG) < Cn(G,q) g — ngWl.q(G)
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und erkennen, dass die Folge {g;}i=1,2,.. auch in LY(0G) eine Cauchy-Folge ist. Den
Grenzwert definieren wir schlieflich als Tr[g] und bemerken, dass dieser unabhingig
von der Wahl der approximierenden Folge {g;};=12,.. ist. Unter zusétzlicher Beriick-
sichtigung des Satzes 4.9 erweitern wir den Begriff der Spur wie folgt.

Definition 4.2 (L9-Randwerte). Zwei Funktionen gi,g2 € Wh4(G) stimmen im
Sinne der L?-Norm auf dem Rand 9G iiberein, wenn g1 — g2 € WO1 Q) gilt. Ist G ein
beschrinktes C'-Gebiet, bezeichnen wir Tr[g] auch als L¢-Randwerte von g € WH4(G).

Wir kénnen damit die harmonische Ersetzung einer Funktion erkldren.

Definition 4.3 (Harmonische Ersetzung). Es seien G C R™ ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet und go € W12(G). Wir bezeichnen die Funktion H(go, G) als harmo-
nische Ersetzung von gg in G, die auf dem Rand dG mit gg im Sinne der L*-Norm
iibereinstimmt, falls

i) H(go,G) in G harmonisch ist und
i) H(g0,G) —go € WOI’Q(G) gilt.

Bemerkung 4.6. Geméafl den Darstellungen in [11, S. 117-118] ist es stets moglich,
eine eindeutige Funktion zu finden, die den Bedingungen i) und ii) der Definition 4.3
geniigt. Dazu wird das Variationsproblem fiir das Dirichlet-Integral auf der Menge
{g e WH(@G) : g—go € WOI’Q(G)} eindeutig gelost und mithilfe des Lemmas von
Weyl gezeigt, dass diese Losung harmonisch ist. Die harmonische Ersetzung ist somit
wohldefiniert.

Wir wollen nun das Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung herleiten. Dafiir
orientieren wir uns an der knappen Ausfiihrung in [51, Chap. III, Lemma 6.2], welche
das Dirichlet-Integral einer harmonischen Funktion mit L2-Randwerten beinhaltet.
Im entsprechenden Beweis wird eine Darstellung der harmonischen Funktion voraus-
gesetzt und anschliefend das Lemma 4.2 angewendet. Unbetrachtet bleibt dort aller-
dings, ob diese Darstellung der Definition einer harmonischen Ersetzung geniigt. Die
Bemerkung 4.6 liefert uns zwar die Existenz und die Eindeutigkeit einer harmonischen
Ersetzung, ldsst jedoch die Frage nach ihrer Darstellung unbeantwortet. Wir wollen
diese Liicke daher in unserem Beweis schlieflen. Hierfiir nutzen wir Ergebnisse iiber
harmonische Hardy-Raume. Wir beachten, dass uns das Maximumprinzip fiir harmo-
nische Funktionen verwehrt bleibt, da Randstetigkeit nicht gegeben ist.

Lemma 4.3 (Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung). Vorgelegt seien
B(wo, R) C R? und go € WL2(B(wo, R),R). Zudem besitze go Randwerte im Sinne
der L?-Norm, die auf OB(wo, R) durch

ag

5+ > ak cos(kO) + by, sin(k6)

k=1

mit gewissen Koeffizienten ag, ap und by, darstellbar sind.
Dann gilt fir die harmonische Ersetzung g := H(go, B(wo, R)) von go in B(wg, R)

D(g, B(wo, R)) =7k (af + ) .
k=1
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Beweis. Entsprechend [11, Theorem 3.1, Remark 3.2, Theorem 4.7 und Remark 4.8]
gibt es genau eine harmonische Funktion ¢ € W12(B(wp, R)) N C%(B(wp, R)) mit
g — g0 € Wy (B(wy, R)).

Zunéchst bemerken wir mit Polarkoordinaten um wy

27
9l 0m0may = [ ls@)ds(w) = ¢ [lglwo+ ec)Pds (465)
9B(wo,0) 0

fir 0 < o < R.

Indem wir §,(w) := g(wo + pw) fiir jedes ¢ € (0, R) setzen, erhalten wir insbesondere
G, € WH2(B(0, %)) N C>(B(0, %)) unter Verwendung des Satzes 4.6 und somit auch
G, € W2(B(0,1)) N C*(B(0,1)) fiir alle p € (0, R).

Mithilfe des Satzes 4.8 und einer entsprechenden Konstante C'ry := C1y(B(0, 1)) folgt
daher

2 2
Jlgtwo + 0e®)2 a0 = [1,) a6 = 130l 00,1
0 0

(4.66)
< Ck HflgH%vl,z(B(oyl))
fiir jedes g € (0, R).
Wir erhalten zudem
30l oy = [ lo@Pdwt [ V,0w) duw
B(0,1) B(0,1)
= [ lotwo+ qw)Pdw+ [ [Vgun+ow) o du
B(0,1) B(0,1)
_ 1 2 2
=z lg(w)|* dw + [Vg(w)]” dw
B(wo,0) B(“”U,Q)
1 2
< (E + 1) 19128 wo,r))
und schliefien daher aus (4.66)
2 1
J1gtwn+ 0e)?a0 < G (25 + 1) gl (4.67)
0

sowie unter zusitzlicher Beachtung von (4.65)

1
o1 @m0 < O (5 + 2) 1123000,

fiir alle ¢ € (0, R).
Wegen [17, Chap. 1.3, Example 2] erkennen wir | g|? als subharmonisch in B(wo, R)
und folgern unter Verwendung von [17, Theorem 1.6] fir 0 < g1 < g2 < R

2m 2m
Jlgtwo+ore®)P a0 < [lgtun +o2e) a0 (4.65)
0 0
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Damit ergibt sich aus der Kombination von (4.67) und (4.68)

s s
sup[lgun+0e")Pdo < sup[lg(uwo+ oc”)2 a0
O§Q<RO §§Q<R

2
< Ch (g + 1) 902300 1 < o0

unter Ausnutzung von g € W12(B(wg, R)).

Infolgedessen erkennen wir die Funktion g als ein Element eines harmonischen Hardy-
Raumes gemaf [3, S. 103]. Speziell finden wir auf der Grundlage von [3, Theorem 6.12]
ein eindeutig bestimmtes Element § € L?(9B(wq, R)), sodass

_ 1 ¢ — wol* — Jw — wol*
s =57 [ 0
8B(w ,R) (4 69)
., .

Qﬂ/RZ—QQRCOS(T—O)—l- 7 9(wo + Re)dr

fiir w = wo + g’ € B(wo, R) gilt.
Analog zur Darstellung in [59, Kap. V, §4] berechnen wir mit ¢ = wg + Re'” und
w=wy+oe? fir0<po<R

2
C—wol —Jw—w|® _ R*-0* _ 1-(f)
lw— ¢ loel? — Reir|? ‘17%61(6—7”2
2
_ - (%)
(1— £ el0-)) (1 — £ )
und mithilfe der geometrischen Reihe
1-(%)° 1 1
2 Li(0—7) (f 0 —i(0-17)) —1+ 70— T 2 —i(6—7)

(I—Ee )(l—ﬁe ) l—Fe I—Ee

= /9 ko * /o ko

=1+ Z (E) Clk(@fT) + kz: (E) Cflk(efT)
=0

_1+2Z( ) cos(k(0 — 1)) .

Nutzen wir zusétzlich
cos(k(0 — 7)) = cos(k6) cos(kT) + sin(k6) sin(kT)
fiir jedes k € N, ermitteln wir

¢ — wol? = Jw — wol?

lw — ¢J?

fiir w = wo + g € B(wy, R) und ¢ = wg + Re'™ € B(wq, R).

=1+2 Z < ) cos(kB) cos(kt) + sin(k0) sin(kT))
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Aus (4.69) erhalten wir demnach

27
) 1 )
g(wo + o) = 5, | 9(wo + ReT)dr
0
0o 0 E 1 2 '
+ <—> cos(k0) f/cos(kr)g(wo + ReT)dr
S \R T
0
0 0 k 1 27
+3 (7) sin(k0) / sin(k7)j(wo + Re™) dr
o \R T
0
fiir w = wy + e’ € B(wo, R).
Durch die Setzungen
1 27
Qg = — /g(wo + Re'm)dr
"%
1 7
o = — /g(wo + Rel™) cos(kT) dr ,
.
0

27
1 .
B = — /g(wo + Re')sin(kr)dr
™
0
folgern wir die Darstellung

oo
g(wo + 0e) = ?O + ;; < ) ay, cos(kO) + By sin(k0))
fiir w = woy + e € B(wo, R).
Gleichzeitig entspricht
Z ay, cos(kO) + By sin(k6))

der Fourier-Darstellung von § € L2(0B(wo, R)).

Wir wollen nun erkennen, dass § und Tr[g] auf dB(wp, R) im Sinne der L2-Norm
iibereinstimmen. Dafiir bemerken wir wegen des glatten Randes von B(wy, R), dass es
aufgrund des Satzes 4.7 eine Folge {g;}i=12,.. in W12(B(wo, R)) N C*°(B(wo, R)) mit

i {19 = gillyr.2 (o, ry) = 0 (4.70)

gibt.
Analog zu (4.65) beachten wir

13 — T2 (o150, = R/|g(w0 + Rei®) — Tr[g](wy + Re®)2 d8
0
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und fiigen innerhalb des Betrags auf der rechten Seite g(wq + 0e'?), +g;(wo + o¢'?)
sowie +g;(wo + Rel?) ein, wobei g € (0, R) und I € N zunichst beliebig sind.
Unter mehrfacher Verwendung des Lemmas 2.2 ergibt sich dann

2m
1 = Tl oy < AR [ 130+ Re) = gl + o) a0
’ 27
+ 4R/\g(wo + 0e) — gi(wo + 0€)|*d
0 (4.71)
+ 4R/\gl(w0 + Qeie) — gi(wo + Rei9)|2 d¢
0

+ 43/\gl(w0 + Re?) — Trlg)(wo + Re?)|%do
0

fiir jedes o € (0, R) und [ € N.
Analog zu (4.67) erhalten wir

i i 1
Jlatwo-+ ) = (o + o) a0 < B (5 +1) o = st my
0

fiir alle o € (0, R) und [ € N beziehungsweise
. . 4
Jigtun+ e¢) = atwn + 0¢*)a0 < G (35 +1) g = aliracpuory (@72)
0

fiir o € [%,R) und [ € N.
Der Satz 4.8 liefert uns

R /lyz (wo+ Re") = Telg](wn + Re)d0 = g1 = Telg) 2 oy

4.73
S P R L

< Ch Mgt = 91312 (Bws.m))

mit Cy := Cry(B(wo, R)).
Daher erhalten wir aus (4.71) mit (4.72) und (4.73) fiir alle p € [§,R) und [ € N

18 = Telol 30 ) < AR [ 1300+ Re?) = gl + )2 a6
0

i i 4.74
+4R/‘gl(w0+QC16) *gl(’LUU‘FRCle)‘ZdH ( )
0

4 N
+4 <C",2rr <§ + R) + C"?ﬁ) llg - ngQW‘v?(B(wU,R)) .
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Es sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Wegen (4.70) finden wir ein Iy € N, sodass

4 ~ €
1(h (5 +R) +Ch) g = a0y < 5 (4.75)

richtig ist.
Da zudem g;, € C*°(B(wp, R)) gilt und g;, somit insbesondere gleichméBig stetig auf
B(wo, R) ist, folgt unmittelbar

2m
lim /\glo(wo +0¢e"%) — g, (wo + Re?)2do =0
o0—R
0
Unter Beachtung von [41, S. 9] ist zudem

2m
lim /|§(w0 + Re%) — g(wo + 0€?)|2do =0
o—R

0

gegeben.
Demnach finden wir ein gy € [% R), sodass
27
4R/|§(wo + Re') — g(wo + 00 ?)|* 6 < Z (4.76)
0
und
2T
. ) c
4R / |91 (wo + 00 ) — gy (wo + Re)|?db < i (4.77)
0

giltig sind.
Infolgedessen ergibt sich mit (4.75), (4.76) und (4.77) in (4.74)

13 = Trlg)1 2205 w0,m) < €
und aufgrund der beliebigen Wahl von € muss schliellich

19 = Trglll L2 (6B (wo,m)) = 0

erfiillt sein.
Somit erhalten wir unter Verwendung des Satzes 4.9 wegen g — go € VVO1 2(B(wo, R))

Qo = ap,
ap = ag,
Br = by

und dementsprechend fiir jedes w = wg + pe'? € B(wp, R)

0 k
g(wo + 0e?) = % +3 (%) (ay, cos(k@) + by sin(k0)) .
k=1
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Wir setzen ag(o) := ao,

ar(o) = (%)kak sowie Do) == <%>kbk

und verwenden diese Koeffizienten im Lemma 4.2. Es ergibt sich

[ ((kar o\ (kb o1\? |, K20%(a} +17)
D(Q7B(ww>>=7f0/9{z ((ng >+(ﬁg )+ R g? 4

k=1
LS k2
:7r/ [Z o (aF +17) 2 2’6—1} do
0

fiir 0 < r < R. Da die Reihe fiir 0 < ¢ < r < R absolut und gleichméfig konvergiert,
koénnen wir die Integration auf jeden einzelnen Summanden anwenden und es folgt

2 A

o] 2% . 3
Dlg. Blwo.r) =7 Y- = (af +8) [0 do
k=1"" 0

=r 3 o ot ) [ ], =<2k (5) (i)

fir 0 <r < R.

Wegen
) r 2k
D(g. Blun,r) =7 Yk (3) (o +1) < Dlo. Bluwo R) < +oc
k=1
fiir 0 < r < R folgt durch den Grenziibergang r — R die gewiinschte Aussage. O

Bemerkung 4.7. GemaB dem Satz 4.7 finden wir zu einem beschrinkten C!-Gebiet
G und einem g € WH2(G) stets eine Folge {g;}1=12,.. in C®(G) N WHA(G), die in
Wh2(@) gegen g konvergiert. Wie im Zusammenhang mit der Beweisidee zum Satz 4.8
angedeutet ergeben sich daraus die Randwerte von g als Tr[g] € L?(0G). Handelt es
sich bei G insbesondere um eine Kreisscheibe, kénnen wir Tr[g] stets als Fourierreihe

a | .
2t k;l ay, cos(k0) + by, sin(k0)

auf dem Rand der Kreisscheibe mit gewissen Koeffizienten ag, a; und b auffassen und
das Lemma 4.3 entsprechend anwenden.

Auf dem Weg zum Beweis der Holder-Stetigkeit eines Minimierers X* aus dem Satz 3.3
gelangen wir nun zu einem Ergebnis aus [51, Chap. ITI, Theorem 6.1]. Dieses verkniipft
die Lemmata 4.2 und 4.3. Es kann als ein hinreichendes Kriterium fiir eine Funktion
X € WH2(@) angesehen werden, um zu priifen, dass X die Voraussetzung (4.41) des
Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) erfiillt.

Im Vergleich zu [51] gehen wir hier praziser auf die Losung der auftretenden Differen-
tialungleichung ein.
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Lemma 4.4 (Wachstumslemma). Es seien die Kreisscheibe B(wg, R) C R? sowie
X: B(wo, R) — R® € WY2(B(wo, R)) mit

D(X, B(wo, R)) = VX |22(Bwo.ry) = Mo < +00

vorgelegt. Mit einer Konstante C' > 1 sei zudem

D(X7 B(w07 Q)) < CD(H(X> B(wo, Q))7 B(wo, Q)) (478)
fiir alle 0 < o < R richtig.
Dann gilt
o\
D(X, B(wy, 0)) < My (E) (4.79)
fiir 0 < o <R.

Beweis. Zunichst bemerken wir fiir X = (X1, X3, X3)T

3
D(X, B(wo, 0) = »_ D(Xi, B(wo, 0)) -

=1

Unter Verwendung des Lemmas 4.2 fir jede Komponente X; erklaren wir damit die
gemiB Lemmata 2.11 und 2.12 auf [0, R] absolut stetige Funktion

(o) :=D(X, B(wo, 0))

2 o 2 (2\2 (A2
72 / [ :(0) Z( b0+ k (ak,z(g)é;r br,i(0) ))] dz

k=1

und beachten

i { o Z ( (o) + k2 <ak,i<g>22+ bk,i(gﬁ)ﬂ

%

fiir fast alle o € (0, R).
Mithilfe von (4.78) und der Lemmata 4.2 und 4.3 erhalten wir fiir fast alle p € (0, R)

3 o)
¥(e) < OD(HX, Blwo, 0), Bluww, 0)) = O3 w3k (ari(0)?* + bri(0)?)
> o k2 (ar,i(0)? + bri(0)?)
<C 70> ’ .
- i=1 ¢ kz::I 92
<Ci7rg2 [%’Z +Z<k2 (axilo Q+bk’(g))+akz( ) +b ())}
i=1
=Co% (o)

beziehungsweise kurz

U(o) <Co¥'(o) . (4.80)



4.2 Holder-Stetigkeit im Inneren 81

Wir bemerken, dass ¥ auf [0, R] schwach monoton steigend ist, da der Integrand in der
Definition der Funktion W stets nichtnegativ ist. Insbesondere gilt dementsprechend
U(p) = 0 fiir alle p € [0, go], falls T(gg) = O richtig ist.

Da im Falle von U(R) = My = 0 somit nichts zu zeigen wére, wollen wir My > 0
annehmen.

Wegen ¥(0) = 0 sowie der Monotonie und der Stetigkeit der Funktion ¥ gibt es ein
00 € [0, R) mit

W(p)=0  fiir alle p € [0,00] und
U(g) >0 fir alle o € (0o, R] ,

wobei der Fall pg = 0 keine Einschrinkung darstellt.

Fiir alle g € [0, go] ist die Abschatzung (4.79) somit direkt gegeben und wir beschréan-
ken die weiteren Betrachtungen auf das Intervall (oo, R].

Wir erhalten aus (4.80)

1 ) d
Co < To) - d—gln(\I’(g)) (4.81)

fiir fast alle o € (0o, R).
Sei nun ¢ € (0, R — go) beliebig gewéhlt. Aus (4.81) folgt dann

R
é(lnR Ing) = /Ci /di do (4.82)

fiir jedes ¢ € [0 + ¢, R].

Da der natiirliche Logarithmus auf dem Intervall [¥(go + €), U(R)] eine beschrénkte
erste Ableitung besitzt und daher insbesondere auch Lipschitz-stetig auf dem Intervall
[W(0o + €), U(R)] ist, liefert uns das Lemma 2.9 die absolute Stetigkeit der Funktion
Ino¥ auf [gg + €, R]. Somit kénnen wir auf das Integral der rechten Seite von (4.82)
das Lemma 2.10 anwenden und ermitteln

& (R~ 1ng) < (W(R)) ~ In(¥(2))

beziehungsweise

Q=
~—

In(¥(3)) < In(¥(R)) — éln <§> :1n <\P(R) <%> :

oder auch

W(5) < U(R) (%)7 (4.83)

fiir jedes ¢ € [0 + ¢, R].

Da die Wahl von € € (0, R — go) beliebig war, bleibt (4.83) fiir alle g € (0o, R] richtig.
Unter Beachtung von ¥(R) = D(X, B(wg,R)) = My und wegen ¥(p) = 0 fiir alle
0 € [0, go] ergibt sich schliefllich die gewiinschte Aussage. O



82 4 Regularitatstheorie zur Stetigkeit von Minimierern

Fiir den Beweis der Holder-Stetigkeit eines Minimierers X* des Satzes 3.3 wollen wir
gemif dem Wachstumslemma einen Vergleich von X* mit seiner harmonischen Erset-
zung auf Kreisscheiben vornehmen. Dabei werden wir verwenden, dass es sich bei X*
um einen Minimierer des betrachteten Funktionals Z handelt.

Zu beachten ist jedoch, dass die Menge F, auf der wir minimieren, durch die harmo-
nische Ersetzung nicht verlassen wird. Wir gewéhrleisten diesen oft vernachldssigten
Umstand durch das folgende Lemma, welches durch [55, Theorem 3.2.2 (b)] inspiriert
ist.

Lemma 4.5 (Zuldssigkeit harmonischer Ersetzung). FEs seien G C R™ ein be-
schrimktes Gebiet sowie X,Y € WY2(GQ) mit X —Y € Wy (G) gegeben.
Zu einem Lipschitz-Gebiet Gy C G erkldren wir durch

K (w) = | HE Go)w) - fiir w € Go,
: X(u)) ﬂ” weq \ GO

die in Gy hgrmom’sch ersetzte Eunktz’on X.
Dann gilt X € WH2(G) sowie X —Y € Wy 2(G).

Beweis. Aufgrund von H(X,Gp) — X € Wol’Z(Go) existiert eine Folge {Z;};=1 2, .. mit
Zy € C§°(Gy) fiir jedes | € N, sodass

lim 17 = (H(X, Go) = X) Iy = 0 (484)

richtig ist. Indem wir Z; auf G durch Z;(w) = 0 fiir alle w € G \ Gy fortsetzen, ergibt
sich Z; € C3°(G). Infolgedessen erhalten wir fiir die durch

Z(w) — H(X, GO)(’U)) - X(’LU) fir w € G()7
' 0 fir w € G\ Gy

definierte Funktion

lim 17 = Zlyraey = lim 12— (H(X, Go) = )l = 0

unter Verwendung von (4.84) und erkennen Z € W,(G) € WH2(G). Wir erhalten
daher X = X + Z € WH2(G) bezichungsweise X — X = Z € WOI’Q(G).

SchlieBlich ergibt sich X —Y = X =X + X -V = (X — X) 4+ (X —=Y) € WoX(G), da
WO1 2(@) ein abgeschlossener linearer Unterraum von W12(G) ist. O

Wir verkniipfen schlieSlich das Wachstumslemma (Lemma 4.4) mit dem Dirichlet-
schen Wachstumstheorem (Satz 4.5), um die Holder-Stetigkeit eines Minimierers X*
des Funktionals Z aus der Definition 3.2 herzuleiten. Um eine vom Satz 3.3 unab-
héngige Aussage zu treffen, wollen wir die Voraussetzungen an die das Funktional Z
induzierende Funktion f zunéchst auer Acht lassen und stattdessen die Existenz eines
Minimierers voraussetzen.

Die grundlegende Idee fiir den Vergleich des Minimierers mit seiner harmonischen
Ersetzung findet sich in [55, Theorem 1.10.2]. Unser Beweis stellt sich aufgrund der
vorangegangenen Ergebnisse jedoch deutlich klarer dar.



4.2 Holder-Stetigkeit im Inneren 83

Satz 4.10 (Holder-Stetigkeit eines Minimierers). Seien G C R? ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet und f(w, X, p) eine Funktion f: G x R3 x R3*2 — R, sodass mit
Konstanten 0 < My < My < +00

M |p)* < f(w, X,p) < Ma|p|? (4.85)

fiir alle (w, X, p) € G x R? x R3*2 richtig ist.
Zusétzich seien Y € W12(G) und F ¢ WY2(G) die Menge aller X € WY2(G) mit
X-Ye WOI’Q(G) sowie

I(X,G) = /f(w,X(w),VX(w))dw
G

das zu f gehdrende Funktional Z.
Aus

Z(Xo,G) :)i(léf}_I(X7 G)

fiir ein Xo € F folgt dann Xy € C*(G) mit o = 2%—}2 Des Weiteren existiert eine
Konstante C = C(a) > 0, sodass fir jedes wy € G mit g9 = dist(wg, OG)

|w0—w|>a
Xo(wg) — Xp(w)| < C DX,G<7
|Xo(wo) — Xo(w)] VP (Xo, G) ™
fiir alle w € G mit lwy — w| < 2 gilt.

2

Beweis. Aufgrund der Bedingung (4.85) und der Minimumeigenschaft von X, gilt
M; D(Xo, B(w, 0)) < Z(Xo, B(w, 0))
< Z(H(Xo, B(w, 0)), B(w, 0)) (4.86)
< My D(H(Xo, B(w, 0)), B(w, 0))
fiir jede Kreisscheibe B(w, 9) C G, wobei H(Xo, B(w, 0)) gemaf Definition 4.3 die har-
monische Ersetzung von Xy in B(w, o) ist. Ware dies nicht der Fall, konnten wir Xy in

B(w, 0) durch H(Xo, B(w, o)) ersetzen und X, wire unter Beachtung des Lemmas 4.5
kein Minimierer des Funktionals Z. Insbesondere folgt aus (4.86)

D(Xo, B(w, 0)) < %D(H(XovB(w&)),B(w,Q)) (4.87)

fiir jede Kreisscheibe B(w, ¢) C G.
Sei nun wg € G beliebig gewihlt und g9 = dist(wp, dG). Wegen Xo € Wh2(G) folgt
insbesondere auch Xo € WH2(B(wo, 00)). Aus (4.87) erhalten wir dann unter Verwen-
dung des Wachstumslemmas (Lemma 4.4)

. .

D(Xo, B(wo, 0)) < D(Xo, B(wo, 00)) <g%> " < D(X0,6) (;i) "

fiir 0 < 0 < go.
Aufgrund der beliebigen Wahl von wy € G wird die Bedingung (4.41) der zweiten
Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) mit o = 21‘1\/[/}2 € (0,1) und
M? = D(X,, G) erfiillt. Somit kénnen wir die zweite Version des Dirichletschen Wachs-
tumstheorems (Satz 4.5) auf Xy anwenden und erhalten unmittelbar die gewiinschte
Aussage. O
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4.3 Stetigkeit bis zum Rand

Wir wollen das zentrale Ergebnis des letzten Abschnitts, die Holder-Stetigkeit eines
Minimierers, erweitern und zeigen, dass zusétzlich Stetigkeit bis zum Rand moglich
ist. Von entscheidender Bedeutung ist es dabei, die Menge F der zuldssigen Elemente
zu konkretisieren. Hierzu wird die Stetigkeit der Funktion ¥ € WhH2(G), welche F
klassifiziert, auf dem Rand OG gefordert.

Wir spezialisieren unsere Untersuchung der Stetigkeit bis zum Rand auf Gebiete, die
einer Kreisscheibe entsprechen. Dies wird erforderlich, da durch eine konforme Trans-
formation eine Teilmenge des Randes OG auf eine Gerade abgebildet werden muss.
Vorbereitend befassen wir uns mit einigen Aussagen im Zusammenhang mit konfor-
men Transformationen. Wir beginnen zunéchst mit der folgenden Begriffsbildung zu
Halbkreisscheiben.

Definition 4.4 (Halbkreisscheibe). Zu einer Kreisscheibe B(wg, R) C R? und ei-
nem zugehorigen Randpunkt @ € dB(wy, R) bezeichnen wir mit

E(wO,R, W) = {w € B(wo, R) : (¥ — wp,w —wp) > 0}
die Halbkreisscheibe von B(wp, R) mit Pol .

Das folgende Lemma ist inspiriert durch die Mobiustransformation, die die Einheits-
kreisscheibe in C auf die obere Halbebene abbildet. Da diese allerdings nicht die spater
bendtigte gleichméfige Lipschitz-Stetigkeit auf der kompletten Kreisscheibe gewéhr-
leisten kann, wollen wir eine Lokalisierung vornehmen. Wir bilden lediglich eine Teil-
menge der Kreisscheibe konform und insbesondere gleichméafig Lipschitz-stetig auf
eine Teilmenge der oberen Halbebene ab. Wichtig ist dabei, dass die Punkte des Halb-
kreisrings w € B(wo, R, ) mit |w — wo| = R auf eine Gerade abgebildet werden. Es
folgt sogar, dass jede beliebige Halbkreisscheibe derart auf die oberen Einheitshalb-
kreisscheibe abgebildet werden kann.

Lemma 4.6 (Halbkreis-Transformation). Es existiert eine bijektive Transforma-
tion K: B(wo, R,w) — B(0,1,(0,1)) derart, dass
i) K({w € 0B(wp, R) : (b — wo,w — wp) > 0}) = {(u,v) € B(0,1) : v =0},
it) K({w € B(wo, R) : (® — wo,w —wp) = 0}) = {(u,v) € 9B(0,1) : v > 0},
i) K € C1 (m) sowie K1 € CI(M) richtig sind,
w) K: B(wo, R, %) = B(0,1,(0,1)) konform ist und
v) K Kreisscheiben in B(wo, R, %) auf Kreisscheiben in B(0,1,(0,1)) abbildet.

Beweis. Zunachst bemerken wir, dass Translationen und Drehstreckungen und ihre je-
weiligen Umkehrabbildungen zur Klasse C'!'(R?) gehéren. Auerdem sind sie konform
und bilden Kreisscheiben auf Kreisscheiben ab.

Da stets eine Abbildung Ky existiert, die aus einer Translation und einer anschlie-
Benden Drehstreckung besteht, B(wo, R, ) bijektiv auf B(0, 1, (—1,0)) abbildet sowie
Ko({w € 0B(wo, R) : (1 — wp,w —wp) > 0}) = {w € 9B(0,1) : ((—1,0),w) > 0})

und Ko({w € B(wp, R) : (0 —wop,w —wp) = 0}) = {w € B(0,1) : ((—1,0),w) = 0}
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erfiillt, beschrinken wir uns auf den Fall, dass Bg(wg7 R, ) = Bé((]7 1,(—1,0)) gilt. Ha-
ben wir némlich eine entsprechende Abbildung K: B(0,1, (—1,0)) — B(0,1,(0,1))
gefunden, ergibt sich der allgemeine Fall durch die Verkettung I o Ky.

Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die natiirliche Korrespondenz von R? und C,
wobei wir einen Punkt w = (u,v) € R? auch als komplexe Zahl w = u +iv € C
auffassen und umgekehrt. Wir wihlen die Mébiustransformation K, welche die Ein-
heitskreisscheibe auf die obere Halbebene abbildet und durch

K(-1)=0, K@i) =-1 sowie K(-i)=1
eindeutig bestimmt ist. Diese wird durch

~ iw + i
Klw) = —w+1

(4.88)

gegeben. Wir beachten, dass K die Menge C \ {1} bijektiv auf C\ {—i} abbildet und
als Mobiustransformation eine holomorphe Funktion auf C\ {1} ist. Zudem ist die
Umkehrabbildung K~1: C\ {~i} — C\ {1} ebenfalls ecine Mdbiustransformation, die
auf ihrem Definitionsbereich auch holomorph ist. Diese wird geméfl

- w—i

K t(w) = P (4.89)

fur alle w € C\ {—i} erklért.
Ausgehend von (4.88) ermitteln wir
iw+i  1+w (14+w)(l-w) . 1+w—-—w—ww
=1 =1 =1
—w+1 1—w (1—-w)(l—w) 1—w—w+ww
14 2iv — u? — 0?2
-]
1—2u+u?+0?
—2v C1l—u?—0?
= +1
(u—1)2+02 (u—1)%2 + 02

fiir w =wu+1iv € C\ {1} und gelangen so zur entsprechenden reellen Transformation

—2v 1—u?—v?
(u=1)24v2" (u—1)2+ 02

K(u,v) = (

fiir (u,v) € R\ {(1,0)}. Aus der Konstruktion folgt, dass }C die Menge R? \ {(1,0)}
bijektiv auf R? \ {(0,—1)} abbildet. B }
Aufgrund der Holomorphie von K auf C \ {1} gehéren Re K und Im K zur Klasse

C'(R%\ {(1,0)}) und die Funktion K insbesondere zur Klasse C*(B(0, 1, (—1,0))).
Wir berechnen

(—20)2 + (1 —u? —v?)? =40 + (1 — u?)? — 202(1 —u®) + 04
= (1 +u)?(1 —u)® +20*(1 +u?) + 0 (4.90)
=(1+u)?%1 —u)?+ 201 —u)? + 4?u+ 0t

fiir (u,v) € B(0,1,(—1,0)).
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Wegen (u,v) € B(0,1,(~1,0)) folgt —1 < u < 0 oder auch 0 < u +1 < 1 sowie
u—1< —1, woraus wir wiederum |u + 1| < |u — 1] und (1 +u)? < (1 — u)? schlieBen.
Aus (4.90) erhalten wir damit

(=202 + (1 —u? —0®)? < (1 —w)* + 202 (1 — u)? + v* + 0%u
(u—1)2+ 012 + 4%
< ((u=1)* +0%)?

fiir (u,v) € B(0,1,(—1,0)). Dementsprechend gilt

(=20 (1—u? —v?)?
Ko = e+ (oo <!

fiir (u,v) € B(0,1,(—1,0)). Da zudem
1—u?—v2>0

fiir (u,v) € B(0,1,(—1,0)) C B(0,1) richtig ist, ergibt sich K(u,v) € B(0,1, (0,1)) fiir
jedes (u,v) € B(0,1,(~1,0)). Es gilt also K(B(0,1,(-1,0))) € B(0,1,(0,1)).

Um einzusehen, dass die Transformation K die Menge B(0,1,(—1,0)) bijektiv auf
B (0,1, (0,1)) abbildet, nutzen wir die Umkehrabbildung X~* und bestimmen auf der
Grundlage dieser zunichst 1. Aus (4.89) berechnen wir

w—i_ (w-i@-i) ww-—ilwt+w) -1

w+i (wH+i)(w—-i) wu-i(lw-w) +1
w2 + 0% —2u—1 uw+0v2—1 i —2u
= = 1
w2+ +20+1 w4+ (v+1)2 w4+ (v+1)2

fir w =u+iv € C\ {—i} und erhalten mit

2 2_1 _9
K (u,v) = ( uty 4 >

w2+ (v+1)27 w2+ (v+1)2
fiir (u,v) € R*\ {(0, —1)} die Umkehrabbildung K~'. Da K~ holomorph auf C\ {—i}
ist, gehdren Re X! und Im K~! zur Klasse C'!(R?\ {(0, —1)}). Infolgedessen gilt auch
K=1e cY(B(0,1,(0,1))).
Wir zeigen nun K~ (u,v) € B(0, 1, (—1,0)) fiir (u,v) € B(0,1,(0,1)). Dazu berechnen
wir fiir alle (u,v) € B(0,1,(0,1))
(W 4+ 0% = 1)2 + (—2u)? = vt + (u? — 1) + 202 (u? — 1) + 402
=ot 4t + 20+ 1+ 203 (w? 1)
=vt 4 (W 4+1)2+ 20 (w? - 1)
und schlieffen unter Beachtung von u? — 1 < 4?41 und v > 0
(W? + 02 = 1)? + (=2u)? < v+ (2 +1)? + 202 (u? +1)
= (2 + (u? +1))?
< (@420 4+1) = (W + (v+1)%)2.
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Somit ergibt sich

(u? + 0% —1)2 (—2u)?

K™ (u, 0)|* = W+ rD2? @+ (0+ 1))

<1

fiir alle (u,v) € B(0,1, (O 1)). Da gleichzeitig u?+v2 —1 < 0 aus (u,v) € B(0,1,(0,1))
folgt, erhalten wir K1 (u,v) € B(0,1,(-1,0)) fiir jedes (u,v) € B(0,1,(0,1)), das
heiBt £~1(B(0,1,(0,1))) C B(0, 1,(=1,0)). Zu jedem Punkt (u,v) € B(0,1,(0,1))
existiert mit (uo,vg) =K (u,v) € (()7 1,(-1,0)) demnach also ein Punkt, sodass
K (o, v0) = K(K~(u, v)) = (u,v) gilt R

Indem wir uns erinnern, dass (B0, 17 (—1,0))) € B(0,1,(0,1)) richtig ist, schlieBen
wir insgesamt

K(B(0,1,(~1,0))) = B(0,1,(0,1)) . (4.91)

Da K: R?\{(1,0)} — R2\{(0, 1)} entsprechend der Konstruktion bijektiv und somit
auch injektiv ist, ergibt sich die Bijektivitiit von K: B(0,1,(—1,0)) — B(0,1,(0,1))
unter Verwendung von (4.91).

Um die Eigenschaft i) zu zeigen, bemerken wir, dass sich jedes w = (u,v) € dB(0,1)
mit —u = ((—1,0),w) > 0 beziehungsweise u < 0 eineindeutig mit einem ¢ € [3, 3%
durch w = (u,v) = (cos g, sin ¢) darstellen l4sst.

Dementsprechend betrachten wir

. —2sing 1—cos?p —sin?p
K =K =
(u,0) (cos p,sin ) <(cost,a —1)2+sin?¢’ (cosp —1)2 +sin?p

_ ( —2sing O)
" \(cosp —1)2 +sin? ¢’

und bemerken fiir die erste Komponente

—2sing _ —2sin g _ —2singp
(cosp—1)2 +sin?¢  cos2@p —2cosp+1+sin2p 2 —2cosy
sin ¢ ©
=—— " —_cott
1 —cose €0 2
fiir jedes ¢ € [7, 32”
Da der Kotangens auf dem Intervall [7, 5—”] eine streng monoton fallende und stetige

Funktion mit

cot% =1 und cot %Tﬂ =-1
ist, erhalten wir mittels
P
5 —cot =
® cot 3
eine bijektive Abbildung des Intervalls [7, 37”] auf das Intervall [—1,1]. Infolgedessen

ergibt sich L({w € 9B(0,1) : {((—1,0),w) > 0}) = {(u,v) € B(0,1) : v =0}, was der
Eigenschaft i) entspricht.
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Wir kommen zur Eigenschaft ii). Daflir wahlen wir einen Punkt w = (u,v) € B(0,1)
mit —u = ((—1,0),w) = 0. Es gilt also w = (0,v) mit v € [—1, 1]. Insbesondere finden
wir zu jedem v € [—1,1] genau ein ¥ € [0, 7], sodass v = — cos ¥ gilt. Damit berechnen
wir

2 cos v 1 — cos??
K(0,v) = K(0, = cos 9) = (1 + cos29’ 1+cos219>

fiir jedes ¥ € [0, 7).
Wir beachten 1—cos? ¥ > 0 fiir alle ¥ € [0, 7], woraus folgt, dass die zweite Komponente

fiir alle ¥ € [0, 7] nichtnegativ ist. Die erste Komponente ist eine auf [0, 7] stetige
Funktion, die wegen

d 2cos —2sin9 (1 + cos? ¥) — 2 cos ¥ (— sin ) 2 cos ¥
v (1+cos2ﬁ> (1 + cos? 9)2
_ —2sind — 2sind cos? ¥ + 4sind cos? 9
(1 + cos? 9)2
—2sind + 2sind cos?d  2sind (cos? 9 — 1)
(1 + cos? 9)2 T (14 cos?20)?

<0

fiir alle ¥ € (0, 7) zudem streng monoton fallend auf dem Intervall (0, 7) ist.
Des Weiteren gilt

0<(1—cos?)?=1—2cos®+ cos?

und dementsprechend auch

2 cos v
_2EY <
14 cos29 —

fiir alle ¥ € [0, 7], wobei Gleichheit nur fiir ¢ = 0 eintritt. Analog schlieBen wir

2 cos v

SRR >
1+ cos29 —

aus
0 < (1+cos?)? =1+ 2cos® + cos? 9

fiir alle ¥ € [0, 7], wobei Gleichheit hier lediglich fiir ¥ = 7 richtig ist.
Zusétzlich berechnen wir

2
B 2 2cos v >2 1 —cos? ¥
IKC(0, — cos9)|” = <1+C05219 + 1+ cos? ¥

_ 4cos® 9 + 1 —2cos? 9 + cos* o
- (1 + cos?9)?

_ (1+cos?9)?

T (1+cos29)?

fiir jedes ¥ € [0, 7].
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Zusammenfassend ergibt sich, dass jeder Punkt w = (0,v) mit v € [—1,1] durch K
eineindeutig auf einen Punkt der Einheitskreislinie mit nichtnegativer zweiter Kom-
ponente abgebildet wird, das heifit

K{w e B(0,1) : ((-1,0),w) =0}) = {(u,v) € 9B(0,1) : v >0} .
Somit ist die Eigenschaft ii) ebenfalls erfiillt.

Den Herleitungen der Eigenschaften i) und ii) entnehmen wir insbesondere, dass K den
Rand 8B(0,1, (—1,0)) bijektiv auf den Rand 83(0,1, (0, 1)) abbildet. Infolgedessen ist
K: B(0,1,(~1,0)) = B(0,1,(0,1)) unter Beriicksichtigung der vorangegangenen Er-
kenntnisse eine bijektive Transformation.

Da K € CY(B(0,1,(~1,0))) und K~! € CY(B(0,1,(0,1))) mithilfe der zugrundelie-
genden Mobiustransformationen bereits gezeigt wurde, erhalten wir unmittelbar die
Eigenschaft iii).

Unter Berticksichtigung der Tatsache, dass eine Mobiustransformation stets konform
ist, vererbt sich dies von K auf K. Demnach ist auch die Eigenschaft iv) gewdhrleistet.

Es verbleibt, die Eigenschaft v) zu beweisen. Dafiir ziehen wir uns zunéchst auf die
komplexwertige Darstellung zuriick und betrachten eine beliebige Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt o = & + ing € B(0,1,(—1,0)) und dem Radius ¢ > 0, sodass
B(¢o, 0) € B(0,1,(—1,0)) richtig ist. Demnach gilt
|u1 — C0|2 < 92

beziehungsweise

(w = G)(w = o) = ul® —w WG +1Gol* (4.92)
= wl* = 2Re(w (o) + [Gof* < 0

fiir alle w € B((p, 0). Zu jedem w € %3((0, 0) gibt es geméaf der vorangegangenen Ar-
gumentation genau ein z = K(w) € K(B(G, 0)) C B(0,1,(0,1)). Umgekehrt erhalten
wir fiir jedes w € B((p, 0) genau ein z € K(B((p, 0)) mit

~ z—1
=K'(2) = .
w (2) P
Indem wir zg := K({o) setzen, folgt
~ zZ0 — i
=K Yz) = .
« (20) P

Wir berechnen damit
— zZz—1izg+i
z+iz—i
2Zo+iz—izg+1
zzo —iz+izg+1
2T+ 1+i(z—%) Z20 + 1 +i(Z — 20) (4.93)
2Zp+1—i(z —%) Zzo + 1 +1(Z — 20)
@+ 12 +i[(z25 + 1)(Z — 20) + (20 + 1) (2 — %)) — |z — Z0|?
@1+l DE - 20) — (B2 + 1)z — )] + |2 - =l

g
&
Il
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und bemerken
(220 +1)(Z—20) + (Zz0+ 1)(z —20) = 2Re((220 + 1)(Z — 20)) € R (4.94)

(zz0+ 1)(Z—20) — (Z20+ 1)(z — 20) = 2iIm((2 20+ 1)(Z — 20))
=2ilm(|2* 20 — |20|* 2 + Z — 20)

— 9 ((\z|2 + 1) Im(20) + (|20 + 1)Im(z)) .

(4.95)

Dementsprechend schlieflen wir aus (4.93)

ez +1° - |z — =

|22 + 11 + |2 = 20| + 2 ((|12* + 1) Im(20) + |20/ + 1) Tm(2))

Re(wp) = (4.96)

unter Verwendung von (4.94) und (4.95).
Wir wollen den Zéhler und den Nenner in (4.96) zunéchst getrennt untersuchen und
bemerken dafiir

|z70 + 11* = |2? |20]* + 2Re(2%0) + 1
sowie
|2 — 5% = |2f> — 2Re(z 20) + |20 .
Fiir den Zahler ergibt sich damit
1225 + 1 = |z — =* = |2*|20/* + 2Re(27) + 1 — |2[” + 2Re(z 20) — |z0/*
= (|21 = 1)(l=0/* = 1) + 2 Re(z(20 + =)
= (J2I* = 1)(|20” — 1) + 4Re(z) Re(z0) -
Unter Beriicksichtigung von
Re(27g) — Re(z 29) = Re(—2z (20 — Zp)) = Re(—2iz Im(zp)) = 2Im(zg) Re(—iz)
= 2Im(zp) Im(z)
ermitteln wir fiir den Nenner
225+ 11° + |2 = 201" + 2 ((|21” + 1) Im(20) + (|20[* + 1) Im(2) )
= (|2 + 1)(|z0* + 1) + 4Tm(z0) Im(2)
+2 (|2 + 1) Tm(20) + (|20]” + 1) Im(2))
= (|2[> + 2Im(2) + 1)(|20]* + 1)
+2(]2* + 2Im(z) + 1) Im(20)
= (2> + 2Im(2) + 1)(|20|* + 2 Im(zp) + 1)

=|z4i |20 +i]* .
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Infolgedessen ergibt sich

2 2
RS TAIE SPS1AR) Ay
|z + 1| |20 + 1

Fiir die Kreisgleichung (4.92) erhalten wir somit

lz=i* 5 (21> = D(J20/* = 1) + 4Re(2) Re(z0) | |20 —i]* 2 <0
|z +if? |z 4% |20 + i 20 + )

beziehungsweise

0> |z—i*|z0 +i]* = 2(]2]* = 1)(J20|* = 1) — 8 Re(2) Re(z0)

(4.97)
+l20—iff [z +i* — 0|z +i* |20 + i

fiir jedes z € K(B(y, 0)).
Wegen |z —i> = 2| — 2Im(2) + 1 und |z +i|* = |2|* + 2Im(2) + 1 entspricht (4.97)
0> (lz0+il* = 220> + 2+ |20 — il” — ¢ |20 +il*) |
— 8Re(z0) Re(2) + (—2 |20 + % 4 2|20 — i|* — 207 |20 + 1\2) Im(z) (4.98)
+ )20+ + 220> = 2+ |20 — i|* — 0% |20 + i

fiir jedes z € K(B(o, 0))-
Indem wir mit |29 — i|* = |20|? — 2Im(20) + 1 und |2p +i|* = |20|* + 2 Im(zg) + 1

|20 +i> = 2|20/> + 24 |20 —i* = 4
und
—2|z0 + i[> + 2|20 — i]* = =8 Tm(z0)
sowie
|20 +1|* + 220> — 2+ |20 — i|* = 4]20[?
berechnen, erscheint (4.98) dquivalent zu
0> (4= 0|20 +i) |2
— 8Re(z0) Re(z) + (—SIm(zo) —20% |20 + i\2> Im(z) (4.99)
+4z0)* — 0% |20 +i|?

fiir jedes z € K(B(y, 0))-
Unter Beachtung von 0 < |z + i < 2 fiir 2z € B(0,1,(0,1)) sowie o < 1 folgt

lo+it<|n+i?<4
beziehungsweise

4—0lzm+i*>0
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und dementsprechend folgt aus (4.99)

-8R 8T —20° i|?
0> |Z\2+%Re(z)+ m(zo)2 0 |'Zg+1| Tm(2)
4— 0%z +1] 4— 02|20 +1 4100
4 2 _ 2 a2 ( N )
z0]” — 0% |20 +
4 — o2 |z0 + i|2
fiir jedes z € K(B(Co, 0))-
Wir setzen nun
0= 4Re(20) i4lm(2’0) + 0% |z +if° _ 4o+ io?|zo + i (4.101)
4— 02|z +if? 4— 02|z +if? 4— 02|z +if?
und ermitteln
|zcf? 16 |20|” + 80 |20 + i[* Im(20) + 0|20 + i[*
cl” = - .
(4= 0% |20 +1*)2
Unter Beachtung von
412l = g2 lro+iP _ (4120l = 0 [20 +i2)(4 — ¢ |0 + i)
4— 0%z +1i? (4 — 0% |20 +i[*)2
_ 162" + 0" |20 +1[* — 40 |20 + 1% (20> + 1)
(4— 0% |20 +1[*)2
berechnen wir daher
2 2 012 2 .12 2
41z0]" — 0% |20 + 1| el = —40% |20 +1|° (Jz0|* + 2Im(z0) + 1)
4= |z +il° (4= |20 +1*)? (4.102)
—40% |20 +i|*

(4?20 +i*)?
Zusétzlich bemerken wir
|z = zcf” = |2* — 2Re(270) + |2c[*
= |2> = 2Re(z¢) Re(z) — 2Im(z¢) Im(2) + |2¢|?
beziehungsweise

-8 RG(ZO)

—8Tm(zg) — 20% |20 + i I
4— 0|z +if?

4 — o2 |20 +i|2

|z — zc” = |zcl® = |2* +

Re(z) +

unter Verwendung von (4.101). Mit (4.102) ergibt sich daraus, dass (4.100) dquivalent
zu

402 |20 +i|*

0> zfzczf—
| | (4 - 0|20 +1*)2
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beziehungsweise
20|20 +1 2 ~
|z — zo| < % =:
4— 02|20 +1
fiir jedes z € K(B(p, 0)) ist.
Wir berechnen noch

420+i0%|20+il? i

K (zc) = € —1_ _A2lotl
7 zo+1 4Zn+192\zo+f\2 +i
4—02|zo+i|?

dzg+i0? |z + i —i(d — 0|20 +1%)

4z +i0? |20 + i +i(4 — 02|20 +i%)
dzg— 4 210 |20 + i

T Azt 4 4zt 4i

1ig? |z +i]”

5 20+ 1

=G+
und bemerken

1
=-0’lz+il<o® <o

1 io? |20 + if? 1
2

2 20+ 1

wegen |zo +1i] < 2 und 0 < ¢ < 1. Demnach folgt K*I(zc) € B((o, 0).

Indem wir das < in (4.92) durch ein > ersetzen, ergibt sich analog zur vorangegangenen
Argumentation [K(i) — z¢| > § fiir jedes @ € B(0,1,(—1,0)) \ B(Co, 0)-

Insgesamt schlieBen wir so K(B((o, 0)) = B(zc, 0) C B(O7 1,(0,1)), womit auch die
Eigenschaft v) bewiesen ist. O

Bemerkung 4.8. Die Richtigkeit der Eigenschaft v) im Lemma 4.6 kann auch direkt aus
der Kreistreue von Mobiustransformationen gewonnen werden. Wir entnehmen dem
hier explizit ausgefithrten Beweis der Eigenschaft v) aber, dass konzentrische Kreis-
scheiben in B(wo, R, ) unter der Transformation K: B(wo, R, ®) — B(O, 1,(0,1)) im
Allgemeinen nicht auf konzentrische Kreisscheiben in B(0, 1, (0, 1)) abgebildet werden.

Wir wollen nun auf zwei bekanntere Ergebnisse im Zusammenhang mit konformen
Transformationen eingehen. Zunéchst wollen wir sehen, dass eine harmonische Funk-
tion bei konformer Transformation der unabhéngigen Variablen harmonisch bleibt.
Dies wird spéter wichtig, um zu erkennen, dass die harmonische Ersetzung unter einer
konformen Transformation die Eigenschaft harmonisch zu sein behélt. Wir notieren
daher das folgende Lemma.

Lemma 4.7. Es seien G, G C R? Gebiete und g: G — R eine harmonische Funktion.
Zusatzlich sei K: G — G eine konforme Abbildung.
Dann ist die Funktion §:= go K: G — R harmonisch in G.

Beweis. Es seien (u,v) € G und (@,%) € G mit (u(@,?),v(d,d)) = K(@,7) gegeben.
Wir berechnen dann
24, )
0t

= 0uC(,0) S ,2) + 00 (3, ) o (3,)
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und
O] g0 20) 220 9) + (K 20) 2 1,)

mithilfe der Kettenregel.
Infolgedessen ergeben sich

% = guu(K(@1, 7)) (%(a,m)Q + gun(K(, 7)) (%( f))> <%(ﬂ, @)>

beziehungsweise

2~~~ 9 )
% = guu(K(, 7)) <%(a,@)> + 900 (K(1, 7)) (8—2(@, f)))
+ gu(K(@, 7)) %(a, %) + go(K(a, @))%(a, %) (4.103)
+ 200000, 0) (Ga(0.0)) (§o(@.0)
und analog
2G(a, v " 2
% = guu(K(@, 7)) <*(u v)) + oo (K (@0, 7)) <g~(g7@)>
i (4.104)

fir (@,9) € G. i
Da die Abbildung K: G — G konform ist, erfiillen die Funktionen v und v dement-
sprechend das Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem, das heifit

814 ov,
)7 _ﬁ(“ﬂv)

fiir alle (4, %) € G. Insbesondere sind « und v harmonische Funktionen in G
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Somit erhalten wir aus (4.103) und (4.104)

PG PIED — gitann) | (Gen) + (o)
2

2
+ guo(K(@,0)) {(%(M) + (%(aﬁ)) }
+ gu (K (1, 9)) Au(i, B) + g, (K (@, 7)) Av(a, D)

=0

fiir alle (a,0) € G, wobei wir zusatzlich die Voraussetzung verwenden, dass g in G
harmonisch ist. Demnach ist auch § harmonisch in G. O

Wir kommen zu einem Satz, der sich beispielsweise in [10, Chap. I, Theorem 1.1]
findet. Dieser stellt eine fundamentale Aussage fiir die Variationsrechnung und insbe-
sondere fiir die Theorie der Minimalflachen dar. Es sei angemerkt, dass wir den Satz
im Unterschied zu [10] fiir Funktionen aus dem Sobolev-Raum zeigen.

Satz 4.11 (Konforme Invarianz des Dirichlet-Integrals). Es seien G, G C R?
Gebiete und g € WY2(G,R). Zudem sei K: G — G mit K(@,9) = (u(@,d),v(,))
eine konforme Abbildung, sodass K und K=' auf G beziehungsweise G gleichmifig
Lipschitz-stetig sind.

Dann gilt fir g(a,0) := g(K(a,?)) die Transformationsformel

D(g,G) = /gg(u, V) + ¢2(u, v) dudo = /gg(m %) + (@, 5)dads = D(§,G) .
e} a

Beweis. Es bezeichne

ouw,. . Ou, _ _
o %( ,0) %(Uﬂ))
Ji(a,0) = 0

o Ov,
% (’U, U) % ('LL, U)
die Jacobi-Matrix von K im Punkt (@,7) € G.

Mithilfe des Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungssystems, das heifit

aﬁ(ﬂ, f)) = @(ﬂ, ’L~)) und @({L’ f)) _ _%

o o

(@0),
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erhalten wir die zugehorige Funktionaldeterminante als
det Ji(a,0) = %(u,v) %(u,v) — y(u7 ) %(u,v)
ou,_ 2 ou,_ 2
_ <%(u, v)) + <%(u,v)> (4.105)

Mithilfe des Satzes 4.6 ergibt sich

Ga(,0) = gy(u(a,v),v(a, 1))) (11 0) + gy (u(i, v),v(a,v)) 8~(’11 o),

o (5,) = ({5, 9),0(0,7)) D (1, 5) + g (i, B),0(7, 7)) oo (7, )

und unter zusétzlicher Verwendung des Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungs-

systems
ot () + () o) 2]
Ju 9o =\ g e T 90 P 9%
=t ((5) + ) )+t (o) + ()
=92 GG 9\ \ou BG
fiir fast alle (@,) € G, wobei wir hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Argu-

mente unterdriicken.
Mit (4.105) gelangen wir zu

32(@,9) + g3(@,9) = (g2(u(@,9), v(@, 7)) + g2(u(@, 0), v(@, )) ) det Jx (@, 0)
fiir fast alle (@, 9) € G.

Der Transformationssatz aus [46, Corollary 8.23] liefert uns mithilfe der letzten Iden-
titat schliefllich

/gi(u, v) + g2(u,v) dudv

G
:/ gﬁ (u(@, 9), v(4,9)) + gz (u(d, 17),1)(12,17))) det Jic (i1, 9) dai do
G
/ G2(, ) + g2 (@, ) dado .
Dies entspricht der gesuchten Behauptung. O

Schliefllich sind wir in der Lage, die Stetigkeit bis zum Rand fiir einen Minimierer
eines Funktionals geméfl Definition 3.2 zu beweisen. Dafiir orientieren wir uns an dem
Beweis zu [36, Lemma 3] beziehungsweise [16, Chap. 4.7, Theorem 4]. Wir weichen
dabei allerdings entscheidend von einer in [36] und [16] gemachten Voraussetzung ab,
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die der Bedingung (4.41) aus der zweiten Version des Dirichletschen Wachstumstheo-
rems (Satz 4.5) entspricht. Unter Beriicksichtigung der Bemerkung 4.8 wird in [36]
und [16] nicht klar, dass eine konform transformierte Funktion ebenfalls eine Bedin-
gung der Form (4.41) erfiillt, da eine Schar konzentrischer Kreise durch eine konforme
Abbildung im Allgemeinen nicht auf eine Schar konzentrischer Kreise abgebildet wird.
Insbesondere kommt es zu einer Verzerrung der Mittelpunkte.

Indem wir eine Bedingung aus [51, Chap. III, Theorem 6.2] nutzen, die mit (4.78)
aus dem Wachstumslemma (Lemma 4.4) bereinstimmt, umgehen wir diese Proble-
matik. Ausgehend von (4.78) transformieren wir die Funktion erst konform und leiten
anschlieflend die Bedingung (4.41) fiir die transformierte Funktion mithilfe des Wachs-
tumslemmas her.

Satz 4.12. Sei X € WH2(B(wo, R)) mit g := Tr[X] € C(0B(wo, R)) gegeben, sodass
mit einer Konstante o € (0,1)

DX, B(w, 0)) < ~ DIH(X, B(w, 0)), Bw, ) (4.106)

fir alle B(w, 9) C B(wo, R) gilt.
Dann folgt X € WH2(B(wo, R)) N C(B(wp, R)).

Beweis. Indem wir die Argumentation ab der Gleichung (4.87) im Beweis des Sat-
zes 4.10 aufgreifen, schliefen wir zundchst X € C(B(wp, R)) aus der Voraussetzung
(4.106) auf der Grundlage des Wachstumslemmas (Lemma 4.4) und der zweiten Ver-
sion des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5).

Sei w € 9B(wo, R) ein beliebiger Randpunkt. Dann gibt es geméafi Lemma 4.6 eine
bijektive Transformation K: B(wg, R, @) — B(0,1,(0,1)) mit den dort aufgefiihrten
FEigenschaften.

Insbesondere folgern wir X := X o K~1 € W12(B(0, 1, (0,1))) aufgrund des Satzes 4.6
und §:=goK~! € C([-1,1]). Mit © := {w = (u,v) € R? : |u| < 5,0 < v < 1} gilt
demnach auch X € Wh2(Q), wobei wir Q € B(0, 1, (0,1)) beachten.

Indem wir X € C(QU ((—1, %) x {0})) zeigen, erhalten wir die gewiinschte Aussage
fiir X. Wegen K(Q) C B(wo, R, ) sowie X € C(B(wo, R)) ergibt sich unmittelbar
X € 0(Q).

Wir betrachten eine beliebige Kreisscheibe B(w, g) C B (wp, R, ). Aufgrund des Lem-
mas 4.7 folgt unter Beachtung des Satzes 4.6, dass

H(X,K(B(w, ) = H(X,B(w,)) o K~}

geméB Definition 4.3 die harmonische Ersetzung von X in K(B(w, 0)) ist, die auf dem
Rand 9K (B(w, ¢)) mit X im Sinne der L?-Norm iibereinstimmt.

Unter Beachtung der Invarianz des Dirichlet-Integrals unter konformen Abbildungen
(Satz 4.11) erhalten wir zusitzlich

D(X, B(w, ¢)) = D(X,K(B(w,0)))

D(H(X, B(w, 0)), B(w, 0)) = D(H(X, K(B(w, 0))),K(B(w, 0)))
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und dementsprechend wegen (4.106)

DX, K(Blw, 0))) = DX, B(w, 0)) < ~ DIH(X, B(w, 0), B(w, )
LDOH(X, K(B(w,0))). K(B(w, 0))

fiir B(w, 0) C B(wo, R, ).
Da K: B(wo, R, %) — B(0,1,(0,1)) konform ist und somit jeder Kreis in B(wo, R, )
zu genau einem Kreis in B (0,1,(0,1)) korrespondiert, ergibt sich

D(H(X, B(w,r)), B(w,r)) (4.107)

fiir alle B(w,7) C B(0,1,(0,1)).

Es sei nun (u,h) € R? mit [u| < 3 und 0 < h < 1 beliebig gewihlt. Zusitzlich
betrachten wir das Quadrat (u — h,u+ k) x (0,2h) € Q € B(0,1,(0,1)) und erkléren
die Grofle

1
2

u+h 2h
S(X,uh) : // VX (1, 9)[2 do da
—h O

Offensichtlich gilt die Bedingung (4.107) fiir alle B(w,r) C (u— h,u+h) x (0,2h) und
es ist X € WH2((u — h,u+ h) x (0,2h)) richtig.

Nochmals nutzen wir die Argumentation ab der Gleichung (4.87) im Beweis des Sat-
zes 4.10 und erhalten damit auf der Grundlage des Wachstumslemmas (Lemma 4.4)
und der zweiten Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5)

|X (u,h) — X (u1,h)| < C6(X,u,h) (@)g (4.108)

fir alle uy € [u — %,u + %] Dabei ist C' > 0 eine Konstante, die von u, u; und h
unabhéingig ist. Zudem haben wir dist((u, k), d((u—h,u-+h) x (0,2h))) = h verwendet.
Wegen |u — uy| < % schlieflen wir aus (4.108) insbesondere auch

X (u, h) — X (w1, B)| < C8(X,u, h) (%) P Gauh) (4.109)

mit einer entsprechenden Konstante C.
Auferdem finden wir ein us € [—1, 3] mit |u — ua| < %, sodass

i) X(u,-) € Wh2((0, %)) auf der Grundlage des Satzes von Fubini entsprechend
[61, Kap. VIII, §7, Satz 2] gilt,

ii) X (us,-) absolut stetig in (0, 3) gemiB [46, Theorem 10.35] ist und

iit) X (ug2,v) — g(ug) fiir v — 0+ unter der Beriicksichtigung der Ausfiihrungen in
[50, Abschnitt 7, insbesondere Theorem 7.3] richtig ist.
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Gleichzeitig konnen wir dabei unter Beachtung des Satzes von Fubini einen Mittel-
wertsatz fiir Lebesgue-Integrale aus [47, Theorem 3.1] nutzen und

h
h/|f(7,( |2dv<//\ (4,92 do da
0 u

annehmen, woraus insbesondere
h
h/|X’,,(u2,ﬁ)|2df; < [6(X,u, b))’ (4.110)
0
folgt. Aus ii) und iii) erhalten wir mithilfe der Lemmata 2.10 und 2.12 zusétzlich
h
X (ug, h) — /Xv u2,
0

und schlieflen damit aufgrund von (4.110)
1
2
| (UQah) - g U2 ‘ < /|X u2,v |d’U < f (/ u27 |2 d’U) (4111)
< 5(%,u,h)

unter Verwendung von i), des Lemmas 2.6 und der Holderschen Ungleichung.
Speziell gilt fiir ein derartiges up € [—3, 1] mit [u — ua| < & stets auch die Abschétzung
(4.109). Wir erkléren noch die Gréfie

(g, h) = sup {|g(u1) — G(uz)| : w1, u2 € [~1,1],|ur —us| < h}
und bemerken unmittelbar
(g, 1) <<(g, ha) (4.112)

fir 0 < hy < ho.
Es sei nun up € (— 4, 4) beliebig. Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 konnen wir aufgrund
der gleichméBigen Stetigkeit von § auf [—1, 1] zunichst ein A € (0, ) wahlen, sodass

<(3.h) < 3 (4.113)
gilt. Des Weiteren finden wir wegen X € W1H2(f) ein hg € (0, g}, sodass
- 1
uo+h 2hg 2
(1+0) / /|vX(a, P)Pdoda| < % (4.114)
o—h 0

richtig ist.
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Zu jedem u € (f%, i) mit |u — ug| < % und jedem h € (0, ho) existiert geméaf den vor-
angegangenen Ausfithrungen ein ug € [f%, i] mit |u — ug| < %, welches insbesondere
die Bedingungen (4.109) und (4.111) erftllt. Dementsprechend erhalten wir

|X (u, h) = gluo)| < |X(u,h) — X (ug, h)| + | X (uz, h) = §(us)|
+1g(u2) = g(u)| + |g(u) — G(uo)|
(1+C> 8(X,u,h) +<(3,h) + (g, h)
< (14C)6(X,u,h) +25(3,h)

unter zusitzlicher Beachtung von (4.112).
Infolgedessen ergibt sich

| (. h) = §(uo)| < (1+C) (X, u,h) +25(3, h) (4.115)

fiir alle u € (-1, %) mit [u — up| < h und alle h € (0, ho).
Wegen 0 < h < hyg S bemerken wir zudem (u — h,u + h) C (ug — R, ug + ) fiir alle

u € (up — %, ug + %) und schliefien

ug+h 2ho 2
§(X,u,h) < / /|vX(a,@)|2d@da (4.116)
o—h 0

fiir |u — ol <%und0<h<h0§%.
Damit erhalten wir aus (4.115) unter Verwendung von (4.116) und (4.114) sowie (4.113)

| X (u, h) = gluo)| < €

fiir alle u € (— 4, 4) mit |u — ug| < % und alle h € (0, ho).
Aufgrund der beliebigen Wahl von ug € (—%, %) ergibt sich die Behauptung. O

Zum Ende dieses Kapitels wollen wir die Aussagen iiber die Existenz eines Minimierers
(Satz 3.3), die Holder-Stetigkeit im Inneren (Satz 4.10) und die Stetigkeit bis zum
Rand (Satz 4.12) miteinander verkniipfen. Als Gebiete betrachten wir hier aufgrund
des Satzes 4.12 ausschlieflich Kreisscheiben.

Auf die Voraussetzung aus dem Satz 3.3, dass das Funktional Z fiir ein Element der
zuldssigen Menge F endlich ist, kann unter Beachtung der Voraussetzung (4.85) aus
dem Satz 4.10 verzichtet werden. Aufgrund von (4.85) gilt ndamlich

I(X,G) < MyD(X,G) < My || X [f1.2(¢5 < +00

mit einer Konstante My > 0 fiir jedes X € W2(G).

Zuséatzlich miissen wir dafiir Sorge tragen, dass die im Satz 4.10 erklarte Menge F den
Anforderungen des Satzes 3.3 geniigt. Dies wird gewéhrleistet, indem wir zeigen, dass
F schwach folgenabgeschlossen ist.

Die im Satz 4.12 auftretende Bedingung (4.106) wird nicht explizit in den Vorausset-
zungen des nachfolgenden Satzes erwiahnt. Wie bereits im Beweis zum Satz 4.10 kann
diese aus der Voraussetzung (4.85) abgeleitet werden.
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Bevor wir den Satz zur Existenz eines stetigen Minimierers formulieren und beweisen,
beachten wir noch die folgende Definition in Abgrenzung zur Menge W4(G) N C(G).

Definition 4.5 (Stetige Spur). Es sei G C R™ ein beschrinktes C'-Gebiet. Wir
schreiben g € W14(G) N C(8G), sofern g € W4(G) und Tr[g] € C(9G) erfiillt sind.
Wir bezeichnen Tr[g] in diesem Fall als die stetige Spur von g € WH4(G) auf 9G.

Satz 4.13 (Stetiger Minimierer). Es seien B(wg, R) C R? und f(w, X,p) eine
Funktion f: B(wg, R) x R3 x R3*2 = R derart gegeben, dass

i) Mi|p]* < f(w,X,p) < M |p|?* fiir alle (w, X,p) € B(wg, R) x B3 x R3*Z mit
Konstanten 0 < My < My < 400 gilt,

ii) f sowie die partiellen Ableitungen [y mach p; firj =1,2,i = 1,2,3 stetig in
J
B(wo, R) x R3 x R3*2 sind und
iii) f konvex in p fir alle (w,X) € B(wo, R) x R3 ist.
Zusitich seien Y € WH2(B(wo, R)) N C(0B(wo, R)) und
Fi= {X e W'2(B(wo, R)) : X —Y € W (B(uw, R))} C WY2(B(wq, R))
sowie
I(X, B(wo, R)) = / Flw, X (w), VX (w)) dw
B(wo,R)
das zu f gehdorende Funktional Z.
Dann ezistiert ein X* € F N CY(B(wo, R)) N C(B(wo, R)) mit o = 2]\4712, sodass

Z(X™, B(wo, R)) :)%Iéf]__I(X,B(wo,R))

gilt.
Des Weiteren gibt es eine Konstante Cy = Co(a) > 0, sodass fiir jedes wi € B(wg, R)
mit oo = dist(wy,dB(wo, R))

|X* (w1) — X*(ws)| < Co /D(X*, B(wo, R)) (%)a (4.117)

fiir alle wy € B(wo, R) mit |wy — we| < & richtig ist.
Zudem ist die Randbedingung

X*(w) = Tr[Y](w) (4.118)

fir alle w € 9B(wo, R) erfillt.

Beweis. Zunéachst betrachten wir die Menge F und wollen diese als schwach fol-
eine Folge in F mit X; — X in

WLQ(B(wo, R)). Wir wollen X € F zeigen.
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Dafiir setzen wir Z; = X; — Y fiir [ € N und bemerken Z; € Wol"Q(B(wo, R)) sowie

121 = Zillwr2(Bwo,ry) = (X1 =Y) = (Xi = Y)llwr2(B(wo, r)) (4.119)

=Xt = Xillwr2(Bwo,ry) = 0

fiir k,1 — co. Da der Raum W, ?(B(wy, R)) ein abgeschlossener linearer Teilraum von
WL2(B(wo, R)) ist und die Folge {Z;},—1 2. gemiB (4.119) eine Cauchy-Folge bildet,
folgt Zy — Z € Wy (B(wo, R)). Zusitzlich ermitteln wir

1Z = (X =Y)lwr2wo,ry = 12 = Zi+ Zi = (X = Y)llwr2(Buwo,r))

<12 = Zillwr2Bwe.r)) T 11Xt = Xllwr2Bwer) >

woraus sich X —Y = Z € Wol 2(B(wp, R)) durch den Grenziibergang | — oo und
damit X € F ergeben. ~
Gleichzeitig ist die Menge F konvex, da mit X, X € F auch stets

AX+(1=NX)—Y =AX =Y)+ (1= \)(X -Y) € Wy*(B(wo, R))

und somit AX + (1 — \)X € F fiir alle A € [0,1] gilt.

Entsprechend [2, Satz 6.13] ist die konvexe und abgeschlossene Menge F demnach
auch schwach folgenabgeschlossen.

In Ergdnzung dazu ist Y € F richtig und wir erhalten

Z(Y, B(wo, R)) < My D(Y, B(wo, R)) < Ma||Y i1, 1)) < +00

aufgrund der Voraussetzung i).
Infolgedessen sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.3 erfiillt. Es existiert also ein
X* € F mit

Z(X*, Blwy, R)) = jnt T(X, B(wy, R)) .

Folglich kénnen wir auch den Satz 4.10 auf X* anwenden. Es ergeben sich (4.117)
sowie X* € C*(B(wp, R)) mit o = %
Indem wir uns an den Beweis des Satzes 4.10 erinnern, erhalten wir aus der Minimum-

eigenschaft von X* und der Voraussetzung i)

. Mo
DX, Blw,e) < 37
fiir jede Kreisscheibe B(w, o) C B(wy, R).

Da zusitzlich X* —Y € Wy*(B(wo, R)) wegen X* € F richtig ist, schlieBen wir
Tr[X*] = Tr[Y] € C(0B(wop, R)) aufgrund des Satzes 4.9. Somit kénnen wir auch den
Satz 4.12 nutzen und erkennen X* € C(B(wo, R)).

Infolgedessen ergibt sich unter Verwendung von (4.64) aus dem Satz 4.8

D(H(X", B(w, 0)), B(w, 0))

X*oBwo,r) = Tr[X*] = Tr[Y],

wodurch auch (4.118) gewahrleistet wird.
Dementsprechend sind alle Aussagen gezeigt. O
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5 Hohere Regularitat von Minimierern im
Inneren

Im vorangegangenen Kapitel konnte die Holder-Stetigkeit im Inneren eines Gebietes
G und die Stetigkeit auf dessen Abschluss G, sofern G eine Kreisscheibe ist, fiir einen
Minimierer X* in einer breiten Klasse von Variationsproblemen (Satz 4.13) gezeigt
werden. Dariiber hinausgehend wollen wir in diesem Kapitel eine hohere Regularitéit
von X* in G erreichen. Unter einer Verschérfung der Voraussetzungen an das Variati-
onsproblem kénnen wir die Holder-Stetigkeit der ersten Ableitungen zeigen.

Dafiir soll zunéchst eine Briicke zwischen einem Minimierer X* des Variationsproblems
und der Losung einer zugehorigen Differentialgleichung, der sogenannten schwachen
Euler-Lagrange-Gleichung, gebaut werden. Hierzu ist die Untersuchung der ersten Va-
riation des zu f gehoérenden Funktionals Z erforderlich. Wir benétigen in diesem Zu-
sammenhang stérkere Anforderungen an die Funktion f. Als bemerkenswert stellt sich
heraus, dass sich je nach Wahl der Voraussetzungen an f auch die Klasse der Test-
funktionen, fiir die wir die erste Variation berechnen kénnen, geméfl der Darstellung
von Dacorogna [12, Chap. 3.4.2] dndert.

Wir betrachten hier den Fall, der uns spéater die Moglichkeit bietet, hohere Regu-
laritdt eines Minimierers aus der ersten Variation beziehungsweise der zugehorigen
schwachen Euler-Lagrange-Gleichung zu folgern. Dafiir miissen der Minimierer und
die Testfunktionen neben der Regularititsklasse W12(G) beziehungsweise WO1 ’Q(G)
zusétzlich zur Klasse L*°(G) gehoren. Insbesondere bilden bestimmte Modifikationen
des Minimierers Testfunktionen, sodass mit diesen zunichst X* € VVES(G’) und an-
schlieBend X* € CL9(G) fiir ein o € (0,1) gezeigt werden kann. Wir folgen dabei
der zweiteiligen Beweisfithrung von Hildebrandt und von der Mosel [37], erweitern die
Darstellung auf konvexe Gebiete und gestalten beide Beweise deutlich detailreicher.
Vorbereitend dazu untersuchen wir einige Eigenschaften von Differenzenquotienten in
Sobolev-Raumen. Speziell die Verbindung zwischen schwachen Ableitungen und Dif-
ferenzenquotienten wird hierbei entscheidend sein.

Im Anschluss daran tragen wir weiterfithrende Ergebnisse zum Wachstum des Dirichlet-
Integrals zusammen. Auflerdem weisen wir die Existenz einer sogenannten Abschnei-
defunktion nach und gehen in diesem Zusammenhang besonders auf die Abschéatzung
ihres Gradienten ein.

Zusétzlich werden wir fiir den Nachweis der Holder-Stetigkeit der ersten Ableitungen
eines Minimierers X* das Konvergenzverhalten des Translationsoperators in Lebesgue-
Réumen betrachten sowie eine Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe beweisen.

© Der/die Autor(en) 2023
A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf

das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_5


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-658-41641-6_5&domain=pdf

106 5 Hohere Regularitdt von Minimierern im Inneren

5.1 Erste Variation und schwache Euler-Lagrange-Gleichung

Den Ausfithrungen zu [12, Theorem 3.37] folgend untersuchen wir die Differenzierbar-
keit des zu f gehorenden Funktionals Z. Diese ist abhingig von den Eigenschaften
der Funktion f. Jede auftretende Richtungsableitung in einem Minimierer X* fiir eine
zuléssige Richtung, die erste Variation, werden wir dabei als verschwindend erkennen
und gleichzeitig mit der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung eine Verbindung zu Dif-
ferentialgleichungen herstellen. Wir konzentrieren uns hier auf den Fall, der es uns
spater ermoglichen wird, hohere Regularitét eines Minimierers mithilfe der schwachen
Euler-Lagrange-Gleichung zu erzielen.

Satz 5.1 (Erste Variation). Gegeben seien ein Gebiet G C R? und eine FPunktion
F:GxR3xR3>*2 5 R € CH(G x R3 x R¥*2 R) mit f(w, X, p) derart, dass mit einer
Funktion gy € L'(G) und einer Konstante My > 0

|F(w, X, p)| < go(w) + Mo (IX[* +|p[?) (5.1)

fiir fast alle w € G und alle (X, p) € R3 x R3*2 gelte.
Zudem mégen zu jedem R > 0 Funktionen g1 € LY(G) und go € L*(G) sowie eine
Konstante My = Mi(R) > 0 existieren, sodass

IV f(w, X,p)| < g1(w) + Mi(R) |p|” , (5.2)
[Vpf(w, X, p)| < g2(w) + My (R) |p| (5.3)
fiir fast alle w € G und alle (X, p) € R3 x R3*2 mit | X| < R richtig ist.
Des Weiteren seien Yy € WH2(G) gegeben und X* € WH2(G)NL®(G) ein Minimierer
des zu f gehdrenden Funktionals T iiber der Menge F aller zulissigen X € WH2(Q),
die der Bedingung X — Yy € Wol’Q(G) gentigen.
Dann ist die Funktion 1(\) := Z(X* + XY, G) fir jedes Y € WL2(G) N L®(G) diffe-
renzierbar an der Stelle A =0 und es gilt

(0) = /{fo(w, X* VXYY 4 Vpf (w0, X, VX - VY }dw =0  (5.4)
G

fiir alle Y € Wy 2(G) N L®(G).
Hierbei verwenden wir die Kurzschreibweisen
3
Vxf(w, X*,\VX*) .Y = fx,(w, X*(w), VX*(w)) Y;(w)
=1

sowie

3
Vpf(w, X*, VX*). VY = Z[fpw‘ (w, X*(w), VX™*(w)) Yo j(w)

Jj=1
+ fpz,j (w7 X*(w)v VX*(w)) Yﬂ,j(w)] .
Ist f zusatzlich fiir fast alle w € G konvex in (X, p), folgt fir ein Xo € F N L>®(G),
welches (5.4) fir alleY € WOM(G) N L>®(G) gendigt, stets

I(X0,G) = _inf  T(X.G). (5.5)
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Beweis. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir das Argument w von X*, Y,
VX* und VY im Verlauf dieses Beweises des Ofteren unterdriicken.

Zunéchst wollen wir feststellen, dass die Funktion t(A) = Z(X* + A\Y,G) fir alle
Y € Wh2(G) und alle A € R wohldefiniert ist.

Aufgrund der Wachstumsbedingung (5.1) bemerken wir dafiir

IZ(X* +\Y,G)| < / |f(w, X*(w) + AY (w), VX* (w) + AVY ()] dw (5.6)
&

< [ go(w) + Mo (1" () + AY () + T X" (w) + AVY (w) ) dw
G
= llgoll L1y + Mo (HX* +AY T2 + VX" + /\VYH%Z«;)) < too

fiir jedes Y € W12(G) und alle X € R.
Da X* € WY2(G) N L>®(G) ein Minimierer des Funktionals Z {iber der Menge aller
zuléssigen Funktionen ist, gilt insbesondere

I(X*+ \Y,G) > I(X*,G)
fiir alle Y € Wy*(G) N L®(G) und alle X € R.
Dementsprechend gilt notwendig

lim t(N) = ¢(0) ~ lim I(X*+ \Y,G) - I(X*,G)
A—0 A A—=0 A

=0 (5.7)

fiir alle Y € WO1 2(G) N L*(@), falls dieser Grenzwert existiert.
Wir wollen nun den Nachweis fiir die Existenz dieses Grenzwertes erbringen und gleich-
zeitig die Giiltigkeit von (5.4) zeigen. Dazu beachten wir

LN = (0)  I(X*+\Y,G) — I(X*,G)

hy hy
B / Flw, X* + AY,VX* + AVY) — f(w, X*, VX*)
G

3 dw (5.8)

= /h)\(w) dw
el

fiir A # 0 mit

flw, X*(w) + AY (w), VX*(w) + AVY (w)) — f(w, X*(w), VX*(w))

ha(w) := 3

fiir fast alle w € G. Ahnlich wie in (5.6) erkennen wir aufgrund der Bedingung (5.1)
hy € LY(G) fiir jedes A # 0.
Da die Funktion f in X und p stetig differenzierbar ist, gilt fir fast alle w € G
insbesondere
flw, X* + Y, VX* + A\VY) — f(w, X*,VX*)

A (5.9)
=Vxf(w, X", VX*) - Y +V,f(w, X", VX*)- VY .

lim h =1l
AP e) =
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Gleichzeitig ermitteln wir aber auch

dw

v\ = u(0) _ / Fw, X* + \Y, VX* + AVY) — f(w, X*, VX*)
) )
G

- /h)\(w) dw (5.10)

fur A # 0.
Mithilfe unserer bekannten Kurzschreibweise berechnen wir

% [f(w, X* +tAY, VX" +1AVY)] =Vx f(w, X* + tAY, VX" +tAVY) - XY

+ Vo f(w, X* +tAY, VX* + tAVY) - AVY

fiir fast alle w € G.

Im Folgenden wollen wir die beiden Terme auf der rechten Seite untersuchen.

Wegen X*|Y € L>°(G) finden wir eine Konstante R > 0, sodass fiir jedes ¢ € [0, 1]
und jedes A € [—1, 1] die Abschiatzungen

| X*(w) + tAY (w)| < R
Y (w)| < R (5.11)

fiir fast alle w € G erfiillt sind.
Demnach gilt mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz sowie unter Verwendung
der Wachstumsbedingungen (5.2) beziehungsweise (5.3)

IV f(w, X* +tAY, VX* +tAVY) - Y| < [gl(w) + My(R)|[VX* + mvyﬁ] Y|
beziehungsweise
IV f(w, X* +tXY, VX* + tAVY) - VY| < [g2(w) + My (R) [VX* + tAVY ] |VY|

fiir fast alle w € G, wobei wir auch hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit das Argu-
ment w von X*, Y, VX* und VY unterdriicken.
Des Weiteren berechnen wir fiir fast alle w € G

VX (w) +tAVY (w)] < [VXT(w)] + [tA[[VY (w)] < [VXT(w)] +[VY (w)]
und daraus unter Verwendung des Lemmas 2.1

VX" (w) + EAVY (w)* < ([VX*(w)| + [VY (w)])?
= |VX*(w)|* +2|VX*(w)| [VY (w)| + |VY (w)[?
<2|VX*(w)]? + 2|VY (w)]?

fir alle ¢ € [0,1] und alle A € [—1,1].
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Wir erhalten damit sowohl
Vxf(w, X* + 1Y, VX* + 0AVY) - V| < [g1(w) + Mi(R) [VX* + 0AVY ] [Y|
< [ (w) + 2001 (R) (VX + [VY?)] Y]
als auch
IV, f(w, X* + tAY, VX" + tAVY) - VY| < [ga(w) + M (R) [VX* + tAVY [ [VY]|
< [ga(w) + My(R) ([VX*| + [VY])] VY]
fiir fast alle w € G sowie fiir alle ¢ € [0,1] und alle X € [—1,1].
Aufgrund der Abschitzung (5.11) folgt unmittelbar

[1a@I 1Y @]dw < R [ lg1(w)| dw = Rllgilys 6 < +o0
G G

und daher g1 |Y| € L}(G).
Zudem ermitteln wir

[ (v @P + 19y @) V@) dw < R [ 19X @) + VY () d
G G
= R|VX*|22(q) + RIVY |72 < +00

und infolgedessen auch 2M; (R) <|VX*|2 + \VY|2) Y| € LY(G).
Daaus X*,Y € WH2(G)NL*®(G) insbesondere auch VX*, VY € L?(G) folgt, erhalten
wir mithilfe der Holderschen Ungleichung zusétzlich

/\92(10)\ VY (w)]dw = [lg2 VYl 1 (cy < llg2ll 22y VY Il L2y < 400
G

und

JU9X @) + 197 @) VY ) dw = [ 19X @)| VY (@) dw + [TV 26,
G G

<IVX 2y VY | 2y + 1YY 11726
< 400 .

Somit ergeben sich g2 [VY| € LY(G) und M;(R) ([VX*| + |VY]) VY| € LY(G).
Indem wir fiir fast alle w € G
h(w) = [g1(w) + 2M1(R) (|VX* ()] + [VY (w)*)] [¥ (w)|
+ [92(w) + Mi(R) (VX (w)| + [VY (w) )] VY (w)]

setzen, finden wir eine Funktion h € LY(@), sodass wegen

1d

L (0 X7+ Y, VX t)\VY)]' <|Vxf(w, X* +tAY,VX* +tAVY) Y|

+ |V f(w, X* +tAY, VX" +tAVY) - VY|
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aufgrund der vorangegangenen Ausfiihrungen

‘X% [f (w, X* +tAY, VX* + t/\VY)]‘ < h(w)

fiir fast alle w € G und fiir alle ¢ € [0, 1] sowie alle A € [—1,1] \ {0} richtig ist.
Unter Beachtung von (5.10) ergibt sich damit

1

'0/

e

fiir fast alle w € G und alle A € [~1, 1]\ {0}.
Es gelten also hy € LY(G) sowie mit einem h € LY(G)

|h(w)| Fw, X* + tAY, VX* + tAVY)] dt

Q—“g_‘
|/\
;wz

> =

()] < h(w)

fiir fast alle w € G und alle A € [—1,1] \ {0}. Unter Beachtung von (5.8) und (5.9)
erhalten wir daher mithilfe des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue, welchen
wir [61, Kap. VIII, §4, Satz 7] entnehmen,

A =
U )\

hm /h)\(w

= /fo(w,X*,VX*) Y + Vpf (w, X*, VX*) - VY dw .

Dementsprechend ist die Funktion ¢()\) fiir jedes Y € WH2(G) N L®(G) an der Stelle
A = 0 differenzierbar und es folgt
1(A) = 1(0)

J(0) = lim

lim :/fo(w,X*,VX*)~Y+fo(w,X*7VX*)-Vde,
i
G

woraus wir unter zusétzlicher Verwendung von (5.7) schliellich die gewiinschte Aussage
in (5.4) fiir alle Y € Wy'*(G) N L®(G) erhalten.

Wir betrachten noch den Fall, dass die Funktion f zusétzlich fiir fast alle w € G konvex
in (X,p) ist und Xo € F N L®(G) die Gleichung (5.4) fiir alle Y € Wy (G) N L®(G)
erfiillt. Mithilfe des Lemmas 3.1 ergibt sich fiir jedes X € F N L>®(G)

f(w, X, VX) > f(w, Xo, VX()) + fo(w, Xo, VX()) . (X — X())

+ V, f(w, X0, VXp) - (VX — VXp) (5.12)

fiir fast alle w € G.
Wir bemerken X — Xo € Wy (G) N L®(G) wegen X, Xo € F und erhalten

/fo(m Xo, VXo) - (X — Xo) + Vi f(w, X0, VXo) - V(X — Xo)dw =0 (5.13)

fiir alle X € FNL*(G). Eine Integration von (5.12) iiber G liefert uns unter Verwen-
dung von (5.13) folglich die Aussage (5.5). O
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Diesem Satz entsprechend wollen wir die folgenden Begriffe festhalten.

Definition 5.1 (Schwache Euler-Lagrange-Gleichung und schwache Losung).
Wir bezeichnen die Bedingung (5.4) als schwache Euler-Lagrange-Gleichung und nen-
nen ein X € W12(G) N L>*(G), welches der Bedingung (5.4) geniigt, schwache Losung
der zugehorigen schwachen Euler-Lagrange-Gleichung.

Bemerkung 5.1. Geméfl dem Satz 5.1 ist ein Minimierer X* des zu f gehérenden Funk-
tionals Z eine schwache Losung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung, wenn zusétz-
lich X* € L*°(G) gewahrleistet ist. Umgekehrt ist jede schwache Losung der schwachen
Euler-Lagrange-Gleichung, sofern f die Konvexitdtsbedingung des Satzes 5.1 erfiillt,
lediglich ein Minimierer von Z auf der Teilmenge F N L*°(G). Urséchlich dafiir sind
die an die Ableitungen von f gestellten Wachstumsbedingungen.

Entsprechend den anderen Féllen in [12, Theorem 3.37] bietet eine Anpassung dieser
Bedingungen die Moglichkeit, alle Zugehorigkeiten zur Klasse L™ (G) zu vernachlas-
sigen. Insbesondere wird eine schwache Losung Xy € W12(G) der schwachen Euler-
Lagrange-Gleichung dann zu einem Minimierer von Z in ganz F.

5.2 Differenzenquotienten in Sobolev-Raumen

Wir folgen [23, Definition 8.1] und kommen zu den nachstehenden Begriffsbildungen.

Definition 5.2. Zu einer offenen Menge 2 C R™ und einer reellen Zahl h € R erkldren
wir die Mengen

Aj,hQ ={yeR™ : y—he; € 2}
und

NjpQ={yeQ:y+he;eQ}=0nA; ,QCQ

unter Verwendung des Einheitsvektors e; € R™ in Richtung der j-ten Komponente.
Zudem bezeichnen wir mit

Q= {y € Q : dist(y,00) > |h[} € A;,Q
das h-Innere der Menge €.

Definition 5.3 (Differenzenquotient). Es seien eine auf der offenen Menge Q2 C R™
erkliarte Funktion g sowie h € R gegeben. Dann bezeichnen wir mit

1
Bjngly) = 5 (9ly +hej) = g(y))
fiir y € Aj, Q den Differenzenquotienten von g beziiglich der j-ten Komponente.

Bemerkung 5.2. Falls es aus dem Kontext hervorgeht oder die explizite Bezeichnung
einer Richtung nicht erforderlich ist, schreiben wir lediglich /\; beziehungsweise Ah
anstelle von A beziehungsweise Aj,h und nutzen in diesem Fall den unbestimmten
Einheitsvektor e.
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Bevor wir uns eingehender mit den Eigenschaften von Differenzenquotienten befas-
sen, wollen wir nachweisen, dass sich die Konvexitit einer Menge auf ihr h-Inneres
iibertragt.

Lemma 5.1. Sei Q eine konvere Menge. Dann ist auch die Menge S, fiir jedes
h € R konvez.

Beweis. Im Fall Q) = () ist die Menge 5 unmittelbar konvex. Es sei im Folgenden
also Q| # 0 vorausgesetzt. Aufgrund der Definition 5.2 gilt Q) C Q°. Wir zeigen die
gewiinschte Aussage mithilfe eines Widerspruchsbeweises.

Angenommen ;| sei nicht konvex. Dann existieren zwei Punkte wy, ws € Q) mit
w1 # wa, sodass

wp = Agwi + (1 — Ao)wz ¢ Q\h\ (514)
fiir ein Ag € (0,1) gilt. Da mit Q auch Q° konvex ist, folgt aber wy € Q°. Wir erhalten
dist(wo, dQ) < |h| und finden daher ein @ € (Q°)C mit & — wo| < |h).

Setzen wir nun

wy = wy + (ﬁl —wo) s

wWa ZZU)2+(QZ)*’LUU),

so erkennen wir wy,we € °. Aufgrund der Konvexitit von Q° erhalten wir unter
Beachtung von (5.14)

W= A1 + (1 — Xo)wa € Q°

und somit einen Widerspruch zu w € (Q°)C. Das h-Innere Qp der Menge €2 muss
dementsprechend konvex sein. O

Wir zeigen zunéchst einige elementare Eigenschaften der Differenzenquotienten, die
sich ohne Beweis in [23, S. 263] finden lassen.

Lemma 5.2. Seien Q2 C R™ offen und h € R. Dann besitzen die Differenzenquotienten
folgende Eigenschaften:

a) Aus g € WHe(Q) folgt N g € Wl*q(QW) und es gilt
D (Ap g) = Ap(Dg)

in Q) firk=1,...,m.

b) Seien gp: Q@ — R, k = 1,2 zwei Funktionen. Zudem existiere ein hg > 0, sodass
Qpy # O sowie supp(gr) C Qp, fiir ein k € {1,2} richtig sind.
Dann gilt

/ g1(y) An g2(y) dy = — / 92(y) A_n g1(y) dy
Q Q

fir 0 < |h‘ < hy.
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¢) Fir zwei Funktionen g: @ — R, k = 1,2 ergibt sich

Ap (91 92)(y) = g1(y + he) Dy ga(y) + g2(y) Dk g1(y)

fiir alle y € Ap Q.

Beweis.

a) Da fiir jede offene Teilmenge Qo C Q die Inklusion W19(€y) C~W1*q(ﬂ) folgt,
erhalten wir unmittelbar g € Wl’q(QW) Ebenso gilt g € WY9(A;, Q) und es
ergibt sich daher fiir die auf A_ » Q durch g(y ) = g(y + he) erklarte Funktion

G e Whi(A_ Ah Qp). Wir beachten noch A hAhQ\hl = Q) und schliefen
somit auch § € W! (). Aufgrund der Linearitit des Raumes wh () folgt

7l~_£ 1q
Brg=19=19€W Q)

sowie insbesondere fir k =1,...,m

D (D 9(y) = D% (g(y -+ he) — g(y)
= % (Dg(y + he) — D g(y)) = An(D%g(y))

fiir fast alle y € Q) unter Verwendung der Linearitit der schwachen Ableitung.

b) Ohne Einschrénkung sei supp(ga) C O, richtig. Dementsprechend setzen wir ga
durch g2(y) = 0 fur alle y € R™ \ © in das Komplement von  fort, sodass wir
Apge sinnvoll auf ganz ) erkldren kénnen.

Zunéchst ermitteln wir unter Beachtung von supp(g2) C Qp,

[00) 21021y = 1 [ 01 goly+he)dy— 5 / 1) 2y
Q Q

fiir 0 < |h| < ho.
Wir betrachten die durch ga(y) := g2(y + he) erklérte Funktion und bemerken
supp(g2) C A_j, Q- So ergibt sich

/91(y) ga(y + he) dy = / g1(y) §2(y) dy

2 A, Qg

und unter Verwendung der Translation y — y — he

/91 () 92(y + he) dy = / g1(y — he) Goly — he) dy
Q@ Dy By
= / 91(y — he) g2(y) dy
Qp,

0

fiir 0 < ‘h| < hyp.
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Insgesamt erhalten wir damit
1 7
/91(y) D g2(y)dy = 3 / 91(y — he) g2(y) dy — / 91(y) 92(y
Q Qg

- / g2(y) A_p g1(y) dy

Qpg

fur 0 < ‘h| < hg.
Da supp(gz2) C Qp, gilt, setzen wir g; im Komplement von Q stillschweigend zu
0 fort, falls g1 aulerhalb von 2 nicht definiert ist, sodass wir

/ 92(y) A_p g1(y) dy = /92(y) A_pg1(y)dy
0

Qng

fiir 0 < |h| < hg schreiben kénnen.
c) Wir berechnen direkt

B (019 ) = (1 (3 + he) oy + ) — 91 (1) o)
= % (91(y + he) ga(y + he) — g1 (y + he) ga(y))
1 @y + he) 92(v) — 91(6) 92(0))
h
= 91(y + he) An g2(y) + 92(y) Ln 91(y)
fiir y € Ap Q, indem wir il 91(y + he) ga(y) einfigen.

O

Wir werden noch ein Ergebnis bendtigen, welches die Verbindung zwischen schwachen
Ableitungen und Differenzenquotienten herstellt. Fiir den Beweis folgen wir den Ideen
von [18, Chap. 5.8.2, Theorem 3] und [23, Lemma 8.2].

Satz 5.2 (Schwache Ableitung und Differenzenquotient). Es seien Q C R™
und Qo CC Q offen.

a) Seien 1 < q < 400 und g € WH4(Q). Dann gilt
[FAVHA g”Lq(QO) < HDng”Lq(Q)

fir alle 0 < |h| < dist(Q, 0).

b) Seien 1 < q < +oo und g € LYQ). Zudem existieren Konstanten M > 0 und
ho € (0, dist(Q, 0R)), sodass

”Aj,h QHLq(QO) <M
fir alle 0 < |h| < ho richtig ist. Dann folgen D®g € L%(Q) sowie

D% gl La(ae) < M -
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Beweis.

a) Sei zunichst g € C°(Q) N W14(Q). Es gilt dann

Q‘g

1 1
9]
g(y + hej) — g( / g(y +the;)d /87 (y + the;) hdt
0 0

und somit unter Beachtung des Lemmas 2.6

1 1
0 0
Bing@ = | [ 5 gty + thepd| < [|2 gty + they)|at  (5.15)
(9:[/]' Oyj
0 0
fir alle y € Qp und 0 < |A| < dist(Q, ON).
Falls ¢ > 1 gilt, verwenden wir die Holdersche Ungleichung mit
N
q q
und erhalten aus (5.15)
1 R 5 p
859" < ( / ﬁdt) ( [ 15, 9w+ the) dt)
j
0 0 (5.16)

Q;)‘@
@
+
o~
=
[}
<

1
0/
fiir jedes y € Qo und fiir 0 < |h| < dist(£2, 99).

Somit folgt aufgrund des Satzes von Tonelli aus [61, Kap. VIII, §7, Satz 3]

1 q
/IAg,hg(y |qdy<// ;¢ (y + the;)| dtdy
O
1 q
// g(y +the;)| dydt
0 Qo

fir 0 < |h| < dist(2,99) und 1 < g < 400 aus (5.15) beziehungsweise (5.16).

Indem wir
q q
0
dy < / A
4 Yj

7]
/ oy, 9(y + the;j)
Q7
bemerken, ergibt sich

1 0 q
[18imswrray< [ [ ‘8 9(y)
Yj
Qo 0 Q

dy

9 q
dydt:/&g(y)
o 19Y
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beziehungsweise
185 9l a0y < 10% 9oy
fir 0 < |h| < dist(£2o, 082), wobei wir
7]
il = DS
ay; 9(y) 9(y)
fiir y € Q wegen g € C°°(Q) N W14(Q) beachten.

Sei nun g € W4(2). Dann gibt es aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin ei-

ne Folge {gi}r=12,. in C®(Q) N WH(Q) mit g — g in WH4(Q). Zudem ist
aufgrund der vorangegangenen Argumentation
1858 95l Laegy < 1P 9kl La(e) (5.17)
fir k=1,2,... und 0 < |h| < dist(€p, 0Q) richtig.
Unter Verwendung von (5.17) gilt
1850 9l Laggy = 1850 9 = Djin gk + Djin Gill o)
< Ajm gkl pagag) T 18509 = Bjn gkl gy (5:18)

<D gkll Loy + 1250 9 = Djn 9kl Lo

fir k=1,2,... und 0 < |h| < dist(Qo, 09).
Die Dreiecksungleichung und das Lemma 2.2 mit € = 1 liefern uns

/ l9(y + hej) = 9(y) — (90(y + he;) — gr () \q dy

Qo
< [ (Jot+ heg) = guly+ )|+ |ot) - ge()]) "y
Qo
< /2‘1’1 (|9t + hej) — gty + hej))q +o(y) - gk(y)(q) dy
Qo
fiir 0 < |h| < dist (€, OL).

Wegen

/Ig y + hej) — gk(y+fte])\qdy</lj ) — gr(y)|?dy
Qo

fir 0 < |h| < dist(£2, 9€2) und
/Ig — g(y "dy</|g ) — gx(y)|? dy

folgt daraus

/ |9y + hej) — g(y) — gry + he;) + gk(y)\qdy <2 / l9(y)
Qo Q

—agr(y)|*dy
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beziehungsweise
2
HAj,hg - Aj,h gk”Lq(QO) < m ”g - gk||L<1(Q) (5'19)
fir k=1,2,... und 0 < |h| < dist(Qo, 09).

Da aus g, — g in WH9(Q) auch g, — g in LY(Q) sowie D® g, — D% g in L(Q)
und insbesondere

1D g

ra@) — 1099l oo

fiir k& — oo folgt, ergibt sich unter Verwendung von (5.19) in (5.18) durch den
Grenziibergang k — oo die entsprechende Aussage fiir g € WH4(Q).

Wegen hy € (0, dist(Q,9Q)) bemerken wir zunéchst Qg C Qp, C Q. Fir ein
beliebiges ¢ € C§°(Qp), welches wir durch ¢(y) = 0 fir alle y € R™ \ Qo auf den
ganzen R™ fortsetzen, gilt daher insbesondere supp(y¢) C Q¢ C Qp,, sodass wir
aufgrund des Teils b) von Lemma 5.2

/g Njnply)dy = /<p Njngly)dy (5.20)
Qo

fiir 0 < |h| < hg erhalten.
Da uns die Voraussetzung

sup ”Aj,h 9||Lq (Q0) <M
0<|h|<ho

liefert und der Raum L9(€y) fiir 1 < ¢ < 400 reflexiv ist, finden wir eine Teilfolge
{hi}1=1,2,.. mit 0 < |hy] < ho und h; — 0 sowie ein §; € LI(y), sodass

Bj-t 9= i
in LI(€) richtig ist. Dementsprechend gilt auch

Jim o(y) Lj—n, 9(y)dy = /gj(y) w(y)dy (5.21)
Q(] Q0

fur ¢ € C§°(Q).
Gleichzeitig ergibt sich

193 00y < imin 125, gl 00y < M (5.22)

aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm in L7(Qy).
Wegen ¢ € C§°(Qp) beachten wir noch

0
Jim Ajpp(y) = ay; ©(y)

fiir alle y € Q2. Zudem setzen wir

Q(p, ho) == {y € R™ : dist(y,supp(y)) < ho} C Q
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und erkennen diese Menge als kompakt. Es gilt dann A, o(y) = 0 fiir alle
y € Q\ Q(p, hp) und alle I € N sowie unter Anwendung des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung

< sup
y€Qo

1
D5 e W)l = |7 00, (9 + e ()] =2 Mo < oo

mit einem x = k(y,l) € (0,1) fiir jedes y € Q(p, ko) und jedes | € N. Somit
sind die Voraussetzungen des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue aus
[61, Kap. VIII, §4, Satz 7] fiir die Funktionenfolge {g- Ajp, ¢}i=1,2,... erfilllt und

es gilt
, ) ) _
Jim /g(y) D e(y) dy:/g(y)fa -0(y) dy:/g(y)fa -p(y)dy , (5.23)
*)DOQ e y] g yj

wobei wir @, € C§°(Q0) bemerken.
Zusammenfassend ergibt sich damit aus (5.20), (5.21) und (5.23)

B} .
/ 9(y) o ¢(y) dy = lim / 9(W) Djn, (y) dy
I J “a

= — llim o(y) VAV g(y)dy
*}OOQ
0

= —/.aj(y) w(y)dy .
Qo

Da die Wahl von ¢ € C§°(£) beliebig war, folgt §; = D®g € L1(Qp) und wegen
(5.22) zudem HDeﬂ'gHLq(QO) <M.

O

In Ergénzung zum Satz 5.2 zeigen wir noch das folgende Lemma, welches sich an der
Beweisidee von [23, Lemma 8.2] orientiert. Die hier gezeigte Aussage ist allerdings eine
etwas andere.

Lemma 5.3 (Konvergenz der Differenzenquotienten). Es seien Q C R™ offen
sowie 1 < ¢ < 400 und g € Wh4(Q). Dann gilt

}%ig}) [25n9 = D%l oy =0
fiir jede offene Menge Qo CC Q und jedes j € {1,...,m}.

Beweis. Wir wahlen eine offene Menge Qy CC Q. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es
aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin ein § € C°°(Q) N W14(Q), sodass

lg = dllwraq) <¢ (5.24)

richtig ist.
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Wir beachten
[2jng — D%g]

La(Q) — ||Aj,hg ARG+ Deg— DengL'I(QO)
<[A8jng—Djn gHLq(Q[)) + 185G — De]gHLQ(QO) (5.25)

+ D% g — D%g|

L1(Q0)

fir 0 < |h| < dist(Qo, 09).
Mithilfe des Teils a) des Satzes 5.2 erkennen wir

1859 = L5l ey = 185 8 = ey < 1D% (9 = )l oy
fiir 0 < |h| < dist(2, 0€2). Da gleichzeitig

1D — Dl = 1D% (9 — )l zagay < 10% (9 = )l 1o
gilt, erhalten wir aus (5.25)

18509 = D%l o) < 118508 = D Gll paiqy) + 2110 (9 = Dl Loy

~ o - (5.26)
<||1&jng—D JgHLq(QU) +2e

fiir 0 < |h| < dist(Qg, 09Q), wobei wir gemaf (5.24)

D% (g — g)

L9(Q) <lg— gHWLq(Q) <e

verwenden.
Wie im Beweis des Teils b) des Satzes 5.2 ergibt sich aufgrund des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung mit einem x = k(y, h) € (0,1)

_ 1 _
Njngly) = 7 Gy;(y + rkhej) h = Gy, (y + r hej) (5.27)

fiir jedes y € Qp und 0 < |h| < dist(Qp, IQ).
Wir setzen nun

~ 1

Q.= {y € Q : dist(y, Q) < §dist(QU75Q)} cQ
und bemerken, dass diese Menge insbesondere kompakt ist.
Wegen § € C®(Q) N Whi(Q) ¢ C*(Q) c CYQ) erkennen wir die Funktion Gy;
nach einem bekannten Ergebnis, welches wir beispielsweise [61, Kap. II, §1, Satz 7]

entnehmen koénnen, als gleichméfBig stetig auf Q. Daher finden wir zu dem beliebig
gewdhlten € > 0 stets ein hg € (0, % dist(Q, 09)), sodass

G, (v + £ hey) = Gy, ()| < &
fiir alle y € Qo, £ € (0,1) und alle 0 < |h| < hg richtig ist. Mit (5.27) folgt daraus
|8503(9) = 3, (9)| < 2

fiir alle y € o und alle 0 < |h| < ho.
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Somit erhalten wir

q 1
‘ dy | < |Qolve

||Aj,hg - DengLq(QU) = / ‘Aj,h g(y) — gy] ()
0

fiir alle 0 < |h| < hy.
Wir verwenden dies in (5.26) und ermitteln

1
129 = D gll o) < (12]7 +2) € (5.28)

fiir alle 0 < |h| < hy.

Da die Wahl der Menge ¢ beliebig war und wir den Ausfithrungen entsprechend zu
jedem & > 0 ein hg € (0, 5 dist(Q0, 92)) finden, sodass (5.28) fiir 0 < |h| < hg giiltig
ist, folgt daraus die Aussage. O

5.3 Weitere Ergebnisse zum Dirichletschen Wachstum

In der Vorbereitung auf den ersten Beweis zur hoheren Regularitdt im nichsten Ab-
schnitt stellen wir Ergebnisse zusammen, die das Wachstum des Dirichlet-Integrals
weiterfiihrend untersuchen. Die aufgefithrten Erkenntnisse stehen in einer engen Ver-
bindung zum Abschnitt 4.1 und bilden eine gewisse Weiterentwicklung.

Wir erinnern uns zunéchst an eine wesentliche Idee aus dem Beweis des Satzes 4.10.
Diese wollen wir im folgenden Lemma noch einmal festhalten.

Lemma 5.4. Seien G C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und f(w,X,p) eine
Funktion f: G x R3 x R3*2 — R, sodass mit Konstanten 0 < M, < My < 400

My |pl* < f(w,X,p) < My |pf® (5.29)
fir alle (w, X,p) € G x R3 x R3*2 gilt. Zudem seienY € WLQ(G) und
F={Xxew(G): X -y eW;* (@)}
gegeben sowie mit dem zu f gehorenden Funktional T
X = inf Z(X
I(Xo,G) = jnf I(X,G)

fiir ein Xo € F richtig.
Dann gilt fiir jede Menge Go C G mit G C G

My

/ |V Xo(w)[?dw < / IV Xo(w)[? dw <ZQO)TZ

B(wo,0) B(wo,e0)

fiir alle wy € Go und 0 < ¢ < gp < dist(Gy, 0G).
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Beweis. Wir bemerken fiir beliebiges wg € G zunichst B(wo, o) C G. Aufgrund der
Minimaleigenschaft von X und der Eigenschaft (5.29) schlielen wir
My D(Xo, B(wo, 0)) < Z(Xo, B(wo, 0))
< I(H(X(LB(Ulo,@)),B(U}mQ)) (530)
< Mz D(H(Xo, B(wo, 0)), B(wo, 0))
fiir 0 < o < go. Ware dies namlich nicht der Fall, konnten wir Xy in B(wg, 0) durch
H(Xo, B(wo, 0)) ersetzen und X, wire aufgrund des Lemmas 4.5 kein Minimierer des

Funktionals Z.
Aus (5.30) folgt somit

D(Xo, B(wp, 0)) < %D(H(XO,BWO,QD,B(%, 2)

fiir alle 0 < ¢ < go. Das Wachstumslemma (Lemma 4.4) liefert uns
My

My

D(Xo, B(wo, 0)) < D(Xo, B(wo, 00)) <g%) (5.31)

fiir 0 < ¢ < gp. Dies entspricht der Aussage. O

Unter Verwendung von B(wy, 09) C G schlieBen wir aus (5.31)

My

D(Xo, Bluo, 0)) < D(Xo, C) (g—i)i

fir 0 < o < gg. Wir setzen a := % und My := D(Xy, G) 0, * und bemerken, dass die
Konstanten «a, gy sowie My nicht von wy € Gy abhéingen.
Schliefilich ergibt sich wegen Gy N B(wo, 0) C B(wyo, 0)

|V Xo(w)|* dw < / |V Xo(w)[* dw = D(Xo, B(wo, 0)) < My o®
GonB(uwo.e) B(wo.0)

fiir alle wg € Go und alle g € (0, go)-
Insofern gelangen wir auch zu der folgenden Aussage.

Folgerung 5.1. Unter den Voraussetzungen des Lemmas 5.4 existieren zu jeder Men-
ge Go C G mit Gy C G Konstanten My > 0, o > 0 und o9 > 0, sodass

|V Xo(w)|? dw < My o®
GonB(wo,0)

fiir alle wy € Go und alle ¢ € (0, go) gilt.

Dass die Einschrankungen an wg und p in der Folgerung 5.1 aufgehoben werden kon-
nen, falls die Menge Gy zusitzlich konvex ist, entnehmen wir dem néchsten Lemma.
Wir zeigen in diesem eine Verallgemeinerung des Ergebnisses aus [37, Proposition 4.2].
Dabei tbertragen wir die Idee aus [37] von Kreisscheiben auf beschrinkte, konvexe
Mengen.
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Lemma 5.5. Es seien G C R? eine beschrinkte, konveze Menge und die Konstanten
M >0, a > 0 sowie 9o > 0 derart gegeben, dass fir X € WH2(G)

VX (w)? dw < Mg®
GNB(wo,0)

fiir alle wy € G und alle o € (0, o) richtig ist.
Dann gilt mit Mo := max{M, oy * D(X,G)} auch

|VX (w)|? dw < My o®
GNB(wo,0)

fiir alle wy € R? und alle o > 0.

Beweis. Fiir den Fall wy € G und ¢ € (0, gp) entnehmen wir die Aussage unmittelbar
der Voraussetzung.
Im Falle wy € G und o > gy berechnen wir

VX () dw < D(X,G) < (f) D(X,G) < My o
0

GNB(wo,0)

unter Beachtung von G N B(wyg, 0) C G.
Es verbleibt, die Aussage fur wy ¢ G zu zeigen. Zunichst bemerken wir, dass genau
ein Punkt w§j € G existiert, sodass
inf |wg —w| = Jwe — wg| (5.32)
weG
gilt. Die Existenz eines solchen Punktes wird dabei durch den Fundamentalsatz von
Weierstrafl iiber Maxima und Minima gesichert. Um die Eindeutigkeit einzusehen,
nehmen wir an, es géibe einen zweiten Punkte wi* € G, sodass

inf [wg — w| = |uwo — wi’|
welG
richtig ist. Dann gilt aufgrund der Konvexitit des Abschlusses G fiir jedes A € [0, 1]

insbesondere Aw{ + (1 — Mw* € G und

wo — (Awg + (1 = A)wg™)| = [Awo + (1 = Aywo — (Awg + (1 = A)wg”)|
< Mwo — wpl + (1 = A) |lwo —wp*| = infé|w0—w| .
we

Somit hétte auch jeder Punkt auf der Verbindungsstrecke von wg nach wg* minimalen
Abstand zu wg, was im Widerspruch dazu steht, dass die orthogonale Projektion eines
Punktes auf eine Gerade und somit auch der minimale Abstand eines Punktes zu einer
Strecke eindeutig ist.

Wir zeigen nun G N B(wp, 0) C G N B(wg, o) fir alle o > 0. Fir ¢ € (0, |lwo — wgl)
ist die Aussage wegen G N B(wy, ¢) = 0 klar. Im Falle von ¢ > |wy — w§| miissen wir
ausfithrlicher argumentieren. Dazu betrachten wir die Menge

G(wp) := {w €R? : (wy — w,w — wf) < 0}
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und weisen zunéchst G C G(wop) nach. Hierfiir nehmen wir an, es existiert ein Punkt
W € G mit @ ¢ G(wp). Es folgt dann
(wo — wg, @ —wg) >0 . (5.33)

Wir untersuchen die orthogonale Projektion des Punktes wq auf die Gerade, die durch
die Punkte wg und w verlduft. Dazu setzen wir

g(\) = |wo — (M + (1 = Nw)[?
= ((wo — wy) — MW — wp), (wo — wgy) — AW — wy))
= Jwo — wi|* — 2 (wo — wy, ® — wi) + N2 | — w|?
und ermitteln
) = 21— w? — 2 (wo — w5 — i) |
g"(\) =20 — wj?
fir alle A € R. Wegen @ # wg gilt ¢”(A\) > 0 fiir alle A € R. Somit ist jeder kritische
Punkt von g stets ein Minimierer. Es ist ¢’(\*) = 0 genau dann, wenn
A = <’LUO - w87w - ’LUS)
T
| — wg]

richtig ist. Wir folgern mit (5.33) sofort A* > 0 und setzen X := min{1, \*}.

Da wir in ¢’ eine streng monoton steigende Funktion erkennen, gilt g’'(A) < 0 fiir alle
A < X Somit ist die Funktion g auf dem Intervall [0, A) streng monoton fallend und
wir erhalten

lwo — wh|® = g(0) > g(No) = |wo — (Ao + (1 — Ao)uw}y)|®

fiir beliebiges Ag € (0, A).

Da aufgrund der Definition von X insbesondere Ay € (0,1) gilt und somit aus der
Konvexitit von G gleichzeitig Ao + (1 — Ao)w§ € G folgt, entsteht ein Widerspruch
zu (5.32).

Es muss also zwingend G C G(wyp) richtig sein.

Zu o > |wy — w§| sei nun w € G N B(wo, o) beliebig. Speziell gilt w € G C G(wp) und
somit auch (wy — w§, w —wg) < 0. Wir berechnen daher

wo — w]* = [(wo — wg) — (w —wp)[?
= fwo — w§|* + [w — w§* = 2 (wo — wi, w — wp)
> Jw — wj?
und daraus wegen w € B(wy, ¢) auch |w — w§| < |wy — w| < .
Somit schlieBen wir w € G N B(wg, ¢) und erhalten G N B(wo, o) C G N B(w, o) fir
alle o > 0.
Schlussendlich ergibt sich somit fiir alle o > 0
VX (w)]? dw < / VX (w)|? dw < My ¢®
GNB(wo,0) GNB(wg,e)

unter Beachtung von w{ € G und der Ergebnisse zu Beginn der Ausfithrungen. Dies
vervollstéindigt den Beweis, da die Wahl von wy € R?\ G beliebig war. O



124 5 Hohere Regularitdt von Minimierern im Inneren

Schliellich wollen wir noch das folgende Resultat im Zusammenhang mit dem Wachs-
tum des Dirichlet-Integrals beachten. Dieses stammt aus [52, Lemmata 4.4 und 4.5]
beziehungsweise [55, Lemma 5.4.1]. Anders als in den angegebenen Quellen gestalten
wir den Beweis insbesondere bei der zweiten Aussage detailreicher. Zudem nutzen wir
zu Beginn des Beweises im Gegensatz zu [52] und [55] eine Darstellungsformel, die auf
der ersten Greenschen Formel basiert.

Lemma 5.6. Gegeben seien ag > 0 und ein beschrinktes C'-Gebiet G C R? sowie
Z € Wy (G,R™) und g € LY(G,R) mit

lg(w)] dw < My g (5.34)
Blwy.0) NG

fiir alle B(wy, 0) C R2.
Dann gelten g - Z € LYG) und |g| - |Z|* € LY(G) sowie

l9(w)|1Z(w)| dw < Mi(ag, a,m) My |G|2 [V 2] 2 ** 7 (5.35)
B(wo,0) NG

mit der Konstante

1

< g >§ r-0+a)
alag — @)

M (g, e, m) =

aEl

und

lg(w)] - |Z(w)[* dw < Mo (g, a,m, X) Mo |G| ||V Z

T2 0277 (5.36)
B(wo,0) NG

mit der Konstante
Aa
Ms(ag, ,m, ) = My <a0 -5 (1=X a,m) M (ao, A, m)
fir 0 < a < min{ap, 1} und 0 < A < 1.

Beweis. Wir betrachten zunéichst Z € C§°(G), welches wir auBierhalb von G durch 0
fortsetzen.

Mithilfe der ersten Greenschen Formel erhalten wir wie in [59, Kap. V, §1, Satz 1] die
Integraldarstellung

2

8

1

fiir jedes j € {1,...,m} und alle w = (w1, ws) € G.
Unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich

|s;/|w VZ,()] di
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und daher mithilfe des Lemmas 2.4

1

Z(w)| = (i Zj(u;)|2) < i|Zj(w)| < — o / T w| Z |VZ;(w)| dw

S% |J_mw| (ilvzjwﬁ) da

1

= o w | \VZ(w)| dw
G
fiir alle w € G.
Entsprechend folgt
sliz@laws g [ [l 2 9z@)] e

B(wo,0) NG B(wo,0)NG G

Mit einem « € (0, min{ayp, 1}) beachten wir

lg(w)| ‘wiw‘ VZ(@)| = (Jgw)|? i —w|* ") (Jg(w)|? |& — w|~*|VZ(@)])

fiir alle w € G sowie fast alle w € B(wg, 0) NG und schliefien aufgrund der Holderschen
Ungleichung

m
[ sz aw < Y™ i, 0) R, o) (5.37)
B(wo,0)NG
wobei wir
I (wo, 0) := / /\g w)| @ — w** 2 d@dw ,
B(wo,0)NG G
Iy (wo, 0) : /\g @ — w| 2% |V Z(w)[* dw dw
B(wo,0)NG G
setzen.

Indem wir uns an die Ungleichung von E. Schmidt aus [42, Lemma 4.3] erinnern,
ermitteln wir

/ = wl
fiir jedes w € R2.

Infolgedessen ergibt sich unter zusitzlicher Beachtung von (5.34)

-«
[ sl f1o-waede < —ja [ jg(w)du

Blwo.)NG G B(wo,) NG (5.38)
ﬂ_l—a
<

GI7 My 0
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Wir erklaren nun die Funktion
Py(r) == |lg(w)|dw
B(,r) N B(wo,0) NG

und bemerken fiir alle r > 0

Bo(r) < / lg(w)| dw < Myr22 (5.39)
B(w,r)NG
sowie
Bu(r) < / lg(w)] dw < My 0 (5.40)
B(wo,0) NG

aufgrund der Voraussetzung (5.34).
Daraus folgern wir

0<r2¢ Ba(r) < My r2(ao—a) (5.41)
beziehungsweise
0 <r 2 ®g(r) < Mo r—>* (5.42)

fiir alle » > 0 und schlieflen somit wegen ag > o > 0

lim r22%(r) =0 (5.43)
r>0
aus (5.41) beziehungsweise
Jim P2y (r) =0 (5.44)

aus (5.42).
Wir berechnen demnach fiir 0 < g1 < 02

0 0
/r_2o‘ O (r)dr = [r‘za @m(r)]gz + /2a 207 @ (r) dr (5.45)
o1
o

01

mittels partieller Integration sowie unter Verwendung von (5.39) und (5.40)

02 0 02
/Qa P20 oy (r) dr = /Qa P72 o (r) dr + /Qa 207 G (r) dr
o1 o1 )

0 02
< /Qa My reo—20—1 4, 4 / 2a My p20-1 QQ’J‘O dr
o

o1

(5.46)

e 02

[ < Mor2<00*0‘>]
o) —

o

. + |:7]\40 T72a 92040]9

My g**0~*) — Mo 03" — My 032 0* .

Q) — ap —
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Daher folgt aus (5.45) und (5.46) durch die Grenziibergéinge o1 — 0+ sowie g2 — +00

+oo
/ 2 (1) dr <
0

Qo

My g0~ (5.47)

Q) — «

unter Beachtung von (5.43) und (5.44) sowie ap > a > 0.

Wir wollen ®/;(r) noch genauer untersuchen. Dazu fiihren wir die Menge

Si(r) = {CGSI cw+T¢ EB(wo,g)ﬂG}

fiir jedes 7 > 0 ein und erhalten damit

T

w)= [ ltwlde= [ [ gt@+rolrdcdr

B(w,r) N B(wo,0) NG 0 8L(m)

bei Verwendung von Polarkoordinaten um .
Dementsprechend erhalten wir fiir den Differenzenquotienten unter Beachtung des
Mittelwertsatzes der Integralrechnung mit einem 7 € [r,r + h]

r+h
q)uj h) — (I)u‘, 1 : ~ 1 : ~ . R
Lttt W= 0al) 2 [ [ gt rolracar=gn [ g+ olrag
T oSL(m) SL(#)
fiir |h| < 7. Somit folgt
— CI)uj T -
W [ g@eroirac. (eas)

Sk(r)

Indem wir ein R > 0 derart wihlen, dass B(wg, 0) NG C B(w, R) gilt, ermitteln wir

[ swle-waw= [ @) el dw
B(wo.0) NG B(@,R) N B(wo,0) NG
R
= [ [ gt rolracar
0 85(r)

unter Verwendung von Polarkoordinaten um @, das heifit w = @ + r (.
Fiir jedes @ € G ergibt sich daraus mit (5.48)

R +o0
/ lg(w)] |@ — w| > dw = /1720‘ O (r)dr < / 2O () dr
B(wo,0) NG 0 0

und wegen (5.47) schlie8lich

&%)

lg(w)| | — w| ¥ dw < My o¥@0=a)

B(wo,0) NG

o) — Q@
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Dementsprechend folgt

st 1o -l [v2@) P ddde < 20— My 20 [ [9200) di
B(wo,0)NG G 0 G
_ @ 2(a0—a) 2
= ao_aMoQ WTYNVZ 2y -

In der Kombination mit (5.38) ergibt sich daher aus (5.37)

/ lg(w)||Z(w)| dw < My (ag, a,m) My |G|2 IV 2|2y 0%
B(wo,0) NG

mit der Konstante

1

( i *>§ nmRk)

alag — a)

Dies zeigt (5.35) fur Z € C3°(G).

Es sei nun Z € Wy(G, R™) beliebig. Dann gibt es eine Folge {Z*)}_; 5
mit Z®) — Z in Wy (G, R™).

Geméf der Methode zum Beweis des Satzes von Fischer-Riesz wie unter anderem bei
[61, Kap. VIII, §8, Satz 3] finden wir eine Teilfolge {Z(kﬂ)}j:l,gw7 die fast iiberall
gegen Z konvergiert. Somit erhalten wir

Ml(a()v Q, m) =

“[3

in C§°(G)

yees

[ swlizwlaw = [ tminlgw)| 25 (w)]du
B(wo,0) NG B(wo,0)NG e
<timinf [ lg(w)]12%9)(w)] du
e B(wo,0) NG

aufgrund des allgemeinen Konvergenzsatzes von Fatou aus [61, Kap. VIII, §4, Satz 6].
Da wir (5.35) bereits fiir Z(*1) € C5°(G) gezeigt haben, folgt

o) |Z(w)| dw < limint s (a0, a,m) My |G [VZD) ) 020

B(wo,0) NG a & )
= Mi(ao, o, m) Mo |G|2 <.1im vz ’)||L2(G)> g

= Mi(ag, o, m) My |G|? |V Z]| 2y 00

fiir jede Kreisscheibe B(wp, o) C R2.
Indem wir eine Kreisscheibe B(wg, p) derart wéhlen, dass G C B(wo, o) richtig ist,
ermitteln wir insbesondere auch ¢ - Z € L'(G) aus (5.35).

Um (5.36) zu beweisen, nutzen wir das bereits gezeigte Ergebnis. Dafiir erkléren wir
zu einem Z € WO1 2(G,R™) die Hilfsfunktion j durch

§(w) := |g(w)[Z(w)]

fir w € G.
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Es sei 0 < a < min{ay, 1} beliebig gewéhlt. Gemé$ der vorangegangenen Argumenta-
tion sind § € L'(G) sowie

15(w)] dw = / lg(w)| | Z(w)| dw < Mo 02
B(wo,0) NG B(wog,0) NG
mit
Mo = My(ag, o ,m) My |G| % V2] 12 » (5.49)
2540 = 2040 - Ct, (5.50)

und einem o/ € (0, ) richtig.
Wir setzen o := o — o/ und bemerken

0O<a—-d <l-d <1

sowie
/
0<oz—o/<oz0—o/<ao—5:do
wegen 0 < o < a < min{ayg, 1}. Es gilt also 0 < o < min{ay, 1}.
Somit folgt

1§(w)| |2 (w)] dw < Mi(éo,0”,m) Mo|G|Z |V Z|| 126 207"
B(wo,0)NG

durch die Anwendung von (5.35) auf § und Z.
Indem wir o/ = A« mit einem A € (0,1) beachten, ergibt sich

A
Ml(do, Oé"7 m) ]\11(050, O/, m) = ]\/11 (Cm — Ta

=: Ma(a, o, m, A)

,(1=XN)a, m) My (ag, A, m)

und wir erhalten schliefflich unter Verwendung von (5.49), (5.50) sowie o/ + o’ = «

lg(w)] 12 (w)[* dw = / 1§(w)] 12 (w)| dw
B(wo,0) NG B(wo,0) NG
< My(ag, a,m, A) My |G|? [V 2|72 0*07°

woraus bei Verwendung einer Kreisscheibe B(wyp, 0) mit G C B(wy, ) auch die Eigen-
schaft |g| - |Z|* € LX(G) folgt. |

Bemerkung 5.3. Die Aussage des Lemmas 5.6 steht scheinbar nicht in Verbindung mit
dem Dirichlet-Integral. Im Rahmen des Regularitédtsbeweises im néchsten Abschnitt
findet es allerdings mit g = |[VX *\2 eine Anwendung. Dadurch wird die Bedingung
(5.34) zu einer Voraussetzung an das Dirichlet-Integral von X*.
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5.4 W?2-Regularitit

Bevor wir uns dem ersten Regularitidtsergebnis und dessen Beweis ausfiihrlich widmen,
benotigen wir noch das folgende Lemma, welches uns die Existenz einer sogenannten
Abschneidefunktion mit einer Wachstumsbedingung an ihren Gradienten gewéhrleis-
tet. Dieses Lemma ermdglicht es, Modifikationen eines Minimierers als Testfunktionen
in der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung zu verwenden.

Die wesentliche Idee fiir den Beweis des Lemmas besteht darin, eine geeignet gewéhlte
Funktion abzuglitten. Hierbei legen wir einen besonderen Fokus auf die Untersuchung
des Gradientenwachstums.

Lemma 5.7 (Existenz der Abschneidefunktion). Seien 0 < g1 < g2 < 00 und
yo € R™. Zur Kugel B(yo, 02) C R™ ezistiert dann eine Funktion n € C§°(B(yo, 02))
mit den folgenden Figenschaften:

a) Esist 0 <n(y) <1 fir alley € R™ erfillt.

b) Es istn =1 in B(yo,01) richtig.

¢) Mit einer von yo, o1 und gz unabhdngigen Konstante Cy, > v/m gilt die Abschit-
zung |Vn(y)| < fiir alle y € B(yo, 02) \ B(vo, 01)-

02—01

Beweis. Zunéchst beachten wir, dass es geniigt, die Aussage fiir yo = 0 zu zeigen, da
die allgemeine Aussage durch eine Translation erhalten werden kann.
Wir erinnern an die Standard-Glattungsfunktion aus der Bemerkung 2.11

o(y) = Cpexp (ﬁ) fir |y <1,
0 fir |yl > 1

und wissen ¢ € C*°(R™) sowie supp(¢) = B(0,1) und ¢(y) = ¢(—y) fir alle y € R™.
Die Konstante Cyp > 0 wird dabei als Normierungsfaktor so gewéhlt, dass

/(15 /¢y)dy—1
B(0,1)

gilt.
Zu jedem € > 0 erkldren wir dann die assoziierte Glattungsfunktion ¢. durch

Pe(y) == Eim ) (g)

und bemerken supp(¢.) = B(0, e) sowie
[eway= [ say= [ swdy=1 (5:51)
Rm B(0,¢) B(0,1)

mithilfe des Transformationssatzes fiir mehrfache Integrale.
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Fir 0 < § < 232 erklaren wir die Funktion

1 fir ly| < o149,
5 )
ai() = 20 g s <y < g0,
02 — 01— 20
0 fir |yl >02—0

und bemerken unmittelbar

0292—5—(92—5) < 02 — 6 — |yl S92—5—(!21-*-5):1
02 — 01— 20 02 — 01— 20 02 — 01— 20
fiir 01 +6 < |y| < g2 — 6. Demnach gilt
0<gs(y) <1

fiir alle y € R™.
Wir zeigen nun, dass die durch

1) = [ 0@ osw-0di= [ go+1) 6505 = [ gs(+9)0

Rm Rm Rm

(9)dg

s
2

fiir y € R™ definierte Funktion den geforderten Eigenschaften geniigt.
Zunichst gilt aufgrund der Konstruktion unmittelbar n € C°°(R™). Des Weiteren
betrachten wir n(y) fiir ein y € R™ mit |y| > g2 — g‘ Sei nun § € R™ mit |y — g| < %
beliebig gewéhlt. Es folgt dann
02— 3~ il < Iyl I3l <y~ 9l <
2 B Y Y Yy==y-v B

beziehungsweise |§| > g2 — 9.

Wegen
st = (2) o () <o (5:52)

fiir [y — 9| > & erhalten wir fiir [y| > oo — $ daher

1) = [ 0@ os-0di= [ g@)ésy-di=0
R B(.5)

unter Beachtung von |§| > g2 — ¢ fir |y — ¢ < %. Somit folgen n(y) = 0 fir alle
y € R™ mit |y| > 02 — % und insbesondere supp(n) C B(0, g2). Dementsprechend gilt
n € C§°(B(0, 02)).

Wegen gs5(y) > 0 und ¢s(y) > 0 fiir alle y € R™ entnehmen wir der Definition von n
unmittelbar ’

0< [ 9s() 650y~ 545 = )
n
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fiir jedes y € R™ und gleichzeitig wegen gs(y) < 1 fiir alle y € R™ auch
nw) = [ ws@éslv-dr< [ osy-pds=1
R7n Rm

fiir alle y € R™ unter Beachtung von (5.51). Somit ist die Bedingung a) erfiillt.
Im Falle y € B(0, 01) bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes § € R™ mit |y — | < %
wegen

. . 5
Bl<lyl+lg-yl <o+

insbesondere B(y,$) C B(0, 0 + d) folgt. Wir erinnern uns zudem an (5.52) und
erhalten somit

W = [ @ osv-0di= [ o5@)ogly-di

R B(y,9)
= [ ei-wai= [ es@ai—1
B(y.9) B(0,3)

fiir alle y € B(0, 01), was der Eigenschaft b) entspricht.

Daraus schliefen wir direkt 7, (y) = 0 fir jedes K = 1,...,m und alle y € B(0, 01).
Unter zusétzlicher Verwendung von 7 € C§°(B(0, p2)) ergibt sich einerseits aufgrund
der Stetigkeit von 7, sogar 1, (y) = 0 fir jedes k = 1,...,m und alle y € B(0, 01)
und andererseits wegen supp(n) C B(0, 92) zudem 7y, (y) = 0 fir jedes k = 1,...,m
und fir alle y € R™ mit |y| > oo.

Um die verbleibende Eigenschaft zu zeigen, wollen wir zunédchst einsehen, dass die
Funktion gs in R gleichméBig Lipschitz-stetig ist.

Fiir y, 4 € B(0, 01 + ) berechnen wir

l9s(y) —95(9)| =1 =1 =0 < Ly —g|
und analog fiur y,§ € R™\ B(0, o2 — )
|95(y) = 95(9)| =10 -0 =0 < L|y— 3|

mit einem beliebigen L > 0.
Hingegen ermitteln wir fiir y,§ € B(0, o2 — d) \ B(0, 01 + )

1
() = ——— —5— _ —5—1b
l9s(y) — 95(9)] 0% (02 lyl) — (o2 1911

= g < ——|ly—19| ,

T [yl —191] < pop—Y; ly — 9

wobei wir
yl =191l < |y — 9
aufgrund von

wl=lal=ly =9+ 9l =19l < ly =gl + 19| = |9 = ly — 9l (5.53)
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und

19l =yl =19 —y+yl = lyl < 19—yl + 1yl =yl =y — 9| (5.54)

genutzt haben.
Im Falle y € B(0, 01 +9) und § € R™ \ B(0, p2 — §) ergibt sich

1
s() —gs(N=1—-0l=1= ———— (09— 01 — 20
l9s(y) — 95(9)| = | | 92_91_25(92 o1 )
S - (191 H)<71 ly =91
al — _
0r—o1—26 To-0—2 vy

unter Beachtung von |§| — |y| > 02 —d — (01 +0) = 02 — 01 — 20 und (5.54).
Fiir y € B(0,02 — 8) \ B(0, 01 +6) und § € R™\ B(0, g2 — §) erhalten wir

. 02— 0=yl 1
— 0s(0)] = —0l = — 85—
l95(y) — 95(9)] p—Y; pop—Y; o2 [yl
1
= —0—
p—: (02 lyl)
P E——— gl —
92791725% lyl)
< ! ly =9I
T -2 vy

wegen |y| < g2 — 6 und |g| > g2 — I sowie (5.54).
Schliefilich ermitteln wir fir y € B(0, 02 — ¢) \ B(0, 01 + J) und § € B(0, 01 + )

N 02— 0 — |y ‘ 01+ =yl
— S B R A N | g 1 B
l9s(y) — 95()] 0 — 01— 20 02— 01—20
1
- (yl—(o 46
92—91—25(“" (01+9))
1 R
P
92— o1 26 (I 18D
<yl
T -0 -2 ey

unter Verwendung von |y| > o1 4+ und |§| < g1 + 9 sowie (5.53).
Indem wir alle Félle zusammenfassen, folgern wir stets

1
S — 95 )| < ———= —
95 (y) — 95(9)] pEp—. ly — 4l

fir alle y,§ € R™.
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Daher schlieflen wir

[n(y + hex) —n(y)| =

[ 05t + -+ hex) — g5(+ ) 0 (5) g

]an,
< [ o0+ y -+ hew) — g0+ 9)] 64() g
RTH,
< [ el 65 45
——— |heg
=) o 28 RS
]Rm
1 1
=———|h / g)dy = ——— = |h
QQ_QI_%I IRM ¢5(9) dj QQ_gl_%\ |
fiir alle y € R™, alle h € R und jedes k = 1,...,m. Infolgedessen berechnen wir
- |nly + hex) —n(y) 1
=1 <
[y (y)] = lim b S -2

fiir y € R™ und jedes k=1,...,m.
Schlussendlich ergibt sich

U 1
IVn(y)l = kgl Iy ) < \/am (5.55)

fiir alle y € R™. Wegen 0 < ¢ < 2252 finden wir ein A € (0,1), sodass

2o
=X 5

richtig ist und erhalten damit aus (5.55)

1 vmo 1 ¢
Vn(y)| < = o
V)l < Vm S T T T e s o

fir alle y € R™, wobei wir C, := g > /m gesetzt haben. O

Bemerkung 5.4. Wie beispielsweise in [39, Theorem 1.4.1] basiert ein Beweis fiir die
Existenz einer Abschneidefunktion in vielen Arbeiten meist darauf, eine entsprechend
gewihlte charakteristische Funktion zu gliatten. Auf die Eigenschaft ¢) wird dabei meist
nicht oder nur unspezifisch eingegangen.

Der hier durchgefiithrte Beweis mithilfe der Lipschitz-stetigen Funktion gs liefert so-
gar eine untere Schranke an die auftretende Konstante C,,. Zudem ist eine Verallge-
meinerung der Methodik auf eine beliebige kompakte Menge unter einer geeigneten
Anpassung der Funktion gs moglich.

Wir sind nun ausreichend vorbereitet, den ersten Teilbeweis fiir die Holder-Stetigkeit
der ersten Ableitungen eines Minimierers X* des zu f gehoérenden Funktionals Z zu
zeigen. Dessen Ziel ist der Nachweis der Zugehorigkeit von X* zur Klasse Wli’f(G).
Dalfiir ist eine Konkretisierung der Voraussetzungen an f notwendig.

Methodisch folgen wir dem ersten Teil des Beweises in [37, Abschnitt 4.2], erweitern die
Aussage auf konvexe Gebiete und gehen stérker in die Details ein. Allerdings verwenden
wir dabei andere Voraussetzungen an f, die sich an [55, (1.10.8)] orientieren.
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Satz 5.3 (W22-Regularitit). Es seien G C R? ein beschrinktes, konvezes Gebiet
der Klasse C* und eine Funktion f: G x R? x R¥? — R € C*(G x R* x R** R) mit
f(w, X,p) derart gegeben, dass mit Konstanten 0 < M; < My < +00

My [p* < f(w, X,p) < Ms |p|? (5.56)

fiir alle (w, X, p) € G x R3 x R3*2 giit.
Gleichzeitig magen Konstanten 0 < My < My < 400 existieren, sodass

My |y < Z Z Fyp o (0, X 0) V< My |y (5.57)
kJl=114,j=1

fiir alle (w, X,p) € G x R® x R¥*2 und alle v = (71,72) € R3*? richtig ist.
Zudem gebe es zu jedem R > 0 ein M(R) > 0, sodass

193 f (w0, X,p)? + [V f (w0, X,p)| + [V flw, X )| < MR) (14 162) (5.59)
und
Vo f (w0, X, D)2 + [ flw, X.p)| 4 V2w Xp)| < M(R) (14 pl2)  (5.59)

fiir alle (w, X,p) € G x R3 x R¥*2 mit |w|? + | X|*> < R? erfillt sind.

Des Weiteren seien Yo € WY2(G) gegeben und X* € WH2(G) N L®(G) ein Minimie-
rer des zu f gehérenden Funktionals T iiber der Menge aller X € WY2(Q), die der
Bedingung X — Yy € WUI’Q(G) gentigen.

Dann gilt auch X* € VVE)’CQ(G), das heifit X* € W22(Gy) fiir alle Go CC G.

Beweis. Zunachst bemerken wir, dass durch die Bedingungen (5.58) beziehungsweise
(5.59) unter Beachtung der Beschrinktheit von G und des Lemmas 2.2 insbesondere
auch die Bedingungen (5.2) beziehungsweise (5.3) des Satzes 5.1 erfiillt sind. Des Wei-
teren erkennen wir, dass aufgrund von (5.56) zusétzlich die Voraussetzung (5.1) des
Satzes 5.1 eingehalten wird. Somit kann die Aussage des Satzes 5.1 ohne Einschrén-
kungen angewendet werden.

Wir wihlen ein hinreichend kleines hg > 0, sodass G, # 0 ein Gebiet der Klasse C 1ist.
EsseiY € W&’Q(Gho) N L>®(Gp,) eine beliebig gewahlte Funktion, die supp(Y’) C Gp,
erfiillt. Diese konnen wir ohne Weiteres auf ganz R? erweitern, indem wir ¥ = 0 auf
R2\ G, setzen. Wir erkennen dann, dass der Differenzenquotient

— ALY (W)= 1 (Y(w— he) — Y (w))

S| =

fiir 0 < |h| < ho zur Klasse Wy 2 (G) N L®(G) gehért. Somit ist — A_j, Y eine zuliissige
Testfunktion der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung gemé&f Definition 5.1. Gleich-
zeitig bemerken wir supp(— A_, Y) C G fiir 0 < |h| < ho und erhalten infolgedessen
auch — A_, Y € Wh2(Q) fiir jede offene Menge Q C R? mit G C Q.
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Aus der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung folgt daher mithilfe des Teils a) aus
Lemma 5.2 zunéchst

0= /{fo(w,X*,VX*) (AL Y) 4 Vo f (w0, X5 VXY) V(= Ay V) duw
- / (Vi f(w, X*,VX*) - A_pY + V,f(w, X*, VX*) - A_pVY} dw

fir 0 < |h| < hp, wobeil wir hier wie auch im Rest des Beweises stellenweise das
Argument w aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterdriicken wollen.

Mithilfe des Teils b) aus Lemma 5.2 ermitteln wir daraus unter zusétzlicher Beachtung
von supp(Y') C Gy,

0= /{(AhVXf(w,X*,VX*)) Y + (ApVpf(w, X*,VX™)) - VY} dw
G

(5.60)
= / {(ApVx fw, X*,VX")) - Y + (A Vpf(w, X*, VX)) - VY'} dw
Gro
fiir 0 < |h| < hy.

Wir betrachten die auftretenden Differenzenquotienten in den Skalarprodukten fiir
jede Komponente. Zunéchst gilt

Apfx,(w, X*, VXY) (5.61)
- % [fx, (w + he, X*(w + he), VX* (w + he)) — fx, (w, X*(w), VX" (w))]
1
- %/di [fx, (w + the, X*(w) + th Ap X*(w), VX*(w) + th Ay VX* (w))] dt
0

fiir fast alle w € Gy, fir 0 < |h| < ho und ¢ € {1, 2, 3}.
Wir schreiben verkiirzend

T (1) = (w + the, X*(w) 4 th Ay X*(w), VX*(w) 4 th Ay VX* (w))

beziehungsweise lediglich Té,h)(t)7 sofern die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht,
und berechnen

[fx (T ()] = Z oy (TI (1)) (),
+ Z Ixx; (T () h Ay X (w) (5.62)

k=1j=1

fiir fast alle w € Gp,, fir 0 < |h| < hy sowie fiir 7 € {1,2,3}.



5.4 W?2-Regularitat 137

Ebenso erhalten wir

P fy(w, X7, VX¥) (5.63)

_ 1 [fp;(w + he, X*(w + he), VX*(w + he)) — fp;(w,X*(w),VX*(w))]

1
/ % [y (w -+ the, X*(w) + th A, X*(w), VX* (w) + th &y, VX*(w))] dt
0

sowie

2| a
—
A
=
o~
=
=
e
Il
Mw

Fopany (TS (D) (he);

.gﬂw )

<
Il
—

Foi, (TS () b Lo X (w) (5.64)

3

T2 T Ok A (X, (w));
— Tri]

Mw

k=1j

fiir fast alle w € Gp,, 0 < |h| < ho sowie fiir ¢ € {1,2,3} und I € {1,2}.
Wir setzen

1

Ajkw,he) /fz S (T (1)) dt (,j=1,2,3, k,1=1,2),  (5.65)
0

Bjj(w, he) /f1x @PO@)dt (i =1,2,3, 1= 1,2), (5.66)
1.

Ciwhe) = [ fy, @EO@)A (=123, 1=12), (5.67)
'0

(w. ) /fxpj( W)t (=123, k=12),
Dyj(w.h.e) /fx,,x @B = 12.3),

Eij(w, h,e) ::/thw](Tl(Uh’e)(t))dt (i=1,2,3, j=1,2)
0

fiir fast alle w € Gp, und fiir 0 < |h| < hg, wobei wir auch hier die Richtung e als
Argument unterdriicken, sofern diese aus dem Kontext ersichtlich ist. Wir schreiben
dann beispielsweise nur Ali(w h) anstelle von AZ{C(w h,e).
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Damit folgt aus (5.60) unter Verwendung von (5.61) und (5.62) sowie (5.63) und (5.64)

2 3
0:/22 ” ZZA (w, h) Ap (X, (w)); dw
Gho

1=1i=1 k=1j=1

Jj=1

0 s (5.68)

b [ ENY Y Bhwh) A (X5, (), du

G, =1 k=10=1

3 3 2
+ / v (Zl Dij(w, h) Ap X5 (w) + ZlEij(mh)(e)j) dw
J= Jj=

Ghg i=1

. 2 3 3 2
Yy (zBuwhmhx w +zcl]wh><e>)

w
N

fiir 0 < |h| < ho.

Bevor wir uns mit dieser Gleichung weiter befassen, wollen wir vorbereitend die eben
eingefithrten Funktionen naher untersuchen.

Dafiir bemerken wir zuerst, dass aufgrund der Eigenschaft X* € L°°(G) eine Konstante
R > 0 existiert, sodass |X*(w)| < R fiir fast alle w € G gilt. Dementsprechend ergibt
sich zusatzlich

| X*(w) +th Ap X (w)| = [t X*(w + he) + (1 —t) X (w)]
<t|X*(w+he)|+ (1 —t)|X*(w)| <tR+(1—-t)R=R

fiir fast alle w € Gp,, fir 0 < |h| < hp und alle ¢ € [0, 1].
Daher finden wir eine Konstante Ry > 0, sodass

fwf? + X (w)? < R
fur fast alle w € G ebenso wie
lw + the|® 4+ | X*(w) 4 th Ay X* (w)|* < R (5.69)

fiir fast alle w € Gp,, fiir 0 < |h| < ho und fiir alle ¢ € [0, 1] richtig sind. Infolgedessen
konnen (5.58) und (5.59) mit der Konstante Ry einerseits auf (w, X*(w), VX*(w)) fir
fast alle w € G und andererseits auf T&m(t) fir fast alle w € Gy, fir 0 < |h| < ho
und fiir alle ¢ € [0, 1] angewendet werden.

Zunéchst folgt fiir alle v = (71,72) € R3*? wegen

L a2 3
Z ZA w, h) %%,/Z S Sy (T )]
kJ=11i,j=1 0 kil=lij=1

unmittelbar aufgrund der Voraussetzung (5.57)

2 3
Miy)P < ST ST Al (w, h) vl < Ma |y)? (5.70)
kil=114,j=1
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und somit unter Beachtung des Lemmas 2.5 auch
|Afk(w, )| < Mo (5.71)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Im weiteren Verlauf nutzen wir die Kurzschreibweisen

PO (1) == VX" (w) + th Ay VX*(w) = t VX*(w + he) + (1 — 1) VX*(w)

sowie

e (1) ) d

1
k(w, h,e) /<1+
0

fiir fast alle w € Gp, und fiir 0 < |h| < hg. Auch hier schreiben wir lediglich p( )( t)
beziehungsweise Ay (w,h), wenn die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht. Wir
bemerken zusétzlich

Time) (1) = (w + the, X* (w) + th Ap X*(w), p®) (1)) .

Mithilfe der Holderschen Ungleichung berechnen wir dann

(/ [y, (T t))}dt)z
e
/ [y, TP @) at

fiir i,7 =1,2,3 und I = 1,2, woraus unter Verwendung von (5.69) und (5.59)

2

IN

i 2 . (h)
|Bij(w )| = | [ fopx, (T 1)) at

IN

lif:’Bljwh /ii\ ))’th

I=114,5=1

1
<M /<1+ P (0)| )
0
beziehungsweise
2 3
3 Z ‘Bl] (w h)‘ < M(Ro) A (w, ) (5.72)
I=1ij=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < hg folgt.
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Analog erhalten wir auch

[ty TP 01|t

M

S S[chmnf < [ 3

lj=11i=1 lj=11i=1
1
gM(RO)/<1+}pw ) )dt
0
beziehungsweise

2 3 )

S ‘c;j(w,h)\ < M(Ro) A1 (w, h) (5.73)

lj=1i=1

fiir fast alle w € G, und fiir 0 < |h| < hg.

Zudem gilt unter der Bedingung, dass wir die zweiten Ableitungen von f nach X; und
pj, vertauschen kénnen, insbesondere Bfk(w h) = Bj,(w, h) fiir fast alle w € G, und
fiir 0 < |h| < ho. Aus (5.72) ergibt sich so fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho

2 3 2 3
>N [Blhtw [ =3 Y [Bhw.h| < MB) Aw.h) . (5.74)
k=1i,j=1

k=11i,j=1

Wiederum unter Verwendung der Hoélderschen Ungleichung ermitteln wir auch

2
(/ [, (T(0) >\d)
(/1 fXL,X T“L)(t ) (/1 dt)
0

1
= [Iwx @] a
0

1 2

[ @) a

0

IN

|Dij(w, h)]* =

IN

fiir 4,5 = 1, 2,3 und dementsprechend aufgrund von (5.69) und (5.58)

Z |Dij(w, b /Z | Fxo, (T t))\ dt

i,j=1 i,5=1
1 2
<M » )|
< M(Ro) [ (1+]p0)] ) at
0

beziehungsweise

3
> |Dij(w, h)|* < M(Ry) As(w, ) (5.75)
ij=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
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Analog gilt auch

M

| o, (T 1)) at

<1+ ‘pw 2>2dt

i=1j=1 i=1j

>3 Iy = |3

<]V[ RO

O\)—‘ ﬂ

beziehungsweise

3 2
SN B (w, h)P < M(Ro) As(w, h) (5.76)

i=1j=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.

Mit diesen Uberlegungen kehren wir zuriick zur Gleichung (5.68) und wollen Y geeignet
wéhlen. Auf einer Kreisscheibe B(wo,2r) C G, erkliren wir mit 0 < 7 < 2r < +oo
die Abschneidefunktion 7 € C§°(B(wo, 2r)) gemé Lemma 5.7 mit den entsprechenden
Eigenschaften.

Fiir ein beliebiges h € R mit 0 < |h| < hg setzen wir Y (w) = n(w)? Ay X*(w) fiir
w € Gp, und berechnen

Yoy () = 20(w) nuy (0) Dy X*(w) +n(w)? By, X3, (w)

Insbesondere bemerken wir Y € Wy 2(Gp,) N L®(Gp,) und supp(Y) C G, -
Aus (5.68) folgt damit

0= /77 Z Z A (X5, (w))i Al (w, h) Dy (X, (w)) duw
k,l=114,j=1
2 3
2033 B X7 () 32 32 i) 2, (35, )
GhU I=1i=1 k=1j=1
3 2
+ / Ui Z Ap( Xy, (w)); (Z (w, h) &g X5 ( )+Zcf;(w,h)(e)j) dw
Ghy 1=11i=1 =1 =1

2
+ / 27]2 Ny, Dp X7 ( (Z Bl; w, h) Ap X5 (w) + Z C’fj (w, h)(e)j) dw

(vh[] l1=11i=1 j=1
2 3

+ / 7 ZAhX (w) ZZB w, h) Ay (Xy, (w)); dw

k=1j=1

. 3 2
+ / nQZAhX:(’LU (ZDU w, h AhX ( ) ZEij(w,h)(e)J) dw

th =1 Jj=1
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beziehungsweise

Z Z Ah wl lk(w h) Ah( wk(w))j dw (577)

Ghy kl=11,5=1

/QWZZ% Ap X7 ( ZZA w, h) Ay (X3, (w)); dw

Gho 1=1i=1 k=1j=1
. 2 3
_ / P30 A (X ()i ZBl](w h) A, X (w) +ch] w, h)(e); | dw
G, =11i=1 j=1 Jj=1
0
2 3 3 2
- /ZnZanl Ny X (w Z (w,h) Ay X5 ( )+Zij(w7h)(e)j dw
G 1=114=1 j=1 =1

10

3 2 3
[ A ) 303 B h) £, (X, () du
i=1 k=1j=1
Gh()
3 2
- /n2ZAh (w) ZDU(w h) Ay XEw) + Y Eg(w, h)(e); | duw
Gho i=1 j=1 j=1
fiir 0 < |h| < ho. Wir werden jedes Integral in der Gleichung (5.77) separat untersu-
chen.

Zunéchst gilt unter Verwendung von (5.70) mit v = (AR Xy, (w), Ap Xy, (w))
2 3
Z Z (W) A (w, h) Ay (X5, (w); > My |A VX (w)? (5.78)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Wir wollen uns nun mit dem zweiten Integral ndher befassen. Dazu wenden wir zu-
néchst die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation iiber ¢ an und erhalten

2

2 3 3
DD i Bn X (w) Y0 Y A (w, h) Ay (X5, (w));

I=1i=1 k=1j=1

1 (5.79)

9 2\ 2
< Z 771111‘ ‘Ah Z (Z ZA (w h Ah 'wk (w))]>
=1

k=1j=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Aufgrund der Eigenschaft (5.71) bemerken wir

(ZZA w, h) Ap (X5, (w)) ) (ZZA% w, h) HAh o w))]‘)

k=1j=1

2

2 3 2
< (Z > My ’Ah(Xik (M)j’)

k=1j=1



5.4 W?2-Regularitat 143

und folgern mithilfe des Lemmas 2.4 beziiglich der Summation iiber j

1\ 2
2

2 2 3
(Z S Al (w,h) (x;kw)),-) <My (> V3 (Z
k=1

k=1j=1 j=1

|An(x;, (w))jf)

2
= 3M3 (Z\Ah )) ,

woraus durch nochmalige Verwendung des Lemmas 2.4

2

’Ah wk( )‘2> (5.80)

=6 M2 | AR VX*(w))?

k=1

2
(ZZA w,h) Ay (X5, (w ))j) <3M? f(

k=1j=1

fiir fast alle w € Gp, und fiir 0 < |h| < hg folgt. Dementsprechend ergibt sich aus (5.79)
unter erneuter Beachtung des Lemmas 2.4 fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho

3 2 3
D o AR X (w) > Y A (w, h) Ay (X, (w));

1i=1 k=1j=1

2 3 , 3 (5.81)
< |ARX (W) Y [y <ZGM§ |8V X (w)] )

=1 i=1

<6 My | ARV X" (w)] | AR X (w)] V]

M

l

Mit Blick auf das dritte Integral liefern die Dreiecksungleichung und die anschlieende
Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation beziiglich ¢

2 3 3 2
SN An(X, (w (Z Bij(w, k) Ay X (w) + Y Cfj(w, h)(e)j)

I=1i=1 j=1 j=1
3
< ZZAh(X* ZBIJ(“’ h) Ap X5 (w)
1=1i=1 j=1
2 3 2
I=11i=1 Jj=1
1
2 3 (3 7\ 2
<30 [Anxs, )] [ D213 Bijw, h) 80 X (w)
=1 i=1 \j=1

) 5 2\ 2
+Z ‘A’LX'ZJZ(U} ‘ Z (Z Ol] w, h)( )
=1 =1

=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
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Mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz berechnen wir

3 2 3
(Z Bi;(w, h) A, X;(w)> < ( | Bf; (w, b)) ) (Z]Ah X;(u,)‘?)
j=1 J=1 =1 (5.83)

= A X* (w)]? z_: ‘Bzij(wah)’z

9 2
(e« (eat) (1)
J=t J= (5.84)

= lef? Z iy m)[|
j=1

sowie

und erhalten aus (5.82)

3 3 2
ST ARXG, (w)); (Z Bj;(w,h) A X5 (w) + Zc;'j(w,h)(e)j)

1i=1 j=1 j=1

NE

l

1
2 3 ) 2\ 2

< [anX(w)] DA, (w) (Z |Bj;(w, h)| )
=1 ij=1

+|e|2)Ah y(;g]\q] w, ) \)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Eine jeweilige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summen iiber
[ ergibt

2 3 3 2
DD An(X, (w)); (Z Bjj(w, h) By, X (w) + Z: Cj(w, h)(G)j)

I=11=1

1

2 3
< | ARX* (w)] | ARV X (w (Z Z | Bi; (w, h)| )

1
2 3 . 9 2
+ el [AR VX (w)| (Z > |G, )| )
l,j=1i=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Mithilfe der Abschétzungen (5.72) und (5.73) gelangen wir damit fiir fast alle w € Gp,
und fiir 0 < |h| < hg zu

2 3 2
Y AnX (Z (w, k) A X5 ( )+chij(wvh)(e)j)

=11 j=1 j=1

M-

1

(5.85)

< ARVX* (w)] A/ M(Ro) Ar(w, h) (|AX"(w)] + le|) .
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Auf dhnliche Weise wie in (5.82) erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung und
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auch

2 3
Zanl Ap X7 (w (ZBZJ w, h) Ay X5 (w +ZCM (w, h)(e); )
1=11i=1 Jj=1 j=1

2 3 /3 2\ 2
< [ARXH (W) D (1| Z (Z (w, h) Ap X5 (w )) (5.86)
=1

i=1

) 5 /9 2\ 3
+ |AhX*(w)‘ Z|77w,| Z (Z w h (e )

=1 i=1

und mit (5.83) sowie (5.84) und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz entsprechend

2 3 3 2
DD Ln X (w) (Z Bij(w, h) Ay X (w) + ) Cly(w, h)(ﬁ)j)

1=1i=1 j=1 =1

1=11i,j=1

2 3 :
< 1AL X* () V) (Z S |Bijw, h)Z)

+ AR X* () fe] [Vr] (Z > (c;;<w,h>\2>

1j=1i=1

beziehungsweise mit den Abschédtzungen (5.72) und (5.73)

2 3 3 2
DDy B X (w) (Z Bjj(w, h) &y X (w) + Y Cfj(w, h)(e)j>

I=1i=1 j=1 j=1

(5.87)

< |ARXT (W) V] \/ M (Ro) Ai(w, h) (|An X" (w)| + le])

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.

Fiir das vorletzte Integral bemerken wir mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
zunéchst

2 3

3
D AnX] (w) 30 3 Bl(w, h) Ay (X, (w));

k=1j=1

(5.88)

) s 2\ 2
< |ARXH(w)] Z(ZZ (w, h) A ( wk(w))j)

i=1 =17=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
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Durch zweimalige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ermitteln wir

2

2 3
(ZZ (W, h) Dy, ka(w))j>

k=1j=1
1 1\ 2
2 3. 5\ 2 /3 5\ 2
< (S Bhwn| | [ ]an, @)
k=1 \j=1 =1
1 2
2 3 , 5\ 2
=1 (Z B (w, 1) ) |8n X, ()]
k=1 \j=1
< ZZ‘B (w. )|’ (Z’AhX )
k=1j=1
2
= |AVX* w)| ZZ k(w h) ) R
woraus unter zusitzlicher Beachtung von (5.74) unmittelbar
3 (2 3 2
Do XX Blw, ) An (X5, () | < 1ARVX " (w Z Z |33, (. 1)
i=1 \k=1j=1 k=11,j=1
< |ARVX* (w)]* M(Ro) A (w, h)
fiir fast alle w € G, und fiir 0 < |h| < ho folgt.
Somit ergibt sich aus (5.88)
2 3
w) 33 Bt h) o (5, (w))s
k=1j=1 (5.89)

< [ARVXT (w)[ [ApX (w)] /M (Ro) Av(w, h)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.

Schliefilich wollen wir das letzte Integral der Gleichung (5.77) niiher betrachten. Ahn-
lich wie bereits in (5.82) erhalten wir unter Verwendung der Dreiecksungleichung und
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir fast alle w € G, und fir 0 < |h| < hg

3
ZA;L (ZDU (w,h) Ay X w)—i—ZEZ](w h)(e); )

j=1

3 3 2\ 2
< |ARX " (w)] Z (Z Dij(w, h) Ay, X;(w))

=1

, 2\
+ | ARX* (w)] Z(ZE‘;‘(%M(@J’) :
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Eine nochmalige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiithrt auf

3 2 3
(ZD,] w, h) Dg X ( w)> (ZDU w, h)| ) (Z‘Ahx;f(w)Q)

Jj=1

= |AX*( Z\meh

sowie

(iEu(w h)( ) (ZEZJ (w, h)| ) (é(e)ﬂ)

= le/? ZIEij(wJL)I2

Jj=1

und infolgedessen auf

=1 j=1 Jj=1

Z Ap X (w (Z Djj(w, h) Ay X5 (w) + ZE‘i]-(w,h)(e)j)

1

2

3 % 3 2
< |ApX*(w)? (Z Dz-j(w,h)|2> + |Ap X (w)] |e] (ZZEij(w,h)F)

i,j=1

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
SchlieBlich verwenden wir die Abschitzungen (5.75) sowie (5.76) und gelangen zu

j=1

2
ZAhX (ZD” w, h) Ap X;(w) + Y Eij(w, h)(e); )

(5.90)
<ARX (w)] (/M (Ro) Az(w, h) (|ARX™(w)] + |e])

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.

Mit diesen Ergebnissen kehren wir zurtick zur Gleichung (5.77) und bilden auf beiden
Seiten den Betrag. Aufgrund der Abschétzung (5.78) ist der Integrand der linken Seite
fast iiberall nichtnegativ und wir konnen auf die Betragsstriche verzichten. Anschlie-
Bend verwenden wir (5.78) auf der linken Seite als untere Schranke.

Gleichzeitig nutzen wir auf der rechten Seite die Dreiecksungleichung und schétzen
jedes Integral unter Verwendung von (5.81), (5.85), (5.87), (5.89) sowie (5.90) einzeln
ab.
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Insgesamt ergibt sich dann aus (5.77)
/ My | Dp VX (w)[2 dw
G

< / 206 Mo | ApV X" (w)] [ AnX* (w)] [V duw

b [ T @) MR A, ) (12X )] + o) due
Gy

+ /ZnIAhX*(w)IIWI M(Ro) Ai(w, h) (|ARX"(w)[ + le]) dw
Gho

+ /nQ\AhVX*(w)HAhX*(wN M (Rp) Ay (w, k) dw
Gho

[ X @)l /M (Bo) ol ) (120X ()] +[el) du
Gho

fur 0 < |h‘ < hyg.
Mithilfe des Lemmas 2.1 ermitteln wir fiir beliebiges € > 0

206 My | AR VX (w)] |ARX* (w)] V] < en? 36 M2 | ARV X*(w)]?
2R X ()P
und
77 | ARV X (w)] /M (Ro) Ar(w, h) [ApX*(w)] < %TYQM(RO) Ar(w, h) [Ap X (w)[?
o 18X ()
sowie
7| ARV X (w)| \/M(Ro) Ar(w, h) |e| < %nZJM(RO) Ai(w, h) le|*
+ S 18RV X (W)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Gleichzeitig entnehmen wir dem Lemma 2.1 fiir € = 1 auch

2 | AR X (w)| [Vi] /M (Ro) A1(w, h) |ApX*(w)] < n*M(Ro) Ay (w, h) | A X* (w)]?
+ [V | AR X (w) P

und

20| 83X (w)| [V \/ M (Ro) Ar(w, h) le] < 11 M(Ro) Ai(w, h) le|”

+ [V |8, X (w)?
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ebenso wie

1%/ M(Rg) As(w, h) | AR X" (w)] |e] < 57) \ M(Ro) Ag(w, h) |ApX
+ 277 M (Ro) As(w, h) le]?

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Insgesamt ergibt sich damit

Ml/n2\AhVX*(w)|2dw§e(36M§ g) /772\AhVX*(w)|2dw

GhO

< )/'V’” |8 X (w) [ duw (5.90)
( ) / P M(Ro) A1 (w, h) | A, X* (w)]? dw
( > / M (Ro) Ai(w, h) le|* dw

/ /M (Ro) As(w, h) [A4X* (w)? duw

/ \/ M (Ro) Az(w, h) |e|* dw

Gho

fiir 0 < |h| < ho.
Wir berechnen unter Verwendung der Dreiecksungleichung und des Lemmas 2.2 fiir
jedes t € [0, 1]

1+

P ( ) =1+ [t VX*(w+ he) + (1 — ) VX*(w)|?
<14 (EVX*(w + he)| + (1 — ) VX*(w)])?
<1+2 (|tvx*(w +he))?+|(1—1) VX*(w)|2>
<2 (1+|VX*(w+ he) + [VX*(w)[’)

und erhalten daraus fir k € {1,2}

1+ [pW @) kdt
ol o)

(2(1+ VX" (w + ) + [VX" () ?) )" at

Ag(w, h) =

§ (5.92)

o O —

k
= ok (1 + |VX*(w + he)|? + |VX*(w)\2)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
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Indem wir
M (Rp) := max {M(Ro), M(RO)}
setzen, erkennen wir
M(Ro) Ai(w, h) < 2N (Ro) (1+ |VX*(w + he)|” + [VX*(w)*)  (5.93)

und

M (Rg) As(w, h) < 2M (Ry) (1 + |[VX*(w + he)|? + |VX*(w)|2) (5.94)

fiir fast alle w € Gp,, und fiir 0 < |h| < ho.
Somit geniigt es, die Integrale

Q/WQM(RO) (119X (w4 he)l? + [VX*(w)]?) |2 X" ()P dw  (5.95)
G

und

2 / PRI (Ro) (14 [VX*(w + he) > + VX (w) ) [ef? du (5.96)

anstelle der letzten vier Integrale auf der rechten Seite in (5.91) zu betrachten. Dazu
werden wir die Integrale in (5.95) und (5.96) in einzelne Summen aufteilen. Wir be-
trachten zunéchst (5.95).

Unter Verwendung der Eigenschaften von 1 und des Teils a) aus dem Satz 5.2 ergibt
sich unmittelbar

[ R 120X )P dw < S1(Ry) [ 18X () du
Cng B(wo,2r) (5.97)

< M(Ro) D(X™,G)
fiir jedes h € R mit 0 < |h| < ho.
Fiir die Untersuchung der anderen beiden Summanden aus (5.95) miissen wir etwas

ausfiihrlicher vorgehen. Zu beliebigem w € G}, erhalten wir aufgrund der Vorausset-
zung (5.56) mithilfe des Lemmas 5.4 zunéchst

/|VX*(w)\2dw§ / VX (w)[2 duw (£>2a° (5.98)

20
B(w,0) B(w,00)

fiir 0 < o < go < dist(Gp,, OG) = hg, wobei 2ag = ]L:Il/]ffg gilt.
Zusétzlich folgt aus dem Lemma 5.4 mit w + he € A,Gp, und 0 < |h| < hy auch

2a0
IVX* (w)? dw < / IVX* (w)? dw (f)
B(w+he,o) B(w+he,00) 0

fiir 0 < 0 < 0o < dist(A,Ghy, OG) = ho — |-
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Es ergibt sich daher mit @ € Gp, und 0 < |h| < ho

/ |VX*(w + he)|> dw = / |VX* (w)]? dw
B(w,0) B(w+he,p)
2 0\*
< VX* dw [ —
= / | (w)|” dw (Qo) (5.99)
B(w+he,00)
. 20
= / IVX*(w + he)|* dw <£>
. Qo
B(w,e0)
fiir 0 < o < go < dist(2A, Gy, OG) = ho — |h).

Wir setzen gy = %ho und erhalten dementsprechend fiir jedes 1 € Gj, und 0 < |h| < go
unter Beachtung von B(w, g9) C G sowie B(w + he, gp) C G aus (5.98) und (5.99)

2a 2a
/ IVX*(w))? dw < / |VX*(w)]? dw <§> <D(X*,G) ( Q)
. . 0

o
B(i0) B(ib,0)

beziehungsweise

20
/ [VX*(w + he)> dw < / IVX*(w + he)|* dw <Q£>
0
B(w,0) B(1,00)
0 2ag
<p(x",6) (£)

20
fiir 0 < o < go.
Daraus folgt fiir 0 < |h| < go wegen Gp, N B(w, o) C B(w, p)

20
VX" () dw < D(X*, ) (5)
. 0
Gy NB(w,0)

sowie

2a
|VX*(w + he)* dw < D(X*,G) (f)
0
Gy NB(W,0)

fiir alle w € G, und alle g € (0, go] und schlieBlich unter zusétzlicher Verwendung der
Lemmata 5.1 und 5.5 auch fiir alle & € R? und alle ¢ > 0.

Wir kénnen daher das Lemma 5.6 mit Z(w) = 5 A, X*(w) und g(w) = |[VX*(w)|?
beziehungsweise g(w) = |[VX*(w + he)|* anwenden und erkennen mit 0 < o < g

M(Ro) [VX*(w)[* [ A X* (w)]* dw

GryNB(i,0) (5.100)
< M(Ro) Mz g*™ = / IV (n &p X*(w))]? dw

G,
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beziehungsweise

M(Ro) [VX* (w + he)[* [n & X (w)[* dw

o B(@:0) (5.101)

< NH(R) My g [ 1907 24 X" () dw

Gh()

fiir alle @ € R? und p > 0 sowie fiir 0 < |h| < gg, wobei wir
1 o
]\/-[3 = M3(Oé0, «, h07 G) = A[; (a07 «, 27 5) D(X*7 G) 962040 |Gho‘E

gesetzt haben.
Mit @ = wp und ¢ = 2r in (5.100) beziehungsweise (5.101) erhalten wir unter Beach-
tung von B(wg, 2r) C Gp,

M(Ro) (|VX*(w)[* + [VX*(w + he)|*) | 5, X*(w)[* dw
Blwo,2r) i (5.102)
< 2M (Rg) M3 (2r)20—« / [V(n Ap X*(w))|? dw

Gy
fiir 0 < |h| < go. Wir berechnen noch
(1 89 X (), = o, o X7 (w) 41 B X ()
und erkennen mithilfe des Lemmas 2.2

/|V(nAhX*(w))|2dwg2/n2|Ahvx*(w)\2dw
G, Gho
w2 [ Vil 18X ) dw
G,

0

0

fiir 0 < |h| < 0o.

Wir verwenden dies in (5.102) und erinnern uns an (5.97). Unter zusétzlicher Be-
riicksichtigung von n € C§°(B(wop, 2r)), der Eigenschaft a) aus dem Lemma 5.7 und
B(wo, 2r) C Gy, ergibt sich dann aus (5.95)

2 / n2M (Ro) (1 + |VX*(w + he)|? + \vx*(w)F) |2 X" (w)]? dw

Gh[}

< 2M(Ro) D(X*,G) 4+ 8M(Ry) Mj (2r)?@0—2 / [V|? | AR X* (w)]* dw

Gh[]

+ 8T(Ro) M; (2r)2%0—0 / 7 | Bp VX (w)|? dw
Ghyg

fiir 0 < |h| < go.
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Aufgrund der Eigenschaft ¢) der Funktion 1 aus dem Lemma 5.7 schlieen wir mithilfe
des Teils a) des Satzes 5.2 noch

cy

/ IVl |2 () ? duo < 2 / AR X ()2 dw

Cho B(wo,2r)\B(wo,r) (5.103)
C2

n
< 2 D(X*G)
und erhalten

2 / n2M (Ro) (1 + |VX*(w + he) + |VX*(w)|2) |ARX* (w)]? dw
Gy
< 20 (Ro) D(X*,G) (14 4My C2 (2r)0~r72)  (5.104)
+ 8T(Ro) Mj (2r)200—a / 7 | 8n VX (w)|? dw
Gy
fiir 0 < |h| < go.

Wir kommen nun zum Integral (5.96). Wegen n € C5°(B(wo, 2r)), der Eigenschaft a)
aus dem Lemma 5.7 und B(wg, 2r) C Gp, ergibt sich

/ 1° M(Ro) [V X*(w)|? |e]* dw < M(Ro) le? / VX" (w) [ dw
Gh() B(wq,2r)
< M(Ry) le]* D(X*,G)

und analog

/ n?M(Ro) [VX*(w + he)|? |e[* dw < M(Rp) [e|? / |VX*(w + he)|* dw
Gy B(wo,2r)
< M(Ro) le|* D(X*,G)

fiir 0 < || < ho.
Zudem gilt

/ 7’ M (Ro) le|* dw < M(Ro) |e|* | B(wo, 2r)| = 47 M(Ro) |e|* r2
Gy
und wir ermitteln dementsprechend sofort

2 / WM (Ry) (14 VX" (w+ he)” + [VX* (w)[*) [e]” dw
Ghy (5.105)
< 2N (Ry) lef* (4772 + 2D(X*, G))

fiir 0 < |h| < ho.



154 5 Hohere Regularitdt von Minimierern im Inneren

Zusammenfassend nutzen wir also (5.93) und (5.94) in (5.91) und ermitteln unter
Verwendung von (5.104) und (5.105)

M, /nQ\AhVX*(w)Fdw
Ghy
3\ g
<e (36 M3+ 5) / n? | ARV X* (w)]? dw
ho

) [ 1937 18X ) (5.106)

1
g B
G,

0

2M (Ro) D(X*, G) (1 +4M; CF (2r)220 =172

M | = 0| =

N— —

811 (Ro) M; (2r)2%0—¢ / P ARV X ()2 dw
Gy
) 20 (Ry) |e|? (47rr2 +2D(X*, G))
fiir 0 < |h| < go.
Indem wir
M
T T2M3 +3

in (5.106) setzen, kénnen wir den ersten Term der rechten Seite subtrahieren und
erhalten bei gleichzeitiger Anwendung von (5.103)

M,
%/T/Q\AhVX*(w)Fdw

Gy
72M2 + 3\ C?
< (24 EE2T2) 2 p 1
< ( + S G (5.107)
5 T2M2+3 R,
+ <2 i ) *,G) (14 40y C2 (2r)220772)

20M3 .
+< 7 2 >[R0 \e\ 4m2+2D(X*7G))

<5 72M2 +3
2

A7 )SM Ry) M3 (2r)%0~ / n? |ARVX* (w)]? dw
1

Gh,

fiir 0 < |h| < 0o.
Wir fiithren nun die Konstante

1
2 @
o 1= 1Inin dist(wy, 8Gho), ~ M; ’
2 16M (Ro) M3 (5M7 + 144M2 + 6)
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ein und wéhlen r = rg in (5.107). Somit gewéhrleisten wir einerseits B(wg, 2r9) C Gp,
und andererseits

5 T2MZ+3) - s00—a . M
—+ ——=—— | SM(Rg) M3 (2rg)**0~* < — .
<2+ M, > (o) Ms (2ro) =74
Insbesondere konnen wir damit den letzten Summanden auf der rechte Seite von
(5.107) nach oben gegen

M-

Tl 7 | ARV X (w)[? dw
Ghy

abschétzen und ermitteln nach Subtraktion dieses Terms
M,

1 7 | ARV X (w)]? dw

GhO

2 2
< (2+72M2+3> —1D(X*,G)

M, L

2M?2 ~
5, T2M;+3 2M (Ry) D(X*, G) (1 + 4M; C? (2r0)2a°’“r0_2>
2 My !

2M3 -
+ (3 + 7;{”) M(Ro) lef” (47rg +2D(X*, @)
1

beziehungsweise unter Verwendung von 1 = 1 in B(wg, 79)

/ |ARVX*(w)]? dw
B(wo,ro)

<

2 C?
4 <2+ 72M3 +3> ﬁp(x*ﬂ)
0

- M M,
4 (5 T2MZ+3)\_ - o
— [+ =2 " | 2M(Ry) D(X* 14 4M3 C2 (2rg) 20— 2

o <2+ M, ) (Ro) DX, G) (1-+ 435 C (210 "r7)
4 T2M3 +3\ - 2 5 .

+ i <3 M1> M(Ro) lef” (47 +2D(X*, G))

fiir jedes h € R mit 0 < |h| < go.

Da die rechte Seite unabhingig von h ist, folgt X* € W?22(B(wo,ro)) mithilfe des
Teils b) des Satzes 5.2 fiir jedes wy € G}, und entsprechend gewéhltes ro = ro(wg) > 0.
Indem wir zu einer Menge Gy C G mit Gy C G stets ein hg > 0 so klein wihlen, dass
auch Gy C Gy, richtig ist, finden wir geméf dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel
endlich viele Kreisscheiben B(wy, 7o), die Gg iiberdecken. Daher folgt X* € W22(Gy)
und somit schlussendlich das gewiinschte Ergebnis. O

Bemerkung 5.5. Wir haben im Satz 5.3 ein Gebiet G der Klasse C? gefordert. Dies
ermoglicht uns, einen minimalen Kritmmungskreisradius entlang der Randkurve 9G zu
bestimmen. In Verbindung mit der stetig differenzierbaren Normale an den Rand kann
damit die Existenz eines hy > 0 gewéhrleistet werden, sodass G}, ein Gebiet der Klasse
C' darstellt. Insbesondere ist hg kleiner als der minimale Kriimmungskreisradius zu
wahlen.
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5.5 C'“-Regularitit

Um die Aussage des Satzes 5.3 so zu erweitern, dass auch die Zugehorigkeit zur Regula-
ritdtsklasse C1+7 fiir einen Minimierer X* des zu f gehérenden Funktionals Z besteht,
koénnen die Voraussetzungen des Satzes 5.3 beibehalten werden. In Vorbereitung auf
den entsprechenden Beweis benétigen wir allerdings noch einige weitere Hilfsmittel.
Zunéchst erklaren wir den Translationsoperator folgendermafien.

Definition 5.4 (Translationsoperator). Zu einer auf der offenen Menge Q C R™
definierten Funktion g, einem h € R und einem Einheitsvektor e € R™ erkldren wir
den Translationsoperator 7 e durch

Trelgl(y) = g(y + he)
fiir y € A_, Q.

Bemerkung 5.6. Ahnlich wie bereits beim Differenzenquotienten schreiben wir 7y, statt
Th,e, sofern die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht oder die explizite Bezeichnung
nicht erforderlich ist.

Angelehnt an [20, Proposition 8.5] kommen wir zu einer Aussage iiber das Konver-
genzverhalten des Translationsoperators in Lebesgue-Réumen.

Lemma 5.8. Seien 1 < g < 400, @ C R™ offen und g € LY, R). Dann gilt fir jede
offene Menge Qg CC Q

Jim ([ Talg] = 9ll o) = O -
0<|h|<ho

wobei wir ho < dist(Qo, Q) gesetzt haben.
Beweis. Gemi$ [20, Proposition 8.5] gilt
}lliﬂ% [ Tnlg] = gHLq(]Rm) =0

fiir jedes g € LY(R™).
Zudem bemerken wir

I7ald] = 31l Lagapy < 1Tnlg] = Gl Lo (my
fiir jedes h € R.

Indem wir
_ gly) fiiryeq,
gly) = . "
0 firy e R™\ Q
wahlen und g € LI(R™) beachten, folgt unmittelbar die Aussage des Lemmas. O

Zusétzlich werden wir eine hinsichtlich der Exponenten verallgemeinerte Holdersche
Ungleichung bendtigen, die sich aus der klassischen Holderschen Ungleichung ableiten
léasst.
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Lemma 5.9 (Verallgemeinerte Holdersche Ungleichung). Seien Q C R™ offen
mit

/1dy<+oo
Q

und qo, q1,q2 € (1,4+00) derart gewdhlt, dass
1 1 1

t,r_1 (5.108)
a 42 4o
richtig ist. Zudem seien g; € L% (Q) fir j € {1,2}.
Dann sind g1 - g2 € L (Q) und
g1 - 921l Lao (@) < 11911 par ) 12| L2 )
richtig.
Beweis. Fir j € {1,2} gilt
T
o™l = loslB g < o0 (5:109)

q
das heiBt |g;|* € Lé(Q)
Da wir gleichzeitig der Voraussetzung (5.108)

W, 0 _ B _,

Q42 4o
entnehmen, erhalten wir mithilfe der Holderschen Ungleichung und (5.109)

q0

q0 q0 q0 g0 — q0
llonl™ lgal™ ey < Monl™ sz Mozl 22 = loalfes ) ool Fon ey
beziehungsweise
1
l[lg1 |92H|qu(9) = [llga|* \92\(10\\2()1(9) < llgull o Q) ||92HL‘12(Q) <+00,

woraus unter Beachtung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und

91+ 921l Lao () < Mgl g2l Lao () (5.110)

die Aussage folgt. O

Bemerkung 5.7. Eine Ungleichung kann in (5.110) lediglich auftreten, wenn die Funk-
tionen ¢g; und g vektorwertig sind.

Bemerkung 5.8. Die Aussage des Lemmas 5.9 bleibt auch fiir g9 = 1 richtig und
entspricht in diesem Fall der klassischen Hélderschen Ungleichung.

Des Weiteren wollen wir noch eine Poincaré-Ungleichung fir Kreisringe herleiten. In
Abgrenzung zur Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) oder auch zur Poincaré-
Ungleichung in Sobolev-Raumen mit Nullrandwerten (Satz 3.2) bendtigen wir dabei
den Begriff des Integralmittels.
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Definition 5.5 (Integralmittel). Zu einem beschrénkten Gebiet @ C R™ und einer
Funktion g € L}(Q) erkliren wir durch

L
(9)a = Q‘Q/g(y) dy

das Integralmittel von g tiber 2.

Damit entnehmen wir [18, Chap. 5.8.1, Theorem 1] die folgende allgemeine Variante der
Poincaré-Ungleichung. Dieser Satz wird mithilfe eines Widerspruchsbeweises gezeigt.
Auf die Ausfithrung soll hier mit einem Verweis auf die Darstellung in [18] verzichtet
werden.

Satz 5.4 (Allgemeine Poincaré-Ungleichung). Es seien Q C R™ ein beschrinktes
Cl-Gebiet und 1 < q < +oc0. Dann ezistiert eine Konstante M = M (m, q,{2), sodass

llg - (g)Q”Lq(Q) <M ||V9||Lq(ﬂ)

fiir alle g € WH4(Q) gilt.

Wir nutzen diesen Satz, um eine Version der Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe
zu zeigen. Dabei verwenden wir die wesentliche Idee zur Herleitung einer Poincaré-
Ungleichung fiir Kugeln aus [18, Chap. 5.8.1, Theorem 2.

Satz 5.5 (Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe). Es seien 1 < ¢ < 400 und

T(wo,r) = B(wo,2r) \ B(wo,r) C R? gegeben. Mit einer Konstante M = M(q) ist
dann

Hg = (9T (worr) Loy = M7 IV9) Loz (o)) (5.111)

fiir alle g € WH9(T (wo, 7)) richtig.

Beweis. Bs sei die Funktion g € W14(T(wg, 7)) beliebig gewihlt. Auf dem Kreisring
T(0,1) = B(0,2) \ B(0,1) erklaren wir dann die Funktion go mittels

go(y) := g(wo + ry)

fiir y € T(0,1). Diese wird also durch die lineare Transformation w(y) = wg + ry aus
g gebildet. Wir bemerken go € W14(T(0,1)) sowie

D% go(y) = D*g(wo +ry) T (5.112)

aufgrund des Satzes 4.6.
Mithilfe der allgemeinen Poincaré-Ungleichung (Satz 5.4) finden wir dann eine von g
unabhéngige Konstante M = M (q,T(0,1)), sodass

< M IVgollLacro.) (5.113)

Hgo - (QO)T(O,l)’ La(T(0,1)) =

gilt.
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Wir nutzen nun den Transformationssatz aus [46, Corollary 8.23] mit w(y) = wo + ry
und erkennen

/go(y)dy=% / g(wo+ry)r2dy=712 / g(w) dw

7(0,1) T(0,1) T (wo,r)

sowie

P2 |T(0,1)] = / P2 dy — / 1dw = [T(wo, )|

7(0,1) T (wo,r)
und folgern damit
wiron =gy | 90 = Gy [ ewa
go)T(0,1) = 70, 1)] goly)dy =3 |T(0,1)] g(w) dw
7(0,1) T(wosr) (5.114)
S U R |
Twor_ ) P
T(wo,r)

Eine weitere Anwendung des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23] ergibt
zusammen mit (5.114)

' q 1 ' q
[ foow) = Goron|"dy = [ lotwo+r9) = (@runn|"r* dy
7(0,1) ) 7(0,1) ) (5.115)
= ﬁ / ‘g(w) - (g)T(wo,r) dw .
T (wo,r)

Unter Verwendung von (5.112) und mit dem Transformationssatz erhalten wir zusitz-
lich

1
[ Wawlay= [ Vot = [ Vgw)ide. (5116)
T(0,1) T(0,1) T (wo,r)
Aus (5.113), (5.115) und (5.116) sowie der beliebigen Wahl von g folgt somit die
gesuchte Aussage, wobei wir die Konstante M = M(q,T(0,1)) aus der Abschitzung
(5.113) ibernehmen. m

Bemerkung 5.9. Wir entnehmen dem Beweis, dass die Konstante M lediglich von ¢
und T'(0, 1) abhéngt, allerdings nicht von r oder wg. Somit finden wir eine Konstante,
sodass fiir alle r > 0 und jedes wy € R? die Ungleichung (5.111) mit dieser fiir alle
g € WE2(T(wg,r)) erfiillt ist. Zusétzlich kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass (5.111) mit einer Konstante M > 1 gilt.

Bemerkung 5.10. Mit 0 < k < [ < 400 kann die Aussage des Satzes 5.5 vollig analog
auch auf Kreisringe der Gestalt B(wo,lr) \ B(wo, kr) iibertragen werden, indem wir
im Beweis anstelle von 7°(0, 1) den Kreisring B(0,!) \ B(0, k) und eine entsprechende
lineare Transformation verwenden.

Ebenso kann die Beweismethode auch auf Kugelschalen in héheren Dimensionen an-
gewendet werden.
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Wir gelangen schliellich zum zentralen Ergebnis dieses Kapitels tiber die Hoélder-
Stetigkeit der ersten Ableitungen eines Minimierers X* des zu f gehérenden Funk-
tionals Z. Wie bereits beim Nachweis von X* € VVI?)’CQ(G) (Satz 5.3) greifen wir auf
die Methoden aus [37, Abschnitt 4.2] zuriick, nun allerdings auf den zweiten Teil des
dortigen Beweises.

Dabei erweitern wir auch hier die Darstellung, verallgemeinern die Aussage von der
Einheitskreisscheibe auf konvexe Gebiete und verwenden die Voraussetzungen an die
Funktion f gemé8 [55, (1.10.8)]. Wir behalten insbesondere alle Voraussetzungen des
Satzes 5.3 bei.

Satz 5.6 (CY“-Regularitit). Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.3 gilt auch
X* € CY9(Q) fiir ein o € (0,1).

Beweis. Zunichst sei wy € G beliebig gewdhlt. Wir finden dann ein hg > 0, sodass
wo € Gp, erfilllt ist. Wie bereits im Beweis des Satzes 5.3 wéhlen wir zusétzlich
0 < r < 2r <400, sodass B(wp, 2r) C G, gilt und gemé Lemma 5.7 eine Abschnei-
defunktion n € C§°(B(wo,2r)) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

a) BEsist 0 < n(w) < 1 fiir alle w € R? erfiillt.
b) Esist n =1 in B(wp, ) richtig.
c) Mit einer Konstante C,, > 0 gilt [Vn(y)| < % fur alle y € B(wo, 2r) \ B(wo, ).

Wir setzen

Y (w) = —n(w)? A_p AR X*(w) ft:lr w € Gy,
0 fir w e G\ Gy,

und beachten insbesondere supp(Y) C B(wy, 2r) C G, sowie Y € Wy (G) N L=(G)
fiir jedes h € (0, ho).
Dementsprechend erhalten wir mit Y eine zuléssige Testfunktion der schwachen Euler-
Lagrange-Gleichung

/{va(w,X*, VX*)-Y 4V, f(w, X*, VX*) - VY }dw =0 . (5.117)
G

Wie bereits im Beweis des Satzes 5.3 unterdriicken wir auch hier des Ofteren aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit das Argument w, sofern es aus dem Kontext ohne Probleme
ersichtlich ist.

Somit folgt aus (5.117)

0= / Vi f(w, X*, VX*) - (=? A_p A X (w)) dw

Gho

(5.118)
+ / Vpf(w, X*, VX*) - V(=0? A A X (w)) dw
Ghyg

fiir alle h € (0, ho).
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Fiir einen beliebigen konstanten Vektor & € R? bemerken wir nun
Ay By X*(w) = Ay (DX (w) - €) (5.119)
sowie unter Verwendung des Teils ¢) aus Lemma 5.2
A (0P (DR X*(w) =€) = 12 Sp (ApX*(w) = )
+ (A pn?) (D X* (w — he) =€)

fiir fast alle w € Gp,, und h € (0, ho).
Daraus folgt unter Beachtung des Teils a) aus Lemma 5.2

V(=0 Bon (B X" (w) = §) = = B V (7 (2 X" (w) - ©))

\ (5.120)
+V (A m?) (X (w — he) — )
fiir fast alle w € G, und h € (0, ho).
Infolgedessen ergibt sich aus (5.118) mithilfe von (5.119) und (5.120)
0= [ Vafw, X V") - (= Aoy X () du
Gho
- / Vol (0, X*, VX") - AV (n? (8. X" (w) — ) duw (5121)
Gho
+ / Vpf(w, X*, VX*)-V ((A,m]?)(AhX*(w — he) — E)) dw
G,

0
fiir h € (0, ho).

Wir wollen nun die in (5.121) auftretenden Integrale getrennt untersuchen. Dafir
erinnern wir uns an die Konstante Ry > 0 aus dem Beweis des Satzes 5.3, sodass

jwl* + | X (w)* < R}
fiir fast alle w € G und entsprechend (5.69)
|w + the|® + | X*(w) + th Ay X*(w)|* < R

fiir fast alle w € Gp,, fur h € (0, ho) und fir alle ¢ € [0, 1] richtig sind.
Zunéchst bemerken wir, dass aufgrund der Voraussetzung (5.58) unter Verwendung
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

L Vxf(w, X*VX*) - (= A_p ApX* (w)) dw
o (5.122)
< [ M(Ro) (14 19X @) ) 180 20 X7 (w)] du
GhO

fiir alle h € (0, ho) gilt.
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Wir widmen uns nun dem zweiten Integral aus (5.121). Wegen
V(i (80X (w) =€) =1 B0 VX" (w) + 20 (A X" (w) = ) (V)" (5.123)
fiir fast alle w € Gp, und h € (0, ho) folgt unmittelbar
supp (V (n? (AnX* =€) ) € supp(n) € B(wo,2r) C G,

fiir b € (0, ho). Unter gleichzeitiger Beachtung von B(wo,2r) C G, finden wir daher
ein hg > hg, sodass

supp (V (7]2 (ApX* — f))) C B(wop,2r) C Gy, C Gr,

fiir alle h € (0, ho) gilt.
Dementsprechend erhalten wir unter Verwendung des Teils b) aus Lemma 5.2

- / Vo f(w, X*, VX*) - A,V (172 (AR X*(w) — g)) dw

G
"o (5.124)

= [ (huf . X7 9X) - (1 (24X () - ) du
Gy

fiir alle i € (0, min{hg, ho — ho}). Wir setzen im Folgenden h; := min{ho, hg — ho}-
Aufgrund von (5.123) ergibt sich

[ (CrVaf . X7 9X) -V (1 (84X () = ) du

GhU

- / (AVpf (w, X*, VX*))n? Ay VX (w) dw (5.125)

Gho

[ 2BV, X7 VX)) (20X (w) ~ ) (V) dw
Gh[}

fiir h € (0, hy).
Somit folgt aus (5.121) unter Verwendung von (5.124) und (5.125) fir h € (0, hy)

/ (LYo f(w, X*, VX)) 0% Ap VX (w) dw
Ghy
=- / Vxf(w, X*,VX*) - (=0 A_p A X* (w)) dw

G
"o (5.126)

— [ 208V . X VX)) 0 (20X () = ) (V1) dw
Ghy

- / V,f(w, X* VX*) .V ((A,th)(AhX*(w — he) — g)) dw .
Ghg
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Mit den Definitionen (5.65), (5.66) und (5.67) fiir die Funktionen A;i, Bl und C’l aus
dem Beweis des Satzes 5.3 ermitteln wir unter Beachtung von (5.63) und (5.64)

2 3
Ahfp;(va ZZA“C w, h) A (X ( w));

k=1j

—

, (5.127)

3
+ " Biij(w,h) Ay X (w) + Z Ci;(w, h)(e);

Jj=1

fiir fast alle w € Gp, und h € (0, hq).
Damit schlieien wir unter Verwendung von (5.78) und (5.85)

/ (D f(w, X*, VX)) 12 Dy VX (w) dw
G
> My [P 14X ) dw (5.128)
dho
_ /TIZ\AhVX*(wH M(Ro) Ar(w, h) (|ApX*(w)] + Je]) duw
Ghyg

fiir h € (0, hy).
Durch die Anwendung von (5.128) in (5.126) ergibt sich infolgedessen

My / 7 |ARVX* (w)]* dw

Gho

< - / Vxflw, X*, VX*) - (=1 A_p AR X (w)) dw
G

— [ 2T, X VX (X )~ ()T e (oo

Gho

- / Vol (w0, X*,VX*) -V (Ao (8n X" (w — he) — €)) du
+ / P 1AWV X (w)] /M (Ro) Ar(w, h) (|AnX* (w)] + |e]) dw
Ghy

fiir h € (0, hy).
Indem wir im Beweis des Satzes 5.3 die Komponenten A X (w) in (5.79) und (5.86)
durch (AR X*(w) — &); ersetzen, erhalten wir analog zu (5.81) und (5.87)

2 3
DD e (Dr X (w ZZAikwh ) D (X5, (w));

1=11i=1 k=1j=1
<6 M | AR VX" (w)| |ApX ™ (w) — €] V]

(5.130)
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beziehungsweise

2 3 3 2
S5 (AR X (w) =€) (Z Bii(w,h) A, X (w) + 3 Cfs (w, h)(e)J-)

I=1i=1 j=1 j=1 (5.131)
< [ARXH(w) = E[ [Vl /M (Ro) Ai(w, h) (|AnX"(w)] + e])
fiir fast alle w € Gp,, und fiir b € (0, hq).
Daher ergibt sich unter Verwendung von (5.127), (5.130) und (5.131)
L [ 200, X X)) (29X () — €) (V) e
.
<2 [ 60 M8V X" ()] [4X" (w) = €] Vil du (5132)
G'hL)
2 [ 12X () — €l 1Vl M(Ro) Axu, ) (12X ()| + el
Gho
fiir alle h € (0, hy).
Demnach resultiert aus (5.129) mithilfe von (5.122) und (5.132)
M, / P | ARV X* (w) [ dw
Gho
< / n?\/M(Ro) (1 + |VX*(w)\2) |A_p A X*(w)] dw
G'ht)
+2 [ 600 27X ()] 154 X" () — €] V0] du (5133)
+2 / nARX"(w) =&l [Vl \/ M(Ro) Ar(w, h) (|An X7 (w)] + le]) dw
Ghy
~ [ Vutw, X7 VXYV (Bt 2K w0 = he) — €)) du
G
+ / 1 [ARV X (w)] /M (Ro) A (w, h) (|AnX" (w)] + le]) dw
Gho

fir h € (0,h1).
Schlielich wollen wir mit

[ Vb, X7 VXV (AP (X (0 = he) = €)) du
Gh()

noch das letzte Integral aus (5.121) untersuchen.
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Dazu wéhlen wir hy € (0, ho) und setzen fiir h € (0, hy ) und fir w € GhJ

gn(w) = (D) (LpX* (w — he) = §) .

Entsprechend gelten g, € Wl’Q(Gha) und Gp, CC th. Somit folgt aufgrund des
Lemmas 5.3

; _ De _
%I_I}%)”Al,—cﬁgh D gh“Lz(Gho) =0

und insbesondere auch A; _5 g, — D®gj in L?(Gp,) fiir § — 0 und fiir jedes | € {1,2}.
Indem wir zusitzlich die Bedingung (5.59), das heifit V,f(w, X*,VX*) € L%(Gy,),
beachten, erhalten wir fiir h € (0, hy) unmittelbar

2
liny / > o (w, X5,V X*) - A5 (D) (X" (w — he) = €)) duw
Gy 11 (5.134)
= / V,f(w, X*, VX*) -V ((A_hUQ)(AhX*(w — he) — 5)) dw .

GhO

Wegen supp(n) C B(wo,2r) C Gy, und B(wo,2r) C G, finden wir ein hf > ho,
sodass supp(A_pn?) C Ghu+ C G, mit einem hy € (0, hy ] fiir alle & € (0, ho) richtig ist.
Wir kénnen dabei annehmen, dass zusitzlich hf —hg < hy gilt, da die vorangegangene
Bedingung auch fiir jedes b € (ho, hg' ) giiltig bleibt und wir ha’ anderenfalls durch ein
entsprechendes h ersetzen wiirden.

Daher konnen wir den Teil b) des Lemmas 5.2 anwenden und erhalten

2
[ b, X7 IX) - 24 ((Bo?) B X (w = he) — €)) du
=1
Co ) (5.135)
_ / 3" Ars (f(w, X*, VX)) - ((A,th)(AhX*(w — he) — g)) dw
Gy =1

fiir 0 < |6] < hd — ho und h € (0, ha). Aus (5.134) und (5.135) folgt fiir alle h € (0, ha)

[ 5 20 U, X7, 9X) - (5?0 w0 — ) — €))
=1

GhO -

lim
6—0
(5.136)
=~ [ Vb, X VX 9 (o) (B X (w ~ he) — ©)) du

Ghg

Wir wollen daher

2
[ 3 205 (w0, X7 VX)) - (BP0 X" (0~ he) = €)) dw (5.137)

Gy =1

fiir 0 < |6] < hg — ho und h € (0, ho) niher untersuchen.
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Analog zu (5.127) beachten wir

2 3
Aly(;fp;(’w,X*,VX Z ZA;k(’LU 6 el Ald ( wk(w))j
et (5.138)

3 2
+ZB] w (581 Al(;X )+chlj(w7(svel)(el)j
j=1 j=1

fiir fast alle w € Gp,, 0 < 8] < h — ho sowie fiir h € (0, h2) und erhalten somit in
(5.137) drei Terme, die wir zunéchst getrennt voneinander betrachten.

Wir gehen &hnlich vor wie bei der Herleitung von (5.81) aus (5.79). Dazu wenden wir
die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation iiber ¢ an und erhalten

2 3 2 3
SN (A (ARX (w —he) = €£); DY A (w, 8,e)) Ays (X5, (w);

I=1i=1 k=1;=1

2\ 2
2 3
< \A,hnz\ AR X" (w — he) — ¢| Z Z (Z Z A (w, 0, e)) Dy (X:Zk (w))]>

i= k=1j=1

fiir fast alle w € Gp,, h € (0,h2) und 0 < |6] < h — ho. Da wir analog zu (5.80)

2
2 3
(Z DAY (w,6,e) Ny (X, (w))]) < 6M; |2 VXH (w)]?
k=1j=1

folgern, ergibt sich

2 3 2 3
SN (A ARX (w —he) =€) D> Al (w,6,e)) Dy (X5, (w));

1=11i=1 k=1j=1

1
2 3 2
< 1A P AR (w — he) — €] (26 M3 |Az,5vx*<w>|2)

=1 \i=1
und schliellich

2 3

2 3 ..
DD (AP (ARX(w—he) =€) Y Aj(w,6,e1) DNys (X, (w));

=1 i=1 k=1j=1

(5.139)

2
< VIS Mz |A_pi’[|2n X (w — he) —&] Y |8V X (w)]
=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0, he) und 0 < |8] < kg — ho.

Fir die Summen mit den Funktionen Blij und CZ’J gehen wir dhnlich vor wie bei der
Herleitung von (5.87) aus (5.86) im Beweis des Satzes 5.3. Aus Griinden der Ubersicht
betrachten wir hier allerdings die Terme mit den Funktionen Bl'ij und ij getrennt
voneinander.
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Indem wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation iiber ¢ anwenden,
schlieBen wir zunéchst

2 3 3
SON (A )(ARX*(w — he) — )i > Bjj(w, 5,e;) Mg X (w)

1=1i=1 j=1

1
2

2
3
< A |ARX (w — he) §|E E (Z Bjj(w,d,e1) Nis X;-‘(w))

1=1 \i=1 \j=1

und daraus unter Beachtung der Identitét (5.83)

3

2 3
SO (L) (AR X* (w — he) —f)iZij(w,é, er) Ny X7 (w)

1=11i=1 j=1

1
2

2 3 . 2
< A w8 X (w = he) = €] 3 |8y X" (w)] (Z |Bjj(w,6,e0)| )
=1 i,j=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0,h2) und 0 < |5] < hd — ho.
Wegen (5.72) folgt insbesondere

3 2 3
> |Bijtw.sen| <3 z 1B, (w.8.e0)[ < M(Ro) Ay (w.6.e)
ij=1 k=1i,j=1

fiir I € {1,2} und somit

2 3 3
Zz Y(ARX " (w — he) 5)7‘,23;]'(1075791) Al,(;X;(w)

I=1i=1 j=1

) (5.140)
< AP A3 X (w — he) — €] D [8,5X* (w)] / M(Ro) Ar(w, 6, er)
=1
fiir fast alle w € Gy, h € (0,h2) und 0 < |5] < A — ho.
Aus (5.92) entnehmen wir A;(w,d,e;) < 2 (1 + |VX*(w + dep) > + |VX*(w)|2> und
erhalten durch zweimalige Anwendung des Lemmas 2.2

V14 VX (w+ dey) 2+ [V X (w) 2 < VI 4/ [VX (w + der)|? + [V X ()

<14/ IVX (w0 + de) 2 + |V X ()
=1+ [VX* (w0 + ey)| + [V X (w)]

fiir fast alle w € Gy, und 0 < 5] < hf — ho.
Es ergibt sich

VAL(w, 6, e)) < V2(1 4 |VX*(w + dep)| + [VX*(w)]) (5.141)

fiir fast alle w € Gy, und 0 < 5] < hf — ho.
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Dadurch folgt aus (5.140)

2 3

ZZA h77 AhX (w he ZBU w, éel)Al,;X( )
I=11i=1 j=1

2
< \/2M(Ro) |A_wn?| |ARX*(w — he) — [ (1+ [VX*(w)[) D |ApsX*(w)| (5.142)
=1

2
+ /2 M(Ro) [A-pn?| [An X (w — he) = €] Y |81 X (w)| [VX*(w + dey)|
=1
fiir fast alle w € Gy, h € (0,h2) und 0 < |5] < A — ho.
Analog dazu folgt mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz beziiglich der Sum-
mation iiber ¢

ZZ(A W) (DR X* (w — he) ZOIJ w, 0, er)(er);

I=1i=1 j=1

2\ 2
2 3 2
< AP [Ap X (w — he) = €] (Zcfj(wdez)(ez)j)
=1

=1 \i j=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0,h2) und 0 < |5] < A — ho.
Da wir wie in (5.84)

(Z Cij(w, s, e»(ez)j) < el Yo|Chyw.b.e)|]

j=1 Jj=1

fiir I € {1,2} erhalten, folgt

2 3
ZZ( _a) (AR X (w — he) ZCZJ w, 0, er)(er);

I=11i=1 =

1

< A |A X (w — he) £\Z|ez| (Zzlqj(wael))

i=1j=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0,h2) und 0 < |5] < A — ho.
Indem wir (5.73) nutzen, schliefen wir

2 3 2 3
) 2
SN [Ciw.s.en)| < 3 S|l s.e)| < M(Ro) Ai(w,5,e1)
j=1i=1 kj=1i=1
fiir I € {1,2} und erhalten so fiir fast alle w € Gp,, b € (0,hs) und 0 < |§| < hd — ho
2 3 2
DY (A ) ARXH(w — he) — €)Y Cli(w, 6, e))(er);

I=1i=1 j=1

2
< AW [ARX " (w — he) — €D ler] /M (Ro) Ar(w, 6, 1)
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Unter Beachtung von |e;| =1 fiir [ € {1, 2} sowie (5.141) folgt

2 3
SO (A (ApX* (w — he) ZCl](w d0,e1)(er);
I=1i=1
< 220 (Ro) | Ao |4 X (w0 — he) = €| (14 [TX(w)])  (5:143)
2
2 M(Ro) 1P| |1 X (w0 — ) — €] S [V (w0 + )|
=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0, he) und 0 < |5] < hg — ho.
Zusammenfassend erhalten wir unter Verwendung von (5.138) mit (5.139), (5.142) und
(5.143)

7 s (w0, X7, VX)) - (D) (Lr X" (w = he) - s))'

=1

2
< VI8 My | A_pyn?| | AR X* (w — he) — €] Z [ AL s VX (w)| (5.144)
=1
2

+ /2 M(Ro) | A_pyi?| | A X * (w — he) — €] (1 + |[VX* (w Z |A1s X (

2
+ 2 M(Ro) | AP |83 X" (w — he) — €] 3 | 805X (w)| [VX* (w + de)|

=1

+21/2 M(Ro) |A_pn?| |An X (w — he) — €] (1 + VX (w)])
2
+1/2 M (Ro) | A_wn? | A X" (w — he) — €] Y [VX*(w + dey)]

=1

fiir fast alle w € Gy, h € (0,he) und 0 < |5] < kg — ho.

Wir erinnern uns nun daran, dass aufgrund des Sataes 5.3 bereits X* € Wloc (G) gilt.
Unter Verwendung der Beschranktheit von G und des Einbettungssatzes von Sobolev,
den wir [1, Theorem 5.4, Part I, Case B] entnehmen konnen, folgt daher insbesondere
VX* € WA(G) N L, (G) sowie X* € W22(G) N W, (G) fiir s € [1, +00).

Das Lemma 5.3 liefert uns fir [ € {1,2} und ¢ — 0 somit

[AsVXT| = VX, | (5.145)
in L2(G},) und auBerdem
[Aps X[ — | Xy, | (5.146)

in L*(Gp,) fir s € [1,400).
Mithilfe des Lemmas 5.8 erhalten wir zusétzlich

T [VXT]| = [VX7 (5.147)

in L*(Gy,) fir s € [1,400), 1 € {1,2} und § — 0.
Daher gilt insbesondere |AsX*|[Tse,[VX*]| = | X, | [VX*| in L?(Gy,) fiir I € {1,2}
und § — 0 unter Beachtung des Lemmas 5.9, indem wir s = 4 wéhlen.
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Somit ergibt sich aus (5.136) und (5.144) fiir h € (0, ko)

L/ Vol (w, X*, VX*) - V (A ) (DnX*(w — he) = €)) dw

/fMQ\A w2l | 8n X" (w — he) — 5\Z|VX* (w)] dw

Ghy
2

+ / J2M(Ro) | A | An X" (w — he) — €] (1 + |V X (w Z * ()] duw

+ / V2 M (Ro) | A_pn?| | ApX* (w — he) — g\z] w)| |[VX*(w)| dw
+ / 2, /2 M(Ro) | A_ni?| | An X" (w — he) — €] (1 + [VX* (w)]) dw
Gh[]
2
+ / 2 M(Ro) |2 |8 X (w — he) — €] 3 VX (w)| duw .
Gh =1

Mithilfe des Lemmas 2.4 erkennen wir

SV, (W) < V3 (wazl(wn?) — V3 VX" (w)
=1 =1

sowie

z| <f(z w>|2) VB YX ()

fiir fast alle w € Gho und folgern

L/ Vo f(w, X*, VX*) -V ((A,th)(AhX*(w — he) — ,5)) dw
< / 6 My | A_pi?| | An X" (w — he) — €] |V2X* (w)| dw
dh[)

[ 2/ M(Ro) 18P 150X (w = ) — €] (1 -+ [VX () ) [VX"(w)] du
G

[ 2/ M(Ro) | 188X (w = he) €] VX" ()] du

Ghyg
[ 242 M(Ro) |5l | 24X (w — he) = € (1+ VX" (w)]) du
Gho

n / 2./2 M(Ro) |A_nn?| | X" (w — he) — €] |V X*(w)] dw
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beziehungsweise vereinfacht

L V,f(w, X*, VX*) .V ((A,m,?)(AhX*(w — he) — g)) dw

< / 6 Ma |A_pi?| | A X* (w — he) — €] [V2X* (w)| dw

GhO

b [ 4R 1B 18X (= he) ~ €] VX" (@) Pdw (5.148)
G,

+ /(4+\f )2 M (Ro) | A | 2nX* (w0 — he) — €] [VX* (w)] duw

Gho

[ 232 M (Ro) 5| | 20X (0~ he) — €] duw
Gho

fiir h € (0, hy).
Wir erinnern uns an (5.133) und gelangen in der Kombination mit (5.148) zu

M / 7 | ARV X (w)]? dw

Ghy
< [\ M(Ro) (14 19X @) ) 18 2 X (w)] du

Gho

67 M |AV X (W) |Ap X (w) = & [V dw

Ghyg
+2 [ nlanX(w) = €l 1Vl M (Ro) As(w,h) (120X (w)] + Je]) du
Ghy

n / 6 My | A_pi?| |An X" (w — he) — €] |V2X* (w)] dw

Gho

+ / 4/ M(Ro) || |50 X" (w — he) — €] |V X*(w)]? duw
+/ (4 + v2)y/2 M(Ro) | A_nn?| | An X" (w — he) — €| [VX* (w)] dw

+ / 21/2 M(Ro) || |20 X* (w — he) — €| duw

Gh()
+ / 1 [ARV X (w)] /M (Ro) Ar(w, h) (|AnX" (w)] + le]) dw
Gho

fiir alle h € (0, h3), wobei wir hs := min{hq, ha} setzen.
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Wir schlieflen daraus

M, /n2 |ALV X (w)|? dw

Ghyg

< / 7P/ M(Ro) (149X (w) ) [Ap A X*(w)] du

Ghy

12 My / 0 V0] | ARV X (w)] [ A X* (w) — €] duw
+2 [ V2 M(Ro) V][40 X" () = € (140X (w)| + lel) du
G

+2 [ V2 (B0 [90] 184 X" (w) — € [VX" (w0 + he)| |24, ()| dw

Ghyg

+2 [ V2 M(Ro) V][44 () = € [VX" () |20 X ()] du

Gh,

42 / J2 M(Ro) 1 |Vi| | A X7 (w) — €] [VX* (w + he)| || dw

42 / J2 M (Ro) 1 (V] | A X (w) — €] [VX* (w)] [e] duw

460y /\A,hn 1 ARX* (w0 — he) — €] [VEX* (w)| duw

+4 / M (Ro) | ni?| | ARX* (w — he) — €] [VX* (w)]? dw

Gh,

+(4+V2) /w/zM Ro) [A_ | |0 X 7 (w — he) — €] [V X (w)| dw
42 / ,/QM (Ro) |- nn?| |An X* (w — he) — €] dw
+ / ,/zM Ro) 12 | AV X*(w)] (| An X* (w)] + Je]) dw

+ / J2 M (Ro) 12 | ARV X ()] [V X (w + he)| | Ap X (w)] duw

Ghyg

[ VM) |80V X )] VX ()] [0 X ()] du

Ghyg

+ / /2 M(Ro) n? | ARV X (w)] (VX (w + he)| + [VX*(w)]) |e| dw

Gh,

(5.149)

fiir b € (0, h3), indem wir \/A1(w, h) < vV2(1 + |VX*(w + he)| + |[VX*(w)|) analog
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zu (5.141) beziehungsweise

VAL, h) (185X ()] +[e]) < V2 (|85 X" (w)] + le])
+ V2 |[VX*(w + he)| |2, X (w)]
+ V2 [VXH ()] | 85X (w)]
+V2 ([VX*(w + he)| + [VX*(w)]) [e]
fiir fast alle w € G}, sowie h € (0, hg) beachten.
Wir verwenden (5.149) jeweils mit der Konstante & anstelle von £ sowie mit dem

Differenzenquotienten beziiglich der Richtung ey, fiir k£ € {1, 2} und gehen anschlieflend
zur Grenze h — 0 iiber. Dazu beachten wir

. 2| _ |y 2| _
i | A _pm(w)?] = |lim A _in(w)?| = 20(0) |, (w)

fiir alle w € R% und k € {1,2}.
Des Weiteren gilt fir £ € {1,2} mithilfe des Lemmas 5.3 analog zu (5.145)

Lim [App VX = [V X, |
in L2(G},) sowie analog zu (5.146)
Lim [ A X7| = [ X, |
und
L A X = &kl = [ X0, — &
sowie
L [ A T [X7] = &kl = [ X, — &l

in L¥(Gp,) fir s € [1,400), wobei wir

AR T pel X |(w) = Ap X (w — he) = % (X*(w) = X*(w — he)) = A_p X" (w)

fiir fast alle w € Gp, und h € (0, ho) beachten.
Durch eine Modifikation des Lemmas 5.3 folgt zudem

Jim [ Ak—h S X1 = 1X Gy,

in L2(Gp,) fiir k € {1,2}.
SchlieBlich erhalten wir aufgrund des Lemmas 5.8 wie in (5.147)

lim (7,0, [VX7]| = [VX]

in L*(Gh,) fir s € [1,400) und k € {1, 2}.
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Insgesamt erhalten wir somit

My [ 9, () dw

Gho

< [ MR (14 VX @) 1K ()] o

fur k € {1,2}.

Ghy

+ 120, [ 0|V [V, ()] X, () — ] duw

0
+2 [ V2 M(Ro) V0], (w) = &l (15, ()] + fex]) du
Ghy
+4/ \/2M(Ro)n|Vn| X, )—€k||VX*(11))||X;k(11))|dw
4 / V2 M(Ro) |V X5, (1) — &l [VX* (w)] [eg] do
120y [ i |1X5, (0) = 6] VX" ()] du (5.150)
0
+8/\/]\I(Ro)n|nwk||X;Lk_(w)75k||VX*(w)\2dw
Gh()
(8 VB) [ 2RO | X5, (0) — 6] (VX ()] du
Ghy
+4 / V2M (Ro) i 13, (1) — G| dw
+ / \/2M<Ro )72 195, ()] (15, ()] + [ex) duw
+2/,/2M(R0 P VX5, ()] [V X ()] | X, (w)] duw

+2 / V2 M(Ro) 2 |V X, ()] [VX (w)] fex] duw

Wir beachten mithilfe des Lemmas 2.4

2 3
XG0 ()] < V2 (DXW(w)P)
k=1 k=1

(Z' wsz 2) :\/5|V2X*(w)‘

k=1
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und berechnen mit

2= (,&) € RP?

unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

2 2 3 3
DIV, ()] X5, (w) — &l < <Z|V > <Z|ka w) — §k2>
k=1 k=1

= [V2X*(w)] [VX* (w) — E|

und
2
1, ) - 615, ) < (1 sm) (3o
k=1
— [VX*(w) — | [V X" (w)
sowie
2 2 3
SUMIPNEEAEL ) Sy (z
k=1 k=1
= |Vn| [VX*(w) - E|
und

2 2 % 3
SV, (w)]|X5, (w)] < (E'VXWJ)'Q) (DX
= k=1

k=1

[V2X* ()] [VX* (w)]

beziehungsweise mit |e| = 1

2

Z‘Xw;‘ (1'0) - £k| |ek‘

k=1

IN

(Zl wk( )51{:'2)
k=1
=V2|VX*(w) - £

k=1

und

1 1

2 2 2

zw ||ek<(z|v ) (zw)
k=1

= V2|V2X* (w)]

fiir fast alle w € Gp,.

2 (22: lex|?

>;
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Indem wir die Abschitzung (5.150) fir ¥ = 1 und k& = 2 addieren sowie die eben
aufgefithrten Abschétzungen nutzen, ergibt sich

M / 7 [ V2X* (w)]? dw
Gh,

< (2+v2) / JM(Ro) n? |V2X* (w)| dw
Gy
+3 / V2 M (Ro) n? |[V2X* (w)] [VX* (w)]? dw
Gy

424 My / 0 V| V2X* (w)| [VX* (w) — Z| dw
G,

+ 10+6\/§) / \/2M(Ro) n|Vn||VX*(w) — E|IVX*(w)| dw
Gy,

4+4v2) / JM(Ro) 1 V| |V X* () — =] dw

Gh,

(

+(

+ (8+4v2) / M (Ro) 0 |Vn| [V X* () — Z| [VX* (w)[2 dw
(

Ghy

) [ VMR 92X @) [VX ()] du
GhU
Wir nutzen das Lemma 2.1 und ermitteln

/ (2+\/§> \/ M(Ro) n? |V2X*(w)| dw

Gh,

S5

+(1+2

0

< % / 172 |V2X*(w)|2 dw + % / (3 + 2\/5) M(Ro) 772 dw
v G

Ghyg ho

und

/ 3/2 M(Ro) n® |V2X* (w)| [VX* (w)[? dw

GhO

1
< / P IVEX ()P dw + - / 9 M(Ro) n? |[VX* (w)|* dw
G G

sowie

24 M, / 7|V [V2X* ()] [VX* (w) — E| dw
Gho

‘ 24 M) [

<= [ieexcpaes B2 [ wnp v w) - =

G, Ghryg
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und

/ (1+2v2) /2 M (Bo) 7 [V2X* (w)] [VX* ()| duo

Gh,

1
gg/n2|v2X*(w)|2dw+g(9+4ﬁ) /M(Ro)n2\vx*(w)|2dw.
GhO Gh,n

Gleichzeitig verwenden wir das Lemma 2.1 mit € = 1 und erhalten

/(10+6¢§),/2M(Ro)n\vn\ IV X*(w) — E| [VX* ()] dw

Gho

2 1
< (10+6v2) / M(Ro)n? |VX" (w)f* dw + 5 / [Val? VX" (w) — [ dw

sowie
/ (4 4v2) \/M(Ro) 0 |V| [ VX" (w) — Z] duw
Ghy
< (24+ mﬁ) / M(Ro) n? dw+% / Va2 [VX*(w) — E)? dw
Gh[] Gho
und
/ (8+4v2) /M (Ro) 1 [V [VX* (w) — 2] |VX* () o

1
< (48 + 32«@) / M(Ro)n? |V X*(w)|* dw + 3 / [Vi|? VX (w) — E[* dw .
Ghy Gh,

Damit ergibt sich aus (5.151) fiir jedes € > 0

M / 7 |[V2X* (w)]? dw
Ghyg

<2 / 7 [ V2X* (w)]? dw
Ghg

1 24 My)
+2<3+(2> / V|2 VX" (w) — B dw
Ghy
+ (48+32\/§+ g) / M(Ro) n* |V X* (w)[* dw
ho

[ (10+6v2)" (9 + 4\/5)} / M(Ro) 12 [VX* (w) 2 duw

Ghy

<24+ 16V2 + 3+€2\/§> / M(Ro)n* dw .

Gho
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Waiéhlen wir nun speziell € = % und subtrahieren anschliefend das erste Integral der

rechten Seite, folgt

M
71 /7]2\V2X*(w)\2dw

Gh()
1 (48 My)?
< = RS VA =
_2<3+ o /|V||VX(w) =1 dw
Ghy
+(48+32f+—> /M (Ro) 2 |V X* (w) [+ duw
Ghyg
2 1
[ 10+ 62) 430 Gf] /M )2 |V X (w) 2 duw
Gh()
12 4 82
+ 24 +16vV2+ = +8V2 /M(Ro)nde
M ).
GhO
beziehungsweise

/' 7 [V2X* (w)|? dw < N / V2 VX" (w) — EP dw + M / 7 VX (w)|* dw

Gho Gho Gho
+M / 7 [VX*(w)|? dw + M / 7 dw , (5.152)
Gh() GhU
wobei wir
12+ 82 36 2 36+ 16v2
244+ 16V2+ —— V2 48+ 32V2 4+ = < (10 +6v2) + = Y=
FI6V2 4 < +f+Ml<(+xf)+ i

fiir jedes M; > 0 beachten und

- 3 (48 My)? 2 36+ 16v2| 2M(Ro)
M := P N (0! 2
maX{Ml T o (10+6v2)"+ = M

definieren.

Wir wollen nun die Integrale der rechten Seite von (5.152) weiter untersuchen. Indem
wir T'(wo,r) = B(wo,2r) \ B(wo,r) und = = (VX*)7(y, ) setzen, ermitteln wir auf-
grund der Eigenschaften von 7, der Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe (Satz 5.5)
und der Bemerkung 5.9

02
/|Vn|2|VX*(w)—E|2dw§T—2" / VX (w) — Z[2 dw

Cho T(worr) (5.153)

< Mp / IV2X* (w) 2 duw
T(wo,r)

mit einer entsprechenden Konstante Mp > 1.
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Wir erinnern uns, dass X* € Wlif(G) aus dem Satz 5.3 folgt und somit insbesondere
VX* e Wlif(G) NL; (G) fir s € [1,400) gilt. Unter Verwendung der Eigenschaften
von 7 liefert uns die Holdersche Ungleichung daher

/ n? |VX*(w)|*F dw < / [VX*(w)|** dw

Ghy B(wo,2r)
@ -«
2k 1
<| [ owx@iFa] | rma) g
(wo,2r) (wo,2r)
_ * |2k -«
= 19X ey [B0,20)

* |2k l-a ,.2—2a
<IVXEy e
fiir k € {1,2} und jedes a € (0, 1).
Da @ offen ist und so aus der Eigenschaft |w|> + |X*(w)|* < R fiir fast alle w € G
auch |w| < Ry fiir alle w € G folgt, konnen wir r < Ry aus B(wog,2r) C Gp, C G
schliefen. Damit gilt unter Beachtung der Eigenschaften von n

/ n? dw < / ldw = 7 (2r)? < 4m RZ r?722 (5.155)
Gho B(wo,2r)

fiir jedes a > 0.
Verwenden wir nun (5.153), (5.154) und (5.155) in (5.152) folgt

/nQ\VQX*(w)FdeMMp / [V2X* (w)[? dw
Gho T (wo,r)

Y * 4
TV
g

M || VX*|?
+ M| IILg@m)

+ MAx Rgo‘ r2-2e

(471') -« T272a

(471') j et T272a

fir o € (0,1).
Wegen Mp > 1 und mit

L _— 2a —a 514 *112
M* = M*(a, ho) := dn <R0 + (4n) <||VX I 4y 19X ||L%<Ghu))>
erhalten wir daraus
/ W VX (w)|? dw < N Mp / IV2X* (w) 2 dw + M* 7272

Gy (wo,r)
fir a € (0,1).
Aufgrund von B(wo,r) C Gp, und nn =1 in B(wo, ) folgt
/ IV2X ()2 dw < / 7 [V2X* (w)? dw
B(wo,r) Gho
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und damit
|V2X*(w)[2dw < M Mp / [V2X* (w)|? dw + M* r272 (5.156)
B(wo,r) (U.JOJ”)
fir o € (0,1).

Indem wir auf beiden Seiten von (5.156)

M Mp / |V2X*(w)|? dw
B(wo,r)

addieren, fiillen wir den Kreisring auf der rechten Seite aus und erhalten fiir o € (0, 1)

(1 + N Mp) / IV2X* (w)[2 dw < NI Mp / IV2X*(w)[2 dw + M* r2-20

B(wo,r) (wo,2r)
beziehungsweise
/ IV2X* ()2 dw < 6 / IV2X* (w) Pdw + M* 722 (5.157)
B(wo,r) (wo,2r)
mit
_ MMp
T 14+ MMp

Es sei nun Gy CC Gy, eine beliebig gewéhlte konvexe Menge. Wir setzen
1 .
r* o= Zdist(Go,aGhO) >0

und erhalten somit B(wo, 2r) C Gp, fiir alle wy € Gy und alle € (0, 7*]. Entsprechend
der bisherigen Argumentation erkennen wir schlieBlich die Giiltigkeit von (5.157) fiir
alle wo € Go und alle r € (0,77].

Wir wéhlen nun a € (0, %) und beachten

OM*r2720 = —p27B8 L gMHp2 20 4 p 2
=_r2 P4 (0]%*7’5_20‘ + 1) r2=8
= =204 (M2 4 1) 2972 (2r)2 0

mit einem 3 € (2a,1).
Wegen 0 < 2a < < 1 gilt

(oM*rﬁ*M + 1) 252 <1,
falls

OM*rP—2e 41 < 28
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erfiillt ist, was wiederum genau dann gewéahrleistet wird, wenn
o
r< ((0M*)’1(25 - 1)) R

richtig ist.
Somit erhalten wir

OM* 1220 < 2B | 928-2 (9,)2-B (5.158)

fiir alle 7 € (0,7].
Indem wir (5.158) in (5.157) verwenden und anschlieflend

0o := max {9, 22572} €(0,1)

setzen, ergibt sich

/ IV2X* (w)|? dw + 720 < 0 / IV2X* (w)Pdw + (2r)2F | (5.159)

B(wo,r) (wo,27)

fiir jedes wo € Go und alle r € (0, rq], wobei wir ro := min{r*, #} wihlen.
Zu beliebigem wy € Gy erkliren wir die Funktion

o(r) = / |V2X*(w)|? dw 4 7277
B(wo,r)
fiir r € (0, 2r*], welche monoton wachsend auf (0,7*] ist und gemés (5.159)
o(r) < 8o 6(2r) (5.160)

fir 0 < r < rq erfiillt.
Wir bemerken noch, dass es zu 0y € (0,1) mit

—In 90
7= mg 0
eine positive reelle Zahl gibt, sodass
Oy =272 (5.161)

gilt. Wegen 6y > 226=2 beobachten wir zudem

—Infy —In2%-2 (2-28)In2
= < = =1- 1
7= 2 = 2m2 21n2 p<

und damit o € (0,1). Wir beachten, dass ¢ unabhéngig von hy ist.
Zu beliebigem r € (0,70) finden wir ein k € N, sodass 27 Frg <1 < 27+ 1pg richtig ist.
Mit (5.161) gilt dann insbesondere

2% 20
gk = 92k (z—k) < <1> 4 (5.162)

7o
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Indem wir die Monotonie von ¢ nutzen und k-mal (5.160) anwenden, folgt mit (5.162)

o) < 6 (27+1r0) < 8 6 (2r0) < 6 (2r0) (%)%

fiir r € (0, 79). .
Dementsprechend ergibt sich daraus aufgrund der beliebigen Wahl von wg € Gg

|VEX* (w))? dw < / |V2X* (w)|? dw + r2~8
B(wo,r) B(wo,r)

= / [V2X* (w)[Pdw + (2r)*~” (L>2a

To
(wo,2r0)
und insbesondere auch
20
|V2X™ (w) > dw < / |V2X*(w) |2 dw + (2r0)>° (i>
r
Go N B(wo,r) Gho 0

fiir alle wo € Gp und 0 < r < 7.
Infolgedessen koénnen wir das Lemma 5.5 anwenden und erhalten mit einer entspre-
chenden Konstante M™** > 0

[V2X* (w)|? dw < M** 20

Gon E’(wo,r)

fiir alle wy € R? und r > 0.
Somit gilt speziell

|V2X* (w)|? dw = / |V2X* (w)|? dw < M** 20
B(wo,r) Go ﬁé(wg,r)

fiir alle B(wo,r) C Go und die erste Version des Dirichletschen Wachstumstheorems
(Satz 4.3) liefert uns VX* € C?(Gp) beziehungsweise X* € C19(Gyp).

Da wir zu einer beliebigen konvexen Menge Gg CC G stets ein hg > 0 finden, sodass
auch Go CC Gy, richtig ist, schlieBen wir insgesamt X* € C17(G). O

Bemerkung 5.11. Unter der zusitzlichen Forderung f € C?%(G x R3 x R3*2 R) im
Satz 5.6 kann nach Morrey [49, Theorem 19.2] sogar X* € C?7(G) gezeigt werden.
Hierzu leitet dieser zunéchst ebenfalls Holder-Stetigkeit der ersten Ableitungen von
X* her und wendet anschliefend ein Ergebnis von Hopf [38] an. Dabei bleibt eine
ausfiihrliche Darstellung der Ubertragung des Ergebnisses im skalaren Fall aus [38]
auf den notwendigen vektorwertigen Fall offen. Da dies auch im Rahmen dieser Arbeit
nicht erfolgen soll, belassen wir es hier bei dem Ergebnis des Satzes 5.6.

Wir beachten, dass der Satz 5.6 die Existenz eines Minimierers X* des zu f gehoren-
den Funktionals Z mit entsprechenden Eigenschaften voraussetzt. Abschliefend wollen
wir daher die Existenz und die Regularitdt durch das folgende Ergebnis verkniipfen,
welches die Sétze 4.13 und 5.6 kombiniert.
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Satz 5.7 (Differenzierbarer Minimierer). Es seien B(wp, Ry) C R? und eine
Funktion f: B(wo, Ro) xR?xR*>*? — R € C*(B(wo, Ro) xR*xR**?, R) mit f(w, X,p)
derart gegeben, dass mit Konstanten 0 < M; < My < 400

My |pl* < f(w, X, p) < My [p|? (5.163)
fiir alle (w, X, p) € B(wo, Ro) x R3 x R3%2 gjlt.
Gleichzeitig magen Konstanten 0 < My < My < 400 existieren, sodass
My < Z Z Ly (0. X, p) i 2 < Mo |y (5.164)
kil=1ij5=1
fiir alle (w, X, p) € B(wg, Ro) x R3 x R3*2 und alle v = (y1,72) € R3*2 richtig ist.

Zudem gebe es zu jedem R > 0 ein M(R) > 0, sodass
2 2 2 2 2 22
IV f(w, X, p) + [V f (w0, X,p)| + |V f(w, X,p)| < M(R) (1+|pf) (5.165)
und
) 2
Vo f (w0, X.p) 2 + [ flw, Xop)| 4 V2w, Xp)[ < M(R) (14 pl2) (5.166)

fiir alle (w, X,p) € B(wo, Ro) x R x R¥*2 mit |w|® + | X|* < R? erfillt sind.
Zusitzlich seien Yo € WH2(B(wg, Rg)) N C(0B(wo, Ry)) und

Fi={X € W(B(uwo, Ro)) : X — Yo € Wy (B(wo, Ro)) } € W'2(B(uwo, Ro))
sowie

(X, B(wo, Ro)) / F(w, X (w), VX (w)) duw
B(wo,Ro)

das zu f gehdrende Funktional Z.

Dann ezistiert ein X* € F N W22 (B(wo, Ro)) N CY (B(wo, Ro)) N C(B(wo, Ro)) mit
o €(0,1), sodass

Z(X*, B(wo, Ro)) = inf T(X, B(wo, Ro))
gilt. Zudem ist die Randbedingung X*(w) = Tr[Yp](w) fiir alle w € OB (wq, Ro) erfillt.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass die Voraussetzung (5.163) der Bedingung i) aus
dem Satz 4.13 entspricht. Gleichzeitig folgt aus f € C%(B(wp, Ro) x R? x R3*2 R)
insbesondere die Forderung ii) des Satzes 4.13 an die Regularitidt von f. Zudem ent-
nehmen wir (5.164), dass die Hesse-Matrix der Ableitungen von f beziiglich p positiv
definit in allen Punkten (w, X, p) € B(wo, Ro) x R? x R3*? ist. Somit erkennen wir die
Funktion f als konvex in p fiir alle (w, X) € B(wg, Ro) x R3, was wiederum mit der
Voraussetzung iii) im Satz 4.13 ibereinstimmt. SchlieBlich besitzen die Menge F und
die Funktion Yj gleiche Eigenschaften wie im Satz 4.13.
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Infolgedessen kénnen wir den Satz 4.13 ohne Einschrinkungen anwenden und erhalten
mit einem a € (0,1) einen Minimierer X* € F N C*(B(wo, Ro)) N C(B(wo, Rp)) des
zu f gehorenden Funktionals Z tiber der Menge F, der zusitzlich die Randbedingung
X*(w) = Tr[Yo)(w) fir alle w € dB(wy, Ry) erfiillt.

Aus der Kompaktheit von B(wg, Rp) und X* € C(B(wo, Ro)) schliefen wir zusétzlich
die Beschréanktheit von X* in B(wp, Ry) gemé dem Fundamentalsatz von Weierstrafl
iiber Maxima und Minima. Speziell ergibt sich X* € L*°(B(wp, Ry)).

Da die Kreisscheibe B(wp, Ry) aulerdem ein beschrénktes, konvexes Gebiet der Klasse
C? darstellt, sind auch alle Voraussetzungen der Sitze 5.3 und 5.6 erfiillt, sodass durch
die Anwendung dieser beiden Sitze auf X* alles gezeigt ist. O
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national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
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dium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ord-
nungsgemail nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob
Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der
genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes
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die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.
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6 Minimierer vom Poissonschen Typ

Ankniipfend an die Existenz eines stetig differenzierbaren Minimierers fiir eine brei-
te Klasse von zweidimensionalen Variationsproblemen (Satz 5.7) im vorangegangenen
Kapitel wollen wir die Regularitét derartiger Minimierer weiter erh6hen. Konkret soll
die Holder-Stetigkeit der zweiten Ableitungen gezeigt werden.

Dabei konzentrieren wir uns in diesem Kapitel auf eine spezielle Klasse zweidimensio-
naler Variationsprobleme, deren Minimierer gleichzeitig eine schwache Poisson-Glei-
chung 16sen. Derartige Minimierer bezeichnen wir daher als Minimierer vom Poisson-
schen Typ. Diese treten unter anderem bei Untersuchungen harmonischer Abbildungen
in Riemannschen Rdumen und des Dirichletproblems fiir das H-Flachen-System auf.
Methodisch weichen wir fiir den Beweis der hoheren Regularitidt von der in der Bemer-
kung 5.11 angedeuteten Vorgehensweise ab. Unter mafigeblicher Beriicksichtigung der
Schaudertheorie aus [60, Kap. IX] zeigen wir mit der C??-Rekonstruktion zunichst ein
Ergebnis, welches durch lokale Rekonstruktion der Lésung einer schwachen Poisson-
Gleichung deren Regularitét verbessert. In diesem Zusammenhang erkennen wir, dass
diese Losung einer elliptischen Differentialgleichung geniigt.

Anwendung findet die C?“-Rekonstruktion, indem wir einen Minimierer eines geeig-
neten Funktionals zunédchst als schwache Losung der zugehorigen schwachen Euler-
Lagrange-Gleichung betrachten. Im Anschluss daran iiberfithren wir die schwache
Euler-Lagrange-Gleichung in die Form einer schwachen Poisson-Gleichung, wobei wir
einen moglicherweise vom Minimierer abhéngigen Teil der schwachen Euler-Lagrange-
Gleichung als gegebene rechte Seite der schwachen Poisson-Gleichung auffassen. Da
der Minimierer die so entstandene schwache Poisson-Gleichung unmittelbar 16st, kann
die C??-Rekonstruktion zum Erhalt der hoheren Regularitit genutzt werden.

Diese Methode wenden wir im darauffolgenden Abschnitt an, um ein Dirichletsches
Prinzip fiir harmonische Abbildungen in Riemannschen Rdumen einzusehen.
Anschlieflend nutzen wir die gleiche Methode zur Losung des Dirichletproblems fiir das
H-Flachen-System. Von entscheidender Bedeutung ist dabei auch die Wahl des rich-
tigen Funktionals. Wir werden mit dem Heinz-Hildebrandt-Funktional, welches wir
aufgrund der wegweisenden Forschungen von Erhard Heinz und Stefan Hildebrandt in
diesem Bereich so bezeichnen wollen, ein Funktional kennenlernen, dessen schwache
Euler-Lagrange-Gleichung zum H-Flichen-System fithrt. Auf dem Weg dorthin sind
die Eigenschaften des im Heinz-Hildebrandt-Funktional auftretenden Vektorfeldes @
so zu wahlen, dass sich die Theorie der vorherigen Kapitel entfalten kann.

Darauf aufbauend geben wir einen Ausblick auf das allgemeine Plateausche Problem
fir Fldachen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung. Dabei soll eine Idee davon vermit-
telt werden, wie die vorangegangenen Erkenntnisse in diesem eigenstandigen Teilbe-
reich zur Anwendung gebracht werden konnen.

Abschliefilend konstruieren wir ein Vektorfeld @) aus einer mittleren Kriimmung H und
16sen mit Maximumprinzipien das Plateausche Problem fiir H-Fliachen in Korpern.

© Der/die Autor(en) 2023
A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf

das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_6
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6.1 C?°-Regularitat

Den folgenden Abschnitt widmen wir dem zentralen Ergebnis dieses Kapitels. Da-
bei zeigen wir, dass eine differenzierbare Losung einer schwachen Poisson-Gleichung
auch Holder-stetige zweite Ableitungen besitzt. Hierfiir 16sen wir zunédchst die klas-
sische Poisson-Gleichung mithilfe der von Sauvigny in [60, Kap. IX] dargestellten
Schaudertheorie. AnschlieBend identifizieren wir die Losung der schwachen Poisson-
Gleichung lokal mit der Losung der klassischen Poisson-Gleichung.

Lemma 6.1 (C*°-Rekonstruktion). Es seien eine offene Kreisscheibe B C R? und
eine Hélder-stetige Funktion ¢: B — R € C?(B) mit einem o € (0,1) sowie die stetige
Funktion w: 0B — R € C(0B) gegeben.

Dann gehért jede Losung y: B — R € CY(B) N C(B), die der schwachen Poisson-
Gleichung

— // Vy(u,v) - Vo(u,v)dudv = //z/)(u, v) ¢(u,v) dudv (6.1)
B B

fiir alle Funktionen ¢ € C}(B) unter der Randbedingung

y(u,v) = w(u,v)

fiir alle (u,v) € B geniigt, auch zur Regularititsklasse C*°(B) und erfillt zudem die
Differentialgleichung

Ay(u,v) = ¢P(u,v) (6.2)

fir alle (u,v) € B.

Beweis. Gemafl dem Rekonstruktionslemma aus [60, Kap. IX, §6, Satz 1] existiert eine
Losung §: B — R € C?9(B) N C(B) der Differentialgleichung

Ag(u,v) = P(u,v) (6.3)

fiir alle (u,v) € B unter der Randbedingung g(u,v) = w(u,v) fir alle (u,v) € 9B.
Wir wéhlen eine beliebige Kreisscheibe B(wg, R) CC B. Nach [59, Kap. V, §2, Satz 3]
gilt wegen (6.3) die Mittelpunktsidentitét

1 R
glwo) = 27rR / g(w)ds(w) — o / In <m> P(w)dw . (6.4)
B(wo,R) B(wo,R)

Zusitzlich finden wir eine Kreisscheibe By € R? mit B(wy, R) CC By CC B und
entnehmen (6.1) insbesondere

—/ Vy(u,v) - Vo(u,v)dudo = / P(u,v) p(u,v)dudo (6.5)
By Bo

fiir alle ¢ € C§°(Bo). Indem wir ¢ € C?(By) sowie y € C1(By) bemerken, bleibt (6.5)
auch fur alle ¢ € Wol"Q(BO) giiltig.
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Zu jedem p € (0, R) erkldren wir nun die Funktion

0 fir w € B\ B(wo, R),
@ ,l4n(4li4> fiir w € B(wo, R) \ B(wo, 0)
o0 () = o T Ur w wo, wWo, Q) ,
1 R ..
—5-In (E) fiir w € B(wo, 0)

und bemerken (®) € WOI’Q(BO).
Aufgrund von (@ e C?(B(wo, R) \ B(wo, 0)) berechnen wir aus (6.5)

/ (w) 9@ (w) dw = — / Vy(w) - V'@ (w) dw
By Bo

- _ / Vy(w) - V<p<9)(w) dw
B(wo, R)\B(wo,0)

. (6.6)
=— / div (y(w) V(@ (w)) dw
B(wo,R)\B(wo,0)
[ v a9 w)du
B(wo,R)\B(wo,0)
fiir jedes g € (0, R).
Einerseits beachten wir fiir jedes o € (0, R)
Ap@(w) =0 (6.7)

fiir alle w € B(wo, R) \ B(wo, 0).
Wegen (@ € C*(B(wo, R)\ B(wo, 0)) erhalten wir andererseits mithilfe des GauBschen
Integralsatzes, den wir [59, Kap. I, §5, Satz 1] entnehmen,
(0)
/ div (y(w) Vo) (w)) dw = / y(w) E)gy (w) ds(w)
B(wo,R)\B(wo,0) 0B(wo,R)

+ y(w)
0B(wo,0)
fiir p € (0, R). Dabei ist v die duflere Normale an den entsprechenden Rand.
Wir bemerken

1 —
V@ (w) = — 0

27 lw — wol |w — wp
fir w € B(wo, R) \ B(wo, ) und schlieen damit
@

y(w) Sy dstw) = o [ yw)dstu) (6.9)
dB(wo,R) OB (wo,R)
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sowie

- e

[ v Zwasw == [ yw)dsw)  (610)
9B(wo,e) 9B(wo,e)

fiir 0 € (0, R).

Unter Verwendung von (6.7), (6.8), (6.9) und (6.10) wird (6.6) damit zu

1 1
(e) - _ _—
/d)(w) ©\9(w) dw 5T y(w)ds(w) + om0 / y(w) ds(w)
Bo dB(wo,R) dB(wo,0)
beziehungsweise
1 .
o / y(w)ds(w) = 27TR / y(w)ds(w) + /1/1(10 9 (w) dw
dB(wo,0) OB (wo,R)

fiir jedes g € (0, R).
Daraus ergibt sich unter Verwendung des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue
aus [61, Kap. VIII, §4, Satz 7] fir o — 0+ die Mittelpunktsidentitét

y(wo) = 27rR / y(w)ds(w) — 217r / In <F%) P(w)dw .  (6.11)

B(wo,R) B(wo,R)

Wir beachten, dass (6.4) und (6.11) fiir jede Kreisscheibe B(wg, R) CC B aufgrund
der beliebigen Wahl richtig sind. Indem wir (6.4) von (6.11) subtrahieren, erhalten wir
fiir die Funktion y — j: B =R € C (E) die Mittelwerteigenschaft

=D =3 [ ) - jw)dstw)
9B (wo,R)

fiir jede Kreisscheibe B(wg, R) CC B. Somit ist die Funktion y — ¢ schwachharmonisch
in B im Sinne von [59, Kap. V, §2, Definition 2]. Insbesondere ist sie dem Maximum-
und Minimumprinzip aus [59, Kap. V, §2, Satz 7] unterworfen. Wegen

(= 9)(w) = w(w) —w(w) =0

fiir alle w € 0B ergibt sich infolgedessen
(y—=9)(w)=0
beziehungsweise
y(w) = g(w)

fiir alle w € B. Aus § € C*°(B) folgt daher auch y € C*(B).
Damit kdnnen wir zusétzlich die erste Greensche Formel aus [35, Kap. 6.3, Satz 2] fiir
eine beliebige offene Kreisscheibe B CC B anwenden und ermitteln fiir alle ¢ € C3(B)

/ Vy(u,v) - V(u,v) dudv = —/ w(u,v) Ay(u,v) dudo .
B B
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Somit erhalten wir aus (6.1) fiir alle ¢ € C}(B)
// w(u,v) Ay(u,v)dudv = // P(u,v) p(u,v) dudv
B B

beziehungsweise

// (Ay(u,v) — ¥(u,v)) p(u,v)dudv =0 .
B

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung aus [11, Theorem 1.24] liefert uns
Ay(uv U) = U’(U, U)

fiir alle (u,v) € B. Aufgrund der beliebigen Wahl von B folgt (6.2). O

6.2 Dirichletsches Prinzip fiir harmonische Abbildungen

Als eine erste Anwendung des Lemmas 6.1 wollen wir harmonische Abbildungen in
Riemannschen Rédumen betrachten.

Satz 6.1 (Dirichletsches Prinzip fiir harmonische Abbildungen). Es sei

3
ds? = ) g;(X)dX;dX;, X = (X1, Xz, X3)" € R
ij=1

eine Riemannsche Metrik mit symmetrischen Koeffizientenfunktionen g;; € C?(R?)
fird,j € {1,2,3}, welche mit den Konstanten 0 < My < My < 400 die gleichmdfige
Elliptizitatsbedingung

3
MUYP <Y gi(X) Y < My |y (6.12)
ij=1

fiir alle Y = (Y1,Y3,Y3) € R® und alle X € R? erfiillen.
Zudem seien die Punktion Yo € WH2(B,R?) N C(0B,R?) auf der offenen Kreisscheibe
B = B(wo, Rg) C R? und die zugehirige Punktionenklasse

F={xew™B): X -v, e w;*B)}

beliebig vorgegeben.

Dann gibt es eine harmonische Abbildung X*: B — R3 € C%7(B) N C(B) N F mit
einem o € (0,1) und X*(u,v) = (X5 (u,v), X35 (u,v), X3 (u,v))T, welche das Riemann-
Dirichlet-Integral

3 ij u, v
R0 = [ 52 9L ) (X 00+ (5 ) (Ko, )]
5 =1

in der Klasse F minimiert, das heifft R(X*) = infxer R(X).
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Diese Funktion gentigt dem nichtlinearen, elliptischen System

AX(u,v) = Z L35 (X (u, 0)) [ (u,0))s (X3 (u,0))5 4 (X5 (1, 0))i (X5 (u,0))5]

0,j=1

fiir alle (u,v) € B und k € {1,2,3} und erfillt die Randbedingung

X*(u,v) = Tr[Yo](u, v)

fir alle (u,v) € 0B. Mit Ffj seien dabei die Christoffelsymbole zweiter Art bezeichnet.

Beweis. Wir wollen den Satz 5.7 verwenden und priifen hierzu die Voraussetzungen

fir die Funktion

Z 9(X) (PP + Ph 1))

,Jl

mit X € R3 und p = (p1, p2) € R3*2.

Unter Ausnutzung der Symmetrie der Koeffizientenfunktionen g;; berechnen wir un-

mittelbar fir jedes k € {1,2,3}

1 3

TpXop) =5 32 9u(X) (uipd + 9 01y)
1

[\

S
[N

uMw

1
2

ng]‘(X)p{

=1

sowie analog dazu

3
X.p) = 3 () 7

fir X € R? und p € R3*2,
Zusétzlich erhalten wir daraus fir k,1 € {1, 2, 3}

Jpr p1 (X5 1) = gri(X)

und
Jot o (X5 1) = gri(X)
sowie
Sor p (Xop) = fip 1 (X,p) = 0

fir X € R? und p € R3*2,

1S3
ki (X) Pl + §Zgik(X P
i=1

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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Gleichzeitig gilt fiir i € {1,2} und k,1 € {1,2, 3} sowie fiir X € R? und p € R3*2

3
fpix,(X;p) = ng]Xl
1

Wir schlieen dann mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

2 3 2 3 3 2
Vo f )2 =33 ) = 3 Y ()
i=1k=1 i=1k=1|j=1
2 3 3 3.
SZZ( |91 (X)) ) (Z v ) (6.18)
i=1k=1 \j=1 j=1

|
]

Il
-

gkj(X)|2> Il

2 3 3
) =2 [ )| < ( > |gk]-,xl<X>|2) P> (619)

i=1k,l=1 klj=1

k.3

und analog dazu

fir X € R? und p € R3*2,
Des Weiteren gilt fur k,1 € {1,2,3}

fx.(X.p) Z 915,50, (X) (P 1] + P ) (6.20)
7,] 1
und
fxux, (X, p) Z Gij.xpx, (X <P21 i+ b PJQ)
1] 1

fir X € R? und p € R3*2,
Wir gelangen durch Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Sum-
mation beziiglich ¢ und anschliefende Anwendung auf die Summation beziiglich j zu

1
2\ 2

i

P

3
D giix (X

J=1

< pi (Zl (Z 965 (X ) (é vl \2));

3 3
= Y lgiix P Inf
ij=1

fir I € {1,2}, X € R? und p € R®*2,

3
> giix.(X) pip}

i,j=1

2>i i

i=1

(s
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Damit ergibt sich fiir jedes k € {1,2,3}

pl?
i,j=1

\_/
ol

‘ka (X p % (Z ‘gszk

und schlie3lich

3
Vxf(X.p)f* = Z|ka X.p)f < i( > |gz~];xk<X>2) pl* (621)

i k=1

fir X € R? und p € R3*2,
Analog dazu folgt fiir k,1 € {1,2,3}
1
) 3
[fxx, (X, p)| < 3 (Z 9i5,5,x, (X)) ) Ipl?

,j=1

und somit

==

3
X 2
k=1

3
( > |9ij,XkX[(X)I2) bt (6.22)

4.k, 1=1

fir X € R? und p € R3*2,
Wegen g;; € C?(R?) fiir alle 4,5 € {1,2,3} existiert gemif dem Fundamentalsatz von
Weierstra$l iiber Maxima und Minima zu jedem R > 0 ein M (R) > 0, sodass

3 3 3
STai O ) + [ X lox P |+ D lgixex ()P | < M(R)
kj=1 k=1 idkl=1
fiir alle X € R? mit | X| < R richtig ist. Mit (6.18) und (6.19) beziehungsweise (6.21)
und (6.22) erhalten wir daher

Vo f(Xp) + |Vax s (X.p)|| < M(R) ol (6.23)

beziehungsweise
2
Vxf(X,p) + |Vix F(X.p)| < M(R) Ipl* (6.24)

fiir alle (X,p) € R? x R®*2 mit |X| < R.
Der Bedingung (6.12) entnehmen wir zusétzlich

3
My pil* < Y gi(X) pipl < Ms |pif?
ij=1

und erhalten so fiir alle X € R3 und alle p € R3*?

M1 AIZ 2
- [p” -

pl* < f(X,p) < =7 (6.25)
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Wegen (6.15), (6.16) und (6.17) schlieflen wir zudem

2 3 L 2 3
ko
> Z et (5005 =30 30 S (Xom) W =30 D gu(X) v
ij=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
fiir alle X € R3, p € R®*2 und v = (71, 72) € R3*2. Mit (6.12) ergibt sich daraus
2 3
My < 30 3 f (Xop) i ey < Malyf? (6.26)
i,5=1k,l=1

fiir alle X € R3, alle p € R3*2 und alle v = (y1,72) € R3*2.

Aufgrund von (6.23), (6.24), (6.25) und (6.26) sind daher alle Voraussetzungen des
Satzes 5.7 erfiillt und wir erhalten mit einem o € (0, 1) in der Klasse F einen Mini-
mierer X* € F N CY(B)N C(B) des Riemann-Dirichlet-Funktionals, der zusétzlich
die Randbedingung

X (u,v) = Tr[Yo](u, v)

fiir alle (u,v) € OB erfillt.
Nach Satz 5.1 geniigt dieser Minimierer insbesondere der schwachen Euler-Lagrange-
Gleichung

0= / (Vxf(X*, VX?) - Z + V,f (X5, VX") - VZ} dudv (6.27)
‘B

fiir alle Funktionen Z = (Z1, Z2, Z3)T € C§(B,R?). Dabei unterdriicken wir hier und
nachfolgend im Beweis das Argument (u,v) von X*, VX* Z sowie VZ aus Griinden
der Ubersichtlichkeit.

Unter Verwendung von (6.13), (6.14) und (6.20) berechnen wir aus (6.27)

0= // P 1gz-j,xk<x*> (X8 (X205 + (X0)i (X)) Zududo
+// Z s OC) (530, (i 3 a1 (08 (50 (2 b
k,j=1 k=1

beziehungsweise dquivalent dazu

0—// S g ) [K0 (X005 + (X2 (X005 Ziudl

k,i,j=1

3
+ // )i (95 (X7) Z1), + S (X0 (915 (X7) Zy),, p dud
k] 1

kj=1

/ 32 a0l K20 (X + (X2, (X200 2

k,l,j=1

fiir alle Z € CA(B).
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Durch Ausnutzung der Symmetrie der Koeffizientenfunktionen g;; und eine geeignete
Umbezeichnung einiger Indizes erhalten wir daraus

//{ g]k(X )Zk + Z (g]k( )Zk)v}dudv
k,j=1

k,j=1

]S o VKD, (X2 (X2, (K20 2

B kig=1
// 3 e (00 (0X0): (X0 + (X0 (X2, 2
kyi,j=1
- / 13 3 (0mon (X + i, (X7) = g0, (X)) (X2 (X2 Zi
kyi,j=1

+ // 5 (a0 0+ gk, () = g, (X)) (X200 (X2, Zidud
kyi,j=1

fiir alle Z € CY(B).
Indem wir mit

L (X™(u,v)) = (gjk,Xi (X™(u,v)) + gri,x; (X (1, v) = gi5,x, (X*(u,v)))

DO =

fiir (u,v) € Bund i,j,k € {1,2,3} die Christoffelsymbole erster Art verwenden, ergibt
sich

//{ Z (Xa)j (gje(X™ )Zk + Z )j (gj6(X )Zk)v}dudv

J=1 J=1
hI= mI= (6.28)
= / [ 3 TuelX) (K20 (X0, + (X2 (X2 Zeu
k,i,j=1
fiir alle Z € C§(B).
Mithilfe der zu g;; inversen Koeffizientenfunktionen g%, das heifit
3
> gM(X) gii(X) = 6y (6.29)

=1

fiir i, 5 € {1,2,3} und alle X € R3, beachten wir nun

3
U U Z le(X*(U-, U)) Zm(LL, U)
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fiir jedes k € {1,2,3} und nutzen dies auf der rechten Seite von (6.28), um

//{ (X2); (g6(X%) Za), + Z (X2); (g50(X7) Zg), }dudv (6.30)

k,j=1 k,j=1

3
—[] X MO TR D (X0, + (0 (XD g (X7) Zn
B mlkij=1

3
= // Z(ZF X) :‘L)i(X:)ﬁ(X:)i(X:)jJ)(Zglm(x*)zm)dudv

i,j=1 m=1

fiir alle Z € C§(B) zu erhalten. Dabei finden mit
3
I‘l *( Z (X*(u,v)) Tijp(X*(u,v))

fir 4, 4,1 € {1,2,3} die Christoffelsymbole zweiter Art ihre Anwendung.
Zu Z € C}(B) erkliren wir nun die Funktion ® = (&1, &9, ®3)T: B — R3 mit

3
Q;(u,v) = z k(X" (u,v)) Zi(u,v)

k=1

fiir j € {1,2,3} und bemerken ® € C}(B,R3). Da die Zuordnung Z ~ ® gemif (6.29)
invertierbar ist, schlieflen wir aus (6.30)

//VX* vq>dudv_//z ); + (X7); (2,); } dudo

N //Z (Z T3 (X (X5 (X5, + (X7 (Xi)j]) @, dudv

i,j=1

fiir alle ® € C3(B). Insbesondere kénnen wir alle ® € C(B) betrachten, welche in
jeder aufler einer Komponente verschwinden. So ergibt sich daraus fir [ € {1,2,3} mit

// VX - VO, dudo = // Z TL () [(X5): (X705 + (X0 (X2);] @y dudy (6.31)

,j=1

fiir alle ®; € C}(B) das entkoppelte System schwacher Poisson-Gleichungen.
Da die Funktionen

Z T (X (u, ) (X5 (u,0))s (X5 (1, 0)) 5+ (X5 (u, 0))s (X5 (u,0)) ]
0,j=1

fiir jedes | € {1,2,3} Hélder-stetig in B sind, kénnen wir die C%°-Rekonstruktion
(Lemma 6.1) in jeder offenen Kreisscheibe By CC B anwenden.
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Dazu wihlen wir in (6.31) Funktionen ®; € C§(By), bemerken ¥; € C°(By) und
betrachten dementsprechend

—/ VX (u,v) - VO (u,v) dudv :/ Uy (u,v) ®y(u,v) dudv
0 Bo

fiir alle ®; € C3(Bo) und I € {1,2,3}.
Fiir jedes [ € {1,2,3} liefert uns das Lemma 6.1 so X} € C%*7(By) und
AX (u,v) = Ty(u,v)

fiir alle (u,v) € By und alle offenen Kreisscheiben By CC B.
Infolgedessen ergeben sich X* € C%7(B) sowie

AX[ (u,v) = \I/l(u v)
- Z Ll (X (u,0)) [ (1w, 0))s (X3 (u,0))5 4 (X5 (1, 0))i (X5 (u,0))5]
3,j=1

fiir alle (u,v) € B und [ € {1, 2, 3}. Damit ist alles gezeigt. O

6.3 Das Dirichletproblem des H-Flachen-Systems

Als eine weitere wichtige Anwendung des Lemmas 6.1 wollen wir das Dirichletproblem
fiir das H-Fldchen-System betrachten. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Wahl
eines passenden Funktionals, welches auf das H-Flachen-System fiithrt. Im nachfol-
genden Funktional, das auf die wegweisenden Arbeiten von Erhard Heinz und Stefan
Hildebrandt zuriickgeht, wollen wir ein derartiges erkennen. Wir bezeichnen es in An-
erkennung daran nach diesen bedeutenden Mathematikern.

Definition 6.1 (Heinz-Hildebrandt-Funktional). Zu einem gegebenen Vektorfeld
Q:R® — R3 ¢ C(R3,R3) mit Q(X) = (Q1(X),Q2(X),Q3(X)) und einem Gebiet
G C R? erkliren wir mittels

E(X) = / VX (u,0))? + Q(X (u,v)) - (Xulu, v) A Xy(u,v)) dudo
G

fir X: G — R? € WH2(G) das Heinz-Hildebrandt-Funktional von X.
Bemerkung 6.1. Mit

F(Xp) = [p” + Q(X) - (p1 Apo)

fiir (X,p) € R? x R3*?2 wird das zu f gehorende Funktional Z aus der Definition 3.2
zum Heinz-Hildebrandt-Funktional £.

Wir wollen analysieren, unter welchen Bedingungen an das Vektorfeld ) das Heinz-
Hildebrandt-Funktional £ den Voraussetzungen des Satzes 5.7 geniigt. Zunéchst be-
trachten wir die Voraussetzung (5.163).
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Lemma 6.2. Es seien M > 0 und Q: R® — R3 ein Vektorfeld mit |Q(X)| < M fir
alle X € R3. Dann gilt

2-M
2

fiir alle X € R3 und alle p = (p1, p2) € R3*2,

M
Ipl?

2
pI* < Il + QX) - (p1 Ap2) < =

Beweis. Mithilfe der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel er-
halten wir

1 1
o1 Apal < il o2l < 5 (il + Ip2l®) = 5 ol (6.32)

fiir alle p = (p1,p2) € R3*2. Daraus folgt unter Verwendung der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz

QUX) - (1 Apa)] < RO oy Apal < 3 InP

und infolgedessen

9
2

24+ M
2

M
Pl < PP+ Q(X) - (p1 Ap2) < Ip|®

fiir alle X € R? und alle p = (py, p2) € R3*2. O

Hinsichtlich der Bedingung (5.164) beachten wir das folgende Ergebnis iiber die Kon-
vexitdt von f in p. Dafiir untersuchen wir die Definitheit der Hesse-Matrix Hy, von f
beziiglich p.

Lemma 6.3. Sei Q: R? — R3 € C(R3,R?) mit Q(X) = (Q1(X), Q2(X),Q3(X)) ein
Vektorfeld mit der Eigenschaft |Q(X)| < 2 fir alle X € R3.

Dann ist die Punktion f: R x R3*2 - R mit f(X,p) = |p|* + Q(X) - (p1 Ap2) konvez
in p fiir jedes X € R3.

Beweis. Wir zeigen die Konvexitdt von f in p, indem wir nachweisen, dass die zuge-
horige Hesse-Matrix beziiglich p positiv semidefinit ist. Zunéchst bemerken wir

F(Xp) = [p1” + [p2l? = p1 - (Q(X) Ap2) = ;i + [p2l + p2 - (Q(X) Apr)

und berechnen fiir jedes i € {1,2,3}

3
w =2pi — (QX) Apa)i =295 — D € Q;(X) ph (6.33)
P1 k=1
sowie
3
%ﬁ;’mzmgﬂQ(X)Am)i:?p’ﬁ > €k Qi (X) bl (6.34)
2 7.k=1

fiir alle (X, p) € R? x R3*2 mithilfe des Levi-Civita-Symbols €;j.
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Daraus ermitteln wir fiir 4,1 € {1, 2,3}

PIEp) _ 5 P1XoD)
ap} Op} Oph Ophy
und
5 F(X.p)
SRl AR O €41 Q3(X €iji Qj(X
aph dpi J;l KOk Z s
beziehungsweise
62
L Z Ont €ijk Q] ZEZ_]Z Q]

0ph Op} k=1

fiir alle (X,p) € R? x R3*2.
Zusammengefasst ergibt sich damit die Hesse-Matrix Hy, von f beziiglich p als

o 5 0 —Q3(X) 0 Q1(X)
- 0 0 ) Q2(X) —-Qi(X) 0
Hy, (X,p) = 0 -Q3(X) Qa2(X) 22 (1) 0
Q3(X) 0 —Qux) 0 2 .
“QX) Qux) 0 0 0 ?

213 Q(X)
(Qx)' 213

fiir jedes (X,p) € R3 x R3*2 wobei I3 € R3*3 die Einheitsmatrix ist und

0 Q3(X)  —Q2(X)
Q(X) == | —@3(X) 0 Q1(X)
@Q(X) —-Qi(X) 0

fir X € R? gesetzt wird.
Zu beliebigem v = (y1,72) € R3*2) welches wir auch als Vektor v € RS auffassen
konnen, berechnen wir

1 * 213 9(X) 1
Ty, (X.5) (3) ((Q(X))T 2]3> (3)

=2y > + 2 [2? + 1T Q(X) 12 + 14 (Q(X))Tm
=2y]> + 2197 Q(X) 72

(6.35)

fiir jedes (X,p) € R3 x R3*2,
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Wegen
AN A Qs(X) —Q2(X)\ [
HOX)w= 7] [-Qs(X) 0 QX)) | [
7 Q2(X)  —Q1(X) 0 7

=7 Q3(X) 75 — 1 Qa(X) %3 — 7 Q3(X) 73 +17 Q1(X) 73
+97 Qa(X) 13 — 7 Qu(X) 73
=Q1(X) (18 =17 13) + QX)) (VP73 — 7 %)
+Q3(X) (1173 =i )
=Q(X) (m A1)
folgt aus (6.35)

Y H (X )y =217 +2Q(X) - (11 A ) (6.36)

fiir jedes (X,p) € R x R3*2,
Unter Berticksichtigung von (6.32) erhalten wir mithilfe der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz

QX)) - (M A7) <|QX) - (mA)| <1QX)[Im Ayl <5 IQ( )|

fiir alle X € R? und v = (71, 72) € R3*2.
Somit ergibt sich aus (6.36)

2= QNN W <" Hy, (X.p) v < 2+1QX)]) I (6.37)

fiir jedes (X,p) € R3 x R3*2 und beliebiges v = (y1,72) € R3*2,

Da nach Voraussetzung |Q(X)| < 2 fiir alle X € R® gilt, entnehmen wir (6.37), dass
Hy, in jedem Punkt (X,p) € R3 x R3*2 positiv semidefinit ist und f daher fiir jedes
X € R3 beziiglich p konvex ist. O

Bemerkung 6.2. Gilt im Lemma 6.3 die stidrkere Bedingung |Q(X)] < M < 2 mit
einem M € [0,2) fiir alle X € R3, entnehmen wir dem zugehérigen Beweis analog zu
(6.37)

C-MRES Y Sy (Ciriod < @4 M) P
kil=11,5=1
fiir alle (X,p) € R? x R3*2 und alle v = (v1,72) € R3*2.

Fiir die Erfullung der Bedingungen (5.165) und (5.166) zeigen wir die beiden folgenden
Lemmata.

Lemma 6.4. Zum Vektorfeld Q: R® — R3 € C1(R3,R3) sei f: R3 x R3*2 — R mit
F(X,p) = [pI* + Q(X) - (p1 A p2) fiir (X,p) € RS x R™2 gegeben.
Dann ezistiert zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass

IV f(X.p) + [V ()| < M ()

fiir alle (X,p) € R3 x R3*2 mit | X| < R gilt.
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Beweis. Wie in (6.33) beziehungsweise (6.34) erhalten wir

d .
%{p) =2p1 — (Q(X) Apa)i (6.38)
und
LXJP) =2ph + (Q(X) Ap1)i (6.39)
oph

fiir alle (X,p) € R? x R3*2 und fiir jedes i € {1,2,3}.
Daraus folgen

2
'(W =4 (p"i)2 — 4P (Q(X) Ap2)i + ((Q(X) Apa))?
und
2
'W = 4(ph)" + 45 (QUX) Ap): + ((QUX) Ap1):)?
)
sowie
3 2
S|P g~y (QUX) A p2) +1Q(X) A pal?
=l o
und
3 2
> %ﬁ;p) = 4paf* +4p2 - (Q(X) Ap1) + [Q(X) Apa|?
i=1

fiir alle (X,p) € R? x R3*2,
Wir beachten

P2 (Q(X) Ap1) = —Q(X) - (p2 Ap1) = Q(X) - (p1 Ap2)
=1+ (Q(X) Ap2) = Q(X) - (p1 Ap2)
und schlieen

2 3
AT

of (X p)
apk

(6.40)

2
=4 (Ip1f* + p2l*) +8QUX) - (o1 Ap2) + X 1QX) Apil®
k=1

fiir alle (X,p) € R3 x R3%2,
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und (6.32) gilt fiir (X, p) € R? x R3%?2

QUX) - (o1 A p2) < 1QUX) o1 Apal < 1QUAN 3 (Ipaf + Ipaf?)
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Zudem bemerken wir fir k € {1,2}
1Q(X) Akl < 1QX) [pi?
und leiten aus (6.40)
VS (X, p)I < 4pf* +41QX)] pI* +1Q(X)* p)”
= (4+41QX)| + QX)) Inl?
= (IQ(0)| +2)* |pl?

fiir alle (X,p) € R? x R3*2 her.
Ausgehend von (6.38) und (6.39) erhalten wir zusétzlich

9*f(X,p)
_— T = X)A i
X, opl (Qx,(X) Ap2)
beziehungsweise
*f(X,p)
—_— = (X)A i
39X, opl (Qx;(X) Ap1)
fiir alle (X,p) € R x R®*2 und fiir 4,5 € {1,2,3}.
Es folgt
3 2 2
" f(X,p)
v | = |Qx;(X) Ap2 Qx;(X)[ |paf?
i=1 0X; Opy ‘ ! ’ ‘ ‘
und analog dazu
*f(X.p)
—_— X)
> 5%, o }Q )

fiir alle (X,p) € R? x R3%2,
Zusammenfassend ergibt sich

3 2 5, 9
X,p) 0°f(X,p) 2 9 9
;< 0X; 81)1 0X; oph, ><‘QXJ(X)‘ (Ip1f* + =)
= |@x, ()| Inf?
und
2y [ ED[ S )
Vix/ (Xop)|| = D1 <3 [Qx, (x
‘ pX p)‘ z?::lkz::l 8Xj8pk J;‘ X( )‘ \p\

fiir alle (X,p) € R? x R3*2.

(6.41)

Insgesamt erhalten wir daraus fiir alle (X,p) € R? x R**2 in Verbindung mit (6.41)

3
IV f (D) + [V s (Xp)[ < (<|Q(X>+2>2+Z)@xj(X>]2> Ipl?
j=1

(6.42)
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Da Q € C'(R3,R3) gilt, sind neben @ selbst auch alle ersten Ableitungen von @ stetige
Funktionen auf R?. Der Fundamentalsatz von Weierstraf8 iiber Maxima und Minima
liefert uns somit zu jedem R > 0 eine Konstante M (R) > 0, sodass

3
1QUOI+2° + Y |ox, ()] < M(r) (6.43)

fiir alle (X, p) € R? x R¥*2 mit |X| < R richtig ist. Aus (6.42) und (6.43) folgt dann
die gewiinschte Aussage. O

Lemma 6.5. Zum Vektorfeld Q: R? — R3 € C?(R3,R3) sei f: R? x R3>*2 — R mit

F(X,p) = [pI” + Q(X) - (p1 A p2) fiir (X,p) € R® x R™2 gegeben.
Dann ezistiert zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass

2
VxFXp)P + [V f(Xp)| < M(R) pf*
fiir alle (X,p) € R3 x R3*2 mit | X| < R richtig ist.

Beweis. Wir berechnen fiir jedes j € {1,2,3}

3
Ix;(X,p) Z ( ) (1 Ap2)k = Qx;(X) - (p1 Ap2) (6.44)

und erhalten
2 2 9 1 2y
£, (X.p)|” < |Qx; (X[ oy Aol < 5 @, (O] o
fiir alle (X,p) € R® x R3*2 mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und

oA pal < il 2l < 3 (11 + 1) = 5 I (6.45)
Daraus folgt
2 1 3
Vx f(X.p)l Z i (Xop)| < 'Y ex, x)[ (6.46)
j=1

fiir alle (X,p) € R? x R3*2.
Ausgehend von (6.44) ermitteln wir fiir alle (X, p) € R3 x R3*?2

Vi F(X,0) = (Qox, (X) - (01 A o))

ij=1,2,3
und schliefien mit (6.45)
2 3 2
Vi F R = Y [Qux, (X) - (1 A )|
v (6.47)
Z ‘QXX X)‘ Ip1 Apal® < 1 Z ‘QXX ‘

i,j=1 i,j=1
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Wegen @ € C%(R3,R3) sind alle ersten und zweiten Ableitungen von @ stetige Funk-
tionen auf R3. Aufgrund des Fundamentalsatzes von WeierstraB iiber Maxima und
Minima finden wir daher zu jedem R > 0 eine Konstante M (R) > 0, sodass

1< 2\ 1< 2
1 (Z’ij(X)\ ) + (Z |Qx.x, ()] ) < M(R)
J=1 ij=1
fiir alle X € R3 mit |X| < R gilt. In der Kombination mit (6.46) und (6.47) ergibt sich
2
X s P XX P = p
VxFXp)P + [V F(Xp)| < M(R) [pl*

fiir alle (X,p) € R? x R3*2 mit |X]| < R. O

Anhand der vorangegangenen Lemmata werden wir sehen, dass sich die allgemei-
ne Theorie der fritheren Kapitel, insbesondere Satz 5.7, auf das Heinz-Hildebrandt-
Funktional anwenden léasst. Zur Herleitung des H-Flichen-Systems und fiir die Ver-
wendung des Lemmas 6.1 benotigen wir allerdings noch weitere Ergebnisse.

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung des Gaufischen Integralsatzes fiir Funk-
tionen aus Sobolev-Réumen. Den Beweis fithren wir auf den klassischen Gaufischen
Integralsatz in einer dichten Teilmenge zuriick.

Satz 6.2 (GauBscher Integralsatz fiir W19-Funktionen). Vorgelegt seien die
offene Kreisscheibe B C R?, q € [1, +00) und eine Funktion g: B — R? € W14(B,R?)
mit g(u,v) = (g1(u,v), g2(u,v)). Dann gilt

//(gl)u(u7 v) + (g2)v(u,v) dudv = / Trlg)(u,v) - vds(u,v),
B dB

wobei v die duffere Normale an den Rand OB ist.
Beweis. GemiB Satz 4.7 existiert eine Folge {g(™ },=12,... in C®°(B)NW4(B), sodass
i _ g™ —
S flg = g™, =0 (648)

richtig ist. Wir beachten zunéchst mithilfe der Holderschen Ungleichung

1

=t (] e (n) “ !
q ‘D (gr — g5, )(u, v)‘ dudv
‘B

< 1B g -9

<|B

// D®(gy, — g](cn))(u, v) dudv
B

Wia(B)

fir k € {1,2}, ¢ > 1 und alle n € N, woraus mit (6.48)

n—00

lim /De’“g,(gn)(u7 v)dudv = // D® gi(u,v) dudv (6.49)
B B

fir k € {1, 2} folgt. Dabei bemerken wir, dass (6.49) auch im Fall ¢ =1 gilt.
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Zusétzlich ermitteln wir unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

/(Tr[g} g™ (u,v) - vds(u,v)| <

0B

/‘Trg] )uv‘\u\ds(uv)

:/M%M—W%mwhdww
oB

und aufgrund der Hoélderschen Ungleichung und des Satzes 4.8 fiir ¢ > 1

q

/ﬁﬁm¢%wwmm%wsﬂ$(/ﬁﬂmﬁ%wmf&mw)
OB oB

— L7 HTY[.G} — g™

L9(B)
=1 (n)
= L7 |[1vlg) = Trlg ™|,
q—1
o — ¢
<L COnlg—y Wias)

wobei L := 2./ |B] der Linge des Randes OB entspricht. Es folgt also

[ (Tilg) — ) w0) v dstu.v)| <
oB

»C a CTr

9- g”)H

Wha(B)

fiir ¢ > 1, wobei wir die Giiltigkeit ebenfalls fiir den Fall ¢ = 1 bemerken.
So erhalten wir mit (6.48)

lim /g(")(um) -vds(u,v) = /Tr[g](u,v) -vds(u,v). (6.50)
OB

n—00
OB

Nun gilt aufgrund des GauBschen Integralsatzes geméfl [59, Kap. I, §5, Satz 1]
St + () 0) dudo = [ g0w,0) v ds(a,0)
B OB

fiir jedes n € N. Der Grenziibergang n — oo liefert daraus unter Beriicksichtigung von
(6.49) und (6.50) die gewiinschte Aussage. O

Wir zeigen des Weiteren die folgende Variante einer schwachen Produktregel. Dabei
liefern wir eine ausfiihrlichere Darstellung als in [55, Theorem 3.1.4] unter stérkeren
Voraussetzungen an die auftretende Funktion 1.

Lemma 6.6 (Schwache Produktregel). Es seien Q@ C R™ eine beschrinkte, offene
Menge, 1 < q < +oo sowie Funktionen g: Q — R € Wh9(Q) und ¢: Q@ — R € C1(Q)
gegeben, sodass mit einer Konstante Mgy > 0
()| + Ve (y)| < Mo
fiir alle y € Q richtig ist. Dann gelten ¢ g € W4(Q) und die schwache Produktregel
D% () = (D) g + 1 (D% g)
firje{l,...,m}.
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Beweis. Aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin gibt es eine Folge {gg}r=12,. in
C>®(Q) N WH4(Q) mit g — g in WH4(Q). Wir berechnen fiir j € {1,...,m}

_/w(w gr(y) DY p(y) dy = —(/ D% (¢(y) gr(y)) ¢(y) dy
Q Q

fiir jedes k € N und alle ¢ € C§°(Q).
Die Produktregel liefert uns dann

D% (¥(y) gr(y)) = (D% (y)) g (y) + ¥ (y) (D% gr(y))

fiir alle y € €2, sodass sich

_/w(w gr(y) DY p(y)dy = — / (D% (y)) gr(y) + ¥ (y) (D% gx(y))] w(v) dy
Q

Q

/Deup ) 9(y) ¢(y) dy (6.51)
Q

- /w(m (D% gr(y)) p(y) dy
Q

fir j € {1,...,m}, jedes k € N und alle ¢ € C§°(Q2) ergibt.
Beachten wir nun t D% ¢, (D®) p,1 ¢ € Co(Q) folgt wegen g — g in W14(Q)

klirgo/w(y) 9k(y) D% o(y) dy = /w(y)g(y) D% ¢(y)dy
Q Q

und

lim [ (D%6(w) 0e(0) ¢ @) dy = [ (D%0(0)) 9(0) ¢ (w) dy

k—o0
Q Q

sowie

k—o0

lim [ () (D%g:(0) ¢ dy = [ ¥() (D9(0) ¢(w) dy
Q

fir j € {1,...,m} und alle p € C§°(Q).
Aus (6.51) ermitteln wir durch den Grenziibergang k — oo daher

/ 0 9ly) Doy dy = — [ (D¥0(0)) 9(0) 2w) dy — [ ¥(w) (D*g()) #(v) dy
Q

Q
=~ [ (D6 o) + vly) DY) el dy (652)
Q
fir j € {1,...,m} und alle ¢ € C§°(9).
Indem wir
I(D%%) g+ (D% 9) | gy < (D) gl ey + 18 (D% 9) | ey
< Mo (Ilgl agay + 1D gll agey ) < +00

fiir j € {1,...,m} beachten und damit (D®) g+ (D% g) € L1(Q) schlieBen, ergeben
sich aus (6.52) die gewiinschten Aussagen. O
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Zusétzlich notieren wir noch das folgende Ergebnis, welches die Spatprodukte dreier
Vektoren in folgender Weise verkniipft.

Lemma 6.7. Fiir beliebige Vektoren vy, v, v3 € R3 und jede Matriz A € R3*3 gilt
(Av1, v, v3) + (1, Ava, v3) + (v1,v2, Avg) = tr(A) (v1,v2,v3) .

Dabei bezeichnet tr: R33 — R die Spur einer Matriz.

Beweis. Es sei M € R3*3 die Matrix, deren j-te Spalte aus dem Vektor v; besteht,

also M = (v1,v2,v3).

Fiir den Fall, dass die drei Vektoren linear unabhéngig sind, ist die Matrix M inver-
tierbar und es gilt

1 T
]L[71:m<’02/\’03703/\vl,1}1/\112> .
Wir berechnen damit

(v, v3, Av1) (v2,v3, Avg)  (v2,v3, Avs)
(vs3,v1, Av) (v3,v1, Ava)  (vs,v1, Avs)
(v1,v2, Av1) (1,02, Ava) (v1,v2, Av3)

1

(v1,v9,v3)

M TAM =

und erhalten so unter Verwendung der Spur-Invarianz bei Basistransformationen

tr(A) = tr <M_1A]W) = ((v2, v3, Avy) + (vs, v1, Ave) + (v1,v9, Avs)) ,

<U1 , U2, U3>
woraus die gesuchte Identitdt durch zyklische Vertauschung in den Spatprodukten
folgt.

Sind die drei Vektoren vy, v, v3 € R3 im Gegensatz dazu linear abhéingig, kénnen wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit

v3 = A1 + Aov2

mit gewissen Skalaren Aj, A2 € R annehmen, da wir anderenfalls die Bezeichnung der
drei Vektoren gegeneinander austauschen kénnten.
Wir ermitteln dann

(Avy, v2,v3) = (Avi, v, Arvy Avy,v2, Agvg) (Avy, v2,v1),

-\
(v1, Avg, v3) = A (v1, Avg, v2),

(
(v1,v2, Avz) = (v1,v2, A Avg v1, V2, Ag Avg)

)+

vy, Avg, A1) + (v1, Avg, Adgwa)
)+

M <’U1,’U2,A’U1> +

A2 (v1,v2, Avg)
und schlieflen daraus
(Avy, va,v3) 4 (v1, Avg, v3) + (v1, v2, Avz) = 0

unter erneuter Verwendung der Eigenschaften des Spatproduktes.
Da fiir die linear abhiingigen Vektoren vy,v2,v3 € R? zudem (vy,vg,v3) = 0 gilt,
erweist sich die angegebene Formel auch in diesem Fall als richtig. O
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Wir sind nun ausreichend prépariert, um das Dirichletproblem fiir das H-Fldchen-
System unter Verwendung von Methoden der zweidimensionalen Variationsrechnung
zu losen. Dafiir bestimmen wir zuerst eine differenzierbare Losung eines geeigneten
Variationsproblems fiir das Heinz-Hildebrandt-Funktional £ mithilfe des Satzes 5.7.
AnschlieBend zeigen wir unter Anwendung der C*°-Rekonstruktion (Lemma 6.1), dass
diese die gewiinschte Regularitit besitzt und das Dirichletproblem fiir das H-Flachen-
System 10st.

Satz 6.3 (Losung des Dirichletproblems fiir das H-Fldchen-System). Es sei
Q: R? = R3 € C%(R3,R3) ein Vektorfeld, sodass mit einem My € (0,2)

|Q(X)| < Mo (6.53)
und einer Funktion H: R® - R
divQ(X) = 4 H(X)

fiir alle X € R3 richtig sind.
Zudem seien die Funktion Yy € WH2(B,R3)NC (0B, R?) auf der offenen Kreisscheibe
B = B(wg, Ro) C R? und die zugehirige Funktionenklasse

F={xew™B): X -v, e W;*B)}

gegeben.
Dann ezistiert in der Klasse F ein Minimierer X*: B — R® € C*°(B)nC(B) N F
mit einem o € (0,1) des Heinz-Hildebrandt-Funktionals

£(X) = // VX (1, 0)? + QX (u, 0)) - (X (11, 0) A X (11, 0)) dudo .
B

Dieser geniigt dem H -Fldchen-System
AX*(u,v) =2 H(X"(u,v)) (X (u,v) A X (u,v))
fiir alle (u,v) € B und erfillt die Randbedingung
X*(u,v) = Ti(¥o) (u,0)

fir alle (u,v) € 9B.

Beweis. Wir setzen

F(X.p) = [pI> + Q(X) - (p1 A p2)

fiir (X,p) € R3 x R3*2 und beachten die Bemerkung 6.1. Aufgrund der Eigenschaft
(6.53) liefert uns das Lemma 6.2, dass die Bedingung (5.163) des Satzes 5.7 erfiillt
ist. Zusétzlich entnehmen wir der Eigenschaft (6.53) mithilfe des Lemmas 6.3 und der
Bemerkung 6.2, dass f der Bedingung (5.164) im Satz 5.7 geniigt. Des Weiteren sind
unter Verwendung der Lemmata 6.4 und 6.5 wegen @ € C?(R3) auch die Bedingungen
(5.165) und (5.166) des Satzes 5.7 richtig.
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Infolgedessen kénnen w1r dgn Satz 5.7 anwenden und erhalten mit o € (0,1) einen
Minimierer X* € F N W22(B) N €17 (B) N C(B), sodass

E(X™) :)i(rég_S(X)
und
X*(u,v) = Tr[Yo](u, v)

fiir alle (u,v) € OB gelten.
Nach Satz 5.1 geniigt dieser Minimierer der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung

0= / (Vxf(X*, VX*) - Z + V,f(X*,VX*) - VZ} dudv (6.54)
B

fiir alle Funktionen Z = (Z1, Z2, Z3)T € C}(B,R?). Dabei unterdriicken wir hier und
im weiteren Verlauf des Beweises hdufig das Argument (u,v) von X*, VX* Z und
VZ aus Griinden der Ubersichtlichkeit.

Aus (6.54) berechnen wir mithilfe von (6.33), (6.34) und (6.44)

O*//Z(Qx (X*) - (X2 A X2)) Zi dudv
(6.55)
+// @XE— QXY AXE) Zy+ (2X5 + Q(X*) A XZ) - Zy dudo

fiir alle Z € C}(B). Indem wir

XBEQ)Q(X*)ZZJQ(X*)Z
beachten, wobei i
o) 2 G2
Jo(x) = | G200 SR G2 =(§§;<X)> o
2 (x) Zﬁﬁ;( ) Sx) o

die Jacobi-Matrix von @ im Punkt X bezeichnet, folgt aus (6.55) unter Verwendung
der Eigenschaften des Spatproduktes

0*/ (Jo(X*) Z, X, X)) dudv

(6.56)
+ //zvx* VZ 4+ (Q(X7), Zu X3) + (Q(X7), X2, Z,) dudu

fiir alle Z € CA(B).
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Es sei nun eine offene Kreisscheibe By CC B beliebig gewéhlt. Aufgrund der Regula-
ritdt X* € Wl?)CZ(B) N C17(B) folgern wir einerseits X* € W22(By) und andererseits
Q(X*) € CY(By). Unter Verwendung der schwachen Produktregel (Lemma 6.6) erhal-
ten wir daher (Q(X*), Z, X}),(Q(X*), X}, Z) € WH(Bp) und ermitteln

(QX7), Z, XJ)u = (J(X7) Xy, Z, X7) +(Q(X7), Zu, X7) + (Q(X7), Z, XJu)
und
(QX7), Xy, Z)y = (Jo(X7) X5, Xy, Z) + (Q(X7), Xqy, Z) +(Q(X7), Xy, Zu)
(Q(X7), Xo. Z) = (Q(X7), X7y, Z) = —(Q(X7), Z, XJ,)

in Bo.
Aus (6.56) ergibt sich so

0= //AQVX* V74 (Jo(X*) Z, X5, X5) dudv

*//“’?(X*)v X5+ (Q(X*), X5, Z)y dudy

Bo

~ [0 X5 2.50) + (Ig(X) X3, X7, 2) dudu

beziehungsweise

0= / 2VX*.-VZdudv

+ //<Q<X*>,Z,X5>u+<cz<x*> 2. 2y dudo (6.57)

+ / Jo(X*) Z.X3, X5) + (2. Jo(X*) X3, X}) + (2, X}, Jo(X7) X}) dudv

fiir alle Z € C3(By).
Unter Beriicksichtigung von ((Q(X*), Z, X), (Q(X*), X, Z))T € W'2(By) N C(By)
erkennen wir

// "), Z, X)) H(Q(X™), Xy, Z)y dudv

_ (Q(X™), ZX)
= /Tr[<< Q(xX*). X >>] vds(u,v)

OBy

), Z,X3)
= /( QX X" Z>>~1/ds(u,v)
0

(6.58)
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mithilfe des GauBschen Integralsatzes fiir W9-Funktionen (Satz 6.2) und der Eigen-
schaft Z € C}(Bo). Hierbei ist v die #uBere Normale an den Rand 9B,.
Unter zusétzlicher Verwendung des Lemmas 6.7 ermitteln wir

[0l 2,0, X0 +(2.90(X") X1, X0) + (2.1, Jo(X") X) dudv
Bo

_ //tr(JQ(X*)) (Z, X%, X2 dudo
Bo

/ div Q(X*) (Z, X7, X2 dudv
Bo

- // 4H(XY) (XEAXD) - Zdud
By

und schliefilen zusammen mit (6.58) aus (6.57)

—//VX*-VZdudv://zH(X*)(X;Axg).Zdudv (6.59)
Bo Bo

fiir alle Z € C3(By).

Speziell betrachten wir in (6.59) nun alle Z € C§(Bo), welche in jeder aufer einer
Komponente identisch Null sind. So ergibt sich daraus fiir { € {1,2,3} mit

_ // VX[ (u,v) - VZ(u,v)dudo = // U (u,v) Zy(u,v) dudo
Bo i

fiir alle Z; € C}(By) ein System schwacher Poisson-Gleichungen, wobei wir

U(u,v) = (U1 (u,v), To(u, v), Ts(u, v))T =2 H(X*(u,v)) (X (u,v) A X} (u,v))
fiir (u,v) € B gesetzt haben.
Wegen ¥ € C°(B) folgt insbesondere ¥ € C°(By), sodass wir die C?°-Rekonstruktion
(Lemma 6.1) anwenden kénnen. Wir erhalten dementsprechend X; € C%*°(By) fiir
1 € {1,2,3} sowie

AX*(u,v) =2H(X"(u,v)) (X (u,v) A X (u,v))

fiir alle (u,v) € By.
Da die Wahl der offenen Kreisscheibe By CC B beliebig war, folgen X* € C*7(B)
und

AX*(u,v) =2 H(X"(u,v)) (X (u,v) A X (u,v))

fiir alle (u,v) € B. Dies vervollstandigt den Beweis. O
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6.4 Das allgemeine Plateausche Problem fiir H-Flachen

Abschlieflend wollen wir einen Ausblick darauf geben, wie die vorangegangenen Ergeb-
nisse zur Losung des allgemeinen Plateauschen Problems fir H-Flichen angewendet
werden konnen. Dafiir formulieren wir zunédchst unter Beriicksichtigung der Darstel-
lungen in [15, Chap. 4.2] und [16, Chap. 4.7] das Plateausche Problem fiir H-Flachen.
Im Anschluss skizzieren wir, wie das zugehorige Variationsproblem und damit auch das
Plateausche Problem, unter anderem mithilfe der dargestellten Methoden der zweidi-
mensionalen Variationsrechnung, im Wesentlichen gelést werden kénnen.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die nachfolgenden Ausfithrungen zum Pla-
teauschen Problem lediglich eine Idee zur Anwendung der Theorie zweidimensionaler
Variationsprobleme vermitteln sollen. Fiir ein vertiefendes Studium des Plateauschen
Problems verweisen wir beispielsweise auf die in diesem Abschnitt zitierte einschligige
Literatur.

Wir beginnen mit einer Definition fiir geschlossene Jordankurven.

Definition 6.2 (Geschlossene Jordankurve). Sei B C R? die offene Einheitskreis-
scheibe. Eine Punktmenge I' C R? bezeichnen wir als geschlossene Jordankurve, wenn
diese hom6omorph zu 9B ist. Durch einen festen Homéomorphismus v: B — I’ wird
eine Orientierung von I' charakterisiert. In diesem Fall bezeichnen wir I' als (durch ~)
orientiert.

Damit kénnen wir das allgemeine Plateausche Problem fiir H-Flichen folgendermafien
formulieren.

Plateausches Problem fiir H-Flichen. Es sei B C R? die offene Einheitskreis-
scheibe. Zu einer geschlossenen Jordankurve I' C R3 und einer beschriinkten stetigen
Funktion H: R?® — R suchen wir eine Fliche X*: B — R?, welche die folgenden drei
Bedingungen erfiillt:

a) X* € C*(B,R®) NnC(B,R3).
b) X* geniigt dem H-Flichen-System
AX*(u,v) =2 H(X"(u,v)) (X (u,v) A X (u,v))
und den Konformitétsrelationen
X (w, 0)[* = X5 (u,0) P = 0 = X3 (u,0) - X5 (u,0)

fiir alle (u,v) € B.
c¢) Die Abbildung X*|gp: 0B — T ist ein Homéomorphismus von 0B auf T'.

Definition 6.3. Wir bezeichnen eine Fliiche X*: B — R3, die den Bedingungen des
Plateauschen Problems fiir H-Fléchen geniigt, als Losung des Plateauschen Problems
zu I' und H bezichungsweise als H-Fliche zum Rand I'.

Davon ausgehend wollen wir das zugehorige Variationsproblem formulieren, dessen
Losung einer H-Fliche zum Rand I entspricht. Wir beachten, dass die Bedingung c)
dquivalent dazu ist, dass die Abbildung X*|sp den Einheitskreis 0B stetig und streng
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monoton wachsend auf I abbildet. Dies fithrt jedoch im Rahmen der Losung des zuge-
horigen Variationsproblems zu einer Schwierigkeit, da bei einer Folge streng monotoner
Funktionen nicht erwartet werden kann, dass diese bei gleichméfliger Konvergenz einen
streng monotonen Grenzwert besitzt. Insofern ist es sinnvoll, die Klasse der zuléssi-
gen Funktionen fiir das Variationsproblem zu verallgemeinern. Wir beachten dafiir die
nachstehende Definition.

Definition 6.4 (Schwach monoton). Es seien B C R? die offene Einheitskreis-
scheibe und I' C R3 eine geschlossene Jordankurve, die durch einen Homéomorphis-
mus 7p: OB — T orientiert ist. Wir bezeichnen eine stetige Abbildung v: 0B — T als
schwach monoton, wenn es eine monoton nicht fallende stetige Funktion ¢: [0,27] — R
mit ¢(27) = ¢(0) + 27 gibt, sodass

Y(exp(i0)) = yo(exp(ip(0)))
fiir 0 € [0, 2] gilt.

Bemerkung 6.3 ([15, Chap. 4.2, Lemma 1]). Die Grenzfunktion ~ einer Folge schwach
monotoner Funktionen {vi}r—12,., die auf 9B gleichméBig gegen ~ konvergiert, ist
ebenfalls schwach monoton.

Damit konnen wir nun eine Klasse zulissiger Funktionen, die beziiglich gleichméfiger
Konvergenz auf dem Rand abgeschlossen ist, einfithren. Zur offenen Einheitskreisschei-
be B C R? und einer rektifizierbaren geschlossenen Jordankurve I' C R3, die durch
einen Homéomorphismus ~y: B — I orientiert ist, erklaren wir die Auswahlklasse

A(T) := {X: B - R e WH3(B)NC(B) : Tr[X]: B — I schwach monoton} .

Die Rektifizierbarkeit der Jordankurve gewéhrleistet dabei gemaf [56, § 294], dass die
Klasse nichtleer ist.

Unter geeigneten Voraussetzungen an ein Vektorfeld Q: R® — R3 werden wir sehen,
dass ein Minimierer Y* € 2A(T') des Heinz-Hildebrandt-Funktionals £ entsprechend
Definition 6.1 in der Klasse 2(T"), das heift

&Y ):xéﬁfmg(X)’

gleichzeitig eine H-Fliche zum Rand I' darstellt.

Zur Losung dieses Variationsproblems wird es erforderlich sein, eine Teilfolge einer
minimierenden Folge auszuwéhlen, welche auf 0B gleichméfig konvergiert. Dies kann
in der Klasse 2A(T") jedoch nicht gewéhrleistet werden. Daher muss die Klasse 2A(T")
mithilfe einer sogenannten Dreipunktebedingung normiert werden, sodass die Anwen-
dung des Courant-Lebesgue-Lemmas ermoglicht wird.

Hierzu wéhlen wir drei paarweise verschiedene Punkte wy, € 9B, k € {1,2,3} sowie
die drei paarweise verschiedenen Punkte Py, := yo(wy) € T', k € {1,2,3} und erkléren
die Klasse zuldssiger Funktionen 3(I") durch

3(I) = {X e AT) : Tr[X)(wg) = Py, fir k € {172,3}}. (6.60)
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Wir beachten 3(I') € 2(I"). Zudem gibt es zu jedem X € (') eine Mobiustrans-
formation K: B — B, sodass X o K € 3(I") gilt. Demnach ist auch die Klasse 3(T)
nichtleer, sofern I' eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve ist.
Gleichzeitig bemerken wir

E(X)=E(X0oK) (6.61)

fiir jedes X € 2A(T') und jede Mobiustransformation K: B — B unter Beriicksichtigung
der konformen Invarianz des Dirichlet-Integrals (Satz 4.11) und des nachfolgenden
Lemmas 6.8. Aufgrund der Eigenschaft (6.61) geniigt es daher, das Variationsproblem
in der Klasse 3(T') zu l6sen.

Lemma 6.8. Gegeben seien die Einheitskreisscheibe B C R? und ein orientierungs-
erhaltender C'-Diffeomorphismus T: B — B, sodass T und T~' in B gleichmdfig
Lipschitz-stetig sind. Zudem sei Q: R — R3 ein Vektorfeld, das mit einer Konstante
M >0

lRX) <M

fiir alle X € R3 erfiillt.
Dann ist das durch

V(X):= // Q(X (u,v)) - (Xy(u,v) A Xy(u,v)) dudo
B

fiir X € WY2(B) erklirte Funktional invariant unter der Abbildung T, das heifit
V(X) = V(X o T)
fiir alle X € WH2(B).

Beweis. Zunéchst entnehmen wir dem Lemma 6.2
M
V(X)| < 7D(X,B) < 400
fiir alle X € W12(B).
Zu jedem (1, 7) € B ist mit (u(d,),v(a,v)) = T (4, ) genau ein (u,v) € B gegeben.
Wir berechnen dann zu einem beliebigen X € W12(B) fiir X := X o T

Xa(,0) = Xo(T (@, 7)) %(a, 0) + Xo(T (4, 7)) %(a, )
und

S o Ou,_ _ o\ Ov,_

X{,(U, U) = XU(T(uv U)) %(uv 1)) + XU(T(U7/U)) %(uv U)

fiir alle (@, ?) € B mithilfe des Satzes 4.6.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterdriicken wir das Argument (&, %) und berech-
nen daraus
- ~ ou ov Ju Ov
Xz Xﬁ = Xu a~ Xy A~ Xu a= Xv -y
A <( OT)8u+( OT)8u>/\<( OT)@U+( OT)av)
Ou dv  Ov Ou
=(XyoT)AN(XyoT) (%%*%%)
= (Xu o T) A (Xv o T) det JT(ﬂa 17) 5



214 6 Minimierer vom Poissonschen Typ

wobei
ou,. . Ou,_ _
o %(% v) ()v(u 0)
Jr(a,0) =
% a5 9w,
AT A

die Jacobi-Matrix von 7 im Punkt (@,?) € B bezeichnet.
Da die Abbildung 7 orientierungserhaltend ist, bemerken wir

ou ov,. . Ov,_ _ Ou,_ _
det Jp(.5) = (G 0) 5o (@.0) — 52(3.0) 51 (.0))
fiir alle (@, ) € B.
Somit folgt unter Verwendung des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23]

V(X) = //Q (X (@,0)) - (Xa(@,0) A X3(@, 7)) dit do
- / / QUX(T(%,9))) - (Xo(T (@, 8)) A Xo(T (@, ))) det J(a, §) didi
B
= // Q(X (u,v)) - (Xy(u,v) A Xyp(u,v))dudv = V(X),
B

was der gewiinschten Aussage entspricht. O

Indem wir nun unter geeigneten Voraussetzungen an das Vektorfeld Q: R3 — R3 einen
Minimierer X* € 3(I") des Heinz-Hildebrandt-Funktional £ in der Klasse 3(T") bestim-
men, finden wir mit X* gleichzeitig eine H-Fliche zum Rand I'. Dies ist der Inhalt
des folgenden Satzes.

Fiir den Beweis greifen wir in Teilen auf bekannte Ergebnisse der Theorie der Minimal-
und H-Flachen zuriick. Insbesondere betrifft dies den Nachweis der Konformitétsrela-
tionen und der Eigenschaft, dass die Abbildung X*|sp: 0B — T topologisch ist.

Satz 6.4 (Losung des allgemeinen Plateauschen Problems fiir H-Flichen).
Gegeben seien die offene Einheitskreisscheibe B C R2, eine rektifizierbare geschlossene
Jordankurve T' C R? und ein Vektorfeld Q: R® — R3 ¢ C?(R3 R3), sodass mit einer
Konstante M € (0, 2)

QX)) <M (6.62)
und einer Funktion H: R3 - R
divQ(X) =4H(X)

fiir alle X € R? richtig sind.
Dann ezistiert mit einem o € (0,1) ein Minimierer X* € C*°(B) N C(B) N 3(T) des
Heinz-Hildebrandt-Funktionals £ in der gemdf (6.60) erklirten Klasse 3(T"), das heifit

X*) = f
E(X™) Xgl(F)E( ),

welcher gleichzeitig eine Lésung des Plateauschen Problems zu I' und H ist.
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Beweis. Wir betrachten eine Minimalfolge { Xy, }n=12,... C 3(I") mit

lim £(X,)= inf &(X)=:¢".
n—00 Xe3)

Wegen (6.62) liefert uns das Lemma 6.2

24+ M
2

£(X) < D(X, B)

fiir alle X € 3(T"). Somit ergibt sich e* < +o0.
Da gleichzeitig mit (6.62) und dem Lemma 6.2

2-M
2

D(X, B) < £(X)
fiir alle X € 3(T") gilt, folgt insbesondere die Existenz einer Konstante My > 0, sodass

fiir alle n € N richtig ist.
Zu jedem X, betrachten wir nun die harmonische Ersetzung von X, in B geméif
Definition 4.3 und setzen

Y, = H(X,,B)

fir n € N.
Unter Beriicksichtigung der Bemerkung 4.6 gelten Y,, € WH2(B) N C?(B),

AY,(u,v) =0
fiir alle (u,v) € B sowie
D(Y,, B) < D(Xy, B) (6.64)

fir alle n € N.
Da zusétzlich

H(an BO) = H(H(Xnv BO)7 BO) = H(Xn’ BO) = Yn|BO

fiir jede offene Kreisscheibe By C B richtig ist und Tr[Y,] = Tr[X,,] € C(9B) gilt, folgt
mithilfe des Satzes 4.12 gleichzeitig Y;, € C(B) und daher aufgrund des Satzes 4.8

Y, (u,v) = Tr[Va](u, v) = Tr[X,](u, v)

fiir alle (u,v) € 9B und alle n € N. Somit ergibt sich auch Y, € 3(I") fir alle n € N.
Wegen (6.63) und (6.64) beachten wir

D(Y,, B) < D(X,,,B) < M, (6.65)

fur alle n € N.
Dementsprechend ist {Y, },=1,2,... eine Folge harmonischer Funktionen mit gleichmé8ig
beschranktem Dirichlet-Integral unter der Dreipunktebedingung der Klasse 3(T).
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Das Courant-Lebesgue-Lemma, welches sich beispielsweise in [15, Chap. 4.3, S. 257]
finden ldsst, liefert uns somit wie im Beweis zu [15, Chap. 4.3, Theorem 1] die Auswahl
einer auf B gleichméBig konvergenten Teilfolge {Ya, Ye=1,2,... mit

lim sup |Y(u,v)— Yy, (u,v)]=0, (6.66)
 (uw)eB

wobei wir Y € C(B) beachten.

Infolgedessen ist die Teilfolge {Y},, }x=1,2,.. aufgrund von (6.65) und (6.66) beschrénkt
in W12(B). Mit dem Hilbertschen Auswahlsatz, den wir [60, Kap. VIIL, §6, Satz 3] ent-
nehmen, finden wir eine Teilfolge von {Y;,, }r=12, ., die wir wiederum mit {Y;,, }r=12, .
bezeichnen, sodass

Y, =Y e WH¥(B) (6.67)

in WH2(B) fiir k — oo folgt.

Aus (6.66) schlieBen wir Y, — Y in L?*(B) und damit auch Y,, — Y in L%(B). Da
wir (6.67) gleichzeitig Y, — Y in L?(B) entnehmen, ergeben sich Y = Y in L*(B)
und folglich Y = Y in W12(B). Es gilt also auch

Y, =Y c W-3(B) (6.68)

in WH2(B).
Nun betrachten wir die Funktionenfolge {Z, }n—1,2,... mit

Zy =Xy — Yy € Wy(B) (6.69)
und ermitteln unter Verwendung des Lemmas 2.4 und der Abschatzung (6.65)
D(Zn, B) = D(Xp, — Yy, B) = | VX, — VYo 725,
< (IVXall g2y + IV Yallogs))”

<2(|VXy ||L2 ) T2[VYa ||L2(B)
— 2D(X,, B) + 2D(Y,, B) < 4 My

(6.70)

fiir alle n € N.
Daraus berechnen wir wegen (6.69) mithilfe der Poincaré-Ungleichung (Satz 3.2)

| | IBI

~ D(Z,,B) < (6.71)

Q\B\
Zn M,
HV HLZ(B = 0

1Za72() <

fir alle n € N. Aufgrund von (6.70) und (6.71) ist die Folge {Z,}n=1,2,.. demnach
beschrénkt in W5H2?(B) und wir finden unter erneuter Verwendung des Hilbertschen
Auswahlsatzes eine Teilfolge {n;}i=12,... C {ng}r=1,2,.. C N, sodass

X, = Yoy = Zny — Zo € Wy (B)
in WH2(B) fiir I — oo folgt. Unter Beriicksichtigung von (6.68) ergibt sich

X = (X, = Yo) + Yo, = Zo+Y € WHE(B)
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in W12(B) fiir | — oo. Wir beachten mithilfe der Sitze 4.8 und 4.9
Te[Zo + Y] = Tx[Z) + Te[Y] = Tx[Y] = Y € C(9B)

und schlieflen daher Z := Zy +Y € 3(T).
Durch Anwendung des Satzes 3.1 iiber unterhalbstetige Funktionale erhalten wir somit

e* <&(Z) <liminf £(Xy,,) = lim £(X,) =¢€". (6.72)
l—00 n—00

Infolgedessen ist Z € 3(T") ein Minimierer des Heinz-Hildebrandt-Funktionals € in der
Klasse 3(T).

Wir erkliren nun zu der Funktion Y € W12(B) N C(B), die sich aus (6.66) ergibt, die
Menge

Fi={Xxew'(B): X -Y e W3*(B)}
und bemerken F C 3(I") wegen
0=Te[X — V] = Te[X] - Tr[Y] = Te[X] - ¥
beziehungsweise
Tr[X] =Tr[Y] =Y € C(9B)

fiir alle X € W12(B).
Indem wir Z — Y = Zy € Wy*(B) und somit Z € F beachten, folgt aus (6.72)

=e* = i < i < .
E(Z)=e Xéréfr)g(X)_)}Iéf]:g(X)_E(Z)

Es gilt also

&) = inf £(X), (6.73)

das heifit, jeder Minimierer des Heinz-Hildebrandt-Funktionals £ in der Klasse F ist
auch ein Minimierer in der Klasse 3(I"). Geméfl Satz 6.3 existiert mit einem o € (0, 1)
in der Klasse F ein Minimierer X* € C*°(B) N C(B) N F von &, der das H-Flichen-
System

AX*(u,v) =2 H(X*(u,v)) (X (u,v) A X (u,v))
fiir alle (u,v) € B unter der Randbedingung
X*(u,v) = Te[Y](u,v) = Y (u,v)
fiir alle (u,v) € OB lost. Aus (6.73) folgern wir

E(X ):)érgrS(X) :Xé%{F)S(X) .

Demnach ist X* auch ein Minimierer von £ in der Klasse 3(T").
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Mithilfe der Methode von Richard Courant zur Variation der unabhéngigen Variablen
gemiB [10, Chap. III, 4] oder auch [56, § 299] liegt der Minimierer X* in konformen
Parametern vor, das heifit

X5 (u, )] = [ X5 (u,0) P = 0= X5 (u,v) - X (u,v)

fiir alle (u,v) € B. Dazu beachten wir, dass jeder Homdomorphismus 7 : B — B, der
den Voraussetzungen des Lemmas 6.8 geniigt und die Punkte wy, € 9B, k € {1,2,3}
aus der Dreipunktebedingung invariant lasst, das Funktional

V(X) = // Q(X (1, 0)) - (Xu(tt, v) A Xy (1, v)) dudv
B

entsprechend Lemma 6.8 nicht verédndert. Es gilt also
V(X*)=V(X*oT),
woraus wie im Beweis zu [29, Satz 7]
0<EX*oT)—EX")=D(X"oT,B)—D(X",B)
beziehungsweise
D(X*,B) < D(X*oT,B)

folgt und dementsprechend die Methoden aus [10, Chap. III, 4] oder [56, § 299] ange-
wendet werden konnen.

Aus den Konformitéatsrelationen kann wiederum mithilfe eines Schlusses, der sich bei-
spielsweise in [32, S. 211-212] finden ldsst und auf Ideen von [28] und [30] bezie-
hungsweise [31] basiert, ermittelt werden, dass die Abbildung X*|gp: 0B — T streng
monoton und damit topologisch ist.

Insgesamt erkennen wir den Minimierer X* somit auch als H-Flache zum Rand I'. [

Bemerkung 6.4. Da der Satz 6.3 eine Aussage iiber die Existenz eines Minimierers X*
des Heinz-Hildebrandt-Funktionals € in der Klasse F mit den entsprechenden Eigen-
schaften liefert, konnen wir diesen nicht direkt nutzen, um im Beweis des Satzes 6.4
Aussagen iiber die Eigenschaften des Minimierers Z zu treffen. Unter Beriicksichtigung
der fiir den Beweis des Satzes 6.3 zugrundeliegenden Séatze 4.10, 4.12, 5.3 und 5.6 sowie
des Lemmas 6.1 kann allerdings gezeigt werden, dass der Minimierer Z die gleichen
Eigenschaften wie X* besitzt. Insbesondere hat Z bereits die notwendige Regularitét
und stellt eine H-Fldche zum Rand I' dar.

Um den Beweis des Satzes 6.4 abzukiirzen, erzeugen wir mithilfe des Satzes 6.3 den
Minimierer X* in der Klasse F. Die Eigenschaft von Z, ein Minimierer in den Klassen
F und 3(T") zu sein, gewéhrleistet dabei, dass auch X* ein Minimierer in der Klasse

3(T) ist.
Bemerkung 6.5. Ein Punkt (u,v) € B, fiir den
| X (u,0)[* = | X (u,0)[* > 0

gilt, wird reguldrer Punkt der H-Flache X* zum Rand I' genannt. Es kann gezeigt wer-
den, dass die Fliche X* in jedem reguldren Punkt (u,v) € B die mittlere Kriimmung
H(X*(u,v)) annimmt. Darin liegt die Bezeichnung H-Fldche begriindet.
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6.5 Das Plateausche Problem fiir H-Flachen in Korpern

Im vorherigen Abschnitt haben wir das allgemeine Plateausche Problem fiir H-Flachen
formuliert und gelost. Eine weiterfithrende Fragestellung ist in diesem Zusammenhang,
ob beziehungsweise unter welchen Bedingungen an eine mittlere Kriimmung H und
einen Kérper Q € R3 aus I’ C Q fiir eine H-Fliche zum Rand I' gefolgert werden kann,
dass diese ebenfalls in €2 liegt. Eine derartige Aussage wird auch als Maximumprinzip
bezeichnet.

Mit einem ersten Maximumprinzip werden wir sehen, dass fiir einen konvexen Kérper
Q und eine mittlere Kriimmung H mit supp(H) C Q eine H-Flidche zum Rand T stets
in  enthalten ist, sofern I' C 2 gilt. Dabei setzen wir die Existenz einer entsprechen-
den H-Fliche zum Rand T" jedoch voraus.

Die Frage nach der Existenz einer H-Fliche zum Rand I, die in € liegt, falls I' C Q
erfiillt ist, wollen wir als Plateausches Problem fiir H-Flachen im Koérper €2 erkléaren.
Kurzum soll das Plateausche Problem fiir H-Fléchen im Gegensatz zum Satz 6.4 nicht
im R3, sondern in einem Korper Q gelést werden. Dabei soll zusétzlich die mittlere
Kriimmung H in 2 vorgegeben sein.

Zur Losung des Plateauschen Problems fir H-Flachen im Korper € werden wir zu-
néichst unter Anwendung des Satzes 6.4 eine H-Fliche zum Rand I' im R? finden und
mithilfe eines geeigneten Maximumprinzips die Zugehorigkeit dieser zu 2 erkennen.
Ein separates Problem entsteht durch die Vorgabe der mittleren Kriimmung H.

Von zentraler Bedeutung bei der Lésung des allgemeinen Plateauschen Problems fiir
H-Flichen (Satz 6.4) sowie bei der Losung des Dirichletproblems fiir das H-Flidchen-
System (Satz 6.3) sind die Eigenschaften des im Heinz-Hildebrandt-Funktional £ auf-
tretenden Vektorfeldes (). Neben der Regularitét des Vektorfeldes @ spielen dabei seine
Beschrianktheit sowie die Verkniipfung von @ mit der Funktion H, die der mittleren
Kriimmung beim Plateauschen Problem entspricht, eine entscheidende Rolle.

In den Sétzen 6.3 und 6.4 wurde die Existenz eines solchen Vektorfeldes ) voraus-
gesetzt. Aus der Sicht des Plateauschen Problems und auch des Dirichletproblems ist
es allerdings natiirlicher, eine Funktion H als gegeben anzusehen und zunichst ein
Vektorfeld @ mit den geforderten Eigenschaften zu finden.

Wir miissen uns daher der Frage widmen, wie ein Vektorfeld  mit den gewiinschten
Figenschaften aus einer gegebenen Funktion H konstruiert werden kann. Hinsichtlich
des Tragers der Funktion H unterscheiden wir dabei drei wesentliche Typen von Men-
gen. Diese werden durch die Anzahl der potenziell unbeschriankten Raumrichtungen
des Tréagers von H charakterisiert.

Wir folgen dem Ansatz aus [16, S. 377-378], dass die zu einer potenziell unbeschrank-
ten Raumrichtung korrespondierende Komponente des Vektorfeldes @ zu Null gesetzt
wird. Im Gegensatz zu [16] greifen wir zur Konstruktion eines Vektorfeldes @ auf die
Ausfiihrungen zum Poincaréschen Lemma in [59, Kap. I, §7, Satz 2] im Zusammen-
hang mit Differentialformen zuriick.

Konkret sind wir unter Verwendung geometrischer Maximumprinzipien von E. Heinz,
S. Hildebrandt und F. Sauvigny in der Lage, das Plateausche Problem fiir H-Flachen
in Kugeln, Zylindern und im Einheitskegel zu 16sen.

Wir beginnen zunéchst mit dem folgenden Maximumprinzip, dessen Beweis auf dem
sogenannten Beriihrprinzip fiir Minimalflachen beruht.
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Lemma 6.9 (Maximumprinzip). Gegeben seien eine konveze Menge 2 C R3, eine
Funktion H: R3 — R € CY(R?) mit supp(H) C Q sowie eine geschlossene Jordankurve
I' € Q. Zudem sei X*: B — R3 eine H-Fliche zum Rand T.

Dann gilt X*(u,v) € Q fir alle (u,v) € B.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, dass es einen
Punkt (ug,v0) € B mit Py := X*(up,v9) ¢ Q gibt. Wir wihlen dann einen Vektor
E = (Ey, E3, F3) € R? und ein Skalar h € R so, dass die Stiitzebene

E-X=FEX1+E,Xo+FE3X35=h
durch den Punkt Py verlauft und
E-X<h (6.74)

fiir alle X € ) richtig ist.
Gleichzeitig kénnen wir

E-X*(u,v) <h
fiir alle (u,v) € B annehmen. Gébe es némlich einen Punkt (&, %) € B mit
E-X*(i,0) > h

wiirden wir anstelle von Py den Punkt X*(@,%) und mit h := E - X*(4,%) > h die
Stiitzebene

E-X=FEXi+EXo+E3X;=h

durch den Punkt X*(i, ) ¢ 2 betrachten. Dabei beachten wir die Beschrénktheit von
X* wegen X* € C(B), sodass sich ein Punkt (&, %) € B und ein endliches h € R mit

max E-X*(u,v) = E-X*(@,0) =h
(u,w)€EB

finden lielen.
Wir erklaren nun die Hilfsfunktion

o(u,v) = FE - X*(u,v) = By X (u,v) + E2 X5 (u,v) + B3 X3 (u,v)
fiir (u,v) € B.
Aufgrund der Stetigkeit von X* gibt es eine offene Umgebung By CC B des Punk-

tes (ug,v9) € B, sodass wegen Py = X*(ug,v9) ¢ @ und H(X*(ug,v0)) = 0 auch
H(X*(u,v)) = 0 fiir alle (u,v) € By gilt. Demnach schlieflen wir

AX(u,v) = 2 H(X"(u,0)) (X (u, v) A X (u,0)) =0
fiir alle (u,v) € By und erkennen die Funktion ¢ wegen
Ap(u,v) = By AX] (u,v) + B2 AX5(u,v) + E3 AX3 (u,v) =0

fiir alle (u,v) € By als harmonisch in By.
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Da die Funktion ¢ im Punkt (ug,v9) € B gleichzeitig ihr globales Maximum auf B
annimmt, muss ¢ in By aufgrund der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
und der Stetigkeit von X* konstant sein. Da die Stiitzebene durch den Punkt Py
verlauft, gilt also

p(u,v) =FE - X*(u,v) =h

fiir alle (u,v) € Bo.
Ein Fortsetzungsargument liefert uns die Konstanz der Funktion ¢ in B und insbe-
sondere

o(u,v) =FE- X*(u,v) =h
fiir alle (u,v) € B. Dies steht wegen der Voraussetzung I' C Q allerdings im Wider-
spruch zu (6.74). O

In der Vorbereitung zur Losung des Plateauschen Problems fiir H-Fléchen in Kugeln
wollen wir nun das nachstehende Lemma betrachten. Dieses enthélt den Fall einer
Kugel mit dem Mittelpunkt X € R? und dem Radius o > 0 als Spezialfall und
erlaubt uns die Konstruktion eines Vektorfeldes @) aus einer mittleren Kriimmung H,
deren Trager in einer Kugel liegt.

Lemma 6.10. Es sei Q C R3 ein beschrinktes, konvexes Gebiet mit einem relativen
Mittelpunkt X € Q und einem relativen Radius

o := sup|X — X| € (0, 400) . (6.75)
XeQ

Dann ezistiert zu jeder Funktion H € C3(2) mit
ho := sup |H(X)| € [0,400), (6.76)
XeQ
die wir durch H(X) = 0 fiir alle X € R3\ Q zu einer Funktion H: R? — R fortsetzen,
ein Vektorfeld Q: R® — R3 mit
divQ(X) = 4 H(X) (6.77)
und
4
QXN < 3 horo (6.78)
fiir alle X € R3.

Beweis. Wir betrachten die geschlossene 3-Form
w(X) = 4]{(}(17 Xg,Xg) Xm A dXQ A dX3

fir X = (X1, X2, X3) € R3 und erkennen, dass wir ein Vektorfeld Q: R? — R?® mit
Q(X) = (Q1(X),Q2(X),Q3(X)), welches der Eigenschaft (6.77) geniigt, vorliegen
haben, wenn wir eine 2-Form
AMX) = Q1(X1, Xo, X3) dXo A d X3 + Q2(X1, X2, X3) dX3 A dX)
+ Qg(Xl, Xo, X3) dX; AdXsy
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mit der Eigenschaft
dA(X) = w(X)

fir X = (X1, Xo, X3) € R® bestimmen.
Durch K: R? x [0,1] — R? sei die Kontraktion auf den Punkt X € Q gem#fl

K(X,t) = (k1(X, 1), ko (X, 1), k3(X, 1)) == X + ¢ (X — X)
fiir (X,¢) € R? x [0, 1] gegeben. Wir beachten
]{31(X, t) = X7 +t (X1 — Xz)

und ermitteln
3 A
dkl(X, t) = Z ki,Xj (X, t) dXJ =+ k}i,t(X, t) dt = thl + (Xl — X7) dt
j=1

fiir (X,t) € R® x [0,1] und i € {1,2,3}.
Es ergibt sich

dk1 (X, 1) A dko(X, 1) A dks(X, 1)
= (1dXy + (Xy = Z0)dt) A (£dXo + (Xo — Xo) dt) A (£dXs + (X3 — Xy) dt)
=3dX; AdXo AdXs + 12 (X; — X)) dEAdXy AdXs
+ 12 (Xy — Xo) dt AdX3 AdX) + 2 (X3 — X3) dE A dX] AdXy

fiir (X,t) € R® x [0,1].
Damit bilden wir fiir (X,¢) € R3 x [0, 1] die transformierte Differentialform

O(X, 1) :=wo K(X,t) =4 H(X + #(X — X)) dk1(X, ) A dko(X, 1) A dks(X, 1)
= w1 (X, 1) + dt Awa(X, 1)

mit
wi(X,t) =43 HX +t(X — X))dX; AdXs AdX3
sowie
wa(X, 1) = APH(X + 1 (X = X)) (X1 = K1) dX5 A dXs + (X — Kp) dXs A dXy
+ (X3 — X3)dXg A dXQ) .
Indem wir mit w; die Ableitung von w; nach ¢ bezeichnen, berechnen wir einerseits

(X, t) =1262H(X + ¢ (X — X))dX; AdXy AdX3
+4BVHX +t(X - X)) (X — X)dX; AdXy AdXs
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und andererseits

dxwa(X,t) = 43 Hy (X + 1 (X — X))(X; — X1)dX; AdXy AdX3
+ 43 Hy, (X +t (X — X))(Xy — X3) dXy AdX3 AdX,
+4t3Hx, (X + (X — X))(X3 — X3)dX3 AdX; AdXs
+42HX +t(X — X)) (Xm AdXy AdXs +dXs AdXs AdX;

+dX3 AdX; A dXz)
=43 VH(X +t(X — X)) - (X — X)dX; AdXy AdX3

+1282H(X +t(X — X))dX; AdXy AdX3

fiir (X,t) € R® x [0,1].
Somit gilt die Differentialgleichung

W1(X,t) = dxwa(X, 1) (6.79)

fir X € R® und ¢ € [0,1].
Wir betrachten nun fiir X = (X1, X2, X3) € R3 die 2-Form

1

)= funlx

0

= Q1(X)dX2 AdX3 + Qo(X)dXz AdX) + Q3(X)dX; AdXy

mit
Q;(X) : (/4t2H(X + (X — X))dt) (X; - X;) (6.80)
fiir j € {1,2,3} und berechnen unter Verwendung von (6.79)

wl(X t) dt

\»—A

1 1
dA(X) = d / wa(X, 1) dt = / dxws(X, 1) dt =
5 5

1(X,1) —wi(X,0)
H(X)dX; AdXs AdX;
(X)

I
£ & £ o

fir X € R3.
Aufgrund der Uberlegungen zu Beginn dieses Beweises ergibt sich fiir das gemif (6.80)
erklirte Vektorfeld Q: R3 — R? mit

QX) = (Q1(X), Qa(X), Qa(X) = (/4t2H<X FHX - X)) dt) (xX-X)
0

fir X € R3 die Eigenschaft (6.77), das heifit div Q(X) = 4 H(X) fiir alle X € R3.
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Es verbleibt der Nachweis der Abschitzung (6.78) fiir das Vektorfeld Q. Unter Be-
ricksichtigung von (6.75) und (6.76) ermitteln wir

1
Q(X)| (/4t2|H(X+t(X X))|dt) X — X|<4h0r0/ d:%horo (6.81)
0

fiir alle X € Q.
Im Gegensatz dazu gibt es zu jedem X € R3\ Q ein 7 € (0, 1), sodass

Xo=X+7(X—-X)ecdn (6.82)
richtig ist. Damit folgt

ho furte(0,7),

. (6.83)
0 firtelr]]

[H(X +t (X )){

und wir berechnen fiir X € R\ Q
1
QX) = (/4t2H(X +H(X = X)) dt) (X - X)
0
1 T
= (T/4t2H()?+t(XX))dt) (X - X)
0
1 T
_ ( /4#1{()2 FHX - X)) dt) (X — X)
T
unter Beachtung von (6.82). Dementsprechend erhalten wir in diesem Fall
1 T
QM) < ( [afHE - 2) dt) X0 X
0

-
h 4 4
§407710/t2dt=*h07'07' —horo
T J 3 3

mit (6.75) und (6.83).
Da dieser Schluss fiir jedes X € R3\ Q richtig bleibt, folgt zusammen mit (6.81)

4
QX)) < ghoT‘o
fiir alle X € R, womit auch (6.78) gezeigt ist. Dies vervollstindigt den Beweis. O
Bemerkung 6.6. Zu einer Kugel Q = {X € R : |X — X| < ro} C R® mit dem
Mittelpunkt X € R? und dem Radius rg > 0 ldsst sich mithilfe des Lemmas 6.10 zu

jeder Funktion H € C§(Q2) ein Vektorfeld Q: R3 — R® mit den Eigenschaften (6.77)
und (6.78) finden.
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Bemerkung 6.7. Sind im Lemma 6.10 zusitzlich H € CZ2(Q) sowie hgro < M mit
einem M € (0, %) richtig, geniigt das im Lemma 6.10 konstruierte Vektorfeld @ den
Voraussetzungen der Sétze 6.3 und 6.4.

Wir sind damit in der Lage, das Plateausche Problem fiir H-Flachen in Kugeln mithilfe
des geometrischen Maximumprinzips von E. Heinz folgendermaflen zu l6sen.

Satz 6.5 (Plateausches Problem fiir H-Flichen in Kugeln). Gegeben seien
ho > 0, die abgeschlossene Kugel B := {X € R® : |X]| < %} und eine Funktion
H:B—Re CB) mit

sup |H(X)| < ho
XeB

sowie eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve T C B := {X € R : |X]| < 7o}
. 1

mit ro < o

Dann existiert eine Losung X* des Plateauschen Problems zuI' und H, die zusitzlich

X*(u,v) € B fiir alle (u,v) € B erfillt.

Beweis. Wir bilden eine Funktion H € C3(B°), die der Bedingung H(X) = H(X) fiir
alle X € B C B° geniigt. Diese kann beispielsweise mithilfe einer Abschneidefunktion
geméaf Lemma 5.7 aus H konstruiert werden. Wir beachten

sup [H(X)| < sup |H(X)| < hg . (6.84)
XeBe XeB

Entsprechend dem Lemma 6.10 und den Bemerkungen 6.6 und 6.7 finden wir ein
Vektorfeld Q: R® — R? € C?(R3,R3) mit den Eigenschaften

4 1 4

X)) <-hyo—=+

QUOI< 3ho g =3

und
divQ(X) =4 H(X)

fiir alle X € R3, sodass wir den Satz 6.4 anwenden kénnen. Wir finden also mit einem
o € (0,1) eine Lésung X* € C2(B) N C(B) des Plateauschen Problems zu T’ und H.
Diese 16st insbesondere das System partieller Differentialgleichungen

AX*(u,v) = 2 H(X*(u,0)) (X (u,0) A X5 (u, 0))
fiir alle (u,v) € B und bildet den Rand 0B homdomorph auf I" ab. Da die Menge 5°
konvex ist, schlieBen wir aufgrund des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zudem
X*(u,v) € B° (6.85)
fiir alle (u,v) € B.
Wir erhalten daher
[AX* (u, )| = [2H(X*(u, ) (X5 (u,0) A X5 (u,0))]
< 2[H (X (u, 0))| [ X3 (u, 0) A X5 (u, 0)] (6.86)
< ho [VX*(u, v)|?
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fiir alle (u,v) € B, indem wir (6.84) und (6.85) kombinieren sowie

| X (u, 0) A Xy (u, 0)]

IN

| X (u, 0)] |X5 (u, )]

IN

1 * * 1 *
5 (X o) + X5 (o)) = 5 VX" (w,0)

fiir alle (u,v) € B beachten.

Mit (6.85) und (6.86) sind die Voraussetzungen des geometrischen Maximumprinzips
von E. Heinz, welches wir [60, Kap. XII, §1, Satz 2] entnehmen, erftillt und wir schliefen
mit diesem

p [X*(w)| < sup |X*(0)] < ro
(u,v)eB (u,v)€0B

unter Berticksichtigung von X*(u,v) € I' C B fiir alle (u,v) € 0B. }
Somit folgt X*(u,v) € B fiir alle (u,v) € B und wegen H(X) = H(X) fur alle X € B
ist X* auch eine Losung des Plateauschen Problems zu I' und H. O

Als néchstes konstruieren wir ein Vektorfeld @ aus einer mittleren Kriimmung H,
deren Triager innerhalb einer Rotationsmenge liegt.

Lemma 6.11. FEs seirg: R — [0,+00) € C(R) eine nichtnegative stetige Funktion.
Zudem seien die ebenen Kreisscheiben

Q(2) == {(X1, Xz) € R? : X} + X3 < 79(2)?} C R
fiir jedes z € R und die Rotationsmenge
Q:={(X1,X5,2) € R : (X1, X) € Q) } CR?
gegeben. Zusditzlich sei H: R3 — R € CY(R3) eine Funktion mit
H(-,z) € CH(Q(2)) (6.87)

fir alle z € R, wobei wir (6.87) fir jedes z € R mit ro(z) =0 als H(-, z) = 0 verstehen
wollen. Gleichzeitig erklaren wir die Grifle

sup  |H(X1,X2,2)| €[0,+00) firzeR mitro(z) >0,
ho(z) := ¢ (X1,X2)€Q(2) (6.88)

0 fir z€ R mit ro(z) =0.

Dann existiert ein Vektorfeld Q: R® — R3 der Gestalt
Q(X1, X2,2) = (Q1(X1, X3, 2), Q2(X1, X2, 2),0)

fiir (X1, X, 2) € R3, sodass

div Q(X1, X2, 2) = Qu,x, (X1, X2, 2) + Q2,x, (X1, X2,2) = 4 H(X1, X2, 2)
und
|Q(X1, X2, 2)| < 2ho(2) ro(z)
fiir alle (X1, X2, 2) € R3 richtig sind.
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Beweis. Wir betrachten fiir jedes z € R die geschlossene 2-Form
w(X1,Xo;2) =4 H(X1,Xo,2)dX; AdX,
fiir (X1, Xo) € R? und suchen eine 1-Form
AMX1, Xo;2) = Q1(X1, Xo,2) dXo — Q2(X1, Xo, 2) dXy
mit

dA (X1, X5 2) = (Q1,x, (X1, X2, 2) + Q2. x, (X1, X2, 2)) dX1 AdX>
= w(Xl,Xg; Z) = 4H(X1,X2,Z) dX; AdXs

fiir alle (X1, X3) € R? und jedes z € R. Dementsprechend gilt dann fiir das Vektorfeld
Q: R? = R? der Gestalt Q(X1, X2, 2) = (Q1(X1, X2, 2), Q2(X1, X2,2),0)

div Q(X1, X2, 2) = Q1,x, (X1, X2, 2) + Q2,x, (X1, X2, 2) = 4 H(X1, X, 2)

fiir alle (X1, X2,2) € R3.
Zunichst sei K : R? x [0, 1] — R? die Kontraktion auf den Nullpunkt (0,0) € R? gemif

K(X1, Xo,t) = (k1(X1, Xo,t), k2 (X1, Xo,1)) =t (X1, X2)
fiir (X1, Xo,t) € R? x [0, 1] gegeben. Wir beachten
ki( X1, Xo,t) =t X;

und ermitteln

2
dki (X1, Xo,t) =Y ki x, (X1, Xo,8) dX; + ki o (X1, Xo, t) dt = tdX; + X, dt
j=1

fiir alle (X1, X2,t) € R2 x [0,1] und i € {1,2}.
Wir bilden damit fir jedes z € R die transformierte Differentialform

O(X1, Xa,t; 2) := w(K (X1, Xo,1); 2)
=4 H(tX),t Xo,2) dk1 (X1, Xo,t) A dko (X1, Xo, t)
=AH@tX1,tXs,2) (tdX] + X1 dt) A (Fd Xy + Xy di)
=42H(t X1,t Xy, 2z)dX1 A dXy
+dtA (At H (Xt Xo, 2)(X1 dX — X dX1))

fiir (X1, Xa,t) € R? x [0, 1]. Indem wir fiir jedes z € R
Wi (X1, Xo,t;2) = 412 H(t X1,t X0, 2) dX1 A dXy
und

LUQ(Xl, XQ, t; z) = 4tH(t Xl, tXQ, Z)(X1 dX2 — X2 Xm)



228 6 Minimierer vom Poissonschen Typ

fiir alle (X1, X2,t) € R? x [0,1] setzen, erhalten wir
O(X1, Xa, b5 2) = w1 (X1, Xo, 85 2) + dt A wa (X1, Xa, 85 2)
Wir bezeichnen mit w; die Ableitung von w; nach ¢ und berechnen
d)l(Xl,Xg,t; Z) = StH(tXl,tXQ,Z) dX; AdXs
+ 43 (Hy, (t X1,t Xo,2) X1+ Hx, (t X1, X2, 2) Xo) dX; AdX,
sowie
dxwa (X1, Xo,t; 2) = dx,, xy)wa (X1, X2,t; 2)
= 4t2(HX1(tX1,tX2,Z) X1 + HXz(tXhtXQ,Z) XQ) dX1 A dX2
+ 4tH(tX1,tX2,Z)(dX1 ANdXs —dXy AdX7)

=413 (Hx, (t X1,t Xo,2) X1 + Hx, (t X1, Xo,2) X2) dX; A dXy
+ 8tH(tX1,tX2,Z) dX; AdXa

fiir alle (X1, Xo,t) € R? x [0,1] und jedes z € R.
Dementsprechend folgt die Differentialgleichung

w1 (X1, Xo,t;2) = dxwa (X1, Xo, t; 2) (6.89)

fiir (X1, Xo) € R, ¢ € [0,1] und jedes z € R.
Fiir jedes z € R erkldren wir die 1-Form

fiir (X1, Xo) € R? mit
1
Qj(Xl,XQ,Z) = (/4tH(tX1,tX2,Z) dt) Xj
0

fiir (X1, X2,2) € R3 und j € {1,2}. Unter Verwendung von (6.89) berechnen wir fiir
diese

1 1
dA (X1, X2; 2) :d/w2(X17X27t§ z)dt = /dXW2(X17X27t§ z)dt
0 0

1
/wl(Xl,XQ,t;Z) dt
0
= w1 (X1, X2,1;2) —wi (X1, X2,0;2)
= 4H(X1,X2,z) dX; AdXy = W(Xl,XQ;Z)

fiir (X1, Xo) € R? und z € R.



6.5 Das Plateausche Problem fiir H-Flachen in Kérpern 229

Wir schlielen also fiir das Vektorfeld ¢ mit
1
Q(X1, Xo,2) = (/4tH(tX1,tX2,z) dt) (X1, Xs,0) (6.90)
0

aufgrund der Betrachtung zu Beginn des Beweises fiir alle (X1, X2,2) € R?
div Q(Xl, XQ, Z) = Ql,Xl (Xl, XQ, Z) + QQ’XZ(X:[, XQ, Z) = 4}1(){1,){27 Z) .

Fiir die Abschiitzung des Vektorfeldes @ sei (X,z) € R® mit X = (X1, Xs) € R?
beliebig gewéhlt. In dem Fall, dass | X| < ro(2) gilt, ergibt sich aus (6.90)

1
|Q(X1, X2,2)| < (/4tH(tX17tX272)|dt) 1 X1
0

) (6.91)

< 4hy(z) (/tdt) ro(2) = 2ho(2) ro(2)

0

unter Verwendung von (6.88).
Ist im Gegensatz dazu |X| > 7o(z) richtig, finden wir ein 7 € [0,1), sodass die Bedin-

gung
7|X| = ro(2) (6.92)

erfiillt wird. Sofern 7 > 0 ist, erhalten wir
1
|Q(X1, Xa, 2)| < (/4tH(tX17tX27Z)|dt> | X
0

.
—4 (/tH(tX17tX27z)|dt> X

0

< 4ho(2) (/tdt) X

0
=2ho(2) 7 (7|X]) = 2ho(2) Tr0(2) < 2ho(2) 10(2) -

(6.93)

Hingegen schlieflen wir fiir 7 = 0 aus (6.92) direkt r9(z) = 0, sodass in diesem Fall
wegen H (-, z) = 0 unmittelbar

|Q(X1, X2,2)| =0 <2ho(z) 10(2) (6.94)

folgt.
Insgesamt erkennen wir daher aus (6.91), (6.93) und (6.94)

|Q(X1, X5, 2)] < 2ho(2) 70(2)

fiir alle (X1, X2,2) € R3. Damit ist alles gezeigt. O
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Bemerkung 6.8. Setzen wir ro(z) = ¢ mit einem p > 0 fiir alle z € R im Lemma 6.11,
wird die Rotationsmenge €2 zu einem Zylinder. Im Gegensatz dazu wird 2 zum Ein-
heitskegel, sofern wir

z firzeRmit z>0,
ro(2) =

0 firzeRmitz<0
wéhlen.

Bemerkung 6.9. Unter den zusétzlichen Bedingungen ho(z) ro(z) < M mit einer Kon-
stante M € (0,1) fiir alle z € R und H € C%(R?) liefert uns das Lemma 6.11 mit
(6.90) ein Vektorfeld @, das den Voraussetzungen der Satze 6.3 und 6.4 geniigt.

Wir verwenden die vorangegangenen Erkenntnisse zu Rotationsmengen zunéchst fir
die Behandlung des Plateauschen Problems fiir H-Flichen in Zylindern. Dabei wird
das geometrische Maximumprinzip von S. Hildebrandt zur Anwendung kommen.

Satz 6.6 (Plateausches Problem fiir H-Flichen in Zylindern). Gegeben seien
ho > 0, der abgeschlossene Zylinder

1
Z:= {X = (X1, X2, X3) eR® : X2+ X2 < 4}—2}
1

und eine Funktion H: Z — R € C%(Z) mit

sup [H(X)| < ho
Xez

sowie eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve T C Z mit
Z:={X = (X1, X2, X3) eR® : X} 4+ X2 <7}

und ro < ﬁ
Dann existiert eine Losung X* des Plateauschen Problems zu I' und H, die zusdtzlich
X*(u,v) € Z fir alle (u,v) € B erfillt.

Beweis. Mithilfe einer Abschneidefunktion geméfi Lemma 5.7 konstruieren wir aus H
cine Funktion H € C*(R®) mit supp(H (-, 2)) C Z2° N {(X1, X0, X3) € R® : X3 = 2}
fiir alle z € R und H(X) = H(X) fir alle X € Z C Z°. Dabei bemerken wir

sup |H(X)| < sup [H(X)| < ho .
Xeze Xez

Unter Beachtung des Lemmas 6.11 und der Bemerkungen 6.8 und 6.9 existiert ein
Vektorfeld Q: R® — R? € C%(R3, R3) mit den Eigenschaften

1
< =
Q0| < 200 g5 =1

und

divQ(X) =4 H(X)
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fiir alle X € R3, sodass der Satz 6.4 angewendet werden kann. Demnach finden wir
mit einem o € (0,1) eine Lésung X* € C??(B)NC(B) des Plateauschen Problems zu
T und H, welche das System partieller Differentialgleichungen

AX*(u,v) = 2 H(X* (u,v)) (X7 (u,v) A X (u,v))

fiir alle (u,v) € B 16st und den Rand 9B homomorph auf I" abbildet. Da die Menge
Z° konvex ist, erhalten wir mithilfe des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zusitzlich

X*(u,v) = (X7 (u,v), X5 (u,v), X3 (u,v)) € Z°

fiir alle (u,v) € B.
Infolgedessen kann das geometrische Maximumprinzip von S. Hildebrandt, welches
sich in [60, Kap. XII, §9, Hilfssatz 3] finden l4sst, angewendet werden. Die durch

Su,v) = (X7 (u,0))* + (X5 (u,v))

fiir (u,v) € B erklirte Hilfsfunktion ¢: B — [0, +00) € C?(B)NC(B) geniigt demnach
der Differentialungleichung

A¢(u,v) >0

fiir alle (u,v) € B. Die Funktion ¢ ist also subharmonisch in B und das Maximum-
prinzip fiir subharmonische Funktionen aus [59, Kap. V, §2, Satz 7] liefert uns

sup B(u,v) < sup  B(u,v) <7rj
(u,v)€EB (u,v)€0B

unter Beriicksichtigung von
X*(u,0) = (X{(u,0), X3 (u,0), X5 (u,0)) €T C 2

fiir alle (u,v) € 9B.
Wir erhalten daher

Blu,v) = (X7 (u,0))* + (X5 (u,0))? <7

und somit X*(u,v) € Z fiir alle (u,v) € B. SchlieBlich ist X* wegen H(X) = H(X)
fir alle X € Z auch eine Losung des Plateauschen Problems zu I" und H. O

Als weitere Anwendung zu Rotationsmengen wollen wir das Plateausche Problem fiir
H-Fliachen im Einheitskegel 16sen. Hierbei wird die Verwendung des Maximumprinzips
fiir H-Fldchen im Einheitskegel von F. Sauvigny eine entscheidende Rolle spielen.
Zuvor notieren wir noch die folgende Definition.

Definition 6.5. Zu einem h > 0 setzen wir
C(h) = {X = (X1, X5, X3) €R® : X2+ X? < X2 —h% X35> h} C R

und schreiben kurz C := C(0).
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Satz 6.7 (Plateausches Problem fiir H-Flidchen im Einheitskegel). Gegeben
seien die ebenen abgeschlossenen Kreisscheiben

Q.= {(X1,X5) € R? : X} + X} <22}
fiir jedes z > 0 und der abgeschlossene Einheitskegel
c= {X = (X1, X, X3) € R 1 (X1, X5) € Qy,, X3 > o}
sowie eine Funktion H: C — R € C2(C) mit

ho(X3):==  sup  [H(X1,X2,X3)| € [0, +00)
(X17X2)€QX3

fir alle X3 > 0, sodass

‘Xg hO(X3)| = X3 ho(X3) S % (695)

fur alle X3 > 0 richtig ist. Zudem sei eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve
I € C :=C(5) mit § > 0 vorgelegt.

Dann existiert eine Losung X* des Plateauschen Problems zu T' und H, die zusdtzlich
X*(u,v) € C fir alle (u,v) € B erfillt.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis des Lemmas 5.7 kénnen wir eine Funktion 7 € C*(R?)
mit supp(77) C C° und den Eigenschaften

a) 0 <#(X) <1 fiir alle X € R® und

b) 7=1inC
durch geeignetes Abglétten der charakteristischen Funktion

1 fiir X €C(%),
Xe(2) (X) = .. §
2 0 fir X ¢ C(5)
konstruieren. Wir setzen H durch H(X) := 0 fiir alle X € R3\ C auf den gesamten R?
fort und bilden die Funktion
H(X) = H(X)#(X)

fiir alle X € R3. 3 R 3
Dabei bemerken wir H € C*(R?) und supp(H) C C° sowie H(X) = H(X) fiir alle
X eCcC®und

sup  |H(X1, Xo, X3)| < sup  |H(X1, X2, X3)| = ho(X3) (6.96)
(X],XQ)EQ}B (X1,X2)€QX3

fir alle X3 > 0. Wir definieren

B sup |H(X1,X2,X3)| fiir X3 >0,
h()(X\;) = (Xl’XQ)EQg(3
0 fiir X3 <0
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und erkennen mit (6.95) und (6.96)

| X3 ho(X3)| = | Xs| ho(X3) < (6.97)

1
V2
fir alle X3 € R.

Mithilfe des Lemmas 6.11 und der Bemerkungen 6.8 und 6.9 finden wir daher ein
Vektorfeld Q: R® — R? € C?(R3,R3) mit den Eigenschaften

Q(X)| < V2
und
divQ(X) =4 H(X)

fiir alle X € R3.

Somit existiert geméfl Satz 6.4 mit einem o € (0, 1) eine Lésung X* € C?*?(B)NC(B)
des Plateauschen Problems zu I" und H, welche dem System partieller Differentialglei-
chungen

AX*(u,v) = 2 H(X*(u,v)) (X} (u,v) A X (u,v))

fir alle (u,v) € B geniigt und den Rand 9B homéomorph auf I' abbildet. Da die
Menge C° konvex ist, gilt aufgrund des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zusitzlich

X*(u,v) = (X7 (u,v), X5 (u,v), X3 (u,v)) € C° (6.98)

fiir alle (u,v) € B.
Wir beachten zudem unter Verwendung von (6.97)

|H(X) X| = [H(X)||X] = [HX)ly/X] + X3 + X3

< |H(X)|\/X3 + X3 (6.99)
< V2ho(X3) X3
<1

fur alle X = (Xl,XQ,X;;) eC.

Aufgrund von (6.98) und (6.99) kénnen wir das Maximumprinzip fiir H-Flachen im
Einheitskegel von F. Sauvigny aus [62, Theorem 1.1] anwenden. Geméi8 diesem ist die
durch

1, . .

() = 5 (X5 0) = (X (w,0)? = (X5 (w,0))?)
fiir (u,v) € B erklérte nichtnegative Hilfsfunktion ¥: B — [0, 4+00) € C*(B) N C(B)
superharmonisch in B und geniigt der Differentialungleichung AW (u,v) < 0 fiir alle
(u,v) € B. Demnach ist auch die durch

U(u,v) = (X5 (w,0))? = (X (u,0))? = (X3 (u,0)) ~ 62

fiir (u,v) € B erklirte Funktion ¥ e C%*(B) N C(B) superharmonisch in B und die
Differentialungleichung AW (u, v) < 0 fiir alle (u,v) € B erfiillt.
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Wegen
X*(u,v) = (X7 (u,v), X3 (u,v), Xj(u,v)) €T CC
fiir alle (u,v) € 0B bemerken wir
U(u,v) >0 (6.100)

fiir alle (u,v) € 9B. 3
Gébe es nun einen Punkt (u,v) € B mit ¥(u,v) < 0, wire

inf W(u,v) <0< inf  U(u,v) (6.101)
(u,v)eB (u,v)€0B

richtig. Dementsprechend wiirde die Funktion ¥ in einem Punkt (ug,vo) € B ihr
globales Minimum in B annehmen. Geméfl dem Minimumprinzip fiir superharmonische
Funktionen aus [59, Kap. V, §2, Satz 7] wire ¥ in B konstant und wegen (6.101) wiirde

U (u,v) = U(ug,vg) < 0

fiir alle (u,v) € B folgen. Dies steht aufgrund der Stetigkeit von U auf B allerdings
im Widerspruch zu (6.100). Infolgedessen muss

U(u,v) >0

beziehungsweise dquivalent dazu X*(u,v) € C fiir alle (u,v) € B erfiillt sein. Zudem ist
X* wegen H(X) = H(X) fiir alle X € C auch eine Losung des Plateauschen Problems
zul' und H. O

Bemerkung 6.10. Die Grundidee der Sétze 6.5, 6.6 und 6.7 lasst sich folgendermaflen
zusammenfassen. Ausgehend von einer in einem konvexen Korper 2 vorgegebenen
mittleren Kriimmung H und einer Randkurve I’ C C 2 bilden wir eine Funktion H
mit Triger in , die in Q mit H {ibereinstimmt.

AnschlieBend konstruieren wir zu H ein Vektorfeld Q, sodass wir mithilfe des Satzes 6.4
eine Losung des Plateauschen Problems zu T’ und H finden. Das Maximumprinzip aus
Lemma 6.9 gewéhrleistet uns dann, dass diese Losung in (2 liegt.

So wird eines der Maximumprinzipien von E. Heinz, S. Hildebrandt oder F. Sauvigny
zugénglich, welches impliziert, dass sich die Lésung auch in  befindet. Damit erkennen
wir die Losung wegen H = H in  gleichzeitig als Losung des Plateauschen Problems
zuI' und H.

Abschliefilend wollen wir noch ein Vektorfeld @ fiir den Fall, dass der Trager der mitt-
leren Kriimmung H zwischen zwei Graphen liegt, konstruieren. Da fiir diesen Fall kein
vergleichbares Maximumprinzip wie das von E. Heinz, S. Hildebrandt oder F. Sauvigny
vorliegt, bleibt beispielsweise die Frage nach der Losung des Plateauschen Problems
fiir H-Flachen in Platten unbeantwortet.

Allerdings ermoglicht das nachfolgende Lemma die Anwendbarkeit des Satzes 6.4 und
des Maximumprinzips geméfl Lemma 6.9.
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Lemma 6.12. Es seien 77: R? — [0, +00) € C(R?) eine nichtnegative stetige Funk-
tion und r~: R?2 — (—o00,0] € C(R?) eine nichtpositive stetige Funktion. Zudem seien
die Menge

Q= {(Xl,Xg,z) ERY (X1, Xa) <z < r+(X1,X2)} CR3
sowte die Funktion
ro(X1, X2) := max {r+(X1,X2), ‘T_(X17X2)‘} € 10, +00)

fiir (X1, X2) € R? gegeben.
Zusitzlich sei H: R? — R € CY(R3) eine Funktion, sodass

H(X1, Xs,-) € CH(r™ (X1, X2), 7T (X1, X2))) (6.102)

fiir alle (X1, X2) € R? richtig ist. Dabei soll die Bedingung (6.102) fiir jeden Punkt
(X1, X2) € R? mit ro(X1, X2) = 0 als H(X1, Xa,-) = 0 verstanden werden.
Wir definieren auferdem zu jedem Punkt X = (X1, Xo) € R? die Grifie

sup |H(X,z)| € [0,400) fiir X € R? mit ro(X) >0,
ho(X) := { 2€(r= (X)rH(X))
0 fiir X € R? mit ro(X) = 0.

Dann existiert ein Vektorfeld Q: R? — R3 € C1(R3,R?) der Gestalt
Q(X1, Xa,2) = (0,0,Q3(X1, Xo, 2))
fiir (X1, Xa, 2) € R® mit den Eigenschaften
div Q(X1, X2,2) = Q3,.(X1, X9, 2) =4 H(X1, X, 2)
und
|Q(X1, Xa, 2)| < 4 ho(X1, Xa) ro(X1, X2)

fiir alle (X17X2,Z) € R3.

Beweis. Wir erkliren fiir jeden Punkt X = (X1, X3) € R? die geschlossene 1-Form
w(z; X):=4H(X;,Xo,2)dz
fiir z € R und suchen eine 0-Form
Mz X) = Q3(X1, X2, 2)
mit
Az X) = Q3,.(X1, X2, 2)dz = w(z; X) = 4 H(X1, Xo, 2) dz

fiir alle z € R und alle X = (X1, X2) € R2. Infolgedessen gilt dann fiir das Vektorfeld
Q: R3 = R3 der Gestalt Q(X1, X2, 2) = (0,0, Q3(X1, Xo,2)) fiir alle (X1, X»,2) € R3

diVQ(X17X27z) = Q3,Z(X1>X2az) = 4H(X17X27Z) .
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Wir betrachten die Kontraktion K: R x [0,1] — R auf die Null geméa8
K(z,t)=tz
fiir (z,t) € R x [0, 1] und ermitteln
dK(z,t) =tdz+ zdt

fiir alle (2,¢) € R x [0,1].
Damit folgt fiir jeden Punkt X = (X1, X») € R? die transformierte Differentialform

(2,6 X) == w(K(2,t); X) =4 H(X1, Xo,t 2) dK(2,t)
=4tH(X1,Xo,t2z)dz+42zH (X1, Xo,tz)dt

fiir (z,t) € R x [0, 1]. Indem wir fiir jeden Punkt X = (X1, X2) € R?
wi(z,t; X) =4t H(X;, Xo,t2)dz
und
wo(z,t; X) :=42zH (X1, Xo,t2)
fiir alle (z,t) € R x [0, 1] setzen, erhalten wir
W(z,t; X) =wi(z,6;X) + wa(z,t; X)dt .
Wir bezeichnen mit w; die Ableitung von w; nach ¢ und berechnen
wi(z,t; X) =4 H(X1,Xo,t2z)dz+ 4tz H, (X1, Xo,t2)dz
sowie
dywa(z,t; X) =4 H(Xq, Xo,t2)dz + 4tz H. (X1, Xo,t2)dz

fiir alle (z,t) € R x [0,1] und jeden Punkt X = (X1, X5) € R2.
Demnach ist in jedem Punkt X € R? die Differentialgleichung

wi1(z,t;X) = dawa(z, t; X) (6.103)
fir z € R und ¢ € [0,1] giiltig.
Fiir jeden Punkt X = (X1, Xs) € R? erkliren wir nun die 0-Form
1
Mz X) = /w2(z7t;X) dt = Q3(X1, X2, 2) dz
0
fiir z € R mit
1
Q3(X17X27Z) = </4H(X1,X2,t2) dt) z
0

fur (Xl,X27 Z) € R3.
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Unter Verwendung von (6.103) berechnen wir fiir diese
1 1
dA(z; X) :d/wg(z,t;X) dt = /dzwg(z,t;X) dt
0 0
1
_ /wl(z,t X)dt
0
=wi(z,1;X) —wi(z,0; X)
=4 H(X1,X2,2)dz
=w(z; X)
fir z € R und X = (X3, X2) € R2.
Wir schlielen also fiir das Vektorfeld ¢ mit
L
Q(X1, Xo, 2) = ( / LH(X), Xo,t2) dt) (0,0, 2) (6.104)
0

aufgrund der zu Beginn dieses Beweises dargelegten Betrachtung
diVQ(Xh X27 Z) = Q3,Z(X17X25 Z) = 4H(X17 X27 Z)
fiir alle (X1, X2,2) € R3.

Fiir die Abschitzung des Vektorfeldes @ sei (X,z) € R® mit X = (X1, Xs) € R?
beliebig gewéhlt. Fiir den Fall, dass |z| < ro(X7, X2) gilt, ergibt sich aus (6.104)

1
|Q(X1, X2, 2)| = |Q3(X1, X2,2)| < 4 (/H(Xl,X27t2)|dt> |2
0

<4 ho(X1, Xa) ro(X1, X2)

unter Verwendung der Definition von ho(X).
Im Fall |z| > ro(X1, X?) existiert ein 7 € [0, 1), sodass die Bedingung

T ‘Z| = 7‘0(}(17 XQ)

gilt.
Sofern 7 > 0 ist, erhalten wir

1
|Q(X1,X27Z)| <4 (/'H(X17X27tz)dt) |Z‘
0

—4 (/|H(X1,X2,tz)dt) 12|
0
< 4ho(X1, X2) (/mt) E

0

=4 ho(X1, Xo) (72]) = 4 ho(X1, X2) 70(X1, X2) .

(6.105)

(6.106)

(6.107)
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Hingegen schliefen wir fir 7 = 0 aus (6.106) unmittelbar ro(X;, X2) = 0, sodass in
diesem Fall wegen H (X1, X2,-) =0

|Q(X1, X2,2)| =0 < 4ho(X1, X2) 10(X1, X2) (6.108)

folgt.
Insgesamt erkennen wir daher aus (6.105), (6.107) und (6.108)

|Q(X1, X2, 2)| < 4ho(X1, X2) 10(X1, X2)

fiir alle (X1, X2, 2) € R3. Dies vervollstindigt den Beweis. O

Bemerkung 6.11. Indem wir r* (X1, X2) = g sowie r~ (X1, X2) = —p mit einem ¢ > 0
fiir alle (X1, X2) € R? im Lemma 6.12 setzen, liegt der Triiger von H zwischen zwei
parallelen Ebenen.

Bemerkung 6.12. Fordern wir im Lemma 6.12 zusétzlich ho(X1, Xa) ro(X1, X2) < M
mit einem M € (0, %) fiir alle (X1, X2) € R2 und H € C?%(R3), erhalten wir mit (6.104)
ein Vektorfeld ), das in den Sétzen 6.3 und 6.4 genutzt werden kann.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Me-
dium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ord-
nungsgemail nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob
Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der
genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes
ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz
steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir
die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.



®

Check for
updates

7 Resumee

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, flir eine breite Klasse von Variationsproblemen
eine Existenz- und Regularitatstheorie zu erarbeiten, die der Losung von Randwertpro-
blemen partieller Differentialgleichungssysteme dient. Insbesondere sollte die Theorie
im Zusammenhang mit dem Plateauschen Problem fiir Flédchen vorgeschriebener mitt-
lerer Kriimmung im R? zur Anwendung gebracht werden. Im Zentrum der Darstellung
standen dementsprechend zweidimensionale Variationsprobleme fiir vektorwertige Ab-
bildungen im R3.

Zunichst wurde das Konzept der direkten Methoden der Variationsrechnung zum
Nachweis der Existenz eines Minimierers skizziert. Die fundamentale Eigenschaft der
schwachen Unterhalbstetigkeit einer allgemeinen Klasse von Funktionalen wurde dazu
ausfiihrlich bewiesen. Mit dieser zeigten wir anschliefend die Existenz eines Minimie-
rers. Zu beachten ist, dass sich diese Ergebnisse auf mehrdimensionale Variationspro-
bleme fiir vektorwertige Abbildungen im R™ erweitern lassen.

Hingegen sind die Resultate im Zusammenhang mit der Regularitétstheorie aufgrund
mancher Beweismethoden an eine Betrachtung zweidimensionaler Variationsprobleme
gebunden. Allerdings lassen sich die Ergebnisse zur Regularitit wie bei der Existenz-
theorie auf vektorwertige Abbildungen im R" verallgemeinern.

Im Rahmen der Regularitdtstheorie fiir einen Minimierer wurde das Dirichletsche
Wachstumstheorem von Morrey gezeigt, welches ein hinreichendes Kriterium fiir die
Holder-Stetigkeit einer Funktion X € WY2(G) liefert. Dafiir nutzten wir ein Er-
gebnis von Campanato, welches wir im Gegensatz zu anderen Arbeiten mithilfe ei-
ner Friedrichs-Glattung anstelle des Integralmittels bewiesen haben, in Kombination
mit einer Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, die das Integralmittel ebenfalls durch eine
Friedrichs-Glattung ersetzt.

Um die Anwendbarkeit des Dirichletschen Wachstumstheorems auf einen Minimierer
zu ermoglichen, wurde ein Ergebnis verwendet, welches das Dirichlet-Integral einer
Funktion mit ihrer Fourierreihe entlang von Kreisringen verkniipft. Wir gestalteten
den zugehorigen Beweis weitaus detailreicher. Gleichzeitig zeigten wir einen Satz iiber
das Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung einer Funktion mit L2-Randwerten.
Bei diesem schlossen wir mithilfe der Theorie harmonischer Hardy-Réume eine Liicke,
welche die Darstellung der harmonischen Ersetzung betrifft. Mit diesen Satzen bewie-
sen wir das Wachstumslemma, welches durch einen Vergleich der Dirichlet-Integrale
einer Funktion mit ihren harmonischen Ersetzungen eine hinreichende Bedingung fiir
die Voraussetzung des Dirichletschen Wachstumstheorems liefert. Beim Nachweis des
Wachstumslemmas gingen wir stirker auf die Losung einer auftretenden Differential-
ungleichung unter Verwendung absolut stetiger Funktionen ein. Schlieflich zeigten wir
damit die Holder-Stetigkeit im Inneren fiir einen Minimierer. Hierbei beriicksichtigten
wir den oft vernachléssigten Aspekt, dass fiir eine zuléssige Funktion auch die in einer
Teilmenge harmonisch ersetzte Funktion zur zuldssigen Menge gehort.

© Der/die Autor(en) 2023
A. Kiinnemann, Existenz- und Regularitdtstheorie der
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf

das Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_7


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-658-41641-6_7&domain=pdf

240 7 Resiimee

Daran ankniipfend priiften wir die Stetigkeit des Minimierers bis zum Rand des Ge-
bietes, sofern das Gebiet einer Kreisscheibe entspricht und die Menge zuléssiger Funk-
tionen des Variationsproblems durch eine Funktion mit stetigen Randwerten erzeugt
wird. Methodisch orientierten wir uns hierfiir an einem Beweis von Hildebrandt und
Kaul [36]. Dabei ersetzten wir allerdings eine zentrale Voraussetzung, da in [36] unklar
bleibt, ob die dortige Voraussetzung invariant unter konformen Transformationen ist.
Wir gelangten zu einer umfassenden Aussage iiber die Existenz stetiger Minimierer
fiir eine breite Klasse von Variationsproblemen.

Anschlieflend wurden die Berechnung der ersten Variation sowie die damit verbun-
dene Herleitung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung dargestellt. Wir sammelten
Erkenntnisse tiber Differenzenquotienten in Sobolev-Réumen sowie weitere Ergebnis-
se im Zusammenhang mit dem Wachstum des Dirichlet-Integrals. Ausgehend von der
schwachen Euler-Lagrange-Gleichung nutzten wir spezielle Testfunktionen fiir den Be-
weis der Differenzierbarkeit eines Minimierers. Wir folgten hier der Beweisfithrung von
Hildebrandt und von der Mosel [37], die wir auf konvexe Gebiete erweiterten und deut-
lich ausfiihrlicher darstellten. Als ein essentielles Hilfsmittel wiesen wir die Existenz
einer Abschneidefunktion nach und untersuchten insbesondere deren Gradienten. Zu-
sétzlich leiteten wir eine Poincaré-Ungleichung fiir Kreisringe her. In der Konsequenz
gelangten wir zu einem Satz iiber die Existenz eines Minimierers mit Holder-stetigen
ersten Ableitungen. Vom Nachweis einer héheren Regularitét wie in [49] nahmen wir
Abstand, da unklar bleibt, wie der skalare Fall aus [38] auf den vektorwertigen Fall
iibertragen werden kann.

Um dennoch Randwertprobleme mit partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mithilfe der Variationsrechnung zu lésen, spezifizierten wir die Klasse der Varia-
tionsprobleme und zeigten in diesem Fall, dass ein Minimierer eines solchen Variati-
onsproblems Holder-stetige zweite Ableitungen besitzt. Dazu fiihrten wir den Begriff
des Minimierers vom Poissonschen Typ ein, sofern dieser einer schwachen Poisson-
Gleichung geniigt. Mittels der Schaudertheorie wurde gezeigt, dass sich die Regula-
ritét der Losung einer schwachen Poisson-Gleichung durch eine C?-Rekonstruktion
verbessern lédsst. Indem ein Minimierer eines Variationsproblems als Losung einer ent-
sprechenden schwachen Poisson-Gleichung erkannt wird, ldsst sich dessen Regularitét
so erhéhen.

Als Anwendung dieser Vorgehensweise wurden das Randwertproblem harmonischer
Abbildungen in Riemannschen Réumen sowie das Dirichletproblem des H-Flachen-
Systems behandelt, indem wir jeweils ein geeignetes Variationsproblem aufstellten.
Wir priiften umfassend, ob die entsprechenden Funktionale den Voraussetzungen der
erarbeiteten Existenz- und Regularitatstheorie geniigen, sodass die Existenz eines Mi-
nimierers mit Holder-stetigen ersten Ableitungen gewéhrleistet ist. AnschlieSend nutz-
ten wir die C>°-Rekonstruktion, sodass der jeweilige Minimierer auch einer Losung
des zugehorigen Randwertproblems entspricht.

Die Identifikation eines Minimierers als Minimierer vom Poissonschen Typ in den dar-
gestellten Anwendungen erforderte spezifische Methoden. Von weiterfithrendem Inte-
resse wére eine Untersuchung, inwiefern sich Kriterien an die ein Funktional erzeugende
Funktion f aufstellen lassen, sodass ein zugehoriger Minimierer auch ein Minimierer
vom Poissonschen Typ ist.

Als Erweiterung des Dirichletproblems des H-Flichen-Systems wurde das allgemeine
Plateausche Problem fiir Fldchen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung untersucht.
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Zunéchst formulierten wir dieses und stellten anschliefend die Bedeutung der Varia-
tionsrechnung bei dessen Losung dar. Zusétzlich wurde ein zur Losung fundamentales
Vektorpotential aus einer gegebenen mittleren Kriitmmung fiir verschiedene Félle her-
geleitet. Durch die Nutzung von Differentialformen unterscheiden wir uns hierbei von
bisherigen Arbeiten.

Zudem l6sten wir das Plateausche Problem fiir Flichen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung in verschiedenen Kérpern. Es wurden Losungen in Kugeln, in Zylindern
sowie insbesondere im Einheitskegel mit einer konsistenten Methode erzielt. Dabei be-
handelten wir ein solches Problem zunéchst als allgemeines Plateausches Problem fiir
Fliachen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung im gesamten R3 und identifizierten die
Loésung mithilfe bekannter Maximumprinzipien fiir H-Flachen als im Kérper befind-
lich. Wir weichen damit von der Philosophie ab, das Problem direkt innerhalb des
Korpers zu lésen. Stiinden weitere Maximumprinzipien fiir H-Flachen, beispielsweise
im Fall zweier paralleler Ebenen, zur Verfiigung, lieen sich auch in diesen Féllen mit
der dargestellten Verfahrensweise Losungen finden.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass wir eine umfassende, in sich geschlossene
und gut nachvollziehbare Darstellung der Existenz- und Regularitétstheorie zweidi-
mensionaler Variationsprobleme erhalten, die auf Randwertprobleme partieller Diffe-
rentialgleichungssysteme, insbesondere auf das Plateausche Problem fiir Flachen vor-
geschriebener mittlerer Kriimmung, angewendet werden kann.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem Me-
dium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle ord-
nungsgemail nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben, ob
Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen ebenfalls der
genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes
ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz
steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist fiir
die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen
Rechteinhabers einzuholen.
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