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Zusammenfassung. Gegeben sei fiir ein binédres Klassifikationspro-
blem ein kiinstliches, neuronales Netzwerk ann bestehend aus ReLU-
Knoten und linearen Schichten (convolution, pooling, fully connected).
Das Netzwerk ann sei mit hinreichender Genauigkeit an Hand von Trai-
ningsdaten trainiert. Wir werden zeigen, dass ein solches Netzwerk in
verschiedene Partitionen des Eingaberaums zerlegt werden kann, wobei
jede Partition eine lineare Abbildung der Eingabewerte auf einen klassi-
fizierenden Ausgabewert reprasentiert. Im Weiteren gehen wir von einem
einfachen Netzwerk ann aus, bei dem die Eingangswerte Mintermen von
Attributwerten entsprechen. Einfach ist ein Netzwerk, wenn es fiir ei-
ne geringe Anzahl von Attributen trainiert wurde und die Anzahl der
ReLU-Knoten ebenfalls gering ist. In der Arbeit wird gezeigt, dass jede
lineare Partition durch einen CQQL-Ausdruck beschrieben werden kann.
Ein CQQL-Ausdruck ldsst sich mit Hilfe von Quantenlogik-inspirierten
Entscheidungsbdumen beschreiben.

Schliisselworter: Quantum logic - Artificial neural networks

1 Ausgangslage

Fiir ein bindres Klassifikationsproblem sei eine Menge O = {(x;, y;)} von Eingabe-
Ausgabe-Paaren gegeben. Eine Teilmenge T'R C O stellt die Trainingsmenge dar,
wobei x; € R™ und y; € {0,1} gelten. Zur Losung des binédren Klassifikationspro-
blems gehen wir von einem kiinstlichen, neuronalen Netzwerk ann aus, welches
aus ReLU-Knoten und linearen Schichten (pooling, convolution, fully connec-
ted) konstruiert wurde. Das Netzwerk ann habe genau ein Ausgabeneuron. Im
Folgenden gehen wir von einer kleinen Anzahl n von Eingabeattributen sowie
von einer kleinen Anzahl von ReLLU-Knoten aus.

Im Folgenden wollen wir die Attributwerte z;[j] als logische CQQL-Werte
aus dem Intervall [0,1] C R, siehe [1,2,5], interpretieren. Dazu verwenden wir
monoton ansteigende Funktionen m;() mit

m;(z;]5]) € [0,1]

fiir j = 1,...,n. Weiterhin wollen wir das Netzwerk ann als logische Ausdriicke
interpretieren und gehen daher davon aus, dass die Eingabewerte des Netzwerks
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Mintermen mt;[k] an Stelle von Attributwerten m;(z;[j]) entsprechen. Minterme
sind entsprechend [4,3] wie folgt definiert:

mit;[k] := I}y (1= my([5]) Y my (2 [j])" € [0,1],

wobei k =0,...,2" — 1 gilt und b = by ...b, der jeweilige Bit-Code von k ist.
Minterm-basierte Trainingsdaten bezeichnen wir mit TRy,: := {(mt;,y;)}. Ein
kiinstliches, neuronales Netzwerk ann auf der Grundlage von Mintermen zur Lo-
sung eines bindren Klassifikationsproblems hat 2™ Eingabeneuronen und 1 Aus-
gabeneuron. Wir gehen davon aus, dass das Netzwerk ann mittels T R,,; und
einer Verlustfunktion, etwa MSE, mit hoher Genauigkeit trainiert wurde. Zur
Vorhersage von y; € {0,1} an Hand von ann(mt;) verwenden wir eine Schwel-
lenwertfunktion th,(ann(mt;)) mit dem Ausgabeschwellenwert 7, wobei

lifx>r
0 sonst

the(z) = {

gilt. Wie wird ein geeigneter Ausgabeschwellenwert 7 gewdhlt? Dazu ermitteln
wir den Minimalwert der 1-Objekte

min; = min  ann(mt;)
(mti,1)ET Rt

sowie den Maximalwert der 0-Objekte

maxg = max  ann(mt;).
(mt;,0)€T Ryt
Im Fall von maxy < min; sind die 0-Objekte perfekt von den 1-Objekten sepa-
riert und wir setzen 7 := (maxo + min;)/2. Ansonsten wihlen wir einen Wert
aus dem Intervall [min;, maxg] aus. Dazu verwenden wir den Ausgabewert des
Trainingsobjekts, welches die hochste Genauigkeit erzeugt:

T = argmax  acc(ann, Ty, , T Rmt) (1)
Tmt, = am(mt;)
(mt;, ) € TRy

Timt; € [ming, maxq]
wobel
acc(@nn, Tt , T'Rmt) = [{(mt;,y;) € TRmt|y; = thr,, (ann(mt;))}H/|T R

gilt.

Mit Hilfe der Testdaten TE,,; = O \ TR,,,; kann nun die finale Genauigkeit
des trainierten Netzwerks ann bestimmt werden. Im Folgenden gehen wir von
einem trainierten Netzwerk ann auf Mintermen mit hoher Genauigkeit auf den
Testdaten aus.

2 ANN-Partitionen

Angenommen, das Netzwerk ann hat | ReLU-Knoten. Dann lésst sich fiir jedes
Trainingsobjekt mt; der Status der ReLU-Knoten mittels relu; zuweisen. Dabei
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ist relu;[m] € {0,1} der m-te ReLU-Knotenstatus mit m = 1,...,1, welcher
auf Eins (aktiver Knoten) gesetzt ist, wenn sein Eingabewert eine nicht-negative
Zahl ist. Ansonsten ist der Status auf Null (inaktiv) gesetzt. Wir interpretieren
relu; als Bit-Code fiir den ganzzahligen Wert p; € {0,...,2! — 1}:

p;i = relu;[1] .. relu;[l].

Den Wert p; eines i-ten Trainingsobjekts bezeichnen wir als Partitionszahl. Basie-
rend auf dquivalenten Partitionszahlen zerlegen wir die Trainingsdaten in Aqui-
valenzklassen, die wir als Trainingspartitionen bezeichnen:

2t—1

TRy = |J {(mti,yi)lpi = p}.

p=0

Alle Trainingsobjekte der selben Trainingspartition besitzen also die gleiche
Menge von aktiven und inaktiven ReLLU-Knoten.

Analog zur Partitionierung der Trainingsdaten kann die Menge der hypothe-
tischen Eingabeobjekte in Partitionen zerlegt werden. Wir konzentrieren uns im
Folgenden auf eine bestimmte Partitionszahl p. Wir reduzieren das Netzwerk
ann mittels der Partitionszahl p zu einer Netzwerkpartition ann,, indem akti-
ve ReLU-Knoten durch das konstantes Gewicht Eins ersetzt werden. Inaktive
ReLU-Knoten werden durch Null ersetzt. Damit besteht jede Netzwerkpartition
ann,, ausschlieflich aus linearen Schichten. Da die Hintereinanderausfiihrung von
linearen Operationen selbst wieder eine lineare Operation ist, kénnen wir ann,,
mittels einer Linearkombination auf den Minterm-Werten des Eingabeobjekts i
mit p; = p beschreiben:

2" —1
ann(mt;) = ann,(mt;) = Z mwy k] * mt; [k]. (2)
k=0

Der Vektor mw, € R2" enthilt die Minterm-Gewichte der Linearkombination
fiir Objekte der Partitionszahl p. Damit représentiert mw, die Netzwerkpartition
ann,. Dies bedeutet, dass eine Netzwerk ann, bestehend aus [ ReLU-Knoten so-
wie linearen Schichten (convolution, pooling, fully connected) funktional mittels
2! vielen Linearkombinationen mw, von Minterm-Werten beschrieben werden
kann.

3 CQQL-Ausdruck einer Netzwerkpartition

Ein Quantumlogik-inspirierter, bindrer CQQL-Klassifikator, siehe [3], ist defi-
niert durch
cl(0;) :==th([e]*),

wobei e ein logischer CQQL-Ausdruck auf n Eingabeattributen ist und [e]* €
[0,1] die arithmetische Auswertung des logischen Ausdrucks auf den Attribut-
werten des Objekts o; bezeichnet. In CQQL gelten die Booleschen Gesetze. Jeder
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logische Ausdruck e kann in der vollstdndigen, disjunktiven Normalform ausge-
driickt werden. Deswegen lésst sich jeder logischer Ausdruck e durch eine Menge
von Mintermen (die aktiven Minterme) als Teilmenge aller 2™ Mintermen iden-
tifizieren. Wenn wir aktive Minterme mit 1 und inaktive Minterme mit 0 ver-
kniipfen, wird ein logischer Ausdruck e durch einen Bitvektor mw® € {0, 1}2"
beschrieben. Zusammen mit den Mintermwerten mt; eines Eingabeobjekts o; ist
die CQQL-Auswertung des logischen Ausdrucks e durch:

[e]* = i mw®[k] * mt;[k] (3)
k=0

definiert. Die Auswertung [e]% ist keine Boolesche Auswertung, da die Einga-
bewerte mt;[k] € [0, 1] nicht als diskrete, Boolesche Werte interpretierbar sind.
Trotzdem gelten fiir CQQL-Ausdriicke im Gegensatz zur Fuzzy-Logik alle Boo-
leschen Gesetze.

Der Bitvektor mw¢ € {0, 1}2n eines logischen Ausdrucks e kann gedanklich
mit einem n-dimensionalen Hyperwiirfel mit 2 Hyperecken verbunden werden,
wobei jede Hyperecke (Minterm) entweder aktiv oder inaktiv ist. Ein logischer
Ausdruck e fiir ein bindres Klassifikationsproblem driickt damit aus, in welcher
Hyperecke des Hyperwiirfels iiberwiegend 1-Objekte raumlich zu finden sind.

Die CQQL-Auswertung nach Formel 3 ist sehr dhnlich zu der Auswertung
einer Netzwerkpartition nach Formel 2. Der Unterschied liegt darin, dass die
mwp-Werte reelle Zahlen und die mw®-Werte Bitwerte sind. Um eine Netzwerk-
partition mw, durch einen logischen Ausdruck (oder durch mehrere Ausdriicke)
muw¢ interpretieren zu kénnen, bendtigen wir eine geeignete Abbildung, welche
die Auswertung nach Formel 2 durch eine oder mehrere Auswertungen nach
Formel 3 hinreichend gut approximiert.

4 Abbildung von reellwertigen Mintermgewichten auf
bitwertige Gewichte

Die Formel 2 entspricht dem Skalarprodukt zwischen mt; und mw,. Die lineare
Algebra lehrt uns, dass das Skalarprodukt linear beziiglich seiner Argumente ist.
Daher skalieren wird alle Mintermgewichte mw,[k] € R mittels einer monoton
ansteigenden Funktion f auf das Einheitsintervall
mwplk]’ := f(mwpylk]) € [0,1]
und erhalten als normiertes Auswertungsresultat folgende Aquivalenz:
ann;(mti) := ann,(f(mt;)) = f(ann,(mt;)).

Da auerdem ), mt;[k] = 1 und mt;[k] > 0 gelten, erhalten wir

ann,, (mt;) € [0, 1].
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Die monoton ansteigende Funktion f bewahrt die Reihenfolge der Auswertungs-
ergebnisse fiir alle i1, iz, 7,7’ := f(7):

ann, (mt;, ) < 7 < anny,(mt;,) < ann, (mt;,) < 7' < ann (mt;, ).

Aus diesem Grund #ndert die Normierung auf das Einheitsintervall nicht die
Genauigkeit des Klassifikators. Im Folgenden gehen wir von normierten Min-
termgewichten aus, ohne dies extra durch Apostrophe anzuzeigen.

Fiir die Konstruktion von muwy eines logischen Ausdrucks e fiir eine Partiti-
onszahl p muss fiir jeden Minterm & entschieden werden, ob mwg[k] aktiv (1) oder
inaktiv (0) ist. Wir gehen davon aus, dass ein hoher Wert maw,[k] zu einem ho-
hen Wert mwj, korrespondiert. Dies entspricht folgender Monotonie-Eigenschaft

fiir alle Minterme kq, k2 € {0,...,2" — 1}:
mawp (k1] > muwplks] < mw;[kﬂ > mw;[kg].

Als Konsequenz sortieren wir alle Werte muw,[k] absteigend mittels einer Per-
mutation ()
mawp[(0)] = mawp[(1)] = ... > mw,[(2" —1)]

und suchen eine geeignete Rangposition 7,,; € {0,...,2" — 1} fiir die Ent-
scheidung iiber aktiv oder inaktiv: mwg[(k)] := 1 wenn k < 7,,;, ansonsten
muwg[(k)] := 0. Eine Rangposition 7,,, ist geeignet, wenn sie und der dazu ermit-
telte Schwellenwert 7 die beste Genauigkeit des resultierenden Klassifikators cl]
auf den Trainingsdaten liefert. Fiir die Ermittlung des Schwellenwerts 7 nutzen
wir Formel 1. Zum Finden der geeigneten Rangposition laufen wir durch alle
Positionen, beginnend mit der Position 0, aktivieren die entsprechenden Min-
termgewichte und berechnen die positionsabhéngige Genauigkeit. Zuvor setzen
wir alle Mintermgewichte auf inaktiv (0). Abbildung 1 zeigt den entsprechenden
Algorithmus. Die Schrittweite step ist dabei auf 1 gesetzt.

Als Verfeinerung werden nach dem ersten Durchlauf die aktualisierten Min-
termgewichte aufsteigend sortiert und die Minterme erneut durchlaufen, um Min-
terme schrittweise zu deaktivieren, sofern dies eine bessere Genauigkeit liefert.
Abbildung 2 zeigt den entsprechenden Algorithmus (Aufruf mit level := 0 und
muwy, := 0).

5 Optimale Mintermgewichte fiir unterschiedliche Stufen
Offensichtlich kann ein Bitvektor muwy, einen reellwertigen Vektor mw, im Allge-
meinen nur unzureichend nachbilden. Unsere Idee besteht darin, sich mit mehre-
ren Bitvektoren fiir unterschiedliche Stufen dem reellwertigen Vektor schrittweise
anzunidhern. Im ersten Schritt (Stufe 0) verwendeten wir eine Schrittweite von
Eins: eine Eins wird entweder auf Gewichte addiert oder abgezogen, sofern das
Ergebnis im Einheitsintervall liegt und eine Verbesserung der Genauigkeit lie-
fert. Im zweiten Schritt (Stufe 1) halbieren wird die Schrittweite, sei betrigt
also 1/2. Der zweite Schritt baut auf dem ersten Schritt auf, daher sortieren wir
die Differenzen zwischen mw,[k] und mwg[k] vor dem nichsten Durchlauf. In
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function optimize weights_for perm (mw;y ,(),step)
best acc := 0
for k := 0 to 2" -1
if mwp[(k)] + step € [0,1]
mwp[(k)] = mwy[(k)] + step
find best 7 for mw, and
let acc be its generated accuracy
if acc > best_acc
best _acc := acc
best _mw, := mwy,
return best_mwy

Abb. 1. Optimale Mintermgewichte basierend auf einer Permutation ()

function optimize_ weights_for_level (mw,,mwjy level)
step := 2level
create permutation () by ordering (mwplk] —muwy[k]) descendingly
mwy, := optimize_ weights_for_perm (mwy ,(),step)
create permutation () by ordering (mwy[k] —mwg[k]) ascendingly
mw, = optimize weights_for perm (mwy,(),—step)
return muw;y

Abb. 2. Optimale Mintermgewichte fiir eine vorgegebene Stufe

einem dritten Schritt (Stufe 2) wird erneut die Schrittweite halbiert. Wir iterie-
ren solange, bis wir eine vorgegebene Maximalstufe (max_level) erreicht haben.
Abbildung 3 zeigt den entsprechenden Algorithmus.

function optimize weights (mw,,max_level)
for all k=0,...,2"

muwplk] = 0
for level := 0 to max level
mwy = optimize_ weights_for_level (mw,,mw; level)

return mw;

Abb. 3. Optimale Mintermgewichte

6 Verschwindender Ausgabefehler

Fiir einen gegebenen Wert max _level und einen Minterm k kénnen wir die obere
Grenze des absoluten Fehlers zwischen mw,[k] und mw¢[k] mit 2~ (maex_level+1)
abschitzen. Darauf aufbauend, erhalten wir die Obergrenze fiir den absoluten
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Fehler auf dem Ausgabewert eines Objekts i, welcher sich mittels des Skalar-
produkts iiber den Mintermen berechnet. Wegen ), mt;[k] = 1 erhalten wir
die selbe Obergrenze von 2~ (maz_level+1) fiiy den absoluten Fehler zwischen [e]
und anny,(mt;) mit p; = p. Der Ausgabefehler verschwindet also exponentiell mit
steigendem Wert fiir max_level.

7 Interpretation des logischen CQQL-Ausdrucks e

Nach der Ermittlung eines logischen CQQL-Ausdrucks e in Form von mwj, fiir
eine Partition p mochte man die Mdoglichkeiten der Logik nutzen, um e zu in-
terpretieren. In Abhéngigkeit von maz_level enthilt mw; Gewichtswerte auf
verschiedenen diskreten Stufen:

| = O/Qmam_level’ 1/2mam_level’ o 2mam_level/2max_level.

Aufbauend auf den Stufen lassen sich nun die Mintermgewichte muwj ; pro Stufe
[ als Menge von jeweils aktiven Mintermen festlegen:

muwy, ; := {k|mwy k] = 1}

Mittels dieser gestuften Mintermgewichte mwj, ; berechnen wir [e]* fiir ein Ob-
jekt o; der Partition p; = p wie folgt:

e = muwilk] smt;[k] = > 1% > mtk].
k l

kawp .

Wir erhalten also eine Menge aktiver (1) Minterme pro Stufe zusammen mit
einem Stufengewicht [. Jede Stufe kann somit als CQQL-Ausdruck mit einem
Gewichtswert [ verstanden werden. Alle logischen CQQL-Ausdriicke e, ; appro-
ximieren damit das Netzwerk ann und kénnen zur Logikinterpretation verwendet
werden.

Ein einzelner Ausdruck e,; kann fiir ein gutes Verstdndnis in Form eines
Quantenlogik-inspirierten Entscheidungsbaums gldt entsprechend [4] visualisiert
werden. Attributentscheidung nahe der Wurzel etwa zeigen implizit eine hohere
Wichtigkeit als wurzelferne Attributentscheidungen an.

Eine andere Variante der Interpretation ist ein Test einer logikbasierten Hy-
pothese eest gegeniiber einem Logikausdruck ep’ Auf der Grundlage der Min-
termmengen mwy, ., mws,, mw, ; sowie mw,'; und deren Schnittmengen lassen
sich Mafse fiir die Mlntermuberlappung in Analogle zu Genauigkeit, Prézision
und Recall berechnen. Genauigkeit etwa ldsst sich wie folgt berechnen:

‘mw N mwtest| + |’I7’LU} n mwtest|
2TL

Weiterhin kénnen auch Logikausdriicke {iber Partitionen hinweg analysiert wer-
den. Zum Beispiel kdnnen Minterme der Stufe [ = 1 in allen Partitionen auftau-
chen und sind daher essentiell. Auch Aggregationen wie die Durchschnittsberech-
nung sind denkbar. Da Partitionen unterschiedliche Grofen bzgl. Anzahl entspre-
chender Trainingsobjekte aufweisen kénnen, macht ein gewichteter Durchschnitt
Sinn.

acc(ep,, €est) =
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