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Abstract

The present work deals with the extension of the Simplified Theory of Plastic Zones, which is
an efficient method for the estimation of quantities in the shakedown state. The main extensions

are described in multi-parameter loading and the use of Second-Order Theory.

The method has already proven successful in the consideration of load cases appearing in pairs
(single-parameter loading) and is extended in this work for the consideration of any number of
load cases (multi-parameter loading). It is proven in numerical investigations that a pairwise con-
sideration of load cases compared to multi-parameter loading can lead to incorrect estimations of
stresses and strains. The consideration of all involved loads by multi-parameter loading in the
Simplified Theory of Plastic Zones provides an efficient and detailed insight into elastic-plastic

loaded structures in the shakedown state. (DFG project number: 286671283)

Thin-walled structures in which the structural stiffness is influenced by membrane stresses
require a calculation according to Second-Order Theory. Significant stiffness effects can be ob-
served in pressurized pipelines and especially in thin-walled pipe bends. If cyclic and over-elastic
stresses also occur, geometric nonlinearities and material nonlinearities interact. To overcome the
resulting high computational effort, a technique is presented that allows the use of Simplified
Theory of Plastic Zones with consideration of Second-Order Theory. Numerical investigations
show that this further development of the Simplified Theory of Plastic Zones provides high-qual-
ity results with significantly less computational effort. (DFG project number: 416907346)



Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Erweiterung der Vereinfachten FlieBzonenthe-
orie, welche ein effizientes Verfahren zur Abschétzung von ZustandsgréBen im Einspielzustand
ist. Die wesentlichen Erweiterungen werden im Bereich der Mehr-Parameterbelastungen und in

der Verwendung von Theorie II. Ordnung beschrieben.

Bei der Beriicksichtigung von paarweise auftretenden Lastfdllen (Ein-Parameterbelastungen)
hat sich das Verfahren bereits bewéhrt und wird in dieser Arbeit fiir die Beriicksichtigung von
beliebig vielen Lastfillen (Mehr-Parameterbelastungen) erweitert. Es wird in numerischen Un-
tersuchungen nachgewiesen, dass eine paarweise Betrachtung von Lastfillen gegeniiber der
Mehr-Parameterbelastung zu Fehleinschitzungen der Beanspruchungen fithren kann. Die Be-
riicksichtigung aller beteiligten Einwirkungen durch Mehr-Parameterbelastungen in der Verein-
fachten Flielzonentheorie liefert einen effizienten und detaillierten Einblick in elastisch-plastisch

beanspruchte Tragwerke im Einspielzustand. (DFG-Projektnummer: 286671283)

Schlanke Tragwerke, bei denen die Struktursteifigkeit durch Membranspannungen beeinflusst
wird, erfordern eine Berechnung nach Theorie II. Ordnung. Bei unter Druck stehenden Rohrlei-
tungen und insbesondere bei diinnwandigen Rohrbdgen kdnnen signifikante Steifigkeitseffekte
beobachtet werden. Treten zusédtzlich zyklische und {iberelastische Beanspruchungen auf, intera-
giert die geometrische Nichtlinearitét und die Materialnichtlinearitdt. Um dem daraus entstehen-
den hohen Berechnungsaufwand entgegenzutreten, wird eine Technik vorgestellt, die es ermdg-
licht, die Vereinfachte FlieBzonentheorie unter Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung zu ver-
wenden. An numerischen Untersuchungen wird gezeigt, dass diese Weiterentwicklung der Ver-
einfachten FlieBzonentheorie eine hohe Qualitdt der Ergebnisse bei deutlich geringerem Berech-

nungsaufwand liefert. (DFG-Projektnummer: 416907346)
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1.Einleitung und theoretische

Voraussetzungen

In diesem Kapitel werden die Herausforderungen vorgestellt, die bei der Bemessung von
zyklisch und gleichzeitig iiberelastisch beanspruchten Tragwerken entstehen. Es werden die nu-
merischen Grundlagen zur Berechnung solcher Tragwerke vorgestellt und Methoden, die Be-
standteil der Forschungen der letzten Jahrzehnte waren und bis heute sind. Dazu zdhlen die Ent-
wicklungen von Stoffgesetzen, welche das Verhalten der verwendeten Werkstoffe moglichst ge-
nau abbilden sollen. Auflerdem werden die direkten Methoden besprochen, die den hohen Be-

rechnungsaufwand von elastisch-plastischen zyklischen Analysen reduzieren sollen.
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1.1. Einleitung

In den siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts — mit dem Bau von neuen Kernkraftwerken in
Deutschland — entstand das Bediirfnis, diese Anlagen iiber ihre Betriebsdauer moglichst storungs-
frei zu betreiben. Im Gegensatz zu anderen thermischen Kraftwerken, wie bei Kohle- oder Gas-
kraftwerken, ist der Austausch beschiadigter Komponenten bei Kernkraftwerken aufgrund der
Strahlungsemissionen und der hohen Sicherheitsanforderungen aufwendiger. Das erhohte Sicher-
heitsbediirfnis fithrte dazu, dass die Betriebsdauer der Tragwerke und Komponenten nun mog-
lichst genau vorhergesagt werden sollte, um diese vor einem Schadensfall warten zu kénnen oder

auszutauschen.

Die Wurzeln der Forschungen, welche in dieser Arbeit vorgestellt werden, liegen in der si-
chern Entwicklung von kerntechnischen Anlagen. Im Jahr 2011 beschloss der Bundestag das ,,13.
Gesetz zur Anderung des Atomgesetzes*, wodurch viele Forschungen und Weiterentwicklungen
im Bereich der Kernkraft-Technik in Deutschland aufgegeben wurden. International betrachtet,
gibt es derzeit jedoch einen hohen Bedarf an CO,-neutraler und partikelfreier Energieerzeugung.
So befinden sich in China, Indien und Russland viele neue Kernkraftwerke in Planung [1],

wodurch viele Forschungsfragen, international betrachtet, weiterhin grofle Relevanz haben.

Neben der Sicherheit von Kernkraftwerken ldsst sich die Vereinfachte Flielzonentheorie
(VFZT) eventuell auch auf Herausforderungen der erneuerbaren Energieerzeugung erweitern.
Nach wie vor ist es beispielsweise eine Herausforderung, die Schiefstellung von Windenergiean-
lagen iiber die geplante Betriebsdauer sicher vorherzusagen. Auch eine Bewertung von bereits
bestehenden und wirtschaftlich gut laufenden Windenergieanlagen iiber die urspriingliche Nut-
zungszeit hinaus, wird in Zukunft eine Fragestellung sein, bei der die VFZT einen Beitrag leisten
konnte. Dariiber hinaus wird es fiir den Wandel hin zu einer CO,-neutralen Energieerzeugung
Technologien geben, die einer hohen thermo-zyklischen Beanspruchung unterworfen sind.
Hierzu kénnten Hochtemperatur-Wéarmepumpen und Wiarmetauscher sowie thermische Speicher-
systeme gehoren. Dariiber hinaus ist Ratcheting bei Batteriespeichern durch Be- und Entladevor-
génge beobachtet worden, wobei die VFZT bei all diesen Herausforderung einen Beitrag leisten

konnte, den sicheren Entwurf und die effiziente Bemessung zu gewéhrleisten.

Die Vereinfachte FlieBzonentheorie zielt darauf ab, Kennwerte, welche zur Abschitzung der
Lebensdauer oder Betriebsdauer bendtigt werden, bei moglichst geringem Berechnungsaufwand
in einer hohen Qualitét der Ergebnisse zu liefern. Tragwerke, wie Rohrleitungen oder Druckkes-
sel, werden in thermischen Kraftwerken oder Chemieanlagen héufig durch wechselnde Beanspru-
chungen belastet, welche die Lebensdauer des Tragwerks beeintriachtigen. Diese wechselnden
Beanspruchungen werden durch wiederkehrende Belastungen hervorgerufen, die in der Regel

durch eine Belastungs- und eine Entlastungsphase gekennzeichnet sind. Werden diese Be- und
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Entlastungen zu einem Lastspiel {iber die Zeit zusammengefasst, wird dies in dieser Arbeit als

zyklische Belastung bezeichnet.

Werden Tragwerke mit einem duktilen Materialverhalten, wie das bei den meisten Stiahlen der
Fall ist, iiber ihre elastische Grenze hinaus belastet, entstehen plastische Dehnungen. Plastische
Dehnungen sind Anderungen der Gefiigeanordnung im Molekulargitter, welche bei Entlastung
irreversibel vorhanden bleiben. Diese irreversiblen Dehnungen fiithren zu bleibenden Verformun-
gen nach einer vollstdndigen Entlastung. Treten {iberelastische Beanspruchungen zyklisch auf,
kann es zu einer Akkumulation der plastischen Dehnungen kommen, dies wird in der Fachwelt

als Ratcheting bezeichnet.

Ratcheting ist die Zunahme irreversibler kinematischer Zustandsgrifien, welche durch zyk-

lische oder veriinderliche Belastungen hervorgerufen werden. [2]

Neben den zyklischen Belastungen, bei denen die maximalen Beanspruchungen in einer Re-
gion des Tragwerks bleiben, gibt es noch verdnderliche Belastungen. Unter verdnderlichen Be-
lastungen sind ortsverdanderliche Belastungen gemeint, bei denen sich der Ort der maximalen Be-
anspruchungen im Tragwerk iiber die Zeit dndert. Dazu gehdren zum Beispiel Wanderlasten und

ortsverdanderliche Temperaturgradienten.

Die Betriebs- oder Lebensdauer eines Tragwerks wird unter zyklischen Beanspruchungen
durch zwei Kennwerte nachgewiesen. Die Dehnschwingbreite Ae, welche die Dehnungsénderung
zwischen zwei Belastungsextrema angibt und die akkumulierte Dehnung &, welche die maxi-
mal auftretende Dehnung im Tragwerk abbildet. Die Dehnschwingbreite wird fiir den Ermii-
dungsnachweis benoétigt und die akkumulierte Dehnung fiir einen Nachweis gegen Ratcheting.

Beide KenngroBen lassen sich vereinfacht durch die VFZT bestimmen.

Prinzipiell werden in Versuchen mit zyklischen Belastungen verschiedene Verlaufe der Deh-
nungsakkumulation beobachtet, wie in Abbildung 1 schematisch dargestellt ist. Auf der einen
Seite gibt es Akkumulationsprozesse, welche durch das Material- oder Strukturverhalten begrenzt
werden. In solchen Féllen wird das Verhalten als finites Ratcheting bezeichnet. In anderen Féllen
nehmen die mittleren Dehnungen iiber die Belastungszyklen scheinbar konstant zu, dann spricht
man von infinitem Ratcheting. Hierbei fiihren die zyklisch anwachsenden Dehnungen irgend-

wann zu einem inkrementellen Kollaps und zum Versagen des Tragwerks.
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infinites Ratcheting

v . .
+ finites Ratcheting
v

plastische Dehnungen

\ 4

Belastungszeitpunkte

Abbildung 1: Prinzipskizze der moglichen Antworten von plastischer
Dehnungsakkumulation aus zyklisch beanspruchten Tragwerken

Detailliertes rechnerisches Nachvollziehen der Beanspruchungsentwicklungen von Tragwer-
ken, welche Ratcheting aufweisen, ist duBerst anspruchsvoll und aufwendig. Hierbei kommen
numerische Verfahren wie die Finite-Element-Methode zum Einsatz, welche auch in dieser Arbeit
verwendet wird, um strukturmechanische Aufgabenstellungen zu l6sen. Insbesondere bei Bean-
spruchungsniveaus, die zu infinitem Ratcheting fiihren, ist die Ermittlung der Zustandsgrofen bei

vielen Lastwiederholungen rechnerisch sehr aufwendig.

Im Gegensatz zu infinitem Ratcheting kommt es bei finitem Ratcheting nach einer Akkumu-
lationsphase zu keiner weiteren Zunahme der mittleren Dehnungen. Hierbei reagieren die Trag-
werke periodisch synchron mit den Zustandsgréf3en wie Dehnung und Spannung auf die zyklische
Belastung. Dieses Verhalten wird weithin als Einspielzustand (shakedown state) bezeichnet. Hier-
bei spielt die Zeit nur eine chronologisch ordnende Rolle und zeitabhidngiges Verhalten wie Krie-

chen oder Relaxation bleiben in dieser Arbeit unberiicksichtigt.

Einspielzustinde lassen sich weiter unterteilen, und zwar in elastisches Einspielen und plasti-
sches Einspielen. Bei elastischen Einspielzustéinden sind die plastischen Dehnungen zwischen
den Belastungsextrema konstant und nur die elastischen Anteile verhalten sich synchron zur Be-
lastung. Das Verhalten elastischer Einspielzustdnde ist in Abbildung 1 mit der unteren Kurve
schematisch dargestellt. Bei plastischen Einspielzustinden verbleibt die mittlere akkumulierte
Dehnung konstant. Was bedeutet, dass sich alle Dehnungen — auch die plastischen — periodisch
synchron zu den Belastungen verhalten und es zwischen den Belastungszustdnden zu wechseln-
dem Plastizieren kommt. Dieses Verhalten wird durch die mittlere Kurve aus Abbildung 1 be-

schrieben.

Neben der Herausforderung, die Belastungsgeschichte bis zum Einspielzustand rechnerisch zu
durchlaufen, gibt es auch noch die Problemstellung, aus einer thermischen transienten Analyse

die Zeitpunkte der hochsten Beanspruchung zu identifizieren. Konnen keine vereinfachten
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Annahmen iiber die thermischen Dehnungen im Tragwerk getroffen werden, so konnen auch hier
numerische Verfahren verwendet werden, um die Verteilung der thermischen Dehnungen im
Tragwerk zu ermitteln. Fine ausreichende Diskretisierung der Zeit ist bei thermisch-transienten
Berechnungen notwendig, um geeignete Ergebnisse zu erzielen. Bei nichtlinearen Strukturanaly-
sen werden aufgrund des numerischen zusétzlichen Aufwands haufig nicht alle Belastungszeit-
punkte aus der thermischen Analyse beriicksichtigt. Es liegt nun an dem Berechnungsingenieur

herauszufinden, welche Belastungszeitpunkte mafigebend sind.

Neben der Bestimmung der Belastungszeitpunkte, die zu maximalen Beanspruchungen fiih-
ren, gibt es noch eine Reihe von weiteren Punkten, die zu Herausforderungen bei Einspielunter-
suchungen fiihren. So gibt es in den Regelwerken eine Reihe an Punkten, bei denen die Auslegung
unterschiedlich interpretiert werden konnte, oder es keine klare Empfehlung gibt. Solche Punkte
sind zum Beispiel die geeignete Wahl des Stoffgesetzes bei elastisch-plastischen Untersuchungen
oder die Vorgehensweise zur Linearisierung der Spannungen. So lassen sich verschiedene nume-
rische Vorgehensweisen wéhlen, welche gelegentlich in kommerziellen Softwareprodukten an-
geboten werden. Dort muss vom Ingenieur ein geeigneter Elementtyp gewéhlt werden, mit dem
das geometrische Modell in ein numerisches Modell iibertragen wird. Die Diskretisierung des
numerischen Modells ist meistens nur eine Anndherung an das geometrische Modell, und auch
hier miissen Ingenieure geeignete Abschétzungen treffen. Bei Verwendung von nichtlinearen
Stoffgesetzen hat die Diskretisierung des Lastweges auch einen Einfluss auf die Ergebnisse, was
in der praktischen Anwendung aufgrund des zusétzlichen Berechnungsaufwandes gelegentlich
vernachléssigt wird. Somit gibt es eine Reihe an Punkten, bei denen die Erfahrungen des Ingeni-

eurs in Theorie und Praxis einen groBen Einfluss auf die Ergebnisse haben konnen.

Die Vereinfachte Flie3zonentheorie ist entwickelt worden, um den Aufwand zeitintensiver
numerischer Berechnung zu minimieren und damit den Prozess des Entwurfs und der Bemessung
zu vereinfachen. Der Stand der Forschung befand sich vor dieser Arbeit an einem Punkt, in dem
eine Berechnung mit einer zyklischen Belastung aus zwei wechselnden Belastungsextrema bei
deutlich geringerem numerischem Aufwand gute Ergebnisse erzielte. Mit dieser Arbeit werden
neue Entwicklungen vorgestellt, mit denen mehr als zwei Belastungsextrema fiir zyklische Be-
lastungen beriicksichtigt werden kdnnen. Weiterhin wird eine Entwicklung vorgestellt, die es er-

moglicht, Strukturnichtlinearitdt mit der Vereinfachten FlieBzonentheorie zu kombinieren.

1.2. Voraussetzungen aus der Plastizitédtstheorie

Deformationen in einem Tragwerk konnen durch die totalen Dehnungen £° beschrieben wer-
den, welche sich aus elastischen Dehnungen £ und plastischen Dehnungen £P! zusammensetzen.
Die additive Verkniipfung der elastischen und plastischen Dehnungen, wie sie im Folgenden dar-

gestellt ist, wird fiir die gesamte Arbeit angenommen.

18



gto = gel 4 Pl (1)
Eine Verwendung von multiplikativer Verkniipfung der elastischen und plastischen Deh-
nungsanteile ist notwendig, wenn in dem Tragwerk grole Dehnungen erwartet werden. Der prak-
tische Anwendungsbereich der Vereinfachten FlieBzonentheorie im Kontext der Regelwerke von
ASME [3] und dem Kerntechnischen Ausschuss (KTA) [4] liberschreitet keine fiinf Prozent, auf-

grund der vorgegebenen Dehngrenzen.
1.2.1. Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen

Die Verschiebungen in Abhéngigkeit ihrer Richtungen werden hier mit u,, u,, u, angegeben.
Dem gegeniiber steht der Verzerrungstensor, der sich aus drei Dehnungen und drei Schubverzer-
rungen zusammensetzt. Mit der Grundannahme von linearisierten Verschiebungs-Verzerrungs-

beziehungen ergeben sich fiir die drei Komponenten der Dehnungen folgende Formulierungen.

Ju, du, _Ouy

STy T, @

Die Dehnungen ergeben sich somit als Anderung der Linge eines infinitesimalen Elementes
in Bezug zu seiner Ausgangslénge. Aus den Gleitungen, welche im Allgemeinen mit Yy, ¥y, Vzx
bezeichnet werden, ergeben sich die Schubverzerrungen &y, €5, £;,5. Die Gleitungen ergeben
sich aus der Summe von zwei Winkeldnderungen in Bezug zur Ausgangslage.

du, Ou, du, Ju, ou, Ou,
Vxy = .

ay “ax V7T 9z Ty T ax T oz 3)

Der Unterschied zwischen den Gleitungen und den Schubverzerrungen liegt in dem Faktor %,

wodurch das arithmetische Mittel der beiden Winkeldnderungen berechnet wird.

1 1 1

Exy 2 Yxyr Eyz = Eyyzv Ez2x = Eyzx' (4)

1.2.2. Elastisches Verhalten

Die elastischen Dehnungen £¢

aus Gleichung (1) stehen in einem linearen Zusammenhang
mit den auftretenden Spannungen im Tragwerk. Dieser Zusammenhang wird als Hooke‘sches
Gesetz bezeichnet und beschreibt das denkbar einfachste Stoffgesetz. Die Beziehung zwischen
den Komponenten der Spannungen und Dehnungen werden iiber die lineare Elastizitdtsmatrix

beschrieben.

el

g; = EUSJ ; l,] =1..6 (5)
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Hierbei beschreiben die Indizes i und j die Komponenten der Spannungs- und Dehnungsvek-
toren, welche sich aus drei Normalspannungskomponenten und drei Schubspannungskomponen-

ten zusammensetzen.

Oy Ex

oy ‘Zy

_1 %2 .. _ z
o =2 |ie=]y,/2 (6)

\TYZ / \Vyz/ 2 /
txz Vaz/2
Die Elastizitidtsmatrix fiir isotrope Werkstoffe setzt sich aus dem E-Modul E und der Quer-

kontraktionszahl v zusammen, welche die beiden einzigen elastischen Werkstoffparameter sind.

(1-v) v v 0 0 0
y o a-v) v 0 0 0
£ = E v v (1-v) 0 0 0
YT a-2v)a+v)| O 0 0 (1-2v) 0 0 (7
0 0 0 0 (1-2v) 0
0 0 0 0 0 (1-2v)
Die invertierte Elastizitdtsmatrix E 51 zur Berechnung von ej"’l lautet
1 —-v -V 0 0 0
-V 1 -V 0 0 0
-1 _ 1 -V —V 1 0 0 0
Ei=%lo 0o 0o a+v o 0 (®)
o 0 o 0 1+v) 0
o 0 o0 0 0 1+v)

Die mathematischen Formulierungen von Werkstoffbeziehungen werden als konstitutive Glei-
chungen bezeichnet. Das zu 16sende Gleichungssystem, welches durch die Gleichgewichtsbedin-
gung an einem Finite-Element-Modell aufgestellt wird, kann bei linear-elastischen Stoffgesetzen
direkt gelost werden. Ist das Stoffgesetz nichtlinear, werden numerische Naherungsverfahren ver-

wendet, um die Losung iterativ zu ermitteln.
1.2.3. Deviatorischer Spannungszustand

Die plastischen Dehnungsanteile aus Gleichung (1) sind Dehnungen, die bei einer Belastung
auftreten konnen und nach der Entlastung noch im Tragwerk vorhanden sind. Plastische Dehnun-
gen treten bei Beanspruchungen auf, die die elastische Grenzbeanspruchung iiberschreiten. Die
elastische Grenze wird durch die FlieBbedingung des Materials bestimmt. In dieser Arbeit werden
plastische Dehnungen, die ausschlieBlich durch zeitunabhéngige und thermische oder mechani-

sche Beanspruchungen entstanden sind, beriicksichtigt.

Die Einteilung in elastische und tiberelastische Bereiche der Beanspruchungen wird durch die

Fliegrenze festgelegt. Die FlieBgrenze kann in Abhédngigkeit vom Werkstoff durch
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unterschiedliche Beanspruchungen {iberschritten werden. Bei Stahl hat der hydrostatische Anteil
einen zu vernachlissigenden Einfluss auf die Entstehung der plastischen Dehnungen. Die hydro-
statische Spannung oy, welche sich aus den drei Normalspannungskomponenten errechnet, kann

somit vom allgemeinen Spannungszustand abgezogen werden.

1
oy = § (ox + Oy + O'Z) 9)
1
1
1
OiH = | o |9H (10)

\o/

Durch Subtraktion des hydrostatischen Spannungszustandes o0; ; vom allgemeinen Span-
nungszustand o; ergibt sich der deviatorische Spannungszustand g} . Die deviatorischen Spannun-
gen (Deviator — lateinisch fiir Abweichler) beschreiben somit das Abweichen vom hydrostati-
schen Spannungszustand, welches ab einem bestimmten Betrag zu iiberelastischem Verhalten
fiihrt. Das Apostroph am Spannungsvektor o; zeigt an, dass es sich bei diesem Vektor um devia-

torische Spannungskomponenten handelt.

2 1 1
o 3 0% 3% 30z
1 2 1
, /0-3’,’ \ 3 Ox 3 Oy 3 Oy
o =0,—oig=| 9% |= 1 1 2 (11)
Txy -3 Oy 3 ay 3 o,
Tyz .
TXZ xy
Tyz
TXZ

Fiir den deviatorischen Spannungszustand gilt die Bedingung, dass die Summe aller Normal-

spannungskomponenten zu Null wird.

(ox +0y+0,)=0 (12)
Aus dieser zusédtzlichen Bedingung ergibt sich, dass von den drei deviatorischen Normalspan-
nungskomponenten nur zwei unabhingig sind. Deshalb lassen sich Hauptspannungszustinde mit
der FlieBbedingung in einer Ebene darstellen, welche als Deviatorebene bezeichnet wird. In der

Literatur wird die Deviatorebene gelegentlich auch als -Ebene bezeichnet.
1.2.4. Die FlieBflache

Die Flieflache ist eine geometrische Form im Spannungsraum, durch die bestimmt wird, ob
sich Spannungen elastisch oder iiberelastisch verhalten. Liegt eine mehrachsige Spannungsénde-
rung innerhalb der FlieBfliche vor, so kommt es zu einer elastischen Anderung der Zustandsgro-

Ben. Beriihrt der Spannungsvektor die FlieBfl4che, so ist die Anderung der ZustandsgroBen durch
21



elastisch-plastisches Verhalten gepriagt. Spannungsvektoren au3erhalb der FlieBfldche sind un-

giiltig.

Nach den Postulaten von Drucker [5] sollten FlieBflichen konvex ausgebildet sein. In der
praktischen numerischen Anwendung hat sich in den letzten Jahrzehnten fiir inkompressible
Werkstoffe, wie Stahl, die Mises-FlieBflache etabliert, welche in Abbildung 2 dargestellt ist. Im
deviatorischen Hauptspannungsraum ist die Mises-FlieBflache in der Deviatorebene ein Kreis und
im allgemeinen Hauptspannungsraum ein unendlicher Zylinder, dessen Achse entlang der hydro-

statischen Geraden (ax =0y = O'Z) verlauft.

03

Abbildung 2: Zylinderformige Mises-Fliefsbedingung,
links: isometrische Darstellung im deviatorischen Hauptspannungsraum,
rechts: Darstellung im Hauptspannungsraum

Die funktionale Beschreibung der Mises-FlieBfliche g(o;) kann durch die deviatorischen
Hauptspannungen, wie in Gleichung (13) angegeben, berechnet werden. Die Streckgrenze f,, be-

schreibt damit den Radius der Mises-Flieflifunktion.

3
9o = £y, = JE[«:{)Z + (@D + (02 (13)

Die Gleichung (13) gilt nur fiir ein Materialverhalten, welches nicht bereits {iberelastisch be-
ansprucht wurde oder bei Stoffgesetzen ohne Verfestigung, d.h. dass die Spannungen die Streck-
grenze nicht iberschreiten konnen. Eine Formulierung der FlieBfunktion mit verfestigendem Ver-

halten wird in Unterabschnitt 1.2.6 gegeben.

Etablierte Flieflichen wie die von Huber und Tresca sind eher selten in numerischen Soft-
ware-Programmen enthalten und geraten in der praktischen numerischen Anwendung zunehmend
in den Hintergrund. Aktuell gibt es nach wie vor Forschungsbemiihungen, die Geometrie der
FlieBflache einfach darstellen zu kénnen und gleichzeitig den Materialversuchen mdglichst ge-

recht zu werden [6]. Diese Entwicklungen tragen sicherlich dazu bei, das Materialverhalten im
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Ubergang von elastisch zu iiberelastisch besser beschreiben zu kdnnen, insofern die Streuung aus

den Materialversuchen das zulédsst.
1.2.5. Die FlieBregel

Die FlieBregel oder auch das FlieBgesetz beschreibt die Richtung und den Betrag des plasti-
schen Verzerrungsinkrements. Sie dient damit der Beschreibung der Evolution der plastischen
Verzerrungen und lautet wie folgt.

aQ
del' = dA—
' = iy (14)

i

Hierbei ist dA ein skalarer Wert, der als plastic multiplier bezeichnet wird und Q wird in der
Literatur haufig als plastisches Potential bezeichnet. Entspricht die Funktion des plastischen Po-
tenzials der FlieBfunktion, spricht man von einem assoziierten FlieBgesetz. Das bedeutet, wird

neben der Mises-FlieBbedingung ein Mises-Potenzial verwendet, befindet sich der Vektor des
plastischen Dehnungsinkrements def’ ! orthogonal auf der FlieBfunktion. In dieser Arbeit wird
von einer assoziierten FlieBregel ausgegangen, wie sie in Abbildung 3 zu sehen ist.

ot

0 dé‘pl

a3

Abbildung 3: Assoziierte Fliefiregel (Normalenregel), bei der das plastische
Dehnungsinkrement orthogonal auf der Fliefifliche liegt.

1.2.6. Die Verfestigungsfunktion

Wihrend die FlieBflache und die FlieBregel festlegen, wann und in welcher Richtung es zum
Plastizieren kommt, bestimmt die Verfestigungsfunktion den Spannungs- und Dehnungsverlauf
im tiiberelastischen Bereich. Die wohl einfachste iiberelastische Spannungs-Dehnungsbeziehung
wird durch das elastisch ideal-plastische Stoffgesetz beschrieben. Dieses Stoffgesetz ldsst Span-
nungen oberhalb der FlieBgrenze nicht zu und somit kommt es auch zu keiner Anderung in der

FlieBflache.

Treten Spannungen oberhalb der Streckgrenze auf, wird von verfestigendem Verhalten ge-
sprochen (englisch: hardening). Weil Spannungen auflerhalb der FlieBfldche generell nicht erlaubt
sind, gibt es zwei grundlegende Moglichkeiten, um Vergleichsspannungen oberhalb der Streck-

grenze zuzulassen. Zum einen kann die FlieBfliche durch Translation in der deviatorischen Ebene
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verdndert werden, was als kinematische Verfestigung bezeichnet wird, Abbildung 4. Zum ande-
ren kann die FlieBflache durch eine gleichmiBige Vergroferung des Radius — also der Streck-
grenze — erweitert werden, weshalb diese Verfestigungsart als isotrope Verfestigung bezeichnet

wird.

Abbildung 4: Transformation der Fliefsfliche infolge iiberelastischer Beanspruchungen,
links: kinematische Verfestigung durch Translation,
rechts: isotrope Verfestigung durch konzentrische Extension.

Bei kinematischer Verfestigung bleibt die Geometrie der Flie3fliche unveréndert, nur der Mit-
telpunkt der FlieBfliche wird in der Deviatorebene verschoben. Infolge dieser Verschiebung ver-
hilt sich die FlieBbedingung nun anisotrop. Die Translation der FlieBfldche wird durch den Vektor
&;, der in der Literatur auch als Riickspannung oder Backstress-Vektor bekannt ist, bestimmt. Das
anisotrope Verhalten der FlieBbedingung wird nun durch die deviatorischen Spannungen o; und

die Riickspannungen &; bestimmt.

3
9o = &) = fy = \/E [(0] — &1)% + (05 — &§3)% + (03—E&3)?] (15)

Im Gegensatz zur kinematischen Verfestigung bleibt bei isotroper Verfestigung der Mittel-
punkt der FlieBflache im Ursprung des Koordinatensystems verankert. Spannungszustiande ober-
halb der Streckgrenze sind dann nur moglich, wenn die Streckgrenze expandiert wird. Die Isotro-
pie der FlieBfunktion bleibt erhalten dadurch, dass aus dem vorher skalaren Wert der Streckgrenze

eine Funktion mit dem Verfestigungsparameter x wird.

fy = £,09 (16)

K ist wie §; eine interne Zustandsvariable, die auch als plastische Arbeit bezeichnet wird und

mit den plastischen Dehnungen in funktionaler Verbindung steht.
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Bei isotroper Verfestigung kommt es somit bei Uberschreiten der Streckgrenze durch eine
Druckbeanspruchung auch zu einer Erh6hung der Streckgrenze auf der Zugseite. Dieses Verhal-
ten ist fiir Stahl eher untypisch, da in Materialversuchen bei wechselnden iiberelastischen Bean-
spruchungen der Bauschinger-Effekt beobachtet wird [7]. Das bedeutet, dass nach einer iiberelas-
tischen Beanspruchung die FlieBgrenze nach der Lastumkehr bei einem geringeren Niveau der
Vergleichsspannung wieder erreicht wird, wie in Abbildung 5 links zu sehen ist. Ausgehend von
einer einachsigen Beanspruchung tritt bei Belastungsumkehr und isotroper Verfestigung erst wie-

der Plastizieren auf, wenn die aktualisierte Streckgrenze f),, erreicht ist.

A

fy fy 1

fy2

Abbildung 5: Spannungs-Dehnungsbeziehung nach weggesteuerter Be- und Entlastung in
Abhdingigkeit der Verfestigungsart,
links: kinematischer Verfestigung, rechts: isotrope Verfestigung.

In praktischen Untersuchungen von Stahltragwerken mit wechselnden Beanspruchungen wird
in der Regel kinematische Verfestigung verwendet, welche das Spannungs-Dehnungsverhalten
mit dem Bauschinger-Effekt geeignet wiedergeben kann. Isotrope Verfestigung kommt eher bei
monotonen Beanspruchungen und dem Auftreten von groBen plastischen Dehnungen, wie bei

Umform- oder Walzprozessen in Anwendung [8].

Mittlerweile sind in den bedeutenden Simulationsprogrammen auch die Kombination aus iso-
troper und kinematischer Verfestigung moglich [9]. Beide Verfestigungsarten zu koppeln macht
dann Sinn, wenn bei wechselnden Beanspruchungen eine begrenzte isotrope Verfestigung be-
riicksichtigt werden soll, welche bei Stahl in den ersten Zyklen bei Materialversuchen beobachtet
werden kann. Nach einigen Zyklen wird das Spannungs-Dehnungsverhalten jedoch von kinema-

tischer Verfestigung dominiert. In der Regel werden die Stoffgesetze anhand der zyklischen
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Spannungs-Dehnungsbezichungen bestimmt, wodurch auf isotrope Verfestigung verzichtet wer-

den kann. In dieser Arbeit wird ausschlieBlich kinematische Verfestigung verwendet.

Der Verlauf der Spannungs-Dehnungsbeziehung im {iiberelastischen Bereich kann durch un-
terschiedliche Funktionen beschrieben werden. Das Vernachlissigen der Verfestigung wird als
ideal-plastisches Verhalten bezeichnet. Eine weitere einfache Form die Verfestigung zu beschrei-
ben ist durch eine lineare Funktion. Soll die Spannungs-Dehnungsbeziehung in den iiberelasti-
schen Bereichen etwas detaillierter beschrieben werden, so werden in der Regel multilineare oder
nichtlineare Verfestigungsfunktionen verwendet, wie sie in Abbildung 6 dargestellt sind. Grund-
sdtzlich kann zusétzlich noch zwischen den begrenzten und unbegrenzten Verfestigungsfunktio-
nen unterschieden werden. Bei den begrenzten Verfestigungsfunktionen kann ein maximaler
Spannungswert nicht iiberschritten werden. Im Gegensatz zu den begrenzten Verfestigungsfunk-
tionen kénnen die Spannungen bei unbegrenzten multilinearen Verfestigungsfunktionen theore-
tisch unendlich ansteigen, weshalb auch ein Einspielzustand numerisch gewahrleistet ist. Wesent-
liche Auswirkungen des Stoffgesetzes auf das Einspielverhalten wurde in Das Attachment steht

offline nicht zur Verfligung. [10] untersucht.

nichtlineare Verfestigung
multilineare Verfestigung

lineare Verfestigung

j = ideal-plastisch

PN

\ . .
«_- elastischer Bereich

v
M

Abbildung 6: Spannungs-Dehnungsbeziehungen in Abhdngigkeit von der
Verfestigungsfunktion

Lineare Verfestigung

Die Prager-Ziegler Verfestigung [11, 12] beschreibt einen linearen Zusammenhang zwischen
dem aktuellen plastischen Dehnungsinkrement und der inneren Zustandsgrof3e, welche die Rich-

tung des Dehnungsinkrement festlegt. Auf Grundlage der assoziierten FlieBregel gibt das Riick-

spannungsinkrement d¢; die Richtung des plastischen Dehnungsinkrements deip Fyor.

2
dg; = 5 Cde] (17)
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Der lineare Zusammenhang zwischen d§; und def ! wird durch den plastischen Verfestigungs-
modul C gegeben. Dieses lésst sich tiber den E-Modul E und den Tangentenmodul E; des biline-

aren Stoffgesetzes berechnen.

E—E (18)

Bei temperaturunabhéngiger und bilinearer Spannungs-Dehnungsbeziehung ist der plastische

Verfestigungsmodul konstant und kann geschlossen zu

2
§=§c£l (19)

integriert werden.
Multilineare Verfestigung

Eine multilineare Spannungs-Dehnungsbeziehung kann durch das Besseling-Modell [13] her-
gestellt werden. Das Modell von Besseling erzeugt durch das Uberlagern von mehreren Layern,
mit jeweils einem ideal-plastischem Stoffgesetz, eine multilineare Verfestigungsfunktion. Diese
Vorgehensweise ist in [14, 15] fiir die Verwendung von linearen Verfestigungsfunktionen in den

Layern erweitert worden.

Jeder Layer besitzt dabei seinen eigenen E-Modul, die Querkontraktionszahl, eine Streck-
grenze und einen Tangentenmodul. Die Uberlagerung der Layer fiihrt im Gesamtzustand zu dem
gewlinschten multilinearen Verhalten, wie es in Abbildung 7 dargestellt ist. Bei der Verwendung
eines elastisch ideal-plastischen Stoffgesetzes in den Layern ist die Steigerung des letzten Seg-
ments immer null. Das bedeutet, es liegt begrenzte Verfestigung vor. Werden hingegen Layer mit
linear kinematischer Verfestigung verwendet, ist die Steigung im letzten Segment ungleich null
und es liegt unbegrenzte Verfestigung vor. In diesem Fall kann das Besseling-Modell als eine

Erweiterung der Prager-Ziegler Verfestigung angesehen werden.

Fya [ Fya}s Gesamtzustand

for | Gesamtzustand

- Layer 2
Layer 2 [y}
Layer 1 Layer 1

Abbildung 7: Besseling-Modell mit zwei Layern,
links: mit ideal-plastischen Stoffgesetzen,
rechts: mit bilinearen Stoffgesetzen pro Layer.
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Nichtlineare Verfestigung

Unter dem Begriff ,,nichtlineare Verfestigungsfunktionen“ werden hier alle Funktionen ver-
standen, deren Ableitung eine stetige Funktion ist. Somit gehdren die multilinearen Verfesti-

gungsfunktionen, welche im Prinzip auch einen nichtlinearen Verlauf aufweisen, nicht dazu.

Der prominenteste Vertreter der nichtlinearen Verfestigungsfunktionen ist wohl das Chabo-
che-Modell [16]. Die Prominenz dieses Modells riihrt daher, dass es in vielen kommerziellen
Softwarepaketen implementiert wurde und deshalb fiir die Praxis und die Forschung bereits seit
Jahren zur Verfiigung steht. Haufig ist jedoch die Anwendung, insbesondere die Parameterbe-

stimmung, an einige Herausforderungen und tieferes Verstindnis des Modells gekniipft.

Die Grundlagen des Chaboche-Modells bildeten Armstrong und Frederik [17] mit ihrem Vor-
schlag fiir eine nichtlineare Verfestigungsfunktion. Sie erweiterten die Prager-Ziegler Verfesti-
gung fiir isotherme Bedingungen um den Erholungsterm y¢&;dp.

2

dg; =5 Cdel' — y§dp (20)

Die Konstanten y und C beschreiben hier Werkstoffparameter. In dem hinzugekommenen Er-
holungsterm befindet sich der Wert der plastischen Dehnrate dp, welcher gelegentlich auch als
akkumulierte plastische Vergleichsdehnung bezeichnet wird. Haufig werden zur Bestimmung der
Materialkonstanten Curve-Fitting-Methoden an monotonen oder zyklischen Spannungs-Deh-

nungskurven angewandt, welche aus Materialversuchen herriihren [18].

Chaboche erkannte, dass mit den zwei Parametern y und C das Ratcheting-Verhalten nicht
ausreichend beschrieben wurde und erweiterte Gleichung (20) um den Summenterm zu Glei-

chung (22).
d); = §de€i —v;(&);dp (21)

k
£ = Z(fi),- mitk=2..5 22)
J

In der Literatur gibt es mittlerweile zahlreiche Modifikationen und Erweiterungen des Chabo-
che-Modells [10, 19, 20]. Wobei es nach wie vor schwierig ist, ein konkretes Stoffgesetz zu fin-
den, welches der hohen Streuung aus den Materialuntersuchungen gerecht wird. Insbesondere bei
experimentellen Ratcheting-Untersuchungen an etwas komplexeren Tragwerken konnen selbst
aufwendige Stoffgesetze das Tragverhalten nur begrenzt beschreiben. Ob eine konkrete nichtli-
neare Stoffgesetzfunktion in der Lage sein kann, das Materialverhalten in Anbetracht der hohen

Streuung aus Materialversuchen abzubilden, bleibt fraglich.
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1.2.7. Materialratcheting und Strukturratcheting

Die Akkumulation von plastischen Dehnungen und damit Ratcheting kann vielfaltige Ursa-
chen haben, die mitunter nicht leicht zu identifizieren sind. Gelegentlich wird in der Literatur der
Begriff Ratcheting durch zyklisches Kriechen ungiinstig gleichgestellt, obwohl Kriechen ein von
der physikalischen Zeit und Ratcheting nur von der chronologisch ordnenden Zeit abhéngig ist.
Beide Phéanomene konnen jedoch gleichzeitig auftreten und sich dann auch gegenseitig beeinflus-
sen, weshalb es noch bedeutender ist, diesen Begriffen eine klare Definition zu geben. Genau
genommen, beschreiben ratenunabhéngige Stoffgesetze die Entwicklung der plastischen Dehnun-
gen auch iiber die Zeit, wohingegen die Zeit nur einen chronologisch ordnenden Charakter auf-
weist. In dieser Arbeit werden nur ratenunabhingige Stoffgesetze verwendet und der Begriff Zeit

ordnet nur die chronologische Reihenfolge der Belastungen.

In [21] ist eine Unterscheidung zwischen Materialratcheting und Strukturratcheting getroffen

worden, die die Ursachen von Ratcheting prézisiert.
Materialratcheting

Materialratcheting kann als eine Unterform von Ratcheting angesehen werden, und ist ein Ma-
terialverhalten, welches isoliert von jeglichen Struktureffekten beobachtet werden kann. Materi-
alratcheting wird in der Regel im Labor bei Materialuntersuchungen beobachtet. Auf Grundlage
dieser zyklischen Materialversuche werden dann leistungsféhige Stoffgesetze entworfen und wei-
terentwickelt. Obwohl diese Stoffgesetze in der Lage sind, das Akkumulationsverhalten aus den
Materialversuchen geeignet abzubilden, liefern Sie jedoch in der Anwendung an komplexen
Randwertproblemen nicht die gleiche Qualitdt [22]. Die Griinde hierfiir sind evtl. vielfaltig und

seit Jahren Bestandteil der Forschung.

In dieser Arbeit werden Stoffgesetze, die Materialratcheting beinhalten, nicht beriicksichtigt.
Es wird jedoch in Abschnitt 7.2 eine Methode vorgestellt, die es ermodglichen kdnnte, solche
Stoffgesetze in die VFZT zu implementieren. Zur Anwendung der VFZT im Anlagenbau der
druckfiihrenden Rohrleitungen und Kessel werden einfache Stoffgesetze mit kinematischer Ver-
festigung empfohlen [23], wobei an anderen Stellen auch andere Empfehlungen gegeben werden,
die stark von der Belastungsart, dem verwendeten Werkstoff, dem Belastungsniveau und der Ge-

ometrie des Tragwerks abhingen [7].
Strukturratcheting

Strukturratcheting kann unabhiéingig von Materialratcheting bei zyklischen iiberelastischen
Beanspruchungen auftreten. Die Ursachen fiir Strukturratcheting kdnnen auf inhomogene Span-
nungszustinde im Tragwerk zurlickgefiihrt werden [21]. Inhomogene Spannungszustinde konnen

durch zyklische und ortsfeste Beanspruchungen oder durch Wanderlasten hervorgerufen werden

29



[24]. Die Anwendung von Stoffgesetzen mit Materialratcheting fiihrt hiiufig zu einer Uberschiit-

zung der plastischen Dehnungen und sind daher fiir Einspieluntersuchungen eher ungeeignet [22].

Die Ermittlung von Einspielzustinden erfordert ein zyklisches Durchlaufen der Belastungsge-
schichte, bis Beanspruchungen synchron zu den Belastungen verlaufen. Dies kann viele berech-
nungsintensive elastisch-plastische Analysen zur Folge haben. Um Informationen iiber das Ver-
halten oder die Zustandsgréflen im Einspielzustand zu erhalten, hat sich das Forschungsfeld der
direkten Methoden entwickelt. Direkte Methoden verwenden héufig sehr einfache Stoffgesetze,
bei denen Materialratcheting nicht beriicksichtigt wird. Diese Werkstoffbeziehungen geniigen je-

doch, um das Einspielverhalten ausreichend vorherzusagen [7, 22].

1.3. Vereinfachte Berechnungen und Direkte Methoden

Seit vielen Jahrzenten gibt es zahllose Ansétze und Verfahren, die es ermdglichen sollen, Trag-
werke bei zyklischen und iiberelastischen Beanspruchungen zu bemessen. In einer groben Zu-

sammenfassung lassen sich diese Methoden in drei Gruppen einteilen:

1. Verwendung von Korrekturfaktoren
2. Analyse des Einspiel-Verhaltens

3. Berechnung der ZustandsgréBen im Einspielzustand

Jede dieser Gruppen hat Vor- und Nachteile in Bezug auf Ergebnisqualitit, Berechnungsauf-

wand und allgemeine Anwendbarkeit, welche im Folgenden vorgestellt werden.
1.3.1. Verwendung von Korrekturfaktoren

Bei der Berechnung mit Hilfe von Korrekturfaktoren (Ke) werden fiktiv-elastische Beanspru-
chungen verwendet, um Dehnschwingbreiten fiir den Einspielzustand zu berechnen. Obwohl
diese Berechnungsmethoden nur fiir bestimmte Arten von Bauteilgeometrien und Belastungen
geeignet angewandt werden konnen, werden sie aufgrund ihrer Verankerung in Regelwerken wie
ASME-Code und KTA-Regeln [3, 4] vielfach verwendet. In [25] wurden diese Korrekturfaktoren
kritisch betrachtet. Ein weiterer wesentlicher Kritikpunkt ist, dass die pauschalen Korrekturfak-

toren nicht fiir die akkumulierten Dehnungen anwendbar sind.

Eine andere Methode der Berechnung durch Korrekturfaktoren hat Neuber vorgeschlagen
[26]. Hierbei geht es um eine Korrektur von fiktiv-elastischen Spannungskonzentrationen in Ker-
ben. Der Ansatz von Neuber wurde in vielen Variationen erweitert und kiirzlich in ein iteratives
Verfahren eingebettet [27]. Alle diese Ansitze haben jedoch eines gemein, sie sind auf Grundlage
bestimmter Bauteil- und Belastungskonfigurationen hergeleitet und liefern héufig abseits dieser
Herleitungsgrundlage nur grobe Nédherungen. Die bedeutenden Vorteile dieser Methoden sind der

oftmals geringe Berechnungsaufwand und die meist konservative Ergebnisqualitit. Da die meist
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konservativen Ergebnisse zu wenig fehlerhaften Bemessungen fiihren, konnen sich diese Metho-

den, wie die Ke-Faktoren, auch heute noch in den Regelwerken halten.

Die beiden anderen Gruppen von Verfahren verwenden numerische Methoden, um Informati-
onen iiber den Einspielzustand zu erhalten. Dabei ist immer das Ziel, die aufwendigen elastisch-
plastischen Schritt-fiir-Schritt-Berechnungen zu umgehen. Im Folgenden werden die beiden Ver-

fahrensweisen und die populérsten Vertreter vorgestellt.

1.3.2. Analyse des Einspiel-Verhaltens

Bei den Analysen zur Betrachtung des Einspielzustandes wird in der Literatur der Begriff sha-
kedown-theory verwendet. Es werden letztendlich Aussagen iiber das Verhalten eines Tragwerks
bei bestimmten Belastungsniveaus gemacht. Tragwerke konnen sich elastisch verhalten, elastisch
einspielen, plastisch einspielen oder infinites Ratcheting aufweisen, sieche Abbildung 1. Die Sha-
kedown-Methoden ermitteln Lastfaktoren, unter denen der Einspielzustand gewihrleistet ist und
kein infinites Ratcheting auftritt. Dafiir bedienen sich diese Methoden der Einspieltheoreme von

Melan [28] und Koiter [29].

Melan‘s Theorem, welches als statischer Einspielsatz (lower bound theorem) bekannt ist, lie-
fert eine untere Grenze des Lastfaktors. Koiter’s Theorem wird als kinematischer Einspielsatz

bezeichnet (upper bound theorem) und liefert eine obere Grenze fiir den Lastfaktor.

Bree [30] prasentierte eine vollsténdige Losung fiir ein Geradrohr unter thermischer Beanspru-
chung, welches das bekannteste Beispiel fiir Ratcheting in der Literatur ist. Das Bree-Rohr bildet
die Grundlage fiir Nachweisfiihrung gegen Ratcheting wie den kerntechnischen Anlagen KTA
[4]. Bree verwendete ein diinnwandiges Rohr, welches von einem unter Druck stehenden Medium
durchstromt wird, das seine Temperatur dndert. Ein Rohr wird im Allgemeinen als diinnwandig
angesehen, wenn das Verhéltnis aus Wanddicke ¢t und Innendurchmesser R; kleiner als ein Zehn-
tel ist. Das Rohr wird als unendlich lang angenommen, dadurch bleiben Einfliisse aus Storstellen
wie Rohrkriimmungen, Stutzen oder Deckelkriften unberiicksichtigt. Hierbei entstehen {iber die
Belastungsgeschichte ein konstant anstehender Innendruck p und ein zyklisch wechselnder radi-

aler Temperaturgradient AT, wie in Abbildung 8 dargestellt.
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Abbildung 8: Das Bree-Rohr:
links: Belastungshistogramm aus konstantem Innendruck p und zyklischem
radialen Temperaturgradienten AT,
rechts: Modell des rotationssymmetrischen Rohrs mit Belastungen.

Fiir die Auswertung erstellte er ein Diagramm, welches in Abbildung 9 schematisch wieder-
gegeben wird. Sind die Beanspruchungen niedrig, verhilt sich das Tragwerk rein elastisch E.
Kommt es zum Plastizieren kann es elastisch einspielen ES, plastisch einspielen PS oder kolla-
bieren K. Bree verwendete ein ideal-plastisches Stoffgesetz, deshalb tritt beim Uberschreiten der
Ratcheting-Grenze immer infinites Ratcheting auf. Mit diesem Diagramm wurde der Grundstein
fiir die Darstellung der Ergebnisse von Einspieluntersuchungen gelegt, in dem eine genaue Ab-
bildung der Verlaufsgrenze zwischen Einspielen und Ratcheting das Ziel dieser Methoden ist. Die
Ratcheting-Interaktions-Diagramme (RID, engl. shakedown maps) sind zu einem elementaren

Werkzeug der Ergebnisdarstellung fiir Methoden der Einspieluntersuchungen geworden.

O¢
fy
A
Ratcheting K
PS
2
ES
1
- %
0 1 M

Abbildung 9: Bree-Diagramm fiir ein Geradrohr mit op infolge konstantem Innendruck und
o; infolge Temperaturbelastung
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Abbildung 9 zeigt das Bree-Diagramm mit der Primérspannung op und der Sekundérspannung
o, welche sich aus den fiktiv-elastischen Beanspruchungen der konstanten und zyklischen Be-
lastung ergeben. So ergibt sich bei dem Bree-Rohr op aus dem Innendruck und o; aus dem radi-

alen Temperaturgradienten.

Die meisten dieser Shakedown-Methoden beriicksichtigen nur linear-elastisches ideal-plasti-
sches Materialverhalten. Es gibt jedoch auch zahlreiche Arbeiten, die verfestigendes Verhalten
einbeziehen [31-36]. Dartiiber hinaus wurde auch iiber die Beriicksichtigung von geometrischen
Nichtlinearitdten publiziert [37, 38]. Trotz der hohen Anzahl an Ver6ffentlichungen in diesem
Bereich haben nur wenige Methoden eine nachhaltige Transformation in die industrielle Praxis

gefunden.

Eine dieser Methoden ist die Linear-Matching-Method (LMM), welche von Ponter entwickelt
wurde [39, 40] und in den kommerziellen FEM-Code von ABAQUS implementiert ist [41-43].
Seit einigen Jahren wird diese Methode von Chen weiterentwickelt und dabei gleichzeitig indust-
rielle Partner einbezogen [44, 45]. Die LMM ist aus Grundgedanken der GLOSS [46] und der
elastic compensation method (ECM) [47] entstanden und kann als bedeutendste Methode aus dem
Gebiet der Shakedown-Methoden zur Zeit angesehen werden, wenn die Anzahl der Veroffentli-

chungen mit der LMM betrachtet wird.

Die Grundidee bei dem Vorgehen der LMM ist, eine nichtlineare Materialantwort zu erhalten,
die auf einer Reihe von linear-elastischen Analysen beruht. Hierbei werden die Steifigkeiten an
den iiberelastischen Stellen im Tragwerk angepasst. Die Anpassung basiert auf dem Verhéltnis
der Streckgrenze zu den vorhandenen Dehnungen, wobei das Materialverhalten ideal-plastisch
ausgeprigt ist, aber eine Temperaturabhingigkeit aufweisen darf. Mit der angepassten linear-elas-
tischen Steifigkeit wird eine weitere Analyse durchgefiihrt und es entsteht ein iterativer Prozess,

der in Abbildung 10 schematisch dargestellt ist.
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Abbildung 10: Prozedere zur Anpassung des E-Moduls iiber die Iterationen bei der LMM.
Neben der Anpassung der Steifigkeit wird auch der Lastfaktor auf Grundlage des upper bound
theorem von Koiter angepasst. Dabei wird eine Energiebilanz zwischen externer Arbeit durch die
aufgebrachten dufleren Lasten und der inneren Verformungsarbeit verwendet. Mit Hilfe des Last-
faktors wird das Belastungsniveau fiir die nachste Iteration angepasst. Der iterative Vorgang, bei
dem die Steifigkeiten und die Belastungen angepasst werden, konvergiert in dem Ergebnis der

Einspielgrenze.

Der Lastfaktor kann jedoch nur fiir eine Belastung verdndert werden, was bedeutet, dass alle
anderen Belastungen konstant gehalten werden miissen. Um einen reprisentativen Verlauf der
Grenzlinie vom Ubergang zwischen elastischem Einspielzustand zum Ratcheting zu erhalten,

wird eine Reihe an Untersuchungen benoétigt.

Aus dem konvergierten Ergebnis bei einem bestimmten Lastniveau lassen sich die elastisch-
plastischen Spannungen ermitteln, wie es bei der ECM moglich ist [48]. Dadurch konnten evtl.
auch die Dehngrenzen berechnet werden. Im Anwendungsbereich der LMM spielen die Dehn-
grenzen jedoch eine untergeordnete Rolle, da die Fragestellung bearbeitet wird, ob es unter einem

bestimmten Lastniveau zum Einspielen oder zu Ratcheting kommt.
1.3.3. Berechnung der ZustandsgroBen im Einspielzustand

Aufgrund der tiblichen Ingenieurspraxis, auf Grundlage von Zustandsgroflen zu entwerfen,
und weil in einigen Regelwerken das Einhalten von Dehngrenzen zur Bemessung gefordert wird,
haben sich direkte Methoden entwickelt, die diese ZustandsgroBBen abschitzen. Der Unterschied
zu einer Vorgehensweise mit Korrekturfaktoren liegt in der Anwendung von numerischen Tech-
niken tiber die fiktiv-elastischen FE-Berechnungen hinaus. Wo bei den Korrekturfaktoren nur an
ausgewdhlten Stellen im Tragwerk die ZustandsgroBen durch einfache Gleichungen berechnet

werden, werden bei den direkten Methoden ganze Gleichungssysteme gelost. Hierfiir werden

34



meistens die Feldgleichungen — wie die Gleichgewichtsbedingungen, die Kompatibilitdtsbedin-

gungen — und gleichzeitig die FlieBbedingungen beriicksichtigt.

In der Regel liefern alle diese Methoden an komplexen Randwertproblemen nur Néherungs-
lésungen, weil sie fiir die Abschédtzungen der ZustandsgroBen im Einspielzustand zusétzliche Be-

dingungen einfiihren, die {iber die Bedingungen der allgemeinen FlieBzonentheorie hinaus gehen.

Eine der prominentesten Vertreterin dieser nicht-inkrementellen Methoden ist die Large-
Time-Inkrement-Methode (LATIN) [49]. Bei dieser Methode werden drei Prinzipien eingefiihrt,

die es erlauben, die Zustandsgroflen im Einspielzustand abzuschitzen.

Das erste Prinzip beruht darauf, dass das globale nichtlineare Gleichungssystem in ein globales
lineares Gleichungssystem und in lokale nichtlineare Gleichungen iiberfiihrt werden kann. In dem
globalen Gleichungssystem werden die Gleichgewichtsbedingungen und die Kompatibilititsbe-
dingungen gelost und die FlieBbedingungen abgefragt. In den lokalen nichtlinearen Gleichungen

stecken die Evolutionsgleichungen, welche durch das Stoffgesetz bestimmt werden.

Das zweite Prinzip besagt, dass das globale lineare Gleichungssystem und die lokalen nichtli-
nearen Gleichungen in jedem Punkt des Tragwerkes nacheinander durchlaufen werden, bis eine
Konvergenz erreicht ist. Zum Losen der nichtlinearen Gleichungen auf lokaler Ebene wird ein

modifiziertes Newton-Verfahren verwendet.

Das dritte Prinzip ist entscheidend fiir die Effizienz der Methode. Dabei werden zur Beschrei-
bung der Losung im Einspielzustand die bisher bekannten Koeffizienten der Formfunktionen ver-
wendet und in einem iterativen Verfahren verbessert [49]. Bei der LATIN-Methode wird hierfiir
die Proper Generalized Decomposition Method (PGD) [50] verwendet, welche eine Modell-Re-
duktions-Methode ist.

Dieses Vorgehen ist in Abbildung 11 schematisch veranschaulicht. Nachdem die Systemant-
wort vom ersten Belastungszyklus nach dem Durchlaufen in ,kleinen Zeiteinheiten™ ¢t bekannt
ist, wird eine Abschétzung in einem ,,groflen Zeitsprung“ T vorgenommen. Auf Grundlage dieser
Abschitzung wird der vollstdndige Belastungszyklus erneut durchlaufen und mit den neu gewon-
nenen Informationen eine verbesserte Abschétzung vorgenommen, bis die Konvergenz erreicht

ist.
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Abbildung 11: Schematische Darstellung der Verwendung von grofien Zeitinkrementen T
bei der LATIN-Methode

Eine Art Ableger dieser Vorgehensweise ist die Direct Cyclic Method (DCA), welche in dem
kommerziellen Softwareprogramm von ABAQUS implementiert ist [51]. Diese Methode bedient
sich der gleichen Prinzipien wie die LATIN-Methode, nur dass die Abschétzung des Einspielzu-

standes auf Grundlage von Fourier-Gleichungen geschieht.

Die DCA durchlduft einmal oder mehrmals den Belastungszyklus mit nichtlinearem Stoffge-
setz. Daraufthin wird der Verlauf der Verschiebungen und der Restspannungen an jeder Stelle im
Tragwerk entnommen. Auf Grundlage dieser wird eine Reihe an Fourier-Gleichungen fiir die
Verschiebungen und die Restspannungen aufgestellt. Liegt keine geschlossene Hysterese im Ver-
lauf der Restspannungen vor, wird mit Hilfe der Evolutionsgleichungen eine geschlossene Form
abgeschitzt. Zur Bestimmung der Restspannungs-Koeffizienten wird ein modifiziertes Newton-
Verfahren verwendet. Die abgeschitzten Fourier-Koeffizienten fiir den Verlauf der Restspannun-
gen im Einspielzustand werden in die Fourier-Gleichungen der Verschiebungen iibertragen. Die
aktualisierten Verschiebungen werden in einem erneuten Durchlaufen des Belastungszyklus be-

riicksichtigt und dieses Vorgehen wird bis zur Konvergenz wiederholt.

Ein groBer Vorteil der DCA ist die Unabhéngigkeit vom Stoffgesetz. Damit ist gemeint, dass
beliebige Verfestigungsfunktionen verwendet und alle Spielarten der Temperaturabhéngigkeit
beriicksichtigt werden konnen. Zudem kann die DCA mehrere Belastungszustinde in einem Last-
zyklus beriicksichtigen und liefert nach wenigen Iterationen eine gute Abschitzung der Schwing-
breiten zwischen diesen Belastungszustinden. Die akkumulierten Zustandsgréfen sind gelegent-
lich nur als grobe Ndherung bekannt und bendtigen einen hdheren Aufwand an Iterationen, wenn

Ratcheting auftritt.

Die Vereinfachte FlieBzonentheorie ist ein weiterer Vertreter der zustandsbasierten direkten
Methoden, deren Entwicklungen Bestandteil dieser Arbeit sind und in den folgenden Kapiteln

besprochen werden.
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2.Forschungsstand der VFZT

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der VFZT dargestellt. Dabei handelt es sich inhalt-
lich um den Forschungsstand, der von Hiibel [14, 15] in seinen Biichern verdffentlicht wurde.
Es werden in diesem Kapitel die wichtigsten Kernaussagen, welche als die fiinf Basisprinzipien
bezeichnet werden, erldutert. Dariiber hinaus wird das Vorgehen bei zyklischen Belastungen be-
sprochen. Auf die Verwendung von temperaturabhéngigen Stoffgesetzen und das Vorgehen bei
multilinearem Materialverhalten wird in diesem Kapitel verzichtet, da diese Themen nur Platz

im Ausblick dieser Arbeit finden.
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2.1. Die fiinf Basisprinzipien der VFZT

Um die VFZT grundsitzlich verstehen zu konnen, wird das verinnerlichte Wissen zur Plasti-
zitdtstheorie aus dem vorangegangenen Abschnitt vorausgesetzt. Vorab wird darauf hingewiesen,
dass die Vereinfachung ausschlieBlich in der Reduktion des numerischen Berechnungsaufwandes
liegt und nicht in einer Vereinfachung der theoretischen Zusammenhénge. Um den Berechnungs-
ablauf zu vereinfachen, werden zusitzliche Annahmen iiber die oben erwidhnten Grundlagen hin-
aus getroffen, wodurch die VFZT ein umfangreicheres theoretisches Gebaude bendtigt als die

FlieBzonentheorie.

Einige dieser hinzugenommenen Vorgehensweisen und Gleichungen werden aus der konven-
tionellen Plastizititstheorie hergeleitet und andere konnen als heuristisch angesehen werden. Alle
zusitzlichen Annahmen stehen im Einklang mit der konventionellen Plastizitétstheorie und die-
nen ausschlieBlich einer prézisen und gleichzeitig effizienten Abschitzung von ZustandsgroBen
in Finspielzustdnden. Die Vereinfachung kann praktisch auch darin gesehen werden, dass die
Gleichgewichtszusténde nur fiir die Zeitpunkte der Einspielzustinde hergestellt werden. Bei der
konventionellen Vorgehensweise werden hingegen alle Zeitpunkte bis zum FEinspielzustand

durchlaufen, was mitunter erheblichen Mehraufwand bedeuten kann.

Aufgrund der direkten Abschitzung der ZustandsgroBen im Einspielzustand, kann der detail-
lierte Belastungsweg nicht beriicksichtigt werden. Dies hat zur Folge, dass die VFZT in den meis-
ten Anwendungsfillen eine Naherungslosung liefert. Zusitzlich kann die VFZT keine Informati-
onen liber den Verlauf der Belastungsgeschichte vor dem Einspielzustand liefern. Die Qualitét
der Néherung wird in dieser Arbeit grundsétzlich anhand von Ergebnissen einer vollstdndigen

inkrementellen Schritt-fiir-Schritt Berechnung validiert.

Das notwendige Wissen zur Plastizitdtstheorie und die zunichst ungewo6hnliche Vorgehens-
weise der Methode, machen es Interessenten schwer, sich in diese Thematik einzuarbeiten. Hinzu
kommt die Einstiegshiirde, dass eine Implementierung in FE-Software arbeitsintensiv und zeit-
aufwendig ist und somit nicht so leicht Anwendungserfahrungen entstehen kénnen. Aus diesen
Griinden wurden, fiir den erleichterten Einstieg in die Theorie, 5 Basisprinzipien herausgearbeitet,
welche in ihrem Zusammenspiel die Funktionsweise der VFZT beschreiben. Zu den Basisprinzi-

pien gehoren:

Spannungsbeziehungen des Restspannungszustandes
Modifiziert-elastisches Werkstoffgesetz
Modifiziert-elastische Analysen (meA)

Abschétzungen der transformierten internen Variablen (TIV)

A

Superposition und iterative Vorgehensweise
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Die Erlduterung der Basisprinzipien geschieht zundchst anhand von monotoner Belastung.
Dies ist hilfreich, um die Basisprinzipien im Zusammenhang zu erfassen. Fiir die Anwendung der
gesamten Theorie, z.B. fiir zyklische Belastungen, temperaturabhédngiges und multilineares Ma-
terialverhalten sowie Traglastverhalten sind weitere Prinzipien notwendig, die in [14, 15] be-
schrieben sind. Die folgenden Prinzipien, welche iiber die 5 Basisprinzipien hinausgehen, werden

in dieser Arbeit behandelt:

1. Projektionsvorginge bei zyklischer Belastung (Abschnitt 2.2)
2. Projektionsvorgénge bei Mehr-Parameterbelastung

a. fiir elastisches Einspielen (Abschnitt 4.2)

b. fiir plastisches Einspielen (Abschnitt 5.2 und 5.3)
3. Interaktion mit Theorie II. Ordnung (Abschnitt 6.3)

Neben den in dieser Arbeit vorgestellten Entwicklungen gibt es noch weitere Anwendungsbe-
reiche, die eine theoretische Erweiterung denkbar machen. Die Mdglichkeiten der Weiterentwick-

lungen werden in Kapitel 7 besprochen.
2.1.1. Spannungsbeziehungen der Restspannungen

Eine hiufig verwendete Gleichung bei der Anwendung von direkten Methoden ist die Super-

position der fiktiv-elastischen Spannungen ol®

U . .
;  mit den Restspannungen p;, um die elastisch-

plastischen Spannungen o; zu erhalten. Der Index i beschreibt im Folgenden die drei Normal-
spannungskomponenten und die drei Schubspannungskomponenten des Spannungsvektors.
0; =aifel+pi; i=1..6 (23)

Der fiktiv-elastische Zustand wird ermittelt durch eine Berechnung auf Grundlage des rein
elastischen Stoffgesetzes, welcher fiir gewohnlich unter geringem Berechnungsaufwand ermittelt
werden kann. Um einen bestimmten elastisch-plastischen Zustand zu berechnen, wird der ent-
sprechende Restspannungszustand bendtigt. Da die elastisch-plastischen Spannungen fiir den Ein-
spielzustand gesucht werden, liegt also die Herausforderung darin, das Restspannungsfeld fiir den
Einspielzustand zu bestimmen. Die fiktiv-elastischen Spannungen sind unabhingig von der An-
zahl der Lastwiederholungen, deshalb gibt es einen direkten Zusammenhang zwischen dem Rest-
spannungsfeld und dem elastisch-plastischen Spannungsfeld. Dieser Zusammenhang ist durch
das Feld der plastischen Dehnungen gegeben und kann durch die VFZT fiir den Einspielzustand

geeignet abgeschitzt werden.

Die Restspannungen, welche auch als Eigenspannungen bezeichnet werden, sind Beanspru-
chungen, die im Tragwerk auftreten, nachdem es zu iiberelastischen Beanspruchungen gekommen
ist und das Tragwerk wieder vollstdndig entlastet wurde. Die entstandenen plastischen Dehnun-

gen verbleiben im Tragwerk und rufen Spannungen hervor. Diese hervorgerufenen
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Eigenspannungen stehen mit sich selbst im Gleichgewicht, da im Restzustand keine dulleren Be-

lastungen vorhanden sind.

Die Restspannungen aus Gleichung (23), welche durch die VFZT abgeschétzt werden, miiss-
ten als fiktive Restspannung bezeichnet werden. Denn beim Entlasten konnen die Restspannun-
gen die FlieBflache beriihren und somit kommt es zum Riickplastizieren, wie Abbildung 12 rechts

zeigt.

Die Superposition aus Gleichung (23) fiihrt nur zum korrekten Ergebnis, wenn Restspannun-
gen verwendet werden, die durch rein elastische Entlastung entstehen, so wie in Abbildung 12
links schematisch dargestellt ist. In anderen Worten: die VFZT verwendet fiktive Restspannun-

gen, sofern es bei vollstdndiger Entlastung zum Riickplastizieren kommen wiirde.

Im Folgenden wird auf die Prizisierung ,,fiktiv* verzichtet und nur noch die Bezeichnung
Restspannung verwendet, da in dieser Arbeit tatsdchliche Restspannungen, bei denen es zum
Riickplastizieren kommt, nicht gesucht werden. Die VFZT ist jedoch in der Lage auch die tat-

sdchlichen Riickspannungen zu berechnen, insofern es die Aufgabenstellung erfordert.

Modell und Belastung
u
>
o o
A A
ol fy |
\ > £ > £
Restspannung durch
Riickplastizieren
fiktive p
Restspannung
verwendet in der
VFZT
J

p

Abbildung 12: Der Unterschied zwischen fiktiven und tatsdichlichen Restspannungen bei
weggesteuerter Belastung u,
links: durch die VFZT verwendete fiktive Restspannungen
rechts: tatsdchliche Restspannungen infolge von Riickplastizieren

Die zweite grundlegende Spannungsbeziehung in Gleichung (24) beschreibt den Vektor der

deviatorischen Restspannungen durch die internen Zustandsvariablen, die Riickspannung &; und
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die transformierte interne Variable (TIV) Y;. Interne Zustandsgréfen wie die deviatorischen Gro-
en &; und Y; sind nicht messbare Grofien, die durch das Stoffgesetz bestimmt werden. Sie sind
damit abhingig von den Modellen, die fiir das Stoffgesetz verwendet werden, wie die FlieBfunk-

tion, die Funktion des plastischen Potentials und die Verfestigungsfunktion.

pi=8i—Y (24)

Der Riickspannungsvektor §; ist, wie bereits in Unterabschnitt 1.2.6 beschrieben, eine Zu-
standsgrofle, welche bei kinematischer Verfestigung und iiberelastischer Beanspruchung die
Translation der FlieBfliche im deviatorischen Spannungsraum beschreibt, siche Abbildung 13.
Von Zarka wurde Y; eingefiihrt [52], um eine geschlossene Spannungsbeziehung zwischen dem
deviatorischen Restspannungsvektor p; und dem Riickspannungsvektor &; herzustellen. Y; wird
durch den Abzug der deviatorischen Restspannungen p; von den Riickspannungen ¢; berechnet
und deshalb als transformierte interne Variable (TIV) bezeichnet. Die Abschitzung der transfor-
mierten internen Variablen ist das Schliisselereignis der VFZT, da die Qualitdt der Abschitzung

iiber die Qualitédt der Ergebnisse entscheidet.

In Abbildung 13 sind die beiden Spannungsbeziehungen aus Gleichung (23) und (24) im de-
viatorischen Hauptspannungsraum dargestellt. Aus dieser Darstellungsart ldsst sich noch nicht
erkennen, wie sich eine TIV geeignet abschétzen ldsst. Hierfiir wird die Darstellungsweise ange-

passt. Dazu mehr im Unterabschnitt 2.1.4.

FlieBflache um
& verschoben

unberiihrte
FlieBflache

AN

Abbildung 13: Spannungsbeziehungen der Restspannungen aus Gleichung (23) und (24) im
deviatorischen Hauptspannungsraum

2.1.2. Modifiziert-elastisches Werkstoffgesetz

Wie bereits oben erwiéhnt, ist das Ziel der VFZT, den Restspannungszustand effizient zu er-

mitteln. Dafiir konnte eine der beiden internen Zustandsvariablen &; oder Y; verwendet werden,
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insofern sie bekannt sind. Der Restspannungszustand lasst sich dann am Gesamtsystem mit An-

fangsdehnungen und einem elastischen Stoffgesetz berechnen.

Ist der Riickspannungsvektor &; bekannt, kann dieser iiber die Verfestigungsfunktion in plas-
tische Dehnungen slp ! umgerechnet werden, wie das beispielsweise fiir lineare Verfestigung durch
Gleichung (17), der Prager-Ziegler Verfestigung, mdglich ist. Somit ldsst sich der Restzustand
am Gesamtsystem durch eine Berechnung mit elastischen Materialparametern (E,v), den Rand-
bedingungen des Restzustandes und den plastischen Dehnungen sip Lals Anfangsdehnungen be-

rechnen. Das Stoffgesetz fiir den Restzustand lautet somit

* — l
ef = Eij'pj+el- (25)
Hierbei beschreibt ¢/ die totalen Dehnungen des Restzustandes und E i}l p;j den elastischen

Anteil der Restdehnungen. In der Regel sind jedoch Informationen iiber die Riickspannungen ¢;

nicht verfiligbar. Diese lassen sich erst aus der gesuchten Losung ableiten.

Im Gegensatz zu den Riickspannungen &; 1asst sich der Spannungsvektor der TIV Y; geeignet
abschédtzen. Liegt an jeder {iberelastisch beanspruchten Stelle im Tragwerk eine TIV-Abschét-
zung vor, kann der Restzustand ermittelt werden. Aus den TIV-Abschitzungen werden dann, wie
in Gleichung (26) fiir linear verfestigenden Werkstoff (C # 0) dargestellt, die Anfangsdehnungen

&; o berechnet.

£o = (26)

~ v
2¢

Bei der VFZT bilden die Anfangsdehnungen ¢; ; die einzigen Belastungen, um den Restzu-
stand zu berechnen. Hierfiir wird ein lineares Gleichungssystem aufgestellt, wobei das lineare
Materialverhalten in den Stellen liberelastischer Beanspruchungen modifiziert wird. Diese Modi-
fikation ist ein Austausch der elastischen Materialparameter (E, v) in modifiziert-elastische Ma-

terialparameter (E™,v*). Das Stoffgesetz fiir den Restzustand lautet dann umformuliert
* * -1
& = (El]) p] + gi,O' (27)

Die formal dhnlich aussehenden Gleichungen (25) und (27) unterscheiden sich in den aufge-
brachten Anfangsdehnungen und in den Kennwerten der elastischen Steifigkeitsmatrix. Wobei
die modifiziert-elastischen Parameter sich fiir eine bilineare Spannungs-Dehnungsbeziehung wie

folgt ergeben.
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E* =E, (28)

v o3-5G-) @

men.
1 —v* —v* 0 0 0
—v* 1 —v* 0 0 0
R T T A v | 0 0 0
EX)  =—
( ”) E* 0 0 0 1+v* 0 0 (30)
0 0 0 0 14+v* 0 /
0 0 0 0 0 1+v*

Eine ausfiihrliche Herleitung des modifiziert-elastischen Werkstoffgesetzes ldsst sich in [14]

nachlesen.
2.1.3. Durchfiihrung einer modifiziert-elastischen Analyse

Eine modifiziert-elastische Analyse (meA) ist eine linear-elastische Berechnung mit modifi-
ziert-elastischem Stoffgesetz und Anfangsdehnungen als Belastung. Bevor die erste meA durch-
gefiihrt werden kann, werden das Modell des Tragwerkes und die dazugehorigen Randbedingun-
gen aus der fiktiv-elastischen Analyse kopiert. Somit steht fiir alle meA ‘s das gleiche Finite-Ele-
ment-Modell zur Verfligung. Der Restspannungszustand ist dadurch gekennzeichnet, dass alle

Belastungen entfernt sind.

AnschlieBend wird das Tragwerk in elastische V, und plastische Zonen V}, eingeteilt. Es wird
also jede Stelle im Tragwerk auf Grundlage der Vergleichsspannung o, und der Streckgrenze f,,
einer elastischen oder plastischen Zone zugeordnet. Dies geschieht auf Grundlage von Gleichung
(31) und Gleichung (32). In der ersten meA werden hierfiir die Vergleichsspannungen der fiktiv-
elastischen Analyse verwendet, in den folgenden meA ‘s die Vergleichsspannungen aus den nach
Gleichung (23) gebildeten elastisch-plastischen Spannungen. In Gleichung (31) und Gleichung

(32) beschreibt x den Ortsvektor eines jeden Integrationspunktes im Tragwerk.

V;? = {£|O'U = fy} (32)

Die elastischen Zonen bleiben unverdndert. D. h. die Materialparameter (E, v) bleiben unver-
andert und es werden keine Anfangsdehnungen aufgebracht. In den plastischen Zonen hingegen
wird das elastische Stoffgesetz mit den modifiziert-elastischen Parametern aus Gleichung (28)
und Gleichung (29) modifiziert und die Anfangsdehnungen &; o aus Gleichung (26) als Belastung

aufgetragen.
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Letztendlich wird das unbelastete Tragwerk in den plastischen Zonen mit Anfangsdehnungen
beansprucht und besteht aus zwei unterschiedlichen elastischen Stoffgesetzen, welche entspre-
chend der Zonenzuordnung verteilt sind. Die Losung des linearen Gleichungssystems liefert den
Restspannungszustand in der Qualitit der Abschitzung der plastischen Zone und der Qualitit der
TIV. In den meisten Féllen kann die TIV in der ersten meA nur grob abgeschitzt werden und
liefert dementsprechend auch nur eine grobe Néherungslosung. Auf dieser Grundlage kann jedoch
ein Iterationsprozess gestartet werden, der die Ergebnisqualitit verbessert. Die Vorgehensweisen
zur Abschétzung der TIV und der Iterationsprozess zur Verbesserung der Ergebnisse, sind in den

folgenden Abschnitten dargestellt.
2.1.4. Abschitzung von Y im TIV-Raum

Wie schon oben erwihnt, ist die transformierte interne Variable eine deviatorische Zu-
standsgroBe, welche von Zarka eingefiihrt wurde, da durch sie der Einspielzustand abgeschétzt
werden kann. Beide internen Variablen, also die TIV und die Riickspannung, stehen zunichst
nicht zur Verfiigung. Es besteht jedoch die Moglichkeit, die TIV im Gegensatz zu den Riickspan-
nungen, durch Vektoroperationen in einem transformierten deviatorischen Spannungsraum abzu-
schitzen. Dieser verdnderte Spannungsraum gegeniiber dem deviatorischen Spannungsraum,
wird im Folgenden als TIV-Raum bezeichnet und kann als Hilfsmittel zur Abschitzung der TIV

angeschen werden.

Die Transformation des deviatorischen Spannungsraumes geschieht zum einen durch die Ver-
schiebung des Koordinatensystems und zum anderen durch die Ausrichtung der Fliebedingun-
gen an den fiktiv-elastischen Spannungen. Das Ergebnis dieser Anpassungen ist in Abbildung 14
rechts dargestellt und eine Herleitung fiir die TIV-Raumdarstellung kann in [14] detailliert nach-

gelesen werden.

In Abbildung 14 ist zu erkennen, dass die Spannungsbeziehungen untereinander unverédndert
bleiben, weil der TIV-Raum ebenfalls ein deviatorischer Spannungsraum ist. Die zwei wesentli-
chen Unterschiede zwischen diesen Spannungsraumen liegen in der Darstellung der Verschie-
bung des Koordinatenursprungs KO um p; und die Position der FlieBbedingung, welche durch
den fiktiv-elastischen Spannungsvektor ausgerichtet ist. Somit bestimmt jedes Belastungsextre-

mum der fiktiv-elastischen Spannungsvektoren den Mittelpunkt eines Mises-Kreises.

Die Darstellung der Mises-Kreise mit ihren Mittelpunkten am Vektor der fiktiv-elastischen
Spannungen, bietet die Moglichkeit, die TIV fiir den Einspielzustand ndherungsweise zu bestim-
men. Bei iiberelastischen Beanspruchungen verldauft der TIV-Vektor immer vom Koordinatenur-
sprung auf die FlieBfldche. Der Ort auf der FlieBflache wird durch eine Projektion der negativen

deviatorischen Restspannungen bestimmt.
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Dieses Vorgehen wird in Abbildung 14 rechts schematisch dargestellt. Zusatzlich ist auf der
rechten Seite zu erkennen, dass die Projektion (der griine Vektor) nicht dem exakten Ergebnis der
grau dargestellten TIV entspricht. Dieser Unterschied beschreibt den Naherungscharakter der Me-

thode, der durch direktionale Spannungsumlagerungen hervorgerufen wird.

Je groBer der Winkel zwischen den Riickspannungen &; und den deviatorischen elastisch-plas-
tischen Spannungen o ist, desto ungenauer wird die Abschitzung von Y;. In einigen Beispielen,
in denen die Spannungen unidirektional auftreten, liefern die Abschétzungen in der ersten meA
das korrekte Ergebnis, was jedoch in den meisten Anwendungsbeispielen nicht der Fall ist. Die

TIV wird dann iiber eine Reihe von modifiziert-elastischen Analysen iterativ verbessert.

Unterschied:
e Verschiebung des KO

um pj
‘ e Mittelpunkt der FlieB-
flache wechselt von &;

p' \ zu ai'f el

deviatorischer
Hauptspannungsraum

TIV-Raum

Abbildung 14: Darstellung der deviatorischen Spannungsbeziehungen,
links: im deviatorischen Hauptspannungsraum,
rechts: im TIV-Raum, in dem Y; durch Projektion auf die Fliefifiiche
abgeschdtzt werden kann.

In Abbildung 15 wird der Prozess der iterativen Abschétzung bei monotonen Belastungssteige-
rungen vorgestellt. Die TIV wird in der ersten meA durch eine Projektion vom Koordinatenur-
sprung auf die FlieBflache abgeschétzt, da noch keine Informationen iiber Restspannungen vor-
handen sind. Diese erste Abschitzung ist in der Regel eher grob und liefert dementsprechend eine
grobe Niherung der Restspannungen, welche jedoch fiir eine verbesserte Abschitzung der TIV

verwendet werden.

Ab der zweiten meA wird die TIV durch eine Projektion der negativen deviatorischen Restspan-
nungen p; auf den Mises-Kreis bestimmt. Letztendlich konvergiert die TIV-Abschitzung von
Iteration zu Iteration zu einem Ergebnis, das in der Ndhe der inkrementellen Losung liegt. Dieses

konvergierte Ergebnis ist bei direktionalen Spannungsumlagerungen in der Regel nicht identisch
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mit dem Ergebnis einer inkrementellen Schritt-fiir-Schritt-Berechnung. Die Qualitit der Ergeb-
nisse kann jedoch erfahrungsgemilB als gute Naherung bezeichnet werden und wird spéter in An-

wendungsbeispielen vorgestellt.

Die TIV lasst sich somit in jeder modifiziert-elastischen Analyse im Falle monotoner Belastung
durch Gleichung (33) bestimmen. Wobei hier n den aktuellen Durchgang einer modifiziert-elas-

tischen Analyse reprisentiert.

(n-1)
v

v = ”—ffi'(n_l)( : ) (33)

Bei den meisten Beispielen werden nicht mehr als 7 meA’s bendtigt fiir eine gute Abschitzung
der Ergebnisse. Bei der Verwendung von sehr kleinen Tangentensteifigkeiten E; und bei Bean-
spruchungen mit ausgepragten direktionalen Umlagerungen werden zur Konvergenz gelegentlich
mehr meA’s bendtigt. Aufgabenstellungen, bei denen E; gegen Null geht, sind noch Gegenstand

aktueller Forschung.

initiale Abschétzung Abschétzung der 1. meA Verlauf der Abschitzungen

y@ Yy (@)

p’(l)

Abbildung 15: Abschiitzung und Anpassung der TIV iiber den Verlauf der meA ‘s fiir
monotone Belastungssteigerung.
links: erste Abschditzung vom Ursprung auf den Mises-Kreis,
mittig: zweite Abschdtzung durch eine Projektion von —p',
rechts: Verlauf der Abschditzungen fiirn = 1 bisn = 4.

Die in Abbildung 15 dargestellten Projektionen beziehen sich auf monotone Belastungssteige-
rung, wofiir die VFZT urspriinglich nicht geschaffen wurde. Die besondere Stirke der VFZT ist
es, die TIV fiir Einspielzustdnde von zyklischen Belastungen abzuschéitzen. Die dafiir notwendi-
gen Projektionsvorgénge fiir zyklische Belastungen werden in Abschnitt 2.2 vorgestellt und sind

fiir Ein-Parameterbelastungen Bestandteil der veroffentlichten Theorie [14, 15].
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Ein groBer Teil der Forschung fiir diese Thesis handelte dagegen von der Entwicklung von Pro-
jektionsvorgéngen bei Mehr-Parameterbelastungen fiir elastische und plastische Einspielzu-

stdnde, welche in Kapitel 4 und 5 besprochen werden.

An dieser Stelle wird noch einmal darauf hingewiesen, dass dieser konvergierte Zustand der
VFZT hiufig nur eine Ndherungsldsung im Vergleich zu einer inkrementellen Berechnung mit
gleichem Stoffgesetz darstellt. Der Hauptgrund ist, dass die VFZT weder den Lastpfad zerlegt,
noch die Belastungsgeschichte Schritt fiir Schritt durchlauft und dadurch die Abschéitzung der
Einspielergebnisse einer gewissen Unschérfe unterliegt. Die Art und Weise der Abschétzung hat

dabei entscheidenden Einfluss auf die Ergebnisqualitét der VFZT.

2.1.5. Superposition und Iteration

Nachdem die Restspannungen pi(n)

aus einer modifiziert-elastischen Analyse vorliegen, kon-
nen die elastisch-plastischen Spannungen nach Gleichung (23) berechnet werden. Aquivalent gilt
dieses Vorgehen auch fiir alle Dehnungskomponenten &, Verformungen u, SchnittgroBen F, Auf-

lagekrifte A in jeder meA.

o™ =g/ 4 p™ (34)
gfat(n) _ gifel n gi*(n) (35)
u® = 4 ul® 66
Fi(n) _ Fifel + Fi(n) (37)
A = pTet 4 4™ (38)

Mit Hilfe der ermittelten elastisch-plastischen Spannungen o™

;~ werden die plastischen und

elastischen Zonen mit Gleichung (31) und Gleichung (32) neu zugeordnet. In jeder plastischen
Zone des Tragwerks wird dann mithilfe der deviatorischen Restspannungen pi' ™ die TIV aktua-
lisiert. Auf Grundlage der aktualisierten Zonenzuordnung und TIV-Abschitzung startet eine neue

modifiziert-elastische Analyse. Das prinzipielle Vorgehen dieses iterativen Verlaufs der VFZT

wird in Abbildung 16 durch einen schematischen Ablaufplan zusammengefasst.

Wie dort zu sehen ist, beginnt alles mit den fiktiv-elastischen Berechnungen, welche die Aus-
gangsbasis der VFZT bilden. Aus den fiktiv-elastischen Berechnungen werden das FE-Modell,
die Beanspruchungen in Form der fiktiv-elastischen Spannungen und die Randbedingungen ko-
piert. Daraufhin beginnt ein Pre-Prozess, in dem die Arbeitsschritte aus Abschnitt 2.1.2 bis Ab-
schnitt 2.1.4 abgearbeitet werden.
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D. h. es werden alle Belastungen am FE-Modell entfernt und auf Grundlage der Vergleichs-
spannungen und der Streckgrenze wird die Einteilung in elastische und plastische Zonen vorge-
nommen. In den plastischen Zonen werden die TIV*s abgeschétzt, Anfangsdehnungen berechnet
und als einzige Belastung aufgebracht. Mit den modifizierten Materialparametern in den plasti-
schen Zonen und den elastischen Parametern in den elastischen Zonen wird das linear elastische

Gleichungssystem gelost.

FIKTIV-ELASTISCHE ANALYSE

Ubergabe an die VFZT:
o fiktiv-elastische Spannungen des Lastextremums
o finite Element-Modell mit Belastungen und Randbedingungen

\ 4

PREPROCESSING

N

e Belastungen entfernen

e das Tragwerk in V- und V,-Zonen einteilen Gl. (31) und (32)

e Materialparameter in den plastischen Zonen modifizieren
(E*,v*) Gl. (28) und (29)

e TIVY; abschitzen Gl. (33)

e Anfangsdehnungen ¢; ; berechnen und aufbringen Gl. (26)

\ 4

SOLVER

Durchfiihrung der modifiziert-elastischen Analyse
mit dem linearen FE-Solver von ANSYS

Ergebnis: p™ g ™, u; ™ ete.

i 7%

A 4

POSTPROCESSING

S, VoW UOA [yeZUY
OLISIUIJOPIOA UID Joqn 3unsQ Jop FUNIASSIQII A

Berechnung des el.-pl. Zustandes

o™ = o 4 oS!
g™ = g™ 4 g
u™ = ;™ e

etc.

Abbildung 16: Allgemeines Ablaufschema der VFZT bei monotoner Belastungssteigerung

Da die VFZT derzeit tiber Usersubroutinen in dem kommerziellen Softwareprogramm AN-
SYS implementiert ist, wird der lineare Solver von ANSYS zur Losung der modifiziert-elasti-
schen Analysen verwendet. Das Ergebnis wird in dem Post-Prozess superponiert und der nichste
Durchlauf einer meA wird gestartet. Bisher sind fiir die VFZT noch keine geeigneten Abbruch-

kriterien entwickelt worden, deshalb ist von vornherein eine Anzahl von meA‘s festzulegen.
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Erfahrungen aus der Anwendung der VFZT zeigen, dass die Ergebnisse robust konvergieren,
obwohl ein mathematischer Beweis fiir die Zuverléssigkeit der Konvergenz bisher nicht erbracht
wurde, insofern das itiberhaupt moglich ist. Das konvergierte Ergebnis ist hdufig nach 7 meA‘s
nahezu erreicht und weicht allenfalls wenige Prozent von dem einer inkrementellen Vergleichs-

rechnung ab.

2.2.Die VFZT bei zyklischer Belastung

Von Ein-Parameterbelastungen wird in dieser Arbeit gesprochen, wenn zwei Lastextrema zyk-
lisch durchlaufen werden. Werden mehr als zwei Lastextrema iiber den Verlauf eines Zyklus be-
riicksichtigt, dann wird von Mehr-Parameterbelastungen gesprochen. Bei zyklischer Ein-Parame-
terbelastung wird demzufolge nur ein zeitabhéngiger Parameter benotigt, um die Belastungshis-
torie zu beschreiben. Variationen von Ein-Parameterbelastungen sind in Abbildung 17 schema-
tisch dargestellt. Dort wird gezeigt, dass zwar mehrere Lastarten auftreten kdnnen — konstante
und zyklische — jedoch die Beschreibung der gesamten Belastungshistorie auf einen einzigen Be-
lastungsparameter zuriickgefiihrt werden kann. Die Belastungshistorie wird durch die skalare
Funktion von A(t) beschrieben, welche monoton von 0 bis 1 ansteigt und monoton von 1 bis 0

wieder abnimmt, wie Gleichung (39) zeigt.

Lastniveau Lastniveau Lastniveau
A A A
K L,
Belastungszeitpunkte Belastungszeitpunkte Belastungszeitpunkte

Abbildung 17: Beispiele fiir zyklische Belastungsverldufe, welche durch einen Parameter
gesteuert werden.

Aus Abbildung 17 ist zu erkennen, dass die Anderungen der zyklischen Belastungen perio-
disch mit der Zeit verlaufen. Die Belastungszeitpunkte beschreiben hier nur die Reihenfolge der
Belastungen, denn zeitabhéngige Effekte bleiben in dieser Arbeit unbeachtet. Die Zeit als physi-
kalische Grofle wird z.B. bei dynamischen Belastungen oder bei Kriech- und Relaxationsprozes-
sen benotigt, welche bei der VEZT noch nicht beriicksichtigt werden. Um den Belastungsverlauf
zwischen den Belastungsextrema iiber die Zeit beschreiben zu kdnnen, wird in [14] folgende For-

mulierung verwendet.

L(t) = Liin + 2@ (Linax — Linin) (39)
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Bei mehreren zyklischen gleichzeitig auftretenden Belastungen werden die Belastungsextrema
aus den einzelnen zyklischen Belastungen zusammengesetzt, wie es beispielsweise in Abbildung
17 rechts mit L, und L, dargestellt ist. Ob ein Tragwerk nun elastisch oder plastisch einspielt,
hingt von verschiedenen Faktoren wie dem Belastungsniveau und der Belastungsart ab; aber vor
allen Dingen spielt das Wesen des Stoffgesetzes eine entscheidende Rolle. D. h. liegt beispiels-
weise ein Stoffgesetz mit unbegrenzter linearer kinematischer Verfestigung vor, so kommt es

nach einer Akkumulationsphase immer zum periodischen Verhalten des Tragwerks [2].

Alle folgenden Gleichungen und Projektionsvorschriften beziehen sich auf temperaturunab-
hingiges Materialverhalten und auf geometrische Linearitit. Die Erweiterung auf temperaturab-

hingiges Materialverhalten kann in [14, 15] nachgelesen werden.

Eine Unterscheidung zwischen elastischem und plastischem Einspielen kann bei Ein-Parame-
terbelastungen auf Grundlage der fiktiv-elastischen Spannungen durchgefiihrt werden. Die fol-
genden Gleichungen und Aussagen gelten jedoch nur fiir geometrische Linearitét und sind bei

Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung nicht mehr giiltig.

Ist an jeder Stelle des Tragwerks die Vergleichsspannungsschwingbreite bei temperaturunab-
hingiger Streckgrenze kleiner als die doppelte Streckgrenze 2f,,, kommt es zum elastischen Ein-
spielen. Wird an mindestens einer Stelle im Tragwerk die doppelte Streckgrenze iiberschritten,

kommt es zum plastischen Einspielen, wie Gleichung (41) zeigt.

fel
Ao-v(g) <2f, VxeV - ES (40)

l
AO{&) >2f, 3x€V - PS (41)

Bei elastischen Einspielzustinden verhilt sich das Tragwerk nur mit den elastischen Dehnungen
periodisch synchron. Die plastischen Dehnungen bleiben in diesem Einspielzustand konstant. Da
auch die Restspannungen konstant bleiben, muss sich auch die TIV im Einspielzustand konstant
verhalten. Das bedeutet, es wird an jeder liberelastisch beanspruchten Stelle im Tragwerk nur eine
einzige TIV fiir den Einspielzustand gesucht. Bei plastischem Einspielverhalten hingegen werden
zwei TIV’s benétigt, um beide Belastungszustiande berechnen zu konnen. Aus diesem Grund wer-
den im Folgenden die Projektionsvorschriften zwischen elastischen und plastischen Einspielzu-

stinden getrennt betrachtet.
2.2.1. Vorgehen bei elastischen Einspielzustinden

Zur Abschitzung der TIV fiir elastische Einspielzusténde ist in [14] der TIV-Raum in unter-
schiedliche Bereiche von w; bis w, eingeteilt, wie Abbildung 18 zeigt. Eine Schnittfliche (1 der
Mises-Kreise ist definitionsgemif nach Gleichung (40) an jeder Stelle im Tragwerk vorhanden,

weil die fiktiv-elastische Spannungsschwingbreite kleiner als die doppelte Streckgrenze ist.
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Abbildung 18: Aufteilung des TIV-Raumes in Sektoren zur Bestimmung der Projektionsart

An Stellen, die im Tragwerk iiberelastisch beansprucht sind, liegen die negativen deviatori-
schen Restspannungen auferhalb von Q. Zur Abschétzung der TIV wird in diesem Fall von —p;
auf den Rand der Flache von Q projiziert. Liegen die Restspannungen innerhalb von Q, verbleibt

diese Stelle rein elastisch und es wird keine Projektion oder TIV-Abschétzung durchgefiihrt.

In Abbildung 19 wird die Projektion beispielhaft fiir jeden Bereich von w4 bis w, dargestellt.
Dort ist zu erkennen, dass aus den Bereichen w; und w, auf einen Kreis und aus den Bereichen
w3 und w, auf den Schnittpunkt der Kreise projiziert wird. Die Projektion beschreibt immer den

kiirzesten Weg von —p; auf die Schnittfliche Q.

- w4

Abbildung 19: Projektionsvorschriften in Abhdngigkeit von den Bereichen w, bis w,. In w,
und w, wird auf einen Kreis und in w3 und w, auf einen Schnittpunkt der
Kreise projiziert.
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Bevor cine Projektion vorgenommen werden kann, muss bestimmt werden, in welchem der
vier Bereiche von w4 bis w, sich die negativen deviatorischen Restspannungen befinden. Erst mit
der Identifizierung des Bereiches kann mit der eigentlichen Projektionsvorschrift gearbeitet wer-

den, welche im Folgenden erlautert wird.
Projektion fiir die Bereiche wq und w,

In Abbildung 20 sind zwei Projektionsvorginge dargestellt, welche aus den Bereichen w; und
w, auf die Kreisrénder der Schnittfliche durchgefiihrt werden. In dem Beispiel von —p; , wird
auf den Mises-Kreis des maximalen Belastungszustandes projiziert, um Y; 4 zu erhalten. Von
—p; g wird auf den Mises-Kreis des minimalen Belastungszustandes projiziert, wodurch Y; 5 be-

stimmt wird.

~Ps
Abbildung 20: Projektionsvorschriften fiir die Sektoren w, und w,.

Fiir die Formel zur Berechnung der TIV’s von Y; 4 und Y; p gilt die gleiche Funktion, nur die

Belastungszusténde sind verschieden, wie Gleichung (42) und (43) zeigen.

_ _rfel 1 fy

i = %ima = Oimas (av,ma) )
_ _tfel ’ fy

Y8 = Gimin = Oimin (av,mi) 43)

Projektion fiir die Bereiche ws und w,

In den Bereichen von w3 und w4 wird die TIV immer durch eine Projektion auf den néchst-
gelegenen Schnittpunkt der Schnittfliche berechnet, wie es in Abbildung 21 grafisch dargestellt
ist. Die berechneten TIV ‘s aus diesen Bereichen liefern immer das exakte Ergebnis fiir diese Stelle
im Tragwerk. Eine Verbesserung der Abschitzung ist an dieser Stelle nicht mehr mdéglich, inso-
fern die Restspannung iiber die meA’s konstant in diesen Bereichen verbleiben. Verlassen die
negativen deviatorischen Restspannungen iiber den Verlauf der meA ‘s die Bereiche w5 oder w,,

dann greifen wieder die Gleichungen (42) oder (43).
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Abbildung 21: Projektionsvorschriften fiir die Bereiche ws und w,,.

Ist —p; in den Bereichen von w5 oder w, identifiziert worden, so kénnen die Schnittpunkte
der Kreise mit Hilfe der fiktiv-elastischen Spannungen und der Streckgrenze berechnet werden.
Die Projektion auf die Schnittpunkte der Kreise wird unabhéngig von —p; berechnet. Die Berech-

nung der TIV’s Y; - und Y; p ergibt sich gemil3 [14, 15] aus der Schnittpunktberechnung zweier

Kreise wie folgt,
Yic= O-i,,j:rfiln ta: Ui’,j:rfiln +c- Ao/ (44)
Yip = O-i,,j:rfiln —a: O-i,,];filn +b- A0 (45)

wobei die Variablen a, b und ¢ sich zusammensetzen aus

fy VJ1-—cos’a

a= :
agfrlu.n 1— cos*f (46)

b fy 8 1 — cos’a

= | cosa — cos f ————
AcT®! V1 —cos?p (47)

fy + cos B V1 —cos’a

= | cos @ + cos p ———
Ac® V1 —cos’B (48)

und die Winkel cos a und cos  wie folgt berechnet werden.
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AO'Jel

cosa =

2f, (49)

2 fel 2 fel 2 fel

cos ﬁ _ on Te + O-u,rj:sn - v,rjrclilx
2- Aa{el : Gl{friin (50)

Zur geometrischen Interpretation der Winkel wird auf [14, 15] verwiesen.

Die hier beschriebenen Projektionsvorschriften kdnnen als numerisch robust angesehen wer-
den, vorausgesetzt die numerischen Grenzwerte der Winkelfunktion werden abgefangen. Der
Nachteil dieser Methode liegt darin, dass eine Erweiterung auf Mehr-Parameterbelastungen sehr
aufwendig ist und uniibersichtlich bei der praktischen Umsetzung wird. Eine andere Vorgehens-
weise die Eckpunkte zu ermitteln, ohne Winkelfunktionen zu verwenden, wird in dieser Arbeit

unter Abschnitt 4.2 vorgestellt.

Bei den bisher beschriebenen Projektionsvorschriften ist die Temperaturabhingigkeit der
Streckgrenze vernachlissigt worden. Sollte diese jedoch beriicksichtigt werden, ergeben sich
noch weitere Projektionsvorschriften wie zum Beispiel, dass ein Kreis den anderen umhiillt. Die

Projektionsvorschriften konnen hierfiir in [ 14] nachgelesen werden.
Ablaufschema der Berechnung bei elastischen Einspielzustinden

Eine Gesamtiibersicht, die den Berechnungsablauf der VFZT bei elastischen Einspielanalysen
darstellt, wird in Abbildung 22 gegeben. Im Wesentlichen ist das Ablaufschema dem von mono-
tonen Analysen sehr ghnlich, wie ein Vergleich mit Abbildung 16 zeigt. Die Unterschiede beste-
hen zum einen darin, dass bei der Einteilung in plastische und elastische Zonen zwei Lastextrema
statt eines Lastextremums beriicksichtigt werden. Zum anderen wird die Projektion, wie oben
beschrieben, in Abhingigkeit der Zonen w; bis w, durchgefiihrt. AuBerdem werden im Postpro-
zess die Ergebnisse der ZustandsgroBen fiir zwei Lastextrema berechnet. Bei elastischem Ein-
spielen sind die Restspannungen fiir den minimalen und maximalen Belastungszustand identisch.
Die errechneten elastisch-plastischen Spannungen bilden wieder die Grundlage, um eine verbes-

serte TIV-Abschitzung vorzunehmen, sofern das moglich ist.

Auch bei elastischen Einspielzustdnden werden in der Regel nicht mehr als 7-10 modifiziert-
elastische Analysen benétigt, um eine gute Ndherung der Ergebnisse im Einspielzustand zu er-
halten. An dieser Stelle macht sich die Effizienz der Vereinfachten FlieBzonentheorie bemerkbar,
da vergleichbare inkrementelle Schritt-fiir-Schritt-Berechnungen mitunter dutzende Zyklen mit
jeweils mehreren Lastinkrementen, fiir die wiederum jeweils mehrere Gleichgewichtsiterationen

erforderlich sind, durchlaufen miissen, bis der Einspielzustand erreicht ist.
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FIKTIV-ELASTISCHE ANALYSEN

Ubergabe an die VFZT:
o fiktiv-elastische Spannungen von jedem Lastextremum
e FE-Modell und Randbedingungen

v

Natur des Einspielzustandes bestimmen Gl. (40) und (41)

plastisches Einspielen elastisches Einspiclen
G = = e e e e e = = e = = =
Abbildung 27 ‘
> PREPROCESSING

e Einteilung in V- und V,-Zonen Gl. (31) und (32),

e In V,: elastische Parameter modifizieren (E*, v*)
GL. (28) und (29),

e Y; abschitzen Gl. (42) bis (45),

e Anfangsdehnungen berechnen ¢; o Gl. (26) und als Be-
lastungen aufbringen

v

SOLVER

Durchfiihrung der meA
mit einem linearen FE-Solver (ANSYS)

v

POSTPROCESSING

Berechnung der el.-pl. Zustinde
n) n) +0 f el

S, VoUW UOA (U) [(eZUY S1IIULJIP SUIS JOQN USUON)BId]

o

imin = pi imin
m _ M fel
Ui,max - pi + Ui,max

etc.

Abbildung 22: Ablaufschema der VFZT bei elastischen Einspielzustinden

55



2.2.2. Vorgehen bei plastischen Einspielzustinden

Der Berechnungsablauf bei plastischen Einspielzustinden erfordert zwei unterschiedliche
Analysen. Als erstes wird die elastisch-plastische Schwingbreite berechnet und danach der mitt-
lere akkumulierte Zustand. Aus den Ergebnissen beider Berechnungen werden zum Schluss die
Beanspruchungen in den beiden Belastungsextrema berechnet. Die Gleichungen zur Berechnung
der Spannungen in den Belastungsextrema, wie sie in Gleichung (51) und (52) dargestellt sind,

lassen sich auch fiir alle anderen ZustandsgrofSen umschreiben.

1
Oimin = Oim ~ 540 (51)
Oimax = Oim t EAO-i (52)

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass die Schwingbreite in sehr guter Niherung unab-
hingig von den akkumulierten Zustinden berechnet werden kann. Die Berechnung fiir die akku-
mulierten mittleren Zusténde setzt die Kenntnisse der Schwingbreiten voraus, aus diesem Grund

wird die Schwingbreite zuerst berechnet und erst danach der mittlere akkumulierte Zustand.
Berechnung der Schwingbreiten

Kalnins [53, 54] hat einen Weg vorgeschlagen, der es ermoglicht, die elastisch-plastischen
Schwingbreiten durch eine Berechnung mit monotoner Belastungssteigerung direkt zu berechnen.
Die als Twice-Yield Methode ver6ffentlichte Vorgehensweise [55, 56] beruht auf dem Gedanken,
dass die Spannungs-Dehnungshysterese im eingespielten Zustand durch eine Berechnung mit ver-
doppelter Streckgrenze 2f,, und der Belastungsschwingbreite AL als monotoner Belastung ermit-
telt werden kann. Wobei die Belastungsschwingbreite durch die Differenz der Belastungsextrema

errechnet wird und somit die konstanten Belastungsanteile vernachlassigt werden.

AL = (Lmax - Lmin) (53)

Durch den Charakter dieser Vorgehensweise zéhlt die TwY-Methode mit zu den direkten Me-
thoden. Die somit erzielten elastisch-plastischen Beanspruchungsschwingbreiten haben in der Re-
gel einen sehr guten Néherungscharakter, jedoch konnen durch diese Methode keine Informatio-

nen iUber die akkumulierten Zustinde erhalten werden.

Das Ergebnis dieser direkten Berechnung ist ein Halbzyklus der Spannungs-Dehnungshyste-
rese im eingespielten Zustand, wie sie in Abbildung 23 rechts dargestellt ist. Im Vergleich dazu
wird links die geschlossene Spannungs-Dehnungshysterese durch eine inkrementelle Berechnung
gegeniibergestellt. Fiir das Vorgehen der Twice-Yield Methode werden folgende Grundannahmen

getroffen:
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1. Der Wechsel in der Beanspruchungsrichtung an einem Belastungsextremum ist immer
zuerst elastisch und spiter elastisch-plastisch geprdigt.

2. Die vektorielle Spannungsiinderung wischen den Belastungsextrema ist identisch, nur
die Vorzeichen diindern sich bei jedem Lastwechsel.

3. Erneutes Plastizieren nach der Entlastung tritt erst auf, wenn die aus der Schwingbreite
der Spannungskomponenten gebildete Vergleichsspannung 2f, iiberschreitet.

4. Der Einfluss des mittleren akkumulierten Zustandes auf die Schwingbreite ist vernach-

lissigbar.

inkrementelle zyklische Be- monotone Analyse entsprechend
rechnung der TwY-Methode

v
M

Abbildung 23: Berechnung der Schwingbreite
links: durch eine inkrementelle zyklische Berechnung, bis die Spannungs-
Dehnungshysterese geschlossen ist.
rechts: durch eine Berechnung mit monotoner Belastungssteigerung nach
dem Prinzip der Twice-Yield Methode.

Ein halber Zyklus der eingespielten Spannungs-Dehnungshysterese lisst sich also, wie in Ab-
bildung 23 dargestellt, durch das Prinzip der TwY-Methode berechnen. Die VFZT folgt dem Ab-
laufplan fiir eine monotone Berechnung zur Anwendung der TwY-Methode, wie er bereits in
Abschnitt 2.1 beschrieben wurde. Zu beriicksichtigen ist nur, dass die Einteilung der elastischen
und plastischen Zonen statt nach GI. (31) und (32) auf Grundlage der doppelten Streckgrenze
geschieht.

Ve = {Elo'v < ny} (4

V= {glav > ny} (55)
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Mit der Belastungsschwingbreite als Belastung wird die Schwingbreite der TIV ermittelt und
fiir die Berechnung der akkumulierten mittleren Zustdnde herangezogen. In Abbildung 24 rechts
wird das Ergebnis im TIV-Raum dargestellt, welches sich spiter zur Berechnung der mittleren
akkumulierten Zustéinde einbinden lésst. Die TIV fiir den mittleren akkumulierten Zustand 1dsst
sich dann bei Betrachtung der urspriinglichen Lastextrema und der unverédnderten Streckgrenze

fy ermitteln.

Abbildung 24: TIV-Raumdarstellungen zur Abschétzung von AY;
links: Verwendung von AY; zur Abschdtzung der akkumulieren Zustdinde.
rechts: Abschdtzung der TIV-Schwingbreite AY; durch eine monotone
Analyse mit der VFZT

In Bezug auf die Rechenzeit gibt es bei der Verwendung der VFZT im Gegensatz zu einer
inkrementellen monotonen Berechnung kaum Vorteile. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der

Schwingbreite durch die VFZT oder durch die TwY-Methode ist vergleichbar.
Berechnung der akkumulierten mittleren Zustdnde

Nachdem der Zustand der Schwingbreite bekannt ist, wird in einem zweiten Berechnungs-
durchlauf der mittlere akkumulierte Zustand ermittelt. Wie bereits in Gleichung (51) und (52)
erldutert, setzen sich aus den Ergebnissen der mittleren akkumulierten Zustinde und der Schwing-

breiten die Ergebnisse der Lastextrema zusammen.

Es ist auch moglich, die TIV fiir einen der beiden Lastextrema direkt zu bestimmen. Dann
wiirden auf Grundlage dieser TIV‘s die modifiziert-elastischen Analysen durchgefiihrt werden
und das Ergebnis wiirde sich direkt auf diese Lastextrema beziehen. Diese Vorgehensweise wird

bei der Anwendung mit Theorie II. Ordnung in Unterabschnitt 6.3.5 aufgegriffen.

Das Projektionsverfahren zur Ermittlung der TIV fiir die mittleren akkumulierten Zustinde
wird in Abhdngigkeit von drei verschiedenen Zonen bestimmt. Die drei Zonen sind als Vya, Vea
und V, bezeichnet und werden im Folgenden mit den zugehdrigen Projektionsverfahren néher

erldutert.
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L. Vyp —Zonen:

In diesen Zonen kommt es zum Wechselplastizieren zwischen den Lastextrema. Diese Zonen
konnen identifiziert werden durch das Auftreten von plastischen Dehnungen bei der Berechnung

der Schwingbreite oder durch das Uberschreiten der doppelten Streckgrenze 2 fy durch die Ver-

gleichsspannungsschwingbreite Ag;,.
Vpa = {ElAUv 2 ny} (56)

Die Abschdtzung der TIV Y, fiir den mittleren akkumulierten Zustand ist in diesen Zonen
keine Abschétzung, sondern das korrekte Ergebnis innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der TwY -
Methode. Wie Gleichung (57) und Abbildung 25 zeigen, wird die TIV Y, fiir den mittleren Zu-
stand in V5 — Zonen auf der Grundlage der fiktiv-elastischen Spannungen berechnet. Das bedeu-

tet, ¥, ist in Vo — Zonen unabhéingig von den Restspannungen und kann nicht verbessert werden.

Liegen in einem Tragwerk ausschlieBlich V,,4 — Zonen vor, so wird fiir das Ergebnis der ak-

kumulierten Zustdnde nur eine einzige meA bendtigt und die Qualitét der Ergebnisse héngt aus-

schlieBlich von der Abschétzung der Schwingbreite ab.

’ 1 ’
Yim= ol 4 Ao (57)

i,min 2

Abbildung 25: Bestimmung der TIV'Y, ,, fiir den mittleren akkumulierten Zustand
in Vyp,— Zonen
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2. Vop—Zonen:

In diesen Zonen kommt es in den ersten Belastungszyklen zum Plastizieren. Im Einspielzu-
stand verhalten sich die Beanspruchungen jedoch nur noch rein elastisch. Die plastischen Deh-
nungen konnen sich hierbei an einem Lastextremum oder an beiden Lastextrema bis zum Ein-

spielzustand entwickeln.

V.a— Zonen verhalten sich bei der Schwingbreitenberechnung rein elastisch und kdnnen nur
durch ein Uberschreiten der Streckgrenze in den akkumulierten Zustéinden identifiziert werden.

Das Kriterium hierfiir lautet.

Vea = {&le-v < ny A (ov,max 2 fy V 0y min = fy)} (58)
Im Gegensatz zu Vpp— Zonen kann bei Vep — Zonen die TIV Yy, nur abgeschitzt werden und

liefert nicht immer das exakte Ergebnis. Dies fiihrt dazu, dass ein iterativer Verbesserungsprozess

tiber die meA‘s erforderlich wird. In Abhéngigkeit von 0y, i und 03, 4y Werden zwei unter-

schiedliche Gleichungen fiir die Abschitzung von Y,,, verwendet.

1fel fy 1
Opmax > Ovmin = Yim = O-i,}rcnax - O-i,,max o 3 (AY;) (59)
v,max
fel fy 1
Oymax < Opmin = Yi,m = O-i,l:nin - O-i,,min ] + E(AYL) (60)
v,min

Die TIV-Raumdarstellung zur Abschétzung von Y, ist in Abbildung 26 gegeben. Dort wird
der Fall (O’v,max > a,,’min) dargestellt, sodass Gleichung (59) zur Projektion verwendet wird. Yy,
ergibt sich damit aus der Projektion der negativen deviatorischen Restspannungen des maximalen

Zustandes —pyy, 4, auf den Mises-Kreis. Von diesem Punkt aus wird noch — %AY aus der Schwing-

breitenberechnung hinzuaddiert, um Y,,, zu erhalten. Die Qualitét der Ergebnisse fiir die mittleren
akkumulierten Zustinde hédngt allein von den Abschétzungen in den V5, — Zonen ab, da in den

Vya - Zonen Yy, exakt berechnet wird.

In der Darstellung von Abbildung 26 sind die Mises-Kreise so angeordnet, dass keine Schnitt-
menge entsteht. Aufgrund des verdnderlichen Restspannungsfeldes zwischen den beiden Belas-
tungsextrema, kann es trotzdem zu einem konstanten Verlauf der plastischen Dehnungen im Ein-
spielzustand kommen. Weil sich jedoch das Restspannungsfeld dndert, sind trotzdem zwei unter-
schiedliche TIV’s in den Belastungsextrema vorhanden. Die Schnittmenge ) spielt somit in V,,

— Zonen bei plastischen Einspielzustdnden keine Rolle.
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Abbildung 26: Abschitzung der TIV Yy, fiir den mittleren akkumulierten Zustand in V,, —
Zonen (in Anlehnung an Abbildung 4.33 in [11, 12].

Das wesentliche Merkmal dieser Zonen ist, dass es nicht zum Wechselplastizieren kommt, im
Gegensatz zu Vj,5 — Zonen. Das bedeutet, die Schwingbreite der Riickspannungen A¢ ist null und

somit ist die Anderung im Restspannungsfeld rein elastisch, wie Gleichung (61) zeigt.

AY = —Ap' (61)
An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass in Abbildung 26 zu sehen ist, wie es
auch beim minimalen Zustand zu Plastizieren kommt, weil die Streckgrenze auch durch g, 1,
iiberschritten wird. Ein Vorschlag, wie die Projektion verbessert werden konnte, sodass das Plas-

tizieren von beiden Belastungszustinden beriicksichtigt werden kann, wird in

Unterabschnitt 6.3.5 besprochen.
3. V,—Zonen:

In diesen Zonen kommt es nicht zum Plastizieren und deshalb wird hier keine TIV-Abschét-
zung bendtigt, wie bereits in Abschnitt 2.1 beschrieben. V, — Zonen sind dadurch gekennzeichnet,
dass an jedem Belastungsextremum die Vergleichsspannungen unterhalb der Streckgrenze liegen.
Das elastische Werkstoffgesetz bleibt unveridndert und es werden auch keine Anfangsdehnungen

als Belastungen aufgebracht.
Zustandsgrofien der Lastextrema berechnen

Nachdem die Berechnungen fiir die Schwingbreiten und die mittleren akkumulierten Zustiande
abgeschlossen sind, werden die ZustandsgroBen in den entsprechenden Lastextrema berechnet.

Dazu werden beispielhaft zur Berechnung der Zustandsgrofen die Spannungen verwendet. Fiir
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die folgenden Gleichungen konnten auch alle anderen Zustandsgréf3en wie Dehnungen, Verschie-

bungen, Krifte, etc. verwendet werden.

Aus den modifiziert-elastischen Analysen zur Schwingbreite wird die Restspannungsschwing-
breite Ap; ermittelt. Diese wird mit der Schwingbreite der fiktiv-elastischen Spannungen Aaif el

superponiert. Daraus ergibt sich die elastisch-plastische Schwingbreite Ag;, auf deren Grundlage

die V,po— Zonen identifiziert werden.

Ao; = Ap; + Aoifel (62)
Im zweiten Berechnungsdurchgang werden die Restspannungen der mittleren akkumulierten
Zustande berechnet. Um die ZustandsgroBen der einzelnen Belastungsextrema zu erhalten, wer-
den die ZustandsgroBen des mittleren akkumulierten Zustandes benotigt. Aus diesem Grund wer-
den die Restspannungen p; ,, mit den mittleren fiktiv-elastischen Spannungen superponiert.

1
Cim = Pim + E(af el yqle (63)

imin imax

Aus den Schwingbreitenergebnissen und den Ergebnissen der mittleren akkumulierten Zu-
stande lassen sich die Zustandsgrofien der zugehorigen Lastextrema berechnen.

_1
Oimin/max = Oim + EAGL' (64)

Ablaufschema der Berechnung bei plastischen Einspielzustdnden

Wie bei allen Anwendungen der VFZT werden zu Beginn die fiktiv-elastischen Beanspru-
chungen berechnet. Zuséitzlich werden die Randbedingungen und das FE-Modell iibernommen.
Bei zyklischen Belastungen wird zuerst die Natur des Einspielzustandes entsprechend Gleichung
(40) und (41) festgestellt. Liegt plastisches Einspielen vor, wird die vorgegebene Anzahl der mo-
difiziert-elastischen Analysen verdoppelt, damit die eine Hélfte fiir die Schwingbreitenberech-
nung und die andere Hilfte fiir die Berechnung der akkumulierten Zustinde verwendet wird. Es
wird mit der Berechnung der Schwingbreite begonnen, und wenn diese bekannt ist, werden die
Informationen der Schwingbreitenberechnung an die Berechnung der akkumulierten Zusténde
iibergeben. Nachdem die meA‘s fiir die mittleren akkumulierten Zustdnde abgeschlossen sind,
werden zundchst die Spannungen der mittleren Zustidnde berechnet, um zum Abschluss die Span-

nungen der akkumulierten Zusténde in den Lastextrema berechnen zu kénnen.

62



FIKTIV-ELASTISCHE ANALYSEN

Ubergabe an die VFZT:
o fiktiv-elastische Spannungen von jedem Lastextremum
e FE-Modell und Randbedingungen

v

Natur des Einspielzustandes bestimmen Gl. (40) und (41)

plastisches Einspielen clastisches liin_sp_iel_en_A_bb_ﬂ(lling 22
A 4
Schwingbreite mittlerer akkumulierter Zustand
> PREPROCESSING > PREPROCESSING <
e Einteilen in V;, — und V, — Zonen e Einteilen in Vp, , Vey, Vo — Zonen
Gl. (54) und (55), Gl. (56) und (58),

e In V, Parameter modifizieren
Gl. (28) und (29),

e AY; abschitzen Gl. (57)

e Ago berechnen und aufbringen
Gl. (26)

e InVp,, Ve, Parameter modifizie-
ren GI. (28) und (29),

e Y, abschitzen Gl. (59) und (60)

® & om berechnen und aufbringen
Gl. (26)

A 4

SOLVER

A 4

SOLVER

Durchfiithren der meA
mit einem linearen FE-Solver

Durchfithren der meA
mit einem linearen FE-Solver

A 4 \ 4

*WIH uoA Funuruysag Iz 'dy uoA 9qesIqn)

S, VoW UOA (U) [[eZUY 9MISTULJOP QUId JOqN USUOTIBId)]

POSTPROCESSING POSTPROCESSING
Berechnen des el.-pl. Zustandes Berechnen des el.-pl. Zustandes
Ast™ = Ae[;é’f) + A/ O-i(,;) _ pf’fi N % (ai),f;lzm +0£<:Llax
Losung der Schwingbreite Oimin/max =Oiym T EAGi

Losung der akkumulierten
Zustinde

Abbildung 27: Ablaufschema der VFZT bei plastischen Einspielzustinden

Die Anzahl der modifiziert-elastischen Analysen, bis ein gutes Naherungsergebnis erreicht ist,
liegt bei der Berechnung der Schwingbreiten etwa bei 7 meA*s. Fiir die Berechnung der mittleren
akkumulierten Zustidnde wird gewohnlich die gleiche Anzahl an modifiziert-elastischen Analysen
benotigt. Somit verdoppelt sich der Berechnungsaufwand bei plastischen Einspielzustdnden ge-

geniiber elastischen Einspielzustdnden.
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2.3. Entwicklungen im Kontext der Zarka-Methode

In den siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts wurde die Entwicklung der Kernkraftwerke deut-
lich vorangetrieben. Somit entstand ein Bedarf an geeigneten Methoden zur Nachweisfiihrung
von thermo-mechanisch beanspruchten Tragwerken. Seit dieser Zeit sind unzéhlige Forschungs-
arbeiten zu dieser Thematik ver6ffentlicht worden, wie direkte Methoden einen Beitrag zur rech-

nerischen Nachweisfiihrung liefern konnten.

An dieser Stelle wird die Entwicklung der Zarka-Methode vertieft, welche die Grundlage fiir
die Vereinfachte FlieBzonentheorie darstellt. Neben der VFZT wurde die Zarka-Methode von
verschiedenen Wissenschaftlern an unterschiedlichen Standorten weiterentwickelt und fiir unter-
schiedlichste Zielrichtungen angewandt. Die Gemeinsamkeit aller dieser Entwicklungen ist die

effiziente Berechnung von zyklisch iiberelastisch beanspruchten Tragwerken.

Die hier erwahnten Entwicklungen sind durch wissenschaftliche Publikationen verdffentlicht
worden. Dariiber hinaus gibt es Hinweise auf unverdffentlichte Entwicklungen und Forschungs-
arbeiten, die von Softwareunternehmen oder Forschungseinrichtungen erstellt wurden, welche

nicht immer an Verdffentlichungen eigener Entwicklungen interessiert sind.

Zudem muss darauf hingewiesen werden, dass folgende Zusammenstellung nicht vollstandig
sein muss, da viele Entwicklungen der Zarka-Methode — welche heute {iber 40 Jahre alt ist — evtl.
unter anderen Namen weitergefiihrt werden und die Verweise auf ihre Wurzeln ausbleiben. Die
folgende Zusammenstellung der Veroffentlichungen soll zeigen, in wie vielen Bereichen die Me-
thode Anwendung gefunden hat und vor allem, welches riesige Potential damit auch noch in der

Weiterentwicklung der VFZT steckt.
2.3.1. Die Anfinge der Methode

Der Namensvater Joseph Zarka veroffentlichte mit seinen Mitarbeitern Engel und Inglebert
1980 unter dem Titel ,,On a simplified inelastic analysis of structures™ [57] zum ersten Mal die
Idee der direkten Berechnung. In den darauffolgenden Jahren verdffentlichten Mitarbeiter und
Kollegen von Zarka wie Tribout, Inglebert, Casier, Navidi-Kasmai, Hassine, Legrand, Engel und
Frelat weitere Entwicklungen durch Konferenzbeitrége. So entstand in der Zeit von 1980 bis 1995
eine Reihe an Konferenzbeitrigen, deren Titel die Entwicklung der Methode nachvollziehen las-
sen. Zarka, Frelat und Inglebert [52] fassten diese Arbeit 1990 in ,,A new approach to inelastic
analyses of structures* zusammen und danach beschéftigte sich Zarka nur noch indirekt mit der

Weiterentwicklung der Methode.

Zarka war der Ansicht, dass selbst aufwendige Stoffgesetze das Verhalten von Ratcheting nur
begrenzt beschreiben konnen, da die Dehnungsakkumulation von mehreren schwer zu erfassen-
den GroBen abhingt und diese durch aufwendige Materialuntersuchungen bestimmt werden miis-

sen [58]. Eventuell kann es ein ,korrektes“ Stoffgesetz auch nicht geben, da bei
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Ratchetingversuchen in der Regel eine hohe Streuung auftritt und ein fester Satz an Parametern
dem Materialverhalten nicht gerecht werden kann. Vielleicht war das der Grund, weshalb Zarka
sich nicht an der Forschung komplexer Stoffgesetze beteiligte, und einen anderen Weg ging, um
zyklische Beanspruchungen vorhersagen zu kdnnen. Zarka’s zweiter groBBer Forschungsschwer-

punkt wird kurz in Abschnitt 2.3.6 angerissen.
2.3.2. Implementierung weiterer Stoffgesetze

Tribout, Inglebert und Casier [59] haben 1983 einen Vorschlag gemacht, die Methode mit dem
Overlay-Modell zu erweitern, um multilineares Materialverhalten verwenden zu konnen. Hierbei
werden jedoch die einzelnen Layer durch numerisch gekoppelte Elemente simuliert. Zwei identi-
sche Elemente am selben Ort, welche mit unterschiedlicher linearer Verfestigung tliberlagert wur-

den, verhalten sich in der Ganzheit wie trilineares Materialverhalten.

Diese Arbeit kann als Vorreiter fiir die spatere Arbeit von Hiibel [60] angesehen werden, in
der das Overlay-Modell auf theoretischer Ebene fiir die VFZT formuliert und in ANSY'S imple-
mentiert wurde. Diese Formulierung zeigte, dass die Zarka-Methode und deren Ableger nicht nur
auf lineare Verfestigung begrenzt sind. Neueste Entwicklungen, welche in dieser Arbeit noch
behandelt werden, geben Hinweise, wie die Verwendung von nichtlinearer Verfestigung imple-

mentiert werden konnte.

Auf einem anderem Fachgebiet — dem Grundbau — gelang es Chazallon et al. [61], die Evolu-
tionsgleichung von Hornych (eine Extrapolationsfunktion des Materialverhaltens {iber die Zyk-
lenzahl) mit dem linearen Verfestigungsmodul zu verkniipfen. Erstmals war es moglich, die Zyk-
lenabhingigkeit des Bodenverhaltens fiir die direkte Methode zu beriicksichtigen. Chazallon und
seine Kollegen nutzten diese Vorgehensweise, um erfolgreich das Setzungsverhalten von Fahr-

bahnunterkonstruktionen vorherzusagen.
2.3.3. Belastungen mit mehr als zwei Belastungsextrema

Inglebert und Frelat [62] zeigten 1989, dass die Zarka-Methode auch fiir Mehr-Parameterbe-
lastungen im Kontext von Kugelstrahlen eingesetzt werden kann. Beim Kugelstrahlen werden
ausreichend harte Kugeln auf Oberfldchen geschossen, um diese zu hérten. Es gelang mit der
erweiterten Methode, das Restspannungsverhalten der bearbeiteten Oberfldchen gut nachzuemp-
finden. Die theoretische Erweiterung dieser Arbeit bezog sich ausschlieBlich auf elastische Ein-

spielzustinde und konnte noch nicht fiir beliebige Tragwerke angewandt werden.

In weiteren Arbeiten von Inglebert und ihren Kollegen wurde die Methode fiir Mehr-Parame-
terbelastungen Stiick fiir Stiick erweitert [63—65]. Unter dem Namen MASSI [66, 67] (aus dem
franzosischen: ,,Méthode d’Analyse Simplifiée des Structures Inélastiques™ — Methode zur ver-
einfachten iiberelastischen Strukturanalyse) wurde die transformierte interne Variable (TIV)
durch das Einbeziehen von numerischen Optimierungsverfahren berechnet, wodurch nun die
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Methode erstmals allgemeingiiltig formuliert wurde. Diese Erweiterung galt jedoch nur fiir elas-
tische Einspielzustinde. Bei plastischen Einspielzustinden ist die MASSI-Methode, nach dem
verdffentlichten Entwicklungsstand, nicht allgemein anwendbar. Fiir spezielle Verfahren wie die
mechanische Nachbehandlung durch das Kugelstrahlen, Himmern und Kaltwalzen lassen sich
die entstehenden Restspannungsfelder auch bei plastischem Einspielen geeignet vorhersagen. Die
Verwendung des Optimierungsverfahrens in jeder plastischen Stelle im Tragwerk fiihrt jedoch zu

einem deutlich hoheren Berechnungsaufwand.

Unabhéngig von Inglebert und ihren Kollegen schlugen Yu, Moran und Keer eine sukzessive
Berechnung vor, die dem Durchlaufen der Belastungsgeschichte einer inkrementellen Berech-
nung dhnelt [68—70]. Bei dieser Methode lassen sich beliebig viele Belastungszustinde sowohl
bei elastischem als auch bei plastischem Einspielen beriicksichtigen. Allerdings kann diese Vor-
gehensweise nur geeignete Ergebnisse erzielen, wenn die direktionalen und die 6rtlichen Umla-
gerungen gering sind. Dann reicht tatsdchlich nur eine elastische Analyse pro Lastschritt fiir eine
geeignete Abschitzung, was zu einer deutlichen Einsparung von Berechnungszeit gegeniiber in-
krementellen Berechnungen fiihrt. Es gibt tatsdchlich nur wenige Anwendungsbeispiele, bei de-

nen dieses Vorgehen zweckméfig angewendet werden kann.

Khalij, Li, Panier und Hariri [71, 72], aber auch Jabbado und Maitournam [73—75] publizierten
den Weg der sukzessiven Projektion. Durch diesen Weg sollten nun auch direktionale und drtliche
Umlagerung erfasst werden konnen, im Gegensatz zur sukzessiven Berechnung von Yu et al. [68—
70]. Der wesentliche Vorteil der sukzessiven Projektion gegeniiber der sukzessiven Berechnung
ist der, dass die transformierten Variablen fiir den Einspielzustand abgeschétzt werden. Das be-
deutet, es werden nicht die Lastextrema sukzessiv durchgerechnet, sondern nur der Projektions-
vorgang durchléuft sukzessiv die Lastextrema. Dieses Vorgehen liefert gute Ergebnisse an Stellen
im Tragwerk, bei denen eine geeignete Projektion moglich ist. Es kann jedoch auch Stellen im
Tragwerk geben, bei denen die Abschitzungen mit diesem Verfahren schwierig sind. Aus diesem
Grund wird hdufig der Vorschlag gemacht, eine inkrementelle Berechnung von wenigen Zyklen
vorzuschalten. Diese liefert bessere Startwerte fiir den sukzessiven Projektionsvorgang und kann
somit die Ergebnisqualitét verbessern. Der Preis fiir dieses Vorgehen ist ein deutlich hoherer Be-

rechnungsaufwand, der sich aus den vorgeschalteten inkrementellen Analysen ergibt.

Hibel und Vollrath [76—79] haben ein Projektionsverfahren entwickelt, welches in der Quali-
tdt der Ergebnisse unabhédngig von der Art der Beanspruchungen oder vorgeschalteten inkremen-
tellen Berechnungen ist. Die Vorgehensweise spielt in der generellen Entwicklung der Methode
eine herausragende Rolle, da herausgearbeitet wurde, dass die Qualitit der Ergebnisse nur von
dem gewéhlten Projektionsverfahren abhéngt und auch ohne Startwertverbesserung durch inkre-
mentelle Vorberechnungen gute Ergebnisse liefern kann. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser

Projektionsvorschriften ist Bestandteil dieser Arbeit und wird in Abschnitt 4.2 diskutiert.

66



Sai [80] verdffentlichte einen innovativen Ansatz in seiner Promotionsschrift, welche die
Zarka-Methode verwendet, um den Gesamtzustand des Tragwerks zu ermitteln. Er verzichtet da-
bei auf eine Projektion zur Berechnung der transformierten internen Variablen, wie es tiblicher-
weise bei der Methode der Fall ist und berechnet diese durch eine Extrapolationsfunktion. Zur
Entwicklung der Taylor-Reihen, aus denen die Extrapolationsfunktion gebildet wird, werden zu-
nichst wenige Zyklen einer inkrementellen Berechnung benétigt. Die ermittelten Ergebnisse lie-
fern die ersten Extrapolationsfunktionen der transformierten internen Variablen. Nun kann die
TIV zu einem bestimmten Zyklus berechnet werden und der elastisch-plastische Zustand wird
entsprechend der Zarka-Methode ermittelt. Auf Grundlage dieser Ergebnisse wird die Extrapola-
tionsfunktion aktualisiert und das Verfahren bis zum gewiinschten Zyklus oder dem Einspielzu-
stand fortgesetzt. Das Uberspringen von Zyklen verringert deutlich den Berechnungsaufwand ge-
geniiber vollstindig inkrementell gerechneten Analysen und gibt ihr den Namen ,,Cycle Skip Me-
thod®“. Obwohl diese Methode aufwendig erscheint, wegen der vorgeschalteten inkrementellen
Berechnungen, so kdnnte in ihr jedoch verborgenes Potenzial liegen. Ein moglicher Vorteil dieser
Methode konnte die Erweiterbarkeit auf Mehr-Parameterbelastungen sowohl fiir elastisches als
auch fiir plastisches Einspielen sein. Insbesondere bei plastischen Einspielzustéinden ist eine Ab-
schitzung der Schwingbreiten bei Mehr-Parameterbelastungen fiir den allgemeinen Fall schwie-
rig. Leider gibt es von Sai zu dieser Vorgehensweise keine weiteren Verdffentlichungen, weshalb

davon ausgegangen wird, dass die Entwicklung auch nicht weiterverfolgt wurde.
2.3.4. Anwendung in der Geotechnik

Auf der Grundlage von Zarka’s Konzept der Einspielanalysen haben Chazallon, Habiballah,
Koval, Hornych, Allou und Mouhoubi [61, 81-85] die Zarka-Methode fiir bodenmechanische
Aufgaben umformuliert. Die erste grundlegende Modifikation durch Chazallon und seinen Kol-
legen [84] galt der Flieflache. So wurde die Theorie von der Verwendung einer Mises-FlieB3fla-
che auf eine Drucker-Prager-FlieBfliche umformuliert. Damit konnte erstmals der Einfluss des
hydrostatischen Druckanteils beriicksichtigt werden. In einem weiteren Schritt wurde, wie oben
schon erwéhnt, die Verfestigungsfunktion durch eine zyklenabhéngige Extrapolationsfunktion er-
weitert [61]. Durch diese Erweiterungen wurde das Setzungsverhalten von Fahrbahnunterkon-

struktionen unter zyklischen Belastungen bestimmt.

Die letzten Entwicklungen fiir die geotechnischen Anwendungen von Li, Nowamooz, Chazal-
lon und Migault [86-92] zielen darauf ab, den Feuchtigkeitsgehalt des Bodens zu beriicksichtigen.
Dafiir wurde eine Umformulierung der Theorie vorgenommen, damit der Feuchtegehalt des Bo-
dens in der Fliefunktion beriicksichtigt wird. Dieses Vorgehen lésst sich vergleichen mit der
Verwendung einer temperaturabhéngigen Streckgrenze bei Stahl, welche bei der VFZT verwen-

det wird [14]. Ahnlich wie bei Stahl ist bei ungebundenen granularen Béden die FlieBgrenze in
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den ersten Belastungszyklen durch isotrope Verfestigung gekennzeichnet. Die Formulierung von

isotroper Verfestigung wird gegenwiértig durch Li und seine Kollegen entwickelt [92].
2.3.5. Praxistransfer und Softwareimplementierungen

Die meisten der oben genannten Wissenschaftler, welche sich {iber einen langeren Zeitraum
mit der Zarka-Methode beschiftigt haben und die Entwicklung mafigeblich vorangetrieben haben,
kommen aus Frankreich. Dort ist die Methode auch in einigen kommerziellen und nichtkommer-
ziellen Softwarepaketen implementiert, wie CAST3M, SYSTUS, ACORD 2D, CADLM, FAT-
Pro und weiteren. Viele der franzosischen Wissenschaftler, die an der Zarka-Methode geforscht
haben, haben einen Bezug zur Ecole Polytechnique in Paris, an der Zarka lehrte. AuBerhalb von
Frankreich haben nur eine Hand voll Wissenschaftler {iber die Zarka-Methode publiziert. Die
wohl umfangreichste Arbeit auBerhalb von Frankreich kommt aus Deutschland von Hiibel und
seinen Mitarbeitern [2, 14, 15, 55, 60, 76-79, 93], welche die einzigen Wissenschaftler sind, die
im deutschsprachigen Raum an dieser Methode forschen. Hiibel und Vollrath arbeiten mit AN-
SYS und haben ihre Arbeit {iber Usersubroutinen implementiert. In Polen hatte Cecot mit seinen
Mitarbeitern eine Zeit lang mit der Methode gearbeitet und sie mit h-adaptiver FEM verkniipft
[94]. In den USA gab es auch eine Reihe an Veroffentlichungen [68—70, 95], welche keine theo-
retischen Neuentwicklungen hervorbrachten und im Wesentlichen die Methode nur vorstellten

und bewerteten.
2.3.6. Zarka‘s weitere Entwicklung

Zarka‘s spdtere Arbeiten drehten sich um ,,Optimal Intelligent Design® [96-99]. Dabei geht es
darum, ein Informationsnetzwerk anzulegen, welches Erkenntnisse aus Experimenten und nume-
rischen Untersuchungen zusammenbringt, um ,,optimal“ zu entwerfen. Die Grundlage bildet eine
stetig anwachsende Datenbank mit Informationen liber Ermiidungs- und Ratchetingbeanspru-

chungen. Diese sind zum Beispiel:

e Ergebnisse aus Laborversuchen — an Materialien und konkreten Tragwerken,
e analytische Losungen,
e Randbedingungen von Geometrien und Belastungen aus Regelwerken,

e numerische Berechnungsergebnisse — durchgefiihrt mit der Zarka-Methode.

Das Verfahren kann umso bessere Ergebnisse erzielen, je mehr Informationen bereits iiber
dhnliche Systeme, vergleichbare Materialien und deren Reaktionen auf die verschiedenen Belas-
tungen vorhanden sind. Aufgrund der Effizienz der Zarka-Methode lassen sich damit viele Er-
gebnisse elastisch-plastischer Analysen generieren, da selbst an komplizierten Randwertproble-
men Parameterstudien noch moglich sind, wo inkrementelle Schritt-fiir-Schritt-Berechnungen un-

wirtschaftlich werden.
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All diese Informationen werden von Werkzeugen des automatischen intelligenten Lernens
aufgenommen und in mathematischen Gleichungen oder Regeln ausgewertet, mit denen zum ei-
nen optimal entworfen werden kann und zum anderen neue Schadensmechanismen erkannt wer-
den konnen. Dieses Vorgehen soll durch einen Zuwachs an Informationen einen Zuwachs an zu-
verldssigen Entwiirfen und Nachweisen ermoglichen. Dariiber hinaus soll auch der Nachweis von
bisher eher unbekannten Strukturen deutlich zuverlassiger durchgefiihrt werden kdnnen. Dabei
ist die Zarka-Methode ein integraler Bestandteil des ,,Optimal Intelligent Design®, welches aktu-

ell in der Bewertung von Schrauben und Bolzen Anwendung findet [100].
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3.Das Wesen von

Mehr-Parameterbelastung

Um zu verstehen, welches Verhalten der Tragwerke bei der Verwendung von beliebig vielen
Belastungen entsteht, wurde eine Reihe an numerischen Untersuchungen durchgefiihrt [76—79].
Dabei bezieht sich das Verhalten der Tragwerke nicht nur auf den Einspielzustand, sondern vor

allem auf die Verdnderungen der Beanspruchungen zwischen Ein- und Mehr-Parameterbelas-
tungen. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen werden im folgenden Kapitel vorgestellt und bil-

den die Grundlage fiir die theoretischen Entwicklungen in Kapitel 4 und Kapitel 5.
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3.1. Die funktionale Beschreibung von Mehr-Parameterbelastungen

Der aktuelle Stand der Forschung beriicksichtigt nur einen einzigen zeitabhdngigen Belas-
tungsparameter A(t), wie Gleichung (39) zeigt. Somit kann das zyklische Verhalten nur zwischen
zwei Belastungsextrema untersucht werden. Diese paarweise Betrachtung steht mit dem Vorge-
hen der Regelwerke wie ASME-Code [3] und KTA-Regelwerk [4] im Finklang. In [24] wird
jedoch gezeigt, dass eine paarweise Betrachtung nicht ausreicht, um gewisse Ratcheting-Mecha-
nismen iiberhaupt erst zu identifizieren. Die gréfiten Beanspruchungen im Einspielzustand hén-
gen jedoch wesentlich von der Beriicksichtigung aller entscheidenden Belastungszustinde ab und
koénnen nicht immer durch eine paarweise Betrachtung ersetzt werden. Aus diesem Grund wurde
die VFZT fiir die Anwendung von mehr als zwei Belastungsextrema, also von Mehr-Parameter-
belastungen erweitert. Die Vorteile der VFZT gegeniiber inkrementellen Berechnungen kommen
bei Mehr-Parameterberechnungen noch deutlicher zum Vorschein. Wo Schritt-fiir-Schritt Be-
rechnungen bereits die Grenze der Rechenkapazitit iiberschreiten, kann die VFZT noch effizient

Losungen liefern.

Besonders bei thermo-mechanischen Beanspruchungen mit transienten Temperaturverldaufen
ist es schwierig, die Zeitpunkte der beiden Belastungsextrema derart zu bestimmen, dass die ma-
ximalen Beanspruchungen erfasst werden. In der Regel liegt eine thermische Berechnung mit
ausreichender zeitlicher Diskretisierung vor, aus der die Belastungszeitpunkte fiir eine mechani-
sche Analyse gewdhlt werden. Berechnungen einer thermischen Simulation sind bei gleichem FE-
Netz giinstiger als Berechnungen einer mechanischen Analyse mit nichtlinearem Stoffgesetz. Aus
dem Grund der numerischen Wirtschaftlichkeit ist also abzuwéagen, welche Belastungszeitpunkte

beriicksichtigt werden und welche vernachléssigt werden.

Die Verwendung von Mehr-Parameterbelastungen fiir die VFZT setzt voraus, dass die Belas-
tungsgeschichte durch eine Reihe von Belastungsextrema bekannt ist und durch ein Belastungs-
histogramm veranschaulicht werden kann. Im Folgenden wird eine Funktion vorgestellt, die es
ermoglicht, die Belastungsgeschichte von Mehr-Parameterbelastungen zu beschreiben. Durch

Gleichung (65) konnen beliebig viele Belastungszustinde L; durch ihre zeitabhéingigen Belas-
tungsparameter 4;(t) beeinflusst werden und somit Belastungshistogramme mit beliebig vielen

Lastparametern beschrieben werden.

L =) 40 (1) (©9)
J

Bei der Formulierung der Belastungsfunktion sollte beriicksichtigt werden, dass Uberschnei-
dungen von zyklischen Belastungen, wie sie in Abbildung 28 dargestellt sind, zu neuen Bean-
spruchungsextrema fiihren konnen. Solche Beanspruchungsextrema aus Interaktionen kénnen zu
deutlich hoheren Beanspruchungen fiihren und miissen somit beriicksichtigt werden. Wie in Ab-

bildung 28 links dargestellt ist, 14dsst sich hdufig nicht vorhersagen, zu welchem Zeitpunkt die
71



grofte Beanspruchung im Tragwerk auftritt. Bei inkrementellen Berechnungen werden durch eine
ausreichende Diskretisierung der Belastungshistorie die Zeitpunkte der maximalen Beanspru-
chung identifiziert. Gleichermaf3en kann dieses Verhalten auf die VFZT {ibertragen werden. D.h.
es werden die Zwischenschritte als zusitzliche Belastungsextrema beriicksichtigt, wie in Abbil-
dung 28 rechts dargestellt ist. Dieses besondere Phanomen der Mehr-Parameterbelastung soll hier
nur kurz erwidhnt werden und spielt im weiteren Verlauf der Arbeit keine weitere Rolle, da auf

eine zeitlich verschobene Uberlagerung von zyklischen Belastungen verzichtet wird.

Lastniveau Lastniveau
A A
L? /\ L? /\
7T hochste : i~ ausreichende
1 /\i\i Beanspruchung? L1 /\\\: Diskretisierung
Belastungszeitpunkte Belastungszeitpunkte

Abbildung 28: links: Unbekanntes Beanspruchungsextrem aufgrund unzureichender
Lastpfadzerlegung.
rechts: Ausreichende Lastpfadzerlegung kann das Beanspruchungsmaximum
zwischen den Belastungsextrema identifizieren.

3.2. Tragverhalten bei Mehr-Parameterbelastung

In diesem Abschnitt werden Besonderheiten in Bezug auf das Tragverhalten bei der Beriick-
sichtigung von Mehr-Parameterbelastungen aufgezeigt. Die numerisch inkrementellen Untersu-
chungen, welche an verschiedenen Beispielen durchgefiihrt wurden, fiihrten zu einer Reihe an
bisher wenig durch die Fachliteratur besprochenen Phianomenen. Auf Grundlage der beobachteten
Phinomene wurden Thesen aufgestellt, die an weiteren inkrementellen Berechnungen untersucht

wurden und somit als empirisch hergeleitet angesehen werden konnen.
3.2.1. Das Torus-Modell als Idealisierung eines Rohrbogens

Die Auswirkungen von Mehr-Parameterbelastungen werden beispielhaft an dem Modell eines
diinnwandigen Rohrbogens erldutert. Genau genommen wird ein idealisiertes, rotationssymmet-
risches Modell des Rohrbogens verwendet. Die Rotation eines Kreisringquerschnittes fiihrt zu
einem Torus-Modell, welches den Berechnungsaufwand gegeniiber vollstdndig modellierten 90°-
Rohrbogen deutlich reduziert. Gleichzeitig kann durch diese Modellreduktion eine gute Ndherung
des hochst beanspruchten Querschnitts bei 45° erzielt werden. Dies gilt nur fiir rotationssymmet-
rische Belastungen, wie Innendruck, In-plane Biegung und radiale Temperaturgradienten. Diese
Reduktion des Berechnungsaufwandes ist notwendig, weil der Aufwand an vielen numerischen
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elastisch-plastischen inkrementellen Untersuchungen an einem mit 3-D Solidelementen model-
lierten Rohrbogen unter zyklischer Belastung bis zum Erreichen des Einspielzustandes zur Vali-

dierung der VFZT mit der verfiigbaren Hardware zu aufwendig wire.

Zur Darstellung der besonderen Phanomene, welche unter Mehr-Parameterbelastungen auf-
treten, wurde das Torus-Modell gewéhlt, weil hier alle Phinomene in einem Modell dargestellt
werden konnen. Die Untersuchung der im Folgenden diskutierten Thesen ist auch an vereinfach-

ten Modellen von akademischer Natur durchgefiihrt worden.

Wie in Abbildung 29 zu erkennen ist, entsteht aus dem rotierten Kreisringquerschnitt ein
Torus-Modell, welches durch die Verwendung von 2-D Kontinuumselementen eine deutliche Re-

duktion von Elementen und somit Berechnungsaufwand gegeniiber einem 3-D Modell darstellt.

Wk\\\\\\\\\\‘

=
>

Abbildung 29: Vereinfachung einer 90° Rohrbogengeometrie durch das Ausnutzen von
Rotationssymmetrie, wodurch ein Torus entsteht.
Eine Verwendung von shell-Elementen zur Modellierung einer vollstdndigen Rohrbogengeo-
metrie war zum Zeitpunkt der Projektbearbeitung technisch mit der VFZT noch nicht moglich,
weil die Usersubroutinen fiir die Anwendung von shell- und beam-Elementen sich noch in der

Entwicklung befanden.

In [76] wird an fiktiv-elastischen Berechnungen gezeigt, dass die Verwendung der Torus-
Scheibe zu guten Ergebnissen im Vergleich zum Querschnitt der maximalen Beanspruchung am
Rohrbogen bei 45° fiihrt. Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist jedoch, dass die Steifigkeit des
angeschlossenen Geradrohrs einen geringen Einfluss auf die maximalen Beanspruchungen im
Rohrbogen hat. Weiterhin lassen sich durch die Ausnutzung der Rotationssymmetrie nur rotati-
onssymmetrische Belastungen verwenden, somit hat das Modell des rotationssymmetrischen

Torus einige Anwendungsgrenzen.
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3.2.2. Belastungen und Belastungsreihenfolge

In Abbildung 30 wird die diinnwandige Querschnittgeometrie eines Rohrbogens unter Ver-
wendung von Rotations- und Achsensymmetrie mit den Belastungen dargestellt. Bei den Belas-
tungen handelt es sich um den konstant anliegenden Innendruck p und zwei zyklische Belastun-
gen, dem radialen Temperaturgradienten AT und der weggesteuerten In-plane Biegung ¢. In-
plane bezieht sich hierbei auf die durch den Rohrbogen aufgespannte Ebene, in der der Rohrbogen
auf- bzw. zugebogen wird. Um die In-plane Biegung in das Modell einzubringen wurde ein line-
arer Temperaturverlauf von T; nach T, in horizontaler Richtung aufgebracht, wie es in Abbildung

30 dargestellt ist.

élt

2 AT
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Abbildung 30: Geometrie und Belastungen des vereinfachten Rohrbogenmodells als
rotationssymmetrischer Torus.

Die zeitliche Anordnung der zyklischen Belastungen wird in Abbildung 31 zusammengefasst.
Es ist zu erkennen, dass die Lastniveaus zwischen 0 und 1 bei den zyklischen Belastungen wech-
seln. Dabei bedeutet 1, dass 100% des Belastungsniveaus wirken und 0%, dass die Belastung
vollstindig zuriickgenommen wurde. Der Innendruck p wirkt kontinuierlich im Tragwerk und die
zyklischen Belastungen wechseln sich ohne Uberschneidungen ab. Zuerst wird der radiale Tem-
peraturgradient AT aktiviert. Nach seiner Entlastung folgt die Belastung durch die In-plane Bie-

gung ¢, und nachdem diese wieder entlastet wurde, beginnt ein neuer Grofizyklus.
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Abbildung 31: Belastungshistogramm mit den Belastungen: Innenduck p (konstant),
radialer Temperaturgradient AT (zyklisch) und In-plane Biegung ¢
(zyklisch)

Aus diesem Belastungshistogramm ergeben sich drei unterschiedliche Lastextrema, welche
sich an den Belastungszeitpunkten 1, 2 und 4 befinden. Die Belastungen an den Belastungszeit-
punkten sind: 1 - Innendruck p, 2 - Innendruck p mit radialem Temperaturgradient AT und 4 -

Innendruck p mit In-plane Biegung ¢.
3.2.3. Stoffgesetz und Modellparameter

Fiir die Berechnungen am Torus-Modell wurde ein bilineares Stoffgesetz mit kinematischer
Verfestigung verwendet. Das bedeutet, bei Uberschreiten der Streckgrenze fy wird eine lineare
Verfestigung beriicksichtigt, wie sie in Abbildung 32 dargestellt ist. Die VFZT konnte auch fiir
bilineare Verfestigung eingesetzt werden, was einem trilinearen Spannungs-Dehnungsverhalten
entspricht. Auch bei spiteren Vergleichsrechnungen mit dem Torus-Modell wird ein Stoffgesetz
mit linearer Verfestigung verwendet, weil der informative Mehrwert durch Hinzunehmen von
weiteren Segmenten und die Auswirkungen auf die folgenden Phénomene bei Mehr-Parameter-

belastungen gering sind.

i Materialparameter:
E =1-10° N/mm?*
v=203
fy = 100 N/mm?
E,=0,05-E

ar=1-10">K"1

» &
Abbildung 32: Spannungs-Dehnungsbeziehung des Stoffgesetzes mit kinematischer
Verfestigung und den zugehorigen Kennwerten.
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Die Kennwerte der Geometrie und der Belastungen fiir das Torus-Modell sind in Tabelle 1
zusammengefasst. Der Innendruck ist als Uberdruck gewihlt und das Belastungsniveau so, dass
die Beanspruchung bei 80% der elastischen Grenzlast liegt. Der radiale Temperaturgradient wird
durch die Temperaturdifferenz von AT erzeugt, welche durch ein sich erhitzendes Medium im
Rohr hervorgerufen wird. Das bedeutet, die Innenseite des Querschnitts ist heiler und dement-
sprechend werden dort Druckspannungen infolge der Temperaturbelastung hervorgerufen. Die
In-plane Biegung wird, wie bereits in Abbildung 30 beschrieben, durch einen horizontalen Tem-
peraturverlauf {iber den Querschnitt hervorgerufen, der bezogen auf einen 90°-Rohrbogen einer
gegenseitigen Verdrehung der beiden Endquerschnitte um maximal 4,2° entspricht. Hierbei ist es

am Intrados kalter als am Extrados, was zu einem SchlieBen des Rohrbogens fiihrt.

Tabelle 1: Kennwerte von Geometrie und Belastung fiir das Torus-Modell

Bogenradius R; 300mm
Innenradius des Querschnitts T 100mm
Wanddicke t 5mm
Innendruck p 3,46N /mm?*
Temperaturdifferenz AT 0..200K
In-plane-Biegung 0] 0..4,2°

3.2.4. Ergebnisse der fiktiv-elastischen Berechnungen

Ublicherweise werden in der Praxis zunichst die Ergebnisse einer fiktiv-elastischen Analyse
betrachtet, da solche Berechnungen den geringsten Berechnungsaufwand benétigen. Zudem kon-
nen wichtige Informationen, wie der Ort der maximalen Beanspruchung abgeschédtzt werden.
Haufig werden die Ergebnisse der fiktiv-elastischen Analysen als Grundlage fiir das Nachweis-
verfahren zyklisch tiberelastisch beanspruchter Tragwerke, entsprechend ASME-Code [3] oder
KTA-Regelwerk [4], verwendet.
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Abbildung 33: Konturplots der Vergleichsspannungen der fiktiv-elastischen Analysen an 8-
fach gedehnter Darstellung der Wanddicke.
oben: reiner Innendruck p (Zeitpunkt 1),
mittig: Innendruck und radialer Temperaturgradient p + AT (Zeitpunkt 2),
unten: Innendruck und In-plane Biegung p + @ (Zeitpunkt 4);

Die in Abbildung 33 dargestellten Konturplots der Mises-Vergleichsspannungen zeigen die
unterschiedlichen Orte der maximalen Beanspruchungen in den entsprechenden Belastungszeit-
punkten. In der Abbildung wurde auf eine Skalierung der Kontur verzichtet, da hier nur der Ort
der maximalen Beanspruchung von Interesse ist und die Absolutwerte unbeachtet bleiben. So
fiihrt der reine Innendruck p zur maximalen Beanspruchung an der Innenseite des Intrados. Der
radiale Temperaturgradient AT wiirde, fiir sich allein betrachtet, eine gleichmaBige maximale Be-
anspruchung an der Aufenoberfldche des Querschnitts erzeugen. In Kombination mit dem Innen-
druck p liegt die maximale Beanspruchung des Belastungszeitpunktes 2 an der AuBBenoberfliche
des Intrados. Die In-plane Biegung hingegen weist, bedingt durch die infolge der Abtriebskrafte
hervorgerufene Ovalisierung, ein Beanspruchungsmaximum an der AuBenoberfliche nahe der
Krone auf. Entsprechend dieser Erkenntnisse wiirden nun Nachweise an diesen neuralgischen
Punkten gefiihrt werden. Dass ein solches Vorgehen bei einer Ein-Parameterbelastung noch sinn-
voll sein mag, jedoch bei Mehr-Parameterbelastung zu einer Fehleinschétzung des Ortes der ma-
ximalen Beanspruchung fiihren kann, stellt sich bei einer inkrementellen Schritt-fiir-Schritt Be-

rechnung bis zum Einspielzustand dar und wird im Folgenden vorgestellt.
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3.2.5. Erkenntnisse aus inkrementellen Berechnungen
Der Ort der maximalen Beanspruchung

Zunéchst wird zuerst der Ort der maximalen Beanspruchung untersucht. Dafiir wurden inkre-
mentelle Berechnungen sowohl fiir die Ein-Parameterbelastungen als auch fiir die Mehr-Parame-
terbelastung durchgefiihrt. Um den Verlauf der nichtlinearen Berechnungen ausreichend genau
nachzuempfinden, wurde der Belastungsweg durch 20 Zwischenschritte pro Lastschritt diskreti-
siert. Ein Lastschritt ist die rechnerische Anderung von einem Belastungszeitpunkt zum nichsten,

wie in Abbildung 31 dargestellt.

In Abbildung 34 sind Konturplots der Mises-Vergleichsspannungen dargestellt, wobei auch
hier auf eine Skalierung der Kontur verzichtet wird, da das Hauptaugenmerk auf dem Ort der
maximalen Beanspruchung liegt. Wie bei den Ein-Parameterberechnungen zu erwarten war,
stimmt der Ort der maximalen Beanspruchung beim radialen Temperaturgradienten mit Innen-
druck und bei der In-plane Biegung mit Innendruck mit Ergebnissen der fiktiv-elastischen Vor-
untersuchungen aus Abbildung 33 anndhrend iiberein. Alle Ergebnisse aus Abbildung 34 sind

durch elastisches Finspielen gekennzeichnet.

Bemerkenswert ist jedoch, dass bei Mehr-Parameterbelastung infolge der Interaktion der zyk-
lischen Belastungen der Ort der maximalen Beanspruchung an einer vollig neuen Stelle liegt, wie
Abbildung 34 zeigt. Mit anderen Worten: der Ort der maximalen Beanspruchung lasst sich bei
Mehr-Parameterbelastungen nicht bestimmt aus einer fiktiv-elastischen Analyse abschitzen, da
das Zusammenspiel der unterschiedlichen zyklischen Belastungen schwer vorhergesagt werden
kann. Ausfiihrliche elastisch-plastische Berechnungen werden infolge der Beriicksichtigung von
mehreren zyklischen Lastparametern zwingend notwendig, um den Ort der maximalen Beanspru-

chungen bestimmen zu kdnnen.
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Abbildung 34: Maximale Vergleichsspannungen im Einspielzustand.
oben: zyklische Belastung nur mit AT,
mittig: zyklische Belastung nur mit ¢,
unten: Mehr-Parameterbelastung mit AT und @

Das Verhalten der Beanspruchungen

Neben dem Ort der maximalen Beanspruchung spielt der absolute Wert einer Beanspruchung
die Hauptrolle in Nachweisverfahren, da Regelwerke wie ASME-Code [3] und KTA-Regelwerk
[4] Dehngrenzen festlegen. Zur Auswertung wird an dieser Stelle auf die plastischen Umfangs-
dehnungen des Querschnitts zuriickgegriffen und diese werden iiber die Belastungsgeschichte
dargestellt. In dem Beanspruchungshistogramm aus Abbildung 35 ist zu erkennen, dass die ma-
ximalen Beanspruchungen sich erheblich vergrofern gegeniiber den Beanspruchungen an der
Krone und am Intrados. Dieser Dehnungsverlauf veranschaulicht, wie die Interaktion von mehre-
ren zyklischen Belastungen zu einer gesteigerten Dehnungsakkumulation fiihren kann. So befin-
det sich der Ort der maximalen Beanspruchung infolge Mehr-Parameterbelastung an der Innen-

seite und es treten deutlich grolere plastische akkumulierte Dehnungen auf.

Solche Beanspruchungsverldufe, welche sich aus der Interaktion von zyklischen Belastungen
ergeben, lassen sich bisher nicht geeignet durch vereinfachte Verfahren aus Regelwerken wie dem
ASME-Code [3] oder den KTA-Regelwerk [4] beriicksichtigen. Damit solche Beanspruchungs-

situationen beriicksichtigt werden koénnen, miisste eine inkrementelle Berechnung mit Mehr-
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Parameterbelastung durchgefiihrt werden oder direkte Methoden zum Einsatz kommen, welche

Mehr-Parameterbelastungen beriicksichtigen kdnnen.
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Abbildung 35: Verlauf der plastischen Dehnungen in Umfangsrichtung iiber die
Belastungsgeschichte infolge von Mehr-Parameterbelastung:
cyan: Krone auflen,
lila: Intrados auffen
rot: Ort der maximalen Beanspruchung

Die Anzahl der notwendigen Belastungszyklen

Ein weiteres Merkmal, welches die Berlicksichtigung von mehreren zyklischen Lastféllen er-
schwert, ist der erhohte Berechnungsaufwand. Damit ist gemeint, dass es Beispiele gibt, bei denen
deutlich mehr Zyklen benétigt werden, um den Einspielzustand zu erreichen. Dies ldsst sich im
Dehnungshistogramm von Abbildung 35 und dem Spannungs-Dehnungsdiagramm von Abbil-
dung 36 zeigen. In beiden Diagrammen werden die Beanspruchungsverldufe der Ein-Parameter-
belastung und der Mehrparameterbelastung bis zum Einspielzustand dargestellt. Der rot darge-
stellte Verlauf zeigt die Ergebnisse aus der Mehr-Parameterberechnung und die Verldufe in lila

und cyan stellen die Ergebnisse der Ein-Parameterberechnungen jeweils an der maximal bean-
spruchten Stelle dar.

Auch wenn es so aussieht, als ob die Ergebnisse infolge der Ein-Parameterbelastungen ge-
meinsam zu dem Ergebnis der Mehr-Parameterbelastung fithren, muss darauf hingewiesen wer-
den, dass sich alle Ergebnisse an einem anderen Ort im Tragwerk befinden und diese Darstellung

zufdllig entstanden ist.
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Abbildung 36.: Gegeniiberstellung der Spannungs-Dehnungsentwicklung an den Stellen
hdchster Beanspruchung aus zwei Ein-Parameterbelastungen und einer
Mehr-Parameterbelastung:
lila: Ein-Parameterbelastung aus AT,
cyan: Ein-Parameterbelastung aus @,
rot: Mehr-Parameterbelastung mit den zyklischen Lastfillen AT und ¢.

Um die Anzahl der Zyklen, welche bis zum Einspielzustand benotigt werden, besser verglei-
chen zu kénnen, wurde bei den Ein-Parameterberechnungen jeweils ein Belastungszyklus ausge-
lassen, wie im Belastungshistogramm aus Abbildung 36 dargestellt wird. In dem Dehnungshisto-
gramm aus Abbildung 35 ist zu erkennen, dass fiir die Mehr-Parameterbelastung etwa 30 Zyklen,
also 120 Belastungszeitpunkte, durchlaufen werden miissen, bis der Einspielzustand nahezu er-

reicht ist.

Im Gegensatz dazu werden bei der Ein-Parameterbelastung der In-plane-Biegung gerade mal
zwei Zyklen und bei dem radialen Temperaturgradienten weniger als 30 Zyklen bendtigt. In
Summe werden 64 Belastungsschritte notwendig, um die Ein-Parameterbelastungen getrennt zu
betrachten, was bedeutet, dass fiir die Mehr-Parameterbelastung fast die doppelte Anzahl an Be-
lastungsschritten durchlaufen werden muss. Letztendlich kann festgehalten werden, dass Mehr-
Parameterbelastungen in der Regel einen deutlich hoheren Berechnungsaufwand erfordern als die

getrennte Betrachtungsweise mehrerer Ein-Parameterbelastungen.

Zusammenfassung der Erkenntnisse

An dieser Stelle werden alle vorangegangenen Erkenntnisse aus den inkrementellen Analysen
im Zusammenhang mit Mehr-Parameterbelastungen zusammengefasst. Die hier beschriebenen
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Erkenntnisse aus den numerischen Untersuchungen beziehen sich auf elastische und plastische
Einspielzustdnde. In Abschnitt 5.1 wird noch auf die Besonderheiten bei plastischen Einspielzu-

standen — der vereinfachten Abschitzung der plastischen Dehnschwingbreite — eingegangen.

Inkrementelle elastisch-plastische Berechnungen, bei denen mehr als zwei zyklisch auftre-
tende Lastextrema beriicksichtigt werden, fithren zu deutlich komplexeren Aufgabenstellungen
gegeniiber Ein-Parameterbelastungen. Hierbei konnen schon einfache numerische Modelle we-
gen der Anzahl der Belastungen und der notwendigen Anzahl an Belastungszyklen bis zum Ein-

spielen, die Ressourcen an Speicher und Rechenleistung iiberschreiten.

Aus einem historisch gewachsenen Vorgehen in den Regelwerken wurde bisher eine paar-
weise Betrachtung der Belastungsextrema verwendet. Dass dieses Vorgehen zu einer Unterschit-
zung der Beanspruchungen fiihren kann, wurde am Beispiel des Torus-Modells nachgewiesen.
Aus den folgenden Argumenten sollten alle notwendigen Belastungsextrema beriicksichtigt wer-
den, damit ein realistisches Bild der Beanspruchungen im Tragwerk {iber die Lebensdauer oder
Betriebsdauer entstehen kann. Es wurde weiterhin gezeigt, dass direkte Methoden zur Bestim-
mung der ZustandsgroBen unabdingbar sind, da inkrementelle Schritt-fiir-Schritt-Berechnung zu

aufwendig werden konnen.

1. Der Ort der maximalen elastisch-plastischen Beanspruchung kann signifikant vom Ort

der maximalen fiktiv-elastischen Beanspruchung abweichen.
2. Die akkumulierten Dehnungen bei Berechnungen mit Mehr-Parameterbelastung kon-
nen signifikant grofier sein, gegeniiber der Summe der akkumulierten Dehnungen aus

getrennten Berechnungen mit Ein-Parameterbelastung.

3. Die Anzahl der erforderlichen Belastungszyklen und somit der Berechnungsaufwand

kann unter Mehr-Parameterbelastungen deutlich ansteigen.
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4 .Mehr-Parameterbelastung

bei elastischem Einspielen

Der Vorteil elastischer Einspielzustdnde gegeniiber plastischen Einspielzustdnden liegt in
den konstanten plastischen Dehnungen iiber einen Belastungszyklus. Da sich die Beanspru-
chungsénderungen rein elastisch verhalten, konnen durch ein einziges Restspannungsfeld alle
elastisch-plastischen Beanspruchungszustidnde im Einspielzustand ermittelt werden. In diesem
Kapitel ist ein Projektionsalgorithmus dargestellt, der es ermoglicht, die TIV und somit das
Restspannungsfeld fiir beliebig viele Belastungszustinde unter elastischem Einspielen effizient

zu ermitteln.
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4.1. Herausforderung von 2-D auf 5-D Projektionen

Bei der Entwicklung einer Projektionsvorschrift von den negativen deviatorischen Restspan-
nungen auf die Schnittmenge () bei Mehr-Parameterbelastungen wurde zunéchst die Projektions-
vorschrift im transformierten Hauptspannungsraum erweitert. Das bedeutet, zu den bisher nur
betrachteten zwei Belastungszustinden kommen beliebig viele hinzu. Jedem Belastungszustand
ist ein Mises-Kreis zugehorig und diese bilden eine Schnittmenge (), wie in Abbildung 37 gezeigt.
Eine solche Schnittmenge muss definitionsgemaf an jeder Stelle im Tragwerk auftreten, dann ist
das Verhalten des Tragwerks durch elastisches Einspielen geprigt. Elastisches Verhalten im Ein-
spielzustand wird im Folgenden vorausgesetzt und ist im Verhalten der Ergebnisverldufe der in-

krementellen Berechnungen bestitigt.

Die Erweiterung der Projektionsvorschrift fiir deviatorische Hauptspannungen lisst sich ent-
sprechend der ebenen 2-D Darstellung, wie in Abbildung 37 dargestellt, erweitern. Dort werden
exemplarisch vier Projektionen von den negativen deviatorischen Restspannungen —p; auf die

Schnittfliche ) gezeigt.

Abbildung 37: Projektion auf 0 im transformierten Hauptspannungsraum bei Mehr-
Parameterbelastungen.

Der bedeutende Vorteil bei der Bestimmung der Projektionsvorschrift von Berechnungen mit
Ein-Parameterbelastungen gegeniiber Berechnungen mit Mehr-Parameterbelastungen ist der,
dass bei Ein-Parameterbelastungen alle deviatorischen Spannungsvektoren in einer Ebene liegen.
Diese Ebene kann durch drei Stiitzpunkte definiert werden. Der erste Stiitzpunkt der Ebene ist der
Koordinatenursprung und die beiden weiteren Punkte ergeben sich aus den beiden fiktiv-elasti-
schen deviatorischen Spannungsvektoren. Alle anderen Vektoren wie die Riickspannungen, die
TIV’s und die elastisch-plastischen Spannungen verteilen sich ebenfalls in dieser Ebene. Liegen
in den Lastextrema nur Hauptspannungen vor, so kdnnen diese auch grafisch, wie in Abbildung

37, dargestellt werden.
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Kommt nun ein weiterer Belastungszustand hinzu, breiten sich alle anderen Spannungen im
sechsdimensionalen Raum aus, sofern die hinzugekommenen fiktiv-elastischen Spannungen nicht
in der gleichen Ebene liegen. Genau genommen, kann maximal ein 5-dimensionaler Raum ent-
stehen, wenn alle 3 Schubkomponenten und die 2 unabhingigen deviatorischen Normalspannun-
gen beteiligt sind. Eine grafische Darstellung der Projektionsvorginge ist dann nicht mehr mog-
lich und das Projektionsverfahren kann nur noch durch Hilfestellung von numerischen Verfahren

durchgefiihrt werden.

In diesen 5-D Raumen werden die Kreise der FlieBbedingungen zu Hyperkugeln, die ein ge-
meinsames Schnittvolumen () bei elastischen Einspielzustinden bilden. Projektionen auf dieses
Schnittvolumen lassen sich bisher nur in 2-D und 3-D Raumen analytisch 16sen. In 4-D und 5-D
Réumen miissen Néherungsverfahren hinzugezogen werden, um eine geeignete Projektion auf

zu erhalten.

Wird nun versucht, eine Projektionsvorschrift zu entwickeln, wie sie in Abbildung 37 darge-
stellt ist, dann funktioniert dies nur, wenn alle Beanspruchungen die gleiche Hauptspannungs-
richtung haben. Die drei Hauptspannungskomponenten konnen auf die zwei unabhiangigen devi-
atorischen Komponenten reduziert werden und eine ebene Darstellung der Projektion, wie in Ab-
bildung 37, ist mdglich. Da jedoch in praktischen Anwendungsfillen die Hauptspannungsrich-
tungen bei unterschiedlichen Belastungszustinden meist verschieden sind, sind die ebenen Pro-

jektionsvorschriften ungiiltig.

In dieser Arbeit wird die Entwicklung fiir 3-D Raume vorgestellt. Die Verwendung von 3-D
Réaumen bedeutet, dass 2-D-Kontinuums-, Balken- und diinnwandige Schalenelemente in der FE-
Software verwendet werden kdnnen, da dort hochstens drei unabhéngige deviatorische Span-
nungskomponenten auftreten und fiir diese Anwendungsfille analytische Losungen moglich sind.
Somit kann Mehr-Parameterbelastung u.a. fiir folgende Spannungszustinde beriicksichtigt wer-

den:

e cbene Spannungszustinde,

e cbene Dehnungszustinde,

e rotations-/achsensymmetrische Spannungszusténde,

e Schalentragwerke mit drei unabhéngigen Spannungszustinden,

e generalisierte ebene Spannungszustinde.

Fiir die Entwicklung von Projektionsvorschriften in 4-D und 5-D Rédumen sind keine analyti-
schen Losungen verfiigbar, weshalb numerische Optimierungsverfahren in dem Projektionsalgo-
rithmus eingebunden werden miissen. Aufgrund der aufwendigen Implementierung solcher Ver-

fahren in die VFZT, sind an dieser Stelle noch weitere Forschungsbemiihungen notwendig.
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4.2. Projektionsvorschrift fiir den 3-D Spannungsraum

Wie bereits oben erwéhnt, werden die vier Spannungskomponenten (z.B. ay, 0, 0, und 7y,)
in drei unabhéngige Komponenten umgerechnet, um die Projektionsvorschrift anschaulich dar-
stellen und herleiten zu kénnen. Mit Umrechnung ist hierbei die Ubertragung der drei deviatori-

schen Normalspannungskomponenten dy, gy, g, in die beiden unabhingigen Komponenten g, aé

gemeint. Die Schubspannungen 7,,, werden mit /3 multipliziert, damit die FlieBbedingung im
transformierten 3-D TIV-Raum eine Kugel ergibt. Die Transformationsgleichungen, mit denen
die vier Komponenten auf drei unabhidngige Komponenten reduziert werden, setzen sich wie folgt
zusammen. Die Winkel cos(30°) und cos(60°) ergeben sich aus der Achsenrotation, sodass eine

Achse orthogonal zur Deviatorebene steht und eine Normalspannung vernachlassigt werden kann.

oy = (0)—0;) - cos(30°) (66)
ag = oy — [(0y + g;) - cos(60°)] (67)
Tap = V3 Tyy (68)

Die Transformation der Spannung auf drei unabhingige Spannungskomponenten ermdglicht
es, diese Spannungen in einem 3-D Raum zu betrachten. Dieser Raum wird als 3-D TIV-Raum
bezeichnet und er dient im Folgenden als Werkzeug, um die Herleitungen der Projektionsvor-

schriften zu beschreiben. Der 3-D TIV Raum besteht aus den Achsen oy, 0['; und 7.

In einem ersten Schritt werden die fiktiv-elastischen Spannungskomponenten mit den Glei-
chungen (66) bis (68) in die drei unabhingigen Komponenten umgerechnet. Die Mittelpunkte der
FlieBflachen, welche im 3-D TIV Raum die Form einer Kugeloberfldche haben, werden durch die
fiktiv-elastischen Spannungen bestimmt. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie sich aus den

Kugeln die Geometrie der Schnittfliche Q im 3-D TIV-Raum zusammensetzt.
4.2.1. Die Geometrie von {) im 3-D TIV-Raum

Zuerst wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Transformation auf Spannungsvek-
toren mit drei Komponenten und eine kugelférmige Darstellung der FlieBflichen im 3-D TIV-
Raum mathematisch nicht notwendig ist. Im Folgenden geschieht das nur, um die Herleitung und

die Projektionsvorschriften anschaulich darstellen zu konnen.

Die grundlegende Geometrie von Q im 3-D TIV-Raum ldsst sich am besten durch die Schnitt-
menge von drei kugelférmigen FlieBbedingungen beschreiben, wie sie in Abbildung 38 darge-
stellt ist. Jeder fiktiv-elastische Spannungsvektor bestimmt die Lage der kugelférmigen Flie3be-
dingungen, deren Radius durch die Streckgrenze definiert wird. Die geometrische Figur, welche
sich aus der Schnittmenge der Kugeln zusammensetzt, wird durch folgende Geometrien beschrie-

ben:
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e die Kugeloberflachen der kugelformigen FlieBbedingungen,
e die Schnittkreise, zwischen zwei Kugeln (S;5, 53, S13)

e die Eckpunkte (E;,3) — treten bei drei Kugeln immer doppelt auf.

Die Schnittfliche wird somit durch die Zusammensetzung verschiedener Kugeloberflaichen
beschrieben. An der Schnittebene von zwei Kugeln entstehen die Schnittkreise. Treffen sich zwei
Schnittkreise, so entsteht ein Schnittpunkt, der im Folgenden als Eckpunkt bezeichnet wird. Die
Bezeichnung Eckpunkt wurde gewéhlt, um eine Abgrenzung zu den Schnittpunkten aus der 2-D

Projektion herzustellen.

3
\
\
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Abbildung 38: Schnittmenge (2 im 3-D TIV-Raum bestehend aus Kugeloberflichen,
Schnittkreisen (Sy3,S23, S13) und Eckpunkt (E,53)

Sind drei kugelférmige FlieBbedingungen an der Schnittmenge ( beteiligt, entstehen auch im-
mer drei Schnittkreise, welche sich in zwei Eckpunkten schneiden. Im beliebigen Anwendungs-
fall kann das Schnittvolumen Q durch beliebig viele Kugeloberflichen begrenzt werden. Somit
ergeben sich beliebig viele Schnittflichen und dementsprechend viele Eckpunkte. Genauso kann
es sein, dass das Schnittvolumen von beliebig vielen Kugeln umhiillt wird und somit sind die
Lastextrema zu den Kugeln nicht an der Formbildung von (1 beteiligt. Es ist also schwierig, die
an ) beteiligten Schnittkreise, Eckpunkte und Kugeloberflichen von vornherein zu identifizieren.
Deshalb werden alle Schnittkreise, welche sich aus zwei Kugeln ergeben, und alle Eckpunkte, die

sich immer aus drei Kugeln ergeben, berechnet.

Die Anzahl der vorhandenen Schnittflichen entspricht der Anzahl an Lastextrema, also der
Kugelanzahl. Ein Schnittkreis wird immer aus zwei Kugeln berechnet. Fiir zwei Eckpunkte wer-
den immer drei Kugeln benétigt. Daraus ergibt sich, dass alle Kugeln miteinander kombiniert
werden, um alle Schnittkreise und Eckpunkte zu berechnen. Hierfiir wird von vornherein die ma-

ximale Anzahl der Schnittkreise und die maximale Anzahl der Eckpunkte benétigt, um eine
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Schleifenfunktion programmieren zu kdnnen. Aus der Kombinatorik lésst sich folgende Funktion
fiir die Anzahl der Schnittkreise S) herleiten.
1 2
Sk = E(xn — Xp) (69)

Die maximal mdgliche Anzahl der Schnittkreise Sj, wird somit aus der Anzahl der Lastextrema
X, berechnet. Die Schnittkreisanzahl hat in der Programmierung noch eine weitere Bedeutung,
sie ist ndmlich gleichzusetzen mit der Anzahl der vorhandenen Schwingbreiten. Da die Schwing-
breiten in den Speicher eingelesen werden, muss auch der notwendige Speicherbedarf zu Beginn

bekannt sein. Somit wird Gleichung (69) auch zur Ermittlung des Speicherbedarfs verwendet.

Die Anzahl der Eckpunkte Ej,, wird dann tiber eine kubische Gleichung mit x;, berechnet und
verdoppelt, weil die Eckpunkte immer paarweise auftreten.

1, 1, 1
Ep =2 (gxn —Exn +§Xn) (70)

Wie bereits mit Abbildung 38 gezeigt wurde, kann die TIV entweder auf einen Eckpunkt,
einen Schnittkreis oder auf eine Kugeloberfliache von () gerichtet sein. In den folgenden Abschnit-
ten wird erklért, wie die korrekte Projektion auf Q bestimmt wird. Dafiir wird zuerst gepriift, ob
eine Projektion auf eine der Kugeloberflachen bereits auf () liegt, denn dann ist der Projektions-
vorgang bereits korrekt durchgefiihrt. Weil alle Kugeln naturgeméal konvex sind, kann es nur eine
einzige giiltige kiirzeste Projektion auf eine Kugeloberfliche geben. Als giiltige Projektion wird

eine Projektion bezeichnet, die auf der Oberflidche von (1 liegt.

Sind alle Projektionen auf die Kugelflichen auBerhalb von (), werden danach alle
Schnittkreisprojektionen berechnet. Daraufthin wird gepriift, ob eine Schnittkreisprojektion auf Q
liegt. In dem Fall ist der korrekte Projektionsvorgang ermittelt. Ist das nicht der Fall, werden die
Eckpunktprojektionen berechnet. Die Geometrie von () kann mehrere Eckpunkte aufweisen, des-
halb werden alle vorkommenden Eckpunkte berechnet und gepriift, ob sie auf (1 liegen. Die kor-
rekte Eckpunktprojektion ergibt sich aus dem kiirzesten Abstand der berechneten Eckpunkte zu
den negativen deviatorischen Restspannungen. Im Folgenden wird im Detail die Bestimmung der

Projektionsvorschrift erldutert.
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4.2.2. Projektion auf die Kugeloberfldche

Die Projektionsvorschrift fiir die Kugeloberfldchen entspricht der Projektionsvorschrift fiir

monotone Belastungsédnderungen wie Gleichung (71) zeigt.

Y=o/ — o <f—y> (71)

Oy

Die Projektion kann fiir jeden Belastungszustand durchgefiihrt werden, bei dem die negativen
deviatorischen Restspannungen au3erhalb der FlieBfldche liegen. Liegen die deviatorischen Rest-
spannungen innerhalb einer Kugel, bedeutet das, dass es durch diesen Belastungszustand nicht
zum Plastizieren kommt. Fiir das Beispiel von —p; 4 in Abbildung 39 ergibt sich damit eine Pro-
jektion auf die Belastungszustinde 2 (blau) und 3 (gelb) und von —p; p auf die Belastungszu-
stinde 2 (blau) und 1 (lila). Im Beispiel von Abbildung 39 werden drei Kugeln gezeigt, deren
Mittelpunkte alle in der Ebene von o, und y,g liegen. Dort ist zu erkennen, dass die Projektion
von —p; , auf den Belastungszustand 3 (gelb) ein Y; 4 auf Q ergibt und somit die korrekte Projek-
tionsvorschrift darstellt. Bei der Beispielprojektion von —p; 5 ergibt sich keine giiltige Projektion
auf die Kugeloberflachen der Belastungszustinde 1 (lila) und 2 (blau). Die korrekte Projektions-

vorschrift fiir —p; 5 ist dann die Schnittkreisprojektion, welche zu Y; 5 fiihrt.

% ungiiltige Projektion,
liegt nicht auf

giiltige Projektion

Abbildung 39: Projektionen von —p; 5 und —p; g auf die Kugeloberflichen der
Belastungszustdinde 1,2,3
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Um das Verfahren zu beschleunigen, muss nicht auf jede Kugel projiziert werden, sondern

ausschlieBlich auf die Kugel, deren Abstand von —p; zu den fiktiv-elastischen Spannungen ai'f el

am groften ist. Im Beispiel aus Abbildung 39 ist der groBte Abstand von —p; 4 zu ai'f e, Liegt

diese Projektion auf (), so ist die Kugelprojektion bereits die korrekte Vorschrift, andernfalls muss
mit den Schnittkreisprojektionen fortgefahren werden.
Eine giiltige Projektion liegt dann vor, wenn die Abstiande zwischen Y; und den fiktiv-elasti-
'fel(m)

schen Spannungen g; aller beteiligen Lastextrema L kleiner gleich der Streckgrenze f,, sind.

Ist eine Differenz groBer als die Streckgrenze, kann die Projektion nicht auf Q liegen und diese

ist ungiiltig.
( 1fel(m) . . .
g; - Yi) <fy, VmeL - giltige Projektion (72)
v
( 1fel(m) . . .
o; - Yi) >f, 3dmeL - ungiltige Projektion (73)
v

4.2.3. Projektion auf die Schnittkreise

Nachdem keine giiltige TIV-Projektion auf die Kugelflichen von Q ermittelt wurde, wie das
beispielsweise in Abbildung 39 bei —p;  der Fall ist, werden nun die Schnittkreisprojektionen
durchgefiihrt. Diesen Vorgang kann man als eine Projektion von einem Hilfspunkt H; auf den
Schnittkreis von zwei Kugeln beschreiben. Der Hilfspunkt wird wiederum als Projektion von den

negativen deviatorischen Restspannungen auf die Schnittkreisebene berechnet.

Die Projektion auf die Schnittkreisebene und von dort weiter auf den Schnittkreis wird in Ab-
bildung 40 am Beispiel von —p; - dargestellt. Fiir —p; p ist eine Projektion auf die Schnittkreis-
ebene nicht notwendig, da sich diese Restspannung bereits in der Schnittkreisebene befindet und
direkt auf den Schnittkreis projiziert werden kann. Die unterschiedlichen Radien der dargestellten
Kugeln aus Abbildung 40 entstehen durch die ebene Darstellung der rdumlichen Zusammen-

hinge. Beide Kugeln haben die gleiche Streckgrenze.
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Abbildung 40: Projektionen von —p; g und —p; ¢ auf den Schnittkreis

Der Berechnungsalgorithmus bendtigt vier Schritte zur Vorbereitung, um die Restspannungen
auf den Schnittkreis zu projizieren. Der erste Schritt ist die Berechnung des Schnittkreisradius 5.

Hierfiir werden der Betrag zwischen den beiden am Schnittkreis beteiligten Zustinden und die

Streckgrenze benotigt.
fel|\ 2
s _ 2 |Aai | (74)
o= for - (B
In dem zweiten Schritt wird der Vektor des Schnittkreismittelpunktes M; mit Gleichung (75)
berechnet.
Ifel
Mf = glfet ¢ 2O (75)

Da —pj p sich bereits in der Schnittkreisebene befindet, konnte hier direkt Gleichung (78) an-
gewendet werden, um Y; p zu berechnen. In den meisten Anwendungsfillen liegen die Restspan-
nungen jedoch nicht in der Schnittkreisebene und miissen erst auf diese projiziert werden, wie das
in Abbildung 40 mit —p[. gezeigt wird. Um den Hilfspunkt H? berechnen zu kénnen, wird in

einem dritten Schritt mithilfe der Hesseschen Normalform der Abstand d zur Schnittkreisebene

E
ermittelt. Hierbei wird (Aai'f el) als normierter Einheitsvektor zur Schnittkreisebene in dem Ska-

larprodukt verwendet.
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! E ’
d= —(Aaifel) x (—p} — M?) (76)
Ist der Abstand d bekannt, kann als vierter Schritt der Hilfspunkt H; {iber den normierten Ein-

! E . . . . .
heitsvektor der fiktiv-elastischen Schwingbreite (Aaif el) mit einer Vektormultiplikation und

den deviatorischen Restspannungen —p; berechnet werden.

H; = —p! + d(as"*)" (77)

Nun sind alle Informationen vorhanden, um nach Gleichung (78) im letzten Schritt die Schnitt-

kreisprojektion berechnen zu konnen.

TS
YiS:MiS'{'(Hi_MiS)m (78)
14 i

Die Projektionsvorschrift fiir die Schnittkreisprojektion wird in Abbildung 41 grafisch zusam-
mengefasst. Dort ist zu erkennen, dass Gleichung (78) in ihrem Kern vergleichbar mit der Pro-
jektionsvorschrift fiir monotone Belastungsédnderungen aus Gleichung (33) ist. Hierbei werden
die fiktiv-elastischen Spannungen ai'f ¢l durch den Vektor der mittleren Spannungen M7, die
Streckgrenze f,, durch den Schnittkreisradius 5 und die Restspannungen p; durch den Hilfspunkt

auf der Schnittkreisebene H; ersetzt.

Schnittkreis

'fel2
Uf

Schnittkreisebene

KO

Abbildung 41: Projektionsvorgang zur Berechnung der TIV'Y, g als Projektion vom
Hilfspunkt auf der Schnittkreisebene H; g auf den Schnittkreis
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Der hier beschriebene Projektionsalgorithmus wird in der Kombination von allen Kugelpaaren
(Belastungszustinden) nacheinander durchgefiihrt und die so ermittelte TIV auf Giiltigkeit ent-
sprechend Gleichung (72) und (73) gepriift. Liegt eine giiltige Projektion vor, so ist der korrekte
Projektionsvorgang ermittelt. Liegt keine der berechneten Schnittkreisprojektionen auf (), so

muss mit den Eckpunktprojektionen fortgefahren werden.
4.2.4. Projektion auf die Eckpunkte

Eine Eckprojektion ist nur dann notwendig, wenn die vorangegangenen Kugeloberflachenpro-
jektionen und die Schnittkreisprojektionen keine giiltigen TIV ‘s auf Q hervorgebracht haben. Zur

Berechnung der Eckpunkte von () wurden verschiedene Vorgehensweisen untersucht, wie z.B.:

e die Kugelgleichungen nach gemeinsamen Schnittpunkten analytisch auflosen,
e {iber trigonometrische Bezichungen; vergleichbar mit der Vorgehensweise in [14],

e {iber geometrische Beziehungen.

Letztendlich hat sich die geometrische Losung wegen der numerischen Stabilitdt und der ho-
hen Effizienz durchgesetzt. Die Losung lésst sich auf einfache ebene geometrische Zusammen-

hiinge reduzieren, wobei folgende Uberlegungen einbezogen werden:

e drei Kugeln mit einer Schnittmenge bilden immer zwei Eckpunkte,

e die drei fiktiv-elastischen Spannungen spannen gemeinsam eine Ebene auf,

e cine Gerade durch die Eckpunkte steht immer orthogonal auf dieser Ebene,

e der Gerade-Ebene-Schnittpunkt ist der Umkreismittelpunkt des Spannungsdreiecks,
e jeder Punkt auf der Geraden zwischen den Eckpunkten und dem Umkreismittelpunkt

hat den gleichen Abstand zu den fiktiv-elastischen Spannungsvektoren.

Mithilfe der hier genannten Uberlegungen und Abbildung 42 lisst sich die Vorgehensweise

anschaulich nachvollziehen.

93



Abbildung 42: Grafischer Zusammenhang zwischen den Eckpunkten E, und Eg, dem

Normalenvektor der Ebene, dem Umkreismittelpunkt U, ,5 und den fiktiv-

. Ifell _rfel2 'fel3
elastischen Spannungen aif ,aif und aif .

Als erstes wird der Normalenvektor n;/*23 der Ebene E'?3 der drei Belastungszustinde ermit-

telt. Dieser setzt sich aus den drei fiktiv-elastischen Spannungsvektoren (o{fe“, ojfel2, o{feB) der
jeweiligen Belastungsextrema (1,2,3) zusammen. Somit kann der Normalenvektor dieser Ebene

n

123 wie folgt berechnet werden.

ni123 - Ao_irfellz % Ao_irfelll% (79)
In einem weiteren Schritt wird der Umkreismittelpunkt U}?® aus dem Dreieck der drei fiktiv-
elastischen Spannungsvektoren berechnet. Der Umkreismittelpunkt wird durch das Gleichsetzen

zweier Geradengleichungen ermittelt, welche in der Ebene E123 liegen und orthogonal zu den

Vektoren der fiktiv-elastischen Schwingbreiten (Aai'f ellZ,Aai'f ellg) liegen. Somit werden fiir

diese Geradengleichungen zwei Richtungsvektoren benétigt, welche in der Ebene E123 liegen

und gleichzeitig orthogonal zu den fiktiv-elastischen Spannungsschwingbreiten sind.

ni? = Ag/TeM? x )23 (80)

n}® = g/ M x n}?3 (81)
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Die Stiitzpunkte der Geradengleichungen sind die mittleren Spannungen zwischen den beiden

Belastungsextrema. Als Schnittpunkt der folgenden Geradengleichungen erhilt man den Um-

kreismittelpunkt.
12 Ifell Ao-i,fellz 12
g U=|og; +—2 +(/11-nl- ) AER (82)
. el AO_ilfell3 s
g7 U=|g; +T +()Lz-ni ) AER (83)

Ist der Umkreismittelpunkt U}?® bekannt, kann der Radius des Umkreises 1y, einfach durch
eine Abstandsberechnung zwischen Umkreismittelpunkt und einer beliebigen fiktiv-elastischen
Spannung berechnet werden, da alle fiktiv-elastischen Spannungen auf dem Umkreis liegen. Nun
sind bereits der Stiitzvektor U}?3 und der Richtungsvektor n}** der Hilfsgeraden, welche durch
beide Eckpunkte E/* und EP geht, bekannt. Als letzter Schritt wird der Abstand h vom Umkreis-
mittelpunkt U}?3 zum Eckpunkt Ef oder EF benétigt. Der Abstand lisst sich durch den Satz des

Pythagoras berechnen.

=5t -m? (84)

Die Berechnung der Eckpunkte Ef! und Ef erfolgt dann durch Einsetzen von h in die Gera-

dengleichung der Hilfsgeraden. Hierbei ist noch zu beachten, dass der Richtungsvektor n}%* nor-

3,E

. 123,
miert zu n; verwendet werden muss.

Eiap = UP? £ h-n™" (85)

Da es auf () immer mehr als einen Eckpunkt gibt, sind alle Eckpunktprojektionen, die auf ()
gefunden werden, zu vergleichen. Derjenige Eckpunkt, der den kiirzesten Abstand zu den nega-
tiven deviatorischen Restspannungen aufweist, ist die korrekte Projektion. Wie bei der Schnitt-
punktprojektion bei Ein-Parameterbelastung aus Gleichung (44) und (45) ist die Eckpunktprojek-
tion bei Mehr-Parameterbelastung bereits das korrekte Ergebnis der TIV und kann durch weitere

meA-Iterationen nicht verbessert werden.
4.2.5. Ablaufplan zur Berechnung der Projektion

In diesem Abschnitt werden die zuvor im Detail erklédrten Projektionsmethoden in einem Ab-
laufschema zusammengefasst. Das Ablaufschema beschreibt die Vorgehensweise fiir Mehr-Para-
meterbelastung auf Grundlage von 2-D Kontinuumselementen. Diese Vorgehensweise ist nur fiir
die Verwendung bei elastischen Einspielzustdnden giiltig. Zundchst mag der gesamte Aufwand

von Kugelprojektion, Schnittkreisprojektion und Eckpunktprojektion etwas aufwendig
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erscheinen, da dieses Vorgehen an jedem GauB3punkt angewendet werden muss, der {iberelastisch
beansprucht wird. Dieses Verfahren ist jedoch nach Gesichtspunkten der Effizienz entwickelt

worden.

Numerische Untersuchungen an praxisnahen Beispielen haben gezeigt, dass an den meisten
Stellen im Tragwerk Kugelprojektionen auftreten, seltener sind Schnittkreisprojektionen vorhan-
den, und Eckpunktprojektionen kommen in der Regel am wenigsten vor. Diese Feststellung ist
abhingig von den Modellen und den Belastungen und kann auch stark variieren. Des Weiteren
liefert dieses Verfahren die mathematisch korrekte Projektion auf () ohne die Verwendung von
aufwindigen numerischen Methoden, welche bei 3-D Kontinuumselementen wahrscheinlich not-
wendig werden. Der hier vorgeschlagene analytische Losungsweg wird bisher als der effizienteste

angesehen.
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Schleife iber die Kombination von zwei
Belastungsextrema

v
Projektion nach Gleichung (78)
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Schleife
Ende?

Schleife iiber die Kombination von drei
Belastungsextrema

v

Projektion nach Gleichung (85)
v

Abstand aus den giiltigen
Eckpunktprojektionen bestimmen

______________________________

kiirzester Abstand

Losung der korrekten
Projektionsvorschrift

Abbildung 43: Ablaufschema zur Bestimmung der korrekten Projektion auf (2 fiir Mehr-
Parameterbelastungen bei elastischen Einspielzustinden

fiir 3-D-Spannungsrdume.
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4.2.6. Beispielrechnung

An dieser Stelle wird ein fiktives Beispiel vorgestellt, welches keinen Bezug zu Ergebnissen
einer numerischen Berechnung hat und trotzdem den Ablauf des Projektionsalgorithmus nach-
vollziehbar erldutern soll. D. h. es werden die Spannungen als deviatorische Spannungen des 3-
dimensionalen Spannungsraumes vorgegeben und diese miissen nicht entsprechend Gleichung
(66) bis (68) umgerechnet werden. Gegeben sind folgende fiktiv-elastische Spannungsvektoren

und die Streckgrenze.

1 3 3
gegeben: gfebt = <3>,0fez'2 = <3>,0fez'3 = (3),fy =2
0 0 3

Gesucht werden drei TIV-Projektionen von folgenden Restspannungen:

0 1 1
gesucht: Y, von —p, = ( 3 >,YB von —pg = <3>,YC von —pc = (5)

-1 3 2

Zuerst wird die Anzahl der Schwingbreiten entsprechend Gleichung (69) mit (x,, = 3) be-

stimmt, damit die darauffolgenden Schleifenfunktionen formuliert werden kdnnen.
1a2
Sk =7 (3°=-3)=3

Im néchsten Schritt wird die Kugelprojektion auf die Kugel mit dem groBten Abstand durch-
gefiihrt. Dafiir wird zundchst der grofite Abstand gesucht.

072 + p, | =2
l|o7eb2 + p, | = V10

|o7¢43 + p, | = V25 — Projektion von —p, auf o'¢!3

|0fel,1 + pg | = /11,25 - Projektion von —pg auf ofell
|O.fel,2 +PB| — /9’25
|O.f€l,3 +pB| — /0,25

lo7et + pe| = V8
|o7¢%2 + p;| = V12 - Projektion von —p auf ¢''?

o713 + pg| =V
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Das Projektionsverfahren kann nun fiir die Kugelprojektion entsprechend Gleichung (33)

durchgefiihrt werden.

18
— sfel3 13 / —
v, = ofel3 — (gfel3 4 p,) (Io fel'3y+pA|) = <134>

. 1,894
P
o€t +pp] 1,789

. 1,845
Yo = /2 — (o2 + pc) * (f+> = (4'154>
o/ 4ecl) \ 1154

Sind die Abstinde zwischen der TIV und den fiktiv-elastischen Spannungen kleiner gleich der
Streckgrenze, so ist die TIV giiltig, wie im Fall von Y* nach Gleichung (72). Bei Y2 und Y3 wird
nach Gleichung (73) mit der Schnittkreisprojektion fortgefahren, da diese TIV nicht auf () liegen.

|o7ett —v,| = 1,613
|o7et2 —y,| = 1,843

|o7¢43 —v,| = 2 - Projektion von ¥, ist giiltig

|oTett —Yp| =2

|o7¢42 — Y5| = 2,103 > f,, — Abbruch und weiter mit Schnittkreisprojektion

|ofett — ;| = 1,838
l|oTeb? — Y| =2
|o7¢4% — Y¢| = 2,46 > f, - Abbruch und weiter mit Schnittkreisprojektion

Die Schnittkreisprojektion wird zuerst zwischen dem ersten und dem zweiten Belastungszu-
stand untersucht. Dafiir werden der Schnittkreisradius 1y Gleichung (74) und der Schnittkreismit-
telpunkt M; Gleichung (75) bendtigt. Die folgenden Zwischenergebnisse werden nur fiir die Be-

rechnungen von —p? gegeben.

feli-2|\ 2
S = \/fyz _ <|A”i2 |> -3

2
MS = g'fell 4 A”'_f;“_z = <3)

0
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Mit dem normierten Einheitsvektor der Spannungsschwingbreite kann nun der Abstand Glei-
chung (76) von den negativen Restspannungen zur Schnittkreisebene und dadurch der Hilfspunkt

Gleichung (77) ermittelt werden.

d = —(ac"7e1=2)" & (—py — M5) = 0,5

2
H=-pg+d- (Aafell—z)E = (3)
3

Nun sind alle Informationen bekannt, um nach Gleichung (78) die Schnittkreisprojektion zu

berechnen.

Fiir —ppg:

2
S
Y5 =M5+(H —MS)—lHiMS| = < 3)

V3
Fiir —p¢:
s 2
YS =M+ (H - MS)lHi—MS| = <4,225>
1,225

Da die Schnittkreisprojektionen Y52 und Y52 auf den Kugeln der Belastungszustinde eins und
zweli liegen, muss abschlieBend noch gepriift werden, ob diese Projektionen auch auf dem dritten

Belastungszustand liegen, damit ihre Giiltigkeit bestimmt werden kann.
|o7¢43 — Y§| = 1,615 - Projektion von Y3, ist giiltig
|o7¢t3 — Y&| = 2,377 - Projekti S Gilti

¢ ) jektion von Y ist ungiiltig

Da Y{ fiir den Schnittkreis aus den Belastungszustinden eins und zwei nicht auf Q liegen, wird
mit dem Schnittkreis aus Belastungszustand 2 und 3 und 1 und 3 fortgesetzt. Fiir —p. kann keine
giiltige Schnittkreisprojektion gefunden werden, deshalb muss die Eckprojektion durchgefiihrt
werden. Hierflir wird der Umkreismittelpunkt des Dreiecks aus drei fiktiv-elastischen Spannun-
gen berechnet. Der Umkreismittelpunkt wird durch das Gleichsetzen der beiden Geradenglei-
chungen (82) und (83) gelost. Wobei sich die Richtungsvektoren mit dem Normalenvektor der

Ebene n}%® aus Gleichung (79) bis (81) wie folgt ergeben.

0
n123 — Ao.rfellz X AO.IfellS — <—6)
0

0
n12 = Agfell2 y n123 — ( 0 >
12
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—18
nl13 = pAgfeli3 x p123 = [ ¢

12

Nach Auflosung des Gleichungssystems lautet der Umkreismittelpunkt:

2
1,5

Von diesem Punkt aus werden iiber den normierten Einheitsvektor der Ebene und dem Ab-
stand h die beiden Eckpunkte berechnet, Gleichung (85). Der Abstand vom Umkreismittelpunkt
zu den Eckpunkten ergibt sich aus dem Umkreisradius und der Streckgrenze, Gleichung (84) und
der Umkreisradius wird durch den Abstand eines fiktiv-elastischen Spannungspunkt zum Um-

kreismittelpunkt errechnet.

Ty = |U123 _ O.fell| — /3’25
h= |f,> -2 =./075

Die Eckpunkte lauten nach Gleichung (85) wie folgt:

2
E4=U' +h-n'?3F = (2,134)
1,5

2
EB =yl23 — p.nl23E = (3,866) - Projektion von —p ist Y2 = EB
1,5
Beide Eckpunkte liegen definitionsgemaf auf (), deshalb muss abschliefend noch der Abstand
der beiden Eckpunkte zu —p. berechnet werden. Der Eckpunkt mit dem geringsten Abstand ist

die giiltige Projektion.

4.3. Ergebnisse mit der VFZT am Rohrbogen

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Projektionsvorschriften sind {iber Usersubroutinen in AN-
SYS fiir trilineares Materialverhalten implementiert worden. An dem folgenden Beispiel wird die
Anwendung dieser Theorie unter Verwendung von bilinearem Materialverhalten vorgestellt. Bei

dem Beispiel handelt es sich um den bereits vorgestellten Rohrbogen aus Abschnitt 3.2.

Das Beispiel des Torus-Modells, welches bereits in Abschnitt 3.2 vorgestellt wurde, wird hier
mit den Belastungsparametern aus Tabelle 1 fiir eine Berechnung mit der Vereinfachten Flie3zo-
nentheorie angewandt. Dort wurden zwei zyklische Belastungen verwendet, ein radialer Tempe-

raturgradient infolge eines Temperaturanstieges an der Innenoberfldche und eine In-plane Bie-

gung.
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Die erste Auswertung in Abbildung 44 zeigt zwei Konturplots der totalen Dehnungen, welche
sich aus elastischen und plastischen Dehnungen zusammensetzen. Dort werden auf der einen
Seite die Ergebnisse einer inkrementellen Schritt-fiir-Schritt-Berechnung im Einspielzustand und

auf der anderen Seite die Ergebnisse der Vereinfachten Flie3zonentheorie gegeniibergestellt.

Hierbei ist der Zeitpunkt der maximalen Beanspruchung, wenn die Belastungen Innendruck p
und In-plane Biegung ¢ aktiv sind, also vergleichbar mit dem Belastungszeitpunkt 4 aus Abbil-
dung 31. Beide Konturplots sind mit der gleichen Skalierung versehen und wurden auch hier fiir
eine bessere Darstellung in radialer Richtung gestreckt. Der Vergleich aus Abbildung 44 zeigt,

dass die VFZT im gesamten Tragwerk eine gute Abschitzung der Beanspruchungen hervorbringt.

inkrementelle Analyse VFZT

E—
—-42 01 0,63 1,15 1,68 2,20 2,73 3,25 3,78 4,30

1073

Abbildung 44: Vergleich der Hauptdehnungen zum Belastungszeitpunkt maximaler
Beanspruchungen (v und @) im Einspielzustand

Das zweite Auswertungsformat liefert die Ergebnisse in Form der maximalen Hauptdehnun-
gen und der maximalen Vergleichsspannungen zu den entsprechenden Belastungszeitpunkten. In
Tabelle 2 werden die Ergebnisse aus dem Einspielzustand der inkrementellen Analyse mit der
Vereinfachten FlieBzonentheorie verglichen. Neben den absoluten Werten ist gleichzeitig die Ab-
weichung der VFZT von der inkrementellen Analyse in Prozent angegeben. Die grofte Abwei-

chung von 1,4 % tritt zum Zeitpunkt der maximalen Beanspruchung (p + ¢) auf.

Wie bei den meisten Anwendungsbeispielen ist die Abweichung der VFZT gegeniiber einer
inkrementellen Berechnung durch ein Uberschitzen der Ergebnisse geprigt, was prinzipiell als
Vorteil gegeniiber einer Unterschitzung der Ergebnisse angesehen wird. Die Abweichungen der
Vergleichsspannungen liegen deutlich unter einem Prozent. Die einzelnen Spannungs- oder Deh-
nungskomponenten konnen groflere Abweichungen aufweisen. Die Vektorldnge, welche durch
die Vergleichsspannung berechnet wird, unterliegt erfahrungsgemal einer besseren Abschétzung.
Diese Erkenntnis ist bedeutsam fiir die Einteilung der Struktur in elastische und plastische Zonen,

da hierfiir die Vergleichsspannung herangezogen wird.
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Tabelle 2: Gegeniiberstellung der Ergebnisse zwischen inkrementeller Berechnung und
Vereinfachter Fliefzonentheorie auf Grundlage der maximalen
Hauptdehnungen und der gréfiten Vergleichsspannungen im Einspielzustand

inkA | VFZT _
[ Fehler in % ] €to1 [10 3] Oy [N/mmz]
Belastung max. Hauptdehnung Vergleichsspannung
@) 3,57 | 3,63 109,8 | 110,2
P 11% 0,36 %
(p + AT) 3,53 | 3,58 118,1 | 118,3
P 13% 0,16 %
0+ 0) 4,14 | 4,20 118,3 | 118,6
pre 14% 0,25 %

Ein weiteres Auswertungsformat ist der Verlauf der totalen Dehnungen in Tangentialrichtung
iiber die erforderlichen Gleichgewichtsiterationen, die bis zum Einspielzustand benétigt werden.
In dem Diagramm aus Abbildung 45 werden etwa 2500 Gleichgewichtsiterationen geldst, um den
Einspielzustand mittels einer inkrementellen Schritt-fiir-Schritt-Berechnung zu erreichen. Im Ge-
gensatz dazu liefert die VFZT eine gute Ndherung der Ergebnisse bei Mehr-Parameterbelastungen
bereits nach 7 modifiziert-elastischen Analysen, wo die maximale Fehlerabweichung etwa bei

2 % liegt. Die minimale Fehlerabweichung von 1,4 % wird erst nach 20 meA ‘s erreicht.

Aus dem Gesichtspunkt des numerischen Aufwandes lésst sich das Losen einer Gleichge-
wichtsiteration mit dem Ldsen einer modifiziert-elastischen Analyse in etwa gleichsetzen. Da in

beiden Fillen ein lineares Gleichungssystem mit der gleichen Anzahl an Gleichungen geldst wird.

Der Berechnungsaufwand im Pre- und Postprozess ldsst sich schwer messen und zwischen
VFZT und inkrementeller Berechnung vergleichen. Die Pre- und Postprozesse beanspruchen je-
doch deutlich weniger Berechnungsaufwand als das Losen des Gleichungssystems. Dies liegt
auch daran, dass sich die Pre- und Postprozesse parallelisieren lassen. Schédtzungsweise diirfte der
Aufwand zur Bestimmung der Projektion jedoch nicht viel groBer sein als der Aufwand im Pre-

prozess der inkrementellen Berechnung.

Das bedeutet, die VFZT bendtigt fiir die Abschitzung der Einspielergebnisse weniger als 1%
des Berechnungsaufwandes. Wird eine Fehlerabweichung der Einspielergebnisse von 2% akzep-

tiert, kann der Berechnungsaufwand von 20 auf 7 meA‘s noch einmal deutlich reduziert werden.
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Damit zeigt die VFZT beispielhaft, dass sie die Aufgabenstellungen von Mehr-Parameterbe-
rechnungen effizient bewerkstelligen kann. Dabei ist die Anzahl der meA’s unabhéngig von der
Anzahl der beriicksichtigten Lastfille bei Mehr-Parameterbelastungen. Das bedeutet, es konnen
beliebig viele Lastfille hinzugefiigt werden, ohne dass die Anzahl der modifiziert-elastischen

Analysen fiir eine bessere Ergebnisqualitit erhoht werden muss.

1073
4.5
+
4.05
= 3.6 +
0]
g
g 315
=)
5]
) 2.7 +
2
o 2.25
218
N + Losung der VFZT nach 20 modifi-
E) 1.35 ziert-clastischen Analysen
= .9
.45
0

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

Gleichgewichtsiterationen
Abbildung 45: Verlauf der maximalen elastisch-plastischen Dehnungen der inkrementellen

Berechnung iiber die Anzahl der Gleichgewichtsiterationen. Hervorgehoben
ist die Losung der VFZT nach 20 modifiziert-elastischen Analysen.
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5.Mehr-Parameterbelastung

bei plastischem Einspielen

Die direkte Berechnung von Zustandsgrofen im Einspielzustand unter plastischen Einspiel-
bedingungen mit Mehr-Parameterbelastungen ist eine groBBere Herausforderung, da mit jedem
weiteren Belastungszustand potenziell ein weiterer Restspannungszustand gefunden werden
muss. Dabei gibt es die Herausforderung, die Schwingbreiten geeignet zu bestimmen und zu-
sétzlich die akkumulierten Zustéinde abzuschétzen. In diesem Kapitel wird eine Methode vorge-

schlagen, die sich dieser Herausforderung annéhert.
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5.1. Annahmen und Voraussetzungen

In Unterabschnitt 2.2.2 wurde die Vorgehensweise der VFZT bei zyklischem Verhalten und
plastischen Einspielzustdnden fiir Ein-Parameterbelastungen erldutert. Dort wurde die Zweitei-
lung der Berechnungen nach der Schwingbreite und nach den akkumulierten Dehnungen vorge-
stellt. Zuerst werden die Ergebnisse fiir die Zustéinde der Schwingbreite ermittelt und danach die
akkumulierten Zustinde berechnet. Die Schwingbreiten werden dabei immer zuerst berechnet, da
zur Abschétzung der TIV fiir die akkumulierten Zustdnde die Vergleichsspannungsschwingbrei-
ten benétigt werden. Bei der Erweiterung fiir Mehr-Parameterbelastungen soll diese Vorgehens-
weise, da sie sich etabliert hat, iibernommen werden. Fiir die Erweiterung werden jedoch Annah-
men verletzt, welche bei Ein-Parameterbelastung giiltig sind, aber bei Mehr-Parameterbelastung
ihre Giiltigkeit verlieren. Im Folgenden werden diese Annahmen vorgestellt und weitere Annah-

men und Voraussetzungen fiir die Erweiterung auf Mehr-Parameterbelastungen eingefiihrt.

Fiir die Schwingbreitenberechnung durch die Twice-Yield-Methode wurden in Abschnitt 2.2.2
vier Annahmen getroffen, die es erlauben, diese Methode fiir Ein-Parameterbelastungen einzu-
setzen. Diese werden an dieser Stelle erneut aufgegriffen und ihre Giiltigkeit fiir die Erweiterung

auf Mehr-Parameterbelastungen diskutiert. Die erste Annahme lautet:

1. Der Wechsel in der Beanspruchungsrichtung an einem Belastungsextremum ist immer

zuerst elastisch und spiter elastisch-plastisch geprdgt.

Diese Annahme ist bei Mehr-Parameterbelastung nicht mehr giiltig. Die Beanspruchungssitu-
ationen zwischen den Lastextrema einer Mehr-Parameterbelastung kdnnen bei einem Wechsel
zwischen den Belastungsextrema direkt zu elastisch-plastischem Verhalten fiihren, ohne dass es
zunichst zu rein elastischem Verhalten kommt. Wird z.B. eine Belastung zerlegt, damit der Be-
lastungspfad beriicksichtigt werden kann, kann es zwischen den Belastungsédnderungen direkt zu
elastisch-plastischen Anderungen kommen. Solche Beanspruchungssituationen sind auch ohne

Zerlegung des Lastpfades nicht auszuschlieB3en.

2. Die vektorielle Spannungséiinderung ;wischen den Belastungsextrema ist identisch, nur

die Vorzeichen dndern sich bei jedem Lastwechsel.

Auch diese Annahme ist ungiiltig in der Anwendung von Mehr-Parameterbelastungen. Der
Wechsel zwischen den Belastungsextrema kann in Betrag und Richtung unterschiedlich ausge-
pragt sein. Dies wird schematisch durch Abbildung 46 am Beispiel von AY gezeigt. Obwohl es
eine Anderung zwischen den gleichen Lastfillen (A—B, B—A und A—C, C—A) gibt, ist die
TIV in der Richtung und im Betrag unterschiedlich.
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3. Erneutes Plastizieren nach der Entlastung tritt erst auf, wenn die aus der Schwingbreite

der Spannungskomponenten gebildete Vergleichsspannung 2f, iiberschreitet.

Diese Annahme ist ebenfalls nicht mehr giiltig, was sich aus der Ungiiltigkeit der ersten beiden
Annahmen ableitet. Die maximale Anderung der Vergleichsspannung betriigt bei ein-Parameter-
belastungen 2f;, betragen, bevor es zum erneuten Plastizieren kommt. Bei Mehr-Parameterbelas-
tungen kann es vorkommen, dass die Spannungsanderungen zwischen zwei gleichen Belastungs-
zustdnden nicht kollinear verlaufen. Dies kann dazu fiihren, dass die Vergleichsspannungs-
schwingbreite deutlich niedriger ist als 2f;, bis es zum erneuten Plastizieren kommt. Aus diesem
Grund lésst sich die Twice-Yield-Methode nicht fiir Mehr-Parameterbelastungen anwenden, da

nicht von vornherein bekannt ist, wann und wie es zum erneuten Plastizieren kommt.

4. Der Einfluss des mittleren akkumulierten Zustandes auf die Schwingbreite ist vernach-

lissigbar

Diese Annahme ist durch einige numerische Untersuchungen bestétigt worden. Es wird jedoch
an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass es unter Mehr-Parameterbelastungen auch Gegenbei-

spiele geben konnte, die diese Annahme etwas einschrinken.

A B A, C - Lastfille

o
o I ' I H
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(&) ] H 1
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S ' B I
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=i
2
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S

Lastzeitpunkte

Abbildung 46: links: Lastfall A, B und C im TIV-Raum mit dem Verlauf von AY im
eingespielten Zustand.
rechts: Belastungshistogramm der konstanten Belastung K und der zyklischen
Belastungen Z1 und 72

Auf der linken Seite in Abbildung 46 sind drei unterschiedliche fiktiv-elastische Spannungs-
vektoren einer beliebigen Stelle eines Tragwerks dargestellt. Die griinen Vektoren zeigen den
Verlauf der sich d&ndernden TIV im eingespielten Zustand. Die Lastfélle A, B und C treten jeweils

in der gleichen chronologischen Reihenfolge auf, wie es im Belastungshistogramm dargestellt ist.
Es gibt also vier verschiedene Lastwechsel, die sich aus den Belastungsdnderungen AB, BA, AC

und CA zusammensetzen.
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Bei einer Ein-Parameterbelastung mit der zyklischen Belastung Z1 wiirde sich in dem Last-

wechsel AB und BA der identische Wechsel der TIV einstellen. Bei diesem Mehr-Parameterbei-
spiel treten jedoch unterschiedliche Wechsel der TIV auf. Dies fiihrt dazu, dass der Lastfall A
zwei unterschiedliche TIV-Abschétzungen fiir die akkumulierten Zustéinde bendtigt, in Abhén-
gigkeit von dem zuvor auftretenden Lastfall. Durch diese Situation ergeben sich vier unterschied-
liche Schwingbreiten, deren Abschitzung einer neuen Vorgehensweise bedarf und die im Folgen-

den vorgestellt wird.

5.2. Schwingbreitenberechnung ohne konstante Belastungsanteile

Im vorangegangenen Abschnitt wurde erldutert, dass die Twice-Yield-Methode fiir eine An-
wendung bei Mehr-Parameterbelastungen ungeeignet ist. Es wurde weiterhin die Annahme for-
muliert, dass die Schwingbreite unabhingig vom mittleren Zustand der akkumulierten Dehnun-
gen ist. Diese Annahme konnte weder generell bestétigt noch widerlegt werden, weshalb sie fiir
das weitere Vorgehen iibernommen wird. Von diesem Grundsatz ausgehend wurde nach einer
Moglichkeit gesucht, die Schwingbreite vereinfacht und getrennt vom akkumulierten Zustand zu

ermitteln. Dafiir wurde folgende Bedingung formuliert:

Die Schwingbreite ist abhdiingig von den verinderlichen Belastungsanteilen und unabhdin-

gig von den konstanten Belastungsanteilen.

Genau genommen ist diese Annahme auch fiir die Twice-Yield-Methode giiltig. Sie wurde
aber von Kalnins [54] und Reinhardt [56] in dieser Form nicht formuliert. Die konstanten Bean-
spruchungen werden durch die konstanten Belastungen hervorgerufen und haben naturgeméBs kei-

nen Anteil an der Schwingbreite.

Auf Grundlage dieser Annahme wird eine inkrementelle zyklische Berechnung durchgefiihrt,
bei der die konstanten Belastungsanteile unberiicksichtigt bleiben. Diese Analyse wird im Fol-
genden als reduzierte Berechnung bezeichnet. Da die konstanten Beanspruchungen in den meisten
Féllen nur der treibende Faktor fiir Ratcheting sind, aber nicht fiir die Schwingbreite, werden
haufig nur zwei Zyklen einer Mehr-Parameterberechnung ohne konstante Belastungen bendtigt,
um die Beanspruchungen der Schwingbreite gut abzuschétzen. In wenigen Beispielen und bei
Wanderlasten kann es vorkommen, dass selbst ohne konstante Belastungsanteile ein signifikantes
Ratcheting-Verhalten auftritt [24]. In solchen Fallen miissten die Berechnungen bis zum Einspiel-
zustand durchgefiihrt werden. Ob sich die reduzierte Berechnung in Vergleich zu einer vollstén-
dig inkrementellen Berechnung lohnt, héngt von der Anzahl der notwendigen Belastungszyklen

ab, die sich schwer abschétzen lésst.

Eine reduzierte Berechnung ist also eine inkrementelle Analyse ohne konstante Belastungen.

Hierfiir wird auf das Modell der Torusscheibe zuriickgegriffen, welches bereits in Unterabschnitt
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3.2.1 verwendet wurde. Im aktuellen Abschnitt werden die Belastungsniveaus des zyklischen

Temperaturgradienten auf AT = 400K und der zyklischen In-plane Biegung auf 3,5° erhdht.

In Abbildung 47 sind das Modell und die beiden zyklischen Belastungszustinde zusammen-
gefasst. Im Belastungshistogramm ist ersichtlich, dass ausschlieBlich die zyklischen Belastungen
berticksichtigt werden. Im zweiten Lastzyklus der reduzierten inkrementellen Berechnung wer-
den die Schwingbreiten aus den gekennzeichneten Lastfdllen A1, B, A2, und C im Einspielzu-

stand berechnet. Aus der chronologischen Reihenfolge der Lastfille ergeben sich die vier unter-

schiedlichen Schwingbreiten wie folgt: A1B, BA2, A2C und CA1.

‘ T Lastfille
¢ Al B A2 C

4 Lastzyklus

2
< b
Q ! H !
S - :
wv : !
5 AT /\ R
= - >
5] , Symmetrieebene Belastungszeitpunkte
~ :
R -

Abbildung 47: links: Rotationssymmetrisches Modell der Torusscheibe mit zyklischer In-
plane Biegung und zyklischem radialem Temperaturgradienten.
rechts: Belastungshistogramm mit den Lastfillen A1, B, A2 und C, aus denen
die Schwingbreite berechnet wird.

Die Ergebnisse der einzelnen Lastfélle in der reduzierten Berechnung sind allein betrachtet
wenig aussagekriftig. Erst wenn die Anderungen der Ergebnisse von einem Lastfall zum anderen
berechnet werden, stehen die Ergebnisse der abgeschétzten Schwingbreiten zur Verfligung. In
Abbildung 48 sind die Verldufe der plastischen Vergleichsdehnungen gegeniibergestellt. Dabei
werden in Lila die Ergebnisse der vollstdndig inkrementellen Berechnung und in Cyan die Ergeb-

nisse der reduzierten inkrementellen Berechnung prisentiert.

Der Einspielzustand und damit die Schwingbreite der vollstandig inkrementellen Berechnung
lasst sich sicher nach 50 Zyklen (mit je 4 Belastungsschritten) ablesen. In Gegensatz dazu liefert
die reduzierte Berechnung bereit nach zehn Zyklen die exakt gleichen Ergebnisse fiir die
Schwingbreitenbeanspruchungen. Werden die plastischen Dehnungen des zweiten Zyklus der re-
duzierten Berechnung verwendet, erhélt man eine Abschitzung, die nur 2 % vom Einspielergeb-

nis abweicht.
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Abbildung 48: Plastische Vergleichsdehnungen &, am Ort der maximalen Beanspruchung.
lila: vollstindig inkrementelle Berechnung mit 50 Belastungszyklen bis zum
Einspielzustand.
cyan: reduzierte inkrementelle Berechnung mit 10 Belastungszyklen bis zum
Einspielzustand

Abbildung 48 zeigt anschaulich, dass die Verwendung einer reduzierten Berechnung den rechne-
rischen Aufwand deutlich reduzieren kann. In diesem Fall wurden nur 20 % der Rechenleistung
gegeniiber einer vollstindig inkrementellen Berechnung bendtigt, um die elastisch-plastischen

Dehnschwingbreiten zu ermitteln.

Die Informationen einer reduzierten Berechnung kann fiir die direkte Berechnung der akkumu-
lierten Zustédnde weiterverwendet werden. Ein Vorschlag zur Berechnung der akkumulierten Zu-

stainde wird im nichsten Abschnitt vorgestellt.

5.3. Berechnung des akkumulierten Zustandes

Vorausgesetzt, die Schwingbreite ist durch die reduzierte Berechnung bestimmt worden, so
lasst sich an jeder Stelle im Tragwerk die TIV berechnen. Hierfiir werden die plastischen Deh-
nungen sip l, die elastisch-plastischen Spannungen o; und die fiktiv-elastischen Spannungen O'i’ fel
an jeder Stelle im Tragwerk benétigt. Stellt man Gleichung (23) nach den Restspannungen um
und setzt diese, sowie die Riickspannungen aus Gleichung (19), in Gleichung (24) ein, kann man

die TIV an jeder Stelle im Tragwerk berechnen mit
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i =—a] + ai'fel + %Cef’l. (86)
Durch die Berechnung der TIV an jeder Stelle im Tragwerk zu jedem Zeitpunkt einer
reduzierten Berechnung kann auch die Schwingbreite der TIV ermittelt werden. In Ab-
bildung 49 links sind die Anderungen der TIV schematisch im TIV-Raum dargestellt.
Dort sind die drei reduziert-fiktiv-elastischen Lastfille ; ', 0,/ und 6/¢" dargestellt,
zwischen denen sich die TIV in einer geschlossenen Trajektorie dndert. Die Spannungs-
hysterese der TIV in einer reduzierten Berechnung ist nahezu identisch mit der in einer

vollstédndig belasteten Berechnung, wie Abbildung 49 schematisch zeigt. In Tabelle 3

wird dies spiter an einem Beispiel gezeigt.

Abbildung 49: links: reduzierte Lastfille Ar, Br und Cr im TIV-Raum im eingespielten
Zustand
rechts: Lastfall A, B und C im TIV-Raum im eingespielten Zustand.

Durch die Linearitét der fiktiv-elastischen Berechnungen konnen im TIV-Raum die fiktiv-
elastischen Spannungen beliebig superponiert werden. So ergibt sich, dass die fiktiv-elastischen
Spannungsschwingbreiten bei der reduzierten Belastung und bei der vollstindigen Belastung
identisch sind. Dies fiithrt dazu, dass die Anordnung der Mises-Kreise untereinander im TIV-
Raum identisch ist, mit dem Unterschied, dass die fiktiv-elastischen Spannungsvektoren der re-
duzierten Berechnungen um den Vektor der Beanspruchungen aus den rein konstanten Belastun-

gen verschoben sind.

Dieser Vektor wird als Translationsvektor T; bezeichnet und ist von Natur aus ein deviatori-
scher Spannungsvektor. Eine wichtige Voraussetzung des Translationsvektors ist, dass seine Ver-
gleichsspannung an jeder Stelle im Tragwerk unterhalb der Streckgrenze liegt. Fiihren die kon-
stanten Belastungen zur Uberschreitung der Streckgrenze, kann die elastische Translation der

TIV-Schwingbreiten nicht durchgefiihrt werden, um die akkumulierten Zustéinde zu berechnen.

Haufig lasst sich diese Voraussetzung im Anlagenbereich von druckfiihrenden Rohrleitungen

und Druckkesseln einhalten, da eine konstante Belastung wie beispielsweise der Innendruck die
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Streckgrenze nicht iiberschreiten darf, weil sonst ein Nachweis gegen das Uberschreiten der Trag-

last nicht gefiihrt werden kann.

Der Translationsvektor T; entspricht den fiktiv-elastischen deviatorischen Spannungen, wel-
che aus dem Lastfall mit konstanter Belastung entstehen. Diese konstanten Belastungen bleiben
bei der reduzierten Berechnung unberiicksichtigt. In dem Beispiel aus Abbildung 49 lésst sich der

Translationsvektor wie folgt ausdriicken:

_ Ifel
Ty=0;, - (87)
Aus diesem Zusammenhang ergibt sich, dass die Abschétzungen der TIV’s fiir die akkumu-
lierten Zustdnde aus den TIV’s der reduzierten Zustdnde und den Translationsvektoren ermittelt

werden konnen. Die TIV’s fiir die einzelnen Belastungspunkte (A1, B, A2, C) der akkumulierten

Zustinde ergeben sich aus:

Yian =Yiar +T; (88)
Yip=Yipr +Ti (39)
Yiaz =Yiara + T (90)
Yic=Yier +T; C2))

Die in Gleichung (88) bis (91) dargestellten TIV-Berechnungen lassen sich fiir Stellen im
Tragwerk anwenden, bei denen es zum Wechselplastizieren zwischen mindestens zwei Lastext-
rema kommt. D.h. sobald es im Einspielzustand Anderungen in den plastischen Dehnungen an
einer Stelle im Tragwerk gibt, gehort diese Stelle einer Vy,, — Stelle an. Stellen im Tragwerk, die
sich im Einspielzustand rein elastisch iiber den gesamten Belastungszyklus dndern, konnen nicht
durch Gleichung (88) bis (91) beriicksichtigt werden. Ein Vorgehen an elastisch verbleibenden

Stellen ist bisher noch nicht untersucht und entwickelt worden.

Zur Berechnung der akkumulierten Zustdnde aus dem Translationsvektor und der Schwing-
breite wird fiir jedes Lastextremum eine eigenstindige meA durchgefiihrt. Bei Ein-Parameterbe-
lastungen wurde die Berechnung fiir die akkumulierten Zustinde durch die Berechnung des mitt-
leren akkumulierten Zustandes und der Schwingbreite realisiert, wie es in Gleichung (51) und
(52) gezeigt wurde. Dieses Vorgehen funktioniert bei Mehr-Parameterbelastungen nicht mehr, da
ein mittlerer Zustand fiir mehr als zwei Lastextrema sich nicht mehr eindeutig definieren lasst.
Aus diesem Grund werden die modifiziert-elastischen Analysen fiir jedes Lastextremum separat

durchgefiihrt.

An Stellen im Tragwerk, bei denen der Beanspruchungswechsel im Einspielzustand sich elas-
tisch verhilt, wird vorgeschlagen, das Projektionsverfahren fiir elastische Einspielzustinde zu
verwenden, welches in Abschnitt 4.2 vorgestellt wurde. Diese Vorgehensweise ist jedoch noch

nicht entwickelt und kann nicht praktisch angewendet werden.
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Das zur Berechnung der Schwingbreite verwendete Beispiel der Torusscheibe kann, wegen
der vorhandenen Zonen, bei denen es zum elastischen Wechselplastizieren kommt, nicht fiir die
Berechnung der akkumulierten Zustéinde verwendet werden. Aus diesem Grund wurde ein Ein-
Element-Modell konzipiert, bei dem ein vollstandiges Wechselplastizieren zwischen jedem Be-

lastungsextremum auftritt, welches im folgenden Abschnitt besprochen wird.

5.4. Berechnungsbeispiel fiir den akkumulierten Zustand

Das folgende Berechnungsbeispiel dient zur Veranschaulichung der oben beschriebenen Vor-
gehensweise. Hierfiir wird ein Ein-Element-Modell verwendet, welches aus einem 8-Knoten-Ele-
ment besteht, dem SOLID185 von ANSYS [9]. Das 3D-Element ist als Wiirfel erstellt und besitzt
somit drei gleiche Kantenldngen. Die Randbedingungen sind derart eingestellt, dass in der xz-
Ebene alle Knoten in y-Richtung festgehalten und in der yz-Ebene alle Knoten in die x-Richtung
festgehalten werden. Zusétzlich wird der Knoten im Koordinatenursprung gegen eine Verschie-

bung in z-Richtung blockiert. Es wird lineare kinematische Verfestigung verwendet.

Das Ein-Element-Modell wird durch drei voneinander unabhingige Belastungen beansprucht.
In Abbildung 50 sind die konstante Belastung F, und die beiden zyklischen Belastungen 7,, und
u, dargestellt. Durch die sich zyklisch dndernde weggesteuerte Belastung in y-Richtung, konnen
durch die Randbedingungen und die zuséitzlichen plastischen Dehnungen Zwéangungen entstehen.
Die Normalspannungen in z-Richtung sind immer null. Die Verwendung eines Solid-Elements
ist notwendig, um eine unabhingige Belastung, und zwar die Schubspannung t,,, aufbringen zu

konnen.
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Belastungsparameter:
F,=-90N
4%1,,=0..210 N/mm?
uy, =0..0,006mm

Materialparameter:

E = 100000 N/mm*
E, = 2000 N/mm*
v=20,0

fy = 100 N/mm?

Kantenlénge:
l=1mm

Abbildung 50: links: Ein-Element-Modell aus einem SOLID185 mit Lagerbedingungen
Uy, Uy und U, orthogonal zu den nicht sichtbaren Flichen.

rechts: verwendete Parameter.

In Abbildung 51 ist auf der rechten Seite das Belastungshistogramm dargestellt, welches den
Belastungsverlauf einer vollstindig inkrementellen Berechnung zeigt. Die Verldufe der plasti-
schen Dehnungen werden in x-Richtung und die plastischen Schubverzerrungen in xz-Richtung
préasentiert. Fiir dieses Beispiel werden etwa zehn Belastungszyklen benétigt, bis der Einspielzu-
stand erreicht ist. Betrachtet man die Ergebnisse der weggesteuerten zyklischen Belastung iso-
liert, also durch eine Ein-Parameterbelastung, so werden viermal so viele Belastungszyklen bis

zum Einspielzustand benotigt.

Das Hinzunehmen der zyklischen Schubbelastung fiihrt bei diesem Beispiel zu einem schnel-
leren Erreichen des Einspielzustandes. Es kann jedoch auch mit jeder zusétzlich beriicksichtigten
zyklischen Belastung der Aufwand der inkrementellen Einspieluntersuchungen zunehmen, wie

bereits in Kapitel 3 nachgewiesen wurde.
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Abbildung 51: links: Verlauf der plastischen Dehnungen in x-Richtung (cyan) und in
xz-Schubrichtung (magenta).
rechts: Belastungshistogramm

Ziel ist es nun, den Berechnungsaufwand durch das Verwenden einer reduzierten Berechnung
und einer anschlieBenden Anwendung der VFZT deutlich gegeniiber einer inkrementellen Be-
rechnung mit allen Belastungen bis zum Einspielzustand zu reduzieren. In einem ersten Schritt
wird, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, eine inkrementelle reduzierte Berechnung durchgefiihrt.
Die Anderung der Ergebnisse im zweiten Belastungszyklus sind eine sehr gute Niherung der

Ergebnisse einer vollstindig belasteten Berechnung im Einspielzustand.

In Tabelle 3 werden die Ergebnisse fiir die Schwingbreiten der beiden Berechnungen gegen-
iibergestellt. Es werden in x-Richtung die totalen Dehnungen ausgewertet, da die Spannungen
infolge der Belastung von vornherein bekannt sind. Das gleiche gilt fiir die xz-Richtung, in der
die totalen Schubverzerrungen ausgewertet werden. In y-Richtung werden jedoch die Spannun-
gen ausgewertet, da die Dehnungen bereits durch die Auflageverschiebung u,, bekannt sind.

Tabelle 3: Spannungs- und Dehnungswechsel zwischen den Lastextrema der reduzierten

Berechnung (redu) nach 2 Belastungszyklen und der vollstindigen Berechnung
(voll) nach 10 Belastungszyklen (Aay, in N/mm?)

Al1B BA1 A2C CA2
Agto redu 2,6406E-03 -2,2862E-03 -3,5400E-04 0
X
voll 2,6405E-03 -2,2865E-03 -3,5389E-04 0
Ao redu -71,894 142,76 -70,688 0
y voll 71,883 142,7 70,667 0
Agto redu -1,7652E-02 -8,5751E-03 3,7130E-02 -1,0907E-02
XZ
voll -1,7679E-02 -8,5671E-03 3,7150E-02 -1,0907E-02
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Der Vergleich zwischen reduzierter und vollstindiger Berechnung zeigt derart gute Ubereinst-
immungen, dass von nahezu exakten Ergebnissen gesprochen werden kann. Die hohe Qualitit der
Ergebnisse der Schwingbreite ist eine Voraussetzung, die akkumulierten Zustinde mdglichst
exakt bestimmen zu konnen. Die Qualitdt der Schwingbreiten-Ergebnisse einer reduzierten Be-
rechnung koénnen jedoch in Abhédngigkeit vom Modell und der Belastung variieren. Das bedeutet,
es konnen mehr als zwei Belastungszyklen notwendig werden, da die plastische Dehnungsakku-

mulation eventuell noch nicht abgeschlossen ist.

Nachdem die Schwingbreite mit sehr guten Ergebnissen abgeschitzt ist, wird mit Hilfe der
fiktiv-elastischen Spannungen, der elastisch-plastischen Spannungen und der plastischen Deh-
nungen die reduzierte TIV berechnet, wie es in Gleichung (86) zur Berechnung einer TIV aus

einer inkrementellen Berechnung vorgeschlagen wurde.

Aus der reduzierten TIV wird nun die TIV fiir den akkumulierten Zustand durch Superposition
mit dem Translationsvektor bestimmt, wie es in Gleichung (88) bis (91) angefiihrt ist. Der Trans-
lationsvektor ergibt sich in diesem Beispiel aus den Spannungen der fiktiv-elastischen Berech-
nungen bei dem Lastextremum A1 oder A2. Aufgrund der verwendeten Querkontraktion von null

lautet der Translationsvektor wie folgt.

T; = 0 N/mm? (92)

0

Zur Berechnung der akkumulierten Zustinde wird in diesem Beispiel nur eine modifiziert-
elastische Analyse pro Belastungsextremum bendtigt. Die Ergebnisse konnen an dieser Stelle
nicht verbessert werden, da es in diesem Ein-Element-Modell nicht zu 6rtlichen Spannungsumla-
gerungen kommen kann. Die Ergebnisse der Restzustdnde werden mit den fiktiv-elastischen Zu-
standen superponiert und die Ergebnisse sind wie gewohnt die elastisch-plastischen Zustinde,
welche in Tabelle 4 mit den Vergleichsergebnissen der vollstindig inkrementellen Berechnung
gegeniibergestellt sind. Auch bei den Ergebnissen der akkumulierten Zustinde sind kaum nen-
nenswerte Differenzen zwischen der Vereinfachten FlieBzonentheorie und der inkrementellen Be-

rechnung erkennbar.

Der rechnerische Vorteil der Verwendung einer reduzierten inkrementellen Berechnung mit
anschlieBender VFZT fiir die akkumulierten Zusténde gegeniiber einer vollstindig inkrementellen
Berechnung liegt in diesem Beispiel bei etwas unter 80% Einsparung des Berechnungsaufwandes.
Dies kann man aus dem Verhéltnis der notwendigen zehn Belastungszyklen der vollstandigen
Berechnung zu den zwei Belastungszyklen der reduzierten Berechnung plus der vier modifiziert-

elastischen Analysen abschétzen.
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Tabelle 4: Vergleich der Spannungen und Dehnungen im Einspielzustand an den Punkten
der Belastungsextrema (A1, B, A2, C) zwischen Vereinfachter Flie3zonentheorie
und inkrementeller Analyse

A1l B A2 C
VFZT = -3,4196E-02  -3,6839B-02  -34550E-02  -3,4197E-02

Frox inkA 34196E-02  -3,6836E-02  -34550E-02  -3,4196E-02
VFZT 44,1 27,798 144,97 44,336

P inkA 44,13 27,753 144,95 44281
VFZT = -8,4870E-02  -6,7182E-02  -58621E-02  -9,5780E-02

Froxz inkA -8,4870E-02 | -6,7219E-02  -5,8644E-02 = -9,5778E-02

Wie oben beschrieben, bietet im Falle einer Mehr-Parameterbelastung bei plastischem Ein-
spielen das Durchfiihren einer reduzierten inkrementellen Analyse mit anschlieBender Berech-
nung der akkumulierten Zustdnde durch die VFZT einen deutlichen Berechnungsvorteil gegen-
iiber vollstindig inkrementellen Berechnungen. Diese Vorgehensweise kann jedoch nicht ohne
weiteres auf komplexe Geometrien iibertragen werden. Zum einen kdnnen die Berechnungen fiir
die Schwingbreiten durch eine reduzierte Berechnung deutlich mehr als zwei Belastungszyklen
benotigen, wodurch die Effizienz der Methode schwindet. Eine hohe Qualitit der Schwingbreite
ist jedoch erforderlich, da die Ergebnisse der Schwingbreite die Ergebnisse der akkumulierten
Zustiande mafBigeblich beeinflussen. Zum anderen ist das Zusammenwirken von Zonen, bei denen
es zum Wechselplastizieren kommt und Zonen, bei denen die plastischen Dehnungen im Ein-
spielzustand unverédnderlich bleiben, bisher noch unerforscht. Es ist vorstellbar, dass in Zonen mit
konstanten plastischen Dehnungen im Einspielzustand der gleiche Ansatz wie in Kapitel 4 vor-
geschlagen, verwendet werden kann. Dies miisste in einer weiteren Arbeit untersucht werden.
Gelingt es diesen Ansatz zu implementieren, wére eine Anwendung an komplexen Randwert-

problemen denkbar.
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6.Sukzessive Berechnungen

Die sukzessiven Berechnungen sind entwickelt worden, um eine Interaktion von geometri-
scher Nichtlinearitidt und Materialnichtlinearitdt mit der VFZT zu ermoglichen. Bei der Ent-
wicklung sind jedoch weitere Arbeitsbereiche entdeckt worden, die mit Hilfe der sukzessiven
Berechnungen erschlossen werden konnten. Somit kdnnte die in diesem Kapitel vorgestellte

Vorgehensweise den Grundstein fiir weitere Entwicklungen mit der VFZT ermdglichen.
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6.1. Anwendungsmoglichkeiten der sukzessiven Berechnungen

Bei der inkrementellen Berechnung von elastisch-plastischen Beanspruchungen infolge mo-
notoner Belastung wird das Belastungsniveau sukzessiv angehoben und dadurch der Belastungs-
pfad nachvollzogen. Bei radialen Belastungen treten Spannungsidnderungen stets in der gleichen
Richtung auf und die TIV ist bei der VFZT mit den fiktiv-elastischen Analysen bekannt. Treten
jedoch nichtradiale Belastungen auf, so kommt es zu direktionalen Spannungsumlagerungen, wel-
che durch eine Zerlegung des Lastpfades geeignet erfasst werden. In ANSY'S geschieht dies durch
Zerlegen der Lastschritte (Loadsteps) in Zwischenschritte (Substeps) [9]. Da die VFZT als Glei-
chungsloser fiir elastisch-plastische Beanspruchungszustinde angesehen werden kann, ldsst sich

das Vorgehen der sukzessiven Laststeigerung auch auf die VFZT {ibertragen.

Die VFZT — in dem bisherigen Forschungsstand — kann diese sukzessive Abarbeitung von
Belastungsschritten nicht beriicksichtigen, weil sie den elastisch-plastischen Gleichgewichtszu-
stand am vollstindigen Belastungsniveau bestimmt. Es konnen jedoch plastische Dehnungen mit
der VFZT ermittelt werden und bei einem sich dndernden Belastungsniveau diese beriicksichtigt
und angepasst werden. Im Folgenden wird eine Vorgehensweise vorgestellt, die es ermoglicht,
sukzessive Berechnungen durchzufiihren. Auf dieser Grundlage ergibt sich eine Reihe an Mdg-

lichkeiten, den Anwendungsspielraum fiir die VFZT zu erweitern.

Die Anwendung von sukzessiven Berechnungen erdffnet die Moglichkeit, die Lastpfade zu
zerlegen und somit die Ergebnisqualitédt zu verbessern. Dariiber hinaus kdnnen evtl. sukzessive
Berechnungen einen Beitrag zur Berechnung von plastischen Einspielzustdnden bei Mehr-Para-
meterbelastungen liefern, da diese Aufgabenstellung fiir 5-D Spannungszustédnde noch nicht voll-
standig geldst ist. Weitere Anwendungsbereiche fiir sukzessive Berechnungen sind die Beriick-
sichtigung von geometrischen Nichtlinearitdten und Strukturnichtlinearitdten. Eine Form der ge-
ometrischen Nichtlinearitdt ist die Theorie II. Ordnung, die das Gleichgewicht an der verformten
Struktur herstellt. Fiir die Interaktion zwischen Materialnichtlinearitit und Theorie II. Ordnung

wird die VFZT durch sukzessive Berechnungen in Abschnitt 6.3 erweitert und angewandt.

6.2. Implementierung und Anwendung

Damit sukzessive Berechnungen mdglich sind, wird eine Geschichtsvariable benétigt, die den
Verlauf der nichtlinearen ZustandsgréBen iiber die Belastungsgeschichte beschreiben kann. Hier-
fiir werden die plastischen Dehnungen verwendet, welche auch bei der inkrementellen Berech-
nung als Geschichtsvariable fungieren. Es kommen hierfiir z.B. das Spannungskomplement der
plastischen Dehnungen — die Riickspannungen — und die Restspannungen in Frage. Nach ver-
schiedenen Untersuchungen hat sich die Verwendung von plastischen Dehnungen als Geschichts-

variable aufgrund von Vorziigen in der praktischen Umsetzung in ANSYS durchgesetzt.
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Die Verwendung der Restspannungen als Geschichtsvariable hat sich als ungeeignet heraus-
gestellt. Im Gegensatz zu den Restspannungen lassen sich die plastischen Dehnungen als Ge-
schichtsvariable verwenden, da sie verhéltnismaBig einfach als EingangsgroBen in der VFZT im-
plementiert werden konnen. Im Folgenden wird die Vorgehensweise vorgestellt, die plastischen
Dehnungen bei den fiktiv-elastischen Berechnungen als zusétzliche Belastungen zu beriicksich-

tigen.

Fiktiv-elastische Berechnungen mit plastischen Anfangsdehnungen sind weiterhin linear-elas-
tische Analysen und werden wegen der Berlicksichtigung der plastischen Dehnungen im Folgen-
den als Update-Berechnungen bezeichnet. In den Update-Berechnungen werden Update-Span-
nungen ermittelt, die als EingangsgroBen anstelle der fiktiv-elastischen Spannungen fiir die VFZT
verwendet werden. Die Bezeichnung Update-Spannungen ist aus dem Terminus der inkrementel-
len Vorgehensweise iibernommen worden. Mit dieser Vorgehensweise ergibt sich eine dritte
Schreibweise fiir die elastisch-plastischen Gleichgewichtszustinde. Die erste Darstellung ergibt

sich aus dem inkrementellen Berechnungsverfahren.

[kePY - {u} = {f} (93)

Beim inkrementellen Berechnungsverfahren werden die plastischen Dehnungen zwar als Ge-
schichtsvariable verwendet, aber der elastisch-plastische Gleichgewichtszustand wird mit einer
angepassten Steifigkeitsmatrix berechnet. Es stehen also der Verschiebungsvektor {u} und der

Kraftvektor {f} tiber die elastisch-plastische Steifigkeitsmatrix [ke l_pl] in Verbindung.

Eine weitere Schreibweise fiir den elastisch-plastischen Zustand ergibt sich aus der VFZT, bei
der die Gleichgewichtszustinde fiir den fiktiv-elastischen Zustand Gleichung (94) und fiir den

Restzustand Gleichung (95) getrennt ermittelt werden.

[iel] - {ul et} = {71} (94)

[kmod] . {umeA} — {fmeA} (95)
Bei der Berechnung des Restzustandes stehen der Verschiebungsvektor {u™¢4} und der Kraft-
vektor {f™e4} iiber die modifiziert-elastische Steifigkeitsmatrix [km"d] in Verbindung. Bei den
modifiziert-elastischen Analysen wirken ausschlieBlich die Anfangsdehnungen ¢, als Belastung
und da die Steifigkeitsmatrix [km"d] bekannt ist, kann das lineare Gleichungssystem direkt gelost

werden. Das elastisch-plastische Ergebnis wird aus der Superposition des Restzustandes und des

fiktiv-elastischen Zustandes berechnet.
{u} = {wel} + {umed} (96)
{fy = {frel} + (fmety (97)
Die bisher nicht verwendete Schreibweise fiir die Update-Berechnungen lautet wie folgt.
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(k€] - {u} = {f} + {£*'} (98)

Hierbei wird die fiktiv-elastische Steifigkeitsmatrix [kf el] verwendet, um einen Zusammen-
hang zwischen dem elastisch-plastischen Verschiebungsvektor {u}, dem elastisch-plastischen
Kraftvektor {f} und dem plastischen Kraftvektor { f pl} zu bekommen. Der plastische Kraftvektor
ergibt sich aus den plastischen Anfangsdehnungen, welche als zusitzliche Belastung im System
wirken. Damit Gleichung (93) und Gleichung (98) die gleichen Werte fiir den elastisch-plasti-
schen Kraft- und Verschiebungsvektor im elastisch-plastischen Zustand abbilden kénnen, obwohl
in beiden Gleichungssystemen eine unterschiedliche Steifigkeit verwendet wird, ist der plastische
Kraftvektor in Gleichung (98) eingefiigt worden. Damit wird das Verwenden der fiktiv-elasti-
schen Steifigkeitsmatrix in Gleichung (98) gegeniiber der elastisch-plastischen Steifigkeitsmatrix
in Gleichung (93) ausgeglichen. D.h. die Verwendung der fiktiv-elastischen Steifigkeitsmatrix
mit dem plastischen Kraftvektor kann als Aquivalent zur elastisch-plastischen Steifigkeitsmatrix

angesehen werden, wie folgende Gleichung zeigt.

de; = () doj + dey ) (99)

In der Regel sind die plastischen Anfangsdehnungen nicht von vornherein bekannt, weshalb
Gleichung (98) zur Losung von elastisch-plastischen Problemstellungen etwas ungewo6hnlich er-
scheint. Diese Formulierung dient dem Ziel, sukzessive Berechnungen im Kontext der VFZT
durchfiihren zu kdnnen. Es wire theoretisch auch moglich, aus dem elastisch-plastischen Zustand
der VFZT die elastisch-plastische Steifigkeitsmatrix zu berechnen und fiir die Update-Berech-
nungen zu verwenden. Somit konnte fiir die Update-Berechnungen direkt auf Gleichung (93) zu-

riickgegriffen werden.

Die Vorgehensweise aus Gleichung (98) bietet eine einfache Mdglichkeit, plastische Vordeh-
nungen innerhalb der VFZT beriicksichtigen zu kdnnen. Die plastischen Anfangsdehnungen kon-
nen aus einem vorherigen Zwischenschritt einer monotonen Belastungssteigerung oder aus einer

vorhergehenden Iteration mit Strukturnichtlinearititen herrithren.
6.2.1. Projektionsvorschrift fiir monotone Belastungsédnderungen

Es gibt grundsétzlich zwei Vorgehensweisen, die Projektionsvorschrift zur Abschitzung der
TIV fir die Zwischenschritte einer monotonen Belastungssteigerung zu formulieren. Eine Mog-
lichkeit ist, die bisherige Projektionsvorschrift aus Abschnitt 2.1.4 zu verwenden und somit den
Projektionsalgorithmus mit den Beanspruchungen des Zwischenschritts durchzufiihren. Die
dadurch ermittelten Restzusténde lassen sich mit den entsprechenden Zustéinden der fiktiv-elasti-

schen Berechnungen superponieren.

Eine andere Mdglichkeit ist, das Inkrement der TIV abzuschétzen. Das bedeutet, es wird die
TIV-Anderung von einem Belastungszustand zum nichsten abgeschitzt. Als Ergebnis werden
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dann die Restspannungsidnderungen ermittelt, die mit den Restzustdnden der vorausgegangenen
Lastschritte summiert werden miissen, um den Restzustand des gegenwirtig betrachteten Belas-

tungszustandes zu erhalten.

Verschiedene Versuche haben gezeigt, dass die VFZT bei der direkten Projektion zu immer
dem gleichen Ergebnis konvergiert, unabhingig vom Ursprung der Projektion. Das bedeutet, dass
eine direkte Projektion fiir sukzessive Berechnungen bei monotoner Belastungssteigerung nicht
verwendet werden kann. Beim Verwenden eines TIV-Inkrements kénnen plastische Dehnungen
aus vorherigen Berechnungen korrekt beriicksichtigt werden. Dies fiihrt jedoch zu einer Reihe an

Umformulierungen gegeniiber den in Kapitel 2 gegebenen Gleichungen und Aussagen.

Zunichst wird die inkrementelle Aktualisierung der Geschichtsvariable — die plastischen Deh-
nungen — vorgestellt. In Gleichung (100) bezeichnet (n) den Zeitpunkt eines Berechnungsschrit-

tes.
epln+1) — pl(M) 4 gl (100)

Es wird bei der Durchfiihrung der VFZT also immer ein Inkrement d berechnet. Somit ist das
Ergebnis der modifiziert-elastischen Analysen ein Restspannungsinkrement dp. Die aktualisier-

ten Restspannungen ergeben sich somit aus:

pH) = p(M) 4 dp(m) (101)

Die modifiziert-elastische Werkstoffbeziehung aus Gleichung (27) fiir den Restzustand ergibt

sich in inkrementeller Schreibweise wie folgt.

dei = (E;) dp; + dey (102)

Zur Berechnung der inkrementellen Anfangsdehnungen de; , wird die inkrementelle TIV be-

notigt.

deyy = —dY, (103)

2C

122



Abbildung 52: Projektionsverfahren zur Abschétzung des TIV-Inkrements im TIV-Raum

Zur Abschitzung der inkrementellen TIV dY; fiir monotone Belastungsédnderungen miissen

die Spannungsbeziehungen im TIV-Raum neu formuliert werden. Durch das inkrementelle Vor-

gehen ersetzen die fiktiv-elastischen Update-Spannungen ai'f “P die fiktiv-elastischen Spannun-

gen ai'f ® im TIV-Raum. Aus diesem Grund ergibt sich ein Zusammenhang zwischen den elas-
fup

tisch-plastischen Spannungen o] und den Update-Spannungen o, iiber das Inkrement der

Restspannungen dp;.

o =™ + dp} (104)

Der Vektor des TIV-Inkrements dY beginnt bei §; im TIV-Raum und wird dann von (—dp; +
¢;) auf den Mises-Kreis projiziert. Leider wird die Darstellung im TIV-Raum bei der inkremen-
tellen Vorgehensweise der VFZT etwas uniibersichtlich. Deshalb wird folgende Herleitung der

Projektionsvorschrift verwendet.

Entsprechend Gleichung (24) kann das TIV-Inkrement auch wie folgt formuliert werden.

dY, = d§; - dp| (105)

Das Riickspannungsinkrement d¢; ergibt sich aus (o] — &;). Wobei (g; — §;),, die Vergleichs-

spannung der Vektorsubtraktion beschreibt.

a¢; = (o) — &) <1 - ﬁ) (106)
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Wird Gleichung (106) in Gleichung (105) eingesetzt, ergibt sich die Projektionsgleichung fiir
das TIV-Inkrement.

dy; = (o{ — &) (1 - %) —dp; (107)

o] — &

Mit dem vorhandenen TIV-Inkrement kann das Inkrement der Anfangsdehnungen und mit der
entsprechenden meA das Inkrement des Restspannungsfeldes berechnet und iterativ verbessert
werden. Lisst sich das TIV-Inkrement nicht mehr besser abschétzen, ist fiir diesen Lastschritt der

konvergente Zustand erreicht.
6.2.2. Ablauf der sukzessiven Vorgehensweise (ifup)

Die inkrementelle Vorgehensweise der sukzessiven Berechnung wird spéter auch noch fiir die
Berechnung nach Theorie II. Ordnung angewandt. Hierbei wird die Belastung nicht sukzessiv
gesteigert, sondern es werden durch ein iteratives Vorgehen bei gleichbleibenden Belastungsni-
veaus, die sich infolge Theorie II. Ordnung dndernden Beanspruchungen berechnet. Deshalb wird

diese Methode préziser als ifup (engl.: iterative fictitious update procedure) bezeichnet.

Das allgemeine Ablaufschema der VFZT fiir monotone Belastungssteigerungen aus Abbil-
dung 16 ist in Abbildung 53 fiir Berechnungen mit der ifup-Methode erweitert worden. Neu hinzu
gekommen sind die Update-Berechnungen, welche die fiktiv-elastischen Berechnungen ersetzen.
Die Update-Spannungen sind die EingangsgroBen der VFZT, welche sich {iber die gesamten
meA’s eines Lastschrittes nicht &ndern. In der ersten Update-Berechnung sind noch keine plasti-
schen Dehnungen bekannt, weshalb die Update-Spannungen den fiktiv-elastischen Spannungen

entsprechen. Die Abldufe innerhalb der VFZT sind entsprechend Unterabschnitt 6.2.1 angepasst.

Die Einteilung in elastische und plastische Zonen auf Grundlage der Vergleichsspannungen
und der Streckgrenze bleibt unveridndert im Ablauf der ifup-Methode. Ebenfalls unveréndert
bleibt das Modifizieren der elastischen Materialparameter in den plastischen Zonen und das Ent-

fernen aller Belastungen.

Im Post-Prozessor der VFZT werden in der letzten meA eines Lastschrittes die plastischen
Dehnungen entsprechend Gleichung (100) aktualisiert. Die plastischen Dehnungen werden an die
Update-Berechnung tibertragen und als Anfangsdehnungen beriicksichtigt. Die Anzahl der modi-
fiziert-elastischen Berechnungen wird vorgegeben und kann bei moderaten direktionalen Umla-

gerungen mit 7-10 meA’s eingestellt werden.

Eine sukzessive Iteration fasst die Update-Berechnung und eine vordefinierte Anzahl an
meA’s zusammen. Die Anzahl an sukzessiven Iterationen ist abhéngig von der Anzahl der vor-
definierten Zwischenschritte. D.h. bei monotoner Belastungssteigerung hiingt die Anzahl der suk-

zessiven lterationen von der vorgegebenen Anzahl der Lastinkremente ab. Bei
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Aufgabenstellungen mit zusatzlicher Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung hingt die Anzahl

der Iterationen auch von dem Konvergenzverhalten der Update-Berechnungen ab.

UPDATE ANALYSEN
e Losen der Update-Berechnung Gl. (98) mit plastischen |
Anfangsdehnungen sip ! -
I -
&
_____________ gifup i
VFZT '
\4 i
PREPROCESSING i
|
e Entfernen der Belastungen !
 Einteilen in V- und V,-Zonen Gl. (31) und (32) |
|
e Materialparameter in den plastischen Zonen modifizie- :
ren (E*,v*) Gl. (28) und (29) !
e Abschitzen der Projektion dY; entsprechend Gl. (107) '
e Anfangsdehnungen dg; o berechnen Gl. (103) of,dp;

SOLVER (elastisch)

UQUOT)BIO) USAISSIZINS I3P [YeZUY

Losen des elastischen Gleichungssystems GI. (95) mit
dem elastischen Solver von ANSYS

S, your Iop [qezuy | &

\ 4
Post-Prozessor

Superposition der Ergebnisse Gl. (104)
Berechnen der plastischen Dehnungen in der letzten meA
Gl. (100)

Abbildung 53: Allgemeines Ablaufschema der ifup-Methode bei monotonen
Belastungssteigerungen

6.2.3. Anwendung bei ausgeprigter Lastpfadabhingigkeit

Bei elastisch-plastischen Berechnungen kommt es neben den ortlichen auch zu direktionalen
Spannungsumlagerungen. Damit sind signifikante Unterschiede in den Richtungen der Vektoren
zwischen fiktiv-elastischer Spannung und elastisch-plastischer Spannung gemeint. Dabei kann es
auch direktionale Unterschiede zwischen elastisch-plastischer Spannung und der Riickspannung
geben, wie in Abbildung 14 schematisch dargestellt wurde. In diesem Fall nimmt die Qualitdt der

Néherungslosung der VFZT ab.
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Das Phanomen der direktionalen Spannungsumlagerung wird in [14, 15] an einem Ein-Ele-
mentmodell ausfiihrlich beschrieben. Damit bei inkrementellen Berechnungen die direktionalen
Umlagerungen gut erfasst werden, wird der Lastpfad zerlegt. Mit den sukzessiven Berechnungen
wird an diesem Ein-Elementmodell gezeigt, dass die VFZT ebenfalls eine Lastpfadzerlegung
durchlaufen kann und somit in der Lage ist, die direktionalen Spannungsumlagerungen korrekt

zu erfassen.

In Abbildung 54 wird das Modell der direktionalen Spannungsumlagerung vorgestellt. Das
Ein-Elementmodell ist in einem ebenen Spannungszustand. Aufgrund der weggesteuerten Belas-
tung in x-Richtung und der Querkontraktionszahl von v = 0 entstehen im elastischen Beanspru-
chungsbereich keine Spannungen in y-Richtung. Erst wenn es zum Plastizieren kommt, &dndert

sich die Richtung des Spannungsvektors und es kommt zu direktionalen Umlagerungen.

u Parameter:
X

T | g E = 1e® N/mm?

t v=20.0
l X

fy = 100 N/mm?
wuy E, = 0.05+E

l=1mm

\ \ U, = 0,05mm

Abbildung 54: Ein-Elementmodell zur Untersuchung von direktionalen Umlagerungen

Das Verhalten der direktionalen Umlagerung ist in Abbildung 55 bei den Ergebnissen der in-
krementellen Berechnung mit Lastpfadzerlegung (lila) erkennbar. Bei 20% Belastungsniveau be-
ginnen die Spannungen in y-Richtung anzuwachsen, weil bei diesem Belastungsniveau die
Streckgrenze erreicht wird und es infolge der plastischen Querdehnungen und der Randbedingung
zur Zwangung kommt. Auffillig ist auch, dass der Verlauf im iiberelastischen Bereich nichtlinear
ist, obwohl die Verfestigungsfunktion linear verlauft. Dies l4sst sich mit der elastisch-plastischen
Querkontraktionszahl erkléren, die sich aus der elastischen und der plastischen Querkontraktions-
zahl zusammensetzt. Bei elastischer Beanspruchung ist in diesem Beispiel v = 0 vorgegeben und
die Querkontraktionszahl fiir die plastischen Dehnungen entspricht v = 0,5. Die elastisch-plasti-
sche Querkontraktionszahl der totalen Dehnungen liegt in Abhéngigkeit von der Beanspruchung

zwischen diesen Extremwerten.

Der Verlauf ohne Lastpfadzerlegung (cyan) kann nur linear dargestellt werden, da es keine Infor-
mationen iiber die Zwischenschritte des Belastungspfades gibt. Der Unterschied der Ergebnisse
aus Abbildung 55 zwischen den inkrementellen Berechnungen mit und ohne Lastpfadzerlegung
liegen bei vollem Lastniveau bei 13,4%. Dieses Beispiel verdeutlicht die Bedeutung der Last-

pfadzerlegung in Bezug auf die Qualitét der Ergebnisse anschaulich.
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Die Ergebnisse der VFZT sind mit Punkten in Abbildung 55 iiberlagert. Die Qualitdt der VFZT-
Ergebnisse zeigt, dass der Ndherungscharakter der VFZT von der Diskretisierung des Lastpfades
abhangt. Fiir monotone Belastungsidnderungen ist die Zerlegung des Lastpfades eindeutig defi-
niert. Das Belastungsniveau aller Belastungen wird entsprechend der Zerteilung angepasst. Bei
zyklischen Belastungen liegt noch Forschungsbedarf vor. So ist evtl. am sinnvollsten, dass kon-
stante Belastungen bei vollstindigem Belastungsniveau anliegen und nur die zyklischen Belas-

tungen entsprechend der Lastpfadzerlegung sukzessiv angepasst und erhdht werden.

80
72
64
56
48
§ 40
— inkrementelle Berechnungen
> 32
) ohne Lastpfadzerlegung
2 24 — mit 10 Zwischenschritten
e
5 16 VFZT
) ] e ohne Lastpfadzerlegung
e mit 10 Zwischenschritten
0 »

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 [%]
Belastungsniveau u,

Abbildung 55: Verlauf der Spannungen o, bei unterschiedlichen Lastpfadzerlegungen einer
monotonen Belastungsdnderung

In Tabelle 5 sind die Spannungen in y-Richtung und der Berechnungsaufwand dargestellt. Der
Berechnungsaufwand wird in Gleichgewichtsiterationen angegeben. Mit der Anzahl der Gleich-
gewichtsiterationen lésst sich der Berechnungsaufwand zwischen inkrementeller Berechnung und
der VFZT geeignet vergleichen, wobei der Aufwand fiir Post- und Pre-Prozesse vernachléssigt
wird. Die Ergebnisse aus Tabelle 5 beziehen sich auf monotone Belastungsdnderungen und zei-
gen, dass die VFZT in Féllen mit erheblichen direktionalen Umlagerungen deutlich mehr meA’s
als gewohnlich benétigt. Desweitern ist die VFZT bei monotonen Belastungsénderungen in Be-
zug auf den Berechnungsaufwand nicht konkurrenzfihig gegeniiber der inkrementellen Vorge-

hensweise.

Die inkrementelle Vorgehensweise verwendet eine Reihe an numerischen Verfahren, welche
die Effizienz der Methode deutlich verbessert. So wird zur Abschétzung der elastisch-plastischen
Steifigkeit {iblicherweise das effiziente Newton-Raphson-Verfahren verwendet und bei monoto-

nen Belastungsidnderungen kommt das Pradiktor-Verfahren zum Einsatz. In Tabelle 5 werden fiir
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10 Lastschritte nur 16 Gleichgewichtsiterationen bendétigt, d.h. in vier Lastschritten ist die Vor-

hersage des Pradiktors derart gut, dass keine zweite Gleichgewichtsiteration bendtigt wird.

Das Ziel ist dabei nicht, die VFZT fiir monotone Belastungsdnderung zu optimieren, sondern
den Berechnungsaufwand bei zyklischen Belastungen weiter zu verbessern. Dabei konnen die

oben genannten Techniken bedeutende Impulse geben.

Tabelle 5 zeigt auch, dass die inkrementelle Berechnung ebenfalls 100 Zwischenschritte be-
notigt, bis die Ergebnisse unveridndert bleiben, sodass bei einer weiteren Zerlegung des Lastpfades
keine Anderung der Ergebnisse auftritt. Das bedeutet, dass sowohl die VFZT als auch die inkre-
mentelle Vorgehensweise bei ausgepragten direktionalen Umlagerungen eine ausreichende Zer-

legung des Lastpfades benétigen.

Tabelle 5: Spannungen in y-Richtung und Anzahl der verwendeten
Gleichgewichtsiterationen am Modell der direktionalen Umlagerungen

Lastschrittanzahl Methode oy [N/mm?| Gleichgewichtsbed.
VFZT 52,73 100
1
inkA 52,76 3
VFZT 60,92 1000
10
inkA 60,93 16
100 inkA 60,95 100

Bei der Zerlegung des Lastpfades mit 10 Zwischenschritten wurden fiir die VFZT in jedem
Zwischenschritt 100 meA’s voreingestellt. Ob tatsdchlich fiir jeden Belastungsschritt derart viele
meA’s benétigt werden, ist unklar und wurde nicht genau untersucht. Fiir eine solche Untersu-
chung miisste ein Konvergenzkriterium zur Verfiigung stehen, mit dessen Hilfe ein automatischer
Abbruch nach Erreichen des vorgegebenen Konvergenzkriteriums durchgefiihrt wird. Ein solches
Konvergenzkriterium wiirde die VFZT theoretisch nicht effizienter gestalten, hétte fiir eine prak-
tische Anwendung jedoch deutliche Vorteile. Die etablierten Konvergenzkriterien der inkremen-
tellen Berechnungsverfahren auf Grundlage der Knotenmomente, Knotenkrifte, Auflagerver-

schiebungen und Auflagerverdrehungen wiirden sich auch fiir die VFZT anbieten.

6.3. Theorie II. Ordnung und Strukturnichtlinearitét

Unter Theorie II. Ordnung versteht man, dass die Steifigkeit eines Tragwerks von der Belas-
tung abhingt. Es wird das Gleichgewicht mit den Belastungen an der verformten Struktur herge-
stellt. Treten zusétzlich iiberelastische Spannungen auf, interagieren geometrische Nichtlinearitat
und Materialnichtlinearitdten. Eine kurze Zusammenfassung der Meilensteine und der For-

schungsstand zur Interaktion von Strukturnichtlinearitit oder geometrischer Nichtlinearitit mit
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Materialnichtlinearitat ist bereits in [101, 102] beschrieben worden und wird im folgenden Un-

terabschnitt erldutert.
6.3.1. Stand der Forschung

Die erste umfangreichere numerische Untersuchungen von Effekten aus Theorie II. Ordnung
in Finite-Element-Umgebungen wurden in [103—108] beschrieben. In diesen Arbeiten wurde der
Grundstein fiir die inkrementellen Berechnungen im Kontext von geometrischer Nichtlinearitét
gelegt. Erste Veroffentlichungen iiber elastisch-plastisches Verhalten an komplexeren Tragwer-

ken und deren Auswirkungen auf geometrischen Nichtlinearitdten folgten daraufin [109-111].

Aufgrund des zusitzlichen numerischen Aufwandes ist die Anwendung von direkten Metho-
den von einigen Wissenschaftlern untersucht worden. So gibt es direkte Methoden fiir die Trag-
lastanalyse [112—114], die in ihren Losungsverfahren dem Verfahren von Shakedown-Analysen
dhneln und die eine Interaktion von Material- und Strukturnichtlinearitit beriicksichtigen. Bei den
Shakedown-Methoden gibt es Arbeiten, die zeigen, dass eine Beriicksichtigung von geometri-
schen Nichtlinearititen bei direkten Methoden mdglich ist [115-117]. Dem Autor ist jedoch un-
klar, wieso diese Verfahren in aktuellen Veroffentlichungen keine Rolle mehr spielen. Neuere
Arbeiten im Bereich der Shakedown-Methoden sind in [118—120] aufgefiihrt. Auf dem Gebiet
der Knickanalysen gibt es weitere Arbeiten, die den Einfluss der Dehnungsakkumulationen auf

Stabilititsprobleme beriicksichtigen [120, 121].

Die Auswirkung geometrischer Nichtlinearitdten auf die ZustandsgroBen im Einspielzustand
wurde bisher nur in geringem Maf erértert. So wurden in [122] durch inkrementelle Berechnun-
gen die Auswirkungen von Theorie II. Ordnung auf die Zustandsgrofen im Einspielzustand an
verschiedenen Tragwerken diskutiert. Dariiber hinaus ist die Anzahl der Verdffentlichungen zu
diesem Thema gering. Von Ingenieuren im Anlagenbau wird jedoch vorausgesetzt, dass sie eine
geeignete Wahl der notwendigen Theoriegebdude treffen, wobei die Auswirkungen schwer ab-

schétzbar sind.

Bislang ist keine direkte Methode bekannt, die den Einfluss geometrischer Nichtlinearitdten
auf die Zustandsgroflen im Einspielzustand beriicksichtigen kann. Dies soll nun mit der Weiter-

entwicklung der VFZT unter Verwendung von sukzessiven Berechnungen geschehen.
6.3.2. Vorgehen bei der ifup-Methode mit Theorie II. Ordnung

Der Begriff geometrische Nichtlinearitédt wird an diese Stelle auf die Verwendung von Theorie
II. Ordnung begrenzt. Mit Theorie II. Ordnung ist gemeint, dass die Gleichgewichtbedingungen
mit den Belastungen am verformten System bestimmt werden. Normalkréfte konnen im Tragwerk
durch exzentrische Verformungen Momente erzeugen, welche die Schnittkrifte wesentlich be-
einflussen. Bei Theorie II. Ordnung wird weiterhin von kleinen Verdrehungen und linearisierter
Kinematik ausgegangen.
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Die Herausforderung der VFZT liegt darin, dass das Gleichgewicht am belasteten System her-
gestellt wird, die meA das Gleichgewicht jedoch am Restzustand herstellt, wo keine Belastungen
auBler den Anfangsdehnungen wirken. Aus diesem Grund konnen die Belastungen auch nicht am
verformten System beriicksichtigt werden. AuBBerdem gibt es keine geeignete Moglichkeit, die

Steifigkeitsmatrix fiir den Restzustand geeignet abzuschétzen.

An dieser Stelle kann jedoch eine modifizierte Version der sukzessiven Berechnung verwendet
werden, um diese Herausforderung zu 16sen. Im Folgenden wird vorgestellt, wie die Update-Be-
rechnungen verwendet werden, um die Anderung der Steifigkeit aus Theorie II. Ordnung zu er-
fassen. Die VFZT wird dann dafiir verwendet, den elastisch-plastischen Zustand unter Beriick-
sichtigung der Struktursteifigkeitsanpassungen zu berechnen. Unter Zuhilfenahme der durch die
VFZT gewonnenen plastischen Dehnungen kann eine weitere Update-Berechnung durchgefiihrt

werden, die es erlaubt, die Struktursteifigkeit erneut anzupassen, insofern das notwendig wird.

Die Gleichung fiir den elastisch-plastischen Zustand mit Beriicksichtigung von Theorie II.

Ordnung lautet.

[kel—pl 4+ sel—pl] . {u} — {f} (108)

In Gleichung (108) ist die elastisch-plastische Struktursteifigkeitsmatrix [sel_pl] gegeniiber
Gleichung (93) hinzugekommen. Die Struktursteifigkeitsmatrix ist Teil des iterativen Losungs-

verfahrens bei den inkrementellen Berechnungen und wird durch die ANSYS-Routine berechnet.

Bei der Vorgehensweise durch die VFZT wird die Struktursteifigkeitsmatrix ebenfalls durch
ANSYS in den Update-Berechnungen ermittelt. Die numerischen Grundlagen zur Bestimmung
der Struktursteifigkeit bleiben hier unbeachtet. Die grundlegende Voraussetzung zum Vergleich
zwischen inkrementellen Berechnungen und der VFZT ist gegeben, da beide Methoden den glei-

chen Algorithmus fiir die Anwendung von Theorie II. Ordnung nutzen.

In der ersten Update-Berechnung sind noch keine plastischen Dehnungen bekannt, weshalb
die Ergebnisse der fiktiv-elastischen Analyse entsprechen. Hierbei wird jedoch eine nichtlinear-
elastische Berechnung durchgefiihrt, wobei die elastische Struktursteifigkeitsmatrix [sf "’l] durch

eine nichtlineare elastische Analyse mit ANSYS ermittelt wird.

[kfel + Sfel] ) {ufel} — {ffel} (109)
Die fiktiv-elastische Struktursteifigkeitsmatrix [sf el] aus Gleichung (109) ist eine erste Ab-
schitzung fiir die elastisch-plastische Struktursteifigkeitsmatrix [sel—pl] und wird in den modifi-
ziert-elastischen Analysen verwendet, Gleichung (110). Da iiber die gesamte Anzahl der meA’s

die Struktursteifigkeitsmatrix unveréndert bleibt, konnen die Restzustinde der VFZT iiber die

Gleichungen (96) und (97) mit den Ergebnissen der Update-Berechnung superponiert werden.
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[emod 4 sel-pl] . (ymed} = (fmed) (110)

An dieser Stelle wird nochmal darauf hingewiesen, dass die Restzustinde der VFZT genau
genommen fiktive Restzustdnde sind, die nicht mit den tatsidchlichen Restzustinden iibereinstim-
men miissen. So ist es eher unwahrscheinlich, dass in den tatsidchlichen Restzustéinden die gleiche

Struktursteifigkeitsmatrix vorherrscht, wie in den elastisch-plastischen Zustianden.

Ist ein konvergierter Zustand mit der VFZT aus Gleichung (110) erreicht, werden die plasti-
schen Dehnungen berechnet und es startet eine neue Update-Berechnung, die es erlaubt, die Struk-

tursteifigkeitsmatrix mit den neu berechneten plastischen Dehnungen zu aktualisieren.

[kl + set=P1] - (u} = {f} + £} (111)

An dieser Stelle beginnt ein iterativer Vorgang, der abwechselnd die Struktursteifigkeit in den
Update-Berechnungen und die plastischen Dehnungen in der VFZT aktualisiert, bis die Konver-
genz erreicht ist. Das Konvergenzverhalten dieses Vorgehens wird als robust angesehen, wenn

nicht die Beul- oder Knicklast tiberschritten wird.

Effekte aus Theorie II. Ordnung sind abhidngig von den Normalkriften im System, aus denen
sich die Struktursteifigkeitsmatrix berechnen ldsst. Die Normalkrifte konnen mit positivem Vor-
zeichen (Zugkrifte) und mit negativem Vorzeichen (Druckkréfte) wirken. Dementsprechend kann
es zur Aussteifung (stiffening) oder zu einer Abschwiachung (weakening) der Steifigkeit im Trag-
werk kommen. Egal ob es zu einer Aussteifung oder zu einer Abschwéchung der Steifigkeit in-
folge Theorie II. Ordnung kommt, eine Abschétzung fiir den Einfluss auf den Anstieg oder Abfall
der plastischen Dehnungen ist an komplexen Tragwerken nicht so ohne weiteres moglich. D.h. es
konnen die plastischen Dehnungen sowohl zunehmen als auch abnehmen unter Beriicksichtigung

von Theorie II. Ordnung gegeniiber der Verwendung von Theorie I. Ordnung.

Die plastischen Dehnungen konnen auch iiber den Verlauf der sukzessiven Iterationen inner-
halb der VFZT zu- oder abnehmen. Aus diesem Grund muss die Abschétzung des TIV-Inkre-
ments dY; gegeniiber Abbildung 55 erweitert werden. Nehmen die plastischen Dehnungen gegen-
iiber der vorherigen Iteration zu, so wird von auflen auf den Mises-Kreis projiziert, Abbildung 56
links. Miissen die plastischen Dehnungen reduziert werden, wegen einer Uberschiitzung, so wird
von innen auf den Mises-Kreis projiziert, Abbildung 56 rechts. An dem Projektionsvorgang aus
Gleichung (107) andert sich damit jedoch nichts, da fiir beide Projektionsvorginge die gleiche

Formel verwendet wird.
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Abbildung 56: Projektionsverfahren fiir dY im TIV-Raum unter Beriicksichtigung von
Theorie II. Ordnung.
links: bei einer Unterschdtzung der plastischen Dehnungen,
rechts: bei einer Uberschiitzung der plastischen Dehnungen

In Abbildung 57 ist das allgemeine Ablaufschema fiir sukzessive Laststeigerung einer mono-
tonen Belastung aus Abbildung 53 auf die Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung erweitert
worden. Der wesentliche Unterschied zum Ablaufschema in Abbildung 53 ist die Verwendung
eines nichtlinearen Gleichungslosers fiir die Update-Berechnungen. Die in den Update-Berech-
nungen durch ANSYS ermittelte Steifigkeitsmatrix [sel_"l] wird fiir die modifiziert-elastischen
Berechnungen kopiert und in den modifiziert-elastischen Berechnungen beriicksichtigt. Die Stei-
figkeitsmatrix [Sel_p’] bleibt iiber die meA’s unveréndert und wird der modifizierten Steifigkeits-
matrix [k""’d] hinzugefligt. Somit ldsst sich jede meA wie ein linear-elastisches Gleichungssys-

tem 16sen und es werden keine zusdtzlichen Gleichgewichtsiterationen in den meA ‘s bendtigt.
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______

UPDATE-ANALYSEN
(nichtlinear-elastisch)

Losen der Update-Berechnung Gl. (111) mit plastischen
Anfangsdehnungen sip ! nach Theorie II. Ordnung

Gl_fup, [sel—pl]

PREPROCESSING

Entfernen der Belastungen

Einteilen in V- und V;,-Zonen Gl. (31) und (32)
Materialparameter in den plastischen Zonen modifizieren
(E*,v*) Gl. (28) und (29)

Abschétzen der Projektion dY; entsprechend Gl. (107)
Anfangsdehnungen de; o berechnen Gl. (103)

N

A4

SOLVER (elastisch)

Losen des elastischen Gleichungssystems Gl. (110) mit
vorgegebener Struktursteifigkeitsmatrix [sel—l’l]

A4

POSTPROCESSING

! !
a;,dp;

S,Vou Iap [yezuy

Superposition der Ergebnisse Gl. (104)
Berechnen der plastischen Dehnungen in der letzten meA
Gl. (100)
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Abbildung 57: Allgemeines Ablaufschema der ifup-Methode bei monotonen
Belastungssteigerungen unter Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung
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6.3.3. Beispiel eines Balkens unter einachsiger Beanspruchung

Ein Balken wird aus Beam189-Elementen modelliert und durch eine axiale Kraft F, und eine
Auflagerverschiebung u,, belastet. Das linke Auflager des Balkens ist eine vollstindige Einspan-
nung. Der Balken wurde mit 100 Elementen in Léngsrichtung versehen, die am linken Auflager
1/10 der Lange der Elemente am rechten Auflager betragen. Die Hohe des Querschnitts wurde
in 20 Querschnittsektionen eingeteilt, die jeweils iiber vier Integrationspunkte verfiigen. Das
Tragwerk wird durch eine monotone Laststeigerung ohne Zwischenschritte einer Kraft- und Ver-

schiebungsbelastung beansprucht.

Materialparameter: Geometrieparameter: Belastungsparameter:
E=1%10°N/mm? E,=1%10*N/mm? [=15mm FE, =90N
v=03 fy =100 N/mm?  b=h=1mm wu, =03 mm

(‘/ y
2 é_T_' :

Abbildung 58: Balkenbeispiel unter monotoner Belastungssteigerung und signifikanten
Effekten bei Verwendung von Theorie Il. Ordnung
In Tabelle 6 sind die Ergebnisse der inkrementellen Analysen und der VFZT nach I. und II.
Ordnung gegeniibergestellt. Unter Verwendung von Theorie I. Ordnung liefert die VFZT wie
bisher gewohnt das exakte Ergebnis nach drei modifiziert-elastischen Analysen. Die vierte Ana-
lyse wird in der VFZT fiir die fiktiv-elastische Berechnung benétigt. Da es bei diesem Beispiel
keine direktionalen Umlagerungen gibt, liefert die VFZT, wenn die plastischen Zonen korrekt
ermittelt wurden, das exakte Ergebnis. Zur Ermittlung der ortlichen Spannungsumlagerungen

werden bei diesem Beispiel drei meA’s benétigt.

Auch unter Verwendung von Theorie II. Ordnung kann die VFZT das exakte Ergebnis der inkre-
mentellen Analyse duplizieren. In diesem Beispiel wird jedoch eine lineare Analyse mehr ver-
wendet als in der inkrementellen Berechnung. Das liegt daran, dass mit dem Ergebnis der VFZT
eigentlich noch nicht klar ist, ob die Spannungssteifigkeitsmatrix korrekt ermittelt wurde. Deshalb
wird noch eine Update-Berechnung durchgefiihrt. Bei diesem Beispiel wire diese jedoch unnétig,
da von vornherein klar ist, dass sich die fiktiv-elastische Struktursteifigkeit nicht von der elas-

tisch-plastischen Struktursteifigkeit unterscheidet, weil die Normalspannungen infolge F, bei
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elastischer Beanspruchung und bei elastisch-plastischer Beanspruchung gleichbleiben. Aus die-

sem Grund bleibt auch die Struktursteifigkeit unveréndert.

Tabelle 6: Dehnungen in x-Richtung und Anzahl der verwendeten
Gleichgewichtsiterationen am Balkenmodell bei I. und II. Ordnung

Theorie Methode Erox Gleichgewichtsbed.
inkA 4178E-2 4
I. Ordnung
VFZT 4178E-2 4
inkA S5675E-2 4
II. Ordnung
VFZT .S5675E-2 5

In Abbildung 59 sind die Konturplots der totalen Dehnungen in x-Richtung abgebildet. Neben
den Maximalwerten werden auch alle anderen Stellen im Tragwerk durch die VFZT bei diesem

Beispiel exakt erfasst, wie die Gegeniiberstellung zeigt.

'\ inkA
/' !
. T |
R — | VFZT
EE—
—. 872E-03 - lagE-03 _583E-03 00151 . 002038 - .003492 00432 .004347 005675

Abbildung 59: Dehnungen &, , in x-Richtung im belasteten Zustand bei Zugnormalkraft

In einer zweiten Untersuchung wurde das Vorzeichen der Axialkraft F, gedndert, sodass eine
Druckkraft anstelle einer Zugkraft wirkt. Abbildung 60 zeigt anschaulich, wie der Effekt aus The-
orie II. Ordnung zu einem Moment infolge der Druckkraft und der Auflagerverschiebung in der
Mitte des Balkens fiihrt. Die hochstbeanspruchte Stelle befindet sich nun nicht mehr an der Ein-
spannung, sondern in der Balkenmitte. Auch bei dieser Berechnung kann die VFZT die exakten

Ergebnisse in wenigen meA’s und zwei Update-Berechnungen liefern.
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Abbildung 60: Dehnungen &, , in x-Richtung im belasteten Zustand bei Drucknormalkraft

6.3.4. Anwendung am 90° Rohrbogen bei monotoner Belastung

In diesem Abschnitt wird die Anwendung der sukzessiven Vorgehensweise zur Beriicksichti-
gung von Theorie II. Ordnung an einem komplexen Randwertproblem vorgestellt. Es handelt sich
bei dem Berechnungsbeispiel um einen 90° Rohrbogen. Zur Analyse des Modells kann aufgrund
der Belastungen durch Ausnutzung der Symmetrie ein Viertelmodell (Halbrohr) verwendet wer-
den, Abbildung 61.

Das numerische Modell besteht aus 5000 Shell-Elementen des Typs SHELL181 und iiber die
Wanddicke sind 15 Integrationspunkte eingestellt. Das angrenzende Geradrohr wirkt einer Ova-
lisierung im Rohrbogen entgegen. Dadurch unterscheidet sich dieses Modell wesentlich von dem

Modell der Torusscheibe aus Abschnitt 3.2.
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Geometrie: Stoffgesetz:

L=0.6m E =17 * 10* N/mm?
Ry, =03m v=03

Tm = 0.1m fy = 160 N/mm?
t=5%10"%m E, = 10.2 * 103 N/mm?

Abbildung 61: Viertel-Modell des 90° Rohrbogens durch Ausnutzung von Symmetrie
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Das Viertel-Modell wird an dem freien Ende des Geradrohrs eingespannt und durch zwei Be-
lastungen beansprucht, dem Innendruck p und einer weggesteuerten In-plane-Biegung ¢, die zu

einer schlieBenden Bewegung am Rohrbogen fiihrt.

Der Innendruck ist an jeder Fliche des SHELL-Modells aufgebracht. Hierbei ldsst sich eine

elastische Grenzlast infolge Innendruck von pe; g = 7,159 N/ mm? ermitteln. Der Ort der maxi-

malen elastischen Beanspruchung befindet sich an der Innenseite des Intrados. Im Folgenden
werden drei verschiedene Innendriicke untersucht, die sich prozentual auf den Innendruck bei
elastischer Grenzlast beziehen. Diese Innendriicke werden im weiteren Verlauf als py =

0% * Pergrs Pso = 50% * Pergr und pog = 90% * pe1gr bezeichnet. Durch die Variation der In-

nendriicke wird deren Einfluss auf die Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung untersucht.

Als zweite Belastung ist eine schlieBende In-plane-Biegung mit ¢ = 0.05 aufgebracht. Die
In-plane-Biegung als Belastung allein betrachtet, iiberschreitet bereits deutlich die elastische
Grenzlast. Beide Belastungen werden proportional und als monotone Belastungssteigerung auf-
gebracht. Fiir die inkrementellen Berechnungen wurden fiinf als untere Grenze der zu verwen-
denden Substeps und 50 als Obergrenze verwendet, da sonst die inkrementellen Berechnungen
nicht konvergieren. Hierbei wurden Konvergenzwerte fiir die normierten Knotenkréifte und die

normierten Knotenverschiebungen von 1 * 10~7 vorgegeben.

In Tabelle 7 werden die Ergebnisse der Berechnungen mit verschiedenen Innendriicken aber
immer gleicher In-plane-Biegung ¢ gegeniibergestellt. Dabei sind sowohl mit der VFZT als auch
mit inkrementellen Analysen Berechnungen durchgefiihrt worden. Zum Vergleich der Auswir-
kungen von Theorie II. Ordnung sind die inkrementellen Berechnungen nach Theorie . Ordnung
zusitzlich dargestellt. Der Ort der maximalen Beanspruchung der Ergebnisse aus Tabelle 7 liegt

an der Innenseite des Intrados.

Tabelle 7: Maximale plastische Vergleichsdehnungen bei unterschiedlichen Innendriicken
nach Theorie I. und II. Ordnung

e [1072] Po Pso Poo
inkA —1.O. 0,8652 0,8521 0,9689
inkA —I1.O. 1,033 0,7195 0,6508
VEFZT - 11.0. 1,023 0,6892 0,6209

Die Ergebnisse nach Theorie I. Ordnung der ersten Zeile aus Tabelle 7 folgen einer intuitiven
Vorstellung, dass die Beanspruchungen zunehmen bei Zunahme der Belastungen. Dem gegentiber
stehen die Ergebnisse nach Theorie II. Ordnung, wo bei Vernachlissigung des Innendrucks die
grofBiten plastischen Vergleichsdehnungen entstehen. Der Innendruck fiihrt demnach zu einer Aus-

steifung des Tragwerks und reduziert die plastischen Beanspruchungen signifikant.
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Besonders deutlich ergibt sich der Unterschied bei der Betrachtung der Ergebnisse bei pgg, wo
es zu einer Reduktion der plastischen Beanspruchungen von tiber 30% infolge der Beriicksichti-
gung von Theorie II. Ordnung kommt. Wird der Innendruck vernachldssigt, steigen die plasti-
schen Beanspruchungen um nahezu 20% unter Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung gegen-

iiber Theorie 1. Ordnung.

Eine weitere bemerkenswerte Beobachtung ist, dass die Werte fiir p, in Tabelle 7 sich an der
Innenoberfldche und die Werte fiir p5o und pgy an der AuBBenoberflache des Rohrbogens befinden.
Die in Umfangsrichtung auftretenden Zugspannungen infolge Innendruck wirken den Druckspan-
nungen, welche sich aus der Ovalisierung des Querschnitts an der Innenoberflidche ergeben, ent-
gegen. Dadurch entstehen die maximalen Beanspruchungen bei pso und pgy an der AuBenober-

flache.

Die Ergebnisse der VFZT aus der dritten Zeile sind nach drei sukzessiven Iterationen und
jeweils zehn modifiziert-elastischen Analysen ermittelt. Bei den Ergebnissen der VFZT ist die
Spannungssteifigkeitsmatrix nach drei Iterationen derart gut abgeschétzt, dass sich die Ergebnisse
in den darauffolgenden Iterationen nur noch unwesentlich dndern. Das py-Ergebnis der VFZT
zeigt eine sehr gute Abschitzung und die Abschétzungen der pgg- und pso-Ergebnisse haben et-

was groflere Abweichungen, aber konnen immer noch als gute Naherung betrachtet werden.

In Abbildung 62 sind die Konturplots der plastischen Vergleichsdehnungen an der Innenober-
fliche des Tragwerks abgebildet. Beide Konturplots sind mit der gleichen Skalierung dargestellt

und zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse im gesamten Tragwerk.

Auf einen Vergleich des aufgewendeten Berechnungsaufwandes zwischen VFZT und inkre-
menteller Berechnung wird hier verzichtet, da die VFZT nicht fiir monotone Belastungsédnderun-
gen ausgelegt ist. Viele numerische Techniken, welche die inkrementellen Berechnungen opti-
mieren und deutlich beschleunigen, sind fiir die VFZT auch denkbar, aber noch nicht untersucht
und entwickelt. Die oben dargestellten Ergebnisse zeigen, dass die sukzessive Vorgehensweise

die Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung mit der VFZT gestattet.
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Abbildung 62: Vergleich der maximalen plastischen Vergleichsdehnungen an der
Innenoberfliche mit In-plane-Biegung ¢ und Innendruck p, = 0 nach

Theorie II. Ordnung.
6.3.5. Erweiterung auf zyklische Belastungen

Zur Erweiterung auf zyklische Belastungszustinde wird die inkrementelle Projektionsvor-
schrift aus Unterabschnitt 6.2.1 mit dem sukzessiven Vorgehen der ifup-Methode zusammenge-
fiihrt. Bei zyklischer Ein-Parameterbelastung werden zwei Belastungszustdnde in den Update-
Berechnungen berechnet, Gleichung (112) und (113). Hier wird wieder die fiktiv-elastische Stei-

figkeitsmatrix iterativ ermittelt und die plastischen Anfangsdehnungen aus der vorangegangenen

meA beriicksichtigt.
l l-pl
Kt + Seued" | Wtmind = Fmin + {Fouin} (112)
[1hiae + Sl ] (mar} = Fmax} + {Fonas} (113)

Die Spannungssteifigkeit smm und smax wird bei zyklischen Belastungszustinden fiir den
minimalen und den maximalen Belastungszustand getrennt ermittelt. Da in beiden Belastungszu-
stinden unterschiedliche Spannungssteifigkeiten auftreten konnen, ergeben sich auch unter-
schiedliche Restspannungsfelder fiir den minimalen und maximalen Belastungszustand, auch
wenn bei elastischen Einspielzustdnden die plastischen Dehnungen im Einspielzustand konstant

bleiben.

139



I-pl
et 4 spl!| - {amed} = (e (114)
I-pl
[1emod + st - {umad} = {Fmod (115)
Das Projektionsverfahren fiir zyklische Ein-Parameterbelastungen nach Theorie I. Ordnung
aus Abschnitt 2.2 ldsst sich nicht fiir Theorie II. Ordnung anwenden und erfordert eine Anpas-

sung. Die Erweiterung beruht auf Gleichung (24), welche im Folgenden nach der gesuchten TIV

umgestellt wurde.

Y, =& —pi (116)
Da die Restspannungen als Abschitzungen in den meA’s gegeben sind, lédsst sich die TIV

durch eine Abschitzung der Riickspannung &; berechnen. Zur Erweiterung auf die ifup-Vorge-

hensweise ist zusétzlich die inkrementelle Schreibweise erforderlich.

dY; = d§; — dp; (117)

Bei zyklischer Belastung ldsst sich das Projektionsverfahren wie in Abschnitt 2.2 in Zonen mit

wechselnden plastischen Dehnungen im Einspielzustand V)4 und konstanten plastischen Dehnun-

gen im Einspielzustand V,, einteilen. Die Einteilung dieser Zonen geschieht, wie in Gleichung

(56) und (58) beschrieben, auf Grundlage der Vergleichsspannungen und der Streckgrenze.

dfmin

/

Abbildung 63: Abschitzung von A&; yin und d&; ., im invertierten Spanungsraum
bei V,-Zonen
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Die Abschitzung der TIV in den Vj,5-Zonen wird bei Verwendung von Theorie II. Ordnung
separat fiir den minimalen und maximalen Zustand aufgrund der unterschiedlich auftretenden
Restspannungsfelder durchgefiihrt. Zur Abschétzung des Riickspannungsinkrements d¢; fiir die
Belastungsextrema wird der invertierte Spannungsraum verwendet. Beim invertierten Span-
nungsraum sind Mises-FlieBbedingungen durch die elastisch-plastischen Spannungen der aktuel-

len meA und nicht an den fiktiv-elastischen Spannungen ausgerichtet, wie Abbildung 63 zeigt.

Zur Abschdtzung von d¢; in den Vj,5-Zonen wird von §; ausgehend auf den Schnittpunkt der
elastisch-plastischen Spanungsschwingbreite Ao’ mit der FlieBflache projiziert. Fiir den minima-
len Belastungszustand gilt bei Beriicksichtigung von &; i, aus einer vorangegangenen Berech-

nung dann:

) ' f;
A&imin = Oimin + A0; Jup <Ag—v — $imin (118)
und fiir den maximalen Belastungszustand:
i max = Ot max + Do P 2 —$im (119)
imax imax i A oy i,max

In den V,5-Zonen wird die Abschétzung des Riickspannungsinkrements entsprechend der Sek-
toren-Zuordnung eingeteilt. Die Sektoren-Einteilung geschieht vergleichbar der Einteilung wie in

Abbildung (21) im TIV-Raum mit w4 bis w,.

A

Abbildung 64: Projektion fiir d&; .4, im Sektor von w, unter Beriicksichtigung von &; 145
aus der vorrangegangenen Berechnung

In Abbildung 64 wird eine Abschitzung fiir d¢; 4, beispielhaft dargestellt. Weil das Riick-
spannungsinkrement bei V,5-Zonen im Einspielzustand konstant bleibt, entspricht hier die Ab-
schitzung von d¢; 4, auch der Abschitzung von d¢; ,,;,. Die Gleichung zur Abschitzung von
dé; fiir den Sektor von wq, also einer Projektion auf die FlieBflache des maximalen Belastungs-

zustandes lautet:
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i,max

, f;
d&; = & + (0] max — §i) <1 - ﬁ) (120)

Fiir die den Sektor w, wird entsprechend auf den minimalen Belastungszustand projiziert.

, fy
dg; = & + (0 min — &) <1—m> (121)
Liegt der Vektor der Riickspannungen im Sektor w3 oder w,, werden die Gleichungen (44)
bis (50) umformuliert und zur Abschétzung des Riickspannungsinkrements angewandt. Nach
Gleichung (117) werden die TIV-Inkremente und nach Gleichung (103) die Inkremente der An-
fangsdehnungen fiir den minimalen und maximalen Zustand berechnet. Das Ergebnis der meA
ist, wie bereits in Unterabschnitt 6.3.2 beschrieben, das Feld des Restspannungsinkrements, wel-
ches entsprechend Gleichung (104) mit den Update-Spannungen superponiert werden kann. Die-
ser Ablauf wird in Abbildung 65 zusammengefasst und erméglicht die Beriicksichtigung von

Theorie II. Ordnung in Einspieluntersuchungen mit der VFZT.
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UPDATE-ANALYSEN
(nichtlinear-clastisch)

Losen der Update-Berechnung GI. (112) und (113) mit

l
SP

und € nach Theorie II. Ordnung
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1 0i min’ Oimax’

min max

PREPROCESSING

Entfernen der Belastungen

Einteilen in Vga- und Vya-Zonen GI. (56) und (58)
Materialparameter in den plastischen Zonen modifizieren
(E*,v*) Gl (28) und (29)
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Abbildung 65: Allgemeines Ablaufschema der ifup-Methode bei zyklischen Belastungen

zur Beriicksichtigung von Theorie II. Ordnung

6.3.6. Anwendungsbeispiel fiir zyklische Belastungen am 90° Rohrbogen

Conference in Las Vegas im Juli 2022 vorgestellt und veroffentlicht [123].

UUOI)RII)] USAISSIZINS ISP [Yezuy

Die folgenden Untersuchungen und Ergebnisse wurden auf der Pressure, Vessel and Piping

Fiir die Bewertung der VFZT-Ergebnisse wird das Beispiel des 90° Rohrbogens mit den Ge-

ometrie- und Materialparametern aus Abbildung 61 verwendet und auf zyklische Belastungen

erweitert. Hierfiir werden die Belastungsparameter aus Tabelle 8 verwendet.
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Tabelle 8: Belastungsparameter des konstanten Innendrucks bei 50%, 65% oder 80% der
elastischen Grenzlast und der zyklischen In-plane Biegung von drei
Untersuchungen mit gleicher Belastungsschwingbreite

Untersuchung 1 2 3

Innendruck pe;gy 50%]| 65%] 80% 50%]| 65%] 80% 50%] 65%)] 80%

Biegung @in -0,02 0 0

Biegung @ ax +0,02 -0,04 +0,04

Die Untersuchung eins aus Tabelle 8 beschreibt eine wechselnde Belastung, bei der die zykli-
sche In-plane Biegung am minimalen und maximalen Belastungszustand betragsméBig identisch
ist. D.h. der Rohrbogen wird durch Offnen und SchlieBen zyklisch belastet. Die erste Untersu-
chung wird zur Validierung der VFZT-Ergebnisse mit 80% der elastischen Grenzlast des Innen-
drucks verwendet. Mit Untersuchungen zwei und drei werden nur noch die VFZT-Ergebnisse

betrachtet, da eine Untersuchung durch eine inkrementelle Berechnung sehr aufwendig ist.

In Abbildung 66 sind die maximalen Vergleichsspannungen als Konturplots dargestellt. Die
grofiten Spannungen treten an der Krone der Innenoberfldche im Einspielzustand auf. Die VFZT-
Ergebnisse zeigen eine hervorragende Ubereinstimmung der Einspielergebnisse im Vergleich zu
der inkrementellen Berechnung. Fiir die inkrementelle Berechnung sind 1600 Belastungszyklen
erforderlich, bis die Akkumulationsphase abgeschlossen ist. Die Ergebnisse der VFZT wurden in
der zweiten sukzessiven Iteration ermittelt. Das bedeutet, dass sich die Spannungssteifigkeiten
aus den fiktiv-elastischen Berechnungen kaum zu den elastisch-plastischen Spannungssteifigkei-

ten im Einspielzustand unterscheiden.

inkrementelle
Berechnung

Abbildung 66: Konturplots der Mises-Vergleichsspannungen an der Innenoberfliche bei
Belastung @, und einem Innendruck von 80% pe,g, im
Einspielzustand mit Markierungen der maximal
Beanspruchten Stellen
rot: Ort der maximalen pl. Dehnungen ab 800 Zyklen
lila: Ort der maximalen pl. Dehnungen bis 800 Zyklen
cyan: Ort der maximalen pl. Dehnschwingbreite
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Der Verlauf der plastischen Dehnungen der inkrementellen Berechnung ist in Abbildung 67
dargestellt. Dort ist gut zu erkennen, dass die Akkumulationsphase am Ort der maximalen
Schwingbreitenbeanspruchung (cyan) bereits nach 50 Zyklen vollstindig abgeschlossen ist. Wo-
hingegen die akkumulierten Dehnungen 1600 Zyklen benétigen, bis der Einspielzustand erreicht

ist.

Bei einer Betrachtung des Verlaufs der maximalen plastischen Dehnungen am lilafarbenen
Verlauf, konnte man zu dem Eindruck kommen, dass die Akkumulationsphase mit 800 Zyklen
abgeschlossen ist. Der Verlauf der maximalen plastischen Dehnungen wird jedoch von einer an-
deren Stelle im Tragwerk {iberholt. Solche Verldufe sind schwerer zu entdecken und in diesem

Fall verdoppelt sich der Berechnungsaufwand auf 1600 Zyklen.

Bei der Betrachtung der Verldufe der akkumulierten Dehnungen wird deutlich, dass ein Be-
rechnen von wenigen Zyklen, und davon ausgehend die Werte fiir den Einspielzustand durch eine
Extrapolationsfunktion zu ermitteln, nicht sinnvoll angewendet werden kann. Es ist schwer vor-
stellbar, dass eine Funktion sinnvoll als Extrapolationsfunktion fiir diese unterschiedlichen Ver-

laufe eingesetzt werden kann.

[1073]
0 maximale Dehnung der maximale Dehnung
ersten 800 Zyklen ab 800 Zyklen

4.8
a
e
5

e 3.6
=
=}
=
=
5]
@)

% 2.4 maximale Dehnschwingbreite

wn
&
a

1.2

0

0 320 640 860 1280 1600

Belastungszyklen

Abbildung 67: Verlauf der plastischen Dehnungen an den Orten der maximalen
Beanspruchungen der Innenoberfldche, wie in Abbildung 66 angegeben.
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Ein Vergleich der absoluten Werte im Einspielzustand der Vergleichsspannungen, der Ver-
gleichsspannungsschwingbreiten und elastisch-plastischen Hauptdehnungen ist in Tabelle 9 ge-
geniibergestellt. Die Vereinfachte FlieBzonentheorie liefert fiir die Untersuchung eins aus Tabelle

8 auch bei den absoluten Werten hervorragende Ubereinstimmungen, wie Tabelle 9 zeigt.

Tabelle 9: Vergleich der maximalen Spannungen und Dehnungen im Einspielzustand

inkrementelle Berechnung VFZT

Vergleichsspannung o, 211,4 211,2
Schwingbreite Aa,, 360,7 361,1
el.-pl. Hauptdehnungen £%° 0,0065 0,0066

Fiir die Ergebnisse der inkrementellen Berechnung wurden 50 Zwischenschritte (substeps) pro
Lastschritt verwendet. Mit 1600 Lastzyklen wurden 3200 Lastschritte benétigt, die zu 173359
Gleichgewichtsiterationen gefiihrt haben. Der Berechnungsaufwand der VFZT betragt 40 meA’s
in der ersten und ebenfalls 40 meA’s in der zweiten sukzessiven Iteration. Da zwei ifup-Iteratio-
nen durchgefiihrt wurden, miissen zu den 80 modifiziert-elastischen Berechnungen noch vier fik-
tiv-elastische Update-Berechnungen hinzuaddiert werden. Der Berechnungsaufwand reduziert

sich bei diesem Beispiel von mehreren Tagen auf wenige Minuten.

Mit den validen Ergebnissen aus Tabelle 9 und Abbildung 66 wurde nachgewiesen, dass die
VFZT hervorragend genutzt werden kann, um Einspielergebnisse nach Theorie II. Ordnung ab-
zuschitzen. Aus diesem Grund wird fiir die Untersuchungen zwei und drei kein zusétzlicher Ver-
gleich mit der inkrementellen Berechnung durchgefiihrt. In den drei folgenden Untersuchungen
wird der Einfluss der mittleren Belastungsschwingbreite und des Innendrucks untersucht. Alle
Untersuchungen haben den gleichen Betrag der Belastungsschwingbreite, diese sind jedoch in
ihrem Mittelpunkt verschoben. Bei der ersten Untersuchung wurde bereits das gleichmiBige Off-
nen und SchlieBen untersucht. Hierbei liegt der Mittelpunkt der Belastungsschwingbreite bei null.
In der zweiten Untersuchung wird ein reines Schlielen und in der dritten Untersuchung ein reines
Offnen des Rohrbogens bei gleicher Schwingbreitenbelastung untersucht. D.h. der Mittelpunkt
der Belastung ist dann vom Nullpunkt verschoben. Dariiber hinaus wird bei allen Berechnungen

der Einfluss des Innendrucks untersucht.

In Tabelle 10 sind die Ergebnisse der elastisch-plastischen Hauptdehnschwingbreiten in einer
Matrix dargestellt. Aus Untersuchung 1,2 und 3 mit unterschiedlichen konstanten Innendriicken
ergeben sich neun verschiedene Berechnungen, welche mit der VFZT durchgefiihrt wurden.
Diese Untersuchungen hétten mit der inkrementellen Berechnungsmethode mehrere Wochen an

Berechnungszeit benotigt, wohingegen die VFZT nur wenige Stunden benotigt.
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Die maximalen Dehnschwingbreiten aus Tabelle 10 treten im Rohrbogen bei 45% Grad auf
und befinden sich unweit von der Krone. Wie bei den Untersuchungen mit monotonen Belas-
tungsdnderungen aus Tabelle 7 zeigt sich, dass ein geringerer Innendruck zu hoheren plastischen
Dehnungen fiihrt. D.h. die Dehnschwingbreite reduziert sich bei hoherem Innendruck. Dies lédsst
sich auf den Einfluss der Steifigkeitsmatrix zuriickfiihren, welche bei hoherem Innendruck zu
hoheren Zug-Membranspannungen und zur Aussteifung des Tragwerks fiihrt. Diese Untersu-
chung beweist, dass die Twice-Yield-Methode bei Theorie II. Ordnung nicht mehr giiltig ist, weil
der Mittelspannungseinfluss die Schwingbreitenbeanspruchung deutlich beeinflusst.

Tabelle 10: VFZT-Ergebnisse der elastisch-plastischen Hauptdehnschwingbreite

Aef [1073] aus den Untersuchungen 1,2 und 3 nach Theorie II. Ordnung mit
unterschiedlichen Innendriicken

Untersuchung
Innendruck peigr | 1 (Qmin/Pmax) 2 (0/2¢min) 3 (0/2¢max)
50% 5,65 5,04 5,01
65% 5,36 4,65 4,86
80% 5,15 4,29 4,73

Werden die Ergebnisse der Untersuchungen 1,2 und 3 bei konstantem Innendruck verglichen,
wird deutlich, dass die wechselnde Belastung aus Untersuchung 1 (@,in/®max) Zu den grofiten
Schwingbreitenbeanspruchungen fiihrt. Der Unterschied zwischen zyklischem Offnen (0/

2@ max) und zyklischem Schliefen (0/2¢,y,in) ist relativ gering.

Bei der Betrachtung der akkumulierten Dehnungen in Tabelle 11 stellt sich ein vollig anderes
Bild gegeniiber der Schwingbreitenbetrachtung dar. Die groften akkumulierten Dehnungen treten
bei den groBten Innendriicken auf, wie es auch nach Theorie I. Ordnung der Fall ist. Auflerdem
ist bemerkenswert, dass Untersuchung 3 mit dem zyklischen SchlieBen zu den grofiten akkumu-
lierten Dehnungen fiihrt. Beim zyklischen Offnen treten die geringsten akkumulierten Dehnungen
auf und die Ergebnisse der wechselnden Belastung aus Untersuchung 1 liegen dazwischen. Die
akkumulierten Dehnungen werden somit grofler, je weiter die mittlere Belastungsschwingbreite
sich zum Offnen des Rohrbogens hinbewegt. Dieses Verhalten Iisst sich dadurch erkliren, dass
das Offnen Zug-Membranspannungen in Umfangsrichtung im Querschnitt hervorruft, die zu einer
zusitzlichen Aussteifung des Tragwerks und deshalb aufgrund der weggesteuerten Belastung zu

hoheren plastischen Dehnungen fiihren.
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Tabelle 11: VFZT-Ergebnisse der elastisch-plastischen akkumulierten Hauptdehnungen
&2 [1073] aus den Untersuchungen 1,2 und 3 nach Theorie II. Ordnung mit

unterschiedlichen Innendriicken

Untersuchung

Innendruck Peigr 1 (@min/ Pmax)

2 (O/Zq)min) 3 (O/Z(I)max)

50% 6,51 6,99 8,84
65% 8,13 7,82 10,31
80% 9,63 8,83 11,77

Mit den oben genannten Erkenntnissen erfordern Berechnungen nach Theorie II. Ordnung ei-
nen deutlich hoheren Berechnungsaufwand, da unterschiedliche Innendriicke bei unterschiedli-
chen zyklischen Belastungen fiir die Kennwerte der Lebensdauerbemessung mafigebend werden.
Eine Identifikation der grofiten Schwingbreiten oder akkumulierten Dehnungen ohne konkrete
Untersuchungen ist nicht moglich. Somit liefert die VFZT durch ihre Effizienz eine geeignete

Moglichkeit, die mallgebenden Belastungen zu identifizieren und die entsprechenden Kenngro-

Ben bereitzustellen.
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7.Weiterfiihrende Ideen und

Zusammenfassung

Die Potenziale, den Anwendungsbereich der Vereinfachten FlieBzonentheorie zu erweitern,
sind noch vielféltig. So konnten weitere Stoffgesetze fiir zyklisch beanspruchte Werkstoffe be-
rlicksichtigt werden. Auf der Ebene der Numerik der VFZT lassen sich Ideen, welche vor Jahr-
zehnten fiir die inkrementellen Verfahren entwickelt worden sind, evtl. auch fiir die VFZT ge-
winnbringend einsetzen. So wird die Idee des Tangenten- und Sekanten-Return-Verfahrens auf-
gegriffen, um die Konvergenz iiber den Verlauf der modifiziert-elastischen Berechnungen bei
grofBen direktionalen Umlagerungen zu beschleunigen. In diesem Kapitel werden diese weiter-

fiihrenden Gedanken fiir weitergehende Forschungen formuliert.
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7.1. Projektionsverfahren zur beschleunigten Konvergenz

7.1.1. Tangenten- und Sekanten-Verfahren als Projektionsvorschrift

In der Arbeit von R.D. Krieg und D.B. Krieg [124] aus dem Jahr 1977 wurden die Fehlerwerte
bei verschiedenen Projektionsalgorithmen untersucht. Damals waren die inkrementellen Berech-
nungsmethoden noch Bestandteil der Grundlagenforschung und es gab nur wenige kommerzielle
Anwendungsprogramme. In [124] wurde der Frage nachgegangen, welche Projektionsmethoden
die besten Ergebnisse liefern, bei einmaliger Projektion und in einem iterativen Verfahren. Dabei
wurden drei Projektionsmethoden vorgestellt und untersucht, die radial-return-method, die tan-
gential-return-method und die secant-return-method. Alle diese Methoden verwenden einen elas-
tischen Prédiktor, das bedeutet, es werden fiktiv-elastische Berechnungen als Eingabewerte ver-

wendet.

Im Prinzip sind die radial-return-method und das bisher verwendete Projektionsverfahren der
VFZT aus Unterabschnitt 2.1.4 in ihrer Vorgehensweise miteinander vergleichbar. Es wird im
kiirzesten Abstand auf den Mises-Kreis radial projiziert. Es entsteht also die Frage: konnen auch
die anderen genannten Projektionsverfahren fiir die VFZT verwendet werden und somit die Kon-

vergenzgeschwindigkeit beschleunigen?

Inspiriert aus den in [124] besprochenen Projektionsverfahren, werden an dieser Stelle zwei
Projektionsmethoden fiir die VFZT formuliert. Die folgenden Formulierungen beschrinken sich
auf die grafische Darstellung, die den Projektionsvorgang im TIV-Raum beschreibt. In Abbildung
68 ist das Konzept fiir die Verwendung des Sekanten-Verfahrens dargestellt. Auf der linken Seite
werden die Projektionen der ersten beiden meA’s Yy und Y; dargestellt. Die erste Projektion wird
noch radial auf den Mises-Kreis projiziert, weil noch keine weiteren Informationen vorhanden
sind. Bei jeder folgenden meA wird jedoch der Spannungsvektor der vorangegangen meA fiir die
Richtung der neuen Projektion verwendet. Durch den Schnittpunkt der so entstandenen Sekante

mit dem Mises-Kreis entsteht die TIV Y;.
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Abbildung 68: Projektionsvorschrift fiir das Sekanten-Verfahren zur Beschleunigung des
Konvergenzverhaltens

In der Mitte von Abbildung 68 wird dieses Vorgehen fiir die Projektion in jeder meA fortge-
setzt. Es wird fiir das Sekanten-Verfahren immer der Spannungsvektor der vorangegangenen meA
als Sekante verwendet. Mit Hilfe des Spannungsvektors und der Kreisgleichung wird der Schnitt-
punkt auf dem Mises-Kreis bestimmt. Erst wenn die Spannungsvektoren von aufeinander folgen-
den meA’s unverdndert bleiben, wie rechts in Abbildung 68 dargestellt, ist die Konvergenz er-
reicht und es kann keine bessere Projektion bestimmt werden. Die konvergierte TIV im Sekanten-
Verfahren entspricht dann der konvergierten TIV mit dem Radial-Verfahren aus

Unterabschnitt 2.1.4.

Ein weiteres Verfahren um das Konvergenzverhalten iiber die meA*‘ zu beschleunigen, konnte
das Tangenten-Verfahren sein. Hierbei wird, wie in Abbildung 69 dargestellt, eine Tangente an
den Spannungsvektor der vorangegangenen meA gesetzt. Die Tangente geht dabei durch den
Punkt, den der Spannungsvektor mit dem Mises-Kreis schneidet. Mit dieser Hilfstangente kann
nun von den negativen deviatorischen Restspannungen auf die Hilfstangente und von der Hilf-
stangente auf den Mises-Kreis projiziert werden. Auch bei dieser Vorgehensweise gilt, dass die

Projektion im konvergierten Zustand eine Ubereinstimmung mit der radialen Projektion aufweist.

Bei dem Tangenten-Verfahren wird eine etwas konservativere Abweichung gegeniiber dem
Sekanten-Verfahren von der radialen Projektionsvorschrift gewahlt. D.h. es wird erwartet, dass
diese Vorgehensweise schneller konvergiert als das Radiale-Verfahren aber langsamer als das
Sekanten-Verfahren. Es konnte jedoch sein, dass die numerischen Berechnungen im Sekanten-
Verfahren aufwendiger sind und somit das Tangenten-Verfahren daraus einen Vorteil in der An-

wendung erfahrt.
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Abbildung 69: Projektionsvorschrift fiir das Tangenten-Verfahren zur Beschleunigung des
Konvergenzverhaltens

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendung des Sekanten- und Tangenten-Verfahrens
ist, dass die VFZT immer robust zu einer Losung konvergiert, die auch in der Nédhe der inkremen-
tellen Losung liegt. Mit anderen Worten, die VFZT sollte auch immer zu dem gleichen Ergebnis
konvergieren, unabhingig vom Startwert der Projektion. Dies konnte bereits an zahlreichen Bei-
spielen bewiesen werden. Wiirde eine Projektion mit dem Tangenten- oder Sekanten-Verfahren
deutlich am Konvergenzpunkt vorbeilaufen, wiirde die VFZT es durch das Konvergenzverhalten
korrigieren. Diese Annahme wird dem Ansatz zu Grunde gelegt und miisste sorgfaltig untersucht

werden.

Das Ziel des Sekanten- und Tangenten-Verfahrens ist, die Konvergenzgeschwindigkeit bei
direktionalen Umlagerungen zu beschleunigen. So kdnnte die Anzahl der modifiziert-elastischen
Analysen am Beispiel aus Unterabschnitt 6.2.3 deutlich reduziert werden. Eine Verbesserung der
Ergebnisqualitit wird nicht erwartet, weil der konvergierte Zustand dem Zustand des konventio-

nellen Projektionsverfahrens entspricht und sich nicht dndern sollte.
7.1.2. Voruntersuchung mit angepasster Projektionsvorschrift

Damit sich die These, dass unterschiedliche Projektionsvorschriften zu den gleichen Ergeb-
nissen innerhalb der VFZT fiihren, untermauern ldsst, ist eine Voruntersuchung durchgefiihrt
worden. Fiir diese Voruntersuchung wird eine Projektionsvorschrift formuliert, die den Nachweis

erbringt, die Konvergenz zu beschleunigen und gleichzeitig die Ergebnisqualitét beizubehalten.

In Abbildung 70 wird die Projektionsvorschrift im TIV-Raum schematisch vorgestellt. Die
Grundlage fiir die angepasste Projektionsvorschrift ist ein Spannungsvektor, der im Folgenden
als Differenzspannung Jidif bezeichnet wird. Die Differenzspannung wird aus der Differenz zwi-

m

schen der elastisch-plastischen Spannung O'l-, einer meA und der elastisch-plastischen Spannung
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O'i'(n_l) der vorangegangenen meA berechnet, Gleichung (122). Die Differenzspannung ermog-
licht es, die vorangegangenen Entwicklungen in den meA‘s fiir zukiinftige Abschéitzungen zu

berticksichtigen. In der ersten meA ergibt sich die Differenzspannung aus den elastisch-plasti-

1(1) fel

schen Spannungen o; """ und der fiktiv elastischen Spannungen ai' , in allen weiteren meA’s

wird die Differenzspannung wie folgt berechnet.

G _ G1n=1) _ it

(122)
Zur Beschleunigung der Konvergenz wird jetzt nicht mehr von —p; auf den Mises-Kreis pro-

™ 4 aidif (n), wodurch die angepasste Projektionsvorschrift wie folgt

ce . !
jiziert, sondern von —p;

umformuliert wird.

M) _ _ifel _(_in) __dif(n) fy
Y=o (Gi 9 ) ) _dif(n) (123)
=),

4

In Abbildung 70 links wird die vollstindige Differenzspannung verwendet. Diese Vorgehens-
weise ist jedoch eine Uberschitzung der TIV-Abschitzung. Wird von der Differenzspannung aus
Gleichung (122) ausgegangen, wird die Anderung der TIV zur niichsten meA iiberschitzt, weil
die Anderung aufgrund der Konvergenz von meA zu meA geringer werden muss und nicht mit
der gleichen Anderung fortgesetzt werden kann. Aus diesem Grund fiihrt diese Projektionsvor-

schrift, wie spéter gezeigt wird, zu oszillierendem Verhalten.

o dif

Abbildung 70: Angepasste Projektionsvorschrift mit Differenzspannung c* zur
Voruntersuchung fiir die Verwendung des Tangenten- oder Sekanten-Verfahrens
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Auf der rechten Seite von Abbildung 70 wird die Differenzspannung mit 0,5 multipliziert.

5 \Yi

, 1
aifm) _ 1 -1y _ i
O'i = ) (O'- - Ui )

(124)

Die Anwendung von Gleichung (124) ist eine ad hoc Losung zur Abschétzung der Anderung
der Differenzspannung von meA zu meA. Die 0,5 bedeuten, dass der Vektor der Differenzspan-
nung sich von meA zu meA halbiert. Dieser Wert ist an keiner Stelle im Tragwerk von vornherein
bekannt und wird hier nur verwendet, um zu zeigen, dass eine Unterschétzung zu einem monoton

steigenden Konvergenzverlauf fiihrt.

Fiir die Voruntersuchungen wurde das Beispiel der direktionalen Umlagerung, welches in Un-
terabschnitt 6.2.3 eingefiihrt wurde und in Abbildung 54 dargestellt ist, verwendet. Das Lastni-
veau wurde fiir dieses Beispiel auf u,, = 0,015 herabgesetzt, damit dieses fiir zyklische Belas-
tungen im weiteren Untersuchungsverlauf verwendet werden kann. Zur Auswertung des Konver-
genzverhaltens ist die Spannung in y-Richtung iiber die modifiziert-elastischen Analysen geeig-

net, wie es in Abbildung 71 dargestellt ist.

Das Ergebnis der inkrementellen Berechnung nach einem Lastschritt (ohne Lastpfadzerle-
gung) ist durch den Verlauf der roten Geraden angegeben. Der cyanfarbene Graph beschreibt den
Verlauf der VFZT-Ergebnisse mit der bisher verwendeten radialen Projektionsvorschrift. Wie
schon in Unterabschnitt 6.2.3 erldutert, konvergiert die VFZT zu dem exakten Ergebnis, wobei
die numerische Konvergenz erst nach etwa 70 meA’s erreicht ist. Wird die angepasste Projekti-

onsvorschrift aus Abbildung 70 links verwendet, also mit vollstdndiger Differenzspannung,
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Abbildung 71: Verlauf der Spannungen in y-Richtung:
rot: inkrementelle Berechnung nach einem Lastschritt
lila: VFZT mit angepasster Projektionsvorschrift Gleichung (122) und (123)
cyan: VFZT mit herkommlicher Projektionsvorschrift
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entsteht ausgepragtes Oszillieren, wie der lila Verlauf zeigt. Nach etwa 150 Zyklen ist das Oszil-

lieren so weit abgeklungen, dass das Ergebnis der inkrementellen Berechnung erreicht ist.

Aus Abbildung 71 lésst sich ablesen, dass eine Uberschitzung in der Projektionsvorschrift zu
einer Korrektur fithrt und somit die Qualitdt der Ergebnisse im konvergierten Zustand nicht be-
eintrichtigt wurden. Es ldsst sich jedoch auch ablesen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit
durch die angepasste Projektionsvorschrift deutlich beeintrachtigt wird. Aus diesem Grund ist
eine weitere Berechnung durchgefiihrt worden, bei der die Differenzspannung aus
Gleichung (124) verwendet und somit eine Uberschiitzung vermieden wird. Dies entspricht der
Projektionsvorschrift aus Abbildung 70 rechts. Der Verlauf der Spannungen in y-Richtung ist in
Abbildung 72 mit der blauen Kurve dargestellt und zeigt kein oszillierendes Verhalten.
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Abbildung 72: Verlauf der Spannungen in y-Richtung:
rot: inkrementelle Berechnung nach einem Lastschritt
cyan: VFZT mit herkommlicher Projektionsvorschrift
blau: VFZT mit angepasster Projektionsvorschrift Gleichung (124) und (123)

Bei einem augenscheinlichen Vergleich der herkommlichen Projektionsvorschrift (cyan) und
der angepassten Projektionsvorschrift (blau) kann man eine Verdopplung der Konvergenzge-
schwindigkeit abschitzen. Damit kann vorlaufig festgehalten werden, dass eine Beschleunigung
der Konvergenz mdglich ist, sofern die TIV-Abschétzung nicht zu stark tiberschitzt wird und es

zum Oszillieren kommt.

Die angepasste Projektionsvorschrift ist nicht auf allgemeine Berechnungsbeispiele iibertrag-
bar, da der frei gewihlte Faktor von 0,5 zur Reduktion der Differenzspannung sich nicht auf alle
Beispiele frei tibertragen ldsst. Einen geeigneten Reduktionsfaktor fiir den allgemeinen Anwen-
dungsfall zu finden ist wahrscheinlich unméglich, da sich dieser Wert nicht abschdtzen 14sst und

an jeder Stelle im Tragwerk unterschiedlich sein kann.
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Die Anpassung der Projektionsvorschrift durch die Differenzspannung ist nur ein Hilfsmittel
fiir eine Voruntersuchung zur Verwendung des Tangenten- oder Sekanten-Verfahrens. Es konnte
damit anschaulich gezeigt werden, dass eine Beschleunigung der Konvergenz moglich ist, wenn
Informationen aus den vorangegangenen meA’s beriicksichtigt werden. Aus dieser Erkenntnis ist
es lohnend, die Verbesserung der Projektionsvorschrift durch das Tangenten- und Sekanten-Ver-

fahren zu untersuchen.

7.2.Die Methode der adaptierten Tangentensteifigkeit

Der Formelapparat der VFZT basiert auf linearem Verfestigungsverhalten. In [60] werden
mehrere lineare Verfestigungsfunktionen iiber Layer zusammengefiigt, wodurch im Gesamtzu-
stand ein multilineares Materialverhalten entsteht. Die Grundlage der Multilinearisierung bildet
somit eine Summe aus bilinearen Materialfunktionen. Hierbei wird in der VFZT unbegrenzte
Verfestigung vorausgesetzt, damit gewéhrleistet ist, dass ein Einspielzustand berechnet werden

kann.

Betrachtet man Materialuntersuchungen und Versuche an komplexen Geometrien, ist die An-
nahme von unbegrenzter Verfestigung nicht immer korrekt. Haufig ist die Annahme von unbe-
grenzter Verfestigung jedoch ausreichend, insofern die Steigung des Verfestigungsmoduls nicht
zu hoch und eher konservativ angenommen wird. Selbst bei einer sehr geringen Steigung tritt ein
Einspielzustand auf, dessen Zustandsgréfien fiir ein Nachweisverfahren durch Regelwerke ver-

wendet werden kann.

Die Begrenzung der Verfestigung auf einen bestimmten Wert hétte zur Folge, dass der letzte
Layer eine Tangentensteigung von Null hétte. Dies fiihrt bei der VFZT zu numerischen Proble-
men, die das Berechnen der Einspielzustinde erschweren. AuBBerdem hat sich gezeigt, dass die
Verwendung von vielen Layern die Konvergenzgeschwindigkeit der VFZT vermindert und somit
ihren Nutzen reduziert. Die Verwendung von nichtlinearen Stoffgesetzen, die nicht auf einer

Multilinearisierung beruhen, ist bisher nicht moglich.

Aus diesen Griinden wurde ein Konzept entwickelt, welches es ermdglichen soll, komplexere
Stoffgesetze bei geringem zusitzlichen Berechnungsaufwand zu verwenden. Das Konzept wird
als die Methode der adaptierten Tangentensteifigkeit (MaT) bezeichnet und zielt darauf ab, eine
lineare Tangenten-Steifigkeit in einen nichtlinearen Verfestigungsverlauf zu legen. Das Grund-
konzept der MaT bedient sich der Gleichungen und der Vorgehensweise aus Abschnitt 2.1 fiir
lineare Verfestigung. Dabei wird der Tangentenmodul der bilinearen Werkstofffunktion an die
nichtlineare Funktion des Stoffgesetzes adaptiert, wie es in Abbildung 73 dargestellt ist. Dadurch

verlduft der adaptierte Tangentenmodul E, , als Sekante durch den nichtlinearen Funktions-

verlauf.
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Abbildung 73: Verwendung eines adaptierten Tangentenmoduls E, ; (als Sekante) zur
Bestimmung von elastisch-plastischen ZustandsgréfSen a,, €, bei Vorgabe einer
nichtlinearen Verfestigungsfunktion

Diese Vorgehensweise ermoglicht es, die ZustandsgroBen o, und €, im tiiberelastischen Be-
reich an jeder Stelle der nichtlinearen Materialfunktion durch die Verwendung der adaptierten
Tangentensteifigkeit zu berechnen, insofern die exakte Tangentensteifigkeit bekannt ist. Der we-
sentliche Vorteil bei der Verwendung von linearer Verfestigung ist, dass der Zusammenhang aus
plastischem Dehnungsinkrement deip " und Riickspannungsinkrement d¢; aus Gleichung (17) ge-
schlossen integriert werden kann zu Gleichung (19). Damit wird die Abschétzung der Riickspan-
nungen in den Iterationsprozess der modifiziert-elastischen Analysen verlagert, welche dort indi-

rekt iiber die TIV-Abschitzungen bestimmt werden.

An dieser Stelle tritt nun die Frage auf: wie kann die Tangentensteifigkeit berechnet oder ab-
geschitzt werden? Eine direkte und korrekte Abschétzung der Tangentensteifigkeit ist nur in Son-
derfallen moglich. Aus diesem Grund werden im Folgenden zwei Verfahren vorgestellt, die be-
reits untersucht wurden. Da die Tangentensteifigkeit in den meisten Fallen nicht exakt bestimmt
werden kann, wird ein iteratives Verfahren verwendet, welches es ermdglicht, sich der exakten
Tangentensteifigkeit iterativ zu ndheren. Die Verfahren zur Abschétzung der Tangentensteifigkeit
werden Prognoseverfahren genannt, um sich von den Projektionsverfahren der VFZT abzugren-
zen. In Abbildung 74 sind die schematischen Ergebnisse fiir das Horizontal- und das Vertikal-

prognoseverfahren dargestellt.
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Abbildung 74 Prognoseverfahren zur Bestimmung des adaptierten Tangentenmoduls.
links: E, , wird horizontal auf Grundlage der Spannungen bestimmt,
rechts: E, , wird vertikal auf Grundlage der Dehnungen bestimmt.

Beide Prognoseverfahren wurden an einem Stab mit einachsigen Beanspruchungen bei mono-
toner Belastungssteigerung untersucht. Dabei wurde fiir das nichtlineare Stoffgesetz das Chabo-
che-Modell mit einem Armstrong-Frederick-Term verwendet. Als Belastung diente zum einen

eine kraftgesteuerte Zugbeanspruchung und zum anderen eine weggesteuerte Zugbeanspruchung.

Bei der kraftgesteuerten Belastung ist die Spannung im gesamten Tragwerk bereits in der fik-
tiv-elastischen Berechnung bekannt, weil es keine Anderung im elastisch-plastischen Gleichge-
wichtszustand gibt. Aus diesem Grund fiithrt die Horizontalprognose zu der korrekten Abschit-
zung des adaptierten Tangentenmoduls. Wird jedoch die Vertikalprognose verwendet, kommt es
zunichst zu einer Uberschitzung des Tangentenmoduls und deshalb werden die korrekten Zu-
standsgréfen auf der Stoffgesetzfunktion nicht erreicht. Von diesem Spannungs-Dehnungspunkt
kommt es zu einer weiteren Vertikalprognose auf die nichtlineare Funktion und somit beginnt ein
iteratives Verfahren, das erst dann endet, wenn die ZustandsgroBen auf der nichtlinearen Verfes-

tigungsfunktion liegen.

Im Falle von weggesteuerter Belastung verhélt es sich andersherum, die Vertikalprognose
fiihrt bei der ersten Abschitzung zu dem korrekten Tangentenmodul, da der Weg und somit die
Dehnungen durch die Belastungen bekannt sind. Die Horizontalprognose korrigiert von einer Un-
terschitzung des Tangentenmoduls {iber mehrere Iterationen hin zum korrekten Ergebnis. In den
Untersuchungen konnte gezeigt werden, dass die MaT grundsitzlich in der Lage ist, bei einer
Unterschiitzung und bei einer Uberschitzung zu dem korrekten Ergebnis zu konvergieren. Es
wurden jedoch einige Iterationen bei der Vertikalprognose mit kraftgesteuerter Belastung und bei
der Horizontalprognose mit weggesteuerter Belastung benotigt, um die korrekten Ergebnisse zu

bestimmen.
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Bei komplexen Randwertproblemen liegen die Ergebnisse in den iiberelastischen Bereichen
meist zwischen den Extremwerten einer reinen kraftgesteuerten oder einer reinen weggesteuerten
Belastung. Aus diesem Grund wird hier ein weiteres Prognoseverfahren vorgeschlagen, welches
als die Neuber-Hyperbel bekannt ist [26]. Dieses Prognoseverfahren soll die Konvergenzge-

schwindigkeit beschleunigen, mit der die adaptierte Tangentensteifigkeit bestimmt wird.

Die Neuber-Hyperbel wurde als Korrekturfaktor fiir die elastisch-plastischen Spannungsspit-
zen im Kerbgrund entwickelt und fiir verschiedene Funktionen und Anwendungen erweitert [27].
Der Grundgedanke von Neuber ist, im Spannungs-Dehnungsdiagramm der Werkstoffbeziehung
eine Rechteckfldche aufzuspannen, die durch den Ursprung und einen Spannungs-Dehnungs-
punkt definiert wird. Neuber postuliert, dass im Kerbgrund die Fliche des fiktiv-elastischen Zu-
standes der Flache des elastisch-plastischen Zustandes als gute Anndherung gleichgesetzt werden

kann.

O.fel * gfel =g * gto (125)

Die Fliachenbeziehung wird im Spannungs-Dehnungs-Diagramm von Abbildung 75 veran-
schaulicht. Bei der Anwendung dieses Ansatzes als Prognoseverfahren in der VFZT wird ein ite-
ratives Vorgehen benoétigt. Es wird der Ansatz so lange wiederholt und der adaptierte Tangenten-

modul angepasst, bis die ZustandsgroBen sich auf der Stoffgesetzfunktion befinden.

1 Neuber-Hyperbel
0
=
=]
g
=)
<
2,
n
| JEta Gl. (125)
fy
E
Dehnung

Abbildung 75: Prognose der adaptierten Tangentensteifigkeit E, , durch Gleichung (125)

Die Voruntersuchungen haben nur den einachsigen Beanspruchungszustand betrachtet. We-
sentliche Fragen zur mehrachsigen Vorgehensweise sind dabei noch ungeklért. Die Idee der MaT
kann jedoch ein Wegweiser sein, die VFZT fiir deutlich anspruchsvollere Stoffgesetze zu beféhi-
gen. Es wire mit der MaT auch denkbar, eine begrenzte Verfestigungsfunktion zu verwenden.
Dann wiirde sich im Einspielzustand immer ein adaptierter Tangentenmodul einstellen, welcher
grofler als Null ist und somit zu numerisch robusten Lésungen fiihrt. Findet sich dann {iber die
meA’s kein konvergentes Ergebnis mit einem adaptierten Tangentenmodul, welches stetig kleiner

wird, dann gibt es keinen Einspielzustand und es tritt infinites Ratcheting auf. Dies wiirde der
159



VFZT ecine vollig neue Analyseform erméglichen. Bei Einspielanalysen wird nur gepriift, ob ein
Tragwerk unter bestimmten Belastungsparametern einspielt oder es zu infinitem Ratcheting
kommt. Die VFZT hat den Vorteil, dass sie im Falle von Einspielen gleich noch die Zustandsgro-

Ben fiir die Bemessung liefert.

7.3. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Vereinfachte Fliefzonentheorie als geeignetes Verfahren zur Ab-
schiatzung von ZustandsgroBen im Einspielzustand vorgestellt. Hierbei sind die notwendigen
Grundlagen der Plastizitatstheorie dargelegt und auf dessen Grundlage die fiinf Basisprinzipien
der VFZT eingefiihrt worden. Ausgehend von der Beschreibung bei zyklischen Ein-Parameterbe-
lastungen werden zunichst die Erweiterung fiir Mehr-Parameterbelastungen und spéter die Er-

weiterung fiir sukzessive Berechnungen vorgestellt.

Anhand von inkrementellen Berechnungen wurde gezeigt, welchen Einfluss die Beriicksichti-
gung einer beliebigen Anzahl von Lastfillen gegeniiber Ein-Parameterbelastungen haben kann.
So konnen deutlich hohere Beanspruchungen gegeniiber einer reinen paarweisen Betrachtung der
Lastfélle auftreten. Zudem konnen die maximalen Beanspruchungen bei Mehr-Parameterbelas-
tungen an Stellen auftreten, die durch Untersuchungen mit Ein-Parameterbelastungen nicht iden-
tifiziert werden konnen. Fiir eine realistische Bewertung von zyklischen und {iberelastisch bean-
spruchten Tragwerken ist die Beriicksichtigung der Besonderheiten von Mehr-Parameterbelas-

tungen von bedeutendem Vorteil.

Die Weiterentwicklung der Vereinfachten FlieBzonentheorie hinsichtlich Mehr-Parameterbe-
lastungen ist fiir 3-D Spannungszusténde bei elastischen Einspielzustdnden vorgestellt worden.
Hierbei ist ein effizientes Verfahren entwickelt worden, welches es ermdoglicht, beliebig viele
Belastungszustdnde zu beriicksichtigen. Das dreistufige Verfahren beinhaltet die Projektionsvor-
schriften auf die Kugeloberflachen, auf die Schnittkreise und auf die Eckpunkte. Dieses Verfahren
ist mit einer nachvollziehbaren Handrechnung beschrieben worden. Abschlieend ist das Verfah-
ren an einem Rohrbogen untersucht und verifiziert worden. Der Vergleich der Ergebnisse aus der
inkrementellen Berechnung und der Vereinfachten FlieBzonentheorie zeigt, dass die direkte Me-

thode gute Ergebnisse liefert und dabei nur einen Bruchteil des Berechnungsaufwandes bendtigt.

Eine weitere Entwicklung ist die Anwendung von sukzessiven Berechnungen, welche zur Be-
rlicksichtigung von Theorie II. Ordnung in der VFZT verwendet werden kann. Es ist gelungen,
das ifup-Verfahren zu entwickeln, welches detailliert in Kapitel 6 beschrieben wird. Dieses Ver-
fahren ermoglicht es, die Materialnichtlinearitéit und die Strukturnichtlinearitét getrennt zu analy-
sieren. Dadurch entsteht ein sukzessives Abschitzen dieser beiden Nichtlinearitdten, bis ein kon-
vergenter Zustand erreicht ist. Das ifup-Verfahren ist an einem 90° Rohrbogen untersucht und

verifiziert worden. Die Ergebnisse zeigen, dass dieses Verfahren konvergiert und gute Ergebnisse
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erzielt bei deutlich geringerem Berechnungsaufwand gegeniiber inkrementellen Berechnungsver-
fahren. Das ifup-Verfahren kann dariiber hinaus zur sukzessiven Laststeigerung angewandt wer-
den. Es wurde gezeigt, dass die Qualitdt der VFZT-Ergebnisse sich den Ergebnissen der inkre-
mentellen Vergleichsrechnungen annéhert, wenn die gleiche Lastpfadzerlegung bei monotonen

Belastungsidnderungen verwendet wird.
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