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Notation

XN

XN><N

Cé((a,0))

Co((a, b))
Lr((a, b))

L*=((a, b))

H((a, b))

N-faches kartesisches Produkt des Raums X es gilt x = (z1,...,2xn) €
XN wenn z; € X Vi € {1,..., N}. Ausgestattet mit der Norm ||z|| x~ :=

N
2imallill%-

Raum aller Matrizen A = (a;;)},—;,

sodass a;; € X V(i,7) € {1,...,N}?
gilt.

Raum aller stetigen, linearen Funktionale von X nach R.

Euklidische Vektornorm, falls € RY bzw. Spektralnorm, falls = €
RN XN )

Frobeniusnorm fiir Matrix A € RV*V,

Standardskalarprodukt zwischen Vektoren z,y € RY.

Dualitatsprodukt mit x € X*, y € X.

Schwach-* Konvergenz, es gilt 7, — z < (zr,y)x — (z,y)x Yy € X.
Gateaux-Differential von f beziiglich z in Richtung h.

Addieren und anschliefendes Subtrahieren des Terms x, also + x =+x—x.

Raum der k-mal differenzierbaren, stetigen Funktionen mit kompaktem

Trager in (a,b).
Abschluss von C2((a,b)) beziiglich der Supremumsnorm.

Lebesgueraum der p-fach integrierbaren Aquivalenzklassen von Funktio-

nen auf (a,b).

Lebesgueraum aller Aquivalenzklassen wesentlich beschriankter Funktio-

nen auf (a,b).

Hilbertraum aller Aquivalenzklassen schwach differenzierbarer Funktio-
nen aus L*((a, b)) mit schwacher Ableitung in L*((a,b)).



Kapitel 1
Motivation

In der optimalen Steuerung wird nicht nur die Zielstellung verfolgt, eine Steue-
rungsfunktion so zu wéhlen, dass eine davon abhingige Zustandsfunktion gewisse
giinstige Eigenschaften besitzt, auch ist es oft von Interesse, bestimmte qualitative
Eigenschaften von der Steuerungsfunktion selbst zu erhalten. Als eine solche Eigen-

schaft wird in dieser Arbeit die Totalvariation der Steuerung untersucht.

Die Totalvariation einer Funktion ist ein Maf} dafiir, wie stark diese variiert, sie sagt
also grob gesprochen etwas iiber das Anderungsverhalten der Funktion iiber einem
bestimmten Intervall aus, dhnlich zur Ableitung. Der fundamentale Unterschied ist
hierbei allerdings, dass die Totalvariation auch fiir nicht-differenzierbare Funktionen
gebildet werden kann. In vielen praktischen Anwendungen sind die Moglichkeiten,
mit einer Steuerung auf ein System einzuwirken nur sehr begrenzt, man stelle sich
hier als Beispiel ein Gerét vor, welches entweder ein- oder ausgeschaltet werden kann.
Die Beschréankung einer mathematischen Modellierung auf glatte Steuerungsfunk-
tionen scheint im Hinblick auf solche Probleme also in vielen Féllen nicht sinnvoll

ZU seln.

Gerade in der Signal- und Bildverarbeitung wird die Totalvariation oft als eine
Art Regularisierungsterm in der Zielfunktion verwendet, um einerseits die Existenz
einer Losung garantieren zu konnen und andererseits Losungen mit scharfen Kan-
ten zu erhalten, siehe auch [1, 2, 3, 4]. Oft kommt es auch vor, dass die Losung
eines Optimalsteuerungsproblems mehrmals in kurzer Zeit zwischen verschiedenen
Werten schaltet, was die praktische Applikation des theoretisch gewonnenen Steuer-
verhaltens erschwert und das Bestrafen eines solchen Verhaltens in der Zielfunktion
motiviert. Auch wenn in der Praxis die Umsetzung des Steuerverhaltens nicht zum
Problem wird, ist es trotzdem des Ofteren nicht erwiinscht, hiufig zwischen verschie-
denen Steuerwerten zu springen, da abhéngig von dem betrachteten Anwendungsfall

eine Anderung in der Steuerung mit einem Energieaufwand oder dem VerschleiB ei-



ner Komponente einhergehen kann.

Um die Niitzlichkeit der Totalvariation als Term in der Zielfunktion eines Optimal-

steuerungsproblems zu verdeutlichen, betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.1. (Temperatursteuerung einer Herdplatte)

Ein Koch bzw. eine Kochin bereitet in einem Topf oder einer Pfanne ein Ge-
richt zu. Die Temperatur der Pfanne bzw. des Topfs (von nun an allgemein als
Kochgeschirr bezeichnet) zum Zeitpunkt ¢ € (0,7) sei durch 77(t) modelliert,
die Temperatur der Herdplatte durch T5(t), jeweils in Grad Celsius.

Die Kochgeschirrtemperatur dndert sich proportional zum Temperaturunter-
schied zwischen dem Kochgeschirr und der Herdplatte bzw. der Umgebung.
Diese Anderung kann also mit zwei Konstanten a7 > 0 und ay > 0 durch die
Gleichung

Ti(t) = cu(Ta(t) — Th(t) — ao(Ta(t) — T7)

modelliert werden, T, steht hier fiir die Zimmer- bzw. Umgebungstemperatur.
Wir nehmen an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Herdplatte und das Kochgeschirr
noch nicht erhitzt wurden, es gilt also T1(0) = T5(0) = T7.

Die Temperatur der Herdplatte kann durch den Benutzer mit einem Regler,
Knopfen oder iiber ein Touchpad durch die Einstellung einer Stufe wu(t) €
{0,0.5,1, ..., Umas } im Zeitpunkt ¢ gesteuert werden. Wir nehmen an, dass die
leere Herdplatte sich bei der Einstellung u(¢) bis zu einer Maximaltemperatur
von 100 - u(t)°C erwarmt, andere aus den Stufen resultierende Maximaltempe-
raturen konnen als (c;u(t) + ¢2)°C mit ¢; > 0, ¢ > 0 ebenso betrachtet und im

folgenden Modell verwendet werden.

Die Stufe bestimmt also die Heizleistung, sodass die Herdplatte sich iiber einen
gewissen Zeitraum erhitzt und T5(¢) an 100 - u(t)°C angendhert wird. Die Tem-
peraturidnderung der Herdplatte ist aulerdem proportional zum Temperaturun-
terschied zwischen dieser und dem Kochgeschirr bzw. der Umgebung, was die

Modellierung
T5(t) = 71 (100u(t) = To(t)) +12(Th(t) = Ta(t)) — s(Ta(t) — Tz)

mit drei Konstanten vy, 72, 73 > 0 motiviert.

Der Koch bzw. die Kochin verfolgt nun die Zielstellung, die Temperatur des

Kochgeschirrs so zu steuern, dass sie iiber dem Intervall (0,T) so nahe wie



moglich an einer Zielkurve Ty(t) € L?((a, b)) liegt. Zudem ist es auch wiinschens-
wert, die Steuerung u iiber (0,T) klein zu halten, um Energie zu sparen. Dies

fithrt auf die Problemstellung

N Y !
Minimiere 5/0 (T1(t) — Ty(t))? dt+ﬁ/0 lu(t)] dt

mit einem Parameter 8 > 0, der die Gewichtung der beiden Zielstellungen mo-
delliert. Nun kann es vorkommen, dass die resultierende optimale Steuerung oft
zwischen den Werten {0, ..., Upnqe} springt, sodass der Koch bzw. die Kéchin
mithilfe einer Stoppuhr akribisch den Herd steuern muss. Eine einfachere Steue-
rung, die es erlaubt, weitere Aufgaben nebenbei zu erledigen, ist hier also sicher-

lich von Vorteil, sodass Spriinge bzw. Variationen in u bestraft werden sollten.

Beispiel 1.2. (Lotka-Volterra Fishing Problem)

Wir beobachten die Beeinflussung eines Systems aus Raub- und Beutetieren mit
einer Fischereiflotte, die mithilfe von Schleppnetzen in einem abgeschlossenen
System, beispielsweise einem See oder Binnenmeer, mit jeder Ausfahrt einen
Anteil ; > 0 an Raub- und einen Anteil #, > 0 an Beutetieren aus dem System
entnimmt. Die Dynamik eines solchen Systems kann mithilfe der Lotka-Volterra

Gleichungen durch

&\
—
=

I

Q

x(t) — Ba(t)z(t) — Orz(t)u(t)
2'(t) = yx(t)z(t) — 62(t) — Or2(t)u(t)

modelliert werden, wobei z(t) die Beutetierpopulation und z(¢) die Raubtierpo-
pulation zum Zeitpunkt ¢ € (0,7") darstellt. Die Steuerung u(¢) € {0,1} nimmt
den Wert 1 an, wenn die Fischereiflotte zum Zeitpunkt ¢ fischt und 0, wenn dies
nicht der Fall ist.

Hierbei liegen die Grundannahmen vor, dass sich die Beutepopulation expo-
nentiell mit dem Anteil « > 0 vermehrt, wenn diese nicht der Verminderung
durch die Raubtiere unterliegt. Der Anteil dieser Verminderung wurde als pro-
portional zur Haufigkeit des Aufeinandertreffens der Beute- und Raubtiere mit
dem Parameter § > 0 angenommen. Jene Héaufigkeit ist auch als proportional
zum Wachstum der Raubtierpopulation mit dem Parameter v > 0 modelliert.

Schliefflich wird dieses Wachstum durch die Populationsgréfie der Raubtiere mit



der Rate 9 > 0 verringert.

Ziel des Unterfanges der Fischereiflotte ist es, ihre Ausfahrten so zu planen,
dass die Populationen der Raub- und Beutetiere so nah wie moglich an zwei
vorgegebenen Zielpopulationen x,4(t) € L*((a,b)) und z4(t) € L*((a,b)) liegen.
Dies kann mithilfe der Zielstellung

Minimiere /0 (z(t) — za(t)? + (2(t) — zq(t))*dt

erreicht werden. Bei dieser Problemstellung ist es nicht nur aufgrund des lo-
gistischen Aufwands einer Ausfahrt der Fischereiflotte wiinschenswert, stéarkere
Variationen der Steuerung zu verhindern, man betrachte auch das folgende Sze-

nario:

Wie in [5, Abschnitt 4.1] setzen wir z4(t) = z4(t) := 1 und die Parameter seien

geméf
(o, 5,7,0) = (1,1,1,1), (01,65) =(0.4,0.2), T =12, 9 = 0.5, 2o = 0.7,

gewdhlt. In [5, Abschnitt 4.2] ist erlautert, dass dieses Problem keine optimale
Losung besitzt, die optimale Losung kann allerdings beliebig genau approximiert
werden, wenn u oft genug zwischen 0 und 1 hin- und herschaltet. Zwei solcher
Approximationen sind in Abbildung 1.1 dargestellt. Wiinschenswert wére hier,
eine Strategie fiir die Fischereiflotte zu finden, bei der die Anzahl an Ausfahrten

reduziert wird, unter geringer Steigerung des Zielfunktionswerts.

0 JiL 0

|
0 2 4 6 8 10 120 2 4 6 8 10 12
t t

Abbildung 1.1: Losungsapproximationen zu Beispiel 1.2 bei Diskretisierung der
Zeitachse durch 100 bzw. 1000 Gitterpunkte



Kapitel 2

Grundlagen zu Funktionen

beschriankter Variation

Um den Uberlegungen dieser Arbeit folgen zu kénnen, sind grundlegende Kenntnisse
der Funktionalanalysis, Mafltheorie sowie Distributionstheorie vorausgesetzt. Zudem
werden einige Erkenntnisse zu Funktionen beschrinkter Variation benétigt. Dieses

Kapitel soll einen Einstieg in die Thematik bieten.

2.1 Die klassische Totalvariation einer Funktion

Wir starten mit der klassischen Definition der Totalvariation einer Funktion auf

einem Intervall.

Definition 2.1. Seien a,b € R mit a < b und P([a,b]) die Menge aller Parti-

tionen {¢;}, von [a,b] mit
a=to<t;<---<t, =0
Fiir eine Funktion u: [a,b] — R bezeichnen wir mit

Var(u, [a, b]) := sup {Z lu(t;) — u(ti1)|, {ti}iy € P([a, b])}

die Totalvariation von u iiber [a,b]. Aulerdem sei

Var(u, (a, b)) := sup {Z lu(t;) —u(tic1)|:n>2, a<tp<-- <tp,< b}
i=1



die Totalvariation von u iiber (a, b). Gilt fiir Q2 = (a, b) oder Q = [a, b] Var(u, ) <
00, 80 sagen wir, u ist von beschrankter Variation iiber (2. Die Menge aller Funk-

tionen beschriankter Variation iiber € sei durch BV, (2) notiert.

Die Bezeichnung BV, soll hierbei verdeutlichen, dass die Zugehdrigkeit einer Funk-
tion zu BV,(£2) von den punktweisen Funktionswerten von u abhingt. Wir legen
zunéchst den Fokus auf BV,([a, b]). Das folgende Beispiel zeigt, dass viele Funktio-
nen in BV, ([a, b]) liegen.

Beispiel 2.2. Jede monotone und jede Lipschitzstetige Funktion auf [a, b] liegt
in BV,([a,b]). Um Ersteres einzusehen, betrachte man eine monoton steigende
Funktion u, die Begriindung fiir eine monoton fallende Funktion % funktioniert
analog bei Betrachtung von u = —u. Bei einer monoton steigenden Funktion
konnen die Betrige in der Definition der Totalvariation weggelassen werden.

Ubrig bleibt eine Teleskopsumme, sodass schlieflich
Var(u, [a, b]) = u(b) — u(a) < 0o

folgt.

Im Falle der Lipschitzstetigkeit einer Funktion u mit Lipschitzkonstante L > 0
gilt die Abschétzung

Var(u, [a, b]) < sup {Z Lit; — ti—q], {ti}1y € P([a, b])} = L(b—a) < oo,

da erneut eine Teleskopsumme auftritt.

Auflerdem ist u(t) := f: ¢(s)ds mit p: [a,b] = R, ¢ € L'([a,b]) wegen

[ ewas— [ e > / o(s) ds

<Z/ \ds-/\gp )|ds < 0o, da o € L'([a,b]),

n

Zw —ulti)| =

=1

n

in BV, ([a, b]).

Neben der gesamten Variation kann man auch Groflen fiir die Variation nach oben
bzw. nach unten definieren, mit diesen lassen sich einige niitzliche Eigenschaften

formulieren.



Definition 2.3. Wir nennen

i=1

Var® (u, [a, b]) := sup{z max(u(t;) — u(t;—1),0), {t:}1-, € ?([a,b])}

die positive und

Var™ (u, [a, —SUP{ Zmln —u(ti-1),0), {t:}i= € P(la, b])}

die negative Variation von u iiber [a, b].

Nun wollen wir ein paar Eigenschaften herleiten, die das Rechnen mit der Variation

einer Funktion vereinfachen.

Satz 2.4. Fiir a,b,c € R, a < ¢ < b, gilt
Var(u, [a, b]) = Var(u, [a, ]) + Var(u, [c, b]).

Beweis. Wir zeigen zunéchst Var(u, [a, b]) < Var(u, [a, ¢])+Var(u, [c, b]). Fir {¢;}, €
P([a, b]) bezeichnen wir mit ¢_ den groBten Index aus {1,...,n}, sodass t._ < ¢ und
mit ¢} den kleinsten Index aus {1,...,n}, sodass t., > c. Es gilt entweder c_+1 = ¢}
oder ¢_ = c,. Mit diesen Setzungen kann die Summe in der Definition der Totalva-
riation fiir eine beliebige gegebene Partition {¢;}! , € P([a, b]) auch folgendermafien

geschrieben werden:

Z\U(t — u(tiz !—Zlu — i) + fulte,) —u(t _)|+‘Z Ju(ti) — u(ti)]

—Zlu —u(tim)| + Julte,) —u(e) +ule) —ulte )| + Y Jult) = ulti)
i=c4+1

<Zlu ) = uti-)] + Julte,) = u(e) + |ule) = ulte )| + D ults) = ulti-1)|

i=c4+1



Wegen dieser Abschétzung gilt auch
Var(u, [a,b]) < sup{Du —ultin)] + lulte,) = u(e)] + [u(e) = ut..)|

£ 3 Jult) — ulti)l )i € (a8}

i=cy+1

< SUP{ZIU ) — ultion)| + |ulc) — (tc)|,{ti}?o€3>([a,b])}

+sup 4 fulte,) —ule)] + Z Ju(t; )]s {tidie € P([a, b))

i=cq4+1

< Var(u, [a, c]) + Var(u, [c, b]),

da {a,ti,...,t._,c} eine Partition von [a,c| und {c,t.,,...,t,—1,b} eine Partition
von [c, b] ist.

Um die umgekehrte Relation zu zeigen, betrachten wir drei Folgen von Partitionen

= {MF} NE = {NF}2E und P* = {PF}P*  von [a, ], [c,b] und [a, b], sodass

lim Z ‘U(Mzk) - U<Mzk—1)‘ = Var(uv [CL, C])?

k—o0 —

lim > [u(V) — u(N% )| = Var(u, 1),

k—o0 —

lim Z ‘u(PZk) — u(sz_l)‘ = Var(u, [a, b]).

k—o0 4
Wir definieren fiir jedes k € Ny die Partition Q% = M* U N* von [a, 1], es gilt also
Q' ={a= M}, M{... M) =c,Nf,...,N} =b} ={Qf,..., Qb }.

Es folgt wegen N§ = M},

k—o0

Var(u, [a, c]) + Var(u, [¢,b]) = lim Z | (M) — u(ME)| —1—2 |u(NF) — w(NE))|

—hmZ|qu —u(QF )|

k—o0

< tim 3 JulPE) — u(PEL)| = Var(u, a8,

k—o00 <



da P* die Folge von Partitionen ist, fiir die das Supremum der Summen angenommen
wird. O

Mit analogem Vorgehen im Beweis lasst sich dieses Resultat auch fiir die positive

und negative Variation zeigen.

Korollar 2.5. Fiir a,b,c € R, a < ¢ < b, gilt

Var™ (u, [a, b]) = Var™ (u, [a, ¢]) + Var™ (u, [c, b])
Var™ (u, [a, b]) = Var™ (u, [a, ¢]) + Var™ (u, [c, b]).

Die positive und negative Variation einer Funktion kénnen genutzt werden, um wei-
tere niitzliche Resultate zu zeigen. Die folgenden Sétze zeigen die Zusammenhénge

der positiven und negativen Variation mit v und Var(u, [a, b]) auf.

Satz 2.6. Fiir u € BV, ([a,b]) gilt

Var(u, [a,b]) = Var™ (u, [a, b]) + Var™ (u, [a, b])
u(b) — u(a) = Var™ (u, [a,b]) — Var™(u, [a, b]).

Beweis. Seien M* = { M} N* = {NF}I*, und P* = {P}}?*, Folgen von Parti-

tionen von [a, b|, sodass

lim Z lu(M]) — u(M} )| = Var(u, [a,b])

k—00 —
ng
Jim " max(u(N) = u(NJ,),0) = Var* (u, a, ).
—00
=1
Pk
— lim " min(u(P) = u(PL,),0) = Var™ (u,[a, b))
—00
=1

gilt. Sei auBerdem Q* = {Q¥}%  eine gemeinsame Verfeinerung der Partitionen M*,
N*¥ und P*, es gelte also M* c QF, N* c Q¥ und P* C QF fiir alle K € N. Die
positive, negative und totale Variation von u lassen sich auch durch den Grenzwert
der Summen iiber den Partitionen Q* darstellen, da durch die Dreiecksungleichung
die Summen beim Hinzufiigen von weiteren Stiitzpunkten nicht kleiner und durch
die Supremumsbildung iiber alle Partitionen nicht gréfler als die entsprechenden

Variationen werden konnen.

10



Wir definieren die Indexmengen
k .
17 = {ie{l....a} | (@) 2 w(QF))}
k .
]9 = {Z S {17 ce ,Qk} | U(Qf) < u( f—l)}

und folgern

mp

Var(u, a,8]) = lim 2 |u(MF) = u(M] )]
= lim Zl [w(@F) = u(@iy)|
= lim zz:k(U(Qf) —u(Qf1)) - Zk(U( 7 — (@)
i D Q) < Q)00 - 3w - QL)
= lim : max(u(Qf) — w(Q}1),0) — lim Zq_kl min(u(Qy) — u(Q}),0)

= Var® (u, [a,b]) + Var~ (u, [a, b]).
Mit der Folge der Verfeinerungen Q* konnen die positive und negative Variation als

Var® (u, [a,b]) = klgilo (u(QF) — (@)

— _ . k o k
Var™ (u, [a,b]) = = lim  ~ (u(@F) — u(Q} )
ier?"*
geschrieben werden. Wegen Ifk uIe = {1,...,qx} und Ifk ni% =g folgt
dk
Var+(u7 [CL, b]) — Var~ (u7 [CL, b]) = khm (U<Qf) - u( i'il))
R
— Jim u(Q%) — u(Qh)
—00
= lim u(b) — u(a) = u(b) — u(a).

k—00

]

Nun kann u als Differenz der positiven und negativen Variation umgeschrieben wer-

den.

11



Satz 2.7. Sei u € BV,([a, b]) gegeben. Die Funktionen Var (¢) := Var™ (u, [a, t])
und Var, (t) := Var™ (u, [a,t]) sind monoton wachsend und v kann als u(t)
u(a) + Var, (t) — Var,, (t) geschrieben werden.

Beweis. Die Monotonie von Var] und Var, folgt aus der Tatsache, dass fiir s,t €
[a,b], s <t mit Korollar 2.5 die Bezichungen

Var,! (s) = Var, (t) — Var™ (u, [s, t]) < Var] (¢)

Var, (s) = Var, (t) — Var™ (u, [s, t]) < Var, (t)

gelten.
Mit Satz 2.6 folgt

u(a) + Var! () — Var,, (t) = u(a) + u(t) — u(a) = u(t).

]

Schliefflich erhalten wir mit der Zerlegung ein niitzliches Resultat, welches die Exis-
tenz von links- und rechtsseitigen Grenzwerten fiir Funktionen beschrankter Varia-

tion sichert.

Satz 2.8. Eine Funktion u € BV,([a,b]) hat hochstens abzéhlbar viele Unste-
tigkeitsstellen und in jedem t € (a, b] einen linksseitigen sowie in jedem t € [a, b)

einen rechtsseitigen Grenzwert.

Beweis. Sei U die Menge der Unstetigkeitsstellen von v und seien U, , U_ die Mengen
der Unstetigkeitsstellen von Var] und Var,. Es gilt U C U, UU_, denn wegen der
Darstellung u(t) = u(a) + Var] (t) — Var,, (t) muss ty € U auch in U, oder U_ liegen,
sonst wire die rechte Seite stetig in ¢5. Demnach geniigt es zu zeigen, dass U, und U_
héchstens abziihlbar sind. Hierfiir kann die Monotonie von Var,;” und Var, benutzt
werden: Nach [6, Satz 4.30] haben monotone Funktionen auf Intervallen héchstens

abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Die Existenz eines links- und rechtsseitigen Grenzwerts in jedem ¢ € (a, b) kann mit
6, Satz 4.29] begriindet werden, laut Aussage des Satzes haben Var, und Var; als
monotone Funktionen fiir alle t € (a,b) einen links- und rechtsseitigen Grenzwert in
t, dies gilt deswegen auch fiir u als Differenz der Funktionen. Wir miissen also nur
noch zeigen, dass v in a einen rechtsseitigen Grenzwert und in b einen linksseitigen

Grenzwert besitzt.

12



Dazu definieren wir die Funktion @ : [a — 1,0 + 1] — R geméaf

B u(t), wennt € [a,b]
u(t) = :
0, sonst

Mit Satz 2.4 kann man schnell einsehen, dass wegen

Var(a, [a — 1,b+ 1]) = Var(a, [a — 1, a]) + Var(a, [a, b]) + Var(a, [b,b + 1])
= |u(a)| + Var(a, [a, b]) + |u(b)| < o

@ € BV,([a,b]) gilt. Damit konnen die bisherigen Erkenntnisse des Beweises benutzt
werden, um zu begriinden, dass @ in a einen rechtsseitigen und in b einen linksseitigen
Grenzwert besitzt. Aufgrund der Definition von @ muss dies also auch fiir v gelten.

O

2.2 Variation von Funktionen in Lebesgueriumen

Da wir im Hinblick auf Optimalsteuerungsprobleme mit beschrankter Variation mit
Funktionen in Lebesguerdumen arbeiten wollen, ist es nicht sinnvoll, eine Definition
der Variation zu benutzen, die von den punktweisen Funktionswerten abhéangt. Um

diese Problematik zu umgehen, fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 2.9. Die essentielle Variation einer Funktion u: [a,b] — R ist gege-
ben durch

eVar(u, (a,b)) := inf{Var(v, (a,b)) : v = u fast iiberall in (a,b)}.
Die essentielle Variation einer Funktion u € L'((a, b)) ist analog definiert.

Fiir die essentielle Variation von Funktionen u € L'((a, b)) kann eine weitere Dar-
stellung gefunden werden, die in vielen Féllen praktischer ist. Aus [7, Theorem 3.27]
ist zu entnehmen, dass die folgende Definition dquivalent zu Definition 2.9 fiir Funk-
tionen u € L'((a, b)) ist.

Definition 2.10. Fiir u € L'((a, b)) gilt

b
eVar(u, (a,b)) = sup { / u()g (1) dt : o € CH(a,0)), [ llany < 1}
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Moderne Definitionen der Variation benutzen die distributionelle Ableitung einer
Funktion u. Diese kann mit einem Maf identifiziert werden, welches wir im Folgenden
als Du bezeichnen. An dieser Stelle sei bemerkt, dass auch fiir ein signiertes Maf3
p: A — RU{—o00,00}, wobei 2 eine o-Algebra ist, die Totalvariation iiber eine
Menge A durch die Vorschrift

l(4) = sup {Z WA Ay €2 (j > 1) disjunkt , A4 = | J Aj}
j=1 j=1
definiert werden kann (vgl. [8, Kapitel VII, §1, Abschnitt 3]).

Wir wollen nun einen weiteren Raum von Funktionen beschrankter Variation defi-

nieren, der sich auf Funktionen aus L'((a, b)) einschrinkt.

Definition 2.11. Der Raum BV((a, b)) beinhaltet alle Funktionen u € L'((a, b)),

die eine der folgenden (dquivalenten) Bedingungen erfiillen:
i) eVar(u, (a,b)) < oco.

ii) Die distributionelle Ableitung von w ist darstellbar als endliches Radon-
Mafl Du in (a,b), sodass gilt

b b
/ () (1) dt = —/ pdDu Vg € C=((a,b)).
Die Aquivalenz der beiden Bedingungen sowie die Giiltigkeit von
| Dul((a, b)) = eVar(u, (a, b))

folgt erneut aus [7, Abschnitt 3.1, S. 119-120].

Um die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Erkenntnisse, die auf der Variation iiber
dem abgeschlossenen Intervall [a,b] basierten, auf Funktionen in BV((a,b)), die
auf dem offenen Intervall (a,b) definiert sind zu iibertragen, wird der néchste Satz

benotigt.

Satz 2.12. Fiir u € BV,((a,b)) gilt

eVar(u, (a,b)) = inf{Var(v, [a,b]) : v = u fast iiberall in (a,b)}.

14



Beweis. Wir halten zunéchst die Ungleichung

Var(v, (a,b)) < sup{]v to) — u(a \+Z|U —v(tiz)| + |v(b) — v(t,)] :
n>2 a<ty<---<t,< b} < Var(v, [a, b])
fiir eine beliebige Funktion v: [a,b] — R fest, mit der wir die Abschitzung
eVar(u, (a, b)) < inf{Var(v, [a,b]) : v = u fast iiberall in (a,b)}
erhalten. Sei @ : [a,b] — R die Funktion, die gemaB a(t) = u(t) fiir ¢ € (a,b) sowie

u(a) == 1751&1 u(t), a(b):= I#II)I u(t) (2.1)

definiert ist. Die Existenz dieser Grenzwerte ist mit Satz 2.8 gegeben. Sei M* =

{MF}"™ eine Folge von Partitionen, sodass

lim Z |a(M]') — a(MF,)| = Var(, [a, b))

k—o0

gilt. Mit der Dreiecksungleichung und der Definition von Var(a, (a,b)) sowie der
rechtsseitigen Stetigkeit von @ in a bzw. der linksseitigen Stetigkeit in b finden wir

nun die folgende Abschétzung:

mi—1

Var (@, [a,0]) = lim |a(Mf) - a(a)| + Z |la(MF) — a(Mf )| + |a(b) — a(Mg, )]

k—o0 —
M~
i (a+ L a) — a(a)

M —
< lim + |a(Mh) - a (a+ ! “)'
k—o0 l{?
mg—1 k
b— M
+ Z a(MF) — a(Mf )| + |a (b — T”“) —a(ME )

N b— M) _ 1>

a(b) — i (b— .
i (a + Mfk_ a) — a(a)

a(b) — @ (b - ﬂ]fl) ‘ = Var(a, (a,b)).

< Var(a, (a,b)) + lim

k—o0

_|_

(2.2)
Es gilt also Var(a, [a,b]) = Var(a, (a,b)) = Var(u, (a,b)).

Sei nun {vg }ren eine Folge von Funktionen mit den Eigenschaften v, = u fast iberall
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in (a,b) sowie

lim Var (v, (a,b)) = eVar(u, (a, b)).

k—o0
Wenn nun ¥y, die stetigen Fortsetzungen auf [a, b] von vy, fiir alle k£ € N sind (in dem
Sinne, das x(a) und 0 (b) wie in (2.1) definiert sind), kénnen wir wegen 0, = u fast

tiberall auf (a,b) und nach vorigem Vorgehen die Abschitzung

lim Var (v, (a,b)) = lim Var(oy, [a, b])
k—o0 k—o0

> inf{Var(v, [a,b]) : v = u fast iiberall in (a,b)}
formulieren, aus der schlieffilich die Aussage folgt. m

Nun kann aus [7, Abschnitt 3.2, S. 136] entnommen werden, dass zu u € L*((a, b))
ein Représentant @ aus der Aquivalenzklasse von u existiert, fiir den das Infimum
aus Definition 2.9 angenommen wird, es gilt also eVar(u, (a,b)) = Var(w, (a,b)). Ist

nun v ein Element von BV((a, b)), so folgt
Var(w, (a,b)) = eVar(u, (a, b)) < oo

und damit @ € BV,((a,b)). Jetzt kann Satz 2.12 angewendet werden, um die Gleich-
heit
eVar(u, (a,b)) = eVar(u, (a, b)) = Var(u, (a, b)) = Var(a, [a, b]) (2.3)

zu erhalten, wobei @ die Funktion ist, die man erhélt, wenn @ stetig auf [a, b] fort-

gesetzt wird, u ist also definiert durch

lim,), u(s), wennt=a
a(t) .= S au(t), wenn t € (a,b)

limgp @(s), wenn t = a.

Die Gleichheit
Var(u, (a, b)) = Var(a, [a, b])

erhilt man dabei analog zu (2.2). Einen solchen Représentanten @ nennen wir im
Folgenden einen guten Représentanten von u, die Fortsetzung @ von u bezeichnen
wir als gute Fortsetzung von w. Wenn wir eine Funktion u € BV((a,b)) mit der
guten Fortsetzung @ eines guten Représentanten identifizieren, so gilt wegen (2.3)
@ € BV,([a,b]) und damit konnen die in Abschnitt 2.1 hergeleiteten Ergebnisse auf

u angewendet werden.

Der Raum BV((a, b)) kann nun mit einer Norm ausgestattet werden. Wir definieren
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diese wie folgt:

ullBv((ap)) = llullz1(@p)) + [Dul((a,b)).

Schliellich werden im Folgenden noch einige Sétze genannt, die in dieser Arbeit eine

Rolle spielen werden.

Satz 2.13. BV((a, b)) ist isometrisch isomorph zum Dualraum eines separablen

Banachraums.

Beweis. Siehe [7, Remark 3.12]. O

Satz 2.14. Fiir eine Folge {u}ren C BV((a,b)) gilt genau dann u;, = wu in
BV((a,b)), wenn uy — u in L'((a,b)) gilt und eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

a) {ug}ren ist in BV((a,b)) beschriankt.

b) Duy = Du, also

b b
lim [ ¢@dDuy :/ edDu Yy € Cy((a,b)).

k—o0 a

Beweis. Siehe [7, Definition 3.11, Proposition 3.13]. O

Satz 2.15. BV((a, b)) ist stetig in L>°((a, b)) und kompakt in LP((a,b)) fiir alle
p € [1,00) eingebettet.

Beweis. Siehe [7, Corollary 3.49]. O

Satz 2.16. Aus u, — u in BV((a,b)) fiir eine Folge {u;}ren € BV((a, b)) folgt
up — u in LP((a, b)) fiir alle p € [1, 00).

Beweis. Mit Satz 2.14 wissen wir, dass ||uy — v||L1(@p)) — 0 gilt und {ug}ren in
BV((a,b)) beschriankt ist. Demnach ist auch die Folge {uy — u}ren beschrankt in
BV((a,b)). Mit Satz 2.15 konnen wir schlussfolgern, dass die Beschrénktheit auch
beziiglich des L>((a,b)) erfiillt ist, das heifit, es gibt ein C' > 0, sodass |ux —
w||Loo((ap)) < C < oo gilt. Nun konnen wir die Interpolationsungleichung (vgl. [9,
Appendix B.2.h.]) fiir die Rechnung

1 1—1
otk — ooy < N = ull 57 g e — wll 8 ) — 0
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nutzen, woraus die Aussage des Satzes folgt. n

Satz 2.17. Sei u € BV((a,b)). Dann existiert ein eindeutiges ¢ € R, sodass
u'(t) :== ¢+ Du((a,1)), u'(t) :=c+ Du((a,1])

der linksseitig und rechtsseitig stetige Représentant von u ist. Weiterhin sind
u! und u" gute Reprisentanten von u. Auflerdem ist der Grenzwert limy, u(t),
wobei u ein guter Reprédsentant von u ist, unabhéngig von der Wahl des guten

Représentanten und entspricht c.

Beweis. Mit [7, Theorem 3.28 a)] erhalten wir die Existenz eines eindeutigen (aber
noch unbekannten) ¢ € R aus dem Satz. Zudem ist zu erkennen, dass u" und u'!
gute Représentanten sind. Der Grenzwert limy ), u(¢) existiert fir jeden guten Re-
priasentanten u von u, da bei Betrachtung der guten Fortsetzung @ von @ auf [a, 0]
aus u € BV((a,b)) wegen eVar(u, (a,b)) = Var(a, [a,b]) @ € BV,([a, b]) geschlussfol-

gert und somit Satz 2.8 angewendet werden kann.

Es muss noch gezeigt werden, dass der Grenzwert lim, |, u(¢) nicht von der Wahl
des guten Reprisentanten abhéingt. Seien also u; und uy; gute Représentanten von
u. Nach Definition eines guten Repréasentanten gilt u; = u = uy fast iiberall, das
heifit, es gibt eine hochstens abzéhlbare Menge M C (a,b) mit uy(t) # uo(t) fiir alle
t € M. Wir wihlen nun eine Folge {t; }ren C (a,b) \ M mit ¢, — a. Es folgt

lim wy (tx) = lim ug(ty).
k—o0 k—o0

Da nach Satz 2.8 der linksseitige Grenzwert in a fiir die stetigen Fortsetzungen
und s von u; und wuy existiert, muss dieser bei beiden Funktionen gleich sein, da

dies unter Betrachtung der Folge {t;}ren schon der Fall ist. Demnach muss auch
li t) =1 t
im vy () = lim u(?)
gelten.
Da u! ein guter Reprisentant von u ist, kann wegen
limu!(t) = ¢+ lim D t)) =
imu(t) = ¢+ lim Du((a,?)) = c

bestétigt werden, dass der Wert von ¢ durch den im Satz benannten Grenzwert

bestimmt werden kann. O
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Kapitel 3
Problemstellung

In dieser Arbeit werden Optimalsteuerungsprobleme der Form

b
Minimicre / (u(t) — r(£)) Q) (y(t) — r(1)) At + 1| Dul((a,5)) + foTs ()

sodass y'(t) = F(t,u(t),y(t)) f.i. auf (a,d)

y(a) =yo
u € Upg :={u € BV((a,b)) : u(t) € {vh,...,vqg} C R L. auf (a,b)}
(P)
mit a,b ER,a < b, F: RxRxRY = RN Qe L*>®((a, b))V, r € L*((a,b))V, den
Funktionen ¥, : BV((a,b)) — R fiir ks € {1,...,4} sowie yo € RY, B, B2 € R mit
£1 > 0 und By > 0 betrachtet. Die reellen Zahlen vy, ..., vy seien dabei aufsteigend

der Grofle nach sortiert und paarweise verschieden, es gelte also v; < v; fiir ¢ < j.

Die Funktion W, wird hierbei je nach gewiinschtem Verhalten einer optimalen Steue-

rung als eine der folgenden Funktionen gewéhlt:
b 2
(i) Uy (u) =0 (i)  Wo(u):= </ u(t) dt)

(i) Wy(u) = [u(a)] () Wau) = Jullrasy.

Die Wahl x = 2 begiinstigt Funktionen, die im Mittelwert nahe an der Null liegen,
wiahrend mit kK = 4 betragsméfig kleine Funktionen bevorzugt werden. Im Falle von
k = 3 muss wegen u € L'((a,b)) noch spezifiziert werden, dass der Ausdruck u(a)
als rechtsseitiger Grenzwert lim,, @(t) fiir einen guten Représentanten @ von u zu
interpretieren ist. Die Wohldefiniertheit des Ausdrucks kann mithilfe von Satz 2.17
bestitigt werden. Da in Anwendungsféllen die Steuerung héufig zum Start eines
betrachteten Zeitintervalls, also im Zeitpunkt a, noch nicht aktiv ist (und damit je

nach Modellierung den Wert 0 annehmen kénnte, vgl. Beispiel 1.2), kann der Wert

19



|u(a)| fiir mit x # 3 berechnete Losungen bereits grof§ sein, womit implizit eine
Variation geschah, die nicht vom Term |Dul((a, b)) bestraft wurde. In solch einem

Fall eignet sich die Option xk = 3.

Die Wahl des Zielfunktionals erlaubt lineare und quadratische Terme beziiglich des
Zustands y und ermoglicht die Forderung einiger Qualitdtsmerkmale an die Steue-
rung, je nach Wahl von S, 8, und . Wird beispielsweise die Zielstellung verfolgt,
mit dem Zustand y einen Zielzustand yq € L?((a,b))™ so gut wie moglich zu appro-

ximieren, so kann dies mit der Setzung

erreicht werden, in diesem Szenario folgt ndmlich

/(mw—r@f@@xww—mw%u:/(mw—w@»me—w@»w
= [ D_(wlt) — yui(0))?

N

= lyi — Z/di”%%(a,b)) =y — deiQ((a,b))N7
=1

wobei y; und yg,; fiir die i-ten Komponenten von y und y, stehen. Mit dieser Vor-
gehensweise ldsst sich auch das Beispiel 1.2 in der Form (P) mit dem Regularisie-

rungsterm [;|Dul|((a, b)) modellieren:

Beispiel 3.1. (Lotka-Volterra Fishing Problem)

Wir modellieren die Problemstellung aus Beispiel 1.2 mit der neuen Zielfunktion

1

) =5 [ () =20 + (salt) = 2a(0)* d + 51Dl ((0.7)
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als eine (P) entsprechende Problemstellung mit den Setzungen

(a,b) =(0,T7), N=2, Q(t)=15L, k=1, d=2, (r,n)=(0,1)

o ayi(t) — Byr(t)ya(t) — Oryr (t)u(t)
PR <7y1(t)yz(t) ~ byl - 92y2<t>u<t>> /

die Bedingungen Q € L*°((a,b))¥*" und r € L*((a,b))" sind somit erfiillt.

Auch Beispiel 1.1 kann in der Form von (P) formuliert werden:

Beispiel 3.2. (Temperatursteuerung einer Herdplatte)

Wir setzen

(a,b) =(0,7), N=2, k=4, {v1,...,vqa} ={0,0.5,... Uz}, Bo=p

al) = (é 3) 7“@:( > G)

F(t,u(t)ay(t)):< i TZ)>,

Y1(100u(t) — y2(t)) + Y2 (y1(t) — y2(t)) — s (y2(t) —

somit sind erneut Q € L>((a,b))N*N und r € L*((a,b))" erfiillt.

Fiir die Untersuchungen dieser Arbeit sind weitere Anforderungen an einige der in

(P) vorkommenden Terme nétig, wir fordern also die folgenden Voraussetzungen an
Probleme der Form (P):

(V1)

(V2)

Die Matrix @ sei positiv semidefinit und symmetrisch fiir alle ¢ € [a, b]. Au-
Berdem sei F' messbar beziiglich des ersten Arguments und Lipschitzstetig
beziiglich des zweiten und dritten Arguments mit den Konstanten L; > 0 und

Ly > 0 in dem Sinne, dass die Gleichungen

(¢, v1,y(8) = F(t, v2,5(t)) |2 < Lifor — va]

(3.1)
| F(t,u(t), 21) — F(t,u(t), 22)ll2 < Lall21 — 2|2

fiir alle t € (a,b), vi,v2 € R und 2y, 20 € RY erfiillt sind. Im Falle von x = 3
gelte 51 > Ba.

Es existieren die partiellen Ableitungen nach u und y; fir ¢ = 1,..., N in

allen Komponenten von F. Wir bezeichnen die Jacobimatrizen, die aus der
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Differentiation von F' nach u bzw. y entstehen, als F,, bzw. F},. Auflerdem gelte
t = Fu(t,u(t),y(t)) € L=((a,b))N und t — F,(t,u(t),y(t)) € L=((a, b))V *¥.

(V3) Seien F,, und F, Lipschitzstetig beziiglich derer zweiten und dritten Argumen-
te, das heifit, es gelte

[Fu(t, v1,y(t)) — Fult,v2,y(t))|l2 < Lafvr — vy
[Fult, ult), 21) — Fult, u(t), 22)||2 < Lallz1 — 222
[ Fy (8,01, y(0) — Fy(t, v, y(t))ll2 < Ls|or — vy
1Fy(t, u(t), z1) — Fy(t, u(t), 22)

(
( y l2 < Lgllz1 — 22
fiir alle t € (a,b), vy,v2 € R, 21,20 € RY und Konstanten Lz > 0, Ly > 0,

L5>0,L6>O.

Die Voraussetzungen (V1) werden bei den Beweisen zur Existenz einer Losung und
die Voraussetzungen (V2) bei der Betrachtung der Differenzierbarkeitseigenschaften
des Zielfunktionals verwendet. (V3) wird benotigt, um gute Eigenschaften fiir den

Losungsalgorithmus nachweisen zu kénnen.

Wir versuchen nun, die Giiltigkeit der Voraussetzungen fiir die Problemstellungen

3.1 und 3.2 zu zeigen und beginnen mit Zweiterem.

Beispiel 3.3. (Fortsetzung von Beispiel 3.2)

Wir zeigen zuerst die Voraussetzungen aus (V1). @ ist offensichtlich symmetrisch

und wegen r ' Qz = 22 fiir * € R? positiv semidefinit. Wir finden die Darstellung

a1~ aq hn (t) Ty
Pt el vio) = ( Y2 =M1 = V2 — 73> <y2(t)> ! (10071u(t) + 73TZ> |

mit
0
10071(1}1 - Uz)

= 10071 |vy — vy
2

[Pt o0, y(6) — F(t, v, y(2)) 2 = ‘

22



fiir v1, v9 € R und

2

—1 — X e
|F(t, u(t), z1) — F(t,ult), z)|2 = b ! (21 — 22)
2 —Y1— 72 — 73 9
2
-1 — X 0]
< L ' 121 — 2|2
Y2 -1 — 72— 73 9
2
—01 — «
< L ' 21 — 2|12
Y2 -1 — 72— 73 F

= (1 + )’ +ai+7%+ (m+72+71)°) | — 2|3

fiir 21, 29 € R? ist (V1) gezeigt. Die Jacobimatrizen F, und F, sind geméf

0 —Q1 — Qg o
F,(t u(t), y(t)) = CR=
1007, Y2 M= 72—

gegeben und liegen in L>®((a,b))" bzw. L>®((a, b))V womit (V2) erfiillt ist.
(V3) gilt ebenso, da die Matrizen F,, und F), nicht von u bzw. y abhéngen.

Beispiel 3.4. (Fortsetzung von Beispiel 3.1)

Aufgrund der Nichtlinearitdten in F' erhalten wir fiir das Lotka-Volterra Fis-
hing Problem keine globale Lipschitzstetigkeit beziiglich des zweiten und drit-
ten Arguments von F'. Da die meisten Sétze in den Abschnitten 4, 5 und 6 auf
dieser Eigenschaft beruhen, lassen sich keine Vorhersagen oder Informationen
iiber die Qualitdt einer aus dem Losungsalgorithmus gewonnenen Approxima-
tion gewinnen. Da allerdings auch das Problem aus Beispiel 1.2 keine optimale
Losung besitzt und mit einer Diskretisierung nur ,,gute” Losungen (solche, die
nahe an der optimalen Losung des relaxierten Problems liegen) berechnet wer-
den konnen, lohnt es sich, das Problem auch in unserem Szenario mit dem
zusétzlichen Summanden (;|Du|((0,7)) zu betrachten und die daraus entste-

henden Losungen mit denen ohne Regularisierungsterm zu vergleichen.

Wir zeigen trotzdem die Giiltigkeit der iibrigen Voraussetzungen und berechnen
fur (V2) die Jacobimatrizen durch

F,(t,u(t),y(t)) = (‘912/1 (t))

—02y5(t)
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und

o — Bya(t) — Oru(t) —Bu(t) )
Yya(t) Yy (t) — 6 — Oou(t) )

Ey(t,u(t), y(t) = (

Wegen der Einbettungen H'((a,b))Y — L>((a,b))" (sieche [10, Satz 8.9]) und
BV((a,b)) — L>*((a,b)) (siehe Satz 2.15) gelten mit y € H'((a,b))* und u €
BV((a,b)) y1,y2,u € L=((a,b)) und damit auch F, € L>((a,b))? und F, €
L>((a,b))**2.

Da in F), keine von u abhéngigen Terme vorkommen, ist die Lipschitzstetigkeit

von F, beziiglich u gegeben. Mit v, w € R? erhalten wir nun aus

2

0 _
| Fu(t, u(t),v) — Fy(t,u(t),w)|5 = 1(v1 —wy)
_92('02 — w2) )
O —92 Vg — Wo )
o, o\’
S [ o — w3
0 —b, ,

= max (07, 03)[[v — wll3
die Lipschitzstetigkeit von F, beziiglich y. Die Lipschitzbedingungen von F,

erhalten wir mit 7y, 7o € R und v, w € R? aus

2

1Ey (t,m, y(1) = Fy(tm2, y (1)1 = <_01(778 o _92(,7(1] - n2)>

2
< -0, 0 T — 12
0 —0, m— 12

= 2max(67,03)|m — no|?

2
2

2 2

und

1E,(t,u(t), v) = Fy(tu(t), w5 < [[F,(tu(t), v) — E,(tut), w)|%

_ ‘ <5(w2 - U2) B(wl - Ul)) i
Y(v2 —w2) y(v1 —wy)

= B2 [(wa—v2)® + (w1 — v1)*] + 77 [(v2 — w2)* + (v1 — wy)?]

= (B +7%) [(1 = w1)? + (v — wy)?] = (67 +4°)|Jv — wlf3.

F
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Fiir die weitere Untersuchung der Problemstellung bietet es sich an, (P) mit dem
Losungsoperator S: L?((a,b)) — H'((a,b))" auszustatten, der mit der Festlegung
S(u) := y eine Steuerung u (bzw. allgemeiner eine Funktion in L?*((a,b))) auf die
Zustandsfunktion und Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = F(t,u(t),y(t)) ti. auf (a,b) (AWP)

abbildet. S erhilt Argumente aus dem Raum L?((a, b)), da ein spéteres Losungsverfahren
die Minimierung eines verdnderten Zielfunktionals mit Argumenten aus diesem Raum

anstreben wird. Problem (P) ist also dquivalent zu

Minimiere J,(u) = % / (S(w)(t) — r(1)) Q) (S(w)(t) — r(t)) dt
+ Bi|Du|((a, b)) + B2V (u)

sodass u € Uy

mit der Funktion J,: BV((a,b)) — R, wenn S wohldefiniert ist, also fiir alle u €
L*((a, b)) eine eindeutige Losung fiir (AWP) existiert. Der Satz von Picard-Lindel6f
ist hier allerdings nicht anwendbar, da (¢,y) — F(t,u(t),y(t)) fir beliebige u €
L*((a,b)) im Allgemeinen nicht stetig beziiglich ¢ ist. Um also die gewiinschte Exis-
tenz zu garantieren, definieren wir den Operator G: H((a,b))Y — L?((a,b))" fiir
festes u € L*((a, b)) durch

Gy(t) = F(t,u(t), y(t)).

Dabei bildet G wegen 3 € L?((a,b))" in eben diesen Raum ab. Somit kann (AWP)
als Operatordifferentialgleichung

y(t) - Gy(t) = 0

aufgefasst werden. Passende Existenzresultate erhalten wir mit [11, S.165, 166]: Auf-

grund der Lipschitzstetigkeit von F beziiglich des dritten Arguments schlussfolgern
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wir
1Gy1 — Gyall T2 (qapyy = IF ¢ ul), 91(-) = FCoul), y2 () 122 (@py~

S/ Lllya(t) — y2(t)[I5 dt

= Llly, — y2H%2((a,b))N
mithilfe der Beobachtung, dass fiir y € L?((a,b))Y

N b N b
19122 @y = D NillZ2ay) :/ Zyi(tfdt:/ ly(t)]]3 dt
=1 a =1 a

gilt. Auflerdem ist G ein Volterra-Operator nach Definition aus [11], denn wenn fir
Funktionen y1,y» € H*((a,b))" fiir ein s € (a,b) y1(t) = y2(¢) fiir fast alle t € (a, 3]
gilt, dann folgt

Gy (t) = F(t,u(t), i (1) = F(t, ult), ya(1)) = Gya(t)

fir fast alle t € (a,s]. Mit diesen Erkenntnissen liefert [11, Kap. 5, Satz 1.3] die

Existenz einer eindeutigen Losung y von (AWP).
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Kapitel 4
Existenzresultate

Damit eine Untersuchung der Problemstellung sinnvoll ist, muss zunéchst nachge-
wiesen werden, dass eine Losung fiir (P) existiert. Ein solcher Existenzbeweis kann

wie im Folgenden formuliert werden.

Satz 4.1. Sei (P) wie in Kapitel 3 gegeben, sodass die Voraussetzung (V1)
erfiillt ist. Wenn J, schwach-x folgenunterhalbstetig ist, existiert eine Losung

fir (P).
Beweis. Wir setzen j := inf{J,(u) : u € U,q} und wihlen eine minimierende Folge
{ug tren C U,g, sodass J,,(ug) — j gilt.

Zunichst zeigen wir die Beschrénktheit von {u}reny in BV((a,b)). Wir finden die
Abschétzung

b b
HUkHLl((a,b))Z/ IUk(t)ldtS/ max(|v ], [val) dt = (b — a) max([w], [v4) =: Ch.

Da alle Summanden im Zielfunktional positiv sind und J, (uy) eine konvergente Folge

ist, gilt auflerdem
[ Du|((a,b)) < Ji(ur) < Co

fiir eine Konstante Cy > 0. Wir konnen also wegen

k|| BV((ap)) < C1+ Coy < 00

die Beschranktheit von {uy}ren folgern. Da BV((a,b)) isometrisch isomorph zum
Dualraum eines separablen Banachraums ist (vgl. Satz 2.13), folgt aus der Be-
schranktheit der Folge {uy}ren die Existenz einer schwach-x konvergenten Teilfolge
{ug, }1eny mit up, — @ € BV((a,b)). Da J, schwach-* folgenunterhalbstetig ist, kann
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die Abschétzung

Jj < Je.(u) < liminf J, (ug,) = klim Je(ur) =j
—00

l—00

getatigt werden, falls w € U,q.

Mit Satz 2.14 kénnen wir aus ug, — @ in BV((a,b)) die Giiltigkeit von uy, — u
in L'((a,b)) schliefen. Somit gibt es eine Teilfolge {tm }men C {uk, fien, fiir die
um(t) — u(t) fur fast alle t € (a,b) gilt. Wegen u,,,(t) € {v1,...,v4} £ in (a,b) ist
damit auch u(t) € {vy,...,vy} f.. in (a,b) erfiillt, mit w € BV((a, b)) schlussfolgern

wir also w € U,q. O

Da nur die Existenz einer Losung unter der Bedingung der schwach-x Folgenun-
terhalbstetigkeit des Zielfunktionals gezeigt wurde, bleibt noch zu zeigen, dass J,
fiir jede der vier Funktionen W, ebendiese Eigenschaft besitzt. In den folgenden

Abschnitten wird die Zielfunktion genauer auf diese Eigenschaft untersucht.

4.1 Stetigkeitseigenschaften des Losungsoperators

Um die schwach-* Folgenunterhalbstetigkeit von J,. zu erhalten, ist es notig, gewisse
Stetigkeitseigenschaften fiir den Losungsoperator S nachweisen zu konnen. In die-
sem Abschnitt wird gezeigt, dass S schwach-x folgenstetig ist. Dazu ist das néchste

Lemma hilfreich.

Lemma 4.2. Fiir eine Familie von Funktionen f; € L?((a,b)), i € {1,...,N}
gilt die Abschétzung

iﬁ;(/abfimdxfg

Beweis. Sei F; = f filz)dz, F = (Fy,...,Fy) und f(z) = (fi(x),..., fn(2)).
Wegen der Cauchy—Schwarz Ungleichung gilt

_ F F b IFl2 ]l £ ()12
1] a ||F||2 ||F||2

beidseitiges Quadrieren liefert die Aussage. O

Grundlage des Beweises der schwach-* Folgenstetigkeit von S ist die folgende Abschétzung,

die mithilfe der Gronwall-Ungleichung gewonnen wird.
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Lemma 4.3. Seien y;, y» € H*((a,b))" Losungen von (AWP) zu den Steue-
rungen uy, ug € L*((a,b)). Dann gilt die Abschitzung

t
191 (1) — ya(t)]2 < Lle/ Jur (1) = ua(7) |27 A7 + L fur () — ua(t)]
fiir alle t € (a,b).
Beweis. Zunéchst benutzen wir die Lipschitzstetigkeit von F' fiir die Abschétzung

191(8) = wo ()2 = 1 F'(t, ua (), y1.(8)) — F(t,ua (t), ya(t) — F (¢, ua(t), ya(t))
+ F(t,ui (1), y2())l2
< E @ ua(t), 42(8) = F @ ua(t), ya2(1)) ]2 (4.1)
FE @ ua (1), ya2(t)) = F(t ua(t), ya(1))]l2

< Loflya(t) = ya(O)ll2 + Lafur (8) — ua(t)]-

Mit Lemma 4.2 folgt die Rechnung

ly1(t) — ya(t)[l2 = \ Z yi(t) = y2,())?

= \ 21 (yoz /t (7)dT — yo; — /at?/2§(7) dT)
(/t e )2 (4.2)

2

IA
9\;
_
ME

<
|
5
o,
\‘

- / i(r) = ()2 d,

wobei yo;, y1; bzw. ys,; die i-te Komponente des jeweiligen Vektors referenziert. Wir
erhalten mit (4.1)

l1(8) = wa ()2 < Lz/ 191.(7) = yo(7)ll2 A7 + La|ua (8) — ua(t)],

unter Anwendung der Gronwall-Ungleichung (vel. [9, Appendix B.2.k.]) folgt schlief3-
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lich die Aussage:

t
y1(t) — ys(t)l2 < L1L2/ ur (1) — ua(7)[€X277 dr + Lifus () — ua(t)].

Nun kann das Hauptresultat dieses Abschnitts formuliert werden.

Satz 4.4. Der Losungsoperator S ist schwach-x folgenstetig von BV ((a, b)) nach
H'((a,b))", das heifit, aus u, — u fiir eine Folge {u}ren € BV((a,b)) folgt
S(ug) — S(u) beziiglich der H'-Norm.

Beweis. Sei {uy}ren C BV((a,b)) eine Folge mit u; — u, woraus nach Satz 2.14
ur, — u beziiglich der L'-Norm folgt. Es ist zu zeigen, dass vy, := S(ui) gegen
y := S(u) beziiglich der H'-Norm konvergiert.

Aus Lemma 4.3 kénnen wir die Giiltigkeit der Ungleichung
t
l9:(8) =y’ @)l2 < L1L2/ ur(T) = u(r)]e" T dr + Lijug(t) —u(t)]  (4.3)
entnehmen. Diese nutzen wir fiir die Abschéitzung
I~ VB = | Ik v Ol
2
< / (Lng/ g (7) — u(7)|e?27) dr + Ly |ug(t) —u(t)|> dt
ab )
< / (L1L2 / ur(r) — u(m)]e ) dr + Lyuy(t) — u(t)|) at

=L /ab [L% (/b |ug(7) — u(r)]e"20=7) df)z

+ 2L, ( / ’ g (7) — u(r)]el=t=") dT) g () — u(t)]

(4.4)
Wir betrachten die einzelnen Summanden aus (4.4). Mit der Holderungleichung (vgl.
[8, Kapitel VI, §1, Abschnitt 2]) schreiben wir zunéchst

b b 2 b
/a ( / |uk<7>—u<r>|eL2<t-T>dr) it < / ok — s oy 1€ ey
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Aus
520y = sup [T = bt
T€E[a,b]

folgt

b 2 La(t—) 12 2 —€2L2(bia) —1
/a Jue = wllzrapp €™ Lo (ay) A = [l — wll7a (o)) 2L, =0

Ahnliches Vorgehen liefert die Abschitzung

b
S Huk — UHLI((a,b)) / €L2(tia)|uk(t) — u(t)\ dt

< Nk = ullFa apy 16720 oo amy = llux = ullZ1upye™>®™ = 0.

SchlieBlich ist noch

b
/WMM—U@F&=W%—W§@W%O

zu zeigen. Diese Aussage folgt direkt aus Satz 2.16.

Aus den drei Abschitzungen schlussfolgern wir ||y, — ¢/ ||%2<(a py~ — 0. Mit dieser
Kenntnis, der Rechnung (4.2) und der Jensenschen Ungleichung (vgl. [8, Kapitel VI,
§1, Abschnitt 1]) folgt

ok = YllZ2@epy = [ Nus(®) —y(@)ll3dt

< /b(b—a ( /H Yk )szT)zdt (4.5)
b_a//w% (713 dr dt

= (b—a)’|ly;, — ?/’H%2((a,b))N — 0
und somit die Aussage des Satzes. ]

Mithilfe der letzten Abschiatzung des Beweises lassen sich nun auch die folgenden

Aussagen beweisen:
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Lemma 4.5. Sind v, o € H'((a,b))Y zwei Losungen von (AWP) zu den
Steuerungen uy, us € L*((a,b)), so gilt die Abschiitzung

g1 = w2l 72 apyy < Cllur = w222

mit

C = (b—a)’L? (% (cosh(2Ly(b—a)) — 1) + V/2cosh(2Ly(b — a)) — 2 + 1) .

Beweis. Mit Lemma 4.3 und den Argumenten des Beweises von Satz 4.4 ist zu

erkennen, dass die Ungleichung
191 = yoll 2 (apyy < (0= @) ll¥h — ¥all72 (s
b b
<o-orzz [ ([ ) -l ar)
ba a
2k ([ ) = e dr ) ) - (o)
+ us (t) — Ug(t)|2:| dt

2

erfiillt ist. Wir schétzen die ersten beiden Summanden ab. Die Holderungleichung

liefert
b, b 9 b
L ([ ) =it ar) e <[ s =l gy

—||U1—U2||L2 (a,b) // e2l2t=7) qr dt

_ ||u1 —U2||L2 ab))/ 621;2(,5 a) 2L2(t b) dt
2L, .

lur = wallZ (o)) orpo-ay \  —2Lab—a
- 413 e )
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und

/ (/ |y (7) — ug (1) |2 T)dT) lun (£) — ua(t)] dt

< Jur — a2 ((ap) / €207 2o, |ua () — ua(t)| dt
|ur — usal| L2 ((a.)) / 5L
— ) e2La2(t—a) — e2L2(t=) |qyq (t) — uo(t)| dt
e [ ua(t) = ua(t)

_ 2
Hu1 uZHLz((a,b)) H\/€2LQ(._a) _ 621;2(._5)‘
- 2L,

L2((a,b))
_ ||uy u2||L2((a,b)) \/62L2(b7a) + e—2L2(b—a) _ 9,
2L,

Ein Zusammenfiigen der Ausdriicke resultiert in der Abschéatzung

1 —a — —a
||y1 . y2||%2((a,b))N < (b . CL)2L% (Z (€2L2(b )+ e 2La(b—a) _ 2)

+ 1V e2halb-a) 4 e=2La(-0) _ 2 4 1> llur — ta|72 0.0y

QP%WLK%@%MMQ@—G»—D

+ \/2 COSh(QLQ(b — (l)) -2 + 1> ||U1 — UIQH%Q( a,b))

Lemma 4.6. Sei y € H'((a,b))" die Lésung von (AWP) beziiglich der Steue-

rung u € Uug. Dann gibt es eine von u unabhingige Konstante C' > 0, sodass

Yl 2@y < C

erfiillt ist.

Beweis. Sei y,, die Losung von (AWP) zur Steuerung u
erhalten wir die Abschéitzung

v1. Mit Lemma 4.5

A % 2
ly — yl/l”%?((a,b))N < Clu— Vl”%Q((a,b) < (||U||L2 (@b) T 1M1l L2(ap) )

2
C (Ilullz2any + Vb = alwal)”.
Wegen

b
Hw;mmg/lmmmmwfwzw—@mmwﬂwﬂﬂ
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und mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir schlieflich

Hy||L2(ab Hyl/1||L2 (a,b))N < ||y yul”L2 (a,b))

< \/C(b — a)(max(|v], |val) + 11])

g HyHL2((a,b))N < HyV1HL2((a7b))N + C(b— a)(max(\’/ﬂ» |val) + ’Vl\) = C.

4.2 Stetigkeitseigenschaften des Zielfunktionals

Mit der schwach-* Folgenstetigkeit von S konnen nun Stetigkeitseigenschaften des
Zielfunktionals gefolgert werden. Da die Summe schwach-* folgenunterhalbstetiger
Funktionen ebenso schwach-* folgenunterhalbstetig ist, geniigt es, diese Eigenschaft

fiir die einzelnen Summanden des Zielfunktionals zu zeigen.

Sei zundchst {ug}ren € BV((a,b)) eine Folge mit wu, — u. Wir beginnen mit dem

Term

w e g [ (80 - r0) (S0 - ) at

b b
=§( | swomewswm a2 [ remswio

b
+/ r(t) T Q(t)r(t) dt>.

Die ersten zwei Summanden werden im Folgenden einzeln betrachtet, der letzte
Summand spielt als Konstante keine Rolle fiir die Stetigkeitseigenschaften der obigen

Funktion.

Zur Untersuchung des ersten Summanden definieren wir die Bilinearform

b
a: L®((a,b))N x L=((a,b))N =R, a(z,y) ::/ z(t) T Q(t)y(t) dt.

Mithilfe der Holderungleichung gelingt die Abschéatzung

/ ()T Q(E)y(t) dt = / (1), Q) (D)s dt < / @)l Q)01

/ lz@) 1R 12lly(®)]]2 dt

< Nz 2l 2o apyy YO 2l oo oy Q2 22 (a0
< |2l oo sy 1Yl oo (s QU 2l L2 ((ap)) -
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wobei die letzte Umformung mit

N
||||x(-)||2||Loo((a,b)):esssup Zx = esssupr z:esssupxi(t)2
te(a,b) te(ab) ;3 i—1 t€(ab)
N 2
= Z(esssuplm(t)\) = ZH%HLw(ab = |2l oo ((a,py)~
i—1 te(a,b)

(4.6)
begriindet werden kann. Da die Ungleichung

IRWI: < IQWIr = | DD Qult)? < (ZZ@J ) :Z Qi (1)

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
(4.7)
gilt, kénnen wir wegen Q € L>((a, b))V*V
b, N N N N
/ LIS / 1Qi oy & = (b= ) 3° 3 1@ ey
¢ =1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1

schlieBen, somit ist |Q(-)|l2 € L'((a,b)) und demnach a beschrinkt und stetig.

Wegen H'((a,b))¥ — L>*((a,b))Y wissen wir, dass S(ux), S(u) € L*((a,b))™
gilt. Auflerdem gibt es eine Konstante C' > 0, sodass die Abschétzung [|S(ug) —
S| zoe(apyy < CllS(ur) — S(u)||gr(apy~ erfiillt ist. Da aus Satz 4.4 ||S(ux) —
S(w)|| g ((apy~ — 0 folgt, muss S(uy) auch beziiglich der L*-Norm gegen S(u) kon-
vergieren. Mit der Stetigkeit von a beziiglich beider Argumente schlussfolgern wir
schliefllich

a(S (uk), S(uk)) = a(S(u), S(u)),

also ist der erste Summand schwach-* folgenstetig.

Da die Abbildung
b
UH/V@W@M (4.8)

fiir v, v € L*((a,b))" ein Element von (L?((a, b))N)* ist, sieht man mit der Setzung
v(t) = r(t)TQ(t) schnell, dass der zweite Summand wie in (4.8) geschrieben werden
kann und somit stetig ist. Aus S(uz) — S(u) in L?((a,b))" folgt nun die schwach-x

Folgenstetigkeit des Summanden.

Nun betrachten wir die Funktion u +— |Dul((a,b)). Nach Satz 2.14, b) folgt
b b b

/ edDu = lim [ @dDuy =liminf | ¢pdDuy Ve € Cy((a,b)).
a k—oo [, k—oo [,
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Mit der Setzung Cy1 := {¢ € Co((a,b)) : ||¢||L=((ap)) < 1} kénnen wir also

b b
|Dul|((a,b)) = sup / pdDu = sup liminf/ wdDuy,

»€Co,1 v€Co 1 k=00

< sup liminf||gp||Loo((a7b))|Duk|((a, b))
»€Co,1 o0

= liminf | Dug|((a, b))
k—ro0

schreiben, womit die schwach-* Folgenunterhalbstetigkeit gezeigt ist.

SchlieBlich zeigen wir die Eigenschaft fiir die Funktionen ¥, k € {1,...,4}. Fir ¥,
ist nichts zu zeigen, fiir W, folgt die schwach-* Folgenstetigkeit mit Anwendung der

umgekehrten Dreiecksungleichung direkt aus Satz 2.14:

|ty = lulloramy | < lluk = ull 2 apy = 0-

Um die schwach-* Folgenstetigkeit fiir U5 herzuleiten, benutzen wir die Dreiecksun-

/abuk(t) dt (/abuk(t) dt — /abu(t) dt>
—/abu(t)dt </abu(t)dt—/abuk(t)dt>

b b
< / fu(8)] dt / ju(t) — u(t)] dt
+/ |u(t)\dt/ lu(t) — ug(t)| dt

= (Ml any + lullzrany) luw = ullorasy-

gleichung fiir die Abschétzung

([ ) - ([ )

2 2

Aus Satz 2.14 folgt nun u; — w in L'((a, b)), also |Jup — ul|1((ap)) — 0. Wegen der
L'-Konvergenz muss {u ren in L'((a, b)) beschréinkt sein, womit es einen Faktor
C > 0 gibt, sodass |[ug||L1((@p)) + |t]lL1(@p) < C gilt. Es folgt

\( [ it dt)z ([ dt)g

und damit die Aussage.

S C’Huk — uHL1((a,b)) — 0

Im Falle von W3 muss man anders vorgehen, da die Funktion u — |u(a)| im Allge-
meinen nicht schwach-* folgenunterhalbstetig ist. Man betrachte dazu das folgende

Beispiel:
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Beispiel 4.7. Es sei {ug}reny € BV((0,1)) eine Funktionenfolge, welche durch

0 1, wenn t > 1/k
U =
0, wenn t < 1/k

definiert ist. Wegen

1 1/k
/ |uk(t)—1|dt:/ 1dt =1/k — 0
0 0

gilt u, — 1im L', demnach ist {uy, }ren auch beschriinkt in L'((0,1)). Aufierdem
ist uy, fiir jedes £ € N konstant bis auf einen Sprung der Hohe 1, es gilt also
| Dug|((0,1)) = 1 Vk € N. Somit ist {uy}ren beschrankt in BV((0,1)), mit Satz
2.14 folgt also uj, — u = 1. Allerdings ist mit der Rechnung

|u(a)] =1 > liminf 0 = lim inf |ux(a)|
k—ro0 k—o00

W3 nicht schwach-x folgenunterhalbstetig.

Um dieses Problem zu umgehen, zeigen wir die Eigenschaft fiir die Funktion u
|Du|((a,b)) + |u(a)|. Dazu definieren wir die Funktionenfolge u : (a — 1,0) — R
geméaf
R ug(t), wennt € (a,b)
U (t) =
0, sonst.
Wir wéhlen fiir jedes £ € N die gute Fortsetzung eines guten Représentanten von

ty, durch die Funktion @y, so, dass @y (a) = 0 erfiillt ist. Dann gilt
| Dt |((a — 1,b)) = Var(iy, [a — 1,b]) = Var(uy, [a — 1, a]) + Var(ug, [a, b])
= Var (i, [a, b])
wegen U (t) = 0 fiir t € [a — 1, a]. Wir betrachten nun fiir ein beliebiges k& den Term

Var(iy, [a,b]) und zeigen die Giiltigkeit von Var(ug, [a,b]) = |uk(a)| + |Dug|((a, b)),

wobei uy(a) durch limg, ug(t) gegeben ist. Sei dazu vy die durch

_Ju(t)  firt € (a,b]
olt) = up(a) firt=a

auf [a, b] definierte Funktion. Da 1, eine gute Fortsetzung eines guten Reprisentanten

von 1y ist, ist nach Definition vy eine gute Fortsetzung eines guten Reprisentanten
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von uy, es gilt also |Dug|((a,b)) = Var(vg, (a,b)) = Var(vg, |a, b]). Wir definieren die
Folge {M!}™,, fiir die

lim Z | (M) — @y (M]_)| = Var(iy, [a, b])
erfiillt ist. Zunéchst schétzen wir in die eine Richtung ab und erhalten

hmZ‘uk (M} — ap (M) }— lim }uk ) — Ug(a |—|—Z}uk g (ML 1)|

l—00 l—o00
( Ml—a>‘
a + ]

(ML) — (a N M’l ) ‘ + mz; i (MY — (ML)

b— M, i
Uy, (b — fll) - uk’(Mrlnl—l)

. Ml —a .
up | a + / +

= |ug(a)| + Var(vg, (a,b)),

my

= lim Ja, (M) + Z | (M) — (M| < lim |y

+

< lim

l—00

wegen Uy = v in (a,b] und da 4y auf (a,b) ein guter Reprisentant von uy ist.

Fiir die andere Richtung definieren wir die Folge von Partitionen {P/}, € 2(@b),

fiir die

zlg?o Z ok (P}) — ve(PLy)| = Var(vg, (a, b))

erfiillt ist. Da wir |ug(a)| auch als llim ’ak <a + Pé;d)
—00

darstellen kénnen, kann die

Abschétzung
. - Pé —a - l l
lug(a)| + Var(uvg, (a,b)) = lim |a | a + + E ok (P)) — vi(Py))|
l—o0 l i—1
Pl —a P
= zllglo Uy, (a + Ol ) — Ug(a)| + El ‘ﬂk(Pil) - ﬂk(le—l)}
Pl —a b
~ 0 ~ ~ l ~ l
< lliglo Uy, <a+ ] — t(a)| + 51 ‘Uk(Pz) - uk(szl)}




durchgefiihrt werden. Es folgt also
|Dig|((a — 1,b)) = |ug(a)| + |Dug|((a,b)) < oo Vk €N,

da u, € BV((a,b)) Yk € N gilt. Damit ist 4y € BV((a — 1,b)) und da nach vorigem
Vorgehen bekannt ist, dass auch die Abbildung u — |Dul|((a — 1,b)) schwach-x
folgenunterhalbstetig ist, muss nur noch

u(t), wennt € (a,b)

A~ * ~
U — U =
0, sonst

gezeigt werden, um die schwach-x Folgenunterhalbstetigkeit von u +— |Du|((a,b)) +
|u(a)| zu erhalten. Nach Satz 2.14 muss also nachgewiesen werden, dass 4y — @ in
L'((a — 1,b)) sowie ||tx||pv((a—1,) < C Vk € N erfiillt sind.

Ersteres folgt direkt aus uy — w in L'((a,b)), weil 4, (t) = a(t) fir t € (a — 1,4q]
gilt. Aus dieser Konvergenz folgt auch die Beschrinktheit der Folge im L!. Die
Beschrénktheit des Ausdrucks |Dig|((a—1,b)) = |ug(a)|+|Dug|((a, b)) folgt daraus,
dass einerseits |Duyg|((a, b)) nach Satz 2.14, a) wegen u;, — u beschrinkt sein muss,
andererseits kann mithilfe von Satz 2.17 die Beschrénktheit von |ug(a)| bestétigt

werden: Mit der Darstellung
ul (t) = ug(a) + Dug((a,t)) bzw. ug(a) = uk(t) — Dug((a,t))
wobei u!, der linksseitig stetige Repriisentant von u ist, folgt die Abschiitzung
ur(a)| < |ui(6)] + [Dur((a, 1))] < Jui (t)] + |Dugl((a, b))

Aus dieser Ungleichung kann die Rechnung

b
(b — a)|ux(a)] =/ u(a)| At < Jlurll L1 (apy + (0 = a)[ Du|((a, b))

1

= us(o)] < —

[l (b)) + [Dux|((a, b))
aufgestellt werden, die Beschréinktheit der Terme auf der rechten Seite wurde schon
im Vorigen erlautert.

Nun muss noch gezeigt werden, dass aus der schwach-* Folgenunterhalbstetigkeit
von u +— |Du|((a,b)) + |u(a)|] auch jene von u +— [51|Dul((a,b)) + B2|u(a)| folgt.
Mit der aus (V1) gewonnenen Bedingung 5, > f3, ist dies aufgrund der schwach-x
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Folgenunterhalbstetigkeit von |Dul|((a,b)) und

u = (B = Ba2)| Dul((a, b)) + B2 Dul((a, b)) + Bau(a)| = B[ Dul((a, b)) + Bz|u(a)|

der Fall. Damit ist auch die schwach-* Folgenunterhalbstetigkeit des Zielfunktionals

im Falle von k = 3 gesichert.
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Kapitel 5

Differenzierbarkeitseigenschaften

des Zielfunktionals

In den nachfolgenden Kapiteln soll ein Losungsalgorithmus in Form eines Splitting-

Verfahrens hergeleitet werden, der Probleme der Form
Minimiere Jy(u) = fqo(u) + gx(u)

(P-Split)
sodass u € Uy

behandelt, wobei f, : L?((a,b)) — R Gateaux-differenzierbar ist. Unter der Gateaux-
Differenzierbarkeit eines Operators f: X — Y in u € X verstehen wir die Existenz

des Grenzwerts h
o St Th) = f(w)
70 T

=: Vuf(u)h

fiir alle h € X. Auflerdem sei der als Gateaux-Differential bezeichnete Operator
Vuf(u): X = Y linear und stetig.

In diesem Kapitel werden dazu die Summanden des Zielfunktionals auf Gateaux-
Differenzierbarkeit untersucht und wenn moglich die zugehorigen Gateaux-Ablei-
tungen berechnet. Wir gehen dazu dhnlich wie in Kapitel 4 vor und untersuchen

zunachst den Losungsoperator S.

5.1 Differenzierbarkeit des Losungsoperators

In diesem Abschnitt schreiben wir S(u)(t) = y(t,u), um zu verdeutlichen, dass y
als Losung von (AWP) von der Wahl von w abhingt. Wir nehmen zunéchst die
Gateaux-Differenzierbarkeit von S an und leiten damit eine Formel zur Berechnung
des Gateaux-Differentials von S her. AnschlieBend berechnen wir mithilfe der ad-

jungierten Gleichung die Ableitungen der Terme, in denen S enthalten ist.
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Wir definieren zunéchst die Funktion z(t) := [S'(u)h](t) fiir eine Richtung h €
L*((a,b)) und leiten diese nach ¢ ab. Angenommen, die Ableitungen & (V,.S(u)h)(t)
und [V, (£5(w)(t))h](t) existieren und sind stetig. Dann gilt nach dem Satz von

Schwarz
%(vusm)h)(t) = {Vu (%S(u)(t)) h] (2).

Mit der Kettenregel folgt

%z(t) = %[S’(u)h] (t) = %[Vuy(t,u)h} (t) =V, {%y(t,u)] h(t)
= V. F(t,u(t),y(t,u))h(t) = dd_ﬂT:oF(t’ u(t) + 7h(t), y(t,u+ Th))
= Fu(t,u(t), y(t,u))h(t) + Fy(tU(t),y(t,U))i y(t,u+7h)

F,(t,u

dT|r=0
Fu(t, u(t), y(t, w)h(t) + Fy (¢, ult), y(£, w)[S"(w)h] (1)
Fu(t,u(t), y(t w)h(t) + Fy(t, u(t), y(t,u)z(1),

wobei F), als die Vektorfunktion zu verstehen ist, die man erhélt, wenn man F' kom-
ponentenweise nach dem zweiten Argument ableitet und F,, als die Jacobimatrix,
die durch Differentiation von F' nach dem dritten Argument entsteht (vgl. Voraus-
setzung (V2)).

Wegen z(a) = [Vuy(a,u)h](t) = [(Vuyo)h](t) = 0 erhalten wir nun das neue An-
fangswertproblem

Z(t) = Fu(t,u(t), y(t,w)h(t) + F,(t, u(t),y(t,u)z(t) fi. auf (a,bd)

S’-AWP
z(a) =0, ( )

dessen Losung z als Gateaux-Differential von S in Richtung h interpretiert werden
kann. Die Existenz der eindeutigen Losung z kann wie in Kapitel 4 mit [11, Kap.
5, Satz 1.3] begriindet werden, die dazu notige Lipschitzstetigkeit der rechten Seite

A

F(tu(t), z(t) == Fu(t,u(t),y(t, u))h(t)+F,(t, u(t), y(t,u))z(t) beztiglich des dritten
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Arguments erhélt man mit der Holderungleichung aus der Rechnung

A A

IECu() 2 () = 2Dy = Iy G ul),y(w) (21— 22) 2oy

F(-

/ 17 (¢, ul), y(t, w)) (21(8) — 22(1)) |3 dt

/ 1E, (t,u(t), y(t, ) [13]120 () = 2(2)|5 dt
< ||I1E, (-, )|l HLoo (a,b) / l|21(2) (t)||2 dt
- ||HFy(,u()>y(,u HQHLoo((mb)) |21 — Z2“L2((a,b))w,

wobei wegen

1y (8 u(t), y(t )l = max [[Fy(t ult), y(t w)vlls
F(t,u(t),y(t,u) +1v) — F(t,u(t), y(t,u))

= max lim
[[v]l2=1 710 T 9
< max lim 22 ly(t, ) + 70— y(t, w)ll, = L
max lim —= u) + 71—yt u)|, =
lvllo=1 7J0 T y 2 2
(5.1)

der Term ||| F, (-, u(-), y(-, u))H%\|LOO((a7b)) kleiner als unendlich ist.

Bei der Herleitung von (S’-AWP) haben wir einige noch nicht bewiesene Annah-
men genutzt. Mit dem néchsten Satz wird gezeigt, dass z tatséchlich als Gateaux-

Differential von S aufgefasst werden kann.

Satz 5.1. Der Losungsoperator S ist Gateaux-differenzierbar und fiir alle Rich-
tungen h € L*((a,b)) gilt S'(u)h = z, wobei z die Losung von (S’-AWP) ist.

Beweis. Sei y, = S(u + 7h). Wir zeigen zunéchst, dass

y-(t) —y(t)

(:T(t) = — Z(t) — 0
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fiir 7 — 0 gilt. Dazu leiten wir (; ab und erhalten die Gleichung

) =y (1) = 2 (1)
(F(t,u(t) + mh(t), y-(t)) — F(t,u(t),y(t)) — 7Fu(t, ult), y(t))h(t)

— TF,(t,u(t),y(t))z(t)) £ F,(t,u(t), y(t)) (M - z(t))

= (1 u(0), yO)G(0) + — (F(tu(t) + 7h(0) (1) = F(t, u(0), ()

)+
— TE(t u(t), y(0)h(t) — Fy(t, u(t), y(1)) (y-(t) — y(2))
= Fy(tult), y(0))G (1) + or(1) = F(t, (), ¢ (1)),

—~
)

R R NN

zusammen mit (-(a) = £=% — z(a) = 0 entsteht ein Anfangswertproblem. Dieses
besitzt aufgrund der Linearitdt beziiglich ¢; mit analoger Begriindung zu (S’-AWP)
eine eindeutige Losung. Sind (i, ¢, € H'((a, b)) die Lésungen von

G(t) = Ft,en(t), (1) baw. G(t) = F(tp2(1), (1)), Gi(a) = Ca(a) =0

mit zwei Funktionen ¢y, 0y € L?((a,b))", so gilt mit einer Rechnung analog zu (4.5)

1 — C2||12L11((a,b))N < ((0—a)+1)lI¢; — CéHi?((a,b))N- (5.2)

Wir schitzen nun den Term ||¢] — (5| 12((ap))~ dhnlich wie in Abschnitt 4.1 ab und
beobachten dazu zunéchst, dass || F,(t, u(t), y(t))||2 < Cy fiir eine Konstante C; > 0

wegen

[t w(t), y(E)ll2 < 1Fu( ul-), y ()l 2o (o~
und || F, (¢, u(t), y(t))]|2 < La (vgl. (5.1)) gilt. Nun erhalten wir die Abschéitzung

1G1(t) = G () ll2 = 1y (¢, u(t), y())(Cu(t) — Ga(t)) + @1(t) — p2(t) |2
< |[Fy(tut), y@)l201C(t) — G2 + lle1(t) — @a(t) |2
< Lol|Ga(t) = Q)2 + ller () — w2(D)]]2

(4.2)
<L, / 1C(5) — Ch()ll2ds + loa(8) — a(t) o

eine Anwendung der Gronwall-Ungleichung liefert also

161 () = G(B)]l2 < Lz/ lo1(s) = @a(s)ll2e™) ds + [lo1(t) — p2(D) 2.
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Wie in (4.4) erhalten wir nun die Abschétzung

16 s = | 140 - G013
2
L2 Lo(t— s)d )
< [Ts( / lia(s) = (s ds s
#1 [ 1o1) = el dsllr®) - o)l

+ ller(t) = alt M

Nach analogem Vorgehen zum Beweis von Satz 4.4 folgen nun die Rechnungen

2

/ ( / lor(s) — a(s) e S>ds) 4t < s lr() = 22Ol oy

2 S 2
/ / 101(5) — 9a(5) 12672 dslloa() — @a(8) 2t < Cs lllpn() = @2 allZs oy
mit 2L (b—a)
=2 — 1]
02 = 2—L2 und 03 = € 2(b— a)’

der dritte Summand entspricht |1 — @s|? 12((apy)~ - Aufgrund von

() — 902(')”2”%1((@,5)) < (b—=a)|lle:(-) = 2(')”2”%2((@,@)
(b—a)ller — 902HL2((a,b))N

gewinnen wir schliellich die Ungleichung

1
16 = a0 a) (2300 + LaCat 32— ) lor = el
=: Cullpr = @2l T2 ((apy~-

Nun beobachten wir, dass die Losung von

Go(t) = F(t,0,6o(t)) = F(t, ult), y(t))Go(t)

mit (p(a) = 0 durch (4(t) = 0 gegeben ist und wenden die gewonnene Ungleichung
auf (5.2) an

167 (amyy = 16 =Collirnapyy < ((0—=a)? + 1)1 =Gl Z2(apyn < Cslldr 72y
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mit C5 := Cy((b—a)* +1).

Es bleibt, lim, g ||¢, || 12((apyy = 0 zu zeigen. Dazu wollen wir den Satz der majori-

sierten Konvergenz auf die Funktion ||¢,(t)[|2 anwenden, um

b
16112 (o) :/ o7 ()12 dt = Tl é (2l Z2(anyy = O

zu erhalten. Wir miissen also die folgenden Aussagen beweisen:
i) Es gibt eine Funktion g € L?*((a,b)) mit ||¢.(t)||2 < g(t) fiir fast alle ¢ € (a,b).
ii) ||¢-(t)|2 konvergiert punktweise fast tiberall gegen 0.

Dazu ist zunéchst die Beobachtung hilfreich, dass analog zur Rechnung (4.2) die
Abschétzung

s (6) = y(D)lz < / () — o/ (s)l2ds < / 14.(5) — o/ ()]l ds

erfiillt ist, mit Anwendung von Lemma 4.3 auf den Term im Integral und mit der

Holderungleichung ergibt sich schliefSlich

(1) — 5Ol < /ab (LlLQT / IB(z) el dgr + LlT\h(s)|) ds

b
< L1L27”hHL1((a,b))/ P07 ds + Lim [l iy

=7 (L€ — Ly + L) bl oy = L1 R £ (ay)-
(5.4)

Wir beginnen nun mit dem Beweis von i). Bei Betrachtung der ersten beiden Ter-
me in ¢, erinnern wir uns an die Lipschitzstetigkeit von F' und gewinnen die

Abschétzung
% [E(t,u(t) + Th(t), y-(t)) — F(t, ult), y(1))ll,
! [E (¢, u(t) + Th(t), y-(t)) £ F(t,u(t) + Th(t),y(t)) — F(, u(t), y())|,
< 2o (6) — D)l + ) + Th(t) — u)
(?)LlLQGLZ(b_a)||h||L1((a,b)) + L1 |h(t)],

wegen h € L?((a, b)) ist der entstehende Ausdruck ebenso eine Funktion aus L*((a, b)).

46



Fiir den dritten Term gilt

[t u(t), y(0)h(@)|ly = 1Fu(t, ut), y()[ly [R(E)] < Cilh(t)].
Der vierte Term lasst sich durch

‘ () —y(@)

Yr 1
Fy(t,u(®),yO) 22 < B ue), y )l (2) — (o)
abschétzen. Zusammenfassend kann also die Funktion ¢ aus i) mit der Funktions-

(

2

5.4)
S L2L16L2(b_a)”h”[)((a,b)) = CG-

vorschrift
g(t) := LyLoe™ " | [h|| 11 (apy) + Co + (L1 + C1)|h(t)]
als Majorante gewahlt werden.

Um ii) zu zeigen, fithren wir eine Taylorentwicklung 1. Grades fiir die Funktion

A

F(v,w) := F(t,u(t) + v,y(t) + w) fir ein festes t € (a,b) in der Entwicklungsstelle
(0,0) durch. Wir finden also die Darstellung

Th((0,),0) = F(t,u(t), y(8) + (Fult.u(t).u(t) Fy(t,u(t). (1)) ()

w

mit dem Restglied
Rp((v,w),0) = o (|[(v,w)l]2) = o (Jv| + [[wl]]2) .

Nun wihlen wir die Setzungen v := 7h(t), w := y,(t) — y(t) und erreichen die

Darstellung

A

Fo,w) = F(t,u(t) + 7h(t), y-(t)) = F(t,u(t),y(t)) + 7Fu(t, ult), y(t)) h(t)
+ Fy(tu(t), (1) (y-(t) =y (@) + 0 (TIAE)] + [ly- () = y(B)ll2) ,
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eingesetzt in ¢, ergibt dies also fiir ein ¢ € (a, b)

o (TIh@)] + lly-(1) — y(®)ll2)

6r(t) = .
_ 0GR + e (1) = y(®)l2) 71 + (1) = 9O
IO+ Tl () — (1) -

ull T _ 2 La(b—a
< S o) MO+ e o)
_. o, 2O+ lly-(1) = y(®)ll2)
TR+ lly- (1) =y @)

—0

fiir 7 — 0, somit ist die Giiltigkeit von ii) gezeigt.

Wir erhalten also die Gleichheit S’(u)h = z. Da das Anfangswertproblem (S’-AWP)
linear beziiglich A ist, ist auch z linear beziiglich i, wir miissen also nur noch die
Beschranktheit von z beziiglich h zeigen, um die Gateaux-Differenzierbarkeit zu

erhalten. Erneut kann Rechnung (4.2) nachgeahmt werden, um die Giiltigkeit von

12170 . < (0= a)® + 1) 121720y

zu erhalten. Anschliefend finden wir mit Lemma 4.2 die Abschétzung

t
12" ()2 < ([ Fult, u(t), y(t))|l2|h(t)] + HFy(taU(t);y(t)ﬂb/ 12 (s)||2 ds
t
< Culh(t)] + Ly / 12(8)]l2 ds.
die Gronwall-Ungleichung liefert uns
t
1)l < Cylh(8)] + cng/ IB(s)[e22t=9) ds.

Erneutes Vorgehen analog zum Beweis von Satz 4.4 liefert die Abschéitzung

2L2(b—a) __ 1
2L,

+ CIQHhHiQ((a,b))

62L2(b7a) _ 02
+ 2CI2L2€L2(b7a) + b _1a> ”hH%Q((a,b))

€ —a
HZIH%Q((a,b))N < Cng Hhuil((a,b)) + 2012L2€L2(b )HhHil((a,b))

< (b—a) (Cng

=:Cs| P L2 (a,1))-
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Zusammenfassend ist wegen

2] et ((apy v < ((b —a)’+ 1)\/ Csl| Al 22 ((a,b))

mit z das Gateaux-Differential von S an der Stelle v in Richtung h gefunden. [

5.2 Differentiale der Terme im Zielfunktional

In diesem Abschnitt werden die Gateaux-Differentiale verschiedener Summanden
des Zielfunktionals berechnet bzw. charakterisiert. Fiir die Untersuchung des von S
abhéngigen Terms im Zielfunktional definieren wir ein weiteres Anfangswertproblem

geméaf

—p%ﬂ:=é@@JUQ%yUAUDTp@)+%Q@)@Kt10-—T@D it (00) e

p(b) =

Die Existenz der eindeutigen Losung p lisst sich analog zu der von (S’-AWP) zeigen.
Wir werden sehen, dass p hilfreich bei der Berechnung des Gateaux-Differentials der

Zielfunktion ist. Dazu benotigen wir das néchste Lemma.

Lemma 5.2. Sei S'(u)*: (H'((a,b))V)* — L*((a,b))* der adjungierte Opera-
tor zu S'(u): L*((a,b)) — H((a,b))". Wir fassen Q(y — r) als Funktion in

(Hl((av b))N)* auf, sodass <Q(y - T), U>H1((a,b))N = <Q(y - T)a U>L2((a,b))N fiir alle
v € H'((a, b))V gilt. Dann folgt

(" (W) QUy(,w) = 1), h) 2oy = (Fulyul), 5 (1) 0, b 12(asy
fiir alle h € L*((a,b)).

Beweis. In diesem Beweis schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber (-,-) anstelle

von (-, +)r2((ap)) Und (-, -)n anstelle von (-, ) r2((ap))v- Es gilt

. = [ o0 dt =~ [ 507 0d =~ 2

wegen z(a) = 0, p(b) = 0. Bei Betrachtung von (S-AWP) und (adj-AWP) kann
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damit die Rechnung

(Fuloul),y(5w) ' h) = (0, Fulyu(),y(ou))h)n = (p, 2" = Fy(ul), y(u)z)n
= (0.2 = (o Fy(u(), y( ) 2)n
== ) = (B (5 ul),y(w) 'p, )
= (=0 = F,( () y(w) 'p 2)n
= (Qy(u) = 1), 2)n = (Qy(-,u) — 1), S"(w)h)x

durchgefiihrt werden. Wir definieren nun ein Funktional £ € (H'((a,b))™)* gemif
<€7 >H1 ((a,b))N = <Q(y - 7a)av>N
fiir alle v € H((a,))V. Es folgt
<Q(y(7 U’) - 7"), Sl(u)h>N - <£7 S/(u)h>H1((a,b))N = <S/(U)*€, h>
= (5"(u)"Qy — ), h)
und damit die Aussage des Satzes. O

Wir starten nun mit der Berechnung des Gateaux-Differentials des Terms

. 1 [° -
Jw =5 [ (S0 - r0) Q) (Swe) - @) dr.
Dazu berechnen wir zunéchst die Richtungsableitung von
b
T =5 [ (00 = () Q) (u(0) () .

in Richtung v € H'((a,b))". Es gilt

b
J'(y)v = lim 1 [% / (y(t) + To(t) — r(t))TQ(t)(y(t) + To(t) — (1))

70 T

= (y() = () Q) (y(t) — r(1)) ]

(v(®) = (1) QW (t) at]
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Diese Abbildung ist linear und beschriankt beziiglich v, zweiteres folgt mit der

Holderungleichung aus

[ - r0) 2ot dt] <1l = 1)@l s

Lt ((a;b))

< Q i”iHLl((a,b))

f;u«y—rf
i_v;H((y—rf

)
Q)z HLQ((a,b)) ||UZ ||L2((a,b))

<
1((y = )T Q)1 ll 2 (@) [o1]l 2 ((a,0y)
< : :
1 =) " @)wllzzqapn ) ||, || \lvwllzzeasn /||,
=|(y— T)TQ‘ () ]| L2((a,p))¥
<|l(y— T)TQ () 0l e ((a,))™

wobei die vorletzte Abschiatzung aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gewon-
nen wurde, J ist demnach Gateaux-differenzierbar. Wegen H'((a, b)) < L*((a, b))

gibt es ein C' > 0, sodass

vl o (@™ < Cllvllarap)s

gilt, mit @ € L>=(a,b)V*" und (4.7) folgt nun sogar aus

Ty +v) — J() — (g = / v<t>T@<t>v<t>dt\s / 1Q() allo(t)2 dt

< ||||Q(')||2HL1((a,b)) HHUH%”LOO((a,b))

N
< ”HQ(')“2HL1((a,b)) Z vaHL‘X’((a,b))
=1

N
= MQ(')H2HL1(((1J,)) Z Hviuiw((a,b))
=1

= H HQ() HQHLl((a,b)) ||U||2L°°((a,b))N

< CINQO2l 1 (qppy 1010 (ays € 0 (0l (ayy)
(5.5)
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die Frechét-Differenzierbarkeit von J. Damit kann die Kettenregel angewendet wer-

den, um

A ~

J'(w)h =V, J(S(u))h = J'(S()(S'(u)h) = / (S@)(E) = r@®) QS (w)h(t)) dt

fiir h € L?((a, b)) zu erhalten.

Mit Lemma 5.2 folgt nun

j'(u)h = (Q(S(u) — 7“), S/<u)h>L2((a7b))N = <S’(u)*Q(y(, u) — 7“), h)LQ((a,b))
= (Fu(ul),y(-u) p, h) L2 ((a.b))-

Das Gateaux-Differential von J in Richtung h ldsst sich also mit der Losung p
von (adj-AWP) darstellen. Das hat den Vorteil, dass nicht fiir jede Richtung h der
Term S'(u)h als Losung von (S’-AWP) berechnet werden muss, sondern nach der
Bestimmung von p eine Darstellung des Gateaux-Differentials fiir alle Richtungen A

gefunden ist.

Die Funktion u +— |Du|((a,b)) ist nicht Gateaux-differenzierbar, dies sieht man an
folgender Rechnung: Man betrachte die Richtungsableitung dieser Abbildung im
Punkt 0 in eine Richtung h € BV((a,b)):

lim ! (|ID(0 + 7h)|((a,b)) — 0) = |Dh|((a,b)).

710 T

Diese Abbildung ist nicht linear beziiglich A, also auch nicht Gateaux-differenzierbar.

SchlieBlich untersuchen wir noch die Funktionen ¥, k € {2,...,4}, fiir ¥y ist nichts
zu zeigen. Wir berechnen fiir ¥y die Richtungsableitung in Richtung h € L?((a,b)).

st [( [ ) (o)

:17%1% :QT/abu(t) dt/abh(t) dt + 72 (/abh(t) dt)2] (5.6)

=2 / bu(t) dt / bh(t) dt = (2 / bu(s) ds, h) L2((an))-

Diese Abbildung ist offensichtlich linear beziiglich h, deren Beschréinktheit folgt mit

b b
VL Wa(u)h] < 2 / fu(t)] dt / 1) dt = 2]l 22 a1l 2 oy

< 2fjull (0 VO — allhll z2((a,p))
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wegen u € L'((a,b)). Damit beschreibt (5.6) das Gateaux-Differential von Ws.

Die Terme V3 und V¥4 sind nicht Gateaux-differenzierbar. Um dies einzusehen, be-
trachte man die Richtungsableitungen von W3 und W, im Punkt 0 (wobei wir h(a)

als rechtsseitigen Grenzwert eines guten Représentanten in a auffassen):

lim 2 (|0 + 7h(a)] — 0) = [h(a)].

70 T

1
lim — ([0 + 7l oy = 100z (@amn) = Wolleran:

Diese Ausdriicke sind nicht linear beziiglich A und damit sind W3 und W, nicht
Gateaux-differenzierbar. Im spéteren Splittingverfahren werden die Funktionen | Du|((a, b)),

W3 und ¥, also dem nicht Gateaux-differenzierbaren Anteil g, zugewiesen.
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Kapitel 6
Losungsalgorithmus

Wie schon in Kapitel 5 angemerkt wurde, wollen wir zur Losung von (P) das Ziel-
funktional in einen differenzierbaren Teil f,, und nicht-differenzierbaren Teil g, auf-
teilen, sodass das Problem
Minimiere J.(u) = f.(u) + g.(u
(1) = Fulw) + g(w) -
sodass u € Uy
entsteht. Wir haben schon festgestellt, welche Terme im Zielfunktional Gateaux-
differenzierbar sind und konnen somit die Funktionen f,, und g, als durch die Vor-
schrift
9gr(u) = Bi|Dul((a, b)) fiir k€ {1,2},
9r(u) = Bi|Dul((a, b)) + B2 ¥ (u) fir k € {3,4},
Fulw) = Ju(w) = gulw) fiir s € {1,...,4)
gegeben festlegen. Im Falle der Konvexitét des Zielfunktionals kann ein Proximal-

gradientenverfahren fiir das Problem

Minimiere Jy(u) = fqo(u) + gx(u) + oy, (u)

(P-Prox)
sodass u € L*((a,b))

0, wennu € Uy
6Uad (u) =

0o, wenn u & Uy

durchgefiithrt werden, um einen Minimierer zu approximieren. Im Falle von u €
L*((a,b)) \ BV((a,b)) setzen wir |Dul|((a,b)) = oo, woraus g.(u) = oo folgt. Da
J,. allerdings nicht konvex ist, kann zunéchst nicht garantiert werden, dass die

Iterationsvorschrift des Proximalgradientenverfahrens eine Iterationsfolge mit den
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gewiinschten Eigenschaften erzeugt. Nichtsdestotrotz wollen wir diese Iterations-
vorschrift nutzen und zeigen im Folgenden, dass die entstehende Folge unter den
entsprechenden Voraussetzungen tatsdchlich gute Eigenschaften besitzt. Anschlie-
Bend diskretisieren wir das Problem (P) und stellen den Losungsalgorithmus unter

Verwendung der speziellen Form von U, auf.

6.1 Ein Proximalgradientenverfahren ohne Kon-

vexitat

Wir definieren zuerst die Funktion g, (u) := g.(u) + dy,,(u) fir alle k € {1,...,4}.
Ziel dieses Abschnitts ist es, einen groben Losungsalgorithmus in Form eines Pro-
ximalgradientenverfahrens aufzustellen und fiir Folgen {uj}reny C L?*((a,b)), die
durch dieses Verfahren erzeugt wurden, gute Konvergenzeigenschaften nachzuwei-
sen. Dafiir benétigen wir die Lipschitzstetigkeit von V., f. € L*((a,b)) in dem Sinne,

dass
[Vufelur) = Vafe(u)llz2(apy < Lyllur — uallp2((ap)) (6.1)

fiir ein Ly > 0 und zwei Steuerungen u,, uy € Uyq erfiillt ist. Wir zeigen zunéchst die-
se Eigenschaft und definieren dazu die Funktionen py, p» € H'((a,b))" als Losungen
von (adj-AWP) beziiglich der Steuerungen u; und us.

Fiir k € {1,3,4} schreiben wir den Term ||V, fq(u1) — Vo fu(u2)||L2((p)) als

(o () 1() "1 = Fuleyua(-), 92
= [[FuCua (), 51 () Tor £ Fulm (), 90() T
£ Fy(uz() 92() o1 = Fulyua(),92()) p2HL2 (@)
< F (), 51 () = Falyua (), 52(0)) " orllez oy
1 (), 92()) = Fuluz (), 92()) "1l 22y
+ 1 Eu(yua (), y2()) T (o1 — p2) 22 (a))
= [[{(Fu(sun (), 51()) = Ful ua (), 92())s pr)2ll 2
+ (FCun (), 92() = Ful uz (), 92(), pr)2ll 2oy
+ (L ua(-), y2 (), o1 — p2)all L2((aby)

)) Z?2||L2 (a,b))
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mit y; = S(u1) und yo = S(uz). Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung

fiihrt nun zur Abschéitzung

[Vufe(wr) = Vi fu(u2)l 2 (ap)

< FuCun (), 91()) = Fulssun (), v2 () 2llpr (12l 22 (o,
F FCun (), 2()) = Ful uz(), y20))l2llpr (2l 22 g0
+ 1 FuCuz(), v (D) ll2llpa () = p2C)ll2ll 2200y -

Bei der Betrachtung der drei Summanden kénnen wir einerseits mit der Lipschitz-

stetigkeit von F,, und der Holderungleichung

NE (), 51()) = FuCun (), ) l2llpr (Ol 2 (o)

b
= / 1Fu(t, un (), y1.() — Fult, ua (), y2(0)) [3llp2 ()12 dt

g/mmwwmwwww

a

< L?L HHy1<> - y2<.>H§HL1((a,b)) Hle()HgHLW((a,b))

< LiIpa )2 os ((amy 191 = w2172 (@~

sowie

HE (), 92()) = Fuluz (), 2O ) l2llpr (Ol (o)

= / 1 (t, ua (), 92(8)) = Fu(t, ua(t), y2(6) 12 lpa (8)|13 dt

s/@mwﬂwmwww

a

< L%H(Ul - U2)2||L1((a,b)) ||||p1('>||§HLoo((a7b))
< L%leuim((a,b))NHul - U2Hi2((a,b))

festhalten, wobei die Giiltigkeit von |[||p1(-)[13]| (@) < |IP1 ||%oo((a pyy~ it dhnlichem
Vorgehen wie in (5.5) begriindet werden kann. Andererseits folgt die Ungleichung

HE (), 2( D2 llpa () = P22l 2 (0.

b
= / 1Fu(t, ua(t), g2 () 2P (2) — p2(8)]]3 dt

117120 2O ey N2 = 22O Bl iy

IN

= 1FuC 120, 32OV ey 191 — P22y
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Wir schlieffen aus Lemma 4.5
[Viufe(ui) = Vi fio(u2)|| L2((a,p))
< La||p1ll oo apn™ 11 — 2l c2(apy) + Lallp1l| oo (oo~ 1w — vzl 22 ((a,))
1
B2, 92O ey 191 = Pl
< L4\/E||p1||L°°((a,b))N“u1 — Us||2((ap)) + LallP1ll zoo (o)™ |ur — vallL2 (o))

1
+ ||||Fu('aU2(')ay2('))||§“ioo((avb)) |1 _p2||L2((a,b))N'

Nun schétzen wir den Term ||p; — pa||22((o,p))~ Weiter ab. An dieser Stelle beobachten
wir, dass fiir ¢ € {1,..., N} die i-te Komponente von p;, die wir folgend p;; nennen,

wegen p1,(b) = 0 die Gleichung

pri(b) — pus(t) = / pi(s)ds & pu(t) = — / pri(s) ds

erfiilllt (und analoges gilt fiir py), damit kann die Rechnung (4.2) imitiert werden,

um

Ip2(t) = p2(t)ll2 = \ Y (pult) = p2y(t))?

[ i) pie) dr)2

t

2

< / (p2(r) — prl(r)) 2 dr

i=1

b b
:/t IIP’Q(T)—pi(T)IIQdTS/ Ip2(7) = pa(7)l2d7

zu erhalten, mit denselben Argumenten wie in (4.5) bekommen wir schliefllich die

Aussage

191 = P2ll72(@pyy < (0= a)? (D) — Dol 220y~
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Um erneut mithilfe der Gronwall-Ungleichung den Term auf der rechten Seite ab-

schitzen zu kénnen, betrachten wir die Rechnung

Ip2(8) = P () ll2 < [|Fy (E, ua(t),

Yo (1)) "p2(t) — Fy(t,us(t), y1(t)) "pa(t)
+ By (¢, ua(t) (

) 4a(t)
t,ua(t), y2(8) ()2 + Q) ll2lly2(t) — w1 (D)2
= | Ey(t ua(), y2(8) " (p2(t) — pa (1)) + (Ey(t ua(t), y2(1))
= Fy(t,ua(t),51()) ' pr(®)ll2 + 1Q®) [l2lly2(t) — 1 (t)ll2
< [[Ey (&, ua(t), y2(6)) llallpr (8) = p2() |2 + | Fy (2, wa (), 1())
— Fy(t, ua(t), y2(0)llallp2 (D)]]2 + Q@) [l2lly1 (2) = w2()]l2
I2

/ 1P (7) = po(T) [l d7 + [y (1, ua (2), 91 (1))
— Fy (8 ua(t), y2(0)) |2l 1 (D2 + Q) l2lly1 (2) = y2(#)]]2-

Uz
2
Uy
2
ua(t), ya(t

< ||Fy(t, ua(t), y2(t))

(6.2)
Mit der Lipschitzstetigkeit von F|, erhalten wir

|Fy(t wa(t), 91(8)) — Byt ua(t), ya(0))llo = [ Fy(twi (), 31(1)) & Fy (¢, ualt), 1 (£)
— Fy(t us(t), y2(1))]
< Ls|uy (t) — ue(t)| + Lelly1(t) — y2(t)||2-

Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir die Funktion

a(t) = (Ls|ur(t) — ua(t)] + Lelly: (t) — y2(t)ll2) Ip1(©)ll2 + [QO)ll2lly1 () — y2(t)]]2

ein und benutzen Rechnung (5.1), um festzustellen, dass ||F, (¢, ua(t), y2(t))]l2 < Lo
gilt. Damit folgt

1P, (8) = po(®)2 < a(t) + Lz/ 1P (7) = po(7)[[2 d7

und mit der Gronwall- und Hélderungleichung erhalten wir

b
1P, (8) = py(B)[l2 < e(t) + Lz/ a(r)e* " dr < a(t) + Loflallp e,
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Nun schitzen wir den Term |[|a||12((05)) ab. Dazu betrachten wir zunéchst die mit
der Holderungleichung gewonnene Abschétzung

1(Zslur () = ()] + Lellya () = 9a()ll2) 21 (1] 20y
b
— / (Lslur (£) = us()| + Lellya (t) — v2()]12)*llpa () |3

2
< [ (Lalua () = us ()] + Lallyn () = 120 12) [ 1 gy PO 31222 0y
2
< [|1Zsfur (-) = wa () + Lollyn () = 2l 2y 191 12w oy

unter Zuhilfenahme von Lemma 4.5 und der Dreiecksungleichung folgt

|| Ls|ui () — ua ()| + Lellya(-) — 92(')||2HL2((a,b))

< | Lsfua(-) = u2( )l z2(apy) + 1 L6llya () — v2()ll2ll 220y
= Ls|lu1 — ual|L2((a)) + Lellyr — w2l 2(ap))~
< L5||U1 - U2||L2((a,b)) + LG\/EHUI - U2||L2((a,b))

= C1||U1 - U2||L2((a,b))
und damit
2
| (Lslur () = w20l + Lol () = 92Ol 1or O[22 oy
< 012||p1||%°°((a,b))1\’||u1 - u2||%2((a,b))'

Auflerdem gilt mit erneuter Anwendung der Hélderungleichung und von Lemma 4.5
die Abschétzung

b
QO Nllyr () = g2 Mellz2qay) = / Q11 () — ya(t)I]3 dt

< ||||Q(.)||§HL°°(((1,b)) HHyl() - 92(')”3HL1((@,1)))

< ||||Q(')||§HL°°((a,b)) Iy — yzHZLz((a,b))N
< CoClur — ua[32 ()

fiir ein Cy > 0 aufgrund von Q € L>((a,b))V*" und (4.7). Wir kénnen mit analoger
Rechnung zu (4.6) wegen p; € H'((a,b))Y < L>((a,b))" die Giiltigkeit von

o1 () ll2ll 2o ((a,0)) < P11l oo (@ < Cs

begriinden. Nun muss allerdings noch gezeigt werden, dass C3 unabhéngig von uq
ist. Man betrachte dazu das néchste Lemma.
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Lemma 6.1. Sei y € H'((a,b))" die Lésung von (AWP) und p € H'((a, b))V
die Losung von (adj-AWP) beziiglich der Steuerung u € U,y. Dann gibt es eine

von u unabhéngige Konstante C5 > 0, sodass

12/l oo (apyyy < Cs
erfullt ist.
Beweis. Wir zeigen

2l e (o < Ch,

fiir eine von u unabhiingige Konstante Cy, da mit der Einbettung H'((a,b))™ —

L>=((a, b))V eine Konstante C5 > 0 existiert, sodass
1Pl o (@pyy < Csllpllai(apyy < CaCs =: Cs

erfillt ist.

Sei y,, € H'((a,b))" die Losung von (AWP) zur konstanten Steuerungsfunktion v;.
AuBerdem sei p,, € H'((a,b))V die Loésung von (adj-AWP) beziiglich v; und v,,.
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und den in diesem Abschnitt gewonnenen

Erkenntnissen erhalten wir die Giiltigkeit von

12l e (appy™ = 1ol (@™ < P = Pon | ()™
V(b—a)?+1|p" =0, I 2((ap)~

(0 —a)? + 1 (Il 2@y + 2L, 22y~
Sl apy < VO —=a)?+1 (10 2@y + 105 z2an™) + 1o 171 (ap)v-

<
<

Wir miissen also noch [|p'[|z2()~ gegen eine von u unabhingige Konstante ab-
schiitzen. Dazu beobachten wir mit der Kenntnis von ||F, (¢, u(t),y(t))]|2 < Lo und
der Betrachtung von Lemma 4.2 bzw. der Rechnung (4.2), dass auf

1P’ )2 < [1Fy (8w @), y (@) l2llp@) [l + Q@12 (ly (#) ]2 + [Ir()]]2)

<L, / 12/(8)ll2 s + 11QEE) 2 (ly(®)l2 + (1))
ab
L, / 12/(5)ll2 s + ()

wieder die Gronwall-Ungleichung angewendet werden kann. Wir erhalten mit der
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Holderungleichung

b
' (®)]]2 < Lo / Y(8)eH U ds + (1) < Lae™ |y 1 any +(2)-

Nun schlielen wir

b b
—a 2
||p,”%2((a,b))N:/ ||P’(t)||§dt§/ (L™ Y]l (aiyy + (1)) dt
= HL2€L2 ||7||L1 (ap) T( ||L2 ((a,b))

a 2
< (I1L2€" ) 2 a2ty + 171l 2((ay))

2
<\/—62L2 O=a) — 1|yl 1 ((ap)) + H”YHLQ((ayb))>

und schétzen ||v||p2((a,p)) Weiter ab.

Es gilt

b
2
IV I1Z2 (@) = / IR (ly@ll2 + lIr(®)]12)" d
< QOB s oy 1z + 17O [y
= HQEIEl ey MOl + Iz oy
2

< QI e oy (M allzzay + IOl z2asn)*
Aufgrund von r € L*((a, b)) und [|[|r(-)|l2ll22(a6)) = 17l z2((apy)~ sowie mit Lemma
4.6 folgt nun

2
||7||2LQ((a,b)) < ||||Q(')||3HLO<>((GJ,)) (||y||L2((a,b))N + ||7"||L2((a,b))N)

~ 2
< QOB e gy (€ + IPllzaqamyv ) = €3

Mit
! Ly 2L (b—a)
1P Iz (@ <4/ (0= a) { 5220 =1} 7]l 2y + 17220
Ly
< (b—a) 762“(5’*“) —1)+1]Cs
erhalten wir schliefllich die Aussage des Lemmas. O]

Zusammenfassend schreiben wir also nach Anwendung der Dreiecksungleichung

HOéHL?((a,b)) < C103HU1 - U2HL2((a,b)) + C'267””1 - U2HL2((a,b)) = C7||U1 - U2||L2((a,b))-
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Wir kehren zuriick zum Term ||p} — ph||r2((a,5))v -

b b
a2
181~ Bl = [ 14 = BOIB A < [ (a(0) + Lallalosanye )" d
Lo(-—a) |2
= ||CY<) + L2HCYHL1((CL,IJ))€ 2 )HLQ((a,b))'
Jetzt folgern aus den bisherigen Erkenntnissen

L2(~—a)|

Ha(-) + L2||a||L1((a’b))eL2(’_a)||L2((a’b)) < [l L2((apy) + Lallod]| L1y lle | £2((a,b))

e2L2 (b—a) _ 1

< [lallz2(apy) + L2V — alla|| L2 ((ap)) 2L,

=: Cy||o|| 2((ap)) < C7Cs|lur — ua|| 2¢(ap))

woraus wir

1p1 — P2l 2((apyy < (b — a)CrCsllur — gl L2 ((a )

und damit auch

||vufn(u1) - vufm(UZ)HLQ((a,b)) S 03(L4\/5+ L3)||u1 - u2||L2((a,b))

1
[ IFC w20, g2 O3 2o 0y 0 = DC7Csllur — w2 p2(any
erhalten. Wegen
1
1, ua(t), y2(8)ll2 = i |17 (E wua(t) + 7, 92(8)) — F(E ua(t), g2(t)]l2
1
< lTlﬁ)l ;L1|u2(t) +7 —us(t)] = Ly

folgt
1 1
H||Fu('aUQ('),?ﬂ('))”%”ioo((%b)) < HL%HEOO((Q,[;)) = Ll»

sodass wir schliefSlich

[Vufe(ur) = Vufu(uz) || z2ap)) < Collur — ual| L2 ((ap))

mit
Cg = 03([/4\/5 + L3) + Ll(b - (I)O708

schreiben konnen.
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Im Falle von k = 2 gilt

Hvufn(ul) - vufn<u2)||L2((avb))
< NP ua ()91 () o1 = Fuluz(), 12(4)) " p2ll 22 (e

+ H252 (/abul(s) ds — /abUQ(S) ds)’

/ab w1 (5) — us(s) ds

L?((a,b))

< Colluy — ual|z2((ap)) + 252

L?((a;b))

= Oyllur — ual|22((ap)) + 252 11| £2((a,b))

/ab w1 (5) — un(s) ds

< 09||U1 - U2||L2((a,b)) +208,Vb — a||u1 - U2||L1((a,b))
< Collur — a2 (@) + 2B82(b — a)|lur — Uz L2((a,p))

=: Chollur — uz|| 22 ((a,0))-

Damit ist die Lipschitzstetigkeit von V, f, fiir alle k € {1,...,4} gezeigt. Mit dieser

Voraussetzung lésst sich ein Proximalgradientenverfahren fiir (P) aufstellen.

Wir betrachten nun Algorithmus 1, der inklusive der Abnahmebedingung (6.4) aus

Algorithmus 1 Proximalgradientenverfahren mit Abnahmebedingung

Eingabe:
Gateaux-differenzierbare Funktion f,: L?((a,b)) — R und nicht-differenzierbare
Funktion §.: L?((a,b)) — R
Startfunktion uy € Uy
Parameter n > 0, £ =0
Ausgabe:

Folge {ux}ren C L*((a,b))
1: Wéahle 7, > 0 so, dass die globale Lésung w1 von

. Tk 2 ~
i Fuln) + V() (= ) + 5 o=l +da) (63)

die Bedingung
Nl = wellZaay) < fulwr) + Gulwn) = (fultwer) + Gelirn)) (6.4)

erfiillt.
2: Setze k := k + 1 und gehe zu Schritt 1.

[12, Algorithm 3.21] stammt und beginnen damit, Konvergenzeigenschaften fiir die

von Algorithmus 1 erzeugte Iterationsfolge nachzuweisen.
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Satz 6.2. Sei {uy}ren eine von Algorithmus 1 erzeugte Folge. Dann gilt:
i) Die Folgen {uy}reny und {V, f.(ur) bren sind in L?*((a, b)) beschréinkt.
ii) Die Folge {fi(ur) + i (ur)}ren ist monoton fallend und konvergent.
iii) || ugr1 — wel|L2((ap)) — 0.

Beweis. In diesem Beweis gehen wir an vielen Stellen wie im Beweis von [12, Theo-

rem 3.13] vor. Die Abnahmebedingung (6.4) kann umgestellt werden zu

Folwrin) + Gu(unin) < fulun) + Gu(ur) = nllusr — el 2o (ap) (6.5)

woraus man schlieBen kann, dass die Folge {f.(ux) + Gx(ux)}ren monoton fallend
ist. Wegen J,(ug) = fu(ug) + gx(ug) > 0 fiir alle k € N ist die Folge auch von unten

beschriankt und somit konvergent, womit ii) gezeigt ist.

Wiére uy nicht in Uy, so wire u; kein Minimierer von (6.3) wegen g, (u;) = oo und
Jr(ug) < oo. Induktiv muss demnach w, € U,y fir alle & € N gelten. Einerseits

erhalten wir nun wie im Beweis von Satz 4.1 die Abschéitzung

b b
s amy = [l dt < [ max((oa] )y dt = (0 = @) max(l. ) = .

Andererseits beobachten wir, dass wegen der Konvergenz von { fi (ux) + gx(u) }ren
auch die Folge {g.(ux)}ren konvergent und damit beschréankt ist. Daraus kénnen

wir die Giiltigkeit von

| Du|((a,0)) < gu(ur) < gx(ur) < G

fiir eine Konstante Cy > 0 schlussfolgern. Mit ||ug||gv(@p) < Ci + Cy folgt die
Beschriinktheit von {uy}reny in BV((a, b)) und wegen BV ((a,b)) < L?*((a,b)) (vgl.
Satz 2.15) auch jene in L?((a,b)). Die Beschrénktheit von {V,, f.(ux)}reny kann mit
der Lipschitzstetigkeit von V, f, und wegen uy € U,q Vk € N durch

[Vute(wellz2(ap) = IVafa@)llrzap) < Vafelun) = Vafa(vi)ll 2 ap)
< Lyllur — villz2((ay)
< Lyllugllz2(apy + Lellvall 2 (ap)
= Lyllurll 2(any + Ly Vb — alin]
& IVafelun)lz e < IVafs@)lzz2@@ny + Lillwrll zapy + Livb — alwm]
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bestétigt werden, womit nun i) gezeigt wurde.
Um schlieflich iii) zu zeigen, summieren wir (6.5) iiber k = 1,...,n fiir ein n € N.

n

> (fn<uk+1> + Gu(wir) + s — uk||%2(<a,b))) < falun) + Gilur)
k=1

k=1

& fultngr) + Gulunsr) + 772 [rsr = wellZeqapy < falur) + Gu(wn).
k=1

Der Grenziibergang n — oo liefert nun die Ungleichung
T}Lr&(fn(un-i-l) + gﬁ(un-s-l)) +1 Z [ uk”%?((a,b)) < fulwr) + g (w),
k=1

fiir deren Giiltigkeit die Reihe Y oo | |lugs1 — ukH%g((a »)) konvergieren muss, es muss

also ||ug+1 — Uk 2((ap)) — 0 und damit iii) gelten. O

Man beachte hierbei, dass mit Kenntnis der Lipschitzkonstante L; analog zum Be-

weisvorgehen in [12, Theorem 3.13| die Ungleichung

Tk — Lf
B lJwks1 — uk”%ﬂ((a,b))

fn(uk-i—l) + gﬁ(uk-‘rl) S fn(uk) + gm(uk) -

bewiesen werden kann, mit der Wahl 7, > L Vk € N wird also die Abnahmebedin-
gung (6.4) fiir die Resultate von Satz 6.2 nicht benttigt. Auerdem folgt aus dieser
Ungleichung, dass mit der Wahl 7, = 21 + Ly Vk € N die Abnahmebedingung stets
erfiillt ist. Da allerdings eine schnelle Konvergenz des Algorithmus gewiinscht ist,
sollte 75, so klein wie moglich gew#hlt werden, um grofie Spriinge in den Iterierten
ug nicht zu sehr zu bestrafen. Deswegen werden wir die folgende Strategie zur Wahl

von 73, wahlen:

i) Priife fiir ein initial ausgewéihltes 7° > 0 und 6 € (0, 1), ob mit 7, = 7°0~" fiir
i=0,1,2,... (6.4) erfiillt ist, angefangen mit ¢ = 0. Gehe zu ii), sobald ein

solches 7 gefunden ist.

ii) Wenn 7° schon (6.4) erfiillt, teste zusétzlich, ob mit 7, = 7°0° fiir i = 1,2, ...

(6.4) erfiillt ist. Stoppe, sobald dies fiir ein ¢ nicht mehr der Fall ist.

Um Algorithmus 1 zu implementieren, wird zunéchst eine Strategie zur Losung des

Problems (6.3) benotigt. Wir wollen (6.3) umformen und definieren dazu

Uk = g — %VufK(uk) € L2((a,b).
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In Anbetracht der Rechnung

Tk Tk
3”“ - Uk||2L2((a7b)) = 5”“”%2(((1,17)) — 7o (U, ug — T—kvufre(Uk»L?((a,b))
2

LT

1
9 Uk — _vufn(uk)

Tk

L?((asb))

Th
= 5||U||%2((a,b)) — o, Un) £2((a,)) + (U VS (Ur)) £2((ap))

Tk 1 2
+ EHukH%Q((a,b)) — (uk, Vafio(ur)) 12((ap)) + o IV (i) 220y
1

Tk 2
= EHU - ukHi%(a,b)) + (Vuflur), u — ug) 12((ap)) + 2_Tk ”Vufn(uk)nm((a,b))

ist (6.3) dquivalent zur Problemstellung

. Tk 2 1 2 ~
i fl) + Sl = vl = 5 1V [y + o). (66)

Aufgrund der Form von U,4 und dem Term g,, = g, +0y,, miissen wir zur Losung von
(6.6) nur stiickweise konstante Funktionen mit Werten in {vy,..., 4} f.i. bertick-
sichtigen, da dy;,, andere Funktionen auf oo abbildet. Aulerdem konnen die konstan-
ten Summanden in (6.6) weggelassen werden, da wir nur am Minimierer u interessiert

sind. Diese Uberlegungen fithren auf die Problemstellung

. Tk 9
Join orffu = vk [[L2 0 + 9x (1), (6.7)

eine Losungsstrategie fiir dieses Problem wird in den folgenden Abschnitten erlautert.

6.2 Diskretisierung der Problemstellung

Zur Implementation des Algorithmus mit einer Programmiersprache ist zunéchst ei-
ne Diskretisierung nétig, sodass wir als Losung eine stiickweise konstante Steuerung
auf einem Gitter berechnen kénnen. Ein solches Gitter iiber dem Intervall [a, b] sei
als Partition {¢;}?_, € P([a,b]) gegeben. Der Einfachheit halber seien die Gitter-
punkte t; dquidistant verteilt, das heifit, es gelte t; —t;,_; = At Vi € {1,...,n}. Das
Vorgehen in diesem und den folgenden Abschnitten kann auch ohne Schwierigkeiten

auf andere Gitterweiten angepasst werden.

Nun wollen wir die Problemstellung (P) tiber dem Gitter {¢;}! , diskretisieren, wir
betrachten also die beteiligten Funktionen und Terme im Zielfunktional. Dazu neh-
men wir die Stetigkeit von r; und @);,; sowie die Existenz eines linksseitigen Grenz-

werts in ty = a fir alle 5,1 € {1,..., N} an und bezeichnen mit % den linksseitig
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stetigen Reprisentanten einer Funktion u € BV ((a,b)) (vgl. Satz 2.17). Mit diesen

Festlegungen kénnen die Bezeichnungen
7”;- = Tj(ti), Q;’,l = Qj,l(t'i>7 'Lbi = ﬂ(t,L) fiir ],l € {1, ey N}, 1€ {O, N 1}

eingefithrt werden. Die Werte r;(¢;) und Q;(¢;), ¢ € {1,...,n — 1} sind hier-
bei als die Funktionswerte der stetigen Représentanten von r; € L%*((a,b)) und
Qj; € L*®((a,b)) zu verstehen, wobei wir die Interpretationen r;(ty) = limy, r;(¢),

Q;.(to) = limy, Q;;(t) und u(ty) = limy, u(t) verwenden.

Die Funktion y als Losung von (AWP) zur Steuerung u ldsst sich im diskreten Sze-

nario als Matrix

Y9 yr Y9
Y(u):=1| : : mit C | = Yo
YN Yy Y

darstellen, wobei diese Werte nach Anwendung eines numerischen Verfahrens auf
(AWP) entstanden sind, y§ steht hier fiir die j-te Komponente der Losung im Git-
terpunkt ¢;. Wenn beispielsweise das explizite Eulerverfahren verwendet wird, so
wird Y spaltenweise durch die Iterationsvorschrift
vi v
yo=1 1 | = : + At F(ti_,u 1y fir i=1,...,n

Yn yj\? !

gebildet, andere Verfahren kénnen ohne Probleme ebenso verwendet werden. Die
Abhéngigkeiten der Komponenten der Matrix Y (u) von u wurden hier und werden

im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.

Da wir in den obigen Setzungen die Werte u’ als Funktionswerte eines linksseitig
stetigen Représentanten einer Steuerung u verstanden haben, macht es Sinn, bei der
Diskretisierung der von u abhéngigen Terme fiir ¢ € [t;_1,t;) mit einemi € {1,...,n}
den Funktionswert u(t) als durch u*~! gegeben zu verstehen, analoges gelte fiir y;(¢),
ri(t) und @Q,,(t), j,l € {1,...,N}.
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Jetzt wollen wir die Terme im Zielfunktional diskret approximieren. Es gilt
b
[ ey =) Qo o) e
Z/ 330050 — ) ) — r)Qs (1)

11j111

S I D ITAEER TR
ti-1 j=1 (=1

D)) PSR TR

i=1 j=1 I1=1

W, und ¥y lassen sich mit derselben Approximation des Integrals in diskreter Form

als )
~ (AtZui_l> . Uy(u) = Atz lu' !
i=1 =1
darstellen, W3 kann sogar durch W3 = |u"| exakt ins diskrete Szenario iibertragen

werden, da u® = limy, u(t) festgelegt wurde. Weil mit unserer Diskretisierung die
Funktion u als konstant in jedem Intervall [¢;_;,t;) aufgefasst wird, wird das Supre-
mum in der Definition der Totalvariation 2.1 mit der Partition {¢;}? , angenommen,

was die Setzung
|Du|((a, b)) Z Ju' —u'|

motiviert. Zudem fithren wir mit J, die diskretisierte Zielfunktion ein, die nach den

vorigen Erkenntnissen durch

_ At o o & . ) .
To(u, Y (1)) = 5222@31—@1)( i1 it +5lz\u —ui,

i=1 j=1 I=1

Jo(u, Y (u))

i=1

Ji(u, Y (u)) + B (AtZuil> o J3(u) = Ji(u, Y (u)) + Ba|ul,

Ta(u, Y (w)) := Ty(u, Y (u)) + ﬂQAtZ lu' Y.

gegeben ist.

Als néchstes diskretisieren wir noch die Gateaux-Ableitung von f,(u) fiir eine Funk-
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tion u € BV((a,b)). Dazu verstehen wir unter

PPt o
P(u) = :
Pn : p?\f_l 0

die durch ein numerisches Verfahren gewonnene Losung von (adj-AWP), wobei p!
wieder fiir die j-te Komponente der Losung im Gitterpunkt ¢; steht. Die Abhéngig-
keiten der Komponenten der Matrix P(u) von u werden wieder fiir eine einfachere
Notation weggelassen. Erneut zeigen wir am Beispiel des expliziten Eulerverfahrens,

in diesem Fall riickwérts in der Zeit betrachtet, die iterative Bestimmung der Spalten

von P(u), die mit den Setzungen p’ := (pi,...,pi)" und r* := (ri, ... r%)" gemif
i+l i+l
Lo WiN
po=pt = At | —F (i, w1 Tt — : : (yi+! — i+l
i+l i+l
N1 - WNN
Qi QU
= p AL Byt u ™y T N NUASE AN
i+1 i+1
N - &N
firi = n—1,...,0 geschieht. Fiir die Berechnung von p™~! werden mit dieser Formel

die Werte u™, r7 sowie Q7 fiir j,I € {1,..., N} benotigt, die bisher noch undefiniert
sind. Dazu nehmen wir nun die rechtsseitige Stetigkeit von r; und @);; in b fiir alle

J,l € {l,..., N} an und fiithren die Setzungen

n._ ., n—1 n.__1: no.__ 15
u" =" .—ltlglrj(t), Q7 .—ltlngj,l(t)

ein. Falls die gegebenen Funktionen r; und ();; nicht linksseitig oder rechtsseitig

stetig in a bzw. b sind, kann man auch die Setzungen

rli=rilate), 17 =Qub—e), Q) :=Qulate), Qf :=Qub—¢

fiir ein € < At wihlen.

Nun erhalten wir fir x € {1,3,4} die diskrete Approximation von V,f.(u) €
L*((a, b)) durch den als

Vfi(/s, u) = F,(t;, u’, yi)Tpi
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definierten Vektor, im Falle von k = 2 sei wiederum
VF(2,u) = Fu(ti,ul,y') 'p' + 280 /™!

fir i € {0,...,n — 1}. Mit dieser Kenntnis setzen wir schlielich
. 1 ,
vi=u'— =V [f'(k,u), 1€{0,...,n—1}, (6.8)
Tk

um auch die Funktion v, aus (6.7) in diskreter Form ausdriicken zu koénnen.

SchlieBlich brauchen wir noch die Abnahmebedingung (6.4) im diskreten Fall. Diese

lasst sich als
nAt Z 1 - “k < T, Y (ur)) = Jo(tgg, Y (up)) (6.9)

schreiben.

6.3 Anwendung des Bellmannschen Optimalitéits-
prinzips

Um einen globalen Minimierer von (6.7) zu erhalten, nutzen wir das Bellmansche
Optimalitétsprinzip. Dieses beschreibt die Eigenschaft einer optimalen Losung, dass
unabhéngig von der ersten, initialen Entscheidung die weiteren Entscheidungen eine
optimale Losung beziiglich des aus der initialen Entscheidung resultierenden Zu-

stands bilden miissen. Einen Einblick in das Thema bietet [13].

Auf die Problemstellung (6.7) bezogen bedeutet das Prinzip also das Folgende:

0

Die erste Entscheidung hat mit unserer Diskretisierung die Form v’ = v,,,, my €

{1,...,d}. Nun kénnen wir uns fiir jedes mg € {1,...,d} iiberlegen, in welcher Form

die {ibrigen Entscheidungen getroffen werden sollten, also welche Werte !, ..., u"!

annehmen miissen, damit die entstehende Funktion u die Aufgabe

n—1

. TkAt - i i TkAt i i
urg(l]?d 5 ;(u 1y 1)2—1- 5 (umo—v0)2+B1;|u —u 1|+ﬁ1\u1—l/m0| (6.10)

bei gegebenem Vektor v = (v°,...,v™)T im Falle von x € {1,2} 16st. Die Bestim-
mung von u” = wu(b) ist dabei nicht notwendig, da dieser Punktwert die Terme

||lu — kaLQ( apys [Pul((a, b)) und W, (u) nicht beeinflusst. Wir erhalten also ein wei-
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teres Optimierungsproblem, welches wir erneut mit dem Bellmannschen Optima-

litatsprinzip untersuchen koénnen und so fiir jede der moglichen initialen Entschei-

1 n—1

dungen u! = v,,,, my € {1,...,d} eine optimale Setzung der Werte u?, ..., u
finden wollen. Diese Argumentation kann nun fortgesetzt werden, bis wir bei der
Entscheidung {iber den Wert von u"~! angelangen. Fiir jedes m € {1,...,d} berech-

nen wir also erneut obiger Argumentation folgend die optimale Lésung von

TkAt TkAt

min u"t — 2 Uy — 0" 1)? u" Tt — v 6.11
min 2 P =R B vl (601)
Der konstante Term T’“QN (U — 0™ 1)? kann weggelassen werden und da wir nur einen
Punktwert v € {v1,...,v4} suchen, kénnen wir das Problem auch zu

TkAt

min ("t =" 4 By = vy

wr=rte{v,.vg}t 2

bzw.
(v; — 0" 2 + Bi|vj — vl (6.12)

vereinfachen. Der Minimierer kann schliellich durch das Vergleichen der entstehen-

den Zielfunktionswerte fiir die verschiedenen j € {1,...,d} bestimmt werden.

Was wir mit dem Losen von (6.12) fiir ein m erhalten, ist die optimale Setzung von
u™ ! in dem Fall, dass u"~2 den Wert v,,, annimmt. In der Praxis ist diese Rechnung
tatséchlich der erste Schritt, den wir bei der Suche einer Losungsapproximation fiir
(6.7) durchfithren. Das ganze geschieht d-mal, einmal fiir jeden Wert u"~2? = v,
m € {1,...,d}. Die entstehenden d Losungen der Aufgabe (6.11) werden nun in
einer Matrix U € R?™(™1 gespeichert. Speziell setzen wir U,,, 1 = j(m) fiir
m € {1,...,d}, wobei j(m) € {1,...,d} derjenige Index ist, der (6.12) zu fest-

gehaltenem m 16st. AuBerdem speichern wir in der Matrix ® € R¥>(»~1 die Ziel-

funktionswerte von (6.12) fiir jede Setzung von m € {1,...,d}, sodass
AL _
q)mvn_l = k2 (VU'm,nfl - Un 1)2 + /81|VUm,n71 - Vm| (613)
gilt.
Diese Vorgehensweise setzen wir nun fort und suchen fiir alle m € {1,...,d} eine

n—3

Strategie zur Wahl der Werte u"~2, u"~ !, wenn u"~3 = v, gilt. Dies fiihrt auf die

Aufgabenstellung

n

Z (uifl . Ui71>2 + ﬁl|un71 . uan‘ + 51|un72 — .

i=n—1

. TkAt
min

w2 ur—le{vy, . vg} 2
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beziehungsweise

) ) AL, _ _ N
min [ min < P — o2 4 By —
un=le{v,...,vq}

ur=2e{vy,...,vq} 2
(6.14)
TkAt

2

(un—Q o Un—2)2 + 51|un—2 o Vm|] )

Nun kann folgendermafien vorgegangen werden: Wir probieren wieder die Setzungen

u"? = y; fiir jedes j € {1,...,d} durch. Aus dem vorangegangenen Vorgehen
wissen wir schon, dass fiir ein jedes j die Wahl "' = vy, (6.12) minimiert,

wenn u"~? = v; festgehalten wird. Die Problemstellung (6.12) ist dabei gerade als
innere Minimierung in (6.14) enthalten und deren optimaler Zielfunktionswert ist
fiir jede Wahl von u"? = v;, j € {1,...,d} in ®;,,_; gespeichert. Wir konnen
also die Paare (v;,vy,, ) fiir j € {1,...,d} in (6.14) einsetzen, die d entstehenden
Losungen vergleichen und mit Uy, ,—o = j(m) fur jedes m € {1,...,d} den Wert
j(m) speichern, fiir den das Paar (vjm), v, ,_,) den niedrigsten Zielfunktionswert
in (6.14) realisiert. Den Zielfunktionswert von (6.14) bei der Wahl v~ = v,,, halten
wir wieder in der Matrix ¢ mit den Setzungen

TkAt _
¢m7n_2 = 2 (VUm,n72 - Un 2)2 + /Blll/Um,n72 - Vm| + ®(Um,n—2)yn_1

fir m = 1,...,d fest. Mit diesen Erkenntnissen und Definitionen modifizieren wir
das Problem (6.14) um, sodass

. TkAt —2\2
o _ D, 6.15
je?ll,l.{l,d} (g =007 Bl = v+ B ( )

entsteht.

Nun betrachten wir das Vorgehen allgemeiner und bestimmen eine Strategie zur
Fiillung der Spalte U,,, fiir ein ¢ € {1,...,n —2} und alle m € {1,...,d}. Nach der

vorangegangenen Motivation gilt es, die Aufgabenstellung

. TkAt
min
je{l,..d} 2

(I/j — 'UL)2 + 51‘1/]' — I/m’ + (DJ,L+1' (616)

zu l6sen, den Loser j(m) in U durch U,,, = j(m) zu speichern und die Spalte ¢ in

® mit den Setzungen

TkAt
2

(bmyL = (VU’V‘VL,L - UL>2 + /Bl‘I/Um,L - Vm| _I_ ®(Um,L)7L+1 (617)
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zu aktualisieren. Diese Vorgehensweise wird fiir ¢« = n — 2,...,1 absteigend wie-
derholt, sodass schliefllich die Werte U,,; und ®@,,;, m € {1,...,d} zur Verfiigung
stehen. Wir stellen fest, dass der optimale Zielfunktionswert des Problems (6.10) in

dem Falle, dass u° als v, festgehalten wird, als

At
J(m) =, 1 + Tk2 (U — v%)? (6.18)
geschrieben werden kann. Jetzt konnen die Werte J(m) fiir m = 1,...,d verglichen
werden. Der Index mg € {1,...,d}, der J(m) minimiert, markiert die bestmdogliche

initiale Entscheidung fiir u°, somit gewinnen wir den Wert der gesuchten Steuerung
im ersten Zeitschritt durch die Setzung u® = v,,,,. Um nun aus dieser Information
den Rest der Steuerung zu erschlielen, nutzen wir die in der Matrix U gespeicherten
Daten: In U,,, 1 ist der Index m; gespeichert, fiir den die Wahl ul = U, 1M Szenario
u’ = v, optimal ist, mit my = U, 2 erhalten wir die Setzung u? = v,,, und
im Zeitschritt ¢,, ¢ € {1,...,n — 1} folgt schlieBlich die Setzung u* = v, mit

m, = Up, .

Das beschriebene Vorgehen wurde bisher nur fir x € {1,2} betrachtet. Im Falle
von k = 3 kann es einfach modifiziert werden: Da nur der Term u® in U3 einwirkt,

ersetzen wir (6.18) durch

TkAt
2

J(m) = 1 + (Vi — 0°)* 4 Bo|viml- (6.19)

Fiir k = 4 fligen wir einen zusétzlichen Summanden in die Optimierungsprobleme,
aus denen die u’, i € {1,...,n — 1} berechnet werden, ein. So muss das Problem

(6.12), mit dessen Hilfe die n — 1-te Spalte von U bestimmt wird, im Falle von x = 4

(v; = 0" )+ Bilyy — vinl + BalSt ] (6.20)

je{1,....d} 2

lauten, die Speicherung des Zielfunktionswerts muss natiirlich auch durch die Set-

zung
Q1 = TkQAt(VUm,n_l — 0" + Bilv,, .y — Vil + Bty | (6.21)
angepasst werden. Fiir die Bestimmung der Spalte ¢ € {1,...,n — 2} von U muss
(6.16) durch
jen TkAt(Vj =02+ Bi|vy — | + BaAt|ys| + P (6.22)
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ersetzt werden, fiir die Setzung der entsprechenden Spalte von ® wird die Vorschrift

TkAt

(I)mL:
’ 2

(VUm,L - /UL>2 + ﬁ1|VUm,L - Vm‘ + 62At|yUm,n71| + ®(Um,1,)70+1 (623>

verwendet. Schliellich ist auch eine Anderung von (6.18) zu

TkAt

J(m) = @1 + 5

(U — ") 4 BoAt |1y | (6.24)

notig.

6.4 Algorithmen zur Lésungsapproximation

Die in Abschnitt 6.3 hergeleitete Methodik wird in Algorithmus 2 festgehalten. Der
Algorithmus dient zur Losung des diskretisierten Problems zu (6.3), genauer genom-

men zur Losung der diskreten Form des dquivalenten Problems (6.7) und hat eine
Laufzeit von O(d?n).

Nun wollen wir auch die in Algorithmus 1 beschriebene Vorgehensweise im diskre-
ten Szenario darstellen. Natiirlich kann in der Praxis keine unendliche Folge {uy }ren
berechnet werden. Es wird also zunéchst eine Abbruchbedingung benétigt. Dazu ver-
wenden wir zwei Parameter £,,,, € N und 6 > 0 und stoppen den Algorithmus, wenn
die Iterationszahl k,,., erreicht wird, oder die Iterierten sich nur noch sehr wenig

verandern. Zweiteres modellieren wir mit der Bedingung
| (1, Y) = T (g, Y)| < 0. (6.25)

AuBerdem fithren wir den Parameter i,,,, € N ein, der die Anzahl der Schrittwei-

tentests begrenzen soll.

Algorithmus 3 hélt nun die Vorgehensweise von Algorithmus 1 im diskreten Szenario

mit der in Abschnitt 6.1 beschriebenen Schrittweitensteuerung fest.

74



Algorithmus 2 Diskretisiertes Losungsverfahren nach Bellman-Prinzip

Eingabe:
Parameter 7, > 0, k € {1,...,4}, n €N
Problemdaten aus (P)
Vektor v = (v2,...,v" )T € R"

Ausgabe:
Vektor u = (u°,...,u" )T € R®

1: function BELLMAN-SOLVER(7, v, K, 1)

2 Initialisiere U = 0 € R>*(1) & = 0 € RV Berechne At = ”‘Ta
3 forc=n—-1,...,1do

4: form=1,...,d do

5: if k € {1,2,3} then

6: if t =n —1 then

7 Finde j € {1,...,d} als Losung von (6.12).

8 Setze Uy, n—1 = j und bestimme ®,,,,_; gemafl Formel (6.13).
9: else

10: Finde j € {1,...,d} als Losung von (6.16).

11: Setze Uy, = j und bestimme ®,,, gemafl Formel (6.17).
12: end if

13: else

14: if t=n—1 then

15: Finde j € {1,...,d} als Losung von (6.20).

16: Setze Uy, n—1 = j und bestimme ®,,,,—1 gemafl Formel (6.21).
17: else

18: Finde j € {1,...,d} als Losung von (6.22).

19: Setze Uy,, = j und bestimme ®,, , gemafl Formel (6.23).
20: end if
21: end if
22: end for
23: end for
24:
25:  if kK € {1,2} then
26: Finde mg € {1,...,d} als Minimierer von (6.18)
27: else if Kk = 3 then
28: Finde mg € {1,...,d} als Minimierer von (6.19)
29: else
30: Finde mg € {1,...,d} als Minimierer von (6.24)
31: end if
32:  Setze u® = vy,,.
33: forc=1,....,n—1do
34: Setze m, = Up,,_,, und u* = v,,.
35: end for
36: return u = (u®, ..., u" )",

37: end function
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Algorithmus 3 Diskretisiertes Proximalgradientenverfahren zur Losung von (P)

Eingabe:
Parameter n >0, 70> 0,0 > 0,0 >0, kpaz €N, e €N, k€ {1,...,4}, n €N
Problemdaten aus (P) und (V2)
Startvektor ug = (ud,...,ul ')T € R*

Ausgabe:
Vektor u € R

1: function PROX-GRAD(7, 7°, 0, 8, kmaz, imaz, K, 1)

2 Setze k := 0 und At = b_T“

3 while Abbruchbedingung (6.25) nicht erfiillt und k < k,,q, do

4: Berechne Y (uy) und P(ug) durch numerische Verfahren.

o: T < 70

6 Berechne Vektor v = (v°,...,v""!) gemiB (6.8).

7 Setze i := 1.

8 U1 < Bellman-Solver (g, v, k,n)

9 while Abnahmebedingung (6.9) nicht erfiillt und i < 4,4, do

10: T, < 10077

11: Aktualisiere v gemaB (6.8) mit 7.
12: ug+1 < Bellman-Solver (g, v, K, n)
13: 141+ 1

14: end while

15: if i =1 then

16: Setze Uy 1= U1

17: while Abnahmebedingung (6.9) mit =1, erfiillt und i < 7,4, do
18: T, +— 700"

19: Aktualisiere v gemaf (6.8) mit 7%
20: 1+ 1+1

21: @; := Bellman-Solver(7y, v, kK, n)
22: end while

23: U1 $— Ui

24: end if

25: k+—Fk+1

26: end while

27: return u = (u), ..., u}"")T.

28: end function
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Kapitel 7
Numerische Resultate

Um die in Abschnitt 6.4 hergeleiteten Approximationsalgorithmen zu testen, wenden
wir diese auf die Problemstellungen 3.2 und 3.1 an. In diesem Abschnitt wéhlen wir

die fiir Algorithmus 3 nétigen Parameter geméf
n:=10"% 7°:=0.01, 6:=0.5, § =107 Kpae := 100, ipmqs := 30.

Wir beginnen mit der Untersuchung von Problem 3.2 und betrachten das Szenario
eines Elektroherds mit den Steuerungsoptionen u(t) € {0,0.5,...,4} auf dem Zei-
tintervall (0,60), was wir als Zeitraum iiber 60 Minuten interpretieren. Gewiinscht

sei eine Annéherung an die Kurve

250 fiir ¢ < 10,

Td<t) =
250e110-8  fiir ¢ > 10,

die als scharfes Anbraten bei einer Temperatur von 250° und anschlieBendem Garen
bei fallender Temperatur verstanden werden kann. Die verbleibenden Parameter

seien durch
Ty =22, (041,042) = (1'570‘7% (71772,7?) = (470-1705)

gegeben. Wir setzen zunéchst 5, = [y := 0.5 fiir eine ausgeglichene Gewichtung
zwischen den Forderungen der Zielfunktion und diskretisieren das Intervall (0, 60)
durch n = 3000 Gitterpunkte. Der Startvektor ug besitze in jeder Komponente einen
Zufallswert zwischen 0 und 4. Die Forderung der Ganzzahligkeit ist fiir uy noch nicht

notig, da nach jeder Anwendung von Algorithmus 2 ein ganzzahliger Vektor entsteht.

Mit diesen Setzungen erhalten wir aus Algorithmus 3 die in Abbildung 7.1 darge-

stellte Steuerungsfunktion u; und Temperaturfunktion 7} (¢) des Kochgeschirrs nach
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Abbildung 7.1: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit §; = S5 := 0.5 und Ziel-
funktionswert Jy(u;) = 12394.28.

einer Laufzeit von 35.33s und k = 19 Iterationen der &ufleren Schleife. Die Funktion

uy variiert noch an einigen Stellen recht stark. Um die Wirkung des Regularisie-

rungsterms |Du|((a,b)) in der Problemstellung (P) zu verdeutlichen, erhéhen wir
den Einfluss dieses Summanden auf die Zielfunktion. In Abbildung 7.2 und 7.3 sind

die Losungsapproximationen wus und wus der Problemstellung 3.2 mit den gleichen

Parametern wie zuvor beziiglich der Setzungen ; := 5 bzw. §; := 15 dargestellt.

Es ist zu erkennen, dass die Steuerungen us und us seltener zwischen den Werten in

4 | —ug(t)
3| |
9| |
1 |
ol

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 60

t

250

200

150

100

50

0

0

—Tu(t) ||
—Ti(t)
10 20 30 40 50 60
t

Abbildung 7.2: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit £, := 5, §, := 0.5 und
Zielfunktionswert Jy(ug) = 12449.42.

{0,0.5,...,4} springen und sich die Kurve 7} (t) trotzdem noch recht nahe an Tj(t)

anschmiegt, auch wenn die Ungenauigkeiten von 7} im Intervall (15,20) im Falle

von ug grofler geworden sind.
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Abbildung 7.3: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit §; := 15, 85 := 0.5 und
Zielfunktionswert Jy(us3) = 12605.12.

Weiterhin wollen wir nun bei gleichbleibenden Parametern und £, = [, := 0.5 die

Funktion 7] an

1
Tu(t) :== 100 sin <5t) + 100

durch geschickte Wahl von u annédhern. Dieses eher chaotische Kochverhalten dient
weniger einer praktischen Anwendung, sondern soll viel mehr die Eigenschaften und
Qualitéat der vom Algorithmus gewonnenen Losungsapproximationen aufzeigen. Al-
gorithmus 3 liefert die in Abbildung 7.4 dargestellten Ergebnisse nach einer Rechen-

zeit von 11.44s und k = 7 Iterationen der dufleren Schleife.

Wir bemerken erneut, dass die Steuerung sehr oft variiert und erhéhen (; auf 22,

4 —ug(t) 500
1 1 150
2 | 1 100
1) 150
0 0
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
t t

Abbildung 7.4: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit §; = 5 := 0.5 und Ziel-
funktionswert Jy(uy) = 2435.58.

sodass die in Abbildung 7.5 dargestellte Steuerung u; erzeugt wird. Erstaunlich ist
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Abbildung 7.5: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit §; := 22, f5 := 0.5 und
Zielfunktionswert Jy(us) = 1946.81.

hier, dass trotz Erhohung von (3; der Zielfunktionswert gesunken ist. Fiir niedrige
Werte von [ ist die Qualitdt der Losungsapproximation u starker von dem zufillig
gewahlten Startvektor abhéngig: In verschiedenen Durchlaufen konnten bei 5; = 0.5
Zielfunktionswerte zwischen 1880 und 2600 zu den zufélligen Startvektoren beob-
achtet werden, wéihrend im Falle von 8, = 22 die Zielfunktionswerte stets 1946.81
betragen bzw. die Lésungsapproximationen zu jedem Zufallsstartvektor ug identisch
sind. Dieser Effekt wird vor allem bei der Setzung Ty(t) := 100 deutlich: In den
Abbildungen 7.6 und 7.7 sind zwei Losungsapproximationen, die durch Algorithmus

3 erzeugt wurden, zu (1 := 0.5 bzw. ; := 20 dargestellt.

Potentiell konnen also bessere Losungsapproximationen v mit kleineren Werten

200 T

(@)
o
T
|

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
t t

Abbildung 7.6: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit 3, := 0.5, 5 := 0.5 und
Zielfunktionswert Jy(ug) = 3656.05.
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Abbildung 7.7: Losungsapproximation zu Beispiel 3.2 mit ; := 20, 2 := 0.5 und
Zielfunktionswert Jy(u7) = 721.64.

von (3; gewonnen werden, praktisch gibt es in solch einem Fall allerdings viele
ygute” Losungen, in denen der Algorithmus schlieflich terminiert. Hohere Wer-
te von f; erlauben nicht so viele Freiheitsgrade bei der Bestimmung von u, da
Variationen stérker bestraft werden und sich somit nur in wenigen Féllen eine
Anderung von u lohnt, sodass auch nur eine geringe Anzahl an Funktionen als
glinstige Losungsapproximationen in Frage kommen. Der Summand /1 |Du|((a,b))
im Zielfunktional sorgt bei groflem [; also nicht nur fiir eine einfachere Steuerung,

sondern auch fiir eine zuverléassig gute Losungsapproximation.

Nun wollen wir auch den Algorithmus auf das Lotka-Volterra Fishing Problem mit
Parametern wie in Beispiel 1.2 anwenden. Wir diskretisieren das Intervall (0,12)
mit n = 1000 Gitterpunkten und gewinnen nach einer Laufzeit von 1.14s und k = 2
Durchlédufen der duBeren Schleife mit 5; := 0.5 die in Abbildung 7.8 dargestellte

Losungsapproximation.

Die Zustandsfunktionen z(¢) und z(¢) modellieren eher schlecht das gewiinschte Ver-
halten, auch der Zielfunktionswert ist relativ grofi: Der Optimalwert des relaxierten
Problems ohne Totalvariation ist 0.67204 (in [5, Abschnitt 4.2] wird der Optimal-
wert 1.34408 angegeben, in (P) befindet sich allerdings noch der Term % vor dem
entsprechenden Integral). Auch eine Erhohung von f; hilft hier im Gegensatz zum
vorigen Beispiel nicht, mit der Setzung (; := 3 erhalten wir beispielsweise die in

Abbildung 7.9 dargestellte Approximation.

Man konnte in der nicht gegebenen Lipschitzstetigkeit der rechten Seite F' von
(AWP) eine Begriindung fiir diesen Umstand suchen, allerdings sind wie schon in

Beispiel 3.4 begriindet die iibrigen Voraussetzungen erfiillt und die zu den Steue-
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Abbildung 7.8: Losungsapproximation zu Beispiel 3.1 mit ; := 0.5 und Zielfunkti-
onswert J;(ug) = 3.18.
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Abbildung 7.9: Losungsapproximation zu Beispiel 3.1 mit ; := 3 und Zielfunkti-
onswert Jy(ug) = 4.58.

rungen gehdrenden Zustédnde sind wéahrend der Iterationen beschrénkt geblieben,
sodass man hier mit lokaler Lipschitzstetigkeit &hnliche Existenzresultate herbeiar-
gumentieren konnte. Problematisch am Lotka-Volterra Fishing Problem ist eher die
fehlende Linearitdt von F', woraus wir schliefen, dass der Algorithmus 3 fiir kom-

plexere Probleme weniger geeignet sein konnte.

Alle Ergebnisse dieses Kapitels wurden auf einem Lenovo Thinkpad T560 mit ei-
nem Intel Core 15-6300U @ 2.4GHz Prozessor und 8GB Arbeitsspeicher in Matlab
Version 9.8.0.1538580 (R2020a) Update 6 erhoben.
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Kapitel 8
Zusammenfassung und Fazit

In dieser Arbeit wurden Probleme der Form (P) untersucht. Nach der Herleitung
einiger niitzlicher Eigenschaften zu Funktionen beschrankter Variation in Kapitel 2
und der Prézisierung der Aufgabenstellung sowie Formulierung der notigen Voraus-
setzungen in Kapitel 3 wurde die Wohldefiniertheit des Problems, also die Existenz
einer Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe (AWP) sowie des Problems (P)
an sich, in den Kapiteln 3 und 4 begriindet. Um Ableitungsinformationen der Ter-
me des Zielfunktionals zu erhalten, wurde in Kapitel 5 die Differenzierbarkeit der
Summanden sondiert und die Gateaux-Ableitungen der differenzierbaren Terme be-
rechnet. Schliellich gelang es in Kapitel 6, einen Losungsalgorithmus basierend auf
dem Proximalgradientenverfahren und mit dem Bellmannschen Optimalitiatsprinzip
zu entwickeln, gute Eigenschaften fiir diesen zu nachzuweisen und das Vorgehen ins
diskrete Szenario zu iibertragen, um numerische Losungsapproximationen berechnen
zu konnen. Einige numerische Experimente und deren Resultate sind in Kapitel 7

zu finden.

Die untersuchte Problemstellung (P) beschreibt eine grofie Problemklasse von wohl-
definierten Aufgabenstellungen mit quadratischen und linearen Termen beziiglich
des Zustands im Zielfunktional unter den Forderungen von (V1). Wie wir anhand
des Lotka-Volterra Fishing Problems 3.1 gesehen haben, ist die Forderung nach der
Lipschitzstetigkeit der rechten Seite der Differentialgleichung recht einschrénkend.
Hier lohnt sich die Untersuchung, inwiefern eine lokale Lipschitzstetigkeit geniigt,
um dhnliche Existenzresultate herleiten zu konnen, die die Wohldefiniertheit der
Problemstellung implizieren. Allerdings wurden noch viele andere Erkenntnisse in
den Kapiteln 4, 5 und 6 mithilfe der globalen Lipschitzstetigkeit bewiesen, sodass

die Umgestaltung einiger Beweise dieser Arbeit unvermeidlich wére.

Der Algorithmus 2 zur Durchfithrung des Proximalgradientenschritts in der inneren

Schleife des Losungsalgorithmus 3 zeichnet sich vor allem durch seine Schnelligkeit
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aus. Da dessen Laufzeit linear in der Anzahl der Gitterpunkte n einer Diskretisie-
rung ist, konnen vor allem Probleme mit einer geringen Anzahl an Steuerungsoptio-
nen, beispielsweise solche mit einer bindren Steuerungsfunktion, sehr schnell geltst
werden. Wenn das betrachtete Problem ,,schén” genug ist und die Voraussetzun-
gen (V1)-(V3) erfiillt sind, erzeugt Algorithmus 3 gerade fiir groflere Werte von
gute Losungsapproximationen mit einer geringen Anzahl an Spriingen in der Steue-
rung. Wir haben allerdings auch gesehen, dass bei Nichtlinearitédten wie in Problem
3.1 Schwierigkeiten entstehen kénnen, sodass man in solch einem Fall keine guten
Losungsapproximationen von Algorithmus 3 erwarten kann. Dies motiviert, gerade
fiir komplexere Probleme mit weniger schonen Voraussetzungen nach weiteren, ge-

eigneteren Losungsverfahren zu suchen.

In vielen Anwendungen treten mehrere Sachverhalte auf, die man mit unterschied-
lichen Steuerungsfunktionen kontrollieren kann. Insofern ist eine Verallgemeinerung
der in dieser Arbeit betrachteten Problemstellung auf das Szenario von mehrdimen-
sionalen Steuerungsfunktionen sinnvoll. Eine theoretische Grundlage bieten hier die
Erkenntnisse von L. Ambrosio, N. Fusco und D. Pallara aus [7], die schon in Kapitel

2 oft verwendet wurden.
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