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Vorwort

Der Begriff des Maximumprinzips stellt eine spezielle Eigenschaft von Losungen gewis-
ser Differentialgleichungen dar. Dabei handelt es sich grundsétzlich um die Eigenschaft,
dass das (globale) Maximum am Rand des Definitionsbereiches der Abbildung, welche
das Maximumprinzip erfiillt, angenommen wird.

Der physikalische Grundgedanke, der hinter dieser Eigenschaft steht, ist die Orts- und
Zeitabhéngigkeit der Temperatur in einem Festkorper. Denn bei Erwarmung eines sol-
chen Korpers wird sich die thermische Energie im Laufe der Zeit iiber den gesamten
Korper ausbreiten. Uberfiithrt man diesen Gedanken in eine mathematische Behaup-
tung, so erhélt man die Aussage: Die maximale Temperatur tritt entweder am Beginn
des Zeitintervalls oder am Rande des betrachteten Gebietes des Festkorpers auf.

Eins der ersten Maximumprinzipien stammt von Bernhard Riemann, welcher in seiner
Dissertation ein Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen aufstellte. Das heut-
zutage geldufigste Maximumprinzip stammt von Eberhard Hopf und bezieht sich auf
Losungen elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, zu welchem insbeson-
dere auch unsere in dieser Arbeit betrachteten harmonischen Abbildungen zéhlen.
Daher werden wir hier vom Hopf’schen Maximumprinzip bzw. von Variationen des
(schwachen) Maximumprinzips ausgehen.

Die grofite Anwendung findet das Maximumprinzip bei der Eindeutigkeit und Stabili-
tat der Losungen von Dirichlet-Problemen, welcher wir uns in dieser Arbeit auch wid-
men wollen. Weitere Anwendungen stellen dabei noch die Losungen von parabolischen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung und nicht-lineare Systeme mit quadratischem
Wachstum im Gradienten — auf welche wir spater auch nochmal zuriickkommen wer-
den — dar.

Wir werden uns, nachdem wir einige grundlegende Annahmen beziiglich zweidimen-
sionaler Riemann’scher Mannigfaltigkeiten und deren Metrik getétigt haben, mit Ab-
schitzungen fiir Jacobi-Felder auseinandersetzen, wobei wir dafiir den von S. Hilde-
brandt inspirierten Weg von E. Giusti [4] fiir unsere betrachteten geometrischen Grun-
dannahmen folgen. Dabei werden wir Jacobi-Felder in einen Tangential- und einen
Normalanteil aufspalten und insbesondere den Normalanteil sowohl von unten als auch
von oben beschrinken. Dadurch erhalten wir eine Beschrdnkung der Riemann’schen
Metrik fiir beliebige zweidimensionale Vektoren in Form der Christoffel-Symbole als
auch des metrischen Tensors mittels geeigneter Hilfsfunktionen.

Im darauffolgenden Kapitel nutzen wir diese Abschitzungen um durch die in [6] dar-
gestellte direkte Variationsmethode von Hildebrandt, Kaul und Widman auf unseren
Fall einer Kreissscheibe in einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit anzuwenden. Dabei
zeigen wir zunachst eine schwache Existenzaussage bzgl. des Minimierungsproblems
des Energiefunktionals, welche ohne weitere Regularitdtsannahmen auskommt. Diese



H

werden wir dann mittels der ersten Variation des Energiefunktionals und des Stampac-
chia’schen Maximumprinzips von Hildebrandt und Widman auf schwachharmonische
Abbildungen mit vorgeschriebenen Randwerten ausweiten. Auch wenn wir in dieser
Arbeit nur die Existenz schwacher Losungen beweisen, werden wir in den nachfolgen-
den Kapiteln in der Regel von einer C?-reguliren Losung ausgehen, da man eine solche
mit den in [13] von Morrey Jr dargestellten Methode erhélt.

Im néchsten Kapitel beschéaftigen wir uns mit der Eindeutigkeit und Stabilitdt von
Losungen des Dirichlet-Problems fiir harmonische Abbildungen in Form des Maxi-
mumprinzips von Jager und Kaul, wobei wir uns dafiir nach ihrer Arbeit [8] richten.
Eine Kernaussage fiir den Beweis dieses Maximumprinzips stellt die Abschétzung der
Hesse-Matrix der Abstandsfunktion dar, welche wir mittels Methoden von [5] durch
Jacobi-Felder abschétzen. Diese Abschétzung werden wir dann nutzen, um so nach-
zuweisen, dass die dafiir aufgestellte Vergleichsfunktion einem schwachen Maximum-
prinzip geniigt und somit das Maximumprinzip von Jager und Kaul zu erhalten.

Die Themen des letzten Kapitels stellen das Maximumprinzip der konvexen Hiille und
die Eineindeutigkeit der Dirichlet-Losung dar. Unsere Ausfithrungen dazu basieren
auf der Arbeit [16] von Sauvigny. Dieses Kapitel soll eine alternative Herangehenswei-
se zum Maximumprinzip von Jiger und Kaul darstellen. Die wichtigsten Unterschiede
bestehen zum einen darin, dass wir hierbei von einem stabilen Riemann’schen Gebiet
(im Gegensatz zum vorherigen Gebiet, welches durch die Normalreichweite bestimmt
wurde) ausgehen und mittels dessen eine Familie von Geodétischen betrachten, die
in Form eines Zentralfeldes eine einfache Uberdeckung der Kreisscheibe bilden. Zum
anderen verwenden wir anstatt der Abstandsfunktion eine geodétische Winkelfunkti-
on. Mit Hilfe dieser Winkelfunktion werden wir eine nichtlineare Differentialgleichung
herleiten durch die wir einsehen werden, dass die Winkelfunktion dem Hopf’schen Ma-
ximumprinzip geniigt. Dadurch werden wir zeigen, dass die konvexe Hiille der Dirichlet-
Randwerte stets die Bildmenge der harmonischen Lésung des Dirichlet-Problems ent-
hélt. Des Weiteren kénnen wir mit diesen Methoden die Eineindeutigkeit der Losung
gewahrleisten, sofern wir iiber eine topologische Randfunktion verfiigen. Diese Aussage
lisst sich sogar in dem Sinne erweitern, dass die Losung einen C?*-Diffeomorphismus
iiber das gesamte Gebiet darstellt, falls die Riemann’sche Metrik nicht zu sehr von der
Euklidischen abweicht. Zum Abschluss wenden wir die hier dargestellte Theorie sowie
die Erkenntnisse von Hildebrandt, Kaul und Widman aus [6] auf die Poincaré’sche
Halbebene an, indem wir eine sogenannte hemisphérische Metrik einfithren und den
Rand der oberen Halbsphire mittels Geodéatischen erzeugen, welche wir durch eine
Projektion wieder zu einem zweidimensionalem geodétischen Zentralfeld iiberfiihren.

Cottbus, den 20. Januar 2020 Marvin Kahra
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1 Einfiihrung

Wir erklaren zuerst die Gebiete
Bi={w=u+iveC:|w <1} und Qr:={X = (z',2?) € R*:|X| < R}

fiir die Koordinaten v + iv & (u,v) und (2!, 2?) mit 0 < R < co. Zudem statten wir
B mit der euklidischen Metrik (6;); k=12 und Qg mit der folgenden Riemann’schen
Metrik aus:

2
ds? == Y gjn(X)da’ da*, (1.1)
Gok=1
wobei die Koeffizienten die Bedingungen
g]k:gjk(X) E(Cl—‘ra(QiRaR)v ]7k: 1727 (12)
912(X) = g21(X) in Qg, (1.3)

€ ve= (L) eRPund VX = (z1,2?) € Qr  (1.4)

> =

2
NEP < D7 gin(X)eer <
Jk=1
mit der Holder-Konstante o € (0,1) und der Elliptizitdtskonstante A € (0, 1] erfiillen.
Damit kann man auf jede C'-Abbildung X : B — Qg das Energiefunktional

1 2 , )
E(X):= 5/ Z gix(X) (@l 2k + 2T ak) du A do (1.5)
5 Gk=1

anwenden. Eine Abbildung X heifit dann harmonisch, falls sie das nichtlineare ellipti-
sche System

2
Azt + > Pék(g;{bxﬁ + 22y =0 in B firi =1,2 (1.6)
k=1

erfiillt. Hierbei stellen F;'-k die Christoffel-Symbole

. 1, .
;‘k = 5 ng(gkﬁj +glj,k: - gjkl)’ Js kal = 1727 (17)
=1

dar, wobei wir mit (¢%); 12 die inverse Matrix zu (g;x); k=12 und mit dem Komma
bei g;1, eine partielle Ableitung in Richtung z! von gjk bezeichnen.

Unser Ziel besteht darin das Dirichlet-Problem zu l6sen, d.h. wir wollen eine har-
monische Abbildung X finden, welche X|gp = & fiir eine gegebene Randabbildung
d : 9B — Qp erfiillt.



4 1 Einfithrung

Dazu erkldaren wir das Gebiet
Kar(P) = {X = (a',2%) € Qp : dist (X, P) < M}

fiir einen festen Radius 0 < M < +oo und Mittelpunkt P € Qgr. Weiter fordern
wir von den Dirichlet-Daten ®, dass ®(0B) in diesem Gebiet enthalten und die Rie-
mann’sche Metrik aus (1.1) fiir den ganzen R? erklirt wird, indem wir sie aulerhalb
von Qi euklidisch werden lassen. Zudem bené6tigen wir noch den Begriff der Normal-
reichweite eines Punktes. Dies fiihren wir folgendermaflen ein: Die Normalreichweite
eines Punktes P € Qp bezeichnen wir als das Komplement des Schnittortes (engl.
cut locus) von P in Qp. In unserem Fall der Kreisscheibe Qg ist der Schnittort eines
Punktes P gerade der zu P konjugierte Punkt P in Qp, d.h. die Normalreichweite von
P wird durch die Menge {X € Qg \ {P}} dargestellt. SchlieSlich fordern wir noch,
dass Kps(P) in Normalreichweite von all seinen Punkten ist.

In den folgenden Kapiteln werden wir den Weg von Hildebrandt, Kaul und Widman [6]
beschreiten und mittels direkter Variation eine schwache Losung X fiir F(X) — min
mit den Nebenbedingungen X|sp = ® und X (B) C K;;(P) konstruieren, wobei

~ T
M<M< ——
NG

mit der oberen Schranke x an die Gaufi’sche Kriimmung K gelte.



2 Abschatzungen fiir Jacobi-Felder

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Theorie von Jacobi-Feldern auseinanderset-
zen. Dazu folgen wir den im Buch [4] von E. Giusti (nach dem Vorbild von S. Hil-
debrandt) aufgezeigten Weg, welcher darin besteht Jacobi-Felder in einen Tangential-
sowie einen Normalanteil aufzuspalten und diese beiden Anteile dann nach oben und
unten abzuschétzen. Daraus erhalten wir dann eine Wachstumsbeschrankung fiir alle
Jacobi-Felder.

Zum Einstieg in dieses Kapitel kldren wir zunachst einige Definitionen, beginnend mit
der in [15] Kapitel VIII, §5 von F. Sauvigny zu findenden Einfithrung der kovarianten
Ableitung.

Definition 2.1

Seien zu den Grenzen —oo < a < b < oo die Funktionen F(t) = (f'(t), f2(t)) €
C*((a,b),0) und J(t) = (j*(¢),5%()) € C'((a,b),R?), welche vom Intervall (a,b)
auf eine offene Menge @ C R? bzw. den R? abbilden, gegeben. Dann erkliren wir
die kovariante Ableitung des Vektorfeldes J langs der Kurve F' durch das
Vektorfeld

V
dtJ( )= (21(1), 22(t)), a<t<b, (2.1)

mit den Komponentenfunktionen

d
om o= YT Z 5 f te(ab), m=12 (2.2)
k=1

Mit Hilfe dieser Definition erkldren wir auch gleich die fir dieses Kapitel fundamentale

Definition 2.2
Ein Vektorfeld .J entlang einer Geodétischen Y : [0, 00) — Qg mit £V (0) = Y(0) #0
nennen wir Jacobi-Feld entlang Y, falls es die Gleichung

A
—— Y 2.
ST+ RULY)Y =0 (2.3)

erfiillt, wobei R(-,-) den Riemann’schen Kriimmungstensor im Sinne von

2
(R(U,V)W)l: S Rwiuivt, 1=1,2,
i,j,k=1
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fiir alle U = (u!,u?),V = (v!,0?), W = (w!,w?) € R? mit den Komponenten

0

l .o
R = ajr —r Zr]mg Zrkm;g, i, g k1 =1,2,

bezeichne. Die Gleichung (2.3) heiit Jacobi-Gleichung der Geodéitischen Y.

Zudem vereinbaren wir noch die Notation von Jy als vierdimensionalen linearen Raum,
der durch alle Jacobi-Felder entlang einer Geodétischen Y aufgespannt wird.

Fiir zwei beliebige Elemente J, J aus diesem Raum gilt mit Hilfe der Jacobi-Gleichung
(2.3):

[ 7) - G| = Gt ) - (2 v
:<R(J,Y)Y,J>—<R(JY) J>

d.h. es gilt dann sogar

\Y V - -
<dtJ J> <J’dtJ> =const. VJ,J € Jy.

Wihlen wir nun fiir J gerade Y aus, erhalten wir aus der Priamisse, dass Y eine
Geodatische ist, die Gleichheit

\% \% \%
<dtJ’Y> <J th> <dtJ Y> =const. VJ e Jy. (2.4)

Wir tétigen zunéchst die zusétzliche Annahme, dass die Geodétische Y Einheitsge-
schwindigkeit besitzt, d.h. HYH = 1. Auf diese Annahme werden wir allerdings zu
einem spéteren Zeitpunkt fiir unsere Abschétzungen der Jacobi-Felder verzichten.
Wenn wir die Setzungen

JT.=aV, a:= <J,Y>, Ry Gy

verwenden, konnen wir jedes Jacobi-Feld J € Jy aufteilen in eine Tangentialkompo-
nente J' und eine Normalkomponente J- geméfl

J=Jr+ T
Weiter folgt aus (2.4) die Gleichung

o= 4](Eo) (131}

=const. =0

Folglich erhalten wir daraus

VvV

VISRV =YV (aV) ¢ RV = () =aY =0,

dt dt

=0,da R schiefsymmetrisch



Also erfiillt JT die Jacobi-Gleichung und stellt somit wieder ein Jacobi-Feld dar. Eben-
so ist auch J* — auf Grund seiner Konstruktion und der Linearitit der kovarianten
Ableitung sowie des Riemann’schen Kriimmungstensors — wieder ein Jacobi-Feld.
Auflerdem folgt aus & = 0, dass wir die Tangentialkomponente eines Jacobi-Feldes
ausdriicken koénnen als

JT(#) = (at + DY (), te0,00). (2.5)

E. Giusti gibt die Konstanten zusétzlich mit

a:<ZJ®LYm», b=(J(0),Y(0)) (2.6)

an. Dadurch ist es uns moglich JT mit Hilfe der Anfangswerte .J(0) und J(0) zu
berechnen.

Somit fehlt uns nur noch eine Abschétzung der Normalkomponente von Jacobi-Feldern,
um so das Wachstum von allen Jacobi-Feldern zu kontrollieren. Wir fiihren deswegen
den Raum J# ein, welcher gegeben sei durch

Jg={Jed (1Y) =0}

Die Elemente dieser Menge bezeichnen wir im Folgenden einfachheitshalber als Jacobi-
Normalfelder. Unser Ziel wird es dabei sein, dass wir Schranken an diese Jacobi-
Normal-felder finden wollen, indem wir uns die Gauf’sche Kriimmung von 2z zu nutze
machen. Zu diesem Zweck betrachten wir das folgende Anfangswertproblem (AWP)

89+ sy =0, 519(0) =0, 819(0) = 1. (27)
Die Losung dieses AWPs ist

% sin(ﬁt), ¥ >0
sy(t) =<t, 9=0. (2.8)

\/%—19 sinh(ﬂt), ¥ <0

Weiter bezeichnen wir mit

zZ 9 >0
b= AV 2.9
v {oo, ¥ >0 (2:9)

die erste positive Nullstelle von sy. Im Folgenden werden wir fir ¢ entweder die obere
oder untere Schranke der Gaufi’schen Kriimmung einsetzen. Wir beginnen nun unsere
Abschétzungen mit der oberen Schranke x an die Gaufy’sche Kriimmung K in Form des

Lemma 2.3
Sei die Geodditische Y : [0,00) — Qg mit Einheitsgeschwindigkeit HYH = 1 gegeben

und J € Ji ein dazugehiriges Jacobi-Normalfeld, welches ||J(t)|| > 0 fir t € (0,t*)
erfille. Weiter sei k die obere Schranke an die Gauf’sche Krimmung K von Qp auf
dem geodditischen Teilstiick T'y» :== {Y (t) : 0 <t < t*}. Dann gilt die Ungleichung

2
ST+ RITO1 >0, t € (0,8). (2.10)
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Beweis: Wir erhalten die gewiinschte Aussage indem wir die folgende Abschétzung
mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung durchfiihren:

a2 d /. v

=5 17 (25
=117 (g )+ 11 o -1 (. )
— 1 <JdﬂJ-Huu VA i (03

Vv? v vV o\?

_ -1 v -3 e _ -
=1 (g ) e e - (2. 50) ]
> 117 (0, ) = a1 (RO )
- dtz ) )

IR {4Y)
R

=~ (RUY)Y,J)

=L
117 = (1Y)
= —K|J|| = |l

Darauf aufbauend zeigen wir

Lemma 2.4
Seien die Annahmen aus Lemma 2.3 erfillt. Zudem sei J(0) = 0 und t* < t,.. Dann
gilt die Abschdtzung

i) 20 e 24

Beweis: Wir erklaren die Hilfsfunktion
d .
Z(t) = I @llsx(®) = IT@)l3x(2)
und erhalten fiir ihre Ableitung unter Beriicksichtigung von Lemma 2.3:
. d? (2.7) d?
Z=— K Sk = Sk | 73 > ) ) ).
s = 1113 s(@ﬁwawﬂ 0, te ()

Somit ist Z(t) fur jedes ty € (0,t*) eine schwach monoton steigende Funktion auf dem
Intervall (tg,t*). Ferner erkennen wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

d /v _
i — <
Gl =117 (2. ) <117 57| = |57
und damit
d d \Y
== | J|8.] < |— s | < || — : *
121 = | g0 = 10| < [ 51w 17018 < | 37+ 100 2 € 0,8,




wobei wir ausgenutzt haben, dass s, auf diesem Intervall positiv ist. Fiihren wir nun
den Grenziibergang to — 0+ aus, so ergibt sich fiir s, und [|J][:

lim s (tg) =0, toll%l—i- [ (to)|| = 0.

to—0+

Folglich erhalten wir fiir den Grenziibergang bei unserer Hilfsfunktion

. Y . B
i 12(t0)| < T (| 500 [setto) + 1700 31(00)]) =0

bzw.

toh—>n(}+ Z(to) =0

Somit gilt auf Grund der schwachen Monotonie von Z:

o > 1 _ -
Z(t) t0h_>n(r)1+ Z(t) > tolg&_ Z(ty) =0, te(0,t%)

Schliefllich kommen wir dadurch auf die gewiinschte Aussage mittels

d (HJ(t)H) _ Sl IO llse®) — 17 @) l13e8) _ Z(1)

dt \ s.(t) s2 s te0.t).

Wir sind jetzt in der Lage mit Hilfe von Lemma 2.4 das nachfolgende Theorem zu
beweisen.

Theorem 2.5

Seien die Geoddtische Y : [0,00) — Qg mit Einheitsgeschwindigkeit und ein dazuge-
horiges Jacobi-Normalfeld J € J# mit der Anfangsbedingung J(0) = 0 gegeben. Weiter
gelte auf dem geoddtischen Teilstiick Iy, dass k eine obere Schranke an die Gauf$’sche
Krimmung von Qg darstelle. Dann gilt die Ungleichung

570 s <11 v e it (2.12)

Beweis: Da der Fall %J (0) = 0 trivialerweise erfiillt wird, kénnen wir 0.B.d.A. an-
nehmen, dass H%J(O)H > 0 gilt. D.h. es existiert ein t* € (0,¢,), so dass ||J(¢)| > 0
fir alle ¢ € (0,t*) erfillt ist. Zusammen mit der Aussage von Lemma 2.4 gelangen wir

zur Schlussfolgerung, dass % schwach monoton steigend auf diesem Intervall ist, d.h.
wir haben

J J
Iy < W0y 0 < g <t <10

Sk Sk
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Wir fihren nun wieder den Grenziibergang tg — 0+ aus und verwenden dazu die
Regel von L’Hospital gemafl

J|? 4072 J
lim H 2” (to) = lim %(fo) = lim dt2 H 2|| (to).
to—0+  s% to—=0+ 52 to—04+ d 4= 8

Die Terme dieses Bruchs kénnen wir so problemlos bestimmen und erhalten dafiir

dz d
Ta5h = 3 (2subi) =2 (32 + swin) = 2 [cos® (Vo) — sin®(V/kto)]

bzw. durch den Grenziibergang tg — 0+

2

%si =2 {cos (Vkto) — SinZ(\/Eto)} — 2

sowie

2 5 d /. V

Sl =5 (21 (.30 —2[< s > H ]

\v4 2

Folglich gilt

R(J, Y)Y,J>1 — QH )

9

lim
to —>0+ 8,.€

Somit ergibt sich die folgende Abschatzung fir ||.J|:

v
@1z | 570 a0 >0 ve©e)
‘—;6—’ >0 fiir t€(0,t,)

Allerdings erkennen wir daraus, dass ||J|| nicht vor ¢, verschwinden kann, also gilt die
Abschétzung (2.12). O

Wir kommen, nachdem wir nun unsere Abschétzung fiir die obere Schranke der
Gaufy’schen Kriimmung haben, zu Abschitzungen fir die untere Schranke w der Gauf-
krimmung.

Hierzu betrachten wir wieder eine Geoditische Y : [0,00) — Qg mit Einheitsge-
schwindigkeit und X (¢), X2(t) Vektorfelder entlang Y, welche

%Xk 0, (Xp,Xi)=0um, k=12,

erfilllen. Dann withlen wir eine Basis Ji(t), J2(t) des Unterraums J{ C Jy, welcher
definiert sei durch

Jy = {J € Jy : J(0) =0},



11

mit
\Y

—Ji(0) = X (0 k=1,2.
—J4(0) = X4(0), k=1,

Man kann zeigen, dass diese Jj linear unabhingig fir alle ¢ € (0,t;) sind. Dazu
nutzt man die Darstellung der Tangentialkomponente ((2.5),(2.6)) und die Abschét-
zung (2.12) fiir die Normalkomponente aus.

Wir fiithren als Néchstes eine assoziierte Darstellung von Jacobi-Feldern

2
J=> J"Xy
k=1
mittels der Vektorfunktion I = (J!, J?) ein, welche die Gleichung

2

v
N I Ral =
e + Ra 0

erfiillt. Dabei wollen wir R (t) = (rsx(t))s k=12 definieren als

2
L ..
Tsk = Z Tskim¥ Y™

l,m=1
mit
. 2 . . 2
V=>4 Xp, RUYVY = > roumt" 9" X,
k=1 s,k,lm=1

Seien nun Ji, k = 1,2, die Vektorfunktionen bzgl. J. Dann ist die Matrix A := (I, I2)
invertierbar und erfillt
\& \Y

@A + R4A =0, A(O) =0, &A(O) = (5kl)k,l:1,2~ (213)

Wir ermitteln fiir die folgende Rechnung die kovariante Ableitung der Inversen A~!:

0= V(A A) = YA A4 A Y g Vgt = g1 Y

_ —1
Cdt dt dt dt dt A4

Weiter erklaren wir dafir

S(t) = —%A(t)A‘l(t), te (0,8,).

Somit kénnen wir nun S kovariant ableiten und erhalten mit Hilfe von (2.13)

2 2
YS - _viAA*1 _ YAYAA = _ZAA*1 - YA <—AIVAA1)
dt dt? dt dt dt? dt dt
(2.14)
V2 \%

2
= —@AA‘l + (CMAA‘1> = R4+ S°.
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Zudem haben wir offensichtlich den Zusammenhang

S(t) =~ AW AT (1) = T A(t) = ~SA(H) <= 2 1(t) = ~S()I(1)
= V@) = ST, te (0 t).

dt

Fiir den néchsten Schritt wéhlen wir ¢y € (0,¢,) beliebig und setzen

2
J(to)
U() = uka(to) = T
kz::l ° 17 (to)
Weiter erkldren wir das Vektorfeld U entlang Y mit U(ty) = Up indem wir die Festle-
gung U(t) := S7_, ub X (t) treffen. Durch diese Setzungen ergeben sich die Gleichun-
gen

| =1, (U,y)=o,

da diese Gleichungen fiir ¢t = t( erfiillt sind und tg beliebig gewéhlt war sowie U und Y
parallel zueinander verlaufen. Folglich erhalten wir fiir unsere Gaufi’sche Kriimmung;:

w< K = <R(.U’?'/)Y’ v) — = (RUY)Y,U) <x. (2.15)
(U, U) (YY) - (0,Y)

Zudem folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

(SU,U)” < |SU[|U| = (SU, SU) = (S*U,U ). (2.16)
Um die letzte Gleichheit von (2.16) einzusehen, zeigen wir kurz, dass

(S(t0)Uo, Vo) = (Uo, S(t0) Vo)

fir alle t € (0,t;) und alle Uy = ué’Xk(to),Vo = v’SXk(to) € Ty (1){r gilt, also S
symmetrisch ist auf Ty (;,)Q2r. Dazu seien U(t) = uF X3 (t) und V(t) = v* Xp(¢) mit
u = A"Y(tg)ug bzw. v = A7 (tg)vp erkliirt. Dann ist die zu zeigende Aussage dquivalent
Al

0= —(S(to)Uo, Vo) + (Uo, S(t0) Vo) = lim [~ (SAU, AV) + (AU, SAV)]
\% \%
= lim KthU, AV> - <AU, thVﬂ =: tli_)rg) B(t).

Zusatzlich gilt fir S(t) der Grenziibergang:
lim 5(t) = (U(0),0) — {0,V (0)) = 0.

t—0
Wenn wir nun die Ableitung von (8 betrachten, fallt uns auf, dass
gﬁ* v—2AU AV ) — ( AU. v—2AV = (AU, RyAV) — (R4 AU, AV)
dt - a2 ) ) a2 - s LLA A )

= (RAAV,AU) — (RAAU,AV) =0
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erfillt wird. Dabei haben wir ausgenutzt, dass die kovariante Ableitung von X} ver-
schwindet — wodurch nur diejenigen Skalarprodukte ungleich Null sind, die keine Ab-
leitungen von U oder V enthalten — und die letzte Gleichheit aus folgender Symme-
trieeigenschaft des Riemann’schen Kriimmungstensors folgt:

(RUYY, V) = (RV,Y)Y,U).

Somit wissen wir, dass  konstant und 3(0) = 0 ist, also ist auch 3(¢o) = 0. Dadurch
wird unsere gewiinschte Aussage schliellich nachgewiesen.
Im Folgenden werden wir unsere gewonnenen Erkenntnisse dafiir verwenden eine obere

untere Schranke fiir Jacobi-Felder anzugeben. Hierzu berechnen wir mit Hilfe von
(2.14) erstmal

% (SU,U) = <ZSU, U> = (RAU,U) + <S2U, U> — <R(U,Y)Y, U> + <S2U, U>
und setzen
k(t) == (SU,U) (t), t € (0,t). (2.17)

Dadurch erhalten wir mittels (2.15)-(2.17) die Ungleichung

(1) = % (SU.UY (1) = (R, U (0) + (SO, (1) 2w+ K2(E) Wi € (0,1,).
(2.18)
Setzen wir auch noch h(t) := s,(t)k(t) + $u,(t) und differenzieren wir auch dieses

wieder, so ergibt sich dafiir mit (2.18):

h() = 8 (Ok(E) + 5 (OVh(E) + 50(8) > 5 (OR(E) + K2(E)s0 () + b (t) + wsuld)
—_—
=0 wegen (2.7) (219)
— B(t)k(t) VE € (0, L),

Wir bestimmen als Néchstes die folgenden Ableitungen fiir € > 0:

[ —fk(s) ds . —jk(s) ds
% h(t)e - = (ht) - k() e : :

| : . _fk(T)d . —jk(s) ds
% h(e) + / (h(s) = h(s)k(s)) e * ds| = (h(t) = h(Dk(®))e =

also ergibt sich

fjk(s) ds ¢ . ffk(‘r) dr
h(t)e - = h(e) + / (h(s) — h(s)k(s)) e ¢ ds.
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Weiter sehen wir mit Hilfe von Ungleichung (2.19) die Giiltigkeit von

/ (h(s) — h(s)k(s)) AT 0,

£

und somit folgt

- i k(s)ds
h(t) > h(e)e = Vt € (e,ty).

Wir betrachten als Néchstes den Grenziibergang ¢ — 04: Es gilt zunédchst

S(e) = —%A(t)/rl(t) ~ _é((sj Viket2 e

t=¢e

Ke) = (S(U (), U(e) = —— +0(1)

fiir £ nahe 0+4. Also bedeutet dies, dass lim._,o+ k(¢) = —oo gilt bzw. wenn wir wieder
auf die Funktion h(t) zuriickkommen

L 1) =l Go@ORE +4:00)) = i,

<_ 1 sinh(eyv/-w)
V-w 5

=1

)—l— lim $,(¢g)
e—0+
=1

=0.

Zusammengefasst ergibt dies

t
—fk:(s) ds
h(t) = lim h(t) > lim h(e)e - =0 Vte(0,t.)

e—0+ e—0+
$w(t)
w(t)

Indem wir uns an die Setzung Ul(tp) := HJ(io)II
Ungleichung die Giiltigkeit von
(S(to)J (to), J (to)) $w(to)
- = —(S(t0)U(to), U(to)) = —k(to) <
17 (to) 1 sw(to)
ein. Da ty € (0,tx) beliebig gewahlt war, gilt diese Ungleichung fiir alle ¢ € (0, ).
Folglich erhalten wir

= —k(t) <

vt € (0,t).

»n

) TOFTIO)  (SHI0,J0) _ sult)

di _ _

O]l Ok TP sy (SO

Beachten wir zuséitzlich aus dem Beweis von Lemma 2.4, dass

IO FT0) _ st
IT@)IF 7~ seld)

ST llse(t) = 170 3(0) 2 0 = Vi € (0,1)
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gilt, folgt schliefflich

) (JO.TI®) s
5@ = TOE T s

Jetzt werden wir noch fiir diese Abschiatzungen die Bedingung entfernen, dass die

Vit € (0,t,). (2.20)

Geodétische Y Einheitsgeschwindigkeit besitzen sollte. Hierzu setzen wir r := HY ,
Y(r):=Y(7) und J(7) := J(7). Damit haben wir auch wieder die Einheitsgeschwin-

digkeit HZH = 1 flir Y. Diese Notation wenden wir dann auf unsere soeben hergeleiteten

Ungleichungen an, wodurch diese die Form

i) _ (LD FID) _su(r)

se(T) T LMIF T se(T)

annehmen. Mittels der Skalierung 7 = rt ergibt sich

(J(), $T (1))
1@

VEcot(rty/k) < % < v/—w coth (rt@)

bzw.

(I, 57(1))
1@

Indem wir noch die Funktionen
an(t) == ty/rcot(ty/), te (0, %) ,
aw(t) ==ty —w COth(t\/ —w), t € (0,00),

einfithren und in den Ungleichungen ¢ = 1 setzen, erhalten wir

(MNP < (J0), 70} < aur) |7 P

rv/k cot(rtv/k) < < r@coth(rt@).

bzw.

an(r) = DI < (J0), 570) = J1)) < faulr) - YTOIF, rvr <
(2.21)

Wir benédtigen im Folgenden noch das

Theorem 2.6
Sei J ein Jacobi-Normalfeld mit J(0) = 0 entlang der Geoddtischen Y mit Einheits-

geschwindigkeit. Zudem seien w < K < k auf {Y (t) : t € (0,t5)} die untere bzw. obere
Schranke an die Gauf$’sche Kriimmung K. Dann ist % schwach monoton fallend

auf dem Intervall (0,t,) und es gilt die Ungleichung

170 < HZ#(O) sult) VEE (0,1,). (2.22)
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Beweis: Wir berechnen mit Hilfe von (2.20) die Ungleichung

(IIJ(t)||> _ &l @llse(®) — 1T 5.(6) _ [J@)ll (illJ(t)ll B éw(t)>
dt

) 20 " w® 0T s
ol (YOF0) _w0) o o,
wO o s ) 5 TE 0
>0
> -

Die gleiche Begriindung wie im Beweis von Theorem 2.5 liefert schliefllich die ge-
wiinschte Behauptung. a

Durch Kombination der Ungleichungen (2.12) und (2.22) erhalten wir die Abschétzung

[BAQI
su(t) < < su(t), te(0,t). (2.23)
[

Nun eliminieren wir auch hierfiir wieder die Bedingung der Einheitsgeschwindigkeit
fiir die Geodétische: Dazu verfahren wir analog zum vorherigen Mal und schreiben die
Abschétzung in quadrierter Form auf:

2 2

\%

\%
dr 20

I s2 (7).

w

——J(0)

$2(r) < |2 < ]

Die Skalierung 7 = rt liefert wieder

2

V0 )‘ 282 (rt) < ||J(2) H 282 (1)

dt
und mit den Setzungen
bult) = sin(t\/E), bu(t) = sinh (tv/—w)

/K ty/—w

erhalten wir fir t = 1:
H ) < ||1J(1) H b2 ), rVe<m. (2.24)

Fiir diese Jacobi-Feldabschétzungen geben wir im Folgenden eine kurze differential-
geometrische Betrachtungsweise nach dem Vorbild von E. Giusti aus [4] an, welche
es uns erlauben wird die Jacobi-Felder, die in den Ungleichungen (2.21) und (2.24)
auftreten, mit den uns bekannten Christoffel-Symbolen bzw. mit dem metrischen Ten-
sor und beliebigen Vektoren zu identifizieren. Hierzu erkléren wir zunéchst fiir einen
Punkt P € Qg die Exponentialabbildung durch

expp : TpQp — Qpr, v+—Y(1,Pv), v €& TpQpg,

wobei Y (t, P,v), t € [0,1], eine Geodétische mit Y (0, P,v) = P und Y(O, Pv)=w
darstellt. Dabei bezeichnen wir P als das Zentrum der Exponentialabbildung. Eine
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Normalkarte (¥, U) mit Zentrum P € Qg wird durch eine offene Menge U C Qg mit
P € U und einer Abbildung ¥ : U — R? der Form ¥ = ;o expl_g1 gegeben, wobei
t: TpQlp — R? eine lineare Isometrie darstellt.

Seien nun eq, eg die Orthonormalbasis von Tp{2r, welche unter ¢ die Standardeinheits-
vektoren des R? sind. Dann stellen

Xp(Q) = (dexpp),er, Q=exppv, k=12, (2.25)

die Basisvektorfelder der Normalkarte (¥, U) dar. Somit erhalten wir die Darstellungen

v=0(Q), gin(@) =g (¥7(2)) = (X;(Q), Xr(Q)).
Weiter gilt, da P das Zentrum ist, dass W(P) = 0 erfiillt wird sowie die folgenden
Gleichungen gelten:

d d d

(dexpplyv =g (expp(t) |, = [ (L Pt = GV (5 o))
=Y(0,P,v) =v, v€TpQp,

9jk(0) = (X;(P), Xy(P)) = (dexppej, dexpp ex) = (e}, ) = j.

Sei nuin ® = ®(t,a) = (¢'(t,),¢%(t,a)) eine Abbildung, welche fiir jedes a €
[—ao, apl, g > 0, eine Geodétische Y () = ®(¢, ) in Qp darstellt. Dann gilt

(Do) (Tany
dt do do dt

d2¢l 2 l dgf)k de™
B (dtda +kz Pen ™4 da

m=1

t=0

d2¢l 2 . dqbk de™
B (dadt * 2 Dom 30t
t=1 k,m=1
und damit fiir ein zulédssiges Vektorfeld Z entlang &:
(dod8y, VY, VYV, (Vi _Vd), ¥V, vV
o

t=1

T dtde” T dadt dtda  dadt)”  dtda”  dadt

Wir erhalten aus diesen beiden Gleichungen

V2dd VVdd V Vdd d® dd\ d® V V. o
(dt, da) i, EY —R(J,Y)Y
~—~—

d2da  dtda dt  dadt dt

\V&: .
—J+R(JY)Y =0.
= + R(J,Y)

Somit stellt % = J ein Jacobi-Feld dar. Wir setzen Y (t) := expp(tv), dann ist

2
O(t, @) = expp(t(v + af)) VE=D &ey € TpQg
k=1

eine Geodétische mit ®(0, a) = P. Folglich haben wir dadurch das Jacobi-Feld

o

2
J(t) = da = (dexpp)i(vtac) (tf)‘a_o = (dexpp)uw(t€) = > t&*(dexpp)werv
= k=1

2
(2.25) STt XL (Y (1), telo,1).
k=1
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Entsprechend gilt dann fiir dieses Jacobi-Feld mit Q = Y (1):

2

2 2
J0)=0, J(1)=> "X(Q), Zs’“Xk P)=>Y ¢re=¢,
k=1 k=1

2

2
= &X(@Q+ Y THET()X(Q).
k=1

Jok,l=1
Mit diesen Gleichungen erhalten wir wiederum:

2

H Z Suelel, T2 = 3 (Xi(Q), Xi(Q)) kel = Z gEFE, (2.26)
k=1 k=1 k=1
v k m
<J<1>—J<1>,J<1>> Y TR E (X(Q), Xn(Q))
dt 7.k, lm=1
= Z Gkm jléj Z Pm]lgmfj ()
7.k, lm=1 7,l,m=1

Unter Verwendung der Notation v = 3 2_; 2Fe, und Y (t) = S7_, 9%(t) X (Y (t)) folgt

2

S (expp(t))]_ = Y (dexpp)urter = S X (v zx e

= k=1 k=1

Y(1)=

bzw. §'(1) = 2!, | = 1,2. Somit erhilt die letzte Gleichung aus (2.26) die Gestalt

2
<VJ(1) —J(l),J(1)> = 3 Iyugichal, (2.27)

dt jkl=1

Ferner konnen wir uns noch die Eigenschaften von K/ (P) zunutze machen indem wir
U = Kp(P) setzen. SchlieBlich fassen wir unsere Uberlegungen aus diesem Kapitel
zusammen zum

Theorem 2.7

Seienw < K <k mit —oo < w <0 < k < 400 die Schranken an die Gaujf$’sche Kriim-
mung K auf Kpr(P) und M+/k < 7. Dann existiert eine Normalkarte (U, KCps(P)) mit
Zentrum P und Riemann’schen Normalkoordinaten X = U(Q) fir Q € Ky (P), so
dass die folgenden Abschitzungen fiir alle € € R? gelten:

2 2 2
S lan(1X]) = geed < > Tjualehe < 37 [aw(IX]) — guéle (2.28)
gk=1 gk, l=1 j.k=1
b(|1X)IEf? < Z giR& R < B2(IX))IEP. (2.29)
7,k=1

Beweis: Die Ungleichungen folgen sofort aus der Kombination von (2.21),(2.24),(2.26)
und (2.27). O



3 Existenz schwachharmonischer
Abbildungen

Wir folgen nun der direkten Variationsmethode von Hildebrandt, Kaul und Widman
aus ihrer Arbeit [6] um eine schwache Losung fiir unser Problem herzuleiten. Dazu
betrachten wir den Sobolev-Raum Hj(B,R?), welcher sich aus den messbaren Ab-
bildungen X : B — R? mit X o x~! € HQI,ZOC(W', R?) fiir jede Karte x von B mit
Reichweite W C R% = {X € R? : 2% > 0} zusammensetzt. Die Hilbertraumstruktur
ist dort durch ein Skalarprodukt mit der assoziierten Norm

IIXIIfz/ \X|2duAdv+/ e(X)du A dv
B B

definiert, wobei die Invariante e(X) allgemein in lokalen Koordinaten durch

=[G )]
bzw. fir x = Id

e(X) = 5 (1wl +1f?)

gegeben ist.

Falls wir von einem X € Hi(B,Qpg) fordern, dass seine Bildmenge innerhalb der
Normalreichweite eines Punktes @@ € Qg liegt und seine Darstellung in Normalkoor-
dinaten um den Punkt Q zu Hi(B,R?) gehort, so kénnen wir Hi(B,Qr) eindeutig
definieren, da die Verkniipfung einer Hj-Funktion mit einer C''-Abbildung wieder eine
H}-Funktion ergibt. Analog folgt dies auch fiir H}(B,Qg) und H} N L>®°(B,QR).

Als Néchstes fithren wir die Notation d(Q) ein, welche den Abstand von @ zu seinem
Schnittort bzw. konjugierten Punkt @ misst. Dann erkliren wir fiir beliebiges Q € Qg
und M < d(Q), die Menge

Dy = Dy (Q) = {X € H}(B. Q) s sup dist(X(1,0), Q) < M} . (3.1)

Wihlen wir eine Normalkarte mit Normalkoordinaten x = (2!, 2?) und Zentrum Q,
so dass @ = (0,0) gilt, folgt daraus die Identitat

Dy(Q) = {m € Hy N L>(B,QR) : sup |z| < M} C Hy(B,QR).
B

Wir kommen nun zu einer ersten Existenzaussage fiir unser Variationsproblem:
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Lemma 3.1

Sei Ky;(Q) in Normalreichweite seines Zentrums Q und M < JW’ wobei k > 0 eine
obere Schranke an die Gauf$’sche Kriimmung von Qg darstelle. Dann existiert zu jedem
¢ € Dy (Q) eine Lisung zum folgenden Problem

E(z) — min, =€ Dy(Q)N{x— ¢ c Hi(B,R?)}.

Beweis: Wir setzen zunéchst die Abschétzung (2.29) in (1.5) ein und erhalten fiir ein
co > 0:

1 2 . .
E(z) = 5/ Z gjk(x)(xixﬁ + x{,xﬁ) du A dv
B k=1

1 1 ~
5 [ DDl + ) dundo > 5 BT (ol + fou ) du A do
B B

Y

> co/(|acu|2 + |zo?) du A dv = CO/e(x) du Ndv Vo e Dy (Q),
B B

da b2(|z|) € (0,1] auf dem Intervall [O, ﬁ) eine monoton fallende Funktion darstellt

und M < -Z— ist. Daraus folgt

2Vk
HxH%:/ i:\j du/\dv—i—/e(X)du/\dv§01(M2+E(a:))
B <2, wegen (3.1) 5 y
<cy'E(x)

mit einer Konstanten ¢; > 0. Somit ist eine minimierende Folge {x;}3°, in Hs(B,R?)
beschrankt und konvergiert schwach gegen ein x € D;;. Da B isomorph in den R?
eingebettet werden kann, ist E unterhalbstetig und erfiillt

liminf E(zy) > E(x)

k—o0

(vgl. Theorem 1.8.2 aus [12]). Dann gilt fiir das Infimum & von E:
E=infE(zr) < E(z) < lilgninfE(:ck) =inf E(z) =€,
—00

also die Gleichheit £ = E(x) und somit stellt z das von uns gesuchte minimierende
Element dar. g

Unser néchster Schritt besteht darin, dass wir die erste Variation von F an der Stelle
x € D,;7(Q) in Richtung 1 bestimmen:

5B(r,) = Tim. %[E(x +e4) — B(a)]. (3.2)
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Dieser Grenzwert existiert fiir alle v € H) N L>®(B,R?), so dass = + 1) € D (Q)
fiir alle hinreichend kleinen € > 0 gilt. Dabei berechnen wir folgendermafien die erste
Variation von E:

E(z,0) = lim L[E(z +et) — B(x)]

e—0+4+ €
= lim B/ kz girlz +20) (2 + o+ 20)k + (@ + )i (@ + 0)}

- Z g]k(m){xja: +alx v] du A dv

1 [ & ginlr+ey) —gu(@) j
+§/Zal_l>%l+ 6 [:Ux + 22k du A dv

(3.3)

Diese erste Variation werden wir im Folgenden genauer untersuchen und zeigen, dass
sie fiir die Losung unseres Variationsproblems verschwindet.

Doch zunéchst machen wir uns den Zusammenhang zwischen den Christoffel-Symbolen
der ersten und zweiten Art bewusst:

, 1 32
> gally, = Z 919" (Gkm.j + Gmik — Gikm) = B > Gim(Grm.j + Gmik — Gikm)
i=1 m=1

zml

1 .
= i(gkl,j + g1k — 9ik) = Lk, 4,k 1=1,2,
(3.4)

und erkennen damit das Additionstheorem fiir die Christoffelsymbole:

1 .
Liw +Trjr = E(gjk,l + 91k — Gkl + Gik1 + Gk — Gik) = Gikl,  J kK, 1=1,2.  (3.5)

Mithilfe dieser beiden Gleichungen kénnen wir die zweite Summe von de(x, ) aus
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(3.3) darstellen als

2 ) ‘ 1 2 . .
5 > gima(@)|wlal +elal|vt = 5 3 (Tt Tuge) |whal + alat] !
; k=1

e
=

—
Il
—_

_ % | 22: (gjmrﬁ + gkmr’ﬁ> {:c{txﬁ + x{,xﬁ] i

2
=5 2 (mlW +gmI) [ehal + olat] o’
2 . . 2 . B
— Z 9imIp [m{b.’vﬁ + ximﬂwl = Z gijS%l [m{tmum + CL’%J)LR} @ZJZ.

7,k lm=1 7,k lm=1

Wir fassen die bisherigen Uberlegungen zusammen zum

Lemma 3.2
Die minimierende Funktion x aus Lemma 3.1 erfillt

SE(x,1)) = /5e(x,¢) durdv>0 Vo e H)nL®(B,R?), (3.6)
B
so dass x + € € Dy;(Q) fiir hinreichend kleine € > 0 gilt mit

2
se(z, )= > gk lxg; (d)ﬁ + anzxu%l) + ) (w{j + Fg,$g¢l)] , (3.7)

jkdm=1

Ausgehend davon kommen wir auch gleich auf das folgende

Lemma 3.3
Sei die Funktion ¢ aus Lemma 3.1 gegeben und erfiille zudem ¢ € Dy fiir ein M < M.
Dann enthdlt Dys auch die Lisung x des Variationsproblems und fiir diese gilt

SE(x,1) =0 Yo € H}NL®(B,R?).

Beweis: Wir betrachten die Funktion n € C§°(B,R) mit n > 0 und folgern aus der
Bedingung ! > supp 7, dass en € [0,1), weil

0<en<esupn <1l
B

Folglich gilt

|z —exn| < |1 —en||lz| <M Va €Dy

€(0,1]
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und aus der selben Uberlegung sehen wir & —can — ¢ = z(1 —en) — ¢ € ﬁ%(B,R2)
ein. Setzen wir nun ¢ = —xn als Testfunktion in Lemma 3.2 ein, so erhalten wir

0E(x,zn) <0. (3.8)

Unter Verwendung der Gleichheit gjk(x)xj = 2, j k = 1,2, aus dem Gauf’schen
Lemma und der Ungleichung (2.28) kénnen wir (3.7) mit unserer Testfunktion folgen-
dermaflen abschétzen:

de(z,xn) = Z 9jk [x]( an)k 4 T8 2y 77) —i-x{,(( nk 4+ 1Tk 2my 77)]
7.k, Im=1
2

= gjklx (x N+ nxk + Tk 2l xn)+ (w Mo +nay + Ty, xn)]

]7k7l7m 1
2 . . 2 . .
= > gpat @l +aim) +n > (g + Djua’) (2lak + 2)ak)
Jik=1 Jik =1

2
= > o @lnu+aln) +n Y (g + Tyua') (@l + wfa)

=1 k=1
= % (6532% + 65)‘2771,> + njgj:l (gjk + iz )(xja: + zlah)
> ;(65)2% v 8(’;;‘2%) +nj§::1 (s5+ anlel)gsi — ge) (adh + )
> ;(a’;;'Q u + ag i m) +nax(M) 22: gin(@wy + wlay)
>0 J,k=1
(5Lt

da ax(|z|) auf dem Intervall {0, ﬁ) eine monoton fallende Funktion darstellt, M <

\/LQ? und a, (x/LzT;) — 0 ist. Weiter erkennen wir in Bezug auf (3.8) |z|* € HNL>®(B,R)
als eine schwache Unterlosung des Laplace-Beltrami-Operators auf B.

An dieser Stelle wollen wir das Stampacchia’sche Maximumprinzip von S. Hildebrandt
und K.-O. Widman [7] (Lemma 2.1) mit A%’ = 16,5 und B = 0 verwenden und
nach dem Vorbild von E. Giusti [4] ausfithren: Wir fithren zunéchst die Hilfsfunktion
h(u,v) := |z(u,v)|?* ein und iibernehmen aus unseren vorangegangenen Uberlegungen
die Abschitzung

1
0>d6E(x,zn) = /(56(33,3077) du A dv > /g(huﬁu + hyny) du A do. (3.9)
B
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Weiter erkliren wir noch ko := supgg h und 7®) := max {h — k,0}, k € R. Mittels
dieser Notation erkennen wir sofort, dass die Spur von n(ko) auf 0B verschwindet, d.h.
nko) ¢ H3(B,R). Dies gilt allerdings auch fiir n®), k> ko, da 0 < n) < pko) jst.
Also wissen wir dadurch, dass 7¥) € HJ(B,R), k > kg. Als Nichstes fithren wir die
Mengen

B, == Bn{(u,v) : h(u,v) <k}, B :=BnN{(u,v):h(u,v) >k},

BY := BN {(u,v) : h(u,v) = k}

ein. Dann gilt fiir n*):

n®™ =0 fi. auf B, n® =h—kfi auf B, n® =h—k=0auf BY.

Diese Betrachtung kann man auch nach einem bekannten Ergebnis von Morrey auf
die Ableitungen von n*) ausweiten und erhilt dann

nék) =0 f.i. auf B, n®) = h, f.ii. auf B, n&k) = he = 0 fii. auf BY, o= u,v.

o

Da die Ableitungen von n*) bis auf B,‘: fast iiberall verschwinden, ergibt sich unter
Beachtung von (3.9) und der Setzung n = n*) die Abschétzung

/]Vn[2du/\dv: /ni—i—ngdu/\dv: /hunu—i-hvmdu/\dv
B

+ +
By By

= /hunu + hyny du A dv < 0.
B

Demnach verschwinden n,,n, fast Uberall auf B. Weiter gilt auf Grund der Poin-
caré’schen Ungleichung, dass eine Konstante C' existiert, welche

In —nlosllL2sy < ClIVAllL2 (s

erfiilllt. Zusammen mit der vorherigen Abschitzung und dem Wissen, dass die Spur
von n auf B verschwindet, folgt

In = nlosll r2(p) = lInll 25y < 0.

Folglich gilt n = 0 fast iiberall auf B, d.h. h < k¢ fast iiberall auf B. Somit erhalten
wir das Stampacchia’sche Maximumprinzip:

sup |z|* = sup h < sup kg = sup (sup |x|2> = sup |z|?.
B B B B \ 0B OB

Betrachten wir aulerdem ¢ als Repréasentant von ® analog zu x als Reprédsentant von
X, so gilt:

sup [2]? = sup|p[> < M2.
OB OB

Somit haben wir den ersten Teil des Lemmas bewiesen.

Fiir den zweiten Teil nutzen wir aus, dass deswegen auch supp |z| < M gilt, d.h. wir
kénnen von x aus auch ein Stiick in Richtung —e1) gehen ohne die Kreisscheibe D;
zu verlassen. Auf diese Weise erhalten wir © + ey € Dy fiir alle ¢ € Hj N L>(B,R?)
und alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Folglich liefert Lemma 3.2 sowohl eine untere als
auch eine obere Schranke an JFE(z, ). Dies fithrt zur gewiinschten Gleichheit. O
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Wir wollen als Néchstes den Begriff der schwachen Harmonizitdt kldren und werten
dazu das folgende Integral fiir eine harmonische Abbildung X mit Reichweite innerhalb
von Kp(Q), M < d(Q), mittels partieller Integration aus:

2 2
[ Stelel +alel) = 3 Thulalel + alab)e dun

2 2
—/ZAa:jcpj—l— Z Fé adxk 4 2l a®) ol du A dv

5 =1 jkd=1
/ 2
B =1

Somit erfullt = als Repriasentant von X die Gleichheit

2
Azl + Z Fék(ac{,rﬁ +alaf) | fdundv=0 Ve H}nL®B,R?).
Jk=1

=0 wegen (1.6)

/5@@;, e)duAdv=0 Ve H}NL®B,R?), (3.10)
wobei
= (el +alel) = > Thlalal + zlay)d'. (3.11)
j=1 4.kl=1

Damit kénnen wir nun die folgende Definition einfiihren:

Definition 3.4

Eine Abbildung X € H}(B,Qg) heiit schwach harmonisch, falls fiir einen Punkt
Q € Qp das Bild X (B) innerhalb der Normalreichweite von @ liegt und ihr Représen-
tant = in Normalkoordinaten die Gleichung (3.10) um den Punkt @ erfiillt.

Durch Einsetzen von ¢/ = Y"7_; gjx¢* in (3.11) ergibt sich zusammen mit (3.4) und
(3.5):

2 2
=D (el +alel) = > Tipladay +alay)y!
=1 jkl=1

2 ik 0 0 8
Z 9jk l‘ ¢ + wiv + Z x . 9ik + xv ik 1/1
J,k=1 7,k=1 “Ou Qv

- Z gim Ll (el + aal)y™

7.k, l,m=1

2
= > giladpl +aled) + Y (elgipd, + wlgikrh) "
],kzl ]7k7l:1
2 . .
> Tye(alal + xlal )y

jvkal:]-
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2 2
= > gl +alwl) — > Tyeladal + alai)y!
_],kzl ]»k"lzl

+
Js

2 2
= > gin(@lvh + alul) — > Typ(adal + adal)y!
k=1 Jik,I=1

ol
=M

|2, (Dji + Tigr) @ty + 23 (Djr + Tigr) 2l |
1

_l’_

M~

|2, (Djie + Tygi) @ + 2 Dy + Tygy) k] o
k

~

=1

<.

2
gie(@ ol +2lk) + 37 Tyuladah + adak)pl = de(z, ).
=1 gkI=1

o

o

75

Also ist eine Abbildung genau dann schwach harmonisch, wenn sie ein kritischer Punkt
des Energiefunktionals F ist. Damit sehen wir auch die Koordinateninvarianz in der
Definition von schwacher Harmonizitét ein: Falls ndmlich X (B) innerhalb der Nor-
malreichweite eines anderen Punktes Q € Qg liegt, dann reprisentiert Z in Normalko-
ordinaten um @, mutatis mutandis, die Gleichung (3.10).

Zum Abschluss dieses Kapitels fassen wir unsere bisherigen Uberlegungen zusammen
zum

Theorem 3.5

Sei das Bild ®(B) C Kxi(Q) der Punktion & € H3(B, Q) fir M < min {;7-.d(Q)}
gegeben, wobei k > 0 die obere Schranke an die Gaufl’sche Kriimmung darstelle. Dann
existiert eine schwach harmonische Abbildung X € H3(B,Qgr) mit X(B) C Ky (Q),

so dass X (u,v) = ®(u,v) auf OB gilt.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Lemmata 3.1 bis 3.3 fiir ein M, welches
M < M < min{Qz;E,d(Q)}

erfiillt, sowie der oberen Erkenntnis zum Zusammenhang zwischen schwach harmoni-
schen Abbildungen und Extremalen des Energiefunktionals E. O

Bemerkung 1:
In dieser Arbeit haben wir nur den Weg zu einer schwachen Losung aufgezeigt. Aller-
dings ist es auch moglich eine C2-Regularitéit in B fiir die Losung X im Sinne von

X € C*(B,Qr)NC°B,QR)

zu erreichen, falls die Randfunktion ® zusitzlich mindestens eine C'-Regularitit auf-
weist und so eine harmonische Losung zu erhalten. Dies haben Hildebrandt, Kaul
und Widman in [6] mittels Theorem 1-4 fiir Dimensionen n > 3 gezeigt. Fiir unseren
zweidimensionalen Fall verweisen wir dafiir auf die Arbeit [13] von Morrey Jr, wo-
bei man dafiir noch eine Abdnderung mittels Eigenschaften der Christoffel-Symbole
und des Gauf’schen Lemmas von (2.28) durchfithren sowie die Abschitzung (2.29)
hinzuziehen muss.
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In diesem Kapitel werden wir ausgehend von der Existenz einer harmonischen Abbil-
dung eine Theorie zur Eindeutigkeit und Stabilitdt von harmonischen Abbildungen
darstellen. Dazu werden wir auf unsere Uberlegungen aus Kapitel 2 zuriickgreifen und
Abschéitzungen fiir die Hesse-Matrix einer neuen Hilfsfunktion, welche aus der bereits
bekannten Funktion s, hervorgeht, herleiten. Mit Hilfe dieser wird es uns schliellich
moglich sein, ein Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen von W.Jager und H.
Kaul anzugeben. Wir werden uns daher in diesem Kapitel auf ihre Arbeit [8] stiitzen.
Wir beginnen unsere Ausfithrungen indem wir die C?-Abbildungen 1,45 : B —
[O, %) sowie ¢ : [O, %) — R betrachten und fiir diese die Funktion

2
Y= Z¢owk.
k=1

Zudem bezeichnen wir mit £ den auf B erklirten selbstadjungierten elliptischen Dif-
ferentialoperator

L(f) =V (e75Vf) ¥feCXBR). (4.1)

Damit gelingt es uns die folgenden Lemmata zu beweisen:

Lemma 4.1
Es gelte ¢'* < ¢". Dann gilt fiir jedes ¢ € C%(B,R,.), welches Vi)(u,v) = 0 auf der
Nullmenge 1~1{0} := {(u,v) € B : ¥(u,v) = 0} von ¢ erfillt, die Ungleichung

At auf {0}
£ S0) = ) , 4.2
(*v) 2 {Aw — e+ SR (¢ 0 dk) Avy auf B\ {0} )

Beweis: Wir berechnen zunéchst allgemein
L(e®) =V (e72V (Pp)) = V- (Vi + 0VE) = A¢ + YAD + (Ve), V) .

Betrachten wir die Gleichung auf den Mengen aus (4.2), so fillt uns bzgl. ¢y ~1{0} auf,
dass

c (e%) — A
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gilt, da dort ¢ = 0 und Vi = 0 nach den Voraussetzungen erfiillt werden. Auf der
Menge B\ ¥~!{0} erhalten wir hingegen

£(ey) = A@D+¢ZA ¢ 0 Py) +Z Vi, V (¢ 0 9r))

k=1
2
—Awwz[ (6" 0 ) VO + (¢ o ) Ay | + 3 (6 0v) (V16, V).

Zudem konnen wir die Young’sche Ungleichung in Kombmatlon mit der Ungleichung
von Cauchy und Schwarz folgendermaflen anwenden:

5
/ \Vi ,V < / 2 v 2+ H<V¢7V¢k>H
16" (o) (Yo, Vo) | < |6 (o) || Ve | [V
Ivy|*
< (¢ () IV n* + T
woraus sich
2
(00) (e, V) =~ (o)) 190l - 5 =12

ergibt. Indem wir diese Abschétzung in unsere Gleichung fiir den elliptischen Dif-
ferentialoperator einsetzen, folgt unter der Voraussetzung ¢’ 2 < ¢" die gewiinschte
Ungleichung

(E¢)>A¢+¢Z¢ wwk+z{ /) — (/)] IVl _HZZHZ}

> Awwzq%(wkm - ”V;f;”.
k=1

Lemma 4.2
Sei J ein Jacobi-Feld entlang der Geoddtischen Y : [0, p| — Qg mit Einheitsgeschwin-
digkeit, so dass J € JY Zudem sei 0 < p < = Jn erfullt Dann gilt die Ungleichung

(3 37) @)= (2370 2 0 (O + TGP - 5

Beweis: Wir erklaren zundchst mit s : R — R die Lésung des Randwertproblems

8(t) +rs(t) =0, s(0) = [IJO),  s(p) = 1T ()

und definieren uns analog zum Beweis von Lemma 2.4 eine Hilfsfunktion

Z(t) = %IIJ(t)HS(t) = J@®ll5(), ¢ <0,p],

die auf jedem Intervall (a,3) C (0, p), welches keine Nullstellen von J aufweist, dif-
ferenzierbar ist. Fiir diese Hilfsfunktion entnehmen wir aus dem angegebenen Beweis
die Eigenschaft, dass Z(t) > 0 fiir alle t € (a,b) gilt, d.h. Z ist auf dem Intervall (o, §)
schwach monoton wachsend und erfiillt somit Z(a +0) < Z(8 — 0).

1T O)IIT(o)I-
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Die Funktion s konnen wir auch explizit darstellen als
wt) = 17Ol =) + 10t
sk(p)

woraus wir unmittelbar die Nichtnegativitdt von s auf dem Intervall [0, p] erhalten.
Weiter ergeben sich mittels Differentiation bei 0 und p die Ableitungen

o1 IO 1T, =IO+ [T ()
0= 5x(p) » ) (o)

Wir sehen sofort ein, dass fiir J = 0 die Aussage trivialerweise erfiillt wird. Daher
gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass J # 0 gilt. Also besitzt J auch nur endlich viele
Nullstellen

)

0<ty <t <. ... <t <p.

Weiter geht aus der Taylor-Entwicklung

G20 = S|, =1k,
bzgl. Z die Abschétzung
Z(ti—f-O)—Z(ti—O)—QS( ) dtJ(ti) >0

hervor. Also erhalten wir zusammen mit unseren vorherigen Uberlegungen zu Z die
Ungleichungskette

Z04+0)<Z(t1 —0) < Z(t1+0) < ... < Z(tx +0) < Z(p — 0).
Schliellich folgt daraus
0<Z(p—0)—Z(0+0)
= 8(p)i||JH(p— 0) = s(p) 1T (P — 8(0)%\\JH(0 +0) = 3(0)[|7(0)]]
= 1T ||J||(p 0) $x(P)II(P)]| = [I7(0)]]

17 (o)l = IIJ(O)H%IIJII(OJr 0)

sk(p)
Wl = 41O
+ RO o))
_ v \Y $(p) 2 2y 2
= (137 ) )= (2.557) O = =5 (LTI + 17} ) = —= 7O
O

Wir wollen nun die Funktion s, aus (2.8) mit dem Anfangswertproblem (2.7) dafiir
nutzen, die Hilfsfunktion

gu(t) = / su(r) dr (4.3)
0

einzufiithren.
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Daraus ergibt sich unter Beachtung von der Definition von s, die Darstellung

1 — COS K K
) { (1= cos(ty/i)), K >0

. 4.4
%tQ, k=0 (44)

Ferner erklaren wir die Riemann’sche Metrik
(u1 @ ug,v1 ®v2) := (u1,v1) + (ug,v2), us,v; € Ty, Qr, y; € Qr, i=1,2.

Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels wollen wir uns die Eigenschaft der Abstands-
funktion dist zunutze machen, dass dist € C? auf U; x U, auBerhalb der Diagonalen
{(z,z) : z € Qr} C Qr x Qg fir Uy, Uy C Qg gilt, falls Uy, Us offene Mengen sind,
welche die folgende Bedingung erfiillen:

Jedes Paar yy € Uy, yo € Us kann durch genau einen minimierenden (4.5)
geoddtischen Bogen auf Qr verbunden werden. '
Sei ¢ : R — R eine C2-Abbildung mit ¢'(0) = 0, wie zum Beispiel ¢ = ¢,, dann ist
die Komposition ¢odist : Uy x Uy — R nach [8] resp. [5](§ 5.1) ebenfalls aus C?. Wir
fiihren daher fiir diese Komposition mit g, die Hilfsfunktion

Qr :=qgodist: Uy x Uy — R

ein. Als Néchstes wollen wir die Hesse-Matrix von Q. abschitzen und betrachten zu
diesem Zweck das

Lemma 4.3
Seien Uy, Us C Qg offen und erfillen die Bedingung (4.5). Zudem gelte

. s
dist(y1,y2) < —= Y(y1,92) € Uy x Us.

NG

Dann gelten die folgenden Abschdtzungen fiir die Hesse-Matriz von Q:

v, Y1 = yo
V2Q,{ v,v| > 2
[ {Wéi;i%i,ﬁ —RQuWP. o #

fir alley = (y1,y2) € Uy xUs und fir alle v = v1®vy € T, Q@ Ty, Qr = Ty (Qr X QR).
Insbesondere gilt fiir die Spezialfille v =0® p und v = u @ 0 die Ungleichung

V2Qu|v,v] 2 (1= kQu(y) Il

Beweis: Wir beginnen diesen Beweis indem wir p := dist(y1,y2) setzen. Falls p > 0,
d.h. y1 # yo, gilt, erkliren wir mit e;(y) € Ty, Qg, i = 1,2, den dufleren Einheitstan-
gentenvektor der eindeutigen minimierenden Geodétischen v, welche y; und yo mitein-
ander verbindet. Dann teilen wir die Tangentenvektoren v;, ¢ = 1,2, folgendermafien
in einen Tangential- und einen Normalanteil auf:

v = (e ely), vi=vi—y
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Wir erhalten somit fiir den Gradienten der Abstandsfunktion die Darstellung
Vdist(y) = e1(y) ® ea(y) fiir p >0 (4.6)

und wir folgern daraus unter Beachtung der Kettenregel fiir den Gradienten und die
Hesse-Matrix von @, die Gleichungen

VQ. = {9’ A {0’ o (4.7
dx(p) - Vdist, p>0 |sc(p)ler(y) Bexy), p>0
v2Q, [y, y} = (D, VQy,v) = (D, (s, o dist)V dist +(s, o dist) D, V dist, v)
(4.8)

= D, (s, o dist) (V dist, v) + s,(p)V? dist [V, 1/].

Hierbei stellt D, die kovariante Ableitung bzgl. des Tangentialvektors v dar. Da die
kovariante Ableitung eines Skalarfeldes identisch mit der partiellen Ableitung des Ska-
larfeldes ist, gilt

2
Dy (s odist) = 5.(p) > _ (Vdist)*v™ = 5.(p) (V dist, v) .

a=1

Wir erhalten also erstmal fiir (4.8):
V2QH[1/, 1/] = $,(p) (Vdist(y), )2 + s, (p) V2 dist {y, y}, p > 0.

Weiter folgt fiir p = 0 mit g, (t) = %t2 +O(t?), also mit Q. = %dist2(y1, Y1)+ ..., dass

VQ. 1] = g G et )|

242 t=0

fiir einen beliebigen glatten Weg ¢ mit ¢(0) = y; und ¢(0) = v gilt. Setzen wir nun fiir
¢ die Geodétische « ein, so folgt dist(y(t),y1) = |tv| fir ¢ in der Ndhe von Null, da v
lokal abstandsminimierend ist. Somit erhalten wir

1d* 1d° d
VQQ,Q[V, 1/] = f—dlstz(*y(t),yl)‘tzo = 5@\tu\2 = a(t\uf) =v? p=0.

Zusammengefasst gilt also

v, p=0
V2Qulvv| = {sﬁ(p) (Vdist(y), v)* + sx(p) V2 dist [v,v],  p>0 (4.9)

Als Néchstes untersuchen wir die Gleichung fiir den Fall p > 0 genauer oder konkret
gesagt, wollen wir uns eine Darstellung fiir V? dist |:l/, l/] herleiten indem wir die Ab-

standsfunktion mittels Jacobi-Felder ausdriicken. Hierzu erklédren wir fiir hinreichend
kleine £ > 0 den eindeutig bestimmten geodatischen Bogen 7. : [0, p] — Qg, welcher
die Punkte

12(0) = exp,, (ev1),  7e(p) = exp,, (evy)
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miteinander verbindet. Mit W(¢,¢) := 7:(t), t € [0, p|, bezeichnen wir dann die Familie
von Variationen des geodéatischen Bogens v = ~p und erhalten dadurch das Jacobi-Feld

oV (t,e)
Oe

J(t) = vt € [0, p|
entlang . Fiir dieses Jacobi-Feld sehen wir, aufgrund der Konstruktion, die Gleichun-
gen

ein und folgern aus der Darstellung der Tangentialkomponente JT(t) = (at + b)7(t)
fiir Jacobi-Felder entlang der Geodétischen v, dass JT = 0 gelten muss. Also stellt J
sogar ein Jacobi-Normalfeld dar.

Wir wollen nun die Hessesche der Abstandsfunktion mittels Methoden aus dem Buch
[5] von Gromoll, Klingenberg und Meyer darstellen, indem wir

V2 dist [1/, 1/} = —

berechnen, wobei L(¢) als die Lange von . durch

/H@\Pte

gegeben ist. Aufgrund der Definition von p besitzt die Geodétische v Einheitsgeschwin-
digkeit. Demnach kénnen wir den folgenden Satz von Synge (§4.1) anwenden:

Sei U : [0,p] X [—¢€,e] — Qg eine Variation der Geoddtischen v : [0,p] — Qg
mit Einheztsgeschwmdzgkezt so dass fir ¥ = U(t,e) die Gleichungen y(t) = U(t,0)
und (t) = at gelten. Seien weiter durch Z und ZL folgende Vektorfelder entlang der
Geoddtischen v erkldrt:

ov

Z(t) = 5=, ZH(t) = Z(t) — (Z(t), () 3(2)-

Dann gilt fiir die zweite Ableitung des Lingenfunktionals die Relation

P
;;L(O) =/<H(ZZL@) T <R<Z(t),f'y(t))f'y(t),Z(t)>> dt
0

+<V6\I’ '(t)> t=p
9e 0|

Beachten wir zuséatzlich, dass

t=0

VvV d VvV d YV oV YV ov
TP =0= 300 baw. oo am =0=o0 5
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gilt, da wir nur an den festen Anfangs- und Endpunkt der Geodétischenschar differen-
zieren, so konnen wir den Satz von Synge mit Z = J anwenden und erhalten

[ (5o

Wenn wir uns an die Jacobi-Gleichung (2.3) erinnern, kénnen wir diese Gleichung
umschreiben zu

82

V2 dist {1/, 1/] = 5 5L

(R(J(),4(1)5(1), J<t>>> dt.

Vzdlst 1/ 1/ = (H

t=0

und mit Hilfe von Lemma 4.2 folgt

2
1 [T

;
«(p) 5 p) i1

V2 dist {I/ 1/] 2 x(p) 22: VJ‘

Setzen wir diese Ungleichung wieder in (4.9) fiir p > 0 ein und beachten (4.6), so
erhalten wir
1112

Vi

2 2
(ei(y), Vi>> +3:(p) >
=1

1=

2
1
43

=1

2
T
Vi

2
>
=1
2 2 2
> Sn(p) (Z <€¢(y) Vz)) - (1 - én(p)) Z
=1 )
2
>
=1

2 2
<ei<y>,ui>) (1= 5ulo ZHVZII =5 Y
=1

Des Weiteren bendtigen wir an dieser Stelle noch die folgende Ungleichungskette

(nn) = o) = (1)

welche dazu fiihrt, dass

) . 1 2 ’
v2Qu[u] = (000 + 50 -5 ) (3 () 1= 5o Z P
=1

2
2 2 Gelo) + 1) (57 )V Qu(w)v) = (1= 80o)) Y [
i 1

= 5 (5x(0) + 152200 (VQu(),)* — (1= 500 anw

_ <in<y)7y>2 — K 2 U 2
= ) il
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Um bei der eben getétigten Rechnung die letzte Gleichheit einzusehen, berechnen wir

KQu(y) = raalp) = 5 [ su(®)dt ) [0 dt = 5,000 = 1= 5u0)
0 0

und
. 1+cos(pyv/r K 1—cos?(pv/k)
1+ 34(p) _ ﬁﬁ7 k>0 _ ) 1—cos(pv/k) sin*(pvk) 7 k>0
sz(p) p%, K= p%, k=0
_ 1—cos’zp\/ﬁ)’ k>0 _ 1 _ 1
p%’ k=0 QK(p) Qn(y)7

wobei beide Gleichungen offensichtlich fiir £ > 0 und £ = 0 gelten. Somit haben wir
die erste Ungleichung bewiesen. Fiir die zweite Ungleichung gehen wir nochmal auf
die Abschétzung

1
4

1
4

2 2 2
V2Qu|v,v| > su(p) (Z <e,~(y),u,~>> +5:(p) Y
1

i= ]

2
2—21—[
=1

ein und setzen v; = 0 sowie vy = p, dann ergibt sich

V2Qu[] 2 50(0) tealw) ) + su(o) it = sito) ([ + i) = stolml?
= (1~ 5 Qu(y)) Il

fiir p > 0. Dass diese Ungleichung auch fiir den Fall p = 0 zutrifft, kann mittels (4.9)
geprift werden, da wir auf diese Weise die folgende einfache Gleichung erhalten:

(1= kQu(yr, y ) l* = (1 = rkge () [l]* = I1l* = V2Qu [v, ]

Unter der Annahme, dass fiir zwei harmonische Funktionen X7, Xs : B — Qp ih-
re Bilder X;(B), X2(B) innerhalb des Gebietes Kps(a) C Qg fir M < ﬁ liegen,
erkldren wir die Abbildungen , x1, x2 : B — R durch

X(u,v) := gy o dist( X1 (u,v), Xa(u,v)), (4.10)
Xi(u,v) := gy o dist(a, X;(u,v)), i=1,2. (4.11)

Da wir anfangs forderten, dass Kp(P) fiir alle P € Qg in Normalreichweite von all
seinen Punkten ist, erfiillt Kjs(a) die Schnittortbedingung und y ist demnach C?-
differenzierbar. Zudem sind die Funktionen 1, x2 ebenfalls C?-differenzierbar, falls
jeder Punkt aus Kps(a) durch genau eine minimierenden geodétischen Bogen verbun-
den werden kann (vgl. Bedingung (4.5)). Des Weiteren fithren wir noch die Menge

G :={(u,v) € B: Xi(u,v) = Xo(u,v)} (4.12)
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ein, auf welcher die beiden harmonischen Funktionen tibereinstimmen.

Als Néchstes wollen wir die Abbildungen Ay, Ay;, ¢ = 1,2, nach unten abschétzen.
Um dies zu erreichen beweisen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.4
Seien X, x1, X2 € C*(B,R). Dann gilt

Y [ld X auf G
AXZ 4 vy 2 2 ; (4.13)
e T RX e 1dXG]| auf B\ G
Vx =0 auf G (4.14)
und
Axi > (1 —ry)|ldX|?, i=1,2. (4.15)

Hierbei verwenden wir die Notationen

AX;|I? 10X |7
X,L 2 = (A 3 .: 1 2
jaxi® = |5+ |5 =1
und
AX = VX, + VX, XeQn
ou ov

Beweis: Wir legen zunéchst die vereinfachende Notationen

X(u,v) = (X1(u,v), Xo(u,v)), Xi(u,v):= (a, X;(u,v)), i=1,2,
fest und erhalten entsprechend fiir (4.10) bzw. (4.11) die Darstellung
X=QnoX, Xxi=Qno0X;, i=1.2

Fiir y berechnen wir mit Hilfe der Kettenregel und der Setzung w := (w', w?) := (u,v):

19x( )12 = IVx(@)[? = [9(@x 0 X)) = (V(Q 0 X (w), V(@x 0 X(w)))
> dus <vc25<f<<w>>, aX(“’)> <vczn<ff>, aX("”)>

i ow™ owP

= (VQu(X (1), K, 0))” + { VQu(X (), Ko (u,0))

(4.16)
und fur die x;, ¢ = 1,2, erhalten wir analog
2 ~ ~ 2 ~ ~ 2
[V, )17 = (VQu( K, 0), (Ki)u(, )+ (VQu(Ki(w, ), (K)o (u,v))

Weiter folgt aus der Konstruktion von X, X, X5 : B — Qg x Qp und da wir mit
endlichdimensionalen Rdumen arbeiten, dass auch X, X;, Xo harmonisch sind.
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Wir werden als Néchstes das Gleichungssystem (1.6) in eine alternative Darstellung
iiberfithren. Dazu tatigen wir die Rechnung

i 2 i J S 0 o' 2 y 0’ Da”
O:A$+Z; Fj a::v + x,x ) 250‘5 ww‘i"z ijawagwﬁ
k=1 a,6=1 k=1

:;yz_.;

9 , i
0 oz’ (2.1),(2.2) \v
= 32 s gt + 3 Pgnh) 32 s )

a,f=1 Jk=1 a,f=1

\Y v_\ -
X, 4+ —4X,| =(AX). i=1.2
<au vt 5 ) (AX)", i=1,

Aufgrund der Harmonizitit von X und der eben hergeleiteten Darstellung fiir die
Harmonizitatsgleichung ergibt sich fiir x mittels der Kettenregel

Bx(,0) = A(Qu o X (u,0)) = 5 (Quo X))+

_ % (VX (1,0)), K, v)) + £ (VQu(X (), Ko (u,0))

= (T QuE ), Kl )+ { VQUE (), - Kale) )
+ <VUVQR(X'(u,U)),XU(u,v)> + <VQH<X(U7’U)>7

Entsprechend erhalten wir bzgl. x;, i = 1,2, die Gleichungen

Axi(,0) = V2Qu [ (Ki)u(w, v), (Ki)u(u, v)] + V2Qu [ (K)o (u, v), (Ki)o(u,v)]

Unter Verwendung von Lemma 4.3 folgt die Ungleichung

Ax(u,v) = V2Qu [ X u,0)] + V2Qu [Xo(u, ), Xo(u,v)]

2
ZHX uvH —|—HX uvH HquvH Y(u,v) € G
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und wenn wir zusétzlich zum Lemma die Gleichung (4.16) hinzuziehen

2

)
R Qu(X (4, 0) [ K, )|

B 2Qw(X (u,v))
2
u, v)>

N (VQu(X(u,v)), Xu(u

(VQu(X (u,0)), X

2Qx(X (u,v))

_Ivxo)®
2x

~ ~ 2
— KQu(X (u,0) | Ko (w, )

nx(u,v)HdX(u,v)‘f V(u,v) € B\ G.

Weil %a =0= 8%61 gilt, konnen wir auch die zweite Ungleichung aus Lemma 4.3 auf
i anwenden:

Axi(u,v) > (1 — sz-(u,v))HdXi(u,v)Hz =(1- /ﬁxz-(u,v))HdXi(u,v)’ 2, 1=1,2.

Damit haben wir (4.13) und (4.15) bewiesen. Wenn wir (4.16) nochmal auf G betrach-
ten und dafiir die Gleichung (4.7) hinzuziehen, folgt schlieBlich auch (4.14), da dann
VQ.(X) auf G verschwindet. O

Wir kommen nun zur Hauptaussage dieses Kapitels, welche das namensgebende Ma-
ximumprinzip von Jager und Kaul darstellt, in Form von

Theorem 4.5

Es seien die stetigen Abbildungen X1, Xo : B — Qg gegeben und zudem harmonisch
in B. Weiter existiere die Umgebung Kyr(a) C Qr, welche in Normalreichweite von
all ihren Punkten sei (bzw. die Schnittortbedingung erfiille) sowie

X1(B), Xo(B) € Karla), M < %

gewdhrleistet. Dann erfillt die Funktion © : B — R mit
qli(diSt(Xl (u7 U)a XQ(ua U)))

_ 4.1
O(u,v) cos(y/r dist(a, X1 (u,v))) - cos(y/k dist(a, Xa(u, v))) 1
das Maximumprinzip

A6 < . (4.18)

B 0B

Insbesondere folgt aus X1|op = Xa|op die Gleichheit
X1 = Xo.

Beweis: Wir beginnen diesen Beweis indem wir die Funktion ¢ : [0, %) — R mit

é(t) == —In(1 — Kt)

erklaren und diese Funktion in der Definition (4.1) des selbstadjungierten elliptischen
Differentialoperators £ zusammen mit 1; = y; einsetzen. Dadurch erhalten wir die
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Darstellungen
K K2
¢'(t) = 1= ¢"(t) = A=t (¢'())%,
E(u,v) = ( ,0)) + ¢(x2(u, v)) = —In[(1 — kx1(u,v))(1 — Kx2(u,v))]

1(u
—In [1 = K(x1 (0, 0) + X2 (u,0)) + 52 (0, v)x2(u, )]
{1 (q,.C o dist(a, X1 (u,v)) + g, o dist(a, Xa(u, v)))

+ K2 (q o dist(a, X1 (u, v))) (q,.i o dist(a,XQ(%U)))}

{1 1 — cos(v/kdist(a, X1 (u,v))) +1— cos(\/ﬁdist(a,Xz(u,v))))

[\

(1 — cos(vk dist(a, X1 (u, v)))) (1 - cos(\/Edist(a,Xg(u,v))))]
=—In {cos (\/Edist(a,Xl(u,v))) - cos (\/Edist(a,Xg(u,v))”

3[0‘ =

bzw. zusammengesetzt zu ©:
0 = O(u,v) = e“WV)x(u,v).

Aufgrund der Gleichungen ¢” = (¢')? und (4.14) kénnen wir Lemma 4.1 auf unseren
Differentialoperator £ anwenden, woraus sich mit (4.13) die Ungleichung

OB {AX s aut G
Ax — X +x Yo 1= KXA)@ auf B\ G
> { i ||dXz” auf G
T e S X + xS A auf BA\G

ergibt. Wir sehen dabei, dass £(©) auf G offensichtlich nichtnegativ ist und auf B\ G
kénnen wir mit Hilfe von (4.15) folgendermaflen abschétzen:

2
K 1—ryx;
Axi > KX | IIdX I —E [shely
— KXi 1-—

i=1 i=1

2 2
©) = —m Y IAX[* + x Y ¢
i=1 i=1
=0.
Zusammengefasst gilt also
L(O©) >0 auf B.

Somit stellt © € C°(B,R) N C?(B,R) eine Unterlosung des Differentialoperators £
dar. Zudem weist £(©) keine Terme der Form O (u,v)b(u,v) fiir eine Koeffizienten-
funktion b : B — R € C°(B) auf. Daher liefert das schwache Maximumprinzip (vgl.
beispielsweise [3], Kapitel 3.1):

sup © < sup ©.
B OB
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Dass diese auch fiir den Fall k = 0 gilt, sieht man leicht ein, da dann ¢ = 0 = X und
demzufolge © = x bzw. L(©) = Ax auf B erfillt ist. Entsprechend ergibt sich auch
wieder die Abschédtzung £(©) > 0 und der letzte Schritt erfolgt analog zum Fall x > 0.
Fir die zweite Behauptung fithren wir uns zunéchst vor Augen, dass

dist(a, X;(u,v)) € [0, 2;5) <= cos (\/Edist(a,Xi(u, U))) €[1,0), i=1,2

bzw. ©(u,v) > 0 fiir alle (u,v) € B gilt. SchlieBlich folgt aus der Bedingung Xi|sp =
X2|aBi

0<sup® <sup® =0,
B OB

d.h. wir haben dann © = 0 auf B. Dies kann aber nur dann eintreten, wenn X; = X»
gilt. O

In Anlehnung an dieses Maximumprinzip fiir zwei harmonische Abbildungen geben
wir nun noch ein weiteres Maximumprinzip fiir Jacobi-Felder an:

Theorem 4.6

Sei X € CY(B,QRr) und harmonisch in B. Weiter existiere die Umgebung Kys(a) C
Qr, welche in Normalreichweite von all thren Punkten sei (bzw. die Schnittortbedin-
gung erfille) sowie

X(B) C Kpla), M< #

gewdhrleistet. Dann gilt fiir jedes stetige Vektorfeld J entlang X, welches ein Jacobi-
Feld auf B darstellt, dass die Funktion

17 (u, 0)|*
. ~ 4.19
K)o dist(a, X (w.0)) o
das Maximumprinzip
sup Ox < sup Ox o
B 0B

erfillt. Insbesondere ist J =0 das einzige Jacobi-Feld entlang X mit J|gp = 0.

Beweis: Wir beginnen mit der Hilfsfunktion
¢ :=|J|*: B— R e C*B,R)NC°B,R)

und berechnen fiir diese unter Verwendung der Jacobi-Gleichung fiir ein Jacobi-Feld
entlang einer harmonischen Abbildung (dazu vergleiche man (2.3) und ersetze die
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Geodétische Y mit X und die Zeitableitungen mit Ableitungen nach u und v):

%Alﬁ(u,v) = 88u <8vu<](u,v), J(u,v)> + % <BVUJ(U7 v), J(“?”)>

2

<8V22 J(u,v), J(u,v)>+”avut](u,v)

+ <§;J(u,v),J(u,v)> + H;}J(%’U)

2 <R(J(u,v),Xu(u,v))Xu(u, v), J(u, v)> (4.21)

i — <R(J(U, U), XU (uv v))XU (u7 U)’ J(u’ U)>

\%
= HGuJ(u’ v)

+ H;}J(u, v)
= ||DJ(u, v)H2 — <R(J(u,v),Xu(u,v))XU(u,v), J(u,v)>
— <R(J(u,v),XU(u,v))XU(u,v), J(u,v)>, (u,v) € B,

wobei wir dabei ||DJ(u, v)H H +‘

tes schéitzen wir die Terme mit dem Rlemann schen Kriimmungstensor durch unsere
obere Schranke x der Gauf3’schen Kriimmung K folgendermaflen ab:

a0 (U, v H gesetzt haben. Als Néchs-

(R(J(w,v), Xulw,v)) Xu(u,0), J(u,0) ) + (R(JT(w,0), Xy (u,0)) Xy (,0), J (u,0))
= K(J, Xu) [[1 (07| X, 0)[* = (I (1w, 0), X, 0))]
+ K, X0) (11 0) 711X (1, 0) 2 = (I (1, 0), Xo(u, )]
< w1, )| (1 X 0) 7 + [ X, 0)]7) = (7w, ), Xu(u,0))?
— (J(w,v), Xo(u,v))° |
< 801w 0) 17 (11X 0) | + 11X (w, 0)]1%)
= kap(u, v)||dX (u,v) ||, (u,v) € B.

(4.22)
Auflerdem benétigen wir noch die Gradientenabschétzung
1 s 1 81/}(u,v)>2 1 (31/)(u,v))2
Vel =5 (%5) +5 (5
\Y \Y
- <8uJ(u7U)7J(u7U)>+<%J(U7U)7J(u?v)> (423)

2
w)|| |1, 0)]?

(uvH +

< [guen
~ || Ou
:d)(u,v)HDJ(u,v)H ) ( u, )GB

welche aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Aus den beiden Ungleichungen
(4.22), (4.23) und der Gleichung (4.21) erhalten wir durch eine gesonderte Betrachtung
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der Nullmenge ~1{0} von :

V|2 <4y|DJ|P =0 auf {0} <= V¢ =0 aufp {0}, (4.24)
A =2 (IDJ]* = (R(. X)X J) = (R(J, X,) X, )
(4.25)
> 2 (IIDJ? = sl dX[*) = 2 DJ|* > 0 auf {0},
2
sz 2 (107 — wollax () = S0 onpjax)? autmyoipon az0)

Fir den nachsten Schritt definieren wir
— 1
Y1 := qx odist(a, X) : B — {O, ) ,
K
1
¢:=—1In(l —kt): {O,) — R
K

und erkldren damit den Differentialoperator £ aus (4.1), wobei der Exponent ¥ hierbei
die Form

3 =260 = —2In(1 — k1) = —2In (1 = ge(dist(a, X)))
=—2In (cos(\/ﬁdist(a,X))) =—1In (COSQ(\/Edist(a,X)))

annehme (vgl. nachfolgende Bemerkung 2). Demzufolge haben wir auch fir ©x die
Darstellung

17 (u, )|
cos?(y/k dist(a, X (u,v)))
Als Néchstes wollen wir £(Ox) von unten mit Null abschidtzen. Um dies zu errei-

chen, kénnen wir mit Hilfe der Gleichung (4.24) das Lemma 4.1 auf £ und ¢ = ||.J|)?
anwenden und erhalten dadurch

= eE(u,v)¢(u’ ’U), (uv ’U) € B.

Ox(u,v) =

(4.25)
L(Ox)>Ay >0 aufy {0}

bzw.
V|2 (4.15) \V4
(@) 2 8= IV oy gy 2 g IV opayy
LR pegpaxy? - I apaxi? =0 aut By~ 0)

und somit haben wir wieder £(© X) > 0 auf B. Mit der gleichen Argumentation
wie im Beweis von Theorem 4.5 kann man auch hier diese Ungleichung fiir den Fall
k = 0 nachweisen. Des Weiteren handelt es sich bei ©x um eine Unterlosung des
elliptischen Differentialoperators £ und eine entsprechende Anwendung des schwachen
Maximumprinzips wie im vorherigen Beweis liefert das gewiinschte Maximumprinzip.
Um die zweite Behauptung einzusehen, nehmen wir an, dass es ein J # 0 gébe mit

J(u,v) =0 Y(u,v) € OB.
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Offensichtlich gilt somit fiir alle Jacobi-Felder J, welche den Voraussetzungen des
Theorems entsprechen die Abschitzung

Ox(u,v) >0 V(u,v) € 0B.

Die Anwendung des eben gezeigten Maximumprinzips auf J liefert schlieSlich die fol-
gende Ungleichheit

0<supOx <supBOx =0,
B OB

da ©x nur dann verschvvindetl falls J = 0 auf B ist. Somit haben wir einen Wider-
spruch dazu dass es solch ein J gébe. U

Bemerkung 2:

Man beachte dabei, dass diese neue Definition von ¥ insofern mit der vorherigen
Definition kompatibel ist, als dass es sich bei beiden um Spezialfille der allgemeineren
Definition

9 kK
23:%5 ¢o;
i=1

fir k =1 bzw. k = 2 handelt. In diesem Sinne kann man ohne Weiteres auch Lemma
4.1 fiir dieses allgemeinere 3 beweisen.



5 Maximumprinzip der konvexen Hiille
und Eineindeutigkeit

In diesem Kapitel wollen wir eine alternative Herangehensweise beleuchten, welche
darauf basiert ein sogenanntes stabiles Riemann’sches Gebiet einzufiithren. Dieses Ge-
biet besitzt dann von jedem Randpunkt aus eine Familie von sich nicht-schneidenden
geodétischen Strahlen, die das besagte Gebiet einfach iiberdecken. Hierfiir richten wir
uns nach der Arbeit “Geometric properties of harmonic mappings in stable Rieman-
nian domains” von F. Sauvigny und leiten eine konvexe Hiillen-Eigenschaft fiir das
stabile Riemann’sche Gebiet her. Mit deren Hilfe wir die Eineindeutigkeit fiir die Lo-
sung des Dirichlet-Problems zeigen werden sowie dass es sich dabei sogar um einen
Diffeomorphismus handelt, falls die Riemann’sche Metrik nicht zu weit von der eukli-
dischen Metrik abweicht. Abschliefend widmen wir uns der harmonischen Einbettung
in die obere Hemisphére und betrachten als eine Anwendung der gewonnenen Erkennt-
nisse den Fall einer Poincaré’schen Halbebene.

Wir gehen fiir dieses Kapitel wieder von den in Kapitel 1 erkldrten Begriffen aus und
fithren die bereits erwiahnte Begrifflichkeit eines stabilen Riemann’schen Gebietes ein:

Definition 5.1

Wir nennen das Gebiet Qr, 0 < R < oo, welches mit einer Riemann’schen Metrik
(1.1)-(1.4) ausgestattet ist, ein stabiles Riemann’sches Gebiet, falls jede Geoda-
tische Y'(¢), die von einem beliebigen Randpunkt Xy € 92r in eine innere Richtung
¢ (innerhalb von Qp) nach Y (7(Xp,&)) mit Einheitsgeschwindigkeit verlauft, keine
konjugierten Punkte besitzt.

Bemerkung 3:

Diese Definition kann man als eine alternative Betrachtungsweise der Eigenschaft aus
Kapitel 1 deuten, wo wir forderten, dass wir eine Kreisscheibe Kj;(P) um den Punkt
P € Qp mit Radius M hatten, welche in Normalreichweite all ihrer Punkte liegt.

Bemerkung 4:

Wie schon in Kapitel 3 kdnnen wir die Schranke 7(Xo,§) < = fiir den Durchmesser
einfithren, wobei k die obere Schranke an die Gaufi’sche Krimmung darstellt, und
so sicherstellen, dass wir iiber keine konjugierten Punkte gehen. Dies sieht man auch
mittels des Geodatischen Vergleichssatzes ([15], Kapitel VII, §7, Satz 3), welcher aus
dem Sturm’schen Vergleichssatz unter der Bedingung einer C3-Regularitét folgt.
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Wir zeigen als Nichstes, dass es eine Familie von Geoditischen gibt, die Qg mit
Ausnahme des Startpunktes einfach iiberdecken. Dazu betrachten wir das

Lemma 5.2
Sei das stabile Riemann’sche Gebiet Qp gemafl Definition 5.1 gegeben und yg € Qg
beliebig gewdhlt. Dann stellt die Familie von Geoddtischen

Y(ts) =Y(tsu). teOrmol se(-3.7),

mit dem Anfangspunkt

m™m
Y(O+,S,y0) = Yo, s € <_27 2) 5

und der Anfangsgeschwindigkeit

. < Yo T T
Y(O+757y0) = _els ) ENS <_7 ) )
l[voll 2°2

eine einfache Uberdeckung von Qg\{yo} dar. Diese Familie von Geoditischen bezeich-
nen wir als geoddtisches Zentralfeld.

Beweis: Wir beginnen diesen Beweis indem wir die beiden Geodétischen Y (¢, s1) und
Y (t,s2) fiir beliebige s1,s2 € (=75, 5) aus unserer Familie von Geodétischen betrach-
ten. Diese wollen wir mittels eines abgeschlossenen Pfades durchlaufen und beschreiben
diesen durch die Bégen

Y(t,s1) =Y(t,s1,90), t€[0,7(yo,51)], (5.1)
Y (t,52) = Y (7(yo, 52) — t,52,%0), t€[0,7(yo,s2)],

welche mittels des Kreisbogens

Z(s,90) = Y (7(y0,8), 8, %0), s € [s1,52] (5.3)

miteinander verbunden sind. Aufgrund der Voraussetzungen wissen wir, dass die Geo-
détischen in Q)i keine konjugierten Punkte beinhalten und da aulerdem die Abbildung

Z(SayO) :Y(T(y0a5)7say0)7 s € (_7;’7;>

streng monoton ist, bilden die Bogen (5.1)-(5.3) eine Jordan-Kurve I'(s1, s9,0) fur
beliebige s1, s € (=%, ). Fiihren wir dann noch die Grenziibergénge s; — —%+ und
53 — 5 — durch, sehen wir, dass das Innere der Jordan-Kurve I'(s1, s2,%0) das Gebiet
QR ausschopft. Somit iberdeckt die Jordan-Kontur I'(s1, s2, yo) fiir die entsprechenden
Grenzwerte —5 und § den Rand 9Qp unseres Gebietes fiir ein festes yo. O

Wir werden an dieser Stelle noch einige weitere aufeinander autbauende Begrifflichkei-
ten einfiihren, welche fiir die folgenden Betrachtungen bzgl. nichtlinearer Kombinatio-
nen von harmonischen Abbildungen essentiell sind.
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Zunachst legen wir die Notation

2
Y (1), Z(0) xy = > 9i(X(0)y7 (8)2" (1) (5.4)
jk=1

fiir zwei planare Vektorfelder Y (t), Z(t) entlang der ebenen Kurve X (¢) fest. Diese Dar-
stellung wird auch als das Riemann’sche innere Produkt bezeichnet. Zwar haben
wir das Riemann’sche innere Produkt bereits vorher verwendet, aber da wir in diesem
Kapitel des 6fteren zwischen der Darstellung mittels des geodétischen Zentralfeldes
Y (t,s) und der unserer Abbildung X (u,v) wechseln werden, dient diese erweiterte
Notation zur besseren Differenzierung der beiden Darstellungen.

Da unsere Geodatische Y Einheitsgeschwindigkeit besitzt, erfillt sie die Gleichung

(V9. Y(t9),, = 3 auV (0D (495 (1) = (V(t.9). Y (1.9))
: 2
= s =1 te s se (-”,”).
22
AuBerdem folgt aus dem GauB-Riemann-Lemma (vgl. [15], Kapitel VII, §3, Satz 2)

die Identitat

T
<Y;f(t7 3)7}[8@7 S)>Y(t,s) =0, te (07 T(yo, S)]v s € <_27 2) :
Des Weiteren erhalten wir aus [15], Kapitel VII, §§ 5,6 die Abschétzung
T
Glt.s) i= (Yilts). Yelt Dy > 0. 1€ (0(ns)) s€ (-5.7).
G(t, s) bezeichnen wir dabei als den Gauf3’schen Fundamentalkoeffizienten. Wir
fassen diese Relationen nochmal zusammen:

(Y(t.9).Y(8:9),, =1 Glts) = (Yalt8), Yalt:5))yu > O,
’ o (5.5)
<Y;5(t7 3)? Ys(tv 3)>Y(t,s) = 0’ te (OvT(yOa 3)]7 s € <_27 2) .

Als Néchstes wollen wir ein positiv-orientiertes Orthonormalsystem von Vektoren er-
kléren, indem wir die folgende Definition einfiihren:

Definition 5.3
Es seien das stabile Riemann’sche Gebiet Q2r und das geodétische Zentralfeld aus Lem-
ma 5.2 gegeben. Wir erkldren dann fiir alle X € QQp mit der eindeutigen Darstellung

X =Y(t,s)=Y(t,s,y0), te€(0,7(yo,8)), sE <_72r’ ;T) ,

die gelifteten Vektorfelder

~ —

Y;E(ny(]) = Y%(ta 8)7 Y:?(Xa yO) = Y;(ta 8)7 X € Qp, (56)
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und den gelifteten Gauf3’schen Fundamentalkoeffizienten
G(X,y) :=G(t,s), X €Qp. (5.7)
Somit stellt der Gauf3’sche geodiatische Rahmen

i/;(X7 yO)

{ﬁ(XayO)v =
G(Xay())

} . X €Qp, (5.8)

unter Beachtung von (5.5) ein orthonormales, positiv-orientiertes Vektorsystem be-
ziiglich des Riemann’schen inneren Produktes (5.4) dar.

Wir fiithren fiir die weitere Betrachtung unseres Problems noch einige weitere Begriff-
lichkeiten in Form der folgenden Definition ein:

Definition 5.4

Es seien das stabile Riemann’sche Gebiet 2 und das geodétische Zentralfeld aus
Lemma 5.2 gegeben. Dann erkliren wir fiir jedes X € Qg \ {yo} mit seiner eindeutigen
Darstellung

X =Y(t,s)=Y(t,s,90), te€(0,7(yo,s)], sé€ (—g, 72r> ,
die geodatische Winkelfunktion
T —
Y(Xo) =5 (<3.5). X €0\ {wh (59)
Zudem wollen wir mit
VU(X, yo) (Z G X)W (X yg)) = (W(X)). L, YX g (5.10)
k=1 j=1,2 =5

den Gradienten der Funktion (-, o) bezeichnen, wobei ¢/*(X) den inversen Ten-
sor zu g;,(X) darstellt und yo € 02g beliebig gewdhlt ist.

Von dieser Definition ausgehend ist es uns nunmehr moglich fiir jede gegebende Ab-
bildung X € C?(B,Qg) die Ableitung der entsprechenden Hilfsfunktion

Y(u,v) = V(X (u,v),y0), (u,v)€ B, (5.11)

mittels der kovarianten Kettenregel zu bestimmen:

(5.12)
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Nochmalige Differentiation nach u bzw. v liefert aufgrund der Produktregel:

\Y

Yuu(u,v) = <duV\I/(X(u, v),90), Xu(u, U)>X(u )

Vv
+ <V\I’(X(U,’U),y0),duXu(’LL,’U)>X( )
u,v

= V20X, ] + (VUK 0)0), X)) L (we) € B
du X (u,v)
(5.13)

bzw.

Yy (U, v) = <(Z}V\II(X(U, v),yg),XU(u,v)>X( :

\Y
+(TEE 0 ) T X))

\Y
= VQ\IJ{XU,Xv] + <V\I'(X(u,v), Yo)s Xv(u,v)> ,  (u,v) € B,
dv X (u,v)
(5.14)
wobei wir hier die Darstellung der Hesseschen aus (4.8) verwendet haben. Unser néchs-

ter Schritt besteht darin die Hesseschen in (5.13) bzw. (5.14) auszuwerten. Dazu be-
rechnen wir zunéchst

2
LX) = (g (X (1, 0)) W <X<u,v>,yo>> |
= J=1,2
2
= ( Z gjk(X(u, V)W ke (X (w, v), y0)332>
k=1 Jj=12
2 ik
+ <Z g]();(lwv))qjmk(X(uvv)ayO)xL> V(u,v) € B.
=1 j=1,2

(5.15)

Einsetzen der Gleichung (5.15) in das erste Riemann’sche innere Produkt von (5.13)
liefert

\Y% \VAVR
— VY (X (u,v),y0), Xu u,v> :< W (X (u,v , Xu u,v>
(Ve Xuwe) = (@) | X))
2 2
= Z g]mg]k\pxkxl (X(U, U): Z/O)xiﬁzn + Z gjmg]k,l\pxk (X(’LL7 U)v yU)xzan
j,k,lﬂ”ﬂ:l j,k,l,m:l

2
+ Y gmDph (X (u,v))alal)
7,k lm=1

2 2
jk
- Z ‘Ilwlzm (X(%U)vyO)l’luxg + Z gjmgj ,l\I}xk (X(u')v)ayO)mZx;n
I,m=1 7,k lm=1

2
+ > Torh™(X (u,0))al
k,l,m=1
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Beachten wir dabei noch, dass aus

Zgjkgkl =dj, Jl=12,

mittels Differentiation nach x™ die Gleichung
= gikmd™ =3 g™ e Glm=1,2,

folgt und setzen diese ein, so erhalten wir

(¥ vux >,yo>,Xu<u,v>>

du X (u,v)
2
= Z Uy (X (0,0),90)25 2 — > Gimag” Vo (X (u, ), yo)al,z7)
lm=1 jikylym=1
2
+ D Dowh (X (u,0))zl2)
k,lm=1
2 2 .
= Z \Ilzlmm(X(uvv),yO)xiLx:Ti Z gjth](X(’LL,U)).TLl‘T
l,m=1 gil,m=1
2 .
+ 3 Tohd (X (,v))ad o
7 lm=1

2 2
= Z W im (X (u,0), yo)zl 2™ + Z Tynjth? (X (u,v))2la™,

Il,m=1 7l,m=1
wobei wir fiir die letzte Gleichung die modifizierten Christoffel-Symbole
Conjt = Donjt(X) 1= Tojt(X) — gmju(X),  4,1,m =1,2, (5.16)

verwendet haben. Insbesondere folgt aus (5.16) durch Einsetzen der Christoffel-
Symbole:

1 .
LCmjr = i(glm,j = Gmji — Gjt,m) = _g(gmj,l + gjtm — Gim,j) = —Ljim,  J,l,m =1,2.
Somit haben wir die Hessesche aus (5.13) wie folgt ausgewertet:
2
VQ\IJ[XU,XH} = 3 Vo (X(u, ), yo), Z Tjimh? (X (u,v))ak 2™, (5.17)
l,m:l ]7l’m 1

Schliefilich erhalten wir analog fir die Hessesche aus (5.14) die Darstellung

2 2
V2\IJ{XU,X1,} = Z W 1,m (X (u,0), 90) 2, Z Citmh? (X (u,v))zla™.  (5.18)
l M= 1 .7’ ,1M =1
Wir werden nun untersuchen welche Eigenschaften die kovariante Ableitung und die
Hessesche der geoditischen Winkelfunktion W besitzen. Diese Untersuchung fassen wir
zusammen zum
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Lemma 5.5
Der Gradient der geoddtischen Winkelfunktion U aus Definition 5.4 erfillt die Glei-
chungen

<V\IJ(Y(t, S, yO)’ yO)a Yt(tv S, y0)>Y(t757y0) =

vt € (0, 7(yo, 5)) se( T ”)
, T\Y0, 5 — 579 |
(VY (L,5,90),40) Ys(ts 8,90))y (r.6.40) = | 2°2

(5.19)
und besitzt die Darstellung
Yo(X,
V(X ) = 2 v g (5.20)
G(X, o)
Zudem verschwindet die Hessesche von ¥ gemdyfs
vz\I’ |:}/ta Yt} = v2\IJ(Y(t7 S, yO)a yO) [Y;ﬁ(tv S, yO)a }/t(tv S, yO)}
- (5.21)
—0 Ve (0,7(yo.s), se€ (—2, 2) .

Der Randpunkt yo € 0Q2g ist dabei beliebig gewdhlt.

Beweis: Wir beginnen diesen Beweis indem wir die Hilfsfunktion ) aus (5.11) betrach-
ten und ausnutzen, dass jeder Punkt X € Qr\ {yo} eindeutig dargestellt werden kann
als

X =Y(t,s)=Y(t,s,y), te€(0,7(yo,s)), sE€E (—;T, g) ,

d.h. wir kénnen v auch darstellen mittels

0lt,5) = WY (ts)w) =5, t€ O,7(is)), s€ (<5.7).

Dann berechnen wir mit Hilfe der Kettenregel fiir alle ¢ € (0,7(yo,s)) und alle s €
5.9

ds

0= a = ¢t(t7 S) = <V\II(Y(t, S, y0)7 y0)7 }/;f(tv S, y0)>Y(t,s,y0) y
ds

1= & = ws(t7 3) = <V\I/(Y(t7 S, yO)v y0>7 Y;(tv S, y0)>Y(t,s,yo) .

Somit haben wir die Gleichungen (5.19) nachgewiesen. Fiir die Darstellung (5.20) be-
schreiben wir den Gradienten der geodétischen Winkelfunktion folgendermafien durch
den Gauf’schen geodatischen Rahmen (5.8) unter Verwendung der gelifteten Aus-
driicke (5.6),(5.7) und beachten dabei die eben bestimmten Ableitungen von 1 nach
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s und t:
VU(X,yo) = VI(Y(t,s,50),Y0)
- <V\II(Y(t7 87y0)a yO)a Y;f(tv S, y0)>Y(t,3,yO) Y;f(ta S, yO)
Y:S t7 87 Y:S t? 87
+ <VIII(Y(t737y0)7yO)a (yO)> M
G(tasuyO) Y (¢,5,50) G(tasay())
= <V\IJ(Y(t7 5790)7 yO)v Yi(t 87y0)>Y(t,s,y0) Yt(tv S, yO)
YS(t7 SayO)
(Y (t Yi(t, s, REIGLL )
+ <v ( ( a57y0)7y0)’ ( $ y0)>Y(t,5,y0) G(t,s,yo)
G(t737y0) G(X, yo)

Fiir die zweite Aussage differenzieren wir ¢, nochmal nach ¢ und erhalten dadurch

5.14
0= ult,s) "= T2V (L, 5,0).90) [Yilt, 5.0), Yilt. 5, 90)|

\Y%
4 <V\I!(Y(t, 5,90):Y0), aYt(t, 87y0)>y(t :
’s?yo

=0, weil Y eine Geodétische ist

= VQ\I](Y(t? S, yO)a yO) [Y;‘/(ta S, yO)’ Y;‘/(ta S, yO)]

fiir alle ¢ € (0, 7(yo, s)) und alle s € (—Z, T). -

Unser néchster Schritt besteht darin, dass wir kldren werden was wir unter dem Be-
griff einer pseudoharmonischen Funktion verstehen wollen und untersuchen in diesem
Zusammenhang pseudoharmonische, nichtlineare Kombinationen von harmonischen
Abbildungen. Dies geschieht in Form von

Lemma 5.6

Sei die harmonische Abbildung X (u,v) : B — Qg aus C*(B,Qg) gegeben. Dann
erfullt die geoddtische Winkelhilfsfunktion ¥ (u,v) aus (5.11) mit den beiden Funktio-
nen a = a(u,v) € C°(B,R) und b = b(u,v) € C°(B,R) die elliptische, quasilineare
Differentialgleichung

AY(u,v) + a(u, v)y(u,v) + blu, v),(u,v) =0, (u,v) € B. (5.22)

Bemerkung 5:

Der Gradient Vi) (u, v) besitzt hochstens isolierte Nullstellen in B und erlaubt dort eine
asymptotische Entwicklung des Hartman-Wintner-Typs. Dies geht aus der Betrach-
tung des Satzes 2 aus [18], Kapitel IX, §1 hervor. Da somit 1 einige Eigenschaften mit
harmonischen Funktionen gemeinsam hat, bezeichnen wir ¢ als pseudoharmonisch.

Beweis: Wir machen uns zuerst bewusst, dass die Gleichung

qu(u, v) + zXv(u, v) = (A:Uj + Fil(xﬁxi + xﬁxé))

du dv =0 VY(u,v)e B (5.23)

j=1,2
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erfillt wird, da die Abbildung X harmonisch ist. Dann berechnen wir mit Hilfe von
(5.13), (5.14) und (5.23):

AY(u,v) = Yy (u, v) + Yy (u, v)
= VQ\I/(X(u, v),Yo) [Xu(u, v), Xy (u, U)} + V2W(X (u,v), yo) [Xv(u, v), Xy (u, ’U)}

+ <V\I!(X(u,v), ), d%Xu(u, o) + d%Xv(u, v)>

= V2U(X (u,0), 90) [Xu(w, v), Xu(u, v)] + V2U(X (1, v), y0) | Xo(u, v), Xo (0, 0)
(5.24)

X (u,v)

fir alle (u,v) € B. Um diese Identitat weiter auswerten zu konnen, tberfithren wir die
Ableitungen der Abbildung X — wie auch schon im Beweis von Lemma 5.5 — mit Hilfe
des Gauf’schen geodétischen Rahmens (5.8) und den damit verbundenen gelifteten
Ausdriicken in eine geliftete Darstellung, welche wir unter Verwendung von (5.20) in
die Form

~ ~ 2(‘){7 yO) z(X’ yO)
Xu = XU7Y;5(X7y ) }/t(X? ) + <XU7 = > PN
< 0 >X Yo \/G(X, o) \/G(X, Yo)
X
?<Xyo>> 7
X

= <Xu7ﬁ(Xa y0)>Xﬁ(X7 y0) + <Xu7 @(X Y ) }/;(X? y0>
» Y0

= (X0, Vi(X,50))  Ve(X, 90) + (Xu, VI(X, 30)) x Yo(X, 30)

= (X, VX, 90))  Ve(X, p0) + Y5 (X, 30)

bringen. Indem wir das gleiche Verfahren nochmal auf X, anwenden, erhalten wir

~

X, (u,0) = (X (u,0), Vi(X (u, ), yo)

~ —

Y%(X(uv ’U), yO) + %(% U)YS(X(U7 U)a yo)v

~ —

Y%(X(ua ’U), yO) + wv(% U)YS(X(U7 U)v yO)

>X(u,v)
X@(U, ’U) = <Xv(ua U): z(X(U, ’U), y0>>X(u v)
Y(u,v) € B.

(5.25)

Setzen wir schliellich die Ableitungen aus (5.25) in (5.24) ein, folgt daraus die ge-
wiinschte Aussage, wobei aufgrund von (5.21) die Terme der Form VQ\I'[S?t, ﬁ} ver-

schwinden. O

Zur besseren Ubersicht fassen wir an dieser Stelle nochmal alle wichtigen Bedingungen
zusammen, die wir an eine Losung des Dirichlet-Problems in diesem Kapitel bisher ge-
stellt haben, in Form von

Definition 5.7
Sei ds? eine Riemann’sche Metrik gemif (1.1)-(1.4) auf dem stabilen Riemann’schen
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Gebiet Qg, R € (0,00), nach Definition 5.1. Wir bezeichnen die Funktion
X = X(u,v) : B— R?* € C*(B,R*) N C°(B,R?)

mit

| X (u,v)] <R V(u,v) €B

als eine Losung des Dirichlet-Problems P(p, ds?, ®) beziiglich einer Randfunk-
tion

® = d(u,v) € C°(OB,R?), |®(u,v)| <R V(u,v) € B,

wenn X harmonisch ist, d.h. das nichtlineare elliptische System (1.6) mit (1.7) 16st,
sowie die Randbedingung

X(u,v) = ®(u,v) VY(u,v) € IB

erfiillt.

Wir kommen nun zu einem fundamentalen Begriff fiir dieses Kapitel und zwar den der
konvexen Hiille. Diesen wollen wir folgendermaflen einfiihren:

Definition 5.8
Es seien das stabile Riemann’sche Gebiet 2 und das geodétische Zentralfeld aus
Lemma 5.2 gegeben. Wir bezeichnen mit

2 2’2
(5.26)

R(s0,y0) = {Y(t,s,yo) €Qr:tec(0,7(y0,5)), s € (—W,so]} Vso € (—W W)

die Geoditischenregionen. Fiir jede kompakte Menge F C Qp erklaren wir die
konvexe Hiille von F' innerhalb des stabilen Riemann’schen Gebietes Qp
mit

H(F) := ﬂ {R(so,yo) :yo € ONR, So € <_72T’ g) , so dass F' C R(so,yo)}. (5.27)

Bemerkung 6:
Eine Geodétischenregion aus Definition 5.8 wird durch den geodétischen Bogen

Y(T(y07 80) - t? 80) = Y<7—(y0> 80) - ta S0, ZJO)> te [07 T(ZJO; 80)]

und den Kreisbogen

T
Z(Say()) = Y(T(y()a 3)7371/0): s € <_2730>

begrenzt. Diese Bogen bilden zusammen als OR (s, yo) eine positiv-orientierte Jordan-
Kontur.
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Bemerkung 7:

Wenn wir den Fall (X, y9) = so, X € Qp, betrachten, fillt uns auf, dass die Geo-
détische Y(t,s0,10), t € (0,7(yo0,50)), fiir alle sp € (—%,%) durch diese Gleichung
beschrieben wird. Dadurch ergibt sich die folgende vereinfachte Notation fiir die Geo-

détischenregion in (5.26):

R(s0,90) ={X € Qr : V(X,y0) < so}- (5.28)

Wir werden im kommenden Theorem eine konvexe Hiillen-Eigenschaft nachweisen,
welche besagt, dass eine Losung des Dirichlet-Problems P (Qg, ds?, ®) gemiB Defini-
tion 5.7 in der konvexen Hiille der Randwerte enthalten ist.

Theorem 5.9

Sei die Randfunktion ® € C°(0B,Qgr) mit der Menge F := ®(0B) C Qg und ihrer
konvexen Hille H(F') gemdfS Defintion 5.8 gegeben. Dann erfillt jede Losung X €
P(Qg,ds?, ®) des Dirichlet-Problems die Bedingung

X =X(u,v) € H(F) Y(u,v) € B.

Beweis: Da sowohl die Menge F' als auch ihre konvexe Hiille H(F') beschréinkt und
abgeschlossen, also kompakt, sind, existiert eine eindeutige Zahl o(yp, F') € (—%, g),
so dass

N {R(So,yo) 1S € (—;r, g) , so dass F' C R(Smyo)} =R(o(yo, F),y0) Vyo € Qg
gilt. Weiter erhalten wir aus (5.28) die Identitat

R(o(yo, ), y0) = {X € Qr : ¥(X,y0) < o(yo, F)}  Vyo € Q.

Dieses Wissen kénnen wir nun verwenden, um die konvexe Hiille als

H(F) = ﬂ {R(so,yo) tyo € ONR, S0 € <_72T’ g) , so dass F' C R(so,yo)}

= () R, F)yo)= [\ {X€Qr:¥(X,p0) <oy F)}
YoEOQR YoEINR

(5.29)

zu bestimmen.

Ferner folgt, da X eine Lésung des Dirichlet-Problems P (€2, ds?, ®) nach Definition
5.7 darstellt und somit insbesondere harmonisch ist sowie durch die Konstante R €
(0, 00) betragsméaBig beschrankt wird, dass wir das geometrische Maximumprinzip von
E. Heinz (vgl. [18], Kapitel XII, §1, Satz 2) hierauf anwenden kénnen. Demzufolge

sup [ X(u,v)| < sup [X(u,v)|
(u,v)eB (u,v)€0B

bzw. wegen |®(u,v)| < R die Ungleichung

sup [X(u,v)| < sup |X(u,v)] = sup [®(u,v)] <R
(u,v)€B (u,v)€0B (u,v)€0B
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gilt und wir demnach die Inklusion X (B) C Qg erhalten.

Als Néchstes betrachten wir fiir beliebige Randpunkte yg € 9Qr die geodétische Win-
kelhilfsfunktion ¢ (u, v), (u,v) € B, aus (5.11). Dann implizieren die anfangs gezeigten
Gleichungen zusammen mit der darin enthaltenen Eigenschaft F' C R(o(yo, F), yo) fiir
alle yo € Qg die Abschitzung

Y(u,v) <oy, F) Y(u,v) € OB.

Zudem haben wir aufgrund von Lemma 5.6 die Gleichung (5.22) zur Verfiigung. Somit
ist es uns moglich das schwache Maximumprinzip (vgl. beispielsweise [3], Kapitel 3.1)
auf ¢ anzuwenden, wodurch wir ¢ auch fiir die inneren Punkte von B mittels o (yg, F')
beschrianken konnen. Dies liefert die Ungleichung

¢(u7”) = \II(X(U7U)7 yO) < U(y()v F) V(U,’U) € E und VCUO € 8QR

Schlieflich folgt aus dieser Ungleichung zusammen mit (5.29) die gewiinschte Behaup-

tung, dass X (B) C H(F) gilt. O

Bemerkung 8:

Wir wollen in dieser Bemerkung unser bisheriges Vorgehen in Kapitel 5 mit den im
Kapitel 4 fir das Maximumprinzip von W. Jager und H. Kaul vergleichen und dabei
die Ahnlichkeit der beiden Vorgehen aufzeigen:

In diesem Kapitel haben wir statt der Funktion @, bzw. spiter x, welche auf der
Abstandsfunktion beruhen, die geodétische Winkelfunktion ¥ eingefiihrt, die auf der
eindeutigen Darstellung der Punkte X mittels der Geodéatischen Y'(¢,s,yp) und den
entsprechenden geodétischen Polarkoordinaten aufbaut. Fir diese Funktion haben wir
dann die Hessesche bestimmt und erkannt dass diese bzgl. X, X, mit At (u,v) tiber-
einstimmt. Dazu vergleiche man die Gleichungen (5.24) und (4.16) miteinander.
Daraufhin konstruierten wir eine Differential(-un-)gleichung, welche wir in Theorem
4.5 von unten mit Null abgeschétzt hatten bzw. in Lemma 5.6 in Form der Gleichheit
mit (5.22). Auf diese Differential(-un-)gleichungen haben wir schliefilich das schwa-
che Maximumprinzip angewandt und somit ein neues Maximumprinzip beziiglich der
Funktion © — welche allerdings grofitenteils auf y beruht — bzw. ¢ erhalten.

Wir werden zunéchst noch einen Spezialfall des Lemmas von Radé (vgl. [2], part II,
chapter 4.9, Lemma 2) fir die pseudoharmonische Funktion v (u, v) nachweisen:

Lemma 5.10

Sei (u,v) gemdf (5.10) fir alle (u,v) € B erklirt und X (u,v) eine Lisung des
Dirichlet-Problems P(Qg,ds?, ®). Weiter gelte 1 (ug,vo) = 0 sowie 1, (ug,vg) = 0 =
Wy (uo,v9) fir einen Punkt (up,vo) € B. Dann wechselt die Hilfsfunktion v (u,v) min-
destens viermal ihr Vorzeichen auf 0B.

Beweis: Dem Lemma 5.6 entnehmen wir, dass v der partiellen Differentialgleichung
(5.22) gentigt und pseudoharmonisch ist. Ausgehend von Bemerkung 5 besitzt die
Hilfsfunktion dort eine asymptotische Erweiterung des Hartman-Wintner-Typs

Yuw(wo +¢) = c¢" +o(I¢]"), ¢ —0,
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fir w = u +iv, wy = up + ivg, ¢ = ¢; +ice € C\ {0}, n € N mit n > 2, wobei o(|(|")
eine Funktion a = a(¢) : C\ {0} — C mit

tim 14O _

=0 [¢]

¢#0

darstellt. Demnach teilt die Niveaumenge 1~1{0} := {w € B : ¢(w) = 0} die Nach-
barschaft von wg in 2n offene Sektoren S, Se,...,S2, in dem Sinne ein, dass ¥ (w)
in den ungeraden Sektoren Si,S3,...,S2,_1 positiv ist und in den geraden Sektoren

59,54, ...,59, negativ.

Da die Menge B\ ¢¥~1{0} offen ist, besitzt sie hochstens abzihlbar viele Zusammen-
hangskomponenten, wobei wir mit @1, Qo, ..., 2, diejenigen Komponenten bezeich-
nen, die die entsprechenden Sektoren beinhalten. Diesbeziiglich beweisen wir mittels
Widerspruch, dass keine zwei Zusammenhangskomponenten iibereinstimmen: Ange-
nommen es existieren j # k, so dass QQ2; = Q2 gilt. Dann finden wir eine (stiickweise
lineare) geschlossene Jordan-Kurve I", welche in wy startet, durch den Sektor S»; geht
und schliefllich iiber die gemeinsame Zusammenhangskomponente durch den Sektor
Sor wieder den Anfangspunkt erreicht. Wir bezeichnen zudem mit I(I') die von I”
eingeschlossene Teilmenge von B. Demnach enthélt I(I”) entweder den Sektor So;_q
oder Sj4+1. Da wir auf I auBlerhalb der Nachbarschaft keine weiteren Nullstellen ha-
ben, dndert sich das Vorzeichen von v entlang TV nicht, d.h. ¢(w) < 0 fir alle w € T”.
Andererseits wissen wir iiber 9, dass sie sowohl auf Sy; als auch auf Sy positiv ist.
Zudem gilt analog zu harmonischen Funktonen, dass auch die partiellen Ableitungen
von pseudoharmonischen Funktionen wieder pseudoharmonisch sind und wir demnach
auch fiir die Ableitungen das Hopf’sche Maximumprinzip ([17], Kapitel VI, §1) an-
wenden konnen. Dies liefert allerdings einen Widerspruch, denn da das Maximum
offensichtlich im Inneren I(I'") angenommen wird, miisste dann nédmlich ¢ tiberall auf
I(I"”) konstant sein. Die anderen Fille kann man auf d&hnliche Weise ausschlieBen.
Wenden wir nun das Hopf’sche Maximumprinzip auf jede Zusammenhangskomponen-
te @, 7 = 1,2,...,2n, an, so muss das Maximum an einem Randpunkt w; € 9Q); -
welcher insbesondere auf 0B liegen muss — angenommen werden, so dass 1(w;) fiir
die ungeraden Indizes positiv ist und fiir die geraden Indizes negativ. Weiter konnen
wir einen Weg v; zu jedem Punkt w; bilden, der in S; anfingt und vollstandig in @;
verlduft. Dies bedeutet, dass die Punkte w; das Verhalten der Punkte aus S; in der
Néhe von wyp iibernehmen, da die Wege ~; sich nicht kreuzen. Also existiert zwischen
jeweils zwei dieser Randpunkte eine Nullstelle von . O

Zudem wenden wir das Monodromieprinzip ([2], Part II, Chapter 4.9, Lemma 1) auf
unsere Abbildung X (u,v) an, um so eine Aussage beziiglich der Injektivitat der Ab-
bildung zu erhalten:

Lemma 5.11

Sei X = (x!,2%) € CY(B,C) N C%B,C) und die Jacobische von X erfiille

Ozt (u,v), 2%(u,v))
O(u,v)

#0 VY(u,v) € B.



56 5 Maximumprinzip der konvexen Hiille und Eineindeutigkeit

Dann ist die Abbildung X injektiv, falls mindestens eine der folgenden Bedingungen
erfillt wird:

i) X bildet OB auf eine geschlossene Jordan-Kurve I' C C ab.

it) X bildet B auf ein einfach zusammenhdngendes Gebiet B c C und 8B auf OB
ab.

Beweis: Da X € C'(B,C) und ihre Jacobische nirgendwo auf B verschwindet, handelt
es sich bei X um eine offene Abbildung (vgl. beispielsweise [14], Chapter 1, §5, Theorem
5.6 und das nachfolgende Korollar).

Wir wéhlen einen beliebigen Randpunkt z € 0X(B) und finden dazu eine dagegen
konvergierende Punktfolge z,, € X (B) sowie eine weitere Punktfolge w,, € B, welche
X(w,) = x, und w, — w € B erfiillt. Aufgrund der Stetigkeit von X auf B folgt,
dass X (w) = z. Da es sich bei X allerdings um eine offene Abbildung handelt, also
eine offene Menge aus B auf eine offene Menge abbildet, muss w € 0B gelten. Dadurch
erhalten wir die Inklusion 0X (B) C X (9B).

Angenommen es gelte 7). Dann folgt aus dem Jordan’schen Kurvensatz, dass C \
I' in die beschriankte, einfach zusammenhéngende innere Komponente I(I') und die
unbeschrankte dufere Komponente A(I") zerlegt wird. Wegen

80X (B) C X(8B) C T = dA(T)

ergibt sich

X(B)nA(T) = X(B)NA(T).

Demnach muss entweder X (B) N A(T') = A(T") oder X(B) N A(T') = ) gelten, aber
da X stetig ist, bildet es die beschriankte Menge B auf eine beschriankte Bildmenge
X(B) ab, d.h. es bleibt nur die Moglichkeit X(B) N A(T') = (). Daraus ergeben sich
wiederum die Inklusionen X (B) C I(I') und X(0B) C T' = 9I(T'). Setzen wir nun
B := I(T"), so erkennen wir darin die Bedingung #i) wieder. Wenn wir die eben gefiihrte
Argumentation auf diesen Fall anwenden, erhalten wir X (B) N I(I') = X(B) N I(T).
Folglich erhalten wir daraus X (B) = I(I') und somit auch 0X(B) = 9I(T").

Wir werden nun die Injektivitdt von X mittels Widerspruch nachweisen: Angenommen
X wiére nicht injektiv, dann existieren mindestens zwei Punkte w1, ws € B, welche auf
den selben Punkt Z € I(T") abgebildet werden. Insbesondere wird dabei jeder Bogen
in B, welcher w; und wy miteinander verbindet, durch X auf eine geschlossene Kurve
~v C I(T") abgebildet, weil X(w1) = & = X (w2) gelten muss. Weiter konnen wir, da
I(T") einfach zusammenhéngend ist, eine Homotopie darauf finden, welche v auf den
Punkt  zusammenzieht. Zudem sehen wir mittels des Fundamentalsatzes iiber die
inverse Abbildung ein, dass es sich bei X um einen lokalen Diffeomorphismus in B
handelt. Somit stellt jede Kurve in der Homotopie das Bild eines Bogens, welcher w;
und wsy verbindet, dar und diese Kurve muss geschlossen sein sofern sich ihr Bild in
hinreichender Néhe zu Z befindet. Dies liefert einen Widerspruch zur Annahme. [

In der folgenden Definition wollen wir noch den Begriff der Konvexitdt fiir Jordan-
Konturen einfiihren:
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Definition 5.12
Wir bezeichnen eine Jordan-Kontur I' C Qr als konvex in {Qr, wenn die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Die Jordan-Kontur I" stimmt mit den Rand OH(T') ihrer konvexen Hiille tiber-
ein und das Innere I(I') der Jordan-Kontur entspricht dem offenen Kern der
konvexen Hiille H(T").

ii) Die Jordan-Kurve wird durch eine Geodétische Y (¢, so, yo), t € [0, 7(vo, So)] fiir

den Parameter sg € (—g, ) in die geschlossenen Jordan-Bégen

I~ (yo,50) := T NR(s0,%), T (yo,50) =T\ R(s0,0)

aufgeteilt, so dass Y ( -, sg,yo) das Innere I(I") in einem inneren Punkt Yy € I(T")
trifft. Diese Bogen treffen sich dabei an ihren Endpunkten auf der Geodétischen

Y( 7307190)-

Wir haben in Kapitel 4 durch das Maximumprinzip von W. Jiger und H. Kaul eine
Eindeutigkeitsaussage fiir harmonische Abbildungen hergeleitet. Jetzt nutzen wir die
Hilfsmittel, welche wir uns in diesem Kapitel geschaffen haben, um ein Kriterium fir
die Eineindeutigkeit einer Losung des Dirichlet-Problems P (g, ds?, ®) zu bestimmen.
Dies geschieht indem wir die Methode von H. Kneser [11] fiir die euklidische Ebene
auf den Fall unserer Riemann’schen Metrik iibertragen.

Theorem 5.13

Seien die konvexe Jordan-Kontur I' C Qg als auch die topologische Randfunktion
® : 0B — T € C°0B,R?) gegeben. Dann liefert jede Losung X = X(u,v) des
Dirichlet-Problems P(Qg, ds?, ®) einen Homdomorphismus von B auf I(T) und einen
C?-Diffeomorphismus von B auf I(T').

Beweis: Zunichst beachten wir, dass aufgrund von Theorem 5.9 und Definition 5.12
i)

X(B) C H(®(0B)) Cc H(T) =T UI(T)

gilt und insbesondere wird auch die Inklusion

X(B) c I(T) (5.30)

erfiillt, wobei wir die zweite Inklusion mittels Widerspruch priifen: Angenommen (5.30)
gelte nicht, dann existiert ein Punkt (ug,vg) € B mit Yy = X (ug, vg) € I'. Weiter erhal-
ten wir aus der Definition von H(T'), dass es ein yo € IQg und ein so € (=5, §) gibt,
so dass I' C R(so,yo) gilt und unter Beachtung von Definition 5.12 Y in T'NIR (s, yo)
enthalten ist. Wenn wir die entsprechende Winkelhilfsfunktion 1(u, v) betrachten, wel-
che

@D(U,’U) = \I’(X(uvv)7y0) < 50, (’LL, U) €B
mit

Y (uo,vo) = ¥(Y0,%0) = so
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erfiillt, dann haben wir dadurch die Hilfsfunktion ¢ fiir alle (u,v) € B mit sy be-
schrankt. Weiter konnen wir auch Lemma 5.6 wieder anwenden, um so zu sehen, dass
¢ dem Hopf’schen Maximumprinzip ([17], Kapitel VI, §1) unterliegt und wir daher
den Widerspruch 1 (u,v) = s fiir alle (u,v) € B erhalten.

Ebenfalls durch Widerspruch wollen wir nachweisen, dass die Jacobische von X (u,v) =
(2! (u,v),2%(u,v)) nirgendwo auf B verschwindet, d.h.

Ty (1) @y (u,0)
vy (u,v) @i (u,v)

Angenommen es existiert ein Punkt (ug,v9) € B mit Yy := X (up,vg) € Qg, so dass
Xu(ug,v9) und X, (ug, vo) linear abhéngig sind. Dann kénnen wir einen Einheitsvektor
Zy finden, der orthogonal zu ihnen steht. Also erfiillt Zy die Eigenschaften

Zo € RZ\ {(0,0)},  (Z0,20) x(ugp) = 1 und
<ZO>XU(UO7U0)>X(uo,v0) = 0= (Z, X”(UO’UO»X(UOWO) )

Azt (u,v), 2%(u,v)) _
O(u,v)

(%
()

#0 V(u,v) € B. (5.31)

(5.32)

Ferner betrachten wir im festen Punkt Yy den Gauf’schen geodétischen Rahmen (5.8)
zu einem beliebigem Randpunkt yg € 0Q2g:

{?t(Yo, Y0), 729/07 o) } :
G(X7 yO)

Da die geodétischen Vektorfelder aufgrund ihrer Konstrukiton stetig von den Rand-
punkten abhéngen und ihre Ableitungen, wie in (5.5) zu sehen, nicht verschwinden,
folgt, dass der geodétische Rahmen bei Y eine positiv-orientierte, stetige Rotation
durchfithrt, wenn gy den Rand 0Q2r einmal in positiver Richtung entlanglduft. Wir
kénnen also ein gy € 0fQ2r wéhlen, welches

?S(Ybay(])

~

G(Xa yO)

= Zy

erfiillt. Durch Kombination dieser Gleichung mit (5.20) erhalten wir

o~

VU (Yo, o) = Ys(Yo,90) _ Ao, A= %
G (X, o) G(Yo,v0)

als Darstellung fiir den Gradienten der Winkelfunktion ¥. Mit Hilfe dieser Darstellung
fir ¥ und (5.32) berechnen wir nun die ersten Ableitungen von ¢ (u,v) an der Stelle

(w0, vo):
Yu(uo, vo) = (V¥ (Y0,%0), Xu(0,20)) x (4g,00) = A (205 Xul(t0;00)) x (4 00) = 0>
o (uo,v0) = (V¥(Y0,0), Xo (10, 00)) x (ug,u0) = A (Z0: Xo (10, 10)) x (ugv9) = 0-
Daraus folgt fiir die partielle Differentialgleichung (5.22) aus Lemma 5.6:
0 = Av¢(ug, vo)

= V>¥(Yo, o) {XU(UOJ)O),Xu(UOa Uo)} + V20 (Yo, yo) [Xv(uo,vo), Xv(u()avﬂ)]'
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Also ist die Hesse-Matrix der pseudoharmonischen Funktion 1 indefinit und t,,, ¥,
verschwinden an der Stelle (ug,vg). Dies bedeutet, dass wir in der Nahe von (ug, vo)
einen Sattelpunkt haben missen. Lemma 5.10 liefert uns die Aussage, dass sich dieses
Verhalten bis zum Rand fortsetzen ldasst und man dort mindestens vier Punkte fiir
1 erhélt, die das Level sg besitzen. Dies steht allerdings im Widerspruch zum Rand-
verhalten der Funktion 1 nach Definition 5.12 ii), wonach ¢ nur zwei Punkte fiir das
Level sg besitzt. Also gilt die Ungleichheit (5.31).

Wir sind nun in der Lage das Monodromieprinzip aus Lemma 5.11 anzuwenden,
welches uns zusammen mit der topologischen Randfunktion ® die Injektivitat von
X : B — I(T) liefert. Zudem lésst sich die Vorgehensweise des Beweises von Lemma
5.11 auf die Losung X des Dirichlet-Problems P(2p, ds?, ®) iibertragen und wir erhal-
ten daher auch hier die Aussage X (B) = I(I"). Somit ist X eine bijektive Abbildung.
Ebenso erhalten wir die lokale Diffeomorphie von X aus dem genannten Beweis. Dies
fiihrt wiederum zusammen mit der Bijektivitdt zur Schlussfolgerung, dass X auch
einen Diffeomorphismus darstellt. Da es sich bei X um eine stetige, bijektive, offe-

ne Abbildung und B sowie I(I') = X(B) um metrische — und daher insbesondere
topologische — Rdume handelt, ergibt sich schliellich die Aussage beziiglich des Ho-
moomorphismus. O

Wir wollen im Folgenden noch kurz zeigen, dass man unter der Forderung einer mo-
deraten Abweichung der Riemann’schen Metrik von der euklidischen Metrik und einer
C?*e_diffeomorphen Randfunktion ® fiir die Holder-Konstante o € (0, 1), dieses Re-
sultat sogar zu einem C?T*-Diffeomorphismus auf B ausweiten kann. Hierzu erkliren
wir zunachst die

Definition 5.14
Die Riemann’sche Metrik ds? aus (1.1)-(1.4) besitzt eine moderate Abweichung

von der euklidischen Metrik in 2 bzgl. der Konstanten ¢ € (O, ﬁ), wenn
die Christoffel-Symbole der folgenden Abschétzung gentigen:

2
2 2
) (Z Fé»k(X)&jék) <clle* veE=(€h,€%) eR?, VX = (al,2%) € R% (5.33)

=1 \j k=1

Entsprechend dieser Definition erweitern wir den Begriff einer Losung X des Dirichlet-
Problems P(Q2g,ds?, ®) fiir Riemann’sche Metriken mit einer moderaten Abweichung
von der euklidischen Metrik indem wir dies wie folgt notieren:

Definition 5.15
Sei ds? eine Riemann’sche Metrik geméf (1.1)-(1.4) auf dem stabilen Riemann’schen
Gebiet Qr, R € (0,00), nach Definition 5.1 mit einer moderaten Abweichung ¢ €

(0, i) geméfl Definition 5.14. Wir bezeichnen die Funktion

X = X(u,v): B— R* € C*T%(B,R?)
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mit
| X (u,v)] <R V(u,v) €B

als eine Losung des Dirichlet-Problems P%(2p,ds?, ¢, ®) beziiglich einer Rand-
funktion

® = d(u,v) € C*T*(0B,R?), |®(u,v)| <R V(u,v) € IB,

wenn X harmonisch ist, d.h. das nichtlineare elliptische System (1.6) mit (1.7) erfiillt,
sowie die Randbedingung

X(u,v) = ®(u,v) VY(u,v) € OB

erfullt.

Mit Hilfe dieser Begrifflichkeiten kénnen wir uns nun dem Beweis der vorherigen Aus-
sage beziiglich einer C?*°-diffeomorphen Losung des Dirichlet-Problems mit einer mo-
deraten Abweichung von der euklidischen Metrik widmen:

Theorem 5.16
Die Riemann’sche Metrik (1.1)-(1.4) besitze eine moderate Abweichung (5.33) durch

die Konstante c € (O, ﬁ) von der euklidischen Metrik. Weiter sei die C***(0B, 02R)-

diffeomorphe Randfunktion ® : 9B — 0Qg gegeben. Dann existiert ein C*t%(B,Qg)-
Diffeomorphismus

X = X(u,v) = (z'(u,v), 2%(u,v)) : B — Qg,

welcher eine Losung des Dirichlet-Problems P®(Qg, ds?, c, ®) darstellt.

Beweis: Wir wollen hier davon ausgehen, dass eine Losung X des Dirichlet-Problems
P(Qr,ds?, ¢, ®) existiert ([18], Kapitel XII, §4). Dann erkliren wir die Hilfsfunktion

n(u,v) == | X (uw,0)%  (u,0) € B
und berechnen fir diese
An(u,v) = V (2X (u,v) - VX (u,0)) = 2 (]VX(U,U)]Q + X (u,v) - AX(U,U)) >0,

da X harmonisch ist. Somit erfiillt 7 zusammen mit dem elliptischen partiellen Diffe-
rentialoperator A das Hopf’sche Randpunktlemma ([17], Kapitel VI, §1, Hilfssatz 2)
und liefert daher fiir die Ableitung in Richtung der &ufleren Normale v von B:

d d
0< an(u,v) =2X(u,v) - d—VX(u,v), (u,v) € OB. (5.34)

Indem wir zu Polarkoordinaten w = rel” {ibergehen, iiberfithren wir die Ungleichung

(5.34) in die Form:

0< %n(w) =2X(w)X,(w), w € IB. (5.35)
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Angenommen, es gelte fiir ein beliebiges wy = €0 € 9B die Bedingung

) =
)

fiir die Funktionaldeterminante. Dies wiirde bedeuten, dass X, (wp), Xy(wp) linear ab-
héngig sind. Weiter wissen wir, da es sich bei 2z um einen Kreis handelt, dass das

Maximum von n(w) am Rand angenommen wird. Somit wird es insbesondere am
Randpunkt n(wg) = n() angenommen. Folglich erhalten wir

2y (wo) 2
af(wo) a3(

Wo
wWo

n9(90) = 2X (9) X9 (%) = 0.

Zusammengefasst bedeutet dies, dass X (wp) L Xy(wp) sowie X (wp) £ X, (wo) gilt,
allerdings stellt dies einen Widerspruch zur linearen Abhéngigkeit von X, (wo) und
Xy(wp) dar. Demzufolge muss

r(w) @y(w)

1
€ 9
zz(w)  aj(w)

T
erfiillt sein. Diese Ungleichung tiberfithren wir nun wieder in unsere urspriinglichen
Koordinaten (u,v) und erhalten daraus:

w
w #0 YweoB

@y, (u,0) - @y (u,0)

1
u

2 1

=z} (u, v)22 (u,v) — z}(u,v)z2 (u,v)

= (w(w) cos(d) — xh(w) sin(¥) ) (2 (w) sin(¥) + 25 (w) cos(¥) )
- (x}n w) sin(0) + ) (w) cos(ﬁ)) (x?(w) cos(¥) — 23 (w) sin(ﬂ))

0) +sin(9) ) (} (w)ag (w) — wh(w)e(w)

(5.36)

Als Néchstes weisen wir nach, dass die Jacobische auch in B nicht verschwindet. Dafiir
wenden wir die Argumente aus dem Beweis von Theorem 5.13 an. Allerdings gilt es
dabei zu beachten, dass wir dabei nicht das Zentrum gy € 0{2g unseres geodéatischen
Zentralfeldes aus Lemma 5.2 beriihren, da die Uberdeckung dort eine Singularitt
aufweist. Daher betrachten wir nur den Teil von €)r, welcher fiir ein hinreichend kleines
€ > 0 auerhalb der e-Umgebung der Singularitét ist:

OR(yo) = {X € Qr: | X —yo| > €} .

Fiir dieses Gebiet kénnen wir problemlos die Argumente des Beweises von Theorem
5.13 anwenden, wenn wir noch die Hilfsfunktion ¢ entsprechend anpassen zu

Y(u,v) = V(X (u,v),y0), (u,v)€ B = {(u,v) € B: X(u,v) € Q%(yo)}.

Dadurch erhalten wir dann auch, dass die Jacobische nicht in B verschwindet.
Schliellich ergibt sich die gewiinschte Aussage aus dem Monodromieprinzip von Lem-
ma 5.11 analog zum letzten Schritt im Beweis von Theorem 5.13. O
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Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch die harmonische Einbettung in die
obere Hemisphéare SE mit Radius R > 0 untersuchen. Hierzu betrachten wir die obere
Hemisphéare SE beziiglich des stabilen Riemann’schen Gebietes Qp fiir 0 < R < oo
mit Hilfe der Darstellung

Z(X) = Z(z4, 2% = (xl,mQ, \V R? — ]X]Q) . X €Qp. (5.37)

Die Differentiation nach z* liefert

zk

VR~ X

woraus wir die Koeffizienten unserer Metrik folgendermaflen bestimmen kénnen:

Zxk (X) = (61/€a62k7 — ) , Xe€Qgr, k=12, (5.38)

ik ala”
ik = gik(X) 1= 2,5 (X) - Zpn(X) = 01501% + 62021 + R (X[ Ok + R X%
XeQp, j k=12
(5.39)

Die durch (1.1) und (5.39) bestimmte Metrik ds?(R) bezeichnen wir im Folgenden als
hemisphirische Metrik. Das Problem bei dieser Metrik besteht darin, dass sie bei
0 R singular wird. Folglich erhalten wir aus Theorem 5.16 keine globale Existenzaus-
sage mehr. Um dieses Problem zu umgehen, wenden wir uns nochmal der Arbeit [6] von
Hildebrandt, Kaul und Widman zu, welche wir im Kapitel 3 teilweise genutzt haben,
um eine schwache Losbarkeitsaussage herzuleiten. Wie in Bemerkung 1 bereits fiir den
zweidimensionalen Fall angedeutet, kann man die Existenzaussage von Theorem 3.5
auch auf harmonische Abbildungen tbertragen und dabei auch bessere Regularititen
erhalten. Hildebrandt, Kaul und Widman haben in ihrer Arbeit (Theorem 1-4) diese
Aussagen auch fiir den dreidimensionalen Fall einer vollstdndigen Riemann’schen Man-
nigfaltigkeit mit einer nichtnegativen oberen Schranke an die Schnittkriitmmung nach-
gewiesen. Da diese Voraussetzungen insbesondere fiir Hemisphéren erfiillt sind, machen
wir uns ihre Resultate zunutze, wobei wir auch die C?*®-Regularitit fiir o € (0, 1) der
Losung X zumindest in B iibernehmen kénnen, sofern unsere Mannigfaltigkeiten die
hierfiir nétige C3-Regularitit aufweisen (man vergleiche hierzu die Bemerkung zum
Theorem 4):

Theorem 5.17
Seien B und Qr C3-Mannigfaltigkeiten. Dann existiert fiir jede Randfunktion

d € CY(OB,Qr) mit einer Hi(B, Qg)-Erweiterung (5.40)
eine Losung
X = X(u,v) : B— Qg € C**(B,Qr) N C°(B,QR) (5.41)

des entsprechenden Dirichlet-Problems P (g, ds?(R), ®) beziglich der hemisphdiri-
schen Metrik ds*(R).



63

Beweis: Dies folgt aus den Theoremen 1-4 und den dazugehoérigen Bemerkungen aus
der Arbeit [6] von Hildebrandt, Kaul und Widman. O

Als Néchstes konstruieren wir eine einfache Uberdeckung der Hemisphére mittels eines
Feldes aus Geodiitischen, welche von einem beliebigen Aquatorialpunkt

Z 9y = (Rcos(?), Rsin(4),0) € 9S%, ¥ €0,2n], (5.42)

ausgehen. Dazu gehen wir vom Grof3halbkreis

<RCOS(;>,0,RSHI(;>)T, t € (0, Rm), (5.43)

von SE aus, welcher einen Halbkreis mit Anfangspunkt Zj := (R, 0,0) und Endpunkt
Zr = (—R,0,0) bildet. Insbesondere stellt dieser eine Geodétische ohne innere konju-
gierte Punkte dar. Mittels Drehung um die 2'- und 23-Achse erhalten wir den oberen
Rand unserer Hemisphére iiber 2 als ein Feld von Geodétischen:

t t\\"
Z(t,s,0) = Df;oD;o(Rcos(R),O,Rsin(R>> , te(0,Rm),

(5.44)
T
S € (—2,2>, '196 [0,27’(’]
Dabei stellt
1 0 0 o
Dl:=10 cos(s) —sin(s)|, s¢ (—2,2), (5.45)
0 sin(s) cos(s)
die Drehung um den Winkel s an der x!'-Achse und
cos(¥) —sin(d) 0
D} :=|sin(®) cos(¥) 0], ¥ €][0,2n], (5.46)
0 0 1
die Rotation um ¥ an der 23-Achse dar. Weiter verkorpere
I*(Z) = (2!, 22, 2%) = (2!, 2%) = X ¢ R? VZ = (2',2% 2%) € R (5.47)

die Projektion auf die Ebene. Aufgrund des Zusammenspiels der eben beschriebenen
Konstruktion mit der Projektion IT? folgt, dass es sich bei

Y(t.5,0) =P o Z(t,5,9), te(0,Rn), se (—72”;) (5.48)
um ein geoditisches Zentralfeld fiir die hemisphirische Metrik ds?(R) handelt. Genau-
er gesagt, iiberdeckt dieses Zentralfeld Qg einfach fiir beliebige 9 € [0, 27| und besitzt
das Zentrum yo = I13(Z(9)) € 0Qr.

Da wir nun wieder ein geodétisches Zentralfeld zur Verfiigung haben, konnen wir mit
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diesem erneut die Begriffe der Geodétischenregion, der konvexen Hiille innerhalb ei-
nes stabilen Riemann’schen Gebietes und der geodétischen Winkelfunktion geméfl den
Definitionen 5.4 sowie 5.8 einfithren. Des Weiteren steht uns fiir die entsprechende geo-
datische Winkelhilfsfunktion ¢ ebenso das Lemma 5.6 beziiglich pseudoharmonischer
Funktionen zur Verfiigung. Wenn wir noch den Begriff der konvexen Jordan-Kontur
aus Definition 5.12 an unsere aktuelle Metrik ds?(R) anpassen, so liefert dies die fol-
gende Aussage iiber harmonische Einbettungen innerhalb der Hemisphére:

Theorem 5.18

Seien die konvexe Jordan-Kontur I' C Qg als auch die topologische Randfunktion
®: 9B — T gemaf (5.40) gegeben. Dann stellt jede Losung X des Dirichlet-Problems
P(Qp,ds?(R), ®) beziiglich der hemisphirischen Metrik ds?(R) mit der in (5.41)

erklirten Regularitit eine topologische Abbildung von B auf I(T') und einen C?+o-
Diffeomorphismus von B auf I(T") dar.

Beweis: Dieser ergibt sich aus der vorangegangenen Argumentation von Theorem 5.9
bis Theorem 5.13. O

Als abschlielendes Beispiel wollen wir nun harmonische Diffeomorphismen in der Poin-
caré’schen Halbebene H := {X = (z!,2?) € R? : 22 > 0} untersuchen. Dabei stiitzen
wir uns auf die entsprechenden Betrachtungen aus [10] von Klingenberg sowie [1] von
Blaschke und Leichtweifl. Die Riemann’sche Metrik in diesem Raum besitzt die Form
(dz')? 4 (dz?)?

(22)? '
Da es sich um eine orthogonale Parametrisierung (gi12 = 0 = go1) handelt, berechnet
sich die Gau3’sche Kriimmung auf der gesamten Halbebene durch

ds? := (5.49)

Ke__ L (0 gm0 gua \__ ()0 (_2) _ 1
2\/g11g22 \ 07! \/giigaz  0x* \/g11G22 2 022\ a? '
Zudem erhalten wir wegen (5.49) fiir die Christoffel-Symbole die Darstellungen

1

Fh = 1%2 = F%Q = F%l =0 und F%l = —ng = _F51 = _F%Q = 22

Als Néchstes wollen wir den Beweis des folgenden Theorems durchfithren (vgl. hierzu
[10], Satz 5.1.7):

Theorem 5.19
Die Geoddtischen von H stellen Bdgen von euklidischen Kreisen oder Geraden dar,
welche orthogonal auf die Gerade x*> = 0 treffen.

Beweis: Aus der Geodétischengleichung

2
4+ Y Tatel =0, j=1,2,
kl=1
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erhalten wir die Gleichungen

.1.2
# 4+ orhita? =@ -2 =0 (5.50)
x
und
1\2 _ (4.2)\2
i+ T3t + T3,3%% = & —l—M:O, (5.51)
x

wobei wir mit 47 wieder die zeitliche Ableitung von 7 bezeichnen. Es kénnen nun die
folgenden beiden Félle eintreten:

Fall 1: 3' =0
Da somit 2! = const. gelten muss, trifft diese Gerade dann orthogonal auf 22 = 0.
Fall 2: ' #0

Wir berechnen zunéchst

d il 222 [ 4l xl 2 il 2
*f(X X) = a [1 <(3:2)2>] = (3-61) ((x2 2 ($2 3) St _2ﬁ

L d il g ahi? d
— ! ax [ln<($2)2>] =2 —27302 —O@a lln(

Folglich muss f(X, X) konstant sein und daher

@2 = const. =c¢1 #0
gelten. Dies bringen wir dann in die Form

it = ey (x?)?. (5.52)
Weiter bestimmen mir wir mit Hilfe von (5.50) - (5.52) die Ableitung

d<<o‘c1>2+<dz?>2 2a2)? [ + %3] — 2022 [(@1)? + (3%)?]

LN
: Il

dt (22)2 (22)*
142 2242 _ (32)3(£2)-1
=2 lq (xl -2 ) + ((952))2( ) 1
l‘lii‘z l‘,? iZ 2 i)l 21 1,2 3 1.112 I’llL'Q
ZQlcl £ [(4%) (352)3)] ( >1:201[$2 _1:21:0

Daraus folgt, dass

(jjl)Q 4 (i2)2

= const. =cy >0
(a?)2 ’

bzw. unter Beachtung von (5.52)

2\ 2
CQ 2\2 x
- = — ] >0 5.53
2 ()" + (clx2> ( )
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gelten muss. Des Weiteren erhalten wir aus der Gleichung

-2 222 (232 .17\ 2
d <$1 + .’L'_) — ¢l + Lz (:L‘ ) (5.51) .4 (IL' ) (SEQ) 0

_ — xr — —
dt c1a2 c1(a?)? c1(x?)?
die Aussage
-2 -2 2

x x
! + —5 = const. = c3 <> <—2> = (2! — 63)2.

1T c1x
Indem wir diese Gleichung in (5.53) einsetzen, gewinnen wir daraus die Kreis-
gleichung
c
C—; = (2%)? + (2" — ¢3)?,

1

also einen Kreis mit Mittelpunkt (c3,0) und Radius %, welcher orthogonal auf
1
die Gerade 2% = 0 trifft.

O]

Aufgrund von Theorem 5.19 bestehen alle Geodétischen der Poincaré’schen Halbebe-
ne H aus Kreisbégen und Strahlen, welche die z'-Achse orthogonal treffen. Diese
bezeichnen wir als Orthokreise. Zudem erhalten wir aus [1], §§ 81-84, von Blaschke
und Leichtweif}; dass die geodéatischen Kreisscheiben (nach unserer Beschreibung aus
Kapitel 1)

Kr(P):={X € H:dist (X,P) < R} CH

mit Zentrum P € H (im geodétischen Sinne) einen konvexen Rand OKp besitzen,
welcher eine positive geodétische Krimmung aufweist. Weiter wird gezeigt, dass die
orthogonalen Trajektorien des Halbkreisbiischels der Orthokreise wieder Kreise sind.
Genauer gesagt handelt es sich bei diesen Kreisen um die Berandungen 0K der geo-
détischen Kreisscheiben. Fiihren wir nun den Grenziibergang R — oo aus, so wird
die Poincaré’sche Halbebene durch die geodétischen Kreise Cr(P) ausgeschopft.
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Insbesondere kénnen wir fiir jeden Randpunkt yg € 9Kg(P) ein geodéitisches Zen-
tralfeld anlegen, welches von gy ausgeht und Kr(P) einfach tiberdeckt. Somit besitzt,
nach Theorem 1 aus [6], jedes Dirichlet-Problem P(H,ds? @), dessen Randfunkti-
on ® in der geoditischen Kreisscheibe Kr(P) enthalten ist und R < g fiir die
obere Schranke k£ > 0 an die GauB’sche Krimmung K von H erfiillt, eine Losung
X € C?*(B,H) N C°(B,H), welche in den geoditischen Kreisscheiben Kg(P) fiir alle
Radien R > 0 liegt.

Hiervon ausgehend wenden wir die in Kapitel 5 gezeigten Methoden auf die Lésung
X an und erkennen dadurch, dass X die konvexe Hiillen-Eigenschaft aufweist. Dies
resultiert schlieBlich in der Aussage: X stellt einen Diffeomorphismus in B und eine
topologische Abbildung auf B dar, falls der topologische Rand eine Reprisentation
auf eine konvexe Jordan-Kontur I' darstellt, die im Inneren von Kr(P) enthalten ist.
Diese Aussage kann man als eine Abwandlung von Theorem 5.18 fiir die Poincaré’sche
Halbebene auffassen.
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