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Kurzfassung 

„3D-CFD der Gas-Partikel-Strömung in einer Laval-Düse zur Vorhersage mechani-
scher Erosion“ 

Die vorliegende Doktorarbeit betrachtet den erosiven Verschleiß von Laval-Düsen für 
den pneumatischen Stofftransport. Dazu werden 3D-CFD-Simulationen der Gas-Par-
tikel-Strömung auf Basis des Softwarepaketes OpenFOAM durchgeführt und ein kom-
pressibler 2-Wege-gekoppelter sowie 4-Wege-gekoppelter Strömungslöser entwickelt. 
Zusätzlich wurden die Partikelmethoden von OpenFOAM erheblich erweitert. So sind 
z.B. zusätzliche stochastischen Methoden für die Partikel-Partikel und Partikel-Wand-
Kollisionen (Sommerfeld & Huber, 1999) mit einer erweiterten translatorischen und ro-
tatorischen Impulserhaltung implementiert worden. Die auf die disperse Phase wirken-
den fluidmechanischen Kräfte sind die Widerstandskraft nach Henderson (1976), die 
Kraft durch Druck- und Spannungstensor sowie die Auftriebskraft. Der erosive Ver-
schleiß wird wahlweise mit dem Tabakoff-Modell (Grant & Tabakoff, 1973) und dem 
Oka-Modell (Oka et al., 2005; Oka & Yoshida, 2005) berechnet.  

Diese Arbeit entstand in Zusammenarbeit mit dem HKW Cottbus, welches im Rauch-
gasreinigungssystem Laval-Düsen für den pneumatischen Abtransport von Asche ver-
wendet. Aufgrund der hohen Gas- und Partikel-Geschwindigkeiten und der Kontur der 
Düsen sind diese massiv durch Erosion geschädigt worden. Dadurch haben diese ihre 
Funktion als Blende verloren, was eine Schädigung weiterer Komponenten des Rauch-
gasreinigungssystems zur Folge hatte. 

Zur Validierung des numerischen Strömungslöser wurde das Experiments von Kumar 
et al. (1983) ausgewählt und ein qualitativ vergleichbares Ergebnis generiert (60% des 
experimentellen Werts). Das charakteristische Verschleißbild des Experiments stellt 
sich nur unter Verwendung eines stochastischen Partikel-Wand-Kollisionsmodells mit 
hoher Wandrauigkeit ein. Im Fall glatter Wände ist der erosive Verschleiß insgesamt 
geringer und es verschiebt sich das Maximum der lokalen Erosionsrate.  

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen ist sowohl die Kontur der Laval-Düse des HKW 
Cottbus modifiziert worden als auch das Material der Düsenwandung von 13CrMo44-
Stahl zu Siliziumcarbid-Keramik geändert worden. Die numerischen Simulationen des 
4-Wege-gekoppelten Strömungslösers zeigen, dass sich das lokale Maximum der Ver-
schleißrate im kritischen Bereich der Düsenkehle auf 1.5	% des Ausgangswerts redu-
ziert und zugleich von der Düsenkehle weg verschiebt. 

In dieser Doktorarbeit ist im Gegensatz zu vergleichbaren numerischen Studien eine 
Validierung des Strömungslösers an experimentellen Daten durchgeführt worden und 
die Bedeutung der Partikel-Partikel-Kollisionen und der Wandrauigkeiten für die Be-
rechnung des erosiven Verschleißes bei Laval-Düsen aufgezeigt worden.  



 

Abstract 
“3D-CFD-Simulations of the gas-particle flow in a Laval nozzle to predict mechanical 
erosion” 

The following doctoral thesis describes the mechanism for the mechanical erosion of 
a cold gas Laval nozzle, which is in use for pneumatic conveying of coal ash or coal. 
Therefore 3D-CFD-simulations of a gas-particle-mixture are performed using the soft-
ware package OpenFOAM and a density based compressible 2-way-coupled and 4-
way-coupled multiphase-solver was developed. In addition, the particle supplied meth-
ods were extensively enhanced, for example with an advanced stochastic particle-wall 
(Sommerfeld & Huber, 1999) and particle-particle treatment including linear and rota-
tory conservation of momentum. The following forces are in use for the numerical sim-
ulations: The drag-force by Henderson (1976), the force due to pressure and stress 
tensor and the buoyancy force. In order to calculate the wall erosion, the empirical 
models of Tabakoff (Grant & Tabakoff, 1973) and Oka (Oka et al., 2005; Oka & 
Yoshida, 2005) are applied. 

This work was done in collaboration with the Cottbus power plant, where some of its 
nozzles used for the exhaust gas cleaning system were widened and destroyed. This 
led to a significant increase of the erosion within the entire system. So, the numerical 
solver was furthermore used for a geometrical optimization of these Laval nozzles. 

The numerical solver was validated with the experiment by Kumar et al. (1983). These 
results are in good agreement with the experiment (around 60 % of the experimental 
values), but could only achieved with stochastically modelled rough walls for the parti-
cle-wall-collisions. In the case of smooth walls the distribution of the erosive wear is 
very different profile with a substantial shift of the erosion rate’s maximum. 

With this experience, the shape of the industrial applied nozzle from the Cottbus power 
plant was modified as well as the wall material was changed from 13CrMo44-steel to 
silicon carbide. The numerical simulations of the 4-way-coupled multiphase-solver 
show a significant reduction of the erosion rate’s maximum to 1.5% of the start value 
together with a shift away from the nozzle throat. 

In contrast to former numerical studies this thesis was able validate the numerical 
solver with experimental data and to show the importance of particle-particle-collisions 
and the correct approximation of the particle-wall-collisions for the prediction of the 
erosive wear.  
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1 Einleitung und Stand der Technik 

In vielen industriellen Anwendungen finden sich konvergent-divergente Düsen zur För-
derung und zum Transport eines zweiphasigen Gemischs disperser Partikel innerhalb 
eines Gases oder einer Flüssigkeit (Yin et al., 2016; Lu et al., 2011; Almhem & 
Schemenau, 1997; Settles & Garg, 1996). Je nach angelegter Druckdifferenz zwischen 
Düseneintritt und Austritt werden diese Düsen als Laval-Düse oder als Venturi-Rohr 
bezeichnet (Abbildung 1.1). Diese finden sich in Anwendungen wie Ejektoren, Gutauf-
gabeinjektoren, Sandstrahldüsen oder Blenden für den pneumatischen Stofftransport. 
Aufgrund der Kontur und den infolge dessen wirkenden Beschleunigungen auf die dis-
perse Phase finden zwangsläufig Partikel-Wand-Wechselwirkungen statt, die die inne-
ren Oberflächen angreifen können. Dieser Abtrag wird allgemein als Erosion bezeich-
net und ist aus zweierlei Gründen zu vermeiden: Erstens wird durch die Veränderung 
der Düsenkontur die Lebensdauer des Bauteils begrenzt und zweitens wird dadurch 
die Arbeitsweise des Bauteils beeinflusst, was wiederum Einfluss auf andere Kompo-
nenten im Gesamtsystem haben kann und einen beträchtlichen wirtschaftlichen Scha-
den zur Folge hat. Es muss daher einer optimalen Formgebung gegen Erosionsbe-
ständigkeit Aufmerksamkeit geschenkt werden. Bei den genannten Anwendungen fin-
det hauptsächlich mechanische Erosion statt. Dies ist ein durch mechanische Bean-
spruchung verursachter Materialabtrag, der aus einem mehrphasig strömenden Fluid 
resultiert.  Bei der hier betrachteten mechanischen Erosion durch Verschleißpartikel 
ist diese abhängig von Auftreffwinkel, Größe und Geschwindigkeit der Partikel und un-
terscheidet sowohl zwischen hartem als auch weichem Wandmaterial (Neilson & 
Gilchrist, 1968).  

 

 
Abbildung 1.1: Form einer konvergent-divergenten Düse mit Öffnungswinkel b und 

Radius r des konvergenten Abschnitts der Düse 
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Der größte Anteil der mechanischen Erosion kann im konvergenten Abschnitt der Düse 
nahe der Düsenkehle beobachtet werden. Durch die höhere Druckdifferenz sind in La-
val-Düsen die Gas-und Partikelgeschwindigkeiten größer als in Venturi-Rohren und 
somit ist die mechanische Erosion dort deutlich stärker. Demzufolge ist die mechani-
sche Erosion in Laval-Düsen der Schwerpunkt dieser Doktorarbeit. 

Zur Untersuchung des Verhaltens disperser Partikel in Laval-Düsen und ähnlichen Ge-
ometrien wurden sowohl numerische als auch experimentelle Methoden genutzt. 
Diese stammen hauptsächlich aus drei Fachrichtungen mit zum Teil gegensätzlichen 
Zielstellungen:  

1) Bei Raketendüsen erhöht sich der Schub mit der Geschwindigkeit der Partikel am 
Düsenaustritt. Im Sinne der Lebensdauermaximierung sollten die heißen tröpfchen-
förmigen Partikel möglichst selten mit der Wandung kollidieren, da diese einen zu-
sätzlichen Wärmestrom an der Wandung einbringen (Abbildung 1.2). Im Falle einer 
Kollision sollten diese daher eine niedrige Geschwindigkeit relativ zur Wandung ha-
ben (Thakre, 2008). 

2) Im Bereich des Kaltgasbeschichten ist es wünschenswert eine hohe Partikelge-
schwindigkeit am Düsenaustritt der Laval-Düse und gleichzeitig einen im Durch-
messer schmalen Partikelstrom zu haben. Dies garantiert ein gleichmäßiges Be-
schichtungsergebnis mit geringem Rohstoffeinsatz (Yin et al., 2016; Abbildung 1.3). 

3) Zur pneumatischen Förderung von Kohlenstaub sind Laval-Düsen gut geeignet, da 
diese einen stabilen Massenstrom bei Druckschwankungen garantieren (Lu et al., 
2011).  
 

 
Abbildung 1.2: Ansicht auf die drei Space-Shuttle Main Engines der Endeavour 

(links); Physikalische und chemische Prozesse die zur Erosion in einem Raketen-
Triebwerk führen können (rechts; Thakre, 2008) 
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Abbildung 1.3: Düse zur Oberflächenbeschichtung mit Titan, dargestellt sind Trajek-
torien der Titan-Partikel bei einer Temperatur von 550°C und einem Druck von 14 

Bar (Yin et al., 2016). 

1.1 Motivation  
Diese Arbeit entstand in Zusammenarbeit mit dem Heizkraftwerk Cottbus. Dieses 
Kraftwerk ist mit einer druckaufgeladenen Wirbelschichtdampferzeugeranlage 
(DWSF) ausgerüstet und hat eine elektrische Leistung von 74 MW sowie eine thermi-
sche Leistung von 220 MW (Almhem & Schemenau, 1997). Die Wirbelschichtverbren-
nung findet nicht wie bei vergleichbaren Anlagen unter atmosphärischen Druck statt, 
sondern bei einem Überdruck von ca. 9 bar.  Ein Schnittbild sowie ein Schema des 
Wasser-Dampf-Kreislaufs findet sich in Abbildung 1.4. Im Folgenden verweisen die 
Zahlen in Klammern auf Bauelemente dieser Abbildung. Der große Vorteil ist, dass 
neben der kompakten Bauweise die entstehenden Rauchgase in einer Hochdrucktur-
bine und Niederdruckturbine entspannt werden können (9) und so das Gas zusätzlich 
zur Stromerzeugung genutzt werden kann. Das Wirbelbett ist ein Gemisch aus Sorbent 
und speziell gekörnter Braunkohle. Das Sorbent besteht wiederum aus Kalkstein 
(CaCOö) und Sand. Die stöchiometrischen Gleichungen finden sich in Kapitel 5. Damit 
das Rauchgas in der Gasturbine entspannt werden kann, ist eine Vorreinigung aus je 
sechs primären und sekundären Zyklon-Abscheidern notwendig (6). Dort wird Rauch-
gas von der Flugasche und dem Sorbent getrennt. In dem nachgeschalteten und auf 
pneumatischen Stofftransport basierenden Flugascheaustragssystem (Abbildung 5.3) 
traten wiederholt Schädigungen durch Erosion an Rohrleitungen auf. Der Grund hierfür 
sind die für jede Transportleitung verwendeten Laval-Düsen (Abbildung 1.5). Diese 
entspannen die Gas-Partikelströmung von jeweils 9.8 bar auf 1.05 bar und führen das 
Gemisch über einen Gasentspannungsbehälter aus dem Druckbehälter heraus. Diese 
Düsen werden infolge der erosiven Wirkung des Partikelstroms aufgeweitet und ver-
lieren dadurch ihre Funktion als Blende. Dies hat eine beträchtliche Erhöhung des För-
dergasstroms und damit der Gas- und Partikelgeschwindigkeiten in den Ascheleitun-
gen zur Folge. Da diese Schädigungen oft während des Betriebs auftraten und in vie-
len Fällen einen Ausfall der gesamten Anlage verursachten, ist damit ein erheblicher 
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wirtschaftlicher Schaden verbunden. Zusätzlich bedingt der Aufbau des Kraftwerks, 
dass kaum Sensorik in dem Flugascheaustragsystem innerhalb des Druckbehälters 
(1) installiert werden kann. Dies ist die Ursache dafür, dass die Strömung mithilfe von 
Messwerten nicht detailliert aufgelöst werden kann. Aus diesem Grund sind mit diesem 
Projekt die lokalen Ursachen der Störungsentstehung durch 3D-CFD-Simulationen 
identifiziert worden. Die Frage nach der Erhöhung der Lebensdauer der eingesetzten 
Laval-Düsen stellte sich dabei als eine wissenschaftlich anspruchsvolle Problemstel-
lung dar und ist daher der Fokus dieser Doktorarbeit. 

Darüber hinaus ist während des Projekts auch das zentralen Steigrohr oberhalb der 
Feuerung (5) numerisch abgebildet worden, mit dem Ziel die Aschebeladung der sechs 
Zyklonpaare zu homogenisieren. Weiterhin ist die Durchströmung von einzelnen im 
Flugascheaustragsystem eingesetzten T-Stücken simuliert worden, um so den nume-
rischen Löser anhand realer Schädigungen zu validieren. Dies geschah unter Variation 
des Gasmassenstroms und zeigte auf, dass sich nur bei erhöhter Durchströmung eine 
Schädigung an den betrachten T-Stücken einstellen kann. Kapitel 5.2 gibt dazu Aus-
kunft. 
 

 
Abbildung 1.4: Schnittbild (links) sowie ein Schema des Wasser-Dampf-Kreislaufs 

(rechts) vom HKW Cottbus (Almhem & Schemenau, 1997) 
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Abbildung 1.5: Geometrie eines der primären Expansionsventile vom HKW Cottbus 

 

1.2 Experimentelle Methoden 
Experimentelle Untersuchungen können einen sehr guten Eindruck von der Mehrpha-
senströmung innerhalb der Düse liefern. Aufgrund hoher technischer Hürden, wie der 
hohen Geschwindigkeit und der optischen Zugänglichkeit, ist dies aber eine schwierige 
Aufgabe (Yin et al., 2013, p.290).  

Zur Untersuchung der Gas-Partikel-Strömung innerhalb der Düse wurden von Okuda 
& Choi (1978) und Lawson et al. (1999) Kanäle aus Glas mit dem Profil einer Laval-
Düse gefertigt. Mittels Particle tracking velocimetry (PTV) haben Okuda & Choi die 
Geschwindigkeiten einzelner Partikel im divergenten Bereich Abschnitt verschiedener 
Düsengeometrien rekonstruiert, während Lawson et al. die Geschwindigkeit der 
Partikel entlang der Mittelachse einer vereinfachten Laval-Düse bestimmt hat. Beide 
Autoren haben die Durchströmung als ein 1D-Problem betrachtet und nicht die 
Trajektorien und die Partikelverteilungen innerhalb der Düsen untersucht.  

Eine weitere Untersuchungsmethode ist die Messung des Druckverlaufs und des Wär-
mestroms entlang der Düsenoberfläche (Wazzan et al., 1967) oder des Partikelmas-
senstroms in Abhängigkeit von Beladung und angelegter Druckdifferenz (Lu et al., 
2011; Huang et al., 2009). Letztere untersuchten experimentell den pneumatischen 
Kohlenstaubtransport unter Verwendung von Laval-Düsen und zeigten, dass diese gut 
geeignet sind, stabile Kohlemassenströme bei Druckschwankungen zu garantieren.  

Wegen des geringeren messtechnischen Aufwands finden sich auch zahlreiche Un-
tersuchungen zu den Partikelgeschwindigkeiten austretender Partikel, insbesondere 
aus dem Bereich des Kaltgasbeschichtens. Um ein gutes Beschichtungsergebnis zu 
erreichen, liegt dort der Fokus auf einer hohen Partikelgeschwindigkeit im Freistrahl 
außerhalb der Düse. Die dazu gehörigen experimentellen Untersuchungen konzent-
rieren sich daher fast ausschließlich auf die mittleren Partikelgeschwindigkeiten des 
Freistrahls und die daraus resultierenden Beschichtungsergebnisse (Fukanuma et al. 
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2006; Jodoin et al. 2006; Champagne et al., 2010; Suo et al. 2015). Gilmore et al. 
(1999) und Pardhasaradhi et al. (2008) haben zusätzlich die Verteilung der Geschwin-
digkeit am Düsenaustritt gemessen. Wu et al. (2005) bestimmte darüber hinaus aus 
die lokale Verteilung des Massenstroms. Diese drei Untersuchungen könnten in Kom-
bination mit weiteren numerischen Untersuchungen Aufschluss über die Trajektorien 
innerhalb der Düse geben, jedoch fehlen bei allen Beschreibungen der Versuchsauf-
bauten wesentliche geometrische Daten.  

1.3 Numerische Methoden 
Numerische Untersuchungen teilen sich überwiegend zwischen 1D und 2D Methoden 
auf. Zu den 1D Methoden lassen sich wiederum drei Konzepte finden:  

- Beim ersten Konzept wird mithilfe eines Experiments eine empirische Funktion für 
die Partikelbahn entwickelt. Beispielhaft ist hier Okuda & Choi (1978) zu nennen, 
der mithilfe einer Dimensionsanalyse auf Basis der Rayleigh-Index-Methode eine 
Gleichung für die Partikelgeschwindigkeit u/,\	in Strömungsrichtung gefunden hat. 

- Beim zweiten Konzept werden nach dem Kontinuumsansatz für beide Phasen die 
Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie aufgestellt. Diese hyperboli-
schen Gleichungen werden unter der Annahme konstanter Beladung (Dellinger & 
Hassan, 1966, p.602) oder einem konstanten Geschwindigkeitsverhältnis (Kliegel, 
1963, p. 815; Rudinger, 1970, p. 1290; Hatta et al., 1989, p. 607) miteinander ge-
koppelt. Die numerische Lösung erfolgt mittels der Methode der Charakteristiken. 
Dieser Ansatz wird als „constant lag“ Konzept bezeichnet und umgeht so die Gas-
Partikel-Reibung. Die Vorrausetzungen hierfür sind: Stationäre Strömung, kein 
Massentransfer zwischen den Phasen, vernachlässigbares Partikelvolumen, keine 
Partikel-Partikel-Kollisionen, Reibungsfrei mit Ausnahme der Gas-Partikel-Interak-
tion, keine Partikel-Wärmeleitung und Energietransfer in beide Richtungen durch 
Änderung des Gas- und Partikelimpulses (Kliegel, 1963, p.812). 

- Beim dritten Konzept werden Pseudo 1D Erhaltungsgleichungen für beide Phasen 
mittels Diskretisierung und einem iterativen Lösungsverfahren gelöst (Luo et al., 
2008, p.354f). Die Wandreibung als auch der Wärmestrom durch die Wand sind 
lokal abhängig von der Düsenkontur und werden als Mittelwert über den Querschnitt 
in die 1D Gleichungen für Impuls und Energie einbezogen - daher der Name Pseudo 
1D.  

2D-Methoden zur Untersuchung der partikelbehafteten Durchströmung von Laval- 
düsen lassen sich dadurch unterscheiden, ob diese reibungsfrei bzw. reibungsbehaftet 
sind und ein Kontinuumsansatz oder ein diskreter Ansatz für die Partikelphase gewählt 
wurde. Der diskrete Ansatz basiert auf der Lagrangeschen Beschreibung individueller 
Partikel, während der Kontinuumsansatz der Eulerschen Beschreibung folgt. Daraus 
folgen die Begriffe Euler/Euler-Ansatz und Euler/Lagrange-Ansatz.  

Aufgrund des geringeren Rechenaufwands sind frühe Konzepte reibungsfrei, nutzen 
den Euler/Euler-Ansatz und basieren auf der Finite Differenzen Methode (Kisarov & 
Lipanov, 1975; Regan et al., 1971; Chang, 1980).  



1 Einleitung und Stand der Technik   21 

 
Weiter entwickelte Codes nutzen überwiegend Favre gemittelte Gleichungen kombi-
niert mit Zweigleichungs-Turbulenzmodellen. Erste Ansätze hierzu sind bei Chang et 
al. (1996, p.924ff) zu sehen, der einen Euler/Euler-Ansatz mit einem Baldwin-Lomax-
Turbulenzmodell kombiniert und Hwang (1988, p.684), der einen Euler/Lagrange-An-
satz mit einem Jones-Launder-Turbulenzmodell kombiniert.  

Modernere Codes setzen überwiegend auf das k-Epsilon-Turbulenzmodell zusammen 
mit dem Euler/Lagrange-Modell und der Finiten Volumen Methode, siehe dazu 
Acharya & Kuo (2007) und Thakre (2008). Da die Mehrzahl der Autoren eine achsen-
symmetrische Durchströmung der Laval-Düsen voraussetzte, finden sich nur wenige 
3D Untersuchungen, wie die von Faizan-Ur-Rab et al. (2016). Werden weitere Geo-
metrien wie die von Dampfturbinenstufen hinzugezogen, so lassen sich weitere 3D 
Untersuchungen mit vergleichbaren numerischen Methoden finden (Dai et al., 2007; 
Campos-Amezcua et al., 2007; Wang et al., 2010). 

Eine gute Übersicht zu den numerischen und experimentellen Methoden des Kaltgas-
beschichtens bzw. Kaltgasspritzens findet sich bei Yin et al. (2016). Sämtliche hier 
genannten 1D, 2D und 3D Codes nutzen sphärische Partikelreibungsmodelle, die für 
das Regime gültig sind, in denen das Fluid als Kontinuum betrachtet werden kann, wie 
zum Beispiel beim Modell von Schiller und Naumann (Schiller & Naumann, 1933). Dies 
trifft dann zu, wenn das Verhältnis aus freier Weglänge der kontinuierlichen Phase λ 
und dem Partikeldurchmesser dp, also die Knudsenzahl Kn (Gleichung [2.44]), kleiner 
als 0.01 ist (Carlson & Hoglund, 1964, p.1980). Carlson und Hoglund zeigen, dass 
Partikel eines Raketentriebwerks im konvergenten Abschnitt der Düse in ein Regime 
kommen, bei dem z.B. an der Partikeloberfläche die Haftbedingung nicht mehr gilt 
(Kn>0.01,	Abbildung 2.5). Daher implementierten Verevkin & Tsirkunov (2008) ein 
sphärisches Partikelreibungsmodell von Henderson (1976), das dies berücksichtigt. 
Der Autor implementierte darüber hinaus das bislang umfangreichste Partikelbewe-
gungsmodell, das zusätzlich zur translatorischen Impulserhaltung auch die Drehimpul-
serhaltung bei der Bewegung der Partikel im Gas als auch bei den Partikel-Wand-
Kollisionen in Laval-Düsen berücksichtigt. 

Der Einfluss des Partikelvolumens auf die Navier-Stokes-Gleichung wird bei den 2D 
und 3D Modellen nicht berücksichtigt und konnte ausschließlich bei zwei 1D Modellen 
gefunden werden (Peng & Han, 1996; Rudinger, 1970). In diesen Fällen floß der lokale 
Volumenanteil aller Partikel im Verhältnis zum Gesamtvolumen eines bestimmten 
Gebiets in die jeweiligen Erhaltungsgleichungen ein. 

Aus den numerischen Untersuchungen der verschiedenen Fachrichtungen lassen sich 
eine Reihe von allgemeinen Aussagen über die Trajektorien disperser Partikel in La-
val-Düsen ableiten: 

- Im divergenten Abschnitt der Düse bildet sich mit zunehmendem Öffnungswinkel 
eine klar abgegrenzte partikelfreie Zone aus, die entlang der Wandung in Strö-
mungsrichtung (Regan et al., 1971, p.348f) und mit zunehmender Partikelgröße 
bzw. Stokeszahl St wächst (Gleichung [2.43], Cho et al., 2001, p. 237; Verevkin & 
Tsirkunov, 2008, p. 794; Abbildung 1.6;). 
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- Bei einer Stokeszahl St<<1 können die Partikel der konvergenten Kontur folgen. 

Mit zunehmender Stokeszahl findet eine Partikelaufkonzentration nahe der konver-
genten Wand statt (Chang, 1980, p.1460) und es erhöht sich die Wahrscheinlichkeit 
von Partikeleinschlägen (Cho et al., 2001, p.239).  

- Der Einfluss des Durchmessers im engsten Querschnitt der Kehle in Relation zum 
Partikeldurchmesser wurde von Kamzolov et al. (1971) untersucht. Je kleiner dieses 
Verhältnis ist, desto häufiger kollidieren die Partikel mit dem konvergenten Abschnitt 
der Düse und desto ausgeprägter ist die partikelfreie Zone im divergenten Abschnitt 
(Kamzolov et al., 1971, p.853). Die Kontur hat demzufolge bei St>1	einen großen 
Einfluss auf Bahn und Geschwindigkeit der Partikel.  

- Die Annahme der achsensymmetrischen Durchströmung ist nicht notwendigerweise 
gegeben. Faizan-Ur-Rab (et al., 2016, p.1238) zeigte in seinem 3D Model einer La-
val-Düse zum Kaltgasspritzen mit Titanpulver, dass sich die Partikel am Düsenaus-
tritt nicht achsensymmetrisch verteilen. 

 

  
Abbildung 1.6: Partikelbahnen innerhalb einer Laval-Düse und die Volumenverteilung 
α//α/,Ö am Ausstromrand in Abhängigkeit vom Partikeldurchmesser d/ (Verevkin & 

Tsirkunov, 2008, p.794)  
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Widersprüchlich sind die Aussagen zum Radius R des konvergenten Abschnitts der 
Düse (Abbildung 1.1). Laut Peng & Han (1996, p.266) nimmt die Partikelgeschwindig-
keit in der Kehle mit zunehmenden Radius zu, wohingegen bei Park et al. (2007, 
p.1699) der gegenteilige Effekt beobachtet wurde. Wie in Abbildung 1.7 zu sehen ist, 
verlängert sich bei Pengs Geometrie der konvergente Abschnitt der Düse durch den 
zunehmenden Radius bei konstantem Öffnungswinkel b, wogegen sich dieser bei Park 
verkürzt. Bei beiden steigt also die Partikelgeschwindigkeit in der Kehle mit zunehmen-
der Länge des konvergenten Bereichs der Düse. Je länger dieser Bereich ist, desto 

geringer ist die konvektive Beschleunigung des Gases u:,\
ùRû,ü
ù\

 in Stromrichtung x - 
somit können die Partikel der Beschleunigung eher folgen.  

 

 
Abbildung 1.7: Schematische Darstellung zweier Laval-Düsen im Vergleich; Links: 

Peng & Han, 1996; Rechts: Park et al., 2007. 
 

1.4 Erosion 
Experimentelle und numerische Untersuchungen des Erosionsprozesses finden sich 
häufig aus dem Bereich der Raketenmotoren. Überwiegend wird dort die chemische 
Erosion durch die gasförmigen Reaktionsprodukte und die thermische Reaktion durch 
die flüssigen dispersen Reaktionsprodukte an den dort eingesetzten Düsen betrachtet. 
Dagegen ist mechanische Erosion vernachlässigbar klein (Acharya & Kuo, 2007, p. 
1243; Thakre, 2008, p. 12&15). Praktisch ist mechanische Erosion nur bei Raketen-
motoren mit eingetauchten Düsen relevant (Chang, 1980, p. 1461; Ketner & Hess, 
1979, p. 11; Abbildung 1.8). Daher finden sich nur wenige qualitative Aussagen zur 
mechanischen Erosion in Laval-Düsen. 
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Dass diese auch beim Kaltgasbeschichten relevant sein kann, zeigt ein Kommentar 
von Van Steenkiste et al. (1999). Dieser arbeitete an demselben Versuchsstand wie 
Gilmore et al. (1999) und stellte fest, dass sich innerhalb des Versuchszeitraums der 
Durchmesser der Düsenkehle von 2 auf 2.8 mm aufweitete.  

 

 
Abbildung 1.8: Partikelbahnen einer eingetauchten Düse aus dem TU-824 Raketen-
motor mit 20	µm Partikeln, Strömungsrichtung von links nach rechts (Ketner & Hess, 

1979, p. 11) 
 

Neilson & Gilchrist (1968) erzwangen experimentell Erosion durch das Eintauchen von 
Konen in verschiedene rein konvergente Düsen. Sie lenkten so den Gasstrom gegen 
die Wandung der Düse. Zusätzlich war die Gastemperatur variabel, was eine getrennte 
qualitative Betrachtung des Einflusses der mechanischen Erosion und dem Auf-
schmelzen der Oberflächen erlaubte.  

Kumar et al. (1983) prüfte experimentell die Abhängigkeit der mechanischen Erosion 
verschiedener Düsen anhand eines integralen Werts, der sich aus der Änderung des 
Düsenvolumens berechnete. Die Düsen des Experiments sind rein konvergent, nicht 
konvergent-divergent, und erreichen eine maximale Machzahl von 0.75 in der Düsen-
kehle, sodass die Partikel hohen Gasgeschwindigkeiten und –Beschleunigungen aus-
gesetzt werden. Die Dokumentation des Experiments ist jedoch unvollständig, da die 
Gaseigenschaften Temperatur, Dichte und Viskosität am Düseneintritt fehlen. Darüber 
hinaus ist nur ein Volumenstrom gegeben, während drei verschiedene Düsendurch-
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messer am Austritt angegeben wurden. Kumar et al. zeigte, dass mit sinkendem Öff-
nungswinkel und steigender Länge der Düse deren Aufweitung in der Kehle, als auch 
im divergenten Bereich zunimmt. Die Erosion an diesen Stellen wurden in dem Expe-
riment nicht getrennt voneinander betrachtet und qualitativ ist die Erosion im divergen-
ten Bereich stark dominant (Abbildung 1.9).  

 

 
Abbildung 1.9: Veränderung der initialen Düsenkontur nach (a) 5 Minuten, (b) 10 Mi-
nuten, (c) 15 Minuten und (d) 20 Minuten infolge mechanischer Erosion (Kumar et 

al., 1983, p.36) 
 

Kato et al. (2007) stellte mittels 2D CFD den qualitativen Verlauf der mechanischen 
Erosion an einer Raketendüse dar. Über ein Erosionsmodel von Neilson & Gilchrist 
(1968, p.117) konnte Thakre et al. (2013) die Erosionsrate einer Raketendüse erstmals 
auch quantitativ vorhersagen. Kato et al.  und Thakre et al. zeigten, dass mechanische 
Erosion nur in der Düsenkehle signifikant ist (Abbildung 1.10). 

 

 
Abbildung 1.10: Verteilung der mechanischen Erosion einer Laval-Düse vom Bates 

Raketenmotor (ballistic test and evaluation system, Thakre et al., 2013, p. 600) 
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1.5 Offene Fragestellung 
Aus den genannten Untersuchungen gehen keine Empfehlungen für eine optimierte 
Düsenkontur mit hoher Beständigkeit gegen mechanische Erosion hervor. Die Ursa-
che hierfür liegt darin, dass die meisten Publikationen den Schwerpunkt in der Ent-
wicklung von Triebwerksdüsen für Raketen haben. Hohe Temperaturen und reaktive 
Medien haben dort eine wesentlich größere Bedeutung für den Verschleiß und redu-
zieren die Lebensdauer der angewandten Düsen eine Größenordnung von Minuten. 
Die in der Einleitung aufgeführten industriellen Anwendungen werden in einem deut-
lich niedrigeren Temperaturbereich mit nicht reaktiven Medien betrieben. Deren Le-
bensdauer liegt im Bereich von tausenden Stunden.  

Die wesentlichen Aussagen und Annahmen fassen sich folgendermaßen zusammen: 

Laval-Düsen für den Gas-Partikel-Transport werden aufgrund der Partikel-Wand-
Wechselwirkungen von innen erodiert. Dies reduziert die Lebensdauer und beeinflusst 
zusätzlich weitere Komponenten des Gesamtprozesses. Um dies zu vermeiden ist 
eine optimale erosionsbeständige Kontur zu finden. Aus den bislang durchgeführten 
experimentellen und numerischen Untersuchungen der Literatur gehen keine Empfeh-
lungen für eine optimierte Düsenkontur hervor.  

Daraus ergeben sich folgende Fragen: 

- Wie verhalten sich disperse Partikel in Laval-Düsen? 
- Welche Ursachen für mechanische Erosion lassen sich daraus ableiten?  
- Welche Geometrieanforderungen folgen daraus, um mechanische Erosion zu ver-

meiden? 

Experimentelle Untersuchungen sind aufgrund hoher technischer Hürden eine schwie-
rige Aufgabe, wohingegen numerische Methoden auf eine Vielzahl ähnlicher Untersu-
chungen angewandt wurden, weswegen 3D-CFD-Simulationen der Gas-Partikel-Strö-
mung durchgeführt werden. 



 

 

 

2 Theoretische Grundlagen 

Die für die Beantwortung der Forschungsfragen notwendigen theoretischen Grundla-
gen betreffen Gas-Partikel-Strömungen im Allgemeinen und die eindimensionale kom-
pressible Strömung des Gases in der Laval-Düse. Zur besseren Verständlichkeit wer-
den die Erhaltungsgleichungen der Gasphase in der Laval-Düse von den Erhaltungs-
gleichungen der dispersen Phase getrennt betrachtet. Zuerst erfolgt eine analytische 
Beschreibung der Laval-Düse, anschließend eine allgemeine Charakterisierung unter-
schiedlicher Mehrphasenströmungen. Darauf folgen die allgemeinen Kraft- und Im-
pulsbilanzen einzelner Partikel, die Gas-Partikel-Kräfte und die Kraft- bzw. Impulsbi-
lanzen, die die Partikel-Partikel- und Partikel-Wand-Kollisionen beschreiben. Bei der 
Beschreibung der Gas-Partikel-Kräfte liegt der Schwerpunkt auf jenen Kräften, die in 
der Laval-Düse wirken können. Zuletzt erfolgt eine theoretische Beschreibung der 
durch Partikel-Wand-Kollisionen verursachten mechanischen Erosion. 

2.1 Kompressibler Stromfaden und Laval-Düse 
Beim pneumatischen Transport durch die Laval-Düse ist die Gasphase dominierend. 
Daher werden zunächst die Erhaltungsgleichungen des stationären kompressiblen 
Stromfadens vorgestellt und die für diese Untersuchung wesentlichen Eigenschaften 
einer Laval-Düse abgeleitet. Die hierzu notwendigen Überlegungen sind den Büchern 
von Kuhlmann (2014, pp.71-74, 82-87, 175-185) und Siegloch (2012, pp.69, 365 f., 
380-391) in zusammengefasster Form entnommen worden. Ausgangspunkt sind die 
dreidimensionalen reibungsbehafteten Transportgleichungen für die Masse, den Im-
puls und die Gesamtenergie idealer Gase. Mit der Dichte ρ: und der Geschwindigkeit 
u:  des Gases, dem Druck p, der Schwerebeschleunigung g, dem viskosen Span-
nungstensor τ, der Gesamtenergie E und dem diffusiven Wärmetransport q stellen 
sich diese derart dar:  

∂ρ:
∂t

+ ∇ ∙ ρ:u: = 0, [2.1] 

∂ ρ:u:
∂t

+ ∇ ∙ ρ:u:⨂u: = −∇p + ∇ ∙ τ + ρ:g, [2.2] 

∂u:
∂t

+ u: ∙ ∇⨂u: =
1
ρ:

−∇p + ∇ ∙ τ + g, [2.3] 

∂ ρ:E
∂t

+ ∇ ∙ u: ρ:E + p = ∇ ∙ τ ∙ u: − ∇ ∙ q + ρ:g ∙ u:. [2.4] 
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Die Gesamtenergie E ist die Summe aus innerer Energie und kinetischer Energie 

E = e +
u:

ì

2
. [2.5] 

Für ein ideales Gas ist /
§û
= RT:. Die innere Energie	e berechnet sich mit e = c1T: und 

κ = c/ c1 ist der Adiabatenindex bzw. das Verhältnis der Wärmekonstanten bei kon-
stantem Druck und Volumen. 

Für Newtonsche Fluide ist der Spannungstensor τ zusammen mit der dynamischen 
Viskosität η:, der Volumenviskosität ζ: und der Einheitsmatrix I folgendermaßen defi-
niert: 

τ = η: ∇⨂u: + ∇⨂u:
@ −

2
3

∇ ∙ u: I + ζ: ∇ ∙ u: I. [2.6] 

Der diffusive Wärmetransport q ist abhängig vom Temperaturgradienten ∇T: und be-
rechnet sich nach dem Wärmeleitungsgesetz von Fourier unter Einbeziehung der Wär-
meleitfähigkeit k zu 

q 	= −k∇T:. [2.7] 

Der Einfluss der Reibung wird in diesem Abschnitt nicht betrachtet, sodass τ = 0 ist. 
Für den stationären Stromfaden können alle Zeitableitungen zu null gesetzt werden. 
Der Gaußsche Integralsatz erlaubt es, die Massenerhaltung von ∇ ∙ ρ:u: = 0  zu 
ρ:u:,<dA = 0	umzuformen, mit A  als Randfläche eines betrachteten Stromfadens. 

Die Strömungsrichtung des Stromfadens ist s. Der Massentransport findet ausschließ-
lich über die beiden offenen Enden statt, sodass ρ:u:,<dA = ρ:u:,<Aì − ρ:u:,<Ap = 0 
bzw.	 ρ:u:,<dA = ρ:u:,<A = const ist. Daraus lässt sich mithilfe des totalen Differenti-
als die bekannte differenzielle Schreibweise ableiten.  

d ρ:u:,<A = 0	

u:,<Adρ: + ρ:Adu:,< + ρ:u:,<dA = 0	
  

dρ:
ρ:

+
du:,<
u:,<

+
dA
A

= 0	 [2.8]  

Mit der Projektion der Impulserhaltung [2.3] auf die Strömungsrichtung s kann diese zu 
Gleichung [2.9] bzw. [2.10] vereinfacht werden.  

u:,<
∂u:,<
∂s

= −
1
ρ:

∂p
∂s

+ g [2.9] 

u:,<du:,< = −
1
ρ:

dp + gds [2.10] 
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Ebenso wird die Energieerhaltung [2.4] auf s projiziert. Durch die hohen Strömungsge-
schwindigkeiten in der Laval-Düse ist die Strömung näherungsweise adiabatisch. Der 
diffusive Wärmetransport kann daher vernachlässigt werden. Innere Energie und 
Druck können zur Enthalpie h zusammengefasst werden. Es folgt Gleichung [2.11], 
welche mithilfe der Produktregel und unter Beachtung der Massenerhaltung zur kom-
pressiblen Bernoulligleichung für stationäre Strömungen [2.12] vereinfacht werden 
kann. 

∂
∂s

ρ:u:,<
u:,<ì

2
+ h = ρ:gu:,< [2.11] 

∂ ρ:u:,<
∂s

u:,<ì

2
+ h +

∂
u:,<ì
2 + h

∂s
ρ:u:,< = ρ:gu:,< 

 

d
u:,<ì

2
+ h = ρ:gu:,< ds [2.12] 

Mithilfe der bisherigen Betrachtungen können die dreidimensionalen Navier-Stokes-
Gleichung unter Vernachlässigung der Schwerebeschleunigung zu den in Tabelle 2.1 
aufgelisteten Erhaltungsgleichungen reduziert werden. 

 

Masse: 
dρ:
ρ:

+
du:,<
u:,<

+
dA
A

= 0 

Impuls: u:,<du:,< +
1
ρ:

dp = 0 

Energie: d
u:,<ì

2
+ h = 0 

Tabelle 2.1: Erhaltungsgleichungen des eindimensionalen, kompressiblen und statio-
nären Stromfadens 

 

Änderungen von Druck und Dichte, die gegenüber dem Mittelwert klein sind, werden 
als Schallwellen bezeichnet und breiten sich innerhalb des Stromfadens mit der Pha-
sengeschwindigkeit der Schallwellen aus – der Schallgeschwindigkeit. Große Druck-
störungen sogenannte Stoßwellen breiten sich bedeutend schneller aus. Die Schall-
geschwindigkeit a des Stromfadens lässt sich mithilfe der Massen- und Impulserhal-
tung (Tabelle 2.1) und unter der Annahme, dass sich der Querschnitt des Stromfadens 
kaum ändert (dA = 0) berechnen. Beide Gleichungen werden nach ρ: umgestellt und 
gleichgesetzt. 

dρ:
ρ:

+
du:,<
u:,<

= 0  
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⇒ ρ: = −
dρ: ∙ u:,<
du:,<

 
 

u:,<du:,< = −
1
ρ:

dp  

⇒ ρ: = −
dp

u:,<du:,<
 

 

−
dρ: ∙ u:,<
du:,<

= −
dp

u:,<du:,<
 

u:,<ì =
dp
dρ:

 

Mit u:,< = a folgt daraus Gleichung [2.13]. 

aì =
dp
dρ:

. [2.13] 

Durch die Charakterisierung als adiabatische Strömung kann diese Gleichung weiter 
vereinfacht werden: Für eine adiabate Zustandsänderung in einem idealen Gas gilt, 
dass /

§û®
= const ist und demzufolge aì = ©/

©§û
= 	κ /

§û
 ist. Unter Einbeziehung des idea-

len Gasgesetzeses /
§û
= RT:  folgt daraus die wesentlich bekanntere Formulierung: 

aì = κRT:. [2.14] 

Die Schallgeschwindigkeit kann zur Charakterisierung einer Strömung verwendet wer-
den: Aus dem Verhältnis der Strömungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit 
lässt sich die Machzahl des Gases Ma: bilden. Eine Machzahl kleiner 1 beschreibt den 
Unterschallbereich. Dieser teilt sich in den inkompressiblen (Ma: ≤ 0.3) und subsoni-
schen Bereich auf (0.3 < Ma: ≤ 0.75). Ab dem subsonischen Bereich müssen Gas-
strömungen als kompressibel betrachtet werden. Der Bereich von 
0.75 < 	Ma: ≤ 	1.25	wird als Transschallbereich bezeichnet, an dem sich der Über-
schallbereich bis Ma: = 5 anschließt. Oberhalb des Überschallbereichs wird vom Hy-
perschallbereich gesprochen. Im Hyperschallbereich treten Verdünnungseffekte auf, 
durch die sich das Gas nicht mehr als Kontinuum betrachtet werden kann. 

Ma: =
u:
a
. [2.15] 

Der wesentliche Unterschied für den Stromfaden zwischen den einzelnen Regimen 
kann aus der Massenerhaltung qualitativ abgleitet werden. Hierzu wird der Druck in 
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der Impulserhaltung (Tabelle 2.1) durch dp = dρ: ∙ aì substituiert, die Gleichung nach 
der Dichte umgestellt und in die Massenerhaltung eingesetzt. 

u:,<du:,< = −
dρ: ∙ aì

ρ:
 

dρ:
ρ:

= −
u:,<ì

aì
du:,<
u:,<

= −Maì
du:,<
u:,<

 

In die Massenerhaltung eingesetzt, ergibt dies: 

−
dA
A

= 1 −Maì
du:,<
u:,<

. [2.16] 

Für den inkompressiblen Bereich bzw. für kleine Machzahlen ist ©Rû,´
Rû,´

= − ©¨
¨

. Bei einer 

Erhöhung der Geschwindigkeit verringert sich der Stromfadenquerschnitt. Mit steigen-
der Machzahl wirkt ©§û

§û
 dem Term ©Rû,´

Rû,´
 zunehmend entgegen. Bei Ma: > 1	führt eine 

Geschwindigkeitserhöhung zu einer Aufweitung des Stromfadenquerschnitts (Abbil-
dung 2.1). Für Ma: = 1 folgt, dass der Stromfadenquerschnitt minimal sein muss, da 
©¨
¨
= 0	ist. Für die Laval-Düse folgt daraus, dass sich die Geschwindigkeit entlang des 

Stromfadens im konvergenten Abschnitt bis zur engsten Stelle auf Ma: = 1 erhöht. 
Erst im anschließenden divergenten Abschnitt erfolgt eine weitere Beschleunigung auf 
Ma: > 1.  

 

 
Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Machzahlverteilung in einer Laval-

Düse 
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Die Frage ab welchem Druckverhältnis /≠

/Æ
 zwischen Stromfadeneintritt und –austritt 

(Index 1 und 2) die Geschwindigkeit am Austritt Ma:,ì = 1 erreicht, lässt sich unter Zu-
hilfenahme der Energieerhaltung beantworten (Tabelle 2.1). Am einfachsten ist es von 
einer sehr kleinen Geschwindigkeit am Eintritt auszugehen (u:,<,p ≪ u:,<,ì). Die Ener-

gieerhaltung kann damit zu hp =
Rû,´,ÆÆ

ì
+ hì  vereinfacht werden. Mit h = ∞

∞±p
/
§û

, 
/

§û®
= 	const und aì = κ /

§û
 folgt daraus:  

κ
κ − 1

pp
ρ:,p

=
u:,<,ìì

2
+

κ
κ − 1

pì
ρ:,ì

,	  

pp
pì

= 1 + Ma:,ìì
κ − 1
2

∞
∞±p

. [2.17] 

Dieser Gleichung zeigt, dass bei den meisten Gasen mindestens ein Druckverhältnis 
von ca. zwei benötigt wird, um Überschallgeschwindigkeit zu erreichen. Daher wird 
dieses Druckverhältnis auch als kritisches Druckverhältnis /≠

/Æ 8Sv>
 bezeichnet. Für κ =

1.4 lautet dies: 

pp
pì 8Sv>

=
κ + 1
2

∞
∞±p

= 1.89. [2.18] 

Die Geschwindigkeit kann über den selben Ansatz ermittelt werden: 

u:,<,ì = u:,<,pì + 2
κ

κ − 1
pp
ρ:,p

1 −
pì
pp

∞±p ∞
. [2.19] 

Mit u:,<,p ≪ u:,<,ì folgt daraus 

u:,<,ì = 2
κ

κ − 1
pp
ρ:,p

1 −
pì
pp

∞±p ∞
. [2.20] 

Die zum kritischen Druckverhältnis korrespondierende Geschwindigkeit berechnet 
sich dann zu 

u:,<,ì = 2
κ

κ + 1
pp
ρ:,p

. [2.21] 

Analog zu dieser Vorgehensweise kann auch eine Formulierung für das Temperatur-
verhältnis in Abhängigkeit von der Machzahl gefunden werden: 

Tp
Tì

= 1 + Ma:,ìì
κ − 1
2

,				
Tp
Tì 8Sv>

=
κ + 1
2

 [2.22] 
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Der theoretische Massenstrom m>] der durch den Stromfadenaustritt bzw. Düsenquer-
schnitt austritt, kann nun als Produkt der bekannten Größen für Dichte und Geschwin-
digkeit gebildet werden [2.23]. Gemäß dieser Gleichung würde der Massenstrom ober-
halb des kritischen Druckverhältnisses wieder abnehmen und der Massenstrom eines 
Stromfadens, der in das Vakuum expandiert, müsste gleich Null sein. Übertragen auf 
eine rein konvergente Düse würde das bedeuten, dass der Druck bis zur Düsenkehle 
auf den kritischen Druck absinkt und sich dort Ma: = 1	einstellt. Anschließend würde 
der Durchmesser des austretenden Freistrahls sich infinitesimal erhöhen, sodass kein 
Massenstrom durch den Querschnitt austritt. Experimentelle Untersuchungen zeigen 
jedoch, dass der Freistrahl hinter dieser Düse aufgrund der Trägheit des Gases einen 
endlichen Querschnitt und somit endlichen Massenstrom hat. Oberhalb des kritischen 
Druckverhältnisses bleibt der Massenstrom konstant bei m=9\, die Gleichung ist also 
nicht uneingeschränkt gültig. Abbildung 2.2 zeigt den Verlauf des normierten Massen-
stroms. 

m>] = Aì ∙ ρ:,ì ∙ u:,<,ì 

= Aì ∙ ρ:,p
pì
pp

p
∞
∙ 2

κ
κ − 1

pp
ρ:,p

1 −
pì
pp

∞±p ∞
 

 

= Aì ∙ pp ∙ ρ:,p ∙ 2
κ

κ − 1
pì
pp

ì
∞
−

pì
pp

∞≤p ∞
 [2.23] 

 
Abbildung 2.2: Massenstrom in Abhängigkeit des Druckverhältnisses, Darstellung 

nach Kuhlmann (2014, p.184) 
 

Wie anfangs gezeigt, wird das Gas in einer Laval-Düse bis zur Düsenkehle auf Ma: =
1 beschleunigt. Bedingt durch Gleichung [2.17] und [2.18] stellt sich dort ein Druck von 
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p8Sv> = pp
ì

∞≤p

®
®≥≠ ein, der völlig unabhängig vom am Düsenaustritt angelegten Ge-

gendruck ist. In Gleichung [2.23] können daher die Druckverhältnisse durch den kriti-
schen Wert substituiert werden und der Massenstrom vereinfacht sich zu:  

m=9\ = AL;]6; 2pp ∙ ρ:,p
2

κ + 1

p
∞±p κ

κ + 1
. [2.24] 

Sobald an einer Laval-Düse ein Druckverhältnis oberhalb des kritischen Werts anliegt, 
ist der Massenstrom ausschließlich abhängig von Druck und Dichte des Düseneintritts. 

2.2 Kenngrößen homogener disperser Gas/Feststoffströmungen 
Auf die Beschreibung der kompressiblen Strömung in der Laval-Düse erfolgt nun eine 
allgemeine Einführung in Mehrphasenströmungen. Zur Charakterisierung der in der 
Untersuchung vorliegenden mehrphasigen Gas-Partikel-Strömung werden in diesem 
Abschnitt die wesentlichen Eigenschaften und Kennziffern vorgestellt.  

Bei einer mehrphasigen Strömung trennt sich das Strömungsgebiet in zwei oder mehr 
Phasen auf. Eine Phase ist der feste, flüssige oder gasförmige Aggregatzustand eines 
Stoffes. Die Trennung mehrerer Phasen geschieht oberhalb der Molekülebene im Ge-
gensatz zu chemischen Spezies, die sich unterhalb der Molekülebene vermengen. 
Mehrphasige Strömungen können in vier Untergruppen unterteilt werden: 

- Gas-Flüssigkeits Gemisch 
- Gas-Feststoff Gemisch 
- Flüssigkeits-Feststoff Gemisch 
- Nichtmischbares Flüssigkeits-Flüssigkeits Gemisch 
In dem Zusammenhang wird zwischen zusammenhängender kontinuierlicher Phase 
und nicht zusammenhängender disperser Phase (Partikel, Tropfen, Blasen) unter-
schieden. Dadurch können die vier genannten Untergruppen zusätzlich unterteilt wer-
den, vgl. Tabelle 2.2 mit Beispielen aus technischen und industriellen Anwendungen 
der Partikeltechnologie, Verfahrenstechnik und Kraftwerkstechnik. 
 

Kontinuierliche Phase: Disperse Phase: Anwendung/Vorkommen: 

Gasförmig Feststoff 
Pneumatische/Hydraulischer Stofftransport, 
Fliehkraftabscheider, Wirbelschichten, Sichter Flüssig Feststoff 

Gas Flüssig Kaltgasbeschichten, Raketenmotoren, Ölnebel 
zur Schmierung eines Kolbenmotors 

Flüssig Flüssig Emulsionen, geschichtete Strömungen (Lebens-
mittel- oder Kosmetikindustrie) 

Flüssig Gas Kavitation, Flotation, Wirbelschichten 
Tabelle 2.2: Übersicht über die verschiedenen Anwendungen mehrphasiger Strö-

mungen vgl. Sommerfeld (2000, p.5) 
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Der für diese Untersuchung relevante pneumatischen Stofftransport besteht aus einer 
kontinuierlichen Gasphase und dispersen Partikeln. Beide Phasen sind inert, in dem 
Temperaturbereich ändert sich nicht der Aggregatzustand der Phasen, weswegen 
Phasenübergänge betrachtet werden. 

Die Partikel-Partikel als auch die Gas-Partikel-Interaktion hängen von dem Volumen-
anteil der Partikel ab. Der Volumenanteil der Partikel α/ innerhalb eines Kontrollvolu-
mens Vges berechnet sich zu (Crowe et al., 2012, p.19 ff): 

α/ =
V/

V:;<
, [2.25] 

wobei V/  dem Gesamtvolumen der Partikel innerhalb dieses Gebiets entspricht. 

Analog berechnet sich der Gasvolumenanteil mit α: =
¥ûµ´± ¥Ü

¥ûµ´	
. Die Summe der Volu-

mina der beiden Phasen ist gleich dem Gesamtvolumen, entsprechend ist die Summe 
der Volumenanteile gleich Eins:	α/ + α: = 1. Analog dazu lässt sich auch ein Massen-
anteil w/ bzw. w: definieren, mit  

w/ =
m/

m:;<
	und	w: =

m:

m:;<
	. [2.26] 

Ist α/ < 10±ñ so werden die Partikel durch das Gas bewegt, aber der Einfluss der Par-
tikel auf das Gas als auch auf die Partikel untereinander ist vernachlässigbar klein.  

Bei 10±ñ < α/ < 10±ö findet zusätzlich eine Beeinflussung der Partikel auf die Gas-
phase über die Quelle/Senken-Terme der Navier-Stokes-Gleichung statt. Solange sich 
die Partikel nicht gegenseitig beeinflussen, wird von einer Zwei-Wege-Kopplung ge-
sprochen. 

Crowe spricht von einer Drei-Wege-Kopplung, wenn sich Partikel indirekt über die An-
regung von lokalen Störungen in der Strömung beeinflussen (Crowe, 2005, p.13/2). 
Die Folge kann abhängig vom Partikeldurchmesser eine Anregung oder Dämpfung 
des Turbulenzgrades sein (Elghobashi, 1994, p.310), wobei Elgobashi diesen Effekt 
der Zwei-Wege-Kopplung zugeordnet hat. Zur Drei-Wege-Kopplung wurden in der Li-
teratur kein Grenzwert definiert. 

Bei einer Ein- bis Drei-Wege-Kopplung ist der Einfluss der Partikel-Partikel-Interaktion 
durch Kollisionen vernachlässigbar. Dieses Regime wird als dünne Zweiphasenströ-
mung bezeichnet. Ist der mittlere Abstand der einzelnen Partikel (l/) kleiner als der 
achtfache Partikeldurchmesser (l//d/ < 8), sollten die Partikel nicht mehr getrennt 
voneinander betrachtet werden. Es wird von einer Vier-Wege-Kopplung gesprochen 
bzw. von einer dichten Zweiphasenströmung (Elghobashi, 1994, p. 311; Sommerfeld, 
2000, p. 7). Der mittlere Interpartikelabstand lässt sich im Falle einer regelmäßigen 
kubischen Anordnung über den Abstand der Partikelmittelpunkte abschätzen: 

α/ =
πd/

ö

6lö
,  
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l/
d/

=
π
6α/

p/ö

. [2.27] 

Bei einem Volumenanteil α/ = 0.5	‰ ist das Verhältnis von Interpartikelabstand zu 

Partikeldurchmesser 6Ü
©Ü

≈ 10. Gemäß Abbildung 2.3 können die einzelnen Regime in 

Abhängigkeit des Volumenanteils α/ und des Verhältnisses 6Ü
©Ü

 identifiziert werden. Nur 

zum Vergleich wird auch die mittlere freie Weglänge λ angegeben. Diese lässt sich 
aus der kinetische Gastheorie ableiten, mit π

©Ü
= p

ñ ì∫Ü
 (Shen, 2005, p.119). 

 

 
Abbildung 2.3: Einteilung zweiphasiger Strömungen mit dispersen Partikeln in Ab-

hängigkeit des Volumenanteils α/, Darstellung nach Sommerfeld (2000, p. 6) 

 

Die Frequenz der Partikel-Partikel-Kollisionen lässt sich anhand folgender Überlegung 
gemäß der kinetischen Gastheorie bestimmen: Ein betrachtetes Partikel (Index 1) mit 
dem Durchmesser d/,p bewegt sich durch eine homogene Wolke von Partikeln mit 
dem Durchmesser d/,ì. Die Wolke besteht aus Nì Partikeln innerhalb eines Volumens 

V:;<. Diese hat daher eine Anzahlkonzentration von nì =
ªÆ
¥ûµ´

. Die Relativgeschwindig-

keit zwischen dem einzelnen Partikel und der Partikelwolke ist u/,p − u/,ì . Innerhalb 
einer Röhre mit dem Durchmesser d/,p + d/,ì  und der Länge u/,p − u/,ì ∆t, kollidiert 
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das einzelne Partikel mit jedem Partikel der Wolke. Die Gesamtanzahl der Kollisionen 
des einzelnen Partikels innerhalb dieser Röhre berechnet sich zu: 

N8 =
π
4

d/,p + d/,ì
ì
u/,p − u/,ì nì∆t	. [2.28] 

Die Kollisionsfrequenz mit Partikeln einer anderen Klasse ist daher (O'rourke et al., 
1989): 

f8 =
π
4

d/,p + d/,ì
ì u/,p − u/,ì 	nì. [2.29] 

Die Kollisionsfrequenz des betrachteten Partikels mit den Partikeln aller Partikelklas-
sen berechnet sich folgendermaßen (Sommerfeld, 2001): 

f8 =
π
4

d/,p + d/,º
ì u/,p − u/,º 	nº

ªΩæø´´µ¿

º¡p

	. [2.30] 

Für die Gültigkeit dieses Ansatzes sind folgende Voraussetzungen zu erfüllen: Kollisi-
onen finden nur zwischen zwei Partikeln statt (binäre Kollisionen). Das heißt die Parti-
kel müssen dispers verteilt sein, was bei dichten Strömungen mit einem Volumenanteil 
α/ > 0.1 nicht der Fall ist und die Geschwindigkeiten der Phasen sollten nicht mitei-
nander korrelieren. Da es sich um eine stochastische Näherung handelt, müssen für 
eine zuverlässige Vorhersage der Kollisionswahrscheinlichkeit genügend Partikel im 
betrachteten Gebiet vorhanden sein. 

2.3 Kräfte auf einzelne Partikel 
Zur Veranschaulichung der Bewegung einzelner Partikel werden im Folgenden die 
dazu nötigen Kräfte- und Momentenbilanzen aufgestellt. Diese beziehen sich auf ein-
zelne sphärische Partikel einer dünnen Zweiphasenströmung (vgl. Abbildung 2.3). Die 
Bewegung der Partikel werden mithilfe der Lagrangeschen Betrachtungsweise be-
schrieben. Ein betrachtetes Partikel kann in einer Gas-Partikel-Strömung zwei mögli-
che Bewegungsarten haben: die translatorische Bewegung als auch die Drehbewe-
gung. Die translatorische Bewegung lässt sich gemäß dem zweiten Newtonschen 
Axiom mit m/ als Masse des Partikels und Fvv  als Summe der angreifenden Kräfte 
folgendermaßen beschreiben: 

m/
du/
dt

= Fv
v

. [2.31] 

Ebenso ändert sich gemäß dem zweiten Newtonschen Axiom die Winkelgeschwindig-
keit ω/ des drehenden Partikels durch ein angreifendes Drehmoment: 

I/
dω/

dt
= T. [2.32] 
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Das Trägheitsmoment	I¬ einer Kugel berechnet sich zu p

p√
m/d/ì . Fvv  setzt sich aus 

der Gas-Partikel-Interaktion	F:/, der Schwerkraft m/g und ggf. den Kräften der Parti-
kel-Partikel als auch Partikel-Wand-Kollisionen F8,vv  zusammen. Die Partikel-Parti-
kel als auch Partikel-Wand-Kollisionen können jeweils über Kräfte- (Soft Sphere Mo-
dell) oder Impulsbilanzen (Hard Sphere Model) erfasst werden. Beim Soft Sphere Mo-
dell sind hierzu die Feder- und Dämpferwirkung als auch die Oberflächenreibung der 
Kollisionspartner zu nennen (Tsuji et al., 1992). Die translatorische Bewegungsglei-
chung sieht demzufolge so aus (Zhou et al., 2010): 

m/
du/
dt

= F:/ + m/g + F8,v
v

. [2.33] 

Beim Hard Sphere Modell erscheinen die Kollisionen nicht in der Kräftebilanz. Die Glei-
chung vereinfacht sich zu: 

m/
du/
dt

= F:/ + m/g. [2.34] 

Die Gas-Partikel-Interaktions-Kraft F:/ ist die Summe aller Kräfte, die durch das Fluid 
auf ein Partikel wirken. Diese beinhaltet die Widerstandskraft, die Kraft durch Druck 
und Spannungstensor, die virtuelle Massenkraft, die Basset-Kraft, die Saffmann-Kraft 
und die Magnus-Kraft (Crowe et al., 2012, p.100). 

2.3.1 Widerstandskraft 

Die Widerstandskraft F, berechnet sich mithilfe des empirisch gewonnenen Wider-
standsbeiwerts C,, der relativen Partikeltranslationsgeschwindigkeit	US;6 und der Par-
tikel-Reynoldszahl Re/ (Sommerfeld, 2000, p.11). 

F, =
3
4
m/

1
d/

ρ:
ρ/

C,US;6 US;6  [2.35] 

F, =
3
4
m/

η:
d/ìρ/

Re/C,US;6 [2.36] 

US;6 = u: − u/ [2.37] 

Re/ =
US;6 d/ρ:

η:
. [2.38] 

Der Widerstandsbeiwert C, ist abhängig von der Partikel-Reynoldszahl Re/. Für sphä-
rische Partikel ist der Verlauf Abbildung 2.4 zu entnehmen. In dem doppelt-logarithmi-
schen Diagramm ist zu erkennen, dass der Widerstandsbeiwert bis Re/=1000 stetig 
abnimmt und anschließend bis Re/ ≈ 270000 einen nahezu konstanten C,-Wert von 
0.4 hat. Für Schleichströmungen bis	Re/ = 0.25 kann die Widerstandskraft analytisch 

bestimmt werden. Die Lösung ergibt für den Widerstandsbeiwert C, = ìƒ
-;Ü

. Bis Re/ =
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1000 liefert Gleichung [2.39] von Schiller & Naumann (1933) eine gute Approximation 
der experimentell bestimmten Standardkurve (Schlichting & Gersten, 2006, p.22). 

C, =
24
Re/

1 + 0.15Re/√.ñ≈ó  [2.39] 

 

 
Abbildung 2.4: Widerstandsbeiwert von Kugeln in Abhängigkeit von der Partikel-Rey-
noldszahl Re/, Werte von Schlichting & Gersten (2006, p.22) und Henderson (1976) 

 

Für den Bereich der Schleichströmungen kann die Bewegungsgleichung [2.31] in ver-
einfachter Form analytisch gelöst. Hierzu wird angenommen, dass die einzig wirken-
den Kräfte die Trägheitskraft und die Widerstandskraft mit C, = ìƒ

-;Ü
 sind. Daraus 

ergibt sich die gewöhnliche Differentialgleichung 

m/
du/
dt

= 3πd/η:uS;6, [2.40] 

die für u/ t  gelöst werden kann mit 

u/ t = US;6,√ 1 − e
± p
HÜ

>
+ u/,√. [2.41] 

Das Zeitmaß τ/ ist die Partikelrelaxationszeit und beschreibt die Zeitdauer zur Anglei-
chung der Partikelgeschwindigkeit an die Gasgeschwindigkeit. Ist t = τ/ , so ist 
u/ τ/ = US;6,√ 1 − 0.63 + u/,√. 

τ/ =
d/ìρ/
18η:

 [2.42] 
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Dividiert mit einer charakteristischen Zeitskala τ:	der Strömung kann daraus die di-
mensionslose Stokeszahl St bestimmt werden.  

St =
τ/
τ:

 [2.43] 

Für eine Rohrströmung mit dem Rohrdurchmesser d-7]S und der mittleren Strömungs-
geschwindigkeit u: berechnet sich τ: mit τ: = d-7]S/u:. Eine Stokeszahl kleiner 1 be-
deutet, dass die disperse Phase den Stromlinien der Gasphase folgen kann. Wird τ/ 

ins Verhältnis zur mittleren Dauer τ8 =
p
B∆

 zwischen zwei Partikel-Partikel-Kollisionen 

eines betrachteten Partikels gesetzt, so kann nach dünner und dichter Mehrphasen-
strömung unterschieden werden. In einer dünnen Mehrphasenströmung ist HÜ

H∆
< 1, 

während in einer dichten Mehrphasenströmung HÜ
H∆
> 1 ist.  

Carlson & Hoglund (1964) zeigten, dass für Partikel in einem Raketentriebwerk 
Verdünnungseffekte beachtet werden müssen. Allgemein wird über das über die 
Knudsenzahl Kn – dem Verhältnis aus freier Weglänge der kontinuierlichen Phase λ 
und dem Partikeldurchmesser dp - ausgedrückt (Gleichung [2.44]). 

Kn =
λ
d/

 [2.44] 

Carlson & Hoglund haben die Regime aber, wie in Abbildung 2.5, in Abhängigkeit von 
der Partikel-Machzahl Ma/(Gleichung [2.45]) und Partikel-Reynoldszahl Re/ gesetzt, 
welche ebenso Kn ergeben (Gleichung [2.46] von Carlson & Hoglund, 1964; Gleichung 
[2.47] von Crowe et al.,1969). Oberhalb von E9Ü

-;Ü
=0.01	kann das Gas um die Partikel 

nicht mehr als Kontinuum betrachtet werden und die Formulierung von Schiller & 
Naumann ist nicht oder nur eingeschränkt gültig. 

Ma/ =
US;6

a
. 

[2.45] 

Kn = 1.26 κ
Ma/
Re/

≈ 1.5
Ma/
Re/

 [2.46] 

Kn ≈
Ma/
Re/

 [2.47] 
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Abbildung 2.5: Strömungsregime von Partikeln in einem Raketentriebwerk in Abhän-

gigkeit der Partikel-Machzahl Ma/ und Partikel-Reynoldszahl Re/ (Carlson & 
Hoglund, 1964) 

 

Millikan (1923, p.5) hat mithilfe seiner Tröpchenexperimente eine Korrektur des 
Strömungswiderstands in Abhängigkeit von der Knudsenzahl gefunden. Diese ist für 
den Bereich der Schleichströmungen gültig und wird unter anderem auch als 
Cunningham-Korrektur bezeichnet. Crowe et al. (1969) als auch Bailey & Hiatt (1971) 
zeigten in ihren Experimenten, dass der  Strömungswiderstand von Ma/ und Re/ ab-
hängig ist und es können für die gleiche Knudsenzahl mehrere C,-Werte bestimmt 
werden. 

Die experimentellen Ergebnisse von Bailey & Hiatt sind in Abbildung 2.6 zusammen-
getragen worden. Es zeigt sich, dass unterhalb von Kn=0.01 eine Lücke zwischen dem 
C,-Werten ober- und unterhalb von Ma/ = 1 besteht, die sich bei großen Knudsen-
zahlen wieder schließt. 
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Abbildung 2.6: Abhängigkeit des Widerstandsbeiwerts C, von der Knudsenzahl bzw. 
E9Ü
-;Ü

 erstellt mithilfe der experimentell gewonnenen Werte von Bailey & Hiatt (1971) 
1 

 

Verschiedene Autoren entwickelten daher Gleichungen zur Berechnung des sphäri-
schen Widerstandsbeiwerts in verdünnten Regimen und in Abhängigkeit von Partikel-
Reynolds- und Machzahl (Carlson & Hoglund, 1964; Crowe, 1967; Henderson, 1976). 
Die Gleichung [2.48] entspricht der Formulierung von Henderson und ist als Funktion 
in Abhängigkeit von Re/ in Abbildung 2.7 dargestellt. 

C, = 

C,p	für	Ma/ ≤ 1.0
C,ì	für	Ma/ ≥ 1.75

C,p Ma/ = 1.0 +
4
3

Ma/ − 1 C,p Ma/ = 1.0 − C,ì Ma/ = 1.75

für	1 < Ma/ < 1.75

 
[2.48] 
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C,p Re/,Ma/,
T/
T:

= 

24 Re/ +
κ
2
Ma/ 4.33 +

3.65 − 1.53
T/
T:

1 + 0.353
T/
T:

e
±√.ìƒó ì

∞
-;…
E9Ü

±p

+ e
±√. 

E9Ü
-;Ü

4.5 + 0.38 0.03Re/ + 0.48 Re/
1 + 0.03Re/ + 0.48 Re/

+ 0.1Ma/ì + 0.2Ma/≈ + 1 − e
E9Ü
-;Ü 0.6

κ
2
Ma/ 

[2.48] 

C,ì Re/,Ma/,
T/
T:

= 

0.9 + 0.34
Ma/ì

+ 1.86
Ma/
Re/

2 + 4
κMa/ì

+ 1.058
Ma/

2
κ

T/
T:

− 4
κìMa/ƒ

1 + 1.86
Ma/
Re/

 

 

 

 
Abbildung 2.7: Abhängigkeit des Widerstandsbeiwerts C, von Partikel-Reynolds- 

und Machzahl (Re/,Ma/), berechnet mithilfe der Gleichungen [2.48] von Henderson 
(1976) 
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Die Kurve für Ma/ = 0 entspricht der Standardkurve und ist zum Vergleich auch in Ab-
bildung 2.4 zu sehen. Für kleine Partikel-Reynoldszahlen (Re/ 	< 50) reduziert sich 
gegenüber der Standardkurve der Widerstandsbeiwert mit zunehmender Partikel-
machzahl, während sich dieser für große Partikel-Reynoldszahlen mit zunehmender 
Partikelmachzahl erhöht. Tabelle 2.3 vergleicht die Approximation von Henderson mit 
den experimentellen Daten von Bailey und der Standardkurve (Schlichting & Gersten, 
2006, p.22) und zeigt eine gute Übereinstimmung. 

 
Datensatz: Bereich von 𝐑𝐑𝐑𝐑𝐩𝐩: Anzahl der Messpunkte: Maximale Abweichung: 

Standard-
kurve 

0.1 − 1.5 ∙ 10ƒ	 23	 10%	

Ma/ = 0.15	 5 ∙ 10ì − 2.7 ∙ 10ƒ	 11	 12%	

Ma/ = 0.23	 1.8 ∙ 10ì − 1.7 ∙ 10ƒ	 11	 9%	

Ma/ = 0.6	 2.1 ∙ 10ì − 1 ∙ 10ƒ	 8	 5%	

Ma/ = 1.04	 5.1 ∙ 10p − 1.4 ∙ 10ƒ	 9	 17%	

Ma/ = 1.25	 1.9 ∙ 10p − 3 ∙ 10ƒ	 10	 13%	

Ma/ = 2.05	 2.2 ∙ 10p − 7.2 ∙ 10 	 15	 13%	

Tabelle 2.3: Vergleich der experimentellen Daten von Bailey & Hiatt (1971) und 
Schlichting & Gersten (2006) mit der Approximation für den Widerstandsbeiwert C, 

von Henderson (1976) 
 

2.3.2 Kraft durch Druck, Spannungstensor und Auftrieb 

Von den Gradienten des Drucks und des Spannungstensors des ungestörten Strö-
mungsfelds geht eine Kraftwirkung auf die Partikel aus: 

F∇/ + F∇H = −∇p + ∇ ∙ τ dV
/

≈ −∇p + ∇ ∙ τ V/ [2.49] 

Mithilfe von Gleichung [2.3] kann −∇p + ∇ ∙ τ mit der substantiellen Ableitung der Ge-
schwindigkeit und der Schwerkraft gleichgesetzt werden (Sommerfeld, 2006, p.1363): 

−∇p + ∇ ∙ τ = ρ:
∂u:
∂t

+ u: ∙ ∇⨂u: − g = ρ:
Du:
Dt

− g ,  

F∇/ + F∇H = ρ:V/
Du:
Dt

− g =
ρ:
ρ/

m/
Du:
Dt

− g . [2.50] 

Bei Strömungen zwischen Gas und Feststoff liegt der Dichteunterschied bei  
§û
§Ü

≈ 0.001, weswegen diese Kraft in dem Fall vernachlässigt werden kann. Addiert mit 

der Gewichtskraft m/g ergibt sich ein Auftriebsterm, der bei großen Dichtedifferenzen 
wieder auf die Gewichtskraft reduziert werden kann. 
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F∇/ + F∇H + m/g =
ρ:
ρ/

m/
Du:
Dt

+ V/g ρ/ − ρ:  [2.51] 

2.3.3 Virtuelle Massenkraft und Bassetkraft 

Mit der Beschleunigung eines Partikels wird umgebendes Fluid innerhalb der Grenz-
schicht mitgezogen und erhöht so die effektive Masse des Partikels. Diese Kraft ist nur 
wirksam, wenn sich dadurch eine Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Gas und Parti-
kel ausbildet. Bei der Bassetkraft entsteht zusätzlich eine Kraftwirkung aus der verzö-
gerten Ausbildung der Grenzschicht entlang der Partikeloberfläche. Da bei der Bas-
setkraft über die Bahn eines Partikels integriert werden muss, ist der Berechnungsauf-

wand groß. Die Virtuelle Massenkraft skaliert mit §û
§Ü

 und die Bassetkraft mit 
§û
§Ü

, beide 

können daher bei großen Dichteunterschieden vernachlässigt werden. Weitere Einzel-
heiten können dem VDI Wärmeatlas entnommen werden (Sommerfeld, 2006, p.Lca 
3). 

2.3.4 Querkraft durch Scherung und Partikelrotation 

Durchströmt ein Partikel ein stark geschertes Strömungsgebiet, so wird dieses Partikel 
ungleichmäßig umströmt und infolgedessen wirkt eine Kraft senkrecht zum Geschwin-
digkeitsgradienten - die Saffmankraft FF. Die für dreidimensionale Strömungen leicht 
abgewandelten Gleichung von Saffman (1965) lautet mit ω: = ∇×u: statt ùRû,ü

ùœ
: 

FF = 6.46
d/ì

4
ρ:η: ω:

√. US;6. [2.52] 

Ein rotierendes Partikel innerhalb der Strömung erzeugt ein ungleichmäßiges Ge-
schwindigkeitsfeld um das Partikel selbst, was zu einem Druckgradienten bzw. zu ei-
ner Kraftwirkung quer zur relativen Geschwindigkeit führt. Dies wird als der Magnus-
effekt bezeichnet und kann für kleine Partikel-Reynoldszahlen (Re/ < 5) mithilfe der 
relativen Partikelrotationsgeschwindigkeit ΩS;6	entsprechend Rubinow & Keller (1961) 
berechnet werden: 

ΩS;6 =
1
2
∇×u: − ω/ [2.53] 

FE =
3
4
m/

ρ:
ρ/

ΩS;6×US;6 [2.54] 

Sommerfeld (1996, p. 173) zeigte in einer numerischen Untersuchung einer Kanalströ-
mung, dass in der Kanalmitte die Bedeutung der Saffman- und Magnuskraft gering ist 
und die Maxima an der Wand liegen. Dies ist bei der Saffmankraft bedingt durch die 
größeren Geschwindigkeitsgradienten in der Grenzschicht, während dies bei der Mag-
nuskraft bedingt ist durch eine hohe Partikelrotationsrate infolge von Wandstößen. 
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Darüber hinaus stellte Sommerfeld fest (Sommerfeld, 1996, p.33), dass auch die Ver-
weilzeit der Partikel innerhalb der Grenzschicht entscheidend ist. Ist die Wandgrenz-
schicht dünn bzw. die entsprechende Rohr-Reynoldszahl  ReAR68 mit dem Rohrdurch-
messer d-7]S hoch (Gleichung [2.55]), so ist die Verweilzeit in der Grenzschicht klein 
gegenüber den anderen Zeitskalen.  

ReAR68 =
u: d-7]Sρ:

η:
 [2.55] 

Die Reynoldszahl einer Laval-Düse an der Düsenkehle kann in der Größenord-
nung	𝒪𝒪 10ƒ 	bis 𝒪𝒪 10ñ  liegen. Die Wirkung der Auftriebskräfte lassen sich auch über 
das Verhältnis zur Widerstandskraft verdeutlichen (Abbildung 2.8). Abhängig von der 
Vortizität des Gases bzw. Winkelgeschwindigkeit des Partikels lässt sich ein Grenz-
partikeldurchmesser bestimmen, oberhalb dessen die Saffman- oder Magnuskraft grö-
ßer als die Widerstandskraft ist.  

Die dominierenden Kräfte in Gas-Partikel-Strömungen sind die Widerstandskraft und 
die Gewichtskraft. Die Kraft durch Druck und Spannungstensor, die virtuelle Massen-
kraft, die Basset-Kraft, die Saffmann-Kraft und die Magnus-Kraft können bei großen 
Dichteunterschieden 𝒪𝒪 10±ö  und Partikeldurchmessern kleiner als 100	µm vernach-
lässigt werden und werden daher in dieser Arbeit nicht betrachtet. 

 

 
Abbildung 2.8: Grenzpartikeldurchmesser d/,:S;wá in Abhängigkeit von der Vortizität 
ω: des Gases und Winkelgeschwindigkeit ω/ des Partikels, oberhalb dessen der Be-

trag der Saffmankraft FF  (links) oder der Magnuskraft FE  (rechts) größer als der 
Betrag der Widerstandskraft F,  ist, Berechnungsergebnisse von Sommerfeld 

(1996, pp.33,36). 
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2.4 Drehmoment durch Gasreibung 
Das entgegengesetzt zur Drehrichtung wirkende Drehmoment resultiert aus der Rei-
bung mit dem Gas. Mit der Gleichung von Rubinow und Keller (1961) (vgl. 
Sommerfeld, 2006, p. 1366) kann das angreifende Drehmomenent in Abhängigkeit 
eines Reibungsbeiwerts C-  und der relativen Partikelrotationsgeschwindigkeit ΩS;6 
dargestellt werden: 

T =
ρ:
2

d/
2

 

C- ΩS;6 ΩS;6. [2.56] 

Die relative Partikelrotationsgeschwindigkeit ΩS;6	berechnet sich zu 

ΩS;6 =
1
2
∇×u: − ω/ [2.57] 

und die Reynoldszahl der Partikelrotation Re- lautet (Sommerfeld, 2006, p.1365): 

Re- =
ΩS;6 d/ìρ:

η:
. [2.58] 

Für Reynoldszahlen der Partikelrotation gilt bis Re- = 32	nach Rubinow und Keller 

C- =
64π
Re-

. [2.59] 

Für 32<	Re-<1000 gilt nach Dennis et al. und Sawatzki (Sawatzki, 1970; Dennis et al., 
1980; Sommerfeld, 2006, p. 1366) 

C- =
12.9
Re-√. 

+
128.4
Re-

. [2.60] 

Für Re- bis 32 kann die Drehmomentenerhaltung wie folgt umgeschrieben werden: 

I¬
dω/

dt
= 	πµ—d¬öΩS;6. [2.61] 

Aus dieser einfachen Differentialgleichung kann analytisch der zeitliche Verlauf der 
Winkelgeschwindigkeit ω/(t) ermittelt werden 

ω/ t = ΩS;6,√ 1 − e±
p
H“

> + ω/,√, [2.62] 

mit τ| als Zeitskala der Rotation 

τ| =
ρ/d/ì

60η:
=

3
10

τp. [2.63] 
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Im Vergleich zu den bislang benannten Zeitskalen lassen sich folgende Aussagen 
schlussfolgern: Erstens, ist τ| klein gegenüber τ8, so ist die durch eine Kollision ver-
ursachte Rotation zweier Partikel bis zur jeweils nächsten Kollision der Kollisions-
partner abgeklungen. Zweitens, die Änderung der Partikelrotationsgeschwindigkeit 
durch Partikel-Wandkollisionen wird um den Faktor ö

p√
 schneller abgebaut, als die 

wandinduzierte Änderung der Partikeltranslation. Dies bekräftigt die bereits getätigte 
Aussage: In dünnen Mehrphasenströmungen kann die Magnuskraft im wandfernen 
Bereich vernachlässigt werden, da die Partikelrotation schnell abklingt und daher dort 
kaum Partikelrotation vorherrscht. 

2.5 Partikel-Partikel- und Partikel-Wand-Kollisionen 
Partikel-Partikel-Kollisionen spielen bei der Betrachtung dünner Zweiphasenströmun-
gen oft keine Rolle. Mit zunehmenden Volumenanteil der dispersen Phase kann der 
Impulsverlust durch Kollisionen nicht vernachlässigt werden und muss entsprechend 
betrachtet werden. Zu dem rein mechanischen Einfluss der Kollision können andere 
Effekte wie die Van der Waals Kraft, Adhäsion durch Flüssigkeitsbrücken oder fluiddy-
namische Kräfte zwischen zwei sich nähernden Partikeln zum Tragen kommen. Diese 
Kräfte spielen im Rahmen dieser Untersuchung keine Rolle und werden daher an die-
ser Stelle nicht weiter betrachtet. Findet eine Aufkonzentration nahe der Wandung 
statt, so können sich dort Partikel-Partikel- und Partikel-Wand-Kollisionseffekte über-
lagern. Dies kann z.B. bei Rohrbögen der Fall sein, wo auch bei dünnen Zweiphasen-
strömungen Partikel-Partikel-Kollision einen nicht zu vernachlässigenden Einfluss ha-
ben können (Laín & Sommerfeld, 2013).  

Der Kollisionsprozess zweier oder mehr Partikel kann über die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung in integraler Form als Impulserhaltung oder in differentieller Form als 
Krafterhaltung erfolgen. Erstere wird häufig als Hard-Sphere-Model bezeichnet, wäh-
rend letztere unter dem Begriff DEM-Model (DEM = Diskrete Elemente Methode) oder 
Soft-Sphere-Model bekannt ist (Crowe et al., 2012, p.119). 

Das Soft-Sphere-Model hat generell das größere mögliche Anwendungsgebiet und 
kann bei allen dichten Zweiphasenströmungen bis hin zu kontaktdominierten Strömun-
gen verwendet werden. Der Prozess des Kontakts wird detailliert aufgelöst und um-
fasst auch die Deformation der Kollisionspartner. Die Kollision der Partikel kann in eine 
Gleichung aus Trägheit, Dämpfung und Federkraft in normaler und tangentialer Rich-
tung überführt werden, mit x als Auslenkung gegenüber der Gleichgewichtsposition. 

mx + ηx + kx = 0 [2.64] 
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Abbildung 2.9: Trägheitskraft, Dämpfung und Federkraft in normaler und tangentialer 

Richtung bei einer Partikel-Partikel-Kollision. Die resultierende Kraft in normalen 
Richtung und tangentialer Richtung werden über das Coulombsche Reibungsgesetz 

ins Verhältnis gesetzt (Crowe et al., 2012, p.127). 
 

Da das Verhältnis aus Kraft und Deformation bei der Lösung dieser Gleichung nichtli-
near wird, ist bei numerischer Betrachtung eine Unterteilung des Kollisionsprozesses 
in endlichen Zeitschritten erforderlich. Wobei die Zeitschrittweite in Abhängigkeit von 

der Steifigkeit k mit ∆t = 0.1 ∙ π =
8
 skaliert und damit der Berechnungsaufwand mit zu-

nehmender Steifigkeit zunimmt. Bei numerischer Betrachtung entsteht ein deutlich 
größerer Berechnungsaufwand im Vergleich zum Hard-Sphere-Modell. 

Beim Hard-Sphere-Model werden die Geschwindigkeiten nach der Kollision explizit 
und linear aus den Geschwindigkeiten vor der Kollision ermittelt. Die Herleitung dazu 
kann Crowe et al. (2012, p. 121-124) entnommen werden.  

Gleichung [2.65]-[2.68] stellen die Impulserhaltung und Drehimpulserhaltung mit J als 
Stoßkraft dar. Die Größen vor der Kollision haben den hochgestellten Index (0). 

m/p u/p − u/p
√ = J,	 [2.65] 

m/ì u/ì − u/ì
√ = −J,	 [2.66] 

I/p ω/p − ω/p
√ = rp×J = rpn×J,	 [2.67] 

I/ì ω/ì − ω/ì
√ = −rì×J = rìn×J.	 [2.68] 

Nur der Prozess der Kollision und nicht der Kontakt wird berechnet. Es gibt daher keine 
Deformation der Partikel und das Modell ist nur für Partikel mit hoher Steifigkeit bzw. 
Härte geeignet. Darüber hinaus ist das Model nur für binäre Kollisionen geeignet, da 
nur dann die Geschwindigkeiten nach der Kollision explizit abgeleitet werden können. 
Die Betrachtung kann daher in Strömungen verwendet werden, in denen die Partikel 
dispers verteilt sind und von binären Kollisionen auszugehen ist.  
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Bei zentrischen Stößen läuft der Normalenvektor n  des Kontaktpunkts durch die 
Schwerpunkte pp&pì	der Kollisionspartner und kann daher für Sphären folgenderma-
ßen ausgedrückt werden: 

n =
pì − pp
pì − pp

. 

	

[2.69] 

Daraus folgen die Radienvektoren mit rp = rpn und rì = −rìn. Die differentiellen trans-
latorischen Geschwindigkeiten der Massenpunkte G(√)  wie auch Kontaktpunkte GL

(√) 
vor der Kollision werden mit den Gleichungen [2.70] und [2.71] beschrieben. Der Tan-
gentenvektor im Kontaktpunkt berechnet sich über Gleichung [2.72] und [2.73]. Abbil-
dung 2.10 fasst den Stoßvorgang grafisch zusammen. 

G(√) = u/p
√ − u/ì

√ ;	G = G √ + J
m/p + m/ì

m/pm/ì
 

	

[2.70] 

GL
(√) = G(√) + rpω/p

√ ×n + rìω/ì
√ ×n 

 

 

[2.71] 

GL>
(√) = GL

√ − GL
√ ∙ n n 

 
[2.72] 

t =
GL>

√

GL>
(√) ; 	GL>

(√) = GL
√ ∙ t t = GL>

(√) t 

 

[2.73] 

 

 
Abbildung 2.10: Beschreibung des Stoßvorgangs zweier Partikel mittels der transla-

torischen und rotatorischen Geschwindigkeiten vor und nach der Kollision. 
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Das Verhältnis der differentiellen Geschwindigkeit im Kontaktpunkt in normalen Rich-
tung vor und nach der Kollision wird über den Restitutionskoeffizient e berechnet, der 
während der Kollision konstant ist. 

e = −
GL ∙ n
GL

√ ∙ n
= −

G ∙ n
G(√) ∙ n

 [2.74] 

Die Stoßkraft kann in eine normale und tangentiale Komponente zerlegt werden, 
mit	J = Jw ∙ n + J> ∙ t. Die Tangentiale Gleitreibung wird nach den Coulombschen Rei-
bungsgesetz mit f als dynamischen Reibungskoeffizienten beschrieben: J> = f	Jw. So-
bald ein Partikel aufhört zu gleiten, findet Haftreibung statt. Die Bedingung dafür lautet 
J> ≤ fJ	Jw mit fJ als Haftreibungskoeffizienten. Für den Fall der Gleitreibung lauten die 
translatorische Geschwindigkeit und Rotationsgeschwindigkeit folgendermaßen: 

u/p = u/p
√ +

J
m/p

= u/p
√ − n + ft 1 + e G(√) ∙ n

m/ì

m/p + m/ì
 [2.75] 

u/ì = u/ì
√ + n + ft 1 + e G(√) ∙ n

m/p

m/p + m/ì
 [2.76] 

ω/p = ω/p
√ +

rp
I/p

n×J = ω/p
√ −

5
2rp

n×t f 1 + e G(√) ∙ n
m/ì

m/p + m/ì
 [2.77] 

ω/ì = ω/ì
√ −

5
2rì

n×t f 1 + e G(√) ∙ n
m/p

m/p + m/ì
 [2.78] 

Die Bedingung für die Gleitreibung lautet  

7
2
fJ 1 + e <

GL
√ ∙ t	

G(√) ∙ n
	⟺

7
2
fJ 1 + e <

GL>
(√) 	

G(√) ∙ n
	 [2.79] 

Ansonsten wird die Kollision als Haftstoß beschrieben mit GL ∙ t = 0. 

u/p = u/p
√ − 1 + e G(√) ∙ n n +

2
7

GL
√ ∙ t	 t

m/ì

m/p + m/ì
 [2.80] 

u/ì = u/ì
√ + 1 + e G(√) ∙ n n +

2
7

GL
√ ∙ t	 t

m/p

m/p + m/ì
 [2.81] 

ω/p = ω/p
√ −

5
7rp

GL
√ ∙ t	 n×t

m/ì

m/p + m/ì
 [2.82] 

ω/ì = ω/ì
√ −

5
7rì

GL
√ ∙ t	 n×t

m/p

m/p + m/ì
 [2.83] 

Partikel-Wand-Kollisionen können ebenso über das Hard- und Soft-Sphere-Model be-
schrieben werden. Für das Hard-Sphere-Model können die Stoßbeziehungen direkt 
aus dem Partikel-Partikel-Stoß abgeleitet werden. Hierfür muss lediglich die Wand mit 
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dem Wandnormalenvektor n, (Abbildung 2.11) wie ein ruhendes Partikel mit großer 
Masse betrachtet werden. Der Auftreffwinkel αp zwischen u/p und Oberfläche wird als 
Auftreffwinkel bezeichnet. Im Folgenden ist das Partikel mit dem Index 2 die Wand. Es 
ergeben sich dadurch folgende Änderungen: 

n = −n, 

u/ì
√ = u/ì = ω/ì = 0 	⟹ G √ = u/p

√  bzw. G = u/p 

m/ì ≫ m/p ⟹	
m/ì

m/p + m/ì
≈ 1;	

m/p + m/ì

m/pm/ì
≈

1
m/p

 

Für den Fall der Gleitreibung sieht die translatorische Geschwindigkeit und Rotati-
onsgeschwindigkeit des einzelnen Partikels nach dem Stoß dementsprechend aus: 

u/p = u/p
√ − n + ft 1 + e u/p

√ ∙ n  [2.84] 

ω/p = ω/p
√ −

5
2rp

n×t f 1 + e u/p
√ ∙ n  [2.85] 

Die Bedingung für Gleitreibung lautet analog dazu 

7
2
fJ 1 + e <

uL
√ ∙ t	

u/p
√ ∙ n

	⟺
7
2
fJ 1 + e <

uL>
√ 	

u/p
√ ∙ n

	, [2.86] 

mit uL
√ = u/p

√ + rpω/p
√ ×n und uL

√ ∙ t = u/p
√ ∙ t + rpω/p

√ ∙ n×t . 

Beim Haftstoß ist die tangentiale Geschwindigkeit im Kontaktpunkt Null (uL ∙ t = 0). 
Daraus leiten sich folgende Geschwindigkeiten nach dem Stoß ab: 

u/p = u/p
√ − 1 + e u/p

√ ∙ n n +
2
7

uL
√ ∙ t	 t  [2.87] 

ω/p = ω/p
√ −

5
7rp

uL
√ ∙ t	 n×t  [2.88] 

 

 
Abbildung 2.11: Beschreibung des Partikel-Wand-Stoßvorgangs mittels der translato-

rischen und rotatorischen Geschwindigkeiten vor und nach der Kollision. 
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Der Reibungskoeffizienten und Restitutionskoeffizient sind abhängig vom dem Auf-
treffwinkel und wurden von Grant & Tabakoff (1975), Wakeman & Tabakoff (1982) und 
Sommerfeld & Huber (1999) experimentell für verschiedene Partikel und Wandmate-
rialien untersucht. Sommerfeld & Huber (1999) fanden folgende lineare Abhängigkeit 
für die beiden Koeffizienten: 

e αp = max 1 −
1 − e÷
α;

αp, e÷ ; 	f α = max f√ −
f√ − f÷
αB

αp, f÷  [2.89] 

Die entsprechenden Werte für die Konstanten e÷,	α;,	f√,	f÷ und αB lassen sich für ver-
schiedene Materialpaarungen und Partikeldurchmesser Sommerfeld & Huber (1999) 
entnehmen. 

2.6 Erosion 
Die im vorherigen Kapitel betrachteten Wandstöße, können zu Oberflächenverände-
rungen wie Materialabtrag und Veränderungen an der Düsenkontur führen - ganz all-
gemein als Verschleiß bezeichnet. Die Ursachen werden im Folgenden erläutert.  

Der bislang als Synonym für Verschleiß verwendete Begriff Erosion beschreibt eine 
Gruppe unterschiedlicher Verschleißmechanismen, die aus der Beanspruchung von 
Oberflächen durch Reibung und Verschleiß einphasiger oder mehrphasiger strömen-
der Fluide resultieren (Sommer et al., 2014, p.427). Erosion ist daher auch unter dem 
Begriff Strahlverschleiß bekannt und tritt an scharfen Umlenkungen, Mulden und her-
vorstehenden Kanten auf – überall dort wo Partikel aufgrund der eigenen Trägheit den 
Umlenkungen der Stromlinien nicht folgen können. Neben der mechanischen Bean-
spruchung durch Abrasion und Oberflächenzerrüttung kann Erosion auch tribochemi-
schen oder tribophysikalischen Verschleißmechanismen zugrunde liegen (Sommer et 
al., 2014, p.16). Ist ein Mechanismus dominant so wird dieser häufig vorangestellt, wie 
bei der mechanischen oder chemischen Erosion oder hinten angefügt wie bei der Ero-
sionskorrosion.  

Bei dem Mechanismus der Abrasion dringen harte Verschleißpartikel in die weichere 
Oberfläche der Wandung ein oder gleiten über diese hinweg. Abrasion ist abhängig 
von der Zähigkeit der belasteten Oberfläche. Bei spröden Werkstoffen führt Abrasion 
zu Mikrobrechen, bei duktilen Werkstoffen zu plastischer Verformung mit Mikroverfor-
men und –spanen (Abbildung 2.12). Entscheidend für die Höhe des Verschleißes ist 
die Frage, ob die Verschleißpartikel über die Oberfläche gleiten oder Rollbewegungen 
ausführen können. Ist letzteres der Fall, so wirken reine Druckprozesse mit deutlich 
geringerem Verschleißbeitrag (Sommer et al., 2014, p.19). Außerdem ist auch das 
Härteverhältnis ein wichtiges Charakteristikum. Bei Verschleißtieflage sind die Ver-
schleißpartikel weicher als das Oberflächenmaterial und es findet kaum Verschleiß 
durch Abrasion statt. Dem gegenüber steht die Verschleißhochlage, bei der die Ver-
schleißpartikel härter als das Oberflächenmaterial sind. Damit der abrasive Verschleiß 
in der Tieflage bleibt, muss das Härteverhältnis zwischen Oberflächenmaterial und 
Verschleißpartikel größer als 1.3 sein (Czichos & Habig, 2015, p.157). 
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Abbildung 2.12: Mechanismen des abrasiven Verschleißes (Sommer et al., 2014, 

p.381) 
 

Oberflächenzerrüttung ist die zyklische Belastung der Oberfläche der Wandung in 
Wandnormalenrichtung. Während der Inkubationsphase tritt zunächst kein Verschleiß 
auf, sondern kleine plastischen Verformungen, Gitterverzerrungen und -fehler.  Diese 
kleinen Fehler vereinigen sich bei weiterer äußerer Belastung zu Rissen, durch die 
wiederum ab einer kritischen Risslänge Material aus der Oberfläche herausbrechen 
kann (Czichos & Habig, 2015, p.136f; Abbildung 2.13). Ab diesem Zeitpunkt folgt der 
Verschleiß durch Oberflächenzerrüttung einem progressiven Verhalten, währen der 
Verschleiß durch Abrasion über die gesamte Lebensdauer linear bleibt. Abbildung 2.14 
zeigt schematisch den zeitlichen Verlauf des Verschleißbetrags beider Mechanismen 
im Vergleich. 
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Abbildung 2.13: Grübchenbildung an einer Zahnflanke eines Zahnrads durch Ober-

flächenzerrüttung (VDI 3822, 1999) 
 

 
Abbildung 2.14: Schematischer Verlauf des Verschleißbetrags von Abrasion und 

Oberflächenzerrüttung im Vergleich (Sommer et al., 2014, p.29). 
 

Tribochemische und Tribophysikalische Verschleißmechanismen sind chemische oder 
physikalische Prozesse, die durch die Beanspruchung an der Wandung ausgelöst wer-
den. Dazu zählen Prozesse wie Schichtbildung, Oxidation, Aufschmelzen, Kavitation 
oder Ablation, aber auch Erosion durch einschlagende Tropfen an Dampfturbinen-
schaufeln im Nassdampfbereich. Für die Fragestellung der Einleitung sind diese bei-
den Mechanismen nicht relevant bzw. diese Mechanismen sind nicht für den Ver-
schleiß verantwortlich. Verschleiß durch Erosion geschieht daher durch die Mechanis-
men Abrasion und Oberflächenzerrüttung. 
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Meng & Ludema (1995) haben in ihrer Übersicht über Verschleißmodelle der 1950er 
bis 1990er Jahre mehr als 100 den Verschleißbeitrag beeinflussende Parameter zu-
sammengetragen. Die wichtigsten Parameter sind Auftreffwinkel, Geschwindigkeit und 
Größe der Partikel, Partikeldurchsatz, Materialpaarung und Zähigkeit, Härte und Tem-
peratur der Oberfläche. 

Je nachdem mit welchem Winkel die erosiven Partikel auf die Oberfläche treffen, glei-
ten und furchen diese darüber hinweg oder prallen auf diese ein. Bei flachen Winkeln 
gegen 0° handelt es sich daher um einen Gleistrahlverschleiß, der von dem Mecha-
nismus der Abrasion begleitet wird, während es sich bei einem Winkel von 90° um 
Prallstrahlverschleiß handelt. Dazwischen befindet sich der Schrägstrahlverschleiß, 
der jeweils in eine Prallstrahl- und Schrägstrahlkomponente zerlegt werden kann. Je 
nach Auftreffwinkel sind die beiden Mechanismen unterschiedlich stark ausgeprägt, 
was zur Veranschaulichung in Abbildung 2.15 (links) qualitativ für einen duktilen Stahl 
dargestellt wurde. 

Verschleiß tritt erst auf, wenn die kinetische Energie der Partikel groß genug ist das 
Oberflächenmaterial plastisch zu verformen. Bei flachem Auftreffwinkel verhält sich 
daher hartes Material günstiger als weiches Material. Zumeist geht eine höhere Härte 
mit einer abnehmenden Duktilität einher, sodass dieses Material bei großem Winkel 
durch die zyklische Belastung eher bricht (Czichos & Habig, 2015, p.162; Abbildung 
2.15, rechts). Ist der Auftreffwinkel bekannt, so kann das Oberflächenmaterial auf die 
Anwendung hin optimiert werden.  

 

 
Abbildung 2.15: Links: Einfluss der Verschleißmechanismen beim Schrägstrahlver-
schleiß in Abhängigkeit vom Auftreffwinkel; Rechts: Einfluss der Verschleißmecha-
nismen beim Schrägstrahlverschleiß in Abhängigkeit von Duktilität der Oberfläche, 

berechnet mithilfe von Oka et al. (2005). 
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Bei flachem Winkel wird ein wesentlicher Anteil der translatorischen kinetischen Ener-
gie in Rotationsenergie umgewandelt (Finnie, 1972). Deng et al. (2004) hat Versuche 
mit Partikeln von 175 bis 250	µm Partikeldurchmesser durchgeführt und den erosiven 
Verschleiß in Abhängigkeit der Rotationsrate bestimmt. Der Autor hat dazu zwei 
Grenzfälle ausgemacht und untersucht: Partikel deren Umfangsgeschwindigkeit im 
Kontaktpunkt in Bewegungsrichtung zeigen (Backspin Particle, Abbildung 2.16) und 
Partikel deren Umfangsgeschwindigkeit im Kontaktpunkt gegen die Bewegungsrich-
tung zeigen (Topspin Particle, Abbildung 2.16). Insbesondere bei flachen Winkeln 
hatte die größere Scherspannung auf die Oberfläche bei Ersteren zu einem höheren 
Materialabtrag geführt. Bei Letzteren ist die effektive Schergeschwindigkeit im Kon-
taktpunkt geringer, weswegen der Abtrag dadurch geringer ausfiel. 

 

 
Abbildung 2.16: Kontakt rotierender Partikel mit der Oberfläche Deng et al. (2004) 
 

Ein wichtiger den Verschleißbeitrag bestimmender Parameter ist die Geschwindigkeit 
der Partikel relativ zur Oberfläche. Grundsätzlich ist anzunehmen, dass der Verschleiß 
mit dem Impuls ~ u/

p  oder der kinetischen Energie korreliert ~ u/
ì . Jedoch va-

riierten die Exponenten in der Literatur zwischen 2 bis 5 (Mittelwert ~3; Meng & 
Ludema, 1995) bzw. 1.75 für weichen Stahl bis 6.5 für Glas (Sommer et al., 2014, 
p.446) und sind darüber hinaus abhängig von dem Auftreffwinkel. 

Der Verschleißbeitrag erhöht sich mit zunehmenden Partikeldurchmesser bis zu einem 
Wert von etwa 100 µm und verbleibt anschließend auf diesem Niveau. Zusätzlich steigt 
die Abhängigkeit von der Korngröße steigt mit zunehmender Partikelgeschwindigkeit 
(Grant & Tabakoff, 1973). Bei Flugasche erhöht sich der Verschleiß bis zu einem Wert 
von 120 µm und ist danach konstant (Nagarajan et al., 2009). 

Der Verschleiß vieler metallischer Werkstoffe ist bis zu einer Temperatur von 400°C 
konstant, weshalb der Temperatureinfluss innerhalb dieser Untersuchung vernachläs-
sigt werden kann. Tabakoff (1989) hat gezeigt, dass der Verschleiß von X12Cr13-Stahl 
sich bei einer Geschwindigkeit von u/ = 183=

<
 und einer Temperaturerhöhung von 
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26°C auf 649°C um das 2.5-fache erhöht, bei einer Geschwindigkeit von u/ = 305=

<
 

sogar um das 6.5-fache erhöht. 

Als Verschleiß reduzierende Maßnahmen kommen allgemein erosionsbeständige 
Werkstoffe, eine günstige Strömungsführung, eine Reduktion der Strömungsge-
schwindigkeit und Konzentration an Verschleißpartikeln und konstruktive Maßnahmen 
wie auswechselbare Elemente an stark belasteten Stellen in Frage. 



 

 

 

3 Numerische Methoden 

Aufbauend auf den theoretischen Grundlagen werden innerhalb dieses Kapitels die 
empirischen und stochastischen Methoden zur Berechnung der mechanischen Ero-
sion, der Partikel-Wand-Kollisionen rauer Wände und der Partikel-Partikel-Kollisionen 
vorgestellt. Anschließend folgen die mit der dispersen Phase gekoppelten Gleichun-
gen zur Berechnung der Gasphase und die Implementierung innerhalb des Software-
pakets OpenFOAM. 

3.1 Empirische Erosionsmodelle 
Ein wichtiges Ziel dieser Doktorarbeit ist die Vorhersage des Materialabtrags an der 
Düsenkontur. Eine Recherche aller veröffentlichten Verschleißmodelle des Journals 
„Wear“ und der „Wear of Materials“-Konferenzen in den Jahren 1957 bis 1992 durch 
Meng & Ludema (1995) ergab 182 „nachvollziehbare“ Gleichungen („amenable to 
analysis“) zur Vorhersage von Erosion. Seit dem sind weitere Modelle dazu 
gekommen, was die Evaluation aller Modelle unmöglich macht. Alle dem Autor 
bekannten Modelle bestehen teilweise aus empirischen Koeffizienten, die sich nicht 
direkt aus den Stoffeigenschaften ableiten lassen und daher experimentell bestimmt 
werden müssen. Die meisten Modelle sind nur für einen kleinen Bereich 
unterschiedlicher Partikel-Wand-Materialpaarungen gültig und die überwiegende Zahl 
der bei Meng & Ludema (1995) genannten Autoren haben lediglich ein- bis zweimal 
publiziert. Für diese Doktorarbeit wurden zwei Modelle gewählt, die über einen weiten 
Bereich an Materialpaarungen die entsprechenden Parameter liefern: Das Tabakoff-
Modell (Grant & Tabakoff, 1973) und das Modell von Oka (Oka et al., 2005; Oka & 
Yoshida, 2005). Beide Modelle berechnen einen dimensionslosen 
Verschleißbeiwert	E, der beim Tabakoff-Modell dem Verhältnis aus Materialabtrag in 
Milligramm zu auftreffender Masse der Partikel in Gramm entspricht, 
E@9A987BB = =:	E9>;Sv969A>S9:	

:	¬9S>v8;6
 und beim Oka-Modell dem Verschleißvolumen zur 

Partikelmasse entspricht E?89 = ==ÿ	E9>;Sv969A>S9:	
8:	¬9S>v8;6

. Zur besseren Vergleichbarkeit 

beider Modelle wird ein dimensionsloser Verschleiß mit E = 8:	E9>;Sv969A>S9:	
8:	¬9S>v8;6

 definiert, 

für den folgende Umrechnung gilt (ρ,, Wanddichte):  

E = 0.001 ∙ E@9A987BB		bzw.		E = 1 ∙ 10±Ÿ ∙ ρ, ∙ E?89. [3.1] 

Das Tabakoff-Modell ist teilweise in dem Angloamerikanischen Maßsystem erstellt 
worden, weswegen zu der originären Gleichung ein Konvertierungsfaktor KB  mit 
KB = 	3.2808399 B>

=
 eingefügt wurde. Der Verschleiß des Tabakoff-Modells berechnet 

sich demzufolge derart: 
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E@9A987BB = Kp 1 + C Kpì sin
90
α√

αp
ì

KB
ìu/ì così αp 1 − R>

ì

+ KöKB
ƒ u/ sin αp

ƒ 

C = 1	wenn	αp ≤ 2α√
0	wenn	αp > 2α√

 

KB = 3.2808399
ft
m

 

R> = 1 − 0.0016KBu/ sin αp 

[3.2] 

Die dimensionslosen Koeffizienten Kp, Kpì, Kö und der Auftreffwinkel α√ für die maxi-
male Erosion des Tabakoff-Erosionsmodells können für verschiedene Partikel-Wand-
Materialpaarungen der Tabelle 3.1 entnommen werden. 
 

Wand: Partikel: Koeffizienten: Quelle: 
AlCuMg2-Aluminium Aluminiumoxid 

(Al2O3) 
Kp = 5.32 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.585 

Kö = 9 ∙ 10±pì 

α√ = 20° 

(Grant & Tabakoff, 1973) 

 

AlCuMg2-Aluminium Kohlenasche  
(55% SiO2, 
30% Al2O3) 

Kp = 1.56988 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.3193 

Kö = 2 ∙ 10±pì 

α√ = 20° 

(Tabakoff et al., 1979) 

AlCuMg2-Aluminium Quarz Kp = 3.67 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.585 

Kö = 6 ∙ 10±pì 

α√ = 20° 

(Grant & Tabakoff, 1973) 

(Grant & Tabakoff, 1975) 

X12Cr13-Stahl Kohlenasche  
(55% SiO2, 
30% Al2O3) 

Kp = 1.505101 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.296077 

Kö = 5 ∙ 10±pì 

α√ = 25° 

(Tabakoff et al., 1979) 
(Tabakoff, 1989) 

X12Cr13-Stahl Quarz Kp = 6.07 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.293328 

Kö = 5.56 ∙ 10±pö 

α√ nicht angegeben 

(Elfeki & Tabakoff, 1986) 

Ti6Al4V-Titan Kohlenasche  
(55% SiO2, 
30% Al2O3) 

Kp = 1.564951 ∙ 10±ñ 

Kpì = 0.173636 

Kö = 3 ∙ 10±pì 

α√ = 20° 

(Tabakoff et al., 1979) 

Tabelle 3.1: Übersicht über die Koeffizienten des Tabakoff-Erosionsmodells verschie-
dener Partikel-Wand-Materialpaarungen 
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Das Oka-Model berechnet sich mithilfe von Gleichung [3.3]. Die Koeffizienten wurden 
anhand folgender Wandmaterialien experimentell bestimmt: Aluminium bzw. drei Alu-
miniumlegierungen, Kupfer, Eisen, 12 nicht- bis hochlegierte Stähle und 5 verschie-
dene Keramikwerkstoffe (Oka et al., 2005; Oka & Yoshida, 2005; Oka et al., 2009). 
Die entsprechenden Werte für die Koeffizienten können Tabelle 3.2 entnommen wer-
den. 

E?89 = g αp ∙ EŸ√ 

g αp = sin αp w≠ 1 + Hv 1 − sin αp
wÆ 

EŸ√ = K Hv 8≠
u/
u/′

8Æ d/
d/′

8ÿ

 

np = sp Hv €p 

nì = sì Hv €ì 

kì = 2.3 Hv √.√ö≈ 

[3.3] 

 

Partikel: Koeffizienten: 

Quarz sp = 0.71; 	q1 = 0.14;	sì = 2.4;	q2 = −0.94	

K=65;	kp = −0.12;	kì = 2.3 Hv √.√ö≈; kö = 0.19;	u/′ = 104=
<
; d/′ = 326	µm 

Siliciumcarbid sp = 0.71; 	q1 = 0.14;	sì = 2.8;	q2 = −1.00	

K=45;	kp = −0.05;	kì = 3.0 Hv √.√≈ ; kö = 0.19;	u/′ = 99=
<
; d/′ = 326	µm	

Glaskügelchen sp = 2.8; 	q1 = 0.41;	sì = 2.6;	q2 = −1.46	

K=27;	kp = −0.16;	kì = 2.1; kö = 0.19;	u/′ = 100=
<
; d/′ = 200	µm	

Tabelle 3.2: Übersicht über die Koeffizienten des Oka-Erosionsmodells für verschie-
dene Partikelmaterialien 

 

Die lokale Erosion E67896, welche als Masse des Materialabtrags bezogen auf ein finites 
Flächenelement definiert ist, berechnet sich über Gleichung [3.4]. Die Gesamtmasse 
des Materialabtrags ist dementsprechend die Summe der lokalen Erosion über alle 
finiten Flächenelemente (Gleichung [3.5]). 

E67896 =
1
A

E
v

m/v [3.4] 

E:;<9=> = E67896,º
º

Aº [3.5] 



62  3 Numerische Methoden  

 
Abbildung 3.1 vergleicht beide Modelle an dem Beispiel von AlCuMg2-Aluminium und 
X12Cr13-Stahl mit Quarz-Verschleißpartikeln. Für beide Werkstoffe sind die entspre-
chenden Koeffizienten bekannt oder können abgeschätzt werden, sodass beide Mo-
delle direkt miteinander verglichen werden können. Das Tabakoff-Modell hat keinen 
direkten Bezug zu den mechanischen Eigenschaften der eingesetzten Werkstoffe, 
während beim Modell von Oka die Vickershärte (Hv, GPa) benötigt wird. Diese kann 
je nach Lieferform und Anlieferungszustand des Werkstoffs variieren. Laut dem Tabel-
lenbuch Metall (Fischer et al., 2008) hat AlCuMg2-Aluminium eine Vickershärte von 80	
kp/mm2	(0.7846	GPa) bis 130	kp/mm2	(1.275	GPa). Für X12Cr13-Stahl schwanken die 
Werte entsprechend von Hv=190	bis	265	kp/mm2	bzw. in SI-Einheiten von Hv=1.863	
bis	2.599	GPa. In der Abbildung wird dies beim Oka-Modell berücksichtigt und der ent-
sprechende Verlauf jeweils für die minimale und maximale Vickershärte dargestellt. 
Bei beiden Modellen ist der erosive Verschleiß größenordnungsmäßig vergleichbar, 
jedoch ergeben sich lokal große Abweichungen. So ist z.B. die Unstetigkeit des Ta-
bakoff-Modells bei Aluminium und einem Winkel von 40° auffällig, welche in abge-
schwächter Form auch bei dem untersuchten Stahl zu sehen ist. Die Auftreffwinkel der 
maximalen Erosion sind für beide Werkstoffe gleich (20 bzw. 25°). Da die Partikel in 
der Laval-Düse überwiegend flach auf die Wandung treffen, ist anzunehmen, dass 
beide Modelle einen qualitativ ähnlichen Verschleiß vorhersagen werden. 

 

 
Abbildung 3.1: Vergleich des Erosionsmodells von Tabakoff (Grant & Tabakoff, 1973) 

mit dem von Oka et al. (2005); Links: Erosion von AlCuMg2-Aluminium mit 
Hv=0.7846	GPa und 1.275	GPa, Rechts: Erosion von X12Cr13-Stahl mit Hv=1.863	

GPa und 2.599	GPa; Verschleißpartikel aus Quarz mit 200µm Durchmesser und einer 
Aufprallgeschwindigkeit von 183	m/s 
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3.2 Modellierung der Partikel-Wand-Kollision 
Wie der Abschnitt zur Erosion gezeigt hat, sind metallische Oberflächen nicht ideal 
glatt. Aufgrund der Gefügestruktur, der Oberflächenbehandlung und der Abnutzung 
entstehen Rauigkeiten im Bereich einiger Mikrometer, die Einfluss auf Partikel-Wand-
Kollision nehmen können (Abbildung 3.2 links). Dies ist sehr anschaulich bei Tian et 
al. (2008) zu sehen, der in seiner numerischen Untersuchung den Einfluss unter-
schiedlich rauer Oberflächen auf die Partikelbahnen in einem 90° Rohrbogen unter-
suchte. Er konnte zeigen, dass sich eine mit der Wandung des Bogens kollidierende 
Partikelsträhne immer weiter auffächert je rauer die Oberfläche ist. 

 

 
Abbildung 3.2: Links: Mikrogeometrie unterschiedlicher technischer Oberflächen 

(Czichos & Habig, 2015, p.34); Rechts: Einfluss unterschiedlich rauer Oberflächen 
auf die Partikelbahnen in einem 90° Rohrbogen (Tian et al., 2008) 

 

Um die Wandrauigkeiten numerisch berücksichtigen zu können, haben Sommerfeld 
und Huber (1999) ein stochastisches Partikel-Wand-Kollisionsmodell vorgestellt. Die-
ses Modell beruht darauf, dass der Wandnormalenvektor im Kontaktpunkt um einen 
zufallsverteilten Streuwinkel γ gekippt wird (Abbildung 3.3, links). Dieser Winkel hat 
den Mittelwert 0 und die Standardabweichung ∆γ. Über ∆γ kann Einfluss auf die Ober-
flächenbeschaffenheit genommen werden - je kleiner die Standardabweichung ist, 
desto glatter ist die Oberfläche. Daraus folgt der lokale Auftreffwinkel αpq , der gemäß 
Gleichung [3.6] der um γ gekippte Winkel αpist. 
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αpq = αp + γ [3.6] 

Sommerfeld (2003) hat für die Standardabweichung ∆γ zwei Korrelationen in Abhän-
gigkeit von der Partikelgröße in µm und der Wandrauigkeit gefunden (HR = Hohe Rau-
igkeit, NR = Niedrige Rauigkeit): 

∆γJ- = 3.4963 + 5.797exp −
d/

154.12
 [3.7] 

∆γª- = 1.551 + 3.438exp −
d/

161.55
 [3.8] 

Da die experimentellen Voruntersuchungen des Modells stets zweidimensional waren, 
wurde keine Aussage über den Einfluss der Rauigkeiten senkrecht zu denen in Abbil-
dung 2.11 bzw. Abbildung 3.3 dargestellten Ebenen getroffen. Es wird daher ange-
nommen, dass der Rauigkeitseinfluss überwiegend in der Ebene n − t wirkt. Der Nor-
malenvektor wird daher mittels einer Transformationsmatrix um die Achse u/p

√ ×n ge-
kippt.  

Ist der Winkel γ	größer als αp, dann verfehlt das Partikel die Rauigkeitsspitze und trifft 
auf eine tiefer liegende Rauigkeitsstruktur. Dies ist in Abbildung 3.3 (links) als Gebiet 
1 dargestellt und wird in der Literatur als „shadow effect“ bezeichnet (Sommerfeld & 
Huber, 1999). Dieser Effekt führt dazu, dass der effektive Winkel γ	nicht normalverteilt 
ist und umso stärker von der Normalverteilung abweicht je flacher der Auftreffwinkel 
ist (Abbildung 3.3, rechts oben). Ein flach auftreffendes Partikel kann auch nach einer 
Kollision die Domäne verlassen, wenn der Winkel ∢ n, u/p  nach dem Stoß kleiner als 
90° ist (Gebiet 2, Abbildung 3.3). In diesem Fall trifft das Partikel ebenso auf eine tiefer 
liegende Struktur und es folgt ein zweiter Stoß.  

Der gesamte Ablauf der stochastischen Kollision kann wie folgt zusammengefasst wer-
den: 

1) Berechne γ = f ∆γ  solange bis αp − γ > 0 
2) Kippen der Wandnormalen mittels einer Transformationsmatrix M  

um die Achse u/p
√ ×n à nª;R = M ∙ n  

3) Partikel-Wand-Stoß gemäß Gleichungen [2.84]-[2.88] 

4) Wiederhole 1-3 solange bis	∢ n	,
RÜ≠
RÜ≠

> 90°. 

Ein weiterer Ansatz zur Modeliierung der Wandrauigkeiten, kann Grant & Tabakoff 
(1973) bzw. Wakeman & Tabakoff (1982) entnommen werden, die den Einfluss des 
Auftreffwinkels auf die normale und tangentiale Geschwindigkeitskomponente 
untersucht haben. Hierzu hat Chen et al. (2006) aus den angegebenden 
Standardabweichungen in Abhängigkeit des Auftreffwinkels ein stochastisches Modell 
entwickelt. Jedoch wurde in den Experimenten nicht die Partikelrotation beobachtet, 
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die zusätzlich zur Rauigkeit ein Grund für die Streuung der Partikel nach dem 
Auftreffen ist. Des weiteren ist es nicht über einen weiten Bereich gültig, da die jewei-
ligen experimentellen Daten in Abhängigkeit von Partikelgröße und Oberflächenbe-
schaffenheit benötigt werden. 

 

 
Abbildung 3.3: Links: Regime des effektiven Auftreffwinkels bei der stochastischen 
Modellierung rauer Wände; Rechts: Abweichung des effektiven Winkels γ von der 

Normalverteilung durch den „shadow effect“ bei einem Auftreffwinkel von 2.5°, 12.5° 
und 32.5° (von oben nach unten) und ∆γ = 6.5°, 21410 Partikel (vgl. Sommerfeld & 

Huber, 1999) 
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3.3 Modellierung der Partikel-Partikel-Kollision 
Die im Bereich dichter Zweiphasenströmungen auftretenden Partikel-Partikel-Kollisio-
nen können entweder deterministisch gelöst oder stochastisch modelliert werden. Die 
deterministischen Methoden schließen aus den Partikelpositionen und -geschwindig-
keiten ob und zwischen welchen Partikeln sich Kollisionen innerhalb eines Berech-
nungsschritts ereignen. Die dafür notwendigen ª ª±p

ì
 Prüfvorgänge erhöhen den Be-

rechnungsaufwand bei dichten Zweiphasenströmungen mit z.B. N	=107-108 Partikeln 
erheblich.  

Stochastische Methoden haben den Vorteil des geringeren Berechnungsaufwands 
und einer guten Parallelisierbarkeit. Mit der Voraussetzung, dass ausschließlich binäre 
Kollisionen stattfinden, können die hier vorgestellten stochastische Methoden verwen-
det werden: Das Modell von Sommerfeld (1996) und das Modell von O'rourke et al. 
(1989). Diese beiden Modelle wurden aufgrund ihrer Verbreitung in kommerziellen 
CFD-Simulationspaketen gewählt.  

Bei dem Modell von Sommerfeld wird für jedes Partikel ein virtueller Kollisionspartner 
generiert. Dieser Kollisionspartner hat eine normalverteilte Masse und Geschwindig-
keit basierend auf den lokalen Mittelwerten, Standardabweichungen und Geschwin-
digkeitsschwankungen des turbulenten Fluides. Die Wahrscheinlichkeit einer Kollision 
mit dem virtuellen Kollisionspartner (Index 2) ist  

P = f8∆t =
π
4

d/,p + d/,ì
ì u/,p − u/,ì 	nì∆t. [3.9] 

Diese Wahrscheinlichkeit wird mit einer zufällig verteilten Variablen zwischen 0 und 1 
verglichen. Ist P größer, dann findet die Kollision mit dem virtuellen Kollisionspartner 
gemäß Abschnitt 2.5 statt. 

Bei dem Modell von O’Rourke wird statt eines virtuellen Partners ein anderes Partikel 
genommen, welches sich innerhalb desselben Kontrollvolumens befindet. Es können 
daher Partikel miteinander kollidieren, die sich voneinander wegbewegen. O’Rourke 
berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass keine Kollision eintritt, gemäß der Poisson-
Verteilung. 

P = e±B∆∆> [3.10] 

Die sich ergebende Kollisionswahrscheinlichkeit wird auch hier mit einer Zufallsvari-
able verglichen. Ist P kleiner als diese, dann findet Kollision statt.  

Stochastische Modelle benötigen eine ausreichende Anzahl von Partikeln innerhalb 
des Kontrollvolumens um den numerischen Fehler klein zu halten. Bei dem Modell von 
O’Rourke werden nur jene Partikel für die Kollision berücksichtigt, die sich in derselben 
Gitterzelle befinden. Da die Zellgrenzen Partikelkollisionen verhindern, ergibt daraus 
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sich eine zusätzliche Netzabhängigkeit. Das Modell von O’Rourke würde im extrems-
ten Fall zu einem Versagen führen, wenn die Gitterzellen so klein gewählt werden, 
dass sich im keinem der Kontrollvolumina mehr als ein Partikel befindet. 

Ho (2004) zeigte, wie kleinere Partikel um ein großes Kollektorpartikel herumströmen 
können ohne dessen Grenzschicht zu durchdringen und diese somit nicht miteinander 
kollidieren. Dies wird hier nicht betrachtet und die Auftreffwahrscheinlichkeit bzw. Kol-
lisionseffizienz ist 100 %. 

3.4 Berechnung der Gasphase 
Die Berechnung der Gasströmung erfolgt auf Basis der Finite-Volumen-Methode. 
Dazu wird das Volumenintegral jedes Terms innerhalb der drei Erhaltungsgleichungen 
der Gasphase verlangt. Allgemein berechnet sich das Integral einer beliebigen Größe 
b über die Gasphase (Vektor oder Skalar) innerhalb eines betrachteten Kontrollvolu-
mens VL¥ wie folgt: 

B = bdV
¥û

= bV:		mit		b =
1
VL¥

bdV
¥û

 [3.11] 

Innerhalb des betrachteten Kontrollvolumens weicht b lokal um b′ vom Mittelwert b ab: 

b = b + b′. [3.12] 

Ist b z.B. der Fluss ρ:u: in der Massenerhaltung, so berechnet sich dessen Integral 
daher mit: 

ρ:u:dV
¥û

= ρ:u:V: = ρ: + ρ:′ u: + u:′ V: = ρ:u: + ρ:′u:′ V:. [3.13] 

Analog dazu ergibt sich für den Fluss in der Impulserhaltung unter Vernachlässigung 
der gemischten Terme folgendes 

ρ:u:⨂u:dV
¥û

= ρ:u:⨂u:V: = ρ:u:⨂u: + ρ:′u:′⨂u:′ V: [3.14] 

Die meisten (mehrphasigen) Finite-Volumen-Löser setzen die Mittelwerte der Abwei-
chungen zu null, da bei kleinem Volumen diese Schwankungen als vernachlässigbar 
angenommen werden. Anders gesprochen ist die Dichte selbst bei einem kompressib-
len Löser innerhalb des Kontrollvolumens konstant. Durch Partikel innerhalb des Kon-
trollvolumens können solche Schwankungsbewegungen zusätzlich angeregt werden. 
Für solche Volumina verhält sich der zweite Term wie ein Reynolds-Spannungstensor 
und kann entsprechend der Boussinesq-Approximation modelliert werden. Für diese 
Untersuchung wird der Einfluss dieses Tensors zunächst vernachlässigt und kann ggf. 
über ein verbessertes Turbulenz-Modell in Zukunft implementiert werden.  



68  3 Numerische Methoden  

 
Die Approximation des Integrals erfolgt bei der Finite-Volumen-Methode nach der Mit-
telpunktsregel. Bei diesem Verfahren 2. Ordnung wird das Volumenintegral aus dem 
Produkt des Werts im Kontrollvolumenzentrum und dem Volumen gebildet, d.h. der 
Wert im Kontrollvolumenzentrum (bL¥fl) repräsentiert den Mittelwert: 

B = bV: = bL¥flV:. [3.15] 

Zur Berechnung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichung werden auch die Mittel-
werte der Ableitungen benötigt. Für die räumlichen Ableitungen ergibt gemäß der Her-
leitung von Crowe, dass der Mittelwert von ∇b nicht gleich ∇b ist, da sich durch die 
Anwesenheit der Partikel im Kontrollvolumen die Flussgrößen der Gasphase verrin-
gern. Unter Berücksichtigung der dispersen Phase mit S© als Partikeloberfläche inner-
halb des Kontrollvolumens gilt folgender Zusammenhang: 

∇b = ∇b −
1
VL¥

bn	dS
F‡

 [3.16] 

Analog dazu berechnet sich die Zeitableitung zu 

∂b
∂t

=
∂b
∂t

+
1
VL¥

b u/n + r dS
F‡

, [3.17] 

wobei r ist Änderung der Partikeldurchmesser innerhalb des Kontrollvolumens ist und 
bei beispielsweise verdampfenden Partikeln negativ ist. 

Crowe et al. (2012, p.409-424) hat basierend auf diesen Überlegungen die Erhaltungs-
gleichungen für Masse, Impuls und Energie (Mechanische, innere und totale Energie) 
abgeleitet. Die turbulenten Schwankungsgrößen werden nicht direkt berechnet, son-
dern modelliert und zu diesem Zweck werden die Erhaltungsgleichungen über die Zeit 
Reynolds- und Favre-gemittelt. Eine Reynolds-Mittelung über den Zeitraum ∆t berech-
net sich folgendermaßen: 

b =
1
∆t

bdt
>≤∆>

>

. [3.18] 

Die Favre- bzw. dichtegewichtete Zeit-Mittelung ergibt sich derartig (Wilcox, 1994, 
p.172ff): 

b =
ρ:b
ρ:

. [3.19] 

Die Reynolds-Mittelung wird für Dichte, Druck und Wärmeleitung, die Favre-Mittelung 
für Geschwindigkeit, Temperatur und Energie angewandt. Die sich ergebenden Glei-
chungen sind damit vergleichbar zu den laminaren Navier-Stokes-Gleichungen. Zur 
besseren Übersichtlichkeit werden die Symbole für die räumliche (b) und zeitliche (b, b) 
Mittelung im Folgenden weggelassen. Die Gleichungen von Crowe sehen daher mit 
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konstanten Partikeldurchmessern und vernachlässigbarer Wärmeleitung zwischen 
den Phasen folgendermaßen aus: 

∂ α:ρ:
∂t

+ ∇ ∙ α:ρ:u: = 0, [3.20] 

∂ α:ρ:u:
∂t

+ ∇ ∙ α:ρ:u:⨂u:  

= −∇p + ∇ ∙ τ + τ@RSA + α:ρ:g −
1
𝑉𝑉
𝐹𝐹„‰, 

[3.21] 

∂ α:ρ:E
∂t

+ ∇ ∙ α:u: ρ:E + p  

= ∇ ∙ α: τ + τ@RSA ∙ u: − ∇ ∙ α: q + q@RSA  

+α:ρ:g ∙ u: + 𝛻𝛻 ∙ 𝛼𝛼‰𝑝𝑝
𝑢𝑢‰,È𝑚𝑚‰,È

Î
È¡p

𝑚𝑚‰,È
Î
È¡p

−
1
𝑉𝑉

𝑢𝑢‰,ÈÎ
È¡p

𝑁𝑁
𝐹𝐹„‰ 

[3.22] 

Durch die Umformungen ergeben sich insgesamt drei neue, kursiv dargestellte, 
Terme: Zwei davon bilden den Verlust an Impuls und kinetischer Energie durch die auf 
die Partikel wirkenden Kräfte ab. F:/ kann entweder direkt berechnet werden oder aus 
dem Produkt von anzahlgewichteter Kraft und Gesamtzahl der Partikel in dem Kon-
trollvolumen. 

F:/ = F, +
ρ:
ρ/

m/
Du:
Dt

+ FF + FE
v

ª

v¡p

= Fv

ª

v¡p

= F ∙ N [3.23] 

Der entsprechende Term in der Energieerhaltung ergibt sich aus einer Umformung der 
originären Betrachtung von Crowe: 

u/,v ∙ Fv

ª

v¡p

= Nu/,ÌFÌ ≈ Nu/ ∙ F =
u/,vª

v¡p

N
F:/ [3.24] 

Der dritte Term resultiert aus der Druckkraft, die nur auf jene Partikel wirkt, die den 

Rand des Kontrollvolumens schneiden, mit RÜ,Ó=Ü,Ó
Ô
Ó≠

=Ü,Ó
Ô
Ó≠

 als massengewichteter Ge-

schwindigkeit. Aus der Favre-Mittelung folgt der der zusätzlich Tensor τ@RSA. Der Wär-
mefluss erweitert sich um den turbulenten Anteil q@RSA. In der Energieerhaltung werden 
die räumliche und zeitliche Ableitungen der kinetischen Energie der turbulenten Fluk-
tuationen	k auf der linken Seite zu Null gesetzt. Dieser Ansatz ist gültig solange k<<e 
und k<<h ist (Wilcox, 1994, p.182). 

Ist der Volumenanteil der dispersen Phase kleiner 0.001 so kann dessen Einfluss in 
den Gleichungen vernachlässigt werden. Die resultierende Zwei-Wege-Kopplung zwi-
schen den Phasen erfolgt über ausschließlich über die Gas-Partikel-Interaktions-Kraft 
(Gleichung [3.25]-[3.27]). 
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∂ ρ:
∂t

+ ∇ ∙ ρ:u: = 0, [3.25] 

∂ ρ:u:
∂t

+ ∇ ∙ ρ:u:⨂u: = −∇p + ∇ ∙ (τ + τ@RSA) + ρ:g −
1
V
F:/ [3.26] 

∂ ρ:E
∂t

+ ∇ ∙ u: ρ:E + p

= ∇ ∙ τ + τ@RSA ∙ u: − ∇ ∙ q + q@RSA + ρ:g ∙ u:

−
1
V

u/,vª
v¡p

N
F:/ 

[3.27] 

Die Berechnung der Gasströmung erfolgt auf Basis des quelloffenen und frei verfüg-
baren Softwarepaketes OpenFOAM (Version OpenFOAM-3.0.x). Dort stehen zur Lö-
sung subsonischer und supersonischer Strömungen zwei Anwendungen zur Verfü-
gung: sonicFoam und rhoCentralFoam. Diese beiden Strömungslöser setzen auf zwei 
verschiedene Ansätze zur Lösung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichung. Für 
sonicFoam wird der inkompressible Simple bzw. PISO-Algorithmus für die Lösung der 
kompressiblen Gleichungen erweitert. Das Kernstück dieser Methode ist die Lösung 
einer Druckgleichung, in der die Kontinuitäts- an die Impulserhaltung gekoppelt ist. 
Diese kann daher auch als druckbasierte Lösungsmethode bezeichnet werden. Bei 
dem Strömungslöser rhoCentralFoam wird die Massenerhaltung direkt gelöst und da-
her wird der Bezeichner dichtebasierte Methode gewählt. Marcantoni et al. (2012) hat-
ten beide Strömungslöser miteinander und mit analytischen Lösungen verglichen. Bei 
z.B. dem untersuchten Diamantflügelprofil wurde festgestellt, dass das numerische 
Gitter für sonicFoam eine dreimal so hohe Auflösung benötigt um vergleichbar gute 
Ergebnisse wie rhoCentralFoam zu erreichen. Laut Marcantoni et al. begrenzt sich 
daher das Einsatzgebiet von sonicFoam auf Strömungen mit einer Machzahl kleiner 
0.3, wo Kompressibilitätseffekte nur aufgrund von Temperatur- oder Druckschwankun-
gen zu erwarten sind. Folglich wird auf eine weitere Einführung der druckbasierten 
Lösungsmethode verzichtet.  

Das Auftreten von Shocks bzw. Diskontinuitäten in trans- und supersonischen Strö-
mungen macht es notwendig einen Strömungslöser zu haben, der diese behandeln 
kann ohne Oszillationen zu erzeugen. Gängige nichtoszillatorische Lösungsalgorith-
men verwenden typischerweise Riemannlöser. Der Löser rhoCentralFoam verzichtet 
auf die Lösung des Riemannproblems, da dies auf unstrukturierten Gittern mit beliebi-
gen Gitterzellen schwierig zu implementieren ist und verwendet stattdessen das Zent-
ral-Aufwind-Schema von Kurganov et al. (2001). Dieses entspringt dem Lax-Friedrich-
Schema und kann für stationäre, transiente und sogar diffusionsdominierte Probleme 
angewendet werden (Greenshields et al., 2009). 

Aus dem Löser rhoCentralFoam wurde ein Zwei-Wege-gekoppelter und ein Vier-
Wege-gekoppelter Strömungslöser abgeleitet. Das heißt dieser wurde so program-
miert, dass ersterer die Gleichungen [3.25]-[3.27] löst und letzterer die Gleichungen 
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[3.20]-[3.22]. Zusätzlich wurden die Partikelmethoden von OpenFOAM erheblich er-
weitert, sodass diese die im Abschnitt 2.5 diskutierte translatorische Impulserhaltung 
und Drehimpulserhaltung für Partikel-Partikel und Partikel-Wand-Kollisionen erfüllen. 
Die in OpenFOAM vorhandene C++Bibliothek für stochastische Partikel-Partikel-Kolli-
sionen (O'rourke et al., 1989) wurde dazu entsprechend erweitert und zusätzlich ist die 
Modellierung rauer Wände für niedrige und hohe Rauigkeit (Sommerfeld & Huber, 
1999; Sommerfeld, 2003) implementiert worden. Des Weiteren wurde die Wider-
standskraft nach Henderson (1976) eingefügt und das Drehmoment durch Gasreibung 
(Rubinow & Keller, 1961; Sommerfeld, 2006, p. 1366). Zur Modellierung der 
mechanischen Erosion wurde die in OpenFOAM bestehende und veraltete C++ 
Bibliothek um die Modelle von Grant & Tabakoff (1973) und Oka et al. (2005) erweitert. 
Tabelle 3.3 gibt Aufschluss über die Zuordnung der Methoden zu den C++ 
Bibliotheken. 

Die verwendeten Partikel sind auschließlich sphärisch, die über ihren Radius und ihren 
Mittelpunkt charakterisiert werden. Dies ist notwendig, da die Berechnung der 
Trajektorien nicht-sphärischerer Partikel insbesondere bei Partikel-Partikel und 
Partikel-Wand-Kollisionen sowie der Modellierung der Erosion eine schwierige 
Aufgabe darstellt. Die Form der Partikel ist bedingt durch deren Historie und ist daher 
in vielen technischen Anwendungen eine unbekannte Größe.  

 

Methode: C++ Bezeichner: 

Zwei-Wege-gekoppelter Strömungslöser rhoCentralParticleFoam2wayCoupled.C 

Vier-Wege-gekoppelter Strömungslöser rhoCentralParticleFoam4wayCoupled.C 

Stochastische Partikel-Partikel-Kollision SolidORourkeCollision.C 

Stochastische Partikel-Wand-Kollision SommerfeldRebound.C 

Widerstandskraft nach Henderson HendersonDragForce.C 

Mechanische Erosion nach Tabakoff und 
Oka et al. 

ownParticleErosion.C 

Drehmoment durch Gasreibung CollidingParcel.C, CollidingParcelI.H 
Tabelle 3.3: Zuordnung der Methoden zu den C++ Bibliotheken 



 

 

 

 

 

 



 

 

4 Validierungsexperiment 

Die in Kapitel 1 aufgeführten numerischen Untersuchungen haben zwar Aussagen 
über die Partikel-Trajektorien bzw. -Verteilungen in den jeweiligen Laval-Düsen 
getroffen, konnten diese aber nicht anhand experimenteller Daten validieren (Verevkin 
& Tsirkunov, 2008; Acharya & Kuo, 2007; Thakre, 2008, 2009 & 2013; Faizan-Ur-Rab 
et al., 2016). Zunächst werden die hierfür möglichen Ursachen diskutiert (4.1). An-
schließend wird ein Validierungs-Experiment (Kumar et al.,1983) vorgestellt (4.2), an 
dem der numerische Abgleich durchgeführt wird. Dazu werden die notwendigen Rand-
bedingungen abgeleitet (4.3) und die Konfiguration des numerischen Strömungslösers 
vorgestellt (4.4), ebenso wie die Anforderungen an das numerische Gitter (4.5). Es 
wird eine Rechengitterstudie (4.6) und daran anschließend eine Parameterstudie 
durchgeführt (4.7). Wesentliche Ergebnisse und Aussagen finden sich im letzten Ab-
schnitt (4.8). 

4.1 Experimentelle Untersuchungen 
Mithilfe experimenteller Untersuchungen können direkt oder indirekt die Geschwindig-
keiten als auch Trajektorien der Partikel sowie das Ausmaß der Wanderosion ermittelt 
werden. Zum Beispiel hat Lawson et al. (1999) die Geschwindigkeit der Partikel 
entlang der Mittelachse einer vereinfachten Laval-Düse mittels Particle Image 
Velocimetry (PIV) bestimmt, aber nicht die Trajektorien oder die Partikelverteilungen 
untersucht. Eine direkte Bestimmung der Trajektorien innerhalb der Düse ist aufgrund 
der hohen Beschleunigungen innerhalb eines kleinen Messvolumens sehr aufwändig. 
Aus diesem Grunde und aufgrund der besseren optischen Zugänglichkeit wurden die 
Partikelgeschwindigkeiten bei Gilmore et al. (1999), Wu et al. (2005) und 
Pardhasaradhi et al. (2008) im Freistrahl außerhalb der Düse gemessen. Dazu ist bei 
Gilmore et al. die Laser-2-Focus Geschwindigkeitsmessung eingesetzt worden. Bei 
diesem Verfahren werden zwei Laser so zusammengeschaltet, dass diese als Licht-
schranke wirken und so die Partikelgeschwindigkeiten erfasst werden können. Bei Wu 
et al. als auch Pardhasaradhi et al. wurden die Partikelgeschwindigkeiten innerhalb 
des Freistrahls mit PIV erfasst (vgl. Abbildung 4.1).  

Die Trajektorien innerhalb der Düse können indirekt über die Trajektorien im Freistrahl 
sowie über die Verteilung der Erosion abgeleitet werden. Dies gelingt über die Eigen-
schaft, dass die Strähne am Düsenaustritt umso fokussierter ist, je mehr Partikel mit 
der Wandung kollidieren und dadurch abgelenkt werden. Mit zunehmenden Partikel-
durchmesser, steigt die Fokussierung der Strähne. Die Trajektorien am Düsenaustritt 
sind daher direkt von der Größe der Partikel sowie Ort und Anzahl der Partikel-Wand-
kollisionen im Bereich der Kehle abhängig. Werden die in einem Experiment bestimm-
ten Partikelverteilungen am Düsenaustritt in einer numerischen Simulation korrekt vor-
hergesagt, so muss auch deren Auftreffpunkt und Anzahl der Wandkollisionen korrekt 
simuliert worden sein. Gilmore et al. (1999) und Pardhasaradhi et al. (2008) haben die 
Verteilung der Geschwindigkeit am Düsenaustritt von Düsen zum Kaltgasbeschichten 
gemessen. Wu et al. (2005) bestimmte darüber hinaus aus die lokale Verteilung des 
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Partikelmassenstroms. Diese drei Untersuchungen könnten daher Aufschluss über die 
Trajektorien innerhalb der Düse geben. Es fehlen jedoch bei allen dreien sowie auch 
bei Lawson et al. (1999) wesentliche Parameter zur Beschreibung der Geometrie. Des-
wegen können diese weder experimentell reproduziert noch für die numerische Vali-
dierung genutzt werden: 

- Bei der von Lawson et al. (1999) verwendeten Düse (Abbildung 4.1) ist nur die 
Breite der Kehle angegeben worden, alle übrigen Maße fehlen jedoch. 

- Gilmore et al. (1999) hat nur die Maße des Kehlendurchmesser, des rechteckigen 
Düsenaustritts und des Abstands zwischen Kehle und Düsenaustritt angegeben. Es 
fehlen in der nicht maßstabgetreuen Skizze die Angaben für den Düseneintritt und 
der Abstand zwischen Kehle und Düseneintritt. Darüberhinaus stellte Van 
Steenkiste et al. (1999) am selben Versuchsstand fest, dass sich innerhalb des Ver-
suchszeitraums der Durchmesser der Düsenkehle von 2 auf 2.8 mm aufweitete. 
Dies wurde bei Gilmore et al. (1999) ebenso nicht berücksichtigt. 

- Die gleichen Angaben fehlen auch bei Pardhasaradhi et al. (2008). 
- Bei Wu et al. (2005) wurden keinerlei Maße angeben und auf den Hersteller des 

Beschichtungssystems verwiesen. 

 

 
Abbildung 4.1: Düsenkonfiguration des Experiments von Lawson et al. (1999)   

 

Ein weiterer Anhaltspunkt zur Bestimmung der Trajektorien ist die Tatsache, dass sich 
zusätzlich zur Strähne eine partikelfreie Zone direkt stromabwärts der Düsenkehle 
ausbildet. Innerhalb dieser Zone finden keine Partikel-Wand-Kollisionen statt und die 
Ausdehnung dieser Zone wächst mit zunehmenden Partikeldurchmesser (Abbildung 
4.2; Neilson & Gilchrist, 1969). Neilson & Gilchrist haben jedoch weder Geometrie 
noch Randbedingungen exakt angegeben.  

Das Ausmaß der Wanderosion kann wie bei Kumar et al. (1983) direkt über die Ver-
änderung des Düsenvolumens integral bestimmt werden. Die in dem Experiment 
verwendeten Düsen sind im Gegensatz zu den zuvor genannten Düsen rein 
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konvergent und daher überwiegend subsonisch. Die Geometrien der untersuchten Dü-
sen wurden so detailliert dokumentiert, dass daraus eine numerische Untersuchung 
abgeleitet werden kann. Die Randbedingungen am Einströmrand sind nicht vollständig 
dokumentiert, d.h. es fehlen die Gemisch-Temperatur bzw. die Gasdichte. Diese kön-
nen aber rekonstruiert werden, sodass ein qualitativer Abgleich mit den numerischen 
Simulationen gelingt.  

 

 
Abbildung 4.2: Ausbildung der partikelfreien Zone entlang der Wandung in Abhängig-
keit vom Partikeldurchmesser (Strömungsrichtung von rechts nach links; Neilson & 

Gilchrist, 1969) 
 

Insgesamt sind die für einen experimentellen Abgleich in Frage kommenden Untersu-
chungen ungenügend dokumentiert worden, weswegen diese bislang nicht für die Ve-
rifizierung numerischer Methoden nicht verwendet worden sind. 

4.2 Beschreibung des Versuchsaufbaus 
Das Experiment von Kumar et al. (1983) wird für diese Doktorarbeit als Vergleichsex-
periment zu den im vorherigen Kapitel vorgestellten numerischen Methoden verwen-
det, da es eine Reihe von Vorteilen aufweist: Trotz der subsonischen Durchströmung 
werden mit einer maximalen Machzahl von Ma: = 0.75  immer noch hohe Gasge-
schwindigkeiten und –beschleunigungen erreicht. Dem Experiment liegen keine tribo-
chemischen oder tribophysikalischen Verschleißmechanismen zugrunde, sodass die 
Oberflächen nur mechanisch durch Abrasion und Oberflächenzerrüttung beansprucht 
werden. Der Verschleiß liegt im Gegensatz zu Sandstrahldüsen überwiegend im ge-
wünschten Bereich flacher Auftreffwinkel <45°.	

Der Versuchsaufbau kann Abbildung 4.3 entnommen werden. Trockene verdichtete 
Luft wird mit einem ebenfalls unter Druck stehenden Granulat in einer Mischkammer 
vermengt (8). Der Massenstrom der Partikel wird durch Einsatz eines Rüttlers gesteu-
ert (7). Das zweiphasige Gemisch strömt vertikal abwärts durch ein Rohr mit ange-
schlossener Düse (12), wo es als Freistrahl in eine Kammer austritt (10). 
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Abbildung 4.3: Versuchsaufbau des Experiments von Kumar et al. (1983); 1) Kom-
pressor, 2) Druckanzeige 3) Ventil 4) Luftentfeuchter und Filter 5) Druckregler 6) 

Durchflussmesser 7) Rüttler 8) Mischkammer 9) Druckanzeige 10) Testkammer mit 
Freistrahl 11) Staubsauger 12) Düse 13) Venturi-Durchflussmesser 14) Messrohr 15) 

Sekundäre Kammer 16) Einfülltrichter 
 

Die Düse besteht aus X210Cr12V-Stahl (1.2080), einem Chrom-Stahl mit hohem Koh-
lenstoffgehalt. Die Partikel sind aus Aluminiumoxid (Al2O3). Es wurden zwei Partikel-
klassen untersucht mit den Durchmessern 30 und 38	µm. Die Düse ist so gestaltet, 
dass deren Kontur (Abbildung 4.4) austauschbar ist. Folgende Geometrieparameter 
wurden experimentell untersucht: 

 

∅DD		 3	mm	

ββ		 30°,	45°,	60°	

LL22		 8.16,	10.16,	12.5,	16.8	mm	

∅dd		 0.78,	0.97,	1.17,	1.62	mm	

Tabelle 4.1: Parameter der untersuchten Geometrien von Kumar et al. (1983) 
 

Innerhalb der Düse strömt komprimierte Luft mit einem Druck von 3.7	bar ein (Abbil-
dung 4.4, Abschnitt I) und wird durch den konvergenten Abschnitt der Düse (IIàIII) auf 
eine hohe subsonische Machzahl beschleunigt. Innerhalb der Austritts-Rohrleitung 
von III nach IV steigt die Machzahl wie in dem Beispiel von Abbildung 4.5 weiter stark 
an und die Strömung wird aufgrund des überkritischen Druckverhältnisses auf Ma = 1 
am Rohraustritt beschleunigt.  
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Abbildung 4.4: Düsenprofil der von Kumar et al. (1983) verwendeten Düse; kompri-
mierte Luft strömt ein (Abschnitt I) und wird durch den konvergenten Abschnitt der 
Düse (IIàIII) auf eine hohe subsonische Machzahl beschleunigt und tritt im letzten 

Abschnitt wieder aus. 
 

Die kritische Stelle in einem Rohr mit konstanter Querschnittsfläche ist der Austritt 
(Rist, 1996, p.207), wo analog zur Laval-Düse der maximale Massenstrom m=9\ be-
grenzt wird. In der Experimentbeschreibung ist ein Gasvolumenstrom von 

0.589 ∙ 	10±ƒ =ÿ

<
	angegeben worden, jedoch drei unterschiedliche Durchmesser ∅d. Es 

ist daher nicht erkenntlich auf welchen Durchmesser sich der Gasvolumenstrom be-
zieht. Darüber hinaus wurde keine Temperatur bzw. Gasdichte am Eintritt der Düse 
angegeben, sodass der Gasmassenstrom und der daran gekoppelte Partikelmassen-
strom unbekannt sind.  

 

 
Abbildung 4.5: Entwicklung der Machzahl in einer reibungsbehafteten Rohrströmung 

(Rist, 1996, p.211) 
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4.3 Rekonstruktion der Randbedingungen 
Eine Abschätzung der fehlenden Werte und Stoffeigenschaften wird für das Beispiel 
L2=8.16	mm,	∅d=0.97	mm und β=30°	im Folgenden gezeigt (Uncertainty Quantifica-
tion). Hierfür wird vorausgesetzt, dass der Volumenanteil der Partikel klein ist und so-
mit die einphasigen Gasgleichungen verwendet werden können. 

Um den Gasmassenstrom bestimmen zu können, muss zusätzlich zum bekannten 
Druck auch die Temperatur des Gases am Düseneintritt bekannt sein. Die Temperatur 
ergibt sich aus den einzelnen Stationen vom Kompressor zum Experiment: Durch den 
Kompressor wird Luft angesaugt und verdichtet. Dadurch erhöht sich die Gastempe-
ratur zwischen Eintritt und Austritt von Tp	nach Tì. Dieser Vorgang ist abhängig vom 
Druckverhältnis /Æ

/≠
, dem isentropen Wirkungsgrad ηv<;w sowie der Eintrittstemperatur 

Tp  und kann über Gleichung [4.1] berechnet werden, Campbell & Maddox (1992, 
p.203) 

Tì = Tp 1 +

pì
pp

∞±p ∞
− 1

ηv<;w
. [4.1] 

Über die Spezifikation des Kompressors und somit des isentropen Wirkungsgrades ist 
kaum etwas bekannt. In der Skizze des Versuchsaufbaus ist mutmaßlich ein Kolben-
verdichter skizziert worden. Campbell & Maddox (1992) geben für langsam laufende 
Kolbenverdichter einen Wirkungsgrad von 0.83 bis 0.9	an. Durch die zeitliche Nähe 
zwischen der Publikation von Campbell & Maddox und dem Experiment kann davon 
ausgegangen werde, dass dieser Wirkungsgrad auch für den hier eingesetzten Ver-
dichter gilt. Die Abmessungen der Düse bedingen relativ kleine Massenströme und 
führen dazu, dass der Verdichter im Teillastbereich läuft. Dies wirkt sich negativ auf 
den Wirkungsgrad aus, sodass vom niedrigsten Wert ηv<;w = 0.83 auszugehen ist. Für 
pp und Tp gelten mutmaßlich Standardbedingungen. Mit einem damit angenommenen 
Druckverhältnis von 3.7 und einer Eintrittstemperatur von 293	K ergibt sich gemäß 
Gleichung [4.1] eine Austrittstemperatur Tì = 453	K.		

Durch die anschließende Mischung mit dem Granulat in der Mischkammer (8) kühlt 
sich das Gas ab und es erwärmen sich die Partikel. Für die Eintrittstemperatur der 
Partikel in die Mischkammer wird ebenso ein Wert von 293	K angenommen. Bei gleich-
mäßiger Durchmischung lässt sich aus den Massenanteilen w/ und w: die Gemisch-
Temperatur mit folgender Gleichung berechnen:  

TE =
c/,:T:w: + c/,/T/w/

c/,:w: + c/,/w/
. [4.2] 

Die hierfür notwendige Massenbeladung z, also das Verhältnis von Partikel- zu Gas-
massenstrom, beträgt in dem Experiment 0.096,	0.252	und	0.332. Die Massenanteile 
w/ und w: ergeben sich aus der Beladung mit  
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w/ =
z

z + 1
	und	w: =

1
z + 1

	. [4.3] 

Die Wärmekapazität der trockenen Luft c/,: kann mithilfe des folgenden Polynoms be-
rechnet werden (Cerbe & Wilhelms, 2008, p.69): 

c/,: = 1067.9
J

kgK
− 5.378 ∙ 10−1

J
kgKì T: + 1.3544 ∙ 10−3

J
kgKö T:

ì 

+9.8872 ∙ 10−7
J

kgKƒ T:
ö + 2.4484 ∙ 10−7

J
kgKì T:

ƒ. 
[4.4] 

Für eine Temperatur von 453	K	ergibt sich daraus ein Wert von c/,: = 1021 Ò
8:L

. Die 

Wärmekapazität c/,/ der Partikel wird mit ca. 780	 Ò
8:L

 angegeben (Auerkari, 1996). Für 

die im Experiment am häufigsten verwendete Beladung von z = 0.252	 w/ = 0.201,
w: = 0.799 	folgt daraus final eine Eintrittstemperatur des Gemischs in die Düse von 

TÚ ≈ 430K und eine Gasdichte von ρ: = 2.99 8:
=ÿ.  

Mit der rekonstruierten Temperatur und Dichte des Gases, kann auf zweierlei Weise 
eine analytische Abschätzung der Massenströme zur Unterstützung der numerischen 
Simulationen durchgeführt werden:  

1) Für eine einfache Düse: Für eine ausschließlich mit Gas durchströmte rein konver-
gente Düse mit Freistrahl würde sich gemäß Gleichung [2.24] und der oben be-
rechneten Dichte von ρ: = 2.99 8:

=ÿ ein Massenstrom von m: = 5.33 ∙ 10±ƒ 8:
<

 bzw. 

ein Volumenstrom von 1.78 ∙ 10±ƒ =ÿ

<
 einstellen. Dies entspricht einer Abweichung 

von +202% gegenüber den Angaben im Experiment (0.589 ∙ 10±ƒ =ÿ

<
).  

2) Für eine Rohrströmung mit hoher Machzahl: Wird berücksichtigt, dass sich die 
Strömung bei kompressiblen Rohrströmungen mit hoher Machzahl wie in Abbil-
dung 4.5 verhält, so folgt ein niedrigerer Massenstrom. Voraussetzung hierfür ist 
die Berechnung des Widerstandsbeiwerts nach Blasius für den Abschnitt III bis IV 
(Gleichung [4.5]). Mithilfe der Gleichungen [4.6] & [4.7] (Rist, p. 219 ff) und einem 
iterativen Lösungsalgorithmus beträgt der Massenstrom bzw. Volumenstrom 

4.87 ∙ 	10±ƒ 8:
<

 bzw. 1.63 ∙ 10±ƒ =ÿ

<
	 +176% . Dieser ist damit immer noch größer als 

bei Kumar et al. Mithilfe dieser Abschätzung berechnet sich für das Ende des kon-
vergenten Abschnitts der Düse eine Machzahl von MaÚÚÚ = 0.7014 u: = 278=

<
. 

Selbst für den kleinsten Durchmesser von 0.78	mm	ergibt sich eine Abweichung 
+75%, sodass die Frage nach der Zuordnung des Volumenstroms zum Durchmes-
ser nicht geklärt werden konnte.  

λ- =
0.3164
ReAR68p/ƒ

 [4.5] 
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1
MaÚÚÚì

−
1

MaÚ¥ì
+
κ + 1
2

∙ ln
MaÚÚÚì

MaÚ¥ì
∙
1 +

κ − 1
2 MaÚ¥ì

1 +
κ − 1
2 MaÚÚÚì

= λRκ
L
d
 [4.6] 

pÚ¥
pÚÚÚ

=
MaÚÚÚ
MaÚ¥

1 +
κ − 1
2 MaÚÚÚì

1 +
κ − 1
2 MaÚ¥ì

1
2

												
TÚ¥
TÚÚÚ

=
1 +

κ − 1
2 MaÚÚÚì

1 +
κ − 1
2 MaÚ¥ì

 [4.7] 

Über die Massenbeladung z kann letztlich der Partikelmassenstrom abgeschätzt wer-
den. Diese Abschätzung birgt aber zwei Unsicherheiten:  

1) Für die Beladung: Es ist unbekannt, ob die angegebenen Beladungen Vorgaben 
an das Experiment sind oder auch tatsächlich durch direkte Messungen der Mas-
senströme überprüft wurden. 

2) Für die Massenströme: Da die Partikelmassenströme nicht explizit angeben wur-
den, folgt aus der mit Unsicherheiten behafteten analytischen und empirischen Ab-
schätzung des Gasmassenstroms ein genauso mit Unsicherheiten behaftetes Er-
gebnis für den Partikelmassenstrom.  

Ein qualitativer Abgleich mit den Simulationsergebnissen ist dennoch möglich, da sich 
der erosiven Verschleiß proportional zum Partikelmassenstrom verhält. 

Aus der errechneten Machzahl ergibt sich eine Temperatur am Abschnitt III von 391	K 
und eine Temperatur von 358	K am Abschnitt IV. Mithilfe der Gleichung [4.8] (Kleiber 
& Joh, 2006, pp.Dca 1,31) kann die Viskosität η:	und daraus auch die Rohreynoldszahl 
ReAR68 bestimmt werden (Gleichung [2.55]). Für den Düseneintritt (Abschnitt I) ergibt 
sich diese zu ReAR68 = 8505, am Ende des konvergenten Abschnitts der Düse erhöht 
sich diese auf ReAR68 = 28158. Damit ist die Strömung vollturbulent. 

η: = 

−3.287 ∙ 10±óPas + 7.7996 ∙ 10±≈Pas
1
K
T: − 4.8801 ∙ 10±ppPas

1
Kì T:

ì 
[4.8] 

 

4.4 Konfiguration des Strömungslösers und Randbedingungen 
Für die Strömungsberechnung werden die in Kapitel 3 vorgestellten Gleichungen und 
numerischen Methoden verwendet. Soweit es möglich ist, findet für die Konfiguration 
des numerischen Strömungslösers als auch für die Randbedingungen eine Zweitei-
lung statt: Zunächst werden die Eigenschaften der dispersen Phase anschließend die 
der kontinuierlichen Phase erläutert. 

Es wird der Zwei-Wege-gekoppelte Strömungslöser ohne Betrachtung der Partikel-
Partikel-Kollisionen gewählt. Dies ist aufgrund der niedrigen Beladung mit einem mitt-
leren Volumenanteil am Einströmrand von α/ = 2 ∙ 10±ƒ ausreichend (vgl. Abbildung 
2.3). Es werden folgende Partikelkräfte berücksichtigt: Widerstandskraft nach Hender-
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son (Gleichung [2.48]), die Kraft durch Druck- und Spannungstensor sowie den Auf-
trieb nach Gleichung [2.51]. Da ein Dichteverhältnis zwischen Partikel und Gas von 
>1000 vorliegt, sind die im wandnahen Bereich wirkenden Kräfte (Saffman- und Mag-
nuskraft) vernachlässigbar. Auf rotierende Partikel wirkt ein Drehmoment resultierend 
aus der Reibung mit dem Gas nach Rubinow & Keller (1961, Gleichung [2.56]). Zur 
Modellierung der turbulenten Strukturen in der sich die Partikel befinden, wird ein 
stochastisches Modell verwendet. Abhängig von der turbulenten kinetischen Energie	k 
wird an dem Ort eines Partikels die Gasgeschwindigkeit gemäß einer Normalverteilung 

mit der Varianz σ = ì
ö
k in zufälliger Richtung gestört. Gemäß Sommerfeld (2006, 

p.Lca 7) zerfällt nach der Zeit τ; = 	0.3 8
Ù
= p√

ö|
 die Struktur, weswegen σ dann erneut 

berechnet wird. Die Frequenz ω ist die der größten und damit energiereichsten turbu-
lenten Strukturen (vgl. k-ω-SST-Turbulenzmodell). 

Die Reibungskoeffizienten und Restitutionskoeffizienten sind abhängig vom dem Auf-
treffwinkel. Diesen Zusammenhang beschreibt Gleichung [2.89]. Die Koeffizienten 
sind gemäß Sommerfeld & Huber (1999) gewählt worden und lauten: e÷ = 0.7,  
α; = 	22°, 	f√ = 0.5, 	f÷ = 0.15 und αB = 20°. Bei der Modellierung der Wandrauigkeit 
wird für die Rechengitterstudie das Modell für niedrige Rauigkeit später das Modell für 
hohe Rauigkeit verwendet, um den Einfluss der Wandrauigkeit auf die Erosion zu un-
tersuchen (Kapitel 4.7). Zur Berechnung des erosiven Verschleißes wird das Modell 
von Tabakoff gewählt. Die Materialpaarung, die dem Experiment am nächsten kommt 
ist Quarz-Partikel auf X12Cr13-Stahl (Tabelle 3.1).  

Der Massenstrom der Partikel ist an die Massenbeladung z	gekoppelt, mit z=0.252. 
Für die Rechengitterstudie wurde der von Kumar et al. am häufigsten verwendete Par-
tikel-Durchmesser von d/ = 38	µm gewählt. 

Der diskrete Zeitschritt ∆t des Strömungslösers wird nach dem CFL-Kriterium berech-
net. Mit ∆x als Maschenweite des Rechengitters lautet das CFL-Kriterium in der eindi-
mensionalen Formulierung wie folgt: 

c =
∆t ∙ u:,\
∆x

, [4.9] 

wobei für ∆x und u:,\ die jeweiligen lokalen Werte eingesetzt werden. Der Zeitschritt 
wird so gesetzt, dass c stets ≤ 0.25 ist. Voruntersuchungen haben gezeigt, dass die 
Zeitskala aus dem CFL-Kriterium aufgrund der hohen Gasgeschwindigkeiten stets 
kleiner ist als die Minima von τ;, der Partikelrelaxationszeit τ/ sowie der Aufenthalts-
dauer der Partikel im Volumen. Aus diesem Grund kann der Lagrangesche Zeitschritt 
an den Zeitschritt der Gasphase gekoppelt werden. Dieser entspricht zwei Subzyklen 
des Eulerschen Zeitschritts, was dem Standardansatz bei OpenFOAM für Strömungs-
löser mit dem Euler/Lagrange-Ansatz entspricht. 
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Die Domäne betrachtet einen 90°-Ausschnitt von der Geometrie um die Berechnungs-
dauer zu verkürzen (Abbildung 4.6). An den dadurch entstehenden zusätzlichen Rän-
dern wird die Symmetrierandbedingung verwendet. Im weiteren Verlauf wird gezeigt, 
dass dies keinen Einfluss auf die Güte des Simulationsergebnisses hat (Kapitel 4.7, 
Abbildung 4.13). Aufgrund der starken Beschleunigung des Gemischs im konvergen-
ten Abschnitt und der homogenen Verteilung der Partikel innerhalb der Eintritts-Rohr-
leitung wurde eine kurze Eingangslänge gewählt, mit einem Länge zu Durchmesser-
verhältnis von L1/D=5.	Dies hat darüber hinaus den Vorteil den Berechnungsaufwand 
für diesen Rohrabschnitt zu minimieren. Für die Erosionsberechnung wird aber nur der 
in Abbildung 4.4 betrachtete Bereich berücksichtigt.	

Für die Aufwind-Interpolation des Zentralen-Aufwind-Schemas von Kurganov et al. 
(2001) wurde ein Verfahren gewählt, das auf der Standard-Aufwind-Interpolation 
1. Ordnung und der linearen Interpolation 2. Ordnung basiert. Zur Vermeidung von 
Oszillationen an Unstetigkeiten werden sogenannte Limiter-Verfahren einsetzt, in 
diesem Fall das TVD-Verfahren (total variation diminishing) nach  Van Leer (1974). 
Die Zeit-Diskretisierung entspricht dem expliziten Euler-Verfahren. 

Zur Modellierung der Turbulenz wurde das k-ω-SST-Turbulenzmodell verwendet 
(Menter et al., 2003). Es ermöglicht in der Nähe von festen Wänden eine deutlich bes-
sere Beschreibung der mittleren Turbulenz als das Wilcox-k-ω-Turbulenzmodell sowie 
eine bessere Beschreibung des gesamten mittleren Strömungsfeldes als das Stan-
dard-k-ε-Modell. Aus diesem Grund ist es inzwischen Standard bei vielen Anwendun-
gen.  

Für die Berechnung der Wärmeleitfähigkeit wird das modifizierte Modell von Eucken 

verwendet mit k = η:c/,: 1.32 + 1.77 -
	÷Ü,û

	  (Poling et al., 2004, p.10.3). 

Die Randbedingungen am Ein- und Ausstromrand sind so gewählt, dass sich der Gas-
massenstrom entsprechend einer angelegten Druckdifferenz einstellt. Damit an dem 
Ein- und Ausstromrändern keine numerisch induzierten Reflektionen entstehen kön-
nen, wird letztlich eine gemischte Dirichlet- und von Neumann-Randbedingung für den 
Druck gewählt. Diese absorbiert diese Reflektionen an den Rändern (Poinsot & Lele, 
1992) und garantiert in sehr guter Näherung den vorgegebenen Druck. Für die Gas-
geschwindigkeit wird an den beiden Rändern die Bedingung ∇wu: = 0 gewählt. Die 
Werte für k und ω werden so gewählt, dass diese gemäß Gleichung [4.10] einer mitt-
leren Turbulenz mit einem Turbulenzgrad von I@RSA = 5% entsprechen (ANSYS Inc., 
2015).   

I@RSA = 0.16ReıR68
±p/≈  [4.10] 
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Die Randbedingungen können der folgenden Abbildung entnommen werden: 

 

 
Abbildung 4.6: Übersicht über die Geometrie und Beschreibung der Randbedingun-

gen des Validierungsexperiments 
 

4.5 Anforderung an das numerische Gitter 
Zu den Anforderungen an das Rechengitter bei Simulationen mit dispersen Partikeln 
finden sich nur wenige Quellen, da die überwiegende Anzahl der Veröffentlichungen 
dazu keine Angaben macht. Die Genauigkeit des vorgestellten Strömungslösers für 
die Gasphase korreliert mit der Anzahl der Volumina bzw. Integrationspunkte. Je nach 
Diskretisierungsverfahren verringert sich der numerische Fehler linear oder 
quadratisch mit steigender Anzahl der Gitterpunkte. Im Gegensatz dazu stellt die 
Kopplung zwischen Gas und Partikel die Anforderung, dass das Rechengitter nicht zu 
fein ist und die Gitterzellen mindestens nicht kleiner als die Partikel sind. Für das Ver-
hältnis der Zellenkanten des Rechengitters zum Partikeldurchmesser l/d/  finden 
sich Werte zwischen 2-16 (Boyce et al., 2015). Boyce et al. haben anhand von 
Wirbelschichtsimulationen gezeigt, dass es für deren DEM-Model notwendig war, ein 
Verhältnis von l/d/ = 3 − 4 zu haben, jedoch nicht kleiner als 3. Die Geometrie von 
Kumar et al. hat am Düseneintritt ein Verhältnis von l/d/ = 79 bis 100 und je nach Ge-
ometrie im geraden Rohrabschnitt von III nach IV ein  l/d/ von 21 − 54. Mit den Wer-
ten von Boyce et al. können daher an diesem Abschnitt nicht mehr als 7	(l/d/ = 21) 
bzw. 18 (l/d/ = 54) Gitterzellen verwendet werden. Da dies eine zu große Limitierung 
des Rechengitters ist, wird vorgeschlagen in den numerischen Simulationen eine um 
den Faktor 10 vergrößerte Düsengeometrie zu verwenden. Anhand der in Kapitel 4.3 
vorgestellten analytischen Lösungsmethode können die Auswirkungen dieser Vergrö-
ßerung abgeschätzt werden. Für das Beispiel L2=8.16	mm,	∅d=0.97	mm, β=30°	erge-
ben sich folgende Auswirkungen: 
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- Rohr-Reynoldszahl: Durch den größeren Durchmesser ergeben sich größere Rohr-

Reynoldszahlen und damit einhergehend geringfügige Änderungen des Druckver-
lusts sowie Temperatur- und Viskositätsänderung von Abschnitt III nach IV (siehe 
auch Gleichung [4.5]). Dadurch erhöht sich gemäß der analytischen Methode von 
Kapitel 4.3 beispielsweise die Rohr-Reynoldszahl am Ende des konvergenten Ab-
schnitts um den Faktor 10.5 auf ReAR68 = 294847. Eine höhere Reynoldszahl führt 
zu einer dünneren Grenzschicht, einer größeren Scherrate in der Grenzschicht so-
wie kürzeren Verweilzeit der Partikel in der Grenzschicht. Da aber ein Dichtever-
hältnis zwischen Partikel und Gas von >1000 vorliegt, sind die im wandnahen Be-
reich wirkenden Kräfte (Saffman- und Magnuskraft) vernachlässigbar. 

- Stokeszahl: Für Partikel, die sich mit Gasgeschwindigkeit bewegen, reduziert sich 
die Stokeszahl von St=3990	auf	435.	Eine höhere Stokeszahl kann zu einer höheren 
Partikel-Wand-Kollisionsrate führen. Beide Stokeszahlen sind deutlich größer als 
Eins, weswegen davon ausgegangen wird, dass die Partikeltrajektorien ähnlich 
sind. Der Einfluss der Stokeszahl als auch der Reynoldszahl wird im Kapitel 4.7 
betrachtet (Abbildung 4.17).  

- Gas- und Partikelgeschwindigkeit: Durch die Vergrößerung der Geometrie ändert 
sich die Geschwindigkeit des Gases in der Düse minimal. Daher bleiben die Parti-
kelgeschwindigkeiten annähernd gleich und die Partikel treffen mit gleichem Impuls 
bzw. gleicher kinetischen Energie auf die Wandung auf. Dies ist von großem Vorteil, 
da so die Profile der lokalen Erosionsrate trotz Geometrieänderung ähnlich bleiben.  

In dem Experiment wird der erosive Materialabtrag als dimensionsloses Verschleißvo-
lumen Wˆ\/

∗  angegeben. Dazu wird das Verschleißvolumen ∆Vˆ\/  mit dem durch-
strömten Volumen der Düse Vˆ\/ normiert (Gleichung [4.11]),  

Wˆ\/
∗ =

∆Vˆ\/
Vˆ\/

. [4.11] 

Wird nun die die Geometrie vergrößert, so ändern sich beide Volumina nicht gleicher-
maßen. Das Düsenvolumen der numerischen Simulation vergrößert sich gegenüber 
dem Experiment um den Faktor 1000. Mit der Vergrößerung des Durchmessers am 
Düseneintritt vergrößert sich die Anzahl der eintretenden Partikel proportional zur Flä-
che um den Faktor 100, genauso wie auch die Innenflächen an der Düse. Damit ver-
größert sich das Verschleißvolumen um den Faktor 100. Daher ergibt sich für das di-
mensionslose Verschleißvolumen der Simulation WFv=

∗  bei gleicher Verteilung der lo-
kalen Erosion ein entsprechend zehnmal kleinerer Wert, 

WFv=
∗ =

E:;<9=>/ρ,
VFv=

=
∆VFv=
VFv=

=
100 ∙ ∆Vˆ\/
1000 ∙ Vˆ\/

= 0.1 ∙ Wˆ\/
∗ . [4.12] 
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4.6 Rechengitterstudie 
Um den Einfluss des Verhältnisses l/d/ abschätzen zu können, sind mithilfe des Pro-
gramms Ansys Meshing drei Rechengitter erstellt worden. Für die kontinuierliche 
Phase erhöht sich mit der Anzahl der Gitterpunkte letztlich die numerische Genauig-
keit. Für die Berechnung der Quellenterme, die aus der Gas-Partikel-Interaktions-Kraft 
F:/ folgen, kann sich gegenteiliges einstellen: Mit der Erhöhung der Gitterzellen, ver-
ringert sich die Anzahldichte pro Gitterzelle und damit werden die Quellenterme aus 
einer abnehmenden Anzahl von Partikel bestimmt. Die Streuung der Werte kann 
dadurch sehr groß werden, insbesondere zwischen zwei Zeitschritten. Eine Verände-
rung des numerischen Ergebnisses infolge der Erhöhung der Gitterpunkte kann daher 
auch durch die veränderte Statistik der Quellenterme hervorgerufen werden. Dies kann 
beispielsweise dadurch kompensiert werden, dass die Quellenterme gleitend über die 
Zeit gemittelt werden. 

Die Rechengitter unterscheiden sich im Wesentlichen dadurch, dass in der Austritts-
Rohrleitung kubische Zellen mit einem l/d/  von 4, 8 oder 12 vorliegen (respektive 
507520, 87101, 23232 Zellen). Ein beispielhaftes Rechengitter ist für die Bedingung 
l/d/ = 8 in Abbildung 4.7 zu sehen.  

Jedes dieser Rechengitter hat einen Gasmassenstrom m: bezogen auf die volle 360° 

Geometrie von rund 1.1 ∙ 10±ì 8:
<

 . Mittels der analytischen Lösungsmethode ergibt sich 

zum Vergleich ein Massenstrom von 1.26 ∙ 10±ì 8:
<

. Aufgrund der vorgegebenen Bela-
dung befinden sich fortwährend etwa 250000 Partikel im gesamten Rechengebiet.  

Für die Rechengitterstudie werden die gemittelten Verläufe der lokalen Erosionsrate 
entlang der Düsenachse sowie die integrale also gesamte Erosionsrate verglichen. 
Dazu werden die lokalen Erosionsraten über den Umfang und der Zeit gemittelt. Die 
Erosionsrate berechnet sich aus der zeitlichen Änderung des Materialabtrags. Da die 
Ergebnisse in Raum und Zeit streuen, ist es zur Bestimmung des Mittelwerts und der 
Standardabweichung notwendig ein ausreichend langes Mittelungsintervall zu wählen. 
Zu diesem Zweck sind für jedes Rechengitter vier charakteristische Punkte längs der 
Düsenachse gewählt worden und deren statistischen Momente 1. bis. 4. Ordnung be-
trachtet worden. Jeder Punkt entspricht einem Extremum im Verlauf der gemittelten 
lokalen Erosionsrate entlang der Düsenachse. Ein beispielhafter Verlauf ist in Abbil-
dung 4.8 zu sehen. 
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Abbildung 4.7: Darstellung des Rechengitters am Beispiel von l/d/ = 8; Ausschnitt A 

bzw. B korrespondieren zu der Ansicht am Einstrom- bzw. Ausstromrand;  
L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30° 

 

 
Abbildung 4.8: Links: 3D-Darstellung der mit dem maximalen Wert normierten Erosi-

onsrate, Rechts: Darstellung der gemittelten lokalen Erosionsrate entlang der Dü-
senachse, gemittelt in Umfangsrichtung und Zeit (durchgezogene Linie); Die gestri-

chelten Linien ober- und unterhalb entsprechen dem Intervall Mittelwert ± Stan-
dardabweichung. 



4 Validierungsexperiment   87 

 
In Abbildung 4.9 sind für den Fall l/d/ = 8 von den Punkten 1-4 sowohl der lokale Ma-
terialabtrag über die Zeit als auch die Erosionsraten abgebildet worden. Es ist zu se-
hen, dass der Abtrag jeweils linear ansteigt und demzufolge die Erosionsraten ab 
T=0.1	s nahezu konstant verlaufen. Ab diesem Zeitpunkt wird der gleitende Mittelwert 
(simple moving average), die gleitende Standardabweichung (moving standard devia-
tion) und analog dazu die gleitende Schiefe und Kurtosis berechnet (Moment 1. bis. 4. 
Ordnung, Abbildung 4.10). Nach T=0.4	s sind die Verläufe für Mittelwert und Stan-
dardabweichung auskonvergiert, nach T=0.5	s	sind die Schwankungen der Werte nä-
herungsweise normalverteilt. Bei l/d/ = 4 konvergieren, bedingt durch die Anzahl der 
Netzpunkte, der Mittelwert und die Standardabweichung bereits bei T=0.3	s, während 
bei l/d/ = 12 bis T=0.5	s gemittelt wird. Für die weiteren Betrachtungen ist es nicht 
notwendig Schiefe und Kurtosis auskonvergieren zu lassen, da nur Standardabwei-
chung und Mittelwert von Interesse sind. Es ist lediglich wichtig zu wissen, dass sich 
die lokale Erosionsrate näherungsweise normalverteilt. 

 

 
Abbildung 4.9: Materialabtrag und lokale Erosionsrate über der Zeit am Punkt 1-4 für 

l/d/ = 	8, L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, dp = 38µm 

 

Die gemittelten Verläufe der lokalen Erosionsrate für die drei Rechengitter sind in Ab-
bildung 4.11 enthalten. Aufgrund der hohen Stokeszahl kollidieren die wandnahen Par-
tikel bereits am Beginn des konvergenten Bereichs der Düse. Durch häufige Partikel-
Wand-Kollisionen haben diese am Punkt 1 eine gegenüber dem Gas vergleichsweise 
niedrige Geschwindigkeit von 10-15	m/s	(Abbildung 4.12). Dadurch fällt das erste Ma-
ximum (Punkt 1) vergleichsweise niedrig aus. Anschließend bildet sich eine partikel-
freie Zone aus (α/ ≤ 10±ñ), in der sich die Partikel im Zentrum der Düse sammeln und 
keine Partikel-Wand-Kollisionen vorkommen (angriffsfreie Zone, vgl. auch Abbildung 
4.2). Im weiteren Verlauf erhöht sich sowohl die Gas- als auch Partikelgeschwindigkeit. 
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Die Zone, in der keine Partikel-Wand-Kollisionen stattfinden, endet mit einem steilen 
Anstieg der Erosionsrate bis zum absoluten Maximum am Punkt 2. Danach bildet sich 
ähnlich wie nach Punkt 1 eine Zone aus, in der sich kaum Partikel-Wand-Kollisionen 
ereignen. Die Partikel befinden sich auch hier überwiegend in einer Strähne fern der 
Wandung. Mit zunehmender Lauflänge steigt die Erosionsrate bis zum Düsenaustritt 
wieder an. Der Verlauf aller drei Kurven ist qualitativ sehr ähnlich. Zwischen den Kur-
ven l/d/ = 12	&	8 sowie l/d/ = 8	&	4 gibt es keine signifikanten Unterschiede, da sich 
die Bereiche der jeweiligen Mittelwerte ±	Standardabweichung	überschneiden. Einzige 
im Bereich von z = 0.06 − 0.07	m  ergibt sich zwischen den Kurven l/d/ = 12  und 
l/d/ = 4 ein signifikanter Unterschied. 

 

 
Abbildung 4.10: Gleitender Mittelwert, gleitende Standardabweichung, Schiefe und 
Kurtosis über er Zeit am Punkt 1-4 für l/d/ = 8, L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β =

30°, d/ = 38µm	 

 

Werden nun die Erosionsraten der gesamten Düsengeometrie verglichen, d.h. die lo-
kalen Erosionsraten entlang der Oberfläche gemäß Gleichung [3.5] integriert, so stel-
len sich nach 0.03s Simulationszeit folgende Werte ein (vgl. auch Abbildung 4.16): 

- l/d/ = 12, E:;<9=> = 1.59 ∙ 10±ñ	kg/s (90%) 
- l/d/ = 8, 		E:;<9=> = 1.62 ∙ 10±ñ	kg/s	(92%) 
- l/d/ = 4, 		E:;<9=> = 1.76 ∙ 10±ñ	kg/s	(100%)  

Infolge der unterschiedlichen Anzahl an Gitterpunkte variiert die benötigte Berech-
nungszeit stark. So wird für den Fall l/d/ = 12 und 0.1s	Simulationszeit	auf 48 Prozes-
sorkernen eine Berechnungszeit von 14	h benötigt. Bei l/d/ = 8 erhöht sich diese auf 
33	h und bei l/d/ = 4 auf 167	h. Daher und aufgrund der sehr ähnlichen Simulations-
ergebnisse mit kaum signifikanten Unterschieden wird für die weiteren Untersuchun-
gen das Rechengitter mit der Bedingung l/d/ = 8 verwendet. 
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Abbildung 4.11: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten für die Rechengitter 
(durchgezogene Linien); Die gestrichelten Linien ober- und unterhalb entsprechen 
dem Intervall Mittelwert ± Standardabweichung; l/d/ = 12, l/d/ = 8 und l/d/ = 4; 

L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, d/ = 38µm. 

 

 
Abbildung 4.12: Stromlinien der numerisch berechneten Partikelgeschwindigkeit ent-
lang der Düse; Der Ausschnitt zeigt den Volumenanteil der Partikel (blau≜partikel-

freie Zone, rot≜Strähne); l/d/ = 8, L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, d/ = 38µm. 
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4.7 Parameterstudie 
Nachdem mithilfe der Netzstudie eine geeignete Topologie bestimmt wurde, werden 
nun folgende Annahmen überprüft: 

1a) Die Unterschiede, die aus der Reduktion von der vollen 360°-Geometrie auf ei-
nen 90°-Ausschnitt entstehen können, sind nur sehr geringfügig und daher vernach-
lässigbar. 

1b) Infolge des erosiven Abtrags an der Oberfläche stellt sich eine unregelmäßige 
Topologie mit hoher Wandrauigkeit ein. Die höhere Wandrauigkeit hat einen großen 
Einfluss auf den erosiven Abtrag. 

1c) Die Vergrößerung der Domäne verkleinert die Stokeszahl um den Faktor 10 ge-
genüber der originalen Geometrie. Da die Stokeszahl weiterhin sehr groß bleibt 
(>>1), ist der Einfluss der Vergrößerung dennoch klein. 

Anschließend erfolgt ein Abgleich zwischen Kumar et al. (1983) und den numerischen 
Simulationen. Dazu wurden jene zu untersuchende Parameter gewählt: 

2a) Wie wirkt sich eine Veränderung der Geometrie durch die Verlängerung der Düse 
zwischen Abschnitt III und IV (Abbildung 4.4) von íì

∅d 
=8.41 auf íì

∅d 
=10.47/12.88/16.68 

aus? 

2b) Wie wirkt sich eine Erhöhung des Öffnungswinkels von β=30° auf β=45° und 60° 
aus? 

2c) Wie wirkt sich eine Verringerung des Partikeldurchmessers von dp=38µm auf 
dp=30µm auf den Verschleiß in der Düse aus? 

 

Ergebnisse 

1a) Bei der Verkleinerung des Gitters von der 360°-Geometrie auf einen 90°-Aus-
schnitt entstehen nur sehr geringfügige Änderungen im Verlauf der lokalen Erosions-
raten, wie dies in Abbildung 4.13 zu sehen ist.  

1b) Zusätzlich wird in dieser Abbildung sowohl der Verlauf für niedrige Wandrauigkeit 
als auch für hohe Wandrauigkeit gegenübergestellt. Niedrige Wandrauigkeit entspricht 
einer Standardabweichung von ∆γ = 4.3° gemäß Gleichung [3.8], hohe Rauigkeit ent-
spricht gemäß Gleichung [3.7] einem ∆γ von 8.0°. Die höhere Wandrauigkeit hat einen 
großen Einfluss auf den erosiven Abtrag, da dadurch der Verlauf der Erosionsrate 
stromabwärts der angriffsfreien Zone nahezu linear wird. Den geradförmigen Verlauf 
hat Kumar et al. ebenso beobachtet, indem er feststellte, dass sich das zylindrische 
Rohr zu einem Kegelstumpf veränderte (vgl. Abbildung 1.9). Davon nahezu unbeein-
flusst ist die Lösung am ersten Maximum (Punkt 1), die sich auch in den nachfolgenden 
Geometrievariationen als sehr robust gegenüber Änderungen an der Kontur erweist. 
Durch die stärkere Streuung der Partikel an der Wandung ist die partikelfreie Zone 
kleiner und das Maximum am Punkt 2 sowie das Minimum des Punkts 3 verschwindet. 
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Abbildung 1.9: Veränderung der initialen Düsenkontur nach (a) 5 Minuten, (b) 10 Mi-
nuten, (c) 15 Minuten und (d) 20 Minuten infolge mechanischer Erosion (Kumar et 

al., 1983, p.36) 
 

 
Abbildung 4.13: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten für den 90°-Ausschnitt 

und der vollen 360° Geometrie mit niedriger und hoher Wandrauigkeit (respektive 
∆γ = 4.3° und 8.0°), l/d/ = 8, L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, d/ = 38µm.  

 

In der Austritts-Rohrleitung erhöht sich die Anzahl der Partikel-Wand-Kollisionen bei 
hoher Wandrauigkeit um 18% von 9.1 ∙ 10ó Kollisionen pro Sekunde auf 1.1	10≈ p

<
.	Dar-

über hinaus erhöht sich der durchschnittliche Auftreffwinkel (Abbildung 4.14, links). 
Dies hat zur Folge, dass bei hoher Wandrauigkeit sowohl der durchschnittliche Impuls-
verlust pro Wandkollision (Abbildung 4.14, rechts) als auch der gesamte Impulsverlust 
der Partikel größer ist. Dadurch verringert sich letztlich die Austrittsgeschwindigkeit 
des Kernstroms um ca. 6	 m/s. Vergleichbares wurde ebenso experimentell von 
Shipway & Hutchings (1993) festgestellt. Diese hatten zur Bestimmung der Erosions-
beständigkeit verschiedener Materialien einen eigenen Versuchsstand aufgebaut und 
dazu eine zylindrische Düse zur Beschleunigung der Partikel eingesetzt. Bei hoher 
Rauigkeit ergab sich unabhängig von der angelegten Druckdifferenz eine stets niedri-
gere Partikelaustrittsgeschwindigkeit (Abbildung 4.15). 
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Abbildung 4.14: Links: In Zeit und Umfang gemittelter Auftreffwinkel der Partikel-

Wand-Kollisionen entlang der Düsenachse bei niedriger und hoher Wandrauigkeit 
(Gleichung [3.7]&[3.8]); Rechts: Darstellung des Zusammenhangs zwischen dem 

mittleren Auftreffwinkel und mittleren Impulsverlust bei niedriger und hoher Wandrau-
igkeit unter Berücksichtigung der in Gleichung [2.89] beschriebenen linearen Ver-

läufe des Reibungs- und Restitutionskoeffizienten. 
 

Werden nun die integralen Erosionsraten der gesamten Düsengeometrie verglichen, 
so stellen sich gemäß Abbildung 4.16 folgende Verläufe über die Zeit ein: Nach ca. 
0.03s zeigt sich bei allen Kurven ein stationäres Verhalten. Hier ist am Beispiel von 
l/d/ = 8 zu sehen, dass die Erosionsraten von dem 90°-Ausschnitt und der 360° Ge-
ometrie jeweils für die niedrige und hohe Wandrauigkeit gleich sind. Die integrale Ero-
sionsrate E:;<9=> steigt bei hoher Wandrauigkeit auf 2.85 ∙ 10±ñ	kg/s. Dies ist vor allem 
darin begründet, dass sich die Anzahl der Kollisionen erhöht und sich der durchschnitt-
liche Auftreffwinkel hin zum Maximum des Erosionsmodells von Tabakoff verschiebt 
(Abbildung 3.1, rechts). 
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Abbildung 4.15: Gemittelte Austrittsgeschwindigkeit von Quarz-Partikeln aus einer 

zylindrischen Düse mit niedriger und hoher Wandrauigkeit in Abhängigkeit der ange-
legten Druckdifferenz (dp=125-150 µm) von Shipway & Hutchings (1993, p. 154) 

 

 
Abbildung 4.16: Verlauf der integralen Erosionsraten für die Rechengitter l/d/ = 12, 
l/d/ = 8 und l/d/ = 4 bei niedriger Wandrauigkeit; Zusätzlicher Vergleich des 90°-
Ausschnitts und der vollen 360° Geometrie mit niedriger und hoher Wandrauigkeit; 

L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, d/ = 38µm. 

 

Um aus der Erosionsrate ein dimensionsloses Verschleißvolumen WFv=
∗  zu bestim-

men, muss diese mithilfe der Wanddichte (ρ, = 7850	kg/mö) zunächst in einen Volu-
menstrom umgerechnet werden. Anschließend wird diese mit der Referenzdauer mul-
tipliziert und dem Volumen der Domäne normiert. Kumar et al. hat in seinem Experi-
ment festgestellt, dass das Verschleißvolumen für unterschiedliche Geometrien zu-
nächst linear über der Zeit d.h. mit konstanter Rate zunimmt und infolge der Geomet-
rieänderung anschließend zunehmend degressiv verläuft. Für den Vergleich mit den 
Simulationsergebnissen werden die Werte des linearen Bereichs gewählt (T≤5	min).  
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Die am häufigsten verwendete Geometrie (L2=8.16	 mm,	 ∅d = 0.97	 mm, β=30°,	
dp=38µm) ergibt im Experiment nach T=5min ein dimensionsloses Verschleißvolu-
men Wˆ\/

∗  von 0.082 bzw. 8.2%. Werden die Ergebnisse der numerischen Simulation 
für T=5	min extrapoliert, so stellt sich eine Volumenänderung von 1.09 ∙ 10±ó	mö ein 
bzw. ein WFv=

∗  von 0.48%. Wie in Kapitel 4.5 erläutert wurde, gilt aufgrund der vergrö-
ßerten Geometrie WFv=

∗ = 0.1Wˆ\/
∗ . Wird das Simulationsergebnis auf die kleinere Ex-

perimentgeometrie skaliert, so ergibt sich ein dimensionsloses Verschleißvolumen von 
59% des experimentell bestimmten Werts.  

1c) Durch die Vergrößerung der Domäne verkleinerte sich die Stokeszahl um den Fak-
tor 10. Der Einfluss der Stokeszahl auf die Erosionsrate wird in Abbildung 4.17 be-
trachtet. Hierzu wurde die Stokeszahl des Simulationsfalls mit hoher Wandrauigkeit 
(Abbildung 4.13) etwa verzehnfacht und auf dem Wert der originalen Geometrie von 
Kumar et al. erhöht. Zu diesem Zweck ist die Viskosität gegenüber Gleichung [4.8] um 
das zehnfache verkleinert worden. Bspw. vergrößerte sich dadurch am Ende des kon-
vergenten Abschnitts der Düse die Stokeszahl von 342 auf 3545. Wie in Abbildung 
4.17 zu sehen ist, hat dies auf die Verläufe der lokalen Erosionsrate nur einen gering-
fügigen Einfluss und auch die integrale Erosionsrate (E:;<9=> = 2.84	10±ñ		kg/s) bleibt 
nahezu gleich. Die Vergrößerung der Domäne ist daher zulässig. 
 

 
Abbildung 4.17: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten für unterschiedliche 

Stokeszahlen St; l/d/ = 12, l/d/ = 8 und l/d/ = 4;	L2 = 8.16	mm, ∅d = 0.97	mm, β =
30°, d/ = 38µm. 

 
2a) Die Verlängerung der Austritts-Rohrleitung (III nach IV, Abbildung 4.4) von 
íì
∅©	
=	8.41	auf	 íì

∅©	
	=	10.47,	12.88	&	16.68 führt zu einer Verlängerung des Bereichs mit 

hoher lokaler Erosionsrate. Dies führt gleichermaßen im Experiment wie auch in den 
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numerischen Simulationen zu einer Erhöhung des erosiven Verschleißes bzw. des di-
mensionslosen Verschleißvolumens W∗. Die relativen Änderungen zwischen den Si-
mulationen und dem Experiment sind in dem Bereich íì

∅©	
=	8.41	bis	16.68 sehr ähnlich 

(Abbildung 4.18). Die absoluten Werte entsprechen in diesem Bereich im Mittel 65% 
des experimentell bestimmten Werts. 
 

 
Abbildung 4.18: Gegenüberstellung der Ergebnisse zwischen Experiment und den 

numerischen Simulationen für eine Verlängerung der Düse von  íì
∅d 

= 	8.41	auf 
íì
∅d 

= 	10.47, 12.88	&	16.68, β = 30°, d/ = 38µm, t = 5	min. 

 

2b) Bei der Frage nach dem Einfluss des Öffnungswinkels β gelingt ein Abgleich zwi-
schen Numerik und Experiment nicht. Das Experiment ist an dieser Stelle nicht 
konsistent, das sich die angegebenen Werte an dieser Stelle wiedersprechen.  Von 
Kumar et al. wurden drei Geometrien mit einem íì

∅©	
 von	5.44 und einem Öffnungswinkel 

β von 60°,	90°	und	120° gewählt. Diese sind folglich kürzer als die bisher betrachteten 
Düsen. Für den bislang betrachteten Öffnungswinkel β = 30°	 gilt die vom Autor 
getätigte und numerisch bestätigte Aussage, dass eine Verlängerung zu einer 
Erhöhung der Erosionsrate führt (Kumar et al., 1983, p.37). Im Umkehrschluss stellt 
sich bei einer kürzeren Düse eine Verringerung der Erosionsrate bzw. des Verschleiß-
volumens ein. Stattdessen ist wie für den Fall β = 30° und íì

∅©	
= 5.44 ein W∗ von 19.6% 

angegeben worden, was deutlich größer ist als sämtliche zuvor dokumentierten Werte 
(Abbildung 4.18). 

Tabelle 4.2 vergleicht sowohl die experimentell als auch numerisch bestimmten Ver-
schleißvolumina. Aus den numerischen Simulationen lässt sich kein Trend erkennen. 
Die Ursache hierfür ist die mit zunehmenden Öffnungswinkel	zunehmende Umlenkung 
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und damit stärkere Strahlfokussierung. Dies führt, wie in Abbildung 4.19 zu sehen ist, 
zu einer Abweichung vom sonst linearen Verlauf der lokalen Erosionsrate und zu einer 
Ausbildung eines lokalen Maximums, ganz ähnlich wie in den Simulationsfällen mit 
niedriger Wandrauigkeit (Abbildung 4.11). Aufgrund dieses Maximums stellt sich für 
β	 = 	45° ein gegenüber β	 = 30° größerer Verschleiß ein. Infolge der höheren Auftreff-
winkel sinkt die mittlere Partikelgeschwindigkeit von β = 30° bis β = 	60°. Dies wirkt 
dem Anstieg des Maximums entgegen, weswegen sowohl die integrale Erosionsrate 
als auch das Verschleißvolumen von β	 = 45° nach β = 60° wieder absinkt. 

 

Öffnungswinkel 
ββ		

Verschleißvolumen 
𝐖𝐖𝐄𝐄𝐄𝐄𝐩𝐩

∗  
Erosionsrate 

𝐄𝐄𝐠𝐠𝐑𝐑𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠𝐠 
Skaliertes Verschleiß-

volumen 𝟏𝟏𝟏𝟏𝐖𝐖𝐒𝐒𝐒𝐒𝐠𝐠
∗  

30°	 19.6% 1.20 ∙ 10±ñ	kg/s 2.2%	

45°	 11.0% 1.79 ∙ 10±ñ	kg/s 3.8%	

60°	 7.8% 1.28 ∙ 10±ñ	kg/s 3.0%	

Tabelle 4.2: Gegenüberstellung der Ergebnisse zwischen Experiment und den nume-
rischen Simulationen bei einer Erhöhung des Öffnungswinkels von β	 = 60° auf β	 =

90° und 120°. 
 

 
Abbildung 4.19: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten für unterschiedliche 

Öffnungswinkel β;	 l/d/ = 8, L2 = 5.28	mm, ∅d = 0.97	mm, β = 30°, d/ = 38µm. 

 

2c) Sowohl das Experiment als auch die numerischen Simulationen zeigen, dass eine 
Verringerung des Partikeldurchmesser von dp=38µm	 auf	 dp=30µm	 nur zu einer 
geringfügigen Verringerung des Materialabtrags führt. Die Ursache hierfür ist die in 
beiden Fällen die weiterhin hohe Stokeszahl (St>>1). Während sich der 
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dimensionslose Verschleiß Wˆ\/

∗  bei Kumar et al. von 8.2% auf 7.4% verringert, verrin-
gert sich dieser in den Simulationen von 10WFv=

∗ = 4.8%	auf 4.6%	bzw. von	59%	auf	
62%	des experimentellen Werts. 

 

4.8 Zusammenfassung 
Es sind keine numerischen Untersuchungen über mechanische Erosion in Laval-
Düsen bekannt, die eine Validierung an einem Experiment durchgeführt haben. Die 
Ursache hierfür ist die ungenügende Dokumention der für den experimentellen Ab-
gleich in Frage kommenden Untersuchungen. Für die Validierung der in Kapitel 3 vor-
gestellten Methoden wird das Experiment von Kumar et al. (1983) betrachtet. Bei die-
sem wurden eine Reihe von subsonischer Düsen durchströmt und deren Volumenän-
derung infolge des Materialabtrags durch Partikel dokumentiert. Für die Parameterstu-
die wurde die Wandrauigkeit, Düsengeometrie und der Partikeldurchmesser variiert. 
Durch die Variation der Wandrauigkeit zwischen niedriger und hoher Rauigkeit zeigt 
sich eine deutliche Änderung im Verlauf der lokalen Erosionsrate sowie der integralen 
Erosionsrate. Bei hoher Wandrauigkeit stellt sich stromabwärts einer partikelfreien 
Zone eine fast lineare lokale Erosionsrate ein. Dies hat ebenso Kumar et al. beobach-
tet (vgl. Abbildung 1.9). Davon nahezu unbeeinflusst ist die Lösung am Ende des kon-
vergenten Abschnitts der Düse, die sich auch in den nachfolgenden Geometrievariati-
onen als sehr robust gegenüber Änderungen an der Kontur erweist. Bei hoher Wand-
rauigkeit ist der durchschnittliche Auftreffwinkel und die Anzahl der Partikel-Wand-Kol-
lisionen größer. Dadurch erhöht sich sowohl der durchschnittliche Impulsverlust pro 
Wandkollision als auch der gesamte Impulsverlust der Partikel und ebenso die integ-
rale Erosionsrate. 

Eine Verlängerung der Austritts-Rohrleitung (III nach IV, Abbildung 4.4) unterhalb der 
Düsenkehle führt zu einer Verlängerung des Abschnitts mit hoher lokaler Erosionsrate. 
Dies führt gleichermaßen im Experiment wie auch in den numerischen Simulationen 
zu einer Erhöhung des erosiven Verschleißes bzw. des dimensionslosen Verschleiß-
volumens W∗.  

Bei der Frage nach dem Einfluss des Öffnungswinkels β gelingt ein Abgleich zwischen 
Numerik und Experiment nicht, da das Experiment an dieser Stelle nicht konsistent ist. 
Aus den numerischen Simulationen lässt sich kein eindeutiger Trend für die integrale 
Erosionsrate erkennen. Die Ursache hierfür ist die mit zunehmenden Öffnungs-
winkel	stärkere Strahlfokussierung. Dies führt zu einer Abweichung vom sonst linearen 
Verlauf der lokalen Erosionsrate und zu einer Ausbildung eines lokalen Maximums, 
ähnlich wie in den Simulationsfällen mit niedriger Wandrauigkeit. 

In allen Fällen, in denen ein Abgleich zwischen Experiment und Numerik gelingt, ent-
spricht die integrale Erosionsrate etwa 65% des experimentellen Werts. Damit ermög-
lichet der gewählte numerische Strömungslöser einen qualitativen Abgleich für die in-
tegrale und lokale Erosionsrate.



 

 

 



 

 

5 Optimierung einer Geometrie am Beispiel des Heizkraft-
werks Cottbus 

In der Geometrie des vorherigen Kapitels von Kumar et al. (1983) befand sich der 
Materialabtrag überwiegend im geraden Rohrabschnitt bis zum Düsenaustritt. Der ero-
sive Verschleiß im konvergenten Abschnitt der Geometrie war dem gegenüber klein 
geblieben. In einer Laval-Düse ist die Düsenkehle im Verhältnis zur übrigen Geometrie 
typischerweise sehr viel kürzer. Daher verhält es sich bei einer Laval-Düse anders-
herum und das Maximum des erosiven Abtrags liegt im konvergenten Abschnitt nahe 
der Düsenkehle. In Kapitel 4 wurden die Einflussfaktoren auf den Materialabtrag an 
dieser Stelle nicht detailliert betrachtet, sind aber für diese Doktorarbeit von besonde-
rem Interesse. Zu deren besseren Verständnis wird in diesem Kapitel eine beispiel-
hafte im Heizkraftwerk Cottbus (HKW Cottbus) eingesetzte Düse numerisch unter-
sucht. Anschließend werden verschiedene Lebensdauer verlängernde Maßnahmen 
an der Düse diskutiert und so die Fragestellung nach den Einflussfaktoren beantwor-
tet. 

Dieses Kapitel unterteilt sich dazu in acht Abschnitte: Zunächst erfolgt eine kurze Be-
schreibung der Problemstellung (5.1), der Konfiguration des numerischen Strömungs-
lösers inklusive der Randbedingungen (5.3). Daran anschließend werden die einpha-
sigen Simulationsergebnisse vorgestellt, um die grundlegenden Eigenschaften der 
Durchströmung aufzuzeigen (5.4). In den folgenden Abschnitten wird die Netzstudie 
(5.5) und eine Anzahlstudie zur Findung der optimalen Parcelanzahl (5.6) präsentiert, 
um darauf aufbauend eine Parameterstudie (5.7) mit anschließender Optimierung der 
Düse durchzuführen (5.8). Im letzten Abschnitt werden die Ergebnisse kurz zusam-
mengefasst und diskutiert (5.9).  

5.1 Problembeschreibung 
Die in dem HKW Cottbus eingesetzte druckaufgeladene Wirbelschichtdampferzeuger-
anlage bedingt, dass in dem Rauchgasstrom feinkörnige Aschepartikel in das Flug-
ascheaustragssystem aufsteigen. Dort wird Rauchgas von der Flugasche getrennt, 
sodass es in einer Gasturbine entspannt werden kann. In dem Flugascheaustragssys-
tem traten wiederholt Schädigungen durch Erosion an Rohrleitungen auf.  

Das Rauchgas wird über den Gasaustrittskanal zu zwölf paarweise angeordneten 
Fliehkraftabscheidern geleitet. Die erste Stufe, die Primärzyklone, entfernt 96-97% der 
Partikel aus dem Rauchgas, die zweite Stufe, die Sekundärzyklone, entfernt 40-60% 
der übrigen Partikel. Diese Aschepartikel werden aus den Zyklonbeinen abgesaugt 
und über Ascheförderleitungen zu einem Druckreduzierbehälter geführt (Abbildung 
5.3). Dieses System basiert auf dem Prinzip des pneumatischen Aschentransports. 
Die sechs dafür verwendeten Ascheförderleitungen münden in einem Gasentspan-
nungsbehälter wo die Gaspartikelströmung durch jeweils eine Laval-Düse von 9.8 bar 
auf 1.05 bar entspannt wird (Abbildung 5.1).  
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Abbildung 5.1: Geometrie eines der primären Expansionsventile vom HKW Cottbus 

 

 
Abbildung 5.2: Aufweitung des Expansionsventils 15 durch die erosive Wirkung der 

Gaspartikelströmung von Ausgangszustand A hin zu dem erodierten Zustand B, Blick 
von außen auf den Düsenaustritt (Aufnahme B vom 2.4.2013, mit freundlicher Ge-

nehmigung des HKW Cottbus). 
 

Diese Düsen werden infolge der erosiven Wirkung des Partikelstroms aufgeweitet (Ab-
bildung 5.2), was eine beträchtliche Erhöhung des Fördergasstroms und damit der 
Gas- und Partikelgeschwindigkeiten in den Ascheleitungen zur Folge hat (vgl. Glei-
chung [2.23]). Die Auswirkungen dessen sind beispielhaft in Abbildung 5.3 (rechts) zu 
sehen und führte im zu Ausfällen der Anlage. Um dies zu vermeiden, sind optimierte 
Geometrien für die Laval-Düsen entwickelt worden, die innerhalb dieses Kapitels vor-
gestellt werden. 
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Abbildung 5.3: Übersicht über Flugascheaustragssystem, dazu ein durch mechani-
sche Erosion beschädigtes T-Stück (Position 2 auf der Isometrie); Aufnahme vom 

2.4.2013, mit freundlicher Genehmigung des HKW Cottbus. 

5.2 Vorarbeiten am HKW Cottbus 
Dieses Unterkapitel stellt kurz die weiteren numerischen Studien vor, die in Zusam-
menarbeit mit dem HKW Cottbus entstanden sind. Dies dient dazu dem interessierten 
Leser ein Einblick in das gemeinsame Projekt zu geben, aus dem diese Doktorarbeit 
entstanden ist. 

Im Rahmen dieser numerischen Untersuchung wurden die jeweils ersten beiden T-
Stücke einer einzelnen Ascheförderleitung untersucht (Abbildung 5.3). Hierzu wurde 
ein Strömungslöser des Softwarepaketes OpenFOAM (Version 2.1.x) verwendet, der 
ebenso auf dem Euler-Lagrange-Ansatz basierte. Es zeigte sich, dass sich bei erhöh-
tem Fördergasstrom eine Strähne in Richtung der Wandung des unteren Schenkels 
ausbildet (Abbildung 5.4, oben). Im Referenzzustand bei geringerem Fördergasstrom 
ist diese deutlich schwächer ausgebildet. Der Massenstrom und die dazu korrespon-
dierende Gaseintrittsgeschwindigkeit des oberen Bilds ergab sich aus der größten je-
mals dokumentieren Aufweitung einer Laval-Düse für dieses System. Auch wenn hier 
der Schrägstrahlverschleiß nicht wie in Kapitel 3.1 modelliert wurde, so ist doch gut zu 
erkennen, dass der gelb umrahmte Partikelstrom in einem für Stahl ungünstigen Win-
kel auftrifft. Dessen Auftreffpunkt bzw. die Position der zu erwartenden erosiven Be-
schädigung an der Wandung ist rot gerahmt. Dies deckt sich mit der hier beispielhaft 
dokumentierten Beschädigung an einem T-Stück vom 02.04.2013 (Abbildung 5.4, 
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rechts). Das unterschiedliche Verhalten bei erhöhtem Fördergasstrom gab letztlich An-
lass dazu die Schadhistorie der zuvor erwähnten Laval-Düsen in den Fokus der Be-
trachtung zu rücken.  

 

 
Abbildung 5.4: Simulation des pneumatischen Stofftransports durch das erste 

 T-Stück des Flugascheaustragssystems. Der dazu korrespondierende Schaden des-
selben T-Stücks ist rechts zu sehen (Aufnahme vom 2.4.2013, mit freundlicher Ge-

nehmigung des HKW Cottbus). 
 

Neben dem Ascheaustragssystem ist auch das zentrale Steigrohr numerisch betrach-
tet worden (Abbildung 1.4, Position 5). Dieses Steigrohr wird zusätzlich in Abbildung 
5.5 dargestellt und besteht aus einem zentralen Steigrohr und sechs Austrittsrohrlei-
tungen über die das Gas-Partikel-Gemisch auf die sechs Zyklon-Abscheider-Paare 
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verteilt werden kann. Deren Bezeichnungen sind in dem rechten Bild Abbildung 5.5 zu 
sehen. Auslöser für diese Betrachtung waren Verstopfungen an den Saugleitungen im 
Zyklon-Fuß sowie Agglomeratbildung in zwei der sechs primären Zyklon-Abscheider. 
Betroffen waren die Abscheider, die sich an die Ausgänge HDF12 und HDF15 an-
schließen. Bereits frühzeitig wurde vermutet, dass sich die Partikelmassenströme un-
gleichmäßig verteilen, da an den Temperatur-Messstellen der primären Zyklon-Ab-
scheider 12 und 15 stets die höchsten Werte gemessen wurden. 

Es wurde die Durchströmung dieser Geometrie mit einem Euler-Euler-Strömungslöser 
untersucht. Diese Methode hatte den Vorteil, dass auch sehr große Geometrien mit 
vielen Millionen oder Milliarden Partikeln modelliert werden können. Nachteilig an die-
sem Verfahren war, dass zum damaligen Zeitpunkt die disperse Phase nur über einen 
Durchmesser abgebildet werden konnte. Da sowohl die Trägheitskraft als auch die 
Widerstandskraft die beiden dominanten Kräfte sind, musste dieser Durchmesser ein 
Kompromiss zwischen dem Durchmesser aus der mittleren Oberfläche und dem 
Durchmesser des mittleren Volumens sein.  

Es zeigte sich, dass die Aschemassenströme zum HDF12 und HDF15 größer sind als 
in den restlichen Krümmern. Die Ursache ist in Abbildung 5.5 (rechts) anhand der 
Stromlinien der Partikel zu erkennen: Durch die Umlenkung von einer vertikalen in eine 
horizontale Strömung bilden sich zwei horizontale gegenläufige Wirbel aus. Dadurch 
wird die Strömung in HDF11, 13, 14 und 16 drall-behaftet und hat einen größeren 
Druckverlust gegenüber HDF12 und 15. Dadurch dass deren Anschlussstelle an dem 
zentralen Steigrohr etwa zwischen den horizontalen Wirbeln liegt, wird die Strömung 
nur geringfügig in Rotation versetzt. 
 

 
Abbildung 5.5: Links: Zentralen Steigrohr mit sechs Austrittsrohrleitungen, farblich 
hervorgehoben sind die Trennwände als Wirbelbrecher, die Anschlussringe und 

Blenden im Bereich der Anschlussringe zum HDF12 und HDF15; Rechts: Stromlinien 
der dispersen Phase. 
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Um dem zu begegnen wurde der Einsatz von Blenden an den Rohrleitungen HDF 12 
und 15 vorgeschlagen. Sowohl Anzahl, Durchmesser und Position der Blenden wur-
den variiert. Abbildung 5.6 zeigt sowohl die Partikelkonzentration in dem zentralen 
Steigrohr des HKW Cottbus mit und ohne Blenden als auch die normalisierten Mas-
senströme aller sechs Ausgänge für verschiedene Geometrie-Variationen. Die Mas-
senströme werden durch jeweils eine Blende an den Ausgängen 12 und 15 mit einer 
Durchmesserverringerung um 10% nahezu vollständig homogenisiert. Von allen Vari-
anten stellt sich diese daher als beste Lösung dar. Vorteilhaft ist, dass der zusätzliche 
Druckverlust mit maximal 6 Millibar geringfügig gegenüber dem Druckniveau ist und 
sich die Lösung technisch einfach realisieren lässt.  

 

 
Abbildung 5.6: Partikelkonzentration in dem zentralen Steigrohr des HKW Cottbus 
mit und ohne Blenden (vgl. Abbildung 1.4, Position 5) sowie die die normalisierten 

Massenströme aller sechs Ausgänge 
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5.3 Konfiguration des Strömungslösers und Randbedingungen 
In Analogie zur Vorgehensweise von Kapitel 4.3 wird an dieser Stelle die Konfiguration 
des numerischen Strömungslösers für die Laval-Düsen der Ascheförderleitungen vor-
gestellt (Abbildung 5.1 & Abbildung 5.2). Daneben erfolgt auch eine Herleitung der 
Randbedingungen sowohl für die einphasigen als auch zweiphasigen Simulationen. 
Es werden zunächst die Eigenschaften der kontinuierlichen Phase präsentiert, an-
schließend die der dispersen Phase als auch die der Wandung. Die Beschreibung der 
Zeitschrittweitensteuerung, Turbulenzmodellierung und Diskretisierung kann Kapitel 
4.3 entnommen werden. 

Die Randbedingungen und Stoffparameter der kontinuierlichen Phase wurden inner-
halb des gemeinsamen Kooperationsvorhabens mit dem HKW Cottbus bestimmt. Der 
Eintrittsdruck von 9.8 bar entstammt einer Berechnung des Druckverlusts vom gesam-
ten Ascheleitungsweg zwischen Primärzyklon und Laval-Düse. Die einzelnen Druck-
verluste des zweiphasigen Gemischs wurden gemäß dem VDI Wärmeatlas berechnet 
(Muschelknautz, 2006). Dichte- bzw. Druckänderungen verhalten sich gemäß dem 
idealen Gasgesetz. Der Massenstrom wird durch die Laval-Düse begrenzt (engl.  
choking) und kann mithilfe Gleichung [2.24] in einem iterativen Verfahren bestimmt 
werden. Der Austrittsdruck von 1.05	bar ist eine Vorgabe an das System. Einphasige 
Vorstudien haben gezeigt, dass die numerisch induzierten Reflektionen am Einström-
rand sich in der Größenordnung von 1 ‰ der Mittelwerte bewegen. Daher wird für den 
Druck nur an dem Ausstromrand eine gemischte Dirichlet- und von Neumann-Rand-
bedingung nach Poinsot & Lele (1992) gewählt. Die Eintrittstemperatur in die Düse 
wird durch einen externen Aschenkühler vorgegeben, welcher das Gas-Partikel-Ge-
misch auf 453 K herabkühlt. Bis zur Düsenkehle verringert sich die Gastemperatur 
gemäß Gleichung [2.22] auf eine kritische Temperatur von 379K.  

Die Rauchgaseigenschaften entstammen einer Verbrennungsrechnung nach Cerbe & 
Wilhelms (2008, pp.408-16), für die das durchschnittliche Brennstoffgemisch der Jahre 
2011 und 2012 verwendet wurde. Aus der Verbrennungsrechnung ergeben sich für 
das Rauchgas folgende Massenbrüche: N2	 68.8%,	 O2	 4.8%,	 CO2	 20.3%,	 H2O	 5.9%,		
SO2	0.13	%. Der Teil SO2 wird durch das im Brennstoff natürlich verkommene Dolomit 
(CaO) überwiegend selbsteingebunden und in der Brennkammer zu Anhydrit (CaSOƒ) 
umgewandelt (Effenberger, 2000, p.248 ff). Der übrige bleibende Teil SO2 wird durch 
das Sorbent gebunden, welches aus Kalkstein (CaCOö) und Sand besteht. Durch die 
Reaktion entsteht stöchiometrisch 1 Teil CO2 und es verschwinden 1 Teil SO2 und 
½ Teil O2. Durch den niedrigen SO2 Anteil werden die Gaseigenschaften wie Viskosität, 
Wärmekapazität oder Dichte durch die unten beschriebene Reaktion nicht verändert 
(Gleichung [5.1]). Aus diesem Grund kann die oben genannte Zusammensetzung für 
die Strömungssimulationen genutzt werden. Dadurch, dass das SO2 vollständig gebun-
den wird, kann Schwefelsäurebildung bzw. Schwefelsäure-Korrosion bei Unterschrei-
tung des Säuretaupunkts ausgeschlossen werden. Dies deckt sich auch mit den Er-
fahrungen aus dem Anlagenbetrieb. 
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CaCOö → CaO + COì + 178
kJ
mol

 

CaO + SOì +
p
ì
Oì → CaSOƒ − 500

kJ
mol

 
[5.1] 

Daraus folgt für das Gemisch eine molare Masse von 29.4 g/mol. Mithilfe des MS 
Excel Add-Ins FluidEXL von Kretschmar und Stoecker der Hochschule Zittau wurden 
für dieses Gas Viskosität und Wärmekapazität berechnet. Für diesen Temperaturbe-
reich ergibt sich eine mittlere Wärmekapazität von c/,: = 1074 Ò

8:L
. Die dynamische 

Viskosität lässt sich mithilfe des Sutherland Transportmodells gut abschätzen, mit 

η: = 	 p.öŸì ∙p√
≥&L'.( @

p≤≠ÿ).&Æ	Ω
*

8:
=∙<

.  

Anhand der Randbedingungen und Stoffeigenschaften für die kontinuierliche Phase, 
kann gemäß Gleichung [2.24] ein theoretischer maximaler Massenstrom von 
m: = 	0.29	kg/s bestimmt werden. Die dazu korrespondierende Gaseintrittsgeschwin-
digkeit u:  beträgt 15.5	m/s, die Rohrreynoldzahl ReAR68 am Eintritt ≈ 290000. Damit 
wird gemäß Gleichung [4.10] ein Turbulenzgrad I von 3% erreicht.  

Durch die positiven Erfahrungen des Kapitels 4 wird die Geometrie wieder auf einen 
90°-Ausschnitt reduziert. Die Geometrie mit deren Randbedingungen können Abbil-
dung 5.7 entnommen werden.  

 

 
Abbildung 5.7: Darstellung des Rechengitters und Beschreibung der Randbedingun-

gen des primären Expansionsventils 
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Um eine Aussage über den Volumenanteil der dispersen Phase treffen zu können, 
muss sowohl der Aschemassenstrom als auch die Morphologie der Partikel bekannt 
sein. Aus der Verbrennungsrechnung ergibt sich für den Volllastbereich ein Asche-
massenstrom von 0.73	kg/s. Davon werden 90% durch die 6 primären Zyklone abge-
schieden, sodass sich für den einzelnen Leitungsweg ein Aschemassenstrom von 
0.11	kg/s ergibt. Durch die Feuerung weisen die Flugaschen eine überwiegend gerun-
dete bis sphärische Kornform auf, da diese teilgesintert bis aufgeschmolzen sind (Auf-
schmelzungsgrad 30 bis 70%;	FGSV, 2009, p.23). Die gemessene Reindichte ohne 
Porenanteil für das Brennstoffgemisch des Jahres 2012 liegt im Mittel bei ~3.4g/cmö. 
Aufgrund der unbekannten Porosität kann die für die Simulation relevante Rohdichte 
nur abgeschätzt werden. Im „Merkblatt über die Verwendung von Kraftwerksneben-
produkten im Straßenbau“ (FGSV, 2009) wird für Braunkohlenflugasche eine Roh-
dichte von 2.4 bis 3.3	g/cm3 angegeben. Dementsprechend wird ein Mittelwert von 
ρ/ = 2.75	g/cmöangenommen. Somit ergibt sich ein mittlerer Volumenanteil am Ein-
strömrand von α/ = 1.2 ∙ 10±ö und eine Beladung z = 	0.39. Für die Kapitel 5.5 und 5.6 
wird der 2-Wege-gekoppelte Strömungslöser verwendet. Im Rahmen einer Parame-
terstudie wird zusätzlich der Einfluss der 1- und 4-Wege-Kopplung auf den erosiven 
Verschleiß betrachtet (Abbildung 5.21). Für die Partikel-Partikel-Kollisionen wird ein 
Restitutionskoeffizient e von 0.9 und ein statischer sowie dynamischer Reibungskoef-
fizient f von 0.4 gewählt. Der Partikeldurchmesser ist nicht konstant, sondern verteilt 
sich gemäß einer Messung vom 12.12.2012.  

Die Volumenverteilungsdichte der Partikel kann Abbildung 5.8 entnommen werden. 
Bezogen auf die Volumenverteilung ergibt sich damit ein mittlerer Durchmesser xövon 
28.2	µm, bezogen auf die Anzahlverteilung ergibt sich ein x√ von 2.1	µm. Während in 
Kapitel 4 die Anzahl der injizierten Partikel des Experiments gleich der Anzahl der nu-
merischen Punktpartikel in der Simulation entsprach, weichen diese in diesem Kapitel 
voneinander ab. Bei dem hier verwendeten Konzept der Parcels handelt es sich um 
eine Gruppe von Partikeln, von denen angenommen wird, dass diese innerhalb der 
Gruppe die gleichen Eigenschaften wie Durchmesser und Geschwindigkeit haben. 
Diese Gruppe kann daher durch ein numerisches Punktpartikel, einem Parcel, zusam-
mengefasst werden und dessen Trajektorien können nach den bekannten Methoden 
für Punktpartikel berechnet werden (Crowe et al., 2012, p.239). Abweichungen in der 
Berechnung entstehen dort, wo die Anzahl der Partikel eine Rolle spielt: Bei der Be-
stimmung des Volumenanteils der dispersen Phase, beim Quellenterm in der Impuls- 
und Energieerhaltung, bei der Berechnung des erosiven Verschleißes und beim Im-
pulsaustausch während der Partikel-Partikel-Kollisionen. Im Gegensatz zum Kapitel 4 
wird nicht ein zu injizierender Partikelstrom (Partikel/s) sondern ein Parcelstrom 
(Parcel/s) vorgegeben. Die Injektions-Methode lässt sich wie folgt beschreiben:  

1) Der Durchmesser d/	eines neu injizierten Parcels und die Position am Einstrom-
rand ist zufällig. Die Verteilung der Durchmesser ist direkt abhängig von der vorge-
gebenen Volumenverteilungsdichte. 
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2) Jedes Parcel hat in Summe das gleiche Volumen V¬9S÷;6. Dieses berechnet sich 

aus dem vorgebenden Partikel-Massenstrom: V¬9S÷;6 =
=Ü∙§Ü
¬9S÷;6/<

. 
3) Die Anzahl der Partikel pro Parcel N¬9S÷;6 ist nicht konstant, sondern berechnet 

sich wie folgt: N¬9S÷;6 =
¥…ø+,µæ

¬9S÷;6/<∙∆>∙-&©Ü
ÿ.  

Daraus folgt, dass dieser Wert umso größer ist je kleiner der Parcel-Durchmesser 
ist.  

Werden alle Durchmesser aller Parcel zusammengetragen, lässt sich daraus auf die 
Anzahlverteilung schließen. Diese Methode lässt sich leicht überprüfen, indem aus der 
vorgebenden Volumenverteilung die entsprechende Anzahlverteilung berechnet wird 
und diese mit der Anzahlverteilung von bspw. 20000 injizierten Parcels verglichen wird.  

 

 
Abbildung 5.8: Volumenverteilungsdichte der abgeschiedenen Primärzyklonasche. 

 

Durch die gerundete bis sphärische Kornform können die in Kapitel 3.2 und 3.3 vorge-
stellten Modelle für die Partikel-Wand- als auch Partikel-Partikel-Kollisionen verwendet 
werden, sowie die bisher vorgestellten Kräfte. Die Partikel bestehen zu jeweils 1/3 aus 
Quarz und Calciumoxid. Dies ist mutmaßlich auf das Sorbent zurückzuführen, welches 
zu gleichen Teilen aus Kalk und Quarzsand besteht. Dadurch sind die Härte des Ge-
mischs als auch die Reibungs- und Restitutionskoeffizienten unbekannt. Als Anhalts-
punkt kann aber die Tatsache dienen, dass der Erosionsschutz des Gasentspan-
nungsbehälters mehrmals zerstört wurde und infolge dessen die dafür eingesetzten 
Granitplatten durch Keramikkacheln ersetzt wurden mussten. Es wird daher davon 
ausgegangen, dass die härtesten Anteile der dispersen Phase einen hohen Quarzan-
teil besitzen und daher dieselben Reibungs- und Restitutionskoeffizienten wie in Kapi-
tel 4.4 verwendet werden können: e÷ = 0.7,	α; = 22°,	f√ = 0.5,	f÷ = 0.15 und αB = 20°.  

Das Material der Düsenwandung ist standardmäßig aus 13CrMo44-Stahl mit einer 
Vickershärte von Hv=1.373-1.863	GPa (Bargel, 2008, p.227). Zur Verringerung der Ero-



5 Optimierung einer Geometrie am Beispiel des Heizkraftwerks Cottbus 109 

 
sionsrate wurden auch andere Verfahren und Materialien erprobt: (1) Oberflächenhär-
tung durch Borierung (Hv=19.61-20.59	GPa;	Weißbach,	2010,	p.170),	(2)	das Hartmetall 
Stellite 6 Alloy (Hv=	3.727-	4.805	GPa, Datenblatt) (3) sowie die Siliziumcarbid-Keramik 
(Hv=23	GPa,	Oka et al., 2009). Für diese Untersuchung findet im Kapitel 5.8 ein Ver-
gleich zwischen dem 13CrMo44-Stahl und der Siliziumcarbid-Keramik statt, da letzte-
res die größte Oberflächenhärte aufweist.  

Im Rahmen der Parameterstudie wird neben dem Tabakoff-Modell (Grant & Tabakoff, 
1973) der erosive Verschleiß auch mit dem Modell von Oka berechnet (Oka et al., 
2005; Oka & Yoshida, 2005; Oka et al., 2009), da es sowohl für Stahl als auch für 5 
verschiedene Keramikwerkstoffe verwendet werden kann. Die Materialpaarung, die 
der Problemstellung am nächsten kommt, ist Kohlenasche auf X12Cr13-Stahl 
(Hv=1.863-2.599	GPa, Tabelle 3.1). Da sich aber für diese Koeffizienten ein untypi-
scher Verlauf einstellt, werden die Koeffizienten für die Paarung Quarz-Partikel auf 
X12Cr13-Stahl gewählt. Für das Oka-Modell wird für das Standardmaterial eine mitt-
lere Härte der Wandung von Hv=1.618	GPa angenommen und die Koeffizienten für 
Quarz-Partikel gewählt (Tabelle 3.2). Durch die geringere Härte im Oka-Modell, sollte 
dieses ein höheres Verschleißvolumen vorhersagen. 

Die Oberflächenrauigkeit hatte im Validierungsgsexperiment keinen sichtbaren Ein-
fluss auf die Erosionsrate der Düsenkehle. Es zeigte sich in Kapitel 4, dass sich die 
Oberflächenrauigkeit infolge des erosiven Abtrags erhöht, sodass die Wandrauigkeit 
unter Zuhilfenahme von Gleichung [3.7] modelliert wird. 

Für die Netzstudie wird eine Anzahl von 10ó injizierten Parcels pro Sekunde als aus-
reichend betrachtet (Parcel ≙	Numerisches Punktpartikel, Definition in Kapitel 5.6). Im 
Rahmen der Anzahlstudie wird die notwendige Anzahl an Parcels untersucht. 

5.4 Einphasige Voruntersuchung 
Um den Charakter der Durchströmung aufzeigen zu können, werden zunächst die ein-
phasigen, reibungsbehafteten und dreidimensionale Strömungssimulationsergebnisse 
vorgestellt.  

Der sich einstellende Verlauf der Machzahl entlang der Düse bis in den Überschallfrei-
strahl zeigt Abbildung 5.9. Die originale Düsenkontur ist leicht unterexpandiert, sodass 
am Düsenaustritt ein leichter Überdruck von 1.3	bar	abs	vorherrscht. Dies führt zu einer 
weiteren Expansion des Gases bzw. Aufweitung des Freistrahls verbunden mit dem 
charakteristischen Muster. Die maximale Machzahl im Freistrahl beträgt Ma: = 3.8. In-
nerhalb der Düse führt der kleine Krümmungsradius an der Düsenkehle zu einem 
schiefen Verdichtungsstoß. Dies wird zur Veranschaulichung in Abbildung 5.9 anhand 
der Richtungsableitung des Drucks entlang der Düsenachse (grad(p)z) gezeigt.  
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Abbildung 5.9: Verlauf der Machzahl innerhalb der Düse und im Überschallfreistrahl, 
der Ausschnitt zeigt den schrägen Verdichtungsstoß anhand der Richtungsableitung 
des Drucks entlang der Düsenachse, entlang des rot markierten Stromfadens wer-

den in Abbildung 5.10 die Geschwindigkeit und Machzahl aufgetragen. 
 

Aufgrund der großen Krümmung der Kontur im konvergenten Bereich besteht bei den 
Strömungsgrößen eine deutliche Abhängigkeit in radialer Richtung. Dies bedingt Ab-
weichungen zwischen einer analytischen Formulierung für den isentropen eindimensi-
onalen Stromfaden und den Simulationsergebnissen (Abbildung 5.10). Es werden ne-
ben dem isentropen Stromfaden, die Simulationsergebnisse entlang der Mittelachse 
und entlang einer Stromlinie gezeigt. Als Vergleichsgrößen werden die für die Berech-
nung der Gasgeschwindigkeit und die dazu passende Machzahl gewählt. Die Stromli-
nie wurde so gewählt, dass deren Machzahl an der Düsenkehle Ma: = 1 entspricht. 
Diese ist in (Abbildung 5.9) als rote Linie zu sehen. Im wandnahen Bereich folgen die 
Größen sehr gut der analytischen Lösung, wohingegen sich die kritischen Größen ent-
lang der Mittelachse verzögert einstellen. Der Gasmassenstrom der numerischen Si-
mulation beträgt m: = 0.2804 8:

<
 und weicht nur um 4	% von der analytischen Lösung 

ab (m: = 0.2934 8:
<

, Gleichung [2.24]).  
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Abbildung 5.10: Vergleich der Gasgeschwindigkeit und Machzahl zwischen der ana-
lytischen Lösung des isentropen Stromfadens, der numerischen Lösung entlang ei-

ner wandnahen Stromlinie und entlang der Mittelachse. 

5.5 Rechengitterstudie 
Um den Einfluss des Verhältnisses l/d/ abschätzen zu können, sind analog zur Vor-
gehensweise von Kapitel 4 drei Rechengitter erstellt worden. Eine Vorstudie ergab, 
dass die Erosionsrate erheblich von Partikeln mit einem Durchmesser d/ ≥ 100	µm 
beeinflusst wird (Abbildung 5.11). Daher orientiert sich die Gitterauflösung am maxi-
malen Partikeldurchmesser, welcher gemäß der Verteilung von Abbildung 5.8 
d/,=9\ = 	137	µm beträgt. Mit diesem Gestaltungansatz wurden drei Geometrien er-
stellt, bestehend aus kubischen Zellen und einem minimalen Verhältnis l/d/,=9\ von 
4.5,	3	und	2, entsprechend 11826, 40210 und 149766 Zellen. Als Ausgangsbasis für 
die Rechengitterstudie dient auch hier ein vereinfachtes Setup mit nicht miteinander 
kollidierenden Partikeln, entsprechend der 2-Wege-Kopplung. Der Einfluss der Partikel 
auf die Strömung wird zunächst diskutiert, anschließend wird der jeweilige erosive Ver-
schließ vorgestellt. Als Vergleichsgrößen dienen sowohl die integrale Erosionsrate als 
auch die Profile der lokalen Erosionsrate der verschiedenen Rechengitter, berechnet 
nach dem Modell von Tabakoff. 
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Abbildung 5.11: Lokale Erosionsrate (links) und integrale Erosionsrate (rechts) in Ab-

hängigkeit vom Partikeldurchmesser. Es werden in das Rechengebiet nur Partikel 
gleichem Durchmessers injiziert mit d/ = 1	µm, 10	µm bzw. 100	µm. 

 

Durch die Anwesenheit der Partikel wird der kontinuierlichen Phase Impuls entzogen 
und das Gas gegenüber dem einphasigen Fall weniger stark beschleunigt. Dies hat 
zur Folge, dass am Eintrittsbereich der Düsenkehle weiterhin subsonische Bedingun-
gen vorherrschen und der kleine Krümmungsradius keine schrägen Verdichtungs-
stöße auslösen kann. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts sind in Abbildung 5.12 
die Geschwindigkeiten der Gasphase für den einphasigen Fall (z=0), den zweiphasi-
gen Fall (z=0.39) und die massengemittelte Geschwindigkeit entlang Düsenachse auf-
getragen worden. Ähnlich wie in Abbildung 4.12 werden die Partikel durch den kon-
vergenten Bereich in der Düsenkehle fokussiert und es stellt sich zudem eine partikel-
freie Zone ein (Abbildung 5.13). Wie auch schon und Verevkin & Tsirkunov (2008) 
festgestellt haben, ist diese Fokussierung umso stärker ausgeprägt je größer der 
Partikeldurchmesser bzw. deren Stokeszahl ist (vgl. Abbildung 1.6). 

 

 
Abbildung 5.12: Vergleich der Geschwindigkeiten für die Gasphase u:  mit Beladung 

z=0 und z=0.39 sowie die Partikelgeschwindigkeit u/  entlang der Düsenachse. 
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Abbildung 5.13: Volumenverteilung der Partikel α/ im Rechengebiet (linke Spalte) 

und am Ausstromrand (rechte Spalte) in Abhängigkeit vom Partikeldurchmesser d/ 

 

Nach einer Simulationszeit von 0.5	s	konvergieren die statistischen Momente und es	
stellen sich die Verläufe der lokalen Erosionsrate aus Abbildung 5.14 ein (vgl. Vorge-
hensweise in Kapitel 4, Abbildung 4.10). Die lokalen Erosionsraten der drei Simulati-
onsfälle steigen zur Düsenkehle hin an, wo diese kurz vor der Düsenkehle bei 
z=0.0914	m ein scharf begrenztes Maximum haben. Da sich an dem konvergenten 
Bereich nur ein kurzer zylindrischer Abschnitt anschließt, bilden sich stromabwärts 
keine weiteren lokalen Extrema aus (vergleiche Abbildung 4.8). Alle drei Verläufe sind 
damit qualitativ sehr gut vergleichbar mit denen von Thakre et al. (2013, Abbildung 
1.10). Der Fokus der Optimierung liegt also auf den Bereich des einzigen Maximums. 
Die Abweichungen zwischen den Fällen mit l/d/,=9\ 	= 3 und l/d/,=9\ 	= 2 sind kaum 
vorhanden und nur zum Simulationsfall mit l/d/,=9\ 	= 4.5 ergeben sich sichtbare Un-
terschiede. Sämtliche Unterschiede der drei Simulationsfälle sind aber nicht signifi-
kant. 
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Abbildung 5.14: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten und Kontur der Düse 

für die Rechengitter l/d/,=9\ = 	4.5, l/d/,=9\ = 3 und l/d/,=9\ = 2. 

 

Die zur Kehle hin zunehmende lokale Erosionsrate ist vor allem zweier Umstände ge-
schuldet: Zum einen befindet sich der maximalen Wert der gemittelten Kollisions-Ge-
schwindigkeit nahe der Düsenkehle (max u/p

√ = 33	m/s, Abbildung 5.15, a), zum 
anderen ist dort der Massenstrom aus kollidierenden Partikel maximal. Wie bereits in 
Kapitel 3.1 vermutet worden ist, liegen die Auftreffwinkel im Bereich flacher Win-
kel -  zwischen 20° und etwa 6° (Abbildung 5.15, c). Die lokalen Maxima dieser drei 
Kurven als auch das Maximum der lokalen Erosionsrate werden durch Partikel mit 
einem mittleren Durchmesser d/ von 80	µm verursacht (Abbildung 5.15, d). Ansons-
ten entsteht der erosive Verschleiß durch Partikel mit einem Durchmesser von 
d/~33µm. 



5 Optimierung einer Geometrie am Beispiel des Heizkraftwerks Cottbus 115 

 

 
Abbildung 5.15: a) Geschwindigkeit der kollidierenden Partikel im Kontaktpunkt, b) 
Masse der kollidierenden Partikel pro Flächeneinheit und Zeit, c) Auftreffwinkel im 
Kontaktpunkt, d) Partikeldurchmesser im Kontaktpunkt. Bis auf a) sind alle Größen 

erst lokal massengemittelt anschließend umfangsgemittelt worden. 
 
Für die integralen Erosionsraten stellen sich folgende Werte ein: 
- l/d/,=9\ = 4.5, E:;<9=> = 5.79 ∙ 10±≈	kg/s (100%) 
- l/d/,=9\ = 3,   		E:;<9=> = 5.68 ∙ 10±≈	kg/s	(98%) 
- l/d/,=9\ = 2,   		E:;<9=> = 5.79 ∙ 10±≈	kg/s	(100%)  
Herauszustreichen ist jedoch, dass für den Fall l/d/,=9\ 	= 4.5 ein Einfluss der Sym-
metrieebenen auf das Simulationsergebnis beobachtet werden konnte (Abbildung 
5.16). Dies hat eine deutliche Verschiebung der Schiefe und Kurtosis von der Normal-
verteilung weg zur Folge. So erhöht sich zum Beispiel im Vergleich zu l/d/,=9\ 	= 	3 
die Schiefe am Punkt des Maximums von Abbildung 5.14 von 0.5 auf 1.2	und die Kurto-
sis von 3.2 auf 3.7. Mutmaßlich ist dies auch die Ursache für das größere Maximum in 
Abbildung 5.14. Dieser Effekt ist bei den höher aufgelösten Rechengittern sehr viel 
schwächer ausgebildet, sodass für die weiteren Untersuchungen das Rechengitter mit 
der Bedingung l/d/ = 3 verwendet wird. 

Abschließend soll folgende Aussage die Bedeutung des erosiven Abtrags aufzeigen: 

Bei Annahme konstanter Erosionsrate weitet sich an der Stelle maximaler Erosions-
rate nach 10h der Durchmesser von 15.75	mm auf 17.05	mm (∆=1.3	mm) auf. Da das 
Partikelkollektiv im realen Fall nur zu 1/3 aus Quarz zusammengesetzt ist (vgl. Kapitel 
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5.3), ist das reale Gemisch weniger abrasiv und daher der Verschleiß im realen Fall 
geringer. Es ist aber zu erwarten, dass auch an den im industriellem Maßstab verwen-
deten Geometrien die Schädigungen im Vergleich zur gewünschten Lebensdauer 
schon nach kürzester Zeit sichtbar werden. 

 

 
Abbildung 5.16: 3D-Darstellung der mit dem maximalen Wert normierten lokalen Ero-

sionsrate für l/d/,=9\ 	= 4.5 

 

5.6 Anzahlstudie 
Neben der Rechengitterstudie wird für diese Untersuchung und im Gegensatz zu Ka-
pitel 4 auch eine Studie über die Anzahl der zu verwendenden Parcel durchgeführt. 
Während in Kapitel 4 die Anzahl der Partikel des Experiments gleich der Anzahl der 
numerischen Punktpartikel in der Simulation entsprach, weichen diese in diesem Ka-
pitel voneinander ab. Ein Parcel sollte möglichst viele Partikel umfassen umso weniger 
Trajektorien bestimmen zu müssen und den Berechnungsaufwand gering zu halten. 
Im Gegensatz dazu profitiert die Genauigkeit der numerischen Lösung von einer ho-
hen Anzahl an Parcels, da so über eine größere Anzahl an Ereignissen gemittelt wer-
den kann. Entsprechend zur Rechengitterstudie wird daher die minimal benötigte An-
zahl an Parcels abgeschätzt.  

Es werden 6 Simulationsfälle betrachtet, bei denen die Anzahl der am Einströmrand 
eingebrachten Parcels pro Sekunde Simulationszeit variiert wird. Dazu werden 
1 ∙ 10ñ, 2.5 ∙ 10ñ, 5 ∙ 10ñ, 1 ∙ 10ó und 		2 ∙ 10ó	Parcels/s injiziert. Im Fall der Rechengitter-
studie mit 1 ∙ 10ó	Parcels/s befanden sich fortwährend etwa 275000 Parcels im Re-
chengebiet. Über einen Mittelungszeitraum von 0.5	s stellen sich die in Abbildung 5.17 
zu sehenden Verläufe für die lokale Erosionsrate ein. Alle Simulationsfälle zeigen sehr 
ähnliche Verläufe und die lokale Erosionsrate ist für die betrachteten Fälle nur schwach 
von der Anzahl der Parcels abhängig. Im Detail unterscheiden sich die Verläufe von 
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denen des vorherigen Abschnitts. So schwankt die lokale Erosionsrate gemäß Abbil-
dung 5.18 am Maximum zwischen 1.36 und 1.46	 ∙ 10±ƒ 8:

<∙=Æ, wobei der deutlichste Un-
terschied zwischen 1 ∙ 10ñ	Parcels/s und den übrigen Simulationsfällen zu erkennen 
ist. Die integralen Erosionsraten reduzieren sich mäßig mit zunehmender Anzahl an 
Parcels, sodass sich folgende Werte einstellen: 

- 1 ∙ 10ñ	Parcels/s,    E:;<9=> = 5.98 ∙ 10±≈	kg/s (111%) 
- 2.5 ∙ 10ñ	Parcels/s, E:;<9=> = 5.85 ∙ 10±≈	kg/s (108%) 
- 5 ∙ 10ñ	Parcels/s,    E:;<9=> = 5.85 ∙ 10±≈	kg/s (108%) 
- 1 ∙ 10ó	Parcels/s,    E:;<9=> = 5.68 ∙ 10±≈	kg/s (105%) 
- 2 ∙ 10ó	Parcels/s,    E:;<9=> = 5.41 ∙ 10±≈	kg/s (100%) 

 

 
Abbildung 5.17: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten und Kontur der Düse 

für die Simulationsfälle 1 ∙ 10ñ, 2.5 ∙ 10ñ, 5 ∙ 10ñ, 1 ∙ 10ó, 2 ∙ 10ó	Parcels/s 
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Abbildung 5.18: Maximale lokale Erosionsrate für die Simulationsfälle 1 ∙ 10ñ, 2.5 ∙

10ñ, 5 ∙ 10ñ, 1 ∙ 10ó, 2 ∙ 10ó	Parcels/s  
 

Durch die Erhöhung der Parcelanzahl erhöht sich die benötigte Berechnungszeit li-
near. So wird für 0.1s	 Simulationszeit auf 48 Prozessorkernen für den Fall 
1 ∙ 10ñ	Parcels/s	eine Berechnungszeit von 9	h benötigt. Für 5 ∙ 10ñ	Parcels/s erhöht 
sich diese auf 16	h,	bei 1 ∙ 10ó	Parcels/s auf 24	h	und	für	2 ∙ 10ó	Parcels/s werden 41	h	
benötigt. Wie eingangs erwähnt, liegt der Schwerpunkt des erosiven Abtrags im Be-
reich der Düsenkehle, da hier die größte Umlenkung und die größten Gas- und Parti-
kelgeschwindigkeiten zu erwarten sind. In diesem Bereich ergeben sich für die Simu-
lationsfälle  2.5 ∙ 10ñ  bis 		2 ∙ 10óParcels ∙ s±p  nur geringfügige Unterschiede, sodass 
aufgrund der günstigsten Berechungsdauer für die kommenden Abschnitte 
2.5 ∙ 	10ñ	Parcels ∙ s±p in das Rechengebiet injiziert werden. 

5.7 Parameterstudie 
Nachdem ein geeignetes Rechengitter sowie ein geeignetes numerisches Setup be-
stimmt wurde, wird nun folgenden Fragen nachgegangen: 

1) Wie hoch ist der erosive Verschleiß im Vergleich zwischen dem Tabakoff- und Oka-
Modell? 

2) Wie wirken sich sowohl 1- als auch 4-Wege Kopplung auf das Partikel-Verhalten 
und das Verschleißverhalten aus? 

Zu 1) Neben dem Tabakoff-Modell (Grant & Tabakoff, 1973) wird für die Berechnung 
des erosiven Verschleißes auch das Modell von Oka (Oka & Yoshida, 2005) verwen-
det. Der Vorteil ist, dass letzteres sowohl für Stahl als auch für unterschiedliche Kera-
mikwerkstoffe verwendet werden kann, so z.B. in Kapitel 5.8 für Siliziumcarbid. 

Der Abbildung 5.19 kann entnommen werden, dass das erosive Verschleißvolumen 
wie vorhergesagt beim Oka-Modell größer ist (vgl. Kapitel 5.3). Qualitativ sind sich 
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beide Verläufe aber sehr ähnlich. Daher sollten Aussagen, wie z.B. der Faktor der 
Verschleißverringerung durch Geometrieoptimierungen, bei beiden Modellen gleich-
lautend sein. Im Maximum der lokalen Erosionsrate sagt das Oka-Modell mit 
4.9 ∙ 10±ƒ 8:

<∙=Æ einen 3.4-mal größeren Wert voraus, die integrale Erosionsrate ist mit 

2.3 ∙ 10±ó 8:
<

 etwa 4-mal größer.  

 

 
Abbildung 5.19: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten für unterschiedliche 

Erosionsmodelle (2-Wege-Kopplung) 
 

Zu 2) Der erosiven Verschleiß wird durch Partikel mit einem großen Durchmesser 
(dp≥100	µm) dominiert. Deren Anteil ist im Vergleich zum übrigen Partikelkollektiv aber 
begrenzt. So sind z.B. nur 10-5	% der Partikel größer als 100 µm. Der Einfluss dieser 
Partikel auf die disperse und kontinuierliche Phase ist daher zwangsläufig klein und es 
wird im Folgenden die 1-Wege-Kopplung betrachtet. Lokal werden die Partikel wie in 
Abbildung 5.20 entlang der Wandung fokussiert und bedingt durch die Kontur stark 
beschleunigt. Dort liegt der Volumenanteil deutlich im Bereich der 4-Wege Kopplung, 
weswegen auch der Einfluss der 4-Wege-Kopplung auf den erosiven Verschleiß be-
trachtet wird.  

Durch die 4-Wege-Kopplung werden die Partikel nahe der Düsenkehle entlang der 
Wandung zusätzlich aufkonzentriert. Ein ähnliches Verhalten wurde bei Laín & 
Sommerfeld (2013) im Rohrbogen festgestellt. Diese begründeten den Effekt damit, 
dass Partikel die mit der Wandung kollidieren und sich infolgedessen aus der Strähne 
heraus bewegen und durch Partikel in der Strähne zurückgeworfen werden. Bei der 2-
Wege-Kopplung können diese die Strähne ungehindert verlassen. 
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Abbildung 5.20: Volumenverteilung der Partikel α/ bei 2- und 4-Wege-Kopplung 

 

Der erosive Verschleiß ist bei der 4-Wege-Kopplung am größten, während der Unter-
schied zwischen 1- und 2-Wege-Kopplung vernachlässigbar klein ist (Abbildung 5.21). 
Durch die 4-Wege-Kopplung erhöht sich die lokale Erosionsrate (Tabakoff-Modell) im 
Maximum auf ~4 ∙ 10±ƒ 8:

<∙=Æ. Der qualitative Verlauf ist ähnlich und das Maximum liegt 
in allen Fällen bei z=0.0914	m. Zusätzlich bildet sich ein sehr schwaches sekundäres 
Angriffsgebiet aus. Dieses wird durch die im weiteren Verlauf durchgeführte Variation 
der Geometrie deutlicher sichtbar (Abbildung 5.25).  

Durch die 4-Wege-Kopplung wird die Gasphase genauso beeinflusst wie durch die 2-
Wege-Kopplung. Stellte sich bei 1-Wege-Kopplung ein Gasmassenstrom von 
m: = 	0.28	kg/s  ein, beträgt dieser bei 2- und 4-Wege-Kopplung jeweils 
m: = 	0.255	kg/s,	bzw.	96% zu 87% der analytischen Lösung. Druckverlauf sowie Ge-
schwindigkeitsverlauf entlang der Düsenachse sind bei 2-und 4-Wege-Kopplung iden-
tisch. Der Unterschied in der Erosionsrate ist daher nur durch die Partikel-Partikel-
Kollisionen der 4-Wege-Kopplung begründet.  
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Abbildung 5.21: Verlauf der gemittelten lokalen Erosionsraten bei 1-,2- und 4-Wege-

Kopplung, berechnet mithilfe des Tabakoff-Modells (Grant & Tabakoff, 1973) 
 

Die im Vergleich zur 2-Wege-Kopplung höhere lokale Erosionsrate rund um das Ma-
ximum ist vor allem dadurch begründet, dass die Auftreffgeschwindigkeit der Partikel 
zur Düsenkehle hin deutlich stärker ansteigt. So erhöht sich die maximale Geschwin-
digkeit von vormals 33	m/s	auf 59	m/s (Abbildung 5.22a). Der Massenstrom aus kolli-
dierenden Partikeln, erhöht sich in dem Bereich von z=0.08	m:	0.0914	m	im Mittel von 
19.6  auf 22.6	 8:

<=Æ  (Abbildung 5.22b). Das Maximum der lokalen Erosionsrate wird 
durch Partikel mit einem mittleren Durchmesser d/ von 60	µm statt vormals 80	µm ver-
ursacht. Dies deutet darauf hin, dass die Erhöhung der Erosion an der Düsenkehle 
durch zusätzliche kleinere und dafür schnellere Partikel verursacht wird. 

Mit dem Tabakoff-Erosionsmodell und  2.5 ∙ 10ñ	Parcels/s erhöht sich die integrale Ero-
sionsrate um 29	 % von E:;<9=> = 5.85 ∙ 10±≈	kg/s  auf 7.52 ∙ 10±≈	kg/s . Für das  
Modell von Oka erhöht sich diese um 18	 % von E:;<9=> = 2.33 ∙ 10±ó	kg/s  auf  
2.76 ∙ 10±ó	kg/s. Diese deutliche Erhöhung unterstreicht die Wichtigkeit der 4-Wege-
Kopplung, weswegen diese für die im folgenden durchgeführte Geometrieoptimierung 
verwendet wird. 
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Abbildung 5.22: a) Masse der kollidierenden Partikel pro Flächeneinheit und Zeit, b) 

Geschwindigkeit im Kontaktpunkt, c) Auftreffwinkel im Kontaktpunkt, d) Partikeldurch-
messer im Kontaktpunkt. Bis auf a) sind alle Größen erst lokal massengemittelt an-

schließend umfangsgemittelt worden. (2- und 4-Wege-Kopplung) 
 

5.8 Optimierung der Düse und Diskussion der Ergebnisse 
Für den simulativen Lösungsansatz sind durch die Kapitel 5.5 bis 5.7 folgende Anfor-
derungen ermittelt worden: Das minimale Verhältnis zwischen Zellkantenhöhe des Re-
chengitters und maximalem Partikeldurchmesser ist 3 ( l/d/,=9\ = 3) , es werden  
2.5 ∙ 10ñ	Parcels/s in das Rechengebiet injiziert und es ist die 4-Wege-Kopplung zu 
verwenden. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen erfolgt nun eine Variation der Aus-
gangsgeometrie für den bislang verwendeten 13CrMo44-Stahl und zusätzlich für Sili-
ziumcarbid-Keramik. Dazu wird das Modell von Oka verwendet, da es beide zu unter-
suchende Materialien unterstützt. Der Vorteil der zusätzlich verwendeten Keramik ist 
die hohe Härte und dass das Verschleißmaximum bei einem Auftreffwinkel von 90° 
liegt, statt wie bislang bei 25°-30°. Durch die höhere Härte und der geringeren Ver-
schleißneigung bei Auftreffwinkeln bis 20°, sollte ein insgesamt geringerer erosiver 
Abtrag durch die Keramik zu erwarten sein. Für die Lebensdauer der Düse ist der 
Verschleiß an der Kehle entscheidend, da diese den Gasmassenstrom begrenzt. Aus 
folgenden Gründen sind daher Ausmaß und Position der maximalen lokalen Erosions-
rate zu beachten:  
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- Sinkt die maximale lokale Erosionsrate, so ändert sich die Kontur im Bereich der 

Düsenkehle weniger stark. 
- Wandert das Maximum stromaufwärts von der Düsenkehle weg, so muss mehr 

Wandmaterial abgetragen werden um eine Durchmesseränderung zu bewirken. 
Dadurch vergeht mehr Zeit, bis der Erosionsschaden bis zur Düsenkehle vorge-
drungen ist - die Lebensdauer erhöht sich. 

Die Zielstellung lautet daher die lokale Erosionsrate in Bereich der Düsenkehle zu ver-
ringern und den Bereich größter Erosionsraten stromaufwärts zu verschieben. Da 
beide Kriterien im Zielkonflikt miteinander geraten können ist ggf. eine qualitative Fall-
unterscheidung notwendig. Die integrale Erosionsrate kann nur bedingt als Kriterium 
herhalten, da diese weniger sensitiv auf die zuvor untersuchten Parameter reagiert 
hat. Die zu untersuchenden Parameter zur Reduktion der mechanischen Erosion an 
der Laval-Düse können aus den in Kapitel 1 aufgeführten numerischen und experi-
mentellen Publikationen bzw. aus der in Kapitel 4 durchgeführten numerischen Unter-
suchung abgeleitet werden. Diese lauten allgemein wie folgt: 

- Länge des konvergenten Bereichs der Düse: Dieser beeinflusst die Beschleunigung 
und die Geschwindigkeit der Partikel in der Kehle und damit auch dem Impuls der 
Partikel bei Partikel-Wand-Kollisionen 

- Öffnungswinkel und Öffnungsradius des konvergenten Bereichs der Düse: Diese 
beeinflussen gleichermaßen die Erosion im konvergenten und divergenten Ab-
schnitt der Düse. 

Speziell für die hier betrachtete Düse sind sowohl Öffnungswinkel als auch die Länge 
des konvergenten Bereichs der Düse miteinander gekoppelt. Daher vereinfachen sich 
die zu untersuchenden Geometrieparameter auf den Öffnungswinkel β und den Öff-
nungsradius r des konvergenten Bereichs der Düse (Abbildung 1.1 und Abbildung 
5.23). Neben der Originalgeometrie mit β = 46° und r = 2	mm werden gemäß Abbil-
dung 5.23 weitere acht Geometrien untersucht. 
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Abbildung 5.23: Konturen der zu untersuchenden Geometrien; der Öffnungsradius 
variiert von r = 2	mm bis 10	mm und der Öffnungswinkel variiert mit Ausnahme der 

Originalgeometrie von β = 35° bis 55°. 
 

Auswertung: 

Die deutlichste Verringerung in der lokalen sowie auch integralen Erosionsrate stellt 
sich alleine durch den Wechsel von 13CrMo44-Stahl auf Siliziumcarbid-Keramik ein. 
So reduziert sich für die Ausgangsgeometrie das Maximum der lokalen Erosionsrate 
ebenso wie die integrale Erosionsrate um das 18.5fache von E67896 = 9.71 ∙ 10±ƒ 8:

<∙=Æ 

auf 5.25 ∙ 10±  8:
<∙=Æ bzw. von E:;<9=> = 2.75 ∙ 10±ó	kg/s auf 1.49 ∙ 10±≈	kg/s (Abbildung 

5.24 und Abbildung 5.25). Damit ergibt sich nur durch den Wechsel des Materials der 
Düsenwandung eine erhebliche Lebensdauerverlängerung. 

Mit der Variation der Geometrie gelingt eine zusätzliche, wenn auch nicht so deutliche, 
Reduktion der Erosionsraten. Generell ist der Einfluss des Öffnungsradius r größer als 
der des Öffnungswinkels β.	Wie in Abbildung 5.25 dargestellt, stellt sich für eine Erhö-
hung von r eine Verringerung des Maximums der lokalen Erosionsrate ein und eine 
Verschiebung weg von der Düsenkehle. Für Stahl und die jeweils mittleren Winkel re-
duziert sich der maximale Wert auf 55	% (r=5	mm) bzw. 28	%	(r=10	mm) des Werts 
der Ausgangsgeometrie. Für die Keramik ergibt sich eine Reduktion auf 53	% bzw. 
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26	% des Werts der Ausgangsgeometrie.	Grund hierfür ist die weniger starke Umlen-
kung bei Erhöhung des Öffnungsradius r, durch welche die Partikel der Kontur besser 
folgen können. 

Für beide Materialien und r=10	mm	wandert der erste Angriffspunkt soweit stromauf-
wärts, dass sich im Vergleich zu den anderen Geometrien ein gut sichtbarer sekundä-
rer Angriffsbereich ausbilden kann (Abbildung 5.25). Zusätzlich nehmen die Gradien-
ten der lokalen Erosionsrate mit zunehmenden Öffnungsradius ab und z.B. für den Fall 
r=10	mm kann nicht mehr von einem ein scharf begrenzten Maximum wie bei r=2	mm 
gesprochen werden. 

Wie auch in Kapitel 4.7 (Abbildung 4.19) kann sowohl eine Verringerung als auch eine 
Erhöhung des Öffnungswinkels zu einer Reduktion des erosiven Verschleißes führen. 
Während noch für r=2	mm das kleinste Maximum der lokalen Erosionsrate bei einem 
Winkel von β=35°	liegt, ist für die übrigen Radien das kleinste Maximum entweder bei 
β=45°	oder bei β=55°. Bei beiden Materialien kann gleichermaßen der Trend beo-
bachtet werden, dass der Kontaktpunkt für den Winkel β=55°	den größten Abstand zur 
Düsenkehle aufweist. Dies trifft für alle Radien zu, wird aber umso deutlicher je größer 
r wird. Daher ist es generell empfehlenswert den Radius r auf 10	mm zu erhöhen und 
den Winkel β	auf	55°	einzustellen.  

Für Stahl reduziert sich so die maximale lokale Erosionsrate auf 27	%	des Werts der 
Ausgangsgeometrie.	Für die Keramik ergibt sich mit 28	% des Werts der Ausgangsge-
ometrie eine leichte Erhöhung gegenüber dem Optimum, was aber durch den größe-
ren Abstand zur Düsenkehle gerechtfertigt ist. Werden sowohl die Geometrieoptimie-
rung als auch die Wahl des Wandmaterials kombiniert betrachtet, so gelingt es das 
Maximum der lokalen Erosionsrate auf 1.5	 % des Ausgangswerts zu reduzieren 
(E67896 = 2.78 ∙ 10±  8:

<∙=Æ) und die integrale Erosionsrate auf 4.3	% des Ausgangswertes 
zu reduzieren (E:;<9=> = 1.19 ∙ 10±≈	kg/s). 

 

 
Abbildung 5.24: Verläufe der integralen Erosionsraten für die unterschiedlichen Geo-

metrien und Materialien (Oka-Modell, 4-Wege-Kopplung) 
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Abbildung 5.25: Verläufe der lokalen Erosionsraten für die unterschiedlichen Geo-

metrien und Materialien (Oka-Modell, 4-Wege-Kopplung) 
 

5.9 Schlussbemerkungen 
Die Fragestellung des erosiven Verschleißes im konvergenten Bereich als auch in der 
Düsenkehle wird in diesem Kapitel aufgegriffen. Als Beispiel dient eine im HKW Cott-
bus für den pneumatischen Aschentransport eingesetzte Laval-Düse.  

Die lokale Erosionsrate in diesem Beispiel verläuft zunächst relativ flach und steigt zur 
Düsenkehle hin steil an, wo diese ein scharf begrenztes Maximum hat. Stromabwärts 
bilden sich keine weiteren lokalen Extrema aus, womit die Ergebnisse qualitativ sehr 
gut vergleichbar mit denen von Thakre et al. (2013) sind. Es zeigt sich, dass sowohl 
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das Tabakoff- als auch das Oka-Erosionsmodel quantitative aber nicht qualitative Un-
terschiede aufweisen und dass die Erosionsrate erheblich von Partikeln mit einem 
Durchmesser d/ ≥ 100	µm  beeinflusst wird. Wie bei Verevkin & Tsirkunov (2008) 
konnte gezeigt werden, dass sich Partikel entlang der Düsenachse umso stärker 
fokussieren je größer der Partikeldurchmesser bzw. deren Stokeszahl ist. 

Neben der 2-Wege-Kopplung wird auch die 1- und 4-Wege-Kopplung erprobt. Wäh-
rend bei der 1- und 2-Wege-Kopplung sehr ähnliche Ergebnisse generiert werden, 
ergibt sich bei der 4-Wege-Kopplung eine deutliche Erhöhung der lokalen Erosions-
rate. Dieses Ergebnis unterstreicht die Wichtigkeit der Partikel-Partikel-Kollisionen für 
die Berechnung des Verschleißes, weswegen diese für die Geometrieoptimierung be-
rücksichtigt werden. 

Hierzu erfolgt eine Variation der Ausgangsgeometrie für den bislang verwendeten 
13CrMo44-Stahl und zusätzlich für Siliziumcarbid-Keramik. Ziel ist es die lokale Erosi-
onsrate in Bereich der Düsenkehle zu verringern und den Bereich größter Erosionsra-
ten stromaufwärts zu verschieben. Die für diese Geometrie identifizierten Einflussfak-
toren sind der Radius an der Düsenkehle und der Öffnungswinkel. Dadurch gelang 
eine deutliche Reduktion des erosiven Verschleißes und eine Verschiebung des Be-
reiches hoher Erosionsraten von der Düsenkehle weg. Das Maximum der lokalen Ero-
sionsrate konnte so auf 1.5	% des Ausgangswerts reduziert werden. 

Sobald Konturänderungen Einfluss auf die Gas-Partikel-Strömung nehmen, nimmt das 
erosive Verschleißvolumen nichtlinear über der Zeit zu. Ob sich daran ein progressives 
oder degressives Verschleißverhalten anschließt, ist unbekannt und kann durch die-
sen simulativen Lösungsansatz nicht bestimmt werden. Über welchen Zeitraum sich 
das lineare Verhalten erstreckt, ist ebenso unbekannt. Es ist aber anzunehmen, dass 
eine Halbierung des Verschleißes zu einer Verdopplung der Lebensdauer im linearen 
Bereich führt. Die getroffenen Aussagen aus den Simulationen beziehen sich daher 
immer auf diesen Bereich. Für die gesamte Lebensdauer können daraus qualitative 
Aussagen abgeleitet werden. Genaueres müsste möglicherweise wie bei Kumar et al. 
(1983) experimentell bestimmt werden. 

 



 

 

 

 

 



 

 

6 Zusammenfassung und Ausblick 

Die vorliegende Doktorarbeit betrachtet den Verschleiß von Laval-Düsen für den pneu-
matischen Stofftransport. An diesen Düsen finden aufgrund der Kontur und den auf 
die disperse Phase wirkenden Beschleunigungen zwangsläufig Partikel-Wand-Wech-
selwirkungen statt. Infolgedessen können die inneren Oberflächen durch Abrasion und 
Oberflächenzerrüttung, kurz mechanische Erosion, angegriffen werden.  

Aus den experimentellen und numerischen Untersuchungen der Literatur konnten ver-
schiedene Aussagen über die Partikel-Trajektorien bzw. -Verteilungen in den 
jeweiligen Laval-Düsen gefunden werden, aber nur wenig über mechanische Erosion. 
Es gab keinerlei Empfehlungen für eine optimierte Düsenkontur, weswegen 3D-CFD-
Simulationen der Gas-Partikel-Strömung durchgeführt wurden. Die Berechnung der 
Gas-Partikelströmung erfolgt auf Basis des Softwarepaketes OpenFOAM (Version 
3.0.x). Es wurden aus dem dortigen einphasigen kompressiblen Strömungslöser ein 
2-Wege-gekoppelter sowie 4-Wege-gekoppelter Strömungslöser modelliert und entwi-
ckelt werden. Zusätzlich wurden die Partikelmethoden von OpenFOAM erheblich er-
weitert. Die auf die disperse Phase wirkenden fluidmechanischen Kräfte lauten folgen-
dermaßen: Widerstandskraft nach Henderson (1976), die Kraft durch Druck- und 
Spannungstensor sowie die Auftriebskraft. Der numerische Strömungslöser wird an-
hand des Experiments von Kumar et al. (1983) validiert, anschließend wird eine 
Geometrieoptimierung an einer Laval-Düse aus dem Heizkraftwerk Cottbus 
durchgeführt. Letztere wird für den pneumatischen Aschentransport des dortigen 
Rauchgasreinigungssystems eingesetzt. Der erosive Verschleiß wird wahlweise mit 
dem Tabakoff-Modell (Grant & Tabakoff, 1973) und dem Oka-Modell (Oka et al., 2005; 
Oka & Yoshida, 2005) berechnet. 

Es gelingt ein qualitativer Abgleich mit dem Validierungsexperiment (60% des experi-
mentellen Werts), aber nur unter Berücksichtigung der Wandrauigkeit. Voraussetzung 
ist die Verwendung eines stochastischen Partikel-Wand-Kollisionsmodells 
(Sommerfeld & Huber, 1999) mit hoher Wandrauigkeit. Andernfalls stellt sich nicht das 
charakteristische Verschleißbild des Experiments ein.  

Es zeigte sich für die Laval-Düse aus dem HKW Cottbus, dass das Oka- als auch das 
Tabakoff-Erosionsmodell qualitativ ähnliche Verläufe der Erosionsrate berechnen, die 
zudem gut mit dem Ergebnis von Thakre et al. (2013) vergleichbar sind. Die für den 
Verschleiß dieser Geometrie maßgeblichen Partikel haben einen Durchmesser von 
d/ ≥ 	100	µm. Wie bei Verevkin & Tsirkunov (2008) konnte gezeigt werden, dass sich 
die Partikel entlang der Düsenachse umso stärker fokussieren, je größer der 
Partikeldurchmesser ist. Die 1-, 2- und 4-Wege-Kopplung für die Gas-Partikel-
Interaktion wurde erprobt. 1- und 2-Wege-Kopplung generieren sehr ähnliche Ergeb-
nisse, wohingegen sich bei der 4-Wege-Kopplung die lokale Erosionsrate im Bereich 
der Düsenkehle deutlich erhöht. Für die Ausgangsgeometrie wurden die Variationspa-
rameter Radius an der Düsenkehle und Öffnungswinkel des konvergenten Bereichs 
identifiziert. Anhand dieser Parameter und der Variation des Wandmaterials von 
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13CrMo44-Stahl zu Siliziumcarbid-Keramik reduziert sich das lokale Maximum der 
Verschleißrate im kritischen Bereich der Düsenkehle auf 1.5	% des Ausgangswerts. 

Durch diese Untersuchung konnte die Wichtigkeit der Partikel-Partikel-Kollisionen und 
der Oberflächenrauigkeit für die Berechnung des Verschleißes an Laval-Düsen aufge-
zeigt werden. 

In nachfolgenden Arbeiten können aus den allgemein gehaltenen Gestaltungsvor-
schriften und mithilfe der hier eingesetzten Methoden parametrisierte Anforderungen 
an die Düsengeometrie abgeleitet werden. Ähnlich einer Stokeszahl können beispiel-
hafte Parameter den Partikeldurchmesser mit geometrischen Details wie Leitungs-
durchmesser oder Radius an der Düsenkehle in das Verhältnis setzen.  

Möglicherweise kann durch ein Einblasen von Gas in der Grenzschicht des konver-
genten Abschnitts der Düse der Umfang der mechanischen Erosion reduziert werden. 
Ein vergleichbarer Ansatz findet sich bei Thakre & Yang (2009), der damit erfolgreich 
chemische Erosion in einem Raketenmotor reduzieren konnte. 

Mit einer Laval-Düse sollen möglichst hohe Strahlgeschwindigkeiten erreicht werden. 
Würde für die Anwendung im HKW Cottbus eine rein konvergente Düse verwendet 
werden, ähnlich wie jene von Kumar et al. (1983), so wäre die Expansion des Gases 
schlechter und die Partikelgeschwindigkeit im Austritt niedriger. Der Erosionsschutz 
des Gasentspannungsbehälters würde eine höhere Lebensdauer aufweisen bzw. die 
technischen Anforderungen daran wären reduziert. 

Der Eintrittsdruck könnte wie in der experimentellen Untersuchung von Lu et al. (2011) 
variiert werden und so der Gasmassenstrom in Abhängigkeit der Druckdifferenz 
betrachtet werden. Dazu müsste der Strömungslöser für einen Volumenanteil der Par-
tikel α/ bis ~0.1 validiert werden. 

In der Laval-Düse des HKWs sind vereinzelte Partikel durch Wandstöße nahe der Dü-
senkehle auf ca. 100000	Umdrehungen/s	beschleunigt worden. Durch die Magnuskraft 
werden diese Partikel stromabwärts der Düsenkehle von der Mittelachse abgelenkt. 
Dies ist bislang nicht betrachtet worden, könnte aber bei veränderter Geometrie mit 
längerer Düsenkehle zu einem veränderten Verschleißverhalten stromabwärts der Dü-
senkehle führen.  

Aus experimenteller Sicht wäre eine weitere Untersuchung interessant, welche alle 
wesentliche Parameter zur Beschreibung der Geometrie und der Randbedingungen 
dokumentiert. Erfasst werden könnte die Verteilung der Geschwindigkeit am Düsen-
austritt sowie die dortige Verteilung des Partikelmassenstroms. Ideal wären zusätzlich 
die Trajektorien der Partikel innerhalb der Düse und im Freistrahl. Die Düse sollte als 
Kanal ausgeführt werden, sodass der lokale erosive Verschleiß durch die bessere op-
tische Zugänglichkeit gut erfasst werden kann. Volumenmäßig könnte dieser über die 
Veränderung des gesamten Düsenvolumens quantifiziert werden. Zusätzlich kann mit 
dieser experimentellen Untersuchung der Frage nach dem nichtlinearen 
Verschleißverhalten nachgegangen werden (vgl. Kapitel 5.9).  
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