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Forschungsarbeit immer wieder Mut zugesprochen und stand mir in vielerlei Hinsicht mit Rat
und Tat zur Seite.
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Für viele fruchtbare Gespräche und Anregungen bin ich allen Teilnehmern des Forschungs-
seminars Stochastik dankbar, in dem ich die Möglichkeit hatte, den Stand meiner Forschung
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beigetragen haben, sondern auch darüber hinaus.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir optimale Portfoliostrategien für nutzenmaximierende Investo-
ren in einem zeitstetigen Finanzmarktmodell, bei dem die Drift durch einen Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess modelliert wird, welcher nicht direkt beobachtbar und vom Investor aus den ihm zur
Verfügung stehenden Information zu schätzen ist.

Da optimalen Handelsstrategien sehr sensibel auf die Driftparameter reagieren, benötigen
Investoren mölichst genaue Driftschätzungen auf der Basis der ihnen zur Verfügung stehenden
Informationen. Die Konstruktion solcher Schätzungen allein aus der Kenntnis von historischen
Marktdaten liefert allerdings in der Praxis nur unbefriedigende Ergebnisse, da Drifteffekte in
den Daten durch eine starke Volatilität überlagert werden. Aus diesen Gründen beziehen Inve-
storen für die Bestimmung ihrer Anlagestrategien auch andere externe Informationsquellen ein,
um die Einschätzung der unbekannten Drift zu verbessern. Dabei handelt es sich z.B. um Wirt-
schaftsnachrichten, Unternehmensberichte, Ratings, Empfehlungen von Finanzanalysten oder
die eigene individuelle Sicht auf die zukünftige Preisentwicklung. Solche externen Informatio-
nen werden in der Literatur Expertenmeinungen genannt.

Die Arbeit klassifiziert die Experten in drei Kategorien: Expertenmeinungen zu vorab be-
kannten Zeitpunkten, zu zufälligen Zeitpunkten und in stetiger Zeit. Für Vergleichszwecke be-
trachten wir weiterhin das Modell ohne Expertenmeinungen und ein Modell mit vollständig be-
obachtbarer Drift. Darauf aufbauend behandeln wir dynamische Nutzenmaximierungsprobleme
für den Potenz-Nutzen. Diese überführen wir unter Verwendung von Filter- und Maßwechsel-
techniken in risikosensitive stochastische optimale Steuerungsprobleme. Bei den Modellen ohne
Expertenmeinungen bzw. mit einem zeitstetigen Experten ist der gesteuerte Zustand ein Diffu-
sionsprozess und es gelingt, geschlossene Lösungen für die Kontrollprobleme anzugeben. Für
das Modell mit Expertenmeinungen zu bekannten Zeitpunkten erfolgt die Lösung des Optimie-
rungsproblems durch eine Rückwärtsrekursion.

Im Modell mit Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten ist die zugehörige DPE eine
partielle Integro-Differentialgleichung (PIDE), welche im Diffusionsteil des Differentialopera-
tors degeneriert ist. Dies verhindert die Anwendung klassischer Existenz- und Eindeutigkeitsre-
sultate für die Lösung der PIDE und von entsprechenden Verifikationssätzen für das Kontroll-
problem. Mit Hilfe einer Regularisierungstechnik definieren wir durch die Hinzufügung eines
Diffusionstermes eine Familie von Kontrollproblemen und zeigen, dass die zugehörigen Wert-
funktionen gegen die Wertfunktion des ursprünglichen Kontrollproblems konvergiert, wenn der
Diffusionsterm gegen Null geht. Da eine analytische Lösung der PIDE nicht zu erwarten ist,
kommen in der Arbeit numerische Lösungsverfahren zum Einsatz. Diese diskretisieren die PI-
DE mit Hilfe von Differenzenschemata und numerischen Integrationsmethoden.

Die theoretischen Resultate der Arbeit werden durch Ergebnisse umfangreicher numerischer
Experimente illustriert.
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Abstract

This thesis investigates optimal portfolio strategies for utility maximizing investors in a continu-
ous-time financial market. The drift is modelled by an Ornstein-Uhlenbeck process, which is not
directly observable and has to be estimated from observable quantities.

Because optimal strategies are very sensitive to the drift parameters, investors need accurate
drift estimates based on the information available to them. However, the construction of such
estimates solely from past market data yields unsatisfactory results in practice since drift effects
are overshadowed by a high volatility. For those reasons, when determining their investment
strategy, investors also include external sources of information to obtain a better estimate of the
drift. Among those sources are: business news, corporate reports, credit ratings, recommendati-
ons from financial analysts and their personal view of future price developments. Such external
information is called expert opinion in the literature.

This thesis classifies the experts into three categories: expert opinions at previously known
times, at random times and in continuous time. For the purpose of comparison we also examine
the model without expert opinions as well as a model with fully observable drift. Building up
on this we consider dynamic utility maximization problems for power utility. They are transfor-
med into risk-sensitive stochastic optimal control problems using filters and changes of measure
techniques. For the models without expert opinions and the one with continuous time expert
opinions, the controlled state is a diffusion process and closed-form solutions to the control
problems can be found. For the model with expert opinions at known times, the optimization
problem is solved by a backward recursion.

In the model with expert opinions arriving at random times, the state process is a jump-
diffusion process and the associated dynamic programming equation is a partial integro- differen-
tial equation (PIDE) that is degenerated in the diffusion part of the differential operator. This pre-
cludes the application of classical existence and uniqueness results for the solution of the PIDE
as well as corresponding verification theorems for the control problem. Using a regularization
technique employing an additional diffusion term we construct a family of control problems and
show that the associated value functions converge to the value function of the original control
problem as the error term used for the regularisation goes to zero. Since an analytical solution
to the PIDE cannot be expected, we use numerical solution methods. They discretize the PIDE
using difference schemes and numerical integration methods.

The theoretical results of the work are illustrated by results of extensive numerical experi-
ments.
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KAPITEL 1

Einleitung

In der Finanzwirtschaft gehören Anlageentscheidungen zur Aufteilung von Kapital auf ver-
schiedene Investitionsmöglichkeiten zu den typischen Aufgaben von privaten und institutionel-
len Investoren. Dabei handelt es sich um Entscheidungsprobleme unter Unsicherheit, da die
zukünftigen Wertverläufe üblicherweise durch nicht beziehungsweise nur eingeschränkt vorher-
sehbare Schwankungen gekennzeichnet sind. Mathematisch lassen sich solche Unsicherheiten
durch die Verwendung von stochastischen Prozessen für die Wertverläufe erfassen. Aufgaben
wie die Maximierung von Gewinnen oder die Minimierung von Risiken durch Auswahl einer
geeigneten Anlagestrategie führen in solchen Finanzmarktmodellen zu stochastischen optima-
len Steuerungsproblemen. Da die beiden oben genannten Ziele in der Regel nicht gleichzeitig
erreicht werden können, arbeiten Ökonomen mit Nutzenfunktionen, um die Risikoaversion von
Investoren zu berücksichtigen. An die Stelle der Gewinnmaximierung tritt dann die Maximier-
ung des Nutzens des Gewinns. Derartige Optimierungsprobleme wurden in den letzten Jahren
von Mathematikern und Ökonomen intensiv untersucht und stehen auch im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Dabei betrachten wir die Investition von Kapital in risikolose und riskante Wertpapiere
wie z.B. Aktien.

Ein Schwerpunkt der Arbeit ist ein gegenüber den klassischen mathematischen Finanzmarkt-
modellen realistischeres Modell. In diesem ist der Driftparameter abhängig von Faktorprozessen,
welche den aktuellen Marktzustand beschreiben, allerdings für den Investor nicht beobachtbar
sind. Da optimale Handelsstrategien sehr sensibel auf die Driftparameter reagieren, benötigen
Investoren möglichst genaue Driftschätzungen auf der Basis der ihnen zur Verfügung stehenden
Informationen. Die Konstruktion solcher Schätzungen allein aus der Kenntnis von historischen
Marktdaten ist allerdings in der Praxis extrem schwierig. Dies liegt daran, dass die Driftprozesse
zufälligen zeitlichen Schwankungen unterworfen sind und Drifteffekte in den Daten durch star-
ke Volatilität ’überschattet‘ werden. Selbst in Modellen mit einer konstanten aber unbekannten
Drift werden für einen angemessenen Grad an Genauigkeit der Driftschätzung Marktdaten über
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

ungewöhnlich lange Zeiträume benötigt, siehe Rogers [64, Abschnitt 4.2].
Aus diesen Gründen beziehen Investoren in der Praxis für die Bestimmung ihrer Anlagestrategien
auch andere externe Informationsquellen ein, um die Einschätzung der unbekannten Drift zu
verbessern. Dabei handelt es sich z.B. um Wirtschaftsnachrichten, Unternehmensberichte, Rat-
ings, Empfehlungen von Finanzanalysten oder die eigene individuelle Sicht auf die zukünftige
Preisentwicklung. Solche externen Informationen werden in der Literatur Expertenmeinungen
genannt. Diese Idee wurde erstmals im sogenannten Black-Litterman-Modell, einer Erweite-
rung des statischen Einperiodenmodells von Markowitz, verwendet, siehe Black und Litterman
[9]. In dieser Arbeit soll dieser Ansatz in das oben beschriebene Driftmodell in einen zeitstetigen
Finanzmarkt eingebettet werden. Darauf aufbauend behandeln wir dynamische Nutzenmaximie-
rungsprobleme, welche auf stochastische optimale Steuerungsprobleme unter partieller Informa-
tion führen. Letztere stellen ein in jüngster Vergangenheit aktiv bearbeitetes Forschungsgebiet
in der Finanzmathematik dar.

Driftmodelle. Bereits im Jahr 1900 hat sich Louis Bachelier, der heute als Begründer der
Finanzmathematik gilt, in seiner Dissertation (siehe Bachelier [2] oder Schachermayer und
Teichman [69]) unter anderem mit Aktienkursbewegungen auseinander gesetzt und für die Mo-
dellierung des Preisprozesses St die Bownsche Bewegung St = S0 + σWt, t ≥ 0, S0 = s0 >
0 und σ > 0 vorgeschlagen, wobeiWt ein Standard-Wiener-Prozesses ist. Dieses Modell wurde
jedoch kritisch gesehen, da es nicht ausgeschlossen ist, dass der Preisprozess negative Werte an-
nimmt. Im Jahr 1973 publizierten Black und Scholes ihre Arbeit [10], in der sie ein alternatives
Modell für die Wertpapierpreise verwendeten. An der Ausarbeitung dieses Modells war Merton
ebenfalls beteiligt, jedoch publizierte er einen separaten Artikel (siehe Merton [56]). Für die
Ausarbeitung des Modells und die darauf aufbauende Bewertung von Derivaten wurde Merton
zusammen mit Scholes 1997 mit dem Nobelpreis für Wirtschaftswissenschaften geehrt, Black
war zwei Jahre zuvor verstorben. Das unter dem Namen Black-Scholes-Modell bekannte Modell
geht davon aus, dass für einen Preisprozess (St)t≥0 durch dRt = dSt

St
definierte Renditeprozess

durch eine Brownsche Bewegung mit Drift in Form

dRt = µ dt+ σR dW
R
t

beschrieben wird. Dabei ist (WR
t )t≥0 ein Wiener-Prozess und die Drift µ ∈ R sowie die Vola-

tilität σR > 0 werden als konstant und bekannt vorausgesetzt. Der Preisprozess selbst folgt
dann einer geometrischen Brownschen Bewegung. Von diesem Modell ausgehend hat Merton
1971 in seiner Arbeit [55] das Nutzenmaximierungsproblem für einen endlichen Zeithorizont
gelöst. Inzwischen zählt das Merton-Problem zu den klassischen Problemen der Finanzmathe-
matik und wegen der Voraussetzung, dass die Drift µ und die Volatilität σR bekannt sind, zählen
Modelle solcher Art zu den Modellen unter vollständiger Information. In der Literatur wurde
in den letzten Jahren eine ganze Reihe von Weiterentwicklungen der Merton-Probleme unter-
sucht, bei denen die Drift und die Volatilität nicht bekannt sind. Hierbei spricht man von Mo-
dellen mit unvollständiger bzw. partieller Information. Da die Drift µ die entscheidende Rolle
bei Portfoliooptimierungsproblemen spielt, sind realistischere Modelle für die Drift besonders
wichtig. So haben im Jahr 1991 Karatzas und Xu in ihrer Arbeit [33] die Drift als eine unbeob-
achtbare Zufallsgröße angesetzt, welche zum Bayes-Modell führt. Im Jahr 1995 haben Elliott,
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Aggoun und Moore in ihrer Arbeit [21] eine weitere Verallgemeinerung des Merton-Problems
eingebracht, in der die Drift von einem nicht direkt beobachtbaren Faktorprozess Yt abhängt. Der
Faktorprozess Yt ist dabei eine zeitstetige homogene Markov-Kette mit endlich vielen Zuständen
{e1, e2, . . . , em}, wobei e1, e2, . . . , em die Einheitsvektoren des Rm sind, welche die Zustände
des Marktes beschreiben. Die Anfangsverteilung der Markov-Kette sowie die Generatormatrix
werden in diesem Modell als bekannt vorausgesetzt. µi, i = 1, . . . ,m ist die erwartete Aktien-
rendite, wenn sich der Markt im im i−ten Zustand befindet, das heißt, wenn Yt(ω) = ei ist. Die
Abhängigkeit der Drift von dem unbeobachtbaren Prozess erfolgt über den Ansatz

µt =
m∑
i=1

µi1{Yt=ei}.

Dieses Modell ist in der Literatur unter dem Namen Hidden Markov Model (HMM) bekannt und
wurde von etlichen anderen Autoren wie etwa Sass und Haussmann [66], Rieder und Bäuerle
[5], [62], sowie Elliott, Siu und Badescu [22] untersucht. Neben dem HMM findet man in der
Arbeit von Kim und Omberg [36] aus dem Jahr 1996 einen weiteren Ansatz für die Drift. Dieser
Ansatz ist unter dem Namen Linear Gaussian Modell bzw. Hidden Gaussian Model (HGM)
bekannt und beruht auf der Annahme, dass die Drift ein Gaußscher Prozess ist. Dort wurde die
Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit der folgenden Dynamik eingesetzt

dµt = κ(µ− µt) dt+ σµ dW
µ
t , µ0 = m0,

wobei κ, σµ > 0 und µ ∈ R Konstanten sind und (Wµ
t )t≥0 ein Wiener-Prozess ist. Andere

Autoren, die dieses Modell eingesetzt haben, sind Lakner [45], Brendle [12] und Davis und Lleo
[19].
Die vorliegende Arbeit wird sich mit diesem Modell beschäftigen.

Partielle Information und Expertenmeinungen. Sowohl im Hidden Markov Model als auch
im Hidden Gaussian Model sind die Filter für den Drift-Prozess basierend auf den Rendite-
beobachtungen aus der Literatur unter den Namen Wonham-Filter bzw. Kalman-Filter bekannt
(siehe auch Elliott, Aggoun und Moore [21] bzw. Liptser und Shiryaev [50]).
Um diese Driftschätzungen zu verbessern, können die Renditebeobachtungen mit den oben be-
schriebenen Expertenmeinungen kombiniert werden. Die Expertenmeinungen werden dabei als
verrauschte Schätzungen des aktuellen Werts des Drift-Prozesses modelliert. Für unverzerrte
Schätzungen verringert dies die Varianz des Filters. Die bessere Schätzung verbessert dann
die Portfolio-Performance. Dies kann als eine zeitkontinuierliche Version des statischen Black-
Litterman-Ansatzes angesehen werden, der für die Schätzung der unbekannten Drift die Infor-
mation aus dem Aktienkurs mit Expertenmeinungen kombiniert, siehe Black und Litterman [9]
und für einen Vergleich mit anderen Bayesschen Methoden siehe Schöttle, Werner und Zagst
[70]. Abgesehen von Fouque, Papanicolaou und Sircar [24], die zum Zeitpunkt Null ein Modell
mit einer einzigen Expertenmeinung verwenden, unterscheiden andere Autoren zwischen drei
Arten von Expertenmeinungen.

• Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten: In diesem Modell wird davon
ausgegangen, dass der Investor zu deterministischen und zu Investitionsbeginn festge-
legten Zeitpunkten verrauschte Signale über den aktuellen Zustand der unbeobachtbaren
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Drift µ erhält. Diese Signale werden als Expertenmeinungen interpretiert und durch Zu-
fallsvariablen Zk modelliert, deren Verteilung vom aktuellen Zustand der Drift µ abhängt.
Für das Filter-Problem ist es hilfreich, mit normalverteilten Zufallsgrößen in der Gestalt
Zk = µtk +Γ

1
2 εk zu arbeiten. Dabei ist (εk) eine Folge von iid.N (0, 1) Zufallsvariablen,

die vom Wiener-ProzessWR aus dem Preis-Prozess und dem Wiener-ProzessWµ aus der
Drift unabhängig sind. Durch diesen Ansatz sind die Expertenmeinungen erwartungstreu
bzw. stimmen im Mittel mit dem aktuellen Wert der Drift überein. Die Varianz Γ ist ein
Maß für die Zuverlässigkeit des Experten. Je größer Γ ist, desto weniger zuverlässig ist
der Experte. Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich haben in ihrer Arbeit [27] dieses Mo-
dell untersucht und die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen. Basierend auf
dieser Arbeit haben Sass, Westphal und Wunderlich [67] den multivariaten Fall für mehre-
re Aktien untersucht. In einer kürzlich erschienenen Veröffentlichung von Sass, Westphal
und Wunderlich [68] wurde ebenfalls dieses Modell verwendet.

• Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten: Im Gegensatz zum vorherigen Mo-
dell werden in diesem Modell die Ankunftszeitpunkte T1, T2, . . . der Expertenmeinungen
zufällig vorausgesetzt und als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses Nt

mit Intensität λ > 0 angenommen, der von der Drift µ und allen weiteren Prozessen
unabgängig ist. Frey, Gabih und Wunderlich haben in ihren Arbeiten [25, 26] dieses Mo-
dell untersucht und die Drift als eine zeitstetige homogene Markov-Kette angenommen.
Weitere neue Veröffentlichungen zu diesem Modell sind Sass, Westphal und Wunderlich
[67, 68] sowie Gabih, Kondakji und Wunderlich [28].

• Expertenmeinungen in stetiger Zeit: Davis und Lleo haben in ihrer Arbeit [17] eine
Form von Expertenmeinungen eingebracht, in der die Experten ihre Meinungen über die
kontinuierliche Entwicklung der mittleren Aktienrenditen formulieren. Die Dynamik der
Expertenmeinungen wird durch eine gewöhnliche Differentialgleichung beschrieben und
zur Konstruktion eines dynamischen Konfidenzintervalls wird zusätzlich weißes Rauschen
hinzugefügt

dζt = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0,

wobei der Wiener-Prozess W ζ
t von allen anderen Prozessen unabhängig ist. Weitere Ver-

öffentlichungen, die dieses Modell verwenden, sind die neu erschienenen Artikel von Da-
vis und Lleo [20] sowie von Sass, Westphal und Wunderlich [68]. Letztere betrachten
den stetigen Experten als Grenzfall hochfrequenter Experten der letzten beiden Model-
le, wenn die Anzahl bzw. die Intensität der Expertenmeinungen wächst und gleichzeitig
deren durch die Varianz ausgedrückte Ungenauigkeit linear mit wächst.

Portfoliooptimierung. Den Grundstein für die moderne Portfoliotheorie legte Markowitz in
den fünfziger Jahren des letzten Jahrhunderts, als er in einem entsprechenden Artikel [51] den
ersten Ansatz zur Lösung des Portfoliooptimierungsproblems in einer mathematischen Formu-
lierung einführte. Der Grundgedanke des sogenannten Erwartungswert-Varianz-Ansatzes be-
steht darin, nach einem Gleichgewicht zwischen dem Risiko eines Portfolios (gemessen an sei-
ner Varianz) und seiner erwarteten Rendite (Erwartungswert) zu suchen. Die Bedeutung die-
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ser finanztheoretischen Arbeit wird auch durch den 1990 an Markowitz verliehenen Nobel-
preis für Wirtschaftswissenschaften unterstrichen. Im Jahr 1969 hat Merton mit seiner Arbeit
[54] den nächsten großen Schritt in der Theorie der Portfoliooptimierung gemacht. Zwei Jahre
später hat er in seiner Arbeit [55], wie bereits vorhin erwähnt, auf der Grundlage des Black-
Scholes-Modells das Nutzenmaximierungsproblem für einen endlichen Zeithorizont gelöst. Dar-
auf basierend ist in der Literatur eine ganze Reihe von Weiterentwicklungen dieser Arbeit ent-
standen, welche die Drift als eine stetige homogene Markov-Kette oder einen Gaußschen Pro-
zess annehmen. Für Leser, die an Optimierungsproblemen ohne Expertenmeinungen interes-
siert sind, bieten sich die Arbeiten von Sass und Haussmann [66] und Rieder und Bäuerle [62]
an. Dort wurde die Drift als eine zeitstetige homogene Markov-Kette gesetzt, während Lak-
ner [45] und Brendle [12] die Drift als einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen haben.
Optimierungsprobleme mit Expertenmeinungen in stetiger Zeit wurden in den Arbeiten von Da-
vis und Lleo [17, 20] und Sass, Westphal und Wunderlich [68] behandelt. In der Dissertation
von Schütze [71], welche sich an den Arbeiten von Frey, Gabih und Wunderlich [25, 26] orien-
tiert, finden sich Optimierungsprobleme mit Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten, bei
denen die Drift eine stetige homogene Markov-Kette ist. Optimierungsprobleme mit Experten-
meinungen zu deterministischen Zeitpunkten wurden in der Arbeit von Gabih, Kondakji, Sass
und Wunderlich [27] sowie in der Arbeit von Sass, Westphal und Wunderlich [67, 68] untersucht.
Dort wurde die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen und die Maximierung des
erwarteten logarithmischen Nutzen des Endvermögens behandelt. Vor diesem Hintergrund ent-
stand die vorliegende Arbeit als Erweiterung der letzten drei Arbeiten und konzentriert sich in
erster Linie auf den Potenz-Nutzen.

Lösungsverfahren. Während Merton in seiner Arbeit [55], in der er den Vermögensprozesses
als einen von der Handelsstrategie und der Konsumption gesteuerten Prozess dargestellt hat, das
Nutzenmaximierungsproblem mit Hilfe des Itô-Kalküls und der Dynamic Programming Metho-
de gelöst hat, hat Bismut [7] zwei Jahre später eine andere Technik zur Lösung des Portfolioopti-
mierungsproblems eingesetzt, nämlich die stochastische Dualitätstheorie, die auch von weiteren
Autoren verwendet wurde, wie zum Beispiel Cvitanić und Karatzas [16] und Xu [80]. Neben der
Dynamic Programming Methode, die von etlichen Autoren z.B. Fleming und Soner [23], Shreve
und Soner [75] und Pham [60] verwendet wird, und der stochastischen Dualitätstheorie finden
sich in der Literatur weitere Verfahren zur Lösung des Optimierungsproblems, so wurde in den
1980er Jahren die Martingalmethode entwickelt und kam zum Einsatz in den Arbeiten von Cox
und Huang [15], Karatzas, Lehoczky und Shreve [32] und Pliska [61]. Ein weiteres Verfahren
ist das Malliavin Kalkül, welches von Ocone und Karatzas [57], Kuwana [43], Kuwana [42],
Lakner [44] und Karatzas [31] verwendet wurde.
In der Arbeit von Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27] aus dem Jahr 2014 sowie der da-
rauf basierenden Arbeit von Sass, Westphal, und Wunderlich [67] aus dem Jahr 2017, bei denen
Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten über die unbeobachtbare und als einen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommene Drift eintreffen, wurde das Optimierungsproblem
für den Fall der logarithmischen Nutzenfunktion auf eine ganz andere Art und Weise gelöst.
Dort gelingt eine vergleichsweise einfache und weitgehend geschlossene Lösung des Nutzen-
maximierungsproblems.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

2012 und 2014 haben Frey, Gabih und Wunderlich [25, 26] Optimierungsprobleme im Fall der
Potenz-Nutzenfunktion unter partieller Information untersucht. Dabei haben sie die Drift als
eine Markov-Kette mit endlich vielen Zuständen angenommen und das Modell mit Experten-
meinungen zu zufälligen Zeitpunkten gesetzt. Eine geschlossene Lösung für die Dynamic Pro-
gramming Gleichung (DPE) in diesem Modell ist nicht zu erwarten. Auf Grund der fehlenden
gleichmäßigen Elliptizität der DPE untersuchen sie in ihrem zweiten Paper Viskositätslösungen
und zusätzlich dazu arbeiten sie mit Regularisierungstechniken, indem sie eine Familie von re-
gularisierten Optimierungsproblemen durch die Hinzufügung eines Störtermes in die SDE des
Zustandsprozesses definieren und dann die Konvergenz der zugehörigen Wertfunktionen gegen
die Wertfunktion des ursprünglichen Optimierungsproblems zeigen, wenn der Störterm gegen
Null geht. Weitere Autoren, die Viskositätslösungen untersuchten sind Lions [47, 48], Fleming
und Soner [23], Pham [60, 59], Touzi [77] sowie Bouchard und Touzi [11].
Kim und Omberg [36] haben in ihrem Paper die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert
und den Fall Potenz-Nutzenfunktion unter voller Information betrachtet und präsentieren eine
geschlossene Lösung für die resultierende DPE. Andere Autoren, die diesen Ansatz verwenden,
sind z.B. Kuroda und Nagai [39], Davis und Lleo [19] und Brendle [12]. Letzterer hat auch den
Ansatz für die DPE unter partieller Information ohne Expertenmeinungen ausgearbeitet.
Geschlossene Lösungen für Optimierungsprobleme unter partieller Information mit Experten-
meinungen zu diskreten Zeitpunkten sind in der Literatur selten, dagegen findet man eine gan-
ze Reihe von numerischen Verfahren zur Lösung der DPE. Hierbei bieten sich Methoden zur
Lösung von Vorwärts-Rückwärts stochastische Differentialgleichung (siehe z.B. Kebiri, Neureit-
her und Hartmann von [34, 35]) an, sowie die Finite-Differenzen-Methode (siehe z.B. Menaldi
[53], Lions [46], Kushner [40], Kushner und Dupuis [41], Camilli und Falcone [13], Krylov [38]
und Barles und Jakobsen [3]).

Nachfolgend stellen wir einige neue Beiträge der vorliegenden Dissertation zur bestehenden
Literatur zum Thema der Arbeit zusammen.

Neue Beiträge zur Literatur.

• Die Arbeit baut auf den Ergebnissen der Arbeiten Gabih, Kondakji, Sass und Wunder-
lich [27] und Sass, Westphal und Wunderlich [67, 68] zur Maximierung des logarithmi-
schen Nutzens in Finanzmärkten mit Gaußscher Drift und Expertenmeinungen auf. Al-
lerdings wird der Schwerpunkt auf das mathematisch wesentlich anspruchsvollere Pro-
blem der Maximierung des erwarteten Potenz-Nutzens U(x) = 1

θx
θ, x > 0 und θ ∈

(−∞, 0) ∪ (0, 1) gesetzt. Dabei wird insbesondere auch der in der Literatur wie z.B.
Brendle [12] häufig vernachlässigte Fall eines Parameters θ ∈ (0, 1) eingeschlossen. In
der Arbeit werden detailliert die dabei auftretenden Probleme mit der Wohlgestelltheit
des Optimierungsproblems sowohl unter voller als auch unter partieller Information ana-
lysiert. Diese führen zu Einschränkungen bei der Wahl der Modellparameter. Die Struktur
der Menge der zulässigen Modellparameter wird in Abschnitt 8.1 durch numerische Bei-
spiele illustriert.

• Für die Lösung der Nutzenmaximierungsprobleme unter voller Information und in Mo-
dellen ohne Expertenmeinungen konnte auf Ergebnisse aus den Arbeiten von Kim und
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Omberg [36] und Brendle [12] zurückgegriffen werden. Diese Methoden wurden auf das
Modell mit stetigen Expertenmeinungen übertragen.

• Die Modelle mit zeitdiskreten Expertenmeinungen erforderten dagegen neue und auf-
wändigere Lösungsansätze. Dies führt im Falle bekannter Informationszeitpunkte zu ein-
em auf dem Dynamic Programming Principle beruhenden Verfahren, bei dem die Wert-
funktion und die optimale Entscheidungsregel mit Hilfe einer Rückwärtsrekursion be-
stimmt werden. Im Falle zufälliger Informationszeitpunkte wurde die in Frey, Gabih und
Wunderlich [25, 26] und Schütze [71] für einen Finanzmarkt mit Markov-modulierter
Drift vorgeschlagene Lösungsmethode auf das Modell mit Gaußschen Drift übertragen.
Für die dabei entstehende Dynamic Programming Gleichung für die Wertfunktion in Form
einer PIDE wurden sowohl Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit der Lösung mit Hilfe
von Regularisierungstechniken behandelt als auch Näherungslösungen mit Hilfe numeri-
sche Verfahren konstruiert.

• Die angesprochene numerische Lösung der PIDE wurde detailliert für den Fall eines
Finanzmarktes mit einem riskanten Wertpapier untersucht, für den die PIDE eine Gleich-
ung mit einer Zeit- und bereits zwei Zustandsvariablen ist. Das Verfahren basiert auf ein-
er Kombination von Differenzenschemata zur Diskretisierung der Differentialoperatoren
und numerischen Integrationsmethoden zur Approximation des Integraloperators. Dabei
wurden eine Vielzahl von Detailproblemen gelöst, wie etwa das Abschneiden des unbe-
schränkten Zustandsraumes auf eine geeignetes endliches Gebiet und die Konstruktion
passender Randbedingungen an den neu entstandenen Rändern mit Hilfe der in Kapitel 3
behandelten Diffusionsapproximationen. Letztere kamen auch bei der Approximation des
Integraloperators und dem dabei erforderlichen Abschneiden des unbeschränkten auf ein
geeignetes endliches Integrationsgebietes zum Einsatz.

• Die im letzten Punkt beschriebene numerische Lösung der PIDE mit einer angemessen-
en Genauigkeit ist mit der derzeit verfügbaren Rechentechnik machbar, erfordert aber
bereits im Modell mit einer Aktie mitunter erhebliche Rechenzeiten. Für Modelle mit
mehreren Aktien kommt es zu einer quadratisch wachsenden Zahl von Zustandsvariablen.
Damit scheitern die numerischen Verfahren am ”Fluch der Dimension“. Hier können al-
lerdings mit Hilfe der bereits erwähnten Diffusionsapproximationen im Falle hochfre-
quenter Experten vergleichsweise einfach zu berechnende Näherungslösungen für die
Wertfunktion und die optimalen Entscheidungsregeln konstruiert werden. Die Diffusions-
approximationen für die Filter sind theoretisch fundiert und beruhen auf entsprechenden
Grenzwertsätzen. Dagegen steht ein Beweis für die entsprechende Konvergenz der Wert-
funktionen noch aus. Die präsentierten Ergebnisse numerischer Experimente bestätigen
aber sehr überzeugend die in der Arbeit formulierten Vermutungen zur Konvergenz der
Wertfunktionen und liefern sehr genaue Näherungslösungen.

• Im Unterschied zu den Modellen mit Markov-modulierter Drift ergibt sich für die in die-
ser Arbeit eingesetzten Modelle mit Gaußscher Drift einige interessante Eigenschaften
für die optimalen Entscheidungsregeln der Investoren. Sie besagen, dass die verschieden
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

informierten Investoren zu einem bestimmten Zeitpunkt die gleichen optimalen Strategi-
en verwenden, wenn deren Driftschätzungen zu diesem Zeitpunkt übereinstimmen. Un-
terschiede in der Dynamik der zukünftigen Driftschätzungen wirken sich dagegen nicht
auf die momentane Strategie aus. Die Arbeit liefert einen formalen Beweis dieser Eigen-
schaft mit Ausnahme des Modells mit Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten. Die
durchgeführten numerischen Experimente bestätigen allerdings die Vermutung, dass diese
Eigenschaft auch in diesem Fall gilt.

• Die Arbeit enthält zur Illustration der theoretischen Resultate Ergebnisse umfangreicher
numerischer Fallstudien zur Berechnung der Filterprozesse und deren asymptotisches
Verhalten für hochfrequente Experten, zu den Wertfunktionen und optimalen Entschei-
dungsregeln für die unterschiedlichen Portfoliooptimierungsprobleme, deren asymptoti-
sches Verhalten für hochfrequente Experten, sowie zum monetären Wert der Experten-
meinungen. Dabei wurde für die jeweiligen Lösungsverfahren, einschließlich der numeri-
schen Lösung der PIDE, in MATLAB implementiert.

Aufbau der Arbeit. Die vorliegende Arbeit besteht aus neun Kapiteln. Nach der Einleitung
wird im zweiten Kapitel das zugrunde liegende Finanzmarktmodell mathematisch beschrieben,
welches mehrere Wertpapiere beinhaltet. Die Preisprozesse werden durch verallgemeinerte geo-
metrische Brownsche Bewegungen modelliert, in welchen die Volatilität konstant und bekannt
und die Drift ein unbeobachtbarer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist. Über die unbekannte Drift
fließen Expertenmeinungen ein, die wir in drei Modelle klassifizieren: Expertenmeinungen zu
vorab bekannten (deterministischen) Zeitpunkten, zu zufälligen Zeitpunkten und Expertenmei-
nungen in stetiger Zeit.

Das dritte Kapitel widmet sich der Berechnung einer Schätzung für die unbekannte Drift
bzw. des Filters aus den dem Investor zur Verfügung stehenden Informationen und anschließend
werden einige Eigenschaften für die Filter präsentiert.

Im vierten Kapitel wird zunächst das Optimierungsproblem sowohl unter voller als auch
unter partieller Information vorgestellt und dann untersucht, ob und wann das Problem wohl-
gestellt ist. Dafür definieren wir den Parameterraum und versuchen herauszufinden, für welche
Teilmengen aus diesem Raum das Problem wohlgestellt ist. Anschließend beschäftigen wir uns
mit dem monetären Wert der Informationen bei den verschiedenen Informations-Regimes und
präsentieren Größen, welche einen Vergleich der partiell informierten Investoren gegenüber dem
voll informierten Investor und eine Bewertung der Zusatzinformationen aus den Expertenmei-
nungen ermöglichen. Im darauffolgenden Abschnitt wird das Optimierungsproblem für den Fall
der logarithmischen Nutzenfunktion sowohl unter voller als auch unter partieller Information
mit einer einfachen Technik gelöst. Allerdings versagt diese Technik beim Informations-Regime
mit Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten. Im letzten Abschnitt des vierten Kapitels
beschäftigen wir uns mit dem Optimierungsproblem für den Fall der Potenz-Nutzenfunktion
und leiten die zugehörige Dynamic Programming Gleichung (DPE) her.

Das fünfte Kapitel befasst sich mit der Lösung der aus dem letzten Kapitel hergeleiteten DPE
beim Informations-Regimes unter voller Information und es wird eine Lösung in geschlossener
Form für die DPE unter Verwendung eines geeigneten Trennungsansatzes präsentiert. Dabei
entsteht ein System von ODEs, welches im eindimensionalen Fall eine geschlossene Lösung
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besitzt. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird ein ähnlicher Trennungsansatz zur Lösung der
DPE beim Informations-Regime unter partieller sowohl ohne als auch mit Expertenmeinungen
in stetiger Zeit verwendet, welcher zu einem System von ODEs führt, zu dessen Lösung wir
eine Transformation verwenden, die es in das System des Informations-Regimes unter voller
Information überführt.

Das sechste Kapitel befasst sich mit der Potenz-Nutzenmaximierung eines Investors, der
für die Driftschätzung Beobachtungen der Preisprozesse mit Expertenmeinungen zu festen und
bekannten Zeitpunkten kombiniert. Mit Hilfe des Dynamic Programming Principle werden wir
eine Rückwärtsrekursion zur Berechnung der Wertfunktion und der optimalen Strategie ent-
wickeln, welche die gewonnenen Informationen aus den Expertenmeinungen zu deren Ankunfts-
zeitpunkten durch eine Update-Formel in die Wertfunktion bzw. die Entscheidungsregel berück-
sichtigt.

Im Unterschied zum sechsten Kapitel widmet sich das siebte Kapitel dem Fall von Exper-
tenmeinungen zu zufälligen Informationszeitpunkten, welche Sprungzeitpunkte eines homoge-
nen Poisson-Prozesses sind. Der Zustandsprozess des risikosensitiven Kontrollproblems ist dann
ein Poissonischer Sprung-Diffusionsprozess. Für die zugehörige DPE ergibt sich eine partielle
Integro-Differentialgleichung (PIDE), deren Differentialteil nicht gleichmäßig elliptisch ist. Mit
Hilfe einer Regularisierungstechnik definieren wir eine Familie von Optimierungsproblemen
und untersuchen die Konvergenz der zugehörigen Wertfunktion gegen die Wertfunktion des ur-
sprünglichen Optimierungsproblems, wenn der durch die Regularisierung in die SDE des Zu-
standsprozesses hinzugefügte Störterm gegen Null geht. Des Weiteren zeigen wir, dass die aus
dem regularisierten Kontrollproblem gewonnene optimale Strategie näherungsweise optimal für
das ursprüngliche Kontrollproblem ist. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels präsentieren wir ein
numerisches Näherungsverfahren zur Lösung der PIDE. Dieses beruht auf der Diskretisierung
der Gleichung mit Hilfe von Differenzenverfahren und numerischen Integrationsmethoden.

Im achten Kapitel werden Ergebnisse numerischer Experimente zur Illustration der theore-
tischen Ergebnisse der vergangenen Kapitel zusammengestellt. Zunächst zeigen wir Ergebnisse
zur Struktur der Menge der zulässigen Parameter und zur Wohlgestelltheit des Problems. Dann
präsentieren wir einige numerische Ergebnisse zum Filter bei den verschiedenen Informations-
Regimes sowie zu den Eigenschaften der Filter. Anschließend zeigen wir numerische Ergebnisse
zur Wertfunktion und der optimalen Entscheidungsregel, sowie zum monetären Wert der Zusatz-
informationen aus den Expertenmeinungen.

Das neunte Kapitel enthält eine Zusammenfassung dieser Arbeit und einen Ausblick.
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KAPITEL 2

Finanzmarktmodell

Für die in dieser Arbeit betrachteten Nutzenmaximierungsprobleme unterstellen wir ein idea-
lisierten stochastischen Finanzmarkt, welcher über einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum[
Ω,G,G = (Gt)t∈[0,T ], P

]
mit GT = G definiert wird. Ausgangspunkt ist das klassische Black-

Scholes-Modell mit einem risikolosen Bond und d ∈ N Aktien. Für den Preis S0 des Bonds
nehmen wir der Einfachheit halber S0

t = 1, ∀t ∈ [0, T ] an. Die Dynamik der Aktien-
preise S = (S1, . . . , Sd)′ beschreiben wir über die Renditeprozesse Ri mit dRit = dSit/S

i
t ,

i = 1, . . . , d. Der Renditeprozess R = (R1, . . . , Rd)′ genügt der folgenden SDE

dRt = µ dt+ σR dW
R
t , R0 = 0, (2.1)

welche eine arithmetische Brownschen Bewegung beschreibt. Dabei ist WR = (WR
t )t∈[0,T ]

ein d1−dimensionaler Wiener-Prozess mit d1 ≥ d, µ = (µ1, . . . , µd)′ ∈ Rd bezeichnet die
Drift beziehungsweise die mittlere Aktienrendite und die Matrix σR ∈ Rd×d1 die Volatilität.
Wir nehmen an, dass die Matrix σR vollen Rang d besitzt, d.h. ΣR := σRσ

′
R ist positiv definit.

Die Aktienpreise S = (S1, . . . , Sd)′ genügen dann der folgenden geometrischen Brownschen
Bewegung

dSt = diag(St)dRt

= diag(St)(µ dt+ σR dW
R
t ), S0 = s0 und s0 ∈ Rd+. (2.2)

Die Annahme konstanter und bekannter Modellparameter µ und σR ist in der Praxis nur
schwer zu halten. In der Optionspreistheorie werden daher verfeinerte Modelle für die Volati-
lität σR verwendet, bei denen die Volatilität als stochastischer Prozess σR = (σRt )t∈[0,T ] mo-
delliert wird. Dagegen ist in der Portfoliooptimierung die Drift µ der entscheidende Parame-
ter, für den ein möglichst realistisches Modell benötigt wird. Diese Modelle müssen einerseits
berücksichtigen, dass die Drift nur sehr schwer und ungenau aus Marktdaten geschätzt werden
kann und andererseits von der Zeit und dem Zustand der Ökonomie abhängt. Daher betrachtet
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man Modelle, bei denen die Drift ein stochastischer Prozess µ = (µt)t∈[0,T ] ist, der im Gegen-
satz zum Aktienpreis S = (St)[0,T ] nicht direkt beobachtbar ist.

In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Drift µ = (µt)t∈[0,T ] der als Langevin-Gleichung
bezeichneten Differentialgleichung

dµt = κ(µ− µt) dt+ σµ dW
µ
t , mit Anfangswert µ0 ∼ N (m0, q0), (2.3)

genügt, wobei µ ∈ Rd das Gleichgewichtsniveau, κ ∈ Rd×d die Mean-Reversion-Geschwindig-
keit und σµ ∈ Rd×d2 die Volatilität des Driftprozesses bezeichnen. Wµ = (Wµ

t )t∈[0,T ] ist ein
d2−dimensionaler Wiener Prozess, der vom Wiener Prozess WR = (WR

t )t∈[0,T ] unabhängig
ist. Wir nehmen an, dass Σµ := σµσ

′
µ positiv definit und der Anfangswert µ0 ein normalver-

teilter Zufallsvektor µ0 ∼ N (m0, q0) sind. Dabei bezeichnen m0 ∈ Rd den Mittelwert und die
symmetrische positiv semidefinite Matrix q0 ∈ Rd×d die Kovarianzmatrix von µ0. Weiterhin
wird angenommen, dass der Anfangswert µ0 von den beiden Wiener Prozessen WR und Wµ

unabhängig ist.
Die Langevin-SDE (2.3) besitzt die eindeutige Lösung

µt = µ+ e−κt

(
µ0 − µ+

t∫
0

eκsσµ dW
µ
s

)
, t ≥ 0, (2.4)

welche als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (OU-Prozess) bekannt ist.

Lemma 2.1.1. Der OU-Prozess µ = (µt)t∈[0,T ] ist ein Gaußscher Prozess und es gilt für s, t ≥
0

E[µt] = µ+ e−κt(m0 − µ), (2.5)

cov[µs, µt] = e−κs

(
q0 +

min{s,t}∫
0

eκuΣµe
κ′udu

)
e−κ

′t. (2.6)

Beweis. Siehe Sass, Westphal, und Wunderlich [67]. �

Bemerkung 2.1.2. Im eindimensionalen Fall (d = 1, und κ > 0) näheren sich der Mittelwert
E[µt] und die Varianz Var(µt) exponentiell den Grenzwerten µ bzw. Σµ

2κ an. Das heißt, für den
Grenzfall t → ∞ hat die Drift µt eine N (µ,

Σµ
2κ )-Verteilung, welche als stationäre Verteilung

bezeichnet wird. Startet die Drift µt mit der stationären Verteilung, so ist die Drift ein stationärer
Prozess mit Mittelwert µ und Korrelationsfunktion cov[µt, µt+τ ] =

Σµ
2κ e−κ|τ | für t, t + τ ≥ 0.

Außerdem sind der Erwartungswert und die Varianz der Drift µt beschränkt und es gilt

min{µ, m0} ≤ E[µt] = µ+ e−κt(m0 − µ) ≤ max{µ, m0}, (2.7)

Var(µt) =
Σµ

2κ
+
(

Var(µ0)− Σµ

2κ

)
e−2κ t ≤ max

{Σµ

2κ
, Var(µ0)

}
=: Dm.

(2.8)
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Mit diesem verallgemeinerten Driftmodell genügt der Renditeprozess der SDE

dRt = µt dt+ σR dW
R
t , R0 = 0, (2.9)

und der Aktienpreis der SDE

dSt = diag(St)dRt

= diag(St)(µt dt+ σR dW
R
t ), S0 = s0. (2.10)

Die Lösung von (2.10) ist eine verallgemeinerte geometrische Brownsche Bewegung mit einer
durch den OU-Prozess µt modellierten Drift und der i-te Aktienpreis ist gegeben durch

Sit = si0 exp

( t∫
0

µis ds+

d1∑
j=1

(
σijR WR,j

t − 1

2
(σijR )2t

))

= si0 exp

(
Rit −

1

2

d1∑
j=1

(σijR )2t

)
, i = 1, . . . , d. (2.11)

Aus (2.11) folgt, dass die quadratischen Variationen von den beiden stochastischen Pro-
zessen (Rit)t∈[0,T ] und (logSit)t∈[0,T ], i = 1, . . . , d übereinstimmen, somit stimmen auch die
beiden Filtrationen

FR = (FRt )t∈[0,T ], FRt = σ(Ru; 0 ≤ u ≤ t) und

FS = (FSt )t∈[0,T ] , FSt = σ(Su; 0 ≤ u ≤ t)

überein, daher konzentriert sich die Arbeit auf die Renditen als Beobachtungen.

Über die Beobachtungen bzw. die daraus resultierten Informationen aus den Aktienrenditen
hinaus können zu diskreten Zeitpunkten verrauschte Signale über die unbekannte Drift vorlie-
gen, die als Expertenmeinungen interpretiert werden. In diese Einschätzungen über den Zustand
der Ökonomie fließen beispielsweise Unternehmensberichte, Ratings, Nachrichten, Meinungen
von Analysten oder die persönlichen Erwartungen des Investors über die Entwicklung der Akti-
enkurse ein.
Dieser Ansatz ist in der Portfoliooptimierung im Fall des statischen Einperiodenmodells be-
ziehungsweise Markowitz-Modells unter dem Namen Black-Litterman-Modell bekannt (siehe
Black and Litterman [9]). Dort werden die aus historischen Marktpreisen erhaltenen statisti-
schen Schätzungen der Aktienrenditen mit Expertenmeinungen kombiniert, um verlässlichere
Aussagen über den Driftparameter des Aktienkursmodells zu erhalten.

In dieser Arbeit werden die folgenden drei Modelle zur Modellierung der Expertenmeinun-
gen betrachtet.

Diskrete Experten zu deterministischen Zeitpunkten: Der Investor erhält zu n ∈ N diskre-
ten und deterministischen Zeitpunkten t0, . . . , tn−1 mit 0 ≤ t0 < . . . < tn−1 < T verrauschte
Signale über die Drift µ. Die Expertenmeinungen Zk zur Zeit tk sind vom aktuellen Zustand der
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Drift abhängig und werden als normalverteilte Zufallsvektoren Zk = (Z1
k , . . . , Z

d
k)′ modelliert

mit

Zk = µtk + Γ
1
2 εk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (2.12)

wobei die Matrix Γ ∈ Rd×d symmetrisch positiv definit und die εk = (ε1
k, . . . , ε

d
k)
′ unabhängige

d-dimensionale standardnormalverteilte Zufallsvektoren, die sowohl vom Anfangswert µ0, als
auch von den beiden Wiener Prozessen WR und Wµ unabhängig sind. Mit der Modellierung
der Expertenmeinungen wie in (2.12) folgt, dass zu einem Informationszeitpunkt tk die bedingte
Verteilung der Expertenmeinung Zk gegeben µtk eine multivariate NormalverteilungN (µtk ,Γ)
ist und eine erwartungstreue Schätzung für den aktuellen Zustand der Drift µtk darstellt. Die
Matrix Γ dient als Maß für die Zuverlässigkeit der Experten. Im eindimensionalen Fall d = 1
lassen sich kleinere Varianzen Γ = var(Zk) als genauere Expertenmeinungen interpretieren.

Diskrete Experten zu zufälligen Zeitpunkten: Bei diesem Modell betrachten wir die Model-
lierung der Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten T1, T2, . . .. Dafür wird angenommen,
dass die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen Sprungzeitpunkte eines homogenen Poiss-
on-Prozesses mit Intensität λ > 0 sind, die von der Drift unabhängig sind. Diese Annahme ist
äquivalent dazu, dass die Wartezeiten zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Expertenmeinun-
gen unanhängig und identisch exponentialverteilt mit dem Parameter λ > 0 sind. Die Anzahl
von im Intervall [0, t], ∀ t eintreffenden Expertenmeinungen ist dann eine Poisson-verteilte
Zufallsgröße mit dem Parameter λt.
Ähnlich wie in (2.12) werden wir auch zu zufälligen Zeitpunkten die Expertenmeinungen Zk =
(Z1

k , . . . , Z
d
k)′ modellieren, durch

Zk = µTk + Γ
1
2 εk, k = 1, 2, . . . . (2.13)

Die Modellierung der Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten unterscheidet sich
von der Modellierung der Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten mittels eines homo-
genen Poisson-Prozesses im Wesentlichen dadurch, dass der Investor beim zweiten Modell im
Voraus nicht weiß, wann die Expertenmeinungen eintreffen. Er weiß lediglich, dass es innerhalb
des Investitionszeitraums [0, T ] im Mittel λT Expertenmeinungen sind. Dem Investor im ersten
Modell dagegen sind sowohl Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen als auch deren Anzahl
schon zum Zeitpunkt t = 0 bekannt.

In den zwei oben erwänhnten Modellen geht man davon aus, dass zu jedem Ankunftszeit-
punkt einer Expertenmeinung einzelne Wertpapiere nicht isoliert, sondern eine Aussage für alle
Renditen bzw. deren unbekannte Drift und zwar aufgrund ihrer Wirkung auf das Portfolio getrof-
fen werden muss. Im Black-Litterman-Modell dagegen, das als Ausgangspunkt dieser Arbeit ist,
hat der Experte diesbezüglich mehr Freiheit und sieht sich nicht gezwungen, eine Aussage für
alle Renditen zu machen. Er kann auch seine Einschätzung für einzelne oder beliebig viele Wert-
papiere machen. In diesem Sinne können wir die Expertenmeinung zu jedem Ankunftszeitpunkt
als Erweiterung der Formel (2.12) und (2.13) interpretieren, indem wir die Expertenmeinung
als eine Linearkombination der Drift aller d-betrachteten Wertpapiere modellieren. Beispiele zu

14



solchen Überlegungen kann man in Schöttle, Werner und Zagst [70] oder Werner [79] finden.
Dort werden die Koeffizienten der Linearkombination in eine d × d Matrix P vom vollen Rang
zusammengestellt und es gilt dann im Modell mit Expertenmeinungen zu deterministischen Zeit-
punkten

Zk = Pµtk + Γ
1
2 εk, k = 0, 1, . . . , d− 1

und im Modell mit Expertenmeinungen zu zufälligen Ankunftszeitpunkten

Zk = PµTk + Γ
1
2 εk, k = 1, 2, . . . .

In dieser Arbeit werden wir die Pick-Matrix P gleich der Einheitsmatrix Id setzen. Dies bedeutet,
dass wir mit den Formeln aus (2.12) und (2.13) weiterarbeiten werden.

Stetige Experten: Im kommenden Kapitel beschäftigen wir uns mit der Schätzung für die
unbeobachtbare Drift aus den bisher erwähnten beobachtbaren Größen. Dabei befassen wir uns
unter anderem mit der Frage, wie sich solche Schätzungen verhalten, wenn die Expertenmein-
ungen immer häufiger kommen, aber unpräziser werden. Für bestimmte Folgen von diskreten
Expertenmeinungen werden wir bei wachsender Anzahl bzw. Intensität von Expertenmeinun-
gen zeigen, dass die daraus gewonnenen Informationen im Wesentlichen die gleichen sind, wie
die die durch die Beobachtung eines anderen Diffusionsprozess erhalten werden können. Dieser
Diffusionsprozess kann als ein Experte gesehen werden, der dem Investor in stetiger Zeit Infor-
mation über die unbeobachtbare Drift liefert und ist in der Form einer Brownschen Bewegung
mit Drift µt durch die folgende SDE gegeben (vgl. Davis and Lleo [17])

dζt = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0, (2.14)

wobeiW ζ = (W ζ
t )t∈[0,T ] ein d3−dimensionaler Wiener Prozess ist, der von den beiden Wiener-

Prozessen WR und Wµ unabhängig ist. σζ ∈ Rd×d3 bezeichnet die Volatilität. Im Spezialfall,
wenn σξ eine Diagonalmatrix ist, dann würde das bedeuten, dass die d Expertenmeinungen un-
abhängig voneinander sind. Des Weiteren nehmen wir an, dass Σζ := σζσ

′
ζ positiv definit ist.

Investor-Filtration: Die dem Investor zur Verfügung stehenden Informationen werden durch
die Investor-Filtration FH = (FHt )t∈[0,T ] beschrieben. Dabei bezeichnet H das Informations-
Regime, für welches wir die folgenden Fälle betrachten.

FR = (FRt )t∈[0,T ] mit FRt erzeugt durch {Rs, s ≤ t},
FCn = (FCnt )t∈[0,T ] mit FCnt erzeugt durch {Rs, (tk, Zk), s, tk ≤ t},
FCλ = (FCλt )t∈[0,T ] mit FCλt erzeugt durch {Rs, (Tk, Zk), s, Tk ≤ t},
FD = (FDt )t∈[0,T ] mit FDt erzeugt durch {Rs, ζs, s ≤ t},
FF = (FFt )t∈[0,T ] mit FFt erzeugt durch {Rs, µs, s ≤ t}.
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Mit FR wird die Investor-Filtration im klassischen Fall bezeichnet, dem die zu schätzende Drift
µ = (µt)t∈[0,T ] als Signalprozess und der beobachtbare Renditeprozess R = (Rt)[0,T ] als ein-
zige Informationsquelle zugrunde liegen. Erhält der Investor zusätzlich Informationen von Ex-
perten zu diskreten Zeitpunkten, so kombiniert er sie mit den Informationen aus den Renditen,
dies führt zur Filtration FCn im Fall deterministischer Zeitpunkte beziehungsweise FCλ im Fall
zufälliger Zeitpunkte. Für den Investor, der seine Informationen aus den stetigen Renditen mit
den stetigen Experten kombiniert, wird die Investor-Filtration mit FD bezeichnet. Schließlich
bezeichnet FF den Investor, der volle Informationen über die unbekannte Drift µ hat. Dieser
Fall ist eher unrealistisch, wird jedoch als Referenzfall angesehen.

Zu Investitionsbeginn t = 0 nehmen wir an, dass die partiell informierten Investoren die
gleichen Anfangsinformation besitzen, die durch die σ-Algebra F0 gegeben sind, d.h. es gilt
FH0 = F0 ⊆ FF0 mit H = R,D,Cn, Cλ. Diese Anfangsinformationen F0 beinhaltet das
Vorwissen über den Driftprozess zum Zeitpunkt t = 0, z. B. durch Beobachtung von Renditen
oder Expertenmeinungen in der Vergangenheit. Des Weiteren nehmen wir an, dass die bedingte
Verteilung des Anfangswertes µ0 gegeben FH0 die Normalverteilung ist, mit Mittelwert m0 ∈
Rd und einer symmetrischen und positiv definiten Kovarianzmatrix q0 ∈ Rd×d. Übliche Ansätze
hierfür sind:

(i) Der partiell informierte Investor hat keine Informationen über den Anfangswert der Drift
µ0. Er kennt jedoch die Modellparameter, insbesondere die Verteilung N (m0, q0) von µ0

mit den gegebenen Parametern m0 und q0. Dies entspricht F0 = {∅,Ω} und m0 = m0,
q0 = q0.

(ii) Der partiell informierte Investor hat volle Information über den Anfangswert µ0. Dies
entspricht F0 = FF0 und m0 = µ0(ω), q0 = 0.

(iii) Zwischen den oben genannten Grenzfällen betrachten wir einen partiell informierte Inve-
stor Investor, der einige, aber keine volle Information über den Anfangswert µ0 besitzt.
Hierfür gilt also {∅,Ω} ⊂ F0 ⊂ FF0 .

Portfolio: Der Investor startet zum Zeitpunkt t = 0 mit einem bekannten Anfangskapital
x0 > 0 und möchte dieses in den risikolosen Bond beziehungsweise in die d risikobehafte-
ten Wertpapiere investieren. Dabei kann er sein Vermögen laufend in einem Handelszeitraum
[0, T ] mit einem endlichen Zeithorizont T > 0 zwischen den d + 1 Anlagemöglichkeiten um-
schichten. In dieser Arbeit wird angenommen, dass Umschichtungen keine Transaktionskosten
verursachen, die Preise durch die Käufe und Verkäufe des betrachteten Investors nicht beein-
flusst werden und Handelsgewinne nicht versteuert werden müssen. Weiterhin wird mit dem
stochastischen Prozess ψt =

(
ψ1
t , . . . , ψ

d
t

)′ die selbstfinanzierende Handelsstrategie des Inve-
stors modelliert (vgl. Björk [8]), dessen i−te Komponente für i = 1, . . . , d die Anzahl der
Wertpapiere zum Preisprozess Sit angibt. Im Fall i = 0 wird die Anzahl des Bonds S0

t mit ψ0
t

bezeichnet. Das Vermögen des Investors zu einem Zeitpunkt t ∈ [0, T ] wird mit Xt bezeichnet
und der Vermögensprozess X = (Xt)t∈[0,T ] genügt unter der Selbstfinanzierungsbedingung der
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Differentialgleichung

dXt = ψ0
t dS

0
t + ψ′tdSt, X0 = x0. (2.15)

Die Schwankungen des zugehörigen Vermögensprozesses X = (Xt)t∈[0,T ] resultieren aus-
schließlich aus den Preisveränderungen der im Portfolio enthaltenen Wertpapiere. Externe Ka-
pitalentnahme oder -zuführung werden somit ausgeschlossen.
Die relativen Anteile des in die Wertpapiere S1

t , . . . , S
d
t und den Bond S0

t investierten Vermögens
Xt zum Zeitpunkt t bezeichnen wir mit πt =

(
π1
t , . . . , π

d
t

)′ bzw. π0
t und unter der Voraussetzung

Xt > 0 f.s. gilt

πit =
1

Xt
ψitS

i
t , i = 1, . . . , d und π0

t = 1−
d∑
i=1

πit.

Die Handelsstrategie π = (πt)t∈[0,T ] verwenden wir als Steuerung des Vermögensprozesses,
daher wird er mit Xπ = (Xπ

t )t∈[0,T ] bezeichnet und aus der Differentialgleichung (2.15) folgt,
dass die Dynamik des Vermögensprozesses Xπ durch folgende SDE beschrieben werden kann

dXπ
t = αFX(Xπ

t , µt, πt) dt+ βFX(Xπ
t , πt) dW

R
t , Xπ

0 = x0 > 0, (2.16)

mit αFX(x,m, p) := xp′m und βFX(x, p) := xp′σR.

Bemerkung 2.1.3. Manche Autoren (siehe z.B. Rogers [63], Taksar und Zeng [76] und Bäuerle,
Urban und Veraart [4]) betrachten in einem Finanzmarkt ohne Transaktionskosten den ”relaxed
Investor“, welcher gezwungen ist, sein Portfolio nur zu bestimmten diskreten Zeitpunkten umzu-
schichten. Der Verlust für den Investor, der dadurch verursacht wird, dass er nicht kontinuierlich
handeln kann, ist oft vernachlässigbar, sofern die Handelsfrequenz nicht zu klein ist. Diese Art
von Investoren ist kein Gegenstand dieser Arbeit und wird in dieser Arbeit nicht in Betracht
gezogen.

Optimierungsproblem: Hat der Investor eine Präferenz für eine der zwei Investitionsmöglich-
keiten X1 und X2, so steht ihm eine Nutzenfunktion U zur Verfügung, so dass die Ungleichung
E[U(X1)] > E[U(X2)] genau dann gilt, wenn er die Investitionsanlage X1 gegenüber X2 bevor-
zugt.

Definition 2.1.4. Eine strikt konkave, streng monoton wachsende und zweimal stetig differen-
zierbare Funktion U : [0,∞) −→ R ∪ {−∞} mit den Eigenschaften

lim
x→0
U ′(x) =∞ und lim

x→∞
U ′(x) = 0

nennen wir eine Nutzenfunktion.

Das strenge monoton Wachstum entspricht dem Grundsatz ”mehr ist besser als weniger“ und
kann als Eigenschaft des rationalen Investors interpretiert werden. Die Konkavität beschreibt
einen ”abnehmenden Grenznutzen“, das heißt, der zusätzliche Nutzen des Investors aus einer
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weiteren Geldeinheit bzw. der Zugewinn einer fixen Geldmenge wird für den Investor umso
weniger Wert, je höher das bereits vorhandene Vermögen ist.
Diese Arbeit wird sich auf die Power-Nutzenfunktion konzentrieren

Uθ(x) :=
xθ

θ
, θ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1). (2.17)

Als Grenzfall für θ → 0 für die Power-Nutzenfunktion ergibt sich die logarithmische Nutzen-
funktion U0(x) := lnx, denn es gilt

Uθ(x)− 1

θ
=
xθ − 1

θ
−−−→
θ→0

lnx. (2.18)

Unter vollständiger Information (H = F ) besteht das Nutzenmaximierungsproblem darin, eine
Handelsstrategie π∗ aus der Menge der zulässigen Strategien

AF0 :=

{
π = (πt)t∈[0,T ], πt ∈ Rd, π selbstfinanzierend und FF − adaptiert,

Xπ
t > 0 ∀ t f.s., E

[ ∫ T

0
‖πt‖2 dt

]
<∞, f.s.

}
, (2.19)

so auszuwählen, dass der erwartete Nutzen des Endvermögens über alle zulässigen Strategien
maximiert wird, damit lässt sich das stochastische Kontrollproblem wie folgt darstellen

VF0 := sup
π∈AF0

E
[
Uθ(Xπ

t )
∣∣∣FF

0

]
. (2.20)

Der F -Investor hat die Besonderheit, dass er sowohl die Renditeprozesse R = (Rt)t∈[0,T ], als
auch deren Drift (µt)t∈[0,T ] beobachten kann. Mit anderen Worten sind alle untersuchten Pro-
zesse an die Investor-Filteration FF adaptiert. Für das untersuchte Optimierungsproblem (2.20)
bedeutet das, dass alle Komponenten der durch die Drift µ getriebene Renditeprozessgleichung
(2.9)

dRt = µt dt+ σR dW
R
t , R0 = 0,

sowie die Komponenten der Vermögensgleichung (2.16)

dXπ
t = αFX(Xπ

t , µ, πt) dt+ βFX(Xπ
t , πt) dW

R
t , Xπ

0 = x0 > 0,

an die Investor-Filtration FF adaptiert sind. Damit haben wir beim Informations-Regime H =
F ein Steuerungsproblem unter vollständiger Information. Doch die restlichen Investoren, die
wir als ”partiell informierte Investoren“ bezeichnen, haben diese Besonderheit nicht, da sie die
Drift µ nicht beobachten können. Sie beobachten nur die Renditen und können über weitere
Informationen in diskreter oder stetiger Zeit von den Experten über die Drift verfügen. Anders
ausgedrückt ist die Drift µ bei den partiellen Informations-Regimes H = R,D,Cn, Cλ nicht an
die Investor-Filtration FH adaptiert und damit ist das Optimierungsproblem (2.20) zunächst kein
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Optimierungsproblem unter vollständiger Information. Um dies umgehen zu können, müssen
wir zuerst eine Schätzung für die unbeobachtbare Drift finden, nach deren Aufstellung wir das
Steuerungsproblem in ein Steuerungsproblem unter vollständiger Information transformieren.
Analog zum voll informierten Investor definieren wir die Menge der zulässigen Strategien AH0
für den pariell informierten Investor wie folgt

AH0 :=

{
π = (πt)t∈[0,T ], πt ∈ Rd, π selbstfinanzierend und FH − adaptiert,

Xπ
t > 0 ∀ t f.s., E

[ ∫ T

0
‖πt‖2 dt

]
<∞, f.s.

}
, (2.21)

und das zugehörige Kontrollproblem ist gegeben durch

VH0 := sup
π∈AH0

E
[
Uθ(Xπ

t )
∣∣∣FH

0

]
, H = R,D,Cn,Cλ. (2.22)

Für die Lösung des Kontrollproblems für den Potenz-Nutzen bei allen Informations-Regimes
F,R,D,Cn, Cλ wird dieses in Kapitel 5 mit Hilfe einer Maßwechseltechnnik in ein anderes
stochastiches Kontrollproblem transformiert. Diese Transformation ist wohldefiniert, falls alle
zulässigen Strategien π die folgende Novikov-Bedingung erfüllen

JHNB(π) := E

[
exp

{
1

2

∫ T

0
||θπ′tσX||2dt

}]
<∞, (2.23)

mit

σX = σHX :=


Σ

1
2
R ; H = F,R,Cn, Cλ,(
Σ

1
2
R Od×d

)
; H = D.

(2.24)

Aus diesem Grund definieren wir für den Potenz-Nutzen die Menge der zulässigen Strategien
neu, indem wir die quadratische Integrierbarkeit der Strategien in (2.19) und (2.21) durch die
verschärfte Novikov Bedingung ersetzen und erhalten für alle Informations-RegimesH mitH =
F ,R,D,Cn,Cλ

AH :=

{
π, π ∈ AH0 , JHNB(π) <∞

}
. (2.25)
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KAPITEL 3

Filter

In diesem Kapitel präsentieren wir die für die Driftschätzungen der partiell informierten Investor-
en benötigten Filtergleichungen. Wegen der verwendeten Modellierung des Signal- bzw. Drift-
prozesses als Gaußscher Prozess, der zeitstetigen Beobachtungsprozesse als Brownsche Bewe-
gung mit Drift und der zeitdiskreten Expertenmeinungen als Gaußsche Zufallsgrößen ergeben
sich Filtergleichungen, die mit dem zeitstetigen Kalman-Filter übereinstimmen bzw. aus diesem
durch entsprechende Bayessche Updates zu den Informationszeitpunkten der Experten abgelei-
tet werden können. In Abschnitt 3.1 präsentieren wir die entsprechenden Differentialgleichun-
gen für die Filterprozesse bei den einzelnen Informations-Regimes. Dort wird weiterhin eine
Semimartingal-Darstellung der Filterprozesse für die RegimesH = R,D,Cλ eingeführt. In Ab-
schnitt 3.2 werden einige typische Eigenschaften der bedingten Varianz zusammengestellt. An-
schließend behandelt Abschnitt 3.3.1 asymptotische Eigenschaften der Filterprozesse für hoch-
frequente Experten.

3.1 Filter für den Driftprozess

Das Filterproblem besteht zunächst aus einem beobachtbaren Prozess gegeben durch

dRt = µt dt+ σR dW
R
t , R0 = 0,

und einem Signalprozess µ = (µt)t∈[0,T ], dessen Dynamik der folgenden linearen SDE genügt

dµt = κ(µ− µt) dt+ σµ dW
µ
t , µ0 ∼ N (m0, q0).

Wir gehen davon aus, dass der partiell informierte Investor bei allen Informations-Regimes die
Modellparameter κ, µ, σµ,σR, sowie die Verteilungsparameter für den Anfangswert der Drift
kennt, d.h. der partiell informierte Investor kennt m0, q0. Der voll informierte Investor dagegen
kennt den tatsächlichen Wert von µ0.
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KAPITEL 3. FILTER

Des Weiteren können wie bereits im letzten Kapitel erwähnt zusätzlich Informationen von Ex-
perten über die unbeobachtbare Drift vorliegen. Dabei betrachten wir Expertenmeinungen

1. zu deterministischen Zeitpunkten t0, t1, . . . , tn−1, n ∈ N, mit der Modellierung aus
(2.12)

Zk = µtk + Γ
1
2 εk, k = 0, 1, . . . , n− 1;

2. zu zufälligen Zeitpunkten T1, T2, . . ., die als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-
Prozesses angenommen werden, mit der Modellierung aus (2.13)

Zk = µTk + Γ
1
2 εk, k = 1, 2, . . . ;

3. in stetiger Zeit gegeben durch die SDE in (2.14)

dζt = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0.

Aus den dem Investor zur Verfügung stehenden Informationen beschrieben durch FH mit H =
R,D,Cn, Cλ soll die unbekannte Drift geschätzt werden. Der Filter ist die Projektion der Gt-
meßbaren Zufallsgröße µt auf die FHt −messbaren Zufallsgrößen. Dabei betrachten wir die be-
dingte Erwartung

MH
t := E

[
µt|FH

t

]
,

die den besten Schätzer für die unbeobachtbare Drift µt im Sinne des quadratischen Mittels
liefert, sowie die bedingten Kovarianzmatrix

QHt := E
[
(µt −MH

t )(µt −MH
t )′|FH

t

]
,

welche die Güte der Schätzung beschreibt.

Im Folgenden werden wir die Dynamik der Filter in den partiellen Informations-Regimes
H = R,Cn, Cλ, D präsentieren. Erwähnenswert dabei ist, dass die Informationen in den beiden
Regimes H = R und H = D nur aus den stetigen Renditeprozessen bzw. kombiniert aus
den stetigen Renditeprozessen und den stetigen Expertenprozessen bestehen. Diese Eigenschaft
ermöglicht es uns, den Filter in den beiden Regimes H = R,D einheitlich zu präsentieren. Auf
der anderen Seite haben wir bei den Regimes H = Cn und H = Cλ zusätzlich zu den stetigen
Informationen aus den Renditen Expertenmeinungen, die zu deterministischen bzw. zufälligen
Zeitpunkten eintreffen und mit den Informationen aus den Renditen kombiniert werden. Hierbei
werden wir den Filter in den jeweiligen Regimes separat darstellen.

Filter beim Informations-Regime H = R,D. Für die beiden Fälle ist der Filter in der Li-
teratur unter dem Namen Kalman-Filter bekannt. Die Dynamik des Filters ist dem folgenden
Lemma zu entnehmen (siehe Theorem 10.3 von Lipster und Shiryaev [49] oder Davis und Lleo
[17]).

Lemma 3.1.1. Die bedingte Verteilung der Drift µt unter der Investor-FiltrationFHt ,H = R,D
ist die Normalverteilung N

(
MH
t , Q

H
t

)
mit
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3.1. FILTER FÜR DEN DRIFTPROZESS

• MH
t ist die eindeutige Lösung der Differentialgleichung

dMH
t = αHM (MH

t ) dt+ βHM (QHt ) dW̃H
t , MH

0 = m0, (3.1)

mit αHM (m) = κ(µ−m), βRM (q) = qΣ
− 1

2
R und βDM (q) = q

(
Σ
− 1

2
R , Σ

− 1
2

ζ

)
.

Dabei ist W̃H := (W̃H
t )t∈[0,T ] ein FH−adaptierter Wiener Prozess, für den gilt

dW̃R
t = Σ

− 1
2

R

(
dRt −MR

t dt
)
, W̃R

0 = 0, (3.2)

dW̃D
t =

(
ΣR 0
0 Σζ

)− 1
2
(
dRt −MD

t dt
dζt −MD

t dt

)
, W̃D

0 = 0. (3.3)

• QHt ist die eindeutige Lösung der folgenden Riccati-Differentialgleichung

dQHt =αHQ (QHt ) dt, QH0 = q0, (3.4)

mit αHQ (q) = Σµ − κq − qκ′ − qΣ−1
H q′ und ΣD :=

[
Σ−1
R + Σ−1

ζ

]−1
.

Der Prozess MH
t genügt einer SDE, die von einem stochastischen Prozess W̃H

t getrieben
wird, die bedingte Kovarianzmatrix QHt dagegen folgt einer deterministischen Differentialglei-
chung.

Definition 3.1.2. Der stochastische Prozess (W̃H
t )t∈[0,T ] aus (3.2) bzw. (3.3) wird Innovations-

prozess genannt.

Bemerkung 3.1.3. Da wir die Matrizen ΣR ∈ Rd×d und Σζ ∈ Rd×d als symmetrisch, positiv
definite Matrizen vorausgesetzt hatten, können wir sie eindeutig in der Form

ΣR = LRARL
′
R

und Σζ = L
ζ
A
ζ
L′
ζ

schreiben, wobei AR , A
ζ

Diagonalmatrizen mit positiven Einträgen und LR , L
ζ

untere Dreieck-
matrizen sind, deren Diagonaleinträge gleich 1 sind. Nun können wir die Quadratwurzel von ΣR

beziehungsweise von Σζ definieren durch

Σ
1
2
R := LRA

1
2
R und Σ

1
2
ζ := L

ζ
A

1
2
ζ .

Lemma 3.1.4. Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) hat die Riccati-Gleichung
eine geschlossene Lösung

QHt = −κΣH + δQΣH ·
sinh(δQt) + κ

δQ
(1 + q0

κΣH
) cosh(δQt)

cosh(δQt) + κ
δQ

(1 + q0
κΣH

) sinh(δQt)
, (3.5)

wobei die Diskriminante δQ := κ
√

1 +
Σµ
κ2ΣH

> 0 ist.

Beweis. Der Beweis folgt aus Lemma A.1.1 mit ay = Σ−1
H , by = −2κ und cy = Σµ sowie einer

Zeitumkehr t′ = T − t. �

Im mehrdimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d > 1) haben wir im Allgemeinen keine
geschlossene, sondern nur eine numerische Lösung für die Riccati-Differentialgleichung (3.4).
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Filter beim Informations-Regime H = Cn. Angenommen, der Investor kann die Renditen
der d Aktien laufend beobachten und zusätzlich erhält er zu n ∈ N deterministischen Zeit-
punkten t0, . . . , tn−1 mit 0 = t0 < . . . < tn−1 < T erwartungstreue normalverteilte Expert-
enmeinungen Z0, . . . , Zn−1 über die unbeobachtbare Drift µ, deren Modellierung in (2.12) ge-
geben war. Ein rationaler Investor wird die Informationen aus den Aktienpreisen bzw. deren
Renditen und den Experten miteinander kombinieren, um einen besseren Schätzer für die Drift
zu bekommen.
Die Dynamik der bedingten Erwartung MCn

t bzw. der bedingten Kovarianzmatrix QCnt ist dem
folgenden Lemma zu entnehmen. Dabei setzen wir aus Gründen der Einfachheit die Bezeich-
nung tn := T .

Lemma 3.1.5. Unter den obigen Voraussetzungen gilt folgendes:

1. Zwischen zwei Informationszeitpunkten tk und tk+1 gilt für alle t ∈ [tk, tk+1), k =
0, . . . , n−1, dass die bedingte Verteilung der unbeobachtbaren Drift µt unter der Investor-
Filtration FCnt die Normalverteilung N (MCn

t , QCnt ) ist mit

• MCn ist die eindeutige Lösung der SDE

dMCn
t = αCnM (MCn

t ) dt+ βCnM (QCnt ) dW̃Cn
t (3.6)

mit αCnM (m) = κ(µ−m), βCnM (q) = qΣ
− 1

2
R . Dabei ist W̃Cn := (W̃Cn

t )t∈[0,T ] ein
FCn-adaptierter Wiener-Prozess (Innovationsprozess) gegeben durch

dW̃Cn
t = Σ

− 1
2

R

(
dRt −MCn

t dt
)
, W̃Cn

0 = 0. (3.7)

• QCnt ist die eindeutige Lösung der folgenden Riccati-Differentialgleichung

dQCnt = αCnQ (QCnt )dt (3.8)

mit αCnQ (q) = Σµ − κq − qκ′ − qΣ−1
R q′.

Dabei sind zum Zeitpunkt tk Anfangswerte MCn
tk

bzw. QCntk gegeben.

2. Zu einem Informationszeitpunkt tk, k = 0, . . . , n− 1 ist die bedingte Verteilung der Drift
µt unter der Investor-Filtration FCntk die Normalverteilung N (MCn

tk
, QCntk ) und man kann

die bedingte Erwartung MCn
tk

und die bedingte Kovarianzmatrix QCntk in Abhängigkeit
vom Wert vor dem Informationszeitpunkt durch die folgenden Update-Formeln darstellen

MCn
tk

= ρkM
Cn
tk− + (Id − ρk)Zk, (3.9)

QCntk = ρkQ
Cn
tk−, (3.10)

wobei der Updatesfaktor ρk := Id −QCntk−
(

Γ +QCntk−

)−1
= Γ

(
Γ +QCntk−

)−1
ist.

Zum Zeitpunkt t0 = 0 setzen wir MCn
0− = m0 und QCn0− = q0.
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3.1. FILTER FÜR DEN DRIFTPROZESS

Beweis. Für d = 1 siehe Lemma 3.3 in Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich [27] und für
d > 1 siehe Lemma 2.5 in Sass, Westphal und Wunderlich [67]. �

Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) zeigt die Update-Formel (3.9) für die
bedingte Erwartung, dass MCn

tk
nach dem Eintreffen der k-ten Expertenmeinung ein gewichte-

tes Mittel der Expertenmeinung Zk und der bedingten ErwartungMCn
tk− vor dem Update ist. Aus

der Update-Formel für die bedingte Varianz in (3.10) folgt QCntk ≤ min{Γ, QCntk−}, das heißt,
die bedingte Varianz nach dem Update kann nicht einen größeren Wert als vor dem Update an-
nehmen. Die Gewichtung ρk ∈ [0, 1] wächst, wenn die Varianz des Experten Γ und demzufolge
dessen Unzuverlässigkeit wachsen. Für den Grenzfall Γ = 0 (der Experte kennt die Drift und ist
absolut zuverlässig, Zk = µtk ) haben wir ρk = 0 und MCn

tk
= Zk = µtk , dies bedeutet, dass

die bedingte Erwartung nach dem Eintreffen der Expertenmeinung gleich dem wahren Wert der
Drift ist. Gleichzeitig führt dieser Grenzfall zu einer maximalen Varianzreduktion Qtk = 0. Für
den anderen Grenzfall Γ = ∞ (der Experte besitzt keinerlei Wissen über die Drift) ist der Up-
datesfaktor ρk = 1 und somit gilt MCn

tk
= MCn

tk− und QCntk = QCntk−, was wiederum bedeutet,
dass die Expertenmeinung keine nützliche Information für den Filter gebracht hat.

Im Folgenden werden wir eine einheitliche Darstellung des FiltersMCn bzw.QCn zu jedem
Zeitpunkt t ∈ [0, T ] aufstellen, in dem wir die Update-Formel aus Lemma 3.1.5 in die Diffe-
rentialgleichung für den Filter MCn bzw. QCn einbetten. Diese Einbettung geschieht durch das
Hinzufügen eines Sprungterms, für dessen Herleitung die bedingte Verteilung der Expertenmei-
nungen Zk gegeben die dem Investor zur Verfügung stehenden Informationen nötig ist.

Lemma 3.1.6. Die bedingte Verteilung der Expertenmeinungen Zk gegeben FCntk− ist die multi-

variate Normalverteilung mit N
(
MCn
tk−, Γ +QCntk−

)
.

Beweis. Bei der Modellierung der Expertenmeinungen Zk = µtk + Γ
1
2 εk, k = 1, . . . , n − 1

in (2.12) haben wir angenommen, dass die Zufallsgrößen ε0, ε1, . . . , εn−1 iid. N (0, 1)-verteilt
sind. Insbesondere sind diese Zufallsgrößen von der Drift unabhängig. Ferner besitzen die Ex-
pertenmeinungen Zk und die bedingte Erwartung MCn

tk− eine gemeinsame Normalverteilung
und somit ist die bedingte Verteilung von Zk gegeben MCn

tk− wieder eine Normalverteilung mit
Mittelwert

E
[
Zk|FCn

tk−

]
= E

[
µtk
|FCn

tk−

]
+ Γ

1
2 E
[
εk|FCn

tk−

]
= E

[
µtk
|FCn

tk−

]
+ Γ

1
2 E
[
εk

]
= MCn

tk−,

denn εk ist multivariat standardnormalverteilt und unabhängig von der Investor-Filtration FCntk−.
Aus demselben Grund und weil εk unabhängig von µtk ist, gilt für die Varianz

var
[
Zk|FCn

tk−

]
= var

[
µtk
|FCn

tk−

]
+ Γ

1
2 var

[
εk|FCn

tk−

]
Γ

1
2

= var
[
µtk
|FCn

tk−

]
+ Γ

1
2 var

[
εk

]
Γ

1
2

= QCntk− + Γ.
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�

Sei (Uk)
n
k=1 eine Folge i.i.d. multivariaten standardnormalverteilten Zufallsvektoren, die von

FCnT unabhängig sind, dann können wir hinsichtlich Lemma 3.1.6 die Expertenmeinungen aus
(2.12) gegeben FCntk− wie folgt darstellen

Zk = MCn
tk− +

(
Γ +QCntk−

) 1
2
Uk. (3.11)

Diese Darstellung ermöglicht es uns, die Update-Formel aus (3.9) wie folgt auszudrücken

MCn
tk

= ρkM
Cn
tk− + (Id − ρk)

[
MCn
tk− +

(
Γ +QCntk−

) 1
2
Uk

]
= MCn

tk− + (Id − ρk)
(

Γ +QCntk−

) 1
2
Uk

= MCn
tk− +QCntk−

(
Γ +QCntk−

)−1 (
Γ +QCntk−

) 1
2
Uk

= MCn
tk− +QCntk−

(
Γ +QCntk−

)− 1
2
Uk. (3.12)

Für die Update-Formel der Kovarianz aus (3.10) gilt

QCntk = ρk Q
Cn
tk−

=
[
Id −QCntk−

(
Γ +QCntk−

)−1 ]
QCntk−

= QCntk− −Q
Cn
tk−

(
Γ +QCntk−

)−1
QCntk−. (3.13)

Mit Hinblick auf die letzten beiden Formeln (3.12) und (3.13) führen wir die Sprungprozesse
(Kµ

t )t∈[0,T ] und (KQ
t )t∈[0,T ] folgendermaßen ein

Kµ
t :=

∑
0≤tk≤t

∆MCn
tk

=
∑

0≤tk≤t

(
MCn
tk
−MCn

tk−

)
=

∑
0≤tk≤t

QCntk−

(
Γ +QCntk−

)− 1
2
Uk, (3.14)

KQ
t :=

∑
0≤tk≤t

∆QCntk =
∑

0≤tk≤t

(
QCntk −Q

Cn
tk−

)
= −

∑
0≤tk≤t

QCntk−

(
Γ +QCntk−

)−1
QCntk−.

(3.15)

Des Weiteren wollen wir die deterministischen Sprungzeitpunkte tk mit den zufälligen Sprung-
höhen ∆MCn

tk
beziehungsweise den deterministischen Sprunghöhen ∆QCntk für k = 0, . . . , n−1

verknüpfen, in dem wir ein zufälliges Maß ICn(·, ·) = ICn(·, ·, ω) wie folgt definieren

ICn
(
[a, b], B

)
=

∑
tk∈[a,b]

1{Uk∈B}, 0 ≤ a < b und B ∈ B(Rd). (3.16)
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3.1. FILTER FÜR DEN DRIFTPROZESS

Dieses Maß gibt die Anzahl der Sprünge im Intervall [a, b] an, die in der Borel-MengeB liegen.
Mit Hilfe dieses Maßes können wir für eine Funktion g definiert auf Rd die folgende Integral-
Darstellung verwenden

∑
tk∈[0,t]

g(Uk) =

t∫
0

∫
Rd

g(u) ICn(ds, du).

Vor diesem Hintergrund können wir die soeben eingeführten Prozesse Kµ und KQ aus (3.14)
bzw. (3.15) nun in Integral-Form darstellen

Kµ
t =

∫ t

0

∫
Rd

γCnM (QCns− , u) ICn(ds, du), γCnM (q, u) := q (Γ + q)−
1
2 u,

KQ
t =

∫ t

0

∫
Rd

γCnQ (QCns−) ICn(ds, du), γCnQ (q) := −q (Γ + q)−1 q.

Nachdem wir die Sprünge des Filters MCn bzw. Q in Integral-Form darstellen konnten, können
wir auch deren Dynamik aus Lemma 3.1.5 für alle t ∈ [0, T ] wie folgt darstellen

dMCn
t = αCnM (MCn

t )dt+ βCnM (QCnt )dW̃Cn
t +

∫
Rd

γCnM (QCns− , u) ICn(dt, du), (3.17)

dQCnt = αCnQ (QCnt )dt+

∫
Rd

γCnQ (QCns−) ICn(dt, du) (3.18)

mit dem Anfangswert MCn
0 = m0 bzw. QCn0 = q0.

Filter beim Informations-Regime H = Cλ. Im Gegensatz zum letzten Regime H = Cn
kennt der Investor hier weder die Anzahl der Expertenmeinungen noch deren Ankunftszeiten.
Wir haben angenommen, dass die Ankunftszeitpunkten der Expertenmeinungen Sprungzeit-
punkte eines homogenen Poisson-Prozesses (Nt)t∈[0,T ] mit Intensität λ > 0 sind. Unter dieser
Annahme sind die Wartezeiten zwischen je zwei Expertenmeinungen unabhängig.
Da wir im Modell H = Cλ angenommen haben, dass die Ankunftszeitpunkte T1, T2, . . .von
allen anderen Größen und insbesondere von der Drift µ unabhängig sind, erhalten wir den Filter
in diesem Modell analog zum FallH = Cn. Wir werden hier anstelle des Sprungmaßes ICn(·, ·)
aus (3.16), welches die deterministischen Sprungzeitpunkte tk mit den zufälligen Sprunghöhen
∆MCn

tk
bzw. den deterministischen Sprunghöhen ∆QCntk für k = 0, . . . , n − 1 verknüpft, mit

einem zufällgen Poisson-Maß ICλ(·, ·) arbeiten, welches die Intensität λ > 0 hat und die zufäll-
igen Sprungzeitpunkte Tk mit den beiden Sprunghöhen ∆MCλ

Tk
bzw. ∆QCλTk für k = 1, 2, . . .

verbindet (vgl. mit Sass, Westphal und Wunderlich [68]).
Auf dieselbe Art und Weise wie im Fall H = Cn erhalten wir im Fall H = Cλ die Dynamik für
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den Filter MCλ
t bzw. QCλt gegeben durch die folgenden SDE.

dMCλ
t = αCλM (MCλ

t )dt+ βCλM (QCλt )dW̃Cλ
t +

∫
Rd

γCλM (QCλt− , u) ICλ(dt, du), MCλ
0 = m0,

(3.19)

dQCλt = αCλQ (QCλt )dt+

∫
Rd

γCλQ (QCλs−) ICλ(dt, du), QCλ0 = q0.

(3.20)

Dabei sind die Koeffizienten αCλM ≡ α
Cn
M , βCλM ≡ βCnM , γCλM ≡ γCnM , αCλQ ≡ α

Cn
Q und

γCλQ ≡ γCnQ .
Um die Dynamik der Prozesse in einer Semimartingal-Darstellung zu präsentieren, stellen wir
nun die Sprungterme in (3.19) und (3.20) mittels des kompensierten Poisson-Maßes ĨCλ dar,
den wir wie folgt definieren

ĨCλ(dt, du) = ICλ(dt, du)− ηλ(dt, du). (3.21)

Dabei bezeichnet ηλ(·, ·) den Kompensator gegeben durch

ηλ(dt, du) = E
[
ICλ(dt,du)|FCλ

t−

]
= λ dt ϕ(u) du,

wobei ϕ(u) die Dichtefunktion der multivariaten Standardnormalverteilung ist und aus der Tat-
sache

∫
Rd
u ϕ(u) du = 0 erhalten wir für das Integral in (3.19)

∫
Rd

γCλM (QCλt− , u) ICλ(dt, du) =

∫
Rd

QCλt−

(
Γ +QCλt−

)− 1
2
u ICλ(dt, du)

=

∫
Rd

QCλt−

(
Γ +QCλt−

)− 1
2
u
[
ĨCλ(dt, du) + λ dt ϕ(u) du

]
=

∫
Rd

γCλM (QCλt− , u) ĨCλ(dt, du). (3.22)

Analog dazu können wir das Integral aus (3.20) wie folgt darstellen∫
Rd

γCλQ (QCλt− ) ICλ(dt, du) =

∫
Rd

γCλQ (QCλt− )
[
ĨCλ(dt, du) + λ dt ϕ(u) du

]
=

∫
Rd

γCλQ (QCλt− ) ĨCλ(dt, du) + λ γCλQ (QCλt− ), (3.23)
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wobei wir hier die Eigenschaft
∫
Rd
ϕ(u) du = 1 verwendet haben.

Die Umstellung der Integrale in (3.22) und (3.23) ermöglicht uns nun die angestrebte Martingal-
darstellung für die Filter-Gleichung in (3.19) bzw. (3.20) und wir erhalten dafür die folgende
Dynamik

dMCλ
t = αCλM (MCλ

t )dt+ βCλM (QCλt )dW̃Cλ
t +

∫
Rd

γCλM (QCλt− , u) ĨCλ(dt, du), MCλ
0 = m0,

(3.24)

dQCλt = αCλQ (QCλt )dt+

∫
Rd

γCλQ (QCλt− ) ĨCλ(dt, du), QCλ0 = q0. (3.25)

Durch die neue Darstellung ändert sich die Drift bei der Dynamik der bedingten Kovarianzmatrix
und hängt damit von der Intensität des Poisson-Prozesses durch αCλQ (q) = αCλQ (q) + λ γCλQ (q)
ab, während die anderen Koeffizienten unverändert bleiben.

Nachdem wir die Dynamik vom Filter MH
t bzw. QHt in allen partiellen Regimes H =

R,D,Cn, Cλ präsentiert haben, wollen wir eine einheitliche Darstellung in allen verschiedenen
Informations-Regimes einführen.

dMH
t = αHM (MH

t ) dt+ βHM (QHt ) dW̃H
t +

∫
Rd

γHM (QHt−, u) ĨH(dt, du), MH
0 = m0, (3.26)

dQHt = αHQ (QHt ) dt + βHQ (QHt ) dW̃H
t +

∫
Rd

γHQ ( QHt− ) ĨH(dt, du), QH0 = q0. (3.27)

Dabei sind die Sprungkoeffizienten γRM (q, u) = γDM (q, u) = γRQ(q) = γDQ (q) = 0. Für den
Diffusionsterm der bedingten Kovarianzmatrix setzen wir βHQ (q) ≡ 0 mit H = R,D,Cn, Cλ.
Weiterhin setzen wir bei den Regimes H = R,Cn, D den Drift-Term der bedingten Kovarianz-
matrix αHQ (q) = αHQ (q). Für das zufällige Maß ĨH setzen wir ĨCn = ICn und ĨR = ĨD = 0.

Informations-Regime H = F . Der Fall voller Informationen, bei dem die Drift beobacht-
bar bzw. an die Investor-Filtration FF adaptiert ist, verwenden wir als Referenzfall und setzen
MF
t = E[µt|FF

t ] = µt und somit QFt = cov
[
µt, µt|FF

t

]
= 0.

3.2 Eigenschaften der bedingten Kovarianz

Nachdem wir den Filter bei den verschiedenen Informations-Regimes präsentiert haben, wol-
len wir einen Zusammenhang zwischen den Filtern herstellen, der in erster Linie den Wert der
gewonnenen Informationen aus den Experten zeigt.
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Lemma 3.2.1. Für den Filter MH
t bzw. QHt mit H = R,Cn, Cλ, D, F gilt für alle t ∈ [0, T ]

die folgende Varianzzerlegung

cov
(

MH
t ,M

H
t

)
= cov(µt, µt)− E

[
QH

t

]
. (3.28)

Beweis. Wir bilden einerseits die Varianz für MH
t = E

[
µt|FH

t

]
und erhalten dafür

cov
(

MH
t ,M

H
t

)
= E

[
MH

t (MH
t )′
]
− E

[
MH

t

]
E
[
MH

t

]′
= E

[
MH

t (MH
t )′
]
− E

[
µt

]
E
[
µ′t
]
.

Andererseits bilden wir den Erwartungswert für QHt = E
[
µtµ

′
t|FH

t

]
−MH

t

(
MH

t

)′ und erhalten

E
[
QH

t

]
= E

[
µtµ

′
t

]
− E

[
MH

t (MH
t )′
]
.

Die Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt die Behauptung. �

Bei den Informations-Regimes H = R,D,Cn, F ist die bedingte Kovarianzmatrix QH de-
terministisch und damit gilt E

[
QH

t

]
= QH

t , dagegen ist bei dem Informations-Regime H = Cλ

die bedingte KovarianzmatrixQCλ stückweise deterministisch mit zufälligen Sprungzeitpunkten
T1, T2, . . ..

Ein rationaler Investor stellt sich die Frage, ob er eine bessere Einschätzung für die unbe-
kannte Drift bekommt, wenn er neben den verfügbaren Informationen aus den Renditen mit
Informationen von den Experten ausgestattet wird. Dieser Frage wollen wir jetzt nachgehen, in-
dem wir die bedingte Kovarianzmatrix des R-Investors mit der der Investoren H = Cn, Cλ, D
vergleichen. Bei solchen Vergleichen symmetrischer Matrizen verwenden wir die Schreibweise
A � B oder B � A, wenn die Differenz A−B eine positiv semidefinite Matrix ist.

Lemma 3.2.2. Für alle t ∈ [0, T ] gelten folgende Aussagen

1. QDt � QRt ,

2. QCnt � QRt ,

3. QCλt (ω) � QRt , ∀ω ∈ Ω.

Beweis. Siehe Proposition 4.2 in Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27] oder Proposition
3.2. bzw. Lemma 2.4 in Sass, Westphal, und Wunderlich [67, 68]. �

Numerische Beispiele zur theoretischen Aussage in Lemma 3.2.2 sind in Abbildung 8.2, 8.3
und 8.4 zu sehen.
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Asymptotische Ergebnisse für unendlichen Zeithorizont

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass der Investitionshorizont T unendlich ist und wollen
untersuchen, wie sich die bedingte Kovarianzmatrix QHt in den Informations-Regimes H =
R,D,Cn verhält, wenn t gegen∞ geht.

Das folgende Theorem bezieht sich auf die beiden RegimesH = R,D und zeigt die Konver-
genz der bedingten Kovarianzmatrix QHt , die als Lösung der Riccati-Gleichung (3.4) definiert
ist, wenn t gegen∞ geht.

Theorem 3.2.3. Unter den obigen Voraussetzungen gilt für die Kovarianzmatrix QHt mit H =
R,D folgendes

lim
t→∞

QHt = QH∞

für eine positiv semidefinite Matrix QH∞. Außerdem ist QH∞ die eindeutige Lösung der folgenden
quadratische algebraische Riccati-Gleichung

Σµ − κq − qκ′ − qΣ−1
H q′ = 0d.

Insbesondere folgt aus (3.5) im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1)

lim
t→∞

QHt = QH∞ = κΣH

[
−1 +

1

κ
δQ

]
= κΣH

[
−1 +

√
1 +

Σµ

κ2ΣH

]
.

Beweis. Für den mehrdimensionalen Fall siehe Theorem 4.2 in Sass, Westphal, und Wunder-
lich [67] und für den eindimensionalen Fall siehe Proposition 4.6 in Gabih, Kondakji, Sass und
Wunderlich [27]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.4 zu sehen.
Das letzte Theorem bezog sich nur auf die beiden Regimes H = R,D, bei denen die Investor-
Information nur aus den stetigen Renditen bzw. kombiniert aus den stetigen Renditen mit den
stetigen Experten gebildet war und die bedingte Kovarianz QHt auf [0, T ] stetig ist. Nun wollen
wir das asymptotische Verhalten der bedingten Kovarianz beim RegimeH = Cn betrachten, bei
demQCnt zu den deterministischen Ankunftszeiten 0 = t0, t1, . . . , tn−1 < T Sprünge hat. Diese
Untersuchung beschränkt sich nur auf den Fall, dass die Ankunftszeiten der Experten äquidistant
sind.

Lemma 3.2.4. Seien T = ∞ und die Ankunftszeiten der Experten beim Informations-Regime
H = Cn äquidistant, dann gelten folgende Aussagen:

i) Ist QCnt0− � Q
Cn
t1−, so sind die Folgen

(
QCntk−

)
k≥0

und
(
QCntk

)
k≥0

monoton wachsend.

ii) Ist QCnt0− � Q
Cn
t1−, so sind die Folgen

(
QCntk−

)
k≥0

und
(
QCntk

)
k≥0

monoton fallend.
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Beweis. Siehe Lemma 4.3 in Sass, Westphal, und Wunderlich [67]. �

Ein weitere Interessante Frage ist, wie sich die Folgen
(
QCntk−

)
k≥0

und
(
QCntk

)
k≥0

verhal-

ten, wenn k gegen unendlich geht. Die Antwort auf diese Frage bietet das folgende Theorem.

Theorem 3.2.5. Seien T = ∞ und die Ankunftszeiten der Experten beim Informations-Regime
H = Cn äquidistant, dann existieren endliche Matrizen Q und Q in Rd×d, sodass Folgendes
gilt

lim
n→∞

QCntn− = Q und lim
n→∞

QCntn = Q.

Insbesondere gilt im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) Folgendes

Q =
1

2a0

[
−b0 +

√
b20 − 4a0c0

]
und Q =

Γ ·Q
Γ +Q

.

Dabei sind die Konstanten a0, b0, c0 und d0 gegeben durch

a0 =
1

2κΣR

[
(1− d0)(Γ + κΣR) + (1 + d0)κΣR

√
1 +

Σµ

κΣR

]
,

b0 = −(1− d0)
(Σµ

2κ
− Γ

)
,

c0 = −(1− d0)
Σµ

2κ
· Γ,

d0 = exp

{
−2∆nκ

√
1 +

Σµ

κΣR

}
mit ∆n := tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Beweis. Für den mehrdimensionalen Fall siehe Proposition 4.4 in Sass, Westphal, und Wunder-
lich [67] und für den eindimensionalen Fall siehe Proposition 4.6 in Gabih, Kondakji, Sass und
Wunderlich [27]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.2 zu sehen.

3.3 Asymptotische Filtereigenschaften hochfrequenter Experten

In diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Filter für die Regimes
Cn und Cλ für eine wachsende und gegen unendlich strebende Anzahl n bzw. Intensität λ der
Expertenmeinungen. Dabei unterscheiden wir zwei unterschiedliche Situationen. Zum einen ge-
hen wir davon aus, dass mehr Expertenmeinungen nur zum Preis einer höheren Ungenauig-
keit, d.h. einer geringeren Verlässlichkeit, verfügbar sind. Dies wird durch eine linear in der
Anzahl n bzw. Intensität λ wachsenden Kovarianz der Expertenmeinungen ausgedrückt. Mit
dieser Annahme kommt zum Ausdruck, dass Investoren in einem bestimmten Zeitraum nicht
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beliebig viel Zusatzinformation über die unbekannte Drift erhalten können. Wir zitieren Grenz-
wertsätze aus Sass, Westphal und Wunderlich [68], welche besagen, dass die Informationen des
Cn- bzw. Cλ-Investors asymptotisch gleich der Informationen des D-Investors sind, welcher
zeitstetige Expertenmeinungen mit einer geeignet gewählten Volatilität σζ beobachtet. Diese
Grenzwertsätze ermöglichen die Konstruktion sogenannter Diffusionsapproximation für die Fil-
ter für hochfrequente Experten. Außerdem sind sie die Grundlage für einfach zu berechnende
Näherungslösungen für die in den nachfolgenden Kapiteln untersuchten Nutzenmaximierungs-
probleme.

Das zweite asymptoische Regime ist durch eine konstante und von der wachsenden Anzahl n
bzw. Intensität λ unabhängigen Kovarianz der Expertenmeinungen gekennzeichnet. Der Investor
erhält dann mehr und mehr verrauschte Signale gleichbleibender Genauigkeit über den momen-
tanen Wert des Driftprozesses. Eine naheliegende Vermutung ist, dass der Investor im Grenzfall
für n → ∞ bzw. λ → ∞ über volle information über den Driftprozess verfügt, d.h. die durch
den Filter ausgedrückte Driftschätzung ist ein konsistenter Schätzer. Für diese Vermutung for-
mulieren und beweisen wir in der Arbeit Gabih, Kondakji und Wunderlich [28] entsprechende
Grenzwertsätze, welche nachfolgend zitiert werden.

3.3.1 Diffusion-Approximation für Experten mit linear wachsender Kovarianz

Deterministische Informationszeitpunkte

Die folgende Annahme stellt einer Folge von zeitdiskreten Expertenmeinungen den stetigen
Expertenmeinungsprozess ζ = (ζt)t∈[0,T ] aus (2.14)

dζ = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0

gegenüber.

Annahme 3.3.1. Seien (τn)∞n=1 mit τn := {tn0 , tn1 , . . . , tnn−1} eine Folge von äquidistanten
Zerlegungen des Zeitintervalls [0, T ] gegeben durch

tnk = k ·∆n, k = 0, . . . , n− 1 mit ∆n := T/n

und (Zn)∞n=1 mit Zn := {Zn0 , Zn1 , . . . , Znn−1} eine Folge von Expertenmeinungen definiert wie
in (2.12) durch

Znk = µtnk + Γ
1
2 εnk , k = 0, . . . , n− 1.

Die standardnormalverteilten Zufallsgrößen (εnk) sind wie folgt an den Wiener-Prozess W ζ ge-
koppelt, welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:

εnk = Γ−
1
2

1

∆n

∫ tnk+1

tnk

σζ dW
ζ
s , k = 0, . . . , n− 1.
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Hierzu wird die Volatilität des stetigen Experten σζ fixiert und die Kovarianz Γ der diskreten
Experten in Abhängigkeit von der Anzahl der Expertenmeinungen n über die Beziehung

Γ = Γ(n) :=
1

∆n
Σζ =

1

∆n
σζσ

′
ζ

gewählt.

Unter dieser Annahme werden die Experten bei wachsender Anzahl der Expertenmeinungen
immer ungenauer und damit unzuverlässiger. Des Weiteren stehen die diskreten Experten Znk in
Relation mit dem stetigen Expertenprozess ζ und es gilt

Znk = µtnk + Γ
1
2 εnk

= µtnk +
1

∆n

∫ tnk+1

tnk

σζ dW
ζ
s

≈ 1

∆n

∫ tnk+1

tnk

(
µs ds+ σζ dW

ζ
s

)
=

1

∆n

∫ tnk+1

tnk

dζs =
1

∆n

(
ζtnk+1

− ζtnk
)
, k = 0, . . . , n− 1.

Das nächste Theorem gibt die Geschwindigkeit der Konvergenz des Filters vom Regime
H = Cn gegen den vom Regime H = D, aus der die Quadratmittel-Konvergenz des Filters
folgt.

Theorem 3.3.2. Unter der Annahme 3.3.1 gilt folgendes:

1) Es existiert eine Konstante c0 > 0 mit∥∥QCnt −QDt ∥∥ ≤ c0 ·∆n für alle t ∈ [0, T ].

Insbesondere gilt
lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥QCnt −QDt ∥∥ = 0.

2) Es existiert eine Konstante c′0 > 0 mit

E
[∥∥MCn

t −MD
t

∥∥2
]
≤ c′0 ·∆n für alle t ∈ [0,T].

Insbesondere gilt
lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

E
[∥∥MCn

t −MD
t

∥∥2
]

= 0.

Beweis. Siehe Theorem 3.2 und Theorem 3.3 in Sass, Westphal und Wunderlich [68]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.5 zu sehen.
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Zufällige Informationszeitpunkte

Angenommen, die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen T1, T2, . . . sind zufällig und die
Wartezeiten Tk+1 − Tk zwischen je zwei aufeinander folgenden Informationszeitpunkten un-
abhängig und exponentialverteilt mit Parameter λ > 0. Auf dieselbe Art und Weise wie im
letzten Abschnitt wollen wir hier das Verhältnis vom Filter im Regime H = Cλ zu dem vom
Regime H = D untersuchen, wenn die Intensität der Expertenmeinungen λ immer größer wird.
Dies entspricht dem Fall, dass die Wartezeiten Tk+1 − Tk immer kleiner werden.
Die angestrebte Untersuchung der Filter-Konvergenz geschieht unter der folgenden Annahme,
welche eine Relation zwischen den diskreten und stetigen Experten herstellt.

Annahme 3.3.3. Sei
(
(Nλ

t )t∈[0,T ]

)
λ>0

eine Familie von von homogenen Poisson-Prozessen,
zu der eine Familie von zufälligen Sprungzeitpunkten

(
T λ
)
λ>0

gehört mit T λ :=
{

0 <

T λ1 , T
λ
2 , . . . , T

λ
Nλ
T
≤ T

}
. Die Poisson-Prozesse sind von allen anderen stochastischen Prozessen

unabhängig. Sei weiterhin (Zλ)λ>0 mit Zλ := {Zλ1 , Zλ2 , . . . , ZλNλ
T
} eine Folge von Experten-

meinungen definiert wie in (2.12) durch

Zλk = µTλk
+ Γ

1
2 ελk , k = 1, 2, . . . , Nλ

T .

Die standardnormalverteilten Zufallsgrößen (ελk) sind wie folgt an den Wiener-Prozess W ζ ge-
koppelt, welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:

ελk = Γ−
1
2 λ

∫ k
λ

k−1
λ

σζ dW
ζ
s , k = 1, 2, . . . .

Hierzu wird die Volatilität des stetigen Experten σζ fixiert und die Kovarianz Γ der diskreten
Experten in Abhängigkeit von der Intensität der Expertenmeinungen λ über die Beziehung

Γ = Γ(λ) := λΣζ = λσζσ
′
ζ

gewählt.

Unter dieser Annahme werden die Experten bei wachsender Intensität der Expertenmeinun-
gen immer ungenauer und somit deren Zuverlässigkeit immer geringer.
Eine der wichtigen Aspekte dieser Annahme ist die Konstruktion bzw. Koppelung der standard-
normalverteilten Fehler (ελk) an den Wiener-Prozess W ζ , um am Ende die angestrebte Konver-
genz zeigen zu können. Die Idee zur Konstruktion der standardnormalverteilten Zufallsgrößen
ελk in der der obigen Annahme stammt aus Sass, Westphal und Wunderlich [68] und besteht dar-
in, dass man zunächt davon ausgeht, dass der Wiener-Prozess W ζ nicht nur auf [0, T ], sondern
auch auf [0,∞) definiert ist. Dann greifen wir bei der Konstruktion dieser Fehler nicht mehr
auf die zufälligen Zeitpunkte aus der Familie (τλ)λ>0, sondern auf die deterministischen Zeit-

punkte { 0
λ ,

1
λ ,

2
λ , . . . ,

Nλ
T
λ }. Mit diesem Ansatz sind die Zufallsgrößen ελk unabhängig von den

zufälligen Ankunftszeitpunkten T λk . Des Weiteren erklären die Autoren in Remark 4.2 in der
zuletzt erwähnten Referenz, warum die Konstruktion von (ελk) durch den folgenden Ansatz

ελk = Γ−
1
2

√
λ√

T λk − T λk−1

∫ Tλk

Tλk−1

σζ dW
ζ
s , k = 1, 2, . . . , Nλ

T ,
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welcher mit Hinblick auf die Konstruktion der Fehler in Annahme 3.3.1 in Frage kommt, nicht
zum erhofften Ergebnis führt.

Das nächste Theorem gibt die Geschwindigkeit der Konvergenz des Filters vom Regime
H = Cλ gegen den vom Regime H = D, aus der die gleichmässige Konvergenz folgt.

Theorem 3.3.4. Unter Annahme 3.3.3 gilt folgendes:

1) Es existieren eine Konstante c1 > 0 und ein λ1 > 0 mit

E

[
sup

t∈[0,T]

∥∥QCλ
t −QD

t

∥∥2

]
≤ c1 ·

1

λ
für alle λ ≥ λ1. (3.29)

Insbesondere gilt

lim
λ→∞

E

[
sup

t∈[0,T]

∥∥QCλ
t −QD

t

∥∥2

]
= 0.

2) Es existieren eine Konstante c′1 > 0 und ein λ′1 > 0 mit

E
[∥∥MCλ

t −MD
t

∥∥2
]
≤ c′1 ·

1√
λ

für alle t ∈ [0,T] und λ ≥ λ′1. (3.30)

Insbesondere gilt
lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]

E
[∥∥MCλ

t −MD
t

∥∥2
]

= 0.

Beweis. Siehe Theorem 4.6 und Theorem 4.7 in Sass, Westphal und Wunderlich [68]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage in Theorem 3.3.4 sind in Abbildung 8.6
zu sehen.

Aus Abschnitt 3.3.1 kann man schlussfolgern, dass die gewonnenen Informationen aus den
diskreten Experten sowohl zu deterministischen als auch zu zufälligen Zeitpunkten bei wach-
sender Anzahl bzw. Intensität der Experten den gleichen Wert haben, den der stetiger Experte
liefert. Allerdings muss bei dieser Überlegung gelten, dass die Kovarianz der Experten Γ linear
in die Anzahl n bzw. die Intensität λ der Expertenmeinungen wächst.

3.3.2 Experten mit konstanter Kovarianz

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der Cn- und Cλ-Filter
bei wachsender Anzahl n bzw. Intensität λ beschäftigen, wenn die Genauigkeit der Experten
konstant bleibt.

Deterministische Informationszeitpunkte

Ähnlich wie in Abschnitt 3.3.1 nehmen wir an, dass während des Investitionszeitraums [0, T ]
der Cn-Investor n ∈ N Expertenmeinungen erhält, die aber nicht unbedingt zu äquidistanten
Informationszeitpunkten eintreffen. Sei nun (T n)∞n=1 mit T n := {tn0 , tn1 , . . . , tnn} eine Folge
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von Zerlegungen des Intervalls [0, T ] in n Teilintervalle mit der Norm ∆n := max
k=1,...,n

tnk − tnk−1

und sodass die Informationszeitpunkte erhalten bleiben, das heißt T n = {tn0 , tn1 , . . . , tnn} ⊆
{tn′0 , t

n′
1 , . . . , t

n′
n′} = T n′ für n′ ≥ n.

Die Modellierung der diskreten Expertenmeinungen Znk bei dieser Untersuchung ist aus dem
Ansatz (2.12) zu entnehmen, das heißt

Znk = µtnk + Γ
1
2 εnk , k = 0, . . . , n− 1.

Das folgende Theorem gibt die gleichmäßige Konvergenz des Filters MCn und QCn bei
wachsender Anzahl von Expertenmeinungen und konstanter Expertenvarianz gegen die Drift µ
bzw. QF ≡ 0.

Theorem 3.3.5. Unter den oben erwähnten Voraussetzungen gilt folgendes:

• Für die bedingte Kovarianzmatrix

lim
∆n→0
n→∞

||QCnt || = 0, für alle t ∈ (0, T ].

• Für die bedingte Erwartung

lim
∆n→0
n→∞

E
[∥∥MCn

t − µt

∥∥2
]

= 0, für alle t ∈ (0,T].

Beweis. Für den eindimensionalen Fall siehe Proposition 4.3 in Gabih, Kondakji, Sass, und
Wunderlich [27] und für den mehrdimensionalen Fall siehe Theorem 3.4. in Sass, Westphal und
Wunderlich [67]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.7 zu sehen.

Zufällige Informationszeitpunkte

Wie im Abschnitt 3.3.1 definieren wir hier auch eine Familie von homogenen Poisson-Prozessen(
(Nλ

t )t∈[0,T ]

)
λ>0

, zu der eine Familie von zufälligen Sprungzeitpunkten
(
T λ
)
λ>0

mit T λ :=

{0 < T λ1 , T
λ
2 , . . . , T

λ
Nλ
T
≤ T} gehört. Wir nehmen an, dass die Poisson-Prozesse von allen

anderen stochastischen Prozessen unabhängig sind.
Der Familie der Informationszeitpunkte

(
T λ
)
λ>0

steht eine Familie von Expertenmeinungen
(Zλ)λ>0 mit Zλ := {Zλ1 , Zλ2 , . . . , ZλNλ

T
} gegenüber. Die Expertenmeinungen sind aus (2.13)

zu entnehmen

Zλk = µtλk
+ Γ

1
2 ελk , k = 1, . . . , Nλ

T .

Bei dieser Untersuchung sind die standardnormalverteilten Zufallsgrößen ελk von allen anderen
weiteren Zufallsgrößen bzw. stochastichen Prozessen unabhängig.

Das folgende Theorem zeigt die Konvergenz des Filters MCλ und QCλ bei wachsender
Anzahl von Expertenmeinungen und konstanter Expertenvarianz gegen die Drift µ bzw.QF ≡ 0.
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Theorem 3.3.6. Unter den obigen Voraussetzungen und für jedes t ∈ (0, T ] gilt folgendes:

1) Es existieren eine Konstante k0 > 0 und ein λ0 > 0 mit

E
[∥∥QCλt ∥∥] ≤ k0√

λ
für λ ≥ λ0, t ≥ t. (3.31)

Insbesondere gilt
lim
λ→∞

E
[∥∥QCλ

t

∥∥] = 0 für t ≥ t.

2) Es existieren eine Konstante k′0 > 0 und ein λ′0 > 0 mit

E
[∥∥MCλ

t − µt
∥∥2
]
≤ k′0√

λ
für λ ≥ λ′0, t ≥ t. (3.32)

Insbesondere gilt
lim
λ→∞

E
[∥∥MCλ

t − µt

∥∥2
]

= 0, für t ≥ t.

Beweis. Siehe Gabih, Kondakji und Wunderlich [28]. �

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.8 zu sehen.

Aus Abschnitt 3.3.2 kann man schlussfolgern, dass die gewonnenen Informationen aus den
diskreten Experten sowohl zu deterministischen als auch zu zufälligen Zeitpunkten bei wachsen-
der Anzahl bzw. Intensität der Experten den gleichen Wert für die Schätzung der Drift haben,
den der voll informierte Investor hat. Allerdings muss hierfür gelten, dass die Kovarianz der
Experten Γ konstant ist.
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Nutzenmaximierungsproblem

Dieses Kapitel widmet sich dem Nutzenmaximierungsproblem für die verschiedenen Informa-
tions-Regimes. Es werden sowohl der voll informierte Investor als auch die partiell informierten
Investoren betrachtet, für welche Kapitel 3 die zugehörigen Filter für die Drift bereitgestellt
hat. Nach der Problemdarstellung in Abschnitt 4.1 werden in Abschnitt 4.2 die Wohlgestelltheit
des Optimierungsproblems untersucht und Bedingungen an die Modellparameter gestellt, unter
denen die Zielfunktion beschränkt ist. Dies führt für den Potenz-Nutzen mit einer gegenüber
der logarithmischen Nutzenfunktion größeren Risikoaversion, d.h. für Werte des Parameters
der Nutzenfunktion θ aus (0, 1), zu einer Einschränkung an die Menge der zulässigen Modell-
parameter. Anderenfalls können sogenannte Nirvana-Strategien nicht ausgeschlossen werden.
Abschnitt 4.3 widmet sich dem Vergleich der verschiedenen Informations-Regimes und der Be-
wertung der den Investoren zur Verfügung stehenden Informationen in monetären Einheiten.
Dieser Vergleich beruht auf der Betrachtung des notwendigen Anfangskapitals zur Erzielung
eines vorgegebenen erwarteten Nutzen. Es werden Maße zur Bewertung des Informationsver-
lustes eines partiell informierten Investors gegenüber dem voll informierten Investor sowie zur
Bestimmung des Preises der zusätzlichen Expertenmeinungen konstruiert.
Für den Fall der logarithmischen Nutzenfunktion gelingt eine vergleichsweise einfache und
weitgehend geschlossene Lösung des Nutzenmaximierungsproblems, welche in Abschnitt 4.4
präsentiert wird. Diese Lösungstechniken versagen dagegen für den Fall des Potenz-Nutzens.
Hierfür werden in Abschnitt 4.5 Methoden des Dynamic Programming eingesetzt, um eine not-
wendige Optimalitätsbedingung in Form der Dynamic Programming Gleichung für die Wert-
funktion abzuleiten. Dabei wird mit Hilfe einer Maßwechseltechnik das ursprüngliche Optimier-
ungsproblem in ein risikosensitives stochastisches Steuerungsproblem überführt, dessen gesteu-
erter Zustand lediglich aus dem Filter für die Drift besteht.
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4.1 Problemdarstellung

In diesem Abschnitt wollen wir das Optimierungsproblem für die verschiedenen Informations-
Regimes präsentieren, dabei unterscheiden wir im Wesentlichen zwischen zwei Aspekten. Zum
Einen ist das Optimierungsproblem aus (2.20)

VF0 : = sup
π∈AF

J F0 (π), (4.1)

mit J F0 (π) : = E
[
Uθ(Xπ

T)
∣∣∣FF

0

]
, π ∈ AF (4.2)

ein Optimierungsproblem unter voller Informationen, bei dem alle Komponenten der Vemögens-
gleichung aus (2.16)

dXπ
t = αFX(Xπ

t , µ, πt) dt+ βFX(Xπ
t , πt) dW

R
t , Xπ

0 = x0 > 0,

mit αFX(x,m, p) := xp′m und βFX(x, p) := xp′σR, sowie die Drift aus (2.3)

dµt = κ(µ− µt)dt+ σµ dW
µ
t , µ0 ∼ N (m0, q0),

an die Investor-Filteration FF adaptiert sind. Zum anderen ist das Optimierungsproblem (2.22)

VH0 : = sup
π∈AH

JH0 (π), H = R,D,Cn, Cλ, (4.3)

mit JH0 (π) : = E
[
Uθ(Xπ

T)
∣∣∣FH

0

]
, π ∈ AH, (4.4)

ein Optimierungsproblem unter partieller Information, bei dem der Drift-Koeffizient αFX in
der Vemögensgleichung (2.16) vom unbeobachtbaren Driftprozess µ abhängt, der nicht an die
Investor-Filtration FH = (FHt )t∈[0,T ] adaptiert ist. Da wir das Optimierungsproblem mit der
Dynamic-Programming-Methode lösen wollen, müssen wir es in ein Optimierungsproblem un-
ter voller Information überführen (siehe Abschnitt 3 in Rieder und Bäuerle [62] oder Abschnitt
2.4 in Frey, Gabih und Wunderlich [26]). Die Transformation des Optimierungsproblems un-
ter partieller Information in eines unter voller Information geschieht, in dem wir den Drift-
Koeffizient αFX in der Vemögensgleichung (2.16) mit Hilfe des aus Kapitel 3 erhaltenen Filters
und des Innovationsprozess wie folgt ausdrücken

dXπ
t = αHX(Xπ

t ,M
H
t , πt) ds+ βHX (Xπ

t , πt) dW̃
H
t , Xπ

0 = x0 > 0, (4.5)

mit αHX(x,m, p) = xp′m, βHX (x, p) = xp′σx und σX aus (2.24)

σX = σHX :=


Σ

1
2
R ; H = R,Cn, Cλ,(
Σ

1
2
R Od×d

)
; H = D.
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Mit dieser Transformation wurde der Zustandsprozess um den Filter bzw. die zwei Kenngrößen
(MH , QH) erweitert, deren Dynamik in (3.26) und (3.27) durch

dMH
t = αHM (MH

t ) dt+ βHM (QHt ) dW̃H
t +

∫
Rd

γHM (QHt−, u) ĨH(dt, du), MH
0 = m0,

dQHt = αHQ (QHt ) dt + βHQ (QHt ) dW̃H
t +

∫
Rd

γHQ ( QHt− ) ĨH(dt, du), QH0 = q0

gegeben war.

4.2 Wohlgestelltheit des Kontrollproblems

Bevor wir zur Lösung des Optimierungsproblems sowohl für den voll informierten InvestorH =
F als auch für den partiell informierten Investor H mit H = R,D,Cn, Cλ kommen, müssen
wir sicherstellen, dass das untersuchte Kontrollproblem wohlgestellt ist. Wir beschreiben das
Modell des Finanzmarktes durch den Parameter

p := {T, θ, σR, σµ, κ, µ, x0,m0, q0,m0, q0} (4.6)

mit Werten in einem Parameterraum P und suchen Bedingungen an den Parameter p, unter
denen das Nutzenmaximierungsproblem wohlgestellt ist. Der Wertebereich der Parameter in
(4.6) ist in den früheren Kapiteln eingeführt.
An dieser Stelle ist es darauf hinzuweisen, dass der F -Investor die Drift zu jedem Zeitpunkt,
insbesondere zum Zeitpunkt t = 0 beobachten kann, somit gilt für ihn m0 = µ0(ω) und q0 =
0, während der partiell informierte Investor nur die bedingte Verteilung der Drift gegeben die
Investor-Filtration FH0 kennt. Diese ist die Normalverteilung mit Mittelwert MH

0 = m0 und
Kovarianz QH0 = q0.

Aus Gründen der Einfachheit werden wir in folgenden Untersuchungen die Menge der
zulässigen Strategien nur mitAH bezeichnen. Dabei meinen wir die Menge der zulässigen Stra-
tegien in (2.21) für den logarithmischen Nutzen und die Menge der zulässigen Strategien in
(2.25) für den Potenz-Nutzen.

Definition 4.2.1. Für ein gegebenes Finanzmarktmodell mit Parameter p aus dem Parameter-
raum P heißt das Nutzenmaximierungsproblem (4.1) für den voll informierten Investor bzw.
das Nutzenmaximierungsproblem (4.3) für den partiell informierten Investor wohlgestellt, wenn
eine Konstante CHJ ∈ R existiert, so dass JH0 (π) ≤ CHJ für alle Strategien π ∈ AH gilt.

Aus der Wohlgestelltheit folgt, dass auch für die Wertfunktion VH0 ≤ CHJ gilt. Falls es keine
solche Konstante CHJ gibt, dann existieren sogenannte Nirvana-Strategien. Dies sind zulässige
Strategien πN ∈ AH , welche (in endlicher Zeit T ) ein Endvermögen XπN

T generieren, dass

eine Verteilung besitzt, für die der erwartete Nutzen E
[
Uθ(Xπ

T)
∣∣∣FH

0

]
unendlich ist bzw. größer

als jede vorgegebene Schranke gemacht werden kann. Dabei muss das Endvermögen Xπ
T selbst
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nicht unendlich sein.
Wir bezeichnen mit

PH0 := {p ∈ P; VH0 ≤ CHJ } (4.7)

die Menge der Parameter des Finanzmarktmodells, für die das Nutzenmaximierungsproblem
(NMP) wohlgestellt ist. Wird nun das NMP nur für ein Finanzmarktmodell mit Parametern p
aus dem Parameterraum PH0 betrachtet, dann ist sichergestellt, dass das NMP wohlgestellt ist.

Wir suchen nun geeignete Bedingungen an die Modellparameter, die die Wohlgestelltheit
sichern. Für diese Untersuchung führen wir in diesem Abschnitt einen weiteren Investor ein,
den wir den G−Investor nennen werden. Während die Filtration FF aus dem Rendite- und dem
Drift-Prozess erzeugt wird, setzen wir die Filtration FG gleich der Hauptfiltration G, an die all
Prozesse des Finanzmarkts adaptiert sind. Weiterhin definieren wir die Menge der zulässigen
Strategien AG, die Koeffizienten der Vermögensgleichung, die Zielfunktion J G0 und die Wert-
funktion VG0 analog zu den entsprechenden Definitionen im Fall H = F . Danach werden wir
Abschätzungen der Zielfunktion JH0 des H-Investors mit H = F,R,D,Cn, Cλ durch die Ziel-
funktion JH0 des G-Investors untersuchen. Dafür wählen wir eine Strategie π ∈ AH und aus
der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung mit FH0 ⊆ FG0 erhalten wir

JH0 (π) = E
[
Uθ(Xπ

T)
∣∣∣FH

0

]
= E

[
E
[
Uθ(Xπ

T)|FG
0

]∣∣∣FH
0

]
= E

[
J G

0 (π)
∣∣∣FH

0

]
. (4.8)

Aus Eigenschaften des Supremums und der Tatsache AH ⊆ AG bekommen wir

VH0 = sup
π∈AH

JH0 (π) = sup
π∈AH

E
[
J G

0 (π)
∣∣∣FH

0

]
≤ E

[
sup
π∈AH

J G
0 (π)

∣∣∣FH
0

]
≤ E

[
sup
π∈AG

J G
0 (π)

∣∣∣FH
0

]
= E

[
VG

0

∣∣∣FH
0

]
. (4.9)

Im Folgenden werden wir untersuchen, unter welcher Voraussetzung die Funktion VG0 beschränkt
ist. Dafür präsentieren wir zunächst das folgende Hilfslemma, in dem wir mit µt,mu die Drift zum
Zeitpunkt u ∈ [t, T ] bezeichnen, die zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ] den Anfangswert m hat.

Lemma 4.2.2. Seien cΨ ∈ R\{0}, der stochastischen Prozess (Ψt,z,m
s )0≤t≤s≤T gegeben durch

Ψt,z,m
s := z exp

{
cΨ

∫ s

t
(µt,mu )′Σ−1

R µt,mu du
}

(4.10)

und die Funktion gb : [0, T ]×Rd −→ R+ gegeben durch gb(t,m) := E
[
Ψt,1,m

T

]
, für t ∈ [0, T ]

und m ∈ Rd. Dann gilt

gb(t,m) = exp
{
m′Ab(t)m+B′b(t)m+ Cb(t)

}
. (4.11)

Dabei sind Ab(t), Bb(t) und Cb(t) Funktionen in t ∈ [0, T ], die Werte in Rd×d, Rd bzw. R
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annehmen und der folgenden Dynamik genügen

dAb(t)

dt
= −2Ab(t)ΣµAb(t) + κ′Ab(t) +Ab(t)κ− cΨΣ−1

R ; Ab(T ) = 0d×d, (4.12)

dBb(t)

dt
= −2Ab(t)κµ+

[
κ′ − 2Ab(t)Σµ

]
Bb(t); Bb(T ) = 0d×1, (4.13)

dCb(t)

dt
= −1

2
B′b(t)ΣµBb(t)−B′b(t)κµ− tr{ΣµAb(t)}; Cb(T ) = 0. (4.14)

Beweis. Sei zunächst die Funktion Gb ∈ C1,2 wie folgt definiert

Gb : [0, T ]× R+ × Rd → R+; Gb(t, z,m) := E
[
Ψt,z,m

T

]
. (4.15)

Dann gilt Gb(T, z,m) = E
[
ξT,z,m

T

]
= E [z] = z.

Die Dynamik der Drift µ bzw. des Prozesses Ψ für s ∈ [t, T ] ist gegeben durch(
dµt,ms
dΨt,z,m

s

)
=

(
κ(µ− µt,ms )

cΨΨt,z,m
s

(
µt,ms

)′
Σ−1
R µt,ms

)
ds+

(
σµ 0
0 0

)(
dWµ

s

dWΨ
s

)
;

(
µt,mt

Ψt,z,m
t

)
=

(
m
z

)
,

wobei WΨ = (WΨ
t )t∈[0,T ] ein eindimensionaler Wiener-Prozess ist. Die Drift- und Diffusions-

koeffizienten der letzten Gleichung genügen der Lipschitz- und Wachstumsbedingung und die
Feynman-Kac-Formel für die Erwartung aus (4.15) liefert folgende lineare Differentialgleichung
für Gb

0 =
∂

∂t
Gb(t, z,m) +∇′mGb(t, z,m) κ(µ−m) +

1

2
tr{∇mmGb(t, z,m)Σµ}

+ cΨzm
′Σ−1
R m

∂Gb(t, z,m)

∂z
(4.16)

mit der Endbedingung Gb(T, z,m) = z.
Für die Lösung von (4.16) machen wir jetzt den folgenden Separationsansatz

Gb(t, z,m) = z gb(t,m), gb(T,m) = 1. (4.17)

Zum Zeitpunkt t mit den Anfangswerten µt,mt = m und Ψt,1,m
t = 1 erhalten wir dann

E
[
Ψt,1,m

T

]
= Gb(t, 1,m) = gb(t,m),

das heißt, die im Lemma definierte Funktion gb. Das Einsetzen von (4.17) in (4.16) liefert die
folgende lineare parabolische PDE für gb

0 =
∂

∂t
gb(t,m) +∇′mgb(t,m) κ(µ−m) +

1

2
tr{∇mmgb(t,m)Σµ}+ cΨm

′Σ−1
R m gb(t,m)

(4.18)
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mit der Endbedingung gb(T,m) = 1. Für die Lösung von (4.18) machen wir den folgenden
Ansatz

gb(t,m) = exp
{
m′Ab(t)m+B′b(t)m+ Cb(t)

}
. (4.19)

Das Einsetzen von (4.19) in (4.18) liefert das System von ODEs für Ab, Bb und Cb, welches in
(4.12), (4.12) und (4.12) gegeben ist. �

Lemma 4.2.3. Die Wertfunktion VG0 besitzt folgende Eigenschaft:

• Für den logarithmischen Nutzen ist die Wertfunktion VG0 immer beschränkt.

• Für den Potenz-Nutzen mit θ ∈ (−∞, 0) gilt für die Wertfunktion VG0 ≤ 0.

• Für den Potenz-Nutzen mit θ ∈ (0, 1) gilt für die Wertfunktion VG0 die Abschätzung

VG0 ≤
1

θ
xθ0

(
gb(0, µ0)

)1−θ
. (4.20)

Dabei ist die Funktion gb : [0, T ] × Rd −→ R+ in (4.11) gegeben und µ0 ist der dem
F -Investor bekannte Anfangswert der Drift. Die auf [0, T ] definierten Funktionen Ab(t),
Bb(t) und Cb(t) mit Werten in Rd×d, Rd bzw. R genügen den Differentialgleichungen
(4.12), (4.13) und (4.14) für cΨ = θ

2(1−θ)2 .

Beweis. Für die zweite Aussage in diesem Lemma ist der Beweis trivial, da für θ ∈ (−∞, 0)
die Potenz-Nutzenfunktion Uθ(x) < 0, ∀x ∈ (0,∞) gilt. Für die erste und dritte Aussagen
orientieren wir uns der Arbeit von Angoshtari [1].
Sei (ξt)t∈[0,T ] ein stochasticher Prozess, der durch die folgende SDE gegeben ist

dξt = ξtµ
′
t Σ−1

R σR dW
R
t , ξ0 = 1, µ0 = m0, (4.21)

oder in explizierter Form wie folgt

ξt = exp

{
− 1

2

t∫
0

∣∣∣∣∣∣µ′s Σ−1
R σR

∣∣∣∣∣∣2ds− t∫
0

µ′s Σ−1
R σR dW

R
s

}
. (4.22)

Wir bezeichnen wir zum Zeitpunkt t0 ∈ [0, T ] mit µt0,mt die Lösung der Drift-Gleichung (2.3)
zum Zeitpunkt t mit Anfangswert m, mit Xπ,t0,x,m

t die Lösung der Vermögensgleichung (2.16)
zum Zeitpunkt tmit Anfangswerten (x,m) und mit ξt0,z,mt die Lösung von (4.21) zum Zeitpunkt
t mit Anfangswerten (z,m). Die Itô-Produktregel liefert

d(Xπ,0,x,m0 ξ0,1,m0)t = Xπ,0,x,m0
t dξ0,1,m0

t + ξ0,1,m0
t dXπ,0,x,m0

t + d〈Xπ,0,x,m0 , ξ0,1,m0〉t
= ξ0,1,m0

t Xπ,0,x,m0
t [π′tσR − µ

0,m0
t Σ−1

R σR] dWR
t . (4.23)

Aus Fatou’s Lemma folgt, dass der nicht-negative Prozess (Xπξ)t ein Supermartingal ist, des-
halb gilt

x− E[Xπ,0,x,m0

T ξ0,1,m0

T ] ≥ 0. (4.24)
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Auf der anderen Seite sei f : R+ → R die zugehörige Legendre-Fenchel-Transformation der
Nutzen-Function Uθ(x) definiert für jedes w > 0 durch

f(w) := sup
x∈R+

{Uθ(x)− xw} =


−1− lnw, Uθ(x) = lnx,(

1−θ
θ

)
w−

θ
1−θ , Uθ(x) = 1

θx
θ.

(4.25)

Da ξ0,1,m0

T > 0 ist, gilt für jedes w > 0

f(ξ0,1,m0

T w) = sup
x∈R+

{
Uθ(x)− x ξ0,1,m0

T w
}
≥ Uθ(Xπ,0,x,m0

T )−Xπ,0,x,m0

T ξ0,1,m0

T w.

(4.26)

Mit Hilfe von (4.24) erhalten wir für jedes w > 0

E
[
Uθ(Xπ,0,x,m0

T )
]
≤ E

[
Uθ(Xπ,0,x,m0

T )
]

+ w
(

x− E
[
Xπ,0,x,m0

T ξ0,1,m0

T

] )
= E

[
Uθ(Xπ,0,x,m0

T )−Xπ,0,x,m0

T ξ0,1,m0

T w
]

+ xw

≤ E
[
f(ξ0,1,m0

T w)
]

+ xw,

wobei die letzte Ungleichung aus (4.26) folgt.
Wir verwenden jetzt (4.25) für den Term f(ξ0,1,m0

T w) und erhalten

E
[
Uθ(Xπ,0,x,m0

T )
]
≤


−1− lnw − E[ln ξ0,1,m0

T ] + xw, Uθ(x) = lnx,(
1−θ
θ

)
w−

θ
1−θE

[(
ξ0,1,m0

T

)− θ
1−θ
]

+ xw, Uθ(x) = 1
θx

θ.
(4.27)

Da die letzte Ungleichung für alle zulässigen Strategien π ∈ AG und für jedes w > 0 gilt,
können wir auf der linken Seite das Supremum über alle Strategien π ∈ AG und auf der rechten
Seite das Infimum über alle w > 0 bilden und wir erhalten dann

VG0 = sup
π∈AG

E
[
Uθ(Xπ,0,x,m0

T )
]
≤


lnx− E[ln ξ0,1,m0

T ], Uθ(x) = lnx,

1
θx

θ
(

E
[(
ξ0,1,m0

T

)− θ
1−θ
])1−θ

, Uθ(x) = 1
θx

θ.

(4.28)

Es bleibt nur noch zu untersuchen, wann E[ln ξ0,1,m0

T ] bzw. E
[(
ξ0,1,m0

T

)− θ
1−θ
]

beschränkt sind.
Für den logarithmischen Nutzen folgt aus (4.22) und auf Grund der quadratischen Integrierbar-
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keit des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses sowie der positiven Definitheit der Matrix ΣR

E[ln ξ0,1,m0

T ] =
1

2
E
[ ∫ T

0
||
(
µ0,m0

s

)′
Σ−1

R σR||2 ds
]

+ E
[ ∫ T

0

(
µ0,m0

s

)′
Σ−1

R σR dWR
s

]
=

1

2
E
[ ∫ T

0
||
(
µ0,m0

s

)′
Σ−1

R σR||2 ds
]

+ 0

=
1

2

∫ T

0
E
[(
µ0,m0

s

)′
Σ−1

R µ0,m0
s

]
ds

≤ 1

2
λmax(Σ−1

R )

∫ T

0
E
[(
µ0,m0

s

)′
µ0,m0

s

]
ds <∞. (4.29)

Dabei bezeichnet λmax(Σ−1
R ) den größten Eigenwert der Matrix Σ−1

R , für den die Relation
λmax(Σ−1

R ) = 1
λmin(ΣR) < ∞ gilt. λmin(ΣR) > 0 bezeichnet den kleinsten Eigenwert der

positiv definiten Matrix ΣR.

Für den Potenz-Nutzen in (4.28) können wir
(
ξ0,1,m
T

) −θ
1−θ wie folgt darstellen

(
ξ0,1,m
T

) −θ
1−θ

: = exp

{
θ

1− θ

(
1

2

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣(µ0,m
s

)′
Σ−1
R σR

∣∣∣∣∣∣2 ds+

∫ T

0

(
µ0,m
s

)′
Σ−1
R σR dW

R
s

)}
= ΛT ·Ψ0,1,m

T ,

wobei Ψ0,1,m
T aus (4.10) mit cΨ = θ

2(1−θ)2 folgt und der Term ΛT wie folgt gegeben ist

ΛT := exp

{∫ T

0

θ

1− θ

(
µ0,m
s

)′
Σ−1
R σR dW

R
s −

1

2

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣ θ

1− θ

(
µ0,m
s

)′
Σ−1
R σR

∣∣∣∣∣∣2 ds}.
Nach dieser Darstellung können wir ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß P ∗ durch die Beziehung
dP ∗

dP = ΛT einführen und den gesuchten Erwartungswert aus (4.28) folgendermaßen darstellen

E
[(
ξ0,1,m

T

) −θ
1−θ ]

= E
[
ΛT ·Ψ0,1,m

T

]
= E∗

[
Ψ0,1,m

T

]
.

Dabei bezeichnet E∗ den Erwartungswert bezüglich des neuen Wahrscheinlichkeitsmaßes, wel-
cher nach Lemma 4.2.2 durch (4.11) ausgedrückt werden kann. �

Mit Hinblick auf das letzte Lemma können wir die Menge der zulässigen Parameter für den
voll informierten Investor H = G wie folgt definieren

PG :=


P, für den logarithmischen Nutzen,
P, für den Potenz-Nutzen mit θ < 0,

{p ∈ P, ; gb(0, µ0) aus (4.11) beschränkt}, für den Potenz-Nutzen mit θ ∈ (0, 1).

(4.30)
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Die Differentialgleichung (4.12) ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizienten, deren
Lösung Ab nur unter bestimmten Bedingungen beschränkt ist. Diese Bedingungen werden wir
im folgenden Lemma im eindimensionalen Fall d = 1 formulieren. Dafür definieren wir die
Diskriminante

∆cΨ := 4κ2
(

1− 2cΨ
Σµ

κ2ΣR

)
, δcΨ :=

1

2

√
|∆cΨ |. (4.31)

Lemma 4.2.4. Sei d = 1, dann gelten folgende Aussagen:

• Ist die Diskriminante ∆cΨ ≥ 0, so besitzt die Differentialgleichung (4.12) in t ∈ [0, T ]
eine beschränkte Lösung für alle T > 0.

• Ist die Diskriminante ∆cΨ < 0, so besitzt die Differentialgleichung (4.12) eine beschränkte
Lösung nur für t ∈ (max{0, TEcΨ}, T ] mit

TEcΨ := T −
π
2 + arctan κ

δcΨ

δcΨ
. (4.32)

Beweis. Der Beweis ist im Anhang gegeben. Für die erste Aussage siehe Lemma A.1.3 bzw.
Lemma A.2.2 und für die zweite Aussage siehe Lemma A.2.3. �

Damit muss laut Lemma 4.2.4 für θ ∈ (0, 1) die Diskriminante ∆cΨ ≥ 0 sein, um auf dem
Investitionszeitraum [0, T ] für einen beliebigen Investitionshorizont T > 0 eine beschränkte
Lösung für die Differentialgleichung (4.12) zu garantieren. Ist die Diskriminante ∆cΨ < 0, so
können wir nur auf dem Intervall (max{0, TEcΨ}, T ] eine beschränkte Lösung für die Differential-
gleichung (4.12) sichern. Doch damit das Optimierungsproblem wohlgestellt wird, muss in die-
sem Fall der Explosionszeitpunkt TEcΨ kleiner als Null sein, was mit Hinblick auf (4.32) bedeutet,
dass der Investitionshorizont T < T up sein muss, mit

T up :=

π
2 + arctan κ

δcΨ

δcΨ
.

In Abbildung 8.1 finden sich einige Ergebnisse zur graphischen Darstellung der Menge der
zulässigen Parameter.
Hat (4.12) eine beschränkte Lösung, so kann man zeigen, dass die lineare Differentialgleichung
(4.13) sowie (4.14) auch beschränkte Lösungen besitzen. Im mehrdimensionalen Fall d > 1
haben wir keine geschlossene Lösung für die Riccati-Gleichung, daher ist es schwierig, expli-
zite Bedingungen für die Beschränktheit der Lösung Ab von (4.12) wie im letzten Lemma zu
erhalten.

Von (4.30) ausgehend wollen wir nun die Bedingung an den H-Investor bzw. die Menge
der zulässigen Parameter PH mit H = F,R,D,Cn, Cλ herausfinden. Dafür setzen wir die
Abschätzung aus (4.20) in (4.9) ein und erhalten

JH0 (π) ≤ VH0 ≤
1

θ
xθ0 E

[(
gb(0, µ0)

)1−θ∣∣∣FH
0

]
, für alle π ∈ AH.
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Für den F -Investor ist die Drift bekannt und deshalb erhalten wir aus der letzten Ungleichung

VF0 ≤
1

θ
xθ0 E

[(
gb(0, µ0)

)1−θ∣∣∣FF
0

]
=

1

θ
xθ0

(
gb(0, µ0)

)1−θ
.

Dies bedeutet, dass die Menge der zulässigen Parameter für den F−Investor mit der für den
G−Investor in (4.30) übereinstimmt, mit anderen Worten gilt

PF = PG. (4.33)

Für die restlichen Investoren ist der Anfangswert der Drift µ0 unter FH0 mit H = R,D,Cn, Cλ
normalverteilt mit Mittelwert MH

0 und bedingter Kovarianz QH0 d.h., die bedingte Verteilung
von µ0 gegeben FH0 ist N (MH

0 , Q
H
0 ). Bei gegebenem Anfangswert MH

0 = m0 und QH0 = q0

können wir µ0 darstellen als µ0 = m0 + q0
1
2 ε mit ε ∼ N (0, Id), welche von der Investor-

Filtration FH0 unabhängig sind. Damit erhalten wir

VH0 ≤
1

θ
xθ0 E

[(
gb(0, µ0)

)1−θ∣∣∣FH
0

]
=

1

θ
xθ0 E

[
gb(0, m0 + q0

1
2 ε)
]1−θ

=
1

θ
xθ0 E

[
exp

{
(m0 + q0

1
2 ε)′Ab(0)(m0 + q0

1
2 ε) + B′b(0)(m0 + q0

1
2 ε) + Cb(0)

}]1−θ

=
1

θ
xθ0 (2π)−

d
2

∫
Rd

exp{−1

2
x′x}

[
exp

{
(m0 + q0

1
2x)′Ab(0)(m0 + q0

1
2x)

+B′b(0)(m0 + q0
1
2x) + Cb(0)

}]1−θ
dx

=
1

θ
xθ0

(
gb(0,m0)

)1−θ
· em′gΣgmg · (2π)−

d
2

∫
Rd

exp
{
− 1

2
(x−mg)

′Σ−1
g (x−mg)

}
dx

mit Σg :=
(
Id − 2(1− θ)Ab(0)q0

)−1
, mg := (1− θ)Σgq

1
2
0

(
2Ab(0)m0 +Bb(0)

)
.

Das Integral (2π)−
d
2

∫
Rd

exp
{
− 1

2(x−mg)
′Σ−1
g (x−mg)

}
dx ist gleich det(Σg)

1
2 und damit

beschränkt, wenn die Matrix Σg =
(
Id − 2(1 − θ)Ab(0)q0

)−1
positiv definit ist, anderenfalls

existiert es nicht. Dies liefert

VH0 ≤
1

θ
xθ0

(
gb(0,m0)

)1−θ
· em′gΣ−1

g mg · det(Σg)
− 1

2 =: CHJ .

Dies zeigt, dass für das Nutzenmaximierungsprobleme unter partieller Information die zulässigen
Parameter des Finanzmarktmodells eine zusätzliche Bedingung an die bedingte Kovarianzmatrix
qH0 für den Anfangswert des Filters erfüllen müssen, also

PH := PG ∩
{
p ∈ P, sodass

(
Id − 2(1− θ)Ab(0)q0

)−1
positiv definit ist.

}
. (4.34)

Für das Informations-RegimeH = F wurde q0 = 0 gesetzt und wegen
(
Id−2Ab(0)q0

)
= Id ist

die zusätzliche Bedingung stets erfüllt. Somit gilt (4.34) auch für H = F und liefert PF = PG
wie in (4.33).
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4.3 Monetärer Wert der Information

Um den monetären Wert der Informationen aus den Beobachtungen der Rendite und den Exper-
tenmeinungen zu bestimmen, vergleichen wir den voll informierten F -Investor, dem die Drift
bekannt ist, mit den anderen partiell informierten H-Investoren mit H = R,D,Cn, Cλ, die den
Drift-Prozess µ nicht beobachten können. Dabei verfolgen alle betrachteten Investoren das glei-
che Ziel, den Erwartungswert vom Nutzen des Endvermögens zu maximieren. Während der klas-
sische R-Investor über den Investitionsraum hinweg seine Informationen lediglich aus den Be-
obachtungen der Renditen sammelt, sehen sich die restlichen partiell informierten D-, Cn- und
Cλ-Investoren, sowie der voll informierteF -Investor im Vorteil, da sie über Zusatzinformationen
verfügen. Nun beschäftigen wir uns mit der Frage: Wie viel Anfangskapital xH/F0 der voll infor-
mierte F -Investor braucht, um den gleichen maximalen erwarteten Nutzen zum Zeitpunkt T wie
der H-Investor zu erreichen, der zum Zeitpunkt t = 0 mit Anfangskapital xH0 = 1 startet. Hier-
zu bezeichnen wir bei allen Informations-Regimes H = F,R,D,Cn, Cλ mit VH0 = VH0 (x0)
den maximalen erwarteten Nutzen des H-Investors mit Anfangsvermögens x0. Dann ergibt sich
x
H/F
0 als Lösung der Gleichung

VH0 (1) = E
[
VF

0

(
x

H/F
0

)
|FH

0

]
. (4.35)

Die Differenz 1 − x
H/F
0 > 0 beschreibt den monetären Wert des Informationsverlustes des

partiell informierten H-Investors gegenüber dem voll informierten F -Investor und

EH :=
x
H/F
0

xH0
= x

H/F
0 (4.36)

ist ein Maß für die Effektivität des H-Investors gegenüber dem F -Investor.
Möchte man den monetären Wert der Zusatzinformation durch die Expertenmeinungen be-
ziffern, so kann das aus dem Vergleich der maximalen erwarteten Nutzen des R-Investors,
welcher keine Informationen außer aus den Preisprozessen erhält, und der H-Investoren mit
H = D,Cn, Cλ, welche neben den Informationen aus den Renditen zusätzliche Informatio-
nen aus den Experten erhalten, abgeleitet werden. Hierzu betrachten wir einen R-Investor mit
Anfangskapital xR0 = 1 und bestimmen das Anfangskapital xR/H0 für den H-Investor so, dass
dieser den gleichen maximalen erwarteten Nutzen erzielt. D.h. xR/H0 ist Lösung der Gleichung

VR0 (1) = E
[
VH

0 (x
R/H
0 )|FR

0

]
.

Da wir in dieser Arbeit annehmen, dass zum Zeitpunkt t = 0 alle partiell informierten Investoren
über die gleiche Invormation über die Drift verfügen, gilt FR0 = FH0 = F0 und somit

VR0 (1) = VH0 (x
R/H
0 ). (4.37)

Die Differenz PHExp := 1 − xR/H0 beschreibt den monetären Wert der Expertenmeinungen für
den R-Investor. Von seinem Anfangskapital xR0 = 1 kann er diesen Betrag für den Kauf von
Expertenmeinungen bereitstellen und das Restkapital xR/H0 dann in ein durch den H-Investor
aufgestelltes Portfolio investieren, welches den gleichen erwarteten Nutzen erzielt wie das durch
den R-Investor aufgestellte Portfolio mit Anfangskapital 1.
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4.4 Logarithmischer Nutzen

In diesem Abschnitt werden wir eine Lösung für das vorliegende Optimierungsproblem für den
logarithmischen Nutzen finden. Dabei verzichten wir auf eine detaillierte und ausführliche Her-
leitung, stattdessen zitieren wir die Ergebnisse von Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich [27]
im eindimensionalen Fall und Sass, Westphal und Wunderlich [67] bzw. [68] im mehrdimensio-
nalen Fall. Dort konnten zunächst die optimalen Strategien auf eine einfache Weise bestimmt
werden. Damit ergeben sich dann Darstellungen der Wertfunktion durch Integration über die
bedingte Kovarianz des Filters. In den obigen Arbeiten wurde das Optimierungsproblem für
den logarithmischen Nutzen bei den Regimes H = F,R,D,Cn untersucht. Für das Optimie-
rungsproblem beim Regime H = Cλ, bei dem Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten
eintreffen, haben Sass, Westphal und Wunderlich in ihrer Arbeit [68] eine interessante Lösung
präsentiert, indem sie die Wertfunktion durch Simulation bestimmen. In der vorliegenden Arbeit
wird zur Lösung des Optimierungsproblems beim Regime H = Cλ andere Technik verwendet,
die wir in Kapitel 7 präsentieren.

Aus der Vermögensgleichung der partiellen Investoren (4.5) erhält man mit Hilfe der Itô-
Formel die folgende Darstellung für das Vermögen

Xπ
T = x0 exp

{∫ T

0

(
π′sM

H
s −

1

2
||π′sσX ||2

)
ds+

∫ T

0
π′sσX dW̃H

s

}
, H = R,D,Cn, Cλ.

(4.38)

Für den logarithmischen Nutzen U0(x) = log x gilt dann für das Endvermögen

U0

(
Xπ
T

)
= logXπ

T

= log x0 +

∫ T

0

(
π′sM

H
s −

1

2
||π′sσX ||2

)
ds+

∫ T

0
π′sσX dW̃H

s .

Wir bilden den Erwartungswert auf beiden Seiten in der letzten Gleichung und erhalten mittels
des Satzes von Fubini den mittleren Nutzen des Endvermögens bzw. die Zielfunktion

JH0 = E
[
U0

(
Xπ

T

)
|FH

0

]
= log x0 +

∫ T

0
E
[
π′sM

H
s −

1

2
||π′sσX||2

]
ds, (4.39)

wobei der Erwartungswert des stochastischen Integrals
T∫
0

π′sσX dW̃H
s für π aus der Menge der

zulässigen Strategien in (2.21) verschwindet. Aus (4.39) erhalten wir dann die Wertfunktion
durch das Bilden des Supremums auf beiden Seiten

VH0 = sup
π∈AH

JH0

= log x0 + sup
π∈AH

∫ T

0
E
[
π′sM

H
s −

1

2
||π′sσX||2

]
ds. (4.40)
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Lemma 4.4.1. Die optimale Strategie π∗,H = (π∗,Ht )t∈[0,T ] für das Optimierungsproblem in
(4.40) ist gegeben durch

π∗,Ht := Σ−1
R MH

t . (4.41)

Beweis. Da die Matrix σXσ
′
X = ΣR nach Voraussetzungen positiv definit ist, können wir

den Integranden in (4.40) punktweise maximieren und erhalten die optimale Strategie π∗,H =
(π∗,Ht )t∈[0,T ] mit π∗,Ht := 1

(1−θ)Σ−1
R MH

t .
Mit Hinblick auf die Menge der zulässigen Strategien in (2.21) überprüfen wir nun, ob sie
zulässig ist und erhalten mittels des Satzes von Fubini

E

[∫ T

0

∣∣∣∣∣∣(π∗t )′σH
X

∣∣∣∣∣∣2 dt

]
= E

[∫ T

0
(π∗t )′ΣRπ

∗
t dt

]

= E

[∫ T

0
(MH

t )′Σ−1
R MH

t dt

]

=

∫ T

0
E
[
(MH

t )′Σ−1
R MH

t

]
dt

=

∫ T

0
tr
{

Σ−1
R E

[
(MH

t )′MH
t

]}
dt.

Das letzte Integral ist beschränkt und dessen Berechnung wird in (4.42) erläutert. �

In der Literatur wird die optimale Strategie (4.41) die myopische Strategie genannt, deren
Einsetzen die Gleichung (4.40) liefert

VH0 = log x0 +

∫ T

0
E
[
(π∗s )′MH

s −
1

2
||(π∗s )′σX||2

]
ds, H = R,D,Cn,Cλ

= log x0 +

∫ T

0

1

2
E
[(

MH
s

)′
Σ−1

R MH
s

]
ds

= log x0 +

∫ T

0

1

2
tr
{

Σ−1
R E

[
MH

s

(
MH

s

)′]}
ds

= log x0 +

∫ T

0

1

2
tr
{

Σ−1
R

(
cov
(

MH
s ,M

H
s

)
+ E[µs]E[µ′s]

])}
ds

= log x0 +

∫ T

0

1

2
tr
{

Σ−1
R

(
cov(µs, µs) + E[µs]E[µ′s]− E[QH

s ]
)}

ds. (4.42)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Eigenschaft des Filters cov
(

MH
s ,M

H
s

)
= cov(µs, µs) −

E
[
QH

s

]
aus (3.28) verwendet.

Aus Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses in (2.5) und (2.6) erhalten wir E[µs] bzw.
cov(µs, µs). Bei den Regimes H = R,D,Cn ist die bedingte Kovarianzmatrix QH deter-
ministisch und es gilt E[QH

s ] = QH
s . Beim Regime H = Cλ gilt diese Besonderheit nicht,

da die Kovarianzmatrix QCλ nicht deterministisch und keine geschlossene Darstellung für den
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Erwartungswert E
[
QCλ

s

]
und damit auch nicht für das Integral

∫ T
0 E

[
QCλ

s

]
ds verfügbar ist. Aus

diesem Grund wird das Optimierungsproblem bei Regime H = Cλ wie schon erwähnt erst in
Kapitel 7 betrachtet.

Bemerkung 4.4.2. Auf die gleichen Art und Weise wie vorhin kann man für das Nutzen-
maximierungsproblem unter voller Information die Wertfunktion wie in (4.40) darstellen und
erhalten

VF0 = sup
π∈AF

J F0

= log x0 + sup
π∈AF

∫ T

0
E
[
π′sµs −

1

2
||π′sσX||2

]
ds. (4.43)

Die optimale Strategie für den voll informierten Investor H = F ist ebenso die myopische
Strategie π∗,F = (π∗,Ft )t∈[0,T ] mit

π∗,Ft := Σ−1
R µt, (4.44)

deren Einsetzen in (4.43) die gleiche Darstellung für die Wertfunktion wie in (4.42)

VF0 = log x0 +

∫ T

0

1

2
tr
{

Σ−1
R

(
cov(µs, µs) + E[µs]E[µ′s]

)}
ds.

Damit ist die Darstellung der Wertfunktion in (4.42) auch für voll informierten Investor gültig,
wenn man QFt = 0 beachtet.

Das folgende Theorem präsentiert eine geschlossene Darstellung für die Wertfunktion (4.42)
im eindimensionalen Fall (d = 1) für einen beliebigen Zeitpunkt t aus [0, T ], wenn der Investor
zu diesem Zeitpunkt mit Anfangskapital Xπ

t = x > 0 startet und die Drift µt = m bzw. die
bedingte Varianz QHt = q sind. Dafür definieren die Wertfunktion Ṽ H wie folgt

Ṽ H(t, x,m, q) := sup
π∈A

E
[

log Xπ
T|Xπ

t = x, MH
t = m, QH

t = q
]
,

welche im Zusammenhang zu VH0 durch die Beziehung VH0 = Ṽ H(0, x0,m0, q0) steht.

Theorem 4.4.3. Für die Wertfunktion des Optimierungsproblems für den logarithmischen Nut-
zen gilt im eindimensionalen Fall mit H = F,R,D,Cn

Ṽ H(t, x,m, q) = log x

+
1

2

∫ T

t
Σ−1
R

(
var(µt,m

s ) + E
(
[µt,m

s ]
)2 − (Qt,q

s

)H)
ds

= log x+A0(t)m2 +B0m+ CH0 (t), (4.45)
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wobei A0, B0 und CH0 Funktionen von t ∈ [0, T ] und gegeben durch

A0(t) =
1

2
Σ−1
R

(
1− e−2κ(T−t)

2κ

)
,

B0(t) =
1

2
Σ−1
R

µ

κ

(
1− e−κ(T−t)

)2
,

CH0 (t) =
1

2
Σ−1
R

[
µ2 +

Σµ

2κ

]
(T − t)− 2µB0(t)

(
1− e−κ(T−t)

)−1
+ µ2A0(t)

−
[Σµ

2κ
− V ar(µt)

]
A0(t)− 1

2
Σ−1
R

∫ T

t
QHs ds.

Weiterhin gilt∫ T

t
QRs ds = (CR0 − κΣR)(T − t) + ΣR log

CR1 − CR2 exp{−2CR0Σ−1
R T}

CR1 − CR2 exp{−2CR0Σ−1
R t}

,∫ T

t
QDs ds = (CD0 − κΣD)(T − t) + ΣD log

CD1 − CD2 exp{−2CD0Σ−1
D T}

CD1 − CD2 exp{−2CD0Σ−1
D t}

,

∫ T

t
QCns ds =

∫ ti

t
QCns ds+

n−1∑
k=i

∫ tk+1

tk

QCns ds,

∫ tk

u
QCns ds = (CR0 − κσ2)(tk − u) + ΣR log

Ck1 − Ck2 exp{−2CR0Σ−1
R (tk − tk−1)}

Ck1 − Ck2 exp{−2CR0Σ−1
R (u− tk−1)}

,

wobei tk der erste Informationszeitpunkt in [t, T ] mit tk ≥ u ist und

CR0 := κΣR

√
1 +

Σµ

κ2ΣR
, CR1 := q0 + κΣR + CR0, CR2 := q0 + κΣR − CR0,

CD0 := κΣD

√
1 +

Σµ

κ2ΣD
, CD1 := q0 + κΣR + CD0, CD2 := q0 + κΣR − CD0,

Ck1 := QCtk + κΣR + CR0, Ck2 := QCtk + κΣR − CR0.

Beweis. Mit Hilfe der Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses aus (2.5) und (2.6) be-
stimmen wir die Integrale für E[µs] bzw. var(µs) und mit Hilfe von (3.5) bestimmen wir das
Integral für die bedingte Varianz QH , welche wir in (4.42) einsetzen, um die Darstellung in
(4.45) zu erhalten.
Für mehr Details siehe Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27]. �

4.5 Potenz-Nutzen

Aus der Gleichung (4.38) des Vermögensprozesses für den partiell informierten Investor H mit
H = R,D,Cn, Cλ

Xπ
T = x0 exp

{∫ T

0

(
π′sM

H
s −

1

2
||π′sσX ||2

)
ds+

∫ T

0
π′sσX dW̃H

s

}
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erhalten wir gemäß der Potenz-Nutzen-Funktion Uθ(x) = 1
θx

θ für den Nutzen des Endvermögens

Uθ(X
π
T ) =

1

θ

(
Xπ
T

)θ
=
xθ0
θ

ΛHT exp
{∫ T

0
−b(MH

s , πs)ds
}
, (4.46)

mit der Funktion

b(m, p) := −θ
(
p′m− 1− θ

2
||p′σX ||2

)
(4.47)

und ΛHT definiert durch

ΛHT = exp
{
θ

∫ T

0
π′sσX dW̃H

s −
1

2
θ2

∫ T

0
||π′sσX ||2 ds

}
. (4.48)

Der Wert ΛHT aus (4.48) ist der Endwert eines Prozesses ΛH := (ΛHt )t∈[0,T ], welcher der fol-
genden SDE genügt

dΛHt
ΛHt

= θπ′tσX dW̃H
t , ΛH0 = 1, (4.49)

und ein (FH , P )− nichtnegatives lokales Martingal und somit ein Supermartingal ist.
Im nächsten Schritt soll ein Maßwechsel zu einem neuen Wahrscheinlichkeitsmaß P

H durch-
geführt werden, so dass für die Radon-Nikodym-Dichte dP

H

dP = ΛHT gilt. Hierbei ist die Ei-
genschaft E[ΛH

T] = 1 sicherzustellen, unter der der Prozess ΛH ein echtes Martingal ist. Eine
hinreichende Bedingung hierfür ist die Novikov-Bedingung (2.23)

JHNB(π) := E

[
exp

{
1

2

∫ T

0
||θπ′tσX||2dt

}]
<∞,

Da wir die Novikov-Bedingung in die Menge der zulässigen Strategien in (2.25) aufgenommen
haben, erfüllt jede zulässige Strategie diese Bedingung und somit ist der Maßwechsel wohldefi-
niert.
Vor diesem Hintergrund können wir nun unser ursprünglich stochastisches Kontrollproblem
(2.22) zu einem sogenannten risk-sensitiven Optimierungsproblem transformieren, indem wir

das vorhin erwähnte Wahrscheinlichkeitsmaß P
H mit Hilfe der Martingal-Dichte ΛHT = dP

H

dP
wie folgt definieren

P
H

(A) =

∫
A

dP
H

dP
dP =

∫
A

ΛHT dP für A ∈ FHT .

Das Girsanov-Theorem liefert uns, dass der Prozess WH
:= (W

H
t )t∈[0,T ] mit

W
H
t := W̃H

t − θ
∫ t

0
σ′Xπs ds, t ∈ [0, T ],
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ein (FH , PH)−Wiener-Prozess ist.
Infolge dessen lässt sich der zu maximierende Erwartungswert aus (2.22) folgendermaßen dar-
stellen

E
[
Uθ

(
Xπ,0,x0,m0,q0

T

)]
=

xθ0
θ

E

[
ΛH

T · exp
{
−
∫ T

0
b
(

M0,m0,q0
s , πs

)
ds
}]
.

Dabei bezeichnen wir zum Zeitpunkt t0 ∈ [0, T ] mit M t0,m,q
t die Lösung der Filter-Gleichung

(3.26) zum Zeitpunkt t mit Anfangswert Mt0 = m bzw. Qt0 = q. Ebenso bezeichnen wir zum
Zeitpunkt t0 ∈ [0, T ] mit Xπ,t0,x,m,q

t die Lösung der Vermögensgleichung (4.5) zum Zeitpunkt
t mit Anfangswert Xπ

t0 = x, Mt0 = m bzw. Qt0 = q.
Da E[ΛH

T] = 1 ist, können wir den Erwartungswert des Produkts auf der rechten Seite in der
letzten Gleichung mit Hilfe der Kallianpur-Striebel-Formel vereinfachen und erhalten

E
[
Uθ

(
Xπ,0,x0,m0,q0

T

)]
=

xθ0
θ

E
H

[
exp

{
−
∫ T

0
b
(

M0,m0,q0
s , πs

)
ds
}]
. (4.50)

Dabei bezeichnet E
H den Erwartungswert bezüglich des neuen Wahrscheinlichkeitsmaßes PH ,

unter dem der Vermögensprozess der folgenden Dynamik erfolgt

dXπ
t = αHX(Xπ

t ,M
H
t , πt) dt+ βHX (Xπ

t , πt) dW
H
t , Xπ

0 = x0 > 0. (4.51)

mit αHX(x,m, p) = αHX(x,m, p) + βHX (x, p)θσ′Xp .
Die Dynamik der Filter-Prozesse MH bzw. QH aus (3.26) und (3.27) unter PH hat die Darstel-
lung

dMH
t = αHM (MH

t , πt) dt+ βHM (QHt ) dW
H
t +

∫
Rd

γHM (QHt−, u)ĨH(dt, du), (4.52)

dQHt = αHQ (QHt ) dt+ βHQ (QHt ) dW
H
t +

∫
Rd

γHQ ( QHt− )ĨH(dt, du) (4.53)

mit dem Anfangswert MH
0 = m0 bzw. QH0 = q0. Unter dem neu eingeführten Maß PH hängt

die Drift von MH von der Handelsstrategie π durch αHM (m, p) := αHM (m) + βHM (q)θσ′Xp ab,
während die anderen Koeffizienten unverändert bleiben und in (3.26) und (3.27) gegeben sind.
Hinsichtlich des Maßwechsels können wir das Optimierungsproblem aus (4.50) getrennt vom
Anfangswert x0 betrachten und die Aufgabe besteht dann darin, den Erwartungswert

E
H

[
exp

{
−
∫ T

0
b(M0,m0,q0

s , πs)ds
}]
, (4.54)

über alle zulässigen Strategien π ∈ AH für 0 < θ < 1 zu maximieren bzw. für θ < 0 zu mi-
nimieren. Mit der Trennung des Optimierungsproblems vom Anfangswert x0 reduziert sich der
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Zustand auf den Filter bzw. die zwei Prozesse MH und QH .

Wenn wir die Dynamik vom Zustandsprozess aus (4.52) und (4.53) in Abhängigkeit von
einem generischen P−Wiener-Prozess W = (Wt)t∈[0,T ] darstellen

dMH
t = αHM (MH

t , πt) dt+ βHM (QHt ) dWt +

∫
Rd

γHM (QHt−, u)ĨH(dt, du), (4.55)

dQHt = αHQ (QHt ) dt+ βHQ (QHt ) dWt +

∫
Rd

γHQ ( QHt− )ĨH(dt, du), (4.56)

mit MH
0 = m0 und QH0 = q0, dann können wir Ausdrücke wie in (4.54) bezüglich des Wahr-

scheinlichkeitsmaßes P bestimmen, das heißt

E

[
exp

{
−
∫ T

0
b(M0,m0,q0

s , πs)ds
}]
, π ∈ AH.

Dieses Optimierungsproblem wollen wir mit der Dynamic Programming Methode lösen.
Bei den Regimes H = R,D,Cn ist bedingte Kovarianz QHt die Lösung einer deterministischen
Differentialgleichung, daher kann der Zustandsprozess auf den Prozess der bedingten Erwartung
MH reduziert werden. Wir führen jetzt den Zustandsprozess Y = Y π,H für die verschiedenen
Regimes wie folgt ein

Yt = MH
t , H = R,D,Cn. (4.57)

Mit Hinblick auf (4.55) können wir die Dynamik vom Zustandsprozess Y wie folgt darstellen

dYt = αHY (Yt, πt) dt+ βHY (Yt) dWt +

∫
Rd

γHY (Yt−, u)ĨH(dt, du), Y0 = y0, (4.58)

wobei die Koeffizienten αHY , βHY und γHY folgendermaßen gegeben sind

αHY (m, p) = αHM (m, p), βHY (q) = βHM (q), und γHY (q, u) = γHM (q, u).

Beim Informations-Regime H = Cλ ist die bedingte Kovarianz QCλt die Lösung einer SDE
und somit besteht der Zustandsprozess im Fall H = Cλ sowohl aus der bedingten Erwartung
MCλ
t ∈ Rd als auch aus der symmetrischen bedingten Kovarianzmatrix QCλt ∈ Rd×d. Wir

definieren eine Restriktion bzw. eine Transformation R : Rd×d → RdZ mit dZ := d(d+1)
2 ,

welche die Elemente unterhalb und auf der Diagonale der symmetrischen Matrix QCλt ∈ Rd×d
in einen Vektor Zt ∈ RdZ abbildet. Dies definieren wir wie folgt

Zt := R(Qt) =
(
Q11
t , Q

21
t , Q

22
t , Q

31
t , . . . , Q

dd
t

)′
, (4.59)

das heißt, wir setzen den MatrixeintragQijt mit i ≥ j im Vektor Zt an die Stelle k = K(i, j) =
i(i−1)

2 + j.
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Umgekehrt können wir anhand der RücktransformationR−1 : RdZ → Rd×d aus dem gegebenen
Vektor Zt ∈ RdZ die symmetrische Matrix Qt durch

Qt = R−1(Zt) (4.60)

erhalten, indem wir zu gegebener Position k; k = 1, . . . , d + d(d+1)
2 im Vektor Zt die Indizes

(i, j) des Elementes Qijt der Matrix folgendermaßen bestimmen

i = max
{
l ∈ {1, . . . , d}; K(l, 1) ≤ k

}
=

⌈√
2(k − d) +

1

4
− 1

2

⌉
,

j = k −K(i, 1) + 1.

Den Zustandsprozess Y = Y Cλ definieren wir nun wie folgt

Yt :=

(
Mt

Zt

)
. (4.61)

Bemerkung 4.5.1. Das in diesem Kapitel verwendete Symbol Zt ist nicht zu verwechseln mit
dem Symbol Zk aus den früheren Kapiteln, welches die diskreten Expertenmeinungen bezeich-
nete.

Mit der Transformation der Matrix QCλt in den Vektor Zt müssen wir die Koeffizienten der
zugehörigen SDE entsprechend transformieren. Zu jedem Vektor z ∈ RdZ bestimmen wir die
Matrix q = R−1(z) und definieren die Koeffizienten der SDE des Prozesses Z wie folgt

αZ(z) := R
(
αCλQ

(
q
))
, γZ(z) := R

(
γCλQ

(
q
))
, βZ(z) = 0. (4.62)

Zusätzlich definieren wir

αZ(z) := R
(
αCλQ

(
q
))

(4.63)

Vor diesem Hintergrund können wir die Dynamik für den Zustandsprozess Y = Y Cλ ähnlich
wie in (4.58) darstellen

dYt = αCλY (Yt, πt) dt+ βCλY (Yt) dWt +

∫
Rd

γCλY (Yt−, u)ĨCλ(dt, du), Y0 = y0, (4.64)

wobei wir mit y = (m, z) ∈ Rd+dZ die Koeffizienten αCλY , βCλY und γCλY wie folgt definieren

αCλY (y, p) :=

(
αCλM (m, q, p)

αZ(z)

)
, βCλY (y) :=

(
βCλM (q)
βZ(z)

)
, γCλY (y, u) :=

(
γCλM (q, u)
γZ(z)

)
.

(4.65)

Des Weiteren definieren wir für die Vereinfachung mancher Darstellung den Tem

αCλY (y) :=

(
αCλM (m)
αZ(z)

)
. (4.66)
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Damit die Verwendung mancher Symbole nicht zu Irritationen führt, bezeichnen wir mit SM =
Rd den Zustandsraum für den Prozess MCλ , mit SQ = Rd×d den Zustandsraum für den Prozess
QCλ , mit SZ = RdZ den Zustandsraum für den Vektor Z und mit SY = Rd+dZ den Zustands-
raum für den Zustandsprozess Y Cλ .

Später werden wir die Ergebnisse der Portfoliooptimierung für die partiell informierten In-
vestoren H = R,D,Cn, Cλ miteinander vergleichen. Dabei bietet sich der voll informierte
Investor H = F als Referenzfall an. Deshalb werden wir das Kontrollproblem auch für das Re-
gime H = F betrachten. Das Problem ist schon bei Kim und Omberg [36] bzw. Brendle, [12]
behandelt worden. Dieser Fall führt zu einem unkontrollierten Zustandsprozess Y = Y F , der
nur aus der Drift µ besteht, deren Dynamik unter dem generischen Maß sich analog zu (4.58)
darstellen lässt

dYt = αFY (Yt) dt+ βFY (Yt) dWt, Y0 ∼ N (m0, q0), (4.67)

mit den Koeffizienten αFY (y) = κ(µ− y) und βFY (y) = σµ.
Für den mit SY = SHY bezeichnete Wertebereich der Zufallsvariable Y gilt

SY :=

{
Rd, H = F,R,D,Cn,

Rd+dZ , H = Cλ.
(4.68)

Wir bezeichnen zum Zeitpunkt t0 ∈ [0, T ] mit Y π,t0,y
t die Lösung der Zustandsgleichung (4.58)

bzw. (4.64) zum Zeitpunkt t mit Anfagswert y. Die Zielfunktion JH(t, y;π) für das untersuchte
Kontrollproblem ist bei allen Informations-Regimes H = F,R,D,Cλ, Cn definiert durch

JH(t, y;π) : = E
[

exp
{
−
∫ T

t
b(Yπ,t,y

s , πs)ds
}]
, ∀ t ∈ [0,T] und ∀ π ∈ AH (4.69)

mit der Endwert JH(T, y;π) = E
[

exp
{
−
∫ T

T b(Yπ,T,y
s , πs)ds

}]
= 1.

Dementsprechend definieren wir die Wertfunktion wie folgt

V H(t, y) : =


sup
π∈AH

JH(t, y;π), θ ∈ (0, 1),

inf
π∈AH

JH(t, y;π), θ ∈ (−∞, 0).

(4.70)

Zum Endzeitpunkt t = T gilt V H(T, y) = JH(T, y;π) = 1.
Ab dieser Stelle konzentrieren wir uns hauptsächlich auf den Fall θ ∈ (0, 1), der Fall θ ∈
(−∞, 0) erfolgt dann analog.

Lemma 4.5.2. (Dynamic-Programming-Principle). Für jedes t ∈ [0, T ], y ∈ SY und für jede
Stoppzeit τ mit t ≤ τ ≤ T gilt

V H(t, y) = sup
π∈AH

E

[
exp

{∫ τ

t
−b(Yπ,t,y

s , πs)ds
}

VH(τ,Yπ,t,y
τ )

]
. (4.71)
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Beweis. Wir weisen wir auf Proposition 6.2 in der Arbeit von Frey, Gabih und Wunderlich [26]
und auf Proposition 3.1 in Pham [59] sowie auf Bouchard und Touzi [11] hin. �

Wir werden nun eine notwendige Optimalitätsbedingung herleiten, aus der sich die Dynamic
Programming Gleichung für die Wertfunktion ergibt. wir fixieren t ∈ [0, T ], y ∈ SY wähle eine
Stoppzeit τ ∈ [t, T ] und eine beliebige zulässige Markov-Steuerung π ∈ AH mit πt = Π(t, Yt).
Weiterhin definieren wir die Steuerung π̂ = (π̂t)t∈[0,T ] durch

π̂s = Π̂(s, y) =

{
Π(s, y), s ∈ [t, τ ],

Π∗(s, y), s ∈ (τ, T ]
.

Dies bedeutet, dass wir einer beliebigen Strategie π in [t, τ ] folgen, jedoch der optimalen Stra-
tegie π∗ in (τ, T ]. Daraus folgt

JH(t, y; π̂) ≤ V H(t, y), (4.72)

die Gleichheit gilt, falls π̂s = π∗s für s ∈ [t, τ ].
Aus (4.69) lässt sich die Zielfunktion folgendermaßen darstellen

JH(t, y; π̂) = E
[

exp
{
−
∫ τ

t
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}
· exp

{
−
∫ T

τ
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}]
. (4.73)

Da der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y π ein Markov-Prozess ist, können wir (4.73) mit Hilfe
von Eigenschaften der bedingten Erwartung wie folgt darstellen

JH(t, y; π̂) = E
[

exp
{
−
∫ τ

t
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}
· E
[

exp
{
−
∫ T

τ
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}
|Yπ̂

τ

]]
= E

[
exp

{
−
∫ τ

t
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}
· E
[

exp
{
−
∫ T

τ
b(Yπ̂,τ,Yπ̂τ

s , π̂s)ds
}]]

.

(4.74)

Nach Definition von π̂ können wir (4.74) wie folgt darstellen

JH(t, y; π̂) = E
[

exp
{
−
∫ τ

t
b(Yπ̂,t,y

s , π̂s)ds
}

VH(τ,Yπ̂,t,y
τ )

]
. (4.75)

Bildet man das Supremum auf beiden Seiten über alle zulässigen Strategien, so folgt die Be-
hauptung.

Wir definieren den Prozess βt := exp{−
∫ t

0 b(Y
π̂
s , π̂s)ds}, so können wir (4.75) wie folgt

darstellen

JH(t, y; π̂) =
1

βt
E
[
βτ ·VH(τ,Yπ̂,t,y

τ )
]
. (4.76)

Wir setzen (4.76) in (4.72) ein und erhalten

βtV
H(t, y) ≥ E

[
βτ ·VH(τ,Yπ̂,t,y

τ )
]
. (4.77)
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Damit definiert der Prozess Gπ̂ := (Gπ̂t )t∈[0,T ] mit Gπ̂t = βtV
H(t, Y π̂,t,y

t ) für eine beliebi-
ge Steuerung aus AH ein Supermartingal. Die Drift dieses Prozesses ist kleiner gleich Null
und nimmt nur im Falle der optimalen Strategie π̂t = π∗t ihr Maximum bei Null an. Die Itô-
Produktregel liefert

dGπ
∗
t = V H(t, Y π∗,t,y

t )dβt + βtdV
H(t, Y π∗,t,y

t )

= βt

( ∂
∂t
V H(t, Y π∗,t,y

t )− b(y, π∗t ) + Lp∗V H(t, Y π∗,t,y
t )

)
dt+ σG dWt, (4.78)

wobei σG den Diffusionsterm bezeichnet. Da Gπ
∗

= (Gπ
∗
t )t∈[0,T ] ein Martingal ist, muss der

Driftterm in (4.78) verschwinden

∂

∂t
V H(t, y) + sup

p∈Rd

{
− b(y, p)V H(t, y) + LpV H(t, y)

}
= 0, V H(T, y) = 1. (4.79)

Dies ist die Dynamic-Programming-Gleichung bei den Informations-RegimesH = F,R,D,Cλ.
Beim Informations-Regime H = Cn wird deren Herleitung erst in Kapitel 6 erläutert.
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KAPITEL 5

Potenz-Nutzenmaximierung für Diffusionsmodelle

In Kapitel 4 haben wir das Nutzenmaximierungsproblem auf ein risikosensitives Steuerungs-
problem zurückgeführt und die zugehörige DPE für die Wertfunktion aufgestellt. Dieses Kapitel
widmet sich der Lösung der DPE für die Informations-Regimes, bei denen der Zustandspro-
zess Y = Y H ein Diffusionsprozess ist. Dies ist für die Regimes H = F,R,D der Fall.
Für den voll informierten Investor ist Y F = µ, d.h. der Zustand ist gleich dem Driftprozess.
Dagegen ist für die partiell informierten Investoren für H = R,D der Zustandsprozess Y H

gleich dem Prozess der bedingten Erwartung MH . Da in diesen beiden Fällen keine zeitdis-
kreten Expertenmeinungen in den Filter einfließen, ist MH ein vom Innovationsprozess W̃H

getriebener Diffusionsprozess.
Es zeigt sich, dass die DPE sowohl beim Regime unter voller Information H = F als auch bei
den beiden Regimes unter partieller Information H = R,D mit Hilfe eines Ansatzes der Form

V H(t,m) = exp
{
m′AH(t)m+

(
BH(t)

)′
m+ CH(t)

}
, ∀t ∈ [0, T ], ∀m ∈ SM ,

gelöst werden kann. Dabei sind die Funktionen AH , BH und CH Lösungen gewisser Endwert-
probleme für gewöhnliche Differentialgleichungen. Diese können für Modelle mit d = 1 Wert-
papiere sogar geschlossen gelöst werden. Für d > 1 ist die Riccati-Gleichung für AH im All-
gemeinen nur numerisch lösbar, während BH und CH weiterhin geschlossen in Abhängigkeit
von AH darstellbar sind. Der obige Ansatz wurde bereits in Kuroda und Nagai [39] sowie in
Brendle [12] vorgeschlagen und zur Lösung der Nutzenmaximierungsprobleme für H = F,R
mit Potenz-Nutzen-Parameter θ < 0 eingesetzt. Wir erweitern das Verfahren für H = D und
berücksichtigen auch Potenz-Nutzen mit θ > 0. Für solche Parameter sind zusätzlich Fragen der
Wohlgestelltheit des Optimierungsproblems und die daraus resultierenden Einschränkungen an
die zulässigen Modellparameter zu beachten.
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5.1 Kontrollproblem unter voller Informationen H = F

Wie bereits im letzten Abschnitt erwähnt führt dieses Informations-Regime zu einem unkon-
trollierten Zustandsprozess, der nur aus der Drift Y = µ besteht und dessen Dynamik in (4.67)
gegeben war

dYt = αFY (Yt) dt+ βFY dWt, Y0 ∼ N (m0, q0),

mit αFY (y) = κ(µ− y) und βFY = σµ.
Da der Zustandsprozess Y bei diesem Regime unkontrolliert ist, ist der Generator LF = LF,p in
(4.79) angewandt auf eine Funktion g ∈ C2(Rd) gegeben durch (siehe Theorem 1.22 des Buches
von Øksendal and Sulem [58] )

LF g(y) = ∇′yg(y)αFY (y) +
1

2
tr
[
∇yyg(y)βFY

(
βFY

)′]
(5.1)

von der Strategie unabhängig. Somit ergibt sich die DPE für das Informations-Regime H = F
aus (4.79)

0 =
∂

∂t
V F (t, y) +∇′yV F (t, y)αHY (y) +

1

2
tr
[
∇yyV F (t, y)βFY

(
βFY

)′]
+ sup
p∈Rd
{−b(y, p)V F (t, y)} (5.2)

mit der Endbedingung V F (T, y) = 1. Da die Wertfunktion V F (t, y) > 0 müssen wir nur noch
das Infimum der Funktion b(y, p) := −θ

(
p′y − 1−θ

2 p′ΣRp
)

aus (5.2) bestimmen. Dies wird an
der Stelle

pF ≡ pF (t, y) =
1

(1− θ)
Σ−1
R y (5.3)

angenommen. Nun können wir die optimale Strategie aus (5.3) in die Gleichung (5.2) einsetzen
und erhalten die DPE

0 =
∂

∂t
V F (t, y) +∇′yV F (t, y)κ(y − µ) +

1

2
tr
[
∇yy V F (t, y)Σµ

]
+

θ

2(1− θ)
y′Σ−1

R y V F (t, y)

(5.4)

mit der Endbedingung V F (T, y) = 1. Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung und
für deren Lösung machen wir den folgenden Ansatz (vgl. Kim and Omberg [36] oder Brendle
[12])

V F (t, y) = exp
{
y′AF (t)y +

(
BF (t)

)′
y + CF (t)

}
, (5.5)

wobeiAF ,BF undCF Funktionen von t ∈ [0, T ] mit Werten in Rd×d, Rd und R sind, außerdem
ist AF (t) für jedes t ∈ [0, T ] symmetrisch. Nun können wir diesen Ansatz aus (5.5) in die
Gleichung (5.4) einsetzen und erhalten wir für die Funktionen AF (t), BF (t) und CF (t) die
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Differentialgleichungen (4.12), (4.13) und (4.14) für cΨ = 1
2

θ
1−θ . Das bedeutet, wir erhalten das

folgende System gewöhnlicher Differentialgleichungen

dAF (t)

dt
= −2AF (t)ΣµA

F (t) + κ′AF (t) +AF (t)κ− 1

2

θ

1− θ
Σ−1
R , AF (T ) = 0d×d, (5.6)

dBF (t)

dt
= −2AF (t)κµ+

[
κ′ − 2AF (t)Σµ

]
BF (t), BF (T ) = 0d×1, (5.7)

dCF (t)

dt
= −1

2
BF ′(t)ΣµB

F (t)−BF ′(t)κµ− tr{ΣµA
F (t)}, CF (T ) = 0. (5.8)

Im eindimensionalen Fall (d = 1) können wir die Differentialgleichungen (5.6), (5.7) und
(5.8) geschlossen lösen. Hierzu bestimmen wir zunächst die Lösung von (5.6). Durch Trennung
der Variablen ergibt sich

∫ A(T )

A(t)

1

−2ΣµA2(s) + 2κ′A(s)− 1
2

θ
1−θΣ−1

R

dA(s) =

∫ T

t
ds. (5.9)

Für das Integral auf der linken Seite von (5.9) ergeben sich in Abhängigkeit vom Vorzeichen der
Diskriminante

∆A := 4κ2

[
1− θ

1− θ
· Σµ

κ2ΣR

]
(5.10)

drei verschiedene Fälle, welche zu den im nachfolgendem Lemma angegebenen Lösungen für
das System von ODE für (5.6),(5.7) und(5.8) führen. Wir setzen dabei δA := 1

2

√
|∆A|.

Lemma 5.1.1. Für jedes t ∈ [0, T ] gilt folgendes:

• normale Lösung für ∆A > 0

AF (t) =
θ

1− θ
· 1

2ΣRδA
·

sinh
(
δA(T − t)

)
aF (t)

,

BF (t) =
2κµ

δA
·

sinh
(
δA(T − t)

)
1 + cosh

(
δA(T − t)

)AF (t),

CF (t) =
κ

2

(
1 +

θ

1− θ
κµ2

δ2
AΣR

)
(T − t)− κ2µ

δ2
A

(
BF (t) + µAF (t)

)
− 1

2
log aF (t),

mit aF (t) := cosh
(
δA(T − t)

)
+ κ

δA
sinh

(
δA(T − t)

)
.
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• hyperbolische Lösung für ∆A = 0

AF (t) =
κ

2Σµ
−

κ
2Σµ

κ(T − t) + 1
,

BF (t) = κ2µ
( κ

2Σµ
−AF (t)

)
(T − t)2,

CF (t) = −κ
2

(T − t) + log

∣∣∣∣−κ2 (T − t)− 1

∣∣∣∣+
1

12

κ4µ2
(
T − t+ 4

κ

)
(T − t)3

2Σµ(T − t) + 2
Σµ
κ

.

• Tangens-Lösung für ∆A < 0

AF (t) =
κ

2Σµ
+

δA
2Σµ

tan
(
δA(T − t) +A

)
, A := − arctan

κ

δA
,

BF (t) = 2κµ

(
κ

2δAΣµ
cos
(
δA(T − t) +A

)
ln

∣∣∣∣∣tan
(
δA
2 (T − t) + A

2 + π
4

)
tan

(
A
2 + π

4

) ∣∣∣∣∣
)
,

+ 2κµ

(
−1

2Σµ

[
cos
(
δA(T − t) +A

)
cos
(
A
) − 1

])

CF (t) = −
κ3µ2

√
κ2 + δ2

A

δAΣµ

 1

cos(A)
− 1

cos
(
δA(T − t) +A

)


+
κ2µ2(δ2

A − 2κ)

δ4
A

AF (t)

−
κδ2

AΣµ + κ2µ2(κ2 + δ2
A)

2δ2
AΣµ

(T − t) +
1

2
ln

cos
(
δA(T − t) +A

)
cos(A)

.

Beweis. Für die normale Lösung siehe Appendix Lemma A.2.1, für die hyperbolische Lösung
siehe Lemma A.2.2 und für die Tangens-Lösung siehe Lemma A.2.3. Des Weiteren verweisen
wir zur Berechnung von CF (t) auf Yu [81]. �

Für die Bestimmung des monetären Wertes der Information in Abschnitt 4.3 bestimmen wir
nachfolgend eine Formel zur Berechnung des Erwartungswertes in (4.35). Hierfür gilt folgendes

E
[
VF

0

(
x

H/F
0

)
|FH

0

]
= E

[(xH/F
0

)θ
θ

VF(0, µ0)|FH
0

]
=

(
x

H/F
0

)θ
θ

E
[
VF(0, µ0)|MH

0 ,Q
H
0

]
.

Für MH
0 = m und QH0 = q ist die bedingte Verteilung von µ0 gegeben FH0 die Normalver-

teilungN (m, q), d.h. µ0 = m+ q
1
2 ε mit ε ∼ N (0, 1d), welches von FH0 unabhängig ist. Somit
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ist

E
[
VF(0, µ0)|MH

0 = m,QH
0 = q

]
= E

[
VF
(
0,m + q

1
2 ε
)]
.

Dieses Vorgehen verallgemeinern wir nun für beliebige Zeitpunkte t ∈ [0, T ] mit MH
t = m und

QHt = q und definieren

V
F

(t,m, q) := E
[
VF
(
t,m + q

1
2 ε
)]
.

Lemma 5.1.3 gibt eine explizite Form zur Berechnung von V F
(t,m, q), für dessen Beweis wir

das folgende Hilfslemma brauchen.

Lemma 5.1.2. SeiX ein d-dimensionaler normalverteilter Vektor mitX ∼ N (µX ,ΣX). Weiter-
hin seien α eine d × d symmetrische und invertierbare Matrix und β ein Vektor aus Rd, dann
gilt unter der Annahme, dass die Matrix (Id − 2αΣX) positiv definit ist, folgendes

E
[
e(X+β)′α(X+β)

]
= det

(
Id − 2αΣX

)−1
2 · exp

{
(µX + β)′ (Id − 2αΣX)−1α(µX + β)

}
.

Beweis. Es gilt

E
[
exp

{
(X + β)′α(X + β)

}]
=

det(Σ
− 1

2
X )

(2π)
d
2

∫
Rd

exp
{
fX(x)

}
dx (5.11)

mit dem Exponenten fX(x) := −1
2(x− µX)′(x− µX) + (x+ β)′(x+ β).

Für diesen Exponenten liefert die quadratische Ergänzung nach x für ΣZ := (Σ−1
X − 2α)−1 und

µZ := ΣZ(2αβ + Σ−1
X µX) folgendes

fX(x) =
−1

2
(x− µZ)′ Σ−1

Z (x− µZ) +
1

2
µ′ZΣ−1

Z µZ + β′αβ − 1

2
µ′XΣ−1

X µX

=
−1

2
(x− µZ)′ Σ−1

Z (x− µZ) + (µX + β)′ (Id − 2αΣX)−1α(µX + β). (5.12)

Setzt man (5.12) in die rechte Seite von (5.11), dann folgt mit der Einführung von Z mit Z ∼
N (µZ ,ΣZ) unmittelbar die Behauptung. �

Lemma 5.1.3. Unter der Annahme, dass die Matrix (1d − 2AF (t)q) positiv definit ist, gilt

V
F

(t,m, q) = exp
{
m′A

F
(t, q)m+

(
B
F

(t, q)
)′
m+ C

F
(t, q)

}
, (5.13)

mit

A
F

(t, q) = (1− 2AF (t)q)−1AF (t),

B
F

(t, q) = (1− 2AF (t)q)−1BF (t),

C
F

(t, q) = CF (t) +
1

2

(
BF (t)

)′
(1− 2qAF (t))−1qBF (t)− 1

2
log det(1− 2qAF(t)).
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Beweis.

V
F

(t,m, q) = E
[
VF(t,m + q

1
2 ε)
]

= E
[

exp
{

(m + q
1
2 ε)′AF(t) (m + q

1
2 ε) +

(
BF(t)

)′
(m + q

1
2 ε) + CF(t)

}]
= V F (t,m)E

[
exp

{
ε′q

1
2 AF(t)q

1
2 ε+ 2η′(t)AF(t)q

1
2 ε
}]
,

mit η(t) :=
[
m+ 1

2

(
AF (t)

)−1
BF (t)

]
. Die quadratische Ergänzung nach ε für den Exponenten

liefert

V
F

(t,m, q) = V F (t,m) exp
{
− η′(t)AF (t)η(t)

}
E[ξ]

= exp
{
CF (t)− 1

4

(
BF (t)

)′(
AF (t)

)−1
BF (t)

}
E[ξ], (5.14)

wobei ξ := exp
{(
ε + q−

1
2 η(t)

)′
AF q

(
ε + q−

1
2 η(t)

)}
ist. Zur Berechnung des Erwartungs-

wertes in der Gleichung (5.14) gilt nach Lemma 5.1.2 Folgendes

E[ξ] = E
[

exp
{(
ε+ q−

1
2 η(t)

)′
AF(t)q

(
ε+ q−

1
2 η(t)

)}]
= det(1− 2qAF(t))−

1
2 exp

{
η′(t)(1d − 2AFq)−1AF(t)η(t)

}
(5.15)

Wir setzen (5.15) in (5.14) ein und erhalten die Behauptung. �

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 5.1 zur Lösung der DPE des Op-
timierungsproblems unter voller Information und zum Kandidaten für die optimale Strategie
zusammen.

Lemma 5.1.4. Für den Kandidaten der optimalen Strategie πF gilt πFt = pF (t, µt) mit der
optimalen Entscheidungsregel aus (5.3)

pH(t,m) =
1

1− θ
Σ−1
R m.

Dabei ist V F die Lösung der DPE (5.4), für die gilt

V H(t,m) = exp
{
m′AF (t)m+

(
BF (t)

)′
m+ CF (t)

}
,

wobei AF , BF , CF in (5.6), (5.7) bzw. (5.8) gegeben sind.
Außerdem gilt

V
F

(t,m, q) = E
[
VF
(
t,m + q

1
2 ε
)]

= exp
{
m′A

F
(t, q)m+

(
B
F

(t, q)
)′
m+ C

F
(t, q)

}
,

wobei AF , BF und CF in Lemma 5.1.3 gegeben sind.
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5.2 Kontrollproblem unter partieller Information H = R,D

5.2.1 Dynamic Programming Gleichung

Bei den Informations-RegimesH = R,D ist die bedingte KovarianzmatrixQH deterministisch,
deshalb besteht der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y H,π nur aus der bedingten ErwartungMH

und ist nach (4.55) gegeben durch

dYt = αHY (Yt, πt) dt+ βHY (qHt ) dWH
t , Y0 = m0.

Für diesen diesen Zustandsprozess definieren wir den Generator L = LH,p angewandt auf eine
Funktion g ∈ C2(SY ) wie folgt

Lg(y) = ∇′yg(y)αHY (y, p) +
1

2
tr
[
∇yyg(y)βHY

(
βHY

)′]
. (5.16)

Damit ergibt sich für die DPE aus (4.79) für das untersuchte Optimierungsproblem im Fall
H = R,D:

0 =
∂

∂t
V H(t, y) +∇′yV H(t, y)κ(µ− y) +

1

2
tr
{
∇yyV H(t, y)QHt Σ−1

H QHt

}
+ sup
p∈Rd

{
∇′yV H(t, y)θQHt p+ θ

(
p′y − 1− θ

2
p′ΣRp

)
V H(t, y)

}
, V H(T, y) = 1. (5.17)

Angenommen, die Differentialgleichung (5.17) hat eine klassische Lösung. Das Argument g(p) :=

∇′yV H(t, y)θQHt p + θ
(
p′y − 1−θ

2 p′ΣRp
)
V H(t, y) vom Supremum in der letzten Zeile von

(5.17) ist quadratisch und streng konkav in p (denn ΣR = σRσ
′
R positiv definit und 1− θ > 0),

deshalb hat die Funktion g(p) eine eindeutige Maximumstelle p∗, nämlich durch die Lösung der
folgenden linearen Gleichung

∇′yV H(t, y)QHt +
(
y − (1− θ)ΣRp

)
V H(t, y) = 0.

Dies liefert den folgenden Maximierer

pH = pH(t, y) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
y +QHt

∇yV H(t, y)

V H(t, y)

)
= pF (t, y) +

1

1− θ
Σ−1
R QHt

∇yV H(t, y)

V H(t, y)
. (5.18)

Wir setzen den Maximierer (5.18) in die Gleichung (5.17) ein und erhalten für den partiellen
informierten Investor H = R,D

0 =
∂

∂t
V H(t, y) +∇′yV H(t, y)

(
κ(µ− y) +

θ

(1− θ)
Σ−1
R QHt y

)
+

1

2
tr
{
∇yyV H(t, y)

(
QHt Σ−1

H QHt

)}
+

θ

2(1− θ)
y′Σ−1

R yV H(t, y)

+
θ

2(1− θ)
1

V H(t, y)
∇′yV H(t, y)

(
QHt Σ−1

R QHt

)
∇yV H(t, y), V H(T, y) = 1. (5.19)
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Die Differentialgleichung (5.19) ist keine lineare partielle Differentialgleichung wie beim Re-
gimeH = F , sondern semilinear. Für deren Lösung machen wir den ähnlichen Ansatz wie beim
Informations-Regime H = F im letzten Abschnitt (siehe Brendle [12])

V H(t, y) = exp
{
y′AH(t)y +

(
BH(t)

)′
y + CH(t)

}
(5.20)

für deterministische Funktionen AH(t), BH(t) und CH(t) mit Werten in Rd×d, Rd bzw. R,
weiterhin seiAH(t) eine symmetrische Matrix. Das Einsetzen von (5.20) in die Gleichung (5.19)
liefert das folgende System von ODEs

dAH(t)

dt
= −2AH(t)QHt

(
Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R

)
QHt A

H(t) + κ′AH(t) +AH(t)κ

− θ

2(1− θ)
Σ−1
R − 2

θ

1− θ
Σ−1
R QHt A

H(t), (5.21)

dBH(t)

dt
=

[
κ′ − 2AH(t)QHt

(
Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R

)
QHt −

θ

1− θ
Σ−1
R QHt

]
BH(t)− 2AH(t)κµ,

(5.22)

dCH(t)

dt
= −

(
BH(t)

)′[
κµ+

1

2
QHt

(
Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R

)
QHt B

H(t)
]
− tr{QHt Σ−1

H QHt A
H(t)}

(5.23)

mit Endbedingungen AH(T ) = 0d×d, BH(T ) = 0d×1 und CH(T ) = 0.
Die Differentialgleichung (5.21) ist eine Riccati Gleichung mit nicht-konstanten Koeffizienten,
wohingegen (5.22) eine lineare Differentialgleichung ist, deren Koeffizienten von der Lösung der
Riccati-Differentialgleichung abhängen. Somit ist eine Lösung für das ODE-System anspruchs-
voller als beim Informations-Regime H = F .
Das folgende Lemma liefert eine Darstellung der Lösung für das oben dargestellte System von
ODEs in Abhängigkeit der Lösung des Systems von ODEs (5.6), (5.7) und (5.8) für das Regime
H = F . Das Ergebnis für H = R ist bereits in Brendle [12] enthalten, allerdings wird dort das
Regime H = D nicht thematisiert. Daher geben wir nachfolgend den vollständigen Beweis für
die beiden Regimes H = R,D an.

Lemma 5.2.1. Für die Lösung des System von ODEs aus (5.21), (5.22) und (5.23) gilt für alle
t ∈ [0, T ] folgendes:

AH(t) = A
F (
t, QHt

)
, (5.24)

BH(t) = B
F (
t, QHt

)
, (5.25)

CH(t) = C
F (
t, QHt

)
− θ∆H

X(t). (5.26)

Dabei ist die Funktion ∆H
X gegeben durch

∆H
X(t) :=

1

2
log

det(Id − 2QHt L
H(t))

det(Id − 2QHt A
F (t))

+KH(t)−KH
(t), t ∈ [0, T ]. (5.27)
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Die Funktion LH(t) genügt der Riccati-Differentialgleichung

dLH(t)

dt
= −2LH(t)ΣµL(t) + κ′LH(t) + LH(t)κ+

1

2
Σ−1
H , LH(T ) = 0, (5.28)

die Funktion KH(t) ist gegeben durch

KH(t) =

∫ T

t
tr
{

Σµ

(
AF (u)− LH(u)

)}
du, (5.29)

und die Funktion KH
(t) wie folgt

K
H

(t) =
1

2
1H
∫ T

t
tr
{
QHu Σ−1

ζ (Id − 2QHu A
F (u))

}
, (5.30)

sodass 1H :=

{
0; H = R,

1; H = D
ist.

Beweis. Für den Beweis von (5.24) definieren wir die Funktion ÃH wie folgt

ÃH(t) = (Id − 2AF (t)QHt )−1AF (t). (5.31)

Die Kettenregel liefert

dÃH(t)

dt
= (Id − 2AF (t)QHt )−1

(dAF (t)

dt
+ 2AF (t)

dQHt
dt

AF (t)
)

(Id − 2QHt A
F (t))−1

(5.32)

Andererseits bekommen wir für dA
F (t)
dt aus (5.6) und dQHt

dt aus (3.4)

dAF (t)

dt
+ 2AF (t)

dQHt
dt

AF (t) = (Id − 2AF (t)QHt )κ′AF (t)

+AF (t)κ(Id − 2QHt A
F (t))− θ

2(1− θ)
Σ−1
R − 2AFQHt Σ−1

H QHt A
F (t).

(5.33)

Das Einsetzen von (5.33) in (5.32) liefert

dÃH(t)

dt
= κ′(Id − 2AF (t)QHt )−1AF (t) + (Id − 2AF (t)QHt )−1AF (t)κ

− 2(Id − 2AF (t)QHt )−1AF (t)QHt Σ−1
H QHt

− θ

2(1− θ)
(Id − 2AF (t)QHt )−1ΣR(Id − 2AF (t)QHt )−1.

Wir verwenden die Transformation aus (5.35) und erhalten dann

dÃH(t)

dt
= κ′ÃH(t) + ÃH(t)κ− 2ÃH(t)QHt

(
Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R

)
QHt Ã

H(t)

− 2
θ

1− θ
Σ−1
R QHt Ã

H(t)− θ

2(1− θ)
Σ−1
R . (5.34)
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Nun ist es ersichtlich, dass ÃH(t) derselben Gleichung wie AH(t) in (5.21) genügt. Des Wei-
teren haben beide Lösungen denselben Endwert AH(T ) = ÃH(T ) = 0. Damit gilt AH(t) =
ÃH(t) für alle t ∈ [0, T ].

Für den Beweis von (5.25) definieren wir die Funktion B̃H wie folgt

B̃H(t) = (Id − 2AF (t)QHt )−1BF (t). (5.35)

Durch Verwendung der Kettenregel bekommen wir

dB̃H(t)

dt
=(Id − 2AF (t)QHt )−1dB

F (t)

dt

+ (Id − 2AF (t)QHt )−1
(

2
dAF (t)

dt
QHt + 2AF (t)

dQHt
dt

)
(Id − 2AF (t)QHt )−1BF (t). (5.36)

Einsetzen der Ableitungen dAF (t)
dt aus (5.6) und dQHt

dt aus (3.4) liefert

(
2
dAF (t)

dt
QHt + 2AF (t)

dQHt
dt

)
= −2AF (t)QHt (Σ−1

H +
θ

1− θ
Σ−1
R )QHt

− θ

1− θ
(Id − 2AF (t)QHt )Σ−1

R QHt + 2AF (t)Σµ(Id − 2AF (t)QHt ). (5.37)

Damit erhalten wir

(Id − 2AF (t)QHt )−1
(

2
dAF (t)

dt
QHt + 2AF (t)

dQHt
dt

)
(Id − 2AF (t)QHt )−1BF (t) =

− 2AH(t)QHt (Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R )QHt B

H(t)− θ

1− θ
Σ−1
R QHt B

H(t)

+ 2AH(t)ΣµB
F (t). (5.38)

Auf der anderen Seite haben wir

(Id − 2AF (t)QHt )−1dB
F (t)

dt
= −2AH(t)ΣµB

F (t)− 2AH(t)κµ+ κ′BH(t). (5.39)

Das Einsetzen von (5.38) und (5.39) in (5.36) liefert

dB̃H(t)

dt
=

[
κ′ − 2AH(t)QHt

(
Σ−1
H +

1

1− θ
Σ−1
R

)
QHt −

θ

1− θ
Σ−1
R QHt

]
B̃H(t)− 2AH(t)κµ

(5.40)

Nun ist es ersichtlich, dass B̃H(t) derselben Gleichung wie BH(t) in (5.22) genügt. Des Wei-
teren haben beide Lösungen denselben Endwert BH(T ) = B̃H(T ) = 0. Damit gilt BH(t) =
B̃H(t) für alle t ∈ [0, T ].
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Für den Beweis von (5.26) definieren wir die Funktion KH(t) := K(t) − KH
(t) und die

Funktion C̃H wie folgt

C̃H(t) = CF (t) +
1

2

(
BF (t)

)′
(Id − 2QHt A

F (t))−1QHt B
F (t)

− 1− θ
2

log det(Id − 2QHt A
F (t))− θ

2
log det(Id − 2QHt L(t))− θKH(t) (5.41)

Für die erste Zeile aus der letzten Gleichung haben wir

d

dt

[
CF (t) +

1

2

(
BF (t)

)′
(Id − 2QHt A

F (t))−1QHt B
F (t)

]

=
dCF (t)

dt
+ (BF (t))′(Id − 2QHt A

F (t))−1QHt
dBF (t)

dt

+ (BF (t))′(Id − 2QHt A
F )−1

(
QHt

dAF (t)

dt
QHt +

1

2

dQHt
dt

)
(Id − 2AFQHt )−1BF (t)

= −1

2
(BF (t))>(Id − 2QHt A

F )−1QHt (Σ−1
H +

θ

1− θ
Σ−1
R )QHt (Id − 2AFQHt )−1BF (t)

− (BF (t))′(Id − 2QHt A
F (t))−1κµ− tr

{
ΣµA

F (t)
}

(5.42)

Die Herleitung der zweiten Zeile aus (5.41) ist in (5.44) in Lemma (5.2.2) unten angegeben. Nun
addieren wir (5.42) und (5.44), dann verwenden wir die Transformationen (5.24) und (5.25)

dC̃H(t)

dt
= −1

2
(BH(t))′QHt (Σ−1

H +
θ

1− θ
Σ−1
R )QHt B

H(t)− (BH(t))′κµ

− tr
{
QHt Σ−1

H QHt A
H(t)

}
. (5.43)

Nun ist es ersichtlich, dass C̃H(t) derselbe Gleichung wieCH(t) in (5.23) genügt. Des Weiteren
haben beide Lösungen denselben Endwert CH(T ) = C̃H(T ) = 0. damit gilt CH(t) = C̃H(t)
für alle t ∈ [0, T ]. �

Das folgende Lemma erläutert die im letzten Beweis erwähnten Nebenrechnung in der zwei-
ten Zeile aus (5.41).

Lemma 5.2.2. Für alle t ∈ [0, T ] gilt

d

dt

[
− 1− θ

2
log det

(
Id − 2AF (t)QHt

)
− θ

2
log det

(
Id − 2LH(t)QHt

)
− θKH(t)

]
= tr{ΣµA

F (t)} − tr{QHt Σ−1
H QHt A

H(t)} (5.44)
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Beweis. Einerseits haben wir

d

dt
log det(Id − 2QHt A

F (t)) = −2tr
[
(Id − 2QHt A

F (t))−1 · d
dt

(QHt A
F (t))

]
=

1

1− θ
tr
{

(Id − 2QHt A
F (t))−1QHt Σ−1

R

}
+ 2tr

{
(Id − 2QHt A

F (t))−1QHt Σ−1
ζ QHt A

F (t)
}

− 2tr
{

ΣµA
F (t)

}
− tr

{
QHt Σ−1

R

}
. (5.45)

Andererseits gilt

d

dt
log det(Id − 2QHt L

H(t)) = −2tr
[
(Id − 2QHt L(t))−1 · d

dt
(QHt L

H(t))
]

= −2tr
{

ΣµL
H(t)

}
− tr

{
QHt Σ−1

H

}
(5.46)

Schließlich erhalten wir die rechte Seite von (5.44) durch Addieren von (5.45) mit (5.46) und
der Ableitung von KH(t) aus(5.28). �

5.2.2 Optimale Strategien

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.1 zur Lösung der DPE bei den
Regimes H = R,D und zum Kandidaten für die optimale Strategie zusammen.

Lemma 5.2.3. Für den Kandidaten der optimalen Strategie πH gilt πHt = pH(t,MH
t ;QHt ) mit

der optimalen Entscheidungsregel aus (5.18)

pH(t,m; q) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q

∇yV H(t,m)

V H(t,m)

)
=

1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q

[
2AH(t)m+BH(t)

])
.

Dabei ist V H die Lösung der DPE (5.19), für die gilt

V H(t,m) = exp
{
m′AH(t)m+

(
BH(t)

)′
m+ CH(t)

}
,

wobei AH , BH , CH in Lemma 5.2.1 gegeben sind.

Vergleicht man die optimalen Entscheidungsregeln für den R-, D- und F -Investor für über-
einstimmende Werte des Filters, so ergeben sich einige interessante Eigenschaften, die in den
folgenden zwei Lemata formuliert sind. Sie besagen, dass die obigen Investoren in einem Mo-
dell mit Gaußscher Drift bei übereinstimmenden Driftschätzungen auch die gleichen optima-
len Strategien verwenden. Diese Eigenschaft ist insofern überraschend, da sie für Modelle mit
Markov-modulierter Drift nicht bekannt ist, siehe Schütze [71].

Lemma 5.2.4. Sind MR
t = MD

t = m und QRt = QDt = q, dann gilt

pR(t,m; q) = pD(t,m; q).
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5.2. KONTROLLPROBLEM UNTER PARTIELLER INFORMATION H = R,D

Beweis. Bei den beiden Regimes H = R,D haben wir aus (5.18)

pH(t,m; q) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q

∇mV H(t,m)

V H(t,m)

)
.

Aus dem Ansatz für die Wertfunktion in (5.20) und den Transformationen (6.7) und (6.7) erhalt-
en wir

∇mV H(t,m)

V H(t,m)
=
[
2AH(t)m+BH(t)

]
= (I − 2AF (t)q)−1

[
2AF (t)m+BF (t)

]
.

Damit folgt

pR(t,m; q) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q(I − 2AF (t)q)−1

[
2AF (t)m+BF (t)

])
= pD(t,m; q).

�

Lemma 5.2.5. Sind MH
t = µt = m und QHt = q = 0 mit H = R,D, dann gilt

pF (t,m) = pH(t,m; 0).

Beweis. Bei den beiden Regimes H = R,D haben wir aus (5.18)

pH(t,m; 0) =
1

1− θ
Σ−1
R m,

welches mit der myopischen Strategie pF (t,m) aus (5.3) übereinstimmt. �

Bevor wir das Kapitel abschließen weisen wir darauf hin, dass man das Optimierungspro-
blem für den logarithmischen Nutzen auch mit Hilfe der Dynamic Programming Methode lösen
kann und die Ergebnisse werden in der folgenden Bemerkung dargestellt.

Bemerkung 5.2.6. Das Optimierungsproblem für den logarithmischen Nutzen mit Hilfe der
Dynamic Programming Methode liefert die gleiche Aussage erhalten wie in Theorem 4.4.3.
Hierbei erhält man das folgende Gleichungssystem von ODEs

dA0(t)

dt
= κ′A0(t) +A0(t)κ− 1

2
Σ−1
R , A0(T ) = 0d×d,

dB0(t)

dt
= κ′B0(t)− 2A0(t)κµ, B0(T ) = 0d×1,

dCH0 (t)

dt
= −B′0(t)κµ− tr{lH(t)}, CH0 (T ) = 0,

lH(t) =

{
ΣµA0(t), H = F,

QHt Σ−1
H QHt A0(t), H = R,D,Cn.

Im eindimensionalen Fall hat dieses System eine geschlossen Lösung, die in Theorem 4.4.3
gegeben war.
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KAPITEL 5. POTENZ-NUTZENMAXIMIERUNG FÜR DIFFUSIONSMODELLE

5.3 Monetärer Wert der Information

Für die in Abschnitt 4.3 eingeführten Größen xH/F0 , EH und xR/H0 zur Beschreibung des mo-
netären Werts der den partiell informierten Investoren vorliegenden Informationen gibt es für
den H-Investor mit H = R,D die folgenden geschlossenen Ausdrücke.

Lemma 5.3.1. Für die in (4.35) und (4.37) definierten Anfangsvermögens xH/F0 und x
R/H
0

sowie die in (4.36) definierte Effektivität EH gilt folgendes

EH = x
H/F
0 = exp{−∆H

X(0)}, für H = R,D, (5.47)

sowie

PDExp = 1− xR/D0 , mit x
R/D
0 = exp

{
∆R
X(0)−∆D

X(0)
}
. (5.48)

Dabei sind die Größen ∆R
X(0) und ∆D

X(0) in (5.27) gegeben.

Beweis. xH/F0 ist definiert als Lösung der Gleichung (4.35)

VH0 (1) = E
[
VF

0

(
x

H/F
0

)
|FH

0

]
, H = R,D,

bzw. der Gleichung

1

θ
V H(0,m; q) =

(x
H/F
0 )θ

θ
E
[
VF(0, µ0)|MH

0 = m,QH
0 = q

]
=

(x
H/F
0 )θ

θ
V
F

(0,m, q).

Substituiert man die Darstellung für V H aus Lemma 5.2.3 und für V F aus Lemma 5.1.3 ergibt
sich die Behauptung in (5.47).
Für die Behauptung in (5.48) gehen wir von der Definition des Anfangsvermögens xR/D0 aus,
welches als Lösung der Gleichung (4.37) der folgenden Gleichung ist

VR0 (1) = VD0 (x
R/D
0 ),

bzw. der Gleichung

1

θ
V R(0,m; q) =

(x
R/D
0 )θ

θ
V D(0,m; q).

Aus der Darstellung für V R und V D in Lemma 5.2.3 folgt

x
R/D
0 = exp

{
∆D
X(0)−∆R

X(0)
}
.

�
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KAPITEL 6

Kontrollproblem mit Expertenmeinungen zu deterministischen
Zeitpunkten

In diesem Kapitel behandeln wir das Nutzenmaximierungsproblem für das Informations-Regime
H = Cn, bei dem eine vorgegebene Anzahl n ∈ N von Expertenmeinungen über die unbekann-
te Drift zu deterministischen und festgelegten Zeitpunkten t0, t1, . . . , tn−1 eintreffen. Nachdem
wir das Problem für den logarithmischen Nutzen bereits in Abschnitt 4.4 behandelt haben, wer-
den wir uns in diesem Kapitel auf das Optimierungsproblem für den Potenz-Nutzen konzen-
trieren. Dieses wollen wir mit der Dynamic Programming Methode lösen, allerdings stoßen wir
auf das Problem, dass der zugrunde liegende Zustandsprozess MCn Sprünge durch die Update-
Formel zu den deterministischen Ankunftszeitpunkten der Expertenmeinungen aufweist. Aus-
gehend vom Dynamic Programming Principle entwickeln wir eine Rückwärtsrekursion zur Be-
rechnung der Wertfunktion und der optimalen Strategie. Dabei wird beginnend mit dem End-
zeitpunkt t = T jeweils zwischen zwei aufeinanderfolgen Informationszeitpunkten eine DPE
wie beim Informations-Regime H = R mit der in Abschnitt 5.2 vorgestellten Ansatzmethode
gelöst. Zu den Informationszeitpunkten erfolgt ein Update der Wertfunktion, welches die Endbe-
dingung der DPE auf dem nächsten Teilintervall liefert. In Abschnitt 6.2 untersuchen wir einige
Eigenschaften der optimalen Strategie. Abschnitt 6.3 liefert einige Ergebnisse zum monetären
Wert der Information für das Regime H = Cn.

6.1 Dynamic Programming Gleichung

Der Zustandsprozess Y besteht nur aus dem Prozess der bedingten Erwartung MCn , dessen
Dynamik in (4.58) durch

dYt = αCnY (Yt, πt) dt+ βCnY (Yt) dWt +

∫
Rd

γCnY (Yt−, u)ĨCn(dt, du), Y0 = y0,
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KAPITEL 6. EXPERTENMEINUNGEN ZU DETERMINISTISCHEN ZEITPUNKTEN

gegeben war.
Da der markierte Punktprozess Ĩ deterministisch bezüglich der Zeit ist, können wir das Opti-
mierungsproblem (2.20) nicht mit der üblichen Vorgehensweise auf [0, T ] wie bei H = R,D
lösen. Die Idee besteht darin, dass zwischen je zwei Informationszeitpunkten tk−1 und tk mit
k = 1, . . . , n und tn := T der Zustandsprozess Y Cn = MCn ein Diffusionsprozess ist und
keine Sprünge besitzt. Deshalb können wir das Optimierungsproblem (2.20) auf den Teilin-
tervallen [tk−1, tk) ähnlich wie im klassischen Fall H = R lösen. Zu den Sprungzeitpunkten
t0, t1, . . . , tn−1, in denen das Update in den Filter einfließt, werden wir mit Hilfe vom Dynamic
Programming Principle die Endbedingung V Cn(tk, y) bestimmen.
Zusammenfassend konstruieren wir eine Rückwärts-Rekursion für die Wertfunktion Vk(t, y) :=
V Cn(t, y), t ∈ [tk−1, tk] wie folgt: Im ersten Schritt nehmen wir τ > t und t ein festen
Zeitpunkt aus [tk−1, tk) und wir betrachten gemäß Lemma 4.5.2 den folgenden Grenzwert

Vk(t, y) = lim
τ↘t

sup
π∈AH

E

[
exp

{∫ τ

t
−b(Yπ,t,y

s , πs)ds
}

Vk(τ,Yπ,t,y
τ )

]
. (6.1)

Für die Herleitung der Dynamic Programming Gleichung definieren wir den Generator L =
LCn,p für den Zustandsprozess Y = MCn angewandt auf eine Funktion g ∈ C2(SY ) durch

Lg(y) = ∇′yg(y)αCnM (y, p) +
1

2
tr
{
∇mmg(y)βCnM

(
βCnM

)′}
(6.2)

und erhalten dann aus (6.1) die folgende DPE

0 =
∂

∂t
Vk(t, y) +∇′yVk(t, y)κ(µ− y) +

1

2
tr
{
∇yyVk(t, y)QCnt Σ−1

R QCnt

}
+ sup
p∈Rd

{
∇′yVk(t, y)θQCnt p+ θ

(
p′y − 1− θ

2
p′ΣRp

)
Vk(t, y)

}
(6.3)

mit der Endbedingung Vn(tn, y) =: hn(y) = 1 zum Zeitpunkt tn = T und einer noch zu
bestimmenden Endbedingung Vk(tk, y) =: hk(y) zu den Informationszeitpunkten tk, mit k =
n− 1, . . . , 0.

Ein Maximierer für das Supremum aus (6.3) bzw. ein Kandidat für die optimale Strategie ist

pCn = pCn(t, y) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
y +QCnt

∇yVk(t, y)

Vk(t, y)

)
. (6.4)

Wir setzen den Maximierer aus (6.4) in die DPE (6.3) ein, dann bekommen wir die folgende
Differentialgleichung

0 =
∂

∂t
Vk(t, y) +∇′yVk(t, y)

(
κ(µ− y) +

θ

(1− θ)
Σ−1
R QCnt y

)
+

1

2
tr
{
∇yyV Cn(t, y)

(
QCnt Σ−1

R QCnt

)}
+

θ

2(1− θ)
y′Σ−1

R yVk(t, y)

+
θ

2(1− θ)
1

Vk(t, y)
∇′yVk(t, y)

(
QCnt Σ−1

R QCnt

)
∇yVk(t, y), Vk(tk, y) = hk(y). (6.5)
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6.1. DYNAMIC PROGRAMMING GLEICHUNG

Für die Lösung von (6.5) machen den gleichen Ansatz wie im klassischen Fall H = R,D

Vk(t, y) = exp{y′Ak(t)y +B′k(t)y + Ck(t)} (6.6)

für deterministische Functions Ak(t), Bk(t) und Ck(t) definiert aud [tk−1, tk] mit Werten in
Rd×d, Rd bzw. R, weiterhin sei Ak(t) eine symmetrische und invertierbare definite Matrix. Das
Einsetzen von (6.6) in (6.5) liefert die Differentialgleichungen (5.21), (5.22) und (5.23) im Fall
H = R und mit Endbedingungen An(tn) = 0d×d, Bn(tn) = 0d×1 und Cn(tn) = 0 zum End-
zeitpunkt tn = T und noch zu bestimmenden Endbedingungen zu den Informationszeitpunkten
tk mit k = n− 1, . . . , 0.
Das folgende Lemma liefert eine Darstellung der Lösung für das zugehörige System von ODEs
in Abhängigkeit der Lösung des Systems von ODEs (5.6), (5.7) und (5.8) für das Regime
H = F .

Lemma 6.1.1. Für die FunktionenAk(t),Bk(t) undCk(t) gilt für alle t ∈ [tk−1, tk) folgendes:

Ak(t) = A
F (
t, QCnt

)
, (6.7)

Bk(t) = B
F (
t, QCnt

)
, (6.8)

Ck(t) = C
F (
t, QCnt

)
− θ∆Cn

X (t). (6.9)

Dabei ist die funktion ∆Cn
X gegeben durch

∆Cn
X (t) := ∆Cn

X (t) :=
1

2
log

det(Id − 2QCn
t LR(t))

det(Id − 2QCn
t AF(t))

+KR(t), t ∈ [0, T ]. (6.10)

Die Funktionen LR(t) und KR(t) sind für alle t ∈ [0, T ] wie in Lemma 5.2.1 definiert.

Beweis. Es folgt analog zum Beweis von Lemma 5.2.1 �

Im zweiten Schritt nehmen wir einen Informationszeitpunkt tk mit k = n − 1, . . . , 0 und
werden mit Hilfe des Dynamic Programming Principle aus Lemma 4.5.2 die gesuchte Endbedin-
gung für die Differentialgleichung (6.5) bestimmen. Dafür setzen wir τ = tk und wir betrachten
den folgenden Grenzwert

hk(y) = Vk(tk−, y)

= lim
t↗tk

sup
π∈AH

E

[
exp

{∫ tk

t
−b(Yπ,t,y

s , πs)ds
}

Vk+1(tk,Y
π,t,y
tk

)

]
= sup

π∈AH
E
[
Vk+1

(
tk,Y

π,tk−,y
tk

)]
.

Die Strategie taucht nur im Driftterm αCnY (y, p) auf, jedoch nicht im Diffusionsterm βCnY (y)

und insbesondere nicht im Sprungterm γCnY (y, u), daher hat sie keine Auswirkungen auf den
Zuwachs des Zustandsprozesses Y zum Zeitpunkt tk und somit können wir das Supremum in
der letzten Gleichung weglassen und erhalten dann

hk(y) = E
[
Vk+1

(
tk,Y

π,tk−,y
tk

)]
. (6.11)
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Die Berechnung vom Erwartungswert auf der rechten Seite von (6.11) wird im nächsten Lemma
angegeben.

Lemma 6.1.2. Zu einem Informationszeitpunkt tk mit k = n − 1, . . . , 0, lässt sich die End-
bedingung hk(y) für die Differentialgleichung (6.5) wie folgt bestimmen

hk(y) = exp
{
y′ΛkAk+1(tk)y +B′k+1(tk)Λky + Ck+1(tk) +

1

2
B′k+1(tk)ΛkΣkBk+1(tk)

+
1

2
log detΛk

}
, (6.12)

wobei die Update-Matrix gilt Λk :=
(
Id−2Ak+1(tk)Σk

)−1 mit Σk := QCntk−(Γ+QCntk−)−1QCntk−.

Beweis. Zur Vereinfachung führen wir in diesem Beweis die folgenden Bezeichnungen ein:

A(tk) : = Ak+1(tk), B(tk) := Bk+1(tk), C(tk) := Ck+1(tk).

Es gilt nach (6.11) folgendes

hk(y) = E
[
Vk+1(tk,Y

π,tk−,y
tk

)
]

= E
[
exp

{
(Yπ,tk−,y

tk
)′A(tk)Yπ,tk−,y

tk
+ B′(tk)Yπ,tk−,y

tk
+ C(tk)

}]
.

Die quadratische Ergänzung nach Y π,tk−,y
tk

für den Exponenten liefert

hk(y) = E

[
exp

{(
Yπ,tk−,y

tk
+

1

2
A−1(tk)B(tk)

)′
A(tk)

(
Yπ,tk−,y

tk
+

1

2
A−1(tk)B(tk)

)}
· exp

{
− 1

4
B′(tk)A

−1(tk)B(tk) + C(tk)
}]

.

Da nach der Update-Formel (3.12) gilt Y π,tk−,y
tk

∼ N
(
y,Σk

)
, folgt nach Lemma 5.1.2 mit

α = A(tk) und β = 1
2A
−1(tk)B(tk) folgendes:

hk(y) = exp
{

(y +
1

2
A−1(tk)B(tk))

′ ΛkA(tk)(y +
1

2
A−1(tk)B(tk))

}
·

exp
{
− 1

4
B′(tk)A

−1(tk)B(tk) + C(tk) +
1

2
log detΛk

}
.

Die Behauptung folgt unmittelbar nach dem Ausklammern der Terme im Exponenten. �

Lemma 6.1.3. Die Endbedingungen für die zugehörigen Differentialgleichungen der Funktio-
nen Ak(t), Bk(t) und Ck(t) sind

Ak(tk−) =
(
Id − 2Ak+1(tk)Σk

)−1
Ak+1(tk) (6.13)

Bk(tk−) =
(
Id − 2Ak+1(tk)Σk

)−1
Bk+1(tk) (6.14)

Ck(tk−) = Ck+1(tk) +
1

2
B′k+1(tk)

(
Id − 2Ak+1(tk)Σk

)−1
ΣkBk+1(tk)

− 1

2
log det

(
Id − 2Ak+1(tk)Σk

)
(6.15)
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Beweis. Aus dem letzen Lemma gilt

hk(y) = exp
{
y′ΛkAk+1(tk)y +B′k+1(tk)Λky + Ck+1(tk) +

1

2
B′k+1(tk)ΣkΛkBk+1(tk)

+
1

2
log detΛk

}
.

(6.16)

Auf der anderen Seite gilt

hk(y) = Vk(tk−, y) = exp
{
y′Ak(tk)− y +B′k(tk−)y + Ck(tk−)

}
(6.17)

Der Koeffizientenvergleich von (6.16) und (6.17) liefert die Behauptung. �

Bemerkung 6.1.4. Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) lassen sich die Update-
Formel (6.13), (6.14) und (6.15) gut interpretieren. Nämlich, bei ungenauen Expertenmeinun-
gen gilt für den Grenzfall Γ → ∞, dass der Grenzwert von Σk gleich 0 bzw. der Grenzwert
des Update-Faktors Λk gleich 1 sind. Dementsprechend sind die Funktionen Ak, Bk und Ck
gemäß der Update-Formel glatte Funktionen. Wohingegen für den anderen Grenzfall bei sehr
genauen Expertenmeinungen mit Γ→ 0 folgt, dass der Grenzfall von Σk gleich 1 ist und somit
geht der Sprung zu einem Informationszeitpunkt zum Grenzfall in Richtung AF , BF bzw. CF

Bemerkung 6.1.5. In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns für die Frage interessiert, wie sich der
Filter bei dem Informations-Regime H = Cn verhält, wenn die Anzahl der Experten wächst
und gleichzeitig deren Ungenauigkeit linear mitwächst. Theorem 3.3.2 hat gezeigt, dass der
Cn-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen den D-Filter konvergiert. Wir vermuten,
dass sich diese Überlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen
übertragen lässt und es gilt

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

|V Cn(t,m)− V D(t,m)| = 0, ∀m ∈ SM . (6.18)

Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.13 für ein positives θ und in Abbildung 8.14 für ein
negatives θ bestätigen bestätigen diese Vermutung. Der formale Beweis bleibt jedoch aus und
soll in einer zukünftigen Arbeit erscheinen.
Außerdem haben wir in Kapitel 3.3.2 angenommen, dass die Ungenauigkeit der Experten kon-
stant und unabhängig von deren Anzahl bleibt. Theorem 3.3.5 hat gezeigt, dass der Cn-Filter
unter bestimmten Voraussetzungen gegen die Drift konvergiert. Wir vermuten, dass sich diese
Überlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen übertragen lässt
und es gilt

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

|V Cn(t,m)− V F
(t,m,QCnt )| = 0, ∀m ∈ SM . (6.19)

Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.15 für ein positives θ und in Abbildung 8.16 für ein
negatives θ bestätigen bestätigen diese Vermutung. Ebenso bleibt der formale Beweis aus und
soll in einer zukünftigen Arbeit erscheinen.
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6.2 Optimale Strategien

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 6.1 zur Lösung der DPE bei den Regi-
mes H = Cn und zum Kandidaten für die optimale Strategie zusammen.

Lemma 6.2.1. Sei t ∈ [tk−1, tk) und k = 1, 2, . . . , n, dann gilt für den Kandidaten der optima-
len Strategie πCn die Beziehung πCnt = pCn(t,MCn

t ;QCnt ) mit der optimalen Entscheidungsre-
gel aus (6.4)

pCn(t,m; q) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q

∇mVk(t,m)

Vk(t,m)

)
.

Dabei ist Vk die Lösung der DPE (6.5), für die gilt

Vk(t,m) = exp
{
m′Ak(t)m+B′k(t)m+ Ck(t)

}
,

mit Ak, Bk und Ck aus Lemma 6.1.1.

Lemma 6.2.2. Sind MCn
t = MH

t = m und QCnt = QHt = q mit H = R oder H = D, dann
gilt

pCn(t,m; q) = pH(t,m; q).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.2.4. �

Lemma 6.2.3. Sind MCn
t = µt = m und QCnt = q = 0, dann gilt

pCn(t,m; 0) = pF (t,m).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.2.5. �

6.3 Monetärer Wert der Information

Ähnlich wie in Abschnitt 5.3 können wir für die in Abschnitt 4.3 eingeführten Größen xCn/F0 ,
ECn und xR/Cn0 zur Beschreibung des monetären Werts der den partiell informierten Investoren
vorliegenden Informationen die folgenden geschlossenen Ausdrücke aufstellen.

Lemma 6.3.1. Für die in (4.35) und (4.37) definierten Anfangsvermögens xCn/F0 und xR/Cn0

sowie die in (4.36) definierte Effektivität ECn gilt folgendes

ECn = x
Cn/F
0 = exp{−∆Cn

X (0)}, (6.20)

sowie

PCnExp = 1− xR/Cn0 , mit x
R/Cn
0 = exp

{
−∆Cn

X (0) + ∆R
X(0)

}
. (6.21)

Dabei sind die Größen ∆R
X(0) und ∆Cn

X (0) in (5.27) bzw (6.10) gegeben.
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KAPITEL 7

Kontrollproblem mit Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunkten

In diesem Kapitel untersuchen wir das Optimierungsproblem für das Informations-RegimeH =
Cλ. Der Cλ-Investor verwendet für die Driftschätzung wie der in Kapitel 6 behandelte Cn-
Investor neben den Beobachtungen aus den Renditen zusätzlich zeitdiskrete Expertenmeinun-
gen. Allerdings treffen diese nun nicht mehr zu bekannten und fixierten Zeitpunkten ein, sondern
zu zufälligen Zeitpunkten. Diese sind Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses. In
diesem Fall ist der Prozess der bedingten Kovarianz QCλ nicht mehr deterministisch, sondern
ein stochastischer Prozess mit stückweise deterministischen Pfaden und Sprüngen in den Infor-
mationszeitpunkten. Der Prozess der bedingten Erwartung MCλ ist nun ein Sprung-Diffusions-
Prozess. Im Gegensatz zu den bisher behandelten Informations-Regimes enthält der Zustand des
risikosensitiven Kontrollproblems neben MCλ auch die bedingte Kovarianz QCλ . Die in Ab-
schnitt 7.1 untersuchte DPE für die Wertfunktion V Cλ ist nun keine PDE, sondern eine partielle
Integro-Differentialgleichung (PIDE). Da für diese Gleichung keine geschlossene Lösung zu
erwarten ist, konstruieren wir in Abschnitt 7.3 Näherungslösungen mit Hilfe von Differenzen-
verfahren, bei denen der Integralterm der PIDE durch geeignete Quadraturformeln erfasst wird.
Zuvor wird allerdings in Abschnitt 7.2 eine Regularisierungsmethode eingesetzt, mit der es ge-
lingt, die für das vorliegende risikosensitiven Kontrollproblem offenen Fragen zur Verifikation
zu lösen.

7.1 Dynamic Programming Gleichung

Bei diesem Informations-Regime ist der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y Cλ , der sowohl aus
dem FilterMCλ als auch aus der bedingten KovarianzQCλ besteht, ein Sprungdiffusionsprozess,
dessen Dynamik aus (4.64) zu entnehmen ist

dYt = αCλY (Yt, πt) dt+ βCλY (Yt) dWt +

∫
Rd

γCλY (Yt−, u)ĨCλ(dt, du), Y0 = y0.
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Wie im Abschnitt 4.5 bereits erwähnt wurde, betrachten wir bei der symmetrischen Kovarianz-
matrix QCλt nur die Einträge auf und unterhalb der Diagonale, welche wir in einen Vektor Zt ∈
RdZ nach der Transformation in (4.59) überführt haben.

Lemma 7.1.1. Der Generator L = Lp für den Zustandsprozess Y = Y Cλ angewandt auf eine
Funktion g ∈ C2(SY ) ist gegeben durch

Lg(y) = ∇′mg(y)αCλM (m, q, p) +∇′zg(y)αZ(z) +
1

2
tr
{
∇mmg(y)βCλM (q)

(
βCλM (q)

)′}
+ λ
{∫

Rd
g
(
m+ γCλM (q, u) , z + γZ(z)

)
ϕ(u)du− g(y)

}
, ∀y = (m, z) ∈ SY . (7.1)

Dabei sind die Koeffizienten γZ in (4.62) und αZ in (4.63) gegeben und die Matrix q ist aus der
Rücktransformation q = R−1(z) in (4.60) zu entnehmen.

Beweis. Der Zustandsprozess Y =
(
M ′, Z ′

)′
mit Werten im Zustandsraum SY = Rd+dZ

gegeben in (4.64) ist ein Markov-Prozess mit dem Generator L angewandt auf g ∈ C2(SY ) wie
folgt

Lg(y) = ∇′mg(y)αCλM (m, q, p) +∇′zg(y)αZ(z) +
1

2
tr
{
∇mmg(y)βCλM (q)

(
βCλM (q)

)′}
+ λ

∫
Rd

{
g
(
m+ γCλM (q, u) , z + γZ(z)

)
− g(y)−∇′yg(y)γCλY (y, u)

}
ϕ(u)du. (7.2)

Für den zweiten Term aus dem Integral in (7.2) gilt∫
Rd

g(y)ϕ(u)du = g(y). (7.3)

Für den letzten Term aus dem Integral in (7.2) gilt∫
Rd

∇′yg(y)γCλY (z, u)ϕ(u)du =

∫
Rd

(
∇′mg(y)γCλM (q, u) +∇′zg(y)γZ(z)

)
ϕ(u)du

= ∇′zg(y)γZ(z). (7.4)

Wir setzen (7.3) und (7.4) in (7.2) ein und erhalten die Behauptung aus (7.1). �

Nun können wir den Generator aus (7.1) und b(m, p) aus (4.47) in die DPE (4.79) einsetzen
und erhalten für V Cλ = V Cλ(t, y) mit y = (m, z) ∈ SY

0 =
∂

∂t
V Cλ +∇′mV Cλ κ(µ−m) +

1

2
tr
{
∇mmV Cλ qΣ−1

R q
}

+∇′zV Cλ αZ(z)

+ sup
p∈Rd

{
∇′mV Cλ θqp+ θ

(
p′m− 1− θ

2
p′ΣR p

)
V Cλ

}
+ λ
{∫

Rd
V Cλ

(
t,m+ γCλM (q, u) , z + γZ(z)

)
ϕ(u)du− V Cλ

}
, t ∈ [0, T ), (7.5)
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mit der Endbedingung V Cλ(T,m, q) = 1. Der Maximierer für das punktweise Optimierungs-
problem aus (7.5) liefert als Kandidat für die optimale Strategie

pCλ = pCλ(t,m, q) =
1

1− θ
Σ−1
R

(
m+ q

∇mV Cλ

V Cλ

)
= pF (t,m) +

1

1− θ
Σ−1
R q
∇mV Cλ

V Cλ
. (7.6)

Wir setzen den Maximierer aus (7.6) in die DPE aus (7.5) ein, dann bekommen wir die folgende
Integro-Differential-Gleichung

0 =
∂

∂t
V Cλ +∇′mV Cλ

(
κ(µ−m) +

θ

(1− θ)
Σ−1
R qm

)
+∇′zV Cλ αZ(z)

+
θ

2(1− θ)
m′Σ−1

R mV Cλ +
1

2
tr
{
∇mmV Cλ qΣ−1

R q
}

+ λ
{∫

Rd
V Cλ

(
t,m+ γCλM (q, u) , z + γZ(z)

)
ϕ(u)du− V Cλ

}
+

θ

2(1− θ)
1

V Cλ
∇′mV Cλ

(
qΣ−1

R q
)
∇mV Cλ , y = (m, z)SY , t ∈ [0, T ) (7.7)

mit der Endbedingung V Cλ(T, y) = 1.

Bemerkung 7.1.2. Für den logarithmischen Nutzen ist zur Herleitung der DPE kein Maß-
wechsel nötig und die Dynamik der Prozesse für die bedingte Erwartung und die bedingte Ko-
varianzmatrix auf [t, T ] sind aus (3.26) bzw. (3.27) zu entnehmen

dMCλ
s = αM (MCλ

s )ds+ βCλM (QCλs )dW̃Cλ
s +

∫
Rd
γCλM (QCλs , u)ĨCλ(ds, du), MCλ

t = m,

dQCλs = αQ(QCλs )ds+ βCλQ (QCλs )dW̃Cλ
s +

∫
Rd

γCλQ (QCλs )ĨCλ(ds, du), QCλt = q.

Für jede Strategie π aus der Menge der zulässigen Strategien ACλ0 in (2.21) ist die Zielfunktion
gegeben durch

JCλ(t,m, q;π) := E
[ ∫ T

t
−b(MCλ

s , πs) ds
]
, b(m, p) :=

(
p′m− 1

2

∥∥p′σR

∥∥2)
,

mit der Endbedingung JCλ(T,m, q;π) = 0 und die Wertfunktion ist dann gegeben durch

V Cλ(t,m, q) := sup
π∈ACλ0

JCλ(t,m, q;π), V Cλ(T,m, q) = 0.

Die Dynamic Programming Methode liefert für die Wertfunktion V Cλ := V Cλ(t,m, q) die
folgende Integro-Differential-Gleichung

0 =
∂

∂t
V Cλ +∇′mV Cλ κ(µ−m) +∇′qV Cλ (Σµ − κq − qκ− qΣ−1

R q)

+ λ
{∫

Rd
V Cλ

(
t,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)du− V Cλ

}
+

1

2
m′Σ−1

R m+
1

2
tr
{
∇mmV Cλ qΣ−1

R q
}
, t ∈ [0, T ), m ∈ SM , q ∈ SQ (7.8)
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mit der Endbedingung V Cλ(T,m, q) = 0.
Da die Integro-Differential-Gleichung für den logarithmischen Nutzen in vielerlei Hinsicht der
Integro-Differential-Gleichung für den Potenz-Nutzen ähnelt, konzentriert sich die vorliegende
Arbeit in erster Linie auf den Potenz-Nutzen.

7.2 Regularisiertes Optimierungsproblem

Wir blicken auf die Dynamik des Zustandsprozesses Y = Y Cλ in (4.64) zurück, welche auf
der Basis der Dynamik der bedingten Erwartung MCλ in (4.55) und der bedingten Kovarianz
QCλ in (4.56) definiert ist. Aus der Definition der Koeffizienten der Gleichungen für MCλ und
QCλ ist zu sehen, dass der Diffusionsterm der zweiten Gleichung verschwindet. Die Gleichung
für den Zustandsprozess wird also nur vom generischen Wiener-Prozess W angetrieben, der die
Gleichung der bedingten Erwartung antreibt. Weiterhin ist der Diffusionskoeffizient βCλM in der
SDE für den Prozess der bedingten Erwartung eine lineare Funktion der bedingten Kovarianz
und verschwindet somit für QCλt = 0. Auf Grund der fehlenden gleichmäßigen Elliptizität des
Differentialoperators in (7.1) bleibt die Frage nach der Existenz einer klassischen Lösung der
DPE (7.7) unbeantwortet. Wäre die DPE (7.7) gleichmässig elliptisch, d.h.

z′βCλY (y)
(
βCλY (y)

)′
z > 0, ∀z ∈ Rd+dZ \ {0} und ∀y ∈ SY

dann können wir die Existenz einer klassischen Lösung mit einem Resultat von Davis und Lleo
[18] sichern. Die Voraussetzung zur Anwendung von Verifikationssätzen ist also nicht erfüllt,
denn in der Literatur (siehe z.B. Theorem IV.3.1 in Abschnitt IV.3 des Buches von Fleming
und Soner [23] oder Abschnitt 3.5 des Buches von Pham [60]) ist es für deren Anwendung
notwendig, dass die DPE in (7.7) eine klassische Lösung V Cλ ∈ C1,2 besitzt. Dabei besagen
die Verifikationssätze, dass die Lösung der DPE die Wertfunktion des stochastischen optima-
len Steuerungsproblems ist und die optimale Steuerung als Markov-Steuerung gewählt werden
kann.

Eine Möglichkeit dieses Problems zu umgehen, ist die Untersuchung von Viskositätslösungen
und der Verzicht auf die Forderung nach der Existenz der klassischen Lösung der DPE. Diese
Untersuchung wird z.B. in Zariphopoulou [82] und in Frey, Gabih, und Wunderlich in ihrer Ar-
beit [25] durchgeführt. Letztere haben sich an den Argumenten der Ausarbeitung von Fleming
und Soner [23] in Kapitel V und Pham [60] Kapitel 4 bzw. Pham [59] orientiert. Schwachpunkt
bzw. Kritik an dieser Vorgehensweise ist, dass man dabei keine explizite Form der optimalen
Strategien erhält. Diese Möglichkeit wird in dieser Arbeit nicht in Betracht gezogen.

In der Literatur (siehe z.B. Lemma IV.6.3 in Abschnitt IV.6 des Buches von Fleming und
Soner [23], Frey, Gabih, und Wunderlich [25] oder Abschnitt 4.6 des Buches von Krylov [37])
findet sich eine weitere Möglichkeit dieses Problems zu umgehen, in dem man das zugrunde lie-
gende Optimierungsproblem durch ein regularisiertes Optimierungsproblem ersetzt. Dabei wird
ein von W unabhängiger Wiener-Prozess W ∗ eingeführt, der die Dimension dY := d+ dZ hat,
um die Elliptizität in (4.55) und (4.56) bzw. in (4.64) herzustellen. Als Konsequenz der Hin-
zufügung eines Diffusionsterms in die Gleichung der bedingten Erwartung und der bedingten
Kovarianz sichern wir die gleichmässige Elliptizität des Differentialoperators und damit die Exi-
stenz einer klassische Lösung der DPE und können die klassischen Resultate der stochastischen
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Abbildung 7.1: Nicht-regularisierte und regularisierte Varianz mit Level k = 10 und Γ = 0.05.
Dunkel gefärbt: SQ ist der Zustandsraum der ursprünglichen bedingten Varianz.
Hell gefärbt: Bereich, in dem der kleinste Abstand zwischen SQ und Q̃ kleiner als ε ist.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Optimalsteuerungstheorie anwenden. Doch die aus dem regularisierten Optimierungsproblem
gewonnene optimale Strategie ist nicht mehr optimal für das ursprüngliche Optimierungspro-
blem. Wir orientieren uns an der Arbeit von Frey, Gabih und Wunderlich [26] und zeigen dass
es möglich ist, eine ε−optimale Strategie zu konstruieren. Im Unterschied zur erwähnten Re-
ferenz, bei der die Drift der Wertpapiere eine unbeobachtete Markov-Kette mit endlich vielen
Zuständen ist, ist die Drift in dieser Arbeit ein unbeobachteter Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

7.2.1 Regularisierte Zustandsgleichung

Der zugrunde liegende Finanzmarkt besteht aus d risikobehafteten Wertpapieren, deren SDE
von d Wiener-Prozessen getrieben wird. Dagegen hat der Zustandsprozess Y Cλ die Dimension
dY = d+dZ . Die Idee der Regularisierung besteht darin, einen Diffusionsterm bzw. einen Wie-
ner ProzessW ∗,Q der Dimension dZ = d(d+1)

2 in die SDE der bedingten Kovarinz (4.56) bzw. in
die SDE des Zustandsprozesses in (4.64) einzufügen, mit anderen Worten betten wir den Diffu-
sionsterm 1√

k
dW ∗,Qt mit k ∈ N in (4.64) ein. Doch allein dieser Schritt reicht in unserem Modell

nicht, denn es ist nicht ausgeschlossen, dass der Diffusionsterm in der Gleichung der bedingten
Erwartung gleich Null wird. Um die gleichmässige Elliptizität hierbei auch zu sichern, betten
wir den Diffusionsterm 1√

k
dW ∗,Mt mit k ∈ N in die Gleichung für die bedingte Erwartung ein,

wobei W ∗,Mt ein d-dimensionaler Wiener-Prozess ist.
Durch die Hinzufügung dieser Störterme verlässt der Prozess QCλ den ursprünglichen Werte-
bereich SQ und die einzelnen Elemente der bedingten Kovarianzmatrix können beliebige Wer-
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te aus R annehmen. Dies ist in Abbildung 7.1 zu sehen, welche die bedingte Varianz QCλ
im eindimensionalen Fall, sowie die regularisierte Varianz durch die Einbettung des Störterms

1√
k
dW ∗,Qt mit dem Regularisierungslevel k = 10 in die SDE der bedingten Varianz zeigt. Mit

S̃Q := Rd×d bezeichnen wir den Zustandsraum des regularisierten Prozess Q̃Cλ , mit S̃Z := RdZ
bezeichnen wir den Zustandsraum des Vektors Zt, der aus der Transformation der Matrix Q̃Cλt
gemäß (4.59) erfolgt, und mit S̃Y := RdY bezeichnen wir den Zustandsraum des regularisier-
ten Zustandsprozesses. Außerdem führt diese Hinzufügung dazu, dass wir die Definition der
Koeffizienten αCλY , βCλY und γCλY modifizieren müssen. Sei nun SZ der alte Zustandsraum des
Vektors Z , dann definieren wir ein Distanzmaß dist(z,SZ) wie folgt

dist(z,SZ) := inf{
∥∥z − z

∥∥
∞; z ∈ SZ}, z ∈ S̃Z .

Dieses Maß gibt den kleinsten Abstand zwischen z ∈ S̃Z und dem alten Zustandsraum SZ
an. Für z ∈ S̃Z und die positiv definite Matrix Γ existiert stets ein ε > 0, sodass die Ma-
trix q + Γ positiv definit bleibt, falls dist (z,SZ) < ε ist. Dabei ist die Matrix q gemäß der
Rücktransformation q = R−1(z) in (4.60) zu erhalten. Den Drift-Term für den regularisierten
Zustandsprozess definieren wir für jedes y = (m, z) ∈ S̃Y wie folgt

α̃CλY (m, z, p) :=

{
αCλY (m, z, p)

(
1− 1

εdist (z,SZ)
)
, für dist (z,SZ) < ε,

0, sonst.

Analog definieren wir β̃CλY (y) und γ̃CλY (y, u) sowie α̃Y als Erweiterung für den Diffusion-Term
βCλY (Y ), den Sprung-Term γCλY (y, u) bzw. für den Term αZ(z) aus (4.66).

Annahme 7.2.1 (Lipschitz und Wachstumsbedingung). Es existieren eine Konstante
CL und eine Funktion ρ : Rd → R+ mit

∫
Rd ρ

2(u)ϕ(u)du < ∞, so dass für alle y, z ∈ SY
folgendes gilt:∥∥α̃CλY (y)− α̃CλY (z)

∥∥
∞ +

∥∥β̃CλY (y)− β̃CλY (z)
∥∥
∞ ≤ CL

∥∥y − z
∥∥
∞, (7.9)∥∥α̃CλY (y)

∥∥
∞ +

∥∥β̃CλY (y)
∥∥
∞ ≤ CL(1 +

∥∥y∥∥∞), (7.10)∥∥γ̃CλY (y, u)− γ̃CλY (z, u)
∥∥
∞ ≤ ρ(u)

∥∥y − z
∥∥
∞, (7.11)∥∥γ̃CλY (y, u)

∥∥
∞ ≤ ρ(u)(1 +

∥∥y∥∥∞). (7.12)

Beweis. Wir führen den Beweis für die Koeffizienten des ursprünglichen Zustandsprozesses
durch, denn bei Multiplikation dieser Funktionen mit der beschränkten und Lipschitz-stetigen
Funktion 1 − 1

εdist (z,SZ) bleiben die Lipschitz- und Wachstumsbedingungen weiter erhalten,
was die Aussage dieser Annahme dann zeigt. Außerdem kann man immer mit der Transformati-
on in (4.59) und der Rücktransformation in (4.60) die Elemente des Zustandsprozesses in einen
Vektor bzw. in eine Matrix überführen.
Die Behauptungen von (7.9) und (7.10) sind klar, da die bedingte Kovarianz QH Werte q in ei-
nem beschränkten Gebiet SQ annimmt und der Koeffizient αCλQ quadratisch in q ist. Außerdem
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sind βCλQ = 0, αCλM und βCλM linear in m bzw. q.

Der Sprungterm γCλQ hängt nur von q ab, während der Sprungterm γCλM zusätzlich von u abhängt.
Die Ableitungen dieser Funktionen bezüglich q sind beschränkt und damit gelten die Aussagen
(7.11) und (7.12). Des Weiteren kann man zeigen, dass ρ(u) = cu max

{∥∥Γ−
1
2

∥∥ · ∥∥u∥∥∞, 1} ist,
wobei cu eine positive Konstante ist. �

Zur Vereinfachung der Darstellung benutzen wir in diesem Abschnitt für die Koeffizien-
ten des regularisierten Zustandsprozesses die folgenden Bezeichnungen α̃Y , β̃Y und γ̃Y statt
α̃CλY ,β̃CλY bzw. γ̃CλY .
Nun können wir mit Hinblick auf die Dynamik vom Zustandsprozess Y in (4.64) die Dynamik
des regularisierten Zustandsprozesses kY = (kM, kQ) für jedes k ∈ N wie folgt definieren

d kYt = α̃Y (kYt, πt)dt+ β̃Y (kYt)dWt +

∫
Rd

γ̃Y (kYt−, u)ĨCλ(dt, du) +
1√
k
dW ∗t . (7.13)

Dieser neu definierte Zustandsprozess wird neben dem d-dimensionalen Wiener-Prozessen W
zusätzlich vom Wiener-Prozess W ∗ = (W ∗,M , W ∗,Q)′, der die Dimension dY = d + dZ
hat, getrieben. Außerdem genügt der neu entstandene Diffusion-Term

(
β̃Y (kYt),

1√
k
IdY
)′ den

Lipschitz- und Wachstumsbedingungen (7.9) und (7.10) aus Annahme 7.2.1, denn wie erwähnt
genügt β̃Y (kYt) der Bedingungen und 1√

k
IdY hängt nicht vom Zustand kYt ab.

Für die folgenden Aussagen brauchen wir die folgende Annahme.

Annahme 7.2.2. Seien Yt :=
(
M ′t , Z

′
t

)′
und kYt :=

(
kM ′t ,

kZ ′t

)′
der Zustandsprozess bzw.

der regularisierte Zustandsprozess gegeben wie in (4.61) und (7.13). Weiterhin seien Qt =

R−1
(
Zt

)
und kQt = R−1

(
kZt

)
gemäß der Rücktransformation in (4.60).

1. Für alle π ∈ ACλ existiert eine Konstante CQπ > 0, sodass gilt

E
[ ∫ T

0

∥∥(kQu −Qu)πu

∥∥2

∞ du
]
≤ CQ

π · E
[ ∫ T

0

∥∥kZu − Zu

∥∥2

∞du
]
. (7.14)

2. Für alle π ∈ ACλ existiert eine Konstante CMπ > 0, sodass gilt

E
[ ∫ T

0
|π′u(kMu −Mu)|2 du

]
≤ CM

π · E
[ ∫ T

0

∥∥kMu −Mu

∥∥2

∞du
]
. (7.15)

3. Für alle 0 ≤ t ≤ s ≤ T und alle π ∈ ACλ existiert für die Zufallsgrößen

ηπ,t,ys :=

∫ s

t
−b(Y π,t,y

u , πu)du und kηπ,t,ys :=

∫ s

t
−b( kY π,t,y

u , πu)du

eine Konstante Cη, so dass gilt

E
[

exp{2 ηπ,t,yT }
]
≤ Cη und E

[
exp{2 kηπ,t,yT }

]
≤ Cη. (7.16)
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7.2.2 L2-Konvergenz kYt → Yt

Wir vergleichen die Lösung kYt der regularisierten Zustandsgleichung (7.13) mit der Lösung
Yt der nicht-regularisierten Zustandsgleichung (4.64) und untersuchen die asymptotischen Ei-
genschaften für k → ∞. Dies ist ein wichtiger Aspekt für die Untersuchung der Konvergenz
der Zielfunktion des regularisierten Problems gegen die Zielfunktion für das ursprüngliche Op-
timierungsproblem.

Wir nehmen an, dass sowohl der regularisierte als auch der nicht-regularisierte Zustands-
prozess zum Zeitpunkt t0 ∈ [0, T ] mit demselben Anfangswert y ∈ SY starten, das heißt kYt0 =
Yt0 = y und wir verwenden die Schreibweise kY π,t0,y

t und Y π,t0,y
t .

Lemma 7.2.3 (gleichmäßige L2-Konvergenz bezüglich π ∈ ACλ). Unter den Annahmen 7.2.1
und 7.2.2 gilt auf dem Intervall [t0, T ] gleichmäßig für π ∈ ACλ

lim
k→∞

E
(

sup
t0≤t≤T

∥∥∥kYπ,t0,y
t −Yπ,t0,y

t

∥∥∥2

∞

)
= 0.

Beweis. Zur Vereinfachung der Darstellung in diesem Beweis schreiben wir Yt und kYt statt
Y π,t0,y
t bzw. kY π,t0,y. Weiterhin sei C eine generische Konstante.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei t0 = 0 und mit Hilfe der Integralschreibweise der
regularisierten und nicht-regularisierten Zustandsgleichung erhalten wir

kYt − Yt = kΦt + kΨt

mit

kΦt :=

t∫
0

(
α̃Y (kYs, πs)− α̃Y (Ys, πs)

)
ds und

kΨt =

t∫
0

(
β̃Y (kYs)− β̃Y (Ys)

)
dWs +

t∫
0

∫
Rd

(
γ̃Y (kYs, u)− γ̃Y (Ys, u)

)
ĨCλ(ds, du) +

1√
k
dW ∗t .

Sei nun kDt := E
[

sup
s≤t

∥∥kYs −Ys

∥∥2

∞

]
, dann gilt

kDt = E
[

sup
s≤t

∥∥kYs −Ys

∥∥2

∞

]
= E

[
sup
s≤t

∥∥kΦs + kΨs

∥∥2

∞

]
≤ 2E

[
sup
s≤t

∥∥kΦs

∥∥2

∞

]
+ 2E

[
sup
s≤t

∥∥kΨs

∥∥2

∞

]
. (7.17)
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Für den ersten Term auf der rechten Seite erhalten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

sup
s≤t

∥∥kΦs

∥∥2

∞ = sup
s≤t

∣∣∣∣∣∣ s∫
0

(
α̃Y (kYu, πu)− α̃Y (Yu, πu)

)
du
∣∣∣∣∣∣2
∞

≤ sup
s≤t

s ·
s∫

0

∣∣∣∣∣∣α̃Y (kYu, πu)− α̃Y (Yu, πu))
∣∣∣∣∣∣2
∞
du

≤ t ·
t∫

0

∣∣∣∣∣∣α̃Y (kYu, πu)− α̃Y (Yu, πu))
∣∣∣∣∣∣2
∞
du. (7.18)

Aus Eigenschaften der Maximumsnorm und der Konstruktion der Koeffizienten α̃Y (Yu, πu) =(
α̃M (Mu, πu), α̃Q(Zu)

)′
erhalten wir

∣∣∣∣∣∣α̃Y (kYu, πu)− α̃Y (Yu, πu))
∣∣∣∣∣∣2
∞

= max{XM , XQ}, (7.19)

wobeiXM :=
∥∥α̃M (kMu,

kQu, πu)−α̃M (Mu, Qu, πu)
∥∥2

∞ undXQ :=
∥∥α̃Q(kZu)−α̃Q(Zu)

∥∥2

∞
sind. Auf Grund der Tatsache αM (m, q, p) = αM (m)− θqp gilt

XM =
∥∥α̃M (kMu)− α̃M (Mu) + θ(kQu −Qu)πu

∥∥2

∞

≤ 2
∥∥α̃M (kMu)− α̃M (Mu)

∥∥2

∞ + 2|θ|2
∥∥(kQu −Qu)πu

∥∥2

≤ 2C2
L

∥∥kMu −Mu

∥∥2

∞ + 2|θ|2
∥∥(kQu −Qu)πu

∥∥2

∞,

wobei wir bei der letzten Ungleichung die Lipschitz-Bedingung (7.9) verwendet haben. Letztere
liefert weiterhin für XQ folgendes

XQ =
∥∥α̃Q(kZu)− α̃Q(Zu)

∥∥2

∞ ≤ C
2
L

∥∥kZu − Zu∥∥2

∞.

Wir setzen die letzten beiden Abschätzungen zu XM und XQ in (7.19) ein und erhalten∣∣∣∣∣∣α̃Y (kYu, πu)− α̃Y (Yu, πu))
∣∣∣∣∣∣2
∞
≤ C0

∥∥kYu − Yu∥∥2

∞ + 2|θ|2
∥∥(kQu −Qu)πu

∥∥2
,

wobei C0 > 0 eine generische Konstante ist. Die letzte Ungleichung setzen wir in (7.18) ein und
erhalten

E
[

sup
s≤t

∥∥kΦs

∥∥2

∞

]
≤ t C0E

[ ∫ t

0

∥∥kYu −Yu

∥∥2

∞ du
]

+ 2|θ|2 t E
[ ∫ t

0

∥∥(kQu −Qu)πu

∥∥2

∞du
]
.

Unter der Annahme in (7.14) können wir die letzte Ungleichung für eine generische Konstante
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C1 > 0 wie folgt darstellen

E
[

sup
s≤t

∥∥kΦs

∥∥2

∞

]
≤ C1

∫ t

0
E
[∥∥kYu −Yu

∥∥2

∞

]
du

≤ C1

∫ t

0
E
[

sup
v≤u

∥∥kYv −Yv

∥∥2

∞

]
du

= C1

∫ t

0

kDu du. (7.20)

Für den zweiten Term auf der rechten Seite von (7.17) liefert die Doob-Ungleichung für Martin-
gale Folgendes

E
[

sup
s≤t

∥∥kΨs

∥∥2

∞

]
≤ 4E

[∥∥kΨt

∥∥2

∞

]
= 4

( t∫
0

E
[

tr
{(
β̃Y(kYs)− β̃Y(Ys)

)′(
β̃Y(kYs)− β̃Y(Ys)

)}]
ds

+

t∫
0

∫
Rd

E
[∥∥γ̃Y(kYs, u)− γ̃Y(Ys,u))

∥∥2

∞

]
ϕ(u)duds +

dY t

k

)
. (7.21)

Mit Hilfe von Lipschitz-Bedingungen (7.9) und (7.11) für den Koeffizienten β̃M folgt

E
[

tr
{(
β̃Y(kYs)− β̃Y(Ys)

)′(
β̃Y(kYs)− β̃Y(Ys)

)}]
≤ C2

L E
[∥∥kYs −Ys

∥∥2

∞

]
≤ C2

L E
[

sup
v≤s

∥∥kYv − Yv∥∥2

∞
]

= C2
L
kDs (7.22)

und für γ̃Y folgt

E
[∥∥γ̃Y(kYs,u)− γ̃Y(Ys,u)

∥∥2

∞

]
≤ ρ2(u) E

[∥∥kYs −Ys

∥∥2

∞

]
≤ ρ2(u) E

[
sup
v≤s

∥∥kYv − Yv∥∥2

∞

]
≤ ρ2(u) kDs. (7.23)

Wir setzen nun (7.22) und (7.23) in (7.21) ein und erhalten für eine generische Konstant C2 > 0

E
[

sup
s≤t

∥∥kΨs

∥∥2
]
≤ 4
( t∫

0

C2
L
kDsds+

t∫
0

kDsds

∫
Rd

ρ2(u)ϕ(u)du+
dY t

k

)

≤ C2

t∫
0

kDsds+
4dY t

k
. (7.24)
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Das Einsetzen von (7.20) und (7.24) in (7.17) liefert

kDt ≤
4dY T

k
+ C

t∫
0

kDsds.

Nun können wir das Gronwall-Lemma anwenden und erhalten folgende Abschätzung

kDT ≤
4dY T

k
eCT → 0 für k →∞,

welche die Behauptung zeigt. �

Ähnlich wie bei der Einführung der Zielfunktion in (4.69) bzw. der Wertfunktion in (4.70)
für das ursprüngliche Optimierungsproblem definieren wir die Ziel- bzw. die Wertfunktion für
das zugehörige regularisierte Optimierungsproblem wie folgt

kJ(t, y, π) = E
[

exp
{∫ T

t
−b(kYπ,t,y

s , πs)ds
}]

für π ∈ AH,

kV (t, y) = sup
π∈AH

kJ(t, y, π),

mit dem Endwert kJ(T, y, π) = kV (T, y, π) = 1.

Lemma 7.2.4. Der Generator kL = kLp für den regularisierten Zustandsprozess kY , dessen
Dynamik in (7.13) gegeben ist, ist für eine Funktion g ∈ C2(S̃Y ) gegeben durch

kLpg(y) = ∇′mg(y)α̃M (y, p) +∇′zg(y)α̃Q(y) +
1

2
tr
{
∇mmg(y)β̃M β̃

′
M

}
+ λ
{∫

Rd
g
(
y + γ̃Y (y, u)

)
ϕ(u)du− g(y)

}
+

1

2k
tr
{
∇yyg(y)

}
. (7.25)

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 7.1.1 �

Die zughörige DPE des regularisierten Optimierungsproblems lässt sich wie folgt darstellen

kV (t, y) + sup
p∈Rd

{
kLp kV (t, y)− b(y, p)kV (t, y)

}
= 0, (t, y) ∈ [0, T )× S̃Y , (7.26)

mit der Endbedingung kV (T, y) = 1. Bei dem Generator kLp ist die Elliptizitätsbedingung für
den Koeffizienten der zweiten Ableitung erfüllt, denn es gilt für alle z ∈ RdY \ {0} und alle
y ∈ S̃Y

z′
(
β̃Y (y)β̃′Y (y) +

1

2k
IdY

)
z = z′β̃Y (y)β̃′Y (y)z +

1

2k
z′z = ‖β̃Y (y)z‖2 +

1

2k
‖z‖2 > 0.

Damit sind die Ergebnisse von Davis und Lleo [18] für das entstandene, regularisierte Steue-
rungsproblem anwendbar. Nach Theorem 3.8 der erwähnten Referenz existiert eine Lösung kV
für (7.26). Außerdem existiert für jedes (t, π) ein eindeutiger Maximierer kp∗ für das Problem

sup
p∈Rd

{
kLp kV (t, Y )− b(y, p)kV (t, y)

}
.
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Der Maximierer kp∗ kann als eine Borel-messbare Funktion von t und y gewählt werden und
die optimale Strategie ist analog zur Diskussion beim Regime H = Cλ gegeben durch kπ∗t =
kp∗(t, kYt).

7.2.3 Konvergenz der Ziel- und Wertfunktionen

Das nächste Theorem der gleichmäßigen Konvergenz der Zielfunktionen ist der Kern dieser
Untersuchung, die Konvergenz der Wertfunktionen und ε-Optimalität der kp∗ folgt einfach aus
diesem Theorem.

Theorem 7.2.5 (Gleichmäßige Konvergenz der Zielfunktionen). Unter den Annahmen 7.2.1 und
7.2.2 gilt folgendes

sup
π∈AH

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)| → 0 für k →∞, t ∈ [0, T ], y ∈ SY .

Beweis. Die Zielfunktionen lassen sich wie folgt darstellen J(t, y, π) = E
[

exp{ηπ,t,yT }
]

und

kJ(t, y, π) = E
[

exp{kηπ,t,yT }
]

und es gilt

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)| =
∣∣∣E[ exp{kηπ,t,yT } − exp{ηπ,t,yT }

]∣∣∣
≤ E

∣∣∣ exp{kηπ,t,yT } − exp{ηπ,t,yT }
∣∣∣.

Aus der Eigenschaft |ex − ey| ≤ (ex + ey) |x− y|, ∀x, y ∈ R erhalten wir

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)| ≤ E
[(

exp{kηπ,t,yT }+ exp{ηπ,t,yT }
)∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣]
= E[X1] + E[X2] (7.27)

wobei X1 := exp{kηπ,t,yT }
∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣ und X2 := exp{ηπ,t,yT }
∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣ sind.
Mit Hilfe von der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und mit Berücksichtigung von (7.16) erhalten
wir

E[X1] ≤
(

E[exp{2 kηπ,t,yT }]
) 1

2 ·
(

E
∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣2) 1
2

≤ C
1
2
η ·
(

E
∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣2) 1
2
. (7.28)
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Für den Erwartungswert auf der rechten Seite gilt unter Verwendung der Annahme (7.15)

E
∣∣∣kηπ,t,yT − ηπ,t,yT

∣∣∣2 = E
∣∣∣− ∫ T

t

[
b(Yπ,t,y

s , πs)− b( kYπ,t,y
s , πs)

]
ds
∣∣∣2

= θ2E
[ ∫ T

t

∣∣∣π′s(kMπ,t,m
s −Mπ,t,m

s )
∣∣∣2 ds

]
≤ θ2CMπ · E

[ ∫ T

t

∥∥kMπ,t,m
s −Mπ,t,m

s

∥∥2

∞ds
]

≤ θ2CMπ · E
[ ∫ T

t
sup

t≤u≤T

∥∥kMπ,t,m
u −Mπ,t,m

u

∥∥2

∞ds
]

= θ2CMπ (T − t)E
[

sup
t≤u≤T

∥∥kMπ,t,y
s −Mπ,t,y

s

∥∥2

∞

]
→ 0

für k → ∞ und gleichmäßig bezüglich π ∈ ACλ , was aus Lemma 7.2.3 folgt. Die letzte
Ungleichung setzen wir in (7.28) und erhalten

sup
π∈ACλ

E[X1]→ 0 für k→∞.

Analog gilt auch
sup

π∈ACλ
E[X2]→ 0 für k→∞

und somit wegen (7.27) gilt dann

sup
π∈ACλ

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)| → 0 für k →∞.

�

Folgerung 7.2.6 (Konvergenz der Wertfunktionen). Unter den Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 gilt
folgendes

kV (t, y)→ V (t, y) for k →∞, t ∈ [0, T ], y ∈ SY .

Beweis. Für θ ∈ (0, 1) folgt die Behauptung aus

|kV (t, y)− V (t, y)| =
∣∣∣ sup
π∈ACλ

kJ(t, y, π)− sup
π∈ACλ

J(t, y, π)
∣∣∣

≤ sup
π∈ACλ

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)|

und Lemma 7.2.5. Analog für θ < 0 gilt

|kV (t, y)− V (t, y)| =
∣∣∣ inf
π∈ACλ

kJ(t, y, π)− inf
π∈ACλ

J(t, y, π)
∣∣∣

=
∣∣∣ sup
π∈ACλ

(−kJ(t, y, π))− sup
π∈ACλ

(−J(t, y, π))
∣∣∣

≤ sup
π∈ACλ

|kJ(t, y, π)− J(t, y, π)|.

�
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7.2.4 ε-optimale Strategie

Schließlich zeigen wir, dass die optimale Strategie kπ∗ für das regularisierte Optimierungspro-
blem ε-optimal für das ursprüngliche Problem ist. Dies liefert eine Methode zur Berechnung
optimaler Strategien.

Folgerung 7.2.7 (ε-Optimalität). Unter den Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 existiert für jedes ε > 0
ein gewisses k0 ∈ N, sodass

|V (t, y)− J(t, y, kπ∗)| ≤ ε for k ≥ k0,

das heißt, kπ∗ ist eine ε-optimale Strategie für das ursprüngliche Kontrollproblem.

Beweis. Es gilt

|V (t, y)− J(t, y, kπ∗)|
≤ |V (t, y)− kJ(t, y, kπ∗)|+ |kJ(t, y, kπ∗)− J(t, y, kπ∗)|
= |V (t, y)− kV (t, y)|+ |kJ(t, y, kπ∗)− J(t, y, kπ∗)| (7.29)

wobei wir für den ersten Term auf der rechten Seite kJ(t, y, kπ∗) = V k(t, y) benutzt haben.
Mit Hilfe von der Konvergenz-Eigenschaften aus Lemma 7.2.5 und für die Wertfunktion aus
Folgerung 7.2.6 erhalten wir für jedes ε > 0 ein k0 ∈ N, sodass für k ≥ k0 Folgendes gilt

|V (t, y)− kV (t, y)| ≤ ε

2
und |kJ(t, y, kπ∗)− J(t, y, kπ∗)| ≤ ε

2
.

Das Einsetzen des letzten Resultates in (7.29) liefert für k ≥ k0

|V (t, y)− J(t, y, kπ∗)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

�

7.3 Numerische Lösung der Dynamic Programming Gleichung

Der Einfachheit halber werden wir bei der numerischen Lösung ab dieser Stelle annehmen, dass
die Anzahl der gehandelten Wertpapiere d = 1 ist.
Der Differential-Teil der Differentialgleichung (7.7) ist nicht linear, kann jedoch durch geeignete
Transformation linearisiert werden. Deshalb definieren wir die Funktion G̃ durch die folgende
Transformation V C(t,m, q) = G̃1−θ(t,m, q), siehe Benth und Karlsen [6]. Demnach hat die
Differentialgleichung (7.7) für die Funktion G̃ = G̃(t,m, q) die folgende Darstellung

0 =
∂

∂t
G̃+∇′mG̃

(
κ(µ−m) +

θ

(1− θ)
Σ−1
R qm

)
+∇′qG̃ (Σµ − κq − qκ′ − qΣ−1

R q)

+
θ

2(1− θ)2
m′Σ−1

R m G̃+
1

2
tr
{
∇mmG̃ qΣ−1

R q
}

+
λ

1− θ

{
G̃θ
∫
Rd

G̃1−θ
(
t,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)du− G̃

}
, t ∈ [0, T ), y ∈ SY

(7.30)
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mit der Endbedingung G̃(T,m, q) = 1. Durch diese Transformation ist der Integral-Term zwar
nicht mehr linear, aber das ist für die numerischen Lösung von (7.30) kein Hindernis.

Wir gehen davon aus, dass die entsprechenden Annahmen für die Verifikationssätze der DPE
beim Regime H = Cλ erfüllt sind, dann liefert die Differentialgleichung (7.30) die angestrebte
Wertfunktion.
Aufgrund des Integral-Terms in (7.30) ist eine analytische Lösung nicht zu erwarten, daher be-
schäftigen wir uns in diesem Abschnitt mit einer auf Differenzenverfahren aufbauende numeri-
sche Methoden zur Lösung der Gleichung (7.30).

Für die numerische Lösung des Endwertproblems (7.30) ist es zweckmäßig, dieses durch ei-
ne Zeitumkehr und Verwendung der Restlaufzeit τ = T − t ∈ [0, T ] in ein Anfangswertproblem
für die Funktion G(τ,m, q) = G̃(T − t,m, q) zu transformieren. Diese Transformation liefert
das folgende Anfangswertproblem

∂

∂τ
G(τ,m, q) = LmG(τ,m, q) + LqG(τ,m, q) +

λ

1− θ
I(τ,m, q), G(0,m, q) = 1.

(7.31)

Dabei sind der elliptische Differentialoperator Lm und der Differentialoperator Lq gegeben
durch

LmG(τ,m, q) := ∇′mG(τ,m, q)am(m, q) + tr
{
∇mmG(τ,m, q)bm(q)

}
+ cm(m)G(τ,m, q)

(7.32)

LqG(τ,m, q) := ∇′qG(τ,m, q)aq(q). (7.33)

mit den Koeffizienten

am(m, q) := κ(µ−m) +
θ

(1− θ)
Σ−1
R qm

bm(q) :=
1

2
qΣ−1

R q

cm(m) :=
θ

2(1− θ)2
m′Σ−1

R m

aq(q) := Σµ − κq − qκ′ − qΣ−1
R q.

Des Weiteren ist der letzte Term in (7.31) wie folgt definiert

I(τ,m, q) : = Gθ(τ,m, q)
{
J(τ,m, q)−G1−θ(τ,m, q)

}
, (7.34)

mit

J(τ,m, q) : =

∫
Rd
G1−θ

(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)du. (7.35)

Für die Entwicklung des Differenzenschemas zur numerischen Lösung der Differentialgleichung
(7.31) werden wir zunächst den unbeschränkten Zustandsraum auf ein beschränktes Berech-
nungsgebiet abschneiden.
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Die Zustandsvariable MCλ
t ist eine normalverteilte Zufallsgröße und somit nimmt sie Werte in

ganz R an. Für die Momente von MCλ
t bekommen wir einerseits aus der Varianzzerlegung und

aus (2.8)

V ar[MCλ
t ] = V ar[µt]− E

[
Var[QCλ

t ]
]
≤ Var[µt] ≤ Dm, ∀t ∈ [0,T],

und andererseits gilt nach (2.7) für den Erwartungswert

min{m0, µ} ≤ E[MCλ
t ] = E[µt] ≤ max{m0, µ}, ∀t ∈ [0,T].

Wir nehmen an, dass die Werte der normalverteilten Zufallsvariable MCλ
t , ∀t ∈ [0, T ] mit

sehr hoher Wahrscheinlichkeit im abgeschlossenen Intervall [m , m] liegen und versuchen, die
Grenze dieses Intervalls zu bestimmen. Die k-Sigma-Regel für k = αm ∈ (0,∞) garantiert uns
eine genügend große Wahrscheinlichkeit, wenn wir dabei m := min{m0, µ} − αm

√
Dm und

m := max{m0, µ}+ αm
√
Dm setzen. Somit ist die Zerlegung in Richtung m gegeben durch

χm =
{
mi ; i = 0, . . . , Nm, Nm ∈ N mit m = m0 < m1 < . . . < mNm = m

}
(7.36)

und setzen ∆m := max
k=1,...,Nm

(mi −mi−1).

Auch für die standardnormalverteilte Zufallsgröße U nehmen wir an, dass deren Werte mit sehr
hoher Wahrscheinlichkeit im abgeschlossenen Intervall [u , u] liegen und mit Hilfe der k-Sigma-
Regel für k = αu ∈ (0,∞) erhalten wir die Grenze des abgeschlossenen Intervalls u = −αu,
u = αu. Die Zerlegung in Richtung U definieren wir dann wie folgt

χu =
{
uk = u+ k ·∆u mit k = 0, . . . , Nu, Nu ∈ N und ∆u :=

u− u
Nu

}
. (7.37)

Bei der Implementierung des Integrales (7.35) hat sich herausgestellt, dass allein die k-sigma-
Regel nicht ausreichend zur Bestimmung der Abschneidepunkte u und u ist. Dabei wollten wir
sicherstellen, dass der der numerischen Fehler, der bei der Berechnung des Integrals durch die
Vernachlässigung der Werte auf den Intervallen (−∞, u) und (u,∞) unter einem vorgegebe-
nen Niveau liegt. Da das Integral nicht exakt berechnet werden kann, gibt die folgende Propo-
sition eine Abschätzung für den Fehler für den Fall, dass der Integrand bzw. die Wertfunktion
des Cλ-Investors durch ihre der Diffusionsapproximation ersetzt wird. Dabei nutzen wir eine
modifizierte Wertfunktion Funktion V̂ D, die wir wie folgt definieren

V̂ D(t,m, q) = sup
π∈AD

E
[

exp
{
−
∫ T

t
b(s,Yt,m,q

s )
}]
, (7.38)

wobei Y t,m,q
s den Zustandsprozess (d.h. die bedingte Erwartung MD) bezeichnet, welcher zur

Zeit t mit den vorgegebenen Anfangswerten m und q startet. Die zugehörige optimale Ent-
scheidungsregel bezeichnen wir mit p̂D(t,m, q) und es gilt offensichtlich

V D(t,m) = V̂ D(t,m,QDt ),

pD(t,m) = p̂D(t,m,QDt ).
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Im Unterschied zum ursprünglich untersuchten Kontrollproblem ist q im Allgemeinen nicht
der Wert von QDt . Der Wert von V̂ D(t,m, q) stimmt überein mit der Wertfunktion des ur-
sprünglichen Kontrollproblems V D

T−t(0,m) für den verkürzten Zeitraum T − t zur Zeit 0 und
Anfangswerten m0 = m und q0 = q, d.h.

V̂ D(t,m, q) = V D
T−t(0,m) = V D

T−t(0,m; q).

Proposition 7.3.1. Bei einem vorgegebenen Niveau εI > 0 und durch die Wahl der unteren
Grenze u aus dem Intervall

(
− ∞, aΦ−1(z1) + b

)
und der oberen Grenze u = −u wird

sichergestellt, dass

u∫
−∞

V̂ D
(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)du < εI und

∞∫
u

V̂ D
(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)du < εI .

Dabei sind a :=
(

1 − 2A
D(τ)q2

Γ+q

)− 1
2 , b := 2a2(mAD(τ) + 1

2B
D(τ)) q√

Γ+q
und z1 :=

V̂ D(τ,m,q)
a · e−

b2

2a2 · εI .

Beweis. Aus Lemma 5.2.3 erhalten wir

V̂ D
(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u)

=
1√
2π
e−

u2

2 exp
{
AD(τ)

(
m+ γCλM (q, u)

)2
+BD(τ)

(
m+ γHM (q, u)

)
+ CD(τ)

}
=

1√
2π
V̂ D
(
τ,m, q

)
exp

{(AD(τ)q2

Γ + q
− 1

2

)
u2 +

q√
Γ + q

(
2AD(τ)m+BD(τ)

)
u
}

Die quadratische Ergänzung nach u liefert folgendes

V̂ D
(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u) =

1√
2π
V̂ D
(
τ,m, q

)
e
b2

2a2 · e
− 1

2

(
u−b
a

)2

= a V̂ D
(
τ,m, q

)
e
b2

2a2 · ϕ
(u− b

a

)
,

wobei ϕ die Dichte der Standarnormalverteilung ist. Wir integrieren beide Seiten auf (−∞, u]
und erhalten∫ u

−∞
V̂ D
(
τ,m+ γCλM (q, u) , q + γCλQ (q)

)
ϕ(u) du = a V̂ D

(
τ,m, q

)
e
b2

2a2 Φ
(u− b

a

)
,

woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt analog. �
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Die zeitliche Variable τ dagegen nimmt Werte im abgeschlossenen Intervall [0, T ] und wir
können eine äquidistante Zerlegung in Richtung τ wie folgt definieren

χτ =
{
τn = n ·∆τ mit n = 0, . . . , Nτ , Nτ ∈ N und ∆τ :=

T

Nτ

}
. (7.39)

Für die bedingte VarianzQCλt gilt nach Lemma 3.2.2 die AbschätzungQCλt (ω) ≤ QRt (ω), ∀ω ∈
Ω. Andererseits ist QRt die Lösung einer Riccati-Differentialgleichung und nimmt Werte im ab-
geschlossenen Intervall [0 , q]; q := max{QR0 , QR∞} an, wobeiQR∞ in Theorem 3.2.3 gegeben
war (vgl. mit Lemma 4.5 in Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27]). Daher können wir die
Gitterpunkte für die bedingte Varianz wie folgt definieren

χq =
{
qj = j ·∆q mit j = 0, . . . , Nq, Nq ∈ N und ∆q :=

q

Nq

}
. (7.40)

Nun definieren wir das gesamte Gitter χ für das untersuchte Anfangsproblem (7.31) wie folgt

χ : = χτ × χm × χq
= [τ0, . . . , τNτ ]× [m0, . . . ,mNm ]× [q0, . . . , qNq ]. (7.41)

Auf diesem eingeführeten äquidistanten Gitter χ definieren wir die Gitterfunktion

G∆(τn,mi, qj) = gni,j , (τn,mi, qj) ∈ χ, (7.42)

die ein diskretes Analog für die kontinuierliche WertfunktionG(τ,m, q) mit (τ,m, q) ∈ [0, T ]×
R× [q , q] ist.

Weiterhin benötigen wir für das Differenzenschema zur numerischen Lösung der Differen-
tialgleichung (7.31) Bedingungen an den neu definierten Rändern q = 0, q und insbesondere
für die als endlich angenommenen Grenzen m = m, m, da der Filter MCλ Werte auf ganz R
annehmen kann.
Ein häufiger Ansatz in der Literatur ist, dass die Ableitungen zweiter Ordnung am Rand ver-
schwinden. Das heißt, es gelte folgendes:

• am Rand von m

∂2

∂m2
G(τ,m, q) =

∂2

∂m2
G(τ,m, q) = 0, (τ, q) ∈ (0, T ]× [q , q], (7.43)

• und am Rand von q

∂2

∂q2
G(τ,m, q) =

∂2

∂q2
G(τ,m, q) = 0, (τ,m) ∈ (0, T ]× [m , m]. (7.44)

Mit diesem Ansatz müssen keine Forderungen an die Werte oder Ableitungen erster Ordnun-
gen gestellt werden und parallel dazu wird dann angenommen, dass sich die Lösungsfunktion
am Rand linear verhält. Da die zweite Ableitung nach q in der ursprünglichen Differentialglei-
chung (7.31) nicht vorhanden ist, scheint die Annahme (7.44) plausibel. Doch bei der Annahme
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(7.43) kann die Auswirkung von Fehlern auf die Lösung der Differentialgleichung unplausible
Ergebnisse liefern, zumal wir in den Regimes H = F,R,D die Lösungsfunktion nicht linear in
m angesetzt hatten, von daher scheint eine Dirichlet-Randbedingung geeigneter. Dabei gilt am
Rand für m und q hinsichtlich der Diffusionsapproximation (siehe die erste Aussage in Bemer-
kung 7.3.4)

G(τ,m, q) =
(
V Cλ(τ,m, q)

) 1
1−θ ≈

(
V̂ D(τ,m, q)

) 1
1−θ

.

Daraus lassen sich unsere Randbedingungen für alle n ∈ {1, . . . , Nτ} wie folgt darstellen

• am Rand von m

gn+1
i,j =

(
V̂ D(tn+1,m, qj)

) 1
1−θ

, für m = m,m, ∀ j ∈ {0, . . . , Nq} (7.45)

• und am Rand von q

gn+1
i,j =

(
V̂ D(tn+1,mi, q)

) 1
1−θ

, für q = 0, q, ∀ i ∈ {0, . . . , Nm}. (7.46)

Nachdem wir das Gitter definiert und die Randbedingungen aufgestellt haben, müssen wir nun
die Differenzengleichungen in den inneren Gitterpunkten für die Integro-Differential-Gleichung
(7.31) aufstellen.

Für τ ∈ {τ1, . . . , τNτ } und q ∈ {q1, . . . , qNq−1} stellen wir dem Differentialoperator Lm
aus (7.32) den folgenden Differenzenoperator Λm angewandt auf die Gitterfunktion G∆ aus
(7.42) wie folgt gegenüber

Λm

(
G∆(τ,mi, q)

)
m

:= am(mi, q)
(
G∆(τ,mi, q)

)
m

+ bm(q)
(
G∆(τ,mi, q)

)
mm

+ cm(mi)G∆(τ,mi, q), ∀mi ∈ {m1, . . . ,mNm−1}. (7.47)

Dabei verwenden wir die bekannten Rück- und Vorwärtsdifferenzenquotienten für die erste und
den Differenzenquozienten zweiter Ordnung für die zweite Ableitung, die im Allgemeinen auch
für nicht äquidistantes Gitter gelten:(
am(mi, q) G∆(τ,mi, q)

)
m

=
am(mi, q) + |am(mi, q)|

2
· G∆(τ,mi+1, q)−G∆(τ,mi, q)

mi+1 −mi

+
am(mi, q)− |am(mi, q)|

2
· G∆(τ,mi, q)−G∆(τ,mi−1, q)

mi −mi−1
,

(
bm(q) G∆(τ,mi, q)

)
mm

=
2bm(q)

mi+1 −mi−1

(G∆(τ,mi+1, q)−G∆(τ,mi, q)

mi+1 −mi

− G∆(τ,mi, q)−G∆(τ,mi−1, q)

mi −mi−1

)
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und

cm(mi) =
θ

2(1− θ)2ΣR
m2
i 1{θ<0}. (7.48)

Auch für τ ∈ {τ0, . . . , τNτ−1} undm ∈ {m1, . . . ,mNm−1} stellen wir dem Differentialoperator
Lq aus (7.33) den folgenden Differenzenoperator Λq angewandt auf die Gitterfunktion G∆ aus
(7.42) wie folgt gegenüber

Λq

(
G∆(τ,m, qj)

)
q

:=
(
aq(q) G∆(τ,m, qj)

)
q

+
θ

2(1− θ)2ΣR
m2 1{θ≥0}G∆(τ,m, qj)

=
aq(qj) + |aq(qj)|

2
· G∆(τ,m, qj+1)−G(τ,m, qj)

qj+1 − qj

+
aq(qj)− |aq(qj)|

2
· G∆(τ,m, qj)−G∆(τ,m, qj−1)

qj − qj−1

+
θ

2(1− θ)2ΣR
m2 1{θ≥0}G∆(τ,m, qj). (7.49)

Bemerkung 7.3.2. Mit der Fallunterscheidung bei negativem und positivem θ in (7.48) bzw.
(7.49) wird die Bedingung in (7.55) sichergestellt.

Es bleibt noch zu zeigen, wie wir das Integral in (7.34) numerisch bestimmen. Dies erfolgt
durch die Quadraturformel

Jnij :=

u∫
−u

f(u)du ≈
Nu∑
k=0

ckf(uk); f(u) := G1−θ
(
τn,mi +

qj√
Γ + qj

u , qj −
q2
j

Γ + qj

)
ϕ(u).

Hier erscheint ein Problem, nämlich die Punkte m∗ijk und q∗i mit

m∗ijk := mi +
qj√

Γ + qj
uk, i = 1, . . . , Nm − 1, j = 1, . . . , Nq − 1, k = 0, . . . , Nu,

q∗j := qj −
q2
j

Γ + qj

sind im Allgemeinen keine Gitterpunkte, deshalb wenden wir die lineare Interpolation an.
Ein weiterer Aspekt ist, dass die neu entstehenden Punkte m∗ijk außerhalb des Berechnungs-
gebietes [m , m] liegen können. Deshalb erfolgt eine Erweiterung auf das größere Intervall
[m , m] ⊃ [m , m]. Wir definieren die erweiterte Zerlegung in Richtung m durch χm :=

{χml, χm, χmh} mit

χm
l := {ml

i, i = 0, . . . , r, r ∈ N und m = ml
0 < . . . < ml

r }, ml
r < m,

χm
h := {mh

i , i = 0, . . . , r, r ∈ N und mh
0 < . . . < mh

r = m}, mh
0 > m.
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Aus der Ungleichung

qj√
qj + Γ

|uk| ≤
√
q |uk| ≤

√
q |u|, ∀j ∈ {0, . . . , Nq}, ∀k ∈ {0, . . . , Nu} (7.50)

und mit u = −u erhalten wir ml
0 = m+ u

√
q und mh

r = m+ u
√
q .

Mit der Erweiterung der Gitterpunkte in Richtung m stoßen wir auf das Problem, dass die
Lösungsfunktion auf diesen erweiterten Punkten nicht bekannt ist und damit ist die Berech-
nung des Integrals nicht möglich. Wir umgehen dieses Problem, in dem wir die Werte in den
erweiterten Gitterpunkten durch die Werte der Diffusionsapproximation mit Σζ = 1

λΓ, siehe
Bemerkung 7.3.4, ersetzen.
Für den erzielten Integral-Term aus (7.34) setzen wir dann

Inij :=
(
gnij

)θ
· Jnij − gnij .

Mit Hinblick auf (7.47) und (7.49) wollen wir das Anfangswertproblem (7.31) in Richtungm
implizit und in Richtung q zusammen mit dem Integral-Term explizit diskretisieren. Mit anderen
Worten erhalten wir

gn+1
i,j − gni,j

∆τ
= Λmg

n+1
i,j + Λqg

n
i,j +

λ

1− θ
Ini,j .

Die Umstellung des letzten Ausdruckes liefert

−
(

Λm −
1

∆τ

)
gn+1
i,j =

(
1

∆τ
+ Λq

)
gni,j +

λ

1− θ
Ini,j . (7.51)

Aus (7.51) können wir die Differenzengleichungen in den inneren Gitterpunkten für die Diffe-
rentialgleichung (7.31) wie folgt formulieren

−Aijgn+1
i−1,j + Cijgn+1

i,j − Bijg
n+1
i+1,j = Aqjg

n
i,j−1 + Cqijg

n
i,j + Bqjg

n
i,j+1 +

λ

1− θ
Ini,j . (7.52)

Dabei sind die Indizes

n = 0, . . . , Nτ − 1, i = 1, . . . , Nm − 1, j = 1, . . . , Nq − 1.

Die Koeffizienten auf der linken Seite sind gegeben durch

Aij :=
2bm(qj)

(mi −mi−1)(mi+1 −mi−1)
− am(mi, qj)− |am(mi, qj)|

2(mi −mi−1)
≥ 0, (7.53)

Bij :=
2bm(qj)

(mi+1 −mi)(mi+1 −mi−1)
+
am(mi, qj) + |am(mi, qj)|

2(mi+1 −mi)
≥ 0, (7.54)

Cij := Aij + Bij − cm(mi) +
1

∆τ
> 0 (7.55)
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und die Koeffizienten auf der rechten Seite sind gegeben durch

Aqj := −aq(qj)− |aq(qj)|
2(qj − qj−1)

≥ 0, (7.56)

Bqj :=
aq(qj) + |aq(qj)|

2(qj+1 − qj)
≥ 0, (7.57)

Cqij :=
1

∆τ
− (Aqj + Bqj ) +

θ

2(1− θ)2ΣR
m2
i 1{θ≥0}. (7.58)

Zusammenfassend lässt sich unser numerisches Verfahren zu jedem j = 1, . . . , Nq − 1 als
eine Folge von linearen Gleichungssystemen wie folgt darstellen

AjX
n+1
j = bnj , n = 0, . . . , Nτ − 1 (7.59)

mit der tridiagonalen Koeffizientenmatrix der Größe (Nm+1 ×Nm+1)

Aj :=



1 0 0 0 · · · 0 0 0

−A1,j C1,j −B1,j 0 · · · 0 0 0

0 −A2,j C2,j −B2,j · · · 0 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 · · · −ANm−1,j CNm−1,j −BNm−1,j

0 0 0 0 · · · 0 0 1


und mit

Xn+1
j :=



gn+1
0,j

gn+1
1,j

gn+1
2,j

...

gn+1
Nm−1,j

gn+1
Nm,j


, bnj :=



gn+1
0,j

Aqjgn1,j−1 + Cqj gn1,j + Bqjgn1,j+1

Aqjgn2,j−1 + Cqj gn2,j + Bqjgn2,j+1

...

AqjgnNm−1,j−1 + Cqj gnNm−1,j + BqjgnNm−1,j+1

gn+1
Nm,j


.

Bemerkung 7.3.3. Das numerische Verfahren kann auch in Richtung q implizit entwickelt wer-
den, hierbei folgt ein lineares Gleichungssystem der Dimension Nm +Nq + 2 statt einer Folge
von den Gleichungssystemen der DimensionNm+1, was mehr Aufwand kostet. Darüberhinaus
kann auf Grund der Dirichlet-Randbedingung die Dimension des linearen Gleichungssystems in
(7.59) um 2 reduziert werden.
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Unter der Annahme, dass gnij nicht negativ ist, folgt auch, dass das Integral-Term Jnij nicht
negativ ist. Weiterhin müssen wir noch üperprüfen, ob der Koeffizient Cqij aus (7.58) für alle
i ∈ {1, . . . , Nm−1} und für alle j ∈ {1, . . . , Nq−1} streng positiv ist. Für äquidistantes Gitter
lässt sich die Bedingung wie folgt darstellen

1

∆τ
+

θ

2(1− θ)2ΣR
m2
i 1{θ≥0} −

|aq(qj)|
∆q

≥ 0.

Dies ist die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung für den Koeffizienten Cqij (siehe Courant, Fried-
richs und Lewy [14]) und lässt sich durch eine geeignete Abschätzung wie folgt darstellen

1

∆τ
− |aq(qj)|

∆q
≥ 0.

Die Koeffizienten Aij in (7.53) und Bij in (7.54), die in der tridiagonalen Koeffizientenma-
trix auftauchen, sind nicht negativ und Cij (7.55) auf der der Hauptdiagonale in der Koeffizien-
tenmatrix ist streng positiv. Außerdem gilt Cij > Aij + Bij für alle i = 1, . . . , Nm − 1 und
alle j = 1, . . . , Nq − 1. Daraus folgt, dass die tridiagonalen Koeffizientenmatrix Aj für alle
j ∈ 1, . . . , Nq − 1 und für alle τ ∈ 0, . . . , Nτ − 1 eine M-Matrix (siehe 8.3.P15 und Definition
Definition 6.1.9 in Horn und Johnson [30]) und damit besitzt sie eine Inverse, deren Elemente
positiv und Diagonalelemente streng positiv sind (siehe Varga [78]). Vor diesem Hintergrund
besitzt das Gleichungssystem (7.59) eine eindeutige (und positive) Lösung Xn+1

j = A−1
j bnj für

alle j = 1, . . . , Nq und alle n = 0, . . . , Nτ − 1, die beispielsweise mit Hilfe von Gaußschen
Eliminationsverfahren bestimmt werden kann (siehe Kapitel 2 in Samarskii u. Nikolaev [65]).

Bemerkung 7.3.4. In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns für die Frage interessiert, wie sich der
Filter bei dem Informations-Regime H = Cλ verhält, wenn die Intensität der Experten wächst
und gleichzeitig deren Ungenauigkeit linear mitwächst. Theorem 3.3.4 hat gezeigt, dass der
Cλ-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen den D-Filter konvergiert. Wir vermuten,
dass sich diese Überlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen
übertragen lässt und es gilt

lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]

|V Cλ(t,m, q)− V̂ D(t,m, q)| = 0, ∀m ∈ SM , q ∈ SQ, (7.60)

wobei V̂ D(t,m, q) die modifizierte Funktion von der Wertfunktion V D(t,m) und in (8.2) bzw.
(8.3) gegeben ist.
Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.17 für ein positives θ und in Abbildung 8.18 für ein
negatives θ bestätigen bestätigen diese Vermutung. Der formale Beweis bleibt jedoch aus und
soll in einer zukünftigen Arbeit erscheinen.
Außerdem sind wir in Kapitel 3.3.2 dieser Frage anderes eingegangen, in dem wir angenommen
haben, dass die Ungenauigkeit der Experten konstant und unabhängig von deren Anzahl bleibt.
Theorem 3.3.6 hat gezeigt, dass derCλ-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen die Drift
konvergiert. Wir vermuten, dass sich diese Überlegung unter weiteren technischen Bedingungen
auf die Wertfunktionen übertragen lässt und es gilt

lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]

|V Cλ(t,m, q)− V F
(t,m, q)| = 0, ∀m ∈ SM , q ∈ SQ. (7.61)
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Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.19 für ein positives θ und in Abbildung 8.20 für ein
negatives θ bestätigen bestätigen diese Vermutung. Ebenso bleibt der formale Beweis aus und
soll in einer zukünftigen Arbeit erscheinen.

Bemerkung 7.3.5. Ähnliche Aussagen über die Strategien wie in Lemma 6.2.2 und Lemma
6.2.3 können wir bei diesem Informations-Regime nicht treffen, da eine geschlossene Formel
für die Wertfunktion nicht vorhanden ist. Allerdings lassen die nummerischen Ergebnisse wie in
Abbildung 8.11 für θ = +0.3 und Abbildung 8.12 für θ = −0.3 vermuten, dass folgendes gilt:

• Sind MCλ
t = MH

t = m und QCλt = QHt = q mit H = R oder H = D, dann gilt die
Vermutung

p∗,Cλ(t,m, q) = p∗,H(t,m, q).

• Sind MCλ
t = µt = m und QCλt = q = 0, dann gilt

p∗,Cλ(t,m) = p∗,F (t,m, 0).

Bemerkung 7.3.6. Da wir die DPE beim Regime H = Cλ nicht geschlossen, sondern nur
numerisch lösen konnten, können wir keinen geschlossenen Ausdruck für die Effektivität ECλ
aus (4.36) aufstellen.
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Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt präsentieren wir einige numerische Ergebnisse zur Illustration der theoret-
ischen Resultate der vorherigen Kapitel.

8.1 Modellparameter

Der Preis des Wertpapiers (St)t∈[0,T ] ist die verallgemeinerte geometrischen Brownschen Bewe-
gung genügend der SDE (2.10), deren unbeobachtbare Drift (µt)t∈[0,T ] ein Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess und deren Volatilität σR > 0 konstant ist. Zur Vereinfachung werden wir in diesem
Abschnitt alle Prozesse im eindimensionalen Fall betrachten. Weiterhin betrachten wir fünf ver-
schiedene Investoren, die sich in den Informationsquellen unterscheiden und das gleiche Ziel
verfolgen, nämlich den erwarteten Nutzen des Endvermögens zu maximieren.

• Der R-Investor ist derjenige Investor, der nur den Preisprozess (St)t∈[0,T ] bzw. dessen
Rendite (Rt)t∈[0,T ] beobachtet und daraus seine Investor-Filtration FR = (FRt )t∈[0,T ]

erzeugt.

• Der Cn-Investor ist derjenige Investor, der den Preisprozess (St)t∈[0,T ] bzw. dessen Ren-
dite (Rt)t∈[0,T ] beobachtet und zusätzlich dazu eine bekannte Anzahl n ∈ N zufälliger
Einschätzungen über die Drift im Investitionszeitraum [0, T ] erhält. Die Expertenmeinun-
gen sind normalverteilt mit Zk ∼ N (µtk ,Γ) und treffen an zu Investitionsbeginn festge-
legten äquidistanten Zeitpunkten tk = k∆t mit ∆t := T

n , k = 0, . . . , n − 1, n ∈ N,
ein. Die Informationen aus der Rendite werden mit den Informationen aus den Experten-
meinungen kombiniert und erzeugen die Investor-Filtration FCn = (FCnt )t∈[0,T ].

• Der Cλ-Investor ist derjenige Investor, der den Renditeprozess (Rt)t∈[0,T ] beobachtet
und zusätzlich dazu eine zufällige Anzahl zufälliger Einschätzungen über die unbekannte
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Drift im Investitionszeitraum [0, T ] erhält. Die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinun-
gen T1,T2,. . . sind zufällig und werden als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-
Prozesses (Nt)t∈[0,T ] mit Intensität λ > 0 angenommen. Unter dieser Annahme erhält
der Investor während des Investitionszeitraums [0, T ] im Mittel λT Einschätzungen über
die unbekannte Drift (µt)t∈[0,T ]. Die Expertenmeinungen Zk sind normalverteilte Zu-
fallsgrößen mit Zk ∼ N (µTk ,Γ), k = 1, 2, . . ., deren Kombination mit der Rendite die
Investor-Filtration FCλ = (FCλt )t∈[0,T ] erzeugt.

• Der D-Investor ist derjenige Investor, der den Renditeprozess (Rt)t∈[0,T ] und zusätzlich
dazu einen weiteren stetigen Prozess ζ = (ζt)t∈[0,T ] in der Form einer Brownschen Be-
wegung mit Drift µt beobachtet, mit

dζt = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0,

wobei σζ > 0 und W ζ ein von WR und Wµ ununabhängiger Wiener-Prozess sind.
Der Prozess ζ wird als stetiger Experten interpretiert, der zusammen mit der Rendite die
Investor-Filtration FD = (FDt )t∈[0,T ] erzeugt.

• Der F -Investor ist der Investor, der sowohl den Renditeprozess (Rt)t∈[0,T ] als auch den
Drift-Prozess (µt)t∈[0,T ] beobachtet und gilt als Referenz für die anderen Investoren.

Für die nachfolgenden numerischen Experimente werden die in Tabelle 8.1 gegebenen Mo-
dellparameter verwendet. Abweichungen davon sind im Text ausdrücklich vermerkt.

Mean-Reversion-Level µ 0 Investitionshorizont T 1 Jahr

Steifigkeit des OUPs κ 3 Nutzen-Parameter θ 0.3

Volatilität des OUPs σµ 1 Aktienvolatilität σR 0.25

Mittelwert von µ0 m0 µ = 0 Experten-Volatilität σζ 0.15

Varianz von µ0 q0
σ2
µ

2κ = 0.16 Expertenvarianz Γ 1

Anfangswert von MH
0 m0 = m0 0 Anzahl der Signale n 6

Anfangswert von QH0 q0 = q0 0.16 Intensität von Nt λ 6

Tabelle 8.1: Modellparameter

Wie schon im Abschnitt 4.2 erwähnt wurde, müssen für die Wohlgestelltheit des Optimie-
rungsproblems die Modellparameter aus der Menge der zulässigen Parameter gewählt werden.
Abbildung 8.1 zeigt verschiedene Bilder für die Menge der zulässigen Parameter einerseits in
Abhängigkeit vom Investitionshorizont T und andererseits in Abhängigkeit vom Parameter θ
der Potenz-Nutzenfunktion, der Volatilität des OUPs σµ bzw. der Volatilität des Aktienprozes-
ses σR.
In den oberen zwei Bildern wird die Menge der zulässigen Parameter PF in Abhängigkeit von
θ dargestellt. Daran ist zu erkennen, dass das Optimierungsproblem für negative Werte für den
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Parameter θ immer wohlgestellt ist. Außerdem ist im Bild oben links zu sehen, dass das Optimie-
rungsproblem für die gewählten Parameter für alle T > 0 wohlgestellt ist, wenn der Parameter
θ im Intervall (−∞, θE ] mit θE ≈ 0.36 liegt. Überschreitet θ den kritischen Wert θE , dies ent-
spricht weniger Risikoaversion, so ist das Optimierungsproblem nicht mehr für alle beliebigen
Investitionshorizonte T wohlgestellt, sondern nur bis zu einem von θ abhängigen Investitionsho-
rizont TE = TE(θ). Je größer θ ist, umso kleiner wird dieser Investitionshorizont T (θ). Für den
Grenzfall θ → 1, das heißt für verschwindende Risikoaversion 1 − θ, gilt TE(θ) → 0. Im Bild
oben rechts wird der Investitionshorizont T = 1 gesetzt und das Verhältnis von θ zur Volatilität
des Preisprozesses σR betrachtet. Daran ist zu erkennen, dass größere Werte für die Volatilität
es uns ermöglichen größere Werte für θ zu wählen.
In den zwei Bildern in der Mitte wird der Einfluss der Volatilität σµ auf die Menge der zulässigen
Parameter untersucht. Hierbei ist auf dem Bild links zu erkennen, dass das Optimierungsproblem
für alle T > 0 wohlgestellt ist, solange die Volatilität des OUPs σµ ∈ (0, σEµ ] mit σEµ ≈ 1.15 ist.
Sollte die Volatilität des OUPs diesen kritischen Wert überschreiten, so ist das Optimierungs-
problem nur für einen von σµ abhängigen Investitionshorizont TE = TE(σµ) wohlgestellt. Auf
dem Bild rechts daneben wird der Investitionshorizont T = 1 gesetzt und das Verhältnis von
σµ zu θ untersucht. Während für θ < 0 keine Einschränkung auf die Parameter ist, ist das für
θ ∈ (0, 1) nicht mehr der Fall. Je größer die Volatilität σµ wird, umso kleiner muss θ gewält
werden.
Im den unteren zwei Bildern wird der Einfluss der Volatilität σR auf die Menge der zulässigen
Parameter veranschaulicht. Im Gegensatz zur Volatilität des OUPs σµ sorgen kleinere Werte für
die Volatilität des Aktienprozesses σR, wie im Bild unten links zu sehen ist, dafür, dass Opti-
mierungsproblem nur für kleinere T wohlgestellt wird. Liegt die Volatilität im Intervall (0, σER ]
mit dem kritischen Wert σER ≈ 0.22, so ist das Optimierungsproblem nur bis zu einem von σR
abhängigen Investitionshorizont TE = TE(σR) wohldefiniert. Je größer die Aktienvolatilität
σR ist, umso größer kann der Horizont gesetzt werden. Solange aber diese den kritischen Wert
σER überschreitet, ist das Kontrollproblem für alle T > 0 wohldefiniert. Das Bild rechts zeigt das
Verhältnis der beiden Volatilitäten σR zu σµ, welches man anhand der anderen Bilder erahnen
kann.

Die Bedingung in der Menge der zulässigen Parameter des partiell informiertenH-Investors
aus (4.34)

PH = PG ∩
{
p ∈ P, sodass

(
Id − 2(1− θ)Ab(0)q0

)−1
positiv definit ist.

}
ist für die Parameter aus Tabelle 8.1 erfüllt, denn es gilt

q0 = 0.16 < 0.964 =
1

7
0.675 =

1

(1− θ)
1

2AF (0)
.
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Abbildung 8.1: Menge der zulässigen Parameter PF
Oben: in Abhängigkeit von θ und T (links) bzw. θ und σR (rechts).
Mitte: in Abhängigkeit von σµ und T (links) bzw. σµ und θ (rechts).
Unten: in Abhängigkeit von σR und T (links) bzw. σR und σµ (rechts).
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.2 Filter

Wir simulieren zunächst in diesem Experiment einen Pfad für den unbeobachtbaren Driftprozess
(µt)t∈[0,T ] nach der Langevin-DGL in (2.3)

dµt = κ(µ− µt) dt+ σµ dW
µ
t , µ0 ∼ N (m0, q0).

Weiterhin simulieren wir eine Trajektorie für den Renditeprozess (Rt)t∈[0,T ] in der Form der
Brownschen Bewegung aus (2.9)

dRt = µt dt+ σR dW
R
t , R0 = 0.

Für die Simulation der diskreten Experten unterscheiden wir zwischen den zwei Modellen. Im
ersten Modell bestimmen wir zunächst durch Vorgabe bzw. Annahme die Anzahl der während
der Investition ankommenden Expertenmeinungen n und dann können wir die deterministischen
Ankunftszeitpunkte festlegen. Für die numerischen Ergebnisse in diesem Abschnitt sind diese
Zeitpunkte äquidistant und durch die Formel tk = k T

n , k = 0, 1, . . . , n − 1 gegeben. Nach
der Festlegung der Informationszeitpunkte bestimmen wir, wie zuverlässig der Experte zu den
eben erwähnten Zeitpunkten ist, mit anderen Worten, wir bestimmen die Varianz der Experten-
meinung Γ. Nun können wir Expertenmeinungen Zk simulieren, indem wir zu jedem Informa-
tionszeitpunkt tk den aktuellen Wert der Drift µtk mit einem unsystematischen Fehler wie in
(2.12) versehen, das heißt

Zk = µtk +
√

Γ εk, εk ∼ N (0, 1), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Im zweiten Modell dagegen wissen wir nicht genau, wie viele Expertenmeinungen während der
Investition ankommen werden, jedoch wissen wir, dass im Mittel λt Expertenmeinungen bis
zum Zeitpunkt t ankommen. Wir nehmen an, dass die zufälligen Ankunftszeitpunkte T1, T2, . . .
Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses sind, dessen Intensität λ ist. Für die Si-
mulation der Expertenmeinungen in diesem Modell gehen wir hier dann nach der Formel (2.13)
wie im Modell vorhin vor

Zk = µTk +
√

Γ εk, k = 0, 1, . . . .

Im Marktmodell mit einem stetigen Experten simulieren wir zunächst einen Wiener-Prozess
(W ζ

t )t∈[0,T ], der von den beiden Wiener-Prozessen (WR
t )t∈[0,T ] aus dem Renditeprozess und

(Wµ
t )t∈[0,T ] aus dem Driftprozess unabhängig ist. Der stetige Experte (ζ)t∈[0,T ] hat die Gestalt

des Renditeprozesses bzw. einer Brownschen Bewegung wie in (2.14)

dζt = µt dt+ σζ dW
ζ
t , ζ0 = 0,

mit einer gegebenen Volatilität σζ > 0.
Nach der Simulation des Driftprozesses, des Renditeprozesses und der diskreten sowie der ste-
tigen Expertenmeinungen können wir den Filter in den verschiedenen Informations-Regimes
H ∈ {R,Cn, Cλ, D} bestimmen.
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Filter für den R- bzw. Cn-Investor. Das obere Bild in Abbildung 8.2 zeigt den simulierten
Pfad für den Renditeprozess R, aus dem der R-Filter bestehend aus den zwei Kenngrößen MR

und QR berechnet wird. Außerdem ist der Pfad von
∫ t

0 µs ds zu sehen, der als Renditeprozess
für σR = 0 betrachtet werden kann. Das zweite Bild zeigt den simulierten Pfad für die unbe-
kannte Drift µ sowie die erste Kenngröße des R-Filters bzw. die bedingte Erwartung MR, deren
Berechnung nur auf Informationen aus dem Renditeprozess basiert. Außerdem wird hier die be-
dingte Erwartung MCn gezeigt, die sich auf Basis der Rendite und der Expertenmeinungen, die
als rot markierte Kreuze zu sehen sind, ergibt. Um den Effekt der diskreten Expertenmeinungen
hervorzuheben, haben wir zuverlässige Experten mit einer kleinen Varianz Γ = 0.05 gewählt.
Zur vollständigen Interpretation des zweiten Bildes gehört auch die Analyse des letzten Bil-
des unten links, auf dem die zweite Kenngröße des Filters bzw. die bedingte Varianz QH mit
H = R,Cn zu sehen ist. Die bedingte Varianz startet mit der stationären Varianz Q0− =

Σµ
2κ

und gleich nach dem ersten Update, welches zum Zeitpunkt t = 0 eintrifft, reduziert sich die
bedingte Varianz und es gilt QCn0 < QR0 . Außerdem reduziert sich die bedingte Varianz QCnt zu
den Updateszeitpunkten t0, . . . , tn und springt nach unten. Die bedingte Erwartung MCn

t ist auf
Grund der niedrigen Varianz der Experten sehr nah an dem tatsächlichen Wert der Drift µt. Zwi-
schen zwei Informationszeitpunkten wächst die bedinge Varianz Qt und der Filter MCn

t nähert
sich nach und nach dem Filter MR

t an.
Das dritte Bild, zu dem das letzte Bild unten rechts gehört, unterscheidet sich vom zweiten le-
diglich durch den Anfangswert der Drift. Im zweiten Bild wird davon ausgegangen, dass der
Anfangswert des OU-Prozesses µ0 unbekannt und dessen Verteilung die stationäre Verteilung

N (µ,
σ2
µ

2κ ) ist, dabei ist der Anfangswert des Filters MH
0− = E[µ] = µ und QH0− =

σ2
µ

2κ . Im dritten
Bild dagegen nehmen wir an, dass die partiell informierten Investoren den Anfangswert der Drift
vollständig beobachten können, dann ist QH0 = q0 = 0 und MH

0 µ0(ω) = m0 für H = R,Cn.
Sowohl auf dem linken als auch auf dem rechten Bild ganz unten ist die Aussage von Theorem

3.2.3 klar zu erkennen, dass QR schnell die Asymptote QR∞ = κΣR

[
− 1 +

√
1 +

Σµ
κ2ΣR

]
er-

reicht. Die asymptotisch obere und untere Schranke Q bzw. Q für QCn aus Theorem 3.2.5 sind
auch zu erkennen.

Filter für den R- bzw. Cλ-Investor. Ähnlich wie in Abbildung 8.2 zeigt uns Abbildung 8.3
entsprechende Bilder für den Cλ-Filter bzw. die bedingte Erwartung MCλ und die bedingte Va-
rianz QCλ . Der Unterschied zur Abbildung 8.2 besteht darin, dass die Ankunftszeitpunkte der
Expertenmeinungen zufällig sind und Sprungzeitpunkte eines Poisson-Prozesses mit Intensität
λ = n = 6. Das heißt, im Regime H = Cλ kommen im Mittel genauso viele Experten-
meinungen wie im Regime H = Cn an. In diesem Modell kann der Effekt auftreten, dass die
Wartezeiten zwischen je zwei aufeinander folgenden Informationszeitpunkten groß sind. In die-
sem Fall nähern sich die bedingte Erwartung MCλ und die bedingte Varianz QCλ der bedingten
Erwartung MR bzw. der bedingten Varianz MR an, da zwischen zwei Informationszeitpunk-
ten außer aus dem Renditeprozess keine zusätzlichen Informationen einfließen. Darüber hinaus
machen die zwei unteren Bilder für die bedingte Varianz klar, dass eine Aussage über asympto-
tischen obere und untere Schranken für QCλ wie in Theorem 3.2.5 beim Informations-Regime
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H = Cn unrealistisch ist.

Filter für den R- bzw. D-Investor. Im Gegensatz zum Filter in den beiden Informations-
Regimes H = Cn, Cλ, bei denen Expertenmeinungen über die Drift zu diskreten Zeitpunkten
eintreffen, sind die Expertenmeinungen hier durch einen stetigen Prozess ζt modelliert, wel-
cher in Form einer Brownschen Bewegung mit Drift µt ist. Für dieselbe simulierte Drift in den
letzten zwei Abbildungen können wir hier auch die gewonnenen Informationen aus dem stetigen
Renditeprozess mit denen aus dem stetigen Expertenprozess kombinieren und erhalten den Filter
für das Regime H = D bzw. die bedingte Erwartung MD und die bedingte Varianz QD. Diese
werden in Abbildung 8.4 dargestellt. Die bedingte Erwartung MD liefert im Mittel eine bessere
Schätzung für die unbekannte Drift µ als MR. Dies ist bei den unteren zwei Bildern deutlich zu
erkennen, da die bedingte Varianz als Maß für die Güte des Schätzers gesehen werden kann. Die
beiden Varianzen QR und QD genügen der Riccati-Gleichung

dQHt
dt

= f(QHt ,ΣH), QH0 = q0, mit f(q,ΣH) := Σµ − 2κq − Σ−1
H q2, H = R,D.

Für den Grenzfall Σζ → ∞, welcher bedeutet, dass der stetige Experte sehr unzuverlässig ist,
geht ΣD = [Σ−1

R +Σ−1
ζ ]−1 gegen ΣR. In diesem Fall stimmtQD mitQR überein und der stetige

Experte hat damit keine nützlichen Informationen zur Verbesserung der Schätzung geliefert. Für
den anderen Grenzfall Σζ → 0, welcher bedeutet, dass der stetige Experte sehr zuverlässig ist,
geht ΣD gegen Null und in diesem Fall fällt die bedingte Varianz QD exponentiell gegen Null.
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Abbildung 8.2: Filter für H = R,Cn, mit Γ = 0.05.
1. Bild: Rendite R und

∫ t
0
µs ds (Rendite für σR = 0).

2. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für unbekannten Anfangswert µ0 ∼ N (µ,
Σµ
2κ ).

3. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für bekannten Anfangswert µ0 = m0, q0 = 0.
4. Bild: Bedingte Varianz QH für unbekannten/bekannten Anfangswert µ0 (links/rechts).
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.3: Filter für H = R,Cλ, mit Γ = 0.05.
1. Bild: Rendite R und

∫ t
0
µs ds (Rendite für σR = 0).

2. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für unbekannten Anfangswert µ0 ∼ N (µ,
Σµ
2κ ).

3. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für bekannten Anfangswert µ0 = m0, q0 = 0.
4. Bild: Bedingte Varianz QH für unbekannten/bekannten Anfangswert µ0 (links/rechts).
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.4: Filter für H = R,D.
1. Bild: Rendite R und

∫ t
0
µs ds.

2. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für unbekannten Anfangswert µ0 ∼ N (µ,
Σµ
2κ ).

3. Bild: Drift µ und bedingte Erwartung MH für bekannten Anfangswert µ0 = m0, q0 = 0.
4. Bild: Bedingte Varianz QH für unbekannten/bekannten Anfangswert µ0 (links/rechts).
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Diffusion-Approximation für hochfrequente Experten mit linear wachsender Va-
rianz

In diesem Abschnitt wollen wir für die getroffenen theoretischen Aussagen zur Diffusions-
approximation und Konvergenz des Filters bzw. der bedingten ErwartungMH und der bedingten
Varianz QH mit H = Cn, Cλ gegen die bedingte Erwartung MD bzw. die bedingte Varianz QD

aus Kapitel 3.3.1 einige numerische Beispiele zeigen. Für die Simulation der diskreten Exper-
tenmeinungen gehen wir von dem Ansatz (2.12) bzw. (2.13) aus, das heißt

Zk =

{
µtk +

√
Γ εk, k = 0, . . . , n− 1, für H = Cn,

µTk +
√

Γ εk, k = 1, 2, . . . , für H = Cλ.
(8.1)

Um diese Effekte in den Darstellungen von Pfaden der Filter sichtbar zu machen, werden die
standardnormalverteilten Zufallsgrößen (εk) wie folgt an den Wiener-prozess W ζ gekoppelt,
welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:

εk =


n
T
σζ√

Γ

∫ k+1
n
T

k
n
T

dW ξ
s , k = 0, . . . , n− 1, für H = Cn,

λ
σζ√

Γ

∫ k+1
λ

k
λ

dW ξ
s , k = 1, 2, . . . , für H = Cλ.

Mit dieser Konstruktion sind die Zufallsgrößen εk iid und standardnormalverteilt sowie un-
abhängig von den exponential-verteilten Wartezeiten der Informationszeitpunkten beim Regime
H = Cλ.
Abbildung 8.5 zeigt die Diffusionsapproximation für die Filter MH und die bedingte Varianz
QH . Hierzu wird die Volatilität des stetigen Experten σζ fixiert und die Varianz Γ der diskreten
Experten in Abhängigkeit von der Anzahl der Expertenmeinungen n bzw. von der Intensität λ
über die Beziehung

Γ :=

{
n
T Σζ , für H = Cn,

λ Σζ , für H = Cλ,

gewählt. Das heißt, mit wachsender Anzahl bzw. Intensität der Expertenmeinungen wird deren
Varianz immer größer und somit deren Zuverlässigkeit immer geringer.

Approximation für hochfrequente Experten mit konstanter Varianz

In diesem Abschnitt wollen wir für die getroffenen theoretischen Aussagen zur Approximation
des Filters bzw. der bedingten Erwartung MH und der bedingten Varianz QH mit H = Cn, Cλ
gegen die Drift µ aus Kapitel 3.3.2 einige numerische Beispiele zeigen. Für die Simulation der
diskreten Expertenmeinungen gehen wir von Ansatz (8.1) aus, jedoch werden die standardnor-
malverteilten Fehler ε hier nicht an einen Wiener-Prozess verknüpft, anders als zuvor. Des Wei-
teren wird die Varianz der Experten unabhängig von der Anzahl bzw. der Intensität der Experten
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vorausgesetzt und aus der Tabelle 8.1 gewählt. Abbildung 8.7 zeigt die Drift und den Cn-Filter
für n = 10, 50 und 2000, während Abbildung 8.6 die Drift und den Cλ-Filter für λ = 10, 50
und 2000 zeigt. In den beiden zuletzt erwähnten Abbildungen erkennt man, dass die Geschwin-
digkeit der Konvergenz deutlich langsamer als bei der Konvergenz des Cn- und. des Cλ-Filters
gegen den D-Filter in Abbildung 8.5 bzw. in Abbildung 8.6 ist.
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Abbildung 8.5: Cn-Filter für wachsendes n und Γ = n
T Σζ .

Oben: Bedingte Erwartung MCn , mit n = 5, 20, 500.
Unten: Bedingte Varianz QCn , mit n = 5, 20, 500.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.6: Cλ-Filter für wachsendes λ und Γ = λΣζ .
Oben: Bedingte Erwartung MCλ , mit λ = 5, 20, 500.
Unten: Bedingte Varianz QCλ , mit λ = 5, 20, 500.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.7: Cn-Filter für wachsendes n und Γ = 0.05 (fest).
Oben: Bedingte Erwartung MCn , mit n = 10, 50, 2000.
Unten: Bedingte Varianz QCn , mit n = 10, 50, 2000.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.8: Cλ-Filter für wachsendes λ und Γ = 0.05 (fest).
Oben: Bedingte Erwartung MCλ , mit λ = 10, 50, 2000.
Unten: Bedingte Varianz QCλ , mit λ = 10, 50, 2000.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.3 Wertfunktion

Nachdem wir einige numerische Beispiele zur Simulation des Driftprozesses, des Renditepro-
zesses, der Expertenmeinungen und der Berechnung von Filtern sowie deren Eigenschaften etwa
bei wachsender Anzahl bzw. Intensität der Expertenmeinungen präsentiert haben, werden wir
uns nun mit dem ursprünglichen Kontrollproblem in (2.20)

VH0 = sup
π∈AH

JH0 (π), mit JH0 (π) = E
[
Uθ(Xπ

T)
∣∣∣FH

0

]
befassen. Dabei betrachten wir sowohl beim Optimierungsproblem unter voller Information
H = F als auch beim Optimierungsproblem unter partieller Information H = R,D,Cn, Cλ
einen Investor, der zur Zeit t = 0 mit einem Anfangskapital xH0 startet und bis zum vorge-
gebenen Investitionshorizont T sein Portfolio beliebig umschichten kann. Da die Parameter in
Tabelle 8.1 aus der Menge der zulässigen Parameter sind, ist das untersuchte Kontrollproblem
wohlgestellt. Nach dem Maßwechsel transformieren wir das Optimierungsproblem in ein risi-
kosensitives Optimierungsproblem, dessen zugehörige Zielfunktion aus (4.69)

JH(t, y;π) = E
[

exp
{
−
∫ T

t
b(Yt,y

s , πs)ds
}]
, ∀ t ∈ [0,T], ∀ y ∈ SY und ∀ π ∈ AH

und Wertfunktion aus (4.70)

V H(t, y) =


sup
π∈AH

JH(t, y;π), θ ∈ (0, 1),

inf
π∈AH

JH(t, y;π), θ ∈ (−∞, 0)

sind. Zur Zeit t = T gilt JH(T, y;π) = V H(T, y) = 1. Dabei ist der Zustandsprozess Y
für den voll informierten Investor gleich der Drift µ, für den partiell informierten H-Investor
mit H = R,D,Cn gleich dem Prozess der bedingten Erwartung MH und für den Cλ-Investor
besteht der Zustand aus der bedingten Erwartung MCλ und der bedingten Varianz QCλ . Mit
diesem Schritt sind die neu entstandenen Zielfunktion JH(t, y;π) und Wertfunktion V H(t, y)
vom Anfangswert x0 getrennt und es gilt der Zusammenhang

VH0 =
(xH0 )θ

θ
V H(0, y0), mit y0 =


µ0, H = F,

m0, H = R,D,Cn,

(m0, q0), H = Cλ.

Die Lösung der entstandene Dynamic Programming Equation (4.79) für die Wertfunktionen ist
für den F -Investor in Lemma 5.1.4 und für den R- sowie den D-Investor in Lemma 5.2.3 in der
Form

V H(t, y) = exp
{
y′AH(t)y +

(
BH(t)

)′
y + CH(t)

}
.

Für den Cn-Investor wurde die Lösung mit Hilfe einer Rückwärtsrekursion erhalten und ist in
Lemma 6.2.1 dargestellt.

119



KAPITEL 8. NUMERISCHE ERGEBNISSE

Im Modell H = Cλ unterscheiden wir zunächst zwischen dem ursprünglichen und dem regu-
larisierten Kontrollproblem. Doch numerische Experimente haben ergeben, je kleiner der Re-
gularisierungsparameter ist, umso kleiner sind solche Unterschiede (siehe Kapitel 3 in Shardin
[73] oder Shardin und Wunderlich [74]). Deshalb konzentrieren wir uns bei den numerischen
Ergebnissen grundsätzlich auf das ursprüngliche Kontrollproblem ohne Regularisierung.

Bei der Auswertung und dem Vergleich der Wertfunktionen V H(t, y) ist zu beachten, dass
für die verschiedenen Informations-Regimes H der Zustandsprozess des Kontrollproblems un-
terschiedlich definiert ist. Während für H = F,R,D,Cn der Prozess Y lediglich aus dem
Prozess der bedingten Erwartung MH (unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß P ) besteht, werden
fürH = Cλ zusätzlich die Komponenten der bedingten KovarianzmatrixQH (auf und unterhalb
der Diagonale) mit in den Zustand aufgenommen.
Für den hier betrachteten Fall von d = 1 Aktie ist dann der Zustand Y = (MCλ , QCλ) ein
zweidimensionaler Prozess.

Für die Informations-Regimes mit Y = MH ist V H(t, y) = V H(t,m) die Wertfunktion
zur Zeit t, falls die bedingte Erwartung MH

t den Wert m annimmt. Da die bedingte Varianz für
diese Regimes deterministisch ist, ist QHt für alle t ∈ [0, T ] bereits bekannt und kann aus dem
Anfangswert q0 und den Modellparametern bestimmt werden. Für das Informations-Regime
H = Cλ ist die bedingte Varianz QCλ dagegen ein stochastischer Prozess und V Cλ(t, y) =
V Cλ(t,m, q) ist die Wertfunktion zur Zeit t, falls MCλ

t = m und QCλt = q gilt.
Dies erschwert den Vergleich von V Cλ mit den Wertfunktionen der anderen partiell informierten
H-Investoren mit H = R,D,Cn, da deren deterministische Varianz QHt im Allgemeinen nicht
mit dem für V Cλ vorgegebenen Wert q übereinstimmt. Um diese zu ermöglichen, definieren wir
für H = R,Cn eine modifizierte Wertfunktionen wie folgt

V̂ H(t,m, q) = sup
π∈AH

E
[

exp
{
−
∫ T

t
b(s,Yt,m,q

s )
}]
, (8.2)

wobei Y t,m,q
s den Zustandsprozess (d.h. die bedingte Erwartung MH ) bezeichnet, welcher zur

Zeit t mit den vorgegebenen Anfangswerten m und q startet. Die zugehörige optimale Ent-
scheidungsregel bezeichnen wir mit p̂H(t,m, q) und es gilt offensichtlich

V H(t,m) = V̂ H(t,m,QHt ),

pH(t,m) = p̂H(t,m,QHt ).

Für das Informations-Regime H = D ist die modifizierte Wertfunktion V̂ (t,m, q) bereits in
(7.38) eingeführt und somit stimmt für alleH = R,D,Cn der Wert von V̂ H(t,m, q) überein mit
der Wertfunktion des ursprünglichen Kontrollproblems V H

T−t(0,m) für den verkürzten Zeitraum
T − t zur Zeit 0 und Anfangswerten m0 = m und q0 = q, d.h.

V̂ H(t,m, q) = V H
T−t(0,m) = V H

T−t(0,m; q).

Dies führt zu folgendem Verfahren.
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Berechnung von V̂ H(t,m, q) mit H = R,D:

1. Wähle ein festes t ∈ [0, T ].

2. Bestimme QHs auf dem Intervall [0, T − t] und wähle dabei als Anfangswert QH0 = q.

3. Mit Hilfe des letzten Schrittes bestimme auf dem Intervall [0, T − t] die Hilfsfunktionen
AH , BH und CH mit Endwerten AH(T − t) = BH(T − t) = CH(T − t) = 0.

4. Bestimme mit Hilfe des letzten Schrittes die Wertfunktion zum festgesetzten Zeitpunkt t
und zur festgesetzten Varianz q durch die den Ansatz

V̂ H(t,m, q) = exp{m′AH(0)m+
(
BH(0)

)′
m+ CH(0)}, ∀m ∈ SM . (8.3)

Abbildung 8.9 besteht aus vier Bildern, welche die Wertfunktionen und die optimale Ent-
scheidungsregel der partiell informierten H-Investoren mit H = R,D,Cn und des voll infor-
mierten F -Investors zeigen. Da die bedingte Varianz QHt deterministisch bzw. gleich Null für
den F -Investor ist, ist sie nicht in den Zustandsprozess aufgenommen worden und das Bild
zeigt daher die Wertfunktionen in der Form V̂ (t,m,QHt ) und die optimalen Entscheidungsre-
geln p̂(t,m,QHt ). Das obere Bild links zeigt die Wertfunktionen in Abhängigkeit der Zeit bei
einem festgehaltenen Wert für die Drift m∗ = 0.05. Dabei gilt, dass die Wertfunktion des F -
Investors im Mittel größer ist als die des partiell informierten H-Investors. Die Wertfunktion
des R-Investors, der seine Informationen während des Investitionszeitraum [0, T ] nur aus dem
Aktienkurs erhält und keine weiteren nützlichen Informationen aus Experten erhält, ist im Mit-
tel kleiner als alle anderen Wertfunktionen. Denn analog zur Diskussion zur Wohlgestelltheit in
Abschnitt 4.2 erhalten wir wegen FRt ⊆ FHt und wegen AR ⊆ AH für H = F,D,Cn, Cλ

xθ

θ
V R(t, y) = sup

π∈AR
E
[
Uθ(Xπ

T) | FR
t

]
= sup

π∈AR

E

[
E
[
Uθ(Xπ

T) |FH
t

] ∣∣∣ FR
t

]

≤ sup
π∈AH

E

[
E
[
Uθ(Xπ

T) |FH
t

] ∣∣∣ FR
t

]
≤ E

[
sup
π∈AH

E
[
Uθ(Xπ

T) |FH
t

] ∣∣∣ FR
t

]

=
xθ

θ
E
[
VH(t,YH

t )
∣∣∣ FR

t

]
.

Aus der oberen Ungleichung erhalten wir für H = F,D,Cn, Cλ folgende Abschätzungen

V R(t, y) ≤ E
[
VH(t,YH

t )
∣∣∣ FR

t

]
, für θ ∈ (0, 1), (8.4)

V R(t, y) ≥ E
[
VH(t,YH

t )
∣∣∣ FR

t

]
, für θ ∈ (−∞, 0). (8.5)

Einen ähnlchen Vergleich für den F -Investor gegenüber dem partiell informierten H-Investoren
mit H = R,D,Cn, Cλ können wir wie folgt darstellen

V H(t, y) ≤ E
[
VF(t, µt)

∣∣∣ FH
t

]
, für θ ∈ (0, 1), (8.6)

V H(t, y) ≥ E
[
VF(t, µt)

∣∣∣ FH
t

]
, für θ ∈ (−∞, 0). (8.7)

121



KAPITEL 8. NUMERISCHE ERGEBNISSE

Zwischen den beiden Wertfunktionen des F - und R-Investors liegen die Wertfunktionen des
partiell informierten H-Investors mit H = D,Cn, der die Informationen aus dem Aktienkurs
mit den Expertenmeinungen kombiniert. Diese Relation kann so interpretiert werden, dass die
kombinierten Investoren D,Cn sowohl über die Informationen des R-Investors als auch über
zusätzliche Informationen aus den Expertenmeinungen verfügen und zusätzliche Informationen
aus den Experten erhalten, deren Wert nie negativ sein kann.
Darüberhinaus sind die Wertfunktionen in den Regimes H = F,R,D auf dem linken Bild
stetige Funktionen in der Zeit, während diese beim Regime H = Cn auf Grund der Updates
Sprünge zu den Informationszeitpunkten aufweist.

Das obere Bild rechts zeigt dieselben Wertfunktionen, jedoch in Abhängikeit des Filters m
zu einem festgehaltenen Zeitpunkt t = 0.15. Dabei ist zu erkennen, dass die Wertfunktionen
symmetrisch bezüglich des Mean-Reversion-Levels µ des OUPs sind. Außerdem hat die Wert-
funktion an dieser Stelle den kleinstmöglichen Wert. Sobald sich die Drift über oder unter den
Mean-Level µ bewegt, hat der Investor mehr Möglichkeiten, Gewinne aus den Kauf bzw. dem
Verkauf der Aktie zu erzielen.

Parallel zu den oben erwähnten zwei Bildern kann man die zu den optimale Handelsstra-
tegien gehörenden Entscheidungsregeln untersuchen, welche in den unteren zwei Bildern zu
sehen sind. Dabei wird die myopische Entscheidungsregel pF (m) = 1

1−θΣ−1
R m gegenüber der

des partiell H-Investors mit H = R,D,Cn gezeigt. Die optimale Entscheidungsregel pH(t,m)
des partiellen H-Investors setzt sich aus der myopischen Strategie und einem zusätzlichen Term
zusammen, der als Korrekturterm angesehen werden kann, genauer gesagt gilt

pH(t,m) = pF (m) +
1

1− θ
Σ−1
R QHt

1

V H(t,m)

∂

∂m
V H(t,m).

Auf dem unteren Bild links werden die optimalen Entscheidungsregeln in Abhängigkeit der Zeit
gezeichnet. Dabei schaut der F -Investor zum Zeitpunkt t auf den aktuellen Wert der Drift und
wählt seine Strategie anhand dieses Wertes, künftige Änderungen der Drift werden also nicht ins
Entscheidungskalkül einbezogen. Dagegen sieht man, dass sich die Strategie desH-Investors im
Laufe der Zeit um den Korrekturterm ändert. Während derR-Investor am meisten in das Wertpa-
pier investiert, verlaufen die optimalen Entscheidungsregeln desD- undCn-Investoren zwischen
der myopischen und der R-Entscheidungsregeln. Außerdem sieht man, dass die Cn-Strategie
Sprünge zu den Informationszeitpunkten hat. Dabei korrigiert sich die Entscheidungsregel zu
jedem Informationszeitpunkt in Richtung der myopischen Strategie.
Das letzte Bild rechts zeigt die Strategien in Abhängigkeit des Filters. Ist der Filter positiv, so
muss der partiell informierte H-Investor mehr Wertpapiere kaufen als der F -Investor und im
anderen Fall, wenn der Filter negativ ist, dann muss der partiell informierte H-Investor mehr
Wertpapiere verkaufen als der F -Investor.

Entsprechende Ergebnisse wie in Abbildung 8.9 mit der Änderung des Parameters θ von
+0.3 auf −0.3 sind in Abbildung 8.10 zu sehen. Dass die Ordnung der Kurven umgekehrt ist,
liegt daran, dass wir das ursprüngliche Optimierungsproblem in ein risikosensitives umwandelt
und vom Anfangswert x bzw. x

θ

θ getrennt haben, sodass wir die Wertfunktion gemäß der Defi-
nition in (4.70) zeichnen. Eine Multiplikation mit dem negativen Wert x

θ

θ ergibt die umgekehrte
Reihenfolge der jeweiligen Graphen.
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Numerische Ergebnisse zum Vergleich der Wertfunktion V̂ Cλ(t,m, q) := V Cλ(t,m, q) mit
der gemittelten Wertfunktion des voll informierten Investors V F

(t,m, q) und der Wertfunktion
des partiell informierten Investors V̂ R(t,m, q) bzw. V̂ D(t,m, q) sind in Abbildung 8.11 zu se-
hen. Das obere Bild links zeigt die Wertfunktionen der Regimes F,R,D,Cλ in Abhängigkeit der
Zeit und für denselben festgesetzten Wert des Filters wie in Abbildung 8.9, nämlich m∗ = 0.05.
Zusätzlich dazu werden die Kurven hier für einen festgesetzten Wert der Varianz q∗ = 0.16 ≈ q0

gezeigt. Im Gegensatz zur Abbildung 8.9 bzw. zur Abbildung 8.10, wo die Wertfunktion zu den
deterministischen Zeitpunkten auf Grund der Updates Sprünge aufweist, tritt dieser Effekt beim
Informations-Regime H = Cλ nicht auf.
Das zweite Bild oben zeigt die Wertfunktionen in Abhängigkeit von m zum festgesetzten Zeit-
punkt t = 0.15 und zum festgesetzten Wert der Varianz q∗ = 0.16. Diese sind symmetrisch um
den Mean-Reversion-Level µ.
Parallel zu den oberen zwei Bildern kann man die unteren zwei Bilder mit betrachten, die die op-
timale Entscheidungsregel zeigen. Dabei wird die myopische Strategie gegenüber der Strategien
des H-Investors mit H = R,D,Cλ für einen festgesetzten Wert der Varianz q∗ = 0.16 gezeigt.
Während das Bild links die Strategie in Abhängigkeit der Zeit zeigt, zeigt das Bild rechts die
Strategien in Abhängigkeit von m. Des Weiteren sind die Aussagen von Lemma 5.2.4 und 5.2.5
bzw. die formulierten Vermutungen in Bemerkung 7.3.5 deutlich zu erkennen, welche besagen,
dass die Strategien der partiell informierten H-Investoren mit H = R,D,Cλ übereinstimmen,
wenn zum gewählten Zeitpunkt MH

t = m und QHt = q sind.
Weitere numerische Ergebnisse sind in Abbildung 8.12. Der Unterschied zu Abbildung 8.11

ist die Änderung des Parameters θ von +0.3 auf −0.3, wobei hier Reihenfolge der Wertfunktio-
nen umgekehrt ist.
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Abbildung 8.9: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für n = 10 und θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V F (t,m) und V H(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und pH(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.10: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für n = 10 und θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V F (t,m) und V H(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und pH(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.11: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, λ = 10 und θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m, q) und V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).

Unten: optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.12: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, λ = 10 und θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m, q) und V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).

Unten: optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Wertfunktion für hochfrequente Experten

In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns mit der Frage beschäftigt, wie sich der Filter bei den In-
formations-Regimes H = Cn, Cλ verhält, wenn die Anzahl bzw. die Intensität der Experten-
meinungen wächst. Dort haben wir angenommen, dass bei wachsender Anzahl bzw. Intensität
der Experten deren Ungenauigkeit ausgedrückt durch die Varianz Γ linear wächst, was dazu
führt, dass der Cn- bzw. der Cλ-Filter gegen den D-Filter konvergiert. Numerische Ergebnis-
se zu den dort getroffenen Aussagen hinsichtlich dieser Untersuchung sind in Abbildung 8.5
und Abbildung 8.6 zu sehen. Zum anderen haben wir den Fall betrachtet, dass die Ungenauig-
keit bzw. Varianz Γ unabhängig von der Anzahl bzw. Intensität der Experten ist und konstant
bleibt. Unter dieser Annahme erhalten wir die Konvergenz des Cn- bzw. des Cλ-Filters gegen
die Drift. Numerische Ergebnisse zu diesen theoretischen Aussagen sind in Abbildung 8.7 bzw.
in Abbildung 8.8 zu sehen.

Die aus Grenzwertsätzen für die Filterprozesse resultierenden Approximationen für hochfre-
quente Experten führen nicht nur zu einfacher zu berechnenden Filterprozessen, sondern erlau-
ben es auch effektiv zu bestimmende Näherungslösungen des Nutzenmaximierungsproblems zu
finden. Das Nutzenmaximierungsproblem für denCn-Investor wurde in Kapitel 6 durch Anwen-
dung des Dynamic Programming Principle mit Hilfe einer Rückwärtsrekursion für die Wertfunk-
tion gelöst. Da die Anzahl der Rekursionschritte gleich der Anzahl n von Expertenmeinungen
ist, steigt der numerische Aufwand mit n und führt zu Problemen bei hochfrequenten Experten.
Für diesen Fall liefern die asymptotischen Eigenschaften der Filterprozesse eine Möglichkeit
der Näherungen von V Cn durch V D bzw V

F . Die so erhaltenen numerischen Experimente
bestätigen die in Bemerkung 6.1.5 formulierten Vermutungen zur Konvergenz der Wertfunktion
für n→∞.

Abbildung 8.13 zeigt die Wertfunktion V Cn(t,m) = V̂ Cn(t,m,QCnt ) und die optimale
Entscheidungsregel pCn(t,m) = p̂Cn(t,m,QCnt ) für die unterschiedlichen Anzahlen der Ex-
pertenmeinungen n = 5, 10, 100 und mit der Annahme, dass die Ungenauigkeit der Exper-
tenmeinungen linear in deren Anzahl durch die Beziehung Γ = n

T Σζ gegeben ist. Dabei wer-
den die Sprünge der Wertfunktion sowie der Entscheidungsregel für wachsendes Anzahl n im-
mer kleiner und stimmen immer besser mit der Wertfunktion bzw. der Entscheidungsregel des
Informations-RegimesH = D überein, in dem die Expertenmeinungen durch einen stetigen Ex-
pertenprozess modelliert werden. Weitere numerische Ergebnisse zu dieser Untersuchung sind
in Abbildung 8.14 für einen negativen Parameter der Nutzenfunktion zu sehen.
In Abbildung 8.15 dagegen haben wir die Ungenauigkeit der Experten Γ = 1 fest gesetzt und
die Wertfunktion V Cn(t,m) = V̂ Cn(t,m,QCnt ) sowie die Entscheidungsregel pCn(t,m) =
p̂Cn(t,m,QCnt ) für die Anzahl der Expertenmeinungen n = 5, 100, 1000 berechnet und darge-
stellt. Hierbei vermuten wir, dass die Wertfunktion V̂ Cn(t,m,QCnt ) gegen die gemittelte Wert-
funktion des voll informierten Investors V F

(t,m,QCnt ) konvergiert. Außerdem kann man deut-
lich erkennen, dass die Konvergenz bei Abbildung 8.15 langsamer ist, als die in Abbildung 8.13.
Dies könnte daran liegen, dass die Geschwindigkeit der Konvergenz des Cn-Filters gegen die
Drift bei konstanter Ungenauigkeit der Experten langsamer ist als die Geschwindigkeit der Kon-
vergenz des Cn-Filters gegen denD-Filter bei wachsender Ungenauigkeit der Experten. Weitere
numerische Ergebnisse zur Bestätigung der Vermutung der Konvergenz V̂ Cn(t,m,QCnt ) gegen
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V
F

(t,m,QCnt ) sind in Abbildung 8.16 für ein negatives θ zu sehen.
In Kapitel 7 haben wir uns unter anderem mit der Lösung des Optimierungsproblems beim

Informations-Regime H = Cλ befasst, bei dem Expertenmeinungen zu zufälligen Zeitpunk-
ten eintreffen. Außerdem haben wir angenommen, dass die Ankunftszeitpunkte der Experten-
meinungen Sprünge eines homogenen Poisson-Prozesses sind. Diese Annahme ermöglicht es
uns, die Update-Formeln für den Cλ-Filter in die Differentialgleichung des Cλ-Filters einzu-
betten. Diese Einbettung hat dazu geführt, dass der Zustandsprozess Y Cλ ein Sprungdiffu-
sionsprozess ist, dessen Sprünge durch einen markierten Poisson-Prozess modelliert werden.
Zur Lösung des entstandenen Optimierungsproblems haben wir die Dynamic Programming
Gleichung in Form einer partiellen Integro-Differentialgleichung (PIDE) erhalten. Da eine ge-
schlossene Lösung dieser Gleichung nicht verfügbar und auch nicht zu erwarten ist, haben wir
numerische Näherungslösungen mit Hilfe einer Differenzenverfahren konstruiert. Verlässliche
Näherungen erfordern eine feine Diskretisierung der Zeit und der Bereiche für die beiden Zu-
standsvariablen m und q und führen zu erheblichen Rechenzeiten. Außerdem ist für verlässliche
Ergebnisse eine feine Diskretisierung des Bereiches für das Integral nötig. Für hochfrequente
Experten, d.h. für hohe Intensitäten λ, liefern die aus den Grenzwertsätzen für die Filterprozesse
resultierenden Näherungen von V̂ Cλ(t,m, q) durch V̂ D(t,m, q) bzw. V F

(t,m, q) alternative
und deutlich effektivere zu berechnende Näherungen. Numerische Ergebnisse zu den theoreti-
schen Aussagen in Bemerkung 7.3.4 für die Konvergenz der Wertfunktion V̂ Cλ gegen V̂ D für
positives und negatives θ sind in Abbildung 8.17 bzw. in Abbildung 8.18 zu sehen. Numerische
Ergebnisse zur Konvergenz der Wertfunktion V̂ Cλ gegen V F für positives und negatives θ sind
in Abbildung 8.19 bzw. in Abbildung 8.20 zu sehen. Hierbei weisen die Kurven für λ = 1000
eine kleine Abweichung auf, welche auf den numerischen Fehler zurückzuführen ist.
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Abbildung 8.13: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für wachsendes n und Γ = n
T σ

2
ζ

und für θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V H(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und pH(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.14: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für wachsendes n und Γ = n
T σ

2
ζ

und für θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V H(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und pH(t,m) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.15: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für wachsendes n, Γ = 1 (fest) und
für θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m,QC1000

t ) und V̂ H(t,m,QHt ) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m,Qt) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.16: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für wachsendes n, Γ = 1 (fest) und
für θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m,QC1000

t ) und V̂ H(t,m,QHt ) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m,Qt) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,Cn und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.17: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, wachsendes λ mit Γ =
λσ2

ζ und für θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.18: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, wachsendes λ mit Γ =
λσ2

ζ und für θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,D,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.19: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, wachsendes λ mit Γ =
1 (fest) und für θ = +0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m, q) und V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.20: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel für fixiertes q, wachsendes λ mit Γ =
1 (fest) und für θ = −0.3.
Oben: Wertfunktion V

F
(t,m, q) und V̂ H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel pF (t,m) und p̂H(t,m, q) in Abhängigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R,Cλ und die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.4 Monetärer Wert der Information

Effektivität. Wir blicken auf die Definition der Effektivität EH in (4.36) zurück

EH =
x
H/F
0

xH0
=
x
H/F
0

1
= x

H/F
0 , H = R,Dn, Cn, Cλ.

Dabei ist das Anfangskapital xH/F0 in (4.35) als Lösung der Gleichung (4.35)

VH0 (1) = E
[
VF

0

(
x

H/F
0

)
|FH

0

]
,

die als Antwort auf die Frage entstand, wie viel Anfangskapital xH/F0 der F -Investor zum Zeit-
punkt t = 0 in die risikobehafteten Wertpapiere investieren muss, um den gleichen erwarteten
Nutzen des Endvermögens zu erreichen wie der partiell informierte H-Investor, der mit einem
Anfangskapital xH0 = 1 startet. Als Konsequenz dieser Logik können wir die Definition der
Effektivität für den voll informierten Investor erweitern und erhalten

EF = x
F/F
0 = 1.

Um den Wert der Zusatzinformationen aus den diskreten Experten für dieCn- undCλ-Investoren
grafisch zu veranschaulichen, betrachten wir bei einer fixierten Ungenauigkeit der Experten die
Effektivität als eine Funktion der Anzahl n bzw. der Intensität λ der Expertenmeinungen.
Um den Wert der Zusatzinformationen aus dem stetigen Experten in derselben Grafik zu betrach-
ten, definieren wir eine Folge von D-Investoren, welche zu gegebenen n = λT die zugehörige
Cn- bzw. Cλ-Investoren approximieren, indem in der SDE für den stetigen Expertenmeinungs-

prozess der Volatilitätsparameter gleich σnζ :=
√

T
nΓ =

√
1
λΓ gesetzt wird. Dann ist

dζnt = µt dt+ σnζ dW
ζ
t , ζn0 = 0. (8.8)

Diese Informations-Regime wird nachfolgend mit H = Dn bezeichnet.
Das linke Bild in Abbildung 8.21 zeigt die Effektivität EH als eine Funktion der Anzahl n bzw.
der Intensität λ der Expertenmeinungen, sowie als eine Funktion der Volatilität σnζ des stetigen
Experten. Dabei gilt für den ”Grenzfall”, dass der Investor volle Information über die Drift hat,
EF = 1. Für den anderen ”Grenzfall”, dass der Investor seine Informationen über den ganzen
Investitionszeitraum [0, T ] nur aus der Beobachtung der Rendite bezieht und keine zusätzlichen
Informationen aus Experten erhält, ist die Effektivität ER bezüglich n bzw. λ konstant. Zwischen
den beiden Grenzfällen verlaufen die Effektivitäten ECn , ECλ und EDn . Diese sind wachsende
Funktionen in der Anzahl n bzw. der Intensität λ und es gilt folgendes

ER ≤ min{ECn , ECλ , EDn} und max{ECn , ECλ , EDn} ≤ EF .

Für die Interpretation einer ausgewählten Anzahl von Expertenmeinungen nehmen wir an, dass
für T = 1 Jahr die Ankunftszeitpunkte jedes Jahr, jeden Monat, jede Woche, jeden Tag, jede
Stunde bzw. jede Minute sind. Dies entspricht n = 1, 12, 52, 365, 8.760, bzw. 525.600.
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Im Unterschied zum linken Bild, in dem der Potenz-Parameter θ = 0.3 ist, zeigt das rechte Bild
in Abbildung 8.21 die Effektivitäten für Investoren mit dem Potenz-Parameter θ = −0.3, d.h.
die Investoren auf dem rechten Bild sind risikoscheuer. Betrachtet man die Effektivität als Funk-
tion des Parameters θ, so stellt man fest, dass risikoscheue Investoren eine größere Effektivität
aufweisen als risikofreudige Investoren.

Wie bereits in Abschnitt 8.3 erwähnt ist auf Grund der Updates zu den Informationszeit-
punkten der Aufwand der Implementierung zur Berechnung der Wertfunktion V Cn und damit
die Cn-Effektivität größer als der Aufwand zur Implementierung V R oder V D. Nichtsdestotrotz
hält sich dieser Aufwand unter Umständen in Grenzen. Erheblich wird er bei der Implementie-
rung von V Cλ , aus der wir die Cλ-Effektivität gerne mit der Effektivität der anderen Regimes
vergleichen möchten. Auf Grund des hohen Aufwandes haben wir die Cλ-Effektivität nur für
wenige ausgewählte Werte λ berechnet und in Abbildung 8.21 dargestellt.

Auf der anderen Seite können wir bei einer fixierten Anzahl bzw. Intensität der Expertenmei-
nungen die Effektivitäten EH als Funktion der Expertenvarianz Γ betrachten. Diese sind dann
fallende Funktionen, wie in Abbildung 8.22 zu sehen ist. Auf Grund der hohen Rechenzeit wird
die Effektivität ECλ nicht gezeigt. Des Weiteren unterscheidet sich das linke vom rechten Bild
durch den Parameter θ der Nutzenfunktion Uθ.

Wie in Bemerkung 6.1.5 bzw. Bemerkung 7.3.4 erwähnt, gilt die Vermutung zur Konvergenz
der Wertfunktionen des Cn- und Cλ-Investors gegen die Wertfunktion des D-Investors erst bei
hinreichend großer Anzahl n bzw. Intensität λ der Experten. Bereits für kleine n bzw. λ ≈ 50
ergeben sich erstaunlich gute Approximation. Dies ist in Abbildung 8.23 zu erkennen, die die Ef-
fektivitäten als Funktion der Anzahl n bzw. der Intensität λ darstellt, jedoch im Gegensatz zu den
vorherigen Abbildungen die Varianz der Experten nicht konstant sondern Γ = n

T σ
2
ζ = λσ2

ζ setzt.
Die in Abbildung 8.23 sichtbaren Abweichungen zwischen ECλ und ECn sind auf numerische
Fehler bei der Berechnung von ECλ und die in den hohen Rechenzeiten begründete Verwendung
einer vergleichsweise geringen Zahl von Stützstellen für die Kurve für ECλ zurückzuführen.

Preis der Experten. Neben den Grafiken für die Effektivität können wir den Preis der Ex-
perten PHExp = 1− xR/H0 aus (4.37) grafisch veranschaulichen. Abbildung 8.24 zeigt den Preis
der Experten PHExp als Funktion der Anzahl bzw. Intensität Expertenmeinungen. Dabei ist zu
erkennen, wie viel der R-Investor für die Bereitstellung der Expertenmeinungen zum Zeitpunkt
t = 0 zahlen kann, um mit dem verbleibenden Anfangskapital xR/H0 = 1 − PHExp den gleichen
maximalen erwarteten Nutzen des Endvermögens zum Zeitpunkt T zu erzielen. Wegen der ver-
muteten Konvergenz der Wertfunktionen des Kontrollproblems Cn und Cλ in Bemerkung 6.1.5
bzw. 7.3.4 bei einer fixierten Expertenvarianz Γ gegen die Wertfunktion des Kontrollproblems
H = F gilt xR/Cn0 → x

R/F
0 bzw. xR/Cλ0 → x

R/F
0 . Daraus folgt die Konvergenz PCnExp → PFExp

und PCλExp → PFExp, die in Abbildung 8.24 zu sehen ist. Des Weiteren zeigt diese Abbildung den

Preis PDnExp = 1− xR/Dn0 des Dn-Experten, der wie in (8.8) definiert ist.
Für den Grenzfall n bzw. λ geht gegen∞, ist der Preis der Experten gleich PFExp. Letzterer ist
immer kleiner als 1 und beschreibt den Betrag, den der R-Investor für die Bereitstellung der
Expertenmeinungen bezahlt. Der Betrag 1 − PFExp = xF0 beschreibt das Anfangskapital des
F -Investor. Ferner zeigt Abbildung 8.25 den Preis PHExp als Funktion der Expertenvarianz.
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Abbildung 8.21: Effektivität partiell informierter Investoren mit Γ =fest und σnζ =
√

1
λ Γ =

√
T
n Γ.

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = −0.3.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.22: Effektivität partiell informierter Investoren mit n = 100 , Γ =fest und σnζ =
√

T
n Γ.

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = −0.3.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.23: Effektivität partiell informierter Investoren mit σζ = 0.15 und Γ = n
T σ2

ζ = λ σ2
ζ .

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = −0.3.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.24: Wert der Expertenmeinungen mit Γ =fest und σnζ =
√

T
n Γ =

√
1
λ Γ.

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = −0.3.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Abbildung 8.25: Wert der Expertenmeinungen mit n = 100 und σnζ =
√

T
n Γ.

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion θ = −0.3.
Die übrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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KAPITEL 9

Zusammenfassung und Ausblick

Der Grundgedanke dieser Arbeit ist es, den erwarteten Nutzen des Endvermögens eines In-
vestors zu maximieren, welcher am Finanzmarkt mit einem gewissen Anfangskapital startet
und sein Vermögen laufend zwischen einer risikolosen Anlage und mehreren Wertpapieren um-
schichten kann. Die Parameter der die Preise beschreibenden stochastischen Prozesse sind im
Unterschied zum klassischen Black-Scholes-Modell keine Konstanten, sondern selbst wieder
stochastische Prozesse, die von sogenannten Faktorprozessen abhängen, welche nicht beobach-
tet werden können und von der Zeit und dem Zustand der Ökonomie abhängen.
Für den Investor ist jegliche Information über die ihm unbekannte Drift äußerst wichtig, um dar-
aus möglichst genaue Driftschätzung zu erzielen. Die möglichst gute Schätzung braucht er für
die Aufstellung seines Portfolios, denn optimale Strategien reagieren sehr sensitiv auf die Drift-
parameter bzw. deren Schätzung. Aus diesem Grund lässt die vorliegende Arbeit die Möglichkeit
zu, dass der Investor zu weiteren Informationsquellen greift als die frei zugänglichen Kursda-
ten. Diese zusätzliche Information(-squellen) über die dem Investor unbekannte Drift werden
als Expertenmeinungen modelliert, welche in drei Kategorien klassifiziert werden. Zum einen
betrachten wir Experten, die sich zu diskreten Zeitpunkten äußern, wie z.B. amtliche Statistiken,
regelmäßige Zeitschriften, Nachrichtenanalysen oder gar Selbstschätzungen. Dabei unterschei-
den wir, ob die Ankunftszeitpunkte deterministisch und schon zu Investitionsbeginn festgelegt
sind oder zufällig. Zum anderen betrachten wir einen Experten, der sich in stetiger Zeit über die
unbekannte Drift äußert. Je nachdem über welche Informationen der Investor verfügt, gestal-
tet sich sein (End-)Vermögen, dessen erwarteten Nutzen wir mittels der Dynamic Programming
Methode maximieren wollen. Da die Drift in dieser Arbeit ein Gaußscher Prozess ist, findet man
in der Literatur eine geschlossene Lösung für die resultierende Dynamic Programming Glei-
chung im klassischen Fall, wenn der Investor seine Informationen allein aus den Kursdaten und
gar keine Expertenmeinungen bezieht. Diesen Ansatz erweitern wir für den Investor, der neben
den Informationen aus den Kursdaten zusätzliche Expertenmeinungen in stetiger Zeit erhält.

Für Investoren, die den Kurs beobachten und Expertenmeinungen zu diskreten Zeitpunk-
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ten beziehen, findet man in der Literatur keine geschlossenen Formeln. Im Fall deterministi-
scher Zeitpunkte entwickeln wir einen Algorithmus, welcher zwischen je zwei aufeinanderfol-
genden Expertenmeinungen den gleichen Ansatz liefert, wie der Investor ohne Experten. Die
Idee hier besteht darin, dass zwischen den Ankunftszeitpunkten beider Expertenmeinungen kei-
ne zusätzlichen Informationen zu den Kursdaten kommen. Zu jedem Ankunftszeitpunkt einer
Expertenmeinung erfolgt ein Update, aus dem sich die Endbedingung auf dem nächsten Teil-
intervall ergibt. Im Fall zufälliger Zeitpunkte, welche in dieser Arbeit als Sprungzeitpunkte ei-
nes homogenen Poisson-Prozesses angenommen wurden, erhalten wir eine partielle Integro-
Differentialgleichung, für die wir ein explizit-implizites Differenzenschema entwickeln. Um
verlässliche Ergebnisse zu erhalten, muss eine feine Diskretisierung der Zeit und des Zustands-
raumes gesichert werden, wobei im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) der
Zustandsprozess die Dimension 2 hat. Allein eine feine Diskretisierung der zeitlichen und der
örtlichen Variablen reicht jedoch für verlässliche Ergebnisse nicht, denn aus dem Integral-Term
müssen mögliche Fehler ausgeschlossen werden. Die Berechnung des Integrales zu jedem Git-
terpunkt erfolgt durch Interpolation der resultierenden Werte des letzten zeitlichen Schritts, was
zu erheblichen Aufwand führt. Im mehrdimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d > 1) hat der
Zustandsprozess die Dimension d + d(d+1)

2 und der Integrand nimmt Werte aus Rd und damit
Damit scheitern die numerischen Verfahren am ”Fluch der Dimension“. Daher haben wir uns
mit der Frage auseinandergesetzt, wie sich die Wertfunktion für den Investor mit Expertenmei-
nungen zu diskreten Zeitpunkten verhält, wenn die Intensität der Experten immer größer wird.
Diese Untersuchung haben wir für den Investor mit Expertenmeinungen sowohl zu deterministi-
schen als auch zu zufälligen Zeitpunkten unter zwei wesentlichen Annahmen durchgeführt und
sind zum Ergebnis gekommen, dass die Wertfunktion bei wachsender Anzahl bzw. Intensität der
Experten gegen die Wertfunktion für den stetigen Investor konvergiert, wenn die Ungenauigkeit
der Experten linear in deren Anzahl bzw. Intensität wächst. Auf der anderen Seite konvergieren
die Wertfunktionen der Investoren mit Expertenmeinungen zu diskreten Zeitpunkten gegen die
Wertfunktion des Kontrollproblems unter voller Information, wenn bei wachsender Anzahl bzw.
Intensität der Experten deren Ungenauigkeit konstant bleibt. Der mathematische Beweis dieser
Aussagen bleibt in dieser Arbeit aus und soll in einer künftigen Arbeit erscheinen.

Über die erhebliche Rechenzeit einer numerischen Lösung hinaus besteht der Grundgedanke
solcher Untersuchungen in der Tatsache, dass zum einen optimale Kontrollprobleme der Port-
foliooptimierung in zeitkontinuierlichen Finanzmarktmodellen sehr beliebt und zum anderen
Diffusionsapproximationen in der Versicherungsmathematik und der Risikotheorie bekannt sind.
Mit Hinblick auf das Resultat aus der schwachen Konvergenz der zusammengesetzten Poisson-
Prozesse zu einer Brownschen Bewegung, wenn die Intensität gegen unendlich geht (siehe Secti-
on 1.2 in Grandell [29]), können bei einer hohen Intensität und kleinen Sprunghöhen die Schäden
durch eine Brownsche Bewegung mit Drift approximiert werden. Dabei beziehen wir uns auf das
klassischen Cramer-Lundberg-Modell, bei dem die kumulierten Schadengrößen und schließ-
lich der Überschuss einer Versicherungsgesellschaft durch einen zusammengesetzten Poisson-
Prozess modelliert werden.

Mit diesen Ergebnissen zur Konvergenz der Werfunktionen kann man auf die aufwändigen
numerischen Näherungslösungen verzichten und eine einfache Formel zur Berechnung der Wert-
funktionen benutzen, die auch im mehrdimensionalen Fall gilt. Doch bleibt die Frage unbeant-

138



wortet, ob es realistisch ist, unendlich viele Expertenmeinungen zu beziehen, zumal die Ex-
perten nicht umsonst ihre Beratung bzw. Informationen anbieten. Anders gefragt, welcher In-
vestor ist bereit, unendlich viele Expertenmeinungen zu kaufen? Damit bietet diese Betrach-
tung für Investoren mit wenigen Expertenmeinungen keine Hilfe, weshalb wir in einer künftigen
Arbeit nach einem anderen Ansatz zur Lösung der partiellen Integro-Differentialgleichung su-
chen werden. Hier bieten sich Methoden zur Lösung von Vorwärts-Rückwärts-Stochastischen-
Differentialgleichungen, deren Implementierung bzw. Ausführung im mehrdimensionalen Fall
nicht viel Zeit in Anspruch nimmt und z.B. in Kebiri, Neureither und Hartmann [34, 35] behan-
delt werden.

Eine weitere offene Frage dieser Arbeit besteht darin, ob die Kandidaten für die optimalen
Strategien wirklich die optimalen Strategien sind. Denn die klassischen Resultate in der Lite-
ratur fordern eine kompakte Menge, was im Fall eines Hidden-Markov-Modells gesichert ist
und im Fall eines Gaußschen Prozesses und damit dieser Arbeit nicht vorhanden ist. Zu die-
ser Untersuchung können die Ideen der Arbeit Zariphopoulou [82] sowie der Arbeit Benth und
Karlsen [6] nützlich sein. Letztere gehen vom Schwartz-Modell (siehe auch Schwartz [72]) aus,
das den Preisprozess als exponential Ornstein-Uhlenbeck Prozess annimmt und die Drift zwar
einen arithmetischen Ornstein-Uhlenbeck Prozess, jedoch kein Faktorprozess (siehe auch Mejia
Vega [52]). Des Weiteren kann man die Zulässigkeit der optimalen Strategien testen, ob sie der
Novikov-Bedingung erfüllen. Über die Überprüfung der Zulässigkeit der Strategien hinaus, kann
man untersuchen, unter welchen Bedingungen die Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 erhalten bleiben.

Manche Wertpapiere reagieren sehr sensibel auf Unruhen oder politische Ereignisse wie et-
wa auf die Preisentwicklung des Erdöls oder auf Naturkatastrophen. Realistischer wird das Mo-
dell, wenn man in den Preisprozessen einen zusammengesetzten Poisson-Prozesses hinzufügt,
welcher Crashs am Finanzmarkt modellieren kann. Diese Erweiterung führt zu einer partiellen
Integro-Differentialgleichung für alle betrachteten Investoren.
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ANHANG A

Lösung ausgewählter Differentialgleichungen

A.1 Lösung der Riccati-Gleichung

Sei y : [t, t] → R mit 0 ≤ t < t < ∞ eine stetig differenzierbare Funktion, welche der
folgenden Riccati-Gleichung genügt

dy(t)

dt
= ay y

2(t) + by y(t) + cy, mit der Endbedingung y(t) = y; y ∈ R (A.1)

und konstanten Koeffizienten ay, by, cy ∈ R\{0}.
Die Größe ∆y := b2y − 4aycy ∈ R heißt die Diskriminante für dieses Problem und wir setzen
δy := 1

2

√
|∆y| .

Lemma A.1.1. (Normale Lösung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem für die Riccati-Gleichung (A.1) hat für ∆y > 0 folgende Lösung

y(t) = − by
2ay

+
δy
ay
·

sinh
(
δy(t− t)

)
+ ey cosh

(
δy(t− t)

)
cosh

(
δy(t− t)

)
+ ey sinh

(
δy(t− t)

) , ∀ t ∈ [t; t), (A.2)

wobei ey :=
by
2δy

+
ay
δy
y ist.

Beweis. Die Trennung der Variablen liefert

dy(t)

ay y2(t) + by y(t) + cy
= dt, y(t) = y.

Da die Diskriminante positiv vorausgesetzt ist, erhalten wir die folgende Partialbruchzerlegung 1
2δy

y(t)−
(
−by
2ay

+
δy
ay

) − 1
2δy

y(t)−
(
−by
2ay
− δy

ay

)
 dy = dt, y(t) = y.
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Das Integrieren über [y, y(t)] auf der linken bzw. über [t, t] auf der rechten Seite liefert

ln

 1 +
2δy
a ·

1
y−dy

1 +
2δy
a ·

1
y(t)−dy

 = −2δy(t− t)

mit dy :=
−by
2ay

+
δy
ay

. Wir stellen die linke Seite nach y um und erhalten

y(t) = dy −
2δy
ay

[
1−

(
1 +

2δy
ay

1

y − dy

)
exp{2δy(t− t)}

]−1

= − by
2ay

+
δy
ay
· (ey − 1) + (ey + 1) exp{2δy(t− t)}
−(ey − 1) + (ey + 1) exp{2δy(t− t)}

.

Daraus folgt die Darstellung

y(t) = − by
2ay

+
δy
ay
·

sinh
(
δy(t− t)

)
+ ey cosh

(
δy(t− t)

)
cosh

(
δy(t− t)

)
+ ey sinh

(
δy(t− t)

) .
�

Lemma A.1.2. (Hyperbolische Lösung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem für die Riccati-Gleichung (A.1) hat für ∆y = 0 folgende Lösung

y(t) = − by
2ay

+

by
2ay

+ y

1 + ay(
by

2ay
+ y)(t− t)

, ∀ t ∈ [t; t). (A.3)

Beweis. Die Trennung der Variablen liefert

dy(t)

ay y2(t) + by y(t) + cy
= dt, y(t) = y.

Mit Hilfe der quadratischen Ergänzung erhalten wir

1

ay

(
y(t) +

by
2ay

)2dy(t) = dt, y(t) = y.

Das Integrieren über [y, y(t)] auf der linken bzw. über [t, t] auf der rechten Seite liefert

−1

ay

(
y +

by
2ay

) − −1

ay

(
y(t) +

by
2ay

) = (t− t).

Die Umstellung nach y(t) ergibt

y(t) = − by
2ay

+

by
2ay

+ y

1 + ay(
by

2ay
+ y)(t− t)

.

�

142
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Lemma A.1.3. (Tangens-Lösung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem für die Riccati-Gleichung (A.1) hat für ∆y < 0 folgende Lösung

y(t) = − by
2ay
− δy
ay

tan

(
δy(t− t)− arctan

(by + 2ayy

2δy

))
, ∀ t ∈ [max{t, tE }, t ],

(A.4)

wobei tE < t die Explosionszeit bezeichnet und ist gegeben durch

tE = t−
π
2 + arctan

(
by+2ayy

2δy

)
δy

(A.5)

Beweis. Die Trennung der Variablen liefert

dy(t)

ay y2(t) + by y(t) + cy
= dt, y(t) = y. (A.6)

Wir führen die Substitution z(t) :=
2ayy(t)+by

2δy
ein. Diese Substitution liefert

1

ayy2(t) + byy(t) + cy
=
ay
δ2
y

1

1 + z2(t)
,

deren Stammfunktion ist∫
1

ayy2(t) + byy(t) + cy
dy(t) =

1

δy
arctan

2ayy(t) + by
2δy

+ c0; c0 ∈ R. (A.7)

Mit Hilfe von (A.7) erhält man für (A.6)

1

δy
arctan

2ayy + by
2δy

− 1

δy
arctan

2ayy(t) + by
2δy

= (t− t).

Unter der Annahme

g(t, δy) := δy(t− t)− arctan
(by + 2ayy

2δy

)
∈ (−π

2
,
π

2
)

erhalten wir die folgende Umstellung nach y(t)

y(t) = − by
2ay
− δy
ay

tan

(
δy(t− t)− arctan

(by + 2ayy

2δy

))
.

Nun wollen wir wissen, wann die Tangens-Funkion definiert ist, dafür schauen wir uns deren
Argument bzw. die Größe g(t, δy) an. Es gilt für jedes festes t

(a) g(t, 0) = −π
2

(b) g(t,∞) =∞
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(c) ∂
∂δy

g(t, δy) > 0, falls folgendes gilt:

(t− t) +
(
by
2 + ayy)

δ2
y

1

1 +
(

(
by
2

+ayy)

δy

)2
> 0.

Aus (a), (b) und (c) folgt, dass die Funktion g von unten immer beschränkt g(t, δy) >
−π
2 , von

oben jedoch nicht. Sei δy := δEy die Stelle, wo gilt g(t, δEy ) = π
2 . Dann gilt

g(t, δy) <
π

2
, für alle δy ∈ (0, δEy ).

Somit existiert die Lösung (A.4) nur für Werte δy ∈ (0, δEy ).
Andererseits fixieren wir δy und definieren t := tE die Stelle, wo gilt g(tE , δy) = π

2 . Dann gilt

g(t, δy) <
π

2
, für alle t ∈ (tE , t ].

Somit existiert die Lösung (A.4) nur für Werte t ∈ (max{t, tE}, t ]. Darüber hinaus können wir
aus der Gleichung g(tE , δy) = π

2 den Explosionszeitpunkt tE bestimmen und erhalten dafür

tE = t−
π
2 + arctan

(
by+2ayy

2δy

)
δy

.

�

Bemerkung A.1.4. Für Optimierungsprobleme in dieser Arbeit war t = 0. Setzt man dies im
letzten Lemma, so kann man aus der Ungleichung tE < t feststellen, dass die entstehende
Riccati-Gleichung und damit die Wertfunktion im Fall der Tangens-Lösung nur für Werte T des
Investitionshorizonts T < TE mit

TE :=

π
2 + arctan

(
by+2ayy

2δy

)
δy

(A.8)

gelöst werden kann.

Lemma A.1.5. Die Stammfunktionen der Lösungen der Riccati-Gleichung (A.1) sind wie folgt
zu erhalten:

1. Hat die Riccati-Gleichung die normale Lösung wie in Lemma (A.2), dann ist

Y (t) : =

∫
y(t) dt

= − by
2ay

t− 1

ay
ln

∣∣∣∣∣ cosh
(
δy(t− t)

)
+ ey sinh

(
δy(t− t)

)∣∣∣∣∣+ c0, c0 ∈ R.

(A.9)
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2. Hat die Riccati-Gleichung die hyperbolische Lösung wie in Lemma (A.3), dann ist

Y (t) : =

∫
y(t) dt

= − by
2ay

t− 1

ay
ln

∣∣∣∣∣1 + ay(
by

2ay
+ y)(t− t)

∣∣∣∣∣+ c0, c0 ∈ R. (A.10)

3. Hat die Riccati-Gleichung die Tangens-Lösung wie in Lemma (A.4), dann ist

Y (t) : =

∫
y(t) dt

= − by
2ay

t+
1

ay
ln

∣∣∣∣∣ cos

(
δy(t− t)− arctan

(by + 2ayy

2δy

))∣∣∣∣∣+ c0, c0 ∈ R. (A.11)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Integration der jeweiligen Lösungsfunktion. �

A.2 Lösung der Differentialgleichungen (5.6) und (5.7)

Seien y, z : [t, t] → R mit 0 ≤ t < t < ∞ stetig differenzierbare Funktionen, welche der
folgenden Differentialgleichung genügen

dy(t)

dt
= −2Σµ y

2(t) + 2κ y(t)− 1

2

θ

1− θ
Σ−1
R , mit der Endbedingung y(t) = y, (A.12)

dz(t)

dt
= −2κµ y(t)−

[
2Σµ y(t)− κ

]
z(t), mit der Endbedingung z(t) = z (A.13)

und konstanten Koeffizienten Σµ,ΣR, κ ∈ R+, θ ∈ (−∞, 0)∪(0, 1). Die Größe ∆y := 4κ2
[
1−

θ
1−θ

Σµ
κ2ΣR

]
hießt die Diskriminante des Problems und wir setzen δy := 1

2

√
|∆y| .

Lemma A.2.1. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben für ∆y > 0 folgende Lösungen

y(t) =
κ

2Σµ
− δy

2Σµ
· α(t, t)

β(t, t)
, (A.14)

z(t) =
2κµ

δy
·

sinh
(
δy(t− t)

)
1 + cosh

(
δy(t− t)

)[y(t) +
y

β(t, t)

]
+

z

β(t, t)
, (A.15)

mit

α(t, t) : = sinh
(
δy(t− t)

)
+

1

δ

(
κ− 2Σµy

)
cosh

(
δy(t− t)

)
,

β(t, t) : = cosh
(
δy(t− t)

)
+

1

δ

(
κ− 2Σµy

)
sinh

(
δy(t− t)

)
.
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Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Lösung (A.14) unmittelbar aus Lemma A.1.1 mit ay = −2Σµ, by = 2κ und cy =
−1

2
θ

1−θΣ−1
R erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

dz(t)

dt
= −f(t) z(t) + g(t), z(T ) = z.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Lösung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

z(t) = e−F (t)
[
z · eF (t) −

∫ t

t
eF (s)g(s) ds

]
; F (t) :=

∫ t

0
f(s) ds, t ≤ t.

Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F (t) = ln
∣∣∣ β(t,t)

β(t,0)

∣∣∣. Darauf basierend
folgt

I1 = −e−F (t)

∫ t

t
eF (s)g(s)ds

=
2κµ

δy

y sinh
(
δy(t− t)

)
+
−2κy+ θ

1−θΣ−1
R

2δy

[
− 1 + cosh

(
δy(t− t)

)]
β(t, t)

=
2κµ

δy

sinh
(
δy(t− t)

)
1 + cosh

(
δy(t− t)

)[y(t) +
y

β(t, t)

]
.

Andererseits haben wir I2 = z e−F (t) · eF (t) = z
β(t,t)

. Das Einsetzen von I1 und I2 in die oben
erwähnte Formel liefert die Behauptung. �

Lemma A.2.2. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben für ∆y = 0 folgende Lösungen

y(t) =
κ

2Σµ
−

( −κ
2Σµ

+ y
)

1− 2Σµ

( −κ
2Σµ

+ y
)
(t− t)

, (A.16)

z(t) = 2κµ

( −κ
2Σµ
−κ
2Σµ

+ y
− κt− 1 +

κ

2
(t+ t)

)( −κ
2Σµ

+ y(t)
)

(t− t)

+
z

1− 2Σµ

( −κ
2Σµ

+ y
)
(t− t)

.

(A.17)

Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Lösung (A.16) unmittelbar aus Lemma A.1.2 mit ay = −2Σµ, by = 2κ und cy =
−1

2
θ

1−θΣ−1
R erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

dz(t)

dt
= −f(t) z(t) + g(t), z(T ) = z.
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Lösung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

z(t) = e−F (t)
[
z · eF (t) −

∫ t

t
eF (s)g(s) ds

]
; F (t) :=

∫ t

0
f(s) ds, t ≤ t.

Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F (t) = ln
∣∣∣1−2Σµ

(
−κ
2Σµ

+y
)

(t−t)

1−2Σµ
(
−κ
2Σµ

+y
)
T

∣∣∣. Darauf

basierend folgt

I1 = −e−F (t)

∫ t

t
eF (s)g(s)ds

= 2κµ

(
κ

2Σµ
(t− t)

1− 2Σµ

( −κ
2Σµ

+ y
)
(t− t)

−

(
κt+ 1− κ

2 (t+ t)
)

(t− t)( −κ2Σµ
+ y)

1− 2Σµ

( −κ
2Σµ

+ y
)
(t− t)

)

= 2κµ

(
−κ
2Σµ

(t− t)
−κ
2Σµ

+ y(t)

−κ
2Σµ

+ y
−
(
κt+ 1− κ

2
(t+ t)

)
(t− t)

[ −κ
2Σµ

+ y(t)
])
.

Andererseits haben wir I2 = z e−F (t) · eF (t) = z

1−2Σµ
(
−κ
2Σµ

+y
)

(t−t)
. Das Einsetzen von I1 und

I2 in die oben erwähnte Formel liefert die Behauptung. �

Lemma A.2.3. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben für ∆y > 0 und alle t ∈
[max{t, tE }, t ] mit tE = t−

π
2

+a0

δy
und a0 := − arctan

(
κ−Σµy
δy

)
folgende Lösungen

y(t) =
κ

2Σµ
+

δy
2Σµ

tan
(
δy(t− t) + a0

)
, (A.18)

z(t) = 2κµ

(
κ

2δyΣµ
cos
(
δy(t− t) + a0

)
ln

∣∣∣∣∣tan
(
δy
2 (t− t) + a0

2 + π
4

)
tan

(
a0
2 + π

4

) ∣∣∣∣∣
)

+ 2κµ

(
−1

2Σµ

[
cos
(
δy(t− t) + a0

)
cos
(
a0

) − 1

])
+ z

cos
(
δy(t− t) + a0

)
cos
(
a0

) . (A.19)

Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Lösung (A.18) unmittelbar aus Lemma A.1.3 mit ay = −2Σµ, by = 2κ und cy =
−1

2
θ

1−θΣ−1
R erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

dz(t)

dt
= −f(t) z(t) + g(t), z(T ) = z.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Lösung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

z(t) = e−F (t)
[
z · eF (t) −

∫ t

t
eF (s)g(s) ds

]
; F (t) :=

∫ t

0
f(s) ds, t ≤ t.
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Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F (t) = − ln

∣∣∣∣∣ cos

(
δy(t−t)+a0

)
cos

(
δyt+a0

) ∣∣∣∣∣. Darauf

basierend folgt

I1 = −e−F (t)

∫ t

t
eF (s)g(s)ds

= 2κµ
[

cos
(
δy(t− t) + a0

)]( κ

2δyΣµ
ln

∣∣∣∣∣tan
(
δy
2 (t− t) + a0

2 + π
4

)
tan

(
a0
2 + π

4

) ∣∣∣∣∣
)

= 2κµ
[

cos
(
δy(t− t) + a0

)]( −1

2Σµ

[
1

cos
(
a0

) − 1

cos
(
δy(t− t) + a0

)]).

Andererseits haben wir I2 = z e−F (t) · eF (t) = z
cos

(
δy(t−t)+a0

)
cos

(
a0

) . Das Einsetzen von I1 und I2

in die oben erwähnte Formel liefert die Behauptung. �

Bemerkung A.2.4. Die Differentialgleichung (5.8)

dCF (t)

dt
= −1

2
Σµz

2(t)− z(t)κµ− Σµy(t), CF (T ) = c.

ist grundsätzlich explizit lösbar, allerdings für c 6= 0 sehr aufwändig.
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Symbolverzeichnis

AH0 - Menge der zulässigen Strategien für den logarithmischen Nutzen
AH - Menge der zulässigen Strategien für den Potenz-Nutzen
AH - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE
A0 - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE beim logarithmischen Nutzen

A
F - Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F -Investors

BH - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE

B
F - Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F -Investors

B0 - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE beim logarithmischen Nutzen
CH - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE

C
H - Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F -InvestorsE

CH0 - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE beim logarithmischen Nutzen
d - Anzahl der Aktien
d1 - Anzahl der Wiener Prozesse im Renditeprozess
d2 - Anzahl der Wiener Prozesse im Drift-Prozess
d3 - Anzahl der Wiener Prozesse im Experten-Prozess
dY - Dimension des Zustandsprozesses
dZ - Anzahl der Elemente von Z
EH - Effektivität des H-Investors
FH = (FHt )t - Investor-Filtration beim Regime H
G - (zugrundeliegende) σ−Algebra auf Ω

G = (Gt)t - (zugrundeliegende) Hauptfiltration auf Ω
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H - Index für das Informations-Regime
H = F - Information mit beobachtbarer Drift
H = R - Information aus Renditen
H = Cn - Information aus Renditen & Experten zu determinist. Zeiten
H = Cλ - Information aus Renditen & Experten zu zufällen Zeiten
H = D - Information aus Renditen & Experten in stetiger Zeit
ICn(·, ·) - markierter Punktprozess zur Modellierung deter. Experten
IH(·, ·) - markierter Punktprozess beim Regime H
ICλ(·, ·) - markierter Poisson-Prozess bzw. zufälliges Poisson-Maß

ĨCλ(·, ·) - Kompensiertes Poisson-Maß
JH - Zielfunktion des H-Investors
JH0 - Zielfunktion des H-Investors zum Zeitpunkt t = 0

K
H - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE (siehe AH , BH und CH )

KH - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE (siehe AH , BH und CH )
LH - Hilfsfunktion zur Lösung der DPE
LH - Generator des Zustand-Prozesses
MH - Filter bzw. bedingte Erwartung der Drift beim Regime H
m0 - Erwartungswert von µ0

m0 - Anfangswert des Prozesses der bedingten Erwartung MH

n - Anzahl der deterministischen Experten
Nt - Poisson-Prozess zur Modellierung zufälliger Experten
P - das Wahrscheinlichkeitsmaß auf der σ−Algebra G
P - Pickmatrix bei diskreten Experten

P
H - risikoneutrales Maß beim Regime H

pH - Entscheidungsregel des H-Investors
PHExp - Preis der Expertenmeinung aus Sicht des R-Investors
QH - bedingte Kovarianzmatrix beim Regime H

Q̃ - regularisierte bedingte Kovarianzmatrix beim Regime H = Cλ

q0 - Varianz von µ0

q0 - Anfangswert des Prozesses der bedingten Varianz QH

R - Rendite-Prozess, bestehend aus R1, . . . , Rd

R - Transformation auf und unterhalb der Diagonale von Q in Z
R−1 - (Rück-)Transformation des Vektors Z in die Matrix Q
S0 - Bond
S - Aktienpreisprozess, bestehend aus S1, . . . , Sd
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SM - Zustandsraum des Prozesses M
SQ - Zustandsraum des Prozesses Q

S̃Q - Zustandsraum des regularisierten Prozesses Q̃
SY - Zustandsraum des Zustandsprozesses Y

S̃Y - Zustandsraum des Zustandsprozesses Ỹ
SZ - Zustandsraum des Vektors Z

S̃Z - Zustandsraum des Vektors Z̃
T - Investitionshorizont
Uθ - Nutzenfunktion
(Uk)k - standardisierte Expertenmeinungen
V H - Wertfunktion des H−Investors
VH0 - Wertfunktion des H−Investors zum Zeitpunkt t = 0

WR - Wiener-Prozess beim Renditeprozess
Wµ - Wiener-Prozess beim Driftprozess
W ζ - Wiener-Prozess beim zeitstetigen Expertenprozess
W ∗ - Wiener-Prozess der Regularisierung

W̃H - Innovationsprozess beim Regime H

W
H - Wiener-Prozess bzgl. PH (, nach Girsanov-Theorem)

Xπ - Vermögensprozess des Investors
Y - Zustandsprozess der DPE

Ỹ - regularisierter Zustandsprozess
Zk - diskrete Expertenmeinungen über die unbeobachtbare Drift µ
Z - Vektor der Einträge unterhalb und auf der Diagonale von QCλ

αHM - Drift-Koeffizient für den Filter MH

αHM - Drift-Koeffizient für MH bzgl. dem neuen Maß PH

αHQ - Drift-Koeffizient für die bedingte Kovarianzmatrix QH

αHQ - Drift-Koeffizient für QH nach dem Kompensieren der Sprünge
αHX - Drift-Koeffizient für den Vermögensprozess Xπ

αHY - Drift-Koeffizient für den Zustandsprozess Y

α̃Y - Drift-Koeffizient für den regularisierten Zustandsprozess Ỹ
αZ - Drift-Koeffizient für Z
αZ - Drift-Koeffizient für Z nach dem Kompensieren der Sprünge
βHM - Diffusionskoeffizient für den Filter MH

βHQ - Diffusionskoeffizient für die bedingte Kovarianzmatrix QH

βHX - Diffusionskoeffizient für den Vermögensprozess Xπ

βHY - Diffusionskoeffizient für den Zustandsprozess Y
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β̃Y - Diffusionskoeffizient für den regularisierten Zustandsprozess Ỹ
βZ - Diffusionskoeffizient für Z
γHM - Sprungkoeffizient für den Filter MH

γHQ - Sprungkoeffizient für die bedingte Kovarianzmatrix QH

γHY - Sprungkoeffizient für den Zustandsprozess Y H

γZ - Sprungkoeffizient für Z
∆n - größter Abstand zwei aufeinanderfolgender Expertenmeinungen
∆A - Diskriminante der Riccati-DGL für A im eindimensionalen Fall
δA - Hilfsgröße zu ∆A

ζ - zeitstetige Expertenmeinungen über die Drift µ
ζ - zeitstetige Expertenmeinungen über die Drift µ
ηλ(·, ·) - Kompensator vom Poisson-Maß
θ - Parameter der Nutzenfunktion
κ - Mean-Reversion-Geschwindigkeit der Drift µ
λ - Intensität des homogenen Poisson-Prozesses
ΛHt - Radon-Nikodym-Dichte
µ - Drift-Prozess
µ - Mean-Reversion-Level bei der Drift µ
πH - Handelsstrategie des H-Investors
pH - Entscheidungsregel des H-Investors
σR - Volatilität des Rendite-Prozesses
σµ - Volatilität des Drift-Prozesses
σζ - Volatilität des zeitstetigen Experten
ΣR = σRσ

′
R - lokale Kovarianzmatrix des Rendite-Prozesses

Σµ = σµσ
′
µ - lokale Kovarianzmatrix des Drift-Prozesses

Σζ = σζσ
′
ζ - lokale Kovarianzmatrix des zeitstetig. Experten-Prozesses

ϕ - Dichte der multivariaten Standardnormalverteilung
Ω - die Menge aller Elementarereignisse
|| · ||∞ - Maximumsnorm
|| · || - Spektralnorm
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