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Kurzfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir optimale Portfoliostrategien fiir nutzenmaximierende Investo-
ren in einem zeitstetigen Finanzmarktmodell, bei dem die Drift durch einen Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess modelliert wird, welcher nicht direkt beobachtbar und vom Investor aus den ihm zur
Verfiigung stehenden Information zu schétzen ist.

Da optimalen Handelsstrategien sehr sensibel auf die Driftparameter reagieren, bendtigen
Investoren molichst genaue Driftschitzungen auf der Basis der ihnen zur Verfiigung stehenden
Informationen. Die Konstruktion solcher Schétzungen allein aus der Kenntnis von historischen
Marktdaten liefert allerdings in der Praxis nur unbefriedigende Ergebnisse, da Drifteffekte in
den Daten durch eine starke Volatilitét liberlagert werden. Aus diesen Griinden beziehen Inve-
storen fiir die Bestimmung ihrer Anlagestrategien auch andere externe Informationsquellen ein,
um die Einschétzung der unbekannten Drift zu verbessern. Dabei handelt es sich z.B. um Wirt-
schaftsnachrichten, Unternehmensberichte, Ratings, Empfehlungen von Finanzanalysten oder
die eigene individuelle Sicht auf die zukiinftige Preisentwicklung. Solche externen Informatio-
nen werden in der Literatur Expertenmeinungen genannt.

Die Arbeit klassifiziert die Experten in drei Kategorien: Expertenmeinungen zu vorab be-
kannten Zeitpunkten, zu zufilligen Zeitpunkten und in stetiger Zeit. Fiir Vergleichszwecke be-
trachten wir weiterhin das Modell ohne Expertenmeinungen und ein Modell mit vollstdndig be-
obachtbarer Drift. Darauf aufbauend behandeln wir dynamische Nutzenmaximierungsprobleme
fiir den Potenz-Nutzen. Diese iiberfiihren wir unter Verwendung von Filter- und MaBwechsel-
techniken in risikosensitive stochastische optimale Steuerungsprobleme. Bei den Modellen ohne
Expertenmeinungen bzw. mit einem zeitstetigen Experten ist der gesteuerte Zustand ein Diffu-
sionsprozess und es gelingt, geschlossene Losungen fiir die Kontrollprobleme anzugeben. Fiir
das Modell mit Expertenmeinungen zu bekannten Zeitpunkten erfolgt die Losung des Optimie-
rungsproblems durch eine Riickwértsrekursion.

Im Modell mit Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten ist die zugehorige DPE eine
partielle Integro-Differentialgleichung (PIDE), welche im Diffusionsteil des Differentialopera-
tors degeneriert ist. Dies verhindert die Anwendung klassischer Existenz- und Eindeutigkeitsre-
sultate fiir die Losung der PIDE und von entsprechenden Verifikationssétzen fiir das Kontroll-
problem. Mit Hilfe einer Regularisierungstechnik definieren wir durch die Hinzufiigung eines
Diffusionstermes eine Familie von Kontrollproblemen und zeigen, dass die zugehodrigen Wert-
funktionen gegen die Wertfunktion des urspriinglichen Kontrollproblems konvergiert, wenn der
Diffusionsterm gegen Null geht. Da eine analytische Losung der PIDE nicht zu erwarten ist,
kommen in der Arbeit numerische Losungsverfahren zum Einsatz. Diese diskretisieren die PI-
DE mit Hilfe von Differenzenschemata und numerischen Integrationsmethoden.

Die theoretischen Resultate der Arbeit werden durch Ergebnisse umfangreicher numerischer
Experimente illustriert.
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Abstract

This thesis investigates optimal portfolio strategies for utility maximizing investors in a continu-
ous-time financial market. The drift is modelled by an Ornstein-Uhlenbeck process, which is not
directly observable and has to be estimated from observable quantities.

Because optimal strategies are very sensitive to the drift parameters, investors need accurate
drift estimates based on the information available to them. However, the construction of such
estimates solely from past market data yields unsatisfactory results in practice since drift effects
are overshadowed by a high volatility. For those reasons, when determining their investment
strategy, investors also include external sources of information to obtain a better estimate of the
drift. Among those sources are: business news, corporate reports, credit ratings, recommendati-
ons from financial analysts and their personal view of future price developments. Such external
information is called expert opinion in the literature.

This thesis classifies the experts into three categories: expert opinions at previously known
times, at random times and in continuous time. For the purpose of comparison we also examine
the model without expert opinions as well as a model with fully observable drift. Building up
on this we consider dynamic utility maximization problems for power utility. They are transfor-
med into risk-sensitive stochastic optimal control problems using filters and changes of measure
techniques. For the models without expert opinions and the one with continuous time expert
opinions, the controlled state is a diffusion process and closed-form solutions to the control
problems can be found. For the model with expert opinions at known times, the optimization
problem is solved by a backward recursion.

In the model with expert opinions arriving at random times, the state process is a jump-
diffusion process and the associated dynamic programming equation is a partial integro- differen-
tial equation (PIDE) that is degenerated in the diffusion part of the differential operator. This pre-
cludes the application of classical existence and uniqueness results for the solution of the PIDE
as well as corresponding verification theorems for the control problem. Using a regularization
technique employing an additional diffusion term we construct a family of control problems and
show that the associated value functions converge to the value function of the original control
problem as the error term used for the regularisation goes to zero. Since an analytical solution
to the PIDE cannot be expected, we use numerical solution methods. They discretize the PIDE
using difference schemes and numerical integration methods.

The theoretical results of the work are illustrated by results of extensive numerical experi-
ments.
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KAPITEL 1

Einleitung

In der Finanzwirtschaft gehdren Anlageentscheidungen zur Aufteilung von Kapital auf ver-
schiedene Investitionsmdoglichkeiten zu den typischen Aufgaben von privaten und institutionel-
len Investoren. Dabei handelt es sich um Entscheidungsprobleme unter Unsicherheit, da die
zukiinftigen Wertverldufe liblicherweise durch nicht beziehungsweise nur eingeschrinkt vorher-
sehbare Schwankungen gekennzeichnet sind. Mathematisch lassen sich solche Unsicherheiten
durch die Verwendung von stochastischen Prozessen fiir die Wertverldufe erfassen. Aufgaben
wie die Maximierung von Gewinnen oder die Minimierung von Risiken durch Auswahl einer
geeigneten Anlagestrategie fiihren in solchen Finanzmarktmodellen zu stochastischen optima-
len Steuerungsproblemen. Da die beiden oben genannten Ziele in der Regel nicht gleichzeitig
erreicht werden konnen, arbeiten Okonomen mit Nutzenfunktionen, um die Risikoaversion von
Investoren zu beriicksichtigen. An die Stelle der Gewinnmaximierung tritt dann die Maximier-
ung des Nutzens des Gewinns. Derartige Optimierungsprobleme wurden in den letzten Jahren
von Mathematikern und Okonomen intensiv untersucht und stehen auch im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Dabei betrachten wir die Investition von Kapital in risikolose und riskante Wertpapiere
wie z.B. Aktien.

Ein Schwerpunkt der Arbeit ist ein gegeniiber den klassischen mathematischen Finanzmarkt-
modellen realistischeres Modell. In diesem ist der Driftparameter abhéingig von Faktorprozessen,
welche den aktuellen Marktzustand beschreiben, allerdings fiir den Investor nicht beobachtbar
sind. Da optimale Handelsstrategien sehr sensibel auf die Driftparameter reagieren, bendtigen
Investoren moglichst genaue Driftschitzungen auf der Basis der ihnen zur Verfiigung stehenden
Informationen. Die Konstruktion solcher Schitzungen allein aus der Kenntnis von historischen
Marktdaten ist allerdings in der Praxis extrem schwierig. Dies liegt daran, dass die Driftprozesse
zufilligen zeitlichen Schwankungen unterworfen sind und Drifteffekte in den Daten durch star-
ke Volatilitit ,iiberschattet’ werden. Selbst in Modellen mit einer konstanten aber unbekannten
Drift werden fiir einen angemessenen Grad an Genauigkeit der Driftschitzung Marktdaten iiber
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ungewohnlich lange Zeitriume bendtigt, siehe Rogers [64, Abschnitt 4.2].

Aus diesen Griinden beziehen Investoren in der Praxis fiir die Bestimmung ihrer Anlagestrategien
auch andere externe Informationsquellen ein, um die Einschidtzung der unbekannten Drift zu
verbessern. Dabei handelt es sich z.B. um Wirtschaftsnachrichten, Unternehmensberichte, Rat-
ings, Empfehlungen von Finanzanalysten oder die eigene individuelle Sicht auf die zukiinftige
Preisentwicklung. Solche externen Informationen werden in der Literatur Expertenmeinungen
genannt. Diese Idee wurde erstmals im sogenannten Black-Litterman-Modell, einer Erweite-
rung des statischen Einperiodenmodells von Markowitz, verwendet, siehe Black und Litterman
[9]. In dieser Arbeit soll dieser Ansatz in das oben beschriebene Driftmodell in einen zeitstetigen
Finanzmarkt eingebettet werden. Darauf aufbauend behandeln wir dynamische Nutzenmaximie-
rungsprobleme, welche auf stochastische optimale Steuerungsprobleme unter partieller Informa-
tion fiihren. Letztere stellen ein in jiingster Vergangenheit aktiv bearbeitetes Forschungsgebiet
in der Finanzmathematik dar.

Driftmodelle. Bereits im Jahr 1900 hat sich Louis Bachelier, der heute als Begriinder der
Finanzmathematik gilt, in seiner Dissertation (sieche Bachelier [2] oder Schachermayer und
Teichman [69]) unter anderem mit Aktienkursbewegungen auseinander gesetzt und fiir die Mo-
dellierung des Preisprozesses .5; die Bownsche Bewegung S; = Sg + oWy, t> 0,5y = so >
0 und o > 0 vorgeschlagen, wobei W; ein Standard-Wiener-Prozesses ist. Dieses Modell wurde
jedoch kritisch gesehen, da es nicht ausgeschlossen ist, dass der Preisprozess negative Werte an-
nimmt. Im Jahr 1973 publizierten Black und Scholes ihre Arbeit [10], in der sie ein alternatives
Modell fiir die Wertpapierpreise verwendeten. An der Ausarbeitung dieses Modells war Merton
ebenfalls beteiligt, jedoch publizierte er einen separaten Artikel (siche Merton [56]). Fiir die
Ausarbeitung des Modells und die darauf aufbauende Bewertung von Derivaten wurde Merton
zusammen mit Scholes 1997 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften geehrt, Black
war zwei Jahre zuvor verstorben. Das unter dem Namen Black-Scholes-Modell bekannte Modell
geht davon aus, dass fiir einen Preisprozess (S;);>0 durch dR; = ds—% definierte Renditeprozess
durch eine Brownsche Bewegung mit Drift in Form

dR; = p dt + op AW/}

beschrieben wird. Dabei ist (W;*);>( ein Wiener-Prozess und die Drift ;1 € R sowie die Vola-
tilitdt op > 0 werden als konstant und bekannt vorausgesetzt. Der Preisprozess selbst folgt
dann einer geometrischen Brownschen Bewegung. Von diesem Modell ausgehend hat Merton
1971 in seiner Arbeit [55] das Nutzenmaximierungsproblem fiir einen endlichen Zeithorizont
gelost. Inzwischen zihlt das Merton-Problem zu den klassischen Problemen der Finanzmathe-
matik und wegen der Voraussetzung, dass die Drift iz und die Volatilitdt o bekannt sind, zdhlen
Modelle solcher Art zu den Modellen unter vollstindiger Information. In der Literatur wurde
in den letzten Jahren eine ganze Reihe von Weiterentwicklungen der Merton-Probleme unter-
sucht, bei denen die Drift und die Volatilitiit nicht bekannt sind. Hierbei spricht man von Mo-
dellen mit unvollstindiger bzw. partieller Information. Da die Drift 1 die entscheidende Rolle
bei Portfoliooptimierungsproblemen spielt, sind realistischere Modelle fiir die Drift besonders
wichtig. So haben im Jahr 1991 Karatzas und Xu in ihrer Arbeit [33] die Drift als eine unbeob-
achtbare Zufallsgrofle angesetzt, welche zum Bayes-Modell fiihrt. Im Jahr 1995 haben Elliott,
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Aggoun und Moore in ihrer Arbeit [21] eine weitere Verallgemeinerung des Merton-Problems
eingebracht, in der die Drift von einem nicht direkt beobachtbaren Faktorprozess Y; abhingt. Der
Faktorprozess Y; ist dabei eine zeitstetige homogene Markov-Kette mit endlich vielen Zustidnden
{e1,€e2,...,em}, wobei e1, e, . .., e, die Einheitsvektoren des R™ sind, welche die Zustinde
des Marktes beschreiben. Die Anfangsverteilung der Markov-Kette sowie die Generatormatrix
werden in diesem Modell als bekannt vorausgesetzt. i/, i = 1,...,m ist die erwartete Aktien-
rendite, wenn sich der Markt im im ¢—ten Zustand befindet, das heift, wenn Y;(w) = e; ist. Die
Abhingigkeit der Drift von dem unbeobachtbaren Prozess erfolgt iiber den Ansatz

M = Z Mil{YFei}'
i=1

Dieses Modell ist in der Literatur unter dem Namen Hidden Markov Model (HMM) bekannt und
wurde von etlichen anderen Autoren wie etwa Sass und Haussmann [66], Rieder und Biuerle
[5], [62], sowie Elliott, Siu und Badescu [22] untersucht. Neben dem HMM findet man in der
Arbeit von Kim und Omberg [36] aus dem Jahr 1996 einen weiteren Ansatz fiir die Drift. Dieser
Ansatz ist unter dem Namen Linear Gaussian Modell bzw. Hidden Gaussian Model (HGM)
bekannt und beruht auf der Annahme, dass die Drift ein GauB3scher Prozess ist. Dort wurde die
Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit der folgenden Dynamik eingesetzt

dpy = k(2 — ) dt + o, dWL, o = mo,

wobei k,0, > 0und 7 € R Konstanten sind und (W/)¢>o ein Wiener-Prozess ist. Andere
Autoren, die dieses Modell eingesetzt haben, sind Lakner [45], Brendle [12] und Davis und Lleo
[19].

Die vorliegende Arbeit wird sich mit diesem Modell beschiftigen.

Partielle Information und Expertenmeinungen. Sowohl im Hidden Markov Model als auch
im Hidden Gaussian Model sind die Filter fiir den Drift-Prozess basierend auf den Rendite-
beobachtungen aus der Literatur unter den Namen Wonham-Filter bzw. Kalman-Filter bekannt
(siehe auch Elliott, Aggoun und Moore [21] bzw. Liptser und Shiryaev [50]).

Um diese Driftschidtzungen zu verbessern, konnen die Renditebeobachtungen mit den oben be-
schriebenen Expertenmeinungen kombiniert werden. Die Expertenmeinungen werden dabei als
verrauschte Schitzungen des aktuellen Werts des Drift-Prozesses modelliert. Fiir unverzerrte
Schitzungen verringert dies die Varianz des Filters. Die bessere Schitzung verbessert dann
die Portfolio-Performance. Dies kann als eine zeitkontinuierliche Version des statischen Black-
Litterman-Ansatzes angesehen werden, der fiir die Schidtzung der unbekannten Drift die Infor-
mation aus dem Aktienkurs mit Expertenmeinungen kombiniert, siehe Black und Litterman [9]
und fiir einen Vergleich mit anderen Bayesschen Methoden siehe Schéttle, Werner und Zagst
[70]. Abgesehen von Fouque, Papanicolaou und Sircar [24], die zum Zeitpunkt Null ein Modell
mit einer einzigen Expertenmeinung verwenden, unterscheiden andere Autoren zwischen drei
Arten von Expertenmeinungen.

¢ Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten: In diesem Modell wird davon
ausgegangen, dass der Investor zu deterministischen und zu Investitionsbeginn festge-
legten Zeitpunkten verrauschte Signale iiber den aktuellen Zustand der unbeobachtbaren
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Drift p erhilt. Diese Signale werden als Expertenmeinungen interpretiert und durch Zu-
fallsvariablen Z;, modelliert, deren Verteilung vom aktuellen Zustand der Drift 1 abhéingt.
Fiir das Filter-Problem ist es hilfreich, mit normalverteilten Zufallsgroen in der Gestalt
Zi = iy, +T'2 &, zu arbeiten. Dabei ist (ex) eine Folge von iid. AV/(0, 1) Zufallsvariablen,
die vom Wiener-Prozess W1 aus dem Preis-Prozess und dem Wiener-Prozess W* aus der
Drift unabhiéngig sind. Durch diesen Ansatz sind die Expertenmeinungen erwartungstreu
bzw. stimmen im Mittel mit dem aktuellen Wert der Drift iiberein. Die Varianz I' ist ein
Maf fiir die Zuverlédssigkeit des Experten. Je groBer I' ist, desto weniger zuverldssig ist
der Experte. Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich haben in ihrer Arbeit [27] dieses Mo-
dell untersucht und die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen. Basierend auf
dieser Arbeit haben Sass, Westphal und Wunderlich [67] den multivariaten Fall fiir mehre-
re Aktien untersucht. In einer kiirzlich erschienenen Veroffentlichung von Sass, Westphal
und Wunderlich [68] wurde ebenfalls dieses Modell verwendet.

e Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten: Im Gegensatz zum vorherigen Mo-
dell werden in diesem Modell die Ankunftszeitpunkte 77,75, ... der Expertenmeinungen
zufillig vorausgesetzt und als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses Ny
mit Intensitdt A > 0 angenommen, der von der Drift p und allen weiteren Prozessen
unabgiingig ist. Frey, Gabih und Wunderlich haben in ihren Arbeiten [25, 26] dieses Mo-
dell untersucht und die Drift als eine zeitstetige homogene Markov-Kette angenommen.
Weitere neue Verdffentlichungen zu diesem Modell sind Sass, Westphal und Wunderlich
[67, 68] sowie Gabih, Kondakji und Wunderlich [28].

o Expertenmeinungen in stetiger Zeit: Davis und Lleo haben in ihrer Arbeit [17] eine
Form von Expertenmeinungen eingebracht, in der die Experten ihre Meinungen iiber die
kontinuierliche Entwicklung der mittleren Aktienrenditen formulieren. Die Dynamik der
Expertenmeinungen wird durch eine gewohnliche Differentialgleichung beschrieben und
zur Konstruktion eines dynamischen Konfidenzintervalls wird zusétzlich weifles Rauschen
hinzugefiigt

¢y = e dt + o¢ AWy, (o =0,

wobei der Wiener-Prozess Wf von allen anderen Prozessen unabhiingig ist. Weitere Ver-
offentlichungen, die dieses Modell verwenden, sind die neu erschienenen Artikel von Da-
vis und Lleo [20] sowie von Sass, Westphal und Wunderlich [68]. Letztere betrachten
den stetigen Experten als Grenzfall hochfrequenter Experten der letzten beiden Model-
le, wenn die Anzahl bzw. die Intensitit der Expertenmeinungen wichst und gleichzeitig
deren durch die Varianz ausgedriickte Ungenauigkeit linear mit wichst.

Portfoliooptimierung. Den Grundstein fiir die moderne Portfoliotheorie legte Markowitz in
den fiinfziger Jahren des letzten Jahrhunderts, als er in einem entsprechenden Artikel [51] den
ersten Ansatz zur Losung des Portfoliooptimierungsproblems in einer mathematischen Formu-
lierung einfiihrte. Der Grundgedanke des sogenannten Erwartungswert-Varianz-Ansatzes be-
steht darin, nach einem Gleichgewicht zwischen dem Risiko eines Portfolios (gemessen an sei-
ner Varianz) und seiner erwarteten Rendite (Erwartungswert) zu suchen. Die Bedeutung die-
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ser finanztheoretischen Arbeit wird auch durch den 1990 an Markowitz verliehenen Nobel-
preis fiir Wirtschaftswissenschaften unterstrichen. Im Jahr 1969 hat Merton mit seiner Arbeit
[54] den nichsten grofien Schritt in der Theorie der Portfoliooptimierung gemacht. Zwei Jahre
spéter hat er in seiner Arbeit [55], wie bereits vorhin erwéhnt, auf der Grundlage des Black-
Scholes-Modells das Nutzenmaximierungsproblem fiir einen endlichen Zeithorizont gelost. Dar-
auf basierend ist in der Literatur eine ganze Reihe von Weiterentwicklungen dieser Arbeit ent-
standen, welche die Drift als eine stetige homogene Markov-Kette oder einen Gauflschen Pro-
zess annehmen. Fiir Leser, die an Optimierungsproblemen ohne Expertenmeinungen interes-
siert sind, bieten sich die Arbeiten von Sass und Haussmann [66] und Rieder und Biuerle [62]
an. Dort wurde die Drift als eine zeitstetige homogene Markov-Kette gesetzt, wihrend Lak-
ner [45] und Brendle [12] die Drift als einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen haben.
Optimierungsprobleme mit Expertenmeinungen in stetiger Zeit wurden in den Arbeiten von Da-
vis und Lleo [17, 20] und Sass, Westphal und Wunderlich [68] behandelt. In der Dissertation
von Schiitze [71], welche sich an den Arbeiten von Frey, Gabih und Wunderlich [25, 26] orien-
tiert, finden sich Optimierungsprobleme mit Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten, bei
denen die Drift eine stetige homogene Markov-Kette ist. Optimierungsprobleme mit Experten-
meinungen zu deterministischen Zeitpunkten wurden in der Arbeit von Gabih, Kondakji, Sass
und Wunderlich [27] sowie in der Arbeit von Sass, Westphal und Wunderlich [67, 68] untersucht.
Dort wurde die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommen und die Maximierung des
erwarteten logarithmischen Nutzen des Endvermogens behandelt. Vor diesem Hintergrund ent-
stand die vorliegende Arbeit als Erweiterung der letzten drei Arbeiten und konzentriert sich in
erster Linie auf den Potenz-Nutzen.

Losungsverfahren. Wihrend Merton in seiner Arbeit [55], in der er den Vermdgensprozesses
als einen von der Handelsstrategie und der Konsumption gesteuerten Prozess dargestellt hat, das
Nutzenmaximierungsproblem mit Hilfe des [t6-Kalkiils und der Dynamic Programming Metho-
de geldst hat, hat Bismut [7] zwei Jahre spéter eine andere Technik zur Lésung des Portfolioopti-
mierungsproblems eingesetzt, ndmlich die stochastische Dualitétstheorie, die auch von weiteren
Autoren verwendet wurde, wie zum Beispiel Cvitanié¢ und Karatzas [16] und Xu [80]. Neben der
Dynamic Programming Methode, die von etlichen Autoren z.B. Fleming und Soner [23], Shreve
und Soner [75] und Pham [60] verwendet wird, und der stochastischen Dualititstheorie finden
sich in der Literatur weitere Verfahren zur Losung des Optimierungsproblems, so wurde in den
1980er Jahren die Martingalmethode entwickelt und kam zum Einsatz in den Arbeiten von Cox
und Huang [15], Karatzas, Lehoczky und Shreve [32] und Pliska [61]. Ein weiteres Verfahren
ist das Malliavin Kalkiil, welches von Ocone und Karatzas [57], Kuwana [43], Kuwana [42],
Lakner [44] und Karatzas [31] verwendet wurde.

In der Arbeit von Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27] aus dem Jahr 2014 sowie der da-
rauf basierenden Arbeit von Sass, Westphal, und Wunderlich [67] aus dem Jahr 2017, bei denen
Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten iiber die unbeobachtbare und als einen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angenommene Drift eintreffen, wurde das Optimierungsproblem
fiir den Fall der logarithmischen Nutzenfunktion auf eine ganz andere Art und Weise gelost.
Dort gelingt eine vergleichsweise einfache und weitgehend geschlossene Losung des Nutzen-
maximierungsproblems.
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2012 und 2014 haben Frey, Gabih und Wunderlich [25, 26] Optimierungsprobleme im Fall der
Potenz-Nutzenfunktion unter partieller Information untersucht. Dabei haben sie die Drift als
eine Markov-Kette mit endlich vielen Zustinden angenommen und das Modell mit Experten-
meinungen zu zufilligen Zeitpunkten gesetzt. Eine geschlossene Losung fiir die Dynamic Pro-
gramming Gleichung (DPE) in diesem Modell ist nicht zu erwarten. Auf Grund der fehlenden
gleichmiBigen Elliptizitit der DPE untersuchen sie in ihrem zweiten Paper Viskosititslosungen
und zusétzlich dazu arbeiten sie mit Regularisierungstechniken, indem sie eine Familie von re-
gularisierten Optimierungsproblemen durch die Hinzufiigung eines Stortermes in die SDE des
Zustandsprozesses definieren und dann die Konvergenz der zugehorigen Wertfunktionen gegen
die Wertfunktion des urspriinglichen Optimierungsproblems zeigen, wenn der Storterm gegen
Null geht. Weitere Autoren, die Viskositidtslosungen untersuchten sind Lions [47, 48], Fleming
und Soner [23], Pham [60, 59], Touzi [77] sowie Bouchard und Touzi [11].
Kim und Omberg [36] haben in ihrem Paper die Drift als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert
und den Fall Potenz-Nutzenfunktion unter voller Information betrachtet und présentieren eine
geschlossene Losung fiir die resultierende DPE. Andere Autoren, die diesen Ansatz verwenden,
sind z.B. Kuroda und Nagai [39], Davis und Lleo [19] und Brendle [12]. Letzterer hat auch den
Ansatz fiir die DPE unter partieller Information ohne Expertenmeinungen ausgearbeitet.
Geschlossene Losungen fiir Optimierungsprobleme unter partieller Information mit Experten-
meinungen zu diskreten Zeitpunkten sind in der Literatur selten, dagegen findet man eine gan-
ze Reihe von numerischen Verfahren zur Losung der DPE. Hierbei bieten sich Methoden zur
Losung von Vorwirts-Riickwirts stochastische Differentialgleichung (siehe z.B. Kebiri, Neureit-
her und Hartmann von [34, 35]) an, sowie die Finite-Differenzen-Methode (siehe z.B. Menaldi
[53], Lions [46], Kushner [40], Kushner und Dupuis [41], Camilli und Falcone [13], Krylov [38]
und Barles und Jakobsen [3]).

Nachfolgend stellen wir einige neue Beitridge der vorliegenden Dissertation zur bestehenden
Literatur zum Thema der Arbeit zusammen.

Neue Beitrige zur Literatur.

e Die Arbeit baut auf den Ergebnissen der Arbeiten Gabih, Kondakji, Sass und Wunder-
lich [27] und Sass, Westphal und Wunderlich [67, 68] zur Maximierung des logarithmi-
schen Nutzens in Finanzmarkten mit GauBscher Drift und Expertenmeinungen auf. Al-
lerdings wird der Schwerpunkt auf das mathematisch wesentlich anspruchsvollere Pro-
blem der Maximierung des erwarteten Potenz-Nutzens U(z) = %:):9, x > Ound 0 €
(—00,0) U (0,1) gesetzt. Dabei wird insbesondere auch der in der Literatur wie z.B.
Brendle [12] héufig vernachléssigte Fall eines Parameters 6 € (0, 1) eingeschlossen. In
der Arbeit werden detailliert die dabei auftretenden Probleme mit der Wohlgestelltheit
des Optimierungsproblems sowohl unter voller als auch unter partieller Information ana-
lysiert. Diese fiihren zu Einschrinkungen bei der Wahl der Modellparameter. Die Struktur
der Menge der zuldssigen Modellparameter wird in Abschnitt 8.1 durch numerische Bei-
spiele illustriert.

e Fiir die Losung der Nutzenmaximierungsprobleme unter voller Information und in Mo-
dellen ohne Expertenmeinungen konnte auf Ergebnisse aus den Arbeiten von Kim und
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Omberg [36] und Brendle [12] zuriickgegriffen werden. Diese Methoden wurden auf das
Modell mit stetigen Expertenmeinungen {ibertragen.

Die Modelle mit zeitdiskreten Expertenmeinungen erforderten dagegen neue und auf-
windigere Losungsansitze. Dies fiihrt im Falle bekannter Informationszeitpunkte zu ein-
em auf dem Dynamic Programming Principle beruhenden Verfahren, bei dem die Wert-
funktion und die optimale Entscheidungsregel mit Hilfe einer Riickwirtsrekursion be-
stimmt werden. Im Falle zufélliger Informationszeitpunkte wurde die in Frey, Gabih und
Wunderlich [25, 26] und Schiitze [71] fiir einen Finanzmarkt mit Markov-modulierter
Drift vorgeschlagene Losungsmethode auf das Modell mit Gauflschen Drift libertragen.
Fiir die dabei entstehende Dynamic Programming Gleichung fiir die Wertfunktion in Form
einer PIDE wurden sowohl Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung mit Hilfe
von Regularisierungstechniken behandelt als auch Nidherungslosungen mit Hilfe numeri-
sche Verfahren konstruiert.

Die angesprochene numerische Losung der PIDE wurde detailliert fiir den Fall eines
Finanzmarktes mit einem riskanten Wertpapier untersucht, fiir den die PIDE eine Gleich-
ung mit einer Zeit- und bereits zwei Zustandsvariablen ist. Das Verfahren basiert auf ein-
er Kombination von Differenzenschemata zur Diskretisierung der Differentialoperatoren
und numerischen Integrationsmethoden zur Approximation des Integraloperators. Dabei
wurden eine Vielzahl von Detailproblemen geldst, wie etwa das Abschneiden des unbe-
schriankten Zustandsraumes auf eine geeignetes endliches Gebiet und die Konstruktion
passender Randbedingungen an den neu entstandenen Rindern mit Hilfe der in Kapitel 3
behandelten Diffusionsapproximationen. Letztere kamen auch bei der Approximation des
Integraloperators und dem dabei erforderlichen Abschneiden des unbeschriankten auf ein
geeignetes endliches Integrationsgebietes zum Einsatz.

Die im letzten Punkt beschriebene numerische Losung der PIDE mit einer angemessen-
en Genauigkeit ist mit der derzeit verfiigbaren Rechentechnik machbar, erfordert aber
bereits im Modell mit einer Aktie mitunter erhebliche Rechenzeiten. Fiir Modelle mit
mehreren Aktien kommt es zu einer quadratisch wachsenden Zahl von Zustandsvariablen.
Damit scheitern die numerischen Verfahren am ,,Fluch der Dimension. Hier konnen al-
lerdings mit Hilfe der bereits erwdhnten Diffusionsapproximationen im Falle hochfre-
quenter Experten vergleichsweise einfach zu berechnende N#herungslosungen fiir die
Wertfunktion und die optimalen Entscheidungsregeln konstruiert werden. Die Diffusions-
approximationen fiir die Filter sind theoretisch fundiert und beruhen auf entsprechenden
Grenzwertsidtzen. Dagegen steht ein Beweis fiir die entsprechende Konvergenz der Wert-
funktionen noch aus. Die présentierten Ergebnisse numerischer Experimente bestétigen
aber sehr liberzeugend die in der Arbeit formulierten Vermutungen zur Konvergenz der
Wertfunktionen und liefern sehr genaue Niherungslosungen.

Im Unterschied zu den Modellen mit Markov-modulierter Drift ergibt sich fiir die in die-
ser Arbeit eingesetzten Modelle mit GauBlscher Drift einige interessante Eigenschaften
fiir die optimalen Entscheidungsregeln der Investoren. Sie besagen, dass die verschieden
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informierten Investoren zu einem bestimmten Zeitpunkt die gleichen optimalen Strategi-
en verwenden, wenn deren Driftschitzungen zu diesem Zeitpunkt {ibereinstimmen. Un-
terschiede in der Dynamik der zukiinftigen Driftschitzungen wirken sich dagegen nicht
auf die momentane Strategie aus. Die Arbeit liefert einen formalen Beweis dieser Eigen-
schaft mit Ausnahme des Modells mit Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten. Die
durchgefiihrten numerischen Experimente bestitigen allerdings die Vermutung, dass diese
Eigenschaft auch in diesem Fall gilt.

e Die Arbeit enthilt zur Illustration der theoretischen Resultate Ergebnisse umfangreicher
numerischer Fallstudien zur Berechnung der Filterprozesse und deren asymptotisches
Verhalten fiir hochfrequente Experten, zu den Wertfunktionen und optimalen Entschei-
dungsregeln fiir die unterschiedlichen Portfoliooptimierungsprobleme, deren asymptoti-
sches Verhalten fiir hochfrequente Experten, sowie zum monetidren Wert der Experten-
meinungen. Dabei wurde fiir die jeweiligen Losungsverfahren, einschlieBlich der numeri-
schen Losung der PIDE, in MATLAB implementiert.

Aufbau der Arbeit. Die vorliegende Arbeit besteht aus neun Kapiteln. Nach der Einleitung
wird im zweiten Kapitel das zugrunde liegende Finanzmarktmodell mathematisch beschrieben,
welches mehrere Wertpapiere beinhaltet. Die Preisprozesse werden durch verallgemeinerte geo-
metrische Brownsche Bewegungen modelliert, in welchen die Volatilitit konstant und bekannt
und die Drift ein unbeobachtbarer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist. Uber die unbekannte Drift
flieBen Expertenmeinungen ein, die wir in drei Modelle klassifizieren: Expertenmeinungen zu
vorab bekannten (deterministischen) Zeitpunkten, zu zufélligen Zeitpunkten und Expertenmei-
nungen in stetiger Zeit.

Das dritte Kapitel widmet sich der Berechnung einer Schitzung fiir die unbekannte Drift
bzw. des Filters aus den dem Investor zur Verfiigung stehenden Informationen und anschlieBend
werden einige Eigenschaften fiir die Filter prisentiert.

Im vierten Kapitel wird zunéchst das Optimierungsproblem sowohl unter voller als auch
unter partieller Information vorgestellt und dann untersucht, ob und wann das Problem wohl-
gestellt ist. Dafiir definieren wir den Parameterraum und versuchen herauszufinden, fiir welche
Teilmengen aus diesem Raum das Problem wohlgestellt ist. AnschlieBend beschéftigen wir uns
mit dem monetdren Wert der Informationen bei den verschiedenen Informations-Regimes und
prasentieren Groflen, welche einen Vergleich der partiell informierten Investoren gegeniiber dem
voll informierten Investor und eine Bewertung der Zusatzinformationen aus den Expertenmei-
nungen ermoglichen. Im darauffolgenden Abschnitt wird das Optimierungsproblem fiir den Fall
der logarithmischen Nutzenfunktion sowohl unter voller als auch unter partieller Information
mit einer einfachen Technik gelost. Allerdings versagt diese Technik beim Informations-Regime
mit Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten. Im letzten Abschnitt des vierten Kapitels
beschiftigen wir uns mit dem Optimierungsproblem fiir den Fall der Potenz-Nutzenfunktion
und leiten die zugehorige Dynamic Programming Gleichung (DPE) her.

Dass fiinfte Kapitel befasst sich mit der Losung der aus dem letzten Kapitel hergeleiteten DPE
beim Informations-Regimes unter voller Information und es wird eine Losung in geschlossener
Form fiir die DPE unter Verwendung eines geeigneten Trennungsansatzes prisentiert. Dabei
entsteht ein System von ODEs, welches im eindimensionalen Fall eine geschlossene Losung
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besitzt. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird ein dhnlicher Trennungsansatz zur Losung der
DPE beim Informations-Regime unter partieller sowohl ohne als auch mit Expertenmeinungen
in stetiger Zeit verwendet, welcher zu einem System von ODEs fiihrt, zu dessen Losung wir
eine Transformation verwenden, die es in das System des Informations-Regimes unter voller
Information iiberfiihrt.

Das sechste Kapitel befasst sich mit der Potenz-Nutzenmaximierung eines Investors, der
fiir die Driftschidtzung Beobachtungen der Preisprozesse mit Expertenmeinungen zu festen und
bekannten Zeitpunkten kombiniert. Mit Hilfe des Dynamic Programming Principle werden wir
eine Riickwirtsrekursion zur Berechnung der Wertfunktion und der optimalen Strategie ent-
wickeln, welche die gewonnenen Informationen aus den Expertenmeinungen zu deren Ankunfts-
zeitpunkten durch eine Update-Formel in die Wertfunktion bzw. die Entscheidungsregel beriick-
sichtigt.

Im Unterschied zum sechsten Kapitel widmet sich das siebte Kapitel dem Fall von Exper-
tenmeinungen zu zufilligen Informationszeitpunkten, welche Sprungzeitpunkte eines homoge-
nen Poisson-Prozesses sind. Der Zustandsprozess des risikosensitiven Kontrollproblems ist dann
ein Poissonischer Sprung-Diffusionsprozess. Fiir die zugehorige DPE ergibt sich eine partielle
Integro-Differentialgleichung (PIDE), deren Differentialteil nicht gleichméBig elliptisch ist. Mit
Hilfe einer Regularisierungstechnik definieren wir eine Familie von Optimierungsproblemen
und untersuchen die Konvergenz der zugehorigen Wertfunktion gegen die Wertfunktion des ur-
spriinglichen Optimierungsproblems, wenn der durch die Regularisierung in die SDE des Zu-
standsprozesses hinzugefiigte Storterm gegen Null geht. Des Weiteren zeigen wir, dass die aus
dem regularisierten Kontrollproblem gewonnene optimale Strategie niherungsweise optimal fiir
das urspriingliche Kontrollproblem ist. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels prisentieren wir ein
numerisches Nédherungsverfahren zur Losung der PIDE. Dieses beruht auf der Diskretisierung
der Gleichung mit Hilfe von Differenzenverfahren und numerischen Integrationsmethoden.

Im achten Kapitel werden Ergebnisse numerischer Experimente zur Illustration der theore-
tischen Ergebnisse der vergangenen Kapitel zusammengestellt. Zunéchst zeigen wir Ergebnisse
zur Struktur der Menge der zuldssigen Parameter und zur Wohlgestelltheit des Problems. Dann
prasentieren wir einige numerische Ergebnisse zum Filter bei den verschiedenen Informations-
Regimes sowie zu den Eigenschaften der Filter. Anschlieend zeigen wir numerische Ergebnisse
zur Wertfunktion und der optimalen Entscheidungsregel, sowie zum monetédren Wert der Zusatz-
informationen aus den Expertenmeinungen.

Das neunte Kapitel enthélt eine Zusammenfassung dieser Arbeit und einen Ausblick.
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KAPITEL 2

Finanzmarktmodell

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Nutzenmaximierungsprobleme unterstellen wir ein idea-
lisierten stochastischen Finanzmarkt, welcher iiber einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
[92,G6,G = (Gt)tejo,r), P| mit G = G definiert wird. Ausgangspunkt ist das klassische Black-
Scholes-Modell mit einem risikolosen Bond und d € N Aktien. Fiir den Preis S° des Bonds
nehmen wir der Einfachheit halber S = 1, Vt € [0,7] an. Die Dynamik der Aktien-
preise S = (S%,...,S%)’ beschreiben wir iiber die Renditeprozesse R’ mit dR; = dS;/S:,
i =1,...,d. Der Renditeprozess R = (R', ..., R%) geniigt der folgenden SDE

dR; = pdt + op dWE, Ry=0, (2.1)

welche eine arithmetische Brownschen Bewegung beschreibt. Dabei ist W1 = (WtR)te[o,T}
ein d; —dimensionaler Wiener-Prozess mit dy > d, p = (u',...,p%)" € R? bezeichnet die
Drift beziehungsweise die mittlere Aktienrendite und die Matrix op € R?*% die Volatilitit.
Wir nehmen an, dass die Matrix o vollen Rang d besitzt, d.h. ¥ := oro’; ist positiv definit.
Die Aktienpreise S = (S',...,S%) geniigen dann der folgenden geometrischen Brownschen
Bewegung

dSt = dZGg(St)th
= diag(Sy)(p dt + o dW}), Sy =sy und so€RL. (2.2)

Die Annahme konstanter und bekannter Modellparameter ¢ und oy ist in der Praxis nur
schwer zu halten. In der Optionspreistheorie werden daher verfeinerte Modelle fiir die Volati-
litdt o verwendet, bei denen die Volatilitét als stochastischer Prozess op = (Uﬁ)te[O,T] mo-
delliert wird. Dagegen ist in der Portfoliooptimierung die Drift 1 der entscheidende Parame-
ter, fiir den ein moglichst realistisches Modell benétigt wird. Diese Modelle miissen einerseits
beriicksichtigen, dass die Drift nur sehr schwer und ungenau aus Marktdaten geschitzt werden
kann und andererseits von der Zeit und dem Zustand der Okonomie abhingt. Daher betrachtet
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man Modelle, bei denen die Drift ein stochastischer Prozess u = (Mt)te[o,T] ist, der im Gegen-
satz zum Aktienpreis S = (S¢)[o,7] nicht direkt beobachtbar ist.

In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Drift ;1 = ( Mt)te[o,T] der als Langevin-Gleichung
bezeichneten Differentialgleichung

dpe = k(L — pe) dt + o, dW/}',  mit Anfangswert 119 ~ N (720, Q). (2.3)

geniigt, wobei 77 € R? das Gleichgewichtsniveau, x € R?*? die Mean-Reversion-Geschwindig-
keit und o, € R?*% die Volatilitit des Driftprozesses bezeichnen. W# = (W}* )te[o,T) ist ein
ds—dimensionaler Wiener Prozess, der vom Wiener Prozess W1 = (WtR)te[()’T} unabhingig
ist. Wir nehmen an, dass X, := UMUL positiv definit und der Anfangswert jo ein normalver-
teilter Zufallsvektor g ~ N (7o, q,) sind. Dabei bezeichnen o € R? den Mittelwert und die
symmetrische positiv semidefinite Matrix g, € R%*? die Kovarianzmatrix von 1. Weiterhin
wird angenommen, dass der Anfangswert /o von den beiden Wiener Prozessen W% und W*
unabhingig ist.

Die Langevin-SDE (2.3) besitzt die eindeutige Losung

t
LH:M+€“QMM+/€“%dw#> t>0, (2.4)
0

welche als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (OU-Prozess) bekannt ist.

Lemma 2.1.1. Der OU-Prozess p = (Mt)te[o,T] ist ein Gaufischer Prozess und es gilt fiir s,t >

0
E[u] = 1+ e " (mo — ), (2.5)
min{s,t}
cov|us, ] = e <q0 + e”WEue“/“du> et (2.6)
0
Beweis. Siehe Sass, Westphal, und Wunderlich [67]. ]

Bemerkung 2.1.2. Im eindimensionalen Fall (d = 1, und x > 0) ndheren sich der Mittelwert

E[pt) und die Varianz Var(u) exponentiell den Grenzwerten 7z bzw. % an. Das heif3t, fiir den

Grenzfall t — oo hat die Drift u; eine N (1, %)—Verteilung, welche als stationdre Verteilung
bezeichnet wird. Startet die Drift ;, mit der stationdren Verteilung, so ist die Drift ein stationédrer
Prozess mit Mittelwert & und Korrelationsfunktion cov/|u, p4r] = g—:e_’”“'ﬂ firt,t +7 > 0.

AuBerdem sind der Erwartungswert und die Varianz der Drift p; beschrinkt und es gilt

min{7, mo} < E[u] = 1 + e " (Mo — 1) < max{f, mo}, (2.7)
z, Eu\ okt X
— - = < — =: .
Var(/u) 5 + (Var(,ug) 2ﬁ>e max{ 5 Var(,uo)} Dy,
(2.8)
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Mit diesem verallgemeinerten Driftmodell geniigt der Renditeprozess der SDE
dR; = p; dt + o AW, Ry =0, (2.9)
und der Aktienpreis der SDE

dS; = diag(Sy)dR;
= diag(S;) (s dt + or dAW[), Sy = so. (2.10)

Die Losung von (2.10) ist eine verallgemeinerte geometrische Brownsche Bewegung mit einer
durch den OU-Prozess p; modellierten Drift und der ¢-te Aktienpreis ist gegeben durch

t

di
Si = sfexp (/;LZS ds + E (J% WtR’j — 2(0%)275))
i=1

0

d1
. 1 iy
= 5(, exp (Rz - 22(0%)%), i=1,...,d. (2.11)

Jj=1

Aus (2.11) folgt, dass die quadratischen Variationen von den beiden stochastischen Pro-
zessen (Rp)icio,r) und (log St)sejo,r), © = 1,...,d iibereinstimmen, somit stimmen auch die
beiden Filtrationen

F* = (]:tR)te[O,T}’ Fi=0(Ry; 0<u<t) und
FS = (‘Fts)te[[),Tb ‘Fts = U(Su; 0<u< t)

tiberein, daher konzentriert sich die Arbeit auf die Renditen als Beobachtungen.

Uber die Beobachtungen bzw. die daraus resultierten Informationen aus den Aktienrenditen

hinaus konnen zu diskreten Zeitpunkten verrauschte Signale iiber die unbekannte Drift vorlie-
gen, die als Expertenmeinungen interpretiert werden. In diese Einschitzungen iiber den Zustand
der Okonomie flieBen beispielsweise Unternehmensberichte, Ratings, Nachrichten, Meinungen
von Analysten oder die personlichen Erwartungen des Investors iiber die Entwicklung der Akti-
enkurse ein.
Dieser Ansatz ist in der Portfoliooptimierung im Fall des statischen Einperiodenmodells be-
ziehungsweise Markowitz-Modells unter dem Namen Black-Litterman-Modell bekannt (sieche
Black and Litterman [9]). Dort werden die aus historischen Marktpreisen erhaltenen statisti-
schen Schitzungen der Aktienrenditen mit Expertenmeinungen kombiniert, um verldsslichere
Aussagen iiber den Driftparameter des Aktienkursmodells zu erhalten.

In dieser Arbeit werden die folgenden drei Modelle zur Modellierung der Expertenmeinun-
gen betrachtet.

Diskrete Experten zu deterministischen Zeitpunkten: Der Investor erhilt zu n € N diskre-
ten und deterministischen Zeitpunkten tg, ..., t,—1 mit 0 <ty < ... < t,—1 < T verrauschte
Signale iiber die Drift u. Die Expertenmeinungen Zj, zur Zeit ¢ sind vom aktuellen Zustand der
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Drift abhingig und werden als normalverteilte Zufallsvektoren Z;, = (Z ,i, cee Z,‘j)’ modelliert
mit

Zy =y, +T2ep, k=0,1,...,n—1, (2.12)
wobei die Matrix I' € R%*? symmetrisch positiv definit und die ¢}, = (s}f, ceey 5%)’ unabhiingige

d-dimensionale standardnormalverteilte Zufallsvektoren, die sowohl vom Anfangswert (i, als
auch von den beiden Wiener Prozessen W% und W* unabhingig sind. Mit der Modellierung
der Expertenmeinungen wie in (2.12) folgt, dass zu einem Informationszeitpunkt ¢;, die bedingte
Verteilung der Expertenmeinung Zj, gegeben 4, eine multivariate Normalverteilung N (p, , ')
ist und eine erwartungstreue Schitzung fiir den aktuellen Zustand der Drift y;, darstellt. Die
Matrix I" dient als Mal3 fiir die Zuverldssigkeit der Experten. Im eindimensionalen Fall d = 1
lassen sich kleinere Varianzen I" = var(Zy) als genauere Expertenmeinungen interpretieren.

Diskrete Experten zu zufilligen Zeitpunkten: Bei diesem Modell betrachten wir die Model-
lierung der Expertenmeinungen zu zufélligen Zeitpunkten 77, 75, . . .. Dafiir wird angenommen,
dass die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen Sprungzeitpunkte eines homogenen Poiss-
on-Prozesses mit Intensitdt A > 0 sind, die von der Drift unabhéngig sind. Diese Annahme ist
dquivalent dazu, dass die Wartezeiten zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Expertenmeinun-
gen unanhingig und identisch exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0 sind. Die Anzahl
von im Intervall [0,¢], V ¢ eintreffenden Expertenmeinungen ist dann eine Poisson-verteilte
ZufallsgroBe mit dem Parameter \f.

Ahnlich wie in (2.12) werden wir auch zu zufilligen Zeitpunkten die Expertenmeinungen Zj, =
(Z}, ..., Z3) modellieren, durch

Zy =g, +T2ep, k=12, (2.13)

Die Modellierung der Expertenmeinungen zu deterministischen Zeitpunkten unterscheidet sich
von der Modellierung der Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten mittels eines homo-
genen Poisson-Prozesses im Wesentlichen dadurch, dass der Investor beim zweiten Modell im
Voraus nicht wei}, wann die Expertenmeinungen eintreffen. Er weil3 lediglich, dass es innerhalb
des Investitionszeitraums [0, 7] im Mittel AT" Expertenmeinungen sind. Dem Investor im ersten
Modell dagegen sind sowohl Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen als auch deren Anzahl
schon zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt.

In den zwei oben erwidnhnten Modellen geht man davon aus, dass zu jedem Ankunftszeit-
punkt einer Expertenmeinung einzelne Wertpapiere nicht isoliert, sondern eine Aussage fiir alle
Renditen bzw. deren unbekannte Drift und zwar aufgrund ihrer Wirkung auf das Portfolio getrof-
fen werden muss. Im Black-Litterman-Modell dagegen, das als Ausgangspunkt dieser Arbeit ist,
hat der Experte diesbeziiglich mehr Freiheit und sieht sich nicht gezwungen, eine Aussage fiir
alle Renditen zu machen. Er kann auch seine Einschitzung fiir einzelne oder beliebig viele Wert-
papiere machen. In diesem Sinne konnen wir die Expertenmeinung zu jedem Ankunftszeitpunkt
als Erweiterung der Formel (2.12) und (2.13) interpretieren, indem wir die Expertenmeinung
als eine Linearkombination der Drift aller d-betrachteten Wertpapiere modellieren. Beispiele zu
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solchen Uberlegungen kann man in Schottle, Werner und Zagst [70] oder Werner [79] finden.
Dort werden die Koeffizienten der Linearkombination in eine d x d Matrix P vom vollen Rang
zusammengestellt und es gilt dann im Modell mit Expertenmeinungen zu deterministischen Zeit-
punkten

Zy=Puy, +T2e, k=0,1,....d—1
und im Modell mit Expertenmeinungen zu zufilligen Ankunftszeitpunkten
Z=Pup, +T2ep, k=1,2,....

In dieser Arbeit werden wir die Pick-Matrix P gleich der Einheitsmatrix I; setzen. Dies bedeutet,
dass wir mit den Formeln aus (2.12) und (2.13) weiterarbeiten werden.

Stetige Experten: Im kommenden Kapitel beschiftigen wir uns mit der Schitzung fiir die
unbeobachtbare Drift aus den bisher erwihnten beobachtbaren GréBen. Dabei befassen wir uns
unter anderem mit der Frage, wie sich solche Schitzungen verhalten, wenn die Expertenmein-
ungen immer hiufiger kommen, aber unpréziser werden. Fiir bestimmte Folgen von diskreten
Expertenmeinungen werden wir bei wachsender Anzahl bzw. Intensitit von Expertenmeinun-
gen zeigen, dass die daraus gewonnenen Informationen im Wesentlichen die gleichen sind, wie
die die durch die Beobachtung eines anderen Diffusionsprozess erhalten werden kdonnen. Dieser
Diffusionsprozess kann als ein Experte gesehen werden, der dem Investor in stetiger Zeit Infor-
mation iiber die unbeobachtbare Drift liefert und ist in der Form einer Brownschen Bewegung
mit Drift y; durch die folgende SDE gegeben (vgl. Davis and Lleo [17])

¢ = pe dt + o¢ dAWE, (o =0, (2.14)

wobei W¢ = (Wf)te[o,T] ein d3—dimensionaler Wiener Prozess ist, der von den beiden Wiener-
Prozessen W% und W* unabhingig ist. o¢ € R?*43 bezeichnet die Volatilitit. Im Spezialfall,
wenn o¢ eine Diagonalmatrix ist, dann wiirde das bedeuten, dass die d Expertenmeinungen un-
abhiingig voneinander sind. Des Weiteren nehmen wir an, dass ¢ := o¢ cré positiv definit ist.

Investor-Filtration: Die dem Investor zur Verfiigung stehenden Informationen werden durch
die Investor-Filtration F¥ = (FH )telo,7] beschrieben. Dabei bezeichnet H das Informations-
Regime, fiir welches wir die folgenden Fille betrachten.

(FtR)te[QT] mit .7-"tR erzeugt durch {Rs, s < t},

(]:tcn)te[(),T] mit ]-'tC” erzeugt durch { Ry, (tg, Zx), s,tx < t},
FO = (Ff*)te[o 7] mit FON erzeugt durch { Ry, (Tx, Z), s, T < t},
(]:tD)te[QT} mit 7P erzeugt durch { Ry, (s, s < t},

(]:tF)te[o 7] it FF erzeugt durch { Ry, s, s < t}.
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KAPITEL 2. FINANZMARKTMODELL

Mit FE wird die Investor-Filtration im klassischen Fall bezeichnet, dem die zu schitzende Drift
1= (f1t)sejo,7) als Signalprozess und der beobachtbare Renditeprozess & = (R;)(o7) als ein-
zige Informationsquelle zugrunde liegen. Erhilt der Investor zusétzlich Informationen von Ex-
perten zu diskreten Zeitpunkten, so kombiniert er sie mit den Informationen aus den Renditen,
dies fiihrt zur Filtration F©» im Fall deterministischer Zeitpunkte beziehungsweise F* im Fall
zufilliger Zeitpunkte. Fiir den Investor, der seine Informationen aus den stetigen Renditen mit
den stetigen Experten kombiniert, wird die Investor-Filtration mit F” bezeichnet. SchlieBlich
bezeichnet F¥" den Investor, der volle Informationen iiber die unbekannte Drift ;. hat. Dieser
Fall ist eher unrealistisch, wird jedoch als Referenzfall angesehen.

Zu Investitionsbeginn ¢ = 0 nehmen wir an, dass die partiell informierten Investoren die
gleichen Anfangsinformation besitzen, die durch die o-Algebra F gegeben sind, d.h. es gilt
.7:({{ = Fog C .7-"{ mit H = R, D,C,, C,. Diese Anfangsinformationen F beinhaltet das
Vorwissen iiber den Driftprozess zum Zeitpunkt ¢ = 0, z. B. durch Beobachtung von Renditen
oder Expertenmeinungen in der Vergangenheit. Des Weiteren nehmen wir an, dass die bedingte
Verteilung des Anfangswertes po gegeben ]-'({I die Normalverteilung ist, mit Mittelwert mg €
R? und einer symmetrischen und positiv definiten Kovarianzmatrix ¢y € R%*¢. Ubliche Ansitze
hierfiir sind:

(i) Der partiell informierte Investor hat keine Informationen iiber den Anfangswert der Drift
wo- Er kennt jedoch die Modellparameter, insbesondere die Verteilung A (7129, Gy) von 1
mit den gegebenen Parametern 7 und q,. Dies entspricht 7o = {&, Q} und my = my,
4o = qo-

(i1) Der partiell informierte Investor hat volle Information iiber den Anfangswert pg. Dies
entspricht Fg = ]-"(f und mg = po(w), go = 0.

(iii)) Zwischen den oben genannten Grenzféllen betrachten wir einen partiell informierte Inve-
stor Investor, der einige, aber keine volle Information iiber den Anfangswert pig besitzt.
Hierfiir gilt also {@,Q} ¢ Fo C FL.

Portfolio: Der Investor startet zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einem bekannten Anfangskapital
xg > 0 und mochte dieses in den risikolosen Bond beziehungsweise in die d risikobehafte-
ten Wertpapiere investieren. Dabei kann er sein Vermogen laufend in einem Handelszeitraum
[0, 7] mit einem endlichen Zeithorizont 7" > 0 zwischen den d + 1 Anlagemoglichkeiten um-
schichten. In dieser Arbeit wird angenommen, dass Umschichtungen keine Transaktionskosten
verursachen, die Preise durch die Kidufe und Verkédufe des betrachteten Investors nicht beein-
flusst werden und Handelsgewinne nicht versteuert werden miissen. Weiterhin wird mit dem
stochastischen Prozess 1, = (wtl, .. ,wf), die selbstfinanzierende Handelsstrategie des Inve-
stors modelliert (vgl. Bjork [8]), dessen ¢—te Komponente fiir ¢« = 1,...,d die Anzahl der
Wertpapiere zum Preisprozess S} angibt. Im Fall i = 0 wird die Anzahl des Bonds S mit ¢
bezeichnet. Das Vermogen des Investors zu einem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] wird mit X; bezeichnet
und der Vermdogensprozess X = (Xt)te[o,T] geniigt unter der Selbstfinanzierungsbedingung der

16



Differentialgleichung
dXy = PdSY + ,dS;, Xo = xo. (2.15)

Die Schwankungen des zugehorigen Vermogensprozesses X = (Xi)ie[o,r) resultieren aus-
schlieBlich aus den Preisverdnderungen der im Portfolio enthaltenen Wertpapiere. Externe Ka-
pitalentnahme oder -zufiihrung werden somit ausgeschlossen.

Die relativen Anteile des in die Wertpapiere S/, . .., S¢ und den Bond SY investierten Vermdgens
X; zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir mit 7, = (7Tt1 ey wf)/ bzw. 7 und unter der Voraussetzung
X¢ >0 fs. gilt

d
) 1 . . )
wgzzwg i, i=1,...,d und 7w =1-) nj.
=1

Die Handelsstrategie ™ = (7¢).c[o,7] verwenden wir als Steuerung des Vermdgensprozesses,
daher wird er mit X™ = (X[');c[0,) bezeichnet und aus der Differentialgleichung (2.15) folgt,
dass die Dynamik des Vermogensprozesses X™ durch folgende SDE beschrieben werden kann

AXT = o (XT, e, m) dt + BY (X7, m) dW, X7 =19 >0, (2.16)

mit o (x,m,p) := xp'm und BL(z,p) :== xp/og.

Bemerkung 2.1.3. Manche Autoren (siehe z.B. Rogers [63], Taksar und Zeng [76] und Biuerle,
Urban und Veraart [4]) betrachten in einem Finanzmarkt ohne Transaktionskosten den ,relaxed
Investor*, welcher gezwungen ist, sein Portfolio nur zu bestimmten diskreten Zeitpunkten umzu-
schichten. Der Verlust fiir den Investor, der dadurch verursacht wird, dass er nicht kontinuierlich
handeln kann, ist oft vernachléssigbar, sofern die Handelsfrequenz nicht zu klein ist. Diese Art
von Investoren ist kein Gegenstand dieser Arbeit und wird in dieser Arbeit nicht in Betracht
gezogen.

Optimierungsproblem: Hat der Investor eine Priferenz fiir eine der zwei Investitionsmoglich-
keiten X; und X, so steht ihm eine Nutzenfunktion &/ zur Verfiigung, so dass die Ungleichung
E[U(X1)] > E[U(X2)] genau dann gilt, wenn er die Investitionsanlage X; gegeniiber X2 bevor-
zugt.

Definition 2.1.4. Eine strikt konkave, streng monoton wachsende und zweimal stetig differen-
zierbare Funktion U/ : [0, 00) — R U {—o0} mit den Eigenschaften

limU'(z) =oco und lim U'(z) =0

z—0 T—00

nennen wir eine Nutzenfunktion.

Das strenge monoton Wachstum entspricht dem Grundsatz ,,mehr ist besser als weniger* und
kann als Eigenschaft des rationalen Investors interpretiert werden. Die Konkavitét beschreibt
einen ,,abnehmenden Grenznutzen, das heifit, der zusitzliche Nutzen des Investors aus einer
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KAPITEL 2. FINANZMARKTMODELL

weiteren Geldeinheit bzw. der Zugewinn einer fixen Geldmenge wird fiir den Investor umso
weniger Wert, je hoher das bereits vorhandene Vermdgen ist.
Diese Arbeit wird sich auf die Power-Nutzenfunktion konzentrieren

29

Up(x) = . € (~00,0)U(0,1). (2.17)

Als Grenzfall fiir # — 0 fiir die Power-Nutzenfunktion ergibt sich die logarithmische Nutzen-
funktion Uy (z) := Inz, denn es gilt

1 2'—1
Up(x) — 9= 0 oo’ Inx. (2.18)

Unter vollstiandiger Information (H = F') besteht das Nutzenmaximierungsproblem darin, eine
Handelsstrategie 7* aus der Menge der zuldssigen Strategien

AL = {77 = (Tt )tefo,r)> Tt € R?, 7 selbstfinanzierend und F¥" — adaptiert,

T
X[ >0Vt fs., E[/ ||7rt\|2dt] < 00, f.s.}, (2.19)
0

so auszuwihlen, dass der erwartete Nutzen des Endvermogens iiber alle zulidssigen Strategien
maximiert wird, damit ldsst sich das stochastische Kontrollproblem wie folgt darstellen

VI = sup E [L[g(Xf)

neAg

FF } . (2.20)

Der F-Investor hat die Besonderheit, dass er sowohl die Renditeprozesse R = (R¢t):c[o,1)> als
auch deren Drift (u)c[o,7] beobachten kann. Mit anderen Worten sind alle untersuchten Pro-
zesse an die Investor-Filteration F¥" adaptiert. Fiir das untersuchte Optimierungsproblem (2.20)
bedeutet das, dass alle Komponenten der durch die Drift ;o getriebene Renditeprozessgleichung
(2.9)

dR; = g dt + o AW, Ry =0,
sowie die Komponenten der Vermogensgleichung (2.16)
dXT = o (XT, pyme) dt + BY(XT, m) AW, X§ = w9 >0,

an die Investor-Filtration F¥" adaptiert sind. Damit haben wir beim Informations-Regime H =
F' ein Steuerungsproblem unter vollstandiger Information. Doch die restlichen Investoren, die
wir als ,,partiell informierte Investoren bezeichnen, haben diese Besonderheit nicht, da sie die
Drift 1 nicht beobachten konnen. Sie beobachten nur die Renditen und konnen iiber weitere
Informationen in diskreter oder stetiger Zeit von den Experten iiber die Drift verfiigen. Anders
ausgedriickt ist die Drift u bei den partiellen Informations-Regimes H = R, D, C),, C nicht an
die Investor-Filtration F adaptiert und damit ist das Optimierungsproblem (2.20) zunichst kein
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Optimierungsproblem unter vollstdndiger Information. Um dies umgehen zu konnen, miissen
wir zuerst eine Schitzung fiir die unbeobachtbare Drift finden, nach deren Aufstellung wir das
Steuerungsproblem in ein Steuerungsproblem unter vollstandiger Information transformieren.
Analog zum voll informierten Investor definieren wir die Menge der zuléssigen Strategien .,45[
fiir den pariell informierten Investor wie folgt

Al = {7r = (7t)tefo,1]s Tt € RY, 7 selbstfinanzierend und F¥ — adaptiert,

T
X >0Vt fs., E[/ HMHth] < 00, f.s.}, (2.21)
0

und das zugehorige Kontrollproblem ist gegeben durch

VIl .= sup E [Ug(Xf)

WGASI

f(ﬂ , H=R,D,Cy, Cy. (2.22)

Fiir die Losung des Kontrollproblems fiir den Potenz-Nutzen bei allen Informations-Regimes
F,R,D,C,,C) wird dieses in Kapitel 5 mit Hilfe einer MaBwechseltechnnik in ein anderes
stochastiches Kontrollproblem transformiert. Diese Transformation ist wohldefiniert, falls alle
zuldssigen Strategien 7 die folgende Novikov-Bedingung erfiillen

1 (T
Jis(m) =E [exp {2/ HGWéotzdtH < 00, (2.23)
0
mit
1
2}2%’ H:FaRac’ruC/\y
OxX =0x = L (2.24)
(212% ded) ; H=D.

Aus diesem Grund definieren wir fiir den Potenz-Nutzen die Menge der zuldssigen Strategien
neu, indem wir die quadratische Integrierbarkeit der Strategien in (2.19) und (2.21) durch die
verschirfte Novikov Bedingung ersetzen und erhalten fiir alle Informations-Regimes H mit H =
F,R,D,C,,C\

AH = {71', re Al Jis(n) < oo}. (2.25)
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KAPITEL 3

Filter

In diesem Kapitel prisentieren wir die fiir die Driftschitzungen der partiell informierten Investor-
en bendtigten Filtergleichungen. Wegen der verwendeten Modellierung des Signal- bzw. Drift-
prozesses als GauBlscher Prozess, der zeitstetigen Beobachtungsprozesse als Brownsche Bewe-
gung mit Drift und der zeitdiskreten Expertenmeinungen als Gauflsche Zufallsgro3en ergeben
sich Filtergleichungen, die mit dem zeitstetigen Kalman-Filter iibereinstimmen bzw. aus diesem
durch entsprechende Bayessche Updates zu den Informationszeitpunkten der Experten abgelei-
tet werden konnen. In Abschnitt 3.1 présentieren wir die entsprechenden Differentialgleichun-
gen fiir die Filterprozesse bei den einzelnen Informations-Regimes. Dort wird weiterhin eine
Semimartingal-Darstellung der Filterprozesse fiir die Regimes H = R, D, C), eingefiihrt. In Ab-
schnitt 3.2 werden einige typische Eigenschaften der bedingten Varianz zusammengestellt. An-
schlieBend behandelt Abschnitt 3.3.1 asymptotische Eigenschaften der Filterprozesse fiir hoch-
frequente Experten.

3.1 Filter fiir den Driftprozess
Das Filterproblem besteht zunéchst aus einem beobachtbaren Prozess gegeben durch
dR; = p; dt + o AW, Ry =0,
und einem Signalprozess u = (Mt)te[O,T]’ dessen Dynamik der folgenden linearen SDE geniigt
dpe = k(g — ) dt + o dWL, o ~ N (Mo, qo)-

Wir gehen davon aus, dass der partiell informierte Investor bei allen Informations-Regimes die
Modellparameter x, i, 0,,0r, sowie die Verteilungsparameter fiir den Anfangswert der Drift
kennt, d.h. der partiell informierte Investor kennt Mg, gy. Der voll informierte Investor dagegen
kennt den tatsdchlichen Wert von .
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KAPITEL 3. FILTER

Des Weiteren konnen wie bereits im letzten Kapitel erwihnt zusitzlich Informationen von Ex-
perten iiber die unbeobachtbare Drift vorliegen. Dabei betrachten wir Expertenmeinungen

1. zu deterministischen Zeitpunkten tg,t1,...,t,—1, 7 € N, mit der Modellierung aus
(2.12)
1
Zy =y, +12¢;, k=0,1,...,n—1;

2. zu zufilligen Zeitpunkten 77,75, . . ., die als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-
Prozesses angenommen werden, mit der Modellierung aus (2.13)

Zk:/LTk—i-F%Ek, k=1,2,...;

3. in stetiger Zeit gegeben durch die SDE in (2.14)

d¢; = pg dt + o¢ AWy, (o = 0.

Aus den dem Investor zur Verfiigung stehenden Informationen beschrieben durch F¥ mit H =
R, D, C,, C) soll die unbekannte Drift geschitzt werden. Der Filter ist die Projektion der G;-
meBbaren ZufallsgroBe y1; auf die /7 —messbaren ZufallsgroBen. Dabei betrachten wir die be-
dingte Erwartung

MtH =E [Nt“FtH] )

die den besten Schitzer fiir die unbeobachtbare Drift p; im Sinne des quadratischen Mittels
liefert, sowie die bedingten Kovarianzmatrix

Q" :=E [(u — M) (e — M| F

welche die Giite der Schitzung beschreibt.

Im Folgenden werden wir die Dynamik der Filter in den partiellen Informations-Regimes
H = R, C,,C), D prisentieren. Erwdhnenswert dabei ist, dass die Informationen in den beiden
Regimes H = R und H = D nur aus den stetigen Renditeprozessen bzw. kombiniert aus
den stetigen Renditeprozessen und den stetigen Expertenprozessen bestehen. Diese Eigenschaft
ermoglicht es uns, den Filter in den beiden Regimes H = R, D einheitlich zu prasentieren. Auf
der anderen Seite haben wir bei den Regimes H = C,, und H = C, zusitzlich zu den stetigen
Informationen aus den Renditen Expertenmeinungen, die zu deterministischen bzw. zufélligen
Zeitpunkten eintreffen und mit den Informationen aus den Renditen kombiniert werden. Hierbei
werden wir den Filter in den jeweiligen Regimes separat darstellen.

Filter beim Informations-Regime H = R, D. Fiir die beiden Fille ist der Filter in der Li-
teratur unter dem Namen Kalman-Filter bekannt. Die Dynamik des Filters ist dem folgenden
Lemma zu entnehmen (siehe Theorem 10.3 von Lipster und Shiryaev [49] oder Davis und Lleo

[17D).

Lemma 3.1.1. Die bedingte Verteilung der Drift u, unter der Investor-Filtration ]:tH ,H=R,D
ist die Normalverteilung N (M1, Q) mit

22



3.1. FILTER FUR DEN DRIFTPROZESS

° MtH ist die eindeutige Losung der Differentialgleichung

AMP = ofh (M) dt + pE(QI) aW i, ME = my, 3.1

mit aff(m) = s —m). S(a) = aSy' wd BH@=a (55t | 5t).

Dabei ist WH = (WtH )telo,T) €in FH —adaptierter Wiener Prozess, fiir den gilt

—~ _1 —_~
AWl =%.2 (dR, — Mfdt), Wl =o, (3.2)
1
D ER 0 "z th—Mtht 7D
AWy = < 0 B dCt—Mtht , Wy =0. 3.3)

o Q! ist die eindeutige Losung der folgenden Riccati-Differentialgleichung
dQ{" =ag(Qi") dt, Q¢ = q, (3.4)
. H / —1 . -1 -1 -1
mit QQ((]):EM—HQ—QK—(]EH(] und Xp := [ER + 3¢ } .

Der Prozess M/? geniigt einer SDE, die von einem stochastischen Prozess WtH getrieben
wird, die bedingte Kovarianzmatrix Q' dagegen folgt einer deterministischen Differentialglei-
chung.

Definition 3.1.2. Der stochastische Prozess (WNQH )te[o,T] aus (3.2) bzw. (3.3) wird Innovations-
prozess genannt.

Bemerkung 3.1.3. Da wir die Matrizen ¥z € R?*? und ¢ € R4*4 als symmetrisch, positiv
definite Matrizen vorausgesetzt hatten, konnen wir sie eindeutig in der Form

Sp=L,A.L, und Nc=LAL

R“"R™R

schreiben, wobei A, A, Diagonalmatrizen mit positiven Eintrdgen und L, L untere Dreieck-
matrizen sind, deren Diagonaleintrige gleich 1 sind. Nun kdnnen wir die Quadratwurzel von X i
beziehungsweise von X definieren durch

1 1 1 1
S} =LeA  und %7 =LA

Lemma 3.1.4. Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) hat die Riccati-Gleichung
eine geschlossene Losung

OF = xSy + 60Ty sinh(dgt) + %(1 + N%)H)c?sh(éQt) 55)
cosh(dgt) + %(1 + &) sinh(dt)
wobei die Diskriminante d¢ = rky/1 + KQZT“H > 0 ist.
Beweis. Der Beweis folgt aus Lemma A.1.1 mit a, = El_{l, by = —2k und ¢, = X, sowie einer
Zeitumkehr ¢ =T — t. O

Im mehrdimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d > 1) haben wir im Allgemeinen keine
geschlossene, sondern nur eine numerische Losung fiir die Riccati-Differentialgleichung (3.4).
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Filter beim Informations-Regime H = C,. Angenommen, der Investor kann die Renditen
der d Aktien laufend beobachten und zusitzlich erhilt er zu n € N deterministischen Zeit-
punkten tg,...,t,—1 mit0 = tg < ... < t,—1 < T erwartungstreue normalverteilte Expert-
enmeinungen Zy, . .., Z,_1 liber die unbeobachtbare Drift n, deren Modellierung in (2.12) ge-
geben war. Ein rationaler Investor wird die Informationen aus den Aktienpreisen bzw. deren
Renditen und den Experten miteinander kombinieren, um einen besseren Schitzer fiir die Drift
zu bekommen.

Die Dynamik der bedingten Erwartung Mtc” bzw. der bedingten Kovarianzmatrix ;™ ist dem
folgenden Lemma zu entnehmen. Dabei setzen wir aus Griinden der Einfachheit die Bezeich-
nung t, :=T.

Lemma 3.1.5. Unter den obigen Voraussetzungen gilt folgendes:

1. Zwischen zwei Informationszeitpunkten ty, und ti.q gilt fiir alle t € [tg,txy1), k =
0,...,n—1, dass die bedingte Verteilung der unbeobachtbaren Drift 1, unter der Investor-
Filtration FtC" die Normalverteilung ./\/'(Mtc”, f”) ist mit

o MO ist die eindeutige Losung der SDE
AME™ = oSr (ME™) dt + BSr (QE™) dW (3.6)

_1 —~ —~
mit QJ\C/}L (m) = k(@x —m), J((;[” (q) = qSR2. Dabei ist WE := (Wtcn)te[O,T] ein
FC-adaptierter Wiener-Prozess (Innovationsprozess) gegeben durch

— _1 oy
AW =52 (R = MEdt), W™ =o. S

o ;" ist die eindeutige Losung der folgenden Riccati-Differentialgleichung
dQy™ = oG (QF)dt (3.8)
mit aC”(q) =%, — kg —qr' —qX3'q
£7) 7 r 4
Dabei sind zum Zeitpunkt t;, Anfangswerte Mti” bzw. Qg " gegeben.

2. Zu einem Informationszeitpunkt ty, k =0, ...,n — 1 ist die bedingte Verteilung der Drift
we unter der Investor-Filtration IE‘%" die Normalverteilung N (Mg", th;”) und man kann

die bedingte Erwartung Mti " und die bedingte Kovarianzmatrix Q" in Abhiingigkeit
vom Wert vor dem Informationszeitpunkt durch die folgenden Update-Formeln darstellen

ME™ = ppME™ + (Ig — pr) Zn,s (3.9)
Qi = P, (3.10)
c Cn ) cn )7
wobei der Updatesfaktor p == 14 — Qp " (F + th"_) =T (I‘ + th"_) ist.

Zum Zeitpunkt to = 0 setzen wir MOC_" = myg und ng = qp.
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3.1. FILTER FUR DEN DRIFTPROZESS

Beweis. Fiir d = 1 siche Lemma 3.3 in Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich [27] und fiir
d > 1 siehe Lemma 2.5 in Sass, Westphal und Wunderlich [67]. O

Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) zeigt die Update-Formel (3.9) fiir die
bedingte Erwartung, dass Mtf ™ nach dem Eintreffen der k-ten Expertenmeinung ein gewichte-
tes Mittel der Expertenmeinung Z;, und der bedingten Erwartung M, 2’1 vor dem Update ist. Aus
der Update-Formel fiir die bedingte Varianz in (3.10) folgt Qgc " < min{T, Qg " }, das heift,
die bedingte Varianz nach dem Update kann nicht einen groeren Wert als vor dem Update an-
nehmen. Die Gewichtung p; € [0, 1] wichst, wenn die Varianz des Experten I" und demzufolge
dessen Unzuverldssigkeit wachsen. Fiir den Grenzfall I' = 0 (der Experte kennt die Drift und ist
absolut zuverléssig, Z; = py, ) haben wir p;, = 0 und Mt(i" = Z) = p,, dies bedeutet, dass
die bedingte Erwartung nach dem Eintreffen der Expertenmeinung gleich dem wahren Wert der
Drift ist. Gleichzeitig fiihrt dieser Grenzfall zu einer maximalen Varianzreduktion @)y, = 0. Fiir
den anderen Grenzfall I' = oo (der Experte besitzt keinerlei Wissen iiber die Drift) ist der Up-
datesfaktor pr, = 1 und somit gilt Mtf” = Mti’i und Qg" = Qi{, was wiederum bedeutet,
dass die Expertenmeinung keine niitzliche Information fiir den Filter gebracht hat.

Im Folgenden werden wir eine einheitliche Darstellung des Filters M » bzw. Q" zu jedem
Zeitpunkt t € [0, T] aufstellen, in dem wir die Update-Formel aus Lemma 3.1.5 in die Diffe-
rentialgleichung fiir den Filter M bzw. Q™ einbetten. Diese Einbettung geschieht durch das
Hinzufiigen eines Sprungterms, fiir dessen Herleitung die bedingte Verteilung der Expertenmei-
nungen Z; gegeben die dem Investor zur Verfiigung stehenden Informationen notig ist.

Lemma 3.1.6. Die bedingte Verteilung der Expertenmeinungen Z;, gegeben F, (Ii"_ ist die multi-
variate Normalverteilung mit N (MC" I'+ QC" )

tp— lp—
Beweis. Bei der Modellierung der Expertenmeinungen 2, = piz, + P%sk, k=1,....n—1
in (2.12) haben wir angenommen, dass die ZufallsgroRen g, €1, . . ., e,—1 iid. N'(0, 1)-verteilt

sind. Insbesondere sind diese Zufallsgroen von der Drift unabhéngig. Ferner besitzen die Ex-
pertenmeinungen Zj, und die bedingte Erwartung Mt(’;’i eine gemeinsame Normalverteilung

und somit ist die bedingte Verteilung von Z;, gegeben M, iﬁ wieder eine Normalverteilung mit
Mittelwert

1
B2 7| = Bl | 7G| + T8 Bla 7S |
Bl ] T
Ch
= M&,

denn ¢, ist multivariat standardnormalverteilt und unabhéngig von der Investor-Filtration .7-"5"_.
Aus demselben Grund und weil €, unabhiingig von i, ist, gilt fiir die Varianz

var {Zk]ftck“_} = var [,utk\}"g“_] + T2 var [ak\ftck“_}l“%

Ch 1 1
var [,utk|}"tk7] +I'2 var [54112
= Q" +T.
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O

Sei (Uy)}_, eine Folge i.i.d. multivariaten standardnormalverteilten Zufallsvektoren, die von
]-"g" unabhingig sind, dann kdnnen wir hinsichtlich Lemma 3.1.6 die Expertenmeinungen aus
(2.12) gegeben fg " wie folgt darstellen

1
7, = MCn + <F+ng)2Uk. 3.11)

t—

Diese Darstellung ermoglicht es uns, die Update-Formel aus (3.9) wie folgt auszudriicken

ME™ = ppME™ + (Ig — pr)

tp— lp—

M + (1 + an)é Uk]

tr—

= ME" + (I — o) (F + ng_)é U
= ME 4+ Q5 (F + Qf;}_)_l (F + Qf;z)é U
= M+ Qi (T + Qt(;;"_)% Us. (3.12)
Fiir die Update-Formel der Kovarianz aus (3.10) gilt
Q" = pr Q5
— 1 Qf (T + QS;"_)_I |f
= Qi — Qi (F + Qﬁj,)fl Q. (3.13)

Mit Hinblick auf die letzten beiden Formeln (3.12) und (3.13) fiihren wir die Sprungprozesse
(K{")ie(0,r) und (KtQ )telo,7) folgendermalen ein

_1
K= Y AME = Y (M —ME) = Y @ (T+Q) T Uk G4

0<trp <t 0<tp<t 0<tp <t

-1
KP= 30 aQfr =3 (e -ef)=- X ofr(r+efn) efn
0<tp<t 0<tp<t 0<t) <t
(3.15)

Des Weiteren wollen wir die deterministischen Sprungzeitpunkte ¢ mit den zufélligen Sprung-
hohen AMt(’; " beziehungsweise den deterministischen Sprunghthen AQS;" firk=0,...,n—1
verkniipfen, in dem wir ein zufilliges MaB I (-,-) = I (-, -, w) wie folgt definieren

1([a,0],B) = > lyep, 0<a<b und BeBR?). (3.16)
tr€la,b]
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Dieses MaB gibt die Anzahl der Spriinge im Intervall [a, b] an, die in der Borel-Menge B liegen.
Mit Hilfe dieses MaBes konnen wir fiir eine Funktion ¢ definiert auf R? die folgende Integral-
Darstellung verwenden

tkE 0,t]

t
g(Ug) —/ g(u) I (ds, du).
0 Rd

Vor diesem Hintergrund konnen wir die soeben eingefiihrten Prozesse K* und K< aus (3.14)
bzw. (3.15) nun in Integral-Form darstellen

K, —// "(QSm) 19 (ds,du), 75" (q) == —q(T +¢) " q.

Nachdem wir die Spriinge des Filters A/¢» bzw. Q in Integral-Form darstellen konnten, kénnen
wir auch deren Dynamik aus Lemma 3.1.5 fiir alle ¢ € [0, T'] wie folgt darstellen

AME" = oSr (ME™)dt + B (QE)aW ™ + / VP (QS™ u) IO (dt, du),  (3.17)
Rd

4QC" = oS (QCdt + [ 5@ 1o@a s
Rd

mit dem Anfangswert MOC " = myg bzw. Qg” = qo-

Filter beim Informations-Regime H = C). Im Gegensatz zum letzten Regime H = C,
kennt der Investor hier weder die Anzahl der Expertenmeinungen noch deren Ankunftszeiten.
Wir haben angenommen, dass die Ankunftszeitpunkten der Expertenmeinungen Sprungzeit-
punkte eines homogenen Poisson-Prozesses (NVi);c[o,7] mit Intensitdt A > 0 sind. Unter dieser
Annahme sind die Wartezeiten zwischen je zwei Expertenmeinungen unabhingig.

Da wir im Modell H = (') angenommen haben, dass die Ankunftszeitpunkte 77,75, ...von
allen anderen Groflen und insbesondere von der Drift 1 unabhéngig sind, erhalten wir den Filter
in diesem Modell analog zum Fall = C,,. Wir werden hier anstelle des SprungmaBes 1" (-, -)
aus (3.16), welches die deterministischen Sprungzeitpunkte ¢; mit den zufilligen Sprunghthen
AMtCI:" bzw. den deterministischen Sprunghthen AQtC;" fir K = 0,...,n — 1 verkniipft, mit
einem zufillgen Poisson-MaB I (-, ) arbeiten, welches die Intensnat A > 0 hat und die zufill-
igen Sprungzeitpunkte 7} mit den beiden Sprunghchen AM X bzw. AQTA firk = 1,2,.
verbindet (vgl. mit Sass, Westphal und Wunderlich [68]).

Auf dieselbe Art und Weise wie im Fall H = C,, erhalten wir im Fall H = C, die Dynamik fiir
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den Filter Mtc * bzw. th * gegeben durch die folgenden SDE.

AMT = aSH (M) dt + B (QEN) AW + [ ASH Q> u) I9(dt, du),  MS> = m,

R4
(3.19)
QP = ag (QF)dt + / IGHQP) I (dt,du), QF = qo.
Rd
(3.20)
Dabei sind die Koeffizienten gfj = Q]\C/[", ﬂff = 51\04", fy]\cf = 'YM , ag* = ag" und
c
10 =q"

Um die Dynamik der Prozesse in einer Semimartingal-Darstellung zu prisentieren, stellen wir
nun die Sprungterme in (3.19) und (3.20) mittels des kompensierten Poisson-MaBes Cx dar,
den wir wie folgt definieren

TON(dt, du) = I (dt, du) — n(dt, du). (3.21)
Dabei bezeichnet 1* (-, -) den Kompensator gegeben durch
A _ C Cx| _
n(dt,du) = E IV (dt, du)|F 2| = A dt ¢(u) du,

wobei o (u) die Dichtefunktion der multivariaten Standardnormalverteilung ist und aus der Tat-

sache [ u ¢(u) du = 0 erhalten wir fiir das Integral in (3.19)
R4

_1
/’me( 25 w) I (dt, du) /Q F+Qf}) *u I (dt, du)

Rd
1

_ /thj (F + th_*>_§ u [TCA(dt, du) + \ dt o(u) du

/ VP Q2 w) TON(dt, du). (3.22)
R4

Analog dazu konnen wir das Integral aus (3.20) wie folgt darstellen
Cx(nHCxy 7Cx _ Cxy | 7CA
[26@2) 19 @tdn) = [2G(@2) [T (at du) + X dt o) du
Rd Rd
— /%2 Q) IO (dt, du) + A Q) (3.23)

Rd
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wobei wir hier die Eigenschaft | ¢(u) du = 1 verwendet haben.

Rd
Die Umstellung der Integrale in (3.22) und (3.23) ermoglicht uns nun die angestrebte Martingal-
darstellung fiir die Filter-Gleichung in (3.19) bzw. (3.20) und wir erhalten dafiir die folgende

Dynamik

AME = a4+ 55 QENATE + [ (QE ) I @), M = o

R4

(3.24)

dQ;™ = 0} (Q)dt + /’VS*(Q?E) INdt du), Q5> =g (3.25)
Rd

Durch die neue Darstellung indert sich die Drift bei der Dynamik der bedingten Kovarianzmatrix
und hingt damit von der Intensitit des Poisson-Prozesses durch ag* (q) = QSA (@) + A ’yg* (q)
ab, wihrend die anderen Koeffizienten unverédndert bleiben.

Nachdem wir die Dynamik vom Filter M/ bzw. QF in allen partiellen Regimes H =
R, D, C,,, C) prisentiert haben, wollen wir eine einheitliche Darstellung in allen verschiedenen
Informations-Regimes einfiihren.

dMP = oAl (M) dt + pE(QF ) daW [ + / V(QE u) T (dt, du), M =mq, (3.26)
Rd

40! = (@) dt + BYQN) AW+ [AH(Q) M. Qf —w.  G27
Rd

Dabei sind die Sprungkoeffizienten % (q,u) = v (q,u) = 'yg(q) = 'yg (¢) = 0. Fiir den
Diffusionsterm der bedingten Kovarianzmatrix setzen wir ﬁg (¢9) = 0mit H = R, D,C,,C).
Weiterhin setzen wir bei den Regimes H = R, C,,, D den Drift-Term der bedingten Kovarianz-
matrix ag (q) = gg(q). Fiir das zufillige MaB I setzen wir I» = I und I® = IP = 0.

Informations-Regime H = F. Der Fall voller Informationen, bei dem die Drift beobacht-
bar bzw. an die Investor-Filtration F¥" adaptiert ist, verwenden wir als Referenzfall und setzen

MF = E[us| FE] = pt und somit QF = cov [/J,t, ut\}"ﬂ = 0.
3.2 Eigenschaften der bedingten Kovarianz
Nachdem wir den Filter bei den verschiedenen Informations-Regimes prasentiert haben, wol-
len wir einen Zusammenhang zwischen den Filtern herstellen, der in erster Linie den Wert der

gewonnenen Informationen aus den Experten zeigt.
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Lemma 3.2.1. Fiir den Filter M bzw. Qff mit H = R, C,,,C\, D, F gilt fiir alle t € [0,T]
die folgende Varianzzerlegung

cov (M%{, M?) = cov(put, ft) — E[Q?] (3.28)
Beweis. Wir bilden einerseits die Varianz fiir M1 = E [,ut ]]-"tH] und erhalten dafiir
cov (ME, M?) - E[ME(M?)’} — BE[MH)E[MH]’
=B |MI (M) | — B[] E[].

Andererseits bilden wir den Erwartungswert fiir Q7 = E [,ut T4 \]—"tH] — MH (M{{)/ und erhalten

E[Qﬂ = E[utué} - E[M?(Mi{)’]-
Die Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt die Behauptung. g

Bei den Informations-Regimes H = R, D, C,,, F ist die bedingte Kovarianzmatrix Q* de-
terministisch und damit gilt E [Qﬂ = QM, dagegen ist bei dem Informations-Regime H = C
die bedingte Kovarianzmatrix Q> stiickweise deterministisch mit zufilligen Sprungzeitpunkten
T, Ty, .. ..

Ein rationaler Investor stellt sich die Frage, ob er eine bessere Einschitzung fiir die unbe-
kannte Drift bekommt, wenn er neben den verfiigbaren Informationen aus den Renditen mit
Informationen von den Experten ausgestattet wird. Dieser Frage wollen wir jetzt nachgehen, in-
dem wir die bedingte Kovarianzmatrix des R-Investors mit der der Investoren H = C,,, C'y, D
vergleichen. Bei solchen Vergleichen symmetrischer Matrizen verwenden wir die Schreibweise
A > Boder B < A, wenn die Differenz A — B eine positiv semidefinite Matrix ist.

Lemma 3.2.2. Fiirallet € [0,T] gelten folgende Aussagen
1. QP = Qf,
2. Qf" = Q.
3. QM (w) = QF, Ywe

Beweis. Siehe Proposition 4.2 in Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27] oder Proposition
3.2. bzw. Lemma 2.4 in Sass, Westphal, und Wunderlich [67, 68]. O

Numerische Beispiele zur theoretischen Aussage in Lemma 3.2.2 sind in Abbildung 8.2, 8.3
und 8.4 zu sehen.
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Asymptotische Ergebnisse fiir unendlichen Zeithorizont

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass der Investitionshorizont 7" unendlich ist und wollen
untersuchen, wie sich die bedingte Kovarianzmatrix Q{ in den Informations-Regimes H =
R, D, C,, verhilt, wenn ¢ gegen oo geht.

Das folgende Theorem bezieht sich auf die beiden Regimes H = R, D und zeigt die Konver-
genz der bedingten Kovarianzmatrix Q}, die als Losung der Riccati-Gleichung (3.4) definiert
ist, wenn ¢ gegen oo geht.

Theorem 3.2.3. Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir die Kovarianzmatrix QF mit H =
R, D folgendes

. H _ ~HH
tliglo Qt - Qoo
fiir eine positiv semidefinite Matrix QL. AuBerdem ist QL die eindeutige Losung der folgenden
quadratische algebraische Riccati-Gleichung
X — Kq— QK,/ — qEI}lq/ = 0g4.

Insbesondere folgt aus (3.5) im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1)
1
. H H
Jim QF = @2 =5 [ 1+ o0

b
—1+44/1+ &

=KX
et K2Y g

Beweis. Fiir den mehrdimensionalen Fall siehe Theorem 4.2 in Sass, Westphal, und Wunder-
lich [67] und fiir den eindimensionalen Fall sieche Proposition 4.6 in Gabih, Kondakji, Sass und
Wunderlich [27]. O

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.4 zu sehen.
Das letzte Theorem bezog sich nur auf die beiden Regimes H = R, D, bei denen die Investor-
Information nur aus den stetigen Renditen bzw. kombiniert aus den stetigen Renditen mit den
stetigen Experten gebildet war und die bedingte Kovarianz Qf” auf [0, T stetig ist. Nun wollen
wir das asymptotische Verhalten der bedingten Kovarianz beim Regime H = C), betrachten, bei
dem @);" zu den deterministischen Ankunftszeiten O = %o, 1, ...,t,—1 < T Spriinge hat. Diese
Untersuchung beschrinkt sich nur auf den Fall, dass die Ankunftszeiten der Experten dquidistant
sind.

Lemma 3.2.4. Seien T' = oo und die Ankunftszeiten der Experten beim Informations-Regime
H = C), dquidistant, dann gelten folgende Aussagen:

i) Ist QtCO’L = Qg”_, so sind die Folgen (Qg ”_) o0 und (Qi ”) o0 monoton wachsend.
i) Ist QtCO’L > Qg”_, so sind die Folgen (Qi ”_) o0 und (Qti ”) o0 monoton fallend.
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Beweis. Siehe Lemma 4.3 in Sass, Westphal, und Wunderlich [67]. O

Ein weitere Interessante Frage ist, wie sich die Folgen (th’i) i und (th”> i verhal-
>0 >0

ten, wenn k gegen unendlich geht. Die Antwort auf diese Frage bietet das folgende Theorem.

Theorem 3.2.5. Seien T' = oo und die Ankunftszeiten der Experten beim Informations-Regime
H = C), dquidistant, dann existieren endliche Matrizen () und Q in R4 sodass Folgendes
gilt

lim Q" =Q und lim QY = Q.

n—o0 n—oo

Insbesondere gilt im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) Folgendes

1 r-Q
= — |=bo+/b§ —4 =—.
Q 2%[ 0+ 1/b5 aoco} und — Q .

Dabei sind die Konstanten ag, by, co und dy gegeben durch

1 / Xu
(10—21%ZR (1 —do)(I' + kXR) + (1 4+ do)kXR 1+a )
Y
=1~ do) (5 ~T).
by
co=—(1—do)3~ T,

/ by
dozexp{—2Ann 1+”} mit Ay i=tgy1 —tg, k=0,1,...,n—1.
KXR

Beweis. Fiir den mehrdimensionalen Fall siehe Proposition 4.4 in Sass, Westphal, und Wunder-
lich [67] und fiir den eindimensionalen Fall siche Proposition 4.6 in Gabih, Kondakji, Sass und
Wunderlich [27]. |

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.2 zu sehen.

3.3 Asymptotische Filtereigenschaften hochfrequenter Experten

In diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Filter fiir die Regimes
C,, und C), fiir eine wachsende und gegen unendlich strebende Anzahl n bzw. Intensitdt A der
Expertenmeinungen. Dabei unterscheiden wir zwei unterschiedliche Situationen. Zum einen ge-
hen wir davon aus, dass mehr Expertenmeinungen nur zum Preis einer hoheren Ungenauig-
keit, d.h. einer geringeren Verlasslichkeit, verfiigbar sind. Dies wird durch eine linear in der
Anzahl n bzw. Intensitit A wachsenden Kovarianz der Expertenmeinungen ausgedriickt. Mit
dieser Annahme kommt zum Ausdruck, dass Investoren in einem bestimmten Zeitraum nicht

32



3.3. ASYMPTOTISCHE FILTEREIGENSCHAFTEN HOCHFREQUENTER EXPERTEN

beliebig viel Zusatzinformation tiber die unbekannte Drift erhalten konnen. Wir zitieren Grenz-
wertsitze aus Sass, Westphal und Wunderlich [68], welche besagen, dass die Informationen des
Cp- bzw. Cy-Investors asymptotisch gleich der Informationen des D-Investors sind, welcher
zeitstetige Expertenmeinungen mit einer geeignet gewihlten Volatilitit o beobachtet. Diese
Grenzwertsitze ermoglichen die Konstruktion sogenannter Diffusionsapproximation fiir die Fil-
ter fiir hochfrequente Experten. Auflerdem sind sie die Grundlage fiir einfach zu berechnende
Néherungslosungen fiir die in den nachfolgenden Kapiteln untersuchten Nutzenmaximierungs-
probleme.

Das zweite asymptoische Regime ist durch eine konstante und von der wachsenden Anzahl n
bzw. Intensitdt A unabhingigen Kovarianz der Expertenmeinungen gekennzeichnet. Der Investor
erhélt dann mehr und mehr verrauschte Signale gleichbleibender Genauigkeit {iber den momen-
tanen Wert des Driftprozesses. Eine naheliegende Vermutung ist, dass der Investor im Grenzfall
fiir n — oo bzw. A — oo iiber volle information iiber den Driftprozess verfiigt, d.h. die durch
den Filter ausgedriickte Driftschitzung ist ein konsistenter Schitzer. Fiir diese Vermutung for-
mulieren und beweisen wir in der Arbeit Gabih, Kondakji und Wunderlich [28] entsprechende
Grenzwertsitze, welche nachfolgend zitiert werden.

3.3.1 Diffusion-Approximation fiir Experten mit linear wachsender Kovarianz

Deterministische Informationszeitpunkte

Die folgende Annahme stellt einer Folge von zeitdiskreten Expertenmeinungen den stetigen
Expertenmeinungsprozess ¢ = ((¢)e[o,7] aus (2.14)

d¢ = pg dt + o¢ dWE, (o =0

gegeniiber.

Annahme 3.3.1. Seien (7")0°, mit 7" = {t3,t7,...,t}_,} eine Folge von dquidistanten

Zerlegungen des Zeitintervalls [0, T| gegeben durch
r=k-A, k=0,....n—1 mit A,:=T/n

und (Z2M)0°  mit Z" = {Z§,Z7, ..., Z"_,} eine Folge von Expertenmeinungen definiert wie
in (2.12) durch

Z,?:MQ+F% ey, k=0,...,n—1.

Die standardnormalverteilten Zufallsgrofien (e7}) sind wie folgt an den Wiener-Prozess W< ge-
koppelt, welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:

1 tZ-H
g;g:r%A/t oe dWS, k=0,...,n—1.
n n

k
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Hierzu wird die Volatilitiit des stetigen Experten o fixiert und die Kovarianz 1" der diskreten
Experten in Abhdingigkeit von der Anzahl der Expertenmeinungen n iiber die Beziehung
1 1

I'=T(n) = A—nEC = A—nagaé

gewdhlt.

Unter dieser Annahme werden die Experten bei wachsender Anzahl der Expertenmeinungen
immer ungenauer und damit unzuverléssiger. Des Weiteren stehen die diskreten Experten Z;! in
Relation mit dem stetigen Expertenprozess ¢ und es gilt

Zy = pen + s ep
1 Tt
n tz
1 t
B by
1 [t 1

=, ), %=, (G Gr) k=0,

k1
(,us ds + o¢ dW§>

Das néchste Theorem gibt die Geschwindigkeit der Konvergenz des Filters vom Regime
H = (), gegen den vom Regime H = D, aus der die Quadratmittel-Konvergenz des Filters
folgt.

Theorem 3.3.2. Unter der Annahme 3.3.1 gilt folgendes:
1) Es existiert eine Konstante co > 0 mit

QS —QP|| < co-A,  fiiralle t €[0,T].

Insbesondere gilt

li "— Q7| =o.
Jn sup (o

2) Es existiert eine Konstante c{y > 0 mit
B|[ME - MP|*| < ch- A, firalie v € [0,T)

Insbesondere gilt
lim sup E {HMS“ — MPHQ} =0.
=200 410,77

Beweis. Siehe Theorem 3.2 und Theorem 3.3 in Sass, Westphal und Wunderlich [68]. [l

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.5 zu sehen.
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Zufillige Informationszeitpunkte

Angenommen, die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinungen 77,75, . . . sind zufillig und die
Wartezeiten 7Tj,1 — T} zwischen je zwei aufeinander folgenden Informationszeitpunkten un-
abhéngig und exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Auf dieselbe Art und Weise wie im
letzten Abschnitt wollen wir hier das Verhiltnis vom Filter im Regime H = ', zu dem vom
Regime H = D untersuchen, wenn die Intensitit der Expertenmeinungen A immer grof3er wird.
Dies entspricht dem Fall, dass die Wartezeiten Ty — 7T}, immer kleiner werden.

Die angestrebte Untersuchung der Filter-Konvergenz geschieht unter der folgenden Annahme,
welche eine Relation zwischen den diskreten und stetigen Experten herstellt.

Annahme 3.3.3. Sei ((Nt)\)te[o,T]) \sq €ine Familie von von homogenen Poisson-Prozessen,

zu der eine Familie von zufilligen Sprungzeitpunkten (T’\))\>0 gehort mit T» = {O <

Tl)‘, TQ)‘7 ey T]’\\[ W<T } Die Poisson-Prozesse sind von allen anderen stochastischen Prozessen
T

unabhiingig. Sei weiterhin (Z\) <o mit 2> := {72}, 73, ..., Z]’%} eine Folge von Experten-
T

meinungen definiert wie in (2.12) durch
A L) A
Zk:'UIT]j—'_PQ k> k:1727"‘7NT'

Die standardnormalverteilten Zufallsgrofien (62) sind wie folgt an den Wiener-Prozess W¢ ge-

koppelt, welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:
k
A -1 A ¢
ep=1"2 X L ocdWs, k=1,2,....
x
Hierzu wird die Volatilitit des stetigen Experten o fixiert und die Kovarianz I' der diskreten
Experten in Abhéingigkeit von der Intensitiit der Expertenmeinungen X iiber die Beziehung

L =T(\) := \X¢ = Aacog
gewdhlt.

Unter dieser Annahme werden die Experten bei wachsender Intensitét der Expertenmeinun-
gen immer ungenauer und somit deren Zuverlidssigkeit immer geringer.
Eine der wichtigen Aspekte dieser Annahme ist die Konstruktion bzw. Koppelung der standard-
normalverteilten Fehler (52‘) an den Wiener-Prozess ¢, um am Ende die angestrebte Konver-
genz zeigen zu konnen. Die Idee zur Konstruktion der standardnormalverteilten Zufallsgrofien
52 in der der obigen Annahme stammt aus Sass, Westphal und Wunderlich [68] und besteht dar-
in, dass man zunicht davon ausgeht, dass der Wiener-Prozess W¢ nicht nur auf [0, 7], sondern
auch auf [0, co) definiert ist. Dann greifen wir bei der Konstruktion dieser Fehler nicht mehr
auf die zufilligen Zeitpunkte aus der Familie (7*)ys¢, sondern auf die deterministischen Zeit-

A
punkte {%, %, %, e %} Mit diesem Ansatz sind die ZufallsgroBen 52 unabhingig von den

zufilligen Ankunftszeitpunkten Tk’\. Des Weiteren erkliren die Autoren in Remark 4.2 in der
zuletzt erwédhnten Referenz, warum die Konstruktion von (52) durch den folgenden Ansatz

A (y
s;:r—%f/ oc AW, k=1,2,...,Np,
A
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welcher mit Hinblick auf die Konstruktion der Fehler in Annahme 3.3.1 in Frage kommt, nicht
zum erhofften Ergebnis fiihrt.

Das nichste Theorem gibt die Geschwindigkeit der Konvergenz des Filters vom Regime
H = C), gegen den vom Regime H = D, aus der die gleichmissige Konvergenz folgt.

Theorem 3.3.4. Unter Annahme 3.3.3 gilt folgendes:

1) Es existieren eine Konstante c1 > 0 und ein A1 > 0 mit

sup [|Q QPHQI <o S firalle > Ay (3.29)
£€[0,T] A

Insbesondere gilt
: 2
lim E [ sup HQ QPH ] =
A—00 0 T]
2) Es existieren eine Konstante ¢j > 0 und ein \| > 0 mit

B [MP> - MPJP] < i \% fiiralle t € [0,T] und A>X.  (3.30)

Insbesondere gilt

lim sup E {HMCA MPHﬂ =
A—00 ¢e[0,T]

Beweis. Siehe Theorem 4.6 und Theorem 4.7 in Sass, Westphal und Wunderlich [68]. O

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage in Theorem 3.3.4 sind in Abbildung 8.6
zu sehen.

Aus Abschnitt 3.3.1 kann man schlussfolgern, dass die gewonnenen Informationen aus den
diskreten Experten sowohl zu deterministischen als auch zu zufilligen Zeitpunkten bei wach-
sender Anzahl bzw. Intensitdt der Experten den gleichen Wert haben, den der stetiger Experte
liefert. Allerdings muss bei dieser Uberlegung gelten, dass die Kovarianz der Experten I linear
in die Anzahl n bzw. die Intensitit A der Expertenmeinungen wichst.

3.3.2 Experten mit konstanter Kovarianz

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der C),- und C)\-Filter
bei wachsender Anzahl n bzw. Intensitidt A beschéftigen, wenn die Genauigkeit der Experten
konstant bleibt.

Deterministische Informationszeitpunkte

Ahnlich wie in Abschnitt 3.3.1 nehmen wir an, dass wihrend des Investitionszeitraums [0, 7]
der (), -Investor n € N Expertenmeinungen erhilt, die aber nicht unbedingt zu dquidistanten
Informationszeitpunkten eintreffen. Sei nun (77)9°; mit 7" := {t{,t},...,t]'} eine Folge

36



3.3. ASYMPTOTISCHE FILTEREIGENSCHAFTEN HOCHFREQUENTER EXPERTEN

von Zerlegungen des Intervalls [0, 7’| in n Teilintervalle mit der Norm A,, := max ¢} — ¢}
=1,..., n

und sodass die Informationszeitpunkte erhalten bleiben, das heifit 7" = {t{,t},...,tI} C

(e eV oty =T firn/ > n.

Die Modellierung der diskreten Expertenmeinungen Z;' bei dieser Untersuchung ist aus dem
Ansatz (2.12) zu entnehmen, das heif3t

Z}ZL:MQ‘FF% en, k=0,...,n—1.

Das folgende Theorem gibt die gleichmiBige Konvergenz des Filters M“» und Q" bei
wachsender Anzahl von Expertenmeinungen und konstanter Expertenvarianz gegen die Drift
bzw. QF = 0.

Theorem 3.3.5. Unter den oben erwdhnten Voraussetzungen gilt folgendes:

e Fiir die bedingte Kovarianzmatrix

lim ||QS"|| =0, fiirallet e (0,T).
Ap—0

n—oo

o Fiir die bedingte Erwartung

Jdim BJ[IME — pe|[*] =0, firatie t € (0,11,

n—o0

Beweis. Fiir den eindimensionalen Fall siehe Proposition 4.3 in Gabih, Kondakji, Sass, und
Wunderlich [27] und fiir den mehrdimensionalen Fall siche Theorem 3.4. in Sass, Westphal und
Wunderlich [67]. O

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.7 zu sehen.

Zufillige Informationszeitpunkte

Wie im Abschnitt 3.3.1 definieren wir hier auch eine Familie von homogenen Poisson-Prozessen

((Nt)\)tE[O,T]) =0 2u der eine Familie von zufilligen Sprungzeitpunkten (T) Ao Mit T =

{0 < TlA,Tz)‘7 el Tz/\\/* < T} gehort. Wir nehmen an, dass die Poisson-Prozesse von allen
T

anderen stochastischen Prozessen unabhiingig sind.

Der Familie der Informationszeitpunkte (7')‘) steht eine Familie von Expertenmeinungen

A>0
(ZM)aso mit 2> = {Z}, Z3,..., Zﬁ,%} gegeniiber. Die Expertenmeinungen sind aus (2.13)

zu entnehmen
1
Zp =pp +T2ep, k=1,....Np.
Bei dieser Untersuchung sind die standardnormalverteilten Zufallsgrofen 52 von allen anderen
weiteren ZufallsgroBen bzw. stochastichen Prozessen unabhingig.

Das folgende Theorem zeigt die Konvergenz des Filters M > und Q* bei wachsender
Anzahl von Expertenmeinungen und konstanter Expertenvarianz gegen die Drift 1 bzw. QF = 0.
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Theorem 3.3.6. Unter den obigen Voraussetzungen und fiir jedes t € (0, T gilt folgendes:

1) Es existieren eine Konstante ky > 0 und ein Ao > 0 mit

E[HQ?H} < \];OX fiir A> X, t>1. (3.31)

Insbesondere gilt
lim E[Q ] =0 fir ¢>E
A—00

2) Es existieren eine Konstante k{, > 0 und ein \; > 0 mit

Ko
VA

Bl[M = *] < % fir Az N, ¢ (3.32)

Insbesondere gilt
lim B [M = p*] =0, firr ¢ > 1.

A—00

Beweis. Siehe Gabih, Kondakji und Wunderlich [28]. O

Numerische Ergebnisse zur theoretischen Aussage des letzten Theorems sind in Abbildung
8.8 zu sehen.

Aus Abschnitt 3.3.2 kann man schlussfolgern, dass die gewonnenen Informationen aus den
diskreten Experten sowohl zu deterministischen als auch zu zufilligen Zeitpunkten bei wachsen-
der Anzahl bzw. Intensitit der Experten den gleichen Wert fiir die Schitzung der Drift haben,
den der voll informierte Investor hat. Allerdings muss hierfiir gelten, dass die Kovarianz der
Experten I' konstant ist.
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Nutzenmaximierungsproblem

Dieses Kapitel widmet sich dem Nutzenmaximierungsproblem fiir die verschiedenen Informa-
tions-Regimes. Es werden sowohl der voll informierte Investor als auch die partiell informierten
Investoren betrachtet, fiir welche Kapitel 3 die zugehorigen Filter fiir die Drift bereitgestellt
hat. Nach der Problemdarstellung in Abschnitt 4.1 werden in Abschnitt 4.2 die Wohlgestelltheit
des Optimierungsproblems untersucht und Bedingungen an die Modellparameter gestellt, unter
denen die Zielfunktion beschrinkt ist. Dies fiihrt fiir den Potenz-Nutzen mit einer gegeniiber
der logarithmischen Nutzenfunktion groferen Risikoaversion, d.h. fiir Werte des Parameters
der Nutzenfunktion 6 aus (0, 1), zu einer Einschridnkung an die Menge der zuldssigen Modell-
parameter. Anderenfalls kdnnen sogenannte Nirvana-Strategien nicht ausgeschlossen werden.
Abschnitt 4.3 widmet sich dem Vergleich der verschiedenen Informations-Regimes und der Be-
wertung der den Investoren zur Verfiigung stehenden Informationen in monetiren Einheiten.
Dieser Vergleich beruht auf der Betrachtung des notwendigen Anfangskapitals zur Erzielung
eines vorgegebenen erwarteten Nutzen. Es werden Malle zur Bewertung des Informationsver-
lustes eines partiell informierten Investors gegeniiber dem voll informierten Investor sowie zur
Bestimmung des Preises der zusitzlichen Expertenmeinungen konstruiert.

Fiir den Fall der logarithmischen Nutzenfunktion gelingt eine vergleichsweise einfache und
weitgehend geschlossene Losung des Nutzenmaximierungsproblems, welche in Abschnitt 4.4
prasentiert wird. Diese Losungstechniken versagen dagegen fiir den Fall des Potenz-Nutzens.
Hierfiir werden in Abschnitt 4.5 Methoden des Dynamic Programming eingesetzt, um eine not-
wendige Optimalitidtsbedingung in Form der Dynamic Programming Gleichung fiir die Wert-
funktion abzuleiten. Dabei wird mit Hilfe einer MaBwechseltechnik das urspriingliche Optimier-
ungsproblem in ein risikosensitives stochastisches Steuerungsproblem {iiberfiihrt, dessen gesteu-
erter Zustand lediglich aus dem Filter fiir die Drift besteht.
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4.1 Problemdarstellung

In diesem Abschnitt wollen wir das Optimierungsproblem fiir die verschiedenen Informations-
Regimes prisentieren, dabei unterscheiden wir im Wesentlichen zwischen zwei Aspekten. Zum
Einen ist das Optimierungsproblem aus (2.20)

VE: = sup Jf' (n), (4.1)
TEAF

mit JF(r): =E [ug(X@

FF } re AP 42)

ein Optimierungsproblem unter voller Informationen, bei dem alle Komponenten der Vemdgens-
gleichung aus (2.16)

AXT = o (XT, p,m) dt + BX(XT, m) dWSE, X7 =0 >0,
mit o (z,m,p) := zp'm und BL(z,p) := xp/oR, sowie die Drift aus (2.3)
dus = k(i — pe)dt + oy AW, po ~ N (o, qp),
an die Investor-Filteration F¥" adaptiert sind. Zum anderen ist das Optimierungsproblem (2.22)

V.= sup JH(r), H=R,D,C, C), (4.3)

reAH

mit JH(r): = E[UG(X%)

fﬂ, e AR 4.4)

ein Optimierungsproblem unter partieller Information, bei dem der Drift-Koeffizient ozf( in
der Vemogensgleichung (2.16) vom unbeobachtbaren Driftprozess p abhédngt, der nicht an die
Investor-Filtration FH¥ = (FH )telo,7) adaptiert ist. Da wir das Optimierungsproblem mit der
Dynamic-Programming-Methode 16sen wollen, miissen wir es in ein Optimierungsproblem un-
ter voller Information iiberfiihren (siehe Abschnitt 3 in Rieder und Biuerle [62] oder Abschnitt
2.4 in Frey, Gabih und Wunderlich [26]). Die Transformation des Optimierungsproblems un-
ter partieller Information in eines unter voller Information geschieht, in dem wir den Drift-
Koeffizient af( in der Vemogensgleichung (2.16) mit Hilfe des aus Kapitel 3 erhaltenen Filters
und des Innovationsprozess wie folgt ausdriicken

dXT = oB(XT, MF 7)) ds + BE(XT,m) dWH,  XT =20 >0, (4.5)

mit o’ (x,m,p) = ap'm, B(z,p) = xp'o, und ox aus (2.24)

1
i X3 H =R,Cy,Cy,
ox =0x = 1
(Eé ded) ; H=D.
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Mit dieser Transformation wurde der Zustandsprozess um den Filter bzw. die zwei Kenngrofien
(M, Q) erweitert, deren Dynamik in (3.26) und (3.27) durch

dME = ot (M) dt + BE Q) AV + / QI ) T (dt, du), ME = mo,

R4

A = b (Qf) dt + BH(Q!) thH+/vg(Qf ) TH(dt, du), QI = qo
]Rd

gegeben war.

4.2 Wohlgestelltheit des Kontrollproblems

Bevor wir zur Losung des Optimierungsproblems sowohl fiir den voll informierten Investor H =
F als auch fiir den partiell informierten Investor H mit H = R, D, C,,, C\, kommen, miissen
wir sicherstellen, dass das untersuchte Kontrollproblem wohlgestellt ist. Wir beschreiben das
Modell des Finanzmarktes durch den Parameter

b= {T79)O-R)O-uv’€aﬁv $07m07§0,m0aQO} (46)

mit Werten in einem Parameterraum P und suchen Bedingungen an den Parameter p, unter
denen das Nutzenmaximierungsproblem wohlgestellt ist. Der Wertebereich der Parameter in
(4.6) ist in den fritheren Kapiteln eingefiihrt.

An dieser Stelle ist es darauf hinzuweisen, dass der F'-Investor die Drift zu jedem Zeitpunkt,
insbesondere zum Zeitpunkt t = 0 beobachten kann, somit gilt fiir ihn mg = po(w) und gg =
0, wihrend der partiell informierte Investor nur die bedingte Verteilung der Drift gegeben die
Investor-Filtration F{! kennt. Diese ist die Normalverteilung mit Mittelwert M{? = mg und
Kovarianz Q(]){ = qp.

Aus Griinden der Einfachheit werden wir in folgenden Untersuchungen die Menge der
zulissigen Strategien nur mit A bezeichnen. Dabei meinen wir die Menge der zulissigen Stra-
tegien in (2.21) fiir den logarithmischen Nutzen und die Menge der zuldssigen Strategien in
(2.25) fiir den Potenz-Nutzen.

Definition 4.2.1. Fiir ein gegebenes Finanzmarktmodell mit Parameter p aus dem Parameter-
raum P heiflit das Nutzenmaximierungsproblem (4.1) fiir den voll informierten Investor bzw.
das Nutzenmaximierungsproblem (4.3) fiir den partiell informierten Investor wohlgestellt, wenn
eine Konstante C’g € R existiert, so dass Jj(7) < C’gf fiir alle Strategien m € AX gilt.

Aus der Wohlgestelltheit folgt, dass auch fiir die Wertfunktion V[{I <C ;I gilt. Falls es keine
solche Konstante C’g gibt, dann existieren sogenannte Nirvana-Strategien. Dies sind zulédssige

Strategien 7V € AH, welche (in endlicher Zeit T)) ein Endvermogen X{,EN generieren, dass

eine Verteilung besitzt, fiir die der erwartete Nutzen E [Ug(X})

.7-"3{] unendlich ist bzw. groBer
als jede vorgegebene Schranke gemacht werden kann. Dabei muss das Endvermogen X7 selbst
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nicht unendlich sein.
Wir bezeichnen mit

Pl ={pepr; V{<cly 47

die Menge der Parameter des Finanzmarktmodells, fiir die das Nutzenmaximierungsproblem
(NMP) wohlgestellt ist. Wird nun das NMP nur fiir ein Finanzmarktmodell mit Parametern p
aus dem Parameterraum 73({[ betrachtet, dann ist sichergestellt, dass das NMP wohlgestellt ist.

Wir suchen nun geeignete Bedingungen an die Modellparameter, die die Wohlgestelltheit
sichern. Fiir diese Untersuchung fiihren wir in diesem Abschnitt einen weiteren Investor ein,
den wir den G —Investor nennen werden. Wihrend die Filtration F¥" aus dem Rendite- und dem
Drift-Prozess erzeugt wird, setzen wir die Filtration F“ gleich der Hauptfiltration G, an die all
Prozesse des Finanzmarkts adaptiert sind. Weiterhin definieren wir die Menge der zulidssigen
Strategien A“, die Koeffizienten der Vermogensgleichung, die Zielfunktion jOG und die Wert-
funktion V§' analog zu den entsprechenden Definitionen im Fall H = F. Danach werden wir
Abschitzungen der Zielfunktion jOH des H-Investors mit H = F, R, D, C),, C'y, durch die Ziel-
funktion jOH des G-Investors untersuchen. Dafiir wihlen wir eine Strategie w € A und aus
der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung mit ]:({I - .7-'(? erhalten wir

T (m) = B |Up (XF)

7| = B[Bun) 7] |7 = Blaf )| A @)
Aus Eigenschaften des Supremums und der Tatsache A” C A% bekommen wir

Vil = sup Jf!(m) = sup B[ G| F| < B[ sup g (m)| A
reAH re AH reAH

< E[ sup jOG(w)‘]-}I){] - E[Vﬂfﬂ. 4.9)
TeAG

Im Folgenden werden wir untersuchen, unter welcher Voraussetzung die Funktion VOG beschrinkt
ist. Dafiir prisentieren wir zunéchst das folgende Hilfslemma, in dem wir mit ,utu’m die Drift zum
Zeitpunkt u € [t, T'] bezeichnen, die zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] den Anfangswert m hat.

Lemma 4.2.2. Seien ¢y € R\{0}, der stochastischen Prozess (V5" )o<i<s<T gegeben durch
S
Uham = zexp {c\p/ (™Y SRt pkm du} (4.10)
t

und die Funktion gy, : [0, T] x R? — R gegeben durch gy(t,m) :=E {\If%l’m}, fiirt € [0, 7T
und m € R%. Dann gilt

g(t, m) = exp {m’Ab(t)m + B)(t)m + C’b(t)}. 4.11)
Dabei sind Ay(t), By(t) und Cy(t) Funktionen in t € [0,T), die Werte in R¥*?4 RY bzw. R
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annehmen und der folgenden Dynamik geniigen

dftlbt(t) = 24,()S, A (1) + K Ap(t) + Ap(t)k — coXRY; Ap(T) = Ogea,  (4.12)
dti;t(t) = 24y (t)rTi + [K — 244(t)5,] By(t); By(T) = 0gx1,  (4.13)
dcé’t(t) - _%B b(1)SuBo(t) — By(t)wfi — tr{S, Ap(t)};  Co(T) = 0. (4.14)

Beweis. Sei zunichst die Funktion G, € C1? wie folgt definiert

Gy:[0,T] x R* xRY 5 Ry Gy(t,z,m) :=E {\I/‘;Z’m} . (4.15)

Dann gilt Gy(T, z,m) = E [fgﬁzﬂm] =Bl ==
Die Dynamik der Drift i bzw. des Prozesses U fiir s € [¢, T ist gegeben durch

m 1 — t7m m
dus™ '\ _ K= ™) ds o (o O) (ALY pe™ N\ _ (m
vl ) = \ e We (™) SRtk 0 o) \aw¥)’ \wi=m)=\:)

wobei WY = (Wt‘y)te[O,T] ein eindimensionaler Wiener-Prozess ist. Die Drift- und Diffusions-
koeffizienten der letzten Gleichung geniigen der Lipschitz- und Wachstumsbedingung und die
Feynman-Kac-Formel fiir die Erwartung aus (4.15) liefert folgende lineare Differentialgleichung
fiir Gy,

0= ng(t, z,m) + Vi Gy(t,z,m) k(g —m) + %tr{vmme(t, z,m)E,}

ot
0GH(t
n c@zm’zglmw (4.16)
0z
mit der Endbedingung Gy,(7T', z, m) = z.
Fiir die Losung von (4.16) machen wir jetzt den folgenden Separationsansatz
Gb(ta Z7m) =z gb(t7m)7 gb(Tvm) =1 4.17)

Zum Zeitpunkt ¢ mit den Anfangswerten 1™ = m und \I/i’l’m = 1 erhalten wir dann
B W] = Gt 1,m) = gt m),

das heif}t, die im Lemma definierte Funktion g;. Das Einsetzen von (4.17) in (4.16) liefert die
folgende lineare parabolische PDE fiir g

0 1 _
0= agb(t, m) + Vi gp(t,m) k(i —m) + itr{vmmgb(t, m)3,} + c\pm’Ele gp(t,m)
(4.18)
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mit der Endbedingung ¢,(7,m) = 1. Fiir die Losung von (4.18) machen wir den folgenden
Ansatz

gb(t,m) = exp {m’Ab(t)m + Bl(tym + C’b(t)}. (4.19)

Das Einsetzen von (4.19) in (4.18) liefert das System von ODEs fiir A, By und Cj, welches in
(4.12), (4.12) und (4.12) gegeben ist. [l

Lemma 4.2.3. Die Wertfunktion VOG besitzt folgende Eigenschaft:
o Fiir den logarithmischen Nutzen ist die Wertfunktion VOG immer beschrinkt.
e Fiir den Potenz-Nutzen mit 0 € (—o0,0) gilt fiir die Wertfunktion V§' < 0.

e Fiir den Potenz-Nutzen mit 0 € (0, 1) gilt fiir die Wertfunktion V§' die Abschitzung

1 1-6
VE < gab (90.10)) (4.20)
Dabei ist die Funktion gy, : [0,T] x R — R in (4.11) gegeben und p ist der dem
F-Investor bekannte Anfangswert der Drift. Die auf [0, T definierten Funktionen Ay(t),
By(t) und Cy(t) mit Werten in R, RY bzw. R geniigen den Differentialgleichungen

(4.12), (4.13) und (4.14) fiir cy = 57755

Beweis. Fiir die zweite Aussage in diesem Lemma ist der Beweis trivial, da fiir § € (—o00,0)
die Potenz-Nutzenfunktion Up(x) < 0, Vax € (0,00) gilt. Fiir die erste und dritte Aussagen
orientieren wir uns der Arbeit von Angoshtari [1].

Sei (&t)te[0,7) ein stochasticher Prozess, der durch die folgende SDE gegeben ist

dé = &y Sptog WS, & =1, uo = mo, (4.21)

oder in explizierter Form wie folgt

. t ) t
& = exp{ ~3 / ‘ ,u; EIZLIURH ds — /,u,’s EglaR dWSR}. 4.22)
0 0

Wir bezeichnen wir zum Zeitpunkt ¢y € [0, 7] mit ,ufgo’m die Losung der Drift-Gleichung (2.3)

zum Zeitpunkt ¢ mit Anfangswert m, mit X, 10T Jie Losung der Vermogensgleichung (2.16)

zum Zeitpunkt ¢ mit Anfangswerten (z, 7) und mit £/°%™ die Losung von (4.21) zum Zeitpunkt

t mit Anfangswerten (3, 7). Die Itd-Produktregel liefert
d(Xﬂ'vO,x»mo 50717m0)t — Xf’o’x’mo df?LWO + fi),lvmo dXtﬂ',O,:v,ﬁo + d<X¢r,O,x,m07£0,17m0>t
= VT XPOETO (g — )OS o] AW, (4.23)

Aus Fatou’s Lemma folgt, dass der nicht-negative Prozess (X™¢); ein Supermartingal ist, des-
halb gilt

x — B[XR00m0 ¢ bmo] > (4.24)
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Auf der anderen Seite sei f : Rt — R die zugehorige Legendre-Fenchel-Transformation der
Nutzen-Function Uy(z) definiert fiir jedes w > 0 durch

f(w) := sup {Up(z) —zw} = . (4.25)
seR+ (%)w_m, Up(z) = 520

Da {%Lm(’ > 0 ist, gilt fiir jedes w > 0

f( %l,mo w) = sup { ( )_xé-()lmo } ZUQ(X;:,O,JJ,WO) _XZ,ZOImO 501m0 w

zeRT
(4.26)
Mit Hilfe von (4.24) erhalten wir fiir jedes w > 0
u@( 71' ,0,%, mo):| E [Ug( ﬂ' ,0,%, mo)i| +w (X - E [X%O,x,ﬁo é—%l,ﬁo] )
:E[Z/{g( wamo)_XTrOXIno €O,I,m0 :|—|—X’w
<E [f( 0,1,mo )} + xuw,
wobei die letzte Ungleichung aus (4.26) folgt.
Wir verwenden jetzt (4.25) fiir den Term f (&, 9170 1)) und erhalten
—1—Inw — E[ln 5%1’50] + xw, Up(x) =Inx,
E [UQ(XZ;’O’X’EO)} < 427

R R B RN

Da die letzte Ungleichung fiir alle zuldssigen Strategien 7 € A% und fiir jedes w > 0 gilt,
konnen wir auf der linken Seite das Supremum iiber alle Strategien 7 € A% und auf der rechten
Seite das Infimum iiber alle w > 0 bilden und wir erhalten dann

Inz — E[ln 60’1’m0], Up(x) = Inx,
Ve = SquE[Ug( ”Ome)} < (4.28)
red 1.0 (E[(go’l’mo)_lfe})l_e Ug(z) = a?
0 » U0 0

— 9
Es bleibt nur noch zu untersuchen, wann E[ln f% L0] bzw. B [(f%l’mo) beschrinkt sind.

Fiir den logarithmischen Nutzen folgt aus (4.22) und auf Grund der quadratischen Integrierbar-
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keit des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses sowie der positiven Definitheit der Matrix X p

T

T _
E[/O 1(10™0) 5 o2 ds}+E[/0 (10™0) S o dWE
[

T
E /0 H(ugmo) E;{IUR’P ds} +0
T

[ln EO,l,mg] o

B[ (u0™)'s5 ! ul™ | as

N~ N~ N [\3\>—~

IN

(n
0
T p— p—
Amax(Z7") / E[(u2™0) ud™0] ds < co. (4.29)
0

Dabei bezeichnet )\maX(Eﬁl) den groBten Eigenwert der Matrix Egl, fiir den die Relation
)\maX(Eﬁl) = ﬁ < oo gilt. Apin(Xg) > 0 bezeichnet den kleinsten Eigenwert der
positiv definiten Matrix X g.

;6
Fiir den Potenz-Nutzen in (4.28) konnen wir ( %Lm) 7 wie folgt darstellen

- o (1 (7 1|2 T _
(@) o (o5 (3 ) sl e | sitonant)
_ AT \11071’7”,

wobei \IIOT’Lm aus (4.10) mit cg = folgt und der Term A wie folgt gegeben ist

0
2(1-6)2

AT::exp{/0T109<,u5 )Z aRdWR_/ Hl— (Mg’m)/ZEIJRHZdS}-

Nach dieser Darstellung konnen wir ein neues Wahrscheinlichkeitsmafl P* durch die Beziehung
4% — Ay einfiihren und den gesuchten Erwartungswert aus (4.28) folgendermaBen darstellen

dpP
-6
E[<§%1,m> 179] _ E[AT ) \IJOT’I’m]
0,1,m
=B [ugh].
Dabei bezeichnet E* den Erwartungswert beziiglich des neuen Wahrscheinlichkeitsmales, wel-

cher nach Lemma 4.2.2 durch (4.11) ausgedriickt werden kann. O

Mit Hinblick auf das letzte Lemma kdnnen wir die Menge der zuldssigen Parameter fiir den
voll informierten Investor H = G wie folgt definieren

P, fiir den logarithmischen Nutzen,
PC = P, fiir den Potenz-Nutzen mit § < 0,
{peP, ;a(0,p)aus (4.11)beschrinkt}, fiir den Potenz-Nutzen mit 6 € (0, 1).
(4.30)
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Die Differentialgleichung (4.12) ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizienten, deren
Losung Ay nur unter bestimmten Bedingungen beschrénkt ist. Diese Bedingungen werden wir
im folgenden Lemma im eindimensionalen Fall d = 1 formulieren. Dafiir definieren wir die

Diskriminante
b)) 1
Ay =451 —2CWH2£R), ey 1= 5/ 1Bea | 4.31)

Lemma 4.2.4. Sei d = 1, dann gelten folgende Aussagen:

o Ist die Diskriminante A., > 0, so besitzt die Differentialgleichung (4.12) int € [0,T]
eine beschrinkte Losung fiir alle T' > Q.

o Istdie Diskriminante A, < 0, so besitzt die Differentialgleichung (4.12) eine beschrdinkte
Losung nur fiir t € (max{0, T}, T mit

T K
5+ arctan Beg

T =T - 5

4.32)

Cy

Beweis. Der Beweis ist im Anhang gegeben. Fiir die erste Aussage siche Lemma A.1.3 bzw.
Lemma A.2.2 und fiir die zweite Aussage siche Lemma A.2.3. O

Damit muss laut Lemma 4.2.4 fiir 6 € (0, 1) die Diskriminante A., > 0 sein, um auf dem
Investitionszeitraum [0, 7] fiir einen beliebigen Investitionshorizont 7 > 0 eine beschrinkte
Losung fiir die Differentialgleichung (4.12) zu garantieren. Ist die Diskriminante A., < 0, so
konnen wir nur auf dem Intervall (max{0, Tc]f; }, T eine beschrinkte Losung fiir die Differential-
gleichung (4.12) sichern. Doch damit das Optimierungsproblem wohlgestellt wird, muss in die-
sem Fall der Explosionszeitpunkt Tfp kleiner als Null sein, was mit Hinblick auf (4.32) bedeutet,
dass der Investitionshorizont 7" < TP sein muss, mit

s K
5+ arctan Bey

TY =
J,

Cy
In Abbildung 8.1 finden sich einige Ergebnisse zur graphischen Darstellung der Menge der
zuldssigen Parameter.
Hat (4.12) eine beschrinkte Losung, so kann man zeigen, dass die lineare Differentialgleichung
(4.13) sowie (4.14) auch beschrinkte Losungen besitzen. Im mehrdimensionalen Fall d > 1
haben wir keine geschlossene Losung fiir die Riccati-Gleichung, daher ist es schwierig, expli-
zite Bedingungen fiir die Beschrinktheit der Losung A von (4.12) wie im letzten Lemma zu
erhalten.

Von (4.30) ausgehend wollen wir nun die Bedingung an den H-Investor bzw. die Menge
der zulissigen Parameter P mit H = F, R, D, C,, C herausfinden. Dafiir setzen wir die
Abschitzung aus (4.20) in (4.9) ein und erhalten

Ji(m) <V < %xg E[(gb(O, u0)>1_0‘}"ﬂ, fiir alle 7 € AH.
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Fiir den F'-Investor ist die Drift bekannt und deshalb erhalten wir aus der letzten Ungleichung

1 1-6 1 1-6
Vi < gab Bl (a(0,m0)) | 7] = 5ab (en(0.0))
Dies bedeutet, dass die Menge der zulédssigen Parameter fiir den F'—Investor mit der fiir den
G—Investor in (4.30) iibereinstimmt, mit anderen Worten gilt

Pl =pC. (4.33)

Fiir die restlichen Investoren ist der Anfangswert der Drift 1y unter ]-"éq mit H = R, D, C,, C)
normalverteilt mit Mittelwert M({I und bedingter Kovarianz Q(I){ d.h., die bedingte Verteilung
von 1o gegeben Fi ist N (MI, QF). Bei gegebenem Anfangswert M = mg und Q¥ = qo
konnen wir puq darstellen als pg = mg + qgég mit ¢ ~ N(0, I;), welche von der Investor-
Filtration ]:éq unabhiingig sind. Damit erhalten wir

1

V({I < %xg E[(gb(O, u0)>1_9‘}'§{] = le E{gb(o mg + qo2z-:)] =

0
1 1-0
= 5958 E[GXP {(mo +d02€)'Ap(0)(mo + qoe) + B (0) (mg + qp2e) + Cb(o)}]
1 1
= §$8 (277)_% /exp{—Qx/x} {exp {(mo + QO%JJ)/Ab(O)(mo + QO%SU)

“ L 1-6
+ BL(0)(mo + qo ) + C’b(O)H de

d

1 1-0 . 4 1 B
= 5:68 <gb(0,m0)> - M Bgmg (2m)" 2 /exp{ — 5(37 — mg)’Eg Yo — mg)}dx

Rd
mit 3, (Id 201 ) (1-0)%,q2 <2Ab( Yo + Bb(o)).
Das Integral (27 f exp { 2z mg) 3, 1(;1: - mg)}da: ist gleich det(Zg)% und damit
Rd

-1
beschrinkt, wenn die Matrix ¥, = <Id —-2(1- H)Ab(O)q()) positiv definit ist, anderenfalls
existiert es nicht. Dies liefert
1 -0,
570 (@ (0ma)) e det(8) % =2 O,

Dies zeigt, dass fiir das Nutzenmaximierungsprobleme unter partieller Information die zuldssigen
Parameter des Finanzmarktmodells eine zusitzliche Bedingung an die bedingte Kovarianzmatrix
& fiir den Anfangswert des Filters erfiillen miissen, also

Ve <

PH .= PN {p € P, sodass (Id — 91— H)Ab(())qo) positiv definit ist.}. (4.34)

Fiir das Informations-Regime H = F wurde gy = 0 gesetzt und wegen (Id—QAb(O)qO) = I ist

die zusitzliche Bedingung stets erfiillt. Somit gilt (4.34) auch fiir I = F und liefert P = P¢
wie in (4.33).
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4.3 Monetirer Wert der Information

Um den monetidren Wert der Informationen aus den Beobachtungen der Rendite und den Exper-
tenmeinungen zu bestimmen, vergleichen wir den voll informierten F'-Investor, dem die Drift
bekannt ist, mit den anderen partiell informierten H-Investoren mit H = R, D, C,,, C), die den
Drift-Prozess 1 nicht beobachten konnen. Dabei verfolgen alle betrachteten Investoren das glei-
che Ziel, den Erwartungswert vom Nutzen des Endvermégens zu maximieren. Wihrend der klas-
sische R-Investor iiber den Investitionsraum hinweg seine Informationen lediglich aus den Be-
obachtungen der Renditen sammelt, sehen sich die restlichen partiell informierten D-, C,- und
C'\-Investoren, sowie der voll informierte F'-Investor im Vorteil, da sie iiber Zusatzinformationen
verfiigen. Nun beschiftigen wir uns mit der Frage: Wie viel Anfangskapital xé{ 'F der voll infor-
mierte F'-Investor braucht, um den gleichen maximalen erwarteten Nutzen zum Zeitpunkt 7" wie
der H-Investor zu erreichen, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Anfangskapital :1:6{ = 1 startet. Hier-
zu bezeichnen wir bei allen Informations-Regimes H = F, R, D, C,,, C mit V({I = V(I)LI (o)
den maximalen erwarteten Nutzen des H-Investors mit Anfangsvermogens x(. Dann ergibt sich

xé{ /F als Losung der Gleichung

H/F
VIT(1) = B|VE (eg/") 1751, (4.35)
Die Differenz 1 — xéq /T~ 0 beschreibt den monetiren Wert des Informationsverlustes des
partiell informierten H-Investors gegeniiber dem voll informierten F'-Investor und

X
g = 20— l/r (4.36)

ist ein MaB fiir die Effektivitit des H-Investors gegeniiber dem F'-Investor.

Mochte man den monetiren Wert der Zusatzinformation durch die Expertenmeinungen be-
ziffern, so kann das aus dem Vergleich der maximalen erwarteten Nutzen des R-Investors,
welcher keine Informationen auBler aus den Preisprozessen erhilt, und der H-Investoren mit
H = D,C,,C), welche neben den Informationen aus den Renditen zusitzliche Informatio-
nen aus den Experten erhalten, abgeleitet werden. Hierzu betrachten wir einen R-Investor mit

Anfangskapital xf' = 1 und bestimmen das Anfangskapital xOR/ ™ fiir den H-Investor so, dass

/

dieser den gleichen maximalen erwarteten Nutzen erzielt. D.h. xOR st Losung der Gleichung

VE(1) = B[V ™) FR].

Da wir in dieser Arbeit annehmen, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 alle partiell informierten Investoren
iiber die gleiche Invormation iiber die Drift verfiigen, gilt 1% = ]-'({{ = Fo und somit

VE@1) = VE (/. (4.37)

Die Differenz chp =1- :cOR/ " peschreibt den monetiren Wert der Expertenmeinungen fiir
den R-Investor. Von seinem Anfangskapital :cé% = 1 kann er diesen Betrag fiir den Kauf von

Expertenmeinungen bereitstellen und das Restkapital xé% /M dann in ein durch den H-Investor
aufgestelltes Portfolio investieren, welches den gleichen erwarteten Nutzen erzielt wie das durch
den R-Investor aufgestellte Portfolio mit Anfangskapital 1.
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4.4 Logarithmischer Nutzen

In diesem Abschnitt werden wir eine Losung fiir das vorliegende Optimierungsproblem fiir den
logarithmischen Nutzen finden. Dabei verzichten wir auf eine detaillierte und ausfiihrliche Her-
leitung, stattdessen zitieren wir die Ergebnisse von Gabih, Kondakji, Sass, und Wunderlich [27]
im eindimensionalen Fall und Sass, Westphal und Wunderlich [67] bzw. [68] im mehrdimensio-
nalen Fall. Dort konnten zunichst die optimalen Strategien auf eine einfache Weise bestimmt
werden. Damit ergeben sich dann Darstellungen der Wertfunktion durch Integration iiber die
bedingte Kovarianz des Filters. In den obigen Arbeiten wurde das Optimierungsproblem fiir
den logarithmischen Nutzen bei den Regimes H = F, R, D, C,, untersucht. Fiir das Optimie-
rungsproblem beim Regime H = C), bei dem Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunkten
eintreffen, haben Sass, Westphal und Wunderlich in ihrer Arbeit [68] eine interessante Losung
prasentiert, indem sie die Wertfunktion durch Simulation bestimmen. In der vorliegenden Arbeit
wird zur Losung des Optimierungsproblems beim Regime H = C'\ andere Technik verwendet,
die wir in Kapitel 7 prisentieren.

Aus der Vermogensgleichung der partiellen Investoren (4.5) erhilt man mit Hilfe der It6-
Formel die folgende Darstellung fiir das Vermogen

X7 = xpexp {/T (Tr;Mf - %ngaXHz)ds + /Tﬂ';ax de} , H=R,D,C,,C).
" ' (4.38)
Fiir den logarithmischen Nutzen U (z) = log x gilt dann fiir das Endvermogen
Up(XT) = log XT

T T
1 —~
zlogzo—l—/ (TrgMSH—2|7r;UX||2)ds+/ mox dWH.
0 0

Wir bilden den Erwartungswert auf beiden Seiten in der letzten Gleichung und erhalten mittels
des Satzes von Fubini den mittleren Nutzen des Endvermogens bzw. die Zielfunktion

Tit = E|U (X7) 17
T 1
= log z +/ E[W;ME - fHﬂ'éaXHQ]ds, (4.39)
0 2

T —
wobei der Erwartungswert des stochastischen Integrals [ 7.ox dWH fiir 7 aus der Menge der
0

zuldssigen Strategien in (2.21) verschwindet. Aus (4.39) erhalten wir dann die Wertfunktion
durch das Bilden des Supremums auf beiden Seiten

Vo' = sup 7
reAH

T

1

= logzo + sup / E[W;ME—fHWgUXHZ]dS. (4.40)
reAH JO 2
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Lemma 4.4.1. Die optimale Strategie w1 = (7} 7H)te[0,T} fiir das Optimierungsproblem in
(4.40) ist gegeben durch

= ME. (4.41)
Beweis. Da die Matrix oxo’y, = X nach Voraussetzungen positiv definit ist, konnen wir

den Integranden in (4.40) punktweise maximieren und erhalten die optimale Strategie 7 =

*7H 1 *7H .—
(7" Diejo,r) mit 7,77 1= - 9)2 "M
Mit Hinblick auf die Menge der zuldssigen Strategien in (2.21) iiberpriifen wir nun, ob sie
zuldssig ist und erhalten mittels des Satzes von Fubini

T T
E / H(Wt)'a}ng dt| = E / (7Y Sport dt]
0 0
T
=" / MY s ME dt
0
T
:/ E[(MF)’EQM?] dt
0
T
:/ tr{EﬁlE[(M?)’M?”d‘c.
0
Das letzte Integral ist beschrinkt und dessen Berechnung wird in (4.42) erldutert. ]

In der Literatur wird die optimale Strategie (4.41) die myopische Strategie genannt, deren
Einsetzen die Gleichung (4.40) liefert

T
log:c0+/ MH—7||( )JX||2}ds, H=R,D,C,,C,\
0

logxo—i—/

0

T
loga:0+/
0

log:c0+/

0

T
:log:c0+/
0

Dabei haben wir im letzten Schritt die Eigenschaft des Filters cov (M?, M?) = cov(fis, bs) —

~
e
tlj —

IMH} ds

i B[ME (V)] as

!

tr cov (MH MH) + E[,uS]E[,ug]] ) }ds

NI~ NI~ N~ N
oy
,—/H ,—/h\ l—|

tr{ERl(COV(MSaMs)+E[Ms] ] - EIQY) fds. @42)

E [Qsﬂ aus (3.28) verwendet.

Aus Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses in (2.5) und (2.6) erhalten wir E[us] bzw.
cov(us, tis). Bei den Regimes H = R, D,C, ist die bedingte Kovarianzmatrix Q¥ deter-
ministisch und es gilt E[Q!] = Q!I. Beim Regime H = C, gilt diese Besonderheit nicht,
da die Kovarianzmatrix Q> nicht deterministisch und keine geschlossene Darstellung fiir den
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Erwartungswert E [ng] und damit auch nicht fiir das Integral fOT E [QSA] ds verfiigbar ist. Aus
diesem Grund wird das Optimierungsproblem bei Regime H = C'\ wie schon erwihnt erst in
Kapitel 7 betrachtet.

Bemerkung 4.4.2. Auf die gleichen Art und Weise wie vorhin kann man fiir das Nutzen-
maximierungsproblem unter voller Information die Wertfunktion wie in (4.40) darstellen und
erhalten

V{ = sup JOF
TeAF

T

1

= logxo + sup / E{wéus — ~||xlox]|*|ds. (4.43)
TeAF JO 2

Die optimale Strategie fiir den voll informierten Investor H = F' ist ebenso die myopische
Strategie 7% = (W:’F)te[Qﬂ mit

mi =S5, (4.44)

deren Einsetzen in (4.43) die gleiche Darstellung fiir die Wertfunktion wie in (4.42)

1
VE = log zo +/ §tr{2§1 (COV(us,us) + E[us]E[u;]) }dS-
0

Damit ist die Darstellung der Wertfunktion in (4.42) auch fiir voll informierten Investor giiltig,
wenn man Qf = 0 beachtet.

Das folgende Theorem prisentiert eine geschlossene Darstellung fiir die Wertfunktion (4.42)
im eindimensionalen Fall (d = 1) fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ aus [0, 7], wenn der Investor
zu diesem Zeitpunkt mit Anfangskapital X[ = x > 0 startet und die Drift ;; = m bzw. die
bedingte Varianz Q! = ¢ sind. Dafiir definieren die Wertfunktion VH wie folgt

VA (t,2,m.q) = sup B log XFIXT = x, Mi' = m, Q' = q,
meA

welche im Zusammenhang zu V{! durch die Beziehung Vi’ = vH (0, zg, Mo, qo) steht.

Theorem 4.4.3. Fiir die Wertfunktion des Optimierungsproblems fiir den logarithmischen Nut-
zen gilt im eindimensionalen Fall mit H = F, R, D, C,,

VH(t,x,m, q) = logx
LT m m H
by [ () + B - (@) )as
t
=logx + Ag(t)m? + Bom + C{ (1), (4.45)
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wobei Ay, By und C3! Funktionen von t € [0,T] und gegeben durch

1 1— efQN(Tft)
Ao(t) = 5%’ (% ’

1 m 2
Bo(t) = 52;%1% (1 - e‘“(T‘t)) :
ZN

] (T —t) — 2By (t) (1 - e’“(T’t)>_l + 17 Ao(t)

1o [
cl(t) = 5231 [;ﬁ + 5

- (52 - vartu] oo - 555 [ "o as.
2K 2 ¢

Weiterhin gilt

Cr1 — Cro exp{—2CRro S5 T}

Cr1 — Cpa exp{—2CRroS3't}’

Cp1 — Cpa exp{—2CpoX},' T}

Cp1 —Cps exp{—QC’DgZBlt} '

T t; n=l oty
[ aeas= [Cagase Y [Tt as
t t o e

b Ci1 — C, —2CRroS7" (b — ti
QO ds = (Cro — 50®)(tx — u) + S log St~ Crz XPA=20R0My (fh = fh-1))
u Cr1 — Craexp{—2CRroXy (u —tx_1)}

T
/ Qf dSZ(CRo—IQZR)(T—t)-f—ERlOg
t

T
/ Q? dS:(CD()—RED)(T—t)-FEDIOg
t

i

wobei ty, der erste Informationszeitpunkt in [t,T| mit t;, > u ist und

/ >
Cgro := KXR 1+/€2£R7 Cgy = ) + kX g+ Cro, Cgo quo—i-/igR—CRo,
S, - -
Cpo := k¥py/1+ PSSP Cp1:= Gy +kXRr+Cpo, Cp2:=7y+ kXERr— Cpo,

Cr1 = Qf +KSr+Cro, Cr2 = Qf +rZg — Cro.

Beweis. Mit Hilfe der Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses aus (2.5) und (2.6) be-
stimmen wir die Integrale fiir E[us] bzw. var(us) und mit Hilfe von (3.5) bestimmen wir das
Integral fiir die bedingte Varianz Q*, welche wir in (4.42) einsetzen, um die Darstellung in
(4.45) zu erhalten.

Fiir mehr Details siche Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27]. O

4.5 Potenz-Nutzen

Aus der Gleichung (4.38) des Vermogensprozesses fiir den partiell informierten Investor H mit
H = R7 D ’ Cna C)\

T
1
X7 = xoexp{/o (W;MSH - 2”71’;0)(H2)d8+/(;
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erhalten wir gemil der Potenz-Nutzen-Funktion Uy (z) = %xe fiir den Nutzen des Endvermogens

1 0 .CCG T
Up(XF) = - (X&) = 0AH exp / —b(MH 7)ds ¢, (4.46)
F=g(x7) = Fafend | J
mit der Funktion
1-6
b(m,p) = =0 (p'm — ——lp'ox]?) (4.47)
und A¥ definiert durch
T . 1 T
AP = exp {0/ rhox dWH — 92/ ||7ox])? ds}. (4.48)
0 2 Jo

Der Wert AX aus (4.48) ist der Endwert eines Prozesses A = (AH )telo,7]> Welcher der fol-
genden SDE geniigt

Az Omlox AWl A =1, (4.49)
A

und ein (F¥, P)— nichtnegatives lokales Martingal und somit ein Supermartingal ist.
Im néichsten Schritt soll ein MafBwechsel zu einem neuen Wahrscheinlichkeitsmal} FH durch-

H
gefiihrt werden, so dass fiir die Radon-Nikodym-Dichte % = AQH gilt. Hierbei ist die Ei-

genschaft E[AY] = 1 sicherzustellen, unter der der Prozess A! ein echtes Martingal ist. Eine
hinreichende Bedingung hierfiir ist die Novikov-Bedingung (2.23)

1 /7T
JHp(m) =E [exp {2/ ||07r§0x||2dtH < 00,
0

Da wir die Novikov-Bedingung in die Menge der zuldssigen Strategien in (2.25) aufgenommen
haben, erfiillt jede zulédssige Strategie diese Bedingung und somit ist der MaBBwechsel wohldefi-
niert.

Vor diesem Hintergrund konnen wir nun unser urspriinglich stochastisches Kontrollproblem
(2.22) zu einem sogenannten risk-sensitiven Optimierungsproblem transformieren, indem wir

— —H
das vorhin erwihnte Wahrscheinlichkeitsma P’ mit Hilfe der Martingal-Dichte AQH = ddPT
wie folgt definieren

ap?

H(A):/dp:/Agdp fir Ae FH.

P
dpP
A A

Das Girsanov-Theorem liefert uns, dass der Prozess W := (W );¢[o, 7] mit

. ¢
Wf ::WtH—Q/O o'yms ds, t€10,T),
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ein (FH, ?H)—Wiener—Prozess ist.
Infolge dessen lésst sich der zu maximierende Erwartungswert aus (2.22) folgendermal3en dar-

stellen
T
AL exp{ - / b(Mg’mO’qO,ﬂs>ds} .
0

Dabei bezeichnen wir zum Zeitpunkt o € [0, 7] mit M;*"™7 die Losung der Filter-Gleichung
(3.26) zum Zeitpunkt ¢ mit Anfangswert M;, = m bzw. s, = q. Ebenso bezeichnen wir zum
Zeitpunkt £ € [0, 7] mit X"""™9 die Losung der Vermogensgleichung (4.5) zum Zeitpunkt
t mit Anfangswert X[ = x, My, = m bzw. Q, = q.

Da E[AY] = 1 ist, kénnen wir den Erwartungswert des Produkts auf der rechten Seite in der
letzten Gleichung mit Hilfe der Kallianpur-Striebel-Formel vereinfachen und erhalten

| B A G I A
0

Dabei bezeichnet E' den Erwartungswert beziiglich des neuen Wahrscheinlichkeitsmales FH,
unter dem der Vermogensprozess der folgenden Dynamik erfolgt

m,0,X0,mo,q0 \ | _ Xig
E|Ug| Xt =7 E

AXT = o L(XT ME 7)) dt + BE(XT 7)) dW,, XT =m0 > 0. (4.51)

mit a§f (x, m, p) = o (z,m,p) + Y (x, p)0o’xp .
Die Dynamik der Filter-Prozesse M H pzw. QH aus (3.26) und (3.27) unter FH hat die Darstel-
lung

dM{! = o2 (MH m) dt + B QM) aW, + / Y (QFL, w) I (dt, du), (4.52)
R4

dQI = oB(QF) dt+pE QM) dW, + / 76 (QFL )T (dt, du) (4.53)
Rd

mit dem Anfangswert M({I = mg bzw. Q{]{ = qo. Unter dem neu eingefiihrten Maf} = hingt
die Drift von M* von der Handelsstrategie 7 durch ol (m,p) := olf,(m) + 8L (q)00"p ab,
wihrend die anderen Koeffizienten unverédndert bleiben und in (3.26) und (3.27) gegeben sind.
Hinsichtlich des Mallwechsels kénnen wir das Optimierungsproblem aus (4.50) getrennt vom
Anfangswert zq betrachten und die Aufgabe besteht dann darin, den Erwartungswert

E

T
exp{ — /0 b(Mg’mo’qo,Ws)ds}] , (4.54)

iiber alle zulissigen Strategien 7 € A fiir 0 < § < 1 zu maximieren bzw. fiir § < 0 zu mi-
nimieren. Mit der Trennung des Optimierungsproblems vom Anfangswert x¢ reduziert sich der

55



KAPITEL 4. NUTZENMAXIMIERUNGSPROBLEM

Zustand auf den Filter bzw. die zwei Prozesse M und Q™.

Wenn wir die Dynamik vom Zustandsprozess aus (4.52) und (4.53) in Abhéngigkeit von
einem generischen P—Wiener-Prozess W = (W})c[o,7) darstellen

M = o ) dt -+ BEQ) Wi+ [ QI W@t du),  459)
Rd

Q' = oB(Q) dt+ Y Q) aw; + / VA (QINHTM (dt, du), (4.56)
Rd

mit M{I = myg und le = (o, dann konnen wir Ausdriicke wie in (4.54) beziiglich des Wahr-
scheinlichkeitsmafBes P bestimmen, das heif3t

T
E exp{ - / b(M2mo:do, Ws)ds}] , me AW
0

Dieses Optimierungsproblem wollen wir mit der Dynamic Programming Methode 16sen.

Bei den Regimes H = R, D, C,, ist bedingte Kovarianz Q{? die Losung einer deterministischen
Differentialgleichung, daher kann der Zustandsprozess auf den Prozess der bedingten Erwartung
MH reduziert werden. Wir fiihren jetzt den Zustandsprozess Y = Y™ fiir die verschiedenen
Regimes wie folgt ein

Y, = M, H=R,D,C,. (4.57)

Mit Hinblick auf (4.55) kénnen wir die Dynamik vom Zustandsprozess Y wie folgt darstellen

dY, = od Yy, 7)) dt + BE(V;) dW, + /’y{/{(l@_,uﬁH(dt, du), Yy = yo, (4.58)

Rd

wobei die Koeffizienten a? , 6{,1 und ’y{/{ folgendermalien gegeben sind
aif (m,p) = afi(m,p), B (q) = Bir(a), und 4 (q,u) = +if(q, ).

Beim Informations-Regime H = (), ist die bedingte Kovarianz Qf* die Losung einer SDE
und somit besteht der Zustandsprozess im Fall H = (', sowohl aus der bedingten Erwartung

M e R als auch aus der symmetrischen bedingten Kovarianzmatrix Q©* € R, Wir
d(d+1)

C 2 ixd
welche die Elemente unterhalb und auf der Diagonale der symmetrischen Matrix Q);* € Rdxd
in einen Vektor Z; € R?%# abbildet. Dies definieren wir wie folgt

definieren eine Restriktion bzw. eine Transformation R : R4*4 — R4z mit d, :=

/
Zt :R(Qt):< %1) %17 1%2) ?17'-‘7 fﬁld>7 (459)

das heif3t, wir setzen den Matrixeintrag Qij mit ¢ > j im Vektor Z; an die Stelle k = K (i,j) =
i(i—=1) | .
- +7.

2
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Umgekehrt konnen wir anhand der Riicktransformation R ! : R%2 — R9*4 aus dem gegebenen
Vektor Z; € R% die symmetrische Matrix Q; durch

Q=R (Z) (4.60)

erhalten, indem wir zu gegebener Position k; k = 1,...,d + w im Vektor Z; die Indizes

(i,7) des Elementes Qij der Matrix folgendermaBen bestimmen

i:max{le{l,...,d}; K(l,l)gk}: |V 2(k—d)+i—;-‘,
j=k—K@,1)+1.

Den Zustandsprozess Y = Y definieren wir nun wie folgt

_ (M
Y; = (Zt> . 4.61)

Bemerkung 4.5.1. Das in diesem Kapitel verwendete Symbol Z; ist nicht zu verwechseln mit
dem Symbol Z, aus den friiheren Kapiteln, welches die diskreten Expertenmeinungen bezeich-
nete.

Mit der Transformation der Matrix th * in den Vektor Z; miissen wir die Koeffizienten der
zugehdrigen SDE entsprechend transformieren. Zu jedem Vektor z € R% bestimmen wir die
Matrix ¢ = R~!(z) und definieren die Koeffizienten der SDE des Prozesses Z wie folgt

az(z):= 72(048A (q)), vz(2) == 72(’)/8A (q)), Bz(z) = 0. (4.62)
Zusiétzlich definieren wir

ay(z) = R(gg* (q)) (4.63)

Vor diesem Hintergrund kénnen wir die Dynamik fiir den Zustandsprozess Y = Y©» ghnlich
wie in (4.58) darstellen

dY; = o> (Y, m) dt + BN (Yr) AWy + / WA Yo, w) I (dt,du), Yo=yo, (4.64)

Rd

wobei wir mit y = (m, z) € R4z die Koeffizienten af), ng und fyg* wie folgt definieren

Ch Cy Cx
Cx — (aqr(m, Qap)) Cx - ( M (Q)> Cx ._ <7M (q, U)>
G Y,p) = ) Yy) = ) Y Yy, u) = .
Pl = (M0 FUE e ) e
(4.65)
Des Weiteren definieren wir fiir die Vereinfachung mancher Darstellung den Tem
Cx
Cx — (e (m)
o) = (2(1)). (4.66)
v az(z)



KAPITEL 4. NUTZENMAXIMIERUNGSPROBLEM

Damit die Verwendung mancher Symbole nicht zu Irritationen fiihrt, bezeichnen wir mit Sy; =
R? den Zustandsraum fiir den Prozess M >, mit Sg = R%*? den Zustandsraum fiir den Prozess
Q%*, mit S; = R% den Zustandsraum fiir den Vektor Z und mit Sy = R%t9Z den Zustands-
raum fiir den Zustandsprozess Y ©*.

Spéter werden wir die Ergebnisse der Portfoliooptimierung fiir die partiell informierten In-
vestoren H = R, D,C,, C) miteinander vergleichen. Dabei bietet sich der voll informierte
Investor H = F' als Referenzfall an. Deshalb werden wir das Kontrollproblem auch fiir das Re-
gime H = F' betrachten. Das Problem ist schon bei Kim und Omberg [36] bzw. Brendle, [12]
behandelt worden. Dieser Fall fiihrt zu einem unkontrollierten Zustandsprozess Y = YF', der
nur aus der Drift p besteht, deren Dynamik unter dem generischen MaB sich analog zu (4.58)
darstellen lasst

dY; = af (V) dt + B (Vy) AWy, Yo ~ N (o, o), (4.67)

mit den Koeffizienten a}F/(y) = k(r —y) und Bﬁ(y) = o,

Fiir den mit Sy = S{;I bezeichnete Wertebereich der Zufallsvariable Y gilt

(4.68)

R?, H=FR,D,C,,
SY =\ ndrd
RéTz  H = (C).

Wir bezeichnen zum Zeitpunkt ¢y € [0, 7] mit Ytﬂ’to’y die Losung der Zustandsgleichung (4.58)
bzw. (4.64) zum Zeitpunkt ¢ mit Anfagswert y. Die Zielfunktion J (¢, y; ) fiir das untersuchte
Kontrollproblem ist bei allen Informations-Regimes H = F, R, D, C, C), definiert durch

T
JH(t,y;ﬂ)::E[exp{—/ b(Y;T’t’y,ﬂs)dsH, Vte[0,T] und Vre AL (4.69)
t

mit der Endwert J# (T, y;7r) = E[exp{ - fTT b(Yg’T’y,ﬂs)dsH =1
Dementsprechend definieren wir die Wertfunktion wie folgt

sup JH(t,y;m),  0€(0,1),
TeAH

VH(t,y) = (4.70)
inf JH(t,y;m), 0 € (—00,0).
inf (¢, ys) (~00,0)
Zum Endzeitpunkt ¢t = T gilt VH (T, y) = JH(T,y;7) = 1.
Ab dieser Stelle konzentrieren wir uns hauptséchlich auf den Fall # € (0,1), der Fall § €
(—00,0) erfolgt dann analog.

Lemma 4.5.2. (Dynamic-Programming-Principle). Fiir jedes t € [0,T|, y € Sy und fiir jede
Stoppzeit Tmit t < T < T gilt

VH(t,y) = sup E [exp{ / —b(Yg’t’y,ﬁs)ds}VH(T,Yi’t’y)]. 4.71)
reAH t
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Beweis. Wir weisen wir auf Proposition 6.2 in der Arbeit von Frey, Gabih und Wunderlich [26]
und auf Proposition 3.1 in Pham [59] sowie auf Bouchard und Touzi [11] hin. O

Wir werden nun eine notwendige Optimalititsbedingung herleiten, aus der sich die Dynamic
Programming Gleichung fiir die Wertfunktion ergibt. wir fixieren ¢ € [0, 7], y € Sy wihle eine
Stoppzeit T € [t, T] und eine beliebige zulissige Markov-Steuerung 7 € A? mit 7, = TI(¢, ;).
Weiterhin definieren wir die Steuerung 7 = (7 );¢(o,) durch

(s,y), se€lt, ],
*(s,y), se€(r,T]

%s = ﬁ(37 y) = {

Dies bedeutet, dass wir einer beliebigen Strategie 7 in [¢, 7| folgen, jedoch der optimalen Stra-
tegie 7 in (7, T'|. Daraus folgt

Tty 7) < V(L y), (4.72)

die Gleichheit gilt, falls 75 = 7% fiir s € [t, 7).
Aus (4.69) lisst sich die Zielfunktion folgendermaflen darstellen

JH 8,y 7) = E[exp{ - /t Tb(YjWﬁs)ds} -exp{ - /T ! b(Y;?’t’y,?rs)dsH. (4.73)

Da der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y™ ein Markov-Prozess ist, konnen wir (4.73) mit Hilfe
von Eigenschaften der bedingten Erwartung wie folgt darstellen

TH(t,y, 7) = E[exp{ - /t b(Yf’t’y,%s)ds} .E[exp{ - /T b(Yf’t’y,?rs)ds}WfH

T

T T N
_ E[exp{ / b(Yg’t’y,%s)ds} .E[exp{ / b(Y;“T’Yf,?rs)ds}”.
t T
4.74)
Nach Definition von 7 kénnen wir (4.74) wie folgt darstellen
T o~ o~
JH (4, y;7) = E[exp{ _ / b(Y;T’t’y,?rs)ds}VH(T, Y;W)}. (4.75)
t

Bildet man das Supremum auf beiden Seiten iiber alle zulédssigen Strategien, so folgt die Be-
hauptung.

Wir definieren den Prozess (; := exp{— fg b(YT,7s)ds}, so kénnen wir (4.75) wie folgt
darstellen

1 ~

JH (1, 7) = E [BT V(7 Y:vW)} . (4.76)
t

Wir setzen (4.76) in (4.72) ein und erhalten

BV (ty) > BB, - VI(r, YT @.77)
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Damit definiert der Prozess G7 := (G?)te[o,T] mit GF = g,V (t,Yf’t’y) fiir eine beliebi-
ge Steuerung aus A’ ein Supermartingal. Die Drift dieses Prozesses ist kleiner gleich Null
und nimmt nur im Falle der optimalen Strategie 7; = 7/ ihr Maximum bei Null an. Die It6-
Produktregel liefert

dGT" = VI, Y[ ") dg, + BdV (¢, YY)

a * * *
= B (V" YT by ) + L7V YT Ydt 4o AW, 4T8)

wobei o den Diffusionsterm bezeichnet. Da G™ = (G?*)te[o,T] ein Martingal ist, muss der
Driftterm in (4.78) verschwinden

0
—VH(t,y) + sup { —b(y, )V (t,y) + EPVH(t,y)} =0, VI(T,y)=1. (479
8t peRd

Dies ist die Dynamic-Programming-Gleichung bei den Informations-Regimes H = F, R, D, C).
Beim Informations-Regime H = C,, wird deren Herleitung erst in Kapitel 6 erldutert.
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KAPITEL B

Potenz-Nutzenmaximierung fir Diffusionsmodelle

In Kapitel 4 haben wir das Nutzenmaximierungsproblem auf ein risikosensitives Steuerungs-
problem zuriickgefiihrt und die zugehorige DPE fiir die Wertfunktion aufgestellt. Dieses Kapitel
widmet sich der Losung der DPE fiir die Informations-Regimes, bei denen der Zustandspro-
zess Y = YH ein Diffusionsprozess ist. Dies ist fiir die Regimes H = F,R, D der Fall.
Fiir den voll informierten Investor ist Y = p, d.h. der Zustand ist gleich dem Driftprozess.
Dagegen ist fiir die partiell informierten Investoren fiir I = R, D der Zustandsprozess Y/
gleich dem Prozess der bedingten Erwartung M. Da in diesen beiden Fillen keine zeitdis-
kreten Expertenmeinungen in den Filter einflieBen, ist M ein vom Innovationsprozess W
getriebener Diffusionsprozess.

Es zeigt sich, dass die DPE sowohl beim Regime unter voller Information H = F’ als auch bei
den beiden Regimes unter partieller Information 4 = R, D mit Hilfe eines Ansatzes der Form

VE(t,m) = exp {m'AH(t)m + (BH(t))/m + CH(t)}, YVt €[0,T], Vm € Sy,

gelost werden kann. Dabei sind die Funktionen A¥, B und C* Losungen gewisser Endwert-
probleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Diese konnen fiir Modelle mit d = 1 Wert-
papiere sogar geschlossen gelost werden. Fiir d > 1 ist die Riccati-Gleichung fiir A7 im All-
gemeinen nur numerisch 16sbar, wihrend B und C¥ weiterhin geschlossen in Abhingigkeit
von A darstellbar sind. Der obige Ansatz wurde bereits in Kuroda und Nagai [39] sowie in
Brendle [12] vorgeschlagen und zur Losung der Nutzenmaximierungsprobleme fiir I = F, R
mit Potenz-Nutzen-Parameter § < 0 eingesetzt. Wir erweitern das Verfahren fiir H = D und
beriicksichtigen auch Potenz-Nutzen mit 6 > 0. Fiir solche Parameter sind zusitzlich Fragen der
Wohlgestelltheit des Optimierungsproblems und die daraus resultierenden Einschriankungen an
die zuldssigen Modellparameter zu beachten.
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5.1 Kontrollproblem unter voller Informationen 7 = F'

Wie bereits im letzten Abschnitt erwihnt fiihrt dieses Informations-Regime zu einem unkon-
trollierten Zustandsprozess, der nur aus der Drift Y = u besteht und dessen Dynamik in (4.67)
gegeben war

dY; = o (V) dt + BEAW,, Yo ~ N (Mo, qp),

mit of (y) = k(g —y) und BY =0,

Da der Zustandsprozess Y bei diesem Regime unkontrolliert ist, ist der Generator £ = £ in
(4.79) angewandt auf eine Funktion g € C%(R?) gegeben durch (siche Theorem 1.22 des Buches
von Jksendal and Sulem [58] )

LYg(y) = Viyg(y)ay-(y) + %tr [Vyyg(y)65 (65)/} (5.1)

von der Strategie unabhingig. Somit ergibt sich die DPE fiir das Informations-Regime H = F
aus (4.79)

9 , 1 /
0=V (ty) + TV (L y)atl(y) + 5tr[ Vi,V (0y)5F (5F) |
+ sup {—b(y,p)V"(t,y)} (5.2)

pER4
mit der Endbedingung V' (T, y) = 1. Da die Wertfunktion V' (¢,y) > 0 miissen wir nur noch

das Infimum der Funktion b(y, p) := —0 (p’ Yy — %ap’ b Rp) aus (5.2) bestimmen. Dies wird an
der Stelle

I S
t,y) = @ER Yy (5.3)

angenommen. Nun konnen wir die optimale Strategie aus (5.3) in die Gleichung (5.2) einsetzen
und erhalten die DPE

0

0 F 1y F m 1 F
—_ - a E 291 — )
0=V (ty) + Vy Vot y)rly — 1) + 5tr | Vyy V(8 y) 8 | + 2(1—-90)

=2 'SRty VE(t,y)

54

mit der Endbedingung V¥ (T, y) = 1. Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung und
fiir deren Losung machen wir den folgenden Ansatz (vgl. Kim and Omberg [36] oder Brendle

[121)
/
VE(ty) = exp {y/' A"y + (B"®) y+ ")} (5.5)
wobei AL, BF und C¥' Funktionen von ¢ € [0, T'] mit Werten in R4>d R4 ynd R sind, auBerdem
ist AT (t) fiir jedes t € [0, 7] symmetrisch. Nun konnen wir diesen Ansatz aus (5.5) in die

Gleichung (5.4) einsetzen und erhalten wir fiir die Funktionen A% (¢), BF'(t) und C*'(t) die
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Differentialgleichungen (4.12), (4.13) und (4.14) fiir cg = %1%. Das bedeutet, wir erhalten das
folgende System gewohnlicher Differentialgleichungen

F

dAdt(t) — —2AF(t)ZMAF(t) + KZ/AF(t) + AF(t),‘Q o %1%0021—%17 AF(T) _ Od><d7 (56)
F

dBdt(t) = 72AF(t)K’ﬁ+ [fi/ - QAF(t)EN] BF(t), BF(T) — del’ (57)
F

dCdt(t) = —%BF'(t)EMBF(t) — B (t)kp — tr{, AT (1)}, cHry=0. (5.8

Im eindimensionalen Fall (d = 1) kénnen wir die Differentialgleichungen (5.6), (5.7) und
(5.8) geschlossen 16sen. Hierzu bestimmen wir zunéchst die Losung von (5.6). Durch Trennung
der Variablen ergibt sich

A(T) 1 .
dA(s :/ ds. (5.9
/A(t) —2%,A%(s) + 2k’ A(s) — %%El_{l (s) ; )

Fiir das Integral auf der linken Seite von (5.9) ergeben sich in Abhéngigkeit vom Vorzeichen der
Diskriminante

0 by
I 2 M
Ay :=4k° |1 — T-4° ﬁQZR] (5.10)

drei verschiedene Fille, welche zu den im nachfolgendem Lemma angegebenen Losungen fiir
das System von ODE fiir (5.6),(5.7) und(5.8) fithren. Wir setzen dabei § 4 := %\/ |A 4]

Lemma 5.1.1. Fiir jedes t € [0,T] gilt folgendes:

e normale Losung fiir Ay > 0

A — 9 1 sinh <5A(T — t))
()_1—9‘2236/{ a(t) ’
B Ui sinh (SA(T — t)) A7),

64 1 + cosh (5A(T - t))

Fy_ B 0 wE o KE(pre —aFy) _ L F
C(t)_2<1+1_05i2R>(T D=5 (BT (1) + A" (1)) = 5 loga” (1),

mit aF (t) := cosh <6A(T - t)) + £ sinh (6A(T . t)).
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o hyperbolische Losung fiir Ay =0
K
K 7,

F f— J—
AT = 28, k(T —t)+1

B () = wm( g - A7) (T -0
) /14ﬁ2<T—t+ %)(T—t)?’

— K
(T —t) =1+ —
p (1) ‘ 12 9% (T —t) + 22

cf(t) = —g(T —t) +log
o Tangens-Losung fiir Ay < 0
Fpy— B4 04 4+ A), A= L
A (t) = o, + o, tan <5A(T t) + A), A := —arctan 5
- tan J—A(T—t)—&—g—&—ﬂ
B (t) = 2w F cos AT —t)+ A)ln <2 — 2 4) ,
2045, tan (g + %)
(_ [COS((SA(T—t)+A> ])
+ 260 — -1
2%, cos <A>
gy - .
t) = — _
042y cos(4)  cos ((5A(T —t)+ Z)

272(52 _
K™ (6,2 2”) AF(t)
04
B k02, + K22 (K2 + 62) (T—1)+ lln cos (64(T — t) + A)
2055, 2 cos(A) '

Beweis. Fiir die normale Losung siehe Appendix Lemma A.2.1, fiir die hyperbolische Losung

siche Lemma A.2.2 und fiir die Tangens-Losung siche Lemma A.2.3. Des Weiteren verweisen
0

wir zur Berechnung von CF'(¢) auf Yu [81].
Fiir die Bestimmung des monetidren Wertes der Information in Abschnitt 4.3 bestimmen wir
nachfolgend eine Formel zur Berechnung des Erwartungswertes in (4.35). Hierfiir gilt folgendes
¥ (x0"")" (x0"")"
B[V (/") 78] = B[S VE (0, mo) AT =~ B [VE (0, o) ME, QB
Fir M = m und Q}f = q ist die bedingte Verteilung von 1 gegeben Fi! die Normalver-
teilung N'(m, q), d.h. po = m + qzemite ~ N(0,1,), welches von FIT unabhingig ist. Somit
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ist
E|VF(0, uo) Mg = m, Qpf = q} = E[VF(O,m - qée)]

Dieses Vorgehen verallgemeinern wir nun fiir beliebige Zeitpunkte ¢ € [0, 7] mit M1 = m und
QI = q und definieren

VF(t,m,q) = E[VF (t,m+ q%s)}.

Lemma 5.1.3 gibt eine explizite Form zur Berechnung von VF(t, m, q), fiir dessen Beweis wir
das folgende Hilfslemma brauchen.

Lemma 5.1.2. Sei X ein d-dimensionaler normalverteilter Vektor mit X ~ N (ux,Xx ). Weiter-
hin seien « eine d x d symmetrische und invertierbare Matrix und 3 ein Vektor aus RY, dann
gilt unter der Annahme, dass die Matrix (I; — 2aX x ) positiv definit ist, folgendes

-1
2

E {e(X+B)’a(X+ﬂ)} — det (Id - 20z2x> - exp {(MX +8) (Ia — 203x) epx + ﬁ)}-

Beweis. Es gilt

E[exp {(X+8)a(X+ )} = de(tz(f;f?/w exp { fx () }dz 5.11)

mit dem Exponenten fx (z) := —3(z — px)'(z — px) + (z + B)'(z + B).
Fiir diesen Exponenten liefert die quadratische Ergidnzung nach x fiir ¥, := (2)_(1 —2a)~! und
pz = Yz(2a8 + X' ux) folgendes

-1 _ 1 _ 1 _
fx(z) = 7(90 —pnz) S (x—pz) + ilu/ZEZI,UJZ + o — §M/XEX1NX
-1
= 7(90 —nz) S5 (&= pz) + (ux + B) (la — 20Tx) a(px +8).  (5.12)

Setzt man (5.12) in die rechte Seite von (5.11), dann folgt mit der Einfithrung von Z mit Z ~
N (uz,%z) unmittelbar die Behauptung. U

Lemma 5.1.3. Unter der Annahme, dass die Matrix (1, — 2AY (t)q) positiv definit ist, gilt

VF(t, m,q) = exp {m’ZF(t, q)m+ (EF(t, q))/m + éF(t, q)}, (5.13)
mit
A" (t,q) = (1 - 24T (t)g) "L AT (8),
B'(t.q) = (1— 24" (1)q) ' BY (1),

C (t,q) = CF(t) + (BF(t))/(l - 2qAF(t))_1qBF(t) — élog det(1 — 2qAF(t)).

1
2
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Beweis.
v (t,m, q) = E[VF(t, m + q%s)]
= E[exp {(m +qze) AT(t) (m + qZe) + (BY (1)) (m + q2¢) + CF(t)H
= VF(t,m)B| exp {'a? AT (t)a%e + 20/ (VA (1)},

mit n(t) :== [m + 3 (AF(t)) ~'BF (t)]. Die quadratische Ergénzung nach ¢ fiir den Exponenten
liefert

V' (tm,q) = VE(tm) exo { = /(0 AT (0 (1) JElE]
— exp {CF(t) - i(BF(t))/(AF(t))_IBF(t)}E[f], (5.14)

/
wobei £ := exp { (5 + q_%n(t)> AFq<€ + q_%n(t)>} ist. Zur Berechnung des Erwartungs-
wertes in der Gleichung (5.14) gilt nach Lemma 5.1.2 Folgendes

B[] = E|exp { (= +a (1)) AT(t)a(= +a #n(t)) }]
= det(1 = 2qAT (1) S exp {1/ ((1a — 24T AT (DN} (5.15)
Wir setzen (5.15) in (5.14) ein und erhalten die Behauptung. g

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 5.1 zur Lésung der DPE des Op-
timierungsproblems unter voller Information und zum Kandidaten fiir die optimale Strategie
zusammen.

Lemma 5.1.4. Fiir den Kandidaten der optimalen Strategie ©% gilt mf" = pt'(t, us) mit der
optimalen Entscheidungsregel aus (5.3)

1
H _ -1
p(t,m) = T—9 _921% m
Dabei ist V¥ die Losung der DPE (5.4), fiir die gilt
VA, m) =exp {m’AF(t)m +(BF®)'m+ CF(t)} ,

wobei AT, BY, CF in (5.6), (5.7) bzw. (5.8) gegeben sind.
Auflerdem gilt

v (t,m, q) = E[VF(t, m -+ qée)}
— exp {m' A" (t,9)m + (B' (t.q)'m + T" (t,0)},
wobei ZF, B und C" in Lemma 5.1.3 gegeben sind.
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5.2 Kontrollproblem unter partieller Information 7/ = R, D

5.2.1 Dynamic Programming Gleichung

Bei den Informations-Regimes H = R, D ist die bedingte Kovarianzmatrix Q" deterministisch,
deshalb besteht der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y ™ nur aus der bedingten Erwartung M
und ist nach (4.55) gegeben durch

dY; = a{i(Y}/,wt) dt+,6’{/{(q{{) thH, Yy = my.

Fiir diesen diesen Zustandsprozess definieren wir den Generator £ = £'P angewandt auf eine
Funktion g € C?(Sy) wie folgt

Loty) = Vyatw)ad (5.) + tr[Vunasl (5 ] (5.16)

Damit ergibt sich fiir die DPE aus (4.79) fiir das untersuchte Optimierungsproblem im Fall
H=R,D:

d - i -
0= =V (ty) + VU (g —y) + 5tr{V,, VI (L9)Q S5 Q1 |

1-6
+ sup {V;VH(t,y)GQf{pﬂL 9(p'y — 729’21%19) VH(t,y)}, VAT, y) =1. (5.17)
peRd 2

Angenommen, die Differentialgleichung (5.17) hat eine klassische Losung. Das Argument g(p) :=
V;JVH(t7 Y)0QHp + G(p’y — 1Tf‘gp’ilpp) VH(t,y) vom Supremum in der letzten Zeile von
(5.17) ist quadratisch und streng konkav in p (denn X = o RO’% positiv definitund 1 — 6 > 0),

deshalb hat die Funktion g(p) eine eindeutige Maximumstelle p*, ndmlich durch die Losung der
folgenden linearen Gleichung

UV )R + (y— (1= 0)Sap) VH (t,y) = 0.

Dies liefert den folgenden Maximierer

v, VH(t,
pH:pH(t,y)=1_9 Hy(y))

k' (y i VH(t,y)

1 vV, VH(t,y)
= pf = sy lopYyr \B9)
p (t7y) + R Qt VH(t,y)

1-6
Wir setzen den Maximierer (5.18) in die Gleichung (5.17) ein und erhalten fiir den partiellen
informierten Investor H = R, D

(5.18)

_g H 1y H — 0 —-1~H
0= 5V 6w + ViV ) (s - 0) + g5 @)
1 _ 0 _
+5tr{ V) (@S Q)+ 5 gy S )

0 1
(1-0)VH(t,y)

+5 vV ) (@SR Q) Y,V (hy), V@) =1 5.19)
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Die Differentialgleichung (5.19) ist keine lineare partielle Differentialgleichung wie beim Re-
gime H = F', sondern semilinear. Fiir deren Losung machen wir den dhnlichen Ansatz wie beim
Informations-Regime H = F' im letzten Abschnitt (siche Brendle [12])

VEH(t,y) = exp {y’AH )y + (B () 'y + (t)} (5.20)

fiir deterministische Funktionen A (¢), B (t) und C¥ (t) mit Werten in R?*?¢, R? bzw. R,
weiterhin sei A% (t) eine symmetrische Matrix. Das Einsetzen von (5.20) in die Gleichung (5.19)
liefert das folgende System von ODEs

dACZ(t) = —247(0)Qf (' + LE QAT () + K AT () + AT (1)
B 2(19_0)21_%1 2l 9 SIQH AM (1), (5.21)
PO L aarwa (s + 1Ll - pmital] B0 247w
(5.22)
1O — (5 0) [+ 30 (2 + =)@l B 0] - er{Qlf gl A" )
(5.23)

mit Endbedingungen A (T) = 0454, B (T) = 041 und C*(T) = 0.

Die Differentialgleichung (5.21) ist eine Riccati Gleichung mit nicht-konstanten Koeffizienten,
wohingegen (5.22) eine lineare Differentialgleichung ist, deren Koeffizienten von der Lésung der
Riccati-Differentialgleichung abhingen. Somit ist eine Losung fiir das ODE-System anspruchs-
voller als beim Informations-Regime H = F'.

Das folgende Lemma liefert eine Darstellung der Losung fiir das oben dargestellte System von
ODEs in Abhéngigkeit der Losung des Systems von ODEs (5.6), (5.7) und (5.8) fiir das Regime
H = F. Das Ergebnis fiir H = R ist bereits in Brendle [12] enthalten, allerdings wird dort das
Regime H = D nicht thematisiert. Daher geben wir nachfolgend den vollstindigen Beweis fiir
die beiden Regimes H = R, D an.

Lemma 5.2.1. Fiir die Losung des System von ODEs aus (5.21), (5.22) und (5.23) gilt fiir alle
t € [0,T] folgendes:

A1) = A" (t,QN, (5.24)
BH(t) = B" (t,Q), (5.25)
cHt)y =C" (t,Q) — oa(r). (5.26)

Dabei ist die Funktion Ag gegeben durch

oo 1o det(Ig—2QF LH(t)) I
AR(t) = 51og det(1, — 207 A7 (1)) + K"t - K" (t), telo,T]. (5.27)

68
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Die Funktion L (t) geniigt der Riccati-Differentialgleichung

ALt _ —2LH ()8, L(t) + 'L (t) + L7 (t)k + Ly LA(T) =0 (5.28)
dt H 2 ’ - ’
die Funktion K" (t) ist gegeben durch
T
KH(t) = / tr{EM (AF(u) — L (u)) }du, (5.29)
t
und die Funktion FH(t) wie folgt
—H 1 r _
K"(t) = 51n / tT{szgl(Id —~ 2@5’AF<u>)}, (5.30)
t
. H =
sodass 1y := 0 B, ist.
1, H=D
Beweis. Fiir den Beweis von (5.24) definieren wir die Funktion Al wie folgt
AR (1) = (I — 247 ()Qf") T AT (1), (5.31)
Die Kettenregel liefert
dAH (t) 7 dAE (@) Qi _
= (L= 247 Q) (T + 247 () AT (1)) (1 — 201747 (1)
(5.32)
Andererseits bekommen wir fiir dA;t(t) aus (5.6) und dgf aus (3.4)
dAF (t dQH
dt( )4 2AF(t)%AF(t) = (Ia — 24" (1)Q{")K' A (t)
0
+ AT (On(la 207 AT (1) — 5y BR' - 247Q S, QT AT(@).
(5.33)
Das Einsetzen von (5.33) in (5.32) liefert
A _ (14— 2AF (OQE)AT(0) + (T — 247 (0QF) AT (1)
a d t d t k
= 2(1g - 247 ()Q) T AT (1)Q H Q1
o (T~ 24T (Q) Sa(La - 247 Q).
2(1 — 6)
Wir verwenden die Transformation aus (5.35) und erhalten dann
dAT (¢ ~ ~ ~ 0 ~
dt( ) _ K AT (t) + AT (1) — 24T (1) Qf (E;{l +15 Hzgl)foAH(t)
0 —~1H §H 4 -1
—21_92R QA (t)_Q(l—G)ZR' (5.34)
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Nun ist es ersichtlich, dass A (¢) derselben Gleichung wie {IH () in (5.21) geniigt. Des Wei-
teren haben beide Losungen denselben Endwert A7 (T) = A”(T) = 0. Damit gilt A7 (t) =
AH (t) fiir alle ¢ € [0, 7.

Fiir den Beweis von (5.25) definieren wir die Funktion BH wie folgt
BH(t) = (1, — 24" 1)Q{") ' BF (). (5.35)
Durch Verwendung der Kettenregel bekommen wir

dBH (t) _ dBF (1)
dt dt

F H
+ (247 e (22 W 2AF<t>%) (14— 247 ()QF) "B (1). (5.36)

=(I; — 24" (1)Q!")

Einsetzen der Ableitungen dAd ®)
( ( )Qt +2AF (1) fi)tt ) = —2A"(¢ )Qt (E +— - )Qt
- 24T (SRR + QAF(t)Zu(Id 2470, 63D

Damit erhalten wir

(Ia — 24" )Q) ™ (2dAF(t) H o AF(p) thH) (Ia — 24" 0)Q{) ' BF (t) =
— 24 (0QF (St + s SRR B (1) — N B (1)

+ 247 ()2, BY (¢). (5.38)

Auf der anderen Seite haben wir

1 dB" (1)
dt

Das Einsetzen von (5.38) und (5.39) in (5.36) liefert

(I — 2AY (1)QH)~ = 247 ()2, BY (t) — 245 (t)si + k' B (t).  (5.39)

dBH (t)
dt

1
1-—

mpt)Qlf - —Losial | B () 247 (1)

(5.40)

— [m’ — 248 (1)QH (2;{1 +—

Nun ist es ersichtlich, dass B (¢) derselben Gleichung wie B (t) in (5.22) geniigt. Des Wei-
teren haben beide Losungen denselben Endwert BH(T) = BH(T) = 0. Damit gilt B (t) =
BH () fiir alle t € [0, T].
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Fiir den Beweis von (5.26) definieren wir die Funktion K H(t) .= K(t) — FH(t) und die
Funktion CH wie folgt

G (1) = CF (1) + 5 (B (1)) (1 — 20 AT (1)) QI BY (1)

—0 0
log det(I; — 2QH AF (t)) — 5 logdet(ly - 200 L(t)) — 0K (t)  (5.41)
Fiir die erste Zeile aus der letzten Gleichung haben wir

Flerw+ 5 (57 0) t- e arw o)

_dCF(t)
o dt

+ (B (1)) (1 - 20 47) 7 (@]

L (BF () (I - 208 A (1) QHdB (0

HdAF()

X dQ!!
2 dt

Qff + 555 ) (1 — 247 Q) B (1)

5 (BT(0) (L~ 2 A7) QI (25! + 5 DRNQI (1 — 247 Qf) " B (1)

—(BF () (I — 2QH AT (1)) "Lkt — tr{zHA (t)} (5.42)

Die Herleitung der zweiten Zeile aus (5.41) ist in (5.44) in Lemma (5.2.2) unten angegeben. Nun
addieren wir (5.42) und (5.44), dann verwenden wir die Transformationen (5.24) und (5.25)

dCH (1)
dt

= (BT 0)Qf (55 + %Z;)Qf BA(t) - (B (1)) w7t

— tr{Q{f SLQH Al (t)}. (5.43)

Nun ist es ersichtlich, dass C* () derselbe Gleichung wie CH (t) in (5.23) geniigt. Des Weiteren
haben beide Losungen denselben Endwert C*(T) = CH(T) = 0. damit gilt C* (t) = CH ()
fiir alle ¢ € [0, T'. O

Das folgende Lemma erldutert die im letzten Beweis erwihnten Nebenrechnung in der zwei-
ten Zeile aus (5.41).

Lemma 5.2.2. Fiirallet € [0,T] gilt

dt

L det (I, — 2AF (1) QM) — Qlog det (I, — 2L (1)QM) — eKH(t)]
= tr{EMAF 1)} —tr{Qf S QF AP (1)} (5.44)
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Beweis. Einerseits haben wir

%log det(Iq —2Q; A" (t)) = —2tr [(Id —2Q A" ()" %( i AF(t>>}
= ——tr{ (1 - 201 4 @)@l s}
+2tr{ (1= 2Q{ A (1) "' QIS QI AT (1) |

- 2tr{EMAF(t)} - tr{ fz;}}. (5.45)

Andererseits gilt

< logdet(ly —2Qf' 17 (1)) = ~20r (s —2QF L))" S QI L ()

dt
- —2tr{EuLH(t)} - tr{ f’z;}} (5.46)
SchlieBlich erhalten wir die rechte Seite von (5.44) durch Addieren von (5.45) mit (5.46) und
der Ableitung von K 7 (t) aus(5.28). O

5.2.2 Optimale Strategien

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.1 zur Losung der DPE bei den
Regimes H = R, D und zum Kandidaten fiir die optimale Strategie zusammen.

Lemma 5.2.3. Fiir den Kandidaten der optimalen Strategie n1 gilt /1 = p" (t, M; Q) mit
der optimalen Entscheidungsregel aus (5.18)

1 v, VHE(, m))
-0 VH(t,m)
1

== 92;21 (m + q[2A7 (tym + BH(t)]).

Dabei ist VH die Lisung der DPE (5.19), fiir die gilt

H(t,m;q) =

P 2§1<m+q

VH(t,m) = exp {m’AH(t)m + (B () 'm + CH(t)} ,

wobei A2, B2 CH in Lemma 5.2.1 gegeben sind.

Vergleicht man die optimalen Entscheidungsregeln fiir den R-, D- und F'-Investor fiir iiber-
einstimmende Werte des Filters, so ergeben sich einige interessante Eigenschaften, die in den
folgenden zwei Lemata formuliert sind. Sie besagen, dass die obigen Investoren in einem Mo-
dell mit GauBscher Drift bei iibereinstimmenden Driftschdtzungen auch die gleichen optima-
len Strategien verwenden. Diese Eigenschaft ist insofern iiberraschend, da sie fiir Modelle mit

Markov-modulierter Drift nicht bekannt ist, siehe Schiitze [71].
Lemma 5.2.4. Sind Mt = MP =m und QF = QP = q, dann gilt
R P(t,m;q).

p(t,m;q) =p
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Beweis. Bei den beiden Regimes I = R, D haben wir aus (5.18)
1 Vi VE(t,m)
H 1 m )
=% (m+ 1 )
( —pr " TV
Aus dem Ansatz fiir die Wertfunktion in (5.20) und den Transformationen (6.7) und (6.7) erhalt-
en wir

p(t,m;q) =

Vi VE(t,m)

S [2AH (tym + BH (t)}

— (I — 2AF (1)g) ! [QAF(t)m + BF(t)} .

Damit folgt

Pt i) = (m +q(I = 247 (t)g) ™ [24 (t)ym + BF<t>}> = pP(t,m3 ).

g
Lemma 5.2.5. Sind M}" = iy = m und Qff = q=0mit H = R, D, dann gilt
pr(t,m) = p™(t,m;0).
Beweis. Bei den beiden Regimes H = R, D haben wir aus (5.18)
p"(t,m;0) = 171921}17%,
welches mit der myopischen Strategie p*'(¢,m) aus (5.3) iibereinstimmit. U

Bevor wir das Kapitel abschlieBen weisen wir darauf hin, dass man das Optimierungspro-
blem fiir den logarithmischen Nutzen auch mit Hilfe der Dynamic Programming Methode l6sen
kann und die Ergebnisse werden in der folgenden Bemerkung dargestellt.

Bemerkung 5.2.6. Das Optimierungsproblem fiir den logarithmischen Nutzen mit Hilfe der
Dynamic Programming Methode liefert die gleiche Aussage erhalten wie in Theorem 4.4.3.
Hierbei erhélt man das folgende Gleichungssystem von ODEs

d‘élc?t(t) =K' Ag(t) + Ao(t)k — %2};1, Ao(T) = 04xd,
o) _ wBy(t) ~ 2400 Bo(T) = O,
) gy o), G =0,
() — {Equ<t>, H=F
QIS QEAy(t), H=R,D,C,.

Im eindimensionalen Fall hat dieses System eine geschlossen Losung, die in Theorem 4.4.3
gegeben war.
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5.3 Monetirer Wert der Information

Fiir die in Abschnitt 4.3 eingefiihrten Gré8en xé{ / F, ET und xOR/ " Beschreibung des mo-
netdren Werts der den partiell informierten Investoren vorliegenden Informationen gibt es fiir
den H-Investor mit H = R, D die folgenden geschlossenen Ausdriicke.

Lemma 5.3.1. Fiir die in (4.35) und (4.37) definierten Anfangsvermogens xé{ /¥ und l‘OR/ H
sowie die in (4.36) definierte Effektivitit EY gilt folgendes
e = 2" = exp{—AH(0)}, fiir H=R,D, (5.47)
sowie
PR, =1-a'P  mit 2P = exp {A%(0) — AR(0)}. (5.48)

Dabei sind die Grofien AL (0) und AL (0) in (5.27) gegeben.
Beweis. xé{ /F ist definiert als Losung der Gleichung (4.35)
Vi) =B (/") 7], m=R,D,

bzw. der Gleichung

H/F

1w (330 )9 F H I 1
rid (0,m;q) = TE{V (0, 0)[ My =m, Qy =q
H/F\g
= 0L 0,.m0).

Substituiert man die Darstellung fiir V¥ aus Lemma 5.2.3 und fiir 7" aus Lemma 5.1.3 ergibt
sich die Behauptung in (5.47).

Fiir die Behauptung in (5.48) gehen wir von der Definition des Anfangsvermdgens 335” /D aus,
welches als Losung der Gleichung (4.37) der folgenden Gleichung ist

VE(1) = VPP,

bzw. der Gleichung

(/P

0
@0 "y (0, ms ).

l R
gv (O,m,Q)— 0

Aus der Darstellung fiir V% und V' in Lemma 5.2.3 folgt

2P = exp {AR(0) — A% (0)}.
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KAPITEL O

Kontrollproblem mit Expertenmeinungen zu deterministischen
Zeitpunkten

In diesem Kapitel behandeln wir das Nutzenmaximierungsproblem fiir das Informations-Regime
H = C,, bei dem eine vorgegebene Anzahl n € N von Expertenmeinungen iiber die unbekann-
te Drift zu deterministischen und festgelegten Zeitpunkten ¢g, t1, . .., t,—1 eintreffen. Nachdem
wir das Problem fiir den logarithmischen Nutzen bereits in Abschnitt 4.4 behandelt haben, wer-
den wir uns in diesem Kapitel auf das Optimierungsproblem fiir den Potenz-Nutzen konzen-
trieren. Dieses wollen wir mit der Dynamic Programming Methode 16sen, allerdings sto3en wir
auf das Problem, dass der zugrunde liegende Zustandsprozess M~ Spriinge durch die Update-
Formel zu den deterministischen Ankunftszeitpunkten der Expertenmeinungen aufweist. Aus-
gehend vom Dynamic Programming Principle entwickeln wir eine Riickwirtsrekursion zur Be-
rechnung der Wertfunktion und der optimalen Strategie. Dabei wird beginnend mit dem End-
zeitpunkt ¢ = T' jeweils zwischen zwei aufeinanderfolgen Informationszeitpunkten eine DPE
wie beim Informations-Regime H = R mit der in Abschnitt 5.2 vorgestellten Ansatzmethode
gelost. Zu den Informationszeitpunkten erfolgt ein Update der Wertfunktion, welches die Endbe-
dingung der DPE auf dem nichsten Teilintervall liefert. In Abschnitt 6.2 untersuchen wir einige
Eigenschaften der optimalen Strategie. Abschnitt 6.3 liefert einige Ergebnisse zum monetéiren
Wert der Information fiir das Regime H = C,.

6.1 Dynamic Programming Gleichung

Der Zustandsprozess Y besteht nur aus dem Prozess der bedingten Erwartung M ", dessen
Dynamik in (4.58) durch

dY; = o§» (Ys, mp) dt + B (Yz) dW; + / A (Vi , u) IO (dt, du), Yo = o,

R4
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gegeben war. B

Da der markierte Punktprozess I deterministisch beziiglich der Zeit ist, konnen wir das Opti-
mierungsproblem (2.20) nicht mit der iiblichen Vorgehensweise auf [0, 7] wie bei H = R, D
l6sen. Die Idee besteht darin, dass zwischen je zwei Informationszeitpunkten ¢;_; und ¢; mit
k =1,...,nund t, := T der Zustandsprozess Y “» = M®" ein Diffusionsprozess ist und
keine Spriinge besitzt. Deshalb konnen wir das Optimierungsproblem (2.20) auf den Teilin-
tervallen [tx_1,t;) dhnlich wie im klassischen Fall H = R 16sen. Zu den Sprungzeitpunkten
to,t1,...,tn—1, in denen das Update in den Filter einflieBt, werden wir mit Hilfe vom Dynamic
Programming Principle die Endbedingung V" (t;, y) bestimmen.

Zusammenfassend konstruieren wir eine Riickwirts-Rekursion fiir die Wertfunktion Vi (¢, y) :=
VEn(t,y), t € [tp_1,tx] wie folgt: Im ersten Schritt nehmen wir 7 > ¢ und ¢ ein festen
Zeitpunkt aus [t;_1, tx) und wir betrachten gemiR Lemma 4.5.2 den folgenden Grenzwert

Vi(t,y) = lim sup E[exp{ / —b(Y;”t’y,ﬂs)ds}Vk(T,YI’t’y)}. 6.1)
N\t rEAH t

Fiir die Herleitung der Dynamic Programming Gleichung definieren wir den Generator £ =
LEP fiir den Zustandsprozess Y = M angewandt auf eine Funktion g € C?(Sy) durch

1 /
Lg(y) = Vig(y)asr (y,p) + §tr{meg(y) ACJ‘( z((}") } (6.2)

und erhalten dann aus (6.1) die folgende DPE

0 1 _
0= 2 Vilt.y) + VyValt )i — y) + 5tr{ Vi Vet 9)QF SR Q" |

T ot 2
1-6
+ sup {V;Vk(t, Y)0QF"p + 9(p’y - ?p’ER@ Vi(t, y)} (6.3)
pERC

mit der Endbedingung V,,(¢,,y) =: hn(y) = 1 zum Zeitpunkt ¢,, = T und einer noch zu
bestimmenden Endbedingung Vi (tx,y) =: hi(y) zu den Informationszeitpunkten ¢z, mit k =
n—1,...,0.

Ein Maximierer fiir das Supremum aus (6.3) bzw. ein Kandidat fiir die optimale Strategie ist

vka (tv y) )
Vk(tv y)

Wir setzen den Maximierer aus (6.4) in die DPE (6.3) ein, dann bekommen wir die folgende
Differentialgleichung

1
P = (by) = 5k (y +Q" (6.4)

0 p _ 0 _
0= 5 Vilt:) + Yy Vilto) (s — ) + =55 @)
1 _ 0 e
+ §tr{vnyC" (t,y) (anlean)} + my ZRlka(ta Y)
0 1 p 1 C
tn o vy VR0 (0 SR QT ) Vit y), Vil y) = haly). 69
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Fiir die Losung von (6.5) machen den gleichen Ansatz wie im klassischen Fall H = R, D

Vi(t,y) = exp{y Ax(t)y + By, (t)y + Ci(t)} (6.6)

fiir deterministische Functions Ag(t), Bi(t) und Cj(t) definiert aud [t;_1,t;] mit Werten in
R¥*4 R bzw. R, weiterhin sei Ay (t) eine symmetrische und invertierbare definite Matrix. Das
Einsetzen von (6.6) in (6.5) liefert die Differentialgleichungen (5.21), (5.22) und (5.23) im Fall
H = R und mit Endbedingungen A, (t,,) = Ogxd> Bn(tn) = 0g4x1 und Cy,(t,) = 0 zum End-
zeitpunkt ¢, = 7" und noch zu bestimmenden Endbedingungen zu den Informationszeitpunkten
trmitk=n—1,...,0.

Das folgende Lemma liefert eine Darstellung der Losung fiir das zugehérige System von ODEs
in Abhingigkeit der Losung des Systems von ODEs (5.6), (5.7) und (5.8) fiir das Regime
H=F.

Lemma 6.1.1. Fiir die Funktionen Ay(t), By(t) und Cy(t) gilt fiiralle t € [ty—_1,tx) folgendes:

Aty =A"(1,Q5), 6.7)
By(t) = B" (t,Q%"), (6.8)
Cr(t) = C" (£,Q") — 0AS (). (6.9)

Dabei ist die funktion Ag(” gegeben durch

Cnin o ACnp . Lo det(lq — 2Q"LE(t))
AT (t) == AY(t) == 5 log dot(ly — 200 AF (1))

+Kf(t), telo,T]. (6.10)

Die Funktionen LT(t) und K*(t) sind fiir alle t € [0, T| wie in Lemma 5.2.1 definiert.

Beweis. Es folgt analog zum Beweis von Lemma 5.2.1 O

Im zweiten Schritt nehmen wir einen Informationszeitpunkt ¢ mit K = n — 1,...,0 und
werden mit Hilfe des Dynamic Programming Principle aus Lemma 4.5.2 die gesuchte Endbedin-
gung fiir die Differentialgleichung (6.5) bestimmen. Dafiir setzen wir 7 = ¢;, und wir betrachten
den folgenden Grenzwert

he(y) = Vi(te—,y)

tk
= lim sup E eXp{ / —b(YS’t’y,ws)ds}VHl(tk,Ygt’y)]
t/ "t reAH t

= sup E |:Vk+1 (tk, erk’tk_’y)] .
reAH

Die Strategie taucht nur im Driftterm ag’;” (y,p) auf, jedoch nicht im Diffusionsterm £y (y)
und insbesondere nicht im Sprungterm ~y™ (y, u), daher hat sie keine Auswirkungen auf den
Zuwachs des Zustandsprozesses Y zum Zeitpunkt ¢; und somit konnen wir das Supremum in
der letzten Gleichung weglassen und erhalten dann

hi(y) = E[Vk—&-l(tk,Ygtki’y)}- (6.11)
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Die Berechnung vom Erwartungswert auf der rechten Seite von (6.11) wird im nichsten Lemma
angegeben.

Lemma 6.1.2. Zu einem Informationszeitpunkt t;, mit k = n — 1,...,0, ldsst sich die End-
bedingung hy.(y) fiir die Differentialgleichung (6.5) wie folgt bestimmen

1
hi(y) = exp {?/AkAkH(tk)y + By (te) Ay + Croga (t) + §B]/€+1(tk>Akszk+1(tk)
1
+ 5 log detAk}, 6.12)
wobei die Update-Matrix gilt Ay, := (Id—2Ak+1(tk)Ek) L it DI Q (F+Q ") th—

Beweis. Zur Vereinfachung fithren wir in diesem Beweis die folgenden Bezeichnungen ein:

A(ty) 1 = Agy1(ty), B(tg) := Bgy1(tg),  C(tr) := Cry1(tr).
Es gilt nach (6.11) folgendes

hi(y) = [VkJrl(tk, YY)
—E [exp {(Ygtk*vyyA(tk)Yyk*vy + B () YUY C(tk)}] .

Die quadratische Ergénzung nach Yt:’t’“_’y fiir den Exponenten liefert
hly) = [exp{(Y;:tk"y oA (B(0)) Alti) (VI + AT (6B (1) )
1 -
o { = {B AT @) B) + Claw) )|

Da nach der Update-Formel (3.12) gilt Yt;r’t’“*’y ~ /\/'<y, Ek), folgt nach Lemma 5.1.2 mit
o = A(ty) und B = L A~1(t;)B(t;) folgendes:
1 _
mely) = exp {(y + 547 (1) B(1)) AcA(t)(y + A (1) B(t) }-
1
exp { — ZB’(tk)A_l(tk)B(tk) + C(tx) + B log detAk}.
Die Behauptung folgt unmittelbar nach dem Ausklammern der Terme im Exponenten. U

Lemma 6.1.3. Die Endbedingungen fiir die zugehorigen Differentialgleichungen der Funktio-
nen Ay(t), By (t) und Cy(t) sind
k1 (k) (6.13)

Ap(tr=) = (Lg — 24511 (t)S8) tk
tg

A

Byp(tr—) = (Ia — 2Ak+1(tk)2k)_13k+1( ) (6.14)
1 _

Cr(tr—) = Crpa(ty) + §B]/€+1(tk)(ld — 2Ap41(tk) Sk) S iy ()

1
-3 logdet (Iq — 2Ai41(tk)Sk)  (6.15)
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Beweis. Aus dem letzen Lemma gilt

1
hi(y) = exp {y/AkAk—i-l(tk)y + By 1 (tr)Aky + Crar (tr) + §B//<:+1(tk)EkAkBk+1(tk)

1
+ 3 log det Ay, }

(6.16)

Auf der anderen Seite gilt
hi(y) = Vilte—sy) = exp {y Aclte) =y + Bty + Cultim) | (617)
Der Koeffizientenvergleich von (6.16) und (6.17) liefert die Behauptung. g

Bemerkung 6.1.4. Im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) lassen sich die Update-
Formel (6.13), (6.14) und (6.15) gut interpretieren. Namlich, bei ungenauen Expertenmeinun-
gen gilt fiir den Grenzfall I' — oo, dass der Grenzwert von X, gleich 0 bzw. der Grenzwert
des Update-Faktors Ay gleich 1 sind. Dementsprechend sind die Funktionen Ay, By und Cj
gemdll der Update-Formel glatte Funktionen. Wohingegen fiir den anderen Grenzfall bei sehr
genauen Expertenmeinungen mit I' — 0 folgt, dass der Grenzfall von Xj;, gleich 1 ist und somit
geht der Sprung zu einem Informationszeitpunkt zum Grenzfall in Richtung A, B¥ bzw. CF

Bemerkung 6.1.5. In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns fiir die Frage interessiert, wie sich der
Filter bei dem Informations-Regime H = C,, verhilt, wenn die Anzahl der Experten wichst
und gleichzeitig deren Ungenauigkeit linear mitwéchst. Theorem 3.3.2 hat gezeigt, dass der
C,-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen den D-Filter konvergiert. Wir vermuten,
dass sich diese Uberlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen
tibertragen lédsst und es gilt

lim sup |V (t,m)—VP(t,m) =0, VmeSy. (6.18)
=00 40,1

Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.13 fiir ein positives 6 und in Abbildung 8.14 fiir ein
negatives  bestitigen bestitigen diese Vermutung. Der formale Beweis bleibt jedoch aus und
soll in einer zukiinftigen Arbeit erscheinen.

AuBerdem haben wir in Kapitel 3.3.2 angenommen, dass die Ungenauigkeit der Experten kon-
stant und unabhéngig von deren Anzahl bleibt. Theorem 3.3.5 hat gezeigt, dass der C),-Filter
unter bestimmten Voraussetzungen gegen die Drift konvergiert. Wir vermuten, dass sich diese
Uberlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen iibertragen lisst
und es gilt

lim sup \VC"(t,m) — VF(t, m, QtC")] =0, VmeSy. (6.19)
=0 0,1

Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.15 fiir ein positives 6 und in Abbildung 8.16 fiir ein
negatives 6 bestitigen bestitigen diese Vermutung. Ebenso bleibt der formale Beweis aus und
soll in einer zukiinftigen Arbeit erscheinen.
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6.2 Optimale Strategien

Das folgende Lemma fasst die Ergebnisse aus Abschnitt 6.1 zur Losung der DPE bei den Regi-
mes { = (), und zum Kandidaten fiir die optimale Strategie zusammen.

Lemma 6.2.1. Seit € [ty_1,tx) und k = 1,2, ..., n, dann gilt fiir den Kandidaten der optima-
len Strategie w°" die Beziehung 7TtC n = pCn (t, Mtc " Qp™) mit der optimalen Entscheidungsre-
gel aus (6.4)

Vi Vi (t,m) )

1
C —1
n . —
P (t,m,q)—i1 92R (m—i—q Vet m)

Dabei ist Vi, die Losung der DPE (6.5), fiir die gilt
Vie(t,m) = exp {m'Ak(t)m + B,{C(t)m + C’k(t)} ,
mit Ay, By und Cy, aus Lemma 6.1.1.

Lemma 6.2.2. Sind M = M = m und Q" = QF = qmit H = R oder H = D, dann
gilt
p (t,m;q) = p (t,m; q).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.2.4. g
Lemma 6.2.3. Sind MtC” =y =m und QtC" =q =0, dann gilt
p (t,m; 0) = p (¢, m).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.2.5. g

6.3 Monetarer Wert der Information

Ahnlich wie in Abschnitt 5.3 konnen wir fiir die in Abschnitt 4.3 eingefiihrten Grofen mOC n/ F,

£ und x(])%/ “n zur Beschreibung des monetdren Werts der den partiell informierten Investoren
vorliegenden Informationen die folgenden geschlossenen Ausdriicke aufstellen.

Lemma 6.3.1. Fiir die in (4.35) und (4.37) definierten Anfangsvermaogens :Ug " und xé? /Cn
sowie die in (4.36) definierte Effektivitit E¢ gilt folgendes
£0n = 25T = exp{-A$(0)}, (6.20)
sowie
ngp =1- xé%/Cn, mit xé%/Cn =exp{ — Ag’{" (0) + A% (0)}. (6.21)

Dabei sind die Grofien A% (0) und Ag(” (0) in (5.27) bzw (6.10) gegeben.
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KAPITEL /

Kontrollproblem mit Expertenmeinungen zu zufalligen Zeitpunkten

In diesem Kapitel untersuchen wir das Optimierungsproblem fiir das Informations-Regime H =
C). Der C\-Investor verwendet fiir die Driftschitzung wie der in Kapitel 6 behandelte C),-
Investor neben den Beobachtungen aus den Renditen zusitzlich zeitdiskrete Expertenmeinun-
gen. Allerdings treffen diese nun nicht mehr zu bekannten und fixierten Zeitpunkten ein, sondern
zu zufilligen Zeitpunkten. Diese sind Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses. In
diesem Fall ist der Prozess der bedingten Kovarianz Q> nicht mehr deterministisch, sondern
ein stochastischer Prozess mit stiickweise deterministischen Pfaden und Spriingen in den Infor-
mationszeitpunkten. Der Prozess der bedingten Erwartung M ©* ist nun ein Sprung-Diffusions-
Prozess. Im Gegensatz zu den bisher behandelten Informations-Regimes enthilt der Zustand des
risikosensitiven Kontrollproblems neben M > auch die bedingte Kovarianz Q. Die in Ab-
schnitt 7.1 untersuchte DPE fiir die Wertfunktion V* ist nun keine PDE, sondern eine partielle
Integro-Differentialgleichung (PIDE). Da fiir diese Gleichung keine geschlossene Losung zu
erwarten ist, konstruieren wir in Abschnitt 7.3 Néherungslosungen mit Hilfe von Differenzen-
verfahren, bei denen der Integralterm der PIDE durch geeignete Quadraturformeln erfasst wird.
Zuvor wird allerdings in Abschnitt 7.2 eine Regularisierungsmethode eingesetzt, mit der es ge-
lingt, die fiir das vorliegende risikosensitiven Kontrollproblem offenen Fragen zur Verifikation
zu losen.

7.1 Dynamic Programming Gleichung

Bei diesem Informations-Regime ist der gesteuerte Zustandsprozess Y = Y, der sowohl aus
dem Filter M ©* als auch aus der bedingten Kovarianz Q©* besteht, ein Sprungdiffusionsprozess,
dessen Dynamik aus (4.64) zu entnehmen ist

dY, = a2 (Yy, my) dt + B (V) dW; + / WA Vi, u) IO (dt, du), Yo = yo.

R4
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Wie im Abschnitt 4.5 bereits erwihnt wurde, betrachten wir bei der symmetrischen Kovarianz-
matrix th * nur die Eintrdge auf und unterhalb der Diagonale, welche wir in einen Vektor Z; €
R?2 nach der Transformation in (4.59) iiberfiihrt haben.

Lemma 7.1.1. Der Generator £ = LP fiir den Zustandsprozess Y = Y ©* angewandt auf eine
Funktion g € C?(Sy) ist gegeben durch

L9y) = Vina)a$i (m,,0) + Vigwaz(z) + 5ir{ Vmma) 55 (0) (55 @) }
+ )\{ /]Rd g(m + ’y]\cf(q, u), z —l—’yz(z))cp(u)du — g(y)}, Yy = (m,z) € Sy. (7.1)

Dabei sind die Koeffizienten vz in (4.62) und a.; in (4.63) gegeben und die Matrix q ist aus der
Riicktransformation ¢ = R~1(2) in (4.60) zu entnehmen.

!/
Beweis. Der Zustandsprozess Y = <M A ) mit Werten im Zustandsraum Sy = R?tdz

gegeben in (4.64) ist ein Markov-Prozess mit dem Generator £ angewandt auf g € C%(Sy) wie
folgt

Lofy) = Vo)) (m,0.9) + Vigwaz(z) + 5tr{ Vng )55 @) (55@) )

+A /Rd {9(m +752 (q,u) , 2+ ’yz(Z)) — 9(y) = Va5 (v, U)}tp(u)du. (7.2)

Fiir den zweiten Term aus dem Integral in (7.2) gilt

/g(y)w(U)du =9(y)- (7.3)

Rd

Fiir den letzten Term aus dem Integral in (7.2) gilt

[ Fiatun e = [ (Vigwn§an) + Vigl)e() e
R4

R4
= Vi9(y)yz(2). (74)
Wir setzen (7.3) und (7.4) in (7.2) ein und erhalten die Behauptung aus (7.1). [l

Nun kénnen wir den Generator aus (7.1) und b(m, p) aus (4.47) in die DPE (4.79) einsetzen
und erhalten fiir VO = VO (¢, y) mity = (m, 2) € Sy

1
0= gtv@ VL VO k(T —m) + §tr{vmmvcx aSrla} + VIV ay(2)
1-0
+ sup { V1,V Ogp + 0 (p'm — ——p'Sr p)VE }
peRd 2

+ 7 /Rd VO (tym+95 (@,0), 2 +72(2)Jplwdu -V}, te0,T),  (15)
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7.1. DYNAMIC PROGRAMMING GLEICHUNG

mit der Endbedingung V' (T, m, q¢) = 1. Der Maximierer fiir das punktweise Optimierungs-
problem aus (7.5) liefert als Kandidat fiir die optimale Strategie

1 V., VO
P = pA(t,m,q) = —— X3! <m+q - )

-0 VO
1 m VN
1-6 Ve o
Wir setzen den Maximierer aus (7.6) in die DPE aus (7.5) ein, dann bekommen wir die folgende
Integro-Differential-Gleichung
0

0
_ C)\ ! C)\ -
0 (%V +V,V (H(M m) + =0

0 /=1, 10n L |

M [ e (tmafian 24 q2))pudu - v
R4

_0 1

2(1 —0) VO

mit der Endbedingung VO (T, y) = 1.

Bemerkung 7.1.2. Fiir den logarithmischen Nutzen ist zur Herleitung der DPE kein Mal3-
wechsel notig und die Dynamik der Prozesse fiir die bedingte Erwartung und die bedingte Ko-
varianzmatrix auf [¢t, '] sind aus (3.26) bzw. (3.27) zu entnehmen

.V
=pf'(t,m) + Srlq (7.6)

E_lqm) + VIZVCA ay(2)

n v;lvck(nglq)vmvck, y=(m2)Sy, te[0,T) (17

AME™ = ay (M) ds + BSH( QM) AW + / AFONQEN, u) O (ds, du), ME> =m,
Rd

QP = ag(QS)ds + 85 QAW + / 0 @M (s, du), Q7 =4
R

Fiir jede Strategie 7 aus der Menge der zuldssigen Strategien Ag *in (2.21) ist die Zielfunktion
gegeben durch

T
JCA(t,m,q;ﬂ) = E[/ —b(MSC*,ﬂS) ds], b(m,p) := (p’m — %Hp’aRH2),
t

mit der Endbedingung J (T, m, ¢; 7) = 0 und die Wertfunktion ist dann gegeben durch
VO(t,m,q) = sup JX(t,m,q;7), VT, m,q)=0.

C
TEAGA

Die Dynamic Programming Methode liefert fiir die Wertfunktion VX := VOA(t,m, q) die
folgende Integro-Differential-Gleichung

0
0= aVCA + V;,LVCA k(g —m) + V;VcA (Xy — kg —qr — qEElq)

Cx Ch Cy 0
+A{/Rdv (t,m-i-’YM (1), q+75 (q))w(u)du v }

1 1
+ 5m'TE'm + 5tr{vmmvcA qz;;q}, tel0,T), meSu, qeSg  (1.8)
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mit der Endbedingung VX (T, m, q) = 0.

Da die Integro-Differential-Gleichung fiir den logarithmischen Nutzen in vielerlei Hinsicht der
Integro-Differential-Gleichung fiir den Potenz-Nutzen dhnelt, konzentriert sich die vorliegende
Arbeit in erster Linie auf den Potenz-Nutzen.

7.2 Regularisiertes Optimierungsproblem

Wir blicken auf die Dynamik des Zustandsprozesses Y = YEX in (4.64) zuriick, welche auf
der Basis der Dynamik der bedingten Erwartung M ©> in (4.55) und der bedingten Kovarianz
QCA in (4.56) definiert ist. Aus der Definition der Koeffizienten der Gleichungen fiir M Cx und
QC ist zu sehen, dass der Diffusionsterm der zweiten Gleichung verschwindet. Die Gleichung
fiir den Zustandsprozess wird also nur vom generischen Wiener-Prozess W angetrieben, der die
Gleichung der bedingten Erwartung antreibt. Weiterhin ist der Diffusionskoeffizient /ij in der
SDE fiir den Prozess der bedingten Erwartung eine lineare Funktion der bedingten Kovarianz
und verschwindet somit fiir thA = 0. Auf Grund der fehlenden gleichméfigen Elliptizitét des
Differentialoperators in (7.1) bleibt die Frage nach der Existenz einer klassischen Losung der
DPE (7.7) unbeantwortet. Wire die DPE (7.7) gleichmaéssig elliptisch, d.h.

B W) (B ()2 >0, Ve R™Z\ {0} und Vye Sy

dann konnen wir die Existenz einer klassischen Losung mit einem Resultat von Davis und Lleo
[18] sichern. Die Voraussetzung zur Anwendung von Verifikationssitzen ist also nicht erfiillt,
denn in der Literatur (siche z.B. Theorem IV.3.1 in Abschnitt IV.3 des Buches von Fleming
und Soner [23] oder Abschnitt 3.5 des Buches von Pham [60]) ist es fiir deren Anwendung
notwendig, dass die DPE in (7.7) eine klassische Losung V¢ € C12 besitzt. Dabei besagen
die Verifikationssitze, dass die Losung der DPE die Wertfunktion des stochastischen optima-
len Steuerungsproblems ist und die optimale Steuerung als Markov-Steuerung gewihlt werden
kann.

Eine Moglichkeit dieses Problems zu umgehen, ist die Untersuchung von Viskosititslosungen
und der Verzicht auf die Forderung nach der Existenz der klassischen Losung der DPE. Diese
Untersuchung wird z.B. in Zariphopoulou [82] und in Frey, Gabih, und Wunderlich in ihrer Ar-
beit [25] durchgefiihrt. Letztere haben sich an den Argumenten der Ausarbeitung von Fleming
und Soner [23] in Kapitel V und Pham [60] Kapitel 4 bzw. Pham [59] orientiert. Schwachpunkt
bzw. Kritik an dieser Vorgehensweise ist, dass man dabei keine explizite Form der optimalen
Strategien erhilt. Diese Moglichkeit wird in dieser Arbeit nicht in Betracht gezogen.

In der Literatur (siche z.B. Lemma IV.6.3 in Abschnitt IV.6 des Buches von Fleming und
Soner [23], Frey, Gabih, und Wunderlich [25] oder Abschnitt 4.6 des Buches von Krylov [37])
findet sich eine weitere Moglichkeit dieses Problems zu umgehen, in dem man das zugrunde lie-
gende Optimierungsproblem durch ein regularisiertes Optimierungsproblem ersetzt. Dabei wird
ein von W unabhingiger Wiener-Prozess W* eingefiihrt, der die Dimension dy := d + dz hat,
um die Elliptizitét in (4.55) und (4.56) bzw. in (4.64) herzustellen. Als Konsequenz der Hin-
zufiigung eines Diffusionsterms in die Gleichung der bedingten Erwartung und der bedingten
Kovarianz sichern wir die gleichmassige Elliptizitit des Differentialoperators und damit die Exi-
stenz einer klassische Losung der DPE und konnen die klassischen Resultate der stochastischen
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Regularisirte und urspriingliche bedingte Varianz

—Q
Q
7£+max(SQ)
max(SQ) boy)
\\‘
/\/ / / 1 /
I L e 1// {
min(SQ)
—e+min(Sy)

Abbildung 7.1: Nicht-regularisierte und regularisierte Varianz mit Level £ = 10 und T" = 0.05.
Dunkel gefirbt: S ist der Zustandsraum der urspriinglichen bedingten Varianz.

Hell gefarbt: Bereich, in dem der kleinste Abstand zwischen Sg und Q Kleiner als ¢ ist.
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Optimalsteuerungstheorie anwenden. Doch die aus dem regularisierten Optimierungsproblem
gewonnene optimale Strategie ist nicht mehr optimal fiir das urspriingliche Optimierungspro-
blem. Wir orientieren uns an der Arbeit von Frey, Gabih und Wunderlich [26] und zeigen dass
es moglich ist, eine e—optimale Strategie zu konstruieren. Im Unterschied zur erwihnten Re-
ferenz, bei der die Drift der Wertpapiere eine unbeobachtete Markov-Kette mit endlich vielen
Zustianden ist, ist die Drift in dieser Arbeit ein unbeobachteter Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

7.2.1 Regularisierte Zustandsgleichung

Der zugrunde liegende Finanzmarkt besteht aus d risikobehafteten Wertpapieren, deren SDE
von d Wiener-Prozessen getrieben wird. Dagegen hat der Zustandsprozess Y “* die Dimension
dy = d+ dz. Die Idee der Regularisierung besteht darin, einen Diffusionsterm bzw. einen Wie-
ner Prozess W*« der Dimension dy = @ in die SDE der bedingten Kovarinz (4.56) bzw. in
die SDE des Zustandsprozesses in (4.64) einzufiigen, mit anderen Worten betten wir den Diffu-
sionsterm ﬁth*’Q mit £ € Nin (4.64) ein. Doch allein dieser Schritt reicht in unserem Modell
nicht, denn es ist nicht ausgeschlossen, dass der Diffusionsterm in der Gleichung der bedingten
Erwartung gleich Null wird. Um die gleichmissige Elliptizitit hierbei auch zu sichern, betten

wir den Diffusionsterm ﬁdW:’M mit £ € N in die Gleichung fiir die bedingte Erwartung ein,

wobei Wt*’M ein d-dimensionaler Wiener-Prozess ist.
Durch die Hinzufiigung dieser Storterme verlisst der Prozess Q©> den urspriinglichen Werte-
bereich S und die einzelnen Elemente der bedingten Kovarianzmatrix konnen beliebige Wer-
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te aus R annehmen. Dies ist in Abbildung 7.1 zu sehen, welche die bedingte Varianz Q%>
im eindimensionalen Fall, sowie die regularisierte Varianz durch die Einbettung des Storterms

ﬁth*’Q mit dem Regularisierungslevel £ = 10 in die SDE der bedingten Varianz zeigt. Mit

§Q := R%*? bezeichnen wir den Zustandsraum des regularisierten Prozess @C* , mit Sy := Rz
bezeichnen wir den Zustandsraum des Vektors Z;, der aus der Transformation der Matrix @tc A
gemil (4.59) erfolgt, und mit gy := R% bezeichnen wir den Zustandsraum des regularisier-
ten Zustandsprozesses. Aullerdem fiihrt diese Hinzufiigung dazu, dass wir die Definition der
Koeffizienten aXC/, Bg* und fyg* modifizieren miissen. Sei nun Sy der alte Zustandsraum des
Vektors Z , dann definieren wir ein Distanzmal} dist(z,Sz) wie folgt

dist(z,Sz) ::inf{Hz—gHoo; 3€S8z}, €8y

Dieses Maf} gibt den kleinsten Abstand zwischen z € S. > und dem alten Zustandsraum Sy
an. Fir z € Sz und die positiv definite Matrix I' existiert stets ein ¢ > 0, sodass die Ma-
trix ¢ + I' positiv definit bleibt, falls dist (z,Sz) < ¢ ist. Dabei ist die Matrix ¢ gemal der
Riicktransformation ¢ = R~!(z) in (4.60) zu erhalten. Den Drift-Term fiir den regularisierten
Zustandsprozess definieren wir fiir jedes y = (m, z) € g‘y wie folgt

~C .
ay(m, z,p):
v (m.zp) 0, sonst.

{a?) (m, z,p)( - %dist(z,SZ)), fir dist(z,8z) <e
Analog definieren wir B& (y) und %C,VA (y,u) sowie ay als Erweiterung fiir den Diffusion-Term
}C;A (Y'), den Sprung-Term 75* (y, u) bzw. fiir den Term o, (z) aus (4.66).

Annahme 7.2.1 (Lipschitz und Wachstumsbedingung). Es existieren eine Konstante
Cy, und eine Funktion p : R? — Ry mit [pq0?(w)p(u)du < oo, so dass fiir alle y,3 € Sy
folgendes gilt:

&5 () — a5 )l + 187 () = B2 6)le < Cilly =3 (1.9)
H@%(y)l!m + 12w, < Crt+ |ly]l). (7.10)

35 (v, 1) — 55*(3,%0)\\00 < p(w)]|y — 3| . (7.11)

135> (@ 0| < 2w (1 + [y]|.)- (7.12)

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir die Koeffizienten des urspriinglichen Zustandsprozesses
durch, denn bei Multiplikation dieser Funktionen mit der beschrinkten und Lipschitz-stetigen
Funktion 1 — %dist (z,8z) bleiben die Lipschitz- und Wachstumsbedingungen weiter erhalten,
was die Aussage dieser Annahme dann zeigt. Aulerdem kann man immer mit der Transformati-
on in (4.59) und der Riicktransformation in (4.60) die Elemente des Zustandsprozesses in einen
Vektor bzw. in eine Matrix iiberfiihren.

Die Behauptungen von (7.9) und (7.10) sind klar, da die bedingte Kovarianz Qf Werte ¢ in ei-
nem beschréinkten Gebiet Sg annimmt und der Koeffizient ag* quadratisch in q ist. Aulerdem
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sind /Bg* =0, a(’]\;} und ﬂfj linear in m bzw. q.
Der Sprungterm 'ygA hingt nur von q ab, wihrend der Sprungterm V]\C} zusitzlich von u abhéngt.
Die Ableitungen dieser Funktionen beziiglich ¢ sind beschrinkt und damit gelten die Aussagen

(7.11) und (7.12). Des Weiteren kann man zeigen, dass p(u) = ¢, max { HF_% H . HUHOO, 1} ist,
wobei ¢, eine positive Konstante ist.

Zur Vereinfachung der Darstellung benutzen wir in diesem Abschnitt fiir die Koeffizien-
ten des regularisierten Zustandsprozesses die folgenden Bezeichnungen ay, By und 7y statt
6230),33* bzw. ﬁg\

Nun kénnen wir mit Hinblick auf die Dynamik vom Zustandsprozess Y in (4.64) die Dynamik
des regularisierten Zustandsprozesses *Y = (¥ M, *Q) fiir jedes k& € N wie folgt definieren

1
AW}, (7.13)

d"Y, = ay (*Vi, m)dt + By (FYi)dW; + /WY(kYt—yU)T@ (dt, du) + NG

Rd

Dieser neu definierte Zustandsprozess wird neben dem d-dimensionalen Wiener-Prozessen W
zusitzlich vom Wiener-Prozess W* = (W*M  W*Q) der die Dimension dy = d + dy

hat, getrieben. AuBBerdem geniigt der neu entstandene Diffusion-Term (gy(kYt), ﬁIdY)/ den

Lipschitz- und Wachstumsbedingungen (7.9) und (7.10) aus Annahme 7.2.1, denn wie erwiéhnt
geniigt By (*Y;) der Bedingungen und ﬁ[dy héingt nicht vom Zustand *Y; ab.
Fiir die folgenden Aussagen brauchen wir die folgende Annahme.

/ /
Annahme 7.2.2. Seien Y; := (M{,Zt’) und *Y; = (kM{,kZo der Zustandsprozess bzw.
der regularisierte Zustandsprozess gegeben wie in (4.61) und (7.13). Weiterhin seien Q; =
R (Zt> und *Q; = R™1 (th> gemdf} der Riicktransformation in (4.60).

1. Fiir alle 7 € A®> existiert eine Konstante Cfr? > 0, sodass gilt
T 2 T 2
E[/ 1Qu — Quma%, du] < €@ E[/ (R T R CA T
0 0
2. Fiir alle 7 € A existiert eine Konstante C,]rw > 0, sodass gilt
T T )
E[/ 7! (KM — My)[2 du} <CM. E[/ [En, — Muuoodu}. (7.15)
0 0
3. Fiiralle 0 <t < s < T und alle = € A®> existiert fiir die Zufallsgrofen
S S
Ny = / —b(Y, m)du  und Tt = / —b(FYY ) du
¢ t
eine Konstante C’n, so dass gilt
Blexp{2 ]} <C) wnd E[exp{2 7"} < . (7.16)
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7.2.2 L[,-Konvergenz *Y, — Y,

Wir vergleichen die Losung *Y; der regularisierten Zustandsgleichung (7.13) mit der Losung
Y; der nicht-regularisierten Zustandsgleichung (4.64) und untersuchen die asymptotischen Ei-
genschaften fiir & — oo. Dies ist ein wichtiger Aspekt fiir die Untersuchung der Konvergenz
der Zielfunktion des regularisierten Problems gegen die Zielfunktion fiir das urspriingliche Op-
timierungsproblem.

Wir nehmen an, dass sowohl der regularisierte als auch der nicht-regularisierte Zustands-
prozess zum Zeitpunkt ¢y € [0, 7] mit demselben Anfangswert y € Sy starten, das heift © Y, =

Y;, = y und wir verwenden die Schreibweise Y, und Y,

Lemma 7.2.3 (gleichmiBige Lo-Konvergenz beziiglich 7 € A). Unter den Annahmen 7.2.1
und 7.2.2 gilt auf dem Intervall [to, T gleichmdfig fiir m € A

. k~s7,t0,y %0,y 2
lim E( sup (Y% =Y ) = 0.
k—o0 to<t<T [eS)

Beweis. Zur Vereinfachung der Darstellung in diesem Beweis schreiben wir ¥; und ¥Y; statt
Y'Y bzw. ¥y ™10y, Weiterhin sei C eine generische Konstante.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei tg = 0 und mit Hilfe der Integralschreibweise der
regularisierten und nicht-regularisierten Zustandsgleichung erhalten wir

" - Y, =" e, 4+ R,

mit
t
ko, :/(&y(st,ﬂs)—&y(Y;,ﬂs))ds und
i t 1
"oy = [ (By(FYe) = By (V) dWs + [ | Gy (FYe,u) = Fy (Ve, w)) IO (ds, du) + —= dW'.
z /) ﬂ

Sei nun £D; 1= B[ sup [V, — Y2 ] dann gilt
s<t

2

“D; =E[§L§113Hst - Y2
2

= B|sup @ + v, 2|

2 2
< QEE?E [a2] + QE[SS?S w2, (7.17)
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Fiir den ersten Term auf der rechten Seite erhalten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

S
2
sup [0, 2, =sup | [ (@ (“oum) — v (Vi m))da
s<t s<t 0 )
S

2
<sup s- / "&y(kYu,ﬂu) — &y(Ymﬂu))H du
s<t 0 0

t

2
< t-/H&y(kYu,ﬂ'u) - ay(Yu,nu))Hoodu. (7.18)
0

Aus Eigenschaften der Maximumsnorm und der Konstruktion der Koeffizienten ay (Yy,, 7,) =
/
(&M(Mu, ), &Q(Zu)> erhalten wir
Gy (¥, m) = @y (Va m))| | = max{Xur, X, (7.19)
oo

2
oo

. - - 2 - ~
wobei X7 := HaM(kMu,kQu,wu)—aM(Mu,Qu,wu)HooundXQ = HaQ(kZu)—aQ(Zu)H
sind. Auf Grund der Tatsache aps(m, q,p) = a;(m) — Ogp gilt

Xy = H@M(kMU) — ap(My) + e(kQu - Qu)ﬂ'uHio
< 2|@ (*My) — ap (M2, + 2061 |(*Qu — Qu)mu|”
< 203 [[* My = M2+ 2001 [| (*Qu — Qu)mul |2

wobei wir bei der letzten Ungleichung die Lipschitz-Bedingung (7.9) verwendet haben. Letztere
liefert weiterhin fiir X folgendes

Xq = ||aq(*2u) - Go(Z)5 < CE"2u - Zu] .
Wir setzen die letzten beiden Abschitzungen zu X, und X in (7.19) ein und erhalten
2
Gy (¥, m) = ay (um) || < Co [ = Va2, + 2002 [[(FQu - Quimal”,

wobei Cy > 0 eine generische Konstante ist. Die letzte Ungleichung setzen wir in (7.18) ein und
erhalten

E[SS?S [e2] <t (JOE[/Ot Y0 = Yu[2, du) + 21072 ¢ E[/Ot (-Qu — Qum | lu].

Unter der Annahme in (7.14) konnen wir die letzte Ungleichung fiir eine generische Konstante
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C1 > 0 wie folgt darstellen
t
B[ sup .|| < cn [ E[|va - valL] au
s<t 0

t

< 01/ B[ sup Y, — Y||%.] du
0 v<u
t

=C / kD, du. (7.20)
0

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (7.17) liefert die Doob-Ungleichung fiir Martin-
gale Folgendes

Bl sup w2 | < 4B][*w2 ]
s<t

4<!tho%¢nw4%av)@wWa—Eﬂ%ﬂﬂ@

+//EUHY(kYS,u)_WY(Ys,u))Hio}cp(u)duds—kdit>. (7.21)
0

R4
Mit Hilfe von Lipschitz-Bedingungen (7.9) und (7.11) fiir den Koeffizienten 5 v folgt
~ ~ !/~ ~
Bt { (Bv(Y2) = Br(va)) (Br(Ys) = Bv(¥) }] < €2 B[[*ve - I3
< G Blsw [, - Vo[ L]
= C?*D, (7.22)
und fiir 7y folgt
B [ (Yo, 0) = Ay (Y w) 2] < 2°() BJ[4Ys = Va2
< 7P(u) B[ sup |, - v, 2]
v<s
< 7?(u) *D,. (7.23)

Wir setzen nun (7.22) und (7.23) in (7.21) ein und erhalten fiir eine generische Konstant C'y > 0

t

¢
E[suka\I/st} §4</C% szds—i—/szds/pQ(u)go(u)du+ M)
st 0 0 d K
R

4dy t

t
< C’g/szdS + (7.24)
0
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Das Einsetzen von (7.20) und (7.24) in (7.17) liefert

kDy <

t
Ady T
}: +C / kD.ds.
0

Nun kdnnen wir das Gronwall-Lemma anwenden und erhalten folgende Abschitzung

— 0 fiirk — oo,

welche die Behauptung zeigt. O

Ahnlich wie bei der Einfiihrung der Zielfunktion in (4.69) bzw. der Wertfunktion in (4.70)
fiir das urspriingliche Optimierungsproblem definieren wir die Ziel- bzw. die Wertfunktion fiir
das zugehorige regularisierte Optimierungsproblem wie folgt

FI(ty,m) = E[exp { /T —b(kY;r’t’yﬂrs)dsH fiir m € AY,
t

"Wty) = sup FJ(t,y, ),
reAH

mit dem Endwert *J (T, y, 7) = *V(T,y,7) = 1.

Lemma 7.2.4. Der Generator *L£ = *LP fiir den regularisierten Zustandsprozess kY, dessen
Dynamik in (7.13) gegeben ist, ist fiir eine Funktion g € C*(Sy) gegeben durch

£205) = V0(0)8r(0:) + V(1)) + 3tr{ Tmns )l
+ ) /Rd 9y +Fv (v, w) p(w)du — g(y) } + itr{vyyg(y)}. (7.25)

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 7.1.1 0

Die zughorige DPE des regularisierten Optimierungsproblems lésst sich wie folgt darstellen

"V (t,y) + sup {’“E” "V(t,y) - by, p)"V (2, y)} =0, (t,y) €[0,T) xSy,  (7.26)
peR

mit der Endbedingung *V (T, y) = 1. Bei dem Generator *£? ist die Elliptizititsbedingung fiir
den Koeffizienten der zweiten Ableitung erfiillt, denn es gilt fiir alle 2z € R4 \ {0} und alle
y €Sy

1

A nl 15 > 1, Py 1
BB W)+ 5l ) = B @B )z + 5 = 1B W)l + 507 > 0.

Damit sind die Ergebnisse von Davis und Lleo [18] fiir das entstandene, regularisierte Steue-
rungsproblem anwendbar. Nach Theorem 3.8 der erwihnten Referenz existiert eine Losung ¥V
fiir (7.26). AuBerdem existiert fiir jedes (¢, ) ein eindeutiger Maximierer *p* fiir das Problem

sup {57 PV (1Y) = b(y. p)*V (t,) }.
peRE
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Der Maximierer *p* kann als eine Borel-messbare Funktion von ¢ und y gewihlt werden und
die optimale Strategie ist analog zur Diskussion beim Regime H = O gegeben durch *7} =
* k
pr(t,"Yr).

7.2.3 Konvergenz der Ziel- und Wertfunktionen

Das néchste Theorem der gleichmifigen Konvergenz der Zielfunktionen ist der Kern dieser
Untersuchung, die Konvergenz der Wertfunktionen und e-Optimalitit der ¥p* folgt einfach aus
diesem Theorem.

Theorem 7.2.5 (GleichméBige Konvergenz der Zielfunktionen). Unter den Annahmen 7.2.1 und
7.2.2 gilt folgendes

sup |kJ(t,y,7r) —J(t,y,m)| =0 fiirk—o0, te€[0,T], yeE Sy.
TeAH

Beweis. Die Zielfunktionen lassen sich wie folgt darstellen J(¢,y,7) = E[exp{n7r t’y}} und
kJ(t,y,m) = [exp{k ”’t’y}] und es gilt

Ity m) = Ity o] = |Eexp{*nF"} - exp{nf""}] |

< B|exp{*nf'} - exp i V}|.

Aus der Eigenschaft [e” — e¥| < (e + eY) |[x —y|, Vz,y € R erhalten wir

|k‘](t’ Y, 7T) - J(tv Y, 7T)| < E |:< exp{knr}r‘,t,y} + eXp{T] ) ’y}> ‘k ™6y anIl",t,yH

= E[X,] + E[Xy] (7.27)
WObel Xl — exp{k‘ W’tzy} k 7T7t7y n;»ty‘ und X2 — exp{nﬂ7t»y} k 7T7t,y n;&i:y’ sind'

Mit Hilfe von der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und mit Berucks1cht1gung von (7.16) erhalten
wir

(NI

2
BXy) < (Elexp(2 57 1)) " - (Bt — )

1

Ci - (B[fnp n%’t’yf)%. (7.28)

| /\
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Fiir den Erwartungswert auf der rechten Seite gilt unter Verwendung der Annahme (7.15)

2
k 7T,t7y 7T7t)y
El"np™" —nrp

2 T
=B [ OVE ) — bV, m)ds
t
T 2
= 62E[ / ml (M — M;”t’m)’ ds}
t

- rT
<20 E| /t vt — | as]

- T
< 62CM . E / sup. [[Fag o — Mt ]
LJt  t<u<T

= 62CY (T OB sup [JMZ = MZ[% | = 0
t<u<T

fiir k — oo und gleichmiBig beziiglich 7 € A%, was aus Lemma 7.2.3 folgt. Die letzte

Ungleichung setzen wir in (7.28) und erhalten

sup E[X;] =0 firk — oc.
TEACA

Analog gilt auch

sup E[Xs] =0 firk — oo
TEACA

und somit wegen (7.27) gilt dann
sup |kJ(t,y,7r) —J(t,y, )| — 0 firk — co.
T€ACN

g

Folgerung 7.2.6 (Konvergenz der Wertfunktionen). Unter den Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 gilt
folgendes
kV(t,y) = V(t,y) fork— oo, tel0,T],ye Sy.

Beweis. Fiir 6 € (0, 1) folgt die Behauptung aus

BVt = Vi) = | s R(tym) — swp Sty )
TeACN TeACK
< sup [FJ(t,y,m) — J(t,y,7)
reACA

und Lemma 7.2.5. Analog fiir 6 < 0 gilt

MV(ty) ~Vity)l =

inf *J(t,y,7)— inf J(t,y,ﬂ')‘

T€ACN T€ACA

= | swp (FI(ty.m) — sup (~J(ty.m)]
TEACA TEACN

< sup [FJ(ty,m) = J(ty, 7).
T€ACA
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7.2.4 c-optimale Strategie

SchlieBlich zeigen wir, dass die optimale Strategie *7* fiir das regularisierte Optimierungspro-
blem e-optimal fiir das urspriingliche Problem ist. Dies liefert eine Methode zur Berechnung
optimaler Strategien.

Folgerung 7.2.7 (¢-Optimalitét). Unter den Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 existiert fiir jedes € > 0
ein gewisses ko € N, sodass

‘V(t7y) - J(t7y7kﬂ'*)‘ <e fork > kO)
das heifit, *7* ist eine e-optimale Strategie fiir das urspriingliche Kontrollproblem.

Beweis. Es gilt

V(t,y) = J(ty, )|
< V(ty) = "Iy )+ BTty brt) — I (ty, B
= [V(t,y) = V(o) + [Ty, ) = Tt y, ") (7.29)
wobei wir fiir den ersten Term auf der rechten Seite *.J(¢,y,*7*) = V*(t,y) benutzt haben.

Mit Hilfe von der Konvergenz-Eigenschaften aus Lemma 7.2.5 und fiir die Wertfunktion aus
Folgerung 7.2.6 erhalten wir fiir jedes € > 0 ein kg € N, sodass fiir k > ko Folgendes gilt

|V(t7y) - kv(ta y)| < % und ‘k‘](tvyvkﬂ-*) - J(t’yv kﬂ-*)‘ < %

Das Einsetzen des letzten Resultates in (7.29) liefert fiir &£ > kg

V(t,y) — J(t,y, r*)| < §+§:&

7.3 Numerische Losung der Dynamic Programming Gleichung

Der Einfachheit halber werden wir bei der numerischen Losung ab dieser Stelle annehmen, dass
die Anzahl der gehandelten Wertpapiere d = 1 ist.

Der Differential-Teil der Differentialgleichung (7.7) ist nicht linear, kann jedoch durch geeignete
Transformation linearisiert werden. Deshalb definieren wir die Funktion G durch die folgende
Transformation VC (¢, m,q) = G'~9(t,m, q), siche Benth und Karlsen [6]. Demnach hat die
Differentialgleichung (7.7) fiir die Funktion G = G(t, m, q) die folgende Darstellung

9 ~ A 0 -1 ~ —1
0=5G+VnG (’i(M*m)Jr (1_9)23 qm) + VoG (3 — kg — gk’ — q¥5 q)
0 Iv—1 ~ 1 ~ -1
——m'Y — mmG q2
+2(1_6)2m RmG+2tr{V Gq Rq}
+ L{éO G0 (t m+ v (g, u) q—i—’ycA(q))go(u)du— é} te€0,7), yeSy
1_9 9 M 9 9 Q 9 9 9

Rd
(7.30)
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mit der Endbedingung G (T, m,q) = 1. Durch diese Transformation ist der Integral-Term zwar
nicht mehr linear, aber das ist fiir die numerischen Losung von (7.30) kein Hindernis.

Wir gehen davon aus, dass die entsprechenden Annahmen fiir die Verifikationssitze der DPE
beim Regime H = () erfiillt sind, dann liefert die Differentialgleichung (7.30) die angestrebte
Wertfunktion.

Aufgrund des Integral-Terms in (7.30) ist eine analytische Losung nicht zu erwarten, daher be-
schiftigen wir uns in diesem Abschnitt mit einer auf Differenzenverfahren aufbauende numeri-
sche Methoden zur Losung der Gleichung (7.30).

Fiir die numerische Losung des Endwertproblems (7.30) ist es zweckméBig, dieses durch ei-
ne Zeitumkehr und Verwendung der Restlaufzeit 7 = T'—t € [0, T in ein Anfangswertproblem
fiir die Funktion G(7,m, q) = G(T — t,m, q) zu transformieren. Diese Transformation liefert
das folgende Anfangswertproblem

A
;_G(T,m, q) = L G(T,m,q) + LG(T,m,q) + mI(T,m, q), G(0,m,q) = 1.
(7.31)

Dabei sind der elliptische Differentialoperator £,,, und der Differentialoperator £, gegeben
durch

LnG(T,m,q) ==V, G(T,m,q)am(m,q) + tT{meG(T,m, q)bm(q)} + e (m)G(1,m,q)

(7.32)
L,G(T,m,q) := V;G(T,m, q)aq(q). (7.33)
mit den Koeffizienten
am(m, q) :== k(@ —m) + (1 f 0) Z;Elqm
1
bn(q) = 50¥5'q
4 Iy—1
m = ——m'
cm(m) 2(1_6)2771 M
aq(q) == 3, — kg — qx’ — ¢S3'q.
Des Weiteren ist der letzte Term in (7.31) wie folgt definiert
I(r,m,q): = G (rm.q){J(r,m,q) = G~ (r.m.q) |, (7.34)
mit
J(r,m,q): = /Rd G’ (T, m+ 57 (g,u) , g+ 78*(q))<ﬁ(U)dU- (7.35)

Fiir die Entwicklung des Differenzenschemas zur numerischen Losung der Differentialgleichung
(7.31) werden wir zunéchst den unbeschriankten Zustandsraum auf ein beschrianktes Berech-
nungsgebiet abschneiden.
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Die Zustandsvariable Mtc * ist eine normalverteilte Zufallsgrofe und somit nimmt sie Werte in
ganz R an. Fiir die Momente von Mtc * bekommen wir einerseits aus der Varianzzerlegung und
aus (2.8)

Var[M® = Var|u) — E[Var[ EA]} < Var[u] < Dm, ¥t € [0, T],
und andererseits gilt nach (2.7) fiir den Erwartungswert
min{mo, i} < E]M™] = E[u] < max{my,z}, Vt e [0,T].

Wir nehmen an, dass die Werte der normalverteilten Zufallsvariable Mtc AVt € [0,T] mit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit im abgeschlossenen Intervall [m , m] liegen und versuchen, die
Grenze dieses Intervalls zu bestimmen. Die k-Sigma-Regel fiir & = oy, € (0, 00) garantiert uns
eine geniigend groBe Wahrscheinlichkeit, wenn wir dabei m := min{mo, i} — amm/Dy, und
m := max{mo, i} + am+/D, setzen. Somit ist die Zerlegung in Richtung m gegeben durch

X?:{mi; 1=0,...,Npm, Npn €N mit m:mo<m1<...<mNm:m}
(7.36)

und setzen A, := max (m; —m;_1).
k=1,..., Nm

Auch fiir die standardnormalverteilte Zufallsgro3e U nehmen wir an, dass deren Werte mit sehr
hoher Wahrscheinlichkeit im abgeschlossenen Intervall [u , @] liegen und mit Hilfe der k-Sigma-
Regel fiir k£ = «,, € (0, 00) erhalten wir die Grenze des abgeschlossenen Intervalls u = —av,,
U = a,. Die Zerlegung in Richtung U definieren wir dann wie folgt

Yo = {uk —u+tk-Au mit k=0,...,N,, NyeN und A,:= “J;@} (1.37)

u

Bei der Implementierung des Integrales (7.35) hat sich herausgestellt, dass allein die k-sigma-
Regel nicht ausreichend zur Bestimmung der Abschneidepunkte u und @ ist. Dabei wollten wir
sicherstellen, dass der der numerischen Fehler, der bei der Berechnung des Integrals durch die
Vernachlissigung der Werte auf den Intervallen (—oo,u) und (@, co) unter einem vorgegebe-
nen Niveau liegt. Da das Integral nicht exakt berechnet werden kann, gibt die folgende Propo-
sition eine Abschatzung fiir den Fehler fiir den Fall, dass der Integrand bzw. die Wertfunktion
des C)\-Investors durch ihre der Diffusionsapproximation ersetzt wird. Dabei nutzen wir eine
modifizierte Wertfunktion Funktion V2 , die wir wie folgt definieren

VP (t,m,q) = sup E[exp{ - /tT b(s, Yﬁ’m’q)Ha (7.38)

wobei Y™ den Zustandsprozess (d.h. die bedingte Erwartung M) bezeichnet, welcher zur
Zeit t mit den vorgegebenen Anfangswerten m und g startet. Die zugehorige optimale Ent-
scheidungsregel bezeichnen wir mit p” (¢,m, ¢) und es gilt offensichtlich

VP (t,m) = VP (t,m,QP),
pP(t,m) =pP(t,m, QP).
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Im Unterschied zum urspriinglich untersuchten Kontrollproblem ist ¢ im Allgemeinen nicht
der Wert von Qf) . Der Wert von YA/D(t,m, q) stimmt iiberein mit der Wertfunktion des ur-
spriinglichen Kontrollproblems qu_t(O, m) fiir den verkiirzten Zeitraum T — ¢ zur Zeit 0 und
Anfangswerten mg = m und gy = ¢, d.h.

VP (t,m,q) = V#,(0,m) = V{#,(0,m; ).

Proposition 7.3.1. Bei einem vorgegebenen Niveau €7 > 0 und durch die Wahl der unteren
Grenze u aus dem Intervall ( — 00, a@‘l(zl) + b) und der oberen Grenze u = —u wird
sichergestellt, dass

\\:

VP (T,m + fo(q,u) , 4+ ng(Q))go(u)du <er und

i C C
P(rom 95 (@, 0) s a+95 (@) )plu)du < =1,

Mg 4

_1
Dabei sind a := (1 — 2%) b= 2a2(mAP (1) + ABP(1)+= und z =

~ 2
VP (r,m,q) — b
e 2a? g

Beweis. Aus Lemma 5.2.3 erhalten wir

VP (T, m+957 (gu) g +95) (q)) p(u)

= \/12?6_132 exp {AD(T) (’I?’L + ’y]cw/\ (q’u))Q —+ BD(T) (m + ’Yﬁ(q,u)) 4 CD(T)}
LY AP(r)g* 1 q
-7 (rom.a)exn { (ﬁ —5)et T A m BP(r))u}

Die quadratische Ergiinzung nach w liefert folgendes

2
- 1 - FLIY G
VD(T,er%\CZ(q,U) , q—i—’YSA(Q))(P(U) EVD<T,m,q)e222 e 2( a )
b? u—b)

=a ?D(T,m,q>eﬁ 'ga(
wobei ¢ die Dichte der Standarnormalverteilung ist. Wir integrieren beide Seiten auf (—oo, u|
und erhalten

a

u R 2 _
/ VP (rm 4957 (0 0) s 049G (@) p(w) du=a VP (r,m,q)e2r (= Y,

oo a

woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt analog. O

97



KAPITEL 7. EXPERTENMEINUNGEN ZU ZUFALLIGEN ZEITPUNKTEN

Die zeitliche Variable 7 dagegen nimmt Werte im abgeschlossenen Intervall [0, 7] und wir
konnen eine dquidistante Zerlegung in Richtung 7 wie folgt definieren

T
z:{fn:n-m mit n=0,....,N,, N,eN und AT:ZF}. (7.39)
T

Fiir die bedingte Varianz th * gilt nach Lemma 3.2.2 die Abschitzung th Mw) < QF(w), Ywe
Q. Andererseits ist Q[ die Losung einer Riccati-Differentialgleichung und nimmt Werte im ab-
geschlossenen Intervall [0, g]; g := max{Q{, Q% } an, wobei QL in Theorem 3.2.3 gegeben
war (vgl. mit Lemma 4.5 in Gabih, Kondakji, Sass und Wunderlich [27]). Daher kénnen wir die
Gitterpunkte fiir die bedingte Varianz wie folgt definieren

Xo={a=j-Ba mit j=0... Ny NyeN und A,:= Ni} (7.40)

q

Nun definieren wir das gesamte Gitter “ fiir das untersuchte Anfangsproblem (7.31) wie folgt

X 1= Xr X Xm X Xq
= [10,...,7N,] X [mo,...,mn,] X [0, .., qn,]- (7.41)

Auf diesem eingefiihreten dquidistanten Gitter ' definieren wir die Gitterfunktion
GA(Tnamian) = g;n:j ’ (Tn,mi,Qj) S'¢ (742)

die ein diskretes Analog fiir die kontinuierliche Wertfunktion G(7, m, ¢) mit (7,m, q) € [0, T] x
R x [q, q]ist.

Weiterhin benétigen wir fiir das Differenzenschema zur numerischen Losung der Differen-
tialgleichung (7.31) Bedingungen an den neu definierten Rindern ¢ = 0, ¢ und insbesondere
fiir die als endlich angenommenen Grenzen m = m, , da der Filter M Werte auf ganz R
annehmen kann.

Ein hdufiger Ansatz in der Literatur ist, dass die Ableitungen zweiter Ordnung am Rand ver-
schwinden. Das heif3t, es gelte folgendes:

e am Rand von m

9? 0?

52C(mma) = 55G(1,m,q) =0, (r,9) € (0,T] x[g, g, (7.43)

Om2 4
e und am Rand von ¢

9? 0? _ _
aing(Ta mag) - TQQG(Tvmv Q) - 07 (T7 m) S (OaT} X [M7 m] (744)

Mit diesem Ansatz miissen keine Forderungen an die Werte oder Ableitungen erster Ordnun-
gen gestellt werden und parallel dazu wird dann angenommen, dass sich die Losungsfunktion
am Rand linear verhilt. Da die zweite Ableitung nach ¢ in der urspriinglichen Differentialglei-
chung (7.31) nicht vorhanden ist, scheint die Annahme (7.44) plausibel. Doch bei der Annahme
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(7.43) kann die Auswirkung von Fehlern auf die Losung der Differentialgleichung unplausible
Ergebnisse liefern, zumal wir in den Regimes H = F, R, D die Losungsfunktion nicht linear in
m angesetzt hatten, von daher scheint eine Dirichlet-Randbedingung geeigneter. Dabei gilt am
Rand fiir m und ¢ hinsichtlich der Diffusionsapproximation (siehe die erste Aussage in Bemer-
kung 7.3.4)

1 R 1
G(r,m,q) = (VcA (1, m, q)) R (VD(ﬂ m, q)) o
Daraus lassen sich unsere Randbedingungen fiir alle n € {1, ..., N, } wie folgt darstellen

e am Rand von m

1

ggf;fl = (IA/D(th,m, qj)> m’ firm=m,m, Vje{0,...,Ny} (7.45)

e und am Rand von ¢

1

g = (f/D(th, ms, q)> 0 firg=0,, Vi€{0,...,Ny}. (746)
Nachdem wir das Gitter definiert und die Randbedingungen aufgestellt haben, miissen wir nun
die Differenzengleichungen in den inneren Gitterpunkten fiir die Integro-Differential-Gleichung
(7.31) aufstellen.

Fir7 € {r,...,7n.} und ¢ € {q1,...,qn,—1} stellen wir dem Differentialoperator L,,
aus (7.32) den folgenden Differenzenoperator A,, angewandt auf die Gitterfunktion G aus
(7.42) wie folgt gegeniiber

A, (GA(T, ms, q))m = ap(mi, q) (GA<T, ms, q))m + bi(q) (GA(T, i, q))

mm

+ Cm(mi)GA(Ta mg, Q)) vml S {mla ce. 7mNm—1}' (747)

Dabei verwenden wir die bekannten Riick- und Vorwirtsdifferenzenquotienten fiir die erste und
den Differenzenquozienten zweiter Ordnung fiir die zweite Ableitung, die im Allgemeinen auch
fiir nicht 4quidistantes Gitter gelten:

am(mi’q) + |am(ml’q)’ . GA(Ta miJrl?(I) B GA(Ta mlvq)
2 Mmip1 — My

(an(miq) Galrmi ) =

am(mivq) B ‘am(mlaq)’ . GA<T7 mZ7Q) - GA(T) mi—hQ)

+ )
2 m; — M1

(b (q) GA(T e q)) _ 2bm(q) (GA(Tu mi+1, q) - GA(Tu mg, q)
" U  mm T mig — mi Mit1 — m;
GA (7—7 myg, Q) - GA (7—7 mi—1, Q)
m; — Myi—1 )
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und
Cm ml — 2( 9)2 m’L {9<0} .

Auchfiir 7 € {79,...,7n,—1}undm € {my, ..., my,, 1} stellen wir dem Differentialoperator
L aus (7.33) den folgenden Differenzenoperator A, angewandt auf die Gitterfunktion G'a aus
(7.42) wie folgt gegeniiber

e (GA(Tvvaj)>q = (aq(Q) Ga(r,m, qg‘))q + m? 1ig>0yGa(T,m, q;)

21— 0)2Zp

_aq(q5) +ag(qs)| Galr,m,gj41) — G(7,m, g5)

2 1 — g
+ aq(q5) — lag(g)| ) Ga(r,m,q;) — GalT,m,qj1)
2 45 — gj—1
o 2
ey HezanGalrmg). (7.49)

Bemerkung 7.3.2. Mit der Fallunterscheidung bei negativem und positivem 6 in (7.48) bzw.
(7.49) wird die Bedingung in (7.55) sichergestellt.

Es bleibt noch zu zeigen, wie wir das Integral in (7.34) numerisch bestimmen. Dies erfolgt
durch die Quadraturformel

T N,
n _ j q
75 [ St 3 ousugs 500 = 6 (et S = et

Hier erscheint ein Problem, ndmlich die Punkte m;kj ;. und ¢; mit

—u

mijk::mi—i—\/iuk, i=1,...,Np,—1, j=1,...,Ny—1, k=0,...,N,,
I'+ g
2
. qj

sind im Allgemeinen keine Gitterpunkte, deshalb wenden wir die lineare Interpolation an.

Ein weiterer Aspekt ist, dass die neu entstehenden Punkte mfjk auflerhalb des Berechnungs-
gebietes [m , ] liegen konnen. Deshalb erfolgt eine Erweiterung auf das groBere Intervall
[m , m] D [m , m]. Wir definieren die erweiterte Zerlegung in Richtung m durch X, :=
{Xom' . Xoms Xom'} mit

l

Xl i={ml, i=0,....,r, reN und m=my<...<m

X ={ml, i=0,...,r, reN und mg<...<m
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Aus der Ungleichung

\/Q%T\uk\ < VT lukl <V Jal, Vie{0,... N}, Vke{0,...,N,} (7.50)
j

und mit u = —7 erhalten wir m} = m +u /g und mP =m +7u /7.

Mit der Erweiterung der Gitterpunkte in Richtung m stoflen wir auf das Problem, dass die
Losungsfunktion auf diesen erweiterten Punkten nicht bekannt ist und damit ist die Berech-
nung des Integrals nicht méglich. Wir umgehen dieses Problem, in dem wir die Werte in den
erweiterten Gitterpunkten durch die Werte der Diffusionsapproximation mit ¥, = %F, sieche
Bemerkung 7.3.4, ersetzen.

Fiir den erzielten Integral-Term aus (7.34) setzen wir dann

0
1= (o) 5 = di

Mit Hinblick auf (7.47) und (7.49) wollen wir das Anfangswertproblem (7.31) in Richtung m
implizit und in Richtung ¢ zusammen mit dem Integral-Term explizit diskretisieren. Mit anderen
Worten erhalten wir

n+1 n
9ij — Y

A
_ +1
AT —Amg;jj +Aqg2j+7ffj.

1-6

Die Umstellung des letzten Ausdruckes liefert

_ <Am _ A) gt = <A + Aq> g+ 751 (7.51)

Aus (7.51) konnen wir die Differenzengleichungen in den inneren Gitterpunkten fiir die Diffe-
rentialgleichung (7.31) wie folgt formulieren

A
1 1 1
—Az-jg?_ﬁ,j + Cijg;"jj - Bijg?fu = Algr;_1 +Cligil; + Blgl i1 + T4 QI;}]- . (71.52)
Dabei sind die Indizes
n=0,...,N. -1, i=1,...,N,—1, j=1,...,N;—1.

Die Koeffizienten auf der linken Seite sind gegeben durch

Aij = J — J 2 >0, 7.53
T (my = mi—)(miga —mi—q) 2(m; —m;—1) B 733
2 m\{dj m iy g m 15 45
By i bm (45) L (i) + lam(mi, )| (7.54)
(mig1 —mg)(Mmit1 —mi_1) 2(mip1 —m;)
1
Cij == Aij + Bij — cm(m;) + A >0 (7.55)
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und die Koeffizienten auf der rechten Seite sind gegeben durch

¢ . _9(qj) — lag(g)|
A= 2(qj — qj—1) =0 (750
T 2gwr—q) T '
Cl = 1 (A?+BI) + Lnﬁ 119501 (7.58)
0TOA J J 2(1—6)28g {6>0} :
Zusammenfassend ldsst sich unser numerisches Verfahren zu jedem j = 1,..., N, — 1 als
eine Folge von linearen Gleichungssystemen wie folgt darstellen
ijy“ =0}, n=0,...,N,—1 (7.59)
mit der tridiagonalen Koeffizientenmatrix der GroBe (Np,+1 X Nypt1)
1 0 0 0 e 0 0 0
0 -Ax; Coj —Baj --- 0 0 0
Aj =
0 0 0 0 - —AN,-15 CNp-1j —BNn,-1
0 0 0 0 e 0 0 1
und mit
1
95 Ajgr -1+ Cigt; + Big
1
1 955 Ajg5.j1 + Cjos; + Bjgy i
n+1l ,__ o
X G= . , by =
1
IN1.j AIN—15-1 + CIIN, -1 T Bi9R, 1501
g]nvj_nl,j gfr\ij:z,l,j

Bemerkung 7.3.3. Das numerische Verfahren kann auch in Richtung ¢ implizit entwickelt wer-
den, hierbei folgt ein lineares Gleichungssystem der Dimension V,,, + IV, + 2 statt einer Folge
von den Gleichungssystemen der Dimension N, + 1, was mehr Aufwand kostet. Dariiberhinaus
kann auf Grund der Dirichlet-Randbedingung die Dimension des linearen Gleichungssystems in
(7.59) um 2 reduziert werden.
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Unter der Annahme, dass g;; nicht negativ ist, folgt auch, dass das Integral-Term J;; nicht
negativ ist. Weiterhin miissen wir noch iiperpriifen, ob der Koeffizient ij aus (7.58) fiir alle
ie{l,...,Ny—1}undfiralle j € {1,..., N, — 1} streng positiv ist. Fiir dquidistantes Gitter
lasst sich die Bedingung wie folgt darstellen

1 4 2 |ag(q))]
o 21— 2B 5
A, To s, Mz T A 7
Dies ist die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung fiir den Koeffizienten ij (siehe Courant, Fried-
richs und Lewy [14]) und ldsst sich durch eine geeignete Abschidtzung wie folgt darstellen

1 el o,

A Aq

Die Koeffizienten 4;; in (7.53) und B;; in (7.54), die in der tridiagonalen Koeffizientenma-
trix auftauchen, sind nicht negativ und C;; (7.55) auf der der Hauptdiagonale in der Koeffizien-
tenmatrix ist streng positiv. Auflerdem gilt C;; > A;; + B;; firalled = 1,..., N, — 1 und
alle j = 1,..., N, — 1. Daraus folgt, dass die tridiagonalen Koeffizientenmatrix A; fiir alle
je€l,...,Ny—1lundfiiralle 7 €0,..., N. — 1 eine M-Matrix (sieche 8.3.P15 und Definition
Definition 6.1.9 in Horn und Johnson [30]) und damit besitzt sie eine Inverse, deren Elemente
positiv und Diagonalelemente streng positiv sind (siehe Varga [78]). Vor diesem Hintergrund
besitzt das Gleichungssystem (7.59) eine eindeutige (und positive) Losung X;LH = A;lb? fiir
allej = 1,...,Nyund alle n = 0,..., N — 1, die beispielsweise mit Hilfe von GauBschen
Eliminationsverfahren bestimmt werden kann (siehe Kapitel 2 in Samarskii u. Nikolaev [65]).

Bemerkung 7.3.4. In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns fiir die Frage interessiert, wie sich der
Filter bei dem Informations-Regime H = C'y verhilt, wenn die Intensitdt der Experten wichst
und gleichzeitig deren Ungenauigkeit linear mitwéichst. Theorem 3.3.4 hat gezeigt, dass der
C\-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen den D-Filter konvergiert. Wir vermuten,
dass sich diese Uberlegung unter weiteren technischen Bedingungen auf die Wertfunktionen
iibertragen ldsst und es gilt

lim sup [VO(t,m,q) — ‘7D(t,m, 9| =0, VmeSu, qceSg, (7.60)
A=00 4]0,

wobei VP (t,m, q) die modifizierte Funktion von der Wertfunktion V2 (¢, m) und in (8.2) bzw.
(8.3) gegeben ist.

Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.17 fiir ein positives 6 und in Abbildung 8.18 fiir ein
negatives  bestitigen bestitigen diese Vermutung. Der formale Beweis bleibt jedoch aus und
soll in einer zukiinftigen Arbeit erscheinen.

Auflerdem sind wir in Kapitel 3.3.2 dieser Frage anderes eingegangen, in dem wir angenommen
haben, dass die Ungenauigkeit der Experten konstant und unabhiingig von deren Anzahl bleibt.
Theorem 3.3.6 hat gezeigt, dass der C'y-Filter unter bestimmten Voraussetzungen gegen die Drift
konvergiert. Wir vermuten, dass sich diese Uberlegung unter weiteren technischen Bedingungen
auf die Wertfunktionen iibertragen ldsst und es gilt

lim sup \VC*(t,m, q) — VF(t,m,q)] =0, VYmeSu, qedSg. (7.61)
A—00 4]0,
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Numerische Ergebnisse wie in Abbildung 8.19 fiir ein positives 6 und in Abbildung 8.20 fiir ein
negatives 6 bestitigen bestitigen diese Vermutung. Ebenso bleibt der formale Beweis aus und
soll in einer zukiinftigen Arbeit erscheinen.

Bemerkung 7.3.5. Ahnliche Aussagen iiber die Strategien wie in Lemma 6.2.2 und Lemma
6.2.3 konnen wir bei diesem Informations-Regime nicht treffen, da eine geschlossene Formel
fiir die Wertfunktion nicht vorhanden ist. Allerdings lassen die nummerischen Ergebnisse wie in
Abbildung 8.11 fiir # = +0.3 und Abbildung 8.12 fiir # = —0.3 vermuten, dass folgendes gilt:

e Sind ]\JtcA = M =m und thA = QF = ¢mit H = Roder H = D, dann gilt die
Vermutung
pH A (t,m,q) = p*T (t,m, q).

e Sind MtcA = ¢ = m und QfA = q = 0, dann gilt

p*’C*(t,m) = p*’F(t,m, 0).

Bemerkung 7.3.6. Da wir die DPE beim Regime H = (') nicht geschlossen, sondern nur
numerisch 16sen konnten, konnen wir keinen geschlossenen Ausdruck fiir die Effektivitit £
aus (4.36) aufstellen.
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Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt prisentieren wir einige numerische Ergebnisse zur Illustration der theoret-
ischen Resultate der vorherigen Kapitel.

8.1 Modellparameter

Der Preis des Wertpapiers (.St );¢[o,77 ist die verallgemeinerte geometrischen Brownschen Bewe-
gung geniigend der SDE (2.10), deren unbeobachtbare Drift ( Mt)te[o,T] ein Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess und deren Volatilitit cp > 0 konstant ist. Zur Vereinfachung werden wir in diesem
Abschnitt alle Prozesse im eindimensionalen Fall betrachten. Weiterhin betrachten wir fiinf ver-
schiedene Investoren, die sich in den Informationsquellen unterscheiden und das gleiche Ziel
verfolgen, nimlich den erwarteten Nutzen des Endvermdgens zu maximieren.

e Der R-Investor ist derjenige Investor, der nur den Preisprozess (St).e[o,7] bzw. dessen
Rendite (1;);c[o,r) beobachtet und daraus seine Investor-Filtration FE = (ftR)te[O,T]
erzeugt.

e Der C),-Investor ist derjenige Investor, der den Preisprozess (St)te[o,T] bzw. dessen Ren-
dite (R¢).e[o,r) beobachtet und zusitzlich dazu eine bekannte Anzahl n € N zufilliger
Einschitzungen iiber die Drift im Investitionszeitraum [0, 7'] erhélt. Die Expertenmeinun-
gen sind normalverteilt mit Z, ~ N (p,, ') und treffen an zu Investitionsbeginn festge-
legten dquidistanten Zeitpunkten tr, = kA; mit A; := %, k=0,....n—1, n€N,
ein. Die Informationen aus der Rendite werden mit den Informationen aus den Experten-
meinungen kombiniert und erzeugen die Investor-Filtration FC» = (FX " )eelo,1)-

e Der C)-Investor ist derjenige Investor, der den Renditeprozess (Rt)te[o,T} beobachtet
und zusitzlich dazu eine zufillige Anzahl zufilliger Einschédtzungen iiber die unbekannte
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Drift im Investitionszeitraum [0, 7] erhdlt. Die Ankunftszeitpunkte der Expertenmeinun-
gen T1,75,. .. sind zuféllig und werden als Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-
Prozesses (INt)e[o, 7] mit Intensitdt A > 0 angenommen. Unter dieser Annahme erhilt
der Investor wihrend des Investitionszeitraums [0, 7'] im Mittel AT" Einschétzungen tiber
die unbekannte Drift (Mt)te[o,T}- Die Expertenmeinungen Z;, sind normalverteilte Zu-
fallsgroBen mit Z, ~ N (ur,,T'), k = 1,2,..., deren Kombination mit der Rendite die
Investor-Filtration FEx = (}'tc *)tejo,r) erzeugt.

e Der D-Investor ist derjenige Investor, der den Renditeprozess (Ry);c[o,7] und zusitzlich
dazu einen weiteren stetigen Prozess ( = (Ct)te[o,T] in der Form einer Brownschen Be-
wegung mit Drift 1y beobachtet, mit

d¢ =y dt +o¢ AW, G =0,

wobei o > 0 und W< ein von W# und W* ununabhingiger Wiener-Prozess sind.
Der Prozess ( wird als stetiger Experten interpretiert, der zusammen mit der Rendite die
Investor-Filtration FP = (FF )telo,T] €rzeugt.

e Der F-Investor ist der Investor, der sowohl den Renditeprozess (R;)qc[o,7] als auch den
Drift-Prozess ( fit)eefo,7) beobachtet und gilt als Referenz fiir die anderen Investoren.

Fiir die nachfolgenden numerischen Experimente werden die in Tabelle 8.1 gegebenen Mo-
dellparameter verwendet. Abweichungen davon sind im Text ausdriicklich vermerkt.

Mean-Reversion-Level [ 0 Investitionshorizont 71" | 1 Jahr
Steifigkeit des OUPs K 3 Nutzen-Parameter 6 0.3
Volatilitdt des OUPs o 1 Aktienvolatilitit OR 0.25
Mittelwert von pig mo =20 Experten-Volatilitit o 0.15
Varianz von g 9 % =0.16 Expertenvarianz r 1
Anfangswert von Méq mo = My 0 Anzahl der Signale n 6
Anfangswert von le g0 = qp 0.16 Intensitit von N, A 6

Tabelle 8.1: Modellparameter

Wie schon im Abschnitt 4.2 erwihnt wurde, miissen fiir die Wohlgestelltheit des Optimie-
rungsproblems die Modellparameter aus der Menge der zulédssigen Parameter gewihlt werden.
Abbildung 8.1 zeigt verschiedene Bilder fiir die Menge der zuldssigen Parameter einerseits in
Abhingigkeit vom Investitionshorizont 7" und andererseits in Abhéngigkeit vom Parameter 6
der Potenz-Nutzenfunktion, der Volatilitit des OUPs o, bzw. der Volatilitit des Aktienprozes-
Ses OR.

In den oberen zwei Bildern wird die Menge der zulidssigen Parameter P%" in Abhiingigkeit von
0 dargestellt. Daran ist zu erkennen, dass das Optimierungsproblem fiir negative Werte fiir den
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Parameter § immer wohlgestellt ist. AuBerdem ist im Bild oben links zu sehen, dass das Optimie-
rungsproblem fiir die gewihlten Parameter fiir alle 7' > 0 wohlgestellt ist, wenn der Parameter
6 im Intervall (—oo, #¥] mit ¥ ~ 0.36 liegt. Uberschreitet 6 den kritischen Wert 6%, dies ent-
spricht weniger Risikoaversion, so ist das Optimierungsproblem nicht mehr fiir alle beliebigen
Investitionshorizonte 7" wohlgestellt, sondern nur bis zu einem von 6 abhéngigen Investitionsho-
rizont TF = TE(0). Je groRer 6 ist, umso kleiner wird dieser Investitionshorizont 7'(#). Fiir den
Grenzfall § — 1, das heiBt fiir verschwindende Risikoaversion 1 — 6, gilt 7% () — 0. Im Bild
oben rechts wird der Investitionshorizont 7' = 1 gesetzt und das Verhéltnis von 6 zur Volatilitit
des Preisprozesses o betrachtet. Daran ist zu erkennen, dass groflere Werte fiir die Volatilitét
es uns ermoglichen grofere Werte fiir # zu wihlen.
In den zwei Bildern in der Mitte wird der Einfluss der Volatilitit o, auf die Menge der zuldssigen
Parameter untersucht. Hierbei ist auf dem Bild links zu erkennen, dass das Optimierungsproblem
fiir alle 7 > 0 wohlgestellt ist, solange die Volatilitdt des OUPs o, € (0, 05] mit 05 ~ 1.15ist.
Sollte die Volatilitat des OUPs diesen kritischen Wert iiberschreiten, so ist das Optimierungs-
problem nur fiir einen von o, abhingigen Investitionshorizont 7' E=T1F (0,) wohlgestellt. Auf
dem Bild rechts daneben wird der Investitionshorizont 7" = 1 gesetzt und das Verhéltnis von
o, zu ¢ untersucht. Wihrend fiir # < 0 keine Einschrinkung auf die Parameter ist, ist das fiir
6 € (0,1) nicht mehr der Fall. Je groBer die Volatilitit o,, wird, umso kleiner muss 6 gewalt
werden.
Im den unteren zwei Bildern wird der Einfluss der Volatilitit o auf die Menge der zuldssigen
Parameter veranschaulicht. Im Gegensatz zur Volatilitit des OUPs o, sorgen kleinere Werte fiir
die Volatilitit des Aktienprozesses or, wie im Bild unten links zu sehen ist, dafiir, dass Opti-
mierungsproblem nur fiir kleinere 7" wohlgestellt wird. Liegt die Volatilitit im Intervall (0, ag ]
mit dem kritischen Wert ag ~ .22, so ist das Optimierungsproblem nur bis zu einem von o g
abhiingigen Investitionshorizont T = T¥(op) wohldefiniert. Je groBer die Aktienvolatilitit
or ist, umso grofer kann der Horizont gesetzt werden. Solange aber diese den kritischen Wert
O'E iberschreitet, ist das Kontrollproblem fiir alle 7" > 0 wohldefiniert. Das Bild rechts zeigt das
Verhiiltnis der beiden Volatilititen o zu 0, welches man anhand der anderen Bilder erahnen
kann.

Die Bedingung in der Menge der zuldssigen Parameter des partiell informierten H -Investors
aus (4.34)

-1
PH = p¢n {p € P, sodass (Id —-2(1—- H)Ab(())qo) positiv definit ist.}

ist fiir die Parameter aus Tabelle 8.1 erfiillt, denn es gilt

— 1
— 0.16 < 0.964 = ~0.675 = .
a0 < 7 (1= 0) 247 (0)
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Abbildung 8.1: Menge der zulissigen Parameter P ¥

Oben: in Abhéngigkeit von 6 und 7" (links) bzw. 6 und oy (rechts).
Mitte: in Abhingigkeit von o, und T (links) bzw. o, und 6 (rechts).
Unten: in Abhiéngigkeit von o und T (links) bzw. oz und o, (rechts).
Die tibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.2 Filter

Wir simulieren zunichst in diesem Experiment einen Pfad fiir den unbeobachtbaren Driftprozess
(14¢)¢e[o,) nach der Langevin-DGL in (2.3)

dpe = k(0 — ) dt + o AW, o ~ N (Mo, qo)-

Weiterhin simulieren wir eine Trajektorie fiir den Renditeprozess (I:).c(o,r) in der Form der
Brownschen Bewegung aus (2.9)

dR; = g dt + o AW/, Ry =0.

Fiir die Simulation der diskreten Experten unterscheiden wir zwischen den zwei Modellen. Im
ersten Modell bestimmen wir zunidchst durch Vorgabe bzw. Annahme die Anzahl der wihrend
der Investition ankommenden Expertenmeinungen n und dann kdnnen wir die deterministischen
Ankunftszeitpunkte festlegen. Fiir die numerischen Ergebnisse in diesem Abschnitt sind diese
Zeitpunkte dquidistant und durch die Formel ¢, = & %, k=0,1,...,n — 1 gegeben. Nach
der Festlegung der Informationszeitpunkte bestimmen wir, wie zuverlédssig der Experte zu den
eben erwihnten Zeitpunkten ist, mit anderen Worten, wir bestimmen die Varianz der Experten-
meinung I'. Nun koénnen wir Expertenmeinungen Zj simulieren, indem wir zu jedem Informa-
tionszeitpunkt 75, den aktuellen Wert der Drift j;, mit einem unsystematischen Fehler wie in
(2.12) versehen, das heif3t

Zy =, + VT en, e ~N(0,1), k=0,1,...,n—1.

Im zweiten Modell dagegen wissen wir nicht genau, wie viele Expertenmeinungen wéhrend der
Investition ankommen werden, jedoch wissen wir, dass im Mittel A\t Expertenmeinungen bis
zum Zeitpunkt ¢ ankommen. Wir nehmen an, dass die zufilligen Ankunftszeitpunkte 77,75, . ..
Sprungzeitpunkte eines homogenen Poisson-Prozesses sind, dessen Intensitét A ist. Fiir die Si-
mulation der Expertenmeinungen in diesem Modell gehen wir hier dann nach der Formel (2.13)
wie im Modell vorhin vor

Zk:/LTk—I-\/fEk, k=0,1,....

Im Marktmodell mit einem stetigen Experten simulieren wir zundchst einen Wiener-Prozess
(th)te[O,T]’ der von den beiden Wiener-Prozessen (W/%);c(o 77 aus dem Renditeprozess und
(W )tejo,r aus dem Driftprozess unabhingig ist. Der stetige Experte (¢)¢c[o,r] hat die Gestalt
des Renditeprozesses bzw. einer Brownschen Bewegung wie in (2.14)

¢ = s dt + o¢ dAWE, ¢ =0,

mit einer gegebenen Volatilitéit o > 0.

Nach der Simulation des Driftprozesses, des Renditeprozesses und der diskreten sowie der ste-
tigen Expertenmeinungen konnen wir den Filter in den verschiedenen Informations-Regimes
H € {R,C,,C\, D} bestimmen.
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Filter fiir den R- bzw. (), -Investor. Das obere Bild in Abbildung 8.2 zeigt den simulierten
Pfad fiir den Renditeprozess R, aus dem der R-Filter bestehend aus den zwei Kenngrofen M T
und Q¥ berechnet wird. AuBerdem ist der Pfad von f(f 1s ds zu sehen, der als Renditeprozess
fiir cp = 0 betrachtet werden kann. Das zweite Bild zeigt den simulierten Pfad fiir die unbe-
kannte Drift 11 sowie die erste KenngroBe des R-Filters bzw. die bedingte Erwartung M %, deren
Berechnung nur auf Informationen aus dem Renditeprozess basiert. Aulerdem wird hier die be-
dingte Erwartung M~ gezeigt, die sich auf Basis der Rendite und der Expertenmeinungen, die
als rot markierte Kreuze zu sehen sind, ergibt. Um den Effekt der diskreten Expertenmeinungen
hervorzuheben, haben wir zuverldssige Experten mit einer kleinen Varianz I' = 0.05 gewihlt.
Zur vollstiandigen Interpretation des zweiten Bildes gehort auch die Analyse des letzten Bil-
des unten links, auf dem die zweite KenngroBe des Filters bzw. die bedingte Varianz Q¥ mit
H = R, ), zu sehen ist. Die bedingte Varianz startet mit der stationédren Varianz Qg_ = g—:
und gleich nach dem ersten Update, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 eintrifft, reduziert sich die
bedingte Varianz und es gilt Qg” < QOR. AuBerdem reduziert sich die bedingte Varianz th ™ zZu
den Updateszeitpunkten %, . . ., ¢, und springt nach unten. Die bedingte Erwartung MtC” ist auf
Grund der niedrigen Varianz der Experten sehr nah an dem tatsachlichen Wert der Drift p;. Zwi-
schen zwei Informationszeitpunkten wichst die bedinge Varianz (); und der Filter Mtc ™ nédhert
sich nach und nach dem Filter M/ an.

Das dritte Bild, zu dem das letzte Bild unten rechts gehort, unterscheidet sich vom zweiten le-
diglich durch den Anfangswert der Drift. Im zweiten Bild wird davon ausgegangen, dass der
Anfangswert des OU-Prozesses 1o unbekannt und dessen Verteilung die stationire Verteilung
Nz, %) ist, dabei ist der Anfangswert des Filters M. = E[u] = rund Qf = % Im dritten
Bild dagegen nehmen wir an, dass die partiell informierten Investoren den Anfangswert der Drift
vollstdndig beobachten kdnnen, dann ist le =¢qo = O und M({{ to(w) = mg fiir H = R, C,,.
Sowohl auf dem linken als auch auf dem rechten Bild ganz unten ist die Aussage von Theorem

3.2.3 klar zu erkennen, dass Q% schnell die Asymptote Q% = ﬁER[ —144/1+ K?ﬁ} er-

reicht. Die asymptotisch obere und untere Schranke @ bzw. Q fiir Q%" aus Theorem 3.2.5 sind
auch zu erkennen.

Filter fiir den R- bzw. C-Investor. Ahnlich wie in Abbildung 8.2 zeigt uns Abbildung 8.3
entsprechende Bilder fiir den C-Filter bzw. die bedingte Erwartung M “* und die bedingte Va-
rianz Q©*. Der Unterschied zur Abbildung 8.2 besteht darin, dass die Ankunftszeitpunkte der
Expertenmeinungen zufillig sind und Sprungzeitpunkte eines Poisson-Prozesses mit Intensitit
A = n = 6. Das heiit, im Regime H = () kommen im Mittel genauso viele Experten-
meinungen wie im Regime H = C, an. In diesem Modell kann der Effekt auftreten, dass die
Wartezeiten zwischen je zwei aufeinander folgenden Informationszeitpunkten grof} sind. In die-
sem Fall nihern sich die bedingte Erwartung M ©> und die bedingte Varianz Q> der bedingten
Erwartung M " bzw. der bedingten Varianz M an, da zwischen zwei Informationszeitpunk-
ten auBler aus dem Renditeprozess keine zusitzlichen Informationen einflieBen. Dariiber hinaus
machen die zwei unteren Bilder fiir die bedingte Varianz klar, dass eine Aussage iiber asympto-
tischen obere und untere Schranken fiir Q“* wie in Theorem 3.2.5 beim Informations-Regime
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H = C,, unrealistisch ist.

Filter fiir den R- bzw. D-Investor. Im Gegensatz zum Filter in den beiden Informations-
Regimes H = C),, C), bei denen Expertenmeinungen iiber die Drift zu diskreten Zeitpunkten
eintreffen, sind die Expertenmeinungen hier durch einen stetigen Prozess (; modelliert, wel-
cher in Form einer Brownschen Bewegung mit Drift p; ist. Fiir dieselbe simulierte Drift in den
letzten zwei Abbildungen kdnnen wir hier auch die gewonnenen Informationen aus dem stetigen
Renditeprozess mit denen aus dem stetigen Expertenprozess kombinieren und erhalten den Filter
fiir das Regime H = D bzw. die bedingte Erwartung M und die bedingte Varianz Q*. Diese
werden in Abbildung 8.4 dargestellt. Die bedingte Erwartung M liefert im Mittel eine bessere
Schitzung fiir die unbekannte Drift i als M. Dies ist bei den unteren zwei Bildern deutlich zu
erkennen, da die bedingte Varianz als MaB fiir die Giite des Schitzers gesehen werden kann. Die
beiden Varianzen Q% und QP geniigen der Riccati-Gleichung

dQF
dt

= f(Qf,2n), QF =q, mit f(¢,2n) =%, —2kq— Xy ¢*, H=R,D.

Fiir den Grenzfall X — oo, welcher bedeutet, dass der stetige Experte sehr unzuverlissig ist,
geht ¥p = [Eél + 251]*1 gegen ¥ . In diesem Fall stimmt Q¥ mit Q iiberein und der stetige
Experte hat damit keine niitzlichen Informationen zur Verbesserung der Schitzung geliefert. Fiir
den anderen Grenzfall 3¢ — 0, welcher bedeutet, dass der stetige Experte sehr zuverlissig ist,
geht ¥ gegen Null und in diesem Fall fillt die bedingte Varianz Q@ exponentiell gegen Null.
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Abbildung 8.2: Filter fir H = R, C,,, mit T" = 0.05.

1. Bild: Rendite R und fot s ds (Rendite fiir oz = 0).

2. Bild: Drift ;2 und bedingte Erwartung M fiir unbekannten Anfangswert 1o ~ N (T, ?—:)
3. Bild: Drift x und bedingte Erwartung M fiir bekannten Anfangswert 1o = mg, go = 0.

4. Bild: Bedingte Varianz Q¥ fiir unbekannten/bekannten Anfangswert sy (links/rechts).
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Renditeprozess

My =
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Bedingte Varianz: o unbekannt Bedingte Varianz: po bekannt

—¢
o - = —Ch
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— QL

Abbildung 8.3: Filter fir H = R, C), mit I = 0.05.

1. Bild: Rendite R und f(f s ds (Rendite fiir o = 0).

2. Bild: Drift z und bedingte Erwartung M fiir unbekannten Anfangswert 119 ~ N (T, %)
3. Bild: Drift x und bedingte Erwartung M fiir bekannten Anfangswert o = mg, go = 0.
4. Bild: Bedingte Varianz Q¥ fiir unbekannten/bekannten Anfangswert yio (links/rechts).
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.4: Filter fir H = R, D.

1. Bild: Rendite R und fot s ds.

2. Bild: Drift ;2 und bedingte Erwartung M fiir unbekannten Anfangswert 1o ~ N (T, ?—:)
3. Bild: Drift x und bedingte Erwartung M fiir bekannten Anfangswert 1o = mg, go = 0.
4. Bild: Bedingte Varianz Q¥ fiir unbekannten/bekannten Anfangswert sy (links/rechts).
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Diffusion-Approximation fiir hochfrequente Experten mit linear wachsender Va-
rianz

In diesem Abschnitt wollen wir fiir die getroffenen theoretischen Aussagen zur Diffusions-
approximation und Konvergenz des Filters bzw. der bedingten Erwartung M ¥ und der bedingten
Varianz Qf mit H = C,,, C), gegen die bedingte Erwartung M bzw. die bedingte Varianz Q”
aus Kapitel 3.3.1 einige numerische Beispiele zeigen. Fiir die Simulation der diskreten Exper-
tenmeinungen gehen wir von dem Ansatz (2.12) bzw. (2.13) aus, das heif3t

+VTen, k=0,...,n—1, fir H=C,,
zk—{’”‘“‘ ‘ " 8.1)

pr, +VTer, k=1,2,..., fir H = Cy.
Um diese Effekte in den Darstellungen von Pfaden der Filter sichtbar zu machen, werden die

standardnormalverteilten ZufallsgroBen (¢;,) wie folgt an den Wiener-prozess W¢ gekoppelt,
welcher den stetigen Expertenprozess antreibt:

k+1T

n ¢ " 3 — _ i —
TUF /’“T dWs, k=0,...,n—1, fir H=C,,
€k — %
¢ 3 — - _
)\\/f/k awg, k=1,2,..., fir H=C,.
A

Mit dieser Konstruktion sind die Zufallsgroen ¢ iid und standardnormalverteilt sowie un-
abhiéngig von den exponential-verteilten Wartezeiten der Informationszeitpunkten beim Regime
H=C,.

Abbildung 8.5 zeigt die Diffusionsapproximation fiir die Filter M und die bedingte Varianz
Q! . Hierzu wird die Volatilitit des stetigen Experten o¢ fixiert und die Varianz I' der diskreten
Experten in Abhéngigkeit von der Anzahl der Expertenmeinungen n bzw. von der Intensitdt A
iiber die Beziehung

. ny., fir H=C,,
A, fiir H=0),

gewihlt. Das heifit, mit wachsender Anzahl bzw. Intensitéit der Expertenmeinungen wird deren
Varianz immer groBer und somit deren Zuverldssigkeit immer geringer.

Approximation fiir hochfrequente Experten mit konstanter Varianz

In diesem Abschnitt wollen wir fiir die getroffenen theoretischen Aussagen zur Approximation
des Filters bzw. der bedingten Erwartung M und der bedingten Varianz Q' mit H = C,,, C),
gegen die Drift ;4 aus Kapitel 3.3.2 einige numerische Beispiele zeigen. Fiir die Simulation der
diskreten Expertenmeinungen gehen wir von Ansatz (8.1) aus, jedoch werden die standardnor-
malverteilten Fehler ¢ hier nicht an einen Wiener-Prozess verkniipft, anders als zuvor. Des Wei-
teren wird die Varianz der Experten unabhéngig von der Anzahl bzw. der Intensitit der Experten
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vorausgesetzt und aus der Tabelle 8.1 gewihlt. Abbildung 8.7 zeigt die Drift und den C,,-Filter
fiir n = 10,50 und 2000, wihrend Abbildung 8.6 die Drift und den C)-Filter fiir A = 10, 50
und 2000 zeigt. In den beiden zuletzt erwidhnten Abbildungen erkennt man, dass die Geschwin-
digkeit der Konvergenz deutlich langsamer als bei der Konvergenz des C,,- und. des C)-Filters
gegen den D-Filter in Abbildung 8.5 bzw. in Abbildung 8.6 ist.
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Bedingte Erwartun;

Bedingte Varianz

D
C,n =5
—C,n =20
—C,n =500

Abbildung 8.5: C,-Filter fiir wachsendes n und I' = 7.
Oben: Bedingte Erwartung M», mit n = 5,20, 500.
Unten: Bedingte Varianz ~ Q™ , mit n = 5, 20, 500.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Bedingte Erwartung

Bedingte Varianz

Abbildung 8.6: C)-Filter fiir wachsendes A und I = A3
Oben: Bedingte Erwartung M, mit A = 5, 20, 500.
Unten: Bedingte Varianz Q> , mit A = 5, 20, 500.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Drift und Bedingte Erwartung

Bedingte Varianz

Abbildung 8.7: C,,-Filter fiir wachsendes n und I" = 0.05 (fest).
Oben: Bedingte Erwartung M, mit n = 10, 50, 2000.

Unten: Bedingte Varianz ~ Q® , mit n = 10, 50, 2000.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Drift und Bedingte Erwartung

Bedingte Varianz

Abbildung 8.8: C,-Filter fiir wachsendes A\ und T" = 0.05 (fest).
Oben: Bedingte Erwartung M >, mit A = 10, 50, 2000.

Unten: Bedingte Varianz Q> , mit A = 10, 50, 2000.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.3 Wertfunktion

Nachdem wir einige numerische Beispiele zur Simulation des Driftprozesses, des Renditepro-
zesses, der Expertenmeinungen und der Berechnung von Filtern sowie deren Eigenschaften etwa
bei wachsender Anzahl bzw. Intensitdt der Expertenmeinungen prisentiert haben, werden wir
uns nun mit dem urspriinglichen Kontrollproblem in (2.20)

VI = sup JH(r), mit FH (w):E[ug(X@
reAH

]—“(I){]

befassen. Dabei betrachten wir sowohl beim Optimierungsproblem unter voller Information
H = F als auch beim Optimierungsproblem unter partieller Information H = R, D, C,,, C),
einen Investor, der zur Zeit ¢ = 0 mit einem Anfangskapital :zéf startet und bis zum vorge-
gebenen Investitionshorizont 7" sein Portfolio beliebig umschichten kann. Da die Parameter in
Tabelle 8.1 aus der Menge der zuldssigen Parameter sind, ist das untersuchte Kontrollproblem
wohlgestellt. Nach dem MaBwechsel transformieren wir das Optimierungsproblem in ein risi-
kosensitives Optimierungsproblem, dessen zugehorige Zielfunktion aus (4.69)

T
JH(t,y;W):E[eXp{—/ b(Ys’y,ﬂS)dsH, Vt€[0,T], VyeSy und Vmec AH
t

und Wertfunktion aus (4.70)

sup JH(t,y;m),  0€(0,1),
H ﬂ'EAH
VP(ty) =
inf JH(t,y; 1), 0 € (—00,0
nf TRty 7) (—00,0)

sind. Zur Zeit t = T gilt J?(T,y;7n) = VH(T,y) = 1. Dabei ist der Zustandsprozess Y’
fiir den voll informierten Investor gleich der Drift yu, fiir den partiell informierten H -Investor
mit H = R, D, C,, gleich dem Prozess der bedingten Erwartung A/ und fiir den Cy-Investor
besteht der Zustand aus der bedingten Erwartung M und der bedingten Varianz Q. Mit
diesem Schritt sind die neu entstandenen Zielfunktion J (¢, y; ) und Wertfunktion V' (¢, y)
vom Anfangswert xg getrennt und es gilt der Zusammenhang

Ho, H:Fv

H (356{)0 H .
VO - 0 |4 (O7y0)7 mit Yo = mo, H = R7D7CTL7
(mo,qo), H = Cj.

Die Losung der entstandene Dynamic Programming Equation (4.79) fiir die Wertfunktionen ist
fiir den F'-Investor in Lemma 5.1.4 und fiir den R- sowie den D-Investor in Lemma 5.2.3 in der
Form

VA (ty) = exp {y A (t)y + (BT (1)'y + C (1) }.

Fiir den C),-Investor wurde die Losung mit Hilfe einer Riickwirtsrekursion erhalten und ist in
Lemma 6.2.1 dargestellt.
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Im Modell H = C) unterscheiden wir zunéchst zwischen dem urspriinglichen und dem regu-
larisierten Kontrollproblem. Doch numerische Experimente haben ergeben, je kleiner der Re-
gularisierungsparameter ist, umso kleiner sind solche Unterschiede (siehe Kapitel 3 in Shardin
[73] oder Shardin und Wunderlich [74]). Deshalb konzentrieren wir uns bei den numerischen
Ergebnissen grundsitzlich auf das urspriingliche Kontrollproblem ohne Regularisierung.

Bei der Auswertung und dem Vergleich der Wertfunktionen V (t,y) ist zu beachten, dass
fiir die verschiedenen Informations-Regimes H der Zustandsprozess des Kontrollproblems un-
terschiedlich definiert ist. Wihrend fir H = F, R, D,C, der Prozess Y lediglich aus dem
Prozess der bedingten Erwartung M (unter dem WahrscheinlichkeitsmaB P) besteht, werden
fir H = C), zusitzlich die Komponenten der bedingten Kovarianzmatrix Q¥ (auf und unterhalb
der Diagonale) mit in den Zustand aufgenommen.

Fiir den hier betrachteten Fall von d = 1 Aktie ist dann der Zustand Y = (M, Q) ein
zweidimensionaler Prozess.

Fiir die Informations-Regimes mit Y = M ist VH(t,3) = VH(t,m) die Wertfunktion

zur Zeit t, falls die bedingte Erwartung M/’ den Wert m annimmt. Da die bedingte Varianz fiir
diese Regimes deterministisch ist, ist @/ fiir alle ¢ € [0, T'] bereits bekannt und kann aus dem
Anfangswert go und den Modellparametern bestimmt werden. Fiir das Informations-Regime
H = () ist die bedingte Varianz Q©* dagegen ein stochastischer Prozess und VX (t,y) =
VEr(t, m, q) ist die Wertfunktion zur Zeit ¢, falls MtcA = m und Qf* = q gilt.
Dies erschwert den Vergleich von V©* mit den Wertfunktionen der anderen partiell informierten
H-Investoren mit H = R, D, C,,, da deren deterministische Varianz Qfl im Allgemeinen nicht
mit dem fiir V* vorgegebenen Wert ¢ iibereinstimmt. Um diese zu erméglichen, definieren wir
fir H = R, C}, eine modifizierte Wertfunktionen wie folgt

VHE(t,m,q) = Wiljffi E[eXp{ - /tT b(S,Yﬁ’m’q)}], (8.2)

wobei Y™ den Zustandsprozess (d.h. die bedingte Erwartung M) bezeichnet, welcher zur
Zeit t mit den vorgegebenen Anfangswerten m und ¢ startet. Die zugehorige optimale Ent-
scheidungsregel bezeichnen wir mit p*? (¢, m, ¢) und es gilt offensichtlich

vVt m) =V (t,m,Q),
p(t,m) = p™ (t,m, Qf).

Fiir das Informations-Regime I = D ist die modifizierte Wertfunktion ?(t, m, q) bereits in
(7.38) eingefiihrt und somit stimmt fiir alle H = R, D, C,, der Wert von vH (t, m, q) tiberein mit
der Wertfunktion des urspriinglichen Kontrollproblems V:,H_ (0, m) fiir den verkiirzten Zeitraum
T — t zur Zeit 0 und Anfangswerten mg = m und ¢y = ¢, d.h.

VH(t,m,q) = VI1(0,m) = V{L,(0,m:q).
Dies fiihrt zu folgendem Verfahren.
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Berechnung von \7H(t, m,q) mit H = R, D:
1. Wiihle ein festes t € [0, T].
2. Bestimme Qf auf dem Intervall [0, 7" — t] und wihle dabei als Anfangswert ng =q.

3. Mit Hilfe des letzten Schrittes bestimme auf dem Intervall [0, 7" — ¢] die Hilfsfunktionen
AR BH ynd CH mit Endwerten A (T —t) = BE(T —t) = CH(T —t) = 0.

4. Bestimme mit Hilfe des letzten Schrittes die Wertfunktion zum festgesetzten Zeitpunkt ¢
und zur festgesetzten Varianz g durch die den Ansatz

VA (t,m,q) = exp{m' AT (0)m + (BT (0))'m + CH(0)}, VmeSy.  (83)

Abbildung 8.9 besteht aus vier Bildern, welche die Wertfunktionen und die optimale Ent-
scheidungsregel der partiell informierten H-Investoren mit H = R, D, (', und des voll infor-
mierten F-Investors zeigen. Da die bedingte Varianz Q}’ deterministisch bzw. gleich Null fiir
den F'-Investor ist, ist sie nicht in den Zustandsprozess aufgenommen worden und das Bild
zeigt daher die Wertfunktionen in der Form ‘7(15, m, Q) und die optimalen Entscheidungsre-
geln p(t, m, Qf7). Das obere Bild links zeigt die Wertfunktionen in Abhingigkeit der Zeit bei
einem festgehaltenen Wert fiir die Drift m* = 0.05. Dabei gilt, dass die Wertfunktion des F'-
Investors im Mittel groBer ist als die des partiell informierten H-Investors. Die Wertfunktion
des R-Investors, der seine Informationen wihrend des Investitionszeitraum [0, 7] nur aus dem
Aktienkurs erhilt und keine weiteren niitzlichen Informationen aus Experten erhilt, ist im Mit-
tel kleiner als alle anderen Wertfunktionen. Denn analog zur Diskussion zur Wohlgestelltheit in
Abschnitt 4.2 erhalten wir wegen 77 C F{ und wegen A% C A fiir H = F, D, C,,C,

339
“VR(ty) = swp B[up(X3) | FR] = sup B|Blup(xT) (7] | AR
rEAR TeAR
< sup E E[udx@ |]-‘tH} ’]—"tR < E| sup E[UQ(X%) |~7'—tH} }]:tR]
rCc AH TeAH

0
_T H H ‘ R
== E[V (t, YH)| 7 }
Aus der oberen Ungleichung erhalten wir fiir H = F, D, C,,, C) folgende Abschitzungen
VA(Ly) < B[V YE)| FE], fir 0 (0,1), (8.4)
VEty) > E[VH(t,YtH)’ fﬂ, fiir 0 € (—o00,0). 8.5)

Einen dhnlchen Vergleich fiir den F'-Investor gegeniiber dem partiell informierten H -Investoren
mit H = R, D, C),, C), konnen wir wie folgt darstellen

VH(t,y) < E[VF(t,ut)’ fﬂ, fiir 0 € (0,1), (8.6)

VA () > B[V (tu)| FT], fiir 0 € (~00,0). 87)
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Zwischen den beiden Wertfunktionen des F'- und R-Investors liegen die Wertfunktionen des
partiell informierten H-Investors mit H = D, C),, der die Informationen aus dem Aktienkurs
mit den Expertenmeinungen kombiniert. Diese Relation kann so interpretiert werden, dass die
kombinierten Investoren D, C,, sowohl iiber die Informationen des R-Investors als auch tiber
zusitzliche Informationen aus den Expertenmeinungen verfiigen und zusitzliche Informationen
aus den Experten erhalten, deren Wert nie negativ sein kann.

Dariiberhinaus sind die Wertfunktionen in den Regimes H = F, R, D auf dem linken Bild
stetige Funktionen in der Zeit, wihrend diese beim Regime H = (), auf Grund der Updates
Spriinge zu den Informationszeitpunkten aufweist.

Das obere Bild rechts zeigt dieselben Wertfunktionen, jedoch in Abhingikeit des Filters m
zu einem festgehaltenen Zeitpunkt ¢ = 0.15. Dabei ist zu erkennen, dass die Wertfunktionen
symmetrisch beziiglich des Mean-Reversion-Levels 1t des OUPs sind. AuBBerdem hat die Wert-
funktion an dieser Stelle den kleinstmoglichen Wert. Sobald sich die Drift iiber oder unter den
Mean-Level 1 bewegt, hat der Investor mehr Moglichkeiten, Gewinne aus den Kauf bzw. dem
Verkauf der Aktie zu erzielen.

Parallel zu den oben erwihnten zwei Bildern kann man die zu den optimale Handelsstra-
tegien gehodrenden Entscheidungsregeln untersuchen, welche in den unteren zwei Bildern zu
sehen sind. Dabei wird die myopische Entscheidungsregel p’' (m) = ﬁEglm gegeniiber der
des partiell H-Investors mit H = R, D, C,, gezeigt. Die optimale Entscheidungsregel p’ (¢, m)
des partiellen H -Investors setzt sich aus der myopischen Strategie und einem zusétzlichen Term
zusammen, der als Korrekturterm angesehen werden kann, genauer gesagt gilt

H F I 1m0 1 9 u
p (t,m)=p"(m)+ T_g>r @ W%V (t,m).

Auf dem unteren Bild links werden die optimalen Entscheidungsregeln in Abhingigkeit der Zeit
gezeichnet. Dabei schaut der F'-Investor zum Zeitpunkt ¢ auf den aktuellen Wert der Drift und
wihlt seine Strategie anhand dieses Wertes, kiinftige Anderungen der Drift werden also nicht ins
Entscheidungskalkiil einbezogen. Dagegen sieht man, dass sich die Strategie des [ -Investors im
Laufe der Zeit um den Korrekturterm andert. Wihrend der R-Investor am meisten in das Wertpa-
pier investiert, verlaufen die optimalen Entscheidungsregeln des D- und C),-Investoren zwischen
der myopischen und der R-Entscheidungsregeln. AuBlerdem sieht man, dass die C,,-Strategie
Spriinge zu den Informationszeitpunkten hat. Dabei korrigiert sich die Entscheidungsregel zu
jedem Informationszeitpunkt in Richtung der myopischen Strategie.

Das letzte Bild rechts zeigt die Strategien in Abhingigkeit des Filters. Ist der Filter positiv, so
muss der partiell informierte H-Investor mehr Wertpapiere kaufen als der F-Investor und im
anderen Fall, wenn der Filter negativ ist, dann muss der partiell informierte H-Investor mehr
Wertpapiere verkaufen als der F'-Investor.

Entsprechende Ergebnisse wie in Abbildung 8.9 mit der Anderung des Parameters 6 von
+0.3 auf —0.3 sind in Abbildung 8.10 zu sehen. Dass die Ordnung der Kurven umgekehrt ist,
liegt daran, dass wir das urspriingliche Optimierungsproblem in ein risikosensitives umwandelt
und vom Anfangswert x bzw. % getrennt haben, sodass wir die Wertfunktion gemif der Defi-

nition in (4.70) zeichnen. Eine Multiplikation mit dem negativen Wert % ergibt die umgekehrte
Reihenfolge der jeweiligen Graphen.
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Numerische Ergebnisse zum Vergleich der Wertfunktion VO (t,m,q) := VOX(t,m, q) mit

der gemittelten Wertfunktion des voll informierten Investors VF(t, m, q) und der Wertfunktion
des partiell informierten Investors VE(t, m, q) bzw. V2 (t,m, q) sind in Abbildung 8.11 zu se-
hen. Das obere Bild links zeigt die Wertfunktionen der Regimes F), R, D, C in Abhéingigkeit der
Zeit und fiir denselben festgesetzten Wert des Filters wie in Abbildung 8.9, ndmlich m* = 0.05.
Zusitzlich dazu werden die Kurven hier fiir einen festgesetzten Wert der Varianz ¢* = 0.16 = g,
gezeigt. Im Gegensatz zur Abbildung 8.9 bzw. zur Abbildung 8.10, wo die Wertfunktion zu den
deterministischen Zeitpunkten auf Grund der Updates Spriinge aufweist, tritt dieser Effekt beim
Informations-Regime H = C'\ nicht auf.
Das zweite Bild oben zeigt die Wertfunktionen in Abhéingigkeit von m zum festgesetzten Zeit-
punkt ¢ = 0.15 und zum festgesetzten Wert der Varianz ¢* = 0.16. Diese sind symmetrisch um
den Mean-Reversion-Level .
Parallel zu den oberen zwei Bildern kann man die unteren zwei Bilder mit betrachten, die die op-
timale Entscheidungsregel zeigen. Dabei wird die myopische Strategie gegeniiber der Strategien
des H-Investors mit H = R, D, C' fiir einen festgesetzten Wert der Varianz ¢* = 0.16 gezeigt.
Wihrend das Bild links die Strategie in Abhéngigkeit der Zeit zeigt, zeigt das Bild rechts die
Strategien in Abhédngigkeit von m. Des Weiteren sind die Aussagen von Lemma 5.2.4 und 5.2.5
bzw. die formulierten Vermutungen in Bemerkung 7.3.5 deutlich zu erkennen, welche besagen,
dass die Strategien der partiell informierten H-Investoren mit H = R, D, C), libereinstimmen,
wenn zum gewihlten Zeitpunkt M7 = m und Qf = ¢ sind.

Weitere numerische Ergebnisse sind in Abbildung 8.12. Der Unterschied zu Abbildung 8.11
ist die Anderung des Parameters 6 von 4+0.3 auf —0.3, wobei hier Reihenfolge der Wertfunktio-
nen umgekehrt ist.
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Abbildung 8.9: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir n = 10 und 6 = +0.3.

Oben: Wertfunktion V¥ (¢,m) und V¥ (¢, m) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel p” (¢, m) und p*! (¢, m) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C}, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.10: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir n = 10 und 6 = —0.3.

Oben: Wertfunktion V¥ (¢,m) und V¥ (¢, m) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel p*" (¢, m) und p* (t,m) in Abhingigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C,, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.11: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes g, A

g m

=10und 0 = +0.3.

Oben: Wertfunktion V' (t,m,q) und VH (t, m, q) in Abhéngigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: optimale Entscheidungsregel p*" (¢, m) und p*’ (¢, m, ¢) in Abhingigkeit von t/m (links/rechts).

Dabei sind H = R, D, C, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.12: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes g, A = 10 und § = —0.3.

Oben: Wertfunktion VF(t, m,q) und VH (t,m, q) in Abhidngigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: optimale Entscheidungsregel p* (t,m) und p* (¢, m, q) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).

Dabei sind H = R, D, C), und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

125



KAPITEL 8. NUMERISCHE ERGEBNISSE

Wertfunktion fiir hochfrequente Experten

In Abschnitt 3.3.1 haben wir uns mit der Frage beschiftigt, wie sich der Filter bei den In-
formations-Regimes H = C,,, C) verhilt, wenn die Anzahl bzw. die Intensitit der Experten-
meinungen wichst. Dort haben wir angenommen, dass bei wachsender Anzahl bzw. Intensitét
der Experten deren Ungenauigkeit ausgedriickt durch die Varianz I' linear wichst, was dazu
fiihrt, dass der C),- bzw. der C\-Filter gegen den D-Filter konvergiert. Numerische Ergebnis-
se zu den dort getroffenen Aussagen hinsichtlich dieser Untersuchung sind in Abbildung 8.5
und Abbildung 8.6 zu sehen. Zum anderen haben wir den Fall betrachtet, dass die Ungenauig-
keit bzw. Varianz I' unabhiéngig von der Anzahl bzw. Intensitdt der Experten ist und konstant
bleibt. Unter dieser Annahme erhalten wir die Konvergenz des C),- bzw. des C\-Filters gegen
die Drift. Numerische Ergebnisse zu diesen theoretischen Aussagen sind in Abbildung 8.7 bzw.
in Abbildung 8.8 zu sehen.

Die aus Grenzwertsétzen fiir die Filterprozesse resultierenden Approximationen fiir hochfre-
quente Experten fiihren nicht nur zu einfacher zu berechnenden Filterprozessen, sondern erlau-
ben es auch effektiv zu bestimmende Niherungslosungen des Nutzenmaximierungsproblems zu
finden. Das Nutzenmaximierungsproblem fiir den C,,-Investor wurde in Kapitel 6 durch Anwen-
dung des Dynamic Programming Principle mit Hilfe einer Riickwértsrekursion fiir die Wertfunk-
tion gelost. Da die Anzahl der Rekursionschritte gleich der Anzahl n von Expertenmeinungen
ist, steigt der numerische Aufwand mit » und fiihrt zu Problemen bei hochfrequenten Experten.
Fiir diesen Fall liefern die asymptotischen Eigenschaften der Filterprozesse eine Moglichkeit

i e . .
der Niherungen von V¢ durch VP bzw V' . Die so erhaltenen numerischen Experimente
bestitigen die in Bemerkung 6.1.5 formulierten Vermutungen zur Konvergenz der Wertfunktion
fiir n — oo.

Abbildung 8.13 zeigt die Wertfunktion VCn (t,m) = VEn(t,m, Q;™) und die optimale
Entscheidungsregel p© (t,m) = p(t, m, th ") fiir die unterschiedlichen Anzahlen der Ex-
pertenmeinungen n = 5,10,100 und mit der Annahme, dass die Ungenauigkeit der Exper-
tenmeinungen linear in deren Anzahl durch die Beziehung I' = %3 gegeben ist. Dabei wer-
den die Spriinge der Wertfunktion sowie der Entscheidungsregel fiir wachsendes Anzahl n im-
mer kleiner und stimmen immer besser mit der Wertfunktion bzw. der Entscheidungsregel des
Informations-Regimes H = D iiberein, in dem die Expertenmeinungen durch einen stetigen Ex-
pertenprozess modelliert werden. Weitere numerische Ergebnisse zu dieser Untersuchung sind
in Abbildung 8.14 fiir einen negativen Parameter der Nutzenfunktion zu sehen.

In Abbildung 8.15 dagegen haben wir die Ungenauigkeit der Experten I' = 1 fest gesetzt und
die Wertfunktion VCn (t,m) = VOn(t,m, Q") sowie die Entscheidungsregel p©r (t,m) =
ﬁC" (t,m,Q;™) fir die Anzahl der Expertenmeinungen n = 5,100, 1000 berechnet und darge-
stellt. Hierbei vermuten wir, dass die Wertfunktion V/C» (t,m, Qto ") gegen die gemittelte Wert-
funktion des voll informierten Investors V' (t,m, Qto ") konvergiert. AuBerdem kann man deut-
lich erkennen, dass die Konvergenz bei Abbildung 8.15 langsamer ist, als die in Abbildung 8.13.
Dies konnte daran liegen, dass die Geschwindigkeit der Konvergenz des C),-Filters gegen die
Drift bei konstanter Ungenauigkeit der Experten langsamer ist als die Geschwindigkeit der Kon-
vergenz des C',-Filters gegen den D-Filter bei wachsender Ungenauigkeit der Experten. Weitere
numerische Ergebnisse zur Bestitigung der Vermutung der Konvergenz VCn (t,m, QtC") gegen
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v (t,m,Q;™) sind in Abbildung 8.16 fiir ein negatives 6 zu sehen.

In Kapitel 7 haben wir uns unter anderem mit der Lésung des Optimierungsproblems beim
Informations-Regime H = C\ befasst, bei dem Expertenmeinungen zu zufilligen Zeitpunk-
ten eintreffen. AuBerdem haben wir angenommen, dass die Ankunftszeitpunkte der Experten-
meinungen Spriinge eines homogenen Poisson-Prozesses sind. Diese Annahme ermoglicht es
uns, die Update-Formeln fiir den C'y-Filter in die Differentialgleichung des C'\-Filters einzu-
betten. Diese Einbettung hat dazu gefiihrt, dass der Zustandsprozess Y©X ein Sprungdiffu-
sionsprozess ist, dessen Spriinge durch einen markierten Poisson-Prozess modelliert werden.
Zur Losung des entstandenen Optimierungsproblems haben wir die Dynamic Programming
Gleichung in Form einer partiellen Integro-Differentialgleichung (PIDE) erhalten. Da eine ge-
schlossene Losung dieser Gleichung nicht verfiigbar und auch nicht zu erwarten ist, haben wir
numerische Néaherungslosungen mit Hilfe einer Differenzenverfahren konstruiert. Verlédssliche
Niaherungen erfordern eine feine Diskretisierung der Zeit und der Bereiche fiir die beiden Zu-
standsvariablen m und ¢ und fiihren zu erheblichen Rechenzeiten. AuBBerdem ist fiir verladssliche
Ergebnisse eine feine Diskretisierung des Bereiches fiir das Integral notig. Fiir hochfrequente
Experten, d.h. fiir hohe Intensitidten )\, liefern die aus den Grenzwertsétzen fiir die Filterprozesse
resultierenden Niherungen von VX (t,m,q) durch VD (t,m,q) bzw. VF(t, m, q) alternative
und deutlich effektivere zu berechnende Néiherungen. Numerische Ergebnisse zu den theoreti-
schen Aussagen in Bemerkung 7.3.4 fiir die Konvergenz der Wertfunktion VO gegen VP fiir
positives und negatives 6 sind in Abbildung 8.17 bzw. in Abbildung 8.18 zu sehen. Numerische
Ergebnisse zur Konvergenz der Wertfunktion Vo gegen V" fiir positives und negatives 6 sind
in Abbildung 8.19 bzw. in Abbildung 8.20 zu sehen. Hierbei weisen die Kurven fiir A = 1000
eine kleine Abweichung auf, welche auf den numerischen Fehler zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 8.13: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir wachsendes n und T" = %a?
und fiir § = 4-0.3.

Oben: Wertfunktion V (¢, m) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel pf” (¢, m) und p*! (¢, m) in Abhzngigkeit von ¢/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C}, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.14: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir wachsendes n und T = %a?
und fiir § = —0.3.

Oben: Wertfunktion V' (¢, m) in Abhéngigkeit von ¢/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel p*" (¢, m) und p* (t,m) in Abhiingigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C,, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.15: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir wachsendes n, I' = 1 (fest) und
fiir = +0.3.

Oben: Wertfunktion VF(t7 m, QE000) und VH (t,m, QM) in Abhéingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel pf' (¢, m) und p* (¢, m, Q;) in Abhiingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, C, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.16: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir wachsendes n, T' = 1 (fest) und
fiir 6 = —0.3.

Oben: Wertfunktion V' (t,m, QF1°) und VH (t,m, QI) in Abhingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel p” (¢, m) und p™ (¢, m, Q) in Abhiingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, (), und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.17: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes ¢, wachsendes A mit ' =
/\Jg und fiir = 4-0.3.

Oben: Wertfunktion V7 (¢, m, q) in Abhiingigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel p*"(t, m) und p*? (¢, m, ¢) in Abhingigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C, und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.18: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes ¢, wachsendes A mit ' =
Ac¢ und fiir = —0.3.

Oben: Wertfunktion ¥ (t,m, q) in Abhidngigkeit von ¢/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel p*" (¢, m) und p* (¢, m, ¢) in Abhingigkeit von ¢ /m (links/rechts).
Dabei sind H = R, D, C), und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.3. WERTFUNKTION

Wertfunktion m* = 0.05, ¢" .16 Wertfunktion ¢* = 0.15
2 ot
e T S —"-—'
-------------- ::_-//
1.5 \__/
nooim
1
0.3 0 005 0.3
Bedingte Erwartung  m
Strategie Strategie
—=myopisch
15 v R
A =5
—C, A =100 5
0
e
o
e
5 -
-
-
: 7 m
0 0.15 1 0.3 0 005 0.3
Zeit t Bedingte Erwartung  m

Abbildung 8.19: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes ¢, wachsendes A mit I =
1 (fest) und fiir § = 40.3.

Oben: Wertfunktion VF(t7 m, q) und VH (¢, m, q) in Abhéngigkeit von ¢/m (links/rechts).

Unten: Optimale Entscheidungsregel pf” (¢, m) und p*! (¢, m, q) in Abhiingigkeit von /m (links/rechts).
Dabei sind H = R, C'y und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.20: Wertfunktion und optimale Entscheidungsregel fiir fixiertes ¢, wachsendes A mit T =
1 (fest) und fiir & = —0.3.

Oben: Wertfunktion V' (t,m,q) und VH (t,m, q) in Abhéngigkeit von ¢t/m (links/rechts).
Unten: Optimale Entscheidungsregel p*" (¢, m) und p*? (¢, m, ¢) in Abhiingigkeit von t/m (links/rechts).
Dabei sind H = R, C und die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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8.4 Monetirer Wert der Information

Effektivitit. Wir blicken auf die Definition der Effektivitit £ in (4.36) zuriick

=20 T _HIF g _R D, ChCh

Dabei ist das Anfangskapital xgl/ Fin (4.35) als Losung der Gleichung (4.35)
H
Vi) = B8 (") 17

die als Antwort auf die Frage entstand, wie viel Anfangskapital xOH/ F der F-Investor zum Zeit-
punkt ¢ = 0 in die risikobehafteten Wertpapiere investieren muss, um den gleichen erwarteten
Nutzen des Endvermdgens zu erreichen wie der partiell informierte H -Investor, der mit einem
Anfangskapital )/ = 1 startet. Als Konsequenz dieser Logik konnen wir die Definition der
Effektivitit fiir den voll informierten Investor erweitern und erhalten
e = xOF/ Fo

Um den Wert der Zusatzinformationen aus den diskreten Experten fiir die C,,- und C-Investoren
grafisch zu veranschaulichen, betrachten wir bei einer fixierten Ungenauigkeit der Experten die
Effektivitét als eine Funktion der Anzahl n bzw. der Intensitdt A der Expertenmeinungen.

Um den Wert der Zusatzinformationen aus dem stetigen Experten in derselben Grafik zu betrach-
ten, definieren wir eine Folge von D-Investoren, welche zu gegebenen n = AT die zugehorige
Cp- bzw. C\-Investoren approximieren, indem in der SDE fiir den stetigen Expertenmeinungs-

prozess der Volatilitdtsparameter gleich ag =4/ %I‘ =4/ %I‘ gesetzt wird. Dann ist

Al = py dt + o AWy, (§ =0, (8.8)

Diese Informations-Regime wird nachfolgend mit H = D,, bezeichnet.

Das linke Bild in Abbildung 8.21 zeigt die Effektivitit £ als eine Funktion der Anzahl n bzw.
der Intensitdt A der Expertenmeinungen, sowie als eine Funktion der Volatilitit o¢ des stetigen
Experten. Dabei gilt fiir den Grenzfall”, dass der Investor volle Information iiber die Drift hat,
EF = 1. Fiir den anderen ”Grenzfall”, dass der Investor seine Informationen iiber den ganzen
Investitionszeitraum [0, T'] nur aus der Beobachtung der Rendite bezieht und keine zusitzlichen
Informationen aus Experten erhilt, ist die Effektivitit £/ beziiglich n bzw. A konstant. Zwischen
den beiden Grenzfillen verlaufen die Effektivititen £, £ und £P». Diese sind wachsende
Funktionen in der Anzahl n bzw. der Intensitdt A und es gilt folgendes

ER <min{€%, €9 P} und max{E°, N P} < £F.

Fiir die Interpretation einer ausgewihlten Anzahl von Expertenmeinungen nehmen wir an, dass
fiir 7' = 1 Jahr die Ankunftszeitpunkte jedes Jahr, jeden Monat, jede Woche, jeden Tag, jede
Stunde bzw. jede Minute sind. Dies entspricht n = 1,12, 52,365, 8.760, bzw. 525.600.
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Im Unterschied zum linken Bild, in dem der Potenz-Parameter 6 = 0.3 ist, zeigt das rechte Bild
in Abbildung 8.21 die Effektivititen fiir Investoren mit dem Potenz-Parameter 6 = —0.3, d.h.
die Investoren auf dem rechten Bild sind risikoscheuer. Betrachtet man die Effektivitit als Funk-
tion des Parameters 6, so stellt man fest, dass risikoscheue Investoren eine grofere Effektivitit
aufweisen als risikofreudige Investoren.

Wie bereits in Abschnitt 8.3 erwihnt ist auf Grund der Updates zu den Informationszeit-
punkten der Aufwand der Implementierung zur Berechnung der Wertfunktion V¢~ und damit
die C,,-Effektivitit groBer als der Aufwand zur Implementierung V? oder V. Nichtsdestotrotz
hilt sich dieser Aufwand unter Umsténden in Grenzen. Erheblich wird er bei der Implementie-
rung von V', aus der wir die C\-Effektivitit gerne mit der Effektivitit der anderen Regimes
vergleichen mochten. Auf Grund des hohen Aufwandes haben wir die C'y-Effektivitit nur fiir
wenige ausgewihlte Werte )\ berechnet und in Abbildung 8.21 dargestellt.

Auf der anderen Seite konnen wir bei einer fixierten Anzahl bzw. Intensitét der Expertenmei-
nungen die Effektivititen £ als Funktion der Expertenvarianz I betrachten. Diese sind dann
fallende Funktionen, wie in Abbildung 8.22 zu sehen ist. Auf Grund der hohen Rechenzeit wird
die Effektivitit £* nicht gezeigt. Des Weiteren unterscheidet sich das linke vom rechten Bild
durch den Parameter 6 der Nutzenfunktion Ufy.

Wie in Bemerkung 6.1.5 bzw. Bemerkung 7.3.4 erwihnt, gilt die Vermutung zur Konvergenz
der Wertfunktionen des C,- und C)-Investors gegen die Wertfunktion des D-Investors erst bei
hinreichend grofler Anzahl n bzw. Intensitdt A der Experten. Bereits fiir kleine n bzw. A ~ 50
ergeben sich erstaunlich gute Approximation. Dies ist in Abbildung 8.23 zu erkennen, die die Ef-
fektivitdten als Funktion der Anzahl n bzw. der Intensitédt A darstellt, jedoch im Gegensatz zu den
vorherigen Abbildungen die Varianz der Experten nicht konstant sondern I' = %ag = )\ag setzt.
Die in Abbildung 8.23 sichtbaren Abweichungen zwischen £* und £ sind auf numerische
Fehler bei der Berechnung von £ und die in den hohen Rechenzeiten begriindete Verwendung
einer vergleichsweise geringen Zahl von Stiitzstellen fiir die Kurve fiir E* zuriickzufiihren.

Preis der Experten. Neben den Grafiken fiir die Effektivitit konnen wir den Preis der Ex-

perten P, =1 — xé%/ "

der Experten Pgﬂp als Funktion der Anzahl bzw. Intensitdt Expertenmeinungen. Dabei ist zu
erkennen, wie viel der R-Investor fiir die Bereitstellung der Expertenmeinungen zum Zeitpunkt

aus (4.37) grafisch veranschaulichen. Abbildung 8.24 zeigt den Preis

t = 0 zahlen kann, um mit dem verbleibenden Anfangskapital xg/ R ngp den gleichen
maximalen erwarteten Nutzen des Endvermogens zum Zeitpunkt 7" zu erzielen. Wegen der ver-
muteten Konvergenz der Wertfunktionen des Kontrollproblems C;, und C), in Bemerkung 6.1.5
bzw. 7.3.4 bei einer fixierten Expertenvarianz I' gegen die Wertfunktion des Kontrollproblems

H = F gilt ggOR/ Cn — :UOR/ T paw. xé% /Cx — ZL‘OR/ F Daraus folgt die Konvergenz ngp — PE

Ezxp
und PS* — PE diein Abbildung 8.24 zu sehen ist. Des Weiteren zeigt diese Abbildung den

Exp Exp’
Preis ngp =1- xOR/ Dn des D,,-Experten, der wie in (8.8) definiert ist.

Fiir den Grenzfall n bzw. A\ geht gegen oo, ist der Preis der Experten gleich ngp. Letzterer ist
immer kleiner als 1 und beschreibt den Betrag, den der R-Investor fiir die Bereitstellung der

Expertenmeinungen bezahlt. Der Betrag 1 — ngp = x} beschreibt das Anfangskapital des

F-Investor. Ferner zeigt Abbildung 8.25 den Preis P

Ep a8 Funktion der Expertenvarianz.
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Abbildung 8.21: Effektivitit partiell informierter Investoren mit I' =fest und 0" = ViD=4y/LT.
Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = +0.3.

Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = —0.3.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.

Effektivitat £7 Effektivitat £
1y 1
|
0.9 09}
0.8+ 0.8
0.7 0.7 -
0.6 06-
0.5 g [T nm——
0.4} 0.4
0.3 0.3
0.2r 0.2
F F
o1k e R o1 e R
I c,
D, D,
0 . : . . . . . ! 0 . ; . . . . . !
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
Varianz der Experten | Varianz der Experten 1|
Abbildung 8.22: Effektivitiit partiell informierter Investoren mit n = 100 , I" =fest und op = % T.
Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = —0.3.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Effektivitat X Effektivitat £7
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Abbildung 8.23: Effektivitit partiell informierter Investoren mit o = 0.15 und T' = % o7 = A 0.
Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = +-0.3.

Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = —0.3.

Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.24: Wert der Expertenmeinungen mit I' =fest und o' =  / % = \/% T.

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion 6 = —0.3.
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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Abbildung 8.25: Wert der Expertenmeinungen mit n = 100 und o =

Links: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = +0.3.
Rechts: Parameter der Potenz-Nutzenfunktion § = —0.3.
Die iibrigen Parameter sind in Tabelle 8.1 gegeben.
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KAPITEL 9

Zusammenfassung und Ausblick

Der Grundgedanke dieser Arbeit ist es, den erwarteten Nutzen des Endvermdgens eines In-
vestors zu maximieren, welcher am Finanzmarkt mit einem gewissen Anfangskapital startet
und sein Vermdgen laufend zwischen einer risikolosen Anlage und mehreren Wertpapieren um-
schichten kann. Die Parameter der die Preise beschreibenden stochastischen Prozesse sind im
Unterschied zum klassischen Black-Scholes-Modell keine Konstanten, sondern selbst wieder
stochastische Prozesse, die von sogenannten Faktorprozessen abhingen, welche nicht beobach-
tet werden konnen und von der Zeit und dem Zustand der Okonomie abhingen.

Fiir den Investor ist jegliche Information iiber die ihm unbekannte Drift duflerst wichtig, um dar-
aus moglichst genaue Driftschitzung zu erzielen. Die moglichst gute Schitzung braucht er fiir
die Aufstellung seines Portfolios, denn optimale Strategien reagieren sehr sensitiv auf die Drift-
parameter bzw. deren Schitzung. Aus diesem Grund ldsst die vorliegende Arbeit die Moglichkeit
zu, dass der Investor zu weiteren Informationsquellen greift als die frei zuginglichen Kursda-
ten. Diese zusitzliche Information(-squellen) iiber die dem Investor unbekannte Drift werden
als Expertenmeinungen modelliert, welche in drei Kategorien klassifiziert werden. Zum einen
betrachten wir Experten, die sich zu diskreten Zeitpunkten dullern, wie z.B. amtliche Statistiken,
regelméBige Zeitschriften, Nachrichtenanalysen oder gar Selbstschiatzungen. Dabei unterschei-
den wir, ob die Ankunftszeitpunkte deterministisch und schon zu Investitionsbeginn festgelegt
sind oder zufillig. Zum anderen betrachten wir einen Experten, der sich in stetiger Zeit {iber die
unbekannte Drift duflert. Je nachdem iiber welche Informationen der Investor verfiigt, gestal-
tet sich sein (End-)Vermdgen, dessen erwarteten Nutzen wir mittels der Dynamic Programming
Methode maximieren wollen. Da die Drift in dieser Arbeit ein Gaul3scher Prozess ist, findet man
in der Literatur eine geschlossene Losung fiir die resultierende Dynamic Programming Glei-
chung im klassischen Fall, wenn der Investor seine Informationen allein aus den Kursdaten und
gar keine Expertenmeinungen bezieht. Diesen Ansatz erweitern wir fiir den Investor, der neben
den Informationen aus den Kursdaten zusitzliche Expertenmeinungen in stetiger Zeit erhilt.

Fiir Investoren, die den Kurs beobachten und Expertenmeinungen zu diskreten Zeitpunk-
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ten beziehen, findet man in der Literatur keine geschlossenen Formeln. Im Fall deterministi-
scher Zeitpunkte entwickeln wir einen Algorithmus, welcher zwischen je zwei aufeinanderfol-
genden Expertenmeinungen den gleichen Ansatz liefert, wie der Investor ohne Experten. Die
Idee hier besteht darin, dass zwischen den Ankunftszeitpunkten beider Expertenmeinungen kei-
ne zusitzlichen Informationen zu den Kursdaten kommen. Zu jedem Ankunftszeitpunkt einer
Expertenmeinung erfolgt ein Update, aus dem sich die Endbedingung auf dem néchsten Teil-
intervall ergibt. Im Fall zufilliger Zeitpunkte, welche in dieser Arbeit als Sprungzeitpunkte ei-
nes homogenen Poisson-Prozesses angenommen wurden, erhalten wir eine partielle Integro-
Differentialgleichung, fiir die wir ein explizit-implizites Differenzenschema entwickeln. Um
verléssliche Ergebnisse zu erhalten, muss eine feine Diskretisierung der Zeit und des Zustands-
raumes gesichert werden, wobei im eindimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d = 1) der
Zustandsprozess die Dimension 2 hat. Allein eine feine Diskretisierung der zeitlichen und der
ortlichen Variablen reicht jedoch fiir verldssliche Ergebnisse nicht, denn aus dem Integral-Term
miissen mogliche Fehler ausgeschlossen werden. Die Berechnung des Integrales zu jedem Git-
terpunkt erfolgt durch Interpolation der resultierenden Werte des letzten zeitlichen Schritts, was
zu erheblichen Aufwand fiihrt. Im mehrdimensionalen Fall (Anzahl der Aktien d > 1) hat der
Zustandsprozess die Dimension d + @ und der Integrand nimmt Werte aus R¢ und damit
Damit scheitern die numerischen Verfahren am , Fluch der Dimension“. Daher haben wir uns
mit der Frage auseinandergesetzt, wie sich die Wertfunktion fiir den Investor mit Expertenmei-
nungen zu diskreten Zeitpunkten verhélt, wenn die Intensitdt der Experten immer grofer wird.
Diese Untersuchung haben wir fiir den Investor mit Expertenmeinungen sowohl zu deterministi-
schen als auch zu zufilligen Zeitpunkten unter zwei wesentlichen Annahmen durchgefiihrt und
sind zum Ergebnis gekommen, dass die Wertfunktion bei wachsender Anzahl bzw. Intensitét der
Experten gegen die Wertfunktion fiir den stetigen Investor konvergiert, wenn die Ungenauigkeit
der Experten linear in deren Anzahl bzw. Intensitit wéachst. Auf der anderen Seite konvergieren
die Wertfunktionen der Investoren mit Expertenmeinungen zu diskreten Zeitpunkten gegen die
Wertfunktion des Kontrollproblems unter voller Information, wenn bei wachsender Anzahl bzw.
Intensitit der Experten deren Ungenauigkeit konstant bleibt. Der mathematische Beweis dieser
Aussagen bleibt in dieser Arbeit aus und soll in einer kiinftigen Arbeit erscheinen.

Uber die erhebliche Rechenzeit einer numerischen Losung hinaus besteht der Grundgedanke
solcher Untersuchungen in der Tatsache, dass zum einen optimale Kontrollprobleme der Port-
foliooptimierung in zeitkontinuierlichen Finanzmarktmodellen sehr beliebt und zum anderen
Diffusionsapproximationen in der Versicherungsmathematik und der Risikotheorie bekannt sind.
Mit Hinblick auf das Resultat aus der schwachen Konvergenz der zusammengesetzten Poisson-
Prozesse zu einer Brownschen Bewegung, wenn die Intensitét gegen unendlich geht (siehe Secti-
on 1.2 in Grandell [29]), kdnnen bei einer hohen Intensitét und kleinen Sprunghdhen die Schiden
durch eine Brownsche Bewegung mit Drift approximiert werden. Dabei beziehen wir uns auf das
klassischen Cramer-Lundberg-Modell, bei dem die kumulierten SchadengréBen und schlieB3-
lich der Uberschuss einer Versicherungsgesellschaft durch einen zusammengesetzten Poisson-
Prozess modelliert werden.

Mit diesen Ergebnissen zur Konvergenz der Werfunktionen kann man auf die aufwindigen
numerischen Ndherungslosungen verzichten und eine einfache Formel zur Berechnung der Wert-
funktionen benutzen, die auch im mehrdimensionalen Fall gilt. Doch bleibt die Frage unbeant-
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wortet, ob es realistisch ist, unendlich viele Expertenmeinungen zu beziehen, zumal die Ex-
perten nicht umsonst ihre Beratung bzw. Informationen anbieten. Anders gefragt, welcher In-
vestor ist bereit, unendlich viele Expertenmeinungen zu kaufen? Damit bietet diese Betrach-
tung fiir Investoren mit wenigen Expertenmeinungen keine Hilfe, weshalb wir in einer kiinftigen
Arbeit nach einem anderen Ansatz zur Losung der partiellen Integro-Differentialgleichung su-
chen werden. Hier bieten sich Methoden zur Losung von Vorwirts-Riickwirts-Stochastischen-
Differentialgleichungen, deren Implementierung bzw. Ausfithrung im mehrdimensionalen Fall
nicht viel Zeit in Anspruch nimmt und z.B. in Kebiri, Neureither und Hartmann [34, 35] behan-
delt werden.

Eine weitere offene Frage dieser Arbeit besteht darin, ob die Kandidaten fiir die optimalen
Strategien wirklich die optimalen Strategien sind. Denn die klassischen Resultate in der Lite-
ratur fordern eine kompakte Menge, was im Fall eines Hidden-Markov-Modells gesichert ist
und im Fall eines GauB3schen Prozesses und damit dieser Arbeit nicht vorhanden ist. Zu die-
ser Untersuchung konnen die Ideen der Arbeit Zariphopoulou [82] sowie der Arbeit Benth und
Karlsen [6] niitzlich sein. Letztere gehen vom Schwartz-Modell (siehe auch Schwartz [72]) aus,
das den Preisprozess als exponential Ornstein-Uhlenbeck Prozess annimmt und die Drift zwar
einen arithmetischen Ornstein-Uhlenbeck Prozess, jedoch kein Faktorprozess (siehe auch Mejia
Vega [52]). Des Weiteren kann man die Zuléssigkeit der optimalen Strategien testen, ob sie der
Novikov-Bedingung erfiillen. Uber die Uberpriifung der Zulissigkeit der Strategien hinaus, kann
man untersuchen, unter welchen Bedingungen die Annahmen 7.2.1 und 7.2.2 erhalten bleiben.

Manche Wertpapiere reagieren sehr sensibel auf Unruhen oder politische Ereignisse wie et-
wa auf die Preisentwicklung des Erdols oder auf Naturkatastrophen. Realistischer wird das Mo-
dell, wenn man in den Preisprozessen einen zusammengesetzten Poisson-Prozesses hinzufiigt,
welcher Crashs am Finanzmarkt modellieren kann. Diese Erweiterung fiihrt zu einer partiellen
Integro-Differentialgleichung fiir alle betrachteten Investoren.
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ANHANG A

Losung ausgewahlter Differentialgleichungen

A.1 Losung der Riccati-Gleichung

Seiy : [t, ] » Rmit0 < ¢t < ¢ < oo eine stetig differenzierbare Funktion, welche der
folgenden Riccati-Gleichung gentigt
dy(t)

g =W y2(t) + b, y(t) + c,, mit der Endbedingung y(f) =7; TER (A1)

und konstanten Koeffizienten a,, b, ¢, € R\{0}.
Die GroBe A, := bz — 4aycy € R heiBit die Diskriminante fiir dieses Problem und wir setzen

0y = %\/|Ay\ .

Lemma A.1.1. (Normale Losung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem fiir die Riccati-Gleichung (A.1) hat fiir Ay > 0 folgende Losung

(t)__bi+5i_sinh (5y(%—t))+eycosh (%(i—t)) vie s )
Y\ = 2ay Gy cosh (5y(f_t)> + e, sinh (6y(¥—t))’ =Y .

. by Qy— -
wobei e, 1= %, T 3.9 ist

Beweis. Die Trennung der Variablen liefert

dy(t) B o
o PO T b B T O VO=T

Da die Diskriminante positiv vorausgesetzt ist, erhalten wir die folgende Partialbruchzerlegung

1 1
200 - . dy=dt,  y(?)

yt) = (a+2) vt - (z2-2)

Y.
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Das Integrieren iiber [y, y(t)] auf der linken bzw. iiber [¢, t| auf der rechten Seite liefert

24 1
1L+ = = -
In Tl ) = 26, - 1)
14 2%, __ 1
a  y(t)—dy

mit dy := ;Tby + S—y. Wir stellen die linke Seite nach y um und erhalten
Yy Yy

y(t) = d, —25[1_<1+25y 1d>eXp{25 t—t}]

ay ay Y — Qy
b b (6Dt Deol2G-0)
20, ay —(ey— 1)+ (ey+1)exp{20,(t — )}

Daraus folgt die Darstellung

5, sinh (5y (t— t)) + e, cosh <5y (t— t))

=5, T a0y : on (6.0
y ¥  cosh (5y(t - t)) + ey sinh <5y(t - t))
O
Lemma A.1.2. (Hyperbolische Losung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem fiir die Riccati-Gleichung (A.1) hat fiir A, = 0 folgende Losung
b +y _
y(t) = —5 - Z“y . Vite[td). (A3)
ay 1+ ay(ﬁ +79)(t—1)
Beweis. Die Trennung der Variablen liefert
dy(t) -
= dt, y(t) =7y
oy 770+ by 1) T "
Mit Hilfe der quadratischen Ergénzung erhalten wir
1 _
—dy(t) =,y =7
ay (v(t) + 32)
Das Integrieren iiber [y, y(t)] auf der linken bzw. iiber [¢, t| auf der rechten Seite liefert
—1 -1 _
—— N = (t—1t).
o (7 3) o (v + 3)
Die Umstellung nach y(¢) ergibt
b _
by T +y
y(t) = “9q. :
ay 1+ ay( -+ y)(t—1)
O
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A.1. LOSUNG DER RICCATI-GLEICHUNG

Lemma A.1.3. (Tangens-Losung der Riccati-Gleichung)
Das Endwertproblem fiir die Riccati-Gleichung (A.1) hat fiir A, < 0 folgende Losung

_ 20,7 _
y(t) = LA @tan (5y(t —t) — arctan (W)), Vt e [max{t,tf },%],
y

2ay  ay

(A4)

wobei t¥ < T die Explosionszeit bezeichnet und ist gegeben durch
T + arctan (L’y;;;ly?)

Oy

B 7 (A.5)

Beweis. Die Trennung der Variablen liefert

dy(t) N
= dt, t) =7. A.6
ay y2(t) + by y(t) + ¢y y(t) =y (A-6)

Wir fiihren die Substitution z(t) := % ein. Diese Substitution liefert
Yy

1 ay 1

ayy®(t) +byy(t) + ¢y 573 14 22(t)’

deren Stammfunktion ist

1 1 2a,y(t) + b
dy(t) = — arctan —222—Y 4 ¢q; eR. A7
/ ayy?(t) + byy(t) + ¢y y(t) dy aretan 20, s (A7)

Mit Hilfe von (A.7) erhélt man fiir (A.6)

1 2a,7 + b 1 2 t b
1 ctan 2wY by 1 2ayy(t) +by

—1).
0y 20, 0y 20, ( )
Unter der Annahme

e n by + 2ayg m™wT
g(t,6y) := 0,(t — t) — arctan (25y> c (_57 5)

erhalten wir die folgende Umstellung nach y(t)

y(t) = LV tan (5y(t — t) — arctan (by+2ayy>>

2ay ay 20,

Nun wollen wir wissen, wann die Tangens-Funkion definiert ist, dafiir schauen wir uns deren
Argument bzw. die GroBe ¢(t, 0,) an. Es gilt fiir jedes festes ¢

(@) g(t,0) = -3

(b) g(t,00) = o0
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ANHANG A. LOSUNG AUSGEWAHLTER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(c) %g(t, dy) > 0, falls folgendes gilt:

b _
_ (3 + ayy) 1

(t—t)+ > 0.
02 (bl—i-a 7)) 2
Yy 1+ (%)

Aus (a), (b) und (c) folgt, dass die Funktion g von unten immer beschrinkt g(t, ;) > =, von
oben jedoch nicht. Sei d,, := (5{4E die Stelle, wo gilt g(t, 55 ) = 5. Dann gilt

g(t,dy) < g, fiir alle 6, € (0, 55)

Somit existiert die Losung (A.4) nur fiir Werte ,, € (0, (5‘,‘]E ).
Andererseits fixieren wir d, und definieren ¢ := tF die Stelle, wo gilt g(t¥, dy) = 5. Dann gilt

g@¢%)<Ag, fiir alle t € (7,7 ].

Somit existiert die Losung (A.4) nur fiir Werte ¢ € (max{t,t*},7 ]. Dariiber hinaus kénnen wir
aus der Gleichung g(t¥, dy) = 5 den Explosionszeitpunkt t¥ bestimmen und erhalten dafiir

T by+2ayy
5 -+ arctan (72%

tF=7—
5?!

g

Bemerkung A.1.4. Fiir Optimierungsprobleme in dieser Arbeit war ¢ = 0. Setzt man dies im
letzten Lemma, so kann man aus der Ungleichung t¥ < t feststellen, dass die entstehende
Riccati-Gleichung und damit die Wertfunktion im Fall der Tangens-L&dsung nur fiir Werte 1" des
Investitionshorizonts 7' < T'F mit

T by+2ayy
5 T+ arctan (72 3,

TF =
Oy

(A.8)

gelost werden kann.

Lemma A.1.5. Die Stammfunktionen der Losungen der Riccati-Gleichung (A.1) sind wie folgt
zu erhalten:

1. Hat die Riccati-Gleichung die normale Losung wie in Lemma (A.2), dann ist

b 1
=Yt —n

20, a cosh (53/(% - t)) + e, sinh <5y(f — t)) +co, o €R.

(A.9)
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A.2. LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (5.6) UND (5.7)

2. Hat die Riccati-Gleichung die hyperbolische Losung wie in Lemma (A.3), dann ist

by 1
=——Yt— —In

+co, cpER. (A.10)
2ay ay

1+ ay(;y +7)(t —1)

3. Hat die Riccati-Gleichung die Tangens-Losung wie in Lemma (A.4), dann ist

b 1 _ by + 2a,y
= —27215 + a—y In | cos <5y(t —t) — arctan (W)) +co, cog€R. (A1D)
Beweis. Der Beweis erfolgt durch Integration der jeweiligen Losungsfunktion. O

A.2 Losung der Differentialgleichungen (5.6) und (5.7)

Seien y,z : [t, ] - Rmit0 < t < t < oo stetig differenzierbare Funktionen, welche der
folgenden Differentialgleichung geniigen

dy(t 1 6 -
Z(t) =25, y*(t) + 2k y(t) — iﬁz ! mit der Endbedingung  y() =7, (A.12)
dz(t _

il(t ) = 2rpy(t) — |28, y(t) — Ii} z(t), mit der Endbedingung  z2(f) =z (A.13)

und konstanten Koeffizienten £, $g, k € R4, 0 € (—o0,0)U(0, 1). Die GroBe A, := 4r? {1—

e 5222 ] hieBt die Diskriminante des Problems und wir setzen §,, := 2/[A, ] .

Lemma A.2.1. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben fiir A, > 0 folgende Losungen

K &y a(t,t)
y(t) = o, 2; BE 1) (A.14)
2 smh( (t—t) 7 z
O e (5,0 0) v ) ay A



ANHANG A. LOSUNG AUSGEWAHLTER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Losung (A.14) unmittelbar aus Lemma A.1.1 mit a, = —2%,, b, = 2x und ¢, =
—%%Egl erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

dz(t)
dt

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Losung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

= —J(t) 2(0) + (1), «T) ==

(1) = o F® [g, F @ _ /t eF(S)g(S) ds}; F(t) := /t f(s)ds, t<t.
0

t

Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F'(t) = In ’ ggé)) ‘ Darauf basierend
folgt
t
L = —e_F(t)/ e g(s)ds
t
W TIIEL _
QKﬂysinh (5y(f — t)) + M+;92R [ — 1+ cosh <(5y(t - t))}
a 59 B(Ev t)
ok Sinh (5y (t — t)) -
== K - [y(t) + ,L] .
v 14 cosh (5y(t - t)) B(t, 1)
Andererseits haben wir Iy = z e 1" (1) . () = ﬁ Das Einsetzen von I; und I3 in die oben
erwihnte Formel liefert die Behauptung. O

Lemma A.2.2. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben fiir A, = 0 folgende Losungen

K (5 +7)
y(t) = 2%, -2 1)) (A.16)

O T T VR
z(t):2n,u<2_2,1+y—/ft—1+2(t+t)><zzu+y(t)>(t_t)

z
1= 28, (55 +7)(E—t)
(A.17)

_.I_

Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Losung (A.16) unmittelbar aus Lemma A.1.2 mit a, = —2%,, b, = 2x und ¢, =
—%%Eél erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

dz(t)
dt

= (1) 2(t) + 9(t). =(T) ==
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A.2. LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (5.6) UND (5.7)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Losung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

2(t) = e FO [g, F D _ /t eF®g(s) ds}; F(t) = /tf(s) ds, t<t.
t 0

1-25,, (555 +y)

1- 22M(22 +g)T

Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F'(¢) = In ‘ ‘ Darauf

basierend folgt

- 500 (ﬁf+1*ﬁ(f+t))(fft)(ﬁ+?)
(Z +79)(t—t) 22(2 +79)(t—t)

—k _ - tylt _ K -
:W(m(t_w%f;)— (W 1= 3@ +0)E =055+ ut >]>

F(t)

Andererseits haben wir Iy = 7z e~ el = Z . Das Einsetzen von I; und

1-25, (555 +7) (-0)
I5 in die oben erwihnte Formel liefert die Behauptung. O
Lemma A.2.3. Die Endwertprobleme (A.12) und (A.13) haben fiir Ay, > 0 und alle t €
[max{t,t* }, T mitt¥ =1 — ;—ya und ay := — arctan (7> folgende Losungen
()= Oy, (5 E—1t)+ ) (A.18)
= — B —— n —_ a .
YW=os, oy, v 0)
s . tan (3(E—1)+ % +5)
2(t) = 2k@ cos <5y(t —t)+ a0> In
20y %y tan (%0 + g)

. 2HM< 1 [cos (5y(f —t)+ ao) . ) +zcos <5y(f —t)+ a()) | AL9)
cos (a()) cos (a())

Beweis. Die erste Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, deren Losung (A.18) unmittelbar aus Lemma A.1.3 mit a, = —2%,, b, = 2k und ¢, =
% - 0 T-02R ! erfolgt. Die zweite Differentialgleichung ist vom Typ

T f0) 20+ o), 1) =%

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren Losung durch die folgende
Formel zu erhalten ist

z(t)ze_F(t)[z.eF(t)_/teF(s>g(S) ds}; F(t) = /tf(s) ds, t<T%.
0

t
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cos <5y(f—t)+ao)
Demnach und mit Hilfe von Lemma A.1.5 erhalten wir F'(t) = —In | —————|. Darauf
cos <5yf+a0)
basierend folgt
T
L = —eF(t)/ "G g(s)ds
t
B - . tan(%’(t—t)—i—%‘)—i—%)
= QRM[COS (6y(t —t)+ a0>] In
20y %y tan (%0 + g)
_ -1 1 1
= 2/€ﬁ|:COS <6y(t —t)+ ao)] — — .
2% | cos (a()) cos (5y(t —t)+ ao)
_ cos <§y(fft)+ao)
Andererseits haben wir [y =z e £ . eF() =5\~ "/ Dag Einsetzen von I; und I
cos ((z())
in die oben erwihnte Formel liefert die Behauptung. g

Bemerkung A.2.4. Die Differentialgleichung (5.8)

F
dCdt(t) _ —%Zuz2(t) — 2(t)KEE — Sy(t), chH(T) ==

ist grundsitzlich explizit 16sbar, allerdings fiir ¢ # 0 sehr aufwéndig.
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ANHANG B

Symbolverzeichnis

Menge der zuldssigen Strategien fiir den logarithmischen Nutzen
Menge der zulédssigen Strategien fiir den Potenz-Nutzen
Hilfsfunktion zur Losung der DPE

Hilfsfunktion zur Losung der DPE beim logarithmischen Nutzen

Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F'-Investors
Hilfsfunktion zur Losung der DPE

Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F'-Investors
Hilfsfunktion zur Losung der DPE beim logarithmischen Nutzen
Hilfsfunktion zur Losung der DPE

Hilfsfunktion zur Mittlung der Wertfunktion des F'-InvestorsE
Hilfsfunktion zur Losung der DPE beim logarithmischen Nutzen
Anzahl der Aktien

Anzahl der Wiener Prozesse im Renditeprozess

Anzahl der Wiener Prozesse im Drift-Prozess

Anzahl der Wiener Prozesse im Experten-Prozess

Dimension des Zustandsprozesses

Anzahl der Elemente von Z

Effektivitit des H-Investors

Investor-Filtration beim Regime H

(zugrundeliegende) o— Algebra auf 2

(zugrundeliegende) Hauptfiltration auf (2
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ANHANG B. SYMBOLVERZEICHNIS

H - Index fiir das Informations-Regime

H=F - Information mit beobachtbarer Drift

H=R - Information aus Renditen

H=C, - Information aus Renditen & Experten zu determinist. Zeiten
H=20C, - Information aus Renditen & Experten zu zuféllen Zeiten
H=D - Information aus Renditen & Experten in stetiger Zeit

I (-,) - markierter Punktprozess zur Modellierung deter. Experten
IH(.) - markierter Punktprozess beim Regime H

ION(-, ) - markierter Poisson-Prozess bzw. zufilliges Poisson-Maf3
IO, - Kompensiertes Poisson-Maf}

JH - Zielfunktion des H-Investors

jOH - Zielfunktion des H-Investors zum Zeitpunkt ¢ = 0

e - Hilfsfunktion zur Losung der DPE (siehe A, BH und CH)
KH - Hilfsfunktion zur Losung der DPE (siehe A, BH und CH)
gl - Hilfsfunktion zur Losung der DPE

cH - Generator des Zustand-Prozesses

MY - Filter bzw. bedingte Erwartung der Drift beim Regime H
mo - Erwartungswert von pig

mo - Anfangswert des Prozesses der bedingten Erwartung M

n - Anzahl der deterministischen Experten

Ny - Poisson-Prozess zur Modellierung zufilliger Experten

P - das Wahrscheinlichkeitsmall auf der o—Algebra G

P - Pickmatrix bei diskreten Experten

P - risikoneutrales Mall beim Regime H

pt - Entscheidungsregel des H-Investors

chp - Preis der Expertenmeinung aus Sicht des R-Investors

Q1 - bedingte Kovarianzmatrix beim Regime H

@ - regularisierte bedingte Kovarianzmatrix beim Regime H = C),
9o - Varianz von g

Qo - Anfangswert des Prozesses der bedingten Varianz Q

R - Rendite-Prozess, bestehend aus R', ..., R¢

R - Transformation auf und unterhalb der Diagonale von () in Z
R

-1 - (Riick-)Transformation des Vektors Z in die Matrix ()
SY - Bond
S - Aktienpreisprozess, bestehend aus S', ..., S¢
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Zustandsraum des Prozesses M

Zustandsraum des Prozesses ()

Zustandsraum des regularisierten Prozesses C~2
Zustandsraum des Zustandsprozesses Y
Zustandsraum des Zustandsprozesses Y
Zustandsraum des Vektors Z

Zustandsraum des Vektors Z

Investitionshorizont

Nutzenfunktion

standardisierte Expertenmeinungen

Wertfunktion des H —Investors

Wertfunktion des H —Investors zum Zeitpunkt ¢ = 0
Wiener-Prozess beim Renditeprozess
Wiener-Prozess beim Driftprozess
Wiener-Prozess beim zeitstetigen Expertenprozess
Wiener-Prozess der Regularisierung

Innovationsprozess beim Regime

Wiener-Prozess bzgl. FH (, nach Girsanov-Theorem)
Vermogensprozess des Investors

Zustandsprozess der DPE

regularisierter Zustandsprozess

diskrete Expertenmeinungen iiber die unbeobachtbare Drift p
Vektor der Eintriige unterhalb und auf der Diagonale von Q>
Drift-Koeffizient fiir den Filter M7

Drift-Koeffizient fiir M*! bzgl. dem neuen MaB P
Drift-Koeffizient fiir die bedingte Kovarianzmatrix Q7
Drift-Koeffizient fiir Q nach dem Kompensieren der Spriinge
Drift-Koeffizient fiir den Vermogensprozess X™
Drift-Koeffizient fiir den Zustandsprozess Y
Drift-Koeffizient fiir den regularisierten Zustandsprozess Y
Drift-Koeffizient fiir Z

Drift-Koeffizient fiir Z nach dem Kompensieren der Spriinge
Diffusionskoeffizient fiir den Filter M
Diffusionskoeffizient fiir die bedingte Kovarianzmatrix Q!
Diffusionskoeffizient fiir den Vermogensprozess X ™
Diffusionskoeffizient fiir den Zustandsprozess Y’
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Ey - Diffusionskoeffizient fiir den regularisierten Zustandsprozess Y
Bz - Diffusionskoeffizient fiir Z

'yﬁ - Sprungkoeffizient fiir den Filter M

'yg - Sprungkoeffizient fiir die bedingte Kovarianzmatrix Q

’y{/{ - Sprungkoeffizient fiir den Zustandsprozess Y7

Yz - Sprungkoeffizient fiir Z

A, - groBter Abstand zwei aufeinanderfolgender Expertenmeinungen
Ay - Diskriminante der Riccati-DGL fiir A im eindimensionalen Fall
dA - HilfsgroBe zu A4

¢ - zeitstetige Expertenmeinungen iiber die Drift

¢ - zeitstetige Expertenmeinungen iiber die Drift

(-, -) - Kompensator vom Poisson-Maf

0 - Parameter der Nutzenfunktion

K - Mean-Reversion-Geschwindigkeit der Drift p

A - Intensitdt des homogenen Poisson-Prozesses

Af - Radon-Nikodym-Dichte

7 - Drift-Prozess

I - Mean-Reversion-Level bei der Drift p

ot - Handelsstrategie des H-Investors

pf - Entscheidungsregel des H-Investors

OR - Volatilitit des Rendite-Prozesses

oy - Volatilitit des Drift-Prozesses

o¢ - Volatilitit des zeitstetigen Experten

Yr =0goy - lokale Kovarianzmatrix des Rendite-Prozesses

Y, = O'MO'L lokale Kovarianzmatrix des Drift-Prozesses

Y= Ucaé - lokale Kovarianzmatrix des zeitstetig. Experten-Prozesses

® - Dichte der multivariaten Standardnormalverteilung

Q - die Menge aller Elementarereignisse

| oo - Maximumsnorm

[l - Spektralnorm
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