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Yorwort.

Beauftragt mit statischen Berechnungen fiir ein grosseres
Kirchenbauwesen, hatte Verfasser der vorliegenden Abhandlung
auch die Aufgabe, die Stirke eines Kuppelgewdlbes von betriicht-
licher Weite zu berechnen. Dies gab ihm Veranlassung, sich mit
der Theorie der Kuppelgewilbe eingehender zu beschiiftigen. Hier-
bei kam er aber zu der Einsicht, dass die Theorie der Kuppel-
gewdlbe einer schirferen Belenchtung, Sichtung und weiteren
Bearbeitung dringend bediirfe. Er unternahm es daher, dieser

Forderung gemiiss, das Nachstehende zu verdffentlichen.

Stuttgart, im Mirz 1894.

Ed. Autenrieth.
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I. Kapitel.

Einleitung.

Die Stiirke eines Gewdlbes so zu bestimmen, dass die grosste
Fugenpressung in demselben sich gleich der zulissigen Inanspruch-
nahme des Gewdlbmaterials ergiebt, das muss als die wesentlichste
Aufgabe einer jeden Gewdlbetheorie bezeichnet werden, es mag
sich um ein Tonnengewdlbe oder um ein Kuppelgewdlbe handeln.
Da nun aber die Art und Weise, wie diese Aufgabe bei den
Tonnengewdlben gelost ist, auch fiir die Kuppelgewdlbe als vor-
bildlich angesehen werden kann, so soll zuniichst ein kurzer Riick-
blick auf die Theorie der Tonnengewdlbe geworfen werden.

Bei einem in der gewthnlichen Weise angeordneten Tonnen-
gewdlbe sind die Auflagerwiderstinde statisch unbestimmt, es kann
also auch die wirkliche Stiitzlinie des Gewdlbes und damit die
grosste Inanspruchnahme desselben nicht direkt festgesetzt werden.
Trotzdem wurden aber frither in Betreff dieser Stiitzlinie die ver-
schiedensten Behauptungen aufgestellt und zu beweisen gesucht.
So glaubte Scheffler beweisen zu konnen, dass die einem Minimum
des Horizontalschubes entsprechende Stiitzlinie die in Wirklich-
keit existirende sei. Andere vertheidigten dagegen die giinstigste
Stiitzlinie als die wahre. Aber die gegebenen Beweise waren nicht
stichhaltig. Erst als man das Tonnengewtlbe nach Art des elasti-
schen Bogentriigers behandelte, konnte man in gewissen Fillen
nitheren Aufschluss iiber die wahre Stiitzlinie und die wirkliche
grosste Inanspruchnahme des Gewdlbes erhalten. Indessen werden
heutzutage die Tonnengewdlbe in der Regel doch nicht nach der
Elasticittitstheorie berechnet, sondern einfacher und meistens auch
genau genug auf Grund der Erfahrungsregel, dass ein Tonnen-
gewdlbe im Allgemeinen hinlingliche Stirke besitzt, wenn sich

Autenrieth, Kuppelgewilbe. 1



9 Einleitung.

innerhalb der Kernfliche des Querschnittes eine Stiitzlinie kon-
struiven lisst, fiir welche die grosste Fugenpressung die zulissige
grosste Inanspruchnahme des Gewdlbmaterials nicht iiberschreitet.
Wir sehen also bei Tonnengewtlben neben der strengen, auf die
allgemeinen Hypothesen der Elasticititslehre gegriindeten Theorie
noch eine zweite Berechnungsmethode zu Recht bestehend, welche
sich auf Erfahrungen stiitzt, die speciell bei Tonnengewdlben ge-
macht wurden.

Wie steht es nun mit der Theorie der Kuppelgewdlbe?
Liisst sich mit dem zur Zeit Gebotenen die Stirke eines Kuppel-
gewdlbes ebenso zuverliissig berechnen, wie diejenige eines Tonnen-
gewolbes? Was ist aber das zur Zeit Gebotene? Mit dieser Frage
wollen wir uns zuniichst beschiftigen.




II. Kapitel.

Kritische Erliinterung der wichtigsten, zur Zeit
bekannten Theorien der im Scheitel geschlossenen
Kuppelgewdilbe.

Navier’s Verfahren. In seinem Werke: ,Resumé des lecons
sur 'application de la mécanique“ sagt Navier beziiglich der Be-
rechnung der Kuppelgewdlbe:

Man moge ein soleches Gewolbe durch Meridianebenen in eine
grosse Zahl von Sektoren theilen und diese, in keiner Verbindung
mit einander anzunehmenden Sektoren wie Tonnengewslbe be-
handeln. Durchschneide man ein im Gleichgewicht befindliches
Kuppelgewslbe durch eine horizontale Ebene, so diirfe man den
oberen Theil des Gewslbes wegnehmen, ohne dadurch das Gleich-
gewicht des unteren zu storen. In dem letzteren entwickeln sich
dann, so fihrt er fort, gegen den oberen Rand hin, senkrecht zu
den vertikalen Stossfugen, horizontale Driicke, welche nicht
existiren, wenn das Gewdolbe ge-
schlossen ist. Um nun bei einem ge- AR
schlossenen Kuppelgewdélbe die einzelnen
Kuppelsektoren im Gleichgewicht zu er-
halten, nahm Navier an jedem derselben
im Scheitel eine horizontale Kraft Q
wirkend an (Fig. 1), entsprechend dem
horizontalen Scheiteldruck im Tonnen- o
gewdlbe, ohne iiber die Herkunft dieser
Kriifte Q weitere Auskunft zu geben. Warum aber im geschlossenen
Gewdlbe die Stossfugenpressungen verschwinden und dafiir die
Horizontalkviifte Q von zweifelhafter Herkunft auftreten sollen, ist

durchaus unerfindlich.
2



4 Kritische Erlinterung ete.

Auf das Trrige der Navier'schen Anschauungen machte zu-
niichst Scheffler aufmerksam in seinem im Jahre 1857 erschienenen
Buche: , Theorie der Gewdlbe, Futtermauern und eisernen Briicken®,
indem er anfiihrte, dass die Kuppelgewtlbe aus ringformigen
Schichten, ,Kriinzen®*, bestehen, welche auf geneigter konischer
Basis liegend, zusammengedriickt seien, dass also horizontale
Pressungen auftreten, normal gerichtet zu den Stossfugen der
Kriinze, nach oben stiirker werdend. Die von Navier bei den ge-
schlossenen Kuppelgewdlben vorausgesetzten horizontalen Kriifte Q
miissen, so fihrt Scheffler fort, = 0 sein, weil ja sonst das Ge-
wolbematerial im Scheitel auf unendlich kleiner Fliche einen end-
lichen, also auf endlicher Fliche einen unendlich grossen Druck
auszuhalten hiitte. Scheffler bemerkte dann weiter mit Recht, dass
alle Theorien unhaltbar seien, welche im Scheitel eine Horizontal-
kraft annchmen, wie bei den Tonnengewdlben.

Scheffler’s Theorie der Kuppelgewilbe. In seinem eben
erwiihnten Buche: ,Theorie der Gewslbe ete. hat Scheffler erst-
mals eine eigentliche Theorie der Kuppelgewtlbe angegeben, welche
er, wie auch scine Theorie der Tonnengewdlbe, auf das sogenannte
»Princip des kleinsten Widerstandes“ stiitzt. Er betrachtet dabei
einen von 2 Meridianchenen begrenzten Sektor der Kuppel, ein-
getheilt durch radiale Fugen in einzelne
Gewdlbsteine. Scheffler sagt nun: ,Ist P,
das im Schwerpunkte des ersten Wolb-
steins BCC,B; (Fig. 2) mit seiner Be-
lastung wirkende Gewicht dieses Steines,
so erfordert das Gleichgewicht dieses
Steines, dass die Richtung von P, die
Fuge B,C, treffe und mit der Normalen

i E,F, auf dieser Fuge einen Winkel ein-

schliesse, welcher den Reibungswinkel ¢

nicht iibersteigt. Ist die eine oder die andere dieser Bedingungen
nicht erfiillt, so entsteht in dem Kranze, welchem der Stein BCC, B,
angehort, eine horizontale Spannung, und die Resultante Q, der
gegen den Stein BCC,B, von beiden Seiten wirkenden Span-
nungen muss von der Art sein, dass, wenn sie mit dem Ge-
wichte P, zusammengesetzt wird, die Resultante S, die obigen
beiden Bedingungen erfiillt. Wird mithin eher die unterste Kante
B, der Fuge B,C,, als der Reibungswinkel erreicht, so ist Q




Scheffler's Theorie der Kuppelgewdilbe. H

$o zu bestimmen, dass der Winkel S, E,F, gleich dem Reibungs-
winkel wird. Wird dagegen eher der Reibungswinkel, als die
unterste Fugenkante erreicht, so ist Q, so zu bestimmen, dass die
Resultante S, durch die unterste Fugenkante B, geht. . . . . .
Die einzuschaltenden horizontalen Kriifte Q, Q, . . . miissen nach
dem Principe des kleinsten Widerstandes nicht grosser sein, als
zam Gleichgewichte unumgiinglich nothwendig ist; sie miissen also
Minimen sein und demnach als durch die hschsten Punkte CC, . ..
der betreffenden Wolbsteine gehend angenommen werden. Setzt
man dieses Verfahren fort, so wird man bei der gewdhnlichen
Form der Kuppeln endlich an eine Fuge GH kommen, welche
eine horizontale Spannung in dem dariiberliegenden Kranze, also
auch eine horizontale Kraft wie Q,, Q, . . . nicht mehr erfordert.
........ Hat man alle horizontalen Kriifte bis zur Fuge GH
ermittelt, so ergiebt deren Summe den Gesdmmtbetrag Q des
Horizontalschubes, welchen der Meridianstreifen der Kuppel auf
das Widerlager ausiibt. . . . . Die Gewdlbstirke kann man in
der Praxis aus dem Normaldrucke bestimmen, welchen die Kuppel
auf ihre Basis AD ausiibt.”

Ueber dieses Scheffler’sche Verfahren ist nun Folgendes zu
bemerken: Ganz abgesehen von der Unhaltbarkeit des ,Princips
vom kleinsten Widerstand“, ist es durchaus unzuliissig, die Hori-
zontalkriifte ), Q, . . . durch die hochsten Punkte CC,... der
Gewdlbsteine gehend anzunehmen, denn hierbei wiirden ja die
specifischen Stossfugendriicke in diesen Punkten unendlich gross
werden. Ebensowenig diirfen die Punkte E, d. h. die Druckmittel-
punkte der Lagerfugen, bis zu den Kanten der Gewdlbsteine her-
ausriicken. Es konnen daher die in der angedeuteten Weise er-
mittelten Fugenkrifte nicht die wirklichen séin und ist demgemiiss
auch die nach Scheffler berechnete Stirke der Kuppelgewdlbe un-
zuverlissig.

Immerhin bleibt aber Scheffler das nicht zu unterschiitzende
Verdienst, den Grund fiir eine rationelle Theorie der Kuppelge-
wolbe gelegt zu haben.

An die Scheffler’sche Theorie schliesst sich unmittelbar an:

Die Wittmann’sche Theorie. Dieselbe ist von Wittmann
verdffentlicht in der Berliner Zeitschrift fir Banwesen, Jahrgang
XXIX (1879) und in seinem Werke: ,Statik der Hochbaukon-

struktionen®.
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Wittmann betrachtet wieder einen von 2 Meridianebenen be-
grenzten Sektor des Kuppelgewélbes und von diesem Sektor einen
»Stein“.  Wittmann sagt: ,Dieser Stein steht zunichst unter Ein-
wirkung seines Eigengewichtes und derjenigen Pressung, welche
von dem oberhalb befindlichen Theile der Meridionalschichte auf
ibn ausgeiibt wird. Wiirde die Resultirende R aus beiden die
untere Lagerfliche des Steines noch innerhalb ihres Centralkernes
schneiden und einen kleineren Winkel als den Reibungswinkel ¢
des Mauerwerks mit der Normalen zu derselben bilden, so wiirde
der Stein im Gleichgewicht sein, es wiirde keine Einwirkung auf
die benachbarten Steine der Horizontalschichte auftreten, von dieser
Seite also auch keine Reaktion und in dem horizontalen Gewdlbe-
ring keine Spannung entstehen.

Ueberschreitet nun der Winkel von R mit der Normalen zur
Lagerfliche den Reibungswinkel ¢ oder riickt der Angriffspunkt
dieser Kraft iiber den Centralkern der Lagerfliiche hinaus, so
wird der Stein zu gleiten, beziehungsweise zu kanten anfangen
und so lange auf die beiden angrenzenden Steine der horizontalen
Gewdlbschichte einwirken, bis durch die Reaktionen K’ und K" der
letzteren derjenige Zustand, bei welchem gerade noch Gleichge-
wicht moglich ist, wieder hergestellt ist. Die Kriifte K' und K"
lassen sich durch eine resultirende Horizontalkraft H ersetzen,
wirksam in der durch den Schwerpunkt des Steins gelegten Meri-
dianebene. Der Werth von H wird den genannten Bedingungen
gemiiss bestimmt. . . . . Immer wird der kleinste, zur Aufrecht-
erhaltung des Gleichgewichtes nothwendige Werth von H diesen
Zustand auch wirklich herstellen.“

Dementsprechend giebt Wittmann zur Festsetzung der Fugen-
driicke eines Kuppelgewtlbes Fig. 3 an:

»Der oberste Stein a,b,bya, (Fig. 3) steht unter dem Einfluss
seines in der Schwerlinie wirkenden Gewichtes (P,); damit der Stein
im Gleichgewicht bleibe, muss mit diesem Gewichte eine Horizontal-
kraft H, sich so vercinigen, dass die Resultirende T, aus beiden
die Fuge a,b; an der unteren Grenze e, ihres mittleren Dritttheils
schneide und mit der Normalen zu a,b, den (Reibungs-) Winkel ¢
bilde.“

Auf Grund dieser Bedingungen sind (Fig. 8) die Kriifte T, und
H, bestimmt. T, wirkt in der durch e, unter dem Winkel ¢ gegen
die Normale gezogenen Geraden und H, geht durch den Schnitt-



Die Wittmann'sche Theorie. T
punkt i, von e,i, und der Schwerlinie des Steines hindurch. Witt-
mann fihrt dann fort:

»Fir die Lage des Punktes i, existirt iibrigens eine gewisse
Beschrinkung; denn da die Reaktionen K' und K" selbstver-
stiindlich nicht iiber den Centralkern der Stossfugenfliichen hin-
austreten sollen, so kann mit hinreichender Genauigkeit als fusserste
zuliissige Grenze fir die Lage ihrer Resultirenden H eine Hori-
zontale gelten, welche durch die obere Grenze des mittleren Dritt-
theiles der Halbirungslinie e, 8, des Steines gelegt ist. Wiirde i
iiber diese Horizontale hinausfallen, so wiirde sich die Kraftlinie T,
als Verbindungslinie des Punktes ¢, und der oberen Begrenzung
des mittleren Dritttheiles von a, , ergeben und dies wiire ein
Zeichen, dass der Widerstand gegen Kanten in Thitigkeit ge-
treten, bevor die volle Reibung absorbirt war.

Fig. 8.

Was den zweiten Stein a, b, bya, betrifft, so wird derselbe zu-
niichst angegriffen von seinem Eigengewicht und dem Auflager-
druck T, des ersten Steines, oder was auf dasselbe hinauskommt,
von der Resultirenden R, dieser beiden Kriifte. Da nun vorliegen-
den Falles R, die Lagerfliche a, b, nicht trifft, so wiire zur Be-
stimmung des Druckes T,, der auf die Lagerfliche a, b, ausgeiibt
wird, wieder durch den unteren Drittelpunkt e, von a, b, eine
Gerade unter dem Winkel ¢ gegen die Normale zu ay b, zu ziehen
und in dieser Geraden T, wirkend anzunehmen; die Resultirende
H; der beiden Stossfugendriicke des Steines wiirde dann durch den
Schnittpunkt i, der angegebenen Wirkungslinie von T, und der-
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jenigen von R, hindurchgehen. Da jedoch, wie in Fig. 3 ersicht-
lich, der Punkt i, iiber der Horizontalen durch den oberen Drittel-
punkt von @, @, liegt und diese Horizontale die hochste zulissige
Lage von H, angiebt, so ist Hy in eben dieser Horizontalen wir-
kend anzunehmen und als Wirkungslinie von T, die Verbindungs-
linie iy e, zu setzen. Hat man aber die Wirkungslinie von T, so
ist auch T, selbst, sowie die Kraft Hy bestimmt. In gleicher Weise
werden die folgenden Steine des Kuppelsektors behandelt, bis man
schliesslich zu einem Stein gelangt, fiir welchen sich H=0 er-
giebt. In der betreffenden ringférmigen Schichte des Kuppelge-
wolbes treten dann keine horizontalen Verspannungen mehr auf;
ebenso ist es, wenn man von der Zugfestigkeit des Gewdlbemauer-
werks absieht, bei den weiter unten gelegenen Schichten des Ge-
wolbes.

Priifen wir jetzt dieses Verfahren.

Denkt man sich die Steine agbyb,a, der obersten Ringschichte
des Kuppelgewtlbes Fig. 3 auf ihren Unterlagen aufruhend und
in ihren Stossflichen sich noch nicht beriihrend, so werden die
Gewichte P, die Steine auf ihren Unterlagen abwiirts bewegen,
da die Winkel der Krifte P, mit den Normalen zn den Lager-
flichen grosser sind als der Reibungswinkel ¢. In Folge dieser
Bewegung kommen die Steine in den Stossflichen zu gegenseitiger
Beriihrung, es entwickeln sich die Driicke K und damit die Hori-
zontalkriifte H. Diese Kriifte, stetig zunchmend, so lange die Be-
wegung der Steine stattfindet, stellen schliesslich das Gleichgewicht
der Steine her. Ist die Gleichgewichtsgrenze erreicht, so erfolgt
keine Abwéirtsbewegung der Steine mehr, also keine weitere Zu-
nahme der Krifte K und H; an der Gleichgewichtsgrenze bildet
aber der Gegendruck T, der Unterlage den Reibungswinkel mit
der Normalen. Auf Grund dieser Anschauungen wiire denn auch
*die Annahme Wittmann's beziiglich der Richtung von T, gerecht-
fertigt und ebenso die Bemerkung: ,Immer wird der kleinste, zur
Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes nothwendige Werth von H
diesen Zustand auch wirklich herstellen®. Indessen darf nicht ver-
schwiegen werden, dass wohl in den meisten praktischen Fiillen
das Kuppelgewolbe nicht aus aufeinander gelegten Quadern be-
steht, sondern aus Mauerwerk, hergestellt mit mehr oder weniger
gut bindendem Mortel, dass also weniger die Reibung der Steine
auf einander, als die Kohision des Mortels in den Lagerfugen in
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Betracht kommt. In diesem Fall ist die Richtung von T, nicht
a priori bestimmt.

Eine andere Frage betrifft den Angriffspunkt von T,.

Die Annahme, dass dieser Angriffspunkt auf der Kerngrenze
der Lagerfliche a, b, liegen miisse, ist eine irrthiimliche und be-
ruht auf der falschen Voraussetzung, dass ein Stein, welcher durch
eine Kraft R auf sein Lager aufgedriickt wird, zu kanten an-
fange, wenn der Angriffspunkt dieser Kraft iiber den Centralkern
der Lagerfliche hinausriickt. Die Einwiirtsneigung der Gewdlb-
steine und die dadurch bedingte Reaktion der Stossflichen beginnt
nicht erst beim Heraustreten des Angriffspunktes von R aus dem
Kern der Lagerfliche. Andererseits kann das Gleichgewicht eines
von der Kraft R auf sein Lager aufgedriickten Steines noch fort-
bestehen, wenn auch der Angriffspunkt von R die Kerngrenze iiber-
schritten hat; dasselbe hort nur dann auf, wenn die Kantenpressung
zu gross wird und ein Abbrechen der Kante erfolgt. Es kann also
der Angriffspunkt der Kraft T, auch ausserhalb des Kerns der
Lagerfliche liegen. Desgleichen sind die Stossfugendriicke K nicht
auf die Kernflichen der betreffenden Stossfugen beschriinkt, und
geben damit die in Fig. 3 durch die Grenzpunkte i gezogenen
Horizontalen nicht unbedingt die hochsten Lagen der Kriifte H an.
Eine Gewihr dafiir, dass die nach Wittmann bestimmten
Fugendriicke mit den wirklichen iibereinstimmen, ist da-
her nicht vorhanden.

Verbindet man die Angriffspunkte der Lagerfugendriicke durch
eine stetige Linie, so erhilt man die Stiitzlinie des Kuppel-
sektors. Von der nach Wittmann konstruirten Stiitzlinie kann also
nicht behauptet werden, dass sie die wirkliche sei, sie ist nur
eine mogliche Stiitzlinie. Die nach Scheffler bestimmte Stiitzlinie
dagegen muss als eine unmogliche bezeichnet werden, da sie sich
bis zur Gewdlbleibung erstreckt. Insofern bekundet denn auch
die von Wittmann modificirte Scheffler’'sche Theorie der Kuppel-
gewolbe einen wesentlichen Fortschritt.

Beziiglich der wirklichen Stiitzlinie mége man sich aber ver-
gegenwiirtigen, dass die Sachlage bei den Kuppelgewtslben keine
andere ist, als bei den Tonnengewdlben: So wenig man bei diesen
die wirkliche Stiitzlinie, die wirkliche Maximalinanspruchnahme
ohne Zuhilfenahme der allgemeinen Elasticititstheorie bestimmen
kann, ebensowenig kann man es bei den Kuppelgewdslben. Dar-
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iiber hat man sich frither bei den Tonnengewtlben Tiuschungen
hingegeben, man vermeide es also, bei den Kuppelgewdlben in
denselben Fehler zu verfallen.

Schwedler's Theorie der Kuppelgewdlbe. In seiner Ab-
handlung iiber die ,Konstruktion der Kuppeldicher®, verdffentlicht
in der ,Zeitschrift fiir Bauwesen“ 1866, giebt Schwedler auch eine
Theorie der Kuppelgewslbe. Er geht hierbei vom Gleichgewicht
der Kuppelflichen aus, unter Kuppelfliche eine Umdrehungs-

Fig. 4.

fliche verstanden, erzeugt durch Drehung einer in einer vertikalen
Ebene liegenden Kurve um eine in der gleichen Ebene befindliche
vertikale Axe, welche Umdrehungsfliche ,ein Gewicht besitzt und
elastisch ist“.

Schwedler sagt nun:

»Das Gleichgewicht dieser Fliche wird mit dem Gleichgewicht
einer Schaale von geringer Dicke und derselben Form iiberein-
stimmen, sobald man annehmen kann, dass nach der Dicke die
elastischen Kriifte gleichmiissig vertheilt sind®.
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Denkt man sich aus einem Kuppelgewdlbe ein durch 2 Meri-
diane und 2 Parallelkreise bezeichnetes Element E, E, E, E,' her-
ausgeschnitten, so wirken an demselben 5 Kriifte, niimlich das Ge-
wicht (einschliesslich Belastung) des Elementes und die an den
4 Seitenfliichen thiitigen Reaktionen des umgebenden Theils des
Kuppelgewdlbes.

Ist nun:

o die Normalspannung in der ,Lagerfliche” E, E, des
Kuppelelementes,
v die Normalspannung in der ,Stossfliche” E, E,' (Ring-
spannung),
beide Spannungen zuniichst als Zugspannungen vorausgesetzt,
d die Dicke des Kuppelelementes,
so sind, wenn man J.0 mit A und d.7z mit B bezeichnet, die in
Fig. 4 angedeuteten, an dem Kuppelflichenelement E, E, E, E,’
wirkenden Kriifte im Gleichgewicht. Demgemiiss hat man, da die
Summe der Horizontalkomponenten der Kriifte = 0 sein muss:

—Axdo.cose+ [Ax + d(Ax)]de . cos (@ + de) — Bds.do =0

oder vereinfacht:
d(Ax.cose) — Bds =10

woraus

Ax cos =_f!Bds.
0

Desgleichen giebt die zweite Gleichgewichtsbedingung, Summe
der Vertikalkomponenten = 0:

—Axdosine+ [Ax +d(Ax)]do. sin (@ + de) + pxdow .ds =0

oder vereinfacht:
d(Ax.sine)+ pxds =0,
womit

Ax sina=—5'upxds.
0

Nimmt man als Kuppelfliche eine Kugelfliche vom Halb-
messer r und das Gewicht p konstant an, so erhilt man

kP L HIREC A NS
o 1 + cos « iy B pr(l—f-cosa i §
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Aus der ersten dieser beiden Gleichungen ergiebt sich, dass
A immer negativ ist, dass also in den Lagerflichen nie Zug-
spannungen auftreten. Im Scheitel wird
pr
A=— 9
und wenn man den specifischen Fugendruck daselbst mit o und
das Gewicht der Kubikeinheit Gewdlbemauerwerk mit » bezeichnet
(ausser Eigengewicht wirkt keine weitere Belastung),

X ¢ OB A ry
I 5 et > L T ATt

d. h. der Druck ist unabhiingig von der Gewdlbstirke, wo-
fern keine Last auf der Kuppel liegt.

Beziiglich des Werthes von B zeigt es sich, dass im Scheitel

wird.

Mit zunehmendem e« bleibt B noch eine Zeit lang negativ,
d. h. in den Stossflichen finden Druckspannungen statt, der Ab-
solutwerth von B wird aber kleiner und kleiner und schliesslich
fiir einen gewissen Werth von «, den wir mit ¢ bezeichnen wollen,
= 0. Ist « > ¢, ergiebt sich B positiv, d. h. in den Stossflichen
herrscht Zugspannung. Der Werth « findet sich, indem man in
dem Ausdruck fiir B letzteres = 0 setzt. Man erhilt damit

cos’ea’ + cosa' =1, woraus « = 51" 50",
Ist die Kuppel halbkugelig, so ist am Aequator
A=—prund B=-+pr.

In der Lagerfliche findet Druck, in den Stossflichen Zug statt.
Bezeichnet man den specifischen Lagerdruck am Aequator mit p

und die Zugspannung in der Ringschichte ebendaselbst mit ¥
dann wird

g, =g
und mit

p=d.)’ o’"=ry

der Druck also wieder unabhingig von der Gewdlbstirke.
Schwedler sagt nun: ,Ist der Zug (¢'=ry) fiir Mauerwerk
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zu gross, so kann man ihn durch Vermehrung des Querschnittes
verringern, es muss indessen die hinzugefiigte Masse auf den Mauern
senkrecht und direkt unterstiitzt werden®.

Nach diesen Erorterungen geht Schwedler iiber zu der Be-
trachtung des Gleichgewichtes flacher Kuppelflichen, bei welchen
das Eigengewicht und die Belastung tiber die Horizontalprojektion
der Kuppel gleichmiissig vertheilt angenommen werden kann, und
findet, dass in einer parabolischen Kuppelfliche das Material
nach allen Richtungen gleich stark gedriickt wird. Des Weiteren
sucht er die Bedingung fiir eine flache Kuppelfliche, bei welcher
die Ringspannungen z iiberall = 0 sind, bei welcher man also im
Stande wiire, die Kuppel in einzelne, durch radiale Schnitte von
einander isolirte Theile zu zerlegen, ohne ihre Stabilitit zu beein-
triichtigen, und findet, dass in diesem Falle die erzeugende Meri-
diankurve eine kubische Parabel sein muss, dass aber die Be-
dingung z==0 nicht bis zum Pol fortgesetzt werden kann, viel-
mehr bei demselben ein runder fester Korper anzunehmen ist,
gegen welchen die einzelnen Kuppelsektoren sich stemmen.

Die Theorie Schwedler’s beruht auf der Annahme einer gleich-
missigen Druckvertheilung in den Lagerfugen und einer eben-
solchen in den Stossfugen der Dicke des Gewolbes nach; nach
Schwedler wiirde daher bei Betrachtung des Gleichgewichtes eines
Kuppelsektors die Stiitzlinie durch die Schwerpunkte der Lager-
flichen hindurchgehen, also mit der Mittellinie des Kuppelsektors
zusammenfallen. Inwiefern ist nun diese Annahme Schwedler’s
gerechtfertigt? Kommt die Schwedler'sche Stiitzlinie der wirk-
lichen niher, als die nach Wittmann konstruirte? Das sind
offene Fragen, entsprechend der Frage nach der wirklichen
Stiitzlinie im Tonnengewdslbe.

Ferner ist nach Schwedler, wie wir oben gesehen haben, bei
einem halbkugeligen Kuppelgewtlbe, und das sind die meisten
Kuppelgewolbe ohne Scheiteloffnung, der Druck im Scheitel und
am Kimpfer unabhiingig von der Gewdlbstirke. Wie soll man
nun, was schliesslich doch eine Hauptsache ist, bei einem der-
artigen Gewdlbe die nothwendige Stirke bestimmen? Dariiber
giebt uns die Schwedler'sche Abhandlung so gut wie keine Aus-
kunft; die kurze, oben angefiihrte Bemerkung Schwedler’s: ,Ist
der Zug fir Mauerwerk zu gross etc.“, kann unméglich als eine
geniigende Beantwortung dieser Frage angenommen werden.
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 Aus Vorstehendem erschen wir, dass durch die Schwedler'sche
Arbeit eine Reihe interessanter Resultate der Theorie der Kuppel-
gewdlbe zu Tage gefordert wurde; dass aber damit die letztere
ihren Abschluss gefunden hiitte, wie schon behauptet worden ist,
und eine weitere Behandlung des Gegenstandes eigentlich tiber-
fliissig wiire, diirfte nach den verschiedenen, oben angefiihrten,
ihrer Beantwortung noch gewiirtigen Fragen zu bestreiten sein.

Foppl's Theorie. In seinem 1881 erschienenen Buche:
»Theorie der Gewdlbe“ hat Foppl in richtiger Wiirdigung der
Verhiltnisse versucht, entsprechend der neueren Elasticititstheorie
der Tonnengewtlbe auch bei den Kuppelgewslben vorzugehen.
Leider ist es ihm hierbei noch nicht gelungen, eine den Bediirf-
nissen der Praxis entsprechende Losung der Aufgabe zu erzielen.
Immerhin gebiihrt aber Foppl das Verdienst, erstmals den Weg
der strengen Theorie bei den Kuppelgewtlben betreten zu haben.

In dem genannten Buche fiigt dann Foppl den theoretischen
Erérterungen beziiglich der Berechnung der Kuppelgewdlbe noch
bei: ,Fiir die gewohnlichen Zwecke erscheint es nicht nothwendig,
die nach der Elasticititstheorie zur Geltung kommende Drucklinie
(Stiitzlinie) zu ermitteln und danach die Stabilitit der Kuppel zu
beurtheilen. Es diirfte vielmehr ausreichen, irgend eine Drucklinie
zu konstruiren und sich davon zu iiberzeugen, dass fiir dieselbe
noch ein gewisser Ueberschuss von Stabilitit vorhanden ist.“

Demgemiiss setzt Fppl als Stiitzlinie die Mittellinie des Kuppel-
querschnittes fest und nimmt die einzelnen Ringschichten gleich-
missig zusammengedriickt an, macht also Voraussetzungen, welche
mit den Schwedler’schen iibereinstimmen. Er konstruirt hierauf,
am obersten Gewdlbstein beginnend, die einzelnen Fugendriicke,
findet, dass von einer gewissen Ringschicht an Zugspannungen in
denselben sich ergeben wiirden, nimmt Zugspannungen als nicht
zu beriicksichtigend an und bestimmt unter dieser Voraussetzung
den Verlauf der Stiitzlinie auch im unteren Theile der Kuppel.

Schliesslich sagt Foppl:

»Hat man in der angegebenen Weise die Drucklinie (Stiitz-
linie) sowohl fiir die Kuppel, als fiir die sie unterstiitzende Wider-
lagsmauer konstruirt und dabei gefunden, dass sie @iberall im Quer-
schnitte verliuft und an keiner Stelle Pressungen iiber das zu-
lissige Maass hinaus hervorruft, wihrend zugleich der Winkel des
Fugendruckes mit der Normalen zur Fugenrichtung nirgends die

~
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zuliissige Grosse iiberschreitet, so ist damit der Nachweis erbracht,
dass sich die Konstruktion nach den Gesichtspunkten der Mechanik -
starrer Korper im Gleichgewichte halten kann. Ein Einsturz
wird dann nicht zu befiirchten sein.”

Priifen wir nunmehr dieses von Féppl angegebene Nitherungs-
verfahren an einem Beispiel.

Es handle sich um ein kugelfsrmiges Kappengewdlbe von dem
mittleren Halbmesser r=10m, dem Centriwinkel 2 ¢" = 1009,
der konstanten Gewdlbstirke ¢ und dem Gewicht der Kubikeinheit
Gewdlbmauerwerk y = 2000 kg.

Da die Foppl'schen Voraussetzungen beziiglich der Stiitzlinie
und der gleichmissigen Zusammendriickung der einzelnen Ring-
schichten mit den Schwedler’schen iibereinstimmen, so kann man
zur Berechnung des grossten Fugendruckes die Resultate der
Schwedler'schen Theorie benutzen und demgemiiss fiir diesen
Maximaldruck, welcher vorliegenden Falles in der Kiampferfuge
auftritt, setzen:

ry
1+ cosy”
ein Ausdruck, in welchem die Gewdlbstirke ¢ gar nicht
vorkommt. Denkt man sich jetzt die Gewdlbstirke allmihlich
kleiner werdend, so bleiben die simmtlichen, oben angefiihrten
Bedingungen fiir die Stabilitit des Gewdlbes erfiillt, wiihrend das
Gewdlbe immer bedenklicher wird und der Einsturz desselben
schliesslich sehr zu befiirchten steht. Die Vorschrift Foppl's diirfte
daher zur Berechnung der Kuppelgewdlbe nicht ausreichend sein.

Die Theorie der Kuppelgewdlbe von Hagen. Dieselbe findet
sich entwickelt in Hagen’s Buche: ,Ueber Form und Stirke ge-
wolbter Bogen und Kuppeln®. 2. Auflage 1874.

Die Theorie Hagen's, welche sich auch auf die Bestimmung
der Kuppeln von gleicher Widerstandsfihigkeit, sowie von gleicher
Mauerstirke erstreckt, ist, da sie an der Spitze des Kuppelsektors
fillschlicherweise wieder die bekannte Navier’sche Horizontalkraft
annimmt, fir geschlossene Kuppelgewdlbe unbrauchbar und da-
her in diesem Kapitel nicht weiter zu erortern. Aus gleichem

O == =0,61.ry =1,22 kg pro qem,

Grunde ist
Die Theorie von Durand-Claye, verdffentlicht in den ,Annales

des ponts et chaussées®, Jahrgang 1880, fiir geschlossene Kuppel-
gewdlbe nicht zu verwenden.
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Schlussbemerkungen. Nach der im Vorstehenden den seit-
“herigen Theorien der Kuppelgewdlbe zu Theil gewordenen Be-
leuchtung und Sichtung diirfte nunmehr eine weitere Behandlung
der Sache als gerechtfertigt und nothwendig erscheinen. Hierbei
wiiren wieder, wie bei den Tonnengewdlben, zwei Wege ins Auge
zu fassen. Einmal konnte man versuchen, den von Foppl einge-
schlagenen rein theoretischen Weg weiter zu verfolgen, um auf
Grund der Elasticititstheorie die wirkliche Maximalinanspruch-
nahme eines gegebenen Kuppelgewtlbes zu erhalten, sodann aber
wiire auch fir die praktische Berechnung, wie es bei den Tonnen-
gewtlben geschehen, ein einfaches, auf Erfahrungen unmittelbar
bei Kuppelgewslben sich stiitzendes und fiir die gewshnlichen Fiille
ausreichendes Verfahren ausfindig zu machen. Wem nun, wie
dem Verfasser vorliegender Abhandlung, die Auflage gemacht ist,
ein zur Ausfiithrung bestimmtes Kuppelgewilbe zu berechnen,
der wird in Anbetracht des mit der Sache verkniipften Risiko in
moglichster Fiihlung mit schon ausgefiihrten und bewiihrten Kuppel-
gewdlben bleiben wollen und damit in erster Linie den zweiten der
erwihnten Wege einzuschlagen suchen. Zu einem solehen Weg

gelangte Verfasser denn auch durch die im Folgenden dargelegten
Erwiigungen.



III. Kapitel.

Die Maximalinanspruchnahme eines Kuppelgewilbes
im giinstigsten Falle.

Vorbemerkung. Bekanntlich lisst sich bei den Tonnenge-
wolben die giinstigste Stiitzlinie und die Maximalinanspruch-
nahme im giinstigsten Fall ermitteln. Damit erhilt man wenig-
stens einen festen Punkt, von dem aus die Stabilitiit des Gewdlbes
beurtheilt werden kann. Soll nun ein mit einer gegebenen Be-
lastung versehenes Tonnengewdslbe berechnet werden, so konnte
man den Querschnitt des Gewdlbes vorliufig annehmen, fiir das-
selbe die Maximalinanspruchnahme im giinstigsten Fall festsetzen
und nachsehen, ob letztere iibereinstimmt, nicht etwa mit der zu-
lissigen Inanspruchnahme des betreffenden Mauermaterials iiber-
haupt, welche der Berechnung statisch bestimmter Steinkon-
struktionen zu Grunde gelegt wird, sondern mit der Maximal-
pressung eines schon ausgefiihrten, aus demselben Material be-
stehenden und bewihrten Tonnengewdlbes, fiir welches eben-
falls die giinstigste Beanspruchung vorausgesetzt wurde.

Dieses rationelle Verfahren liesse sich vielleicht auch bei
Kuppelgewélben verwerthen, darum moge zuniichst die Maximal-
inanspruchnahme eines Kuppelgewolbes im giinstigsten Falle fest-
gesetzt werden.

Die Stiitzliniensysteme. Von dem Kuppelgewdlbe betrachten
wir einen Sektor, begrenzt durch 2 vertikale Meridianebenen,
welche den Winkel d ¢ einschliessen. Diesen Sektor denken wir
uns durch radiale Lagerfugen in Elemente getheilt. Ein solches
Element ist im Gleichgewicht unter Einwirkung des durch den
Schwerpunkt gehenden Eigengewichtes, der beiden ,Lagerfugen-
driicke® und der beiden ,Stossfugendriicke“. Verbindet man die
Angriffspunkte A der Lagerfugendriicke des Qektom durch eine

Autenrieth, Kuppelgewdlbe.
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stetige Linie, so erhilt man die Lagerfugenstiitzlinie; ebenso
bildet die Verbindungslinie der einer und derselben Meridianebene
angehorenden Angriffspunkte B der Stossfugendriicke die Stoss-
fugenstiitzlinie. Es ist also bei einem Kuppelgewtlbe nicht
eine Stiitzlinie in Betracht zu ziehen, sondern ein System von
2 Stiitzlinien. Denkt man sich fiir alle méglichen Stiitzlinien-
systeme jedes Mal die grisste Fugenpressung bestimmt, die ge-
fundenen Maximalpressungen mit einander verglichen und die
kleinste derselben herausgegriffen, so giebt diese die Maximal-
inanspruchnahme des Kuppelgewolbes im giinstigsten Falle an,
withrend die entsprechenden Stiitzlinien das giinstigste Stiitz-
liniensystem darstellen.

Fig. 5,

Bestimmung des Horizontalschubes bei angenommenen
Stiitzliniensystem. Wir wollen uns die Aufgabe stellen, fiir die
Lagerfuge DE des in Fig. 5 angedeuteten Kuppelsektors vom Aus-
schnittwinkel d¢ und der Mittellinie C,C den Horizontalschub fest-
zusetzen unter der Annahme, dass die Linie A,A die Lagerfugen-
stiitzlinie und BB die Stossfugenstiitzlinie vorstelle. Dabei seien
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Ay A und B,B stetige Linien, welche in A,, beziehungsweise B,
horizontale Tangenten besitzen, die Lagerfugen je nur einmal
schneiden, im Uebrigen jedoch beliebig eingezeichnet sind.
An dem iiber der Lagerfuge DE gelegenen Theil D EE, D,
des Kuppelsektors wirken nun die folgenden Kriifte:
+ 1. das Eigengewicht Q .dgp =Fx,d¢ .y, wobei F der Inhalt
der Fliche D EE,Dy; x, der Abstand des Schwerpunktes
der Fliche F von der vertikalen Kuppelaxe; y das Ge-
wicht der Kubikeinheit des Gewdlbemaunerwerks und d ¢,
wie schon erwithnt, der Ausschnittwinkel des Kuppelsektors,
die beiden normal zu den vertikalen Seitenflichen ge-
richteten, also horizontalen Reaktionen T des anliegenden
Gewdlbemauerwerks,
3. der in A wirkende Gegendruck S.dg der Auflagefliiche
DE, dessen Horizontalkomponente = H .d¢ und dessen

Vertikalkomponente = V . dg sei.
H.dg¢ wire somit gleich dem gesuchten, auf die Lagerfuge DE

des Kuppelsektors ausgeiibten Horizontalschub. Man hat jetzt:

V=Q uwmd H. drp—2Tsm—d~2 =2T.- d“’ H=T;

oo

S=)vV+m= J Q@+ m.

Liisst man den Winkel ¢ (Fig. 5) um dy zunehmen, wodurch
das Element D EE, D, des Kuppelsektors (Fig. 6) zum Ausdruck
kommt, so iindern sich die Koordinaten x und y des Punktes A
(Fig. 5) um dx, bezichungsweise dy, ferner Q um dQ, T um dT,

H um dH.
Nunmehr wirken an dem Elemente DEE,D, (Fig. 6) die

folgenden Kriifte:
1. in seinem Schwerpunkt das Eigengewicht dQ.d¢,
2. in A der Druck S.d¢ oder statt dessen seine Kom-
ponenten H.dg und V.dg,

3. in den durch die Stossfugenstiitzlinie bestimmten Angriffs-
- punkten die Normalkriifte dT, deren Resultirende = dH.d¢,

4. in A, der Gegendruck der Auflagefliche D, E,.

Damit ergiebt die Momentengleichung um A, (Fig. 6):

dH.b+dQ.a+H.dy=Q.dx,

Q%
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woraus
wg d= _0.4Q 4B 1
H—Q.dy a 3y b Iy (1)
oder wenn
5 oD L Ml
"d';_tgaa dy =1tgB
gesetzt wird:
dH
H=Qcotga—atgﬁ—b-d—y, 2, (1s)
woraus mit
Qeotga—atgf=H . . . . . (2
2 dH
H=H—b~—W. ot R M)

Fig. 6.

Um jetzt fiir beliebige y die zugehorigen Werthe von H zu
erhalten, zieht man zuniichst eine Reihe von radialen Lagerfugen,
berechnet fiir jede mittels der Guldin’schen Regel den Werth von
Q, trigt zu den y als Abscissen die Q als Ordinaten auf, zieht
die Linie der Q, konstruirt die den angenommenen Lagerfugen
entsprechenden Werthe von a.tg# und Q cotg « und damit nach
Gleichung (2) auch die Werthe von H', triigt zu den Abscissen ¥
die Ordinaten H' auf und zeichnet die Linie der H' (Fig. 7). Hier-
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auf substituirt man der gezeichneten stetigen Linie der H' ein
Polygon von geradlinigen Seiten und sucht die diesen Polygon-
seiten entsprechenden Theile der Linie H, deren Differential-
gleichung oben sub (3) angegeben, zu bestimmen. Das kann in
folgender Weise geschehen:

ﬂ'
[
g :
/E’/

— g o L,zl. 2, a6y

[ et/ /ol | H

W= e Y o =)

2
Fig. 7.

Es handele sich beispielsweise um die Ermittelung der Linie
der H zwischen A, und A; oder den Abscissen y, und y, (Fig. 7).
Die Linie der H' ist zwischen A, und A, gerade angenommen

und habe die Gleichung:
H =my -+ A, womit dH'=mdy und dy=»dnfI y

Dieser Werth von dy in Gleichung (3) eingesetzt giebt:

dH

Q> (4)
wobei m und b als konstante Grossen fiir den Theil A, A; anzu-
sehen wiiren. Integrirt man Gleichung (4), so erhilt man:

H=H —mb-

H=H'—mb+—€,-,. S5 e

‘mb
e

in welcher Gleichung e die Grundzahl des natiirlichen Logarithmen-
systems und C die Integrationskonstante bedeutet.
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Nun sei fir y=y,, H=H, und H' = H,, daher:

Hy
H,=H,/’—mb-+ - (,},‘. - oder C=e""(H,—H/+ mb).’
mb
Damit geht Gleichung (5) iiber in:
"y’
mb
HetH — b o (B = = i) e . (B)
s mb
und wenn
B
sain Y
i G
mb

gesetzt wird,

1
H=H — mb— (H/ — H, — mb) T

oder ' :
) 1 g 1
' H=H—-;(H,——H,)—mb(l—;—). (1)

Dabei hat man zur Berechnung von n:

A oy

log n = log 6™ — log o™" = H —H/' loge

oder

logn=-y~—ih-loge. fact s HEdE)

Wir sind also im Stande, wenn der zu der Abscisse y, ge-
horige Werth H, von H bekannt ist, die Werthe von H zu be-
stimmen fiir die Abscissen von y =y, bis y =y, Man begniigt
sich aber, fir y =1y, die Ordinate H, festzusetzen und verfihrt
dann mit H, bei dem nichstfolgenden Theil der Linie der H in
gleicher Weise, wie es soeben mit H, geschehen ist.

Um nun H, zu erhalten, betrachten wir das Gleichgewicht des
obersten, keilformigen Elementes des Kuppelsektors (Fig. 8). Dieses
Element wird durch die Resultirende der beiden Krifte dQ.d¢
und dH.dg auf seine Lagerfuge aufgedriickt; an Stelle von H
hat man also hier dH, d. h. fiir y=1y, ist H=0,
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Weiter muss sein:
dH.b,=dQ (dx — dxy)
oder auch

dH ", dQ .
ay =gy @x—d )

axe

dQ ist nicht unendlich gross, es liefert

V dy ~
daher Gleichung (9), da vorliegenden Falles o %'5
bo niCht == O, g E

|
dH !
Iy T ) &
weshalb die Linie der H in A, die Absecissen- |
axe beriihren muss. Aber auch H' wird = 0 az, ;
fir y =y,, Gleichung (2) giebt niimlich o
|
T g . - NS 254)

dy dy Sy Fig. 8.

Nunmehr kénnen wir das erwihnte H,, d. h. den zar Abscisse y,
gehorigen Werth von H ermitteln. Zunichst liefert Gleichung (8):

log n, = —y'——)l)— lOg e,
1

sodann Gleichung (7):

1
R L0y — m, by {1 — ] =
1 n,

n,

=Hl,‘_m1b] (1'—]) 4

ny

Hat man auf diese Weise H, bestimmt, so lisst sich, wie
oben angegeben wurde, auch H, berechnen; man hat zuniéichst:

]ogn,: YQ'I;‘YI 'IOgC

und sodann:

i3 1
Hy=—H, — n’(Hl —H,;) —my by (1 '—‘n:)'
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So kann man, wenngleich auf mithsame Weise, der Reihe nach
die zu den Abscissen y, ya ys . . . gehorigen Werthe von H erhalten
und dann auch die Linie der H aufzeichnen.

Bestimmung der grossten Lagerfugenpressung. Hat man
die Linie der H, so lassen sich fiir simmtliche Lagerfugen die
betreffenden Werthe der Krifte S.dg angeben, welche die Ge-
wilbsteine auf die Lagerfugen aufdriicken. Von diesen Kriiften
S.dg erzeugen die Komponenten Ndg normal zu den Lagerfugen
die Pressungen der letzteren.

Bezeichnet man mit o, die mittlere Pressung einer Lagerfuge
DE (Fig. 5), so ergiebt sich:

. N
R e . . . . (10)

e x,.dg.c X .c

Mit ¢, und dem Druckmittelpunkt A (Fig.5) ist dann auch
die grosste Pressung o, der Fuge bestimmt.
Im Scheitel des Kuppelsektors wird:

N=dH; X°=dx'; C=0
und damit die mittlere Lagerfugenpressung:

AR
60— dx’.co . . . . . . (11)

oder
L PR T
3 dy dx. " el
Im Scheitel ist aber, wie wir oben gesehen haben, weil by

L dH
nicht = 0, Tlf = 0, und daher:

0= 0%),
; Da wir nun fir jede Lagerfuge die Maximalpressung be-
stimmen konnen, sind wir auch im Stande, bei dem angenommenen

Stiitzliniensystem die grosste im Kuppelsektor auftretende Lager-
fugenpressung anzugeben.

) Wire dagegen das Stiitzliniensystem so angenommen gowesen, dass
by =0, hitte Gleichung (11) in Verbindung mit Gleichung (9) ergeben:

2210
el T
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Bestimmung der grissten Stossfugenpressung. Wir bhe-
trachten das Element DED, E, (Fig. 6) des Kuppelsektors. An
den Stossflichen desselben wirken in den durch die Stossfugen-
stiitzlinie bestimmten Punkten die Normalkriifte dT. Man hat
daher als mittlere Stossfugenpressung

AP SRS ¢

*=c.d¢ ec.ds"

Dieses 7, ermittelt man fiir die verschiedenen Lagen von DE
graphisch, wie folgt:

Man triigt (Fig. 9) in einem recht-
winkligen Koordinatensystem die den
verschiedenen Fugen entsprechenden
Bogenliingen C,C = &' (siehe Fig. 5) als
Abscissen, die zugehorigen ermittelten
Werthe von H als Ordinaten auf, zieht
dic Linie der H und an dieselbe in
den Endpunkten H der Ordinaten Tan-
genten H'T, ferner durch die Punkte H
Parallelen zur Abscissenaxe, triigt auf
letzteren im Liingenmaassstab das Stiick
HM ab = der Lingeneinheit und ¢
MN = ¢, errichtet in den Punkten M Fig. 9.

Lothe MT auf HM, zieht TN und

durch H HP|INT, dann ist das jeweilige 7, ausgedriickt durch
die betreffende Strecke MP, und zwar hat man diese Strecke mit
dem Kriiftemaassstab, in welchem die H aufgetragen sind, abzu-
messen, um 7, zu erhalten. Kennt man aber die mittlere Pressung
eines Flichenstreifens DE vom Meridianschnitt des Kuppelgewdlbes,
so lisst sich, da der Druckmittelpunkt als Schnitt der Stossfugen-

stiitzlinie mit DE bekannt ist, die grosste Pressung in diesem
Man ist somit auch im Stande, die grosste

+s

hie. o

Streifen ermitteln.

Stossfugenpressung festzusetzen.
Nimmt man den Flichenstreifen DE im Scheitel des Kuppel-

gewilbes an, so wird
’ LN y—
dil=d% L a==v,

und daher
QB 5. SO
o~ dx

'l’o=
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Gleichheit der mittleren Lagerfugen- und Stossfugenpressung
im Scheitel des Kuppelgewilbes. Aus Gleichungen (11) und (13)
ergiebt sich allgemein:
558 Ry < i it 2 to(ie)
und ‘zwar, wenn by, d.i. A,C, (Fig.5) nicht =0

0'0'_—_'[0.:0.

Die Grenzfuge. Auch fiir eine zweite Lage D'E’ von DE

wird z,=0. Hat nimlich H seinen Maximalwerth erreicht, so ist

dH— =0 und damit:
dy

_4H _aH dy 1 _,
*=c.ds’° dy. df e 3
Diese Fuge D'E’ geht also durch den Punkt A’ der Lager-
fugenstiitzlinie hindurch, welchem der Scheitel der Linie der H

entspricht. Unterhalb D'E’ ergiebt sich -((111; und damit ¢, nega-

tiv, d. h. es wiirden in den Stossfugen unterhalb D'E’ Zugspan-
nungen auftreten, falls das Gewdlbemauerwerk die nothige Zug-
festigkeit besiisse. Ist dagegen auf Zugfestigkeit nicht zu rechnen,
so sind auch in den Stossflichen der unterhalb D'E’ gelegenen
Ringschichten keine Kraftwirkungen anzunehmen. Es behilt daher
der Horizontalschub. H fiir alle Lagerfugen unterhalb D'E’ den-
selben Werth. Wir werden nun die Lagerfuge IV'E' Grenzfuge
nennen und den Winkel ¢' von D'E’ mit der vertikalen Kuppel-
axe Grenzwinkel.

Migliche Stiitzliniensysteme. Bei der oben vorgenommenen
Bestimmung der Fugenpressungen hat sich nichts gezeigt, was die
Annahme der Lagerfugenstiitzlinic A,A und der Stossfugenstiitz-
linie BB (Fig. 5) als unzulissig erscheinen liesse, es ist daher
dieses Stiitzliniensystem A,A und B,B (Fig. 5), vorausgesetzt, dass
bei demselben die Fugenpressungen die Festigkeit des Gewdlbe-
mauerwerks nicht iiberschreiten, thatsichlich moglich. Daraus
darf dann weiter geschlossen werden, dass

in einem nirgends eine Unterbrechung der Stetigkeit

zeigenden, symmetrisch zur vertikalen Kuppelaxe

angeordneten Kuppelgewi’)lbe, abgesehen von der

Beschrinkung, welche aus der Begrenztheit der
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Materialfestigkeit sich ergiebt, jedes beliebige, im
Meridianschnitt stetig verlaufende, die Lagerfugen
jenur einmal schneidende Linienpaar mit horizontalen
Tangenten im Kuppelscheitel*) als ein mogliches
Stiitzliniensystem betrachtet werden kann.

Das giinstigste Stiitzliniensystem. Um beziiglich des giin-
stigsten Stiitzliniensystems Aufschluss zu erhalten, nahm Verfasser
ein kugelférmiges Kuppelgewilbe von konstanter Stirke
¢=0,75m, einem lichten Halbmesser von 10 m und einem specifi-
schen Gewicht y = 2000 kg an und als Stiitzliniensystem desselben
zuniichst die Begrenzungslinien der Kernfliche des Meridianschnittes,
und zwar die innere Begrenzungslinie als Lagerfugenstiitzlinie
AA (Fig. 5), die siussere als Stossfugenstiitzlinie BB. Fiir
dieses Stiitzliniensystem wurde nach den auf S. 21 u. f. gegebenen
Vorschriften die Linie der H konstruirt. Dadurch erhielt man fiir
jede Lagerfuge den Horizontalschub H und mit letzterem auch die
Kraft S, sowie deren Komponente N normal zur Lagerfuge. Mit
N lieferte aber Gleichung (10) die mittlere Lagerfugenpressung o,
worauf sich, da der Druckmittelpunkt A gegeben war, die grisste
Lagerfugenpressung o bestimmen liess. Desgleichen ergab die in
Fig. 9 angedeutete Konstruktion die mittlere Stossfugenpressung 7,
mit Hilfe welcher, sowie des Druckmittelpunktes B, die grosste
Stossfugenpressung 7, festgesetzt werden konnte.

Nun wurden auf Tafel I in Fig. 1 senkrecht zur gerade ge-
streckten Mittellinie des Kuppelgewdlbes in den Fugenpunkten C
die gefundenen o, und 7, als Ordinaten aufgetragen, die End-
punkte der letzteren durch stetige Linien verbunden und so fiir
das angenommene Stiitzliniensystem die Linien der ¢, und 7 er-
halten. Diese Linien sind durch die Bezeichnungen ¢! und 7
gekennzeichnet. In Fig. 1 Tafel I sind sodann noch fiir 2 weitere
Stiitzliniensysteme die Linien der ¢, und 7z, angegeben, nimlich
fiir das mit der Mittellinie CC (Textfigur 5) des Meridianschnittes
zusammenfallende Liniensystem und fiir ein System, bei welchem
die Lagerfugenstiitzlinie ebenfalls mit der Mittellinie CC zusammen-
fiillt, die Stossfugenstiitzlinie dagegen mit der #usseren Begrenzungs-

*) Die horizontalen Tangenten im Kuppelscheitel sind dadurch begriindet,
dass fiir die Stiitzlinien die Kuppelaxe Symmetralaxe sein muss und diese Linien
auch im Kuppelscheitel keine Unterhrechung der Stetigkeit zeigen diirfen.
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linie der Kernfliche des Meridianschnittes. Die ersterem Stiitz-
liniensystem entsprechenden Werthe von o, und 7z, sind mit ol
und 7, die dem letzteren System entsplechenden re 1 und 7 m
bezeichnet. Dabei ist zu bemerken, dass die Werthe 6" und 7!}
sich besonders einfach bestimmen liessen, indem bei dem mit dex
Mittellinie zusammenfallenden Stiitzliniensystem die Grossen a und b
(Textfigur 5) = 0 sind und demgemiiss nach Gleichung (1a) H =
Qcotg e wird und der Fugendruck S=VH*+Q* tangentiell zur
Mittellinie wirkt, auch die Druckvertheilung in den Fugen eine
gleichformige ist.

Ueberblicken wir die den gewiihlten 3 Stiitzlinien entsprechen-
den Linien der ¢, und 7, so sehen wir, dass das mit der Mittel-
linie CC des Meridianschnittes zusammenfallende Stiitzliniensystem
den kleinsten Werth fiir die Maximalinanspruchnahme des Kuppel-
gewolbes liefert. Aber auch, wenn man noch weitere Stiitzlinien-
systeme in Betracht zieht, wird sich das genannte System als das
giinstigste erweisen. Ueberhaupt lisst sich annehmen, dass fiir
den iiber der Grenzfuge gelegenen Theil eines Kuppel-
gewtlbes das mit der Mittellinie des Meridianschnittes
zusammenfallende Stiitzliniensystem das giinstigste ist.

Maximalinanspruchnahme im giinstigsten Fall eines Kuppel-
gewblbes von kugelflichiger Leibung und konstanter Stiirke.
Wie Fig. 1 Tafel I zeigt, ergiebt sich unter Annahme des giinstig-
sten Stiitzliniensystems als grosste Inanspruchnahme des iiber der
Grenzfuge D'E’ liegenden Theiles des Kuppelgewolbes die Lager-
fugenpressung o, in D'E. Dieses ¢ berechnet sich in folgender
Weise:

Fiir eine unter dem Winkel  gegen die vertikale Kuppelaxe
geneigte Lagerfuge des Kuppelsektors von dem Ausschnittwinkel d ¢
und dem Halbmesser r der Mittellinie ergiebt sich unter Beibe-
haltung der fritheren Bezeichnungen:

Sde
06, =0=———r
m— "% " ¢.reiny.dg

a8 el ( :
Dabei ist S=-sﬁet; und Q.dg=r.y.c.x,dg.y, wobei X

der Abstand des Schwerpunktes des Kreishogens C,C von der
Kuppelaxe. Dieses x, ist aber:
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P o a
s r.sn 9 .sinﬂ_ 2rsin 5
”—_—_’zﬁ ) —’—F 4
2

somit

Q=2r".cr.sin’%=r?.cy(l—coslp)
und

g P (lcosth) 5 & A
Vo g sin?y "~ 14cosy * (10}

Im Scheitel der Kuppel wird damit

ry
0'0 = —2— ’

Um den Werth von ¢, fiir die Grenzfuge D'E' zu erhalten,
miissen wir erst die Lage der letzteren, d. h. den Winkel ' be-
rechnen. Zu diesem Zwecke vergegenwiirtigen wir uns, dass in
D'E' das z, = 0 ist.

Gleichung (12) giebt fiir die ‘mittlere Stossfugenpressung 7,

dH

z'=——
of Cx gl

somit wiire vorliegenden Falles
dH d H

T =T = —

ST T N
Nun hat man:

r’c¢y (1 —cos y) cos ¥

H=Qecotgy = sin ¢ y
woraus
d How 2co8p —ecos’y—1 ~ P,
dy = sin?y R LsR ey

also
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1

- o St B i =B
7, =1y (cosy e (15D)
und im Kuppelscheitel
Fir y =y wird 7, = 0, daher
1 ’ ! ’
kM e L S =1:
cos Y 1 coay 0 cos® Y’ 4+ cos @ :
Y =51°50".

Setzt man jetzt in Gleichung (15a) an Stelle von @ den
Winkel v/, so erhilt man damit die grosste Inanspruchnahme
des Kuppelgewislbes im giinstigsten Fall

P Y —062ry. . . ... (16)

m 1+ cos ¢



IV. Kapitel.

Die Berechnung eines im Scheitel geschlossenen
Kuppelgewilbes von gegebener Leibung auf Grund
des giinstigsten Stiitzliniensystems.

Zweckmiissigkeit konstanter Stiirke des Gewdlbes oberhalb
der Grenzfuge. Fig. 1 Taf. I zeigt, dass in einem kugelfliichigen
Kuppelgewtlbe bei Annahme konstanter Gewdlbstirke unter Zu-
grundelegung des giinstigsten Stiitzliniensystems die Lagerfugen-
pressung von der Grenzfuge bis zum Kuppelscheitel nur wenig ab-
nimmt, ferner: dass die Stossfugenpressungen 7, gegen den Kuppel-
scheitel hin zunehmen; es war daher zweckmiissig, vorliegenden
Falles konstante Gewolbstirke in dem iiber der Grenzfuge ge-
legenen Theil des Kuppelgewtlbes anzuordnen.

Ermittelung eines Verfahrens zur Berechnung des Meridian-
schnittes geschlossener Kuppelgewdlbe. Es handle sich wieder
um ein Kuppelgewdlbe von kugelflichiger Leibung.

Zuniichst konnte man daran denken, entsprechend dem auf
S. 17T Gesagten, die grosste Lagerfugenpressung im giinstigsten
Fall gleich derjenigen bei einem ausgefiihrten, aus demselben
Material bestehenden und in seiner Stirke bewiihrten Kuppel-
gewdlbe zu setzen, allein diese Lagerfugenpressung o, ist ja, wie
wir soeben gesehen haben, unabhiingig von der Gewdlbstirke; es
kann daher fiir dieselbe nicht ein bestimmter Werth gefordert
werden®). Man muss sich deshalb nach einem anderen Verfahren
umsehen. Hierbei kann das folgende Beispiel den Weg zeigen.

*) Die Methode ist iibrigens auch bei flachen Tonnengewdlben, welche,
wie die Kuppelgewdlbe, lediglich als Deckengewdlbe zu dienen und ausser ihrem
eigenen Gewicht keine weitere Belastung zu tragen haben, nicht mehr anwendbar.
Ehenso wenig kann in diesem Falle die gewdhnliche, in der Einleitung auf S. 2
erwiilhnte Berechnungsweise der Tonnengewdlbe benutzt werden,



32 Die Berechnung eines im Scheitel geschlossenen Kuppelgewilbes ete.

Es sei der Querschnitt F eines durch eine Kraft P auf Zug
in Anspruch genommenen Stabes zu berechnen.

ag, 143 ‘
Zu dem Ende setzen wir T =k, unter k die grosste zu-

ol

lissige Spannung verstanden, und erhalten F = ~]1;.

Streng genommen ist Bl; die Maximalspannung im giinstig-
sten Fall, denn wenn P nicht genau in der Axe wirkte oder wenn
aus anderen Griinden die Spannung nicht der ganzen Fliche F
nach gleichmissig wiire, ergiibe sich fiir die Maximalspannung ein
grosserer Werth als {,— 3

Bei einem schmiedeisernen Stab konnte bei ruhender Be-
lastung k = 10 kg pro qmm gesetzt werden, womit

1%

e T

Wiire aber der mit P belastete Stab Erschiitterungen, Stossen
oder sonstigen zufilligen Einwirkungen ausgesetzt, diirfte man mit
k nicht soweit gehen. Gesetzten Falles, es habe die Erfahrung
bei einem derartigen auf Zug beanspruchten Konstruktionstheil
gezeigt, dass k nicht grosser als 3 kg pro qmm zu nehmen ist, so
erhielte man fiir den Stabquerschnitt

1)
3,4 .

Denken wir uns jetzt den Stab vom Querschnitt F' ausser mit

P noch mit einer zweiten ruhenden Last Z versehen und letztere
so bemessen, dass

P+4Z o Al S TP
T—IO, P+L—-10F—10'"3"3 3

F'=

dann konnte man den Stab, dessen wirkliche, durch die zu-
filligen Einwirkungen mitbeeinflusste Maximalinanspruchnahme
sich gar nicht bestimmt angeben Llisst, auch in der Weise be-
rechnen, dass man die giinstigste Beanspruchung des Stabes an-
nimmt (d. h. die Last genau in der Stabaxe wirkend, keine
Stosse ete.), zu der gegebenen Last P noch die ,Erginzungs-
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belastung“ Z=%P hinzufiigt und die sich hierbei ergebende

Maximalspannung = 10 kg pro qmm setzt.
Damit sind die Grundziige eines Verfahrens angedeutet, das

auch auf die Berechnung der Kuppelgewslbe angewendet werden
kann.

Anwendung des letztgenannten Verfahrens auf Kuppelgewilbe.
Die am Kuppelgewolbe thatsiichlich wirkende Last ist das Eigen-
gewicht des Gewolbes. Dasselbe kann man iiber die mittlere
Kuppelfiiiche, d. h. die durech Umdrehung der Mittellinie des Meri-
dianschnittes um die Kuppelaxe erzeugte Umdrehungsfliiche, bei
konstanter Gewolbstirke gleichmiissig vertheilt annehmen.

Ist ¢ die Gewolbstirke, y das Gewicht der Kubikeinheit
Gewdlbemauerwerk und q die Belastung durch Eigengewicht pro
Fliicheneinheit der mittleren Kuppelfliche, so hat man q =c y.

Berechnet man jetzt bei ausgefiihrten und bewihrten
Kuppelgewtlben die grosste Lagerfugenpressung im giinstigsten
Fall 6., so findet man, dass diese um vieles kleiner ist, als die
zuliissige grosste Pressung k, welche man bei statisch be-
stimmten, aus demselben Mauerwerk herzustellenden Steinkon-
struktionen anzunehmen pflegt.

Vergrossert man die vom Eigengewicht herriihrende gegebene
Last ¢ um den Betrag p, so wird damit auch o, grosser. Wir
bemessen nun p so, dass o, =k sich ergiebt.

Beim kugelflichigen Kuppelgewtlbe vom mittleren Halb-
messer r haben wir oben gefunden (Gleichung 16)

o.=062.ry= L LT
e
Demgemiiss setzen wir
L1 SRR 1)

Aus dieser Gleichung lisst sich fiir ein betrachtetes ausge-

fiithrtes Kuppelgewdlbe der Werth von p bestimmen.
Auf Grund der Untersuchung einer Reihe von ausgefiihrten

Kuppelgewslben kann man nun setzen:

Autenrieth, Kuppelgewdlbe.
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p = 4800 (1+%’~) Ly R VT
wobei p in kg pro qm erhalten wird, wenn man den mittleren
Halbmesser r des ' Kuppelgewdlbes in Metern ausdriickt. Diese
Belastung p pro qm der mittleren Kuppelfliche wiire also bei den
Kuppelgewtlben die Erginzungsbelastung.

Einfache Formel fiir die Scheitelstiirke ¢ eines kugel-
fliichigen Kuppelgewdlbes. Soll jetzt die konstante Stirke ¢ und
damit auch die Scheitelstirke eines kugelflichigen Kuppelgewdlbes
vom mittleren Halbmesser r berechnet werden, so setzt man:

m

0,62.r(cy—+p) ok
o

¢

 woraus:

_ 062.p.r

— k—062ry ’

oder, wenn man den Werth von p aus Gleichung (18) einfiihrt:

__ 3000 (r+-1,5) b a il )
k—062.ry

unter k, wie schon erwiihnt, die fiir gewohnlich, d. h. bei statisch
bestimmten Steinkonstruktionen als zulissiz angenommene In-
anspruchnahme des betreffenden Gewdlbmaterials verstanden. Da-
bei ist alles auf den Meter bezogen und selbstverstindlich r inner-
halb der Grenzen angenommen, welche durch die Praxis festge-
setzt sind.

Der Meridianschnitt des Kuppelgewilbes von kugelflichiger
Leibung unterhalb der Grenzfuge. Schon frither wurde gesagt,
dass, wenn Zugfestigkeit des Gewolbemauerwerks ausser Acht
bleiben soll, die Stossflichen der Ringschichten unterhalb -der
Grenzfuge keine Kraftwirkungen erfahren. Es ist daher der unter
der Grenzfuge gelegene Theil des Kuppelsektors wie ein frei-
stehender Mauerkorper, Fig. 10, zu behandeln, der, ausser durch
sein Eigengewicht, in C' normal zur Fuge D'E’ von der Kraft
S.dg=o0,.c.x .dyg angegriffen wird. Wire nun die Gewolb-
stirke ¢ auch im unteren Theil des Kuppelsektors konstant, wiirde
die Stiitzlinie sich mehr und mehr dem Gewélbriicken nithern und

’
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schliesslich denselben iiberschreiten. Man muss daher die Gewdlb-
stiirke nach unten zunehmen lassen und zwar in der Weise, dass
in jeder Lagerfuge die grosste Pressung, welche am Gewdlbriicken
bei D auftritt, gleich der in der Grenzfuge D'E’ herrschenden,
also = ¢, wird. Hierbei verfihrt man folgendermaassen: Man
nimmt fiir die Lagerfuge DE des obersten Gewdlbsteines den
Punkt D vorliufig an, bestimmt die Pressung ¢, in D und ver-
gleicht sie mit ¢, , #indert alsdann die Lage des Punktes D so lange,
bis ¢, =g, geworden. In gleicher Weise wird hierauf der Punkt
D fiir die niichstfolgende Lagerfuge festgesetzt u. s. f. und damit
die Riickenlinie DD des Kuppelsektors konstruirt.

]
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Beispiel. Es handle sich um die Bestimmung des Meridian-
schnittes eines geschlossenen Kuppelgewdlbes, dessen Leibung die
Oberfliiche einer Halbkugel vom Halbmesser r, = 10 m darstelle.
Das Gewicht eines Kubikmeters Gewolbemauerwerk sei y = 1600 kg
und die zuliissige grosste Inanspruchnahme des Gewdlbematerials
= 8 kg pro gqem.

Zuniichst liefert Gleichung (19) die konstant anzunehmende
Stiirke ¢ des Kuppelgewdlbes iiber der Grenzfuge, welch letztere

im Falle konstanter Gewolbstirke den Winkel /= 51°50" mit
g



36 Die Berechnung eines im Scheitel geschlossenen Kuppelgewdlhes ete.

der vertikalen Kuppelaxe einschliesst; man erhiilt, indem man vor-
liufig r=1r,= 10m setzt:

3000. 11,5 2¥
= 80000 — 0,62, 10,1600 — 9™

damit wird der genauere Werth von r=1025m. Mit diesem
ergiebt sich

¢ = 0,52 m.

Dementsprechend wurde auf Tafel II der Theil D,E,E'D’ des
Meridianschnittes aufgezeichnet, dessen Mittellinie C,C" Lager- und
Stossfugenstiitzlinie zugleich angiebt. Der auf D'E’ wirkende Fugen-
druck 8'.d¢g wirkt tangentiell zur Stiitzlinie, also zur Mittellinie,
es ist daher

et oder auch 8'=g¢_ .ex'=0,62.ryex’ (s. Textfig. 10).

U

Mit dieser Kraft S' konnte dann, wie oben ausgefilhrt wurde,

der unterhalb der Grenzfuge gelegene Theil des Meridianschnittes
festgesetzt werden.

In dem so erhaltenen Meridianschnitt ist C,CC'C" die giin-
stigste Lagerfugenstiitzlinie und C,CC' die zugehorige Stoss-
fugenstiitzlinie, ferner ¢ = 0,62ry=1,27 kg pro qem die
Maximalinanspruchnahme des Kuppelgewolbes im giinstig-
sten Falle.

Um nun eine Uebersicht zu geben iiber die im Gewslbe
herrschenden Lager- und Stossfugenpressungen, wurden fiir ver-
schiedene Lagen der Fuge DE die 0, und 7, bestimmt, als Ordi-
naten zu den Abscissen C,C (Bogen C,C gerade gestrecftt) aufge-
tragen und die Endpunkte der Ordinaten durch stetige Linien

verbunden. Dabei ergab sich 6, von DyE; bis D'E' aus der
Gleichung (15a)

g, = e
m 14+cosy ’
womit
' ry
G = (0,62
B 1-+cosy O5%

und 7, aus der Gleichung (15b)



Kuppelgewdlbe mit beliebig geformter Leibung. 37

B TR °°“”‘Tﬁow) ]

Von D'E’ bis D"E" bleibt ¢, konstant, wiihrend 7, =0 ist.

Kuppelgewilbe mit beliebig geformter Leibung. Obgleich
bei einem geschlossenen Kuppelgewélbe die Leibung wohl kaum
anders als nach einer Kugelfliche geformt sein wird, soll doch auch
der Fall einer Leibung von beliebiger Meridiankurve in Betracht
gezogen ,werden. Hierbei wird zweckmiissigerweise die Gewdlb-
stiirke ¢ im oberen Theil der Kuppel wieder konstant angenommen
und berechnet vorliufig aus der Gleichung (19)

3000 (r + 1,5)
k—062.ry ’

worin fiir r die halbe Lichtweite gesetzt werden mag. Sodann
zeichnet man die Lagerfugen DE normal zur Mittellinie ein, be-
rechnet mit Hiilfe der Guldin’schen Regel die Gewichte der ein-
zelnen Gewolbsteine, triigt sie auf der Kraftvertikalen auf (siehe
Tafel II), erhiilt so die den verschiedenen Lagerfugen entsprechen-
den Werthe ) und durch Parallelen mit den Tangenten an die
Mittellinie des Meridianschnittes auch die Werthe von S und H.
Die letzteren liefern die Linie der H, deren Scheitel die Grenz-
fuge D'E’ und den Grenzwinkel @' ergiebt. Nunmehr nimmt man
die mittlere Kuppelfliiche des Kuppelsektors mit der Ergiinzungs-

belastung

p = 4800 (1 —+ i’é)

r
kg pro qm belastet an, wobei fir r wieder die halbe Lichtweite
des Kuppelgewdlbes gesetzt werden mag, und berechnet unter

Beriicksichtigung des Eigengewichtes und der Ergiinzungsbelastung
die gleichformige Pressung o, der Grenzfuge D'E’ aus

Sdg _ & Q

e . xdop ex' ¢ X' sin ¢/

Bei richtiger Annahme der Gewdlbstirke ¢ muss sich dann
g, =k, d. h. gleich der bei statisch bestimmten Steinkonstruktionen
zuliissigen Inanspruchnahme des Mauerwerks, ergeben.
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Hat man auf diese Weise den Meridianschnitt des Kuppel-
gewilbes vom Scheitel bis zur Grenzfuge festgesetzt, giebt man
die wirkliche Fugenpressung o, der Grenzfuge an (Erginzungs-
belastung also ausser Acht gelassen) und bestimmt den unterhalb
der Grenzfuge gelegenen Theil des Meridianschnittes, wie oben bei
dem Kuppelgewdslbe mit kugelflichiger Leibung.

Kugelflichiges Kappengewilbe. Stellt die Leibung des Kuppel-
gewdlbes keine ganze Halbkugelfliche dar, sondern nur die Ober-
fliche eines Kugelabschnittes, so nennt man das betreffende Kuppel-
gewolbe ein Kappengewilbe.

Nimmt man bei einem solchen Kappengewdlbe die Gewdlb-
stirke ¢ zweckmiissigerweise konstant an, so wird der Grenz-
winkel v/ wieder = 51°50. Ist nun der Centriwinkel eines
Kappengewolbes 2 ¢’ = 2 ¢/, so berechnet man dasselbe wie das
halbkugelflichige Kuppelgewdlbe. Ist dagegen ¢ < v/, dann be-
stimmt man die konstante Gewdolbstirke entsprechend der seither
befolgten Methode, indem man die gleichformige Lagerfugen-
pressung o, am Widerlager, welche durch das Eigengewicht des
Gewdlbes und die iiber die mittlere Kuppelfliche gleichmiissig ver-
theilte Erginzungsbelastung von p kg pro Flicheneinheit hervor-
gerufen wird, gleich der zulissigen Inanspruchnahme k der be-
treffenden Mauerwerksart setzt.

Nach Gleichung (15a) ist die Pressung o, einer unter dem
Winkel ¢ gegen die Kuppelaxe geneigten Lagerfuge bei konstanter
Gewdolbstirke

SR N TR OO i A
m 1+ cos ¢(l+cosy)

Tritt jetzt noch die Erginzungsbelastung p pro Flicheneinheit
hinzu, so setzt man statt ¢ y den Werth ¢ y + p und erhilt damit:

B (ey+p)
m e(l4cosy)
und
URL7, .3 e s - o1 g e
m - e(1 - costl’) ?
woraus

e L AT PG L
c_k(l—i—costp")—-ry' EEERLE
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Beziiglich der Ergiinzungsbelastung p ist zu bemerken, dass
dieselbe rationellerweise mit dem Winkel " abnehmend ange-
nommen wird und dass man setzen kann bei Meter und Kilo-

gramm als Einheiten und bei nicht zu flachen Kappen (d. h. tg%
nicht kleiner als etwa 0,2):
p — 9880 (1+ 1;"~) g 2. ... @)

Nimmt man in dieser Gleichung ¢" = t'=51°50" an, so er-
hiilt man

p = 4800 (1 + -r-~) ,

also, wie es sein soll, den fritheren Werth (s. Gleichung 18).



V. Kapitel.

Geschlossenes Kuppelgewilbe von durchgehends
konstanter Lagerfugenpressung.

Meridianschnitt iiber der Grenzfuge bei kreisformiger Mittel-
linie. Wie aus dem aus Tafel IT behandelten Beispiel ersichtlich,
nehmen die Lagerfugenpressungen bei einem kugelformigen Kuppel-
gewtlbe von konstanter Stirke unter Voraussetzung des giinstig-
sten Stiitzliniensystems von der Grenzfuge gegen den Kuppelscheitel,
wenn auch langsam, ab. Soll daher die Lagerfugenpressung g,
konstant bleiben, so muss dafiir die Gewolbstirke ¢ veriinderlich
angenommen werden.

Ist nun k' die konstante Lagerfugenpressung, dann wird unter
Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen (siehe auch Tafel II)

0. e K Q 1

oder i el
(< smy c.r.smy
Q=rk'esin*y.
Hieraus
(
gi:rk'(c.?sinwcosw—}—sin"w ;z,)
Es ist aber:
dQ 9. o
dQ=crdy.xy, also rrdw=crx7=cr'rsmtp

womit:

er’ysiny=rk' (c.?sin W cos ¥ - sin’ i :11:,) ;

ry : de
e ('k’ —2cos:p) =sin Y . v’
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=F e 77
e ik sty SRS Sl
R sin Y R k' siny Epol 9 =
Integrirt:

logc= K log tg 9 v — 2 log sin ¥ + log B,

unter B die Integrationskonstante verstanden. Oder:

2y

vy i
1 k' tg?l/’
log ¢ = log (tgg’#) —+log B — log sin* w_IO“B-W-
woraus:
ry
00, T
B (tg 3 w) B (tg > w)
- sin? ) sin*y
oder
e _siny )n S
g, 1+4cosy | sin’y

Wire k'= 2 , also k' gleich der Lagerfugenpressung im

Scheitel eines kugelflichigen Kuppelgewtlbes von konstanter
Stiirke (siehe S. 29), so wiirde

und

a0 B
(1+cosy) sin’y (14 cosy)?
und die Scheitelstiirke ¢, entsprechend ¥ =0

¢c =

e S
S o
Hiitte man aber k' > %’L oder n = k' < 2, erhielte man:
B B

=00,

i U Gy . 20
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Wenn dagegen k' << £27~ oder n = Lkr =2, wiirde
. n— 2
"= Lk 3 und co=0.
(1 4 cosy)

Es ist daher bei dem zu berechnenden Kuppelgewtlbe nur
ry
2
lissig und zur Bestimmung der Gewdlbstirken maassgebend die
Gleichung:

die Forderung einer konstanten Lagerfugenpressung k'= zu-

B

°= U+ ecosyy ’ &
wobei B eine beliebige Konstante. Ist aber an irgend einer Stelle
des Gewdlbes die Stirke festgesetzt, dann ist auch B nicht mehr
willkiirlich. Wiire beispielsweise fiir 1 == 51°50" die Gewdlbstirke
= ¢, hiitte man

S B

© = {1 + c0s 51950
und damit B=2,62.c¢".

SR .. N N
T A Feos gy

oder angeniihert

9
Scheitelstirke ¢, = :—’22 e

€= 5.
Andererseits erhillt man aus der Gleichung fiir ¢

B 4 ¢,
=7 B=4 SO, |
C 4 ¢, und e T

Wenn jetzt bei dem kugelfsrmigen Kuppelgewtlbe die Stirke ¢
sich mit v iindert, entsprechend der letzten Gleichung, so hat die
Grenzfuge D' E' nicht mehr die gleiche Lage wie bei dem Kuppel-
gewdlbe von konstanter Stirke, d.h. der Neigungswinkel ' der
Grenzfuge gegen die Kuppelaxe ist nicht mehr = 51°50". Suchen

wir nunmehr diesen Winkel 3’ zu bestimmen.
Fiir eine beliebige Lagerfuge hat man:

H=Q. cotg v

(22a)

und daraus
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dH o 1 . 4Q
40 =Q = -+ cotg ¥ - i
Es ist aber
(l & ’ s '
———=8=c¢.x.k'=c.rsing.k
sin @
und, wie wir oben gesehen haben,
L FYTRT I e B
P =rly.c.siny;

demgemiiss wird

—g%_=—c.r.k'—l—cotg‘r'/-l"J’C-Sinl!’:!'c(l'?’cosw_k')-

Fr i L £
Fiir o =y wird —d-‘—;—-O, somit:

rycostp'=k'=£2r— . costp'=-‘l)—; Q' =605
Vom Scheitel der Kuppel bis zu der unter 60° gegen die
Kuppelaxe geneigten Grenzfuge wiiren mithin die Lagerfugen-
pressungen konstant = k' = _r2r - und ergiebt sich als Linie der g
eine Gerade parallel der Abscissenaxe. Um nun auch die Linie

der 7, zu erhalten, bemerken wir, dass nach Gleichung (12)

SOTL LTy B
™= o ds c.r.dy

Es ist aber, wie wir soeben gesehen haben:

1 ’
7 =ro¢(rycos ¢y —k),
also
=ryoosy—k. . .., . .'(28)

Daraus lassen sich fiir beliebige Werthe von 3 die ent-
sprechenden ¢, berechnen. Im Kuppelscheitel ist ¢ = 0, womit

e L

n=rr—k'=ry— 5 9
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1
in der Grenzfuge dagegen, fiir welche ¥ = 60°, cos ¥ = 9

ol S 1 gl
W=y 5 0.

Meridianschnitt unterhalb der Grenzfuge. Unterhalb der
Grenzfuge wird der Kuppelsektor wieder wie ein freistehender
Mauerkorper behandelt, der in C' (Fig. 10) von der Normalkraft
S'd ¢ angegriffen, in jeder normal zur Mittellinie gelegenen Lager-

fuge die gleichférmige Pressung o =k’ = r27 zeigen soll.
5
>
) AR = SRR r

Fig. 11,

Zuniichst wiire die Mittellinie festzusetzen.
Fiir eine belichige, unter dem Winkel v gegen die vertikale
Kuppelaxe geneigte Lagerfuge, fir welche das Gewicht des iiber

ihr befindlichen Theils des Kuppelsektors = Q .d¢ und der Hori-
zontalschub = H.d¢, erhiilt man:

Q=H.tgy=H.u

Dieser Horizontalschub H ist fiir den unter der Grenzfuge

liegenden Theil des Kuppelsektors konstant, unabhingig von ¥,
weshalb

dQ=H.du.



Meridianschnitt unterhalb der Grenzfuge. 45

Aber
' NG dX
dQ=c.ds'.xy=cxy R
also
dx
Hdu X ¥ * gs‘a
‘Weiter hat man:
-= H und S —) N
) cos exX
womit
F — H -
o k'.cosy
und
o Hydx
S k'. cos?y
oder
LA SE o b rdx e ydx { i) =
du k COS,(,U kl l/’ k' ( t’b w)
ydx :
_"7_' —(1 +u )7
daraus
7 du Xy
'k'dx=ﬁﬁ7 und k' -x=aretgu-+C.

Fiir x = x’ wird u=tg v/ und arc tgu =1/, man hat daher
]t, '=y' +C,  woraus c=-"1 i{*—
Damit ergiebt sich:

und
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Mit%— ]’;, (x —x)—¢' ={ wird

—{,«dx=di‘; dx.=—§---d£‘; gl == cotg {;
k' .
dy=cotg{.dx=— >3 -cotg {.d{:
y=— —l;—.s'cotgt.dt= — ;:-lognatsint—}-};-- log nat ()
unter C' die Integrationskonstante verstanden.
K’ g ol | C
y= T log nat T s log nat

r YRR
cos -+ (x —x') +
[k Ao

Zur Bestimmung von C' hat man:

Fiir x=x" wird y=1y". Dies giebt:
o X a9 40
y = % log nat erod

womit man erhiilt:

y— y' =] E— log nat ___cos_ !!'._ ('24)
4 cosll,-(x'—x)—f-w'
| k
Oben hatten wir
-t )L - 4N ’ l' o
n_th kr (‘( x)+wl1
es war aber
u=1gy, also i:’ (x —— x') -+ l,!l' =Y.
Damit wird:
gty o cos Y
e e log nat o R (24a)

Im vorliegenden Falle ist ¢/ = 60° = 7?:- und daher cosy’' = 12

'

1
— v = -— log nat
bt feadeuil,

(24b)

|

X e
2 cos K (x x)+3|



Meridianschnitt unterhalb der Grenzfuge. 47

oder auch, da k'=£2r— :
y—y= = log nat AL A
2 9 cos ] 2X—X)

A & REWM————. .. . 5eie)

Jetzt handelt es sich noch darum, fiir beliebige Punkte dieser
Mittellinie die entsprechenden Werthe der Gewdlbstirke ¢ zu be-
rechnen.

Die Gewolbstirke ¢’ bei der Grenzfuge ist, wie wir oben ge-
sehen:

il B 84 B B 4 B

(1-+4cosy')? (1_*_;’ 9

und demgemiiss die Normalkraft S dieser Fuge
Bl MU KRR )
S——c-.\-k—gB x5
Der konstante Horizontalschub H in dem unterhalb der
Grenzfuge gelegenen Theil des Kuppelgewdlbes ist
, I T 3. 4
H—S.cosx/f—~2——— 9 .

somit ergiebt sich fiir die Normalkraft S einer beliebigen Fuge

o BT TBx
T cosy  9.cosy

Es soll aber sein:
S g S 28
— =k, i e * R sirer gt
X X. X.ry
Man hat daher:
_2 BX
=9 xcosy

(25)

Bei Betrachtung des iiber der Grenzfuge gelegenen Theils des
Kuppelsektors fanden wir fiir die Scheitelstirke e,
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cﬂ=—?v, womit B=4g¢,
und

8 e x’ 8 x' 1
0 L. . SR P NN
.9 X €os U » < e {ﬁx —_xl_'_w,} )

c=

i T .
wobei ' = g 2 setzen.

Nimmt man jetzt ¢, an, so ist bei gegebenem r das ganze
Kuppelgewdlbe festgesetzt.

Beispiel der Berechnung eines Kuppelgewilbes von durch-
gehends konstanter Lagerfugenpressung. Tafel III. Es handle
sich um die Bestimmung des Meridianschnittes eines solchen Kuppel-
gewdlbes, bei welchem der Horizontalabstand des unteren End-
punktes C" der Mittellinie von der Kuppelaxe = 8 m; die Hohe
des oberen Endpunktes C; iiber der Horizontalen durch C" = 10 m:
7 = 1600 kg und k = 8kg pro qem sei (k die fiir gewohnlich
angenommene zulissige Inanspruchnahme der Mauerwerksart, aus
welcher das Gewdlbe besteht; k' die konstante Lagerfugenpressung).

Nach dem oben Auseinandergesetzten ist die Mittellinie des
gesuchten Meridianschnittes vom Kuppelscheitel bis zu der unter
einem Winkel ¢'= 60° gegen die vertikale Kuppelaxe geneigten
Grenzfuge ein Kreisbogen, und tangentiell daran anschliessend eine
Linie, ausgedriickt durch die Gleichung

y—y = % log nat (s. Gleichung 24),

in welcher Gleichung x und y die laufenden Koordinaten, r der
Halbmesser des oben erwithnten Kreisbogens,

w’:-g—; X =r8in Y y'=r(1 =008 w')-

Die Mittellinie des Kuppelsektors hat durch die gegebenen
Punkte C, und C" (Fig. 2 Tafel IIT) zu gehen. Es fragt sich nun,
wie gross wird damit r?

Nimmt man C, als Koordinatenursprung an, so sind die
Koordinaten des Punktes (" x=8m und y=10m; diese Ko-



Beispiel der Berechnung eines Kuppelgewolbes ete.
g pelg

ordinaten miissen die soeben angefiihrte Gleichung der Mittellinie
unterhalb der Grenzfuge befriedigen. Man hat demgemiiss:
10 —r (1 —cos ¢) = ; log nat 9 e l?éﬁa-w_’) ' :
2 cos | — 4y
| ’ |

Aus dieser transcendenten Gleichung kinnte r in bekannter
Weise angeniihert berechnet werden. Statt dessen wird r einfacher
konstruirt, wie auf Tafel III angegeben ist.

In Fig. 1 Tafel IIT wurde mit dem zuniichst beliebig = 8 m
gewiihlten Halbmesser v der Kreisbogen €, €' beschrieben (Centri-
winkel ' = 60°) und daran anschliessend, der Kurvengleichung (24a)
gemiiss, die Linie €' " konstruirt. Mit der Linie €, €'€" ist nun
iberhaupt die Mittellinie eines Kuppelgewdlbes von durchgehends
konstanter Lagerfugenpressung bestimmt, indem die fiir verschiedene
Halbmesser r festgesetzten Linien €, €" alle einander #hnlich sind.

Um jetzt das r fiir die durch die Punkte C, und C" gehende
Mittellinie zu erhalten, wurde in Fig. 1 Tafel III C,C" gezogen
und verliingert bis zum Schnitt €" mit der Linie €, ", hierauf €"J
horizontal gezeichnet. Man hat nun wegen der Aehnlichkeit der
Mittellinien :

AT |
il SR i Ty

Nachdem sodann } & = r abgetragen war, ergab'sich r=TK
= T7,36 m und damit in Fig. 2 zuniichst der kreisfsrmige Theil C,C’
der Mittellinie, hierauf mit Hilfe der Gleichung (24a) auch das
Stiick (' C”. Nun musste noch die Gewdlbstirke ¢ an den ver-
schiedenen Stellen der Mittellinie angegeben werden.

Fiir die Gewdlbstirke vom Kuppelscheitel bis zu der Grenz-
fuge ist maassgebend Gleichung (22a), nimlich
X YO
T
worin ¢, die Geewolbstirke im Scheitel der Kuppel, und fiir die
Gewolbstirke von der Grenzfuge bis zum Widerlager die
Gleichung (25a)

" ,:
7 woraus r=(C"I)- & 8 :

¢

8x' !

cl)"gx

c=

Autenrieth, Kuppelgewdlbe. 1
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Mit ¢, wiire also der ganze Meridianschnitt bestimmt. Wie
gross soll aber vorliegenden Falles ¢, genommen werden?

Man hat eben wieder auf der mittleren Kuppelfliche des Ge-
wilbes die gleichfsrmige Ergiinzungsbelastung p pro Flicheneinheit
anzubringen und zu verlangen, dass mit dieser die grosste vor-
kommende Lagerfuogenpressung gleich der zuldssigen Inanspruch-
nahme k der Mauerwerksart sei, aus welcher das Kuppelgewolbe
besteht. Nimmt man aber diese Ergiinzungsbelastung an, so riickt
in Folge derselben die Grenzfuge, welche zuvor mit der Kuppelaxe
einen Winkel von 60° bildete, weiter hinauf und zwar wird die-
selbe, da p viel grosser als die wirkliche Belastung ¢y, nahezu
wieder die gleiche Lage -einnehmen, wie im Kuppelgewdlbe von
konstanter Stirke, d.h. sie wird mit der vertikalen Kuppelaxe
nahezu einen Winkel von 51°50" bilden. Unter Beriicksichtigung
dieser Bemerkungen wurde nun bei dem vorliegenden Beispiel die
Gewdlbstirke ¢, fir die unter einem Winkel von 51° 50" gegen
die Kuppelaxe geneigte Lagerfuge D, E, (Fig.2 Tafel III) aus
Gleichung (19) berechnet, welche lieferte:
3000 (7,36 + 1,5)

* = "80000 — ’0,6’2’.‘7,36’ 1000 oo
Zwischen ¢, und ¢, besteht aber nach Gleichung (22a) die
Beziehung
- 4o
11+ cos (51°50) |*’
woraus mit ¢, = 0,36 sich ergiebt:
¢y = 0,24 m.

Mit diesem ¢, konnten jetzt mittels der oben angegebenen
Gleichungen fiir beliebige Lagerfugen die Gewdlbstirken ¢ be-
rechnet werden; die gefundenen Werthe von ¢ wurden alsdann
normal zur Mittellinie zur Halfte nach innen, zur Hilfte nach
aussen abgetragen, wodurch der gesuchte Meridianschnitt fest-
gesetzt war.

In dem so bestimmten Kuppelgewilbe geht die giinstigste
Lagerfugenstiitzlinie durch simmtliche Fugenmitten hindureh, in
allen Lagerfugen herrscht eine und dieselbe Pressung

ry _ 7,36.1600

k' =- 5 - 5888 kg pro qm = 0,6 kg pro qem.

c|=
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Desgleichen sind die Stossfugen vom Kuppelscheitel bis zur
Grenzfuge gleichmiissig gepresst; dabei ist die grisste, im Scheitel
der Kuppel auftretende Stossfugenpressung ebenfalls = k' = 0,6 kg
pro qem.

Kuppelgewilbe von durchgehends konstanter Lagerfugen-
pressung und von konstanter Stiirke. Bei den vorstehend be-
trachteten Kuppelgewtlben war die Mittellinie des iiber der Grenz-
fuge gelegenen Theils des Kuppelsektors kreisférmig angenommen,
wobei sich fiir konstante Lagerfugenpressung eine verinderliche
Gewdslbstirke ergab. Nun kann man sich aber auch die Aufgabe
stellen, diejenige Form der Mittellinie zu bestimmen, bei welcher
die Gewdlbstirke konstant bleiben kann.

Unter Benutzung der seitherigen Bezeichnungen und besonders
derjenigen der Textfiguren 6 und 5 hat man:

dQ=c.ds:xy
und
'Q-zs_—_cxk'; Q=ck'xsin¢',
sin .
woraus

dQ=ck' (xcospdy—+siny.dx).

Es ist somit:
ds.x.7=k (xcospwdy +siny.dx)

oder, da dx=ds. cos 1,
e ST R LR
k,-—cos 1/} Tox =% -

Dies die Differentialgleichung der gesuchten Mittellinie. Wir
wollen indessen die Sache hier nicht weiter verfolgen, aber im
niichsten Kapitel, in welchem flache Kuppelgewilbe odex" soge-
nannte Kappengewdolbe betrachtet werden sollen, an geeigneter

Stelle darauf zuriickkommen.

4.



VI. Kapitel.

Die zweckmiissigste Form von Kappengewilben.

Das parabolische Kappengewilbe. Im Falle eines flachen
Kuppelgewdlbes von konstanter Stirke, bei welchem das Eigen-
gewicht als gleichmissig vertheilt iiber die Horizontalprojektion
angenommen werden darf, hat Schwedler in seiner schon Ein-
gangs erwiithnten Abhandlung iber Kuppelgewdlbe nachgewiesen,
dass sowohl die Lagerfugenpressungen, als auch die Stossfugen-
pressungen konstant sind, wenn die Mittellinie des Meridianschnittes
eine Parabel ist, deren Axe mit der Kuppelaxe zusammenfiillt.

Dies zeigt sich auch im Anschluss an unsere seitherigen Be-
trachtungen und mit Benutzung unserer Bezeichnungen, wie folgt.

Es ist dQ=c.ds'.xy oder bei flacher Mittellinie ange-
nithert dQ =c¢.dx.x.y, woraus

- cyx?

)= .

! 2
Ferner hat man

v gt

sinw—c'\'k’

wobei k' die konstante Fugenpressung, oder da i der Voraus-
setzung nach klein,

QW=cx.k',
tgy
somit
crx’ :
J: -=cxk'.tgy

2
oder



Das parabolische Kappengewdlbe. H3

A EEREL D
)7k_'_tbw_ a2
integrirt:
— 7 2
LTS PR

Dies die Gleichung der Mittellinie; letztere also eine Parabel.
Zur Berechnung der mittleren Stossfugenpressung z setzen wir
nach Friiherem:

Es ist aber

i dy
Q=H.tgy=H -~
oder
cyx? B 1L
S ot vakeh g

woraus H=c.k'. x; 31\1 =ck' und damit ¢, =Kk’

Wie wir gesehen haben, ist in praktischen Fiillen bei Kuppel-
gewolben k' verhiiltnissmiissig klein. Nehmen wir nun beispiels-
weise k'=1,6kg pro qem an, so ergiebt sich als Gleichung der
parabolischen Mittellinie mit y == 1600 kg 1

1
oyl
ferner
dy.. X

Y=Tx = 20

und als Kriimmungshalbmesser im Scheitel:

2K %m.

0 = y

Wiire dagegen k' nur halb so gross gewesen, = 0,8, wiirde
man erhalten haben g,= 10m; also: je grosser der Kriimmungs-
halbmesser, um so grosser die Inanspruchnahme.

Handelt es sich um ein Kappengewdilbe von einer Weite der
Mittellinie == 20 m, bei welchem k' konstant = 1,6 kg pro qem
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sein soll, dann hiitte man als Gleichung der Mittellinie wieder
—
T="90

und als Pfeilhthe h = 2,5 m.

Es fragt sich nun, ob dieses Gewdlbe flach genug ist, um
eine parabolische Mittellinie als gerechtfertigt erscheinen zu
lassen.

Unter Annahme eines Kuppelsektors vom Ausschnittwinkel dg
und der Gewdlbstirke ¢ ergiebt sich der gesammte Normaldruck

Sdg einer unter dem Winkel 1 gegen die Kuppelaxe geneigten
Lagerfuge

xﬂ

Sdg=c.xdg.q_; S=c¢xg,,

worin o, die Lagerfugenpressung. Es ist aber

Sdg.siny=Qdg = S c.ds.xd(p.y:crdq’S ds.x
0 0

oder
X -—77'”»9
cy xdx"/1+‘x)=
) %

S.Sinw=crgxdx‘l/1+(.d..y.)’
. dx
V"dx 400+x'= ¢t |(4oo+x’)*—sooo|

|

Ferner
Slnt,'r__.—‘ ]— & e N —
Vi4c cotg’l/f V400+ x?

somit wird

X0, = 400 + x%)z —
= Y200+ 60 |( s o

6 =50 < (400 +xF —80001/4004_,(, ll

und  fir x=10m 0, = 1,9 kg pro qem,

fir x= 3m o, = 1,62 kg pro qem.
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Im vorliegenden Fall ginge also die parabolische Mittellinie
noch an; wenn aber die Pfeilhvhe eine grossere als 2,5 m gewesen
wiire, hiitte man die Parabelform nicht mehr als gerechtfertigt an-
sehen diirfen, vielmehr die Mittellinie besonders bestimmen miissen,
entsprechend dem am Schlusse des vorigen Kapitels Angefiihrten.

Kappengewdilbe von konstanter Stiirke und konstanter Lager-
fugenpressung. Anstatt von der oben angegebenen Differential-
gleichung der Mittellinie auszugehen, kann man auch die Mittel-
linie des Meridianschnittes angeniihert auf graphischem Wege fest-

setzen, wie folgt:

Fig. 12.

Ist C,, Fig. 12, der Punkt der Mittellinie, bis zu welchem mit
hinreichender Genauigkeit diese Linie als eine Parabel angenommen
werden kann; e die Horizontalneigung der Tangente an der Mittel-
linie im Punkte C,; a die Abscisse dieses Punktes; ¢ die konstante
Gewolbstiirke und k' die konstante Lagerfugenpressung; ferx'ler
Qd¢ das Gewicht des Stickes C,C, des Kuppelsektors, so ist,
wenn wieder y = 1600 kg und k' = 1,6 kg pro qem angenommen
wird, wie wir oben gesehen haben,

1

,_'-xﬂ_:A -x?

La¥
4 40

y =

die Gleichung der parabolischen Mittellinie.
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Q-dw=~-6-0 {(400+a’)i—8000}——crdq A.

Nunmehr fassen wir den Gewdlbstein C, C, ins Auge, fiir
welchen der Punkt C, sowie die Bogenlinge C,C,=s gegeben
und der Punkt C, gesucht ist. Triigt man auf der Tangente an

die Mittellinie in C, von C, nach unten C,1= ; ab, so kann

der Punkt I mit hinreichender Genaunigkeit als Schwerpunkt des
Steines C, C, angesehen werden, womit sich fiir das Gewicht qd¢
des letzteren nach der Guldin’schen Regel ergiebt

q.dg=s.xdg.cy.

Bezeichnet man den gesammten Normaldruck in der Lager-
foge Cy mit 8,.dg, so erhiillt man:

S;.dg=c.xdgk'
Jetzt erfordert das Gleichgewicht des Steines C, (',

S;.sinypy=Q—+q,
woraus folgt:

exk'.simy=cy(A+sxg)

A+s.ﬂxo :

iy L ey

Nimmt man nun fir x zuniichst den der Zeichnung ent-
nommenen Abstand des Punktes C, von der Kuppelaxe an, be-

rechnet damit aus der letzten Gleichung einen Nitherungswerth ¥/
fir v, zieht durch I unter der Horizontalneigung v/ die Strecke

I %, fillt von C," ein Loth auf die Kuppelaxe, dessen

Linge x” abgemessen wird, so erhilt man ans der Gleichung fiir
sin i, wenn man darin an Stelle von x den Werth x” setzt, den

Werth von @ und, da IC,= ;, , auch die Lage des Punktes Cy

mit hinreichender Genauigkeit.
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Nach dieser Methode wurde auf Tafel I in Figur 2 fiir
r=1600 kg und k'=16 kg pro qem die Mittellinie eines
Kuppelgewdlbes von durchgehends konstanter Lagerfugenpressung
und konstanter Stirke konstruirt.

Zweckmiissigste Form eines Kappengewilbes. Zum Ver-
gleich ist auf Tafel I in Fig. 2 auch die parabolische Mittellinie
eingezeichnet, bei welcher im Scheitel die Lagerfugenpressung
ebenfalls = 1,6 kg pro qem betragen wiirde. Damit ist man in
den Stand gesetzt, zu beurtheilen, in wie weit man als Mittellinie
eine Parabel annehmen kann. Die Gleichung dieser Parabel ist,
wie wir oben gesehen haben,

7 — ,Alf 7
Y =40

9
x*

ihr Kriimmungshalbmesser im Scheitel g, = 20 m. Bei einem kugel-
fliichigen Kuppelgewslbe vom mittleren Halbmesser r ist die Lager-

. : r r
fugenpressung im Scheitel = —-2!—. Setzt man nun -——2—7— =k

_oder r.800=16000, so wird r=20m=g,. Auch diese kreis-
formige Mittellinie ist in Fig. 2 Tafel I angedeutet.

Aus Fig. 2 Tafel I geht nun hervor, dass der Forderung
konstanter Lagerfugenpressung bei konstanter Gewolbstirke die
kreisformige Mittellinie besser entspricht als die parabolische,
dass es also zweckmiissig ist, einem Kappengewdlbe konstante
Stiirke und kugelflichige Leibung zu geben.



VII. Kapitel.

Das Kuppelgewilbe mit einer kreisformigen
Oeffnung im Scheitel.

Allgemeine Bemerkungen. Vielfach zeigen die Kuppelgewolbe
im Scheitel eine kreisformige Oeffnung, eingefasst von einem Stein-
kranze, welcher unter Umstiinden noch einen Laternenaufbau trigt.
Bei diesen Kuppelgewdlben pflegte man die Berechnung in ihn-
licher Weise zu bewerkstelligen, wie bei den Kuppeldiichern, indem
man den erwithnten Steinkranz als einen Druckring ansah, gegen
welchen sich die einzelnen Sektoren des Kuppelgewdlbes streben-
artig stemmen. Nahm man dann die Scheitelsffnung kleiner und
kleiner an bis zum vollstindigen Verschwinden, so kam man da-
mit unwillkiirlich zu dem Fall des geschlossenen Kuppelgewdlbes,
zerlegt in einzelne, gegenseitig auf einander nicht einwirkende, an
ihren oberen Enden von den bestrittenen Navier'schen Horizontal-
kriiften angegriffene Sektoren. Dass aber bei einem geschlossenen
Kuppelgewilbe die Verhiltnisse nicht derartig liegen konnen, wurde
schon mehrfach hervorgehoben. Eine Aufklirung der Sache ist
daher hiochst nothwendig.

Die Lage der Grenzfuge. Auf Tafel II ist ein geschlossenes
Kuppelgewtlbe von konstanter Stirke im oberen Theile dargestellt
und gezeigt, wie man fiir die verschiedenen Lagerfugen desselben
den Horizontalschub H.dg (d¢ Ausschnittwinkel des Kuppel-
sektors) bestimmen kann. Es wurden hierbei die nach der Guldin'-
schen Regel berechneten Gewichte der einzelnen Gewdlbsteine vom
Punkt O des Kriifteplans aus auf einer Vertikalen nach abwiirts
aufgetragen und durch die Theilpunkte dieser Kraftvertikalen
Parallelen gezogen mit den Tangenten an die Mittellinie des Meri-
dianschnittes in den betreffenden Fugenpunkten C. Die Durch-
schnittspunkte dieser Parallelen mit der Horizontalen durch den
Anfangspunkt O der Kraftvertikalen ergaben alsdann die gesuchten
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Werthe von H. So giebt beispielsweise die Strecke OV mit dg
multiplicirt den Horizontalschub Hydg der Lagerfuge D, E; des
Kuppelsektors an.

Wir finden nun, dass die Schnittpunkte der durch die Theil-
punkte der Kraftvertikalen gezogenen Strahlen mit der Horizontalen
durch O bis zur Lagerfuge (9,9) sich immer weiter von O ent-
fernen, von der Fuge (10,10) an aber sich wieder dem Punkte O
nithern, dass also der Horizontalschub H ein Maximum erreicht
fiir eine zwischen (9,9) und (10,10) gelegene Fuge, oder mit an-
deren Worten: die Grenzfuge befindet sich zwischen (9,9) und
(10,10). Die Grenzfuge entspricht dem iussersten Schnittpunkt P
der Strahlen mit der Horizontalen durch O.

Denkt man sich von dem Kuppelgewilbe die Ringschichten
am Scheitel bis zu einer bestimmten Lagerfuge, etwa bis zu (4,4)
herausgenommen, so kann das Gleichgewicht des Kuppelgewslbes
forthestehen, es ergeben sich nur andere Werthe fiir den Horizontal-
schub H und den Lagerdruck S der Fugen. Dies geht aus Fig. 1
Tafel IV hervor, woselbst das gleiche Kuppelgewilbe wie auf
Tafel IT in Betracht gezogen ist. Wihrend niimlich beim ge-
schlossenen Kuppelgewtlbe der Horizontalschub fiir die verschie-
denen Fugen durch die Schnittpunkte der Strahlen des Kriifte-
planes mit der Horizontalen durch den Punkt O festgesetzt ist,
erhilt man bei dem von (4,4) an offenen Gewdlbe diesen Hori-
zontalschub durch die Schnitttpunkte der Strahlen mit der Horizon-
talen durch den Punkt O,. .

Weiter ersehen wir aus dem Kriifteplan Fig. 1 Tafel IV, dass
beim geschlossenen Kuppelgewdlbe der Sehmittpunkt IX des
durch 9 gehenden Strahles mit der Horizontalen durch O in
grosserem Abstand von O sich befindet, als der Schnittpunkt X des
Strahles durch 10 mit der gleichen Horizontalen. Das Maximum
des Horizontalschubes H tritt daher fiir eine zwischen (9,9) und
(10,10) gelegene Fuge ein. Beim offenen Kuppelgewdlbe da-
gegen findet das Maximum des Horizontalschubes statt in einer
Fuge zwischen (10,10) und (11,11), da O,X, > O,IX,, aber
O0,XI, < 0,X,. Beim offenen Kuppelgewdlbe liegt also die
Grenzfuge tiefer als beim geschlossenen. ]

Nehmen wir jetzt die ,Randfliche® D, E; des offenen Kuppel-
gewolbes als Fuge zwischen dem eigentlichen Kuppelgewdlbe und
einem die Scheiteloffnung umsiumenden, belasteten Steinkranz an
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und in dieser sogenannten ,Randfuge“ den Druck normal zur Fuge
gerichtet und gleichmiissig vertheilt, wobei die Vertikalkomponente
G dg dieses Fugendruckes Randbelastung genannt werde, so
braucht man blos vom Punkt O,, dem nunmehrigen Ursprung auf
der Kraftvertikalen, die Kraftstrecke G- nach oben abzutragen und
durch den oberen Endpunkt von G eine Horizontale zu ziehen, um
durch die Schnittpunkte der Strahlen des Krifteplans mit dieser
Horizontalen wieder den Horizontalschub fiir die einzelnen Lager-
fugen zu erhalten. Wire die Randbelastung G d¢ gleich dem
Gewichte G,d ¢ desjenigen Theils des Kuppelsektors, welcher beim
geschlossenen Kuppelgewtlbe iiber der Fuge (4,4) sich befindet,
wiirde sich als Winkel der Grenzfuge mit der Kuppelaxe wieder
51" 50° ergeben.

Wird die Randbelastung noch mehr gesteigert, riickt auch die
Grenzfuge weiter herauf, bis sie schliesslich mit der Fuge (4,4)
zusammenfillt.

Die Grenzbelastung. Bei entsprechend grossen Randbe-
lastungen ist, wie eben bemerkt wurde, die Randfuge gleichzeitig
auch Grenzfuge. Die kleinste dieser Randbelastungen, bei welcher
das noch der Fall ist, bei welcher also fiir keine der Lagerfugen
des Kuppelsektors sich ein grisserer Horizontalschub ergiebt, als
der auf die Randfuge ausgeiibte, mioge Grenzbelastung genannt
und mit G’ bezeichnet werden.

Um diese Grenzbelastung G' zu erhalten, wollen wir die
Schnittpunkte P der Strahlen des Krifteplanes auf Tafel IV mit
dem der Randfuge (4,4) entsprechenden Strahl S, verfolgen. Diese
- Schnittpunkte entfernen sich zuniichst immer mehr von der Kraft-
vertikalen. Ist nun P’ der iusserste dieser Schnittpunkte und G’
der Durchschnitt der Horizontalen durch P’ mit der Kraftvertikalen,
dann giebt die Strecke O,G' die Grenzbelastung G’ an. Ist néim-
lich in der That dieses G' mal d¢ die Randbelastung des Kuppel-
sektors vom Ausschnittwinkel de¢, so zeigen die Schnittpunkte der
Strahlen des Krifteplanes mit der Horizontalen durch P’, dass im
Kuppelsektor von oben nach unten keine Zunahme des Horizontal-
schubes erfolgt und der auf die Randfuge ausgeiibte Horizontal-
schub der grosste ist. Wird die Randbelastung kleiner als G' an-
genommen, dann ist letzteres nicht der Fall, wohl aber tritt der

grosste Horizontalschub in der Randfuge auf, wenn die Rand-
belastung grosser als G
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Auf analytischem Wege kann die Grenzbelastung bestimmt
werden, wie folgt.

Ist qd¢ das Gewicht des Theils D,E;ED des Kuppelsektors
von der Randfuge D, E, bis zu einer beliebigen, unter dem Winkel 1
gegen die Kuppelaxe geneigten Lagerfuge
DE; Sdg¢ der Lagerfugendruck; g der
Winkel der Randfuge mit der Kuppelaxe,
dann ergiebt sich aus beistehender Text-
figur 13 fiir den Abstand PG des Durch-
schnittspunktes P des Strahls S mit dem
Strahl S; von der Kraftvertikalen

(PG) = (0,P) cos 8. Fig. 13,
Man hat aber
i —
(O:] P ) i S;?n((g:b)__ Z)) , also: (PG)= w._‘_l-_tg 3
wobei q abhiingig von . Das Maximum des Ausdruckes
IR
gy —tgp

liefert aber den grissten Abstand P'G’ der Durchschnittspunkte P
von der Kraftvertikalen. Es ergiebt sich daher, da die Grenz-
belastung G’ = (P'G") tg 8:

R MRS _
et = PR

Indessen ist es im Allgemeinen wohl einfacher, dicse Grenz-
belastung G' durch Zeichnung zu bestimmen, wie oben gezeigt
wurde, (Fig. 1 Tafel IV.)

Fiir das auf Tafel IV angenommene Kuppelgewdlbe, bei
welchem ¢ = 0,62; Bogen C;,C;=4m und damit g=22°20'8;
der lichte Halbmesser r, = 10 m ist, ergab sich G'= 13300 kg.

Verfahren zur Bestimmung des Meridianschnittes bei ge-
gebener Leibung und einer Randbelastung kleiner als die Grenz-
belastung. Um hierfiir die nothigen Anhaltspunkte zu erhalten,
mége man von dem auf Tafel IT behandelten Fall eines geschlossenen
kugelflichigen Kuppelgewilbes ausgehen. Bei diesem Gewdlbe sei
der vom Scheitel bis zur Lagerfuge (4,4) sich erstreckende Theil
herausgenommen und durch einen in (4,4) aufruhenden Steinkranz
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vom gleichen Gewicht ersetzt. Hierbei konnen die Stabilitiits-
verhiiltnisse des unterhalb der Fuge (4,4) gelegenen Theils des
Kuppelgewilbes, sowie die Lage der Grenzfuge als unveriindert
geblieben angenommen werden. Ist Godg bei dem vollen Kuppel-
gewdlbe das Gewicht des iiber der Fuge (4,4) befindlichen Theiles
des Kuppelsektors vom Ausschnittwinkel d¢, so wire nunmehr G,
die Randbelastung des betrachteten offenen Kuppelgewdlbes.
Dieses G, ergiebt sich beim Kuppelgewilbe auf Tafel II beziehungs-
weise Tafel IV G, = 6600 kg.

Wie wir in Kapitel IV gesehen haben, wird der Meridian-
schnitt des geschlossenen Kuppelgewdilbes in der Weise bestimmt,
dass man den iiber der Grenzfuge gelegenen Theil des Kuppel-
gewdlbes von konstanter Stirke annimmt, die mittlere Kuppel-
fliche mit der Ergiinzungsbelastung p pro Flicheneinheit versicht
und dann verlangt, dass sich unter Annahme des giinstigsten Stiitz-
liniensystems in der Grenzfuge ein Druck gleich der zulissigen
Inanspruchnahme k der betreffenden Mauerwerksart ergebe. Man
hat daher bei dem offenen Gewdilbe, wenn der gleiche Meridian-
schnitt unterhalb der Fuge (4,4). erzielt werden soll, zu der Rand-
belastung God ¢ des Kuppelsektors noch eine Randlast hinzuzu-
fiigen, entsprechend der beim vollen Kuppelgewslbe auf C,C, an-

gebrachten Ergiinzungsbelastung, d. h. beim kugelflichigen Kuppel-
gewdlbe die Last

Pdo=pr’(l —cosgf).dg,

wobei g der Winkel der Randfuge (4,4) mit der Kuppelaxe und r
der Halbmesser der kreisformigen Mittellinie des Kuppelsektors.

Demgemiiss wiirde man nunmehr, wenn der Meridianschnitt
eines offenen Kuppelgewslbes mit beliebiger, aber gegebener
Leibungsfliiche und mit gegebener Belastung des die Scheitelsffnung
einfassenden Steinkranzes zu bestimmen wiire, verfahren, wie folgt:

Man zeichnet die gegebene Leibungsfliche E,E' (siche Fig. 2
Tafel IV) auf, nimmt die konstante Gewdlbstirke ¢ vorliufig an,
zieht die Randfuge D, E, normal zur Leibungslinie, womit § be-
stimmt ist, zeichnet die Riicken- und die Mittellinie des Meridian-
schnittes auf, sowie eine Reihe von Lagerfugen D E, berechnet die
Gewichte q.d¢ der einzelnen Steine des Kuppelsektors vom Aus-
sehnittwinkel d ¢ nach der Guldin'schen Regel, trigt vom Punkte Oy
(Fig. 1 Tafel 1V) der Kraftvertikalen aus nach oben die gegebene
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Randbelastung G und nach unten die berechneten Gewichte q ab,
zieht durch den Punkt G der Kraftvertikalen eine Horizontale und
durch die Theilpunkte Oy, O;, Og . . . der Kraftvertikalen Parallelen
mit den Tangenten in den Punkten C,, C;, C;... der Mittellinie
des Meridianschnittes. Entfernen sich nun die Schnittpunkte dieser
Parallelen mit der Horizontalen durch G vom letzteren Punkte, so
ist daraus zu schliessen, dass die gegebene Randbelastung G kleiner
als die Grenzbelastung G’ ist. Ist dies der Fall, was hier ange-
nommen werden soll, dann konstruirt man wie frither die Linie
der H, setzt mit Hiilfe dieser die Grenzfuge D'E' fest (siche auch
Tafel IT), misst den letzterer Fuge entsprechenden, bis zur Hori-
zontalen durch G sich erstreckenden Strahl §' ab, womit man den
auf die Grenzfuge ausgeiibten Normaldruck ' erhiilt. Zu diesem S'
wiire jedoch noch der von der Ergiinzungsbelastung herriihrende
Betrag hinzuzufiigen. Um diese Ergiinzungsbelastung zu erhalten,
hat man die Mittellinie C' C, des Meridianschnittes bis zur Kuppel-
axe zu verlingern, wobei man als Fortsetzung von C'C; einen in
C, tangentiell sich anschliessenden Kreishogen mit horizontaler
Tangente in C,, also einen Kreishogen vom Halbmesser

LT
sin 8

annehmen kann, unter a den Abstand des Mittelpunktes der Rand-
fuge von der Kuppelaxe verstanden. Hierauf ist die ganze Mittel-
linie C'C,C, um die Kuppelaxe zu drehen und die so entstandene
Umdrehungsfliche mit p pro Flicheneinheit zu belasten, wobei

fir dieses p wie friiher

p = 4800 (1 + };3)

gesetzt und r= L ] genommen werden mag.
sin
Bei konstanter Gewdlbstirke ¢ ist das Gewicht Q' d¢ des

Theils ' ¢, des Kuppelsektors gleich der "mittleren, durch die
Mittellinie ('C, bestimmten Kugelfliche maltiplicirt mit ¢y,
withrend die auf diese Fliche kommende Ergiinzungsbelastung
= Fliche mal p ist. Danach ergiebt sich diese Erginzungs-

belastung = Q' - d ¢ - cpr
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Die Belastung der Umdrehungsfliche (!, C; mit p ergiebt da-
gegen

Podg =7pr*’(l —cosp).dg=p- (l—cosﬂ) dg.

sm’ﬁ

Nimmt man jetzt die Gesammtbelastung an (Randbelastung,
Eigengewicht und Erginzungsbelastung), so erhiilt man fir die
Vertikalkomponente des auf die Grenzfuge ausgeiibten Normal-
druckes '

Ssiny =G+Q (1 i3 ‘cpr ) + P,

Daraus findet sich 8" und schliesslich die gleichmiissige Pressung
o, der Grenzfuge

Bde . 0,

=" sx'.dg¢ cX

Dieses ¢, muss alsdann bei richtig angenommener Gewolb-
stiirke ¢ sich vlelch der fiir gewohnlich als zuliissig angenommenen
Inanspruchnahme k der Mauerwerksart ergeben, aus welcher das
Kuppelgewdlbe besteht. Beziiglich des unterhalb der Grenzfuge
D' E' gelegenen Theils des Meridianschnittes ist zu bemerken, dass
derselbe wie bei dem auf Tafel IT behandelten Fall festgesetzt wird.

Beleuchtung des Navier’schen Verfahrens. Wie Eingangs
erwiihnt wurde, nimmt Navier bei Kuppelgewtlben mit Scheitel-
offnungen, welche durch einen besonderen horizontalen Steinring
eingefasst sind, an, dass dieser Steinring von den einzelnen Kuppel-
sektoren gestiitzt werde, ohne dass diese Sektoren in ihren Stoss-
fugen aufeinander einwirken. Diese Annahme ist an und fiir sich
nicht widersinnig, muss aber niiher beleuchtet werden.

Zu diesem Zwecke wollen wir den auf Tafel IV Fig. 2 ange-
deuteten Fall eines offenen Kuppelgewslbes mit kugelflichiger
Leibung (Halbmesser = 10 m, Gewsdlbstirke ¢ = 0,52 m, 7 =
1600 kg, g = 22°20' 8") wieder in's Auge fassen und annehmen,
dass die gegebene Randbelastung G = G, = 6600 kg sei, wobei
G.dg=06600.d¢ das Gewicht des Theils D, E, E,D, des Kuppel-
sektors beim geschlossenen Kuppelgewdlbe.

Unter Zugrundelegung des bis zur Grenzfuge mit der Mittel-
linie zusammenfallenden Stiitzliniensystems, d. h. des giinstigsten
Stiitzliniensystems, ergiebt sich fiir das offene Kuppelgewdlbe der
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gleiche Meridianschnitt, wie fiir das geschlossene von der Lager-
fage D, Fy an, da bei ersterem der auf die Randfuge ausgeiibte
Druck iibereinstimmt mit dem in der Lagerfuge D, E, des ge-
schlossenen Gewdlbes stattfindenden Druck. Desgleichen hat die
Grenzfuge I’ E' in beiden Kuppelgewslben dieselbe Lage (¢ =
51'50'). Nicht minder ist die Stabilitit in beiden Fillen die
gleiche. Fiir das geschlossene, auf Tafel II angegebene Kuppel-
gewtlbe ist aber die Stabilitit nach den fritheren Auseinander-
setzungen eine geniigende, deshalb muss dies auch beim offenen
und mit der obigen Randbelastung G, versehenen Kuppelgewdlbe
auf Tafel IV Fig. 2 der Fall sein. Nimmt man aber nach Navier
an, dass von der Randfuge abwiirts die Stossfugendriicke bei den
einzelnen Steinen des betrachteten Kuppelsektors = O seien, wo-
durch beim Stiitzliniensystem nur die Lagerfugenstiitzlinie zur
Geltung kommt, so zeigt es sich, dass diese Stiitzlinie, welche auf
Tafel IV Fig. 2 in bekannter Weise konstruirt und mit C, M be-
zeichnet ist, sehr bald den Meridianschnitt verlisst. Damit wiire
nun angedeutet, dass das vorliegende Kuppelgewslbe sich nicht
im Gleichgewicht befindet, und doch ist auf anderem Wege fiir
dasselbe hinreichende Stabilitit nachgewiesen. Man darf also,
wenn auch nach Navier bei einem Kuppelgewolbe kein Gleich-
gewicht vorhanden, daraus nicht ohne Weiteres auf wirklich
fehlende Stabilitit schliessen. Wihrend wir das giinstigste
Stiitzliniensystem unseren Berechnungen zu Grunde legen, setat
eben Navier ein anderes Stiitzliniensystem voraus. Bei Annahme
des ersteren ist das vorliegende Kuppelgewdlbe im Gleichgewicht,
bei Annahme des Navier'schen findet Gleichgewicht nicht statt.
So kann aber auch bei einem thatsiichlich im Gleichgewicht be-
findlichen Tonnengewdilbe, fiir welches die giinstigste Stiitzlinie
geniigende Stabilitit nachweist, eine andere konstruirte Stiitzlinie
aus ‘dem Gewdlbe heraustreten und damit fehlendes Gleichgewicht
anzeigen,

Nach Navier wiire also das vorliegende Kuppelgewilbe mit
der Randbelastung G = 6600 kg nicht im Gleichgewicht, es kime
aber auch nicht in’s Gleichgewicht, wenn man die Gewdlbstirke
vergriosserte. Nur durch Vergrésserung der Randbelastung kionnte
man die Stiitzlinie in das Gewolbe hineinbringen. Darauf beruht
denn auch die alte Ansicht, dass fir Kuppeln schwere Laternen-
aufbaunten unter Umstinden eine statische Nothwendigkeit seien.

Autenrieth, Kuppelgewdlbe. D
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Verfahren zur Bestimmung des Meridianschnittes bei ge-
gebener Leibung und einer Randbelastung grisser als die Grenz-
belastung. In Fig. 1 Tafel V ist ein Kuppelgewslbe von kugel-
flichiger Leibung angenommen, bei welchem, wie in Fig. 2 Tafel IV,
der lichte Halbmesser r, = 10 m und der Winkel g der Randfuge
mit der Kuppelaxe wieder = 22° 20’ 8", aber die Randbelastung
G = 20000 kg betrigt.

Zuniichst handelt es sich darum, die Gewtlbstirke ¢, in der
Randfuge D, E, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke werden wir,
entsprechend dem seither befolgten Grundsatz, fir die Randfuge
die giinstigste Beanspruchung, d. h. gleichmissig vertheilten Druck
annehmen, dafiir aber zu der gegebenen Randbelastung G noch
eine gewisse Erginzungsbelastung P hinzufiigen, damit den speci-
fischen Druck ¢, in der Randfuge berechnen und sodann ver-
langen, dass letzterer = k sei, d. h. gleich der fiir gewdshnlich zu-
lissigen Inanspruchnahme der betreffenden Mauerwerksart. Um
nun die Ergiinzungshelastung P zu erhalten, hiitte man die normal
zur gegebenen Leibungsfliche gerichtete Randfuge D, E; bis zum
Schnitt ', mit der Kuppelaxe zu verlingern, aus diesem Punkt I,
mit dem Halbmesser r = F,C, den Kreishogen C,(, zu beschreiben
und den Bogen C,C; um die Kuppelaxe zu drehen, wodurch die
die Ergiinzungsbelastung p (pro Flicheneinheit) tragende Kuppel-
fliche entsteht. Auf den betrachteten Kuppelsektor vom Ausschnitt-
winkel dg kime alsdann die Ergiinzangsbelastung

pri(l —cosg)dy,

wobei

p=4800(1+ 1;")—

Da man jedoch den Punkt C;, noch nicht hat, also aueh
nicht kennt, wird man fiir r den Niherungswerth r, = F, E, setzen.

Somit wire zu der gegebenen Randbelastung G noch hinzu-
zufiigen die Erginzungsbelastung

P=pr?(1 —cosp).
Dadurch wird der gesammte, auf die Randfuge ansgeiibte Druck
WL g G - P
sinfg |

und die gleichfsrmige Pressung ¢, der Randfuge

af i s, < ¢
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unter ¢, die Gewdolbstirke bei der Randfuge verstanden. Es soll
aber ¢, =k sein. Damit erhilt man

Beim vorliegenden Kuppelgewdlbe wird, wenn man r zuniichst
= E, F, = 10 m annimmt,
1,6

P = 4800 (1 L 41-0;) .10*. 0,075 = 41400 kg,

§ — 61400 61400 = 0,581,

T sing ' “7T80000.10. sin®g

Mit diesem Werth von ¢, ergiebt sich die thatsiichliche Pressung
k' der Randfuge

Ritia G S AL LU AT S 25440 kg pro qm

" sinf.c.rsinf  0,53.10,27.sin’g

oder
k'=2,5 kg pro qem.

Jetzt hiitte man zu untersuchen, ob die gegebene Randbe-
lastung G in der That grosser als die Grenzbelastung G' ist. Zu
dem Ende nimmt man unterhalb der Randfuge die-Gewdolbstirke
zuniichst konstant an und sieht nach, ob der auf die Lagerfugen
ausgeiibte Horizontalschub H nach unten zunimmt. Ist dies nicht
der Fall, dann ist auch die Randbelastung G nicht kleiner als die
Grenzbelastung G’ und treten Stossfugenpressungen unterhalb der
Randfuge nicht auf. So findet sich bei G = 20000 kg und ¢ =
0583 m G>G. Wollte man nun die Gewdolbstirke konstant
= 0,53 m anordnen, so wiirde die Lagerfugenstiitzlinie immer
mehr von der Mittellinie des Meridianschnittes nach aussen ab-
weichen und schliesslich letzteren am Gewdilberiicken verlassen.
Das zeigt die fir das Kuppelgewilbe in Fig. 2 Tafel IV mit
G = 20000 kg konstruirte Stiitzlinie C, N. Man kann aber, wenn
die Stiitzlinie von der Mittellinie nach aussen abweicht, dieselbe in

=

9
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den Meridianschnitt zuriickbringen, wenn man die Gewdlbstirke
von oben nach unten entsprechend zunehmen lisst.

Das vorliegende Kuppelgewilbe verhiilt sich jetzt genau so,
wie iiberhaupt ein Kuppelgewtlbe unterhalb der Grenzfuge. Man
wird daher den Meridianschnitt so festsetzen, wie es bei dem auf
Tafel II behandelten Kuppelgewdlbe fiir den Theil D'E E" D" ge-
schehen ist, d. h. man bestimmt bei den normal zur Leibung ein-
gezeichneten Lagerfugen die Gewdlbstirke auf Grund der Be-
dingung, dass in jeder Lagerfuge die grosste Pressung gleich der
in der-Randfuge herrschenden werde. In Fig. 1 Tafel V ist auf
diese Weise der Meridianschnitt bestimmt worden. Hier sehen wir
aber, dass fiir die gegebene Randbelastung G = 20000 kg die
gewiihlte Leibungsfliiche keineswegs von giinstiger Form ist, da
der Meridianschnitt in diesem Falle sehr stark wird.



VIII. Kapitel.

Rationelle Formen von Kuppelgewilben
mit Oeffnungen im Scheitel, bei welchen die Rand-
belastung grisser ist als die Grenzbelastung.

Meridianschnitt von durchgehends konstanter Lagerfugen-
pressung. Wir wollen die Endpunkte C, und C” der Mittellinie
des Meridianschnittes Fig. 1 Tafel V als Endpunkte der Mittellinie
und damit vorliegenden Falles auch als Endpunkte der Stiitzlinie
des Kuppelsektors beibehalten und wie bei dem in Fig. 1 Tafel V
behandelten Kuppelgewdlbe die Randbelastung G = 20000 kg,
sowie die konstante Fugenpressung k' = 2,5 kg pro qem annehmen.

————— ) —————

+y

Fig. 14.

Um zuniichst die Mittellinie des gesuchten Meridianschnittes

zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (24) aus, welche lautet:
A y cos U
S oo log nat - Ay

; )+ ol
cos —+ (x—x)+ vy
3 !
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Indem wir den Ursprung des Koordinatensystems in A Fig, 14
annchmen und die Bezeichnungen dieser Figur einfiihren, geht
obige Gleichung iiber in:

In dieser Gleichung sind x und y die laufenden Koordinaten
der gesuchten Mittellinie, a, k', y gegebene Grossen, wogegen der
Winkel g8 der Randfuge mit der Kuppelaxe nicht bekannt ist.
Zur Bestimmung desselben benutzt man die Bedingung, dass die
Mittellinie auch durch den gegebenen Punkt C" hindurchzugehen
hat, d. h. dass fiir x=b y=h sein muss. Dies giebt:

e L g et
L cos {1: (b—a)+p I

oder

h
X cos 3

cos{~f,—(b—a)+ﬂl o

Bezeichnet man

by
e* =" —r~(b—a)=

so wird:

cos f§ cos 1

ey cos(d+ﬂ)=cosdcosp-—sindsinﬂ

=_(5;d”—7sin'd.tgﬁ 4
woraus
At cetlis 2
tg = cotg d e T e A (28)
Damit ist der Winkel # bestimmt. Kennt man aber diesen
Winkel, so liefert Gleichung (27) die gesuchte Mittellinie des
Kuppelsektors.

Zur Bestimmung der Gewdlbstirke ¢ in einem beliebigen
Punkt x, y der Mittellinie bemerken wir, dass vorliegenden Falls
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der Horizontalschub H fiir alle Lagerfugen ein und derselbe ist.
In der Randfuge hat man aber:

H = G cotg g,
somit ist der Druck S, welcher auf eine beliebige Lagerfuge aus-
geiibt wird,

g — G cotg 8
- cosw

und die Pressung o, der unter dem Winkel v gegen die Kuppel-

axe geneigten Lagerfuge:
AR i,

g = —==

= ¢ X cosyY.c.x

Die Pressung o, soll aber konstant = k' sein, man hat daher:

_ Geotgh
I o e Y

cosy.cx

'

woraus
G cotg B
o A S PTG e, (29)

Indem man setzt: G =20000 kg; y = 1600 kg; k'=2,5 kg pro
qem; a==394m; b= 10,83 m; h=9,5m, liefern die Gleichungen
den in Fig, 2 auf Tafel V aufgezeichneten Meridianschnitt. Bei
diesem ist die Gewdlbstiirke in der Randfuge, niimlich ¢, = 0,29 m,
am grissten. Von hier an nimmt sie nach unten langsam ab und
schliesslich wieder etwas zu.

Vergleicht man den Meridianschnitt in Fig. 2 mit dem in
Fig. 1 Tafel V angegebenen, so fillt zunichst der grosse Unter-
schied im Flicheninhalt auf. Man sieht -eben hier wieder deutlich,
wie sehr die Randbelastung die Kuppelform bedingt.

Zur Ausfiihrung diirfte sich aber der Meridianschnitt Fig. 2
Tafel V' weniger eignen, da die Form eines derartigen Kuppel-
gewdlbes in iisthetischer Beziehung zu wiinschen iibrig lisst und
dem isthetischen Moment bei Kuppelgewslben, welche vorzugs-
weise bei Monumentalbauten zur Verwendung kommen, doch be-
sonders Rechnung zu tragen ist, Aber auch vom rein technischen
Gesichtspunkt aus zeigt sich eine Modifikation des Meridian-
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schnittes als wiinschenswerth: Es ist die abnehmende Gewolb-
stirke, welche der Praktiker zu vermeiden suchen wird.

Wiirde man nun in Fig. 2 Tafel V die Gewolbstirke einfach
konstant annehmen und zwar = ¢,, so erhielte man eine Stiitz-
linie, welche mit der Mittellinie nicht zusammenfillt und unter
Umstiinden eine zu grosse Inanspruchnahme liefert.

Bestimmung des Meridianschnittes eines mit einer’'gegebenen
Randbelastung versehenen offenen Kuppelgewilbes, bei welchem
die Stiirke konstant und die Pressung in jeder Lagerfuge eine
gleichférmige ist. Wir betrachten ein durch zwei Lagerfugen
begrenztes Element des Kuppelgewtlbes, dessen Gewicht = dQ.
Fiir letzteres ergiebt sich unter Benutzung der seitherigen Be-
zeichnungen:

R A T o g
(1Q=c.ds.x.r=cyxdx]/1+(3;) =crxdx]/l+u"'.

Andererseits hat man:
Q=H.tgy=Hu und damit dQ=H.du (H konstant).

Dies giebt:

s du ey
H.du—cyxd ]/1 . L SR SR .
du=cyxdx]1+ u?; e i xdx

Integrirt:

log nat (u+]/1+uﬂ)= - 4 Jx3 40

2H
oder
Yot oF g1 er
n—i—‘/l—f—us:cc-em =B.e'" |
wobei B die Integrationskonstante.
Aus dieser Gleichung folgt:
erx?
dy 1 1
2u=2—d—k—=B.e BT | b (30)

B e':H

Anstatt jetzt durch Integration dieser Gleichung die Beziehx'm'g
zwischen x und y, d.h. die Gleichung der gesuchten Mittellinie
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festzusetzen und letztere nach Berechnung einer Reihe von Ordi-
naten punktweise zu konstruiren, kann man die Linie auch nach
folgendem Verfahren bestimmen.

Zuniichst leitet man Gleichung (30) noch einmal nach x ab
und erhilt:

d’y_c;fx"B ?;;J 1
dav " 3H l :

oder

2H d'y i oy URURE - :
-;}/—w{-l-}-;,»:B.x.e ol Lt cv;,',‘s:B‘lu‘*"g"h- (31)

0! H

Soll nun die durch die Punkte C, und C” Fig. 3 Tafel V
gehende Mittellinie konstruirt werden wieder fiir die Randbelastung
G = 20000 kg und die gleichfsrmige Pressung der Randfuge
k; = 2,5 kg pro qem (wie im Falle der Fig. 1 und 2 Tafel V) und
unter der Voraussetzung, dass die Stiirke ¢ des Kuppelgewdlbes
konstant gleich derjenigen in der Randfuge sei, so nimmt man
zuniichst die Horizontalneigung # der Tangente im oberen End-
punkte C, der gesuchten Linie beliebig an, womit man erhilt:
G
sin !

H=Gcotgpf und 8=

Mit S, und der gegebenen Pressung k, der Randfuge ist aber
die Gewolbstirke ¢, in der Randfuge bestimmt und daher die
Gewdlbstirke ¢ iiberhaupt. Man hat nimlich;

¢ a k, =S5,
also
.y Sl _;_”7(}7 5
C=c!———;kl——aklsinﬁ. A e S (32)

Durch g ist aber auch die Integrationskonstante B festgesetzt.
Gleichung (30) giebt nimlich fir x =a u= tgg, somit
sre 1
; 2l Flatin A A ¢
2tgf=DB.e o=y RO,

2H
B.e
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Aus dieser Gleichung lisst sich B ermitteln. Setzt man nun

ey qu=M,

Lenge Zerpy

Fig. 15,

wobei E konstant und M eine Funktion von x ist, so geht
Gleichung (31) iiber in:

SN

b 3
L.dx’

eine Gleichung von bekannter Form#*).

*) Vgl. die Differentialgleichung der Biegungskurve eines belasteten Balkens
und die graphische Bestimmung dieser Kurve nach Mohr. (Zeitschrift des
Architekten und Ingenieurvereins zu Hannover, Jahrgang 1868.)
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Diese Gleichung zeigt, dass die gesuchte Linie mit einer Seil-
kurve ibereinstimmt, fir welche die Poldistanz = E ist und die
Belastungsfliche von den auf einander folgenden Ordinaten M be-
schrieben wird. Demgemiss wird man fiir eine Reihe von
Abscissen x die zugehorigen Werthe von M berechnen, die ge-
fundenen M als Ordinaten auftragen und die Endpunkte der
letzteren durch eine stetige Linie verbinden. Damit erhiilt man
die Linie der M und mit dieser die Belastungsfliche der Seil-
kurve., Letztere kann dann leicht konstruirt werden, wie bei-
stehende Fig. 15 zeigt. Nun soll aber die Mittellinie des Meridian-
schnittes auch durch den Punkt C” gehen, was bei der konstruirten
Seilkurve im Allgemeinen nicht der Fall sein wird, man muss dann
eben den Winkel g so lange iindern, bis die erwiihnte Bedingung
erfiillt ist. Auf diese Weise ergab sich in Fig. 3 Tafel V die durch
C, und C" gehende Seilkurve fir g = 34° 59’ 31" (tg # = 0,7)
und aus Gleichung (32) die konstante Gewdlbstirke

20000
O 0L, 36000 g

Der in Fig. 3 Tafel V so festgesetzte Meridianschnitt eines
Kuppelgewslbes von konstanter Stirke zeigt eine gefilligere Form
als der in Fig. 2 angegebene, aber einen etwas grosseren Material-
aufwand. Da jedoch letzterer Nachtheil durch den Vortheil kon-
stanter Gewdslbstirke aufgehoben wird und iiberdies, wie die in
Fig. 4 Tafel V aufgezeichnete Linie der o, ausweist, die grosste
vorkommende Lagerfugenpressung den fiir die Randfuge bestimmten
Betrag nicht iiberschreitet, so diirfte es sich iiberhaupt empfehlen,
bei Aufstellung eines Projektes sich moglichst derjenigen Kuppel-
form anzuschliessen, welche die gegebene Randbelastung nach dem

soeben erliuterten Verfahren ergiebt.
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