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Kapitel 1

Einleitung

Komplexe Systeme beispielsweise in Natur, Technik oder Wirtschaft moglichst realitéts-
nah durch mathematische Modelle zu beschreiben bzw. zu simulieren stellt eine grofie
Herausforderung dar. Es miissen nicht nur Gleichungen, z. B. Differentialgleichungen, zur
Beschreibung dieser Prozesse gefunden werden, sondern auch die notigen Eingangsda-
ten zur Verfiigung stehen. So werden zum Beispiel stochastische Differentialgleichungen
benutzt, um in der Finanzwirtschaft die Entwicklung von Wertpapieren oder die Bewer-
tung von Optionen zu modellieren oder aber auch um Teilchenbewegungen in der Physik
darzustellen. Andererseits gibt es in Natur und Technik auch Prozesse, die eigentlich
mit Hilfe deterministischer Differentialgleichungen modelliert werden kénnen, bei denen
jedoch die Eingangsdaten, wie z. B. gewisse Stoffparameter oder Materialeigenschaften,
nur mit einer gewissen Unsicherheit vorhergesagt werden kénnen, sodass sich diese nicht
adédquat durch deterministische Groflen, sondern eher durch Einbeziehung einer zufalli-
gen Komponente beschreiben lassen. In diesem Falle spricht man zur Unterscheidung zu
stochastischen Differentialgleichungen von zufélligen Differentialgleichungen. Das heif3t,
zufillige Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen mit zufalligen Koeffizienten
und/oder zufélligen Quelltermen aber ohne einen Rauschterm, der die Verwendung des
Ito-Kalkiils oder Verallgemeinerungen davon nach sich ziehen wiirde. Aufgrund der prak-
tischen Relevanz solcher zufélligen Differentialgleichungen und der Erfordernis, neue ma-
thematische Ansétze zu ihrer Untersuchung zu entwickeln, wuchs das Forschungsinteresse
in den letzten Jahren auf diesem Gebiet stark an. In dieser Arbeit liegt das Augenmerk
speziell auf stationdren Diffusionsgleichungen mit zufélligen Koeffizienten, die zusammen
mit (zufalligen) Randbedingungen zuféllige Randwertprobleme liefern. Eine typische Pro-
blemstellung dieser Art ist beispielsweise die Modellierung von Grundwasserstromungen
bzw. Transportprozessen in portsen Medien, die zum Beispiel bei der Bewertung von
atomaren Endlagern von praktischer Bedeutung sein konnen.

Im Zusammenhang mit der Beschreibung physikalischer oder technischer Prozesse durch
zufillige Randwertprobleme ergeben sich verschiedene prinzipielle Aufgaben- bzw. Fra-
gestellungen. Es miissen die Eingangsdaten mittels eines geeigneten Modells dargestellt
werden. Man muss untersuchen, ob das resultierende zuféllige Randwertproblem eine ein-
deutige Losung besitzt. Dabei ist natiirlich zu klaren, was man unter einer Losung versteht,
weil man wie im rein deterministischen Fall auch hier verschiedene mogliche Losungsbe-
griffe betrachten kann. Da die Losung im Allgemeinen nicht analytisch angegeben werden
kann, braucht man aulerdem geeignete numerische Methoden, mit denen die Losung na-
herungsweise (moglichst effizient) berechnet werden kann. Oft schlieit sich daran noch ein
Schritt des Postprocessings an, da nicht nur die Losung selbst, sondern auch Charakteris-
tiken der Losung wie Erwartungswert, Varianz, Verteilungen oder Ausfallwahrscheinlich-
keiten von Interesse sind. In diesem Zusammenhang fallt auch haufig das Stichwort der
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Unsicherheitsquantifizierung, die sich noch zusatzlich verkompliziert, wenn fiir die Losung
sogar reale Beobachtungsdaten zur Verfiigung stehen und mit in das Modell einbezogen
werden sollen.

Von diesen Aufgabenstellungen werden in der vorliegenden Arbeit die Existenz und Ein-
deutigkeit einer schwachen Losung fiir Randwertprobleme mit einer zufélligen stationéren
Diffusionsgleichung und deren néherungsweise Losung mittels stochastischer Galerkin-
Verfahren unter Verwendung von verallgemeinertem polynomiellen Chaos untersucht. Die
stochastische Galerkin-Methode wurde von Ghanem und Spanos in ihrem Buch [49] vorge-
stellt. Sie basiert wie das Galerkin-Verfahren fiir rein deterministische Probleme auf einer
schwachen Formulierung des Problems und generiert eine Folge von endlichdimensionalen
Ersatzaufgaben durch geeignete Diskretisierungstechniken. Neben einer Diskretisierung in
der raumlichen Dimension wird auch eine Diskretisierung in der stochastischen Dimension
benotigt, die mittels polynomiellen Chaos realisiert wird. Das Konzept des polynomiel-
len Chaos bzw. der polynomiellen Chaosentwicklungen selbst geht bis auf Wiener [103]
zuriick, der damit auch fiir die Namensgebung verantwortlich ist. Seit der wegweisen-
den Arbeit von Ghanem und Spanos gibt es vielfdltige Forschungsaktivitaten, um diese
Methoden weiterzuentwickeln und zu verfeinern. Als unvollstdndige Liste sollen stellver-
tretend beispielsweise die Artikel von Schwab et al. [17, 18, 30, 95| erwéahnt werden sowie
die Arbeiten von Matthies und Keese [74], Nouy und Le Maitre [79, 80] und Wan und
Karniadakis [101, 102]. Aulerdem sei auf die Biicher von Le Maitre und Knio [68] und
Xiu [108] und den Acta Numerica Artikel von Schwab und Gittelson [87] und die darin
aufgefithrte Literatur verwiesen. Extra hervorgehoben werden sollen auch die Arbeiten
von Xiu und Karniadakis [106, 111, 113], die die Idee des polynomiellen Chaos weiter-
entwickelten und das verallgemeinerte polynomielle Chaos einfithrten. Ein Konzept, das
auch in dieser Arbeit verwendet wird. Stochastische Galerkin-Verfahren kénnen auch bei
zufilligen Gleichungen anderer Art wie z. B. bei zufilligen algebraischen Gleichungen oder
Differentialgleichungen anderen Typs (siche z. B. Le Maitre und Knio in [68]) zum Ein-
satz kommen. So ergibt sich auch ihre breite Anwendbarkeit auf Beispiele aus der Praxis
(siehe z. B. die Literaturverweise bei Le Maitre und Knio in [68, Section 1.4.2]). Natiirlich
gibt es neben der stochastischen Galerkin-Methode auch andere Moglichkeiten zufallige
Randwertprobleme numerisch zu 16sen bzw. Charakteristiken der Losung ndherungsweise
zu bestimmen. Sowohl Kollokationsmethoden (siche z. B. Babuska et al. [6], Bieri [16]
oder Xiu et al. [107, 109]) als auch verbesserte Monte-Carlo-Techniken wie Quasi-Monte-
Carlo-Verfahren (siehe z.B. Graham et al. [54]) oder Multilevel-Monte-Carlo-Verfahren
(siche z. B. Scheichl et al. [29, 86] oder Schwab et al. [12]) werden verwendet. Vor allem
letztere erfahren zur Zeit reges Interesse.

Bisher unerwéhnt blieb, was man sich eigentlich unter (verallgemeinertem) polynomiellen
Chaos bzw. (verallgemeinerten) polynomiellen Chaosentwicklungen von Zufallsvariablen
vorzustellen hat. Grob gesprochen entspricht die Chaosentwicklung einer Zufallsvariable
einer abstrakten Fourierreihenentwicklung dieser Zufallsvariable bzgl. orthogonaler Poly-
nome in gewissen (anderen) reellwertigen ZufallsgroBen. Bei polynomiellen Chaosentwick-
lungen werden speziell multivariate Hermite-Polynome in abzéhlbar vielen unabhéangigen,
standardnormalverteilten ZufallsgroBlen verwendet. Bei verallgemeinerten polynomiellen
Chaosentwicklungen richten sich die orthogonalen Polynome nach der Verteilung der Zu-
fallsgroflen, in denen sie betrachtet werden sollen. Diese Verteilungen miissen jetzt keine
Normalverteilungen mehr sein, sondern konnen (nahezu) beliebig gewéhlt werden. Der
Satz von Cameron und Martin [25] besagt nun, dass jede Zufallsgrofe, die gewissen Ei-



genschaften geniigt, durch ihre polynomielle Chaosentwicklung dargestellt werden kann.
So wie Xiu und Karniadakis [106, 111, 113] die verallgemeinerten polynomiellen Chaosent-
wicklungen einfithren, um bessere Approximationseigenschaften zu erzielen, bleibt jedoch
unklar, ob auch ein entsprechendes Analogon zum Satz von Cameron und Martin gilt.
Eine Fragestellung, die ebenfalls fiir die stochastische Galerkin-Methode und fiir die Kon-
vergenz der Folge ihrer stochastischen Galerkin-Losungen von Relevanz ist.

Wie bereits erwahnt, werden in dieser Arbeit vor allem stationdre Diffusionsgleichungen
vom Typ

-V - (kVu) = f

mit zufalligen Koeffizienten k betrachtet. Wenn damit eine Grundwasserstromung in po-
rosen Medien modelliert wird (siehe z. B. Ghanem [44, 45, 48] oder Xiu und Karniada-
kis [110, 113]), beschreibt der Koeffizient x die Permeabilitat der unterirdischen Gesteins-
schicht, die nicht mit absoluter Sicherheit deterministisch vorhersagbar ist und darum
als zuféllig angenommen wird. Aufgrund des zuféilligen Koeffizienten x wird diese Dif-
ferentialgleichung in der Literatur als anschauliches Modellproblem angesehen und in
Abhéngigkeit von x untersucht. Sowohl Babuska et al. [5, 7, 8, 31] als auch Schwab et
al. [17, 18, 30, 38, 95] oder Matthies und Keese [74] und weitere Autoren haben in einer
Reihe von Arbeiten diese Gleichung im Zusammenhang mit der stochastischen Galerkin-
Methode fiir Koeffizienten  analysiert, die sich durch Konstanten von Null und Unend-
lich fast sicher trennen lassen. In diesem Fall kann man sich fiir theoretische Aussagen
zu Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung und zu Konvergenzaussagen fiir
die stochastische Galerkin-Methode auf die Theorie der deterministischen Randwertpro-
bleme zuriickziehen. Der stochastische Galerkin-Ansatz, der fiir diese Ausgangssituation
standardméfig genutzt wird, wird in dieser Arbeit als standardmaéaBiger stochastischer
Galerkin-Ansatz (oder Methode) bezeichnet. In manchen praktischen Fragestellungen
wird der Koeffizient x jedoch als lognormales Zufallsfeld modelliert (siehe z. B. Freeze [39],
Ghanem [47, 48], Zhang [116] oder Nowak [81]). Dann existieren keine solchen Konstanten,
um x von der Null und Unendlich fast sicher zu trennen, und damit kann die determi-
nistische Theorie nicht ohne Weiteres auf diesen Fall tibertragen werden. Darum haben
Gittelson in [51] und Galvis und Sarkis in [42] unter Verwendung verschiedener Techni-
ken — aber immer unter Ausnutzung der Eigenschaften lognormaler Zufallsfelder — diese
theoretische Liicke gefiillt und sowohl Existenz einer eindeutigen schwachen Loésung als
auch Konvergenzabschiatzungen fiir eine entsprechende stochastische Galerkin-Methode
geliefert.

Diese Ergebnisse werden in der vorliegenden Arbeit auf den Fall verallgemeinert, dass der
Koeffizient & sich fast sicher von Null und Unendlich nur durch reellwertige Zufallsgréfien
trennen lasst. Das bedeutet, in praktischen Anwendungen ist man damit nicht wie bisher
ausschlieBlich auf die Verwendung von lognormalen Zufallsfeldern oder Koeffizienten, die
sich durch Konstanten fast sicher trennen lassen, eingeschrinkt. Es werden somit fiir ei-
ne deutlich groflere Klasse von Koeffizienten und dazugehorigen Randwertproblemen die
theoretischen Grundlagen zur Existenz einer eindeutigen schwachen Losung zur Verfiigung
gestellt. In Anlehnung an Galvis und Sarkis [42] wird ein entsprechender stochastischer
Galerkin-Ansatz présentiert, der eine Folge von stochastischen Galerkin-Losungen pro-
duziert, die gegen die schwache Losung in der natiirlichen Norm konvergiert. Auflerdem
werden A-priori-Fehlerabschétzungen fiir die stochastischen Galerkin-Losungen unter Be-
nutzung von Eigenschaften der verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen her-
geleitet. Zusétzlich dazu werden Beispiele analytischer und numerischer Natur angegeben,
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um zu zeigen, dass der standardméfige stochastische Galerkin-Ansatz fiir Koeffizienten,
die nur reellwertige Zufallsgroflen als Schranken besitzen, nicht immer zu verldsslichen
Ergebnissen fiithrt. Das heiflt, es wird bewiesen, dass die Folge der standardméfigen sto-
chastischen Galerkin-Losungen im Allgemeinen nicht in der nattirlichen Norm gegen die
schwache Losung konvergiert.

Die Arbeit ist damit wie folgt organisiert. Im zweiten Kapitel werden zuerst die beno-
tigten Raume und grundlegende Begriffe aus Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie be-
reitgestellt. Aulerdem wird eine kurze Einfiihrung in orthogonale Polynome gegeben, die
die Basis des verallgemeinerten polynomiellen Chaos bilden. Dabei werden drei Familien
dieser Polynome, die Hermite-, Legendre- und Stieltjes-Wigert-Polynome, gesondert be-
trachtet. Die Hermite-Polynome werden zur Bildung des polynomiellen Chaos im Sinne
von Wiener [103] verwendet und spielen damit eine besondere Rolle. Sie werden deshalb
detaillierter behandelt und es werden spezielle Eigenschaften von ihnen untersucht.

Das dritte Kapitel beinhaltet dann die bereits erwahnten Chaosentwicklungen, unterteilt
in einen Abschnitt zu verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen und eindi-
mensionalen polynomiellen Chaosentwicklungen. Im Abschnitt zu verallgemeinerten po-
lynomiellen Chaosentwicklungen werden zunéchst Verallgemeinerungen des Satzes von
Cameron und Martin [25] diskutiert und allgemeine Eigenschaften dieser verallgemeiner-
ten polynomiellen Chaosentwicklungen besprochen. Der néchste Abschnitt ist dem Spe-
zialfall der eindimensionalen polynomiellen Chaosentwicklungen gewidmet. Es werden in
einer Weiterfiihrung zu Field und Grigoriu [37] zusitzliche Konvergenzeigenschaften die-
ser Entwicklungen ebenso wie Konvergenzgeschwindigkeiten untersucht. Auflerdem wird
betrachtet, welche Eigenschaften erhalten bleiben und welche verloren gehen, wenn man
Produkte von solchen Entwicklungen bildet. Produkte bilden zu kénnen, spielt vielleicht
auf den ersten Blick bei der Losung von zufélligen Gleichungen mittels der stochastischen
Galerkin-Methode keine grofie Rolle. Doch je nachdem, in welcher Form die Eingangsda-
ten vorliegen oder welche Aufgaben im Postprocessing-Schritt vorgesehen sind, kann es
vorkommen, Produkte bilden zu miissen. Auch bei der Untersuchung nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen wie z. B. der (stochastischen) Burgersgleichung (siehe z.B. Rozovskii
et al. [62]) konnen derartige Produkte eine Rolle spielen.

Das vierte Kapitel befasst sich dann mit den zufélligen Gleichungen. Dem Hauptabschnitt
zu stationaren Diffusionsgleichungen mit zufélligen Koeffizienten ist ein kurzer Abschnitt
zu algebraischen Gleichungen mit zufilligen Koeffizienten vorangestellt. Er dient vor al-
lem dazu, an einfachsten Beispielen auf die Probleme aufmerksam zu machen, die der
standardmafigen stochastischen Galerkin-Methode innewohnen, wenn sich der Koeffi-
zient nicht fast sicher von Null und Unendlich durch Konstanten, sondern nur durch
ZufallsgroBlen trennen lasst. Diese Beispiele sind dabei nicht nur numerischer Art, son-
dern werden auch analytisch nachvollzogen. Sie lassen sich auflerdem eins zu eins auf
die stationdren Diffusionsgleichungen mit ebensolchen Koeffizienten tiibertragen. Sie il-
lustrieren damit die Notwendigkeit der Erarbeitung einer entsprechenden Losungstheorie
und Konvergenztheorie im Zusammenhang mit einem geeigneten stochastischen Galerkin-
Ansatz. In dem Abschnitt zu stationaren Diffusiongleichungen mit zufélligen Koeffizienten
werden nach der Problemdefinition zunéchst verschiedene Variationsformulierungen vor-
gestellt und auf Existenz einer eindeutigen Losung hin untersucht (auf Grundlage von
Gittelson [51] und Galvis und Sarkis [42]). Danach werden Eigenschaften der schwachen
Losung in Abhéngigkeit von den Eingangsdaten besprochen, die als Indiz fir die Kon-
vergenzgeschwindigkeit des gewdhlten stochastischen Galerkin-Ansatzes gelten kénnen.
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Die stochastische Galerkin-Methode selbst wird danach behandelt und ein geeigneter sto-
chastischer Galerkin-Ansatz, ein stochastischer Petrov-Galerkin-Ansatz basierend auf der
Idee von Galvis und Sarkis [42], unter Verwendung des verallgemeinerten polynomiellen
Chaos vorgestellt. Fiir diesen Ansatz werden dann sowohl eine Konvergenztheorie ent-
wickelt und A-priori-Fehlerabschdtzungen angegeben als auch auf numerische Aspekte
der Berechnung der entsprechenden stochastischen Galerkin-Losungen eingegangen. Den
Abschluss bildet ein Abschnitt zu numerischen und analytischen Beispielen, mit denen
die vorgestellte Theorie noch einmal verdeutlicht und illustriert werden soll. Der Anhang
enthalt benotigte Berechnungen zu verschiedenen speziellen Chaosentwicklungen.

Einige Resultate dieser Arbeit sind bereits in Artikeln mit meinem Betreuer Professor
Dr. Hans-Jorg Starkloff [77, 78] und in Zusammenarbeit mit den Kollegen Prof. Dr. Ernst
und Dr. Ullmann [34] veroffentlicht worden. So wie diese Artikel gébe es auch die vorliegen-
de Arbeit ohne die Motivation und fachliche Unterstiitzung von Professor Dr. Hans-Jorg
Starkloff nicht, sodass ihm an allererster Stelle mein Dank gilt. Im Rahmen des Pro-
jektes ,Stochastische Galerkin-Methoden: Grundlagen und Algorithmen* von ihm und
Prof. Dr. Ernst durfte ich mich Dank der Férderung durch die DFG innerhalb des Schwer-
punktprogrammes 1324 mit diesem aktuellen Forschungsgebiet auseinandersetzen. Mein
zweiter Dank gilt meinem hiesigen Betreuer Prof. Dr. Ralf Wunderlich, der es mir ermog-
lichte meine Dissertation in Cottbus fertigzustellen. Mit seiner Hilfs- und Gespréchsbe-
reitschaft zeichnete er sich fiir mich stets als wertvoller Ansprechpartner aus. Bedanken
mochte ich mich auch bei Dr. Ullmann und Prof. Dr. Ernst fiir die zahlreichen erhel-
lenenden Gespréachs- und Diskussionsrunden, bei meinen Zwickauer Kollegen, die mich so
freundlich in ihren Reihen aufgenommen haben und natiirlich meinen jetzigen Kollegen
an der Brandenburgischen Technischen Universitat Cottbus. Nicht unerwahnt diirfen an
dieser Stelle meine Familie, die sehr direkt den Entstehungsprozess dieser Arbeit mit-
erlebt hat, wie auch mein gesamter Freundeskreis bleiben. Fiir ihren Riickhalt und ihre
moralische und tatkraftige Unterstiitzung bin ich sehr dankbar.






Kapitel 2

Grundlagen

Allen Betrachtungen in den kommenden Kapiteln liegt ein anfanglicher Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,2(, P) bestehend aus der Menge Q2 aller Elementarereignisse, einer o-
Algebra 21 und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der o-Algebra 2 zugrunde. Sowohl
die Menge 2 als auch die o-Algebra 2l sollen hinreichend reichhaltig sein, sodass alle
vorkommenden stochastischen Gréfen (wie z. B. normalverteilte ZufallsgroBen oder auch
Hilbert- oder Banachraumwertige Zufallsvariablen) definiert werden kénnen. Auflerdem
soll der Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P) vollstandig sein. Die entsprechenden Raume,
in denen die hier auftretenden Zufallsvariablen enthalten sein sollen, werden im ersten
Abschnitt in allgemeiner Form eingefithrt. Zusétzlich werden Aussagen aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie wiederholt, die in den spateren Kapiteln benotigt werden. Der zweite
Abschnitt hingegen fasst alle nétigen Definitionen und Eigenschaften zu orthogonalen Po-
lynomen zusammen, da diese die Grundlage der Chaosentwicklungen von Zufallsvariablen
bilden (siehe néchstes Kapitel).

2.1 MaB- und wahrscheinlichkeitstheoretische
Grundlagen

Fiir einen allgemeinen Mafiraum (X, ¥ x, 1) mit einer Menge X, einer o-Algebra ¥ x und
einem auf >y definierten Mafl p, werden zunéchst folgende Funktionenrdume, streng
genommen Réume von Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge
vom Maf3 Null unterscheiden, eingefiihrt.

Definition 2.1 Sei ein Mafsraum (X, X x, ) gegeben. Dann sind die Funktionenrdume
LP(X,Xx, 1), 0 <p < oo, wie folgt definiert

LP(X,Yx, 1) = {f:X—HRZX—messbar: /|f|pdu<oo}, 0<p< oo,
X

und
L(X, Xx, p) := {f : X — R Yx-messbar : esssup,|f| < oo}, p = 0.

Bemerkung 2.2

(a) Um die Messbarkeit einer Abbildung zu definieren, bendtigt man auch auf den reellen
Zahlen eine o-Algebra. In diesem Fall wird als o-Algebra immer die o-Algebra der
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Borel-Mengen B(R) vorausgesetzt. Damit entspricht die ¥x-Messbarkeit der Borel-
Messbarkeit bzgl. Xx (siehe dazu z. B. Reed und Simon [84, Appendiz to Section IV.5]),
d. h.

Y (U)eXx fiir alle offenen Mengen U C R.

(b) Gilt fir Mafe p auflerdem p(X) =1, d. h., p ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs, dann
ist (X,Xx,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und das Integral entspricht dem Erwar-
tungswert, d. h.

Euf:/fdu.
X
(¢c) Fir 1 < p < oo wird durch | - |lrx == (Jx| - [Pdp)/?, 1 < p < oo, und
mit || - |[Le(x,u) = esssup,| - |, p = oo, eine Norm auf LP(X,Xx, u) definiert und

LP(X,Xx,p) ist ein Banachraum. Fir p = 2 ist mit (f,g)12(x, = Jx fgdp auch
ein Skalarprodukt auf L?(X, Y x, 11) gegeben. Damit ist L?(X, Xx, 1) sogar ein Hilbert-
raum. Diese Resultate konnen z. B. bei Yosida [115] nachgelesen werden.

Entspricht das Maf$ ;o dem Wahrscheinlichkeitsmafs P des Wahrscheinlichkeitsraumes
(9,2, P) vom Beginn oder dem Lebesgue-Maf$ auf R?, d € N, so wird in den Bezeich-
nungen der Normen und beim Skalarprodukt auf die Notation des Mafles verzichtet.

Im Laufe der Arbeit treten verschiedene Mafle 1 auf. Unter anderem wird zum einen iiber
die Verteilungsfunktion F¢ einer reellwertigen Zufallsgrofie £, die auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, 2, P) definiert ist, d. h.

Fe(z) =P <z) firzekR,

ein Mafl p erzeugt (siehe Bemerkung 2.3 (a)). Dieses Mafl  wird dann dann auch die
Verteilung der Zufallsgrofle £ genannt. Zum anderen treten auch Mafle auf, die iiber ihre
Radon-Nikodym Ableitung (siehe z. B. Shiryaev [89]) bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafies
P definiert sind (sieche Bemerkung 2.3 (b)).

Bemerkung 2.3

(a) Sei eine reellwertige, nicht-fallende, nicht konstante, beschrinkte, rechtsseitig stetige
Funktion F' auf einem Intervall J C R gegeben. Dann definiert

u(A) = / dF (z) = / F(dx), AeB(J),

ein Maf auf (J,B(J)). Der entsprechende Mafiraum wird dann mit (J,B(J),dF) be-
zeichnet. Entspricht ' sogar einer Verteilungsfunktion Fy einer reellwertigen Zufalls-
grofie & auf (Q,A,P), dann ist J = R und (R, B(R),dF;) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. (Dies ldsst sich analog fiir Verteilungen von Zufallsvariablen & mit Werten
in R", n € N, oder mit Werten in RY verallgemeinern. )

(b) Sei eine reellwertige Zufallsgrofe § > 0 f.s. auf (2,2, P) gegeben. Dann bezeichnet
der Ausdruck £dP ein neues Maf$ P, das definiert ist durch

dP .= €dP, d.h. P(A)= /f(w)dP(w) fiir alle A € Y.
A
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Das Maf P ist dann im Allgemeinen weder ein Wahrscheinlichkez’tsmaﬁ noch ein end-
liches Mafs. Der dazugehorige Mafsraum (Q, A, P) wird daraufhin auch entsprechend
mit (Q, 2, £dP) bezeichnet.

Neben dem Wahrscheinlichkeitsmaf} spielt auch die betrachtete o-Algebra eine wichtige
Rolle (siehe z.B. Kapitel 3). Manchmal wird es notwendig sein, anstelle der , grofen*
o-Algebra 20 des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, 2, P) kleinere o-Algebren zu betrachten,
wie beispielsweise die, die von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
erzeugt werden.

Definition 2.4 Sei eine reellwertige Zufallsgrifie & auf (2,20, P) gegeben. Dann bezeich-
net o(§) C A die kleinste o-Algebra beziiglich der & messbar ist. (Diese Definition ldsst
sich auf beliebige Zufallsvariablen ausweiten.)

Neben reellwertigen Zufallsgrofien werden in den folgenden Kapiteln auch Zufallsvaria-
blen mit Werten in abstrakteren Rdumen, wie z. B. Banachraumen, von Bedeutung sein.
Dabei heifit eine Abbildung/Funktion f : (X,¥Xx) — (M, d) in einen metrischen Raum
(M, d) messbar, wenn sie Borel-messbar bzgl. ¥y ist. Eine Zufallsvariable auf (2,2, P)
mit Werten in (M, d) ist also dann gegeben, wenn sie Borel-messbar bzgl. 2 ist. In diesem
Zusammenhang wird fiir solche Zufallsvariablen aulerdem der Begriff der starken Mess-
barkeit benotigt und in der folgenden Definition nach Hille und Phillips in [61] fir eine
Abbildung, die auf einem beliebigen Mafiraum mit Werten in einem Banachraum definiert
ist, eingefiihrt.

Definition 2.5 Seien ein vollstandiger Mafiraum (X, X x, u) mit o-endlichem Mafl p und
ein Banachraum % gegeben. Dann heifit eine Abbildung f : X — B stark Xx-messbar,
wenn eine Folge existiert, die aus messbaren Funktionen besteht, die jeweils nur abzdhlbar
viele Werte aus % annehmen, und diese Folge u-f.s. in B gegen [ konvergiert.

Bemerkung 2.6

(a) Ist p ein endliches MafS, so kann die Folge in obiger Definition durch eine Folge
bestehend aus einfachen messbaren Funktionen ersetzt werden (siehe dazu ebenfalls
Hille und Phillips [61]). Fine messbare Funktion heifft dabei einfach, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt.

(b) Ist der Banachraum % separabel, dann ist die starke Y. x-Messbarkeit dquivalent zur
Borel-Messbarkeit bzgl. Yx (siehe dazu Reed und Simon [84, Appendiz to Section
IV.5]).

Analog zur Definition 2.1 lassen sich nun auch die entsprechenden Funktionenrdume fiir
Banachraumwertige Abbildungen definieren.

Definition 2.7 Seien ein vollstindiger Mafraum (X, X x, p) mit o-endlichem Majf  und
ein Banachraum (4, || - ||#) gegeben. Die Riume LP(X, X x, u; #), 0 < p < 0o, sind dann
wie folgt definiert

LP(X,Yx, u; B) = {f : X — B stark Xx-messbar : /HfH%du < oo}, 0<p< oo,
X

und

L>(X, Xy, pu; B) = {f 1 X — % stark Yx-messbar : esssup || fl|lz < 00}7 p = 00.
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Bemerkung 2.8

(a) Auch in diesem Falle spricht man zwar von der Funktion f € LP(X,Xx, u; B) mit
0 < p < oo, meint damit aber natiirlich die Aquivalenzklasse, fiir die f ein Reprisen-
tant ist.

(b) Firl < p < oo wird durch || - |[rx gz = (x|l 15 du)?, 1 < p < oo, und
|- Moo (x 52y = esssup || - |, p = oo, eine Norm auf LP(X, Xx, u; &) definiert und
LP(X,Xx, u; B) ist ein Banachraum (siehe Hille und Phillips [61]).

(¢) Ist nicht nur ein Banachraum sondern ein Hilbertraum (2, (-,-)») gegeben, dann de-
findert (f, 9)vz2(x ) = Jx(fs 9)e dpv ein Skalarprodukt auf L*(X,Xx, p; ). Damit
ist L*(X, Xx, p; 5€) sogar ein Hilbertraum (siehe z. B. Hille und Phillips [61] oder
Reed und Simon [84]).

Im Folgenden wird ein wichtiges Beispiel einer stark messbaren, Banachraumwertigen
Zufallsvariablen angegeben.

Beispiel 2.9 Sei ein lognormales Zufallsfeld - D x Q — R auf (2,2, P) und beschrank-
tem Gebiet D C R?, d € N, der Gestalt

o) = e (S ()60

gegeben, wobei die reellwertigen Zufallsgrifien (&)ien auf (2,24, P) unabhingig und iden-
tisch standardnormalverteilt sind und fir die deterministischen Funktionen 1; € L>°(D),
i € N, die Bedingung >232, ||[vi|lLepy < oo erfillt ist. Dann gilt x € LP(Q, 2, P;L>(D))
fiir alle 1 < p < oo. Dies sieht man, indem man sowohl die Beschrinktheit des Erwar-
tungswertes Ep ||k~ p, als auch die starke Messbarkeit von r nachweist.

Beginnend mit dem Erwartungswert gilt folgende Abschditzung

Be el o, < Brosp (3 1441100 61

=1
[e.9] o0 1
= H Ep exp (PH%HL@(D)’@D = H 2exp <2p2|WiH12ﬁO(D)> <D<priHL°°(D))>
i=1 =1
wobei ® die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsgrofie ist. Um zu

zeigen, dass dieses Produkt endlich ist, logarithmiert man den Ausdruck und untersucht
die resultierende Summe, d. h.

e 1

i (IT2es0 (502100, 901 h~co)
i=1

2

> (571l ) + 3 (22l o)
i=1

1

1

(2192”1/%‘“%00(1)) +In <2CD(P||¢Z'”L°°(D)>>)
1

~

~

da ®(p||[vs||L=(py) > 1/2. Die erste Summe ist endlich, weil 332, ||1);]|L(py < 00 voraus-
gesetzt worden ist. Die zweite Summe kann weiter abgeschdtzt werden mit

pllvillLee (py

D(pllvillLe(p)) = 5 + exp(—2?/2) dx

N | —
5~
)
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pllvillLee ()

1 1 P
+ / Ldo = = + ——|| ¢l
\/% / 9 \/%HwHL (D)

und unter Verwendung der Ungleichung In(1+ z) < z fir x > 0 durch

1
< =
-2

o0 00 2 ~
;m (2<I>(p||¢i||L°°(D))) < ; (2@<p||7v/}i||L°°(D)) - 1) < \/g—ﬁ ; |93l Loe (D) < o0

fir alle 1 < p < oo, womit die Endlichkeit des Erwartungswertes gezeigt ist.

Fiir die starke Messbarkeit von k wird eine Folge (ky,)nen stark messbarer Zufallsvariablen
mit Werten in L(D) konstruiert, die fast sicher gegen k in L>(D) konvergiert. Die
starke Messbarkeit von k folgt dann nach Hille und Phillips [61, Theorem 3.5.4]. Eine
solche Folge von Zufallsvariablen ist beispielsweise durch

()= e (S s(0)6)) . N

gegeben. Jedes K, ist stark messbar, da die reellwertigen Zufallsgrofien &; durch einfache
Zufallsgrofien fast sicher approzimiert werden kénnen und es gilt

Iw() = kn() )
< exp (z e € )
=1

exp ( > Idillue )!&(w)\) -
i=n-+1

Da fiir die Zufallsgriofle exp <§ |Vi | Loe Dy |&s (w)|) der Erwartungswert existiert, gilt eben-
i=1

S0 exp (21 ||1/1i||L°°(D)|§z‘(w)]) < oo fast sicher, und da '_ZH |0illLeo(py|&i(w)] fast sicher
gegen Null konvergiert fir n — oo, gibt es ein 0 < L(w) < oo und ng € N, sodass
||1D,,||Loo(D)|§z( w)| € [0, L(w)] fir alle n > ng. Damit kann fir fast alle w € Q auf-

1=n-+

gmmd der Lipschitz-Stetigkeit der Exponentialfunktion auf (—oo, L(w)] die Konvergenz

) @l < o0 (3 Ilicolé

exp ( S ol >|)
1=n-+1
< exp(L(w exp(zuwzum e )Z el ()] = 0

i=n+1

fiir n — oo gezeigt werden.

Die Forderung der starken Messbarkeit von Banachraumwertigen Funktionen stellt zudem
sicher, dass im Falle eines endlichen Mafles u fir alle f € LP(X, Xy, u; 8), 1 < p < o0,
die sogenannten Bochner-Integrale

/fdue%

X

existieren (siehe z.B. Hille und Phillips [61] oder Yosida [115]). Damit sind auch fur
Banachraumwertige Zufallsvariablen Erwartungswerte bzw. auch zweite Momente o. &.
entsprechend zu reellwertigen Zufallsgrofien sinnvoll definiert.
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Ist nicht nur ein Banachraum sondern sogar ein Hilbertraum .57 gegeben, dann kann unter
bestimmten Bedingungen der Hilbertraum L*(X, X x, u; ) als Tensorprodukt der beiden
Hilbertraume L*(X, Y x, 1) und 7 aufgefasst werden (siehe z. B. Reed und Simon [84]).

Proposition 2.10 Seien ein vollstindiger Mafraum (X, X x, u) mit o-endlichem Mafs p
und ein separabler Hilbertraum € gegeben. Ist L2(X, Yx, p) ebenfalls separabel, dann gibt
es einen isometrischen Isomorphismus, sodass gilt

L3(X,Sx, p; ) ~ L*(X,Sx, 1) ® H.

Speziell tauchen als Hilbertrdume die Sobolev-Réume auf (siehe z. B. Evans [35]). Fiir ein
offenes und beschrinktes Gebiet D € R?, d € N, ist der Sobolev-Raum H*(D) fiir k € Ny
definiert durch

HMD):={f:D—= R :0*f € L*(D) fir alle |a| < k}
mit dem Skalarprodukt
(f, 9)mrpy == D (0%F,0%9)12(p)

la|<k
und der dadurch induzierten Norm || - || gx(py := (-, ')}J/S(D)' Die Sobolev-Riaume H*(D),

k € N, bezeichnen den Abschluss von C®°(D) in H*(D). Dabei enthilt C>(D) alle
unendlich oft stetig diﬂ“erenzierbaroen Funktionen f : D — R mit kompaktem Trager. Die
Raume (H*(D), (-, ") gr(py) und (H*(D), (-, )Hk(D)) sind separable Hilbertrdume und fiir

Funktionen aus H*(D) ist die Halbnorm auf H(

o (Zw |2dx)

dquivalent zur Norm ||| 1(p). Die Dualraume von H*(D) werden mit H*(D) bezeichnet,
die ebenfalls Hilbertrdume sind. Schlussfolgerungen fiir die Raume L*(X,Yx, u; H¥(D)),
k€ 7, und L*(X,Xx, u; H*(D)), k € N, ergeben sich dann dementsprechend.

Nach diesen eher mafitheoretischen Grundlagen folgen nun noch einige wahrscheinlich-
keitstheoretische Aussagen, die in den kommenden Kapiteln immer wieder eine Rolle
spielen werden. Den Anfang macht folgender Satz zur Erzeugung von Zufallsgrofen einer
bestimmten Verteilung (siehe z. B. Chung [28]) bzw. von abzéhlbar vielen unabhéngigen
Zufallsgrofen (siehe z. B. Kallenberg [65]).

Satz 2.11
(1) Seien auf (Q,A,P) reellwertige Zufallsgrofien & mit Verteilung Fe und n mit einer
Gleichverteilung auf (0,1), n ~U(0,1), gegeben. Dann besitzt die Zufallsgrifie
Fo(m) mit  Fo(z):=inf{y € R : Fe(y) >z}, =€ (0,1),
ebenfalls die Verteilung von &.

(7i) Sei auf (2,2, P) eine auf dem Intervall (0,1) gleichverteilte reellwertige ZufallsgrofSe
n gegeben. Dann existieren messbare Funktionen t; : (0,1) — R, i € N, sodass die
Zufallsgrofien

ni=t;(n), €N,

alle gleichverteilt auf (0,1) und untereinander unabhdingig sind.
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Beweis.
Zu (i): Nach Definition der Funktion F; gilt

P(F; (n) <z)=P(n < Fe(z)) = Fe(z)  firz € R.

Zu (i1): Die Funktionen
n—1
1, ze U [(2k—1)27" 2k27),
gn(z) = k=1
0, sonst

geben fiir ein x € (0, 1) die entsprechende bindre Entwicklung an, d. h.

T = Z gn(z)27",
n=1

wobei, um die Eindeutigkeit sicherzustellen, die Entwicklung mit unendlich vielen Nullen
gewahlt wird. Fir % wird also die Darstellung

genommen anstelle von
1 0 1 1

2 2 Tty
Ordnet man nun die Folge (¢n)nen in einem zweidimensionalen Feld (h);ren an, so
kénnen Funktionen

tz(x) = Z hzk($)2_ka T e (07 1)7 (&S Na
k=1

definiert werden. Die Zufallsgrofien
ni = ti(n), €N,

sind dann gleichverteilt auf (0,1) und untereinander unabhangig (siehe Kallenberg [65,
Lemma 2.21]). 0

Eine andere Fragestellung zu reellwertigen Zufallsgrofien £ auf (£2,2(, P) und insbesondere
deren Verteilungen F%, die in dieser Arbeit eine Rolle spielt, ist das Momentenproblem.
Das Momentenproblem bezeichnet dabei die Aufgabe, aus einer vorgegebenen Folge von
Momenten eine Verteilung zu bestimmen, die eben diese Folge als Momente besitzt. Man
unterscheidet dabei drei verschiedene Momentenprobleme: das Hamburger Momentenpro-
blem, bei dem die Zufallsgrofle £ Werte in ganz R annehmen kann, das Momentenproblem
von Stieltjes, bei dem die Zufallsgroie £ in [0, 00) liegt, und das Momentenproblem von
Hausdorff, wo die Zufallsgrofie & Werte in einem beschrankten Intervall annehmen kann.

Definition 2.12 Man sagt, das Momentenproblem (im Sinne von Hamburger) ist ein-
deutig losbar fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung Fe einer reellwertigen Zufallsgrofie §
auf (2,20, P), wenn die Verteilungsfunktion eindeutig durch die Folge ihrer Momente

mp ‘= EP Sk = /[I,'k ng(CL’), ke No,
R

bestimmdt ist.
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Bemerkung 2.13 Das Momentenproblem eines Mafes, das keine Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist, ldsst sich analog formulieren.

Das heifit, wenn das Momentenproblem fir F¢ eindeutig losbar ist, gibt es keine an-
dere Verteilung, die die selben Momente besitzt wie F¢. Im folgenden Satz sind einige
hinreichenden Bedingungen zusammengefasst, die die eindeutige Losbarkeit des Momen-
tenproblems (im Sinne von Hamburger) implizieren (vgl. Freud [40, Section II.5.] oder
auch andere Arbeiten wie die von Gut [56], Lin [70] oder Stoyanov [92]).

Satz 2.14 (lilt eine der folgenden Bedingungen fir die Verteilung Fe einer reellwertigen
Zufallsgrofle &, dann ist das zugehdrige Momentenproblem eindeutig losbar.

(i) Die Verteilung F¢ besitzt einen kompakten Triger, d. h., es gibt ein kompaktes Inter-
vall a,b], a,b € R, sodass P(§ € |a,b]) = 1.

(it) Die Folge der Momente (my)ren, der Verteilung Fe erfillt

2k
.. mag
lim inf

k—oo 2k <0

(iii) Fir die Zufallsgrofse & gilt fir ein a > 0

Ep exp(al¢]) = [ exp(ale])dFy(z) < oo.

(iv) (Carlemans Bedingung) Die Folge der Momente (my)ren, der Verteilung Fe erfillt
1

o0
= Q.
kz::o 2k/m2k

(v) (Lins Bedingung) Die Verteilung F¢ ist symmetrisch, differenzierbar und es existiert
eine strikt positive Dichtefunktion fe, sodass fir ein xo > 0 gilt

7 —zfi(x)

1
/wm:w und Wfoo fiir & — o0,z > m,.

—00

Ist innerhalb von Lins Bedingung das Integral fiir eine Verteilung mit strikt positiver
Dichtefunktion endlich, so ist das zugehorige Momentenproblem nicht eindeutig losbar
(Kreins Bedingung).

Die Momentenprobleme zu den klassischen Verteilungen wie Beta-, Gamma- oder Nor-
malverteilung, sind alle eindeutig losbar. Im Gegensatz dazu ist das wohl bekannteste
Beispiel fiir eine Verteilung, deren Momentenproblem nicht eindeutig losbar ist, die lognor-
male Verteilung (siehe Heyde [57] oder Beispiel 2.15). Aber auch die Verteilung gewisser
Potenzen von normalverteilten (&% fiir k = 3,5,6,...) oder gammaverteilten Zufallsgro-
Ben (&F fiir & > 2) liefern Momentenprobleme, die nicht eindeutig 16sbar sind (vgl. z. B.
Shiryaev [89] oder Stoyanov [92] und die dort zitierte Literatur).

Beispiel 2.15 Sei eine lognormale Zufallsgrofe & auf (2,20, P) mit der Dichte

Hx2
fe) = | e (FE5E) e >0
()=

0, sonst
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gegeben. Dann besitzt & die Momente

k2
Ep & =exp <2> , k€ Np.

Das zugehérige Momentenproblem ist jedoch nicht eindeutig ldsbar, da zum Beispiel fir
€ (0,1] mat
fo(z) == (1 +asin(2rln(x))) fe(x), = €R,

tiberabzdhlbar viele von fe verschiedene Wahrscheinlichkeitsdichten gegeben sind, die eben-
falls die Momentenfolge (exp(k*/2))ren besitzen, d. h.

/l‘kfa(]?) dr =Ep&*, ke Ny,
R
gilt. Dies lasst sich durch die Rechnung

/xkfa(a:) dr = /a:kfg( )dx+a/x sin(2m In(z)) fe(z) dx

R R R
—Eptf —— /eXp(ky) sin(2my) exp(—y?/2) dy
V2T %

=Ep&F + Cm)iI}(_;;/Q) /sin(?wy) exp(—(y — k)?/2) dy
—Ep&h+ ‘“”ip/(_;j/” / sin(2m(z + k) exp(—22/2) dz
=Ep&" + anp\/E/z/sm 2nz) exp(—2%/2) dz = Ep &*

=

nachvollziehen, weil das Integral einer ungeraden Funktion tuber die reellen Zahlen Null
15t.

2.2 Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynome und deren Eigenschaften bilden fiir sich selbst ein eigenes grofies
Forschungsgebiet. In diesem Abschnitt sollen daher nur die grundlegendsten und in die-
ser Arbeit benotigten Definitionen und Eigenschaften eingefithrt werden. Fiir Details und
weitergehende Erkenntnisse wird an dieser Stelle auf die bestehende Literatur verwie-
sen, fir die z. B. die Biicher von Szeg6 [94], Freud [40], Tricomi [96], Chihara [27] oder
Gautschi [43] ein Ausgangspunkt sein kénnen. Orthogonale Polynome werden immer be-
zuiglich einer bestimmten Belegungs- oder auch Gewichtsfunktion gebildet, die ebenso eine
Verteilungs- oder Dichtefunktion einer gewissen Zufallsgrofie sein kann. Drei solcher or-
thogonaler Polynomensysteme werden in diesem Abschnitt ndher vorgestellt. Den Anfang
machen die Hermite-Polynome. Da im Zusammenhang zu polynomiellen Chaosentwick-
lungen die Normalverteilung eine grofie Rolle spielt, werden als Beispiel fiir orthogonale
Polynome die Hermite-Polynome detaillierter behandelt und speziell deren gemischte Mo-
mente untersucht, da diese bei der Analyse der Konvergenzeigenschaften polynomieller
Chaosentwicklungen von Belang sind. Neben den Hermite-Polynomen werden, wenn auch
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weniger intensiv, die Legendre-Polynome betrachtet, deren Gewichtsfunktion sich mit Hil-
fe der Dichtefunktion einer gleichverteilten ZufallsgroBe beschreiben lasst. Eine dieser bei-
den Polynomensysteme wird tiblicherweise in der Praxis bei der stochastischen Galerkin-
Methode verwendet. Eine andere Gruppe bilden da die Stieltjes-Wigert-Polynome. Mit
Hilfe dieser konnen orthogonale Polynome beziiglich einer lognormalen Verteilungsfunk-
tion hergeleitet werden, die vor allem zu Beispielszwecken eingefiihrt werden sollen.

2.2.1 Definitionen

Ausgangspunkt fiir die Definition orthogonaler bzw. orthonormaler Polynome ist eine
reellwertige, nicht-fallende, nicht konstante, beschrankte, rechtsseitig stetige Funktion F
auf einem endlichen oder unendlichen Intervall J C R. Eine solche Funktion wird bei
Freud [40] auch Belegungsfunktion und dF' die Belegung genannt.

Satz 2.16 Nimmt die Funktion F unendlich viele verschiedene Werte an und gilt
/x” dF(x) < oo  fir alle n € Ny,
J

dann existiert eine eindeutig bestimmte Menge an Polynomen
{pn:J = R, ne€Np}

mit
(i) pn ist ein Polynom vom exakten Grad n und der Koeffizient vor x™ ist positiv,

(ii) das System der {p,, n € No} ist orthonormal in L*(J,B(J),dF), d. .

/pn(:v)pm(x) dF(z) = 6pm  fiir n,m € Ny.
J

Dabei bezeichnet 6,,,, n,m € Ny, das Kronecker-Delta.

Beweis.
Die Polynome {p,, n € Ny} lassen sich durch Orthonormalisierung der Monome

Lz, 2%, ...

in L*(J, B(J),dF) erzeugen. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit wird auf Freud [40, Satz 1.2]
und die Bemerkung danach verwiesen. 0O

Bemerkung 2.17

(a) Die Bedingung [;z" dF(z) < oo fir alle n € Ny impliziert, dass die Funktion F' ein
endliches Maf auf (J,B(J)) definiert.
(b) Ist F zusdtzlich eine Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsgrofie & auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2,P), dann bildet die Menge {p,(&), n € No} ein Or-
thonormalsystem des L*(Q, o (€), P).
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(c) Ist F' eine Funktion, die nur endlich viele verschiedene Werte im Intervall J annimmt,
d. h., nur endlich viele Wachstumspunkte besitzt, zum Beispiel N € N Stick, dann
sind die Polynome 1,z, ...,V =t linear unabhdingig und es existieren durch Orthonor-
malisierung im Sinne des vorherigen Satzes 2.16 genau N orthonormale Polynome

pn:d >R, n=0,...,N —1, (siche Szegi [94]).

(d) Die beziiglich F orthogonalen Polynome {p,, n € No}, sodass jedes p, ein Polynom
vom exakten Grad n ist, sind nur bis auf einen Skalierungsfaktor eindeutig bestimmdt.

Jedes orthogonale Polynomsystem {p,, n € Ny} gentigt jedoch einer Drei-Term-Rekur-
sionsformel (vgl. z. B. Tricomi [96])

bn+1pn+1(x) = (:L‘ - an)pn(x) - Cnpn—l(x)> n e NOa (2'1)

mit Koeffizientenfolgen (a,)neng, (bn)nen, und (¢, )nen, und p_ 1 = 0 per Definition. Wird
fiir das Polynom p,, der Koeffizient vor dem Term 2™ mit k:m ,m=20,...,n, n € Ny,
bezeichnet, d. h., gilt p,(z) = 2" _, k™2™, dann ergeben sich die Koeffizienten (a,,)nen,,
(bn)nen, und (¢, )nen, wie folgt

_k(()l) k.(”_)l k(n—i—l)
ag = ———, ap = —— — , neN, (2.2)
kY B kY
b
und
—bok? — g kY My — b kY — g k)
c1 = 270 O] 170 , Cp = +1(n 1) l, nelN\{l}
ki X

Da by und ¢y beliebig gewéahlt werden konnen, wird o.B.d. A. by = ¢ = 0 gesetzt. Al-
le anderen Koeffizienten sind eindeutig durch das System der Polynome {p,, n € Ny}
bestimmt. Die Anpassung der Rekursionskoeffizienten an ein andere Skalierung des Po-
lynomsystems {p,, n € Ny} erfolgt einfach durch Substitution und Umstellen. In dem
Falle, dass {p,, n € Ny} sogar ein Orthonormalsystem im Sinne von Satz 2.16 bildet,
ist ¢, = b, fir alle n € Ny. Mit den Rekursionskoeffizienten (a,)nen, und (b,)nen, kon-
nen dann mit p_; = 0 und py = ([, dF(z))~Y/? alle weiteren Polynome rekursiv berechnet
werden. Die Drei-Term-Rekursionsformel (2.1) und die Formeln (2.2) und (2.3) fiir die Re-
kursionskoeffizienten gelten natiirlich auch im Falle eines N-dimensionalen orthonormalen
Polynomensystems, dann jedoch nur fiir die Indizes n =0,..., N — 2.

Ist F' absolut stetig, d.h., es existiert eine nicht-negative messbare Funktion f : J — R
mit dF'(z) = f(x)dz, so wird f auch Gewichtsfunktion genannt. Wenn das Intervall J
symmetrisch zur Null ist und die Gewichtsfunktion f zudem eine gerade Funktion ist
auf J, d.h. f(—x) = f(z) fur alle z € J, dann sind die orthonormalen Polynome p,,
n € Ny, gerade oder ungerade Funktionen je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist,
d.h.

pu(x) = (=1)"pp(—2x) fiir alle z € J.

Weitere Eigenschaften zu orthogonalen Polynomen kénnen z. B. in den Biichern von Sze-
go [94], Freud [40], Tricomi [96] oder Chihara [27] nachgelesen werden.
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Eine spezielle Klasse von orthogonalen Polynomen bilden die sogenannten klassischen
orthogonalen Polynome. Diese Polynome lassen sich z. B. als die gemeinsamen Polynom-
lsungen einer Differentialgleichung erklaren (siehe z. B. Bochner [20]). Zu dieser Klasse
gehoren die Jacobi-Polynome, die Laguerre-Polynome und die Hermite-Polynome (siehe
z.B. Szegd [94] und Freud [40]). Diese Orthogonalpolynome sollen hier deshalb gesondert
erwahnt werden, da die entsprechenden Gewichtsfunktionen vom Typ her Dichten einer
Betaverteilung, Gammaverteilung bzw. Standardnormalverteilung sind. Zudem lassen sich
diese orthogonalen Polynome in das Askey-Schema (siche z. B. Askey und Wilson [3]) ein-
ordnen, das eine Moglichkeit zur Ordnung der hypergeometrischen orthogonalen Polynome
(siehe z. B. Szego [94] oder Abramowitz/Stegun [1]) darstellt. Auf die Hermite-Polynome
und die Legendre-Polynome als Speziallfall der Jacobi-Polynome wird in den folgenden
zwei Abschnitten ndher eingegangen. All die klassischen orthogonalen Polynome kénnen
auch mit Hilfe der Rodrigues-Formel (siehe Freud [40]) hergeleitet werden und besit-
zen eine explizite Darstellungsformel. Es gibt aber auch andere orthogonale Polynome,
die explizit dargestellt werden konnen. Beispielhaft sollen da nur die Stieltjes-Wigert-
Polynome (siehe z. B. bei Szeg6 [94]) und die verallgemeinerten Hermite-Polynome (siehe
z.B. Krall [66]) genannt werden. Ist eine solche explizite Formel jedoch nicht vorhanden,
so konnen zum Beispiel mittels des Algorithmus von Gautschi [43] die Rekursionskoeffizi-
enten fiir die orthonormalen Polynome im Sinne von Satz 2.16 berechnet werden. Unter
Verwendung der entsprechenden Rekursionsformel (2.1) fiir orthonormale Polynome mit
positiven fithrenden Koeffizienten und mit p_; = 0 und py = (f; dF(z))~/? konnen diese
Polynome dann rekursiv berechnet werden.

Bemerkung 2.18 Sei F eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf T C R mit der Indez-
menge I = {1,...,N}, N € N\ {1}, oder I =N, sodass mit x = (x;);es gilt

/xde(:r;) < oo firalleie I undn € Ny.
r

Die Monome sind dann durch x® = [[;c; ;" mit

aclN:={ac N« o hat nur endlich viele Nicht-Null-Elemente}

definiert und || = Y ;¢; oy ist der totale Grad des Polynoms z®. Aus der Folge der Mono-
me x* kann analog zu Satz 2.16 ebenfalls eine Menge orthonormaler multivariater Poly-
nome {pa, a € A} konstruiert werden. (Das Polynom p, entspricht dann der Orthonor-
malisierung von x® bzgl. der schon ermittelten Orthonormalpolynome in L*(T', B(T), dF)
und ist entweder ein Polynom vom totalen Grad || und hat einen positiven Koeffizienten
vor dem Monom x* oder entspricht dem Nullpolynom.) Im Gegensatz zum univariaten
Fall muss die Menge der Orthonormalpolynome nicht eindeutig bestimmt sein, da sie von
der Anordnung der Monome abhdngt. Auflerdem kann es passieren, dass fir ein a € A
sich das Monom x® als Linearkombination der bisher schon ermittelten Orthonormalpo-
lynome p,(x) darstellen lisst. Das hiefle, ps ergibt sich zum Nullpolynom. (Dies passiert
zum Beispiel dann, wenn F die gemeinsame Verteilungsfunktion der beiden Zufallsgrifen
&1 = €Y und & = [€]Y? fiir € ~ N(0,1) ist, weil dann z. B. & = &2 gilt.) Ist in so einem
Fall aber der totale Grad |&| von x® kleiner als der totale Grad der Linearkombination,
d. h., innerhalb der Linearkombination existiert ein p(x) Z 0 mit |/| > ||, dann wird
z® anstelle des entsprechenden Polynoms py () in die Menge der Orthonormalpolynome
aufgenommen und so orthonormalisiert, dass der totale Grad von ps eben |&| und der Ko-
effizient vor x® positiv ist, (d. h. ps Z 0). Das Orthogonalpolynom po wird dann dafiir Null
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gesetzt, d. h. pos = 0. Das bedeutet, dass in der Menge der Polynome {p., o € A} Null-
polynome auftreten konnen, die im eigentlichen Sinne keine Orthonormalpolynome sind,
da sie Norm Null haben. Da in den in dieser Arbeit betrachteten Beispielen dies jedoch
nicht vorkommen wird, und dieser Sachverhalt nur der Vollstindigkeit halber erwdahnt
werden sollte, wird keine maoglicherweise verwirrende, neue Indexrmenge fiir die Nicht-
Nullpolynome eingefihrt, sondern bei der Bezeichnungsweise der Menge {p,, o € A} als
Orthonormalsystem verblieben.

2.2.2 Hermite-Polynome

Bei den Hermite-Polynomen unterscheidet man generell zwischen den physikalischen und
den stochastischen, je nachdem ob die Gewichtsfunktion exp(—z?) oder exp(—xz?/2) be-
trachtet wird. Diese beiden konnen aber natiirlich ineinander umgerechnet werden. Da in
dieser Arbeit das Augenmerk besonders auf orthogonalen Polynomen bzgl. Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Zufallsgrofien liegt, d.h., in diesem Fall die Gewichtsfunktion
die Dichte einer normalverteilten Zufallsgrole sein wird, werden in dieser Arbeit die sto-
chastischen Hermite-Polynome verwendet und untersucht.

Sei als Gewichtsfunktion die Dichte der Standardnormalverteilung ¢(x):= \/% exp(—1z?%/2)
auf R gegeben. Dann sind die orthogonalen Polynome mit einer Eins als fiithrenden Koeffi-
zienten die Hermite-Polynome {He,, n € Ny}, die sich beispielsweise tiber die Rodrigues-

Formel
enplT) : exp o exp y n e 0, T € y .

definieren lassen und es gilt

/Hen(a:) He,,(z)p(z) dz = nldym, n,m € Ny.
R

Wie sich die entsprechenden Orthogonal- bzw. Orthonormalpolynome zu einer beliebigen
Normalverteilung auf J = R ergeben, zeigt das folgende Korollar.

Korollar 2.19 Sei auf R die Gewichtsfunktion

(@) = s exp(—(a = 0?/20%), z € R,

fir o > 0 und p € R gegeben, d.h., f entspricht der Dichtefunktion einer normalver-
teilten Zufallsgrofie mit Erwartungswert p und Varianz o®. Die im Sinne von Satz 2.16
dazugehorigen orthonormalen Polynome sind dann bestimmt durch

1 _
() = ﬁHen (xa,u) , néeNg, relR.

Beweis.
Dies folgt sofort mit der Variablensubstitution z = (z — u)/o aus
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1 1
= He,(z) He,,(z exp(—22/2)dz = 6pm, n,m € Ny.
o | Henle) Hea(e) (=472 :

O

Neben der Darstellung (2.4) fiir die Hermite-Polynome gibt es auch die explizite Formel

n!

it mitly=max{z€Z s <yh o (25)

die fiir konkrete Berechnungen ebenfalls niitzlich sein kann. Mit ihrer Hilfe lasst sich
zudem die Drei-Term-Rekursionsformel (2.1) fiir die Hermite-Polynome

He,i1(x) = x He,(z) —nHe,_1(z), n € Ny (2.6)

verifizieren. Auflerdem entsprechen die Hermite-Polynome den Koeffizienten der Entwick-
lung von

exp(at — £2/2) = ijo Hen(q;)f;. (2.7)

Die Funktion exp(zt — t?/2) wird dabei auch die erzeugende Funktion genannt und mit
ihr kann die oft verwendete Formel fiir das Produkt zweier Hermite-Polynome

He,(z) He,(x) W2 He,im-2(2)
= C(n,m,l )
vnlm! g ( ) (n+m — 21)!

n,m € Ny, (2.8)

mit n A m := min{m, n} und

=y () -

hergeleitet werden. Des Weiteren lassen sich damit ebenso die Formel

n

He,(z +y) =) (Z) 2" FHer(y), n € Ng (2.9)

k=0

und fir ¢ € R die Formel

n o 1\PE
He,(az)= >  a < ) B, Hey(x) (2.10)
k=0 T2 )

n—+k gerade

ableiten. Eine weitere spezielle Eigenschaft der Hermite-Polynome ist, dass die Ablei-
tung eines Hermite-Polynoms wieder bis auf einen skalaren Faktor ein Hermite-Polynom
darstellt, d. h.

He! (z) = nHe,_i(z) fiirallez € R und n € N. (2.11)

Dies lasst sich mit Hilfe der Definition (2.4) der Hermite-Polynome und der Drei-Term-
Rekursionsformel (2.6) durch die Rechnung

Ld o2\ dY a2 L2 dMT o 2
Hel (1) = (<17 () g (7% ) + e g (%)
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=z(=1)"e? (e2> — (=1)"tew <e2)

=z He,(z) — He,y1(x) = nHe,_1(x)

zeigen.

Bevor nun Integrale iiber Produkte von Hermite-Polynomen néher untersucht werden,
fasst die folgende Bemerkung noch zwei Verallgemeinerungen hinsichtlich der hier er-
wahnten Hermite-Polynome zusammen.

Bemerkung 2.20

(a) Neben den Hermite-Polynomen gibt es auch die sogenannten verallgemeinerten Her-
mite-Polynome (siehe z. B. Krall [66]). Diese bilden ein Orthogonalsystem im Raum
L*(R, B(R),dF) mit dF (x) = |z|*e~*"dz firz € R und einer Konstanten i > 0. Die
verallgemeinerten Hermite-Polynome gerader bzw. ungerader Ordnung bilden zudem
jeweils ein Orthogonalsystem im Raum L*(R*, B(RY),dF) mit dF (z) = 22e= dy
fiir x € RT und einer Konstanten p > 0.

(b) Im multivariaten Fall, d. h., wenn die Gewichtsfunktion die Dichte einer mehrdimen-
stonalen Normalverteilung ist, lassen sich die dazugehorigen multivariaten Hermite-
Polynome analog zu den univariaten Hermite-Polynomen (2.4) definieren und bilden
ein entsprechendes Orthogonalsystem (siehe z. B. Willink [104]).

Hohere und gemischte Momente. Integrale iiber Produkte von Hermite-Polynomen
lassen sich interpretieren als hohere oder gemischte Momente dieser Hermite-Polynome in
einer standardnormalverteilten ZufallsgroBe & auf (2,2, P), d.h. £ ~ N(0,1). Das heift,
fir p € N und m; € Ny fiir ¢ = 1,...,p versteht man unter hoheren oder gemischten
Momenten die Erwartungswerte

- (Heml(g)...Hemp(g)) B /Heml(:v)...Hemp(x)

\/mI!...,/mp!

Solche Ausdriicke treten z. B. bei der Berechnung der Momente von Produkten von po-
lynomiellen Chaosentwicklungen auf, bei Konvergenzabschiatzungen oder beim Aufstellen
der entsprechenden stochastischen Galerkin-Matrizen.

R m1' mp!

Fir p = 1,2 lassen sich diese Momente sofort aus der Orthogonalitatseigenschaft der
Hermite-Polynome berechnen, doch ab p = 3 wird dies komplizierter. Dennoch gibt es ex-
plizite Formeln fiir diese Momente und fiir p = 3 ergibt sich beispielsweise (siehe Field [37])

vmilmglma!
EP (I’Iem1 (5) Hem2 (6) Hem3 (f)) _ (k_m3)!(k1—n’b22)!(3’{:—ml)!7 my + mo + T<n3k: 2k>
Vmilymaly/ms! mi,Ma, M3 = K,
0, sonst.
(2.12)
Mit Hilfe der Arbeit [24] von Busbridge tiber Integrale, die Hermite-Polynome beinhalten,
kann sogar eine allgemeingiiltige Formel angegeben werden.

Proposition 2.21 Seip € N. Die gemischten Momente der Hermite-Polynome sind nur
dann ungleich Null, wenn fir m; € No, ¢ = 1,...,p, die Bedingung m; + ---+m, = 2k
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fiir ein k € Ny gilt. Dann folgt

He,,, (£) ... He,, (€) ( L ) 1
E : 250} (T /! ,
P ( /m1! L /mp! z:q );’S )\1’2!)\1,3! . )‘l,p!)‘2,3! .. )\P—LP!

wobet iber alle Mengen {\, s € Ng, r,s =1,...,p} mit

P
Ars = Aoy Ass = 0 fiir alle s, Y Njg=m; firallej=1,....pund Y A=k (2.13)

q=1 r<s

summiert wird.

Beweis.
Wie bereits erwahnt, basiert diese Formel auf der in der Arbeit von Busbridge [24] her-
geleiteten Formel fiir Integrale der Form

o0

I° = / H,, (2)...Hy, (z)exp(—2*/a)dz mita >0, pe N, p > 1,

tiber die physikalischen Hermite-Polynome {H,,, m € Ny}, die orthogonal beziiglich der
Gewichtsfunktion exp(—z?) sind. Wenn m; + - - - +m,, = 2k, k € Ny, ist, wird gezeigt

1 —k k Zi (—ml)zp Ao (—mp)zp A
Ifn m = a1/2 <_Z) 1—\ k+05 q=1 sq q=1"\P:a
T 2 ( ) Z(:) (0.5 — k) )\XTE DY IV LD SIS D.VIEL S W
mit z = ﬁ, dem Pochhammer Symbol

L, J=0,
cle+1)...(c+j—1), j>0,

und die Summation Y erfolgt iiber alle Mengen {\, s € Ny, r,s =1,...,p} mit

]

p
Ars = Asry Ass =0 firalles, Y N, <mjfirallej=1,...,pund Y A\, =i

q=1 r<s

Im Falle a = 1 gilt dann

V21

, die GroBle a gegen 1 konvergieren lassen, was z — 00

/ H,,, (2)...H,, (2) exp(—2?) dz = 2"/ / He,, (z) ... Hey,, (x)L exp(—2?/2) d.

Das heifit, man muss in I}
bedeutet, und erhalt

m

-----

Bany = (-3) 1005520 Cm)ss v TS v
ML Mhp 2 ' (05 — k’)k Mrs /\172!/\173! . /\l,p!>‘2,3! - )\p_Lp! ’

wobei nun tber alle Mengen {\, s € No, r,s =1,...,p}, die die Bedingung (2.13)

P
Ars = Asr, Ass = 0 flir alle s, Z Njg=mjfuralle j=1,...,pund Z Ars =k,

q=1 r<s
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erfiillen, summiert wird. Damit ergibt sich also

- (Heml(é) ... Hey,, (€) / He,p, (2) . ..Hemp(x)\/lz_exp(—fﬂ) dx

1
Vmal.ooy/my! )_ myl.omy! L
p 1
= |
(H sz.> 2 A2asl A hasl Al

Ars p—1,p*

und {\.s, 7,5 =1,...,p} geniigen Bedingung (2.13). O

Eine andere Art, die Bedingung (2.13) an die {\, s € Ng, r,s = 1,...,p} zu interpretieren,
ist die folgende. Man summiert iiber alle A\, = [A12,... A1 p, A2z, Apo1p)” € NPP=1/2
die der Gleichung

ApAp = bpm,
geniigen, wobei A, € RP*D>*P(P=D/2 ynd b € RPT! mit den Einheitsmatrizen I, € R™™,
n € N, wie folgt angegeben werden konnen

R 11, 11, 11 .. 1] o
k
1o 1 0 ... 0 0. 0 0 .. 0
ma
I, 1o, 1 0., 0 0 ... 0 Mo
A, = I, 5 1 ... 1 0 .. 0 und by, =
I, 1
-0
L L Mp ]
I I
Ist beispielsweise p = 3 und my; + mo + mg = 2k, dann ist die einzige Losung von
ApAp = by, d.h. von
111 ) k
110 b2 my
)\1,3 = )
1 01 Mo
A23
011 ms
gegeben durch
/\172 = ]{Z — ms, )\1,3 = ]{Z — My und )\2’3 = ]{I — M

fir my, ma, mg < k, da alle A, ; > 0 sein sollen. Dies entspricht der Formel (2.12).

Hohere Momente der Hermite-Polynome lassen sich damit ebenso explizit berechnen. Dazu
seien fiir p € N und m € Ny die Werte m; = --- = m, = m gesetzt, sodass mp = 2k fir
ein k € Ny gilt, und dann erhélt man

He,, (&) 1
E m — (m)P/? 7
P( vml ) (m}) M2l A sl A1)
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und die {A.,, 7,5 = 1,...,n} erfiillen die Bedingung (2.13) mit >0_; A;, = m fiir alle

j=1,...,p. Mit anderen Worten, es muss iiber alle Losungen ), € N2P=D/2 (6igentlich
sogar nur \, € {0,1,...,m}PP=1/2) yon
T
Ap)\p = bp,m mit bp,m = |:k', m,... ,m:l (214)

summiert werden.

Im Folgenden sollen nun sowohl obere als auch untere Schranken an die hoheren Momente
der Hermite-Polynome in ¢ gefunden werden.

Korollar 2.22 Sei p € N. Dann existiert eine Konstante C > 0 und ein mo € N, sodass
die Abschdtzung

S I G

fiir alle m > mq gilt, fir die mp eine gerade Zahl ist.

Beweis.
Um die untere Schranke nachzuweisen, muss zwischen geraden und ungeraden Momenten
p € N unterschieden werden.

Fiir gerades p gilt immer pm = 2k fiir alle m € N. Dann existiert fiir hinreichend grofles
m € Neinn € {0,1,...,p— 2}, sodass p — 1 ein Teiler von m + n ist, d.h. p — 1’m+n.
Nun wird eine spezielle Menge {\, 5, 7,5 = 1,...,p} definiert, sodass

m+n .
)\j:j+1:)\j+1,j:ﬁ_n7 ]:1537"-7p_17 )\37520, 5:17"'7p7

und ansonsten

AL — m—+n
I p _ 1
gilt. Dies fiihrt zu einer Losung von A,\, = b, ,,, vorausgesetzt dass m grof genug ist (da
sichergestellt sein muss, dass A, ; > 0 ist fir alle r,s = 1,..., p) aufgrund von

ZAT,SZ§<m+n—n>+<ZM p>m+n_p(p—1)(m+n) np _pm _

= p—1 2 2) p=1 " 2pp-1) 2 2
und
P m+n m+n m+n

Nig= ——— — -2 =(p—1 —n= fur alle j =1,....p.
qu = oy - oy =)oy —n=m firallej=1..,p

Damit lasst sich das p-te Moment des m-ten Hermite-Polynoms in £ nach unten abschatzen

durch
Hem(§)>p p/2 1
Ep ( > (m!) o2 p(p—2)/2
Vil (5 =)™ (520

und wegen der Stirling-Formel ¢1+/x (f)x <zl <cer (f)x fiir zwei Konstanten ¢1, ¢y > 0
(siehe z. B. Abramowitz/Stegun [1]) folgt unter Verwendung einer Konstanten C' > 0, die
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sich von Zeile zu Zeile dndern kann, aber nicht von m abhéngt, fir hinreichend grofles
m € N

He,, (§) P 1
E > (m!)p/2 — s
() (=)™ (G

m\™P/
0 minp/zl(e) p/2

J4 ( metn o\ PUGTT —n)/2 p(p—2)/4 [ mtn\ P(P—2)(5F)/2
G =)™ (57 Gy ()
p=l € p—1 e
1
> C'mP™/?
- mn p(2ER—n)/2 B e\ P(0—2) () /2
(=t — )" mplp=2)/4 (i) z
>0 (p — 1)mp/2
- m_n _ m+4n
mp(p—2)/4 (1 + @)p( b1 /2 (1 N %>;D(p 2)(mtr) /2
(p—1)m/® e D
> e = - )Y

Ist p ungerade, so ist mp = 2k nur fir gerade m € N erfiillt. Es existiert aber fiir jedes
dieser hinreichend grofien m wieder ein n € {0,2,...,p — 3}, sodass p — 1 ein Teiler von
m + n ist. Die Menge

m+n n m4+n n
)\j,j+1:)\j+1,j:pj_§7 17=12...,p—1, )\17p:)\p71: - _57
Ass =0, s=1,...,p, und ansonsten AT’SZW

p_

erfullt wieder

p—1  2p-1) 2 2

ZAm:p<m+n n>+<p(p—1)_p>m+n_p(p—1)(m+n) np _pm_,

p—1 2 2

r<s
und

d m+n n) m+n m+n
Ajg =2 -5 | +(=3) =(p—1)
qz::l 4 <p—1 2 p—1 p—1

—n=m firallej=1,... p.

Damit ist fiir hinreichend groes m wieder eine Lésung von A,\, = by, gegeben. Analog
zu oben erhalt man dann die Abschéatzung

Hem(£)>p o/ 1 —(p-2)/4 m/2\P
Ep ( 2 (ml) o = C (m (b= 1)"")
v (=)™ ((520)Y)

fiir eine Konstante C' > 0, die unabhéngig von m ist, und geniigend grofles und gerades
m € N. O

Um eine obere Abschitzung zu erhalten, muss die Summe iber die {\. 5, r,s =1,...,p}
nach oben abgeschatzt werden und dazu wird eine Abschétzung fiir den groften Summan-
den gesucht. Dies ist aber aquivalent dazu den Kehrwert der Summanden zu minimieren,
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das heifit, es wird das dazugehorige Optimierungsproblem

p(p—1)/2
min 1T \!
i=1

s.t. ApA = bpm,
N {0, .. mlpDr2

betrachtet. Dieses ganzzahlige Problem lasst sich verallgemeinern zu

p(p—1)/2

)/
min  [[ T(mX\+1)
i=1

s.t. AN N=1[p/2, 1,..., 1]T,
A€ [0, 1]p—1)/2

(P)

und das Minimum des zweiten Optimierungsproblems ist hochstens kleiner gleich dem
Minimum des ersten.

Lemma 2.23 Sei m,p € N, p > 1. Das Optimierungsproblem (P) ist konver und die
Losung ist durch

/\:[,...,
p—1 p—1
gegeben.

Beweis.

Die Nebenbedingungen dieses Optimierungsproblems sind linear und die betrachtete Men-
ge [0, 1]pP=D/2 ¢ RP(P=1)/2 ist konvex. Das heiit, um zu zeigen, dass das Optimierungs-
problem konvex ist, muss die Zielfunktion ebenfalls konvex sein. Um diese Eigenschaft fiir

flz) = ﬁ L(mz; + 1), = € [0,1]", mit n = p(p — 1)/2 nachzuweisen, wird die Hesse-
i=1

Matrix von f betrachtet.

Die ersten partiellen Ableitungen von f lauten

0f (x)
(9xj

=mf(x)¥(mz; + 1), j=1,...,n,

und fiir die zweiten partiellen Ableitungen von f erhilt man

82
amféxx)] = m*V(mz; + 1)V (mzy + 1) f (), s k=1,....n, j#k,
828]35) = m* V' (ma; + 1) f(2) + (m¥(maz; + 1))*f (), j=1,....n,

J

wobei ¥ die logarithmische Ableitung der Gammafunktion, die Digammafunktion, ist
und U’ die Ableitung der Digammafunktion, die Trigammafunktion, bezeichnet (siehe
Abramowitz/Stegun [1]). Fiir die Hesse-Matrix

-1

k,j=1
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gilt dann fiir a € R™\ {0}

0 f(z)
TH =>
¢ (x)a k,j=1 i al’kaﬂj‘j 4

=m’f(x) Z V' (max; 4+ 1) + (Y(max; +1))7) + Z Z a;V(max; + 1)¥(may, + 1)ay
j=1 k=1j=1
j#k

'Mz

= m?f ()

2
a2V (ma; + 1) (Z a; U (max; + 1))
j=1

1

J

Es ist f(z) > 0 fir z € [0,1]" und da ¥'(y) > 0 fir y € [0, 00) gilt, ist die Summe

Y iV (z;+1) >0
J=1

echt positiv. Der letzte Term ist aufgrund des Quadrates grofier gleich Null. Somit ergibt
sich also, dass die Hesse-Matrix H (z) positiv-definit ist fiir alle € [0,1]", und damit ist
die Zielfunktion f strikt konvex.

T
Um nachzuweisen, dass A\ = [%1, ceey %J die Losung des Optimierungsproblems ist,
P P
wird zunachst das Problem
min f(z)
st Y a; =1L (P)
j=1
z € [0,1)"
betrachet. Das heifit, die Anzahl der Nebenbedingungen wird verringert. Die zuldssige
T
Menge S := {z € [0,1]* : ¥}_, z; = §} ist konvex und fiir 2* = [zﬁ, e zﬁ} gilt zum

einen wegen n = p(p — 1)/2 die Nebenbedingung =" = p/2 und zum anderen

J=1 J
V) (r—2")=0 furallexzeS.
Die letzte Aussage ergibt sich aufgrund von

Vi) (z—a") = [mf(x*)\lf(mx* + 1)}: (x—2z")

J =1
—m[f(x*)\lf(m—i-l)] (x —z¥)
p— 1 j=1
* m = *
=mf(z )\If<1 + 1) > (x; —a3)
b= j=1
% m p p
- 7] (LI Y N ) g
mf(z’) (p—1+ )(2 2> &
da z € S. Mit dem auf Theorem 3.4.3 folgenden Corollary 2 aus Bazaraa et al. [13] folgt,
dass z* die Losung des Problems (P) ist. Da A := z* = [zﬁ, N ]ﬁr aber auch die zu-

satzlichen Nebenbedingungen des eigentlich interessierenden Optimierungsproblems (P)
erfiillt, ist dies ebenfalls die Losung von (P). Da f streng konvex ist, ist die Losung das
eindeutige globale Minimum. O
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Die Abschétzung nach oben ergibt sich dann als Folgerung aus diesem Lemma und ist im
folgenden Korollar festgehalten.

Korollar 2.24 Seip € N. Dann existiert eine Konstante C' > 0 und ein my € N, sodass
die obere Abschdatzung

£ (29 <t 72

fir alle m > my gilt.

Beweis.

Da unter Verwendung von Lemma 2.23 gerade \* = |-

P ERRRE p%l ’ fiir jede der Men-
gen {)\m, r,s = 1,...,p}, die die Bedingung (2.13) erfiillen, eine obere Schranke fiir
W darstellt, ergibt sich fiir hinreichend grofies m nach der Stirling-Formel
(siche z. B. Abramowitz/Stegun [1]) sofort die Abschitzung

Hew(6))” |
E i = (m!)P/?
P( Vm ) (m) éALQ!)\Lg!...)\pr!

m —p(p—1)/2
< (m + 1)PP=I2 (P27 (1 + 1)

p_

< O'mPP=3)/2,,p/4 <m>pm/2 m —p(p—1)/4 m _pmy2
)} ‘ p—1 (p—1e

< Omplr—9/4 (p— 1)nm/2 —C (m(pf4)/4 (p— 1)m/2)1’

fiir eine Konstante C' > 0, die von p abhangt, aber nicht von m, und sich von Zeile zu
Zeile dndern kann. Die Abschatzung im algebraischen Term ist recht grob, da die Anzahl
der moglichen Losungen A\, von A,\, = b, ,,, nicht bekannt ist und genutzt werden konnte,
sondern als obere Abschétzung mit Hilfe der Theorie fiir lineare Gleichungssysteme nur
der Wert (m + 1)P®~D/2=P ermittelt werden konnte, der die gréftmogliche Anzahl von
Losungen fir die Matrix A, mit Rang p angibt. 0

Bemerkung 2.25 Seip € N, p > 1 ungerade und m; € N firt=1,...,p hinreichend
groff, dann kann auf dhnliche Art und Weise gezeigt werden, dass fir die gemischten
Momente eine obere Abschdtzung der Form

He,,, (¢ ) Hemp ) P p/d— Lp mi/2
Ep H -1)
( (VAL EREERVALL

gilt, wenn min{m;, 1 =1,...,p} > my ist fir ein gewisses mg € N.

2.2.3 Legendre-Polynome

Neben den Hermite-Polynomen kommen vor allem auch die Legendre-Polynome zur An-
wendung bei stochastischen Galerkin-Methoden. Die Legendre-Polynome gehoren zur
Klasse der Jacobi-Polynome. Sie sind durch

Lo
2rn! dxn

P,(x) := (x> = 1)"), mn €Ny, z€(-1,1),
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definiert und bilden auf dem Intervall J = (—1,1) beziiglich der konstanten Gewichts-
funktion f =1 ein Orthogonalsystem, das heif3t

1

75nm7 9 GN'
2n + 1 = o

;/Pn(:zr)Pm(x) dx =

Das bedeutet, dass die Menge

{V2n+1P,, n € No}

ein Orthonormalsystem bildet bzgl. der Gewichtsfunktion f = 1/2 bzw. ein Orthonormal-
system ist im Raum L*((—1,1),B((—1,1)),dF) mit dF(z) = 1/2dz. Die entsprechende
Drei-Term-Rekursionsformel (2.1) lautet

(n+1)Pi1(x) = 2n+ 1)zP,(z) —nP,_1(z), n € Ny.

Ist nicht auf dem Intervall (—1,1) eine Gleichverteilung gegeben, sondern auf J = (a,b)
mit —oo < a < b < 0o, dann lassen sich die zugehorigen Orthonormalpolynome aus dem
System der {P,, n € Ny} herleiten.

Korollar 2.26 Sei auf dem Intervall J = (a,b) C R eine Gleichverteilung gegeben, d. h.,
die Dichte- bzw. Gewichtsfunktion ist f(z) = 1/(b — a) auf J. Dann sind die im Sinne
von Satz 2.16 orthonormalen Polynome durch

po(z) =V2n+ 1P, (295—(b+a)> ., n € Ny,

b—a
definiert.
Beweis.
Die Behauptung folgt aus folgender Rechnung mit der Variablensubstitution y = W
b b
1 \/(2n+1)(2m+1) 22— (b+a) 22— (b+a)
= pl2— VT )\p (22 \PTH
a/pn(a:)pm(:v)b_&da: b—a a/ " b—a " b—a da
(2n+1)(2m +1)
= \/ 9 /Pn(y)Pm(y) dy = Opm
21
fir alle n, m € Ny. 0O

Auch fiir die Legendre-Polynome spielen die gemischten Momente eine Rolle. Insbesondere
mit Blick auf die stochastischen Galerkin-Matrizen sind Integrale bzw. Erwartungswerte
von Dreifachprodukten von Interesse. Ist £ also nun eine gleichverteilte Zufallsgrofle auf
(a,b) € R und {p,,n € Ng} die Menge der entsprechenden Orthonormalpolynome auf
(a,b) zur Gewichtsfunktion 1/(b — @), dann kann z. B. bei Adams [2] die Beziehung

B (b (OPna(Opme (€)) = = [ s (£)pa (2o (2)

V/ (2m1+1)(2ma+1)(2ms+1) k12 (2k—2m )!(2k—2ma)!(2k—2m3)!

T )2 (=) P (h—mg)? » 1T M2+ Mg = 2k, k€ No

my, Mo, mg < k,

0, sonst

gefunden werden. Andere Darstellungsformen lassen sich z. B. bei Gillis et al. [50] finden.
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2.2.4 Stieltjes-Wigert-Polynome

Die Stieltjes-Wigert-Polynome (siehe Szego [94]) gehoren nicht zu der Gruppe der klas-
sischen orthogonalen Polynome, auch fehlt ihnen die wichtige Eigenschaft der Dichtheit,
die die Hermite- und Legendre-Polynome besitzen und die im zweiten Kapitel diskutiert
werden wird. Aufgrund des Fehlens dieser Eigenschaft eignen sie sich jedoch sehr gut als
Beispiel und sollen daher hier ebenfalls aufgefiihrt werden. Die Stieltjes-Wigert-Polynome
sind orthogonal beziiglich einer Gewichtsfunktion der Form

27we p( %), x>0,

0, sonst,

o > 0.

fa(x> =

Diese Funktionen definieren keine Wahrscheinlichkeitsdichte, da

/fg(x) dz = e’/
0

nicht gleich Eins ist. Durch Normierung von f liefle sich aber leicht eine Dichtefunktion
einer ZufallsgréBe erzeugen. Die Stieltjes-Wigert-Polynome {p?), n € Ny} sind auf dem
Intervall J = R* gegeben durch

p;a)(x) = (—=1)"a (2n+1) /4 1/22 [ } 2 al/Qx)j’ n>0, x>0,

a

wobei die folgende Notation verwendet worden ist

a = exp (—02) : [a]p == 1, l[a], == ]](1 —a), n>1,

und das sogenannte Gauf-Symbol

nyo_ la]n
J " ' [a]n—j [a]j'

Tatséachlich sind diese Polynome nicht nur orthogonal sondern auch orthonormal beziiglich
fo. Des Weiteren lassen sich von diesen Polynomen die orthogonalen bzw. sogar ortho-
normalen Polynome beziiglich der lognormalen Dichtefunktion

1 In(z))?
—5= €Xp (—7( (2)) ) , x>0,
0, x <0,

fz) = (2.15)

ableiten.

Korollar 2.27 Sei als Gewichtsfunktion die Funktion f in (2.15), die eine Dichtefunktion
einer lognormalen Verteilung beschreibt, gegeben. Dann ist J = R* und die beziglich f
im Sinne von Satz 2.16 orthonormalen Polynome {p,, n € No} sind durch

—1)" n(n—1)/4 n ) o )
po(z) =1, pu(T) = (=1 (—1) n e 2L pneN, x>0,
I1(ef —1) =0 J]e1
i=1

bestimmidt.
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Beweis.
Seien die orthonormalen Stieltjes-Wigert-Polynome {p), n € Ny} zu der (speziellen)
Gewichtsfunktion f;, d.h. ¢ = 1, gegeben. Dann folgt mit einigen Berechnungsschritten,
dass

_ U/

Pn(z) pg)(ex), n € Ny,

gilt, und die Orthonormalitét ldsst sich mittels einiger Variablensubstitutionen berechnen
durch

[ pa@pm(@)f (@) dw = [/ pOea)e pD ex) (@) do
0 0
_ /61/2p(1)<€z+1)p(1)(€z+1)e_z /2 dz
o n m /27]'
%0 ~(y-1)2/2
_ /2, (1) (o) (D) (o9)
e e e d
ZO A BN dy
7 ¥ /20y
_ W () W (e 4
Zom ) (N == dy

Die Drei-Term-Rekursionsformel (2.1) fiir diese Polynome {p,, n € Ny} lautet, da sie
orthonormal sind,

bn—l—lpn—i—l(x) = ("L‘ - an)pn(m) - bnpn—l(x)a n € Ny

und die Rekursionskoeffizienten (a,)nen, und (b,)nen, ergeben sich nach den zwei For-
meln (2.2) und (2.3). Das heifit

.
_ _ ,1/2
Qg = ——~ =¢€
kY
und fiir n > 1 gilt
N O
no k,T(L") k,(":il)
e" —1 entl — 1
—_ e—(3n2—5n+2)/46(3n2—n)/4 + e—(3(n+1)2—5(n+1)+2)/4€(3(n+1)2—n—l)/4
e—1 e—1
_ ﬂ (€n+2 s —e4+ 1) _ en—1/2 (en—i-l +en . 1) )
e—1

Geschlossen kénnen die Rekursionskoeffizienten (ay)nen, also durch

a, = e 1/? (e”+1 +e" — 1) , n >0,
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angegeben werden. Fir n > 1 lassen sich ebenso die Rekursionskoeffizienten (b, )nen,
berechnen zu
(n—1)
kn(—l) = (" — 1)1/26701;1)(3n74)6n(3n71)/4
kn'
_ (en N 1)1/26(—3n2+4n+3n—4+3n2—n)/4 _ (en . 1)1/26(3n—2)/2

b, =

und fiir n = 0 wird o.B.d. A. wieder by = 0 gesetzt. Diese Rekursionsformel lésst sich
auch bei Simpson [90] allerdings ohne Beweis finden. Fiir die Integrale/Erwartungswerte
der Dreifachprodukte ist allerdings keine explizite Formel bekannt, sodass diese numerisch
berechnet werden miissen.



Kapitel 3

Chaosentwicklungen

Dieses Kapitel ist den Chaosentwicklungen von Zufallsvariablen gewidmet, die eine grofie
Rolle sowohl bei der Simulation von Zufallsvariablen als auch bei der numerischen Lo-
sung zufilliger oder stochastischer (partieller) Differentialgleichungen spielen (siehe z. B.
zu zufélligen Differentialgleichungen die Biicher von Ghanem und Spanos [49], Le Maitre
und Knio [68] oder Xiu [108] und zu stochastischen Differentialgleichungen die Arbei-
ten von Rozovskii et al. [62, 72, 75]). Unter der Chaosentwicklung einer Zufallsvariable
mit endlichem zweiten Moment versteht man eine abstrakte Fourier-Reihe dieser Zufalls-
variable bzgl. gewissen orthonormalen Polynomen in einer (anderen) Zufallsgrofie oder
auch in mehreren (anderen) Zufallsgrofien. Man unterscheidet dabei polynomielle und
verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklungen, fiir die auch die Begriffe polynomi-
elles und verallgemeinertes polynomielles Chaos verwendet werden. Die Namensgebung
sowie das Konzept des polynomiellen Chaos gehen zuriick auf das von N. Wiener in sei-
ner Arbeit [103] verwendete jhomogeneous chaos®. In diesem Fall bilden abzdhlbar viele,
unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsgroffen und die dazugehorigen orthogona-
len Polynome, die multivariaten Hermite-Polynome, den Ausgangspunkt. Nach dem Satz
von Cameron und Martin in [25] ldsst sich dann jede Zufallsvariable, die ein endliches
zweites Moment besitzt und messbar ist bzgl. dieser standardnormalverteilten Zufallsgro-
en, als eine abstrakte Fourier-Reihe bzgl. den multivariaten Hermite-Polynomen in den
standardnormalverteilten Zufallsgroflen entwickeln. Xiu und Karniadakis erweiterten die-
ses Konzept in [106, 111, 113] und fiithrten das sogenannte verallgemeinerte polynomielle
Chaos ein, das darauf beruht, die Verteilung der Anfangszufallsgrofien beliebig zu wéahlen.
Das heifit, sie gingen sowohl von der Unabhéngigkeit als auch von der Forderung einer
Normalverteilung ab, da sie beobachteten, dass solche verallgemeinerten polynomiellen
Chaosentwicklungen fiir gewisse Zufallsgroien bessere Approximations- bzw. Konvergen-
zeigenschaften aufweisen als deren entsprechenden polynomiellen Chaosentwicklungen.
Spater entwickelten Wan und Karniadakis das ,multi-element generalized polynomial
chaos“ in [101, 102], bei dem die jeweilige Chaosentwicklung nicht auf dem gesamten
Bildbereich der zugrunde liegenden Zufallsgrofien, sondern stiickweise auf einer Zerlegung
des Bildbereiches gebildet wird. Um ebenfalls bessere Konvergenzeigenschaften zu erhal-
ten, stellten Poétte und Lucor in [83] einen neuen Ansatz zu iterativen verallgemeiner-
ten polynomiellen Chaosentwicklungen vor, bei dem mit einer gewissen verallgemeinerten
polynomiellen Chaosapproximation gestartet wird und die auf dieser Zufallsgrofie basie-
renden orthonormalen Polynome im néchsten Schritt zu einer neuen verallgemeinerten
polynomiellen Chaosapproximation genutzt werden.

Dieses Kapitel besteht aus zwei Abschnitten. Im ersten Teil wird zunéchst der Formalismus
fiir das verallgemeinerte polynomielle Chaos eingefiihrt und im zweiten werden spezielle
Aspekte des eindimensionalen polynomiellen Chaos untersucht.
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3.1 Verallgemeinerte polynomielle
Chaosentwicklungen

Nach einer kurzen Einfithrung des Konzepts des verallgemeinerten Chaos wird zunéchst
diskutiert, unter welchen Umstidnden eine zum Satz von Cameron und Martin fiir po-
lynomielle Chaosentwicklungen analoge Aussage fiir die verallgemeinerten polynomiellen
Chaosentwicklungen getroffen werden kann. Im Anschluss daran wird auf einige Eigen-
schaften eingegangen, die den verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen inne-
wohnen.

Zur Herleitung der verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen seien héchstens
abzéhlbar viele reellwertige ZufallsgroBen (;)ics,, d-h. I¢ = {1,..., M}, M € N, oder
Ie = N, gegeben und mit £ := (&)ics, bezeichnet, sodass die folgende Annahme erfiillt
ist. Spater, in Kapitel 4, werden die Basiszufallsvariablen die Rolle dieser Zufallsgrofien
iibernehmen.

Annahme 3.1

(i) Jede der reellwertigen Zufallsgrifien &;, i € I, besitzt endliche absolute Momente
beliebiger Ordnung, d. h. Ep |§|™" < oo fir allen € N, i € I,.

(i1) Die Verteilungsfunktionen Fg,(x) = P(& < x), x € R, der einzelnen Zufallsgro-
Ben &, 1 € I, sind stetig.

Um eine Zufallsgrofie mit endlichem zweiten Moment durch eine im Quadratmittel kon-
vergierende Reihenentwicklung in Polynome in ¢ darstellen zu kénnen, miissen notwen-
digerweise die zweiten Momente der Polynome in £ existieren. Das heifit, es miissen die
Momente beliebiger Ordnung aller Zufallsgrofen &;, ¢ € I¢, endlich sein. Da es Wahrschein-
lichkeitsverteilungen gibt, fiir die dies nicht der Fall sein muss, sichert Annahme 3.1 (4)
diese Grundvoraussetzung (vgl. dazu auch den Abschnitt 2.2 zu orthogonalen Polynomen).
Mit der Annahme 3.1 (i7) werden die diskreten Zufallsgrofien zunéchst ausgeschlossen, da
diese in den hier betrachteten Fragestellungen nicht auftreten werden. Auflerdem kénnen
so die kommenden Beweise einfach gehalten werden. Man kann allerdings ebenso fiir dis-
krete Zufallsgroflen verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklungen untersuchen. Die
oft geforderte Eigenschaft der Unabhéngigkeit der Zufallsgréien (&;)iez, wird hier ebenfalls
nicht vorausgesetzt, auch miissen die Zufallsgrofien nicht identisch verteilt sein.

Um im Folgenden die verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen einzufiihren,
wird analog zu der Herangehensweise in Janson [64] fiir Chaosentwicklungen mit unabhén-
gigen und standardnormalverteilten Zufallsgrofien verfahren. Dazu definiert man zunéchst
fir n € No und K € I¢ die Menge PX aller Polynome vom (Total-)Grade kleiner gleich n
in den Zufallsgrofien &, ..., &k, d. h.

PE = {p(&, ..., &) : p Polynom vom Grade < n}.

Damit sind alle diese Mengen PX endlichdimensionale und damit abgeschlossene Unter-
riume von L*(Q, 0(&, ..., ¢x), P) C L*(Q,2A, P). Die Unterraume P, der Polynome vom
Grade kleiner gleich n in (&, ..., k) fiir beliebiges K € I¢, ergeben sich darauthin als die
Vereinigung

P.i= | PECL(,0(),P) CL(QAP), neN,

KEIE
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und es gilt P,_; C P, fiir alle n € N. Mithilfe der Bildung von orthogonalen Komple-
menten lassen sich dann die Mengen

H,, = fnﬂpnl_l firne N

definieren. Dabei wird mit P,, der Abschluss der Menge P, und mit P, das orthogonale
Komplement von P,,_; jeweils in L2(Q, 2, P) bezeichnet. Die Mengen H,,, n € N, zusam-
men mit der Menge der Konstanten Hg := Py = Py stellen aufgrund ihrer Konstruktion
paarweise orthogonale Unterrdume von L*(Q,0(¢),P) dar und erméglichen damit eine

orthogonale Zerlegung der Polynomraume P,, fiir alle n € Ny, d. h.
P, =P Ha.
k=0

Somit erhalt man fiir den L*(Q,2A, P)-Abschluss von P(€) := U2, Pn, der Menge aller
Polynome in &, ebenso eine orthogonale Zerlegung durch

DH, - PE).

Das heifit, die Frage, ob sich jede beliebige, reellwertige, o(£)-messbare ZufallsgroBe mit
endlichem zweiten Moment als verallgemeinerte polynomielle Chaosreihe darstellen lasst,
ist dquivalent zu derjenigen, ob die Polynome P(£) in L*(Q, o(¢), P) dicht liegen, d.h., ob

Wg) = L2<Q7 0-(5)7 P)
gilt.

3.1.1 Verallgemeinerung des Satzes von Cameron und Martin

Im Falle unabhéngiger, standardnormalverteilter Zufallsgrofen (;);en liefert, wie bereits
erwiahnt, der Satz von Cameron und Martin [25] die Dichtheit der entsprechenden Poly-
nome in L*(€2, 0(€), P) fiir £ := (&)sen. Sind die ZufallsgréBen ()ic, jedoch nicht nor-
malverteilt sondern besitzen eine beliebige andere Verteilung, dann gilt im Allgemeinen
die Dichtheit der Polynome nicht. Eine erste Verallgemeinerung des Satzes von Cameron
und Martin ist bei Segal [88, Lemma 2.1, S. 120] zu finden, wobei allerdings die dortigen
Voraussetzungen stérker sind als die hier getroffenen (vgl. auch [34]). Im Folgenden wird
der Satz von Cameron und Martin fiir drei verschiedene Ausgangssituationen verallgemei-
nert, denen allen eine gewisse Besonderheit innewohnt. Zunéachst wird der eindimensionale
Fall betrachtet, d.h., es ist [I¢| = 1 und es gibt somit nur eine reellwertige Zufallsgrofle
¢ = &. Die zweite Verallgemeinerung behandelt den allgemeinen Fall fiir [I¢| > 1 und
die dritte liefert eine Aussage fiir den Sonderfall, dass die Zufallsgrofien (&;);e 1. zusétzlich
noch unabhéngig sind.

Im eindimensionalen Fall, fiir den |I¢| = 1 ist und die Polynome nur in einer reellwertigen
ZufallsgroBe £ = &; betrachtet werden, ist es moglich, eine hinreichende und notwendige
Bedingung fiir die Dichtheit der Polynome zu formulieren.

Satz 3.2 (I. Verallgemeinerung des Satzes von Cameron und Martin)
Sei & eine reellwertige Zufallsgrifie, die der Annahme 3.1 geniigt. Dann liegen die Poly-
nome aus P(€) dicht in L*(Q, (&), P), d. h., es gilt die orthogonale Zerlequng

é Hn = LQ(Qv U(f)v P)a

n=0
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genau dann, wenn das Momentenproblem der Verteilung Fe von & eindeutig [osbar ist.

Im Besonderen gilt dann fir A = o(&)

2(Q,2,P) @H

Beweis.

Die Dichtheit der Polynome aus P(€) in L*(Q, o(¢), P) ist, wenn man in den Bildbereich
iibergeht, dquivalent zur Dichtheit der Polynome aus P(z), z € R, in L*(R, B(R), dFy).
M. Riesz zeigt in seiner Arbeit [85], dass fiir Belegungsfunktionen « (sieche Freud [40]
oder auch Abschnitt 2.2) die dazugehorigen orthogonalen Polynome genau dann dicht in
L*(R, B(R), da) liegen, wenn das Momentenproblem fiir do(x)/(1 4 z?) eindeutig losbar
ist. In dem Buch von Freud [40, Theorem 4.3] wird dann der Beweis geliefert, dass fur
stetige Verteilungen F¢ dies genau dann der Fall ist, wenn das Momentenproblem fiir Fy
selbst eindeutig losbar ist. Zusammengefasst heifit das also, die Polynome aus P () liegen
genau dann dicht in L*(Q, 0(¢),P), wenn das Momentenproblem von F¢ eine eindeutige
Losung besitzt. 0O

Bemerkung 3.3 Ist & eine Zufallsgrofie mit diskreter (oder gemischter) Verteilung, so
ist die Bedingung, dass das zugehorige Momentenproblem eindeutig losbar ist, hinreichend
(aber nicht notwendig) fiir die Dichtheit der Polynome aus P(€) in L*(Q,0(€),P) (siche
z. B. Freud [40]).

Fir die Definition des Momentenproblems und Bedingungen, unter denen es eindeutig
losbar ist, sei auf Kapitel 2.1, Definition 2.12 und Satz 2.14, verwiesen. Verteilungen,
fiir die das Momentenproblem eindeutig losbar ist, sind zum Beispiel die Normalvertei-
lung, die Betaverteilung, deren Spezialfall die Gleichverteilung, und die Gammaverteilung.
Die dazugehorigen orthogonalen Polynome (siehe Tabelle 3.1) liegen damit dicht in den
entsprechenden Raumen. Diese Verteilungen bzw. Polynome entsprechen dem von Xiu
und Karniadakis in [111] vorgestellten verallgemeinerten polynomiellen Chaos, welches
bei ihnen auch Wiener-Askey-Chaos genannt wird, da sich diese orthogonalen Polyno-
me in das Askey-Schema (siche Askey und Wilson [3] oder auch Abschnitt 2.2) ein-
ordnen lassen. Natiirlich gibt es aber noch viel mehr Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Verteilung Chaospolynome
Normalverteilung Hermite-Polynome
Betaverteilung Jacobi-Polynome
Gleichverteilung Legendre-Polynome
Gammaverteilung Laguerre-Polynome

Tab. 3.1: Spezielle Verteilungen und ihre entsprechenden orthogonalen Polynome

deren Momentenproblem eindeutig losbar ist. Als eine diskrete Verteilung, deren Mo-
mentenproblem sich eindeutig 16sen lésst, sei beispielhaft die Poissonverteilung genannt
mit den Charlier-Polynomen als dazugehorigen orthogonalen Polynomen. Im Gegensatz
dazu ist die lognormale Verteilung nicht eindeutig durch ihre Momente bestimmt (vgl. Bei-
spiel 2.15). Das heift, fiir eine lognormale ZufallsgroBe £ liegen die dazugehorigen orthogo-
nalen Polynome nicht dicht in L*(€2, o(€), P). Damit existieren nichttriviale ZufallsgroBen
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n e LQ(Q, o(§),P), fur die die jeweilige verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung
nicht fast sicher mit der entwickelten Zufallsgrofe iibereinstimmt (siehe Beispiel 3.9). Wei-
tere Beispiele fiir Verteilungen, fiir die das Momentenproblem nicht eindeutig l6sbar ist,
sind in Abschnitt 2.1 erwahnt worden.

Im mehrdimensionalen Fall, d.h. § = (&)icz, mit [I¢] > 1, verkompliziert sich die Cha-
rakterisierung der Dichtheit mit Hilfe der eindeutigen Losbarkeit des Momentenproblems
(siehe z. B. Fuglede [41]), denn es gibt Verteilungen, die zwar eindeutig durch ihre Momen-
te bestimmt sind, deren Polynome jedoch nicht dicht liegen im entsprechenden L*-Raum.
Eine hinreichende Bedingung fiir die Dichtheit der Polynome erhalt man aber beispiels-
weise dann, wenn die univariaten Polynome in den einzelnen ZufallsgroBen &;, i € I,

dicht sind in LP(Q, 0(&;), P) fiir ein p > 2.

Satz 3.4 (II. Verallgemeinerung des Satzes von Cameron und Martin)

Sei eine Zufallsvariable § = (&;)icr, mit |I¢| > 1 gegeben, sodass Annahme 3.1 erfillt ist.
Dann liegen die Polynome aus P(&) dicht in L*(Q, 0(€),P), d. h., es gilt die orthogonale
Zerlegung

é H" = LQ(Qv U(f)v P),

n=0

wenn fir alle i € I¢ die Polynome aus P(&;) in LP(Q,0(&;),P) fir ein p > 2 dicht liegen.

Beweis.
Der Beweis wird in zwei Teilen gefiihrt analog zu der Vorgehensweise in [34].

(¢) Sei |I¢| < co. Dann folgt die Aussage direkt aus Berg [14, Theorem 3.4] bzw. Peter-
sen [82].
17) Sei I = N. Dann folgt nach Voraussetzung und (7), dass fiir alle M € N die Mengen
£
P&, ..., &) dicht liegen in L*(Q, 0(&y, ..., &n), P).
Angenommen P(¢) liegt nun nicht dicht in L*(Q, o (¢),P), dann existiert eine Zu-

— 1
fallsgrofle n € (73(5)) C L*(Q,0(£),P) mit [Mll2() = 1. Des Weiteren lésst sich
fiir jedes € > 0 ein My € N und eine Zufallsgrofie

Mt € L2(Q,0(&1,. ., &), P) =P(&, ..., &) C PE)

finden mit
17— nar 2 ) < e
Andererseits gilt jedoch fir geniigend kleines € > 0
I — 7]M0||iz((2) = ||77||52(Q) + “T]M()Hi?(ﬂ)
2
> 1+ ([l = 1= mnllize) =1+ (1 —e),
was zu einem Widerspruch fithrt. Damit ist die Behauptung P(¢) = L*(Q, 0(€), P)
gezeigt.
[
Eine mogliche hinreichende Bedingung, fiir die die Dichtheit der Polynome in den ent-

sprechenden LP-Raumen fir p > 2 (eigentlich sogar p > 1) geschlussfolgert werden kann,
ist Eigenschaft (3.1) im folgenden Korollar.
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Korollar 3.5 Sei eine Zufallsvariable § = (&;)icr, gegeben, die Annahme 3.1 erfiillt. Wenn
fiir jedes i € I¢ eine Konstante a > 0 existiert, sodass

Ep exp(al¢;]) < oo (3.1)
gilt, dann liegen die Polynome aus P(€) dicht in L*(Q, 0(€),P), d. h., es gilt die orthogo-

nale Zerlequng

é H, = L*(Q,0(¢),P).

n=0

Beweis.

Da fiir jedes i € I eine Konstante a > 0 existiert, sodass Ep exp(a|&;|) < oo gilt, folgt
nach Berg [15, Theorem 6] die Dichtheit der Polynome aus P(¢;) in LP(€2,0(&;), P) fir
alle p > 1. Die Behauptung folgt dann sofort aus Satz 3.4. 0O

Setzt man zusétzlich die Unabhéngigkeit der Zufallsgrofien (§;)iez, voraus, so lésst sich
wie im eindimensionalen Fall wieder eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Dichtheit der Polynome finden.

Satz 3.6 (III. Verallgemeinerung des Satzes von Cameron und Martin)

Sei eine Zufallsvariable § = (§;)ier, gegeben, sodass die Annahme 3.1 erfiillt ist, und seien
die Zufallsgréfien (&i)ier, untereinander unabhdngig. Dann sind die Polynome aus P(§)
dicht in L*(Q, 0(£),P), d. h., es gilt die orthogonale Zerlegung

D H. = L% (2,0(6),P),

n=0
genau dann, wenn fir jedes i € I das Momentenproblem der Verteilung Fe, von & ein-
deutig losbar ist.

Beweis.
Aufgrund der Unabhangigkeit ergibt sich fiir jedes K € I, die Verteilungsfunktion Fi¢, . ¢,
des Zufallsvektors (&1, ..., &x) als Produkt der Verteilungsfunktionen Fg,, ..., Fg,, d.h.

K
Fier.co (@1, o) = ]| Fe (i)
i=1

.....

=1

gilt. Da fiir jedes i € I die Polynome aus P(&;) genau dann dicht in L*(Q, 0(&;), P) lie-
gen, wenn das jeweilige Momentenproblem eindeutig 16sbar ist (nach Satz 3.2), ergibt sich
die Behauptung fiir || < oo sofort und fiir [y = N analog zum Beweisschritt (¢7) von
Satz 3.4. 0

Nach der Annahme 3.1 (4) lassen sich demnach die in L*($2, 2, P) orthonormalen Polynome
{pa(§), a € A} konstruieren (sieche dazu auch Satz 2.16 und Bemerkung 2.18). Indiziert
werden sie mittels eines Multiindexes o der Menge

A= {a e N : & hat nur endlich viele Nicht-Null-Elemente}
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und sie spannen den Raum P(&) auf. Sind die Zufallsgréfien (&;)ics, zusétzlich unabhingig,
dann konnen die multivariaten, orthonormalen Polynome {p,(§), a € A} als Tensorpro-
dukte der univariaten orthonormalen Polynome {p{’(&;), n € No} in &, i € I¢, hergeleitet
werden. Das heifit, es gilt

Palé) = H pg)(fz) fir alle o € A,

i€l
und Satz 3.6 besagt, dass die Polynome {p,(§), a € A} genau dann eine Orthonormalbasis
des Raumes L*(Q, o(€), P) bilden, wenn die Polynome {p{ (&), n € Ny} in L*(Q, (&), P)
fir jedes 7 € I dicht liegen.

Die Polynome p,(§) vom totalen Grade kleiner gleich n, d. h. |a| = ¥;c;, oy < n, spannen
dann die jeweiligen Unterraume P,, auf, heifit, sie bilden eine Basis, sodass sich

Pr = span{pa(§), @ € A : o] <n}

fir alle n € Ny ergibt. Die orthogonalen Projektionen Il : L*(Q,2A,P) — P, einer
ZufallsgroBe n € L?(Q,2A, P) auf die Riume P,,, n € Ny, sind durch

anﬁ = Z 604}704(6)

a€l,
| <n

mit den verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten

Ba = Ep (npa(§)), a €A,

gegeben. Die verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung von 7 € L*(Q, A, P) lisst
sich dann definieren durch die Reihe

JgIElO anT/ = Z Z 50&%(5) = Z 50&]%4(5)7

n=0 |oz‘€A7 acel
die im quadratischen Mittel, d. h. in L2(Q, 2, P), konvergiert. Thr Grenzwert ist dabei die
orthogonale Projektion von 7 auf den Raum P(£). Wenn also P(£) = L*(Q, 0(£),P) gilt
und 7 messbar ist bzgl. £, dann ist dieser Grenzwert, d. h. die eben erwahnte orthogonale
Projektion von 7 auf P(§), gerade 7 selbst. Die verallgemeinerte polynomielle Chaosent-
wicklung kann somit ebenso als abstrakte Fourier-Reihenentwicklung bzgl. orthonormaler
Polynome in ¢ aufgefasst werden.

Korollar 3.7 Sei eine Zufallsvariable § = (&;)ic1, gegeben, sodass die Annahme 3.1 erfiillt
ist, und gelte P(€) = L*(Q, 0(&), P). Dann lisst sich jede Zufallsgrife n € L*(Q, o(€),P)
durch ihre verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung

S S Bupal€)  mit Bu = B (qpa(9))

n=0 a€A,
|a|=n
mittels den orthonormalen Polynomen {p.(§), a € A} darstellen. Das heifit, die Folge
der Partialsummen (V) nen,, definiert durch

N

(N)n = HfNT] = Z Z 5apa(£)7 N e NO’

n=0 a€A,
lor|=n



40 KAPITEL 3. CHAOSENTWICKLUNGEN

konvergiert im quadratischen Mittel gegen 1, d. h.

Mp =5 in L*(Q,2,P) fir N — occ.

Beweis. -
Die Behauptung folgt unmittelbar aus L*(Q, o(£),P) = P(§) = @ Ha. 0
n=0

Bemerkung 3.8 Sei eine Zufallsvariable £ = (&;)ic1, gegeben, sodass die Annahme 3.1
erfillt ist, gelte P(€) = L*(Q, o (€), P) und seien mit

Mpx : L?(Q,2,P) = Py, N €Ny, K €I,

die in L*(Q,2,P) orthogonalen Projektionen auf die Riume P bezeichnet. Dann kon-
vergieren fiirn € L*(Q, 0(€), P) ebenfalls die orthogonalen Projektionen pxn im quadra-
tischen Mittel gegen n, d. h.

N
N = Tpgen = Zjo GZA Bapal&) =1 in LAQ,AP) fir N, K — co.
T im0, oK,
la|=n

Die Zufallsgrofen My bzw. MKy K € I, N € Ny, fiir n € L*(Q,0(¢),P) werden
auch als verallgemeinerte polynomielle Chaosapproximationen bezeichnet und sind die
jeweiligen Bestapproximationen von 7 in den entsprechenden Raumen. Die Chaosappro-
ximation V- ist auch fiir It = N immer eine endliche Summe, die Chaosapproximation
(M hingegen ist in diesem Fall im Allgemeinen selbst auch eine Reihe.

Ist eine der Bedingungen 1 € L*(Q, 0(€), P) oder P(€) = L*(Q, o(€), P) des obigen Ko-
rollars nicht erfiillt, muss im Allgemeinen die Folge der Chaosapproximationen ((Mn)y
nicht im Quadratmittel gegen n konvergieren. Mit anderen Worten, bilden die Polyno-
me eine Orthonormalbasis und besitzt die Zufallsgrole n ein endliches zweites Moment,
ist aber nicht o(&)-messbar, dann entspricht die verallgemeinerte polynomielle Chaosent-
wicklung von 7 nicht der Zufallsgroe 7, sondern ihrer orthogonalen Projektion auf P(§),
d.h. Ep(n|¢). Im Falle, dass die zweite Bedingung verletzt ist, d.h., die Polynome nicht
dicht liegen, gibt es ZufallsgroBen 1 € L*(Q, o(€), P), deren verallgemeinerte polynomielle
Chaosentwicklungen nicht gegen sie selbst im quadratischen Mittel konvergieren, zum Bei-
spiel alle nicht-degenerierten ZufallsgroBen aus dem orthogonalen Komplement von P(§)
in L*(Q,0(£), P). Im Falle einer lognormalen ZufallsgroBe ¢ ist eine solche Zufallsgrofe 7
im Komplement von P(€) in L*(Q, 0 (¢), P) beispielsweise durch n = sin(27 In(€)) gege-
ben (siehe Beispiel 2.15 oder [34]). Auch der Kehrwert von &, n = 1/¢, der ebenfalls eine
lognormale Zufallsgrofie ist, kann nicht im Quadratmittel mittels der verallgemeinerten
polynomiellen Chaosentwicklung in den orthonormalen Polynomen in ¢ dargestellt wer-
den (siehe Beispiel 3.9). Anders sieht es aus, wenn man die lognormale Zufallsgroe £ mit
Hilfe einer normalverteilten Zufallsgrofie ¢ ausdriickt, d.h. £ = exp(é). Dann konvergiert
aufgrund der eindeutigen Losbarkeit des Momentenproblems fiir die Normalverteilung
die entsprechende Chaosentwicklung von 7 = exp(—&) in den orthonormalen Polynomen
(Hermite-Polynomen) in € im Quadratmittel gegen 7.
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Beispiel 3.9 Seien eine lognormale Zufallsgréfse & mit Dichte

fe(@) 21me p( M), x>0,
¢ =

0, sonst,

und eine standardnormalverteilte Zufallsgrofe & ~ N(0,1) gegeben mit & = exp(g) und

1 ~ -
n= E = exp(_g) S LQ(Qa 0(5)7 P) = LQ(Qv 0(5)7 P)
Die in L*(Q, 2, P) zu der Zufallsgrife & gehirenden orthonormalen Polynome (siehe Ab-
schnitt 2.2.4 zu Stieltjes-Wigert-Polynomen) werden mit {p,(§), n € No} bezeichnet und
die entsprechenden orthonormalen Polynome in & sind die normierten Hermite-Polynome

{Hen(g)/\/m, n € No}.

Die verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung von n = 1/£ bzgl. & lautet dann

el/?, n =0,

= e [F 1), n>o
i=1

Die Berechnung dieser verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten ist im An-

hang A.2 zu finden. Die zweiten Momente der verallgemeinerten polynomiellen Chaos-

approximationen

N n
Z Bnpn( _ 61/2 + Z n —(n2+3n-2)/4 H(el _ 1) n(§)7 = N(),
n=0

1=1

kénnen wie folgt nach oben abgeschdtzt werden

=e+ iv: 6—(n2+3n—2)/2 ﬁ(ei . 1) <ed g: 6—(n2+3n—2)/2 ﬁ el
n=1 i=1 n=1 i=1

2

L?(Q)
2

o e
<e4 ) e "= PRE
n=1 €—

Da 0|l 2 = e, gilt damit
2
2
e
>0
e—1 ’

> 62 —
L2(Q)

= HTIH%,Q(Q) -
L2()

n=0

sodass der Quadratmittelfehler nicht beliebig klein werden kann. Das heifst, die verallge-

meinerten polynomiellen Chaosapproximationen von n bzgl. & konvergieren nicht im Raum
L?(Q, A, P) gegen 1.

Dahingegen entspricht aber die polynomielle Chaosentwicklung von n = exp(—g) bzgl. €,
die durch
~ Hen . ~ —-1)"
Z \/_ mit Bn:(\/%' el/?
gegeben ist (siehe Anhang A.]), fast sicher der Zufallsgréfie n, d. h., die Folge dieser poly-

nomiellen Chaosapprozimationen konvergiert im Quadratmittel gegen n, da die Hermite-
Polynome {He,(€)/v/n!, n € Ny} dicht sind in L*(Q, 0 (£), P).
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In praktischen Beispielen treten héufig nicht nur reellwertige Zufallsgrofien auf sondern
auch Zufallsvariablen mit Werten in abstrakteren Raumen (z.B. in Funktionenrdumen),
fiir die man ebenfalls das Konzept der Chaosentwicklungen verwenden mochte. So lésst
sich das Prinzip der Chaosentwicklungen fiir reellwertige Zufallsgrofien n € L*(Q, o(€), P)
ohne Weiteres auf o(£)-messbare Zufallsvariablen n mit Werten in einem separablen Hil-
bertraum (2, (-, ) ), fir die Ep ||n||%, < oo mit || - || := (-, ). gilt, d. h. nach Defini-
tion 2.7 fiir
1 € LX(Q,0(6), P ),

ausdehnen.

Satz 3.10 Seien ein separabler Hilbertraum (€, (-,-)r) und reellwertige Zufallsgrofien
(§i)ier, gegeben, sodass die Annahme 3.1 erfillt ist. Gelte auflerdem fiir & = (&)ier, die
Beziehung P (&) = L*(Q,0(€),P). Dann lisst sich mit den Polynomen {p,(£), o € A},
die eine Orthonormalbasis des L*(Q, o(€),P) bilden, jedes n € L2(Q, 0(&),P; ) in eine
Chaosreihe

n= Z Bapa<£) n LZ(Q’J(g)’P;%)

a€A
entwickeln, wobei die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten jetzt Elemente
des Hilbertraumes ¢ sind, d. h.

Ba == Ep(npa(§)) €
fir alle o € A.

Beweis.
Sei {e;, ¢ € N} eine Orthonormalbasis des separablen Hilbertraumes .. Dann ist die
Menge {e;p(§), i € N,a € A} eine Orthonormalbasis des Tensorproduktraumes

H QL2(Q,0(6),P).

Nach Proposition 2.10 ist dieser separable Hilbertraum isometrisch isomorph zu dem
Raum L*(2, 0(¢), P; #), sodass {e;pa(€), i € N,a € A} ebenfalls eine Orthonormalbasis
von L2(Q, 0(€), P; 2#) bildet und es gilt

D=3 Baseipal6) mit  Bas = Ep((ycepa(€))

ach i=1

in L?(Q, 0(£), P; #). Damit existiert fiir jedes € > 0 ein Ny € Ny und M, € N, sodass

N M
n— Z Z Zﬁa,z’ez‘pa(@
n=0 a€cA, i=1
|a|=n

Ep < e firalle N > Ny, M > M,.

2
H

Die Reihe
Y Baiei mit  Boi = Ep((n,e:)rpal)) = (Ep(npa(€)), ei)
=1

konvergiert wiederum gegen 5, = Ep(np.(§)) fir alle a € A, womit folgt
N

n— Z Z Bapa(§)

n=0 a€A,
|a|=n

Ep <e faralle N > N.

2
H
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3.1.2 Eigenschaften verallgemeinerter polynomieller
Chaosentwicklungen

Im Weiteren werde nun vorausgesetzt, dass eine Zufallsvariable § = (£;)icr, gegeben sei,
sodass die Annahme 3.1 erfillt ist, und die zugehorigen Polynome dicht liegen, d.h.,
P(€) =L3(Q,0(€),P) gilt. Sei auBerdem n € L*(Q, 0(&), P) gegeben. Alle nun folgenden
Aussagen gelten fiir die beiden Chaosapproximationen ((“n)y und (% K)n)(MK), auch
wenn sie nur fiir die erstere formuliert werden.

Aufgrund der Quadratmittelkonvergenz der verallgemeinerten polynomiellen Chaosappro-
ximationen ((N )77>N einer Zufallsgrofe n € L*(Q, 0(€),P) gegen n folgt, dass der Erwar-
tungswert von 7 sich gerade zu

Epn = lim Ep Nn = B,

ergibt und die Varianz von 7 gerade

Din = lim D Wy=3" 3" |B.f

i ﬁﬁﬁ
ist (siehe auch Korollar 3.12 oder Proposition 3.17). Da die Quadratmittelkonvergenz
der Chaosapproximationen gegen n vorliegt, ldsst sich auch die Frage nach der Konver-
genzgeschwindigkeit der verallgemeinerten polynomiellen Chaosapproximationen stellen.
Das heifit, wie schnell konvergiert die Folge der Chaosapproximationen gegen die entwi-
ckelte Zufallsgrofie bzw. wie viele Terme, Chaoskoeffizienten, miissen verwendet werden,
damit die entsprechende Chaosapproximation eine hinreichend gute Naherung fiir die ent-
wickelte ZufallsgroBe darstellt. Fiir eine Zufallsgrofe n € L*(Q, 0(€), P) konvergiert der
Approximationsfehler

I — Mnlli2q)

fiir N — oo gegen Null, wenn die zugehérigen Polynome P(¢) dicht in L*(Q, o(€), P)
liegen. Berechnen lésst er sich aufgrund der Orthonormalitat der Polynome mittels

I — (N)UH?}(Q) =Ep(n — (N)n)2 = Z Z |Bal”.
n=N+1 a€cA,

|a|=n
Je schneller also die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten abklingen (gegen
Null konvergieren), umso schneller konvergiert die Folge der verallgemeinerten polynomi-
ellen Chaosapproximationen gegen 7.

Ebenso interessant ist die Frage, ob und wie sich die (unbekannten) verallgemeinerten
polynomiellen Chaoskoeffizienten einer Zufallsgréfle, die sich als Transformation anderer
ZufallsgroBen mit bekannten verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen ergibt,
bestimmen lassen.

Proposition 3.11

(i) Seien ni,my € L*(Q,0(£),P) und a,b € R so, dass ns := an, + by, € L*(Q, 0(€),P)
ist, und bezeichnen (B\N)q, (B)q und (BP), die jeweiligen verallgemeinerten po-

lynomiellen Chaoskoeffizienten von 1y, ne und ns. Dann gilt

ﬁéi’») - Gﬂc(yl) + bﬂg) fiir alle o € A.



44 KAPITEL 3. CHAOSENTWICKLUNGEN

(ii) Sein € L*(Q,0(£),P) und (Mn)y die Folge der verallgemeinerten polynomiellen
Chaosapprozimationen von 1. Ist fir einy € A das Produkt np, (&) € L*(Q,0(¢),P),
dann gelten fir die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten (Bq)a von
p-(§)

B = Ep(np,(€)pa(€) = lim Ep(Mip, (€)pa(€)), o € A

Beweis.
Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Voraussetzungen. 0

Die Berechnung der Chaoskoeffizienten eines Produktes n3 = nn, € LQ(Q,U(@,P) aus
zwei beliebigen ZufallsgroBen 11,7, € L*(Q, 0(€), P) mit Hilfe der Chaoskoeffizienten von
m und 7y erfordert im Allgemeinen jedoch schon weitere Voraussetzungen (siehe hier-
zu auch die Betrachtungen fiir eindimensionale polynomielle Chaosentwicklungen in Ab-
schnitt 3.2.2).

Weitere Eigenschaften, die die Quadratmittelkonvergenz der Folge der Chaosapproxima-
tionen impliziert, sind im folgenden Korollar zusammengefasst.

Korollar 3.12 Fiir jede Zufallsgrife n € L*(Q,0(£),P) mit der Folge der zugehérigen
verallgemeinerten polynomiellen Chaosapprozimationen (‘Nn)y gelten folgende Aussagen:

(i) Die Folge ("N)n)n konvergiert gegen 1 in LP(Q, 4, P) fiir 0 < p < 2.

(ii) Die Folge der absoluten p-ten Momente von (Mn konvergiert gegen das absolute p-te
Moment von n fir 0 < p <2, d.h. Ep |V)n|P — Ep |n|P fir N — cc.

(iii) Die Folge (Mn)y konvergiert gegen n in Wahrscheinlichkeit.
(iv) Die Folge (N)n)n konvergiert gegen n in Verteilung, d. h.
P(My <z)= Fooy(x) = Fy(r) :=P(n <z), N —= o0,

in allen Stetigkeitspunkten v € R der Verteilungsfunktion F,.

Die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 kann im Allgemeinen nicht aus der Quadratmit-
telkonvergenz geschlossen werden. Sie kann jedoch ebenfalls von Interesse sein und wird
in dem Abschnitt 3.2.1 fiir das eindimensionale polynomielle Chaos untersucht. Ebenso
folgt die Konvergenz in héheren Mitteln, d. h. in LP(Q, 2, P) fiir p > 2, nicht automatisch.
Obwohl 8y € LP(Q, A, P) fiir alle K € I, N € Ny und 2 < p < oo gilt, miissen die
Chaosapproximationen in LP(€2, [, P) nicht gegen 1 konvergieren, selbst wenn die entwi-
ckelte Zufallsgrofle n ein endliches absolutes p-tes Moment besitzt. Die Konvergenz im
p-ten Mittel fiir 2 < p < oo ist aber dennoch wichtig, da sie im Zusammenhang steht mit
der Konvergenzgeschwindigkeit der Rander der Verteilungsfunktionen. Eine erste Charak-
terisierung der Konvergenz im p-ten Mittel liefert der folgende Satz (vgl. z. B. Chung [28,
Theorem 4.5.4]).

Satz 3.13 Fiir eine Zufallsgrifie n € L*(Q, 0(€),P) und die dazugehorige Folge der ver-
allgemeinerten polynomiellen Chaosapprorimationen ((N)n)N sind fiir 0 < p < oo folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Die Folge von Zufallsgrofien (|(N)n|p)N ist gleichgradig integrierbar bzgl. P, d. h.

sup Ep (|MpP1 o) =0,  wenn a— oo.
Neﬂl\?o P(’ 77‘ {| Mplp> })
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(ii) Die Folge (Mn)n konvergiert in LP(Q, A, P) gegen n € LP(Q,2A,P), d.h., es gilt
lim Ep|n— MyP = 0.

N—o0

(iii) Die Folge der absoluten p-ten Momente von Ny konvergiert gegen das endliche,
absolute p-te Moment von n, d. h. A}im Ep |MnP = Ep |n]? < oo.
—00

Beweis.
Ein Beweis lésst sich z. B. bei Chung [28, Theorem 4.5.4] finden. 0O

Die Konvergenz im p-ten Mittel ist also dquivalent zur Konvergenz der absoluten p-ten
Momente, die im Allgemeinen einfacher zu tberpriifen ist. So zeigen Field und Grigo-
riu in [37] beispielsweise, dass die vierten absoluten Momente der Chaosapproximationen
((N )C)N der ZufallsgroBe ¢ = |¢], € ~ N(0,1), in den orthonormalen Polynomen in &,

nicht gegen das entsprechende vierte absolute Moment von ¢ konvergieren. Damit kon-
vergiert die Folge der Chaosapproximationen ((N )C) also auch nicht im vierten Mittel
gegen (. Das bedeutet aber auch, dass die Folge der Quadrate der Chaosapproximatio-
nen, (((N )¢ )Z)N, nicht im quadratischen Mittel gegen (? = £2 konvergiert, wie die folgende
Proposition konstatiert.

Proposition 3.14 Sei n € L*(Q,0(¢),P), p = 2. Dann konvergiert die Folge der zu-
gehorigen Chaosapprozimationen ((N)n)
LP(Q, 2, P), wenn die Folge <|(N)n|a)
1 <a<np.

y genau dann im p-ten Mittel gegen n, d. h. in

N im E-ten Mittel gegen |n|* konvergiert fiir ein

Beweis.
Nach dem Satz 3.13 gilt folgende Aquivalenzkette

NS =l 2 =0 & Ep[™n/* —Epn|™ & |V =g —0

fir N — oo, womit die Aussage bewiesen ist. 0

Somit ist die Konvergenz der Chaosapproximationen einer Zufallsgrée n € L*(Q, o(€), P)
gegen die selbige in L*(Q, 2, P) dquivalent zu der Konvergenz der Folge (((N )77)2>N gegen
n? im quadratischen Mittel.

Korollar 3.15 Sei n € L*(Q,0(¢), P). Die Quadratmittelkonvergenz von (((N)n)2>N ge-
gen n? st dquivalent zur Quadratmittelkonvergenz der Doppelfolge ((N)U(M)'r])
n? fiir (N, M) gegen Unendlich auf beliebige Art.

(N.M) gegen

Beweis.
Es bleibt nur zu zeigen, dass

1™ 0 — || 2 =0 fir (N, M) = oo,
wenn die Bedingung

||((N)77)2 - 772||L2(Q) —0 fir N — o0
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erfiillt ist. Aufgrund der Abschéatzung

™0™y — 2|20y < 1N0(Mn = 0)llrz@) + 191 = 1)z
< ™ nllLa@ Y1 = nllia + Inllusoll ™ = nllaq).

deren rechte Seite gegen Null konvergiert fiir (N, M) — oo, folgt nach Proposition 3.14
die Behauptung. 0O

Eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Folge der Chaosapproxima-
tionen im p-ten Mittel ist in folgender Proposition gegeben.

Proposition 3.16 Sei n € LP(Q,0(),P), p > 2, ((N)n)N die Folge der zugehorigen

Chaosapprozimationen und gelte sup Ep |Mn|" < oo fiir ein r > p, dann konvergiert die
NEeNg

Folge ((N)U)N im p-ten Mittel gegen n € LP(Q2,0(§),P).

Beweis.
Nach Satz 3.13 ist die Konvergenz im p-ten Mittel gegen n € LP(Q2,0(§), P) dquivalent

zur gleichgradigen Integrierbarkeit von <|(N )77|p)N. Unter Verwendung der Ungleichungen
von Hoélder und Tschebyscheff erhélt man die Abschétzung

P
T

Ep (|(N)n|p]l{|(m77|p>a}) < (EP |(N)77|p§) (P(‘(N)Tﬂp > a))li%
_ Eelll)

= T_q
ar

Da der Exponent % — 1 > 0 ist, konvergiert nach Voraussetzung das Supremum

sup Ep |(Mp|"
NG]NO - O

sup Ep (|™nP1 < _
Nego P(| nl {|<N)77|P>a}>— eSS

gegen Null fiir a — oo. 0

Ist p eine natiirliche Zahl, dann sind auch die p-ten Momente definiert. Doch schon fiir
|I| = 1 miissen, obwohl fiir alle diese p die Erwartungswerte Ep(¥)nP) existieren und
endlich sind, diese p-ten Momente von )y im Allgemeinen nicht gegen Ep 7)? konvergieren
(siehe auch die Bemerkung bei Rozovskii et al. in [75], der von sogenannten ,pseudomo-
ments® spricht). Liegt jedoch die Konvergenz der Folge der Chaosapproximationen im
entsprechenden p-ten Mittel vor, dann konvergieren auch die jeweiligen p-ten Momente.

Proposition 3.17 Sei n € LY(Q,0(¢),P) fir ¢ € N\ {1}. Konvergiert die Folge der
zugehorigen Chaosapproximationen ((N)'/y)N im q-ten Mittel gegen n, dann gilt

Ep VP — Epn?  und  Ep | —9f| =0,  wenn N — oo
fiir allep e N, p <q.

Beweis.
Nach Voraussetzung existiert die Folge der Chaosapproximationen <(N )n)N und kon-

vergiert im Quadratmittel gegen 7. Da <(N )n)N damit ebenfalls in Wahrscheinlichkeit
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gegen 1 konvergiert, konvergiert auch <(N )nP)N in Wahrscheinlichkeit gegen nP fiir alle
pe N, p<gq,d h, firalle e >0 gilt
lim P (‘(N)np — np‘ > 5) =0.

N—oo

Die L%Konvergenz impliziert die LP-Konvergenz fiur alle p € N, p < ¢ und da die
LP-Konvergenz aquivalent zur gleichgradigen Integrierbarkeit von (|(N In|P y st (siehe

Satz 3.13), gilt nach einer dquivalenten Formulierung der gleichgradigen Integrierbarkeit
(siche z. B. Chung [28, Theorem 4.5.3])

EP (‘(N)fr]p’ :H'{|(N)7]p_77p‘>5}> — O fur N — OQ.

Damit folgt fiir beliebiges € > 0 die Abschétzung

‘EP ((N)np _ np)’ < Ep (’(N)np _ npD
— Ep (’(N)np | 1 (N)n,,nplgs}> +Ep (\(N)np _— 1 (N)npnp|>€})
<e¢+Ep (‘(N)np‘ Ly (N)np_np,>5}> +Ep (\Up| ]1{|<N>7,p_,7p\>5}>

und im Grenzwert fiir N — oo ergibt sich somit

lim ‘Ep ((N)np — np)’

N—o0

i (N)pp _ P
< Jim B (|~ o))
. N .
<e+ J&l_lgo Ep (‘( )77])‘ ﬂ{|(N)npnp|>5}> + ]\}1_)120 Ep <|77p| IL{|(N)77107]1)|>5}> <eg,

weil die beiden Grenzwerte Null sind. Da aulerdem € > 0 beliebig gewahlt werden konnte,
folgt daraus die Aussage der Proposition. 0O

3.2 Eindimensionale polynomielle
Chaosentwicklungen

Das eindimensionale polynomielle Chaos ist Thema dieses Unterabschnitts. Das bedeutet,
es werden nur eine standardnormalverteilte Zufallsgrofie & = &; vorausgesetzt und die dazu
entsprechenden Chaosentwicklungen betrachtet. Fiir dieses einfache Beispiel des polyno-
miellen Chaos werden spezielle Eigenschaften untersucht. Zum einen wird noch einmal
auf die Frage der Konvergenz bzgl. anderer Konvergenzarten als der Quadratmittelkon-
vergenz eingegangen. Zum anderen liegt ein besonderes Augenmerk auf der Untersuchung
von Produkten von Zufallsgrofien und polynomiellen Chaosapproximationen bzw. von po-
lynomiellen Chaosapproximationen untereinander, deren Darstellungsméglichkeiten und
Konvergenz. Das Produkt ist eine einfache nichtlineare Transformation, die beispielswei-
se bei der Losung zufilliger Gleichungen oder beim Postprocessing auftreten kann, und
gewisse Schwierigkeiten in sich birgt.
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Das eindimensionale polynomielle Chaos ist fiir eine standardnormalverteilte, reellwertige
Zufallsgrofle £ definiert. Die im Sinne von Satz 2.16 dazugehorigen orthonormalen Polyno-
me {p,(£), n € Ny} sind durch die normierten Hermite-Polynome (siehe Abschnitt 2.2.2)

gegeben, d. h.
1
pn(§) = ﬁHen<§>, n € No.

Da die Bedingung Ep exp(a|¢|) < oo fiir alle a > 0 erfillt ist, liegen die Hermite-Polynome
dicht in L*(Q, o (¢),P). Die entsprechende polynomielle Chaosentwicklung einer Zufalls-
groBe n € L*(Q, 0(€), P) ergibt sich also gemaB

ﬁ—Zﬁn Hen () mit B, =Ep (n\/_Hen( )).

Bemerkung 3.18 Im Fualle von unabhdngigen standardnormalverteilten Zufallsgrofien
(§i)ier, leiten sich die jeweiligen multivariaten orthonormalen Polynome in & = (&)ici,
von den univariaten orthonormalen Polynomen ab, indem man Tensorprodukte bildet,
d.h.
Pal(§) := —=Hey (¢ Heal (&), a €A,
Val! 116—115 va
mit ol = J] oyl
i€I§
Sind die Zufallsgrofen (&;)ic1, gemeinsam normalverteilt aber nicht unabhdngig, dann ent-

sprechen die orthonormalen Polynome den normierten multivariaten Hermite-Polynomen
(siehe dazu auch Bemerkung 2.20 (b)).

Bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann existiert fiir
die Zufallsgrofe n € L*(Q, 0(£), P) nach dem Lemma von Doob-Dynkin (siche z. B. Kal-
lenberg [65]), da 7 messbar ist bzgl. o(¢), eine Funktion u € L*(R, B(R), d®) mit

n=u(€) in L*(Q,2A,P).

Dementsprechend besitzt die Funktion u (als Funktion von z) eine abstrakte Fourier-
Reihenentwicklung in den normierten Hermite-Polynomen {He, /vn!, n € Ny}, kurz
Hermite-Reihe genannt, d. h.

Z s Hen (z) in L*(R,B(R),d®),
sowie die dazugehorigen Partialsummen

Zun Hen (x), N € Ny,

mit den Koeffizienten u,, := (u, ﬁ Hen) n € Ny. Die Koeffizienten u,, entsprechen

L2(R,d®)’
dabei den Chaoskoeffizienten (3, fir alle n € Ny, denn es ist

1
n: ’7Hn Hn = n»
u < il 6>L2<R,d® ("f e“) A

und es gilt My = My(€) fiir alle N € Ny. Die zwei Darstellungsméglichkeiten sind also
aquivalent zueinander und werden beide, je nachdem welche Variante in der jeweiligen
Situation geeigneter erscheint, verwendet.
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Bemerkung 3.19 Jede Funktion f € L*(R,B(R),d®) lisst sich in eine Hermite-Reihe
entwickeln, d. h., fir

1
n H n ) n = ’7H n
Z I e tte ) it J <f m ) >L2(]R,d‘1>)

gilt M f — fin L*(R, B(R), d®).

3.2.1 Konvergenzeigenschaften

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt zu verallgemeinerten polynomiellen Chaos-
entwicklungen erwahnt, lassen sich die Konvergenz im p-ten Mittel fiir p > 2 und die
Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht aus der Quadratmittelkonvergenz schlussfol-
gern. In diesem Unterabschnitt werden nun u. a. diese beiden Konvergenzarten gesondert
betrachtet. Eine Theorie, die auch fiir die verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwick-
lungen giiltig ist, ist schwer anzugeben. Spezielle Eigenschaften der Hermite-Polynome, die
nicht allgemein auf beliebige orthogonale Polynomsysteme tibertragbar sind, werden im
Folgenden verwendet. Zum Abschluss dieses Unterabschnitts wird eine Zusammenfassung
fiir den Zusammenhang zwischen entwickelter Zufallsgrofle und dem Abklingverhalten
ihrer zugehorigen polynomiellen Chaoskoeffizienten gegeben. Dieser Zusammenhang er-
moglicht dann beispielsweise, A-priori-Fehlerabschéitzungen und Konvergenzaussagen fiir
die numerische Losung von zufalligen Gleichungen zu treffen.

Begonnen wird mit der Betrachtung der Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1. Im Falle des
polynomiellen Chaos folgt sie aus Ergebnissen von Muckenhoupt in seiner Arbeit [76] iiber
die ,,equiconvergence® und die Konvergenz-fast-iiberall von Hermite-Reihen. Muckenhoupt
beweist darin folgenden Satz.

Satz 3.20 Sei f eine Funktion, die eine Hermite-Reihe besitzt, und sei die Funktion

|f(z)|(log™ | f(x)])? integrierbar auf [a,b] C R, wobei log* |f(z)| := max{log* |f(z)],0}
ist. Gilt zudem

exp(—22/2)z"Y?dz € o(1), m — oo (3.2)

f F(—v22)| + | £(v22)]
(m 4+ m'/3 — 22)1/4
/2
und

xp(—2?/2) dx < oo, (3.3)

7’|f<—ﬁa:>| + 1SV

T
1

dann konvergiert N f fast iiberall gegen f im Intervall [a,b].
Die fast-sichere-Konvergenz ist nun eine direkte Folgerung daraus.

Korollar 3.21 Sei n € L*(Q,0(¢),P). Dann konvergiert die Folge der polynomiellen
Chaosapproximationen ((N)T])N fast sicher gegen n.

Beweis.
Da n € L*(Q,0(¢),P) ist, existiert ein u € L*(R,B(R),d®) mit n = u(£). Sind die
Bedingungen (3.2), (3.3) fiir u erfiillt und die Funktion |u(z)|(log™ |u(z)])? integrierbar
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auf einem beliebigen Intervall [a,b] C R, so folgt die Konvergenz von (Mu(z))y gegen
u(x) fir fast alle x € [a, b].

Zur Uberpriifung der Bedingung (3.2) wird eine Konstante C' > 0, die sich zwar von Zeile
zu Zeile andern kann, aber immer unabhéngig von u und m ist, eingefithrt. Dann ergibt
sich

f ju(—v32)] + |u(v/Z2)|

2 ~1/2
(i3 — 22)i/i xp(—x°/2)x dx

Vm/2
v Vi o
< | [ Qu(=v20) + Ju(v20) ) exp(—a?)do | [ o
Vm/2 Vm/2
vin —1
< Cllully2 / ’ dx
< L2(R,d®) (m + ml/3 — 22)1/2
Vm/2

und mit m'/3 < m 4+ m'/3 — 22 fir /m/2 < 2 < /m folgt die Abschitzung

T L do < — i d
/ (m 4 ml/3 — z2)1/2 T= ml/12 / T L
vm/2 vm/2

C
= 1/12\/1n —In \/_/2) W

Somit erhalt man

f u(—v30)| + fu(v30)]

(m + mi/3 — x2)1/4

1

xp(—a?/2)x ™ dw < Cllulli2@.ae) 5753 = 0

Vm/2
fir m — oo.

Analog lésst sich die zweite Bedingung (3.3) nachweisen. In diesem Fall schétzt man das
Integral wie folgt ab

/IU(—\/%)’; [u(v/22)] exp(—2?/2) dx

o0 o0

< | [u(=van)| + u(an) 2 exp(~a) d | [ 5 de < Cllulleg ) < oo

1

Mit Hilfe der Ungleichung In(z) < 2(y/x—1) fur alle x > 1 (siche Abramowitz/Stegun [1])
lasst sich die Integrabilitédtsbedingung fiir ein beliebiges Intervall [a, b] zeigen, d. h.

/|u )| (log™ |u( )\)2 dx

o

= [ @lteglu@Pd < [ u@l(/lu@)] - 12 de

{w:fu(z)|>1} {wlu(@)[>1}
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< C explmax(a®17)/2) [ (|Ju(@)[* = 2ful) P + [u(@)]) exp(-a*/2) do

a
o0

< C exp(max(a®,b?)/2) / (lu(@)* = 2u(@)[*’2 + |u(x)]) exp(—2?/2) dz < oo.
So folgt nach Satz 3.20, dass (‘Mu(x))y fiir fast alle € [a, b] gegen u(z) konvergiert. Das

heifit, es existiert fiir jedes n € N eine Nullmenge N, € B(R) so, dass (™u)y punktweise
gegen u auf [—n,n] \ NV, konvergiert. Die Vereinigung dieser Nullmengen

U No =N

nelN

ist ebenfalls eine Nullmenge und folglich konvergiert ((Mu)y fast iiberall in R gegen .
Da die Menge N ebenso eine Nullmenge beziiglich des Mafles d® ist, konvergiert ((N )77) N
fast sicher gegen 7. O

Neben der Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 lasst sich auch die Konvergenz in hoheren
Mitteln nicht aus der Quadratmittelkonvergenz folgern. Darum wird im Folgenden jetzt
diese Konvergenzart untersucht und der néchste Satz fasst eine notwendige Bedingung fiir
die Konvergenz im p-ten Mittel (p € N\ {1,2}) der polynomiellen Chaosentwicklungen
(M) x gegen 1 zusammen.

Satz 3.22 Sein € LP(Q,0(§),P), p € N\ {1,2}, und konvergiere die Folge der zugeho-
rigen polynomiellen Chaosapproximationen ((N)U>N in LP(Q, A, P) gegen n. Dann muss
bei geraden Werten p fir die polynomiellen Chaoskoeffizienten (B,,), von n die Beziehung

B € O(np/4_1/2(p — 1)_”/2) fiir n — oo

gelten und bei ungeraden Werten p miissen die geraden polynomiellen Chaoskoeffizienten

(Ban)n von 1)
Bon € 0((2n)P/4712(p — 1)™22)  fiir n — o

erfillen.

Beweis.
Sei zunéchst p gerade. Da die Folge ((N )7]>N im p-ten Mittel gegen n konvergiert, ist

((N)n)N eine Cauchy-Folge in LP(Q,2(, P), d.h., es gilt

/p
: Hen (6)[")'
(N),, _ (N=1) _ N
H n Mgy = (EP BN Vo — 0, N — oo. (3.4)
Des Weiteren gilt
N, =1 P g Py _ (gl L p
| Ml = 181 Cyrgers B (Hen(€)) = |8l 75 B (Hen(6)7),

da die p-ten Momente aller Hermite-Polynome positiv sind. Unter der Verwendung der
Formel von Busbridge in [24] lie sich in Korollar 2.22 zeigen, dass bei geraden p fir eine
Konstante C' > 0 und fiir ein Ny € Ng die Abschitzung

1

—(p— P
(N2 Ep (Hen(€)") 2 C (N =24 (p — 1)N/2) fiir alle N > N
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gilt. Damit folgt

H(N)n _ (N-1)

1 ) 1/p
@ B ((N')P/? Ep (Hey(§) ))

> CYP| By | N~/ (p — 1)N2 > 0.

Da der Term auf der linken Seite nach (3.4) fir N — oo gegen Null konvergiert, gilt
ebenfalls
im

N N@o-273(p — 1)-N72

= O’
womit die Behauptung folgt fiir gerade p folgt.

Sei nun p ungerade. Dann lédsst sich die Aussage durch analoge Argumentation allerdings
nur fiir gerade polynomielle Chaoskoeffizienten zeigen, da man durch die Abschéatzung

H(N)77 — (-1

= B8 75 Ep ([Hen (9)[7) > [Bn[7 Ep (Hex (€)")

(Nl)p/2 (Nl)p/2

nur eine untere Schranke ungleich Null an den Erwartungswert fiir gerade N erhélt. Der
Erwartungswert Ep(Hey (&))P ist fiir ungerade N namlich gerade Null. 0

Eine hinreichende Bedingung an die polynomiellen Chaoskoeffizienten fiir die Konvergenz
in LP(Q,2(, P) mit gerader Ordnung p liefert folgender Satz.

Satz 3.23 Sein € LP(Q,0(£),P), p € 2N\ {2}, und gebe es ein 6 > 1, sodass fir die
polynomiellen Chaoskoeffizienten (3,), von n gilt

fn € O(n~ (p/4= 1+5)(p 1)’"/2) fiir n — o0,

dann konvergiert die Folge der polynomiellen Chaosapprozimationen (Mn)y gegen n im

p-ten Mittel, d. h. in LP(2, A, P).

Beweis.
Da 3, € O(n~®/A=1%9)(p — 1)7"/2) fiir n — oo gilt, existiert eine Konstante C' > 0 und
ein ng € Ny, sodass

8| < O~ WA (p — 1)=™/2  fiir alle n > nyg (3.5)

erfiillt ist. Um die Konvergenz von ((Vn)y im p-ten Mittel zu zeigen, wird iiberpriift, ob
(M) x eine Cauchy-Folge in LP(Q, 2, P) ist.

Sei also ein € > 0 gegeben. Da d > 1 ist, gibt es ein weiteres ny; € N mit

=1
Z ﬁ < % fir alle n > n;. (3.6)

Fir alle Werte N > M > max{ng,n;} ergibt sich dann

o He, (5)
n%—&—l 5" \/m

M — ODp| ey =

LP(Q)
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al He,, () ZN He,,(§)
< E n = n
M4l ’ vn! LP(Q) n=M+1 B vn! LP(Q)

Mittels der Abschatzung der Momente der Hermite-Polynome aus Korollar 2.24 erhélt
man ferner

N N
_ n 1 - n
1% = Onlleey < 32 (Baln”* o= 1) = Y E!ﬁnlnp/“ o p— 1)
n=M+1 n=M+1

Durch die obige Bedingung an die polynomiellen Chaoskoeffizienten (3.5) und Bezie-
hung (3.6) kann man die Summe weiter abschatzen zu

N N
1 . . 1
1 = Ml < 30 SRl TP - <C Y 5 <e
n=M+1 n n=M+1 n
fur alle N > M > max{ng, ni}. O

Vergleicht man diese notwendige und hinreichende Bedingung an die Chaoskoeffizienten,
so unterscheidet sich zwar der algebraische Term, der exponentielle Term jedoch ist in
beiden Bedingungen von der gleichen Groflenordnung. Er gibt also den entscheidenden
Fingerzeig, ob die Konvergenz in hoheren Mitteln vorliegen kann oder nicht. So lasst sich
auch leicht schlussfolgern, dass die Folge der polynomiellen Chaosapproximationen der
lognormalen Zufallsgrofie n = exp(§) gegen 7 in allen hoheren Mitteln konvergiert, d. h. in
LP(Q,0(&), P) fiir beliebiges 2 < p < 0o, weil die zugehorigen Chaoskoeffizienten schneller
als exponentiell fallen (vgl. Tabelle 3.2 oder Anhang A.1).

Bemerkung 3.24 Um eine dhnliche Bedingung an die polynomiellen Chaoskoeffizienten
fiir die Konvergenz in ungeraden Ordnungen p (oder sogar fir reelle p > 2) zu erhalten,
miisste man die absoluten p-ten Momente aller Hermite-Polynome kennen und Abschit-
zungen finden. Basierend auf den Formeln von Busbridge und Bemerkung 2.25 ldsst sich
aber fir n € LP(Q,0(§),P) nur fir die Konvergenz von

|Ep(n— ")l -0, N — o0

eine hinreichende Bedingung an die Konvergenzgeschwindigkeit der polynomiellen Chaos-
koeffizienten (B,,)n von n stellen. Diese lautet fiir ein 6 > 1

Bn € O(n~ WA= (1 — 1)) fiir n — oo,

Damit ist eine Charakterisierung des Abklingverhaltens der polynomiellen Chaoskoeffi-
zienten in Abhéngigkeit der messbaren Funktion w, fiir die n = w(§) gilt, vonnéten. Im
Falle, dass u € H*(IR, d®) ist, kann Folgendes geschlussfolgert werden.

Satz 3.25 Sein € L*(Q,0(€),P) mit n = u(€) fir ein u € H*(R,d®) mit k € No. Dann
gilt fir die polynomiellen Chaoskoeffizienten (5,), von n

Bn€o(n™?), n— oo,
und fiir die Folge der polynomiellen Chaosapprozimationen ((N)u)N

H(N)u— ‘ —0, N — .

U
HFE (R, dd)
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Bemerkung 3.26 Der Raum H*(R,d®), k € Ny, ist ein sogenannter gewichteter Sobo-
lev-Raum (siehe z. B. Kufner [67] oder Turesson [97]). Er ist analog zu den Sobolev-
Réiumen H*(D) definiert, nur dass anstelle des Lebesque-Mafes das Mafi d® verwendet
wird, bzw. zusdtzlich als Gewichtsfunktion die Dichte ¢ der Standardnormalverteilung auf-

tritt (d®(z) = p(x) dx).

Beweis.
O.B.d. A. wird die Aussage nur fiir £ = 1 nachgewiesen. (Der Rest folgt durch Induktion
nach k.) Folglich muss man zeigen, dass

—0 fir N -

H((N)u)/ —u L2(R,d®)

erfiilllt ist. Nach Formel (2.11) gilt

He, (z)
\/_

und andererseits erhélt man mittels der Rekursionsformel (2.6) und partieller Integration

(M Z 5n Z 5n Hen n Z Vi + 1811

x) Hep 1 (2)p(z) do

Bt = W [
W/ (a:Hen T) — He%(a:))gp(x)d:z:

’—00 \/n—i-l'/

x)dr —

W/ \/ﬁ/u(x)He
r Hén / en(§) /

Da also (u'), = v/n + 18,41 und ('), — 0 fiir n — oo gilt, folgt zum einen

VnB, — 0, n— oo,

= ———=u(z) Hey(z)

en()p(x) dx
(n+1)' %) Heale)pl)

oo

' (2)p(x) dx

das heiBt 3, € o(n~Y/?) fiir n — oo, und zum anderen

N-1 N-1
He, He,, :
N)u]’ = Z vn + 1Bn+1 ° Z \/e_ (]R—d;l)) u, N — oo.
n=0 ' n=

O

Aus diesem Beweis lésst sich ebenfalls die Konvergenzrate der polynomiellen Chaosko-
effizienten abschitzen. Besitzt eine zu entwickelnde ZufallsgroBe n € L*(Q, o(€),P) die
Darstellung n = u(§) fiir eine Funktion v € H*(R,d®), k € N, dann ergeben sich die
polynomiellen Chaoskoeffizienten ((u*)),,),, von u®) gerade mit

@), =+ k) oo (0 1) B,
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wobei (3,), die Chaoskoeffizienten von u sind (vgl. voriger Beweis). Der Approximations-
fehler lasst sich damit also durch

o0 o0 o0 1
="l = > Bo= Y. Bu= > (ulF)?
) n=N+1 n=N+1—k n=N+1—k (n+k) ...-(n+1)

SONTF Y (@) =oNFu®(g)|
n=N+1—k

—k 2
12(0) <CN HUHH’C(]R,dd))

beschrénken. Diese Abschatzung lésst sich beispielsweise auch in Augustin et al. [4] finden.

Eine allgemeine Version dieser Abschétzung fiir beliebige reellwertige £ > 0 kann bei Guo
in [55] nachvollzogen werden.

Proposition 3.27 Sein € L*(Q, (&), P) mit n = u(€) fir eine Funktion u € H*(R, d®),
k > 0. Dann gilt fiir eine Konstante ¢ > 0

(N)

17— "nll2 @) < CN*k/ZHUHHk(R,d@)-

Das heifit, die Konvergenzgeschwindigkeit hangt von der Glattheit der Funktion u ab.
Allerdings ist dies nicht der einzige Einflussfaktor. Auch das Verhalten von u(x) bzw. von
exp(—2/2)u(v/2x) im Unendlichen, d.h. fiir |z| — oo, spielt eine Rolle. In der folgenden
Proposition sind dabei die Ergebnisse, basierend auf Boyd [21, 22| und Bain [9] und den
darin enthaltenen Verweisen, zusammengefasst.

Proposition 3.28 Sei eine Zufallsgrifie n € L?(Q, o(€),P) mit n = u(§) fiir eine Funkti-
onu € L*(R, B(R),d®) gegeben und definiere f die Funktion f(x) := exp(—z2/2)u(+v/2z).

(i) Ist u € CP(R), besitzt die (p + 1)-te Ableitung von u nur endlich viele endliche
Unstetigkeitsstellen und existieren fiir

d :=sup{d; : im 2% f(x) existieren}

ebenfalls die Grenzwerte

: o+r £(r)
i 0

fur aller =1,...,p+ 1. Dann gilt
Bn € OM™Y?), n— oo,

fir ¢ := min{p+3/2,0 +5/6}.
Speziell folgt also, wenn § = oo ist, dass 3, € O(nP/>73/%) n — oo, gilt. Ist zu-
satzlich u unendlich oft stetig differenzierbar, konvergieren die polynomiellen Chaos-
koeffizienten mit jeder beliebigen algebraischen Ordnung, was bedeutet, dass die Ko-
effizienten exponentiell schnell abklingen.

(ii) Sei k := sup{j > 0 : es existiert ein p > 0 mit f € O(exp(—p|z|), |z| — oo}
und f analytisch. Dann erfillen die polynomiellen Chaoskoeffizienten folgende Ei-
genschaft

O(exp(—cnt/?)), k<2,
fn€dOfexp(-cn)), k=2, n-roo
O(exp(—cn®/CF=2)) " | > 2,



56 KAPITEL 3. CHAOSENTWICKLUNGEN

Bemerkung 3.29

(a) Sei fiir eine Zufallsgrife n € L*(Q,0(€),P) die Funktion u € CP(R), p € N, mit
n = u(&) gegeben. Wird nun angenommen, dass u nicht (p+ 1)-mal stetig differenzier-
bar ist, dann kénnen die zu u(§) gehorenden polynomiellen Chaoskoeffizienten (B, )n
nicht beliebig schnell fallen, sondern es gilt fiir alle € > 0, dass B, ¢ O(n=P/>75/1=¢),
n — 0o, ist. Ansonsten wiirde die Folge der Chaosapprorimationen ((N)u)N gleichmd-
Big gegen eine (p + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion konvergieren.

(b) In Boyd [22] finden sich basierend auf Hille [58, 59, 60] Bedingungen, die eine spezi-

elle Art des Abklingens, ndamlich das exponentielle Abklingen mit einer exponentiellen
Konvergenzrate mit Index 1/2, d.h. 8, € O(exp(—c(2n + 1)Y/2)), liefern. In diesem
Falle ist sogar die Konstante ¢ > 0 ndaher spezifiziert. Eine solche Konvergenzrate tritt
allerdings bei den hier behandelten Beispielen nicht auf und soll damit nicht ndher
betrachtet werden.
Eine Charakterisierung fir die Konstante ¢ bei der exponentiellen Konvergenzrate mit
Index 1, d. h. in der Situation von Proposition 3.28 (ii) fir k = 2, liefle sofort Schluss-
folgerungen fiir die Konvergenz der Chaosapproximationen in LP(Q, A, P) fir p > 2
2.

(¢) In den Arbeiten von Bain et al. [9, 10, 11] lassen sich auch fir die univariaten Jacobi-
und Laguerre-Polynome qualitativ dhnliche Aussagen zu (i) finden. Ebenso werden
Aussagen fiir dem multivariaten Fall gemacht.

Die Glattheit von u entscheidet also primér tiber eine algebraische oder exponentielle Kon-
vergenzrate. Ist eine Funktion w nicht beliebig oft stetig differenzierbar, dann klingen die
zugehorigen polynomiellen Chaoskoeffizienten nur algebraisch ab, wohingegen die Cha-
oskoeffizienten einer unendlich oft stetig differenzierbaren Funktion exponentiell schnell
zur Null hin abfallen kénnen.

Die entsprechenden Konvergenzraten lassen sich ebenfalls fiir einige spezielle Beispiele,
die im Anhang A.1 zu finden sind, beobachten. In der folgenden Tabelle 3.2 sind sie
zusammengefasst.

Funktion u(z) Glattheit von u Asymptotik fur
n— oo (¢>0)
. . . la]2e\™ 2
exp(ax) unendlich oft differenzierbar cn /4 (T)
n/2
exp(azr?), a < 1/4 unendlich oft differenzierbar | cn='/4 (%) /
d(x) unendlich oft differenzierbar 27"/ 23/
exp(|z]) stetig und stiickweise stetig | cn~%/*
differenzierbar
|zt p e Ny p-mal stetig differenzierbar mit | en~®+5/4)
stiickweise stetiger (p 4+ 1)-ter
Ableitung
(2 —1)1gpeop+ (2 +1) 150y | stlickweise stetig cn =3/

Tab. 3.2: Asymptotisches Verhalten der Betrdge der polynomiellen Chaoskoeffizienten [, # 0
fiir n — oo fiir ausgewdhlte Beispiele.

Die Ergebnisse zu den Konvergenzraten lassen auch Riickschliisse zu, was passieren kann,
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wenn man von der Chaosentwicklung einer Zufallsgréfie in Polynomen in abzahlbar vielen
unabhéngigen ZufallsgréBen (&;)ics, zu einer Chaosentwicklung der gleichen Zufallsgrofe

in nur einer standardnormalverteilte Zufallsgrofe € tibergeht.

Bemerkung 3.30 Seien unabhingige Zufallsgrofien (&)icr., |le| > 1, die die Annah-
me 3.1 erfillen, und fiir & = (&)ic1, eine weitere Zufallsgrifie n € L2(Q,0(),P) gegeben.
Dann existiert ein u € L*(RIel, BRI, dF;) mit n = u(§) = u((&)iere) in L*(Q,2,P).

Man kann mit Hilfe einer einzigen standardnormalverteilten Zufallsgrifie € die einzelnen
unabhdngigen Zufallsgrofien &;, i € I¢, erzeugen. Da die Zufallsgrofie (ID(E) eine auf dem
Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallsgrofie ist, lassen sich nach Satz 2.11 (ii) mittels der
dortigen Funktionen t;, 1 € N, durch

W@@) = X ha(@@)2, ieN,

abzahlbar viele, unabhdngige auf (0,1) gleichverteilte Zufallsgrofien erzeugen. Mittels der
Transformation

Fe (6(®(€), i€ I,

erhdlt man dann nach Satz 2.11 (i) unabhdingige Zufallsgrofien mit der jeweiligen Vertei-
lung Fe, von &;, i € I¢. Da iiber die Zufallsgréfien (&;)icr, nichts aufer ihre Unabhdngigkeit
und ihre Verteilung ausgesagt ist, kann man ohne Weiteres

§i = F, (Li(D(E))), i€,

setzen. Fir die Zufallsgrofe n bedeutet dies, dass sie sich durch eine messbare Funktion
w in & darstellen ldsst, d. h.

=) mit () = uf (P (6((@)ier, ).

Damit kann 1 als eine Chaosentwicklung in nur einer Zufallsgrife € dargestellt werden.
Durch die Funktionen t;, © € I, die nicht stetig sind, ist die Abbildung @ in der Regel
ebenfalls nicht stetig. Das heifst, die entsprechenden Chaoskoeffizienten werden im Allge-
meinen schwer zu berechnen sein und fallen sehr langsam ab. Man bezahlt also dafiir, dass
man keine Chaosentwicklung in vielleicht abzahlbar vielen unabhdngigen Zufallsgréfen bil-
den muss, einen Preis, der die Vorteile einer Chaosentwicklung in nur einer ZufallsgrofSe
zunichte machen kann. Insbesondere dann, wenn die Funktion u selber glatt ist und man
vielleicht sogar die Chaoskoeffizienten fiir die Chaosentwicklung in den entsprechenden
multivariaten orthonormalen Polynomen explizit berechnen kann.

3.2.2 Produkte eindimensionaler polynomieller
Chaosentwicklungen

Beim Losen von zufalligen Gleichungen tritt oft die Notwendigkeit auf, Produkte von Zu-
fallsgroflen und polynomiellen Chaosapproximationen bzw. Produkte von polynomiellen
Chaosapproximationen zu bilden. Von diesen Produkten kénnen wiederum die polynomi-
ellen Chaosentwicklungen berechnet, das heift, die jeweiligen polynomiellen Chaoskoeffizi-
enten bestimmt werden. Die Schwierigkeiten ergeben sich dann, wenn man die Konvergenz
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dieser polynomiellen Chaoskoeffizienten gegen die des Produktes der entwickelten Zufalls-
groflen bzw. sogar die entsprechende Quadratmittelkonvergenz betrachtet. Diese folgt im
Allgemeinen nicht aus der Quadratmittelkonvergenz fiir die einzelnen Faktoren. Allein die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und Verteilung wird impliziert.

Man kann folgende drei verschiedene Félle von Produkten unterscheiden. Seien zwei Zu-
fallsgrofen 7, ¢ € L*(9, 0(£), P) und deren polynomielle Chaosapproximationen ((¥)n)y
und (M¢)y gegeben. Dann ldsst sich

a) das Produkt von (Mn mit einer ZufallsgréBe betrachten, die eine endliche polynomi-

elle Chaosentwicklung besitzt. Das bedeutet im Endeffekt, dass man fiir ( = He%k(f)

fiir beliebiges aber festes & € N Produkte der Art (¥ )nH%k(f) bildet und deren Ei-
genschaften fiir N — oo untersucht.

b) das Produkt von ™)y mit der ZufallsgréBe ¢ betrachten, die im Allgemeinen keine
endliche polynomielle Chaosentwicklung besitzt und ebenfalls die Eigenschaften fir
N — oo untersuchen.

¢) das Produkt der beiden polynomiellen Chaosapproximationen Mn®M)¢ und die Ei-
genschaften fiir den Grenzwert (N, M) — oo betrachten.

Fiir den Spezialfall, dass Produkte zwischen Zufallsgrofien mit endlichen Chaosentwick-
lungen betrachtet werden, sei z. B. auf das Buch von Le Maitre und Knio [68] verwiesen,
die neben anderen nichtlinearen Transformationen auch das Produkt untersuchen.

Fiir die Untersuchung der entsprechenden Konvergenzen bietet sich hier der Ubersichtlich-
keit halber ebenfalls die Verwendung der dquivalenten Darstellungsweise der Zufallsgro-
Ben in L?(Q, o(&), P) und deren polynomiellen Chaosentwicklungen an. Das heifit, mittels
entsprechender messbarer, reellwertiger Funktionen u,v € L*(R,B(R),d®) konnen die
ZufallsgroBen 7, ¢ € L*(Q, 0(€), P) durch

=€) = 3w i, — (u@Hjnif))

bzw.
C=v() = %UHH%) mit v, = Ep (v(ﬁ)H%)>

dargestellt werden und die zugehérigen polynomiellen Chaosapproximationen Vg bzw.
M)¢ werden analog mit Mu(€) bzw. My(€), N, M € Ny, bezeichnet.

Fall a). Es wird fiir = u(¢) € L*(Q,0(£),P) und deren polynomielle Chaosapproxi-
mationen (Mn)y bzw. (NMu(€))y das Produkt der Form ((N)an}“g))N fir festes k € N

betrachtet und ihre Quadratmittelkonvergenz gegen n %ﬁ falls an}) c L*(Q, A, P)

ist, untersucht. Wie bereits in Proposition 3.11 (ii) formuliert, konvergiert die Folge der
polynomiellen Chaoskoeffizienten von (¥ )ankF()) gegen die polynomiellen Chaoskoeffi-

zienten von anﬂ& d. h., fir jedes n € Ny gilt

N He (5) Hen(f) He (f) Hen(g)
me (P ) e (1R N

Mit Hilfe der Produktformel (2.8) fiir die Hermite-Polynome und unter Verwendung der

Bezeichnung C'(n, k, 1) = \/ (7) (?) ("J;k:lzl) ergeben sich fir &V )ankf die polynomiellen
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Chaoskoeffizienten (8M),, zu

Hey(€) Hen(§)> Ny, Hey i 4-2(§)
N) . Ry, [ V), 1k —Ep | C(n, k,l
& P< (VR Al WP PRl (n+k—21)!)
kAn
= C(n,k, Dunsp—al fnik—a<ny(l). (3.7)

=0

Die polynomiellen Chaoskoeffizienten (5, ),, von nHeka(p lauten analog dazu

He He,, kan
ﬁn = EP <77 \/kg> \/n£'£)> = Z C(n, ]i), l)unJrk,gl. (38)
' : 1=0
Das bedeutet also fiir N > k
Bns n=0,...,N —k,
kAn

BT(ZN) = Z C(TL, k? l)un+k—2l:ﬂ-{n+k—2l§N}(l)7 n=N—-k+ 17 R N + ka

=0

0, n> N+ k.

: 2 N 4 (N N W Hen(8)
Satz 3.31 Sein = u(§) € L*(Q,0(€),P) und (Mn)y mit My = My(¢) = 3 u, o

die zugehdrige polynomielle Chaosapprozimation von 1 und sei zudem n&* € L*(Q, A, P)
fir k € N. Dann gilt

N Hek(f) Hek(ﬁ)
( )77 NG —n NG

genau dann, wenn fir die polynomiellen Chaoskoeffizienten (u,), von n folgende Bedin-
gqung erfullt ist

—0, N — o0,
L?(Q)

u, € o(n %), n = 0.

Beweis.

Die Quadratmittelkonvergenz ist nach Satz 3.13 adquivalent zu der Konvergenz der ent-
sprechenden zweiten Momente und o.B.d. A. wird angenommen, dass N > k ist. Das
heifit, es reicht die Differenz der zweiten Momente zu betrachten

Heao©O" | Hee© | _ | 02 a2
H’ L3(Q) ! \/H L3(Q) Zﬂ nzzo )
N+Ek
= Z Br— Y (BN,
—k+1 n=N-—k+1

wobei (8,)nen, und (8M),en, die jeweiligen polynomiellen Chaoskoeffizienten aus den
Formeln (3.8) und (3.7) sind. Die betragsméflige Differenz der zweiten Momente lésst sich

dann sowohl nach unten als auch nach oben abschitzen mittels

) 2 2
Ni:k AN || Hey (€) B (N)nHek(g)
n=N—k+1 ! n=N—k+1 " L2(Q) \/F L2(Q)

N+k

Z 62+ Z (B2,

n=N—k+1 —k+1

IA
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Der Term ioj (% geht nach Voraussetzung gegen Null und damit ist die Quadratmit-
n=N—k+1
telkonvergenz aquivalent dazu, dass fiir allen = N —k+1,..., N + k die entsprechenden

Chaoskoeffizienten 3(¥) gegen Null konvergieren, d. h.

kAn

BN = > Cn,k, Duprk—alinsr—a<ni (i) = 0, N — oo.
1=0

Zunachst wird nun gezeigt, dass aus der Quadratmittelkonvergenz die Konvergenzrate
u, € o(n"%?), n — oo, fiir die polynomiellen Chaoskoeffizienten von 7 folgt. Es gilt nach

obiger Diskussion, dass alle 3"), n = N —k +1,..., N + k gegen Null konvergieren fiir
N — oco. Damit gilt dies auch fiir den Koeffizienten BZ(V]\Qk Da

i N +k)!
BJ(V]\Qk => C(N +k,k,Dunion-alinion-a<ny(l) = C(N + k, k, k)uy = <k,N|)UN
1=0 IN!
gilt, folgt die Beziehung
B, = MN!UN_VH¢MH%3 ----- (N + Duy — 0, N — .

Da k € N fest ist, entspricht dies

N*2uy =0, N — .

Fiir die Riickrichtung wird fiir jeden Koeffizienten BV, n = N —k+1,..., N +k gezeigt,
dass fiir u,, € o(n™*/?), n — oo, dieser gegen Null konvergiert, d. h.

BN 0, N — oc.
Nach Voraussetzung existiert fiir jedes € > 0 ein ng € N, sodass

k/2

lun| < en” fur alle n > ny.

Sei nun N > ng + 2k. Dann gilt fir allen=N —-k+1,..., N +k

k
|57(1N)| = Z C(n, k, l)un+k—2l1]-{n+k72l§N}(l)
1=0

M) =

k
< C’(n, k, l)’un+k—2l‘ﬂ{n+k—2l§N}(Z) < Z C’(n, k, l)|Un+k—2l|-
=0

T
=

Mit der Indexdnderung n = N — k + j fiir j = 1,..., 2k ergibt sich fir alle N > ng + 2k

M=

|ﬁ](v]\i)k+]‘ <> C(N—k+j,k|untj—al

(O o

VE! (N —k+ )N + 5 — 20)!
Nk — 1)

~

IN
™
M= =

l

|
e

N +j —20)7%/2
Nkt Nkt V=2

T
=
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In den von N abhéngigen Termen % und ¢ Jév +kj+‘72l)l kommt N jeweils mit der

hochsten Potenz [ und & — [ vor, d. h. der Term unter der Wurzel ist ein Polynom in N
mit hochster Potenz k. Damit ist fiir jedes k € N und 57 = 1,...,2k die Summe endlich
und konvergiert gegen eine Konstante fiir N — oco. Damit existiert ein Ny € N, sodass
sich fiir jedes kK € N die Summe durch eine Konstante ¢ > 0 fiir alle j = 1,...,2k und
alle N > N, abschitzen lasst. Zusammengenommen ergibt sich damit fiir alle Indizes
n=N-k+1,...,N+k

1BV < ec  firalle N >max{ng+ 2k, No}.

Da ¢ > 0 beliebig gewédhlt werden konnte, folgt die Aussage. 0O

Dieser Satz 3.31 zeigt also, dass in Abhéngigkeit von der Konvergenzrate der Chaoskoef-
fizienten von 1 die Produkte (Mn¢*)y im Quadratmittel konvergieren. Mit der Aussage
des Satzes 3.25 iiber die Abklingrate der polynomiellen Chaoskoeffizienten, ldsst sich dann
schlussfolgern, dass fiir alle n = u(¢) € L*(Q,0(£),P) mit u € H'(R,d®), n € N, die
Folgen der Produkte (Mn¢k)y fiir alle k = 1,...,n im Quadratmittel gegen né™ konver-
gieren. Das folgende Beispiel gibt eine Zufallsgrofle an, fir die diese Produkte sogar fir
alle k € N im L*(Q, 2, P) konvergieren. Es wird aber auch eine Zufallsgrofie angefiihrt,
bei der beispielsweise fiir £ = 2 die Konvergenz nicht erfiillt ist.

Beispiel 3.32

(a) Sei die Zufallsgrifie n = exp(&) € L*(Q,0(¢),P) und deren zugehorige Chaos-
approzimation (Nn)nen gegeben. Dann konvergiert fiir jedes k € N nach obiger
Aussage

Ninek — nek, N — oo,

da die zugehorigen polynomiellen Chaoskoeffizienten (vgl. Tabelle 3.2 oder auch An-
hang A.1) schneller als exponentiell gegen Null abfallen.

(b) FEine Zufallsgréfle n, fir die fir k = 2 diese Konvergenz der Produkte nicht erfillt
ist, ist gegeben durch

g_la £<07
41, £€>0.

0=

Die Funktion w mit n = u(§) ist somit nicht stetig, was eine algebraische Konver-
genzrate der zugehorigen polynomiellen Chaoskoeffizienten impliziert (siehe Propo-
sition 3.28 und die Bemerkung danach). Da in diesem Falle fir n € Nqy die Chaos-
koeffizienten (u,,), sogar explizit angegeben werden konnen mit (siehe Anhang A.1)

1+,/2, n=1,
Up = \F\/7 5 (n—=2)!", n>1, n ungerade,

0, sonst,

lasst sich die entsprechende Konvergenzrate fiir die Betrige der Chaoskoeffizien-
ten u, # 0 analytisch bestimmen zu |u,| ~ en™>*, n — oo, mit einer geeigneten
Konstanten ¢ > 0. Damit konvergiert ™) Hey(€)/v/2 nach Satz 3.31 nicht im Qua-
dratmittel gegen nHey(€)/\/2 fiir N — oo. Dies erkennt man auch daran, dass die
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Folge ("N)n Hey(€)/v/2)n keine Cauchy-Folge ist. Betrachtet man beispielsweise fiir
m € N

Hegpny1(§) Hea(§) i
2(2m +1)! 2@

He?2 He?2
- e (OO

= ||U2m+1

dann ldsst sich unter Verwendung der Formel (2.8) der Erwartungswert berechnen
2u

By (1ealO15(0)

2(2m +1)!
2m—+1 H - 9 H B
=Ep | Y Cm+1,2m+1,1) Cam+2-21 (€) 3 0(272752)647212(5)
h=0 V(m+2—20)! i (4 — 21,)!
2 2m-+1
= Z Z C’(Qm + ]_7 2m + 17 11)0(27 2’ l2) EP He4m+2—2l1 (5) He4—2l2 (5) '
520 11=0 V(dm 42— 20)1 /(4 — 21)!

Nutzt man nun die Orthonormalititseigenschaft aus, so erhdlt man die Bedingung,
dass aufer firly = 2m—1+1y alle Ausdriicke Null sind und die Summe vereinfacht
sich zu

Ep <He%m+1(§) He%(f))

2(2m +1)!

Cm+1,2m+1,2m —1+15)C0(2,2,1y) = 3(2m + 1)* 4+ 2m + 2.

I
_

V]
L[]
o

Mit [ugmy1| =~ c(2m 4+ 1)734 n — oo ergibt sich so, dass der Fehlerterm

2
(2m + 1)?7 He,(§) . (2m)nHe2(§)

V2 V2

= U301 (3(2m +1)% + 2m +2)
L2(9)

~C@2m+1)722m+1)%, m — oo,

von der Ordnung Cv/2m + 1 mit einer Konstanten C' > 0 ist und somit nicht gegen
Null konvergieren kann fiir m — oo.

Damit ist (M Hey(€)/v/2)n keine Cauchy-Folge und deshalb auch nicht konvergent
in L2(Q, 2, P).

Fall b). Im zweiten Fall seien n = u(¢) € L*(Q, 0(¢), P) und deren polynomielle Chaos-
approximationen (™Mn)y bzw. (Mu(€))y und die ZufallsgréBe ¢ = v(€) € L*(Q, 0 (€),P)
gegeben, sodass n¢ € L*(Q,2A,P) gilt, und es wird das Produkt der Form (™Mn¢)y
bzw. (Mu(£)v(€))ny betrachtet. Fiir die Konvergenz dieser Folge gegen n¢ = u(&)v(€)
in L*(Q,2A, P) kann folgende Abschitzung mit Hilfe der Holder-Ungleichung

1™n¢ = nllz@y < 1 = nllLze @ 1<z
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fir 1 < p,q < oo mit 1% + % = 1 verwendet werden. Die Quadratmittelkonvergenz lasst
sich demnach schlussfolgern, wenn [[(||;2¢) < oo gilt und die Folge der polynomiellen
Chaosapproximationen von 7 auch in L* (2,2, P) gegen n konvergiert.

Die Konvergenz der polynomiellen Chaoskoeffizienten folgt nicht automatisch wie im
Fall a), da fir alle n € Ny gilt

He, (5)

|EP (((N)u(g)v(g) —u(&)v(f)) 7o >| < || Muy(e) — w(€) 2o He, (&)

Vn!

Der erste Term geht nun zwar nach Voraussetzung gegen Null, jedoch muss der zweite im
Allgemeinen nicht beschrankt sein, wie folgendes Beispiel zeigt.

v()

L2() ‘

Beispiel 3.33 Sei ¢ :=v(§) mit

SR >,
0, sonst.
Dann gilt v(€) € L*(Q, A, P), aber v(€)¢ = v(€) Hey(€) € L*(Q,2A, P).

Fiir die polynomiellen Chaoskoeffizienten (8M),, von Mu(&)v(€) liefert die Produktfor-

mel (2.8)
N) . N Hen(&) . ol Hek(ﬁ) Hen(f)
4 — Bp (< e ) B (v@;) w el el )

N nAk Hn
:ZukEp(v Zanl Coih-a(E )
k=0 .

N nAk

- Z Z O(n7 k? l)ukvn+k—21~

k=0 [=0

Liegt die Konvergenz der polynomiellen Chaoskoeffizienten von Mu(&)v(€) gegen die von
u(&)v(€) vor, so erhdlt man fir u(§)v(§) die polynomiellen Chaoskoeffizienten (5,,),, als
Grenzwert

B Hen(g) L ™) _ oo nAk
/671 = EP U(g)v(f) \/m - ]\}1_13100 Bn - Z Z O(n) k7 l)ukvn+k—21~
: k=0 [=0

Fall ¢). In diesem Fall seien = u(¢),¢ = v(¢) € L*(Q,0(¢),P) und deren poly-
nomielle Chaosapproximationen (™Mn)y bzw. (Mu(&))y und (M¢)y bzw. (Mu(€))
gegeben, sodass n¢ € L?(€, 2, P) gilt und betrachtet werden soll das Produkt der Form
((N)U(M)C)(N,M) bzw. ((N)u(f)(M)v(f))(N,M). Fir die Quadratmittelkonvergenz dieser Dop-
pelfolge gegen n¢ = u(&)v(€) in L*(Q, A, P) liefert z. B. folgende mogliche Abschitzung

IMn0¢ — ndllrzqy < 1M = ¢ 20y + NP = nCll2
< ™ = plleze oY C Loy + 1M9C = Clliery InllLzs o

fir 1 <p,q,r, s < oo mit % +1= % + % = 1 ein Argument. Wenn namlich sowohl

q

Inllzs i) < oo alsauch |||z < C < o0
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fir alle M € N gilt und die Folge der polynomiellen Chaosapproximationen von 7 in
L?(Q,2,P) gegen n und die von ¢ in L¥(Q,2,P) gegen ¢ konvergiert, lisst sich die
Quadratmittelkonvergenz fir (N, M) — oo schlussfolgern.

Fiir die polynomiellen Chaoskoeffizienten gilt wiederum

‘EP <<(N)U(£)(M)v(5) - u<€>v<5>>H7§ )>

< ‘E (<<N>u<5><M>v<5> ~ My(eyu(e)

M N He,,(§) N He,,(§)
< [400() = v(©)] gy | u(®) T L2(9)+H( u(€) =€) oy [v(6) Vel W
(3.9)
bzw. analog
Ee (9 1u(©) - ulee(@) A )
My(€) — u (1), ¢ Hen(§) (MDy(e) — o Hen (€)
<[ u(©) = w5 g, | 0O LQ(JH (©) = ()| o |75 (Lm)-)
3.10

Bildet man in Formel (3.9) also zunédchst den Grenzwert fiir M bei festem N (bzw. in
Ausdruck (3.10) fir N bei festem M), geht jeweils der erste Summand gegen Null, da
das Produkt aus Hermite-Polynom und einer Zufallsgroie mit endlicher Chaosentwick-
lung stets ein endliches absolutes zweites Moment besitzt. Problematischer ist der zweite
Summand. Dass das Produkt aus Hermite-Polynom und einer beliebigen Zufallsgrofie im
Allgemeinen némlich (bis auf den trivialen Fall fiir Heo(¢)) nicht in L*(Q, 2, P) enthalten
sein muss, ist in dem Beispiel 3.33 gezeigt und muss darum zusétzlich gefordert werden.
Die Rollen von N und M koénnen jedoch, wie gesehen, vertauscht werden.

Fiir n € Ny ergibt sich der n-te polynomielle Chaoskoeffizient von (Mn(M)¢ zu

Ep (mu(@( o(6) H\ﬁ) ,;) mzo . (Hek@)%mn(o)

Unter Verwendung der Formel (2.12) fiir den Erwartungswert dreier Hermite-Polynome
oder durch Verwendung der Produktformel (2.8)

Ep <(N)u(§)(M)v(§)Hf/%@>: ( i kH?/k_ Hf/”@)

= iv:uk Ep ( nZAfCC (n, k1) Henvi21(¢) )

(n+k—21)!
N nAk
- Z Z C(n, k, Durvnye—2l nye—20<nry
k=0 1=0
M nAm

= Z Z C(TL, m, l)vmun+m—2lﬂ{n+m—2l§N}

m=0 [=0
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lassen sich die polynomiellen Chaoskoeffizienten von MnM)¢ = (N (€)(My(€) berechnen.

Im Folgenden interessiert wieder eine Darstellung der polynomiellen Chaoskoeffizienten

Hey, (§)
Ne

des Produktes n¢ in Termen der polynomiellen Chaoskoeffizienten der einzelnen Faktoren.

Bn = EP <77C > , ne N(b

Proposition 3.34 Seien n,(,n¢ € L*(Q,0(£),P) und deren polynomielle Chaosappro-
ximationen gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Dann ist der nullte
polynomielle Chaoskoeffizient des Produktes n durch

N [e')
pr— l' pr—
Bo = Jim kz_% Uk Uk kz_% Uy,

bestimmidt.

Ist fiir n € N zusdtzlich die Bedingung

He, (¢) He, (£)
Vn! Vn!

erfullt, dann gilt fir den n-ten polynomiellen Chaoskoeffizienten von n¢

b= i[5 m, [35 wan  (BEAE HonlO Ho )

< 0
L2()

o

< 00 bzw. Hu({)

L2(Q)

N=oo 2o Mmoo | Vk!m!n!
bzw. Ny .
H He,,(£) He,,
Bn = lim Z lim Zuk’Um Ep ex(§) Hem (&) He,(§) '
M=ee =0 V7> L= VElm!n!
Beweis.
Dies folgt direkt aus den Ungleichungen (3.9) bzw. (3.10). -

Bemerkung 3.35 Fiir die Berechnung der n-ten polynomiellen Chaoskoeffizienten von
n¢ kommt es also auf die Art und Weise der Grenzwertbildung an. So kénnen nach Pro-
position 3.34 die Gréifsen N und M nicht auf beliebigen Wegen gegen Unendlich gehen.

In Proposition 3.34 gilt fiirn € N auch

IR = Hey () Hepn (€) Hen<5>>
ﬁn—]&zfﬁo,;)go“k”m’ﬂp( Vilminl

bzw.
M m+n

: Hey (§) Hey (§) Hen (€)

m=0 k=0
da das m-te Hermite-Polynom orthogonal zu Hey(£) He, (&) fiir m > n + k ist bzw. das
k-te Hermite-Polynom zu He,,(§) He, (&) fir k > n+m.

Die Reihenfolge der Grenzwerte spielt keine Rolle, wenn die Quadratmittelkonvergenz von
(M) v ar) gegen n¢ vorliegt, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 3.36 Seien n,(,n¢ € L*(Q,0(€),P) und deren polynomielle Chaosapprozimationen
gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Konvergiert zudem die Doppelfolge
(MnADE) yary fiir (N, M) — 0o im quadratischen Mittel gegen 1¢, dann gilt fir n € Ny

5 5% s By (Mt ealO Hes (9

N/ >—>ﬁn fir (N,M) — oc.

k=0m=0

Beweis.
Dies folgt unmittelbar aus der Quadratmittelkonvergenz fir (N, M) — oo aus

He, (£)
Vn!

s n e No.
L2(Q)

He,
Ep ((“V)n“”)c - noig)) <[ 0¢ = nClzqe

Das folgende Beispiel soll diesen Sachverhalt noch einmal veranschaulichen.

Beispiel 3.37 Sein = ¢ = u(&) mit u(x) = |z|. Dann ist n¢ = |€> = € € L*(Q, A, P)
und es gilt ebenfalls |§|He"(5) c L*(Q,2,P) fir alle n € Ny. Damit ergibt sich nach Pro-
position 3.34 und der Bemerkung danach fir die polynomiellen Chaoskoeffizienten (3,)n
von &2 die Beziehung

L N ki Hek(f) Hem(’f) Hen(f)
5,1_]3520%;0%%1%( Vilmin! >

Andererseits konvergiert ((N)n(M)C)(MM) = ((N)n(M)T])(MM) nicht im Quadratmittel gegen
n¢, da (‘Mn)y nicht im vierten Mittel gegen 1 konvergiert (siehe Korollar 3.15 und die
Berechnungen bei Field und Grigoriu in [37]).

Neben dieser Formel fiir die Bestimmung der Chaoskoeffizienten gibt es auch noch eine
andere — eine zweite — Darstellungsmoglichkeit, die beispielsweise in Arbeiten von Rozovs-
kii et al. [62, 75] oder auch bei Wuan [105, Theorem 2.3] zu finden ist. Dort wird fiir den
n-ten polynomiellen Chaoskoeffizienten /3, des Produktes n{ der Ausdruck

> D B, 4, p)un—jipVisp (3.11)

p=07=0

mit B(n,j,p) = ((])(jﬂ') (" j“’)) V2 verwendet. Allerdings ergibt sich auch hier die
Schwierigkeit, dass diese Formel nicht immer die polynomiellen Chaoskoeffizienten des
Produktes beschreibt. Das heifit, diese Formel kann nur unter bestimmten Bedingungen
angewendet werden. Fiir die Herleitung der Formel (3.11) wird wieder bei dem Produkt
der Chaosapproximationen NpM)¢ = Ny (¢)My(¢) begonnen und o.B.d. A. kann an-
genommen werden, dass N > M ist. Es folgt

N M N M kAm
(N), (Y (M), ¢y ex(§) Hen (€ Hey, 1 —2p(§)
WO =2 3w S 30 37 3wl )

N

M M
“SOS S weonC(k, m, p)—aokm=2z(®)
p=0 m=p

—0 h—p = (k+m —2p)!
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unter Verwendung der Formel fir das Produkt zweier Hermite-Polynome (2.8). Seien nun
j =k —pund 7 = m — p, dann erhalt man

(N, (£)(M) = : He;1i(¢)
u(§) " u(§) = Z Z Z uj4pVi1pC(j +p,i+ p,p) .
p=0 =0 =0 (] + 2)'

Die weitere Transformation [ = j 4 ¢ fithrt auf

(V) (£ (M) LR A - . Hey ()
w(@)MuE) =>" > > ujpvij1,C L= J+p,p) N (3.12)

p=0 j=0 1=j

und der Faktor C'(j + p,l — j + p,p) entspricht gerade B(l, j,p) aufgrund von

) . 1/2
C(J’+p,l—j+p,p)=<<‘7;p><l ‘;er)(j.)) = B(l,j,p).

Mit dem Vertauschen der Summationsreihenfolge von j und [ ergibt sich dann

(), () (M) LT Hey(€)
u(§) () = ZB(Z 3y P)UjpVljip— " NG
p=0 1=0 j=0
M N—p l He 5
+> > B(, J, p)tjpvi-jip \/l(—)
p=01=M—p+1 j:l—M-‘rp
M M+N-2p Hel(f)

+> D Z B(l, j, p)”jw“lﬁﬂow-

p=0Il=N—-p+1 j=l-M+p

Diese drei Summanden werden der Ubersichtlichkeit halber einzeln betrachtet und erhal-
ten dafiir eine extra Bezeichnung

M M-p | Hel M M-l 1 Hel(g)
S1(§) = ZB<Z Js D)W pUl—jtp—r= Z Z ZB (L, 4, D)W pVi—jip T
p=0 [=0 j5=0 \/_ 1=0 p=0 j=0 \/l_
M N—-p l . el(&-)
SZ(g) = Z Z z B(lajap)uj-f—pvl—j-i-p \/—‘ )
p=01=M—p+1 j=I—M-+p [!
= . He, (€
S3(§) == Z Z B<lajap)uj+pvl—j+p\}(—')'
p=01=N—p+1 j=l—M+p !

Die polynomiellen Chaoskoeffizienten von (Mu(€)My(€) ergeben sich dann durch das
Bilden des entsprechenden Erwartungswertes

Be (V00 A

By <sl(g)Hf/"nif)> + Ep (sg(g)H?nif)> + Ep (53(§)H31§)> . neN.

0.B.d. A. wird im Weiteren M > n angenommen. Betrachtet man die Summanden ein-
zeln dann erhélt man die Ausdriicke

P <51<5>H7§)> = Z_%néB(n,j,p)uj+pvnj+p, (3.14)

(3.13)
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Hen(g) M/\(N—n) n 4
Ep (SZ(g) \/_l ) = Z Z B(n7]7p)uj+pvn—j+p
n. p=0V(M—n~+1) j=n—M-+p
= Z Z B(najap)uj+pvnfj+p7 (315)

p=M—n+1 j=n—M+p
MA(MEN=R )y,

He, (¢ :
Ep <53<§> \/£|)> = Z Z B(n7]7p>uj+pvn—j+l7
n. p=0V(N—n+1) j=n—M+p
MA(MH=2]) N—p
= Z Z B(n, j, p)ujspVn—j+p, (3.16)

p=N-n+1 j=n—M+p

wobei 0V k := max{0, k}, k € Z, ist. Die Formel (3.11) entspricht also dem ersten Sum-
manden (3.14) fir M — oo. Das bedeutet, wenn die Formel (3.11) die polynomiellen
Chaoskoeffizienten von n¢ ausdriicken soll, miissen die beiden anderen Terme (3.15) und
(3.16) gegen Null gehen fiir N, M — oo. Lediglich fiir n = 0 sind diese beiden Erwar-
tungswerte (3.15) und (3.16) Null. Schon fiir n = 1 verschwindet nur noch der dritte
Term (3.15).

Proposition 3.38 Seien n,(,n¢ € L*(Q, 0(€),P) und deren polynomielle Chaosapprozi-
mationen gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Dann gilt

0

60 = Z Z B(Ovjup)uj-‘rpvo—j-‘rp = Zupvp'
p=0

p=07=0

Sind fiirn € N die Bedingungen

He,,(§) He,, (§)
Hu(f) NG e < 00 bzw. Hv(&) ol o < 00
und o
Z Z ’B<n7j’p)uj+pvn*j+p’ < 00 (317)
p=0 j=0

erfillt, dann gilt ebenfalls

Bn = Z Z B(na jap)uj-l-pvn—j"rp’

p=05=0

Beweis.
Die erste Aussage fiir n = 0 folgt aus

B (Mu(€) () - u(€)o(©))]
< [ 400(€) = 0 gy [ VO] o g + () =€)

und Formel (3.13), da bei den Erwartungswerten (3.15) und (3.16) jeweils tiber die leere
Menge summiert wird.

vl vy 10Oy

Zum Beweis der zweiten Aussage sei n € N und ¢ > 0 gegeben. Dann existiert nach
Voraussetzung ein Ky € Ny, sodass

> S 1B, 4, p)ujapUnjap| < ° firalle K > K.
p=K j=0 -
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Des Weiteren existiert ein My € Ny, sodass

-1

He, (5)
Vnl

O.B.d. A. werde angenommen, dass N > M ist, und sei M; := max{Ky+n — 1, My}.
Dann gilt

£

L2(@Q) — 2

|08 = v(©)

far alle M > M,.

u(§)

L2(0)

n

M-
Z Z n J p ujerUn j+p 5n

e (5100288 ) - (Wt 0 18

(B (220 200(6) — ) AL )|

Bildet man nun fiir festes M € Ny auf beiden Seiten den Grenzwert fiir N — 00, so ergibt
sich zum einen

da A}l_r)lclx) Ep (Sg(g)H%(f)) = 0 ist, und zum anderen nach Formel (3.10)

<|[Mu() = v(€)

hm|EPQWM@ﬂM%@)—u@W@»

N—oo

He, (¢) He,, (&)
e ) TR

Diese beiden Aussagen zusammengenommen liefern unter Verwendung von Formel (3.15)

L2(Q) L2(q) )

Z B(”? j,P)UjerUnfjer - ﬂn

S Bt [0~ 0 [

N A B L2(Q) vn! L2(Q)
<Y Y B el + [P0 — (@) ute)
 p=Montljmn—d4p B L2(Q) v L2(Q)
<Y Y IBO il + [O000€) — 0(©)] gy )
P F) Vil 2

<e

fur alle M > M.
Gilt H He” g)

N < 00, dann vertauscht man einfach die Rollen von N und M und

L2(Q)
der Bewels verlauft analog. 0

Die Voraussetzungen in dieser Proposition fir die Giiltigkeit der Darstellungsformel (3.11)
fiir die polynomiellen Chaoskoeffizienten des Produktes sind wegen der zusétzlichen Bedin-
gung (3.17) stérker als die fiir die andere Formel in Proposition 3.34. Mit anderen Worten,
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man stellt die Umordnung der Reihe fir die polynomiellen Chaoskoeffizienten des Produk-
tes sicher, indem man bekanntermaflen fordert, dass die Reihe absolut konvergent ist. Das
folgende Beispiel zeigt, was passieren kann, wenn diese zusitzliche Voraussetzung (3.17)
nicht erfiillt ist.

Beispiel 3.39 Seien die Zufallsgrifien n = ¢ = u(§) = v(§) = [¢| gegeben. Dann ist das
Produkt n¢ = | = €2 € L*(Q,2,P) (vgl. Beispiel 3.37). Die polynomiellen Chaoskoeffi-
zienten fir n € N sind der Gestalt (nach Anhang A.1)

(D2l n I, n=0,
T gerade,
Uy = Uy = Vam(n=1)2271(3)! und B, = \/5, n =2,
0 d
, n ungerade 0. const.

Fiir n < 6 und alle ungeraden n € N entspricht die Formel (3.11) den Chaoskoeffizien-
ten B3,. Betrachtet man jedoch n = 6, so ergibt sich nicht

oo 6

Z Z B(67 j7p)u67j+puj+p = 0.

p=075=0

Stattdessen erhalt man

co 6

Z ZB(67 j) p)uﬁ—j+puj+p

p=0 j=0
= 2B(6,0,2p)uspretsp + 2B(6,1,2p + 1)ugy 6Uspio
p=0
+ 23(6, 2, 2p)U2p+4U2p+2 =+ B<6, 3, 2p + 1)UQP+4'LL2p+4
7% —2(2p+3)(2p+1) N 22p+3)
22p )2 30(2p— 1) 5
_ 16\/_ i (Qp). p—1

15m 2= 222(p!)? 2p — 1

_(2p+1>+2(2p+1)>

3

> 0,

da fiir p=1 der Summand Null ist und alle anderen Summanden echt groffer Null sind.
Es gilt sogar

o 6

Z Z B(6>jap)u67j+puj+p = oQ.

p=0j5=0

(2p)! p—1
227 (plh)? 2;0

Dazu wird fir a, = 7 der Quotient

a,  (2p)! p—1 22p+2((p+1)!)22p+1_2p2—2_1+1 p—2
apsr 22(p)22p—1  (2p+2)! p 2 —p 2p—1

betrachtet. Der Grenzwert von

o () 32

ist dann gerade —oco. Nach dem Bertrandschen Kriterium (siehe z. B. bei Fichtenholz [36])
folgt dann, dass die Reihe bestimmt divergent ist.
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Das bedeutet, dass fiir die polynomiellen Chaoskoeffizienten des Produktes nach Bei-
spiel 3.37 die Formel (3.8) die richtigen Ergebnisse liefert, wohingegen die Formel (3.11)
nicht anwendbar ist.

Im Folgenden wird nun noch einmal zur Gleichung (3.13) zuriickgegangen. Geht man in
dieser Gleichung (3.13) von M zu M + n iber und fordert N > M + 2n, so gilt

Ep (UV)u({) (M +n)v(§)Hf/n_7f)>

= Z ZB(nujap>uj+pvn—j+p + Z Z B(n7j7p>uj+pvn—j+ipv
p=035=0 p=M+1 j=p—M

da der dritte Summand Ep (Sg(f)H%)) = Oist fir N—n+1 > M,d. h. fir N > M+n—1.

Des Weiteren lasst sich nachrechnen, dass mit Formel (2.12)
, j+p\[(n—7+p\(n 1/ \/(j—l—p)!(n—j—l—p)!n!
B(n7j7p>: . = T Y
p p j 3'p!(n = j)!
EP(H%ﬂ@»H%ﬁﬁga}maa)
VG +p)(n—j+p)n!

fir p > 0 und 0 < j < n ist. Damit ergibt sich

H%ﬂ@ﬂmwﬁAaH%@u

B(n’jap)uj—i-pvn—j—i—p = Ep (ujﬂ?vn—jﬂ?
VU +p)ln =5 +p)tnl

und ferner gilt

Heg (§) Her (€) ~1 —1
ugcvr = () = (@) (M) = 7 Pu(e)
VK!L!
= () (&) = 7 Du(€) Po(e)

— (&)= Dy (g) + = Du()F = Dy().

Kombiniert man diese beiden Beziehungen, so erhélt man die Abschétzung

| B(”? j7 p)uj—i—pvn—j—i-p‘
Hej, (&) Henjip(€)

WUj+pUn—j+p Hen(§)
VG +p)n—j+p)!

Vn!

<

LQ(Q) L2 (Q)

He,, (&)

< |9+ Pue)® =+ Phy(g) — U+ Dy (g) i+ Py () N

L) 12(@)

He, (£)
Vn!

Summiert man zusétzlich iber diesen Ausdruck, so fiihrt dies auf folgende Abschéatzung
fiir

+ H(j TPl (&) =T+ P =Dy (g) — TP =Dy (g)(n =i +p =Dy (g)

L2(Q)

@)

M+4n n M+n n

Z Z B(nvjvp)ujﬂﬂvn*jﬂo < Z Z ’B<najap)uj+pvn*j+p’

p=M+1j=p—M p=M+1j=p—M
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<HHen(f) []‘gjn i H(J+p J'er),u(g)_(j+p*1)u(£)(nfj+p)v<€>

TVl ey [ s L2(@)
M+n n

bY Y [t e - G Dug e Du(g) L | (310)

p=M+1 j=p—M

Der folgende Satz besagt nun, dass im Falle der Quadratmittelkonvergenz der Doppel-
folge ((N)H(M)C)(MM) gegen n¢ fir (N, M) — oo, die Formel (3.11) den polynomiellen
Chaoskoeffizienten von 1 entspricht.

Satz 3.40 Seien n = u(€),¢ = v(€),n¢ € L*(Q, 0(&), P) und deren polynomielle Chaos-
approximationen gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Konvergiert zu-
dem die Folge (MnUDC) v ary = (Mu(€)Mu(€)) () fiir (N, M) — 0o im quadratischen
Mittel gegen das Produkt n¢, dann kénnen dessen polynomielle Chaoskoeffizienten durch

::j{:z{:Zg(”ﬂjap)uj+pvnfj+p7 n e EQO
p=0j=0

mit B(n,j,p) = ((j“’) ("*jﬂ’) (?))1/2 dargestellt werden.

p p

Beweis.
Sei € > 0 und n € Ny. Dann gibt es Ny, My € N, sodass

| Mu(e)M+mu(e) —u(@u(e)| <e  firalle N > No, M > My
gilt, und weiter existieren Ny, M; € N, sodass
| Nedu (&) Medu(g) — () Mhu()| < e it alle Noy Ny > Ny, My, My, > My
ist, und es wird
M ppae == max{My, M1, N1} und Ny = max{ M, + 2n, No}

gesetzt. Mit der Gleichung (3.18) und der hergeleiteten Abschétzung (3.19) erhilt man

M n
ZE:jzzlg(n7j7p>uj+pvn—j+p'_'Bn
p=0 5=0
M+n n
= |Ep <(N)u(§)(M+n)U<§> H?/nL?)) _ Z Z B(n,j,p)u]'.;.pvn_j-m — Bn
n: p=M+1 j=p—M
(N),, (&Y (M +n) He, (§) v
< |Ep ( U(f) U(é) - u(ﬁ)”(ﬁ)) m + Z Z B(n J p)u]+pvn j+p
: p=M+1 j=p—M
< ‘(N)u(g)(Mw)fu(f) —u(§v(§) L2(@) Hf/%g)
bl
He, () S5 NS (G4 (e G p Dy ey D)
+| \/m L2(Q) L=%4:+1j=§—:MH u(f) U(f) u(f) U(f) LA

p=M+1 j=p—M

M+n n
+ i 3 H(J#p)u(g)(nfjﬂfl)v(é) — Gy ()it =Dy (g) L2(Q)] .



3.2. EINDIMENSIONALE POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNGEN 73

Die einzelnen Indizes konnen damit die Werte annehmen, die in der folgenden Tabelle
veranschaulicht sind.

p J J+p n—j+p
M+1|1,..n | M+2,.. M+n+1|M+n,... M+1
M+2|2,...n | M+4,... M+n+2 | M+n,...,M+2

M+n n M + 2n M+n
Das bedeutet, dass die beiden Indizes j + p und n — j 4 p innerhalb der Summen grofier

als M sind, d. h.
j+p>M und n—j+p>M.

Dies impliziert dann

SNCRNSE Hen () Heo()| ¢
EE:E:lgohjapﬁh4ﬁvn—jﬂ7_'Bn <e V[% 2” E: E: €
p=0 ;=0 e liL2Q) L2(Q) p=M+1 j=p—M
[ Heu® 2HHen@) nn+1)
Vil iz e 2
He, (¢)
= (I+n(n+1))e
|| \/m L2(Q)
fir alle M > M0, N > Npjaz- 0

Bemerkung 3.41 Die Umkehrung des Satzes 3.40 gilt jedoch nicht. Das heifit, seien
wieder n = w(€),( = v(€),n¢ € L*(Q,0(£),P) und deren polynomielle Chaosapproxi-
mationen gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Besitzt ¢ eine endliche
Chaosentwicklung (Fall a)), dann kénnen die Chaoskoeffizienten von n¢ durch

::EE:j{:lg(nwjvp)uj+pvn—j+p7 n e Eqm
p=0 j=0

mit B(n,j,p) = ((j;;p) ("71];*1’) (?))1/2 dargestellt werden. Dies sieht man wie folgt:

Sei Mo gerade der grofite Index, fir den v, = Ep (v(ﬁ)Hem ) #0 gilt, d. h.
M e = max{m € Nq : v,, # 0}.

Dann ist die Summe fir M > M4z

M+n n

E: }: -B<nuﬁp)UHﬁvnﬁH¢::(L

p=M+1 j=p—M

da alle Summanden wegen n — j+p > M > M4, gleich Null sind. Analog zum Beweis
von Satz 3.40 erhdlt man dann

M n
Z Z B(”a jap)ujﬂovnfjer - Bn

p=0j=0
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M+n n
= (0 T - S S Bl ey

vn! p=M+1 j=p—M

= [Be (g (@) - uero(e) o)

V!
(&) He, (¢
TV e

L2(Q)
fiir M > M0 und N hinreichend grofs. Damit folgt die Behauptung.

< | Mu(€) —u(¢)

L2(0)

Insbesondere gilt
Mmaz n

- Z Z B(n7j7p>uj+l7vn—j+pv nc NO‘

p=0 j=0

Doch wie schon in Beispiel 3.32(b) gesehen, existieren Zufallsgrofien n = u(§),( = v(§),
sodass die Folge der Produkte ((NnMma2)() = (N y nicht im Quadratmittel gegen n¢
konvergiert.

Eine relativ starke Bedingung an die Formel (3.11) der polynomiellen Chaoskoeffizienten,
um umgekehrt die Konvergenz im Quadratmittel zu folgern, liefert der folgende Satz.

Satz 3.42 Seien n = u(¢), ¢ = v(€),n¢ € L*(Q, 0(&), P) und deren polynomielle Chaos-

approximationen gegeben mit den entsprechenden obigen Bezeichnungen. Ist zudem

Z Z Z |B(n7j7p)uj+pvn—j+p| < 00

n=0 p=0 j=0

erfillt, dann konvergiert ((N)U(M)C)(N,M) im quadratischen Mittel gegen nC und es gilt
aujfSerdem

n=0 \p=0;j=0

Z (Z zn: B<n7.j7p)uj+pv”j+p) — Ep (77()27 <N7 M) — 0

Beweis.
Die Quadratmittelkonvergenz von (‘Mn™)¢)y 1) gegen n¢ folgt aus Gleichung (3.12)

N—p M-
(Mg (&) My I N ~ Hey(§)
"M u(€) HLQ Z Z (12, 4, D)4 pVn—jitp N
p=0 j:() n=yj n: LQ(Q)
M N—pM—p+j » Hen(f)
< Z B(n, j, p)ujtpn—jip N
p=0 j=0 n=j n: LZ(Q)
M N-—p M—p+j
= Z (7, 7, P)UjpUn—j+p]
p=0 j=0 n=j

< Z Z Z |B(n, J, P)Uj+pUn—jtpl
p=0j=0n=j

=> > > |B(n, J, p)tjpUn_jip| < 0 fiir alle N, M € Ny.
n=0 p=0 j=0
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Damit gilt auch nach Satz 3.40, dass

oo n

Bn = Z Z B(najap)uj+pvn—j+p fur n € No.

p=0 j=0
Fiir die zweite Behauptung sei 0 < ¢ < 1 gegeben. Dann existiert ein Ny € Ny sodass
Z BZ <eg fur alle N > N,.
n=N+1
AuBerdem gibt es ein My € Ny, sodass gilt

N

D

n=0

o0 n

Z Z B(n7 .j7 p)ujer’Unfjer

p=M j=0

<e fir alle N, M > M,.

Damit erhédlt man diese Abschiatzung auch fiir jeden Summanden

>N B(n, j,p)ujipn_jip| < € fur alle N,M > My, n=0,...,N

p=M j=0

und da € < 1 ist, gilt zudem

0o n
Z Z B(?’L, j?p)uj+Pvn—j+P

p=M j=0

2
( Z Z B(?’L, j?p)uj+pvn—j+p) <

p=M j=0

fir alle NyM > My, n = 0,..., N. Summiert man tber n = 0,..., N ergibt sich dann
ebenso

N © n 2 N o n
Z (Z ZB(n,j,p)uﬁpvn—ﬁp) - Z Z ZB(”7j>p)“j+p“n—j+p <e¢
n=0 \p=M j=0 n=0 |p=M j=0

fir alle N, M > M. Sei nun Ky := max{Ny, My} dann erhdlt man

00 N M n 2
> B=2 (Z > Bln, Jm)uﬂpvn—m»)
n=0

n=0 \p=0 ;=0

<

N N M n 2
+ Z 5721 - Z (Z Z B(”a j?p)uj+PUnj+P>
n=0

n=0 \p=0 ;=0

00 N
> =28,
n=0 n=0

IN

n

n=0 \p=0 ;=0

2 N M n 2
B(”u jap>uj+pvnj+p> - Z (Z Z B(”u j,p)uj+pvnj+p>

n=0 \p=0 ;=0

(s

2
N 00 n
<e+ > ( > Z B(najap)uj+pvnj+10>
p

Z i zn: B(na ja p)”jﬂﬂ”ﬂjﬂﬂ) (Z zn: B(“a ja p)uj+pvnj+p) ‘

p=075=0

n

Z Z B(?’L, ja p>uj+pvnfj+p

p=M+1j=0

(o.9] o n N
<24+2() ) > |B(n,j,p)uj+pvnj+p\) >

n=0 p=0 j=0 n=0
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o0 n

<2+ 2¢ (Z S>> |B(n,j,p)uj+pvn_j+p|) fir alle N, M > K,.

n=0 p=0 j=0

Da 0 < ¢ < 1 beliebig gewahlt werden kann und § § f: |B(1, , P)WjspUn—jip| < 00
n=0 p=0 j=0
beschréankt ist, folgt die Behauptung. 0O

Obwohl die Bedingung in diesem Satz schon recht stark ist, kann im Folgenden ein Beispiel
betrachtet werden, in dem dieser Satz zur Anwendung kommen kann.

Beispiel 3.43 Betrachtet man die lognormalverteilten Zufallgrofien n = u(€) = exp(af)
und ¢ = v(€) = exp(b€) fiir a,b € R, dann ist das Produkt n¢ = u(§)v(€) = exp((a + b)¢)
ebenfalls lognormalverteilt und in L2 (2, 2, P) enthalten. Die polynomiellen Chaoskoeffizi-
enten fiir n € N aller drei Zufallsgréfien sind bekannt (siehe Anhang A.1)

\C/l%, Uy = exp(bQ/Q)j% und 3, = exp((a + b)?/2) (aj/_n_l;)n

und ((N)n(M)C)(N,M) konvergiert im Quadratmittel gegen n¢ fir (N, M) — oo, da sowohl
(M) als auch (M¢)yr in LP(Q, A, P) fiir alle p > 2 gegen n bzw. ¢ konvergieren. Die
Quadratmittelkonvergenz folgt auch nach obigem Satz, da

u, = exp(a®/2)

N M n
SN S 1B, 4y p)tn—jipVjsp]
n=0 p=0 j=0

n

N M ) ) n!
= exp(a®/2 + b*/2) |a|" PP P —— :
7;0;);) \/ﬁ?!p!(n —j)!

_ exp(a?/2 + 1/2) Z;mzo’“b' Z( )

J
o (Jaf + b)) <~ Jab]?

:exp(a2/2+b2/2)§::o N 2;; )

< exp(a®/2 +b*/2) exp(|ab)) f:o W

fiir alle (N, M) € N2 gilt, da die verbleibende Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut
konvergiert.

< 00

Damit kann Formel (3.11) angewendet werden und es gilt fir alle n € Ny

o n

o n ) ) !
SN B o p)un—jiptien = exp(a®/2 +12/2) 33 anrtopitr T
p=0 j=0 p=0j=0 m] Ipl(n — j)!

exp((a +b)*/2)

= N (a+0)" = B,.
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Ebenso kann das zweite Moment von n¢ berechnet werden

N M n 2
lim lim Z (ZZB<n,j,p)uj+pvnj+p)

N—o00 M—00 n=0 \p=07=0

I (% a3 (“) (b)J)g

—00 M —o00 n—0 n! p=0 p‘ 7=0 J a
N 2n M ?
- 2 2 ; M i (ab)p
= exp(a” + b%) <J\}1_Igor;) n! ) (J\/IIEHOOI;) p!
2

00 a+ b 2n e ab)?P
_ exp(a2 + b2) <Z ('>> Z ( ')

o n: p=0 p:

= exp(a? + b?) exp((a + b)?) exp(2ab) = exp(2(a + b)?) = Ep(n¢)>.






Kapitel 4

Zufallige Gleichungen

Verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklungen gewannen in den letzten Jahren vor
allem durch die stochastischen Galerkin-Verfahren zur ndherungsweisen Losung zufalliger
Gleichungen, wie z. B. zufilliger algebraischer Gleichungen oder zufélliger (partieller) Dif-
ferentialgleichungen, an Bedeutung. Mit Ghanem und Spanos [49] begann die Entwicklung
der stochastischen Galerkin-Methode unter Verwendung von polynomiellen Chaos (siehe
Einleitung in Kapitel 1). Xiu und Karniadakis beobachteten dann an vielen Beispielen
[73, 110, 111, 112, 113, 114}, dass die Approximationsgiite bzw. Konvergenzgeschwindig-
keit der mittels der stochastischen Galerkin-Methode berechneten Naherungen verbessert
werden konnte, wenn man ein zum gegebenen Problem passendes verallgemeinertes po-
lynomielles Chaos benutzt. Auflerdem wurde begonnen, fiir die zu lésenden zufélligen
Gleichungen eine Losungstheorie zu entwickeln, da insbesondere fiir Randwertprobleme
zufilliger elliptischer partieller Differentialgleichungen mit Koeffizienten, die sich nicht
durch Konstanten von der Null und Unendlich fast sicher beschranken lassen, im Allge-
meinen nicht auf die bekannten Satze aus der Theorie der deterministischen partiellen
Differentialgleichungen verwiesen werden kann. Daher blieb bisher auch die Frage der
Konvergenz der mittels des standardméfligen stochastischen Galerkin-Ansatzes berechne-
ten Folge von vermeintlichen Naherungen an die schwache Losung gegen die selbige in der
nattirlichen Norm unbeantwortet.

Dieses Kapitel nun behandelt in seinen zwei Abschnitten sowohl algebraische Gleichungen
mit zufilligen Koeffizienten als auch stationédre Diffusionsprobleme mit zufalligen Koef-
fizienten, wobei das Hauptaugenmerk auf letzteren liegt. Neben einer ausfithrlichen Lo-
sungstheorie fiir Randwertprobleme zufélliger stationarer Diffusionsgleichungen werden im
zweiten Abschnitt A-priori-Fehlerabschiatzungen angegeben und Bedingungen formuliert,
unter denen die Folge der Losungen eines geeigneten stochastischen Galerkin-Ansatzes
gegen die schwache Losung in der natiirlichen Norm konvergiert. Zudem wird der Einfluss
des verwendeten verallgemeinerten polynomiellen Chaos auf die Approximationsqualitét
der stochastischen Galerkin-Losung untersucht. Diesem Abschnitt vorangestellt ist eine
kurze Abhandlung zu algebraischen Gleichungen mit zufilligen Koeffizienten. Er macht
durch einfache Beispiele auf die Probleme des standardmafligen stochastischen Galerkin-
Ansatzes bzw. deren stochastischen Galerkin-Losungen, die eben in der natiirlichen Norm
nicht immer gegen die schwache Losung konvergieren, aufmerksam. Die betrachteten Bei-
spiele werden zudem teilweise in dem Abschnitt zu zufilligen stationaren Diffusionsglei-
chungen wieder aufgegriffen. Die Theorie zu den zufilligen algebraischen Problemen wird
allerdings nicht im Detail besprochen, da diese analog zu der fiir zuféllige stationédre Diffu-
sionsprobleme formuliert werden kann. Auch wird ein alternativer stochastischer Galerkin-
Ansatz, der eine Folge von stochastischen Galerkin-Losungen liefert, die in der natiirlichen
Norm gegen die schwache Losung konvergiert, erst im zweiten Abschnitt prasentiert.



80 KAPITEL 4. ZUFALLIGE GLEICHUNGEN

4.1 Algebraische Gleichungen mit zufalligen
Koeffizienten

Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (§2,%, P) werden in diesem Abschnitt die einfachen
algebraischen Gleichungen der Form

ru=f fs. (4.1)

betrachtet. Das heifit, fiir eine reellwertige Zufallsgrofie k # 0 auf €2 als Koeffizienten und
eine reellwertige Zufallsgrofle f als rechte Seite ist eine Zufallsgrofie u gesucht, die die
Gleichung (4.1) fast sicher erfillt. Die pfadweise Losung ist natiirlich durch

gegeben und besitzt ein endliches zweites Moment, wenn f/k € L*(Q, 2, P) ist. Da im
Weiteren nur Losungen u mit endlichem zweiten Moment betrachtet werden sollen, wird
f/r € L*(Q,2A,P) vorausgesetzt und der Einfachheit halber zusitzlich angenommen,
dass sich der Koeffizient x und die rechte Seite f als messbare Funktionen genau einer

reellwertigen Zufallsgrofie ¢ darstellen lassen, d.h., es existieren messbare Funktionen
ke : R — Rund fe : R — R mit

k=re(§) und f=f(§) fs.

Eine solche Zufallsgrofie & wird dann auch Basiszufallsvariable genannt. Thre Wahl selbst
ist jedoch nicht eindeutig. O.B.d. A. soll weiterhin die Zufallsgrofie £ eine stetige Vertei-
lungsfunktion F¢ besitzen, die Momente beliebiger Ordnung sollen existieren und endlich
sein und das Momentenproblem ihrer Verteilung F¢ soll eindeutig 16sbar sein.

Fiir die Losung u existiert dann ebenso eine messbare Funktion, z. B. u¢ := f¢/k¢, sodass
die Beziehung

u=ue§) fs.

erfiillt ist. Zusammengefasst ist die Lésung « damit im Raum L*(Q, o(¢), P) enthalten.

Neben der pfadweisen Fomulierung in (4.1) kann auch das dazugehorige schwache Problem
unter Nutzung geeigneter Ansatz- und Testfunktionenrdume aufgestellt werden. Dazu
multipliziert man die Gleichung (4.1) mit einer beliebigen reellwertigen Zufallsgrofie v aus
dem Testfunktionenraum, bildet anschlieend den Erwartungswert bzgl. P und sucht eine
ZufallsgroBe u im Ansatzfunktionenraum, sodass

Ep (kuv) = Ep(fv) (4.2)

fiir alle v aus dem Testfunktionenraum gilt. Diese Zufallsgréfie v wird dann auch schwache
Losung genannt. Ist die pfadweise Losung im Ansatzfunktionenraum enthalten, so 10st
sie natiirlich auch das schwache Problem, wovon einfachheitshalber im Folgenden immer
ausgegangen werden soll. Kann ein schwaches Problem nicht analytisch gelost werden, so
bietet u. a. die stochastische Galerkin-Methode (siehe z. B. auch das Buch von Le Maitre
und Knio [68]) eine Moglichkeit (numerisch) Néherungslésungen an die exakte Losung zu
berechnen. Auch wenn in dem hier betrachteten Fall die Losung analytisch durch u = f/k
gegeben ist, soll die Funktionsweise und das Verhalten der Galerkin-Methode an dieser
einfachen Gleichung (4.1) bzw. (4.2) getestet werden.
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Die grobe Idee der (stochastischen) Galerkin-Methode besteht darin, fiir das (unendlich-
dimensionale) schwache Problem eine endlichdimensionale Ersatzaufgabe bzw. genauer
eine Folge von endlichdimensionalen Ersatzaufgaben zu finden, deren Losungen ermit-
telt werden koénnen. Dazu wird sowohl der Ansatzfunktionenraum als auch der Testfunk-
tionenraum in geeigneter Weise diskretisiert. Die entsprechenden endlichdimensionalen
Ansatz- bzw. Testfunktionenrdume werden im Folgenden mit Uy bzw. Vy bezeichnet. In
dieser Arbeit wird die Diskretisierung dabei immer unter Verwendung des verallgemei-
nerten polynomiellen Chaos (siehe Kapitel 3), d.h. zum Beispiel mit Hilfe orthogona-
ler /orthonormaler Polynome in der Zufallsgrofie £, realisiert. Die Losung uy € Uy der
entsprechenden Ersatzaufgabe, hier

Ep (kuyv) = Ep(fv) fir alle v € Vy, (4.3)

wird dann (stochastische) Galerkin-Losung N-ter Ordnung genannt. Je nachdem in wel-
chem gewiinschten Sinne, das heifit bzgl. welcher gewiinschten Norm, uy als Naherung
an u verstanden werden soll, muss natiirlich sichergestellt werden, dass zum einen die
Gleichungen alle eindeutig l6sbar sind und zum anderen die Folge dieser stochastischen
Galerkin-Losungen (uy)y auch in eben dieser gewtinschten Norm gegen die exakte Lo-
sung u konvergiert. Ublicherweise ist diese Norm hier die LQ(Q, 2, P)-Norm, die darum
auch natiirliche Norm genannt werden soll.

Proposition 4.1 Sei v = f/r € L*(Q,0(€),P) mit der Basiszufallsvariable & wie oben
beschrieben. Gibt es auflerdem fiir den Koeffizienten k Konstanten k,& > 0 mit

0<k<Kk<E<© fs.

und sei {pn, n € Ny} die Menge der orthonormalen Polynome in L*(R, B(R),dF:) im
Sinne von Satz 2.16 (siche Abschnitt 2.2), dann existiert fir alle N € Ny ein uy € Uy,
sodass

Ep (kuyv) = Ep(fv)  fir alle v e Vy

erfullt ist und wobei die endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionenrdume der Ge-
stalt

Un = Vy =span{p,(§), n=0,...,N}
sind. Zudem konvergiert die Folge (un)n gegen u fiir N — oo in L*(Q, A, P).

Beweis.

Die Existenz einer eindeutigen Losung uy fiir jedes N € Ny kann mit Hilfe des Lemmas
von Lax-Milgram (siche z. B. Brenner/Scott [23, Theorem 2.7.7]) bewiesen werden. Da
Ep (k(uy —u)v) = 0 ist fir alle v € Viy = Uy, folgt die Konvergenz aus der Unglei-
chungskette

_ Ep(s(u—un)?) _ Ep (5(u—uy)?)

lu —un|lrzq) <
EHU_UNHL?(Q) ’f”u UNHL?(Q
Ep ( (u—upn)(u— ) Ep (Flu — uy||lu — (N)u|>
a Ellu —unlli2q) Ellu —unlli2q)
I3
*HU— UHLQ(Q)

[
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wobei My die verallgemeinerte polynomielle Chaosapproximation der Losung u bzgl. der
orthonormalen Polynome {p,(§), n € Ny} ist (vgl. Kapitel 3), d. h.

(W) = §_joﬁnpn<§> mit 3, = Ep (upn(§)) = Ep (ue(§)pn(§)) -

Da aufgrund der Voraussetzungen an £ die Polynome {p,(§), n € No} nach Satz 3.2 dicht
liegen in L*(Q2, o(¢), P), konvergiert die Folge (Mu)y im quadratischen Mittel gegen u,
d. h.

l|lu — (N)u||Lz(Q) —0 fir N — oo,

womit die Behauptung bewiesen ist. 0O
Bemerkung 4.2 Das Finden eines uy € Uy, sodass
Ep (kuyv) = Ep(fv)  fir alle v € Vy

mit Uy = Viy = span{p,(§), n=0,..., N} erfillt ist, ist dquivalent zur der Bestimmung

der stochastischen Galerkin-Koeffizienten (U,EN))Z':O ,,,,, Ninuy =Y, uEN)pi(é), sodass gilt

Ep (kunp;(§)) = Ep(fp;(§))  fir alle j=0,...,N.

Das heifst, es muss ein lineares Gleichungssystem
Au=f
(V) (N

fir die stochastischen Galerkin-Koeffizienten w := [ug ', ..., uy )]T geldst werden, wobei
A= (a;)Y._, die stochastische Galerkin-Matriz ist und die rechte Seite

[ = [EP(fpo(f))7 ce 7EP(pr(£))]T

die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten von f enthdlt. Unter Verwendung
der verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklung von k,

K= i Bupn(€)  mit By = Ep(kpa(€)),
n=0

sind die Eintrige der stochastischen Galerkin-Matriz A = (a;;)Y._, gerade

7,1=0

2N

n=0

Das heifit, es missen Erwartungswerte von Dreifachprodukten der orthonormalen Poly-
nome gebildet werden.

Kann der Koeffizient 0 < k < oo f.s. nicht durch Konstanten von Null und Unendlich
getrennt werden — speziell von der Null nicht — so zeigen die folgenden Beispiele, dass,
wenn der gleiche stochastische Galerkin-Ansatz wie in Proposition 4.1 genutzt wird, d. h.,
wenn die gleichen endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionenrdume verwendet wer-
den, die Folge der stochastischen Galerkin-Losungen nicht immer im quadratischen Mittel
gegen die exakte Losung konvergieren muss. Ein solcher Koeffizient wire zum Beispiel ge-
geben, wenn x lognormal verteilt ist. Verwendet man also den gleichen stochastischen
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Galerkin-Ansatz wie in Proposition 4.1 und betrachtet die stochastische Galerkin-Losung
uy € Uy naher, so ist

Ep (kunv) — Ep(fv) = Ep (k (uy —u)v) =0

fiir alle v € Vy = Uy, da die stochastische Galerkin-Losung uy nach Definition die Glei-
chung (4.3) erfiillt. Damit ist die stochastische Galerkin-Losung uy die Bestapproximation
der Losung u auf Uy in L*(Q, A, kdP), falls u € L*(Q, A, kdP) ist. Fiir die Definition und
Eigenschaften des Raumes L*(€2, 2, kdP) sei auf Definition 2.1 und die Bemerkung 2.2 ver-
wiesen. Angenommen es existieren Polynome {p,(§), n € Ny}, die eine Orthonormalbasis
des Raumes L*(Q, o(€), xdP) bilden, dann lisst sich die stochastische Galerkin-Lésung
uy als die N-te verallgemeinerte polynomielle Chaosapproximation bzgl. der Polynome
{pn(§), n € Ny} beschreiben, d. h.

N
UN = Z(u’ﬁn(g))Lz(Q,mdP)ﬁn(g)v N € No.

n=0

Kennt man zusitzlich die Koeffizienten ¢! := Ep(p,(§)pi(€)), t = 0,...,n, in den Ent-
wicklungen der Polynome

§) = ﬁ:cgn)pi(g), n € No,

dann kann eine explizite Darstellungsformel fiir die stochastischen Galerkin-Koeffizienten
u(N), i = 0,...,N, der stochastischen Galerkin-Losung uy = >N, uEN)pi(ﬁ) angegeben

1

werden. Es gilt

N
unN = Z(Uaﬁn(f))ﬁ(g,ndp)ﬁn(@
n=0
N N -
Z L2 Q,kdP) Z G pl §) = Zpi(f) Z(u?ﬁn(€>>L2(Q,ndP) &) (4.4)
_ =0 1=0 n=i
und durch Koeffizientenvergleich erhalt man
N _ v ()
'U/,L' - Z(U”ﬁn(é-))LQ(Q,l{dP) Ci ful" Z - 07 ey N

Durch die Annahme der Existenz und Dichtheit der Polynome {p,(§), n € Ng} in
L*(Q, 0 (€), kdP) erhilt man die Konvergenz der Folge der stochastischen Galerkin-Lésun-
gen (uy)y gegen u fiir N — oo zunichst nur in L*(Q, 2, x<dP). In dem Falle, dass der
Koeffizient x durch eine Konstante von Null getrennt werden kann, folgt die Konvergenz
auch in L?(Q, A, P) (siche Proposition 4.1). Das maBgebliche Argument dafiir ist, dass
L2(Q, 2, kdP) stetig in L*(€, 2, P) eingebettet werden kann. Diese Eigenschaft geht aber
verloren, wenn der Koeffizient nicht mehr durch eine Konstante von Null getrennt werden
kann. Die Konvergenz in L*(, 2, P) folgt somit nicht mehr automatisch. Ist der Koef-
fizient auch von Unendlich durch eine Konstante getrennt, dann muss die Existenz und
Dichtheit der Polynome {p,,(£), n € No} nicht extra vorausgesetzt werden.

Wiirde die Folge der stochastischen Galerkin-Losungen (ux )y trotzdem gegen die exakte
Losung u konvergieren, so miisste auch die Folge ihrer zweiten Momente aufgrund von

ellz) = llunlliz | < llu— unllpz@) =0, N = oo,
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gegen das zweite Moment der exakten Losung konvergieren. Das heifit, es miisste gelten

=z

||UN||i2( = Ep (uy)’ Z( ) — ||u||izm) =Epu’ <00, N — .
=0

In den nun folgenden zwei Beispielen wird jedoch dieses zweite Moment — trotz endlichem
zweiten Moment der exakten Losung — nicht nur nicht gegen dieses konvergieren, sondern
gegen Unendlich streben.

Beispiel 1. In diesem Beispiel sei der Koeffizient x und die rechte Seite f gegeben mit

R(w) = Fe(€(w)) = exp (- fﬁ(w)) md (W) = fe(§(w)) = exp (- Zf?(w))

fir eine standardnormalverteilte Zufallsgrofe &, d.h. £ ~ N(0,1). Der Koeffizient x 14sst
sich somit nur nach oben f.s. durch eine Konstante beschranken, d. h.

O<k<l fs.

Die exakte Losung u ergibt sich damit zu

u(w) = ug(£(w)) = exp ( — 26%w))

und besitzt ein endliches zweites Moment. Die im Sinne von Satz 2.16 orthonormalen Po-
lynome bzgl. der Standardnormalverteilung sind die normierten Hermite-Polynome (siehe
Abschnitt 2.2.2), d. h.

1

und sie liegen dicht in L*(Q2, o(¢), P) nach Satz 3.2. Mit deren Hilfe werden nun iiblicher-
weise die endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionenrdume

Hen( ), n € Ny,

UN—VN—Span{Hf/nan), n—O,...,N}

definiert und die zugehérige stochastische Galerkin-Lésung uy = S, uEN) Hfm € Uy
gesucht. Die Polynome, die eine Orthonormalbasis des Raumes L*(Q, o/(€), exp(—1£2)dP)
bilden, sind nach Korollar 2.19 ebenfalls Hermite-Polynome jedoch ausgewertet in einem

anderen Argument, d. h.

_ o Hey(£/0)
pn(f) = \/EW )

Damit ergibt sich fiir die Koeffizienten (u, p(£))12(q,sap) mit Hilfe der Variablensubstitu-
tion y =z /o

nENO, mit o0 = 2/3

oo

Hen(:z:/a) exp(—ia?) .
/ (o)~ ela) = 2

_ / " (x)Hen(x/a) exp(—%) "
S eVl Ve

(U, Pn(§))12 (0 map) =

—00
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Die polynomiellen Chaoskoeffizienten von exp(—¢2) werden im Anhang A.1 berechnet und
somit gilt
2y1/4 (-1)"/2V/nl
(U, P (§))12 (0 map) = (5) (mysern/zy 1 gerade,
0, sonst.

Entwickelt man die Polynome p,, (§) in eine polynomielle Chaosreihe, d. h. in die Polynome
{pn(§), n € Ny}, dann erhdlt man fiir n € Ny mittels Formel (2.10)

- Hen(g/a) ~ (n Hei(&)
pn(&) = \/Em = iocz( ) \/Z_'

2\-1/4__Vnl _9-ngi/2 :
()BT Gy 26, n i gerade, i=0,....n

0, sonst,

Da die Koeffizienten (u, p(§))1,2(0,xqp) nur fiir gerade n ungleich Null sind, treten auch nur

die cl(»") mit geradem ¢ auf und damit vereinfacht sich die Darstellung der stochastischen

Galerkin-Losung (vgl. Formel (4.4)) zu

Y Hei(e) &L, B Hey(§) RE .
uy = NG > (1, 5 (€)r2mamy &6 = D =2 3 (1, Pon () oar) i
i=0 1 =i i=0 (22)' n=s

Das zweite Moment ergibt sich dann zu

) LNv/2] [IN/2]
Ep(un)’ = > | D (4 Pon(€))r2(0map) 021

i=0 n=i
mit

3
(—1)"(2n)!12_”6i

AN

In Abbildung 4.1 ist die stochastische Galerkin-Losung uy fiir verschiedene Ordnungen N
berechnet worden und der relative Fehler des zweiten Moments

(2n) _ <2)1/4 (=1)"y/(2n)! (2)—1/4 (2n)ii '

(U, ﬁQn(€)>L2(Q,ndP) Coj n13(2n+1)/2 §

‘EP u2 — Ep (UN)Q‘
| Ep u?|

3y =

mit Ep u? = Ep exp(—3£?) = % abgetragen. Dabei ist zu beobachten, dass der Fehler

mitnichten gegen Null konvergiert sondern gegen Unendlich zu streben scheint. Um die auf
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0 5 10 15 20 25 30 35
N

Abb. 4.1: Relativer Fehler 653) des zweiten Momentes der stochastischen Galerkin-Losung zur
exakten Lésung.

der numerischen Berechnung der stochastischen Galerkin-Losung beruhenden Vermutung,

dass das zweite Moment dieser stochastischen Galerkin-Losung gegen Unendlich geht, d. h.
fir M = | N/2|

M (M (—1)*(2n)127"6
2. (nz:: V3! /(20)(n — i)!

i=0
gilt, auch mathematisch exakt zu beweisen, wird ein einzelner Summand dieser Summe
betrachtet und zwar der fiir i = M — 1:

2
) — 00, M — o0

( % (—1)"(2n)!1276M ! )2

nadl—1 V3ny/(2(M — 1)!(n — (M — 1))!

(—DM=1(2(M —1))112-M-1gM -1 N (—D)M(2M)112-MeM-1 i
V3(M — 1)1\/(2(M —1))! V3M!\/(2(M —1))!

_ ( (2M)112-M M1 ( (—1)M=1)712 +(_1)M>)2
( )

VaMIL/(2M —2)1 \(2M)(2M —1
_ (M) ( G 1)
108MP2(2M —2)l \ (2M —1)2  2M — 1
(2M)1272M (62(2M)(2M —1)  24M(2M — 1)
~ T 108MP2 ( 2M—-12 2M-—1
_ (2M)i22M ( oM 2M M2 M)

+(2M)(2M — 1))

3M 12 oM—-1 3 "9 18
_(2M)12—2M oM 13M N M?
- 3M2 oM — 1 18 9 )°

Mit Hilfe der Stirling-Formel (siehe z. B. Abramowitz/Stegun [1]) folgt

—2M 2
(2M)12 2M 1M MY
aM? \amM—1 18 ' 9

~cM?

g
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fiir M — oo mit jeweils geeigneten Konstanten ¢ > 0 und damit

MO(MO(Cpp@p)i2ne T @M)2?M (oM 13M M

=0
fur M — oo. u

Es kann jedoch ebenso ein Beispiel fiir einen lognormalen Koeffizienten k gefunden werden,
sodass die stochastische Galerkin-Losung nicht gegen die exakte Losung konvergiert.

Beispiel 2. Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsgroe € und einen lognormalen Ko-
effizienten

K(w) = re(§(w)) = exp(€(w))
ist als rechte Seite
f(w) = fe(€(w)) = exp(§(w))[¢(w) — 1]
gegeben. Der Koeffizient x lésst sich im Unterschied zu Beispiel 1 weder von Null noch
von Unendlich durch eine Konstante trennen. Die exakte Losung u ergibt sich dann zu

u(w) = ue(§(w)) = [E(w) — 1] € L*(Q,0(¢), P).
Analog zu Beispiel 1 bilden die normierten Hermite-Polynome (sieche Abschnitt 2.2.2)
1
WVl

den Ausgangspunkt zur Definition der endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionen-
raume

pn(§> Hen<§>’ n e NO:

He, (&)
Un = Vy = span ,n=0,...,N,
N N p { \/m }

in denen die stochastische Galerkin-Losung berechnet werden soll. Eine Orthonormalbasis

des gewichteten Raumes L*(2, o(&), exp(€)dP) ist nach Korollar 2.19 durch die Polynome

e V4 He, (€ — 1)
n!

gegeben. Nach der selben Vorgehensweise wie im Beispiel 1 lassen sich die Koeffizienten
mit der Variablensubstitution y = x — 1 bestimmen durch

nENo,

o0

(uaﬁn(f))LQ(Q,ndP): /u§(x) /il Iig(x)ﬁdx
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Die polynomiellen Chaoskoeffizienten von |£| sind im Anhang A.1 berechnet, d. h.

1/4 (_1)n/2+1m
Ver2n/2=1(2)(n-1)’

0, sonst.

(%ﬁn(f))L?(Q,ndP) = ‘

n gerade,

Entwickelt man wiederum die Polynome p,(£) in eine Hermite-Reihe, so erhélt man nach
Formel (2.9)

e 4 He, L e
) = i = 3 B

C(n): —1/4( ) m
’ (n =il

.

mit

Damit ergibt sich

14__(=Dm2H0nl /4 (=)Wl

_ n e /T T (T (D) € ——rq T gerade,
0, sonst,
(=1)3n/2+1-ip)
— \/ﬁQn/z_l(%)!(nfl)(nfi)! Ak n gerade7
0, sonst.

In Abbildung 4.2 wird wiederum der relative Fehler der N-ten Galerkin-Losung uy

’Ep u- — EP (UN)2‘

5 =
| Ep u?|

mit Epu? = Ep(£ — 1)? = 2 dargestellt. Der Fehler strebt erneut nicht gegen Null,
sondern lasst abermals eine Divergenz gegen Unendlich vermuten, wenn auch nicht so of-
fensichtlich wie in dem Beispiel zuvor. Um nachzuweisen, dass die Folge der stochastischen

10

10

(2)
N

-2

10 "f

10

0 5 10 15 20 25 30 35
N

Abb. 4.2: Relativer Fehler 553) des zweiten Momentes der stochastischen Galerkin-Losung zur
exakten Lisung.

Galerkin-Losungen nicht im quadratischen Mittel gegen die exakte Losung konvergiert,
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werden im Folgenden die zweiten Momente der Teilfolge (usn)nen, unter Verwendung
der Darstellungsformel (4.4) betrachtet

N /2N 2

Ep (i)’ = 3 (Z(u,ﬁn(g))LQ(Q,ndP) cE"))

=0 \n=1

Um zu zeigen, dass fiir N — oo diese Reihe gegen Unendlich strebt, wird wiederum ein
einzelner Summand néher untersucht und zwar der fir ¢ = 2N — 3:

2N 2
( Z (u, Pn (5))L2(Q,ndP) an))

n=2N-3

- 2N—2 - 2N) \2
= ((u>p2N—2(§))L2(Q,ndP) CéN—i& : + (uap2N<€))L2(Q,ndP) ngv—):s)

- (1N (2N — 2)1 N (1) (2N)! i
~ \WVET2N2(N — DI2N — 3),/(2N — 3)1  V2m2N-INI(2N — 1)31,/(2N — 3)!

B (2N — 2)! ((—UN“2+(—UN> ’
V2m2N-1(N — 1)1,/(2N = 3)! \ 2N =3 3

(2N —2)12 4 4 1
T 2722N-2(N — 1)I2(2N — 3)] ((QN 3¢ 3eN—3) " 9)
C@N=2)127CN2) 4N —-1) 4N-1) N-1
e <(2N —3)2  3(2N —3) 9 )

Mit Hilfe der Stirling-Formel (siehe z. B. Abramowitz/Stegun [1]) folgt

(2N — 2)12-CN-2) (4(1\7 -1 _ 4WN-1)  N- 1) o /N

(N — 1) (2N —3)2  3(2N —3) 9

~_C ~cN

VN

fir N — oo mit jeweils geeigneten Konstanten ¢ > 0 und damit
2

EP(U2N)2 = Z (Z(uuﬁn(f))LQ(Q,ndP) C«@)

=0 \n=¢
(2N —2)127CN=2) [ 4(N —-1) 4N -1) N -— 1)
> — — 00

ST AN ((2N—3)2 32N —3) 9

fir N — oo. Da somit eine Teilfolge gefunden wurde, deren zweite Momente nicht gegen
das zweite Moment der exakten Losung konvergieren, kann auch uy nicht im quadrati-
schen Mittel gegen u konvergieren. g

Mit diesen Beispielen wird also gezeigt, dass der stochastische Galerkin-Ansatz, wie er
standardmafig verwendet wird, zu falschen Ergebnissen in Bezug auf die exakte Losung
fithren kann, falls sich der Koeffizient x nicht durch eine Konstante von Null (Beispiel 1)
oder von Null und Unendlich (Beispiel 2) trennen lasst. Das heifit mit anderen Worten, die
so berechnete stochastische Galerkin-Losung konvergiert in diesem Falle im Allgemeinen
nicht im quadratischen Mittel gegen die exakte Losung und mogliche auf dieser stochasti-
schen Galerkin-Losung basierende Schlussfolgerungen fiir die exakte Losung konnen damit
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falsch sein. Diese Beobachtung bedeutet allerdings nicht, dass man mit Hilfe der stochasti-
schen Galerkin-Methode solche Probleme (wie in den Beispielen behandelt) nicht addquat
l6sen kann, sondern nur, dass der gewéhlte stochastische Galerkin-Ansatz mit den obi-
gen endlichdimensionalen Unterraumen, speziell dem Testfunktionenraum Vy, ungeeignet
ist. Ein geeigneter Testfunktionenraum Vy lésst sich jedoch analog zu den Testfunktio-
nenrdumen fiir zuféllige Differentialgleichungen im zweiten Abschnitt definieren und die
zugehorige stochastische Galerkin-Losung konvergiert gegen die exakte Losung im Qua-
dratmittel. Somit kann man dann auf diese Weise auch zuféllige algebraische Gleichungen,
deren Koeffizient 0 < k < oo nicht durch Konstanten beschrankt werden kann, zufrieden-
stellend mit der Hilfe der stochastischen Galerkin-Methode 16sen.

Im Falle einer gegen die exakte Losung konvergierenden stochastischen Galerkin-Losung
lasst sich eine weitere Beobachtung (siehe Beispiel 3) machen. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit der Folge der stochastischen Galerkin-Losungen hangt nicht ausschlieflich von der
Verteilung der zugrunde liegenden Basiszufallsvariablen £ ab, sondern die Glattheit von
ue hat auch einen entscheidenden Einfluss.

Beispiel 3. In diesem Beispiel soll mittels der stochastischen Galerkin-Methode der
Kehrwert einer ZufallsgroBe ermittelt werden. Dazu sei fiir eine auf dem Intervall (—1,1)
gleichverteilte Zufallsgrole n der Koeffizient x mit

Rlw) =1+ nw)], weqQ,

gegeben und die rechte Seite f konstant Eins, d.h. f = 1. Die exakte Losung u ist dann
der Kehrwert des Koeffizienten s, namlich

11
w) 1+ nw)]

u(w) = w €,

mit endlichem zweiten Moment. Auflerdem kann der Koeffizient durch Konstanten
0<1<1+|p<2<o00 fs

von Null und Unendlich getrennt werden. Fiir jede Basiszufallsvariable £, die eine stetige
Verteilungsfunktion besitzt, deren Momente alle endlich sind und fiir die das Momenten-
problem ihrer Verteilung eindeutig losbar ist, konvergieren die stochastischen Galerkin-
Losungen im quadratischen Mittel gegen die exakte Losung, wenn als endlichdimensionale
Ansatz- und Testfunktionenraume die entsprechenden Polynome in &, d. h.

Un = Vy =span{p,(§), n=0,..., N},

gewéhlt werden (vgl. Proposition 4.1).

Im Falle dieses Koeffizienten sollen nun fir vier verschiedene Basiszufallsvariablen, die alle
diese Bedingungen erfiillen, deren jeweilige stochastische Galerkin-Losungen untersucht
werden. Sie lauten

& ~U(-1,1) mit  w() = rg (6()) = 5 + 261(w),
& ~U(-1,1) mit () = e (@) = 1+ [BW))
& ~ N(0,1) mit () = e, (65()) = 1+ D(E(w)),
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&~ N(0,1) mit  K(w) = g, (§a(w)) = 14 [28(8a(w)) — 1].

Das heifit, zweimal wird eine auf (—1, 1) gleichverteilte und zweimal eine standardnormal-
verteilte Basiszufallsvariable gewahlt. Die jeweiligen Parametrisierungen r¢,, i = 1,...,4,
unterscheiden sich auferdem in ihrer Glattheit. Sowohl k¢, als auch k¢, sind unendlich
oft stetig differenzierbar, wohingegen k¢, und k¢, nur stiickweise stetig differenzierbar
sind. Als orthonormale Polynome zum Aufspannen der endlichdimensionalen Ansatz- und

0 5 10 15 20 25 30 35
N

Abb. 4.3: Relativer Fehler des zweiten Momentes der stochastischen Galerkin-Lésung zur ex-
akten Lésung.

Testfunktionenrdume werden dann fiir die Basiszufallsvariablen &; und & die Legendre-
Polynome (siehe Abschnitt 2.2.3) und fir £ und & wieder die Hermite-Polynome (siehe
Abschnitt 2.2.2) verwendet. Abbildung 4.3 zeigt dann wieder den relativen Fehler

‘EP u2 — Ep (UN)2‘
| Ep u?|

3y =

der zweiten Momente fiir wachsende Ordnung N der jeweiligen stochastischen Galerkin-
Losung. Der beobachtbare konstante Abschnitt der Fehlerkurve 5§5) fiir & lasst sich durch
die beschrankte Rechengenauigkeit erkliaren. Aufgrund der Abschétzung

[ — un 2y < =llu— Mullzg

= | =

aus dem Beweis von Proposition 4.1 lassen sich Aussagen zur Konvergenzgeschwindig-
keit der jeweiligen stochastischen Galerkin-Losungen treffen. Der Quadratmittelfehler der
jeweiligen stochastischen Galerkin-Losungen wird durch den Quadratmittelfehler der je-
weiligen (verallgemeinerten) polynomiellen Chaosapproximationen abgeschatzt. Die Kon-
vergenzrate dieses Fehlers wird jedoch durch das Abklingverhalten der jeweiligen (ver-
allgemeinerten) polynomiellen Chaoskoeffizienten bestimmt, welches selbst wiederum von
der Glattheit der jeweiligen Parametrisierung wug, abhdngt (siehe Proposition 3.28 und
die Bemerkung danach). Da sich die Glattheitseigenschaften von k¢, auf die jeweiligen
Parametrisierungen u¢, der Losung tibertragen, konvergieren fiir §; und &3 die jeweiligen
Chaosapproximationen der Losung exponentiell schnell und fiir & und &4 nur algebraisch.
Dementsprechend ergeben sich dann auch die Konvergenzraten fiir den Quadratmittelfeh-
ler der jeweiligen stochastischen Galerkin-Losungen und die Konvergenzgeschwindigkeiten
der jeweiligen zweiten Momente, die sich in der Abbildung 4.3 beobachten lassen. g
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4.2 Stationare Diffusionsgleichungen mit zufilligen
Koeffizienten

In diesem Abschnitt werden nun speziell zufillige stationdre Diffusionsprobleme unter-
sucht und als Modellproblem das zufallige Randwertproblem, bestehend aus der statio-
naren Diffusiongleichung

-V - (kVu) = f

mit zufélligem Koeffizienten x und Quellterm f und homogenen Dirichlet-Randbedin-
gungen, betrachtet. Dieses Randwertproblem dient vielen Arbeiten ebenfalls als Modell-
problem und wird sowohl mit verbesserten Monte-Carlo-Methoden und Kollokationsme-
thoden als auch mit stochastischen Galerkin-Verfahren niherungsweise gelost. (Fir Lite-
raturangaben sei an dieser Stelle auf die Einleitung verwiesen.) In dieser Arbeit wird sich
ausschlieBlich auf die stochastische Galerkin-Methode zur ndherungsweisen Losung obiger
zufilliger Randwertprobleme konzentriert, basierend auf einer entsprechenden Losungs-
und Konvergenztheorie, die es zu entwickeln gilt. Setzt man wie zum Beispiel in den Ar-
beiten von Babuska et al. [5, 7, 8, 31], Schwab et al. [17, 18, 30, 38, 95] oder Matthies
und Keese [74] voraus, dass Konstanten k, & > 0 existieren, sodass sich der Koeffizient x
derart
0<k<k(r,w) <R <0 f.i. und f.s.

beschrianken lasst, so kann mit Hilfe der klassischen Sétze aus der Theorie der deter-
ministischen elliptischen partiellen Differentialgleichungen (z.B. dem Lemma von Lax-
Milgram) die Existenz einer eindeutigen schwachen Losung und die Konvergenz der Folge
der stochastischen Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung in der nattirlichen Norm
geschlussfolgert werden. Der in diesem Fall iiblicherweise genutze stochastische Galerkin-
Ansatz wird im Folgenden der standardméfige stochastische Galerkin-Ansatz genannt.
In vielen Anwendungen (siehe z.B. Freeze [39], Ghanem [47, 48], Zhang [116] oder No-
wak [81]) wird der Koeffizient x als lognormales Zufallsfeld modelliert, d. h. £ = exp(G)
und G ist ein Gauflsches Zufallsfeld. Dann existieren jedoch keine solchen Konstanten s
und & und sowohl fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung als auch fiir
die Konvergenz der Folge der standardmafligen stochastischen Galerkin-Losungen kénnen
die klassischen Resultate nicht herangezogen werden. Galvis und Sarkis [42] ebenso wie
Gittelson [51] 16sen fiir diesen Spezialfall eines lognormalen Koeffizienten dieses Problem
dennoch — allerdings unter Verwendung anderer Beweistechniken und eines alternativen
stochastischen Galerkin-Ansatzes. Aulerdem geben beide A-priori-Fehlerabschétzungen
fiir ihre jeweiligen Folgen stochastischer Galerkin-Losungen an. Im Folgenden werden nun
diese Ergebnisse auf beliebige Eingangszufallsvariablen x verallgemeinert, fiir die nur an-
genommen wird, dass reellwertige Zufallsgrofien K,uin, Kmae > 0 f. 8. existieren, sodass

0 < Emin(w) < K(7,0) < Kpae(w) < 00 f. 4. und f.s.

gilt. Es wird eine entsprechende Losungstheorie auf zwei verschiedenen Wegen entwickelt,
Eigenschaften der schwachen Losung aufgezeigt und die stochastische Galerkin-Methode
auf die Konvergenz ihrer stochastischen Galerkin-Losung hin analysiert. Wie sich schon in
dem Abschnitt iiber zufallige algebraische Gleichungen herausgestellt hat und sich auch
hier wieder zeigen wird, eignet sich der standardmafBige stochastische Galerkin-Ansatz im
Allgemeinen nicht zur Approximation der schwachen Losung in der nattirlichen Norm.
Deshalb werden in Anlehnung an Galvis und Sarkis [42] ein zum standardméfiigen Ansatz
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alternativer stochastischer Galerkin-Ansatz, ein stochastischer Petrov-Galerkin-Ansatz,
prasentiert und Bedingungen formuliert, unter denen die Folge dieser entsprechenden sto-
chastischen Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung konvergiert, und A-priori-Feh-
lerabschéatzungen angegeben. Insbesondere werden aufgrund der Beobachtungen von Xiu
und Karniadakis [73, 110, 111, 112, 113, 114], dass sich die Wahl der Basiszufallsvaria-
blen auf die Approximationsqualitiat der stochastischen Galerkin-Losung auswirkt, diese
A-priori-Fehlerabschétzungen in Hinblick auf unterschiedliche Folgen von Basiszufallsva-
riablen untersucht. Zum Abschluss werden dann noch einmal einfache Beispiele betrach-
tet, die die vorher entwickelte Theorie illustrieren und die Probleme verdeutlichen, die
entstehen, wenn man sie missachtet.

4.2.1 Problemformulierung

Sei D C R%, d € N, ein beschrinktes Lipschitzgebiet und wieder (2,2, P) der zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeitsraum. Als Modellproblem dient die stationére Diffusionsglei-
chung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

=V - (k(z,w)Vu(z,w)) = f(z,w) reD, weN
u(z,w) =0 r € 0D, we (4.5)

und zufilligem Koeffizienten x und Quellterm f. Der Koeffizient £ : D x  — R wird
im Folgenden auch als Zufallsvariable mit Werten in einem Raum von Funktionen auf D
aufgefasst. Wie oben schon erwéhnt, ist nun die zentrale Annahme in diesem Kapitel die
folgende.

Annahme 4.3 Der Koeffizient k : Q — L(D) ist eine stark messbare Zufallsvariable
mit Werten in L°°(D) und es existieren reellwertige Zufallsgrofien Kmin und Kpae, sodass

0 < Bmin < K < Bmaz < 00 fo. und f. s. (4.6)

erfillt ist.

Fiir die Definition von starker Messbarkeit und weiteren Zusammenhédngen dazu sei auf
Abschnitt 2.1 und Definition 2.5 verwiesen.

Beispiel 4.4

(a) Eine stark messbare Zufallsvariable k mit Werten in L>°(D), fir die es deterministi-
sche Konstanten K,k gibt, sodass

0<ke<K<RE< f-i. und f. s.

gilt, erfillt Annahme 4.35.
(b) Sei K ein lognormales Zufallsfeld der Art

(z,w) = exp (i @(wm(x)) @)

mit reellwertigen Zufallsgrofien (&;)ien, die unabhdingig und standardnormalverteilt
sind, und deterministischen Funktionen v; € L(D), i € N, mit 332, ||1);||L(py < 00.
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Dann ist k als Zufallsvariable mit Werten in L°°(D) nach Beispiel 2.9 stark messbar
und mait

Rmin ‘= €XP <_ Z |§1‘HwZHL°°(D)) und RKmaz = €XD (Z |£z||l¢l||L°°(D)>
=1 =1

lassen sich zwei reellwertige Zufallsgrofien definieren, sodass Annahme 4.3 erfillt ist
(siehe dazu auch Gittelson [51]).

Neben diesen beiden Spezialfillen konnen, basierend auf Annahme 4.3, jedoch auch viele
andere Zufallsvariablen x € L (D) betrachtet werden. Sobald fiir eine stark messba-
re ZufallsgroBe x € L™(D) auch deren Kehrwert 1/x eine Zufallsvariable mit Werten
in L>(D) ist, ist Annahme 4.3 erfiillt. Darum stellt die hier gewahlte Ausgangssituati-
on eine echte Verallgemeinerung z.B. zu den Arbeiten von Babuska et al. [5, 7, 8, 31],
Schwab et al. [17, 18, 30, 38, 95] oder Matthies und Keese [74] bzw. Galvis und Sarkis
[42] und Gittelson [51] dar.

Aus der Theorie fiir deterministische Randwertprobleme, d.h. die Differentialgleichung
und die Randwerte sind rein deterministisch, ist bekannt, dass unterschiedliche Losungs-
begriffe fiir solche Probleme existieren. Der klassische Losungsbegriff in der determinis-
tischen Theorie z. B. stellt an die (klassische) Losung Glattheitsforderungen, sodass al-
le auftretenden Ableitungen im starken bzw. klassischen Sinne gebildet werden kénnen.
Diese Forderung an die Glattheit kann aber beispielsweise in der schwachen Formulierung
(Variationsformulierung) abgeschwéicht werden. Anstelle klassischer Ableitungen gentigt
es dort, wenn die (schwache) Losung Ableitungen im schwachen Sinne besitzt und eine
entsprechende Variationsaufgabe 16st (siehe z. B. Evans [35]).

Fiir zuféllige Randwertprobleme konnen ebenso unterschiedliche Losungsbegriffe definiert
werden. Eines ist ihnen jedoch gemeinsam. Da immer eine Zufallsvariable gesucht wird,
kann die jeweilige Losung immer nur bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmt sein. Das
heiBt, man erhélt als Losung eigentlich eine Aquivalenzklasse von Zufallsvariablen, die sich
nur auf einer Menge vom Mafl Null unterscheiden. Wenn also im Folgenden der Einfachheit
halber immer von einer Zufallsvariablen als Lésung gesprochen wird, ist damit die Aqui-
valenzklasse gemeint, fiir die diese Zufallsvariable ein Reprasentant ist. In Analogie zur
deterministischen Theorie soll die klassische Losung eine Zufallsvariable sein, deren Pfade
im klassischen Sinne hinreichend glatt sind, d. h. die auftretenden klassischen Ableitungen
miissen pfadweise existieren. Um diese sehr restriktive Forderung wieder abzuschwéchen,
kann man auch hier zu pfadweisen schwachen Ableitungen und entsprechenden Variations-
aufgaben iibergehen. Aufgrund der Abhéngigkeit des Problems (4.5) von w € (2 lassen sich
insbesondere zwei verschiedene Variationsaufgaben formulieren, welche ,realisierungswei-
se Variationsformulierung® und ,stochastische Variationsformulierung® genannt werden.
Beide Bezeichnungen erheben dabei keinen Anspruch auf Allgemeingitiltigkeit, sondern die-
nen allein der Benennung und Unterscheidung der beiden Formulierungen in dieser Arbeit,
da zum einen in der Literatur noch keine einheitlich Namensgebung zu finden ist, z. B.
bezeichnet Gittelson in [51] die ,realisierungsweise Variationsformulierung® als ,schwache
Formulierung in x* und die ,stochastische Variationsformulierung“ — wie sie auch von Le
Maitre und Knio in [68] genannt wird — einfach als ,Variationsproblem*, und weil zum
anderen beide Variationsformulierungen stochastische Variationsformulierungen sind und
die eigentliche Variationsformulierung in Analogie zu rein deterministischen Randwertpro-
blemen die ,stochastische Variationsformulierung® ist. Nichtsdestotrotz sollen hier diese
beiden Bezeichnungen zur Unterscheidung verwendet werden.
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Realisierungsweise Variationsformulierung. Fir die realisierungsweise Variations-
formulierung wird die pfadweise Bilinearform b(-, -;w) durch

b(-,w): HY(D) x HY(D) - R mit b(u,v;w) := //i(w)Vu -Vuvdx

fiir w € Q definiert. Fiir festes u,v € H'(D) ist dann b(u, v; -) eine reellwertige Zufallsgrofe
auf (€,2, P). Die Dualititsbeziehung zwischen ¢ € H'(D) und v € H'(D) soll mit
(9,v) -1 1 bezeichnet werden. Somit lautet fiir Zufallsvariablen f mit Werten in H~"(D)
die realisierungsweise Variationsformulierung wie folgt.

Problem 4.5 (Realisierungsweise Variationsformulierung)
Gesucht ist eine Zufallsvariable @ mit Werten in H'(D), sodass

b(a(w), v;w) = (f(w),v) g1 g~ fiir alle v € H'(D) (4.8)

fast sicher erfillt ist. Mit anderen Worten, gesucht ist eine Abbildung @ : 0 — f[l(D),
die messbar ist und fir die gilt

P (b(ﬂ(w),v;w) = (f(W), V) -1 o fiir alle v € Hl(D)) =1 (4.8a)

Bemerkung 4.6 Alternativ lisst sich ein (ebenfalls realisierungsweéses) Variationspro-
blem formulieren, in dem auch eine Zufallsvariable  mit Werten in HY (D) gesucht wird,
fiir die jedoch gilt, dass fiir alle v e H' (D)

P (b(ﬂ(w), U;w) = <f<w)>U>H717Ii’I1) = 1 (49)
erfillt ist. Das heif$t, die Nullmenge der w € €, fiir die
b(ii(e), viw) = (F(@), V) gros s

nicht erfillt ist, kann bei der Formulierung (4.9) im Gegensatz zur Formulierung (4.8)
bzw. (4.8a) von der Testfunktion v € H'(D) abhingen. Nichtsdestotrotz lisst sich die
Aquivalenz dieser beiden Variationsformulierungen zeigen, die auf der Separabilitit des
Hilbertraumes H(D) beruht. Dies lisst sich wie folgt nachweisen. Sei {ey, k € N} eine
Basis von HY(D), dann gilt nach Formulierung (4.9)

P (b(i(w), ex;w) = (f(w), ex)y1 ) = 1
fir alle k € N. Das heifit, es ezistiert eine Nullmenge N € A, sodass fir alle w € Q\ N
b(a(w), v;w) = (f(w),v) g1 g fiir alle v € span{ey, k € N}

gilt. Jedes Element v € ﬁl(D) kann durch eine Folge (v,)nen mit v, € span{eg, k € N}
mn ijl(D) approximiert werden und die Nullmenge M € 2 sei so gewdhlit, dass die Bedin-
gung (4.6) fiir k(w) f. 4. fir alle w € Q\ M gilt und G(w) € H' (D) und f(w) € H (D)
fir alle w € Q\ M erfillt ist. Dann folgt

b((w), vp; w) = b(U(w), v;w) und (f(W),vn) g1 g = (f(W), V) g1 g, 1 — 00,
fir alle w € Q\ M und damit erhdlt man fir alle w € Q\ (N U M), dass
bii(w), v;w) = (f(w),v) g1 fiir alle v € H'(D)
gilt und P(Q\ (NUM)) =1 ist.
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Aufgrund den Voraussetzungen an den Koeffizienten x in Annahme 4.3 kann fiir eine be-
liebige H~!(D)-wertige Zufallsvariable f die eindeutige Losbarkeit der realisierungsweisen
Variationsformulierung mit dem Lemma von Lax-Milgram (siehe z. B. Brenner/Scott [23,
Theorem 2.7.7]) gezeigt werden.

Lemma 4.7 Sei [ eine Zufallsvariable mit Werten in H=Y(D) und erfiille der zufillige
Koeffizient k € L>(D) die Annahme 4.3. Dann ezistiert eine eindeutige Zufallsvariable @
mit Werten in H Y(D), die die realisierungsweise Variationsformulierung in Problem 4.5
lost. Insbesondere ist & messbar beziiglich der von f und k erzeugten o-Algebra o(f, k)
und es gilt die Abschdtzung

1 (@)1

Rmin(W)

la(w) |y < C f.s., (4.10)

wobei C' > 0 eine geeignete Konstante unabhdingig von w € Q) ist.

Beweis.

Da nach Annahme 4.3 der Koeffizient x fast sicher beschrinkt und f eine H!(D)-
wertige Zufallsvariable ist, existiert nach dem Lemma von Lax-Milgram (siehe z. B. Bren-
ner/Scott [23, Theorem 2.7.7)) fiir P-fast alle w € Q eine eindeutige Losung @(w) € H'(D),
die der Gleichung (4.8), d.h.

biU(w), v;w) = (f(w),v) g1 fiir alle v € H'(D),

gentigt. Des Weiteren liefert das Lemma von Lax-Milgram die pfadweise Abschétzung

@)l

Kmin (w)

[a() |z ()

wobei C' > 0 eine geeignete Konstante unabhéngig von w € €2 ist.

Zu zeigen bleibt also noch, dass die Abbildung @ : © — H'(D) eine Zufallsvariable
definiert, d.h. messbar ist. Da die Zufallsvariable x € L>(D) stark messbar und die Zu-
fallsvariable f € H'(D) ist, existieren Folgen (f,)nen C L®(D) und (fn)nen € H™H(D)
von o( f, k)-messbaren, einfachen Zufallsvariablen mit

|k = EnllLepy = 0 und | f = fallu-1(py = 0, n—o00, fs.

O.B.d. A. kann angenommen werden, dass (K, )nen und (f,)nen durch

n

w) = /{E")ILAQL) (w) und fu(w Z M (n> n € N,
i=1 '

mit A" € o(f,k),i=1,...,n,n €N, derart, dass U, A" = Qund A™ ﬂAg-") = () fir
i # j gegeben sind. Dabei ist f(n) H YD) fir alle s = 1,...,n, n € N, und aufgrund
der Annahme (4.6) an den Koeffizienten x koénnen die En) € L™(D) so gewéhlt werden,
dass

Z(n)

0 < Fomin < 5 < Fpaw < 00 L1 und f.s. auf A™

fir allei=1,...,n, n € N gilt.
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Damit lisst sich eine Folge von Bilinearformen b,(-,-;w) : H(D) x H'(D) — R durch

by (u, v;w) = /ﬁn(w)Vu -Vvdx

D

:ZILAW / "V - Vudr, u,v e (D)
i=1

D

definieren und fiir die Dualitdtsbeziehung ergibt sich
<fn< H 1 Hl Z ]lA(n> ) ,U>H71,]fll7 v E Ijll(D)

Das Lemma von LaX—Mllgram impliziert dann daraufhin die Existenz und Eindeutigkeit
von Funktionen wu; (n) ¢ Hl(D), 1=1,...,n,n € N, die die Gleichung

/,{E”)VUE”) Vodr = (fi("), V)1 g firalle v € f[l(D)

D

erfiillen. Aulerdem folgt die Abschétzung

16l || 2y < (PRI [—
) /{mm( ) )

Damit geniigt die Zufallsvariable u,(w) := > w1 4w (w) mit Werten in H'(D) der
i=1 i

Gleichung D
by (Un(w), v;w) = (fo(w),v) g1 gn fir allev € HY(D)

und ist o(f, k)-messbar. Des Weiteren gilt mit v := u,, — u,, und einer geeigneten Kon-
stanten ¢ > 0 die Abschatzung

C"{min<w) ||un(w) - um(w) ||§{1(D)

< //-@n(w)Vun(w) -Vo(w) de — /mm(w)Vum(w) - Vo(w) drx

D

+ / (o (@) — i () Vit () - V() dit

< <fn(w>7v<w)>H—1f11 - <fm(w>7v<w)>H—1,ﬁll

+ [|fn(w) — Hm(W)HLM D) ||Um(w)||H1(D)||U(w)||H1(D)
<||fn( ) = fm(w)|l - (D) + [ o (w )—ﬁm(w)HL*(D)||Um(w)||H1(D))||U(W)||H1(D)
und deshalb

M) i
<o) — oMl o1+ ) =m0

Da die H'-Norm von u,,(w) f.s. beschriankt ist aufgrund von

[t (W) 1 (D) < Rmm( )||fm( Ne-1py — Hmm( >||f( N z-1(p)s
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konvergiert die rechte Seite der Ungleichung (4.11) f.s. gegen Null fiir n, m — oo. Damit
hat die Folge (u,(w))nen als Grenzwert eine Zufallsvariable v € H'(D), die ebenfalls
o(f, k)-messbar ist. Weiterhin erfiillt die Zufallsvariable u die Gleichung

b(u(w), v;w) = (f(w),v) g1 fiirallev € YD) fs.,
weil

(), 59) — (F(@), 1.1
< |b(u(w), v;w) — b(up(w), v;w)| + |b(un(w), v;w) — by (up(w), v;w)|
+ [bn (un (W), v;0) = (fn(w), 0) g1 |
+ |{(fa(w), v) g HU T <f(w)7U>H*1,If11‘
< Fomaz (W)][u(w) = un (W)l 12 (o) |0l 57 ()
+ [[£(w) = (W) o= (o) [[tn (W) |1 () 0[] 1 ()
+1f (W) = fal)la=1y 0]l 11 (D)

und [|un, (W) 1oy = (@)l a1 (o) <00, [u(w) = un (W)l a1(0) =0, [|£(w) = Fn (W)l ) = O
und || f(w) = fa(w)||g-1(py = O fast sicher gelten. Da d1e Abbildung @ : Q — HY(D)

nach dem Lemma von Lax-Milgram eindeutig ist, gilt v = @ f.s. und damit ist @ eine
o(f, k)-messbare Zufallsvariable in H'(D). O

Auf der realisierungsweisen Variationsaufgabe 4.5 und Lemma 4.7 basiert u. a. die Monte-
Carlo-Verfahren zur Approximation der Charakteristiken der Losung wie zum Beispiel
Erwartungswert und Varianz, wenn sie existieren. Dafiir wird fiir eine endliche Anzahl
von Realisierungen w;, i = 1,...,n, fir die Annahme (4.6) und f(w;) € H'(D) erfiillt
ist, die Gleichung (4.8) gel6st und mit diesen Losungen @(w;), i = 1, ..., n, die Kenngroen
wie Erwartungswert und Varianz geschatzt.

Stochastische Variationsformulierung. Um nicht fiir jedes w € 2 eine eigene Va-
riationsaufgabe l6sen zu miissen, sondern dies gleich fiir alle zusammen zu tun, wird in
Analogie zu den Variationsformulierungen fiir deterministische Randwertprobleme nun die
entsprechende Variationsaufgabe, die stochastische Variationsformulierung, fiir zufallige
Randwertprobleme betrachtet. Eine solche Formulierung erhalt man durch die Definiti-

on einer geeigneten Bilinearform auf geeigneten Hilbertrdumen von Zufallsvariablen in
H(D),
a(u,v) = B b(u(), v(); ) = [ bu(w), v(w);w) dP(w) (4.12)
Q

und einer entsprechenden Linearform
(r0) = Ep ()00 i) = [UF6),0(0) s dP(). (4.13)
Q

Weil jedoch der Koeffizient s nicht durch Konstanten sondern nur durch Zufallsgréfen be-
schrankt ist, kann das Lemma von Lax-Milgram nicht direkt angewendet werden, um die
Existenz einer eindeutigen Losung der stochastischen Variationsformulierung zu schluss-
folgern. Es geht in diesem Fall sowohl die Koerzivitat der Bilinearform a als auch deren
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Stetigkeit verloren. Um dennoch die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu sichern,
missen geeignete Losungs- und Testfunktionenraume gefunden werden.

Da Annahme (4.6) fiir den Koeffizienten x erfiillt ist, konnen neben k,,;, weitere reellwer-
tige, fast sicher positive ZufallsgroBlen p gefunden werden, fiir die mit einer entsprechenden
Konstanten ¢ > 0 die Beziehung

0 < cp(w) < k(z,w) f.i. und f.s. (4.14)

gilt. Geeigneterweise wihlt man diese Zufallsgrofie p > 0 so, dass sie o(k)-messbar ist.

Zum Beispiel ist fiir das lognormale Zufallsfeld x(x,w) = exp <§ & (w)qﬁi(x)), wie in (4.7)
i=1

definiert, die Zufallsgrofie

v (| Sy ) esv (-5 30

=1

fir jedes 0 < € < a; und Zahlen (a;);en mit

(2

oo o0
l<ar<ax<..., Y a¥<oofireind>0 und |[D ¢ia|i~p) < oo
i=1 =

eine untere Schranke an x, die fast sicher grofier Null ist (siehe auch Galvis und Sarkis [42]).
Die Einfiihrung einer solchen Zufallsgrofie p bietet damit neben groflerer Flexibilitat bei
der Losungstheorie auch mehr Moglichkeiten bei der Berechnung der entsprechenden sto-
chastischen Galerkin-Losung (sieche Abschnitt 4.2.2 und 4.2.4).

Eine Idee, wie die zugehorigen Losungs- und Testfunktionenraume nun zu wahlen sind,
gibt einem die Ungleichung (4.10) angewandt auf die Zufallsgroe pu, d. h.

C|L.f (@)l r-1(p)
cp(w)

Quadriert man (4.15) und bildet den Erwartungswert Ep bzgl. des Wahrscheinlichkeits-
mafles P, erhalt man

_ % A7 o
Ep (HUH%II(D)) < ?EP ( 2 D)) (4.16)

Deshalb besitzt die pfadweise Losung % ein endliches zweites Moment ihrer H!-Norm,
wenn das zweite Moment der H~!-Norm von f, gewichtet mit dem Kehrwert der reell-
wertigen Zufallsgrofie 42, endlich ist. Es reicht also fiir ein endliches zweites Moment der
Losung nicht aus, fiir die rechte Seite f nur zu fordern, dass sie ein endliches zweites
Moment ihrer H~ 1 -Norm besitzt, d. h., Ep || f||3;- 1(py < 0o gilt, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 4.8 Fiir eine reellwertige Zufallsgrofe & ~ N(0,1) ist die Losung von
- (exp(f(w))u’(m7w))l = eXp(é(w>2/4 - |§(w>|)7 LS (07 1)7 u(O,w) = u(l,w) - O)

u(r,w) = 5 exp(€()/4 — W) ~ ) (= — ?)



100 KAPITEL 4. ZUFALLIGE GLEICHUNGEN

gegeben und es gilt Ep Hflﬁfl(D) < 00, da

Ep (exp(£2/4 - g])) < oo.

Fir die Lésung u erhdlt man jedoch Ep HUH%p(D) = 00 aufgrund von

2
Ep (exp(§2/4—[¢] =€) = oo,
Damit besitzt diese Losung u also kein endliches zweites Moment ihrer H'-Norm.

Um aber auch fiir solche Aufgaben wie in diesem Beispiel eine entsprechende Losungs-
theorie formulieren zu kénnen, da ja offensichtlich eine Losung existiert, wird eine weitere
reellwertige Zufallsgrofie ¥ > 0 f.s. eingefiihrt und fiir die Losungen das mit ¢ gewichtete
zweite Moment der '-Norm betrachtet. Das heift, analog zu Formel (4.16) gilt

~ C? Y
Be (Jalfo0) < 5 Be (Gl (117

Um Zufallsvariablen mit endlichen, gewichteten zweiten Momenten erfassen und mit ihnen
die stochastische Variationsaufgabe formulieren zu kénnen, werden also (verschiedene)
gewichtete Funktionenrdume benotigt, die zunéchst allgemein definiert werden sollen. Fiir
eine gegebene, beliebige reellwertige Zufallsgrofle o > 0 f.s. werden somit die Hilbertraume

Uy =L%Q, 2, 0dP; H™(D)), meZ, und
Um:=L*Q,%, odP; H™(D)), m € N,

eingefiihrt, wobei durch (-, )y := (-, )12(q,pap;um(p)) €in Skalarprodukt auf beiden Riu-
men gegeben ist. Fiir die Definition und die Eigenschaften dieser L*-Réaume sei auf De-
finition 2.7 und die Bemerkung 2.8 danach im Abschnitt 2.1 verwiesen. Extra erwéhnt
werden soll, dass die Halbnorm

uloy = /B (lul3s (y0)

auf U, dquivalent zur Norm || - ||y ist und der Dualraum von U;* mit dem Raum U}

identifiziert werden kann. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden wird mit U™ bzw. U™ der un-
gewichtete Raum L3(Q, 2, P; H™(D)) bzw. L2(Q, 2, P; H™(D)) bezeichnet. Wird an ent-
sprechenden Stellen dieser Arbeit in den Raumen U™ und U™ das Wahrscheinlichkeits-
mafl P durch ein anderes Wahrscheinlichkeitsmafl Q ersetzt, so werden die Notationen
Ug = L*(Q,%,Q; H™(D)) und Ua” = L*(Q, A, Q; H™(D)) verwendet.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen lasst sich fiir f € U3' dann die stochastische Variations-

2
aufgabe wie folgt formulieren. ’

Problem 4.9 (Stochastische Variationsformulierung)
Gesucht ist 4 € U}, sodass

a(t,v) = (f,v)  fir allev e Ul (4.18)
&

gilt, wobei die Bilinearform a wie in (4.12) und die Linearform (-,-) wie in (4.13) definiert
sind.
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Bemerkung 4.10 Kann der Koeffizient k mittels Konstanten von der Null und Un-
endlich getrennt werden, so entspricht die stochastische Variationsformulierung in Pro-
blem 4.9 fir 9 = 1 dem schwachen Problem, das z. B. in den Arbeiten von Babus-
ka et al. [5, 7, 8, 31], Schwab et al. [17, 18, 30, 38, 95] u. a. betrachtet wird. Fir einen
beliebigen Koeffizienten k, der nur Annahme 4.3 geniigt, ist im Allgemeinen das gleiche

Problem, d.h. fiir ein f € U™" eine Lisung u € U* zu finden, sodass
a(u,v) = (f,v)  fir allev € Ut

erfallt ist, nicht gut gestellt. Nach Beispiel 4.8 existiert z. B. nicht fir jedes f € U~ eine
Lésung u € U,

Zu beachten ist also, dass im Allgemeinen der Losungs- und Testfunktionenraum in Pro-
blem 4.9 nicht mehr miteinander identisch sind und dass die Bilinearform a nicht auf dem
vollen kartesischen Produkt Uj x U LQ definiert und endlich ist (siehe Beispiel 4.11). Das

9
heifit, die stochastische Variationsformulierung impliziert damit indirekt die Forderung,
eine solche Losung @ € Uy zu finden, fiir die der Ausdruck a(, v) fir alle v € U}, definiert

und endlich ist. 7

Beispiel 4.11 Als ein Beispiel dafir, dass die Bilinearform a in (4.12) nicht fir jedes
Paar (u,v) € Ug x UL, definiert und endlich ist, wird die Bilinearform
2

a(u,v) := Ep (Zexp(sgn(a: —0.5) &)/ (x)v' () dx) ., D=1(0,1),

die sich durch den Koeffizienten k(x,w) = exp(sgn(z — 0.5) &(w)) mit & ~ N(0,1) ergibt,
betrachtet. Der Einfachheit halber wird 9 = 1 gesetzt und, da fir k die Abschdtzung

Fmin == € < exp(sgn(z — 0.5)€) < €8 =: Kpmaw [ . und f.s.

gilt, wird pp = Kpin gewdhlt und gezeigt, dass die Bilinearform a nicht fir alle Paare
(u,0) € U x Ul = LX(Q,9%,P; HY(D)) x L*(Q, %, exp(—2£)dP; HY(D)) endlich bzuw.
definiert ist.

Sei up € HY(D)\ {0} und ug(w) := exp(—|&(w)| + £(w)?/4). Dann gilt
0< ||UD||H1(D) < 00, d.h. 0< |uD|H1(D) < 00,

und
T o2yl

\/_

Wird fir die Testfunktion v die Zufallsgrofie vo(w) = exp( (w) = [E(w)] + &(w)?/4) defi-
niert, dann gilt

luallf2 () = Ep exp(—2[¢] +£7/2) = dy < oo.

6_2‘y|

Va2 0 exp(-20.am) = Er (exp(2€ = 21¢] +€/2) eXp<—2€>) | Var e

Setzt man also
u:=upug und v:=upvg,
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dann ergibt sich
weU'  und UGU'&2

und man erhdlt fir die Bilinearform a fir dieses Paar (u,v)
a(u,v) = Ep (D/exp(sgn(w —0.5) §)ua(&)va(§)|up ()] dw)

0.5
= Epexp(—¢ + € — 20¢] +€2/2) [ up(2) do
0
1

+ Ep exp(26 — 20¢] + €/2) [ [up (o) da.
0.5

Alle auftretenden Gréfien sind endlich bis auf den Erwartungswert

T e2(y=lyD)

Bpoxp(2 ~ 206 +€/2) = [ = dy=oo

Damit ist die Bilinearform a fir dieses Paar (u,v) zwar definiert aber nicht endlich.

Wahit man nun analog zu oben jedoch
u:=upugsin(§) wund v:=upvq,

dann ergibt sich ebenso
uweU'  und vEUﬁz

und fir die Bilinearform a, ausgewertet im Paar (u,v), folgt

a(u,v) = Ep (E/exp(sgn(l’ — 0.5) )uq(§)va(§) sin(§)|up ()] dﬂf)

0.5

= Ep (exp(—¢ +€ = 2)¢ + €/2)sin(€)) [ up (o) do

+ Ep (exp(26 - 21¢] + €2/2)sin(©)) [ Jup (@) do

Wieder sind alle auftretenden Ausdriicke endlich bis auf den Erwartungswert

T 21y
Ep (exp(2¢ — 2[¢| +£2/2) sin(¢) ) = Wﬂ_s:l@) a.

Dieser ist nicht definiert und somit ist auch a(u,v) nicht definiert.

Eine andere mogliche Herangehensweise zur Formulierung der stochastischen Variations-
aufgabe ist die folgende. Dividiert man die realisierungsweise Variationsformulierung (4.8)
durch die reellwertige Zufallsgrofle p, dann kann der daraus resultierende zuféllige Ko-
effizient ﬁ von unten durch eine Konstante, in diesem Fall ¢, von Null getrennt werden.
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Des Weiteren wird die Gleichung auch noch zusétzlich mit der reellwertigen Zufallsgro-
e ¥ multipliziert. Die sich daraus ergebende stochastische Variationsformulierung mit
identischen Losungs- und Testfunktionenrdumen lautet dann fiir % feUt:

9

Gesucht ist 4 € (0]1%, sodass

9 .
(4,v) = <qu,v> - fiir alle v € Uy (4.19)
ULUy

9

erfiillt ist, wobei die Bilinearform as durch
n

= gﬁu.yx:Muwvw'w w
agw,v).—Ep(M/v w) !M b(u(w), v(w); w) dP(w)

D (w

~—

und die Dualitidtsbeziehung zwischen % fe U and v € U} durch
5

2

gegeben sind.

Trotz der Andersartigkeit der Variationsformulierung (4.19) gegeniiber der Formulie-
rung (4.18) lésst sich zeigen, dass beide Variationsaufgaben édquivalent sind. Um dies
zu verifizieren, wird der Raum

G::{wzﬁv:veffé}
I

mit der Norm || - [[y1, ~eingefiihrt, da fir alle Elemente w = %U € G die Beziehung
ne

9
||w||UL2 = [|v[lyn < oo gilt. Es folgt G = U,» und weiterhin gilt %f € U; genau dann,
B 9

9
wenn f € U," ist. Damit ist fir f € U,' die Aufgabenstellung:
NZ 2

o

Gesucht ist 4 € (0]5, sodass as
n

9 .
(U,v) = <f,v> fiir alle v € Uy erfiillt ist,
K U;,f]é

aquivalent zu:

Gesucht ist & € U}, sodass (@, w) = (f,w) fir alle w € G = U erfiillt ist.
5

Die Problematik der unterschiedlichen Losungs- und Testfunktionenrdume in der schwa-
chen Formulierung (4.18) tritt also in der schwachen Formulierung (4.19) durch die ge-

wichtete Bilinearform as auf. Wie die Bilinearform a ist auch die Bilinearform as nicht
u w

auf dem gesamten kartesischen Produkt Ué X Ué definiert und endlich. Da die beiden
Variationsformulierungen dquivalent sind, wird im Weiteren nur Problem 4.9 betrachtet
und dessen Losung @ als die schwache Losung bezeichnet.
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Eine dritte Variante eine stochastische Variationsaufgabe zu formulieren, ist die stochas-
tische Variationsgleichung auf dem Energieraum
V,, == {u:Q— HY(D) messhar : as(u,u) < co}
2 u
zu betrachten wie zum Beispiel bei Babuska [5], Gittelson [51] oder in [78]. Damit die
Bilinearform as aber ein Skalarprodukt auf diesem Raum definieren kann, muss as sym-

metrisch sein. Im Falle des hier betrachteten Modellproblems ist das zwar der Falf, doch
soll im nichsten Abschnitt eine Losungstheorie entwickelt werden, die auch als Grundlage
fir allgemeinere zuféllige (partielle) Differentialgleichungen dienen kann und damit oh-
ne die Symmetrieeigenschaft der entsprechenden Bilinearform auskommen soll. Deswegen
wird diese Formulierung an dieser Stelle nur erwédhnt, aber nicht naher auf sie eingegangen.

4.2.2 Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung

In diesem Abschnitt wird die Existenz einer eindeutigen Losung der stochastischen Variati-
onsformulierung in Problem 4.9 auf zwei verschiedenen Wegen, basierend auf den Arbeiten
von Galvis und Sarkis [42] und Gittelson [51], gezeigt. Beide Ansdtze haben dabei zwar
sowohl ihre Vor- als auch Nachteile, doch gemeinsam bilden sie eine komfortable Aus-
gangssituation, um schwache Losungen, deren Eigenschaften (siehe Abschnitt 4.2.3) und
Approximierbarkeit durch eine Folge entsprechender stochastischer Galerkin-Losungen
(siehe Abschnitt 4.2.4) zu untersuchen. Zunéchst jedoch wird eine Verallgemeinerung des
Lemmas von Lax-Milgram bewiesen, bei der die zugrunde liegende Bilinearform nicht auf
dem gesamten kartesischen Produkt definiert ist.

Satz 4.12 Seien X4, Xs, Y1, Yo Hilbertraume, wobei Xo C X; und Yy C Y, dicht und
stetig eingebettet sind. Sei des Weiteren eine Bilinearform a : X1 xY, 2 D, — R gegeben,
sodass
(1) die Bilinearform a eingeschrinkt auf X; X Y, d.h. a . X1 x Yy, = R, und
1XY2

: Xo x Y7 = R, stetig

die Bilinearform a eingeschrankt auf Xo X Yy, d.h. «a oy
2X Y1

sind,

(13) die inf-sup-Bedingung

inf sup
ueX1\{0} veY1\{0}

{’ ja(u, v)|

s a(u, )| <oo} >c>0
Jullx f[ollv: ’

fiir eine Konstante ¢ > 0 gilt und
(i13) fiir jedes v € Y1 \ {0} ein u € Xy existiert mit a(u,v) > 0.

Dann existiert fiir jedes f € Y* ein eindeutiges u € X1, welches
a(u,v) = (f,v) firalleveY,
erfillt.

Beweis.
Der Operator T, : X; — Y5, u — a(u,-), ist linear und stetig wegen Bedingung (7).
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Schrankt man diesen Operator auf das Urbild von Y;* C Y, ein, so ist der eingeschrankte
Operator 1, : X; 2 D(1,) — Y;* dicht definiert, da Xy, C D(1;,) C X; dicht eingebettet
ist. Der Operator T, ist linear, injektiv aufgrund

[(Ta(u), v)| ja(u, v)|

|Tu(u)lly; = sup ——T— = sup
veY1\{0} HUHYI veY1\{0} HUHY1

> dffullx,,

und abgeschlossen, weil aus der Stetigkeit von 7, fiir jede Folge (up)nen C D(Ta) mit
u, — u in Xi so, dass Ty(u,) — f in Y} _gilt, folgt, dass u € D(Ta) und T,(u) = f
ist. Nun wird gezeigt, dass das Bild von T, bezeichnet mit R(7}), abgeschlossen ist.
Angenommen (T, )nen ist eine konvergente Folge in R(7},) mit Grenzwert f € Y;*, dann
fithrt die inf-sup-Bedingung (i) zu

‘a(un - um7v)|

|y — um||x, < sup

vevivioy  [vlln
Ta n — Wm), ™
= sup (To(un = um), v)| = [T (tn — um)|lys — 0, n,m — oo.
VeV \{0} o]y,

Damit ist (un)n@N eine Cauchy-Folge in X; und besitzt einen Grenzwert u € X;. Da
der Operator T, ein abgeschlossener Operator ist, folgt 7, (u) = f und das Bild von 1.,
R(T ), ist abgeschlossen. Basierend auf Banachs Satz vom abgeschlossenen Bild (vgl. z. B.
Yosida [115, S. 205]) lasst sich schlussfolgern, dass

R(T,) = N(T;)*H,

wobei T; t Y2 D(T; ) — X; den adjungierten Operator zu T,, bezeichnet. Der Kern
N(T¥) von T ist dabei durch

NI ={veDT)CY; : (u,T* ) =0VYue X}

definiert. Bedingung (iii) besagt nun, dass fiir jedes v € D(T¥) C Y1, v # 0, ein u € D(T})
existiert, sodass X X
(. 72 (0) = (Ta(u),0) = alu,v) > 0

gilt. Deshalb umfasst der Kern von T; nur das Nullelement, d. h. A/ (Tgf ) = {0}, und dar-
aufhin folgt nun wiederum R(7,) = Y;*, was die Behauptung liefert. 0O

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun im folgenden Korollar 4.13 bewiesen werden, dass die

stochastische Variationsformulierung in Problem 4.9 fiir jedes f € U,' eine eindeutige
#2

Losung besitzt.

Korollar 4.13 Fiir jedes f € Uy' existiert ein eindeutiges 0 € f]é, welches die sto-
2

chastische Variationsfar’mulierungﬂz'n Problem 4.9 lost. Weiterhin gilt fir die Losung die
Abschdtzung
allor < Cliflly-r-

W2

Beweis.
Diese Aussage wird gezeigt, indem Satz 4.12 auf die Hilbertraume
X, =U} Xo=UL ,, Vi=U. wd Y,=0Uk

Fmaz¥ £2_ Emax
o
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und die Bilinearform a : Ué X U}ﬁ 2 D, — R, definiert wie in Gleichung (4.12), ange-

9
wendet wird. Den Beweis von Theorem 3.1 im Artikel [42] von Galvis und Sarkis verall-
gemeinernd, werden nun alle Bedingungen des Satzes 4.12 nachgewiesen.

Da 2?2 < k2,,, ist, sind der Hilbertraum U',  in den Hilbertraum U} und der Hilbert-

K
min

9

ax

raum U/ !, in den Hilbertraum U iQ dicht und stetig eingebettet.
e T

Zu Bedingung (i): Die eingeschriankten Bilinearformen

a
U1><U1

maac
9

Uy xUl —R und a
9

sind stetig aufgrund von

(u, v)

a ..
UyxU,
max

I{maaf
< Ep (@mumlw)wm)) < Juloyllollon,

maz
g

und
Fomaz VO 1
o 00| < B (ol < e, ol
Tmep? Ly z ’
Zu Bedingung (n) Fir jede Zufallsvariable u € Ué lasst sich eine Zufallsvariable vy

mit Werten in H'(D) durch

@ Kmax < R
) = )
Vpi=1 M K

0, sonst

definieren und mit Bp sei die Menge

BR:{“G“:MSR}

bezeichnet. Dann gilt v € U }LQ aufgrund von
K2
onlfs, = / [0w) 1 (o9 () dP () < Juffy < oo.
19

Weiterhin erhélt man

la(u,vg)| = //W|Vu(w)\2dx dP(w) < R|u]2U$ < o0

und wegen Annahme (4.14) an den Koeffizienten « folgt

a(u, vg y_// o ) (w2 d dP >c/|u )21 (py9 () dP ().

Br D



4.2. STATIONARE DIFFUSIONSGLEICHUNGEN MIT ZUFALLIGEN KOEFFIZIENTEN 107

Da P (Q\ Ugso Br) = 0 ist, existiert fiir jedes d > 0 eine Zahl R > 0, sodass
[ 10 o9 (w) dP () = (1 = 8)ul?,y
Br

gilt, und womit

. 2
. la(u, 0)| _ la(u, ve)| o1~ Olufyy _ (1= 8)|ufgn
vell, \(0} |U\UL2 N |UR|UL2 N |U|U5 E
K2 k2 v

folgt. Da § > 0 beliebig gewahlt werden kann, ist die inf-sup-Bedingung mit der Konstan-
ten ¢ > 0 erfiillt.

Zu Bedingung (ii7): Fir v € UiQ \ {0} wird die Zufallsvariable ug mit Werten in
&
H'(D) durch

vy Kmax R
up =<4 ¥’ # =7 und die Menge By wie oben
0 sonst,
definiert. Dann ist up € U !, aufgrund von

2
< RQ/|v(w)|§p(D)“ () dP(w) < R*|uffn < oo
&

und mit der gleichen Argumentation wie oben gilt fiir geniigend grofles R > 0

a(ug,v // |Vo(w)|? dz dP(w)

Br D

= yv<w)\§{l(m’f9<(o‘j)) AP() 2 (L = d)[olfn, >0

9
fir ein 0 <6 < 1.
Die Abschétzung [|a[|y < C’||f||U791 folgt unmittelbar aus der inf-sup-Bedingung. 0

w2

Ist man also an einer eindeutigen Losung o € Uy des Problems 4.9 interessiert, dann ist

dies gewéhrleistet, wenn die rechte Seite f zum Raum Uz gehort. Fir den Spezialfall
“2
Y = 1 bedeutet dies, dass man eine eindeutige Losung @& € U! erhilt fiir alle rechten
Seiten f € U'. Wird in diesem Falle zusétzlich angenommen, dass p und f unabhéngig
2

sind, so gilt '
feui, wenn pteLA(Q,AP) und feU.
,LL2

Dieser Fakt folgt sofort aus

1 _
1112 =B (i ) = I L <o

2
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Bemerkung 4.14 Offensichtlich ist Korollar 4.13 auch fir das Modellproblem mit an-
deren Randbedingungen erfiillt, solange die Halbnorm des H'(D) eine Norm in den zuge-
hérigen Funktionenrdumen auf D ist.

FEine alternative Methode Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung zu beweisen,
gibt Gittelson in seinem Artikel [51]. Darin zeigt er im Falle eines lognormalen Zufallsfeldes
als Koeffizienten, dass die eindeutige realisierungsweise Losung @ auch die stochastische
Variationsaufgabe in Problem 4.9 16st, wenn sie in dem Losungsraum enthalten ist. Im
Folgenden wird dieses Ergebnis fiir Koeffizienten x, die der Annahme 4.3 geniigen, verall-
gemeinert.

Satz 4.15 Fir f € U,' liegt die eindeutige pfadweise Losung @ der realisierungsweisen

2

Variationsformulierung in Problem 4.5 in UI% und lost ebenso die stochastische Variati-
onsformulierung in Problem 4.9. Des Weiteren ist jede Losung @ € U} der stochastischen
Variationsaufgabe o(f, k)-messbar und es gilt

Beweis.
Da f € U, ist, ergibt sich unter Zuhilfenahme der Abschétzung (4.17)
2

02

. N v C?
o, = Be (1l o0) < 5 Be (S50 ) = ST <0

2
und da @ Problem 4.5 16st, existiert eine Nullmenge N € 2 so, dass
b(a(w), v;w) = (f(w),v) g1 g firallev e HY(D) und w e Q\ N

erfillt ist. Dies wiederum impliziert, dass fiir alle v € U }Lg die Gleichung
K2

b(a(w), v(w);w) = (f(w),v(W)) g1 i
fast sicher gilt. Bildet man nun den Erwartungswert auf beiden Seiten, erhélt man
a(a,v) = (f,v) firallewv e U,%z
und somit 1ost @ das Problem 4.9.
Angenommen die Zufallsvariable 4 € Ué erfiillt ebenso

a(t,v) = (f,v) fir alle v € U,.
2

Dann wird fir w € H'(D) die Zufallsvariable [v,, 4(w)](z) = w(z)14(w) ”MZ()O)J) mit A € A
definiert und es folgt v, 4 € U 1». Damit erhélt man fir w € HY(D)
5

Ep (Mjb(ao,w; ->) = 4@, v0n) = (s vun) = Ep <11A\f<f(-)7w>H—1,ﬁl>



4.2. STATIONARE DIFFUSIONSGLEICHUNGEN MIT ZUFALLIGEN KOEFFIZIENTEN 109

fiir alle A € 2, womit fiir jedes w € H'(D)
b(i(w), w;w) = (f(w), w) g n Es.

gilt. Folglich erfiillt die Zufallsvariable 4 mit Werten in H 1(D) die realisierungsweise
Variationsformulierung (4.9), die dquivalent ist zur Formulierung (4.8). Da jedoch die
Losung dieses Problems eindeutig und o(f, k)-messbar ist (siche Lemma 4.7), gilt fiir
P-fast alle w € 2

4(w) = a(w) in HY(D)

und die Zufallsvariable @& € H'(D) ist ebenso messbar beziiglich der o-Algebra o(f, k).

Das heifit, existiert eine schwache Losung, dann existiert auch die Losung der realisie-
rungsweisen Variationsformulierung und sie stimmen fast iiberall und fast sicher tiberein.
Existiert die realisierungsweise Losung fiir eine Zufallsvariable f mit Werten in H (D),
so existiert eine schwache Losung in Ul% zu gegebener unterer Schranke p allerdings nur

dann, wenn die Zufallsgroe ¥ derart gewdhlt worden ist, dass f im Raum U3' enthalten

2

ist.

4.2.3 Eigenschaften der schwachen Losung

Die Eingangsdaten eines zufilligen Randwertproblems kénnen tiblicherweise mit Hilfe
hochstens abzéhlbar vieler so genannter Basiszufallsvariablen parametrisiert werden, d. h.
als Funktion dieser reellwertigen Zufallsgrofen dargestellt werden, und Gleiches lasst sich
daraufhin auch fir die schwache Losung schlussfolgern, falls sie existiert. In diesem Ab-
schnitt werden nun die Glattheitseigenschaften der schwachen Losung als Funktion dieser
Basiszufallsvariablen untersucht. Diese Eigenschaften héngen dabei offenkundig von der
Art der Parametrisierung, d. h. von der Wahl der Basiszufallsvariablen ab, die natiirlich
nicht eindeutig ist, und spielen fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der entsprechenden
Folge der stochastischen Galerkin-Losungen (siehe Abschnitt 4.2.4) eine Rolle.

Im Folgenden wird also angenommen, dass simtliche zufélligen Eingangsgrofien mit Hilfe
reellwertiger Zufallsgroflen, die nicht notwendigerweise unabhéngig sein miissen, parame-
trisiert werden konnen.

Definition 4.16 Reellwertige Zufallsgrofien (Gi)ier, auf (2,2, P) heiffen Basiszufallsva-
riablen zu dem zufélligen Randwertproblem (4.5), wenn fiir ¢ := (;)ier, € R<l messbare
Funktionen k¢ : Rl — L=(D) und f; : Rl — H=Y(D) eaistieren, sodass

I# = Ke(Olle =0 und —|[f = fe(Olla—1y) =0 fos.

erfillt sind. Die Indexmenge 1. ist dabei entweder endlich, d. h. Io = {1,..., M}, M € N,
oder gleich der Menge der natirlichen Zahlen, d. h. I = N.

Seien im Folgenden die Basiszufallsvariablen & := (&;)ics, € RVel gegeben. Eine solche Pa-
rametrisierung kann man zum Beispiel mit Hilfe der Karhunen-Loeéve Entwicklung (siehe
z.B. in Loeve [71]) oder mittels anderer Reihendarstellungen (wie z. B. in Gittelson [52])
erhalten. Die Basiszufallsvariablen selbst sind jedoch nicht eindeutig festgelegt (siehe dazu
Beispiel 4.17). Gibt es beispielsweise fiir eine Folge reellwertiger Zufallsgréien n := (1;)ier, ,
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I, € N, eine messbare Abbildung 7' : R/l — Rlel mit ¢ = T(n), d.h. & = Ti(n) fiir
i € I¢, dann ist n ebenfalls eine Folge von Basiszufallszufallsvariablen, da sich durch die
Abbildungen &, : Rl — L>(D) und £, : RM"l — H~1(D) mit

Ko(y) == re(T(y))  und  fu(y) = fe(T(y), yeR™M,

messbare Funktionen definieren lassen, fiir die

|5 = k()=o) = |k — Ke(T(M))||Le) = |5 — Ke(€)l|Lep)y =0 fs.

und

Lf = faD -1y = |f = feT O -1y = IIf = fe(Ollg-1py =0 Es.
gelten.

Beispiel 4.17
(a) Ist der Koeffizient k durch k(z,w) = exp (ioj \m(w)wl(x)) mit reellwertigen Zufalls-
i=1

gréflen m; und geeigneten deterministischen Funktionen ; € L>(D), i € N, gegeben
und der Quellterm f eine deterministische Funktion, so kénnen zum Beispiel als Ba-
siszufallsvariablen

§ = (Imi])iew oder 1= (M;)iex
gewdahlt werden.

(b) Im Falle von unabhdingigen Basiszufallsvariablen &, i € N, kann die Anzahl der Ba-
siszufallsvariablen immer auf eins reduziert werden analog zu Bemerkung 3.30 unter
Verwendung von Satz 2.11 (i) und (ii).

Da die o-Algebra o(f, k) grober ist als die o-Algebra o(§), d.h. o(f,k) C o(§), und
die schwache Losung @ nach Lemma 4.7 messbar ist beztiglich der o-Algebra o(f, k), so
ist 4 auch messbar beziiglich der o-Algebra o(§). Mit dem Doob-Dynkin Lemma (z. B. zu
finden bei Kallenberg [65]) folgt damit, dass eine messbare Funktion 4 : RI%l — H'(D)
existiert mit

|0 — ae(§)|mrpy =0 fs.
Das bedeutet
[a(w)](z) = [Ge(€(w))](x) f i undf.s.
Welche Eigenschaften die Funktion g : R/l — HY(D) nun besitzt, wird im Weiteren
thematisiert. Analog zu der realisierungsweisen Variationsaufgabe in Problem 4.5 16st

Uig(€) damit auch die dquivalente parametrisierte Variationsgleichung fast sicher. Diese
lautet

be (e (€(w)), v £(W)) = (fe(€(W)), 01 n  fiir alle v € H'(D),
wobei fiir y € RVl die parametrisierte Bilinearform be(-,-;y) : HY(D) x HY(D) — R
durch

be(u, v;y) = /mg(y)Vu -Vvdx
D
definiert ist. Zusétzlich wird die Menge

[y, =1y € Rl : e > 0 mit ke(y) > ¢ f.ii. auf D} (4.20)
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eingefithrt. Da @ = () fast sicher gilt, kann o.B.d. A. die Funktion @¢ so gewéahlt
werden, dass fiir alle y € T, die Gleichung

be (e (y), v;y) = (fe(y),v) g1 fiir alle v € H'(D)

erfullt ist.

Die interessierenden Eigenschaften wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ¢ werden
nun mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen untersucht. Dafiir sei die Funktion

PR x H'(D) = H (D), (y,u) = belu, 1) — fe(y) (4.21)

auf den Mengen R¢l, /(D) und H~'(D) definiert.

Die Sobolev-Réume H'(D) und H~1(D) sind Hilbertriume und im Falle einer endlichen
Anzahl von Basiszufallsvariablen, d. h. |I¢| < oo, trifft dies auch auf R/¢l mit der iiblichen
euklidischen Norm zu. Werden jedoch abzahlbar viele Basiszufallsvariablen, d.h. I = N,
zur Darstellung der Eingangsdaten benétigt, dann handelt es sich bei R/l = RN um einen
Fréchetraum. Das heifit, die Topologie dieses Raumes wird durch die abzahlbare Familie
von Halbnormen (|| [|)nen mit ||y, := (X, yf)l/2 , n € N, fiir y € RN erzeugt, mittels
derer eine translationsinvariante Metrik d definiert werden kann. Damit ist R/l in jedem
Fall ein vollstandiger, metrischer Vektorraum.

Die formale Ableitung von F im ersten Argument fiir (y,u) € Rl x FI1(D) ist dann mit
D1 F(y,u) : Rl — H=Y(D) und

[D1F(y, w)](hy) = /[Dﬁg(y)](hy)Vu V- dz — [Dfe(y)l(hy), hy €RT, (4.22)

gegeben, wobei die Abbildungen Dre(y) : Rl — L*(D) und Dfe(y) : Rl — H=Y(D)
die Ableitungen von k¢ und f; bezeichnen. Die formale Ableitung von F' im zweiten
Argument fiir (y,u) € RVl x H'(D) ist dann DyF(y,u) : H'(D) — H~*(D) mit

D2F(y,w) () = [ 5e(y)Vha - V- do, by € H(D). (4.23)

D

Fiir die Definition der im Folgenden auftretenden Begriffe wie Fréchet- und Gateaux-
Differenzierbarkeit oder Homoéomorphismus sei auf die Literatur verwiesen (z.B. Iof-

fe [63]).

Proposition 4.18 Seien zu den Basiszufallsvariablen & := (&;)ic1, die messbaren Funk-
tionen ke : RYel — 1°(D) und fe : RVl — H™Y(D) gegeben. Bezeichne weiterhin
F : RVl x HY(D) — HY(D) die Funktion wie in Formel (4.21) und sei die Menge
[y, wie in (4.20) definiert.

1. Sind k¢ und f¢ stetige Funktionen, dann ist auch die Funktion F' stetig.

2. (i) Sei|l¢| < co. Sind ke und fe stetig Fréchet-differenzierbar, dann ist die Funk-
tion F' im ersten Argument ebenfalls stetig Fréchet-differenzierbar und die par-
tielle Ableitung in (y,u) € Rl x HY(D) ist mit D1 F (y,u) in (4.22) gegeben.

(i1) Seile = N. Sind ke und fe Gateaux-differenzierbar und die beiden Abbildungen
(y, hy) = [Dre(y)](hy) von BRIl x RIEN — L>(D) und (y, hy) = [D fe(y)](hy)
von RYe x Rl — H=Y(D) stetig, dann ist die Funktion F im ersten Argument
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ebenfalls Gateauz-differenzierbar mit der Ableitung DolF(y, u) in (4.22) und die
Abbildung (y,u, hy) — [DiF(y,u)](h,) von Rl x HY(D) x RVl — H=1(D)
st stetig.

3. Ist ke stetig, so ist die Funktion F' im zweiten Argument stetig Fréchet-differenzier-
bar. Die partielle Ableitung ist mit Dok (y,u) in (4.23) fir (y,u) € Rl % [HY(D)
gegeben. Gilt F(yo,ug) = 0 fir einen Punkt (yo,uo) € Tx, x H'(D), dann ist
Dy F (yo, u) : HY(D) — H™Y(D) ein linearer Homdomorphismus.

Beweis.
Zu 1.: Die Stetigkeit der Funktion F : Rl x HY(D) — H~(D) in einem beliebigen
Punkt (yo,u) € Rl x H'(D) folgt mit Hilfe der Abschitzung

| F' (o, uo) — F(?J?“)HH*l(D)

= sw | [ welyo)Vuo - Vode = (fe(90), 0) g1
veH(D) D
||U||H1(D):1

— [ Re@)Vu- Vudz + (fe0).0) o1 o
D

= sup | //ig(:go)V(UO —u)-Vodr + /(/ig(yo) — ke(y))Vu - Vodz
Rl et Y
Ul (D)=

— (fe(vo) = fe(¥),v) g1 g1 |
< H’i&(yo)||L°°(D)||“0 - U||H1(D) + H”vs(yo) - ’is(y)||L°°(D)HUHH1(D)
+ [ fe(wo) — fe()lz-1(p)

unmittelbar aus der Stetigkeit von r¢ und f auf Riel,
Zu 2.(i): Um nachzuweisen, dass die Funktion F : RV x (D) — H~(D) im ersten

Argument stetig Fréchet-differenzierbar ist mit Ableitung Dy F(y,u) : Rl — H=Y(D)
muss gezeigt werden, dass zum einen D, F(y,u) € L(R/!, H=Y(D)) mit

1 .
WHF(@/ + hy,u) — F(y,u) — [D1F(y, w)](hy) |z 0y — 0, fiir [|hy[|gires — 0
yllri%e
gilt und zum anderen die Abbildung D, F : RVl x HY(D) — £(RVe!, H=1(D)), definiert
durch (y,u) — D1 F(y,u), stetig ist. Es gilt

#HF(?J + hy,u) — F(y,u) — [D1F(y,u)|(hy)| 51Dy

1yl e
1
— mHF(Q + hy,u) — F(y,u) _Z[Dﬁé(y)](hy)vu V. d
+ [DfeW)l(hy) L)
1
- HflgjlllRungZ (Kﬁ(y +hy) = re(y) — [Df%(y)](hy)) Vu-V- dr
— (fey + hy) = fe(v) = [DF)](hy)) | -0
1

~ yllgie verin
HUHHI(D):1

w | [ (et + hy) = rely) = [Dre(®)](h,) ) V- Voo
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+Wm7%”ﬁ@+%ﬂ—ﬁwwﬂDﬁ@mmmqu

1
< o ey + hy) = rely) = [Dre()] (gl ) lull o)
17y | 171

+ i Mew ) = Jelw) = DLWl o)

und da k¢ und fe auf RVl Fréchet-differenzierbar sind, d. h.

1
WHK&@ + hy) — ke(y) — [Dre(y)](hy)llLey — 0,  wenn th”]ﬁ"&‘ — 0,
YIIR'"€

und

1
e+ hy) = fey) = [Dfe)](hy)ll 10y = 0, wenn [[hy [zl — 0,
1Py [l gire1

fiir alle y € R/l folgt

T 1w ) = Fly ) = (D)) oy = 0 fie [y g = 0
YR €

und fiir alle (y,u) € Rl x H(D). Des Weiteren ist Dy F(y, u) : Rl — H=1(D) linear
und die Stetigkeit ergibt sich aus der Beschranktheit

11Dy, )] ) 112
= swp | [[Dre(y)](h)Vu- Vode = (Dfe(y)](hy). ) s o

velll (D)
||U||H1(D):

< 1 Dre() e e oy e e lealaracoy + 11D Fe) ] et s oy Vol

da nach Voraussetzung Dr¢(y) € L(RIl L>(D)) und Dfe(y) € LRI HY(D)) fiir
alle y € Rl gilt. Die Stetigkeit von D, F : Rl x HY(D) — L(RVl, H1(D)) lisst
sich mittels der Stetigkeit der beiden Abbildungen Dr, : Rl — £(RIel L>°(D)) und
Dfe: Rl — £(RVel, H-1(D)) zeigen. Fiir einen beliebigen Punkt (yo, uo) € Rl x H'(D)
gilt also

||D1F(y0,u0) - DlF(y,U)||£(RIIEI7H,1(D))
= sup |[D1F(yo, u0)|(hy) — [DiF (y, w)](hy)|lz-1(D)

hyeRl ¢!
||hy||]Ru§\ =1

= sup sup | / [Dre(yo)](hy) Vg - Vo da — ([D fe(yo)] (hy), 0) -1 i
hyeRel  wedi (D) )
||hy||]R\I£\:1 ”U”Hl(D):l

- /[Dﬁs(y)](hy)Vu -Vodr = ([Dfe()l(hy), 0) g1 i

= sup sup |/[D/{£(y0)](hy)V(u0 —u)-Voudz
hyerl'el  wef(D)
oy g1 =1 ol g1y =1
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+ /[D"fg(yo} — Dre(y)|(hy)Vu - Vodz — ([D fe(yo) — D fe(y)](hy), v) g1 i
D
< ||D/f£(y0>H[;(R“s‘,LOO(D))HUO - UHHI(D) + ”D"{&(yo) - DKJ&(Q)H[;(R“&‘,LOO(D))HUHHl(D)
+ Hfo(yO) - Dfﬁ(y)HL(RlIglval(D))

und fir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, sodass || D1 F (yo, ug) — D1 F(y,u)

wenn [[yo — yl|zirel + [luo — ul|m(py < 6.

||L(IR|I§|,H*1(D)) <e

Zu 2.(ii):  Die Gateaux-Differenzierbarkeit von F' im ersten Argument folgt analog zum
Beweis von Punkt 2 (i) aus der Gateaux-Differenzierbarkeit von k¢ und f¢ auf RV, Des

Weiteren ist (y,u,h,) — [D1F(y,u)](h,) als Abbildung von RVl x H'(D) x RVl nach
H~Y(D) stetig, da fiir einen beliebigen Punkt (yo,uo, hy,) € Rl x HY(D) x Rl%l die
Abschatzung

101 F o, w0)) () — (D1 F g, )}y -+
= sup | [[Dreu)] () Vo - Vo = (D felo)] () Vg1

veHY(D)
||U||H1(D):1

- /[D%g(y)](hy)Vu Vodr = ([Dfe(y)l(hy), ) g1 g

< [[[Dre(yo)l (hyo) 1o (py o — ullmr(p)
+ [[Dre(y0)] (hyy) — [Dre(y)] (hy) Loy l|wll (o)
+ 1D fe(yo)(hyy) — [D fe ()] (Rl -1 ()

gilt und die beiden Abbildungen (y, h,) — [Dre(y)](h,) von Rl x Rl — 1L>°(D) und
(y, h,) = [Dfe(y)](hy) von Rl x Rl — H=1(D) stetig sind.

Zu 3.: Analog zu Punkt 2 (1) sind die Bedingungen der stetigen Fréchet-Differenzierbar-
keit von F : Rl x H'(D) — H~'(D) im zweiten Argument mit Ableitung DyF (y,u) zu
zeigen. Es gilt

1 1

1E(y, u ha) = F(y,u) = [D2F(y, w)](ha) | -2 (p) = 0=0.

HhuHHl(D) HhuHHl(D)

Des Weiteren ist DoF(y,u) : HY(D) — H~Y(D) fiir festes (y,u) € Rl x (D) lincar
und stetig aufgrund der Beschréanktheit

ID:F (g w](h)l-10y = sup | [ () Vho - Voda] < [Ine(w) o 1l 0
1
veH' (D)
||U||H1(D):1

Die Stetigkeit von DoF : Rl x HY(D) — L(HY(D), HY(D)), (y,u) — DyF(y,u), lisst
sich wiederum mittels der Stetigkeit von k¢ : Rl — L>(D) zeigen. Fiir ein beliebiges
Element (yo, 1) € Rl x H'(D) und £ > 0 gibt es ein § > 0, sodass

|1 D2F (yo, o) — D2 F'(y,w)| 211 (py,-1(py)
= sup | /ﬁg(yo)th -V dx — /K&(Z/)th -V dx||g-1(p)
D

hueﬁll(D) D
HhUHHl(D):l
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< |lke(vo) — re(y) L=y < €

fﬁI‘ ||y0 — yH]R‘If‘ + ”UO — UHHl(D) < (5

Es bleibt also zu zeigen, dass die Ableitung DyF(yo,uo) : HY (D) — H YD) ein li-
nearer Homéomorphismus fiir (yo, ug) € T, X H'(D) mit F(yo,ue) = 0 ist, d.h., dass
Dy F(yo,uo) : HY(D) — H~'(D) linear, stetig und bijektiv ist und eine lineare, stetige
Inverse besitzt. Die Linearitdt und Stetigkeit von Do F'(yo,ug) ist gerade gezeigt worden.

Fiir die tibrigen Eigenschaften wird ausgenutzt, dass fir yo € T',, eine Konstante ¢y > 0
existiert mit re(yo) > ¢o > 0 f. 1. auf D. Weil die Gleichung

[DaF (yo, uo)|(hyy — huy) =0 in H (D)

daquivalent zu

[Ds F(yo, 0] (g — hy) = / ke (o) V (huy — huy) - Vudz =0 fiw alle v e H'(D)
D

ist, folgt fir v := h,,, — hy, mit einer Konstanten C' > 0

0= [ Keluo)|V(hay = has)d = Clluy = ha s .

D

Das heifit ||hy, —hy, || g1 (py = 0 und damit ist die Injektivitat gezeigt. Um die Surjektivitat
nachzuweisen, sei ein g € H~*(D) gegeben. Fiir g sind die Bedingungen des Lax-Milgram
Lemmas erfiillt und die Gleichung

[D2F (Yo, uo)](hu) = g in H™'(D),

d.h.
/lig(y())th -Vvdr = (g,v) 1 in fiir alle v € H'(D),
D

besitzt deshalb eine eindeutige Losung hy, € H 1(D). Damit existiert die inverse Abbildung
(Do F(yo,u0)) ™t - H-X(D) — H*(D). Sie ist ebenfalls linear und die Stetigkeit folgt aus der
Beschriinktheit wie folgt. Dazu seien g € H~Y(D) und (D2 F (yo, uo)) " (g) = h,, € H (D)
gegeben, d.h. [DoF (yo, up)](hy) = g in H (D), dann folgt nach dem Lemma von Lax-
Milgram

Cllhullpy < /'fs(yo)whu’?dl“ = (9, hu) g1 g < gl oy |l 21 ()
D

und damit gilt
1(D2F (yo, u0)) " ()l -0y < C Hlglla—(m)-

Bemerkung 4.19 Aussagen tber Ableitungen hoherer Ordnung von F', d. h. hohere Dif-
ferenzierbarkeit von F', lassen sich analog zu Proposition 4.18 treffen.

Satz 4.20 Seien ke : Rl — L°(D) und f; : RVl — H™YD) stetig, dann ist die
Abbildung ue : RIel — HY(D) stetig auf dem Inneren von Ty, d. h. auf int(Ty,).
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Beweis.

Der Nachweis der Stetigkeit von ¢ wird auf den Satz tiber implizite Funktionen zurtickge-
fuhrt (siehe Glockner [53, Proposition 2.1]). Nach Proposition 4.18 Punkt 1 ist die Funk-
tion F : RVl x H'Y(D) — H~*(D) stetig und nach Punkt 3 stetig Frechet-differenzierbar
im zweiten Argument. Des Weiteren gilt fiir alle y € I',, dass F(y,7(y)) = 0 und
DyF(y,le(y)) ein linearer Homdomorphismus ist. Damit existiert nach obigem Satz iiber
implizite Funktionen fiir (yo, @i¢(yo)) mit yo € int(I'y,) eine offene Menge U C RVel und
eine stetige Funktion v : Rl D U — HY(D) mit F(y,u(y)) = 0 fiir alle y € U. Weil
jedoch die Abbildung ¢ : RI%l — f[l(D) eindeutig durch F'(y,e(y)) = 0 fir y € T,
bestimmt ist, folgt

u(y) = Ge(y) in H'(D) fiir alle y € U N L.

Da (yo, tie(yo)) mit yo € int(T',) beliebig gewdhlt werden kann, folgt, dass . stetig ist
auf int(Ty, ). 0

Satz 4.21

(i) Sei |I¢| < oo. Sind ke : Rl — L>(D) und fe : Rl — H=Y(D) stetig Fréchet-
differenzierbar, dann ist die Abbildung e : R/l — HY(D) ebenfalls stetig Fréchet-
differenzierbar auf int(Ty,).

(i1) Sei I¢ = N. Sind re : Rl — 1L®°(D) und fe : Rl — H=Y(D) zweimal Gateaua-
differenzierbar und die Abbildungen zu den jeweiligen Ableitungen, wie in Proposi-
tion 4.18 Punkt 2 (ii) gefordert, stetig, dann ist die Abbildung 0¢ : RVsl — H'(D)
auf int(I'y,) Gateau-differenzierbar und die Abbildung (y, hy) — [Die(y)](hy) von
int(F,) x RN — HY(D) ist ebenfalls stetig.

Beweis.

Zu (i):  Dieses Resultat folgt wiederum mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen fiir
Banachrédume (siehe z. B. Dieudonne [32, Satz 10.2.1]). Nach Proposition 4.18 Punkt 2 (7)
und Punkt 3 ist F: RVl x H'(D) — H(D) stetig partiell Fréchet-differenzierbar und
damit stetig Fréchet-differenzierbar. Nach der gleichen Argumentation wie im Beweis von
Satz 4.20 kann dann geschlussfolgert werden, dass g : Rl — H 1(D) stetig Fréchet-
differenzierbar ist auf int(I's, ).

Zu (ii): Dieses Resultat wird basierend auf einer Verallgemeinerung des Satz tiber im-
plizite Funktionen fiir Banachrdume (siehe Glockner [53, Theorem 2.3]) nachgewiesen.
Unter den Voraussetzungen fiir ¢ und fe und nach Proposition 4.18 Punkt 2 (i4) ist auch
F zweimal Gateaux-differenzierbar und die entsprechenden Abbildungen der jeweiligen
Ableitungen sind stetig. Damit folgt analog zu obigen Uberlegungen unter Verwendung
des Theorems 2.3 aus Glockner [53], dass @ : Rl — H'(D) Gateaux-differenzierbar ist
auf int(I',,) und die Abbildung (y, h,) — [Diie(y)](hy) von int(I',,) x RN — H'(D) stetig
ist. 0

Bemerkung 4.22

(a) Entsprechende Aussagen zu Ableitungen héherer Ordnung, d.h. hohere Regularitit,
von g lassen sich analog zu Satz 4.21 treffen.
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(b) Im Falle, dass der Koeffizient k ein lognormales Zufallsfeld ist wie in Beispiel 4.4 (b)
und als Basiszufallsvariablen die auftretenden Zufallsgrofien &;, @ € N, gewdhlt wer-

den, ergibt sich mit £ = (&)ien fir re(y) = exp (ioj yﬂﬂz’), y € RN, die Menge
i=1
[y, = int(Iy,) = RY. Das heift, man erhilt Glattheitsaussagen fir 4¢ auf ganz RN,

Damit steht die Regularitdt der schwachen Losung #, parametrisiert durch Basiszufalls-
variablen &, in direktem Zusammenhang mit der Regularitiat der in £ parametrisierten
Eingangsdaten. Aussagen iiber die Regularitét der schwachen Losung @ in der rdumlichen
Variablen x € D, d.h. von 4¢(y) : D — R fiir y € £(Q2), kénnen aus der Theorie der rein
deterministischen (partiellen) Differentialgleichungen ibernommen werden und darum sei
an dieser Stelle auf die diesbeztigliche Literatur (z. B. Evans [35]) verwiesen.

4.2.4 Stochastische Galerkin-Methode

Eine Moglichkeit die stochastische Variationsformulierung numerisch zu l6sen, bietet die
von Ghanem und Spanos (siehe [49]) begriindete stochastische Galerkin-Methode, die in
diesem Abschnitt betrachtet werden soll. Die Idee der stochastischen Galerkin-Methode
ist es (wie bereits in Abschnitt 4.1 zu den zufélligen algebraischen Gleichungen erwéahnt),
endlichdimensionale Teilraume des Losungs- und Testfunktionenraumes zu definieren und
auf diesen Raumen die Losung der stochastischen Variationsaufgabe — genannt stochas-
tische Galerkin-Losung — zu berechnen. Das heifit, es muss sowohl eine Diskretisierung
in der rdumlichen Dimension als auch in der stochastischen vorgenommen werden. Die
Diskretisierung in der stochastischen Dimension erfolgt dabei wieder auf Grundlage von
Polynomen in gewissen Basiszufallsvariablen, mit denen die Eingangsdaten und damit
auch die schwache Losung parametrisiert werden kénnen.

In der Literatur herrschen vor allem zwei mogliche stochastische Galerkin-Ansétze vor. Der
standardméafige stochastische Galerkin-Ansatz, der fiir Koeffizienten x benutzt wird, die
sich durch Konstanten von Null und Unendlich trennen lassen, verwendet identische end-
lichdimensionale Ansatz- und Testfunktionenrdume (siehe z. B. Le Maitre und Knio [68],
Xiu [108] oder Schwab und Gittelson [87]). Dieser Ansatz wurde bzw. wird auch haufig
noch auf Probleme angewandt, bei denen sich der Koeffizient nicht durch Konstanten
sondern nur durch Zufallsgrofien von Null und Unendlich beschranken lasst. Da in diesem
Falle aber nicht in analoger Weise bewiesen werden kann (siehe Abschnitt 4.1), dass die
Folge dieser stochastischen Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung in der natiir-
lichen Norm (Norm des Losungsraumes Ug) konvergiert, entwickelten Galvis und Sarkis
in [42] und auch Gittelson in [51] fir lognormale Zufallsfelder als Koeffizienten  einen
alternativen stochastischen Galerkin-Ansatz, der auf unterschiedlichen Ansatz- und Test-
funktionenraumen basiert. Mit anderen Worten, beide verwenden einen stochastischen
Petrov-Galerkin-Ansatz, um eine in der natiirlichen Norm konvergente Folge von sto-
chastischen Petrov-Galerkin-Losungen zu erhalten. In diesem Abschnitt nun wird dieser
Ansatz in Analogie zu Galvis und Sarkis in [42] fiir beliebige Koeffizienten &, die sich nur
durch Zufallsgrofien von Null und Unendlich trennen lassen, verallgemeinert (siehe dazu
auch [78]). Dabei wird sowohl die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen stochastischen
Galerkin-Losung als auch deren Approximationsqualitat untersucht. Insbesondere werden
A-priori-Fehlerabschéatzungen angegeben, die die verschiedenen Urspriinge des Approxi-
mationsfehlers offenlegen und einen Hinweis darauf geben, wovon die Approximations-
giite bzw. Konvergenzgeschwindigkeit der Folge dieser stochastischen Galerkin-Losungen
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abhéngt. Insbesondere soll naher untersucht werden, wie die Wahl der Basiszufallsvaria-
blen die Approximationsqualtitit beeinflusst. Denn dass sie einen Einfluss haben, ha-
ben schon Karniadakis, Xiu und deren Co-Autoren in ihren verschiedensten Arbeiten
[73, 110, 111, 112, 113, 114] festgestellt. Daran schlieit sich dann eine kurze Betrachtung
zu verschiedenen Aspekten fiir die numerische Berechnung dieser stochastischen Petrov-
Galerkin-Losungen an. Des Weiteren wird ein konkretes Beispiel angegeben, fiir das der
standardméafBig genutzte stochastische Galerkin-Ansatz in dem Sinne fehlschlégt, dass die
Folge dieser stochastischen Galerkin-Losungen nicht in der natiirlichen Norm gegen die
schwache Losung konvergiert (vgl. ebenfalls [78]).

Seien also nach Definition 4.16 im Folgenden auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P)
die Basiszufallsvariablen £ = (§;)ic, gegeben. Des Weiteren werde angenommen, dass die
Zufallsvariable ¢ die Verteilung ng hat und jede Zufallsgrofie &;, ¢ € I, endliche mit ¥
gewichtete Momente beliebiger Ordnung, d.h. Ep(|&;|"0) < oo fir alle n € N, und eine
stetige Verteilungsfunktion F{; besitzt (vgl. dazu auch Annahme 3.1 in Abschnitt 3.1.1).
Die Verteilungen ng bzw. F¢' sind dabei die Verteilungen, die § bzw. & beztglich des
MaBes P, d.h. als Zufallsvariablen des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, 2(, P), haben. Da
im spéateren Verlauf dieses Abschnitts diese Zufallsvariablen auch als Zuvallsvariablen auf
Wahrscheinlichkeitsraumen mit anderen Wahrscheinlichkeitsmaflen betrachtet werden und
damit im Allgemeinen andere Verteilungen besitzen, wird das Maf, beziiglich dessen die
Verteilung zu verstehen ist, in ihrer Bezeichnung mitgefiihrt.

Aufgrund dessen, dass o(f, k) C o(§) und die schwache Losung @ nach Lemma 4.7 beztig-
lich der o-Algebra o(f, k) messbar ist, ist @ auch messbar beziiglich der o-Algebra o(¢).
Der zu diskretisierende Losungsraum der schwachen Losung @ ist demnach

L2(Q), o(¢),9dP; H' (D)) C U}

und als endlichdimensionaler Ansatzraum der stochastischen Galerkin-Losung dient der
Raum ]
Un,inp = Unp @ Uvx € H'(D) @ L?(Q, 0(€), 9dP).

Nach Proposition 2.10 ist dann dieser Tensorproduktraum H'(D) ® L*(Q, o(€&), 9dP) iso-
metrisch isomorph zu L2(2, o(€), 9dP; H'(D)) und damit ist Uy ks, ein Teilraum von
UL, Mit Uy, C H'(D) sei dabei ein endlichdimensionaler Teilraum von H'(D) bezeichnet,
den man durch die Verwendung einer geeigneten h-, p-, oder hp-Version der Finiten-
Elemente-Diskretisierung (sieche z.B. Canuto et al. [26]) in der rdumlichen Dimension
erhilt, und Uy x sei ein endlichdimensionaler Teilraum von L*(Q, (&1, ..., Ex), 9dP) C
L*(Q,0(£),9dP) mit {1,...,K} C I.. Um verallgemeinertes polynomielles Chaos, d.h.
Polynome in den zugrunde liegenden Basiszufallsvariablen, fiir die stochastische Galerkin-
Losung, d.h. zur Definition des Unterraumes Uy x, verwenden zu konnen, miissen auf
jeden Fall die Konstanten im Raum L*(Q2,2(,9dP) enthalten sein (vgl. Abschnitt 2.2).
Darum wird im Folgenden angenommen, dass die Zufallsgrofie ¥ einen endlichen Erwar-
tungswert besitzt. Unter dieser Annahme kann dann folgender endlichdimensionaler Un-
terraum definiert werden

iEIg

Un k = span {fo‘ = H &, ae AN7K} ,

wobei die endliche Indexmenge

Avk CA:={ace }Nl)[g' : « hat nur endlich viele Nicht-Null-Elemente}
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derart gewdhlt sei, dass die Familie (Ay x)nx die Eigenschaft Uy x Ay,x = A besitzt.

Zum Beispiel kénnen mit Ay x = J 1(\;)1(7

J](VI)K ={a€eN:aq;=0Vi>K, |a| <N}, a =" (4.24)

iGI{

die Polynome in den ersten K Basiszufallsvariablen mit beschranktem totalen Grad ausge-
wahlt werden. Alternativ konnen auch die Polynome in den ersten K Basiszufallsvariablen
verwendet werden mit Ay x = J ](\?)K,

Ik ={a€h:a,=0Vi>K, o <NV1<i<K} (4.25)

d.h. der Polynomgrad in den einzelnen Argumenten ist beschrankt.

Fiir den endlichdimensionalen Testfunktionenraum wird fiir eine reellwertige Zufallsgrofie
v >0 f.s. der Raum

Vonrgn ={uv : u € Uygnpp}

definiert. Die Gewichtung der Elemente u € Uy gy mit der Zufallsgrofie v in der Defini-
tion des diskretisierten Testfunktionenraumes spielt sowohl fiir die Existenz einer eindeu-
tigen stochastischen Galerkin-Losung als auch fiir deren Konvergenz gegen die schwache
Losung eine Rolle. Deshalb werden folgende Annahmen getroffen.

Annahme 4.23 Fir die endlichdimensionalen Unterrdume Uy g pp = Upp @ Uy ik des
Raumes H' (D) @ L*(Q,0(&1, ..., &x), 0dP) und die reellwertige Zufallsgrife v > 0 f. s.
ezistieren Konstanten C,c > 0, sodass die Bedingungen

(a): aluuv) > cluf}, ®): Jul, < oo

Nmazﬂ

12

(©): luvlys, < Clulys, @: |y, <oo
L

Emazx
[

J

fiir alle w € Un i pp erfiillt sind.

Beispiele, wie die Zufallsgrofie v gewéhlt werden kann, sodass die Annahme 4.23 erfiillt ist,
werden spéter angegeben. Zunéachst wird jedoch die endlichdimensionale Ersatzaufgabe

fir f € U,' formuliert.
w2

Problem 4.24 (Stochastische Galerkin-Formulierung)
Gesucht ist ein Uy g np € Un i np, sodass die Gleichung

a(ln, i np,v) = (f,v)  fir alle v € V), n g nyp (4.26)
erfillt ist.

Da sich hier im Allgemeinen die endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionenrdume
unterscheiden, ist dieser stochastische Galerkin-Ansatz insbesondere ein stochastischer
Petrov-Galerkin-Ansatz. Unter den Voraussetzungen in Annahme 4.23 kann fiir das Pro-
blem 4.24 die Existenz einer eindeutigen stochastischen Galerkin-Losung geschlussfolgert
werden.
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Korollar 4.25 Unter der Annahme 4.23 existiert fiir jede rechte Seite f € U, ein ein-
H2

deutiges Un, i np € Un i np, welches das Problem 4.24 lost.

Beweis.
Der Beweis dieser Aussage erfolgt wieder durch die Anwendung des Satzes 4.12.

Aufgrund der Bedingungen (b), (¢) und (d) von Annahme 4.23 gelten die Beziehungen

°rl °rl
X1 =Unxrn CUy, Xo=Ungrn C Umgm 99

T

12

T

o1 o1
Yi=Vingn CU, und Yo=V,nygn C Ungm
- Shaz

und Xy, Xo,Y]; und Y5 definieren Hilbertraume, wobei jeweils als Skalarprodukt das Ska-
larprodukt der entsprechenden Obermenge verwendet wird. Auflerdem gilt, dass X, C X
und Y5 C Y] dicht und stetig eingebettet sind.

Bedingung (7) des Satzes 4.12, die Stetigkeit der eingeschrankten Bilinearformen a oy
1X Y2

und a , folgt aus der Stetigkeit der Bilinearformen a und a

X2><Yl

Tl 771

UixUL,
max
9

ga!
UNQ 9
max e

g

Die Bedingung (ii) aus Satz 4.12 ist erfiillt, da sich die inf-sup-Bedingung mit Hilfe der
Bedingungen (a) und (¢) aus Annahme 4.23 herleiten lasst, denn es gilt

a(u, uv) a(u, uv) a(u,v)

<C <C sup
|ulys [uvlu, veVim e\ 0} [V]01,
a R

clulyy < (4.27)

fur alle w € Un knp \ {0}. Diese inf-sup-Bedingung wird auch diskrete inf-sup-Bedingung
genannt, weil sie auf den endlichdimensionalen Teilrdumen gebildet wird. Ebenso lasst
sich fiir jedes v € Y1 mit u := 2 ein Element in X, definieren, sodass nach Bedingung (a)
aus Annahme 4.23 die Bedingung (7i7) des Satzes 4.12

a(u,v) = a(u,uv) > c]u\zUé >0

Eine mogliche Idee, wie nun fiir das hier betrachtete Modellproblem (4.5) zu Uy x ein
passendes v > 0 gewédhlt werden konnte, damit Annahme 4.23 erfiillt ist, liefert die zu
Problem 4.9 dquivalente stochastische Variationsformulierung (4.19). Sowohl in der Bi-
linearform as als auch in der Linearform auf der rechten Seite tritt dort als Gewicht

die Zufallsgrgﬁe Y/p auf, womit ein potentieller Kandidat fir die Zufallsgrofe v > 0 —
bezeichnet mit v* — gefunden ware, d. h.

In diesem Falle sind die Bedingungen (a) und (¢) der Annahme 4.23 mit den Konstanten
¢ =1 und C = 1 automatisch erfiillt und Bedingungen (b) und (d) sind identisch, da

g, = Juf fir alle v € Uy, k pp-
Emax Fmaz?

12
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Beispiel 4.26 Die Bedingung (b) bzw. (d) aus Annahme 4.23 ist fir v = v* = g 2um

Beispiel dann erfillt, wenn %=z € L"(Q, A, 9dP) fir ein r > 2 ist. Dann gilt namlich fir
o

alle p € Upy und alle « € A die Beziehung

oz'%%laxﬁ
= Ep <|90|12LIl(D)§2 12 )

|07
K/mall)
n?

2 2as 1/s I{?nam ' v
< lelmp) (Epf 19) Ep e ¥ < 00
firl<r,s< oo mit%%—%:l.

Fiir jede andere reellwertige Zufallsgrofle g > 0 f.s., die eine untere Schranke an den
Koeffizienten s darstellt und fiir die 0 < cu < i gilt, erfillt die Zufallsgrofie 7* = 9/
die Annahme 4.23. Das heift, es lassen sich fiir das Ausgangsproblem ganz verschiedene
endlichdimensionale Ersatzaufgaben definieren, deren jeweilige stochastische Galerkin-
Losungen nicht identisch sind. Dabei hangt v* bzw. 7* nicht von N oder K ab, d.h.
fir jedes Paar (IV, K) wird die Ersatzaufgabe mit dem gleichen v* bzw. 0* gelost. Es lasst
sich jedoch auch mit

)
vy = Ep <M‘(fl7-~-7§K)>

eine ZufallsgroBe definieren, die sich fiir verschiedene K unterscheidet, aber den Vorteil
besitzt, nur beziiglich der Basiszufallsvariablen, die auch im Ansatzraum Uy x beriicksich-
tigt werden, messbar zu sein. Fir dieses v}, ist allerdings nur Bedingung (a) von alleine
erfiillt und alle anderen miissten durch das Voraussetzen weiterer Bedingungen erst noch
geschlussfolgert werden.

Korollar 4.27 Sei Annahme 4.23 erfillt, dann gilt fir @ € Ui%mﬂ folgende Fehlerab-

12

schatzung B
|4 — ﬁN,K,hp’Ué <C inf |&-— z|U12

ZGUNYKJIP Kmaz¥

12

fiir die schwache Losung @ und die stochastische Galerkin-Liosung iy k. np mit einer geeig-
neten Konstanten C' > 0, die nur von v abhdngt.

Bemerkung 4.28 Im Falle des Modellproblems (4.5) und der Variationsformulierung auf
dem Energieraum V, , kann eine bessere Fehlerabschdtzung fir die stochastische Galerkin-

Léosung zu v* =9/ ugefunden werden (siehe auch [78]), namlich

|t — UN,K,hp|U$ < Czet}z{rlﬁmp i Z|U1HmTMI9

Dieses Resultat kann jedoch im Gegensatz zu Korollar 4.25 und 4.27 nicht auf beliebige zu-
fdllige Randwertprobleme tibertragen werden, da die zugehdérige Bilinearform symmetrisch
Sein Mmuss.

Beweis.
Mit Hilfe der diskreten inf-sup-Bedingung (4.27) und unter Verwendung der Beziehung
a(t — z,v) = a(tn g pp — 2,v) fur alle v € V,, n k pp erhilt man

@ — AN, rpploy < 18— 2lgy + N xn — 2|ug
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|la(tn, s np — 2,0)|

<la—zlpy+—  sup
v C veV, N k,np\{0} ’U|UL2
&
v C veV, N, k,np\{0} |U‘UL2
2
. Ep (F&mazm - Z‘Hl(D)|U’H1(D))
< |t —zlgn + — sup
7 C vV, nenp\ {0} v,

J

~ C, . c+CN
< |t — z|gn + =0 — 2|0 < ( ) |4 — 2|
9 C “%Laz C ’“”?nazﬂ

12 2

fir alle z € Uy i hp- 0O

Im Falle von 9 = 1 und konstanter unterer Schranke an den Koeffizienten x muss kei-
ne Gewichtung durch eine Zufallsgrofle v erfolgen bzw. v = 1 erfiillt die Bedingungen
in Annahme 4.23. Léasst sich der Koeffizient £ von oben ebenfalls durch eine Konstante
beschriinken, so ist der Raum U',  identisch mit U'. AuBierdem kann in diesem Fall die

max
o

Konstante C' durch C'/c verbessert werden, womit man ein analoges Resultat zum Lem-
ma von Céa (siche z. B. Brenner/Scott [23]) fiir rein deterministische Randwertprobleme
erhélt. Kann der Koeffizient « allerdings nur durch Zufallsgrofien beschriankt werden, so
ist im Allgemeinen eine Gewichtung im endlichdimensionalen Testfunktionenraum un-
umganglich, um eine in U ! d.h. in der natiirlichen Norm, gegen die schwache Losung
konvergente Folge stochastischer Galerkin-Losungen zu bekommen (siehe folgendes Bei-
spiel 4.29). Der Hauptgrund dafir ist, dass im Allgemeinen fiir ungewichtete Testfunktio-
nenraume, d. h. v = 1, keine diskrete inf-sup-Bedingung erfiillt ist, die jedoch im Beweis
des Korollars 4.27 eine entscheidende Rolle spielt. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass
L2(Q, A, KpindP; HI(D)) nicht stetig in U' eingebettet werden kann.

Beispiel 4.29 Es soll das eindimensionale Randwertproblem auf D = (0,1) mit Koeffi-
zienten k = exp(§) und rechter Seite f = exp(§)|€ — 1| mit & ~ N(0,1) betrachtet werden
(vgl. auch Beispiel 2 in Abschnitt 4.1). Das heifst, es ist fir w € Q die Lisung von

= (exp(€(w)u'(z,w))" = exp(§(W))[(w) = 1|, =€ D, u(0,w)=u(l,w)=0,

gesucht. Der Einfachheit halber wird ¢ =1 und p = Kpin = exp(&) gesetzt.

Die Abbildung [i(w)](z) = 3|&(w) — 1|(x — x?) ist dann sowohl die pfadweise als auch
die schwache Lésung, da die rechte Seite f € Ue:(i)(—Zf) ist und damit @ € U" gilt. (Die
Abbildung @ ist in diesem Fall sogar die klassische Losung.)

Wahlt man nun wie bei der standarmdfsigen stochastischen Galerkin-Methode die endlich-
dimensionalen Ansatz- und Testfunktionenrdume

UN,hpEVN,hp:Uhp®UN mit UN:span{fn, TL:O,...,N},

dann konvergiert die Folge dieser stochastischen Galerkin-Lisungen nicht gegen die Lo-
sung G in U'. Es sind dabei die gleichen Effekte wie im Beispiel 2 aus Abschnitt 4.1 zu
beobachten, wo es um rein algebraische Gleichungen ging.
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Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Beispieles wird im Abschnitt 4.2.5, Beispiel 1, gege-
ben.

Bemerkung 4.30 Natirlich konnen auch andere endlichdimensionale Ansatz- und Test-

funktionenrdume Uy und Vi als die obigen definiert werden, sodass eine eindeutige sto-

chastische Galerkin-Losung fiir f € U, existiert, die gegen die schwache Lésung @ kon-
2

vergiert. Zum Beispiel konnen stiickweise definierte Polynome wie beim ,multi-element
generalized polynomial chaos“ von Wan und Karniadakis in [99, 100, 101, 102] oder auch
Funktionen, die wie bei Soize und Ghanem [91] oder Le Maitre und Knio [68] keine Po-
lynome mehr sind, verwendet werden. Es mussen nur fuir diese Funktionenraume Uy
und Vi die Teilmengenbeziehungen Uy C Ui%mﬂ und Vi C Uignm, die diskrete inf-sup-
g e
Bedingung .
inf sup M >c>0
uetnr\{0} veviu\(0} [lulloy [0llon,
K
und, dass fir jedes v € Viy \ {0} ein u € Uy existiert mit a(u,v) > 0, gelten, d. h., die
Bedingungen des Satzes 4.12 miissen erfillt sein.

Im Folgenden sei nun angenommen, dass im weiteren Verlauf dieses Abschnittes Annah-
me 4.23 fiir den Ansatzraum Uy x und die Zufallsgrofie v erfiillt ist. Dann besitzt die
reellwertige Zufallsgrofle “32%19 aufgrund Bedingung 4.23 (b) einen endlichen Erwartungs-

wert, d.h. Ep % < 0o. An dieser Stelle wird nun aus Ubersichtlichkeitsgriinden ein

neues Wahrscheinlichkeitsmafl Q mit
2 9 -1
dQ = (Ep “’ﬂ;) k2, Ou2dP
14

und Ufé ,» M € 7 betrachtet.

definiert und die Rdume Ug und ng anstelle von U7 |
N w2

Diese Raume sind zwar jeweils mengenméBig identisch doch Ug und Ug sind einfacher

zu handhaben, da ihnen ein Wahrscheinlichkeitsraum, ndmlich (2,2, Q), zugrunde liegt.

Damit kann analog zu Korollar 4.27 folgende Aussage aufgestellt werden.

Korollar 4.31 Sei die Annahme 4.23 erfiillt, dann gilt fir @ € Ué mil einer geeigneten
Konstanten C' > 0, die von v abhdngt, die Fehlerabschdtzung

o=t kmly <C__nt a ==, (4.28)

fiir die schwache Losung @ und die stochastische Galerkin-Lésung Uy g nyp-

Beweis.
Dies folgt unmittelbar aus Korollar 4.27. 0

Damit lasst sich also im Allgemeinen der Approximationsfehler bis auf eine Konstante
durch einen Bestapproximationsfehler in einer starkeren, der Ué-Norm, abschétzen. Liegt

nun die Familie der Réume (U, k) w10 dicht in L*(Q,0(), Q; HY(D)) C U bzw.
liegt (Un.x)n.x dicht in L2(Q,0(€), Q) und (Upp)ny dicht in H'(D), dann kann, wenn
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die schwache Losung ebenfalls zu dem Raum U&Q gehort, die Konvergenz der Folge der
stochastischen Galerkin-Losungen (Un xnp) Nk np gegen die schwache Losung 4 in der
nattirlichen Norm, der Norm des Losungsraumes (0]1%’ geschlussfolgert werden.

Dabei ist @ € Ué, wenn zum Beispiel f zu U ;%lm , gehort und eine notwendige Bedingung

M4

fiir die Dichtheit von (Uy.x)n x in L2(€, 0(€), Q) lautet, dass die Familie der (Uy i) i
vollstandig in L*(Q, o(&),9dP) ist. Das heiBt mit anderen Worten, die in L*(€, A, 9dP)
orthonormalen Polynome {p,(§), o € A} (siche Abschnitt 2.2), bilden eine Orthonormal-
basis des Raumes L*(Q, o(€), 9dP). Unter welchen Voraussetzungen dies der Fall ist, ist
in Abschnitt 3.1.1 untersucht worden und das Beispiel 2 in Abschnitt 4.2.5 zeigt, wie man
durch eine ungeeignete Wahl der Basiszufallsvariablen, die diese Voraussetzungen eben
nicht erfiillen, eine Folge von stochastischen Galerkin-Losungen erhélt, die nicht gegen
die schwache Losung konvergiert in Ué Andererseits kann man aufgrund der vielfdltigen
Moglichkeiten, die Zufallsgrofle v zu wéihlen, ganz verschiedene Folgen von stochastischen
Galerkin-Losungen erhalten, die sich im Allgemeinen voneinander unterscheiden, jedoch
alle in der natiirlichen Norm gegen die schwache Losung konvergieren, wenn die Familie
der (Un.x)n.i dicht in L*(Q, 0(€), Q) liegt (siehe Beispiel 4 in Abschnitt 4.2.5).

A-priori-Fehlerabschatzungen. Neben der Frage, ob die Folge der stochastischen
Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung in der natiirlichen Norm konvergiert, in-
teressiert auch, wie schnell sie das im Falle einer Konvergenz tut und inwiefern dieses
Verhalten von der Wahl der Basiszufallsvariablen abhéngt. Deshalb wird im Folgenden
der Approximationsfehler eingehender untersucht. Um die verschiedenen Fehlerquellen zu
identifizieren, werden drei beztiglich der Ué—Norm orthogonale Projektionen

Héq

Q,N,K,hp

: Ué — UN K hp
die orthogonale Projektion auf Uy x pp,
H[}é,N,K : Ué — ﬁ[l(D) ® Un K,
die orthogonale Projektion auf H'(D) ® Uy x,
Mgy U = H(D) @ L2 0, 6x). Q)
die orthogonale Projektion auf

lﬁ[l(D> ® L2(Q,o—(§1, 0 €K), Q) LZ(QJ(&, o EKk),Q; [‘O[I(D))

eingefithrt. Damit kann fir 4 € Ué der Approximationsfehler (4.28) der stochastischen

Galerkin-Losung iy g pp fiir 2 = Hffé e 4 durch zweimalige Anwendung der Dreiecks-
IEAREASTLY 2
ungleichung
o= twsenlloy < C|lla =Ty allog + Ty 0= Tgy | aloy
(4.29)
HMgy, 8= gy oy
in drei verschiedene Fehleranteile aufgespalten werden. Die drei Terme
€1 = HH(E]&Q,N,K?] — Hﬁé,N,K,hpaHUéz’ €g 1= Hﬁ - Hﬁé,KﬁHUé; und
ey = gy 0=y o oy
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stellen damit die verschiedenen durch die Diskretisierung des unendlichdimensionalen
Losungsraumes L3(Q, 0(€), Q; H'(D)) entstandenen Approximationsfehler dar. Der erste
Term e; spiegelt dabei den Approximationsfehler wider, der durch die rdumliche Diskre-
tisierung zustande kommt. Die zweite Grofle e, gibt den Approximationsfehler an, der
durch die Verwendung nur der ersten K Basiszufallsvariablen {&,...,{k} entsteht, und
der dritte Fehlerterm ez entspricht dem Approximationsfehler, der sich aufgrund des Be-
schrankens des Polynomgrades ergibt. Diese drei unterschiedlichen Fehlergrofien werden
nun nacheinander untersucht, beginnend mit dem ersten Fehlerterm e;.

Die Fehlergrofie e; beschreibt, wie bereits erwahnt, den rdumlichen Approximationsfehler,
der bei der Diskretisierung des H'(D) durch den endlichdimensionalen Finite-Element-
Raum Uy, entsteht. Aufgrunddessen kénnen auch die Fehlerabschatzungen, die aus der
deterministischen Finiten-Element-Theorie bekannt sind, genutzt werden. In dem Fall,
dass eine hp-Version des Finiten-Element-Diskretisierungsansatzes (siche z. B. Canuto et
al. [26]) angewendet wird, lasst sich der Fehler e; zum Beispiel wie folgt abschitzen.
Unter den Annahmen aus Section 5.8.3 in Canuto et al. [26] und vorausgesetzt, dass sich
das Gebiet D durch eine glatte, regulire und invertierbare Abbildung F : D — D des
Referenzgebietes D := (—1,1)% d = 1,2,3, darstellen lisst, kann folgende Abschitzung
angegeben werden.

Korollar 4.32 Sei Annahme 4.23 erfillt, dann gilt fir 4 € U(g N U&Q, k € N, die Ab-
schdtzung

€1 = ||H0(5,N,K,a — HUl

Q,N,K,hpﬁHU(lQ S Chm_lp_(k_l) HﬂHUgy

wobei m = min{k,p+ 1} und die Konstante C > 0 unabhdingig von N, K, h, p und 4 ist.

Beweis.
Nach Canuto et al. [26, Gleichung (5.8.25), S. 318] fiir den deterministischen Fall erhélt
man

Hni,l aw) — 11y, a(@‘ < O D) ey Es.

1
Q,N,K Q,N,K;hp

HY(D)

mit m = min{k,p + 1} und einer Konstanten C' > 0, die unabhéngig von N, K, h, p,
@ und w €  ist. Quadriert man diesen Ausdruck und bildet den Erwartungswert Eq
beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles Q, so ergibt sich

2
(]

Eq |11+ i — Iz
Q UQ,N,K UQ,N,K,hp H(D)

< C2HHm 26D B [l 2y = 02h2(m‘1)p_2(k_1)||@||2(]g

mit m = min{k,p + 1} und der Konstanten C' > 0 unabhéngig von N, K, h, p und 4.

Bemerkung 4.33 Gilt zusdtzlich, dass die Abbildung F' affin linear ist, so kann analog
zu Canuto et al. [26]

N N 1 (k- A 1/2
er = Mgy, =Ty, ., il < CH" 507 (Bq lilfmm)
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mit m = min{k,p + 1} und einer Konstanten C > 0 gezeigt werden. Dabei bezeichnet
| - |grmir(py die Halbnorm
1/2
2 D)) ’

in der keine gemischten Ableitungen auftreten (vgl. Canuto et al. [26, S. 318 und Gleichung
(5.8.12) auf S. 314)).

|u| grmin(py = (Z Z

Jj=mi=1

Je glatter also die Losung @ in der rdumlichen Variablen x auf dem Gebiet D ist, d. h. je
héher deren Regularitét in x, umso bessere Konvergenzraten lassen sich fiir den Fehler e,
erzielen. Die Basiszufallsvariablen selbst bzw. die Wahl dieser spielen bei dieser A-priori-
Abschétzung allerdings keine Rolle, d. h. unabhéngig davon, welche Basiszufallsvariablen
man wéhlt, die A-priori-Fehlerabschétzung fiir e; verandert sich nicht.

Der zweite Fehler e, tritt iblicherweise nur dann auf, wenn abzahlbar viele Basiszufalls-
variablen genutzt werden. Braucht man nur endlich viele Basiszufallsvariablen £ = (&;)icr,
mit [ = {1,..., M} C N zur Darstellung der zufélligen Eingangsdaten, so werden im All-
gemeinen auch all diese bei der Aufstellung des endlichdimensionalen Unterraumes Uy
beriicksichtigt, das heiffit, man wahlt K = M. In diesem Falle ist, da & messbar ist bzgl.
der o-Algebra o (&1, ..., &), die orthogonale Projektion HU1 u gleich der schwachen Lo-

sung 4 und der Fehler e5 damit gleich Null. Fiir abzéahlbar V1ele Basiszufallsvariablen zeigt
das folgende Korollar, dass dieser Fehler immer gegen Null konvergiert.

Korollar 4.34 Sei I; = N. Dann folgt fiir 4 € Uéz, dass gilt

eo = ||a— 1 3 u||U1 — 0, K — o0.

Beweis.
Die orthogonale Projektion H% v auf L2(Q,0(&1, ..., k), Q; HY(D)) ist (vgl. z. B. Ume-

gaki/Bharucha-Reid [98]) gleich dem bedingten Erwartungswert von v € Ué beziiglich
der von den Zufallsgrofien &1, ...,k erzeugten o-Algebra, o(&i,...,¢k), d.h

g v=Eq (v (&, ... ,gK)) in H'(D) f.s.

Da fir die o-Algebren die Beziehung o ( U o(&,... ,ﬁK)> = o(¢) gilt, folgt (siehe z.B.
K>1

Bobrowski [19])

— 0, K — oo,
Q

1
UQ

(€ 60))

U—EQ(U

U—H["]1

fiir alle v € L2(Q, 0(€), Q; HY(D)). Aufgrund der Eigenschaft @ € L2(2, (), Q;: (D))
lasst sich sofort
Hﬁ — Hﬁé,KﬁHU&Q -0, K—o0

schlussfolgern. O
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Der Fehler e; hiangt damit natiirlich von der Wahl der Basiszufallsvariablen ab. Betrachtet
man zwei verschiedene Parametrisierungen mit einmal endlich vielen und einmal abzahlbar
vielen Basiszufallsvariablen, so ist der Fehler einmal Null ab einem gewissen K € N und
einmal strikt groffer Null fiir alle K € N. Fiir den Fall aber, dass zwei verschiedene Folgen
von Basiszufallsvariablen § = (&;)icz, und 1 = (1;)icr, der Gestalt I = I,y und & = T;(n;),
i € I¢, fiir eine messbare Transformation 7 : Rl — R/ miteinander verglichen werden
sollen, lédsst sich eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angeben, dass die
jeweiligen orthogonalen Projektionen fast sicher identisch und damit auch die jeweiligen
Fehler e, gleich grofl sind.

Proposition 4.35 Sei neben § = (&)ic1, eine weitere Folge von Basiszufallsvariablen
n = (M)ier, gegeben mit I, = I¢ und & = T;(n;), i € I, fiir T : R — RIel messbar. Mit
')

den Bezeichnungen (; = (Mmy-ym), G = (&1, .- ,AgK) =: t(él) und (o = (&)i>k folgt

dann, dass Wahrscheinlichkeitskerne x((i,-) und X((1,-) existieren, die

Q(ee-[a)=xc) wi Qee |a)=2G) fs

erfiillen. Des Weiteren gilt, dass fiirr u € L*(Q,0(€),Q) C L*(Q,0(n), Q) die jeweiligen
bedingten Erwartungswerte gleich sind, d. h.

Eq (U’(fla---,&(» = Eq (U‘(T}l,-.~ﬂ)K)) [,

genau dann, wenn

A~

X(t(¢1), B) = )2(617 B) fs.
fir alle B € B((2(R)) gilt.

Beweis.
Fiir den Nachweis der Existenz solcher Wahrscheinlichkeitskerne y und x sei auf Theo-
rem 5.3 in Kallenberg [65] verwiesen.

Sei u € L*(Q,0(€),Q), dann existiert eine messbare Funktion u;, sodass u = u,(Cy, ()
f.s. gilt. Mit usy sei dann die Funktion bezeichnet, die sich durch u2(51, () == ul(t(gl), (2)
ergibt. Damit folgt fiir X(t(é’l), B) = )2(51, B) f.s. fir alle B € B((2(2)), dass die bedingten
Erwartungswerte

B (ula) = [ wiem)x(a,dz) = [ wiltz) 2)x(E) dz)
(2() 2=0=t0)  (q) 2=0
= /Uz(ﬁl,zz)f((fl,dzz) A = Eq (U§1>
() 21=C1

ebenso fast sicher gleich sind.

Sind fiir u € L*(Q,0(£), Q) die bedingten Erwartungswerte fast sicher identisch, dann
ergibt sich fiir up(w) := Lgw)eny(w) fiir B € B((2(£2)) die Beziehung

X(H&), B) = x(61.B) = Q (G € BJG: ) = Ea (us]¢:)
= Eq (UB 51) =Q (Cz €B 51) = )2(51;3) f.s.

und die Aussage ist gezeigt. O
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Bemerkung 4.36 Das Resultat der Pmpositz’oon 4.35 kann auf Zufallsvariablen u mit
Werten in H'(D), d. h. fir u € L*(Q,0(€), Q; H'(D)), verallgemeinert werden.

Korollar 4.37 Zu den Voraussetzungen wie in Proposition 4.35 sei nun angenommen,
dass die Basiszufallsvariablen n = (1;)icr, (und damit auch § = (&)ic1, ) unabhdngig sind.

Dann folgt fiir t € Ué, dass gilt

EQ(Q(&,.WgKD::EQ<@kmw.wnK0 in Ug

Beweis.
Die Wahrscheinlichkeitskerne sind aufgrund der Unabhéngigkeit der Zufallsgrofien (vgl.
z. B. Kallenberg [65]) durch

(G, B) = Q <Cz B cl) —QeeB) b (G B =Q(GeB)-QeD),

gegeben, sodass sich mit Proposition 4.35 die Aussage ergibt. 0O

Das heifit, fiir unabhingige Basiszufallsvariablen n = (1;)ics, und § = (&)iez, mit I, = I¢
und & = T;(n;), i € I, fiir ein messbares T : Rl — RVl ist der jeweilige Approximati-
onsfehler

ey = [|& =y alluy,

fiir jedes K € N gleich gro8 und nicht von der Wahl dieser Basiszufallsvariablen abhén-
gig. Damit kann unterschiedliches Approximationsverhalten der entsprechenden stochas-
tischen Galerkin-Losungen fiir solche Folgen von Basiszufallsvariablen nur noch in der
dritten Fehlergrofle es offenbar werden oder die erfolgten Abschétzungen sind zu grob
gewesen.

Die Untersuchung des dritten Fehlerterms es bedient sich nun der Hilfe des verallge-
meinerten polynomiellen Chaos (siehe Kapitel 3.1). Um also jedes beliebige Element in
L*(Q,0(¢), Q; H 1(D)) durch eine verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung dar-
stellen zu konnen, miissen die Polynome in ¢ im Raum L*(©2, 0(¢), Q) dicht liegen. Auf-
grund der Annahme 4.23 (b) ist Eq |§|" < oo fir alle n € Ny und ¢ € I erfiillt. Es
existieren also die in L?(Q, A, Q) orthonormalen multivariaten Polynome {p,(£), o € A}
(vgl. dazu auch Abschnitt 2.2), d. h.

Eq (pa(§)ps(§)) = dagp, fir a, € A.

Die Verteilung F£Q von ¢ als Zufallsvariable des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, 2(, Q) ist
gegeben durch

K?ﬂafﬂﬁ 71 ,{/12%(15619
Fey) = Q6 <y) =Eqlisy, = <EP 12 ) Ep (1{&1} 112 )

k2 9\ K2 9
= <EP — ) Ep <1{5<y} EP( e 5))

12
§> per Definition o(§)-messbar ist, existiert

2.5 Rl R mit

12

02

Da der bedingte Erwartungswert Ep <”%mﬁ

nach dem Lemma von Doob-Dynkin eine messbare Funktion ¢

K2 9
tﬂ?n%zﬂ (§) = Ep ( Zazm ’5) .
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Die Verteilung F, §Q von ¢ ist darauthin durch

KZ2 ¥ - P
ar20) = (B )t )R )

bestimmt. Damit sind die Fragestellungen, ob die Polynome {p,(§), @ € A} in dem
Raum L*(Q,0(¢),Q) oder ob die Polynome {pa(y), o € A} in L*(R'l, B(RIl), dF2)
eine Orthonormalbasis bilden, dquivalent. Bedingungen, fiir die dies erfiillt ist, sind in

Abschnitt 3.1.1 und speziell in den Sétzen 3.2, 3.4 und 3.6 und Korollar 3.5 zur Verallge-
meinerung des Satzes von Cameron und Martin behandelt worden.

Angenommen die Polynome {p,(§), « € A} liegen dicht und @ € Ué, dann kann die
schwache Losung, da sie o(&)-messbar ist, in eine verallgemeinerte polynomielle Chaos-
reihe entwickelt werden, d. h.

o= Z tiapa(),

acl
wobei die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten durch

Uq :EQ (ﬁpa(f)) Gﬁl(D)a OéGA,
gegeben sind. Ebenso besitzen die Orthogonalprojektionen H% K@ und Hf]é2 NK@ verall-
gemeinerte polynomielle Chaosentwicklungen, ndmlich ’ -

H[J’éK'a = Z ﬂapa<€)7 d(O[) = max{i c ]f e 7£ O},
’ d(@)<K

und
Hf]l

Q,N,K

o= Z Giapa()-

a€AN K

In diesem Fall lasst sich dann fiir den Fehler e3 Folgendes schlussfolgern.

Korollar 4.38 Bilden die Polynome {p.(§), a € A} eine Orthonormalbasis des Raumes
L*(Q,0(),Q), dann konvergiert der Approzimationsfehler es gegen Null, d. h.

es = ||H0€QK@_H&(5NKQHUC12—>O fiir N, K — oo.
Bilden insbesondere die Polynome {p,(§), o € A mit d(«)

<
{1,...,K} C I¢ eine Orthonormalbasis des L*(Q, (&1, ..., &k
dieser K

K} fiir jedes K € N mit
), Q), dann gilt fir jedes

HH["]aKﬁ — H(}é,N,Kﬁ“Ué — 0 fiir N — oo.

Beweis.
Da die Polynome {p, (&), a € A} in L*(Q,0(¢), Q) dicht liegen und

UANvK: U{QEACZ(O&)SK}IA
]I\QEO, K>1
>1

ist, gilt
H("]1

~ A~ . °21
Lol — HUEQ,KU in  Ug,

wenn N, K — oco. Die zweite Aussage folgt dann analog. O
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Basierend auf den Aussagen der Korollare 4.32, 4.34 und 4.38 kénnen nun Bedingungen
angegeben werden, unter denen die Folge der stochastischen Galerkin-Losungen gegen die
schwache Losung konvergiert.

Korollar 4.39 Unter der Annahme 4.23 folgt fiir 4 € U(gﬂf]éz, k > 2, dass, wenn die Po-

lynome {pa(§), o € A} im Raum L2(Q,0(€), Q) dicht liegen, die Folge der stochastischen
Galerkin-Losungen Gy i pp in Uj gegen die schwache Losung 4 konvergiert.

Beweis.
Mit der Abschétzung (4.29) lasst sich dies sofort aus den Korollaren 4.31, 4.32, 4.34 und
4.38 ableiten. O

Wie bereits mehrfach betont, interessiert neben der Frage, ob Konvergenz in der natiir-
lichen Norm vorliegt oder nicht, im Falle von Konvergenz auch, wie schnell die Appro-
ximation gegen die schwache Losung konvergiert und in welcher Form sie von der Wahl
der Basiszufallsvariablen abhéngig ist. Dass die Konvergenzgeschwindigkeit von der Art
der Basiszufallsvariablen abhéngt, ist in einer Serie von Arbeiten von Xiu und Karniada-
kis [73, 110, 111, 112, 113, 114] beobachtet worden. Der raumliche Diskretisierungsfehler
bzw. dessen A-priori-Fehlerabschétzung nach Korollar 4.32 wird nicht durch die Wahl
der Basiszufallsvariablen beeinflusst. Ebenso ist der Approximationsfehler, der durch die
Beriicksichtigung nicht aller Basiszufallsvariablen entsteht, fiir gewisse Klassen von unter-
schiedlichen Basiszufallsvariablen gleich grofl und hangt damit auch nicht von der Wahl
dieser Basiszufallsvariablen ab. Deshalb konnte die unterschiedliche Approximationsqua-
litdat stochastischer Galerkin-Losungen fiir verschiedene Folgen von Basiszufallsvariablen
durch den Approximationsfehler

=gy =Ty il = 3 Taline
o)
afAN K

ausgedriickt werden. Somit spielen die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten
(e )aen und die Abklingrate von ||u,|| g1 (py eine groBe Rolle. Wiisste man fiir ¢ := (¢;) e,
mit g := inf ¢; > 0, dass

Yo Nl +a)* < oo
d(a)<K

AN K

gilt, wobei (1 + a)? := H?g)(l + a;)%, dann kénnte man

1
o G — Tl 1|2 § : o112 2q
“HUé),Ku HU&Q,N,Ku”Uéz = dg:l)aSXK ((1 —I—a)2q> o ||uo‘||[7[1(13)(1 +a)

a)<K
afAN K a@z;’K
2q " 1
(ﬁ) « %:<K HuaH%p(D)(l + Oé)2q7 AN,K = J](\L)Ka
agAN, K
2g R 2
() 2 el (1 + ), Asse = Tk
a@AN, K

mit J ](\})K, J](\?)K wie in den Formeln (4.24), (4.25) schlussfolgern. Damit lieBe sich fiir festes
K € N bzw. unabhéngig von K € N mit {1,..., K} C I eine algebraische Konvergenz-
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rate der Ordnung ¢ ableiten. Andererseits, wiirde fiir A := ();)ics, mit A :=1inf \; > 1

Z ‘ﬁa|12111(D))\2a < 00
d(a)<K
af ANk

gelten, dann konnte der Fehler durch

1
A~ A2 ~ 2 2
HH[}}Q,Ku N Hf]&),N,KUHU&Q - d{g?ﬁXK ()\20‘> d Z ”uaHHl(D))\ ¢

a)<K
ik i
1 ~ 2 2c
= (/\Q(N—H)) Z ||Ua||H1(D)/\
2 d(a)<K
afAN K

abgeschétzt werden, was eine exponentielle Konvergenzrate nach sich ziehen wiirde. Zu-
sammenfassend kann man Folgendes aussagen.

Korollar 4.40 Unter der Annahme 4.23 und dass die Polynome {pa(§), a € A} eine
Orthonormalbasis des L*(2,0(€), Q) bilden, gilt fir @ € U

1
e A TT < —
e3 HHU&KU HU(%),N,KU/HU&Q = oSk (p(a A q))
N,K

1 K inf(q;)
< inf(\;)NV+1 (N+K>

- 1 1 inf(g;)
inf()\i)N""l <N+1 )

1/2
wobe [y, = (S llualpyplara)?)  und

)

|ﬁ||U(57p’ ANk = ‘]](\},)K’

filloy » Avi = Ik

d(a)
pla, A, q) == A+ 1)7:= J] A (s + D)%, a €A,

i=1

mit (Ai)iere, Ai > 1 und (¢i)iere, ¢ > 0.

Folglich bestimmt die Abklingrate der verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizien-
ten die Approximationsqualitat und es ist zu vermuten, dass diese Rate mafigeblich von
der Art der Chaosentwicklung, d.h. von der Wahl der Basiszufallsvariablen und deren
zugehorigen multivariaten orthonormalen Polynomen abhéngt. Da

ila = Bq (1pa(€)) = Eq (@(£)pa(€)) € H'(D), a €A,

gilt, ist anzunehmen, dass die Glattheit von ¢ eine grofie Rolle spielt und diese Eigenschaft
ist natiirlich von der Wahl der Basiszufallsvariablen abhéngig. Im eindimensionalen Fall,
d.h. fir |I] = 1, lasst sich fur sehr spezielle Randwertprobleme 4.5 folgende Aussage
treffen.

Korollar 4.41 Sei |I¢| =1 und die Basiszufallsvariable & auf (2,2, Q) standardnormal-
verteilt. Seien k und f derart, dass die schwache Lésung 4 € U&Q in w und x separiert,
d. h. [t(w)](z) = Gg(w)lp(x) fir messbare Funktionen g : Q@ — R und 4p : D — R.
Des Weiteren seien ke, fe und e bzw. Uq¢ die jeweiligen Parametrisierungen bzgl. & von

K, [ und @ bzw. Ug und fir k bzw. ke gelte, dass fir alle y € R ein ¢ > 0 existiert mit
ke(y) > ¢ foi. auf D.
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(i) Sind ke und fe unendlich oft stetig differenzierbar, so konvergiert der Fehler es
exponentiell schnell gegen Null, wenn tiqe € H*(R,d®) fiir alle k € N ist.

(11) Sind ke und fe nur k-mal stetig differenzierbar, k € Ny, dann kann a priori zundchst
nur eine algebraische Abklingrate des Fehlers es gegen Null gefolgert werden.

Beweis.
Mit den Satzen 4.20 und 4.21 aus Abschnitt 4.2.3 folgt, dass die Parametrisierung ¢ bzw.
lig,¢ entweder (i) unendlich oft stetig differenzierbar oder (ii) k-mal stetig differenzierbar
ist. Unter Verwendung der Aussagen in Satz 3.25 und Proposition 3.28 in Abschnitt 3.2.1
ergeben sich dann die jeweiligen Abklingraten fiir den Fehler

€3 — HH("](%LK’LAL —1II

0(5,1\7’1(&”[]&2 = HﬁDHHl(D)HﬁQ — (N)QALQ”I_IQ(Q’Q)7

(N)

da Iz 4 = 4 = tglp und Il i = Gt ist. Dabei ist Mg die polynomielle
QK

Q,N,K

Chaosapproximation der Ordnung N in L*(Q,2, Q). 0

Qualitativ dhnliche Ergebnisse lassen sich auch im Unterschied zum letzten Korollar fiir
eine bzgl. dem Wahrscheinlichkeitsmafl Q betaverteilte oder gammaverteilte Basiszufalls-
grofle formulieren. Beispiel 3 einer zufélligen algebraischen Gleichung in Abschnitt 4.1 il-
lustriert dies fiir den Fall, dass man sogar ohne Gewichtungen auskommt, d.h. ¥ =v =1,
und Q = P ist, da sich der dortige Koeffizient durch Konstanten von Null und Unendlich
trennen lasst.

Angenommen, solche Konvergenzaussagen wie in Korollar 4.41 lielen sich auf abzahlbar
viele Basiszufallsvariablen und Hilbertraumwertige zu entwickelnde Zufallsvariablen aus-
dehnen, dann wiirde vornehmlich die Glattheit der paramatrisierten schwachen Losung die
zu erwartende Approximationsqualitdt der entsprechenden stochastischen Galerkin-Lo-
sung angeben. Dass die Regularitit der parametrisierten schwachen Losung direkt mit der
Regularitat der parametrisierten Eingangsdaten zusammenhéngt, ist in Abschnitt 4.2.3
analysiert worden. Folglich lassen die Folgen von Basiszufallsvariablen, die eine glattere
Abhéngigkeit der parametrisierten Eingangsdaten nach sich ziehen, eine bessere Approxi-
mationsqualitit, d.h. schnellere Konvergenzrate, ihrer stochastischen Galerkin-Losungen
erwarten und sollten daher bevorzugt fiir die numerische Berechnung mittels stochasti-
scher Galerkin-Methode genutzt werden (siehe auch Beispiel 3 in Abschnitt 4.2.5).

Numerische Aspekte bei der Berechnung der stochastischen Galerkin-Losung.
Aufgrund der durch die Zufallsgrofie v eingefiithrten Gewichtung des endlichdimensionalen
Testfunktionenraumes unterscheidet sich das zugehorige Galerkin-System von dem ohne
Gewichtung (siche z. B. Ghanem [46], Le Maitre und Knio [68] oder auch Eiermann et
al. [33]). Auf welche Art und Weise sich damit auch die Berechnung der stochastischen
Galerkin-Losung iy, k np € Ué und deren dazugehorige Charakteristiken wie Erwartungs-
wertfunktion Ep (U x npt) und zweite Momentenfunktion Ep (fﬁv thpﬁ) verandern, soll
in diesem Abschnitt besprochen werden.

Es seien nun im Folgenden die Voraussetzungen des Korollars 4.39 erfiillt. Um das Ga-
lerkin-System aufzustellen, wird eine Basis {q¢.(§)pi, o € Ank, @ € In,} von Uy gy
gewahlt, bestehend aus Polynomen ¢, (§) aus Uy x und Finite-Element-Ansatzfunktionen
©; aus Upp. Als Basis des Testfunktionenraumes V,, v i np werden darauthin die Funktionen
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{¢a(§)piv, a € ANk, i € 11y} verwendet. Daraus ergibt sich fiir Uy g pp = > Uaiida(§)
CMGAN’K
i€l

dann das Gleichungsystem

Au=f,

wobel

A= (alaa(€)p a5(€)e))

Die stochastischen Galerkin-Koeffizienten (4;)q; hdngen natiirlich sowohl von der Wahl
der jeweiligen Basisfunktionen ;, i € Ip,, und ¢, @ € Ay g als auch von hp, N und K
ab. Auf eine iiberladene Indexschreibweise soll jedoch an dieser Stelle verzichtet werden.

Mit Hilfe der parametrisierten Eingangsdaten ke(¢) mit xe : Rl — L°(D) und fe(€)
mit fe : Rl — H=1(D) erhilt man

T

s’ f= [(f, gojqﬁ(g)w]; und  w:= [um}ai.

a(¢ida(£), 9545(E (Q“ﬁ 2)Vei(r) - Vp;(x )dm) Ga(§)eqs(§)v )
- / Ep ([ne(€))(0)aa(©)as(O)v ) Vpile) - Vipy (@) da

und
(. 21950 = Br ()0 1.0 02(Ov) = (Be (fe©as€)v).05)

fir 1,J € ]hp7 Oé,ﬁ € AN,K~

H-1 H!

Im Folgenden werden nun drei verschiedene Moglichkeiten, die Basispolynome ¢, @ € A,
zu wahlen, vorgestellt. Da Uy x5y €in Unterraum von Uﬂ ist und nach den Voraussetzun-
gen des Korollars 4.39, muss die Zufallsgroe 9 einen endlichen Erwartungswert besitzen
und o.B.d. A. kann dieser als Eins angenommen werden. Verwendet man nun als erste
Variante die in L?(2, 2, 9dP) orthonormalen Polynome {p,(¢), o € A} als Basispolynome
{¢a(§), a € A}, dann bendtigt man zur Auswertung der Erwartungswerte

Er (e (©m(v) = B (D 005,0600)
und
Er (O (e) = Be (HEEH 5, 60)

zum Beispiel die verallgemeinerten polynomiellen Chaosreihen von k¢(€) Ep(v|€)/ Ep (¥(€)
und fe(§) Ep(v|€)/ Ep(¥]€) in den Polynomen {p, (&), a € A} bzw. deren verallgemeiner-
te polynomielle Chaoskoeffizienten. In dem Fall, dass die ZufallsgroBe v = v* = 9 /u die
Bedingungen an v erfiillt, bedeutet dies, da p messbar ist bzgl. der o-Algebra o(§), die
verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklungen von ¢ (§)/p und fe(€)/p zu kennen.
Selbst wenn man die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten der einzelnen
Faktoren kennt, ist es schon im Falle von eindimensionalem polynomiellen Chaos kom-
pliziert, auf die Chaoskoeffizienten des Produktes zu schliefien (vgl. dazu Abschnitt 3.2.2
zu Produkten von eindimensionalen polynomiellen Chaosentvvlcklungen) Die zugehorigen
gewichteten Momente der stochastischen Galerkin-Losung un g pp € Uﬁ,

EP (ﬁN,K,hpﬁ) und EP (ﬁ?\f’[{ﬁpﬁ) )
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lassen sich dann wie gewohnt wegen Ep (D, (§)ps(£)VY) = dap, @, 8 € A, durch

Ep (ﬁN,K,hpﬁ) =Ep ( Z Uai%ﬁa(f)ﬁ) = Z Uaip; Ep (ﬁa(f)ﬁ) = Z Ui Ps

a€AN K a€AN K i€lpp
iEIhp iEIhp
und
EP (a?V,K,hpﬂ) = EP ( Z um’”ﬁj@i@jﬁa(&)ﬁﬁ(&)ﬂ>
&,HGAN,K
1,j€Ihp
- Z Uai PiUB;P; EP <ﬁa(§)ﬁﬁ(€)ﬂ) = Z Z Ui Uaj PiPj
a,BEAN K Q€AN i 1,5€Inp
i,jEIhp
2
= Z ( Z Uon'%;)
aGAN,K iEI;Lp
berechnen.

Eine zweite Moglichkeit zur Berechnung der stochastischen Galerkin-Loésung gibt es, wenn

der Erwartungswert von v, der dann wieder ohne jegliche Einschrankungen als Eins an-

genommen werden soll, endlich ist und Ep |&;|"v < oo fiir alle n € N und @ € I, gilt. Dies

ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn die deterministischen Funktionen f € H~'(D) zum

Raum U_%l gehoren, d.h., wenn H~1(D) C U_%1 gilt. Denn das bedeutet, dass der Erwar-
u 7

tungswert Ep % endlich ist. Da nach den Voraussetzungen (Annahme 4.23 (c)) fir den

Testfunktionenraum V,, n x p, die Zufallsgrofien v € LQ(Q,Ql, u?/9dP) fiir alle n € Ny
und ¢ € /¢ sind, folgt aufgrund von

2 1/2 9\ /2
Bele < (Bl ) (Be ) <

die Endlichkeit des Erwartungswertes von v und samtlicher mit v gewichteter Momente
aller &, i € I¢. In diesem Fall konnen dann auch die Polynome {p,(§), a € A}, die
orthonormal sind in L?(2, 2, vdP), als Basispolynome g, (¢) fungieren. Fiir die Berechnung

der Erwartungswerte Ep </€§<f)ﬁa(f)ﬁ5(€)l/) und Ep ( f{(f)ﬁlg(é)V) bréauchte man dann
zum Beispiel lediglich die verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung von k¢ und f;
in den Polynomen {p,(§), a € A} zu kennen. Die Bestimmung der ersten beiden mit

der Zufallsgrofie ¥ gewichteten Momente der zugehorigen stochastischen Galerkin-Losung
verkompliziert sich allerdings ein wenig. Man muss fiir diese Momente

Ep (Un,knp?) = Ep ( > Uaz‘%ﬁa(f)19> = Y Ui Ep (5a(£)V)

C!EAN’K OCEAN,K
’iEIhp ie]hp

und
Be () =Be (3 v ©5s(€)0)

a7ﬁ§AN,K
1,5€ 1 hp

= > uupiugiej Ep (Pa(€)Ps(€)V)

a,BEAN K
1,j€ILp
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die Erwartungswerte Ep (Do (£)ps(£)V), o, € A, ausrechnen. Dabei gilt jedoch nicht
die Beziehung Ep (P4 (£)pp(£)V) = Cudas. Kennt man allerdings die verallgemeinerte
polynomielle Chaosentwicklungen der Polynome p,(§), @ € Ay, in den Polynomen
{Pa(§), @ € A}, d.h., kennt man die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizien-

ten éga), sodass

Fal€) = > &ps(6)

BEAN K

gilt, dann ergibt sich fiir die stochastische Galerkin-Losung durch Umformungen

aN,K,hp: Z uai@iﬁa(g): Z UqiPi Z 6(5a)]§ﬁ(£)

aEANﬂK aEAN,K BGAN,K
’ielhp ’L'GIhP
_ ~(a)
= > 5O X &uar)
BEAN K a€AN K

iGIhp

Fiir die gewichteten Momente der stochastischen Galerkin-Losung folgt dann

2
EP (aN,K,hpﬁ) = Z Eéa)uaigpi und EP (a?V,K,hpr&) Z ( Z E/(Ba)uaigpi> .

a€AN, K BEAN K ~a€ANK
ielhp ielhp

Will man — als dritte mogliche Variante — als Basispolynome {¢,(§),« € Ay} die in
L?(Q, 2, P) orthonormalen Polynome {p,(¢), a € Ay x} verwenden, dann miissten samt-
liche Momente Ep |&;|", n € N, fiir alle i € I, existieren und endlich sein. Die Berechnung
des Galerkin-Systems bedeutet dann die Bestimmung der Erwartungswerte

Ep (5e(€)7a(€)pa(6)v) = Bp (1e(€) Bo (v19)pa(©05()0)

und Ee (fe(€)5(6)v) = Ep (1O Er(vIe)ale)0)

Mit anderen Worten heifit das, die verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklun-
gen bzw. dazu aquivalent die verallgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten von
ke(€) Ep(v|€) und fe(€) Ep(v|€) zu bestimmen. Die entsprechenden gewichteten Momente
Ep (Un k npt) und Ep (ﬁ?\, K,hpﬁ) der stochastischen Galerkin-Losung miissen jedoch ana-

log zu oben tiber die Umentwicklung der Polynome {p,(§), o € Ay} in die Polynome
{Pal§), a € Ak}, d. h. mit Hilfe von

pa©)= 3 &Vps(€)
BEAN K
ausgewertet werden. Es ergibt sich dann
() 2 () ’
Ep (inxm?) = Y. & uaipi und Ep (ﬂN,K,hpﬁ> = > ( > & Um‘%‘)-
CVGAN,K ﬂGAN,K CYGAN,K

i€lhy i€l

Im Falle von ¥ = 1 ist natiirlich diese mit der zuerst besprochenen Berechnungsmoglichkeit
identisch.



136 KAPITEL 4. ZUFALLIGE GLEICHUNGEN

Koénnen alle drei Ansétze zur Berechnung der stochastischen Galerkin-Losung verfolgt wer-
den, dann werden sich im Allgemeinen die jeweiligen stochastischen Galerkin-Koeffizienten
in w unterscheiden. Zusammen mit den Basispolynomen liefern sie dann aber alle das glei-
che Ergebnis, d. h. die gleiche stochastische Galerkin-Losung. Allein der numerische Auf-
wand der Berechnung dieser Losungen kann sich, je nachdem welche Variante verwendet
wird, von Fall zu Fall unterscheiden.

Beispiel 4.42 Sei fiir ein gegebenes Randwertproblem die standardnormalverteilte Zu-
fallsgréfie & eine geeignete Basiszufallsvariable und fir 0 < ¢ < 1 die Zufallsgrifle
v =1, = exp {;{23 Jo mit o = 1/\/1 —¢ ein zulissiges Gewicht fir den endlich-
dimensionalen Testfunktionenraum V, n pp, (K = 1), im Sinne von Annahme 4.23, d. h.

VN mp = span{up,&"v, upy € Upp, n=0,...,N}.

Dann besitzt die Basiszufallsvariable & als Zufallsgrofie auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, vdP) ebenfalls eine Normalverteilung und die zugehorige Dichtefunktion f”dP ist
gegeben mit

) = L) = e (557) e (1)
= 217'('0' exp (—y (12_ E)> = 217TU exp <_2?22> , yeR.

Damit sind die zur Zufallsgrife & auf (2,2, vdP) gehdrenden orthonormalen Polynome
{pn(§), n € No} im Sinne von Satz 2.16 nach Korollar 2.19 die im Argument skalierten
Hermite-Polynome

ﬁn(g) = \/171—' Hen (f_) 5 n & No.

Sei nun ¥ = 1. Folgt man dann der ersten Variante zur Berechnung der stochastischen

Galerkin-Losung und verwendet die Hermite-Polynome {He,(&)/v/n!, n=0,...,N}, so
miissen beispielsweise fir den Koeffizienten k = k(&) die polynomiellen Chaoskoeffizien-

T i) - Lee o 6) )

bestimmt werden. Wdhlt man die zweite Variante, dann hat man die verallgemeinerten po-
lynomiellen Chaoskoeffizienten bzgl. {pn(&), n € No} zu berechnen. Fir den Koeffizienten
K hiefSe dies zum Beispiel die polynomiellen Chaoskoeffizienten von ke(o€) zu bestimmen,
da

e (se€5a(€) = [ me0) 2470, 0) 72 ) dy = [ ) "4 0 )

- /]R’fﬁ(az)H\e/ng) fgp(z) dz =Ep </€5(a§) Hf/ﬂﬂif)) '

Zur Auswertung der Charakteristiken der stochastischen Galerkm Lésung in diesem Fall
bendtigt man jedoch die polynomiellen Chaoskoeffizienten c fur die

Hen(g/a = n) 62()
SISy, &
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gilt. Diese sind hier allerdings explizit bekannt (siehe Formel (2.10) in Abschnitt 2.2.2)
und mit

n—1)/2
/nl J*”(I_UQ)( / , n+1 gerade,

Cl(”): Val( 25t )! i=0,...,n, n € Ny,

0, sonst,

gegeben.

Ein weiterer wichtiger numerischer Aspekt ist, ob sich die jeweiligen multivariaten ortho-
normalen Polynome {p,(§), a € A}, {pa(§), a € A} baw. {Po(€), a € A} als Tensor-
produkte entsprechender univariater orthonormaler Polynome in &; ergeben und dann die
Erwartungswerte ebenfalls in solche Produkte zerfallen. Aus stochastischer Sicht ist diese
Frage dquivalent dazu, ob die ZufallsgroBen (&;)icr, als ZufallsgroBen auf dem jeweiligen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, 9dP), (2,2, vdP) bzw. (2,2, P) unabhéngig sind. Auf
(2,2, P) sind die Basiszufallsgréen &;, ¢ € I¢, genau dann unabhéngig, wenn die Ver-
teilung FSP von & = (&;)ier, sich als Produkt der Verteilungen Fglj von &;, i € I¢, ergibt,
d.h.
dFf (y) = [T dFE (W), v = (v)ier, € R
i€le

Die Unabhéangigkeit der Basiszufallsgrofien auf den beiden anderen Wahrscheinlichkeits-
raumen lisst sich wie folgt charakterisieren. Seien mit ty : R’¢l - R und t, : Rl - R
messbare Funktionen gegeben, die nach dem Lemma von Doob-Dynkin

Ep (0€) =t5(¢§)  und Ep (v[€) = 1,(£)

erfiillen, dann lauten die jeweiligen Verteilungen F; 519 ® ynd F, ¢ I vyon &
dF{™(y) = to(y)dF (y)  und AT (y) = ,(y)dFE (y).

Die Verteilung der einzelnen &;, i € I¢, auf (Q, 2, 9dP) bzw. (Q,2, vdP) lassen sich dann
analog mit

ngdP(yz’) = tﬂ,z’(yi)ng(yi) bzw. ngl;dP(yz‘) = tu,i(yi)nglj(yi)
angeben, wobei ty; : R — R bzw. ¢,; : R — R die messbaren Funktionen bezeichnen, fir
die
tyi(&) = Ep (V]&) bzw. ti(&) = Ep (&), 1€ I,
gelten. Die Unabhangigkeit der Zufallsgroien £ = (&;)icz, auf dem jeweiligen Wahrschein-

lichkeitsraum ist darauthin genau dann gegeben, wenn die jeweilige Verteilung von £ das
Produkt der entsprechenden Verteilungen der einzelnen ZufallsgroBen &;, ¢ € I, ist, d. h.

ngl’(dy) =1] ngp(dyi) bzw. ngl’(dy) =11 ngP(dyi)

iEIg iEIE

gilt. Wenn zum Beispiel die ZufallsgréBen (&;)ier, unabhingig sind als Zufallsgréfien auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) und die Funktionen ty bzw. ¢, sich als Produkt

to(y) = [T toi(w:) bzw. t(y) = T1 tvi(wi)

icle icle

schreiben lassen, dann kann die Unabhdngigkeit der (&;)ics, als Zufallsgrofien auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, 4, 9dP) bzw. (2,2, vdP) geschlussfolgert werden.
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4.2.5 Beispiele

Dieser Abschnitt dient dazu, durch Beispiele sowohl theoretischer als auch numerischer
Natur die Aussagen der vorangegangenen Abschnitte zu illustrieren und zu untermauern.
Es werden Beispiele dafiir gegeben, dass die Anwendung der standardméfligen stochasti-
schen Galerkin-Methode zu unsinnigen Ergebnissen fithren kann, wenn man die theoreti-
schen Erkenntnisse aus dem Abschnitt 4.2.4 aufler Acht lasst. Das heifit, es werden Beispie-
le konstruiert, fiir die die Folge der standardmafigen stochastischen Galerkin-Losungen
nicht in der natiirlichen Norm gegen die schwache Losung konvergiert. Gleichzeitig wer-
den im Gegenzug dazu diese Beispiele unter Berticksichtigung der Ergebnisse mit einem
geeigneten stochastischen Galerkin-Ansatz gelost und die Konvergenz der Folge dieser
stochastischen Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung in der natiirlichen Norm
gezeigt. Die Abhéangigkeit der Approximationsqualitat bzw. Konvergenzgeschwindigkeit
der Folge der stochastischen Galerkin-Losungen von den Basiszufallsvariablen wird eben-
falls anhand von numerischen Beispielen veranschaulicht.

Diese Beispiele werden (vorwiegend) der Einfachheit halber eindimensionale Randwert-
probleme der Form

—(k(z,w)u (z,w)) = f(z,w), z€D=(0,1), weq,
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0,w) =u(l,w) =0, w e,
oder gemischten Randbedingungen
w(0,w)=0 und k(l,w)d'(l,w)=F(w), weQ,

sein. Obwohl die gemischten Randbedingungen von denen des Modellproblems (4.5) ab-
weichen, behélt die in den vorherigen Abschnitten entwickelte Theorie ihre Giiltigkeit
(vgl. Bemerkung 4.14). Des Weiteren werden immer bis auf Beispiel 5 schwache Losungen
mit endlichem zweiten Moment gesucht, d.h. ¥ = 1. Als Gewicht v in der Definition des
endlichdimensionalen Testfunktionenraumes V,, n x5, wird, wenn nicht anders erwahnt,
die auf Erwartungswert Eins normierte ZufallsgroBe v* = p='/ Ep(u~!) verwendet. Die
Diskretisierung in der rdumlichen Variablen erfolgt immer mit Hilfe eines Gauf3-Lobatto-
Legendre-Spektralelementes (siche z. B. Canuto et al. [26]) geeigneter Ordnung p, damit
der raumliche Diskretisierungsfehler in diesen Beispielen und Fehlerbetrachtungen nahezu
keine Rolle mehr spielt und vernachléssigt werden kann und so der Einfluss der Diskre-
tisierung bzgl. der stochastischen Parameter auf den Approximationsfehler deutlich wird.
Wenn nicht néher auf die Ordnung p eingegangen wird, dann wird p = 50 verwendet. Als
Fehlermafle dienen hauptséchlich der relative Approximationsfehler in der natiirlichen
Norm
1% — e ppl

1]y
und die relativen Fehler des ersten bzw. zweiten Momentes als Funktionen der raumlichen
Variablen

5N,K,hp =

w . |Epi—Epiyxpml
N,K hp * | EP ,a’
bzw. Az Az
5@ o |Ep 4° — Ep uN,K,hp|

N,K,hp *— ‘EP ﬁ2|
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Kommen nur endlich viele Basiszufallsvariablen zur Darstellung der Eingangsdaten zum
Einsatz, so wird aus schreibtechnischen Griinden und zur Bewahrung der Ubersichtlichkeit
der Index K bei der Bezeichnung der endlichdimensionalen Unterrdume, der stochasti-
schen Galerkin-Losung und der relativen Fehler unterdriickt.

Im ersten Beispiel wird gezeigt, dass die Gewichtung der Ansatzfunktionen im endlichdi-
mensionalen Testfunktionenraum V,, 5 g, durch die Zufallsgrofle v notwendig ist, um zu
gewéhrleisten, dass die Folge stochastischer Galerkin-Losungen gegen die schwache Lo-
sung in der natiirlichen Norm konvergiert. Daftir wird das in Abschnitt 4.2.4 gegebene
Beispiel 4.29 nun ausfiihrlich behandelt.

Beispiel 1. Es wird auf D = (0,1) das eindimensionale Randwertproblem mit zufalli-
gem Koeffizienten £ = exp(§) und zufilliger rechter Seite f = exp(§)|€ — 1|, wobei die
ZufallsgroBe & ~ N(0, 1) ist, betrachtet. Das heifit, es ist die Losung von

— (exp(§(w))u'(z,w))" = exp(§(w))[E(w) — 1], ze(0,1), wel,
u(0,w) = u(l,w) =0, w € (),

gesucht. Der Koeffizient x ist dabei eine stark messbare Zufallsvariable in L°°(D) und es
gilt
0 < Kmin = exp(&) < k < exp(§) =: Kmaz < 00.

Als ZufallsgroBe p dient damit der Koeffizient selbst, d.h. u = exp(&). Da f € Ue;;(_%)

ist, existiert die eindeutige schwache Losung 4 € U Ld.h. 9 =1, mit

[#(@)() = [aE@)](x) = 5le@) ~ Uz~ ), z€(0,1), wen

Sie ist ebenso die pfadweise Losung und auch die klassische. Wahlt man nun bei der An-
wendung der stochastischen Galerkin-Methode v = 1 und damit die endlichdimensionalen
Ansatz- und Testfunktionenraume

UN,hpEVV’Njhp:Uhp(gUN mit UN:Span{Hen(g), n:O,...,N},
V!
d.h. den standardméfligen stochastischen Galerkin-Ansatz, so wird man im Folgenden
feststellen, dass die entsprechende Folge stochastischer Galerkin-Losungen nicht in U!
gegen die schwache Losung u konvergiert. Betrachtet man die stochastische Galerkin-
Losung iy p, naher, so ergibt sie sich als Produkt, @iy, = tppiin, der deterministischen
Funktion i, € Uy, die die Gleichung

/ﬂ;lp(x)v;lp(x) dr = /vhp(x) dr fir alle vy, € Uy, (4.30)
D D

16st, und der Zufallsgrofle iy € Uy, die die Gleichung

X Hem(§)> ( Hem(€)> .
Ep | ex U =Ep | ex -1 fur alle m=0,...,N (4.31
e (exp(©x "2 ) e (exple)le - 1172 (431)
erfiillt. Mit den Bezeichnungen @ip(z) := 1 (2 — 2?) und g (w) := |£(w) — 1] gilt & = Ayylq

und man erhalt die Abschéatzung

[t = tnppllor = |dpia — dnpln o1 = |da(lp — Anp) + dnp(lie — An) o
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> [[any (@0 = an)llor = llaa(dp — @np)lfvr
= |Unpll a0y 10 — N lli2 ) — lldalliz@) @D — @npll ()
Da die Beziehungen [|@ip — || zr1(p) — 0 und [[@lgl];2(q) < oo gelten, konvergiert der letzte

Term (”UQHLQ ltp —Tnp || 1 (D ) gegen Null und HUthHl y gegen ||ip|| g1 (py. Der Fehler
|0 — N |2 konverglert jedoch nicht gegen Null wie in Belsplel 2 des Abschmttes 4.1
bewiesen Wurde

0.8

0.7

ONp

Abb. 4.4: Relativer Approzimationsfehler dn pn, der standardmdfigen stochastischen Galerkin-
Losung iy pp an die schwache Lésung  fiir wachsenden Polynomgrad N .

Damit konvergiert sowohl der absolute als auch der relative Approximationsfehler

12 = @n ppllo

) —
Mol o

nicht gegen Null, was bedeutet, dass mit diesen stochastischen Galerkin-Losungen keine
beliebig gute Approximation an die schwache Losung in U erreicht werden kann. Diese
stochastischen Galerkin-Losungen konvergieren also nicht gegen die schwache Losung in
U*. Diese Aussage wird auch durch die in Abbildung 4.4 erkennbare Tendenz des relativen
Approximationsfehlers dy p, unterstiitzt. Als rdumliche Diskretisierung geniigt es in die-
sem Fall ein GauB-Lobatto-Legendre-Spektralelement der Ordnung p = 3 zu verwenden.

Setzt man jedoch v = exp(—1/2) exp(—¢) und damit den endlichdimensionalen Testfunk-
tionenraum

He,
Vonnp = {uexp(=E), u € Uy pp} = span {uhpf/%g) exp(—¢), upp € Upp, n=0,... ,N}

voraus, dann erhélt man eine Folge stochastischer Galerkin-Losungen, die gegen die schwa-
che Losung in Ut konvergiert. Das Wahrscheinlichkeitsmafi Q ist wegen K4, = p hier
identisch mit dem Wahrscheinlichkeitsma P, sodass U! = Ué2 gilt, und man erhéilt nach
Korollar 4.31 aus Abschnitt 4.2.4 die Abschétzung

Ha — ﬁN,hp”Ul < C inf Ha — ZHU1
ZEUN’hp

in keiner starkeren sondern der gleichen Norm, in der man auch den Approxim%tionsfehler
misst. Da die Hermite-Polynome in ¢ dicht liegen in L*(Q, o(¢),P) und @ € U' N U* fiir
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—o— i = exp(¢’/4)/V2
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Abb. 4.5: Links: Relativer Approximationsfehler dn p, der stochastischen Galerkin-Losung iy py
in Abhdngigkeit des Polynomgrades N fiir die Gewichte v und ».

Rechts: Zweites Moment der schwachen Lésung 4 und der stochastischen Galerkin-Lésungen
Un pp fiir den gewichteten (V) und ungewichteten Fall zum Polynomgrad N = 40 als Funktion
der ragumlichen Variablen.

ein k > 1, folgt nach Korollar 4.39 die Konvergenz der Folge der stochastischen Galerkin-
Losungen in U'. Die stochastische Galerkin-Losung Uy 5, ergibt sich in analoger Weise
zu (4.30) und (4.31) auch als Produkt eines deterministischen und eines stochastischen
Anteils. Der stochastische Anteil @y der stochastischen Galerkin-Losung stellt in diesem
Falle sogar die polynomielle Chaosentwicklung der Ordnung N von g dar. Somit wird
zum Beispiel fiir N = 0 der Erwartungswert der Losung @ als Funktion in der raumlichen
Variablen x € D exakt durch den Erwartungswert der stochastischen Galerkin-Losung
berechnet.

Die Zufallsgrole ji = exp(—£2/4) ist ebenfalls eine untere Schranke an den Koeffizienten
r und es gilt auch f € Ue;(;(gg /2)- Wiéhlt man dazu die passenden Testfunktionen mit

ViNmp = {u exp(§2/4), u € UN,hp}

= span {uthen\(/g_/'\/ﬁ) exp(§2/4), Upp € Uhp, n=20,..., N} ,
n.

d.h. 7 = exp(¢2/4)/v/2, dann erhilt man wiederum eine in der natiirlichen Norm ge-
gen die schwache Losung konvergente Folge von stochastischen Galerkin-Losungen, deren
stochastischer Anteil jedoch nicht mehr die N-te polynomielle Chaosapproximation der
schwachen Losung 4 ist. Demzufolge ist deren relativer Approximationsfehler grofier als
jener fiir die stochastische Galerkin-Losung, die mit dem Gewicht v berechnet wird. Doch
fir beide kann in Abbildung 4.5 (linkes Bild) ein Abklingen des Fehlers beobachtet wer-
den. Dabei ist wieder ein Gauf-Lobatto-Legendre-Spektralelement der Ordnung p = 3
zur rdumlichen Diskretisierung benutzt worden. Im rechten Bild der Abbildung 4.5 wird
das zweite Moment der schwachen Losung @ als Funktion in der raumlichen Variablen z,

Be ([a())(0))" = S =% €D,

verglichen mit den zweiten Momenten der stochastischen Galerkin-Losung der Ordnung
N = 40 fiir den Fall, dass man ungewichtet rechnet, und dem Fall, dass man gewichtet
rechnet mit der Zufallsgrofle 7. Dabei erkennt man, dass man mit Hilfe der gewichte-
ten Rechnung (blaue [J-Kurve) dem wahren zweiten Moment (rote x-Kurve) schon sehr
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nahe kommt, wohingegen das Ergebnis der ungewichteten Rechnung (griine -+-Kurve)
deutlich davon abweicht. Der Einfachheit halber wurde hier ein Gauf-Lobatto-Legendre-
Spektralelement der Ordnung p = 50 verwendet. g

Das zweite Beispiel zeigt, dass man, wenn man eine Basiszufallsvariable £ wahlt, deren zu-
gehérige orthonormalen Polynome in L*(2, o(¢), P) nicht dicht liegen, ebenfalls eine Folge
stochastischer Galerkin-Losungen erhalten kann, die nicht gegen die schwache Losung in
der natiirlichen Norm konvergiert.

Beispiel 2. Das Randwertproblem mit den gemischten Randbedingungen

_( ( )U (x,w))' ( ) T e (07 1)7 w e Q?
u(0,w) =0, w e Q,
( )u’(l,w) =F, w € €,

und deterministischem Quellterm f € C(D), konstantem F und lognormaler Zufallsgrofe
n als Koeffizienten soll betrachtet werden. Die lognormale Zufallsgrofle 7 ist stark messbar
als Zufallsvariable in L°°(D) und ihre Verteilung sei durch die Dichtefunktion

7=, exp(—(In(y))*/2), y >0,

0, sonst,

frly) =

spezifiziert. Als Zufallsgroflen k,,;, und kK, kann wieder n selbst gewahlt werden und
ebenso wird wieder 1 = 7 gesetzt. Damit existiert fiir ¥ = 1 eine eindeutige schwache
Losung 4 in U' N U* fiir ein k > 1 mit

X 1 x 1
@) = / (F + [ 1) dz) dy

Y

Zudem sind die beiden Wahrscheinlichkeitsmafie P und Q erneut identisch. Wahlt man
jetzt als Basiszufallsvariable die lognormale Zufallsgrofle n und dienen die Rdume

Unpp =Upp @ Uy mit Uy :=span{n”, n=0,...,N}

und mit v = 1/p
Vuth {U/'fh u < UN hp}

als endlichdimensionale Ansatz- und Testfunktionenrdume, dann konvergiert die Folge der
stochastischen Galerkin-Losungen nicht gegen die schwache Losung in U*. Der Grund hier-
fiir ist, dass die orthonormalen Polynome in der lognormalen Zufallsgrofe n nicht vollstan-
dig sind in L*(Q, o(n), P) bzw. in L*(2, (1), Q). Analog zu Beispiel 1 zerfillt die schwache

T 1
Losung @ = Uplgq in einen deterministischen, ap(x) = [ | F + [ f(2)dz | dy, und einen
0 y

stochastischen Anteil, 4o(w) = 1/n(w), genauso wie die stochastische Galerkin-Losung
N pp = Gppln (vgl. Formeln (4.30) und (4.31)). Daher gilt wiederum die Abschétzung

& — N ppllor = gl 0y 1o — An 2@ — lelliz@) 1ip — Gnplla 0)-
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Abb. 4.6: Relativer Approximationsfehler oy p, der stochastischen Galerkin-Losung Gy py, zur
Basiszufallsvariablen n fir f =1 und F = 1.

Da die Zufallsgrole iy die Gleichung
v

EP (ﬁNU) = EP <77

) fur alle v € Uy

16st, entspricht sie der verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklung der Ordnung N
von {ig = 1/n in den orthonormalen Polynomen in 7, d.h. iy = Mig. Da sich aber
der Kehrwert von n nicht durch eine verallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung in
orthonormalen Polynomen in n aufgrund von

L N N / 1 )
o — N2 = |lta — (N)UQHLQ(Q) >eqfl— P 0 fir alle N € Ny

approximieren lasst (siehe Beispiel 3.9 in Abschnitt 3.1.1), konvergiert die Folge der sto-
chastischen Galerkin-Losungen nicht in U! gegen die schwache Losung fiir alle rechten
Seiten f € C(D) und Konstanten F), fiir die @p # 0 ist. Dieser Sachverhalt wird auch in
Abbildung 4.6 veranschaulicht, in der der relative Approximationsfehler oy j, der stochas-
tischen Galerkin-Losung @y j, fiir die rechte Seite f = 1 und die Randbedingung F' =1 in
Abhéangigkeit des Polynomgrades N abgebildet ist. Zum Vergleich ist ebenfalls die untere

Fehlerschranke ¢ = e\/1 — =5 /|dq|l12(q) = /1 — &5, die man aus obiger Abschitzung

erhélt, abgetragen.

Eine lognormale Zufallsgrofle n kann man aber auch mit Hilfe einer standardnormalver-
teilten Zufallsgrofle £ durch exp(€) erzeugen. Wahlt man dieses ¢ als Basiszufallsvariable
und die zugehorigen Hermite-Polynome zum Aufspannen des endlichdimensionalen Un-
terraumes Uy, dann erhilt man wiederum stochastische Galerkin-Losungen, die in U!
gegen die schwache Losung konvergieren. g

Hat man die Wahl zwischen zwei oder mehreren Basiszufallsvariablen, bei denen man
weil}, dass die jeweiligen stochastischen Galerkin-Losungen gegen die schwache Losung in
der natiirlichen Norm konvergieren, dann gibt die Glattheit der Eingangsdaten in diesen
Basiszufallsgrofien einen Hinweis darauf, wessen Approximationsqualitidt besser ist. Das
heifit, je glatter die Abhangigkeit der Eingangsdaten ist, umso schneller konvergiert die
Folge der stochastischen Galerkin-Losungen bzw. umso besser ist die Approximationsgiite
der zugehorigen stochastischen Galerkin-Losungen.
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Beispiel 3. Im dritten Beispiel wird das folgende Randwertproblem betrachtet

—(exp(|¢(w)|x)u'(z,w))" = f(z), z€(0,1), weq,
u(0,w) =0, w e Q,
exp(|€(w)]|)u'(1,w) = F, we .

Die rechte Seite f soll wie in Beispiel 2 deterministisch und die Randbedingung F' wieder
eine Konstante sein. Der Koeffizient

[R(w)](2) = [re(€(w))](2) = [rig ([€(w)DI(z) = exp(|€(w)]z)

mit & ~ N(0,1) hingt jedoch diesmal auch von der rdumlichen Variablen x ab. Des
Weiteren ist er stark messbar und lasst sich durch

0 < Kmin := 1 < k(z,w) < exp(|é]) = Kmaz < 00 f.i. und f.s.

beschrénken. Da k,q, = exp(|€|) € L"(2, 2, P) fiir beliebiges r > 2 und v = 1/Kpp = 1
ist, muss keine Gewichtung des endlichdimensionalen Testfunktionenraumes V,, y , erfol-
gen. Es gibt allerdings zwei offensichtliche Kandidaten fir die Basiszufallsvariable. Man
kann ndmlich zum einen die standardnormalverteilte Zufallsgrofie £ (polynomielles Cha-
os (PC)) oder zum anderen die mit einem Freiheitsgrad Chi-verteilte Zufallsgrofie [€|
(verallgemeinertes polynomielles Chaos (gPC)) — manchmal auch reflektierte Gaufische
ZufallsgroBe genannt — als Basiszufallsvariable festlegen. Im ersteren Fall dienen dann die
Raume

UN,hpEVV,N,hp:Uhp®UN mit UN:span{ﬁn, nZO,,N}
und im zweiten Fall die Raume
Unip =Vonny =Unp @ Uy mit Uy =span{|{|", n=0,...,N}

als endlichdimensionale Ansatz- und Testfunktionenriume. Die schwache Losung 4 € U,
d.h. ¥ =1, des Randwertproblems kann wieder explizit angegeben werden mit

A)(@) = laele()]) = [ (€D)a) = [ exp(-le@l) (F+ [ 1) dz) dy.

Die unterschiedliche Approximationsqualitidt der jeweiligen stochastischen Galerkin-Lo-
sungen fiir obiges Randwertproblem mit rechter Seite f = 1 und Konstanten F' = 1 lasst
sich in Abbildung 4.7 erkennen. In diesem Fall gilt & € UéﬂUg fiir ein £ > 1 und die ortho-
normalen Polynome in & bzw. |¢] liegen dicht in L*(Q, 0(¢), Q) baw. L2(Q, o(¢]), Q) (vgl.
Satz 3.2 im Zusammenhang mit Satz 2.14). Damit konvergieren die Folgen der jeweiligen
stochastischen Galerkin-Losungen in U! gegen die schwache Losung. In der Abbildung 4.7
ist dann rechts der relative Fehler des Erwartungswertes und links der relative Fehler des
zweiten Momentes als Funktionen der rdaumlichen Variablen x abgetragen, d. h.

s _ [Bpa—Eplyw| @) _ | Ep @ — Ep @} ,,|
N,hp | EP a| : N,hp ’ EP ﬂ2| )

und man kann beobachten, dass die stochastische Galerkin-Losung zur Basiszufallsvaria-
blen |£] (gPC) die schwache Losung viel besser approximiert als die stochastische Galerkin-
Losung zur Basiszufallsvariable £ (PC) bei gleicher rdumlichen Diskretisierung und glei-
chem Polynomgrad N. Der scheinbar andere Verlauf der Fehlerkurve fir 0 < = < 0.3
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Abb. 4.7: Relativer Fehler des Erwartungswertes 5](\}),11) (links) und des zweiten Momentes (51(3)@

(rechts) der stochastischen Galerkin-Liosungen verschiedener Ordnungen N fir f =1 und F = 1
mit & als Basiszufallsvariable (PC) bzw. mit |£| als Basiszufallsvariable (gPC).

fir die stochastische Galerkin-Losung der Ordnung N = 5 fiir die Basiszufallsvariable [¢|
(gPC, N = 5) lasst sich durch die beschrankte Rechengenauigkeit erkliaren, da in diesem
Fall verschiedene Integrale nur numerisch berechnet werden konnten.

Ein direkter Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. der Konvergenzraten, ist in
Abbildung 4.8 durch die Darstellung des relativen Approximationsfehlers dy 5, gegeben.
Da die Parametrisierung rj¢ und damit die parametrisierte Losung i unendlich oft

51\“‘,}1})

—>— Basiszufallsvariable £
—oe— Basiszufallsvariable [¢|
n n n n

.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N

Abb. 4.8: Relativer Approximationsfehler dn p, in Abhdngigkeit der Ordnung N der stochas-
tischen Galerkin-Losung fiir die Basiszufallsvariable & und der stochastischen Galerkin-Lésung
fiir die Basiszufallsvariable |€| bei f =1 und F = 1.

differenzierbar sind, ist eine exponentiell schnelle Konvergenz des Approximationsfehlers
der stochastischen Galerkin-Losungen fiir die Basiszufallsvariable || zu erwarten und zu
beobachten. Dagegen ergibt sich fiir die stochastischen Galerkin-Loésungen zur Basiszu-
fallsvariablen £ eine algebraische Konvergenzrate, weil die Parametrisierung x¢ und damit
die Lésung 4 stetig aber nicht differenzierbar sind (vgl. dazu auch Korollar 4.41). g

In Beispiel 4 wird ein und dasselbe Randwertproblem fiir unterschiedlich gewichtete end-
lichdimensionale Testfunktionenrdume gelost und deren stochastische Galerkin-Losungen
miteinander verglichen.
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Beispiel 4. Das folgende Randwertproblem

—(exp ( — §2(w)x/10>u'(w,w))’ = f(x), z e (0,1), weq,
u(0,w) =0, w e,
exp(—&3(w)/10)u/ (1, w) = exp(—6£%(w)), w € Q,

mit zufilligem Koeffizienten [r(w)](z) = exp(—z£%(w)/10), deterministischer rechter Seite
f € C(D) und zufilligem F(w) = exp(—6£%(w)) fiir eine standardnormalverteilte Zufalls-
grofie € sei gegeben. Der Koeffizient k ist stark messbar und fiir die Zufallsgrofien

Komin := exp(—£2/10) und Fmas 1= 1
gilt die Abschétzung
0 < Bmin < K < Bmae < 00 f.i. und f.s.

Die schwache Losung @4 € U!, d.h. ¥ = 1, dieses Randwertproblems ist damit
(@) = [ exp(€(w)y/10) (exp(~66"w)) + [ 1) dz) dy.

Neben der Zufallgrofle x,,;, bilden auch die Zufallsgrofien exp (—1%52> fiir ¢ > 1 untere
Schranken an k. Fiir

5 € o
= —Se?) 1<e<15,
Heim 5= &P < 10 ) i

gilt dann zum einen Ep pu-t = 1, p-t € L(Q, A, P) fiir ein r > 2 und zum anderen, dass
der Erwartungswert

Ep ([|a]}pps?) < oo
endlich ist. Das bedeutet, dass @ € U 1 1N Uk 1 fir ein k£ > 1 ist. (Unter Beriicksichtung

“s
von Bemerkung 4.28 kann auch 1 < e <3 gewahlt werden (siehe auch [78]).) Alle dazu
definierten Gewichte

1 € €
= —————— =1/l — = 2), 1<e<15
T B (i) 5P <10€ ==

erfilllen die Annahme 4.23 mit den endlichdimensionalen Unterrdumen
Unpp =Unp @ Uy mit Uy =span{¢", n=0,...,N}

und
V(i\)ﬂhp = {uv., u € Uypp}

v,

Jede der entsprechenden stochastischen Galerkin-Losungen aﬁé?hp € U' konvergiert in U!

gegen die schwache Losung 4, da die entsprechenden Polynome dicht liegen. Fiir die rechte
Seite f = 1 sind in Abbildung 4.9 fir verschiede ¢, ¢ = 1,1.25,1.5, der relative Appro-
ximationsfehler dy 5, der zugehorigen stochastischen Galerkin-Losungen ﬁg\‘ff?hp berechnet
worden und man kann, entsprechend der Theorie, ein Abfallen des Fehlers beobachten.
Zum Vergleich ist ebenfalls der relative Approximationsfehler fiir den ungewichteten Fall,
d.h. fir vy = 1 (¢ = 0), berechnet worden. Nach einer Phase des Abklingens des relativen
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5N,hp

——yy=1

—e—u; = 2//5exp(£2/10)
—k— 1195 = V/3/2exp(€2/8)
—+— 15 = 1/7/10 exp(3£%/20)
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N
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Abb. 4.9: Relativer Approximationsfehler oy py, in Abhingigkeit der Ordnung N der stochasti-
schen Galerkin-Ldsung fiir verschiedene Gewichte v., e =0,1,1.25,1.5.

Fehlers dy ), lasst sich ab Polynomgrad N = 19 ein Anwachsen desselben erkennen, was
die Vermutung nahe legt, dass in diesem Fall die stochastischen Galerkin-Losungen nicht
gegen die schwache Losung 4 in U! konvergiert. g

Im fiinften Beispiel wird das zufillige Randwertproblem aus Beispiel 4.8, dessen Losung
kein endliches zweites Moment besitzt, genauer gesagt, nicht in U enthalten ist, noch
einmal aufgegriffen. Es werden verschiedene Zufallsgrofien ©¥ > 0 eingefiihrt, damit fir
die jeweiligen schwachen Probleme die Losung in Ué liegt. Mittels eines geeigneten sto-
chastischen Galerkin-Ansatzes wird diese dann in der jeweiligen natiirlichen Norm durch
stochastische Galerkin-Losungen approximiert.

Beispiel 5. Das hier betrachtete Randwertproblem

— (exp(§(w))u(z,w))" = exp(€*(w) /4 — [€(w)]), z€(0,1), we,
u(0,w) = u(l,w) =0, w e,

fir eine standardnormalverteilte Zufallsgrofie & ~ N(0, 1) besitzt als Losung

() = oo (S5 - )l - €6)) (2 - 22

Der Koeffizient k = exp(€§) kann wieder ganz einfach mit
0 < Kpmin = exp(§) < k < exp(§) =: Kpmaz < 00

abgeschitzt werden und es sei jt = K, Die rechte Seite f = exp(£?/4 — |€]) besitzt zwar
ein endliches zweites Moment, ist jedoch nicht im Raum Uu_,lz enthalten. Die Losung

liegt auch nicht im Raum U L d.h. fiir ¥ = 1 existiert die schwache Lésung nicht. Man

muss also fiir den Losungsraum ein Gewicht ¢ # 1 einfiihren, sodass f € U7, gilt, um die
,u.2

Existenz der eindeutigen schwachen Losung @ € U} zu erhalten. Beispielhaft sind drei auf

Erwartungswert Eins normierte Zufallsgrofien

£ 3 £ —1/2
Y1 = V2exp -5 ) ¥y = 5 &P = und 93 = e/ exp(§)
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genannt. Mit den Zufallsgrofien

9
Vv, = - ) L= 172737
Ep(0:/p)p

werden dann die jeweiligen endlichdimensionalen Ansatz- und Testfunktionenraume
UN,hp:Uhp®UN mit UN:span{fn, TLIO,,N}

und '
V(f]zf,hp = {uv;, uw € Uypp}

1%

definiert. Der relative Approximationsfehler dy p, der zugehorigen stochastischen Galer-

i ‘ ‘ ‘ ‘—x—ﬁ‘l = \/iéfxp(*g/z)
—o—1y = \/3/2exp(—£2/4)
—k— 3 = exp(—1/2) exp(&)

(51\". hp

Abb. 4.10: Relativer Approximationsfehler dn pp in Abhdngigkeit der Ordnung N der stochas-
tischen Galerkin-Losung fiir verschiedene Gewichte ¥;, 1 = 1,2, 3.

kin-Losungen @5\1,) np 1M Raum ﬁéi, i =1,2,3, ist in Abbildung 4.10 zu sehen und entspre-
chend der Theorie ein Abfallen aller drei Fehlerkurven (mit der gleichen Konvergenzge-
schwindigkeit) zu beobachten. Dabei ist wieder jeweils ein GauB-Lobatto-Legendre-Spek-
tralelement der Ordnung p = 3 fiir die rAumliche Diskretisierung verwendet worden. g

Das sechste und letzte Beispiel gibt fiir den praktisch relevanten Fall eines lognorma-
len Zufallsfeldes als Koeffizienten  einen geeigneten stochastischen Galerkin-Ansatz zur
numerischen Losung an.

Beispiel 6. Es soll auf einem beschrankten Lipschitzgebiet D C R%, d = 1,2,3, das
Randwertproblem

—V - (k(z,w)Vu(r,w)) = f(z) r€D, weQ,
u(z,w) =0 x €D, weQ,

mit deterministischer rechter Seite f € H~'(D) und einem lognormalen Zufallsfeld als
Koeffizienten x betrachtet werden. Das heift

(r()](2) = o) + k1 (x) exp (i @m(a:m(w))

mit unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsgrofien € := (&;);en, deterministischen
Funktionen kg, k1 € L™(D) mit k9 > 0 und k1 > k; > 0 fiir eine Konstante £, und
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deterministischen Funktionen v; € L(D), i € N, mit Y22, ||¢);||L~(p) < co. Damit ist
stark messbar und fiir € > 0 und Konstanten Cmm( ) und Chpaz(€) bllden

R o0 _ € o B
S =m0 (=L I3 m) — § 3 6?) = Con(e)oxp (5 3062
; =1

=1

DO | M

und
(e) ._ L 2 20 € 20 ¢2
Rpaz = H"QOHLOO(D) + “HlﬂLoo( exp < H Zw HLOO(D +5 9 Zai 62)
=1

= ||5ollL=(py + l|£1]|L> (D) Crmaz (€ eXP( Za% )

obere und untere Schranken an das lognormale Feld, wenn es Zahlen (a;);en gibt mit

o
l<ar<ax<..., Y a;¥ <oofireinfd >0 und szz 2| e (py < 0.
i=1

Der Erwartungswert solcher Zufallsgroflen n, := exp (s > a; 2952) ist flir s € R mit

s < a??/2 durch

Epn, = Epexp (s Z a;29§?> = hm Ep exp (s Z a; 205 )

=1 =1

=1

) 1 1Y —20\ 2
]RN =
= lim H ! PR —T H PR ——7
N—oo 1 —2sa; 1 —2sa;

gegeben. Das Produkt und damit der Erwartungswert von 7, ist endlich, weil das Produkt

]O_O[ (1 — 2sa; %) endlich ist aufgrund von
i=1

In(l —2sa2) < = 2802 = =25 a7 %
Z ( 7 7 7
i=1 i=1 i=1

nach Voraussetzungen an (a;);en-

Sei nun € < a2?/4 und p. = ngnm Dann ist die ZufallsgroBe (k) )2/u? € L"(Q, A, P) fiir

ein 7 > 1. Damit besitzt (k( ) /u? auch einen endlichen Erwartungswert und fiir eine
rechte Seite f € H~(D) C U 2 existiert eine eindeutige schwache Losung 4 in Ut , d. h.

¥ = 1. Mit den Basiszufallsvarlablen ¢ = (&)ien und dem Gewicht v, = p-!'/ EP(/,LE )
eignen sich dann als endlichdimensionale Ansatz- und Testfunktionenrdume

Unipp =Unp ®@Ungx  mit Uy =span{§”, a € Ayx}

und
Vu(j\)/,K,hp = {uv., v € Uy g np}-

Ist f so gewéhlt, dass sogar u € [0](5(5) N Ué(a) fir ein k£ > 1 mit

dQ® = (Bp (v, /12) " (k5),)?/u2dP
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gilt, dann konvergiert die Folge der stochastischen Galerkin-Losungen gegen die schwa-
che Lésung in U*, da die orthonormalen Polynome in & dicht liegen in L3(€, o(£), Q©).
Fiir die Berechnung ergeben sich die in L?(€2, A, v.dP) orthonormalen Polynome in ¢ als
Tensorprodukte von univariaten, im Argument skalierten Hermite-Polynomen. g



Anhang A

Berechnung verallgemeinerter
polynomieller Chaoskoeffizienten

A.1 Berechnung polynomieller Chaoskoeffizienten

Sei eine standardnormalverteilte Zufallsgrofie & ~ N(0,1) gegeben und sei die Dichte
der Standardnormalverteilung mit ¢ und die Verteilungsfunktion mit ® bezeichnet. Im
Folgenden werden nun fiir verschiedene ZufallsgréBen n € L*(€2, o(€), P) die polynomiellen
Chaoskoeffizienten

He, (£)
Vn!

berechnet (vgl. dazu z. B. auch die Arbeit von Field und Grigoriu [37] oder von Lebe-
dev [69] und Suetin [93]). Weiterhin wird unter Verwendung der Stirling-Formel (siche
Abramowitz/Stegun [1]) das asymptotische Verhalten fir n — oo fir die Betridge der
polynomiellen Chaoskoeffizienten, die nicht Null sind, angegeben.

5n=EP<77 >, n € Ny,

Chaoskoeffizienten fiir eine lognormale Zufallsgrofie

Sei 1 := exp(a&) mit a € R (a € C prinzipiell ebenso moglich). Dann gilt nach Definition
der Hermite-Polynome (2.4) und n-facher partieller Integration

o0

B = b / exp(ax) He, (z)p(x) dx

n!

fir alle n € N.
Es gilt fiir eine Konstante ¢ > 0

la|™ 2 _cla|® a2 e (alfe /2 -
mexp(a/>_n1/4 (e) ~ il iur n — oo.

|6n| =
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Chaoskoeffizienten fiir exp(a&?),a < 1/4

Sei n := exp(a&?) mit a < 1/4 (a € C mit Re(a) < 1/4 prizipiell auch moglich). Die
Berechnung der Koeffizienten erfolgt zum Beispiel unter Zuhilfenahme des Wick-Produkts
(siche Janson [64]). Es gilt mit Hilfe der erzeugenden Funktion (2.7)

i nn,\/mﬂn = i Z Ep (exp(aSQ) Hen(§)> =Ep (exp(a{Q) i ::Hen(g)>
n=0"" n=0""" n=0 """

= Ep <exp(a£2) exp ( £ — t;))
] e (52 e e (1)

Ein Koeffizientenvergleich fithrt dann auf

n
2+/n!
4=V _ . n gerade,

B, =14 (3)0-20"7

0, n ungerade.

Als asymptotisches Konvergenzverhalten fiir n gerade ergibt sich fiir eine Konstante ¢ > 0

fir n — oo.

n n n n/2 n
la|Zv/n! N a2 (27n) /4 (g) _c ( 2|al ) /2

PR T e () T T

Chaoskoeffizienten fiir eine gleichverteilte Zufallsgrofle

Sein := a+(b—a)P(£), wobei —oo < a < b < 0co. Dann ist die ZufallsgroBe n gleichverteilt
auf dem Intervall (a,b). Es gilt

1
o ~Val )

= Z)_Q(I\/lm_oo erf (m/ﬂ) He,(x)p(z) dx b+ o 1 / He,(z

(a+ (b —a)®(x))He,(z)p(z) dz

mit der Errorfunktion erf (33 / \/5) = 20 (x) — 1. Fiir das zweite Integral ergibt sich dann
aufgrund der Orthogonalitat der Hermite-Polynome

/Hen x)dr = 1, n=0,
0, sonst.
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Wegen Symmetrieeigenschaften ist das erste Integral fiir alle geraden n gleich Null und
somit reicht es, es fir n = 2k + 1, k € Ny, zu berechnen. Die explizite Darstellung der
Hermite-Polynome (2.5) fiihrt mit mehrmaliger partieller Integration auf

m_& erf(z/v/2) Hegpy1 (z)0(x) da

k ) 2/{7+ ! - xT
_ 1) / 2h=2j+1 o
Z( ) (2k—2j+1) 12 er 7 o(x) dx

ISR M SR S )

(2k —2j + 1) 5129 il

1= O

Durch Vertauschung der Summationsreihenfolge erhilt man

m_& erf(z/v/2) Hegpy1 (2)p(z) dz

—isz—i—k(_m—i V@2 + 1) ’” ki_j<kr—z‘)!(k—j)!(%)!(zkﬂ)
= (k—i)ldl (2k +1) :O (2k — 25 + 1) 514!
—1 (%)
1 J@E+1)! & (k e (CDR/(2 + 1))
:ﬁzmmwi:o()(‘” 2T Rk DR

J

Dass die Summe (x) Eins wird, sieht man mit Hilfe der partiellen Summation. Sei dafiir

(k=)' (k—j)H(20)! (2k + 1)
(2k — 25 + 1)! 54!

fG) = (4 und  Af(G) = fG+1) = f())

definiert. Dann folgt nach der partiellen Summation

> 1) = Jlk =i+ D)k —i+1) = (5 + DASG)

mit
— (k+1
AF) = (k+2>g(+)1 f<k_i+1):k;<—¢+1>

die Behauptung
(k—i+1)f(k—i+1)

]Z:%f(]): —(k—l—%)

=1.

Zusammengefasst ergeben sich die polynomiellen Chaoskoeffizienten von 7 also wie folgt

b+a _
=% n =20,

n—1
Ta T )

0, sonst.
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Fiir das asymptotische Verhalten fiir ungerade n erhélt man fiir eine Konstante ¢ > 0

b—ayal e ()"
vz (tF ) anm( . )<n—1>/2

N Cn1/4nn/22n/2€n/2 N cnn/Z N c n—1 —n/2
- en/22nn<n _ 1)1/2(n _ 1>n/2—1/2 - 2n/2n3/4(n _ 1)n/2 — 9n/2p3/4 ( n )

’Bn| =

————
=exp(0.5), n—oo

C

:W fur n — oo.

Chaoskoeffizienten fiir exp(alé|)

Sei n := exp(al¢|), a € R. Die Chaoskoeffizienten sind folgender Gestalt

8, - \/%(Qantb(a) exp (%az) + % i;(—l)’*la”*m(% —3)), n gerade,
0, n ungerade,
wobei (—1)!! := 1 gelten soll. Dass fiir ungerade n die Koeffizienten Null sind, ist eine

Folge der Symmetrieeigenschaft der Hermite-Polynome. Es reicht also n = 2k, k € Ny, zu
betrachten und der Beweis erfolgt durch Induktion: Fir £ = 0 gilt

Bo = \/E Zexp(ax)go(x) dz = ﬁ Zexp (“;) exp (—(z — a)?/2) dx = 2®(a) exp (a®/2) .

Fiir k + 1 erhélt man mit der Definition der Hermite-Polynome (2.4) und partieller Inte-
gration

&

/exp ax) exp -z /2) Hegpio(x) da
0

Bokra =
\/7(2k + 2)!
7 d2k+2 72
= exp(ax) s <exp (—)) dx
JT(2k +2)! ) dx 2

E

5 @/(2h)

_ ﬁ( Heory1(0) + aHeg(0) )+ Tﬁ%
(2k +2)! 0 —a(2k—1)1I(~1)k (2% +2)!
1

- m (2a2k+2<1>(a) exp (a2/2)

(i SR 2k - -1

2
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Das asymptotische Verhalten sei hier nur fiir a = 1 gezeigt. Es gilt mit einer Konstanten
¢ > 0 flur gerade n

0|3

(=1)"1(2i — 3)!

i=1

|@J—-VF_2@(nexp(;)4_

S

b | VEE e @i
~ (2mn)1/4 <%)n/2 +ﬁ;( 1) 2-1(; — 1)!
~ 1 _1\n/2-1 (n—2)! |
“ iy [ TR
(n — 2))1/2 (n=2)""? )
~ ¢ 2nn ~ 2)) (e> ~ 0 fir n — oo.

/2 w21 — o1/dp—1 — o5/a
(27rn)1/4 (E) 27/2((n — 2))1/2 ( = ) nt/*n n

Chaoskoeffizienten fiir [£|?T! p € N

Sei n := [£]*P*1, p € Ny. Dann ist

_{)pri _ (121)+1)!\£a , n gerade,
¥, — Ve (g) 2
n 1=0
0, sonst.

Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion iiber p € Ny.

Beim Induktionsanfang fiir p = 0 werden also die polynomiellen Chaoskoeffizienten fiir
n = |£| berechnet. Die ZufallsgroBe n wird auch reflektierte GauBische Zufallsgrofie ge-
nannt. Aus Symmetriegriinden ist (Y3, = 0 fiir alle ungeraden n. Es werden also die ()3,
mit n = 2k, k € Ny, betrachtet:

(O)ng / |z| Hegg () p(z) dax =

\/%/IHegk(x)cp(x) dx

o0

d (2K)! 2k—2j+1

z:: 2k )71 O/x o(x) dx
L (2k)! T ok
2V =)

k—j —u)d
ok~ 2))1 1% | Wordd exp(—y) dy

2@k 1252 (k — )
= Z(_l) (2k — 25)! 51

Die Auswertung dieser Summe erfolgt wieder mit der partiellen Summation. Es wird

k()
f() = (=1) k=2
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definiert und dann folgt

L (k+3) ..

Af()=fU+1)~f() =~ T fG).
Damit ergibt sich

S SN

2 fU) = kf(k) + 3 (G + 1) ==,

j=0 7=0
was zu der Summe

—1 B (_1)k+1

7. _ 1
2
fihrt. Fur die Chaoskoeflizienten erhilt man dann
(=1)FH/(2k)!
V2m(2k — 1)2k=1k!

©) 8oy =

was der Behauptung entspricht.

Sei nun die Induktionsbehauptung fiir p — 1 erfiillt, dann bleibt zu zeigen, dass

N (2pr !Vl ., n gerade,
g, = Var22 7 (5)! [ (n-1-2i)
n 1=0
0, sonst

gilt. Fir n ungerade folgt die Aussage wiederum sofort aus Symmetriegriinden. Es reicht
also n = 2k, k € Ny, zu betrachten. Mittels der Drei-Term-Rekursionsformel (2.6) fiir die
Hermite-Polynome folgt

& )5% =

2
/ 2P+ Hegp(2) () do = /pr(Heng(x) + 2k Hegr 1 (2))p(z) dx
0

\/7
F

= (Qk)' ( (2k +2)! P D500 + (4k + 1)/ (2k)! 713y,

/ 20U+ (Hegpyo(x) + (4k + 1) Hegp () + 2k(2k — 1) Hegp_o())p(2) dz

+(2)(2k — 1)y/(2k — 2)! - %Q(k_l)) .

Unter Verwendung der Induktionsannahme erhalt man

(2)!(2p — D! | (=1)P+1 (2K + 2)(2k + 1) (4k + 1)(=1)k»
/82k — \/2— p—1 + p—1
T 2k(k+ 1) I (2k 4+ 1 —2i)  2k=1k! T (2k — 1 — 2i)

=0 =0

—1)ktp+1
. (-1)

252 — 1)1 T (2% — 3 — 20)

1=0
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_(—UHM1(ﬂm@p—nl(@k+®@k+U@k—%H&ﬂ%—2p—U
B V2 2k—1F! ﬁ (2k — 1 — 2i) 2(k+1)(2k+ 1)

—Mk+D@k—mwﬂy+%@k—U>

(ke p(2k)!(2p— 1)! (p)(2p+ 1) = (—1)kt+ptL p(2k;)!(2p+ 1)! |
v@ﬁ“%ﬂg@k—l—%) ¢Z&h%¢g@k—1—%)

Das asymptotische Verhalten der Chaoskoeffizienten ®3,, p € Ny, sieht dann fiir eine
Konstante ¢ > 0 fiir die geraden n wie folgt aus

n n/2
o | (2p + 1)!v/n! N c(2mn)'/4 (g) N cnl/4
| Bn| - n_y D ] n/2 — nptinl/2
V271232 (% PTI(n—1—2i)  272nptl(7n)l/2 (26)
i=0
~ pf5/4 fir n — oo
n

Chaoskoeffizienten fiir Sprungfunktion

+a, £20,
5 - a, 5 < 07
Polynome sind die geraden Koeffizienten Null. Fiir die ungeraden Koeffizienten n = 2k+1,
ke No, gllt

Sei n = a # 0. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Hermite-

0

1
Bok+1 = (2/{:—}—1)'_4 (x — a) Hegpp1 () (
1 v 2a T
= (QT 1)'/ x Hegpr1(2)p(2) dv + MO/HG%H(»T)@(@ dx.

Fiir das erste Integral gilt aufgrund der Orthogonalitatseigenschaft der Hermite-Polynome

x)dx + /(m + a) Hegpy1 () () dx

[e.e]

/ x Heog1 () p(x) dr = So.

—0o0

Fiir das zweite Integral ergibt sich mittels der Definition der Hermite-Polynome (2.4)

0 e % ) J2k+1 z2 00
/He2k+1(x)g0 / + R (exp (—2>> dx = —p(x) Hegx () .
0 0

(12— D).

ﬁ ﬂ

27

Zusammengefasst bedeutet dies

1+¢5 n=1,
Bn = f\f )T (n—2)I, n>1 ungerade,

sonst.
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Fiir das asymptotische Verhalten erhélt man fiir ungerade n dann mit einer Konstanten

c>0
1 2 (n—1)!
’/J)n\—\/m\/;a\(”— \/7 |2(n 1)/2 )

-1
c (2r(n — 1)) (”%) c ot
~ n n/2 e o (nfl)/Z ~ 1/4 _1/2
(27rn)1/4 (Z) 2(n=1)/2(7(n, — 1))1/2 (Tel) nt/tn
~ C f..
— W ur n — oQ.

A.2 Berechnung von Chaoskoeffizienten bei
lognormalem Chaos

Sei ¢ nun eine lognormale Zufallsgrofie mit der Dichte

27rxe p( M), x>0,

0, sonst.

fe(z) =

Die zu der Zufallsgrofle £ gehorenden orthonormalen Polynome im Sinne von Satz 2.16
(sieche Abschnitt 2.2.4, Korollar 2.27) werden mit {p,(£), n € Ny} bezeichnet. Die ver-
allgemeinerten polynomiellen Chaoskoeffizienten (/3,,),en, der Zufallsgrofie n = 1/€ bzgl.
den Polynomen {p,(§), n € Ny} lauten

Bo = €*/? und B = (—1)e” 5 H30=2/4 1 T](ei — 1), neN.

Der Koeffizient ag entspricht dem Erwartungswert von 7, d. h.

o0

1 o2
=Epn= / e " e~ T dr = /2.
BO P \/ﬁ

Fiir die anderen Koeffizienten soll die Aussage mittels vollstandiger Induktion nach n € N
bewiesen werden. Genutzt wird dabei die Drei-Term-Rekursionsformel fiir die Polynome

{pTw ne NO}
bn+1pn+1(£) = (5 - an)pn(f) - bnpn71<€)7 n e NOa

mit den Rekursionskoeffizienten (siche Abschnitt 2.2.4)
a, = en71/2 (enJrl 4 — 1) : ne No,

und
bn _ (en o 1)1/26(371—2)/2

, n € N.

Die Induktionsannahme fiir n = 1 ist dann vermoge

1 1 (£ —ao) 1 a 1
p1=Ep (5191(5)) = Ep <€ by ) = a — b—lEP <€>
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e—1/2

= (1—e)=—e%/e—1

e—1

erfiillt. Unter der Annahme, dass die Formel fiir die Koeffizienten
Bn _ (_1)n€—(n2+3n—2)/4 H(el _ 1)

i=1

fir alle kK =1, ..., n gilt, bleibt sie fiir n 4+ 1 nachzuweisen:

Bni1 = Ep <§Pn+1(f)> = Ep (1 <(€b_an)Pn(f) - ann—l(f))) - B — b Bn-1

5 n+1 bn+1 bn+1 bn+1
1
_ _(en/2 4+oen/21 6—n/2—1)6n —en — 1_6_3/2571—1)
vertl — 1 (
I (¢ = 1)
S (et o)
IT(ef—1)
_ve=t ((_1)n+1€—(n2+3n—2)/4e—n/2—1(en-i-l _ 1))

A /€n+1 —1
n+1

= (— 1)l (D230 D=2/1 | TT (ei — 1),
1=1






Zusammenfassung

Zufallige partielle Differentialgleichungen werden genutzt, um komplexe Systeme in Na-
tur, Physik oder Technik realitdtsnaher zu modellieren. In dieser Arbeit wird speziell
das stationére Diffusionsproblem mit zufélligem Koeffizient als lehrreiches Modellproblem
betrachtet und mittels der stochastischen Galerkin-Methode unter Verwendung des ver-
allgemeinerten polynomiellen Chaos naherungsweise gelost. Im Gegensatz zu den iiblichen
Annahmen, dass der Koeffizient sich durch Konstanten von Null und Unendlich fast sicher
trennen ldsst oder ein lognormales Zufallsfeld darstellt, wird in der vorliegenden Arbeit
fiir den Koeffizienten nur vorausgesetzt, dass er sich fast sicher durch reellwertige Zufalls-
groBen von Null und Unendlich trennen lésst. Unter dieser Voraussetzung werden sowohl
eine entsprechende Losungstheorie flir solche Randwertprobleme entwickelt als auch ein
geeigneter stochastischer Galerkin-Ansatz zur ndherungsweisen Losung vorgestellt. Dieser
stochastische Galerkin-Ansatz basiert auf der Verwendung von verallgemeinertem poly-
nomiellen Chaos und entspricht einem stochastischen Petrov-Galerkin-Ansatz aufgrund
der Gewichtung der Testfunktionen durch eine entsprechende reellwertige Zufallsgrofe.
Die Eigenschaften des verallgemeinerten polynomiellen Chaos werden genutzt, um das
Konvergenzverhalten der Folge dieser stochastischen Galerkin-Losungen in der natiirli-
chen Norm zu untersuchen und A-priori-Fehlerabschatzungen anzugeben. Es wird aufler-
dem gezeigt, dass der standardmafige stochastische Galerkin-Ansatz in diesem Fall nicht
notwendigerweise eine Folge von stochastischen Galerkin-Losungen liefert, die in der na-
tirlichen Norm gegen die exakte Losung konvergiert.






Symbolverzeichnis

int(A4), A, At
C*(D), k € Ny
B(")

O(),o(")
La(+)

£+

He,, n € Ny
H,, n € Ny
P,, neNj

®

Y

1]

A

a; |af; d(a)
dap, o, B €A

0% a € A mit
I={1,...,d}
\Y

Ep, D%
N0, 1)

U(a,b)

v,

fe, Fe
(N)n

I,, neN

nAm;nvVm

ly]

das Innere, der Abschluss, das orthogonale Komplement der Menge A
Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D

o-Algebra der Borel-Mengen

Landau-Symbole

Indikatorfunktion der Menge A

ft:=max{f,0}

n-tes stochastisches Hermite-Polynom

n-tes physikalisches Hermite-Polynom

n-tes Legendre-Polynom

Tensorprodukt

direkte orthogonale Summe, Abschluss der linearen Hiille der Summan-
den

Anzahl der Elemente der Menge [

A ={a € JN'OI| : o hat nur endlich viele Nicht-Null-Elemente} fir eine
Menge I C N
Multiindex o € A; || = Yy u; d(o) :=max{i € I : a; # 0}
Kronecker-Delta 6,5 = L a=45

0, sonst

||
gemischte partielle schwache Ableitung 0%u := o"u
80’11‘1 “e aada’;d

Nabla-Operator

Erwartungswert, Varianz bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafies P
Standardnormalverteilung

Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b)

Dichte- und Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
Dichte- und Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie £

verallgemeinerte polynomielle Chaosapproximation der Ordnung N von
der Zufallsgrofie n

Einheitsmatrix der Grofie n
min{n, m}; max{n, m}

ganzzahliger Anteil der reellen Zahl y, d.h. |y| :=max{z € Z : z < y}
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(¢); Pochhammer Symbol (¢); := 1 Jj =0,
cle+1)...(c+tj—1), j>0
[alo, [a]n [alo =1, [a], = [](1 —a")
=1
n] GauB-Symbol {n]
J1, j j

B(n, k,1) Bln, b, 1) = <><k+l><n—k+z>
C(n, k1) C(n, k1) = ( )( )(nzk_—l 21)
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